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Resumen - Abstract

Resumen

El problema del planificador de movimientos de un sistema mecdnico consiste
en encontrar un algoritmo que tenga como input un par ordenado de estados
del sistema, denominados estado inicial y estado final, y como output
un movimiento continuo que comience en el estado inicial y que acabe
en el estado final. Para modelizar topologicamente este problema se hace
uso del espacio de configuraciones asociado al sistema mecdnico. Michael
Farber demuestra en 2003 que dar tal algoritmo de forma global y que sea
razonablemente robusto solo es posible en espacios de configuraciones muy
simples. De este modo, propone considerar un niumero finito de algoritmos

continuos de forma local, originando la denominada complejidad topoldgica.

Partiendo de la motivacion inicial del problema del planificador de movimien-
tos, en este trabajo introduciremos la nocion de complejidad topologica de un
espacio topologico general. Estudiaremos sus principales caracteristicas y pro-
piedades, asi como su relacion con la categoria de Lusternik-Schnirelmann.
Ademds, haremos uso de técnicas de topologia algebraica que nos permitirdn
aprorimar o, en algunos casos, determinar la complejidad topologica de mu-
chos espacios. Finalmente, emplearemos los resultados desarrollados a lo largo
de la memoria para estudiar la complejidad topoldgica de una amplia variedad

de ejemplos.

Palabras clave: Complejidad topologica, planificacion de movimientos, es-
pacio de configuraciones, fibracion, producto cup, algoritmo local, categoria
de Lusternik-Schnirelmann, nilpotencia.
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Resumen - Abstract

Abstract

The motion planning problem on a mechanic system consists in finding an
algorithm which takes, as input, an ordered pair of states of the system called
initial state and final state; and, as output, a continuous movement which
starts at the initial state and ends at the final state. Spaces of configurations
are used in order to modelize topologically this problem on a mechanic system.
Michael Farber proofs in 2003 that establishing such algorithm globally and
robustly is possible only in a rather simple type of spaces. At a time, Farber
proposes to assign paths locally by descomposing the topological space in a

finite number of open sets. This number is called topological complexity.

Starting from the initial cause of motion planning problem, in this disserta-
tion we will introduce the notion of topological complexity of a general topo-
logical space. We will study its main features and properties as well as its
relationship with the Lusternik-Schnirelmann category. Moreover, we will use
algebraic topology techniques that will allow us to estimate or, in certain ca-
ses, to determine the topological complexity of a several number of spaces.
To conclude, the results developed in this dissertation will come into play to

discuss a wide class of examples.

Keywords: Topological complexity, motion planning, configuration spaces,
fibration, cup product, local algorithm, Lusternik-Schnirelmann category, nil-

potency.
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Introduccion

La topologia es una de las ramas mas recientes de la mateméatica. A pesar de su ju-
ventud, ha conseguido posicionarse como una rigurosa disciplina con amplisimas vertientes
y aplicaciones, tanto en el ambito puramente matematico como en el de otras ramas de la

clencia.

Los origenes de la topologia se remontan al siglo XIX, momento en el que el célebre ma-
tematico y filésofo Henri Poincaré publica Analysis Situs en 1912, donde se encuentra la
primera mirada topoldgica de los conceptos ya conocidos en la época y se desarrolla un
estudio sistematico de ciertas propiedades que los espacios conservan al ser sometidos a
transformaciones continuas “buenas” a las que denomina, por primera vez, ‘homeomor-
fismos”. Ademas, introduce nuevos conceptos como el grupo fundamental o la homologia
simplicial. A partir de dicha publicacién, la topologia se consolida como un nuevo ambito
del conocimiento en el que desarrollar nuevas teorias y buscar conexiones con otras areas

de la matematica.

Durante el siglo XX, conocido por los mateméaticos como el Siglo de la Topologia, un buen
nimero de matematicos desarrollan los cimientos topoldgicos sobre los que hoy en dia nos
encontramos. En sus inicios, destacan la teoria del grado topologico que introduce Luitzen
Jan Brouwer, la teoria de puntos criticos de Marston Morse y el fuerte avance de la homo-

logia simplicial llevado a cabo por James Alexander II y Solomon Lefschetz.

En particular, la topologia algebraica comienza a adquirir relevancia a partir de 1930. En
esta década, Eduard Cech y Witold Hurewicz introducen los grupos superiores de homo-
topia; mientras que Karl Hopf encuentra una fuerte conexiéon entre tales grupos y la teoria
del grado topoldgico de Brouwer. Por su parte, James W. Alexander y Kurt Reidemeister

desarrollan lo que hoy conocemos como la teoria combinatoria de nudos.
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En la segunda mitad del siglo XX, destacan los trabajos de John Milnor sobre haces
fibrados y el nuevo invariante numérico, denominado categoria, introducido por Lazar Lus-
ternik y Lev Schnirelmann. Ademsds, el extraordinario proceso de unificacion del dlgebra
y la topologia, encabezado por Alexander Grothendieck, impulso significativamente ambas

disciplinas.

Con el avance de la topologia, esta fue diferenciandose en tres ramas principales: la topo-
logia general, que estudia los espacios topoldgicos desde sus axiomas mas fundamentales;
la topologia algebraica, que trata de clasificar espacios topoldgicos a partir de estructuras
algebraicas asociadas de manera conveniente; y la topologia diferencial, que estudia las
propiedades que se conservan ante transformaciones suaves de espacios topoldgicos con
estructura diferenciable.

A lo largo de los anos, la topologia se desarrollé como una disciplina pura, sin aparente
aplicabilidad. Sin embargo, durante las ultimas décadas se ha potenciado la vertiente apli-
cada y han aparecido ramas como la teoria de Morse discreta, la robdtica topoldgica, la
homologia persistente, la teoria de defectos en medios ordenados o el andlisis topoldgico de
datos. Estas nuevas ramas utilizan los resultados tedricos de la topologia para avanzar en
areas tan aparentemente alejadas como la robdtica, la fisica del estado sélido, el andlisis
de datos o la fisica de sistemas complejos. El presente trabajo se sitia en la relacién entre

la topologia y la planificacién de movimientos roboética.

Supongamos un sistema mecanico, con presumible capacidad para gestionar la informacion
del entorno y con el objetivo de llevar a cabo tareas especificas sin supervision humana. A
la hora de planificar el movimiento del robot, se precisa que este reciba un par ordenado
de estados como input (puntos de partida y de destino) y que devuelva, como output, una
navegacion entre ambos puntos. Esta asignacion de movimientos es, en efecto, la planifica-

ciéon motriz del robot, que deberd ejecutar exitosamente.

Por supuesto, toda planificacion estd sujeta a restricciones. Algunas restricciones son
intrinsecas al robot, como el nimero de componentes o el tamano del mismo. Sin em-
bargo, muchas veces es necesario imponer mas restricciones tutiles como la robustez del
movimiento; esto es, que el algoritmo resista perturbaciones razonablemente pequenas en

los datos de entrada, asignando caminos razonablemente proximos a los datos de salida.

Con el objetivo de modelizar matematicamente todas estas ideas, fijado un sistema mecani-

co S, se considera el espacio X de todos los posibles estados de un sistema robético, cono-
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cido como espacio de configuraciones del sistema S, con estructura de espacio topolégico.
A partir de X, podemos considerar el espacio de funciones X®! conformado por todos
los posibles caminos en X y el espacio producto X x X, conformado por todos los posibles

pares de estados en X. Entre estos espacios existe una aplicacién continua
7 X0 5 X x X,
m(a) = (a(0), (1)),

llamada aplicacién bievaluacién. Entonces, un algoritmo de planificacion motriz se define
como una seccién s de 7, es decir, una aplicacién s : X x X — X% no necesariamente

continua, tal que 7o s = idxy x.

Es deseable que la planificacion resista pequenas perturbaciones en los puntos de entrada,
es decir, que la seccién s sea continua. No obstante, Michael Farber (Figura 0.1) demuestra
en [12] que anadir esta condicién conlleva forzosamente que el espacio de configuraciones
asociado X sea contractil. Dada la poca frecuencia con la que un espacio de configuraciones
es contractil, este hecho parece eliminar todas las posibilidades de planificar el movimiento

en un sistema mecanico, con algoritmos razonablemente robustos.

Figura 0.1: Michael Farber

Farber evita este problema considerando una descomposiciéon del espacio producto X x X
en un numero finito de subespacios abiertos X x X = UyU- - -UU,, de manera que para cada
U; pueda definirse una seccion local continua s; : U; — X 0.1 con 0 <4 < n. Farber llama
plan motriz local o algoritmo local a cada s; y complejidad topolégica de X al minimo n
tal que esta descomposicion existe. Informalmente, podemos decir que la complejidad to-
polégica mide la dificultad del problema de planificar el movimiento en el sistema mecanico
estudiado.
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Es posible definir este niimero para cualquier espacio topolégico, no es exclusivo de los
espacios obtenidos a partir de sistemas mecédnicos. Asi, dado un espacio topoldgico X, es

posible hablar de su complejidad, la cual denotaremos por TC(X).

La complejidad topolégica es un invariante topoldgico e incluso homotépico, lo que nos

lleva a estudiar esta nocién desde la teoria de homotopia.

El estudio de la complejidad topoldgica es una rama muy prolifica de investigacién actual-
mente. A pesar de haberse introducido hace relativamente pocos anos, tal y como hemos
visto, conecta con otras ramas de manera sorprendente. En las ultimas décadas ha habi-
do diversos resultados acerca del cédlculo de la complejidad topoldgica. Cabe destacar el
calculo de la complejidad topoldgica de las superficies no orientables. En este sentido, Ale-
xander Dranishnikov determina la complejidad topoldgica de las superficies no orientables
de género mayor que 4. Posteriormente, Daniel Cohen y Lucile Vandembroucq completan
el resultado con la determinacion de la complejidad del caso del género 2, es decir, de la
botella de Klein. Todo esto, unido al estudio de la complejidad topoldgica de las superficies
orientables llevado a cabo por Farber [12], completa el calculo de la complejidad topoldgica

en todas las superficies.

En esta memoria partiremos de la definicién de complejidad topoldgica, veremos sus prin-
cipales propiedades y trataremos de estimarla mediante técnicas en topologia algebraica.
Esto nos permitira determinar la complejidad topoldgica en una amplia coleccién de ejem-

plos.

En el Capitulo 1, estableceremos las nociones preliminares necesarias para el desarrollo
de esta memoria. Esta capitulo se dividira en dos partes. En la primera se introduciran los
conceptos basicos en teoria de homotopia. Concretamente, consideraremos una topologia
adecuada para trabajar con funciones continuas, recordaremos las nociones de homotopia
de funciones continuas y equivalencia homotodpica y veremos la construccion del corchete
de homotopia de una pareja de espacios. En la segunda parte, se introducen las herra-
mientas de cohomologia que se utilizaran a lo largo de la memoria. Comenzaremos por la
construcciéon de los médulos de cohomologia, veremos sus principales propiedades y esta-
bleceremos, mediante el producto cup, una estructura algebraica mas rica que la existente

en homologia. Dicha estructura sera esencial para el estudio de la complejidad topoldgica.

En el Capitulo 2, introduciremos el problema del planificador de movimientos, mostra-

remos algunos espacios de configuraciones notables y definiremos los primeros planificadores
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o algoritmos sobre espacios topoldgicos sencillos. Posteriormente, definiremos la compleji-
dad topoldgica de un espacio y veremos sus propiedades basicas, entre las que destacan
la caracterizacién de espacios contractiles, la invariancia homotépica y la subaditividad

respecto al producto de espacios.

Presentaremos también otro invariante homotépico que sera til a la hora de aproximar
la complejidad topoldgica: la categoria de Lusternik-Schnirelmann. Introduciremos breve-
mente esta nocion, comprobaremos su invariancia homotopica, observaremos el paralelismo
con la complejidad topoldgica mediante una nocién comin, denominada categoria seccio-
nal y veremos que ambos invariantes, complejidad topoldgica y categoria, coinciden en el
contexto de los grupos topolégicos. Terminaremos esta seccién probando la subaditividad
de la categoria respecto del producto de espacios, concluyendo con una acotacion de la
complejidad topoldgica en términos de la categoria de Lusternik-Schnirelmann. En la si-
guiente seccién, emplearemos las herramientas en topologia algebraica vistas en el Capitulo
1 para establecer una cota inferior algebraica de la complejidad topoldgica. En concreto,
consideremos la nilpotencia del denominado ideal de los divisores de cero respecto del
producto cup. Esta nueva cota serd de gran utilidad a la hora de determinar la compleji-
dad topoldgica en la practica totalidad de los ejemplos de la memoria. Concluiremos este
capitulo con una caracterizacion de la complejidad topolégica mediante la denominada n-
fibracion de Ganea-Schwarz. Introduciremos sus estructuras previas y demostraremos que
la complejidad topoldgica esta perfectamente determinada por la existencia de una seccion
homotoépica de la fibracién de Ganea-Schwarz, en un cierto nivel. Finalizaremos estable-

ciendo una aproximacién de la complejidad topoldgica en CW-complejos.

En el Capitulo 3, emplearemos las nociones del Capitulo 1, asi como las caracterizacio-
nes del Capitulo 2 para determinar o, en su defecto, aproximar la complejidad topoldgica de
diversos ejemplos teniendo en cuenta sus cohomologias. Entre tales ejemplos se encuentran
las esferas y sus productos, los espacios proyectivos (reales, complejos y cuaterniénicos),
las superficies, los grafos finitos y conexos, las variedades simplécticas y los espacios de

configuraciones usuales.

Concluiremos la memoria con un escueto apéndice final donde se explican las nociones y
resultados que se han empleado en gran parte del Capitulo 2 y en el Capitulo 3. Dichos

resultados involucran a los CW-complejos y su conectividad.
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Nociones topolégicas y algebraicas previas

En este primer capitulo haremos un recorrido por las principales nociones y resultados

que seran necesarios para abordar el estudio de la complejidad topolégica.

Asumimos que el lector estd familiarizado con conceptos basicos en topologia general co-
mo, por ejemplo, los espacios de Hausdorff, la conexidad o la compacidad. También reco-
mendamos conocer, al menos, los primeros conceptos en teoria de homotopia y topologia
algebraica. No obstante, estos tltimos los presentaremos brevemente a continuacion. Para
més detalles recomendamos la lectura de [9], [17], [18], [24], [27] ¥ [29].

1.1. Nociones en teoria de homotopia

En esta seccion introduciremos la homotopia de funciones continuas, que nos permitira
hablar del tipo homotopico de los espacios; y daremos ciertas nociones sobre fibraciones,

que seran ttiles a la hora de tratar expresiones relacionadas con la complejidad topoldgica.

1.1.1. Homotopia de funciones continuas

Para comenzar, necesitamos una topologia que nos permita trabajar con funciones
continuas. Fijados dos espacios topoldgicos X e Y, podemos considerar el conjunto de

todas las aplicaciones continuas de X en Y:
CX,Y)={f:X=>Y ‘ f continua} .

Definiremos ahora unos abiertos fundamentales que tomaremos convenientemente. Fijado

K subespacio compacto de X y U abierto de Y, definimos el conjunto
S(K,U)={feCX,Y)| f(K)CU}.

Se define en C(X,Y) la topologia que tiene como subbase los abiertos de la forma S(K, U).
Esta topologia recibe el nombre de topologia compacto-abierta sobre C(X,Y) y al espacio
topoldgico resultante lo denotaremos por YX. Un abierto en esta topologia es, entonces,
una unién arbitraria de intersecciones finitas de tipo S(Ky,U;) N--- N S(K,, Uy).
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Esta construccion se comporta bien con respecto a las aplicaciones continuas. Si f : Y — Y’
es una aplicacién continua y X es un espacio topolégico, entonces la aplicacién f* : Y X —
(Y")X dada por f*(a) = foa, es continua. Andlogamente, si g : X’ — X es una aplicacién
continua e Y es espacio topoldgico, entonces la aplicacién Y9 : YX — Y definida como

Y9(a) = avo g, es continua. Ambas construcciones tienen cardcter funtorial.

Existen dos asignaciones naturales que involucran al espacio YX cuando X verifica ciertas
condiciones topoldgicas y que seran de utilidad a lo largo de la memoria: la aplicaciéon

evaluacion y la ley exponencial.

Proposicion 1.1. Sea X un espacio topologico de Hausdorff y localmente compacto. FEn-

tonces la aplicacion evaluacion

ev:YX¥ x X Y,
(f,x) = f(),

es continua.

El siguiente resultado, denominado Ley Exponencial, establece una biyeccion natural entre

el producto de espacios y la exponencial.

Teorema 1.2 (Ley Exponencial). Sea Y espacio topoldgico de Hausdorff y localmente

compacto, y sean X y Z espacios topologicos. Entonces existe una biyeccion natural

O:C(X xY,Z)—C(X,ZY),
of) =1,

donde f(z)(y) == f(zx,y). Se dice que las aplicaciones f y f son adjuntas entre si. La
aplicacién inversa viene dada por ©~1(g) =7, siendo g(z,y) := g(x)(y).

Las demostraciones de estos resultados no estan en el animo de este trabajo y pueden

encontrarse, por ejemplo, en [9, Teorema 5.3].

La nociéon de homotopia de aplicaciones continuas sera recurrente durante el trabajo, por
lo que procedemos a introducirla brevemente: Como es habitual, consideraremos [0, 1] el
intervalo unidad cerrado con la topologia inducida por la usual de R.

Sean X e Y espacios topoldgicos y dos aplicaciones continuas f,g: X — Y. Se dird que f
es homdtopa a g, denotado como f ~ g, si existe una aplicacién continua H : X x[0,1] = Y
verificando H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(x) para todo x € X y para todo ¢t € [0,1]. Una
aplicacion continua f : X — Y se dice que es nulhomdtopa si es hométopa a una aplicacion

constante.
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Veamos dos caracterizaciones de nulhomotopias que serdn ttiles. Si definimos el cilindro
de X como X x [0,1] y el cono de X como el espacio cociente X x [0, 1] sobre el subespacio
X x {0}:

CX = (X x[0,1]) /(X x {0}),

entonces tenemos una proyeccién natural k : X — CX dada por k(z) = [z,1] y que es
continua. Es inmediato comprobar que f es nulhomotopa si, y solo si, existe una aplicacién
F:CX — Y continua tal que F o k = f. Es decir, F' hace conmutativo al triangulo

X ! Y
F
k
CX

Alternativamente, podemos definir el espacio de caminos de Y asociado a un punto distin-

guido yg € Y como
PY :={a € ylol ‘ a(0) =yo}

junto con la proyeccién natural p : PY — Y dada por p(«a) := «(1). Entonces, si Y es
conexo por caminos, f es nulhomoétopa si, y solo si, existe H : X — PY continua tal que

po H = f. Es decir, H hace conmutativo al triangulo

X / .Y
X / (1.1)
PY.

Es facil ver que la relacion “ser homoétopa” es de equivalencia en el conjunto de las aplica-

ciones continuas entre X e Y. Por ello, tiene sentido construir el conjunto cociente denotado
por
(X, Y]=C(X,Y)/~

y cuyos elementos se denominan clases de homotopia de aplicaciones continuas entre X e Y.

Podemos utilizar la homotopia entre funciones para debilitar la nocién de homeomorfismo.
Asi, dos espacios topolégicos X e Y se dirdan homotopicamente equivalentes, denotado co-
mo X ~ Y, cuando existan dos aplicaciones continuas f : X — Y, g: Y — X tales que
gof ~idy y fog~idy. Claramente, todo homeomorfismo es equivalencia de homotopia.
En caso de que un espacio topolégico sea homotdpicamente equivalente a un espacio uni-
puntual, se dird que es contrdctil y es posible ver que la relacién “ser homotdépicamente
equivalente” es reflexiva, simétrica y transitiva. Las propiedades que se transmitan me-

diante equivalencias de homotopia se llamaran propiedades homotopicas.
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Presentamos a continuacién un conocido lema de caracter técnico que servird para garan-

tizar la continuidad de ciertas homotopias definidas a trozos:

Lema 1.3 (de Continuidad). Sea X = AU B un espacio topolégico con A y B cerrados
en X. Si eristen aplicaciones continuas f : A —Y y g: B =Y tales que fianp = glans;
entonces la aplicacion h : X —'Y definida por

o) = f(z), z €A,
hz) {g(:v), r € B,

es continua.

Existe también una version de este lema para una coleccion arbitraria de aplicaciones con-
tinuas con dominios abiertos. Las demostraciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [24,
Teorema 18.2 y Teorema 18.3].

Es necesario extender la nocion de homotopia y sus derivados a parejas de espacios, ya que
estas se ajustardan mejor a las necesidades de la memoria. Llamaremos pareja de espacios a
un par ordenado (X, A) donde X es un espacio topoldgico y A es un subespacio topolégico
distinguido de X. Una aplicacién continua de parejas f : (X, A) — (Y, B) consiste en una
aplicacion continua f : X — Y verificando f(A) C B. Diremos que dos aplicaciones con-
tinuas entre parejas de espacios f,g : (X, A) — (Y, B) son homoétopas, y lo denotaremos
por f ~ g, si existe una aplicacién continua de parejas H : (X x [0,1], A x [0,1]) — (Y, B)
verificando H(x,0) = f(x) y H(z,1) = g(z) para todo = € X.

Como la relacion “ ~ 7 es de equivalencia en el conjunto de funciones continuas entre

parejas de espacios, podemos considerar el conjunto cociente
(X, A;Y, B =C(X,A;Y,B)/~,

llamado corchete de homotopia, que esta conformado por todas las clases de homotopia
de funciones continuas f : X — Y que llevan A a B. Ademas, la homotopia de parejas
es compatible con la composiciéon de aplicaciones continuas de parejas. Por otro lado,
obsérvese que esta nocion generaliza a los espacios topolégicos sin mas que identificar X
con la pareja (X, ()) y andlogamente con aplicaciones continuas y homotopias.

Un caso especial de pareja de espacios es el de espacio punteado. Un espacio punteado
consiste en un par (X, zg) con X espacio topolégico y g € X un punto distinguido. En
este caso, una aplicacién continua de espacios punteados f : (X, zo) — (Y, yo) verifica
f(zo) = yo. La homotopia punteada es andloga a la homotopia usual y el correspondiente

corchete de homotopia se denota por [X, xq; Y, yo].
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1.1.2. Fibraciones

Frecuentemente serd necesario recurrir también a la nocién de fibracion durante la memoria.

Una fibracién es una aplicacion continua que verifica cierta propiedad de elevacién:

Definicién 1.4. Sean p : E — B una aplicacion continua, X un espacio topolégico y la
inyeccion canonica en la base del cilindro ig : X — X x [0,1], dada por iy(x) = (z,0).
Diremos que p verifica la Propiedad de Elevacién de Homotopias (PEH) con respecto a X
si dadas f: X — FE y F: X x[0,1] — B aplicaciones continuas tales que po f = F o g,
eziste F @ X x [0,1] = E continua tal que ﬁ’oio =f ypoﬁ = I'; es decir, si todo cuadrado
conmutativo de aplicaciones continuas, como se muestra a continuacion, se divide en dos

tridngulos conmutativos de la siguiente forma:

~

X x [0,1]

F

Ademds, se dird que p es fibracion de Hurewicz, o simplemente fibracién, si verifica la

PEH respecto de todo espacio topologico.

Como ejemplos, se puede comprobar facilmente que:

i) Todo homeomorfismo es fibracién.

i1) Las proyecciones de espacios producto p; : £y X Fy — E; son fibraciones para i € {1, 2}.
iti) Sip: E — By q: B — D son fibraciones, entonces la composicién gop : E — D es
fibracion.

iv) Sean dos aplicaciones continuas f: £ — By g: D — B. Si f es fibracion, entonces la
aplicacién inducida f en el pullback de f y g es fibracién.

Recordamos que, dadas f : Y — X y g : Z — X aplicaciones continuas, se define el
pullback de fy gcomoY xxZ :={(y,z) € Y xZ| f(y) = g(2)} con la topologia inducida

por el producto Y x Z junto con un cuadrado conmutativo

f

Y xx Z A

g 9

Y

7 X

donde f(x,z) := 2y g(y,2) :=y. Se dice que f y g son las inducidas por f y g respectiva-

mente.
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Los pullbacks verifican una propiedad universal: Consideremos dos aplicaciones continuas
f:Y —=Xyg:Z — X ysupullback asociado. Entonces, para todo espacio topolégico
K y para cualquier par de aplicaciones continuas o : K — Y y g : K — Z tales que
go 3 = foa, existe una tnica aplicacién continua ¢ : K — Y x Z tal que fo¢p =y

go ¢ = a. Es decir, el diagrama

es conmutativo.

Una fibracién p : E — B determina, para cada by € B, un subespacio topolédgico distinguido
Fy, == p~'({bo}) Nlamado fibra de p en by. Como se indica en [29, Corolario 13], si B es
conexo por caminos y F # (), necesariamente p es sobreyectiva y la fibra no depende del

punto by € B elegido, salvo equivalencia de homotopia.

Observacion 1.5. La aplicaciones evaluacién evg, evy : X% — X, definidas por evo(a) =
a(0) y evi(a) = a(1), son fibraciones. Esto se deduce de la Proposicién 1.8, de que las
proyecciones de espacios producto son fibraciones y de que la composicion de fibraciones

es fibracion.

Veremos a continuaciéon dos caracterizaciones de fibraciones. La primera involucra una

propiedad de elevacién con respecto a las aplicaciones continuas.

Proposicién 1.6. Sea p : E — B una aplicacion continua entre espacios topoldgicos y
evg : BOY — B la evaluacion en t = 0. Entonces, p es fibracion si y solo si para todo
espacio topologico X y para cualquier par de aplicaciones continuas f : X — FE, F : X —

B tales que el cuadrado

X Bl

f

€V

E

D B

es conmutativo, existe F - X — EY tal que F(2)(0) = f(x) y po F(x) = F(x), para todo
reX:
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Demostracion.

Supongamos que p es una fibracion y sea el diagrama conmutativo

X Bl

f

€V

E

D B

Entonces, por el Teorema 1.2, tenemos la aplicacién adjunta G = ©7'(F) con diagrama

conmutativo:
/
X FE
10 [ D
X x 10,1 B
X [ ? ] G

Asf, existe la aplicacién continua G : X x [0,1] — FE tal que Goiy = fypo G=0G.Si
definimos ahora F = @(é) : X — EL1 ]a aplicacién adjunta de G por el Teorema 1.2,

entonces es inmediato comprobar que F' verifica las condiciones requeridas.

Anélogamente, haciendo uso del Teorema 1.2, se demuestra el reciproco. ]

Veamos a continuacién una ultima caracterizacion de fibraciones en términos del pullback
entre sus espacios participantes. Para ello, debemos notar lo siguiente: dado p : £ — B

una fibracién, podemos considerar el pullback

E x g BIOY Bl

evyp

E B,
p

donde E x5 B = {(e,a) € E x B! | p(e) = a(0)}. Como poevy = evgo pl®!, entonces
existe un tnico ¢ : B0 — E x5 B0 tal que po ¢ = pl® vy &7 0 ¢ = evy; es decir, el

diagrama
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T >
E xp B0 L 5 gl

BV()JV J{evo

E—? B

es conmutativo. Nétese que ¢ viene definido por

o= (evo,p[o’l}) - B0 & B xp B0
a— (a(0),poa).

Proposicion 1.7. Sea p : E — B una aplicacion continua. Entonces p es fibracion si, y

solo si, existe una aplicacion continua X : E x g BOY — EO ta] que ¢ o A = id.

Demostracion.

Supongamos que p : £ — B es una fibraciéon. Entonces tenemos el diagrama

E0.1]

N ~
E xp B0 L gl

S
FE—%Y B

Haciendo uso de la propiedad universal del pullback tenemos que existe ¢ : B0 —
E x5 Bl tal que ¢ o A = id. Reciprocamente, supongamos que existe una aplicacién

\ 1 E x5 B — EOA continua tal que ¢po X = id y consideramos el diagrama conmutativo

X Bl

f

€Vo

E

D B

Entonces podemos tomar la tnica aplicacién continua ¢ : X — E xp BI%Y que verifica
&vg0t = f y pot = F. Tomando ahora F := Aot : X — E01 es claro que cumple que
plol o F y €evy oF = f. |

Concluiremos esta secciéon demostrando que si X es un espacio topolégico, la aplicacién
bievaluacién, que a cada camino en X asigna el par ordenado conformado por el punto

inicial y el punto final del camino, es fibracién.
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Proposicion 1.8. 5i X es un espacio topolégico, entonces la aplicacion bievaluacion
m: X0 5 X x X, dada por w(a) = ((0), (1)), es una fibracion.

Demostracion.
Sea Y un espacio topolégico y sean f:Y — XUy F Y x [0,1] = X x X aplicaciones
continuas de manera que 7w o f = F o1y. Es posible construir la elevacion F:Y x 0,1] —
X1 dada por

Fi(y,t = 3s) , 0<s<i,
= 35 —1
Fun =4 1) (55)  4=s<1-4

para todo y € Y y para cualesquiera t, s € [0, 1]. La continuidad de F esté garantizada por
el Teorema 1.2 y el Lema 1.3. Es facil comprobar que Fo w=fymo F=F, |

1.2. Nociones en topologia algebraica

El principal objetivo de la topologia algebraica es clasificar espacios topoldgicos uti-
lizando estructuras algebraicas asociadas de manera que estas permanezcan invariantes
ante transformaciones continuas entre los espacios. La topologia algebraica encuentra en el

algebra homoldgica una gran variedad de estructuras ttiles para este cometido.

En esta seccion estudiaremos los médulos de homologia y cohomologia singular sobre un
anillo prefijado, que informan, grosso modo, sobre el nimero de agujeros que presenta un
espacio, asi como una operacion entre modulos de cohomologia que sera de utilidad a la
hora de aproximar la complejidad topoldgica. A lo largo de la memoria supondremos que
el lector estd familiarizado con la teorfa de médulos. Se refiere al lector a [3] para ver un

estudio sisteméatico de estas estructuras algebraicas.

1.2.1. Homologia y cohomologia singular

Fijado un espacio topolégico X y un anillo conmutativo y unitario R, podemos asociar
a X, para cada n > 0, un moédulo con coeficientes en R de manera que verifique determi-
nadas condiciones de regularidad. En este apartado, partiremos del simplice estandar que
podremos asociar a un espacio topologico X; esto generara una sucesion de R-médulos con
estructura de complejo de cadenas, a partir de la cual podremos construir un complejo de

cocadenas.
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Si X es un espacio topoldgico y ¢ > 0, se define el q-simplice estandar como la envolvente
convexa de los puntos {eg, e1,...,e,} C RI™ donde ey = (1,0,...,0), e; = (0,1,0,...,0),

.., e,=10,0,...,0,1). Este tiene la expresion siguiente:

q
Aq = {(to,tl,...,tq> 6Rq+1 ‘ th: 17tz ZO}
=0

Se llama g-simplice singular de X a cualquier aplicacién continua o : A, — X. Considera-

mos el i-ésimo operador cara (0 <i < q—1)

dg : Aq,1 — Aq,
dg(to, ce 7tq—1) = (tg, .. ~ti—1> Oati+17 N ,tq_l).

Denotando por A,(X) al conjunto de todos los ¢g-simplices singulares de X y considerando
sumas formales finitas y con coeficientes en R entre ellos, podemos generar, para cada g > 0,
el R-moédulo libre generado por todos los ¢g-simplices singulares, denominado R-maodulo de

q-cadenas singulares de X:

Sy(X;R) = Z A0 ‘ A € R, X\, = 0 salvo en un nimero finito de o € A,(X)

c€AL(X)

Podemos considerar también el R-homomorfismo de conexién 9, : S,(X; R) = S,—1(X; R),
definido para g-simplices singulares como 9,(0) := Y ¢_ (—1)"(c o d) y extendido por li-

nealidad a toda ¢-cadena singular. Dado que la composicion de dos operadores borde con-

oo

secutivos es el homomorfismo nulo, se tiene que S(X; R) = {5,(X; R)}:2, es un complejo

de cadenas singulares con operador borde J,,

G (X R) P S (X R) 2 S, (X R) 2
Nétese que S, (X; R) = 0 para todo ¢ < 0 al ser R-médulo libre sobre el conjunto vacio (. Si
denotamos Z,(X; R) := Ker(9,), denominado mddulo de g-ciclos y By(X; R) := Im(0,41),
denominado mddulo de g-bordes, podemos definir el g-ésimo R-mddulo de homologia sin-
gular de X como H,(X;R) := Ker(9,)/Im(d,11). Ademds, si f : X — Y es una apli-
cacion continua, entonces para cada ¢ > 0, se induce un homomorfismo de R-mdédulos
Sq(f)  Se(X; R) — Sy(Y; R) dado por Sy(f)(0) := f oo para todo ¢g-simplice singular o
y extendido por linealidad a toda ¢-cadena singular. Tal homomorfismo conmuta con el

operador borde, es decir, el cuadrado
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o S
(X5 R) Sq(Y; R)
aq 8‘1
ST X; R) S0 ST=YY; R)

es conmutativo para todo g > 0; por tanto, se tiene un homomorfismo de complejos de
cadenas, el cual induce naturalmente un homomorfismo de R-médulos H,(f) : Hy(X; R) —
H,(Y; R), para cada ¢ > 0. Esta construccién es funtorial.

Introducimos ahora la cohomologia como construccion dual a la homologia. Consideramos

ahora el conjunto
SUX; R) := Homg(S,(X; R), R), (1.2)

conocido como el R-médulo de las g-cocadenas singulares de X, donde los elementos c¢ :
Sq(X) — R son homomorfismos de R-médulos. Este conjunto tiene estructura de R-mddu-
lo, donde (c+')(z) == c(x) +c(2) y (A-¢)(x) := A-c(x). Ademads, S(X, R) = {S9(X)}2,
en un complejo de g-cocadenas sobre R con operador coborde definido en cada ¢ > 0 como

§7: S9X; R) — STTHX; R),

39(c) = co Dyy1.

Denotamos Z9(X; R) := Ker(d9) al mddulo de los q-cociclos y BY(X; R) := Im(§971) al
modulo de los q-cobordes y se define el g-ésimo R-mddulo de cohomologia singular de X
como H(X; R) := Ker(§7) / Im(5971).

Toda aplicacion continua f : X — Y induce, para cada ¢ > 0 y de manera contravariante,
un homomorfismo de R-médulos S?(f) : SUY; R) — S%X; R), definido por S9(f)(c) :=
co S,(f). Es decir, que para todo ¢ > 0, el cuadrado

SYUY; R) ') SX; R)
01 64
SN Y R SHY X R

VB i SR

es conmutativo. Teniendo en cuenta esto, para todo ¢ > 0, se induce HI(f) : HY(Y, R) —

H9(X, R) homomorfismo entre los R-médulos de cohomologia.

Para extender todas estas nociones a parejas de espacios podemos definir el complejo

de cocadenas singular asociado a un subespacio topologico de X. Es claro que si A es
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subespacio de X, entonces S,(A) es R-submédulo de S,(X), luego podemos considerar el

R-médulo cociente entre ambos y definir
SUX,A; R) := Homp(S,(X)/S,(A), R)

con operador coborde inducido 67 : S9(X, A; R) — S? (X, A; R). Denotamos Z9(X, A; R) :=
Ker(d9) y BY(X, A; R) := Im(097") y se define la cohomologia de X relativa al subespacio

A con coeficientes en R como
HY(X,A;R) := Z9(X, A; R)/Bq(X, A;R).

Ademas, toda aplicacién continua entre parejas de espacios f : (X, A) — (Y, B) induce,

para cada ¢ > 0, un homomorfismo de R-mddulos
HY(f): H(Y,B;R) - HY(X, A; R).
Veamos ahora algunas propiedades de la cohomologia singular recogidas en un teorema.

Teorema 1.9 (Axiomas de EilenBerg-Steenrod). Sean (X, A), (Y, B) y (Z,C) parejas
de espacios topoldogicos, sean f : (X, A) — (Y,B) y g : (Y,B) — (Z,C) aplicaciones
continuas de parejas y sea q > 0, se tienen
i) [Contrafuntor] La cohomologia es un funtor contravariante, es decir H9(id(x a)) =
idgax,a) y Hi(go f) = Hi(f) o Hi(g), para f y g componibles.
i1) [Invariancia] Las cohomologias de aplicaciones continuas homdtopas son idénticas.
FEs decir, dadas f,g: (X, A) — (Y, B) con f ~ g, entonces HI(f) = H(g).
iti) [Exactitud] Si denotamosi: A — X yj:(X,0) = (X, A), para cada q > 0 existe
un homomorfismo de R-mddulos 69 : H(A; R) — H*'(X, A; R) llamado homomorfismo
de conexion tal que la sucesion de R-maodulos

0= BY(X, A R) 9% mox: Ry 9% goa R) & B (X, A R) Y
es exacta. Ademds, el homomorfismo de conexion es una transformacion natural, es de-
cir, dada f : (X,A) — (Y, B) una aplicacion continua de parejas, entonces el siguiente

cuadrado es conmutativo,

HY(B; R) —— He*\(Y, B: R)
HA(fa) Hi(f)
Hi(A; R) H™ (X A;R).
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iv) [Escision] Sean (X, A) una pareja de espacios y U C A un subespacio topoldgico
de A. Si la clausura de U estd contenida en el interior de A, entonces la inclusion i :
(X\U,A\U) = (X,A) induce H1(i) : HI(X,A; R) — HY(X \ U, A\ U; R) isomorfismo
de R-mddulos, para cada q > 0.

v) [Dimension] Sea P un espacio topoldgico unipuntual. Entonces

R, q=0,
0, g >0.

HY(P;R) = {
La demostracion de estas propiedades puede encontrarse, por ejemplo, en [17, Nota 21.9].

1.2.2. El producto cup y el producto tensorial

Ahora que conocemos la estructura algebraica inicial con la que vamos a trabajar,
asi como sus propiedades basicas, podemos definir una operacion que enriquecera dicha

estructura y que serd crucial en el posterior estudio de la complejidad topoldgica.

Definicién 1.10. Sea R un anillo conmutativo y unitario y sean ¢ € SP(X;R) y d €
S9(X; R). Se define el producto cup entre ¢ y d para cada (p+ q)-simplice singular o como

— : SP(X;R) x S9(X; R) — SP(X; R),
(c—d)(o):=cloco),)- -dlocoT,)
donde A, : A, = A,y, definida como \p(to,...t,) == (to,...,t»,0,0,...,0) y 7, : 4, —

Apiq definida como 1,(to,...t,) = (0,...,0,t0,t1,...,t,). Esta nocion se extiende por

linealidad a toda (p + q)-cocadena singular.

El producto cup de cocadenas induce un producto cup en las clases de cohomologia si

tenemos en cuenta la siguiente férmula, cuya demostracién puede verse en [18, Lema 3.6].
Lema 1.11. Dados c € SP(X; R) y d € S1(X; R), se tiene que
d(c—d)=46(c) —d+ (=1’ — 4(d)

Conociendo este hecho, como acabamos de indicar, es posible inducir el producto cup en

cohomologia, que denotamos igualmente por:
—  H?(X;R) x HY(X; R) — H"™(X; R),
[c] — [d] := [¢ — d],

el cual es asociativo y distributivo pues hereda estas propiedades del producto cup en co-

cadenas.



14 1 Nociones topoldgicas y algebraicas previas

A continuacién, introducimos brevemente las graduaciones de anillos:

Un anillo (A, +, ) (no necesariamente conmutativo) se dice que esta graduado si el grupo
abeliano (A, +) se descompone en suma directa de subgrupos abelianos A = @pEZ A, ve-
rificando A, - A, € A,+,. Un elemento z € A se dice que es homogéneo de grado p si existe
p € Z tal que x € A, y denotamos |z| = p. Andlogamente, una R-algebra A se dice que estd

graduada si se descompone en suma directa de R-submddulos A = @ _, A, verificando

€z
A, - A, € Ay, para cualesquiera p, g € Z. Diremos que un anillo A es gmdualmente con-
mutativo si para cualesquiera z,y € A homogéneos, se tiene que x-y = (—1)‘“””9'3/ -x. Como
ejemplos, tenemos que los anillos de polinomios Z[x] y Z[x]/(z"™!) son anillos graduados.
Nétese que los elementos de A son sumas finitas ) x, con @, € A, Si f: A — B es
un homomorfismo de anillos, diremos que f es homomorfismo de anillos graduados si los

anillos A y B son graduados y f(A4,) C B, para todo p € Z.

Consideramos H*(X; R) = @, H?(X; R), suma directa de grupos abelianos. Los elemen-
tos de H*(X; R) son sumas finitas >, a; con a; € H'(X; R) y se define el producto:

() (&) -z

Esto confiere a H*(X; R) una estructura de anillo graduado, siendo la unidad la clase de
cohomologia de la 0-cocadena 1 : Cy(X) — R, definida por o — 1 € R. Teniendo en cuenta
la operacion externa por elementos de R, este anillo graduado puede considerarse como

una R-algebra graduada. Ademas, H*(X; R) es gradualmente conmutativo (véase [18]).

Estudiaremos ahora los homomorfismos entre R-algebras de cohomologia singular induci-
dos por aplicaciones continuas: Si f : X — Y una aplicacién continua, sabemos que f
induce un homomorfismo de complejos de cocadenas. Es posible entonces considerar un

homomorfismo de R-4lgebras de cohomologia en sentido contravariante,
ff:H*(Y;R) —» H*(X; R). (1.3)

En efecto, se tiene que f* es homomorfismo de R-médulos y, para cadap > 0, f*(H?(Y; R)) C
HP(X;R). Ademds, f* conserva el producto cup, esto es, para cualesquiera «, § €
H*(Y; R), se verifica f*(a — ) = f*(a) — f*(5). Basta verlo para elementos homogéneos
a=|[ce H(Y;R) y B =[d] € HI(Y; R) para luego extender la operacion linealmente.

Como se indica en [18, Pag. 209], el producto cup da lugar a los productos cup relativos
HP(X;R) x HY(X,A; R) — H"T(X, A; R), H"(X,A;R) x H(X;R) — H"* (X, A; R),

asf como HP(X, A; R) x H1(X, A; R) — HP*9(X, A; R); pues si ¢ o d se anulan en cadenas

que estan en A, entonces ¢ — d también se anula en A. En general, dados X un espacio
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topologico y U, V' abiertos en X, se tiene un producto cup
— H?(X,U;R) x H(X,V;R) — H"*Y(X,UUV;R).

Ademas, si f : X — Y es una aplicacién continua, con f(U) C V' y f(U’) C V', entonces
ffa — b) = f*a) — f*(B) € HPT(X,U UU’; R) para cualquier a« € HP(Y,V;R) y
cualquier g € H1(Y,V'; R).

Sera necesario trabajar también con productos tensoriales. Introducimos por tanto el pro-
ducto tensorial y su relacion con la R-algebra graduada de cohomologia. Si es R un anillo
conmutativo y unitario, M y N son R-mdédulos, denotaremos a su producto tensorial por
M ®r N. Si M y N son R-algebras graduadas, en particular son R-mdédulos, por lo que
podemos considerar su producto tensorial M ®r N, que también es un R-modulo. Las gra-
duaciones de M y N inducen una graduacién natural (M ®@g N), == D, ,—, (M, ®r N,)
que confiere una estructura de R-algebra graduada en M ®r N con operacion inducida por

(@®f)- (@)= (-)¥(a o) o (8- 5), (1.4)
para «, o, 5y 3’ elementos homogéneos. En particular, aplicando el producto tensorial a
la R-algebra graduada de cohomologia H*(X; R), se tiene que H*(X; R) ®p H*(X; R) es
una R-algebra graduada y es posible redefinir el producto cup como un homomorfismo
—H*(X;R)®r H*(X; R) » H*(X; R), (1.5)
\-/(Oé®/6> ::O[\//B7
definido para elementos homogéneos y que se extiende por linealidad. Se tiene también un

producto cup externo o producto cruz
x:H*(X;R) x H*(Y;R) - H*(X xY; R),
ax f:=pi(a) — p3(B),

siendo p; : X XY — X ypy: X XY — Y la proyecciones canoénicas. Es claro que X es

R-bilineal e induce un homomorfismo de R-algebras graduadas
x:H*(X;R)®r H*(Y; R) —» H*(X x Y; R), (1.6)
a®pf— x(a®p)=axf.

Se tiene ademads, el siguiente triangulo conmutativo,

H*(X;R)®p H*(X; R) . » H*(X x X:R)

\ / (1.7

H*(X;R).

siendo A : X — X x X la aplicacién diagonal, definida por A(z) = (z, z).
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Complejidad topolégica

Este capitulo es el nicleo de la memoria. En él introduciremos el problema del pla-
nificador de movimientos, daremos las primeras definiciones y las primeras propiedades

relativas a la complejidad topoldgica y trataremos de estimarla mediante diversas técnicas.

2.1. El problema de planificacion de movimientos

La motivacién de este trabajo es la planificacién de movimientos en sistemas mecani-
cos. Un sistema mecanico consiste en un conjunto de componentes, dispositivos o elementos
que tienen como funcién especifica transmitir el movimiento desde las fuentes que lo gene-

ran, transformando distintos tipos de energia.

Supongamos que queremos dotar a un sistema mecanico de capacidad para gestionar el
movimiento, de manera que este pueda realizar tareas relativamente complejas con con-
diciones prefijadas. Una planificacién del movimiento en un sistema mecanico consiste en
un algoritmo que tiene como entrada un par ordenado de estados (estado inicial - estado
final) y como salida un movimiento continuo desde el estado inicial hasta el estado final.
Como adelantamos en la Introduccion, dado un sistema mecanico .S, es posible considerar
el conjunto X conformado por todos los posibles estados o configuraciones del mismo. Este
conjunto puede dotarse de estructura de espacio topolégico e incluso de variedad diferen-

ciable en muchos casos, sin embargo, en este trabajo nos bastara con la primera. Entre un

- N

Figura 2.1: Sistemas mecénicos y sus respectivos espacios de configuraciones. Imagenes

extraidas de udesantiagovirtual.

sistema mecéanico S y su espacio de configuraciones X existe un diccionario en el cual sus


http://www.udesantiagovirtual.cl/moodle2/mod/book/tool/print/index.php?id=24911
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elementos se corresponden como sigue:

Sistema mecanico e Espacio de configuraciones
Estados del sistema S ~ Puntos del espacio X
Movimientos continuos del sistema S « Caminos en el espacio X

De este modo, un movimiento continuo desde un estado A a otro B se corresponde con un

camino en X desde el punto asociado al estado A hasta el punto asociado al estado B.

2.1.1. Espacios de configuraciones

Los espacios de configuraciones pueden ser muy variados. A continuacién, veremos

algunos espacios de configuraciones obtenidos a partir de sistemas mecanicos sencillos.

i) Un ejemplo sencillo de espacio de configuraciones es el que describe un robot que se des-
plaza por una isla desierta sin obstaculos. Es posible identificar la isla con un subespacio

sin agujeros X de R2.

i1) Consideramos S un brazo robético formado por n barras By, . .., B, con origen en B fijo
y B; conectada con B; 1 con un codo flexible. Si suponemos que la primera barra esta fijada
a la horizontal, entonces el espacio de configuraciones asociado al brazo esta determinado
por los angulos que formen las barras entre si. En caso de que el brazo robdtico se mueva
en el plano, el espacio de configuraciones asociado serd X = S x...(" x S'. Si el sistema se

mueve en el espacio tridimensional, el espacio de configuraciones serd X = 5% x ...(" x §2.

Figura 2.2: Un brazo robdtico que se mueve en el plano. Un dron tiene una posiciéon

rotacional por cada posicién espacial.

i1i) Supongamos que un dron se desplaza por el espacio tridimensional y que dispone
de una camara que puede rotar libremente sobre si misma. Para obtener su espacio de
configuraciones, debemos considerar que el dron tiene multiples posiciones rotacionales para
una misma posicién espacial. De modo que su espacio de configuraciones es X = R*xSO(3),
donde SO(3) = {A € M3(R) | A- A' = I, det(A) = 1} es el grupo ortogonal especial.
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iv) Pensemos en un numero finito de particulas que se mueven libremente sin colisionar
por el espacio euclideo tridimensional R3. El espacio de configuraciones de este sistema se

conoce como espacio de configuraciones usual (ver Figura 2.3).

F(R37k) = {((13172/1721)7 oo (T Yy 21)) € (RB)k | (45, Yir 2i) # (:cj,yj,zj), i # j};

Este espacio puede generalizarse para cualquier espacio topolégico Y: Si k > 1, se define

el espacio de configuraciones de n particulas desplazandose en Y sin colisionar.

Figura 2.3: Orbitas espaciales del problema de los n-cuerpos. Casos 3-cuerpos, 6-cuerpos y

9-cuerpos simétricos. Imégenes extraidas de universo.math.

v) Consideramos una barra rigida con libertad para rotar en el espacio alrededor de su
punto medio fijo donde sus extremos son indistinguibles. Notamos que los extremos de la
barra describen los puntos en una 2-esfera, pero una posicion y su inversa determinan el
mismo estado del sistema, por lo que el espacio de configuraciones es el plano proyectivo

real (ver Figura 2.4).

X =RP?:=5%/~,

dondex ~y<=xr=yox=—y.

Figura 2.4: El espacio proyectivo real es el cociente de una 2-esfera identificando los puntos

antipodales. Imégenes extraidas de Springer.

vi) Un coche en movimiento que se desplaza en el plano. Fijado (z,y) € R?, necesitamos
el angulo ¢ que mide el giro respecto del eje OX del eje delantero. Ademads, necesitamos

el dangulo 1) respecto del eje QY. El espacio de configuraciones es X = R? x St x S


http://universo.math.org.mx/2014-1/Orbitas-cerradas-en-el-problema-de-N-cuerpos/Orbitas-cerradas-en-el-problema-de-N-cuerpos.html
https://link.springer.com/article/10.1007/s11229-021-03080-0
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Inner
wheel

Figura 2.5: Angulos de rotacion de un coche que se mueve por el plano.

vii) El Problema del Pianista:

Supongamos que un pianista quiere extraer su piano sin masa de una habitacién (ver Figura
2.6). Para hacerlo debe sortear un ntmero (admitamos finito) de obstdculos. Si H es la
region de la habitacion que alberga n obstaculos, denotamos por O; la regién ocupada por

el obstaculo 7 con 1 <7 < n. Entonces, el espacio de configuraciones del pianista es

X=H)\ Lnjoi
=1

Figura 2.6: El espacio de configuraciones dependera del drea de los obstaculos y de su

posicion en la habitacion. Imagenes extraidas de researchgate.

Este problema se puede plantear en las dos dimensiones del plano o de otras superficies asi

como en el espacio tridimensional u otras variedades.

Hemos podido ver en los ejemplos que los espacios de configuraciones pueden ser de tipos
muy diferentes, algunos pueden presentar estructura de grupo, pueden ser conexos o disco-
nexos y tener o no tener agujeros. De este modo, el problema de gestionar el movimiento
de un sistema mecénico dependerd, fundamentalmente, del tipo topoldgico e incluso, como

veremos, del tipo homotodpico que presenten sus espacios de configuracion asociados.


https://www.researchgate.net/figure/The-piano-movers-problem-Bridge-PRM_fig43_273396838
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2.1.2. Algoritmos de planificacion

Como hemos comentado, para planificar adecuadamente el movimiento de un sistema
mecanico S, debemos determinar un algoritmo que reciba como input un par ordenado de
estados del sistema (estado inicial y estado final) y devuelva como output un movimiento

del sistema desde el estado inicial al estado final (véase Figura 2.7).

Figura 2.7: Un brazo robético lleva un objeto del estado A al estado B mediante un

movimiento continuo.

Aplicando el diccionario que indicamos al inicio del capitulo, el espacio de configuraciones
X asociado a S es un espacio topoldgico y se pueden identificar los estados del sistema con
puntos del espacio X, mientras que las transiciones o movimientos continuos de un estado
a otro se identifican con los caminos en X, que son los elementos del espacio XU con la
topologia compacto-abierta. Entre estos espacios existe una aplicacion distinguida que sera

fundamental para la memoria llamada aplicacion bievaluacion

7 X0 5 X x X,
a— m(a) = (a(0),a(l)), (2.1)

que a cada camino en X asigna el par ordenado conformado por el origen y el extremo del
camino. Como hemos senialado en el Capitulo 1, la aplicaciéon bievaluacion es continua de

forma natural.

Dado que nuestro objetivo es asociar caminos a pares ordenados de puntos, para ello bas-
tara dar una aplicacién s : X x X — X1 no necesariamente continua, que reciba un par
de puntos en el espacio X x X y devuelva un camino en X%, de manera que s sea seccién

de la bievaluacién 7 : X0 — X x X es decir, 70 s = idxyx x.

Aunque la seccién s : X x X — XU puede no ser continua, es deseable que lo sea,
puesto que la continuidad garantizaria que la seccién (algoritmo) resista perturbaciones
razonablemente pequenas en el par de puntos input (véase Figura 2.8), es decir, que el

algoritmo del planificador de movimientos sea robusto.
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Figura 2.8: Si (A’, B’) es una pequenia perturbacién de (A, B), entonces el camino s(A’, B)

es razonablemente préximo al camino s(A, B).

Ahora que el problema de planificacién de movimientos esta reformulado topolégicamente,
lo trataremos exclusivamente desde este punto de vista. Comenzaremos por definir un

algoritmo global en un espacio topoldgico arbitrario.

Definicién 2.1. Llamaremos seccién global o algoritmo global de la aplicacion bieva-
luacion 7 a una aplicacion s : X x X — X9 (no necesariamente continua) tal que

mos=idxxx, es decir, n(s(x,y)) = (x,y) para todo (x,y) € X x X.

Veamos algunos ejemplos de algoritmos globales continuos.

i) En un espacio X C R™ convexo, un algoritmo continuo y global s : X x X — X! serfa

s(z,y)(t) = (1 —t)x + ty.

i1) Sea X C R™ un subespacio estelar respecto de un punto distinguido zy € X, es decir,
que para cualquier x € X, los segmentos con extremos zy, y = estan contenidos en X.

Entonces un algoritmo continuo y global en X serfa s : X x X — X! definido por

s(x,y)(t) = {

(1 —2t)z + 2tz , 0
(2—20)zo+ (2t — 1)y, %

Como hemos visto en el apartado 2.1.1, los espacios de configuraciones son variados desde
el punto de vista topoldgico, por lo que es deseable definir algoritmos sobre espacios to-
poldgicos no contréctiles. El siguiente resultado, establecido por Farber en [12], elimina a

priori, esta posibilidad.

Teorema 2.2. Sea X un espacio topologico conexo por caminos. Entonces X tiene un

algoritmo global continuo s : X x X — X0 si. y solo si, X es contrdctil.

Demostracion.

Supongamos que existe s : X x X — X1 una seccién continua tal que 7o s = idxyx.
Fijado =g € X, es posible establecer la homotopia H : X x[0,1] — X definida por H(z,t) =
s(x,zo)(t) verificando H(x,0) = s(x,20)(0) = z y H(z,1) = s(x,z0)(1) = x¢. Por lo

tanto, la identidad es nulhomoétopa en X y se tiene que X es contractil. Reciprocamente,
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supongamos que X es contractil, es decir, la identidad es nulhomoétopa en X. Por lo tanto,
existe una homotopia H : X x [0,1] — X tal que H(z,0) =z y H(z,1) = z( para todo
z € X siendo z, cierto punto de X. Definimos el algoritmo s : X x X — XU dado por

H(x,2t),
H(ya2 - 2t> )

[ N

)

IA A

t
t

IA A

s(x,y)(t) = {

= O

La continuidad de s esta garantizada por el Teorema 1.2 y el Lema 1.3 y es claro que

mos=idxxx. [ |

Este hecho motiva que Farber considere algoritmos locales continuos definidos sobre abier-
tos del espacio X x X, que planifican el movimiento localmente. Esto dio origen a la nocién

de complejidad topoldgica.

2.2. Complejidad topolégica

Dado un espacio topolégico X, se pretende asociar caminos a pares de puntos del
espacio de forma continua. Farber demuestra en el Teorema 2.2 que tratar de llevar a cabo
esta tarea de forma global solo serd posible cuando a que X sea contractil. Por ello, propone
asociar caminos de forma continua localmente, descomponiendo el espacio producto X x X
en un numero finito de abiertos Uy, ..., U,, cada uno con una respectiva seccién continua
local s; : U; — XU para todo i € {0,...,n}. El nimero minimo (menos uno) de estos
abiertos con el que puede recubrirse X x X recibe el nombre de complejidad topoldgica de

X y es la nocién sobre la que girard toda la memoria.

Definicién 2.3. Se define la complejidad topolégica de un espacio X, y la denotaremos
por TC(X), como el menor entero no negativo n para el cual es posible recubrir X x X con
una familia de n+1 abiertos {U;}, tal que para cada U; existe una seccion local continua

s; Uy = X0 de - XU 5 X x X, es decir, el diagrama

incy;

s X x X

X 0.1]

es conmutativo para todo 0 < i < n. St no existe taln diremos que la complejidad topolégica

de X es infinita y lo denotaremos por TC(X) = co.

Comencemos estudiando la complejidad topoldgica de espacios sencillos. Como ya hemos
avanzado, los espacios mas simples desde el punto de vista de la complejidad topolédgica

son los espacios contractiles.
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Proposicién 2.4. Si X es un espacio topoldgico, entonces TC(X) = 0 si, y solo si, X es

contractil.

La demostracién es consecuencia inmediata del Teorema 2.2.
Como ejemplos, tenemos que los subespacios convexos (y en general, los estelares) de R™

tienen complejidad topoldgica nula.

Estudiaremos a continuaciéon un primer espacio con complejidad topolégica no nula: la

circunferencia, que denotamos, como es habitual, por S*.
Proposicién 2.5. TC(S?) = 1.

Demostracion.
Como S' no es contractil, necesariamente TC(S') > 1. Veamos ahora que TC(X) < 1:

Definimos los abiertos
Up:={(z,y) € S' x S" |z # —y}, Ur:={(z,y) € S' x S' |z # y}

con algoritmos locales respectivos sg : Uy — (SHOW y s, : Uy — (SHI% dados por
so(,y) el camino en S! de longitud minima que conecta = con y (velocidad constante) y
s1(z,y) el camino en S* que conecta z con y en sentido antihorario (velocidad constante).

Evidentemente, los abiertos recubren S x S! y sy, s; son continuas. Se tiene entonces que

TC(S') < 1. Como sabemos que TC(S!) > 1, necesariamente TC(S!) = 1. |
SU(.T?’,Q')
Sl(xay)
(z,y) € Uy (z,y) € h

Figura 2.9: Planificador de movimientos para S*.

La complejidad topoldgica de un espacio es un invariante homotoépico. En el proximo re-
sultado, usaremos el subindice 7x en la fibracion bievaluaciéon con el fin de indicar que
estamos trabajando con el espacio topoldgico X. Usaremos esta notacion durante la me-

moria cuando sea preciso.
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Teorema 2.6. 57 dos espacios topologicos X e Y son homotopicamente equivalentes, en-

tonces TC(X) = TC(Y).

Demostracion.

Supongamos que f : X — Y una equivalencia de homotopia con inverso homotoépico
g:Y — X y veamos en primer lugar que TC(Y) < TC(X):

Si TC(X) = o0, la demostracién acaba. Si TC(X) = n < oo, tenemos que X x X se puede
recubrir con una familia {U;}, de abiertos tal que para cada abierto U; estd definido un
algoritmo local s; : U; — X% de my : X0 - X x X

El objetivo es encontrar una familia {V;}7., que recubra ¥ x Y tal que para cada abierto
V; esté definido un algoritmo local de 7y : Y% — ¥V x V. Sin pérdida de generalidad,
construiremos un abierto V de Y x Y con algoritmo local o : V — Y% a partir de un
abierto U de X x X con algoritmo local s : U — X% Si definimos V := (g x g)~'(U),
entonces V' es abierto en Y X Y puesto que es la antiimagen del abierto U mediante la
aplicacion continua g x g. Como f y g son inversos homotodpicos, fijamos una homotopia

H :idy ~ f o g. Esta homotopia nos permite definir el algoritmo o : V' — Y% dado por

H(yy1,3t), 0<t<s,
oy, y2)(t) = ¢ f(s(g(y), g(y2))Bt = 1)), 5 <t < 2,
H(ys,3 — 3t) , 2<t<1

Notese que o es continua como consecuencia del Teorema 1.2 y del Lema 1.3. Ademés, o
es algoritmo local definido en V sobre 7wy : Y% — ¥ x V. Hemos obtenido un abierto
V con las condiciones deseadas. Generalizando tendriamos, para cada i € {0,1,...,n}, un
abierto V; = (g x g)~!(U;) con algoritmo local s; : V; — Y x Y continuo. Es facil comprobar
que {V;}, recubre Y x Y, con lo que

TC(Y) < n = TC(X).

Con un razonamiento andlogo, intercambiando f por g, obtendriamos que TC(X) <
TC(Y), concluyendo que TC(X) = TC(Y). [

A continuacién, utilizaremos las nociones introducidas en el Capitulo 1 para dar una gene-
ralizacion de la complejidad topoldgica. En primer lugar, definiremos la categoria seccional
de una fibracion para, posteriormente, extenderla al contexto general de aplicaciones con-

tinuas.

Definicién 2.7. Sea p : E — B una fibracion. Se define la categoria seccional de p, deno-

tada por secat(p), como el menor entero no negativo n tal que B admite un recubrimiento
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de n+ 1 abiertos {U;}, verificando que, para cada U; existe una seccion local continua de

p; esto es, una aplicacion s; : U; — E continua tal que el triangulo

inc;
Ui c > s B

es conmutativo, para cada 0 < i < n.

Esta nocién fue introducida y desarrollada por A. Schwarz en [28] y se denomina también

género de Schwarz.

Para poder extender la nocién de categoria seccional al contexto general de aplicaciones
continuas, debemos relajar la condicion de conmutatividad, sustituyéndola por conmuta-
tividad homotépica. Con este objetivo presentamos el siguiente lema, que establece que
todo triangulo homotdpicamente conmutativo a partir de una fibracion puede “corregirse”

hasta obtener un tridangulo estrictamente conmutativo.

Lema 2.8. Seanp: E — B una fibraciony f : X — E, u: X — B aplicaciones continuas.

Sipo f ~ u, entonces existe una aplicacion continua f' : X — E wverificando f ~ 'y
po f' =u.

Demostracion.

Sea una homotopia F' : po f ~ u, es decir F' : X x [0,1] — B una aplicacién continua
verificando F(z,0) = p(f(z)) y F(z,1) = u(z). Como p es fibracién, entonces se tiene el
siguiente cuadrado conmutativo

f
X E
20 ///’ P
X x [0,1] B,
F

con lo que existe F:Xx [0,1] — E haciendo conmutativos los tridngulos. Podemos definir
la aplicacion f': X — E dada por f'(z) := ﬁ(aj, 1). Evidentemente, F:f~ f. Ademés,
(po [)(x) = p(f' (@) = p(F(x,1)) = F(x,1) = u(x) para todo x € X. u
En particular, toda seccion local homotépica de una fibracion es hométopa a alguna seccion

local estricta.

Corolario 2.9. Sean p: E — B una fibracion y A C B. Entonces existe una seccion local

homotopica sobre A de p si, y solo si, existe una seccion local estricta sobre A de p.
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De la Proposicién 1.8, tenemos que la aplicacién bievaluacién 7 : XU — X x X es

fibracion. Se deduce inmediatamente que

TC(X) = secat(m : X0 - X x X).
Procedemos a extender la nocién de categoria seccional a una aplicacién continua cual-
quiera:

Definicién 2.10. Sea f : X — Y una aplicacion continua. Se define la categoria seccional
de f, denotada por secat(f), como el menor entero no negativo n verificando que existe
un recubrimiento {U;}?_, de n + 1 abiertos de Y tal que para cada i € {0,...,n} existe

s; Uy — X seccion local homotopica de f, es decir, el triangulo

Uy e— Y
\ /
E

es homotopicamente conmutativo para 0 < ¢ < n. De no existir tal n diremos que la

categoria seccional de f es infinita y se usard la notacion secat(f) = oo.

Observacion 2.11. Notese que, si f es fibracién, entonces esta definiciéon coincide con la
nocion original de categoria seccional de una fibracién. Ademads, si f ~ f’, entonces
secat(f) = secat(f').

A continuacién, determinaremos la relacion entre la complejidad topolégica de un espacio
y la categoria seccional de cierta aplicacion continua asociada a dicho espacio. Para ello

presentamos dos resultados de caracter técnico.

Proposicion 2.12. Sean o : X — X' una aplicacion continua y un triangulo homotdpica-

mente conmutativo

Entonces, secat(f’) < secat(f).

Demostracion.

Si secat(f) = oo, entonces la demostracién acaba. Si secat(f) = n < oo, entonces se
tiene que Y = |J._,U; con U; abierto en Y para todo i € {0,...,n}; ademés existe
una seccién s; @ U; — X continua de manera que f os; ~ incy, : U; — Y. Ahora,
es posible definir s} := aos; : U; — X' y restarfa ver que f' o s, ~ incy,. En efecto,

flosi=foaos; ~ fos; ~incy,. Se concluye que secat(f’) <n [
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Proposicion 2.13. Sean o : X — X' y B :Y — Y’ equivalencias de homotopia y sea el

cuadrado homotopicamente conmutativo

X 25 X'

fl lf,

y 2y

Entonces, secat(f) = secat(f’).

Demostracion.

Distinguimos tres posibles casos:

i) Si f = idy, entonces Y = Y’ y se tendria el diagrama de la Proposicién 2.12, por lo
que secat(f’) < secat(f). Tomando un inverso homotépico de a, se tendria de nuevo un
diagrama similar al de la Proposicién 2.12 intercambiando X con X', por lo que secat(f) <
secat(f’). Se concluye que secat(f) = secat(f’).

i1) Si a = idx, entonces X = X' y el diagrama

/X

b s Y’

Y

es homotdpicamente conmutativo. Veamos en primer lugar que secat(f) < secat(f’).

Si secat(f") = oo, entonces este caso es trivial. Si secat(f’) = n < oo, entonces se tiene
que Y’ = U?:o U; con s; : U; — X seccion continua tal que f' os; ~ incy,. Construimos
entonces los conjuntos V; = S71(U;) abiertos en Y. Es claro que Y = |JI_, V;. Se tiene
entonces el cuadrado estrictamente conmutativo:

ichi

— Y

o lﬁ

Up <y
Tomando ahora o; := s,0(fy;) : V; = X, veremos que existe una homotopia foo; ~ incy;.
En efecto: o (f ooi) = (B0 f)o(sio(Br)) =~ [ osio(By) = incy, () = B o incy;.
Componiendo por la izquierda con un inverso homotopico de 3, se tiene que f o o; >~ incy;
y se concluye que secat(f) < n = secat(f’). Como [ es una equivalencia de homotopia,
podemos razonar andlogamente con su inverso homotépico para tener un triangulo similar
y concluirfamos que secat(f’) < secat(f).

i1i) Por tltimo, el caso general, utilizando los apartados ¢) y ii) anteriores:

secat(f) = secat(B o f) = secat(f’ o a) = secat(f"). |
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Vistos ambos resultados, estamos en condiciones de dar una definicién alternativa de la
complejidad topoldgica. En efecto, dado X un espacio topoldgico, tenemos un diagrama

conmutativo

y X101]

N A

X x X

siendo Cx : X — XU la aplicacién que lleva a cada punto el camino constante en ese
punto y Ay : X — X x X la aplicacién diagonal, definida por Ax(z) = (z,z). Es cono-
cido que Cx es equivalencia de homotopia (un inverso homotépico es evg : X 01 &5 X, la

evaluacion en t = 0).

Concluimos de la Proposicién 2.13 el siguiente resultado:
Corolario 2.14. TC(X) = secat(Ax).

Demostraremos ahora que la complejidad topoldgica es subaditiva respecto del producto
de espacios, es decir que dados dos espacios topologicos X e Y, se tiene, bajo ciertas
condiciones topolégicas, que TC(X x Y) < TC(X) + TC(Y). Para alcanzar tal objetivo,

recordemos algunas nociones necesarias para definir una particion de la unidad.

i) Si X es un espacio topoldgico y A = {4, }icr es una familia arbitraria de subconjuntos
de X, se dice que A es localmente finita si para todo x € X existe U entorno abierto de x
que interseca solo a un numero finito de elementos de A.

i1) Un espacio topolégico X se dird que es paracompacto si todo recubrimiento abierto de
X tiene un un refinamiento abierto y localmente finito que recubre a X.

i1i) Si f : X — R es una funcién real, su soporte sop(f) es la clausura del conjunto de
valores para los que la funcién no se anula.

iv) Dados X un espacio topolégico y U = {U;}ie; un recubrimiento abierto de X, una
particion de la unidad subordinada a U es una coleccion de aplicaciones reales continuas
F ={fi : X = R} verificando:

e Para cada z € X y para cada i € I, se tiene que 0 < f;(z) < 1.

e Para cada i € I, se tiene que sop(f;) C U;.

e La familia {sop(f;)}ics es localmente finita.

e Para cada x € X se tiene que ) ., fi(z) = 1.

Se tiene el siguiente resultado que asegura la existencia de particiones de la unidad en
espacios de Hausdorff y paracompactos. La demostracion puede encontrarse, por ejemplo,
en [24, Teorema 41.7].
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Teorema 2.15. Sea X un espacio topologico de Hausdorff y paracompacto. Entonces, para
todoU = {U, }icr recubrimiento abierto de X, existe una particion de la unidad subordinada

ald.

Con todo esto, podemos acotar la complejidad topolégica de un espacio producto mediante
la suma de las complejidades topoldgicas de sus factores. Hacemos notar que todo espacio

metrizable es de Hausdorff y paracompacto [24, Teorema 41.4 y Ej. 2 Pag. 317].

Proposicion 2.16. Sean X e Y espacios topolégicos metrizables. Entonces,
TC(X xY) <TC(X)+ TC(Y).

Demostracion.

Si TC(X) = oo 0o TC(Y') = oo, entonces la demostracién acaba. Si TC(X) =n < ooy
TC(Y) = m < oo, entonces se tiene que X x X = (Ji, U; con U; abierto y con algoritmo
local s; : Uy — XU, También ¥V x Y = ULy V; con Vj abierto y con algoritmo local
o;: V; = YOU para cadai € {0,...,n} y para cada j € {0,...,m}. Buscamos un recu-

brimiento de (X x Y)? con algoritmos locales continuos.

Como X e Y son metrizables, entonces X x X e Y x Y también son metrizables y, en
consecuencia, son de Hausdorff y paracompactos. En virtud del Teorema 2.15, podemos
tomar {f; - X x X — R}y {g; : Y xY — R}, particiones de la unidad subordinadas a
(Uit y a {V;}]L, respectivamente. Tomamos entonces un subconjunto no vacio en cada

conjunto de indices, S C {0,...,n} y T C {0,...m}, y definimos el conjunto

W(S,T) = {((z,y),(2,9) € (X xY)?| fi(z,7) - 9;(y.5) > frlz.2) - g5y, 9)} ,

para todo (i,7) € S xT y para todo (i, j') ¢ SxT. No es dificil comprobar que se verifican
las siguientes propiedades:
i) W(S,T) es abierto en (X x Y)?, ya que es antiimagen de la aplicacién continua

(X xY)? >R,

(l’, yvfa y) — fz(xvf) : g](?%?) - fz’(xvj) : gj’(yv?j)'
i1) El operador W es disjunto cuando no hay relacién de inclusién entre S x Ty S x T,
esdecir quesi SXT € S xT'y 8" xT' ¢ S x T, entonces W(S,T)NW(S",T") = 0.
i1i) Para cualesquiera (i,j) € S x T, ((x,y), (z,y)) € W(S,T), se tiene que (z,z) € U;
vy (y,9) € V;yaquesi ((x,y),(z,9)) € W(S,T), entonces (z,Z) € sop(f;) y (y,9) € sop(g;).

iv) Para cualquier par de subconjuntos no vacios de indices S C {0,...,n}, T C {0,...,m},
el operador Js7 : W(S,T) — (X x V)0l = X001 » Y101 dado por ds+((x,y), (Z,7)) =
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(si(x,z),0;(y,y)) estd bien definido.

v) {W (S, T)}sr es recubrimiento de (X x Y)2. Fijado ((z,v), (Z,7)) € (X xY)?, tomamos

S:{z‘e{o, n}‘flxa: — méx filz, :1:)}

0<k<n

T = {j c{0,...,m} ‘ g;(x, 7) = méx gi(y, y)}

0<i<m

y entonces ((z,v), (z,y)) € W(S,T). Denotando genéricamente por #7 al cardinal de un
conjunto Z, tenemos que si 2 < k < n+m + 2, definimos Wi = U ) (pr)=x W(S,. T) ¥
tenemos que {W;,}727"2 es recubrimiento abierto de (X x Y)2.

Fijado k, se tiene que Wy es unién disjunta de W(S,T) y tenemos, para cada 2 < k <

n + m + 2, una seccion local

Mot Wi C (X xY)? = (X x V),

Akw(s,m) = Os,7.

Si (#S) + (#T) = k = (#95') + (#1"), entonces necesariamente W (S,T) = W(S',T") o
bien W(S,T)NW(S',T") = 0.
Concluimos entonces que TC(X x Y) <n+m = TC(X) + TC(Y). |

2.3. La categoria de Lusternik-Schnirelmann

La complejidad topoldgica estd estrechamente ligada con otro invariante homotdépico:
la categorfa de Lusternik-Schnirelmann. L. Lusternik y L. Schnirelmann [19] demostraron
que, dada M una variedad diferenciable cerrada (es decir, compacta y sin borde), se tiene
la desigualdad

1+ cat(M) < crit(M).

donde crit(M) denota el nimero minimo de puntos criticos para cualquier aplicacién di-
ferenciable f : M — R sobre M. Este resultado establece la acotacién de un parametro
diferencial (el nimero de puntos criticos), por medio de un parametro homotépico (la ca-
tegorfa). La categoria de Lusternik-Schnirelmann se generalizé rapidamente al contexto de
los espacios topoldgicos (consultar [14]). Hoy en dia es un tema de estudio e investigacién
importante en teoria de homotopia, teoria de puntos criticos y sistemas dinamicos. Para

definir esta nocion, comenzaremos por establecer qué es un subespacio categorico:

Definicién 2.17. Sea X un espacio topologico y A C X subespacio de X. Diremos que A

es categorico en X si la inclusion inc : A — X es nulhomdtopa.
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Con esto podemos definir la categoria de Lusternik-Schnirelmann.

Definicién 2.18. Se define la categoria de Lusternik-Schnirelmann de un espacio topoldgi-
co X (o, simplemente, categoria de X ), denotado por cat(X), como el menor entero no
negativo n tal que existe un recubrimiento de n+1 abiertos categoricos en X. De no existir

tal n diremos que la categoria de X es infinita y la denotaremos por cat(X) = oo.

Al igual que en el caso de la complejidad topoldgica, la categoria nula también caracteriza
a los espacios contractiles. Es decir, un espacio topoldgico X es contractil si, y solo si,
cat(X) = 0. Esto se deduce inmediatamente del hecho de que todo espacio contréctil esta

caracterizado por la nulhomotopia de su aplicacién identidad.

Presentamos el primer ejemplo no trivial: la categoria de la n-esfera.
Proposicién 2.19. Sin > 1, entonces cat(S™) = 1.

Demostracion.

En primer lugar tenemos que S™ no es contractil, por lo tanto cat(S™) > 1. Por otro
lado, consideramos Uy := S™\ {(0,...,0,1)} y Uy := S™\ {(0,...,0,—1)} abiertos en S™.
Estos abiertos son contractiles por ser homeomorfos a R™ via la proyeccion estereografica
y, en consecuencia, son categéricos en S™. Ademas, los abiertos recubren S™ y por lo tanto
cat(S") < 1. [

La categoria de Lusternik-Schnirelmann es un invariante homotdépico. Para ver esto nece-

sitamos un resultado previo.

Proposicion 2.20. Sean X e Y espacios topoldgicos tales que existen aplicaciones conti-
nuas f: X =Y, g:Y — X con fog=~idy. Entonces, cat(Y) < cat(X).

Demostracion.

Si cat(X') = oo, entonces la demostracion acaba. Si cat(X) = n < oo, entonces X = J;_, U;
con U; abierto y categérico en X para todo i € {0,...,n}. Si definimos V; := g~ }(U),
este conjunto sera abierto en Y por la continuidad de ¢g. Es inmediato comprobar que
{Vi}, recubre a g~!(X). Veamos ahora que para cada i € {0,...n}, se tiene que V; es
categdrico en Y. En efecto, como U; es categérico en X, sabemos que existe una homotopia
H; : U; x [0,1] — X verificando H;(z,0) = x y H;(xz,1) = z;, para todo z € X y para
cierto punto x; € X. Consideramos F' : idy ~ f o g y construimos ahora la homotopia
G;:V; x[0,1] = Y dada por:

(Fy,2n), 0<t<d,

La continuidad de G; esta garantizada por el Lema 1.3. Por tltimo, es claro que G;(y,0) =y

y Gi(y,1) = f(x;). Concluimos que V; es categdrico en Y. |
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Con esto, establecemos la invariancia homotoépica de la categoria.
Corolario 2.21. Dos espacios homotopicamente equivalentes tienen la misma categoria.

Presentamos a continuacién un lema técnico que nos permitira controlar las nulhomotopias

mediante un punto distinguido prefijado.

Lema 2.22. Sean X espacio topoldogico conexo por caminos y o € X fijo. St A C X,
entonces A es categorico en X si, y solo si, la inclusion i : A — X es homdtopa a la

aplicacion constante en x.

Demostracion.

Supongamos que A es categérico en X. Entonces existen yp € X y F: A x [0,1] - X
homotopia verificando F'(a,0) = ay F(a,1) = yy. Como X es conexo por caminos, sabemos
que existe « : [0,1] — X camino en X verificando «(0) = 3o y a(1) = zg. Definimos ahora
G:Ax|[0,1] - X como

cuya continuidad estd garantizada por el Lema 1.3 y verifica G(a,0) = a y G(a,1) = xo.

Concluimos que la inclusién ¢ es nulhométopa. El reciproco es trivial. |

Aligual que la complejidad topolégica, la categoria de Lusternik-Schnirelmann puede verse
como un caso particular de categoria seccional de una determinada fibracion. Para ver esto,
debemos saber que, en general, toda aplicaciéon continua f : X — Y se puede factorizar
por una equivalencia de homotopia seguida de una fibracion. En efecto, consideremos el

pullback de una aplicacién f : X — Y con la evaluacién en el cero,

x— 71 .y

Se induce una tnica aplicacién continua h : X — X xy YU tal que &g o h = idy y
foh = Cyo f; es decir h(z) = (z,Cfu) para cada © € X. Por otro lado, tomando
la aplicacién continua p : X xy Y% — ¥V como la composicién p := evyof, es decir,
p(z, ) = a(1). Entonces h es equivalencia de homotopia, p es fibracién y f = p o h. Para

més detalles ver, por ejemplo, [29, Teorema 9, Pdg. 99].
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En particular, fijado un punto zy € X, podemos realizar la construccién anterior con

respecto a la aplicacién constante {*} — X en el punto zy y obtenemos una factorizacién

Cy
{x} « u > X
\ /
PX
siendo PX = {a € XI*'| a(0) = 0}, que es contréctil y p la fibracién p : PX — X dada

por p(a) := a(1). Esta fibracién se conoce como fibracion de caminos.

Presentamos asi, la relacion entre categoria y categoria seccional:
Proposicion 2.23. Sean X un espacio topologico conexo por caminos. Entonces,
cat(X) = secat ({*x} — X) =secat(p: PX — X).

Demostracion.
Si X es conexo por caminos, en virtud del Lema 2.22, un subespacio A C X es categorico
si y solo si la inclusién inc : A — X es hométopa a la aplicacién constante C,, o, equiva-

lentemente, como se indica en (1.1), existe una aplicacién s : A — PX continua tal que

A < ne > X
\ /
PA.

Como p es fibracién, tenemos que cat(X) = secat(p) = secat({x} — X). |

pos =1, es decir, el diagrama

A continuacion, estableceremos el dominio de la complejidad topoldgica sobre la categoria,

lo que supone una primera cota inferior para la complejidad topoldgica.

Proposicién 2.24. Sea X un espacio topologico conexo por caminos. Entonces,
cat(X) < TC(X).

Demostracion.

Si TC(X) = oo, entonces la demostracién acaba. Si TC(X) = n < oo, entonces X X
X = U, U; con U; abierto y con s; algoritmo local de U; para todo i € {0,...,n}.
Fijamos zy € X y definimos el conjunto V;** := {z € X | (x,2¢) € U;}, que es abierto

en X puesto que es preimagen de U; mediante la funcién continua j,, : X — X x X
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definida por j,,(z) = (x,z). Es claro que X = [J;_, V;. Veamos que si V™ es no vacio,
entonces es categérico en X. En efecto, definimos una homotopia H : V"* x [0,1] — X
dada por H(z,t) = s;(z,x0)(t) que esta bien definida, es continua por el Teorema 1.2 y
verifica H(z,0) = s;(2,20)(0) = z y H(z,1) = si(x,20)(1) = x9. Tenemos entonces que
cat(X) <n =TC(X). [

Veamos ahora un caso relevante en el que se alcanza la igualdad: los grupos topolégicos.
Recordemos que un grupo topoldgico es un grupo algebraico que tiene estructura de espacio

topoldgico, con ley de composicién interna e inversion continuas.

Proposicién 2.25. 51 G un grupo topologico conexo por caminos, entonces
TC(G) = cat(QG).

Demostracion.

Veremos que cat(G) > TC(G). Supongamos que - es la operacién y e es el elemento neutro
de G, y que tenemos U C G con U abierto categorico en G. Como G es conexo por caminos,
existe, por el Lema 2.22, una homotopia H : U x [0,1] — G verificando H(z,0) = = y

H(z,1) = e. Definimos ahora el conjunto
Vi={(z,y) eGxG|z-y'eU},

que es abierto en G x G por ser preimagen de U mediante la aplicacién continua
@ : G x G — G definida como &(x,y) =z -y~ L.

Construimos la seccion local sobre V' haciendo uso de la ley de composicién interna en
G. Se tiene que la aplicacion s : V — GI%! dada por s(z,y)(t) = H(z - y~',y) -y, que
estd bien definida, es continua por ser composicion de aplicaciones continuas y verifica
s(r,9)(0) = H(@ -y 1,0)-y=(r-y ) y=vys(xy)(l)=H@ -y 1) y=e-y=y.
Luego, s es algoritmo local definido en V. Con este razonamiento para recubrimientos
abiertos llegamos a que cat(G) > TC(G) vy, en virtud de la Proposicién 2.24, se concluye
que cat(G) = TC(G). |

Un grupo topoldgico se dice que es de Lie si tiene estructura de variedad diferenciable con
ley de composicién interna e inversion diferenciables. Este tipo de grupos, al ser variedades,
son localmente conexos por caminos y por lo tanto, las nociones de conexidad y conexidad

por caminos son equivalentes en este contexto. Por consiguiente, tenemos un corolario.
Corolario 2.26. Si G es un grupo de Lie conexo, entonces TC(G) = cat(G).

Veamos ahora que, al igual que la complejidad topoldgica, la categoria es subaditiva con

respecto al producto de espacios. Para ello, debemos recordar las nociones de normalidad
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y normalidad completa.

Recordemos que un espacio topolégico X es normal si para cualesquiera dos subespacios
cerrados disjuntos existen dos abiertos disjuntos tales que cada cerrado esta contenido en
su respectivo abierto. La normalidad es una propiedad topolégica (consultar [24, Pdg. 199))
pero no hereditaria. Se dice que X es completamente normal si todo subespacio de X es
normal. Los CW-complejos y los espacios metrizables son espacios completamente norma-
les (ver [9, Teoremas 5.1 y 5.2]).

Ademas, para conseguir la acotacién, necesitamos la nocién de sucesion categérica y dos

lemas técnicos:

Definicién 2.27. Sea X un espacio topolégico. Se llama sucesién categorica de longitud
k41 a una coleccion Oy, ...,Ory1 de abiertos de X wverificando

i) Og =10, Opp1 =X,

1) Oi11 \ O; C Uiy con Uyq abierto categorico en X para cada i € {0, ..., k}.

Lema 2.28. Sea X un espacio topolégico. Entonces cat(X) < k si, y solo si, X admite

una sucesion categorica de longitud k + 1.

Demostracion.
Si X presenta una sucesién categérica {O;}¥}, entonces para cada i € {0,...,k} se tiene
Oi11 \ O; C Uiy con Uiy abierto categérico en X. Como {041 \ O;}F_, recubre X,

entonces {U;}*! también recubre X y U; es categérico para todo i € {1,...,k+ 1}y

concluimos que cat(X) < k. Reciprocamente, si cat(X) < k, entonces X = [JI! U; con U;
abierto y categérico en X para todo i € {1,...,k + 1}. Si definimos la sucesién Oy = (),
Om =, Ui, 1 <i<k+1es claro que O; es abierto en X y que O;11 \ O; C U4 para
todo i € {0,...,k} por construccion. [ |

Lema 2.29. Sea X un espacio topoldgico conexo por caminos y sea {A;}ier una familia
de abiertos categoricos en X y disjuntos dos a dos. Entonces, la union A = |J,c; Ai es

categorica en X.

Demostracion.

Como A; es abierto y categorico para cada i € I, entonces existe una homotopia F; :
A; x [0,1] — X tal que Fi(a,0) =ay Fj(a,1) =z para cada i € I con xy € X fijo. Basta
definir la homotopia F' : A x [0,1] — X por restriccién al abierto A; x [0, 1] de manera que

Fa,x[01) = F;. La continuidad de F' estarfa garantizada por el Lema 1.3 para abiertos. W

Estamos en condiciones de acotar la categoria de los espacios producto.
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Teorema 2.30. Sean X eY espacios topologicos tales que X XY es completamente normal.
Entonces,
cat(X x Y) < cat(X) + cat(Y).

Demostracion.
Si cat(X) = 0o, o bien cat(Y) = oo, entonces la demostracion acaba.
Supongamos que cat(X) =n < oo y cat(Y) = m < oo. En virtud de la Proposicién 2.28,

podemos tomar sucesiones categoricas respectivas de X e Y,
0=0yC0;C--COpyt, P=PCPC--C Py

que verifican O, 41 \ O; C U;y1 con U; abierto categérico en X para todo i € {0,...,n}y
P11\ P; C Vj1y con V; abierto categérico en Y para todo j € {0,...,m}.

Buscamos una sucesién categérica de longitud finita {Q, }*_, para X x Y. Si definimos
leOl XPl,QQZ(OlXPQ)U(OQXPl),ng(Ol XPg)U(OQXPQ)U(OgXPl),

y recursivamente,
,

Q- =J(O; x Poyry),

j=1
se tiene la sucesion 0 = Qo C Q1 C -+ C Qnimy1 = X X Y.

Observacion 2.51. En esta sucesién, O; =0sii >n+2y P;=0sij>m+ 2.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que r = j > 1. Es facil ver que

Jj+1

Qi1 \ Qj = [ (0x\ Ox1) X (Pjya—ic \ Pira-n))

k=1
Como (O \ Og—1) X (Piyo—i \ Pjy1-x) € Uk X Vjjpa_y abierto y categérico en X x Y,
restarfa ver que su union Uf;ll(Uk x Viio_)) es abierta y categérica en X x Y. Dado que
j 4+ 2 — k decrece con el incremento de k y las sucesiones O y P estan anidadas, entonces,

necesariamente

((Ok\ Ok-1) X (Pji2- \ Piy1-x)) N ((Or\ Or-1) X (Piya— \ Piy1-1))* =0,
((Ok \ Okfl) X (Pj+2—k- \ Pj+1—k))c N ((Ol \ 0171) X (Pj+24 \ Pj+lfl)) = (Da

para cualquier k£ # [. Ahora, como X X Y es completamente normal, todo subespacio de
X x Y es normal, luego existe Ay entorno abierto de (O \ O_1) X (Pjro—k \ Pjy1-k) ¥
existe B; entorno abierto (O; \ Oj—1) X (Pjia—; \ Pj+1-1) verificando A N B, = (). Entonces
AN (Ui x Vipo_i) es un entorno abierto y categérico de (O \Og—1) X (Pjy2—k \ Pj4+1-k), mien-
tras que B;N(U; x Vj12-;) es un entorno abierto y categérico de (O;\O;—1) X (Pjya—1\ Pj+1-1)
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para cualquier k = [.
Es claro que (A N (Uy X Vjya—k)) N (BN (U X Viga—y)) = 0, por lo que, aplicando el Lema
2.29, se tiene que la unién (A N (Ug X Viio—1)) U (BN (U; X Vjio-;)) también es categérica.

Con esto, la unién

((Ok \ Or—1) X (Pjyo—k \ Piy1-%)) U ((O1\ O11) X (Pjya \ Piy1-1))

esta contenida en un abierto categoérico. Repitiendo el proceso, es facil ver que Q41 \ @Q;
estd contenido en un abierto categérico para todo j € {0,...,m}, por lo que la sucesién
Qo C Q1 C -+ C @Quimy1 es categérica en X x Y y aplicando de nuevo el Lema 2.28,
concluimos que cat(X X Y) < n+m = cat(X) + cat(Y). |

Observacion 2.32. Como todo espacio metrizable es completamente normal, se tiene en

particular que cat(X x Y') < cat(X) + cat(Y') para X e Y espacios metrizables.

Este resultado aportard dos cotas (superior e inferior) para la complejidad topoldgica de

un espacio. Necesitamos un lema previo.

Lema 2.33. Sea f : X — Y continua con Y conexo por caminos. Entonces, secat(f) <

cat(Y). Si ademds X es contrdctil, entonces secat(f) = cat(Y').

Demostracion.

El triangulo

{*} s X
NS
Y

es homotoépicamente conmutativo ya que Y es conexo por caminos. Luego, por la Propo-
sicién 2.12; se tiene que secat(f) < secat({x} — Y) = cat(Y). Ademds, si X es contractil,

se tiene que {*} — X es equivalencia de homotopia y se concluye, por la Proposicién 2.13,
que secat(f) = cat(Y). |

Con este resultado, deducimos que
TC(X) = secat(m : X* & X x X) < cat(X x X)

y aplicando la Proposicién 2.24, tenemos que cat(X) < TC(X) < cat(X x X). En caso de

ser X x X completamente normal, en virtud del Teorema 2.30, quedaria
cat(X) < TC(X) < 2cat(X).

Asi, podemos establecer dos cotas (una superior y otra inferior) de la complejidad topoldgi-

ca bajo la condiciéon de normalidad completa del producto.



2.3 La categoria de Lusternik-Schnirelmann 39

Corolario 2.34. Sea X un espacio topoldgico conexo por caminos tal que X x X es com-
pletamente normal. Entonces, cat(X) < TC(X) < 2cat(X).

Concluimos que conocer la categoria de un espacio, nos aporta dos cotas que controlan la

complejidad topoldgica del mismo.

Finalizamos este capitulo estudiando otra relacion entre la complejidad topolégica y las

fibraciones.

Teorema 2.35. Sea p : £ — B una fibracion con B conexo por caminos y sea F' =
p ' ({bo}) la fibra de p sobre el punto by € B. Entonces

TC(E) < (cat(B x B) +1) - (TC(F) + 1) — 1.

Demostracion.

Si cat(B x B) = 00 0 bien TC(F') = oo, entonces la demostracién acaba. Supongamos pues
que cat(B x B) =k <ooy TC(F) =1 < 0.

Como cat(B x B) = k, entonces Bx B = Uf:o U; con U; abierto categdrico en B x By dado
que B es conexo por caminos, por la Proposicién 2.22, para cada i € {0, ..., k} existe una
homotopia H; : U; x [0,1] — B x B verificando H;(x,y,0) = (z,y) v Hi(z,y,1) = (bo, bo)
para cualquier (z,y) € U;. De modo que definiendo H,: U — (B x B)%1 dada por

para ciertas aplicaciones continuas fi, f» : U; — BU tales que fi(z,y)(0) = =,
fi(z,y)(1) = bo, fa(z,y)(0) =y y falz,y)(1) = by. Dado que p : E — B es fibracién, enton-
ces por la Proposicién 1.7, podemos tomar la aplicacién continua A : E x5 B0 — FlO1]
que verifica A(e,a)(0) = e y po A(e,a) = a. Considerando ahorap X p: Ex E — B X B,

defini
SIS (o x p) T U) - F x F,

ti(e,€') = (Ale, filp(e), p(¢")) (1), Ale, falp(e), p(€)))(1)),
que estd bien definida y es continua. Es claro que {(p x p)~}(U;)}r_, recubre a de E x E.
Ahora, como TC(F) = [, se tiene que F' x F = Ué’:ovj con V; abierto en F' x F'y con
seccion local z; : V; — FI%U. Ademas, fijado i € {0, ...k}, la familia {t; ' (V})}._, recubre
a (p x p)~H(U;), por lo tanto, {t;'(V;)}o<i<k recubre a E x E. Si llamamos

0<y<l
Mi(e €)== e, fi(ple), p(€')) y Az(e,€) := A€, fa(p(e), p(€))),
podemos definir las secciones locales o;; : t; ' (V;) — E%U como

Oij (67 6/) - (/11 (67 6,) * Zj(/ll (67 6/)(1), /12(6, 6/)(1))) * ZQ(ev 6,)7

donde * es la multiplicacién usual de caminos y Ay (e, €') es el camino inverso de Ay (e, €’).
Se concluye que TC(E) +1 < (k+1)(I+1) = (cat(B x B) +1) - (TC(F) + 1). |
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2.4. La nilpotencia del ideal de los divisores de cero

A la hora de acotar la complejidad topoldgica de un espacio, encontrar una cota su-
perior es factible con teoria de homotopia: basta encontrar un niimero de abiertos con las
secciones locales continuas deseadas. Sin embargo, con la definiciéon dada por recubrimien-

tos abiertos, encontrar una cota inferior es mucho més complicado.

Es necesario buscar otro tipo de técnicas para determinar una cota inferior de la comple-
jidad topoldgica. Dichas técnicas entran en el ambito de la topologia algebraica y, para

definirlas, utilizaremos ciertas nociones de teoria de cohomologia.

Dado que ya hemos introducido el producto cup y sus propiedades en el Capitulo 1, estamos
en condiciones de abordar la acotacién inferior de la complejidad topoldgica de un espacio.
Comenzaremos introduciendo la nociéon de nilpotencia de un anillo para luego aplicarla

convenientemente en el R-algebra graduada de cohomologia.

Definicién 2.36. Sea A un anillo (no necesariamente graduado). Se llama indice de nil-
potencia de A y denotamos nil A, al menor entero positivo n tal que cualquier producto de
longitud n + 1 es nulo. De no existir tal n, diremos que el indice de nilpotencia de A es

infinito y lo denotamos por nil A = oo.

Veamos donde es conveniente aplicar esta nocion para obtener cotas de la complejidad

topologica.

Sean R un anillo y f : E — B una aplicacién continua. Consideramos el homomorfismo
inducido de R-algebras
f*:H*(B;R) — H*(E; R)

con estructura definida en la ecuacién (1.3). Tenemos que Ker(f*) es un ideal bildtero en
H*(B; R). En particular, dicho niicleo es un subanillo de H*(B; R), por lo que es posible
hablar de su nilpotencia nil Ker(f*).

Necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.37. Sean R un anillo, X un espacio topologico y U; C X abierto para cada v €
{0,1,...,m}. Si consideramos las inclusion i-ésima ¢; : (X,0) — (X,U;) y la inclusion
q:(X,0) = (X,U,U:), entonces

¢ (a0 — ay — - — ap) = @y(a) — ¢i(ar) — - — g, (am)

donde o; € H*(X,U;;R) y ag — - -+ — o, € HY (X, UL, Uis R).
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Demostracion.

Sim = 1, consideramos el cuadrado conmutativo

X g > (X, Uo U U1)
Al Al (2.2)
X x X — 2 (X, Up) x (X, )
donde A(x) = (z,z) y (X,Up) x (X,U;) = (X x Up) U (X x Uy). Aplicando cohomologia

y teniendo en cuenta la ecuacién (1.7) generalizada en parejas para el producto cup, el

resultado se sigue inductivamente. ]

Teorema 2.38. Sean R un anillo conmutativo y unitario y f : E — B una aplicacion

continua. Entonces,
nil Ker(f*) < secat(f).

Demostracion.
Si secat(f) = oo, la demostracién acaba. Si secat(f) = n < oo, entonces B = |J;_, U; con

U; abierto y el triangulo
incy;

Ui < > B
x / (2.3)
E,
homotépicamente conmutativo para cada i € {0, ...,n}. Tomemos ay, ..., a, € Ker(f*) y

veamos que g — - - - — «a, = 0. Consideramos el par (B, U;), la i-ésima inclusién canénica
q: (B,0) = (B,U;) y un o; € Ker(f*) C H*(B;R) arbitrario, que se puede ver, sin
pérdida de generalidad, como elemento homogéneo de grado m;, es decir, o; € H™(B; R)
con m; > 0. Consideramos también la sucesién exacta en cohomologia asociada a la pareja
(U, B;), indicada en el tercer apartado del Teorema 1.9,
co o H™(B, Ui R) %5 H™(B; R) ™% H™ (U R) — ...

Del tridngulo (2.3), se tiene que incy, ~ f os; y como consecuencia de la invariancia
homotdépica indicada en el apartado ii) del Teorema 1.9, se tiene que (inc¢;)* = (f o 8;)* =
sto f*. Aplicando la inducida por la i-ésima inclusion, (inc;)* (o) = s7(f*(w)) = s5(0) = 0.
Luego, por el apartado #ii) del Teorema 1.9, existe a; € H™(B,U;; R) verificando que

q;(@;) = «;. Por lo tanto, aplicando el Lema 2.37,
La pentltima igualdad se obtiene dado que, para cada p > 0,

Qo — -+ — @, € Hi=o™ (B,Ui_y Ui s R) = HX=™(B, By R) = {0}. u
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Como consecuencia inmediata, tenemos el dominio de la categoria sobre la nilpotencia de

la cohomologia reducida.

Observacion 2.39. Recordemos que dada la aplicacién continua {*} — X y su homomor-
fismo de anillos asociado H*(X; R) — H*({*}; R), se define la cohomologia reducida de X

con coeficientes en R como

FI*(X; R) 1= Ker(H*(X; R) — H*({}; R)),
y dado que H°({x}; R) = Ry HP({x}; R) = 0 para todo p # 0, entonces

xRy = 4 KU (X5 R) = R) S p =0,
" | HY(X;R), p>0.

En general, H(X; R) = [[, R con i copias de R como componentes conexas por caminos

presente X. En particular, si X es conexo por caminos, se tiene que

ﬁp(XR): 07 p:O,
’ HP(X;R), p>0.

Corolario 2.40. Sea X un espacio topologico conexo por caminos y R un anillo conmuta-
tivo y unitario. Entonces, nil H*(X; R) < cat(X).

Demostracion.
Sabemos que si X es conexo por caminos, entonces, por la Proposicién 2.23, cat(X) =

secat({*} — X). Aplicando el Teorema 2.38, tenemos que
nilKer(H*(X; R) — H*({x}, R)) < secat({*} — X) = cat(X).
Es decir, nil H*(X; R) < cat(X). [

Tenemos una primera acotacion inferior de la complejidad topoldgica a partir de su coho-

mologia.

Corolario 2.41. Sean X un espacio topologico conexo por caminos y R un anillo conmu-
tativo y unitario. Entonces, nil Ker(A*) < TC(X), siendo A : X — X x X la aplicacion
diagonal de X.

La demostracion es consecuencia inmediata del Corolario 2.14 y del Teorema 2.38.

Veamos una forma alternativa de trabajar con esta cota inferior.

Definicién 2.42. La homologia He(X; R) = D, H,(H; R) se dice que es de tipo finito
si H,(X; R) estd finitamente generado para todo p > 0.
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Esta condicién no es muy restrictiva. Por ejemplo, usando homologia celular [18, Pag. 137],
no es dificil probar que todo CW-complejo (ver Apéndice) con un nimero finito de celdas
en cada dimension verifica esta condicién para cualquier anillo R. La siguiente proposicién

es un resultado técnico que permitira facilitar la cota del Corolario 2.41.

Proposicién 2.43 (Teorema de Kiinneth para Cohomologia). Sea K un cuerpo con-
mutativo y sean X eY espacios topoldgicos con He(X; K) o bien Ho(Y; K) de tipo finito.
Entonces, el producto cruz
X H'(X; K)o H*(Y; K) - H* (X x Y; K),
a®b— axb=pi(a) — p5(b)
es un isomorfismo de K-dlgebras graduadas.

La demostracién de este resultado puede consultarse en [17, Proposicién 29.11].

Con esto, procedemos a establecer uno de los principales resultados de la memoria.

Corolario 2.44. Sean K un cuerpo conmutativo y X un espacio topoldgico tal que Hqo(X; K)

es de tipo finito. Entonces,

nil Ker(—) < TC(X),

siendo — : H*(X; K)®x H*(X; K) — H*(X; K), el homomorfismo de K -dlgebras gradua-
das dado por el producto cup.

El niicleo Ix = Ker(~—) se conoce como ideal de los divisores de cero de H®*(X; K).

Demostracion.

Sabemos por (1.7) que el tridngulo

H*(X;K)®g H*(X; K) . » H*(X x X; K)
\ /
H*(X;K)
es conmutativo, siendo el producto cruz un isomorfismo de K-algebras graduadas por

la Proposicién 2.43 anterior. Por tanto, nil Ker(A*) = nil Ker(-—). El resultado se sigue

entonces del Corolario 2.41. [ |

Utilizaremos esta cota inferior en el Capitulo 3 para calcular la complejidad topolégica de

los diferentes ejemplos que calculemos.
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2.5. Caracterizacion de Ganea-Schwarz

En esta seccion caracterizaremos la complejidad topolégica por medio de una fibracién
distinguida: la fibracion de Ganea-Schwarz. Esta caracterizacion evita el uso de recubri-
mientos abiertos. Necesitamos definir previamente el join de un ntimero finito de espacios
topologicos.

Dada una familia finita de espacios topolégicos {X;}" ,, podemos considerar el espacio

i=0
siguiente relacion de equivalencia

n
producto (H X; | x A, con A, el n-simplice estandar. En este espacio se establece la

/ / / / / /
(0, X1y oy Ty bos b1y e vy b)) ~ (X, Ty oy X0, o o 1)

si, y solo si, t; = t; para todo i € {0,...,n}, o bien x; = x} para todo i € {0,...,n} tal
que t; # 0. Denotaremos por toxg + - - - + t,x, a la clase de (zo, z1, ..., %y, to, t1, ..., t,). Si
en la expresion tgxg + tyxy + - - - + t,x, hay algin t; = 0, se elimina el sumando i-ésimo.

Denotaremos al espacio cociente por Xy * X; % --- % X, Se tienen la i-ésimas aplicaciones

canonicas:
oi: Xo*x Xy x---x X, — [0, 1], pi o 1((0,1]) — X,
O'i(tolllo—i-"'—i—tnSCH) :ti. pl(tol’o—i-—i‘tnxn) = XT;.

Definicién 2.45. Se define el join de un nimero finito de espacios topologicos Xy, ..., X,

como el espacio topologico Xo* X1 % ---* X, con la topologia inicial respecto de las aplica-

ciones {o;}g y {pi}i_y, denominada topologia fuerte de Milnor.

Una subbase de la topologia fuerte de Milnor viene dada por los conjuntos de la forma:

{toxo+ -+ +tpxy € Xox Xy %% X, |a<t;<b, a,b€R, a < b},
{toxo+ -+ +tpx, € Xox Xy x---x X, | t; #0,2; € U abierto en X;}.

Asi, si Z es un espacio topologicoy f: Z — Xy * Xy *--- % X, una aplicacién, entonces
f es continua si y solo si para todo i € {0,...,n}, las aplicaciones o; 0 f : Z — [0,1] y
piof:fHo;71((0,1])) — X; son continuas.

Como es habitual en topologia, los embebimientos de espacios topoldgicos pueden identi-
ficarse con inclusiones. Esto es, dado un embebimiento f : X — Y es decir, un homeo-
morfismo f : X — f(X), podremos considerar X C Y. De este modo, dados Xy, ..., X,
espacios topoldgicos, es sencillo comprobar que cada X; se puede ver como un subespacio
cerrado del join e; : X; = Xo* Xy *---* X, definida como ej(x) = 1-z. Se tienen ademas

las siguientes propiedades:
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i) e;(X;) =07 ' ({1}), i) (Xo* X1) % Xp = Xo* (Xy % Xa), iid) Xo* X7 = X1 * Xo.

Es posible generalizar el join a una familia finita de aplicaciones continuas con el mismo

codominio:

Definicién 2.46. Sea {f; : X; — Y}, una familia finita de aplicaciones continuas sobre
Y. Se define el join fibrado de fo,..., f, como

Xo*y-“*an = {t0$0+"'+tnl’n€X1*"'*Xn ‘ fz(IZ):fj($j>,tz7é07étj}

para cualesquiera i,j € {0,...n}.

Nétese que X *y - - -y X, tiene la topologia inducida por la de X X; *---x X,,. Ademas,
se induce naturalmente una aplicacién continua llamada suma de Whitney generalizada o

suma de Milnor, dada por

foxy fixy - xy fn: Xo*xy - %y X, = Y,

tOxO + -+ tnfn = fz(xz)a

donde i € {0,...n} es tal que t; # 0. También existen inclusiones o embebimientos cerra-
dos X; — Xo *y -+ - *y X,,.

Las sumas de Whitney preservan fibraciones y sus fibras. Veamoslo con un lema:

Lema 2.47. Sip: E — B, p' : E' — B fibraciones, entonces la suma de Whitney p g p' :
E xp E' — B también es fibracion. Ademds, si by € B, F = p~'({bo}) es la fibra de p y
F' = p= ({bo}) es la fibra de p', entonces la fibra de pxpp' es F * F'.

Demostracion.

Sip: E— Byp :FE — B son fibraciones, entonces, en virtud de la Proposicién 1.7,
existen aplicaciones continuas A : E xg BOU — B0y X B x5 BOU — (B0 tales
que (evg, p@M ol =idy (evy, (p')®1)o N = id. Entonces es posible considerar la aplicacién
N (E*g E') xg B — (E 5 E")%Y la cual viene dada por

t0>\(€0,")/>(5> ) t1 = 07
N (toeo + t1e1,7)(s) = § 11N (e1,7)(s) , to =0,
toA(eo,7)(s) + t1 N (e1,7)(s) , en otro caso.

Una simple comprobacién demuestra la buena definicién y la continuidad de \”, asi como
que es seccién de (evy, (p*g p') @), El resultado se sigue de nuevo por la Proposicién 1.7.
La demostracién de la segunda parte es consecuencia inmediata del Lema 2.47 y de la

definicién de p xp p'. ]
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Observacion 2.48. Notese que, inductivamente, esta construccion se puede definir de forma
natural para un nimero finito de fibraciones con la misma base {p; : F; — B} . En este

sentido, se tiene que la suma de Whitney generalizada
poxp - - *ppn: Eo*p---*p £y, — B

es fibracién y su fibra en by € B es el espacio F' = Fy -+ x F,, con F; = p; ' ({b}) la fibra
de p; con i € {0,...,n}.
Dada una fibracién p : F — B, denotaremos

*gEI:E*B...(nJrl) *BE

0
siendo X5 E = E, Por otro lado, usaremos la notacién Jp (=D*Bc*kpp: >l<,§ E— B

para la correspondiente suma de Whitney iterada, siendo jg =D.

Definicién 2.49. Si p : E — B es una fibracion, entonces para cada n > 0, la fibracion

Jp %5 E — B se denomina n-fibracion de Ganea-Schwarz.

La categoria seccional de una fibracion de Ganea-Schwarz se puede caracterizar mediante

fibraciones de Ganea-Schwarz. Necesitamos tres resultados de caracter técnico:

Lema 2.50. Seann >0 y p: E — B una fibracion. Dado el pullback

N

. j
<>|<BE> g E—"— E

p

B,

se tiene secat(p,) < n.

Demostracion.

Por induccion sobre n: Para n = 0, se tiene que jg =p: F — B con pullback

EXBE

Do

E




2.5 Caracterizaciéon de Ganea-Schwarz 47

La aplicacién inducida p, viene definida como p,(e,e’) = e. Si definimos 0 : £ — E xg F
como o(e) = (e, e), se tiene trivialmente que p, o o = id, es decir, secat(p,) = 0.

Ahora supongamos n > 1y secat(p,_;) < n — 1. Claramente, los espacios E y X };_1 E
son subespacios cerrados de *g E = (*;‘1 E) xp E. Si definimos

Uy = (*g E) \ (*g” E) ,
que es abierto de X f; E vy consideramos las aplicaciones candnicas
T (*; E) \ (*g_l E) — F,
7 (*; E) \E X, B,
se tiene que (j) )y, =pom: Uy — By (jg)(*f; E)\E =jb _oT.

Por la propiedad universal del pullback, existe oy : Uy — <>|< JZ E) x g E seccion local de

D,,, como se observa en el siguiente diagrama:

— I
J

lp
E—" B
Aplicando ahora la hipétesis de induccién, tenemos que secat(p,,_;) < n — 1, por lo que

n—1 n—1 n—1

Xz E = U?:l V;, con V; abierto en X5 Evycons; :V, — (*B E> x g B seccién
local de p,,_; para todo i € {1,...,n}. Ahora, para cada i € {1,...,n}, definimos U; :=
(7)~1(V), que es abierto en (*; E) \ E y por tanto abierto en *p FE = Ui, U;. Falta ver

que U; tiene seccion local continua para todo i € {1,...,n}. Pero esta seccién se induce
del pullback

Se concluye que secat(p,) < n. |
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El siguiente lema también nos serd de utilidad:

Lema 2.51. Sean X un espacio topoldgico normal y {U;}¥_, un recubrimiento abierto y
finito de X. Entonces, para cada i € {0,...,k} existen V; y W; abiertos de X tales que
Vi CW; CW,; CU; y ademds {Vi}¥_, recubre a X.

La demostracién puede encontrarse en [24, Lema 41.6].

Otro resultado auxiliar que usaremos es que un espacio topolégico de Hausdorff X, es nor-
mal si, y solo si para cualesquiera dos cerrados disjuntos F}, Fy C X existe una aplicacion
continua f : X — [0,1] tal que f(Fy) = {0} y f(F2) = {1}. La demostracién puede verse,
por ejemplo, en [24, Teorema 33.1]. Este resultado se conoce también como Lema de Ury-
sohn.

Estamos en condiciones de probar el Teorema de Schwarz, que caracteriza la categoria

seccional seguin la existencia de una seccion de la fibracion de Ganea-Schwarz.

Teorema 2.52 (de Schwarz). Sea p : E — B una fibracion donde B es un espacio
topoldgico normal y de Hausdorff. Entonces, secat(p) < n si, y solo si, la n-fibracion de

. n . -, s .
Ganea-Schwarz j, Xz E — B admite una seccion homotdpica.

Demostracion.
. . ., ’ . . n L
Supongamos que j, tiene una seccién homotépica. Como j, : Xz E — B es fibracién,

entonces existe s : B — X ]; E continua tal que j; o s = idp. Consideramos el pullback

. g
(*B E) xpE—2 - E
Dn p
%5 E — B.
Jp

Aplicando el Lema 2.50, se tiene que secat(p,) < n, luego KFE = Ui, U; donde U;
es abierto con o; : U; — (*EE) xp E seccién local de p,, para todo i € {0,...,n}.
Definimos V; := s~ }(U;), que es abierto en B por la continuidad de s. Definimos también
si=jroa;o(sy,): Vi = Ey es claro que p(si(v;)) = v; para cualquier v; € V;. Concluimos
que secat(p) < n. Reciprocamente, supongamos ahora que secat(p) < n. Veamos, por
induccién con respecto a m € {0,...,n}, que existe un recubrimiento abierto {U;}-" de
B tal que Jp tlene una seccion en Uy y p tiene una seccion en U;, para 1 <1t < n —m.
Si m = 0, tal recubrimiento existe pues jg = p y secat(p) < m. Supongamos cierta la
propiedad para 0 < m < n. Tenemos entonces que existe {U;};;" recubrimiento abierto

de B, oy : Uy — *;nE seccion local de j* y o; : U; — E seccion local de p para cualquier
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i€{l,...,n—m}. Como B es normal, en virtud del Lema 2.51, podemos considerar V;
y W, abiertos en B de manera que V; C W; C W; C U; con {Vi}iZg" recubrimiento de B.

Definimos los conjuntos
Ag:=VoN(B\Wy), A :=Vin(B\W,), Ay:=WonWin (oUW,

que son cerrados en B por construccién. Ademds, Ag U A U Ay = Vo UV, y AN A = 0.
Luego, por el Lema de Urysohn, se tiene que existe una aplicacién continua f : B — [0, 1]
verificando f(Ap) = {0} v f(4;) = {1}. Definimos ahora o : Vo U V; — *EHE como

oo(z) , r € Ay,
o(z) =1 o1(x), T € Ay,
(1— f(x))oo(x) + f(z)oi(z) , © € As.

La continuidad de o esta garantizada por el Lema 1.3. Ademads, o es una seccién local

~m+1

de jm+! sobre Vo U V1. Tomamos {O;}="~" recubrimiento abierto de B de manera que

‘m—+1

Oo =VoUV1y O; =Ui41 y o es seccion local de j;""" sobre Op. Por hipdtesis, p tiene una

seccion local sobre U; para 1 <i < n —m — 1, lo cual concluye la induccién.

Cuando m = n, entonces j; tiene una seccién local sobre Uy = B, es decir, tal seccién es

global. ]

Dado X un espacio topolégico conexo por caminos y un punto xg € X; si consideramos la
fibracién de caminos p : PX — X definida por p(a) = (1), hemos comprobado que se
verifica cat(X) = secat(p : PX — X). Calculando el n-join del espacio de caminos PX,
obtenemos

Gn(X) i= PX sx ...0""D sy PX,

conocido como el n-espacio de Ganea. Asimismo, aplicando n sumas de Milnor a la fibracién

de caminos, tenemos la aplicacién
N n+1 .
que se conoce como n-fibracion de Ganea.
Conseguimos una nueva caracterizacion de la categoria de Lusternik-Schnirelmann.

Corolario 2.53. Sea X un espacio topologico normal, de Hausdorff y conexo por caminos.
Entonces, cat(X) < n si, y solo si, la n-fibracion de Ganea p, : G,(X) — X admite una

seccion homotopica.

Concluimos esta secciéon con una nueva caracterizacién de la complejidad topologica. Si

X es un espacio topoldgico conexo por caminos, recordamos por la férmula (2.1) que



50 2 Complejidad topoldgica

TC(X) = secat(m) donde m : X% — X x X es la aplicacién bievaluacién. Podemos
considerar la n-suma de Milnor Q,(z) = XU sy x - - *xux X% con su respectiva

n-fibracién ¢, = T *xxx - *xxx T : Qn(X) = X x X. Con esto, tenemos un corolario.

Corolario 2.54. Sea X un espacio topologico conexo por caminos tal que X x X es normal
y de Hausdorff. Entonces, TC(X) < n si, y solo si, la fibracion q, : @, — X x X admite

una seccton homotopica.

A continuacién haremos uso de la caracterizacién de Ganea-Schwarz para obtener cotas
de la complejidad topologica de un CW-complejo, atendiendo a su definiciéon detallada en
el Apéndice de la memoria y a las nociones de n-conexidad y m-equivalencias, también
desarrolladas en el mismo. Como consecuencia del Lema 4.7, tenemos un criterio para

determinar la conectividad de la fibracién de Ganea-Schwarz.

Lema 2.55. Sea p : E — B una fibracion y s-equivalencia (s > 0). Entonces, para cada
n >0, se tiene que j; }L,E — B es una [(n+ 1)(s + 1) — 1]-equivalencia.

Demostracion.

Fijado b € B arbitrario, consideramos Fy, = p~'({b}) la fibra de p sobre b, que es (s — 1)-
conexa en virtud del Lema 4.7 del Apéndice. Asi, teniendo en cuenta el apartado ii) de
la Proposicién 4.6, la fibra de j2 en b, que es el join (j2)7'({b}) = F, *..."™ x F,
es [(n + 1)(s + 1) — 2]-conexa. De nuevo, por el Lema 4.7, concluimos que j; es una
[(n+1)(s+ 1) — 1]-equivalencia. |

Con esto, estamos en condiciones de acotar la categoria seccional de ciertas fibraciones.
Hacemos notar que todo CW-complejo es un espacio normal y de Hausdorff [21, Definicién
7.3.1 y Ej. Pdg. 204].

Teorema 2.56 (de Schwarz). Sea p: E — B una fibracion y s-equivalencia (s > 0) y B
un CW-complejo de dimension finita. Entonces,
dim(B) +1
secat(p) < i1
Demostracion.
En virtud del Lema 2.55 anterior, tenemos que j' es una [(n + 1)(s + 1)]-equivalencia
para cada n > 0. Por otro lado, consideramos la aplicaciéon inducida en los corchetes

de homotopia, precomponiendo por la izquierda con j, (7). : [B, *EE] — [B, B]. De-

1
notemos por k = dim(B). Si elegimos n tal que n + 1 > T entonces se tiene que
s
dim(B) = k < (n+1)(s+ 1) — 1 y, por la Proposicién 4.8 del Apéndice, se dedu-

ce que (jg)* es sobre. Esto implica la existencia de s : B — *gE continua tal que
k+1
—, se
s+1

jp ©s = idp, es decir, secat(p) < n. En particular, tomando n tal que n +1 =
k+1
s+ 1

tiene secat(p) <n<n+1=
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dim(B)
s+1 °

Observacion 2.57. En las condiciones del teorema anterior se tiene que secat(p) <

Corolario 2.58. 5t X es un CW-complejo de dimension finita, localmente compacto y
s-conezxo (s > 0), entonces
TO(X) < 2d1m(X).
s+1

Demostracion.

Consideramos la aplicacién bievaluacién 7 : X0 — X x X y 2o € X. Por la Proposicién
1.8, sabemos que 7 es fibracién y su fibra es F = 7' ({(zg,70)}) = 2(X, z¢) espacio
(s — 1)-conexo por la Proposicién 4.6, con lo que, por el Lema 4.7, 7 es una s-equivalencia.

Aplicando el Corolario 2.14 y el Teorema 2.56, se tiene que

dim(X x X)+1  2dim(X) +1

TC(X) = secat(m : XU = X x X) <

s+1 s+1
2 dim (X
y concluimos que TC(X) < % Notese que X x X es CW-complejo al ser X
s
localmente compacto (ver Apéndice). Ademds, dim(X x X) = 2dim(X). |

Se tiene también una cota superior para la categoria de Lusternik-Schnirelmann.

Corolario 2.59. Sea X un CW-complejo de dimensidn finita y s-conezo (s > 0). Entonces,

dim(X)
X) < .
cat(X) < =

Demostracion.

Como X es s-conexo, tenemos que el espacio de lazos 2(X, zg) es (s — 1)-conexo, para todo
zog € X. Como 2(X,xg) es la fibra de p : PX — X sobre z, se deduce que, por el Lema
4.7, que p : PX — X es una s-equivalencia. Aplicando de nuevo el Teorema 2.56, tenemos

que
dim(X) + 1

cat(X) = secat(p) <
s

dim(X)

Por tant tH(X) = t <
or tanto, cat(X) = secat(p) < P






3

Calculos

En este capitulo procederemos a determinar, o en su defecto, aproximar la compleji-

dad topoldgica de una amplia coleccion de espacios topolégicos.

En los ejemplos mostrados a continuacion, sera relativamente sencillo hallar una cota su-
perior de la complejidad topoldgica. Para acotarla inferiormente, emplearemos las cotas
de naturaleza cohomolégica mostradas en el Capitulo 2: consideraremos el dlgebra gra-
duada de cohomologia respecto de un cuerpo conveniente para estimar la nilpotencia del
producto cup. En algunos ejemplos, dicha cota coincidira con la cota superior previamen-
te establecida, por lo que, en estos casos, determinaremos por completo las complejidad

topologica.

3.1. Esferas y toros

Comenzaremos estudiando la complejidad topoldgica de las n-esfera. Como veremos,
dependera de la paridad de n. Posteriormente estudiaremos la complejidad topoldgica del

producto de esferas.

En el Capitulo 2 calculamos la categoria de la n-esfera cat(S™) = 1, por lo que, del Corolario

2.16 se deduce que
1 <TC(S™) < 2.

Como acabamos de comentar, en el caso de las n-esferas, la paridad de n sera crucial a
la hora de determinar la complejidad topoldgica. Esto se debe a un conocido resultado de
topologia diferencial sobre campos de vectores sobre esferas. Recordamos que un campo
de vectores tangente sobre S™ consiste en una aplicacién continua F : S™ — R"*! tal que
F(z) y « son ortogonales para todo € S™; en otras palabras, el producto escalar euclideo
z- F(z) = 0 es nulo para todo z € S™. Diremos que F' es no nulo si ademés F'(x) # 0 para
todo x € S™.
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Teorema 3.1 (de la Bola Peluda). Eziste un campo de vectores tangente no nulo sobre

la esfera S™ si, y solo si, n es impar.

Como consecuencia, si F' : S — R""! es un campo de vectores tangente sobre S™ con n
un ndmero par, entonces existe xg € S™ tal que F(zy) = 0. Ademds, en este caso, siempre
es posible construir un campo de vectores tangentes de manera que se anule en un tnico
punto zy € S". La demostracién de este teorema clasico puede encontrarse, por ejemplo,

en el articulo [10].
Proposicién 3.2. Sin es impar, entonces TC(S™) = 1.

Demostracion.
Sean n un ntimero natural impar y F : S® — R™*! un campo de vectores tangente no nulo

sobre S™. Como S™ no es contréctil, entonces TC(S™) > 1. Definimos los abiertos
Up:={(z,y) € " x 5" | w # —y}, Ur:={(z,y) € S x " |z # y},

que recubren S™ x S™. Para el primer abierto definimos so : Uy — (™)1 siendo sq(z,y) el
camino a velocidad constante que recorre el arco mas corto que une x con y. Para el segundo
definimos s; : Uy — (S™)%! como el camino multiplicacién si(z,y) = so(z, —y) * a(y),

siendo a(y) : I — S™ el camino en S™ dado por

F(y)
1 F(y)l

que, en efecto, es continuo y verifica a(y)(0) = —y, a(y)(1) = y. Por lo tanto, TC(S™) < 1

a(y)(t) = — cos(mt)y + sen(rt)

y concluimos que TC(S™) = 1. [

Veamos ahora el caso en el que n es par:

Proposicién 3.3. Si n es par, entonces TC(S™) = 2.

Demostracion.
Sea n un ndmero natural par. Veamos en primer lugar que TC(S™) < 2. Consideremos
F : S™ — R"" un campo de vectores tangente a S™. Sabemos que es posible elegir F' de

modo que se anule en un tnico punto xy € S™. Tomamos los abiertos

Up = {(z,y) € S" x S" | x # —y}, Up:=={(z,y) € S" x S" | x #y,y # o}

y se definen los algoritmos locales sy y s; como en el caso n impar. Definimos ahora un

tercer abierto

Uy i= (5" \ {o}) x (5" \ {7o})
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donde T, € S™ se ha elegido de forma que xy # Ty # —x¢. Se define s : Uy — (S™)0:1
como una aplicacion constante. Observamos que, al ser Us contractil, incy, : Uy — S™ x S™

es nulhométopa y, por tanto, el siguiente diagrama es homotdépicamente conmutativo

incUi

U, < s ST ox ST

RN

(s,

donde C, denota a una aplicacién constante. Asi, como {Uy, Uy, Uy} recubre a S™ x S™,
tenemos que TC(S™) < 2. Veamos ahora que TC(S™) > 2 haciendo uso del Corolario 2.44.

Tal y como se indica en [18], la cohomologia de las esferas sobre un anillo arbitrario R es

R, pe{0,n},
0, pé¢{0,n}.

Consideramos entonces 1 € H°(S™";Q) y a € H"(S™", Q) los generadores del Q-4lgebra
graduada H*(S™, Q). En este caso, se tiene que a — a € H?"(S", Q) = 0. Recordemos el

producto cup como homomorfismo de Q-algebras graduadas

HP(S™; R) = { (3.1)

—  H*(S™ Q) ® H*(5™; Q) — H*(5™;Q),

donde el producto de la Q-dlgebra graduada tensorial H*(S™; Q) ® H*(S™; Q) viene dado
por (z ®@ y)(2' @) = (=1)¥*'I(z — 2/) @ (y — y'). Por abuso de lenguaje, el producto

2 gerd a0 — «a.

cup — también lo podremos denotar por un punto -. Con esta notacién, «
Haremos uso de esta notacion simplificada en posteriores calculos.

Tomando como divisor de cero a A :=a®1—1® «a € Ker(—), se tiene que
A=c’®l-a®a-—a®a+1®ad’=-2a®a)#0.

Por lo tanto, A € Ker(—) con A% # 0, lo que nos lleva a que nil Ker(—) > 2 y entonces,
por el Corolario 2.44, TC(S™) > 2. Concluimos que TC(S™) = 2. |

Con esto, tenemos determinada la complejidad topoldgica de la n-esfera, lo cual queda

resumido en el siguiente resultado:

1, nimpar,
Corolario 3.4. Sin > 1, entonces TC(S™) = { P
2, npar.
A continuacion estudiaremos la complejidad topoldgica de productos de esferas de la misma

dimension.
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Proposicién 3.5. Sea TF := 5" x ...(¥ x S™. Entonces,

TC(']I‘k) _ {k; , nimpar,

2k, npar.

Demostracion.

De la Proposicién 2.16, se deduce que TC(T*) = TC(S™ x ...* x §™) < k TC(S™).
Luego, por lo visto anteriormente, tenemos

k, mnimpar,

3.2
2k , n par. (3:2)

TC(T*) < {

Para ver la otra desigualdad, consideramos la evidente version generalizada de la Proposi-

cién 2.43: Dado K un cuerpo conmutativo, se tiene que el producto cruz

X éH'(X,-;K) — H* (ﬁXﬁK) ,

i=1 i=1

AR Qay = ap X Xy ::p’{(al)v---vpfl(an) (3'3)

es isomorfismo si algin He(X;,; K) es de tipo finito, siendo p; : [[;; X; — X la proyeccién

209

j-ésima. En el caso del T*, consideramos el isomorfismo de Kiinneth

k
x: Q) H*(S"Q) = H* (8" x .. * x Q)
=1
a1 @ ®@ag > X Xy = pi(an) == pp(ag) (3.4)

donde p; : TF = S"x-.-xS™ — S™ denota la i-ésima proyeccién canénica coni € {1,..., k}.
Tomando el generador o € H™(S™;Q), consideramos a; = p}(a) € H"(T*; Q). Entonces
se tiene que a? = a; — a; = pi(a) — pia) = pi(a — a) = pi(0) = 0 y ademds
bi=a; — - — ap =pi(a) — - — pi(a) € H™(T*) 2 Q es la clase fundamental.

Teniendo en cuenta el producto cup como homomorfismo de Q-dlgebras graduadas:

—  H*(T"; Q) ®q H*(T*; Q) — H*(T*; Q),
(@@ B)- (@)= (D0 —a)e (B —p)

tenemos, para cada i € {1,...,k}, el divisor de cero A; = a; ® 1 — 1 ® a; € Ker(~~). No
es dificil comprobar que Hle A; # 0, por lo que haciendo uso del Corolario 2.44, tenemos
que TC(T*) > k, independientemente de la paridad de n.

Si n es impar, gracias a (3.2) concluimos que TC(T*) = k. Supongamos ahora que n es

par. Entonces, para cada i € {1,...,k}, tenemos

A =;21-10a¢) =001 -a®a—a®a+10ad =—2(a; @a;) #0,
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luego

k k k

k
HA? =[[@el-1®aw)=]](-20®a) = (-2)f [J(e: ® a;) = (=2)"(b @ b) # 0.

i=1 i=1 i=1
Por lo tanto, TC(T*) > 2k y de (3.2) concluimos que TC(T*) = 2k. |

Estudiaremos ahora la complejidad topoldgica de productos de esferas con distinta paridad

de dimensiones.

Proposicion 3.6. Si m es un numero impar y n es un numero par, entonces
TC(S™ x S™) = 3.

Demostracion.
Por la Proposicién 2.16, TC(S™ x S™) < TC(S™)+TC(S™) = 142 = 3. Veamos ahora que
TC(S™ x S™) > 3. Aplicando la Proposicién 2.43, tenemos un isomorfismo de Q-dlgebras

graduadas.
X H*(S™; Q) ®q H*(S™;Q) — H*(S™ x S™;,Q),
a®f—axf:=pi(a) — pyB)

donde py : S™ x 8™ — S™ y py : S x §™ — S™ son las proyecciones candénicas. Tomamos
los generadores a € H™(S™;Q) y 8 € H™"(S™; Q) respectivos. Si definimos a := pf(a) y
b := pj(a) generadores de H*(S™ x S™;Q), se tiene que

a—b=pi(a) = p;(B) = x(a® f)

es la clase fundamental de H™"(S™ x S™; Q). Ademsés,

a* = pi(a) — pi(a) = pi(a?) = pi(0)

b* = p3(8) — p3(B) = p3(8%) = p5(0)

0,
0.

Teniendo en cuenta el producto cup (1.5) y tomando como divisores de cero A := a®1—1®a
yB:=b®1—-1®b € Ker(—), tenemos

A-B=-20®1-12a)(b®b)=—-2[(a—b®b—b® (a —b)] #0.
Por lo tanto, por el Corolario 2.44, TC(S™ x S™) > 3 y concluimos que TC(S™ x S™) = 3.
|

Observacion 3.7. En general, se puede comprobar que TC(S™ X - - - x S"™) = Zle TC(S™).
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3.2. Espacios proyectivos

En esta seccién nos centraremos en el calculo de la complejidad topoldgica de los
espacios proyectivos reales, complejos y cuaterniénicos. Veremos que en los dos ultimos
casos es posible determinar por completo la complejidad topoldgica. Ademés, analizaremos
la problematica del caso real: a dia de hoy no ha sido posible determinar la complejidad
topoldgica de todos los espacios proyectivos reales. Esto no es de extranar, pues el calculo
de TC(RP") es equivalente al antiguo problema (atin no resuelto) de inmersién euclidea

de estos espacios.

Comenzamos introduciendo el n-espacio proyectivo de modo general. Sea K el cuerpo real
(R), complejo (C) o cuaternionico (H). Se define el n-ésimo espacio proyectivo sobre K

como

KP" = (K™ N\ {0})/~,

donde “~” denota la relacién de equivalencia en K™™'\ {0} definida a continuacién: Dados
z,y € K"\ {0}, se tiene que z estd relacionado con y siy solo si existe A € K \ {0} tal
que y = Az. Una primera aproximacion al célculo de la complejidad topolégica de estos

espacios es mediante la categoria de Lusternik-Schnirelmann.

Obsérvese que RP"™, CP", HP" son CW-complejos finitos y conexos de dimensién n, 2n,
4n respectivamente (ver Proposicién 4.5 del Apéndice). Ademads, es conocido que el grupo
fundamental de RP™ es Zs, por lo que RP" es 0-conexo. Por otro lado, CP™ es 1-conexo

(simplemente conexo) y HP" es 3-conexo (ver 4.6).
Proposicién 3.8. Sin > 1, entonces cat(RP") = cat(CP") = cat(HP") = n.
Demostracion.

Aplicando el Corolario 2.59, se tiene que

2n 4n

cat(RP") < - =n cat(HP") <

=13

=n, cat(CP") <

Por otro lado, en virtud del Corolario 2.40, tenemos que nil H*(X, R) < cat(X). Aplicando
esto a cada caso tenemos lo siguiente:

i) H*(RP";Z) = Zs[a] /(™) con |a| = 1. Tomando el generador a € H'(RP";Z), se
tiene que " # 0 y cat(RP") = n.

i) H*(CP™;Q) = Q[a]/(a™) con |a| = 2. Tomando el generador a € H?(CP™;Z), se
tiene que a” # 0 y por lo tanto cat(CP") = n.

iii) H*(HP™; Q) = Q[a]/(a"*!) con |a| = 4. Tomando el generador v € H*(HP";Z), se
tiene que " # 0 y por lo tanto cat(HP") = n. [
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Los anillos de cohomologia correspondientes se deducen en [18].

Observacion 3.9. La acotacién superior puede obtenerse también con abiertos categdricos.
Para el caso real: Tomamos [z, ..., z,] € RP" tal que (zq,...,z,) # (0,...,0) y para cada
i € {0,...,n}, consideramos U; := {[xo, .,y € RPY
que este conjunto es abierto en RP" y que RP" = (J , U;. Ademds, U; es categérico en
RP" con la homotopia H; : U; x I — RP" definida para cada i € {0...,n} por

x; # 0}. Es sencillo comprobar

Hi([zo, ... zp), t) = [(1=t)xo+tzy, ..., (1=t)zi 1 +txy, xp) (1—8)xipg+tay, . .. (1=t)x,+txy).
Razonando andlogamente para C y para H, se tiene que cat(CP") < n y cat(HP") < n.

Corolario 3.10. 57 K =R, C o H, entonces
n < TC(KP") < 2n.

Observacion 3.11. Hacemos notar que la cota TC(KP™) < 2n también se puede obtener
mediante el Corolario 2.58, teniendo en cuenta que KP" es un CW-complejo compacto,
dim(RP") = n, dim(CP") = 2n, dim(HP") = 4n. Ademds, RP" es 0-conexo, CP" es

1-conexo y HIP" es 3-conexo.

3.2.1. Casos complejo y cuaternionico

Determinamos a continuacién la complejidad topoldgica de los espacios proyectivos com-

plejo y cuaternionico.
Proposicion 3.12. Sin > 0, entonces
TC(CP") = TC(HP") = 2n.

Demostracion.

Por el Corolario 3.10, sabemos que la complejidad topoldgica de estos espacios esta acotada
superiormente por 2n. Veamos que también estd acotada inferiormente por este ntimero y
habremos acabado. Para el caso complejo, atendiendo a [18, Teorema 3.19], podemos hacer

uso de un isomorfismo de Q-algebras graduadas
H*(CP™;Q) = Qla]/(a™")

con |a| = 2. Se consideran los generadores 1 € H(CP™; Q) y a € H*(CP™; Q) y tomamos
A=a®1—-1®a € Ker(~—). Teniendo en cuenta que |a] = 2 es par y la formula 1.5,
en nuestro caso H*(CP"; Q) ® H*(CP";Q), es sencillo comprobar que para cada k > 1 se

tiene la expresién binomial
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Ak = i(—l)i (lf) F @

i=0
donde usamos la notacién o’ :=1 € H°(CP™; Q). En particular,
2n 2n 2n
A2n — -1 % 2n—1 i —1)" n n 0
S () eat=ar () oot £0
siendo A?"*1 = (. Nétese que ™ = 0 si m > n + 1. De este modo, TC(CP") > 2n y

se concluye que TC(CP"™) = 2n. El caso cuaterniénico es idéntico pero con cohomologia

H*(HP™; Q) = Q[e]/(a*!) donde |a| =4 (ver [18]). |

3.2.2. El caso real

Hemos estudiado la complejidad topoldgica del n-espacio proyectivo complejo y cuater-

nionico. En el caso real, tenemos las acotaciones gracias al Corolario 2.34. En efecto,
n = cat(RP") < TC(RP") < 2cat(RP") = 2n.

El célculo de TC(RP™) es todavia un problema abierto, aunque existe un resultado parcial

que conecta la complejidad topoldgica con la topologia diferencial.

Un problema clasico en topologia diferencial es la clasificacion de inmersiones de una varie-
dad diferenciable en otra. Se sabe que es posible establecer una inmersién entre cualquier
variedad diferenciable de dimensién finita y el espacio euclideo R* para un k lo suficien-
temente grande. Sin embargo, fijada una inmersién i : M — RF, la determinacién del
k minimo es un problema abierto a dia de hoy conocido como el problema de inmersion

euclidea.

A continuaciéon mostramos un teorema que establece una cota para la inmersién euclidea
en variedades diferenciables finito-dimensionales cuya demostracion puede encontrarse en
[32].

Teorema 3.13 (Teorema de inmersion fuerte de Whitney). Sin > 2, toda

n-variedad diferenciable admite una inmersion (diferenciable) en R*"~1.

Este teorema garantiza la existencia de una inmersién, pero no informa sobre si el niimero

2n — 1 es minimo verificando tal propiedad.

En el caso de los espacios proyectivos reales, aun se desconoce la minima dimension de
inmersién; sin embargo, Michael Farber, Sergey Tabachnikov y Sérguey Yuzvinsky [13]
demuestran que el problema de determinar la complejidad topolégica de RP™ es equivalente

al problema de encontrar el minimo k tal que existe la inmersién i : M — R*:
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Teorema 3.14 (Farber, Tabachnikov, Yuzvinski). Sean > 1. Sin = 1,3 07, entonces
TC(RP") = n. En otro caso, TC(RP™) es el menor k verificando que existe una inmersion
de RP™ en R*.

Veremos a continuacién bajo qué condiciones se puede determinar TC(RP™).
Proposicién 3.15. Si existe una inmersion i : RP™ < R* entonces TC(RP") < k.

La demostracién, que involucra técnicas en topologia diferencial, puede encontrarse en la

referencia [13, Teorema 22].

Combinando este resultado con el hecho de que RP™ admite una inmersion, al ser variedad

diferenciable, en R?*"~! y para n > 2 tenemos:

Corolario 3.16. Sin > 1, entonces TC(RP") < 2n — 1.

La igualdad puede alcanzarse en algunos casos, como se ve a continuacién:
Lema 3.17. Sin > 2"7! entonces TC(RP") > 2" — 1.

Demostracion.
Tomamos @ € H'(RP";Zy) y A=a®1+4+1® «a € Ker(—). La expresién binomial de la

clase A 1 = (a®1+1®a)? ! contiene el término

2" —1 r
( >a2 @ et £ 0.

n

Notese que los coeficientes binomiales (22_1) con impares para todo 0 < ¢ < 2" — 1. Asi,
tenemos que A? 7! #£ 0 y TC(RP") > 2" — 1. |

Corolario 3.18. Sin = 2" para algin r > 0, entonces TC(RP") = 2n — 1.

Demostracion.
Por el Teorema 3.13, tenemos que TC(RP") < 2n — 1. Por el Lema 3.17, se tiene que
TC(RP") > 2" —1=2n—1. |

En particular, TC(RP?) = 3, TC(RP*) = 7, TC(RP?®) = 15, TC(RP'®) = 33.

Para saber mds sobre el problema de inmersién euclidea, consultar [2] y [13].

3.3. Superficies

Procedemos a estudiar la complejidad topoldgica de las superficies. En esta memoria en-
tenderemos por superficie a toda 2-variedad cerrada (compacta y sin borde) y conexa. A
continuaciéon comenzaremos enunciando el conocido teorema de clasificacion de superficies,

cuya demostracién puede verse, por ejemplo, en [16, Teorema 6.3].
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Teorema 3.19. Toda superficie es homeomorfa a una y solo una de las siguientes superfi-
ciles,

i) La esfera S* (superficie orientable de género cero).

ii) La suma conexa de un mimero finito de toros T# ...9 #T con g > 1 (superficie orien-
table de género g).

iii) La suma coneva de un numero finito de planos proyectivos reales RP*# .. (" #RP?

(superficie no orientable de género h).

Para determinar la complejidad topoldgica de las superficies orientables, necesitamos co-

nocer su cohomologia [18]:

Lema 3.20. Sean p > 0 y X, una superficie orientable de género g > 2. Entonces,

@ Y p e {07 2}7
HP(X,,Q) =4 Q¥ p=1,
0, p¢{0,1,2}.

Ademds, si denotamos por ay, B, ... oy, By a los generadores de H'(X,, Q) y v al generador

de H*(X,,Q), entonces para cualesquiera i,j € {1,2...,g} se cumplen las relaciones:

o — aj =P — p; =0,

Y, 1=,
v {OJ#}
Con esto, estamos en condiciones de mostrar el resultado que determina la complejidad

topoldgica de este tipo de superficies:

Proposicién 3.21. Sea X, una superficie orientable de género g. Entonces,

) = 2, 0<g<1,
4 g > 2.

Y

Demostracion.

Si g = 0, entonces Yy = S? y por el Corolario 3.4, TC(Xy) = 2. Si g = 1, entonces
Y 2T =S x Sty por la Proposicién 3.5, TC(T) = 2. Veamos ahora el caso g > 2.
Al ser X, un CW-complejo de dimensién 2 (ver Apéndice), en virtud del Corolario 2.58,
TC(X,) < 2dim(X,) = 4. Veamos ahora con cohomologia que TC(X,) > 4. Consideramos
el producto cup — : H*(X;; Q) ®q H*(X;;Q) — H*(X,;Q) y recordemos la férmula
(@®p)- ('@ f) = (=)0 — )@ (B — ).

Consideramos oy, as, B1, B2 € H'(X,; Q) junto con los divisores de cero de Ker(—):

Al = ®1—-1® ay, B =05®1—-1® b4,
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Ay = ®1 —1® ao, By =001 —1® ps.

SeV@I‘iﬁC&Al'B1‘AQ'BQZH?:1<O%®1_1®OQ>'(5i®1_1®5i):2(7®7)#0'

Luego, TC(X,) > 4 y concluimos que TC(X,) = 4. [

Atendiendo de nuevo al Teorema 3.19, las superficies no orientables son suma conexa de
un numero finito de planos proyectivos reales. Llamamos N}, a la superficie no orientable

de género h.

En 2017, Alexander Dranishnikov demuestra en [8] que TC(N,) = 4 para h > 4. Mds
adelante, Daniel Cohen y Lucile Vandembroucq completan la prueba demostrando en [7]
que TC(N},) = 4 para h > 2, completando asi el calculo de la complejidad topoldgica de
las superficies. En dicha demostracién se emplearon técnicas de topologia algebraica que
se escapan de los objetivos de esta memoria. Podemos resumir en un tnico teorema la

complejidad topoldgica de toda superficie:

Teorema 3.22. Sean X, la superficie orientable de género g > 0 y N, la superficie no

orientable de género h > 1. Entonces,

2.0<¢g<1,
4, g=>2,

3,h=1,
4,h>2.

TC(Xy) = { TC(Ny) = {

?

3.4. Grafos finitos y conexos

Los grafos no orientados son los CW-complejos de dimension 1. Son objetos esenciales
en topologia y suponen una valiosa herramienta en diversas disciplinas como la geometria
computacional, el analisis de datos, la quimica o la investigacién operativa. En esta seccion

determinaremos la complejidad topolégica de los grafos finitos y conexos.

En un grafo, las 0-celdas se llaman vértices, estos pueden estar conectados entre si mediante
las 1-celdas, que se denominan aristas. Denotamos por V al conjunto de vértices, £ al
conjunto de aristas y G = (V, E) al grafo. Un grafo es finito si tiene un nimero finito de
vértices y de aristas, y diremos que es conexo si cualquier par de vértices estan conectados
mediante una sucesion finita de aristas. El nimero de Betti de un grafo finito (G, denotado
por b(G), es el rango del grupo abeliano finitamente generado H;(G), es decir, de la 1-
homologia singular de G' con coeficientes enteros. Es conocido en teoria de grafos que si un
grafo finito G tiene v vértices, e aristas y ¢ componentes conexas, entonces b(G) = e—v-+c.

En particular, si G es finito y conexo, se tiene que b(G) =e —v + 1.
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Figura 3.1: Ejemplo de grafo finito y conexo con nimero de Betti b(G) = 6.

Un drbol es un grafo que no presenta ciclos y que, por lo tanto, es contractil. Un grafo
H = (W, F) es subgrafo de G = (V,E) si W C V y F C E. A partir de un grafo G,
siempre podemos considerar el grafo cociente G/H por algtin subgrafo H. Si un grafo G es
finito y conexo, existe siempre un arbol T' que pasa por todos los vértices (maximal) y que
es un subgrafo de G. Como T es contractil, se puede ver que el cociente G/T conserva el
tipo de homotopia de G. En definitiva, todo grafo finito y conexo GG es homotdépicamente

equivalente a una n-rosa, siendo n = b(G) (obsérvese la Figura 3.2). A continuacidn,

n 1
e s
G R, =V,S
(n
Figura 3.2: Una n-rosa es una coleccién de n circunferencias tangentes en un punto.

determinaremos la complejidad topoldgica de los grafos finitos y conexos segiin su niimero
de Betti:

i) Sib(G) =0, entonces G es contrictil y, por lo tanto, TC(G) = 0.

it) Si b(G) = 1, entonces G es homotdpicamente equivalente a la circunferencia S! y, en
virtud de la Proposicién 2.5, TC(G) = 1.

i1i) Si b(G) > 2, entonces, como G es homotdpicamente equivalente a una n-rosa, tenemos
que TC(G) = TC (., S}), siendo n = b(G).

Veamos que, en este tltimo caso, TC(G) = 2. En primer lugar, como cat(G) = 1, en virtud

del Corolario 2.34, 1 < TC(G) < 2. Utilizamos cohomologia con coeficientes racionales
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para demostrar TC(G) > 2. Como se indica en [18], la Q-cohomologia de este espacio es

H* <\/ S;;@) =~ Qlov, ..., an) [ (ou0).

con |o;| = 1. Como n > 2, podemos considerar «; y o generadores distintos.

<o (Vi) o (Vsise) - (Vi)
=1 =1 =1
(5 ® ay) - (B @ B;) = (1)1 a; — B;) @ (o — B))
Si definimos A; == a; ® 1 — 1 ® a; € Ker(—), ¢ € {1, 2}, entonces tenemos
Al A= ®1-10a1) - (aa®1 -1 as) = —a1 @ as + ay ® ay # 0.

Por lo tanto, TC(G) > 2 en este caso. Asi, TC(G) = 2 LB

Resumimos en un unico resultado:

Proposicién 3.23. Sea G un grafo finito y conexo. Entonces,

3.5. Variedades simplécticas cerradas y simplemente conexas

Una variedad simpléctica es una variedad diferenciable M dotada de una 2-forma

diferencial no degenerada y cerrada w que se conoce como forma simpléctica.

Dada una variedad diferenciable M, si consideramos (2P (M) el espacio vectorial sobre R de
todas las p-formas diferenciales definidas sobre M, se tiene que la derivada exterior induce

una cadena de aplicaciones lineales entre R-espacios vectoriales.

ar+1

o) L et () £

LI oy 2
que verifica (dP o d’~')(w) = 0 para todo w € 2P(M) y para todo p > 1. Ademds, si
we P(M) yn e 29(M), entonces d(w A n) = dw An+ (—1)’w A dn. Una p-forma se
dice que es cerrada si dw = 0y se dice que es exacta si existe una (p — 1)-forma 7 tal que

w = dn. Se define p-cohomologia de De Rham de M como el R-espacio vectorial

HY(M) := Ker(d”) / Im(d" )
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Es posible extender el producto exterior A a nivel de cohomologia

A+ Hy(M) x HG(M) — Hg"™(M),
W] A [w'] = [w A W]

dotando H§, (M) de estructura de R-dlgebra graduada y conmutativa. Esta R-dlgebra gra-
duada esta relacionada con la definida por la cohomologia singular con coeficientes reales
junto con el producto cup, segin se deduce del siguiente resultado. La primera parte de la

demostracién puede verse en [4, Pag. 261], la segunda en [30, Teorema 5.45].

Teorema 3.24. Sea M una variedad diferenciable, compacta y orientable. Entonces los R-
espacios vectoriales de cohomologia de De Rham son isomorfos a los R-espacios vectoriales
de cohomologia singular con coeficientes en R. Es decir, para todo p > 0, HLH(M) =
HP(M;R). Ademds, las R-dlgebras graduadas correspondientes también son isomorfas, es

decir, HY(M) = H*(M;R).

A continuacion, haciendo uso del Teorema 3.24, determinaremos la complejidad topolégica
de las variedades simplécticas, cerradas y simplemente conexas. La variedades simplécticas

siempre tienen dimensién par y son orientables.

Proposicion 3.25. Sea M una 2n-variedad simpléctica, cerrada y simplemente coneza.
Entonces, TC(M) = dim(M) = 2n.

Demostracion.
Por la Proposicion 4.2 del Apéndice, necesariamente M es homotdpicamente equivalente a
un C'W-complejo X finito con dim(X) = 2n. En virtud del Teorema 2.6 y del Corolario

2.58, se tiene que

2(2n)
2

Como X es un CW-complejo finito, entonces Hqo(X,R) es de tipo finito y, por la Proposi-

cién 2.43, se tiene nil Ker(—) < TC(X). Sea w € 2?(M) la 2-forma simpléctica asociada

a la variedad M. Tomamos su clase de cohomologia v = [w] € H?(M,R). Es claro que

|u| = 2, porque u € H*(M,R).

TC(M) = TC(X) <

= 2n.

Estimamos la nilpotencia de Ker(~—): Si U = 1® u —u® 1 € Ker(—), entonces u" €
H?"(M,R), se tiene que u" # 0 y

2n
A 2n . . 2n
2n _ 1 o 12n: —1)° i n—i _ —1)" n n '
U lou—u®1l) ?0( )(Z)u R u (—1) (n)u ®@u" #0

Obsérvese que u™ = 0 para m > 2n + 1. El término central no se anula porque u" es
generador de H*"(M,R). Luego, TC(M) > 2n y concluimos que TC(M) = 2n = dim(M).
[
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3.6. El espacio de configuraciones usual

En esta seccién determinaremos la complejidad topolégica de un sistema formado por
k particulas moviéndose libremente en el espacio tridimensional sin colisionar. Si X es un
espacio topolégico, podemos considerar el espacio de configuraciones ordenadas en X de k

elementos, es decir,
F(X,k)={(z1,...,2) € X" | ;£ ajsii#£j} Cc X*

Fijado k& > 2, analizamos, en primer lugar, TC(F(R"), k) para n > 3. Veremos que la
complejidad topoldgica de este espacio no depende de la dimension n. Las demostraciones

de las afirmaciones que haremos a continuacién pueden encontrarse en [26] y [11]:

Sin > 3, se tiene que F(R", k) ~ X con X un CW-complejo finito con k — 1 celdas, cada

una con dimensién ¢(n — 1) para cada ¢ € {0,...,k — 1} y dim(X) = (k—1)(n — 1). En

particular, X es (n — 2)-conexo puesto que X "~2 = {x} (ver Apéndice 4.5). Se tiene, por

el Corolario 2.58, que

2(k—1)(n—1)
n—1

TC(F(R™, k)) < =2k — 2. (3.5)

Para acotar inferiormente la complejidad topoldgica, utilizaremos cohomologia con coefi-

cientes reales. Esta teorfa estd ampliamente desarrollada en [5], [1] y [6].
Teorema 3.26. Si k > 1, entonces TC(F(R3,k)) = 2k — 2.

Demostracion.

Claramente, si k& = 1 entonces TC(F(R?* 1)) = TC(R?*) = 0 al ser R*® contrictil y
se tiene el resultado. Supongamos que k > 2. Necesitamos hacer uso de la cohomo-
logia H*(F(R? k);R). Como se indica en [1], sus generadores son w;; para cualesquiera
i,j € {1,...,k} con grado |w;;| = 3 con las siguientes relaciones:

wij = —Cdjl', Z,] € {1, Ce ,k},

2

wj; = 0, para cualesquiera i, j € {1,...,k},

WysWst + Wty + wipwrs = 0, para cualesquiera r,s,t € {1,...,k}.

Ademds, por la tercera relacién, w;, j, - Wiyj, - - - - - wj,;, 7 0 si, y solo si, el subgrafo del grafo
plano con conjunto de vértices {1,...,n} y aristas (i, j,) no tiene ciclos. Si tomamos el
divisor de cero £2;; := w;; ® 1 — 1 ® w;; € Ker(—), tenemos que

i) 27 = (w; ®1 - 1®w;;)? = —2w; @wi; ¥

i) Ty 22 =TIy (—2)(wi @ wii) = (=2)F H(wia -+ i) @ (win -+ wig) # 0.

Por lo tanto, TC(F(R3, k)) > 2k — 2 y, en virtud de (3.5), concluimos el resultado. |

Observacion 3.27. Haciendo un razonamiento analogo, se puede demostrar que de
TC(F(R™ k)) = 2k — 2 para todo n > 3 impar y k > 1.
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3.7. Mas ejemplos

El céalculo de la complejidad topoldgica de grupos de Lie, coincide con el cédlculo de
su categoria de Lusternik-Schnirelmann y es, actualmente, una linea de investigacion en

topologia algebraica. Veamos un ejemplo en el que es posible realizar este calculo.

El grupo ortogonal especial de orden 4
SOMA) ={Ae MyR) | A- A" = A" A= I, det(A) = 1},

donde I, es la matriz identidad de orden 4, es un grupo de Lie conexo y compacto. Ademas,
SO(4) es difeomorfo a RP? x S3 (consultar [18, Pag. 294]), de modo que, en virtud del

Corolario 2.26 y del Corolario 2.32, tenemos
TC(SO(4)) = cat(SO(4)) = cat(RP? x S%) < cat(RP?) 4+ cat(S*) =3 +1=4, (3.6)

con lo que queda acotada superiormente su complejidad topoldgica. Para determinar la

cota inferior utilizaremos la cohomologia con coeficientes en Zs.

Fijado el anillo conmutativo y unitario Zs, en virtud del Corolario 2.40, se tiene que
nil(H*(RP? x S%; Z,)) < cat(RP® x $%).
Por la Proposicién 2.43,
x : H*(RP? Zy) @ H*(S*; Zy) — H*(RP? x S%; Zy),
a® B axf=pi(a)—pyp)

es un isomorfismo, siendo p; : RP? x S — RP?, p, : RP? x S% — S las proyecciones

canénicas. Tomamos los generadores o € H'(RP?;Z) y 8 € H3(S%; Zy) respectivos

H*(RP?: Zy) = Zs[a]/(a*) con |af = 1,
H*(S%,7) = Zo[8])(5) con |6] = 3

Sia = pi(a) € H(RP? x S%Zy) y b = p3(B) € H*(RP? x S3;7Z,), se tiene que a,b €
H*(RP3 x S3;Z,). Operando:

a® — b=pi(a)® — p(B) = pi(a’) — p3(B) = o’ x B = x(a’® B) £ 0.

Entonces cat(RP? x S%) > 4 y en virtud de (3.6) se tiene que cat(RP? x S%) = 4. Aplicando
la Proposicién 2.25 concluimos que TC(SO(4)) = cat(RP? x S3) = 4.
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Para finalizar, veamos que para enteros n,m > 1, se tiene que

1 .
TC(CP"xSm)—{2n+ , M oimpar,

2n+2, m par.
Acotamos superiormente aplicando la Proposicién 2.16:

2n+1, m impar,

TC(CP" x §™) < TC(CP") + TC(S™) = {2 '
n , m par.

Fijado el cuerpo de los racionales y aplicando la Proposicién 2.43,

x : H*(CP™;Q) ® H*(S™; Q) — H*(CP" x S™; Q),
a® B axf=pila)—pis)

es un isomorfismo donde p; : CP" x S™ — CP", py : CP" x S™ — S™ son las proyecciones
canonicas. Teniendo en cuenta las cohomologias de CP" y de S™ y tomamos los generadores
o € HY(CPQ) y B € H™(S™Q). Sia = pi(a) € HI(CP" x S™Zy) y b = ps(8) €
H™(CP"™ x S™; Zs) respectivamente, consideramos los divisores de cero A ' =a® 1 —1®a
vy B:=b®1—1®b, apoyandonos en la demostracion de la Proposicion 3.12, tenemos:

Si m es impar:
a® b =a’ —b=pi(a)” — py(B) = pi(a®) — p3(B) = o™ x B = x(a®" @ ) # 0.

y por lo tanto,

A = ((-1)71 (2”) a" ® a”) (bR1—1®b) = (—1)"+ (2”> (£a"b@a" +a"®a"b) # 0.

n n

Si m es par:
a®" — 0 = pi(a)’ — p3(B)° = pi(a®") — p3(B%) = @ x 7 = x(a®" @ %) # 0.

y por lo tanto,

A . B? = ((—1)" (2”> " ® a") (=200 @ b)) = 2(~1)"*! (2”

n n

) (a"b® a™b) # 0.
Concluimos el resultado. [ ]

Observacion 3.28. Este resultado nos permite obtener un espacio topolégico X de cualquier
complejidad topolégica. Por ejemplo, si buscamos un espacio X tal que TC(X) = 27,
tomamos m = 1 y notamos que 27 = 13-2+1 = TC(CP" x S') = 13, luego X = CP"* x S*.
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Apéndice

Este capitulo auxiliar estd dedicado a presentar brevemente varias nociones y resulta-
dos relacionados con los CW-complejos, la conectividad de espacios y aplicaciones continuas
y su relacién con las fibraciones. Tales nociones y resultados se han usado en gran parte del
Capitulo 2 y en el Capitulo 3 de calculos, por lo que hemos creido conveniente incorporarlos

en un apéndice.

4.1. CW-complejos

Los CW-complejos son los espacios topolégicos naturales en teoria de homotopia. Es
preciso conocer los fundamentos de este tipo de espacios. En esta seccién veremos su defi-
nicion y propiedades basicas que hemos empleado en la memoria. Para mas detalles sobre
CW-complejos en teoria de homotopia referimos al lector a [17], [18], [21], [22], entre otros.

Comenzamos con algunas nociones previas:

Dada {X,}aca una familia arbitraria de espacios topolégicos, recordemos que el espacio

union disjunta se define como

I_l X, = U (Xo x {a})

a€cA acA

con la topologfa final inducida por los embebimientos del tipo jo : Xo = [oes Xa ¥
ja(x) = (2, @). De este modo, un subconjunto A C | |, 4 X, es abierto si y solo si j;'(A)
es abierto en X, para todo a € A. Ademas, si Y es espacio topolégico y f, : Xo — Y

es continua, entonces existe una tunica aplicacién f : || ., Xo — Y continua tal que

acA
foja= fa= fix.. Como X, = X x {a} son homeomorfos, se identificardn estos espacios.

Asi, podremos considerar X, C | | ., Xo como subespacios para todo o € A.

a€A

Por otro lado, dadas f : X — Y y g : X — Z aplicaciones continuas, consideramos su

pushout como el cuadrado conmutativo siguiente:
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X g Z
f T
Y — Y Ux Z,
9
siendo Y Uy Z := (Y U Z)/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia generada por las

relaciones elementales f(z) ~ g(x) con x € X. Ademas, existen la proyeccién canénica en
el cociente 7 : Y U Z — Y Ux Z y las restricciones naturales g = my : ¥ = Y Ux Z y
f= Tz 1 Z — Y Ux Z. Es fécil comprobar que dado A C Y Uy Z, se tiene que A es abier-
to (respectivamente cerrado) en Y Uy Z si, y solo si, g '(A) es abierto (respectivamente

cerrado) en Y y ?_1(/1) es abierto (respectivamente cerrado) en Z.

El pushout es la construccién dual del pullback en el sentido de Eckmann-Hilton. En este
sentido se verifica la siguiente propiedad universal: Para todo espacio topolégico K y para
cualquier par de aplicaciones continuas o : Y — Ky 8 : Z — K tales que ao f = o g,

existe una tnica ¢ : Y Uy Z — K aplicacién continua tal que pog=a y ¢o f = .

Un tipo especial de pushout es el denominado espacio de adjuncion, ver [17, Pég. 114].
Consideremos pares (X, C') con collar, es decir, X es un espacio de Hausdorff y C' es cerrado
en X tales que:

i) Todo punto de X \ C' se puede separar de C' por abiertos disjuntos.

i1) Existe un entorno abierto U de C' en X tal que C es retracto por deformacion fuerte de
Uy C#U.

Para (X, C) verificando esta condicion, se define el espacio de adjuncién de X via f como
el pushout

C%Y

J:inc J:inc

X 15 xury

La aplicacién f se llama aplicacion de pegado y f aplicacion caracteristica.

Se tiene la proyeccién candénica m : X UY — X Uy Y. Ademsds, las aplicaciones T| X\
X\C — f(X\C)yinc:Y — inc(Y') son homeomorfismos con f(X \C) abierto en XU;Y
y con inc(Y) cerrado en X U ¢ Y. Obsérvese que Y puede considerarse un subespacio de
XUpY.

Como (D™, 8™ 1) es un par con collar [17], dada una aplicacién continua f : S"! — Y,

llamamos espacio de adjuncion con n-celda via f al pushout
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Sl = Y

L,

pr —L pryy Y.
La aplicacién de parejas de espacios f : (D", S"™1) — (D" U;Y,Y) es continua, 7|Sn_1 =f
y ?‘Dn\sn—l : D™\ S"1 — (XU, Y)\ Y es homeomorfismo. Similarmente, si {¢, : S*™™1 —
Y }aca es una familia arbitraria de aplicaciones de pegado, es posible adjuntar una coleccién

de n-celdas simultaneamente mediante un pushout

|_| Sn 1 ¢a)aeA Y

a€cA

[ (4.1)

| | pp et @daca

acA

donde S"~! es una copia de la (n—1)-esfera y D" es una copia del n-disco, para cada a € A.
Se llama CW-complejo a un espacio topoldgico X provisto de una estructura celular, es

decir, una cadena de subespacios topolégicos {X™},~ 4
P=XHcCcxOc...cx®c...Cx,

tal que
i) X™ se obtiene de X adjuntando una coleccién (posiblemente vacia) de n-celdas.

Es decir, para cada n > 0, se tiene un pushout de la forma

I—I SZ_I (d)a)aeAn X(nfl)

aEAy,

[ (4.2)

|| pp ——— Woloche , x(,

a€A,

Obsérvese que, por convenio, estamos considerando S~!' = @), D° = %, por lo que X es

un espacio discreto. Sus elementos son las 0-celdas.

i) X =J2, X™ con la topologia débil respecto de {X™},50.

Observacion 4.1. Un conjunto A es, por definicién, abierto en X con la topologia débil

respecto de {X(")}nzo si, y solo si, AN X es abierto en X™ para todo n > 0.
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Una n-celda es un conjunto de la forma e = ¢,(D" \ S"1). La coleccién de todas las
celdas en un CW-complejo forma una particion de X. La dimension del CW-complejo
serd el menor n verificando X ™ = X. De no existir tal n diremos que la dimensién del
complejo es infinita. Notese que si la dimension de un CW-complejo es finita, entonces la
condicién ii) se deduce de 7). Se dice que un CW-complejo es finito si tiene un nimero
finito de celdas. Obviamente, todo CW-complejo finito tiene dimension finita. Ademas, un
CW-complejo es finito si, y solo si, es compacto [21, Proposicién 7.3.9]. Si un CW-complejo
X tiene un numero finito de n-celdas para cada n > 0, entonces, usando homologia celular
[18, Teorema 2.35], se tiene que la homologia singular Ho(X; R) es de tipo finito en el
sentido de la Definicién 2.42. En particular, si X es finito, Ho(X; R) es de tipo finito.

Presentamos algunos ejemplos de CW-complejos:
i) Los CW-complejos de dimensién 1 son los grafos (no orientados)
i1) La esfera S™ es un CW-complejo de dimensién n donde se toma una unica 0-celda

X© = {4} y una tnica n-celda. Asi, tenemos el pushout

Sn—l f s X(n—l) :{*}

|,

pr—L o

Tenemos que X® = {x}, 0<k<n—-1y X™ = g7
i1i) La botella de Klein es un CW-complejo de dimensién 2, con una tnica 0-celda, dos
1-celdas y una 2-celda,

b
€Ty

gl I o 5@

L

Ty b Ly JD2 L} X(Q).

Figura 4.1: X© = {z}, X = qUb (figura ocho), X&) = XD u; D2.

siendo la aplicacién de pegado f la identificacién de la regién cuadrada (homeomorfa al

2-disco) segun se describe en la Figura 4.1.

En general, haciendo uso de un argumento similar y teniendo en cuenta de que toda su-

perficie es, salvo homeomorfismo, el espacio cociente de una region poligonal identificando



4.1 CW-complejos 75

adecuadamente sus lados (véase, por ejemplo, [20, Pdg.16]), se tiene que toda superficie es
un CW-complejo de dimension 2.

iv) Dado K un complejo simplicial, su realizacién geométrica | K| es un CW-complejo don-
de cada n-celda de | K| se corresponde con un n-simplice abierto de K.

v) Toda variedad diferenciable admite una estructura simplicial. En particular, admite una
estructura de CW-complejo (ver [25] y [31, Teorema 12A, Pag. 124]).

El ejemplo vi) lo enunciaremos como una Proposicién.

Proposicion 4.2. Toda n-variedad topoldgica compacta es homotdpicamente equivalente a

un CW-complejo finito de dimension n.

Una demostraciéon clara de este conocido hecho (aunque sin demostracién oficial en la
literatura hasta ahora) puede encontrarse en el documento [15], del ArXiv.
vii) Los espacios proyectivos RP", CP" y HP" son CW-complejos de dimensién n, 2n y

4n respectivamente. En concreto, RP" se obtiene de RP"™! adjuntando una n-celda,

gn—1 7™ , Rpn-!

|

D" —T— RP™.
Aqui, la aplicacién caracteristica ™ : D™ — RP" es el cociente cuando en el borde de D"
(es decir, en S™!) se identifica cada punto con su antipodal. Tenemos asi la estructura

celular
x =RP'Cc RP! c ... c RP"! c RP"

Anilogamente, CP™ se obtiene de CP"™' adjuntando un 2n-celda y HP™ se obtiene de

HP" ! adjuntando una 4n-celda.

Los CW-complejos son espacios de Hausdorff, normales y localmente contractiles (cada
punto tiene una base de entornos contréctiles). En particular, dichas estructuras son local-
mente conexas por caminos, esto es, en cada punto tienen al menos una base de entornos
conexos por caminos, lo que tiene como consecuencia que, en el contexto de CW-complejos,

las nociones de conexidad y conexidad por caminos coinciden.

Dados CW-complejos X e Y, entonces el espacio producto X x Y es un CW-complejo si
se da alguna de las siguientes condiciones:
i) X, o bien Y, es localmente compacto.

i1) X e Y tienen un numero contable de celdas.
En este caso, dim(X x Y) = dim(X) + dim(Y), ver [21, Teorema 7.3.16].
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4.2. Conectividad y equivalencias débiles

Para definir la conectividad de un espacio o de una aplicacion continua, debemos pre-
sentar brevemente los grupos superiores de homotopia y ver sus principales propiedades.

Para mds detalles sobre grupos de homotopia y conectividad, consultar [18], [22], [27], [29].

Las clases de homotopia de lazos basados en un punto en un espacio X determinan el grupo
fundamental 7 (X, ) introducido por Poincaré. Esta estructura algebraica estd asociada
a X de tal manera que captura algunas de sus propiedades topoldgicas y homotopicas.
Este grupo fue generalizado por Hurewicz y Cech, quienes contruyeron los n-grupos de

homotopia de forma que para n = 1, se tiene el grupo fundamental como caso particular.

Sim > 1y consideramos como punto base en la n-esfera S™ el punto s, = (1,0...,0), se
define el n-grupo de homotopia de un espacio topologico X basado en un punto xy € X

como el corchete de homotopia punteado
7Tn(X, .T()) = [Sna Sns X7 LEO]

En este grupo, el elemento neutro viene dado por la clase de homotopia punteada de la
aplicacién constante en xq. Por otro lado, dados [a], [5] € m,(X, z), el producto [a] - [f]
es la clase de homotopia de la aplicacién inducida S™ Yy Sy §n M X, tal y como se

observa en la Figura 4.2.
sl
Y% o

—_
i

Figura 4.2: Esquema del producto en el grupo m,(X, zo).

En general, S™ V S™ es el espacio formado por dos n-esferas tangentes en un punto y
VST — SV S" es la aplicacién continua que lleva el hemisferio norte a la primera
esfera, el hemisferio sur a la segunda y el ecuador al punto de tangencia. Se puede ver

como la aplicacion cociente al colapsar, en la n-esfera, todos los puntos del ecuador a un
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punto.

Dada una aplicacién continua f : X — Y, se induce un homomorfismo de grupos para
cada zg € X,

T (f) 2 (X, 20) = T (Y, f(20)),
[a] = m(f)(@) = [foal

Esta construccién tiene caracter funtorial, es decir, m,(go f) = m,(g) om,(f) (cuando tenga
sentido la composicion go f) y m,(idx) = idx,(x.2) Para cadan > 1. Al igual que sucede con
el grupo fundamental, si existe un camino @ en X desde un punto x( hasta otro punto zy,
entonces se induce un isomorfismo de cambio de punto base T'(®) : m,(X, zg) — (X, z1).
En particular, si X es conexo por caminos, se tiene que m,(X, zg) = 7,(X, z1) cualesquiera

que sean los puntos xg, r1 € X.

Por otro lado, se demuestra también que si f : X — Y es una equivalencia de homotopia,
entonces 7, (f) : m(X,z) = 7, (X, f(x)) es isomorfismo de grupos para cualquier punto

base x € X y n > 1. Existe una version diferenciada para n = 0. Se puede definir
7TO<X7 l’) = [Soa 503 Xa l’],

donde S° = {—1,1} denota la 0-esfera con s, = 1. Este conjunto punteado no tiene es-
tructura de grupo. Ademas, es sencillo comprobar que, como conjunto, es biyectivo al
corchete de homotopia no punteado mo(X) := [, X| (con * espacio unipuntual), el cual
coincide con el conjunto de las componentes conexas por caminos del espacio X. Simi-
larmente, dada f : X — Y una aplicacién continua, podemos definir funtorialmente, la
aplicacién punteada mo(f) : mo(X,x) = mo(X, f(z)), o bien, la correspondiente aplicacién
punteada 7o (X) — m(Y), llevando la componente conexa por caminos de cada punto a la

componente conexa por caminos de la imagen del punto.

Definicién 4.3. Se dice que una aplicacion continua f : X — Y es n-equivalencia si para

todo x € X y para todo q > 0, cada homomorfismo inducido

o (f) 1 (X, z) = 7 (Y, f(2))

es
i) biyectivo cuando ¢ < n y

i1) sobreyectivo cuando q = n.

Diremos también que [ es equivalencia débil de homotopia (o oco-equivalencia) si f es

n-equivalencia para todo n > 0.
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Como acabamos de comentar en otros términos, toda equivalencia de homotopia es equi-
valencia débil. El reciproco es cierto cuando X e Y son CW-complejos. Dicho resultado se

conoce como Teorema de Whitehead, cuyo enunciado exponemos en el Teorema 4.9.

Definicién 4.4. Se dira que un espacio topologico X es:

i) (-1)-conexo, si X # ).

it) 0-conexo, si X # 0 y mo(X) = {x}, es decir, X es conexo por caminos.

i17) n-conexo (n > 1) si 0-conexo y m (X, x) = 0 para todo 1 < ¢ < n y todo (equivalente-

mente, algin) r € X.

Para CW-complejos, se tiene una relacion muy interesante con la n-conexidad.

Proposicién 4.5. Sea X un CW-complejo. Sin > 0, entonces son equivalentes:
i) X es n-conezxo.

it) X es homotdpicamente equivalente a un CW-complejo Y tal que Yy = {x}.
Veamos algunos ejemplos recogidos en la siguiente proposicion:

Proposicién 4.6. Sean X e Y espacios topoldgicos.

i) La n-esfera S™ es (n — 1)-coneza (y no n-conexa) para n > 1.

it) Si X esn-conexo e Y es m-conexo, entonces el join X xY es (n+m + 2)-conezxo.
iti) Si X es un espacio topoldgico n-conexo y xo € X, entonces, el espacio de lazos
(X, 20) = {a € XOU | a(0) = 29 = a(1)} es (n — 1)-conexo.

iv) RP™ es 0-conexo, CP" es 1-conexo y HP" es 3-conexo.

Para ver i) y i), puede consultarse [29]. Para i), consultar [23]. Para iv), se hace uso

de la Proposicion 4.5, teniendo en cuenta la estructura celular de estos espacios proyectivos.

Sean ahora p : F — B una fibracién, by € By F = p~'({b}) la fibra de B en by.
Denotamos por ¢ : F' — FE a la inclusion de la fibra en E. Dado eq € F, entonces los
grupos de homotopia conforman una sucesién exacta de homotopia (véase, por ejemplo,
[22, Pdg. 66]):

s ma(Freo) 2 (B e) TP 1 (Bbo) B w1 (Feo) = - 22 wo(B, bo).

Notese que, para n = 0, los conjuntos no tienen estructura de grupo. Sin embargo, es
posible definir un “nicleo” para este caso: Si (X, o) EN (Y,y0) 2 (Z,2), se define
Ker(g) = g '(20) y se puede definir asf la “exactitud”.

En el caso de las fibraciones, las nociones de n-equivalencia y n-conexidad confluyen en el

siguiente lema, cuya demostracion hemos creido conveniente incorporar:
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Lema 4.7. Sean p : E — B una fibracion y n > 0. Entonces, p es n-equivalencia si y solo
si la fibra F, = p~'({b}) es (n — 1)-coneza, para todo b € B.

Demostracion.

Procedemos por induccién sobre n. Si p es una 0-equivalencia, entonces se tiene que la
aplicacion mo(p) : mo(E) — mo(B), dada por [z] — [p(x)] es sobreyectiva. Para ver que F,
es (—1)-conexa, tenemos que demostrar que F, # (). En efecto, dados b € By [e] € mo(E),
entonces 7y (p)([e]) = [b], luego [p(e)] = [b] v se tiene que existe un camino « : [0,1] — B
tal que a(0) = p(e) y a(l) = b. Tomando la elevacién de « respecto de p sobre un es-
pacio unipuntual, & : {x} x I — E, se tiene que p(a(1l)) = a(1) = b € B. Concluimos
que a(1) € p~'({b}) = F, # 0. Reciprocamente, si F, # () para cualquier b € B, en-
tonces la fibracién p : E — B es sobreyectiva y concluimos que la aplicacién inducida

mo(p) : mo(E) — mo(B) es sobreyectiva.

Si p es l-equivalencia, entonces my(p) : mo(E) — mo(B) es aplicacion biyectiva y m(p) :
m(F,e) — m(B,p(e)) es epimorfismo para todo e € E. Tenemos que ver que F}, es conexo
por caminos. Dado b € B, tenemos por hipétesis que F, # (), y si e € Fp, entonces la
sucesion
m1(p) ) mo (1) mo(p)
m(E,e) —= m(B,b) = mo(Fy, ) — mo(E,e) —— mo(B, b)

es exacta, con m(p) epimorfismo y my(p) isomorfismo. Como 9~ *([e]) = (B, b), se tiene

que 0 = (Y es la aplicacién constante en [e]. De la exactitud obtenemos

O(mi(B,b)) = {[e]} = mo(i) " ({[e]}) = mo(Fi, €).

Por otra parte, Im(my(i)) = mo(p) ' ({b}) = {[e]}. Luego, necesariamente my(i) = Cig
y concluimos que Fp es conexo por caminos. Reciprocamente, supongamos que Fj es 0-
conexo para todo b € B. Si F, # () y conexo por caminos para todo b € B, entonces la
fibracion p : E — B es sobreyectiva y, por tanto, también es O-equivalencia. En particular,

la aplicacién inducida my(p) es sobreyectiva. Tenemos entonces la sucesién exacta
m1(p) 0 o mo (1) mo(p)
m(E,e) —= m(B,b) = mo(Fy, e) = {[e]} — mo(E,e) —— mo(B,b).

De la exactitud se tiene que m (B, b) = Ker(9) = Im(m(p)) por lo que m(p) es sobreyecti-
va. Falta ver que my(p) es inyectiva. Tomamos dos elementos arbitrarios [e1] y [es] € mo(E)
tales que [p(e1)] = [p(e2)]. Existe entonces « : [0,1] — B camino en B tal que «(0) = p(e;)
y a(l) = p(ez). Tomando la elevacién de « respecto de p sobre un espacio unipuntual,
a : {x} x I — E, se tiene que p(a(0)) = a(0) = p(e1) y p(a(l)) = a(l) = p(e2). Se
sigue que a(0) = e; y a(l) = ey y concluimos que [e;] = [ez]. Evidentemente, 0 = Clg e
Im(0) = Ker(m(inc)).



80 4 Apéndice

Supongamos el resultado cierto para n — 1 y veamos que se verifica para n. Si p es una n-
equivalencia, entonces m(p) : mo(E) — mo(B) es aplicacion biyectiva y 7, (p) @ 7 (E, €) —
mm (B, p(e)) es isomorfismo para todo e € E'y paratodo 1 <m <n.Dadob € B,sie € F,
entonces, por hipdtesis de induccién, se tiene que F}, es (n—2)-conexo, luego 7, (Fp, e) = {1}

para todo 1 < ¢ < n — 2. Gracias a la exactitud de la sucesion asociada a p, se tiene que
Tn-1(Fp,e) = Im(m,_1(2)) = Ker(m,_1(p)) =0,

con lo que Fj es (n — 1)-conexo. Reciprocamente, supongamos que Fy es (n — 1)-conexo.
Entonces, se tiene que m,(F}, e) = 0 para todo 1 < ¢ < n — 1. En particular, F}, es (n — 2)-
conexo y por la hipétesis de induccién, se deduce que p es una (n — 1)-equivalencia. Resta
ver p es una n-equivalencia: Sea b € B; si e € Fy,, entonces de la sucesion exacta asociada

a p, se tiene que m,_1(Fy, e) = 0,

{1} = Im(7m 1 (4)) = Ker(my1(p)).

Luego, el epimorfismo 7,_1(p) es también inyectivo y, por lo tanto, isomorfismo. Por ltimo,

como Fj es (n — 1)-conexo y la sucesién es exacta, se tiene que
a_1(7TTL—1<E?> 6)) = 7Tn<Ba b) = Ker(@) - Im(’]rn(p))a
es decir, m,(p) es sobreyectiva y concluimos que p es n-equivalencia. |

Finalmente, el siguiente resultado es muy util [22, Pdg. 75]:

Proposicién 4.8. Sean P un CW-complejo y f : X — Y wuna n-equivalencia (con n
posiblemente infinito). Si se considera la aplicacion inducida en los corchetes de homotopia
al componer f por la izquierda f,. : [P, X] — [P,Y], dada por [a] — [f o a], entonces, se
tiene que

i) f« es biyectiva si dim(P) <n —1,

i1) f.« es sobreyectiva si dim(P) < n.

Con esto tenemos que, en el contexto de CW-complejos, las nociones de equivalencia y

equivalencia débil coinciden.

Teorema 4.9 (de Whitehead). Sea f : X — Y wuna aplicacion continua entre CW-

complejos. Entonces f es equivalencia débil si, y solo si, f es equivalencia de homotopia.

La prueba es consecuencia inmediata del resultado anterior. Es claro que, en general, toda
equivalencia homotdpica es equivalencia débil de homotopia. Reciprocamente, si f : X —
Y es una equivalencia débil entre CW complejos, por la Proposicién 4.8, se tiene que
fe : [V, X] — [Y,Y] es sobreyectiva. De modo que existe [g] € [V, X] verificando que
f«([g]) = [idy] ¥, consecuentemente, [f o g] = [idy], con lo que f o g ~ idy. Por otro lado,
como f, : [X, X] — [X, Y] es inyectiva por la Proposicién 4.8 y f.([go f]) = [f] = f.([idx]),

necesariamente, g o f ~ idx.
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