u Facultad de Ciencias
Universidad de La Laguna

Tesis de Master

Master en Modelizacion e Investigacion Matematica. Estadistica y
Computacion

Teoria de homotopia digital

Karim Omar Ferez Santana

Direccion
José Manuel Garcia Calcines

13 de mayo de 2023






Abstract / Resumen

Abstract

The aim of this master’s thesis is to develop an introduction to homotopy theory
in digital topology, which is a field that studies and analyzes digital images. The
procedure of the project consists of transferring the usual concepts in algebraic
topology to this new context. This topic is not new in the scientific literature,
but the distinct attemps to establish a full theory have been unsuccessful,
because the achieved results are too rigid, without applicability and do not
connect very well with non-digital context. Therefore, new and significant
advances in this field have been reported. In this sense, the importance of the
subdivision of a digital image has been highlighted, which has made it possible
to deal with new notions such as digital cofibration, for example. Also, new
digital analogs will be established for concepts such as function spaces, path
spaces and the fundamental group. In order to achieve this, we introduce some
usual properties into this setting such as the homotopy extension property
for cofibrations or the homotopy lifting property. Along the thesis, we also
present several interesting examples which illustrate all the theoretical results.

Keywords: Digital image - Digital topology - Digital homotopy - Homotopy
theory - Function spaces - Path spaces - Cofibration - Lusternik-Schnirelmann
category - Fundamental group

Resumen

Este trabajo esta dedicado a una introduccidn al estudio de la teoria de homo-
topia en la topologia digital, 4rea cuyo desarrollo esta motivado a entender
y analizar las imagenes digitales. El proceder de la memoria consiste en tras-
ladar los conceptos habituales en topologia algebraica a este nuevo contexto.
Como se comprobara, esta tematica no es novedosa en la literatura, pero los
resultados conseguidos hasta la fecha son muy rigidos, de poca aplicabilidad
y sin coherencia con el ambito no digital. Por ello, se recogen avances nue-
vos y significativos en este campo. En este sentido, se ha puesto en relieve
la importancia de la subdivisiéon de una imagen digital, la cual ha permitido
lidiar con nociones nuevas como la de cofibracién digital, por ejemplo. Asi-
mismo, se estableceran nuevos analogos digitales para conceptos como los
espacios de funciones, espacios de caminos y el grupo fundamental. Para ello,
se presentaran versiones digitales de distintas propiedades como la propiedad
de elevacion de homotopias o la propiedad de extension de las cofibraciones.
Durante el estudio se muestran ejemplos que ilustran los resultados teéricos y
ciertas problematicas comentadas.

Palabras clave: Imagen digital - Topologia digital - Homotopia digital - Teoria
de homotopia - Espacios de funciones - Espacios de caminos - Cofibracion -
Categoria de Lusternik-Schnirelmann - Grupo fundamental






Introduccion

I admit that mathematical science is
a good thing. But excessive devotion
to it is a bad thing.

Aldous Huxley

En este trabajo, se presenta una introduccién a la teoria de homotopia digital recopilando
los resultados de tres articulos de investigacion [23], [22] y [24]. Esta teoria se enmarca
dentro del ambito de la topologia digital. Este campo de estudio comienza su desarrollo

n [30], dirigido a profundizar en otras areas de investigacion como el procesamiento
de imagenes y la visiéon y graficos por computador. En este ambito, se considera como
objeto fundamental de estudio la nocién de imagen digital, denominada en la literatura de
diferentes formas como: digitized picture ([30]), digital picture ([19]) o digital image ([23]).
Este concepto consiste en una abstraccion de una imagen real, la cual estd compuesta por
pixeles u otros componentes en dimensiones superiores. Por este motivo, se han usado
distintas definiciones para explicar esta idea. Sin embargo, todas parecen tener como
elemento comun a un conjunto finito de tuplas enteras sobre el que se define una relaciéon
de adyacencia (reflexiva y simétrica).

La introduccién de ideas clasicas de topologia al ambito digital no es algo anecdético,
por lo que a continuacion se hace una breve revision bibliografica de los distintos conceptos
topoldgicos que se han intentado incorporar y ataflen a esta memoria. El grupo fundamental
aparece por primera vez en [20] y vuelve a aparecer en [21], junto a versiones digitales de
la Caracteristica de Euler y el Teorema de la curva de Jordan. No obstante, la construccion
de este grupo fundamental no se asemeja a la aproximacion clasica, por lo que en [4]
se vuelve a redefinir. Para esta nueva definicién, se usan nociones de homotopia digital
establecidas en [3] basadas en una nocién de continuidad digital expuesta en [29], para
lo que se define una métrica sobre las imagenes digitales. Con esta nueva construccion,
se han estudiado las condiciones bajo las cuales el grupo fundamental de un producto
cartesiano de imagenes digitales es isomorfo al producto de los grupos fundamentales
de los factores ([10]) y la relaciéon que posee el grupo fundamental con la caracteristica
de Euler en ciertas imagenes digitales ([12]). Paralelamente, se han desarrollado distintos
métodos para computar grupos de homotopia en dimensiones superiores ([18], [1]) en este
ambito, junto al desarrollo de una version digital del Teorema de Seifert-van Kampen ([1]).
Otro concepto que se ha intentado trasladar a este contexto son los espacios recubridores:
se definen en [16] junto a ciertas propiedades de levantamiento; en [6] se establece una
version digital del recubridor universal; en [7] se clasifica el recubridor digital de un espacio
a través de las clases de conjugacion y [8], [9] se estudian ciertas propiedades. También, se
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ha estudiado el tipo de homotopia en este contexto y los distintos invariantes que tiene
asociado, recogiéndose las principales aportaciones en [5], [15] y [11]. Por dltimo, también
se han desarrollado versiones digitales para los conceptos de fibracion ([14]) y categoria
digital de Lusternik-Schnirelmann ([2]).

Se observa que existe una amplia bibliografia que estudia la tematica. Sin embargo, las
construcciones que se han realizado son muy rigidas, de poca aplicabilidad, superficiales
y no se conectan de manera coherente con el ambito no digital. Por ejemplo, en [4] se
demuestra que la version digital de la circunferencia es contractil segtin una definicién de
contractibilidad y por lo tanto, su grupo fundamental es el trivial. Por este motivo, Lupton,
Oprea y Scoville en [23], [22] y [24] buscan desarrollar una nueva teoria de homotopia
digital mas consistente y cohesionada con el contexto no digital, que permita incorporar
distintos elementos y resultados clasicos de topologia. Para ello, se define el concepto de
subdivisién de una imagen digital, la cual consiste en una nueva imagen digital que se trata
de la original “extendida” y por lo tanto, conserva sus propiedades. Con la introduccion de
este término, el modus operandi usual de los autores en los tres articulos se puede resumir
en desarrollar un concepto o resultado de topologia no digital, a través de una subdivision
adecuada que se ajuste a las necesidades y luego, retornar a la imagen digital de origen por
medio de una aplicacion que se denominara la proyeccioén canodnica.

A continuacion, se describe a grandes rasgos el contenido de cada uno de los tres
articulos. El eje principal de la investigacion, se desarrolla en [23] donde se establece qué
es una imagen digital, cuales son las posibles subdivisiones que puede tener asociada y las
nociones de aplicacion digital, homotopia, tipo de homotopia y cofibracion digital. También,
se efectiia un tratamiento preliminar de la categoria digital de Lusternik-Schnirelmann y
una aproximacién a la idea de fibracién digital. En [22], se construye un funtor de imagenes
digitales a grupos que se asemeja a la aproximacion clasica. En [24] se establecen resultados
cruciales sobre el comportamiento de las aplicaciones digitales con respecto a la subdivision.

El objetivo final de esta memoria consiste en desarrollar una introduccion compacta a
la teoria de homotopia digital que permita establecer una relacién clara entre el contexto
no digital y el digital. Asimismo, aprovechando que estamos trabajando en un contexto
finito con tuplas enteras, se intentaran desarrollar métodos computacionales que permitan
abstraer las operaciones tipicas de una imagen digital.

Este trabajo requiere que el lector tenga conocimientos basicos en topologia conjuntista
y algebraica. Por lo tanto, cualquier estudiante del Grado en Matematicas de la ULL que
haya tomado las asignaturas de Topologia General e Introduccion a la Topologia Algebraica
estara apto para comprender la teoria presentada en este trabajo.

La memoria esta estructurada en tres capitulos:

En el primero, se presentan todas las herramientas basicas que seran necesarias para
introducir distintos conceptos de la teoria de homotopia digital en los capitulos posteriores.
En primera instancia, se introduce qué se conoce por imagen digital, una subdivision y una
aplicacion digital. Asimismo, se introduce una nocién de producto digital que consistira en
el producto categodrico, en la categoria de imagenes digitales (finitas) y aplicaciones digitales.
Ademas, se establecen los conceptos de camino digital, homotopia digital y distintos tipos
de homotopias. El capitulo finaliza realizando un estudio pormenorizado de las imagenes
digitales con un punto distinguido.

En el segundo, se introducen elementos propios de la teoria de homotopia. En primer



lugar, se define qué se considera por cofibracion digital, siendo motivada esta definicién
por el hecho que un tipo especial de inclusion tenga la propiedad de extender homotopias.
Ademas, servira para posteriormente presentar las fibraciones digitales de caminos con el fin
de deducir que las aplicaciones evaluacion en el ambito digital son fibraciones. Por dltimo,
se desarrolla un tratamiento preliminar de la categoria de Lusternik-Schnirelmann en este
contexto, aportando una definicion de la misma y demostrandose que es un invariante
homotopico para las imagenes digitales de dimension 2.

En el dltimo, se construye el grupo fundamental en el ambito digital a través de una
heuristica que recuerda a la aproximacion clasica. También, se demuestra que es invariante
por subdivisiones y distintos tipos de equivalencia de homotopias. Finalmente, se desarrollan
resultados clasicos como la independencia del punto base en el grupo fundamental o que
el grupo fundamental del producto es isomorfo al producto de los grupos fundamentales.
Adicionalmente, se ha calculado el grupo fundamental para espacios contractiles y una
version digital de la circunferencia.

La memoria también consta de un apéndice dividido en tres secciones. En la primera,
se estudian los lazos y caminos en una versién digital de la circunferencia, desarrollandose
la nocidén de grado de un lazo y demostrandose que es invariante por homotopias. En la
segunda, se hace un esbozo de dos resultados sobre la subdivision de aplicaciones que se
usaran para demostrar que el grupo fundamental es invariante por subdivisiones. En la
ultima, se intenta abstraer la categoria de imagen digital por medio de una clase en Python,
incorporando las operaciones tipicas, o en la jerga computacional métodos, que se realizan
en una imagen digital, como por ejemplo, la subdivision k-ésima o la proyeccion a través
de la aplicacién canénica.

A medida que se desarrollaba el trabajo, se han ido incorporando ejemplos que ilustran
los resultados teéricos presentados.

Para cerrar esta secciéon introductoria, se expone por déonde se podria continuar el
trabajo realizado. Por un lado, en [26], los autores amplian la categoria de imagen digital a
la de espacios de tolerancia para desarrollar una versién digital de la fibracion de Hopf. Por
lo que, se podria intentar estudiar un concepto similar a la subdivision en estos espacios y
replicar la teoria aqui expuesta en ese nuevo contexto. Por otro lado, en [25] se demuestra
que el grupo fundamental expuesto en la memoria, es isomorfo al grupo de aristas del
complejo clique de la imagen digital considerada como un grafo. Paralelamente, se desarrolla
una version digital del Teorema de Seifert-van Kampen. Entonces, se podria construir el
grupo fundamental de ejemplos clasicos en este nuevo ambito y estudiar si se mantiene la
cohesiéon en ambos contextos.
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CAPITULO

Fundamentos de topologia digital

Este capitulo preliminar tiene como objetivos principales presentar el concepto de ima-
gen digital y establecer algunas definiciones y rudimentos esenciales que seran requeridos
para explorar las nociones de topologia algebraica en el contexto digital en los capitulos 2

y 3.

Esta dividido en tres secciones. En la primera, se introduce el concepto de imagen digital
y de subdivision, consistiendo esta tltima en una operaciéon que permite “extender” una
imagen digital. Asimismo, se presenta una nocion digital de continuidad en aplicaciones
entre imagenes digitales y una forma de obtener nuevas imagenes digitales, a través del
producto cartesiano. En la segunda, se aportan distintas definiciones de homotopia y se
demuestran que son equivalentes, constituyendo lo que se conoce como homotopia digital.
Ademas, se define el tipo de homotopia de una imagen digital, asi como la contractibilidad.
En la tercera y ultima, se hace un estudio detallado de las imagenes digitales con un punto
distinguido, aportando unas nociones méas débiles de homotopia y tipo de homotopia, en
las que la subdivisién desempena un rol importante.

Obsérvese que se intenta seguir el orden de construccién de estos conceptos en el
plano no digital. Asi, en primer lugar se introduce el concepto de imagen digital. Luego, se
presenta como construir nuevas imagenes digitales a partir de una dada y como pueden
relacionarse estas entre si. Finalmente, se plantean las imagenes digitales con un punto
distinguido.

Para profundizar més en las nociones y resultados presentados en este capitulo se refiere
al lector a [31], [27] y [17].

1.1. Nociones basicas

La presente seccion tiene como objetivo introducir la nociéon de imagen digital, a la par
que se exponen diversos ejemplos que ayudan a entender la naturaleza de tales objetos.
Asimismo, se prueban diversos resultados que permiten construir imagenes digitales a
partir de una dada. En ultimo lugar, se presenta el concepto de subdivisiéon que como se
muestra posteriormente, representa una forma de extender y deformar imagenes digitales.




1. FUNDAMENTOS DE TOPOLOGIA DIGITAL

@ @ @ @
0 1 2 3

Figura 1.1: Representacion del intervalo digital de longitud 3.

Definicién 1.1. Una imagen digital X consiste en un subconjunto X C Z" finito con la
siguiente relacion de adyacencia. Dados x = (1, ...,2n),y = (y1,...,Yn) € X, se dice que
son adyacentes siempre y cuando

lzi —yil <1,

parai € {1,... ,n}. Ademas, se denotard porx ~x y.

En la literatura matematica hay diferentes versiones de adyacencia en una imagen
digital ([29], [30]). Sin embargo, para este trabajo es mas conveniente tratar con esta para
el desarrollo de la teoria de homotopia digital que se prepara.

Algunos ejemplos clasicos de espacios topologicos tienen su version digital.
Ejemplo 1.1. Para cada N € N U {0}, se puede definir el intervalo digital de longitud N
In={neNuU{0}|n<N}.
Notese que Iy C 7 para cada N € NU{0}. En la Figura 1.1 se representa, a modo de ejemplo,

el intervalo digital I3 = {0, 1,2, 3}.

Ejemplo 1.2. Para cadan € N, se puede definir la n-esfera digital
D" = {(zg,21,...,2n) €Z" |2+ 2] +... + 25 =1}

Notese que D™ C Z"*! paracadan € N. En la Figura 1.2 se representa D' = {(£1,0), (0, +1)},
conocido en la literatura como el Diamante.

Se puede establecer un concepto analogo a la continuidad en aplicaciones entre imagenes
digitales, el cual permitira caracterizar cudndo dos imagenes digitales son esencialmente
iguales.

Definicion 1.2. Dadas imagenes digitales X C 7", Y C Z™, se dice que una aplicacion
f: X =Y esdigital siempre que siz,x’ € X yx ~x 2/, se verifica que

f@) ~y f(2).
Si ademas existe g : Y — X aplicacion digital tal que
gof=idxyfog=idy,
se dice que f es un isomorfismo digital y X eY son imagenes digitales isomorfas.

Proposicion 1.1. Si f : X — Y yg: Y — Z son aplicaciones digitales, entonces g o f
es aplicacion digital.



1.1. Nociones basicas

% L

Figura 1.2: Representacion del Diamante.

Demostracion. Sean x,2’ € X tal que x ~x 2’. Como f es digital, f(z) ~y f(2). Al
tener que g es digital,

(go (@) =g(f(x)) ~z g(f(a)) = (g0 f)&).
Se deduce asi, que g o f es aplicacion digital. O
A continuacién, se establece que el producto cartesiano de dos imagenes digitales es de

nuevo una imagen digital con la relacién de adyacencia definida componente a componente.

Definicioén 1.3. Dadas imagenes digitales X C Z",Y C Z™, su producto digital consiste
en la imagen digital constituida por el producto cartesiano X X Y con la siguiente relacion de
adyacencia:

(,y) ~xxy (:U',y’) si, y solo si, x ~x xz Yy ~y y’.

Esta definicién del producto es precisamente el producto categérico en la categoria
de las imagenes digitales finitas y aplicaciones digitales. Esto permite definir aplicaciones
digitales que llegan a un producto digital, a partir de aplicaciones digitales que parten de
una misma imagen digital.

Ejemplo 1.3. Si X es imagen digital, se tiene la aplicaciéon diagonal
ArX =X xMxX

dada por A(z) = (x, ., z) para cada x € X. La aplicacion diagonal es claramente digital
por lo definido anteriormente.

Ejemplo 1.4. Si Iy es el intervalo de longitud N, se tiene la aplicacion permutacion
P: (IN)m X (IN)m — (IN X IN)m

dada por P((z1,...,%m), (t1,...,tm)) = ((z1,t1), ..., (Tm,tm)) paracada (x1, ..., Tm),
(t1,...,tm) € (IN)™. La aplicacion permutacion es claramente digital.
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Definicion 1.4. Dadas aplicaciones digitales f; : X; — Y; parai € {1,...,n}, se define el
producto de aplicaciones digitales

n n
fixooxf [ X — Y
i=1 i=1

como la aplicacion definida por (f1 X ... X fo)(x1,...,2pn) := (fi(x1),..., fu(zn)), para
cada (z1,...,xn) € [[1-, Xi.

Lema 1.1. Si f; : X; — Y] es aplicacion digital para cadai € {1,...,n}, el producto de
aplicaciones digitales f1 x ... x f, es aplicacion digital.

Demostracién. Sean (1, ..., %), (27,...,25,) € [ [} X talesque (1, ..., 2n) ~pn_ x,
; .

(«},...,z},). Entonces, x; ~x, ;. Al tener que f; es digital para cada ¢ € {1,...,n},

fi(x;) ~y, fi(x}). Conlo cual, finalmente se deduce que

(fr@1), o Fulwn)) ~rpe, v (@), - fa(a)).

Y por tanto, (f1 X ..o X fn)(wl,...,xn) ~TI, Y (fix...x fn)(x/l,,x;l) O

Con las definiciones previas en mente, se presenta lo que se considera subdividir &k veces
una imagen digital, siendo a rasgos generales una “extensiéon” de la imagen que aportara
gran flexibilidad a la hora de tratar la imagen digital original. Para ello, previamente se
necesita establecer cierta notacion. Por un lado, sea | | : R — Z la funcién suelo dada
por || = max{k € Z | k < x}, para cada « € R. En otras palabras, devuelve el maximo
numero entero y no superior a x. Por otro lado, se denota por (Z [%] )n C R"™ al conjunto
constituido por aquellos puntos cuyas coordenadas son de la forma z;/k, para ciertos

enteros z;.

Definicion 1.5. Sea X C Z" una imagen digital. Para cada k > 2, se define la pseudo-
subdivisiéon k-ésima S’ (X, k) C (Z [%])n como el subconjunto

S'(X, k) = {(xl,...,xn) c <Z HDn | (L21),- - [2n]) GX}.

Nétese que si (z1,...,2,) € (Z 7] )", esto quiere decir que para cadai € {1,...,n}, existe

— Zi

z; € 7 tal que x; = 7.

Definicion 1.6. Sea X C Z™ una imagen digital. Para cada k > 1, se define la subdivision
k-ésima S(X,k) CZ" como S(X,k) = X sik =1, 0sik # 1, como la imagen digital

S(X, k) = {(kx1,... . kxp) €Z" | (w1,...,3,) € S'(X,k)} .
Asimismo, se define la k-ésima proyeccion canonica como la aplicacion
ok S(X, k) — X
dada por pi(kx1, ..., kxy) = (|z1], ..., |2n]), para cada (kz1, ... kxy,) € S(X, k).

4



1.1. Nociones basicas

Ejemplo 1.5. Por un lado, en la Figura 1.3 se muestra el diamante y sus subdivisiones 2-ésimas
y 3-ésimas. Como se vera mas adelante cuando se ejemplifiquen las proyecciones, los 4 puntos
del diamante generan grupos de puntos en cualquier subdivision del mismo. Y cualquier punto
de cada grupo, viajara al punto del que procede.

Por otro, en la Figura 1.4 se muestra el intervalo Is y sus subdivisiones 2-ésimas y 3-ésimas.
Notese que

S(I2,2) = Is = I.o1 (2-1) Yy S(I2,3) = Is = Ir.31(3-1)-

Mas adelante, se vera que la subdivision conforma una manera de elongar cualquier intervalo.
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Figura 1.4: El intervalo I5 y sus subdivisiones 2-ésima y 3-ésima, respectivamente.

Proposicion 1.2. Sik > 1 y X C Z" es imagen digital, entonces la k-ésima proyeccion
canénica py : S(X, k) — X es una aplicacién digital.
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Demostracion. Si k = 1, entonces p,, = idx que es claramente digital.

Suponemos k > 2. Sean 2’ = (2},...,2)), v = (v],...,y,,) € S(X, k), tales que

rrn

(7, 2n) ~sx k) (Y1 n)- Entonces, |2} — y;| < 1, paracadai € {1,...,n}.

Resta ver que
wl o<
k k|l — "7

paracadai € {1,...,n}, pues esto supondria que pi(z’) ~x pi(y'). Seai € {1,...,n}y
suponemos que z; > y. (el caso 2 < y. se razona de manera analoga). Entonces existe n
menor entero que verifica que

3
IA
|
IA
| &
IA
3
+
[\}

! /
Ly Y 1
2 21 < ¢, con lo cual

Q%J : HjJ) c{(n,n+1),(n,n)}

y se cumpliria lo que queriamos probar. O

Por hipotesis,

La combinacion de una subdivision de una imagen digital y la proyeccién para retornar
a la imagen digital es una heuristica habitual a lo largo del desarrollo de la memoria, pues
permite en cierta manera deformar las imagenes para conseguir el fin que se persigue en
cada caso.

Proposicion 1.3. Sim,l € Z y X CZ",Y C Z™ son imagenes digitales, entonces:

(1) S(X x Y, k) es una imagen digital isomorfa a S(X, k) x S(Y, k).

@) S(S(X,k),1) = S(X,kl).

Demostracion. En primer lugar, probemos (1):
Podemos definir la aplicacién ¢ : S(X x Y, k) — S(X,k) x S(Y, k) dada por

(@, xh Yy = (&, 2l), (Y - yh,)), paracada (2, .., 2, Yl - Yl)
€ S(X x Y, k). Anadlogamente, se puede definir la aplicacion ¢ : S(X, k) x S(Y, k) —

S(X x Y, k) dada por o((21, .-, 27), (W1, Ym)) = (15, 20,91, Ypy), para
cada ((zf,...,2)), (Y1, -, u),)) € S(X, k) x S(Y, k).

¢ y 1 son claramente aplicaciones digitales, ¢ 0 9 = idgx ryxs(v,p) Y P O ¥ =
idg(x xv,k)> con lo cual se verifica (1).

6
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Ahora, probemos (11):

Por la Proposicién 1.3, la k-ésima proyeccion candnica
pr: S(X xY k) — X XY,
puede identificarse como

pr = pr X pr 2 S(X, k) x S(Y, k) — X x Y.

Siz € X donde X C Z" es una imagen digital, se puede hablar de la subdivisién
k-ésima asociada al punto z como el subconjunto S(x,k) C S(X, k) constituido por
los puntos 2/ € S(X, k) tales que pi(z’) = x. Este conjunto se puede caracterizar de la
manera que se detalla a continuacion.

Proposicion 1.4. Six = (z1,...,2,) € X donde X C Z" es una imagen digital, entonces
S(x, k) ={(kx1+7r1,...,kxp+1n) €Z" | 0<71; <k —1}.

Demostracion. Primero veamos que S(x, k) C {(kx1+7r1,... . kxp+ry,) €2 |0<r; <
k—1}.Seax’ = (2f,...,2),) € S(z, k). Por definicion,

rrn

(') = Qfﬂ V/ﬂ) = (21,...,20) = 2.

Entonces para cadai € {1,...,n}, x; < % < x; + 1. O equivalentemente,
kx; < x) < kz; + k.
Por lo que se concluye que 2’ € {(kx1 +71,...,kxy +1ry) €Z" |0 <71; <k —1}.

La demostracion S(z, k) 2 {(kz1 +71,...,kxp +1) € Z" |0 < 1r; <k —1}es
inmediata, pues solo hay que usar el hecho que simm € Zyt € [0, 1), entonces |m +t| =
lm]. O

De este modo, si X es imagen digital, entonces

S(X, k)= ] S(z, k). (1.1)

zeX

Finalmente, para cerrar esta seccién introductoria se define una forma alternativa de
factorizar la k-ésima proyeccioén candnica a py = pp, © pn, si k = mn.
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Definicion 1.7. Siz, k € Z y k > 3, entonces se puede definir la aplicacion

piS(x,k) —>S($7k_1)7

dada por
ke +) = {g:-g;gj e
Notese que siz = (1, ...,%,) € Z", se puede identificar
S(z, k) = S(z1,k) X ... x S(xpn, k)
y

S(z,k—1)=S(x1,k—1) x ... x S(xp, k—1),

pudiéndose definir una aplicacion pj, : S(x, k) — S(x, k — 1) como el producto de funciones
Pi = Pi X -0 X P

Proposicion 1.5. Siz = (x1,...,%,) € Z" yk > 3, entonces la aplicacion pf, : S(x, k) —
S(z,k — 1) es digital.

Demostracion. Por el Lema 1.1, resta ver que para ¢ € {1,...,n} la aplicacién pf :
S(zi, k) — S(zi,k — 1) es digital. Sean i € {1,...,n}y x}, 2? € S(z;,k) tales que
|z —2f| < 1.

Sin pérdida de generalidad, por definicién podemos suponer existe j € {0, 1,...,k—2}
tal que

xf =kr;+jyal=kr;+j+1,

yaque S(z;, k) = [kx;, kx;+k—1] C Z.Estaclaroquesij+1 < |k/2| —10j > |k/2],
se verifica que |p§(z}) — p§(27)] < 1.

Suponemos ahora que j = |k/2] — 1. Por definicién, p{(z}) = (k — 1)z; + |k/2] y

C

o (@2) = (k — ay + [k/2] — 1.

Entonces, |p$(z;) — pS(2?)| = 1y se confirmaria que p§ : S(x;, k) — S(zi,k — 1)
es digital. O

Por las definiciones 1.7 y 1.1, si X es imagen digital y k¥ > 3, se puede definir una
aplicacion:

pi S(X, k) — S(X,k—1),

construyendo sobre cada aplicacion individual: pf, : S(z, k) — S(x, k—1). Estaaplicacién
se denominara la k-ésima proyeccion parcial.

Ejemplo 1.6. Por un lado, en las Figuras 1.5 y 1.6 se representan las proyecciones candnicas
3-ésimas y 2-ésimas de S(I2,3) = Ig sobre Iy y de S(D*,2) sobre D', respectivamente. Por
otro lado, en la Figura 1.7 se representa la 3-ésima proyeccion parcial de S(I2,3) = Ig sobre
S(I2,2) = Is. En ambos casos, las flechas indican a qué punto se mapean cada grupo de
puntos sefialado en rojo.
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Figura 1.7: Proyeccion parcial de S(I3,3) = Ig sobre S(I2,2) = I via p§.

Proposicion 1.6. Si X es imagen digital y k > 3, entonces la aplicacion
prS(X, k) — S(X,k—1)

es digital.

Demostracion. Por la Proposicién 1.5, resta ver que para cada x € X las aplicaciones
pi + S(x, k) — S(x,k — 1) “pegan” bien, para conseguir una aplicacion global digital.

Seanx = (z1,...,xp), 2 = (2),...,2}) € X e (y,y') € S(z, k) x S(2’, k) tales que

x#x' e y~gxp Y- Notese que

y=(kx1+r1,... kxy+rp)yy = (kxy +r1,... kz, +710),

donde 0 < r;,r, < k —1paracadai € {1,...,n}. Como p; : S(X,k) — X es
una aplicacion digital, necesariamente = ~x 2/, ya que pi(y) = =y pr(y’) = 2/. Por
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definicion, restaria ver que para cada i € {1,...,n} pf(kx; + 15) ~ pf(ka) + 7)) en
S(xik—1)US(xl,k—1) CZ
Seai € {1,...,n}. Sabemos que existen s;,s; € Z con 0 < s;, s, < k — 2 tales que

pi(kx; + i) = (k—1)x; + s y pf(kal + 1) = (k — 1)z + s;. Entonces,

pi (ki +1i) — py(ka + 1) = (k= D)@ — 27) + (si — 57)-
Hay que demostrar que

-1< (k:—l)(mi—xfi)—i-(si—sg) <1 (1.2)
Como = ~x ', pueden darse tres casos:

)z, — ), =1

r_
m) x; — x; = 0.

En primer lugar, supongamos 1). Como y ~g(x 1) Y/, se tiene que
1> kx; +r; — (kxl + 7)) = k(x; — x)) + (ri — 1) =k +m; — 7l

Entonces, r; > k — 1 + r;. Esto solo puede pasar sir, = k — 1 y por tanto, r; = 0. Por la
Definicién 1.7, se tiene que s; =0 y s, = k — 2, con lo cual

(k= 1D)(zi —aj) + (si =) =k —1—-(k—=2) =1
y se verifica 1.2.
Ahora, supongamos 11). Como y ~g(x,x) ¥ > se tiene que
1 <kw;+r— (ka, +7)) =k(z; — ) + (ri —7}) = =k +r; — 1l

Entonces, r; > k — 1 + r,. Esto solo puede pasar si r; = k — 1 y por tanto, r, = 0. Por la
Definicion 1.7, se tiene que s, =0 y s; = k — 2, con lo cual

(k—1)(z; — )+ (si—8))=—k+1+k—2=—1.
y se verifica 1.2.
Por dltimo, supongamos 111). Como y ~g(x 1) Y/, se tiene que
—1<kxi+r— (kxi+7) =k(z; —2)+ (ri— 7)) =r; — 7} < 1.

]
L

i)
Por un lado, si {r;, 7/} C [0, |5] — 1] o {ri, 7} C [|
y se verifica 1.2. Por otro lado, si {r;, 7/} = {|4] — 1,
1.2.

% Jk— ] entonces r; — 1, = s; — 8,
k
2J } entonces s; = s, y se verifica

Finalmente, como para 1), 1) y 111) se cumple 1.2, se tiene que la aplicacion pf, :

S(X, k) — S(X,k — 1) es digital. O
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Corolario 1.1. Si X es imagen digital y k > 3, se puede factorizar la proyeccion py, :
S(X,k) — X como

Pk = pr-10pi: S(X, k) — S(X, k- 1) — X,

donde py,_1 es la (k-1)-ésima proyeccién canénica de la Definicion 1.6 y pf, la k-ésima proyeccion
parcial.

Demostracion. Bastaria ver que para cada z € X, (pk)|5(x7k) = (pg—1© pi)w(aj,k). Por
definicidn, para cada x € X se tiene que

(Pk)15(ak) = Cw = (Pr—1© PF)|S(a k) : S, k) — X,

la aplicacion constante en x. O

1.2. Espacios de funciones

Una vez introducido el concepto de imagen digital, a través de los isomorfismos se ha
conseguido una manera de obtener equivalencias entre imagenes digitales. Sin embargo, al
igual que en topologia algebraica con los homeomorfismos, se trata de una nocién muy
restrictiva, la cual se busca debilitar. Por eso, en esta seccion se desarrollan los espacios
de funciones en el ambito digital con el objetivo de obtener la idea de equivalencia de
homotopia en este campo.

Definicion 1.8. Sean X eY imagenes digitales. El espacio digital de funciones consiste
en el conjunto
D(X,Y):={f: X — Y|f es aplicacion digital}

con la siguiente relacion de adyacencia: dadas f,g € D(X,Y), se dice que son adyacentes en
D(X,Y) si, y solo si,
f(x) ~y g(2') cuando x ~x 2’

Ademas, la relacion de adyacencia en D(X,Y') denotara por f ~p(x y) g-

Nota 1.1. Se hace notar que si X, Y y Z son imagenes digitales, por definicion D(Y, Z) no
es una imagen digital. Sin embargo, se pueden encontrar aplicaciones G : X — D(Y,Z)
que “preservan la adyacencia’, en el sentido que

G(z) ~D(Y,Z) G(:B/) cuando x ~x x'.
En este caso, se habla de aplicaciones pseudo-digitales. Estas aplicaciones también pueden

ser del tipo D(X,Y) — Z,0bien D(X,Y) — D(Z, K).

Si X,Y y Z son imagenes digitales se puede establecer una correspondencia biyectiva,
llamada correspondencia exponencial, entre los conjuntos

D(X xY,Z) — D(X,D(Y, 2))

como se especifica a continuacion. Se puede identificar una aplicaciéon F': X XY — Z
con su adjunto F': X — D(Y, Z) de la siguiente forma:

F(a,y) = F(z)(y)
cuando (z,y) € X x Y.

11
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Proposicion 1.7. Sean X,Y y Z imagenes digitales. SiF : X xY — ZyEF : X — D(Y, Z)
son adjuntos bajo la correspondencia exponencial, entonces F' es digital si, y solo si, F' es pseudo-
digital.

Demostraciéon. En primer lugar, supongamos que F' es digital y veamos que para cuales-
quiera z 2/ € X tales que z ~x 2/, se tiene que F'(x) ~D(Y,Z) F(a2').Sean 2,2’ € X e
y,y' €Y tales que x ~x 2’ e y ~y y'. Por el producto, (z,y) ~xxy (¢/,3’). Como F es
digital, se tiene que

F(2)(y) = F(z,y) ~z F(z',y) = F(2")().
Entonces, F(x) ~DY.Z) E(a).

Por ultimo, supongamos que Fes pseudo-digital y veamos que para cualesquiera (z, y),
(2',y") € X x Y tales que (z,y) ~xxy (2/,9'), se tiene que F(x,y) ~z F(z2',y'). Sean
(z,y), (',y) € X x Y tales que (z,y) ~xxy (2',y'). Por definicion, v ~x 7' e y ~y /.

Como I es pseudo-digital, entonces F'(z) ~p(y,z) F'(z') y por lo tanto,

F(z,y) = F(z)(y) ~z F@')(y) = Fa'y).

O]

A continuacidn, se presenta un método para obtener una aplicacion “digital” que opere
en el espacio de funciones.

Definicion 1.9. Si f : X — Y es una aplicacion digital y Z una imagen digital, se definen
las aplicaciones inducidas entre los espacios digitales de funciones:

1) f*:D(Y,Z) — D(X,Z), dada por f*(g) :=go f.
1) fo: D(Z,X) — D(Z,Y), dada por f.(g) := fog.

Lema 1.2. Si f : X — Y es una aplicacion digital y Z una imagen digital, entonces f* y
f« son pseudo-digitales.

Demostracién. Veamos que f* es pseudo-digital. Sean g, h € D(Y, Z) tales que g ~p(y,z)
h'y tenemos que ver que f*(g9) ~p(x,z) f*(h). Sean 2,2’ € X tales que x ~x 2. Como
f es digital, se tiene que f(z) ~y f(2') y por hipotesis,

o)) = (g0 f)(@) = g(f(x)) ~z M(f(2))) = (ho f)(a") = f*(h)(2").
Por lo que finalmente, se deduce que
[ (g)=gof~pxz hof=f(h).
La demostracién que f, es pseudo-digital es analoga. O
Existe un tipo especial de espacio de funciones que es el espacio de caminos de una
imagen digital. Por su estrecha relacién con las homotopias se decide hacer una pequeria

introduccion en esta seccion, pero se tratara con mas detalle en el Capitulo 3.

12
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Definicion 1.10. Si X es imagen digital y N > 1, un camino de longitud N en X es una
aplicacion digital
[ IN — X.

Definicion 1.11. Si X es imagen digital y N > 1, se define el espacio digital de caminos
de longitud N en X, y se denota por Py X, al conjunto de todos los caminos de longitud N
en X con la relacion de adyacencia definida en 1.8, es decir,

PnX = D(Iy, X).

Existen diversas formas de prolongar un camino.

Ejemplo 1.7.

1) Si N > M, se puede definir una aplicacion digital f : Iy — Ips dada por

t 0<t<M
ft) =
M M<t<N

De esta manera se tiene una aplicacion f* : Pyy X — Py X pseudo-digital que extiende
un camino « de longitud M a su extension trivial f*(«).

1) Si Iy es un intervalo y k > 2, su subdivision k-ésima genera un intervalo de mayor
longitud
S(Un,k) = Ikn+k—1

y la k-ésima proyeccion canénica induce una aplicacion pseudo-digital
(pe)*: PNX — Penyr-1X.

Notese que extiende un camino « de longitud N a otro de kN + k — 1 de una manera
distinta a la extension trivial anteriormente presentada.

Definicioén 1.12. Sean X una imagen digital, N > 1 yt € {0, N}. Se puede definir dos
aplicaciones evaluacioén La primera consiste en evy : Py X — X dada por evy() := a(t),
para cada o € Py X. La segundaenm : Py X — X x X dada por () := (a(0), a(N)),
para cada o € Py X.

Lema 1.3. Sean X una imagen digital, N > 1 yt € {0, N}, las aplicaciones evaluacién son
pseudo-digitales.

Demostracion. En primer lugar veamos la pseudo-digitalidad de evy. Sean o, o/ € Py X
tales que o ~py x o'. Por definicién,

evo(a) = a(0) ~x o/ (0) = evg(a).

Entonces evg es pseudo-digital. Se puede demostrar que evy es pseudo-digital por un
procedimiento analogo.

Demostrar que 7 es pseudo-digital, se sigue del hecho que evy y evy lo son y la
definicion del producto de imagenes digitales. O

13
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Nota 1.2. Notese que si X es imagen digital, se puede identificar X con D({0}, X). En el
siguiente sentido: se pueden encontrar aplicaciones pseudo-digitales p : X — D({0}, X)
yv¢ : D({0}, X) — X tales que p oy = idpoy,x) ¥ ¥ © ¢ = idx. Por un lado, para
cada x € X basta tomar ¢(x) : {0} — X como la aplicacién definida por o(x)(0) = x.
Por otro lado, para cada f € D({0}, X) basta tomar(f) = f(0). Asi,sij: {0} — I es
la inclusion, entonces la aplicacion inducida j* : Py X — D({0}, X) puede identificarse
conevy : Pn X — X.

Ahora, se presentan dos definiciones de homotopias que son equivalentes y constituyen
la nocion de homotopia en el ambito digital. Asimismo, se visualiza que cualquier homotopia
puede verse como un camino en el respectivo espacio de caminos.

Definicion 1.13. Sean X eY imagenes digitales y f,g : X — Y aplicaciones digitales.

1) f y g son hométopas por la izquierda si existen N > 1 y una aplicacion digital
H: XxIy—Y

verificando que H(z,0) = f(x) y H(x,N) = g(x), para cada x € X. A la aplicacion
H se le denomina homotopia por la izquierda de f a g

1) f yg son hométopas por la derecha si existen N > 1 y una aplicacion digital
G: X — PyY

verificando que f = evgo G y g = evy o G. A la aplicacion G se le denomina
homotopia por la izquierda de f a g.

Proposicion 1.8. Si f,g : X — Y son aplicaciones digitales. Entonces, f y g son homédtopas
por la izquierda si, y solo si, son homédtopas por la derecha.

Demostracion. En primer lugar, suponemos que H : X X Iy — Y es una homotopia por
la izquierda de f a g. Podemos formar su adjunto H : X — PyY dado por H(x)(k) =
H(z,k) paracadax € X y k € Iy. Entonces para cada € X, tenemos

(evo o H)(z) = H(z,0) = f(x) y (evn o H)(x) = H(z,N) = g(x).

La pseudo-digitalidad de H se sigue de la Proposicién 1.7.

Por tltimo, suponemos que H : X — PyY es una homotopia por la derecha de f

a g. Podemos formar su adjunto H : X x Iy —s Y dado por H (z, k) = H(z)(k) para
cadaz € X y k € I. Entonces para cadax € X y k € I, tenemos

H(,0) = H()(0) = (evo 0 H)(2) = f(2) y H(z,N) = H(z)(N) = (evn o H)(z) = g(a).
La digitalidad de H se sigue de la Proposicion 1.7. d

Definicién 1.14. Se dice que dos aplicaciones digitales f, g : X — Y son digitalmente
homéoétopas, y se denota por f ~ g, si son homotopas por la izquierda o por la derecha.
Anteriormente, se vio que esto implicaba encontrar una homotopia por la izquierda H :
X x In — y porla derecha G : X — PNY . Con lo cual, puede interpretarse como una
deformacion en N pasos entre f y g.

14



1.2. Espacios de funciones

Se puede extender la definicién de camino en una imagen digital a camino en un espacio
de funciones.

Definicion 1.15. Si X eY son imagenes digitales y N > 1, un camino de longitud N en
D(X,Y) es una aplicacion pseudo-digital

a: Iy — D(X,Y).
Nota 1.3. Si se tiene una homotopia H : X x Iy — Y, entonces se puede formar su adjunto
H:Iy — D(X,Y)

dado por H(t)(z) = H(x,t). Es decir, se puede ver una homotopia como un camino en

D(X,Y). En este caso a H lo denotaremos por oy

Lema 1.4. Si f,g : X — Y son aplicaciones digitales, entonces f, g son hométopas en
N pasos si, y solo si, existe un camino de longitud N en D(X,Y’) que conecta a f con g. En
particular, f,g son hométopas en un paso si, y solo si, f y g son adyacentes en D(X,Y).

Demostracion. La demostracion es fruto de combinar lo observado en la Nota 1.3 y la
Proposicion 1.7. Veamos el caso N = 1. En primer lugar, suponemos que existe homotopia

H:XxI —Y (1.3)

tal que H(z,0) = f(z) y H(x,1) = g(z), para todo € X. Entonces, como 0 ~p, 1 se
tiene que f = H(0) ~p(x,y)= H(1) = g.

Ahora, supongamos que f y g son adyacentes en D(X,Y). Entonces, podemos definir
la homotopia 1.3 y probar que es digital. O

Para cerrar la seccion, se introducira la idea de equivalencia de homotopia en el 4m-
bito digital, asi como un tipo especial de ella que se estudia en topologia algebraica: la
contractibilidad. También, se ilustra todo lo anterior con algunos ejemplos tipicos.

Lema 1.5. Si X eY son imagenes digitales, “ser homotopo” define una relacion de equivalencia
en el conjunto de todas las aplicaciones digitales X — Y.

Demostracion. Veamos, en primer lugar, la propiedad reflexiva. Sea f : X — Y una
aplicacion digital. Entonces, se puede definir

H:XxL) —=Y

dado por H(z,t) = f(x) paratodo x € X y ¢ € {0, 1}. Es evidente que esta aplicacion es
digital y con lo cual, H es una homotopia de f a f y se demostraria que f ~ f.

Para la propiedad simétrica supongamos que f,g : X — Y son dos aplicaciones
digitales tales que f ~ g. Por definicion, existe H : X x Iy — Y homotopia f a g que
verifica H(x,0) = f(x) y H(x, N) = g(z) para todo = € X. Entonces, se puede definir
aplicacion H : X x Iy — Y dada por H(x,t) = H(z, N — t). Esta aplicacién es digital
y verifica que

H(z,0) = H(z,N) = g(z) y H(z,N) = H(z,0) = f(z)
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para todo x € X. Con lo cual, H es una homotopia de g a f y se demostraria que g ~ f.

Finalmente, para la propiedad transitiva, supongamos f, g, h : X — Y aplicaciones
digitales tales que f ~ gy g = h. Por definicidn, existen H; : X x Iy — Y y Hy :
X x Ipy — Y homotopias de f a g y g a h, respectivamente, que verifican

Hl(x,O) = f(.’IZ'), H1($7N) = g(l’) - HQ(.’IJ,O) ) H2(x7M) = h(l’)
para todo « € X. Entonces, se puede definir la aplicacion H : X x Iy4p — Y dada por

Hl(x,t) OStSN

H(z,t) .= .
(@) {Hg(x,t—N) N<t<N+M

Esta aplicacion verifica que
H(z,0) = Hi(z,0) = f(x) y H(z, N + M) = Hy(z, M) = h(z)

para todo z € X. Veamos que H es digital. En efecto, sean (z,t), (2/,t') € X X Intum
tales que (,t) ~xxr1y,, (2',t). Por definicion, se tiene que z ~x 2’ y t ~ry, , t'.
Entonces, t y ¢’ difieren como mucho en 1. Es decir,

t,t'elIyot,t! e {N,N+1,...,N+ M}.

Si se da el primer caso, entonces H; proporciona la digitalidad de H. Si se da el segundo, Ho
la proporciona. Con lo cual, H es una homotopia de f a h y se demostraria que f ~ h. [

Definicion 1.16. Sea f : X — Y una aplicacion digital. Se dice que f es una equivalencia
de homotopia siexisteg : Y — X una aplicacion digital tal que go f ~ idx y fog ~ idy.
Asi, se dice que X eY son homotopicamente equivalentes o tienen el mismo tipo de
homeotopia.

Definicion 1.17. Una imagen digital es contrdctil si es homotopicamente equivalente al
espacio digital unipuntual.

Proposicion 1.9. Si X es una imagen digital, entonces X es contractil si, y solo si, existen
H : X x Iy — X una homotopia y xo € X tal que H(z,0) =z y H(x, N) = x0, para
todox € X.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que X es contractil. Entonces existen {m}
imagen digital y aplicaciones f : X — {m}yg: {m} — X talesquego f =~
idx y fog = idgy,). Tomamos o := g(m). Entonces, como g o f ~ idx, existe
H : X x Iy — X homotopia tal que

H(x,0) = idx(z) =z y H(z, N) = (g0 f)(z) = g(f(2)) = g(m) = zo

para todo x € X.La otra implicacion es inmediata pues basta tomar Cy, : X — {zo} e i :
{zo} — X, la aplicacion constante en z( e inclusidn, respectivamente para demostrar que
X es contractil via H. O

Proposicion 1.10. Si Iy es un intervalo de longitud N ym € Iy, entonces el intervalo Iy
puede contraerse a través de una homotopia que fija am.
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Demostracion. Definimos una aplicaciéon H : Iy x Iy — I dada por

H(s,t) t 0<s<t
s, t) := ,
s t<s<m

si(s,t) € I, X In y por

si(s,t) € [m, N| x Iy.

H verifica que H(s,0) = sy H(s, N) = m, para cada s € Iy. Ademas, ambas partes
coinciden en {m} x I, teniendo que H({m} x Ix) = m. Por lo que resta ver que ambas
partes son digitales en sus conjuntos de definicién, para probar que [ es la homotopia que
buscamos. Empezamos analizando la digitalidad en I,,, X Iy.

Sean (s,t), (s',t') € I, x Iy tales que s ~j,, s’ y t ~y, t'. Entonces puede ocurrir

que:
) s<tys <t.
m s>tys >t
m) s<tys >t.
w) s>tys <t
En primer lugar, suponemos 1). Entonces, H (s, t) =t ~y, t' = H(s',t'). En segundo
lugar, suponemos 11). Entonces, H(s,t) = s ~y,, s = H(s',t'). Por ultimo, suponemos

11). Entonces, como s’ — 1 < sy t'+1 > ttenemosque s’ —1 <ty t < s +1,
respectivamente. O equivalentemente,

—1<t—s <1(ii [t —§| <1).

Con lo cual,
H(s,t)=t~p, s =H(s,t).

Por un razonamiento similar al efectuado anteriormente, se puede demostrar 1v).

Para probar la digitalidad de H en [m, N| x Iy se procede de manera similar que en
I, X In. Se concluye que H es digital y constituye la homotopia buscada. O

Corolario 1.2. Si (Ix)™ es un cubo y b = (b1,b2,...,by) € (IN)™ , entonces el cubo
(IN)™ puede contraerse a través de una homotopia que fija a b.

Demostracion. Se puede definir una aplicacion H : (Ix)™ x In — (In)™ dada por
H(zy,...,zm,t) = (Hi(z1,t), Hy(x2,1),. .., Hp(zm, t)),
para cada (x1,...,Zm,t) € (In)"™ X Iy, donde paracadai € {1,...,m}

Hi:INXIN—>IN
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es la homotopia de la Proposicion 1.2 que fija la coordenada b;. Si se demuestra que es
digital, H es la homotopia buscada. Si P y A son las aplicaciones permutacion y diagonal,
respectivamente, H puede verse como H = (Hy X ... X Hp,) o Po (id(ym x A). Porla
Proposicién 1.1 y el Lema 1.1, la aplicaciéon H es digital. O]

Proposicion 1.11. Si X e Y son imagenes digitales contractiles, entonces X x Y es una
imagen digital contractil.

Demostracion. Como hemos visto, existen Hy : X X Iny — Xy Hy: Y x Iy — Y
homotopias que verifican

Hl(IE,O) =, Hl(x) M) = X0, H2(y70) =Y, HQ(yvN) =1%o

paratodoz € X,y €Y.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que N = M, pues si N > M (anélogo si
M > N), se puede extender la homotopia H; a otra H] : X x Iy — X dada por

Hl(.%',t) OStSM
X0 M<t<N

Hi(z,t) == {

Entonces, podemos definir una aplicacion H : X x Y x Iy — X x Y dada por

H(CC, Y, t) = (Hl(x’ t)v HQ(yv t))

paratodox € X,y € Y yt € Iyn.El hecho que H sea digital lo hereda de H; y Ho.
Ademés, H(z,y,0) = (Hi(z,0), Hz(y,0)) = (z,y) y H(z,y, N) = (x0,0), para todo
x € X,y € Y.Seconcluye que H es una homotopia y por lo tanto, X x Y es contractil. []

Proposicion 1.12. El diamante D = D' no es contractil.

Demostracion. Procedemos por reduccién al absurdo. Suponemos que existe H : D X
Iny — D aplicacién digital tal que H(x,0) = x, paracadaz € X y H(D x In) # D.
Entonces sea el t € Iy el primer valor para el cual ocurre

H(D x {t}) =Dy HD x {t+1}) # D.

Entonces, H(x1,t) = (1,0), H(zo,t) = (0,1), H(x3,t) = (—1,0), H(z4,t) = (0,—1),
donde {x1,z2,x3, x4} = D. Sin pérdida de generalidad, suponemos que (1,0) ¢ H (D x
{t + 1}), pues el resto de casos se lidia de una manera parecida. Al ser H digital y al tener
(0,1) #p (0,—1), se deduce que x2 % x4 y x2 ~p =1 ~p x4. Nuevamente, al ser H
digital, H(z1,t + 1) ~p H(x1,t) = (1,0). Entonces, H(x1,t + 1) = (0,1) o H(x1,t +
1) = (0,—1). Suponemos que H(z1,t+ 1) = (0, 1). Entonces, (x4,t) ~pxry (z1,t+ 1)
implica que (0, —1) = H(x4,t) ~p H(x1,t+ 1) = (0, 1) lo que es una contradiccion.
Suponemos que H(z1,t + 1) = (0, —1). Entonces, (z2,t) ~pxr1y (21, + 1) implica que
(0,1) = H(za,t) ~p H(x1,t+ 1) = (0, —1) lo que es una contradiccion.

Concluimos que D no es contractil. O
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Nota 1.4. Notese que en la definicion de homotopia por la izquierda en 1.13, se obliga a
que ambos espacios involucrados sean imagenes digitales. Sin embargo, se puede relajar
esta definicion y cambiar un espacio que sea una imagen digital por otro espacio que tenga
una relacion de adyacencia definida manteniendo la preservacion de adyacencia entre los
espacios iniciales y finales. Asi, se obtendria lo que se llamaria pseudo-homotopia por
la izquierda. De esta forma, también se podria obtener la definicion de equivalencia de
pseudo-homotopia, relajando la definicion de homotopia de equivalencia a aplicaciones
pseudo-digitales cuya composicion son pseudo-homotopas por la izquierda a las respectivas
identidades.

Ejemplo 1.8. Si X, Y imagenes digitalesy N, M > 1, entonces una aplicacion pseudo-digital
H:X xIy — PyY
es una pseudo-homotopia por la izquierda desde
H(—,0): X — PnY hasta H(—,N) : X — PyY.

Proposicion 1.13. Si X es una imagen digital y N > 1, entonces la aplicacion evaluacion
evo : PNX — X es una equivalencia de pseudo-homotopia.

Demostracion. Veamos que la aplicaciéon C' : X — Py X definida por
Clx)=Cp: Iy — X

el camino constante en x, para cada z € X, es el inverso pseudo-homotopico de evy.

Por un lado, esta claro que evy o C' = idx. Por otro lado, C o evg : Py X — X —
Py X verifica que

(C o evg)(a) = Clevo(@)) = C(a(0)) = Cqo)
para cada o € Py X. Es decir, buscamos “contraer” cada camino a su punto inicial. Podemos

definir la aplicacion H : Py X x Iy — Py X dada por

H(a,s)(t) :=

a(t) 0<t<N-s
a(N—-s) N—-s<t<N’

paracadaa € Py X, t,s € Iy. Esta aplicacion verifica H(a,0) = ay H(a, N) = Cyp)-
De este modo, resta ver que es pseudo-digital para probar lo que queriamos.

Sean o, € PyX y s,s' € Iy tales que o ~pyx o y s ~p, s'. Hay que ver que
H(a,s) ~pyx H(d/,s'). Es decir, sit ~p, t, entonces H(a,s)(t) ~x H(d/,s)(t).
Obsérvese que |(s +t) — (s’ +t')| < 2. Entonces, puede ocurrir:

) s+ts+te{0,...,N}
n s+ts+te{N,....,2N}.
m) s+t +t € {N—-1,N+1}
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En primer lugar, suponemos 1). Entonces,

H(a,s)(t) = a(t) ~x ' (t') = H(, ) ().

Ahora, suponemos 11). Entonces,

H(a,s)(t) = a(N —s) ~x o' (N —s")=H(d, s) ().

Por ultimo, suponemos m)y s +t = N —1 y s +t = N + 1. Lo cual lleva a
t!=t+1ys =s+1.Entonces, N —s' =t —1 =t conlo cual

H(a,s)(t) = a(t) ~x o/(t) =/ (N —§') = H(d, s")(t).

Elcaso s+t =N+ 1ys +t = N — 1 se demuestra de manera analoga.

En definitiva, como los tres casos verifican lo que queriamos ver, se cumple que H es
pseudo-digital y por tanto, es una homotopia por la izquierda. O

1.3. Espacios basados

En esta seccidon se introducen las imagenes digitales con un punto distinguido. Para
ello, se replican algunas definiciones y propiedades obtenidas a lo largo del capitulo, con
el fin de obtener una serie de resultados que permitiran obtener ejemplos de “fibraciones
digitales” en el Capitulo 2 y construir el grupo fundamental en una imagen digital en el
Capitulo 3.

Definicion 1.18. Una imagen digital basada o b-imagen digital consiste en un par
(X, z0) donde X es una imagen digital y x( es un punto de X que se denominara como punto
base.

Ejemplo 1.9. En un intervalo digital de longitud N, se seleccionara siempre aQ € In como
punto base.

Para evitar una recarga en la notacién y facilitar la legibilidad, se denota por X a una
imagen digital basada (X, (), teniendo en cuenta que existe un punto zy como punto base.

Si X es una imagen digital basada, se tiene que establecer un convenio sobre cual sera
el punto base en cualquier subdivision S(X, k) para k > 2. En efecto, suponemos que
xo = (z1,...,%,) es el punto base de X y Zg € S(Zo, k) C S(X, k) consistira en el punto
base de S(X, k) que se define de la siguiente manera:

_ (2kx1+k—1,...,2kzx, +k—1) en S(X,2k)
To =
V(@ + Dy + ke, (2k+ Dan + k) en S(X, 2k +1)
En otras palabras, en una subdivision impar Z es el punto central de S(xg, 2k + 1) que

es un reticulo ctibico en Z". En cambio, en una subdivisién par g es la esquina del clique
central de S(xq, 2k).

A continuacion, se estudia como pueden relacionarse entre si las imagenes digitales
basadas, ya sea a través de correspondencias o construyendo nuevas haciendo uso del
producto cartesiano.
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Definicion 1.19. Una aplicacion digital basada o b-aplicacion digital consiste en una
aplicacion digital f : X — Y entre imagenes digitales basadas tal que f(xo) = yo. Ademas
un isomorfismo digital basado o b-isomorfismo digital es un isomorfismo digital que es
basado (envia el punto base inicial al punto base final).

Si X, Y son imagenes digitales basadas con puntos base x( e g, respectivamente, se
denota por

D.(X,Y):={f:X — Y | f aplicacion digitaly f(z0) =0}

al espacio de funciones basado que se corresponde al conjunto de todas las aplicaciones
basadas de X aY. Asi, si j : A — X es una inclusion de imagenes digitales basadas, se
tiene una aplicacién inducida

J 1 D(X,Y) — Dy(A)Y)
entre los espacios de funciones basados, que es igual a la definida en el caso no basado.

Ejemplo 1.10. Dados un intervalo Ip; con el punto base 0 € Iy y X una imagen digital
con punto base xq, sea PnX el conjunto de todos los caminos basados en X, es decir,

PnX :={a € PvX | a(0) =xz0}.
En este caso, se puede definir evy : Py X — X la aplicacion dada por

evn(y) == 7(N)
para caday € Py X.

Nota 1.5. Sij : {0, N} — Iy esla inclusion basada, entonces para cualquier imagen digital
basada X se puede identificar evy : PxX — X conj* : Dy(In, X) — D.({0, N}, X).

Bajo el convenio anteriormente establecido, si X es imagen digital basada, entonces
para cada k > 1 las proyecciones k-ésimas canonicas y parciales son aplicaciones digitales
basadas y se verifica que pf(To) = Zo, pr(Zo) = To.

Definicion 1.20. El producto digital basado de dos imagenes digitales basadas consiste en
el producto digital junto al par constituido por los respectivos puntos base.

Practicamente la totalidad de resultados presentados a lo largo del capitulo, se pueden
replicar a este nuevo tipo de espacios, ya que sean basados o no, no influyen en la veracidad
de los mismos. No obstante, se enfatiza en aquellos que permitiran introducir nuevas
ideas y nociones que se usaran mas adelante. Con este fin, se presentan a continuaciéon
las nociones de homotopia, equivalencia de homotopia y contractibilidad en este tipo de
espacios distinguidos.

Definicion 1.21. Sean f,g : X — Y aplicaciones digitales basadas. Se dice que f y
g son b-hométopas si existe H : X x Iy — Y homotopia digital entre f y g tal que
H(xo,t) = yo para todot € Ix. Se hard uso de la misma notacién que en el caso no basado.
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Lema 1.6. Sean f, f': X CZ™ — Y CZ" yg,g' : Y CZ" — Z C 7P aplicaciones
digitales basadas. Si f, ' v g, g’ son b-hométopas, respectivamente, entonces g o f, g o f':
X — Z son b-homotopas.

Demostracion. Sean Hy : X x Iy — Y y Hy : Y x Iy — Z las b-homotopias entre f
y f' v gy ¢, respectivamente. Definimos H : X x Iy — Z dada por

(g o Hy)(z,t) 0<t<N

He 0= {<H2o<f' A T)@t) N<t<N4M

donde T : [N, N+ M| — Iy eslatraslacion (aplicacion digital) definida por T'(t) = t— N
paracadat € [N, N + M].
Al tener que la composicion y el producto de aplicaciones digitales basadas constituyen

aplicaciones digitales basadas, se deduce que cada miembro de H es una aplicacion digital
que ademas coinciden en X x {N}. Con lo cual H es una aplicacién digital. Asimismo,

H(x,0) = (g0 f)(z) y H(z,N + M) = (g0 f')(z).

Finalmente,
H(wo,t) = (g0 Hi1)(zo,t) = g(y0) = 20 0<t<N
’ Hy(f'(20), T(t)) = G(yo, T(t)) =20 N<t<N+M
Por lo que se deduce que H es una b-homotopia entre go fy ¢’ o f'. U

Definicion 1.22. Sea f : X — Y una aplicacion digital basada. Se dice que f es una
b-equivalencia de homotopia si existe g : Y — X aplicacion digital basada tal que

go f ~idx (b-homotopia) y f o g = idy (b-homotopia).

Asi, se dicen que X eY son b-homotépicamente equivalentes o tienen el mismo tipo de
b-homotopia.

Definicion 1.23. Una imagen digital basada X es b-contractil si es b-homotopicamente
equivalente a una imagen digital unipuntual.

Se puede caracterizar la b-contractibilidad en una imagen digital basada.

Proposicion 1.14. Sea X una imagen digital basada. Entonces X es b-contractil si, y solo si,
existe b-homotopia de la aplicacion identidad en X a la aplicacion constante de X en xg € X.

Demostracion. Razonamiento totalmente analogo al hecho en la Proposicion 1.9. O

Sin embargo, esta visiéon de homotopia de equivalencia es muy rigida (ver Ejemplo
1.11) y haciendo uso de ella, se fallaria en demostrar que ciertos espacios contractiles en la
topologia algebraica lo son en topologia digital. Por lo anterior, se presentan unas nuevas
nociones de homotopia, equivalencia de homotopia y contractibilidad.
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Definicion 1.24. Sean X C Z™ eY C Z" imagenes digitales basadas. Se dice que f :
S(X,k) — Y yg:S(X,l) — Y son sb-hométopas si para algiun k', I’ tal que kk' =
II" = m, se tiene una b-homotopia

fopwr=gopy:S(X,m)—Y.

En particular, las aplicaciones digitales basadas f,g: X — Y son sb-hométopas si existe
una b-homotopia f o p, = go p : S(X, k) — Y para algin p, : S(X, k) — X.

Proposicion 1.15. Si X CZ™ eY C Z" son imagenes digitales basadas, “ser sb-homotopo”
define una relacion de equivalencia en el conjunto de todas las aplicaciones digitales basadas
de una que parten subdivisionde X a Y.

Demostracion. La demostraciéon es muy similar a la del Lema 1.5. Por ello, nos centra-
remos en demostrar la propiedad transitiva que requiere cierto trabajo adicional. Sean
f:8(X, k) —Y,q:8(X,l) —Yyh:S(X,m) — Y aplicaciones digitales basadas
tales que f o pp & gopyy go py = ho py donde kk' = II' y mm’ = lI”. Por definicién,
existen

H1 : S(X,kk/) XIN = S(X,ll/) XIN — Yy Hg . S(X,ll”) XI]\/[ = S(X,mm') X IM —Y
homotopias basadas de f o pyr a g o py y g o pyr ah o pyy. Podemos construir

H{ =H o (Pll’ X id[N) : S()(7 ll,l”) X Iy = S(X, k}k,l”) X Iy —Y

Hé = H2 o (Pll' X id]M) : S(X, ll//l/) X IM = S(X,m’m’l’) X IM —Y

que son homotopias basadas de f o pyr o pyra go ppopprygoppopyahopy opyp,
respectivamente. Entonces, se puede definir la aplicacién

H:S(X, kK'Y x Inypr = S(X,mm/l)y X Ingpy — Y
dada por

H(z,t):=

Hi(x,t) 0<t<N
Hy(z,t —N) N<t<N+M

Por la prueba de los lemas 1.6 y 1.5 se comprueba de manera sencilla que H constituye una

homotopia basada de f o py o pyr a h o pyy 0 py. Conlo cual, f y h son sb-hométopas. [

Definicion 1.25. Sean X C Z™ eY C Z" imagenes digitales basadas y k,l > 1. Se supone
que se tiene lo siguiente:

a) Aplicaciones digitales basadas f : S(X, k) — Y yg:S(Y,l) — X.

b) Aplicaciones digitales basadas F' y G haciendo que conmuten los diagramas:

S(X,kl) —E S(v,1)  S(V,kl) —%— S(X, k)

b b

Sk —L w5y sy —2 o x
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¢c) foG:S(Y,kl) — Y sb-hométopaaidy : Y — Y ygo F : S(X,kl) — X
sb-homoétopa aidx : X — X.

Entonces, se dice que X eY son sb-homotépicamente equivalentes o tienen el mismo
tipo de sb-homotopia, F' cubrea f y G cubrea g.

Definicion 1.26. Una imagen digital basada X C 7' es sb-contractil si es sb-homotopicamente
equivalente a un punto {yo} C Z".

Finalmente, se cierra el capitulo aportando una caracterizacién de sb-contractibilidad,
que permitira construir algunos grupos fundamentales en el Capitulo 3 y un ejemplo que
expone la rigidez de la definicién de b-contractibilidad frente a sb-contractibilidad.

Proposicion 1.16. Sea X C Z™ una imagen digital basada con punto base xo € X. Son
equivalentes:

a) X es sb-contractil.

b) Para algin K > 1, tenemos una b-homotopia
pr = Cyy: S(X,K) — X

de la k-ésima proyeccion canénica a la aplicacion constante en x.

Demostracion. En primer lugar, veamos que a) implica b). Suponemos que X es sb-homotdpicamente
equivalente a un punto {yo = (y1,...,yn)} € Z". Por un lado, De la Definicién 1.25, tene-
mos que existen aplicaciones digitales basadas

S(X, k1) 55 S({yo}, 1) - X

para algtin k, [ con g o F' sb-homoétopa a la identidad ¢dx : X — X. Es decir, podemos
encontrar una b-homotopia

goFop,~prg:S(X,K)— X

donde K = mkl.Por otro lado, S({yo}, !) es b-contractil, ya que es un cubo en Z". En efecto,
supongamos que 1" : Z"™ — Z es la traslacion del cubo estandar (;)™ a S({yo},!), es
decir, T'(z1, ..., xy) = (x1+1ly1,..., Ty +1ly,) paracada (z1,...,x,) € (I;)". Obsérvese
que las aplicaciones T', T~! son digitales y recordemos que demostramos que el cubo
estandar era b-contractil en el Corolario 1.2. Si gg € S({yo},[) es el punto base que hemos
establecido por convenio y by = T~ (7o) el punto base en (I;)", entonces la composicién
T~ xidy, H T
SHyot, ) x I; — " ()" x I — (I))" — S{yo}, 1)

es una b-homotopia de id : S({yo}.l) — S({wo},1) aCy, : SH{wo}.l) — S{wo}, 1)
la aplicacion constante en ¢p, ya que H es la homotopia del Corolario 1.2. Como ser
“b-hométopo” es relacion de equivalencia y por el Lema 1.6, se tiene que

PK = go Ll opn
R g 0 ids({yo}1) © I 0 pm
~goCy 0 F opy=_=Cyy: S(X,K) — X.
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Ahora, veamos que b) implica a). Dado el K y la b-homotopia podemos tomar Y = {x¢},
k=1yl=K.Entonces, f : X — Y ={zo}yg: SY,K) = S{zo},K) — X
son la aplicaciéon constante en zg € X. Como recubridores de f y g, podemos tomar
F:S5X,K)— S(Y,K) = S{zo}, K) la aplicacion constante en 7o € S({zo}, K) y
G = g, ya que pi, = idx. Entonces, tenemos los diagramas de 1.25 de la siguiente forma:

S(X,K) —— S({wo}, K) S{wo}, K) —

X
LDK lPK lids({zo},K) Jidx .

X —1 stz Szl K) Lo X

Asimismo, tenemos que f o G = f o g = pk que es sb-homoétopa a idy,,) y g o F' que
es b-homoétopa a px y por lo tanto, sb-homodtopa a idy. Finalmente, ya tendriamos todos
los requisitos necesarios para la Definiciéon 1.25. O

Ejemplo 1.11. Sea E =I5 x Iy x I C 73, se define su frontera

OF = {(wl,xg,xg) ek ‘ 1 € {0,2}}
U {(.7}1,2?2,.1‘3) ek | To € {0,4}}
U {(.%‘1,.7)2,333) cFk | xr3 € {0,2}}

y el conjunto X = 6E \ {(1,2,2)}. Para una representacién grafica de estos conjuntos véase
la Figura 1.8. Obsérvese que E puede verse como una version digital de un 3-bola cerrada,
0E como una version digital de una 2-esfera y X como una 2-esfera sin el polo norte. En la
topologia tradicional, X seria contractil, pero se vera que no lo es con la version digital que se
ha definido. Sin embargo, si seria sb-contractil.

Suponemos que H : X x Iy — X es una homotopia que comienza en la identidad id x .
Seat € Iy tal que H(x,t) = x parax € {(1,1,2),(2,2,2),(1,3,2),(0,2,2)} el conjunto
de puntos que rodean el agujero de la cara superior. En el siguiente paso de la homotopia,
necesariamente

H((1,1,2),t+1) ~x H(z,t) =x

paracadazx € {(1,1,2),(2,2,2),(0,2,2)}. Solo existiria un punto que verifique tal propiedad
y consisteen H((1,1,2),t+1) = (1, 1, 2). Se deduce asi que cualquier homotopia empezando
en la identidad debe permacer estacionaria en cada uno de los cuatro puntos rodeando el agujero,
pues podemos repetir este razonamiento para cada uno de los puntos del conjunto propuesto
anteriormente. Con lo cual, X no es b-contractil.

Sin embargo, X es sb-contractil. En efecto, demostraremos que existe b-homotopia
p3 =~ C:ﬂo : S(X,g) — X.

En primer lugar, describiremos una b-homotopia que permitira que las caras superiores de
S(X,3) se deformen a los lados de X . Notese que por cada punto (x1,x2,2) € X, la subdivi-
sion S(X, 3) contendra un cubo 3 x 3 x 3 con 27 puntos. Estos puntos tendran coordenadas
de la forma (2}, %, ) para z = 6,7,8.
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1. FUNDAMENTOS DE TOPOLOGIA DIGITAL

Representacion de E Representacion de la frontera de E

(©
Figura 1.8: Representaciéon de E, 0E y dF \ {(1,2,2)} del Ejemplo 1.11

Asi, el primer paso consistira en comprimir estas nuevas capas superiores a una sola usando
la siguiente b-homotopia

Hy: S(X,3) x I, — S(X,3)

que comienza en la identidad idg(x 3) y es estacionaria en todos los puntos de S(X, 3) salvo los
que tengan por ultima coordenada un 7 u 8. Para esos puntos, se tiene que Hy (.24, 2),1) =
(2725, 7) y Hi((2).25, 2), 2) = (2.2, 6).

Ahora, trabajaremos con el subconjunto de S(X,3) de aquellos puntos cuya tercera
coordenada es igual a 6. Denotamos a este subconjunto por S(X,3)e representado en la
Figura 1.9 con una serie de anotaciones que explicaremos a continuacion. El efecto de ps :
S(X,3) — X consiste en mapear cada cuadrado 3 x 3 de 9 puntos al punto de X se-
fialado. Sin embargo, hay dos cuadrados 3 x 3 que se desean mapear de manera distinta.
Son los puntos correspondientes a S((1,1,2),3) y S((1,3,2),3). Para ello, usaremos una
b-homotopia Hy : S(X,3)s x Ity — X que comienza en ps restringida a S(X, 3)g, es
estacionaria en S(X,3)s — (S((1,1,2),3) U S((1,3,2),3)) y en los puntos del subconjunto
S5((1,3,2),3) U S((1,1,2),3) se envian a los sefialados.

Combinando Hy y Hy obtenemos una b-homotopia H : S(X,3) x Is — X dada por

/ J—
H(ZL',,t) — (p3OH1)(x7t) t_07172
Hg(Hl(J}/,Q),t—2) t:2,3
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1.3. Espacios basados

para cadaz’ € S(X,3) yt € Is. Con H una b-homotopia que permite permite que la cara
superior de S(X,3) se deforme a los lados de X y su cara inferior. Desde aqui, podemos
continuar deformando la aplicacion desde las caras laterales de X hacia su base y de aqui,
hacia un punto. Se deduce que X seria b-contractil.

000
0,4,2)— 00O 2
000
000
(0,3,2) ’ Q9 232
000
00
0,2,2)— 00 9 222
00
XX
0,1,2)— 00 O 212
X X )
000
(0,0,2)— 00 O 202
000

Figura 1.9: S(X, 3)¢ junto a los puntos a los que son enviados a través de Ho.

La combinacion de la subdivision en una imagen digital y su proyeccion, otorga gran
flexibilidad a la hora de deformar una aplicacion.
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CAPITULO

Elementos de homotopia digital

Tras introducir la nocioén de imagen digital en el Capitulo 1, el presente capitulo tiene
por objetivo construir algunos conceptos tipicos de topologia algebraica, en particular de la
teoria de homotopia, en el plano digital.

Aligual que el anterior capitulo, se encuentra dividido en tres secciones. En primer lugar,
se introduce la idea de cofibracién digital, cuya definicién se basa en que la inclusion del
punto 0 en cualquier intervalo sea una cofibracién, en el sentido que exista una aplicacion
que genere dos tridngulos conmutativos en un diagrama. Luego, ante la gran dificultad de
encontrar una definicion de fibracién digital, se aportara una propiedad de elevacién de
homotopias motivada por el hecho que las aplicaciones evaluacion la tengan, teniendo asi
una fibracion de caminos. Finalmente, se realiza un tratamiento preliminar de la categoria
de Lusternik-Schnirelmann en topologia digital, adaptando el recubrimiento por abiertos
contractiles y probando que es un invariante homotodpico para las imagenes digitales en
dos dimensiones.

Si el lector desea ahondar més en las ideas y conclusiones expuestas en este capitulo, se
remite a [31], [28], [17] y [13].

2.1. Cofibracion digital

El objetivo principal de esta seccion es definir qué consiste una cofibracion en topologia
digital y presentar algunos ejemplos. En topologia algebraica, una aplicacion continua
j A —> X esuna cofibracién cuando para cualquier espacio topoldgico Y, si se tiene el
siguiente diagrama conmutativo de aplicaciones continuas

~

.y

levo
Y

s

<.
%

b

f

se puede encontrar una aplicacién H : X — Y continua tal que
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2. ELEMENTOS DE HOMOTOPIA DIGITAL

Ay
127 ]
X T> Y

el diagrama es conmutativo. En otras palabras, la homotopia H : A — Y/ se extiende a
una homotopia H : X — Y.

Si se intenta replicar esta definiciéon con iméagenes digitales, muchas inclusiones no
cumplirian esta definicion, como se demuestra en el Ejemplo 2.1.

Ejemplo 2.1. Consideramos A = {0}, X = I5,Y = I3 yj la inclusion. Asimismo, definimos
las aplicaciones f : X — Y y H : A — P1Y dadas por

Jk) = E+ 1, HO)@) =11
paracada k € Iy yl € I, que son claramente digitales. Asi, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo:

{0} 5 PiI,

L

1—2?[3

Suponemos que existe H : Iy — Py I3 pseudo-digital tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

{0} —2 P11,

= 1
jj H// - levg

12%13

Asi, su adjunto ET : Iy x Iy —> I3 verifica que
H(k,0) = H(k)(0) = f(k) = k+1 y H(0,1) = HO)(1) =11,
paracadak € Iy yl € I. Como (1,1) ~r,«1, (0,1) y (1,1) ~p,x1, (2,0) se tiene que

H(1,1) ~py H(0,1) =0y H(1,1) ~p, H(2,0) = 3.
Lo que es absurdo, pues no podemos encontrar elemento en Is que sea adyacente a 0y a 3.
La definicion que se aportara de cofibracion digital esta motivada por el deseo que

una inclusion cualquiera {0} < I/, lo sea. Antes de presentarla, se comentaran algunos
detalles que deben ser tenidos en cuenta.

En primer lugar, es sencillo de ver que dada una inclusion de imagenes digitales
j:A— X CZ"yk > 1, se puede encontrar una inclusién de subdivisiones

S(j,k): S(A k) — S(X, k)

tal que el siguiente diagrama
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2.1. Cofibracion digital

S(A k) S9EL (x k)

al Jex

A(j—,>X

conmuta. Asi, si a’ € S(A, k), entonces se puede encontrar a = (ay,...,a,) € A tal que
= (kai +t1, ..., kan +tn)
donde (t1,...,t,) € (Ix—1)". De esta manera, S(j, k) puede ser definida como
S, k)(d) =S, k)(kay + t1,. .., kan +tp) = k-jar,...,an) + (t1,...,tn),

donde j(ai,...,a,) = (ai,...,a,). Notese que - y +, representan el producto de un
escalar por un vector y la suma elemento a elemento, respectivamente.

Ahora, se supone que se tiene un cuadrado conmutativo

A pyy

jj l (2.1)

XﬁY

donde j : A — X es una inclusién de imagenes digitales, N > 0, f aplicacién digital y H
pseudo-digital. Entonces para cada k,! > 1, se puede extender el diagrama anterior de la
forma

H

S(A k) 25 A
S(j,k)j jj
S(X, k) X

Pk

S(In,1),Y) = PnuY
l / (2'2)

Notese que (p;)* es la aplicacion inducida de p; : S(In,1) = ;-1 — In. Es decir,

(p)*: D(In,Y)=PNyY — D(Iin+i-1,Y) = Pinpi—1Y.

Es directo comprobar la conmutatividad de todos los subdiagramas de 2.2, ya que esta
se hereda de la conmutatividad del diagrama 2.1 y de la naturaleza de cada aplicacién
implicada.

Definicion 2.1. Se dice que una inclusion de imagenes digitales j : A — X C Z" es una
cofibracioén digital si dado un diagrama de la forma 2.1 podemos encontrark > 1,1 > 2
y una aplicacién pseudo-digital H : S(X, k) — Py 1Y en el diagrama 2.2, haciendo
conmutativo el siguiente:

S(AK) —25 Ay pyy P D(S(In,1),Y) = PixsiaY

5G| L i / (2.3)
S(X, k) == X Y.

Pk

En otras palabras, H 0 S(j,k) = (p1))* o Hopy y evgo H = f o py.
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2. ELEMENTOS DE HOMOTOPIA DIGITAL

A continuacién, se muestra la version digital de un conocido pushout en topologia y
por qué no se puede usar de la misma manera en el ambito digital.

Sea A C X un subespacio topoldgico cerradoeig: A — A x I,ig: X — (AxI)U
(X x {0}) las inclusiones tales que ig(a) = (a,0) y io(z) = (z,0), para cada a € A,
x € X. Entonces, es sabido que el siguiente diagrama

A s AxT

jj J/j Xid
X

T(AXI)U(XX{O})

es un pushout. Es decir,dadas H : A x I — Y y f : X — Y aplicaciones continuas
tales que H| 4 j0ip = foj: A — Y, existe una tnica aplicacion continua ¢ : (A x I )u
(X x {0}) — Y haciendo conmutativo el diagrama

Ae—m——m— AT

10
j\[ Jxid
X ! j

s (AxI)U (X x {0}

La tnica candidata posible es aquella dada por

f@) (@.t) e X x {0}
o(@1) = {H(az,t) (z,t) € Ax I

que al ser A cerrado se demuestra facilmente que es continua.

Ahora, en el Ejemplo 2.2 se demuestra por qué hay que refinar esta definicion antes de
extenderla al plano digital, ya que fallaria en algunos casos.

Ejemplo 2.2. Sean D el diamante y o, 3 : I — D caminos dados por

a(0) = (1,0), a(1) = (0,1), #(0) = (1,0) y B(1) = (0,-1).
Sij :{0} — I eslainclusion y H : {0} x I; — D dado por H(0, k) = a(k) para k € I,

entonces se tiene un diagrama conmutativo:

{0} < {0} x I

jj lH
I T D

Suponemos que existe ¢ haciendo conmutativo el diagrama
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2.1. Cofibracion digital

{0} S RN {0} x I

jj ‘ indhl
L —— ({0} x ) U(hL X

{0})

Entonces, se verifica que (0, —1) = (1) = ¢(1,0) ~p ¢(0,1) = H(0,1) = a(1) = (0, 1),
ya que (1,0) ~z2 (0, 1), lo que es absurdo.

Se presenta una aproximacion del pushout anterior en el plano digital.

Lema 2.1. Seanj: A — X C Z" eig: A — A X Iy, la inclusion de imagenes digitales
trivial y la inclusion de A en A x I (io(a) = (a,0), para cada a € A), respectivamente. Si
f: X —Y,H:Ax Iy —Y sonaplicaciones digitales y se tiene el siguiente diagrama
conmutativo

Ay AxTy

R
XﬁY

entonces para cada |l > 2 existe una unica ¢ aplicacion digital haciendo conmutativo el
diagrama

A" 5 Ax Sy,

[

X < (Ax SIy,1)U(X x {0})

<

Ho(ida xpy)

Demostracion. El tinico candidato posible consiste en la aplicaciéon
¢ (AxSUn,1)U(X x{0}) — Y

dada por

sy { T (z,t) € X x {0}
’ (H o (idy x p))(@,t) (2,8) € A x S(In,1)

Resta ver que es digital. El unico conflicto posible de digitalidad se encuentra cuando
tenemos dos puntos adyacentes donde uno pertenece A x S(In,[) \ ig(A) y el otro a
X x{0}\ig(A).Sean (a,i') € Ax S(In,l)—ig(A)y (2,0) € X x {0} —ip(A) tales que

(a,i') ~znt1 (,0).
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2. ELEMENTOS DE HOMOTOPIA DIGITAL

Entonces, necesariamente a ~x = e i’ = 1. Se deduce que

¢(a,i') = ¢p(a,1) = (H o (ids x p))(a,1) = H(a,0) = f(a) ~y f(z) = ¢(,0).

Y por tanto, ¢ es digital. O

Asimismo, en topologia, si j : A — X es una inclusién de un subespacio cerrado,
entonces j es cofibracién si, y solo si, (A x I) U (X x {0}) es un retracto de X x I.
Motivados por esta idea, se obtiene la siguiente caracterizacion.

Proposicion 2.1. Sea j : A — X C Z" una inclusion de imagenes digitales. Son equivalen-
tes:

a) j es cofibracion digital.
b) Para cada I, existen subdivisiones S(X,k) y S(In,l) conl > 2y
R:S(X,k)x S(In,Im) — (X x {0}) U (A x S(In,1))
aplicacion digital tal que el diagrama

(S(X, k) x {0V) U (S(A, k) x Sy, Im)) —2% s S(X, k) x S(Iy,Im)

|

(X x{0}) U (A x S(In,1))
(2.4)
conmuta para una subdivision S(In,Ilm) = S(S(In,1),m) de S(In,1). Notese que incl
es aquella aplicacion tal que

inclis(ak)xs(Iy im) = S k) X idg(rym) € inclisx r)x oy = ids(x k)x{0} X b

dondei : {0} — S(In,lm) indica la inclusion trivial.

Demostracion. En primer lugar, veamos que a) implica b). Sean Iy y I > 2. Escribimos el
adjunto de la inclusion A x S(In,1) — (X x {0}) U (A x S(In,!)) como

H:A— Py (X x{0})U (A4 x (S(UIn,1))))

donde M = Nl+1—1.Asi, H(a)(t') = (a,t'), paracadaa € Ayt € S(In,l) = I)s. De
esta manera, tenemos un diagrama conmutativo

A Py (X x {0}) U (A x (S(In, 1))

] i

X — (X x {0} U(Ax S(In,1))
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2.1. Cofibracion digital

Por la Definicién 2.1, podemos encontrar subdivisiones S(X, k), S(Iar,m) = Lydi4m—1y
H tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

S(AK) =2 A~y Py (X % {0} U (A x (S, 1)) 5 P2 (X x {01) U (A x (S(In, 1))

soxmj jﬁ‘ [ }*‘0 ——————————————— : v

S(X,k) =55 X ———— (X x {0}) U (A x (S(In,1)).

(2.5)
Al adjunto de H lo llamamos

R:S(X,k)x S(Ip,m) — (X x {0}) U (A x S(In,1)).
Asi R(z',t") = H(z')(t"), para 2’ € S(X, k), t" € S(Ipr,m) y es digital. Resta ver que
se verifica el diagrama 2.5.
Si(a',t") € S(A, k) x S(S(In,1),m) = S(A, k) x S(In,lm), tenemos que
Roincl(a,t") = H(S(j,k)(a"))(t") = H(pr(a))(pm(t")) = (pr(@), pm(t")) = (prx pm)(a’,1").
Si (2/,0) € S(X, k) x {0}, entonces
Roincl(z',0) = H(2")(0) = io o p(2') = (pr(a"),0) = (pr X pm)(2’,0).

Finalmente, se deduce que el diagrama conmuta. Ahora, veamos que b) implica a).
Suponemos que tenemos un diagrama conmutativo

N

., pyy

levo
Y

.
—

>

f

Consideramos el adjunto de H, H : A x Iy — Y, dado por H(a,t) = H(a)(t).
Ademas la aplicacion f, podemos identificarla con la aplicaciéon f : X x {0} — Y dada

por f(x,0) = f(z) y que coincide con H en A x {0}. Entonces, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

Aci—°>A><IN

L
XﬁY

y por el Lema 2.1, para cada [ > 2, existe ¢ aplicacion digital haciendo conmutativo el
diagrama
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2. ELEMENTOS DE HOMOTOPIA DIGITAL

A s AxS(In,])

incl J/

X <o (Ax S(In,1))U (X x{0})

<.

Ho(idg xpp)

Asimismo, por hipétesis, podemos encontrar subdivisiones S(X, k) y S(In,l) conl > 2
y R : S(X,k) x S(In,lm) — (X x {0}) U (A x S(In,l)) que verifica 2.4. Ahora,

definimos
H:=¢oR:S(X,k)x S(Iy,lm) — (X x {0})U(Ax S(In,l)) — Y.

Tomando el adjunto # de H (claramente pseudo-digital), comprobemos que el siguiente
diagrama es conmutativo

S(A )~ Ay pyy P8 pis(Iy,tm),Y)
X P

S(j,k)j J//_,———i"a o

S(X,k) = X — Y

y por tanto, H = H. En primer lugar, comprobemos el triangulo superior. Si (a',t") €

S(A, k) x S(Iy,lm),

(H o S(j, k) (a)( ) (¢OR S0 k)<a/)at”):(¢oRo(S(jak)XidS(IN,lm)»(a/vt”)

Ahora, comprobemos el tridngulo inferior. Si (2/,0) € S(X, k) x {0}, entonces

T (2')(0) = (¢ 0 R)(a',0) = (¢ 0 Ro (idg(x k)x {0} X 1))(',0)
= (¢ 0 (pr % pm))(@',0) = d(pr('),0) = f o pi(2’).

Finalmente, se deduce que el diagrama conmuta. O

Esta caracterizacion permite demostrar el principal resultado del capitulo.

Teorema 2.1. Sij : {0} — Iy es la inclusion, entonces es una cofibracion digital.

Demostracion. Por la Proposicion 2.1, para cada Iy basta encontrar subdivisiones S (I, k)
y S(In,l) conl > 2y R “retraccion” de ¢ : (Ipy x {0}) U ({0} x S(In,1)) = Ins X In
tal que R : S(Ipr, k) x S(In,Im) — (Ipr x {0}) U ({0} x S(In,1)) y verifique 2.4.
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2.1. Cofibracion digital

Podemos considerar k = | = m = 2 y construir

R:S(In,2) x S(In,4) — (Inr x {0}) U ({0} x S(Iy,2)).

(Ianr+1) (Isn+3) (Ian+1)

Visualmente queremos retraer un rectangulo a sus aristas inferior y lateral izquierda,
tal y como se representa en la Figura 2.1. Asi que efectuaremos los siguientes pasos:

AN+ 3 2N+ 1

2M+1 M

Figura 2.1: Retraccién que se quiere conseguir en el Teorema 2.1.

1. Retraer Iopr41 X Iyn43 sobre ({0,1} X Iyn43) U (Taar+1 x {0}).

2. Con las proyecciones candnicas ps X py pasar de ({0,1} X Iyn+3) U (Tapr41 x {0})
a (s % {0}) U ({0} x Lo +1).

En primer lugar, definimos una correspondencia

@ Ioprpr X Ianys — ({0,1} X Iyvg3) U (Ioar1 x {0})

dada por
(,q) p<1
e(p,q) =9 (,g—(p—-1) p>lyg>p—1
(r—q,0) p>lyq<p-1

Veamos que esta bien definida. Para ello, hay que ver que las subcorrespondencias “pegan”
bien y para cada (p, q) € Iapr41 X Ianys, ©(p,q) € ({0,1} X Iyn+3) U (Tapr41 % {0}).

Sea (p,q) € Iapr+1 X Isn+3. En primer lugar, veamos que las subcorrespondencias
coinciden en las respectivas intersecciones:

1) Sip=1yq>p— 1 Enestecaso, (p,q) = (1,¢9) = (1, ¢ — (p—1)).
1) Sip=1yq < p-—1.Eneste caso, ¢ = 0y por lo tanto, (p,q) = (p — ¢,0).

m) p>1yq=p—1.Enestecaso, (1,¢g— (p—1)) = (1,0) = (p — q,0).

Ahora, que ¢(p,q) € ({0,1} X Iyn+3) U (L2pr4+1 X {0}). Puede ocurrir:
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2. ELEMENTOS DE HOMOTOPIA DIGITAL

1) p < 1. En este caso,
o, q) = (p,q) €{0,1} x Isn13 € ({0, 1} X Lan43) U (I2pr41 X {0}).
u) p>1yq>p— 1. En este caso,
e(p,q) = (1,g—(p—1)) €{0,1} x Lany3 € ({0,1} X Lan43) U (T2nr41 x {0}).
m1) p > 1y q < p— 1. Eneste caso,
o(p,q) = (p—¢,0) € Iapr1 x {0} € ({0, 1} X Iunt3) U (I2pr+1 % {0}).
Entonces, ¢ esta bien definida. Una vez definida ¢, definimos

R = (pQXp2)0<p : 12M+1 XI4N+3 — ({0, 1}XI4N+3)U(IQM+1X{0}) — ({O}XS(IN,Q))U(IMX{O})

dada por
(0,p2(q)) p<1
R(p,q) == ¢ (0,p2(¢—p+1) p>lyg>p—1
(p2(p — q),0) p>lyg<p-1
donde

P2 : I4N+3 — S(IN,2> y p2: S(IM,2) —>IM

son las proyecciones candnicas y por lo tanto, p2(2i) =i y p2(2i + 1) = i para cada
1> 0.

Veamos que R es digital. Para facilitar la legibilidad, denotamos
S:=Snm,2) x S(In,4) v A:= ({0} x S(In,2)) U (Ipr x {0}).
Sean (a,b), (z,y) € S tales que (a,b) ~g (x,y) De lo que se deduce que,
(x,y) € {a,a+ 1} x {b,b+ 1}

y asi,
b—a—-2<y—zx<b—a+2. (2.6)

Veamos que R(a,b) ~4 R(z,y). Puede ocurrir uno de los siguientes casos: b — a > 1,
—1<b—a<0yb—a< -2

Primeramente, suponemos que b — a > 1. Puede ocurrir que:
1) a > 2,lo que implica que = > 1. Por la Propiedad 2.6,
b—a+1)—2<y—z+1<(b—a+1)+2.
Entonces,

b— 1 b — 1
pa((b—a+1)—2) < paly — 2 +1) < pa((b—a+ 1) +2) si [%—q <paly—w+1) < [%HJ

; {b—a-&-l

sii
2

siplb—a+1)—1<pa(y—z+1)<pb—a+1)+1

J_lﬁﬂz(y—wﬁ-l)g V—Z*‘lJ

Por ello, R(a,b) = (0,p2(b—a+1)) ~4 (0,p2(y — 2z + 1)) = R(z,y).
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2.1. Cofibracion digital

11) a < 1,lo que implica que = € {0, 1,2}. Como (a,b) ~g (z,y),
b—2<y—1<b
Y por tanto, b —2 <y — 1 <y < b+ 2. Con lo cual, se tiene que
p2(b) =1 < pa(y — 1) < pa(y) < p2(b) + 1.

Notese que

0,p2(y —2+1)) a=lyxz=2

R(a, b) = (07:02(b)) y R(J:?y) = {(0 p2(y)) r<1

por lo que R(a,b) ~4 R(x,y).

Ahora, suponemos que —1 < b — a < 0. En este caso, R(a,b) = (0,0). Puede ocurrir
que:

1) y —x > b— a,loque implica que —1 < y — x < 2. Los posibles valores de R(z,y)
son:

{(0,p2(0)), (0, p2(1)). (0, p2(2)), (0, p2(3)), (p2(1), 0) }.-
(0,0) (0,0) (0.1) (0.1) (0,0

Todos estos valores son adyacentes a R(a,b) = (0,0).

1) y —z < b— a,lo que implica que —3 < y — x < —1. Los posibles valores de R(x,y)
son:
{(02(0)7 0)7 (P2(1 ’O)v (P2(2 ) 0)7 (p2(3)7 0)}
(0,0) (0,0) (1,0) (1,0)

Todos estos valores son adyacentes a R(a,b) = (0,0).
Por ultimo, suponemos que b — a < —2. Puede ocurrir que:

1) b—a<-30b—a=-2y(z,y) # (a—1,b+1),lo que implicaria que y —z < —1.
Como (a —b) +2 >z —y > (a — b) — 2. Entonces,

p2(a—b) +12> pa(z —y) > p2(a—b) — 1.
Por ello, R(a,b) = (p2(a — b),0) ~a (p2(z — y),0) = R(z,y).
1m) b—a=-2y (z,y) = (a— 1,b+ 1). Entonces,
R(a,b) = (p2(2),0) = (1,0) ~4 (0,0) = (0, p2(1)) = (0, pa(y =z +1)) = R(, ).

Resta comprobar que R verifica el diagrama 2.4.

Por un lado, si (a,b) € {0,1} X I4n3 se tiene que incl(a,b) € {(0,b),(1,b)} y por
lo tanto, (R o incl)(a,b) = (0, p2(b)) = (p2(a), p2(b)) = (p2 X p2)(a,b).

Por otro lado, si (a,b) € Iaps+1 X {0} se tiene que (a,b) = (a,0). Puede ocurrir que:
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2. ELEMENTOS DE HOMOTOPIA DIGITAL

1) a < 1lo que implicaria que
(Roincl)(a,b) = (Roincl)(a,0) = R(a,0) = (0,0) = (p2(a), p2(b)) = (p2xp2)(a; ).
1) a > 1 lo que implicaria que
(Roincl)(a,b) = R(incl(a,0)) = R(a,0) = (p2(a),0) = (pa(a), p2(8)) = (p2 x p2)(a,b).
Por lo que R verifica el diagrama 2.4. O

Lema 2.2. Sij: A — X es una cofibracion digital, entonces para cualquier imagen digital
Z, lainclusionidy x j: Z x A — Z x X también es una cofibracion digital.

Demostracion. Por la Proposicion 2.1, para cada Iy queremos encontrar S(Z, k) x S(X, k),
S(In,l) y R “retraccion” de ¢ (S(Z,k) x S(X,k) = S(Z x X, k))

R:S(Z,k) x S(X,k) x S(In,lm) — (Z x X x{0})U(Z x Ax S(In,I))

haciendo conmutativo el diagrama

(S(Z,k) x S(X, k) x {0}) U (S(Z, k) x S(A, k) x S(In,lm)) —2 S(Z,k) x S(X, k) x S(Iy,Im)

|
Pk X Pm

(Zx X x{0})U(ZxAxS(In,1))
2.7)
donde incl|s(z x)xs(x k) x {0} = 1ds(zk) X ids(x,k) X 1 € iNCli5(Z k)xS(A k) xSy lm) =
S(idg(zk), k) x S(idgary, k) X ids 1y im)-

Sea I, por la Proposicion 2.1 existen subdivisiones S(X, k) y S(In,l) conl > 2y
R+ S(X, k) x Sy, m) — (X x {0}) U (A x S(In. 1))

aplicacion digital tal que el diagrama 2.5 es conmutativo (sustituyendo R por R'). Asi,
tomando

R:=pp xR :S(Z,k)x S(X,k) x S(In,Ilm) — (Zx X x {0})U(Z x Ax S(In,1)),

llegamos a la conclusion que es la “retraccion” de idz x j buscada y por ello, es cofibracion

digital. ]

Ejemplo 2.3. Por el Lema 2.2 y por el Teorema 2.1, se tiene que para cada n, M la inclusion
jeIyt— Iy

de imagenes digitales (una cara del n-cubo) es una cofibracion digital.

Finalmente, se establece otro ejemplo basico de cofibracién, el cual como se vera en la
siguiente seccidén, conducen a ejemplos importantes de lo que podrian ser las fibraciones
digitales.

Teorema 2.2. Sij : {0, M} — Iy es una inclusion de imagenes digitales, entonces es
cofibracion digital.
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2.1. Cofibracion digital

Demostracion. Aplicaremos la Proposicion 2.1 nuevamente. Es decir, para cada Iy podemos
encontrar subdivisiones S(Iys, k) = Injp+k—1y S(In, 1) = Ini+1—1 ¥ R retraccion de ¢
tal que

R: S(IM,k) X S(IN,lm) — (Ipr X {0})U({0,M} X S(IN,Z))

conl > 2.

Podemos considerar [ = m = 2 y por ende, queremos encontrar
R: Ippvk—1 X Innys — (IM X {0}) U ({O,M} X IQN+1)

retraccion de ¢. O lo que es lo mismo, queremos retraer un rectangulo a sus aristas laterales
e inferior como se visualiza en la Figura 2.2. Consideramos un rectangulo I3 X Ix para
algiin K > 1. Procedemos a definir una correspondencia

AN +3 @ [ ([ ] [ J IN+1 @ )
[ ) o [ ] o o [ J
R

o [ ] [ J [ ) e [ ] o

[ ) [ J [ ) [ J o [ ]

[ ] [ ) [ ] [ ] [ ] [ ) [ ] o

0
EM +k—1 0 M

Figura 2.2: Retraccion buscada en el Teorema 2.2.

Ric : Iyicys < Ix — (Laxc1 X {0}) U ({0,2K + 1} x I k)

y demostraremos que es aplicacion digital. Dividimos el rectangulo Iyxcy3 X Ik en

Iygys X I = (IQ]C+1 X I]C) U ([QIC + 2,4K + 3] NZ X I}C)-

Describiremos Ry en el lado izquierdo del rectangulo y comprobaremos que es digital
ahi. Por simetria, podriamos extender la definicién a todo el rectangulo y concluiriamos
que es digital en Iyx4+3 X Ixc. Dividimos el rectangulo Ioxy1 X Ik en

D1 x [k =ThUT, U{(2k+1,7) | 0 < j < k}
donde

Ty ={(i,)) € oxy1 X Ix |0 <j <K, 0<0 <2K - j}

Ty ={(i,j) € y1 x Ix |1 < j <K, 2K —j <i<2K}.

En la Figura 2.3, se aprecia la division realizada en el rectangulo.
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2. ELEMENTOS DE HOMOTOPIA DIGITAL

Figura 2.3: Division del rectangulo I5x11 X I en el Teorema 2.2.

Procedemos a definir R en el rectangulo. En primer lugar, definimos R en 7} asi:

Ric(i,5) == (0,p2(j —i+1)) 1<i<j+1
(p2(i —4),0) jH1<i<2K—j

Ahora, definimos Ry en el intervalo {(2k + 1, ) | 0 < j < k} definimos
Ric(2K +1,7) := (p2(2K + 1),0) = (K, 0)
para cada j € {0, ..., K}. Finalmente, definimos Rx en T asi:
Ry (i, j) = (i = K,0)

paracadai € {j + 1,...,2K}. Procedemos a demostrar que R es aplicacion digital.

Denotamos por
C .= (IQ}C+1 X {0}) U ({0, 2K + 1} X ng(lC))'

Sean (a,b), (z,y) € laxc41 ¥ Ik tales que (a,b) ~1,c, x1c (Z,y)y queremos ver que
R[C(Cl, b) ~C R/C(‘Ta y)

Puede ocurrir que:

1) a+b < 2K — 2, porlo que (a,b) € T1. Ademéas, x +y < a+ b+ 2 < 2K y por lo
tanto, (x,y) € Ti. Por lo que como vimos en el Teorema 2.1,

Ri(a,b) ~¢ Ri(z,y).

m a+b>2K+2ya < 2K —1.Por un lado, se deduceque b > 2 ,1<b< K y a>
2IC — b, por lo que (a,b) € Ty.Porotro,y > 1, = < 2K y z > 2K — y. De esta
manera, si x > 2C — y se tiene que (z,y) € T, y por lo tanto,

Ri(z,y) = (x — K,0) ~¢ (a — K,0) = Ri(a,b).
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2.1. Cofibracion digital

En cambio, si z = 2/C — y, se tiene que (x,y) € T} y por lo tanto,

Ric(2,y) = (pa(r=y),0) = (p2(22-2K), 0) = (=K, 0) ~¢ (a=K,0) = Ri(a,b).
m) a+b> 2K +2ya = 2K, por lo que

Ri(a+1,b) =Rg(a+1,bx1)=(a+1—-K,0) ~¢ (a — K,0) = Rx(a,b).

Esto junto a lo demostrado en los casos anteriores, implica que R (a,b) ~c Ri(x,y).

) a+b>2K+2ya=2K + 1, entonces
Ri(a,b) = (K,0) = Rg(a,b+1) = Rg(a+ 1,0+ 1) = (2K — K,0).

Esto junto a lo demostrado en el caso anterior, implica que Ry (a,b) ~c Rx(z,y).

v) 2K —1 < a+b < 2K+ 1. Suponemos que a + b = 2/C, por lo que (a,b) € T;. Ahora

bien, a € [, 2K]. Veamos que ocurre cuando a € [K + 1,2K — 1], pues los casos
a = Ky a = 2K son analogos.

Por un lado, si (z,y) € T1, Ri preserva la adyacencia como ya vimos. Por otro lado,
si (z,y) & T1, entonces (z,y) € {(a,b+1),(a+ 1,b),(a+ 1,b+ 1)} y por ende,
Ri(z,y) € {(a — K,0),(a+1—K,0)}. Ademas, Ri:(a,b) = (a — K,0) por lo que
Ri(a,b) ~c Ri(z,y).

vi) Loscasosa +b=2K —1ya+ b= 2K + 1 se demuestran de una manera analoga a
todos los anteriores.

Se concluye que Ry (a,b) ~c Ri(x,y) y por lo tanto, Ry es digital.

Procedemos a extender Rx a [2K + 2,4/C + 3] X Ik. La imagen de un punto de este
rectangulo se obtiene de la manera que se detalla a continuacién. Aplicamos Ry sobre el
punto que resulta de reflejar este punto sobre la linea vertical y = 2/C + 1,5 y reflejamos el
resultado sobre la linea vertical y = p2(K)+0,5. Como las reflexiones preservan adyacencia,
hemos obtenido asi una aplicacién digital

Ric : Iy X Ix — (Iaicr1 x {0}) U ({0, 2K + 1} X 1, x))-
Ahora, queremos restringir esta aplicacion sobre cualquier rectangulo que sea igual de

ancho, pero no muy alto. Asi si K’ < K, restringiendo sobre el anterior Ry, tenemos una
aplicacion digital:

Ry : Iyxcys X I — (Lax+1 X {0}) U ({0,2KC + 1} x ng(IC’))'
Tomando en particular K’ = 4N + 3 < K para algun N, tenemos una aplicacién digital

R]C : I4]C+3 X I4N+3 —_— (IQ}C+1 X {0}) U ({O,QIC + 1} X Ip2(4N+3)'
S(Izk+1,2)  S(Un,2) S(In,2)

Por como hemos definido R, se tiene que:
Ry = p2 x idgoy = p2 X p2 + S(lak41,2) X {0} — Toxc1 x {0}
Ric = p2 x p2 : {0,1} x S(In,4) — {0} x S(In,2)
Ric = pa2 X p2 : {4 +2,4K + 3} x S(In,4) — {2K + 1} x S(In,2).

O lo que es lo mismo, el siguiente diagrama es conmutativo:
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2. ELEMENTOS DE HOMOTOPIA DIGITAL

(S(Ipkcs1,2) x {0}) U (S({0,2K +1},2) x S(In,4)) —L 5 S(Ioxcy1,2) x S(In,4)

R
o ‘|

(I2}<j+1 X {0}) U ({O,QIC + ].} X S(IN,2))

Por ultimo, para demostrar nuestro proposito inicial resta encontrar el K, verificando
todo lo expuesto. Suponemos que nos dan I, Iy. Obsérvese que para cada p > 2, se
tiene que S(In7,2P) = S(S(Ipr,2P72),4) = Iycy3 con K = M2P~2 4 2P=2 1. Elegimos
el p mas pequefio que 4N + 3 < M2P~2 4 2P=2 — 1 y por toda la discusién anterior,
obtendriamos que el siguiente diagrama es conmutativo:

(S(Ing,27) x {0}) U (S({0,2K + 1},2) x S(In,4)) — 15 §(Ihr,2P) x S(Iy,4)

_10R,
m} Pap—1 IC\L

(I x {0}) U ({0, M} x S(In,2))

Con lo que se deduce que pyp—1 © Ric es la “retraccion” buscada.

2.2. Fibracion digital

En topologia algebraica, una fibracion consiste en una aplicacion continuap : £ — B
que posee la propiedad de levantar homotopias, es decir, para cualquier Z, f y H haciendo
el siguiente diagrama conmutativo

Zx {0t L E

’idZ Xi£ Jp

ZXIT>B

donde i : {0} < I es la inclusion, se puede encontrar H : Z x I — F haciendo que
conmute el siguiente diagrama

Zx{o}L;E

A H_-~
idy X1 g p

ZXITB

Gracias al siguiente resultado bien conocido en la teoria de homotopia clasica (ver, por
ejemplo, [31]), las cofibraciones proporcionan una amplia gama de fibraciones.

Teorema 2.3. Sea j : A — X una inclusiéon de un subespacio cerrado. Si j es cofibracion,
entonces para cualquier Y, la aplicacion inducida entre los espacios de funciones j* : Y X —
Y4 es una fibracion.
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Este resultado se suele usar para deducir que las aplicaciones evaluacién en el ambito
digital X! — X son fibraciones. En esta seccién, no se aportara ninguna definicién
de fibracion digital, sino que guiados por el Teorema 2.3 se aportara una propiedad de
elevacion de homotopias adaptada al ambito digital. Se comienza por una version digital de
este teorema.

Teorema 2.4. Sean Z,Y imagenes digitales y j : A — X una inclusion de imagenes digitales

tal que

Z x {0} —— D(X.Y)

idei\[ l]*

Z x Iy —5— D(AY)

Si j es cofibracién, existen subdivisiones S(—, k), S(Ipr,1) y H : S(Z, k) x S(Ipr,1) —
D(S(X,k),Y) aplicacion pseudo-digital haciendo conmutativo el diagrama:

P Xidoy f (pr)*
S(Z.k) x {0} 2% 75 g0y~ pex vy 25 pis(x.k),Y)
ids %3 | R [EOCE

Demostracion. Tomamos los adjuntos de fy H,
f:ZxXx{0}—Y yH:ZxAxIy —Y.
Tomamos adjuntos nuevamente y obtenemos
fiZxX—D({0},Y)y H :Zx A— D(Ip,Y).
Por la Proposicion 1.7 ' y H’ son pseudo-digitales y
Pz 2)(0) = £(z0)() y H'(z,a)(t) = H(z,t)(a),

paraa € A,z € X,z € Zyt € Ip. Con lo cual, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Zx A DY)

idy Xj\[ LL*

Zx X —— D{0}.Y)

Como vimos en la Nota 1.2, la aplicacion ¢* se puede identificar con la aplicaciéon evg :
PyY — Y. Asimismo, ¢tdz X j es una cofibracion digital por el Lema 2.2. Entonces,
por la Definicién 2.1 existen subdivisiones S(Z x X, k) = S(Z, k) x S(X, k), S(Ip, 1) y
H':S(Z,k) x S(X,k) — D(S(In,1),Y) haciendo el siguiente diagrama conmutativo:
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2. ELEMENTOS DE HOMOTOPIA DIGITAL

S(Z,k) x S(A, k) 225 7« A —2 pyy
I -
z‘ds(z,k)xs(j,k)j iidzxj_ff_/ ——————— j/’eio'—

S(Z,k) x S(X, k) ey ZxX — D({0},Y)

(2.9)
Aplicando adjuncién dos veces, obtenemos una aplicaciéon pseudo-digital

H:8(Z,k) x S(In, 1) — D(S(X,k),Y)

dada por
H ) () = H (<, 2) ()
para 2’ € S(Z,k), 2" € S(X,k)yt' € S(Ip,1).

Veamos que se verifica el diagrama 2.8. Comenzamos por el tridngulo inferior derecho.

Siz' € S(Z,k),d € S(A,k)yt € S(Ip,1), se tiene que

t)(S(4, k) (a)

(2, S(4, k) (a)) ()

1) o H' o (pr x p) (2, d)(t') por (2.9)
"(pr(2"), pr(a)) (1))

), pi(t)) (pr(a’))

H o (pr x pr)(#', 1) (a').

(S(7. k)" 0 H(Z,t')(a') =

(,

H
=H
(p
H
H(pi(z
(pr)" o

Continuamos por el tridngulo superior izquierdo. Si 2’ € S(Z,k), 2’ € S(X, k), tene-
mos que

o (idg(zk) x 1)(2',0)(a") = H(2',0)(a)
H

Por lo anterior, se deduce que

(S, k) o H=(pr)* o Ho(ppxp) y Ho(idgzry x 1) = (pr)* 0 f o (pr x i)

con lo cual se verifica el diagrama 2.8. O

De este resultado, se puede deducir que la aplicacion evaluacion evg : PyY — Y
“posee” una propiedad de elevar homotopias, lo que la calificaria como una fibracién de
caminos.

Corolario 2.1. SiY es imagen digital y se tiene un diagrama
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2.2. Fibracién digital

Z x {0} —L Pyy

idei\[ l]*

ZXIMTY

entonces existen subdivisiones S(Z, k), S(In,k) = Ixnyr—1, S(Inr, 1) = Lnpyi—1 vy H -
S(Z,k) x S(Ip,l) — Pinik—1Y aplicacion pseudo-digital haciendo conmutativo el
diagrama:

S(Z,k) < {0} “7N 7o foy L ey 2 Py

idS(ZYk)Xi\L —":[ldzxg ”_/’le;o levo (2.10)

Demostracién. Combinando los Teoremas 2.1 y 2.4 tenemos que existe H : S(Z, k) x
S(In,l) — D(S(In, k),Y) aplicacion haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

S(Z.k) x {0} 220 7 g0y L Pyy <20 gy

s 51 e |

S(Z,k) x S(In, 1) W Zx Iy —— Y~ D(S({0},5),Y)

Notese que S({0}, k) = I—; y lainclusion i : {0} — I}, satisface
proi = idggy < {0} —> S({0}, k) — {0}

donde py : S({0}, k) — {0}. Anadiendo esto a la parte derecha del diagrama, tenemos:

S(Z.k) x {0} 2200 75 f0y L Py O Py

. . H __—--1°
st(z,k)mj/ ’__J:zd.zm - 167)0 ll o(S(4)”

S(Z,k) x ST 1) S Zx It ——= ¥ s

Obsérvese que i* o (S(j))* = (S(j)oi)* et = S(j,k)0i: {0} — S{O0}, k) =11 —
S(In,k) = Ixnik—1, entonces i* o (S(j,k))* se puede identificar con evy y se cumpliria
lo que queriamos ver. O

Lo mismo ocurre con la aplicacién evaluacion 7 : Py X — X x X de la Definicion 1.12,
la cual se puede identificar con j* : D(In,Y) — D({0,N},Y)dondej: {0, N} — In
es la cofibracion del Teorema 2.2. Solo habria que requerir que N > 2, pues no tiene que
haber adyacencia entre 0 y N para que se cumplan las propiedades.

Corolario 2.2. SiY es imagen digital y se tiene un diagrama
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Zx {0} —L = Pyy

idy X Z\[ lﬂ'

ZXIMT>Y><Y

con N > 2, entonces existen subdivisiones S(Z, k), S(In, k) = Ignik—1, S(Im, 1) =
Liypvi—1 y H 2 S(Z,k) x S(In,l) — Pinyk—1Y aplicacion pseudo-digital haciendo
conmutativo el diagrama:

S(Z.k) x {0} 2200 75 foy s Py 20 By

idS(Z,k)Xi\[ ___igdzxﬁ— ”'___I;r’ lﬂ (2.11)

S(Z,k)xS(IM,l)mZxIMTYxY Y xY

Demostracién. Combinando los Teoremas 2.2 y 2.3 tenemos que existe H : S(Z, k) x
S(In, 1) — D(S(In, k),Y) aplicaciéon haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

P Xid {0} f ()"
S(Z,k) x {0} ——— Z x{0} —— PnY —f; Pinigp1Y

idsqzpy%i | L itz 7 |

Notese que i : {0,N} — S({0,N},k), donde i(0) = 0y i(N) = kN + k — 1,
satisface

pkOZZZd{O,N}{OaN}—>S({O7N}7k) —>{07N}

donde pr : S({0,N}, k) — {0, N}. Ademas, j* : D(In,Y) — D({0,N},Y) lo
identificamos con7 : PyY — Y XY usando la cofibraciéon j : {0, N} — Iy. Anadiendo
esto al diagrama, tenemos:

S(Z.k) x {0} 200 75 oy s Py 20 By

ids(z,k)xij """ - :[zdleﬁ' ’/—__JL/;F’/— l o(S(4)*

S(Z,k)xS(IM,l)—>Z><IM4>Y XY —— Y xY

PEX Pl H i*o(pr)*=idy xv
Obsérvese que i* o (S(j))* = (S(j) o9)* y S(j,k) oi : {O,N} — S({0,N}, k) =
I 1U{EN,EN+1,...,kN+k—1} — S(In, k) = IkN+k 1, donde (S( j,k)oi)(0) =0
y (S(j, k) 0i)(IN) = kN + k — 1. Finalmente, podemos identificar i* o (S(5))* con la
aplicacion 7 y se cumpliria lo que queriamos ver. O

Finalmente, se cierra la seccion probando que los respectivos analogos en los espacios
basados también son “‘fibraciones”.

Teorema 2.5. Sean j : A — X una inclusion de imagenes digitales basadas y Z,Y imagenes
digitales basadas. Si se tiene el siguiente diagrama conmutativo
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Zx {0y —L D.(x,Y)

ide’i\[ \Lj*

Z x Iy —— Du(AY)

yj es cofibracion (no como aplicacion basada), entonces existen subdivisiones S(—, k), S(Inz, 1)
yH :S(Z,k) x S(In,1) — D.(S(X,k),Y) aplicacién pseudo-digital haciendo conmu-

tativo el diagrama:

id *
5(2.k) x {0} % 7 {0y Lo DX, Y) 25 DUs(XR),Y)

ids(z,k)”j ] ,___4—-&42&'{{_—/—__’Ij;—_ l(s(j))*

Demostracion. Mediante las inclusiones

D.(X,Y) -y D(X,Y)

| B

D,(A)Y) —— D(A)Y)

incl.

tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

Z x {0} —L D(X,Y)

idei\[ lj*

Zx Iy —— D(AY)

Como en el Teorema 2.4, podemos encontrar H : S(Z, k) x S(Iy;,1) — D(S(X,k),Y)
que verifique 2.8. En este diagrama, podemos remplazar D(X,Y)y D(A,Y ) por D.(X,Y)
y D.(A,Y), respectivamente, ya que f y H tienen que tener imagen en los espacios
basados. Ademas, al ser py : S(A, k) — A una aplicacion basada, podemos reemplazar
D(S(A,k),Y) por D.(S(A, k),Y). Finalmente, la imagen de H o (5(5))* est4 contenida
en D,(S(A,k),Y) y por lo tanto, la imagen de H esta contenida en D,(S(X,k),Y),
consiguiendo asi el diagrama conmutativo que queriamos. O

Corolario 2.3. Si Y es imagen digital basada y se tiene un diagrama

Zx {0} —L Pyy

idg X Z\[ le'UN

ZXIMT>Y
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con N > 2, entonces existen subdivisiones S(Z, k), S(In, k) = Ixnyk-1, S(Im,1) =
Liypvi1 y H 2 S(Z,k) x S(In,l) — Pinyk—1Y aplicacion pseudo-digital haciendo
conmutativo el diagrama:

S(Z,k) X {0} —> Z X {0} *> PnY ﬁ PkN+k 1Y

idS(Z,k)XZ‘\[ "’:[ldlej ”’_/IEUN levkz\u-k 1 (2.12)

Demostracion. Haremos un razonamiento similar a la demostracion del Corolario 2.2. Usa-
remos la misma cofibracién j : {0, N} — Iy. Tomamos puntos base y notese que

podemos identificar las aplicaciones evy : PyY y j* : Di(In,Y) — D.({0,N},Y).
Combinamos los Teoremas 2.5 y 2.2 y obtenemos un diagrama:

$(2,k) x {0} 2250z foy —Ls pyy — 2 p Y

idgz. k)xi\[ _____ igcgzx:;-—g— """ iéiz_v_ l(s(j))*

S(Z,k) x S, 1) 5= Zx Iy —5— Y D,(S({0,N},k),Y).

Componiendo abajo a la derecha por i* : D, (S({0,N},k),Y) — D,({0,N},Y) =Y
donde i : {0, N} — S({0, N}, k) obtendriamos lo que queriamos ver. O

2.3. Categoria digital de Lusternik-Schnirelmann

En esta seccion se aportara una version digital de la categoria de Lusternik-Schnirelmann.
En topologia, la categoria de Lusternik-Schnirelmann de un espacio topologico X,
denotada usualmente por cat(X ), es un invariante homotdpico que consiste en un numero
entero no negativo que es el resultado de restarle uno al minimo nimero de conjuntos
abiertos contractiles con los que se puede recubrir X. Sin embargo, se probara que es un in-
variante homotopico para las imagenes digitales en dos dimensiones, pues para dimensiones
superiores aun no se ha podido generalizar.

Se comienza exponiendo coémo seran estos abiertos en el ambito digital.

Definicion 2.2. Sea j : U — X una inclusion de imagenes digitales.

Por un lado, se dice que U es categorico en X si para algin xo € X y N, existe H :
U x Iy — X una homotopia donde H(u,0) = j(u) = u y H(u, N) = x¢ para cada
ueU.

Por otro lado, se dice que U es s-categérico en X si para algin xg € X, N y subdivision

S(U,k) de U, existe H : S(U, k) x Iy — X una homotopia donde H(u',0) = (j o
pr) (W) = pp(u') y H(u', N) = g para cadau’ € S(U, k).

De esta manera, ya se retinen las condiciones para poder aportar una version digital de
la categoria-L.S. y ver algunos ejemplos.

Definicion 2.3. La categoria digital de X, denotado por d-cat(X), consiste en el menor
n > 0, para el cual existe un recubrimiento de X porn + 1 subconjuntos que son s-categoricos
en X. Notese que al tener que X es finito, d-cat(X) < oc.
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Esta definicion permite caracterizar a las imagenes digitales contractiles. Notese que
podemos relajar la caracterizacion de los espacios sb-contractiles, presentada en la seccion
1.3 para espacios basados, y obtener asi la definicion de imagenes digitales s-contractiles.

Proposicion 2.2. Sea X una imagen digital.
X es s-contractil si, y solo si, d-cat(X) = 0.
Demostracion. Se sigue directamente de la Definicién 2.3. O

Ejemplo 2.4.

1) Si X es contractil, entonces X es s-contractil y por lo tanto, d-cat(X) = 0.

11) Si D es el diamante, entonces d-cat(D) = 1. Procedemos a probarlo. Nétese que sip € D,
entonces D = (D \ {p}) U {p}. Ambos conjuntos son contractiles (D \ {p} podriamos
identificarlo con I3), por lo que concluiriamos que d-cat(D) < 1. Ahora, veamos que D
no es s-contractil, pues asi d-cat(D) > 1 y tendriamos que d-cat(D) = 1.

Procedemos por reduccion al absurdo y suponemos que tenemos una homotopia
H:S(D,k)x Iy — D

donde H(z,0) = pi(z) y H(z, N) = x¢. Asimismo, tenemos cuatro segmentos (ver
Figura 2.4):

{(k,t) | t€{0,....,k—1}}U{(k—1—s,k)| s€{0,...,k—1}}
U{(-L,k—1-1t)|se{0,...,k—1}}
U{(s,—1)|s€{0,...,k—1}} C S(D, k),

los cuales conforman un lazo (camino cuyo punto inicial y final coinciden, como ya
veremos mas adelante) o : Iy, — S(D, k) de longitud 4k en S(D, k).

Asi, px, o o es un lazo en D y la composicion
Ho(axid[N):I4k x In —)S(D,k) xIny — D

seria una homotopia que empieza en py o o y termina en un lazo constante. Sin embargo,
el indice de py, o v no es 0 (ver A.1), por lo que llegamos a un absurdo.

Se puede probar una caracterizaciéon sobre las imagenes digitales s-categdricas que
permiten aportar una definicion alternativa de categoria digital.

Proposicion 2.3. Sea j : U — X una inclusion de imagenes digitales. Son equivalentes:

a) U es s-categorico en X .

b) Existen S(U,k), N yo : S(U, k) — PnX pseudo-digital haciendo conmutativo el
diagrama:
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S(D.2)
_2 i & . '- i
-2 -1 1 2 3

Figura 2.4: Segmentos propuestos para k = 2 en el apartado 11 del Ejemplo 2.4.

1

o .-
-
-

-

-
-

S(U, k) —22% X

Demostracion. En primer lugar, veamos que a) implica b). Sea H : S(U, L) x Iny — X
una homotopia que contrae S(U, L) a x¢. Entonces, podemos formar el siguiente diagrama
conmutativo

SU, L) x {0} —L PyX

idS(U,L)Xij J(E/UN

De esta manera, para cada v’ € S(U, L), tenemos que
f,0)=Cpy: Iy — X

el camino constante en zy. Ahora, sea un N > 2 cualquiera. Por el Corolario 2.3, existen
subdivisiones S(S(U,L), K) = S(U,k), S(In,K) = Iry S(Ip,1) = injri1y H -
S(U,k) x Ijpr41-1 — PnX dondel = LKy R = NK + K — 1, haciendo conmutativo
el siguiente diagrama:

id
S, k) x {0y 2250 (U, 1) x {0} —L Pyx L8 prx
idS(UvMXij R Z-drle';[ ““““““ 1@’0]\] levR
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Definimos o : S(U, k) — PrX dado por o(u’) = H(u/,IM + 1 — 1) para cada v’ €
S(U, k), la cual es claramente una aplicacién pseudo-digital. Entonces, se verifica que

(evroo)(u) = (Ho(pk x pr)) (', IM +1-1) = H(px (u'), M) = (iopropx)(u') = (iopr)(u),

que es lo que queriamos demostrar.

Por tdltimo, veamos que b) implica a). Dado o : S(U, k) — D, (Iy,X) como en el
diagrama, podemos definir una homotopia H : S(U, k) x Iy — X dada por H(v/,t) =
o(u')(t). Esta aplicacion es continua por la Proposicion 1.7 y es sencillo de comprobar
que para cada v’ € S(U, k), H(v',0) = o(u)(0) = 20y H(u/,N) = (evy o 0)(v/) =
(i 0 pi) (). O

Corolario 2.4. Si X es imagen digital, entonces d-cat(X ) = n donden > 0 es el menor n
tal que X = |J;"_, U; donde para cada i € {0,1,...,n}, existe una subdivision S(U;, k;),
N; yo; : S(U;, k;) — Pn, X haciendo conmutativo el diagrama:

Pn, X

-

S (Ui, k?z) % X
Demostracion. Se deduce de la Proposicion 2.3 y la Definicion 2.3. O

Finalmente, para cerrar la seccion se prueba que la categoria digital es un invariante
homotépico para las imagenes digitales de dimensién 2, es decir, contenidas en Z2.

Teorema 2.6. Sean X C Z? una imagen digital y f : X — Y, g:Y — X aplicaciones
digitales. Si H : X x Ipy — X es una homotopia entreidx y g o f, entonces d-cat(X) <
d-cat(Y').

Demostracion. En primer lugar, suponemos U C Y s-categdrico en Y y probemos que
f~H(U) es s-categérico en X.Sea C' : S(U, k) x Iy — Y la homotopia tal que C'(u’,0) =
p(u') y C(u', N) = yo para algin yg € Y. Definimos V = f~1(U) C X. Como X C Z?
tenemos una aplicacion digital (véase [24], Proposicion 5.7.) f : S(V, k4 1) — S(U, k)
con A

fopgri=prof:SV,k+1) — X.

Ahora definimos una correspondencia G : S(V, k + 1) x In;n — X por

A~

G t) = H(pp41(v), 1) 0<t<M
T W)t - M) M<t<M+N

Claramente se tiene que G(v/,0) = pp11(v') y GO, M + N) = g(yo), para cada
v' € S(V,k + 1) y es aplicacion digital.

Ahora, si {Uy, ..., Uy} es un recubrimiento s-categérico de Y, entonces
{71 W0, S (UR)}
es un recubrimiento s-categérico de X con lo cual d-cat(X) < d-cat(Y). O

53



2. ELEMENTOS DE HOMOTOPIA DIGITAL

Corolario 2.5. Si X, Y C 7?2 son imdgenes digitales y son homotépicamente equivalentes,
entonces d-cat(X) = d-cat(Y).

Demostracion. Esto es consecuencia del Teorema 2.6 y de la Definicién 1.16. O
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CAPITULO

Grupo fundamental en imagenes
digitales

En este capitulo final, se define el grupo fundamental para las imagenes digitales. Se ha
dividido en dos secciones. En la primera, se presentan todos los rudimentos necesarios para
definir una operacion interna en una imagen digital que verifique las propiedades de grupo.
Grosso modo se presenta qué es un lazo, un camino inverso, la concatenacion de caminos, la
homotopia relativa a los extremos y diversas propiedades relacionadas con todo lo anterior.
En la segunda, se construye el grupo fundamental, a través de la homotopia débil definida
en la Seccidén 1.3 y se prueba que es un invariante homotopico en el sentido habitual y por
subdivisién. Asimismo, se demuestra que es independiente del punto base y se comporta
bien con el producto cartesiano, es decir, el grupo fundamental de un producto de imagenes
digitales es isomorfo al producto cartesiano de los grupos fundamentales de los factores.

Para una mayor comprension de las ideas y conclusiones expuestas en este capitulo, se
recomienda al lector que consulte [31] y [27].

3.1. Espacios de caminos

En esta seccion, se replica el proceder basico que se realiza en topologia a la hora de
construir un grupo fundamental: presentar una relacién de equivalencia, definir cual sera
la operacion interna, el elemento neutro e inverso. Para ello, se hara uso de la mayoria de
resultados presentados en el Capitulo 1, pero para unas imagenes digitales determinadas.

Definicion 3.1. Sea X una imagen digital basada con X C Z". Un camino basado de
longitud N consiste en un camino o : Iy — X tal que «(0) = xo. Ademas, se dice que es
un lazo si a(0) = a(N) = xo.

Nota 3.1. Si se tiene un lazo basado de longitud N « : In — X, para cualquier k > 1 se
tieneco p : S(In, k) = Ixynsk—1 —> In —> X un lazo basado de longitud kN + k — 1,

ya que
(aop)(0) = a(p(0)) = a(0) = 20 = a(N) = a(pr(kN+k—1)) = (aopy) (kN+k—1).
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Definicion 3.2. Sea X C Z" una imagen digital basada. Se dice que dos lazos o, 8 : Ipy —
X son b-hométopos como lazos basados si existe una b-homotopia H : Iy x Iy — X
tal que H(s,0) = a(s), H(s,N) = (s) y H(0,t) = H(M,t) = xo, para cada s € I,
tely.

Se generaliza esta definicién para caminos (no necesariamente basados) en una imagen
digital.

Definicion 3.3. Sean o, 8 : Iy —> X caminos en X imagen digital (no basada necesa-
riamente) tales que a(0) = B(0) y a(M) = B(M). Decimos que o, 3 : Iny — X son
homoétopos relativos a los extremos si existe una homotopia H : Iy x Iy — X tal que
H(s,0) = a(s), H(s, N) = 8(s), H(0,t) = a(0) = B(0) y H(M,t) = a(M) = (M),
paracadas € Ing,t € Iy.

A continuacion, se presenta la relacién de equivalencia que permitira establecer distintas
agrupaciones de lazos sobre cualquier imagen digital y construir asi una extensioén del
grupo fundamental al plano digital.

Definicion 3.4. Sea X C Z™ una imagen digital basada. Dos lazos o : Ipy — X y
B : In — X se dice que son sb-hométopos como lazos basados si para algin k,l > 1
tales que k(M + 1) = [(N + 1), se tiene que

aopp: S(Iy, k) — Inyy — X y Bop: S(UIn,1) — Iy — X
son b-hométopos como lazos basados.

Lema 3.1. Si X C 7" una imagen digital basada, entonces “ser sb-homotopo como lazo
basado” define una relacion de equivalencia en el conjunto de todos los lazos basados en X .

Demostracion. La demostracion es un caso especial de la Proposicion 1.15. Las propiedades
reflexivas y simétricas son sencillas de comprobar, asi que nos centraremos en la transitiva.
Resta ver que los extremos se mantienen fijos a lo largo de la homotopia. Sean o : I, — X,
B:Iy — Xy~ : Iy — X lazos basados tales que cvo p; = o p,, yBop, = yop,
como b-homotopias donde I(L + 1) = m(M +1) y (M + 1) = v(IN + 1). Por definicion,
existen

H; :S(IL,Z)XIS :S(IM,m)XIS —)XyHQ : S([M,/L)XIT = S(IN,V)XIT — X

homotopias basadas de awo p; a 30 py,, y B0 py a7y o p,, respectivamente.

Podemos construir

HY = Hy o (p, x idyg) : S(Ip, 1) x Is = S(Inr,mp) x Is — X

Hé = Hyo (pm X id[T) : S(IM,um) X Ip = S(IN,Vm) X Ir — X

que son homotopias basadas de cvo p; o py,a B0 Py 0Py y S0Py © pmayop, o pm,
respectivamente. Entonces, se construye la homotopia basada de v o p;,, 2y 0 pu,

H : S(IL,Z,U,) X IS+T = S(IN,Vm) X IS+T — X
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dada por

Hi(s,t 0<t<S
H(s,t) := }(8’ ) - )
Hi(s,t—N) N<t<S+T
la cual verifica que H(0,t) = H(luL + lp — 1,t) = H(mvN + mv — 1,t) = x, para
cadat € Ig 7. ]

Se denota por [] a la clase equivalencia de lazos basados representados por un lazo
basado av : Iy — X bajo la relaciéon de equivalencia anterior. Notese que para cualquier k,
se tiene que [a] = [« o pg] donde py, : S(In, k) — Iy es cualquier proyeccion candnica.

Ahora, se presenta una operacioén entre caminos mediante la cual se podra definir el

producto en el grupo.

Definicion 3.5. Sean o : Ijy — X y 3 : Iy —> X dos caminos en X que satisfacen
a(M) ~x B(0). La concatenaciéon de o con [3 es el camino en X

a-fB:Iyyn — X
de longitud M + N + 1 definido por

a(t) 0<t<M

(o B)(t) = {5(t—(M+1)) M+1<t<M+N+1’

Nota 3.2. Sia(M) = 3(0) en la Definicién 3.5, esto significa que pausamos en el punto una
unidad de tiempo antes de continuar recorriendo el resto de la concatenacion.

Lema 3.2. Sea X C Z" una imagen digital basada.

a) Sia,o : Iy — X yB,0" : Iy — X son hométopos relativos a los extremos, respecti-
vamente y «(M) = o/ (M) ~x B(0) = 5'(0), entonces - 3,0’ - 8’ : Injans1 — X
son homotopos relativos a los extremos.

b) Sia,o : Iy — X y 3,8 : In — X son b-hométopos como lazos basados, res-
pectivamente , entonces « - 3,/ - '+ Inyrn+1 — X son b-hométopos como lazos
basados.

c) Sia:Ipy — Y y B Iy — Y son lazos basados y k > 1, entonces se tiene la siguiente
igualdad entre lazos basados

(- B)opr=(aopg) (Bopk): e+ N+1) k-1 — X

Demostracion. Veamos a). Sean Hy : Ipy X I — X y Hy : Iy x It — X homotopias
relativas a los extremos de a a o' y 3 a 3/, respectivamente. Suponemos sin pérdida de
generalidad que R = T, pues si R < T (analogo R > T'), podemos elongar H; (H3) de la
siguiente forma:

Hi(s,t) 0<t<R

Hi(s,t) = ,
Hi(s,R) R+1<t<T

que es claramente una homotopia relativa a los extramos de o a ¢’
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Definimos una aplicaciéon H : I ny+1 X I — X donde

His.1) Hi(s,t) 0<s<M
S, t) = .
Ho(s— (M +1),t) M+1<t<M+N+1

Veamos que es digital. Para ello, sean (s,t) ~,, . v, x1p (s',t').Si{s,s'} C [0,M]o
{s,s'} C [M,M + N + 1], H es digital por H y Hs, respectivamente. Suponemos que
{s,8'} C[M, M + 1]. Como H; y Hs son homotopias relativas a los extremos

H(M,t) = Hi(M,t) = a(M) ~x B(0) = Ha(0,t) = H(M + 1,%)

para todo ¢ € I7. Luego, es digital y por definicion claramente es una homotopia de - § a
o - B'. Ademas, es una homotopia relativa a los extremos, ya que

H(0,t) = H1(0,t) = a(0) =a’(0) y H(M+ N +1,t) = Hy(N,t) = B(N) = B'(N)

paratodot € Ir.

El caso b) es igual a a), pero tratando los caminos como lazos basados.

Por dltimo veamos c). Notese que cvo pi @ Tgasarp—1 —> X ybopg : Ixnyip—1 — X,
por lo que

(aopr) - (Bopk): Lkmik—1)+(kN+h-1)41 —> X

dado por

(a0 pr)(t) 0<t<kM+k—1

(aopr)-(Bopr)(t) = {(5 opr)(t— (kM +k) kM+k<t<(kM+k—1)+(KkN+k—1)+1

Setieneque (kM +k—1)+ (AN+k—-1)+1=k(M+N+1)+(k—1),kM +k <
E<R(M +N+1)+ (k= 1)y (B0 pe)(t — (kM + k)) = B(p(t) — (M + 1)) y asi el
producto coincidiria con (« - 3) o pg.

O]

Seguidamente, se presenta lo que se considera la extension trivial de un camino, la
cual se usara para argumentar algunos resultados de manera concisa, pues posee ciertas
propiedades interesantes.

Definicion 3.6. Sea o : Iy — X un camino. Una extension trivial de o es cualquier
camino o' : Iy — X de la siguiente forma

a(O) 0<s<t
a(l) to+1<s<ty+14+1t
0/(5): Oé(z) to+t1 +2<s<tyg+ti +24+1s

)

ao(M) SMt+M<s<YMoti+M
donde para cadai € {0,..., M}, t; € Zt U {0}. Su longitud sera M’ := S M t; + M.
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Nota 3.3. Si en la Definicion 3.6 se elige t; = 0 para cadai € {0,..., M}, se obtiene el
camino original «.. Asimismo, este camino o puede verse como una reparametrizacion de o
donde el valor (i) se repite un extra de t; veces, produciendo una concatenacion de M + 1
caminos constantes &' = «q - ... - auy, donde v; : I;, — X camino constante en (7).
Finalmente, cabe resefiar que por la definicion, si o/ es extension de v y o’ de o/, entonces o’
es extension trivial de o.

Lema 3.3. Seac : Ipy — X un camino en X. Si para cadai € Iy, sedefineB; : Inj41 —
X la extension trivial de « dada por

Bi(s) = a(s) 0<s<i
T as—1) idl<s<M41

para cada s € Iy, entonces existe una homotopia relativa a los extremos 8; ~ a - Cy :
In41 — X, dondeCy : Iy —> X es el camino constante en a(M) de longitud 0.

Demostracion. Si M = 0, entonces o« = Cyy a-Cyp = By : I; —> X. Suponemos M > 0.
Definiremos una homotopia H : Ip; 41 X Ipy — X relativa a los extremos que vaya desde
Bo a a - Cy que pase a través de todos los 3;, dada por

His.1) a(s) 0<s<t
5,t) 1=
a(s—1) t+1<s<M+1

para cada (s,t) € Inrq1 X Ips. Parair desde §3; a a - Cp, restringiriamos el inicio a t = ¢
para todo i € {0, ..., M}. Claramente H es homotopia relativa a los extremos. En efecto,

H(O0,t) = a(0) y H(M+1,t) = a(M),

para cada t € I/, ademés de ser digital. Efectivamente, sean (s,t) ~ (§',t') € Iny11 X Iny.
Podemos asumir que ' =t o ¢’ =t + 1. En el primer caso,

H(s,t) = Bi(s) ~x Bu(s) = H(s, 1),
ya que [, es digital. En el segundo, puede ocurrir que:
a) {s,s'} C[0,t]. Como « es digital, H(s,t) = a(s) ~x a(s') = H(s',t + 1).
b) {s,s'} C [t,t + 2]. Entonces,
{H(s,t), H(s',t + 1)} € {Be(s), Biya(s) | s, 8" € [t ¢ + 2]} = {a(t), ot + 1)}
y por la digitalidad de o, H(s,t) ~x H(s',t+1).
¢) {s,s'} C[t+2,M + 1]. Como « es digital,

H(s,t)=a(s—1) ~x a(s' —1) = H(s',t + 1).

En definitiva, H(s,t) ~x H(s',t') y por tanto, H es digital.
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Lema 3.4. Seaa : Iy — X un caminoen X. Si o : Iy — X es una extension

trivial de o con al menos un t; positivo, entonces existe una homotopia relativa a los extremos

o ~a-Cp: Iy — X,dondeCrp : It — X es el camino constante en a(M) de longitud
M

T=>"gti— 1

Demostracion. Procedemos por induccién. Queremos ver que paratodo 7 > 0, o’ ~ «-Cr :
Ipp — X. Elcaso T = 0 lo probamos en el Lema 3.3. Suponemos cierto paraZ — 1 > 0
y veamos que ocurre con 7. Suponemos que n es el primer indice para el cual ¢,, > 0.
Entonces o’ es una extension trivial de o’ : I, 1 — X dada por

a/(s) 0<s<Yilgti—1

a//(s) — ,
o(s+1) Yilgti<s< Zz‘]\io ti

para cada s € I;_1. Por hipotesis de induccion, tenemos que " ~ o - Cp_1 : Inyr—1 —>
X. Por a) del Lema 3.2, se tiene que o' -Cp =~ - Cp—1-Co = a-Crp : Iy —> X. Asimismo,
por el Lema 3.3 y por la construccién de o, se tiene que

o =do" Cy: Iy — X

y como “ser hométopo relativo a los extremos” es relacion de equivalencia, entonces se
verificaque o/ =~ o - Cp : Iy — X. O

Corolario 3.1. Sean X C Z" una imagen digital basada y o =~ ( : Iy — X lazos
basados b-hométopos. Si o/, 3’ : Inyy — X (con M’ > 0) son extensiones triviales de o y 3,
respectivamente, entonces o y [3' son b-hométopos como lazos basados.

Demostracion. Por el Lema 3.4, se tienen las siguientes b-homotopias de lazos basados
o ~a-Cr:Iy — X v B =p-Cr: Iy — X.
Por el apartado b) del Lema 3.2, se tiene otra b-homotopia de lazos basados
a-Cr=p-Cp: Iy — X.
Se sigue por transitividad que o/ ~ o -Cr =~ 3-Cr ~ ' : Iy — X. O

Lema 3.5. Sea X C Z" cualquier imagen digital basada. Si o : Iy — X lazo basado y
k > 2, entonces se tienen las siguientes b-homotopias de lazos basados ccopy, ~ (aopg—1)-Car :
Iinviek—1 — X yaopy = Cy - (o pp—1) : Iynn—1 — X

Demostracion. Notese que avo p, y (cvo pg—1) - Cpr son extensiones triviales de «, entonces
por el Corolario 3.1 ya estaria probado. O

El siguiente resultado postula que se pueden establecer clases de equivalencia usando
extensiones triviales, en vez de la aproximacién por sb-homotopias.

Proposicion 3.1. Sean X C Z" una imagen digital basada, o : Iy — X yB: Iy — X
dos lazos basados. Son equivalentes:
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3.1. Espacios de caminos

a) a y 3 son sb-hométopos como lazos basados.

b) Existen extensiones triviales o : Inyy — X deay ' : Inyy — X de 3, de longitud
comun M' > max{M, N} con o’ y ' b-hométopos.

Demostracion. Veamos que a) implica b). Esta implicacioén es inmediata, pues las compo-
siciones w0 py y o pycon k(M + 1) = I[(N + 1) son extensiones triviales de o y £,
respectivamente.

Veamos que b) implica a). Intentamos conseguir una extension trivial o” de o’ que sea
de la forma o’ = « o pg. Para ello, cada intervalo de longitud ¢; vinculado a la repeticiéon
del valor (i) con i € {0, ..., M} queremos extenderlo a uno de longitud k — 1 tal y como
se muestra en la Figura 3.1. Entonces, definimos

t; k—1
¢ b 4 »
t !
» i t; o
b L] .
g L E— ® °

i—1 i
D t+i Db+
j=0 j=0

Figura 3.1: Extension o’ de o' en la Proposicion 3.1.

k:=1+maz{t; |0<i< M}, ti+t;=k—1

y ' extension trivial de o’ dada por

o/ (s) 0<s<t
o (to) to<s<to+th=h—1
o (s — 1) k<s<k+t

a’(s) == o (

t0—|—t1+1) k+t1§8§k—|—t1+t/1:2k‘—1

of(s =M ME<s< Mk+ty
o/ (M) Mk+ty <s<Mk+ty+th,=Mk+k—1

\

para cada s € Mk + k — 1 donde M’ = Zz‘]\io t; + M. Por la construccién, podemos
reescribir o como

a(0) 0<s<k-1

a(l) kE<s<2k-1

a(M) Mk<s<Mk+k—-1

donde s € Ipsir_1. O en otras palabras, o’ = a o py : Igprir—1 — X. Podriamos

hacer un proceso analogo y obtener 5" = S o p; : Ijy1;—1 — X extension trivial de
['. Ahora bien, podemos encontrar m, n tal que km(M + 1) = In(N + 1) y por tanto,
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3. GRUPO FUNDAMENTAL EN IMAGENES DIGITALES

" = aoppmy " = B o p, son extensiones triviales de o’ y 5’ de misma longitud. Al

ser &' y 8’ b-hométopos, por el Corolario 3.1 tendriamos lo que queriamos ver, ya que se
deduce que « y 8 son sb-homoétopos. O

Corolario 3.2. Sea o : Iny — X un lazo basado en una imagen digital basada X C 7.
Sio/ : Inyy — X es cualquier extension trivial de a, entonces o y a son sb-hométopos

(o] = [a]).

Demostracion. Caso b) implica a) de la Proposicion 3.1) con o’ desempefiando el rol de

B=p. O

La siguiente proposiciéon permite definir una operacién interna en el conjunto formado
por todas las clases de equivalencia definidas por la relaciéon “ser sb-homédtopo” en el
conjunto de los lazos basados en un punto. Asisia : Ijy — X y 8 : Iy — X son dos
lazos basados en x, entonces

- B] = [e] - []- (3.1)

Proposicion 3.2. Sean X C Z™ una imagen digital basaday o : Iy — X, o' : Iy —
X,B: Iy — X, : Iny — X lazos basados. Si [a] = [o/] y [8] = [B'], entonces
- B] = [ - ).

Demostracion. Como [ = [o/] y [8] = [#'], tenemos las siguientes b-homotopias a0 py, &
o' o ppry Bop ~ o py paraciertos k, k', 1, 1’. Por el apartado b) del Lema 3.2 se tiene
que [(@opg) - (Bop)] = [/ opr)- (B opy)]. Ademas, obsérvese que la concatenacion

(avo pg) - (B o p;) es una extension trivial de « - 8 y por el Corolario 3.2, tenemos que

[a-B] = [(awo pg) - (B0 py)]- De igual manera, [ - 8] = [(o/ o pgr)) - (B8 © prr)]- Recopilando
todo lo anterior, se tiene que

- B] = [(aco pi) - (Bop)] = [( 0 pr) - (B0 prr)] = [ - B].
O

Por dltimo, para cerrar la seccién se presenta el inverso de un camino que se extendera
al inverso de una clase en el grupo. Asimismo, se explica el porqué se puede deformar la
concatenacion de un camino y su inverso a un punto.

Definicion 3.7. Sea~y : Iy — X un camino. Se denota por 7 : Iy — X al camino
inverso dado por ¥(t) := y(M — t) para cadat € Iy;.

Nota 3.4. Si « es un lazo basado en X, entonces & también lo es.

Lema 3.6. Sia: Ipy — X es un camino en X, entonces las concatenaciones de caminos

a-a,a-a: Ihyyr — X son lazos en X basados en «(0) y a(M), respectivamente.
, . , . _ a(0

Ademas, se tienen dos homotopias relativas a los extremos o - & ~ Cop” 1 2 Iopry1 —> X'y

5y g OO
Oé-OzNCQMJrl .IQM+1 — X.

Demostracion. Probemos que o - & ~ Cgﬁll : Iopr41 — X paracada M > 0. Procede-
remos por induccién. Si M = 0, entonces « : [y —> X y esta claro que

(0)
1

a-a=a-a=C L — X.
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3.2. El grupo fundamental

Suponemos cierto hasta M y veamoslo para M + 1. Para ello, sea o : Ipy47 — X un

camino de longitud M + 1y definimos un camino y : Iy — X tal que v = «p,,. Asi, po-

_ M+1 . . M .
demos escribir o = V-Cg (M+1), También, definimos o = - Cg (M) y una correspondencia

H : Ihpris x I — X dada por

o]

His.t) = (a-a@)(s) t=0
T (@ -a)(s) t=1

para cada (s,t) € Iaps4+3 X I1. Usando un argumento similar al usado en la prueba del
Lema 3.3, tenemos una aplicacion digital. Ademas, se comprueba sencillamente que es una
homotopia relativa a los extremos desde o - @ a o - ’. Ya que

- = (7.(33%) : <7.cg(M>> =y oM o) 5,

Se sigue entonces que -/ es extension trivial de «-5. Entonces, por el Lema 3.4 tenemos una
(0)

homotopia relativa a los extremos -’ a2 y-4-C;" . Ademas, por la hipotesis de induccién

v(0) C;(O)

podemos conseguir una homotopia relativa a los extremos v - 7 =~ Cy5/. 4 M1

Asimismo, por la parte a) del Lema 3.2 se tiene que v - 7 - Cf(o) R C;ﬁll . Cf(o) = C;ﬁl?f

Recopilando lo que tenemos

aramd o ~yyfO e

Por transitividad tendriamos lo que queriamos probar.

_  pa(M) . fe .
Para probar que @ - a ~ Cy; . : Iapr+1 — X, el razonamiento serfa similar al
realizado. O

3.2. El grupo fundamental

En esta seccion final, el objetivo principal consiste en construir el grupo fundamental,
probar que es invariante por subdivisiones y por los distintos tipos de homotopia presenta-
dos. Asimismo, se presentaran algunos ejemplos tipicos de grupos fundamentales en este
plano.

Si X es una imagen digital basada, se denota por 71 (X, z¢) al conjunto formado por
todas las clases de equivalencia definidas por la relacion “ser sb-hométopo” en el conjunto
de los lazos basados en xy.

Teorema 3.1. Si X C Z" una imagen digital basada, entonces (71(X, ), ) es un grupo
donde - es la operacion definida en 3.1.

Demostracion. En primer lugar, es sencillo comprobar que - es asociativo, ya que la conca-
tenacion de caminos lo es. Ademas, (71(X, zg), ) contiene un elemento neutro. En efecto,
si Cps y Cn son los lazos constantes basados en x de longitud M y N, respectivamente, se
tiene que son sb-homoétopos (Cps o py+1=Cn © ppr+1) y por tanto, [Cps] = [Cn]. Entonces,
denotando por e € 71 (X, o) a la clase formada por todos los lazos constantes basados en
xo, por el Lema 3.1, se tiene que

[o] - e = o Cu] = [0 po] = [a].
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3. GRUPO FUNDAMENTAL EN IMAGENES DIGITALES

De igual manera, ¢ - [a] = [a].

Finalmente, todo elemento de 71 (X, 7o) tiene su inverso en 7 (X, z¢). Efectivamente,
sia, & : Ipy — X son un lazo basado y su inverso, respectivamente, por el Lema 3.6 se
tiene que

[a] -[a] = e & = [Conra] = e = [Conrya] = [a - o] = [a] - [a].

O]

Al igual que en topologia, existen los homomorfismos inducidos. En efecto, sea f :
X CZ™ — Y C Z" una aplicacién digital basada y o : Iy — X un lazo basado
en X. Claramente, la composicion f o o« : Iy — X es un lazo basado en Y. Ademas,
si o 1 Iy — X es otro lazo basado tal que [a] = [d/], se tiene una b-homotopia
H : Igppigp—1 X It — X desde avo pg, a @’ o py donde k(M + 1) = [(N + 1). Por lo que
foH :Ixnik—1 X It —» X — Y es una b-homotopia desde f oaopra fod' opy

por ende, [f o ] = [f o /] € m1(Y, yo). De esta manera, se puede definir una aplicaciéon
fe i m(X @) — (Y, y0) (3.2)
dadapor fi([a]) := [foa] paracada [a] € 71 (X, zo). Este homomorfismo inducido cumple

una serie de propiedades, mediante las cuales se puede construir el grupo fundamental de
las imagenes digitales contractiles.

Lema3.7. Sif : X CZ" — Y CZ"yg:Y CZ" — Z C 7Z° son aplicaciones
digitales basadas, entonces:

a) (3.2) es un homomorfismo de grupos.

b) (9o f)e=g«o fu
¢) f« = g« cuando f y g son b-homotopas.

d) (idx)« = iy (X z0)-
Demostracion. En primer lugar, a) es cierto, ya que

filla-B) =[fo(a-B=I[foa) (foB)=[foa] [fopB]=Fflad) - f([B]),
para cada [a], [5] € 71 (X, x0).

Asimismo, b) se cumple, ya que si [a] € 71 (X, x(), entonces
(g0 f)(la]) =[(go f)oa] =lgo(foa)] = g.([f o a]) = g«(f:([a]))-

Veamos c¢). Supongamos que tenemos una b-homotopia H : X X Iy — X desde f a
g. Asi, para cada lazo basado o : Iy — X tenemos que la composicion H o (a X idy,) :
Iy X Iy — Y es una b-homotopia de lazos basados desde f o «va g o @ y por lo tanto,

file]) = [foa] = [g o o] = g.([a]).

Por ultimo, d) se cumple aplicando simplemente la definicién de homomorfismo induci-

do. O
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3.2. El grupo fundamental

Corolario 3.3. Si X imagen digital basada b-contractil, entonces w1 (X, o) = {e}, donde
{e} es el grupo trivial.

Demostracion. Por la Caracterizacion 1.14, se tiene que idx = Cg,. Por las Propiedades c)
y d) del Lema 3.7, se tiene que (Czy )« = (idx )« = idy (X ,)- Se deduce asi que

e = (Cao)+([a]) = idr, (x,2)([]) = [0]

para cada [a] € 71 (X, z¢) y tendriamos lo que queriamos probar. O

m

Ejemplo 3.1. Por los Corolarios 1.2 y 3.3, tendriamos que si (I)™ es un cubo, entonces

m1((In)™,0) =~ {e} donde 0 = (0,...,0) € Z™.

Al igual que en topologia algebraica, el grupo fundamental es independiente del punto
base (si existe un camino que los une) y el grupo fundamental de cualquier producto de
imagenes digitales consiste en el producto de los grupos.

Teorema 3.2. Sea X una imagen digital basada. Si o : Iy —> X es un camino tal que
a(0) = zg y a(N) = x{, entonces se tiene un isomorfismo de grupos fundamentales

¢ m (X, zpy) — (X, x0)
dado por ¢([7']) := [a -+ - &), para cada~' € m (X, x).

Demostracion. En primer lugar, veamos que ¢ esta bien definida. Para ello, sean [y], [5'] €
71 (X, xp) tales que [y'] = [8']. Entonces, en X podemos encontrar una b-homotopia de
lazos basados ¢’ o pi, &~ 3’ o p; para ciertos k, I. Luego,

(VD) = (a7 @) o pi]
= [(aopr)- (v opk)- (@opg)] (a)delLema3.2.)
= [(ao Pk:) (8" op) - (@opg)] (c)del Lema 3.2.)
=[a-p-a] ((a opr) - (Bop) - (aopg)extension trivial de o - 3’ - d)
= ¢([8]).

Ahora, veamos que es homomorfismo de grupos. Sean [y'], [3'] € 71 (X, z(,). Como vimos
en la prueba del Teorema 3.1, tenemos que

[ (a-«)- B em(X, ).

=
=
[
=2,
®
=
|
=
o
2.
=
I

Asi,
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3. GRUPO FUNDAMENTAL EN IMAGENES DIGITALES

Por dltimo, veamos que ¢ es biyectiva. Para ello, definimos una aplicacion
¥ m (X, o) — m (X, xp)

dada por ¢)([]) := [@- v - @, para cada y € m1 (X, 7o) y probemos que ¢ 0 9 = idy, (x )
Yo ¢ =idy (x)- Sealy'] € m (X, x(). Se tiene que

= [Oé . OL] . h/] . [@ . a] =e- [r)/} e = [7/] = de(X,scg)(h/])
De manera anéloga, se demuestra que ¢ o ¢ = id, (x,z)- O

Teorema 3.3. Sean X,Y imagenes digitales basadas yp1 : X XY — X, yps : X XY —
Y las respectivas proyecciones sobre las componentes. Si se define una correspondencia

(ls : 7-‘—1()( X Y7 (1'07310)) — 7T1(X, :CO) X WI(Y7 yo)v

dada por ¢([a]) := ((p1)«([ar]), (p2)«([e])) para cada [a] € 71(X X Y, (x0,y0)), entonces
@ es isomorfismo de grupos.

Demostracion. Notese que ¢ esta bien definida y es homomorfismo, ya que (p1)s« y (p2)« lo
son. Resta ver que ¢ es sobreyectiva e inyectiva.

Veamos que ¢ es sobreyectiva: supongamos ([a], [3]) € m1 (X, zo) x m1(Y,y,) donde
los representantes son « : Iy — X y 8 : Iy — Y dos lazos basados. Denotamos
por (a,Cpr) : Ing — X xY € mi(X x Y, (z0,9)) y Cn,B) : IN — X XY €
m1 (X XY, (20, y0)) alos lazos basados dados por (v, Car)(s) = ((s),Car(s)) = (a(s),vo)
y (Cn, B)(t) = (Cn (1), B(t)) = (x0, (1)), para cada s € Iy, t € I. Luego,

o([(e,Car)] - [(Cn, B)]) = ¢([(@, Cur))) - &([(Cv, B)]) = (le, €) - (e, [B]) = ([a], [B])-

Veamos que ¢ es inyectiva: para ello, resta ver que si [a] € w1 (X X Y, (z0,%0)) ¥
o([a]) = (e,e) € m(X,zo) x m1(Y,90), entonces [a] = e € m(X X Y, (x0,90)). Si
#([a]) = (e, e), entonces pjoary poocr son sb-hométopos a lazos constantes. Concretamente,
existen Hy : Ixprpp—1 X It — Xy Ho : Ijppy—1 X I's — Y b-homotopias de lazos
basados pjoaopy, ~ CkM+k—1 yp2oaop; R ClM+l—1, respectivamente. Entonces, tenemos
Hio (Pl X id]T) : IklMJrkl,l X IT — X yH2 o (Pk X id[s) : IklMJrkl,l X [S — Y
b-homotopias p1 o o pg; ~ Crar k-1 p1 = Crim+ki—1Y P20 @0 pgy = Cipr41-1 0 pgp =
Crinr+ki—1, respectivamente. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que S = T, ya
que si no, podemos efectuar un razonamiento analogo al realizado en la parte a) del Lema
3.2 y obtener homotopias de misma longitud. Por lo tanto, tenemos una b-homotopia de
lazos basados

(Hl o (Pl X Z'd[T),HQ o (pk X id[T)) : IklM-i—kl—l X IT — X XY

desde (p1oaoppr, p2oaoprr) : Iinriri—1 — X XY aCunriri—1 = (Cir1-1,Cinr-1)
Tgnr+ki—1 — X X Y, entonces [Oé] =e€m (X XY, (l’o,yo)).

Como ¢ es homomorfismo, inyectiva y sobreyectiva, entonces ¢ es isomorfismo de

grupos. O
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Ahora, se prueba que el grupo fundamental permanece invariante en cualquier subdivi-
si6n de una imagen digital respecto a esta.

Teorema 3.4. Si X C Z" es una imagen digital basada, entonces cada proyecciéon canbnica
pr : S(X, k) — X k-ésima induce un isomorfismo de grupos fundamentales.

Demostracion. Esta claro que para cada k > 1 pj, es homomorfismo de grupos, pues py, es
una aplicacion digital basada. Veamos que es sobreyectiva: sea [a] € 71 (X, zo) donde el
representante es un lazo o : Iy — X basado. Por un lado, para una subdivisiéon impar,
tenemos la proyeccidn candnica poiy1 : S(X, 2k + 1) — X. Por el Teorema A.1, existiria
un lazo basado & : S(Ipr, 2k + 1) — S(X, 2k + 1) que satisface pop11 © & = @ 0 pogi1.
Entonces, en 71 (X, x() se tendria que

[a] = [ao pagr1] = [par+1 0 &) = (par+1)«([A])

con [¢] € m(S(X,2k + 1),Zo). Se deduce asi que el homomorfismo inducido (pax+1)+
para cualquier subdivision impar es sobreyectivo.

Por otro lado, para una subdivision par, tenemos la proyeccién candnica poy, : S(X, 2k) —
X, la cual podria ser un factor de por 11 : S(X,2k + 1) — X, ya que

P2k+1 = P2k © Popyq - S(X, 2k +1) — S(X,2k) — X

donde pg, | : S(X,2k+1) — S(X, 2k) es la proyeccién parcial, la cual es una aplicacion
digital basada. De esta manera, tendriamos el siguiente diagrama conmutativo:

S(In, 2k +1) —%— S(X,2k +1)

ngﬁ»‘l

P2k+1 P2k+1 S(X, Qk) :

P2k

Iy = X

a es el lazo basado del Teorema A.1, entonces p5; | © & es un lazo basado en S(X, 2k) y
la clase que representa en 1 (S(X, 2k), Zo) satisface

(P2k)+ [Pk 1 © &) = (P2 © Por1)=([A]) = (par+1)«([a]) = [0 papya] = [a].

Se deduce asi que el homomorfismo inducido (paf )+ para cualquier subdivision par es
sobreyectivo.

Veamos que es inyectiva: resta probarlo para k impar. En efecto, supongamos que tene-
mos « : Iy — S(X, 2k) lazo basado representando [a] € m1(S(X, 2k), Zo). Entonces,
por el Teorema A.1, tenemos que existe & : S(Iyr,3) = Isprp2 — S(S(X,2k),3) =
S(X, 6k) lazo basado que recubre « y satisface awo p3 = pg o & : Ispr10 —> S(X,2k) y
por lo tanto,

[a] = [a o ps] = [p3 0 a] € m(S(X,2k), Zo).
Ademas, podemos factorizar p3 : S(X, 6k) — S(X, 2k) como p3 = popg,. : S(X,6k) —
S(X,6k —1) — S(X, 2k) donde

P =PSp10---0pgp_1:S(X, 6k —1) — S(X,6K —2) — ... — S(X, 2k).

67



3. GRUPO FUNDAMENTAL EN IMAGENES DIGITALES

Por ser composicion de aplicaciones digitales basadas, p es una aplicacién digital basada.
Asimismo, por las construcciones efectuadas se verifica el siguiente diagrama conmutativo:

I3M+2 ;&> S(X, 6]<7)

P ps S(X,6k—1)

i

Iy —* S(X,?k)

P2k

Por el diagrama superior, se tiene que

la] = a0 p3] = [po pigy 0 8] = pu(lpy © &) € m(S(X, 2K), o).

De estamanera, si (pgr—1)« : m1(S(X,6k—1),Z9) — m1 (X, z0) esinyectivoy (par)«([a]) =
e, se puede escribir

(Por—1)«([PGr © &]) = (p2r)« © px([pGr, © &]) = (p2r)«([]) = e,

ya que pek—1 = par o p : S(X,6k —1) — S(X,2k) — X. Por lo tanto, al ser (per—1)«
es inyectivo tendriamos que [p§, o &| = e € m(S(X,6k — 1),o) y asi, p«(e) = [a] =e.
Se deduce que la inyectividad de (pay )« se sigue de la de (pg—1) . Por lo que restaria probar
la inyectividad para k impar, solamente.

Sea o : Iny — S(X, 2k + 1) lazo basado representando [a] € m1(S(X, 2k + 1), %)
tal que (p2x+1)«([]) = [p2r+1 © @] = e. Entonces, tenemos una b-homotopia de lazos
basados pop+1 0 o pyr = Cx donde Cx : [r —> X es la aplicacién constante en zg y
K = k'M + k' — 1 para algtin k. Por el Teorema A.1, podemos conseguir pog1 © @t 0 py/
recubridor de po+1 oo pyr : Ix — X. De esta manera, por el corolario A.4 en [22] (con
« reemplazado por « o pys) tendriamos que el tridngulo superior izquierdo del siguiente
diagrama conmuta en b-homotopias:

IK,Qk—i- P2k+1°aopk’ X, 2%k + 1)
P2k+ll lp%ﬂ
P2k+100X0CP! X

Por el Teorema A.2, tenemos una b-homotopia de lazos basados paj 11 © @0 ppr = Clok+1)K+2k
Iokt 1)k 42k — S(X, 2k + 1) y podriamos escribir que

[a] = [ao pk’(2k+1)] = [0 ppr 0 pagy1] = [sz+@0 pr] =e
Se deduciria que (p2r+1)« €s inyectivo.

Hemos demostrado que para cada k > 1, (pg)« es un homomorfismo inyectivo y
sobreyectivo, entonces es un isomorfismo de grupos. O
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Corolario 3.4. Sipf, : S(X,k) — S(X,k — 1) es una proyeccion parcial, entonces
induce un isomorfismo (pf,)« : m(S(X, k), Zo) — m(S(X,k —1),Z¢) entre los grupos
fundamentales.

Demostracion. Recordemos que pj, es un factor de py, : S(X, k) — X, ya que
ok = P10 g S(XR) — S(X,k—1) — X

Notese que por el Teorema 3.4, (pi)« ¥ (Pk—1)« son isomorfismos y por el apartado b) del
Lema 3.7, (pg)« = (pr—1)« © (pf,)«. Entonces,

(PR)« = (pr-1)5" © (pn)
es un isomorfismo. O
Como la nocién de b-homotopia de equivalencia es muy rigida (ver Ejemplo 1.11), se

prueba que el grupo fundamental permanece también invariante para una nocién mas débil,
la sb-homotopia de equivalencia.

Teorema 3.5. Sean X C Z™ eY C Z™ imagenes digitales basadas. Si f : S(X, k) — Y y
g: S(X,l) — Y son sb-hométopas, entonces:

a) fu=gs:m(S(X, k), o) — m1(Y,y0) cuando k = 1.

b) f« = gxops : m(S(X,k),To) — m(Y,yo) cuando k > I, siendo p : S(X, k) —
S(X, 1) una proyeccion parcial.

¢) fsope = g1 (S(X,1),Z0) — m (Y, y0) cuandok < I, siendop : S(X,l) — S(X, k)

una proyeccion parcial.

Demostracion. En primer lugar, probemos a). De la Definicion 1.24, tenemos el siguiente
diagrama

S(X,m) -2 S(X,1)

ou | lo

S(X,k) —— Y

que conmuta en b-homotopias con m = kk’ = ll’. Si k = [, entonces k' = I’ y tenemos que
fr o (pr)s« = g« © (P )« donde pys es isomorfismo (Teorema 3.4). Finalmente, cancelando
obtendriamos que f, = g..

Ahora, veamos b). Si k > [, podemos usar las proyecciones parciales para escribir
pr =popr:S(X,m)— S(X,k) — S(X,[) donde

p=pi0...0pp:S(X k) — S(X,k-1) — ... — S(X,I).
Asi, tendriamos un diagrama que conmuta en b-homotopias

69



3. GRUPO FUNDAMENTAL EN IMAGENES DIGITALES

S(X,m) -2 S(X, k)
Pis S(X,1)

S(X,k) ——— Y

Como en a), se deduce que f = g.0p,. Altener que (py)sx = pxo(pir )« siendo (o1 ), (Prr )«
isomorfismos (teorema 3.4), también p, lo es, al igual que los homomorfismos inducidos
por las proyecciones parciales que lo componen.

Finalmente, c) es analogo a b). O

Teorema 3.6. Sean X C Z™ eY C 7" imagenes digitales basadas. Si X e Y son sb-
homotopicamente equivalentes, entonces los grupos fundamentales son isomorfos.

Demostracion. Haremos uso de la Definicién 1.25 y sus elementos. Tenemos aplicaciones
f:8(X, k) — Y vyg:S(,l) — X las cuales para algun k, [ satisfacen f o G = p; y
go F = py. Porello, fi 0 Gx = (pki)« ¥ g« © Fx = (pg1)«. Como (pg;)« es isomorfismo,
entonces f, es sobreyectiva y Fi es inyectiva. Asimismo, se tiene que p; o F' = f o p; y por
lo tanto, (p;)« © Fx = f« o (p;)« - Se deduce asi que F es inyectiva cuando f lo es y por lo
tanto, f, induce un isomorfismo de grupos. Se concluye que

feo ((pr)) ™" m(X, @0) — m(S(X, k), Zo) — m1(Y, 0)
es un isomorfismo de grupos, al ser composicién de isomorfismos. O

Corolario 3.5. Si X es sb-contractil, entonces m1 (X, xg) = {e}.
Demostracion. Se sigue del Teorema 3.6 y la Definicién 1.26. d

Se cierra el capitulo y la memoria calculando el grupo fundamental de la circunferencia
digital, es decir, el diamante.

Teorema 3.7. Si D es el diamante, entonces w1(D, (1,0)) = Z.

Demostraciéon. Tomamos como punto base en D a (1,0) € D. Definimos una correspon-
dencia w : m1(D, (1,0)) — Z dada por w([a]) := w(«) (el grado o indice, ver Corolario
A.1) para cada [a] € 71(D,(1,0)). Procedemos a demostrar que es un isomorfismo de
grupos.

En primer lugar, w esta bien definida. En efecto, sean [a], [5] € m1(D, (1,0)) tales que
[a] = [B]. Los representantes son lazos basados o : Iy — Dy 3 : Iy — D para los
cuales existen m, n y b-homotopia tal que o p,, = Bopn @ Iavi+em—1 = InN4n—1 — D.
Sia: Ipy — [—L, L] es la tinica elevaciéon de « (ver Lema A.1) que comienza en 0 €
[—L, L] C Z, entonces & 0 pp, : Iypr4m—1 — [—L, L] es la tinica elevacién de « o py,
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que comienza en 0 € Z. De esta manera,

_ a(M) - a(0)
w(a) = 1
_ (@opm)(mM +m —1) — (@0 pm)(0)
4
— w0 pm)

Por un argumento similar, w(f) = w(B o py,). Por la Proposicion A.1, se tendria que
w(e) = wlaopm) =w(Bopn) = w(p).

Ahora, probemos que w es homomorfismo. Sean [o], [3] € 71 (D, (1,0)) tales que
[a] = [B]. Los representantes son lazos basados a : Iy — Dy 3 : Iy — D para los
cuales existen @ : Iy — Zy B : Iy — Z, elevacion de a y 3, respectivamente, donde
la primera comienza en 0 y la segunda en a(M ). Entonces, la concatenacién @ - 3 es la
elevacion de « - 5. De esta manera,

(@-B)(M+N+1)—(a-3)0)

=4
2
=
I
g

([ B]) =

= w(@) + w(p)

Asimismo, w es sobreyectiva, ya que si n € Z, tomamos el lazo basado o, : I,, — D
dado por a,(t) := €2'™, cuya elevaciéon & : I, — Z esta dada por a(t) = 4t para cada
t € I,,. De esta manera,

w(an):a(n);a(()):?:n

Finalmente, w es inyectiva. Efectivamente, sean [o] € 71(D, (1,0)) tal que o : Iy —

D es un lazo basado, w([a]) = 0y & : Ipy — [—L, L] es la unica elevacion de o que
&(M)4—&(0) — &(iw)

comienza en 0. Como w([a]) = = 0, entonces @(M ) = 0y por lo tanto,
& es un lazo basado en [— L, L]. Podemos contraer [—L, L] a {0} a través de la homotopia
H:[-L,L] x In; — [-L, L] dada por

~L4+t —L<s<-L+t

H(s,t):=(s —L+t<s<L-—t,

L—t L—-t<s<L
para cada (s,t) € [—L, L] x Ip;. Notese que H(s,0) = s, H(s,M) =0y H(0,t) =0
paracada s € [—L, L], t € Ij;. Se demuestra que H es digital a través de un razonamiento

analogo al de la prueba del Lema 1.2. Ahora, definiendo
H:=poHo(axid,): |[—L,L x Ipy — [—L, L]
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tenemos una homotopia digital que verifica que

H(s,0) = (po H)(a(s),0) = (poa)(s) = a(s),

H(s, M) = (po H)(a(s), M) = p(0) = (1,0),
#H(0,1) = (po H)(a(0),t) = (po H)(0,1) = p(0) = (1,0),
H(L,t) = (po H)(a(L),t) = (po H)(0,1) = p(0) = (1,0),

paracada s € [—L, L], t € Ip. Luego, H es una b-homotopia a ~ Cjy
entonces [a] = e € (D, (1,0)). Se deduce asi que w es inyectiva.

Iy — D,

Se concluye que w es isomorfismo al ser homomorfismo inyectivo y sobreyectivo.
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APENDICE

Apéndice

A.1. Caminos y homotopias en el diamante

En este apartado, se presentan algunos resultados los cuales se especializan sobre
los caminos y lazos en el diamante D, normalmente considerado la version digital de la
circunferencia, que se usaran en los capitulos 2 y 3. En topologia, siempre se ha considerado
ala aplicacion p : R — S' dada por p(t) = €7, como la aplicacion recubridora estandar.
Considerando a los puntos de D como puntos sobre el plano complejo,

D = {(£1,0),(0,£1)} = {e'3" | k=0,1,2,3}

se puede definir la version digital p : Z — D dada por p(n) = "3 y restringirla a
cualquier intervalo [a, b] C Z para obtener una aplicacion digital.

Se comienza aportando una version digital de la propiedad de elevacion de caminos.

Lema A.1. Si se tiene el siguiente diagrama conmutativo

y M tal que [f(0) — N, f(0) + N| C [—M, M], entonces existe un tinico camino digital
a : Iy — [—M, M] de longitud N que levanta o a través de p y comienza en f(0) €

p~H((0)).

Demostracion. Construiremos & inductivamente, demostrando al mismo tiempo que es
unico. Definimos &(0) = f(0). Suponemos que para k € {0,..., N — 1} hemos definido
a(s) para s € I tal que (p o @)(s) = «(s). Ademas si ' : I, —» Z es otro camino de
longitud k£ que comienza en f(O) y levanta o7, , entonces o/(s) = a(s) para s € Iy.

Notese que si a(k) = ez conr € {0,1,2,3}, entonces a(k) = 4q + r para algin
q € Z. Ademas, la digitalidad de &), implica que —M < f(0)—k < 4g+r < f(0)+k < M,
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entonces tenemos espacio para extender &. Como se tendria que verificar que a(k+ 1) ~p
(r4e)mi

a(k),donde a(k+1) =e 2 cone € {£1,0}, podemos extender & a

alk+1)=4qg+r+e

Entonces, se tendria que &(k + 1) ~_p7 a7 @(k) y por lo tanto, &y, | : lkp1 — Zes
digital y levanta o7, ,,. Ademas, si o’ : ;11 — Z es otro camino de longitud &k + 1
que comienza en f(0) y eleva oy, ., entonces por hipétesis de induccién de unicidad
a(k) = o/ (k). Por lo que tendriamos que o/ (k + 1) ~_p7 2 o' (k) = a(k) = 4¢+ry por
un razonamiento similar al realizado anteriormente, tenemos que o/(k + 1) =4Q +r + ¢
con € € {£1,0}. Entonces, necesariamente ¢ = Qy o/ (k+ 1) = a(k + 1).

Continuando por induccién tendriamos la elevacién construida, la cual efectivamente
verifica las propiedades expuestas. O

En topologia, el indice (o grado) es fundamental. Podemos obtener una nocién digital
de este objeto.

Corolario A.1. Para cada lazo en D, es decir, para cualquier camino digital o : Iy — D
con a(0) = a(N), existe un entero w(«) (niumero indice) bien definido dado por

donde & es la tinica elevacion de o garantizada por el lema A.1 para cualquier punto inicial
a(0).

Demostraciéon. Hay que ver que si @ y ' son elevaciones de o que comienzan en ny
y myg, respectivamente, @(N) — @(0) = o/(N) — o/(0) = 4k para algin k. Como &
y o son elevaciones de a, p(@(N)) = p(a(0)) y p(a/(N)) = p(a/(0)). Por lo tanto,
a(N) —a(0) =4ry o/(N) — o/(0) = 4k, para algun k, r. Asimismo, se tiene que

p(no) = p(a(0)) = a(0) = p(e’(0)) = p(mo).

Entonces, mg y no difieren en un multiplo de 4. De esta manera, podemos definir una
elevacion & de « tal que para cada s € Iy, se tiene que &(s) = a(s) + mg — ng. Al
comenzar en my, por unicidad se tiene que & = ' y se concluiria asi que a(N) — @(0) =
o (N) —d/(0). O

Asimismo, algunas aplicaciones en topologia tienen la propiedad de elevar homotopias.
En particular, la aplicacién recubridora en los espacios recubridores la posee. La p que se
ha definido al principio de la seccién posee una caracteristica similar en el plano digital, tal
y como se enuncia a continuacion.

Lema A.2. Si se tiene el siguiente diagrama conmutativo

In x {0} —*— [-L, L]

3 X
H -
z\[ ids lﬁ

INXIMTD
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donde H : Iy x Ipy — D es una homotopia de caminos digitales de longitud N en D
que comienza en H(s,0) = a(s); & : Iy — [—L, L] la tinica elevacion de o a través de
p para un punto inicial dado &(0) y L suficientemente largo de tal modo que [@(0) — (N +
M), a(0) + (N + M)] C [-L, L]. Entonces, existe una tinica H : Iy x Iy — [—L, L]
homotopia digital que levanta H a través de p y comienza en .

Demostracion. Construiremos H inductivamente, demostrando al mismo tiempo que es
Unica. Definimos H(s,0) = a(s) para s € Iy.Si H : Iy x Ipy — [—L, L] es otra
elevacion de H, debe verificar que H'(s,0) = @(s) para cada s € I .

Suponemos que hemos construido H : Iy x I; — [~L,L]para0 <1 < M — 1
elevaciéon de H, tal que H(s,0) = a(s) para s € Iy y es la tnica que verifica estas
propiedades en Iy x I;. Seguimos construyendo H en (s, + 1) para s € Iy. Comenzamos
por H(0,1 + 1). Nétese que H(0,t) es la tinica elevacién del camino H (0,t) para t € I,
entonces H (0,1 + 1) debe definirse de tal forma que extienda esta elevacion tnica de
caminos, lo que determina su valor y por lo tanto, H (0,1 + 1) ~_y, 1) H(0,1). Obsérvese
que si H' elevaa H en Iy x I, necesariamente H'(0,0+ 1) = H(0,l+ 1) por unicidad de
elevacién de caminos. Suponemos que H (0,14 1) = e™2" para r € {0, 1,2, 3}, entonces
H (0,1 + 1) = 4n + r para algin n. Al tener que (0,1 + 1), (0,1) y (1,1) son adyacentes
dosadosen Iy X Iy, se tiene que

(r+e(0,—1))im (r+e(1,—1))im

HO,l)=e 2  y H(,l)=e 2
para €(0,—1),e(1,—1) € {£1, 0} que satisfacen las desigualdades
€0, =) < 1, [e(1, =1)| < 1,1]e(0, =1) —e(1, =1)| < L.

Se sigue que H(0,1) = 4m +7r+¢(0,—1)y .F_{(l, l) =4p+r+€(1,—1) para algin m, p.
Necesariamente, se tendria que verificar que H (0,1 + 1) ~_r 1) H(0,1) ~_r, 1) H(1,1),
entonces n = m = p y se verificaria que es digital.

Recopilando lo que hemos construido en el parrafo anterior, hemos extendido H a (I X
I;) U{(0,1+ 1)}, demostrando que es unica y digital. Ahora, efectuaremos una induccién
secundaria suponiendo que hemos extendido H a (Iy x I;) U ({(0,1 +1),...,(u,l+1)})
para algin v que verifique que 0 < u < N — 1 de tal forma que es digital y es la Unica
elevacionde H en (Iy x I;}) U ({(0,{4+1),...,(u,l+1)}), ya que el caso base u = 0 esta
probado en el parrafo anterior. Entonces, procedemos a definir H (u + 1,1 + 1). Témese en
cuenta que la definicién en este punto, estara determinada por el hecho que H(s,l + 1) es
la tinica elevacién de caminos de H (s,! + 1) para s € I, ;1. Entonces H (u+ 1,14 1) debe
definirse de tal forma que extienda esta elevacion Gnica de caminos, lo que determina su
valor y por lo tanto, H (u+1,1+1) ~-LL] H(u,l+1). Adviértase que si H' elevaa H en
In x I}, necesariamente H'(s,l4+1) = H(s,l+1) para s € I,41 por unicidad de elevacién
de caminos, ya que H'(0,1 + 1) = H(0,1 + 1). Suponemos que H(u + 1,1+ 1) = ez
parar € {0,1,2,3}, entonces H(u + 1,1 + 1) = 4n + r para algtin n. Al tener puntos en
(In x I;)U{(0,1+1),...,(u+1,l+ 1)} adyacentes a (u + 1,/ + 1) tenemos valores de
H (ver tabla A.1) para los cuales se tiene que

e(i,j) € {£1,0} y le(i,j) — (@, i) <1
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s=u s=u-+1 s=u+2
‘= l N 1 e(r#»e(;l,()))ur e#
(r+e(—1,-1))im (r+e(0,—1))im (r+e(1,—-1))im
t=1 e 2 e 2 e p)
Tabla A.1: Valores de H (s, t) para (s, t) adyacentesa (u+1,l+1) en (Iy x I;)U{(0,141), ..., (u+
1L,I+ 1)}
s=u s=u+1 s=u+2
t=1+1 dn_ 0 +7+¢€(=1,0) dn +r
t=1 dn_y_p+r+e(=1,-1) dng_1)+7+e(0,-1) dng_y+7r+e(l,—1)

Tabla A.2: Valores de H (s, t) para (s, t) adyacentesa (u+1,1+1) en (In x [,)U{(0,l+1),..., (u+
1,1+ 1)}

siempre que (i, j) ~z2 (i, j'). Se sigue que por los valores de H (ver tabla A.2) y ser digital
en (In x ;) U{(0,l +1),...,(u,l + 1)}, necesariamente, se tendria que verificar que
n(;,;) = Ny se seguiria que es digital en H en (Iy x I;) U{(0,1+1),...,(u+ 1,1+ 1)}.

Por lo anterior, los pasos inductivos que queriamos probar se verifican. Por induccién
H seelevaaun H en Iy x Iy que verifica las propiedades presentadas. O

Finalmente, se concluye esta seccién presentando un resultado que permite distinguir
cuando un lazo en el diamante es hométopo a uno constante a través del numero indice.

Proposicion A.1. Si dos lazos en el diamante son hométopos, entonces poseen el mismo
numero indice. En particular, ningtin lazo con niimero indice no nulo es hométopo a un lazo
constante.

Demostracion. Sean «, 3 : Iy — D lazos en el diamante tal que existe una homotopia
digital H : Iy x Ipy — D de o a 8. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que M =
1, ya que en caso contrario, podemos ver la homotopia como una sucesiéon de 1-homotopias:
a~ra) ...~ ay = [ donde paracadai = 1,..., M, se tiene que «;(s) = H(s,1).
Por el lema A.2, H se eleva a una homotopia digital H : Iy x [; — [~L,L] de @ a f3.
Entonces, se verifica que

0_4(0) = H(O> O) ~[-L,L] H(Oa 1) = B(O)
y por lo tanto, 3(0) = @(0) + ¢ con ¢y € {£1,0}. Por un razonamiento similar, 3(N) =
a(N) + ey con ey € {£1,0}. Entonces, se tiene que

EN — €0
4

Como el nimero indice es un entero y ey — €o| < 2, tenemos que w(f5) = w(«).

w(f) = w(a)+

En particular un lazo constante en D se levanta a un camino digital constante, entonces
el nimero indice es nulo. O

A.2. Algunos resultados sobre la subdivision de aplicaciones

En este apartado del apéndice, se realizara un esbozo de las pruebas de dos resultados
que se usan en el Teorema 3.4. Por un lado, el primero consiste en la combinacién del
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Teorema 4.1 y el apartado C) del Corolario 6.2 en [24]. Por otro lado, el segundo resulta de
combinar este mismo corolario con el Teorema 5.7 del mismo articulo. Se hara uso de las
notaciones y convenios establecidos en la seccion 1.3.

Teorema A.1. Seacx : Iy —> X C Z" un camino basado de longitud N.Si K = 2k+1 > 3
es un niimero impar, entonces existe & : S(In, 2k + 1) = Inpq1)42r — S(X,2k + 1)
camino basado que hace que el siguiente diagrama conmute:

S(Iy,2k+1) —% S(X,2k + 1)

02k+1l LO%-H

In X

A & se le denomina recubridor de . Ademas si v es un lazo basado con a(0) = a(N) = o,
entonces el recubridor & es un lazo basado que verifica que &(0) = &((2k + 1)N + 2k) = Zo.

Demostracién. Recordemos que para cada i € Iy C Z, tenemos que i = (2k + 1)i + k €
S(i,2k + 1). Asi, el recubrimiento puede ser descrito como:

a(0) 0<j<k
a(j)=qa(i+t)=ai)+tla(i+1)—a(i)] 0<i<N,0<t<2k,
a(N) N<j<N+2k
para cada j € S(In,2k+1). Notese que en esta descripcion hemos usado la suma vectorial
y la multiplicacién por un escalar. De esta manera, si (i) = (21,...,2,) ya(i + 1) =
(«},...,x]), entonces

a(i+t) = (2k+ Dz + k+tla] —a1],..., (2k + Dan + k + t{z], — 25))

para cada 0 < ¢t < 2k. Por la forma en la que hemos construido &, tenemos que &(i) =

a(7). En particular, si « es un lazo basado, tenemos que &(0) = &(N) = zy. Asimismo,
por construcciéon G(j) = a(0), paracada 0 < j < 0 = ky &(j) = a(N), para cada
(2k+1)N+k = N < j < (2k+1)N +2k. Noétese que 0 es el punto base S(I, 2k+1) y 7o
es un punto base de S(X, 2k+1). Recopilando todo lo anterior, se tendria la conmutatividad

del diagrama. O

Teorema A.2. Sea H : Iy x Iy — X C Z" una aplicacion digital basada. Si k > 1,
entonces existe H : S(Ip,2k + 1) x S(In,2k + 1) — S(X, 2k + 1) aplicacién digital
basada que hace que el siguiente diagrama conmute:

S(Ing, 2k + 1) x S(Iy, 2k + 1) —F5 S(X, 2k + 1)
P2k+1 XkaH:p%Hl lﬂ2k+1

IMXIN % X

Si H es una b-homotopia de lazos basados desde o : Iyy — X a 8 : Ipy — X, entonces
H es una b-homotopia de lazos basados desde & : Lo 1ypryon — S(X, 2k +1) af :
Tops1ynr2k — S(X, 2k + 1), los recubridores de o y 3 definidos en A.1, respectivamente.
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Demostracion. Se define una homotopia recubridora H en las aristas de S (Ing,2k +1) x
S(In,2k + 1) usando los recubridores de los caminos en X obtenidos restringiendo H a
las aristas de Ip; x Iy y se verificaria el diagrama. En particular, se verificaria que

H(s,0)=a(s) y H(s, (2k+1)N +2k) = ((s),

para cada s € I(og11)M42k-

Ademas, si H es una b-homotopia de lazos basados, se tendria que H(0,t) = z¢ =
H(N,t) para cada t € Iy. Como para la aplicacion digital constante Cy : Iy — X
en z( su recubridor es de nuevo una aplicacioén digital constante Cn = Clok+1)N42k
Tops1yn4ore — S(X,2k + 1) en 2o, se tendria por la construccién de la homotopia
recubridora H que H(0,t) = @9 = H((2k + 1)M + 2k, t) para cada t € Tiops1) 042k Se

deduce asi que H es una b-homotopia de lazos basados.

O]

A.3. Imagen digital en Python

Se ha creado una clase en Python que representa una imagen digital. Esta clase incluye
operaciones tipicas que se realizan en este ambito como: encontrar los elementos adyacentes
a cada elemento de una imagen digital, hacer subdivisiones k-ésimas, el producto digital de
dos imégenes digitales, representar imagenes digitales (solo disponible para dimensiones
inferior a 3) y proyectar can6nicamente o parcialmente los elementos de una imagen digital.
También, permite crear imagenes digitales tipicas como el intervalo digital de longitud N o
la n-esfera digital. En el codigo, se efectia una simulacién de las funcionalidades de la clase
(para la imagen obtenida véase la figura A.1). Paralelamente, se comenta cada funcionalidad
dentro del codigo.

#HEADER
__author__ = "Karim Omar Jerez Santana"
__credits__ = [’Gregory Lupton’, ’John Oprea’, ’Nicholas A. Scoville ']

#NEEDED LIBS

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import re

import itertools

from math import floor

#CLASSES

class digital_image () :
Class which represents a digital image.
It contains some methods which are
usual operations in these objects.

Parameters:
elements: List of tuples.
List of elements represented by
a tuple.
defined_digital _image: string.
String with pattern: I{number}
(digital interval of length number)
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or D{number} (n-sphere digital version).

Attributes:
elements: Dict.
Dictionary which the key is an
element from the digital image
given and its value is a list
with correspondant adjacent
elements (tuples).

"o

def __init__(

self ,

elements ,
defined_digital_image
):

self.elements = {}

if elements == None and defined_digital_image == None:
print (’Generic digital image has been created’)

elif bool(re.search("[D][0-9]+", defined_digital_image)) == True
and elements == None:
n = int(defined_digital_image [1:])
elements = __class__.generate_digital_sphere(n)
elif bool(re.search("[I][0-9]+", defined_digital_image)) == True
and elements == None:
n = int(defined_digital_image [1:])
elements = __class__.generate_interval(n)
else:
print ('Elements have been read successfully!’)

if elements != None or defined_digital_image != None:

for element in elements:
self . elements[element] = []

self.adj_elements_find ()

@staticmethod

def generate_interval(n):
Static method which generates
a list of 1-tuples which represents
digital interval of length n.

Parameters:
n: int.
Length of interval.

Returns:
elements: List of tuples.
List of 1-tuples which represents
elements from digital interval
of length n.
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elements = [tuple([i]) for i in range(n+1)]

return elements
@staticmethod

def generate_digital_sphere(n):

"o

Static method which generates
a list of (n+1)-tuples which
represents the n digital sphere.

Parameters:
n: int.

Sphere dimension.

Returns :

elements: List of tuples.
List of (n+1)-tuples which represents
elements from n digital sphere.

"o

zero_element =
elements = []

[0]+(n+1)

for i in range(len(zero_element)):
positive_element =
positive_element [i]
elements.append(tuple (positive_element))

negative_element =
negative_element [i]
elements.append(tuple (negative_element))

return elements
@staticmethod

zero_element . copy ()

=1

zero_element . copy ()

= -1

def distance_btw_numbers_less_one (number_1,

"o

Static method which checks if distance

between numbers

Parameters:

is less

number 1: int.
number 2: int.

Returns:
Boolean .

"o

than one.

if abs(number_2-number_1) <=1:

return True
else:

return False

@staticmethod

def adj_checker(element_1,

"o

Static method which checks two elements

are adjacent.

Parameters:
element_1:
element 2:

tuple .
tuple .

element_2):

number_2) :



140

164
165
166
167
168
169
170

177
178
179
180
181
182
183
184

186
187
188
189
190
191
192
193
194

196

A.3. Imagen digital en Python

Returns:
Boolean .
if type(element_1) == ’int’ and type(element_2) == ’int’:
return distance_btw_numbers_less_one (number_1, number_2)
else:
tuple_len = len(element_1)
element_insp = 0
while element_insp <=tuple_len -1:

check = __class__ .distance_btw_numbers_less_one (
element_1[element_insp],
element_2[element_insp]

)

if check == False:
return False
element_insp+=1
return True

def adj_elements_find(self):

"o

Method which fills elements attribute.

Parameters:
None .
Returns:
None .
elements_as_list = list(self.elements)
for element 1 in elements_as list:
for element_2 in elements_as_list:
if element_l==element_2:
continue
else:
adj_check = __class__.adj_checker(element_1,
element_2)
if adj_check == True:
self . elements[element_1].append(element_2)

@staticmethod

def subdivision (k, elements):
Method which finds k subdivision
of a digital image.

Parameters:
k: int.
Subdivision number.
elements: list of tuples.
Elements which are going
to be subdivided.

Returns:
subdivision_elements: List
of tuples.
Elements from subdivision .
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"o

subdivision_elements = []
for element in elements:
new_elements_gen = []
for sub_element in element:
poss_sub_element = []

for n in range(k):
poss_sub_element.append (k+sub_element+n)
new_elements_gen.append(poss_sub_element)
cp = itertools.product(+new_elements_gen)
for new_element in cp:
subdivision_elements .append(new_element)
return subdivision_elements

@staticmethod

def partial_projection_number (k, number):
Static method which makes partial
projection on number.

Parameters:
k: int.
Initial subdivision which
is considered .
number: int.
Number to project.

Returns:
new_number: int.
maps of original number
through partial projection.

"o

x = number//k

j = number % k

if j>= 0 and floor(k/2)-1>=j:
new_number = (k-1)xx+]j

if j>= floor(k/2) and j<=k-1:
new_number = (k-1)*x+j-1

return new_number

@staticmethod
def project_element (
k,
element ,
projection_type
) :
Static method which projects
an element.

Parameters:
k: int.
Initial subdivision which
is considered.
element: tuple.
Element to map.
projection_type: str.
Type of projection selected.
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It can be canonical or partial.

Returns:
new_element: tuple.
maps of original element
through selected projection.

new_element = []
for number in element:
if projection_type == ’‘canonical :
new_number = floor (number/k)
elif projection_type == ’partial ’:
new_number = __class__.partial_projection_number (k,
number)

new_element.append (new_number)
return tuple (new_element)

@staticmethod
def project_image (

k,

elements ,
projection_type
) :
Static method which projects
a digital image.

Parameters:
k: int.
Initial subdivision which
is considered.
elements: List of tuples.
Elements to map.
projection_type: str.
Type of projection selected.
It can be canonical or partial.

Returns:
new_elements: List of tuples.
projections of original elements.
new_elements = []
for element in elements:
if projection_type in [’canonical’, ’partial’]:

new_element = tuple(__class__ .project_element(
k,
element ,
projection_type
))
else:

print (’This projection type is not contempled. )
return None
if new_element not in new_elements:
new_elements.append (new_element)
return new_elements

@staticmethod
def image_product(
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elements_image_1,
elements_image_2

) :
Static method which calculates digital
product.
Parameters:
elements_image_1 : List of tuples.
List of elements.
elements_image_2 : List of tuples.
List of elements.
Returns:

new_elements: List of tuples.
List of elements which is the
product.

new_elements = []
for element in itertools.product(+[elements_image_1,
elements_image_21]):
new_element = []
for n in range(2):
for coordinate in element[n]:
new_element.append(coordinate)
new_elements.append(tuple (new_element))
return new_elements

@staticmethod
def plot_digital_image (elements):

"o

Static method which plots a digital

image .
Parameters:
elements : List of tuples.
List of elements which are going
to be plotted.
Returns:
None.
dimension = len(elements[0])
if dimension == 1:
new_elements = []

for element in elements:
new_elements.append ((element [0] ,0))

__class__ .plot_digital_image (new_elements)
elif dimension == 2:

X,y = zip (»elements)

fig = plt.figure ()

ax = fig.gca()

ax.scatter (x, y)

plt.title (’Digital image plot.’)
elif dimension == 3:
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if

__name__ ==

X,y,z = zip (+» elements)
fig = plt.figure ()

ax = fig.gca(projection=’3d")

ax.scatter(x, y, z)

plt.title (' Digital image plot.")

else:

print (A plot cannot be done in higher dimensions than 3°)

> 5

__main__

#We declare our digital images examples

I4 = digital_image (None, ’I4°)
13 digital_image (None, 'I37)
#We extract elements of I3 and 14

I3_elements = list (I3.elements.keys())
I4_elements = list (I4.elements.keys())
#We show dictionary of adjacent elements

print (I3 .elements)
Output: {(0,): [(1,)], (1,):
[((z,)1}

#We calculate the third subdivision of I3
I3_elements))

print (I3 .subdivision (3,
Output: [(0,), (1,), (2,), (3,),
(10,), (11,)]

#We calculate partial projection of previous

print (I3 .project_image (

SP

I3 .subdivision (3,
‘partial’

))

"o

Output: [(0,), (1,), (2,), (3,),

((0.),

(2.)],

I3_elements),

in I3

i.e.

i

#We calculate canonical projection of previous

print (I3 .project_image (
3,
I3 .subdivision (3,
>canonical’

))

"o

Output: [(0,), (1.,), (2,), (3.)]
#We calculate I4 x I3 and plot it
d = digital_image (None, None)
product = d.image_product(

14 elements ,

I13_elements

)

print (product)

Output:
[(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3),

I3_elements) ,

(2,):

I11

0o @o

(1.,

17
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d.plot_digital_image (product)

1, , (1, 2), (1, 3), (2, 0), (2,
(2, 2), (2, 3), (3, 0), (3, 1), (3,
(3, 3), (4, 0), (4, 1), (4, 2), (4,

Esta clase se puede importar facilmente escribiendo en el preambulo del codigo:

install topology-digital —operations

2 from topology_digital_operations import digital_image

Es decir, se encuentra en PyPI, el repositorio oficial en el lenguaje de programacién

Python.
Digital image plot.
301 ® L L L] L
25 1
201 » L L L] L
15
101 L L L] L
05 1
001 ® L L L] L
I]I.IIL'I I]I.IS 1_II'.II 1.|5 20 E_IS 3.II:I ELIS 4_II'.II
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Figura A.1: Plot obtenido en la simulacién del c6digo en el apéndice A.3.
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