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por su amistad y su compañ́ıa durante todos estos años. Gracias por hacer de
ellos una experiencia inolvidable.
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Resumen · Abstract

Resumen

Las Fórmulas de Cuadratura (f.c.) son métodos de Integración
Numérica que se emplean para aproximar el valor de una integral
dada con respecto a una medida positiva de Borel definida en la
región de integración, que en nuestro caso será un intervalo de la
recta real. El objetivo fundamental de esta Memoria es abordar una
introducción a la Teoŕıa de Fórmulas de Cuadratura Generalizadas
(f.c.g.) de Tipo-Gauss, las cuales fueron introducidas por Gautschi
en el año 2004, y a diferencia de las clásicas f.c., permiten la apari-
ción de nodos con multiplicidades arbitrarias. Aqúı, por f.c. de Tipo-
Gauss estamos incluyendo la posibilidad de que ciertos nodos queden
fijados de antemano en el interior del intervalo de integración.
Dado que las f.c.g. y f.c. de Tipo-Gauss están ı́ntimamente relacio-
nadas, la Memoria contiene un primer caṕıtulo en el que se abordan
la construcción de f.c. de tipo interpolatorio, propiedades de polino-
mios ortogonales, y caracterización de f.c. de Tipo-Gauss, haciendo
un especial énfasis en la computación eficiente de las mismas a par-
tir de las correspondientes matrices de Jacobi.
En el segundo caṕıtulo se aborda la caracterización de f.c.g. de Tipo-
Gauss con multiplicidades arbitrarias en los extremos del intervalo
de integración. Se lleva a cabo un análisis especial sobre la positi-
vidad de los pesos, el estudio de la convergencia y la obtención de
estimaciones del error. También se estudia la posibilidad de incluir
nodos fijos de antemano en la f.c.g. situados en el interior del inter-
valo de integración y con multiplicidades arbitrarias pares, algo que
hasta donde sabemos, no ha sido estudiado aún en la literatura. Se
ha incluido finalmente un ejemplo numérico ilustrativo para la fun-
ción peso de Chebyshev de primera especie, aśı como una colección
de problemas abiertos relacionados.

Palabras clave: Fórmulas de Cuadratura de Tipo-Gauss – Po-
linomios Ortogonales – Fórmulas de Cuadratura Generalizadas de
Tipo-Gauss – Convergencia y Estimaciones del Error.
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Abstract

Quadrature Formulas (q.f.) are methods of Numerical Integration
that are used to approximate the numerical value of a given integral
with respect to a positive Borel measure defined on the region of
integration, that in our case will be an interval of the real line. The
main aim of this work is to address an introduction to the Theory
of Gauss-Type Generalized Quadrature Formulas (g.q.f.), that were
introduced by Gautschi in 2004, and that unlike the classical q.f., they
allow the appearance of nodes with arbitrary multiplicities. Here, by
Gauss-Type q.f. we include the possibility that certain nodes could be
fixed in advance in the interior on the interval of integration.
Since Gauss-Type g.q.f. and q.f. are closely related, this work con-
tains a first chapter where the construction of interpolatory-type q.f.,
orthogonal polynomials and characterization of Gauss-Type q.f. are
addressed, making a special emphasis to the efficient computation of
them from the corresponding Jacobi matrices.
The characterization of Gauss-Type g.q.f. with arbitrary multiplici-
ties at the endpoints of the interval of integration is considered in
the second chapter. A special analysis of the positivity of the weights,
the study of convergence and the obtention of error estimates is ca-
rried out. Also, the possibility to include nodes fixed in advance in
the g.q.f. located in the interior of the interval of integration with
arbitrary even multiplicities is also analyzed, something that, as far
as we know, it has not been considered yet in the literature. An illus-
trative numerical example concerning the Chebyshev weight function
of the first kind along with some related open problems are also in-
cluded.

Keywords: Gauss-Type quadrature formulas – Orthogonal Poly-
nomials – Generalized Gauss-Type quadrature formulas – Conver-
gence and error estimates.
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Introducción

Las Fórmulas de Cuadratura1 (f.c.) son procedimientos dentro de la Integra-
ción Numérica para la obtención del valor aproximado de una integral definida
con respecto a una medida positiva de Borel, que para nosotros estará soporta-
da en un intervalo de la recta real. Estas reglas, que consisten en combinaciones
lineales apropiadas de valores del integrando, han sido ampliamente estudiadas
en la literatura en las últimas décadas. Esta Memoria tiene por finalidad ofrecer
una introducción a la Teoŕıa de Fórmulas de Cuadratura Generalizadas (f.c.g.)
de Tipo-Gauss, que fueron introducidas por Gautschi en [7] en el año 2004, y a
diferencia de las anteriores, han sido muy poco estudiadas a d́ıa de hoy, siendo un
importante campo de investigación actual dentro de la Teoŕıa de Aproximación.

Dada la ı́ntima relación entre f.c.g. y f.c. de Tipo-Gauss, entendiendo por
estas al conjunto de f.c. Gaussianas, de Gauss-Radau y de Gauss-Lobatto, in-
cluyendo la posibilidad de que ciertos nodos queden fijados de antemano en el
interior del intervalo de integración, hemos incluido un amplio primer caṕıtulo
en el que se abordan los aspectos más trascendentales de estas.

Sin pérdida de generalidad, partimos de una función peso ω definida en un
intervalo [a, b] de la recta real. El primer paso es caracterizar las f.c. de tipo
interpolatorio, las cuales, sin imponer condición alguna sobre sus nodos salvo
que estos sean distintos entre śı y estén localizados en el intervalo de integra-
ción, se determinan reemplazando el integrando por el polinomio interpolador
a este en los nodos en su forma de Lagrange. Es bien sabido que las f.c. de
n puntos de tipo interpolatorio tienen grado de precisión n − 1 (basados en el
Teorema de Aproximación de Weierstrass, es usual imponer que sean exactas en
subespacios de polinomios de dimensión lo más grande posible). Por esta razón,
con el objetivo de aumentar el grado de precisión, se hace necesario imponer
condiciones a los nodos, es decir, que estos no sean ahora libres, y es aqúı donde
aparece la ı́ntima relación entre el dominio de exactitud de una f.c. y ciertas
condiciones de ortogonalidad que debe cumplir el polinomio nodal (Teorema de

1 Código 1206.14 dentro de la Nomenclatura Internacional de UNESCO para los campos de Ciencia
y Tecnoloǵıa.
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Jacobi). Tras llevar a cabo un estudio de las propiedades más relevantes sobre
la Teoŕıa de Polinomios Ortogonales en la recta real, concluimos el análisis con-
siderando las f.c. de Tipo-Gauss, que son aquellas que poseen máximo grado de
precisión alcanzable. Teniendo siempre en mente los aspectos computacionales,
centramos especial atención a la computación eficiente de este tipo de reglas
mediante un problema de cálculo de autovalores y autovectores asociado a las
correspondientes matrices de Jacobi. Para los casos de Gauss-Radau y Gauss-
Lobatto, se explica de manera detallada cómo las matrices de Jacobi asociadas
a la función peso ω deben ser adecuadamente perturbadas. Del mismo modo,
centramos también especial atención a resultados de convergencia y estimaciones
del error, cuestiones siempre fundamentales dentro del Análisis Numérico.

El segundo caṕıtulo de esta Memoria contiene el eje central de la misma: el
análisis de las Fórmulas de Cuadratura Generalizadas. A diferencia de las f.c. de
Tipo-Gauss, estas permiten ahora que los extremos del intervalo de integración
sean nodos con multiplicidades arbitrarias. Las posibles aplicaciones de este tipo
de fórmulas dentro de la resolución numérica de ecuaciones diferenciales ordina-
rias con condiciones de frontera que no solo involucran valores de una función,
sino también posiblemente de sus derivadas, o la computación de funciones spli-
ne aproximantes en un compacto de la recta real que preserven una sucesión de
momentos prefijados, motivaron su estudio desde el año 2004. Se ha constatado,
además, que las f.c.g. son especialmente útiles cuando la función a integrar tie-
ne singularidades o comportamientos oscilatorios, permitiendo obtener mejores
aproximaciones del valor de la integral en cuestión. Por otro lado, hemos de
decir que son muy pocas las contribuciones existentes en la literatura sobre este
interesante campo dentro de la Integración Numérica.

Nuestro punto de partida son las referencias [7, 8] y [10]. De este modo,
caracterizamos las f.c.g. con posibles multiplicidades arbitrarias en los extremos
del intervalo de integración, aśı como la positividad de los pesos, presentando
en todos los resultados demostraciones detalladas de los mismos, y ofreciendo
también un estudio de la convergencia y estimaciones del error. Además, hemos
considerado por primera vez en la literatura, por lo que sabemos, la posibilidad
de incluir nodos arbitrarios en el interior del intervalo de integración, con mul-
tiplicidades arbitrarias pares. En todos los casos, las f.c.g. que se obtienen se
relacionan con f.c. de Tipo-Gauss asociadas a funciones pesos modificadas. Con
el fin de ilustrar numéricamente estos resultados, hemos considerado también
un ejemplo numérico detallado para la función peso de Chebyshev de primera
especie, y cuyos resultados fueron obtenidos haciendo uso del software Matlab.

La Memoria finaliza con un apéndice con dos partes. En el primero se
enuncia y se referencia el Teorema de Banach-Steinhaus, el cual fue empleado
en la demostración de uno de los resultados de convergencia. En la segunda parte
se considera una colección de problemas abiertos relacionados que confiamos que
atraigan el interés del lector.
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Fórmulas de Cuadratura en el Eje Real

El objetivo principal de esta Memoria es el estudio de las Fórmulas de Cua-
dratura Generalizadas, que consisten en métodos de aproximación de la integral
definida de una función dada en las que aparecen ciertos nodos con multipli-
cidades arbitrarias, a diferencia de las fórmulas de cuadratura clásicas, en las
que la multiplicidad de todos los nodos siempre es uno. Sin embargo, antes de
afrontar nuestro objetivo, debemos considerar un primer caṕıtulo en el que se
aborden aquellas cuestiones sobre fórmulas de cuadratura indispensables para
un desarrollo completo y autocontenido del tema en cuestión.

Para ello, comenzaremos este caṕıtulo abordando las Fórmulas de Cua-
dratura de Tipo Interpolatorio. Posteriormente, introduciremos el concepto de
Familias de Polinomios Ortogonales con respecto a una función peso1, y daremos
a conocer algunas de sus propiedades más importantes. Por último, trataremos
las denominadas Fórmulas de Cuadratura de Tipo-Gauss, entendiendo por esta
terminoloǵıa a las clásicas fórmulas de cuadratura Gaussianas, de Gauss-Radau
y de Gauss-Lobatto.

1.1. Fórmulas de Cuadratura de Tipo Interpolatorio

Una Fórmula de Cuadratura2 en el eje real consiste en un método de inte-
gración numérica para el cálculo aproximado de integrales respecto a una función
peso definida en la recta real. El proceso, de gran sencillez conceptual e inspi-
rado en la propia definición de integral de Riemann, consiste en considerar una
combinación lineal de valores del integrando.

A priori, podemos pensar que para obtener el valor numérico de
∫ b

a
f(x)dx,

basta con obtener una primitiva de f y aplicar el Teorema Fundamental del

1 A pesar de que el desarrollo de esta Memoria podŕıa llevarse a cabo de manera más general consi-
derando una medida positiva de Borel definida en [a, b], nos centraremos por simplicidad en el caso
de que esta sea absolutamente continua, restringiéndonos, por tanto, a una función peso.

2 De ahora en adelante nos referiremos a Fórmulas de Cuadratura como “f.c.”, tanto para el singular
como para el plural.
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Cálculo Integral, o la Regla de Barrow. Sin embargo, a lo largo de este proce-
so, podemos encontrar múltiples complicaciones que provocan que no podamos
conocer el valor exacto de la integral mencionada. Un ejemplo de esto es la fun-
ción f(x) = sin(x2), que no admite una primitiva que podamos expresar como
combinación de funciones elementales. Por otro lado, puede darse la situación de
que hayamos podido obtener una primitiva, pero que el propio hecho de emplear
la Regla de Barrow conlleve errores en la propia evaluación de esta que haga
que sea preferible aplicar una f.c., puesto que esta requiere de evaluaciones de la
función del integrando. Un ejemplo de esto es f(x) = 1

1−4x4 , cuya primitiva es

F (x) =

∫ x

0

1

1− 4s4
ds =

1

4
√
2
ln

∣∣∣∣∣
2x+

√
2

2x−
√
2

∣∣∣∣∣+
1

2
√
2
arctan(

√
2x).

Por un lado, cabe mencionar que desarrollaremos los diversos temas de
estudio de esta Memoria sobre un intervalo de integración [a, b], aunque toda
esta teoŕıa se puede desarrollar sobre semirrectas e, incluso, en toda la recta
real, como podemos observar en la literatura. Por otra parte, apreciamos que
podemos factorizar un integrando g como el producto de dos funciones: una que
sea suave o regular, denotada como f , y otra que sea no negativa e integrable,
que contiene las posibles singularidades próximas al intervalo de integración
(conocida como función peso, y denotada por ω en lo que sigue). De este modo,

∫ b

a

g(x)dx =

∫ b

a

f(x)ω(x)dx, −∞ ≤ a < b ≤ ∞.

Entonces, motivados por la propia definición de integral de Riemann, en-
tendemos por una f.c. de n nodos a una expresión de la forma:

Iw(f) =

∫ b

a

f(x)ω(x)dx ≈ In(f) =
n∑

k=1

Akf(xk), (1.1)

donde {xk}nk=1 son los n nodos distintos entre śı, verificando que a ≤ x1 < x2 <
. . . < xn ≤ b, y {Ak}nk=1 son los n pesos de la f.c. Nótese que la función g = fω
debe ser integrable en [a, b]. Además, la función peso ω debe tener soporte en el
intervalo de integración [a, b], y debe verificar que ω(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], y ω > 0
en A ⊆ [a, b] con µ(A) > 0, siendo µ la medida de Lebesgue.

Una vez que se haya fijado el valor de n en (1.1), la fórmula In(f) contiene
2n parámetros: los nodos {xk}nk=1 y los pesos o coeficientes {Ak}nk=1. La cuestión
ahora es elegir de forma adecuada estas variables, de tal manera que In(f)
aproxime lo mejor posible a Iω(f). Dicho de otra manera, debemos minimizar el
error

En(f) =

∫ b

a

f(x)ω(x)dx−
n∑

k=1

Akf(xk) = Iw(f)− In(f). (1.2)
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En este momento conviene recordar uno de los resultados más importantes
en la Teoŕıa de Aproximación3:

Teorema 1 (Teorema de Aproximación de Weierstrass) Sean f una fun-
ción continua en el compacto [a, b] ⊂ R y ϵ > 0 dados. Entonces, existe un
polinomio pn (de grado n suficientemente grande) tal que:

∥ f − pn ∥∞= máx
a≤x≤b

|f(x)− pn(x)| ≤ ϵ.

Dicho de otra manera, este teorema afirma que toda función que sea continua en
un compacto de la recta real puede ser aproximada uniformemente por polino-
mios. Es decir, los polinomios son densos en el espacio de las funciones continuas
definidas en un intervalo compacto [a, b]. Por ende, parece adecuado construir
estas fórmulas mediante interpolación polinómica, reemplazando la función f
del integrando en (1.1) por el polinomio interpolador a esta en los n nodos, e
integrar a continuación dicho polinomio con respecto al peso ω.

En lo que sigue, denotaremos por P = span {1, x, x2, x3, . . . } al espacio
vectorial de polinomios en una variable con coeficientes en R. Igualmente, usa-
remos la siguiente notación para sus subespacios: Pk = {p ∈ P / deg(p) ≤ k} =
span

{
1, x, x2, . . . , xk

}
, con k ≥ 0. Nótese que P0 = R, es decir, P0 está formado

por los polinomios constantes.
Supongamos que hemos fijado de manera arbitraria los n nodos en el inter-

valo [a, b], con la única condición de que sean distintos entre śı, y que calculamos
el polinomio de interpolación de f en su forma de Lagrange:

f(x) = p(x) + r(x), (1.3)

siendo r el resto de la interpolación. Si denotamos al polinomio nodal por πn(x) =∏n
k=1(x − xk) ∈ Pn y por lk,n(x) a los polinomios fundamentales de Lagrange,

para todo k = 1, . . . , n, que satisfacen

lk,n(xj) = δk,j =

{
0, si k ̸= j,
1, si k = j,

(1.4)

donde δk,j denota el śımbolo delta de Kronecker, entonces

p(x) =
n∑

k=1

lk,n(x)f(xk) ∈ Pn−1, con lk,n(x) =
πn(x)

(x− xk)π′
n(xk)

∈ Pn−1. (1.5)

Luego, integrando en (1.3) con respecto a la función peso ω, se sigue de (1.5)
que

3 Véase una demostración de este resultado, empleando los polinomios de Bernstein, en [5, Caṕıtulo
VI].
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∫ b

a
f(x)ω(x)dx =

∫ b

a
p(x)ω(x) dx+

∫ b

a
r(x)ω(x)dx

=
n∑

k=1

f(xk)

∫ b

a

πn(x)

(x− xk)π′
n(xk)

ω(x)dx

︸ ︷︷ ︸
=Ak

+

∫ b

a

r(x)ω(x)dx

︸ ︷︷ ︸
=En(f)

.
(1.6)

Aśı, de (1.1), (1.2) y (1.6), obtenemos que los pesos de la f.c. de n puntos deben
venir dados por

Ak =

∫ b

a

πn(x)

(x− xk)π′
n(xk)

ω(x)dx. (1.7)

Podŕıamos haber decidido elegir los pesos {Ak}nk=1 de tal forma que el fun-
cional En(f) definido en (1.2) anule a los monomios 1, x, x2, . . . , xn−1. Entonces,
es fácil comprobar que estas dos técnicas diferentes son realmente equivalentes
(por ejemplo, véase [6, pp. 74-75]).

Proposición 1 Sean {xi}ni=1 n nodos distintos entre śı contenidos en [a, b], fi-
jados de antemano, y ténganse en cuenta las siguientes formas de obtener los
pesos A1, A2, . . . , An en la f.c. In(f) descrita en (1.1):

Interpolar la función f en los nodos x1, x2, . . . , xn por un polinomio de grado
a lo sumo n − 1 e integrar este polinomio interpolador en [a, b] con respecto
a ω.
Escoger A1, A2, . . . , An de forma que el funcional En(f) definido en (1.2) se
anule, ∀f ∈ Pn−1.

Entonces, estos dos procedimientos para hallar A1, A2, . . . , An otorgan la misma
solución.

Definición 1 Diremos que una f.c. de n puntos es de Tipo Interpolatorio cuan-
do se obtiene a partir del polinomio interpolador a la función f en los nodos
x1, x2, . . . , xn, elegidos de manera arbitraria, con la única restricción de que
sean distintos entre śı y estén situados en el intervalo [a, b]. Además, sus pe-
sos {Ak}nk=1 vienen dados por (1.7), y son exactas en Pn−1, un subespacio vec-
torial de P de dimensión n (precisamente, el mismo número de parámetros a
determinar en la f.c. In(f), como cabŕıa esperar).

Asimismo, al hacer uso del polinomio interpolador en su forma de Lagrange
podemos encontrar una acotación del error cometido, teniendo en cuenta que es
sencillo ver, como aplicación directa del Teorema del Valor Medio (véase, por
ejemplo, [1]), que el resto de la interpolación polinómica viene dado por

r(x) =
f (n)(ξ(x))

n!
πn(x), ξ(x) ∈ (a, b). (1.8)
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Proposición 2 En las condiciones anteriores, si f ∈ C(n)([a, b]), entonces

|En(f)| ≤
Mn

n!

∫ b

a

|πn(x)|ω(x)dx, donde Mn =∥ f (n) ∥∞= máx
a≤x≤b

∣∣f (n)(x)
∣∣ .

Demostración:

De (1.6) se tiene que En(f) = Iω(f)− In(f) =
∫ b

a
r(x)ω(x)dx. Ahora bien,

tomando valor absoluto (nótese que la función peso es no negativa en [a, b]) y sus-

tituyendo la expresión de r en (1.8): |En(f)| ≤ 1
n!

∫ b

a

∣∣f (n)(ξ(x))
∣∣ |πn(x)|ω(x)dx,

con ξ(x) ∈ (a, b). Luego, teniendo en cuenta la continuidad de f (n) en [a, b]:

|En(f)| ≤ Mn

n!

∫ b

a
|πn(x)|ω(x)dx, donde Mn =∥ f (n) ∥∞= máx

a≤x≤b

∣∣f (n)(x)
∣∣. ■

Definición 2 Una f.c. In(f) se dice que tiene grado de precisión j si integra
exactamente a cualquier polinomio cuyo grado sea menor o igual que j, y existe
un polinomio de grado j + 1 que no es integrado de forma exacta.

Un resultado que se extrae de todo lo mencionado hasta el momento es el
siguiente:

Teorema 2 Las f.c. de Tipo Interpolatorio tienen grado de precisión al menos
n− 1.

Ahora, parece lógico preguntarnos si este grado de precisión puede aumen-
tar si le imponemos alguna condición a los nodos x1, . . . , xn (por el momento,
solo hemos impuesto que sean distintos entre śı y localizados en [a, b], intervalo
donde está definida la función del integrando). Por ejemplo, supongamos que el
grado de precisión de una f.c. de Tipo Interpolatorio fuera igual a n. Observamos
en este caso que considerando f = πn (recordamos que πn denota al polinomio
nodal, cuyo grado exacto es n), se tiene que In(πn) =

∑n
k=1 Akπn(xk) = 0.

Entonces, se verificaŕıa que

∫ b

a

πn(x)ω(x)dx = 0, (1.9)

que no tiene por qué ser cierto en general.
Dado que para el correcto desarrollo de todo lo anterior tan solo hemos

impuesto la condición de que los n nodos sean distintos entre śı, podemos cues-
tionarnos si podŕıamos obtener una f.c. In(f) =

∑n
j=1Aj,nf(xj,n) que tenga

grado de precisión superior a n − 1 tomando los n nodos de alguna manera
determinada. Además, como una f.c. es, en esencia, un método numérico, la
elección de los nodos debe tener en cuenta dos aspectos muy importantes, que
no han sido mencionados hasta el momento:

Estabilidad: Los posibles errores que pudieran aparecer al evaluar cualquier
función f deben permanecer acotados.
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Sean {xk}nk=1 los n nodos de la f.c. In(f), y sea f̃(x) ≈ f(x), con x ∈ [a, b].

Supongamos que el error cometido viene dado por máx
a≤x≤b

∣∣∣f(x)− f̃(x)
∣∣∣ = δ, con

δ > 0. Entonces,

∣∣∣Iω(f)− Iω(f̃)
∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ b

a

[
f(x)− f̃(x)

]
ω(x)dx

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

∣∣∣f(x)− f̃(x)
∣∣∣ω(x)dx ≤ δ·c0,

siendo c0 =
∫ b

a
ω(x)dx > 0 (véase la Definición 4 más adelante). Análogamente,

para la f.c., se tiene que
∣∣∣In(f)− In(f̃)

∣∣∣ =
∣∣∣In(f − f̃)

∣∣∣ =
∣∣∣
∑n

k=1 Ak

[
f(xk)− f̃(xk)

]∣∣∣

≤∑n
k=1 |Ak|

∣∣∣f(xk)− f̃(xk)
∣∣∣ ≤ δ

∑n
k=1 |Ak| .

Por tanto, comparando ambas acotaciones, concluimos que debe existir una cons-
tante M > 0 que verifique

∑n
k=1 |Ak| ≤ M .

Convergencia: La f.c. In(f) debe converger a Iω(f) para cualquier función f ,
preferiblemente de la mayor clase de funciones posible. Esto es:

ĺım
n→∞

In(f) = ĺım
n→∞

n∑

k=1

Ak,nf(xk,n) =

∫ b

a

f(x)ω(x)dx = Iω(f).

El siguiente resultado, cuya demostración podemos ver en [11, pp. 264-265],
muestra que estos dos conceptos mencionados son equivalentes en el espacio de
las funciones continuas definidas en el intervalo [a, b]:

Teorema 3 Sea ω una función peso definida en [a, b] e In(f) =
∑n

j=1Aj,nf(xj,n)

una sucesión de f.c. de Tipo Interpolatorio para Iω(f) =
∫ b

a
f(x)ω(x)dx. Enton-

ces, ĺımn→∞ In(f) = Iω(f), ∀f ∈ C ([a, b]), si y solo si ∃M > 0 verificando que∑n
j=1 |Aj,n| ≤ M , ∀n ≥ 1.

Ahora bien, retomando la cota del error que manejamos en la Proposición
2, podemos observar que exige gran regularidad en la función f tomada, puesto
que una de las hipótesis es que f ∈ C(n)([a, b]) (nótese que para valores n muy
grandes esto puede suponer un problema). Por tanto, en el siguiente resultado
veremos otra cota del error en el que solo se requiere que la función sea continua
en el intervalo [a, b]:

Teorema 4 Dadas una función f ∈ C([a, b]) y una f.c. In(f) de n puntos con
grado de precisión m ≥ n− 1 y de la forma (1.1), entonces

|En(f)| ≤
[∫ b

a

ω(x)dx+
n∑

k=1

|Ak|
]
ρm(f), (1.10)

donde ρm(f) = mı́n
q∈Pm

∥ f − q ∥∞= mı́n
q∈Pm

máx
a≤x≤b

|f(x)− q(x)|.
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Demostración:

Sean f ∈ C([a, b]) y p su polinomio interpolador escrito en la forma de
Lagrange (véase (1.5)), cuyo grado será a lo sumo n−1, dado que hemos supuesto
que la f.c. tiene n nodos distintos entre śı fijados de antemano. Sea también
q ∈ Pm arbitrario. Entonces, podemos escribir En(f) = Iω(f)− In(f) = Iω(f)−
In(q) + In(q)− In(p). Como la f.c. tiene grado de precisión m ≥ n− 1, se tiene
que

En(f) = Iω(f)− Iω(q) + In(q)− In(p) = Iω(f − q) + In(q − p)

=

∫ b

a

[f(x)− q(x)]ω(x)dx+
n∑

k=1

Ak [q(xk)− f(xk)] .

Tomando valor absoluto y aplicando la desigualdad triangular:

|En(f)| = |Iω(f)− In(f)| ≤
∫ b

a

|f(x)− q(x)|ω(x)dx+
n∑

k=1

|q(xk)− f(xk)| |Ak|

≤∥ f − q ∥∞ ·
∫ b

a

ω(x)dx + ∥ f − q ∥∞ ·
n∑

k=1

|Ak| .

Se sigue que |En(f)| ≤
[∫ b

a
ω(x)dx+

∑n
k=1 |Ak|

]
∥ f −q ∥∞, ∀q ∈ Pm, deducien-

do (1.10). ■

En general, los pesos {Ak}nk=1 de una f.c. no tienen por qué ser valores
positivos. Esto último sucede, por ejemplo, con las clásicas f.c. de Newton-Cotes
(véase [11, Sección 6.2]). Sin embargo, en el resultado anterior se muestra la
importancia de que los pesos de la f.c. sean positivos o, alternativamente, que
exista M > 0 independiente de n tal que

∑n
k=1 |Ak| ≤ M . En efecto, como

se tiene que m ≥ n − 1 y ĺımk→∞ ρk(f) = 0, ∀f ∈ C([a, b]) (por el Teorema
de Aproximación de Weierstrass), podemos concluir que ĺımn→∞ En(f) = 0,
∀f ∈ C([a, b]). Es decir, hemos visto que este tipo de f.c. son convergentes para
funciones continuas en el intervalo [a, b]. Asimismo, observamos que si Ak > 0,
k = 1, 2, . . . , n, la estabilidad (y también la convergencia debido al Teorema 3)
está asegurada, dado que, como la f.c. In(f) coincide con Iω(f) para funciones

f constantes, se tiene que
∑n

k=1 |Ak| =
∑n

k=1 Ak =
∫ b

a
ω(x)dx < ∞.

A la vista de estos argumentos, pretendemos construir f.c. con el mayor gra-
do de precisión y con pesos positivos. Recordamos que, a lo largo de este caṕıtulo,
hemos visto que las f.c. de Tipo Interpolatorio se construyen eligiendo n nodos
arbitrarios, distintos entre śı, en el intervalo [a, b], mientras que contamos con n
pesos a determinar, y que se calculan integrando los polinomios fundamentales
de Lagrange en [a, b] con respecto a la función peso ω. Por tanto, de los 2n
parámetros libres con los que cuenta una f.c., hemos fijado n de ellos (los no-
dos), tratando de establecer los otros n (los pesos). Ahora bien, si consideramos
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f(x) = l2j,n(x) ∈ P2n−2, siendo lj,n los polinomios fundamentales de Lagrange pa-
ra todo j = 1, . . . , n, que verifican por construcción la propiedad (1.4), se tiene

que 0 <
∫ b

a
l2j,n(x)ω(x)dx =

∑n
k=1 l

2
j,n(xk)Ak = Aj, para j = 1, 2, . . . , n. Como

consecuencia directa de lo mencionado, obtenemos el siguiente resultado:

Proposición 3 Una f.c. con grado de precisión mayor o igual a 2n− 2 siempre
será positiva, es decir, tendrá pesos positivos.

A ráız de esta última proposición, cabe destacar la importancia de conside-
rar f.c. con pesos positivos: el espacio de funciones para las que son convergentes
se extiende al espacio de las funciones Riemann-Stieltjes integrables con respecto
a ω en [a, b]. El resultado mencionado se conoce en la literatura como Teorema
de Steklov y su demostración puede verse, por ejemplo, en [11, Sección 12.3].

A continuación, nos cuestionamos la posibilidad de construir f.c. de Tipo
Interpolatorio en la que la elección de los nodos no sea arbitraria. Es decir,
han de ser tomados de forma que la f.c. tenga el mayor grado de precisión
posible. Entonces, en este caso, tendremos un total de 2n parámetros a deter-
minar. Por tanto, a priori, podŕıamos pensar que el mayor grado de precisión
que puede poseer una f.c. es 2n − 1. Dicho de otro modo, esto significa que la
f.c. integre exactamente a P2n−1, cuya dimensión es 2n (coincide con el núme-
ro de parámetros a determinar). De hecho, es sencillo comprobar que el grado
de precisión de una f.c. de n nodos nunca podrá ser 2n. En efecto, si supo-
nemos que la f.c. In(f) =

∑n
j=1 Ajf(xj) tiene grado de precisión igual a 2n y

tomamos f(x) = π2
n(x) =

∏n
j=1(x − xj)

2 ∈ P2n, llegamos a la siguiente con-

tradicción: Iω(π
2
n) ̸= In(π

2
n), pues In(π

2
n) =

∑n
j=1Ajπ

2
n(xj) = 0, mientras que

Iω(π
2
n) =

∫ b

a
π2
n(x)ω(x)dx > 0.

Para dar respuesta a la cuestión planteada anteriormente, debemos consi-
derar previamente el estudio de polinomios ortogonales con respecto a la función
peso ω en la siguiente sección.

1.2. Polinomios ortogonales

Consideremos el espacio de Hilbert

Lω
2 ([a, b]) =

{
f : [a, b] → R /

∫ b

a

f 2(x)ω(x)dx < ∞
}
.

Nótese que, en particular, el espacio P es un subespacio de Lω
2 ([a, b]). En efecto,

para que tenga sentido la noción de polinomio ortogonal, es necesario que el
producto xkω sea integrable en [a, b], con k ≥ 0. Si [a, b] está acotado, entonces lo
anterior es inmediato, dado que xk es una función acotada. Por otro lado, si [a, b]
fuese no acotado, entonces seŕıa necesario imponer la condición de integrabilidad
mencionada.



1.2 Polinomios ortogonales 9

Definición 3 Dada una función peso ω, definimos el producto escalar o pro-
ducto interior inducido por ω como sigue: ⟨f, g⟩ω =

∫ b

a
f(x)g(x)ω(x)dx, f, g ∈

Lω
2 ([a, b]). A su vez, la norma inducida por este producto interior viene dada por

∥ f ∥ω=
√

⟨f, f⟩ω =
√∫ b

a
f 2(x)ω(x)dx.

Observamos que este producto interior es definido positivo, y se verifica ⟨f, g⟩ω =
⟨g, f⟩ω,∀f, g ∈ Lω

2 ([a, b]).

Definición 4 Definimos como k-ésimo momento respecto de la función peso ω
a ck = ⟨xk, 1⟩ω = ⟨1, xk⟩ω =

∫ b

a
xkω(x)dx.

Claramente, por ser ω una función peso, se verifica que c0 > 0. En el caso de
que c0 = 1, diremos que ω se trata de una medida de probabilidad.

Definición 5 Decimos que {qk}∞k=0 es una sucesión de polinomios ortogonales
respecto a la función peso ω si se cumple que:

1. qk ∈ Pk \ Pk−1, es decir, ∀k ∈ N : deg(qk) = k.
2. ⟨qi, qj⟩ω = 0 si y solo si i ̸= j.

Nótese que la familia {qk}∞k=0 se puede obtener aplicando el método de ortogo-
nalización de Gram-Schmidt a la sucesión de monomios {1, x, x2, x3, . . . }. En-
tonces, se tiene que es única, salvo constante multiplicativa. Cabe destacar que,
en función de cómo tomemos dicha contante, podremos obtener dos familias
particulares:

Sucesión de polinomios ortogonales mónicos, que denotaremos por {pk}∞k=0.
Sucesión de polinomios ortonormales, a los que nos referiremos como {p̃n}∞n=0,
cuando se cumpla ⟨p̃i, p̃j⟩ω = δi,j, siendo δi,j el śımbolo delta de Kronecker,
que fue definido en (1.4).

Es inmediato ver que estas familias están relacionadas: p̃n = pn
∥pn∥ω , ∀n ∈ N.

Seguidamente, vamos a exponer algunas propiedades que satisfacen las fa-
milias de polinomios ortogonales. Sin embargo, no abordaremos ninguna prueba,
puesto que ya han sido objeto de estudio a lo largo del Grado en Matemáticas.

Teorema 5 (Ley de recurrencia, familia mónica) Sea {pn}∞n=0 la familia
de polinomios ortogonales mónicos para la función peso ω. Entonces,

pn+1(x) = (x− αn) pn(x)− βnpn−1(x), ∀n ≥ 0,

donde p−1(x) ≡ 0, p0(x) ≡ 1 y

αn =
⟨xpn, pn⟩ω
⟨pn, pn⟩ω

, ∀n ≥ 0, βm =
⟨pm, pm⟩ω

⟨pm−1, pm−1⟩ω
> 0, ∀m ≥ 1.
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Teorema 6 (Ley de recurrencia, familia ortonormal) Sea {p̃n}∞n=0 la fa-
milia de polinomios ortonormales para la función peso ω. Entonces,

p̃n+1(x) = (γnx− δn) p̃n(x)− ηnp̃n−1(x), ∀n ≥ 0, (1.11)

donde p̃−1(x) ≡ 0, p̃0(x) ≡ 1√
c0

y

γn =

√
⟨pn, pn⟩ω

⟨pn+1, pn+1⟩ω
> 0, δn =

⟨xpn, pn⟩ω√
⟨pn, pn⟩ω · ⟨pn+1, pn+1⟩ω

, ∀n ≥ 0,

ηm =
⟨pm, pm⟩ω√

⟨pm−1, pm−1⟩ω · ⟨pm+1, pm+1⟩ω
, ∀m ≥ 1.

Teorema 7 (Localización de ceros) Sea qn un n-ésimo polinomio ortogonal
para la función peso ω. Entonces, qn tiene exactamente n ráıces reales y simples
en el intervalo abierto (a, b).

Teorema 8 (Entrelazamiento de los ceros) Sea {qn}∞n=0 una familia de po-
linomios ortogonales para la función peso ω. Entonces, se tiene que entre dos
ceros de qn siempre existe un cero de qn+1: si {xi,n}ni=1 son los ceros de qn,
entonces x1,n+1 < x1,n < x2,n+1 < x2,n < · · · < xn,n+1 < xn,n < xn+1,n+1.

Para concluir esta subsección, veremos un método más eficiente que el
habitual para calcular los ceros de polinomios ortogonales. Para ello, retomamos
la ley de recurrencia a tres términos para la familia de polinomios ortonormales
que hemos visto en (1.11) y definimos las siguientes cantidades: an = 1

γn−1
> 0

y bn = δn
γn
. Apreciamos que podemos reescribir la ley de recurrencia como sigue:

xP(x) = JnP(x) + anp̃n(x)en, (1.12)

siendo

Jn =



b0 a1 0 0 · · · 0
a1 b1 a2 0 · · · 0
0 a2 b2 a3 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 an−2 bn−2 an−1

0 · · · 0 0 an−1 bn−1


, P(x) =


p̃0(x)
p̃1(x)

...
p̃n−2(x)
p̃n−1(x)

 ∈ Rn, en =


0
0
...
0
1

 ∈ Rn. (1.13)

Nótese que la matriz tridiagonal Jn, denominada en la literatura como matriz
de Jacobi, tiene dimensión n y es simétrica. Sea ahora xj el j-ésimo cero de p̃n
con j ∈ {1, . . . , n}, esto es, p̃n(xj) = 0. Luego, haciendo x = xj, se comprueba
que xjP(xj) = JnP(xj). Observamos que p̃0(xj) =

1√
c0

> 0 y, por el teorema de

entrelazamiento de ceros, p̃n−1(xj) ̸= 0. Entonces,
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P(xj) =




p̃0(xj)
p̃1(xj)

...
p̃n−2(xj)
p̃n−1(xj)




̸= 0⃗, j ∈ {1, . . . , n} .

Por tanto, los ceros de p̃n serán los autovalores de la matriz Jn. Además, la
norma eucĺıdea del autovector P(xj) asociado al autovalor xj es: ∥ P(xj) ∥22=∑n−1

k=0 p̃
2
k(xj). De esta manera, la primera componente del autovector normalizado

asociado a xj se determina como

p̃0(xj)

∥ P(xj) ∥2
=

1√
c0 ·
∑n−1

k=0 p̃
2
k(xj)

. (1.14)

De esta forma, apreciamos que el cálculo de los ceros de un polinomio
ortogonal puede llevarse a cabo mediante un problema de cálculo de autovalores
que, desde un punto de vista numérico, es mucho más eficiente. Además, la
relación (1.14) será de gran utilidad en la próxima sección.

Una vez hemos hecho un breve estudio acerca de las familias ortogonales
con respecto a una función peso, estamos ya en condiciones de dar respuesta a
la cuestión planteada al término de la primera sección. Por ello, damos paso al
análisis de las Fórmulas de Cuadratura de Tipo-Gauss.

1.3. Fórmulas de Cuadratura de Tipo-Gauss

Damos comienzo a esta sección preguntándonos si es posible que existan
n nodos distintos entre śı en el intervalo (a, b), {xk}nk=1, de forma que la f.c.
In(f) =

∑n
k=1Akf(xk) tenga grado de precisión n + l, donde n ∈ N \ {0} y

l ∈ N. Recordemos que el caso l = 0 se ha considerado ya previamente, dando
lugar a la condición (1.9), y también se demostró que l < n al final de la Sección
1.1; es decir, debe ser que 0 ≤ l ≤ n−1. Ahora bien, observamos que la cuestión
planteada proporcionaŕıa un sistema no lineal de n + l + 1 ecuaciones con 2n
incógnitas, {xk}nk=1 y {Ak}nk=1, a calcular:

n∑

k=1

Akx
r
k = cr , r = 0, 1, . . . , n+ l. (1.15)

En lugar de afrontar directamente el sistema (1.15), buscaremos ciertas
condiciones que ha de cumplir el polinomio nodal πn(x) =

∏n
k=1(x − xk). Co-

menzamos demostrando el siguiente resultado fundamental:
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Teorema 9 (Jacobi) Sean ω una función peso en [a, b] e In(f) =
∑n

k=1Akf(xk)

una f.c. de n puntos para Iω(f) =
∫ b

a
f(x)ω(x)dx. Entonces, In(f) tiene grado

de precisión n+ l, con 0 ≤ l ≤ n− 1, si y sólo si,

1. In(f) es de Tipo Interpolatorio.
2. El polinomio nodal πn verifica que

∫ b

a

xjπn(x)ω(x)dx = 0, j = 0, 1, . . . , l. (1.16)

Demostración:

Vamos a demostrar este teorema probando cada implicación por separado:
“⇒” Supongamos primero que In(f) = Iω(f),∀f ∈ Pn+l, donde l ∈

{0, . . . , n− 1}. Entonces, en particular, In(f) es exacta en Pn−1, es decir, tie-
ne grado de precisión n − 1. Esto implica que, por el Teorema 2, la f.c. In(f)
es de Tipo Interpolatorio. Si consideramos ahora Q ∈ Pl arbitrario, se sigue
que πnQ ∈ Pn+l, por lo que In(πnQ) = Iω(πnQ), donde πn denota el polino-
mio nodal. Como πn(xk) = 0, k = 1, . . . , n, se tiene que In(πnQ) = 0. Lue-

go, 0 = Iω(πnQ) =
∫ b

a
πn(x)Q(x)ω(x)dx = ⟨πn, Q⟩ω. Por tanto, se verifica que

πn ⊥ Pl, es decir, se cumplen las condiciones (1.16).
“⇐” Supongamos a continuación que In(f) es de Tipo Interpolatorio y que

se satisface (1.16). Si f ∈ Pn+l, por el Teorema de la División Eucĺıdea sabemos
que existen Q ∈ Pl y r ∈ Pn−1 tales que f(x) = Q(x)πn(x) + r(x). Aśı,

Iω(f) =

∫ b

a

f(x)ω(x)dx =

∫ b

a

πn(x)Q(x)ω(x)dx

︸ ︷︷ ︸
=0, por hipótesis

+

∫ b

a

r(x)ω(x)dx.

Igualmente, por el Teorema 2, la f.c. In(f) tiene al menos grado de precisión n−1,
puesto que esta es de Tipo Interpolatorio por hipótesis. Por tanto, observando
que r ∈ Pn−1 y f(xk) = r(xk), k = 1, . . . , n, podemos escribir:

∫ b

a

r(x)ω(x)dx = In(r) =
n∑

j=1

Ajr(xj) =
n∑

j=1

Ajf(xj) = In(f).

Luego, concluimos que In(f) = Iω(f),∀f ∈ Pn+l. ■

Podemos apreciar que las condiciones (1.16) se traducen en ⟨xj, πn(x)⟩ω =
0, j = 0, 1, . . . , l, o lo que es lo mismo: πn(x) ⊥ Pl. Asimismo, expresando πn

como una combinación lineal de una familia {pk}nk=0 de polinomios ortogonales
en el intervalo [a, b] con respecto a la función peso ω (nótese que, en parti-
cular, se trata de una base de Pn), y a partir de la condición de ortogonalidad
(1.16) se deduce (véase el Teorema 10 a continuación) que deben existir escalares
αl+1, . . . , αn tales que



1.3 Fórmulas de Cuadratura de Tipo-Gauss 13

πn(x) =
n∑

j=l+1

αjpj(x). (1.17)

La expresión (1.17) motiva introducir brevemente en la siguiente subsección
el concepto de polinomio cuasi-ortogonal, aśı como algunas de sus propiedades
más elementales, que necesitaremos posteriormente de cara al estudio de las f.c.
Tipo-Gauss.

1.3.1. Polinomios cuasi-ortogonales

Del Teorema 9 podemos observar que para construir una f.c. de n nodos
con grado de precisión n + l, con l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, el polinomio nodal debe
verificar (1.16). Es ah́ı donde reside la trascendencia de la siguiente definición:

Definición 6 Un polinomio Qn,r ∈ Pn \ Pn−1 se denomina cuasi-ortogonal de
grado exacto n y de orden exacto r, con 0 ≤ r ≤ n, con respecto a la función
peso ω si Qn,r ⊥ Pn−1−r y ⟨Qn,r, x

n−r⟩ω ̸= 0.

Nótese que, en particular, si r = 0, entonces Qn,0 coincide exactamente
con un n-ésimo polinomio ortogonal con respecto de la función peso ω en [a, b].
Además, en ningún caso se puede tener que r > n, puesto que el polinomio
cuasi-ortogonal de grado n y de orden r está definido solo para n ≥ r (si no, la
anterior definición no tendŕıa ningún sentido). Asimismo, si n = r, se tendŕıa
que Qn,n debe verificar que Qn,n ⊥ P−1, donde entendemos P−1 = ∅; es decir,
Qn,n no cumple ninguna condición de ortogonalidad.

El siguiente resultado, que será de vital importancia en lo que sigue, esta-
blece cómo podemos caracterizar los polinomios cuasi-ortogonales en función de
los respectivos polinomios ortogonales:

Teorema 10 Sea {pk}nk=0 la familia de polinomios ortogonales mónicos con res-
pecto a la función peso ω definida en [a, b]. Un polinomio mónico Qn,r ∈ Pn\Pn−1

es cuasi-ortogonal de orden exacto r, con 0 ≤ r ≤ n, si y solo si existen
a1, a2, . . . , an−r ∈ R, con an−r ̸= 0, tales que

Qn,r = pn + an−1pn−1 + · · ·+ an−rpn−r. (1.18)

Demostración:

Vamos a demostrar este teorema probando cada implicación por separado:
“⇒” Sea {pk}nk=0 la familia de polinomios ortogonales mónicos con respecto

a la función peso ω definida en [a, b] y, por tanto, una base del espacio Pn. Enton-
ces, podemos escribir Qn,r = pn+ an−1pn−1+ · · ·+ a0p0, donde a0, . . . , an−1 ∈ R.
Dado que Qn,r es un polinomio cuasi-ortogonal de orden r por hipótesis, se tiene
que Qn,r ⊥ Pn−r−1. Esto es, si t ∈ {0, 1, . . . , n− r − 1}:
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0 = ⟨Qn,r, x
t⟩ω = ⟨pn, xt⟩ω + an−1⟨pn−1, x

t⟩ω + · · ·+ a0⟨p0, xt⟩ω.

Por otra parte, si k ∈ {0, . . . , n}:

⟨pk, xk⟩ω = ⟨pk, pk + xk − pk⟩ω = ⟨pk, pk⟩ω − ⟨pk, xk − pk⟩ω
= ⟨pk, pk⟩ω =∥ pk ∥2ω > 0.

Por tanto,

t = 0 ⇒ 0 = a0⟨p0, x0⟩ω = a0 ∥ p0 ∥2ω= a0 · c0 ⇒ a0 = 0.
t = 1 ⇒ 0 = a1⟨p1, x⟩ω = a1 ∥ p1 ∥2ω ⇒ a1 = 0.

...

t = n − r − 1 ⇒ 0 = an−r−1⟨pn−r−1, x
n−r−1⟩ω = an−r−1 ∥ pn−r−1 ∥2ω ⇒

an−r−1 = 0.

Aśı, hemos comprobado que Qn,r = pn+an−1pn−1+· · ·+an−rpn−r. Asimismo, co-
mo el orden de cuasi-ortogonalidad es exactamente r, se deduce inmediatamente
que an−r ̸= 0:

0 ̸= ⟨Qn,r, x
n−r⟩ω = an−r · ⟨pn−r, x

n−r⟩ω = an−r· ∥ pn−r ∥2ω ⇒ an−r ̸= 0.

“⇐” Sea Qn,r = pn+an−1pn−1+ · · ·+an−rpn−r, donde a1, a2, . . . , an−r ∈ R,
con an−r ̸= 0. Sea también t ∈ {0, 1, . . . , n− r − 1}. Entonces:

⟨Qn,r, x
t⟩ω = ⟨pn + an−1pn−1 + · · ·+ an−rpn−r, x

t⟩ω
= ⟨pn, xt⟩ω + an−1⟨pn−1, x

t⟩ω + · · ·+ an−r⟨pn−r, x
t⟩ω = 0.

Concluimos que Qn,r ⊥ Pn−1−r, y, como an−r ̸= 0, se tiene que ⟨Qn,r, x
n−r⟩ω ̸= 0,

por lo que el orden de cuasi-ortogonalidad es exactamente r. ■

De los teoremas 9 y 10 deducimos que para construir una f.c. cuyo grado
de precisión sea n + l, con 0 ≤ l ≤ n − 1 debemos considerar como polinomio
nodal a Qn,n−1−l = pn + an−1pn−1 + · · ·+ al+1pl+1. Sin embargo, garantizaremos
la existencia de tal f.c. siempre que todos los ceros de Qn,n−1−l se sitúen en (a, b)
y sean distintos entre śı. El siguiente resultado fundamental, que generaliza el
Teorema 7, establece una conexión entre el orden de cuasi-ortogonalidad y el
número de ceros en (a, b) distintos entre śı.

Teorema 11 (Localización de ceros de polinomios cuasi-ortogonales)
Un polinomio Qn,r cuasi-ortogonal de orden r y grado n con respecto a la función
peso ω definida en [a, b], Qn,r ∈ Pn \ Pn−1, posee al menos n− r ceros distintos
entre śı en (a, b).
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Demostración:

Sea {αi}mi=1 ⊂ (a, b) el conjunto de puntos donde Qn,r cambia de signo
en (a, b), que podŕıa ser a priori el conjunto vaćıo (m = 0). Si definimos
qm(x) =

∏m
i=1(x−αi) ∈ Pm \Pm−1, con qm ≡ 1 si m = 0, para ver que Qn,r tiene

al menos n − r ceros distintos en (a, b), debemos comprobar que m ≥ n − r.
Para ello, supongamos por reducción al absurdo, que m < n − r. Entonces,
Qn,r = (x − α1) . . . (x − αm)(x − β1) . . . (x − βn−m), donde βj podŕıa coincidir
eventualmente con algún αi, donde i = 1, . . . ,m y j = 1, . . . , n − m. Luego,
podemos escribir Qn,r(x) · qm(x) = (x−α1)

2 . . . (x−αm)
2(x−β1) . . . (x−βn−m).

Dado que Qn,r y qm cambian de signo en (a, b) únicamente en los mismos valores,
podemos afirmar que Qn,r ·qm posee signo constante en el intervalo (a, b). Enton-

ces,
∫ b

a
Qn,r(x)qm(x)ω(x)dx ̸= 0. Por otro lado, como sabemos por hipótesis que

Qn,r es un polinomio cuasi-ortogonal de orden r, tenemos que Qn,r ⊥ Pn−r−1.
Además, hab́ıamos supuesto que m < n− r, por lo que ⟨Qn,r, qm⟩ω = 0, esto es,∫ b

a
Qn,r(x)qm(x)ω(x)dx = 0. De esta forma, hemos llegado a un absurdo, ocasio-

nado al haber supuesto que m < n − r. Luego, concluimos que m ≥ n − r, es
decir, Qn,r tiene al menos n− r ceros distintos en (a, b). ■

Asimismo, también existe una ley de recurrencia para polinomios cuasi-
ortogonales que generaliza los Teoremas 5 y 6, véase por ejemplo [4].

Estamos ya en condiciones de realizar un estudio trascendente en relación
a los casos maximales l = n− 1, n− 2, n− 3 en el Teorema 9, que tienen como
resultado a las denominadas f.c. Gaussianas, f.c. de Gauss-Radau y f.c. de Gauss-
Lobatto, respectivamente. Todo ello, con vistas a un posterior estudio acerca de
las f.c. generalizadas, que son el objetivo principal de esta Memoria.

1.3.2. Fórmulas de Cuadratura Gaussianas

Comenzamos esta subsección tomando el caso l = n − 1 en el Teorema 9,
obteniendo aśı una caracterización de la existencia y unicidad de las conocidas
Fórmulas de Cuadratura Gaussianas :

Corolario 1 Una f.c. de n puntos In(f) =
∑n

k=1Akf(xk) tiene grado de preci-
sión 2n− 1 si y solo si

In(f) es de Tipo Interpolatorio.
El polinomio nodal es un n-ésimo polinomio ortogonal con respecto a ω en
[a, b].

Por tanto, las f.c. Gaussianas, de la forma (1.1), tienen el mayor grado de
precisión posible, que es 2n − 1. Además, por la Proposición 3, sabemos que
los pesos de estas f.c. serán positivos. Para su construcción, basta considerar
como los nodos, {xk}nk=1, a los ceros del polinomio n-ésimo polinomio ortogonal
mónico con respecto a la función peso ω en [a, b], que, equivalentemente, se
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pueden obtener eficientemente como los autovalores de la matriz de Jacobi Jn
(véase (1.13)). Para calcular también los pesos {Ak}nk=1 mediante un problema
de cálculo de autovalores y autovectores, tan solo debemos tener en cuenta que
πn coincide, salvo factor multiplicativo, con el n-ésimo polinomio ortonormal p̃n,
y, por tanto, la expresión dada en (1.7) es equivalente a

Ak =

∫ b

a

p̃n(x)

(x− xk)p̃′n(xk)
ω(x)dx. (1.19)

Ahora bien, retomando la ley de recurrencia a tres términos para la familia
de polinomios ortonormales (Teorema 6), y recordando cómo hab́ıamos tomado
anteriormente las cantidades an y bn: an = 1

γn−1
> 0 y bn = δn

γn
; si multiplicamos a

ambos lados de la ley de recurrencia por an, entonces podemos escribir xp̃n(x) =
an+1p̃n+1(x)+bnp̃n(x)+anp̃n−1(x). Multiplicando ahora a ambos lados por p̃n(y),
obtenemos que

xp̃n(x)p̃n(y) = an+1p̃n+1(x)p̃n(y) + bnp̃n(x)p̃n(y) + anp̃n−1(x)p̃n(y),

y si intercambiamos las variables x e y,

yp̃n(x)p̃n(y) = an+1p̃n+1(y)p̃n(x) + bnp̃n(x)p̃n(y) + anp̃n−1(y)p̃n(x).

Por último, si restamos las dos expresiones anteriores, con x ̸= y, entonces

(x− y)p̃n(x)p̃n(y)

= an+1[p̃n+1(x)p̃n(y)− p̃n(x)p̃n+1(y)]− an [p̃n(x)p̃n−1(y)− p̃n−1(x)p̃n(y)] .

Aplicando el sumatorio desde k = 0 a n − 1 a ambos miembros de esta igual-
dad, y teniendo en cuenta que el miembro derecho se corresponde a una serie
telescópica, se sigue que

n−1∑

k=0

p̃k(x)p̃k(y) = an
p̃n(x)p̃n−1(y)− p̃n−1(x)p̃n(y)

x− y
, x ̸= y. (1.20)

Cabe mencionar que esta última igualdad se conoce en la literatura como Iden-
tidad de Christoffel-Darboux para el núcleo reproductor. Sustituyendo y = xk en
(1.20) se tiene inmediatamente que

n−1∑

s=0

p̃s(x)p̃s(xk) = an
p̃n(x)p̃n−1(xk)

x− xk

. (1.21)

Multiplicando en ambos lados por ω(x), integrando en [a, b], y teniendo en cuenta
la linealidad de este operador, llegamos a
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n−1∑

s=0

[
p̃s(xk) ·

∫ b

a

p̃s(x)ω(x)dx

]
= anp̃n−1(xk)

∫ b

a

p̃n(x)

x− xk

ω(x)dx. (1.22)

Usando las condiciones de ortogonalidad, como
∫ b

a
p̃s(x)ω(x)dx = ⟨p̃s(x), 1⟩ = 0,

∀ s ≥ 1, se sigue que el lado de la izquierda en (1.22) coincide con

p̃0(xk) ·
∫ b

a

p̃0(x)ω(x)dx =
1√
c0

· 1√
c0

·
∫ b

a

ω(x)dx =
1

c0
· c0 = 1,

y se tiene entonces que 1 = anp̃n−1(xk)
∫ b

a
p̃n(x)
x−xk

ω(x)dx. Luego, de (1.19) se tiene

que Ak = [anp̃
′
n(xk)p̃n−1(xk)]

−1. Haciendo tender x a xk y aplicando la Regla de
L’Hôpital en (1.21):

n−1∑

k=0

p̃ 2
k (xk) = an

[
p̃′n(xk)p̃n−1(xk)− p̃′n−1(xk)p̃n(xk)

]
. (1.23)

A partir de (1.23) concluimos que
∑n−1

s=0 p̃
2
s(xk) = anp̃

′
n(xk)p̃n−1(xk) = A−1

k , es
decir, los pesos de las f.c. Gaussianas se computan como A−1

k =
∑n−1

s=0 p̃
2
s(xk) > 0.

Finalmente, y recordando (1.14), podemos afirmar que si vk denota la primera
componente del autovector normalizado asociado al autovalor xk de la matriz
de Jacobi Jn, entonces v

2
k = Ak

c0
. En el caso de que la medida es de probabilidad,

el peso Ak coincide con el cuadrado de la primera componente del autovector
normalizado asociado al autovalor xk de la matriz de Jacobi Jn.

A modo de conclusión, podemos apreciar que el cómputo de las f.c. Gaus-
sianas queda eficientemente caracterizado en términos del problema del cálculo
de autovalores y autovectores correspondientes en la matriz de Jacobi Jn:

Teorema 12 Sean In(f) la f.c. Gaussiana de n puntos para Iω(f) según (1.1) y
Jn la matriz de Jacobi definida en (1.13). Entonces, los nodos {xk}nk=1 coinciden
con los autovalores de Jn y los pesos {Ak}nk=1 vienen dados por Ak = v2k ·c0, ∀k ∈
{1, 2, . . . , n} , donde vk es la primera componente del autovector normalizado
asociado al autovalor xk, para todo k = 1, . . . , n.

Seguidamente, abordaremos la estimación del error (1.2) para este tipo de
f.c. Recordemos que podemos hacer uso de la Proposición 2 de manera general.
Sin embargo, dado que las f.c. Gaussianas son exactas en P2n−1, podemos mejorar
esta estimación para el error cometido considerando el polinomio interpolador
de Hermite de f , que denotaremos por H2n−1(f ; ·) ∈ P2n−1, y que interpola a la
función y su primera derivada en los nodos {xk}nk=1. Es fácil comprobar en este
caso que si f ∈ C(2n)([a, b]), entonces (1.8) se convierte en

f(x)−H2n−1(f ;x) =
f (2n)(µ)

(2n)!
π2
n(x), con µ = µ(x) ∈ [a, b],
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donde πn(x) =
∏n

k=1(x−xk). Multiplicando ahora a ambos lados de la igualdad
por ω(x), integrando sobre el intervalo [a, b] y aplicando el Teorema del Valor
Medio para integrales, se deduce inmediatamente el siguiente

Teorema 13 Sea f ∈ C(2n) ([a, b]). Entonces, existe µ ∈ [a, b] tal que el error
(1.2) para las f.c. Gaussianas viene dado por

En(f) = Iω(f)− In(f) =
f (2n)(µ)

(2n)!

∫ b

a

π2
n(x)ω(x)dx, µ ∈ [a, b]. (1.24)

Observamos de (1.24) que si f (2n) no cambia de signo en [a, b], entonces In(f)
dará cotas superiores o inferiores para Iω(f). Además, cabe destacar que, a partir
del Teorema 4, en este caso también podemos conseguir una expresión del error
en la que solo se requiere que la función sea continua en el intervalo [a, b]:

Corolario 2 Sean f ∈ C([a, b]) e In(f) la f.c. Gaussiana de n puntos. Entonces
|En(f)| ≤ 2 · ρ2n−1(f) · c0, siendo ρ2n−1(f) = mı́n

q∈P2n−1

máx
a≤x≤b

|f(x)− q(x)| y c0 =
∫ b

a
ω(x)dx.

Por tanto, tenemos que estas f.c. son convergentes para cualquier función con-
tinua en [a, b]. Sin embargo, como las f.c. Gaussianas son positivas (pesos posi-
tivos), sabemos por el Teorema de Steklov que dicha convergencia se extiende
a integrandos Riemann-Stieltjes integrables con respecto a la función peso ω en
[a, b].

1.3.3. Fórmulas de Cuadratura de Gauss-Radau

A continuación, consideramos el caso l = n−2 en el Teorema 9, dando lugar
a las f.c. de Gauss-Radau, que quedan caracterizadas también por el Teorema
10 mediante el siguiente

Corolario 3 Una f.c. In(f) de n puntos para Iω(f) =
∫ b

a
f(x)ω(x)dx, siendo ω

una función peso definida en [a, b], tiene grado de precisión 2n− 2 si y solo si

In(f) es de Tipo Interpolatorio.
El polinomio nodal R es de la forma

R(x) = p̃n(x) + κ · p̃n−1(x), (1.25)

siendo {p̃k}∞k=0 una familia de polinomios ortonormales para ω en [a, b] y κ ∈
R \ {0}.

Notemos que si tomamos κ = 0 en (1.25), recuperamos las f.c. Gaussianas
y el grado de precisión aumenta a 2n− 1. Ahora bien, las f.c. de Gauss-Radau,
que poseen grado de precisión 2n− 2 y por ende son positivas (Proposición 3),
se caracterizan por fijar un nodo, α ∈ [a, b], de antemano. Es decir, el parámetro
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libre κ en (1.25) se debe determinar previamente de manera apropiada si que-
remos fijar un nodo α. Observamos que caben plantearse tres opciones posibles
para fijar dicho nodo de antemano: α = a, α = b o α ∈ (a, b). Primeramente,
veremos que las dos primeras pueden resolverse fácilmente, dando lugar a las f.c.
clásicas de Gauss-Radau. Posteriormente, y teniendo en cuenta los desarrollos
de los casos previos, abordaremos también la última opción.

En primer lugar, consideramos α = a. Luego, la f.c. de Gauss-Radau In(f)
de n puntos es de la forma:

In(f) = Aaf(a) +
n∑

k=2

Akf(xk). (1.26)

El polinomio nodal es πn(x) = (x−a)
∏n

k=2(x−xk) = (x−a)qn−1(x) ∈ Pn\Pn−1,

y, por el Teorema 9 y (1.16) se debe verificar
∫ b

a
xjqn−1(x)(x − a)ω(x)dx = 0,

∀j = 0, 1, . . . , n− 2; es decir, qn−1 es un (n− 1)-ésimo polinomio ortogonal para
la medida positiva modificada ωa(x) = (x− a)ω(x), x ∈ [a, b]. Obsérvese que el
parámetro κ en (1.25) se calcula de manera que R(a) = 0. Aśı, este viene dado

por κ = − p̃n(a)
p̃n−1(a)

, que por el Teorema 7 sabemos que es no nulo y está bien
definido.

Veamos ahora que también podemos calcular eficientemente los nodos y
los pesos de la f.c. In(f) de Gauss-Radau. Recordemos que {p̃k}∞k=0 denota la
familia de polinomios ortonormales con respecto a ω en [a, b], y nuestro objetivo
es computar la familia {p̃0, . . . , p̃n−1, R}, con R dado por (1.25). La ley de recu-
rrencia a tres términos para el cálculo de {p̃0, . . . , p̃n−1} (Teorema 6) da lugar a
las n− 1 primeras ecuaciones de (1.12)–(1.13). En cambio, para el cálculo de R,
vemos que la última ecuación vendrá dada por

x · p̃n−1(x) = an−1p̃n−2(x) + bn−1p̃n−1(x) + anp̃n(x)

= an−1p̃n−2(x) + bn−1p̃n−1(x) + an

[
R(x) +

p̃n(a)

p̃n−1(a)
p̃n−1(x)

]

= an−1p̃n−2(x) +

[
bn−1 + an

p̃n(a)

p̃n−1(a)

]
p̃n−1(x) + anR(x).

Haciendo x = a en la última igualdad y dado que podemos dividir entre
p̃n−1(a) ̸= 0, se sigue que bn−1 + an

p̃n(a)
p̃n−1(a)

= a− an−1
p̃n−2(a)
p̃n−1(a)

, y entonces,

xp̃n−1(x) = an−1p̃n−2(x)+bR,L
n−1p̃n−1(x)+anR(x), donde bR,L

n−1 = a−an−1
p̃n−2(a)

p̃n−1(a)
.

Por tanto, concluimos que xP(x) = JR,L
n P(x) + anR(x)en, siendo



20 1 Fórmulas de Cuadratura en el Eje Real

JR,L
n =



b0 a1 0 0 · · · 0
a1 b1 a2 0 · · · 0
0 a2 b2 a3 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 an−2 bn−2 an−1

0 · · · 0 0 an−1 bR,L
n−1


, P(x) =


p̃0(x)
p̃1(x)

...
p̃n−2(x)
p̃n−1(x)

 ∈ Rn, en =


0
0
...
0
1

 ∈ Rn, (1.27)

donde R(x) = p̃n(x) + κp̃n−1(x), con κ = − p̃n(a)
p̃n−1(a)

, y bR,L
n−1 = a− an−1

p̃n−2(a)
p̃n−1(a)

.

Por construcción, los autovalores de JR,L
n son {a, x2, . . . , xn} en (1.26). Al-

ternativamente, hemos visto que {x2, . . . , xn} se pueden obtener como los n− 1
autovalores de Jn−1, dada por (1.13) y asociada a la función peso modificada
ωa(x) = (x− a)ω(x), x ∈ [a, b]. En cuanto a los pesos, es inmediato comprobar
la misma deducción que se llevó a cabo en la subsección anterior para las f.c.
Gaussianas. Por consiguiente, podemos afirmar que el cómputo de las f.c. de
Gauss-Radau queda eficientemente caracterizado en términos del problema del
cálculo de autovalores y autovectores correspondientes en la matriz de Jacobi-
Radau JR,L

n :

Teorema 14 Sean In(f) la f.c. de Gauss-Radau (1.26) de n puntos para Iω(f)
y JR,L

n la matriz de Jacobi-Radau definida en (1.27). Entonces, los n nodos
{a, x2, . . . , xn} coinciden con los autovalores de la matriz JR,L

n y los n pesos
{Aa, A2, . . . , An} vienen dados por Aa = v2a · c0 y Ak = v2k · c0, ∀k ∈ {2, . . . , n},
donde va y vk son las primeras componentes de los autovectores normaliza-
dos asociados a los autovalores a y xk, respectivamente, ∀k = 2, . . . , n y
c0 =

∫ b

a
ω(x)dx.

En el caso de considerar α = b, cabe destacar que el análisis es análogo al
desarrollado para α = a, deduciendo igualmente las mismas conclusiones, por
lo que omitiremos los detalles. Ahora, el valor de κ en (1.25) viene dado por

κ = − p̃n(b)
p̃n−1(b)

, que sigue siendo no nulo y continúa estando bien definido, y el

parámetro bR,L
n−1 en (1.27) queda reemplazado por bR,R

n−1 = b− an−1
p̃n−2(b)
p̃n−1(b)

.

Finalmente, analizamos el caso α ∈ (a, b), buscando una f.c. de Gauss-
Radau con n nodos de la forma

In(f) = Aαf(α) +
n∑

k=2

Akf(xk). (1.28)

Atendiendo al análisis anterior, el polinomio nodal viene dado por πn(x) =
(x − α)qn−1(x) ∈ Pn \ Pn−1, donde qn−1 es ahora un (n − 1)-ésimo polinomio
ortogonal con respecto a la medida de signo variante ωα(x) = (x− α)ω(x). Por
tanto, el concepto de ortogonalidad podŕıa carecer de sentido en este caso (véase
[12]) y, en consecuencia, debemos proceder de manera alternativa, abordando
directamente el estudio del polinomio nodal (1.25).
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Ahora bien, apreciamos que κ ha de elegirse de manera que R(α) = 0. Aśı,

obtenemos que κ = − p̃n(α)
p̃n−1(α)

. Por tanto, el polinomio nodal viene dado por

R(x) = p̃n(x)− fn(α) · p̃n−1(x), donde fn(x) =
p̃n(x)

p̃n−1(x)
. (1.29)

Obsérvese de esta última expresión lo siguiente:

Si p̃n(α) = 0, entonces R(x) = p̃n(x), y la f.c. de Gauss-Radau que fija α (cero
de p̃n) es realmente la f.c. Gaussiana de n puntos, cuyo grado de precisión es
2n− 1.
Si p̃n−1(α) = 0, entonces resulta evidente por el Teorema 8 que no puede
existir una constante κ tal que el polinomio nodal cuasi-ortogonal de grado
n y orden 1, R(x) = p̃n(x) + κ · p̃n−1(x), verifique que R(α) = 0. Sin duda,
lo anterior marca una clara diferencia con respecto al análisis llevado a cabo
anteriormente: no podrá existir una f.c. de Gauss-Radau con n puntos que
fije como nodo un cero de p̃n−1.

Luego, notemos que la única restricción que tenemos por el momento para α es
que p̃n−1(α) · p̃n(α) ̸= 0 y α ∈ R. Por otro lado, por el Teorema 11, sabemos que
el polinomio R en (1.29) tiene, al menos, n− 1 ceros distintos entre śı en (a, b).
Por ende, la existencia de la f.c. (1.28) dependerá de que podamos garantizar
que el cero de este polinomio que pudiera estar fuera del intervalo (a, b) se quede
en el interior de dicho intervalo, y sea también distinto a los restantes n − 1
ceros que sabemos con seguridad que se encuentran en (a, b). Además, por la
Proposición 3 sabemos que dicha f.c. será positiva. En [9] se prueba que la
condición necesaria para garantizar que todos los ceros de R se encuentren en
(a, b) es fn(a) < fn(α) < fn(b) (véase también [3]).

Seguidamente, cabe mencionar que algunas propiedades que cumple la fun-
ción racional fn de (1.29) por propia definición y por (1.23) son:

Tiene n ráıces en los ceros de p̃n.
Posee n− 1 aśıntotas verticales en los ceros de p̃n−1.
fn(a) < 0, fn(b) > 0, limx→∞fn(x) = ∞ y ĺımx→−∞ fn(x) = −∞.
Es creciente en su dominio.

Por todo lo anterior, podemos deducir que la ecuación fn(α) = fn(a) tiene
n−1 soluciones, {ξj}n−1

j=1 en el intervalo (a, b). De manera similar, se obtiene que

{ζj}n−1
j=1 son las n − 1 soluciones de fn(α) = fn(b). Asimismo, debe verificarse

que

a < x1,n < ζ1 < x1,n−1 < ξ1 < x2,n < ζ2 < . . .

< xn−1,n < ζn−1 < xn−1,n−1 < ξn−1 < xn,n < b.

Luego, tomando α ∈ (ξj, ζj+1), se cumplirá que fn(a) < fn(α) < fn(b) y podre-
mos garantizar que R tiene todos sus ceros reales y distintos en el intervalo (a, b).
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Aśı, obtendremos una f.c. de n puntos con pesos positivos y grado de precisión
máximo 2n − 2, siendo α un nodo prefijado. Sin embargo, si α ∈ (ζj, ξj) no se
cumplirá que fn(a) < fn(α) < fn(b), lo que implica que un cero de R estará por
fuera del intervalo [a, b] y no podremos construir una f.c. con todos sus nodos
en [a, b]. Además, cabe mencionar que tomando α = ζj o α = ξj, obtendremos
las fórmulas clásicas de Gauss-Radau, en las que se fija uno de los extremos del
intervalo de integración, y que han sido analizadas anteriormente.

Por consiguiente, hemos visto que es posible garantizar la existencia de
una f.c. con pesos positivos de tipo Gauss-Radau con un nodo fijado en (a, b) si
este se encuentra en una cierta partición del mismo. El siguiente teorema, cuya
demostración fue introducida en la literatura por primera vez en [3], sintetiza
todo lo mencionado hasta el momento:

Teorema 15 Sean ω una función peso en el intervalo finito o infinito [a, b],
{p̃n}n∈N la familia de polinomios ortonormales con respecto a ω en [a, b] y el
nodo α ∈ [a, b] de tal manera que no coincide con los ceros de p̃n−1 ni de p̃n. Si
definimos fn como antes, es decir, fn = p̃n

p̃n−1
siendo n ≥ 1, e In(f) es una f.c. de

n puntos de la forma (1.28) para Iω(f) =
∫ b

a
f(x)ω(x)dx con un nodo α fijado,

entonces In(f) tiene el máximo grado de precisión, que es 2n− 2, y los pesos de
la f.c. son positivos si y solo si es de tipo interpolatorio y los nodos son los ceros
de R(x) = p̃n(x)− fn(α)p̃n−1(x). Además, todos los nodos estarán en (a, b) si y
solo si α ∈ (a, b) \ ∪n−1

j=1 [ζj, ξj], donde las cantidades {ζj}n−1
j=1 y {ξj}n−1

j=1 han sido
definidas anteriormente. Asimismo, In(f) coincide con la f.c. de Gauss-Radau
con el nodo x = a prefijado si y solo si α ∈ {a, ξ1, . . . , ξn−1}. En cambio, In(f)
coincide con la f.c. de Gauss-Radau con el nodo x = b prefijado si y solo si
α ∈ {a, ζ1, . . . , ζn−1}.

Finalmente, apreciamos que también podemos computar en este caso los
nodos y los pesos de la f.c. In(f) de Gauss-Radau cuando α ∈ (a, b)\∪n−1

j=1 [ζj, ξj],
es decir, cuando la f.c. existe. Para ello, basta con proceder de forma análoga al
caso α = a, obteniendo ahora que la matriz de Jacobi-Radau viene dada por

JR,α
n =



b0 a1 0 0 · · · 0
a1 b1 a2 0 · · · 0
0 a2 b2 a3 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 an−2 bn−2 an−1

0 · · · 0 0 an−1 bR,α
n−1


, (1.30)

donde bR,α
n−1 = α− an−1

p̃n−2(α)
p̃n−1(α)

, y el polinomio nodal vendrá dado por (1.29).
Por último, cabe mencionar que deducir el Teorema 15 a partir de la matriz

(1.30) empleando técnicas de Álgebra Lineal Numérica es una cuestión abierta.
Con respecto a la expresión del error (1.2) para las f.c. de n nodos de

Gauss-Radau, podemos hacer uso nuevamente de la Proposición 2. Pese a ello,
para mejorar esa estimación general, y puesto que estas f.c. poseen grado de
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precisión 2n− 2, resulta lógico considerar como en el caso de las f.c. Gaussianas
el polinomio interpolador de Hermite H2n−2(f ; ·) ∈ P2n−2, que interpola a la
función f y a su derivada en {xk}nk=2 (los n − 1 nodos “libres”), y al nodo
prefijado, α ∈ [a, b], solo con multiplicidad 1. Es sencillo verificar que si f ∈
C(2n−1)([a, b]), entonces (1.8) es ahora

f(x)−H2n−2(f, x) =
f (2n−1)(ϵ)

(2n− 1)!
π2
n−1(x)(x− α), ϵ = ϵ(x) ∈ [a, b],

donde πn−1(x) =
∏n

k=2(x− xk). Multiplicando a continuación a ambos lados de
esta última igualdad por ω(x), integrando sobre el intervalo [a, b] y aplicando el
Teorema del Valor Medio para integrales, se deduce el siguiente resultado:

Teorema 16 Sea f ∈ C(2n−1)([a, b]). Entonces, existe ϵ ∈ [a, b] que satisface que
el error (1.2) para las f.c. de Gauss-Radau viene dado por

En(f) =
f (2n−1)(ϵ)

(2n− 1)!

∫ b

a

π2
n−1(x)(x− α)ω(x)dx.

Además, a partir del Teorema 4, también podemos conseguir una expresión
del error en la que solo se necesite que la función sea continua sobre el intervalo
[a, b] para las f.c. de Gauss-Radau:

Corolario 4 Sean f ∈ C([a, b]) e In(f) la f.c. de Gauss-Radau de n puntos.
Entonces, |En(f)| ≤ 2 ·ρ2n−2(f) ·c0, siendo ρ2n−2(f) = mı́n

q∈P2n−2

máx
a≤x≤b

|f(x)− q(x)|

y c0 =
∫ b

a
ω(x)dx.

Por tanto, concluimos que las f.c. de Gauss-Radau son convergentes para cual-
quier función continua en el intervalo [a, b]. No obstante, como estas f.c. son
positivas (Proposición 3), sabemos por el Teorema de Steklov que dicha conver-
gencia se extiende a integrandos Riemann-Stieltjes integrables con respecto a la
función peso ω en [a, b], tal y como comentamos que ocurre también para las f.c.
Gaussianas.

1.3.4. Fórmulas de Cuadratura de Gauss-Lobatto

Finalizamos este caṕıtulo considerando el caso l = n− 3 en el Teorema 9,
que junto con el Teorema 10, nos permite obtener una caracterización para las
f.c. de Gauss-Lobatto a través del siguiente

Corolario 5 Una f.c. In(f) de n puntos para Iω(f) =
∫ b

a
f(x)ω(x)dx, siendo ω

una función peso definida en [a, b], tiene grado de precisión 2n− 3 si y solo si

In(f) es de Tipo Interpolatorio.
El polinomio nodal R es de la forma
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R(x) = pn(x) + κ1pn−1(x) + κ2pn−2(x), (1.31)

siendo {pk}∞k=0 una familia de polinomios ortogonales para ω en [a, b] y κ1, κ2 ∈
R \ {0}.

Nótese que de la expresión (1.31) recuperaremos las f.c. de Gauss-Radau
si tomamos κ2 = 0 y κ1 ̸= 0, mientras que si escogemos κ1 = κ2 = 0, entonces
obtendremos las f.c. Gaussianas. Además, se tiene que las f.c. de Gauss-Lobatto
poseen grado de precisión 2n− 3 y, por tanto, no podemos garantizar que la f.c.
sea positiva, a diferencia de las f.c. consideradas anteriormente. De hecho, en
[15] se demuestra que estas f.c. tienen a lo sumo un peso negativo. Asimismo,
apreciamos que estas f.c. se caracterizan por fijar dos nodos distintos, α, β ∈
[a, b], de antemano, es decir, debemos determinar los parámetros κ1 y κ2 de
forma adecuada.

En lo que sigue, consideraremos α = a y β = b por simplicidad, aunque
la situación general α, β ∈ [a, b], α ̸= β, ya ha sido estudiada con éxito en
la literatura (véase [2] y [3]). En este supuesto, tenemos que la f.c. In(f) de
Gauss-Radau de n puntos es de la forma:

In(f) = Aaf(a) + Abf(b) +
n−2∑

k=1

Akf(xk) (1.32)

Asimismo, el polinomio nodal viene dado por

πn(x) = (x− a)(b− x)
n∏

k=3

(x− xk) = (x− a)(b− x)qn−2(x) ∈ Pn \ Pn−1.

Obsérvese que en el caso considerado se puede deducir que la f.c. In(f)
tiene todos sus pesos positivos, dado que aplicando (1.32) a:

q1(x) = (b− x) · (x− x3)
2 · · · (x− xn)

2 ∈ P2n−3 ⇒ Aa > 0.
q2(x) = (x− a) · (x− x3)

2 · · · (x− xn)
2 ∈ P2n−3 ⇒ Ab > 0.

qi(x) = (x− a) · (b− x) ·
[
(x−x3)···(x−xn)

(x−xi)

]2
∈ P2n−3 ⇒ Ai > 0,∀i = 3, . . . , n.

Se sigue del Teorema 9 que el polinomio nodal πn debe verificar (1.16),

esto es
∫ b

a
xjqn−2(x)(x− a)(b− x)ω(x)dx = 0, ∀j = 0, 1, . . . , n− 3, es decir, qn−2

es un (n − 2)-ésimo polinomio ortogonal para la medida positiva modificada
ωa,b(x) = (x− a)(b− x)ω(x), x ∈ [a, b].

Ahora bien, observamos que κ1 y κ2 deben elegirse de manera que R(a) =
R(b) = 0. Aśı, obtenemos que

(
pn−1(a) pn−2(a)
pn−1(b) pn−2(b)

)(
κ1

κ2

)
= −

(
pn(a)
pn(b)

)
.

Se tiene que la matriz asociada a este sistema es no singular. En efecto, como
pn−2(a)pn−2(b) ̸= 0 y pn−1(a)

pn−2(a)
− pn−1(b)

pn−2(b)
< 0, puesto que pn−1 y pn−2 tienen todos
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sus ceros en (a, b) por el Teorema 7, pn−1(b) · pn−2(b) > 0 y pn−1(a) · pn−2(a) < 0
por el entrelazamiento de ceros (Teorema 8); resulta que

∣∣∣∣
pn−1(a) pn−2(a)
pn−1(b) pn−2(b)

∣∣∣∣ = pn−2(a)pn−2(b)

(
pn−1(a)

pn−2(a)
− pn−1(b)

pn−2(b)

)
̸= 0. (1.33)

Por tanto, de la Regla de Cramer, se sigue que κ1 y κ2 son no nulos y están bien
definidos:

κ1 =
pn(b)pn−2(a)− pn(a)pn−2(b)

pn−1(a)pn−2(b)− pn−1(b)pn−2(a)
y κ2 =

pn(a)pn−1(b)− pn(b)pn−1(a)

pn−1(a)pn−2(b)− pn−1(b)pn−2(a)
. (1.34)

A continuación, veamos que también podemos calcular eficientemente los
nodos y los pesos de la f.c. In(f) de Gauss-Lobatto mediante una modificación de
la matriz de Jacobi definida en (1.13). Nuestro propósito es computar la familia
{p̃0, . . . , p̃n−1, R}. Notemos que la ley de recurrencia a tres términos para el
cálculo de {p̃0, . . . , p̃n−1} (Teorema 6) proporciona las n−2 primeras ecuaciones
de (1.12) y (1.13). Sin embargo, para calcular las dos últimas ecuaciones (y
computar aśı R), es fácil comprobar que la ecuación correspondiente al cómputo
de pn viene dada por

x · p̃n−1(x) = an−1p̃n−2(x) + bn−1p̃n−1(x) + anp̃n(x)

= an−1p̃n−2(x) + bn−1p̃n−1(x) + an [R(x)− κ1pn−1(x)− κ2pn−2(x)]

= [an−1 − anκ2] p̃n−2(x) + [bn−1 − anκ1] p̃n−1(x) + anR(x).

Evaluando en x = a y x = b, se tiene de esta última igualdad que

(
p̃n−1(a) p̃n−2(a)
p̃n−1(b) p̃n−2(b)

)(
b̃n−1

ãn−1

)
=

(
ap̃n−1(a)
bp̃n−1(b)

)
,

donde b̃n−1 = bn−1 − anκ1 y ãn−1 = an−1 − anκ2. De manera similar a (1.33), la
matriz asociada a este sistema es no singular, y la solución del mismo es





ãn−1 =
(b− a)p̃n−1(a)p̃n−1(b)

p̃n−1(a)p̃n−2(b)− p̃n−1(b)p̃n−2(a)
=

b− a
p̃n−2(b)
p̃n−2(a)

− p̃n−2(a)
p̃n−1(a)

> 0,

b̃n−1 =
ap̃n−1(a)p̃n−2(b)− bp̃n−1(b)p̃n−2(a)

p̃n−1(a)p̃n−2(b)− p̃n−1(b)p̃n−2(a)
.

(1.35)

Por tanto, deducimos que xP(x) = JL
nP(x) + anR(x)en, siendo

JL
n =



b0 a1 0 0 · · · 0
a1 b1 a2 0 · · · 0
0 a2 b2 a3 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · an−3 bn−3 an−2 0
0 · · · 0 an−2 bn−2 ãn−1

0 · · · 0 0 ãn−1 b̃n−1


, P(x) =


p̃0(x)
p̃1(x)

...
p̃n−2(x)
p̃n−1(x)

 ∈ Rn, en =


0
0
...
0
1

 ∈ Rn, (1.36)
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donde R viene dado por (1.31), con κ1 y κ2 obtenidos en (1.34), y ãn−1, b̃n−1

definidos en (1.35).
Por construcción, los autovalores de JL

n son {a, b, x3, . . . , xn}. Equivalen-
temente, hemos visto que {x3, . . . , xn} se pueden obtener como los n − 2 au-
tovalores de Jn−2, dada por (1.13) y asociada a la función peso modificada
ωa,b(x) = (x−a)(b−x)ω(x), x ∈ [a, b]. Respecto a los pesos, cabe mencionar que
se obtienen de forma idéntica que para las f.c. Gaussianas. Luego, hemos visto
que el cómputo de las f.c. de Gauss-Lobatto queda eficientemente caracterizado
en términos del problema del cálculo de autovalores y autovectores correspon-
dientes en la matriz de Jacobi-Lobatto JL

n , obteniendo el siguiente

Teorema 17 Sean In(f) la f.c. de Gauss-Lobatto (1.32) de n puntos para Iω(f)
y JL

n la matriz de Jacobi-Lobatto definida en (1.36). Entonces, los n nodos
{a, b, x3, . . . , xn} coinciden con los autovalores de la matriz JL

n y los n pesos
{Aa, Ab, A3, . . . , An} vienen dados por Aa = v2a · c0, Ab = v2b · c0 y Ak = v2k · c0,
∀k ∈ {3, . . . , n}; donde va, vb y vk son las primeras componentes de los au-
tovector normalizados asociados a los autovalores a, b y xk, ∀k = 3, . . . , n,
respectivamente.

Por último, en cuanto a la expresión del error (1.2) para las f.c. de n nodos
de Gauss-Lobatto, se deducen los siguientes dos resultados de manera similar a
los casos previos:

Teorema 18 Sea f ∈ C(2n−2)([a, b]). Entonces, existe δ ∈ [a, b] que satisface
que el error (1.2) para las f.c. de Gauss-Lobatto de n puntos viene dado por

En(f) = −f (2n−2)(ϵ)

(2n− 2)!

∫ b

a

π2
n−2(x)(x− a)(b− x)ω(x)dx.

Corolario 6 Sean f ∈ C([a, b]) e In(f) una f.c. de Gauss-Lobatto de n puntos.
Entonces, |En(f)| ≤ 2 ·ρ2n−3(f) ·c0, siendo ρ2n−3(f) = mı́n

q∈P2n−3

máx
a≤x≤b

|f(x)− q(x)|

y c0 =
∫ b

a
ω(x)dx.

Por ende, nótese que, análogamente a las f.c. Gaussianas y de Gauss-Radau,
las f.c. de Gauss-Lobatto también son convergentes para cualquier función con-
tinua en el intervalo [a, b], es decir, limn→∞In(f) = Iω(f),∀f ∈ C([a, b]). A
pesar de ello, solo podemos extender dicha convergencia a integrandos Riemann-
Stieltjes integrables con respecto a la función peso ω en [a, b] cuando α = a y
β = b, ya que en ese caso hemos visto que la f.c. (1.32) tiene siempre pesos
positivos.

Tras abordar en este primer caṕıtulo aquellas cuestiones más relevantes
acerca de las f.c. que resultan indispensables para abordar el objetivo de esta
Memoria, estamos en condiciones de abordar el siguiente caṕıtulo.
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Fórmulas de Cuadratura Generalizadas

En este segundo caṕıtulo abordaremos el objetivo principal de esta Memo-
ria: el estudio de Fórmulas de Cuadratura Generalizadas1. Este tipo de reglas
permite obtener de manera aproximada el valor de una integral dada con respec-
to a una función peso y, a diferencia de las f.c. estudiadas en el primer caṕıtulo,
cuyos nodos teńıan multiplicidad igual a uno, ahora pueden aparecer nodos de
multiplicidades arbitrarias en la f.c.

Las f.c.g. aparecen por primera vez en [7, Sección 3.1.1.4], y también en
[8]. Desde entonces ha habido diversas publicaciones relacionadas con este tipo
de reglas pero, en contraposición con las f.c. clásicas, las f.c.g. no han sido es-
tudiadas con tanta profundidad en la literatura. Por otro lado, cabe mencionar
que la obtención de este tipo de fórmulas tiene especial interés en problemas
aplicados. Por ejemplo, en [7] se establece que pueden ser de suma importancia
en la resolución numérica de problemas de valores iniciales en ecuaciones dife-
renciales ordinarias, y en [10] se analiza su utilidad en el cálculo de una función
spline aproximante en el compacto [a, b] que preserve una sucesión de momentos
prefijados.

2.1. Fórmulas de Cuadratura Generalizadas Tipo-Gauss

Comenzamos esta sección considerando las f.c.g. introducidas por primera
vez en la literatura por W. Gautschi, que se caracterizan por fijar el extremo
x0 = a con multiplicidad r > 1. Sean, por tanto, una función peso ω definida en
[a, b], que podŕıa estar definida en [a,∞), y la integral Iω(f) =

∫ b

a
f(x)ω(x)dx.

Consideramos la f.c.g. (compárese con (1.1))

Iw(f) ≈ IRL
n,r (f) =

r−1∑

l=0

λ
(l)
0 · f (l)(a) +

n∑

k=1

ARL
k · f(xRL

k ), (2.1)

1 En lo que sigue, denotaremos por “f.c.g.” a las Fórmulas de Cuadratura Generalizadas.
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donde r > 1 es la multiplicidad en el extremo x0 = a (cuando r = 1 recuperamos
la f.c. de Gauss-Radau estudiada en la Sección 1.3.3). Obsérvese que la f.c.g. (2.1)

tiene 2n+ r parámetros por determinar: ARL
k , xRL

k , con k = 1, . . . , n, y λ
(l)
0 , con

l = 0, . . . , r− 1. Cabe mencionar que este tipo de f.c. no coinciden exactamente
con las conocidas f.c. de Gauss-Turán, que son expresiones de la forma

Iω(f) ≈ In,s(f) =
n∑

k=1

2s∑

ν=1

Aν
k · f (ν)(xk). (2.2)

A continuación demostraremos que estos parámetros pueden ser calculados
siguiendo de nuevo el criterio de máxima exactitud polinómica, inspirado en el
Teorema de Aproximación de Weierstrass (Teorema 1), de manera que Iω(p) =
IRL
n,r (p), ∀p ∈ P2n+r−1. El primero de los resultados que presentaremos establece
una manera sencilla y directa de obtener los nodos y los pesos interiores haciendo
uso de una función peso auxiliar:

Teorema 19 Sean ω una función peso definida en [a, b], con −∞ < a < b ≤ ∞,

y la integral Iω(f) =
∫ b

a
f(x)ω(x)dx. Si IRL

n,r (f) denota la f.c.g. de n + r puntos
definida en (2.1) y ωr denota la función peso modificada ωr(x) = (x−a)r ·ω(x),
con x ∈ [a, b], entonces

xRL
k = x

(r)
k y ARL

k =
A

(r)
k

(xRL
k − a)r

, k = 1, 2, . . . , n, (2.3)

siendo x
(r)
k y A

(r)
k , k = 1, . . . , n, los nodos y pesos de la f.c. Gaussiana de n

puntos para la función peso ωr. En particular, los pesos ARL
k son positivos.

Demostración:

Si p ∈ P2n−1, entonces la f.c.g. (2.1) es exacta para la función f(x) =
(x − a)r · p(x) ∈ P2n+r−1. Por tanto, teniendo en cuenta que f (l)(a) = 0, ∀l =
0, 1, . . . , r − 1, se sigue que Iω(f) = IRL

n,r (f) =
∑n

k=1A
RL
k · (xRL

k − a)r · p(xRL
k ).

Por otro lado, Iω(f) =
∫ b

a
f(x) · ω(x)dx =

∫ b

a
p(x) · (x− a)r · ω(x)dx = Iωr(p), lo

que implica que Iωr(p) =
∑n

k=1A
RL
k · (xRL

k − a)r · p(xRL
k ), ∀p ∈ P2n−1, es decir,

esta última expresión coincide con la f.c. Gaussiana de n puntos para la función
peso ωr, y se sigue por tanto (2.3).

La positividad de los pesos ARL
k es consecuencia inmediata del hecho de

que la función peso ωr es positiva en [a, b], y de que la f.c. Gaussiana es positiva,

esto es, A
(r)
k > 0, ∀k = 1, . . . , n, y xRL

k > 0, ∀k = 1, . . . , n. ■

Recordando que el primer caṕıtulo estaba dedicado en gran parte a la
computación eficiente de las f.c. Gaussianas, observamos que, para poder compu-
tar completamente la f.c.g. (2.1), falta obtener los pesos frontera λ

(l)
0 , l =
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0, 1, . . . , r− 1. Esto puede llevarse a cabo resolviendo un sistema lineal de ecua-
ciones, cuya matriz asociada es triangular superior, mediante el método de sus-
titución hacia detrás. En efecto, si πn(x) =

∏n
k=1(x − xRL

k ) ∈ Pn, es decir, πn

denota el polinomio nodal mónico cuyos ceros son los nodos interiores de IRL
n,r (f),

y teniendo en cuenta la Regla de Derivación de Leibniz

(u · v)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
· u(n−k) · v(k), (2.4)

se sigue, sustituyendo en (2.1) las funciones fi(x) = (x − a)i · πn(x), con i =

0, 1, . . . , r−1, que los pesos λ
(l)
0 , con l = 0, 1, . . . , r−1, son la solución del sistema

lineal de ecuaciones expresado en forma matricial,

AX = B, (2.5)

donde

A =



πn(a) π
′
n(a) π′′

n(a) π′′′
n (a) π

(iv)
n (a) · · · π

(r−2)
n (a) π

(r−1)
n (a)

0 πn(a) 2π′
n(a) 3π′′

n(a) 4π′′′
n n(a) · · · (r − 2)π

(r−3)
n (a) (r − 1)π

(r−2)
n (a)

0 0 2!πn(a) 2!

(
3

2

)
π′
n(a) 2!

(
4

2

)
π′′
n(a) · · · 2!

(
r − 2

2

)
π
(r−4)
n (a) 2!

(
r − 1

2

)
π
(r−3)
n (a)

0 0 0 3!πn(a) 3!

(
4

3

)
π′
n(a) · · · 3!

(
r − 2

3

)
π
(r−5)
n (a) 3!

(
r − 1

3

)
π
(r−4)
n (a)

...
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 0 · · · (r − 3)!

(
r − 2

r − 3

)
π′
n(a) (r − 3)!

(
r − 1

r − 3

)
π′′
n(a)

0 0 0 0 0 · · · (r − 2)!πn(a) (r − 2)!

(
r − 1

r − 2

)
π′
n(a)

0 0 0 0 0 · · · 0 (r − 1)!πn(a)



,

X =




λ
(0)
0

λ
(1)
0

λ
(2)
0
...

λ
(r−2)
0

λ
(r−1)
0




∈ Rr, B =




Iω(πn(x))
Iω((x− a)πn(x))
Iω((x− a)2πn(x))

...
Iω((x− a)r−2πn(x))
Iω((x− a)r−1πn(x))




∈ Rr.

Obsérvese que la matriz A asociada al sistema de ecuaciones es triangular supe-
rior, como hab́ıamos mencionado anteriormente, y que es claramente no singular,
dado que πn(a) ̸= 0.

La positividad de los pesos λ
(0)
0 , . . . , λ

(r−1)
0 fue conjeturada por Gautschi en

[8, Secciones 2.2 y 3.2] y solo resuelta para el caso r = 2. La demostración de
esta conjetura para r > 2 fue revelada en [10] (véase más adelante el Teorema
21).

Lema 1 En las condiciones anteriores, si r = 2, entonces λ
(0)
0 > 0 y λ

(1)
0 > 0.
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Demostración:

Si en (2.1) tomamos r = 2 y sustituimos por f0(x) = π2
n(x) y f1(x) =

(x− a) · π2
n(x), al ser la f.c.g. exacta en P2n+1, se sigue que

(
π2
n(a) 2πn(a)π

′
n(a)

0 π2
n(a)

)(
λ
(0)
0

λ
(1)
0

)
=

(
Iω(π

2
n(x))

Iω((x− a) · π2
n(x))

)
. (2.6)

Como las componentes del vector de términos independientes son positivas, se
sigue de la segunda ecuación del sistema que λ

(1)
0 > 0. Gracias a lo anterior, y

que πn(a) · π′
n(a) < 0, se obtiene de la primera ecuación que λ

(0)
0 > 0. ■

La caracterización para la f.c.g. de Gauss-Radau fijando el extremo x0 = b
con multiplicidad r > 1, Iw(f) ≈ IRR

n,r (f) =
∑n

k=1 A
RR
k ·f(xRR

k )+
∑r−1

l=0 λ
(l)
0 ·f (l)(b),

puede llevarse a cabo de manera análoga.
En cuanto a la f.c.g. de Gauss-Lobatto, en [7, 8] se estudia la f.c.g.

Iw(f) ≈ ILn,r(f) =
r−1∑

l=0

λ
(l)
0 ·f (l)(a)+

n∑

k=1

AL
k ·f(xL

k )+
r−1∑

l=0

λ
(l)
n+1 ·(−1)l ·f (l)(b), (2.7)

en la que se considera ambos extremos del intervalo de integración con multiplici-
dad r. Además, la f.c.g. se escribe de dicha manera para reflejar que λ

(l)
0 = λ

(l)
n+1,

∀l = 0, 1, . . . , r−1, cuando la función peso es simétrica, es decir, ω(x) = ω(−x),
∀x ∈ [a, b] = [−b, b]. En efecto, como veremos en el Teorema 20, la f.c.g. (2.7)
es única y exacta en P2n+2r−1, un subespacio vectorial de polinomios de dimen-
sión 2n + 2r, siendo esta la cantidad de parámetros a determinar, esto es, AL

k ,

xL
k , con k = 1, . . . , n, λ

(p)
0 , λ

(p)
n+1, con p = 0, . . . , r − 1. Si la función peso es

simétrica, haciendo el cambio de variable t′ = −t y teniendo en cuenta que
f(t) ∈ P2n+2r−1 si y solo si f(t′) ∈ P2n+2r−1, y que si g(x) = f(−x), entonces
g(l)(x) = (−1)lf (l)(−x), ∀x ∈ [−b, b], podemos deducir

Iω(f) = Iω(g) =
r−1∑

l=0

λ
(l)
0 · f (l)(−b) +

n∑

k=1

AL
k · f(xL

k ) +
r−1∑

l=0

λ
(l)
n+1 · (−1)l · f (l)(b)

=
r−1∑

l=0

λ
(l)
0 · (−1)l · g(l)(b) +

n∑

k=1

AL
k · g(−xL

k ) +
r−1∑

l=0

λ
(l)
n+1 · g(l)(−b).

Esta última igualdad implica la simetŕıa de pesos λ
(l)
0 = λ

(l)
n+1, ∀l = 0, 1, . . . , r−

1. Asimismo, hemos probado que, en el caso considerado, los nodos interiores
aparecen en pares de la forma

{
xL
k ,−xL

k

}
, siendo los pesos asociados a ambos

nodos los mismos (y, por tanto, deduciendo también que si n es impar, entonces
x = 0 debe ser un nodo de la f.c.g.). Aśı, en este caso de simetŕıa, el esfuerzo
computacional para obtener esta f.c.g. se reduce esencialmente a la mitad.
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Seguidamente, en lugar de considerar la f.c.g. (2.7), consideraremos una
situación más genérica analizada en [10]. En ella, las multiplicidades de los nodos
extremos x0 = a y xn+1 = b no tienen por qué coincidir necesariamente:

Iw(f) ≈ In,r,s(f) =
r−1∑

j=0

λ
(j)
0 ·f (j)(a)+

n∑

k=1

Ak ·f(xk)+
s−1∑

l=0

λ
(l)
n+1·(−1)l·f (l)(b). (2.8)

De esta manera, observamos que:

1. Entendiendo que
∑n

i=m ai = 0 cuando m > n, entonces el caso In,0,0(f) se
corresponde con la clásica f.c. Gaussiana de n puntos.

2. Los casos In−1,1,0(f) y In−1,0,1(f) se corresponden con las clásicas f.c. de
Gauss-Radau de n puntos.

3. El caso In−2,1,1(f) se corresponde con la clásica f.c. de Gauss-Lobatto de n
puntos.

4. Tomando los casos s = 0 y r = s, obtenemos las f.c.g. consideradas por
Gautschi en [7, 8].

5. Los casos In−2,2,0(f) y In−2,0,2(f) han sido estudiados de manera particular
en [16].

A continuación, veremos en el siguiente resultado que existe una única f.c.g.
de la forma (2.8) que tiene dominio de exactitud P2n+r+s−1. Aunque en [10] no
se demuestra ni se caracteriza, reproducimos a continuación la demostración,
empleando argumentos similares a los utilizados en la prueba del Teorema 19.

Teorema 20 Existe una única f.c.g. In,r,s(f) de la forma (2.8) tal que In,r,s(p) =
Iω(p),∀p ∈ P2n+r+s−1. Además, los pesos asociados a nodos interiores son posi-
tivos.

Demostración:

Sea la función peso modificada ωr,s(x) = (x − a)r · (b − x)s · ω(x) ≥ 0,
∀x ∈ [a, b]. Si tomamos p ∈ P2n−1, entonces buscamos que la f.c.g. (2.8) sea
exacta para la función f(x) = (x− a)r · (b− x)s · p(x) ∈ P2n+r+s−1. Por tanto, se
sigue que Iω(f) = In,r,s(f) =

∑n
k=1 Ak · (xk − a)r · (b − xk)

s · p(xk), puesto que
f (j)(a) = 0, ∀j = 0, 1, . . . , r−1, y f (l)(b) = 0, ∀l = 0, 1, . . . , s−1. Además, se tiene

que Iω(f) =
∫ b

a
f(x)·ω(x)dx =

∫ b

a
p(x)·(x−a)r ·(b−x)s ·ω(x)dx = Iωr,s(p), lo que

implica que Iωr,s(p) =
∑n

k=1Ak·(xk−a)r·(b−xk)
s·p(xk), ∀p ∈ P2n−1, recuperando

aśı la clásica f.c. Gaussiana de n puntos para la función peso modificada ωr,s.

Por tanto, se deduce que xk = x
(r)
k y Ak =

A
(r)
k

(xk−a)r·(b−xk)s
, k = 1, 2, . . . , n, siendo

x
(r)
k y A

(r)
k , k = 1, . . . , n, los nodos y pesos de la f.c. Gaussiana de n puntos

para la función peso ωr,s. En particular, los pesos Ak son positivos, dado que

ωr,s ≥ 0 en [a, b] y que A
(r)
k > 0, ∀k = 1, . . . , n, pues la f.c. Gaussiana es positiva

y a < xk < b, ∀k = 1, . . . , n. ■
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De nuevo, para poder computar completamente la f.c.g. (2.8) faltaŕıa cal-

cular los pesos frontera λ
(j)
0 , j = 0, 1, . . . , r−1 y λ

(l)
n+1, l = 0, 1, . . . , s−1. Esto se

podrá llevar a cabo resolviendo dos sistemas lineales de ecuaciones que se obtie-
nen de manera similar a (2.5), y cuyas matrices asociadas vuelven a ser triangula-
res superiores. En este caso, recordando que πn(x) =

∏n
k=1(x−xk) ∈ Pn, se puede

proceder sustituyendo en (2.8) las funciones fi(x) = (x− a)i · (b− x)s · πn(x) =
(x − a)i · πn,b(x), con i = 0, 1, . . . , r − 1, gj(x) = (b − x)j · (x − a)r · πn(x) =
(b−x)j ·πn,a(x), con j = 0, 1, . . . , s−1, y aplicando de nuevo la Regla de Deriva-
ción de Leibniz (2.4) resulta que el sistema que se debe resolver para computar

λ
(j)
0 , j = 0, 1, . . . , r − 1 viene dado en forma matricial por (2.5) sustituyendo

πn por πn,b. De igual manera, el sistema correspondiente para obtener los pesos

λ
(l)
n+1, l = 0, 1, . . . , s− 1 coincide de nuevo con (2.5), aunque sustituyendo ahora

πn por πn,a. Además, obsérvese que las matrices de coeficientes son no singulares
en ambos casos, dado que πn,b(a) ̸= 0 ̸= πn,a(b).

El siguiente teorema, que ya fue mencionado anteriormente, aborda la
positividad de los pesos Ak, ∀k = 1, . . . , n, λ

(j)
0 , ∀j = 0, . . . , r − 1, y λ

(l)
n+1,

∀l = 0, . . . , s − 1 (recordemos que ya vimos en el Teorema 20 que los pesos
asociados a los nodos interiores son positivos, aunque comentaremos la demos-
tración alternativa presentada en [10], pues proporciona la idea para probar que
los pesos frontera son también positivos). Dada su relevancia, mostraremos en
detalle su prueba. Para ello, necesitamos previamente el siguiente

Lema 2 Si p(x) =
∏m

j=1(xj − x), donde x1, x2, . . . , xm ∈ (c,∞), entonces
(

1
p(x)

)(l)
|x=c

> 0, ∀l = 0, 1, 2, . . . .

Demostración:

Procedemos aplicando el método de inducción sobrem. Param = 1 se tiene

que
(

1
x1−x

)(l)
|x=c

= 1
(x1−c)l+1 > 0, ∀l = 0, 1, 2, . . . Supongamos que la propiedad se

cumple para el caso m. Sea p(x) =
∏m

j=1(xj − x) y veamos que se cumple para

m+ 1. Consideremos Q(x) = p(x) · (xm+1 − x), con xm+1 ∈ (c,∞). De la Regla
de Derivación de Leibniz (2.4) se sigue que(

1

Q(x)

)(l)

|x=c

=

(
1

p(x)
· 1

xm+1 − x

)(l)

|x=c

=

l∑
k=0

(
l

k

)
·

[(
1

p(x)

)(k)

|x=c

]
·

[(
1

xm+1 − x

)(l−k)

|x=c

]
,

y el resultado se deduce directamente para el caso m+ 1 aplicando la hipótesis
de inducción. ■

Teorema 21 Todos los pesos de la f.c.g. In,r,s(f) dada por (2.8) son estricta-
mente positivos para n, r, s > 0, es decir,

Ak > 0, ∀k = 1, . . . , n, (2.9)
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λ
(j)
0 > 0, ∀j = 0, . . . , r − 1, (2.10)

λ
(l)
n+1 > 0, ∀l = 0, . . . , s− 1. (2.11)

Demostración:

Veamos en primer lugar que se satisface (2.9) empleando un argumento
alternativo al expuesto en los Teoremas 19 y 20. Para todo k = 1, . . . , n definimos

pk(x) =
lk(x)

lk(xk)
, donde lk(x) = (x− a)r · (b− x)s ·

n∏

t=1
t̸=k

(xk − x)2 ∈ P2n+r+s−2.

Nótese que pk(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], pk(xk) = 1, pk(xt) = 0, ∀t = 1, . . . , n, t ̸= k,

p
(j)
k (a) = 0, ∀j = 0, 1, . . . , r−1, y p

(l)
k (b) = 0, ∀l = 0, 1, . . . , s−1. Por lo tanto, se

deduce que 0 < Iω(pk) = In,r,s(pk) = Ak, demostrando aśı (2.9). Seguidamente,
probaremos (2.10). Para ello, definimos

qn,r,s,a,j(x) = qj(x) =
(x− a)j

j!
· ω1(x) · ω2(x), ∀j = 0, 1, . . . , r − 1, (2.12)

siendo ω1(x) = (b−x)s ·∏n
t=1(xt−x)2 ∈ P2n+s y ω2(x) la (r− j−1)-ésima suma

parcial de Taylor de 1
ω1

en x = a, esto es

ω2(x) =
1

ω1(a)
+

(
1

ω1

)′

(a) · (x− a) +

(
1

ω1

)′′

(a) · (x− a)2

2!
+ . . .

+

(
1

ω1

)(r−j−1)

(a) · (x− a)r−j−1

(r − j − 1)!
∈ Pr−j−1,

que está bien definida por la propia definición de ω1. De este modo, qj ∈
P2n+r+s−1 y se cumple que Iω(qj) = In,r,s(qj). Nótese que la demostración se

obtendrá si probamos que Iω(qj) > 0 e In,r,s(qj) = λ
(j)
0 , ∀j = 0, . . . , r − 1. Para

ello, apreciamos que se verifican las siguientes propiedades:

qj(xk) = 0, ∀k = 1, . . . , n.

q
(l)
j (b) = 0, ∀l = 0, 1, . . . , s− 1.

q
(t)
j (a) = 0, ∀t = 0, 1, . . . , j − 1.

Si t = j, j + 1, . . . , r − 1, aplicando la Regla de Derivación de Leibniz (2.4) se
deduce que

q
(t)
j (a) =

t∑

l=0

(
t

l

)
·
[
(x− a)j

j!

](l)

|x=a

· [ω1(x) · ω2(x)]
(t−l)
|x=a =

(
t

j

)
· [ω1(x) · ω2(x)]

(t−j)
|x=a .

Si t = j, queda claro que q
(j)
j =

(
j
j

)
· ω1(a) · ω2(a) = 1, mientras que si t > j, se

tiene que 1
ω1(x)

− ω2(x) = o ((x− a)r−j). De forma equivalente podemos escribir
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ω1(x) · ω2(x) = 1− ω1(x) · o ((x− a)r−j), y por lo tanto [ω1(x) · ω2(x)]
(t−j)
|x=a = 0.

Concluimos aśı que q
(t)
j (a) = δt−j,0, siendo δk,j el śımbolo delta de Kronecker

definido en (1.4). Como qj ∈ P2n+r+s−1, se sigue que Iω(qj) = In,r,s(qj), ∀j =

0, 1, . . . , r−1. Por un lado, tenemos por construcción que In,r,s(qj) = λ
(j)
0 , por lo

que para completar la prueba debemos ver que Iω(qj) > 0 probando que qj ≥ 0
en (a, b). A partir de la definición de qj, se tiene que esto es equivalente a probar
que ω2(x) ≥ 0 en (a, b). Dada la definición de ω2, la propiedad se cumple si

(
1

ω1(x)

)(l)

|x=a

> 0, ∀l = 0, 1, . . . , r − j − 1,

lo que sabemos que es cierto por el Lema 2. La demostración de (2.11) puede
llevarse a cabo de manera similar, por lo que dejamos los detalles al lector. ■

2.2. Análisis de la fijación de nodos interiores

En la Sección 1.3.3 se analizó lo que sucede cuando se fija un nodo interior
de antemano en una f.c. de Gauss-Radau, obteniendo como resultado que la
existencia de esta f.c. queda caracterizada por el Teorema 15. Estudiemos a
continuación, para el caso de la f.c.g. (2.8), la posibilidad de fijar una serie
de nodos interiores en esta f.c.g. con multiplicidades arbitrarias pero pares, lo
cual, por lo que sabemos, no se ha estudiado en la literatura hasta el momento.
Parece razonable pensar que esta f.c.g. exista solo cuando dichos nodos interiores
satisfagan una serie de condiciones, de forma similar al Teorema 15. Sin embargo,
veremos que tomar nodos interiores prefijados con multiplicidades pares va a
permitir que esta f.c.g. generalmente siempre exista, lo que genera una diferencia
notable con respecto a lo ya tratado en el primer caṕıtulo. Los resultados de
esta sección se pueden generalizar realmente a un número arbitrario de nodos
interiores fijos de antemano, todos con multiplicidades pares pero arbitrarias.
En nuestro caso, por simplicidad, analizaremos los casos de uno y dos nodos
interiores prefijados con multiplicidad par.

En primer lugar, consideramos el nodo τ ∈ (a, b) tal que τ ̸= xk, ∀k =
1, . . . , k, con multiplicidad 2t, donde t ∈ Z+. Sea entonces la f.c.g.

Iw(f) ≈ In,r,s,t(f) =
r−1∑

j=0

λ
(j)
0 · f (j)(a) +

n∑

k=1

Ak · f(xk) +
2t−1∑

m=0

λ(m)
τ · f (m)(τ)

+
s−1∑

l=0

λ
(l)
n+1 · (−1)l · f (l)(b).

(2.13)

Considerando un caso de simetŕıa similar al analizado para la f.c.g de Gauss-
Lobatto (2.7)–(2.8), se obtiene el siguiente resultado:
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Lema 3 Sea ω una función peso simétrica definida en [−b, b], b > 0 y tomemos
en (2.13) τ = 0, s = r y n par. Entonces, la f.c.g. (2.13) se reduce a la f.c.g.

(2.7), en el sentido de que λ
(l)
0 = λ

(l)
n+1, ∀l = 0, 1, . . . , r − 1, y λ

(m)
τ = 0, ∀m =

0, 1, . . . , 2t− 1.

Demostración:

Nótese que la f.c.g. (2.13) tiene como dominio de exactitud P2n+2r+2t−1. Ha-
ciendo el cambio de variable t′ = −t, teniendo en cuenta que f(t) ∈ P2n+r+s+2t−1

si y solo si f(t′) ∈ P2n+r+s+2t−1, y que si g(x) = f(−x), entonces g(l)(x) =
(−1)lf (l)(−x), ∀x ∈ [−b, b], se tiene que

Iω(f) =

r−1∑
j=0

λ
(j)
0 · f (j)(−b) +

n∑
k=1

Ak · f(xk) +

2t−1∑
m=0

λ(m)
τ · f (m)(0) +

r−1∑
l=0

λ
(l)
n+1 · (−1)l · f (l)(b) = Iω(g)

=

r−1∑
j=0

λ
(j)
0 · (−1)j · g(j)(b) +

n∑
k=1

Ak · g(−xk) +

2t−1∑
m=0

λ(m)
τ · (−1)m · g(m)(0) +

r−1∑
l=0

λ
(l)
n+1 · g

(l)(−b).

A partir de esta igualdad queda clara la simetŕıa de pesos λ
(l)
0 = λ

(l)
n+1, ∀l =

0, 1, . . . , r − 1. Además, hemos comprobado que los nodos xk, con k = 1, . . . , n,
aparecen en pares de la forma {xk,−xk}, siendo los pesos asociados a ambos
nodos los mismos. Nótese que, por lo que acabamos de mencionar, como n es par,
no existe k ∈ {1, . . . , n} tal que xk = 0, lo que no causa ninguna incongruencia
con el hecho de que 0 = τ ̸= xk, ∀k = 1, . . . , n. Por otra parte, también se tiene
que λ

(m)
τ = (−1)(m) · λ(m)

τ , lo que implica que λ
(m)
τ = 0, ∀m = 0, 1, . . . , 2t− 1, y

la f.c.g. (2.13) se reduce a la f.c.g. (2.7). ■

Nótese que considerando n impar se tendŕıa una situación similar, en la que
no existe la f.c.g. (2.13) dado que no se puede garantizar τ ̸= xk, ∀k = 1, . . . , n.
No obstante, en el caso general de que τ ̸= xk, ∀k = 1, . . . , n se obtiene el
siguiente resultado, cuya demostración es similar a la de los Teoremas 19 y 20:

Teorema 22 Si τ ̸= xk, ∀k = 1, . . . , n, entonces existe una única f.c.g. In,r,s,t(f)
de la forma (2.13) de forma que In,r,s,t(p) = Iω(p),∀p ∈ P2n+r+s+2t−1, siendo
Ak > 0, ∀k = 1, . . . , n.

Demostración:

Sea la función peso modificada

ωr,s,2t(x) = (x− a)r · (b− x)s · (x− τ)2t · ω(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b].

Tomando p ∈ P2n−1, se sigue que la f.c.g. (2.14) es exacta para la función f(x) =
(x−a)r ·(b−x)s ·(x−τ)2t ·p(x) ∈ P2n+r+s+2t−1. Por un lado, Iω(f) = In,r,s,t(f) =∑n

k=1Ak · (xk − a)r · (b − xk)
s · (xk − τ)2t · p(xk), puesto que f (j)(a) = 0, ∀j =

0, 1, . . . , r−1, f (l)(b) = 0, ∀l = 0, 1, . . . , s−1, f (m)(τ) = 0, ∀m = 0, 1, . . . , 2t−1.

Por otro lado, Iω(f) =
∫ b

a
p(x)·(x−a)r·(b−x)s·(x−τ)2t·ω(x)dx = Iωr,s,2t(p), lo que
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implica que Iωr,s,2t(p) =
∑n

k=1 Ak ·(xk−a)r ·(b−xk)
s ·(xk−τ)2t ·p(xk), ∀p ∈ P2n−1.

De esta forma, hemos recuperado la clásica f.c. Gaussiana de n puntos para la
función peso modificada ωr,s,2t. Por ende, se deduce que

xk = x
(r)
k y Ak =

A
(r)
k

(xk − a)r · (b− xk)s · (xk − τ)2t
, k = 1, 2, . . . , n,

siendo x
(r)
k y A

(r)
k , k = 1, . . . , n, los nodos y pesos de la f.c. Gaussiana de n

puntos para la función peso ωr,s,2t. En particular, los pesos Ak son positivos,

dado que ωr,s,2t ≥ 0 en [a, b] y que A
(r)
k > 0, ∀k = 1, . . . , n, pues la f.c. Gaussiana

es positiva, a < xk < b y (xk − τ)2t > 0, ∀k = 1, . . . , n. ■

En segundo lugar, si añadiéramos dos nodos interiores τ1, τ2 ∈ (a, b) con
multiplicidades 2t y 2h respectivamente, satisfaciendo que τ1 ̸= τ2 y τi ̸= xk,
∀k = 1, . . . , n e i = 1, 2, entonces la f.c.g. viene dada ahora por

Iw(f) ≈ In,r,s,t,h(f) =
r−1∑

j=0

λ
(j)
0 · f (j)(a) +

n∑

k=1

Ak · f(xk) +
2t−1∑

m=0

λ(m)
τ1

· f (m)(τ1)

+
2h−1∑

p=0

λ(p)
τ2

· (−1)p · f (p)(τ2) +
s−1∑

l=0

λ
(l)
n+1 · (−1)l · f (l)(b).

(2.14)

En este caso se demuestra igualmente que λ
(l)
0 = λ

(l)
n+1, ∀l = 0, 1, . . . , r − 1, y

λ
(m)
τ1 = λ

(m)
τ2 , ∀m = 0, . . . , 2t − 1, siempre que la función peso sea simétrica, es

decir, ω(x) = ω(−x), ∀x ∈ [a, b] = [−b, b], τ1 = −τ2, s = r y h = t. Como
τ1 ̸= τ2, en este caso n puede ser tanto par como impar: si n es par, entonces
xk ̸= 0, ∀k = 1, . . . , n; mientras que si n es impar, entonces x = 0 será un nodo
de la f.c.g. Omitimos los detalles por ser similares a los empleados en el Lema 3.

Cabe observar que en (2.13) no se ha incluido el factor (−1)m asociado al
sumatorio del nodo τ , a diferencia del factor (−1)p que śı aparece en el sumando
correspondiente al nodo τ2 en (2.14), dado que en este último caso resulta de
importancia para obtener la conclusión anterior en referencia a la igualdad de
los pesos de estos dos nodos prefijados en casos de simetŕıa. Asimismo, apre-
ciamos que la f.c.g. (2.14) es exacta en P2n+r+s+2t+2h−1, obteniendo el siguiente
resultado cuya demostración es similar a la de los Teoremas 19, 20 y 22, por lo
que omitiremos los detalles.

Teorema 23 Existe una única f.c.g. In,r,s,t,h(f) de la forma (2.14) de forma que
In,r,s,t,h(p) = Iω(p),∀p ∈ P2n+r+s+2t+2h−1. Además, se tiene para k = 1, . . . , n que

xk = x
(r)
k y Ak =

A
(r)
k

(xk − a)r · (b− xk)s · (xk − τ1)2t · (xk − τ2)2h
> 0,
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siendo x
(r)
k y A

(r)
k , k = 1, . . . , n, los nodos y pesos de la f.c. Gaussiana de n

puntos para la función peso ωr,s,2t,2h = (x− a)r · (b− x)s · (x− τ1)
2t · (x− τ2)

2h,
con x ∈ [a, b].

Cabe destacar que todo lo mencionado funciona correctamente en el caso
de prefijar uno a varios nodos interiores, cada uno de ellos con multiplicidad par,
gracias a que la función peso modificada será siempre mayor o igual que cero en
el intervalo [a, b], algo que no ocurre en el Teorema 15, donde la multiplicidad del
nodo interior prefijado es 1, y por tanto la función peso modificada tiene signo
variante (véase [3] y [12]). Además, el cálculo de los pesos asociados a estos
nodos interiores prefijados con multiplicidades pares arbitrarias puede llevarse
a cabo resolviendo un sistema tridiagonal mediante un procedimiento similar al
llevado a cabo en la Sección 2.1 (véase la Sección 2.4 más adelante) mientras que
la positividad de tales pesos es un problema abierto que no ha sido abordado en
la literatura (véase el Anexo A.2).

2.3. Convergencia y estimación del error

En esta sección veremos una estimación del valor absoluto del error co-
metido al emplear la f.c.g. In,r,s(f) dada en (2.8), es decir, |En,r,s(f)| =
|Iω(f)− In,r,s(f)|. Cabe mencionar que los resultados de esta sección se han
obtenido mayoritariamente de [10]. La positividad de los pesos estudiada en el
Teorema 21 es fundamental para obtener el siguiente resultado de convergencia
para dicha f.c.g.:

Teorema 24 Sean el compacto [a, b] y q = máx {r − 1, s− 1}. Entonces,
ĺım
n→∞

In,r,s(f) = Iω(f), ∀f ∈ Cq([a, b]).

Demostración:

Suponemos sin pérdida de generalidad que r, s ≥ 1 (nótese que la extensión
de la prueba para r = 0 y s = 0 se seguiŕıa de inmediato). Definiendo la norma
∥ f ∥= máx

0≤j≤q
máx
a≤x≤b

∣∣f (j)(x)
∣∣, se tiene que (Cq([a, b]), ∥ · ∥) es un espacio de Banach

(véase A.1): la completitud se obtiene a partir de la completitud del espacio
C([a, b]) con respecto a la norma ∥ · ∥∞ en [a, b] y de que los polinomios son
densos en (Cq([a, b]), ∥ · ∥∞) (véase por ejemplo [5]). A continuación, observamos
que si f ∈ Pk \Pk−1, entonces se obtiene que In,r,s(f) = Iω(f), ∀n > k−r−s

2
, dado

que la f.c.g. In,r,s(f) tiene grado de precisión 2n + r + s − 1. Es decir, hemos
comprobado la convergencia para un un subconjunto denso de (Cq([a, b]), ∥ · ∥).
Para obtener la convergencia en Cq([a, b]) falta comprobar que la norma de
In,r,s(f) está acotada uniformemente en n. Denotando que los pesos dependen
del número de nodos interiores tomados, n, es sencillo ver que2

2 Véase en el Anexo A.1 la definición de norma de un operador lineal.
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∥ In,r,s ∥≤
r−1∑

j=0

λ
(j)
0 (n) +

n∑

k=1

Ak(n) +
s−1∑

l=0

λ
(l)
n+1(n), (2.15)

dado que todos los pesos son positivos por el Teorema 21. Ahora, tomando f ≡ 1
se sigue que λ

(0)
0 (n) +

∑n
k=1 Ak(n) + λ

(0)
n+1 = In,r,s(1) =

∫ b

a
ω(x)dx < ∞. Para el

resto de términos, recordando (2.12), definimos

P (x) =
r−1∑

j=1

q0,r,s,a,j(x) +
s−1∑

l=1

(−1)l · q0,r,s,b,l(x) ∈ Pr+s−1.

Como P es no negativo en [a, b] y la f.c.g. In,r,s(f) es exacta en P2n+r+s−1, se

sigue que
∑r−1

j=1 λ
(j)
0 (n) +

∑s−1
l=1 λ

(l)
n+1(n) ≤ In,r,s(P ) =

∫ b

a
P (x)ω(x)dx, ∀n ≥ 0.

Por lo tanto, la expresión a la derecha de (2.15) está acotada uniformemente en
n, y por el Teorema de Banach-Steinhaus (véase A.1) se concluye el resultado.

■

Usando argumentos similares a los empleados en el primer caṕıtulo (por
ejemplo, en el Teorema 4), podemos estimar la tasa de convergencia para la
f.c.g. In,r,s(f) dada en (2.8). De esta manera, como dicha f.c.g. es exacta en
P2n+r+s−1, se tiene la siguiente cota del error:

|En,r,s(f)| ≤ (c0+ ∥ In,r,s ∥) · ρ2n+r+s−1(f),

siendo ρ2n+r+s−1(f) = mı́n
q∈P2n+r+s−1

máx
a≤x≤b

|f(x)− q(x)| y c0 =
∫ b

a
ω(x)dx. Ahora,

podemos dar una cota superior expĺıcita bastante aproximada para ∥ In,r,s(f) ∥
que es independiente de n: al analizar detalladamente la construcción de los
polinomios definidos en (2.12) con n = 0, podemos observar que

0 ≤ qj(x) ≤
(x− a)j

j!
·
r−j−1∑

l=0

(x− a)l

(b− a)s+l
≤ r · (b− a)r, ∀x ∈ [a, b].

Obsérvese que en el caso de (−1)l · q0,r,s,b,j se tiene una cota similar. Aśı, de

(2.15) se sigue que ∥ In,r,s ∥≤ [1 + r2 · (b− a)r + s2 · (b− a)s] ·
∫ b

a
ω(x)dx.

Por otro lado, obsérvese que, dado que la f.c.g. In,r,s(f) es exacta en
P2n+r+s−1, otra estimación del error se puede obtener considerando el polino-
mio interpolador de Hermite Hn,r,s(f ; ·) ∈ P2n+r+s−1, que interpola a la función
f en {xk}nk=1 con multiplicidad 2, en x0 = a con multiplicidad r y en xn+1 = b
con multiplicidad s. Es bien sabido que si f ∈ C(2n+r+s)([a, b]), entonces

|f(x)−Hn,r,s(f, x)| ≤
M

(2n+ r + s)!
· π2

n(x) · (x− a)r · (b− x)s,

donde πn(x) =
∏n

k=1(x − xk) y M =∥ f (2n+r+s) ∥∞= máx
a≤x≤b

∣∣f (2n+r+s)(x)
∣∣. Por

todo lo anterior, y teniendo en cuenta la linealidad de la integral, la siguiente
cota de En,r,s(f) es inmediata:
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|En,r,s(f)| = |Iω(f)− In,r,s(f)| = |Iω(f)− In,r,s(H)| = |Iω(f)− Iω(H)|

= |Iω(f −H)| ≤ Iω(|f −H|) ≤ Iω

(
M · π2

n(x) · (x− a)r · (b− x)s

(2n+ r + s)!

)

=
M

(2n+ r + s)!

∫ b

a

π2
n(x) · (x− a)r · (b− x)sdx.

2.4. Ejemplo numérico

En esta última sección veremos un ejemplo numérico ilustrativo donde lle-
varemos a la práctica algunos de los resultados de esta Memoria para el caso
particular de la función peso de Chebyshev de primera especie: ω(x) = 1√

1−x2 ,

con x ∈ (−1, 1). Los correspondientes polinomios ortogonales, que han sido am-
pliamente estudiados en la literatura, juegan un papel fundamental en Teoŕıa
de Aproximación (por ejemplo, sus ceros son nodos óptimos en interpolación
polinómica) y vienen expĺıcitamente dados por

Tn(x) = cos(n · arc cos(x)), x ∈ (−1, 1), n ≥ 0. (2.16)

Algunas de las propiedades bien conocidas que cumple esta familia de polino-
mios ortogonales se enumeran a continuación; muchas se deducen de manera
inmediata de la definición (2.16).

Tn ∈ Pn \ Pn−1, es decir, tiene grado exacto n. La correspondiente familia

mónica viene dada por T̂0 = T0 ≡ 1 y T̂n = 21−n · Tn para todo n ≥ 1,

mientras que la familia ortonormal viene dada por T̃0 =
1√
π
y T̃n =

√
2
π
· Tn

para todo n ≥ 1.
La familia {Tk}∞k=0 verifica la ley de recurrencia a tres términos

{
T0(x) ≡ 1, T1(x) ≡ x,
Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x), ∀k ≥ 1.

(2.17)

De las relaciones del apartado anterior es inmediato deducir las correspondien-
tes leyes de recurrencia para las familias mónica (Teorema 5) y ortonormal
(Teorema 6). En particular, se sigue que las sucesiones que definen la matriz

de Jacobi (1.13) son a1 =
√
2
2
, an = 1

2
para todo n ≥ 2 y bm = 0, para todo

m ≥ 0.
Los ceros de Tn vienen dados por x

(n)
k = cos θ

(n)
k , donde θ

(n)
k = (2k−1)π

2n
, para

todo k = 1, 2, . . . , n.
Los extremos relativos de Tn se alcanzan en y

(n)
k = cos η

(n)
k = (−1)k, donde

η
(n)
k = kπ

n
, para todo k = 0, 1, . . . , n.

Al ser ω una función peso par definida en un intervalo simétrico se verifica la
propiedad Tn(−x) = (−1)n · Tn(x). Se sigue por tanto que Tn estará formado
únicamente por monomios de grado par (impar) si n es par (impar).
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Es fácil comprobar que la f.c. Gaussiana (Corolario 1) viene expĺıcitamente

dada por In(f) =
π
n
·∑n

k=1 f(x
(n)
k ). De hecho, un conocido resultado en Teoŕıa

de Aproximación establece que esta función peso es la única definida en R que
posee, para n fijo, todos los pesos Gaussianos iguales.

Comenzamos considerando la f.c. de Gauss-Radau (1.28) con un nodo α ∈
(−1, 1) prefijado. La función fn = Tn

Tn−1
= T̃n

T̃n−1
, ∀n ≥ 2, verifica fn(1) = 1

y fn(−1) = −1. Del análisis llevado a cabo que permitió deducir el Teorema
15 se sigue que {ζk}n−1

k=1 son las n − 1 ráıces en (−1, 1) de fn(x) = 1, es decir,
Tn(x)− Tn−1(x) = 0, que posee realmente n ráıces en R, pues x = 1 es también
solución. De manera similar, {ξk}n−1

k=1 son las n− 1 ráıces en (−1, 1) de fn(x) =
−1, es decir, Tn(x) + Tn−1(x) = 0, que tiene también n ráıces en R, dado que
x = −1 es también solución.

Fijemos n = 8. De (2.17) se sigue que T7(x) = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x y
T8(x) = 128x8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1, por lo que

T8(x)− T7(x) = (x− 1)(2x+ 1)(4x2 + 2x− 1)(16x4 − 8x3 − 16x2 + 8x+ 1),
T8(x) + T7(x) = (x+ 1)(2x− 1)(4x2 − 2x− 1)(16x4 + 8x3 − 16x2 − 8x+ 1).

El entrelazamiento de los ceros de T7 y T8 (Teorema 8) queda reflejado en la Fi-
gura 2.1. Por otro lado, la Tabla 2.1 muestra las cantidades {ζk, ξk}n−1

k=1 obtenidas.

Figura 2.1: Entrelazamiento de los ceros de polinomios de Chebyshev T7 y T8.
Los puntos rojos (resp. azules) representan la proyección que da lugar a los ceros
de T7, es decir, las aśıntotas de fn (resp. T8, es decir, los ceros de fn) sobre el
intervalo (−1, 1).

Alternativamente, si hubiéramos procedido mediante el problema de auto-
valores asociado a la matriz JR,α

n dada en (1.30), vemos entonces que la cantidad
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ζ1 = −0.978147600733806 ξ1 = −0.913545457642601

ζ2 = −0.809016994374947 ξ2 = −0.669130606358858

ζ3 = −0.500000000000000 ξ3 = −0.309016994374947

ζ4 = −0.104528463267653 ξ4 = 0.104528463267653

ζ5 = 0.309016994374947 ξ5 = 0.500000000000000

ζ6 = 0.669130606358858 ξ6 = 0.809016994374947

ζ7 = 0.913545457642601 ξ7 = 0.978147600733806

Tabla 2.1: El cuadro muestra para n = 8 los conjuntos {ζk}7k=1 y {ξk}7k=1 del
Teorema 15. De acuerdo con este resultado, no es posible construir una f.c.
de Gauss-Radau con 8 nodos en (−1, 1) que fije de antemano un nodo en la
región ∪7

k=1[ζk, ξk]. Puede apreciarse la aparición de regiones “malas”(donde no
es posible prefijar el nodo α) distribuidas simétricamente.

que perturba la entrada bn−1 = 0 de la matriz de Jacobi original asociada a ω,
para recuperar la fórmula de Gauss-Radau, viene dada por bR,α

n−1 = α− Tn−2(α)
2Tn−1(α)

.
Se trata de una cuestión abierta recuperar el Teorema 15 empleando técnicas
del Álgebra Lineal Numérica a partir de la matriz de Jacobi perturbada JR,α

n .
Consideremos a continuación el cálculo de diversas f.c.g. asociadas a la fun-

ción peso ω. La f.c.g. (2.1), caracterizada en el Teorema 19 se computa de la

siguiente manera: los nodos y los pesos vienen dados por (2.3) siendo x
(r)
k y A

(r)
k

con k = 1, . . . , n, los nodos y pesos de la f.c. Gaussiana de n puntos asociada
a la función peso modificada ωr(x) = (x + 1)r−1/2(x − 1)−1/2 con r > 1, que es
una función peso de tipo Jacobi, ampliamente estudiada en la literatura3 (véase
por ejemplo [7] y [11]). Los pesos frontera se obtendŕıan resolviendo el sistema
triangular (2.5) mediante sustitución hacia detrás. Algo similar sucede si consi-
deramos las f.c.g (2.7) o (2.8) (Teorema 20): las funciones peso ωr,s modificadas
seguirán siendo de tipo Jacobi.

Por lo tanto, consideremos la f.c.g. (2.13) tomando n = 8 y fijemos un nodo
interior τ en la f.c.g. con multiplicidad dos (t = 1) haciendo uso de los resultados
obtenidos en la Tabla 2.1, de manera que τ se encuentre localizado precisamente
en la región donde hab́ıamos comprobado que la correspondiente fórmula de
Gauss-Radau que fija de antemano este nodo τ con multiplicidad uno no existe.
Tomemos, a modo de ejemplo, τ = 0, 4, r = s = 0 y hagamos uso del Teorema 22:
la función peso modificada resulta ser ω0,0,2(x) = (x−0.4)2/

√
1− x2, x ∈ (−1, 1).

Mediante Matlab, hemos computado la correspondiente familia de polinomios
ortogonales y la fórmula Gaussiana de n = 8 puntos asociada (véase la Tabla

2.2). En cuanto al cómputo de los pesos interiores λ
(0)
0.4 y λ

(1)
0.4, podemos proceder

de manera similar a lo que se hizo en (2.6) para el nodo fijo x = a, resolviendo
ahora el sistema
3 La función peso de Jacobi viene dada por ωα,β(x) = (x− 1)α(x+1)β , con α, β > −1 y x ∈ (−1, 1).
Las cuatro funciones peso de tipo Chebyshev son los casos particulares α, β ∈

{
± 1

2

}
.
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(
π2
8(0.4) 2π8(0.4)π

′
8(0.4)

0 π2
8(0.4)

)(
λ
(0)
0.4

λ
(1)
0.4

)
=

(
Iω(π

2
8(x))

Iω((x− 0.4) · π2
8(x))

)
.

Los valores obtenidos son

λ
(0)
0.4 = 0.304736857364040 y λ

(1)
0.4 = −0.022097021852320

(obsérvese que se ha obtenido uno positivo y otro negativo).

x1 = −0.98473512517794732718956550748366 A
(r)
1 = 0.670950599805078 A1 = 0.349910623529558

x2 = −0.86536852495006358656184469799791 A
(r)
2 = 0.560460574506844 A2 = 0.350034630028403

x3 = −0.6409279001098916452996249084846 A
(r)
3 = 0.379642810526304 A3 = 0.350375621866743

x4 = −0.33814403234646547335878133154954 A
(r)
4 = 0.191421405829543 A4 = 0.351324369461540

x5 = 0.0078367869813782108649229586441671 A
(r)
5 = 0.054656857948667 A5 = 0.355394708764607

x6 = 0.63188489968512523629514766653135 A
(r)
6 = 0.020170078454527 A6 = 0.375113462385092

x7 = 0.86395716818082093501398099943883 A
(r)
7 = 0.076052303553285 A7 = 0.353310541148629

x8 = 0.98461422357039185099726011274865 A
(r)
8 = 0.120096520745017 A8 = 0.351391839041182

Tabla 2.2: Nodos y pesos de la f.c. Gaussiana asociada a la función peso modi-
ficada ω0,0,2. Se observa claramente que τ = 0.4 ̸= xk, para todo k = 1, . . . , 8,

y que la distribución de nodos no es simétrica. La suma de los pesos A
(r)
k

con k = 1, . . . , 8 proporciona el momento modificado c̃0 =
∫ 1

−1
(x−0.4)2√

1−x2 dx ≈
2.073451151369264. En la tercera columna, Ak =

A
(r)
k

(xk−0.4)2
, ∀k = 1, . . . , 8.

Como consecuencia directa de lo expuesto anteriormente y con el propósito
de ilustrar su aplicación, se obtienen las siguientes aproximaciones para:

La función f(x) = ex con x ∈ [−1, 1], que es siempre positiva:

Iω(f) =

∫ 1

−1

ex√
1− x2

dx = 3.977463260506 . . . ≈ I8,0,0,1(f) = 3.984488753998 . . .

La función g(x) = sin(πx) con x ∈ [−1, 1]. Nótese que el integrado ahora
es impar y, dado que el intervalo de integración es simétrico, se tiene que
Iω(g) = 0:

Iω(g) =

∫ 1

−1

sin(πx)√
1− x2

dx = 0 ≈ I8,0,0,1(g) = −0.010934081266644 . . .



Conclusiones

En esta Memoria se ha considerado un primer caṕıtulo introductorio en
el que se aborda detalladamente la construcción de f.c. de tipo interpolatorio,
las propiedades más relevantes sobre familias de polinomios ortogonales y la
caracterización de f.c. de Tipo-Gauss en la recta real, incluyendo la posibilidad
de fijar algunos nodos interiores al intervalo de integración. Se ha puesto especial
énfasis a la computación eficiente de estas últimas mediante un problema de
cálculo de autovalores y autovectores asociado a las correspondientes matrices
de Jacobi.

En el segundo caṕıtulo se han introducido y caracterizado las f.c.g., que
consisten en procedimientos de integración numérica que datan del anõ 2004
(véase [7, 8]), que han sido poco estudiados en la literatura y que parecen tener
interesantes aplicaciones en problemas aplicados. Cabe destacar que las pocas
referencias existentes son art́ıculos de investigación publicados en revistas espe-
cializadas como BIT Numerical Mathematics, Appl. Numer. Math. o JCAM.

En la Sección 2.2 se incluye la posibilidad de que las f.c.g. puedan poseer
algún nodo interior al intervalo de integración con multiplicidad arbitraria par.
Por lo que sabemos, este tipo de reglas no han sido introducidas anteriormente
en la literatura. Asimismo, en la Sección 2.3 se ha abordado un estudio de la
convergencia y la estimación del error para las f.c.g. Finalmente, en la Sección
2.4 se aporta un interesante ejemplo numérico ilustrativo para la función peso
de Chebyshev de primera especie, cuyos resultados se obtuvieron haciendo uso
del software Matlab.

Dado que no son muchas más las contribuciones existentes en la literatura,
cabe mencionar que el tema abordado en esta Memoria constituye una ĺınea de
investigación actual dentro de la Teoŕıa de Aproximación. En el Anexo final se
han incluido una serie de problemas abiertos relacionados que confiamos que
resulten de interés al lector.





A

Anexo

A.1. Teorema de Banach-Steinhaus

En esta sección se enuncia el Teorema de Banach-Steinhaus que fue em-
pleado en la prueba del Teorema 24 y cuya demostración es objeto de estudio en
cursos de Análisis Funcional (véase por ejemplo [13, Caṕıtulo 5] y [14, Caṕıtu-
lo 2]). Este resultado también es conocido en la literatura como Principio de
acotación uniforme, dado que permite obtener acotación uniforme a partir de
acotación puntual para una familia de operadores lineales y continuos. A con-
tinuación se define el concepto de espacio de Banach, dado que se encuentra
directamente relacionado con el enunciado del mismo.

Definición 7 Diremos que X es un espacio de Banach si es un espacio vectorial
normado completo, es decir, toda sucesión de Cauchy en X es convergente a un
elemento x ∈ X.

Teorema 25 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sean X un espacio de Ba-
nach, Y un espacio vectorial normado y {Λα} es una colección de transforma-
ciones lineales acotadas de X en Y , donde α recorre un conjunto de ı́ndices A.
Entonces, debe verificarse una de las dos opciones siguientes:

Existe una constante M < ∞ tal que

∥ Λα ∥= sup {∥ Λx ∥: x ∈ X, ∥ x ∥≤ 1} ≤ M, ∀α ∈ A.

Para todo x perteneciente a algún Gδ denso en X se tiene que

sup
α∈A

∥ Λα ∥= ∞.

En terminoloǵıa geométrica, el primer punto del teorema equivale a que hay una
bola B de centro 0 y radio M en Y tal que cada Λα aplica la bola unidad de
X en B; mientras que la segunda opción afirma que existe un x ∈ X tal que
ninguna bola de Y contiene a ΛαX para todo α.
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A.2. Problemas abiertos

Aplicaciones

Al comienzo del segundo caṕıtulo se mencionó que las f.c.g. parecen tener
gran utilidad en la resolución numérica de problemas de valores iniciales en
ecuaciones diferenciales ordinarias (véase [7]–[8]) y en el cálculo de una función
spline aproximante en el intervalo compacto [a, b] que preserva una sucesión de
momentos prefijados (véase [2]). Sin embargo, por lo que sabemos, a diferencia
de las f.c. de Tipo-Gauss, no se han estudiado en profundidad en la literatura
aplicaciones de las f.c.g., introducidas en esta Memoria.

Es bien sabido que las f.c. de Tipo-Gauss aparecen en la deducción de méto-
dos Runge-Kutta generales (de tipo impĺıcito) para la resolución numérica de
ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma y′ = f(t, y), y(0) = y0, t ∈ [0, T ],
siendo indispensables para la integración de problemas “stiff” que aparecen con
frecuencia en la práctica (en los que las soluciones vaŕıan rápidamente en ciertas
regiones del dominio y de manera más lenta en otras). Por tanto, planteamos
hacer uso de las f.c.g. introducidas en este trabajo para la integración numérica
de otros tipos de problemas de valores en la frontera que no solo involucran
valores de una función, sino también posiblemente de sus derivadas.

Experimentación numérica

Es importante destacar que existe escasa experimentación numérica en la
literatura sobre las f.c.g., a diferencia de las f.c. de Tipo-Gauss. Cabe señalar que
en el ejemplo numérico de la Sección 2.4 se realizó una contribución utilizando la
función peso de Chebyshev, y se constató que la computación de f.c.g. para esta
función peso está vinculada al cómputo de f.c. para funciones peso de tipo Jacobi.
Planteamos realizar otros ejemplos con otras funciones pesos con el objetivo de
obtener expresiones expĺıcitas para los nodos y los pesos de las f.c.g. asociadas.

Caracterización de f.c.g. con nodos interiores

Respecto a la caracterización de f.c.g. con un número arbitrario de nodos
interiores prefijados de multiplicidad par, cabe mencionar que, hasta donde sa-
bemos, es un tema novedoso en la literatura que aún no ha sido estudiado. En
la Sección 2.2, se exploró de manera simplificada qué ocurre cuando se fijaba
uno o dos nodos en el interior del intervalo de integración para la f.c.g. (2.8).
Asimismo, recordemos, tal y como se comentó anteriormente, que estas f.c.g. no
coinciden exactamente con las conocidas f.c. de Gauss-Turán, en las cuales las
multiplicidades de todos los nodos coinciden siendo par (véase (2.2)), mientras
que las f.c.g. mencionadas en este trabajo permiten fijar nodos interiores con
multiplicidades pares arbitrarias.
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Por lo tanto, parece razonable plantearse la posibilidad de obtener un teore-
ma de caracterización para las f.c.g. con un número arbitrario de nodos interiores
prefijados de multiplicidades pares arbitrarias, en el que los nodos de multiplici-
dad simple se obtienen a partir de una f.c. Gaussiana con respecto a una función
peso positiva modificada, siendo por tanto sus pesos asociados positivos (véase
la prueba del Teorema 23 para el caso de dos nodos). En cambio, se requiere
encontrar un método para calcular los pesos restantes y estudiar si son positivos
o no, bajo una serie de condiciones. Además, se propone buscar estimaciones del
error similares a las analizadas en la Sección 2.3 para estas f.c.g.

Conexión con la circunferencia unidad

Es bien sabido que la transformación de Joukowski

x =
1

2
(z + z−1), x ∈ [−1, 1], z ∈ T = {z ∈ C : |z| = 1}

permite relacionar f.c. de Tipo-Gauss con f.c. de Tipo-Szegő, que consisten en
procedimientos numéricos para la estimación de integrales con respecto a una
medida µ soportada en la circunferencia unidad T:

Iµ(f) =

∫ π

−π

f(eiθ)dµ(θ).

Llevar a cabo un análisis detallado sobre este tipo de f.c. en la circunferencia
unidad se escapa de los objetivos de esta Memoria. No obstante, śı que queremos
plasmar como cuestión abierta la introducción en la literatura de las que podŕıan
denominarse fórmulas de cuadratura de Tipo-Szegő generalizadas.
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Abstract

Q UADRATURE FORMULAS (q.f.) are used to approximate the
value of a definite integral with respect to a positive Borel

measure. In this report, starting from a weight function ω sup-
ported on an interval [a, b], the construction and characterization
of interpolatory and Gauss-type rules are first addressed, as
well as a brief introduction to the Theory of Orthogonal Polyno-
mials and computational aspects.
The main aim of this work is discussed in the second chapter
by introducing the so-called Generalized Quadrature Formulas
(g.q.f.) of Gauss-type, which, unlike classical rules, nodes at the
endpoints of arbitrary multiplicities may appear. These g.q.f. are
particularly useful when integrating functions with singularities or
oscillatory behavior, providing a more accurate approximation of
the integral under consideration, and they have not been deeply
studied in the literature. We consider also the possibility that
some of the nodes could be fixed in advance in the rule with
arbitrary even multiplicities. As far as we know, this has not
been considered before in the literature. Convergence and er-
ror estimates are also analyzed, we provide an illustrative numer-
ical example for the Chebyshev weight function of the first kind
and we conclude with some related open problems.

1. Quadrature Formulas on the Real Line

AQ.F. on the real line is a numerical integration method used to
obtain an approximate calculation of Iw(f ) =

∫ b
a f (x)ω(x)dx.

Motivated by the definition of the Riemann integral, a quadrature
formula with n nodes is of the form:

In(f ) =

n∑

k=1

Akf (xk), xj ∈ [a, b], xi ̸= xj, ∀i ̸= j.

The formula is of Interpolatory type when it is obtained from the
unique interpolating polynomial to the function f at {xk}nk=1, which
are arbitrarily chosen, distinct from each other, and located in
(a, b). The rule is obtained by integrating the corresponding inter-
polatory polynomial by using the Lagrange formula, so the weights
Ak are determined by integrating the fundamental Lagrange poly-
nomials over [a, b]. In this case, In(P ) = Iω(P ), for all polynomials
P of degree less than or equal to n−1. Thus, error estimates along
with some properties such as stability and convergence results
are analyzed. Finally, Gauss-type q.f. are examined, in which the
nodes and weights are specifically determined to increase the do-
main of exactness as much as possible. It is shown that they can
be efficiently computed as an eigenvalue and eigenvector problem
associated with the corresponding Jacobi matrices (the n nodes
in In(f ) are the roots of the n-th orthogonal polynomial with re-
spect to ω). The possibility to fix in advance one or two nodes in
the interior of the interval of integration is considered, along with
the efficient computation from the associated modified Jacobi ma-
trices.

2. Generalized Quadratura Formulas

G.Q.F. contain nodes at the endpoints of the interval of integra-
tion of arbitrary multiplicities. These rules were introduced

by Gautschi in 2004 ([1, 2]), they have not been studied deeply in
the literature and they are of interest in some applied problems.
These rules are of the form

In,r,s(f ) =

r−1∑

j=0

λ
(j)
0 ·f (j)(a)+

n∑

k=1

Ak ·f (xk)+
s−1∑

l=0

λ
(l)
n+1 · (−1)l ·f (l)(b).

It is shown that there exists an unique g.q.f. exact for all polyno-
mials of degree less than or equal to 2n + r + s − 1. The interior
nodes and weights can be obtained as Gaussian q.f. with respect
to a modifed weight function, and the boundary weights can be
computed by solving an upper triangular linear system of equa-
tions. The positivity of all the weights of this g.q.f. is proved, and
convergence and error estimates results are obtained by using
interpolation in the Hermite sense.
We have considered also the possibility to include in the g.q.f.
some interior nodes fixed in advance of even arbitrary multiplici-
ties. For example, a g.q.f. of the form

Iw(f ) ≈ In,r,s,t(f ) =

r−1∑

j=0

λ
(j)
0 · f (j)(a) +

n∑

k=1

Ak · f (xk)

+

2t−1∑

m=0

λ
(m)
τ · f (m)(τ ) +

s−1∑

l=0

λ
(l)
n+1 · (−1)l · f (l)(b).

As far as we know, the resulting g.q.f. that we have characterized
have not been considered in the literature before.

3. A Numerical Example

THE OUTCOMES presented in the two preceding chapters have
been numerically illustrated by analyzing one of the most sig-

nificant weight functions in the mathematical literature, owing to
its applications in Approximation Theory: the Chebyshev weight
function of the first kind ω(x) = 1√

1−x2
, x ∈ (−1, 1). We have

considered the g.q.f. introduced for the first time in this work
by taking n = 8, r = s = 0 and an interior fixed node τ = 0.4
of multiplicity two i.e., t = 1 (in this case it is proved that such
q.f. does not exist if the multiplicity is equal to one). The inte-
rior nodes and weights are Gaussian with respect to the modi-
fied weight function ω0,0,2(x) = (x − 0.4)2/

√
1− x2, x ∈ (−1, 1).

The computed boundary weights are λ
(0)
0.4 = 0.304736857364040 and

λ
(1)
0.4 = −0.022097021852320, and the interior nodes and weights are

given by

x1 = −0.98473512517794732718956550748 A1 = 0.349910623529558
x2 = −0.86536852495006358656184469799 A2 = 0.350034630028403
x3 = −0.6409279001098916452996249084 A3 = 0.350375621866743
x4 = −0.33814403234646547335878133154 A4 = 0.351324369461540
x5 = 0.0078367869813782108649229586441 A5 = 0.355394708764607
x6 = 0.63188489968512523629514766653 A6 = 0.375113462385092
x7 = 0.86395716818082093501398099943 A7 = 0.353310541148629
x8 = 0.98461422357039185099726011274 A8 = 0.351391839041182

4. Aside

Some open related problems have been included in an Adden-
dum; we hope they will be of interest to the reader.
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