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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio del operador maximal de
Hardy-Littlewood, su acotacion en espacios de Lebesque y algunas
de sus aplicaciones al andlisis matemdtico. Para ello, presentaremos
previamente los resultados de teoria de la medida y de la teoria de
espacios LP (espacios de Lebesque) que serdn fundamentales para el
desarrollo de la memoria. Sequidamente, introduciremos el operador
mazimal de Hardy-Littlewood (centrado y no centrado) y demostra-
mos los resultados de acotacion de tipo débil (1,1) y fuerte (p,p),
1 < p < 0. Estudiaremos otras versiones de este operador mazimal,
cambiando los conjuntos de integracion y la medida y, como conse-
cuencia de las propiedades establecidas para el operador maximal,
veremos el Teorema de diferenciacion de Lebesque, las propiedades
de acotacion y convergencia de los nicleos de sumabilidad, las bases
de la teoria de pesos A, y el teorema de extrapolacion.

Palabras clave: Operador maximal de Hardy-Littlewood — Des-
tgualdades de tipo débil y tipo fuerte — Fspacios de Lebesque —
Teorema de diferenciacion de Lebesque — Nicleos de sumabilidad.
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Resumen - Abstract

Abstract

The objective of this work is the study of the Hardy-Littlewood ma-
ximal operator, its boundedness properties in Lebesgue spaces and
some of its applications to mathematical analysis. For that aim, we
will previously introduce some results of measure theory and Lebes-
gue spaces theory that will be crucial for the development of the work.
Next, we will introduce the Hardy-Littlewood mazimal operator (cen-
tered and uncentered) and we will prove its weak type (1,1) and
strong type (p,p), 1 < p < 00, boundedness results. We will study
other versions of this maximal operator, changing the integration sets
and the measure and, as a consequence of the properties established
for the mazimal operator, we will see the Lebesque’s Differentiation
Theorem, the boundedness properties and convergence of the sum-
mability kernels, the foundations of the theory of A, weights and the
extrapolation theorem.

Keywords: Hardy-Littlewood maximal operator — Weak and
strong-type inequalities —Lebesque spaces — Lebesque’s Differentia-
tion Theorem—summability kernels.
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Introduccion

El operador maximal de Hardy-Littlewood es uno de los operadores maxi-
males mas relevantes en el andlisis matematico, pues se trata de una herramien-
ta versatil que ha resultado ser esencial para probar resultados importantes en
andlisis arménico, funcional y ecuaciones en derivadas parciales. En particular,
puede ser utilizado para el estudio de la acotacién de otros operadores, asi como
para obtener resultados de convergencia en casi todo punto de las medias integra-
les de una funcién. Ademas, sirve para caracterizar los pesos A, de Muckenhoupt
y establecer resultados tan potentes como el teorema de extrapolacion.

En el ano 1930, los matematicos britanicos G. H. Hardy y J. E. Littlewood
en [7] introducen este operador en dimensién 1. En dicho articulo, explicaron
la desigualdad maximal en el lenguaje del cricket, deporte del que eran grandes
seguidores: “the problem is most easily grasped when stated in the language of
cricket, or any other game in which a player compiles a series of scores of which
an average is recorded”. Nueve anos més tarde, N. Wiener en [17] define el
operador maximal para cualquier dimensién n > 1. A partir de ese momento, y
hasta la actualidad, el estudio de propiedades de este operador y sus variantes
en distintos espacios de funciones ha sido un tema recurrente de investigacion
para muchos analistas armoénicos.

El objetivo principal de esta memoria es el estudio del operador maximal
de Hardy-Littlewood (centrado y no centrado) en diferentes conjuntos de inte-
gracién (bolas, cubos, rectdngulos,...), formulado con respecto a la medida de
Lebesgue y a otras medidas mas generales. Probaremos su acotacién en espacios
de Lebesgue y algunas de sus aplicaciones al analisis matematico.

El trabajo estd dividido en tres capitulos. En el primer capitulo presenta-
remos los resultados y definiciones basicas de teoria de la medida que nos seran
de gran utilidad para la demostracion de posteriores resultados. En la primera
seccién, definimos los espacios medibles, los espacios de medida y repasamos sus
propiedades més importantes. En la segunda y ultima secciéon estudiamos los
resultados maés relevantes de la teoria de integracion. Introducimos las funciones
medibles, algunas de sus propiedades y prestamos especial atencién a las fun-
ciones medibles mas sencillas, las funciones simples. Estas funciones aproximan
a cualquier funciéon medible y constituyen la base para definir la integral de una
funcién medible. Concluimos la seccion definiendo la integracién abstracta de
funciones medibles y demostrando tres de los resultados mas importantes de
la teoria de la integracion: el Teorema de la Convergencia Mondétona, el Lema
de Fatou y el Teorema de la Convergencia Dominada. Los textos consultados
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para el desarrollo de este capitulo han sido, mayormente, los libros de Cohn [2],
Folland [5] y Stein y Schakarchi [15].

El segundo capitulo esta dedicado al estudio de los espacios de Lebesgue,
LP(X, u), donde (X, M, ) es un espacio de medida. En la primera seccién re-
pasamos los conceptos bésicos y algunas desigualdades importantes, como las
de Young, Holder y de Minkoswki, siendo la iltima de ellas indispensable para
probar que los espacios LP(X, i) son espacios de Banach, para 1 < p < co. En
la siguiente seccién estudiamos las relaciones de contenidos entre estos espacios,
mientras que en la peniltima seccién tratamos resultados de aproximaciéon en
espacios de Lebesgue, introducimos el concepto de convolucién de dos funcio-
nes medibles y los niicleos de sumabilidad o aproximaciones de la identidad. En
la ultima seccion presentamos dos elementos que tendran un papel importante
en el siguiente capitulo de la memoria, los espacios de Lorentz L»*°(X, ) con
0 < p < o0, también llamados espacios LP—débiles, y el Teorema de interpola-
cion de Marcinkiewicz. Para este capitulo los textos mas consultados han sido
los libros de Duoandikoetxea [4] y Folland [5].

En el dltimo capitulo de esta memoria presentamos el operador maximal
de Hardy-Littlewood, en sus versiones centrada y no centrada. En las dos prime-
ras secciones se considera el operador definido sobre bolas en el espacio R" con
la medida de Lebesgue. Estudiamos la medibilidad de las funciones maximales
centradas y no centradas y probamos la equivalencia entre ambos operadores.
Seguidamente, demostramos la acotacién de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte
(p,p), 1 < p < oco. En la segunda seccién se presentan como aplicaciones de
este teorema el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue y las propiedades de
acotacion en LP y la convergencia en casi todo punto de operadores dados por la
convoluciéon de funciones con aproximaciones de la identidad. En particular, se
prueba que el maximal de este tipo de operadores de convolucién esta mayorado
por el operador maximal de Hardy-Littlewood y de ahi se deducen sus propie-
dades. La siguiente seccion esta dedicada a variantes de la funcién maximal de
Hardy-Littlewood, considerando otros conjuntos de integraciéon, como cubos o
rectangulos, y medidas mds generales (borelianas y no negativas). En particu-
lar, se muestra que si la medida es doblante (como la de Lebesgue), entonces
los operadores definidos en bolas y en cubos son equivalentes, por los que los
resultados de acotacion y convergencia pueden probarse indistintamente para
cualquiera de ellos y deducirse para el resto. Sin embargo, si la medida no es
doblante estos operadores no tienen por qué ser equivalentes y de hecho hay
grandes diferencias entre considerar el operador centrado o no, y también entre
considerar como espacio R o R", con n > 1. En particular, cuando n > 1 la aco-
tacion de tipo débil (1, 1) para el maximal no centrado no es cierta. Finalizamos
la memoria haciendo una breve introduccién de los pesos AP de Muckenhoupt y
el teorema de extrapolacion en espacios LP con pesos. La biblografia més usa-
da en este capitulo son los libros de Duoandikoetxea [4] y Stein [15], aunque
también hemos hecho uso de varios articulos de investigacion.
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Resultados basicos de teoria de la medida

En el este primer capitulo de la memoria hemos recogido las definiciones y
los resultados basicos de teoria de la medida que serdn de gran importancia en el
desarrollo de este trabajo. En la primera seccion recordamos los elementos prin-
cipales de un espacio de medida y sus propiedades, mientras que en la segunda
seccion profundizamos sobre la teoria de integracion abstracta y demostramos
los tres resultados mas relevantes de convergencia de integrales: el Lema de Fa-
tou, el Teorema de la Convergencia Monétona y el Teorema de la Convergencia
Dominada.

1.1. Los espacios de medida

Sea X un conjunto no vacio y M una colecciéon de subconjuntos de X.
Decimos que M es una o-dlgebra sobre X cuando se cumplen las siguientes
propiedades:

a) El conjunto vacio estd en M, es decir, ) € M.
b) Para todo conjunto E € M, se tiene que X \ E € M.
c¢) Si{Ex};—, es una coleccién numerable de conjuntos de M, entonces la unién

de todos ellos estan en M, esto es, U E, € M.
k=1
Al par (X, M) se le denomina espacio medible y a cada E € M se le llama
conjunto medible.

Algunos ejemplos importantes de o—4élgebras son M = {0}, X'} y las partes
de X, P(X), que es la clase de todos los subconjuntos de X. Estas son la menor
y la mayor o—algebra en X, respectivamente. Ademas, si X es un espacio to-
poldgico, podemos considerar la o—algebra generada por todos los subconjuntos
abiertos en X, esto es, la o -algebra mas pequena que contiene a los abiertos de
X. Esta se conoce como la o—dlgebra de Borel en X, B(X), y a los conjuntos
pertenecientes a ella se les llama conjuntos borelianos. Si X = R con la topo-
logia usual, B(R) es la o -dlgebra generada por todos los intervalos de R. En
particular, B(X) puede generarse a partir de la familia de intervalos de la forma
(—o0,al, a € R. Cuando X = [—00, 00| (la llamada recta extendida), se tiene
que B([—o0,00]) = {E£ C [-o0,00] : ENR € B(R)}.

A continuacién vamos a introducir el concepto de medida. La medidas son
una generalizacion de los conceptos de longitud, area y volumen. Como idea
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intuitiva, podemos pensar que es una aplicacion que, a cada conjunto medible,
le asocia un ntimero positivo que nos da informacién acerca de su tamano.

Sea (X, M) un espacio medible. Una medida en X es una funcién p: M —
[0, 00] que satisface las siguientes condiciones:

a) p() = 0.

b) Si{Ej},-, es una coleccién de conjuntos disjuntos de M, entonces u ((,—, Ex)
>t H(Ek).

Si u(X) < oo, decimos que p es finita, mientras que si u(X) = oo pero
podemos escribir X = (J;, By donde, para cada k € N, B, € My u(Ey) < oo,
decimos que u es o-finita.

Comunmente, se denomina espacio de medida a la terna (X, M, ).

Algunas propiedades basicas de la medida se recogen en el siguiente resul-

tado.

Teorema 1.1. Sea (X, M, i) un espacio de medida.

(a) St E,F € M, tal que E C F, entonces u(E) < p(F).
(b) Si{Ex}—, CM, entonces pu(Upey Ex) <> ey 1(Ek).

(c)Si {Ex}rey, € My Ey C Ey C Ey C ---, entonces p(Urey Ex) =
iy o0 pt(Ey).
(d) Si {Ex};ey € M, Ey D Ey D E3 D ---, y u(E)) < oo, entonces

1 (i Bi) = limy o0 (B

Demostracion. a) Supongamos que E, F' € M, tal que F C F. Entonces, u(F') =
p(E) + (F\E) > p(E).
b) Supongamos que {Ej},-, C M. Consideramos la familia de conjuntos F; =

E,y F; = E;\ ( fc;ll Ek> para j > 1. Por construccion, los Fj son disjuntos,

w(Fr) < p(Eg), k € N,y ademas | J;~, Fi, = U, Ex. Por tanto, aplicando el
apartado a), tenemos que

It <U Ek) =1 (U Fk) =Y w(F) <> ulEy).

k=1 k=1

¢) Supongamos que {Ey};-, C M, tal que By C Ey C E3 C ---,y Ey = 0.
Nétese que, debido a la cadena de inclusiones de los conjuntos, ;- Ex =
U, (Ex\Ex_1). Por consiguiente, usando la propiedad b) de la definicién de
medida, tenemos que

0 (U Ek) = u <U(Ek\Ek—1)> = W(E\Ei)

=1

= lim ; p(ER\Ep) = 1im pu(Ey).
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d) Supongamos que {Ej}-, C M, tal que Ey D Ey D E3 D ---, y u(Er) < oo.
Consideramos la familia Fj, = E;\Ey, £ € N. Entonces, tenemos que F; C
Fy CF3 C ooy p(By) = p(Fy) + p(EBy), k€ N,y Uiz, Fi. = En\ (M2, B)-
Aplicando c¢), obtenemos que

p(Er) = p (U FkU (ﬂ Ek)) = ]}LTEOM(Fk) + (ﬂ Ek)

= lim [p(Er) — p(Ey)] + p (ﬂ Ek) :

k—o00

Como u(E7) < oo, restando a ambos lados de la igualdad p(E7) y obtenemos
el resultado.

O

Dado un espacio de medida (X, M, i), se dice que una propiedad se cumple en
p-casi todo punto de X, p-c.t.p. X (o simplemente c.t.p. X, cuando se sobre-
entiende la medida) cuando el conjunto donde no es cierta tiene medida cero.
Noétese que, por la propiedad a), si u(F) =0y E C F, se tiene que u(E) = 0,
siempre que E € M, pero en general no es cierto que £ € M. Un espacio de
medida cuya o—algebra contiene a todos los subconjuntos de los conjuntos de
medida cero, se dice que es completo.

Recordemos varios ejemplos de medidas. Sea X un conjunto no vacio y
A € P(X). Se define la medida de contar p como

n, A es finito y tiene n € N elementos,
n(A) =

00, en otro caso.

La medida de Lebesgue en R", que denotaremos por m, es una medida que gene-
raliza la medida estdndar de longitud (caso n = 1), drea (caso n = 2), volumen
(caso n = 3), etc. Se construye definiendo la medida exterior de Lebesgue, m*,
que es el infimo de los “volimenes” (producto de las longitudes de los interva-
los) de los “rectdngulos”ly x I; x --- x I, siendo I; C R intervalos abiertos y
acotados, que recubren al subconjunto de R™ que queremos medir. Ahora, para
pasar de esta medida exterior a m, recordamos cémo se definen los conjuntos
medibles, dada una medida exterior en un conjunto (en este caso R"): se dice
que un conjunto A C R"™ es m*-medible si

m*(E) =m"(ENA)+m*(ENA°), para todo £ C R".

En virtud del Teorema de Carathéodory ([5, Teorema 1.11]), sabemos que la
colecciéon L(R™) de conjuntos m*- medibles es una o—algebra y la restriccién
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de m* a L(R™) es una medida completa, que es lo que conocemos por m, la
medida de Lebesgue. A los conjuntos en L£(R™) se les conoce como conjuntos
Lebesque medibles. Los conjuntos borelianos son Lebesgue medibles, esto es,
B(X) C L(R™), pero no al revés. Véase [2, Proposicién 1.3.8 y Proposicién
2.1.11].

Si (X, M, p) un espacio de medida, siendo X un espacio topoldgico y M =
B(X), se dice que p es una medida de Borel. Ademas, diremos que p es una
medida interior reqular en E € B(X) si,

w(E) =sup{p(K) : K compactoy K C E},
v (1 es reqular exterior si,
u(E) =sup{pu(A) : A abiertoy E C A}.

Por tltimo, diremos que p es reqular si es finita en los compactos y es regular
exterior y regular interior en todo boreliano. La medida de Lebesgue es un
ejemplo de medida regular.

1.2. Teoria de integracion

En esta seccion vamos a exponer los fundamentos de la teoria de integracién
con respecto a una medida abstracta. Para ello, vamos a introducir en primer
lugar el concepto de funciéon medible.

Sean (X,M) e (Y,N) espacios medibles. Decimos que una aplicacién
f:X =Y es (M,N)-medible si, para cada E € N, se tiene que f~'(E) € M.
Si (Y,N) = (R, B(R)) (respectivamente, (Y,N) = (C,B(C))) y f es (M, B(R))-
medible (respectivamente, (M, B(C))-medible), entonces se dice que f es una
funcion M-medible o simplemente medible, si estan claras la o-algebras del con-
texto. En particular, si X = R" y M es la o-algebra de Borel o la de los conjuntos
medibles Lebesgue, £L(R"), diremos que la funcién es Borel medible o Lebesgue
medible, respectivamente. Cada funciéon Borel medible en R™ es Lebesgue medi-
ble.

También podemos considerar la medibilidad en subconjuntos medibles de
X. Sea (X, M) un espacio medible, £ C X | F € M . Diremos que una funcién
f:ECX — Resmedibleen E si f71(B)NE € M, para cualquier B € B(R).
La definicién para funciones que toman valores complejos es anédloga.

Proposicién 1.2 (Proposition 2.1.1, [2]). Sean (X, M) un espacio medible,
ECX EeMyf:E— |[—00,00|. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

(a) f es M-medible.
(b) Para cada t € R, se tiene que {x € E: f(x) <t} = f!([~o0,t))NE € M.
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(c) Para cada t € R, se tiene que {x € E: f(x) >t} = f~!((t,00]) N E € M.
(d) Para cada t € R, se tiene que {x € E: f(z) <t} = f~1([-o0o,t]) N E € M.
(e) Para cada t € R, se tiene que {x € E: f(x) >t} = f~Y([t,00]) N E € M.

El siguiente resultado engloba las propiedades mas relevantes de las funciones
medibles. Sus pruebas pueden encontrarse en [2, Capitulo 2, Seccién 2.1] y [5,
p. 43-46].

Proposicién 1.3. Sean (X, M), (Y,N) y (Z,0) espacios medibles y E C X,
E e M.

a)Si f: X =Y es (M,N)—medible y g : Y — Z es (N,0)—medible, entonces
go f es (M, O)—medible.

b)Si X eY son espacios métricos (o topoldgicos) y f : X — Y es continua,
entonces f es (B(X),B(Y))— medible.

¢) Una funcion f: E C X — C es medible en E si, y solo si, sus partes real e
imaginaria, Rf e S f, son medibles en E.

d)Si f,g: E C X — [—00,00] son funciones medibles en E, entonces también
lo son f+g, fg, max{f, g} y min{f, g}.

e) Si{fn}.—, es una sucesion de funciones medibles en E que toman valores en
[—00, 00|, entonces sup fn mf fn, 7}1_{{)10 sup fn, nh_}rglo inf f,, son medibles

en E. En particular, si existe f( ) = lim f,(x), para todo x € E, entonces
n—oo
f es medible en E.

Es necesario hacer unas observaciones con respecto a la proposiciéon anterior.
Puesto que en el apartado d) hemos considerado que las funciones pueden tomar
los valores 400, debemos tener cuidado a la hora de tratar con las expresiones
indeterminadas co — oo y 0-£o00. Por convenio, consideraremos 0 - o0 = 0. Por
otro lado, si existen = € E tales que f(z) = —g(z) = £o0, entonces fijamos a €
[—00, 00] v definimos h(x) = a para los € FE tales que f(z) = —g(z) = to0,
y h(z) = f(x) + g(x), en caso contrario. De este modo, h es medible en E y en
este sentido podemos decir que f + g es medible.

Por otra parte, serfa deseable obtener resultados, como los del apartado e),
para funciones medibles que cumplen una cierta propiedad en casi todo punto,
en lugar de en todos sus puntos. Si el espacio de medida es completo, tenemos
el siguiente resultado.

Proposicién 1.4 (Proposition 2.11,[5]). Sean (X, M, u) un espacio de medi-
da completo.

w Sif: X — C es una funcion medible y f = g en pu — c.t.p., entonces g es
medible.

w St {fu}nen €s una sucesion de funciones medibles y lim,, . fn(x) = f(2)
u—ct.x € X, entonces f es medible.
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Uno de los ejemplos més sencillos de funciones medibles son las funciones
caracteristicas. Sea (X, M) un espacio medible y F C X. La funcién caracteristi-

ca
1, zek,

€Tr) =
xe(2) {0, en otro caso

es M-medible si, y solo si, £ € M. Otro ejemplo basico y que serd fundamental
para la construcciéon de la integral de una funcién medible son las funciones
simples. Estas son combinaciones lineales finitas de funciones caracteristicas en
conjuntos medibles. La representacién de estas funciones como combinaciones
lineales no es unica, pero existe una formulacion, denominada estandar o canéni-
ca, que nos permite escribirlas de manera tunica. Las funciones simples pueden
escribirse de la forma

N
o(x) = ZaiXEi(x), e X,
i=1

donde E; = ¢ '({a;}) €M, i=1,...,N, y Ran(p) = {a,as, -+ ,ay} y uno
de los coeficientes a;, i = 1,..., N, puede ser cero. De este modo, las funciones
simples pueden escribirse de manera tinica como combinacién lineal finita (con
coeficientes distintos) de funciones caracteristicas en conjuntos disjuntos cuya
union es X.

El siguiente resultado recoge el motivo por el cual esta clase de funciones
son tan importantes en analisis y es que cualquier funcién medible se puede
aproximar por funciones simples.

Teorema 1.5 (Teorema 2.10, [5]). Sea (X, M) un espacio medible.

(a) Si f : X — [0,00] es medible, entonces existe una sucesion {¢n}, .y de
funciones simples tales que 0 < ¢1 < g < -+ < f, ou(x) = f(z), cuando
n — 00, para cada x € X y la convergencia es uniforme en el conjunto donde
f estd acotada.

(b) Si f: X — C es medible, entonces existe una sucesion {¢, }, oy de funciones
simples tales que 0 < || < |po| < -+ < |f], odn(z) = f(x), cuando n — oo,
para cada x € X y la convergencia es uniforme en el conjunto donde f estd
acotada.

El primer paso para la construccién de la integral de una funcién medible es

definir la integral de una funcién simple no negativa. Sean (X, M, ) un espacio
N

de medida y ¢ = ZaiXEm tal que {ay,a, - - ,an} C [0,00) y {E;}I, son

i=1
conjuntos medibles disjuntos. Se define la integral de ¢ respecto a p como

/XSOdM = ZaiM(Ez') (1.1)



1.2 Teoria de integracién 7

El valor de esta integral es un ntimero no negativo o infinito y no depende de la
representacion empleada de ¢ como combinacién lineal.

Ahora vamos a extender la definicién de integral de una funcién simple no
negativa a una funcién medible no negativa. Sea f : X — [0, +o0] una funcién
medible, se define

/fdu:sup{/ wdp : p es una funcién simpleyoggpgf}.
X b's

Supongamos que tenemos ahora una funcién medible f: X — [—o00, +00],
podemos descomponer f como f = f. — f_, donde f; = méix{f,0} y
f- = max{—f,0} son funciones medibles no negativas. Si se cumple que

fedup y / f-du son finitas, decimos que f es p-integrable (o simplemen-
X X
te integrable, si se sobreentiende la medida) y ademads se tiene que

/X fp = /X Fodp - /X 7.

Supongamos ahora que f : X — C es una funciéon medible que toma valores
complejos. Decimos que f es integrable si / |fldu < o0o. Como |f| < |Rf| +
X

|Sf| < 2|f| y teniendo en cuenta la Proposicién 1.3 c), se define

/deu:/X%fdqu/X%fdu.

Ademas, si £ C X, F € M, diremos que f es integrable en F si fxg es integrable

En el resultado siguiente se recogen las propiedades més importantes de la

integracién, su demostracién se puede encontrar en [2, p. 57-58] y [5, Proposicién
2.16-2.22].

Proposicién 1.6. Sean (X, M, p) un espacio de medida y f,g : X — [—00, 0]
funciones medibles.

a) Si f,g son integrables y o, f € R, entonces af + g es integrable y
[tas+pgau=a [ sau+s [ gin.
b)Si f: X —[0,00] es medible, entonces [ fdu =0 si, y solo si, f =0 c.t.p.

c) [ es integrable si, y solo si, | f| es integrable. Si estas funciones son integrables,

entonces | [ fdu| < [|f|dp.
d) Si f(z) < g(z) para cada x € X, entonces [ fdu < [ gdu.
e) Si f(x) =g(x) c.t.w en X y existe [ fdu o [ gdu, entonces ambas integrales

existen y [ fdu = [ gdpu.
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A continuacién vamos a probar tres de los resultados mas relevantes de la
Teoria de la medida e integracién y que seran fundamentales en algunas de las
pruebas desarrolladas en esta memoria.

Teorema 1.7 (Teorema de Convergencia Monétona). Sean (X, M, ) un

espacio de medida y {fn},cy una sucesion no decreciente de funciones medi-

bles no negativas en X tales que, para cada x € X, existe f(x) = lim f,(x).
n—oo

Entonces, f es medible, no negativa y/ fdu = lim fndp.
X n—oo X

Demostracion. La medibilidad de f es consecuencia de la Proposicion 1.3.
Ademads, por hipétesis, para todo n € N, f,(z) > 0, x € X. Por tanto,

f(z) = lim f,(x) >0, x € X. Veamos ahora que/ fdp = hm fndp.
n—0o0
Como fu(x) < fuy1(x), paracadan € Ny z € X, se tlene que fn( ) < f(x),
n € N, yx e X. Esto implica que / fadp < / fdu, para cada n € N, y por
X X

consiguiente

i [ fudp < / fdu.

Falta ver que hm/fndu /fdu.

Sea 0 < ¢ < f una funcién simple definida en X y o € (0, 1). Definimos, para
cadan e N, E, ={r € X : f,(x) > ap(x)}.

Se tiene que, para cada n € N, FE, es medible pues se puede expresar como
union finita de conjuntos medibles y

X En n E,

Notese que, para cada n € N, E,, C E,,.1. En efecto, dadon € Ny z € E,, se
tiene que
fn-i—l(x) 2 fn(x) Z oqu(:v), luego YIS En+1-

Por tanto, {E,}, .y es una sucesién creciente de conjuntos medibles. Ademads,
Unen En = X. En efecto, sea x € X y supongamos que ¢(x) > 0. Entonces,
f(z) = lim f.(xz) > ¢(x) > ap(x), luego existe un ny € N tal que f,,(z) >
n—oo

a¢(x). Por tanto, x € By, v © € U,y En- Stz € X y ¢(x) = 0, entonces
f(x) > 0 = a-0. Por tanto, como f, > 0, para todo n € N, es claro que
x € E,, para todo n € N, luego x € J,,cy En- En cuanto a la otra inclusién,
si @ € (J,en En, entonces existe un ng € N tal que # € E,, € X. Por tanto,
Unen Bn = X.

Supongamos que ¢ tiene una expresion de la forma ¢ = Zle bjxB,, donde

{b; }le son constantes no negativas y {B; }jf:l son conjuntos medibles disjuntos.
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Entonces, por la definicién que anteriormente dimos de la integral de una fun-
cion simple no negativa, se tiene que,

k
¢dp =" bju(B; N E,).

En consecuencia, para cada 1 < j <k, la sucesién {B; N E,},  es creciente y
Asi, del Teorema 1.1 c) se sigue que lim p(B; N E,) = u(B;) y
n—oo

k k
lim [ f.dp > « lim ( E bjp(B; N En)) =« g b; lim p(B; N E,)
X n—oo \ 4 - n—o0
J=1 J=1

n—oo

k
= biu(B;) = odp.
O‘; L5 O‘/X H

Esto es cierto para todo a € (0,1), luego limy, o [y fudp > [y d¢dp. Ahora,
tomamos el supremo entre todas las funciones simples 0 < ¢ < f en X, y
obtenemos

i [ fdp > / fdu.
X X

n—oo

/fdu— h’m/fnd,u.
X n—oo X

Concluimos que

O

Lema 1.8 (Lema de Fatou). Sean (X, M, u) un espacio de medida y { f},cxn
una sucesion de funciones medibles no negativas definidas en X. Se tiene que

/ lim inf f,,dp < lim inf/ frndp.
X n—oo n—oo X

Demostracion. Sea h(x) = lim,_, inf f,(x), * € X. Para cada k € N, definimos
las siguientes funciones auxiliares

gi(z) == mf fo(2), x € X.

n>k

Entonces, por la definicién de limite inferior tenemos que,

h(z) = lim gi(x), =z € X.

k—o0
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Nétese que las funciones gi, & € N, son medibles y la sucesion {gi},oy €s cre-
ciente. Aplicando el Teorema 1.7, se tiene que

h'm/gkd,u:/ lim gkdu:/ hds.

De la definicién de gy es claro que, para todo n, k € N tales que n > k, f,(z) >
gr(x), x € X. Entonces,

/ fndp > / grdp, para todo n,k € N tales que n > k.
X X

{ >
g /X fadp > /X grdp,

y tomando limite cuando k& — oo, obtenemos que

Por consiguiente,

lim inf [ f,dpu = lim 1nf/ fndp > lim / gkd,u:/ hdyp.
k—oo [x X

n— 00 X k—oo n>k
O

Teorema 1.9 (Teorema de Convergencia Dominada). Sean (X, M, p) un
espacio de medida y { fr},cn una sucesion de funciones medibles en X tal que

a) fn— f ct.pen X.

b) Existe una funcion g en X, integrable y no negativa tal que para cada n €
N, [fu(z)] < g(2) ctpr e X.

Entonces, [ es integrable y/ fdu = lim / fndp.
X n—o0 X

Demostracion. Supongamos en primer lugar que las condiciones (a) y (b) se
cumplen en el conjunto X, esto es, para cada x € X,

fal) < gle), neN, y i fu(e) = f(2).

Como ¢ es una funcién integrable y, para cada n € N, |f,| < g, se tiene que

/ | frldp < / gdu < oo, luego f, es integrable, n € N.
be b
Por otro lado, f es también integrable, pues f(z) = lim f,(z), z € X.
n—oo

Veamos que/ fdu = hm / fndpt.

Sabemos que { f,}, oy son funciones medibles, pero no sabemos si son no nega-
tivas. Consideramos las funciones f,, + g, n € N, que son funciones no negativas.
Aplicando el Lema 1.8, obtenemos que
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(4= [t 4+ 9 < i it [ (7, + )

= lim inf/ fndu—i-/ gdjt.
Por tanto,
fdp < lim inf/ frndp.
X n—oo X

Para probar la otra desigualdad, consideramos la sucesién de funciones {— fy. },,cx;
que son medibles y verifican que | — f,,(2)| < g(z), v € X y lim,,o(—fn)(2) =

(_f>($)7 reX.
Las funciones —f,, + g son no negativas y, aplicando el Lema 1.8, obtenemos

JEn+odn= [ (=5 +o)du < Jim it [ (=5)+ )

X
= lim inf/(—fn)du—i-/ gdjt.

De este modo, tenemos que

/(—f)du < lim inf/ (= fn)dp = — lim sup/ fndp,

n—0o0

luego / fdp > lim sup / fndp. En consecuencia,
X n—oo X

lim sup/ fdu S/ fdu < lim inf/ frdp < lim sup/ fndp,

y concluimos que

/fd,u: h’m/fnd,u.
X n—oo X

Vamos a tratar ahora el caso general. Supongamos que existe un conjunto Z, C
X tal que u(Zp) =0y lim f,(x) = f(z), v € X\Zy, y que para cada n € N,
n—oo

existe Z,, C X con u(Z,) =0 tal que |f.(z)| < g(x), x € X\Z,. Definimos
7 = U Zn. Se tiene que u(Z) < Zu(Zn) = 0, luego Z es medible y, para
=0

n=0 n=

cada © € X\Z se verifica que lim f,(z) = f(z) vy |fu(z)] < g(x), n € N.
n—oo

Consideramos las funciones h = fxx\z ¥ hn = fuXx\z. Tenemos que

o) = {|fn(x)|, siz e X\Z,

0, siz e Z.
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Entonces, |h,(x)| < g(z) v hy,(z) = h(xz) cuando n — oo, para todo = € X.
Ademas, las funciones h,, son integrables para todo n € N, pues h,, = f, salvo

en un conjunto de medida nula y / hodp = / fndp.
b's

X

Aplicando el caso anterior, h es integrable y / hdp = lim hndp.
X n—oo X

Por dltimo, como f = h salvo en Z (que es un conjunto de medida nula),
concluimos que f es integrable y

/ fd,u:/ hdp = lim h, = lim fndp.
b's b's b's

n—oo X n—oo

g

Para finalizar el capitulo, veamos un resultado que nos dice que podemos inter-
cambiar sumas (infinitas) con integrales, siempre que las funciones sean medibles
y no negativas.

Teorema 1.10. Sean (X, M, ) un espacio de medida y { fn}nen una sucesion
de funciones medibles no negativas y f = Z fn. Se tiene que

[ =3 [ pn b

neN

Demostracion. Probamos primero el caso de dos sumandos, sean f; y fo funcio-
nes medibles no negativas y f = fi + fo. En virtud del Teorema 1.5 podemos
obtener sucesiones no decrecientes de funciones simples {¢n }nen v {¥n tnen que
aproximan a fj y fo respectivamente. Entonces {¢,, + 1, }nen es una sucesién no
decreciente de funciones simples que aproximan a f = f; + f3. Del Teorema de
la Convergencia Mondtona y la Proposicién 1.6 a), se sigue que

/ fdp = lim / (60 + tha)dji = lim / dudpi + lim / ndp

:/Xfldu—i—/Xde,u.

N N

Por induccién, para cada N € N, se tiene que / andu = Z/ fndys.
X n=1 n=1 X

Tomando N — oo y aplicando de nuevo el Teorema de Convergencia Mondtona

concluimos que / fdu = Z / frndp.
b's

neN
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Espacios LP(X, )

Los espacios de Lebesgue LP se llamaron asi en honor al matematico Henri
Lebesgue, aunque fueron introducidos por primera vez por Frigyes Riesz en 1910.
Estos espacios tienen un papel fundamental en el analisis matematico y la teoria
de la probabilidad y estan constituidos por las funciones medibles cuya potencia
p en valor absoluto, |-|P, es integrable. En la segunda seccién del capitulo anterior
estudiamos las funciones integrables, que constituyen el espacio L'(X, u). En este
capitulo estudiaremos estos espacios para 0 < p < 0o, asi como la versién débil
de los mismos, LP**°, conocidos como espacios de Lorentz. Ambos seran los dos
tipos de espacios en los que estudiaremos la acotacién del operador maximal de
Hardy Littlewood en el siguiente capitulo.

2.1. Conceptos basicos de los espacios LP(X, )

Sea (X, M, ) un espacio de medida y 0 < p < oo. Denotemos por
LP(X,M, 1) el espacio de funciones medibles f : X — C tales que

1

|mu={[Qﬂw4p<ax 0<p<oo 2.1)

Y 1F e = esssup|f ()] = inf {a > 0+ ul{a € X :|/(@)] > a}) =0} (22)

HAS

En la literatura se suelen utilizar las siguientes notaciones para estos espacios,
(X, ), DP(), LP(X), L7,

siempre que se sobreentienda del contexto el resto de elementos del espacio de
medida. El espacio LP(X, 1), 0 < p < 00, es un espacio vectorial. En efecto, sean
f vy g dos funciones de LP(X, ) y 0 < p < 0. Se tiene que

|f + 9" < 2max(|f], [gD)]” < 2°(1F1P + |g]”),

luego f + g € LP(X, ). Por otro lado, si A € C, entonces
IAfIP = [APPLAIP.

Por tanto, A\f € LP(X, u). Para p = oo el resultado es directo.
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Nos preguntamos ahora si estos espacios LP(X, 1) son espacios normados.
Para ello, vamos a recordar la definicién de norma. Un espacio normado es un
par (X, ||-]|) donde X es un espacio vectorial y ||-|| es una aplicacién, ||-|| : X — R
tal que

1. ||«]] > 0, para todo z € X;

2. ||z]] = 0 si, solo si, x = 0;

3. |laz|| = |a|||z||, para todo escalar oy = € X
4 lz +yll < =]l + [lyll, para todo z,y € X.

Llamamos norma a la aplicacién || - ||. Nétese que, en general, ||f|, = 0 no
implica que f = 0. Por consiguiente, | - ||, no es una norma para LP(X, p)
aunque la notacion lo sugiera. Para resolver este problema, se considera la si-
guiente relacién de equivalencia: sea f,g € LP(X,u). Decimos que f ~ g si
f = g en pu — casi todo punto. De este modo, a partir de ahora, consideraremos
el espacio cociente Lr(X, “)/N, constituido por las clases de equivalencia [f] de
f € LP(X, ). Sin embargo, por simplicidad en la notacién, denotaremos dicho
espacio por LP(X, i) y a las clases de equivalencia las denotaremos también por
f, que se distinguira de la funcién f por el contexto.

Ahora que consideramos los espacios LP(X, u) con las clases de equivalencia,
es claro que || - ||, verifica las tres primeras propiedades de norma. Por tan-
to, s6lo queda comprobar si se cumple la desigualdad triangular. Veamos que
para 0 < p < 1 este no es el caso. En efecto, sean 0 < p < 1, a,b > 0y
E. F dos conjuntos de medida finita, positiva y disjuntos. Veamos primero que
a+b< (a+ bp)% Como 0 < p < 1,entonces p—1 <0y, (a+t)P~t <P L,
Integramos entre 0 y b y obtenemos que,

1 b 1 b1 P
- b —a?) = | ———dt ——dt = —.
p((a+ f=a) /0 (a+t)t» </0 ttp p

Por tanto, ((a + b)p)% < (a? + bp)% Tomamos a = p(E)r y b = u(F)% en la
desigualdad anterior y obtenemos que

|

D=

((E))> + (u(F))7 < (u(E) + p(F)).

Esto es,

1

(/XxEdu)’l’+(/Xdeu)p< ([ ot [ o)

lo que implica que

3=

(/ teoran) . (/ tarran) - (/e xoran)’
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Hemos probado que

Ixelly + Ixrlly < lIxe + xFllp,

luego no se cumple la desigualdad triangular.

Vamos a probar que si 1 < p < oo, entonces || - ||, satisface la desigualdad
triangular y por tanto LP(X, i) es un espacio normado. Para ello, necesitamos
dos resultados previos.

Lema 2.1 (Desigualdad de Young). Sean a,b >0 y 0 < A < 1. Entonces,
a*' ™ < Aa+ (1 —\)b.
La igualdad se da si, y solo si, a = b.

Demostracion. Si b = 0, hemos acabado. Supongamos que b # 0. Dividimos por
b ambos lados de la desigualad y el resultado a probar quedaria:

Mﬁ“gA%+@—A)
Tomando ¢ = ¥, basta demostrar que
<A+ (1= ),

y que la igualdad se da si, y solo si, t = 1. Consideramos la funcién f(t) = t*—\t.
Vamos a estudiar donde alcanza el maximo esta funcién. Como f'(t) = M1 —\
se tiene que f’(t) = 0 si, y solo si, t = 1.

Ademas, podemos observar que f(t) = t* — At es estrictamente creciente para
t < 1y estrictamente decreciente para t > 1. El maximo se alcanza para t = 1,
donde f(1) = 1 — \. Por tanto, para cada t > 0, f(t) < 1 — ), esto es, t* <
A+ (1= N).

0

Procedemos ahora a presentar el otro resultado clave para la demostracion de la
desigualdad triangular y que aparecera también en otras pruebas relevantes de
esta memoria.

Proposicién 2.2 (Desigualdad de Hélder). Sean 1 < p,q < oo tales que
14 é =1. 9 felP(X,u) yge LIX,pu) entonces fg € LY(X,pn) y

1 glly < [/ 1lpllgllq, (2.3)

La igualdad en (2.3) se da si, y solo si, a|f|P = Blg|?c.t.p. para algunas cons-
tantes o, 8, con af # 0.
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Demostracion. Si ||f]l, = 0 o |lgll; = 0 hemos acabado. Supongamos que

1fllps lgllg # 0.

Probaremos primero el caso p = 1y ¢ = oo (el caso p = o0y ¢ = 1
<

es simétrico). Si f € LYX,u) y g € L®(X,u) tenemos que |f(x)g(x)
|

IN

19lloclf ()|, ct.z € X,y por consiguiente [fgll, = /If(x)g(x) dp
X

||g||00/ |f(@)|dp = ||glloo|l f]|1- Supongamos ahora que 1 < p,q < oo. Néte-
X

se que si la desigualdad se cumple para f y g, entonces se cumple para todos
los multiplos escalares de f y g, ya que si f y g se reemplazan por af y bg res-
pectivamente, ambos lados de la desigualdad cambian por un factor de ab. Por
tanto, es suficiente probar la desigualdad cuando || f||, =1 = ||g||,- Aplicando el
Lema 2.1 con a = [f[P, b= g7y A = %, obtenemos que

[f(@)g(x)] < %If(l")l” + élg(x)lq, v e X (2.4)

Integrando a ambos lados de la desigualdad concluimos que

1l = / F@)g(@)ldp < }9 / (@) Pdp + g / lg(a)9d

A, Nl 11
p T 313 £ 1lpllgllq

Por otro lado, en virtud de (2.4) y el Lema 2.1, la igualdad en (2.3) se da si, y
solo si, |f|P = |g|? c.t.p. en X.

U

A los exponentes p y ¢ tales que 1 < p,g < ooy % + % = 1 (con el convenio

1/00 = 0) se les conoce como exponentes conjugados.
Procedemos ahora a probar la desigualdad triangular para la norma en los
espacios LP, 1 < p < oo, también conocida como la Desigualdad de Minkowskz.

Proposicién 2.3 (Desigualdad de Minkowski). Sea 1 < p < o0. Si f,g €
LP(X, ), entonces

1F+gllp < 1[fllp + llgllp-

Demostracion. Supongamos que f,g € L>(X, ). Entonces,

(@) + g(@)] < |f (@) +|g(@)] < [[fllo + ll9llo -t 2z € X,

Por tanto, f + g € L>(X, u). Por otro lado, si f,g € L'(X, i), tenemos que

I+ gl = [ 17 +gldn < [ 1nidat [ loldn =171+ Nl
X X X
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Supongamos ahora que f,g € LP(X, ), 1 <p < 00. Si ||f+¢l|[, = 0, el resultado
es trivial, por lo que supongamos que || f + g||, # 0. Entonces,

FHglP =1 +gllf +glP " < (f]+1gDIf +glP

Ahora, integramos a ambos lados de la desigualdad en X y aplicamos la Propo-
sicién 2.2, (teniendo en cuenta que (p — 1)g = p) y obtenemos que

/X|f+glpd,u§/X(|f|+|g|)|f+g‘p1du

< [( /X |f|pdu>’l’+< /X Iglpdu);] [( /X |f+g|“"”"du);].

Como ¢ = ﬁ, podemos reescribir la desigualdad anterior como

Hf+ﬂ$§HUM+HWM<[Jf+ng>QZOVM+WMMNf+mg

D
Dividimos por ||f + ¢g||; ambos lados de la desigualdad y obtenemos que

1F+glly < 171l + llgllp-
0

De la desigualad de Minkowski podemos concluir que los espacios LP( X, i),
1 < p < o0, son espacios normados con las normas definidas en (2.1) y (2.2).
Nos interesa ahora estudiar la completitud de los espacios LP(X, u), 1 < p < 0.
Recordemos que un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy
definida en este espacio converge en él.

Teorema 2.4 (Teorema 6.6, [5]). Si 1 < p < oo, LP(X,u) es un espacio
de Banach, es decir, un espacio vectorial normado y completo con la métrica
definida por su norma.

Recordemos que si (X, || -||) es un espacio normado, llamamos espacio dual
de X al conjunto

X" ={¢p: X = R: ¢ eslineal y acotado} .

El espacio dual de un espacio de Banach es de nuevo un espacio de Banach, y
en el caso de los espacios LP(X, pu), 1 < p < oo, su dual se puede caracterizar
completamente.
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Teorema 2.5 (Teorema 6.15, [5]). Sean 1 < p,q < oo tales que %—1—% =1.5i
1 < p< oo, para cada ¢ € (LP(X, p))* existe g € LY X, ) tal que

o(f) = /X fodu, f € LP(X, p).

Ademds, LU(X, ) es isométricamente isomorfo a (LP(X, p))*. Si la medida 11 es
o—finita, el resultado también es valido para p = 1.

Especial menciéon merecen los duales de los espacio L' (X, u) y L=(X, p).
El dual L' (X, p) es L°(X, i), pero el dual de L>°(X, i) no es L*(X, u1). Se sabe
que el espacio dual de L*>(X, u) puede identificarse con el espacio de medidas
finitamente aditivas y acotadas en el espacio de medida subyacente. En otras
palabras, los funcionales lineales continuos sobre L*°(X, i) pueden expresarse
como integracién respecto a una medida finitamente aditiva y acotada. Esta
es la llamada representacion de Riesz-Markov-Kakutani de L (X, u). Podemos
encontrar mas informacién sobre los duales de estos espacios en [2, p. 108-109]
y en [5, p. 191].

2.2. Contenidos en espacios LP(X, u)

Otro aspecto importante a estudiar de los espacios LP(X, ), 0 < p < o0,
son las relaciones de contenidos que hay entre ellos. En general, LP(X, pu) €
L9(X, ), cuando p # q. En efecto, sea X =1[0,1] y 1 < p < a < ¢ < oo, donde
o= %. Escogemos 3 = é y definimos

1 .
)=, sixe(0,1],
)l = {0, siz =0,

Entonces,

! Vdx Ydx
1= [ M@rae= [ 2= [ 5 <,

€Xrea
puesto que g < 1. Por otra parte,
1 1 1
dz dx
q — qd = _— = — =
R A e B
ya que £ > 1, luego f ¢ L4([0,1], dx). Por tanto,
Lx([0,1]) & LA([0, 1]).

Sin embargo, cuando la medida del espacio es finita, el contenido de espacios
en el sentido opuesto si es valido.



2.2 Contenidos en espacios L? (X, u) 19

Proposicién 2.6. Sean 1 < p < ¢ < 0o y (X, M, ) un espacio de medida. Si
w(X) < oo, entonces LUX, pu) C LP(X, p).

Demostracion. Consideramos el caso ¢ = 0o. Si f € L®(X, i), entonces

/ P < I / d = u(X)| fII2, < oo.
X X

Por tanto, f € LP(X, u).
Supongamos ahora que f € L%(X,u), 1 < ¢ < oo. Definimos el siguiente con-
junto

E={reX:|f(x) <1}.

Entonces, |f(z)|P < |f(z)|?, siz € X\E y |f(z)|<1lsizé€FE.
Por tanto,

191 = [ 1= [ olsPan [ oosireds
X X X

< [ du+ [ sl sPdn < w(B)+ [ ool flrd
E X X
< (X)) + [ F1IF < oo
Concluimos que f € LP(X, p).
[

En particular, resultado anterior nos dice que si el espacio X tiene medida finita,
para cada 1 < p < o0, se tiene que L>®°(X, ) C LP(X, u). Por otra parte, cuando
X =7,N,y pes la medida de contar, el contenido de espacios se tiene en la otra
direccién y por lo tanto el espacio £*°(Z) (respectivamente (*°(N)) es el espacio
més grande en la cadena de espacios de Lebesgue en Z (respectivamente en N).
Veamos el siguiente resultado:

Proposicién 2.7. Sean 1 < p < ¢ < co. Se tiene que (P(N) C (¢(N).

Demostracion. Sea x € (P(N). Queremos ver que ||z||, < ||z|/,, pero como esta
desigualdad es homogénea, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
|lz]|, = 1. De este modo, es suficiente probar que ||z|, < 1. Como |z, = 1,

entonces T\l = or tan O |x(17 ~ s ara cada 1 € . OImo ademas
t >z =1yp to [2(i)| < 1, p daieN. C demé
=1

p<q,se tiene que |x(7)|? < |x(7)|P, para todo i € N. Entonces,

g = > lx@)" < Y l=@)F =1,
=1 =1

como queriamos probar.
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U

Proposicién 2.8. Sean 0 < p < g <r < oo. Se tiene que LY X, ) C LP(X, u)+
L"(X, ), esto es, cada f € LY(X, u) puede escribirse como suma de una funcion
en LP(X, u) y una funcion en L" (X, u).

Demostracion. Sea f € LY(X, ). Definimos el conjunto
E={zxeX:|f(x)]>1}.

Consideramos las siguientes funciones, g = fxg y h = fxge, donde B¢ = X \ E.
Es claro que f = g + h. Ademds, por definicién, se tiene que |g|? = |fxg|’ =
|f|PxE, entonces

lgllz = / flPdu < / 1ty < |12 < oo, Tucgo g € LP(X, ).
E E

Por otra parte, |h|" = |fxg:|" = |f| XE, y por consiguiente

A = / rdu < / f19du < [I£]12 < oo, Tuego h € L' (X, ).
EC EC

U

Proposicién 2.9. Sean 0 < p < ¢ < r < oo. Se verifica que LP(X,u) N
(X, 1) © LX) y | flly < IFIAFIE, siendo A€ (0,1) tal que

o= (=

es decir,
q ' —r"

pfl — -1 ’

1

A:

Demostracion. Sea f € LP(X, ) N L™ (X, p). Sir = oo, tenemos que
[f(@)[* < ISP ()P

Entonces, si integramos a ambos lados de la desigualdad vemos que el resultado

se cumple para A = 2. Supongamos que r < oco. Nétese que % + @ = 1.

Entonces, de la Desigualdad de Holder con /\Lq y (1_’”—/\)(1 tenemos que

11l = /X ity = /X AP < P A1

(1-XN)g

=( / |f\pdu)” ( / \f!’”du) SR,
X X

Concluimos que

11y < WARIAIR,
es decir, f € LI(X, p).
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2.3. Aproximacién en LP(X, )

En ocasiones, cuando vamos a probar un resultado en los espacios L?, es
conveniente probarlo primero en un espacio de funciones con mejores propiedades
y que constituya un subconjunto denso del espacio LP. Recordemos que si (X, || -
||) es un espacio métrico y A C X, decimos que A es denso en X si, y solo si, la
clausura de A coincide con el espacio X.

Teorema 2.10. Sea 1 < p < oo. El conjunto de las funciones simples que per-
tenecen a LP(X, 1) es denso en LP(X, ).

Demostracion. Sea f € LP(X,pu), 1 < p < oo. Del Teorema 1.5, sabemos que
existe {fn},cy una sucesién de funciones simples tales que f, ,5&% f ct.py
|ful < |f], para todo n € N. Por tanto, para todo n € N, |f,| € LP(X,u) y
\fn — fIP < 2°|fP € L*(X, u). Del Teorema de la Convergencia Dominada se
sigue que ||fn — fllp noeo 0. Ademds, si cada f,,, n € N, puede escribirse como
fo=> ;ajXE,, donde los E; son disjuntos y las constantes a; son distintas de
cero, necesariamente p(F;) < oo para cada j, pues Y. a;Pu(E;) = [ [fal? <
00.

Por otra parte, si f € L>®(X, u), elegimos un representante de f que esté
acotado. En virtud del Teorema 1.5, existe una sucesion de funciones simples
{fn},en tales que |f,| < |f], para todo n € N, y que converge uniformemente
a f,esto es, || fu — fllo— 0 cuando n — oo. Ademés, cualquier funcién simple
estd en L>°(R™).

O

Hemos demostrado que las funciones simples son densas en los espacios LP (X, u).
Nos preguntamos si también lo son las funciones continuas de soporte compacto,
es decir, si el conjunto C.(X) es denso en LP(X,u), 1 < p < oco. En el caso
particular X = R" y u = m, donde m denota la medida de Lebesgue, el resultado
es cierto.

Teorema 2.11 (Proposicién 7.4.3, [2]). Para cada 1 < p < oo, C.(R") es
denso en LP(R", dx).

Para finalizar esta seccion, veremos otra forma de aproximar las funciones
de LP(X,pn), 1 < p < o0, por funciones con mejores propiedades, definidas a
través de una operacion llamada convolucion. Sean f y g funciones medibles en
R". Se define la convolucion de fy g, f * g, de la siguiente forma

(fxg)(x) = . fW)g(x —y)dy = . flz—y)gly)dy, = e€R",

siempre que la integral exista. Se pueden imponer varias condiciones a f y a g
para garantizar que f * g esté definida al menos en casi todo punto. Por ejemplo,



22 2 Espacios LP(X, u)

si f es acotada y de soporte compacto, g puede ser cualquier funcién localmen-
te integrable. Se puede demostrar facilmente que f *x g = g * f v que ademas
(f*g)*h = fx(gxh), es decir, la convolucién de dos funciones verifica las
propiedades conmutativa y asociativa.

El siguiente resultado es una herramienta fundamental en el estudio de la con-
volucién de funciones en espacios LP(R™) y su prueba puede encontrarse en [5,

Proposicién 8.7].

Proposicién 2.12 (Desigualdad de Young’s generalizada). Sean 1 <
p.q,r < 00, tales que % +% =1+1. 8 feL’(R") yg e LYR"), enton-
ces fxg € L"(R") y[[f* gl <[ flpllglly

La convolucion es una operacion que regulariza a las funciones implicadas,
es decir, f * g tiene mejores propiedades que f y g por separado. Es por ello que
esta operacién tiene un papel fundamental en andlisis de Fourier y en ecuaciones
en derivadas parciales. En particular, son de crucial importancia las funciones
que actian en cierto sentido como el elemento unidad con respecto a la convo-
lucién. Estas se conocen como aproximaciones de la identidad. Se dice que una
familia { K. }c~o de funciones es una aprozimacion de la identidad si

1. Para cada € > 0, se tiene que K (z)dr = 1.
R”

2. Existe una constante C' > 0 tal que, para todo € > 0, / | K (z)|dz < C.

n

3. Para cada § > 0, se tiene que lim |K(z)|dz = 0.

e—0t+ |z|>6

A estas familias {K,}e~o también se las conoce como ntcleos de sumabilidad.
Una manera de construir aproximaciones de la identidad es la siguiente: sea

¢ € L'(R"™), tal que ¢(z)dz = 1. Para cada € > 0 definimos
R”

o) = o (%) (2.5)

Entonces, {¢c},., es una aprozimacion de la identidad. En efecto, veamos que
se verifican las tres condiciones anteriores:
1. Sea € > 0. Haciendo el cambio de variable y = £, se tiene que
1 T
olw)dr = | o (2)do= | oly)dy=1.
R™ Rn € € R™

2. Teniendo en cuenta el mismo cambio de variable anterior:

[ etz = [ | Zo(2)]ar = [ totlan

entonces H¢6||L1(Rn) = ”¢||L1(R”) < 0.
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3. Sea d > 0. Haciendo el cambio de variable y = £ se tiene que:

= (0)

lfim |pe(z)|dxr = lim

0% Jjz|>s =0t Jjz1>5

dr = lim |[¢(y)|dy = 0,

+
=0T Jly|>2

pues g — oo cuando € — 0.

Por tanto, podemos afirmar que {¢.}.~¢ es una aproximacion de la identidad.

Veamos algunos ejemplos de nicleos de sumabilidad que pueden escribirse
como (2.5) para ciertas funciones ¢, y que tienen una gran importancia en el
andlisis matematico y en la fisica.

Ejemplo 2.13. El niucleo de Gauss-Weierstrass viene dado por

1 ~|=|?
W — - it
() (4rt)z ‘
Tomando ¢(u) = —e;:;‘;, obtenemos que W;(z) = ¢, ;(z).

Ejemplo 2.14. El nicleo de Poisson viene dado por

t I (ntl
t({I;) = n+1l 9 t > 07 x E Rn? y Cn - (nfl )
(2 + |2]?) = T
Noétese que si tomamos ¢ = CnW, tebenis que P; = ¢,.
1+|xl¢) 2

El siguiente resultado nos dice que las funciones en LP pueden aproximarse
por la convolucion de aproximaciones de la identidad con dicha funcién.

Teorema 2.15 (Teorema 2.1, [4]). Sean {K.}cso nicleos de sumabilidad. Si
feLP(R™) con1<p< oo, entonces

lg%HKe*f_pr:O'

Si f € Co(R™), entonces la convergencia es uniforme, es decir, h’r% | Ke % f —
€E—

fllse =0.
En el teorema anterior, estamos considerando Co(R") = {f € C(R") : lim f(z) =

|z|—o0
0}.

En el Capitulo 3 probaremos que los nticleos de sumabilidad tienen incluso
mejores propiedades, como la acotacién fuerte en LP y la acotacién débil (1,1),
asi como la convergencia en casi todo punto. Estas propiedades las podremos
deducir a partir del comportamiento de la funciéon maximal de Hardy-Littlewood.
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2.4. Espacios LP*°(X, u) e interpolacién

En esta seccién presentamos los espacios de Lorentz LP*°(X, u) con 0 <
p < 0o, que son también llamados espacios LP(X, j1)—débiles. La manera mas
natural de definir estos espacios es a través de la funcion de distribucion. Sean
(X, M, i) un espacio de medida y f : X — C una funcién medible. Definimos la
funcién de distribucioén de f, ay : (0,00) — [0, 00|, por

ar(A) = p({z e X |f(z)| > A}), A>0.

Nétese que el conjunto {z € X : |f(x)| > A} es medible pues f es medible y esto
nos garantiza que tiene sentido estudiar la medida de este tipo de conjuntos.
El siguiente resultado recoge algunas de las propiedades mas importantes de la
funcion de distribucion.

Proposicién 2.16 (Proposicién 6.22, [5]). Sean (X, M, p) un espacio de me-
dida y f,g: X — C funciones medibles. Se verifican las siguientes propiedades

a)as es decreciente y continua por la derecha.
b) Si|g(z)| < |f(x)] en p—ct.x € X, entonces az(a) < ap(w), para todo o > 0.

C) af+g(a+6) < af(Oé) +ag(6); &75 > 0.

El siguiente resultado sera muy ttil en el siguiente capitulo, pues nos per-
mite escribir la norma || - ||, en términos de la funcién de distribucién.

Proposicién 2.17. Sean (X, M, u) un espacio de medida, 0 < p < oo y f €
LP(X, ). Se tiene que

112 =p / X lag(A)dA. (2.6)

Demostracion. Del Teorema de Fubini, deducimos que

P / N lag(A)dA = p / xr ( / X{z: f(w)|>A}d:“) dA
0 0 X
@
—p / AP LdNdp = / |f(@)["dp = || f1[5-
X Jo X

U

Sean (X, i) y (Y, v) espacios medibles, 0 < p < ooy T un operador definido
de LP(X, u) en el espacio de las funciones medibles de Y a C. Para cada 0 <
q < 00, se dice que T es débil (p,q), si existe una constante C' > 0 tal que

vy € YTy > A} < (%) feLM(X ) A>0.  (27)
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Ademas, se dice que T" es un operador débil (p, 00) si esta acotado de LP(X, p)
en L>(Y,v).

Por otra parte, diremos que 7" es un operador fuerte (p,q), 0 < ¢ < 0o, si
estd acotado de LP(X, ) en LI(Y,v). Nétese que si T es fuerte (p, q), 0 < g < oo,
entonces también serd débil (p, q). En efecto, sean T' un operador de tipo fuerte
(p,q), 0 < g < oo,y A>0. Consideramos el conjunto E\ = {y € Y : [T f(y)| >

A}. Se tiene que
T (Ol
.U A '

v(Ey) = / dv < /
By B
Por tanto, T' es débil (p, q).

Ademas, si (X, u) = (Y,v), ¢ =py T es el operador identidad, la desigual-
dad (2.7) es la desigualdad clésica de Chebyshev.

Tf(x)|*

Otra forma de escribir la acotacién de tipo débil (p,q), 0 < p,q < 00, es a
través de los espacios de Lorentz. Sea (X, p) un espacio medible y 0 < p < co.
Se define el espacio de Lorentz LP*°(X, i), como el conjunto de las funciones
medibles f : X — C tales que

<o

s = sup { A (ar (M)
A>0

Si p = 00, el espacio L**°(X, 1) coincide con el espacio L>°(X, ). De manera
analoga a lo que ocurria para los espacios LP, consideraremos dos funciones
en LP*>°(X, ) como iguales, si coinciden en casi todo punto. En virtud de la
desigualdad de Chebyshev, es claro que LP(X, u) C LP>®(X, p).

Veamos un ejemplo de una funcién f € L7 0 < p < oo que no pertenece
a LP.
Ejemplo 2.18. Sea f : (0,00) — R, dada por f(x) = -

gcl/P N
Para t > 0, se tiene que

p({z e (0,00): |f(z)| >t}) = <{xe :|x|11/p>t}>
“r({reo
(5 t—p))

Por consiguiente, f € LP*>((0,00)), pero f & L?((0,00)).

Noétese que si un operador T es débil (p,q), con 0 < p,q < oo, entonces T es
acotado de LP(X, ) en L2>(Y,v).

El siguiente resultado, llamado principio de Banach, nos establece la rela-
cién entre las desigualdades débiles (p, ¢) y la convergencia en casi todas partes.

3=
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Teorema 2.19. Sean (X, M, 1) un espacio de medida, 0 < p,q < oo y {T;},-,
una familia operadores lineales en LP(X, u). Si el operador maximal

T"f(x) == sup |Tof (z)]

t>0

es débil (p,q), entonces el conjunto

U= {f € LP(X, p) :tlir? Tif(x) = f(x) ctx € X}

es cerrado en LP(X, ).

Demostracion. Sea {fn},cy C ¥ tal que f, — f, cuando n — oo, en LP(X, ).
Queremos ver que f € ¥. Como || f, — f||, = 0, cuando n — oo, aplicando la
desigualdad triangular se tiene que ||f|l, < |[fn — fllp + || fullp, para todo n € N,
luego || f||, < oo y por tanto f € LP(X, u). Vamos a probar que, para cualquier
A >0,

i ({x € X : limsup|T;f(x) — f(z)| > A}) = 0.
t—to
Noétese que, para cada x € X,

Tif (2) = f@)| = [Tif (2) = Tiful@) + Tefn(x) + ful) = fulz) = f(2)]
< |Tifu(x) = fol2)| + [T(f = fo)(@) = (f = fu)(2)].

Como {fp},eny C W, T* es de tipo débil (p,q), y fo — f € LP(X,pu), n € N,
tenemos que

Il ({:v € X lmsup T3 f(w) — f(2)] > A})

< ({oex st s s - 1)@ - (7= 1) > 2})

<o(frexiro—nw=3)) en({rexin@-sw>2))

20 q 20/ p
< (- ale) + (507 = 1)

Usando que f, — f en LP(X,pu), cuando n — oo, concluimos que, para cada
A >0,

u ({a: € X}E? sup|Tif (z) — f(z)] > A}) = 0.

Notese que

{oex: tmswins - f@) > 0f = U {o e X fimswl5s(0) - )] >

keN
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Por consiguiente,
m ({x € X : limsup |T; f(x) — f(z)| > 0})
t—to
, 1
<Y ({rex: s imsw - s> 1) =0

y deducimos que el conjunto de x € X tales que th’r? Tif(x) # f(x) también
—lo

tiene medida nula, luego f € ¥.

0

2.4.1. Interpolacién en espacios LP(X, p).

Anteriormente, en la Seccién 2.2 hemos demostrado que si (X, M, p) es un
espacio de medida y 1 < py < p < p; < o0, entonces

LPo(X, p) ML (X, ) C LP(X, p) C LP(X, ) + LPH(X, ).

Nos preguntamos si un operador lineal en LP°( X, 1)+ LP* (X, 1) que esté acotado
tanto en LPO(X, p) como en LP*(X, ;1) también estard acotado en LP(X, pu), 1 <
po < p < p; < oo. La respuesta es afirmativa y se recoge en el Teorema de
interpolacion de Marcinkiewicz, que probamos a continuacién.

Teorema 2.20 (Interpolacién de Marcinkiewicz). Sean (X, pu) y (Y,v) es-
pacios medibles, 1 < py < py < 0o y T un operador sublineal de LP°(X, pu) +
LP (X, ) en el espacio de las funciones medibles en Y. Supongamos que T es
débil (po, po) y débil (p1,p1), es decir,

vtwev il >an < (=) e e

v(wevsirie) >3 < (a2 re e

para ciertas constantes My, My > 0. Entonces, T es fuerte (p,p) para todo py <
p<p1 YT fllerivy < M| flleex ), para cierta M > 0.

Demostracion. Sean py < p < p1, f € LP(X,u) y A > 0. Descomponemos f
como f = f+ fy donde

rp) = JF @) stf@)] < e o si|f(z)] < e
(@) {0, si|f(z)] >eX @) {f(:c), si |f(z)] > cA
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y la constante ¢ > 0 la determinaremos luego. Veamos que fy € LP°(X, p)
y fA € LP(X,p). En efecto, como pg — p < 0y py —p > 0, tenemos que
| ()PP < (eA)PoP y | fA(x)[Pr~P < (cA)Pr~P, para todo z € X. Por tanto,

J 1@t = [ 1ixgesisoson @

- / F@)PIf @) Pdu(a)
{yeX:|f(y)|>cA}

< | F@)Pduta) = O£ < o0
{yeX:[f(y)[>cA}

/ PP du(e / Frtvexsonee (@) du(z)

-/ F@PF@) Pdu(o)
{ye Xzl f(y)l<er}

< (AP / FPdu(z) = ()PP < oo.
{yeX:|f(y)|<cA}

Como T es un operador sublineal, se tiene que |T'f(z)| = [T(f* + fr)(z)] <
|T f*x)| + |Tfr(x)| y en virtud de la Proposicién 2.16 c), se tiene que

arg) < arp (3) +ars (3 (23)

Supongamos que p; = oo. Por deﬁnicion tipo débil (oo, 00) coincide con tipo
fuerte (00, 00). Tomamos ¢ = 2M y tenemos que |7 f*||oo < M| < 3. Por
consiguiente,

ar (g) =v ({y €Y : [T (y) > %}) =0.

)\ Po
Por otro lado, como fy es débil (po, po), se tiene que ary, (5) < <2M0%)

De este modo, como p < oo, teniendo en cuenta (2.6) y (2.8), obtenemos que

I = /Y T (y)Pdv = p / N az s (A)dA

0

§p/ N ag (%) d)\+p/ N~ Lagg (i) A
0 0

= [Tty (3) ar < stz [T
0 0
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Como

[ isdgan= [T ([ i) o
0

/ / N1 f ()P dpa() A
{yeX:|f(y)|>cA}

- [ 5@ ( / - Apﬂ@dA) du(a)

— o [P = S

MPOMpleO P
Concluimos que || Tf||, < (21)17]00_—;0) 1 £1l5-

IIfH”

Supongamos ahora que p; < co. Aplicando (2.8) y procediendo como antes
concluimos que

T / ! (f (5) tars, (§)> i
p/ )\p 1 |:< Hf)‘le) + (2M0Hf)/\\Hpo)Po:| d)\

(ool POV

=P (p — po) cp“p(pl —p
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La funciéon maximal de Hardy-Littlewood.

El presente capitulo esta dedicado al estudio del operador maximal de
Hardy-Littlewood, considerado como uno de los operadores maximales mas im-
portantes en analisis real y armoénico. Su interés radica en que constituye una
herramienta versatil que permite probar el Teorema de diferenciacion de Le-
besgue asi como obtener propiedades de acotacién y convergencia para otros
operadores.

En las dos primeras secciones de este capitulo trabajaremos en el espacio
medible (R",m), donde m denota la medida de Lebesgue, y consideraremos el
operador maximal definido en bolas, en sus versiones centrada y no centrada.
Una vez desarrollada la teoria para este contexto, en la tercera seccién estu-
diaremos el operador maximal cuando tenemos otros conjuntos de integracién
(cubos, rectangulos,...) y cuando cambiamos la medida de Lebesgue, por otra
medida boreliana no negativa. Por iltimo, en la seccién final esbozaremos las
ideas principales de otra de las aplicaciones importantes que tiene la funcién
maximal en el andlisis armonico: la caracterizaciéon de los pesos A, y el teorema
de extrapolacion en espacios LP con pesos.

3.1. El operador maximal de Hardy-Littlewood en bolas

Denotaremos por L, .(R™) al espacio de las funciones localmente integrable

en R", es decir, funciones que son integrables en cualquier subconjunto compacto
de R™, y por B(z,r) :={y € R": |[x—y| < r} alabola abierta de centro x € R"
y radio r > 0.

Supongamos que f € L
Hardy-Littlewood de f como

1

loe(R™). Se define la funcidn mazimal centrada de

1
Mo () = sup s /B Wy (3.1)

r>0 MM

Si hacemos el cambio de variable x —y = z, podemos escribir (3.1) de la siguiente
forma:
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1
Mef(w) = sup B ) /{Mq} #(z = 2)ldz

|f(x = 2)|d=

= sup

o .
>0 m(B(O, T)) B(0,r)

1
= STli]é) W (XB(O,T) * |f’) (). (3.2)

Sea f € L} (R™). Es claro que M, f = M.(|f]) > 0. Ademds, M.f es una funcién

loc
medible. En efecto, fijamos A > 0 y consideramos el conjunto

Eyx={xeR": M.f(z) > \}.

Vamos a probar que F) es abierto. Sea x; € F). Entonces, M.f(x1) > Ay existe
r > 0 tal que

1

M. f(x1) > (Bl 7)) /B(xm |f(y)|dy > A

Tomamos s > r suficientemente cerca de r tal que

1
U ey / >

Entonces, para cada xo € R"™ tal que |x; — z3] < s — r se tiene que B(zy,7) C
B(z, s). Por consiguiente, para cada x5 € R™ tal que |z —23| < s—r, obtenemos
que

1
M. f(x3) > m(B(12.5)) /B(ms) |f(y)|dy

1
— d A.
2 (Bar,s)) /BM FW)ldy >

Hemos probado que B(x1,r —s) C E,, luego E) es abierto y por consiguiente
M. f es medible.

Podemos considerar también el operador maximal cuando el supremo se
toma sobre bolas que no tienen por qué estar centradas en x. Se define la funcion
mazimal no centrada de Hardy-Littlewood de f € L} (R™) por

loc

1 1
Mf(x)= sup —— dy = sup sup —/ z)|dz,
1) = g g [0l =g o S V)

donde en la primera identidad el supremo se toma sobre todas las bolas B
contenidas en R” tal que x € B.
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La medibilidad de Mf, f € L} (R™), es més sencilla de probar que en
el caso centrado pues, siguiendo la misma notacion que antes, basta tener en
cuenta que, para cada x; € E), (A > 0, fijo), existe una bola B tal que z; € B
y B C E/\.

Por otra parte, es claro que, para cada f € L}, (R"), M.f < M f. Ademés,
existe una constante C' > 0 tal que M f < C' M. f. En efecto, sean f € L, .(R™),

y € R", r >0y x € B(y,r). Entonces, B(y,r) C B(x,2r) y m(B(z,2r)) =
2"m(B(y,r)). Por consiguiente,

1 n
m(Bly.1) /B(y,r) R < @) /B@,m 1F(z)ldz,

de lo que se deduce que M f < 2"M.f. Concluimos que
M.f <Mf <2"M.f, fé€ L, (R", (3.3)

por lo que podremos probar la mayoria de propiedades (como acotacién en es-
pacios de Lebesgue) para uno de los operadores maximales y deducirlos para el
otro, utilizando en cada caso la version mas conveniente.
Hemos visto que, para cada f € L} (R"), M.f y Mf son medibles, por
tanto los operadores
M., M : L, (R™) — M(R™).

loc

Ademss, si f € L*®(R"), es claro que ||M.f|lcoc < ||f]l- Por consiguiente, si
probamos la acotacién de M, de tipo débil (1, 1), por el Teorema de interpolacién
de Marcinkiewicz (Teorema 2.20), obtendremos que M, es de tipo fuerte (p,p),
1 <p< oo

Para poder establecer el resultado de acotacién de tipo débil (1,1) es ne-
cesario probar algin lema de cubrimiento, como el Lema de Vitali.

Lema 3.1 (Lema de cubrimiento de Vitali). Sea B = {B;}, una fa-
milia finita de bolas abiertas de R™. FExiste una subfamilia disjunta de bolas
B, Bi,,---,B;, deB tal que

m (LNJ Bi> < 3”Zk:m(Bij).

Demostracion. Nétese que si B 'y B’ son un par de bolas en R™ con interseccién
no vacia tal que el radio de B es mayor o igual al radio de B’, entonces B’ estd
contenida en una bola B que tiene el mismo centro que B, pero su radio es 3
veces el de B.

Escogemos la bola B;; C B que tenga el mayor radio de toda la familia y
eliminamos de B la bola B;, y todas aquellas bolas que la intersecan. De este
modo, todas las bolas eliminadas estdn contenidas en la bola Eil concéntrica
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con B;, y de radio 3 veces el de B;;.

Las bolas restantes de B producen una nueva colecciéon B’ para la cual repetimos
el procedimiento anterior, es decir, elegimos la bola B;, de mayor radio en B’
y eliminamos de esta coleccién a B;, y todas aquellas bolas que la intersecan.
Continuando de esta manera obtenemos, después de a lo sumo N pasos, una sub-
coleccién disjunta de bolas {B;,, Bi,, ..., By, } C B tal que UY, B; C U§:1 B%
Por tanto,

Jj=1 J=1

A continuacién probamos el resultado de acotacién para el operador maximal
centrado de Hardy-Littlewood, siendo el mismo valido para la versiéon no cen-
trada, en virtud de (3.3).

Teorema 3.2. El operador M. es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p),
1 <p<oo. Ademds,

m({z € R": M.f(x) > A}) < %Hf”l, para todo A > 0, f € L'(R™), (3.4)

Y

3"p
M, <2
171 <2 (20

)p Il fe L@, (3.5)

Demostracién. Veamos que M, es de tipo débil (1,1). Sean f € L'(R"), A > 0
y consideramos el conjunto Ey = {z € R" : M.f(x) > A}. Al principio de esta
seccion probamos que el conjunto E) es abierto. Debido a la regularidad de la
medida de Lebesgue, podemos obtener una cota de la medida de F) si estimamos
el supremo de las medidas de los compactos contenidos en E). Sean K C E) un
compacto y x € K. Entonces, existe una bola B(z,r,) C Ej, tal que

1
T /B > (3.6)

Es claro que K C |J, i B(z,75) y por ser K compacto, admite un subrecubri-
miento finito { B,, }~ ;. Del Lema de Vitali se sigue que existe una subcoleccién de

bolas disjuntas, {Bwij }le C {B,,}Y, tal que m (Ufil Bxi> < 3n Z?:l m(Bzij).

Por consiguiente, usando (3.6) y el hecho de que la familia {Bmij M) es disjunta,
se sigue que
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n n 3n
<[ U= [ I < S

:_ . By,
j=1 5

| flloos f € L>®(R™), tenemos que M, estd bien definido en L'(R") + L>*(R")
y del Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz (Teorema 2.20) y su prueba,
conluimos que M. es de tipo fuerte (p,p), 1 < p < oo, y satisface (3.5).

Veamos ahora que M, es de tipo fuerte (p,p), 1 < p < 0o. Como ||M.flle <

O

Como hemos visto, los operadores M, M, estan definidos sobre las funciones
localmente integrables. Sin embargo, para cualquier 0 # f € LY(R"), M.f no
es integrable (de hecho, ni siquiera es localmente integrable). En efecto, sea
0 # f € L'(R"). Entonces, dado 0 < € < || f||1, existe un R > 0 suficientemente
grande tal que fR"\B(O,R) |f(y)|dy < e. Ademads, para cada x € R™ tal que |z| > R,
se tiene que B(0, R) C B(z,2|z|). Por tanto,

1 1Sl — e

M.f(z) > m(B(z. 2a]) /B(OR) [f(y)ldy = 2| z[nm(B(0,1))’

|z > R,

y como xrm p(o,r)(2)|z|™" & L'(R™), concluimos que M. f ¢ L'(R™).
A continuacién probaremos que si f pertenece a un subespacio especial de
funciones de L!'(R"), entonces M.f € L} _(R"). Sea X C R". Decimos que una

loc

funcién medible f pertenece al espacio de Zygmund Llog L(X) si | f|log™ (| f]) €
LY(X), donde log™ t = méx (logt, 0).

Proposicién 3.3. Si B es un subconjunto acotado de R™ y f una funcion con
soporte en B tal que f € Llog L(B), entonces M.f € L*(B) y

[ M)z < 2m(B) + € [ |f(a)|1og" 1w do
B B
Demostracion. Sea B C R™ acotado y f una funcién con soporte en B tal que

f € Llog L(B). Nétese que f € LY(B), pues |f| < méx{e,|f|log™(|f])}. Por
otra parte, en vitud de (2.17),

/BMcf(x)dx = /000 m({z € B: M.f(x) > t})dt
= /OO m({x € B: M.f(x) > 2A})d\

= 2( 1m({x € B: M.f(x) > 2A})dA

+ /00 m({x € B: M.f(zx) > 2)\})61)\)
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<2m(B) + 2/ m({x € B : M.f(x) > 2A})dA
1
Para acotar la integral de la derecha, descomponemos f como f = f; + f,
donde fi = fX{zeB: |f@@)>x} ¥ f2 = f — f1. Entonces, {x € B : M.f(z) > 2\} C
{z € B: M.fi(xz) > A}, luego
C
m({x € B: M.f(z) >2\}) <m({zx € B: M.fi(x) > \}) < XHleLl(Rn),

pues M.f; es débil (1,1). Por tanto,

[WmHmEB:Mﬁhﬁ>2&MA</W<§A;BﬂMMJ()MQdA

max {|£(2)|1}
<c/uf|/ Am

e / (@) log* | £(2)|de.

Concluimos que / M. f(z)dx < 2m(B) + C/ |f(z)|log™ | f(x)|dx.
B B

O

Observacion 3.4. En el Teorema 3.2 probamos que existen unas constantes
Cy, Cyp > 0 tales que

m{z e R": M.f(x) > \}) < CTHle, para todo A > 0, f & L'(R"), (3.7)
IMefllp < Copllfllp,  f € LP(R?). (3.8)

Una pregunta importante para la comunidad matematica es si dichas constantes
en el Teorema 3.2 son Optimas y la respuesta es negativa. De hecho, ain es
un tema de estudio el obtener las constantes éptimas en cualquier dimension
y si estas realmente dependen de n. En 1982, Stein en [14] dio un argumento
para eliminar la dependencia de n en la constante para (3.8), pero su método
no servia para la desigualdad (3.7). Un ano maés tarde, Stein y Stromberg en
[16] demostraron que en (3.7) la constante puede ser tomada con dependencia
polinomial en lugar de exponencial, es decir, se puede conseguir dicha cota con
C,, = C n, para cierta constante C' > 0. En dimensién 1, Melas en [9] determiné
que la constante éptima en (3.7) es %ﬁi. En el caso del operador maximal no
centrado en dimensién 1, la constante 6ptima en (3.7) es 2, véase [1], y en (3.8)
la constante viene determinada en [6].
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3.2. Aplicaciones del Teorema maximal

3.2.1. Teorema de diferenciacion de Lebesgue

El Teorema de diferenciacion de Lebesgue es una generalizacion del Teore-
ma Fundamental del Cdlculo, que recordemos que rezaba que si f es una funcion
continua en un intervalo [a,b], a,b € Ry F(z) := [ f(t)dt, x € [a,b], entonces
F es diferenciable en (a,b) y F'(z) = f(z), para todo x € (a,b). Sean f una
funcién en las condiciones del teorema anterior y x € (a,b). De la definicién de
derivada y de F', tenemos que F'(x) = f(z) si, y sélo si,

F(z +h) — F(x) S pyde = [T ()t

hlgél+ h - hli%l+ h
1
= lim — t)dt = . .
fim g [ gwd=sw. 39)

La ecuacién (3.9) también puede escribirse en términos de diferencias simétricas,
esto es,

 Fle+h) —F(z—h) |
/ _ — { R —=
F <:C> N hhjélJr 2h o hhj(r)g‘ 2h /[;B—h,x-i-h] f(t)dt f<x>

Como m([z — h,z + h]) = 2h, podemos escribir la igualdad anterior como

fm / F(tydt = f(x),

m(D—0+ m(I) J;
donde I =[x — h,z + h], y su versién n—dimensional seria

1
lim — dy = f(x). 3.10
/B Wy = @ (3.10)

r—0t m(B(z,r))

El Teorema maximal (Teorema 3.2, ecuacién (3.4)) nos permite extender (3.10)
para funciones localmente integrables.

Teorema 3.5 (Teorema de diferenciacién de Lebesgue). Si f € L] (R™),
entonces

, 1 n
Tlif[%_ [m \/B(xﬂd) f(y)dy:| = f(l‘), ct. x € R"

Demostracion. Como para cada x € R™ y r > 0 se tiene que

1
0 < \—m( L /B Sy 1@

m(B(z,r))

/B ) = )y
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1
BT o 10 = Pl

vamos a probar que

<

, 1
58 (w7 S
Es suficiente probar el resultado en L'(R™). En efecto, si para cada k € N el
resultado es cierto para fxp, o) € L'(R™) excepto en un conjunto de medida
nula E},, entonces el resultado es cierto para f € L (R") excepto en Uy, Ey,
donde m (U2, Ey) = 0.

En primer lugar, vamos a probar el teorema para funciones f € C.(R").
Sea f € C.(R"), x € R" y € > 0. Existe 6 > 0 tal que para |z — y| < J, se tiene
que |f(x) — f(y)| < e. Por tanto, para cualquier r < §, obtenemos que

\f(y) — f(x)|dy| =0, ct. xeR"

1 1
S o = f@ly < s [y

Supongamos ahora que f € L'(R") y sea ¢ > 0. Como el espacio de funciones
Ce(R™) es denso en L'(R™), existe g € C.(R") tal que ||f — gz < 5.
Notese que, para cualquier x € R" y r > 0,

1
(B ) /B(m) |f(y) — f(2)|dy

1 1

< Bty o, 0 sty s | o) ooy
1

BT o, 90 S

Teniendo en cuenta que lim

1
r—0+ m(B(ZE, T)) /B(x,r)

lg(y) — g(x)|dy = 0, obtenemos
que
I 1 /
m |[—————
r—0t | m(B(x,7)) J

Por consiguiente, fijado o > 0, se verifica que

) — f(as)\dy] < Mo(f—g)(@)Hg(o)—f(x)], =R

" lim —1 — f(x «
lrems i g, [, =1t i > 20
Cl{z eR": M.(f —g)(z) >a}U{x eR": |f(x) —g(z)| > a}.

Por un lado, como f,g € LY(R™) y ||f — gll;x < §, de la desigualdad de
Chebyshev, (2.7), tenemos que
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m({r € B : [1(2) —g(a)] > a}) < <

Por otro lado, Teorema 3.2, tenemos que

m({r €R": M(f —g)(w) > a}) < O F

Concluimos que

(e ey [, 10 sk > 20}) <

C
—e.
a

O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que, para cada f € L, (R"),
£(2)] < Mof(a), et 7 € R

3.2.2. Acotacion en LP de otros operadores

El operador maximal de Hardy-Littlewood es de gran importancia porque
mayora a ciertas familias de operadores, como los nicleos de sumabilidad (o
aproximaciones de la identidad), por lo que algunas de sus propiedades, como la
acotacion en espacios LP y la convergencia en casi todo punto, pueden transferirse
a dichas familias.

Proposicién 3.6. Sea K € L'(R"™) una funcion no negativa, radial y decreciente
y {K}eso una aprozimacion de la identidad construida a partir de K como en
(2.5). Entonces, para cada f € L'(R"),

su%)\Ke*f(:cﬂ < ||K|1M.f(x), =R
€e>

Demostracion. En primer lugar, notese que como K es una funcién integrable,
no negativa, radial y decreciente, puede aproximarse por funciones simples de la
forma k;(z) = Zf\;ﬂl aixB(os,) (), donde a; > 0,y r; > 0,7 =1,...Nj, tal que
kj <kji1,jeN,ykj(xz) = k(x), c.t. € R". Del Teorema de la Convergencia
Monétona (Teorema 1.7) se sigue que k; — K en L'(R™) cuando j — co.

Por consiguiente, vamos a probar el resultado para las funciones simples de
la forma anterior. Sea k(x) = Zf\;l aiXB(os,) (), € R", donde a; > 0, r; > 0,
para todoi = 1,2, ..., N. Entonces, teniendo en cuenta (1.1) y (3.2), obtenemos

(k5 ) = 30 aim(BO.1)) s (oo * 1)@

» 1

_ /Rn k(x)dz (m(XB(O,n) * f)(x))
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< kW M.f(z), =R

Notese que si en lugar de k consideramos ahora la funcién dilatada k., € > 0, el
resultado sigue siendo cierto, pues para cada € > 0, k. es también no negativa,
radial y decreciente y ||k|| = ||k||1. Por consiguiente, hemos probado el resultado
para la sucesién de funciones simples k; . := einkj (f), 7 € N,y e >0 que hereda
las propiedades de monotonia de k; y converge a K. puntualmente y en norma
L*(R™). Por consiguiente, para cada € > 0,

(Kex f)(@) = lm (kje  f)(z) < lm [kl Mef(2) = | K[ Mcf(2), = €RT,

j—00
y esto concluye el resultado.
O

Como consecuencia de la proposicién anterior y de las propiedades de acota-
ci6n de la funciéon maximal centrada (Teorema 3.2) podemos probar el siguiente
resultado.

Proposicién 3.7. Sean K € L'Y(R™) y ¢ una funcién integrable, no negativa,
radial y decreciente, tal que |K(x)| < |p(x)| en casi todo x € R™. Entonces, para
cada f € L} (R™), la funcidon mazimal sup., |(K. * f)| es de tipo débil (1,1) y
fuerte (p,p), 1 < p < oo, donde {K_ }e~o €s una aproximacion de la identidad
construida como en (2.5).

Demostracion. En primer lugar, notese que, para cada € > 0

(K f)(@)| < [(¢e * f)(2)], ct.xeR™

Por tanto, de la proposiciéon anterior, deducimos que
sup (¢ = [)(@)] < |01 Mcf(x), xR
€>

Ahora, la acotacion débil (1,1) y fuerte (p,p), 1 < p < oo, para sup |(K. * f)]
se deduce de las propiedades del operador M, recogidas en el Teorema 3.2.

0

Finalmente, presentamos el resultado de convergencia en casi todo punto para
la convolucién de aproximaciones de la identidad, como consecuencia de los
resultados anteriores y del Teorema 2.19.

Proposicién 3.8. Sean f € LP(R"), 1 <p < oo (0o f € Co(R")), K € L'(R")
una funcion no negativa, radial y decreciente y {K.}e~o una aprozimacion de la
identidad construida a partir de K como en (2.5). Se tiene que

lim(K, « f)(z) = ( / ) de) flz) ct.zeR™
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Demostracion. Sea v > 0 y supongamos que f € C.(R™) y ||[K]||; > 0. De la
continuidad de f sabemos que existe un 6 > 0 tal que [f(z —y) — f(2)| < 7,
para cada x,y € R" tal que |y| < J. Por consiguiente, usando que || K|, = || K1,
€ > 0, tenemos que

i (Kex f) () = (/ de) flz)] < lim s K(W)|f(x —y) — f(z)|dy
+ lim Ky f(x —y) — f(x)|dy

e—0t ly|>6

<7+ 2| flleo lm Ke(y)dy

e—0 ly|>5
=7, z€R",

donde en la ultima igualdad hemos hecho uso de la propiedad 3 de aproximacién
de la identidad.

Por consiguiente, el resultado es cierto para funciones continuas y de sopor-
te compacto. Como C.(R") es denso en LP(R"), 1 < p < oo, usando la Proposi-
cién 3.7 y el Teorema 2.19 se concluye el resultado para funciones f € LP(R™),
1 < p < oo. Para funciones f € Cy(R™) la prueba seria andloga al caso C.(R™).

O

Como caso particular del resultado anterior, podemos deducir que la convolucién
del nicleo de Gauss-Weierstrass o del Poisson (ver ejemplos 2.13 y 2.14) con
una funcién f, perteneciente a uno de los espacios anteriores, converge en casi
todo punto a f.

3.3. Otros operadores maximales de Hardy-Littlewood

3.3.1. Operadores maximales de Hardy-Littlewood sobre otros
conjuntos

Hasta el momento hemos considerado el operador maximal de Hardy-
Littlewood en bolas (centradas o no) de R™. Sin embargo, podemos definir este
operador en otros conjuntos. Denotamos por Q(z,r) al cubo abierto centrado
en r € R" y de lado 2r. Definimos la funcion mazimal centrada en cubos de
f € L (R™) como

loc

1
M f(z) = sup ———
S = @)
Noétese que si n = 1, entonces M. y M. coinciden, pues los cubos y las bolas en
dimensién 1 son el mismo objeto. Si n > 1 estos dos operadores son equivalentes,
es decir, existen constantes C,,, ¢, > 0 tales que

/ |f(y)ldy, = e€R" (3.11)
Q(z,r)
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cnMif(x) < Mof(x) < CoMf(z), x€R™

En efecto, sea f € L} (R™). Como para cada x € R", y r > 0 se tiene que
B(xz,r) C Q(z,7) y m(Q(x,r)) = 2"r", podemos escribir

1 2mpm 1
ity o o< s i

on 1
A d
S%mmW»AMV@”’

T

donde hemos usado que m(B(z, 1)) = w,r", w, = (—7;1) Tomando supremos

en ambos lados, obtenemos que M.f < 2-M!f. Por otra parte, como para cada

172
deducimos que M/f < 2 M.f. Por consiguiente, £— o MU < Mof < EMf.,
esto es, M.y M/ son operadores equivalentes.

También podemos definir la funcién maximal en cubos no centrados, esto
es,

x € R" yr > 0 se tiene que () (w QT’) C B(x,r), procediendo como antes,

M'f(x) = sup —— /If )|dy,

QC]R" m

donde el supremo se toma en todos los cubos () que contienen a x. Procediendo de
manera analoga a la prueba de (3.3), se demuestra que M. y M’ son operadores
equivalentes, por lo que M., M, M. y M’ son operadores equivalentes, y las
propiedades de acotacion de uno, como el Teorema 3.2, puede transferirse a
los otros. Ademas, la medibilidad de M.f y M'f, f € LlOC(R"), se prueba de
la misma manera que probamos la medibilidad para las funciones maximales
andlogas definidas en bolas.

Pueden definirse operadores maximales de tipo Hardy-Littlewood con res-
pecto a otro tipo de conjuntos, distintos de cubos y bolas, pero para que se
puedan transferir los mismos resultados de acotaciéon que hemos visto con los
operadores anteriores, tal familia de conjuntos debe cumplir ciertas propiedades
geométricas. Por ejemplo, si en lugar de cubos considerasemos las familias de
todos los rectangulos con lados paralelos a los ejes que contienen al punto z, la
desigualdad de tipo débil (1,1) (y la existencia del limite en casi todo punto)
fallarfa. Sin embargo, si a esta familia de rectangulos les imponemos una condi-
cién geométrica que veremos a continuacion, la acotacién de tipo débil (1, 1) serfa
cierta. Sea x € R". Se dice que una familia de conjuntos de Borel {Uy,},., C R"
tiene excentricidad acotada en x si, para cada « > 0, U, C B(z,«) y existe una
constante C' > 0 tal que m(U,) > C m(B(z, «)).

Notese que los conjuntos pertenecientes a las familias con excentricidad
acotada en un punto z estan contenidos en bolas centradas en x y su medida es
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comparable a la de dichas bolas centradas en z. Por consiguiente, el operador
maximal definido en estos conjuntos de excentricidad acotada estara mayorado
por el maximal centrado en bolas y por consiguiente heredara de este tltimo sus
propiedades de acotacion y convergencia.

3.3.2. Operadores maximales de Hardy-Littlewood en otros
espacios de medidas

En esta subseccion vamos a estudiar las propiedades del operador maximal
de Hardy-Littlewood definido con respecto a medidas borelianas no negativas
en R".

Sea 1 una medida boreliana no negativa en R" y f € L] (R™). Definimos
la funciéon maximal centrada de Hardy-Littlewood de f por

M f(x) = sup !

>0 W/B(x’r) |f(W)ldu(y), = €R",

y la versiéon no centrada por

M2 f) = sup — o [ 1f)ldnty), o € R
Berr: f(B) Jp
zeB

Independientemente de si el operador es el centrado o no, es claro que los ope-
radores M# M* : L>®(R", pu) — L*>°(R™, ) son acotados, es decir, son de tipo
fuerte (00, 00). Por consiguiente, en virtud del Teorema de interpolacién de Mar-
cinkiwicz (Teorema 2.20), lo deseable es establecer la acotacién débil (1,1) de
estos operadores para asi poder deducir la acotacion fuerte (p,p), 1 < p < 0.
En este contexto de medidas mas generales, vamos a observar que el hecho de
ser centrado o no y la dimensién n del espacio en el que estemos trabajando
van a jugar un papel importante. En particular, si el operador es centrado, no
tendremos que anadir ninguna condicién adicional a la medida, mientras que si
el operador es no centrado, necesitaremos que la medida sea un poco mejor.

En la Seccién 3.1, probamos el Teorema 3.2 gracias al lema de cubrimiento
de Vitali, que esta formulado con respecto a la medida de Lebesgue. Al estar aho-
ra en un contexto mas general, necesitamos de un lema de cubrimiento que sea
valido para las medidas que vamos a trabajar y este es el Lema de Besicovitch,
cuya prueba puede encontrarse en [3].

Lema 3.9 (Lema de cubrimiento de Besicovitch). Sean A un subconjunto
acotado de R™ y {B(x,73)}rea, con v, > 0, para cada x € A, una familia de
bolas abiertas centradas en los puntos de A. Existe una subfamilia de bolas a lo
sumo numerable {B(x;,7¢;)}jes y una constante K, > 0, que sélo depende de
la dimension, tales que
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(a) A C UjeJB(.Q’,'j’ij)’
(b) ZjEJ XB(xjvrzj)(y) S Kn, y € RTL

Este lema también es valido para familias de cubos en lugar de bolas.

Teorema 3.10. Sea p una medida boreliana no negativa en R". El operador M
es de tipo débil (1,1).

Demostracion. Sean f € LY(R",u), A > 0y B\ = {& e R": M\ f(z) > \}.
Nuestro objetivo es ver que p(E)) < S| f||p1(zn ), para cierta constante C;, > 0.
Para ello, probaremos primero que, para cada R > 0, u(Ey r) < %||f||L1(Rn7H),
donde E\ p = {z € B(0,R) : M!f(x) > A}

Sea R > 0. De la definicion del operador maximal tenemos que, para cada
x € E) r existe una bola B(z,r,), r, > 0, tal que

1
m/ﬂmm |f()ldu(y) > A

Del Lema de Besicovitch deducimos que existen una subfamilia a lo sumo nume-
rable { B(x;,7.;)}jes v una constante K, > 0, tales que Exr C UjesB(zj,74;)
y Z].GJ XB(zj’rzj)(y) < K,, y € R". Por consiguiente,

TEVED WEERES S Oy BN

jeJ jeJ B(zjra;)

1 K,
=3 | Y s @) < S
" jed

Como Eyxr C E\xpu1y BN = U?Zl E g, de la Proposicién 1.1 concluimos que

, K,
w(Ey) = A (Exr) < THfHLl(R",M)'

4

En cuanto al operador no centrado, si la dimensién es n = 1, los resultados
de acotacion siguen siendo vélidos sin anadir ninguna hipdtesis extra sobre la
medida.

Teorema 3.11 (Sjogren,[12]). Sea u una medida boreliana no negativa en R.
El operador M* es de tipo débil (1,1).

En [12] Sjogren probé el Teorema 3.11 utilizando un argumento geométrico
que no es valido para dimensiones mayores, n > 1. De hecho, en dicho trabajo
dio un contraejemplo de una medida p para la cual, en dimension n = 2, M*
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no es de tipo débil (1,1). Dicha medida en cuestion es la Gaussiana estandar
2?4 y?
du(z,y) = e 2 dxdy.

El hecho de que en general no se verifique la acotacién de tipo débil (1,1)
para el operador no centrado en R™ n > 1, dificulta la prueba de la acotacién
fuerte (p, p) para dicho operador. Sin embargo, se conocen resultados parciales,
para los cuales M* es de tipo fuerte (p,p), 1 < p < oco. Véase por ejemplo [8] y
[13]. De hecho, en [13] los autores prueban que, con la medida Gaussiana, M*
es de tipo fuerte (p,p), 1 < p < oo.

Veamos qué propiedad adicional podemos imponer a la medida para que

se verifique el Teorema Maximal (acotacién débil (1,1)) en cualquier dimensién
para el operador no centrado.
Decimos que una medida p es doblante, si u(B(z,2r)) < Cu(B(z,r)) para ca-
da z € R" y r > 0. No6tese que la medida de Lebesgue es doblante, pues
m(B(z,2r)) = 2"m(B(z,r)) para cada z € R" y r > 0. Sin embargo, la me-
dida Gaussiana no es doblante. La ventaja de trabajar con medidas doblantes es
que nos permite comparar la medida de cualquier bola dilatada B(z, ar), a > 0,
(o cubo) con la bola B(z,r), a > 0, (o cubo) original. Ademads, si la medida es
doblante, podremos establecer la equivalencia entre estos operadores maximales
M# y M" y sus analogos en cubos (si la medida no es doblante esto no tiene
por qué ser cierto).

Teorema 3.12. Sea i una medida boreliana no negativa y doblante en R™, n >
1. El operador M* es de tipo débil (1,1).

Demostracidn. Sean f € L'(R",u), A > 0y E\ = {z € R": M"f(x) > \}. Al
igual que en la prueba del Teorema 3.10, probaremos el resultado primero para
Exr = {x € B(0,R): M"f(x) > A}, R > 0, para luego deducir el resultado
para F).

Sea R > 0. De la definicion del operador maximal tenemos que, para cada
x € E) g existe una bola B, = B(z,,1,), para ciertos z, € R, y r, > 0, tal que

re B,y
1

7 L 1 wldn) > A

Nétese que, para cada © € E\ g, B, = B(z:,7,) C B(x,2r,) C B(2,3r:) y
como la medida p es doblante, existe una constante C' > 0 tal que

N 1(B(z;,372)) 1
u(B(z,2ry)) /B@,m)my)'d” ) 2 w(B(ze,12)) p(B(z,2rs)) /B(&%)V W)ldu(y)
w(B(z,2r,)) 1
= (B (e ra) 1B, 2r)) /B@,M 1 W)lduly)

1
> m/&z%m |f(y)]du(y) > A
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Ademds, es claro que E\ p C Uzep, B(x,2r,). Del Lema de Besicovitch dedu-
cimos que existen una subfamilia a lo sumo numerable {B(z;,2r,,)}jes y una
constante K, > 0, tales que E\ g C UjesB(x;,2r,,) y Z].GJ XB(%gTIj)(y) < K,,
y € R". Por consiguiente,

1
p(Bn) < Y (Bl 20)) < 5 [ oty )L F )l duy)
- R <
JjeJ jeJ
K,
< T||f||L1(Rn,u)-

Como Exp C Expn1y By = U;ozl E)y g, de la Proposicién 1.1 concluimos que

) K,
w(Ey) = P}glgo (B r) < THf”Ll(R”,u)'

3.4. Pesos AP de Muckenhoupt y teorema de
extrapolacién en LP(R", wdx)

Finalizamos esta memoria dando unas pinceladas acerca de una tltima apli-
cacion de los resultados probados para el operador maximal de Hardy-Littlewood
y su importancia para probar un resultado muy potente en el andlisis armoénico
y funcional: el teorema de extrapolacion.

Los espacios L” con pesos son espacios LP(R"™, du), donde la medida du(z) =
w(x)dx, v € R", para una cierta funcién no negativa y localmente integrable w
que se denomina peso. Si w es un peso, entonces definimos

w(F) = / w(z)dz, para todo E conjunto medible.
E

Por consiguiente, para cada 1 < p < oo,

PR, w(z)dz) = {f RS R: (/ |f|pwdx)’1’ < oo} |

En 1972, Muckenhoupt en [10] caracterizé los pesos w para los que el operador
maximal de Hardy-Littlewood no centrado en cubos estéd acotado de LP(R"™, wdx)
en sf mismo, 1 < p < oo, y de L'(R",wdz) en L*°(R", wdx). Recordemos que,

para f € L, .(R™), la funcién maximal no centrada en cubos se define como

) = sup :
VA= 20 g [ 1wy, er
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y que es equivalente a la funciéon maximal centrada en cubos, asi como a las
funciones maximales centradas y no centradas en bolas (estamos considerando
la medida de Lebesgue).

Teorema 3.13 (Proposicién 7.1, [4]). Sea M’ el operador mazimal no cen-
trado (en cubos).

(a) M’ estd acotado en LP(R™ wdx), 1 < p < oo, si, y sdlo si, para cualquier
cubo Q C R™, existe una constante C' > 0 independiente de Q) tal que

(i o0 (s /. wl%dw)p—l <c. @

(b) M’ estd acotado de L*(R",wdz) en L1*°(R™, wdx) si, y sdlo si, para cualquier
cubo Q C R™ tal que x € () existe una constante C' > 0

wl@) < Cw(zx), ct.zeQ. (3.13)

m(Q)
Observacion 3.14. La condicién (3.12) se conoce cominmente como la condi-
cion A, y (3.13) se conoce como condicion A;. Ademas, (3.13) es equivalente a
Mw(z) < Cw(x), ct. x € R™. A los infimos de las constantes C' que cumplen
(3.12) y (3.13), se les conoce como constantes A, y Ay del peso, respectivamente.

Uno de los ejemplos mas sencillos de pesos lo encontramos en w(z) = |z|* €
Ajsi-—n<a<0yw) =|z|*€ A, si —n < a < n(p — 1), donde =z € R™.
Ademds, si o > —n, la medida du(z) = |z|*dx es doblante.

El siguiente resultado recoge propiedades muy importantes acerca de los
pesos A, y que seran fundamentales para la prueba del teorema de extrapolacién.

Proposicién 3.15 (Proposicién 7.2, [4]). Sean 1 < p < q.
(a) Ay C Aq

(b) Si wo,wr € Ay, entonces wow, P € A,.
(c) Un peso w € A, si, y sdlo si, w'™ € Ay,

Es natural preguntarse si el reciproco en el apartado (b) de la proposicién anterior
es cierto, esto es, si todo peso w € A, puede expresarse como producto de dos
pesos de A; y la respuesta la encontramos en el Teorema de factorizacion de
Pesos.

Teorema 3.16 (Factorizacién de pesos, [11]). Supongamos que w € A,,

1 < p < 00, entonces podemos encontrar wg,w, € Ay tal que w = wowifp.

Los dos resultados anteriores seran fundamentales en la prueba del teorema de
extrapolacion, combinados con el siguiente teorema, por el cual nos dice como
construir pesos A; (y por consiguiente pesos A,, 1 < p < 00) en términos de la
funcién maximal M'f, f € L} (R™).

loc
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Teorema 3.17. Para cada f € L}, (R") tal que M'f(z) < oo en casi todo = €
R™ y cada 0 < § < 1, se tiene que w(x) = (M f(x))? es un peso Ay, con constante
Ay sélo dependiendo de 0. Reciprocamente, para cada w € Ay, existe una funcion
feLL. (R, un0<d<1yunafuncion K tal que K, K~* € L*(R"), de modo

que w(z) = K(x)(Mf(z))’.
Los resultados anteriores nos permiten construir pesos en A,, para todo p >

1. Esta construccion resulta esencial para probar el Teorema de Extrapolacion,
que enunciamos a continuacién y cuya prueba puede encontrarse en [4, Teorema

7.9].

Teorema 3.18 (Teorema de Extrapolacién). Sea 1 < r < co. Si T es un
operador acotado en L"(R™, wdx), para cada w € A,, cuya norma solo depende
de la constante A, de w, entonces para cualquier w € A,, T estd acotado en
LP(R™, wdzx), 1 < p < o0.
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this work we will study the Hardy-Littlewood maximal operator,
its boundedness in Lebesgue spaces and some applications to
mathematical analysis. First, we will show some results of mea-
sure theory and Lebesgue spaces theory that will be crucial for
the development of the work. Next, we will introduce the Hardy-
Littlewood maximal operator and we will prove its weak type (1, 1)
and strong type (p,p), 1 < p < oo, boundedness results. We will
study other versions of this maximal operator, changing the inte-
gration sets and the measure and we will prove the Lebesgue’s
Differentiation Theorem, the boundedness properties and conver-
gence of the summability kernels, and other applications.

1. Introduction

He Hardy-Littlewood maximal operator is one of the most sig-

nificant maximal operators in mathematical analysis. It can be
used to study the boundedness of other operators and to obtain
almost everywhere convergence results for the integral means of
a function.
The main objective of this work is the study of the Hardy-
Littlewood maximal operator (centered and non-centered) on dif-
ferent integration sets (balls, cubes, rectangles, etc.), formulated
with respect to the Lebesgue measure and other more general
measures. We will prove its boundedness in Lebesgue spaces
and explore some of its applications in mathematical analysis.

2. Outline of the first chapter

N the first chapter, we will recall the results and basic defini-

tions of measure theory. We define measurable spaces, mea-
sure spaces, and show their most important properties. We con-
clude by defining abstract integration of measurable functions and
proving three of the most important results of integration theory:
Monotone convergence Theorem, Fatou’s Lemma and Dominated
convergence Theorem.

3. Outline of the second chapter

THe second chapter is devoted to the study of Lebesgue
spaces. Let (X, M, ;) be a measure space and 0 < p < oo.
Let LP(X, i) denote the space of measurable functions f : X — C
such that 1

1= | [1Pa]" <o 0<p <o
and
1f]loo := ess/sg)( |f(@)|=inf{a>0:pu{ze X :|f(z) >a})=0}.

For every 1 < p < oo, LP(X, 1) are Banach spaces.

Some important inequalities for Lebesgue spaces are the follow-
ing.

Hoélder inequality Let 1 < p,q < oo such that % +% =1. If
fe LP(X,p)and g € LI(X, ) then fg € LY(X,p) and | fg1 <
Il fllpllgllg- The equality is true if, only if, | f|P = Slg|?a.e. z € X,
for some constants «, 8, with a8 # 0.

Young’s inequality Let 1 < p,q,r < oo, such that £ +1 =14 1.
If f € LP(R") and g € LYR"), then f*g e L"(R™) and |[f * g||,» <
1£ lpllgllg-

In general it is not true that LP(X, 1) € LY(X, u), p # ¢, instead we
have the following result.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de junio, 2023

Proposition For 0 < p < ¢ < r < o0, we have that

LP(X, ) VI (X, ) © LI(X, ) © DP(X, 1) + L' (X, p).

Let (X, u) and (Y, v) be measurable spaces, 0 < p < oo, and T
be an operator defined from LP(X, ;1) to the space of measurable
functions from Y to C. We say that 7" is weak (p, ¢), ¢ < oo, if there
exists a constant C' > 0 such that

Y
y({er:\Tf(y)|>)\})§<%) , A>0.

T is strong (p, ¢) if it is bounded from LP(X, u) to LYY, v).

The following theorem allows us to extend the LP boundedness
properties, p € (py, p1), for a sublinear operator whenever we know
its weak (pg, pg) and (p1, p;) boundedness properties.
Marcinkiewicz theorem Let (X,u) and (Y,v) be measurable
spaces, 1 < py < p1 < oo, and T be a sublinear operator from
LP(X, u) + LPY(X, 1) to the space of measurable functions on Y.
If T is weak (pg, pg) and weak (p1, p1), then T is strong (p, p) for ev-
ery pp < p < p; and HTf||L,J<y7l,) < M||f||L,J(X,M), for some M > 0.

4. Outline of the third chapter

N the third and final chapter of the work, we introduce the Hardy-
Littlewood maximal operator and study its properties.
Let f € L}OC(R”). The centered Hardy-Littlewood maximal func-
tion of f is defined as follows

1 n
Mcf(z) = f;‘%m/]}(zm) |f(y)ldy, zeR"™

Proposition For every f € L}OC(]R"), M.f is measurable.
Theorem The operator M, is weak type (1,1) and strong type
One of the main consequences of this result is the Lebesgue’s
Differentiation Theorem, which is a generalization of the Funda-
mental Theorem of Calculus.

The Lebesgue Differentiation Theorem If f € L}OC(R”), then

L
m(B(z,r))

im
r—0*

/ f(y)dy} — f). ae.zcR
B(x,r)

Let 1 be a non-negative Borel measure on R and f € L}OC(]R").
We define the centered Hardy-Littlewood maximal function of f as

IF f(2) = su - i y),
MES@) = s gy [ W)

Theorem Let i be a non-negative Borel measure on R”. The op-
erator M is of weak type (1, 1) and strong type (p,p), 1 < p < oo.
We will also consider the non-centered Hardy-Littlewood maximal
function M* f(x) = sup L/ If(y)ldu(y), zeR™
BCR: u(B) Jp
S

If the measure . is doubling, that is p(B(z,2r)) < Cu(B(z,r)) for
each z € R" and r > 0, then M} ~ M, so they have the same
boundedness properties. If 1 is not doubling, then both operators
are not equivalent and M is not of weak type (1, 1) in general.
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