
Simulación numérica
de cápsides víricas con modelos de

grano grueso

Manuel Martín Bravo

Departmento de Física
Universidad de La Laguna

Tesis Doctoral

Bajo la supervisión de
Dr. Javier Hernández Rojas

Dr. José María Gómez Llorente

2022





Dedico esta tesis a mis padres y a mis abuelos, a los vivos y a los ya fallecidos.





Declaración

Por la presente, declaro que, salvo que se haga referencia específica al traba-
jo de otros, el contenido de esta tesis doctoral es original y no se ha presentado
en su totalidad o en parte para su consideración para cualquier otro título o
calificación en esta o en cualquier otra universidad. Esta tesis doctoral es mi
propio trabajo y no contiene nada que sea el resultado del trabajo realizado
en colaboración con otros, excepto como se especifica en el texto y Agrade-
cimientos. Esta tesis doctoral contiene menos de 65.000 palabras, incluidos
apéndices, bibliografía, notas al pie, tablas y ecuaciones y tiene menos de 150
figuras.

Manuel Martín Bravo
2022





Agradecimientos
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Resumen

Esta tesis trata sobre la estructura, la dinámica de modos normales y la res-
puesta mecánica frente a hendimientos de virus icosaédricos. El objetivo es
caracterizar estas propiedades mediante modelos de grano grueso.

Las estructuras geométricas de cápsides icosaédricas de una y varias capas
se reproducen con éxito mediante la definición y optimización global de las co-
rrespondientes funciones de diseño, las cuales han tomado formas simples. Las
subunidades de la cápside se identifican primero como unidades constituyen-
tes a una determinada escala de grano grueso. Estas unidades se toman como
partículas puntuales situadas en un número adecuado sobre superficies esféri-
cas concéntricas. En la definición de la función de diseño, primero se asigna un
coste a los empaquetados esféricos de las partículas, que es mínimo cuando
éstos son óptimos. A tal efecto, se toma el problema de Thomson como mode-
lo de función de coste, donde se minimiza la energía potencial electrostática
entre partículas cargadas idénticas. En algunos casos es necesario incorporar
restricciones de simetría icosaédrica como campos externos que actúan sobre
las partículas. Sin embargo, las funciones de coste más sencillas pueden ob-
tenerse separando las partículas en conjuntos disjuntos no equivalentes con
interacciones distintas, o introduciendo huecos (ausencia de partículas) que
interaccionen entre sí y con las partículas reales. Estas funciones pueden adap-
tarse para reproducir cualquier estructura de la cápside que se encuentre en los
virus reales. Las estructuras ausentes en la naturaleza requieren diseños signifi-
cativamentemás complejos. Se asignanmedidas de contenido de información
y complejidad tanto a las funciones de coste como a las geometrías de la cáp-
side. En términos de estas medidas, las estructuras icosaédricas y las funciones
de coste correspondientes son las soluciones más simples.

Por otra parte, se presenta unmodelo teórico de grano grueso demínima re-
solución (escala de capsómeros) para el estudio de las propiedades dinámicas y
mecánicas de las cápsides icosaédricas de los virus. En este modelo, la cápside
se representa como un sistema de muchos cuerpos que interactúan entre sí



X

y cuyos elementos son subunidades de la cápside (capsómeros), que se tratan
como cuerpos rígidos tridimensionales. La energía potencial de interacción to-
tal se escribe como una suma de las interacciones capsómero-capsómero por
pares. Se propone una interacción binaria anisótropa mínima y completa que
incluye una matriz hessiana de constantes de fuerza independientes. En este
modelo de interacción, los capsómeros tienen simetría axial de orden 𝑛 > 2. El
modelo completo de grano grueso preparado para describir adecuadamente
la respuesta lineal del sistema se aplica para analizar el espectro demodos nor-
males de baja frecuencia de la cápside icosaédrica 𝑇 = 1 del Virus Satélite de
la Necrosis del Tabaco (VSNT). Los parámetros del modelo se ajustan para que
el espectro de frecuencias coincidia con el predicho por los cálculos atomísti-
cos de Dykeman y Sankey [Dykeman and Sankey, Phys. Rev. Lett., 2008, 100,
028101]. Dos opciones de capsómeros son compatibles con la simetría ico-
saédrica de la cápside, a saber, pentones (𝑛 = 5) y trímeros (𝑛 = 3). El modelo es
capaz de descubrir inestabilidades latentes cuyo análisis es congruente con los
conocimientos actuales sobre la cápside del VSNT, que no se autoensambla en
ausencia de ARN y es térmicamente inestable. La sencilla generalización y sim-
plificación del modelomás allá del régimen lineal y su exhaustividad lo convier-
ten en una herramienta prometedora para interpretar teóricamente muchos
datos experimentales, como los que un Microscopio de Fuerza Atómica (MFA)
puede proporcionar, o incluso para comprender mejor procesos alejados del
equilibrio, como el autoensamblaje de la cápside. En particular, se ha compro-
bado que es capaz de reproducir el hendimiento del Virus Diminuto del Ratón
(VDR) dentro del error experimental, revelando además, las diferentes propie-
dades del proceso en función del eje de simetría sobre el que se lleve a cabo
el proceso. Los parámetros óptimos de la generalización del modelo fuera del
régimen lineal se obtienen mediante la minimización de una función de error
con base en los datos experimentales disponibles, a saber, la constante elástica,
eje por eje, la hendidura crítica promedio y la imposición de que la energía total
de la cápside coincida con la dada por interacciones binarias de corto alcan-
ce, favoreciendo que sólo sean relevantes a primeros vecinos. Las interacciones
a segundos vecinos son consecuencia únicamente de la forma del potencial
y, tras optimizar los parámetros del modelo, se logra que éstas resulten des-
preciables, de manera que los capsómeros interaccionan entre sí por contacto,
como cabe esperar. Las constantes de fuerza óptimas ajustan razonablemente
más allá de la configuración de mínimo global.
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Capítulo 1

Introducción

Los virus se encuentran entre los sistemas biológicos más simples pero con
complejidad suficiente a escala molecular como para desarrollar procesos no
triviales como el autoensamblaje y la autorreplicación. Estos sistemas se carac-
terizan por presentar una cápside o cápsida, es decir, una envoltura proteica
que encierra y protege el material genético (ARN o ADN), y desempeña un
papel esencial en la entrega de este material en la célula huésped. Ocasional-
mente, cuentan también con una capa lipídica. La cápside tiene una estructura
geométrica bien definida y está formada por copias de un pequeño número
de proteínas (una sola en los casos más sencillos). En la mayoría de los virus, la
cápside es icosaédrica. Los grupos puntuales correspondientes son 𝐼 e 𝐼ℎ, es-
ta última con un centro de inversión. La simetría 𝐼 es la más alta que puede
tener un sistema compuesto por un número finito de elementos constitutivos
asimétricos, como las proteínas, y por tanto representa la simetría aproximada
de las cápsides virales icosaédricas a escala atómica. Sin embargo, cuando el
modelo es de grano grueso, son posibles tanto la simetría 𝐼 como la 𝐼ℎ.

Existen numerosas pruebas experimentales y teóricas de la existencia de
subunidades de la cápside formadas por un número reducido de proteínas
(fragmentos de proteínas en algunos casos). Dependiendo de este número y
de la geometría del compuesto, se habla típicamente de hexámeros o hexones
(seis proteínas), pentámeros o pentones (cinco proteínas), trímeros (tres proteí-
nas) y dímeros (dos proteínas). Estas subunidades reciben el nombre genérico
de capsómeros. La elección concreta de estas subunidades depende del pro-
ceso que se analice. Por ejemplo, los resultados experimentales muestran que
la cinética del proceso de autoensamblaje de muchas cápsides (en particular,
el de las más grandes) es jerárquica e implica dos escalas de tiempo: prime-
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ro, las proteínas se unen en capsómeros que luego se autoensamblan en la
estructura final de la cápside [2–12]. Los estudios teóricos se apoyan en es-
te mecanismo jerárquico [13]. En la estructura final de la cápside, que puede
haber requerido un proceso de maduración adicional tras su autoensamblaje
[14], las subunidades de la cápside también pueden identificarse aludiendo a
criterios específicos. Uno de estos criterios es la rigidez, el cual considera que las
subunidades son aquellas proteínas o fragmentos de proteínas con alta rigidez
relativa [15, 16]. Las implicaciones teóricas de la existencia de estas subunida-
des cinéticas o estructurales son compatibles con las numerosas propiedades
físicas que comparten los virus de una clase.

Los modelos de grano grueso tienen como objetivo construir representacio-
nes simplificadas de sistemas complejos que permitan mantener las principa-
les peculiaridades químicas, físicas o geométricas que resulten de interés en
un estudio dado. Como consecuencia, los modelos de grano grueso permiten
realizar simulaciones asequibles pero significativas que no podrían ser factibles
con, por ejemplo, la dinámica molecular debido a las limitaciones de las esca-
las de tiempo y longitud. Un primer nivel de grano grueso consiste en agrupar
átomos en subunidades elementales que interactúan entre sí según una fun-
ción de energía potencial adecuada (con la interpretación de energía libre) que
tenga en cuenta las interacciones de enlace molecular e intermolecular, para-
metrizadas debidamente para reproducir o bien datos experimentales (como
las propiedades termodinámicas) o bien el comportamiento de una simula-
ción más detallada a nivel atomístico completo. Un modelo de grano grueso
puede abarcar una amplia gama de escalas de longitud; de hecho, una subuni-
dad elemental (también denominada sitio de interacción) puede incluir unos
pocos átomos (por ejemplo, un grupo funcional), una proteína entera o unami-
cropartícula polimérica, según el sistema de interés y las propiedades que se
estén investigando.

La comprensión teórica de las propiedades físicas más universales que se
encuentran en los virus requiere renunciar a los detalles de la escala molecular,
como los enfoques computacionales que impliquen a todos los átomos (simu-
laciones atomísticas) [17–19], y desarrollar modelos de grano grueso que in-
corporen las características más relevantes [20–54]. Algunos de estos modelos
describen la cápside como un medio continuo para explicar sus propiedades
mecánicas y elásticas [50–53, 55]. Otros utilizan redes de muelles para este fin
[19, 47–50, 56, 57]. Por otro lado, la mayoría de los modelos discretos repre-
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sentan la cápside como un conjunto de un número reducido de subunidades
rígidas de una o a lo sumo dos clases diferentes y proponen una energía po-
tencial de interacción binaria entre ellas [26, 31–34, 36–46, 54, 58–60]. Estos
modelos proporcionan paisajes de energía potencial [61] cuyos mínimos glo-
bales reproducen las estructuras observadas de la cápside, entendiendo por
paisaje de energía el barrido de los posibles estados de un sistema y por mí-
nimo global, el menor valor del codominio o espacio imagen de una función.
También se pueden realizar análisis teóricos de este paisaje y su conexión con
la cinética del proceso de autoensamblaje. Este trabajo mostrará que un mo-
delo adecuado de este tipo también puede utilizarse para abordar el análisis
de los modos normales de baja frecuencia de la cápside.

En la presente tesis, los modelos de grano grueso se han practicado tanto
al nivel de proteínas como de capsómeros, según se indique en los Resultados
(sección 4). La técnica de grano grueso se ha acomodado según ha resultado
necesario para cumplir tres metas. Primero, se pretende predecir las posibles
estructuras icosaédricas de las cápsides víricasmediante la introducción de una
función de diseño; segundo, proveer un modelo de interacción completo para
la reproducción de los modos normales de una cápside dada y tercero, apor-
tar un modelo de interacción minimalista capaz de capturar las propiedades
mecánicas esenciales de una cápside más allá del régimen de respuesta lineal,
como son las exhibidas en los experimentos de hendimiento. Por lo tanto, se
ha estimado oportuno diferenciar la introducción en tres subsecciones: estruc-
turas icosaédricas, modos normales y hendimiento.

1.1. Estructuras icosaédricas
Aproximadamente la mitad de todos los virus conocidos hasta ahora tienen

cápsides con simetría icosaédrica [62]. Dado que las proteínas son unidades
asimétricas, las cápsides no pueden poseer centro de inversión y, por tanto, las
cápsides icosaédricas deben tener la simetría del grupo puntual 𝐼 (si fuera po-
sible un centro de inversión se obtendría en cambio el grupo puntual 𝐼ℎ y si
se obtuviere éste en algún caso, sería por efecto del modelo de grano grueso
practicado). Es bien sabido que el diseño icosaédrico tiene muchas ventajas,
como la alta estabilidad, la máxima capacidad de almacenamiento, y los mí-
nimos requisitos de codificación de la información [63]. Esta simplicidad de la
información ha llevado a principios generales para clasificar geométricamente
las cápsides icosaédricas. Entre estas reglas, el principio de cuasi equivalencia
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de Caspar y Klug (CK) [64] sentó las bases de la virología estructural moderna.
Estos autores propusieron unmodelo geométrico de la cápside en términos de
subunidades repetitivas (capsómeros, tanto pentones como hexones), plegan-
do un entramado hexagonal de 2𝐷, donde los sitios se identifican con un par
de enteros no negativos (ℎ y 𝑘). La superficie icosaédrica resultante está forma-
da por 20 caras triangulares equiláteras, cuya área, expresada en unidades del
icosaedro más pequeño que se puede construir, viene dada por el número de
triangulación 𝑇 = ℎ2+𝑘2+𝑘ℎ. Así, los posibles valores de 𝑇 están discretizados, es
decir, 𝑇 = 1, 3, 4, 7 … y se utilizan como una clasificación estructural para la ma-
yoría de los virus icosaédricos. Dentro de este esquema, una cápside icosaédrica
con número de triangulación 𝑇 comprende 12 pentones y 10(𝑇 − 1) hexones,
lo que supone un total de 10𝑇 + 2 capsómeros y 60𝑇 proteínas de la cápside.
Los 12 pentones corresponden a las 12 dislocaciones necesarias para formar
una cápside icosaédrica convexa. Estas reglas se han adaptado para acomodar
cápsides no icosaédricas prolatas [22, 27, 65, 66]. El modelo de Moody amplia-
do por A. Luque y D. Reguera contempla que se preserve una simetría axial de
segundo, de tercer o bien de quinto orden (siendo este último el único orden
previsto por el modelo de Moody original), en cuyo caso hay dos grupos de dos,
de tres y de cinco triángulos equiláteros respectivamente descritos mediante
el número de triangulación 𝑇 . Estos dos grupos de triángulos equiláteros se co-
nectan uno con el otro mediante otros triángulos cuya construcción requiere
dos nuevos enteros ℎ′ y 𝑘′ referidos a ejes distintos de los del entramado hexa-
gonal original. El modelo de Moody define además el número de triangulación
𝑇1 = ℎℎ′ + ℎ𝑘′ + 𝑘𝑘′. Los detalles concretos sobre la construcción de estos trián-
gulos conectores se encuentran en las referencias antes citadas, en particular,
en la generalización del modelo de Moody de A. Luque y D. Reguera [66]. En
esta tesis, no se tratan los virus icosaédricos prolatos.

Recientemente, se han proporcionado generalizaciones de la construcción
geométrica CK para dar cuenta de otras estructuras virtuales icosaédricas anó-
malas, es decir, que no cumplen las reglas de CK [67–70]. Aplicando la cons-
trucción CK a los otros tres entramados hexagonales arquimedianos, a saber,
el trihexagonal, el hexagonal romo, el rombitrihexagonal, y sus duales, Twarock
y Luque [70] fueron capaces de representar nuevas arquitecturas de cápsides.
En efecto, estas estructuras combinan proteínas demayor y menor tamaño for-
mando diseños excluidos por la construcción de CK. Los virus del linaje HK97
proporcionan ejemplos de esta nueva construcción a partir de la red trihexago-
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nal. Este enfoque proporciona una explicación para disposiciones alternativas
de la cápside con idéntica estequiometría en otros linajes virales. Sin embargo,
actualmente, no hay ejemplos en la naturaleza de cápsides cuyos diseños es-
tén basados ni en el entramado regular rombitrihexagonal ni en el hexagonal
romo [70].

El esquema de Rochal y colaboradores [67] utiliza el mismo mapa CK de
la red hexagonal 2D en el icosaedro y define una red esférica correspondien-
te, denotada por < ℎ, 𝑘 > en términos de los índices CK. Las posiciones de las
proteínas en la estructura plana se eligen analizando la compatibilidad con las
posiciones de la red esférica, que pueden ser diferentes de las elegidas en el
modelo CK original. En concreto, los nodos de la red esférica icosaédrica se
clasifican según su simetría local como asimétricos (múltiplos de 60), con ejes
de simetría binarios (sólo 30), ternarios (sólo 20) y quinarios (sólo 12). Las pro-
teínas, como unidades asimétricas, sólo pueden asignarse a nodos asimétricos.
Los nodos simétricos requieren subunidades simétricas compatibles formadas
por varias proteínas. Este modelo añade nuevas estructuras de cápside a las
proporcionadas por el modelo CK. El enfoque también puede utilizarse para
dar cuenta de las cápsides complejas de doble capa introduciendo una noción
de conmensurabilidad [67–69, 71, 72]. La teoría de Landau de la cristalización
aplicada a las redes icosaédricas esféricas en una publicación de Lorman y Ro-
chal [71] también se consideró para las nuevas estructuras. Este esquema utili-
za un desarrollo de la desviación de la densidad de probabilidad de encontrar
una proteína en una región de la cápside en un reducido conjunto de armó-
nicos esféricos adaptados a la simetría icosaédrica: los Armónicos Icosaédricos
(AI).

El entramado hexagonal 2D es omnipresente en la naturaleza, mostrando
simetría máxima, empaquetado óptimo y recubrimiento óptimo. Un funcional
de cualquiera de estas propiedades puede diseñarse de forma que, al minimi-
zarse, proporcione como objetivo el empaquetado hexagonal. En este trabajo
nos referiremos a tales funcionales como funciones de diseño, que desde el
punto de vista de la optimización, son funciones de coste [73] cuyo mínimo
global se alcanza con la configuración que se pretende reproducir, a la que se
llama objetivo. Por lo tanto, las funciones de diseño cuyos objetivos sean redes
hexagonales 2D son las más sencillas de definir para estructuras periódicas en
dos dimensiones. Por otro lado, otros empaquetados en 2D, como el cuadra-
do, requieren diseños más complejos. Esta situación pone de manifiesto una
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relación directa entre la complejidad de la función de diseño y la abundan-
cia relativa de sus objetivos en la naturaleza ya que cuanto más compleja sea
la función de diseño para reproducir un objetivo, menos probable parece re-
sultar encontrarlo. La presente contribución extiende esta idea a las cápsides
virales icosaédricas. Se establecen funciones de diseño cuyos objetivos son las
estructuras observadas en las cápsides virales conocidas. Cada objetivo se repro-
ducirá como el mínimo global de la función de diseño correspondiente. Estas
funciones deben satisfacer el principio de complejidad mínima, es decir, requi-
sitos mínimos de información en la formulación matemática. La diversidad de
cápsides icosaédricas da lugar a una gran variedad de funciones de diseño mí-
nimas. La complejidad relativa de estas funciones contiene información física
relevante sobre las arquitecturas de las cápsides correspondientes.

Hay muchos ejemplos en virología teórica que demuestran una relación di-
recta entre el orden en las estructuras de las cápsides y la información míni-
ma necesaria para diseñar modelos de corto alcance para la interacción entre
las subunidades de la cápside, que reproducen las geometrías deseadas [20–
54, 58–60]. Por lo tanto, se puede establecer una relación importante entre la
complejidad de las funciones de diseño mínimo y los componentes esenciales
del potencial de interacción necesarios para soportar estas estructuras objetivo,
preferentemente comomínimos globales en la superficie de energía potencial.
Algunos ejemplos que ilustran esta conexión se proporcionarán en este trabajo.

Se puede establecer otra conexión relevante entre la complejidad de las
funciones de diseño y la abundancia relativa de las estructuras objetivo corres-
pondientes en la naturaleza: un aumento de la complejidad corresponde a una
menor probabilidad de autoensamblaje de la estructura objetivo. La abundan-
cia relativa de las estructuras 𝑇 = 3 y 𝑇 = 4 y otras observaciones ilustrarán esta
conexión.

Los objetivos de las funciones de diseño aquí empleadas corresponden a
distribuciones particulares de un número determinado de bloques de cons-
trucción en una superficie esférica. Los bloques de construcción pueden ser
partículas estructuradas o puntuales. El esquema de construcción CK y las ge-
neralizaciones discutidas anteriormente pliegan la red hexagonal 2D en super-
ficies icosaédricas, proporcionando una cobertura y un empaquetado óptimos.
Los empaquetados, recubrimientos y volúmenes máximos de cascos convexos
óptimos sobre una esfera corresponden a clases bien definidas de problemas
de optimización [74]. Otra forma de distribuir un número fijo de partículas pun-
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tuales 𝑁 en una esfera puede derivarse del conocido problema de Thomson
[75, 76]. En este caso, la función de diseño corresponde a la energía poten-
cial cuando se asocia una carga unitaria a cada partícula. Tras el escalado, esta
función de diseño no tiene parámetros ajustables, por lo que representa un
esquema con mínimos requisitos de información y, por tanto, mínima com-
plejidad. En comparación con los otros tres problemas de optimización en la
esfera, el problema de Thomson es el que proporcionamás empaquetados ico-
saédricos. Esta situación se da para 𝑁 = 12, 32, 72, 122, 132, 192, 212, 272,
… [77–79] y las estructuras de coste mínimo, cuando estos números se refieren
a los capsómeros, corresponden a cápsides virales icosaédricas con 𝑇 =1, 3, 7,
12, 13, 19, 21, 27,…, respectivamente. Sin embargo, faltan valores de 𝑇 (𝑇 =4,
9, 16, 25, 28,…) y si se pretende que las partículas representen proteínas in-
dividuales en vez de capsómeros, el problema de Thomson no proporciona las
estructuras correctas.

La función de diseño presentada en este trabajo (sección 2.1) y en el artículo
publicado [73] generaliza el problema de Thomson para aumentar su poder de
predicción y dar cuenta de estructuras icosaédricas más complejas. La restric-
ción de simetría se incorpora a través de la interacción de las partículas con un
campo externo, que se desarolla en la base de los AI [80]. Cuanto menor sea el
número de funciones de base necesarias para producir una estructura determi-
nadamenor es su contenido de información y su complejidad. La forma general
también puede dar cuenta de la estructura de las cápsides de doble capa y las
cápsides con protuberancias. Curiosamente, la complejidad puede reducirse
mediante una elección adecuada de las subunidades distribuidas en la esfera,
y por tanto depende de la escala de grano grueso aplicada, con monómeros,
dímeros, trímeros, pentones o hexones como opciones posibles. Además, estos
bloques de construcción pueden ser huecos en lugar de partículas. Una vez
incluidos los términos y tipos de partículas necesarios en la función de diseño
y sus parámetros fijados, las posiciones se optimizan para encontrar el mínimo
global.

Las funciones de diseño pueden ser planteadas para reproducir práctica-
mente cualquier estructura de la cápside, incluyendo las soportadas por los
modelos de Caspar y Klug [64], Twarock y Luque [70] y Rochal y sus colabora-
dores [67–69, 71, 72] junto conmuchas otras estructuras anómalas (ver sección
4.1). Además, al aumentar su complejidad, el modelo permite un control más
fino de las posiciones de las partículas en la estructura final. Se asignanmedidas
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cuantitativas de contenido de información y complejidad tanto a las funciones
de diseño como a las geometrías de la cápside en la sección de Conclusiones
(5).

1.2. Modos normales
Una de las características más notables de los virus, que es relevante en su

ciclo vital, es su capacidad de autoensamblarse formando cápsides regulares
de tamaño y geometría bien definidos. Este proceso también puede observarse
in vitro sin el material genético [81–83]. Cabe destacar que una arquitectura de
cápside determinada puede ser compartida por muchos virus muy diferentes
[84], lo que permite su agrupación como una familia o clase particular. Todas
estas características evidencian la existencia de interacciones efectivas univer-
sales que actúan entre los componentes básicos de estos sistemas biológicos
[21].

Los virus icosaédricos más simples tienen 𝑇 = 1 donde la cápside está for-
mada por 60 repeticiones de una sola proteína y las posibles subunidades po-
liméricas, de entre las mencionadas anteriormente, pueden ser pentones, trí-
meros o dímeros. Estas subunidades tienen un eje de simetría de rotación que
es quinario para los pentones (grupo 𝐶5), ternario para los trímeros (grupo 𝐶3)
y binario para los dímeros (grupo 𝐶2). En la cápside icosaédrica 𝑇 = 1, estos
ejes de simetría de rotación deben coincidir con los correspondientes ejes de
simetría del grupo de simetría icosaédrica. Los pentones se deben situar en los
vértices del icosaedro, los trímeros en las caras y los dímeros en las aristas. Si
se identifican los capsómeros con las caras del poliedro, entonces 20 trimeros
equivalentes formarán un icosaedro regular, mientras que 12 pentones equiva-
lentes producirán su poliedro dual, es decir, un dodecaedro regular. Estos son
los dos poliedros regulares convexos con simetría icosaédrica.

Las propiedades elásticas y mecánicas de las cápsides virales han sido ob-
jeto de investigaciones recientes [57, 85, 86]. En los últimos años teniendo en
cuenta estas propiedades han aparecido en la literatura científica propuestas
para atacar a los virus. Esta acción se llevaría a cabo mediante procedimientos
mecánicos como los ultrasonidos [87, 88], o con radiación electromagnética
mediante el uso de la dispersión Raman estimulada impulsivamente [89–92].

Importantes propiedades estructurales y mecánicas de la cápside que inter-
vienen en muchos procesos como los anteriores están determinadas por el es-
pectro de frecuencias y los movimientos de los modos normales de la cápside.
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El análisis de modos normales (AMN) proporciona una metodología sistemá-
tica para investigar todos estos aspectos. El AMN [93] como herramienta para
estudiar la dinámica de las proteínas en condiciones de equilibrio y su relación
con la estructura se inició hace más de treinta años [94–96] y se ha extendido
fructíferamente, más recientemente, a muchos otros sistemas biológicos como
los virus [18, 19, 47–50, 56, 97–100]. La dinámica más genuina está asociada
a los modos de baja frecuencia, ya que estos están relacionados con los movi-
mientosmenos rígidos y posiblementemás lábiles de la cápside. Por lo tanto, el
uso de modelos de interacción de grano grueso estaría totalmente justificado
para estudiar este espectro de baja frecuencia.

El procedimiento general para realizar dicho estudio es uno de los objetivos
de este trabajo, que se centra, a título ilustrativo, en una cápside 𝑇 = 1. Para
lograr este objetivo el modelo de grano grueso presentado en un trabajo ante-
rior [58] que describe las subunidades como cuerpos rígidos con simetría axial,
será convenientemente generalizado. Se requerirán términos adicionales para
dar cuenta de la particular simetría rotacional de la subunidad capsomérica y
otros efectos necesarios. En la sección 2.2, se muestra el modelo de energía de
interacción de grano grueso y la generalización necesaria para tener en cuenta
la dinámica de modos normales de las cápsides 𝑇 = 1. Se presentan expre-
siones para las constantes de fuerza de la interacción binaria como funciones
analíticas de los parámetros del modelo y se dan los pasos para el cálculo de
los modos normales de la cápside. La sección 4.2 presenta los espectros de
frecuencia de los modos normales obtenidos mediante el ajuste del espectro
obtenido en los cálculos atomísticos de Dykeman y Sankey para el Virus Saté-
lite de la Necrosis del Tabaco (VSNT) [1, 98]. Los modos normales dependen
de los valores de las constantes de fuerza y del tipo de subunidades utiliza-
das (ya sean trímeros o pentones). Se proporcionará la escala física real de las
constantes de fuerza. Se demostrará que el modelo descubre inestabilidades
estructurales latentes totalmente coherentes con los conocimientos actuales
sobre esta cápside, que no se autoensambla en ausencia de ARN y es térmica-
mente inestable.

1.3. Hendimiento de virus
Elmínimo desarrollomultipolar sirve para definir el modelo de grano grueso

en la escala de capsómeros más simple capaz de reproducir completamente la
dinámica de la cápside en un régimen de respuesta lineal y por lo tanto, asignar
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valores no nulos a las constantes de fuerza de la interacción binaria involucran-
do tanto traslaciones como orientaciones. Sin embargo, el comportamiento
más allá de la respuesta lineal puede no quedar apropiadamente caracteriza-
do. Por lo tanto, y con el fin de explorar adaptaciones prácticas en experimentos
ampliamente practicados, se toma como referencia el hendimiento de cápsi-
des, con especial énfasis en cápsides 𝑇 = 1. El hendimiento de una cápside se
lleva a cabo presionándola con la punta de un Microscopio de Fuerza Atómi-
ca (MFA) en la dirección normal al substrato sobre el que descansa la cápside.
Existe una multitud de experimentos in vitro [16, 101–107], in silico [24, 39–
41, 43, 44, 46, 57, 86, 108–110], mixtos [42, 55, 85, 111] y de revisión [112–
114] que preceden al trabajo realizado aquí realizado. En esta memoria, se
realiza una contribución teórico-computacional ya que se deduce un modelo
a partir del propuesto para los modos normales que, posteriormente, se simpli-
fica y se adapta fuera del régimen de respuesta lineal con el fin de reproducir
los resultados experimentales del Virus Diminuto del Ratón (VDR) [104, 106],
involucrando todas las coordenadas de simetría de la interacción binaria con
el menor número de términos posible. La forma concreta de la simplificación
y de la adaptación del potencial de modos normales a la dinámica fuera del
régimen lineal se describen en la sección 2.2.2.

En la sección 4.3 no sólo se reproduce satisfactoriamente una curva de hen-
dimiento cuasiestático compatible con los datos experimentales disponibles
sobre el VDR sino que, a partir de los parámetros ajustados, se ofrece la res-
puesta de un sistema binario formado por dos trímeros de VDR alterando cada
vez una única coordenada de simetría partiendo de la configuración de equili-
brio. Hasta la fecha, no se encuentra disponible información cuantitativa sobre
la participación del conjunto completo de las coordenadas de simetría de la
interacción binaria, luego este estudio permite predecir por dónde y cómo se
rompería la unión de dos trímeros del VDR según se realicen unos u otros mo-
vimientos.



Capítulo 2

Desarrollo de modelos de grano
grueso

2.1. Función de diseño de cápsides víricas multica-
pa

Con el propósito de predecir las posibles estructuras de cápsides de virus
icosaédricos de una o varias capas, se ha aplicado la técnica de grano grue-
so particionando cada capa en un conjunto de unidades constituyentes. Tales
unidades podrán pertenecer a una o más clases de equivalencia, es decir, unas
unidades que serán intercambiables entre sí y otras, no. Por ejemplo, en el VDR
(𝑇 = 1), una partición posible son sus veinte trímeros. Permutar un trímero por
otro deja la cápside en una configuración indistinguible de la de partida y se
dice que los trímeros pertenecen a una misma clase de equivalencia.

El primer requisito para poder obtener cápsides icosaédricas es que el nú-
mero de unidades de una capa dada 𝑁𝑠 sea compatible con la simetría icosaé-
drica:

𝑁𝑠 = 60𝑛 + 12𝑛5 + 20𝑛3 + 30𝑛2, (2.1)

donde 𝑛 es 0 o un número natural y 𝑛5, 𝑛3 y 𝑛2 pueden tomar los valores 0 y 1.
Fuera de los ejes de simetría puede haber siempre 60𝑛 unidades, con indepen-
dencia de su simetría. Los doce ejes 𝐶5 admiten o bien ninguna unidad o bien
doce unidades, una por cada eje, que estén provistas de simetría axial cuyo or-
den sea múltiplo natural de 5; así, en los ejes 𝐶5 pueden haber 12𝑛5 unidades.
Los veinte ejes 𝐶3 permiten que en ellos se coloque o ninguna unidad o vein-
te unidades a la vez, una por eje, que tengan un eje de rotación cuyo orden
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sea múltiplo natural de 3; sumando las 20𝑛3 unidades. Finalmente, lo mismo
ocurre con los treinta ejes 𝐶2, es decir, que o bien no hay unidades en dichos
ejes o bien en todos ellos hay una unidad sumando así otras 30𝑛2 unidades,
siempre que éstas tengan simetría axial de orden múltiplo natural de 2. Por
ejemplo, un decámero, esto es, un capsómero de simetría 𝐶10, podría ocupar
(o no) posiciones fuera de ejes (esto siempre es una posibilidad), así como en
ejes 𝐶2 y 𝐶5 pero nunca en ejes 𝐶3 (diez no es múltiplo de tres). De este modo,
un hipotético virus de una sola capa constituida por decámeros de una o de
varias clases de equivalencia podría tener en total 12, 30, 42, 60, 72, 90, 102,
120 ... unidades. Por supuesto, los capsómeros más habituales son los dímeros,
los trímeros, los pentones y los hexones. Además, nada impide que haya más
de un tipo de capsómero por capa, de hecho es lo más común cuanto más
compleja la cápside (por ejemplo 𝑇 = 3 implica pentones y hexones). Entonces,
el hipotético virus a base de sólo decámeros del ejemplo se ha escogido sim-
plemente como ejercicio. No obstante, el caso más sencillo de este ejemplo,
esto es, el de doce decámeros, constituye el núcleo de los rotavirus [115] y del
Virus de la Lengua Azul [116], compuestos por 120 proteínas (T=2*) 1.

Una vez definidas las unidades de un hipotético virión, el segundo requisito
es disponer de un criterio para distribuir las unidades constituyentes. En este
modelo, se consigue definiendo una función de coste que toma a las unidades
constituyentes como partículas. Los grados de libertad asociados con la orien-
tación también podrían tenerse en cuenta, así como otras propiedades tales
como el volumen y la forma. Sin embargo, ninguna de estas características ha
sido necesaria para reproducir con éxito cápsides reales, como se muestra en
la sección 4.1.

Se considera una cápside compuesta por 𝑀 capas esféricas. Cada capa, eti-
quetada como 𝑠, tiene un radio 𝑅𝑠 y contiene 𝑁𝑠 partículas idénticas en posicio-
nes r𝑖, dadas en términos de sus coordenadas esféricas (𝑅𝑠, 𝜃𝑖, 𝜙𝑖). Diferentes ca-
pas pueden compartir el mismo radio, número de partículas, o ambos. Cuando
hay más de una capa con un radio común se debe entender que corresponden
a una misma envoltura real del virión, con conjuntos separados de partículas,
es decir, las unidades pertenecen a diferentes clases de equivalencia.

El número total de partículas es, por tanto, 𝑁 = ∑𝑀
𝑠=1 𝑁𝑠. Con 𝑟𝑖𝑗 =∣ r𝑗 − r𝑖 ∣

se denota la distancia entre dos partículas en la misma o diferente capa. La
1La simetría T=2* es una denominación no oficial. En rigor, la cápside tiene una simetría T=1

estando cada unidad asimétrica compuesta por un homodímero.
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función de coste, a la que se nombra en esta memoria función de diseño 𝒟 , es
entonces:

𝒟 =
𝑀

∑
𝑠=1

(𝑃𝑠,𝑠 + 𝐸𝑠) + 1
2

𝑀

∑
𝑠≠𝑡

𝑃𝑠,𝑡 , (2.2)

donde 𝑃𝑠,𝑠 y 𝑃𝑠,𝑡 son las contribuciones asociadas a la distribución de las unida-
des de la misma capa y entre capas, respectivamente, y 𝐸𝑠 refleja restricciones
externas.

𝑃𝑠,𝑠 y 𝑃𝑠,𝑡 se eligen para favorecer las estructuras óptimas de máximo em-
paquetado y/o cobertura. No hay una elección única para estas funciones. Por
ejemplo, Conway y Sloan [74] describen el problema de empaquetado (maxi-
mizar la distancia mínima entre partículas), el problema de cobertura (minimi-
zar la distanciamáxima entre vecinos), y el problema de volumenmáximo (ma-
ximizar el volumen de la envolvente convexa). Estos tres problemas conducen
a distribuciones de apariencia uniforme de puntos sobre una esfera. El proble-
ma de Thomson con interacciones electrostáticas generalizadas 1/𝑟𝛼

𝑖𝑗 también
es una opción en este campo de la optimización matemática [76]. Entre sus
atractivas propiedades están la analiticidad, la fácil generalización y la senci-
lla implementación computacional. Hay otra característica más que es decisiva
para decantarse por generalizar el problema de Thomson: sus mínimos globa-
les son estructuras icosaédricas más frecuentemente que cuando se practican
los otros tres problemas de optimización en la esfera [74]. Dado que la me-
ta es encontrar diseños de mínimo coste para cápsulas icosaédricas, la forma
Thomson es posiblemente la mejor elección para 𝑃𝑠,𝑠 y 𝑃𝑠,𝑡. Por lo tanto,

𝑃𝑠,𝑠 = 1
2

𝑁𝑠

∑
𝑖≠𝑗

𝐾𝑠,𝑠

𝑟𝛼𝑠,𝑠
𝑖𝑗

(2.3)

y

𝑃𝑠,𝑡 =
𝑁𝑠

∑
𝑖=1

𝑁𝑡

∑
𝑗=1

𝐾𝑠,𝑡

𝑟𝛼𝑠,𝑡
𝑖𝑗

, (2.4)

con parámetros 𝐾𝑠,𝑠, 𝐾𝑠,𝑡 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝛼𝑠,𝑠, 𝛼𝑠,𝑡 = 𝛼𝑡,𝑠. Entre éstos, 𝐾𝑠,𝑡 and 𝛼𝑠,𝑡 represen-
tan la intensidad y el alcance de la interacción entre una partícula en la capa 𝑠
y otra partícula en la capa 𝑡, respectivamente. Por supuesto, 𝑡 = 𝑠 es el caso de
los parámetros 𝐾𝑠,𝑠 y 𝛼𝑠,𝑠 en 𝑃𝑠,𝑠.
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Las funciones 𝐸𝑠 sirven para favorecer la simetría icosaédrica en una capa 𝑠.
La analogía física de 𝐸𝑠 es la interacción de las partículas de la capa 𝑠 con un
campo externo de simetría icosaédrica. Los campos externos en las funciones
de coste se desarrollan en una base de Armónicos Icosaédricos (AI):

𝐸𝑠 =
𝑁𝑠

∑
𝑖=1

𝐿

∑
𝑙=0

𝑁𝑙−1

∑
𝑛=0

𝑐𝑠,𝑙,𝑛𝐼𝑙,𝑛(𝜃𝑖, 𝜙𝑖), (2.5)

donde 𝑐𝑠,𝑙,𝑛 son parámetros y cada 𝐼𝑙,𝑛(𝜃𝑖, 𝜙𝑖) representa el AI con índice 𝑙, proce-
dente de los correspondientes AI 𝑌𝑙,𝑚 e índice 𝑛, que recorre los 𝑛𝑙 AI linealmente
independientes que pueden construirse a partir de los 2𝑙 + 1 AI para cada 𝑙 (ya
que 𝑚 = −𝑙, −𝑙 + 1, … , 0, … , 𝑙 − 1, 𝑙). Así, 𝑛 toma valores enteros desde 0 hasta un
máximo de 𝑛𝑙 − 1. Estos AI, que se transforman como la representación irredu-
cible totalmente simétrica en 𝐼 , existen para un subconjunto reducido, aunque
infinito, de valores de 𝑙 (por ejemplo, 𝑙 = 0, 6, 10, 12, 15, 16, 18, …) con 𝑛𝑙 = 1
para todos los AI hasta 𝑙 = 30. Todos los casos que a esta tesis conciernen son
hasta 𝑙 = 30, luego el único valor permitido por 𝑛𝑙 para 𝑛 es 0. Las propiedades y
las formas explícitas de estos 𝐼𝑙,𝑛(𝜃𝑖, 𝜙𝑖) son las dadas por Zheng y Doerschuck
[80]. Los AI más elementales se representan en la Figura 2.1 y son los que se
han empleado ya que con sólo los tres primeros AI se puede favorecer o desfa-
vorecer selectivamente la presencia de partículas en las posiciones de cada tipo
de eje de simetría de rotación (binario, ternario o quinario) e 𝐼15,0 es el primer
AI impar por lo que puede utilizarse para romper la simetría de inversión.

La función de coste está totalmente definida cuando se fijan todos sus pa-
rámetros, incluyendo el número de capas, el número de unidades por capa,
los parámetros de las interacciones Thomson, el número de AI y sus correspon-
dientes coeficientes, si es que se emplean. La condición (2.1) es necesaria pero
no suficiente para garantizar que el mínimo global de la función de diseño
𝒟 presente simetría icosaédrica. Por lo tanto, los parámetros de la función de
diseño 𝒟 deben ser elegidos convenientemente, en número y en valor, para
reproducir la estructura objetivo.

2.2. Potencial de interacción entre capsómeros con
simetría axial

Como se ha mencionado en la Introducción, el modelo de interacción de
grano grueso elegido supone unidades rígidas (sólidos rígidos) y, por lo tanto, se
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Figura 2.1 Diagramas de densidad de los cuatro primeros Armónicos Icosaédri-
cos (AI) no triviales. El degradado de colores entre el amarillo y el azul oscuro
representa la variación entre los máximos y los mínimos, respectivamente, de
cada AI.
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requieren seis grados de libertad para fijar la posición y la orientación de cada
una de ellas. Para los virus 𝑇 = 1, que son el objeto de este trabajo, todas las
unidades son idénticas. En particular, se consideran los trímeros y los pentones.

2.2.1. Mínimo desarrollo multipolar
La expresión de partida para la interacción binaria es la forma presentada

en trabajos anteriores [58, 117], que es una interacción anisótropa que incluye
los términos de menor orden de un desarrollo multipolar, a saber

𝑉 (0)
𝑖𝑗 = 𝑝0 𝐹0(𝑟𝑖𝑗) + 𝑝1 𝐹1(𝑟𝑖𝑗) [1 − v𝑧𝑖 ⋅ v𝑧𝑗 + 2(v𝑧𝑖 ⋅ n𝑖𝑗)(v𝑧𝑗 ⋅ n𝑖𝑗)]

+ 𝑝2 𝐹2(𝑟𝑖𝑗) [(v𝑧𝑖 ⋅ n𝑖𝑗 + cos 𝜃e𝑛)2 + (v𝑧𝑗 ⋅ n𝑖𝑗 − cos 𝜃e𝑛)2
] , (2.6)

donde n𝑖𝑗 es el vector unitario n𝑖𝑗 = r𝑖𝑗 /𝑟𝑖𝑗 , siendo r𝑖𝑗 la posición relativa del
capsómero 𝑗 respecto del 𝑖, y v𝑧𝑖 es el vector unitario que da la orientación del
eje 𝑍 fijo en el capsómero 𝑖. Este eje se elige coincidente con el eje de simetría
de rotación y lo mismo sucede con el capsómero 𝑗 y su vector v𝑧𝑗 . Aquí, 𝑝0, 𝑝1
y 𝑝2 son parámetros con dimensiones de energía. La forma requerida de las
funciones isótropas 𝐹0, 𝐹1 y 𝐹2 y el papel del parámetro angular 𝜃e se dará más
adelante.

Este potencial se ha diseñado para asegurar que cada uno de los tres tér-
minos de la Ec. (2.6) fija los valores de equilibrio de un subconjunto de los seis
grados de libertad internos del problema de dos cuerpos con un número míni-
mo de términos con el menor orden posible del desarrollo multipolar general
(esto es siempre posible para cualquier tipo de interacción anisótropa). Los gra-
dos de libertad de orientación de ambos capsómeros se darán tomando como
referencia un sistema de laboratorio con su eje 𝑍 apuntando a lo largo de n𝑖𝑗 .
Entonces, el sistema de referencia fijo del cuerpo en el capsómero 𝑖 proporcio-
na su orientación, que viene determinada por los correspondientes tres ángulos
de Euler 𝜃𝑖, 𝜙𝑖 y 𝜒𝑖. Estos ángulos se definen con la convención 𝑍𝑌 𝑍 [118], en
cuyo caso 𝜃𝑖 y 𝜙𝑖 pueden identificarse respectivamente con los ángulos pola-
res y azimutales de las coordenadas esféricas del vector v𝑧𝑖 en el sistema de
referencia del laboratorio. La Fig. 2.2 es una ilustración de la configuración de
equilibrio de dos capsómeros.

En el primer término de la Ec. (2.6), 𝐹0(𝑟𝑖𝑗) es adimensional y totalmente isó-
tropo y debe elegirse para fijar la distancia de equilibrio 𝑟𝑖𝑗 = 𝑟e, donde tomará
el valor 𝐹0(𝑟e) = −1. El parámetro 𝑟e𝑛 determina la escala de longitud del sistema
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Figura 2.2 Configuración de equilibrio de un par de pentones en torno a un eje
de simetría de segundo orden 𝐶2.

y, por tanto, puede utilizarse como unidad de longitud, es decir, 𝑟e𝑛 = 1. El sub-
índice 𝑛 denota explícitamente su dependencia del tipo de capsómero (ya sea
𝑛 = 3 para los trímeros o 𝑛 = 5 para los pentones). Los otros dos términos tienen
partes isótropas que se han elegido respectivamente para que sus contribu-
ciones desaparezcan en la configuración de equilibrio, por lo que 𝑉 (0)

𝑖𝑗 = −𝑝0,
siendo éste el valor mínimo de esta energía de interacción binaria si 𝑝0 es posi-
tivo y 𝑝1 y 𝑝2 son semidefinidos positivos. El valor de 𝑝0 puede tomarse entonces
como la unidad de energía natural del sistema, en cuyo caso 𝑝0 = 1. El segundo
término incluye las contribuciones anisótropas dipolo-dipolo y fija la configura-
ción de equilibrio por las condiciones 𝜙𝑖 − 𝜙𝑗 = 0 y 𝜃𝑖 + 𝜃𝑗 = 𝜋. El tercer término
incorpora las interacciones monopolo-dipolo y monopolo-cuadrupolo y fija el
ángulo diedro de equilibrio entre las dos subunidades a través del parámetro
𝜃e𝑛 y las condiciones 𝜃𝑗 = 𝜃e𝑛 y 𝜃𝑖 = 𝜋 − 𝜃e𝑛 , que son totalmente compatibles
con las condiciones anteriores. Como se verá más adelante, el valor requerido
del parámetro 𝜃e𝑛 depende del tipo de capsómero. La energía potencial 𝑉 (0)

𝑖𝑗 no
depende de los dos grados de libertad restantes, 𝜒𝑖 y 𝜒𝑗 , por lo que las subuni-
dades en este modelo tienen simetría axial. Ambas funciones 𝐹1(𝑟𝑖𝑗) y 𝐹2(𝑟𝑖𝑗)
en la Ec. (2.6) son funciones isótropas adimensionales que deben ser elegidas
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para satisfacer 𝐹1(𝑟e𝑛) = 𝐹2(𝑟e𝑛) = 1. Pronto se verá que estas son las únicas con-
diciones que han de imponerse sobre estas funciones dentro del régimen de
respuesta lineal. Por supuesto, más allá de este régimen el comportamiento de
las funciones 𝐹0(𝑟), 𝐹1(𝑟) y 𝐹2(𝑟) con 𝑟 deben ajustarse a requisitos físicos adicio-
nales en la escala de longitud pertinente. Por ejemplo, 𝑉𝑖𝑗 debe desaparecer
convenientemente a distancias grandes con respecto a la escala molecular.

El estudio de los modos normales de la cápside sólo requiere el conoci-
miento de la forma de interacción para pequeños desplazamientos alrededor
de la configuración de equilibrio de la cápside, y dicha forma viene determina-
da por la correspondiente matriz hessiana simétrica de constantes de fuerza.
Como se discutirá más adelante, el equilibrio global se alcanza cuando cada
par vecino de capsómeros en la cápside está en su configuración de equilibrio
libre. Por lo tanto, en estas circunstancias, la matriz de constantes de fuerza de
la cápside estará determinada por la de la interacción binaria. Se tienen tantas
constantes de fuerza diagonales como el número de grados de libertad inter-
nos, es decir, seis para la interacción binaria. Como se muestra en la Fig. 2.2,
la configuración de equilibrio dihedral para los dos capsómeros tiene un eje
de simetría binario perpendicular al vector n𝑖𝑗 (este eje debe coincidir con uno
de los ejes de simetría de segundo orden de la cápside icosaédrica). En con-
secuencia, las constantes de fuerza diagonales deben estar asociadas a modos
que serán simétricos o antisimétricos con respecto a una rotación de 𝜋 alrede-
dor de ese eje. Una de estas constantes de fuerza, 𝑘𝑟, está relacionada con la
pequeña oscilación de la coordenada escalada 𝑟𝑖𝑗 /𝑟e𝑛 alrededor de su valor de
equilibrio (modo de estiramiento o stretching). Este es un modo simétrico que
está determinado por 𝐹0 en 𝑉 (0)

𝑖𝑗 . El término proporcional a 𝑝1 en la Ec. (2.6)
determina la constante de fuerza, 𝑘𝜙, asociada al desplazamiento de la coor-
denada angular 𝜙𝑗 − 𝜙𝑖, que se llamará torsión 𝜙+ por ser simétrica. Se obtiene
fácilmente para esta constante de fuerza la expresión 𝑘𝜙 = 𝑝1 sin2 𝜃e𝑛 . Hay otras
dos constantes de fuerza relacionadas con las pequeñas oscilaciones de 𝜃𝑖 y
𝜃𝑗 (modos de flexión o bending). La coordenada simétrica se corresponde con
el desplazamiento de la coordenada 𝜃+ = 𝜃𝑗 − 𝜃𝑖 mientras que la antisimétri-
ca está asociada a 𝜃− = 𝜃𝑖 + 𝜃𝑗 . Las constantes de fuerza correspondientes son
𝑘𝜃+ = 𝑝2 sin2 𝜃e𝑛 y 𝑘𝜃− = 𝑝1 + 𝑝2 sin2 𝜃e𝑛 . Sólo se dispone de dos parámetros para
fijar las tres constantes de fuerza 𝑘𝜙, 𝑘𝜃+ y 𝑘𝜃− . Como el potencial de interacción
no depende de 𝜒𝑖 y 𝜒𝑗 , las dos constantes de fuerza correspondientes serían
nulas.
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Para tener en cuenta todos los modos normales, el modelo de interacción
binaria más general debe incorporar una matriz simétrica de constantes de
fuerza independientes y libres cuya dimensión coincida con el número de gra-
dos de libertad. Para ello, se necesita, por un lado, un parámetro extra que
permita dos constantes de fuerza independientes 𝑘𝜃 y, por otro lado, hay que
romper la simetría axial de los capsómeros en (2.6) incorporando términos de-
pendientes de 𝜒 . Por supuesto, estos términos serán diferentes para los trímeros
y los pentones al incluir la particular simetría rotacional de la unidad. Se propo-
nen los siguientes términos adicionales por ser los más simples del desarrollo
multipolar:

𝑉 (1)
𝑖𝑗 = 𝑝3 𝐹3(𝑟𝑖𝑗){Re{[−(v𝑥𝑖 + i v𝑦𝑖) ⋅ n𝑖𝑗]𝑛 + [(v𝑥𝑗 + i v𝑦𝑗) ⋅ n𝑖𝑗]𝑛}

+ [1 − (v𝑧𝑖 ⋅ n𝑖𝑗)2]𝑛/2 + [1 − (v𝑧𝑗 ⋅ n𝑖𝑗)2]𝑛/2
}

+ 𝑝4 𝐹4(𝑟𝑖𝑗)(v𝑧𝑖 ⋅ n𝑖𝑗 + cos 𝜃e𝑛)(v𝑧𝑗 ⋅ n𝑖𝑗 − cos 𝜃e𝑛)
+ 𝑝5 𝐹5(𝑟𝑖𝑗) Im{[−(v𝑥𝑖 + i v𝑦𝑖) ⋅ n𝑖𝑗]𝑛} Im{[(v𝑥𝑗 + i v𝑦𝑗) ⋅ n𝑖𝑗]𝑛}, (2.7)

siendo los nuevos parámetros del modelo con dimensión energía 𝑝3, 𝑝4 y 𝑝5,
siendo 𝑝3 semidefinido positivo y 𝑝4 y 𝑝5, reales. Como antes, 𝐹3, 𝐹4 y 𝐹5 son fun-
ciones adimensionales generales que satisfacen la restricción 𝐹3(𝑟e) = 𝐹4(𝑟e) =
𝐹5(𝑟e) = 1. De nuevo, más allá del régimen de respuesta lineal, puede ser ne-
cesario imponer otras restricciones. El primer y el tercer término introducen
constantes de fuerza arbitrarias y no degeneradas, respectivamente. Los vec-
tores unitarios que dan, respectivamente, la orientación de los ejes 𝑥 e 𝑦 del
sistema de referencia fijo del capsómero 𝑖 son v𝑥𝑖 y v𝑦𝑖, ver Fig. 2.2, y lo mismo
para 𝑗 cambiando 𝑖 por 𝑗 . Los símbolos Re e Im se refieren a las partes real
e imaginaria respectivamente. El segundo término añade un parámetro más
(es decir, no sólo añade el 𝑝𝑖 correspondiente, 𝑝4, sino también cos 𝜃e𝑛) para fijar
las constantes de fuerza 𝑘𝜃+ y 𝑘𝜃− . Ninguno de los términos de (2.7) altera los
valores de equilibrio anteriores para 𝜃𝑖, 𝜃𝑗 y 𝜙𝑖 − 𝜙𝑗 . Además, los dos últimos tér-
minos proporcionan 𝑛 valores de equilibrio equivalentes para 𝜒𝑖 y 𝜒𝑗 , dotando
de simetría axial de orden 𝑛 pero manteniendo la simetría 𝐶2 de la configura-
ción de equilibrio. El diseño de 𝑉 (1)

𝑖𝑗 sigue al de 𝑉 (0)
𝑖𝑗 , y al igual que los términos

anisótropos proporcionales a 𝐹1 y 𝐹2 en la Ec. (2.6), todos los términos de la Ec.
(2.7) se anulan en la configuración de equilibrio.
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La suma de estas dos contribuciones, 𝑉 (0)
𝑖𝑗 + 𝑉 (1)

𝑖𝑗 , determina completamen-
te las seis constantes de fuerza diagonales en las coordenadas adaptadas a
la simetría, como funciones lineales de los seis parámetros del modelo 𝑝𝑖, 𝑖 =
0, … , 5. Como ya se sabe, la constante de fuerza de estiramiento 𝑘𝑟 y la cons-
tante de fuerza de torsión 𝑘𝜙 están determinadas por 𝑉 (0)

𝑖𝑗 . Las constantes de
fuerza de flexión 𝑘𝜃+ y 𝑘𝜃− están determinadas por 𝑉 (0)

𝑖𝑗 y 𝑉 (1)
𝑖𝑗 . Por último, las

constantes de fuerza de torsión 𝑘𝜒+ y 𝑘𝜒− están fijadas por 𝑉 (1)
𝑖𝑗 . Para fijar 𝑘𝑟 se

necesita la forma funcional explícita de 𝐹0(𝑟). En realidad, sólo se requiere su
segunda derivada a la distancia de equilibrio 𝑟 = 𝑟e𝑛 . Se utiliza aquí una ex-
presión que se ha demostrado muy conveniente para la optimización global y
los estudios cinéticos, a saber, el potencial de Lennard-Jones generalizado en
forma adimensional:

𝐹0(𝑟) = (
𝑟e𝑛

𝑟 )
2𝑚

− 2 (
𝑟e𝑛

𝑟 )
𝑚

, (2.8)

donde el parámetro de potencia 𝑚 debe elegirse para fijar la escala del rango de
la interacción. Esta forma satisface 𝐹0(𝑟e𝑛) = −1. De ahí se obtiene la constante
de fuerza de estiramiento 𝑘𝑟 = 2𝑝0𝑚2. Para las tareas de optimización global, una
forma explícita sencilla es conveniente para las otras funciones 𝐹𝑖(𝑟), a saber

𝐹𝑖(𝑟) = (
𝑟e𝑛

𝑟 )
𝑚

, 𝑖 = 1, … , 5 , (2.9)

con el mismo parámetro 𝑚. Claramente, satisfacen la condición 𝐹𝑖(𝑟e) = 1. Las
expresiones para las constantes de fuerza diagonal de interacción binaria como
funciones de los parámetros del modelo, junto con las correspondientes coor-
denadas y sus valores de equilibrio, se recogen en la tabla 2.1, con 𝑠𝑛 = sin 𝜃e𝑛 .

La forma proporcionada hasta ahora para la interacción binaria de las uni-
dades tiene constantes de fuerza no diagonales nulas para las coordenadas
adaptadas a la simetría de la interacción binaria. Una forma general completa
requiere valores libres adicionales para dar lugar a tales elementos de acopla-
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Tabla 2.1 Coordenadas adaptadas a la simetría adimensionales (primera co-
lumna) cuyos desplazamientos respecto a sus valores de equilibrio (segunda co-
lumna) proporcionan las correspondientes constantes de fuerza diagonal (con
dimensiones de energía) como funciones de los parámetros del modelo (ter-
cera columna, con 𝑠𝑛 = sin 𝜃e). Los signos +, − denotan la simetría (simétrica o
antisimétrica respectivamente) del modo con respecto de una rotación de 𝜋
alrededor del eje 𝐶2 de la configuración de equilibrio.

Coordenadas Equilibrio Constantes de fuerza diagonales
𝑟+ = 𝑟𝑖𝑗 /𝑟e𝑛 1 𝑘𝑟 = 2𝑝0𝑚2

𝜙+ = 𝜙𝑗 − 𝜙𝑖 0 𝑘𝜙 = 𝑝1𝑠2
𝑛

𝜃+ = 𝜃𝑗 − 𝜃𝑖 2𝜃e𝑛 − 𝜋 𝑘𝜃+ = (𝑝2 − 1
2𝑝4) 𝑠2

𝑛

𝜒+ = 𝜒𝑗 + 𝜒𝑖 𝜋 ± 2𝜋𝑙
𝑛 ; 𝑙 ∈ 𝑍 𝑘𝜒+ = 1

2𝑛2 (𝑝3 + 𝑝5𝑠𝑛
𝑛) 𝑠𝑛

𝑛
𝜃− = 𝜃𝑗 + 𝜃𝑖 𝜋 𝑘𝜃− = 𝑝1 + (𝑝2 + 1

2𝑝4)𝑠2
𝑛

𝜒− = 𝜒𝑗 − 𝜒𝑖 −𝜋 ± 2𝜋𝑙
𝑛 ; 𝑙 ∈ 𝑍 𝑘𝜒− = 1

2𝑛2 (𝑝3 − 𝑝5𝑠𝑛
𝑛) 𝑠𝑛

𝑛

miento. Con este fin, se introducen los siguientes términos:

𝑉 (𝑟)
𝑖𝑗 =

𝑟𝑖𝑗
𝑟e𝑛

− 1, (2.10)

𝑉 (𝜙)
𝑖𝑗 = (v𝑧𝑖 × v𝑧𝑗) ⋅ n𝑖𝑗 , (2.11)

𝑉 (𝜃+)
𝑖𝑗 = (v𝑧𝑖 − v𝑧𝑗) ⋅ n𝑖𝑗 + 2 cos 𝜃e𝑛 , (2.12)

𝑉 (𝜃−)
𝑖𝑗 = (v𝑧𝑖 + v𝑧𝑗) ⋅ n𝑖𝑗 , (2.13)

𝑉 (𝜒+)
𝑖𝑗 = Im{[−(v𝑥𝑖 + i v𝑦𝑖) ⋅ n𝑖𝑗]𝑛 + [(v𝑥𝑗 + i v𝑦𝑗) ⋅ n𝑖𝑗]𝑛}, (2.14)

𝑉 (𝜒−)
𝑖𝑗 = Im{[−(v𝑥𝑖 + i v𝑦𝑖) ⋅ n𝑖𝑗]𝑛 − [(v𝑥𝑗 + i v𝑦𝑗) ⋅ n𝑖𝑗]𝑛}, (2.15)

los cuales, en torno a la configuración de equilibrio binaria, son lineales con
respecto de la coordenada de simetría del superíndice. Por lo tanto, la contri-
bución adicional para la interacción binaria cruza dichos términos:

𝑉 (2)
𝑖𝑗 = 𝑝6 𝐹6(𝑟𝑖𝑗)𝑉 (𝑟)

𝑖𝑗 𝑉 (𝜙)
𝑖𝑗 + 𝑝7 𝐹7(𝑟𝑖𝑗)𝑉 (𝑟)

𝑖𝑗 𝑉 (𝜃+)
𝑖𝑗 + 𝑝8 𝐹8(𝑟𝑖𝑗)𝑉 (𝑟)

𝑖𝑗 𝑉 (𝜒+)
𝑖𝑗

+ 𝑝9 𝐹9(𝑟𝑖𝑗)𝑉 (𝜙)
𝑖𝑗 𝑉 (𝜃+)

𝑖𝑗 + 𝑝10 𝐹10(𝑟𝑖𝑗)𝑉 (𝜙)
𝑖𝑗 𝑉 (𝜒+)

𝑖𝑗

+ 𝑝11 𝐹11(𝑟𝑖𝑗)𝑉 (𝜃+)
𝑖𝑗 𝑉 (𝜒+)

𝑖𝑗 + 𝑝12 𝐹12(𝑟𝑖𝑗)𝑉 (𝜃−)
𝑖𝑗 𝑉 (𝜒−)

𝑖𝑗 , (2.16)

que, como es necesario, sólo incluye los acoplamientos entre modos con la
misma simetría. Al igual que antes, 𝐹𝑖, 𝑖 = 6, … , 12, son funciones generales adi-
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mensionales que satisfacen 𝐹𝑖(𝑟e) = 1, a las que se les ha dado la forma explícita
en la ecuación (2.9). Intervienen seis parámetros adicionales (𝑝𝑖, 𝑖 = 6, … , 12), ca-
da uno de los cuales fija la constante de fuerza no diagonal correspondiente.
Por lo tanto, la interacción binaria completa es:

𝑉𝑖𝑗 = 𝑉 (0)
𝑖𝑗 + 𝑉 (1)

𝑖𝑗 + 𝑉 (2)
𝑖𝑗 , (2.17)

y los elementos de la matriz de constantes de fuerza (en unidades de energía)
como funciones lineales de los parámetros del modelo se presentan en las
tablas 2.2 (para los modos simétricos) y 2.3 (para los modos antisimétricos).

Tabla 2.2 Elementos de lamatriz de constantes de fuerza (en unidades de ener-
gía) para la interacción binaria como funciones de los parámetros del modelo
para las coordenadas internas simétricas (C.S.).

C.S. 𝑟+ 𝜙+ 𝜃+ 𝜒+

𝑟+ 𝑘𝑟 𝑘𝑟𝜙 = 𝑝6𝑠2
𝑛 𝑘𝑟𝜃+ = 𝑝7𝑠𝑛 𝑘𝑟𝜒+ = 𝑛𝑝8𝑠𝑛

𝑛
𝜙+ 𝑘𝑟𝜙 𝑘𝜙 𝑘𝜙𝜃+ = 𝑝9𝑠3

𝑛 𝑘𝜙𝜒+ = 𝑛𝑝10𝑠𝑛+2
𝑛

𝜃+ 𝑘𝑟𝜃+ 𝑘𝜙𝜃+ 𝑘𝜃+ 𝑘𝜃+𝜒+ = 𝑛𝑝11𝑠𝑛+1
𝑛

𝜒+ 𝑘𝑟𝜒+ 𝑘𝜙𝜒+ 𝑘𝜃+𝜒+ 𝑘𝜒+

Tabla 2.3 Elementos de lamatriz de constantes de fuerza (en unidades de ener-
gía) para la interacción binaria como funciones de los parámetros del modelo
para las coordenadas internas antisimétricas (C. A.).

C. A. 𝜃− 𝜒−

𝜃− 𝑘𝜃− 𝑘𝜃−𝜒− = 𝑛𝑝12𝑠𝑛+1
𝑛

𝜒− 𝑘𝜃−𝜒− 𝑘𝜒−

Dentro del régimen lineal, la expresión final para 𝑉𝑖𝑗 dada en la ecuación
(2.17) es en realidad la forma más completa que puede ser escrita con el mí-
nimo número de términos multipolares de menor orden para la interacción
binaria entre dos cuerpos rígidos que satisfacen las restricciones geométricas
impuestas por las simetrías del capsómero y de la cápside. El modelo de in-
teracción binaria (2.17) también podría utilizarse para los hexones tomando
𝑛 = 6. Los pentones y los hexones son subunidades típicas que aparecen juntas
en las cápsides icosaédricas de virus con números de triangulación mayores
(𝑇 = 3 sería el caso más simple). Entonces, aparte de las formas de interacción
pentón-pentón y hexón-hexón ya dadas aquí, la interacción pentón-hexón sería
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también necesaria para modelar estos sistemas. Por supuesto, los parámetros
serían en general diferentes para cada una de estas tres formas de interacción.

Conocido el potencial binario, se obtiene fácilmente la energía potencial
total de interacción para 𝑁 capsómeros idénticos (aquí 𝑁 = 60/𝑛):

𝑉 =
𝑁

∑
𝑖,𝑗>𝑖

𝑉𝑖𝑗 . (2.18)

La distancia de equilibrio entre los capsómeros (𝑟e𝑛 ∼ 80 Å para el VSNT)
es mucho mayor que el rango de interacción molecular (∼ 1 Å). Esto requiere
valores del parámetro 𝑚 elevados (mayores que seis) en el término isótropo
(2.8). Por lo tanto, y como confirman los cálculos presentados en la sección de
resultados, cada unidad en la estructura de equilibrio de la cápside interactúa
sólo con sus vecinos más cercanos (interacciones de contacto) y la energía de
unión de la cápside, 𝐸b, es la suma de estas interacciones de contacto. En cada
estructura 𝑇 = 1 que puede ensamblarse a partir de pentones (un dodecaedro
regular) o de trímeros (un icosaedro regular) hay 30 contactos equivalentes.
Si cada uno de estos contactos está en la configuración de equilibrio de su
interacción binaria, entonces la energía de unión de la cápside 𝑇 = 1 toma el
valor 𝐸b = 30 𝑝0 y si dicha configuración de equilibrio corresponde a un punto
estacionario estable de 𝑉𝑖𝑗 (es decir, un mínimo) este valor de 𝐸b es un máximo
global (es decir, un mínimo global de 𝑉 ). Cuando esto ocurre, generalmente se
habla de una configuración de equilibrio de muchos cuerpos con frustración
cero [58].

Para gestionar la frustración, 𝜃e𝑛 es un parámetro geométrico que fija el án-
gulo diedro entre los dos capsómeros vecinos. Por supuesto, el diseño de una
frustración que desaparezca en el equilibrio requiere que este ángulo diedro
coincida con el ángulo diedro entre caras vecinas del poliedro regular corres-
pondiente, ya sea un dodecaedro para los pentones o un icosaedro para los
trímeros (ver Tabla 3.1). Estos parámetros se fijarán a sus respectivos valores
en todos los cálculos realizados en este trabajo. Si el parámetro 𝑚 se elige lo
suficientemente grande como para ajustarse a la longitud de interacción real,
los otros parámetros del modelo que tienen un efecto directo en las constan-
tes de fuerza dadas en la Tabla 2.1 y por lo tanto en las propiedades elásticas
de la cápside, apenas afectan a la estructura geométrica final de la cápside. El
parámetro 𝑝0 fija la escala de energía y 𝑟e la escala de longitud del sistema. Si
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Figura 2.3 Configuración de equilibrio de las cápsides 𝑇 = 1 para pentones
(izquierda) y trímeros (derecha).

el resto de los parámetros satisfacen las restricciones previamente establecidas
y proporcionan una estructura de equilibrio binaria estable, la geometría de
equilibrio de la cápside icosaédrica permanecerá inalterada. Además, se puede
encontrar que estas estructuras regulares son efectivamente mínimos de ener-
gía global de la correspondiente superficie de energía potencial de la cápside,
con la energía de enlacemáxima esperada 𝐸b = 30𝑝0. Para encontrar estosmíni-
mos globales, se empleó la técnica de optimización global del Salto de Cuenca
[119, 120]. Las ilustraciones de estas estructuras se presentan en la figura 2.3.
Aunque la única restricción geométrica para los capsómeros empleados en es-
te trabajo es su simetría rotacional, en esta figura se ha elegido un pentágono
regular para los pentones y un triángulo regular para los trímeros. Nótese, sin
embargo, que mientras los dos primeros términos (𝑉 (0)

𝑖𝑗 y 𝑉 (1)
𝑖𝑗 ) de la interacción

binaria inducen en la cápsula la simetría del grupo 𝐼ℎ, el tercer término 𝑉 (2)
𝑖𝑗

destruye el centro de inversión y reduce la simetría de la cápside a la del grupo
𝐼 , como ocurre en las cápsides reales. Precisamente, los términos de 𝑉 (2)

𝑖𝑗 res-
ponsables de esta ruptura de simetría son los proporcionales a 𝑝6, 𝑝8, 𝑝9, 𝑝11 y
𝑝12, que cambian de signo bajo inversión.
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Modos normales analíticos de respiración y de torsión
Como se verá, tanto los pentones como los trímeros dan dos modos 𝐴 to-

talmente simétricos. Sus frecuencias pueden obtenerse analíticamente. La pri-
mera componente de estos modos corresponde a la respiración de la cápside
en la que todos los capsómeros oscilan radialmente en fase. La energía cinética
de este movimiento es entonces

𝐾b = 1
2𝑁𝑀 ̇(Δ𝑅)2,

donde Δ𝑅 es el desplazamiento radial, 𝑁 es el número de capsómeros y 𝑀 es
la masa del capsómero. La otra componente de los modos 𝐴 corresponde a la
rotación sincronizada en fase de todos los capsómeros alrededor de su eje de
simetría. Su energía cinética es

𝐾r = 1
2𝑁𝐼𝑧 ̇(Δ𝜒)2,

donde Δ𝜒 es el cambio angular e 𝐼𝑧 es su momento principal de inercia a lo
largo de eje de simetría de rotación. Por lo tanto, la energía cinética total es

𝐾A = 1
2𝑁𝑀(𝑅 ̇Δ𝑟+)2 + 1

8𝑁𝐼𝑧 ̇(Δ𝜒+)2,

Las tres constantes de fuerza involucradas en estos dos movimientos son 𝑘𝑟, 𝑘𝜒+

y 𝑘𝑟𝜒+ y el cambio principal en la energía potencial es

𝑉A = 1
2𝐶 [𝑘𝜒+(Δ𝜒+)2 + 𝑘𝑟(Δ𝑟+)2 + 2𝑘𝑟𝜒+Δ𝑟+Δ𝜒+] ,

donde 𝐶 es el número de contactos o enlaces (es decir, 𝐶 = 30) y 𝑅 el radio de
la esfera que contiene los centros de masa de los capsómeros en equilibrio, es
decir, el radio de la esfera inscrita en el poliedro de equilibrio correspondien-
te. A partir de estas dos últimas ecuaciones, se obtienen las dos frecuencias
siguientes:

𝜔b = √
15(𝑆 − 𝐷)

𝐼𝑧𝑁𝑀 , (2.19)

𝜔r = √
15(𝑆 + 𝐷)

𝐼𝑧𝑁𝑀 , (2.20)
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para las que se define
𝑆 = 4𝑀𝑘𝜒+ + 𝐼𝑧𝑘𝑟/𝑅2

y
𝐷 = √(4𝑀𝑘𝜒+ − 𝐼𝑧𝑘𝑟/𝑅2)2 + 16𝑀𝐼𝑧(𝑘𝑟𝜒+/𝑅)2.

En estas ecuaciones 𝑁𝑀 = 𝑀𝑐 es la masa total de la cápside. Los valores de 𝑅
son los radios inscritos 𝑟𝑖 de la Tabla 3.1 del dodecaedro para el caso de pen-
tones y del icosaedro para el caso de trímeros. Cuando no hay acoplamiento
entre las dos coordenadas adaptadas a la simetría de la interacción binaria, es
decir, cuando 𝑘𝑟𝜒+ = 0, 𝜔b = √30𝑘𝑟/(𝑀c𝑅2) es la frecuencia del modo de respi-
ración mientras que 𝜔r = 2√30𝑘𝜒+/(𝑁𝐼𝑧) es la frecuencia del modo de torsión
simétrica. Todas ellas son ecuaciones relevantes ya que relacionan directamen-
te tres de las constantes de fuerza del modelo con las frecuencias de los modos
normales totalmente simétricos.

2.2.2. Adaptación para deformaciones grandes
La forma sugerida en la sección anterior para el potencial de interacción

entre capsómeros es tal que si los capsómeros no se encuentran perfectamen-
te orientados, la interacción puede resultar repulsiva y, en caso de no decaer
con suficiente rapidez con la separación entre capsómeros, puede llegar a ser
relevante incluso para separaciones grandes. Una forma de flexibilizar esto, es
permitir que existan diferentes distancias de equilibrio para la interacción bina-
ria entre capsómeros según cambie la coordenada 𝜃+ en vez de un único valor
𝑟e. Con intención de explorar esta opción, se parte del potencial de Lennard-
Jones (2.8) y se pretende introducir simplemente un cambio en la distancia de
equilibrio como consecuencia de un cambio de orientación entre capsómeros,
pero no en el valor de equilibrio del potencial. Esto significa que si se toman
los capsómeros como sólidos rígidos, éstos tendrían la posibilidad de permane-
cer en equilibrio entre sí al desorientarse si se separan o acercan una distancia
adecuada. Por establecer una analogía, los centros de masa de dos solapas de
una encuadernación con anillas son libres de moverse a lo largo de la unión.
Estos centros de masa estarán separados, como mínimo, por el espesor de las
solapas, tanto si se juntan por el anverso como por el reverso y alcanzan su
separación máxima cuando se encuentran estiradas. Este efecto es el que se
pretende conseguir, el “efecto anillas”.
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Dada una configuración de equilibrio arbitraria donde 𝜃𝑖 = 𝜋 − 𝜃e, 𝜃𝑗 = 𝜃e y
𝑟𝑖𝑗 = 𝑟e, es posible modificar el potencial de Lennard-Jones de forma tal que
deje de ser isótropo mediante una distancia de equilibrio efectiva 𝑟e∗ depen-
diente de los ángulos 𝜃𝑖 y 𝜃𝑗 (más en concreto de su diferencia: 𝜃+ = 𝜃𝑗 − 𝜃𝑖),
de la mínima separación posible 𝑟0 y del parámetro 𝜃e. Se propone la expresión
siguiente:

𝑟e∗ = 𝑟0 + (𝑟e − 𝑟0) sin
2 𝜃

sin2 𝜃e
, (2.21)

donde 𝜃 = 𝜋−𝜃+

2 y por ello, sin 𝜃 = cos 𝜃+

2 . Dado que en el convenio ZYZ para los
ángulos de Euler, 𝜃𝑖, 𝜃𝑗 ∈ [0, 𝜋), resulta que 𝜃+ ∈ (−𝜋, 𝜋) y 𝜃 ∈ (0, 𝜋). Aplicando la
relación del coseno del ángulo mitad cos 𝜃+

2 y la relación del coseno de la resta
de argumentos y, finalmente, expresando senos y cosenos en función de los
vectores unitarios asociados se obtiene la expresión para el sin2 𝜃:

sin2 𝜃 = 1
2 {1 + (v𝑧𝑖 ⋅ n𝑖𝑗)(v𝑧𝑗 ⋅ n𝑖𝑗) + √[1 − (v𝑧𝑖 ⋅ n𝑖𝑗)2] [1 − (v𝑧𝑗 ⋅ n𝑖𝑗)2]} . (2.22)

La matriz de constantes de fuerza en las coordenadas 𝑟+ = 𝑟𝑖𝑗 /𝑟e y 𝜃+ es:

𝐾 = 2𝑚2𝑝0
⎛
⎜
⎜
⎝

1 𝑟0−𝑟e
𝑟e tan 𝜃e

𝑟0−𝑟e
𝑟e tan 𝜃e

(𝑟0−𝑟e)2

𝑟2
e tan2 𝜃e

⎞
⎟
⎟
⎠

. (2.23)

En las dos situaciones extremas, es decir, si dos capsómeros se encuentran
justo de frente o de espalda (𝜃+ = 𝜋 y 𝜃+ = −𝜋, respectivamente), la distancia de
equilibrio es 𝑟e∗ = 𝑟0 y, dado que no se penaliza que 𝜃+ ≠ 2𝜃e−𝜋, existe toda una
línea demínimos equivalentes que une el valor de equilibrio en la configuración
pretendida (𝑟e∗ = 𝑟e y 𝜃+ = 2𝜃e − 𝜋) y las dos situaciones extremas consideradas.
La expresión (2.21) es 2𝜋-periódica en 𝜃+ y es la expresión más simple capaz
de dar lugar a un desarrollo multipolar en términos de 𝜃+ cuyo orden es el más
bajo en torno a la configuración de equilibrio. El mapa de energía potencial
del potencial de Lennard-Jones y el de su adaptación se muestran en la Figura
2.4. Claramente, el potencial adaptado permite una familia de distancias de
equilibrio en vez de un único valor gracias a la dependencia con la apertura 𝜃+.

Una segunda medida que mitiga que, para separaciones grandes, la inter-
acción sea repulsiva es hacer que las contribuciones anisótropas decaigan a un
ritmo mayor que la parte atractiva del potencial de Lennard-Jones. Para ello, se
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Figura 2.4 Potencial de Lennard-Jones y potencial adaptado. Se ha saturado el
valor máximo del potencial en 1 para apreciar las zonas de mínima energía. El
“efecto anillas” implica que, en el plano 𝑟+𝜃+, existe todo un valle de mínimos
de energía equivalentes distinto de la recta 𝑟+ = 1.
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Figura 2.5 Potencial adaptado. Se ha saturado el valor máximo del potencial
en 1 para apreciar las zonas de mínima energía. El parámetro 𝑝2 = 1 y el resto
de parámetros 𝑝𝑖 no influyen en esta gráfica si, con excepción de 𝜃+ y de 𝑟+,
se mantienen las demás coordenadas de equilibrio de la interacción binaria y
se impone 𝑝7 = 0. La intersección de las líneas rojas entrecortadas muestran el
mínimo de energía de la configuración de equilibrio pretendida para trímeros.
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escogen las funciones

𝐹𝑖(𝑟) = (
𝑟e𝑛

𝑟 )
𝑚′𝑚

, 𝑖 ≥ 1, 𝑚′ ∈ (1, 2). (2.24)

La cota inferior de 𝑚′ garantiza que decaigan los términos anisótropos más
rápidamente que el término atractivo del potencial de Lennard-Jones, de rango
𝑚, para distancias largas (mayores que 𝑟e𝑛). La cota superior previene que, en
distancias cortas (inferiores a 𝑟e𝑛), un término anisótropo atractivo pueda superar
la contribución repulsiva del potencial de Lennard-Jones, de rango 2𝑚, evitando
así posibles singularidades para distancia cero.

La propuesta de esta tesis para reproducir de forma minimalista un experi-
mento de hendimiento de una cápside combina pues las dos modificaciones,
es decir, la introducción de la distancia de equilibrio efectiva 𝑟∗

e con el paráme-
tro 𝑟0 (2.21) y la modificación para el decaimiento de los términos anisótropos
𝐹𝑖(𝑟), 𝑖 ≥ 1 (2.24) con el parámetro 𝑚′. Por otra parte, los términos en (2.16) lejos
de la configuración de equilibrio pretendida pueden ser tanto mayores como
menores de cero y, dependiendo de lamagnitud de sus parámetros, dar lugar a
otro mínimo de energía más profunda. Con la información experimental dispo-
nible en la sección 4.3, no resulta posible ajustar sus parámetros de forma que
se evite dicha situación, de manera que se suprimen. Por la misma razón, se
eliminan las contribuciones que acompañan a los parámetros 𝑝4 y 𝑝5 de (2.7).
Esta simplificación provoca que 𝑘𝜒+ = 𝑘𝜒− y que las constantes de fuerza no
diagonales se anulen excepto 𝑘𝑟𝜃+ debido al parámetro 𝑟0 ≠ 1. Estos cambios
alteran parte de las expresiones en las tablas 2.1 y 2.2. Las constantes de fuer-
za de la interacción binaria bajo el potencial adaptado a un régimen no lineal
quedan como sigue (aunque el uso de estas constantes de fuerza no implica
que estemos restringiéndonos al regimen lineal en torno a la configuración de
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equilibrio):

𝑘𝑟 = 2𝑝0𝑚2, (2.25)
𝑘𝜙 = 𝑝1𝑠𝑛

2, (2.26)

𝑘𝜃+ = 𝑝2𝑠𝑛
2 + 𝑘𝑟 (

𝑟0 − 𝑟e
𝑟e tan 𝜃e)

2
, (2.27)

𝑘𝜒+ = 1
2𝑛2𝑝3𝑠𝑛

𝑛, (2.28)

𝑘𝜃− = 𝑝1 + 𝑝2𝑠𝑛
2, (2.29)

𝑘𝜒− = 𝑘𝜒+ , (2.30)

𝑘𝑟𝜃+ = 𝑘𝑟
𝑟0 − 𝑟e
𝑟e tan 𝜃e

. (2.31)

El valor parámetro 𝑟0 informa sobre la forma oblata (𝑟0 < 𝑟e) o prolata (𝑟0 > 𝑟e)
del capsómero. Para comprobar que la ecuación (2.21) tiene las consecuencias
deseadas, se examina el efecto sobre un experimento hipotético en el que se
aplastan dos capsómeros incialmente en la configuración pretendida contra
un substrato plano. Se comparan las consecuencias de tal experimento con la
curva de mínimos de energía equivalente del potencial adaptado, con todos
los 𝑝𝑖 nulos salvo 𝑝0 = 1. En la Figura 2.6 se observa que en el caso oblato se
producen los cambios

𝑟∗
e ∶ 𝑟e → 𝑟0 + 𝑟e − 𝑟0

sin2 𝜃e
, 𝜃𝑖 ∶ 𝜋

2 −𝜃e → 0, 𝜃𝑗 ∶ −𝜋
2 +𝜃e → 0, 𝜃+ ∶ 2𝜃e−𝜋 → 0,

y en el caso prolato,

𝑟∗
e ∶ 𝑟e → 𝑟0, 𝜃𝑖 ∶ 𝜋

2 −𝜃e → 𝜋
2 , 𝜃𝑗 ∶ −𝜋

2 +𝜃e → −𝜋
2 , 𝜃+ ∶ 2𝜃e−𝜋 → −𝜋,

por lo que, teniendo en cuenta que 𝜃e ∈ [0, 𝜋/2], el aplastamiento de los dos
capsómeros oblatos aumenta 𝜃+ y, por el contrario, el de los prolatos, lo reduce.
Esto es consistente con la curva de mínimos equivalentes de la Figura 2.7 en
donde la configuración de los capsómeros oblatos ascendería por la línea azul
hasta 𝜃+ = 0 y la de prolatos, descendería por la línea naranja hasta 𝜃+ = −𝜋. En
ambos casos, aplastar la configuración de los dos capsómeros separa más sus
centros de masa.

El “efecto anillas” que se logra introduciendo 𝑟e∗ en el potencial de Lennard-
Jones se transforma en lo que podría denominarse el “efecto libro” dando va-
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Figura 2.6 Cambio en la configuración de equilibrio entre dos capsómeros obla-
tos (figura superior) y prolatos (figura inferior) tras ser aplastados contra un subs-
trato plano.
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Figura 2.7 Potencial adaptado con todos los parámetros 𝑝𝑖 nulos salvo 𝑝0 = 1.
Como ejemplo de capsómero oblato se toma 𝑟0 = 0.5𝑟e y de prolato, 𝑟0 = 1.5𝑟e.
La intersección de las líneas rojas entrecortadas muestra la configuración de
equilibio pretendida.
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lores positivos a 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3. El “efecto libro” se denomina así porque por una
parte, 𝑝2 fija el mínimo de energía para 𝜃+ = 2𝜃e − 𝜋. Por otra parte, 𝑝1 fija si-
multáneamente el valor de equilibrio para 𝜙+ = 0 y 𝜃− = 𝜋. Por último, 𝑝3 fija
las dos mitades del libro arista con arista, teniendo energía mínima en 𝜒+ = 𝜋
y 𝜒− = −𝜋 . El “efecto libro” se ha aplicado en la sección 4.3 teniendo 𝑝0 co-
mo unidad de energía y como parámetros 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑚, 𝑚′ y 𝑟0 con el propósito
de modelizar los trímeros del VDR para el experimento de hendimiento con la
punta de un MFA.



Capítulo 3

Métodos matemáticos y numéricos

3.1. Optimización global
La optimización global de una función real 𝑓 ∶ x ⊂ 𝐷 → ℝ consiste en ha-

llar el mínimo de su imagen dentro de la región 𝐷. La optimización global es
de por sí un amplio campo de estudio ya que salvo en casos triviales no hay
forma de determinar si realmente se ha encontrado el verdadero mínimo glo-
bal o si sólo es un mínimo local profundo. No obstante, el algoritmo se puede
ejecutar desde una serie de puntos de partida aleatorios diferentes, denomi-
nados trayectorias, para poder afirmar con más garantías que el mínimo más
bajo encontrado haya convergido al mínimo global comparando el mínimo
más profundo de cada trayectoria con el de las demás.

La función que se pretende minimizar recibe el nombre de función de cos-
te y generalmente es no lineal, puede depender de variables discretas o conti-
nuas, encontrarse o no sujeta a restricciones o aplicarse sobre un dominio más
complicado que simples intervalos, por sólo citar algunos aspectos que deben
tenerse en cuenta. En consecuencia, los métodos de minimización pueden es-
tar basados o no en gradientes, tener o no ligaduras, entre otras características.
Para tener una perspectiva general sobre diversos problemas de optimización,
recomiendo la lectura de los libros [121, 122].

En lo que concierne a esta tesis, se han empleado dos métodos de optimi-
zación global: el Método de Salto de Cuenca (MSC) y el Método de Búsqueda
de Armonía (MBA).
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3.1.1. Método de Salto de Cuenca
Se trata de un algoritmo estocástico especialmente indicado para encontrar

el mínimo global de una función escalar suave [119, 120].
En cada iteración se realizan tres acciones en orden:

1. Minimizar localmente.

2. Someter a una prueba de aceptación a las nuevas coordenadas en función
del valor del mínimo local obtenido.

3. Perturbar aleatoriamente las últimas coordenadas aceptadas.

El método de minimización local empleado en esta tesis es el L-BFGS-B
[123, 124], el cual limita la búsqueda de las coordenadas x en los intervalos
𝑙𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑢𝑖, siendo 𝑙𝑖 y 𝑢𝑖 las componentes de los vectores l y u: .

Amén de otras opciones, la prueba de aceptación típica es el criterio de
Metrópolis de los algoritmos estándar de Monte Carlo [125–127]. Por conside-
raciones de mecánica estadística, se sabe que la probabilidad 𝑝𝑖 de encontrar
un estado con energía 𝐸𝑖 es proporcional a:

𝑝𝑖 ∝ exp(− 𝐸𝑖
𝑘𝐵𝑇 ) ,

y por lo tanto:
𝑝𝑗
𝑝𝑖

= exp(−
𝐸𝑗 − 𝐸𝑖

𝑘𝐵𝑇 ) .

Si se asume que la probabilidad de transición de un estado de energía 𝐸𝑖 a otro
de energía 𝐸𝑗 es:

𝑝𝑖→𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 si 𝐸𝑗 ≤ 𝐸𝑖

exp(−𝐸𝑗−𝐸𝑖
𝑘𝐵𝑇 ) si 𝐸𝑗 > 𝐸𝑖

,

resulta posible entonces establecer una analogía para funciones genéricas y no
relacionadas necesariamente con energía alguna mediante una temperatura
ficticia 𝑇 que prescinde de la constante de Boltzmann 𝑘𝐵 :

𝑝𝑖→𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 si 𝑓(x𝑗 ) ≤ 𝑓(x𝑖)

exp(−
𝑓(x𝑗 )−𝑓(x𝑖)

𝑇 ) si 𝑓(x𝑗 ) > 𝑓(x𝑖)
. (3.1)
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En el caso de que 𝑓(x𝑗 ) ≤ 𝑓(x𝑖), se acepta el nuevo mínimo, sin más. En caso
contrario, se genera un número aleatorio 𝑎 ∈ [0, 1) que si supera a la exponen-
cial, implica el rechazo del mínimo y en caso contrario, implica su aceptación.

3.1.2. Método de Búsqueda de Armonía
También estocástico, el MBA es un algoritmo de optimización libre de de-

rivadas inspirado en el proceso de composición musical. Se encuentra particu-
larmente indicado para problemas con variables discretas, si bien resuelve con
éxito problemas continuos [128].

Se define una matriz, la Memoria de Armonía (MA), cuyo número de ele-
mentos es el Tamaño de la Memoria de Armonía (TMA). Asimismo, se define
el vector F con el mismo número de elementos, TMA. Cada fila de MA es un
vector x𝑖 y cada elemento de F es la correspondiente imagen 𝑓(x𝑖). Los vectores
x𝑖 tienen dimensión 𝑁 , las dimensiones de la MA son TMA×𝑁 y la longitud de
F es TMA.

En una trayectoria, se realizan los siguientes pasos en cada iteración

1. Construir un vector de prueba.

2. Si la imagen del vector de prueba es inferior al máximo de F, ésta lo sus-
tituye y el vector de prueba sustituye en MA al vector asociado con el
máximo de F.

La construcción del vector de prueba se hace componente a componente
y requiere la introducción de cinco definiciones más: la Tasa de Consideración
de la Memoria de Armonía (TCMA), la Tasa de Ajuste de Tono (TAT), el Ancho de
Banda (AB), el vector de cotas inferiores l y el vector de cotas superiores u. En
esta tesis, se ha considerado que ABpuede ser diferente para cada componente
de x por lo que se considera como un vector AB mientras que TCMA y TAT se
fijan en un mismo valor para todos los casos. Dado que tanto TCMA como TAT
son probabilidades, están acotadas entre 0 y 1. Los vectores l, u y AB tienen
longitud 𝑁 . El significado de estas cinco definiciones se puede comprender
observando sus efectos en el proceso de obtención de la componente j-ésima
del vector de prueba:

1. Se genera un número aleatorio 𝑎 ∈ [0, 1).

2. Si TCMA supera a 𝑎, la componente j-ésima es la componente j-ésima de
alguno de los TMA vectores de MA.
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a) Las componentes j-ésimas de los TMA vectores de la MA tienen la
misma probabilidad de ser elegidas.

b) La componente j-ésima del vector de prueba resultante tiene una
probabilidad de ser perturbada unamagnitud 𝑏AB𝑗 , donde 𝑏 ∈ [−1, 1].

3. En caso contrario, la componente j-ésima no se busca en la MA sino que
es un valor cualquiera generado con probabilidad uniforme entre 𝑙𝑗 y 𝑢𝑗
las cotas inferior y superior para la componente j-ésima.

La ventaja fundamental de la búsqueda de armonía frente al salto de cuenca
es la ausencia de gradientes en el método.

3.2. Rotaciones y cuaterniones
Una rotación es una aplicación lineal R ∶ 𝕂𝑛 → 𝕂𝑛 cuya representación

matricial es ortonormal y de determinante unidad det(R) = 1. De este modo, si
se toman las columnas (también se podría razonar en términos de filas) de la
matriz R = [r1, ⋯ , r𝑛]: r𝑖 ⋅ r𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 , ‖r𝑖‖ = 1. En ℝ3, las rotaciones forman el grupo
especial ortogonal SO(3). Existen diversas formas de representar las rotaciones
[129] tales como: matrices, cosenos directores, ángulos de Euler, ángulo-eje,
parámetros de Euler y cuaterniones. En esta tesis se han empleado los ángulos
de Euler con el convenio ZYZ para la definición de coordenadas adaptadas
a la simetría en el diseño de potenciales y los cuaterniones para realizar los
cálculos numéricos. El paso de ángulos de Euler en sus diferentes convenciones
a cuaterniones y viceversa, puede consultarse en [130].

3.2.1. Ángulos de Euler
En el convenio ZYZ, primero se rota un ángulo 𝜙 en torno al eje Z del sis-

tema de coordenadas original, después un ángulo 𝜃 respecto del resultante
eje Y’ y finalmente, otro ángulo 𝜒 en torno al nuevo eje Z” fruto de la rotación
previa. El sistema de ejes resultante es X”’Y”’Z”’. Las coordenadas se relacionan
linealmente de este modo:

x = R𝜙x′

x′ = R𝜃x″

x″ = R𝜒x‴

⎫⎪
⎪
⎬
⎪
⎪⎭

x = R𝜙R𝜃R𝜒x‴,
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donde el producto de matrices es:

R𝜙R𝜃R𝜒 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

cos𝜙 − sin𝜙 0

sin𝜙 cos𝜙 0

0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

cos 𝜃 0 sin 𝜃

0 1 0

− sin 𝜃 0 cos 𝜃

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

cos𝜒 − sin𝜒 0

sin𝜒 cos𝜒 0

0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

La matriz que relaciona las coordenadas del sistema rotado x‴ con las del sis-
tema de referencia original x es pues R = R𝜙R𝜃R𝜒 :

x = Rx‴; x‴ = R𝑇 x,

R =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

− sin𝜒 sin𝜙 + cos𝜒 cos𝜙 cos 𝜃 − sin𝜒 cos𝜙 cos 𝜃 − sin𝜙 cos𝜒 sin 𝜃 cos𝜙

sin𝜒 cos𝜙 + sin𝜙 cos𝜒 cos 𝜃 − sin𝜒 sin𝜙 cos 𝜃 + cos𝜒 cos𝜙 sin𝜙 sin 𝜃

− sin 𝜃 cos𝜒 sin𝜒 sin 𝜃 cos 𝜃

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

(3.2)
Los ángulos de Euler se acotan en intervalos: 𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋], 𝜃 ∈ [0, 𝜋], 𝜒 ∈

(−𝜋, 𝜋]. Cuando la matriz de rotación es conocida, los ángulos de Euler se pue-
den deducir:

𝜙 = arc tan2(𝑅2 3, 𝑅1 3), 𝜃 = arc cos𝑅3 3, 𝜒 = arc tan2(𝑅3 2, −𝑅3 1).

3.2.2. Cuaterniones
Los cuaterniones forman un anillo de división ℍ, cuya letra hace referen-

cia al apellido de su autor Sir William Rowan Hamilton, quien los concibió en
1843. Los cuaterniones básicos son i, j y k cuyo producto es asociativo pero no
conmutativo según las reglas:

i2 = j2 = k2 = ijk = −1 .

Un cuaternión genérico tiene la forma:

q = 𝑞0 + 𝑞1i + 𝑞2j + 𝑞3k,
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siendo 𝑞𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 0, 1, 2, 3. Las reglas con respecto de la adición son las mis-
mas que las de los números complejos ℂ por lo que los cuaterniones guardan
también la propiedad distributiva.

El conjugado del cuaternión q∗ y la medida o valor absoluto ‖q‖ son:

q∗ = 𝑞0 − 𝑞1i − 𝑞2j − 𝑞3k; ‖q‖ = √q∗q = √qq∗ = √𝑞2
0 + 𝑞2

1 + 𝑞2
2 + 𝑞2

3 ,

en función de los cuales se define el inverso multiplicativo q−1:

qq−1 = q−1q = 1; q−1 = q∗

‖q‖2 .

En esta tesis, los cuaterniones se representan en un espacio vectorial de di-
mensión cuatroR4 con la base {1, i, j,k}, quedando sus coordenadas expresadas
en un vector (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3). Un cuaternión relaciona las coordenadas del sistema
rotado x‴ con las del sistema de referencia original x del modo siguiente:

x̃ = qx̃‴q−1, (3.3)

con los cuaterniones x̃ = (0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) y x̃‴ = (0, 𝑥‴
1 , 𝑥‴

2 , 𝑥‴
3 ) relacionados respec-

tivamente con las coordenadas x = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) y x‴ = (𝑥‴
1 , 𝑥‴

2 , 𝑥‴
3 ), siguiendo la

notación de la sección previa sobre ángulos de Euler. El significado del cuater-
nión q se vuelve claro cuando éste se vuelve unitario, es decir, con q̂ = q‖q‖−1

el cual representa una rotación 𝜃 en torno a un eje û cuyas coordenadas sean
los cosenos directores (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3):

q̂ = cos 𝜃
2 + sin 𝜃

2 (𝑢1i + 𝑢2j + 𝑢3k) , ‖û‖ = 1 . (3.4)

Cuando el cuaternión es unitario (esto es una ligadura que rebaja el número
de grados de libertad de cuatro a tres), la relación (3.3) suele expresarse como:

x̃ = q̂x̃‴q̂∗ , (3.5)

y las componentes del cuaternión coinciden con los parámetros de Euler, cuya
relación con los ángulos de Euler es:

q̂ = cos 𝜃
2 cos 𝜙 + 𝜒

2 − sin 𝜃
2 sin 𝜙 − 𝜒

2 i + sin 𝜃
2 cos 𝜙 − 𝜒

2 j + cos 𝜃
2 sin 𝜙 + 𝜒

2 k .
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No obstante, a la hora de trabajar con cálculo simbólico y en particular, cuan-
do hay derivadas involucradas (gradientes, hessianos, etc.), se debe trabajar con
la relación (3.3). Sólo una vez finalizada la deducción de todas las expresiones
requeridas para abordar un problema dado, se puede imponer la condición
‖q‖ = 1, es decir 𝑠 = 1. Por lo tanto, a partir de (3.3) y centrándose sólo en
las componentes x = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) y x‴ = (𝑥‴

1 , 𝑥‴
2 , 𝑥‴

3 ) se obtiene la matriz R que
relaciona las coordenadas del sistema rotado x‴ con las del sistema de refe-
rencia original x en función de las coordenadas de un cuaternión cualquiera
(𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3):

x = Rx‴; x‴ = R𝑇 x,

R = 2𝑠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−𝑞2
2 − 𝑞2

3 + 1
2𝑠 −𝑞0𝑞3 + 𝑞1𝑞2 𝑞0𝑞2 + 𝑞1𝑞3

𝑞0𝑞3 + 𝑞1𝑞2 −𝑞2
1 − 𝑞2

3 + 1
2𝑠 −𝑞0𝑞1 + 𝑞2𝑞3

−𝑞0𝑞2 + 𝑞1𝑞3 𝑞0𝑞1 + 𝑞2𝑞3 −𝑞2
1 − 𝑞2

2 + 1
2𝑠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (3.6)

siendo la función 𝑠 = 𝑠(q) ∶

𝑠 = ‖q‖−2 = 1
𝑞2

0 + 𝑞2
1 + 𝑞2

2 + 𝑞2
3

,

cuyas derivadas se pueden expresar en función de la misma 𝑠 y de, por supues-
to, las componentes del cuaternión de las que, en última instancia, depende. Lo
mismo sucede con las derivadas sucesivas de las componentes de la matriz R,
es decir, que pueden expresarse en función de 𝑠 y de las componentes del cua-
ternión. Resulta conveniente mantener la función 𝑠 en vez de sustituirla por su
expresión en la matriz R ya que las derivadas parciales de R se simplifican si, a
posteriori, se sustituye 𝑠 = 1, implicando trabajar con cuaterniones unitarios. Las
expresiones para la matriz de rotación (3.2) y (3.6) son numéricamente idénti-
cas, sólo dependen de variables diferentes. La ventaja de emplear cuaterniones
es que, pese a trabajar con cuatro coordenadas en vez de tres, no hay funcio-
nes trigonométricas involucradas, lo cual es rentable en tiempo de cómputo.
Asimismo, los ángulos de Euler se ven afectados por el bloqueo del cardán o
gimball lock, que es la pérdida accidental de un grado de libertad cuando dos
de los tres ejes del cardán se vuelven paralelos. Por ejemplo, si 𝜃 = 0, los ángulos
𝜙 y 𝜒 actúan sobre el mismo eje Z=Z”, luego uno de los dos sobra ya que para
una rotación dada de ángulo 𝛼 en torno al eje 𝑍 , existe toda una familia de
combinaciones de 𝜙 y de 𝜒 que suman dicho ángulo 𝛼 = 𝜙 + 𝜒 . Sin embargo,
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con cuaterniones, tanto q̂ como −q̂ son válidos puesto que los signos se can-
celan en (3.4), siendo ésta la única arbitrariedad. Por otra parte, los ángulos de
Euler presentan singularidades ausentes en las rotaciones descritas mediante
cuaterniones, como se discute en los artículos de Evans [131, 132].

3.3. Oscilaciones pequeñas y modos normales de
vibración

Comenzando con el estudio de las cuerdas vibrantes y de la estabilidad or-
bital, los trabajos del siglo XVIII de Joseph-Louis Lagrange y de Leonhard Euler,
Daniel Bernoulli y Jean le Rond d’Alembert [133] fueron cruciales en la géne-
sis del formalismo del análisis de la respuesta de un sistema mecánico frente a
perturbaciones pequeñas. Generalmente, la evolución de un sistema 1 depen-
de del tiempo 𝑡 y de los vectores de coordenadas y velocidades generalizadas,
𝜻 y ̇𝜻 , respectivamente. La energía cinética 𝑇 y las fuerzas generalizadas 𝒬𝑖 que
actúan sobre el sistema permiten deducir las expresiones de su evolución me-
diante la integración de las ecuaciones de Lagrange:

𝑑
𝑑𝑡 (

𝜕𝑇 (𝑡, 𝜻 , ̇𝜻)
𝜕 ̇𝜁𝑖 ) − 𝜕𝑇 (𝑡, 𝜻 , ̇𝜻)

𝜕𝜁𝑖
= 𝒬𝑖(𝑡, 𝜻 , ̇𝜻) . (3.7)

En el caso de que exista un potencial generalizado 𝑉 (𝑡, 𝜻 , ̇𝜻) tal que:

𝒬𝑖(𝑡, 𝜻 , ̇𝜻) = 𝑑
𝑑𝑡 (

𝜕𝑉 (𝑡, 𝜻 , ̇𝜻)
𝜕 ̇𝜁𝑖 ) − 𝜕𝑉 (𝑡, 𝜻 , ̇𝜻)

𝜕𝜁𝑖
, (3.8)

resulta posible definir la función lagrangiana ℒ como la diferencia de la energía
cinética 𝑇 y del potencial del sistema 𝑉 , es decir, ℒ = 𝑇 − 𝑉 y reformular las
ecuaciones de Lagrange (3.7) como:

𝑑
𝑑𝑡 (

ℒ(𝑡, 𝜻 , ̇𝜻)
𝑑 ̇𝜁𝑖 ) − 𝜕ℒ(𝑡, 𝜻 , ̇𝜻)

𝜕𝜁𝑖
= 0 . (3.9)

Un sistema se encontrará en equilibrio si las fuerzas generalizadas 𝒬𝑖 (3.8) se
anulan. En particular, si 𝑉 = 𝑉 (𝜻), una configuración descrita completamente

1Esta subsección se basa en la formulación de Lagrange para el estudio de vibraciones ex-
puesta en el libro de Mecánica Clásica de Herbert Goldstein, Charles Poole y John Safko [134],
de donde se recomiendan los capítulos “1. Survey of the Elementary Principles” y “6. Oscilla-
tions”.
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mediante el vector de coordenadas generalizadas 𝜻𝑒 es de equilibrio si:

𝒬𝑖(𝜻)|𝜻𝑒
= − 𝜕𝑉 (𝜻)

𝜕𝜁𝑖 |𝜻𝑒

= 0 . (3.10)

Una configuración de equilibrio es estable en el sentido de Liapunov si tras
cualquier perturbación infinitesimal, el desplazamiento de la configuración del
sistema 𝜼 = 𝜻 − 𝜻𝑒 también es infinitesimal. El vector 𝜼 contiene las coordena-
das generalizadas de desplazamiento. Para consultar la definición formal de
la estabilidad en el sentido de Liapunov, véase [135]. El régimen de pequeñas
oscilaciones de un sistema dado en torno a una configuración de equilibrio es
aquel en donde su dinámica se puede describir correctamente con ecuaciones
de evolución análogas a las de un sistema de osciladores armónicos acoplados.
Esto significa que la energía cinética es una forma cuadrática con coeficientes
constantes para las velocidades y el potencial es una forma cuadrática con co-
eficientes constantes para las coordenadas. En los siguientes párrafos, se mues-
tra cómo a partir de una configuración de equilibrio resulta posible establecer
esta analogía.

En el desarrollo en serie de Taylor en torno a la configuración de equilibrio
para el potencial:

𝑉 (𝜻) = 𝑉 (𝜻𝑒)+∑
𝑖 (

𝜕
𝜕𝜁𝑖

𝑉 (𝜻))|𝜻=𝜻𝑒

𝜂𝑖+
1
2 ∑

𝑖
∑

𝑗 (
𝜕2

𝜕𝜁𝑖𝜕𝜁𝑗
𝑉 (𝜻))|𝜻=𝜻𝑒

𝜂𝑖𝜂𝑗 +… , (3.11)

el término 𝑉 (𝜁𝑒) se puede ignorar ya que, por ser constante, no afecta a las
ecuaciones de evolución (3.8) y el segundo término se anula debido a la con-
dición de equilibrio (3.10), donde los desplazamientos 𝜂𝑖 en cada coordenada
generalizada 𝜁𝑖 son 𝜂𝑖 = 𝜁𝑖 − 𝜁𝑒 𝑖. En términos matriciales, el potencial queda
aproximado con la forma cuadrática:

𝑉 (𝜻) ≃ 1
2𝜼

𝑇F𝜼, (3.12)

con el vector de desplazamientos 𝜼 como vector columna y con la matriz hes-
siana de la energía potencial F, también denominada matriz de constantes de
fuerzas asociadas a las coordenadas 𝜻 . La matriz de constantes de fuerza se
define como:

F = H(𝑉 (𝜻))|𝜻=𝜻𝑒 = (
𝜕2

𝜕𝜁𝑖𝜕𝜁𝑗
𝑉 (𝜻))|𝜻=𝜻𝑒

= 𝐹𝑖𝑗 , (3.13)
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la cual es simétrica y, en caso de ser definida positiva (que todos sus autovalores
sean positivos), supone la estabilidad de la configuración.

Por otra parte, dado que el vector de coordenadas generalizadas no depen-
de explícitamente del tiempo, se puede demostrar 2 que la energía cinética
viene dada por la expresión:

𝑇 = 1
2

̇𝜻𝑇M ̇𝜻 = 1
2 �̇�

𝑇M�̇�, (3.14)

siendo en generalM unamatriz dependiente de las coordenadas generalizadas
𝜁 , la cual, componente a componente, puede desarrollarse en serie de Taylor
en torno a la configuración de equilibrio:

𝑀𝑖𝑗(𝜻) = 𝑀𝑖𝑗(𝜻𝑒) + ∑
𝑘 (

𝜕
𝜕𝜁𝑖

𝑀𝑖𝑗(𝜻))|𝜻=𝜻𝑒

𝜂𝑘 + … , (3.15)

Aceptar 𝑀𝑖𝑗(𝜻) ≃ 𝑀𝑖𝑗(𝜻𝑒) conduce a una forma cuadrática en las velocidades de
desplazamiento en la expresión de la energía cinética, en cuyo caso, todos los
elementos de la matriz M son constantes y se representa por G−1, recibiendo
el nombre matriz de energía cinética:

𝑇 ≃ 1
2 �̇�

𝑇G−1�̇�, (3.16)

Tomando las aproximaciones (3.12) y (3.16) como igualdades, la expresión
para la función lagrangiana en el régimen de pequeñas oscilaciones es:

ℒ = 1
2 �̇�

𝑇G−1�̇� − 1
2𝜼

𝑇F𝜼, (3.17)

dando lugar a la evolución:
G−1�̈� = −F𝜼, (3.18)

según las cuales, cada coordenada 𝜂𝑘 evoluciona, en el caso más general, en
función de todas las demás 𝜼 ya que no está garantizado que las matrices
G−1 y F sean diagonales. Unas coordenadas de desplazamiento se denominan
ponderadas cuando la energía cinética toma la forma 1

2 q̇
𝑇 q̇ con 𝜼 = Cq. Las

coordenadas de desplazamiento que, además de ser ponderadas, expresan el
potencial mediante una forma cuadrática de matriz diagonal 𝚲 ∶ Λ𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝛿𝑖𝑗

2Véase por ejemplo el capítulo de repaso de los principios elementales del libro de Goldstein
[134])



3.3 Oscilaciones pequeñas y modos normales de vibración 45

son las coordenadas normales de vibración Q con 𝜼 = LQ según las cuales 3:

ℒ = 1
2Q̇

𝑇 Q̇ − 1
2Q

𝑇𝚲Q. (3.19)

En consecuencia, en coordenadas normales, la ecuación (3.18) se transfor-
ma en:

Q̈ = −𝚲Q, (3.20)

lo que implica que la evolución de cada una de las coordenadas normales 𝑄𝑖 no
depende de forma explícita de las demás, es decir, las ecuaciones de evolución
se encuentran desacopladas.

Expresando las coordenadas generalizadas en función de las coordenadas
normales en la expresión (3.17):

ℒ = 1
2Q̇

𝑇L𝑇G−1LQ̇ − 1
2Q

𝑇L𝑇𝚲LQ, (3.21)

lo cual, por identificación de términos con (3.19) y despejando:

L𝑇G−1L = 𝕀

L𝑇F L = 𝚲

⎫⎪
⎬
⎪⎭

L𝑇 = L−1G

L𝑇FL = 𝚲

⎫⎪
⎬
⎪⎭
L−1GFL = 𝚲; GFL = L𝚲, (3.22)

junto con el hecho de que la matriz 𝚲 es diagonal conduce a la igualdad:

GFL = 𝚲L. (3.23)

Consecuentemente, es posible obtener simultáneamente la matriz 𝚲 y la ma-
triz de transformación L sin más que calcular los valores propios de la matriz
GF, que se corresponden con los elementos 𝜆𝑖 de la matriz 𝚲, cuyos vectores
propios son las columnas 𝑖 de la matriz L. Este procedimiento se conoce como
método de la matriz GF de Wilson [136]. Las soluciones de las ecuaciones di-
ferenciales de evolución para las coordenadas normales (3.20) son los 𝑖-ésimos
modos normales de vibración Q𝑖. Éstos son sinusoides de frecuencia 𝜔𝑖 y fase
𝜙𝑖 para todas las coordenadas simultáneamente:

Q𝑖 = u𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡 + 𝜙𝑖), (3.24)
3En esta sección se ha procurado reservar las mayúsculas en negrita para matrices. Sin em-

bargo, por tradición, el vector de coordenadas normales se expresa como Q.
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donde el vector de amplitudes u𝑖 y la fase 𝜙𝑖 las determinan las condiciones
iniciales4 y las frecuencias 𝜔𝑖 están relacionadas con los elementos diagonales
de la matriz 𝚲:

𝜔𝑖 = √𝜆𝑖, (3.25)

y se denominan frecuencias naturales o resonantes.

3.3.1. Cuaterniones y modos normales
Una relación fundamental entre los cuaterniones unitarios y la dinámica

de rotación es su conexión con el vector de velocidad angular 𝛀 = (Ω1, Ω2, Ω3)
de un cuerpo visto desde el sistema de laboratorio, la cual se puede expresar
mediante su cuaternión asociado �̃� = (0, Ω1, Ω2, Ω3):

�̃� = 2 ̇q̂q̂∗ .

El vector de velocidad angular visto desde el sistema del cuerpo 𝝎 = (𝜔1, 𝜔2, 𝜔3),
es decir, aquel ligado a los ejes principales de inercia 5, mediante del cuaternión
asociado �̃� = (0, 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3), también es posible obtenerlo a partir del cuaternión
unitario:

�̃� = 2q̂∗ ̇q̂ . (3.26)

Esta relación es de especial interés puesto que la contribución de la rotación a
la energía cinética se puede expresar en función de los momentos principales
de inercia:

𝑇𝑅 = 1
2

3

∑
𝑖=1

𝐼𝑖𝜔2
𝑖 . (3.27)

En las simulaciones, las coordenadas de desplazamiento se escogen demanera
que la matriz de energía cinética de un cuerpo rotante G−1

6×6 se exprese en
función de sumasa 𝑚 y de susmomentos principales de inercia 𝐼1,𝐼2 e 𝐼3, lo que
la vuelve diagonal. A su vez, la matriz de energía cinética del sistema G−1

6𝑁×6𝑁
compuesto por 𝑁 cuerpos idénticos será diagonal también y tendrá N filas y N

4Si en vez de imponer que la fase sea necesariamente la misma para todas las componen-
tes y en consecuencia, que las amplitudes puedan ser negativas en algunas componentes,
imponemos que las amplitudes sean necesariamente positivas, entonces para compensar la
ausencia de signo negativo en dichas componentes, su fase cambia a 𝜙𝑖 +𝜋 y se dice que dicha
componente está en contrafase.

5En esta subsección, 𝜔 no tiene nada que ver con las frecuencias de la expresión (3.25) y
constituye por lo tanto un abuso de notación justificado únicamente por la tradición.
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columnas cuyos elementos son matrices 6 × 6:

G−1
6×6 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑚 0 0 0 0 0

0 𝑚 0 0 0 0

0 0 𝑚 0 0 0

0 0 0 𝐼1 0 0

0 0 0 0 𝐼2 0

0 0 0 0 0 𝐼3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, G−1
6𝑁×6𝑁 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

G−1
6×6 𝟘6×6 ⋯ 𝟘6×6

𝟘6×6 G−1
6×6 ⋯ 𝟘6×6

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝟘6×6 𝟘6×6 ⋯ G−1
6×6

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Por lo tanto, las coordenadas de desplazamiento son los desplazamientos car-
tesianos para las traslaciones Δx = (Δ𝑥1, Δ𝑥2, Δ𝑥3) y los ángulos de rotación in-
finitesimales Δ𝜶 = (Δ𝛼1, Δ𝛼2, Δ𝛼3) en torno a los ejes principales para las orien-
taciones. Según la expresión (3.26), multiplicando por Δ𝑡 ambos lados de la
ecuación y suponiendo Δ𝑡 → 0, se pueden definir el cuaternión auxiliar Δ�̃� =
(0, Δ𝛼1, Δ𝛼2, Δ𝛼3) y relacionarlo con las coordenadas de desplazamiento cuater-
niónicas Δq = (Δ𝑞0, Δ𝑞1, Δ𝑞2, Δ𝑞3):

Δ�̃� = 2q̂∗Δq; Δq = 1
2 q̂Δ�̃�,

lo cual en forma matricial y eliminando las contribuciones relacionadas con la
componente nula de Δ�̃� para trabajar directamente con Δ𝜶, se corresponde
con:

Δ𝜶 = 2Q𝑇
𝑟 Δq; Δq = 1

2Q𝑟Δ𝜶; Q𝑟 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−𝑞1 −𝑞2 −𝑞3

𝑞0 −𝑞3 𝑞2

𝑞3 𝑞0 −𝑞1

−𝑞2 𝑞1 𝑞0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (3.28)

Para un cuerpo dado, la transformación de coordenadas de desplazamiento
𝜼 = Δx ⊕ Δ𝜶 y 𝜼′ = Δx ⊕ Δq toma entonces la forma:

𝜼′ = B𝜼; B =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝕀3×3 𝟘3×3

𝟘4×3
1
2Q𝑟

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, (3.29)
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donde B tiene, por lo tanto, dimensiones 7×6. Lamatriz de constantes de fuerza
F6𝑁×6𝑁 necesaria para aplicar el método de la matriz GF se calcula definiendo
la matriz B7𝑁×6𝑁 de N filas y N columnas, cuyos elementos diagonales son las
matrices B asociadas con cada cuerpo 𝑖 y los no diagonales, matrices nulas 𝟘7×6:

F6𝑁×6𝑁 = B𝑇
7𝑁×6𝑁V7𝑁×7𝑁B7𝑁×6𝑁 ; B7𝑁×6𝑁 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

B1 𝟘7×6 ⋯ 𝟘7×6

𝟘7×6 B2 ⋯ 𝟘7×6

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝟘7×6 𝟘7×6 ⋯ B𝑁

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (3.30)

siendo V7𝑁×7𝑁 el hessiano del potencial de interacción del sistema en coorde-
nadas cartesianas y cuaterniones (x1 ⊕ q1 ⊕ ⋯ ⊕ x𝑁 ⊕ q𝑁 ).

3.4. Simetría icosaédrica
3.4.1. Dodecaedros e icosaedros regulares

Los sólidos platónicos de doce y veinte caras son, respectivamente, el dode-
caedro regular y el icosaedro regular y se dice que uno es el sólido dual del otro.
Las propiedades [137] de mayor relevancia para el desarrollo de la tesis para
cualquiera de estos dos sólidos son el radio circunscrito 𝑟𝑢, el radio inscrito 𝑟𝑖, el
interradio 𝑟𝑚 y el ángulo diedro 𝜃𝑑 .

El radio circunscrito es la distancia del centro del sólido a un vértice. El ra-
dio inscrito es la distancia del centro del sólido a una cara. El interradio es la
distancia del centro del sólido a la mitad de una arista. El ángulo diedro es el
formado por dos caras conectadas por una arista. A partir del ángulo diedro, es
posible calcular el coseno del ángulo 𝜃𝑒 formado por el radiovector que une dos
polígonos y el vector normal al polígono. Definiendo a las aristas de un pentá-
gono y de un triángulo como 𝑎𝑝 y 𝑎𝑡, se reflejan las magnitudes mencionadas
en la Tabla 3.1:

El símbolo 𝜑 denota el número de oro 1
2 (1 + √5). Si se conoce el interradio

de uno de estos sólidos y se pretende determinar la separación 𝑟𝑒 entre los
centros de dos caras conectadas por una arista, se debe tener en cuenta que los
centros de las caras son los vértices del sólido dual. Esto significa que el sólido
dual se encuentra circunscrito en la esfera inscrita en el sólido de partida. Por
consiguiente, esquemáticamente se pueden ir averiguando magnitudes como
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Tabla 3.1 Tabla con las propiedades del dodecaedro e icosaedro regulares de
mayor relevancia para esta tesis.

Sólido 𝑟𝑢 𝑟𝑖 𝑟𝑚 𝜃𝑑 cos 𝜃𝑒

Dodecaedro 𝑎𝑝
√3
2 𝜑 𝑎𝑝

𝜑2

2√3−𝜑
𝑎𝑝

𝜑2

2 arc cos(−√3
2 ) cos (arc tan𝜑)

Icosaedro 𝑎𝑡
√𝜑√5

2 𝑎𝑡
𝜑2

2√3
𝑎𝑡

𝜑
2 arc cos(− 1

√5)
1

𝜑√3

sigue:
𝑟𝐷

𝑚 ⟶ 𝑎𝑝 ⟶ 𝑟𝐷
𝑖 = 𝑟𝐼

𝑢 ⟶ 𝑎𝑡 = 𝑟𝐷
𝑒 ,

𝑟𝐼
𝑚 ⟶ 𝑎𝑡 ⟶ 𝑟𝐼

𝑖 = 𝑟𝐷
𝑢 ⟶ 𝑎𝑝 = 𝑟𝐼

𝑒 ,

lo que, tras operar, da como resultado:

𝑟𝐷
𝑒 = 𝑟𝐷

𝑚
2

√𝜑(3 − 𝜑)√5
; 𝑟𝐼

𝑒 = 𝑟𝐼
𝑚

2
3 . (3.31)

3.4.2. Consecuencias sobre los modos normales
Antes de realizar cálculo alguno, es posible conocer cuántas frecuencias na-

turales tiene un sistema de sólidos rígidos. Un sólido rígido tiene tres grados de
libertad traslacionales y tres rotacionales, por lo que un sistema de 𝑁 sólidos
tendrá 6𝑁 grados de libertad. Sin embargo, el sistema en su conjunto puede
ser observado desde un sistema de referencia arbitrario, en particular, uno so-
lidario con uno de los sólidos rígidos que lo constituyen, lo que evidencia seis
grados de libertad redundantes, luego para un sistema de sólidos rígidos hay
6𝑁 − 6 grados de libertad. La aproximación (3.12) requiere una forma cuadrá-
tica cuya matriz asociada sea consistente con el número de grados de libertad
independientes del sistema, lo que implica dimensiones (6𝑁 − 6) × (6𝑁 − 6), y
en consecuencia, el número máximo de frecuencias naturales diferentes entre
sí es 6𝑁 − 6.

En la práctica, el número de frecuencias naturales diferentes entre sí es in-
ferior a 6𝑁 − 6 ya que pueden existir algunas frecuencias 𝜔𝑖 con degeneración
𝑔𝑖, es decir, que estén repetidas 𝑔𝑖 veces. Existen dos tipos de degeneración:
la degeneración accidental fruto de ciertos valores de la matriz de constantes
de fuerza (3.13) y la degeneración por simetría derivada de las restricciones
que ésta impone sobre las coordenadas normales. Antes de realizar cálculo al-
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guno, la teoría de grupos aplicada a la simetría del problema permite conocer
de antemano cuántas son las degeneraciones por simetría: Las bases de las
representaciones irreducibles del grupo de simetría puntual del sistema son
las mismas que las de los valores propios de (3.23), es decir, las coordenadas
normales.

Debido a las propiedades de simetría de las coordenadas normales, la di-
mensión 𝑙𝑖 de la i-ésima representación irreducible Γ𝑖 para la que forman una
base es la degeneración por simetría de la frecuencia 𝜔𝑖. Por lo tanto, salvo
por posibles degeneraciones accidentales, 𝑔𝑖 = 𝑙𝑖. Por otra parte, el número de
veces que aparece cada representación irreducible Γ𝑖 en la representación re-
ducible Γ es 𝑎𝑖. Por lo tanto, el total de frecuencias diferentes entre sí es: ∑𝑖 𝑎𝑖.
Para realizar este cálculo, la teoría de grupos provee la siguiente expresión:

𝑎𝑖 = 1
ℎ ∑𝑐

𝑛(𝑐)𝜒∗
𝑖 (𝑐)𝜒Γ(𝑐), (3.32)

donde ℎ es el orden del grupo de simetría (número de operaciones de simetría
del grupo, pues las operaciones de simetría son los elementos del grupo), 𝑐 es
cada clase del grupo puntual, 𝑛(𝑐) es el número de operaciones de simetría
de la clase 𝑐, 𝜒∗

𝑖 (𝑐) es el complejo conjugado del carácter de la representación
irreducible para la clase 𝑐 y 𝜒Γ(𝑐) es el carácter de la representación reducible
para la clase 𝑐.

Los grupos puntuales de simetría que conciernen a las cápsides estudia-
das en esta memoria son los icosaédricos 𝐼ℎ e 𝐼 , cuya tabla de caracteres se
muestra en la Tabla 3.2. En dicha tabla, si se desea consultar el subrupo 𝐼 , sólo
se debe tomar el recuadro superior izquierdo y eliminar el subíndice 𝑔 de las
representaciones irreducibles y tener en cuenta que las traslaciones (𝑥, 𝑦, 𝑧) se
asocian con la representación 𝑇1, junto con las rotaciones (𝑅𝑥, 𝑅𝑦, 𝑅𝑧). El número
de operaciones de simetría de cada clase 𝑛(𝑐) y el orden del grupo se expresan
en la tabla 3.3.



3.4 Simetría icosaédrica 51

Ta
bl
a
3.
2

Ta
bl
a
de

ca
ra
ct
er
es

de
lg

ru
po

𝐼 ℎ
y
su

su
bg

ru
po

𝐼.

Γ 𝑖
̂ 𝐸

12
̂ 𝐶 5

12
̂ 𝐶 5
2

20
̂ 𝐶 3

15
̂ 𝐶 2

̂ 𝑖
12

̂ 𝑆 1
0

12
̂ 𝑆 1
03

20
̂ 𝑆 6

15
𝜎

tra
sl.

ro
ts
.

cu
ad

rá
tic

as

𝐴 𝑔
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
𝑥2

+
𝑦2

+
𝑧2

𝑇 1
𝑔

3
𝜑

1-
𝜑

0
-1

3
1-

𝜑
𝜑

0
-1

(𝑅
𝑥,

𝑅 𝑦
,𝑅

𝑧)
𝑇 2

𝑔
3

1-
𝜑

𝜑
0

-1
3

𝜑
1-

𝜑
0

-1

𝐺 𝑔
4

-1
-1

1
0

4
-1

-1
1

0

𝐻
𝑔

5
0

0
-1

1
5

0
0

-1
1

[2
𝑧2

−
𝑥2

−
𝑦2 ,𝑥

2
−

𝑦2 ,𝑥
𝑦,

𝑥𝑧
,𝑦

𝑧]
𝐴 𝑢

1
1

1
1

1
-1

-1
-1

-1
-1

𝑇 1
𝑢

3
𝜑

1-
𝜑

0
-1

-3
𝜑-

1
-𝜑

0
1

(𝑥
,𝑦

,𝑧
)

𝑇 2
𝑢

3
1-

𝜑
𝜑

0
-1

-3
-𝜑

𝜑-
1

0
1

𝐺 𝑢
4

-1
-1

1
0

-4
1

1
-1

0

𝐻
𝑢

5
0

0
-1

1
-5

0
0

1
-1

Ta
bl
a
3.
3

Ta
bl
a
de

ln
úm

er
o
de

op
er
ac

io
ne

s
po

rc
la
se

𝑛(
𝑐)

y
or

de
n

ℎ
de

ca
da

de
lg

ru
po

𝐼 ℎ
y
su

su
bg

ru
po

𝐼.

Γ 𝑖
̂ 𝐸

̂ 𝐶 5
̂ 𝐶 5
2

̂ 𝐶 3
̂ 𝐶 2

̂ 𝑖
̂ 𝑆 1
0

̂ 𝑆 1
03

̂ 𝑆 6
𝜎

ℎ

𝑛(
𝑐)

𝐼 ℎ
1

12
12

20
15

1
12

12
20

15
12

0

𝐼
1

12
12

20
15

-
-

-
-

-
60



52 Métodos matemáticos y numéricos

Cada sólido rígido requiere 6 coordenadas, tres para traslaciones y tres pa-
ra su orientaciones (la rotación de sus ejes principales con respecto de los del
sistema de laboratorio). La representación reducible escogiendo los ejes car-
tesianos orientados según el sistema de laboratorio será Γ = Γ6𝑁 . Para poder
calcular cada 𝑎𝑖 sólo falta averiguar la traza 𝜒Γ(𝑐) de la representación matricial
de cada clase 𝑐 en la representación reducible Γ. Con este propósito, se constru-
ye cadamatriz y se calcula la traza. Por ejemplo, para el caso de un dodecaedro,
es posible etiquetar las caras de forma que, bajo una rotación ̂𝐶5 se alteren del
modo siguiente:

Tabla 3.4 Destino de los capsómeros de partida bajo una rotación ̂𝐶5

̂𝐶5
Partida 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Destino 1 3 4 5 6 2 7 9 10 11 12 8

Por lo tanto, sólo habrá cuatro submatrices en la diagonal de la represen-
tación matricial D( ̂𝐶5) (dos debido a las traslaciones y orientaciones del pen-
tágono 1 y dos debido a las del pentágono 7), siendo ignorables a efectos de
traza los elementos no diagonales (⋯) y siendo nulos el resto de elementos
diagonales (⋱):

D( ̂𝐶5) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

R ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ R ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ R ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ R ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

; con R =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

cos(
2𝜋
5 ) − sin(

2𝜋
5 ) 0

sin(
2𝜋
5 ) cos(

2𝜋
5 ) 0

0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Con lo que 𝜒Γ( ̂𝐶5) = 4 [1 + 2 cos(
2𝜋
5 )] = 4𝜑. Procediendo de forma similar,

el caracter de la operación ̂𝐶5
2 en la representación reducible es: 𝜒Γ( ̂𝐶5

2) =
4 [1 + 2 cos(

4𝜋
5 )] = 4(1 − 𝜑).

Para la operación identidad ̂𝐸 , los pentágonos 𝑖 no se ven alterados: y hay 𝑁
matrices identidad 𝕀6×6 en la diagonal (⋱) de la representación matricial D( ̂𝐸)
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Tabla 3.5 Destino de los capsómeros de partida bajo la operación identidad ̂𝐸

̂𝐸
Partida 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Destino 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

siendo los elementos no diagonales (⋯) todos nulos:

D( ̂𝐸) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝕀6×6 ⋯ ⋯

⋯ ⋱ ⋯

⋯ ⋯ 𝕀6×6

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝕀72×72.

Con lo que, como 𝑁 = 12, la traza es 𝜒Γ( ̂𝐸) = 12 ⋅ 6 = 72.
En cuanto al resto de operaciones de simetría, dado que no contienen sub-

matrices en la diagonal de sus representaciones matriciales, su traza es nula.
La única excepción son las operaciones de reflexión 𝜎 en caso de que el sis-
tema presente un centro de inversión (grupo puntual 𝐼ℎ). Por ejemplo, para la
clase de operaciones de reflexión 𝜎, se puede ver fácilmente que para la ope-
ración 𝜎𝑥𝑧 que contenga al eje 𝐶2 más próximo a los pentágonos 1 y 2, sólo
las submatrices de los cuatro pentágonos 1, 2, 7 y 8 caen en la diagonal de la
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representación matricial asociada:

D(𝜎) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

R ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ R′ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ R ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ R′ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ R ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ R′ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ R ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ R′ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, con

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

R =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

R′ =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Donde se tiene en cuenta que las rotaciones (orientaciones) debido a su carac-
ter pseudovectorial no se reflejan en los espejos conR′ (de traza -1) como lo ha-
cen las posiciones con R (de traza 1). Puesto que todas las operaciones de refle-
xión pertenecen a lamisma clase, tendrán lamisma traza: 𝜒Γ(�̂�) = 4(1+(−1)) = 0.
Esta traza no tendría por qué haber resultado nula puesto que hay elementos
diagonales no nulos en la matriz D(𝜎). Sin embargo, los comportamientos de
las traslaciones y de las orientaciones se han cancelado entre sí a efectos de tra-
za para esta operación de simetría en este sistema. En la Tabla 3.6 se muestran
cuáles habrían sido los caracteres para cada clase en el caso de haber trabajado
con la suma directa de las representaciones reducibles de las traslaciones Γ3𝑁y
las orientaciones Γ′

3𝑁 en vez de como se ha hecho, es decir, directamente con
Γ6𝑁 , con el didáctico propósito de apreciar las diferencias con mayor claridad.
El resto de operaciones de simetría no contienen elementos en la diagonal de
su representación matricial (todo cambia de sitio), luego su traza es nula:
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Tabla 3.6 Tabla de caracteres 𝜒Γ(𝑐) de la representación reducible para cada
clase. Primero se muestra como suma directa de una representación reducible
asociada a traslaciones y otra a orientaciones Γ3𝑁 ⊕ Γ′

3𝑁 y después, tomada en
conjunto, Γ6𝑁 .

Γ𝑖 𝐸 12𝐶5 12𝐶5
2 20𝐶3 15𝐶2 𝑖 12𝑆10 12𝑆10

3 20𝑆6 15𝜎
Γ3𝑁 36 2𝜑 2(1 − 𝜑) 0 0 0 0 0 0 4

Γ′
3𝑁 36 2𝜑 2(1 − 𝜑) 0 0 0 0 0 0 -4

Γ6𝑁 72 4𝜑 4(1 − 𝜑) 0 0 0 0 0 0 0

Entonces, para el caso del grupo puntual 𝐼ℎ sobre los doce sólidos rígidos
considerados en la representación reducible Γ6𝑁 , se calcula:

𝑎𝐴𝑔 = 1
120 [1 ⋅1 ⋅72 + 12 ⋅1 ⋅4𝜑 + 12 ⋅1 ⋅4(1 − 𝜑)] = 1,

𝑎𝑇1𝑔 = 1
120 [1 ⋅3 ⋅72 + 12 ⋅𝜑 ⋅4𝜑 + 12 ⋅(1 − 𝜑) ⋅4(1 − 𝜑)] = 3,

𝑎𝑇2𝑔 = 1
120 [1 ⋅3 ⋅72 + 12 ⋅(1 − 𝜑) ⋅4𝜑 + 12 ⋅𝜑 ⋅4(1 − 𝜑)] = 1,

⋯ = ⋯ = ⋯ ,

lo que da lugar a la descomposición de la representación reducible en las re-
presentaciones irreducibles:

Γ6𝑁 = ⨁
𝑖

𝑎𝑖Γ𝑖 = 𝐴𝑔 ⊕ 3𝑇1𝑔 ⊕ 𝑇2𝑔 ⊕ 2𝐺𝑔 ⊕ 3𝐻𝑔 ⊕ 𝐴𝑢 ⊕ 3𝑇1𝑢 ⊕ 𝑇2𝑢 ⊕ 2𝐺𝑢 ⊕ 3𝐻𝑢.

Sin embargo, la descomposición auténtica Γ requiere descontar las traslaciones
y las rotaciones del sistema tomado como un todo a Γ6𝑁 :

Γ = Γ6𝑁 ⊖ 𝑇1𝑢 ⊖ 𝑇1𝑔 =
= 𝐴𝑔 ⊕ 2𝑇1𝑔 ⊕ 𝑇2𝑔 ⊕ 2𝐺𝑔 ⊕ 3𝐻𝑔 ⊕ 𝐴𝑢 ⊕ 2𝑇1𝑢 ⊕ 𝑇2𝑢 ⊕ 2𝐺𝑢 ⊕ 3𝐻𝑢.

Si el sistema es un icosaedro (20 unidades), hay que obtener las trazas de
las representaciones matriciales de las operaciones de simetría en la represen-
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tación reducible y después, mutatis mutandis, se obtiene:

Γ = Γ6𝑁 ⊖ 𝑇1𝑢 ⊖ 𝑇1𝑔 =
= 𝐴𝑔 ⊕ 2𝑇1𝑔 ⊕ 3𝑇2𝑔 ⊕ 4𝐺𝑔 ⊕ 5𝐻𝑔 ⊕ 𝐴𝑢 ⊕ 2𝑇1𝑢 ⊕ 3𝑇2𝑢 ⊕ 4𝐺𝑢 ⊕ 5𝐻𝑢.

Si el grupo es 𝐼 , el cálculo se simplifica ya que el número de operaciones
de simetría es inferior (las inversiones, reflexiones y rotaciones impropias des-
aparecen y ℎ = 60 en vez de 120). En la práctica, las cápsides no tienen centro
de inversión. Repitiendo el procedimiento anterior, las descomposiciones para
el dodecaedro (3.33) y el icosaedro (3.34) sin centro de inversión son, en este
orden:

Γ = 2𝐴 ⊕ 4𝑇1 ⊕ 2𝑇2 ⊕ 4𝐺 ⊕ 6𝐻, (3.33)

Γ = 2𝐴 ⊕ 4𝑇1 ⊕ 6𝑇2 ⊕ 8𝐺 ⊕ 10𝐻. (3.34)

Con o sin centro de inversión, el número de frecuencias diferentes entre
sí salvo por degeneración accidental es de 18 y 30 respectivamente para el
dodecaedro y el icosaedro.

Propagación de pentones y de trímeros por el icosaedro
El modelo de grano grueso introducido en este trabajo establece a los trí-

meros y a los pentones como sólidos rígidos interactuantes. Estos capsómeros,
sin embargo, no son completamente rígidos, sino que tienen movimientos in-
ternos que, para un capsómero aislado, pueden expresarse en términos de su
propio conjunto demodos normales. Estos modos pueden implicar movimien-
tos más o menos colectivos o incluso muy localizados. Dado que los capsóme-
ros elegidos tienen un eje de simetría de rotación de orden 𝑛 (ya sea 𝑛 = 3 o
𝑛 = 5) sus modos normales deben tener las simetrías de las representaciones
irreducibles del correspondiente grupo puntual de simetría (ya sea 𝐶3 o 𝐶5). Am-
bos grupos tienen una representación irreducible no degenerada y totalmente
simétrica, 𝐴. Además, mientras que el grupo 𝐶3 tiene una representación adi-
cional doblemente degenerada 𝐸 , el grupo 𝐶5 tiene dos de este tipo, 𝐸1 y 𝐸2. Si
se toma el mismomodo particular en cada capsómero, el conjunto así formado
define una representación reducible del grupo puntual icosaédrico 𝐼 . Al redu-
cir esta representación se encuentra la simetría de los correspondientes modos
normales de la cápside en los que participa el modo normal interno del capsó-
mero. Este proceso de reducción se condensa en la Tabla 3.7. La aproximación
del capsómero rígido asume que las frecuencias de estos modos internos son



3.4 Simetría icosaédrica 57

mucho mayores que las frecuencias de los modos derivados con el modelo rí-
gido. Con todo, nada impide que tal vez alguno de estos modos internos se
corresponda con un movimiento muy localizado y débil con una frecuencia
baja, del orden de las de la región de baja frecuencia de los modos del mo-
delo de grano grueso. Para la cápside 𝑇 = 1 considerada en este trabajo, tal
modo aparecería en cada una de sus 60 proteínas (la unidad asimétrica de la
cápside). El conjunto de estos 60 modos locales equivalentes define una re-
presentación reducible para el grupo de simetría icosaédrica, cuya reducción
proporciona las especies de simetría de los correspondientes modos norma-
les de la cápside. Estas especies se dan en la última fila de la tabla 3.7. Si el
modo local de este tipo en una proteína está lo suficientemente lejos de los
átomos de las proteínas vecinas, su acoplamiento con los otros modos equi-
valentes e incluso con otros movimientos es despreciable, y su frecuencia se
observa prácticamente sin cambios en todos los modos normales correspon-
dientes de la cápside pertenecientes a las especies de simetría que se acaban
de dar. Si no se puede despreciar el acoplamiento entre los modos locales,
pueden observarse cambios en las frecuencias. Además, el modo local de baja
frecuencia también puede acoplarse a los modos del modelo de grano grueso
y, por tanto, contaminarlos y alterar sus frecuencias. Estos efectos se discuten
para la cápside del VSNT en la sección de resultados.

Para concluir esta sección, se presenta una ilustración del efecto del aco-
plamiento entre losmodos intracapsomérico e intercapsomérico. Supongamos
que se tiene un intermodo de la cápside (es decir, de grano grueso) 𝑄1 de fre-
cuencia 𝜔1, y un intramodo 𝑄2 de frecuencia 𝜔2, ambos pertenecientes a la
misma especie de simetría 𝐴, y un acoplamiento entre ellos de fuerza 𝜆. La
energía (cinética + potencial) de estos dos modos en la aproximación armónica
es entonces

𝐸 = 1
2( ̇𝑄1

2 + ̇𝑄2
2) + 1

2(𝜔2
1𝑄2

1 + 𝜔2
2𝑄2

2) + 𝜆𝑄1𝑄2. (3.35)

Si 𝜔2»𝜔1, las nuevas frecuencias derivadas de la Ec. (3.35) son 𝜔′
1 ∼ 𝜔1−𝜆2/(2𝜔1𝜔2

2−
2𝜔3

1) ≤ 𝜔1 y 𝜔′
2 ∼ 𝜔2 + 𝜆2/(2𝜔3

2 − 2𝜔2𝜔2
1) ≥ 𝜔2, por lo que mientras la baja frecuen-

cia intermodal disminuye, la intramodalmayor aumenta. Además, se observaría
cierta mezcla en los nuevos modos. Por supuesto, este efecto desaparece aquí
y en general en el límite de frecuencia alta para el modo intracapsómero 𝜔2
(límite del capsómero rígido). Por el contrario, el efecto se acentúa cuando las
dos frecuencias se acercan y/o el acoplamiento 𝜆 aumenta. Cuando se acoplan
más modos (todos ellos deben pertenecer a la misma especie de simetría), la
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Tabla 3.7 Reducción de las representaciones reducibles (R. R.) realizadas con
copias equivalentes en todas las subunidades de la cápside (ya sean 20 o 12)
de cada especie de simetría del grupo de simetría del capsómero, 𝐶𝑛 (ya sea
𝑛 = 3 o 𝑛 = 5), en las representaciones irreducibles (R. I.) del grupo de simetría
icosaédrico 𝐼 de la cápside. La última fila recoge el caso de una representación
formada mediante las 60 repeticiones equivalentes de un modo en la unidad
asimétrica (grupo de simetría 𝐶1). Las sumas de las R. I. de 𝐼 en cada uno de los
tres grupos (𝐶3, 𝐶5 y 𝐶1) coinciden.

Grupo puntual R. R. R. I. en el 𝐼
𝐶3 20𝐴 𝐴 ⊕ 𝑇1 ⊕ 𝑇2 ⊕ 2𝐺 ⊕ 𝐻

20𝐸 2𝑇1 ⊕ 2𝑇2 ⊕ 2𝐺 ⊕ 4𝐻
𝐶5 12𝐴 𝐴 ⊕ 𝑇1 ⊕ 𝑇2 ⊕ 𝐻

12𝐸1 2𝑇1 ⊕ 2𝐺 ⊕ 2𝐻
12𝐸2 2𝑇2 ⊕ 2𝐺 ⊕ 2𝐻

𝐶1 60𝐴 𝐴 ⊕ 3𝑇1 ⊕ 3𝑇2 ⊕ 4𝐺 ⊕ 5𝐻

situación es más compleja, pero siempre hay una disminución de la frecuencia
para los modos de menor frecuencia y un aumento para los de mayor frecuen-
cia.



Capítulo 4

Resultados y discusión

4.1. Diseño de cápsides icosaédricas
Cuando las diversas capas de una cápside se particionan como requiere el

modelo de la Sección 2.1, se definen subunidades constituyentes, las cuales
pueden ser simétricas o asimétricas. En esta tesis, las subunidades asimétricas
que se han considerado han sido las proteínas y las subunidades simétricas han
sido, por una parte, los capsómeros ya que presentan simetría axial y, por otra,
los huecos, dotados de lamás alta simetría puntual posible (la simetría esférica).
Los huecos no son subunidades reales pero a pesar de ello, sorprendentemen-
te, se encuentran presentes en los diseños encontrados experimentalmente
en diversas cápsides. En vez de considerar los huecos como un defecto en la
predicción de un diseño que excluir posteriormente, como en los trabajos de
[67–69], en el modelo presentado en esta tesis [73] se considera un ente más
del diseño.

Hay plena libertad para aplicar la función de diseño a las subunidades reales
(proteínas o capsómeros) o a las entradas que faltan en la estructura (huecos),
así como combinarlas entre sí. El uso de partículas reales o de huecos depende
de diferentes factores. Por ejemplo, si las subunidades son asimétricas, no pue-
den ocupar lugares simétricos (ejes de orden dos, tres y cinco) y, en ese caso,
puede ser recomendable emplear huecos. Rochal y sus colaboradores [67, 68]
excluyen explícitamente esas ubicaciones simétricas para las subunidades asi-
métricas. En otros casos los huecos están presentes en la estructura de la cáp-
side y pueden estar asociados a una función biológica particular. La naturaleza
de tales funciones está fuera del alcance del presente trabajo, pero los huecos
observados son necesarios para proporcionar funciones de diseño mínimas.
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Los parámetros con valores enteros, como el número de capas y el número
de subunidades por capa, deben inferirse a partir de la estructura objetivo. Los
parámetros con valores continuos, como las interacciones de Thomson, pue-
den variar normalmente en un amplio rango sin efectos significativos en la es-
tructura objetivo. De forma similar, los valores de los coeficientes 𝑐𝑠,𝑙,𝑛 admiten
cambios de alrededor de un 10 % si bien permiten un ajuste más fino de las po-
siciones de las partículas. En resumen, la elección de todos estos parámetros se
determina empíricamente, guiada por la geometría de la estructura objetivo.
Una vez fijados, se encuentran las coordenadas de las partículas (configuración)
correspondientes al mínimo de 𝒟 (2.2) utilizando la optimización global del
MSC (Sección 3.1.1) para comprobar si esa configuración se corresponde efec-
tivamente con la estructura objetivo. Bastan cuatro ejecuciones independientes
(trayectorias) con entre 100 y 1000 pasos para encontrar el mínimo global de
𝒟 . La temperatura ficticia no ha resultado crítica y cualquier valor entre 0.1 y
1 es generalmente adecuado. No han habido prácticamente estructuras com-
petitivas, lo que indica que el espacio de parámetros para estas funciones de
diseño conduce a paisajes fuertemente canalizados [61, 138–140].

En las próximas subsecciones, se emplea la notación de Rochal y sus cola-
boradores [67] < ℎ, 𝑘 > junto con los números de triangulación 𝑇 para etiquetar
las estructuras de la cápside. Dadas las propiedades de periodicidad de los AI
[80], el desarrollo de la densidad de masa general real en una determinada
cápside icosaédrica puede requerir un gran número de AI. [71, 72] Sin embar-
go, la densidadmás suave compatible con una red esférica dada < ℎ, 𝑘 > puede
lograrse con un conjunto mínimo de AI que tienen 𝑙 ≤ 𝑙c, siendo 𝑙c(ℎ, 𝑘) un valor
de corte que aumenta con ℎ y 𝑘. No se conoce una forma explícita y rigurosa
para 𝑙c(ℎ, 𝑘), pero se pueden estimar los valores para determinadas redes. Por
ejemplo, para la red < 3, 0 >, 𝑙c(3, 0) = 18. En el resto de casos explorados en
esta tesis, el desarrollo en AI del campo externo utilizado en las funciones de
diseño sólo se requiere un número reducido de términos (los representados
en la Figura 2.1) para producir la distribución objetivo de las subunidades de
la cápside. Este resultado es fruto del papel dominante de las contribuciones
de tipo electrostático en la función de diseño, que favorecen una distribución
uniforme y evitan la aglomeración de partículas en los mínimos del potencial
externo.

Las funciones de diseño están escaladas fijando el radio de la capa más
interna 𝑅1 = 1 y su intensidad de interacción 𝐾1,1 = 1. Además, el rango para
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todos los casos se ha limitado al de una analogía electrostática para partículas
puntuales, es decir, 𝛼𝑠,𝑡 = 1 para todo par 𝑠, 𝑡, incluso 𝑠 = 𝑡.

4.1.1. Reproducción de cápsides de una capa
Distribución de capsómeros en una sola capa

Las estructuras objetivo de esta subsección son cápsides de una sola capa,
para las que se mantienen las reglas de Caspar y Klug, y las subunidades son
capsómeros inicialmente equivalentes. Para estas cápsides simples, la función
de diseño más sencilla corresponde al problema de Thomson sin parámetros
libres. Las cápsides icosaédricas con una abundancia relativamente alta en la
naturaleza pueden ser obtenidas de las funciones de diseño más sencillas y
tienen números de triangulación 𝑇 =1, 3 y 7. Se parte de la base de que existe
una relación entre la abundancia y la simplicidad de las funciones de diseño
en estos casos. La prueba de esto es comparar estas abundancias con las de
las cápsides que requieren funciones de diseño más complejas, tales como las
que tienen números de triangulación 𝑇 =4 y 9 (estas son las cápsides más
pequeñas de la clase < ℎ, 0 >), las cuales no son mínimo global en el problema
de Thomson [78, 79]. Las diferencias de tamaño de las cápsides 𝑇 = 3 y 𝑇 = 7
con las 𝑇 = 4 y 𝑇 = 9 parecen inducir una abundancia notablemente mayor
para las primeras. Las cápsides más pequeñas (𝑇 = 1) son, con mucho, las más
abundantes entre los ejemplos icosaédricos.

La complejidad de la función de diseño se asume que crece con el núme-
ro de parámetros esenciales para reproducir unas estructuras objetivo dadas
como mínimos globales. Entonces, por hipótesis, los modelos de interacción
a escala de grano grueso de capsómero serán más difíciles de construir para
las estructuras 𝑇 = 4 y 𝑇 = 9 que para las que tienen 𝑇 = 3 y 𝑇 = 7, respecti-
vamente. Esta situación se confirma con los cálculos realizados con anteriores
modelos de interacción de grano grueso. Algunos de ellos [21, 38, 58] son in-
capaces de producir las estructuras 𝑇 = 4 y 𝑇 = 9 o requieren dos tipos de
subunidades y términos adicionales en la interacción [58]. Además, todas las
partículas de la función de diseño de Thomson para cápsides con 𝑇 =1, 3 y
7 son idénticas, lo que sugiere que modelos de grano grueso con interacción
de corto alcance basados en un solo tipo de subunidad podrían ser capaces
de presentar estas estructuras como mínimos globales. Esta situación se da,
obviamente, en el caso de las cápsides 𝑇 = 1, que pueden representarse en
términos de pentones idénticos. Las cápsides con 𝑇 = 3 y 7 requieren pento-
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Tabla 4.1 Coeficientes 𝑐𝑙,𝑛 en el desarrollo del campo externo en AI. 𝑁 es el
número de capsómeros de la capa.

𝑇 𝑁 𝑐6,0 𝑐10,0 𝑐12,0 𝑐15,0

4 42 0.3 0.1 −1.5 0

9 92 1.3 −0.8 −1 0.5

16 162 −10 0 0 0

25 252 −10 0 0 0

nes y hexámeros. Sin embargo, los cálculos basados en un modelo minimalista
y un único tipo de subunidad [58, 60] también apoyan la conjetura anterior
para estas cápsides. Es más, para una cápside de 𝑇 = 7, la cápside del Virus del
Papiloma, está compuesta por un único tipo de subunidad, los pentones [141].
Como consecuencia de la simetría axial de orden quinto, según se indica en la
Sección 2.1, los pentones están situados en ejes 𝐶5 (12 de ellos) y en posiciones
asimétricas (los otros 60). En cambio, si se aplica el mismo argumento a una
cápside 𝑇 = 3 construida a partir de un único tipo de capsómero, la subunidad
requeriría tanto simetrías axiales de quinto como de tercer orden, que son las
simetrías locales de los sitios del capsómero en esta estructura. Por lo tanto, la
subunidad requerida sería un capsómero de simetría axial de orden múltiplo
natural de 15, lo cual no se ha observado ni en cápsides 𝑇 = 3 ni en ninguna
otro tipo de cápside hasta la fecha. El problema de Thomson, a pesar de ello, sí
reproduce una cápside 𝑇 = 3 con una única clase de equivalencia. Por lo tanto,
las clases de equivalencia de las subunidades que realmente compongan una
cápside serán en general las mismas o más que las empleadas en la función
de diseño.

Las estructuras < ℎ, 0 > no reproducidas por el problema de Thomson se
pueden obtener introduciendo un campo externo que favorezca las geome-
trías icosaédricas quedando la función de diseño lo suficientemente versátil
como para lograrlo. En este trabajo, se han reproducido hasta el número de
triangulación 𝑇 = 28.

En la tabla 4.1 se presentan los valores de los parámetros utilizados en 𝒟
para algunas de estas cápsides. El subíndice 𝑠 en 𝑁𝑠 y en los coeficientes 𝑐𝑠,𝑙,𝑛 se
ha omitido ya que se ha empleado una sola capa. Las estructuras se presentan
en la Figura 4.1, utilizando diagramas de teselación de Voronoi. Se conocen
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(a) (b) (c) (d)

Figura 4.1 Representaciones de Voronoi de las estructuras obtenidas con los
parámetros de la función de diseño dados en la Tabla 4.1. Estas estructuras co-
rresponden a las cápsides del Virus de la Hepatitis B humana (a, 𝑇 = 4, < 2, 0 >),
Virus Fago de Enterobacterias N4 (b, 𝑇 = 9, < 3, 0 >) el Virus de la Varicela-Zóster
(c, 𝑇 = 16, < 4, 0 >) y el Adenovirus Humano (d, 𝑇 = 25, < 4, 0 >). Para cada es-
tructura, los elementos de la misma órbita se colorean de forma idéntica. Por
ejemplo, en (b) tenemos doce pentágonos con simetría axial 𝐶5, veinte hexá-
gonos verdes con simetría axial 𝐶3, y sesenta hexágonos rojos asimétricos.

ejemplos reales para los números de triangulación: el Virus de la Hepatitis B
Humana (𝑇 = 4) [142], el Fago N4 de Enterobacterias (𝑇 = 9) [143], el Virus de
la Varicela-Zóster (𝑇 = 16) [144], y el Adenovirus Humano (𝑇 = 25) [145]. En la
Figura 4.1, a pesar de que las subunidades son idénticas en lo que concierne a la
función de diseño, se separan en diferentes clases simétricamente equivalentes
(órbitas del grupo puntual) que están determinadas por su posición en la red
esférica y se representan con diferentes colores en cada cápside. Las órbitas de
una capa son la suma de los enteros positivos 𝑛 + 𝑛5 + 𝑛3 + 𝑛2 que aparecen en
la fórmula (2.1).

La cápside (b) con número de triangulación 𝑇 = 9 es anómala en cuanto a
las reglas de Caspar y Klug. A diferencia de las demás cápsides de la figura, ca-
rece de centro de inversión y no parece coincidir con la estructura de la cápside
del Virus Fago N4 de Enterobacterias, que exhibe un centro de inversión en la
escala de grano grueso del capsómero, y por tanto sigue el esquema Caspar
y Klug. No obstante, dentro de nuestro modelo todavía es posible lograr esta
simetría 𝐼ℎ aumentando la complejidad de la función de diseño con la inclu-
sión de un AI más de mayor 𝑙, concretamente 𝑙 = 18, que coincide con el valor
de corte 𝑙c(3, 0) = 18 estimado para esta red esférica (< 3, 0 >) al principio de
esta sección. Otra posibilidad es la separación de los 92 capsómeros en dos
conjuntos no equivalentes (dos capas diferentes pero del mismo radio), e intro-
ducir dos nuevos parámetros de fuerza 𝐾1,2 = 𝐾2,1 y 𝐾2,2. Los dos conjuntos de
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Tabla 4.2 Parámetros para las funciones de diseño de dos capas de igual radio
para la estructura anómalas (a) y la normal (b) de un 𝑇 = 9.

Caso 𝑁𝑠 𝑅𝑠 𝐾𝑠,𝑡

(a)
⎛
⎜
⎜
⎝

32
60

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1
1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0.01
0.01 0.05

⎞
⎟
⎟
⎠

(b)
⎛
⎜
⎜
⎝

12
80

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1
1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0.1
0.1 0.1

⎞
⎟
⎟
⎠

(a) (b)

Figura 4.2 Representaciones de Voronoi de una cápside 𝑇 = 9 obtenida con
los parámetros de la función de diseño dados en la Tabla 4.2. El caso (a) es
la cápside anómala predicha y el (b) la estructura de CK, cuyos índices en el
modelo de red esférica son < 3, 0 >.

valores de los parámetros que figuran en la tabla 4.2 producen las estructuras
𝐼 (a) y 𝐼ℎ (b), respectivamente, de la Figura 4.2. Sin embargo, mientras que esta
segunda alternativa para la estructura (a) de simetría 𝐼 presenta los isómeros
laevo y dextro como mínimos globales degenerados de la función de diseño,
el AI 𝑙 = 15 es impar por lo que, por una parte, permite seleccionar uno u otro
isómero cambiando el signo del coeficiente 𝑐15,0 y, por otra, rompe la simetría
de inversión.

Distribución de proteínas en una sola capa
Se seleccionan las cápsides del Virus Satélite del Mosaico del Tabaco (VSMT)

[146], el Virus L-A [147], el Virus del Dengue [148], el Virus del Moteado Clo-
rótico del Caupí (VMCC) [149] y el Virus Sindbis [150] cuyas estructuras han
sido reproducidas recientemente por Rochal y sus colaboradores [69] dentro
de su modelo de red esférica. Como estas subunidades son asimétricas, apa-
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Tabla 4.3 Coeficientes 𝑐𝑙,0 de las funciones de diseño de cápsides monocapa
de 𝑁 subunidades monoproteicas.

Cápside 𝑁 𝑐6,0 𝑐10,0 𝑐12,0 𝑐15,0

VSMT 60 2 0 0 0

L-A 120 10 0 0 0

Dengue 180 0 0 10 10

VMCC 180 2 8 0 0

Sindbis 240 3.5 -5 6 0

recen en múltiplos de 60 en cada una de estas cápsides. En la tabla 4.3 se
recogen parámetros que conducen a sus correspondientes estructuras.

Las cápsides se ilustran en la Figura 4.3 utilizando diagramas de teselación
de Voronoi. Las estructuras en (b) y (c) son anómalas en términos de las reglas
Caspar y Klug. Las demás tienen números de triangulación 𝑇 = 1 (a), 𝑇 = 3 (d)
y 𝑇 = 4 (e). A continuación, se muestra cómo la introducción de huecos puede
reducir la complejidad de la función de diseño para algunas de estas estruc-
turas. Un hueco en este contexto es una entidad simétrica que representa la
ausencia de una partícula real, como se avanzaba al comienzo de esta Sección
4.1. Algunas cápsides pueden representarse de forma más eficiente en térmi-
nos de huecos y partículas que en términos de partículas únicamente, lo que
da lugar a enfoques alternativos. En concreto, dos posibles opciones son:

1. Optimizar una función de diseño para los huecos y, posteriormente, dis-
tribuir las partículas con una segunda función de diseño utilizando las in-
teracciones electrostáticas repulsivas de Thomson de las partículas reales
con los huecos ya fijados.

2. Definir una única función de diseño para dos (tres en el caso (e)) capas
de radio común, una (dos en el caso (e)) para los huecos y otra para las
partículas.

En ambos casos se reduce la complejidad del problema. En estamemoria se ha
optado por la primera opción ya que suele ser más simple de realización que la
segunda. Los casos (a), (b) y (c) de la figura 4.3 son equivalentes en términos de
huecos ya que en todos ellos doce huecos bastan para distribuir las partículas
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(a) (b)

(c) (d) (e)

Figura 4.3 Representaciones de Voronoi de los mínimos globales de las fun-
ciones de diseño con los parámetros coeficientes dados en la Tabla 4.3. Las
estructuras corresponden a las cápsides del VSMT (a, 60 proteínas, < 2, 1 >),
el Virus L-A (b, 120 proteínas, < 3, 1 >), el Virus del Dengue (c, 180 proteínas,
< 3, 2 >), el VMCC (d, 180 proteínas, < 4, 1 >) y el Sindbis (e, 240 proteínas,
< 4, 2 >). Las diferentes órbitas de polígonos equivalentes se muestran con di-
ferentes colores.
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Tabla 4.4 Parámetros para las funciones de diseño mono y multicapa emplea-
das para distribuir huecos que reflejen las estructuras de la Figura 4.3. 𝑁ℎ es el
número de huecos.

𝑁ℎ 𝑁𝑠 𝑅𝑠 𝐾𝑠,𝑡

12 12 1 1

32 32 1 1

42
⎛
⎜
⎜
⎝

12
30

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1
1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0.1
0.1 0.1

⎞
⎟
⎟
⎠

reales apropiadamente con la contribución de Thomson en la función de dise-
ño. Es equivalente a la distribución de los pentones en una cápside 𝑇 = 1; así, los
huecos ocupan los ejes 𝐶5 y su función es, por tanto, la exclusión de las subuni-
dades proteicas asimétricas de estas posiciones. Los casos (d) y (e) requieren
32 y 42 huecos, respectivamente. Éstos excluyen las proteínas de los ejes 𝐶5 y
𝐶3 en el caso (d), y de los ejes 𝐶5 y 𝐶3 en el caso (e). La construcción seguida
por Rochal y sus colaboradores para dar cuenta de todas estas estructuras [69]
excluye explícitamente las proteínas de todos estos sitios. La disposición correc-
ta de los 32 huecos en el caso (d) puede obtenerse simplemente a partir del
problema de Thomson. Este problema es equivalente a la ubicación de los 32
capsómeros en una cápside 𝑇 = 3. Sin embargo, la localización correcta de 42
huecos en el caso (e) requiere una función de diseño más compleja, bien con
tres términos de AI en el potencial externo, o bien dos capas de radio común
formadas por huecos: una con 12 y otra con 30. Este problema es equivalente
a la distribución de los 42 capsómeros en una cápside 𝑇 = 4, y se puede utilizar
la misma función de diseño para cualquiera de estos dos problemas. La tabla
4.4 proporciona parámetros no nulos para la función de diseño de dos capas,
es decir, para el caso (e) de 42 huecos, junto con los parámetros para los casos
triviales (a), (b), (c) de 12 huecos y el (d) de 32.

La distribución correcta de las partículas alrededor de estos huecos fijos pue-
de obtenerse ahora con una función de diseño significativamente menos com-
pleja. La tabla 4.5 da un ejemplo de valores de los parámetros para la función
de diseño de las cápsides de la Figura 4.3. No se requiere ningún potencial
externo.
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Tabla 4.5 Parámetros para funciones de diseño que permiten el paso de hue-
cos a partículas según la Tabla Table 4.4, para los tres casos dados en la Figura
4.3

Caso 𝑁𝑠 𝑅𝑠 𝐾𝑠,𝑡

(c)
⎛
⎜
⎜
⎝

12
180

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1
1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 1
1 1

⎞
⎟
⎟
⎠

(d)
⎛
⎜
⎜
⎝

32
180

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1
1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 1
1 1

⎞
⎟
⎟
⎠

(e)
⎛
⎜
⎜
⎝

42
240

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1
1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 1
1 1

⎞
⎟
⎟
⎠

Tabla 4.6 Parámetros para una función de diseño de dos capas con campos
externos que conduce a la estructura objetivo 𝑇 3 − 𝑇 4.

𝑁𝑠 𝑅𝑠 𝑐𝑠,𝑙,0
⎛
⎜
⎜
⎝

32
42

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1.0
1.2

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

−0.004 −0.02 0 0
−0.04 0.04 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠

4.1.2. Reproducción de cápsides de dos capas
En esta subsección se consideran las cápsides de dos capas, y como subuni-

dades se tomarán tanto capsómeros como proteínas. Se comienza analizando
una estructura hipotética de dos capas que aún no se ha dado en un virus na-
tural. Este ejemplo se escoge porque permite resumir las estrategias utilizadas
para encontrar las formas más simples de la función de diseño utilizando hue-
cos o partículas de diferentes tipos. La estructura objetivo es una cápside doble
con una capa interior de 𝑇 = 3 que contiene 32 capsómeros, y una capa ex-
terior 𝑇 = 4 con 42 capsómeros. Para esta estructura 𝑇 3 − 𝑇 4, se parte de la
forma más general de la función de diseño que incluye las dos capas dadas y
los potenciales externos para las partículas en cada una de ellas. La tabla 4.6
proporciona los valores de parámetros. La estructura mínima global resultante
de la optimización de la función de diseño con estos parámetros es el caso (a)
de la Figura 4.4.

Una segunda opción para la función de diseño incluye tres capas, a saber,
una primera capa interior con 32 partículas, y dos capas exteriores de radio
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(a) (c)(b)

Figura 4.4 Estructuras objetivo para la cápside doble 𝑇 3 − 𝑇 4. El caso (a) co-
rresponde a la función de diseño con campos externos para cada cápside y
los parámetros indicados en la tabla 4.6. El caso (b) se obtiene con la función
de diseño de tres capas cuyos parámetros están en Tabla 4.7 pero sin campos
externos. La segunda capa tiene dos clases de partículas (en rojo y verde). Por
último, el caso (c) corresponde a la función de diseño con 20 huecos en la se-
gunda capa (en amarillo).

Tabla 4.7 Parámetros para una función de diseño de tres capas que conduce a
la estructura objetivo 𝑇 3 − 𝑇 4 sin el empleo de campos externos.

𝑁𝑠 𝑅𝑠 𝐾𝑠,𝑡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

32
30
12

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1.0
1.2
1.2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0.01 −0.01
0.01 0.01 0.01

−0.01 0.01 0.1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Tabla 4.8 Parámetros de para una función de diseño de dos capas con huecos
en la capa exterior que conduce a la estructura objetivo 𝑇 3 − 𝑇 4 sin potenciales
externos.

𝑁𝑠 𝑅𝑠 𝐾𝑠,𝑡
⎛
⎜
⎜
⎝

32
20

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1.0
1.2

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 −0.01
−0.01 0.1

⎞
⎟
⎟
⎠
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Tabla 4.9 Parámetros de una función de diseño de dos capas para convertir
los 20 huecos en 42 partículas en la capa exterior de la estructura del objetivo
𝑇 3 − 𝑇 4.

𝑁𝑠 𝑅𝑠 𝐾𝑠,𝑡
⎛
⎜
⎜
⎝

20
42

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1.2
1.2

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0.1
0.1 1

⎞
⎟
⎟
⎠

común con 30 y 12 partículas, respectivamente. Este modelo no requiere po-
tenciales externos. Posibles valores para los parámetros se dan en la Tabla 4.7.
El caso (b) de la Figura 4.4 presenta el correspondiente mínimo global obte-
nido con este método, y muestra las dos clases de partículas de la capa ex-
terior en diferentes colores. Otra tercera opción es una función de diseño de
dos capas con 32 partículas en la capa interior y 20 huecos en la capa exte-
rior que interactúan de forma atractiva con las partículas de la capa interior.
No se requieren potenciales externos tampoco. Unos posibles parámetros para
este tercer enfoque se dan en la Tabla 4.8. El caso (c) de la Figura 4.4 mues-
tra la estructura de partículas y huecas obtenida con este método. Los huecos
de la capa exterior pueden convertirse en partículas utilizando una función de
diseño hueco-partícula con los huecos fijados en las posiciones dadas anterior-
mente y las 32 partículas necesarias situadas en la misma capa interactuando
repulsivamente con los mismos. De nuevo, no se requieren campos externos, y
un ejemplo de posibles parámetros se dan en la Tabla 4.9. La estructura final
es, por supuesto, la que se muestra en la Figura 4.4(a), mismo resultado que
con la primera opción.

Una característica importante de la estructura 𝑇 3 − 𝑇 4 es que las dos capas
no conmensuran, lo que probablemente explica por qué no se observa en la
naturaleza. La conmensurabilidad puede recuperarse eliminando las partículas
rojas (dímeros) o verdes (pentones) en la Figura 4.4(b). Existen cápsides 𝑇 3 con
salientes justo en alguna de esas dos posiciones.

Ahora, se muestra el análisis de cápsides víricas de doble capa conocidas. En
particular, del Norovirus Murino (NM) [151] y el Virus del Enanismo del Arroz
(VEA) [152]. Estas estructuras han sido interpretadas por Rochal y sus colabo-
radores mediante sus reglas de construcción [67–69, 71, 72]. A diferencia de la
anterior cápside 𝑇 3 − 𝑇 4, estas dos cápsides presentan conmensurabilidad. El
NM tiene una capa interna 𝑇 = 3 con 12 pentones y 20 hexones, y un conjun-
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Tabla 4.10 Parámetros de la función de diseño del NM y del VEA. Las subuni-
dades del NM son todas las partículas reales mientras que las del VEA son par-
tículas reales para la envoltura interior y huecos para la exterior.

Caso 𝑁𝑠 𝑅𝑠 𝐾𝑠,𝑡

NM
⎛
⎜
⎜
⎝

32
90

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1.0
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to de 90 dímeros salientes. Se puede definir una función de diseño simple de
dos capas para este virus, con 32 partículas en la capa interna y 90 partículas
en la capa exterior, y con todas las interacciones repulsivas. La estructura de
la cápside de doble capa obtenida con estas funciones de diseño se muestra
en la Figura 4.5. Para el mismo virus, otra función de diseño aún más simple
podría haber requerido una capa exterior con 32 huecos que interactuasen de
forma atractiva con las 32 partículas de la capa interior y sin campos externos.
El papel de los huecos en este caso es la exclusión de los dímeros de los sitios
incompatibles con los ejes de simetría de tercer y cuarto orden (un total de
12 + 20 = 32 sitios).

Por otro lado, la cápside del VEA tiene 120 proteínas en la capa interior y
260 trímeros en la capa exterior. Una función de diseño de doble capa con
estas partículas requiere un gran número de términos en los desarrollos de
los campos externos por lo que se vuelve bastante compleja. Sin embargo, si
en lugar de 260 partículas se utilizan los correspondientes 132 huecos en la
segunda capa, no se necesitan campos externos. En este caso, las posiciones
de los huecos corresponden a las posiciones de los capsómeros de una cápside
𝑇 = 13 descrita por las reglas de Caspar y Klug. Estos huecos pueden convertirse
en las 260 partículas reales con otra función de diseño simple de dos capas sin
campos externos. Los parámetros sugeridos para estas cápsides de dos capas
se proporcionan en las tablas 4.10 y 4.11.

Nuevos diseños poliédricos de subunidades combinadas en una sola capa
En esta última subsección, se presentan funciones de diseño cuyos objetivos

son cápsides que siguen el esquema de construcción propuesto por Twarock
y Luque [70]. Se selecciona la cápside más pequeña derivada del plegado de
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(a) (b) (c)

Figura 4.5 Ilustraciones del Norovirus Murino. (a) muestra la conmensurabilidad
de los capsómeros de la primera y la segunda capa. (b) y (c) son las represen-
taciones de Voronoi de la primera y la segunda capa; los diferentes colores
corresponden a polígonos en diferentes órbitas.

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.6 Ilustraciones del Virus del Enanismo del Arroz. (a) muestra la con-
mensurabilidad de la primera y segunda capa de proteínas (rojo) y huecos
(amarillo), respectivamente. (b)muestra las partículas conjugadas (trímeros) con
los huecos de la segunda capa. (c) y (d) son la representación de Voronoi de la
primera y segunda capa de las partículas reales; los diferentes colores corres-
ponden a polígonos en diferentes órbitas.

Tabla 4.11 Parámetros de la función de diseño par ala conversión de huecos
en partículas reales para la segunda capa del VEA.
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(a) (b) (c)

Figura 4.7 Representación de Voronoi de las cápsides más pequeñas obtenidas
al plegar el entramado trihexagonal (a), el hexagonal romo (b) y el rombohexa-
gonal (c). Los diferentes colores corresponden a polígonos en diferentes órbitas.

cualquiera de los tres entramados hexagonales arquimedianos no triviales, a
saber, el trihexagonal, el hexagonal cerrado y el hexagonal romboidal, con nú-
meros de triangulación denominados 𝑇𝑡(ℎ, 𝑘), 𝑇𝑠(ℎ, 𝑘) y 𝑇𝑟(ℎ, 𝑘), respectivamente.
La cápside más pequeña de cada familia es el caso ℎ = 1 y 𝑘 = 0. La función
de diseño incluye cinco partículas para cada cara pentagonal y una partícula
para cada una de las caras triangulares (trímeros) o rectangulares (dímeros). Los
huecos también son necesarios para reproducir estas estructuras.

Se parte de la cápside trihexagonal < 1, 0 > con 80 partículas y 42 huecos.
En este caso, las partículas son todas subunidades triangulares y los huecos se
corresponden con los vértices compartidos por cinco o seis caras triangulares.
Primero, se establece una función de diseño para fijar los 42 huecos (30 en si-
tios de dos caras y 12 en sitios de cinco caras). Este problema es equivalente a la
localización de los capsómeros de una cápside 𝑇 = 4 ya tratada previamente y
requiere dos tipos de partículas (huecos en este caso) y ningún campo externo.
Por lo tanto, la función de diseño ya se conoce (Tabla 4.4, 𝑁 = 42). Una se-
gunda función de diseño con idénticas interacciones electrostáticas repulsivas
entre las 80 partículas idénticas y con los huecos fijos proporciona la estructura
mostrada en la Figura 4.7 (a). Sus caras triangulares se dividen en dos órbitas.

La cápside hexagonal < 1, 0 > requiere 72 huecos y 140 partículas. Como en
la estructura anterior, todas las partículas son unidades triangulares y los hue-
cos corresponden a vértices compartidos por cinco o seis caras triangulares. Las
ubicaciones de los huecos están en correspondencia uno a uno con las posi-
ciones de los capsómeros de una cápside 𝑇 = 7 descrita según Caspar y Klug.
Una función de diseño simple es el problema de Thomson ya que distribuye
correctamente estos huecos. Con los huecos fijados, una segunda función de
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Tabla 4.12 Parámetros de la función de diseño de tres capas de igual radio para
la cápside rombohexagonal mostrada en la Figura 4.7(c).
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diseño con la misma repulsión entre las partículas y los huecos da la estructura
objetivo mostrada en la Figura 4.7 (b). Sus caras triangulares se dividen en tres
órbitas.

Por último, la cápside rombohexagonal < 1, 0 > precisa 72 huecos y 110
partículas. La función de diseño adecuada es relativamente compleja y debe
separar los huecos y las partículas en conjuntos diferentes e incluir campos ex-
ternos. En su lugar, se pueden agrupar las cinco partículas de cada cara penta-
gonal en una subunidad para producir una función de diseño más simple. Esta
función utiliza un campo externo con la contribución de sólo los tres primeros
AI, o bien separa los capsómeros en tres capas de igual radio: 12 pentones, 20
trímeros y 30 dímeros. Para esta última opción sólo se requieren interacciones
Thomson, con los parámetros que se ofrecen en la Tabla 4.12. La estructura
objetivo correspondiente se muestra en la figura (c). Cada tipo de subunidad
define una órbita en este caso.

Posiblemente debido a su complejidad, las estructuras (b) y (c) de la Figura
4.7 no se han observado en la naturaleza.

4.2. Modos normales de la cápside vacía del VSNT
En esta sección se pone a prueba el modelo de grano grueso basado en

capsómeros como sólidos rígidos explicado en la Sección 2.2. Se averigua si
dicho modelo describe correctamente los modos normales de baja frecuencia
de una cápside icosaédrica 𝑇 = 1. El primer paso en este análisis es la determi-
nación de las constantes de fuerza del modelo. Una forma directa de realizar
esta tarea sería, por ejemplo, a partir de un ajuste de la interacción binaria del
modelo a un campo de fuerza atomístico. El enfoque aplicado es diferente y
más provechoso, ajustando las predicciones del modelo de grano grueso a un
espectro ya conocido. Los datos obtenidos por Dykeman y Sankey a partir de un
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Tabla 4.13 Modos normales (en cm−1) de la cápside vacía del VSNT para cada
una de las representaciones irreducibles del grupo de simetría 𝐼 según Dyke-
man y Sankey [1].

Γ𝑖 𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5

𝐴 2.41 4.73 5.29 6.08 7.10

𝑇1 2.89 3.57 3.60 4.70 4.89

𝑇2 2.02 3.42 3.43 3.84 4.30

𝐺 2.38 2.60 3.55 3.95 4.14

𝐻 1.95 2.39 2.86 3.57 3.82

enfoque atomístico para la cápside vacía del VSNT [1, 98] se utilizan con este
fin. Estos autores proporcionan una tabla con las cinco frecuencias más bajas
para los modos normales en cada una de las especies de simetría Γ𝑖 del grupo
icosaédrico 𝐼 (𝐴, 𝑇1, 𝑇2, 𝐺 y 𝐻 ). Las frecuencias de estos modos se recogen en la
tabla 4.13.

Entre estos modos normales, los autores [1, 98] identifican el primer modo
colectivo intracapsomérico claro, el llamado modo de arrugamiento 𝐴 alrede-
dor de los ejes de simetría de orden cinco a una frecuencia de 6.08 cm−1. Por
lo tanto, este valor establece, por un lado, un límite superior en las frecuen-
cias de los modos normales que pueden reproducirse con el modelo de grano
grueso y, por otro, el inicio de las frecuencias de los modos intracapsoméricos.
Un segundo modo intracapsomérico 𝐴 de carácter débil y local (que implica
a unos 140 átomos por proteína) se identificó en la frecuencia relativamente
baja de 4.73 cm−1. Como se previó en la sección 3.4.2, este modo implicaría
la existencia de modos localizados similares para las otras especies de simetría
en el mismo rango de frecuencias, a saber, tres modos 𝑇1, otros tres 𝑇2, cuatro
modos 𝐺 y cinco 𝐻 (véase la tabla 4.13). Los dos modos 𝑇1 con las frecuen-
cias más altas (4.70 y 4.89 cm−1) de la tabla 4.13 se encuentran precisamente
dentro de este rango. Sin embargo, el número de átomos que participan en
estos modos es unas cinco veces mayor que en el modo 𝐴 relacionado, lo que
indicaría un posible acoplamiento con modos intercapsómericos que pueden
aparecer a estas bajas frecuencias. El modo de mayor frecuencia con 𝐴 en la
tabla 4.13 a 7.10 cm−1 también tiene un carácter muy local.
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De entre los dos modos 𝐴 restantes, el de menor frecuencia (2.41 cm−1) co-
rresponde predominantemente al modo de respiración colectiva de la cápside
(expansión-contracción radial). En este modo, las tres proteínas más cercanas a
cualquier eje de rotación de tercer orden de la cápside parecen tener un des-
plazamiento oscilatorio dominante en fase a lo largo de dirección de este eje
[1, 98], que podría describirse bastante bien como una traslación casi rígida
del trímero correspondiente. El último modo 𝐴 de 5.29 cm−1 (un modo de ro-
tación colectiva) corresponde predominantemente a una rotación oscilatoria
en fase de las cinco proteínas más cercanas a cualquiera de los ejes de rota-
ción de quinto orden de la cápside en torno a los mismos [1, 98], resultando
en una torsión simétrica respeto del eje 𝐶2. Visto desde encima de un eje de
tercer orden, este movimiento parece ser igualmente una rotación oscilante en
fase alrededor de este eje por parte de sus tres proteínas más cercanas. Estos
dos modos colectivos 𝐴 están en correspondencia uno a uno con los dos mo-
dos 𝐴 (modos de respiración y torsión respectivamente) proporcionados por
el modelo de grano grueso, cuyas frecuencias, como funciones analíticas de
los parámetros del modelo fueron dadas en las ecuaciones (2.19) y (2.20). Sin
embargo, hay otros modos que deben ser reproducidos y ante la falta de ex-
presiones analíticas para ello, se realiza un ajuste por mínimos cuadrados de las
frecuencias de los modos normales predichos por el modelo de grano grueso
a un subconjunto de los recogidos en Tabla 4.13. La función de coste escogida
es:

𝒞 = 1
2

√√√√
⎷

1
𝑓

𝑓

∑
𝑖=1 (

𝜔2
c𝑖 − 𝜔2

t𝑖
𝜔2
t𝑖 )

2

, (4.1)

donde 𝑓 es el número de frecuencias objetivo 𝜔t𝑖 de la Tabla 4.13 y 𝜔c𝑖 las
correspondientes predicciones de grano grueso. El coste 𝒞 es una medida del
error relativo promedio de la frecuencia media del ajuste; concretamente, la
media cuadrática de los errores relativos si los errores relativos son pequeños.
Se han considerado diferentes conjuntos de frecuencias objetivo. En todos los
casos, los dos modos de carácter local 𝐴 (a 4.73 y 7.10 cm−1), el modo 𝐴 de
“fruncido” (a 6.08 cm−1) y los dos modos 𝑇1 (a 4.70 y 4.89 cm−1) de los que
se sospecha que están contaminados por el movimiento local 𝐴 de 4.73 cm−1,
han sido descartados.

Si se fija la masa del capsómero 𝑀𝑛 así como la geometría de la cápside
fijando los parámetros geométricos delmodelo 𝑛 (𝑛 = 3 o 5) y 𝜃e𝑛 , las frecuencias
del modo normal obtenidas al resolver el problema secular GF dependen de
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Tabla 4.14 Parámetros fijos del modelo para trímeros (𝑛 = 3) y pentones (𝑛 = 5).
Los valores de la masa se obtienen dividiendo la masa de la cápside entre el
número de capsómeros (20 o 12) y las distancias de equilibrio, tomando el
interradio como el radio promedio de la cápside y aplicando (3.31). La masa
de la cápside y el radio promedio de la cápside se tomaron de la base de datos
VIPERdb.

𝑛 𝑚 𝜃e𝑛[º] 𝑟e𝑛 [10−9 m] 𝑀𝑛 [10−22 kg]

3 50 69.095 6.400 1.089

5 50 58.283 8.587 1.815

15 variables, a saber, los dos momentos de inercia diferentes (𝐼𝑧 y 𝐼𝑥 = 𝐼𝑦) y
las 13 constantes de fuerza del modelo de interacción binaria que se dan en
tablas 2.1-2.3. La distancia de equilibrio 𝑟e también se ha fijado para reproducir
el tamaño real del virus. Por último, se ha dado un valor entero fijo al parámetro
de potencia 𝑚, que determina el alcance de la interacción.

Los valores asignados a estos parámetros fijos se recogen en la Tabla 4.14.
Por lo tanto el número de constantes de fuerza coincide con el número de
parámetros libres del modelo de interacción 𝑝𝑖, 𝑖 = 0, … , 12, y ambos conjuntos
están relacionados por la transformación lineal dada en las tablas 2.1, 2.2 y 2.3;
así se pueden obtener fácilmente los valores de un conjunto a partir de los del
otro. Dado el alto valor de 𝑚, la interacción es sólo a primeros vecinos.

Los valores óptimos de los 15 parámetros libres se obtienen minimizando
𝒞 . Para ello se ha empleado también la optimización global mediante el MSC.
Aquí se presentarán los resultados para el mayor subconjunto de frecuencias
objetivo tomadas de la Tabla 4.13 que contiene los dosmodos de respiración 𝐴
a 2.41 cm−1 y 5.29 cm−1, los tres primeros modos 𝑇1 (a 2.89, 3.57 y 3.60 cm−1),
los cinco modos 𝑇2 para los trímeros, y los dos primeros para los pentones (para
este tipo de capsómeros elmodelo predice sólo dosmodos 𝑇2), los cincomodos
𝐺 para los trímeros y los cuatro primeros para los pentones (el modelo predice
sólo cuatro modos 𝐺 en este caso), y los cinco modos 𝐻 . Por lo tanto, se tienen
𝑓 = 20 frecuencias objetivo para los trímeros y 𝑓 = 16 para los pentones.

Los conjuntos de parámetros óptimos obtenidos para esta muestra se pre-
sentan en la Tabla 4.15, junto con los correspondientes valores de la función
de coste. Un resultado interesante es que, dado que el modelo completo de
interacción binaria propuesto conduce a una configuración de equilibrio de
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(a) Modos normales del VSNT con pentones.
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(b) Modos normales del VSNT con trímeros.

Figura 4.8 Modos normales por especies de simetría. Las líneas punteadas se
corresponden con las frecuencias objetivo de la Tabla 4.13 y las sólidas, con los
resultados del modelo de grano grueso. El color negro indica las frecuencias
incluidas en la función de coste 𝒞 y el rojo, las excluidas del conjunto objetivo.
El color turquesa se utiliza para las frecuencias adicionales predichas por el
modelo.
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Tabla 4.15 Mínimos globales de las funciones de coste 𝒞 y los correspondien-
tes valores óptimos de las constantes de fuerza y los momentos de inercia para
trímeros (𝑛 = 3) y pentones (𝑛 = 5). Las unidades de las constantes de fuerza se
han convertido a N/m dividiéndolas entre 𝑟2

e𝑛 . En cada caso, existe un conjun-
to enantiomérico equivalente de valores de constantes de fuerza con sólo un
cambio en los signos de cinco constantes de fuerza: 𝑘𝑟𝜙, 𝑘𝑟𝜒+ , 𝑘𝜙𝜃+ , 𝑘𝜃+𝜒+ y 𝑘𝜃−𝜒−

𝑛 𝒞
𝑘𝑟 𝑘𝜙 𝑘𝜃+ 𝑘𝜒+ 𝑘𝑟𝜙 𝑘𝑟𝜃+ 𝑘𝑟𝜒+

[N/m]

3 0.053 39.72 6.874 27.54 15.67 3.568 -24.53 10.99

5 0.047 19.86 0.335 0.389 3.115 1.414 -1.747 3.535

𝑛
𝑘𝜙𝜃+ 𝑘𝜙𝜒+ 𝑘𝜃+𝜒+ 𝑘𝜃− 𝑘𝜒− 𝑘𝜃−𝜒− 𝐼𝑥 = 𝐼𝑦 𝐼𝑧

[N/m] [𝑀𝑛𝑟2
e𝑛]

3 -9.213 9.508 -14.29 2.543 9.770 0.671 0.295 0.904

5 -0.153 1.162 0.180 0.657 0.997 0.254 0.057 0.196

la cápside con la simetría del grupo icosaédrico 𝐼 , hay dos mínimos globales
enantioméricos equivalentes de la función de coste que se transforman el uno
en el otro por inversión y proporcionan el mismo espectro. Estos dos mínimos
globales comparten los valores de todas las constantes de fuerza excepto 𝑘𝑟𝜙,
𝑘𝑟𝜒+ , 𝑘𝜙𝜃+ , 𝑘𝜃+𝜒+ , y 𝑘𝜃−𝜒− , que cambian de signo. Sólo se da uno de estos dos con-
juntos en la Tabla 4.15. De las propiedades de escala del problema de modos
normales, resulta que las constantes de fuerza óptimas dadas en la Tabla 4.15
(en unidades de fuerza/longitud) son independientes de la escala de longitud
del problema, 𝑟e𝑛 , y sólo cambian si la escala de masa, dada por la masa del
capsómero 𝑀𝑛, cambia. Una vez fijadas estas dos escalas, la escala de energía,
𝑝0, está determinada por el ajuste y depende del valor dado al parámetro de
rango de interacción 𝑚.

Por otra parte, la función de coste 𝒞 (4.1) es más fácil de optimizar elimi-
nando constantesmultiplicativas y elevando al cuadrado, es decir, optimizando
en su lugar la función 𝒞 ′:

𝒞 ′ =
𝑓

∑
𝑖=1 (

𝜔2
c𝑖 − 𝜔2

t𝑖
𝜔2
t𝑖 )

2

. (4.2)
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La motivación es que en primer lugar, en el caso más sencillo, la relación en-
tre el cuadrado de una frecuencia y una constante de fuerza es lineal (el típico
caso de un muelle único ligado a una masa única, 𝜔2 = 𝑘

𝑚 , o un muelle que
genera un momento en torno a un eje ligado a un disco, 𝜔2 = 𝑘

𝐼 , son lineales
con respecto de constantes de fuerza y también con respecto de los inversos de
la masa y del momento de inercia, respectivamente) y, en segundo lugar, que
el minimizador local L-BFGS-B (Sección 3.1.1) es particularmente eficiente en
problemas cuadráticos. La pretensión es, por lo tanto, que la optimización de
𝒞 ′ se asemeje a un ajuste por mínimos cuadrados de una función lineal. Igual-
mente, en vez de ajustar los momentos principales de inercia directamente,
se ajustan sus inversos evitando así ceros en el denominador. Con estas con-
sideraciones, a pesar de que la relación real entre las constantes de fuerza y
las frecuencias son generalmente más complejas, apenas unos pasos del MSC
(menos de diez) basta para encontrar el mínimo global cuando se parte de un
conjunto de parámetros aleatorio. Existe un mínimo competitivo con un cos-
te ligeramente superior en el caso de pentones. Sin embargo, sus constantes
de fuerza y momentos de inercia son próximos, como lo son el mínimo global
y dicho mínimo competitivo. Estas características proporcionan solidez a los
parámetros óptimos del modelo ya que apuntan a que pequeñas variaciones
implican aproximadamente los mismos resultados. La Fig. 4.8 compara el es-
pectro de frecuencias predicho por los modelos óptimos de grano grueso con
los datos objetivo de la Tabla 4.13.

Los resultados muestran que las frecuencias de los dos modos totalmente
simétricos (modos 𝐴) coinciden dentro de la precisión computacional, con las
predicciones analíticas dadas en las ecuaciones (2.19) y (2.20), que se obtuvie-
ron suponiendo interacciones de contacto con frustración cero. Por lo tanto, los
resultados confirman las hipótesis realizadas en el diseño del modelo de inter-
acción. La energía de enlace esperada de la cápside 𝐸b = 30𝑝0 se ha obtenido
en ambos casos.

Ambos modelos (trímeros y pentones) son capaces de reproducir las fre-
cuencias objetivo dentro de un error del 5%. No obstante, el modelo de trí-
meros es capaz de contabilizar más modos intercapsoméricos que el modelo
de pentones, como se esperaba según las descomposiciones (3.34) y (3.33). El
error cometido se puede explicar sobre la base de que la rigidez de las subuni-
dades es una aproximación. De hecho, los resultados atomísticos de Dykeman
y Sankey [1] revelan cierto grado de mezcla entre movimientos rígidos y no
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rígidos, a pesar de lo cual, el trabajo presentado aquí demuestra que los mo-
delos de grano grueso que congelan adecuadamente muchos de los grados
de libertad del problema real pueden ajustarse con gran precisión a su espec-
tro de modos normales de baja frecuencia. Por lo tanto, para la cápside vacía
del VSNT no hay diferencia significativa entre los dos ajustes para hacer una
elección entre trímeros y pentones como las subunidades óptimas.

En general, los modos normales implican la excitación de todos los grados
de libertad internos del par de capsómeros y, por tanto, sus frecuencias van
a depender de todas las constantes de fuerza y momentos de inercia cuando
uno los cambia en la vecindad de sus valores óptimos. Existe, por supuesto, la
excepción de los modos 𝐴 que, como se ve en las ecuaciones (2.19) y (2.20)
sólo implican las coordenadas 𝜒+ y 𝑟 y las correspondientes constantes de fuer-
za 𝑘𝑟, 𝑘𝜒+ y 𝑘𝑟𝜒+ junto con el momento de inercia 𝐼𝑧 y la propia masa 𝑀𝑛. Las
otras excepciones se encuentran sólo para la cápside reproducida con pento-
nes. Reduciendo las representaciones Γr y Γt cuyas bases son, respectivamente
el conjunto de los 12 vectores de rotación y 12 vectores de desplazamiento
a lo largo de cada eje fijo del cuerpo del penton 𝑧 se obtiene la descomposi-
ción Γr = Γt = 𝐴 ⊕ 𝑇1 ⊕ 𝑇2 ⊕ 𝐻 . La cápside del penton tiene sólo dos modos
𝐴 y dos modos 𝑇2. Por lo tanto, los modos 𝑇2 comparten la propiedad cono-
cida de los modos 𝐴, es decir, todos estos modos son combinaciones lineales
de sólo 24 coordenadas anteriores. Como consecuencia de esto, los modos 𝑇2
no pueden excitar ni 𝜙+ ni 𝜃+ y no dependen, por tanto, de las constantes de
fuerza en las que cualquiera de estas coordenadas aparezca como subíndice,
ni del momento de inercia 𝐼𝑥. Otra implicación de las descomposiciones an-
teriores es que los modos 𝐺 de la cápside con pentones no pueden excitar
ninguna de las 24 rotaciones y traslaciones anteriores, por lo que la frecuencia
de estos modos no puede depender de 𝐼𝑧. Para la cápside de trímeros, las re-
presentaciones correspondientes de 20 dimensiones Γr y Γt se reducen como
Γr = Γt = 𝐴 ⊕ 𝑇1 ⊕ 𝑇2 ⊕ 2𝐺 ⊕ 𝐻 y la simetría no impone restricciones a la depen-
dencia de los parámetros de los modos, con la excepción de los dos modos 𝐴.
Todas estas predicciones son confirmadas por los cálculos.

Con los parámetros fijos dados en la Tabla 4.14 y los valores óptimos de las
constantes de fuerza dados en la Tabla 4.15 se pueden calcular fácilmente las
seis frecuencias de los modos normales de un par aislado de capsómeros en la
configuración de equilibrio de su interacción binaria. Los valores obtenidos pa-
ra los trímeros y pentones se recogen en la tabla 4.16. Esta tabla presenta un
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Tabla 4.16Modos normales para la interacción binaria para trímeros y pentones
en cm−1 empleando los valores óptimos de la Tabla 4.15.

𝑛 𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5 𝜔6

3 0.76 2.73 2.84 3.22 3.98 8.98

5 1.21i 0.99 1.65 2.31 2.43 3.32

resultado notable: una de las frecuencias tiene un valor imaginario (1.21i cm−1)
para los pentones, lo que significa que la configuración de equilibrio correspon-
de a un punto estacionario que es inestable a lo largo de esta coordenada de
modo (un estado de transición) para un par de pentones. Un par de trímeros,
por el contrario, proporciona un punto fijo estable para la configuración de equi-
librio correspondiente. Este es un resultado robusto que también se desprende
del ajuste de la forma de interacción binaria más sencilla 𝑉𝑖𝑗 = 𝑉 (0)

𝑖𝑗 + 𝑉 (1)
𝑖𝑗 a las

mismas frecuencias objetivo, e incluso del ajuste de 𝑉𝑖𝑗 = 𝑉 (0)
𝑖𝑗 a un conjunto de

frecuencias objetivo más bajas. Estos últimos resultados son completamente
congruentes con el conocimiento actual sobre las propiedades estructurales
del VSNT. En primer lugar, el ajuste realizado aquí utiliza las frecuencias objeti-
vo obtenidas por Dykeman y Sankey para la cápside vacía del VSNT utilizando
un enfoque atomístico, que partía de una estructura determinada mediante la
minimización local de la energía de la estructura del Protein-Data-Bank 2BUK
en un campo de fuerza clásico [1, 98]. Los valores reales de las frecuencias de
la cápside confirman la estabilidad, al menos local, de dicha estructura. Ob-
viamente, los parámetros óptimos obtenidos del ajuste de nuestro modelo de
grano grueso a estos datos conducen igualmente en ambos casos, los trímeros
y los pentones, a configuraciones de cápside localmente estables. Sin embargo,
mientras que la configuración de los trímeros corresponde a un mínimo global
de la superficie de energía potencial de la cápside 𝑉 , la de los pentones es sólo
un mínimo local y hay otras estructuras con energías significativamente me-
nores. La existencia de estas configuraciones más estables para la cápside de
pentones es una consecuencia de la inestabilidad inferida de la correspondien-
te configuración de equilibrio binario a lo largo de su modo inestable, donde
existirán estructuras de menor energía para el par de pentones. Las configura-
ciones inestables del par se estabilizan localmente en la cápside, pero más allá
de este punto estable en el espacio de configuración de la cápside, se encontra-
rán las estructuras asimétricas demenor energía en las que algunos de los pares
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de capsómeros han abandonado sus estructuras inestables. La estructura ico-
saédrica de la cápside podría entonces ser inestable frente a las fluctuaciones
térmicas. Aunque este modelo optimizado sería estrictamente preciso dentro
de una vecindad suficientemente pequeña alrededor de las configuraciones
de equilibrio elegidas, tanto del par de capsómeros como de la cápside com-
pleta, y la ampliación de esta precisión más allá de esta región requeriría una
elección más cuidadosa de las funciones 𝐹𝑖(𝑟), todavía puede proporcionar al-
guna idea sobre los cambios estructurales que la inestabilidad pentón-pentón.
En concreto, moviéndonos en la dirección del modo inestable de la interacción
binaria encontramos mínimos de energía estables en los que se rompe la si-
metría 𝐶2 y se reduce la distancia intercapsómera. Estas nuevas estructuras de
equilibrio se observan también en los mínimos de energía más profundos que
existen ahora en la cápside.

Hay trabajos experimentales y teóricos que indican que la cápside vacía del
VSNT es inestable a temperatura ambiente [17, 153–157]. Arkhipov y sus cola-
boradores utilizan unmétodo de dinámica molecular de grano grueso con una
resolución de 200 átomos para demostrar que esta cápside vacía se colapsa
en una estructura asimétrica y significativamente comprimida. Estos resultados
son, por tanto, totalmente consistentes con los obtenidos en esta memoria. Re-
sulta posible explicar la ausencia de esa inestabilidad en el modelo de grano
grueso basado en trímeros. El trabajo experimental de Ford y sus colaborado-
res [155] se centra en el papel de las interacciones de unión ARN-cápside en
el ensamblaje del VSNT, según el cual, la cápside no es capaz de ensamblar-
se en ausencia de ARN. Sus resultados implican la relevancia de estas uniones
ARN-cápside en la estabilización de la estructura de la cápside, superando las
barreras de repulsión electrostática entre las proteínas alrededor de los ejes de
simetría de tercer orden, haciendo de los trímeros las subunidades relevantes
de la cápside cuando el ARN se encuentra en su interior. En otras palabras,
la inestabilidad de la cápside vacía se localiza alrededor de sus ejes de tercer
orden y los enlaces que aparecen allí con el ARN introducen la rigidez de los
trímeros necesaria para estabilizar la cápside. El modelo de grano grueso de
trímeros produce en la cápside el mismo efecto y elimina los modos inestables
pues por definición, se considera al trímero un sólido rígido. En cambio, éstos si-
guen presentes en el modelo con pentones, ya que los tres pentones alrededor
de cada eje de simetría de tercer orden pueden, en este caso, moverse inde-
pendientemente. Los efectos de esas barreras de repulsión entre las proteínas
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de la cápside deben estar presentes en el campo de fuerza de la cápside vacía
utilizado por Dykeman y Sankey y, por tanto, en el correspondiente espectro
de modos normales de baja frecuencia. Se ha demostrado aquí que el ajuste
a este espectro de un modelo de grano grueso apropiado puede descubrir las
características de la interacción detrás de las propiedades espectrales.

4.3. Hendimiento virtual del VDR
Para poner a prueba la generalización del modelo de interacción fuera del

régimen lineal, se pretende reproducir, al menos dentro de la incertidumbre
experimental, el hendimiento cuasiestático de la cápside vacía del VDR (𝑇 = 1).
Se sabe que está formado por trímeros, que presenta unas constantes elásticas
de 0.58 ± 0.13, 0.56 ± 0.15 y 0.58 ± 0.10 N/m a lo largo de los ejes de simetría
de quinto, tercer y segundo orden, respectivamente [104], que el trabajo de ex-
tracción de un trímero es de 217 kJ/mol y que la hendidura crítica promedio
es de ∼2 nm [106]. Hablar de constante elástica más allá del régimen de res-
puesta lineal es un abuso del lenguaje. Lo que se entiende en este contexto por
constante elástica es la tasa de variación máxima de la fuerza de reacción con
respecto de la hendidura practicada [158].

Para el modelo de interacción adaptado a la dinámica, se fija pues 𝑝0 =
1
3 ⋅ 217 𝑘𝐽/𝑚𝑜𝑙 (liberar un trímero requiere romper tres enlaces) y, tras consultar
la base de datos VIPERdb y tomar el radio promedio como el interradio 𝑟𝑚 =
13.8 nm, la distancia de equilibrio entre trímeros es 𝑟e = 9.20 nm. Dado que
para trímeros 𝑛 = 3 y la estructura es un icosaedro regular, cos 𝜃e ≃ 0.3568 (ver
Tabla 3.1). Por lo tanto, se puede ajustar 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑚′, 𝑚 y 𝑟0 entre los números
reales positivos, lo cual implica que las constantes de fuerza 𝑘𝑟, 𝑘𝜙, 𝑘𝜃+ , 𝑘𝜒+ sean
positivas. Concretamente, la primera contribución de 𝑘𝜃+ (2.25) también debe
ser positiva (𝑘𝜃+

1
= 𝑝2𝑠𝑛

2 > 0) ya que la segunda contribución (𝑘𝜃+
2

= 𝑘𝑟(𝑟0 −
𝑟e)2/(𝑟e tan 𝜃e)2) es positiva de por sí ya que 𝑘𝑟 > 0 se ha impuesto previamente.
Es más provechoso, en la práctica, barrer sobre 𝑘𝜃+

1
que sobre 𝑘𝜃+ ya que esta

última opción supone descartar ocasionalmente combinaciones con 𝑝2 < 0. El
papel de la temperatura no se valora de manera directa sino que el modelo de
interacción debe interpretarse como un modelo efectivo de energía libre.

Para evaluar la idoneidad de un conjunto de valores para las variables em-
pleadas, se define una función de coste ℭ que pondera por igual cinco objeti-
vos. Los tres primeros objetivos son los errores relativos de las tres constantes
elásticas por eje 𝑘𝐶𝑖 , el cuarto objetivo es el error relativo de la hendidura crí-
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Tabla 4.17 Intervalos de las variables empleadas para muestrear el hendimien-
to de la cápside vacía del VDR. Las cuatro primeras variables están divididas
entre 𝑟2

e con 𝑟e = 9.2 nm para tener unidades de unidades de [N/m].

𝑘𝑟 𝑘𝜙 𝑘𝜃+
1

𝑘𝜒+ 𝑚′ 𝑟0

[N/m] [𝑟e]
[0.1, 2.0] [0.0, 2.0] [0.0, 2.0] [0.0, 2.0] [1.1, 1.9] [0.1, 1.5]

tica promedio ℎ y el quinto, el error relativo de la energía total de la cápside
antes de ser hendida 𝑉 con respecto del que resultaría en las mismas con-
diciones si las interacciones entre trímeros fueran por contacto solamente, es
decir, 𝑉𝑜 = −30𝑝0:

ℭ = 1
5 [(1 −

𝑘𝐶2

𝑘𝐶2,𝑜
)

2
+ (1 −

𝑘𝐶3

𝑘𝐶3,𝑜
)

2
+ (1 −

𝑘𝐶5

𝑘𝐶5,𝑜
)

2
+ (1 − ℎ

ℎ𝑜 )
2

+ (1 − 𝑉
𝑉𝑜 )

2

]
,

(4.3)
con ℎ = 1

3 (ℎ𝐶2 + ℎ𝐶3 + ℎ𝐶5). Así, ℭ representa el error relativo cuadrático prome-
dio de los cinco objetivos. El resultado de hendir una cápside no es analítico
y requiere partir y mantener el eje de simetría explorado a lo largo del proce-
so. La simulación del hendimiento toma un tiempo superior a la hora, por lo
general, incluso paralelizando los tres ejes, luego una minimización basada en
gradientes resultaría demasiado larga. Por lo tanto, el proceso de optimización
se divide en dos etapas: Inicialmente, se lleva a cabo un barrido de 4000 pun-
tos aleatorios distribuidos uniformemente entre los intervalos impuestos en la
Tabla 4.17: El límite inferior de 0.11 N/m para 𝑘𝑟 garantiza 𝑚 > 6, mientras que
en el resto de constantes elásticas, se rebaja a cero, permitiendo un movimien-
to libre con respecto de la coordenada asociada. El máximo valor posible para
las constantes elásticas se estima en 2 N/m (unas cuatro veces el valor de las
constantes elásticas que se pretenden reproducir) que, posteriormente, se en-
tenderá que está sobrestimado. Los intervalos de 𝑚′ son compatibles con su
definición 𝑚′ ∈ (1, 2) y los de 𝑟0 se imponen para que tengan sentido físico, en
particular, la distancia a segundos vecinos para las caras de un icosaedro es de
aproximadamente 1.61 𝑟e y, por otra parte, una distancia nula entre capsóme-
ros implicaría figuras planas, lo cual no es admisible, luego finalmente se da
un margen aproximado de 0.10 𝑟e por encima de cero y por debajo de 1.61
𝑟e, respectivamente. Como segunda etapa, se alimenta el MBA con la tanda de
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mejores valores delmuestreo aleatorio. En esta segunda etapa, no parece haber
valores críticos para los parámetros del método. El tamaño TMA es adecuado
entre 4 y 8, es decir, que se puede alimentar la memoria MA del método entre
los 4 y 8 valores más bajos del barrido (sus funciones de coste se encuentran
entre 0.06 y 0.12 aproximadamente). La tasa TCMA se puede escoger entre 0.7
y 0.9, la TAT, entre 0.2 y 0.4 y los AB, entre 0.2 y 0.6 veces la desviación típica de
las variables con las que inicialmente se alimente el método. En total se corren
30 trayectorias con 100 pasos del MBA en cada una.

Para decidir si la calidad de la optimización global de los parámetros del
modelo es suficiente (y en consecuencia, si el modelo es válido para reprodu-
cir los datos experimentales), se toman en cuenta dos consideraciones: que la
función de coste sea aceptable y que la interacción entre trímeros sea despre-
ciable salvo a primeros vecinos. Para decidir si la función de coste es razonable,
se consideran las incertidumbres experimentales de las constantes elásticas por
cada eje, se asume que el error de la hendidura crítica promedio es de 0.1 nm
y que se logra una interacción estricta a primeros vecinos, es decir 𝑉 = 𝑉0. Así,
se debe lograr un valor inferior a:

ℭmáx = 1
5 [(

0.10
0.58)

2
+ (

0.15
0.56)

2
+ (

0.13
0.58)

2
+ (

0.1
2.0)

2
+ (

0
30)

2

] ≃ 0.0308 .

El MBA devuelve un mínimo global con un coste de 0.013, luego no resulta
necesario continuar el proceso de optimización global para obtener resultados
compatibles con los valores experimentales dentro de sus incertidumbres. El
segundo requisito, parece cumplirse también ya que la energía de la cápside
antes de ser hendida es de -30.0 𝑝0 con los parámetros del mínimo global ob-
tenido. Sin embargo, esto podría deberse a cancelaciones accidentales de los
términos anisótropos. Para asegurar que las interacciones son por contacto so-
lamente, se comprueba el valor de la interacción binaria a segundos vecinos,
que resulta ser del orden de 10−4 𝑝0, de modo que, en efecto, resulta despre-
ciable. Finalmente y para mayor seguridad, se averigua el mínimo de energía
global de los veinte trímeros. Éste es de -30.0 𝑝0 y toma la configuración de
icosaedro regular, tal y como es deseable, ya que coincide con el valor y la con-
figuración previos al hendimiento. Con esto, termina la validación del resultado.

El mínimo global que devuelve el MBA se recoge en la Tabla 4.18 y se ex-
presan con dos cifras significativas tanto el valor como las variables. La razón es
que los siguientes mínimos del método de optimización difieren aproximada-
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Tabla 4.18 Mínimo global de la función de coste empleada para reproducir
el hendimiento del VDR y las variables que conducen al mismo. Las cuatro
primeras variables están divididas entre 𝑟2

e con 𝑟e = 9.2 nm para tener unidades
de unidades de [N/m]. El valor de la constante de fuerza completa 𝑘𝜃+ es de
0.051 N/m.

ℭ
𝑘𝑟 𝑘𝜙 𝑘𝜃+

1
𝑘𝜒+ 𝑚′ 𝑟0

[N/m] [𝑟e]
0.013 0.48 1.7 0.0027 0.22 1.8 0.17

Tabla 4.19 Resultados eje por eje del hendimiento virtual del VDR. Semuestran
las constantes elásticas, las hendiduras críticas y las energías de activación.

𝑘𝐶2 𝑘𝐶3 𝑘𝐶5 ℎ𝐶2 ℎ𝐶3 ℎ𝐶5 𝐸𝑎𝐶2 𝐸𝑎𝐶3 𝐸𝑎𝐶5

[N/m] [𝑟e] [𝑝0]

0.53 0.46 0.67 0.18 0.24 0.21 4.9 7.0 7.9

mente en un diez por ciento en sus variables y se toma como el error, a su vez,
de las variables del mínimo global. La figura 4.9 muestra el resultado de aplicar
las variables del mínimo global del MBA en el experimento de hendimiento
virtual del VDR.

A partir del hendimiento virtual, resulta posible suministrar una información
no contenida en los resultados experimentales: la energía de activación de la
rotura, eje por eje; la hendidura crítica, también eje por eje y no sólo en pro-
medio. Los resultados más importantes de este hendimiento rezan en la Tabla
4.19.

Las energías de activación la rotura de la cápside no muestran correlación
con las constantes elásticas ni con las hendiduras críticas, al menos, según este
hendimiento virtual, para la cápside vacía del VDR. Con todo, las propiedades
conocidas experimentalmente se han reproducido con un error compatible.
No obstante, teniendo en cuenta que la hendidura crítica promedio resulta de
0.21 𝑟e frente a 0.217 𝑟e de los experimentos y que la energía antes del hen-
dimiento es de -30.0 𝑝0, se desprende que la condición más fácil de satisfacer
para el modelo adaptado fuera del régimen lineal y bajo la función de cos-
te ℭ es, en primer lugar, la de ser una interacción prácticamente restringida a
primeros vecinos y, en segundo lugar, la de reproducir la hendidura promedio.
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Figura 4.9 Curvas de energía y fuerza durante el hendimiento virtual de la cáp-
side con los parámetros óptimos a lo largo de los ejes 𝐶2, 𝐶3 y 𝐶5, en colores
rojo, verde y azul, respectivamente.
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Ajustar las constantes elásticas, eje por eje, resulta la labor más exigente. Por su-
puesto, un potencial con un mayor número de parámetros o una optimización
global más prolongada podrían mejorar todavía más los resultados obtenidos.
No obstante, no resulta necesario ya que el objetivo se ha logrado satisfacto-
riamente, que era reproducir dentro de las incertidumbres experimentales los
resultados ajustados con un modelo de interacción simple (“efecto libro”, ver
Sección 2.2.2) pero suficiente para activar la influencia de todas las coordena-
das de simetría de la interacción binaria.

Tabla 4.20 Parámetros del potencial adaptado a la dinámica fuera del régimen
lineal calculados a partir de las variables ajustadas en la tabla 4.18.

𝑚 𝑚′ 𝑟0 𝑝1 𝑝2 𝑝3

[𝑟e] [𝑝0]

13 1.8 0.17 1400 2.2 42

Las figuras 4.10 y 4.11 muestran cómo cambia el potencial de interacción
entre dos trímeros con los parámetros de la Tabla 4.20, de donde se puede
extraer el desplazamiento máximo de cada coordenada adaptada a la simetría
compatible con aportar una energía 𝑝0. A partir de la tabla 4.20 se deduce que
la forma preferente de adaptarse el sistema binario frente a aportes de energía
es cambiar su apertura 𝜃+, lo cual se explica en parte por el bajo valor de 𝑝2.
Por el contrario, la interacción binaria evitará adaptar sus coordenadas 𝜙+ y 𝜃−,
como efecto del gran valor de 𝑝1.

Tabla 4.21 Desplazamientos según cada coordenada de simetría para la inter-
acción binaria de los trímeros del VDR.

Deplazamiento
𝑟+ 𝜙+ 𝜃+ 𝜒+ 𝜃− 𝜒−

[rad]

Aditivo ∞ 0.041 0.19 0.11 0.037 0.11

Substractivo 0.052 0.041 2.4 0.11 0.037 0.11



90 Resultados y discusión

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

r+

−1.0

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0.0

V
[p

0
]

Interacción binaria de tŕımeros
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Figura 4.10 Curvas de energía de la interacción binaria cuando, dejando las de-
más coordenadas adaptadas a la simetría, se varía una de ellas. La intersección
de las líneas negras entrecortadas muestra la configuración de equilibrio de los
trímeros.
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Figura 4.11 Región de las curvas de energía de la interacción binaria cuando,
dejando las demás coordenadas adaptadas a la simetría, se varía una de ellas
hasta aportar, como mucho, una energía 𝑝0. El caso 𝑟+ ya que se observa de por
sí con claridad en la Figura 4.10, luego no cambia. La intersección de las líneas
negras entrecortadas muestra la configuración de equilibrio de los trímeros.





Capítulo 5

Conclusiones

La generación de modelos de grano grueso ha resultado útil para compren-
der diversas propiedades de las cápsides víricas. Su versatilidad ha permitido
realizar a lo largo de esta tesis tres estudios diferenciados: predicción de es-
tructuras icosaédricas, dinámica en régimen lineal y mecánica en régimen no
lineal.

En cuanto a la predicción de estructuras, el objetivo principal ha sido derivar
funciones de diseño de mínima complejidad cuyos mínimos globales fuesen
las estructuras observadas en cápsides víricas icosaédricas. Así, desde el pun-
to de vista de la optimización, la función de diseño es una función de coste.
La intención ha sido revelar las condiciones más simples que conducen a es-
tas estructuras. El contenido de información y la complejidad de estas funcio-
nes de diseño están directamente relacionadas con el número de partículas
de la estructura objetivo y el número de parámetros necesarios en la función
de diseño. El procedimiento es identificar el número de mínimos globales es-
tructuralmente diferentes 𝑁g en el espacio de parámetros de una función de
diseño dada para un número fijo de partículas. Este espacio incluye los pará-
metros en 𝒟 que no han sido escalados a uno o fijados a cero. Cada uno de
los distintos mínimos globales estructuralmente diferentes de 𝒟 es un posible
estado objetivo de la función de diseño. Entonces, asignando pesos iguales a
todos ellos, la medida del contenido de información de la función de diseño
es 𝑆cf ∼ log(𝑁g). Esta medida corresponde a la máxima entropía de Shannon
para un sistema con 𝑁g estados [159] que en este caso se sabe que está direc-
tamente relacionada con la complejidad de Kolmogorov [160]. Dos ejemplos
sirven para ilustrar el uso de esta medida de complejidad: las cápsides 𝑇 = 3 y
𝑇 = 4 con un modelo de grano grueso basado en capsómeros. La cápside 𝑇 = 3
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es la estructura objetivo de una función de coste de Thomson con 32 partí-
culas, y sin parámetros ajustables, por lo que existe un único mínimo global
(𝑁g = 1, 𝑆cf = 0). En cambio, la función de coste 𝑇 = 4 requiere dos conjuntos
de partículas (12 pentones p y 30 hexones h) con dos parámetros de interacción
ajustables (𝐾h,h y 𝐾p,h pues 𝐾p,p = 1 tras el escalado). En este espacio de paráme-
tros bidimensional se pueden identificar al menos dos estructuras diferentes: si
𝐾h,h = 𝐾p,h = 𝐾p,p = 1, se recupera el problema de Thomson para 42 partículas
donde el mínimo global no es icosaédrico sino que tiene grupo puntual 𝐷5ℎ
[78, 79]. Sin embargo, si 𝐾h,h ≃ 𝐾p,h ≃ 0, 1 el mínimo global se corresponde con
la estructura 𝑇 = 4. Sólo con esto, ya se puede afirmar que 𝑁g ≥ 2. Consecuen-
temente, la complejidad 𝑆cf para 𝑇 = 4 es mayor que para 𝑇 = 3. En general,
𝑁g depende tanto del número de partículas como del número de parámetros,
y se necesitaría una búsqueda sistemática en el espacio de parámetros para
identificar todos los posibles mínimos globales. Cuando el número de paráme-
tros aumenta, la complejidad no puede disminuir. También, es esperable que
la complejidad aumente con el número de partículas, excepto quizás en los ta-
maños de números mágicos, cuando existe un empaquetado particularmente
ventajoso que pueda extenderse sobre un rango relativamente amplio dentro
del espacio de parámetros.

Otra cuestión relevante es la complejidad de las propias estructuras de los
objetivos. Consideremos, por ejemplo, una distribución completamente alea-
toria de 12 partículas idénticas en la esfera. Está claro que hay que dar la ubi-
cación de once de ellas con respectro de la primera para proporcionar la es-
tructura. Sin embargo, si las 12 partículas están en los vértices de un icosaedro
inscrito, entonces la posición de una sola partícula y su equivalencia con las
demás por simetría es la única información necesaria. Desde la perspectiva de
Kolmogorov, esta última geometría esmás sencilla. Unamedida precisa de esta
complejidad 𝑆ts puede formularse utilizando el concepto de órbitas y el grupo
de permutaciones. Para la estructura aleatoria, el número de órbitas es igual al
número de partículas; todas las partículas son no equivalentes y todas las per-
mutaciones corresponden a estructuras diferentes. Por lo tanto, el número de
permutaciones no equivalentes es de 12! y la correspondiente máxima entro-
pía de esta geometría 𝑆ts ∼ log(12!) (𝑆ts ∼ log(𝑁!), en general). En el caso de la
geometría icosaédrica, las 12 partículas equivalentes definen una órbita; todas
las permutaciones corresponden a lamisma estructura y 𝑆ts ∼ log(1) = 0 en este
caso si las partículas son indistinguibles. Esta idea se generaliza directamente



95

a más de una órbita, cuando sólo se identifican como nuevas estructuras las
permutaciones entre partículas no equivalentes en órbitas diferentes. Desde
este punto de vista, cuanto mayor sea el número de órbitas y partículas en una
estructura dada, más compleja será.

Las cápsides icosaédricas más sencillas sólo requieren un número de unida-
des compatible con la simetría icosaédrica y la distribución uniforme de tales
unidades, que sigue el patrón de empaquetado óptimo. Las excepciones a este
empaquetado óptimo surgen cuando existen unidades intrínsecamente dife-
rentes o las restricciones de simetría de las unidades impiden que las partículas
se ubiquen en determinadas posiciones, bien porque las unidades sean asimé-
tricas o porque el orden de la simetría axial sea incompatible con una posición
dada. Por ejemplo, las proteínas son asimétricas y como unidades no pueden
situarse en elemento de simetría alguno, como un eje de rotación o un plano
de reflexión. Esta prohibición puede llevarse a cabo mediante el uso de cam-
pos externos o, de forma más sencilla, empleando huecos. Además, los huecos
con frecuencia están presentes en las cápsulas reales, donde pueden estar aso-
ciados con una función biológica. En este caso, la construcción de una función
de coste simple probablemente requerirá la consideración de los huecos como
posibles unidades.

El empaquetado óptimo se ha incorporado a través del modelo de Thom-
son en la función de diseño si bien se encuentra expresada de forma genérica
a priori. Se han incluido restricciones de simetría con campos externos ad hoc.
En particular, se ha sugerido expresarlos como desarrollos en armónicos ico-
saédricos. Las funciones de diseño más sencillas se han obtenido asociando las
partículas en conjuntos disjuntos no equivalentes con interacciones distintas o
introduciendo huecos dotados de interacción, correspondientes con la ausen-
cia de partículas. Se han obtenido funciones de coste relativamente sencillas
para una amplia variedad de cápsides icosaédricas de una y dos capas.

Las dos medidas de complejidad introducidas en este trabajo permiten una
clasificación de las cápsides icosaédricas. Según estudios anteriores [161], la
complejidad aumenta con el número de órbitas en la estructura final, como
en los resultados obtenidos, pero existen factores adicionales que afectan a la
complejidad que emergen del propio diseño. Se han tratado algunas de las re-
laciones entre estas complejidades y otras consideraciones tales como la abun-
dancia natural y los elementos esenciales del modelo necesarios para conse-
guir estas estructuras objetivo como estados básicos. Por ejemplo, en el análisis
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comparativo de las complejidades de las cápsides 𝑇 = 3 y 𝑇 = 4 a escala de
capsómero, ambas estructuras tienen el mismo número de órbitas (sólo 2) y,
por tanto, una complejidad estructural similar 𝑆ts. Sin embargo, mientras que
la cápside de 𝑇 = 3 tiene la forma más sencilla de Thomson para la función de
coste, la de 𝑇 = 4 requiere un campo externo o dos tipos de partículas, lo que
implica un aumento significativo en la medida de complejidad 𝑆cf. Esta obser-
vación está en consonancia con la dificultad encontrada en anteriores modelos
de interacción de grano grueso para reproducir la cápside 𝑇 = 4 [21, 38, 58]
y los números relativos de cápsides 𝑇 = 3 y 𝑇 = 4 encontrados en la Naturale-
za. Un aumento similar de la complejidad de la función de diseño se requiere
generalmente para todas las estructuras < ℎ, 0 >.

Las cápsides icosaédricas más complejas son los nuevos diseños poliédricos
propuestos por Twarock y Luque derivados de los entramados hexagonal y rom-
bitrihexagonal [70]. No se conoce ninguna cápside de origen natural que siga
estas construcciones, por lo que su mayor complejidad no parece proporcio-
nar ninguna ventaja evolutiva ni estructural. Otro ejemplo de la relación entre
la complejidad y los parámetros involucrados en la función de diseño se ha
proporcionado, tomando capsómeros como unidades, para las cápsides 𝑇 = 7,
que aparecen como el mínimo global de la función de diseño más simple: el
problema de Thomson. Esta función de diseño y la ubicación particular de los
capsómeros sugiere que podrían estar construidos a partir de un tipo único
de capsómero con simetría axial de quinto orden (pentones). La cápside del
Papilomavirus [141] es una realización de esta construcción.

En lo relativo a la dinámica en régimen lineal, ha resultado sorprenden-
te que un cambio en la descripción de miles de partículas a tan sólo escasas
decenas (doce y veinte) sin embargo no altere significativametne los modos
normales globales. Y lo que es más, que aplicar así el modelo de grano grueso,
permita inferir a partir del espectro el tipo de capsómero que realmente per-
mite un ensamblaje ya que se ha concluido en este trabajo que, con pentones,
la cápside vacía del VSNT simplemente no se autoensamblaría. Experimental-
mente, se confirma que, en efecto, el material genético se enlaza en grupos de
tres proteínas, es decir, en trímeros.

En lo referente a los modos normales, se ha diseñado un modelo minima-
lista de grano grueso para la energía de interacción de las cápsides virales co-
mo una suma de interacciones por pares entre unidades equivalentes elegidas
adecuadamente (trímeros y pentones para cápsides 𝑇 = 1). El modelo trata
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estas unidades como cuerpos rígidos y escribe para ellas la forma más com-
pleta dentro del régimen de respuesta lineal de su interacción binaria como
una suma del número mínimo de términos anisótropos. Éstos están elegidos
entre los del desarrollo general multipolar con órdenes inferiores y que satisfa-
cen las restricciones geométricas impuestas por la simetría de la estructura de
equilibrio de la cápside.

El modelo se ha empleado en este trabajo para analizar el espectro de fre-
cuencias de modos normales de la cápside. Para ello y una vez fijados los dos
parámetros geométricos del modelo (𝜃e y 𝑟e𝑛) la energía de interacción depen-
de de 13 parámetros relacionados linealmente con los 13 elementos indepen-
dientes de la matriz de constantes de fuerza de la interacción binaria en confi-
guración de equilibrio. Por lo tanto, dentro de la aproximación de la subunidad
rígida, el modelo es completo para abordar el análisis de las pequeñas oscila-
ciones de la cápside. La energía cinética del sistema introduce tres parámetros
adicionales. Uno de ellos, la masa del capsómero, fija la escala de masa del pro-
blema, y los otros dos corresponden a los diferentes momentos de inercia del
capsómero 𝐼𝑥 = 𝐼𝑦 y 𝐼𝑧. Un ajuste del espectro de frecuencias de los modos
normales predicho a los datos atomísticos obtenidos por Dykeman y Sankey
[1, 98] para la cápside vacía del VSNT, una cápside 𝑇1, y se han calculado los
valores de los 15 parámetros libres del modelo (13 elementos de la matriz de
constantes de fuerza y 2 momentos de inercia) se han determinado tanto para
los trímeros como para los pentones como unidades fundamentales.

En ambos casos, se han obtenido ajustes razonables con un error en torno
al 5% sin diferencias significativas que favorezcan la elección de un tipo de
capsómero sobre el otro. Sin embargo, el espectro de modos normales del sis-
tema binario (dos capsómeros aislados) obtenido con los parámetros ajustados
ha revelado en el caso de los pentones un modo de frecuencia imaginaria que
hace que la configuración de equilibrio del par de capsómeros sea inestable a
lo largo de dicha coordenada normal. Así, los pentones se encuentran en un
estado de transición y no en una verdadera configuración de equilibrio para
la interacción binaria. Las propiedades conocidas teórica y experimentalmen-
te sobre la cápside del VSNT, que no se autoensambla in vitro sin el ARN y es
inestable a temperatura ambiente, justificarían el modo inestable encontrado
para los pentones y la incapacidad de la cápside de trímeros para detectar la
inestabilidad.
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Junto con su simplicidad, la sencilla generalización del modelo más allá del
régimen lineal o para incluir otros capsómeros como los hexones lo convierten
en una herramienta prometedora para interpretar teóricamente muchos datos
experimentales, como los proporcionados por la MFA, o incluso para procesos
alejados del equilibrio, como el autoensamblaje de la cápside. En particular, se
ha propuesto una simplificación y generalización fuera del régimen lineal para
reproducir el hendimiento del VDR. La introducción de una distancia de equi-
librio variable y el decaimiento más rápido de los términos anisótropos han
flexibilizado adecuadamente el modelo aplicado a los modos normales, y la
eliminación de términos cruzados y de los relacionados con las coordenadas
antisimétricas ha resultado en un modelo de interacción simple y eficaz. Resul-
ta particularmente fácil provocar que la interacción sólo sea apreciable entre
primeros vecinos. Dado que el hendimiento aleja a la cápside de su configura-
ción de equlibrio, el papel de las barreras de energía juega un papel esencial
ya que marcan la rotura y hace que las constantes de fuerza efectivas (Tabla
4.18) difieran notablemente de las obtenidas en el AMN del VSNT (Tabla 4.15).
Un modelo de interacción binaria más complejo y, en consecuencia, con más
parámetros, podría ser capaz de describir simultáneamente estos dos tipos de
experimentos. Con todo, los datos experimentales de constantes elásticas eje
por eje y de hendidura crítica promedio se han reproducido demanera compa-
tible con las incertidumbres experimentales. Asimismo, las hendiduras eje por
eje se han estimado junto con las energías de activación, mostrando una falta
de correlación entre sí y con las constantes elásticas para la cápside tratada.
Finalmente, dado que los parámetros del modelo tienen carácter efectivo, las
condiciones del medio tales como la temperatura, la salinidad, el pH o incluso
la presencia de material genético están implícitamente contabilizadas. Cam-
bios en las condiciones del medio se traducen en cambios en los valores de
los parámetros del modelo, alterando así las propiedades del hendimiento. Por
ejemplo, la presencia de material genético podría enrigidecer las constantes
elásticas del hendimiento a lo largo de todos o algunos de los ejes de simetría
axial, retrasar o adelantar la hendidura crítica; de igual modo que una variación
del pH puede debilitar e incluso desestabilizar la cápside (lo mismo ocurriría
con un calentamiento excesivo).

A partir de los parámetros del modelo de interacción binaria empleado pa-
ra hendir virtualmente la cápside del VDR, se ha podido inferir por primera vez,
al menos, con base en la revisión bibliográfica realizada, por dónde y cómo
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se rompería un sistema de dos trímeros del VDR en función de las coordena-
das de simetría de la interacción binaria. La imagen del “efecto libro” permite
comprender cualitativamente y de manera intuitiva pero correcta qué movi-
mientos se encuentran implicados en un par de trímeros. Para el caso del VDR
se ha comprobado que el movimiento preferente sería el análogo a la apertura
o cierre de un libro si se practica un aplastamiento a un par de trímeros.





Apéndice A

Averiguación de la representación
irreducible asociada con una
frecuencia natural

Sea el grupo 𝐼 aplicado al dodecaedro regular (𝑁 = 12) existe una frecuencia
𝜔𝑖 con degeneración por simetría 𝑔𝑖 = 3. Clasificarla como 𝑇1 o 𝑇2 sería posible
ya que en ambos casos las dimensiones de estas dos representaciones irredu-
cibles y la degeneración de la frecuencia serían las mismas 𝑙𝑇1 = 𝑙𝑇2 = 𝑔𝑖 = 3. El
resto de representaciones irreducibles del grupo 𝐼 no presentan este proble-
ma, de modo que se deducen a partir de la degeneración: si es 1, 4 ó 5 se trata
de la representación irreducible 𝐴, 𝐺 o bien 𝐻 respectivamente. La forma de
distinguir 𝑇1 de 𝑇2 es tomar las tres coordenadas normales asociadas a la fre-
cuencia 𝜔𝑖:Q𝑖,1,Q𝑖,2,Q𝑖,3 y comprobar el efecto de alguna operación de simetría
cuya traza permita la identificación según la Tabla 3.2.

Las coordenadas en las que la función lagrangiana 3.17 está expresada son
los desplazamientos según los ejes cartesianos del sistema de referencia del
laboratorio y las rotaciones infinitesimales según los ejes principales (sistema
propio del capsómero) ya que entonces G−1 es diagonal. Así, por ejemplo, la ro-
tación ̂𝐶5 simplemente traslada las componentes de las coordenadas normales
de unos pentágonos a otros según la Tabla 3.4. Para describir esta rotación pri-
mero se define:
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natural
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lo que significa que las coordenadas de desplazamiento cartesianas rotanmien-
tras que las rotaciones infinitesimales quedan intactas ya que están referidas
a los ejes principales de cada capsómero. Así, las componentes se trasladan
según:
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⎠

.

Entonces, el carácter de la representación irreducible es:

𝜒Γ𝑖( ̂𝐶5) = tr((Q𝑖,1,Q𝑖,2,Q𝑖,3)
𝑇 D( ̂𝐶5) (Q𝑖,1,Q𝑖,2,Q𝑖,3)) ,

donde (Q𝑖,1,Q𝑖,2,Q𝑖,3) es la matriz de las coordenadas normales en columnas.
Cada coordenada normal es un vector columna con tiene 𝑁 veces seis coorde-
nadas (tres desplazamientos según el sistema de ejes cartesianos de laboratorio
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y tres rotaciones infinitesimales según los ejes principales de cada capsómero),
es decir, 72 coordenadas (filas) por tratarse de un dodecaedro (𝑁 = 12). Enton-
ces, la matriz (Q𝑖,1,Q𝑖,2,Q𝑖,3) tiene dimesiones 72 × 3 y D( ̂𝐶5), 72 × 72. Si la traza
𝜒Γ𝑖( ̂𝐶5) es 𝜑, Γ𝑖 = 𝑇1 y si es 1 − 𝜑, Γ𝑖 = 𝑇2.

Si hubiera centro de inversión (grupo 𝐼ℎ), habría que definir además lamatriz
D( ̂𝑖) correspondiente para distinguir entre gerade y ugerade, es decir, diferen-
ciar 𝑇1𝑔 de 𝑇1𝑢 y 𝑇2𝑔 de 𝑇2𝑢. Las demás representaciones irreducibles también
se verían afectadas. Por ejemplo, 𝐴1𝑔 y 𝐴1𝑢 tendrían la misma degeneración
(es 1) pero diferente comportamiento respecto de inversión (1 y -1 de traza,
respectivamente).

Para el caso del icosaedro (𝑁 = 20) el procedimiento es análogo, mutatis
mutandis. Se ha escogido el dodecaedro para ilustrar el proceso por simplicidad
ya que la representación matricial de las operaciones puntuales de simetría en
el icosaedro tienen dimensiones mayores (120 × 120).





Apéndice B

Dependencias de los modos
normales

En las Tablas B.1 y B.2 se resume la dependencia de los modos norma-
les ajustados (Figura 4.8). Con excepción de los modos normales 𝐴, los modos
normales de la cápside formada por los trímeros dependen de todas las varia-
bles mientras que en el caso de los pentones, existen algunas variables que no
determinan ciertos modos normales además de los 𝐴.

Por otra parte, en las Figuras B.1 y B.2 se muestran las variaciones de las
frecuencias de vibración (su cuadrado más concretamente) en función de las
constantes de fuerza y de los inversos de los momentos de inercia para los mo-
dos normales asociados a las simetrıás de la cápside icosaédrica que modeliza
la cápside vacía del VSNT, con pentones y con trímeros, respectivamente. Igual
que en la Tabla 4.15, las unidades de las constantes de fuerza se han converti-
do a N/m dividiéndolas entre la distancia de equilibrio de la interacción binaria
𝑟2
e . Tanto los correspondientes valores de esta distancia como de las masas 𝑀
rezan en la Tabla 4.14. Se observa que sólo se producen cruces accidentales
entre modos normales de representaciones irreducibles distintas, como cabe
esperar. Es más sencillo apreciar este hecho en el caso de los pentones ya que
la cápside presenta un número menor de modos normales. La regla de no cru-
zamiento entre modos normales de una misma representación irreducible se
cumple en todos los casos. Solo debido a que los trímeros dan lugar a unmayor
número de modos normales, la pérdida de resolución de las figuras en compa-
ración con las correspondientes al caso de pentones produce la falsa sensación
de cruce en algunos modos normales de igual representación irreducible. En
realidad, simplemente se acercan y numéricamente permanecen diferentes.
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B.1. Tablas resumen
Tabla B.1 Examen de dependencia (sí o no, S/N) de los modos normales de la
cápside formada por pentones con las constantes de fuerza y de los momentos
de inercia cuando sólo se varía una de estas variables.

Γ𝑖
𝜔 𝑘𝑟 𝑘𝜙 𝑘𝜃+ 𝑘𝜃− 𝑘𝜒+ 𝑘𝜒− 𝑘𝑟𝜙 𝑘𝑟𝜃+ 𝑘𝑟𝜒+ 𝑘𝜙𝜃+ 𝑘𝜙𝜒+ 𝑘𝜃+𝜒+ 𝑘𝜃−𝜒− 𝐼𝑥 𝐼𝑧

[cm−1] [N/m] [𝑀𝑟2
e]

𝐴 2.49 S N N N S N N N S N N N N N S

𝐴 5.19 S N N N S N N N S N N N N N S

𝑇1 2.82 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇1 3.56 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇1 3.74 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇1 4.96 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇2 2.11 S N N S S S N N S N N N S N S

𝑇2 3.55 S N N S S S N N S N N N S N S

𝐺 2.44 S S S S S S S S S S S S S S N

𝐺 2.66 S S S S S S S S S S S S S S N

𝐺 3.70 S S S S S S S S S S S S S S N

𝐺 4.11 S S S S S S S S S S S S S S N

𝐻 1.73 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 2.31 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 2.75 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 3.29 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 3.57 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 4.52 S S S S S S S S S S S S S S S
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Tabla B.2 Examen de dependencia (sí o no, S/N) de los modos normales de la
cápside formada por trímeros con las constantes de fuerza y de los momentos
de inercia cuando sólo se varía una de estas variables.

Γ𝑖
𝜔 𝑘𝑟 𝑘𝜙 𝑘𝜃+ 𝑘𝜃− 𝑘𝜒+ 𝑘𝜒− 𝑘𝑟𝜙 𝑘𝑟𝜃+ 𝑘𝑟𝜒+ 𝑘𝜙𝜃+ 𝑘𝜙𝜒+ 𝑘𝜃+𝜒+ 𝑘𝜃−𝜒− 𝐼𝑥 𝐼𝑧

[cm−1] [N/m] [𝑀𝑟2
e]

𝐴 2.43 S N N N S N N N S N N N N N S

𝐴 5.37 S N N N S N N N S N N N N N S

𝑇1 2.88 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇1 3.49 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇1 3.60 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇1 6.34 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇2 2.13 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇2 3.21 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇2 3.39 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇2 4.00 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇2 4.75 S S S S S S S S S S S S S S S

𝑇2 10.1 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐺 2.37 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐺 2.70 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐺 3.48 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐺 3.86 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐺 4.03 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐺 4.19 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐺 8.95 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐺 10.3 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 1.60 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 2.25 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 2.90 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 3.47 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 3.89 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 4.11 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 4.35 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 7.81 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 10.9 S S S S S S S S S S S S S S S

𝐻 11.0 S S S S S S S S S S S S S S S
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B.2. Curvas de dependencia con cada variable
Las Figuras B.1 y B.2 muestran los cuadrados de los modos normales en

diferentes colores según estén asociados con una representación irreducible
dada: en negro, 𝐴, en azul, 𝑇1, en verde, 𝑇2, en amarillo, 𝐺 y en rosa, 𝐻 .
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Figura B.1 Variación de los modos normales de la cápside vacía del VSNT mo-
delizada con pentones cuando se altera una variable y las demás permanecen
en sus valores ajustados (Tabla 4.15, 𝑛 =5). La línea vertical roja punteada indica
el valor óptimo de la variable alterada.
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Figura B.2 Variación de los modos normales de la cápside vacía del VSNT mo-
delizada con trímeros cuando se altera una variable y las demás permanecen
en sus valores ajustados (Tabla 4.15, 𝑛 =3). La línea vertical roja punteada indica
el valor óptimo de la variable alterada.



Apéndice C

Trabajos preliminares sobre diseños
icosaédricos

Los resultados recogidos en este apéndice no fueron publicados, no por falta
de interés sino por brevedad, y constituyeron un paso previo antes de abordar
el problema de los diseños icosaédricos aplicado a cápsides víricas.

C.1. Hallazgos previos para sistemas de dos capas
pequeños

Con el propósito de explorar el efecto de la variación de la separación entre
capas y del acoplamiento entre las mismas, se han comprobado algunas com-
binaciones de sistemas de dos capas con un número de triangulación pequeño
y también con la estructura de cubo romo, los cuales el modelo de Thomson
monocapa predice para el siguiente número de partículas

𝑇 = 1 𝑇 = 2 Cubo romo 𝑇 = 3 𝑇 = 4 𝑇 = 7

12 22 24 32 42 72

El radio de la primera capa se fija en la unidad (𝑅1 = 1) y sólo se varía el
segundo, 𝑅2 para interaciones atractivas y repulsivas con 𝐾12 = ±1. En todos los
casos, 𝐾11 = 𝐾12 = 1.

Las dos capas muestran la simetría predicha por el problema de Thomson
para capas independientes a partir de los radios que rezan en la Tabla C.1. Estos
radios en este trabajo se llaman radios de desacoplamiento.

De la Tabla C.1 se desprende que



126 Trabajos preliminares sobre diseños icosaédricos

Tabla C.1 Sistemas pequeños, 𝛼12 = 1, 𝐾12 = ±1. (+/-) denota el signo de 𝐾12

Estructura (Dentro/Fuera) Energía (+/-) 𝑅2 (+/-) Sim. 1 Sim. 2

𝑇 = 1/𝑇 = 2 198.9268 / 21.0516 3.0/2.8 𝐼ℎ 𝑇𝑑

𝑇 = 1/𝑇 = 3 395.3589 / 64.3897 2.3/1.3 𝐼ℎ 𝐼ℎ

𝑇 = 3/𝑇 = 1 628.8207 / 148.1811 2.0/1.3 𝐼ℎ 𝐼ℎ

𝑇 = 1/𝑇 = 4 611.0052 / 163.1611 2.2/2.0 𝐼ℎ 𝐷5ℎ

𝑇 = 4/𝑇 = 1 972.5770 / 492.6259 2.3/1.9 𝐷5ℎ 𝐼ℎ

𝑇 = 1/𝑇 = 7 1883.7717 /1196.3118 1.7/1.2 𝐼ℎ 𝐼
𝑇 = 7/𝑇 = 1 2762.2808 /1624.5285 1.8/1.3 𝐼 𝐼ℎ

𝑇 = 2/𝑇 = 4 973.8886 / 84.2480 2.1/1.9 𝑇𝑑 𝐷5ℎ

𝑇 = 3/𝑇 = 4 1400.8628 / 106.2827 2.1/2.0 𝐼ℎ 𝐷5ℎ

𝑇 = 4/𝑇 = 3 1568.3861 / 183.8548 2.1/1.7 𝐷5ℎ 𝐼ℎ

𝑇 = 3/𝑇 = 7 3261.5542 / 376.2513 1.6/1.4 𝐼ℎ 𝐼
𝑇 = 4/𝑇 = 7 3837.3467 / 219.0996 1.7/1.5 𝐷5ℎ 𝐼
𝑇 = 7/𝑇 = 4 4464.4375 / 906.7764 1.7/1.7 𝐼 𝐷5ℎ

𝑇 = 1/C. romo 219.6127 / 26.0719 3.0/2.8 𝐼ℎ 𝑂
C. romo/𝑇 = 3 736.4977 / 68.6747 2.3/2.3 𝑂 𝐼ℎ
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Grandes diferencias en los números de triangulación se traducen en gran-
des diferencias en los radios de desacoplamiento entre la interacción atrac-
tiva y la repulsiva para un mismo caso.

Las capas con un número de triangulación bajo tienden amostrar un radio
de desacoplamiento mayor.

En radios inferiores a los del desacoplamiento, se encuentran otras simetrías
que pueden ser consideradas como una secuencia de fases (se extienden só-
lo para algunos valores de 𝑅2), siendo más complicado caracterizarlas cuando
𝑅2 ≃ 𝑅1 ).

Un resultado interesante es el sistema de cáscaras 𝑇 = 1 - 𝑇 = 4 dada la
propagación de la simetría 𝐼ℎ de 𝑇 = 1 a 𝑇 = 4 cuando la interacción entre capas
es atractiva (𝐾𝑠1𝑠2 = −1) para 𝑅2 = 1.9, cerca del radio de desacoplamiento 𝑅2 =
2.0. Del mismo modo, para el caso atractivo 𝑇 = 4 - 𝑇 = 1, ambas capas tienen
simetría 𝐼ℎ para 𝑅2 ∈ [1.3, 1.6] a pesar de que el radio de desacoplamiento sea
𝑅2 = 1.9. Este último ejemplo, en comparación con el primero, muestra que la
propagación de la simetría no tiene que empezar inmediatamente antes del
radio de transición y puede extenderse en intervalos más amplios.

Las capas 𝑇 = 4 - 𝑇 = 3 bajo interacción repulsiva (𝐾12 = 1) para el radio 𝑅2 =
1.8, revelan simetría I en la primera capa y, en la segunda, simetría 𝐶2, aunque
el desacoplamiento sea a 𝑅2 = 2.1 y es la segunda capa la quemuestra simetría
𝐼ℎ para radios mayores. Por este motivo, parece tan sólo un comportamiento
accidental en este sistema en concreto.

Las proyecciones estereográficas muestran los cambios estructurales antes
y después del desacoplamiento (figs. C.1 y C.2). En general, cuando la capa de
mayor simetría (𝐼ℎ) sigue manteniendo su simetría (Fig. C.2), actúa como una
plantilla o potencial externo para la otra. Este efecto puede lograrse mediante
un potencial externo real, es decir, una suma de deltas de Dirac o, más suave-
mente, un armónico icosaédrico, que en cualquier caso, favorezca las posiciones
deseadas lo que significa una interacción atractiva.

C.2. Sistemas de dos capas de 120 y 132 partículas
A continuación, se expone una exploración del desacoplamiento de dos ca-

pas, la primera con 120 partículas y la segunda con 132 partículas. El radio de
la primera capa permanece inalterado (𝑅1 = 1) y se varía el de la segunda, 𝑅2,
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(a) Proyección estereográfica
𝑇 = 1/𝑇 = 3.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 1.2.
Simetría de la capa 1: 𝐶2𝑣.
Simetría de la capa 2: 𝐶2𝑣.

(b) Proyección estereográfica
𝑇 = 1/𝑇 = 3.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 1.3.
Simetría de la capa 1: 𝐼ℎ.
Simetría de la capa 2: 𝐼ℎ.

(c) Proyección estereográfica
𝑇 = 3/𝑇 = 4.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 1.9.
Simetría de la capa 1: 𝐼ℎ.
Simetría de la capa 2: 𝐷2𝑑 .

(d) Proyección estereográfica
𝑇 = 3/𝑇 = 4.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 2.0.
Simetría de la capa 1: 𝐼ℎ.
Simetría de la capa 2: 𝐷5ℎ.
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(e) Proyección estereográfica
𝑇 = 1/Cubo romo.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 2.7.
Simetría de la capa 1: 𝐼ℎ.
Simetría de la capa 2: 𝑇 .

(f) Proyección estereográfica
𝑇 = 1/Cubo romo.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 2.8.
Simetría de la capa 1: 𝐼ℎ.
Simetría de la capa 2: 𝑂.

(g) Proyección estereográfica
𝑇 = 1/𝑇 = 7.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 1.1.
Simetría de la capa 1: 𝑇 .
Simetría de la capa 2: 𝑇 .

(h) Proyección estereográfica
𝑇 = 1/𝑇 = 7.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 1.2.
Simetría de la capa 1: 𝐼ℎ.
Simetría de la capa 2: 𝐼 .

Figura C.1 Proyecciones estereográficas de algunos sistemas pequeños de dos
capas justo antes y justo después de desacoplarse en soluciones del problema
de Thomson independientes. En verde, las unidades de la primera capa y en
azul, las de la segunda.
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(a) Proyección estereográfica
𝑇 = 1/𝑇 = 4.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 1.9.
Simetría de la capa 1: 𝐼ℎ.
Simetría de la capa 2: 𝐼ℎ.

(b) Proyección estereográfica
𝑇 = 1/𝑇 = 4.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 2.0.
Simetría de la capa 1: 𝐼ℎ.
Simetría de la capa 2: 𝐷5ℎ.

(c) Proyección estereográfica
𝑇 = 4/𝑇 = 1.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 1.4.
Simetría de la capa 1: 𝐼ℎ.
Simetría de la capa 2: 𝐼ℎ.

(d) Proyección estereográfica
𝑇 = 4/𝑇 = 1.
𝐾12 = −1, 𝑅2 = 1.9.
Simetría de la capa 1: 𝐼ℎ.
Simetría de la capa 2: 𝐷5ℎ.

Figura C.2 Proyecciones estereográficas de algunos sistemas pequeños de dos
capas evidenciando conmensurabilidad en la simetría. En verde, las unidades
de la primera capa y en azul, las de la segunda.
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Tabla C.2 𝛼12 = 1, repulsivo. A partir de 𝑅2 ≥ 1.6, las capas son independientes.
Los casos no incluidos en la tabla tienen otras simetrías o son independientes
de radio superior.

𝛼12 𝑅2 𝐾12 Energía Sim. 1 Sim. 2

1 1.4 0.1 13231.18 𝐶𝑠 𝐼
1 1.4 0.3 15493.94 𝐶1 𝐼
1 1.4 0.5 17756.69 𝐶1 𝐼
1 1.4 0.7 20019.44 𝐶1 𝐼
1 1.4 0.9 22282.18 𝐶1 𝐼
1 1.4 1.0 23413.54 𝐶1 𝐷5

1 1.5 0.1 12780.78 𝐶𝑠 𝐼
1 1.5 0.3 14892.76 𝐶𝑠 𝐼
1 1.5 0.5 17004.74 𝐶𝑠 𝐼
1 1.5 0.7 19116.72 𝐶𝑠 𝐼
1 1.5 0.9 21228.70 𝐶1 𝐼
1 1.5 1.0 22284.69 𝐶1 𝐼

para interacciones atractivas y repulsivas con 𝐾12 dentro del intervalo [-1,1], con
𝛼𝑖𝑖 = 1 y 𝛼12 ∈ {1, 3, 6}.

A la vista de estos resultados se puede concluir que:

No hay diferencias relevantes en el radio de desacoplamiento cuando se
pasa de interacciones repulsivas entre capas a atractivas.

La transición depende más notablemente de 𝛼𝑠1𝑠2 que de 𝐾𝑠1𝑠2 .

El desacoplamiento tiene lugar antes para valores pequeños tanto de 𝛼𝑠1𝑠2
como de 𝐾𝑠1𝑠2 .

También se encuentra que sólo para las interacciones atractivas con 𝛼12 = 1
la segunda capa mantiene la simetría I para radios más pequeños y puede
propagarse a la primera capa:

El mismo efecto de conmensurabilidad de simetría visto aquí (Fig. C.8) se
da en algunos sistemas pequeños (Fig. C.2). Los ejes 𝐶5 de la primera capa de
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Tabla C.3 𝛼12 = 3, repulsivo. A partir de 𝑅2 ≥ 1.8, las capas son independientes.
Los casos no incluidos en la tabla tienen otras simetrías o son independientes
de radio superior.

𝛼12 𝑅2 𝐾12 Energía Sim. 1 Sim. 2

3 1.6 0.1 12031.21 𝐶𝑠 𝐼
3 1.6 0.3 13300.27 𝐶1 𝐼
3 1.6 0.5 14569.31 𝐶1 𝐷5

3 1.6 0.7 15838.32 𝐶1 𝐶2

3 1.6 0.9 16944.11 𝐷2 𝐶1

3 1.6 1.0 17367.49 𝐷24 𝐶1

3 1.7 0.1 11600.12 𝐶𝑠 𝐼
3 1.7 0.3 12586.08 𝐶𝑠 𝐼
3 1.7 0.5 13572.05 𝐶𝑠 𝐼
3 1.7 0.7 14558.00 𝐶1 𝐼
3 1.7 0.9 15543.95 𝐶1 𝐼
3 1.7 1.0 16036.92 𝐶1 𝐼

Tabla C.4 𝛼12 = 6, repulsivo. A partir de 𝑅2 ≥ 2.0, las capas son independientes.
Los casos no incluidos en la tabla tienen otras simetrías o son independientes
de radio superior.

𝛼12 𝑅2 𝐾12 Energía Sim. 1 Sim. 2

6 1.8 0.1 11116.49 𝐶𝑠 𝐼
6 1.8 0.3 11649.88 𝐶1 𝐼
6 1.8 0.5 12183.24 𝐶1 𝐷2

6 1.9 0.1 10776.87 𝐶𝑠 𝐼
6 1.9 0.3 11091.56 𝐶𝑠 𝐼
6 1.9 0.5 11406.26 𝐶𝑠 𝐼
6 1.9 0.7 11720.95 𝐶𝑠 𝐼
6 1.9 0.9 12035.63 𝐶1 𝐼
6 1.9 1.0 12192.97 𝐶1 𝐼
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Tabla C.5 𝛼12 = 1, atractivo. A partir de 𝑅2 ≥ 1.5, las capas son independientes.
Los casos no incluidos en la tabla tienen otras simetrías o son independientes
de radio superior.

𝛼12 𝑅2 𝐾12 Energía Sim. 1 Sim. 2

1 1.4 -0.1 10968.31 𝐶𝑠 𝐼
1 1.4 -0.3 8705.36 𝐶𝑠 𝐼
1 1.4 -0.5 6442.39 𝐶1 𝐼
1 1.4 -0.7 4179.41 𝐶1 𝐼
1 1.4 -0.9 1916.42 𝐶1 𝐼
1 1.4 -1.0 784.92 𝐶1 𝐼
1 1.5 -0.1 10668.78 𝐶𝑠 𝐼
1 1.5 -0.3 8556.76 𝐶𝑠 𝐼
1 1.5 -0.5 6444.73 𝐶𝑠 𝐼
1 1.5 -0.7 4332.71 𝐶𝑠 𝐼
1 1.5 -0.9 2220.69 𝐶𝑠 𝐼
1 1.5 -1.0 1164.68 𝐶𝑠 𝐼
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Tabla C.6 𝛼12 = 3, atractivo. A partir de 𝑅2 ≥ 1.7, las capas son independientes.
Los casos no incluidos en la tabla tienen otras simetrías o son independientes
de radio superior.

𝛼12 𝑅2 𝐾12 Energía Sim. 1 Sim. 2

3 1.6 -0.1 10761.97 𝐶𝑠 𝐼
3 1.6 -0.3 9492.58 𝐶1 𝐼
3 1.6 -0.5 8223.14 𝐶1 𝐷3

3 1.6 -0.7 6953.67 𝐶1 𝐶1

3 1.7 -0.1 10614.12 𝐶𝑠 𝐼
3 1.7 -0.3 9628.10 𝐶𝑠 𝐼
3 1.7 -0.5 8642.07 𝐶𝑠 𝐼
3 1.7 -0.7 7656.03 𝐶𝑠 𝐼
3 1.7 -0.9 6669.99 𝐶𝑠 𝐼
3 1.7 -1.0 6176.97 𝐶𝑠 𝐼

Tabla C.7 𝛼12 = 6, atractivo. A partir de 𝑅2 ≥ 1.9, las capas son independientes.
Los casos no incluidos en la tabla tienen otras simetrías o son independientes
de radio superior.

𝛼12 𝑅2 𝐾12 Energía Sim. 1 Sim. 2

6 1.8 -0.1 10582.96 𝐶𝑠 𝐼
6 1.8 -0.3 10049.29 𝐶𝑠 𝐼
6 1.8 -0.5 9515.59 𝐶𝑠 𝐷2

6 1.8 -0.7 8981.86 𝐶1 𝐶1

6 1.8 -0.9 8448.04 𝐶2 𝐶2

6 1.8 -1.0 8138.48 𝐶1 𝐶1
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Tabla C.8 Propagación de la simetría I en el sistema de dos capas de 120 y 132
partículas con 𝛼12 = 1 bajo interacción atractiva entre capas 𝐾12 < 0.

𝛼12 𝑅2 𝐾12 Energía Sim. 1 Sim. 2

1 1.1 -0.1 12167.35 𝐼 𝐼
1 1.1 -0.3 9226.86 𝐼 𝐼
1 1.1 -0.5 6285.36 𝐼 𝐼
1 1.1 -0.7 3343.60 𝐼 𝐼
1 1.1 -0.9 401.70 𝐼 𝐼
1 1.1 -1.0 -1069.31 𝐼 𝐼
1 1.2 -0.3 9068.72 𝐼 𝐼
1 1.2 -0.5 6421.75 𝐼 𝐼
1 1.2 -0.7 3774.69 𝐼 𝐼
1 1.2 -0.9 1127.58 𝐼 𝐼
1 1.2 -1.0 -195.99 𝐼 𝐼

120 partículas están vacantes como efecto de la simetría I de la capa 2 de 132
partículas bajo una interacción atractiva con la primera.
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(a) Proyección estereográfica
𝑁1 = 120 / 𝑁2 = 132. 𝐾12 = −0.1, 𝑅2 =
1.1.
Simetría de la capa 1: 𝐼 .
Simetría de la capa 2: 𝐼 .

(b) Proyección estereográfica
𝑁1 = 120 / 𝑁2 = 132. 𝐾12 = −1.0, 𝑅2 =
1.1.
Simetría de la capa 1: 𝐼 .
Simetría de la capa 2: 𝐼 .

Figura C.3 Proyecciones estereográficas de algunas capas simétricamente con-
mensurables con 𝑁1 = 120, 𝑁2 = 132 y 𝛼𝑖𝑖 = 1. En verde, las unidades de la
primera capa y en azul, las de la segunda.



Apéndice D

Ligaduras requeridas en el
hendimiento virtual

El hendimiento virtual del VDR se practica alterando los vectores l y u del
método L-BFGS-B, mencionado en la Sección 3.1.1.

En primer lugar, se parte de la configuración de icosaedro regular, que es la
que se corresponde con la configuración delmínimo global del sistema de vein-
te trímeros que interaccionan según el potencial adaptado de la Sección 2.2.2.
Según la dirección del hendimiento practicado, esto es, la dirección de un eje
𝐶2, 𝐶3 o 𝐶5 de la cápside, se reorienta el sistema de modo que dicha dirección
coincida con el eje Z del sistema de laboratorio. De este modo, inicialmente
habrán dos, uno o cinco trímeros que compartirán el mismo valor máximo 𝑧máx
para sus coordenadas 𝑧𝑖 correspondientes, según se esté hendiendo el sistema
a lo largo de un eje 𝐶2, 𝐶3 o 𝐶5 de la cápside, respectivamente. A estos trímeros
en adelante se los denominará “trímeros techo”. De igual modo, inicialmente,
habrán dos, uno o cinco trímeros que compartirán elmismo valormínimo −𝑧máx
para sus coordenadas 𝑧𝑖 correspondientes, según se esté hendiendo el sistema
a lo largo de un eje 𝐶2, 𝐶3 o 𝐶5 de la cápside, respectivamente, recibiendo el
nombre de “trímeros suelo”.

Una vez identificados los trímeros techo y los trímeros suelo, junto con el
valor de 𝑧máx, se inicia un hendimiento de hasta 2𝑧máx dividido en 2000 pa-
sos uniformemente espaciados. Por supuesto, en la práctica el hendimiento
acaba mucho antes ya que cuando la energía de un paso es inferior a la del
paso previo, la cápside se ha roto y se detiene la simulación, descartando di-
cho punto. El hendimiento se lleva a cabo, alterando los valores de l y de u que
limitan las coordenadas 𝑧𝑖 de los trímeros techo a 𝑙𝑖 = 𝑢𝑖 = 𝑧máx − 𝑝ℎ

2 y los de
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los trímeros suelo a 𝑙𝑖 = 𝑢𝑖 = −𝑧máx + 𝑝ℎ
2 , siendo 𝑝 el número del paso dado

y ℎ = 2𝑧máx/2000 = 𝑧máx/1000. Como caso extremo, si 𝑝 = 2000, 𝑙𝑖 = 𝑢𝑖 = 0. Un
hendimiento regido por fuerza implica detener el proceso cuando se alcanza
la máxima fuerza de reacción de la cápside ya que ésta se vuelve incapaz de
compensar la fuerza externa aplicada y se rompe. El hendimiento virtual aquí
practicado se encuentra regido por desplazamiento (de valor 𝑝ℎ) y la cápside
se rompe cuando la energía decrece, por lo que el proceso se da por finalizado
justo en la iteración previa a dicho suceso.

En principio, podría parecer que estas ligaduras son suficientes para repro-
ducir el hendimiento de la cápside pero, en la práctica, se observa que a pesar
de partir de una configuración de equlibrio analíticamente calculada no pre-
vienen dos problemas: las permutaciones de trímeros y los vuelcos. Las per-
mutaciones de trímeros ocurren cuando accidentalmente el sistema tras ser
hendido un número suficiente de pasos escapa de las ligaduras intercambian-
do las coordenadas de un trímero techo o suelo por las de otro que no lo es.
De este modo, por ejemplo, un trímero techo se ve libre de la ligadura sobre
su coordenada 𝑧𝑖 que se aplica a otro trímero libre de menor coordenada 𝑧𝑗 ,
resultando en una falsa ruptura de la cápside, siendo en realidad, no una rup-
tura sino una relajación no deseada. Por otra parte, los vuelcos se deben a que
el valor 𝑧máx es diferente según el eje por el que se esté hendiendo la cápside
(aproximadamente, 1.401 𝑟e, 1.309 𝑟e y 1.114 𝑟e para los ejes 𝐶3, 𝐶2 y 𝐶5, res-
pectivamente), de forma que un hendimiento en la dirección del eje 𝐶3 puede
volcarse a una configuración con el eje 𝐶2 o el 𝐶5 paralelo a Z (o una situación
intermedia) y relajar accidentalmente la energía provocando una falsa señal de
ruptura. Igualmente, un hendimiento a lo largo del eje 𝐶2 puede verse relajado
accidentalmente a una configuración cuyo eje 𝐶5 sea paralelo a Z.

Los vuelcos se previenen en el hendimiento según el eje 𝐶3 imponiendo que
el trímero techo y el trímero suelo tengan cada uno sus coordenadas 𝑥𝑖 e 𝑦𝑖 en
el origen, imponiendo los valores de l y de u correspondientes valgan 𝑙𝑖 = 𝑢𝑖 = 0.
Cuando el hendimiento se practica según el eje 𝐶2, la configuración inicial se
escoge de forma que los dos capsómeros techo y los dos capsómeros suelo
tengan sus coordenadas 𝑥𝑖 en el origen e imponiendo que los valores de l y de
u correspondientes 𝑙𝑖 = 𝑢𝑖 = 0. El hendimiento según el eje 𝐶5 no tiene riesgo
de volcar.

Las permutaciones de trímeros se previenen mediante el resto de compo-
nentes de l y de u que todavía no se han asignado. A diferencia de las com-
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ponentes ya asignadas, éstas se deben actualizar en cada paso. En concreto,
𝑙𝑖 = 𝑥𝑖 − 0.1 y 𝑢𝑖 = 𝑥𝑖 + 0.1, con independencia de si la coordenada 𝑥𝑖 es espacial
o una componente cuaterniónica.
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