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Resumen - Abstract

Resumen

Una de las aplicaciones mds sorprendentes del calculo de residuos es
su utilidad para obtener sumas de series de nimeros reales (aunque
no exclusivamente reales). Esta aplicacion se apoya principalmente
en el comportamiento de dos funciones complejas de variable com-
pleja: la cotangente y la cosecante, cuyos unicos polos, simples, se
encuentran en los enteros.

En el presente trabajo se recopilan varias técnicas de suma de se-
ries basadas en el teorema de los residuos de Cauchy, y se deducen
diversas formulas para sumas finitas y series infinitas particulares
que son de dificil o imposible consecucion por métodos de andlisis
real. En la misma linea, se incluye una demostracion del teorema de
Mittag-Leffiler, el cual generaliza la descomposicion de funciones ra-
cionales en fracciones simples al caso de funciones meromorfas con
una infinidad de polos.

Palabras clave: Numeros de Bernoulli — Suma de series — Teore-
ma de Mittag-Leffler — Teorema de los residuos.
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Resumen - Abstract

Abstract

One of the most amazing applications of the residue calculus is its
usefulness for summing series of real numbers (although not exclu-
swely real). This application mainly leans on the behavior of two
complex functions of one complex variable: the cotangent and the
cosecant, whose only simple poles lie within the integers.

In the present work, several series summation techniques based on
Cauchy’s residue theorem are compiled, and various formulas for
finite sums and particular infinite series that are difficult or impos-
sible to reach by real analysis methods are deduced. Along the same
lines, we include a proof of the Mittag-Leffler theorem, which gene-
ralizes the partial fraction decomposition of rational functions to the
case of meromorphic functions with an infinite number of poles.

Keywords: Bernoulli numbers — Mittag-Leffler theorem — Residue
theorem — Series summation.
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Introducciéon

Una de las aplicaciones del desarrollo de Laurent
o0
k
f2)= ) ar(z—z)
k=—oc0
de una funcién f(z) en torno a una singularidad aislada z = z; consiste en el
calculo de integrales sobre caminos cerrados. En este cédlculo, la parte signifi-
cativa del desarrollo es la correspondiente al coeficiente a_q, coeficiente que es
conocido como residuo y que se representa habitualmente por Res (f, z9):

Res (f, z0) = a_q.

La razon para destacar el coeficiente a_; es la siguiente. Cuando se integra f(z)
a lo largo de un camino cerrado, simple y positivamente orientado C', contenido
en el disco perforado de centro zy en el que es valido el desarrollo de Laurent, y
que rodea a zy una tnica vez, la convergencia uniforme de la serie sobre la traza
de C permite integrarla término a término. La existencia de primitiva para las
funciones (z — zo)k siempre que k # —1 anula las integrales correspondientes a
estos términos, por lo que tinicamente sobrevive una integral, la de coeficiente
a_1, que vale 2mi. En consecuencia, a_; es «lo que queda» o el «residuo» al
integrar:

/Cf(z) dz:/c L_i ay (z—zo)k] dz
= i ak/c(z—ZO)kdz

k=—o00

dz _
a_q =2mia_q.
c* %0

Se comprende entonces la importancia de los residuos: suponiendo (sin pérdida
de generalidad) que f(z) no tiene en el dominio rodeado por C' més singulari-
dades que zo, el cdlculo de la integral se reduce al cdlculo de Res(f, zo).




X Introduccién

La fundamentacion del analisis complejo en general, y del calculo de resi-
duos en particular, se debe al matematico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857). Cauchy llegé al concepto de residuo en 1814, en su primer articulo sobre
integraciéon compleja, al estudiar la diferencia entre dos integrales [ o f(2)dz,
J i (2) dz, cuando C; y Cy son caminos con los mismos puntos extremos y tales
que la regién comprendida entre las trazas de Cy y Cy encierra polos de f(z2).

El propio término «residuo» data de 1826 y también es debido a Cauchy.
En los 40 anos que siguieron a la introduccién de este concepto, Cauchy desa-
rrollé su teoria de residuos hasta el extremo de convertirla en una disciplina
independiente, con aplicaciones a multiples ramas de las matematicas: teoria de
ecuaciones, teoria de numeros, analisis matricial, evaluacion de integrales defi-
nidas reales, suma de series finitas e infinitas, desarrollo de funciones en series
y productos infinitos, ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parcia-
les, fisica tedrica, fisica matematica, calculo de diferencias finitas, ecuaciones en
diferencias, funciones especiales, transformaciones integrales...

Desde entonces, la practica totalidad de los manuales publicados sobre
analisis complejo dedican un capitulo o, al menos, una seccién al calculo de re-
siduos, generalmente restringiendo sus aplicaciones a la evaluacion de integrales
y a la suma de series. De hecho, esta segunda aplicacién no se suele estudiar en
un curso introductorio de variable compleja, como el que se imparte en el tercer
curso del Grado en Mateméticas de esta universidad, ya que recurre a funcio-
nes trigonométricas complejas, tanto circulares como hiperbdlicas, e involucra
estimaciones que la mayoria de los estudiantes de este nivel perciben como arti-
ficiales y de dificil manejo. Otras aplicaciones ni siquiera son mencionadas, o lo
son muy raramente. Por otra parte, en la literatura existen escasas monografias
dedicadas enteramente al célculo de residuos [6, 7, 8, 10, 11, 14] (la mé&s reciente
data de 1984-1993), y el acceso a algunas de ellas no es sencillo.

Las consideraciones anteriores han motivado la eleccién del tema de este
trabajo. Para su desarrollo nos hemos basado fundamentalmente en la seleccién
que Alotaibi [1] (donde, por cierto, hemos detectado varias erratas/errores) hace
de [2] y del tratado de Mitrinovi¢ y Keckié [11], seleccion que hemos intentado
enriquecer con diversas aportaciones personales. Los dos voliimenes de la ex-
tensa monografia [11] cubren practicamente todas las aplicaciones conocidas del
calculo de residuos, e incluyen una breve semblanza de la vida y obra de Cauchy
asf como del desarrollo histérico de la teoria. Por supuesto, el vastisimo material
y referencias que dicha monografia alberga pueden ser objeto de futuros estudios
de ampliacion sobre este tema.

Hemos estructurado la memoria en cinco capitulos. Al objeto de que la
redaccién sea, en lo posible, autocontenida, en el capitulo 1 se recuerdan al-
gunas definiciones y resultados basicos sobre integracion compleja y cédlculo de
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residuos. En el capitulo 2 se exploran las principales propiedades de los nime-
ros de Bernoulli, una familia de racionales que comparece en la obtencion de
diversas sumas de series infinitas importantes, algunas de las cuales se recogen
ya en este mismo capitulo. En el capitulo 3 se aplica la teoria de residuos para
desarrollar métodos que permitan calcular sumas de la forma >~ f(k), donde
f(2) = p(2)/q(2) es una funcién racional tal que el grado del polinomio deno-
minador, d¢g(z), supera, al menos, en dos unidades al grado dp(z) del polinomio
numerador: dg(z) — dp(z) > 2. Se distinguen aqui dos secciones dedicadas, res-
pectivamente, a sumas finitas y sumas infinitas y, dentro de esta tultima, tres
subsecciones segiin que se consideren singularidades no enteras, singularidades
enteras y, especificamente, singularidades en cero. En el capitulo 4 se ilustra
la obtencién de algunas sumas finitas e infinitas particulares mediante técnicas
que, si bien se apoyan en el calculo de residuos, difieren de las estudiadas en el
capitulo 3. Finalmente, en el capitulo 5 se aborda el teorema de Mittag-Leffler
como generalizacion de la descomposicién en fracciones simples de una funcién
racional al caso de una funcion meromorfa con infinitos polos, cuya demostra-
cion hace uso del teorema de los residuos. La memoria concluye con la relacién
de, entre otras, las principales referencias consultadas, junto con el preceptivo
poster en inglés que resume el contenido de la misma.
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Preliminares

Al objeto de que la memoria sea, en lo posible, autocontenida, en el presente
capitulo se recuerdan muy sucintamente algunas definiciones y resultados bésicos
sobre integracion compleja y calculo de residuos.

1.1. Integrales y contornos

Definicién 1.1. Sea C' una curva en C. Se dice que v : [a,b] — C parametriza
C, si vy es suprayectiva y continua. Ademds, se dice que C' es reqular si admite
una parametrizacion deriwable, con derivada continua no nula.

La orientaciéon de C' viene dada por su parametrizacién: y(a) «va antes
que» 7y(b). Cuando v : [a,b] — C parametriza C, es facil ver que y(a + b — t)
es también una parametrizacion de C' pero con orientacién opuesta. Esta nueva
curva se denota por —C.

Definicién 1.2. Un contorno C' es la union de un nimero finito de curvas regu-
lares C1,Cs, ..., C,, tales que el extremo de Cy coincide con el origen de Ci.q,
para cada k =1,2,...,n— 1. Escribimos C = Cy + Cy + -+ C,,.

Definicién 1.3. Se dice que el contorno C' es cerrado si su origen y su extremo
coinciden.

Definicién 1.4. Un contorno cerrado estd orientado positivamente cuando su
parametrizacion permite recorrerlo dejando a la izquierda su region interior.

Definicién 1.5. Se dice que un contorno C' es simple si no se autointerseca,
excepto posiblemente en sus extremos. Los contornos simples también se deno-
minan arcos de Jordan.
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Definicién 1.6. Cuando g : [a,b] — C,

b b b
/g@ﬁz/ﬁmmmﬁ+{/mmwmu
donde las integrales del sequndo miembro se toman en el sentido de Riemann.

Definicién 1.7. Si v : [a,b] — C parametriza una curva reqular C' y f o~ es
integrable sobre C', se define

/cf(z) dz = /abf(V(t))'/(t) dt.

Cuando C' = Cy + Cy + --- + C,, es un contorno, la integral de contorno de f
sobre C' es

[s@ra= [ e [ geass [ e
C Cq Co Cn

Como el valor de la integral es independiente de la parametrizacion parti-
cular utilizada, la Definicion 1.7 es consistente. Para comprobar esta afirmacién,
supongamos que ¢g es una funcién real con dominio D y consideremos dos para-
metrizaciones v : [a,b] = Dy o : [¢,d] — D, con y(a) = o(c) y y(b) = o(d).
Aplicando el teorema del cambio de variable,

b v(b) o(d) b
/ﬁwwwwﬁ:/ mwmz/ wwmz/jw@w@m

(a) (c)

El caso general sigue sin mas que considerar las partes real e imaginaria por
separado. De forma similar se demuestra que con esta definicion se satisfacen las
reglas de integracion esperables, como la linealidad.

Definicién 1.8. Una curva que tiene longitud finita se dice rectificable.

Teorema 1.9. Si v : [a,b] — C' es una parametrizacion reqular de una curva C
entonces C' es rectificable, con longitud

L(C) = / Iy (8)] dt.

Corolario 1.10 (Estimacién ML). Si eziste la integral de f a lo largo de una
curva rectificable C, con longitud L(C'), y si f estd acotada sobre C, entonces

/Wf(z) dz

donde My es el mdzximo de |f| sobre C.

< MyL(C),
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En analisis complejo se dispone de un analogo al teorema fundamental del
calculo del analisis real.

Definicién 1.11. La funcion F' es una primitiva de la funcion f en el conjunto

G st

para todo z € G.

Teorema 1.12. Sea C' un contorno en un abierto G, con extremos z1 y zo. Si
F' es una primitiva de f en G, entonces

/ f(z)dz = F(z) — F(z).
C

En un contorno cerrado se tiene F'(z2) = F(21), lo que da lugar al

Corolario 1.13. Sea C' un contorno cerrado en un abierto G. Si F' es una pri-
mitiva de f en G, entonces
/ f(z)dz=0.
c

Llegamos ya a la primera version de uno de los resultados centrales del
analisis complejo.

Teorema 1.14 (Cauchy). Si C' es un contorno cerrado en la bola
B (zg,r) ={2€C:|z—2| <r}

y f es analitica en B (zo,7), entonces

/C (=) dz = 0.

Demostracion. Como f es analitica en B (zg,r), admite un desarrollo en serie
de Taylor valido en B (2, 7). Antiderivando término a término se obtiene una
primitiva para f. Ahora basta con aplicar el corolario precedente. O

1.2. Homotopia

Definicién 1.15. Dos curvas planas Cy y Cs, con origen A y extremo B, son
hométopas en G C C si existe una aplicacion continua ¥ : [0,1]*> — G tal que:
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S

$,0) = A para cada s € [0, 1],

S

= B para cada s € [0, 1],
v

(
(s,
(
w(

1)
0,t) parametriza Cy, y
1,t)

. t) parametriza Cs.

En lo sucesivo supondremos que v es lo suficientemente diferenciable como para
producir curvas regulares.

Notese que, fijado s € [0, 1], la aplicaciéon ¥ (s, t) : [0, 1] — G parametriza al-
guna curva en G uniendo A con B. Intuitivamente, ¥ produce una «deformacion
continua» de C] en Cs.

Teorema 1.16. Si dos contornos tienen los mismos extremos e igual orientacion
en un dominio simplemente conexo GG, entonces son homdotopos en G.

Teorema 1.17. Si f es analitica en un dominio G y si Cy y Cy son contornos
homdtopos en G, entonces

f(z)dz= [ f(z)d=.
Cy Ca

Los siguientes resultados son de fundamental importancia en analisis com-
plejo.

Teorema 1.18 (Cauchy-Goursat). Sea C' un contorno cerrado simple en un
abierto simplemente conexo G. Si la funcion f(z) es analitica dentro y sobre C,

entonces
/ f(z)dz =0.
C

Teorema 1.19 (Férmula integral de Cauchy). Sea C' un contorno simple
cerrado, positivamente orientado, y sea f(z) una funcion analitica dentro y sobre
C. Si a es cualquier punto interior a C', entonces, para cadan =0,1,2,...,

) = o [ A

2mi Jo (z —a)rtt

1.3. Residuos

1.3.1. Desarrollo de Laurent

Definicién 1.20. Un anillo es una region del plano complejo de la forma
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{z€C: Ry <|z— 2| <Ry},

donde 0 < R; < Ry < 00. Cuando Ry = 0, el anillo se suele denominar disco
perforado. Si una propiedad se verifica para todo z en un disco perforado con
centro en zy, decimos que la propiedad es vdlida cerca de zy.

Teorema 1.21 (Laurent). Toda funcion f analitica en un anillo D admite un
unico desarrollo en serie de la forma

o0

f(z)= Z a,(z—20)", z€D.

n=—oo

La serie converge absolutamente en D y uniformemente en todo anillo cerrado
{z€C:p <|z—2]| < pa}, con Ry < p1 < pa < Ry. Ademds,

L/Ldz n=0+1,+2, . ..
¢ (

n ; n+1 )
271 z — ZO)

donde C' es cualquier curva simple cerrada, positivamente orientada, contenida
en el interior de D y que rodea a zy.

Definiciéon 1.22. La serie descrita en el Teorema 1.21 se denomina serie de
Laurent de f en D.

1.3.2. Singularidades aisladas

Definicién 1.23. Se dice que zy € C es una singularidad aislada de la funcion
f si existe R > 0 tal que f es analitica en el disco perforado

{zeC:0<|z— 2| <R},
PeEro no en z.

Definicién 1.24. Una singularidad aislada zy de f se denomina evitable si exis-
ten una funcion g y una constante R > 0 tales que g es analitica en la bola
B (20, R) y se tiene que f(z) = g(z) en el disco perforado

{zeC:0<|z— 2| < R}.

Definicién 1.25. Sea zy una singularidad aislada de la funcion f. Se dice que
zo es un polo de orden m de f si existen m € N yr > 0 tales que

¢(2)

(2 —20)"

para alguna funcion ¢ analitica en la bola B (zq,r), con ¢ () # 0.

f(z) =
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Definicién 1.26. Una funcion f es meromorfa en un dominio D si las unicas
singularidades aisladas de f en D son evitables o polos.

Definicién 1.27. Una singularidad aislada es esencial si no es evitable ni un
polo.

Definicién 1.28. Diremos que f tiene una singularidad aislada en oo si f*(z) =
f(1/2) es analitica en un disco perforado con centro en z = 0. Es decir, f tiene
una singularidad aislada en oo si f es analitica en {z € C : |z| > R}, para algin
R > 0. Ademds, oo serd una singularidad evitable, un polo de orden m o una
singularidad esencial de [ segin que z =0 lo sea de f*.

Definicién 1.29. Sea zg € C una singularidad aislada de una funcion f, analiti-
ca en el disco perforado

D={2€C:0<|z—2]| <R}.

El coeficiente a_q del inico desarrollo en serie de Laurent de f en D se denomina
residuo de f en zy y se denota Res (f, z9). Dicho de otro modo,

Res (f,20) = a- 1—%/f

donde C' es cualquier curva simple cerrada, positivamente orientada, contenida
en el interior de D y que rodea a 2.

Definicién 1.30. Supongamos que f es analitica en {z € C: |z| > R} y tal que
todas las singularidades de f, excepto oo, estan encerradas por la circunferencia
positivamente orientada C' = {z € C: |z| = R}. Deﬁnz’mos entonces

Res(f, 00 =3 2/ f(z ~5 Cf(z) dz.

Teorema 1.31. Si f es analitica en {z € C : |z| > R}, para cierto R > 0, y
todas las singularidades de f, excepto 0o, estan en {z € C: |z| < R}, entonces

Res(f,00) = — Res (f(l/'z),o) .

22

Teorema 1.32 (Teorema de los residuos de Cauchy). Supdngase que f es
una funcion analitica dentro y sobre una curva cerrada positivamente orientada
C, excepto por un numero finito de singularidades aisladas z1,. .., z, interiores

a C. Entonces,
/ f(z)dz = 2m’ZRes (f,zi)-
¢ i=1

Corolario 1.33. Si f es holomorfa salvo en puntos singulares aislados, la suma
de todos los residuos de f (incluyendo el residuo en el infinito) es igual a cero.
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1.3.3. Residuos en polos
Teorema 1.34. Si zy es un polo de f, entonces lim,_,o f(z) = oo.

Teorema 1.35. Supongamos que las funciones g y h son analiticas en z = zy,
que h tiene un cero de orden n en z = zy, y que g (zo0) # 0. Entonces, la funcion
f(z) = g(z)/h(z) tiene un polo de orden n en z = z.

Teorema 1.36. Si f presenta un polo un polo de orden m en zy, entonces

Res(f. z0) = lim {(Z _ ZO)mf(Z)] .

z—z0 dzm1 (m—1)!

Teorema 1.37. Sean p y q funciones analiticas en zy, y supongamos que q (2o) =

0, p(20) #0, yq (20) #0. St f(2) =p(2)/g(z) entonces zy es un polo simple de
f, con

Res (f, z0) = 5/%2(;)) :

Teorema 1.38. Si g es analitica en 2y y [ tiene un polo simple en zy, se cumple
que

Res (fg,20) = g (z0) Res (f, z0)

Teorema 1.39. Supongamos que p es un polinomio de grado al menos 2, con
Ceros zi, zo, . . ., Z2n. Entonces

1.3.4. Teorema de Rouché
El resultado siguiente es una consecuencia muy util del Teorema 1.32.

Teorema 1.40 (Rouché). Sea C' un contorno simple cerrado, enteramente con-
tenido en el dominio D. Supongase que f y g son analiticas en D. Si se da la
desiqualdad estricta

[f(2) =g < [f(2)] (2 €C),

entonces [ y g tienen el mismo numero de ceros (contados segun sus multiplici-

dades) dentro de C.
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Numeros de Bernoulli

Los numeros de Bernoulli se usan habitualmente en algebra y teoria de
numeros. En el presente capitulo definimos y exploramos algunas propiedades
de esta familia de racionales en el marco del analisis complejo, que aplicaremos
en el capitulo 3 a la obtencién de algunas sumas infinitas de interés.

2.1. Definicién y primeras propiedades

Definicién 2.1. La sucesion de nimeros de Bernoulli {B,,} ., se define recur-
swamente mediante las ecuaciones

By =1,

-1
n+1

3

-1
2.1

k=

[e=]

Lema 2.2. Sea

n

F<Z>:Z(ni1)!’

n=0

y sea f(z) = 1/F(z). Entonces f(z) es analitica en B(0,27), y

, Sstz#0
flz)=4q¢ 1 . (2.2)

1, stz =0.
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De aqui sigue (2.2). Esta representaciéon implica que f(z) es analitica cuando
e # 1yen z=0,es decir, cuando z # 2mik, con k € Z \ {0}. En particular,
f(2) es analitica si |z| < 27. 0

Teorema 2.3. Sea

z
F(z) =) —F
TLZ:O (n+1)!
y sea f(z) = 1/F(z). Entonces, para todo z € B(0,2m),
o) Bn .
f(z) = Z IR
n=0

donde {B,} -, son los nimeros de Bernoulli.

Demostracion. Por el Lema 2.2, f es analitica en B(0,27). Luego, f tiene una
serie de Maclaurin convergente en B(0,27), digamos

o0

f(z) = Z%z"

n=0

Como f(z) y F(z) = (e — 1) /z son reciprocas,

El teorema del producto de Cauchy implica que
1= chzk, z € B(0,2n),
k=0

donde, para cada n,

n ax
Cn = :
;k!(n—k—kl)!

La serie de Maclaurin de 1 tiene coeficientes nulos a excepcién de ¢y = 1, asi que
la unicidad de la serie de Taylor obliga a que ¢, = 0 cuando n # 0. Consecuen-
temente, para n > 1,

n n—1
E Ak Qn Q.
O: TL: —_ —_— )
¢ kZO/d(ﬂ—k—O—l)! n!+kZ:0k!(n_k+1)!

Sigue que
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n—1
ag
= —n!
=00 kz%k!(n—kﬂ)!

o oo . . ’ <z
Puesto que ap = By y {an}, o v {Bn},—o tienen igual férmula de recursién,
ambas sucesiones deben ser la misma. O

Definicién 2.4. En vista del Lema 2.2 y el Teorema 2.3, llamamos a z/(e* —1)
la funcion generatriz de los niumeros de Bernoulli y escribimos

o
R
et —1 nl

n=0

asumiendo el valor 1 en la singularidad evitable que esta funcion presenta en
z=0.

Corolario 2.5. Los numeros de Bernoulli de orden impar son todos nulos, a
excepcion de Bj.

Demostracion. Se comprueba facilmente que la funcién

zZ z
— Z
g9(2) 113

es par. Como

z =\ B, n Z =B, ,
ez—l_;ﬁz —1—54—2?2, z #0,

n=2

resulta que

es par. Por consiguiente,
oo oo
B, B
n_ _qyn2n n
D =
n=2 n=2

De la unicidad del desarrollo de Maclaurin se concluye que B, = —B,, cuando
n > 3 es impar, obligando a que B,, = 0 en tal caso. O
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2.2. Algunos resultados sobre suma de series

Nos apoyamos ahora en los niimeros de Bernoulli para calcular la suma de
algunas series. A su vez, estas sumas seran utiles en el capitulo 3 para evaluar
nuevas series.

Proposicién 2.6. Para |z| <,

o

22nB2n on
zZ .
(2n)!

zcoth(z) =

n=0

Demostracion. Fijemos z, con |z| < . Se tiene:

z +z ze*+1 2 e*/2 4 e7%/2 z h <Z>
= — = — = — CO — .
e—1 2 2er—1 2e#2—¢22 2 2

Por otra parte, en virtud de la Definicién 2.4,

2z = B, n 22 = B, n
zcoth(z):e%_1+z:zﬁ(2z) +7—1+ZZH(2Z).
n=0 n=

Puesto que Bs,+1 = 0 para todo n > 1 (Corolario 2.5), esta expresién queda
reducida a
e 22n an on

z

zcoth(z) = o) :

como se pretendia. O

Proposicién 2.7. Para |z| < T,

> 2n
n2 BQ” 2n

zcot(z):Z(—l) 2n)] 2z,

n=0

Demostracion. Ya que iz coth(iz) = z cot(z), reemplazando z por iz en la Pro-
posicién 2.6 obtenemos

& 22an'2n > 22an
zcot(z) = Z £ Omb o Z(—l)" 2n pon,

— (2n)! — (2n)!
como habiamos afirmado. O
Proposicién 2.8. Para |z| < 7/2,
°° 221 (22" — 1) By
o n—1 n _2n—1
tan(z) = > (—1) ) 221

n=1



2.2 Algunos resultados sobre suma de series

Demostracion. Ya que

cot?(z) — 1
cot(z)

tan(z) = L cot(z) —

cot(2) = cot(z) — 2 cot(2z),

si |2z| < m, la Proposicién 2.7 implica:

4n—1
(_1) 2(232n =1 22 2 B2n »2n—1
n

[
NE

tan(z)

3
I

2277, (1 _ 2277,) BQn )
(2n)!
-1 22" (22n — 1) Ba, S2n=1

(=1)" (2n)]

n—1

(="

I
WE

i
o

I
NE

3
Il
_

Esto completa la demostracién.

Proposicién 2.9. Para |z| < T,

_ - n71(22n_2)B2n 2n—1
csc(z)—nzzo(—l) -

Demostracion. Ya que csc(z) = 1/sen(z), para |z| < 7 tenemos:

1 _ csc?(z2)
2sen(z)cos(z)  2cot(z)
cot?(z) — 1

2 cot(2)
= cot(z) — cot(22).

csc(2z) =

= cot(z) —

Luego,

22n B2n e 22n BQn

el(2) = 2 gy T L gy

13






3

Evaluacion de sumas finitas e infinitas mediante
residuos

En este capitulo usaremos la teoria de residuos para desarrollar métodos que
permitan calcular sumas de la forma Y-, f(k), donde f(z) = p(z)/q(2) es una
funcién racional tal que el grado del polinomio denominador, d¢g(z), supera, al
menos, en dos unidades al grado dp(z) del polinomio numerador: dq(z) —op(z) >
2.

3.1. Preliminares

La técnica para sumar series mediante residuos es similar a la que se aplica
al calculo de integrales. Basicamente, consiste en encerrar dentro de contornos
un conjunto cada vez mayor de singularidades para obtener sumas finitas, y
luego pasar al limite para deducir la suma infinita deseada.

Dado n € N, llamaremos contorno basico ), indistintamente a cualquiera
de los dos siguientes, con orientacién antihoraria: el cuadrado de centro el origen
y lado 2n + 1, y la circunferencia de centro el origen y radio n + 1/2.

Notese que los contornos basicos son simples, cerrados, regulares a trozos
y rectificables. Denotaremos por L(C,,) la longitud del contorno C,,.

Lema 3.1. Fijadon € N, sear, =n+1/2, y sea 0 < e < 1. Si (z,y) estd en la
interseccion de (z —r,)° +y® = €2 con z® + y* = 12, entonces |y| > /2.

Demostracion. Resolviendo el sistema de ecuaciones encontramos que

82

=xe4/1— .
Y (2rn)2

Comor, >3/2ye<]1,
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. g2 s 1_\/§>1
(2r,)° 9 V9~ 2

Consecuentemente, |y| > £/2. O

Lema 3.2. Ezxiste B > 0, independiente de n, tal que
|cot(mz)| < B 'y |esce(mz)| < B

para todo z en un contorno bdsico C,, cualquiera que sea n € N.

Demostracion. Pongamos z = z + iy. Como las funciones cot(z) y csc(z) son
impares, no se pierde generalidad suponiendo y > 0. Entonces

|627riz| _ eRe(Zm'z) — 6727ry < 17 ‘em'z‘ — eRe(mz) —e ™ < 1. (31)

Sea z € B(1/2,1/4). Se tiene que 1/4 < x < 3/4, asi que cos(2mz) < 0. Por
tanto,

‘GQMZ — 1} > }Re (e%im_%y — 1)|
— |Re (6_2”1’[005(27@) + isen(27x)] — 1)‘
= 7™ cos(2mw) — 1|
=1— e *™cos(2mx)
> 1. (3.2)

Combinando (3.1) y (3.2) resulta, para todo z € B (1/2,1/4):

Tz —Tiz 2miz 1 ]
|COt(7TZ>’ - eﬂiz * e—Triz - 6271'2'7; : ‘ S ‘eZﬂZZ‘ +1 S 2
em* —e e —1
y .
2 9Tz
|cse(mz)| = |— L ¢ ‘ < 2.
eTiz _ o= Tiz e27rzz -1

Fijemos ahora un entero arbitrario n > 1. Si z € B(n+1/2,1/4), entonces
z—n € B(1/2,1/4). Como |cot(z)| vy |csc(z)| tienen periodo 7, encontramos
que

| cot(mz)| = | cot(m(z —n))| <2 (3.3)

|cse(mz)| = |ese(m(z —n))| < 2 (3.4)
cuando z € S = U2 B (n+1/2,1/4).

Si z esta en un cuadrado de vértices & (n +1/2) £i(n + 1/2) pero z ¢ S,
entonces y > 1/4.
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Si z estd en una circunferencia de radio r, = n + 1/2 pero z ¢ S, entonces
y > b, donde (a,b) es un punto en la interseccién de (z —r,)* +y? = 1/16 y
2?2 4+ y* = r2 en el primer cuadrante. Por el Lema 3.1, y > 1/8. Observando que
e~ ?™ < 1, se infiere que

627ri:re—27ry + 1 e—27ry + 1 1 + e—27ry 1 + €—7r/4
| cot(mz)| = Zrive=2my — 1| =~ Je2mw — 1] T ] ety ] _ en/4 (3.5)
y, similarmente,
2eTiz 2eTiT =Y 2e ™Y 26_7r/8
| cse(mz)| = o 1‘ = | ariepmamy — 1‘ = Je2mv — | < 1 _ /4 (3.6)

Tomando B como la mayor de las cotas encontradas en (3.3), (3.4), (3.5) y (3.6)
ya se obtiene la cota deseada para todo z en cualquier contorno bésico. O

Lema 3.3. Sea n un entero positivo, y sea C,, un contorno bdsico. Si f(z) =
p(2)/q(z) es una funcion racional tal que 6q(z) — dp(z) > 2, entonces

im M cot(mz) dz =
nl_)Oo - a2 t(rz)dz =0 (3.7)
Y
lfm p(2) cse(mz)dz = 0. (3.8)

n—oo Jo q(2)

Demostracion. En virtud del Lema 3.2, |cot(mz)| y |csc(mz)| estdn acotadas
sobre C), por cierta B > 0, independiente de n € N.

La funcién 12z f(z) es racional, y el grado de su numerador es inferior, al
menos, en una unidad al grado de su denominador. Asi, dado cualquier € > 0,
existe N > 0 tal que |z| > N implica
€

2m2f(2)] < 122f(2)] < 5

Suponemos también que cuando n > N todos los polos de f estan dentro de
C,. Fijemos n > N. Si C, es un cuadrado, dado cualquier z € C), tenemos
1 <n < |z|. Sigue que 12|z| = 8|z| + 4|z| > 8n + 4. Puesto que n > N, también
|z| > N y, en consecuencia,

12|z| L(C,) €
< Bldz| < — B =
< [ ol Bla < G B =e

/C () cot(r2) d:

lo que establece (3.7) en el caso en que C,, es un cuadrado. Cuando C,, es una
circunferencia, |z| = n + 1/2 y, por lo tanto,
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f(2) cot(nz) dz
Cn

27|z|
< [ sy i B

L(Cy) £

_Z\n) = g
~2r(n+1/2) B ©

completando la demostracién de (3.7).

La prueba de (3.8) en ambos casos es andloga y se omite. O

Proposicion 3.4. Supongamos que f es analitica en un entero k. Entonces:

(7) Res(f(z) cot(mz), k) = %f(k)

(i) Bes( () ese(r). k) = L f(k)
(i1i) Res (f(z) tan(mz), 2]“; 1) - _71]" (21“; 1) .
(iv) Res (f(z) sec(rz), Qk; 1) _ Hf“ f (2’“; 1).

Demostracion. (i) Como sen(mz) = 0 si, y s6lo si, z es un entero k y cos(mk) # 0,
el Teorema 1.37 muestra que cot(mz) = cos(nz)/sen(nz) tiene un polo simple
en cada k € Z, con

cos(mk) cos(mk) 1

Res(cot(m2), k) = T T~ meos(ah) — -

Consecuentemente, el Teorema 1.38 implica

Res(f(2) cot(m2), k) = f(k) Res(cot(m2), k) — % (k).

(77) Al igual que en el apartado (i), por el Teorema 1.37 la funcién csc(nz) =
1/sen(mz) tiene un polo simple en cada entero k, con
1 (—1)*

A
sen(rz)’ ) mwcos(mk) T

Res(csc(mz), k) = Res (
Del Teorema 1.38 se desprende que

Res (f(z) csc(mz), k) = f(k) Res(csc(nz), k) = (=1) f(E).

(73i) Ahora, tan(mz) = sen(mz)/ cos(mwz) y los ceros de cos(mwz) son (2k +1)/2,
con k entero. Por el Teorema 1.37, esos ceros son polos simples de tan(wz), y
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2k+1> _sen((2rk+7)/2) -1
—msen ((2nk +m)/2) 7w

Res (tan(ﬁz), 5

El Teorema 1.38 permite concluir que

o (f(z) tan(r2). 2k2+ 1> _ (%; 1) Res (tan(m)a 2t 1)

2
_ f(2k:+1>

(1v) Puesto que sec(mz) = 1/ cos(mz), el Teorema 1.37 asegura, como en (ii7),
que sec(mz) = 1/ cos(mz) presenta un polo simple en (2k + 1)/2 para cada entero
k, con

2 1 1 —1)k+t
Res (SGC(?TZ), b )— (=1 :

2 ~ —msen ((2mk +7)/2) o
Una nueva aplicacion del Teorema 1.38 conduce a

Res (f(z) sec(mz), Qk;— 1) =f <2k2+ 1) Res (sec(wz), Qk;— 1)

(e s <2k + 1) |

T 2

Esto completa la demostracién. a

Proposicién 3.5. Para cada k € Z,

Res(m coth(mz),ik) = 1.

Demostracion. Haciendo senh(mz) = 0 encontramos que €™ — e~™ = 0, o bien
e?™ = 1, asf que los ceros de senh(7z) estdn en z = ik, para cada entero k.
Como cosh(mik) # 0, sigue del Teorema 1.37 que los polos de mcoth(rz) =

mcosh(mz)/senh(7z) son simples, con

mcosh(mik) ~ wcosh(mik) .
[senh(72))/|.—s  mcosh(wik)

Res(m coth(mz), ik) =

como pretendiamos. a

3.2. Sumas finitas

En esta seccién probaremos algunos resultados que permiten transformar
sumas finitas en integrales.
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Teorema 3.6. Sea f una funcion analitica en la region G definida por
G={z€C:a<Rez<pg, |Imz| <4},

con
m—1l<a<m,n<pf<n+1l (mn€Z),

excepto quizd por un niumero finito de singularidades no enteras zi,...,z,. St
I’ = 0G, entonces

/f ) cot(mz) Z—WZRGS z) cot(mz), z;)

Z(— =5 / f(z)esc(nz) dz — WZReS ) esc(mz), z4) -

Demostracion. Puesto que cada z; es interior a I, tenemos, por el teorema de
los residuos de Cauchy (Teorema 1.32), el Teorema 1.38 y el apartado (i) de la
Proposicién 3.4, que

t(
2m/f cot(mz)

= Z Res(f(z) cot(nz), k) + ZRes z) cot(mz), z;)

:%Zf +ZReS z)cot(mz), zj) .
k=m

En consecuencia,

/ f(z) cot(mz) dz — WZRGS ) cot(mz), ;) .

La prueba de la segunda afirmacion coincide casi exactamente con la de la prime-
ra, con la unica diferencia de que debe aplicarse el apartado (iz) de la Proposicién
3.4, en lugar del apartado (7).

Asi pues, damos por concluida la demostracién. O

Observacion 3.7. El Teorema 3.6 conduce, como caso particular, al siguiente re-
sultado:

Sea C,, un contorno bdsico. Si f es analitica en C,,, excepto por un nimero
finito de singularidades z1, ..., zy, rodeadas por C,, ninguna de las cuales es un
entero, entonces
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2@/ f(z)cot(mz dz—wZRes z) cot(mz), z;)

k:f—n

n

Z( 22/ f(2) cse(mz) Z—WZRGS )ese(mz), z4) -

k=—n

Teorema 3.8 (Lindel6f). Supongamos que la funcion f es analitica en la re-
gion G ={z € C:a <Re(z) < B}, y que

lim e 2™ f(z 4+ iy) = 0 (3.9)

ly|—o0

uniformemente en G. St m,n € Z, conm—1 < a < myn<p <n+1,

entonces
n B
> fk) :/ f(x)dz + Eqp,
k=m @

donde

a+id f(Z) a—1id f(Z)
Elg—hm(/(; mdz—l—/(; mdz

d—00

e f(2) = f(z)
— ————dz — ———dz|.
\/ﬁ 6727T1,Z -1 < /ﬁ e27rzz -1 Z)

Demostracion. Fijado § > 0, sean:

Gs=GN{zeC:|Im(z)| <6},
I' = 0Gys,
In=rn{zeC:Im(z) > 0},
I=IN{zeC:Im(z) <0}.

Puesto que f carece de singularidades en Gy, en virtud del Teorema 3.6 se tiene

que
- 1
’;nf(k‘) = z/Ff(z) cot(mz) dz

Z flk)=—= f(z)cot(mz)dz + 2i f(z)cot(mz) dz. (3.10)

- ? I

Luego,

Es facil verificar que
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1
Q_i COt(ﬂ'Z) = —5 — 63_277i—z—]_7 (311)
y también
1 1 1

Insertando (3.11) y (3.12) en la primera y segunda integrales de (3.10), respec-
tivamente, y aplicando homotopia (Teoremas 1.16 y 1.17), encontramos que

= [ 10 (G ) oo [0 (G ) o
p a+id a—id
:/a f(x)dm+/a 62]:”('—5)—le+/& %dz

I IC N (¢ N R (T I
5 e—2miz _ | 5 e2miz _ ] N e—2mi(z+id) _ ]

b f(x—id)

N e2mi(z—id) _ q dz.

+

Sin més que hacer § — oo y tener en cuenta (3.9) ya concluimos

n B B ) a+id f(Z) a—1id f(Z)
;f(k)/a f(l') d$+6li>r{.lo (/a md,z—i‘/a 627”2——le

_ /B*“ [, /M e,
P e—27riz -1 3 627riz -1

B
:/ f(z)dz + E, g,
como se pretendia. O

Teorema 3.9 (Lindelof). Sea f una funcion analitica en G = {z € C :
a < Rez < S}, salvo quizd por un numero finito de singularidades no ente-
ras zu, ..., %,. Si f satisface la condicion (3.9) uniformemente en G, y si m, n
y Eqp son como en el Teorema 5.8, entonces

n B p
Z f(k) :/ flz)de + E,p5— WZRGS (f(2) cot(mz), z;)
— i Z Res(f, z;) + mi Z Res(f, z;).

Im Z]'>0 IIan<0

Demostracion. Basta argumentar como en la prueba del Teorema 3.8, teniendo
en cuenta la presencia de singularidades en G5 a la hora de aplicar el Teorema
3.6. O
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Teorema 3.10 (Lindel6f). Supdngase que la funcion f es analitica en la region
Gs={2€C:a<Rez<f, |Imz| <}, excepto quizd por un nimero finito
de singularidades no enteras z1, ..., z,, y sean I' = 0G, It = I'N{z : Im z > 0},
Li=I'n{z:Imz<0}. Sim—-1<a<m,n<f<n+1, conmn€Z,ysi
r € N, entonces

Z( = 22 ) cos((2k + 1)mx) do — WZReS (se]rcl((jr)z) : zj)

k=m k=0"Y% j=1

62r7riz e—?rm’z
+ /F ewiz _ e—mﬁz f(Z) dZ + /F ewiz _ e—mlz f(Z) dZ.
1 2

Demostracion. El Teorema 3.6 implica

- B f(2) f(2)
D (k) = —/nmd”/&mdz

k=m -

La prueba se completa sustituyendo en la primera y segunda integrales, respec-
tivamente, las expresiones

r—1 2rmwiz

_ E 6 (2k+1)miz €
emiz _ p—miz eﬂ'iz _ e*ﬂ"t‘Z’
k=0
r—1 ;
1 6—27"71'@2
— —(2k+1)miz
emiz _ p—miz € + emiz _ e*ﬂ*iz’
k=0
validas para cualquier r € N. O

3.3. Sumas infinitas

3.3.1. Singularidades no enteras

Teorema 3.11. Sea f(2) = p(z)/q(z) una funcién racional, con dq(z)—dp(z) >
2. Supongamos ademds que f tiene polos en z1, za, . .., Zm, ninguno de los cuales
es entero. Entonces:

i) Z f(k) = —WZRGS z)cot(mz), 2;), y

k=—o0
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(i1) Z (—1)*f(k) = —WZR@S )ese(mz), z).

k=—o00

Demostracion. (i) Sea C,, un contorno bésico, y asumamos que n es lo suficien-
temente grande como para que los z; queden encerrados por C,,. Aplicando la
Observacién 3.7, se tiene lo siguiente:

22/ f(z)cot(mz dz—ﬂZRes z) cot(mz), z;).

k*—n

Haciendo n — oo y teniendo en cuenta que, por el Lema 3.3,

lim f(z)cot(mz)dz = 0,

n— o0 C
n

resulta finalmente

Z f(k) = —WZRGS z) cot(mz), z;).

k=—0o0

(71) Es suficiente proceder como en la prueba de (), sin mas que reemplazar cot
por csc y f(k) por (=1)kf(k). O

A continuacién mostraremos varios ejemplos ilustrativos de la aplicacién
del Teorema 3.11, que revisten especial interés o utilidad.

Ejemplo 3.12. Si ia ¢ 7, entonces:
) i ! T coth(wa)
- = T
kR ta? a Y

1
(13 Z k:2 il coth(wa) ~ 5

Resolucion. Para probar (i), sea

1 1
f@)=F5——= ,
22+a (z —21)(z — 22)
donde z; = ia y z9 = —ia. La funcién f(z) cot(nz) tiene un polo simple en z; y

zo. Por el Teorema 1.38,
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_ c.ot(m.a) Res 1 i
(ta +ia) (z —ia)
_ cot(mia) 1 cos(mia)
~ 2ia 2ia sen(wia)
1 h 1
- T (ma) = —— coth(ma).
2ia isenh(ma) 2a

Calculando el residuo en zy = —ia de la misma manera se obtiene que

t 1
Res (m —z'a) =5, coth(ma).

22 4+ a?’

Consecuentemente, aplicando el Teorema 3.11 ya resulta

cot(m m
Z k‘2+a2 = —WZRG (z2+a2’ ]) = Ecoth(ﬂa).

Por paridad, del apartado (i) sigue que

> 1 1 [ & 1 1 T 1
- =z —— _ — | = coth -
; k?2+a2 2 (k;m k2 + a2 a2) 2a coth(ra) 2a2’

probando (i1).

FEjemplo 3.13. Si ia ¢ 7, entonces

[e.9]

1 s 7.‘.2
;_:oo Wt ap ~ 20 O(ma) + 5 cschi(ra).

Resolucion. Se considera la funcién
1 1

(R L R R

25

que tiene polos dobles en z; = ia y 25 = —ia. El producto f(z)cot(mz) presenta

polos dobles en los mismos puntos. Por el Teorema 1.36,
Res cot(7z) i) = 1im d [ (z —.Z'a)Q cot(7lrz)
(22 + a?) e—ia dz | (2 —ia)? (2 +ia)?
— lim d [ cot(mz)
2—via dz (z +ia)?
— tm —7(2 +ia) csc?(wz) — 2 cot(mz)
z—ia (Z + ia)S
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—2mia csc?(mia) — 2 cot(mia)
B (2ia)3
mi% csc?(mia) i cot(mia)
a 4a? C 4dd
mesh?(ma)  coth(ma)
42 4@

Similarmente,

es (M _m) _ mesh’(ma) coth(ra)
(

22 4 a2)”’ 4a? 4a3

Aplicamos ahora el Teorema 3.11 para obtener

> cot(mz) m2csh®(ra) 7 coth(ra)
= - Res Zi | = + ,
k:Z (k2 +a2)? Z ( a?)?’ ]) 2a? 2a3
completando la resolucién. O

Ejemplo 3.14.Si a > 0 no es un entero, entonces

Z ((_—1) = 72 cot(ma) csc(ma).

= k+ a)?
Resolucion. Sea f(z) = (2 + a)"2. Como —a no es un entero, la funcién
f(z) csc(mz) tiene un polo doble en z = —a. Luego, por el Teorema 1.36,
1 d 2
Res (m cse(mz), —a) = zl—l,>r£la - [% csc(wz)]
= lim [—7 cot(7z) csc(nz)]
z——a

= —m cot(—ma) csc(—ma)

= —m cot(ma) csc(ma).

Del Teorema 3.11 se concluye que

Z —Ui__:l)Q = —7[—m cot(ma) csc(ma)] = 7° cot(ma) csc(ma),
k=—o00

como se habia afirmado. O

Ejemplo 3.15.Si a € R\ Z, entonces:

i 1 1-macot(ra)
k2 —a? 2a? '
k=1
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Resolucion. Consideremos la funcion

e =5—n

z a

Se trata de una funcién racional en la que el grado del denominador supera
en dos unidades al grado del numerador, y cuyas tnicas singularidades son los
polos no enteros y simples z = 4a. Por tanto, cabe aplicar el Teorema 3.11 para
obtener

Z f(k) = —m[Res (f(z) cot(mz),a) + Res (f(z) cot(mz), —a)] . (3.13)

k=—o00

Ahora bien, por el Teorema 1.36:

t t
Res (f(z)cotmz,a) = lg}{ll(z —a) e _CZ) (::_ ) = (302;m,
, cotwz _ cot(—ma) cotma
Res (f(z)cot mz, —a) = Zlg{la(z +a) C—aGta 20 o
Asi, (3.13) se convierte en
f: 1 mcot(ma)
=k —a? B a

Como f(z) es una funcién par y f(0) = —1/a?,

7 cot(ma) = 1 = 1 1
Il Dl e k) DY v Rl
k=—o00 k=1

Despejando, obtenemos finalmente:

i 11— macot(ma)
k2 —a? 2a? '
k=1

Ejemplo 3.16. Si a € R\ Z, entonces:

i )
= k2 ta? ~ asenh(ma)’
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Resolucion. Consideremos la funcién racional
1
f(z) = ——.

El grado del denominador de f(z) supera en dos unidades al grado del numera-
dor, y las tinicas singularidades de esta funcién son los polos no enteros y simples
z = +ia. Por el Teorema 1.36:

Res (f(z) csc(mz),ia) = Zh_gla(z —ia) E _C:;)(E;Z_){_ o)
_csc(ima) 1 B 1
~ 2ia 2iasen(ima)  2ia[isenh(ma)]
1

"~ 2a senh(ma)’

Res (f(z) csc(mz), —ia) = lim (2 + ia) csolnz) _ osel(zima)

’ — (z —ia)(z +ia)  —2ia

_osc(ima) 1
~ 2ia 2asenh(ra)’

Sin mas que apelar al Teorema 3.11 ya obtenemos:

f: (R A
=kt a? ~ asenh(ma)’

Ejemplo 8.17.Si a € R\ Z, entonces:

Z i gt dad [cot(ma) + coth(ma)] .
k=1

Resolucion. El argumento es analogo al seguido en ejemplos anteriores y se omi-
te. O

Teorema 3.18. Supongamos que a,b,t son nimeros reales, con |b| < |a|. En-
tonces

i (1)t at pimbh/a _ cosh(bt)
= w2k? + a?t? senh(at)’
Demostracion. Sea
at eiﬂbz/a at eiwbz/a
f(z) = =

w224+ a2? w2 (z—2) (2 — 2),
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donde 2y = iat/m y zo = —iat/m. Como estos polos son simples, el Teorema 1.38
proporciona

at eiﬂbz/a at eiwbzl/a 1
Res | ——— csc(wz), 21 | = ——— csc(mz1) Res , 2
(szz + a2t2 (mz) 1) ( 1) ( 1)

w2 (21 — 22) z—2
= £).
" e " csc(iat)

De forma similar se obtiene

at emrbz/a 1
Res | ———— csc(mz), 25 | = — e ese(iat).
(71‘22'2 + a?t? (m2) 2) 2mi (iat)

Al aplicar el Teorema 3.11 encontramos que

- k at imbk/a _ at e™*/
Z_ <—1) m (& = WZ Res (71‘ Z2 T a2t2 CSC(T('Z), Zj
=—7 i e " csc(iat) + L e’ csc(iat)
271 271
e cosh(bt)
- —2isen(iat) senh(at)’
completando la prueba. O

3.3.2. Singularidades enteras

Teorema 3.19. Supongamos que f(z) = p(z)/q(z) es una funcion racional tal
que 6q(z) —dp(z) > 2. Sean {z1, 22, ..., zn} los polos de f, algunos de los cuales
pueden ser enteros, y sea S =7\ {z1, 22, ..., 2n}. Se verifica que

Zf(k‘) = —WZRGS z) cot(mz), z;) .

kesS

Demostracion. Si k € S entonces f(z)cot(mz) tiene un polo simple en k, con

1
Res(f(2) cot(mz), k) = — f(k)
(Proposicién 3.4). Sea ahora n € N tal que todas las singularidades de f son

interiores al contorno basico C,,. En virtud del teorema de los residuos (Teorema
1.32),

f(2) cot(nz) dz = 2mi Z {residuos de los polos interiores a C,,}
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= 2mi Z %f(k:) + QWiZRes (f(2)cot(mz), ;) .

keS
|k|<n

Basta con hacer n — oo y aplicar el Lema 3.3 para concluir el resultado que se
buscaba. O

Ejemplo 3.20. El teorema precedente permite obtener la célebre formula de Eu-

ler:
2

I
6

k=1
Resolucidn. Sea f(z) = 1/2%. La funcién f(z)cot(nz) tiene un polo triple en
z = 0. En virtud del Teorema 1.36 y la regla de L’Hopital, podemos escribir:

1 1., d* [23cot(rz)
RGS <; COt(ﬂ'Z), O> = 5 llE)T%J @ [T}

= 5 tim - [~z csc?(mz) +cot(r=)]

= 5 lim - [—mzesc™(mz) + cot(mz
[

=3 £1_r>r(1) [27%2 cot(mz) esc?(mz) — 27 esc®(mz)]
. [7%zcos(nz) m

= lim —
=0 | sen3(7z) sen?(7z)

72z cos(mz) — mwsen(rz)

= lim

250 sen3(7z)
" —m3zsen(nz) + w2 cos(mz) — w2 cos(mz)
= lim
2—0 3msen?(mz) cos(mz)
) —72z T
= lim = ——.
2—0 3sen(mz) cos(mz) 3

Tomando ahora S = Z \ {0} en el Teorema 3.19, obtenemos:

1 1 _ 2
Z Z=T Res (; cot(wz),O) - <?7T> _ %
k0

Puesto que la funcién 1/z2 es par,

(o]
1 1 w2
2) =) =
k 3
k=1 k0
Consecuentemente
2 )
P k 6

lo que completa la resolucion. O
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El argumento empleado para resolver el siguiente ejemplo servira también
para probar la generalizacion propuesta en el Teorema 3.25.

Ejemplo 3.21. Se verifica:
4

1 T
2% = o0

Resolucién. Sea f(z) = 1/z%. En primer lugar, hallamos el residuo de la funcién
f(2)cot(mz) en el polo quintuple z = 0. Atendiendo a la Proposicién 2.7 y el
Corolario 2.5, para |z| < 1 se tiene:

1 ™ < 222" Bay o
; COt(ﬂ-Z) = (71_2/)5 nz;(_ ) (QTL)' ( )
4 G n22n‘82n 2n—>5

_ 4 By 1 2B, 1 2B, 1
B w25 21w 3 Alw oz
Mediante la férmula de recursién (2.1) que define los nimeros de Bernoulli en-
contramos que By = 1, By = —1/2, By = 1/6 y, finalmente, By = —1/30. Por
tanto,
1 24B, 3
Res <; COt(ﬂ'Z),O) =~ -

Aplicando ahora paridad y el Teorema 3.19 con S = Z \ {0}, podemos escribir
=1 1 1 i
2 Z i Z e —m Res (; cot(wz),O) =5
k=1 k40
de donde ya se obtiene el resultado que se pretendia. O
Ejemplo 3.22. Si ia no es un entero, se cumple que

i 1 3+ n%a® — 3macoth(ra)
2 (k2 +a?) 6a* ‘

Resolucidon. Sea 1

2) = 5.
f(z) 22 (22 4 a?)
La funcién f(z) cot(mz) tiene un polo triple en z; = 0 y sendos polos simples en
zo =1a 'y z3 = —ia. Notese que z; es un entero, mientras que z, y 23 no lo son.

Asi, por el Teorema 1.38 tenemos:
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coth(ra)
2a3

Anélogamente se calcula que

Para encontrar el residuo de f(z)cot(rz) en el polo triple z; = 0, hare-
mos uso de la forma de Bernoulli para la serie de Taylor de la funcién z cot(z)
(Proposicién 2.7):

o Y2k
7z cot(mz) = (m2)"".
k=0

De aqui deducimos la serie de Laurent para cot(mz):

o -1 k:22kB 2k—1
cot(mz) = Z (=1 26T %=1

|

— (2k)!
1 mz w323 B

Tz 3 45

1 1 I °°< )kz%_Q
22 (22 4+ a?) a2 1+ (z/a)? a — a2k+2
1 1 22

Se infiere que

cot(mz)
22 (22 4 a?)
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23 34 7% | —7ta* +157%a® + 45 N
— z 2
wa? 3mrat 45ma’

Luego, por definicion,
Res cot(mz) 0) = 3+ 7r2a2.
22 (22 + a?) 3mat
Tomando S = Z\ {0} en el Teorema 3.19 encontramos que

3

3 m — —7> Res (mmt(m%%)

J=1

<Coth(7m) coth(ra) 3+ 7T2a2)
= —17TT _|_ _

2a3 2a3 3rat
3+ m%a® — 3macoth(ra)
B 3a* '
Finalmente, por paridad:
i 1 1 Z 1 3+ m%a? — 3ma coth(ra)
2012 1 42) 9 2 (12 1 ,2) 4 :
— k* (k* +a?) 2#0/{(]{ + a?) 6a
Esto completa la resolucion. O

Teorema 3.23. Supdngase que f(z) = p(z)/q(z) es una funcion racional tal
que 6q(z) — dp(z) > 2. Sean {z1, 22, ..., zn} los polos de f, algunos de los cuales
pueden ser enteros, y sea S =7\ {z1,22...,2,}. Entonces,

Z(—l)kf(k) = -7 Z Res (f(z) csc(mz), 2;) .

kes

Demostracion. Como csc(mz) y cot(mz) tienen el mismo denominador y las
hipétesis de este teorema son las mismas que las del Teorema 3.19, la demostra-
cién también es similar y serd omitida. O

FEjemplo 3.24. Si a # 0 es un entero, entonces

Z (—1)* _ 6 + m2a® — 12 (—1)“*1'

2 _ 3
kezZ\{0,a} k (k CL) 6a

Resolucidon. Sea
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La funcién f(z) csc(mz) tiene un polo triple en z; = 0 y un polo doble en z; = a.
Nétese que z; y 2o son enteros.

Para encontrar los residuos de la funcién f(z)csc(mwz) en el polo z5 = a
aplicamos el Teorema 1.36, obteniendo:

Res (Ma> o d [(z— a)%sc(m)] 2

22(z —a) 2%(z —a) a3

Por otra parte, para encontrar el residuo de f(z)csc(mz) en el polo z; = 0
usaremos la siguiente identidad para la cosecante (Proposicion 2.9):

00 22k — 2B 2k—1
cse(rz) = » (=1 ( (Q)k)‘%ﬂ 221

k=0 )

1 7wz Tm323

nz 6 360
Necesitamos también el desarrollo de Laurent de z72(z — a) ™!

11 1 -1 = k2 1 11
P Rt &y vy ) D e e Rl e SERS
22z—a az?1—(z/a) —att az?  a’z o«

Ahora calculamos el producto de ambas series:

( ) 1 1 1 +7TZ T3 z3 1 1 1 N
cse(mz) [ — = —+—=— — ... —_ — — — 4+ ..
22 z—a T2 6 360 az?  a?z  a®

. _77r3z _ 322 B T3 23 _
360a  360a2 360a3

+ ...,
El coeficiente de 27! en este desarrollo es
1 6 + m2a?
Res (m CSC(’/TZ),O) = —W

Tomando S = Z\ {0, a} en el Teorema 3.23 ya concluimos

DD N e

keZ\{0,a} j=12
B 2(=1)**t 6+ m2a?
-" ( ra®  6ma® )
_ 6+ 7fa® —12(—1)*!
B 6a3 ’

como se pretendia. 0
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3.3.3. Singularidades en cero

Teorema 3.25. Sea n un entero positivo, y sea { By}, la sucesion de nimeros
de Bernoulli. Se verifica:

i 1 B (_1)n—122n—1B2nﬂ_2n
k2n (2n)!
k=1

Demostracién. Pongamos f(z) = 1/2?". La funcién f(z)cot(rz) tiene un polo
de orden 2n + 1 en z = 0. Mediante la Proposicién 2.7 se obtiene la serie de
Laurent

cot(mz) 1 i (=1)k2% Bom?*
22n po2ndl — (2k)!

- (DR By

2 25! |

Puesto que 2k — 2n — 1 = —1 implica k = n:

_1\n92n 2n—1
Res cot(ﬂz)70 :( 1)"2°" By,
(2n)!

Z2n

Tomando S = Z \ {0} en el Teorema 3.19 vemos que

I cot(7z) (=112 By,
% T —1 Res ( o ,O) = 2n)] .

Por paridad,

i": I 1Z 1 (=1)" 1221 By, p"
k2n 2 L 2 (2n)! ’
k=1 k#0

completando la demostracion. O

Ejemplo 3.26. El resultado de los Ejemplos 3.20 y 3.21 también se deduce por
aplicacion directa del Teorema 3.25 paran = 1 y n = 2, respectivamente. Como
BQ = 1/6

Y como By = —1/30:
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Teorema 3.27. Sin es un entero positivo y {By},—, es la sucesion de nimeros
de Bernoulli, entonces

(DY (DM@ 1) B
; ko (2n)!

Demostracién. Pongamos f(z) = 1/2*". La funcién f(z)csc(rz) presenta un
polo de orden 2n+1 en z = 0. Por la Proposicion 2.9 se tiene la serie de Laurent

00 (_1)k71 (22k _ 2) BQkﬂ.Qkfl

csc(mz) = Z o]

ZQk_l.

k=0
Sigue que
cse(m i Ykl (2% 2) Bojm?k1 L 2h-2n-1
22” — (2k)! '
Como n = k cuando 2k — 2n — 1 = —1, la serie anterior proporciona
Res cot(mz) 0) = (—1)""1 (22" — 2) By, w21
z2n (2n)!

Tomando S = Z \ {0} en el Teorema 3.19 resulta
Z 1 o Res (csc(ﬂz)ﬁ) _ (=1)" (22" — 2) By 1™
k2n 22n

|
o (2n)!

Finalmente, por paridad,

i (_1)k B 1 (_1)k B (_1)n (227171 _ 1) anﬂ_2n
k2 2 k2 (2n)! ’
k=1 k#0

como se deseaba probar. O

Ejemplo 3.28. Se verifica:

:1

Z 192"

Resolucion. Particularizando n = 1 en el Teorema 3.27, encontramos que
o (_1>k+1
k=

> k+1 2
k=

—

9] k B
2 Z - =a

1 =1

Ahora basta advertir que By = 1/6. O
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Otros ejemplos

En este capitulo abordaremos sendos ejemplos de calculo de sumas finitas
e infinitas, respectivamente, que, si bien se apoyan en el teorema de los residuos
(Teorema 1.32), no requieren de las técnicas estudiadas en el capitulo 3.

Proposicién 4.1. Supongase que ay, ..., a, y by, ..., b, son nimeros reales dis-
tintos. Entonces
zn: (b — a1) - - (b — am)

(b —b1) -+ - (b — br—1) (bx — bpy1) - -+ (b — by)

k=1

:{O, st m<n-—1 (4.1)

1, st m=n—1.
Demostracion. Para la funcién f, definida por

(z—ay)-- (2 —am)
f(Z)— (Z—bl)"'<2—bn)7

se tiene: .
> _Res(f(2),b) = = Res(f(2), 00)
k=1

(cf. Corolario 1.33). Ademés, para k =1,...,n,

Res(f(2), bx) = lim (2 —be) f(2)

_ (bg —ar) -+ (by — am)
(bk = by) -+ (b = br—1) (bk — bry1) - (bx — by)

—Res(f(2),00) = lim 2f(2) =

Z—00

0, sim<n-—1
1, sim=n-—1.

Combinando los resultados anteriores se obtiene (4.1). O
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Proposicién 4.2. Sea k € N. Si |z| < (k — 1)1 /k*, entonces
i (kn) o 1+W
—~\n 1—(k—1)W’

donde W es la tinica raiz de la ecuacion w — z(1 +w)* = 0 interior a la circun-

ferencia
1
{wEC:]w]:—k_l}.

: kn
Demostracion. Notemos, en primer lugar, que ( es el coeficiente de w™ en
n

el desarrollo del binomio (1 + w)*"; por tanto,

e (82250) - (3)

Sea I" un contorno simple cerrado que rodea el origen. En virtud de (4.2) y del
teorema de los residuos (Teorema 1.32),

()= S (M) ¢
=Z(%/”w—i‘”'“”d)
QM/Z{ 21+ w) ] ~ dw, (4.2)

donde el intercambio de la integral con el sumatorio se justifica si la serie
geométrica Y o7 [2(1 4+ w)*/w]" es uniformemente convergente sobre I'. Co-
mo, por hipétesis, |z| < (k — 1)*1/k* paran > 1y |w| =1/(k — 1) tenemos

2(1 +w)k
w

el )

m <1. (4.3)

Luego, la serie converge uniformemente, con suma

i F“Z“”k]n - w_szw)w

n=0

y (4.2) se convierte en

i kn\ o, _ 1 1 "
- omi Jpw—z(1+w)k
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De (4.3) se infiere, aplicando el teorema de Rouché (Teorema 1.40), que la ecua-
ciéon w — z(1+w)* = 0 tiene una tnica raiz W en la regién interior a I, asf que,
por el Teorema 1.37,

— (kn 1 1
Z(n)z es(w—z(l—l—w)k’w ) 1 —kz(1+ W)kt

n=0
_ 1+ W 1+ W
LW k(W) 1= (E-1DW

Ejemplo 4.53. Se tiene:

Resolucion. Los tres apartados se prueban por aplicacion directa de la Proposi-
cién 4.2. Justificaremos sélo (i), puesto que el procedimiento para la verificacién
de los otros dos es completamente analogo.

Haciendo k = 2 en la Proposicién 4.2, encontramos que el resultado vale
para |z| < 1/4 y la tnica raiz W de 5w — (1+w)? = 0 en el disco abierto |w| < 1.
Se comprueba sin dificultad que W = (3 —1/5)/2. Por tanto, tomando z = 1/5,

3-+5
(- e
n 5n—1 3—v5  —14++5

n=0

2

(5—v5)(1+5)
(=14 V5)(1+V5)

= /5.
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El teorema de Mittag-Leftler

Es bien conocido (cf. [13, Teorema 4.4.3]) que si f es una funcién racional,
podemos encontrar una unica representacion de f como

f(2) ZP(Z)JFéPj (z—12j>’

donde p es un polinomio y cada P; es un polinomio tal que P;(0) = 0. Esta
es la llamada descomposicion en fracciones simples de la funcién racional f,
cuyo interés reside en que hace explicitos los polos {z; : 1 < j <m} y las co-
rrespondientes partes principales P; (1/(z — z;)). El objetivo de este capitulo
es llegar a una expresién analoga para una funciéon f, meromorfa con infini-
tos polos {z; : j € N}. La resolucién del problema se conoce como teorema de
Mittag-Leffler (Teorema 5.1) y hace uso del teorema de los residuos (Teorema

1.32).

Teorema 5.1 (Mittag-Leffler). Sea f una funcion analitica excepto por polos
simples distintos {z; : j € N}, satisfaciendo 0 < |zj| < |zj+1| para todo j € N.
Pongamos

R; =Res(f,z;), Jje€N,

y para cadan € N sean C,, circunferencias de radio r,,, centradas en cero, que no
atraviesan ningiun z; y tales que r, — oo cuando n — oo. Supongamos, ademds,
que existe B > 0 tal que

lf(z)|<B, ze€C, neN.

Entonces

f<z>=f<0>+§Rj (z—lzj *i)

Demostracion. Sea z, cualquier nimero complejo, salvo un polo de f. Definimos
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F(z) = /() z e C.

z—2

Esta funcién tiene un polo simple en zy y en cada z;, j € N. Por el Teorema
1.38,

R
Res (F, z0) = f (20) y Res (F, zj) = I jeN.
Zj — 20
El teorema de los residuos de Cauchy (Teorema 1.32) implica
1 (2) R;
— dz = J N. 5.1
2mi Jo, 2 — 2 2= (z0)+ Z zi— 20 "e (5.1)

|zj]<rn
Fijemos n € N. Haciendo 2y = 0 en (5.1) resulta
R,
z;

J

1 f(2)

|Z]“<T’n

(5.2)

Restamos (5.2) de (5.1), miembro a miembro, para obtener

ES &, b BYSEEIENE R
2mi /an(z—zo)d 27i /Cnf( )(Z—ZO Z) 4

-0+ X (2o -1). 63

Zj — 20 Zj

|zj|<rn
Como |z — zg| > |z| — |20| = rn — | 20| para todo z € C,,, encontramos que

/ f(2) dz‘ o 2B 2B
¢, 7 (2 = )

rn (rn = [200) 70— l20]"

de este modo,

e
/an(z—z())d —0

cuando n — oo y, por tanto, 1, — 0o. Incorporando este resultado a (5.3),
[) = 1) = tim S R (—— L
0/~ n—00 T\ 2 — 20 2

:f(0)+ZRj< ! +l).
20 — Zj Zj

Esto completa la demostracion. a
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Ejemplo 5.2. Para z # km, k € Z, se cumple:

1 — 2z
t - - = — _
«© + Z (z—lm lmr) z+;%—k2w2

keZ\{0}

Resolucion. Pongamos f(z) = cot(z) — 1/z. Por la Proposicién 3.4, cot(z) tiene
polos simples en z = km, k € Z, y el residuo en cada polo vale 1. Se sigue que la
serie de Laurent centrada en cero es

[e.9]

cot(z) = E apz®,
k=—
con a_; = 1. En consecuencia
1 o
cot(z) — — = E apz,
z
k=0

asi que z = 0 es una singularidad evitable de f. Aplicando la regla de L’Hopital,

1
lim (cot(z) — —) =0,
z—0 z

por lo que podemos definir f(0) = 0. Ademas, el Lema 3.2 asegura que la funcién
cot(z) estd acotada sobre los contornos bésicos C,,. El teorema de Mittag-Leffler
y un pequeno calculo ya permiten concluir que

1
t(z) = =
cot(2) + Z (z—kﬂ' /mr)
keZ\{0}

1 2z
—;+222_k%2’

k=1

como se deseaba. O
Proposicién 5.3. Si z; = (2j + 1)n/2, j € Z, entonces:

(Z) Z_j—1 = —Z%j.
g 1 1 2z
(17) + = — 5
Zj —Z Z_j—1— % Zj—Z

Demostracion. Dado z; = (25 + 1)m/2, se tiene

s =2 -+ 5 =

T
27— 24 1) =—(2j+1
5 (—27 +)2 (27 +1)
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lo que prueba (7). De aqui,

1 1 1 1 Zjt+z—2zj+2 2z
zi—z zya—2 zi—z z+z (z—2)(z+2) 22—z
que es (i1).
Ejemplo 5.4. Para z # km, k € Z, se cumple:
t .
an(z) =3 2k +1) 27r2 122

k=0

Resolucion. Para cada n € N, sea (), una circunferencia de radio mn, centrada
en 0. Usando los métodos del Lema 3.2, se prueba que existe B > 0 tal que

|tan(z)| < B cuando z € C,,, cualquiera que sea n € N. Denotamos por

T
—(2/4+1)=
(J+)2,

las singularidades de la tangente, observando que esta funcién posee polos sim-
ples con residuo —1 en cada w; y ninguno de ellos estd sobre ninguna C,,. Reor-
denamos tales singularidades de forma que se satisfagan las restantes hipdtesis

J €L,

del teorema de Mittag-Leffler (Teorema 5.1), y escribimos

si k es par

2 = Wk/2,
k W(1—k)/2, Sl k es impar.

Se tiene entonces:

tan(z) =~ 3 (2_12k +Z—1k>

i 1 1 1 1
I

by \F2k T &2 X2k R2k-1 T & 221

> 1 1 1 1
S (o= mtan=

1 W — 2 Wi Wi — % W1—k
(=) 2=

1 k k =1 1-k

El apartado (i) de la Proposicién 5.3 asegura que w_j_j = —wy; luego,
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> 1 1
tan(z) = 3 (wk o ) |

k=0

Finalmente, por el apartado (i) de la misma proposicién obtenemos

> 2z
tan(z) = ,2 (2k + D) /2f — 22
8z

[M]#

(2k + 1)272 — 422’

i
[e=)

completando la resolucién.
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I N the present work, several series summation techniques based

on Cauchy’s residue theorem are compiled, and various formulas
for finite sums and particular infinite series that are difficult or im-
possible to reach by real analysis methods are deduced. Along
the same lines, we include a proof of the Mittag-Leffler theorem,
which generalizes the partial fraction decomposition of rational
functions to the case of meromorphic functions with an infinite
number of poles.

1. Introduction

T HE techniques studied in this report rely on the following cel-
ebrated result.

Theorem 1.1 (Cauchy’s residue theorem) Assume f is analitic
on and within a positively oriented closed curve C, except per-
haps for a finite number of isolated singularities z1, . .., z, inside

C. Then, ’
/ f(2)dz = QWiZR,OS (f,zi)-
- izl

2. Main summation results and some examples

Theorem 2.1 Let f be analytic in
G={z:a<Rez <, |Imz| <d},

withm —1<a<m,n<p<n+1(mn € Z), except perhaps
for a finite number of non-integer isolated singularities z1, .. ., z.
IfT = 0G, then

22/f ) cot(mz dzf’rZRLs z) cot(m ),zj-),

k m
n
Z 27/]" cse(mz dz—ﬂZRes z) ese(mz), z/).
k=m
Theorem 2.2 Let f(z) = p(z)/q(z) be a rational function such

that degree [q(z)] — dcgrco{p )] > 2. Assume [ has poles in
21,29, - - -, 2zm, None of which is an integer. Then:
oo

Z fk)= 7TFZR(-‘S z) cot(m2), 2j),
k=—00

Z (=1)Ff(k) = 7772 Res(f(2) csc(mz), 25)-
k=—00 j=1

Theorem 2.3 Let f(z) = p(z)/q(z) be a rational function such that
degree [g(z)]—degree [p z)] > 2. Assume f has polesin zi, zo, ..., zn,
some of which may be integers, and let S = Z \ {z1,29,...,2n}-
Then:

Zf —WZRCS (f(=) cot(z), ),

keS J=1 ’
Z(—l)kf(k) = —WZ Res (f(z) cse(mz), z,) .
keS j=1

Theorem 2.4 Let { B;.};2, denote the sequence of Bernoulli num-
bers, recursively defined through
k=1

-1 k+1
By=1, Bk:mz( ; )3,-, k> 1.
=0

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de septiembre, 2021

For a fixed n € N, the following holds:

o 1 (71)71,712271,7132n7.r2u

;17 - (2n)! ’

i ( ( 1)" (22n71 _ 1) anﬂ_Zn
k2 (2n)!

>~
I

1

Theorem 2.5 Assume k € N and |z| < (k — 1)¥~1/k¥. Then

i (lm> W
=,
~\n I—(k—DW
where W is the only root of the equation w — z(1 + w)* = 0 inside
the circumference {w : |w| =1/(k —1)}.

Example 2.6

1 .
ZkQJra- 2acot1( a) — 502 ia ¢ 7,

(=DF 6+ 7%® —12(-1)"!
> k2<k2a>: 6a3< ) , aeZ\{0}.
keZ\{0,a}
Example 2.7
< 1 2 sl (_1)k+1 2
2 E=% X Tn
k=1 k=1
Example 2.8
i(%)i*\@ <3n)£71+\/§>
n )5 njoam - 2
n=0 n=0

3. Mittag-Leffler’s theorem

This theorem yields an analogue of the partial fraction decompo-
sition for meromorphic functions with an infinite set of poles.
Theorem 3.1 (Mittag-Leffler) Let f be analytic except perhaps
for distinct simple poles {z; : j € N}, which satisfy 0 <
|v~ denote circumferences of
radius r,,, centered at zero, not passing through any 2j and such
that r, — oo cuando n — oco. Further, assume there exists B > (
with

If(2)] < B,

— 50+ Res (£.2)) (Z - +ZL> ‘
J= Jc

Example 3.2 For = # kr, k € Z, there holds:

z€Cp,neN.
Then,

cot(z) =

z
oo
8
tan(z) = Z c

(2k+1)2 2 — 42
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