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Resumen - Abstract

Resumen

Un espacio de Hilbert con nicleo reproductor (EHNR) es un espacio
de Hilbert de funciones sobre el que los funcionales evaluacion son
continuos. Via el teorema de representacion de Fréchet-Riesz, todo
FEHNR tiene asociado un nicleo que permite reproducir cualquier
funcion del espacio, en el sentido de que el valor de la funcion en
un punto de su dominio se obtiene multiplicdndola escalarmente por
otra funcion del espacio, determinada por el nicleo. El teorema de
Moore-Aronszajn establece una correspondencia biyectiva entre los
nicleos reproductores de espacios de Hilbert y las denominadas fun-
ciones nicleo, o nicleos (semi)definidos positivos, y se puede decir
que la teoria de EHNRSs consiste en el estudio de las consecuencias
que se derivan de esta biyeccion.

Los EHNRs encuentran aplicacion en una amplisima variedad de
areas. En este trabajo se ilustra su relevancia en la teoria de la
aprozimacion, probando que toda funcion nicleo tiene asociado un
FHNR de modo que la interpolacion equivale a la interpolacion de
norma minima en ese espacio. Ademds, se aborda una variante de
este esquema interpolatorio que, a diferencia del original, permite
reproducir polinomios de un grado determinado. En este nuevo es-
cenario, el papel de las funciones nicleo y de los EHNRs es desem-
penado, respectivamente, por los nicleos condicionalmente definidos
positivos y por los llamados espacios de Pontryagin con nicleo re-
productor.

Palabras clave: Aproximacion — Interpolacion — Datos dispersos
— Espacio de Pontryagin — Funcion nicleo — Nicleo reproductor —
Niicleo definido positivo — Nicleo semidefinido positivo — Nicleo con-
dicionalmente definido positivo — Teorema de Moore-Aronszajn.



vi

Resumen - Abstract

Abstract

A reproducing kernel Hilbert space (RKHS, for short) is a Hilbert
space of functions on which all point functionals are continuous. Via
the Fréchet-Riesz representation theorem, every RKHS is associated
with a kernel that allows to evaluate any function in the space by
performing its inner product against another function in the space,
determined by the kernel. The Moore-Aronszajn theorem establishes
a bijective correspondence between the reproducing kernels of Hilbert
spaces and the so-called kernel functions, or positive (semi)definite
kernels, and it can be said that the theory of RKHSs amounts to
studying the consequences derived from such a bijection.

RKHSSs find applications in a wide variety of fields. Here, its rele-
vance in approxrimation theory is illustrated by proving that for every
kernel function there exists an RKHS so that interpolation equals mi-
nimal norm interpolation within this space. Furthermore, a variant
of such an interpolation scheme is addressed that, unlike the origi-
nal, allows to reproduce polynomials of a given degree. In this new
setting, the role of the kernel functions and of the RKHSs are res-
pectively played by the so-called conditionally positive definite kernels
and reproducing kernel Pontryagin spaces.

Keywords: Approzimation — Interpolation — Scattered data —
Pontryagin space — Kernel function — Reproducing kernel — Posi-
tive definite kernel — Positive semidefinite kernel — Conditionally
positive definite kernel — Moore-Aronszajn theorem.
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Introduccién

En anélisis funcional, un espacio de Hilbert con ntcleo reproductor (EHNR)
es un espacio de Hilbert H de funciones definidas sobre un conjunto X tal que
los funcionales evaluacién en puntos de X son continuos sobre H. Asi pues,
si dos funciones f,g € H estan préximas en norma, también estan proximas
puntualmente (el reciproco no es necesariamente cierto).

Por ejemplo, los espacios L? no son propiamente espacios de Hilbert de
funciones sino, como es bien conocido, de clases de equivalencia de funciones,
lo que impide que sean EHNRs. Sin embargo, existen espacios de Hilbert cuya
norma es de tipo L? que sf son EHNRs. De hecho, importantes espacios de
funciones analiticas (concretamente, los de Hardy y Bergman) lo son.

Todo EHNR H tiene asociado un nicleo que permite reproducir cualquier
funcién f € H, en el sentido de que, para cada z € X, el valor f(x) se obtiene
efectuando el producto interior de f contra otra funciéon determinada por el
nicleo. En virtud del teorema de representacion de Fréchet-Riesz, la existencia de
este nucleo reproductor esta garantizada si, y solo si, todo funcional evaluacién
es continuo.

Los nucleos reproductores fueron utilizados por primera vez a principios
del siglo XX por S. Zaremba. En su trabajo de 1907 [21] sobre problemas de
valores de frontera para funciones armoénicas y biarmoénicas, Zaremba enuncio
la propiedad de reproduccion en espacios de Hilbert apropiados e introdujo los
nucleos correspondientes a estas clases de funciones, aunque sin distinguirlos
con una denominacién especifica ni abundar en una teoria al respecto. Para-
lelamente, J. Mercer [11] examiné las funciones que satisfacen la propiedad de
reproduccién en el marco de la teoria de ecuaciones integrales desarrollada por
Hilbert. Mercer denominé ntcleos definidos positivos a estas funciones y mostro
sus buenas propiedades respecto a los otros niucleos continuos que comparecen
en dicha teoria. La idea no reapareceria hasta casi veinte anos después, en las
disertaciones de G. Szegd (1921), S. Bergman (1922) y S. Bochner (1922) (cf.
[4]). Bergman definié nicleos reproductores en una y varias variables para la
clase de las funciones armonicas y la clase de las funciones analiticas, y los deno-
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ming funciones nicleo. En 1935, E.H. Moore [12] examiné los nucleos definidos
positivos, que asocié con las matrices hermitianas positivas, y descubrié el teo-
rema fundamental que vincula estos nicleos con los EHNRs. Alrededor de 1950,
la teorfa de nicleos reproductores fue sistematizada por N. Aronszajn [3] y el
propio Bergman [5]. En 1964, L. Schwartz [19] introdujo la nocién de subespacio
de Hilbert de un espacio vectorial topoldgico y probé la correspondencia entre
dichos subespacios y los nticleos reproductores, generalizando atin mas la teoria.

Durante los ultimos 50 anos hemos asistido a un espectacular incremento
de las aplicaciones de los EHNRs en una amplia variedad de campos, inclu-
yendo el andlisis complejo, el andlisis arménico, la teoria de la aproximacion,
los operadores integrales, los procesos estocédsticos o la mecanica cuantica. Son
particularmente importantes en la teoria del aprendizaje estadistico [15] debido
al célebre teorema del representante, un resultado muy ttil en la practica por-
que simplifica el problema de minimizar el riesgo empirico! trasladdandolo de un
problema en dimension infinita a otro en dimensién finita.

La presente memoria estd estructurada en cuatro capitulos. Para el de-
sarrollo de los tres primeros hemos seguido, fundamentalmente, las referencias
[13, 14], mientras que el cuarto se basa en [6].

En el Capitulo 1 se formaliza la definicién de espacio de Hilbert con nicleo
reproductor y se presentan las propiedades més basicas de estos espacios, junto
con algunos ejemplos que pretenden ilustrar minimamente la diversidad de las
areas en que comparecen.

En el Capitulo 2 se establecen los fundamentos de la teoria correspondiente.
En particular, se prueba el importante teorema de Moore-Aronszajn, que carac-
teriza aquellas funciones que son nticleos de algin EHNR. Como quedé dicho
mas arriba, tales funciones suelen ser denominadas en la literatura funciones
ntcleo o funciones (semi)definidas positivas.

El Capitulo 3 esta dedicado a la resolucién de problemas de interpolacion
y aproximacién, que constituye una de las aplicaciones principales de la teoria.
Se probard que toda funcién ntcleo tiene asociado un EHNR de modo que la
interpolacion equivale a la interpolacién de norma minima en ese espacio.

Por tltimo, en el Capitulo 4 se aborda una variante de este esquema in-
terpolatorio que, a diferencia del original, permite reproducir polinomios de un
grado determinado. En este nuevo contexto, el papel de las funciones ntcleo y
de los EHNRs es desempenado, respectivamente, por los nucleos condicional-
mente definidos positivos y por los llamados espacios de Pontryagin con nicleo
reproductor.

! La minimizacién del riesgo empirico es un principio de la teorfa del aprendizaje estadistico que
define una familia de algoritmos de aprendizaje y se utiliza para establecer limites tedricos sobre
su rendimiento. La idea central es que no podemos saber exactamente lo bien que funcionard un
algoritmo en la préctica («riesgo verdadero») porque desconocemos la distribucién real de los datos
a los que se aplicard el algoritmo, pero podemos medir su desempeno sobre un conjunto conocido
de datos de entrenamiento («riesgo empirico»).
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Definicion, primeras propiedades y ejemplos

Los espacios de Hilbert con ntucleo reproductor surgen en areas muy diver-
sas de la matematica pura y aplicada, entre ellas la teoria de la aproximacion, la
estadistica, la teoria del aprendizaje automatico, la teoria de la representacion
de grupos y varias ramas del analisis complejo. Sin embargo, el estudio de su
estructura y fundamentos tan solo requiere un conocimiento previo de la teoria
de espacios de Hilbert y el analisis real.

En este capitulo se presenta la definicion formal de espacio de Hilbert con
nicleo reproductor y sus propiedades més bésicas, asi como algunos ejemplos
que pretenden ilustrar minimamente la variedad de areas en las que comparecen
estos espacios.

1.1. Definicién de espacio de Hilbert con ntcleo
reproductor

Consideraremos espacios de Hilbert sobre el cuerpo de los nimeros reales,
R, o de los complejos, C. Usaremos K para representar cualquiera de los dos, R
6 C, de modo que cuando queramos enunciar una definicién o resultado que es
cierto para ambos cuerpos, escribiremos K.

Sea X un conjunto. Denotaremos por F(X,K) = {f : X — K} la clase
de todas las funciones definidas sobre X que toman valores en K. Claramente,
con las operaciones de suma (f + g)(z) = f(z) 4+ g(x) y producto por escalares
(A f)(z) = X- f(x), el conjunto F (X, K) es un espacio vectorial sobre el cuerpo
K.

Definicién 1.1. Sea X un conjunto arbitrario. Diremos que H es un espacio de
Hilbert con nicleo reproductor (en adelante, EHNR) de X en K, si:

(1) H es un subespacio vectorial de F(X,K).
(13) H estd dotado de un producto interior (-,-) que lo convierte en espacio de
Hilbert.
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(i19) Para caday € X, el funcional evaluacion E, : H — K, definido por E,(f) =
f(y), estd acotado.

Si H es un EHNR sobre X entonces, aplicando el teorema de representacion
de Fréchet-Riesz al funcional evaluacion en y € X, obtenemos una tnica funcién
k, € H tal que para toda f € H, se tiene

Ey(f) = f(y) = ([, ky)-

Definicién 1.2. La funcion k, : X — K se llama nicleo reproductor del punto
Y.

Definicién 1.3. La funcion de dos variables K : X x X — K definida por
K(z,y) = ky(x) se llama nicleo reproductor de H.

Aplicando nuevamente el teorema de representaciéon de Fréchet-Riesz, re-
sulta:
K(z,y) = ky(z) = Ey(ky) = (ky, kz), z,y € X. (1.1)

De la cadena de igualdades (1.1) podemos deducir sin dificultad las siguien-
tes propiedades:

LB = NIkl = (ky, by) = K(y,y).
2. SiK=C, K(z,y) = (ky, k) = (ks, ky) = K(y, ).

3. SiK=R, K(z,y) = K(y, x).

4 1K@ )| = [y k)] < [l TRl = K (2, 2) K (5, )

La primera de ellas es consecuencia del teorema de representacion de Fréchet-
Riesz; la cuarta, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Finalizaremos este primer capitulo dando algunos ejemplos y contraejem-
plos.

1.2. Ejemplos de EHNR

A continuacién veremos algunos ejemplos con distinto nivel de complejidad,
procedentes de distintas ramas del analisis, ademas de un ejemplo de espacio de
Hilbert que no es EHNR.

1.2.1. Ejemplos basicos

Ejemplo 1.4 (Espacio vectorial complejo multidimensional). Sea C" el
espacio vectorial complejo n-dimensional, provisto del producto interior usual:
siv=(v1,...,0,), w=(wy,...,w,) son dos elementos de C", entonces

n

(v,w) = Z ;5.

=1
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Es bien conocido que el par (C™, (-, -)) constituye un espacio de Hilbert. Una n-
upla v = (v1,...,v,) € C" puede ser contemplada como una funcién v : X — C,
donde X = {1,...,n} y v(j) = v;, 7 = 1,...,n; con esta identificaciéon, C"
se convierte en el espacio vectorial F(X,C). Sea {e;}}_; la base ortonormal

canonica de C™:
, 1, sii=j ,
ei(1) = , =1,...,n.
i) {0, siiAj 0
Para cada v € C" se cumple que v(j) = v; = (v,e;), 7 = 1,...,n. Por lo tanto,
la base candnica de C" es, precisamente, el conjunto de funciones nicleo para

los funcionales evaluacién, cuando consideramos C" como espacio de funciones.
En virtud de (1.1), el niicleo reproductor de C™ viene dado por

1, sit=y
K(i,j) = {e;,e;) =< . 4,5=1,...,n,
(1.4) = (es.0) {0’ RS
que puede ser asimilado con la matriz identidad. Se concluye que C" es un
EHNR. O

Ejemplo 1.5 (Espacios (?). Dado un conjunto discreto X cualquiera, consi-
deramos el espacio vectorial

2O ={f X2 K[ Y @] < +oo}
reX
y definimos el producto interior
(f,9)=>_ f@)g(x), fgel(X).
rzeX

El par (¢2(X), (-,+)) es un espacio de Hilbert de funciones sobre X. Fijado un
punto y € X, denotamos por e, € *(X) la funcién

1, siz=y
ey(x) = , zeX.
(@) {O, six #y

Es fécil ver que {e,},ex constituye una base ortonormal de (*(X), y ademds
E,(f) = f(y) = (f,ey). Por tanto, también en este caso, las funciones {e,},ex
son los ntucleos reproductores para los puntos y. De forma analoga al Ejemplo
1.4, encontramos que el nticleo reproductor de ¢?(X) viene dado por:

1, siz=y
0, siz#y’

Luego, (*(X) es un EHNR. 0

x,y € X.

K(z,y) = <eyvea:> = {
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A continuacion, presentaremos un «no-ejemplo». Mas concretamente, vere-
mos que el espacio de Hilbert L*[—1,1] no es un EHNR.

Ejemplo 1.6 (Espacio L?[—1,1]). Sea L?*[—1,1] el espacio vectorial de las fun-
ciones medibles Lebesgue en el intervalo real [—1, 1] con cuadrado absolutamente
integrable:

1
L*-1,1] = {f : [-1,1] = K| f medible Lebesgue, /

-1

\f (2)|dz < +oo}.

Claramente, L?*[—1, 1] es un subespacio vectorial del espacio vectorial F([—1, 1],
K) formado por las funciones definidas sobre el intervalo cerrado [—1,1], con
valores en K. Ademés, L?[—1, 1] es un espacio de Hilbert con el producto interior

(f.g) = / Ja)@ds, f.g€ 111

que induce la norma

||f||z=(/11|f(x)|2dx);, fer-11]

Recordemos que, en sentido estricto, L*[—1,1] no es un espacio de funciones,
sino un espacio de clases de equivalencia de funciones, en el que identificamos
aquellas que son iguales c.t.p.. Este espacio coincide con la complecion del espacio
(C]—1,1],]||2)- Asf, un primer escollo para que L*[—1, 1] sea un EHNR es que las
funciones que lo constituyen no estdn definidas univocamente en todo = € [—1, 1],
por lo que no es posible definir funcionales evaluacién para todos los puntos del
intervalo. Estos funcionales si estan definidos en el subespacio C[—1, 1], pero
no estan acotados; concretamente, veamos que el funcional evaluacion Ey no lo
estd. A tal fin, definimos la sucesién {f,}°2; € C[—1,1] por

0, si—1<z<-—-n!
2 - -1
n°r+n si—n<z<0
falz) = o ., . neN
—n‘r+n, si0<z<n”
0, sin!<x<l1

Se tiene que Eo(fn) = fu(0) = /ny |[full2 = 1 para todo n € N. Si Ej fuese
continuo, existiria C' > 0 tal que, en particular,

Vi =|E(f)| < Cllfallz=C, neN,

una contradiccién. Como el funcional evaluacién Ey no estd acotado sobre
C[-1,1], que es denso en L?*[—1, 1], no hay forma de extenderlo con continuidad
a todo L?[—1, 1], por lo que este espacio no sera, entonces, un EHNR.
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Utilizando la misma idea y siguiendo la misma secuencia de pasos se puede
probar que el espacio de Hilbert L?[a,b] (a,b € R, a < b) no es EHNR. Resulta
interesante observar que L*[—1, 1] y £?(Z) son isomorfos como espacios de Hilbert
—vya que ambos tienen bases ortonormales numerables—, si bien £%(Z) es EHNR
(Ejemplo 1.5), mientras que L*[—1,1] no lo es. O

1.2.2. Ejemplos de matematica aplicada

Comenzamos con un ejemplo de EHNR que aparece en la teoria de las
ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 1.7 (Espacio de Sobolev en [0, 1]). Recordemos que una funcién
f :[0,1] — R es absolutamente continua si dado € > 0, existe § > 0 de modo que
para cualquier coleccion finita (x1,41), ..., (2, y,) de subintervalos no solapados
de [0,1] con "7 | |yi — x| < 0, se tiene que Y | f(y:) — f(z)] <e.

Un importante teorema de teoria de la medida [16, Theorem 7.18] asegura
que f es absolutamente continua si, y solo si, existe f’'(z) en casi todo z, f’ es
integrable y, excepto por una constante aditiva, f es igual a la integral de f’.
Dicho de otra manera, las funciones absolutamente continuas son aquellas a las
que es posible aplicar el primer teorema fundamental del calculo.

Sea H el conjunto formado por las funciones absolutamente continuas f :
[0,1] — R que satisfacen las condiciones de frontera f(0) = f(1) = 0 y cuya
derivada f’ es de cuadrado integrable:

H= { f:0,1] =R ‘ f absolutamente continua,
1
£0) = £0) =0, [ |f(@)Pde < +oc}.
0
Provisto de las operaciones de suma y producto por escalares usuales, H es un

subespacio vectorial de F([0, 1], R). A continuacién, dotaremos a H de estructura
de espacio de Hilbert. Definimos la forma sequilineal no negativa

<f,g>=/0 F g )dt, f.geH.

Notese que la integral del segundo miembro es, en realidad, el producto interior
definido en L?[0,1]. Esta forma sesquilineal induce una seminorma

LA =12 f €M

Para que (-, -) sea un producto interior y |- || una norma, sélo necesitamos probar
que (f, f) = 0 implica f = 0. A tal fin, sean = € [0, 1], arbitrario, y f € H.
Como f es absolutamente continua,
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fa) = [ o= [ foxoa o

La desigualdad de Cauchy-Schwarz permite escribir:

el ( 1 f'<ze>2dt)é (/ 1 xm,xmt)dtf I lvE = Ve (12)

Si (f,f) = 0, entonces || f'[la = 0y, por (1.2), |f(z)] = 0; la arbitrariedad de
x muestra que f = 0. Reciprocamente, si f = 0, es claro que (f, f) = 0. Se
concluye que (-, -) es un producto interior. Ademads, de nuevo por (1.2),

|E:(N)] = 1f(@)] < IfIIV,

es decir, el funcional evaluacién en x estd acotado sobre H, con ||E,|| < /x.
Para ver que H es un espacio de Hilbert, resta probar que es completo

con la norma inducida por este producto interior. Sea {f,}°°; una sucesién de

Cauchy en H. Entonces {f/}°°, es de Cauchy en L?[0, 1] y, por lo tanto, existe

g € L?0,1] tal que lim ||f/,—gl||2 = 0. La desigualdad (1.2) obliga a que { f, }°,

n—oo
sea puntualmente de Cauchy, lo que define una funcién f(z) = lim f,(x), €
n—oo
[0,1]. Ahora,

n—oo n—oo

f(z) = lim f,(z) = lim ) fé(t)dt:/o g(t)dt.

Asi pues, f' = g c.t.p., v [ es absolutamente continua. Nétese que, aunque ¢ sea
una clase de equivalencia de funciones, fox g(t)dt no depende del representante
elegido en la clase; consecuentemente, f’ € L?[0,1]. Por tltimo,

f(0) = Iim f,(0) = 0= lim f(1) = f(1),

n—oo n—oo

y con esto f € H.
Hemos visto que H es un EHNR sobre [0, 1]; ahora queremos encontrar las
funciones ntcleo. Sabemos que f € H se puede escribir como

1
f@) = [ £ O
0
Por tanto, si pudiéramos resolver el siguiente problema de valores de frontera:

g (t) = Xpa (1), 9(0) =g(1) =0,

tendriamos que g € ‘H con f(z) = (f,g), es decir, g = k,. La solucién de este
problema es
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t t, si0<t<z
g(t) = / X[O,x](s>ds = { . 5 g(l) = 07
0

r, sizx<t<l1

que no es continua; sin embargo, la funcién k,(t) existe y es (absolutamen-

te) continua, porque H es EHNR. Para hallarla, plantearemos formalmente un

problema de valores de frontera distinto y a posteriori demostraremos que la

solucién de este problema pertenece a ‘H y es el ntcleo reproductor buscado.
Aplicando integracién por partes, obtenemos:

F(2) = (fohs) = / FOK,(t)dt
DEL(1)]} - / SR (8t
_ /0 ORI,

Si o, denota la funcion delta de Dirac formal concentrada en x, entonces f(x) =
fo t)dt. Esto sugiere plantear el problema de valores de frontera

—k;/(t) = 5m(t)7 k:c(o) = k:c(l) = 0.

La solucién de este problema es la llamada funciéon de Green para la ecuacién
diferencial. Resolviéndolo formalmente, integrando dos veces e imponiendo las
condiciones de frontera, encontramos que

(I1—2)t, si0<t<z
(1—t)x, siz<t<1l

K(t,z) = k,(t) = {
Una vez obtenida esta solucién formal, es facil ver que

k;(t): 1—ux, S?O§t<l‘.
—x, siz<t<l1

Asi pues, k, es derivable excepto en x —en casi todo punto—, es igual a la
integral de su derivada —luego, es absolutamente continua—, fol |k (8)2dt <
+00, v k. (0) = k. (1) = 0; por tanto, k, € H. Finalmente, si f € H,

/f )k (t)dt = /f 1—xdt+/f

— O] —z) —2[f(1) -

Se concluye que k,(t) € H es el nicleo reproductor para el punto z.
Notese que



8 1 Definicién, primeras propiedades y ejemplos

1E:|? = [lk:|* = K (2, 2) = 2(1 — 2),

lo cual mejora considerablemente la estimacion inicial de ||E,||. La posibilidad
de obtener el valor exacto de ||E,|| a partir de la existencia de un EHNR es un
primer indicativo de la utilidad de esta teoria. O

A continuacién, veremos un ejemplo aplicable al &mbito del procesamiento
de senales.

Ejemplo 1.8 (Espacio de Paley-Wiener). Sea f : R — R una funcién,
tal que f(t) representa la amplitud de una onda sonora en el instante ¢. La
transformada de Fourier de f,

fla) = / F(ye i at,

~

es un intento de descomponer f en «frecuencias», donde el nimero f(z) represen-
ta la magnitud de la contribucién de e?™!. La integral anterior no est4 definida
para toda funcién f, sino que se requieren hipdtesis adicionales, adecuadas a
la situacién de interés. Bajo el conjunto de hipdtesis oportunas, se obtienen los
llamados espacios de Paley-Wiener.

Los espacios de Paley-Wiener desempenan un papel importante en el andli-
sis de Fourier y la teoria del muestreo, especialmente cuando queremos estudiar
las transformadas de Fourier de funciones con soporte compacto tanto en el
dominio temporal como en el de la frecuencia.

Consideremos las funciones que no se anulan en un intervalo temporal finito
[—A, A], para algiin A > 0. Supongamos también que fflA |f(t)]2dt < +oo0.
Entonces existe la transformada de Fourier de f, y definimos el espacio de Paley-
Wiener, PW 4, como el conjunto de las transformadas de Fourier de funciones
de cuadrado integrable, soportadas en [—A, A]; es decir,

PWa={f]|feL*-A A}

Como ha quedado dicho en anteriores ejemplos, los elementos de L?[—A, A] son
clases de equivalencia de funciones. Pese a ello, el nimero f(x) esta bien definido
y es independiente del representante elegido en la clase de equivalencia. Por lo
tanto, aunque L?[—A, A] no es EHNR, el conjunto PW, de sus transformadas
de Fourier es una clase perfectamente definida de funciones sobre R. Nos dispo-
nemos a probar que, provisto de una norma apropiada, PW, es un EHNR sobre
R.

Dada F' € PW,, existe una funcién f € L?[—A, A], tal que

A
F(z) = /_A f(t)e 2™t dt, (1.3)
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La funcién f es tnica salvo igualdad en casi todo punto; es decir, la aplicacion
lineal = : L?[—A, A] — PWj, dada por f = F para f € L?[—A, A], es inyec-
tiva. En efecto, es sabido que las funciones {62“"“ A1,.cz constituyen una base
ortonormal de L?[—A, A], y que los coeficientes de Fourier respecto de esta base

son N L L .
/_Af(t)e_mAdt:f<Z> :F(Z>, n € Z.

Luego, F' = 0 implica f = 0 c.t.p.. Como la aplicacion es claramente sobreyec-
tiva, definiendo sobre PW 4 la norma

IF = 11F1 = [1/12

resulta que PWy es espacio de Hilbert, y ™, un isomorfismo de espacios de Hilbert.
Ademas, el funcional evaluacién es acotado respecto de esta norma: si z € Ry
F € PW 4, entonces

A
P(e)] = ' / Af(t)e‘Q’”“dt‘ < /12 ™=, = V2A | .

Por lo tanto, PW 4 es EHNR sobre R.
Para calcular el nucleo reBroductor de PW 4 usamos el isomorfismo ~ entre
PW,y L?[—A, A]. Sean F = f y G = 3. Entonces,

(F.G)pw, = (f,9)12 = /_A f()g(t)dt.

Como

—

(F,ky)pw, = F(y) = (f,e"™") 12 = (F, ™) pyy, ,
obtenemos )
ky(z) = 677”\?”(1:) = / 2=t gy
—A
Resolviendo la integral encontramos que

sen(2rA(z — y)) Sty
K([E,y): 7T(l‘_y) ’ o LY € [_A7A]
2A, sizx =1y

1.2.3. Ejemplos de teoria de funciones

Ejemplo 1.9 (Espacio de Hardy sobre el disco unidad). Este espacio juega
un papel clave en la teoria de funciones, la teoria de operadores y la teoria de
procesos estocasticos.
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Sea H?(D) el conjunto de las series de potencias complejas formales sobre
el disco unidad D = {z € C : |z| < 1}, tales que la sucesién de sus coeficientes
es de cuadrado absolutamente sumable:

o0 o
f~ Zanz”, Z |an|? < +oc.
n=0 n=0

Veamos primero que cada una de estas series de potencias es absolutamente
convergente en el disco unidad, y, en particular, define una funcién de D en C.
A tal fin, fijemos z € D. Entonces,

o0 [oe} o0 % [ee]
S| < 3 ol 11" < (z w) (z w)
n=0 n=0 n=0 n=0

1
<C—— < 4o, (1.4)

VI EP

con C' > 0. Ahora queremos ver que si dos series de potencias definen la misma
funcién en el disco unidad entonces son la misma serie, es decir sus coeficientes
coinciden. Supongamos que f,g € H*(D), f ~ Y 07 ja,2", g ~ Y oo by2",
satisfacen f(z) = g¢(z) para todo z € . Las funciones definidas por series
de potencias son infinitamente derivables en su circulo de convergencia, y sus
derivadas se pueden calcular por derivacion término a término. Encontramos asi
que f™(0) = g™(0), o bien nla, = nlb,, de donde a,, = b, para cada n € Z.
Por tanto, H*(D) C F(D,C). En particular, con la definicién usual de la suma
y el producto por escalares, H?(ID) es un espacio vectorial.
Dadas f,g € H?(D) como anteriormente, definimos el producto interior

1

2

F(2) =

(f,9) =Y anbn

y, a partir del producto interior, la norma

Il = (£, )2 = (Z |an|2) < +oo.
n=0

Consideramos ahora la aplicacién L : H*(D) — (*(Z"), definida por L(f) =
{ao, a1, ...}. Toda serie de potencias estd univocamente determinada por la su-
cesién de sus coeficientes a = {ag, ay, ...}, y ademads

LFIF = (ZI%F) = (a, ) = [la]le (1.5)

n=0
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Luego, L es un isomorfismo de espacios vectoriales que preserva el producto
interior y la norma. Podemos entonces identificar H?(ID) con el espacio de Hilbert
(7).

A pesar de que ZT es un conjunto discreto y, consecuentemente (Ejemplo
1.5), (2(Z*) es un EHNR, ya vimos en el Ejemplo 1.6 que dos espacios de Hilbert
podian ser isomorfos y aun asi solo uno de ellos tener ntcleo reproductor, por
lo que, de momento, tan solo podemos afirmar que H*(D) cumple (i) y (ii) de
la definicion de EHNR. Veamos seguidamente que H?(ID) también cumple (4ii).

SizeD, (1.4)y (1.5) muestran que

|E-(N| = 1f G < /] f € H (D).

1

Asi pues, E, esta acotado, con
1
V1—|z2

De la arbitrariedad de z € D se concluye que H?*(ID) es un EHNR sobre D.
Para calcular su nicleo reproductor, sean w € D, ky, ~ Y 02 b,2" € H*(D)
el nicleo reproductor del punto w, y f~ Y °  a,z" € H 2(D). Se verifica que

|E.|| < (1.6)

Y anw" = f(w) = (fikw) =Y anba.

Particularizando f ~ 2" € H?*(D), resulta b, = w”, n € Z". Luego, k, ~
EZO:O wnzn’ y

o0

K(z,w):kw(z)zzmz": —, z,weD.

1 —wz

n=0

El ntcleo reproductor del espacio de Hardy se llama ntcleo de Szegd del
disco unidad. Nétese que

1 1
B =K(z22)? = —,
I = K2 =
de modo que la estimacién (1.6) era la mejor posible. 0

Ejemplo 1.10 (Espacios de Bergman en dominios complejos). Estudia-
remos a continuacion una clase de espacios introducidos por S. Bergman, quien
desarroll6 la teoria de EHNRs y fue pionero en la deducciéon de las propiedades
de estos espacios a partir de sus ntcleos.

Dado un dominio (conjunto abierto y conexo) G C C, consideramos el
espacio vectorial
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B%*(G) = {f G —C } f analitica en G,/ |f(z + iy)Pdzdy < +oo},
G

donde dzdy denota la medida de drea. Sobre B*(G) definimos la forma sesqui-
lineal

(f,g) = / [ o inglasidsdy. f.9€ BG).

Si f =0, entonces (f, f) = 0. Si f € B*(@) no es idénticamente nula, entonces,
como f es analitica, también es continua, y consecuentemente existe un subcon-
junto abierto de G donde |f| > 0, de modo que (f, f) > 0. Asi pues, (-,-) es
un producto interior en B%(G). Por otra parte, dos funciones continuas iguales
c.t.p. son iguales en todo punto, asi que B?(G) puede ser contemplado como
un subespacio vectorial de L?*(G) formado por clases de equivalencia unipuntua-
les, es decir, por funciones genuinas. En consecuencia, denotaremos por || - |2 la
norma de B?*(G).

Para que B%(G) sea EHNR, el funcional evaluacién E,, en cualquier punto
w € G debe estar acotado. Sea w € G, y sea R > 0 tal que la bola cerrada
B(w; R) de centro w y radio R esta contenida en G. Por la férmula integral de
Cauchy, para cualquier 0 < r < R se verifica

1 27

flw) = o~

i0
o f(w+re”)db.

Teniendo en cuenta que

podemos escribir:

f(w)zﬂim/ r[2m f (w)]dr ? rdr/ F(w + re®)db

)dzd
1 g e

Tomando valor absoluto y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

1 , 1 2
)] = ' // e +zy>dxdy' < ot ( . dsy)

1
ﬁ\/ﬂp”ﬂb = (1.7)

1
R—ﬁ”f 2.
Por lo tanto, el funcional evaluacién FE,, esta acotado.
Ahora queremos probar que B?(G) es un espacio de Hilbert. Sea {f,,} -, C
B?(@) una sucesién de Cauchy. Dado w € G, sea R > (0 como anteriormente, y
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sea 0 < 6 < d(B(w; R),G), donde d(-,-) es la distancia entre ambos conjuntos.
Entonces, para cualquier z € B(w; R), la bola cerrada de centro z y radio  estd
contenida en G, y, por (1.7),

19 = (D < 5= Fnl

Asi pues, la sucesion {f,} 7, converge uniformemente en cualquier bola cerrada
contenida en G. Denotando por f(z) = lim,_,o fn(2) el limite puntual de esta
sucesion, encontramos que {f,} -, converge uniformemente a f en cada bola
cerrada contenida en G, y el teorema de Montel [9, Theorem 2.9] obliga a que f
sea analitica. Como B%(G) C L?(G) y L*(G) es completo, existe h € L?(G) tal
que ||k — full, = 0 cuando n — oo. Ademds, podemos elegir una subsucesién
{far}rey tal que h(z) = lmy_,o0 fn, (2) c.t.p.. Pero esto implica que h(z) = f(z)
c.t.p., ast que ||f — full, = 0 cuando n — oco. Luego, f € B*(G), y B*(G) es
completo.

Nétese que (1.7) implica que B%(C) = {0}, pues si G = C podemos tomar R
arbitrariamente grande y obtener que |f(w)| = 0 para cualquier f € B*(C). Di-
cho de otro modo, la tinica funcién entera de cuadrado absolutamente integrable
es la funcién idénticamente nula.

El nticleo reproductor de un espacio de Bergman B?(G) se denomina niicleo
de Bergman de GG. A continuacién, vamos a calcular el nicleo de Bergman del
disco unidad (G = D). Con objeto de simplificar los célculos, normalizamos el
producto interior dividiendo la integral por el area de D:

g9) = %/Df(wﬂy)g(:rﬂy)dxdy.

Sea w € D, y sea

Si f(z)=2* k=0,1,2,..., entonces

Ahora bien,

z 20y = //x+zy (x + 1y dedy— / d@/ rketR0pi o=y

:—/ 29(’“%10/ rE = — —/ e+ dp
T Jo 0 Tk+j+2
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5 1 Lk
— sij=

_ T g=dk+1 TITE
Por tanto,

k

i B0 1

k' k+1

implica

y se concluye que

B G+ 5 , i 1
Una vez calculado el nicleo reproductor para un punto arbitrario w € D,
podemos deducir el nicleo reproductor de B?(D):
1

K(z,w) = ky(z) = (1+—Ez)2’

z,w € D.

O

Ejemplo 1.11 (Complejificacién de un EHNR de funciones reales). To-
do EHNR H de funciones reales sobre un conjunto X con nicleo reproductor
K(z,y) admite una extensién

W={fi+ifo| fr,f. € H}

como EHNR de funciones complejas sobre el mismo conjunto X y con el mismo
ntcleo reproductor K (z,y).

En efecto: ya que H es un espacio vectorial, YV también lo es. Definimos el
producto interior en W por:

(fi+if2, 01 +ig2)w = (f1, 91)u + (f2, 92)n — (1, G2)m + i{f2, 91) 2,

que se corresponde con la norma

Lfr +ifallly = 1215, + (1 Fall3-

Es facil ver que, con esta norma, ¥V es completo y, consecuentemente, un espacio
de Hilbert. Solo resta comprobar que W y H tienen el mismo ntcleo reproductor:

fi(@) +ifa(x) = (fi, ka)r +i(f2, ka)r = (fi Hifo, k), 7€ X

Llamamos a W la complejificacién de H. Puesto que cualquier EHNR de
funciones reales se puede complejificar preservando el nicleo reproductor, a par-
tir de ahora se consideraran unicamente EHNR de funciones complejas. ad
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Teoria general

Sea X un conjunto, y sea H un EHNR sobre X, con ntcleo K. Comenzamos
este capitulo con algunos resultados que prueban que K determina completa-
mente el espacio H. Introduciremos el concepto de marco de Parseval y demos-
traremos que, dado un marco de Parseval para un EHNR, es posible construir el
nticleo como una serie de potencias. Reciprocamente, los términos de cualquier
serie que proporcione el nicleo de esta manera deben conformar un marco de
Parseval para el EHNR.

Seguidamente probaremos el teorema de Moore-Aronszajn, que caracteriza
aquellas funciones que son nucleos de algin EHNR. Tales funciones suelen ser
denominadas en la literatura como definidas positivas o semidefinidas positivas.
Asi, cualquier funcion de este tipo proporciona, en virtud del teorema de Moore-
Aronszajn, un EHNR, pero obtener una descripcion concreta del EHNR inducido
no es una tarea sencilla. Este es el denominado problema de reconstruccién, que
ilustraremos con algunos ejemplos bésicos.

2.1. Estructura de espacio de Hilbert

Proposicion 2.1. Sea H un FHNR sobre un conjunto X, con nicleo K. En-
tonces, el subespacio vectorial

M = span{k,(-) = K(-y) |y € X}

es denso en H.

Demostracion. Una funcién f € H es ortogonal a M si, y solo si, (f, k)
f(y) = 0 para todo y € X, es decir, si, y solo si, f = 0. Por tanto, M+ = {0
probando que M es denso en H.

—

)

d

En un EHNR, la convergencia en norma de una sucesion implica la conver-
gencia puntual.
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Lema 2.2. Sea ‘H un EHNR sobre el conjunto X, y sea {f,}>2, C H. Si
lim || f, — f|| = 0, entonces f(z) = lim f,(z) para todo x € X.
n—oo n—oo

Demostracion. La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que

|fo@) = f(2)] = [(fa = frka)| < M fu = fll k]| — O
cuando n — oo. O

El siguiente resultado establece que un EHNR queda univocamente deter-
minado por su nicleo reproductor.

Proposicion 2.3. Sean H;, i = 1,2, dos FHNRs sobre un conjunto X, con
nicleos reproductores K;, i = 1,2. Denotamos por ||-||; la norma de H;, i = 1,2.
Si K1(x,y) = Ka(x,y) para cualesquiera x,y € X, entonces H1 = Ha y || fl1 =
I f|l2 para toda f € H.

Demostracion. Sean K(z,y) = Ki(x,y) = Ky(z,y) y
W, =span{k, € H; |z € X}, i=1,2.

Por la Proposicion 2.1, W; es denso en H;, ¢ = 1,2. Una funcion f € W;, i =1, 2,
puede ser expresada como una combinacion lineal finita

f(x) - Zajk$j(x) = ZajK(CL’,ZL’j),

de modo que los valores de f son independientes de que la consideremos como
elemento de W; o de W,. Ademads, para tales f se tiene que

A1 = (D7 aike (@), Y gk, (@) = 3 aiaijlke, ko,
i=1 j=1 0,3
= Z aia_jK(xjaxi) = <Z&ik3xi<$),z&jkwj($)>2 = ||f||%
i=1 Jj=1

1,j=1

Consecuentemente, || f||1 = || f||2 para toda f € W) = Wh.

Si f € Hy, existe una sucesién {f,,}>°, C W, tal que ||f — f,.|[i = 0 cuando
n — oo. Entonces {f,}22, es una sucesion de Cauchy en W, y, por lo tanto,
también en W, asi que existe una funcién g € Hs tal que ||g — fu|l2 = 0 cuando
n — oo. En virtud del Lema 2.2,

flz) = lm fu(z) = g(x).

Hemos probado asi que H; C Hs. Por simetria, Ho C H;. Luego, H1 = Hos.
Finalmente, como || f||; = ||f]|2 para toda f en el subconjunto denso W; = W,
y la norma es continua, se concluye que || f||1 = ||f]l2 cualquiera que sea f €

Hl = HQ. O
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Una segunda consecuencia del Lema 2.2 es otra forma de calcular el nicleo
de un EHNR que se revela muy t1til en la préctica.

Dado un conjunto de vectores {hs; | s € S} en un espacio normado H,
indexado en un conjunto arbitrario S, decimos que h = Y _¢ h, si para todo
e > 0, existe un subconjunto finito Fy C S tal que para cualquier otro conjunto
finito ' con Fy C F' C S, se cumple que [|h = _nhs|| < e. Dos ejemplos de
este tipo de convergencia son las identidades de Parseval: cuando {e; | s € S} es
una base ortonormal de un espacio de Hilbert H, para cualquier h € H se tiene

que
RP =" [he)l® vy b= (hee,.

seS seS
Notese que para definir esta clase de sumas no es necesario que S sea un conjunto
ordenado. Un buen ejemplo para entender mejor este modo de convergencia viene
dado por
(="

ap = , neN;
n

la serie )7 a, converge, pero Y, _an, no. En el caso complejo, > 2,
converge si, y solo si, >~ | |z,| converge, es decir, si, y solo si, Y, z, converge
absolutamente.

A continuacion, usando esta nueva definicién de convergencia, daremos la
primera de varias caracterizaciones del nticleo que, en muchas ocasiones, facili-
taran su calculo.

Teorema 2.4. Sea H un EHNR sobre un conjunto X, con nicleo K(z,y). Sea
{es | s € S} una base ortonormal de H. Entonces, K(x,y) = > .qes(x)es(y),
donde la serie converge puntualmente.

Demostracion. Dado y € X, se tiene que

<ky768> = (e, ky> = es(y).

Aplicando la segunda identidad de Parseval resulta que k, = >« @es, don-
de, puesto que {e; | s € S} es una base ortonormal, la serie de Fourier converge
en la norma de H. En tal caso, el Lema 2.2 asegura que la serie también converge
puntualmente. Se concluye que

K(z,y) =ky(z) = Zes(ac)es(y), r e X.

sES

a

Mediante el Teorema 2.4 es posible recalcular algunos de los niticleos del
Capitulo 1.
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Ejemplo 2.5 (Espacio de Hardy sobre el disco unidad). Recordemos que
el espacio de Hardy (Ejemplo 1.9) consiste en las series de potencias forma-
les sobre el disco unidad D. Las funciones e, = 2", n € Z™", constituyen una
base ortonormal de este espacio, de modo que, por el Teorema 2.4, su nicleo
reproductor es

K(z,w) = Y en(w)en(z) = Y _(w2)" = L . z,weD.

1 —wz
nezZt n=0

Ejemplo 2.6 (Espacio de Sobolev en [0, 1]). Las funciones

1 1
o [cos(2mnt) — 1],  s,(t) = -

constituyen una base ortonormal del espacio del Ejemplo 1.7:

cn(t) = sen(2mnt), n €N,

H= {f :[0,1] = R } f absolutamente continua,
1
0) = f(1) =0, '(z)*d :
10) = 1) =0, [ 17 @) < oo}

En efecto, la base ortonormal esténdar de L?[0, 1] estd formada por la funcién
constante 1 junto con las funciones v/2cos(27n-) y v/2sen(2mn-), n € N; por
tanto, el conjunto {c,, $,}nen €s un sistema ortonormal en H. Para ver que
es completo, supongamos que (f,c,) = (f,s,) = 0 cualquiera que sea n €
N. Entonces f’ es ortogonal a todos los elementos no constantes de la base
ortonormal de L?[0,1]. Sigue que f” es constante y, por lo tanto, que f es un
polinomio de primer grado. Las condiciones de frontera f(0) = f(1) = 0 obligan
a que este polinomio sea 0.

Atendiendo ahora al Teorema 2.4 y al calculo del nucleo reproductor efec-
tuado con anterioridad, resulta que

Z cos[2mn(x — y)] — cos(2mnx) —cos(2mny) +1  J(1—y)z, 0<z <y
2m2n? Cly(l—x), y<z<1

neN

O

Teorema 2.7. Sea H un EHNR sobre un conjunto X, con nicleo reproductor
K. Si Hy C H es un subespacio cerrado y Py : H — Ho es la proyeccion
ortogonal de H sobre Hy, entonces Hy es un EHNR sobre el conjunto X, con
nicleo reproductor Ko(x,y) = (Po(ky), kz)-
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Demostracion. Como H, es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H, se
tiene que Hy es un espacio de Hilbert. Fijemos = € X. Puesto que el funcional
evaluacion F, esta acotado sobre H, también lo estd sobre Hg. Ademas, si f €
Ho,

Luego, Py(k,) es el nicleo reproductor del punto x para Hy y, en consecuencia,

Ko(z,y) = (Fo(ky), Po(kz)) = (Po(ky), kz)-
O

Puede ocurrir que el conjunto de funciones cuya suma proporciona el nicleo
como en el Teorema 2.4 no sea una base ortonormal del EHNR. Nos disponemos
a caracterizar los conjuntos que tienen esta propiedad. La siguiente definicién
estd inspirada en las identidades de Parseval.

Definicién 2.8. Sea H un espacio de Hilbert con un producto interior (-,-). Un
marco de Parseval para H es un conjunto de vectores A ={fs|s € S} CH tal
que para todo h € H, se verifica:

IRlP = 1R, S

SES

Un marco de Parseval es una base ortonormal si, y sélo si, es un conjun-
to ortonormal. En particular, toda base ortonormal es un marco de Parseval.
También, si tenemos dos bases ortonormales {fs | s € S} y {g: | t € T} en un
espacio de Hilbert H, entonces tanto {f; | s € S} U {0} como

f S } { gt }
—|seSpUq—F= ‘ teT
{ V2 V2
constituyen marcos de Parseval para H. En particular, los marcos de Parseval
no tienen por qué ser conjuntos linealmente independientes.

La siguiente proposicion muestra una de las formas mas comunes de generar
marcos de Parseval.

Proposicion 2.9. Sean H un espacio de Hilbert, M C H un subespacio cerrado
de H, y P la proyeccion ortogonal de H sobre M. Si {es | s € S} es una base
ortonormal de H, entonces {P(es) | s € S} es un marco de Parseval para M.

Demostracion. Sea h € M. Como h = P(h), se tiene:
(hies) = (P(h),es) = (h, P(es)).
Luego,

1RIP =D Khyeq)l? =Y [(h, Pe))I,

seS seS
de donde se sigue el resultado. O
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A continuacién probaremos una caracterizacién de los marcos de Parseval.
En particular, veremos que los marcos de Parseval forman un sistema generador
de H, aunque no todo sistema generador es un marco de Parseval. Ademas, mos-
traremos que la definiciéon de marco de Parseval es independiente de la identidad
de Parseval elegida.

Sea

() = {f:5—><c SR < +oo}
ses

el espacio de Hilbert de las funciones de cuadrado absolutamente sumable sobre
S,y sea {es | s € S} la base ortonormal canénica de ¢?(.5):

1, sit=s
es: S —=C, est)= , , sES.
0, sit#s
Proposicién 2.10. Sea H un espacio de Hilbert, y sea {fs | s € S} C H. Los
siguientes asertos son equivalentes.

(1) El conjunto {fs | s € S} es un marco de Parseval.
(ii) La funcién V : H — €%(S) dada por (Vh)(s) = (h, fs) es una isometria bien
definida.
(iii) Para todo h € H se tiene que h = _(h, fs)fs. Ademds,

(ha,ha) = (h, f)(ha, [)

cualesquiera sean hy, ho € H.

Demostracién. (i) = (it) Es facil comprobar que V : H — ¢*(S) dada por
(Vh)(s) = (h, fs) esta bien definida y es lineal. Ndtese que, en términos de la
base ortonormal canénica {es}ses de €2(S), Vh = > _o(h, fs)es. Puesto que
{fs | s € S} es un marco de Parseval, podemos escribir

IVAIP = (VA VE) = (3~ (b f)ew Y (b fider)

sES tes
=D [ f(es e =D (s £ = 1B,
seS teS seSs

probando que V' es una isometria.
(ii) = (4ii) Supongamos que V : H — (*(S) as{ definida es una isometria; hemos
de ver que h =Y _o(h, fs) fs para todo h € H.

Como V' es una isometria, es continua, luego existe un tnico operador
lineal continuo V* : ¢%(S) — H, el adjunto de V| tal que (Vh,g) = (h,V*g)
para cualesquiera h € H y g € ¢*(S). Si h € H, entonces
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(B Ve = (Vhye) = (300 fo)es ) = (0, fo)less e0) = (b fi).

seS sES

Asi pues,
V*et = ft, te S (21)

Ya que V' es una isometria, V*V = Iy, vy finalmente

h=V*Vh=V* (Zm, fs>es> = (h f)Ves = (b, f)fs

ses ses ses

para todo h € H.
(ii1) = (i) Como, por hipétesis, h = Y _o(h, fs) fs, se tiene:

B2 = (h k) = (S0 S for k) = Sk f)(Fo )

seS ses

= (b, £ (b, f) = (R, £

ses seS

Por lo tanto, el conjunto {fs | s € S} es un marco de Parseval. Para completar
la prueba, veamos que efectivamente se cumple la identidad de Parseval para el
producto interior: si hy, hs € H,

(o) = (S0, fo) foha) = S (b, £ o 1),

seS seS

como se pretendia. O

Se establecié en la Proposicion 2.9 que la proyeccion ortogonal de una base
ortonormal de un espacio de Hilbert ‘H es un marco de Parseval en el subespacio
correspondiente. A continuacién veremos que esta es la forma més general en la
que se puede obtener un marco de Parseval.

Proposicién 2.11 (Larson). Sea {fs | s € S} un marco de Parseval en un
espacio de Hilbert H. Entonces existen un espacio de Hilbert IC, que contiene
a H como subespacio, y una base ortonormal {e, | s € S} de K, tales que
fs = Pyles), s €S, donde Py, denota la proyeccion ortogonal de K sobre H.

Demostracion. Sean K = (*(S) y V : H — K la isometria de la Proposicién
2.10. Identificando ‘H con V(H) podemos contemplar H como un subespacio de

K. Sea ahora P =VV*: K — K. Como V y V* son lineales, P también lo es;
ademas, se tiene que P = P* y, puesto que V*V = Iy,

P2 = (VVHVV) =V(V*V)V*=VV* =P
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Luego, P es la proyeccién ortogonal sobre algin subespacio de K. Ya que, por
(2.1),

Ples) =V (V¥es) =V fs € V(H),

se infiere que P es la proyeccién sobre V(#H). Identificando h = V'h se concluye
que P es la proyeccién sobre H, con P(es) =V f = f. O

El siguiente resultado proporciona una forma de calcular nicleos reproduc-
tores mas general que la del Teorema 2.4.

Teorema 2.12 (Papadakis). Sea H un EHNR sobre un conjunto X, con
nicleo reproductor K (z,y). Entonces, {fs | s € S} C H es un marco de Parseval

para H si, y solo si, -
T y) = Zfs(m)fs(y)7 (22)

SES

donde la serie converge puntualmente.

Demostracion. Supongamos que {fs | s € S} es un marco de Parseval. En tal
caso (Proposicién 2.10),

K(2,y) = ky(x) = (ky, ko) = YKy, fo) (ke o)

seS
= (foke) ([ k) =D fula
sES seS

Reciprocamente, supongamos que
K(z,y) = (ky, k) = > fulx
seS

hemos de ver que {fs | s € S} es un marco de Parseval. A tal fin, sea h €
M = span{k, | r € X}, de modo que h = > | a;k,,, con o escalares, es una
combinacion lineal finita de funciones ntucleo. Entonces,

I = () = (3 sk Y sk ) = 3 il )

=1 j_l 4,7=1
n
= Z aa; K (z, @) = Z ;a5 Zfs ;) fo(;)
i,j=1 i,j=1 SES
n n
- Zaza_]Z fsa xj><fsa T; :Z<fsazaj xj><zaikxiafs>
2,7=1 seSs seS =1

= (foh)(h f) = (h, fo) (R Zlhfs

seS seS seS
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Como M es denso en H (Proposicién 2.1), para todo h € H existe una sucesion
{hn}22, C M tal que lim h,, = h. Aplicando la continuidad de la norma y del
n—oo

producto interior, podemos escribir

IA)? = M h|® = Y D [(ha, SO =D 1R, £

ses seS

Por lo tanto, {fs | s € S} es un marco de Parseval. 0

2.2. Caracterizacién de los nucleos reproductores

Nos ocupamos ahora del problema de determinar condiciones necesarias y
suficientes para que una funciéon K : X x X — C sea el nicleo reproductor
de algin EHNR sobre el conjunto X. Solventado este, nos plantearemos, si-
quiera someramente, el problema de reconstruccion, consistente en obtener una
descripcion concreta del EHNR inducido por una de estas funciones.

Para abordar el primer problema necesitamos recordar los conceptos de
matriz positiva y funcion definida positiva.

Definicién 2.13. Sea A = (a;;);;—, una matriz compleja cuadrada de orden n.
Se dice que A es positiva, y se escribe A > 0, si para cada o, ...,q, € C se
tiene que Y, @oja;; > 0.

Si (-,-) denota el producto interior usual de C" entonces, en términos de
este producto interior, A > 0 si, y sélo si, (Az,z) > 0 para cada x € C". En
efecto, la suma que comparece en la definicién es (Ax, z) para el vector x cuya
1-ésima componente es q;.

Asumiremos cierta familiaridad con algunas propiedades bésicas de las ma-
trices positivas. En particular, usaremos, sin demostraciéon, quesi A >0y B > 0
son ambas matrices cuadradas de orden n, entonces A+ B > 0y rA > 0 pa-
ra cualquier r € R*. También usaremos el hecho de que las matrices positivas
pueden ser caracterizadas en términos de sus autovalores: se tiene que A > 0
si, v sOlo si, A = A* y cada autovalor de A es no negativo. Por esta razén, al-
gunos autores prefieren denominar a estas matrices semidefinidas positivas o no
negativas. Nosotros nos adheriremos a la notacién y terminologia mas comunes
en teoria de operadores. En caso de que A = A* y todo autovalor de A sea
estrictamente positivo, diremos que A es estrictamente positiva y escribiremos
A > 0. Puesto que A es una matriz cuadrada de orden n, vemos que A > 0
equivale a que A > 0y A es inversible.

Definicién 2.14. Sean X un conjunto y K : X x X — C una funcion de dos
variables. Diremos que K es una funcion nicleo, y escribiremos K > 0, si para
cada n € N y cada eleccion de n puntos distintos {z1,...,z,} C X, la matriz
(K (zi,75)) =1 es positiva.
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De nuevo, esta terminologia no es estandar. Algunos autores prefieren refe-
rirse a las funciones nticleo como funciones definidas positivas, mientras que otros
las denominan funciones semidefinidas positivas, reservando el término «funcién
definida positiva» para las funciones K (z,y) tales que la matriz (K (z;, 7;));,_,
es estrictamente positiva. En algunas disciplinas, el término «funcién nicleo» sig-
nifica una funcién simétrica de dos variables, esto es, tal que K(z,y) = K(y, x).
En breve probaremos que una funcién es una funcién ntcleo si, y sélo si, es el

nucleo reproductor de alguin EHNR, lo que justifica la terminologia adoptada.

Proposicion 2.15. Sea H un EHNR sobre un conjunto X, con nicleo repro-
ductor K. Entonces K es una funcion nicleo.

Demostracion. Fijemos puntos {z,...,z,} C X tales que x; # z; siempre que
i # 7,y escalares {aq,...,a,} C C. Entonces,

S K = {3k, S k) = [k,
Jj=1 i=1 i=1

,j=1

2
> 0.

O

En general, dado un EHNR, la matriz (K(z;,2;))7,=; no es estricta-
mente positiva. El calculo en la prueba de la Proposicion 2.15 muestra que
{z1,..,2.} € Xy {ou,...,a,} C C son tales que Y /', &ia; K (2, 25) = 0

si, y solo si, |1, a;ks,|| = 0. Luego, para todo f € H se verifica que
Somaif(x) = (f,>0, aiky,) = 0, lo que significa que existe una relacién
de dependencia lineal entre las imagenes de cualquier funcién f € H en los
puntos {z1,...,%,}.

Un ejemplo de esta situacion es el espacio de Sobolev en [0, 1] (Ejemplo
1.7), donde la condicién de frontera f(0) = f(1) se traduce en que ko(t) = k1 (t).

Por otro lado, muchos espacios de funciones analiticas, como los de Hardy
(Ejemplo 1.9) y Bergman (Ejemplo 1.10), contienen a todos los polinomios.
Pero no existe una ecuacién de la forma > " | fip(z;) = 0, con escalares ; no
todos nulos, que sea satisfecha por todos los polinomios p. Luego, los ntcleos
reproductores de estos espacios siempre definen matrices estrictamente positivas
e inversibles.

Asi, por ejemplo, el nticleo de Szego para el espacio de Hardy tiene la
propiedad de que para cualesquiera aq, ..., a, € I distintos, la matriz

1 n
L —dia;/; ;-

es inversible. Este es otro ejemplo de la potencia de la teoria de EHNRs; demos-
trar la misma propiedad por métodos estandar de algebra lineal resulta mucho
mas dificil.
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La Proposicion 2.15 es bastante elemental. Pese a ello, admite un reciproco
muy profundo que permite caracterizar las funciones que son nicleos reproduc-
tores.

Teorema 2.16 (Moore-Aronszajn). Sean X un conjunto y K : X x X —
C una funcion. St K es una funcion nicleo, entonces existe un FHNR H de
funciones complejas definidas sobre X cuyo nicleo reproductor es K.

Demostracion. Para cada y € X, sea k,(v) = K(z,y), v € X, y sea W =
span{k, | y € X}. Definimos la forma B : VW x W — C por

=B (Z aikxi,ZBjkxj> = ZZ%BJ (25, 2;)
i=1 j=1

=1 j=1

:Zzaiﬂ_jkmi(xj)v frgew,

i=1 j=1

donde f =370 aiky, € W, g =371, Biks; € W, con i, 5 € C,i=1,...,n
j=1....m
Veamos que B estd bien definida. A tal fin, supongamos que (f,g) =

(f,’g,) < W X W’ Siendo f = Zz Qikwi = Zr Arer = f, y g = Zj 5jkxj =
> Vskz, = ¢'. Entonces:

9) =D ;) aike(ws) = D _Bif(ws) = > _Bif ()
:i@iuwm:iMZ@ﬁH
_Z)\Tg Z)\Tg (z,) ZA Z% v (7))
_Z)\ Z% o () ZAT% v (25) = B(f', ).

Luego, B esta bien definida. Se comprueba rutinariamente que la forma B es
lineal en la primera componente y lineal conjugada en la segunda. Observamos,
ademas, que si f € W es como anteriormente, entonces

=S k() = f(a), zEX

Para que la forma sesquilineal B sea un producto interior, debe verificar que

B(f,f)>0 y B(f,f)=0si,ysolosi, f=0, feW.

Al ser K una funcién nucleo, por definicion tenemos que
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ij=1

Si f =0, es obvio que B(f, f) = 0. Reciprocamente, si B(f, f) = 0 entonces,
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz para formas sequilineales no negativas,

|f(@)|* = |B(f,k.)|* < B(f, /)B(ks, k) =0, z € X,

obligando a que f = 0. Hemos probado asi que B es un producto interior sobre
el espacio vectorial W.

Es bien sabido que todo espacio con producto interior admite una com-
plecién; por tanto, existe un espacio de Hilbert (#, (-,-)) tal que W puede ser
contemplado como un subespacio denso de H. Dada h € H, definimos la funcién

h(z) = (h k), z€X.

Entonces,

H={h|heH}CF(X,C)

es un espacio vectorial con las operaciones algebraicas usuales, y la aplicacion
L :H — F(X,C) definida por L(h) = h es lineal. Ademés, para cualquier
f € W se cumple que

~

f(x) = ([ ke) = B(f, ka) = f(2), zeX.

Queremos ver que L es inyectiva, esto es, que Lh = (0 implica h = 0. Sea h € H
tal que h(z) = 0 para todo x € X. Entonces, h L k, para todo z € X y, por lo
tanto, h L W. Como W es denso en H, necesariamente i = 0. Concluimos asi
que L : H — H es un isomorfismo. Trasladamos el producto interior de H a H
definiendo

<}/Z\17}/L\2> - <h17h2>7

con lo que convertimos H en un espacio de Hilbert de funciones complejas sobre
X.

Dado z € X, el funcional evaluacién
esta acotado, con norma

IE = k]| = k]l = K (@,2) < +o0,

y ademas kAx = k, es el ntcleo reproductor del punto x. Asi pues, H es un EHNR
sobre el conjunto X, siendo su nicleo reproductor

K(z,y) = ky(2) = (ky, k) = (ky, ko) = K(z,9), =,y € X.
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El teorema de Moore-Aronszajn, junto con la Proposicion 2.15, prueba que
existe una correspondencia biunivoca entre los EHNRs sobre un conjunto y las
funciones ntcleo sobre ese conjunto.

Definicién 2.17. Dada una funcion nicleo K : X x X — C, denotamos por
H(K) el inico EHNR sobre X con nicleo reproductor K.

Como ya indicamos, uno de los problemas méas arduos de la teoria de
EHNRs es el problema de reconstruccion, consistente en dar una descripcion
concreta del espacio H(K') a partir de una funcién nicleo K. En ocasiones, este
problema conduce a resultados contraintuitivos. Por ejemplo, si partimos del
nicleo de Szegd en el disco unidad D, donde K(z,w) = 1/(1 — wz) (Ejemplo
1.9), entonces el espacio W que se construye en la demostracién del teorema
de Moore-Aronszajn consiste en combinaciones lineales de las funciones k,(z),
que son funciones racionales con un unico polo simple fuera de ID; asi pues,
W no contiene a los polinomios. Sin embargo, los polinomios son densos en
H(K) = H*(D).

Cerramos el capitulo con dos aproximaciones sencillas al problema de re-
construccion.

Proposicion 2.18. Sea X un conjunto, sea f # 0 una funcion sobre X, y

definamos K(x,y) = f(z)f(y). Entonces K es una funcion nicleo, H(K) es
el subespacio generado por f, y || f|| = 1.

Demostracion. Se comprueba facilmente que K es un nicleo:

zn: oG K (z,x5) = ‘zn:az‘f (25)

ij=1 i=1

2
> 0.

Para determinar ‘H(K), notemos que k, = f(z)f para todo z € X y, por lo
tanto, W no es mas que el subespacio unidimensional generado por f. Puesto que
todo espacio de dimensioén finita es completo, H es precisamente el subespacio
generado por f.

Finalmente, calculamos la norma de f. Fijemos cualquier punto x tal que
f(z) # 0. Entonces,

@RI = 1@ = lkell® = (ke ko) = K (2,2) = | f(2)
y se concluye que ||f|| = 1. 0

Teorema 2.19. Sea X un espacio topoliogico y sea K : X x X — C una funcion
nicleo, donde X x X estd provisto de la topologia producto. St K es continua,
entonces todas las funciones de H(K) son continuas.
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Demostracion. Sea f € H(K), y fijemos yo € X. Dado € > 0, debemos encontrar
un entorno U de y tal que y € U implique |f(y) — f (yo)| < €.
Puesto que K es continua, existe un entorno V- C X x X de (yo, yo) tal que

2

5
K (2, y) — K (40, 0)| < W,

Por otra parte, como X x X estd provisto de la topologia producto, podemos
elegir un entorno U C X de yg tal que U x U C V. Si y € U, entonces

(x,y) € V.

Hky _kyoH2
- <ky - kyoa ky - kyo>
= K(y,y) — K (y,90) — K (%0,9) + K (40, %0)

= [K(y,y) — K (%0, %0)] — [K (¥,%) — K (%0, %0)] — [K (40,y) — K (¥0, %0)]

_ €
IfII*+ 1
Consecuentemente,

1F(y) = f (o)l = [(Fs Ry = ko) | < I TRy = Byoll <é,

como se pretendia. O
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Interpolacién y aproximacion

La resolucién de problemas de interpolacién y aproximacién es una de las
aplicaciones principales de la teoria de EHNR. Es relativamente sencillo dar
formulas concretas para la interpolacién y la aproximacién en estos espacios.

Definicién 3.1. Sean X e Y dos conjuntos, sea {x1,...,x,} C X una coleccion
de puntos distintos, y sea {1, ..., \,} CY. Diremos que una funciong: X —Y
interpola esos puntos si g (x;) = N;, para todoi=1,...,n.

Sea H un EHNR sobre X, con niucleo reproductor K. Supongamos que
{z1,...,2,} C X es un conjunto de puntos distintos y que {A1,...,\,} C
C es una coleccion de escalares no necesariamente distintos. En este capitulo
comenzaremos dando condiciones necesarias y suficientes para que exista una
funcion g € H que interpole esos valores; seguidamente, probaremos la existencia
de un 1nico interpolante de norma minima y daremos una expresién concreta
de este interpolante minimal. Por ultimo, utilizaremos la misma técnica para
proponer una solucién del problema de reconstruccion.

3.1. Interpolacién en un EHNR

Antes de continuar, adoptaremos la siguiente notacién. Dado un conjunto
finito F' = {z1,...,2,} C X de puntos distintos, denotaremos por Hr C H el
subespacio engendrado por las funciones nicleo {k,,, ..., kg, }:

Hp =span{ky,,... ks, }.

Nétese que dim (Hr) < n, y que se da la desigualdad estricta si, y sélo si, existe
alguna relaciéon de dependencia lineal entre estas funciones, con coeficientes no
simultaneamente nulos. Mas precisamente, supongamos que Z?’:l ajk,; = 0.
Entonces, para cada f € H,

0= (1.3 apk,) =S s ).
i=1 i=1
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Vemos asi que dim (Hr) < n si, y solo si, los valores de cualquier f € H en los
puntos de F' guardan una dependencia lineal; equivalentemente, si la aplicacion
lineal T : H — C™ definida por

To(f) = (f (z1), - [ (xn)

no es sobre, puesto que cualquier vector (o, .. ., a;,,) que exprese una tal relacién
de dependencia serd ortogonal al rango de Tp.
Por tanto, cuando dim (Hp) < n, existen Ay, ..., A\, € C que no pueden ser

interpoladas por ninguna f € H.

La existencia de relaciones de dependencia lineal entre las funciones ntcleo
no solo es posible sino que, en ocasiones, es deseable. Recuérdese el caso del
espacio de Sobolev (Ejemplo 1.7), donde la condicién de frontera f(0) = f(1) =0
de la ecuacion diferencial requiere que k; = kg = 0. Un cambio de la condicién
de frontera a f(0) = f(1) requeriria que k; = ky.

Denotaremos por P la proyeccion ortogonal de H en Hp.

Nétese que g € Hy si, y solo si, g (z;) = (g, ks,) = 0 paratodoi = 1,...,n.
Luego, cualquiera que sea h € H, se tiene

Pe(h) (@) = h(z), i=1,...,n.

Proposicién 3.2. Sea {z1,...,z,} C X un conjunto de puntos distintos, y sea
{A,. ., A} C C. Siexiste g € H que interpola estos valores, entonces Pr(g)
es la unica funcion de norma minima que los interpola.

Demostracion. Si g1 y g son dos interpolantes, entonces (g — go) € Hp. Por
tanto, todas las soluciones del problema de interpolacién son de la forma g + h,
con h € Hf; en particular, Pr(g) es un interpolante. Ahora, para cualquier
h € Hy se cumple

1Pr(g)ll = [[Pr(g + )]l < llg + All,

asi que Pr(g) es el unico interpolante de norma minima. 0

Seguidamente daremos condiciones necesarias y suficientes para la existen-
cia de solucion del problema interpolatorio.

Previamente, debemos hacer algunos comentarios sobre matrices y vectores.
Si A= (ai,j)zjzl es una matriz cuadrada de orden n y queremos escribir una
ecuaciéon vectorial-matricial v = Aw, entonces hemos de considerar v y w como
vectores columna. Por razones tipograficas es mas cémodo escribir vectores fila,
asf que tipicamente representaremos un vector columna como v = (vy, ..., v,)",
donde t denota transposicién. La matriz A define una transformacién lineal de
C™ en C". Para evitar confusiones, nos referiremos al espacio vectorial N'(A) =
{w € C": Aw = 0} como el espacio nulo de A, en vez de como su nicleo. El
rango de A es el espacio vectorial R(A) = {Aw : w € C"}.
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Proposicién 3.3. Sea X un conjunto, sea H un EHNR sobre X con nicleo K, y
sea {x1,...,2,} C X un conjunto finito de puntos distintos. Siw = (ay, ..., ay)"
es un vector del espacio nulo de la matriz (K (v;,x;)) = (K (zi,25));,_, en-
tonces la funcion f = 2721 ajk,; es idénticamente nula. En consecuencia,
siwy = (1,...,an) y wy = (B1,...,58n)" son dos vectores que satisfacen
(K (4, 2)) w1 = (K (x;,2;)) wa, entonces

> gk (y) = Bika, (y)
j=1 j=1

para cada y € X.

Demostracion. Se tiene que f = 0 si, y solo si, ||f]| = 0. Sin mas que calcular

Hf”2 = Z aiaj <kxj7 kxl>7_[ = Z aiOéjK— (thj) = <(K ($i7$j)) U),U)>(Cn = O?
i,j=1 tj=1
se sigue el resultado.
Noétese que w; — wq estd en el espacio nulo de la matriz (K (z;, xj))?jzl, de

modo que la funcién 377, (e — B;) ks, es idénticamente nula. 0

Teorema 3.4 (Interpolaciéon en un EHNR). Sea H un EHNR sobre X con
nicleo reproductor K, sea F = {x1,...,2,} C X un conjunto de n puntos dis-
tintos, y sea {1, ..., A\ } C C. Existe g € H que interpola estos valores si, y solo
si, v = (A1,...,\,)" estd en el rango de la matriz (K (v, x;)) = (K (2;, )i i
En tal caso, si elegimos cualquier vector w = (ay, ... ,ozn)t cuya 1magen sea
v, entonces h = Zfl 1 Qikg; es el tnico interpolante de norma minima en H.

Ademds, ||h|* = (v, w)

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que existe g € H tal que g (z;)
Ai, para todo ¢ = 1,...,n. Entonces, la solucién de norma minima es Pr(g)
i)
v

Z;;l Bik.; para ciertos escalares f1,...,5,. Como \; = g (z;) = Pr(g) (z

Z;;l Bike; (15), 1 =1,...,n, resulta que w; = (B, ... . Bn)" es solucién de
(I (i, 25)) w.

Reciprocamente, si w = (aq, ... ,an)t es cualquier solucion de la ecuaciéon
vectorial-matricial v = (K (2, 7;))w y ponemos h = > 7 | a;k,;, entonces h
sera un interpolante.

Como w — w; esta en el nicleo de la matriz (K (x;,x;)), en virtud de la
Proposicién 3.3, Pr(g) v h son la misma funcién; consecuentemente, h es el

interpolante de norma minima. Por tltimo,

IR]* = Zaz% (5, 25) = (K (23, 25)) w, w) = (v, w).

1,5=1
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Corolario 3.5. Sea 'H un FHNR sobre X con nicleo reproductor K, y sea
F = {z,...,2,} C X un conjunto de n puntos distintos. Si la matriz
(K (zi,25)) = (K (2i,25));,_, es inversible entonces, dados {\i,...,\,} C C,
existe una funcion que interpola estos valores, y el unico interpolante de nor-
ma minima es g = Z?Zl ajky;, donde w = (o1, ...,an)" viene dado por
w= (K (rs,2;)) " v, conv=(\,..., \)"

3.2. Nicleos estrictamente positivos

Definicién 3.6. Dado un conjunto X, una funcion nicleo K : X x X — C se
dice estrictamente positiva si para todo n y todo conjunto de puntos distintos
{z1,...,2,} C X, la matriz

(K (24, 25));

1,j=1

es estrictamente definida positiva, es decir,

Z Od_iOéjK (xi,xj) >0

ij=1
siempre que {aq,...,a,} C C no son todos nulos.

Sabemos por algebra lineal que una matriz es estrictamente definida posi-
tiva si, y sélo si, es (semidefinida) positiva e inversible. Muchos ntcleos que se
presentan en la practica son estrictamente positivos, lo que justifica que recopile-
mos aqui algunas de las principales propiedades de los correspondientes EHNRs.
Como veremos, la positividad estricta esta intimamente ligada a la interpolacién
y a la separacion de puntos.

Teorema 3.7. Sea X un conjunto, y sea K : X x X — C un nicleo. Equivalen
los siquientes enunciados:

(1) K es estrictamente positivo.

(13) Para cualquier n y cualquier conjunto de puntos distintos {xy,...,x,}, las
funciones nicleo ky,, ..., ky, son linealmente independientes.

(1ii) Para cualquier n, cualquier conjunto de puntos distintos {x1,...,x,}, v
cualquier conjunto de escalares {oq,...,a,} C C no todos nulos, existe

[ € H(K) tal que
arf (1) + -+ anf (x,) #0.

(1v) Para cualquier n y cualquier conjunto de puntos distintos {1, ..., x,}, exis-
ten funciones g1, ..., g, € H(K), satisfaciendo:

1, sii=j . .
i (L) = , 4,7 =1,...,n.
gi () {0, it J
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Demostracion. Puesto que

i Oé_iOéjK (SE’i, ij) = ” zn:ajkxj
j=1

1,j=1

2

Y

(1) y (ii) son equivalentes.

Por otra parte, @qky, + -+ + Gnk,, = 0 si, y solo si, (f, > azk,,) = 0
para toda f € H, lo que ocurre si, y solo si, a; f (x1) + -+ + a, f (x,) = 0 para
toda f € H. En consecuencia, (ii) y (i7i) son equivalentes.

Para ver que (iv) implica (ii7), basta suponer que «; # 0 y elegir f = g;.

Por tltimo, si se cumple (i) entonces, para cada i, la aplicacién del Corolario
3.5 al conjunto de nimeros A\; =0, j # 4, y A; = 1, proporciona la funcién g; en

(iv). O
Definicién 3.8. Un conjunto de funciones que verifica el apartado (iv) del Teo-
rema 3.7 se denomina particion de la unidad para {z1, ..., x,}.

Si g1,...,0, es una particién de la unidad para x4, ..., x,, se obtiene f €

H(K) con f(z;) = A; sin mds que tomar f = A\jg; + -+ + \gn-

Definicién 3.9. Un EHNR H sobre X que satisface cualquiera de las condicio-
nes equivalentes del Teorema 3.7 se dice totalmente interpolante.

Nos disponemos a describir la forma de calcular una particion de la unidad,

. n
cuando existe. Supongamos que F' = {z1,...,2,} y que P = (K (z;,2;)); ;_, es
inversible, como en el Corolario 3.5, y escribamos P~ = (bij);;—y = B. Sean
ej, 7 =1,...,n, los vectores de la base canénica de C". Las columnas de B son
los dnicos vectores w;, j = 1,...,n, solucién de la ecuacién e; = Pw;. Poniendo

9= bk,
=1

encontramos que g; (x;) = ¢; ;, donde ¢, ; denota la delta de Kronecker. Asi pues,
estas funciones constituyen una particién de la unidad para F'. Ademas, si

9=">_\g;
j=1

entonces ¢ es la tunica funcién en Hg cumpliendo que g (x;) = A;,i = 1,...n, de
modo que g es también el interpolante de norma minima. Esta particién de la
unidad, que permite obtener facilmente el interpolante de norma minima para
el conjunto en cuestion, recibe el nombre de particiéon de la unidad candnica de

F.
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3.3. Mejor aproximaciéon por minimos cuadrados

Como vimos en el Teorema 3.4, si H es un EHNR sobre X, si F =
{z1,...,2,} es un conjunto finito de puntos distintos y si {A,...,\,} C C,
pero la matriz (K (x;, xj))zjzl no es inversible, entonces podria no existir ningu-
na f € H tal que f (z;) = \;, parai = 1,...,n. En estos casos interesa encontrar
las funciones que minimizan el error cuadratico

JO) =D 1f (i) = Al

y luego hallar, entre ellas, la de norma minima. El Teorema 3.10 garantiza la
existencia y unicidad de esta funcién, que denominaremos mejor aproximante
por minimos cuadrados, y proporciona una férmula para calcularla.

Teorema 3.10. Sea H un EHNR sobre X con nicleo K, sea {x1,...,x,} C X

un congunto finito de puntos distintos, sea v = (A, ... ,)\n)t e C", y sea QQ =
(K (i, 7)), ;. Entonces existe un vector w = (au, ... Lo tal que (v —Qu) €

N(Q). La funcion
g = alkml +---+ ankzn

minimiza el error cuadrdtico y es la unica funcion de norma minima entre todas
las funciones de H con esta propiedad.

Demostracion. En virtud del Teorema 3.4, dada cualquier funcién f € H existe
un vector w € C" tal que Qw = (f (z1),..., f (,))". Por lo tanto, se tiene que

J(f) = Z |f (2:) = Al = [1Qu — v].

Esta norma es minimizada por cualquier vector w = (o, . .. ,an)t tal que Quw =
Pr@)(v) = v1, donde R(Q) denota el rango de la matriz @) y Pr() denota la
proyeccién ortogonal sobre R(Q).

Siw = (,...,a.)" es otro vector que resuelve v; = Qu’, tendremos que

n
n n
/
g aiky, = E kg,
i=1 =1

ya que w—w" € N(Q). Al proyectar una funcién f sobre el subespacio generado
por las funciones ntcleo k,,, ..., k;,, disminuye la norma y no cambia el valor de
f en los puntos z1,...,x,, por lo que g es el inico minimizante de J de norma
minima. a
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3.4. Los elementos de H(K)

Aplicaremos ahora la interpolacién a la tarea de dar una solucién general
del problema de reconstruccién para ntcleos. Concretamente, el Teorema 3.13
caracteriza las funciones f : X — C que pertenecen al EHNR H(K') determi-
nado por un nucleo K. Este teorema se expresa mejor en términos de conjuntos
dirigidos, redes y convergencia de redes, conceptos que procedemos a introducir.

Formalmente, un conjunto dirigido es cualquier conjunto parcialmente or-
denado con la propiedad de que dados dos elementos cualesquiera del conjunto,
siempre existe, al menos, otro elemento del conjunto que es mayor o igual que
ambos. Para lo que sigue solo necesitaremos manejar un tinico conjunto dirigido.
Dado un conjunto X, denotamos por Fx la coleccion de todos los subconjuntos
finitos de X. Entonces Fx es un conjunto dirigido respecto al orden parcial de-
terminado por la inclusién. En efecto, la relacién Fy < Fy si Fy C Fy define un
orden parcial en Fx. Ademds, dados dos conjuntos finitos cualesquiera Fi, Fy,
siempre existe un tercer conjunto finito G = F; U F, que es mayor que ambos.

El concepto de red generaliza el de sucesion, de tal manera que el conjunto
de indices pasa a ser un conjunto dirigido arbitrario, en vez de N. Una red en un
espacio de Hilbert H es una coleccién de vectores {gr}p.» C H, donde (F, <)
es un conjunto dirigido. La convergencia de redes se define por analogia con la
convergencia de sucesiones. Se dice que la red {gr} . converge a g € H si dado
e > 0, existe Fy € F tal que Fy < F implica ||g — gr|| < &. Similarmente, una
red {gp}pcr s de Cauchy en H si dado € > 0, existe Fy € F tal que Fy < F
y Fy < G implica ||gr — gg|| < €. Las redes convergentes son de Cauchy; un
espacio métrico es completo si, y solo si, toda red de Cauchy es convergente.

Proposicion 3.11. Sea H un FHNR sobre el conjunto X, sea g € H y, para
cada congunto finito F C X, sea gr = Pr(g), donde Pr denota la proyeccion
ortogonal de H sobre Hp. Entonces, la red {QF}FGFX converge en morma a .

Demostracion. Sea K(x,y) el nicleo reproductor de H, y sea k,(-) = K(-,y).
Dado € > 0, por la Proposicion 2.1 existe una coleccion finita de puntos Fy =
{x1,... 2, }, y de escalares {av, ..., o, }, tales que ||g — >, ik, || < e. Puesto
que gg, es el punto de Hp, més proximo a g, se tiene que ||g — gg || < €.

Sea ahora F' cualquier conjunto finito, con Fy C F. Entonces Hp, C Hp,
y como gr es el punto de Hp més proximo a g, mientras que gp, € Hp, ne-
cesariamente ||g — gr|| < ||g — gr|| < € para todo Fy C F, lo que completa la
demostracion. O

Antes de abordar el Teorema 3.13 necesitaremos un resultado sobre matri-
ces. Recordemos que si A y B son matrices autoadjuntas, escribimos A < B 6
B > A para indicar que B — A > 0.
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Proposicién 3.12. Sea P > 0 una matriz cuadrada de orden n, y sea x =
(z1,...,2n)" un vector en C*. Si za* = (xi:v_j)?jzl < ¢P para algin escalar
¢ > 0, entonces x € R(P). Ademds, si y es cudlquier vector tal que x = Py,
entonces 0 < (z,y) < c.

Demostracién. Para cualquier matriz A, se tiene que N (4*) = R(A)*. Como
P = P*, necesariamente N'(P) = R(P)*1. Asi, podemos escribir x = v + w, con
vER(P)y we N(P).

Ahora, (x,w) = (w,w) y, por tanto,

Jw[|* = (w, w) (w, w) = (w, z)(z,w) = Z Tjw;aW;
= ((2:7;) w,w) < (cPw,w) =0,

porque Pw = 0. Esta estimacién obliga a que w = 0, de donde x = v € R(P).
Si escribimos © = Py, entonces (z,y) = (Py,y) > 0. Ademads, como ante-
riormente, se tiene que

(r,y)* = (y,2)(z,y) = ((x75) v, y) < (cPy,y) = c(z,y).

Sin més que cancelar el factor (z,y) en esta desigualdad, se obtiene el resultado
esperado. O

Quedamos ya en disposicién de probar el teorema que caracteriza las fun-
ciones pertenecientes a un EHNR en términos del ntcleo reproductor.

Teorema 3.13. Sea H un EHNR sobre X con nicleo reproductor K, y sea f :
X — C una funcion. Equivalen:

(i) f e H.
(i7) Para cierta constante ¢ > 0 y todo conjunto finito F = {xq,...z,} C X,
existe una funcion h € H con |h|| <cy f(z;) =h(z;),i=1,...,n.

(ii1) Eziste una constante ¢ > 0 tal que la funcién 2K (z,y) — f(x)f(y) es una
funcion nicleo.

Ademds, si f € H entonces || f|| es la menor constante ¢ que satisface las desi-
gualdades en (ii) y (ii7).
Demostracion. (i) = (iii) Sea F' = {xy,...,x,} C X, sean ay, ..., o, escalares,

y sea g = » ', ajk,;. Entonces,

2

=[(f.9) < I£I71gl1

> mosf () F @) = | Y wf (@)

1,j=1

= 1P ) @y K (i)

ij=1
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Puesto que los escalares fueron elegidos arbitrariamente, resulta que

(F@)TG)) <P K o)

)

de donde sigue (i), con ¢ = || f]].

(13i) = (i) Sea F' = {xy,...,x,} C X un conjunto finito. Usamos la Proposicién
3.12 para deducir que el vector v de componentes \; = f (z;), i =1,...,n, esta
en el rango de (K (z;, a:j))zjzl. Aplicamos entonces el teorema de interpolacién
(Teorema 3.4) para encontrar h = > "  a;k,, € Hp con h(x;) = f(z;), i =
1,...,n. Sea w el vector de componentes «;, ¢ = 1,...,n. Aplicando de nuevo
la Proposicién 3.12, se concluye que ||h|* = (v, w) < 2.

(11) = (i) Por hipétesis, dado cualquier conjunto finito F' existe hp € H tal
que ||hp|| < ¢y hp(z) = f(z) si x € F. Pongamos gr = Pr (hp). Entonces
gr(x) = hp(x) = f(x) para todo x € F|y

lgell < llhell < e

Afirmamos que la red {gr} pc 7, €s de Cauchy y converge a f.

Para ver que la red es de Cauchy, sea M = sup ||gr|| < ¢, y fijemos € > 0.
Elegimos un conjunto Fy tal que M — &2 < ||gg,||. Dado F € Fx, con Fy C F,
se tiene que Pg, (9r) = gr, v, por lo tanto,

<gF - gFoagF0> =0.
Asi,
2 2 2
lgrll™ = llgrll” + llgr — 9"

de modo que
M =& < grll < llgrl < M.

Consecuentemente, 0 < ||gr|| — |l9r || < €%, y podemos escribir

lgr — grll” = llgrll — llgr,|I°
= (llgrll + llgr D) gzl = llgr|l) < 2Me>.

Sigue que ||gr — gr,|| < V2Me. De este modo, ||gr, — gr,|| < 2v2Me para
cualquier Fy, Fy € Fx con Fy C Fy, Fy C Fy, probando que la red es de Cauchy.

Existe entonces una funciéon g € H que es el limite de esta red, con
llgl| < M < c¢. Pero cualquier red que converge en norma también converge
puntualmente (cf. Lema 2.2), por lo que g(z) = f(z) para todo z € X. Queda
asi demostrado que (i7) implica (7).

Finalmente, como f € H, la constante ¢ = || f|| cumple las condiciones (i7)
y (#i7); luego, el menor ¢ que las satisface es inferior a || f||. Reciprocamente, al
probar que (#ii) implica (i7) se vio que cualquier ¢ que satisface (iii), también
satisface (77); pero en la demostracién de que (7i) implica (i) encontramos que
| Il < ¢. Se concluye que cualquier ¢ que verifique las desigualdades en (ii) o
(7i1) debe ser mayor que || f]|. 0
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El resultado siguiente ilustra alguna de las consecuencias inesperadas del
Teorema 3.13.

Corolario 3.14. Sea f : D — C una funcion. Entonces, f es analitica en D y
admite un desarrollo en serie de potencias de cuadrado absolutamente sumable
si, y solo si, existe ¢ > 0 tal que

es una funcion nicleo sobre D.

Lo llamativo de este resultado es que la analiticidad de f se siga de la
condicién sobre la funcién ntucleo, es decir, del hecho de que ciertas matrices
sean positivas.
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Ntcleos condicionalmente definidos positivos y
espacios de Pontryagin

El problema de reconstruir una funcién desconocida a partir de sus va-
lores en datos dispersos es un problema clasico en teoria de la aproximacién,
estadistica y aprendizaje automatico. Un método muy potente para resolver es-
te problema consiste en asumir que los aproximantes son combinaciones lineales
de trasladadas de una cierta funcién definida positiva —esto es, una funcién
f+ R — C tal que la matriz (f(x; —x;));,_, es positiva para cualesquiera
x1,...,x, € R— o, més en general, de una funcién nicleo (Definicién 2.14).
La ventaja de este enfoque es que, como sabemos, cada funciéon ntcleo tiene
asociado un EHNR de modo que la interpolaciéon equivale a la interpolacion de
norma minima en ese espacio (Teorema 3.4).

En general, el enfoque clasico carece de algunas propiedades de aproxima-
cion deseables, como la de reproducir polinomios de un grado determinado. Sin
embargo, el método se puede generalizar, reemplazando la definicion positiva
por la nocion, mas débil, de definicién positiva condicional.

En este capitulo nos proponemos ilustrar la conexion entre los ntcleos con-
dicionalmente definidos positivos y el analogo en este contexto de los EHNRs, los
llamados espacios de Pontryagin con nicleo reproductor (en adelante, EPNRs).
El concepto de EPNR es bien conocido en teoria de operadores y analisis armoni-
co abstracto, pero quiza no tanto en teoria de la aproximacion o estadistica. Nos
enfocaremos en los aspectos del método interpolatorio que son propios del nicleo
reproductor, sin formular ninguna hipdtesis adicional sobre el espacio del que
provienen los datos.

El capitulo se estructura como sigue. Comenzaremos, en la siguiente sec-
cién, con las definiciones necesarias, para luego considerar los EPNRs. A con-
tinuacion mostraremos la conexién entre los EPNRs y ciertos EHNRs. Tras
focalizar nuestra atencion en el problema de aproximacién con datos dispersos,
para el que establecemos una estimacion local del error dentro del marco general,
concluiremos con un ejemplo.
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4.1. Preliminares

Definicién 4.1. Sea X un conjunto no vacio. Diremos que una aplicacion @ :
X x X — C es un nicleo hermitiano o hermitico si ®(y,z) = ®(x,y) para
cualesquiera x,y € X, donde, como habitualmente, ®(x,y) denota conjugacion
compleja.

Definicién 4.2. Supongamos que k € Z*. Se dice que un nicleo hermitico ® :
X x X — C es condicionalmente definido positivo de orden k, si existe un
espacio k-dimensional U de funciones complejas definidas sobre X, tales que

n

ij=1
para cualesquieran € N xy,...,x, € X, ycq,...,c, € C satisfaciendo
n
cu(x;) =0, uel. (4.2)

i=1

El conjunto de todos los nicleos condicionalmente definidos positivos de orden
k serd denotado por C'DP;.

Noétese que todo nticleo condicionalmente definido positivo de orden x es
condicionalmente definido positivo de cualquier orden superior. Los nicleos con-
dicionalmente definidos positivos de orden 0 son los llamados ntcleos definidos
positivos o funciones nicleo (Definicién 2.14). Simbélicamente, DP = CDF,.

Definicién 4.3. Para z4,...,x, € X, llamaremos a

G=G(x1,...,20) = (P (x;,2;))

ij=1
la matriz gramiana de P.

Los nucleos DP dan lugar a matrices positivas, que tienen autovalores no
negativos. La matriz gramiana G de un nticleo CDP puede tener autovalores
negativos. Por tanto, nos interesara conocer el nimero de autovalores negati-
vos de G. Escribamos (4.1) y (4.2) en notacién vectorial-matricial. Si u € U,
denotamos por u el vector de componentes u; = u (z;), ¢ = 1,...,n. Entonces

c’'Ge >0 (4.3)
para cualquier ¢ € C" verificando

uc=0, uwel, (4.4)
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donde ¢ denota la transpuesta conjugada compleja de ¢ € C”, y la conjugacién
G opera sobre cada entrada. La relacion de ortogonalidad (4.4) conduce a una
descomposicion del espacio vectorial C™:

C'={c|uc=0,velU}@d{u|lucU}=PaR.
Ya que G es semidefinida positiva sobre P, la matriz G puede tener, a lo sumo,
dim R <dimU =k

autovalores negativos.

Como sabemos, las funciones nicleo —también llamadas nicleos definidos
positivos— estan en correspondiencia biyectiva con los nicleos reproductores de
EHNR (Proposicién 2.15 y Teorema 2.16). Existe una conexién similar para la
nocion mas general de ntcleos condicionalmente definidos positivos. Antes de
formular el resultado analogo, necesitamos otra definicion.

Definicién 4.4. Supdngase que v € 7Z%. Se dice que un nicleo hermitico
®: X x X — C tiene k cuadrados negativos, si para cada eleccion de n € N,
X1, ..., Ty € X, la matriz gramiana de ® tiene, a lo sumo, k autovalores ne-
gativos, y existen yi,...,y, € X tales que G (y1,...,yn) tiene exactamente K
autovalores negativos, contados segun sus multiplicidades.

El conjunto de los nicleos hermiticos que tienen a lo sumo k cuadrados
negativos serd denotado por N,.

Las observaciones anteriores conducen inmediatamente a la siguiente cone-
xi6én entre los ntcleos condicionalmente definidos positivos y los niicleos con un
numero finito de cuadrados negativos.

Proposicion 4.5. Todo nicleo condicionalmente definido positivo de orden k
tiene, a lo sumo, k cuadrados negativos.

4.2. Espacios de Pontryagin con nicleo reproductor

Antes de proseguir con los espacios con nucleo reproductor, resumiremos
algunos hechos bésicos relativos a los espacios de Pontryagin. Para un estudio
mas exhaustivo remitimos a [7, 18].

Sea V' un espacio vectorial sobre C con un producto interior indefinido
(;4): YV xV — C, es decir, tal que
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para cualesquiera u,v,w € V, a, € C.

Un vector v € V se dice negativo si (v;v) < 0. Un subespacio es negativo si
todo elemento no nulo es negativo. Un subespacio negativo se dice maximal si
no esta propiamente contenido en ningin otro subespacio negativo. El espacio
(V, (+;+)) se dice no degenerado si no existe ningin vector no trivial v € V tal
que (v;w) = 0 para todo w € V.

Supédngase que (V, (+;+)) es no degenerado y contiene un subespacio negativo
maximal de dimensién k, k € ZT. Se demuestra (cf. [7, IX.1]) que todos los
subespacios negativos maximales N de V tienen la misma dimensién k, y que
existe una descomposicion

V=NaNt v=v +0v",

donde N+ ={v e V| (v;w) =0, w € N'} es un espacio (pre-)Hilbert respecto
de (+;-). Cualquier descomposicién de este tipo define un producto interior

[u; v]pr = (u+;v+) — (u_;v_)

(y una norma || - ||») sobre V.

En general, los subespacios negativos maximales no estan univocamente
determinados, pero, por [7, V.1], todas las normas inducidas || - ||»r son equiva-
lentes.

Definicién 4.6. Se dice que (V,(-;-)) es un espacio de Pontryagin de indice k
si es completo con respecto a una de las normas || - || (y, por lo tanto, a todas
ellas).

Observaciéon 4.7. Si en la definicion de espacio de Pontryagin se omite la res-
triccion de finitud sobre la dimension del subespacio negativo maximal, se obtie-

nen los llamados espacios de Krein, ampliamente estudiados en teoria de opera-
dores [10)].

Los espacios de Pontryagin de indice 0 son espacios de Hilbert, y recipro-
camente; es decir, el concepto de espacio de Pontryagin es una generalizacion
del concepto de espacio de Hilbert. Interesa, por tanto, extender a espacios de
Pontryagin la rica teoria existente sobre EHNRs.

Definicién 4.8. Sea Il un espacio de Pontryagin de funciones sobre X. Un
nicleo hermitico ® : X x X — C es un nicleo reproductor para 11, si

(1) @, = P(-,x) € II para todo z € X, y
(1) g(z) = (g; P,) para cualesquiera g € 11, x € X.

La sequnda condicion es la llamada propiedad reproductora del nicleo .
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El papel que juegan las funciones nucleo en el contexto de los EHNRs es
desempenado por los nicleos con un numero finito de cuadrados negativos en el
contexto de los EPNRs.

Teorema 4.9. Supdngase que k € 7.

(i) Sea (IL,(+;-)) un espacio de Pontryagin de indice k, con nicleo reproductor
®. Entonces @ tiene k cuadrados negativos.

(73) Para todo nicleo hermitico ® : X x X — C con k cuadrados negativos, existe
un (unico) espacio de Pontryagin 11 de indice k, cuyo nicleo reproductor es
®, tal que el conjunto {®, | x € X} es denso en II.

Demostracion. Véase [20]. 0
De la Proposicién 4.5 se deduce inmediatamente:

Teorema 4.10. Supdngase que k € Z". Para todo nicleo condicionalmente de-
finido positivo ® de orden k, existe un espacio de Pontryagin 11 de indice X,
0 <\ <k, tal que ® es el nicleo reproductor de I1.

El reciproco también vale, es decir, los ntcleos condicionalmente definidos
positivos pueden ser identificados con ntucleos reproductores de EPNRs.

Teorema 4.11. Supongamos que k € Z*. Todo nicleo hermitico con k cuadra-
dos negativos es condicionalmente definido positivo de orden k.

Demostracion. Supongamos que ® : X x X — C tiene x cuadrados negati-
vos y denotemos por II el espacio de Pontryagin asociado, proporcionado por
el Teorema 4.9. Elijamos un subespacio negativo maximal A de II. Dados
T1,..., %, € X, ¢1,...,¢, € C satisfaciendo (4.2) para cada u € N, la pro-
piedad reproductora de ® conduce a

n n n

0= chu(xz) = Zci (u; @) = <U;Zc_i<1>zi), ueN.

i=1 =1 i=1

Luego, h = >_1"  ¢®,, € N*. Como N'* es un espacio de Hilbert,

0<(h;h)= (ic_jq)xﬁic_iq)rJ = i cic; P (i, ;) .
j=1 i=1

1,j=1

Por definicién, dim N = k. Luego, ® es condicionalmente definida positiva de
orden k. ad

Combinando la Proposicién 4.5 con el Teorema 4.11, podemos identificar
los niucleos condicionalmente definidos positivos con los ntcleos que tienen un
numero finito de cuadrados negativos.
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Teorema 4.12. Supongamos que k € Z*. El conjunto de los nicleos condicio-
nalmente definidos positivos de orden k, y el conjunto de los nicleos con, a lo
sumo, k cuadrados negativos, coinciden; simbolicamente,

CDP,; = N,.

Corolario 4.13. Supongamos que k € N y que ® es condicionalmente definido
positivo de orden k, pero no de orden k — 1. Entonces, ® tiene k cuadrados
neqativos.

4.3. Conexion con los EHNRs

Como se mencioné anteriormente, todo subespacio negativo maximal N de
un espacio de Pontryagin I da lugar a un producto interior [-; -] sobre II, tal
que (II, [; -]n) es un espacio de Hilbert.

Consideremos un nticleo condicionalmente definido positivo ® : X x X — C
de orden k, y sea II el espacio de Pontryagin asociado de indice A\, A < &
(Teorema 4.10). Fijemos un subespacio negativo maximal A/ de II. Nétese que
(IL, [-; -]ar) es un EHNR, porque los funcionales evaluacién en puntos de X son
continuos sobre este espacio. En efecto, si E, denota el funcional evaluacién en
x € X entonces, usando la propiedad reproductora de ®, resulta

E(f)=E(fN)+E(f7) = (f5®0) + ([ P)
= (f500) + (f50,) = [fF5 Puln — [f 75 Culn

La desigualdad de Cauchy-Schwarz y el teorema de Pitagoras implican

<
< (1F Ml + 17 1) N @allar < 211l ll Pl

probando la continuidad de F,.

Queremos dar una representacién del nicleo reproductor W de (I1, [-; | zr)
en términos de ®. Puesto que II es suma directa de dos espacios de Hilbert,
U se puede escribir (Teorema 2.7) como suma de los nicleos reproductores de
(N, [5Iv) y (W[5 1) . Denotemos el niicleo reproductor de N+ por h. Para
g € N't, obtenemos

9(z) = (9:%2) = (9:27) = [: @7 ], z€X.

Por la unicidad de los representantes de los funcionales lineales sobre un espacio
de Hilbert, necesariamente

hz,y) = [®5;®F] ., zyeX,
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Escribiendo @} = &, — &, encontramos que
h(z,y) = [@;; CID;F}N = (CDJ; @;) = (<I>y -, P, — q);)
= (0y;05) = (B — 50 ) — (D3 ®,)
= (Dy; @) — @, (), w,yeX. (4.5)
Para construir el ntcleo reproductor de N, elegimos una base ortonormal

{p1,....pr} de N respecto de [-;-]p = —(+;-), es decir, (p;;pj) = —0d;;. En
virtud del Teorema 2.4, el niicleo reproductor de N viene dado por

A

(z,9) = > pilx)p;(y).

j=1

Ademas, podemos expresar la proyeccion ortogonal v~ de cualquier v € II sobre

N en la forma R

A
=D limilyn = =3 wip) ey

j=1

Insertando esta representacion en (4.5), resulta
A ——
hz,y) = (x,y) +>_pi@)p;(y), xyeX.
j=1

Como ¥ (z,y) = h(x,y) + Z;‘:l p;(2)p;(y), x,y € X, queda probado el teorema
siguiente.

Teorema 4.14. El nicleo reproductor ¥ de (11, [-; -] n) estd dado por

U(z,y) = P(,y) +2)_pi(x)p;(y), x,y€X.

i=1

Puesto que los nticleos reproductores de espacios de Hilbert son definidos
positivos, obtenemos una descomposicion de los nucleos condicionalmente defi-
nidos positivos.

Corolario 4.15. Todo nicleo condicionalmente definido positivo de orden k
puede ser escrito como diferencia de nicleos definidos positivos.

4.4. Aproximacién con datos dispersos

Mantenemos la notacion de la seccion anterior y suponemos que  es es-
trictamente condicionalmente definida positiva de orden k, es decir, para pun-
tos distintos z1,...,x,, € X, se da la igualdad en (4.1) solamente cuando
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1 =...= ¢y = 0. Asi, la matriz gramiana G correspondiente a esta elecciéon es
definida positiva.

Dentro del marco interpolatorio, pensamos en los puntos z; como en posi-
ciones {; donde se nos proporcionan los valores de una funcién f que queremos
recuperar. Denotamos por = = {¢; : 1 < j < M} el conjunto de estas posiciones,
y por fi,..., far € C los valores de f € Il en los puntos &1, ...,&y € X.

Bajo estas condiciones, podemos aplicar a II los resultados de las secciones
3.1, 3.2 y 3.3. El interpolante de norma minima a f en II es

=(x) = Zajlllgj(x), reX,

de modo que
sz (&) =fi, 1<i<M.

Como @ es estrictamente condicionalmente definida positiva, los coeficientes «;
estdn univocamente determinados por el sistema lineal

Zai (&. &) =fi, 1<i<M.

Ahora, el Teorema 4.14 nos faculta para escribir

AM
syz(® Z a; Ve, (z Z ;O () + 2 Z Z a;pi (§)pi(x)

i=1 j=1

Poniendo

M
= i (&),
j=1
obtenemos R
8f7_ ZO@@&J )—i‘Zﬂlpl(l'), z e X.
i=1

La estimacién del error puntual estandar sigue de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz:

lss2(@) = f@)I° = [lsgz = [ W] < lsrz = FIR 10
A

< W) |11 = (@) + 23 @) ) 1713
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Proposicién 4.16. Sean fi,..., far € C los valores de la funcion f € 11 en los
puntos &1, ..., m € X, y definamos sy= como anteriormente. La estimacion del
error local

sp=(0) — f@)| < (20 23 @) e @)

vale para todo x € X.

Definicién 4.17. El término entre paréntesis en la estimacion (4.6) se deno-
mina habitualmente funcion potencial.

4.5. Ejemplo

Sea M € Ny sea A € CM*M yna matriz hermitica arbitraria, con Kk < M
autovalores negativos. La aplicacion

O {1,... M} x{l,.... M} —>C, (r,s)— as

define un nicleo hermitico con x cuadrados negativos. El EPNR, asociado II de
indice k puede ser identificado con span {ay, ..., ay }, donde a; denota la colum-
na i-ésima de A. Se obtiene un producto interior indefinido sobre II mediante la
relacion

(u;v) = v Au.

Puesto que A es hermitiana, existe una base ortonormal {vy, ..., vy} formada
por autovectores de A. El subespacio negativo maximal A viene dado como
suma directa de autoespacios correspondientes a autovalores negativos de A,

N = @B Eig() A).
A€o (A)
A<0

Si (tras una renumeracién) vy, ..., v, generan A, entonces

K

W(rs) = Bry5) +2 > v (0y(s) = @ +2 3 (o)

=1

parar,s € {1,..., M}.
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Abstract

REPRODUCING KERNEL Hilbert space (RKHS) is a Hilbert

space of functions on which all point functionals are continu-
ous. Via the Fréchet-Riesz representation theorem, every RKHS
is associated with a kernel that allows to evaluate any function
in the space by performing its inner product against another func-
tion in the space, determined by the kernel. The Moore-Aronszajn
theorem establishes a bijective correspondence between the re-
producing kernels of Hilbert spaces and the so-called kernel func-
tions, or positive (semi)definite kernels, and it can be said that the
theory of RKHSs amounts to studying the consequences derived
from such a bijection.
RKHS:s find applications in a wide variety of fields. Here, its rel-
evance in approximation theory is illustrated by proving that for
every kernel function there exists an RKHS so that interpolation
equals minimal norm interpolation within this space. Furthermore,
a variant of such an interpolation scheme is addressed that, unlike
the original, allows to reproduce polynomials of a given degree. In
this new setting, the role of the kernel functions and of the RKHSs
are respectively played by the so-called conditionally positive def-
inite kernels and reproducing kernel Pontryagin spaces.

1. Definition, first properties and examples

ET K DENOTE R or C, and let X be a set. The class F(X,K)
of all functions from X to K is a vector space over the field K
with the operations of addition, (f +¢)(z) = f(z)+ g(z), and scalar
multiplication, (A- f)(z) = A - f(z).
Definition 1.1 A subset H C F(X,K) is called a reproducing ker-
nel Hilbert space (RKHS, for short) on X provided that:
1.H is a vector subspace of F(X,K);
2.H is endowed with an inner product (-, -), which makes it into a
Hilbert space;
3. for every x € X, the (linear) evaluation functional E, : H — K,
defined by E,(f) = f(x) whenever f € H, is bounded.
If H is an RKHS on X, then the Fréchet-Riesz representation
theorem shows that the evaluation functional can be retrieved
as the inner product against a unique vector in 7. Therefore,
given z € X there exists a unique function k; € H such that
f(x) = Ex(f) = (f, ks), forall f € H.
Definition 1.2 The function k, is called the reproducing kernel
for the point . The function K : X x X — K defined by
K(z,y) = ky(z), with z,y € H, is the reproducing kernel for H.

2. General theory

HE FOLLOWING CORRESPONDENCE between kernel functions
and RKHSs is a cornerstone of the theory.
Definition 2.1 A two-variable function K XxX — Cis
said to be a kernel function if for every n € N and every
choice of n distinct points {z1,...,z,} C X, the n x n matrix
(K (xi,mj))zjzl is positive, that is, for each ay,...,a, € C, one
has 373 ;1 @a K (@, w5) > 0.
Proposition 2.2 Let H be an RKHS on a set X, with reproducing
kernel K. Then K is a kernel function.
Theorem 2.3 (Moore-Aronszajn) If K : X x X — C is a kernel
function, then there exists an RKHS, H, of functions on X such
that K is the reproducing kernel for 1.

3. Interpolation and approximation

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de julio, 2023

ONE OF THE primary applications of RKHSs is to problems of
interpolation and approximation.

Definition 3.1 Let X and Y be sets, let {z1,...,z,} C X be a
collection of n distinct points, and let {)\,...,\,} C Y. A func-
tion g - X — Y is said to interpolate these points provided that
g(x;) =N, foralli=1,...,n.

Theorem 3.2 Let H be an RKHS on X with reproducing kernel
K, let F = {x),...,zy} C X consist of distinct points, and let
{A1,...,A\n} C C. There exists g € H that interpolates these val-
ues if, and only if, v = (A, ... ,An)‘ is in the range of the matrix
(K (wi,zj));ijzl. In this case, if w = (ay,...,a,)" is any vector
whose image is v, then h = il aiks, is the unique function
of rg)inimal norm in H that interpolates these points. Moreover,
127 = (v, w).

4. Conditionally positive definite kernels and Pontryagin spaces

ONDITIONALLY POSITIVE DEFINITE kernels provide a powerful

tool for scattered data approximation. Theorem 4.4 below
yields a theoretical framework which allows to study approxima-
tion with conditionally positive definite kernels in associated Pon-
tryagin spaces. Recall thatamap ¢ : X x X — C is a Hermitian
kernel if ®(y, z) = ®(z,y), forall z,y € X.

Definition 4.1 Suppose x € Z*. A Hermitian kernel ® : X x X —
C is called conditionally positive definite of order &, if there ex-
ists a r-dimensional space U of complex-valued functions on
X, such that Z?_j:l cicj® (x,JcJ) > 0 for all choices of n € N,
zy,...,op € X, and ci,...,c, € C, satisfying 31" cju(x;) = 0
wheneveru € U.

Definition 4.2 The antispace of an indefinite inner product space
(9, (5;+) is (9, —(+-)). A Pontryagin space is an indefinite inner
product space 11 which can be written as the orthogonal direct
sum 11 = I @ I1_ of a Hilbert space 11 and the antispace I1_
of a finite-dimensional Hilbert space. The (negative) index  of 11
is the maximum dimension of a subspace 11— which is the anti-
space of a Hilbert space in the inner product of 11, and every such
k-dimensional subspace occurs in the above decomposition.

Definition 4.3 Let (I, (-; -)) be a Pontryagin space of functions on
X. A Hermitian kernel ® : X x X — C is called a reproducing
kernel for 11, if

1.0, = d(-,x) el forallz € X, and
2.9(x) = (9;Pz) forallg e 11, z € X.

Theorem 4.4 Suppose « € Z*. For every conditionally positive
definite kernel ® of order « there exists a Pontryagin space 11 of
index \, 0 < X < &, such that ¢ is the reproducing kernel for I1.
The converse statement also holds true, i.e. conditionally posi-
tive definite kernels can be identified with reproducing kernels in
reproducing kernel Pontryagin spaces.
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