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Resumen · Abstract

Resumen

Este trabajo tiene cuatro objetivos. El primero es introducir el con-
cepto de los ideales de Fitting y mostrar algunas de sus propiedades,
para ello, se emplearán herramientas de álgebra conmutativa. El se-
gundo es definir la resultante de dos polinomios con coeficientes en
un anillo conmutativo unitario y demostrar algunas de sus propie-
dades más relevantes. El tercero es mostrar la relación que existe
entre los ideales de Fitting y las resultantes y las aplicaciones de
esta relación, como pueden ser hallar la ecuación impĺıcita de una
curva parametrizada o la resolución de un sistema de dos ecuaciones
polinómicas. Por último el cuarto objetivo es dar una prueba del Teo-
rema de Bézout haciendo uso de resultantes. Para la prueba de dicho
teorema estudiamos el concepto de multiplicidad de intersección.

Palabras clave: Presentación – Módulos – Ideales de Fitting –
Resultantes – Ecuación impĺıcita – Ráıces comunes – Teorema de
Bézout.

Abstract

This project has four objectives. The first one is to introduce the con-
cept of Fitting ideals and demonstrate some of their properties, for
which tools from commutative algebra will be employed. The second
one is to define the resultant of two polynomials with coefficients
in a unitary commutative ring and prove some of its most relevant
properties. The third one is to show the relationship between Fitting
ideals and resultants and the applications of this relationship, such
as finding the implicit equation of a parametrized curve or solving
a system of two polynomial equations. The last goal is to provide a
proof of Bézout’s Theorem using the resultants. For the proof of this
theorem, we study the concept of intersection number.

Keywords: Presentation – Modules – Fitting ideals – Resultants
– Implicit equation – Common roots – Bézout Theorem.
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por polinomios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Introducción

Hans Fitting fue un matemático alemán que nació el 13 de noviembre
de 1906 en Mönchengladbach, Alemania y falleció el 6 de junio de 1938 en
Königsberg. De 1925 a 1932, Fitting estudió Matemáticas, F́ısica y Filosof́ıa en
las universidades de Tübingen y Göttingen, donde se doctoró en 1932 por sus
trabajos sobre teoŕıa de grupos. Su directora de tesis en Göttingen fue Emmy
Noether. Tras su doctorado, Fitting continuó sus investigaciones en los Insti-
tutos Matemáticos de las Universidades de Göttingen y Leipzig. Además, de
realizar aportaciones fundamentales a la Teoŕıa de Grupos, se dedicó a investi-
gar los ideales de anillos no conmutativos y a estudiar los ideales determinantes
de módulos finitamente generados sobre un anillo conmutativo. En su art́ıculo
de 33 páginas [4], Fitting introdujo lo que a d́ıa de hoy se denominan ideales de
Fitting.

Los ideales de Fitting son una herramienta de gran ayuda en el contexto
de la teoŕıa de Iwasawa, una interesante área de estudio dentro de la Teoŕıa de
números (ver [8, Section 2]). Además, estos pueden usarse para computar los de-
nominados polinomios de Alexander, importantes en Teoŕıa de nudos (ver [7]).
Además, los ideales de Fitting también son de gran ayuda para hallar soluciones
de un sistema de ecuaciones polinómicas o calcular la ecuación impĺıcita de una
curva o una superficie parametrizada.

La resultante de dos polinomios con coeficientes en un anillo conmutativo
unitario R es un elemento de R y relaciona las ráıces de dichos dos polinomios.
Las resultantes se utilizan para resolver sistemas de ecuaciones polinómicas, pa-
ra determinar si existen o no soluciones o para reducir un sistema dado a uno
con menos variables y/o menos ecuaciones.

Esta memoria de fin de Grado está estructurada en tres caṕıtulos. Para
el desarrollo del primero hemos seguido, fundamentalmente, la referencia [1],
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mientras que el segundo se basa mayormente en [9] y el último en [6].

En el Caṕıtulo 1 se introduce la definición de presentación de un módulo y
se justifica la existencia de un tipo de presentación en concreto para R−módulos
finitamente generados donde R es un anillo noetheriano. Luego, demostramos
algunas propiedades de los ideales generados por los menores de una matriz. Más
adelante, mostramos las propiedades necesarias para poder probar la buena defi-
nición de los ideales de Fitting. Finalmente, demostraremos algunas propiedades
de estos ideales.

En el Caṕıtulo 2 primero mostramos algunas propiedades de los determi-
nantes. Luego, introducimos el concepto de resultante y ayudándonos de las
propiedades antes vistas, demostramos propiedades de la resultante. Luego re-
lacionamos lo probado en el Caṕıtulo 1 con las resultantes. Por último, damos
algunas aplicaciones de la resultante.

Finalmente, en el Caṕıtulo 3 empezamos demostrando algunos resultados
sobre polinomios homogéneos haciendo uso de resultantes. Luego damos una
definición de la multiplicidad de intersección de dos curvas proyectivas en un
punto que generaliza la existente para una curva y una recta, que hace uso de
una parametrización de la recta. Terminamos el caṕıtulo probando el Teorema
de Bézout y dando un ejemplo de cómo hallar los puntos de intersección de dos
curvas proyectivas complejas usando la resultante.



1

Introducción a los ideales de Fitting

En este caṕıtulo haremos una introducción a los ideales de Fitting y mos-
traremos algunas de sus propiedades. En buena parte de lo que sigue nos hemos
basado en el libro [1].

1.1. Presentación de módulos

En esta sección estudiaremos las presentaciones de módulos, fundamentales
para dar luego la definición de los ideales de Fitting.

Definición 1.1.1 Sean R un anillo conmutativo unitario y M un R−módulo,
entonces una presentación (libre) de M es una sucesión exacta de la forma

G
ϕ−→ F

ψ−→M −→ 0

con G y F R−módulos libres. Si además, G y F son libres de rango finito,
entonces la presentación se dice que es finita. SiM tiene una presentación finita,
entonces diremos que M está finitamente presentado.

Proposición 1.1.2 Sean R un anillo conmutativo unitario, M un R−módulo y
{mλ}λ∈Λ generadores de M . Entonces existe una sucesión exacta de R−módulos
libres

0 −→ K −→
⊕

λ∈Λ

R
α−→M −→ 0

tal que α(eλ) = mλ, para todo λ ∈ Λ, donde {eλ}λ∈Λ es la base canónica de⊕

λ∈Λ

R, y además, hay una presentación de M de la forma

⊕

σ∈Σ

R −→
⊕

λ∈Λ

R
α−→M −→ 0. (PS)

para cierto Σ conjunto de ı́ndices.
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Demostración. Definimos α :
⊕

λ∈Λ

R −→ M teniendo en cuenta que, para todo

x ∈
⊕

λ∈Λ

R, existe un único {µλ}λ∈Λ ⊆ R tal que x =
∑

λ∈Λ

µλeλ porque {eλ}λ∈Λ es

una base libre del R−módulo libre
⊕

λ∈Λ

R. Luego definimos α(x) :=
∑

λ∈Λ

µλmλ.

Además como M es un R−módulo α(x) ∈ M, para cualquier x ∈
⊕

λ∈Λ

R y si x

= x′ ∈
⊕

λ∈Λ

R entonces α(x) = α(x′) porque existe un único {µλ}λ∈Λ ⊆ R tal que

x =
∑

λ∈Λ

µλeλ = x′. Por tanto α es aplicación. Además, α es un homomorfismo

de R−módulos. En efecto, sean r1, r2 ∈ R y x, y ∈
⊕

λ∈Λ

R, entonces, existen unos

únicos {µλ}λ∈Λ, {ηλ}λ∈Λ ⊆ R tales que x =
∑

λ∈Λ

µλeλ, y =
∑

λ∈Λ

ηλeλ. Luego se

tiene que

α(r1x+ r2y) = α

(
r1
∑

λ∈Λ

µλeλ + r2
∑

λ∈Λ

ηλeλ

)
= α

(∑

λ∈Λ

(r1µλ + r2ηλ)eλ

)

=
∑

λ∈Λ

(r1µλ + r2ηλ)mλ

por definición de α y además,

r1α(x) + r2α(y) = r1
∑

λ∈Λ

µλmλ + r2
∑

λ∈Λ

ηλmλ =
∑

λ∈Λ

(r1µλ + r2ηλ)mλ.

Por tanto, α(r1x + r2y) = r1α(x) + r2α(y), para cualesquiera r1, r2 ∈ R, y x, y

en
⊕

λ∈Λ

R. Tenemos entonces que α es homomorfismo. Además como el conjunto

{mλ}λ∈Λ genera a M , entonces α es sobreyectiva pues dado m ∈ M , existe

{θλ}λ∈Λ ⊆ R tal que m =
∑

λ∈Λ

θλmλ, tomamos x :=
∑

λ∈Λ

θλeλ ∈
⊕

λ∈Λ

R y se tiene

que α(x) = m. Sea ahora K := Ker(α) que es un submódulo del R−módulo⊕

λ∈Λ

R. Consideramos,

0 −→ K
iK−→
⊕

λ∈Λ

R
α−→M −→ 0, (SE)

donde iK : K −→
⊕

λ∈Λ

R denota la inclusión de K en
⊕

λ∈Λ

R. La sucesión (SE) es

exacta pues α es sobreyectiva, Ker(α) = Im(iK) = K y la inclusión iK es inyec-
tiva. Ahora, determinaremos una presentación de M . Sea {kσ}σ∈Σ un conjunto
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de generadores de K y definimos β :
⊕

σ∈Σ

R −→ K como sigue: como
⊕

σ∈Σ

R es un

R−módulo libre, para cualquier y ∈
⊕

σ∈Σ

R, existe un único {wσ}σ∈Σ ⊆ R tal que

y =
∑

σ∈Σ

wσe
′
σ, donde {e′σ}σ∈Σ es la base canónica de

⊕

σ∈Σ

R. Entonces definimos

β(y) :=
∑

σ∈Σ

wσkσ. Además β es un epimorfismo, se demuestra de forma similar

a lo hecho para α. Aśı, obtenemos el siguiente diagrama de R−módulos

⊕

σ∈Σ

R
iK◦β //

β

��

⊕

λ∈Λ

R α //M // 0

K

iK

<<

donde la fila superior es una presentación de M ya que α es epimorfismo e
Im(iK ◦ β) = Im(β) = K = Ker(α). □

Corolario 1.1.3 Sean R un anillo conmutativo unitario noetheriano y M un
R−módulo finitamente generado, entonces existe una presentación de M de la
forma

Rq −→ Rn −→M −→ 0 (PF)

para ciertos n, q ∈ N.

Demostración. Por la Proposición 1.1.2, sabemos que M tiene una presentación
del tipo (PS). Siguiendo la notación de la demostración de la Proposición 1.1.2,
se tiene que cada λ ∈ Λ y cada σ ∈ Σ se corresponden con un generador de M y
K respectivamente. Además, por hipótesis tenemos que M está finitamente ge-
nerado. Luego consideramos {mi}ni=1 (n ∈ N⧹{0}), un conjunto de generadores
de M . De este modo, Λ es un conjunto finito y

K =

{
(r1, r2, . . . , rn) ∈ Rn :

n∑

i=1

rimi = 0

}

es un submódulo del R−módulo Rn. Por último, por ser R un anillo noetheriano,
aplicando [10, Corollary 7.22 i)] se tiene que Rn es un R−módulo noetheriano
y por tanto, K está finitamente generado. Luego, podemos tomar Σ finito. □

Para más información acerca de módulos se puede consultar [10, Chapters 6, 7,
9 and 10].

Nota: Como para cualquier n ∈ N⧹{0}, R⊕ n)· · · ⊕R ∼= Rn, en el caso finito se
puede definir una presentación como (PF).
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Ejemplo 1.1.4 (Construcción de una presentación finita) Sea el Z−módulo
M := Z2 × Z3 × Z5. Para construir una presentación como en la prueba de
la Proposición 1.1.2, primero tomamos un conjunto de generadores de M , con-
sideramos por ejemplo, {ei}3i=1 donde e1 = ([1]2, [0]3, [0]5), e2 = ([0]2, [1]3, [0]5)
y e3 = ([0]2, [0]3, [1]5). Definimos α : Z3 −→ M con α(1, 0, 0) = e1, α(0, 1, 0)
= e2, α(0, 0, 1) = e3 y lo extendemos por linealidad. Para β, primero calculamos
Ker(α) = K (siguiendo la notación de la Proposición 1.1.2):

K = {(a, b, c) ∈ Z3 : α(a, b, c) = 0M} = {(a, b, c) ∈ Z3 : ae1 + be2 + ce3 = 0M}
= {(a, b, c) ∈ Z3 : [a]2 = [0]2 ∧ [b]3 = [0]3 ∧ [c]5 = [0]5}
= {(a, b, c) ∈ Z3 : a = 2k1, b = 3k2, c = 5k3; k1, k2, k3 ∈ Z}
= {(2k1, 3k2, 5k3) ∈ Z3 : k1, k2, k3 ∈ Z} = ⟨(2, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 5)⟩ .

La relación (2, 0, 0) se corresponde con la ecuación 2e1 = 0M , aśı como (0, 3, 0)
se corresponde con 3e2 = 0M y (0, 0, 5) con 5e3 = 0M . Luego, definimos

β : Z3 −→ K
(a, b, c) 7−→ β(a, b, c) := (2a, 3b, 5c)

y la extendemos a Z3, iK ◦ β : Z3 −→ Z3. De forma matricial,

(iK ◦ β)(a, b, c) =
(
a b c

)



2 0 0
0 3 0
0 0 5


 .

Aśı, tenemos la presentación de M

Z3 iK◦β−−−→ Z3 α−→M −→ 0. (P1)

Obsérvese que una presentación de un R−módulo finitamente generado no tie-
ne por qué ser única: para construir (P1) elegimos como generadores de K a
(2, 0, 0), (0, 3, 0) y (0, 0, 5) pero podŕıamos haber añadido el elemento (4, 0, 0).
De este modo tendŕıamos otra presentación de M ,

Z4 iK◦β′
−−−→ Z3 α−→M −→ 0

donde iK ◦ β′ tiene por matriz asociada a




2 0 0
0 3 0
0 0 5
4 0 0


.

1.2. El ideal generado por los menores de una matriz

En esta sección estudiaremos el ideal generado por los menores de una
matriz y mostraremos algunas de sus propiedades, que nos serán de utilidad
más adelante.
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Sean R un anillo conmutativo unitario, A ∈ Mm,n(R) y r ∈ Z. Denotamos
por Ir(A) al ideal de R generado por los menores de orden r de A. Por convenio,
tenemos que

Ir(A) =

{
⟨0⟩ , si r > min{m,n}
R, si r ≤ 0 .

Propiedad 1.2.1 Sea R un anillo conmutativo y unitario y A ∈ Mm,n(R). Se
tiene que

i) R = I0(A) ⊇ I1(A) ⊇ I2(A) ⊇ · · ·
ii) Si U ∈ (Mm(R))∗ entonces Ir(U) = R, para todo r ≤ m.

Demostración. Demostraremos i). Si B = (bij)
r
i,j=1 ∈ Mr(R) es submatriz de A

de tamaño r × r, r ≥ 1, y denotamos por Bij la submatriz de B que resulta al
quitar a B la i-ésima fila y la j-ésima columna para cualesquiera i, j ∈ {1, . . . , r},
se tiene que, calculando el determinante de B por la i-ésima fila,

det(B) =
r∑

j=1

(−1)i+jbijdet(Bij) ∈ Ir−1(A)

pues det(Bij) ∈ Ir−1(A) para todo j = 1, . . . , r. Pero por definición, sabe-
mos que Ir(A) = ⟨{det(B) : B submatriz de A de tamaño r × r}⟩, luego se si-
gue que Ir(A) ⊆ Ir−1(A), para todo r ∈ Z, y de este modo se deduce i). Ahora,
demostraremos ii). Si U ∈ Mm(R) es una matriz inversible entonces existe

U−1 ∈ Mm(R) tal que UU−1 = U−1U
(∗)
= Im donde Im denota la matriz iden-

tidad de orden m. Entonces por (∗), se sigue que det(U−1U) = det(Im) luego,
det(U−1)det(U) = det(Im) = 1 y por tanto, det(U) ∈ R∗ y ⟨det(U)⟩ = R.
Concluimos que, Im(U) = R y se deduce aplicando i) que Ir(U) = R pues
R = I0(U) ⊇ I1(U) ⊇ I2(U) ⊇ · · · ⊇ Im(U) ⊇ · · · para todo r ≤ m. □

Dada una matriz de tamaño p × q, q ≥ n,X := (xij), denotamos su j-ésima
columna por Xj. Si I = (i1, . . . , ir) y J := (j1, . . . , jr) son dos tuplas con 1
≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ p y 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ q, llamamos

XIJ :=



xi1j1 · · · xi1jr

...
...

xirj1 · · · xirjr


 y XI :=



xi11 · · · xi1n

...
...

xir1 · · · xirn


 .

Aśı, XIJ ∈ Mr(R) y XI ∈ Mr,n(R).

Lema 1.2.2 Sean R un anillo conmutativo unitario, y las siguientes matrices
A ∈ Mm,n(R), B ∈ Mn,p(R), U ∈ (Mm(R))∗, V ∈ (Mn(R))∗. Entonces, para
cualquier r ∈ Z, se tiene

i) Ir(AB) ⊆ Ir(A)Ir(B).
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ii) Ir(UAV ) = Ir(A).

Demostración. Para demostrar i), pongamos que A = (aij) y B = (bij). Sea C
:= AB. Dado I = (11, . . . , ir) con 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ m y K = (k1, . . . , kr)
con 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kr ≤ p, tenemos que det(CIK) = det(C1

IK . . . , C
r
IK),

pero Cα
IK =

n∑

jα=1

Ajαbjαkα, para cualquier α ∈ {1, 2 . . . , r}, pues en general, si

C = (cij)i=1,...,m; j=1,...,p, dado β ∈ {1, . . . , p}, se sigue que cjβ = aj1b1β + · · ·
+ajnbnβ con 1 ≤ j ≤ m. Luego,

Cβ =



a11
...
am1


 b1β + · · · +



a1n
...

amn


 bnβ = A1b1β + · · · + Anbnβ =

n∑

j=1

Ajbjβ.

Por tanto, se tiene que

det(CIK) = det

(
n∑

j1=1

Aj1I bj1k1 , . . . ,
n∑

jr=1

AjrI bjrkr

)
=

n∑

J

det(Aj1I , . . . , A
jr
I )bj1k1 · · · bjrkr .

En la última suma cada sumando se corresponde con J = (j1, . . . , jr) donde 1 ≤
ji ≤ n. Además, si hay dos ji iguales, entonces se tiene que det(Aj1I , . . . , A

jr
I ) = 0

pues dos columnas son iguales, pero si en J no hay elementos repetidos entonces
J es una permutación de algún H = (h1, . . . , hr) con 1 ≤ h1 < · · · < hr ≤ q, aśı,
ji = σ(hi), con σ una permutación. Si denotamos el signo de la permutación σ
por (−1)σ, se tiene que

det(Aj1I , . . . , A
jr
I ) = (−1)σdet(AIH)

porque cada vez que permutamos dos columnas de una matriz cuadrada, su
determinante cambia de signo. Pero desarrollando el determinante por filas, ob-
tenemos

det(BHK) =
∑

σ

(−1)σbσ(h1)k1 · · · bσ(hr)kr .

Por tanto, det(CIK) =
∑

H

det(AIH)det(BHK) ∈ Ir(A)Ir(B) ya que para cual-

quier H, det(AIH) ∈ Ir(A) y det(BHK) ∈ Ir(B). Luego, para toda C ′ ∈ Mr(R)
submatriz de AB, det(C ′) ∈ Ir(A)Ir(B) y por tanto, Ir(AB) ⊆ Ir(A)Ir(B) y aśı
queda demostrado i).

Ahora para demostrar ii), sabemos por la Propiedad 1.2.1 ii) que Ir(W )
∗
= R,

para W = U,U−1, V, V −1. Tenemos además que

Ir(A) = Ir(U
−1UAV V −1)

i) 2 veces

⊆ Ir(U
−1)Ir(UAV )Ir(V

−1)
∗
= RIr(UAV )R
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= Ir(UAV )
i) 2 veces

⊆ Ir(U)Ir(A)Ir(V )
∗
= RIr(A)R = Ir(A).

Luego, se sigue que Ir(A) ⊆ Ir(UAV ) ⊆ Ir(A) y que Ir(UAV ) = Ir(A). □

Propiedad 1.2.3 Sea R un anillo conmutativo unitario y la matriz por bloques

A =

(
B O
O C

)
con coeficientes en R y donde O denota una matriz nula, entonces

se tiene que para todo r ∈ Z

Ir(A) =
∑

s+t=r

Is(B)It(C).

Demostración. La prueba es consecuencia de desarrollar el determinante de A
por filas o columnas y fijándonos en cómo son los menores de A. □

1.3. Versión débil del Lema de Schanuel

En esta sección introduciremos el concepto de módulo proyectivo y daremos
una prueba de una versión simplificada del Lema de Schanuel que nos servirá pa-
ra demostrar el Lema de Fitting. Para quien esté interesado, la versión completa
del Lema de Schanuel se encuentra en la página 35 del libro [1].

Definición 1.3.1 Sean R un anillo conmutativo unitario y M un R−módulo.
Se dice que M es proyectivo si dado cualquier diagrama de homomorfismos de
R-módulos de la forma

M

f
��

M ′′
g
//M ′ // 0

donde la fila inferior es una sucesión exacta (g epimorfismo), existe un ho-
momorfismo de R-módulos h : M −→ M ′′ tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

M

f
��

h

||
M ′′

g
//M ′ // 0

es decir, f = g ◦ h.
Proposición 1.3.2 Todo módulo libre es proyectivo.

Demostración. Sean R anillo conmutativo unitario y los homomorfismos de R-
módulos f : M −→M ′, g : M ′′ −→M ′ con g sobreyectiva y M libre. Como M es
libre, podemos considerar una base {ei}i∈I de M . Usando que g es sobreyectiva
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se tiene que para todo i ∈ I, existe m′′
i ∈ M ′′ tal que f(ei)

(∗)
= g(m′′

i ). Luego,
podemos definir h : M −→ M ′′ tal que si m ∈ M, existe un único {ri}i∈I ⊆ R

con m =
∑

i∈I

riei; h(m) :=
∑

i∈I

rim
′′
i . Primero, tenemos que probar que h es

aplicación. Para cualquier m ∈ M,h(m) =
∑

i∈I

rim
′′
i ∈ M ′′ y para cualesquiera

m1,m2 ∈ M tales que m1 = m2 existe un único {ri}i∈I ⊆ R donde m1 = m2 =∑

i∈I

riei. Luego, h(m1) =
∑

i∈I

rim
′′
i = h(m2). Por tanto, h es aplicación. Además,

h es homomorfismo. En efecto, sean r1, r2 ∈ R y m1,m2 ∈ M , entonces existen

unos únicos {λi}i∈I , {µi}i∈I ⊆ R tales que m1 =
∑

i∈I

λiei,m2 =
∑

i∈I

µiei. Luego,

h(r1m1 + r2m2) = h

(∑

i∈I

(r1λi + r2µi)ei

)
=
∑

i∈I

(r1λi + r2µi)m
′′
i

= r1
∑

i∈I

λim
′′
i + r2

∑

i∈I

µim
′′
i = r1h(m1) + r2h(m2).

También, h(ei) = m′′
i , para todo i ∈ I y aplicando g, se sigue que g(h(ei))

= g(m′′
i ), para cualquier i ∈ I y por (∗) se tiene que g(h(ei)) = (g◦h)(ei) = f(ei),

para todo i ∈ I. Luego, por ser {ei}i∈I una base de M , se sigue que g ◦ h = f y
que M es proyectivo. □

Corolario 1.3.3 Para cualquier n ∈ N⧹{0} y para cualquier anillo conmutati-
vo unitario R, Rn es proyectivo.

Demostración. Para todo n ∈ N⧹{0} y para todo anillo conmutativo unitario
R, Rn es libre y por la Proposición 1.3.2 proyectivo. □

Si tenemos un anillo conmutativo unitario R y M y N dos R-módulos,
denotamos por M ⊕ N = {m + n : m ∈ M ∧ n ∈ N}. Si ahora consideramos
f : M1 −→ M2 y g : M3 −→ M4 homomorfismos de módulos denotamos por
f ⊕ g : M1 ⊕ M3 −→ M2 ⊕ M4 al homomorfismo tal que si x = m1 + m3

con mi ∈ Mi, i ∈ {1, 3}, entonces, (f ⊕ g)(x) := f(m1) + g(m3). Además
si f : M1 −→ M , g : M2 −→ M son homomorfismos de módulos, entonces
f + g : M1 ⊕ M2 −→ M se define como (f + g)(x) := f(m1) + g(m2) para
cualquier x = m1 +m2 donde mi ∈Mi, 1 ≤ i ≤ 2.

Lema 1.3.4 (Schanuel débil) Sean R un anillo conmutativo unitario y

L
i−→ P

α−→M −→ 0, L′ i′−→ P ′ α′
−→M −→ 0 sucesiones exactas de R−módu-

los con P y P ′ proyectivos. Entonces el siguiente diagrama
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L⊕ P ′ i⊕1P ′ // P ⊕ P ′

γ∼=
��

α+0 //M

1M
��

// 0

P ⊕ L′
1P⊕i′

// P ⊕ P ′
0+α′

//M // 0

(SD)

es conmutativo, donde γ es un isomorfismo.

Demostración. Primero, tenemos los siguientes diagramas

P

α
��

P ′

α′

��
P ′

α′
//M // 0 P α

//M // 0

donde las filas inferiores son sucesiones exactas por hipótesis y P y P ′ son pro-
yectivos. Luego, existen h : P −→ P ′, h′ : P ′ −→ P homomorfismos tales que
α = α′ ◦ h y α′ = α ◦ h′. Consideramos H y H ′ las matrices asociadas a h y h′

respectivamente. Ahora, construimos el siguiente diagrama

L⊕ P ′ i⊕1P ′ // P ⊕ P ′ α+0 //M

1M
��

// 0

P ⊕ P ′ α+α′
//

δ

OO

τ
��

M //

1M
��

0

P ⊕ L′
1P⊕i′

// P ⊕ P ′
0+α′

//M // 0

donde τ y δ son los homomorfismos de módulos con matrices asociadas

T =

(
I H
O I

)
y ∆ =

(
I O
H ′ I

)

respectivamente, donde I es la matriz identidad y O es una matriz nula de los
órdenes que corresponda. Ambas matrices tienen inversas y por tanto, τ y δ son

isomorfismos. De hecho, las matrices asociadas a τ−1 y δ−1 son T−1 =

(
I −H
O I

)

y ∆−1 =

(
I O

−H ′ I

)
. Tenemos que la matriz asociada a γ := τ ◦ δ−1 es

Γ = ∆−1T =

(
I O

−H ′ I

)(
I H
O I

)
=

(
I H

−H ′ −H ′H + I

)
.

Si denotamos por A y A′ las matrices asociadas a α y α′, respectivamente, se
sigue que la matriz asociada al homomorfismo (0 + α′) ◦ γ es
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Γ

(
O
A′

)
=

(
I H

−H ′ −H ′H + I

)(
O
A′

)
=

(
HA′

−H ′(HA′) + A′

)
.

Como α = α′ ◦ h y α′ = α ◦ h′ se deduce que A
(∗1)
= HA′ y A′ (∗2)

= H ′A, luego, la
matriz asociada a (0 + α′) ◦ h es

(
HA′

−H ′(HA′) + A′

)
(∗1)
=

(
A

−H ′A+ A′

)
(∗2)
=

(
A

−A′ + A′

)
=

(
A
O

)
.

Por tanto, la matriz asociada a (α + 0), que es

(
A
O

)
, es la misma que la

matriz asociada a (0 + α′) ◦ γ. Luego, se tiene que (α + 0) = (0 + α′) ◦ γ,
(0+α′)◦γ = 1M ◦(α+0) y el cuadrado de (SD) es conmutativo como queŕıamos
demostrar. Faltaŕıa por probar que las dos filas del diagrama (SD) son sucesiones
exactas.

Para fila superior. Observamos que, (α + 0) es sobreyectiva puesto que por
exactitud α lo es (para todo m ∈ M, existe p ∈ P tal que α(p) = m, luego,
para cualquier m ∈ M, existe x := p + 0P ′ ∈ P ⊕ P ′ tal que (α + 0)(x)

= α(p) = m). Y por exactitud también, sabemos que Ker(α)
(∗)
= Im(i), y se

tiene que

Ker(α + 0) = {p+ p′ ∈ P ⊕ P ′ : (α + 0)(p+ p′) = 0}
= {p+ p′ ∈ P ⊕ P ′ : α(p) = 0} = {p+ p′ ∈ P ⊕ P ′ : p ∈ Ker(α)}
(∗)
= {p+ p′ ∈ P ⊕ P ′ : p ∈ Im(i)} = Im(i⊕ 1P ′).

Para la fila inferior razonamos de forma similar. Primero, (0 + α′) es sobre-
yectiva puesto que por exactitud α′ lo es (para todo m ∈ M, existe p′ ∈ P ′

tal que α′(p′) = m luego, para cualquier m ∈M , existe x := 0P +p′ ∈ P ⊕P ′

tal que (0 + α′)(x) = α′(p′) = m). También por exactitud, sabemos que

Ker(α′)
(∗)
= Im(i′), y se tiene que

Ker(0 + α′) = {p+ p′ ∈ P ⊕ P ′ : (0 + α′)(p+ p′) = 0}
= {p+ p′ ∈ P ⊕ P ′ : α′(p′) = 0} = {p+ p′ ∈ P ⊕ P ′ : p′ ∈ Ker(α′)}
(∗)
= {p+ p′ ∈ P ⊕ P ′ : p′ ∈ Im(i′)} = Im(1P ⊕ i′). □

1.4. El lema de Fitting

En las siguientes páginas daremos la prueba del Lema de Fitting que en-
contramos en [1, Lemma 5.34]. Gracias a este y a lo probado en las tres secciones
anteriores podremos justificar la buena definición de los ideales de Fitting.
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Lema 1.4.1 (Fitting) Sean R un anillo conmutativo unitario, M un R-módu-

lo, r ∈ Z y Rn α−→ Rm µ−→M −→ 0, Rq β−→ Rp π−→M −→ 0 dos presentacio-
nes de M con A y B matrices asociadas a α y β respectivamente. Entonces,

Im−r(A) = Ip−r(B).

Demostración. Distinguiremos varios casos:
Caso 1: Si m = p y µ = π. Sea K := Ker(µ), se tiene por exactitud que
Im(α) = K y que Im(β) = K, por tanto, Im(α) = Im(β). Pero Im(α) es
el módulo generado por las filas de A, luego, se deduce que cada fila de B es
una combinación lineal de las filas de A. Por tanto, hay una matriz C tal que

CA
(∗)
= B. Sea s := m − r. Dado k, denotaremos por Ik a la matriz identidad

de orden k. También denotaremos por Omq la matriz nula de tamaño m × q.

Tomando V :=

(
In Onq

−C Iq

)
la matriz de bloques, se tiene que

V

(
A
B

)
=

(
In Onq

−C Iq

)(
A
B

)
=

(
A

−CA+B

)
(∗)
=

(
A
Oqp

)
.

Luego, se deduce que

Is

(
V

(
A
B

))
= Is

((
A
Oqp

))
.

Además, V es inversible, de hecho, det(V ) = 1. Por tanto, aplicando el Lema
1.2.2 ii) se sigue que

Is

((
A
B

))
= Is

((
A
Oqp

))
.

Pero Is

((
A
Oqp

))
= Is(A), luego, Is

((
A
B

))
= Is(A). De manera similar se

puede probar que Is

((
A
B

))
= Is(B). Para ello, haciendo el mismo razonamien-

to que cuando empezamos la prueba de este caso, se tiene que existe una matriz

D tal que DB = A. Tomando W :=

(
Iq −D
Onq In

)
se sigue que W

(
A
B

)
=

(
O
B

)
.

Por el mismo razonamiento que antes se llega a lo que queŕıamos y se deduce
que

Is(A) = Is

((
A
B

))
= Is(B).

Caso 2: Si m = p y hay un isomorfismo γ : Rm −→ Rp tal que π ◦ γ (∗)
= µ.

Digamos que γ está representado por la matriz G. Luego,
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Rn γ◦α−→ Rp π−→M −→ 0 (SuEx)

es una presentación de M pues π es sobreyectiva (ya lo sab́ıamos) y
Ker(π) = Im(γ ◦ α). En efecto, tenemos primero que,

Im(γ ◦ α) = γ(Im(α)) = γ(Ker(µ))

porque por exactitud, Im(α) = Ker(µ), luego, probar que Ker(π) = Im(γ ◦ α)
es equivalente a demostrar que Ker(π) = γ(Ker(µ)). Primero, sea x ∈ Ker(π),
entonces π(x) = 0 y aplicando (∗), se sigue que (µ ◦ γ−1)(x) = 0. Por tanto,
µ(γ−1(x)) = 0, luego, γ−1(x) ∈ Ker(µ) y γ(γ−1(x)) = x ∈ γ(Ker(µ)). De este
modo, se deduce que Ker(π) ⊆ γ(Ker(µ)).

Ahora, para el otro contenido, sea x ∈ γ(Ker(µ)). Entonces existe y en Rm

tal que x = γ(y) con µ(y) = 0. Además,

π(x) = π(γ(y)) = (π ◦ γ)(y)
(∗)
= µ(y) = 0.

Por tanto, x ∈ Ker(π) y γ(Ker(µ)) ⊆ Ker(π). Por ambos contenidos se deduce
que Ker(π) = Im(γ ◦ α), que (SuEx) es exacta y que estamos por tanto ante
una presentación de M . Aplicando el caso 1 a las presentaciones

Rq β−→ Rp π−→M −→ 0 y Rn γ◦α−→ Rp π−→M −→ 0

se tiene que Is(B) = Is(GA). Como G es la matriz asociada a γ, que es iso-
morfismo, sabemos que G es inversible, luego por el Lema 1.2.2 ii) se sigue que
Is(GA) = Is(A) y por tanto, Is(B) = Is(A) como queŕıamos.

Finalmente, en general, como Rn es proyectivo, para todo n ∈ N⧹{0} por
el Corolario 1.3.3, aplicando el Lema 1.3.4 a las presentaciones del enunciado del
lema, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Rn ⊕Rp α⊕1Rp// Rm ⊕Rp

γ∼=
��

µ+0 //M

1M
��

// 0

Rm ⊕Rq
1Rm⊕β

// Rm ⊕Rp
0+π

//M // 0

o equivalentemente,

Rn+p α⊕1Rp// Rm+p

γ∼=
��

µ+0 //M

1M
��

// 0

Rm+q
1Rm⊕β

// Rm+p
0+π
//M // 0.

(PC2)

Las matrices asociadas a (α⊕1Rp) y (1Rm⊕β) son

(
A O
O Ip

)
y

(
Im O
O B

)
, matrices

que tienen tamaños (n+ p) × (m+ p) y (q + p) × (m+ p) respectivamente. Nos
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damos cuenta que en (PC2) estamos en las hipotésis del caso 2, luego se tiene
que

I(m+p)−r

((
A O
O Ip

))
= I(m+p)−r

((
Im O
O B

))
.

Además aplicando la Propiedad 1.2.3 a

(
A O
O Ip

)
y

(
Im O
O B

)
se tiene que

I(m+p)−r

((
A O
O Ip

))
= Im−r(A) e I(m+p)−r

((
Im O
O B

))
= Ip−r(B).

Por tanto, Im−r(A) = Ip−r(B). □

Definición 1.4.2 (Ideales de Fitting) Sean R un anillo conmutativo unita-
rio, M un R-módulo finitamente presentado y r ∈ Z. Tomamos cualquier pre-
sentación de M de la forma Rn α−→ Rm −→ M −→ 0, si denotamos por A la
matriz asociada a α (a esta matriz de la conoce como la matriz de la presenta-
ción), definimos el r-ésimo ideal de Fitting de M , Fittr(M) por

Fittr(M) := Im−r(A).

Nótese que por el Lema 1.4.1 la definición de los ideales de Fitting no depende
de la presentación que se tome y que para que un R−módulo M esté finitamente
presentado basta con que M sea finitamente generado y R sea noetheriano por
la Propiedad 1.1.3.

En lo que sigue, si no se especifica, al referirnos a un módulo M asumiremos
que está finitamente presentado.

1.5. Propiedades de los ideales de Fitting

En esta sección presentaremos algunas de las propiedades de los ideales de
Fitting. Las tres siguientes propiedades se encuentran en [1, páginas 40 y 42].

Propiedad 1.5.1 Sea R un anillo conmutativo unitario y M un R-módulo en-
tonces, se tiene que para cualquier r ∈ Z, F ittr(M) es finitamente generado,

⟨0⟩ = Fitt−1(M) ⊆ Fitt0(M) ⊆ Fitt1(M) ⊆ · · · ⊆ Fittm(M) = R,

F ittk(M) = ⟨0⟩, para todo k < 0 y Fittw(M) = R, para cualquier w ≥ m.

Demostración. Por la definición de los ideales de Fitting está claro que son
finitamente generados y la segunda parte se tiene de la Propiedad 1.2.1 i). □
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Propiedad 1.5.2 Sean R un anillo conmutativo unitario, a1, a2, . . . , am ∈ R
con ⟨a1⟩ ⊇ ⟨a2⟩ ⊇ · · · ⊇ ⟨am⟩ y el R-módulo M = (R/⟨a1⟩) ⊕ · · · ⊕ (R/⟨am⟩).
Entonces se tiene que,

Fittr(M) = ⟨a1 · · · am−r⟩ , para todo 0 ≤ r ≤ m− 1.

Demostración. Tenemos que {ei}mi=1 es una base de M donde ei = (0 + ⟨a1⟩)
+ · · · + (0 + ⟨ai−1⟩) + (1 + ⟨ai⟩) + (0 + ⟨ai+1⟩) + · · · + (0 + ⟨am⟩). Las relaciones
no redundantes en los {ei}mi=1 son las correspondientes a aiei = 0, para todo i

= 1, . . . ,m. Podemos tomar como presentación de M , Rm α−→ Rm β−→M −→ 0
donde α es el homomorfismo con matriz asociada

A =




a1 0 · · · 0
0 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · an


 ,

y β : Rm −→M está definido por β(0, 0, . . . , 0,
−i−
1 , 0, . . . , 0) = ei, para cualquier

i = 1, . . . ,m. Si tomamos una submatriz A′ de A de tamaño (m− r) × (m− r)
con determinante no nulo, se tiene que A′ es una matriz diagonal de la forma
A′ = diag(aji)

m−r
i=1 con ji+1 = ji + 1, para todo i ∈ {1, . . . ,m − r − 1}. Puesto

que si hay partes de columnas de A juntas que en A no están juntas entonces
habŕıa una columna llena de ceros y por tanto, el determinante de A′ seŕıa cero.
Como ⟨ak′⟩ ⊆ ⟨ak⟩ , para cualquier k′ ≥ k y ji ≥ i, para todo i ∈ {1, . . . ,m− r}
entonces, ⟨aji⟩ ⊆ ⟨ai⟩ , para cualquier i ∈ {1, . . . ,m − r}. Por tanto, para todo
i ∈ {1, . . . ,m− r}, existe hi ∈ R tal que aji = hiai. Luego,

det(A′) = aj1aj2 · · · ajm−r = (h1a1) · · · (hm−ram−r) =

(
m−r∏

i=1

hi

)
(a1 · · · am−r).

Y aśı queda probado que det(A′) ∈ ⟨a1a2 · · · am−r⟩ , para cualquier A′ submatriz
A de tamaño (m − r) × (m − r). Por tanto, Im−r(A) ⊆ ⟨a1a2 · · · am−r⟩ , lo que
equivale a que Fittr(M) ⊆ ⟨a1a2 · · · am−r⟩. Pero además, como ⟨a1a2 · · · am−r⟩
⊆ Fittr(M) puesto que a1a2 · · · am−r ∈ Fittr(M) ya que si consideramos la sub-
matriz diagonal A′ = diag(ai)

m−r
i=1 de A de orden m− r, det(A′) = a1a2 · · · am−r.

Por tanto, a1a2 · · · am−r ∈ Im−r(A) = Fittr(M). De este modo, queda demos-
trado que Fittr(M) = ⟨a1a2 · · · am−r⟩ , para todo 0 ≤ r ≤ m− 1. □

Propiedad 1.5.3 Sean R un anillo conmutativo unitario y M un R-módulo
finitamente generado con {ei}mi=1 conjunto de generadores de M . Si denotamos
por a := Ann(M) al anulador de M , entonces se tiene que

i) aFittr(M) ⊆ Fittr−1(M), para todo r > 0.
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ii) am ⊆ Fitt0(M) ⊆ a.

Demostración. Como M puede generarse por m elementos {ei}mi=1, podemos

construir una presentación de M de la forma Rn α−→ Rm µ−→M −→ 0 como en
la Proposición 1.1.3, donde α es un homomorfismo con matriz asociada A. Cada
una de las filas de A se corresponde con una relación de los {ei}mi=1. Probemos
i) distinguiendo dos casos para r.

Si r > m, entonces r − 1 ≥ m, Fittr(M) = Fittr−1(M) = R y trivialmente
se tiene que a ⊆ R. Luego,

aFittr(M) = aR = a ⊆ R = Fittr−1(M)

y por tanto, aFittr(M) ⊆ Fittr−1(M).
Si r ≤ m, entonces sea s := m− r + 1 ≥ 1. Para cualquier x ∈ a, formamos
la sucesión

Rn+m βx−→ Rm µ−→M −→ 0, (S1)

con β := α + x1Rm , es decir si y = (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) para ciertos
y1, . . . , yn, z1, . . . , zm ∈ R, entonces

βx(y) = (α + x1Rm) = α(y1, . . . , yn) + (xz1, . . . , xzm).

Hecha esta aclaración, probemos que la sucesión (S1) es exacta. Para ello,
es suficiente con demostrar que Ker(µ) = Im(βx) o lo que es equivalente
por exactitud, Im(α) = Im(βx) (que µ es sobreyectiva ya lo tenemos de
antes). Primero, sea x′ ∈ Im(α), entonces existe z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn tal

que x′ = α(z). Tomamos z′ := (z1, . . . , zn, 0,
m). . ., 0) ∈ Rn+m tenemos que

βx(z
′) = α(z1, . . . , zn) + (x · 0, m). . ., x · 0) = α(z1, . . . , zn) = α(z) = x′.

Por tanto, x′ ∈ Im(βx), para cualquier x′ ∈ Im(α) e Im(α) ⊆ Im(βx).
Ahora para el otro contenido, sea x′ ∈ Im(βx) entonces existe

z = (z1, . . . , zn, z
′
1, . . . , z

′
m) ∈ Rn+m

tal que x′ = β(z) = α(z1, . . . , zn) + x(z′1, . . . , z
′
m). Luego,

µ(x′) = µ(α(z1, . . . , zn) + x(z′1, . . . , z
′
m)) = µ(α(z1, . . . , zn)) + xµ(z′1, . . . , z

′
m)

= (µ ◦ α)(z1, . . . , zn) + xµ(z′1, . . . , z
′m).

Pero µ ◦ α = 0 por exactitud y xµ(z′1, . . . , z
′
m) = 0 porque µ(z′1, . . . , z

′
m) ∈M

y x ∈ a = Ann(M) y por tanto, µ(x′) = 0 + 0 = 0 y x′ ∈ Ker(µ). Entonces,
para todo x′ ∈ Im(βx), x

′ ∈ Ker(µ) y de este modo queda probado que
Im(βx) ⊆ Ker(µ) = Im(α). Luego, por los dos contenidos tenemos que
Im(βx) = Ker(µ) y que (S1) es una presentación de M para cualquier x ∈ a.
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Dado un x ∈ a la matriz asociada a βx es

(
A
xIm

)
. Dada una (s−1)× (s−1)

submatriz B de A (aqúı s > 1), podemos construir una submatriz B′ de A de
tamaño s× s de este modo: pongamos que no aparece parte de la i-ésima fila

de A en B para cierto i; formamos la m× s submatriz B′′ de

(
A
xIm

)
con las

mismas columnas de B pero completándolas con los elementos de A de esas
columnas, más la i-ésima columna de xIm al final. Finalmente, formamos B′

como la submatriz s×s de B con las mismas filas que B más la i-ésima fila en
la posición apropiada. Desarrollando det(B′) por la última columna, se tiene
que

det(B′) ∈ {xdet(B),−xdet(B)}.

Por construcción, det(B′) ∈ Is

((
A
xIm

))
= Is(A), luego, det(B′) ∈ Is(A).

Por lo tanto, xdet(B) ∈ Is(A) y como además, x ∈ a es arbitrario e Is−1(A)
está generado por todos los posibles det(B) con B submatriz (s−1)× (s−1)
de A, se tiene que aFittr(M) ⊆ Fittr−1(M) y aśı, queda probado i).

Ahora, para demostrar ii), primero, aplicando varias veces i) se deduce que

akFittr(M) ⊆ ak−1Fittr−1(M) ⊆ · · · ⊆ Fittr−k(M).

Por tanto, akFittr(M) ⊆ Fittr−k(M), para cualesquiera r, k > 0. Luego, en
particular, se tiene que amFittm(M) ⊆ Fitt0(M), y teniendo en cuenta que
Fittm(M) = R, se sigue que

amR = am ⊆ Fitt0(M).

Para el segundo contenido de ii), dada B una submatriz m ×m cualquiera de
A con determinante no nulo, pongamos B = (bij)i,j=1,...,m. Si denotamos por
{e′i}mi=1 la base canónica de Rm, entonces, ei = µ(e′i), para todo i ∈ {1, . . . ,m}.
Como cada fila de A se corresponde con una relación de los {ei}mi=1 y las filas

de B son filas de A, se deduce que
m∑

j=1

bijej = 0, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}

o matricialmente,

B



e1
...
em


 =




0
...
0


 . (∗1)

Sea ahora C := Adj(B)t la traspuesta de la matriz adjunta de B, entonces por

la regla de Cramer (RC), se tiene que det(B)Im
(∗2)
= CB. Multiplicando por la

derecha en ambos lados de la igualdad (∗2) por



e1
...
em


 se tiene que:
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det(B)Im



e1
...
em


 = (CB)



e1
...
em


 = C


B



e1
...
em





 (∗1)

= C




0
...
0


 =




0
...
0


 .

Por tanto,



det(B) 0 0 · · · 0
0 det(B) 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · det(B)







e1
e2
...
em


 =




det(B)e1
det(B)e2

...
det(B)em


 =




0
0
...
0


 .

Luego, det(B)ei = 0, para todo i = 1, . . . ,m. Además, como {ei}mi=1 genera M ,
es claro que det(B)m′ = 0, para cualquier m′ ∈ M . Aśı, de la definición de
anulador se deduce que det(B) ∈ Ann(M) = a. Luego, det(B) ∈ a, para toda B
submatriz m×m de A. Por tanto, se deduce que Fitt0(M) = Im(A) ⊆ a. Queda
aśı probado el segundo contenido de ii). □

Propiedad 1.5.4 Los ideales de Fitting conmutan con la localización, es de-
cir, si tenemos R un anillo conmutativo unitario, M un R-módulo finitamente
generado y S una parte multiplicativamente cerrada de R, entonces dado r ∈ Z,

Fittr(S
−1M) = S−1Fittr(M).

Demostración. Podemos considerar Rn α−→ Rm β−→ M −→ 0 una presentación
deM cualquiera, a partir de ella podemos construir una presentación del (S−1R)-
módulo S−1M . Definimos α∗ : (S−1R)n −→ (S−1R)m con





α∗(
1
1
, 0
1
, . . . , 0

1
) =

(
α1(1,0,...,0)

1
, . . . , αm(1,0,...,0)

1

)

α∗(
0
1
, 1
1
, . . . , 0

1
) =

(
α1(0,1,...,0)

1
, . . . , αm(0,1,...,0)

1

)

...

α∗(
0
1
, 0
1
, . . . , 1

1
) =

(
α1(0,0,...,1)

1
, . . . , αm(0,0,...,1)

1

)

donde (α1, α2, . . . , αm) = α. De este modo, extendiendo α∗ por linealidad se
tiene que α∗ es un homomorfismo. Ahora definimos β∗ : (S−1R)m −→ S−1M

como, β∗(
r1
s1
, . . . , rm

sm
) = r1

s1

β(1,0,...,0)
1

+ · · ·+ rm
sm

β(0,0,...,1)
1

. Es un simple ejercicio de

escritura ver que β∗ es un homomorfismo de (S−1R)-módulos. Construimos aśı
la sucesión de (S−1R)-módulos

(S−1R)n
α∗−→ (S−1R)m

β∗−→ S−1M −→ 0. (S−1P )

Para demostrar que (S−1P ) es una presentación de S−1M , hay que probar que
es exacta, es decir, dos cosas:
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i) Im(α∗) = Ker(β∗).
ii) Im(β∗) = S−1M (≡ β∗ epimorfismo).

Demostremos primero i). Sea ( r1
s1
, . . . , rm

sm
) ∈ Im(α∗), entonces existe (

r′1
s′1
, . . . , r

′
n

s′n
)

en (S−1R)n tal que

(
r1
s1
, . . . ,

rm
sm

)
= α∗

(
r′1
s′1
, . . . ,

r′n
s′n

)
=
r′1
s′1

(
α1(1, 0, . . . , 0)

1
, . . . ,

αm(1, 0, . . . , 0)

1

)

+ · · · +
r′n
s′n

(
α1(0, 0, . . . , 1)

1
, . . . ,

αm(0, 0, . . . , 1)

1

)
.

Por tanto, se tiene que

β∗

(
r1
s1
, . . . ,

rm
sm

)
=
r′1
s′1

(
β(α1(1, 0, . . . , 0), . . . , αm(1, 0, . . . , 0))

1

)

+ · · · +
r′n
s′n

(
β(α1(0, 0, . . . , 1), . . . , αm(0, 0, . . . , 1))

1

)
,

luego,

β∗

(
r1
s1
, . . . ,

rm
sm

)
=
r′1
s′1

β(α(e1))

1
+ · · · +

r′n
s′n

β(α(en))

1

donde {ei}ni=1 es la base canónica de Rn. Teniendo en cuenta que por exactitud,
Ker(β) = Im(α), se deduce que

β∗

(
r1
s1
, . . . ,

rm
sm

)
=
r′1
s′1

0

1
+ · · · +

r′n
s′n

0

1
=

0

1
.

Por tanto, ( r1
s1
, . . . , rm

sm
) ∈ Ker(β∗) e Im(α∗) ⊆ Ker(β∗). Ahora, para el otro

contenido, sea ( r1
s1
, . . . , rm

sm
) ∈ Ker(β∗), entonces,

β∗

(
r1
s1
, . . . ,

rm
sm

)
=
r1
s1

β(1, 0, . . . , 0)

1
+ · · · +

rm
sm

β(0, 0, . . . , 1)

1
=

0

1
.

Luego,
β(s2s3 · · · smr1, s1s3 · · · smr2, . . . , s1s2 · · · sm−1rm)

s1s2 · · · sm−1sm
=

0

1

si y solo si, existe u ∈ S tal que uβ(s2s3 · · · smr1, s1s3 · · · smr2, . . . , s1s2 · · · sm−1rm)
= 0 y por tanto, (us2s3 · · · smr1, us1s3 · · · smr2, . . . , us1s2 · · · sm−1rm) ∈ Ker(β).
Pero por exactitud, Ker(β) = Im(α), luego se tiene que

(us2s3 · · · smr1, us1s3 · · · smr2, . . . , us1s2 · · · sm−1rm) ∈ Im(α).

Por tanto, existe (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn tal que
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α(t1, t2, . . . , tn) = (us2s3 · · · smr1, us1s3 · · · smr2, . . . , s1s2 · · · sm−1rm). (⋆)

Además como S es una parte multiplicativamente cerrada de R y u, s1, s2, . . . , sm
∈ S, podemos tomar ( t1

us1s2···sm ,
t2

us1s2···sm , · · · ,
tn

us1s2···sm ) ∈ (S−1R)n y se tiene que

α∗

(
t1

us1s2 · · · sm
,

t2
us1s2 · · · sm

, . . . ,
tn

us1s2 · · · sm

)
=

1

us1s2 · · · sm
α∗

(
t1
1
,
t2
1
, . . . ,

tn
1

)
,

que por (⋆), es igual a

1

us1s2 · · · sm

(us2 · · · smr1
1

, . . . ,
us1s2 · · · sm−1rm

1

)
=

(
r1
s1
,
r2
s2
, . . . ,

rm
sm

)
.

Por tanto, ( r1
s1
, r2
s2
, . . . , rm

sm
) ∈ Im(α∗) y Ker(β∗) ⊆ Im(α∗). De estos dos conte-

nidos, se deduce i).
Probemos ahora ii). Primero, que Im(β∗) ⊆ S−1M se tiene pues β∗ está

bien definida. Ahora, para el otro contenido, por exactitud tenemos que M
= Im(β). Luego, para cualquier m ∈ M , existe (r1, . . . , rm) ∈ Rm tal que
m = β(r1, . . . , rm) y por tanto, para todo m

s
∈ S−1M ,

m

s
=
β(r1, . . . , rm)

s
=
r1β(1, 0, . . . , 0) + · · · + rmβ(0, 0, . . . , 1)

s

=
r1
s

β(1, 0, . . . , 0)

1
+ · · · +

rm
s

β(0, 0, . . . , 1)

1
= β∗

(r1
s
, . . . ,

rm
s

)
.

Entonces, para cualquier m
s
∈ S−1M, m

s
∈ Im(β∗) y por tanto, S−1M ⊆ Im(β∗).

Luego, se tiene ii) y que (S−1P ) es una presentación de S−1M . Ahora, por como
hemos construido nuestra presentación se sigue que si (αij)i≤n, j≤m es la matriz
asociada a α entonces

(αij

1

)
i≤n, j≤m es la matriz asociada a α∗. Aśı, para cualquier

r ∈ Z, si Fittr(M) = ⟨a1, . . . , ak⟩, para ciertos a1, . . . , ak ∈ R, entonces

Fittr(S
−1M) =

〈a1
1
, . . . ,

ak
1

〉

y

S−1Fittr(M) = S−1 ⟨a1, . . . , ak⟩ =

{
b

s
: s ∈ S ∧ b ∈ ⟨a1, . . . , ak⟩

}

=

{
r1a1 + · · · + rkak

s
: s ∈ S ∧ r1, . . . , rk ∈ R

}

=
{r1
s

a1
1

+ · · · +
rk
s

ak
1

: s ∈ S ∧ r1, . . . , rk ∈ R
}
⊆ Fittr(S

−1M).

Luego, S−1Fittr(M) ⊆ Fittr(S
−1M) y el otro contenido se tiene pues para

todo i ∈ {1, . . . , k}, ai
1

∈
{
b
s

: s ∈ S ∧ b ∈ ⟨a1, . . . , ak⟩
}

= S−1Fittr(M) y por
tanto,

〈
a1
1
, . . . , ak

1

〉
= Fittr(S

−1M) ⊆ S−1Fittr(M). De ambos contenidos queda
demostrado lo que queŕıamos. □
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Propiedad 1.5.5 Sean R un anillo conmutativo y unitario y M y M ′ dos R-
módulos isomorfos finitamente generados. Entonces, para cualquier r ∈ Z

Fittr(M) = Fittr(M
′).

Demostración. Primero, como M es isomorfo a M ′, existe f : M −→M ′ isomor-

fismo. Ahora, si tomamos Rn α−→ Rm β−→M −→ 0 una presentación cualquiera

de M , podemos considerar la sucesión Rn α−→ Rm f◦β−→ M ′ −→ 0. Demostre-
mos que esta es una presentación de M ′. Tenemos primero por exactitud que
Ker(β) = Im(α). Si tomamos x ∈ Ker(f ◦ β), entonces, f(β(x)) = 0 y por
tanto, β(x) ∈ Ker(f). Pero Ker(f) = {0} pues f en particular es un mono-
morfismo. Luego, β(x) = 0 y x ∈ Ker(β) = Im(α). Entonces, se sigue que
Ker(f ◦ β) ⊆ Im(α). Rećıprocamente, sea x ∈ Im(α) = Ker(β), se tiene que
β(x) = 0 y por tanto,

(f ◦ β)(x) = f(β(x)) = f(0) = 0

y x ∈ Ker(f ◦β). Luego, Im(α) ⊆ Ker(f ◦β) y con el otro contenido se deduce
que Im(α) = Ker(f ◦ β). Ahora, que Im(f ◦ β) ⊆ M ′ es trivial y para el
otro contenido, consideramos un m′ ∈ M ′ cualquiera. Por ser f en particular
sobreyectiva, existe m ∈M tal que m′ = f(m). Además, como por exactitud, β
es sobreyectiva, sabemos que existe x ∈ Rm tal que β(x) = m. Luego,

m′ = f(m) = f(β(x)) = (f ◦ β)(x).

De este modo, se deduce que m′ ∈ Im(f ◦ β) y que M ′ = Im(f ◦ β). Queda

aśı probado que Rn α−→ Rm f◦β−→ M ′ −→ 0 es una presentación de M ′. Por
último, para cualquier r ∈ Z, Fittr(M) = Fittr(M

′) pues si A es la matriz de
α, Fittr(M) = Im−r(A) = Fittr(M

′). □

Que dos módulos tengan los mismos ideales de Fitting no implica que sean
isomorfos como ilustra el siguiente ejemplo extráıdo de [3, Example A2.57.].

Ejemplo 1.5.6 Sea K un cuerpo, y consideramos los K[x, y]-módulos M y M ′

con matrices de presentación

A =



x 0
y x
0 y


 y A′ =




x 0
y 0
0 x
0 y




respectivamente. Tenemos que

Fitt0(M) = I2(A) = ⟨x2, xy, y2⟩ y F itt0(M
′) = I2(A

′) = ⟨x2, xy, y2⟩ .
F itt1(M) = I1(A) = ⟨x, y⟩ y F itt1(M

′) = I1(A
′) = ⟨x, y⟩ .
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Además, Fittk(M) = Fittk(M
′) = K[x, y], para todo k ≥ 2. En resu-

men, Fittr(M) = Fittr(M
′) para todo r ∈ Z. Probemos ahora que M y M ′

no son isomorfos. Primero, por la Propiedad 1.5.3 i) con r = 2 se tiene que
Ann(M), Ann(M ′) ⊆ ⟨x, y⟩. Además por cómo es la matriz A′, se sigue que
x, y ∈ Ann(M ′) y por tanto, ⟨x, y⟩ ⊆ Ann(M ′). De este modo, se deduce que
Ann(M ′) = ⟨x, y⟩. Pero, ni x ni y están en Ann(M), es más, si lo estuvieran
la matriz A tendŕıa que ser igual a A′, por lo que Ann(M) ̸= Ann(M ′) y M y
M ′ no pueden ser isomorfos.

Propiedad 1.5.7 [12, Lemma 15.8.4. (2)]. Sean R un anillo conmutativo y
unitario, M y M ′ dos R−módulos, entonces para todo r ∈ Z, se tiene que

Fittr(M ⊕M ′) =
∑

r1+r2=r

Fittr1(M)Fittr2(M
′).

Demostración. Si Rn α−→ Rm β−→ M −→ 0 y Rn′ α′
−→ Rm′ β′

−→ M ′ −→ 0
son dos presentaciones de M y M ′ respectivamente y A es la matriz de α y A′

es la matriz de α′, podemos construir Rn+n′ α⊕α′
−→ Rm+m′ β⊕β′

−→ M ⊕M ′ −→ 0

presentación de M ⊕M ′ con matriz de presentación B =

(
A O
O A′

)
. Por tanto,

para cualquier r ∈ Z, Fittr(M⊕M ′) = I(m+m′)−r(B) y si aplicamos la Propiedad
1.2.3, se sigue que

Fittr(M ⊕M ′) =
∑

r1+r2=m+m′−r

Ir1(A)Ir2(A
′)

=
∑

r1+r2=m+m′−r

Fittm−r1(M)Fittm′−r2(M
′)

=
∑

(m−r1)+(m′−r2)=r

Fittm−r1(M)Fittm′−r2(M
′)

=
∑

k1+k2=r

Fittk1(M)Fittk2(M
′).

□

Propiedad 1.5.8 [12, Lemma 15.8.7.]. Sean R un anillo conmutativo unita-
rio y M un R−módulo. Entonces, si M puede ser generado por r elementos,
Fittr(M) = R y además si R es local el rećıproco es cierto.

Demostración. Si M puede ser generado por r elementos, podemos encontrar

una presentación de M de la forma Rq α−→ Rr β−→ M −→ 0. Si llamamos A a
la matriz de α, se tiene que A tiene r columnas. Luego, Fittr(M) = I0(A) = R.
Rećıprocamente, supongamos que R es local y Fittr(M) = R. Primero, m :=

R⧹R∗ es un ideal (maximal) de R. Si consideramos Rn α−→ Rq β−→ M −→ 0
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una presentación cualquiera de M , se tiene que M puede ser generado por q
elementos. Denotamos por A ∈ Mn,q(R) la matriz de α. Supongamos ahora que
q = r + 1, entonces

Iq−r(A) = I1(A) = Fittr(M) = R,

luego, A tiene una entrada que no está en m, porque si A tuviera todas sus
entradas en m, I1(A) ⊆ m ̸= R. Como A tiene una entrada a ∈ R∗, hay un
generador que se puede poner como combinación lineal de los demás y por tanto
sobra, ya que si {ej}r+1

j=1 ⊆M es el conjunto de generadores de M y la fila en la

que está a es
(
ri,1 ri,2 · · · ri,j−1 a ri,j+1 · · · ri,r+1

)
; entonces

ri,1e1 + · · · + ri,j−1ej−1 + aej + ri,j+1ej+1 + · · · + ri,r+1er+1 = 0.

Luego, aej = −
∑

k ̸=j

ri,kek y a−1aej = ej =
∑

k ̸=j

(−a−1ri,k)ek. Ahora, si tenemos

que q = r + k, para cierto k ≥ 1, aplicando el mismo razonamiento, podemos ir
quitando generadores de uno en uno hasta quedarnos con r. □

Ejemplo 1.5.9 Sean el anillo local Z(2) = { r
s
∈ Q : 2 ∤ s} ⊆ Q y el Z(2)−módulo

M =
{(

[r1]2
s1
, [r2]3
s2
, [r3]7
s3

)
: s1, s2, s3 ∈ Z⧹{0}

}
.

Tomamos como generadores deM a e1 =
(

[1]2
1
, [0]3

1
, [0]7

1

)
, e2 =

(
[0]2
1
, [1]3

1
, [0]7

1

)

y e3 =
(

[0]2
1
, [0]3

1
, [1]7

1

)
. Una matriz de presentación de M seŕıa

A =




2
1

0
1

0
1

0
1

3
1

0
1

0
1

0
1

7
1



.

Aśı, Fitt0(M) =
〈
42
1

〉
=
〈
2
1

〉
pues 2

1
∈
〈
42
1

〉
ya que 2

1
= 1

21
42
1

( 1
21

∈ Z(2),
21 ∤ 2) y 42

1
∈
〈
2
1

〉
porque 42

1
= 21

1
2
1
. Además, Fitt1(M) =

〈
6
1
, 21

1
, 14

1

〉
⊆ Z(2) y〈

21
1

〉
⊆ Fitt1(M) pero

〈
21
1

〉
= Z(2) ya que 1

21
21
1

= 1
1
∈
〈
21
1

〉
. De este modo, es

claro que Fitt1(M) = Z(2) y que

Fittk(M) =





〈
0
1

〉
si k ≤ 0〈

2
1

〉
si k = 0

Z(2) si k ≥ 1
.

Aplicando la Propiedad 1.5.8, como Fitt1(M) = Z(2) y Z(2) es local, se tiene que
M puede ser generado por un único elemento. De otra manera, m = Z(2)⧹Z(2)

∗

=
{

2h
s
∈ Q : 2 ∤ s

}
. Luego, se deduce que 3

1
, 7
1
/∈ m y de hecho, e2, e3 = 0M pues

como 3
1
e2 = 0M y 7

1
e3 = 0M se tiene que 1

3
3
1
e2 = e2 = 0M y 1

7
7
1
e3 = e3 = 0M .

Por tanto, podemos quitar del conjunto de generadores a e2 y e3 y tomar como
matriz de presentación de M a A′ =

(
2
1

)
.
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La resultante

En este caṕıtulo estudiaremos la resultante de dos polinomios y mostra-
remos la relación que tienen con los ideales de Fitting que estudiamos en el
Caṕıtulo 1. En gran parte de lo que sigue nos hemos basado en las notas [9].

2.1. Notación y propiedades

Sea A una matriz cuadrada, entonces, denotamos por A∧ := Adj(A)t la
traspuesta de la matriz adjunta de A. Tenemos además la regla de Cramer

AA∧ = A∧A = (det(A))I. (RC)

Sea R un anillo conmutativo unitario, denotamos por R[T ] al anillo de polino-
mios en una variable T y coeficientes en R. Para cualquier N > 0, denotamos
por R[T ](N) al conjunto de polinomios de grado menor que N . De este modo,

R[T ](N) = {r1TN−1 + r2T
N−2 + · · · + rN : rj ∈ R, para todo j ∈ {1, . . . , N}}.

Aśı, R[T ](N) es un R-módulo libre de rango N y una base es {1, T, . . . , TN−1}.
Para cualquier sucesión de N polinomios en R[T ](N) de la forma

fi = ri1T
N−1 + fi2T

N−2 + · · · + riN , i = 1, . . . , N

consideramos la matriz

A(f1, . . . , fN) :=




r11 r12 · · · r1N
r21 r22 · · · r2N
...

...
...

rN1 rN2 · · · rNN


 = (rij)i, j=1,...,N

y su determinante

det(f1, . . . , fN) := det(A(f1, . . . , fN)).

De las propiedades de los determinantes se tiene que
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Propiedad 2.1.1 Sea i ∈ {1, . . . , N}, entonces existe φ : R[T ](N) −→ R lineal
con φ(fi) = det(f1, . . . , fN).

Demostración. Si det(f1. . . . , fN) = 0, podemos tomar φ = 0. Supongamos que
det(f1. . . . , fN) ̸= 0. Entonces {f1, . . . , fN} es un conjunto linealmente indepen-
diente en R[T ](N) y como el rango del R-módulo libre R[T ](N) es N , entonces,
{fi}Ni=1 es base de R[T ](N). Por tanto, para todo r ∈ R[T ](N), existe un único

{ri}Ni=1 tal que r =
N∑

i=1

rifi y definimos

φ(r) :=
N∑

i=1

ri det(f1, . . . , fN) = det(f1, . . . , fN)
N∑

i=1

ri

que es lineal. □

Propiedad 2.1.2 Sea SN el conjunto de todas las permutaciones de {1, . . . , N}.
Entonces para cualquier σ ∈ SN , se tiene que

det(fσ(1), . . . , fσ(N)) = (sgn(σ)) det(f1, . . . , fN),

donde sgn(σ) denota el signo de σ.

Demostración. Cada vez que se permutan dos filas (o columnas) de una matriz
cuadrada su determinante cambia de signo. □

Propiedad 2.1.3 Se tiene que det(TN−1, TN−2, . . . , 1) = 1.

Demostración. Obsérvese que A(TN−1, . . . , 1) =




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1


 = IN . □

Propiedad 2.1.4 Si fi ∈ R[T ](N) es de grado menor estrictamente que N − 1,
para todo i ∈ {1, . . . , N} entonces det(f1, . . . , fN) = 0.

Demostración. Como deg(fi) < N − 1, para todo i ∈ {1, . . . , N} entonces fi
= 0TN−1 + ri2T

N−2 + · · · + rin, para todo i ∈ {1, . . . , N} y para ciertos rij ∈ R.
Luego,

A(f1, . . . , fN) =




0 r12 · · · r1N
0 r22 · · · r2N
...

...
...

0 rN2 · · · rNN




cuya primera columna es nula y conclúımos la propiedad. □
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Propiedad 2.1.5 Si R es un dominio de integridad, entonces det(f1, . . . , fN)
= 0 si y sólo si, existen r1, r2, . . . , rN ∈ R no todos nulos tales que r1f1 + r2f2
+ · · · + rNfN = 0.

Demostración. Supongamos en primer lugar que det(f1, . . . , fN) = 0, entonces
hay una fila de la matriz A(f1, . . . , fN) que es combinación lineal de las demás, y

por tanto, existe un i ∈ {1, . . . , N} tal que fi =
∑

j∈{1,...,N}⧹{i}

rjfj para ciertos rj

∈ R. Entonces, 0 =
∑

j∈{1,...,N}⧹{i}

rjfj−fi es decir, 0 = r1f1+· · ·+rifi+· · ·+rNfN ,

donde ri := −1.

Ahora, supongamos que existen r1, . . . , rN ∈ R con (r1, . . . , rN) ̸= (0, . . . , 0)
tales que r1f1 + · · · + rNfN = 0, entonces existe al menos un i ∈ {1, . . . , N} tal
que ri ̸= 0 y

rifi =
∑

j∈{1,...,N}⧹{i}

(−rj)fj. (∗1)

Por propiedades de los determinantes tenemos que

det(f1, . . . , fi−1, rifi, fi+1, . . . , fN) = ri det(f1, . . . , fi−1, fi, fi+1, . . . , fN).

Pero det(f1, . . . , fi−1, rifi, fi+1, . . . , fN) = 0 porque, por (∗1), la fila i-ésima es
combinación lineal de las otras. Por tanto, ri det(f1, . . . , fN) = 0 y como R es
dominio de integridad y ri ̸= 0, se sigue que det(f1, . . . , fN) = 0. □

Propiedad 2.1.6 Se tiene que

det(f1, . . . , fN)



TN−1

...
1


 = (A(f1, . . . , fN))∧



f1
...
fN


 .

Demostración. Por la definición de A(f1, . . . , fN) tenemos que



f1
...
fN


 = A(f1, . . . , fN)



TN−1

...
1


 (∗2)

luego, multiplicando por (A(f1, . . . , fN))∧ por la izquierda en ambos lados de
(∗2), se sigue que

(A(f1, . . . , fN))∧



f1
...
fN


 = (A(f1, . . . , fN))∧A(f1, . . . , fN)



TN−1

...
1
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y aplicando la regla de Cramer (RC), se tiene que

(A(f1, . . . , fN))∧A(f1, . . . , fN) = det(A(f1, . . . , fN)) = det(f1, . . . , fN),

lo que concluye la propiedad. □

Propiedad 2.1.7 Para cualquier polinomio h ∈ R[T ](N), existen r1, . . . , rN ∈ R
tales que det(f1, . . . , fN)h = r1f1 + · · · + rNfN .

Demostración. Sea h = h1T
N−1 + · · · + hN ∈ R[T ](N). Por la Propiedad 2.1.6 y

multiplicando por la matriz fila
(
h1 · · · hN

)
por la izquierda, se tiene que

(
h1 · · · hN

)


det(f1, . . . , fN)TN−1

...
det(f1, . . . , fN)


 =

(
h1 · · · hN

)
(A(f1, . . . , fN))∧



f1
...
fN


 .

Entonces
(
det(f1, . . . , fN)(h1T

N−1 + · · · + hN)
)

=
(
r1 r2 · · · rN

)


f1
...
fN


 donde

(
r1 r2 · · · rN

)
=
(
h1 · · ·hN

)
(A(f1, . . . , fN))∧. Luego, se sigue que

(
det(f1, . . . , fN)h

)
=
(
r1f1 + · · · + rNfN

)

y por tanto, det(f1, . . . , fN)h = r1f1 + · · · + rNfN . □

2.2. Primeras propiedades de la resultante

En esta sección mostraremos algunas de las propiedades de la resultante.

Definición 2.2.1 (Resultante) Sean n,m enteros no negativos tales que n > 0
o m > 0. Entonces para cualquier par de polinomios

f(T ) = a0T
n+a1T

n−1 + · · ·+an, g(T ) = b0T
m+b1T

m−1 + · · ·+bm ∈ R[T ] (D)

definimos la matriz de Sylvester de f y g

Syln,m(f, g) := A(Tm−1f, Tm−2f, . . . , f, T n−1g, T n−2g, . . . , g)

y la resultante de f y g,

Resn,m(f, g) := det(Syln,m(f, g)) ∈ R.

La matriz de Sylvester es una matriz cuadrada de orden n+m y

Syl0,m(f, g) = A(Tm−1f, Tm−2f, . . . , f), Syln,0(f, g) = A(T n−1g, T n−2g, . . . , g).
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Proposición 2.2.2 Sean a, b ∈ R, y f y g como en (D). Se tiene

i) Resn,m(af, bg) = ambnResn,m(f, g).
ii) Resn,m(f, g) = (−1)n+mResm,n(g, f).
iii) Resn,0(f, b0) = bn0 , Res0,m(a0, g) = am0 .
iv) Si f ∈ R[T ](n) y g ∈ R[T ](m) entonces Resn,m(f, g) = 0.
v) Para cualquier h ∈ R[T ](n+m) existen polinomios u ∈ R[T ](n) y v ∈ R[T ](m)

tales que Resn,m(f, g)h = uf + vg.

Demostración. Primero observemos que

Resn,m(af, bg) = det(Syln,m(af, bg))

= det(A(Tm−1(af), Tm−2(af), . . . , af, T n−1(bg), T n−2(bg), . . . , bg)).

Por propiedades de los determinantes, si un elemento multiplica a toda una fila
(o columna) se puede extraer del determinante multiplicando, luego,

Resn,m(af, bg) = ambndet(A(Tm−1f, . . . , f, T n−1g, . . . , g)) = ambnResn,m(f, g)

y concluimos i). El apartado ii) es consecuencia de la Propiedad 2.1.2. Por otra
parte, Resn,0(f, b0) = det(Syln,0(f, b0)) = det(A(T n−1b0, T

n−2b0, . . . , T b0, b0)).
Razonando como en la prueba de i), se sigue que det(A(T n−1b0, . . . , T b0, b0))
= bn0det(A(T n−1, . . . , T, 1)) que por la Propiedad 2.1.3 es igual a bn0 · 1. Luego,
Resn,0(f, b0) = bn0 . Análogamente, se tiene que

Res0,m(a0, g) = det(Syl0,m(a0, g)) = det(Tm−1a0, . . . , Ta0, a0) = a0det(T
n−1, . . . , 1)

y nuevamente por la Propiedad 2.1.3 se deduce iii). Ahora, si tomamos f ∈
R[T ](n) y g ∈ R[T ](m) entonces, deg(f) < n y deg(g) < m. Luego se sigue que
en Syln,m(f, g) la primera columna está llena de ceros, ya que esa columna se
corresponde con los coeficientes de T n+m−1 en Tm−1f, . . . , f, T n−1g, . . . , g y estos
polinomios como mucho tienen grado n + m −2. Luego, det(Syln,m(f, g)) = 0
y por tanto, Resn,m(f, g) = 0 y queda probado iv). Ahora, si consideramos
h ∈ R[T ](n+m), por la Propiedad 2.1.7 sabemos que existen c1, . . . , cm+n ∈ R
tales que

det(Tm−1f, . . . , f, T n−1g, . . . , g)h =
m∑

i=1

ci(T
m−if) +

n∑

i=1

cm+i(T
n−ig)

= f

m∑

i=1

ciT
m−i + g

n∑

i=1

cm+iT
n−i.

Luego si llamamos u := c1T
m−1 + · · · + cm ∈ R[T ](m) y v := cm+1T

n−1 + · · ·
+ cm+n ∈ R[T ](n) se llega a que v) es cierto. □



28 2 La resultante

Proposición 2.2.3 Sea R un dominio de integridad. Entonces Resn,m(f, g) = 0
si y sólo si, existen polinomios u ∈ R[T ](m) y v ∈ R[T ](n) con (u, v) ̸= (0, 0) tales
que uf + vg = 0 en R[T ].

Demostración. De la definición de resultante se tiene que Resn,m(f, g) = 0
si y solo si, det(Tm−1f, . . . , f, T n−1g, . . . , g) = 0 y se da por la Propiedad
2.1.5 si, y solo si, existe (a′1, . . . , a

′
m, b

′
1 . . . , b

′
n) ∈ Rn+m⧹{(0, . . . , 0)} tal que

a′1T
m−1f + · · · + a′mf + b′1T

n−1 + · · · + b′ng = 0. Luego, queda probado conside-
rando u := a′1T

m−1 + · · · + a′m ∈ R[T ](m) y v := b′1T
n−1 + · · · + b′n ∈ R[T ](n).

□

Proposición 2.2.4 Sean R un dominio de factorización única, f = a0T
n +

· · · + an ∈ R[T ], a0 ̸= 0, n > 0 y g = b0T
m + · · · + bm ∈ R[T ]. Entonces,

Resn,m(f, g) = 0 si, y solo si, f y g tienen al menos un divisor común de grado
mayor que cero.

Demostración. Primero, supongamos que f = u′ϕ y g = v′ϕ para ciertos
u′, v′, ϕ ∈ R[T ] con deg(ϕ) > 0, entonces ϕ ̸= 0 y como n > 0, f ̸= 0 y se
deduce que u′ ̸= 0. Se tiene además que v′f − u′g = v′u′ϕ − u′v′ϕ = 0 donde
deg(u′) < deg(f) = n y por tanto, −u′ ∈ R[T ](n) y deg(v′) < deg(g) ≤ m,
entonces v′ ∈ R[T ](m). Luego, como por definición todo dominio de factorización
única en particular es un dominio de integridad, aplicando la Proposición 2.2.3
se deduce que Resn,m(f, g) = 0. Ahora, supongamos que Resn,m(f, g) = 0. Nue-
vamente, como todo dominio de factorización única es un dominio de integridad,
aplicando la Proposición 2.2.3, se tiene que existen u ∈ R[T ](m) y v ∈ R[T ](n)

con u ̸= 0 o v ̸= 0 tales que uf + vg = 0. Tenemos que v no puede ser 0 porque
si v = 0 entonces se tendŕıa que u ̸= 0 y uf + vg = uf = 0 con u ̸= 0 y f ̸= 0,
lo cual es absurdo porque estamos en un dominio de integridad. Luego, v ̸= 0
y uf = −vg. Como además, a0 ̸= 0 entonces deg(f) = n, y por tanto, uno de
los factores irreducibles de f debe dividir a g porque R[T ] es un dominio de
factorización única y deg(v) < n = deg(f). □

2.3. La resultante Resn,m(f, g) como polinomio en
coeficientes de f y g

Continuamos con más propiedades de la resultante.

Propiedad 2.3.1 Sean f = a0T
n + · · · + an, g = b0T

m + · · · + bm ∈ R[T ], con
n,m > 0. Si Syln,m(f, g) = (cij)i,j=1,...,n+m, entonces se tiene que

I) Si i ∈ {1, . . . ,m}, cij =




aj−i, si j ∈ {i, . . . , i+ n}

0, si j /∈ {i, . . . , i+ n}.
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II)Si i /∈ {1, . . . ,m}, cij =




bj−i+m, si j ∈ {i−m, . . . , i}

0, si j /∈ {i−m, . . . , i}.
Demostración. Es consecuencia de la Definición 2.2.1. □

Definición 2.3.2 Sea Sn,m el conjunto de permutaciones de Sn+m definido como
sigue:

Sn,m =





i ≤ σ(i) ≤ i+ n, para todo i ∈ {1, . . . ,m}
σ ∈ Sn+m : ∧

k ≤ σ(k +m) ≤ k +m, para todo k ∈ {1, . . . , n}



 .

Propiedad 2.3.3 Tomando f y g como en la Propiedad 2.3.1, tenemos

Resn,m(f, g) =
∑

σ∈Sn,m

(sgn(σ))aσ(1)−1 · · · aσ(m)−mbσ(m+1)−1 · · · bσ(m+n)−n.

Demostración. Por la definición clásica de determinante y usando la Propiedad
2.3.1 se tiene que

Resn,m(f, g) =
∑

σ∈Sn+m

(sgn(σ))c1,σ(1) · · · cm+n,σ(m+n)

=
∑

σ∈Sn,m

(sgn(σ))aσ(1)−1 · · · aσ(m)−mbσ(m+1)−1 · · · bσ(m+n)−n.

Nótese que si σ ∈ Sn+m⧹Sn,m, por la Propiedad 2.3.1 existe α ∈ {1, . . . ,m+n}
tal que cα,σ(α) = 0 y por tanto sgn(σ)c1,σ(1) · · · cn+m,σ(n+m) = 0 y si además
σ ∈ Sn,m entonces nuevamente por la Propiedad 2.3.1, c1,σ(1) = aσ(1)−1, . . . ,
cm,σ(m) = aσ(m)−m, cm+1,σ(m+1) = bσ(m+1)−1, . . . , cm+n,σ(m+n) = bσ(m+n)−n. □

Definición 2.3.4 Sean A⃗ = (A0, A1, . . . , An) y B⃗ = (B0, B1, . . . , Bm) variables
y consideremos

F (A⃗, T ) = A0T
n +A1T

n−1 + · · · +An, G(B⃗, T ) = B0T
m +B1T

m−1 + · · · +Bm

con coeficientes en Z[A⃗, B⃗] := Z[A0, A1, . . . , An,B0, B1, . . . , Bm]. Definimos la

resultante de A⃗ y B⃗ como Res(A⃗, B⃗) := Resn,m(F,G). Ahora bien, por la Pro-
piedad 2.3.3 podemos escribir

Res(A⃗, B⃗) =
∑

σ∈Sn,m

(sgn(σ))Aσ(1)−1 · · ·Aσ(m)−mBσ(m+1)−1 · · ·Bσ(m+n)−n. (∗3)

Propiedad 2.3.5 Considerando A⃗, B⃗ como en la Definición 2.3.4, la resultan-
te Res(A⃗, B⃗) es un polinomio homogéneo en A⃗ de grado m y también es un

polinomio homogéneo en B⃗ de grado n.
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Demostración. Es consecuencia de (∗3). □

Propiedad 2.3.6 Tomando A⃗, B⃗ como en la Definición 2.3.4, si ponemos que
peso(Ai) = i, para todo i ∈ {0, 1, . . . , n} y peso(Bj) = j, para cualquier j

∈ {0, 1, . . . ,m}, entonces el peso de cualquier término de Res(A⃗, B⃗) es igual a
mn.

Demostración. Sea σ ∈ Sn,m ⊆ Sn+m. Como el peso de un producto es la suma
de los pesos de los factores, entonces

peso(Aσ(1)−1 · · ·Aσ(m)−nBσ(m+1)−1 · · ·Bσ(m+n)−n) =
m∑

i=1

peso(Aσ(i)−i)

+
n∑

j=1

peso(Bσ(m+j)−j) =
m∑

i=1

(σ(i) − i) +
n∑

j=1

(σ(m+ j) − j) =
m+n∑

i=1

σ(i) −
m∑

i=1

i

−
n∑

j=1

j
(∗4)
=

m+n∑

i=1

i−
m∑

i=1

i−
n∑

j=1

j =
(m+ n)(m+ n+ 1)

2
− m(m+ 1)

2
− n(n+ 1)

2

= ������
m(m+ 1) +mn+�����n(n+ 1) + nm−������

m(m+ 1) −�����n(n+ 1)

2
=

�2mn

�2
= mn,

donde la igualdad (∗4) es cierta ya que α ∈ Sn+m. □

Propiedad 2.3.7 Considerando A⃗, B⃗ como en la Definición 2.3.4, se tiene que
la resultante Res(A⃗, B⃗) es una Z-combinación lineal de monomios de la forma
Ai00 A

i1
1 · · ·Ainn Bj0

0 B
j1
1 · · ·Bjm

m donde i0 + · · · + in = m, j0 + · · · + jm = n, i1
+2i2 + · · ·+nin+j1 +2j2 + · · ·+mjm = mn. Además, Res(A⃗, B⃗) = Am0 B

n
m+ · · ·

+(−1)mnAmn B
n
0 .

Demostración. Por la Propiedad 2.3.5 como Res(A⃗, B⃗) es un polinomio ho-

mogéneo en A⃗ de grado m, es claro que i0 + · · · + in = m y nuevamente, por
la Propiedad 2.3.5, como Res(A⃗, B⃗) es un polinomio homogéneo en B⃗ de gra-
do n, es claro que, j0 + j1 + · · · + jm = n. Ahora, poniendo pesos como en
la Propiedad 2.3.6, se sigue que, peso(Ai00 A

i1
1 · · ·Ainn Bj0

0 B
j1
1 · · ·Bjm

m ) = mn, pero
peso(Ai00 A

i1
1 · · ·Ainn Bj0

0 B
j1
1 · · ·Bjm

m ) = 0i0 +1i1 + · · ·+nin+0j0 +1j1 + · · ·+mjm.
Luego, i1 + 2i2 + · · · + nin + j1 + 2j2 + · · · +mjm = mn. Por último, los térmi-
nos Am0 B

n
m, (−1)mnAmn B

n
0 se corresponden con las permutaciones (1, 2, . . . ,m

+ n), (n+ 1, n+ 2, . . . , n+m, 1, 2, . . . , n) ∈ Sn,m respectivamente. □

2.4. La resultante en función de las ráıces

Sean X⃗ = (X1, . . . , Xn), Y⃗ = (Y1, . . . , Ym) variables y consideremos

f =
n∏

i=1

(T −Xi) = T n + a1(X⃗)T n−1 + · · · + an(X⃗) ∈ Z[X⃗][T ],
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y

g =
m∏

j=1

(T − Yj) = Tm + b1(Y⃗ )Tm−1 + · · · + bm(Y⃗ ) ∈ Z[Y⃗ ][T ].

Lema 2.4.1 Sea Res(X⃗, Y⃗ ) := Resn,m(f, g). Entonces

i) Res(X⃗, Y⃗ ) ∈ Z[X⃗, Y⃗ ] es un polinomio homogéneo de grado mn.

ii) Res(X⃗, 0) = bm(Y⃗ )n = (−1)mn(Y1 · · ·Ym)n.

iii) Para todo (i, j) ∈ {1, 2, . . . , n} × {1, 2, . . . ,m}, Xi − Yj divide a Res(X⃗, Y⃗ )

en Z[X⃗, Y⃗ ].

Demostración. En primer lugar, consideramos X⃗ ′ = (1, a1(X⃗), . . . , an(X⃗)), Y⃗ ′

= (1, b1(Y⃗ ), . . . , bm(Y⃗ )). Por la Propiedad 2.3.7, sabemos que Res(X⃗ ′, Y⃗ ′) es una

Z-combinación lineal de monomios a1(X⃗)i1a2(X⃗)i2 · · · an(X⃗)inb1(Y⃗ )j1 · · · bm(Y⃗ )jm

con i1 + 2i2 + · · · + nin + j1 + 2j2 + · · · + mjm
(∗5)
= mn y Res(X⃗ ′, Y⃗ ′) =

Resn,m(f, g) = Res(X⃗, Y⃗ ) por definición. Ahora, como f =
n∏

i=1

(T − Xi)

= T n + a1(X⃗)T n−1 + · · · + an(X⃗) es claro que f es el producto de n polino-
mios homogéneos (T −Xi) de grado 1 y por tanto, f es homogéneo de grado n,

luego es claro que deg(ai(X⃗)T n−i) = n, para todo i ∈ {1, . . . , n} y por tanto,

deg(ai(X⃗)) = i, para cualquier i ∈ {1, . . . , n}. (∗6)

Del mismo modo, se tiene que

deg(bj(Y⃗ )) = j, para todo j ∈ {1, . . . ,m}. (∗7)

Como los términos de Res(X⃗, Y⃗ ) son de la forma a1(X⃗)i1a2(X⃗)i2 · · · an(X⃗)in

b1(Y⃗ )j1 · · · bm(Y⃗ )jm , su grado es deg(a1(X⃗))i1+· · ·+deg(an(X⃗))in+deg(b1(Y⃗ ))j1

+ · · · + deg(bm(Y⃗ ))jm
(∗6), (∗7)

= i1 + 2i2 + · · · + nin + j1 + 2j2 + · · · + mjm
(∗5)
=

mn, y de este modo, queda demostrado i). Ahora por definición, Res(X⃗, 0)

= Resn,m(f, bm(Y⃗ )) y aplicando la Proposición 2.2.2 iii) se tiene que

Res(X⃗, 0) = bm(Y⃗ )n = [(−1)mY1 · · ·Ym]n = (−1)mn(Y1 · · ·Ym)n,

y bm(Y⃗ ) = (−1)mY1 · · ·Ym puesto que como
m∏

j=1

(T − Yj) = Tm + b1(Y⃗ )Tm−1

+ · · · + bm(Y⃗ ), se sigue que bm(Y⃗ ) = (−Y1)(−Y2) · · · (−Ym) = (−1)mY1 · · ·Ym,
y queda aśı probado ii). Por último, por la Proposición 2.2.2 v) (tomando h

= 1 ∈ R[T ]) sabemos que existen u ∈ R[X⃗, Y⃗ ][T ](m) y v ∈ R[X⃗, Y⃗ ][T ](n) tales

que Resn,m(f, g) = Res(X⃗, Y⃗ ) = uf + vg, es decir, Res(X⃗, Y⃗ ) = u
n∏

i=1

(T −Xi)



32 2 La resultante

+ v
m∏

j=1

(T − Yj). Sustituyendo ahora Xi por T (i = 1, . . . , n) llegamos a que

Xi − Yj divide a Res(X⃗, Y⃗ ), para todo (i, j) ∈ {1, 2, . . . , n} × {1, 2, . . . ,m}, y
queda aśı demostrado iii). □

Proposición 2.4.2 Con la notación anterior se tiene que

i) Resn,m(f, g) =
n∏

i=1

m∏

j=1

(Xi − Yj).

ii) Resn,m(f,B0T
m +B1T

m−1 + · · · +Bm) =
n∏

i=1

(B0X
m
i +B1X

m−1
i + · · · +Bm).

Demostración. El polinomio (Xi − Yj) es primo en Z[X⃗, Y⃗ ], para todo (i, j)

∈ {1, 2, . . . , n}×{1, 2, . . . ,m} y divide a Res(X⃗, Y⃗ ) = Resn,m(f, g) por el Lema

2.4.1 iii). Hay en total, mn y deg(Res(X⃗, Y⃗ )) = mn, por tanto, podemos escribir

Res(X⃗, Y⃗ ) = a
n∏

i=1

m∏

j=1

(Xi − Yj) en Z[X⃗, Y⃗ ] para cierto a ∈ Z. Sustituyendo 0

por Y1, . . . , Ym se tiene que Res(X⃗, 0) = a
n∏

i=1

m∏

j=1

(−Yj) = a(−1)mn(Y1 · · ·Ym)n,

pero por el Lema 2.4.1 ii), necesariamente a tiene que ser 1 y por tanto, se
deduce i). Ahora, para probar ii), nótese que en ambos lados de la igualdad son

polinomios homogéneos en B⃗ de grado n (deg(B0X
m
i +B1X

m−1
i + · · ·+Bm) = 1

y deg(BjX
α
i ) = 1, para todo i, j, α). Por tanto, es suficiente ver ii) para polino-

mios mónicos Tm +B1T
m−1 + · · · +Bm. Ahora por i) se tiene que

Resn,m

(
n∏

i=1

(T −Xi),
m∏

j=1

(T − Yj)

)
= Resn,m

(
n∏

i=1

(T −Xi), T
m + · · · + bm(Y⃗ )

)

=
n∏

i=1

m∏

j=1

(Xi − Yj) =
n∏

i=1

(Xm
i + b1(Y⃗ )Xm−1

i + · · · + bm(Y⃗ )),

con bj(Y⃗ ) := (−1)jej(Y⃗ ) y ej(Y⃗ ) =
∑

1≤k1<k2<···<kj≤m

Yk1 · · ·Ykj , para cual-

quier j ∈ {1, . . . ,m}. Estos polinomios son polinomios simétricos elementales
y cumplen que si tenemos un polinomio mónico factorizado de la forma p(λ)

=
N∏

α=1

(λ−Zα) entonces, p(λ) = λN + b1(Z1, . . . , ZN)λN−1 + · · ·+ bN(Z1, . . . , ZN)

(ver [2] para más información). Se deduce que

Resn,m

(
n∏

i=1

(T −Xi), T
m +B1T

m−1 + · · · +Bm

)
=

n∏

i=1

(Xm
i +B1X

m−1
i +· · ·+Bm)

como queŕıamos demostrar. □
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Corolario 2.4.3 Sean f(T ) = a0(T − c1) · · · (T − cn) y g(T ) ∈ R[T ] con deg(g)
≤ m. Entonces

Resn,m(f, g) = am0

n∏

i=1

g(ci).

Demostración. Sea f ∗(T ) := (T − c1) · · · (T − cn). Entonces se tiene que
Resn,m(f, g) = Resn,m(a0f

∗, g), que por la Proposición 2.2.2 i), es igual a
am0 Resn,m(f ∗, g) y aplicando la Proposición 2.4.2 i) se concluye el corolario.

□

Corolario 2.4.4 Sean f(T ) = a0(T − c1) · · · (T − cn) y g(T ) = b0(T − d1)
· · · (T − dm) ∈ R[T ]. Entonces,

Resn,m(f, g) = am0 b
n
0

n∏

i=1

m∏

j=1

(ci − dj).

Demostración. Sean f ∗(T ) = (T−c1) · · · (T−cn) y g∗(T ) = (T−d1) · · · (T−dm).
Aplicando la Proposición 2.2.2 i) se tiene que Resn,m(f, g) = Resn,m(a0f

∗, b0g
∗)

= am0 b
n
0Resn,m(f ∗, g∗) y usando la Proposición 2.4.2 i), se deduce lo que

queŕıamos pues Xi = ci, para todo i = 1, . . . , n e Yj = dj, para cualquier j
= 1, . . . ,m. □

2.5. Relación de la resultante con los ideales de Fitting

En esta sección relacionaremos la resultante con los ideales de Fitting. Esta
relación la usaremos en la siguiente sección.

Proposición 2.5.1 Sean R un anillo conmutativo unitario, f = a0T
n+a1T

n−1

+ · · · + an, g = boT
m + · · · + bm ∈ R[T ] y a0 ∈ R∗ o b0 ∈ R∗. Entonces si

consideramos el R-módulo M := R[T ]/⟨f, g⟩, se tiene que

Fitt0(M) = ⟨Resn,m(f, g)⟩ .

Demostración. Basta con encontrar una presentación de M de la siguiente forma

Rn+m ψ−→ Rn+m π−→M −→ 0 (PM)

donde la matriz de ψ sea Syln,m(f, g). Si definimos ψ como queremos y la
aplicación π : Rn+m −→ M tal que π(ei) = T n+m−i + ⟨f, g⟩ , para todo
i ∈ {1, . . . , n+m}, donde {ei}n+mi=1 es la base canónica de Rn+m, es claro que ψ
y π son homomorfismos de R-módulos. Veamos que la sucesión (PM) es exacta,
para ello, falta por demostrar

i) Im(ψ) = Ker(π).
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ii) Im(π) = M (π es epimorfismo).

Como ψ tiene por matriz asociada a Syl(f, g) se sigue que




ψ(e1) = (a0, a1, . . . , an, 0, . . . , 0) (Tm−1f)
ψ(e2) = (0, a0, a1, . . . , an, 0 . . . , 0) (Tm−2f)

...

ψ(em) = (0, . . . , 0,
−m−
a0 , a1, . . . , an) (f)

ψ(em+1) = (b0, b1, . . . , bm, 0 . . . , 0) (T n−1g)
ψ(em+2) = (0, b0, b1, . . . , bm, 0 . . . , 0) (T n−2g)

...

ψ(em+n) = (0, 0, . . . , 0,
−n−
b0 , b1, . . . , bm) (g)

. (∗8)

Demostremos primero i). Tenemos Im(ψ) ⊆ Ker(π) pues por (∗8), para todo
i = 1, . . . , n+m,

π(ψ(ei)) ∈ {T jf+⟨f, g⟩ : j = 0, 1, . . . ,m−1}∪{T jg+⟨f, g⟩ : j = 0, 1, . . . , n−1}
y T jf, T jg ∈ ⟨f, g⟩, para cualquier j ∈ Z+ ∪ {0}. Luego se tiene que,

T jf + ⟨f, g⟩ = T jg + ⟨f, g⟩ = 0 + ⟨f, g⟩ ,
para todo j ∈ Z+ ∪ {0}, y por tanto, π(ψ(ei)) = 0 + ⟨f, g⟩ , para cualquier
i ∈ {1, . . . , n + m}. Luego ψ(ei) ∈ Ker(π), para todo i ∈ {1, . . . , n + m}
y por tanto, Im(ψ) ⊆ Ker(π). Ahora, para demostrar el otro contenido, sea
(r1, r2, . . . , rn+m) ∈ Ker(π). Se tiene que π(r1, . . . , rn+m) = 0 + ⟨f, g⟩, es decir,
n+m∑

i=1

riT
n+m−i + ⟨f, g⟩ = 0 + ⟨f, g⟩ entonces

n+m∑

i=1

riT
n+m−i ∈ ⟨f, g⟩ y por lo tanto,

existen h, k ∈ R[T ] tales que
n+m∑

i=1

riT
n+m−i = hf+kg. Como h, k ∈ R[T ] son de la

forma h =

N1∑

i=0

hiT
i, k =

N2∑

i=0

kiT
i, para ciertos N1, N2 ≥ 0, {hi}N1

i=0, {ki}N2
i=0 ⊆ R.

No sabemos el grado de h ni de k, pero podemos suponer que N1 y N2 son
mayores o iguales que m− 1 y n− 1 respectivamente (en caso de que no lo sean,
habŕıan hi o ki nulos). Pero teńıamos que

n+m∑

i=1

riT
n+m−i = hf + kg

= hm−1T
m−1f + · · · + h0f + kn−1T

n−1g + · · · + k0g. (2.1)

Como deg

(
n+m∑

i=1

riT
n+m−i

)
≤ n+m− 1, deg(f) = n y deg(g) = m, en (2.1) no

aparecen hm+s ni kn+s, s ≥ 0. Ahora, aplicando
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p : R[T ](n+m) −→ Rn+m

n+m−1∑

i=0

siT
i 7−→ (sn+m−1, sn+m−2, . . . , s1, s0)

a (2.1) se sigue que

(r1, . . . , rn+m) = (hm−1a0, . . . , hm−1an, 0, . . . , 0)

+ (hm · 0, hm−2a0, . . . , hm−2an, 0, . . . , 0)

+ · · · + (h0 · 0, . . . , h0 · 0, h0a0, h0a1, . . . , h0an)

+ (kn−1b0, kn−1b1, . . . , kn−1bm, 0, . . . , 0)

+ · · · + (0, . . . , 0, k0b0, k0b1, . . . , k0bm).

Además, por (∗8) y como ψ es homomorfismo se tiene que

(r1, . . . , rn+m) = hm−1ψ(e1) + · · · + h0ψ(em) + kn−1ψ(em+1) + · · · + k0ψ(em+n)

= ψ(hm−1e1 + hm−2e2 + · · · + h0em + kn−1em+1 + · · · + k0em+n).

Por tanto, existe r′ := hm−1e1 + · · · + h0em + kn−1em+1 + · · · + k0em+n ∈ Rn+m

tal que ψ(r′) = (r1, . . . , rn+m). Luego, (r1, . . . , rn+m) ∈ Im(ψ) y para todo
(r1, . . . , rn+m) ∈ Ker(π), r ∈ Im(ψ). Por tanto, Ker(π) ⊆ Im(ψ) y queda
aśı de ambos contenidos probado i).

Demostremos ahora ii). Que Im(π) ⊆ M es consecuencia de la buena
definición de π. Para el otro contenido, sea r0 + r1T + · · ·+ rNT

N + ⟨f, g⟩ ∈M .
Podemos suponer que N ≤ m + n − 1 pues de no ser aśı, como en f o g
su coeficiente de mayor grado es una unidad (a0 ∈ R∗ o b0 ∈ R∗) se pueden
encontrar polinomios h, h′ o g, g′ con deg(h′) < n (deg(h′) ≤ n−1) o deg(k′) < m
(deg(k′) ≤ m−1) tales que r0+ · · ·+rNTN = hf+h′ o r0+ · · ·+rNTN = kg+k′,
lo que equivale a que r0+· · ·+rNTN+⟨f, g⟩ = h′+⟨f, g⟩ o r0+· · ·+rNTN+⟨f, g⟩
= k′ + ⟨f, g⟩. Hecha esta aclaración, se tiene que

π(0, . . . , 0, rN , rN−1, . . . , r1, r0) = r0 + · · · + rNT
N + ⟨f, g⟩ .

Ahora, se sigue que para todo r(T ) + ⟨f, g⟩ ∈ M, existe r′ ∈ Rn+m tal que
π(r′) = r(T ) + ⟨f, g⟩, y por tanto, M ⊆ Im(π). Luego se tiene ii) y que (PM)
es una presentación de M como queŕıamos demostrar. □

Corolario 2.5.2 En las hipótesis de la Proposición 2.5.1, Fitt0(M) es un ideal
principal.

Proposición 2.5.3 Sean R un anillo conmutativo unitario, f = a0T
n + · · ·

+ an, g = b0T
m + · · · + bm con a0 ∈ R∗, m ≥ n, entonces si M := R[T ]/⟨f, g⟩

existe
Rn G−→ Rn π−→M −→ 0

presentación de M .
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Demostración. Si {ei}ni=1 es la base canónica de Rn entonces definimos el homo-
morfismo π : Rn −→ M con π(ei) = T n−i + ⟨f, g⟩ , para todo i ∈ {1, . . . , n} y
para definir G, inicialmente, dividimos g entre f (lo podemos hacer pues a0 ∈ R∗

y m ≥ n) y nos quedamos con el resto (estaŕıamos buscando un representante
de menor grado de la clase g + ⟨f⟩), ese resto es un polinomio de la forma

r1(T ) = r11T
n−1 + r12T

n−2 + · · · + r1n ∈ R[T ]

con {r1j}nj=1 ⊆ R. Tomamos como la primera fila de nuestra matriz
(
r11 r12 · · · r1n

)
.

Ahora, dividimos Tg o Tr1 entre f y nos quedamos nuevamente con el resto
(estaŕıamos buscando un representante de menor grado de la clase Tg + ⟨f⟩
= Tr1 + ⟨f⟩). Ese resto es un polinomio de la forma

r2(T ) = r21T
n−1 + r22T

n−2 + · · · + r2n ∈ R[T ]

con {r2j}nj=1 ⊆ R. Consideramos como segunda fila de nuestra matriz
(
r21 r22 · · · r2n

)
.

Aśı sucesivamente repetimos el proceso hasta hallar rn(T ) = rn1T
n−1 + rn2T

n−2

+ · · · + rnn ∈ R[T ] y quedando la matriz asociada a G de la siguiente forma:

MG =




r11 r12 · · · r1n
r21 r22 · · · r2n
...

...
...

rn1 rn2 · · · rnn


 .

Ahora, veamos que la sucesión Rn G−→ Rn π−→ M −→ 0 es exacta y por tanto,
una presentación de M. Tenemos que probar dos cosas:
i) Im(G) = Ker(π).
ii) Im(π) = M (π es epimorfismo).
Probemos primero i), sea i ∈ {1, . . . , n}, tenemos que G(ei) = (ri1, . . . , rin)
luego, π(G(ei)) = π(ri1, . . . , rin) = ri1T

n−1 +ri2T
n−2 + · · ·+rin+⟨f, g⟩. Pero por

construcción, ri1T
n−1 + ri2T

n−2 + · · ·+ rin = hf + (T i−1g) para cierto h ∈ R[T ],
luego, ri1T

n−1 + ri2T
n−2 + · · · + rin ∈ ⟨f, g⟩ y por tanto, se sigue que

ri1T
n−1 + ri2T

n−2 + · · · + rin + ⟨f, g⟩ = 0 + ⟨f, g⟩ .

Luego, π(G(ei)) = 0 + ⟨f, g⟩ y G(ei) ∈ Ker(π). Además, como G(ei) ∈ Ker(π)
para todo i ∈ {1, . . . , n}, se deduce que Im(G) ⊆ Ker(π). Ahora para el otro
contenido, sea (r′1 . . . , r

′
n) ∈ Ker(π), luego, π(r′1, . . . , r

′
n) = 0+⟨f, g⟩ y por tanto,

r′1T
n−1+ · · ·+r′n ∈ ⟨f, g⟩, es decir, existen α, β ∈ R[T ] tales que r′1T

n−1+ · · ·+r′n
= αf + βg. Podemos suponer que deg(β) ≤ n − 1, porque si deg(β) > n − 1,
deg(β) ≥ n, entonces, podemos encontrar qβ, rβ ∈ R[T ] con deg(rβ) < n tales
que β = qβf + rβ, luego,

αf + βg = αf + (qβf + rβ)g = (α + qβg)f + rβg.
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Podemos poner que β = β0 + β1T + · · · + βn−1T
n−1 con β0, β1, . . . , βn−1 ∈ R.

Luego,

αf+βg = αf+(β0+β1T+· · ·+βn−1T
n−1)g = αf+β0(g)+β1(Tg)+· · ·+βn−1(T

n−1g).

Pero por construcción, tenemos que T i−1g = qif + ri, para cualquier i en
{1, . . . , n} para ciertos q1, q2, . . . , qn−1 ∈ R[T ]. Luego

αf + βg = αf + β0(q1f + r1) + · · · + βn−1(qnf + rn)

= (α + β0q1 + β1q2 + · · · + βn−1qn)f + β0r1 + β1r2 + · · · + βn−1rn.

Ahora, como αf + βg = r′1T
n−1 + · · · + r′n tiene grado menor o igual que n− 1,

el coeficiente de mayor grado a0 de f es una unidad, deg(f) = n y deg(β0r1
+ . . .+ βn−1rn) ≤ n− 1 pues deg(ri) ≤ n− 1, para todo i ∈ {1, . . . , n}. Se sigue
que α + β0q1 + β1q2 + · · · + βn−1qn = 0 y por tanto,

r′1T
n−1 + · · · + r′n = β0r1 + β1r2 + · · · + βn−1rn.

De este modo, si definimos p : R[T ](n) −→ Rn como p(s1T
n−1 + . . . + sn) =

(s1, . . . , sn) se tiene que p es un homomorfismo de anillos. Además se sigue
que p(r′1T

n−1 + · · · + r′n) = p(β0r1 + · · · + βn−1rn) y por tanto, (r′1, . . . , r′n)
= β0p(r1) + · · · + βn−1p(rn). Pero por construcción, se tiene que p(ri) = ψ(ei)
para todo i ∈ {1, . . . , n}. Luego,

(r′1, . . . , r
′
n) = β0ψ(e1) + · · · + βn−1ψ(en) = ψ(β0e1 + β1e2 + · · · + βn−1en).

Por tanto, (r′1, . . . , r
′
n) ∈ Im(ψ) y Ker(π) ⊆ Im(ψ). Aśı de los dos contenidos

anteriores queda probado i).
Demostremos ahora ii). Primero, Im(π) ⊆M es consecuencia de la buena

definición de π. Por último, el otro contenido es parecido a la última parte de la
prueba de la Proposición 2.5.1. Por el mismo razonamiento que en ella, todos los
elementos de M se pueden poner como a1T

n−1+a2T
n−2+· · ·+an + ⟨f, g⟩. Luego,

π(a1, a2, . . . , an) = a1T
n−1 + · · · + an + ⟨f, g⟩ y por tanto, M ⊆ Im(π). Queda

aśı visto ii) y demostrado que Rn G−→ Rn π−→ M −→ 0 es una presentación de
M como queŕıamos. □

2.6. Aplicaciones

Finalizamos este caṕıtulo con algunas aplicaciones de lo estudiado hasta
ahora.
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2.6.1. Cálculo de la ecuación impĺıcita de una curva parametrizada
por polinomios

Sean R un cuerpo y la curva parametrizada C ≡
{
x(λ) = aoλ

n + · · · + an
y(λ) = b0λ

m + · · · + bm
con

a0λ
n + · · · + an, b0λ

m + · · · + bm ∈ R[λ]. Podemos considerar los polinomios
f := a0λ

n + a1λ
n−1 + · · · + (an − x), g := b0λ

m + · · · + (bm − y) ∈ R[x, y][λ]. Por
la Proposición 2.2.4, es claro que una ecuación de C es Resn,m(f, g) = 0.

Ejemplo 2.6.1.1 Sean R = R y

C ≡
{
x(λ) = λ2 − 3λ+ 5
y(λ) = λ− 1,

entonces f := λ2 − 3λ+ (5 − x) y g := λ+ (−1 − y). Tenemos

Syl2,1(f, g) =




1 −3 5 − x
1 −1 − y 0
0 1 −1 − y


 y Res2,1(f, g) =

∣∣∣∣∣∣

1 −3 5 − x
1 −1 − y 0
0 1 −1 − y

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
−1 − y 0

1 −1 − y

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
−3 5 − x
1 −1 − y

∣∣∣∣ = (−1 − y)2 − (−3(−1 − y) − 5 + x)

= (−1 − y)[−1 − y + 3] + 5 − x = (−1 − y)(2 − y) + 5 − x = −2 + y + y2

−2y + 5 − x = y2 − y + 3 − x.

Luego, la ecuación impĺıcita de C es y2 − y + 3 − x = 0. Observamos en este
ejemplo que y(λ) tiene grado 1 y la ecuación obtenida coincide con despejar λ
de y(λ) y luego sustituirla en la expresión de x.

Ejemplo 2.6.1.2 Sean R = R y

C ≡
{
x(λ) = λ5 − 3λ4 + 2λ3 + λ− 3
y(λ) = λ3 + λ2 − 4λ+ 1.

Entonces f := λ5 − 3λ4 + 2λ3 + λ+ (−3 − x), g := λ3 + λ2 − 4λ+ (1 − y), aśı,

Syl5,3(f, g) =




1 −3 2 0 1 −3 − x 0 0
0 1 −3 2 0 1 −3 − x 0
0 0 1 −3 2 0 1 −3 − x
1 1 −4 1 − y 0 0 0 0
0 1 1 −4 1 − y 0 0 0
0 0 1 1 −4 1 − y 0 0
0 0 0 1 1 −4 1 − y 0
0 0 0 0 1 1 −4 1 − y




.

Podemos calcular el determinante de una matriz de orden 8, pero tenemos
una alternativa usando la Proposición 2.5.1: si M = R[λ]/⟨f, g⟩, entonces
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Fitt0(M) = ⟨Res5,3(f, g)⟩ (aqúı, R = R[x, y]). Vamos a calcular Fitt0(M),
y para ello, lo que podemos hacer es buscar la matriz de presentación (de G)
de la Proposición 2.5.3 (m ↔ n en este caso). Para ello, primero tenemos que
hacer tres divisiones.

λ5 −3λ4 +2λ3 +0λ2 +λ +(−3− x) λ3 + λ2 − 4λ+ (1− y)

−4λ4 +6λ3 +(y − 1)λ2 +λ λ2 − 4λ+ 10
10λ3 +(y − 17)λ2 +(5− 4y)λ +(−3− x)

(y − 27)λ2 +(45− 4y)λ +(10y − 13− x)

luego, r1(λ) = (y − 27)λ2 + (45 − 4y)λ+ (10y − 13 − x),

(y − 27)λ3 +(45− 4y)λ2 +(10y − 13− x)λ +0 λ3 + λ2 − 4λ+ (1− y)

(−5y + 72)λ2 +(14y − 121− x)λ +(y2 − 28y + 27) (y − 27)

aśı, r2(λ) = (−5y + 72)λ2 + (14y − 121 − x)λ+ (y2 − 28y + 27),

(−5y + 72)λ3 +(14y − 121− x)λ2 +(y2 − 28y + 27)λ +0 λ3 + λ2 − 4λ+ (1− y)

(19y − 193− x)λ2 +(y2 − 48y + 315)λ +(−5y2 + 77y − 72) (−5y + 72)

y r3(λ) = (19y− 193−x)λ2 + (y2− 48y+ 315)λ+ (−5y2 + 77y− 72). Por tanto,
la matriz asociada a G es

MG =




y − 27 45 − 4y 10y − 13 − x
−5y + 72 14y − x− 121 y2 − 28y + 27

19y − 193 − x y2 − 48y + 315 −5y2 + 77y − 72




y operando, se tiene que det(MG) = x3 − 43x2y+ 327x2 + 14xy3 − 85xy2 − 20xy
+ 1596x − y5 + 7y4 + 10y3 − 178y2 + 203y + 1945. Luego, como Fitt0(M) =
⟨det(MG)⟩ = ⟨Res5,3(f, g)⟩, la ecuación de C es det(MG) = 0.

2.6.2. Cálculo de la ecuación impĺıcita de una curva racional

Sean R un cuerpo y C ≡
{
x(λ) = p1(λ)

q1(λ)

y(λ) = p2(λ)
q2(λ)

una curva racional con

p1(λ), q1(λ), p2(λ), q2(λ) ∈ R[λ]. Definimos los polinomios
f := p1 − q1x ∈ R[x](n)[λ] ⊆ R[x, y][λ] para cierto n ∈ N y
g := p2 − q2y ∈ R[y](m)[λ] ⊆ R[x, y][λ] para cierto m ∈ N. Entonces
nuevamente, por la Proposición 2.2.4, una ecuación impĺıcita de C es
Resn,m(f, g) = 0. Además, como por la Propiedad 2.2.2 i),

Resn,m(f, g) = s1Resn,m(−f,−g) = s2Resn,m(−f, g) = s3Resn,m(−f,−g)

para ciertos s1, s2, s3 ∈ {1,−1}, podemos tomar indistintamente f y g o −f y
−g, o f y −g o −f y g.

Ejemplo 2.6.2.1 Tomamos R = R.
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a) Sea C ≡
{
x(λ) = λ2

1+λ+λ2

y(λ) = λ2

1+2λ2+λ4

Tenemos f := (1 − x)λ2 − xλ − x y g := −yλ4 + (1 − 2y)λ2 − y. No po-
demos usar la Proposición 2.5.3 pues (1 − x) /∈ (R[x, y])∗. Para hallar la
ecuación impĺıcita de C calculamos simplemente Res2,4(f, g). Se tiene que

Syl2,4(f, g) =




1 − x −x −x 0 0 0
0 1 − x −x −x 0 0
0 0 1 − x −x −x 0
0 0 0 1 − x −x −x
−y 0 1 − 2y 0 −y 0
0 −y 0 1 − 2y 0 −y




y

Res2,4(f, g) = det(Syl2,4(f, g)) = x4y2 − 2x4y + x4 + 2x3y − 2x3 + 2x2y2 +
x2y + x2 − 2xy + y2, y aśı, una ecuación impĺıcita de C es Res2,4(f, g) = 0.

b) Sea C ≡
{
x(λ) = λ2

λ−1

y(λ) = λ2

1+2λ2+λ4

Tenemos f := −λ2 + xλ − x y g := −yλ4 + (1 − 2y)λ2 − y. Aqúı, como
deg(λ − 1) = 1 < 2 = deg(λ2), a0 = −1 ∈ (R[x, y])∗, podemos usar la
Proposición 2.5.3 para no tener que calcular un determinante de orden 6:

−yλ4 +0λ3 (1 − 2y)λ2 +0λ −y −λ2 + xλ − x

−xyλ3 +(1 − 2y + xy)λ2 +0λ −y yλ2 + xyλ + (−1 + 2y − xy + x2y)

(1 − 2y + xy − x2y)λ2 +x2yλ −y

(−x3y + 2x2y − 2xy + x)λ +(x3y − x2y + 2xy − x − y)

r1(λ) = (−x3y + 2x2y − 2xy + x)λ+ (x3y − x2y + 2xy − x− y)

(−x3y + 2x2y − 2xy + x)λ2 +(x3y − x2y + 2xy − x − y)λ +0 −λ2 + xλ − x

(−x4y + 3x3y − 3x2y + x2 + 2xy − x − y)λ +(x4y − 2x3y + 2x2y − x2) (x3y − 2x2y + 2xy − x)

y r2(λ) = (−x4y+3x3y−3x2y+x2 +2xy−x−y)λ+(x4y−2x3y+2x2y−x2).
Luego la matriz asociada a G es:

MG =

(
−x3y + 2x2y − 2xy + x x3y − x2y + 2xy − x− y

−x4y + 3x3y − 3x2y + x2 + 2xy − x− y x4y − 2x3y + 2x2y − x2

)
,

det(MG) = −x2−4x4y2+8x3y2−8x2y2+4xy2−y2+x4y−2x3y+5x2y−2xy,
y la ecuación impĺıcita de C es det(MG) = 0.

2.6.3. Resolver sistemas de dos ecuaciones polinómicas

Sean K un cuerpo y f := p(x, y), g := q(x, y) ∈ K[x, y], entonces para resolver

el sistema de ecuaciones

{
f = 0
g = 0

por la Proposición 2.2.4, calculamos
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Resn,m(f, g) como polinomio en y (aqúı, degy(f) = n y degy(g) = m) o como
polinomio en x (aqúı, degx(f) = n y degx(g) = m). Con la primera opción, nos
queda un polinomio en x y con la segunda un polinomio en y. Luego ese
polinomio tendrá sus ráıces en K, donde K denota la clausura algebraica de
K, pues nos quedamos con ráıces de ese polinomio que estén en K, y luego
sustitúımos en f y g esos valores de x o y dependiendo de qué opción hayamos
elegido y nos quedarán dos polinomios en la otra variable y los pares formados
por las correspondientes ráıces de Resn,m(f, g) y las ráıces comunes de estos
dos polinomios mencionados antes son las soluciones del sistema.

Ejemplo 2.6.3.1 Consideramos en R2 el sistema

{
x2 + y3 − 1 = 0
x2 + y2 − 1 = 0

, aśı,

f := x2 + y3 − 1 y g := x2 + y2 − 1, veámoslos como polinomios en x por ejem-
plo. Tenemos que ⟨f, g⟩ = ⟨f, f − g⟩. Entonces ⟨f, g⟩ = ⟨x2 + y3 − 1, y3 − y2⟩.
Como vimos en la Proposición 2.5.1 la relación que hay entre la resultante y
Fitt0(M) con M = R[y][x]/⟨f, g⟩ y ⟨f, g⟩ = ⟨x2 + y3 − 1, y3 − y2⟩, es claro que
para resolver el sistema es suficiente con calcular primero

Res2,0(f, f − g) =

∣∣∣∣
y3 − y2 0

0 y3 − y2

∣∣∣∣ = (y3 − y2)2 = [y2(y − 1)]2.

Además y4(y− 1)2 = 0 si y sólo si, y ∈ {0, 1}. Ahora, aqúı no podemos sustituir
los valores de y en f − g porque al no aparecer x, no determinará ningún valor
para esta. Sustituyendo en f , se tiene que

Si y = 0; f(x, y) = f(x, 0) = x2 − 1 = 0 si y sólo si, x ∈ {1,−1}. De aqúı,
obtenemos las soluciones (1, 0), (−1, 0).
Si y = 1; f(x, y) = f(x, 1) = x2 = 0 si y sólo si, x = 0. Luego, obtenemos la
solución (0, 1).

Por tanto, el conjunto de soluciones del sistema es {(1, 0), (−1, 0), (0, 1)}.
Ejemplo 2.6.3.2 Sean f(x, y) = y2+(a11x

2+a12x+a13)y+(a21x
2+a22x+a23)

y g(x, y) = y2 + (b11x
2 + b12x+ b13)y+ (b21x

2 + b22x+ b23) ∈ R[x, y] sin factores
en común, entonces el sistema

{
f(x, y) = 0
g(x, y) = 0

(2.6.3.2)

admite un sistema de ecuaciones equivalente de la forma

{
p1(x)y + p2(x) = 0
q1(x)y + q2(x) = 0.

En efecto, usando la Proposición 2.5.1 y la Proposición 2.5.3 podemos calcular
un múltiplo de Res2,2(f, g), considerando f y g polinomios en R[x][y] como sigue,
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f g

[(a11 − b11)x
2 + (a12 − b12)x+ (a13 − b13)]y +[(a21 − b21)x

2 + (a22 − b22)x+ (a23 − b23)] 1

r1(y) = [(a11 − b11)x
2 + (a12 − b12)x+ (a13 − b13)]y+ [(a21 − b21)x

2 + (a22 −b22)x
+(a23− b23)]. Ahora, dividimos yr1(y) entre g, el cociente es [(a11− b11)x2 +(a12
− b12)x+ (a13 − b13)], y el coeficiente de y en el resto r2(y) es

p1(x) := [(a21 − b21)x
2 + (a22 − b22)x+ (a23 − b23)]

− [(a11 − b11)x
2 + (a12 − b12)x+ (a13 − b13)](b11x

2 + b12x+ b13)

= (b211 − a11b11)x
4 + (−a11b12 + 2b11b12 − b11a12)x

3

+ (a21 − b21 + b212 − a11b13 + 2b11b13 − a12b12 − b11a13)x
2

+ (a22 − b22 − a12b13 + 2b12b13 − b12a13)x+ (a23 − b23 − a13b13 + b213).

Además, el término independiente de r2(y) es

p2(x) := 0 − [(a11 − b11)x
2 + (a12 − b12)x+ (a13 − b13)](b21x

2 + b22x+ b23)

= (−a11b21 + b11b21)x
4 + (−a11b22 + b11b22 − a12b21 + b12b21)x

3

+ (−a11b23 + b11b23 − a12b22 + b12b22 − a13b21 + b13b21)x
2

+ (−a12b23 + b12b23 − a13b22 + b13b22)x+ (−a13b23 + b13b23).

Si llamamos qi(x) := (ai1 − bi1)x
2 +(ai2 − bi2)x + (ai3 − bi3) con i ∈ {1, 2},

entonces tenemos que r1 = q1y+ q2 y r2 = p1y+ p2. Un múltiplo de Res2,2(f, g)

es

∣∣∣∣
q1 q2
p1 p2

∣∣∣∣, pero
∣∣∣∣
q1 q2
p1 p2

∣∣∣∣ = Res1,1(r1, r2). Luego anular Res2,2(f, g) es equivalente

a anular Res1,1(r1, r2) y el sistema (2.6.3.2) equivale a

{
r1 = 0
r2 = 0

que se resuelve

hallando las ráıces del polinomio

∣∣∣∣
q1 q2
p1 p2

∣∣∣∣ (x) y sustituyendo en r1 o en r2. Es

claro que si α es una ráız de

∣∣∣∣
q1 q2
p1 p2

∣∣∣∣ (x) entonces el par
(
α, −q2(α)

q1(α)

)
es solución

de ambos sistemas mientras α sea real y no anule a q1.
En este enlace https: // www. geogebra. org/ calculator/ dhhnwvfg se

accede a un archivo de GeoGebra que ilustra este ejemplo. (Ver Figura 2.1).

Figura 2.1.

https://www.geogebra.org/calculator/dhhnwvfg
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El Teorema de Bézout

El objetivo de este caṕıtulo es dar una prueba del Teorema de Bézout
usando resultantes. En la mayor parte de lo que sigue nos hemos basado en [6].

3.1. Preliminares

En esta sección mostraremos una serie de definiciones y resultados que nos
llevarán a la prueba del Teorema de Bézout.

Lema 3.1.1 Sean K cuerpo, F y G dos polinomios homogéneos en K[x, y, z]
de grados m y n respectivamente, sin componentes en común. Entonces se tiene
que

a) CF y CG se intersecan en un número finito de puntos.
b) CF y CG se intersecan en a lo sumo en mn puntos distintos.

Demostración. Sean S un punto de P2
K que no está ni en CF ni en CG y L una

recta proyectiva que no pasa por S. Consideramos ahora para cada Q ∈ CL

la recta LQ que pasa por Q y por S. Además, para cada LQ hay un número

finito de puntos {PjQ}
kQ
jQ=1 ⊆ CLQ

de intersección con CF y con CG. Tomamos

{Pi}ki=1 =
⋃

Q∈L

{PjQ}
kQ
jQ=1.

Figura 3.1.



44 3 El Teorema de Bézout

Aplicando [6, Lemma 11.1], podemos suponer que S = (0 : 0 : 1) y L es la
recta z = 0. Tras un cambio de coordenadas, si fuera necesario, podemos escribir

{
F = F0(x, y)zm + F1(x, y)zm−1 + · · · + Fm−1(x, y)z + Fm(x, y)
G = G0(x, y)zn +G1(x, y)zn−1 + · · · +Gn−1(x, y)z +Gn(x, y)

donde Fi y Gj son polinomios nulos u homogéneos de grado i, j; en particular,
F0 y G0 son polinomios constantes no nulos puesto que S /∈ CF y S /∈ CG.
Luego un punto Qi = (xi : yi : 0) ∈ CL es la proyección de un punto de
intersección Pi ∈ CF ∩ CG (ver Figura 3.1), si y solo si, existe z0 ∈ K tal que
F (x, y, z0) = G(x, y, z0) = 0. O equivalentemente, que F y G como polinomios
en z tengan una ráız común. Ahora, por la Proposición 2.2.4 sabemos que lo
anterior es equivalente a que la resultante de F y G respecto de z verifica que

Resz(F,G) = 0.

También sabemos por la Propiedad 2.3.7 que Resz(F,G) = 0 o Resz(F,G) es un
polinomio homogéneo de grado mn. Pero como F y G no tienen componentes
en común, estamos en la segunda opción. De esta manera, los puntos Qi =
(xi : yi : 0) ∈ CL se corresponden con los ceros (xi : yi) del polinomio homogéneo
Resz(F,G) de grado mn. Luego, el cardinal de CF ∩ CG es finito y conclúımos
el apartado a). Ahora bien, para probar b) hay que tener en cuenta que un
(xi : yi) ∈ P1

K tal que Resz(F,G)(xi, yi) = 0 se corresponde con los puntos
(x : y : z) ∈ CF ∩ CG tales que (x : y) = (xi : yi), y estos pueden ser varios
puntos (ver Figura 3.2).

Figura 3.2.

Pero como por a) sabemos que CF ∩ CG es un conjunto finito, se tiene
que existe un número finito de rectas {Ti}ri=1 que unen los puntos de CF ∩ CG

en pares (o más). Ahora, elegimos S que no esté en ninguna de estas rectas
{Ti}ri=1 y procedemos como antes para conseguir una correspondencia biyectiva
entre los ceros Qi = (xi : yi) de Resz(F,G) con los puntos de intersección de
F con G. Concluimos la prueba del lema teniendo en cuenta que Resz(F,G) es
un polinomio homogéneo de grado mn, y por tanto tiene a lo sumo mn ceros
distintos en P1

K que se corresponden a sus factores lineales. □
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Lema 3.1.2 Sean F,G ∈ C[x, y, z] homogéneos irreducibles sin factores en
común. Entonces CF = CG si y solo si existe λ ∈ C⧹{0} tal que G = λF .

Demostración. Primero, supongamos que los conjuntos de ceros F yG coinciden.
Sabemos que el conjunto de ceros de cualquier curva en P2

C es infinito porque C
es un cuerpo infinito. Luego, por el Lema 3.1.1 se sigue que F y G tienen una
componente en común y como por hipótesis F y G son irreducibles, se deduce lo
que queremos, es decir, F = λG para cierto λ ∈ C⧹{0}. Por último, si G = λF
para cierto λ ∈ C⧹{0}, entonces los conjuntos de ceros de F y G coinciden. □

Definición 3.1.3 Sean K cuerpo, CF , CG dos curvas en P2
K y P = (x : y : z) un

punto de P2
K. Diremos que CF y CG se intersecan adecuadamente en P si F y G

no tienen ninguna componente en común T tal que P ∈ CT y P ∈ CF ∩CG. Asu-
miremos que F y G no tienen factores en común. Elegimos coordenadas X, Y, Z
tales que (0 : 0 : 1) no está ni en CF ni en CG ni en ninguna de las rectas que
unen los puntos de intersección de ambas curvas. Denotamos por R(X, Y ) a la
resultante de F y G con respecto a Z (ResZ(F (X, Y, Z), G(X, Y, Z))). Definimos
la multiplicidad de intersección I(P, F,G) para P = (x0 : y0 : z0) ∈ P2

K como
la multiplicidad de (x0 : y0) como ráız de R(X, Y ), es decir la multiplicidad de
yoX − x0Y como factor de R(X, Y ).

Esta noción no depende de la elección de coordenadas (X, Y, Z) (ver [6, Lemma
14.10]). En el caso de que G sea una recta, I(P, F,G) coincide con la multiplici-
dad de s0t− t0s en F (ϕ(s, t)) con ϕ una parametrización de G y ϕ(s0, t0) = P .

En efecto, por [6, Lemma 11.1] podemos suponer que P = (1 : 0 : 0) y que G es
la recta z = 0. Pongamos que

F (x, y, z) = Fd(x, y) + Fd−1(x, y)z + · · · + F0(x, y)zd,

donde cada Fk es nulo o un polinomio homogéneo de grado k para cada
k ∈ {0, 1, . . . , d− 1, d}. Además, se tiene que por la definición de resultante,

R(x, y) = Resz(F,G) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Fd Fd−1 . . . F1 F0

0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= Fd.

Luego, I(P, F,G) es la multiplicidad de (1 : 0) como cero de Fd(x, y). Pero esto
coincide con la multiplicidad del punto (1 : 0) como cero de F (x, y, 0) pues

F (x, y, 0) = Fd(x, y) + Fd−1(x, y) · 0 + · · · + F0(x, y) · 0d = Fd(x, y).
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3.2. Prueba del teorema

Enunciamos y demostramos el Teorema de Bézout.

Teorema 3.2.1 (Bézout) Sean F y G dos polinomios homogéneos en C[x, y, z]
de grados m y n respectivamente sin factores en común. Entonces

∑

P∈CF∩CG

I(P, F,G) = mn.

Demostración. ComoResz(F,G) = R(x, y) es un polinomio homogéneo de grado
mn por la Propiedad 2.3.7, la suma de las multiplicidades de los ceros de R(x, y)
es exactamente mn. Luego, concluimos de la definición de I(P, F,G).

Ejemplo 3.2.2 Sean F = x2 + y2 − z2 y G = xy − z2 en C[x, y, z]. Entonces

Resz(F,G) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 x2 + y2 0
0 −1 0 x2 + y2

−1 0 xy 0
0 −1 0 xy

∣∣∣∣∣∣∣∣
= x4 + y4 − 2xy3 + 3x2y2 − 2x3y

= y4

((
x

y

)4

+ 1 − 2
x

y
+ 3

(
x

y

)2

− 2

(
x

y

)3
)
.

Si llamamos t = x
y
y φ(t) = t4 − 2t3 + 3t2 − 2t + 1, se tiene, haciendo uso de

WolframAlpha, que φ(t) = (t2 − t + 1)2 = (t − α)2(t − α)2 con α = 1
2

+
√
3
2
i.

Luego, se deduce que

Resz(F,G) =

(
x−

(
1

2
+

√
3

2
i

)
y

)2(
x−

(
1

2
−

√
3

2
i

)
y

)2

.

Si imponemos que Resz(F,G) = 0, tenemos dos opciones:

Del primer factor no repetido de Resz(F,G) se tiene que x =
(

1
2

+
√
3
2
i
)
y y

si sustituimos en G = 0 se sigue que
(

1
2

+
√
3
2
i
)
y2 − z2 = 0 lo que equivale a

que
((√

3
2

+ 1
2
i
)
y − z

)((√
3
2

+ 1
2
i
)
y + z

)
= 0. De este modo, obtenemos que

P1 :=
(

1
2

+
√
3
2
i : 1 :

√
3
2

+ 1
2
i
)
y P2 :=

(
1
2

+
√
3
2
i : 1 : −

√
3
2
− 1

2
i
)
pertenecen a

CF ∩ CG.
De manera análoga con el segundo factor no repetido de Resz(F,G) se puede

comprobar que P3 :=
(

1
2
−

√
3
2
i : 1 :

√
3
2
− 1

2
i
)
y P4 :=

(
1
2
−

√
3
2
i : 1 : −

√
3
2

+ 1
2
i
)

pertenecen a CF ∩ CG.

Por tanto, CF ∩ CG = {Pi}4i=1 y por el Teorema 3.2.1 se tiene además que∑

P∈CF∩CG

I(P, F,G) = 2 · 2 = 4, luego, I(Pi, F,G) = 1 para todo i ∈ {1, 2, 3, 4}.



Conclusiones

Primero, en el Caṕıtulo 1 en este trabajo hemos estudiado los ideales de
Fitting y algunas de sus propiedades. Para llegar a probar el Lema de Fitting y
la buena definición de los mismos hemos tenido que demostrar antes varias pro-
piedades. El estudio de qué condiciones hacen falta para poder asegurar que dos
módulos finitamente generados con los mismos ideales de Fitting son isomorfos,
es una interesante tarea para hacer como continuación de este trabajo.

En el Caṕıtulo 2 hemos estudiado las resultantes con el objetivo final de
dar respuesta a problemas como hallar las soluciones de un sistema polinómico o
calcular la ecuación impĺıcita de una curva parametrizada y hemos relacionado
la resultante con lo probado en el Caṕıtulo 1, lo que simplifica los cálculos.

En el Caṕıtulo 3 dimos una prueba del Teorema de Bézout por medio
de la resultante apoyándonos en los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 2. Otra
demostración de este teorema es la que da Bernard Teissier en [11] usando ideales
de Fitting. Completar todos los detalles de dicha prueba podŕıa ser un desarrollo
complementario a este trabajo, tomando como punto de partida los dos primeros
caṕıtulos de esta memoria. Además para esta prueba, es imprescindible entre
otras cosas, haber estudiado antes los anillos locales de P1

C en un punto x ∈
P1
C , denotado por OP1

C, x
y de P2

C en un punto y ∈ P2
C , denotado por OP2

C, y
.

Consideramos que una buena referencia para ellos es [5, Chapter 3 and 4]. Por
último, a modo de ayuda decir que la valoración vx que se considera en [11, page
577 and 578] es

vx : C(P1) −→ Z⧹{0}
uT k 7−→ k

donde C(P1) es el anillo de fracciones de polinomios homogéneos del mismo
grado, T es el generador del ideal maximal de OP1

C, x
y T no divide a u.
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Abstract

Fitting ideals and resultants are very helpful tools in dealing with
many problems. For example, to find the solutions of a system
of polynomial equations or to calculate the implicit equation of a
parametric curve.

1. Fitting ideals

Definition. Let R be a unitary commutative ring and M an
R−module, then a (free) presentation of M is an exact sequence
of the form

G
ϕ−→ F

ψ−→M −→ 0

with G and F free R−modules.
Lemma. (Weak version of Schanuel’s lemma). Let R be a unitary
commutative ring and

L
i−→ P

α−→M −→ 0, L′ i′−→ P ′ α′
−→M −→ 0

exact sequences of R−modules with P and P ′ projective. So the
following diagram

L⊕ P ′
i⊕1P ′

//P ⊕ P ′
γ∼= ��

α+0
//M
1M��

//0

P ⊕ L′
1P⊕i′

//P ⊕ P ′
0+α′//M //0

is commutative, where γ is an isomorphism.
Lemma. (Fitting Lemma). Let R be a unitary commutative
ring, M a R-module, r ∈ Z and Rn

α−→ Rm
µ−→ M −→ 0,

Rq
β−→ Rp

π−→ M −→ 0 two presentations of M with A and B
matrices of α and β respectively. Then,

Im−r(A) = Ip−r(B)

where Ir(A) denotes the ideal of R generated by the r-minors of
A.
Definition. (Fitting ideals). Let R be a unitary commutative ring,
M a finitely presented R-module and r ∈ Z. We take any presen-
tation of M of the form Rn

α−→ Rm −→ M −→ 0, if we denote by
A the matrix associated to α (this matrix is known as the matrix of
the presentation), we define the r-th Fitting ideal of M by

Fittr(M) := Im−r(A).

2. Resultants

Definition. Let n,m be positive integers. Then for any pair of
polynomials

f (T ) = a0T
n + . . . + an and g(T ) = b0T

m + . . . + bm ∈ R[T ]

we define the Sylvester’s matrix of f and g

Syln,m(f, g) := A(Tm−1f, Tm−2f, . . . , f, Tn−1g, Tn−2g, . . . , g)

and the resultant of f and g,

Resn,m(f, g) := det(Syln,m(f, g)) ∈ R.

Proposition. Let R be a unique factorization domain, f = a0T
n +

. . . + an ∈ R[T ], a0 ̸= 0, n > 0 and g = b0T
m + . . . + bm ∈ R[T ].

Then, Resn,m(f, g) = 0 if, and only if, f and g have at least one
common divisor of degree greater than zero.
Proposition. Let R be a unitary commutative ring, f = a0T

n +
a1T

n−1 + . . . + an, g = boT
m + . . . + bm ∈ R[T ] and a0 ∈ R∗ o

b0 ∈ R∗. Then, if we consider the R-module M := R[T ]/⟨f, g⟩, we
have that

Fitt0(M) =
〈
Resn,m(f, g)

〉
.

Example. Consider f (x, y) = y2 + (a11x
2 + a12x + a13)y + (a21x

2

+a22x+a23) and g(x, y) = y2+(b11x
2+b12x+b13)y+(b21x

2+b22x+b23)
with no common factors and aij ∈ R. The system of equations

{
f (x, y) = 0
g(x, y) = 0

admits an equivalent system of equations of the form
{
p1(x)y + p2(x) = 0
q1(x)y + q2(x) = 0.

3. Bézout Theorem

Lemma. Let K be a field, F and G be two homogeneous polyno-
mials in K[x, y, z] of degrees m and n respectively, with no com-
ponents in common. Then CF and CG intersect at most in mn
different points.

Theorem. (Bézout). Let F and G be two homogeneous polynomi-
als in C[x, y, z] of degrees m and n respectively without common
factors. Then ∑

P∈CF∩CG

I(P, F,G) = mn.

where I(P, F,G) denotes the intersection number.
Example. Let F = x2 + y2 − z2 and G = xy − z2 be two homoge-
neous polynomials in C[x, y, z]. Then

CF ∩ CG =

{(
1

2
+

√
3

2
i : 1 :

√
3

2
+
1

2
i

)
,

(
1

2
+

√
3

2
i : 1 : −

√
3

2
− 1

2
i

)
,

(
1

2
−

√
3

2
i : 1 :

√
3

2
− 1

2
i

)
,

(
1

2
−

√
3

2
i : 1 : −

√
3

2
+
1

2
i

)}

and by the Bézout Theorem, I(P, F,G) = 1 for all P ∈ CF ∩ CG.
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