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Resumen - Abstract

Resumen

Este trabajo de fin de grado aborda una introduccion a la magneto-
hidrodindmica (MHD) y al estudio de sus soluciones desde un punto
de wvista matemadtico. La MHD es un campo que combina principios
de la dindmica de fluidos (ecuaciones de Euler y Navier-Stokes) y
el electromagnetismo (ecuaciones de Mazwell) para estudiar el com-
portamiento de fluidos conductores de la electricidad, como plasmas,
metales liquidos y gases tonizados. La primera parte de este trabajo
se centra en derivar mediante la conocida aproximacion magneto-
hidrodindmica las ecuaciones de la MHD. La sequnda parte del tra-
bajo, consistira en analizar ciertas propiedades elementales de las
soluciones de la MHD como, por ejemplo, los invariantes globales
o el comportamiento de las soluciones de tipo onda, cruciales para
distintas aplicaciones en astrofisica o investigacion de la fusion.

Palabras clave: Magneto-hidrodindmica— Invariantes globales —
Ondas magnetohidrodinamicas
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Resumen - Abstract

Abstract

This final degree thesis is an introduction to magneto-hydrodynamics
(MHD) and the study of its solutions from a mathematical point of
view. MHD is a field that combines principles of fluid dynamics (Eu-
ler and Navier-Stokes equations) and electromagnetism (Mazwell’s
equations) to study the behavior of electrically conducting fluids, such
as plasmas, liquid metals and ionized gases. The first part of this
work is focused on the derivation of the MHD equations by means of
the well-known magneto-hydrodynamic approximation. The second
part of the work will consist of analyzing certain elemental proper-
ties of the MHD solutions such as, for ezample, the global invariants
or the behavior of the wave-type solutions, which are crucial for dif-
ferent applications in astrophysics or fusion research.

Keywords: Magneto-hydrodynamics — Global invariants — MHD
waves
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Introduccion

En este capitulo, trataremos de introducir los conceptos clave de la teoria
de la magneto-hidrodindmica (la cual abreviaremos a efectos practicos como
MHD), asi como su evolucién histérica. También comentaremos algunas de sus
aplicaciones que se dividen en tres grupos: la astrofisica de plasmas, la industria
y la fusion nuclear. Para concluir este capitulo, introduciremos la notacion que
utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Para desarrollar esta seccién hemos utilizado las siguientes referencias bi-
bliograficas [3, 5].

1.1. ;Qué es la magneto-hidrodinamica?

El plasma es un gas ionizado formado por iones, electrones y neutrones con
carga positiva que se mueven libremente. Es, con mucha diferencia, la fase mas
comun de la materia ordinaria presente en el Universo. Un papel clave en la
descripcion del plasma lo juegan los campos magnéticos. Estos estan presentes
en fenémenos naturales como pueden ser el campo magnético solar, que provoca
las manchas y erupciones solares, el campo magnético galactico, que influye en
la formacién de nuevas estrellas o el conocido campo magnético terrestre, que se
mantiene por el movimiento de fluidos en el niicleo de nuestro planeta, la Tierra.
Ademas, estan presentes, por ejemplo, en la industria donde se utilizan, entre
otras cuestiones, para bombear y remover los metales liquidos.

Formalmente, la MHD estudia la interaccién mutua entre la dindamica de
fluidos y los campos magnéticos. Mas concretamente, los fluidos deben ser con-
ductores de la electricidad y no magnéticos. Esto nos reduce a estudiar los me-
tales liquidos, los plasmas y los electrolitos fuertes (sustancias que al diluirse se
descompone mayoritariamente en iones).

La interaccién entre un campo magnético, que denotaremos por B, y un
campo de velocidades, que denotaremos por u, surge, por una parte, como re-
sultado de la ley de Faraday y Ampere, y, por otra, por la fuerza de Lorentz
generada por el cuerpo portador de corriente. El proceso que sigue se puede
distinguir formalmente en tres pasos:

= El movimiento relativo de un fluido conductor y un campo magnético causa
una fuerza electromagnética (de orden |B xul) de acuerdo a la ley de Faraday.
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= Estas corrientes inducidas deben, de acuerdo a la ley de Ampere, dar lugar a
un segundo campo magnético inducido. Este se agrega al primero y produce,
al paso del fluido, el arrastre de las lineas de campo. Este resultado de arrastre
de las lineas magnéticas del campo se conoce en el argot matematico como el
Teorema de Taylor.

= La combinacion de ambos campos interactia con la densidad de corriente
inducida, J, para generar una fuerza de Lorentz J x B. Esta ultima actia
directamente en el conductor para inhibir el movimiento relativo del campo
magnético y el fluido.

Resumidamente, el fluido arrastra consigo las lineas de campo y el campo
magnético atrae al fluido conductor. Esta propiedad es uno de los distintivos
caracteristicos de la MHD. Este fuerte acoplamiento dindmico entre el fluido
y los campos magnéticos complica la estructura matematica que presentan las
ecuaciones que describen los procesos plasmaticos. Una parte de este trabajo
estudiara analiticamente algunas propiedades fundamentales de este proceso.

1.2. Los comienzos de la MHD y sus aplicaciones

Las leyes del magnetismo y la dinamica de fluidos no son una innovacién
del siglo XX. No obstante, no fue hasta los anos 30-40 del pasado siglo cuando
la MHD se convirtié en un tema de interés mundial. Esto se debe muy proba-
blemente al poco interés econémico que suscitaban las posibilidades ofertadas
por la MHD en aquel entonces. Sin embargo, ya en el siglo XIX hubo algunos
avances e investigaciones en este tema. Por ejemplo, en enero de 1832, Michael
Faraday intent6 observar lo que denominé “la electricidad obtenida por induc-
cion magnetoeléctrica” a partir del agua salada a través del campo magnético de
la Tierra. Para ello, colocé un cable de cobre a lo largo del puente de Waterloo
en Londres y at6 a los extremos placas de platina sumergidas en el Tamesis para
completar el circuito, [6].

Sin embargo, el verdadero avance de la MHD comenzé cuando los astrofisi-
cos descubrieron la necesidad de estudiar la ubicuidad del campo magnético y
el plasma en el universo. Esto culminé en 1942 con el descubrimiento de un
fenémeno propio de la MHD conocido como onda de Alfvén: una linea de cam-
po magnético que puede transmitir ondas de inercia transversales. Esta tltima
debe su nombre a Hannes Alfvén, fue un fisico sueco del siglo XIX, fundador
y figura clave en la teoria de la magneto-hidrodinamica. Es por ello que, en
1970, recibe el Premio Nobel de fisica por sus trabajos y descubrimientos en
magneto-hidrodinamica con aplicaciones en la fisica del plasma.

La astrofisica de plasmas se centra en el estudio de los plasmas de la Tierray
de la magnetosfera planetaria, asi como de los fenémenos fisicos que surgen en los
campos magnéticos solares. Los campos magnéticos llenan el espacio interestelar
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y ayudan en la formacion de las estrellas. Estos campos controlan el exceso de
momento angular al colapsar nubes interestelares, dando lugar a formacién de
nuevas estrellas.

Las manchas y llamaradas solares tienen también un origen magnético. La
superficie solar es un lugar de mucha actividad. El Sol esta compuesto por gases
cargados eléctricamente que generan grandes campos magnéticos. Las manchas
solares son causadas por la diferencia de temperatura en la superficie solar lo que
provoca una intensa actividad magnética. Cerca de estas manchas, las lineas de
campo magnético se enredan, lo que provoca repentinas explosiones conocidas
como llamaradas solares. Estos fendmenos son tremendamente interesantes y
estan ligados con lo que se conoce como reconexion magnética.

(a) Manchas solares (b) Erupcién magnética

Por otra parte, ya en la década de los 50, los fisicos que estudiaban el plasma
mostraron su interés en la MHD como posibilidad para controlar el ritmo de la
termofusion nuclear. En particular, estaban interesados en la inestabilidad del
plasma cuando se le sometia a un campo magnético. Esto se conoce como el
confinamiento de plasma magnético, cuyo principal objetivo era la produccién
de energia mediante reacciones termonucleares.

De este interés surgieron dispositivos como el Tokamak o el Stellarator,
ambos con el objetivo de obtener la fusién nuclear mediante confinamiento
magnético. Aqui, la temperatura del plasma, 108K, debe mantenerse y las fuer-
zas magnéticas se usan para mantener el plasma caliente alejado de las paredes
del reactor. La principal diferencia entre ambos es su configuracién magnética:
mientras que en los Stellarators el campo magnético usado para el confinamiento
del plasma es generado en su totalidad por bobinas externas, en los Tokamaks,
parte de ese campo magnético es generado por una corriente alterna que se in-
duce en el plasma, lo que genera una gran inestabilidad y complica su operacion.



4 1 Introduccién

(a) Tokamak (b) Stellarator

En la ingenieria, la MHD no despert6 gran interés hasta la década de los
60. Sin embargo, en 1918 J. Hartmann emprendié una investigacién sobre el
movimiento del mercurio a través de un campo magnético homogéneo. A Hart-
mann se le conoce como el padre de la MHD de metales liquidos y se acuno el
término Hartmann flow para describir cémo discurre un fluido viscoso, incom-
presible y conductor eléctrico a través de un conducto rectangular atravesado
perpendicularmente por un campo magnético.

En los anos 60, se popularizé el uso de sodio liquido como refrigerante en
los reactores de reproduccién rapida para controlar la termofusién nuclear (se
requeria que el plasma caliente fuera confinado lejos de las superficies materiales
por fuerzas magnéticas) y la generacién de energia mediante MHD (se pensé
que un gas ionizado propulsado a través de un campo magnético mejoraria la
eficiencia en las estaciones generadoras de energia). Aunque este dltimo punto
fue impracticable, sento las bases de la investigacién de la MHD desde el punto
de vista de la metalurgia. Dos décadas mas tarde, los campos magnéticos se uti-
lizarfan rutinariamente para calentar, bombear, agitar y levitar metales liquidos
en la industria metalirgica.

Otra importante aplicacion en ingenieria es la que se conoce como agitacion
electromagnética. En esta, el metal liquido que se va a agitar se coloca en un
campo magnético rotatorio. Asi pues, tenemos un motor de induccién con el
metal liquido haciendo de rotor. Una de sus aplicaciones mas comunes es la
homogeneizacion de la zona liquida de un lingote parcialmente solidificado.

(a) Agitador electromagnético de laboratorio  (b) Agitador electromagnético industrial
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1.3. Contenido del TFG

Esta memoria esta dividida en varios capitulos que procedemos a detallar
a continuacion.

En el capitulo 2, fijaremos la notacion que usaremos en el desarrollo del
trabajo, asi como varios operadores matematicos y propiedades de los mismos.
Por ultimo, enunciaremos dos teoremas clasicos del analisis matematico que nos
seran de gran utilidad a la hora de demostrar ciertos resultados.

En el capitulo 3, estudiaremos las componentes principales que rigen las
ecuaciones de la MHD: las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones de la dindmica
de fluidos. En una segunda parte, derivaremos como un caso de especial interés
las ecuaciones de la magneto-hidrodinamica ideal incompresible.

En el capitulo 4, estudiaremos los invariantes globales de las ecuaciones de
la magneto-hidrodinamica ideal incompresible: la conservacién del momento, la
conservacion de la energia y la conservacién de la helicidad cruzada y magnética.

Para finalizar este trabajo, en el capitulo 5, haremos un estudio lineal de las
soluciones de tipo onda para las ecuaciones de la magneto-hidrodinamica ideal
incompresible.
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Preliminares

En este capitulo, fijaremos la notacion e introduciremos los operadores
diferenciales que necesitaremos para el desarrollo de este trabajo. También, in-
cluiremos algunos de los teoremas clasicos del célculo de varias variables. Para
desarrollar esta seccion hemos utilizado las referencias bibliograficas [4, 7).

Sea x = (1,7, 2) € R? un punto del espacio y ¢ € [0, c0) un real no negativo.
Ademds, sea u : R? x [0,7] — R3 un campo vectorial y f : R* x [0,7] — R
un campo escalar suficientemente regulares, al menos u € C*(R%R3) y f €
C?*(R?; R) respectivamente. A continuacién, definamos los cuatro operadores di-
ferenciales de vital importancia en nuestro trabajo.

Definicién 1. Sea f € CY(R3;R). Se define el operador gradiente actuando

sobre f como el vector
of of o
wor (of or or\
ox’ dy’ 0z
Por otro lado, sea uw= (u',u* u®) € C'(R* R?). Se define el operador gradiente
sobre el campo vectorial u como

Sul Gul Jul
dr Oy 0z

. o ou? Ou? Ou?
Vu=Jux) = | G- 5 5=

A la anterior matriz se le conoce como matriz jacobiana del campo vectorial w.

Definicién 2. Sea u = (u',u? v®) € C'(R*R?) un campo vectorial. Se define
la diwergencia sobre u como el escalar
out  ou?  oud
div(u) =V -u= + + :
() ox dy 0z
Definicién 3. Sea u = (u',u? u3) € C*(R* R3) un campo vectorial. Se define
el rotacional sobre u como el determinante

ou? oud
0z + oy

_ | —ow  out
ox 0z

out _ dul
oz dy

V X u = det

SRS

S Qv

S ¥l
|
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Definicién 4. Sea f € C*(R3;R). Se define el operador laplaciano sobre f como
el escalar

0? 0? 0?

;P P

ox?  0y*> 022

Notemos que Af = (V -V)f. De esta manera, se define el operador laplaciano
sobre un campo vectorial u = (u',u? u®) € C*(R* R3) como

Af =

Au = (Au', Au?, Au®).

Usaremos durante el trabajo distintas propiedades de los operadores dife-
renciales vectoriales definidos previamente.

Proposicién 1. Sean F, G, H € C*(R%R3) y ¢ € CY(R3R), entonces se
cumplen las siguientes identidades vectoriales

V x (Vx F)=V(V-F)— AF, 2.1
V- (FxG)=(VxF)-G-F-(VxGQ), 2.2
(VX F)x F= _v(|1—‘2'|2) + (F-V)F, 2.3

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~
e N T N N N N N

V- (F® G)=F\V-G)+(G-V)F, 2.4
x (G H) G(H-F)— H(F- Q), 2.5
x (Fx G =FV-G -GNV -F)+(G-V)F—(F-V)G, (2.6
(GXH) G- (Hx F)=H-(Hx G), 2.7
V- (pF)=Vy¢- -F+¢(V-H), 2.8
(Vx G)x F=(F-V)G— (VG) - F 2.9

Para concluir, enunciemos los siguientes resultados clésicos del analisis ma-
tematico

Teorema 1 (Teorema de la divergencia). Sea V' una superficie diferenciable de
R3 y OV su frontera (reqular). Sea V.C M y u € C?*(M;R?). Entonces

/ u~ndS:/V'udx.
oV v

Teorema 2 (Teorema de Stokes). Sea V' una superficie de R?, parametrizada
por o : M — R? donde M C R® es un dominio de R3. Si u € C'(p(M),R?),

se tiene que:
/(qu)-ndV:/ u-dl.
1% as
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Las ecuaciones de Maxwell y la mecanica de
fluidos

En el capitulo 1 observamos que la MHD esta presente en muchos campos
de nuestra vida actual. Para poder comprender su naturaleza, hemos de analizar
las ecuaciones que rigen su comportamiento. En este capitulo, estudiaremos sus
dos componentes principales: las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones de la
dindamica de fluidos. Combinando ambas derivaremos las ecuaciones de la MHD.

Las ecuaciones de Maxwell son el punto de unién entre la electricidad y
el magnetismo: describen el conocido electromagnetismo. Como veremos, las
ecuaciones de Maxwell se definen mediante una serie de leyes fisicas y leyes de
constitucién. A continuacién, estudiaremos cada una de ellas por separado.

Para el desarrollo de las ecuaciones de Maxwell y su aproximacion a la
MHD hemos utilizado las referencias [3, 7]. Por otra parte, para la dindmica de
fluidos hemos utilizado las referencias [2, 8].

3.1. Las leyes fisicas

En esta seccién, analizaremos las cuatro leyes fisicas necesarias para des-
cribir las ecuaciones de Maxwell.

La ley de Ampere

La ley de Ampere relaciona el campo magnético B con la corriente eléctrica.
En términos matematicos viene descrita por

]{CB-dl:/S<J+aa—It))-ndS, (3.1)

donde C' es una curva cerrada, S la superficie que extiende a C', J la densidad
de corriente y D la densidad de flujo eléctrico.
Aplicando el Teorema 2 a la parte izquierda de (3.1), se puede observar que

/S(J—i-%—[t))-ndS:fCB.dl:/S(VxB).ndS_ (32)
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Ademsds, como (3.2) es cierto para cualquier superficie S se tiene que

oD

La ecuacion (3.3) se conoce como la ley de Ampere en forma diferencial.

La ley de Gauss del campo magnético

Esta ley indica que el flujo del campo magnético H a lo largo de una
superficie cerrada regular es 0, es decir,

fH-ndSzO, (3.4)
s

donde S es una superficie cerrada con volumen V. Por tanto, aplicando el Teo-
rema 1 a la ecuacién (3.4) se obtiene

O:j{H-ndS:/V-Hd:U. (3.5)
s v

Ademads, como (3.5) es cierto para cualquier V' volumen encerrado por S, se
deduce que:
V-H=0. (3.6)

La ecuacién (3.6) se conoce como ley de Gauss del campo magnético en forma
diferencial.

La ley de Faraday

Esta ley relaciona el campo eléctrico E y el flujo del campo magnético H.
Viene descrita matemdaticamente como

OH
Edl:—/—-ndS, 3.7
Yi E (3.7)

donde S es una superficie encerrada por la curva C. Aplicando el Teorema 2 a
la ecuacién (3.7) se obtiene

j{Edlz/(VxE)-ndSZ—/a—H~ndS. (3.8)
c s g Ot

Ademds, como (3.8) es cierto para cualquier superficie S encerrada por la curva
C, se tiene que

oH
— H(VXE)=0 (3.9)

La ecuacién (3.9) se conoce como ley de Faraday en forma diferencial.
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La ley de Gauss del campo eléctrico

En esta ley se relaciona el flujo eléctrico D en una superficie cerrada con
la carga total. Matematicamente se tiene que

7{D ‘ndS = /pc dx, (3.10)
s s

donde p. es la densidad de carga eléctrica y V' cualquier volumen que encierra
la superficie S. Aplicando el Teorema 1 a la ecuacién (3.10) se tiene que

/V-dez%D-ndS:/pcdx.
1% S S

Por tanto, concluimos que

V-D=p.. (3.11)

La ecuacién (3.11) se conoce como la ley de Gauss del campo eléctrico en forma
diferencial.

3.2. Leyes de constitucion y leyes materiales

En esta seccion, analizaremos tanto las leyes de constitucion como las leyes
materiales necesarias para describir las ecuaciones de Maxwell.

Leyes de constituciéon

La primera ley de constitucién relaciona un campo magnético con su den-
sidad mediante un término conocido como magnetizacién, representado por M.
Viene dada matematicamente por

H= MB+MOM,

donde g es la permeabilidad magnética, es decir, el grado de magnetizacién
de un material en respuesta a un campo magnético; y ug es la permeabilidad
magnética del vacio, una constante independiente del campo magnético por la
que se referencia la permeabilidad magnética del resto de materiales.

La segunda ley de constitucion relaciona la densidad del campo elétrico con
el campo elétrico mediante un término P conocido como polarizacién eléctrica

D=¢E+P,

donde € es la permitividad eléctrica, una constante fisica que describe como un
campo eléctrico afecta y es afectado por un medio.
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Ademsds, se da la relacién poegc? = 1, donde ¢ es la velocidad de la luz y €
la permeabilidad eléctrica en el vacio.

Nosotros trataremos con una clase particular de fluidos. Mas precisamente,
estudiaremos liquidos eléctricamente conductores como metales liquidos, sales
fundidas y similares. Para ello, utilizaremos lo que se conoce como aproximacion
de la magnetohidrodindmica. Asi pues, asumiremos que fy = 4 y €y = €.

Por tltimo, destacaremos una ley de gran importancia, la ley de Ohm, que
relaciona la densidad de corriente J. con su campo eléctrico E y un parame-
tro, que denotaremos por ¢, conocido como conductividad. Este iltimo mide la
capacidad de un material o sustancia para dejar pasar la corriente eléctrica a
través de él. La expresién matemética de la ley de Ohm es

J.=0oE.
Ademas, cuando el medio se mueve con un campo de velocidades v se tiene que

Jo=c(E+vxH).

Leyes materiales

Consideremos una particula que se mueve con velocidad v y tiene una carga
q. La fuerza que actia en esta particula viene dada por

f:qu+qu+Q(V X H)7

donde E; es el campo eléctrico inducido y Eg es el campo electrostatico. Si
denotamos por E = E; + E;, tenemos que

f=qE+ (v x H)). (3.12)

La ecuacién (3.12) se conoce como fuerza de Lorentz.

Por otro lado, estudiemos la conservaciéon de la carga. Supongamos un
cierto volumen cerrado V' a cuya frontera denotaremos por S, es decir, 0V = S.
Denotamos por p.(x,t) a los puntos del volumen con cierta carga. Entonces, se
tiene que la cantidad total de carga en V' viene dada por

Q) = [ plxit) av.

Como la anterior integral no depende del tiempo, y asumiendo que podemos
intercambiar integrales con derivadas, tenemos que
dQ(t) pe

S =) et av (3.13)
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La variacion de la carga total de un volumen cerrado, %(t), viene dada por la

pérdida o ganancia de carga a través de su frontera. Matematicamente, podemos
expresar lo anterior como

dQ

(1) = j[gJC -n dS. (3.14)

Aplicando el Teorema 1 a la ecuacién (3.14), tenemos que

JoondS=— [ (V-1,)dV. (3.15)
S 14

Combinando las ecuaciones (3.13) y (3.15) se obtiene que

/devz_/vw"]c) av.

Por tanto, como esto es cierto para cualquier volumen cerrado V', tenemos que

9pe

o (x,t) ==V -J..

3.3. Las ecuaciones de Maxwell y su aproximacién a
MHD

Recapitulando lo obtenido hasta el momento, tenemos los siguientes sis-
temas de ecuaciones. Las leyes fisicas derivadas en la seccién 3.1 vienen dadas
por

D

V-H=0, (3.17)

OH
E + (V X E) =0, (3.18)
V-D =p.. (3.19)

Las leyes de constitucion derivadas en la secciéon 3.2 vienen dadas por

H = 1B + puoM, (3.20)
D =(E +P, (3.21)
J.=0c(E+v xH). (3.22)

Por ultimo, las leyes materiales, derivadas también en la seccién 3.2, estan dadas
por
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f=qE+v xH), (3.23)
__9pc

Para aproximar las ecuaciones completas de Maxwell a las de la MHD,
tenemos que ser capaces de comparar los distintos términos que aparecen. Para
ello, usaremos un argumento clasico en fisica que consiste en adimensionalizar las
ecuaciones. En primer lugar, definimos las cantidades caracteristicas asociadas a
cada una de las funciones. Nétese que, por cuestion de claridad, no explicitaremos
la dependencia espacial y temporal de las variables dependientes, es decir, en
general sélo escribiremos F para realmente expresar F(x, t). Estas cantidades se
recogen en la siguiente tabla:

Magnitud caracteristica |Notacion

Velocidad [u]
Longitud (L]
Campo magnético [H]
Intensidad de campo magnético [B]
Corriente eléctrica [J]
Campo eléctrico [E]

Escala temporal [T] = [[z]]

Tabla 3.1: Magnitudes caracteristicas y notaciones

Definimos las nuevas variables independientes adimensionales por
x = [L]x*, t=[T|t", (3.25)
y las variables dependientes como
v=[uv', H=[HH", B=[BB*, J=[J|J°, E=[E|JE". (3.26)

De la misma manera, podemos adimensionalizar los operadores diferenciales

como sigue . . .
* * *
v_mv, A—WA, 8t—m3t. (3.27)
Antes de analizar las ecuaciones adimensionales, estudiaremos las leyes de
constitucién para nuestro caso particular. En MHD, consideramos sélo mate-
riales que son conductores y libres de efectos de polarizaciéon y magnetismo, es
decir, asumimos que

P=M=0. (3.28)

Asi pues, usando (3.28), las leyes de constitucién quedan reducidas a

H = 4B, (3.29)
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D = ¢E, (3.30)
J=0(E+v x H). (3.31)

Estamos en condiciones de poder adimensionalizar las ecuaciones de Maxwell.
Comenzaremos con la ley de Faraday, es decir, la ecuacién (3.18). Se tiene que
oH [E] [H] OH

VxE:—Eﬁm(V*xE*)z—mE,

y por tanto,
IO D, -
(L] [T [H [T
Luego, concluimos que la razén entre el campo eléctrico caracteristico y el campo
magnético caracteristico debe ser del mismo orden que la velocidad caracteristi-
ca.
Continuemos analizando la ley de Ampere, en concreto, la ecuacién (3.16).
Se tiene que:

(Bl /o o mey _ [ 1pe . P]1OD”
VxB= J+E H(V XB)—[J}J +m(‘9t*‘

Compararemos en primer lugar (V* x B*) con [[%} %]?* Utilizando las ecuacio-
nes (3.29) y (3.30) se tiene que:

(D] <[E]

A dmm B
(G M TR

Como consecuencia de (3.32) se tiene que:

[E] 2
MEE[U] ~ eplul” = —-.

En MHD, nuestras velocidades son muy inferiores a la velocidad de la luz, es
decir, las velocidades son no relativistas. Por tanto, %%ﬂ* es un término des-
preciable.

Nos interesa comparar ahora [J]J* con

[D] oD*

Utilizando las ecuaciones

(3.30) y (3.31) obtenemos que T ot~
[ ] [J] J)[T]  o([E] + [u] x [H])[T] LiH] 0
[[ }] B €[E] B €[F] = E[T] + T]E

Debido a que 1B [[H}

7 ik encontramos la relacion
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[T]+T]

~

AT

™9

€
Asi pues, podemos concluir que para las ecuaciones de la MHD, la ecuacion de

Ampere (3.16) se reduce a
VxB=1J (3.33)

Combinando (3.29) con (3.33), tenemos que
V xH = pud. (3.34)

Continuamos adimensionalizando la ley de Lorentz, es decir, la ecuacién (3.23).
En el régimen asintotico de MHD, estamos interesados en entender las fuerzas
totales que actian en el medio, por tanto, queremos sumar en (3.23) lo que
ocurre para todas las cargas por unidad de volumen. Entonces, se tiene que

Zq — Pes Z(qv) — J. (3.35)

Por consiguiente, haciendo uso de (3.35), la ecuacién de fuerzas de Lorentz se
transforma en

F=pE+JxH. (3.36)
De las ecuaciones (3.22) y (3.24), se tiene que

V-IJI=0V-(E+vxH)=0V-E+0oV-(v+H),

es decir
oV -E+0oV-(v+H) —V.J=0. (3.37)
De la ecuacion (3.37) podemos concluir que
0pe
v —oV-E+0oV-(v+H). (3.38)

Por otra parte, de las ecuaciones (3.19) y (3.30) se tiene que
eV-E = p..
Sustituyendo en la ecuacién (3.38) se tiene que

dpe dpe
0=0V-E+4+0oV:-(v+H)+ P :gpc+av-(v+H)+ Pe.
ot € ot

(3.39)
Se define el tiempo de relajacién de la carga como 7, como

Te = —,

€
o
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siendo o la conductividad y € la permeabilidad eléctrica. En MHD, los tiempos
de relajacién son del orden de 1078[s] < 1. Por tanto, para la aproximacién a

MHD,

o dpe

—Fc YRR 340

JPe > (3.40)
y, por consiguiente, el término 88‘;" es despreciable. Asi pues, la ecuacién (3.24)
queda reducida a

V-J=0. (3.41)

Despreciando el término iﬁc en la ecuacién (3.39) tenemos que

%pc =—oV - (v+H). (3.42)

Procedemos ahora a adimensionalizar la ecuacién (3.42). Tenemos que

%pc =—0V-(v+H) <= p.= —E[ZE][E]H] (V- (v +H)).

Es decir, se tiene la relacion

_ elu][H]
[pe] T

> [p][E] ~

Utilizando la ley de Ohm, es decir, la ecuacién J = oE, se tiene que

[pc][E] ~ [L] [E] = _; [L] [J] = —Te [L] [J]

Por tanto, la contribucién del campo de fuerzas eléctrico es despreciable en
comparacién con las fuerzas magnéticas, es decir, la ecuacién (3.36) se reduce a

F=1JxH. (3.43)

En conclusién, combinando las ecuaciones (3.17), (3.18), (3.31), (3.33), (3.41)
y (3.43) hemos derivado la aproximacién a MHD de las ecuaciones de Maxwell
que vienen dadas por el siguiente sistema

V- -H=0, (3.44)
OH

J=0(E+vxH) (3.46)

V x H =, (3.47)

V-J=0, (3.48)

(3.49)

F=JxH.
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3.4. La ecuacion de la induccion

Usaremos las ecuaciones de la aproximaciéon a MHD para deducir la ecua-
cién de la induccién. Para ello, notamos que combinando las ecuaciones (3.45)
y (3.46) se tiene que

oH

W:_VXE:_VX(g_(VxH)):;(VXJ)—I—VX(VXH). (3.50)

g

Utilizando en (3.50) la ecuacion (3.47) se tiene que

%—?:%(Vx (%(VXH)))—FVX(VXH). (3.51)
Haciendo uso de la identidad vectorial (2.1) en el lado derecho de (3.51) obte-
nemos que

—1 1

—((V(V-H))+ —AH + V x (v x H).

o o
Por tanto, usando la ecuacién (3.44), se tiene que

%—I;I =V x (vx H)+ AVH, (3.52)

siendo A = # el conocido como coeficiente de difusion magnética. Procedemos
entonces a adimensionalizar la ecuacién (3.52) obteniendo que

%% _ <%[u][H]>(V* X (v* x HY) + A[[L?? AH (3.53)
Notando que %[u] = 1 se obtiene que
%I;* = (V' x (v xH")) + )[\[[Jj];] A*H”. (3.54)

Si denotamos por Re,, al nimero de Reynolds magnético, se tiene que

AT 1

[L]>  Ren
Por consiguiente, obtenemos que

OH 1

conocida como ecuacién de la induccidn.
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3.5. Las ecuaciones de la mecanica de fluidos

En esta secciéon presentamos la derivacion de una de las ecuaciones mas
influyentes de los ultimos siglos: las ecuaciones de Euler. Estas ecuaciones des-
criben el movimiento de un fluido incompresible no viscoso. Sin embargo, cuando
necesitamos introducir en el modelo los efectos viscosos de los fluidos, es decir,
cuando el término disipativo es del mismo orden que el término convectivo, es-
tas ecuaciones reciben el nombre de Navier-Stokes. La derivacién se basa en dos
principios fisicos:

= La conservacién de la masa,
» La conservacién del momento lineal (22 ley de Newton).

Denotaremos por {2 a una regién dos o tres-dimensional (2 C R™,n = 2,3) en el
espacio euclideo que contiene un cierto fluido. Denotamos por x = (x,y, z) € 2
y t € R" que denota la variable temporal. Nuestras variables dependientes son
las siguientes:

» La densidad de masa p(x,t) : 2 x R — R con unidades [p] = %
» El campo de velocidades del fluido v(x,t) : 2 x Rt — R"™ con unidades

_
] =7

3.5.1. La conservacién de la masa

Asumimos que para cada tiempo ¢t € RT fijo, la funcién f(x,t) estd bien
definida (regular). Sea V' C (2 una subregion fija de (2. Entonces, la masa del
fluido en V' a tiempo t viene dada por:

my (t) = / p(x.1) dV,

donde dV es el elemento de volumen en el plano o en el espacio. Ademés, [my ] =
[m]. Entonces, asumiendo que podemos derivar bajo el signo integral, se tiene

que
d d
— 1) = — t) dV = t) dV.

Nos preguntamos ahora cémo puede variar la masa de un fluido en una regién
fija V' con respecto al tiempo t. Una respuesta sencilla a dicha pregunta es que,
o bien entre fluido por la frontera, o bien se escape por la misma. Es decir, para
un tiempo t, el flujo a través de un punto de la frontera de V' (0V asumida
regular) viene dado por

pv -1,

donde n es la normal exterior unitaria en la frontera 0V. Ademas, [pv-n| = [m].
Por tanto, utilizando el Teorema 1 se tiene que
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/pt(x,t)dV:—/ pv-ndS:—/V-(pV)dV.
v av v

Por consiguiente

[ oty V(v =0, W C 2
1%
Por lo que se deduce que
pe(x, 1) + V- (pv) = 0,V(x,t) € 2 x R*. (3.56)

La ecuacion (3.56) se conoce como ecuacién de la continuidad.

3.5.2. La conservacién del momento lineal

Estudiemos ahora la conservacién del momento lineal (masa por velocidad).
Este principio de conservacién se rige por la segunda ley de Newton que nos dice
que la tasa de cambio del momento lineal debe ser compensada por la fuerza
total del sistema. No obstante, calcular la tasa de cambio temporal del momento
lineal es mas complicado que simplemente tomar una derivada temporal. Ya
abordamos esto implicitamente al derivar la ecuacién de continuidad, pero es
util centrarse en este punto para la descripcion espacial de la velocidad y la
aceleracion.

Como p no es, en general, constante, es dificil trabajar a nivel puntual para
calcular la tasa de cambio temporal del momento lineal. Por tanto, volveremos a
tomar una subregion fija V' C (2 y seguiremos el mismo razonamiento que en la
conservacion de la masa, examinando cémo el momento lineal total en V' puede
cambiar con el tiempo.

Consideremos una porcion de fluido en el interior de V' a tiempo ¢t. Tomemos
el momento lineal en una de las direcciones, por ejemplo, en la de z. Notese que
tenemos que tener en cuenta que el fluido esta entrando y saliendo de V.

d 1 d(pv')
4 av = [ L% gy,
at J, " /V ot

La integral anterior no tiene en cuenta el cambio en el momento lineal total
como consecuencia de la entrada y salida de fluido a través de la frontera de WW.
Esto tltimo viene recogido por la integral

/ (pv')v-n dS.
av

Por tanto, la tasa de cambio total del momento lineal en la direccién = viene
dada por la expresion
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1
Tt:/ pv’) dV+/ (pv")v - n dS. (3.57)
v Ot ov

Aplicando el Teorema 1 sobre el segundo sumando del lado derecho de la ecuacién
(3.57) obtenemos
d(pv')

T, = /V (7 +V- (pvlv)) dv. (3.58)

Las demés direcciones se razonaran de manera analoga sustituyendo v! por v?

y, en tal caso, v3.

En el caso de la conservacion de la masa, la expresion andloga a la an-
terior era igual a 0 pues no habian mas factores que generaran masa. En este
caso, habran otras fuerzas que contrarresten el momento lineal. Por ello, debe-
mos compensar la expresién (3.58) con la fuerza neta total en la direccién x
actuando sobre V. Lo mismo para el resto de las direcciones con sus respectivas
expresiones.

Las fuerzas que actian sobre una pieza de material, en nuestro caso un
volumen lleno de fluido, son de dos tipos:

» Fuerzas internas (estrés): las que se ejercen entre si particulas vecinas de
la pieza de material, lo que provoca una fuerza ejercida sobre la superficie de
la pieza. Por ejemplo, la presion en el caso de un fluido.

» Fuerzas externas: ejercen una fuerza por unidad de volumen sobre la pieza
de material. Por ejemplo, la gravedad o un campo magnético.

Sobre cualquier material actian las fuerzas internas, luego nos centraremos en
ellas. Definimos un fluido ideal como un fluido con la siguiente propiedad

Definicién 5. Para cualquier movimiento del fluido existe una funcion p(x,t)
llamada presion, tal que si S es una superficie en el fluido con normal unitaria
n, la fuerza de estrés ejercida sobre la superficie S por unidad de drea en x € S
a tiempo t es p(x,t)n.

Notese que la fuerza actia en la direccion de n y que es ortogonal a la
superficie de .S, por lo que no existen fuerzas tangenciales. Esto tultimo hace que
no puedan haber rotaciones en el fluido ni, si las hubiera en un principio, forma
de pararlas.

Si V es una region en el fluido en un instante de tiempo ¢, las fuerzas totales
ejercidas en el fluido encerrado por V' como resultado del estrés en su superficie

vienen dadas por:
Sov =~ [ v,
oV

(negativo porque n apunta hacia fuera) donde dV' es el elemento de volumen. Si
e es cualquier vector fijo en el espacio, por el Teorema 1 se tiene que

e'SaV:—/ pe~ndV:—/V-(pe) dV:—/Vp-edV.
ov 1% v
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Por consiguiente
Soy = — / Vp dV.
v

Usando la segunda ley de Newton, que nos dice que la suma total de fuerzas es
igual a la masa por la aceleracion, concluimos que

p(i—? +v- VV) = —Vp. (3.59)

A esta ultima, podemos anadir los efectos de fuerzas externas. Teniendo en
cuenta estas ultimas, la ecuacién (3.59) queda modificada como sigue:

B
p(E%-FV-VV)zz—Vp+f, (3.60)

donde f son las fuerzas externas consideradas. La ecuacion (3.60) se conoce como
ley de conservacién del momento lineal.

Como caso particular, podemos tomar f = g siendo g = (0,0,¢9) y g la
constante de gravitacién universal.

Esta derivacién esta lejos de ser genérica para cualquier fluido; la conserva-
cién de la masa dio lugar a la funcién escalar continua (3.56) y la conservacién
del momento lineal dio lugar a la ecuacion (3.60). Recordemos que las variables
dependientes eran la densidad p y el campo de velocidades v. Por ultimo, debe-
mos tener en cuenta el término de la presién que juega un papel fundamental.
A continuacién, diferenciaremos entre los tres casos siguientes.

3.5.3. Dinamica de gases: las ecuaciones de Euler compresibles

Consideremos un gas ideal. Este es un ejemplo de fluido compresible: to-
mando una regién del fluido (una coleccién de particulas del fluido) moviéndose
con el tiempo, su volumen puede cambiar. O lo que es lo mismo, su densidad pue-
de variar en funcién del tiempo y del espacio. Por tanto, la presion en cualquier
punto serd una funcién dependiente de la densidad, esto es,

p=h(p), (3.61)

para cierta funcién h. Como era de esperar, h es una funcién creciente (a mayor
densidad, mayor presién). La eleccion de la funcién dependera de la naturaleza
del gas. Para muchos de estos, f es simplemente h(p) = cop?, donde cg,y > 0.

Sustituyendo (3.61) en (3.60) tenemos las ecuaciones de Euler compre-
sibles

p(%—: +v- Vv) =—Vh(p) + 1, (3.62)
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pe(x,t) + V- (pv) =0. (3.63)

Las ecuaciones (3.62) y (3.63) describen la dindmica de gases y consisten en un
sistema de cuatro ecuaciones en derivadas parciales con cuatro variables desco-
nocidas (p, v', v? v3). Son ecuaciones quasilineales de primer orden. Ademas, las
discontinuidades y las ondas de choque son soluciones exclusivas de estas ecua-
ciones de la dindmica de gases. Un caso simplificado del sistema (3.62) - (3.63),
que desarrolla discontinuidades, es la conocida como ecuacién de Burgers.

3.5.4. Fluidos ideales: las ecuaciones de Euler incompresibles

Un liquido como el agua es también un ejemplo de fluido, sin embargo se
diferencia de un gas porque es un fluido incompresible, esto es, cualquier re-
gién del fluido puede cambiar de forma, pero manteniendo el mismo volumen.
Aunque hay muchas formas de caracterizar la incompresibilidad, véase [8, Pro-
posicién 1.4], una forma facil es afirmar que la densidad p es constante en espacio
y tiempo. En este caso, la ecuacién de la continuidad (3.56) se reduce a

V-v=0. (3.64)

La ecuacién (3.64) se conoce como ecuacién de incompresibilidad o condicién
de divergencia cero.

En un liquido ideal incompresible, la presion p no es una funcién de la
densidad p ni es una constante, mas bien es una variable dependiente que de-
bemos encontrar. Debe compensar el movimiento del fluido de manera que se
mantenga la incompresibilidad. Por tanto, nos quedan las ecuaciones de Euler
incompresibles

p({;—;’ +v- Vv) =Vp+f, (3.65)
V-v=0, (3.66)

donde p es una variable dependiente que debemos resolver. Ademds, como p no
aparece en la ultima ecuacion, tenemos todavia un sistema de cuatro ecuaciones
en derivadas parciales para cuatro variables desconocidas (v!,v? v3, p). La den-
sidad ya no es una variable dependiente, pero si lo es la presién. Es decir, las

ecuaciones (3.65) y (3.66) forman un sistema de ecuaciones cerrado.

3.5.5. Fluidos viscosos: las ecuaciones de Navier-Stokes

En esta seccién incluiremos también ecuaciones en derivadas parciales de
segundo orden haciendo uso del Laplaciano de orden dos. En un liquido ideal, la
unica fuerza interna es la presion. Sin embargo, los liquidos que nos encontramos
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en el dia a dia, como el aceite, no son liquidos ideales. Existe otra fuerza interna,
conocida como friccién, que vulgarmente hablando se debe al “fluido frotandose
contra si mismo”. Dividiendo el fluido de una regién V' en dos partes mediante
una superficie, la direccion de la friccién es tangente a dicha superficie de se-
paracion, a diferencia de la presién que es normal a la superficie anteriormente
indicada. Esta fuerza de resistencia proviene de la velocidad relativa de las dife-
rentes particulas del fluido. Es la responsable de la ralentizacion del fluido. En
términos de fluidos, se le conoce como viscosidad.

Sin dar una derivacién completa de este hecho, véase [2], esta fuerza aparece
en la parte derecha de la ecuacién (3.60) mediante el término

vV - Vv =vAv,

donde v > 0 es la constante de viscosidad y depende intrinsecamente del fluido
que estamos describiendo.

Por tanto, para un liquido viscoso como puede ser el aceite, las ecuaciones
son el sistema conocido como las ecuaciones de Navier-Stokes

(%t +v- vV> =vAv — Vp +f, (3.67)
V.-v=0. (3.68)

Trataremos, a continuacién, de adimensionalizar las ecuaciones (3.67) y (3.68).
Asumiremos, por simplicidad, que el fluido es incompresible (p(x,t) = cte. > 0).
Consideramos también la presién caracteristica [p] = plu]?.

Entonces, teniendo en cuenta (3.25)-(3.27), se tiene que la ecuacién (3.67)
se convierte en

AN ) e (7] I /)
P TP (Vo VIOV — v = AV =Vt =1 3.69
o Y T Y (569
Multiplicando la ecuacién (3.69) por [[ ]] tenemos que
L] ov* [p] L]
+1(v* - Vv — AV + Vp* = f.
amoe T VY T m Y e o
(L] ]

Tengamos en cuenta que i 1y que T = 1. Ademas, reescalando la fuerza

como p[[ﬁ}] f = f y eliminando los asteriscos obtenemos finalmente la ecuacién
adimensionalizada
ov 1
— Viv=—Av-Vp+f 3.70
(v UV = AV - Vp L (3.70)

donde Re = ”] L es un parametro adimensional conocido como el nimero de
Reynolds. Este coeficiente es de vital importancia para diferenciar los términos
dominantes de la ecuaciéon. En efecto, para Re < 1, el flujo esta dominado por
el término de la viscosidad, mientras que para Re > 1 el término convectivo es
el dominante.
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3.6. Las ecuaciones de la magneto-hidrodinamica

En los secciones 3.1-3.5 hemos adquirido los conocimientos basicos necesa-
rios en electromagnetismo y dinamica de fluidos para poder derivar las ecuacio-
nes de la MHD. Consideraremos solamente fluidos no magnéticos, conductores e
incompresibles. Ademas, consideraremos fluidos newtonianos, es decir, aquellos
cuya viscosidad v es constante.

En primer lugar, consideramos las ecuaciones de Maxwell reducidas (3.48),
(3.44), (3.47) y (3.45); asi como la ley de Ohm y la fuerza de Lorentz (3.46) y
(3.49), respectivamente. Combinando las anteriores, obtuvimos una ecuacién del
transporte para H, la ecuacién de la induccién, que recordemos que viene dada
por

OH 1
E—(VX (VXH))—FR—%AH.

Por otro lado, las ecuaciones que describen el movimiento de un fluido
viscoso vienen dadas por

ov 1
E—F(V‘V)V— ﬁAV—Vp—i-f.
Entonces, teniendo en cuenta la fuerza de Lorentz f = J x H, tenemos que
ov 1
- . S — — H. 71
8t+(v V)v ReAV Vp+J x (3.71)

Por tanto, las ecuaciones de la magnetohidrodinamica para un fluido incompre-
sible viscoso vienen dadas por

ov 1
E+(V~V)V:§AV—Vp+JXH, (3.72)
OH
V.v=V.H=0. (3.74)

Un caso de particular interés que estudiaremos en el capitulo siguiente es el
caso simplificado cuando Re, Re,, > 1, es decir, cuando los niimeros de Reynolds
y Reynolds magnéticos son suficientemente grandes. En este caso, los términos
disipativos g-Av y ﬁAH son despreciables. Asi, el sistema (3.72)-(3.74) se
reduce a

(Z—Z—FV'VV:—VP—I—JXH, (3.75)
@a—lf —(V x (v x H)), (3.76)
V.v=V.H=0. (3.77)

Este nuevo sistema se conoce como ecuaciones de la magneto-hidrodinami-
ca ideal incompresible.
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Observacion 1. Observando el sistema (3.75)-(3.77), nos damos cuenta que tene-
mos un sistema de ocho ecuaciones y siete incognitas. Esto es por que la ecuacion
V - H = 0 es mas bien una condicién en el dato inicial. Dicho de otra manera, si
imponemos que V - H = 0 a tiempo ¢t = 0, entonces V - H = 0 para todo t > 0.
En efecto, apliquemos el operador divergencia a la ecuacién (3.76) y tenemos
que

oH
V.o =V [Vx (vx H).

Sabiendo que V - (V x u) = 0 para cualquier vector u, se tiene que

OH

Voo T

0,
por lo que, integrando en tiempo, se deduce que

V- H(x, 1) = V-H(x,0), Vt>0.
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Invariantes globales para las ecuaciones de la
MHD ideal incompresible

En este capitulo vamos a estudiar los invariantes globales para las ecuacio-
nes de la MHD ideal incompresible (3.75)-(3.77) presentadas al final del capitulo
anterior. Para ello, es conveniente reescribir la ecuacién de la induccién (3.76).
Usando la identidad vectorial (2.7) con F' = v, G = H combinado con la condi-
cion de divergencia cero de ambos vectores se tiene que

Vx(vxH)=H-Vv—v-VH (4.1)
Usando (4.1), concluimos que el sistema (3.75)-(3.77) es equivalente a
2—;’+V-VV:—VP+JXH, (4.2)
H
aa—t—l—V-VH:H-Vv, (4.3)

V.-v=V-H=0. (4.4)

El objetivo de este capitulo es calcular los invariantes globales (cantidades con-
servadas) del sistema anterior. En particular, vamos a probar que el momento, la
energia, la helicidad cruzada y la helicidad magnética se conservan con respecto
al tiempo. Para ello, asumiremos que existe una solucion regular, es decir, para
T > 0, se tiene que

v e O ([0,T]; C*(R%R?)), H e C'([0,T]; C*(R*R?)), p € C([0, T]; C*(R*; R)),

en un dominio {2 con frontera regular (92 € C'). Adem4s, las soluciones ante-
riores cumplen las siguientes condiciones de frontera

v-n =0, en 012, (4.5)
H-n=0, en 012, (4.6)

siendo n la normal exterior. Es decir, los campos de velocidad y magnético son
tangentes a la frontera del dominio. Esto implica que no hay flujo, o en otras
palabras, que ni entra ni sale fluido ni campos magnéticos del dominio. Con
estas condiciones podemos probar el siguiente resultado
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Teorema 3 (Cantidades conservadas). SeaT > 0 y sea 2 CRY con N = 2,3 un
dominio con frontera reqular (02 € C*). Sean v € C'([0,T]; C*(R* R?)), H €
CH([0,T); C*(R%R?)) y p € C([0,T]; C*(R3;R)) soluciones regulares de (4.2)-
(4.4) en §2 satisfaciendo las condiciones de contorno (4.5) y (4.6). Entonces, se
tienen las siguientes cantidades conservadas

1. La conservacion del momento

2
4 v(x,t) de= — / (p + ﬂ) n dS. (4.7)

2. La conservacion de la energia

/., e(zx,t) de =0, (4.8)
donde e(z,t) = 3 (|v]* + |H|*)(x, t) es la energia.
3. La conservacion de la helicidad cruzada
d

y ; v(x,t) - H(x,t) de= 0. (4.9)

4. La conservacion de la helicidad magnética

d
— [ A-Hdx=0 4.10

donde H=YV x A, siendo A el vector potencial.

Observacion 2. El Teorema 3 ha sido enunciado en dominios {2 con frontera 02
bajo ciertas condiciones de contorno. El mismo resultado es cierto en el espacio
euclideo RY, N = 2,3 bajo ciertas condiciones de decaimiento en el infinito de
las soluciones.

Observacion 3. El lector podra observar que en la conservacién del momento
(4.7) el término de la derecha no es idénticamente cero. Sin embargo, esto sigue
expresando una ley de conservacién ya que variaciones en el momento total sélo
pueden venir debido a flujos a través de la frontera.

Demostracion. Empezaremos demostrando la conservacién del momento (4.7).
Para ello, notemos que

d d
%/Qv(x,t) dX—/Q%V(X,t) dx.

Utilizando (4.2), se tiene que:
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/Q%V(X,t) dx = —/Q(v-VV—l—Vp— J x H)(x,t) dx. (4.11)

Usando que J =V x H se tiene que J x H = (V x H) x H. Adem4s, haciendo

uso de la identidad vectorial (2.3) se obtiene

(VxH)xH= —V(@) +(H-V)H. (4.12)

Sustituyendo (4.12) en la ecuacién (4.11) se tiene que

d
dt J,

H]*

v(x, 1) dx:—/fz[(v-Vv)—i—Vp—i—V(HT) _(H-V)H](x,1) dx

_ _/Q (v V) + Vpy — (H- V)H] (x, 1) dx.

donde py = p+ @ Utilizando la identidad vectorial (2.4) para ' =G =vy

para F' = G = H se tiene que
7 Qv(x,t) dX:—/Q[(V-(V@V)—V(V-V))—{—VpH}(X,t) dx
+/ [V-HoH)-H(V-H)|(x,t) dx

:_/ [V (v&v)+ Vpy — V- (He H)|(x,t) dx,
(0]

donde en la segunda igualdad hemos usado la ecuacién (4.4). Aplicando el Teo-
rema 1 se obtiene que lo anterior es igual a

d

— V(X,t)dx:—/ n-(veov+pyl —-H®H) dS
dt Jq 002

siendo | la matriz identidad. Por 1ltimo, aplicando nuevamente las condiciones
de contorno (4.5) y (4.6) se concluye que

d _ [H?
E QV(X,t) dX——/&QI’I' <p+T> dS,

probando asi (4.7).

Continuamos con la demostracién de la conservacién de la energia (4.8).
Antes de empezar con la prueba es conveniente reescribir la ecuacién (4.2).
Multiplicando escalarmente por v se tiene que

d
V-EV—F(V'VV)-V:—Vp-V—i-(JXH)-V. (4.13)
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Notemos que

d 1d, ,

Ademds, de la identidad vectorial (2.8) con F'= vy ¢ = |v|?, se deduce que
Lo Lo
V- §]v| v :§|v\ (V-v)+(v-V)v-v. (4.15)

Por otro lado, utilizando la identidad vectorial (2.8) con F' = v y ¢ = p, se tiene
que
V- (pv)=Vp-v+p(V-v) (4.16)

Combinando (4.15) y (4.16) con (4.4) se tiene que

V- (%’V‘QV) =(WvV-V)v-v,V-(pv)=Vp-v. (4.17)
Por lo cual, combinando (4.13), (4.14) y (4.17) se obtiene que
——(v]))+ V- <%|V|2V +pv) =(JxH)-v. (4.18)

A continuacién, reescribamos también la ecuacién (4.3). Multiplicando escalar-
mente por H se tiene que

1d, _
5%(|H\ )—Vx(vxH)-H=0. (4.19)

Utilizando la identidad vectorial (2.2) con F'=u x Hy G = H se tiene que
-Vx(vxH)-H=-V-((vxH)xH)—(vxH) (VxH). (4.20)
Por tanto, combinando (4.19) y (4.20) se concluye que

1d, _
5 (H) = V- (v x H) x H) = (v x H) - (V x H). (4.21)

De la suma de las ecuaciones (4.18) y (4.21) se tiene que

1d

1
5%(|H|2+|V|2> +V- (§|v’2u+pv—(v><H) X H> = (J X H)'V+(VXH)-J_

Utilizando la primera igualdad de la identidad vectorial (2.7) con F' =v, G = J
y H = H, se obtiene

v.-UxH)=J - (Hxv)=-J-(vxH).
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Por lo que se concluye que

1 1
5%(|V|2 + |H|2) +V- (§|v|2v +pv—(vxH)x H) =0. (4.22)

Integrando (4.22) en {2 se tiene que

1d

1
= (|v]*+ H*)(x,t) dx—i—/V- —|v*v+pv—(vxH)xH | (x,t) dx = 0.
2dt J, o \2

(4.23)
Utilizando el Teorema 1 en la segunda integral de la ecuacién (4.23), se tiene

que
1d

= | (VP +HP)(x,t) dx + L + 1, =0,
2dt J,

donde
20 \2 o0

De la condicién de contorno (4.5), se observa que

1
I = / (-|v|2 +p) (v-n) dS = 0.
082 2

Ademas, utilizando la identidad vectorial (2.5) con F =H, G=vy H=H, se
tiene que

(vxH)xH=vH-H)-HMH-v)
Asi pues, se deduce que:
1d

T Q(Iv|2+H-H>(x,t> dx—/ (H-H)(v-n)— (H-v)(H-n) dS =0.

of?

Utilizando las condiciones de contorno (4.5) y (4.6) se tiene que

1d

la 2 2 _
5% Q(|v| + |H|*)(x,t) dx = 0.

Si denotamos
B(®) = [ (VP + [HP)6c.t) dx,
Q
e integramos en tiempo, se tiene que

E(t) = E(0), t >0,

lo que prueba (4.8).
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Continuamos ahora con la demostracién de la conservacion de la helici-
dad cruzada(4.9). Antes de empezar con la prueba es conveniente reescribir la
ecuacién (4.2). Aplicando a (4.2) la identidad vectorial (2.3) se tiene que

2
v+ (V xv) xv—V(%) =-Vp+JxH
Podemos definir p, = p + % y entonces tenemos que

ov+ (Vxv)xv=-Vp,+JxH

También reescribiremos la ecuacién (4.3). Utilizando la identidad vectorial (2.6)
tomando F' = vy G = H y teniendo en cuenta las condiciones de contorno (4.5)
y (4.6) se tiene que

OH =V x (v x H). (4.24)

Ahora si, estamos en condiciones de demostrar la conservacién de la helicidad
cruzada. Asi pues, tenemos que

4 V-HdX:/(atV-H-f—V'Ht)dX

:/Q[[vx(va)—va+J><H]-H+v-(V><(va))} dx.

Utilizando ahora la identidad vectorial (2.2) tomando FF = vy G = v x H se
tiene que

/ [H- (v x (VX V) = V- (Hp,) + (V x V) (v X H) = V- (v x (v x H))| dx,
0
donde hemos tenido en cuenta que de (4.4) se deduce que

Usando la identidad vectorial (2.7) con F' = H, G = v x V y H = v se tiene
que

/Q[(vxV)-(v><H)—V-(Hpv)+(V><v)-(v><H)—V-(v><(va))]dx.
Aplicando el Teorema 1 se tiene que
—/Q[V~(Hpv)+v-(v><(vxﬂ))} dx:—/m Hp, +vx (vxH)| nds

Aplicando la identidad vectorial (2.5) usando F' = G = vy H = H se tiene que
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/ [Hpv n+ (“HvP? +v(H-v)) - nl|dsS.
of?
Utilizando las condiciones de contorno (4.5) y (4.6), se deduce que

d
— | v-Hdx=0.
dt /o

Demostraremos por iltimo la conservacion de la helicidad magnética (4.10). Se
tiene que

i/A-de:/i(A-H) dX:/(atA-H—{—A-Ht) dx.

Ademds, como H = V x A y satisface la ecuacion (4.3) tenemos que
VX (A—-—vxVxA)=0. (4.25)

Definimos ¢ = ;A — v x VA por lo que, como V X ¢ = 0, existe ¢ tal que
¢ = V1), al menos localmente. Usando (4.25) tenemos que

OA =V +vxVxA. (4.26)

Usando (4.24) y (4.26) se tiene que

/(At-H+A-Ht) dx:/ (VY +vXxVxA)-H+A (Vx(vxH)) dx

:/Q[(w)-H+(vxva).H+A-(vX(va))} dx.

Utilizando ahora la identidad vectorial (2.7) con F =H, G=vyH =V x A
se tiene que

/(At-H+A-Ht) dx:/ (V) - H—(vxH) (VxA)+A-(Vx(vxH)) dx.
0 o
Por otro lado, tenemos que, de la identidad vectorial (2.8) y de la ecuacion (4.4)

V-(WH)=V¢-H+¢(V-H) =Vy-H

De la identidad vectorial (2.2) con F' = A y G = v x H, se tiene que

/(At-H+A-Ht) dx:/ (V) H—V-(AxvxH)] dx

2

:/Q[V(w-H)—Vo(AXVXH)} dx.
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Aplicando el Teorema 1 obtenemos que

/(At-H—i—A-Ht) dx—/ [yH — A x v x H] -n dS.
o o0

De la identidad vectorial (2.5) con F' = A, G =v y H = H se deduce que
0/[MI—AXVXH]ndS:/Q[—WH-A%HﬂA«w+¢thS
o0 00
:/ [-v(H-A)-n+H(A-v)-n+ (¢H) -n] dS
Ble;
_/ [ v(H-A)-n+HA-v)-n+¢H- n)] dS.
o0
De las condiciones de contorno (4.5) y (4.6) se tiene que

i/AHw_Q
dt /o,

lo que concluye la demostracién de (4.10) y con ello la prueba del Teorema 3. [
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Ondas en la magneto-hidrodinamica
incompresible

En este capitulo estudiaremos una clase muy importante de soluciones de
las ecuaciones de la MHD incompresible. Mas precisamente, analizaremos las
soluciones tipo onda para las ecuaciones linealizadas. Las ondas son la forma
mas sencilla en que un sistema responde a perturbaciones y fuerzas aplicadas.
Estas propagan la informacion y energia del sistema y estan relacionadas con
las inestabilidades y los fendmenos turbulentos. En este capitulo utilizaremos las
referencias bibliograficas [3, 5].

5.1. Un ejemplo ilustrativo: la ecuacién de ondas
uno-dimensional

Para motivar el estudio de las ondas en la MHD, presentaremos en primer
lugar un ejemplo ilustrativo usando la ecuacion de ondas uno-dimensional.
Sea u(x,t) € C*(R x RT;R) un campo escalar y sea ¢ € R que representa
la velocidad de ondas. La ecuacién de ondas viene dada por
0%u , 0%
—(x,t) = c"=—=(x,1). 5.1
1) = () (51)
Como su propio nombre indica, la ecuacién de ondas (5.1) describe la propaga-
cién de una variedad de ondas viajando a velocidad +c. Es el ejemplo prototipo
de una ecuacién hiperbélica en EDPs. Para resolver (5.1) es tipico usar el cambio
de coordenadas canénico

E(x,t) =x — ct, n(x,t) =z + ct. (5.2)

Usando la regla de la cadena, podemos reescribir la ecuacién de ondas (5.1) en
las nuevas variables (5.2), obteniendo que
92
v g
3%y

(5.3)
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Por consiguiente, integrando (5.3) se tiene que

u(&,n) = F(§) +Gn),

donde F'y G son funciones arbitrarias. Volviendo a las variables (z,t) tenemos
que
u(z,t) = F(x — ct) + G(x + ct).

Por tanto, hemos probado que cualquier par de funciones F' y G dos veces
diferenciables puede ser una solucién, mientras que las variables (z,t) aparezcan
de la manera adecuada. En efecto,

» La funcién u(z,t) = 2z — 3t es solucién.

/-

Figura 5.1: Solucién u(x,t) = 2x — 3t para t = 0 y tiempo posterior ¢t = T'.

» La funcién u(xz,t) = e~ 1776 es solucién.,

Figura 5.2: Solucién u(x,t) = e~1#=6 para ¢t = 0 y tiempo posterior t = T

Pero estas soluciones no son muy apropiadas para describir los fenémenos os-
cilatorios que son relevantes a la hora de describir ondas de luz o sonido. Por
tanto, es mas conveniente pensar en soluciones del tipo

u(z,t) = Beos(k(z £ ct)) + Csin(k(x £ ct)).
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Tomando w = ck, podemos escribir
u(z,t) = Beos(kx £ wt) + Csin(kr £+ wt).

Por simplicidad, consideraremos solamente una onda que se mueve hacia la de-
recha, es decir, sélo aquella con el signo —. Entonces, tenemos que

u(z,t) = Beos(kx — wt) + Csin(kx — wt). (5.4)
Ademas, reescribiremos las constantes B y C' como
B = Acos(0), C = Asin(0), (5.5)

para ciertas constantes A y § adecuadas. Asi pues, introduciendo (5.5) en (5.4)
tenemos que

u(z,t) = Acos(0)cos(kx — wt) + Asin(d)sin(kx — wt). (5.6)

Utilizando la identidad trigonométrica cos(xz —y) = cos(z)cos(y) + sen(z)sen(y)
podemos reescribir (5.6) como

u(z,t) = Acos|(kx — wt) — 8], (5.7)

A la constante A se le denomina amplitud de onda y esté relacionada con la
energia de la misma. El parametro ¢ es la fase absoluta de la onda que coincide
con la fase inicial cuando x =t = 0.

2m

Pia *‘t T 5 = —
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Figura 5.3: Gréfico de la solucién (5.7) para d =0y 0 = 2.

Una cuestion interesante es la siguiente: jcémo de rapido se mueve una
onda? Para ello, necesitamos introducir la longitud de onda A, el vector de onda

k= 27” y el nimero de onda k = % = % Entonces, la velocidad de onda es la
longitud de onda dividido entre el periodo de la onda, esto es
A
C= = )\f>
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siendo f = % la frecuencia de onda. En términos del k-vector k£ = 27” y la
frecuencia angular w = 27 f y por tanto

w
CcC= —.

f

Por tltimo, se conoce como fase ¢ al término que esta dentro del coseno, es decir
u(z,t) = Acos(p) = Acos(kx — wt — 9).
Entonces, se tienen las relaciones

9y i
ot’ - ox’

Usando la férmula de Euler €2 = cos(p) + isen(yp) se tiene que

w=—

u(z,t) = Re [A expli(kz — wt — 5)}]

Si asumimos que la amplitud sea compleja, es decir que u(z,t) = A exp [z(kx —
wt — 5)} podemos escribir que

u(zx,t) = [A e:pp(—ié)] [exp [i(kz — wt)Hj = Uy [exp [i(kz — wt)]], (5.8)

N AN

-~

NV
constante oscilatorio

donde uy = A exp(—id). La expresién (5.8) es una onda solucién de la ecuacién
de ondas uni-dimensional (5.1).

5.2. Las ondas en las ecuaciones de Euler incompresibles

El objetivo de esta seccién es estudiar las soluciones de tipo onda para la
ecuacion incompresible de Euler, que describe la evolucion de un fluido incom-
presible, inviscido e ideal. Para ello, recordemos que el sistema en ausencia de
fuerzas externas, viene dado por

B
Y v Vv=-Vp, (5.9)

ot
V-v=0. (5.10)

Una diferencia sustancial, entre el sistema (5.9)-(5.10) y la ecuacién de ondas
(5.1) analizada en la seccién previa, es la naturaleza vectorial y no-lineal de las
ecuaciones de Euler. Como una primera aproximacién al estudio de las ondas
para la ecuacién de Euler incompresible, es necesario linealizar el sistema (5.9)-
(5.10) alrededor de un punto de equilibrio. Para ello, notamos en primer lugar
que
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P = Po,V = Vy,

con py € R constante y vo € RV, N = 2,3, constante son soluciones triviales
del sistema (5.9)-(5.10). Para linealizar las ecuaciones (5.9)-(5.10) consideremos
pequenas perturbaciones de nuestras soluciones de equilibrio (vg, po), es decir,

p(x,t) = po + ep1(x,t), v(x,t) = vy + evi(x,1), (5.11)

con 0 < € < 1. Por tanto, usando el Ansatz (5.11) en las ecuacién (5.9), y
teniendo en cuenta la linealidad del operador gradiente, se obtiene que

Vo ovy

— +e—+ (voF+evy) - (Vvg+eVvy) = —Vpy — eVpy.

ot ot
Puesto que vq y po son constantes se tiene que 3 = Vvg = Vpg = 0, por lo
cual, simplificando, se obtiene que

0
e% +evy- Vv + vy - Vv = —eVpy. (5.12)
Es decir,
EALRE R v (5.13)
— +vy- Vv, +evy - Vv, = — ) )
o1 0 1 1 1 p1
O(e)

Observemos que el término no lineal en vy - Vv; es de menor orden con res-
pecto a los otros términos pues 0 < € < 1 y por tanto lo podemos despreciar.
Finalmente, se obtiene que

0V1

—— + v Vv, = —Vpy.

ot 0 1 1
De igual forma, usando el Ansatz (5.11) en la ecuacién (5.10), de donde se deduce
que

V- Vi = 0.

Por tanto, concluimos que el sistema linealizado alrededor del punto de equilibrio
(vo, po) viene dado por

0
N vy Vv, = —Vpy, (5.14)

ot

Queremos repetir la idea de encontrar soluciones de tipo onda como las que ob-
servamos para la ecuacién de ondas (5.1), es decir, queremos que la perturbacién
varie como exp(i(k - x — wt)). No6tese que ahora, debido a la naturaleza vectorial
tenemos que k € R? y x € R3. Bajo ciertas condiciones minimas de integrabi-
lidad podemos expresar las perturbaciones mediante la suma de sus modos de
Fourier, es decir,
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m(x,t) = Zﬁk ellkx=wt) =y (x,t) = Z\?k eillex—wt), (5.16)
K K

Obsérvese que la suma en (5.16), es una suma sobre todos los posibles vectores
de onda k y véase la analogia con respecto a la solucién (5.8) obtenida para la
ecuacion de ondas (5.1).

Como el sistema (5.14)-(5.15) es lineal, sélo necesitamos resolverlo para
un unico (arbitrario) vector de onda k. Por tanto, usando la expansién (5.16)
en el sistema linealizado (5.14)-(5.15) obtenemos la siguiente relacién para los
coeficientes de Fourier py, Vi dada por

Vie €0 X D (i) 4 v - vy XD L (1K) = fy et RxWD L (k) (5.17)
elkex=wb(_jk) . ¥y = 0. (5.18)

Sacando factor comun en la ecuacién (5.17) se obtiene que
Vi (w— k- vp) qefkx et — p K jeillox—wt) (5.19)

de donde se deduce que
(w —k- VO)\A/k = ﬁkk (520)

De la ecuacién (5.18) se tienee que
k-9 = 0. (5.21)

La ecuacién (5.21) expresa la ortogonalidad entre el vector k y la amplitud de
perturbacién vi. Multiplicando escalarmente la ecuacion (5.20) por vy obtene-
mos que

(w—k'Vo) . ’\A/'k’2 :ﬁkk'{fk:(),

donde en la segunda igualdad hemos usado ecuacién (5.21). La tnica solucién
con una perturbacién en la velocidad no trivial (v # 0) viene dada por la
relacion

w=k- vy, (5.22)

es decir, la frecuencia de las ondas sé6lo dependen del vector k y la velocidad
vo. En general a la expresién w = w(k) se le conoce como relacién de dispersion
de la onda. Por tanto, en las ecuaciones de FEuler incompresibles la relacion de
dispersion de las ondas linealizadas viene dada por la expresion (5.22).

Esto confirma que cuando tenemos un fluido ideal e incompresible trivial
homogéneo (vo = 0), la tnica solucién relacién de dispersién es la trivial, es
decir, w = 0. La dispersion cero indica que no hay cambio en la velocidad de
propagacién con respecto a la frecuencia de la onda. Todas las componentes de
frecuencia se propagan a la misma velocidad y no hay separacion espacial entre
ellas a medida que avanzan.
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5.3. Las ondas en la MHD incompresible

En esta tultima seccion, estudiaremos soluciones tipo onda para las ecua-
ciones de la MHD ideal incompresible que vienen dadas por

Z—Z+V-VV:—VP+(VXH)XH> (5.23)
Vov=0, (5.24)

A em Yy - (v VR, (5.25)
V-H=0. (5.26)

Una solucién de equlibrio del sistema (5.23)-(5.26) se obtiene tomando la ve-
locidad v = vy € RV, N = 2,3, la presién p = py € R y el campo magnético
H = H, € RV, N = 2, 3, constantes. Para linealizar las ecuaciones consideremos
pequenas perturbaciones a dicha solucion considerando

p=po+ ep1(x,1), vV = v+ evy(x,1), H =H, + eH;(x,t). (5.27)

Introducimos las perturbaciones (5.27) en el sistema (5.23)-(5.26) y procedemos
de manera analoga al caso anterior obteniendo el sistema linealizado

% +vo- Vv =—Vp + (V x Hy) x Hy, (5.28)
V- V) = 0, (529)
oH
8t1 = (Hy - V)vi — (vo - V)Hy, (5.30)
V-H, =0. (5.31)

Siguiendo la misma idea, analizaremos soluciones para el sistema (5.28)-(5.31)
del tipo

P = Zﬁkei(k.x—wt)’ v, = Z {/kei(k-x—wt)’ H1 _ Z I:Ikei(k-x—wt)‘ (532>
k k k

Utilizando la identidad vectorial (2.9), podemos escribir
(V X Hl) X HO = (HO . V)Hl — (VHl) . Ho. (533)

Sustituyendo (5.32) en el sistema (5.28)-(5.31) y teniendo en cuenta la identidad
(5.33) obtenemos las siguientes relaciones



42 5 Ondas en la magneto-hidrodindmica incompresible

(w — k- vo) Vi = pick + Hi - Hok — k - HoHy,

k- Vi =0,
(w —k'Vo)I:Ik = —(k'Ho)\A/k,
k- Hy =0.

Reescribriendo (5.36) observamos que

. k-H
Hk:——O\A’k.
w—k-vq

Multiplicando escalarmente la ecuacién (5.34) por vy se tiene que

(w =Xk vo) [Vie|* = pick - Vi + (Hi - Ho)k) - ¥3 — (k - Ho) (Hy - Vo).

Teniendo en cuenta (5.35) y (5.37) se deduce que
(w—k - vo)|Vi]* = —(k - Hp)(Hy - Vo).
Sustituyendo (5.38) en (5.40) se tiene que

k-H,)?
( 0) |\A/ |2

— . v 2:_—
(oot -~

J

y por tanto
(w—X-vo) = (k-Ho)?| [%[> = 0.
Para soluciones no triviales (vy # 0) se tiene que necesariamente
(w—X-vo)* = (k-Hp)?,
de donde se concluye que

w:k‘Vo:i:k'H():k'<V0:|:H0).

(5.39)

(5.40)

(5.41)

Observamos que la ecuacién (5.41) tiene un nuevo efecto en la relacién de disper-
sién que proviene del campo magnético, es decir, la frecuencia de las ondas no
solo depende del vector k y la velocidad vy, sino también del campo magnético
H,. En particular cuando vy = 0, a diferencia del caso puramente hidrodinamica
(ecuaciones de Euler incompresibles), tenemos lo que se conoce como ondas de

Alfvén dadas por
w=k- Ho.



Figura 5.4: Extracto de la publicacién de H. Alvén, [1]
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The phenomenon may be described by the electro-
dynamic equations
4m |
rot H = — 1@
c
) 1 4B
rot £ = — c o
B = uH
. , v
i = o(E +3 X B);

together with the hydrodynamic equation
dv
2 ']; = 5(1 x B) — grad p,
where o is the electric conductivity, . the permeability,
9 the mass density of the liquid, ¢ the electric current,
 the velocity of the liquid, and p the pressure.
Consider the simple case when ¢ =, = 1 and

the imposed constant magnetic field H, is homo-
geneous and parallel to the z-axis. In order to study
a plane wave we assume that all variables depend
upon the time ¢ and z only. If the velocity » is par-
allel to the x-axis, the current ¢ is parallel to the
y-axis and produces a variable magnetic field H’ in
the x-direction. By elementary calculation we obtain

da:H’ 4nd d*H’

Tdzt T H,* dtt’
which means a wave in the direction of the z-axis
with the velocity

o

 Vind

43

Este calculo fue realizado por el fisico noruego Hannes Alfvén en 1942, véase [1].
En este pequetio articulo publicado en la prestigiosa revista Nature, H. Alvén su-
girio la posibilidad de que las manchas solares estén asociadas a una perturbacién
magnética y mecanica que actia como una onda electromagnética-hidrodinami-

ca.

Observacion 4 (MHD ideal compresible). Una posible ampliaciéon del contenido
de este trabajo seria realizar un andlisis similar a los anteriores para estudiar la
relacion de dispersion de las soluciones tipo onda para las ecuaciones de la MHD

ideal compresible. Estas vienen dadas por el sistema

dp B
E—FV'(,OV)—O,
ov
p E—FV‘VV =—-Vp+ (V xH) x H,
H
ag—t—l—(v-V)H:(H-V)v,
Ip
a—i—v-Vp——vva.

Este sistema es notablemente mas

complejo ya que tenemos mas ecuaciones,

como la ecuacion para la evolucion de la densidad p o la ecuacion de evolucién

para la presién p. Al ser un fluido

compresible no tenemos la ecuacion de in-

compresibilidad V - v = 0, que imponia cierta rigidez de ortogonalidad entre el
vector k y la amplitud de la pertburbacién vy.






Conclusiones

La MHD tiene una historia relativamente reciente en el mundo cientifico.
Este trabajo me ha permitido conocer mejor los origenes de esta joven rama de
la ciencia. Sus aplicaciones en el mundo actual son amplias y diversas, desde la
industria metaldrgica hasta la termofusién nuclear. Pero no sélo se queda ahi,
sino que explica importantes fendmenos fisicos como las manchas solares.

Por otro lado, he podido aprender como se definen las ecuaciones de Max-
well, las ecuaciones que rigen la dinamica de fluidos, asi como a derivar las ecua-
ciones que rigen la MHD a partir de las anteriores. En dicha seccién aprendi
cémo adimensionalizar ecuaciones.

He aprendido también cémo demostrar cantidades conservadas de un siste-
ma, en este caso de las ecuaciones de la MHD ideal incompresible. En una tltima
parte, he relacionado las ecuaciones maés sencillas, como puede ser la ecuacién de
ondas, con otras mas complejas como pueden ser las de la MHD ideal incompre-
sible. El estudio realizado para obtener soluciones tipo onda en la ecuacién de
ondas lo hemos extrapolado a nuestro caso, obteniendo soluciones particulares
del mismo. Aunque no deja de ser s6lo un caso.

Como propuestas de ampliacién del trabajo podriamos estudiar cantidades
conservadas para otro tipo de fluidos, por ejemplo compresibles, o tener en cuenta
la accién de las fuerzas externas. Ademas, proponemos continuar con el estudio
de soluciones tipo onda a ecuaciones aiin méas complejas de la MHD donde se
pueden tener en cuenta, por ejemplo, las fuerzas externas que actiian sobre el
fluido. En un caso aiin més complejo, podemos considerar un fluido compresible.

En definitiva, con este trabajo he podido poner en practica los conocimien-
tos adquiridos en el grado, asi como ser consciente de la dificultad de llevar a
cabo una investigacién en matematicas.
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In this work we present an introduction to magneto-
hydrodynamics and study the behaviour of their solutions from
a mathematical point of view. On the one hand, we will derive the
MHD equations from the classical equations of electro-magnetism
and hydro-dynamics. On the other hand,we will analyse certain
elementary properties of the MHD solutions such as global invari-
ants or the behaviour of wave-like solutions.

1. Introduction

HD studies the mutual interaction between fluid dynam-

ics and magnetic fields. In the middle of the last
century it became a subject of worldwide interest. It
is a crucial area that explains different physically rele-
vant phenomena such as magnetic flares, coronal ejections
or solar winds in plasma astrophysics as well as ther-
monuclear fusion in laboratory experimental research.

2. Derivation of the MHD equati

he equations governing the behaviour of MHD have two main

components: Maxwell’s equations and the equations arising
in fluid dynamics. The former are the interface between electricity
and magnetism and are given by the following system of partial
differential equations

V-H =0, (1)
%—'::—VXE, )
J=0(E+VxH), (3)
VxH=ud, (4)
V.Jd =0, (5)
F=JxH. (6)

Here, H € RY is the magnetic field, v € RY is the velocity field,
E € RY is the electric field, J € RY is the current density and
F ¢ RY describes the Lorentz force. The fluid dynamics equa-
tions describing the evolution of a non-viscous, homogeneous and
incompressible fluid are given by the Euler’s equation

%Jrv-Vv:varf, 7)
V-v=0, (8)

Here p € R denotes the scalar pressure of the fluid and f is an ex-
ternal force. Combining (1)-(6) together with (7)-(8) under a cer-
tain asymptotic regime (the MHD approximation) one can derive
the so called ideal incompressible MHD

6—V+V‘Vv:—Vp+J><HA, 9)
EH.VH:H-W, (10)
V-v=V-H=0. (11)

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de marzo, 2024

3. Conserved global quantities for ideal incompressible MHD

he first result we show in this work relies on the existence of

global invariants in bounded domains for smooth solutions of
the ideal incompressible MHD equations (9)-(11). More precisely,
we prove under some boundary value conditions that the following
quantities are conserved globally in time:

1. Conservation of momentum

d \H\2>
— [ v(x,t) dx = — + nds.
dt Jo 09 /{m (p 2

2. Energy conservation

1d

d 2 2 _
¥ Q(|v| +[HI?)(x,t) dx = 0.

3. Conservation of cross-helicity

a
dt Jo

v(x,t) - H(x,t) dx = 0.

4. Conservation of magnetic helicity

%/ﬂ A, 1) - H(x, 1) dx = 0.

Here H=V x A, being A the vector potential.

4. Waves in MHD and dispersion relation

Waves in (MHD) are pivotal for conveying information, redistribut-
ing energy, and understanding the interplay between magnetic
fields and fluid motion in magnetized plasmas. Their significance
extends to laboratory plasmas and astrophysical processes, pro-
viding essential insights into solar wind and star formation.

To conclude this work, we study wave type solutions for the lin-
earized version of equations (9)-(11). To so, we perturb around a
trivial equilibrium solution and look for wave-type pertburbations
via a Fourier mode expansion. In the purely hydrodynamic case,
for H = 0, i.e. the incompressible Euler equation, we conclude
that the dispersion relation for those waves is given by

w=Kk- v,

where vy is the constant equilibrium solution. As a counterpart,
for the ideal incompressible MHD, we find a more intrincated dis-
persion relation given by

w:k-Voﬂ:k-Hg. (12)

The second term in (12) is known as Alfvén waves, first noticed
in 1942 by the Nobel prize winner H. Alfvén.
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