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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio, por un lado del Teorema de
Radon-Nikodym junto a algunas de sus aplicaciones y por el otro del
Teorema de Diferenciacion de Lebesque.

Palabras clave: Medida, Teorema de Radon-Nikodym, Funcion

mazximal de Hardy-Littlewood, Teorema de diferenciacion de Lebes-
gue, Dualidad, Esperanza Condicional

Abstract

The objective of this work is the study, on the one hand, of the
Radon-Nikodym Theorem together with some of its applications and
on the other hand of the Lebesque Differentiation Theorem.

Keywords: Measure, Radon-Nikodym Theorem, Hardy-Littlewood
mazximal function, Lebesque differentiation Theorem, Duality, Con-
ditional expectation
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Introduccion

Dada cualquier funciéon medible no negativa podemos definir una medida v de
la siguiente manera:

v(E) = /Ef dp.

Ademas, esta medida obtenida es absolutamente continua respecto de la medi-
da p; es decir, dado un conjunto medible E con p(E) = 0, necesariamente se
cumplird que v(E) = 0.

Existe un poderoso resultado conocido como el Teorema de Radon-Nikodym, que
nos permite darle la vuelta a lo dicho anteriormente: Dada una medida o-finita
v absolutamente continua respecto de una segunda medida positiva o-finita pu,
entonces existe una tnica funcion f medible de manera que

v(E) = /Ef dp.

La importancia de este resultado se ve reflejado en la variedad de aplicaciones
que tiene. En este documento mostraremos algunas de ellas como pueden ser la
dualidad de los espacios L*, la existencia (y unicidad) de la esperanza condicio-
nal y la unicidad de la medida de Lebesgue.

Por otro lado, una consecuencia del Teorema Fundamental del Céalculo es que,
dada una funcién continua f,

1 T+r
lim — t) dt = f(x
lim 5= [ 10 dt = @
El Teorema de diferenciacién de Lebesgue es considerado como una generali-
zacion n-dimensional de este resultado para funciones localmente integrables
afirmando que

1
lim —/ f(t) du,(t) = f(x) en casi todo punto.
=0y (B(@,7)) I (&) dim(t) = £()



X Introduccién

La elaboracion de esta memoria la hemos realizado basdandonos en el capitulo
XII de Brito [2] y el capitulo 3 de Folland [1]. La segunda prueba del Teorema
de Lebesgue-Radon-Nikodym debida a Von Neumann la hemos consultado en
Li Tao [3].

Este estudio conecta principalmente con la asignatura “Medida e Integracion”,
una asignatura obligatoria de tercer curso del Grado de Matematicas, donde se
introduce y desarrolla la teoria de la medida y la integral de Lebesgue y en menor
medida con la asignatura optativa de Analisis Funcional donde se introducen los
espacios de Hilbert.
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Medidas con signo

1.1. Introduccién

Sea X un conjunto arbitrario no vacio y M una o-algebra sobre X, es
decir, una familia de subconjuntos de X de manera que:
(a) X e M
(b) X \ E € M, para cualquier £ en M
(c) Uy, E, € M para cualquier coleccién numerable {E,, }o° | con E, € M.
Observamos que como consecuencia de (b) y (c), la interseccién numerable de
elementos de M también pertenece a M.
A los elementos de M se les llama conjuntos medibles y al par (X, M) espacio
medible.

Definicién 1.1. Sea (X, M) un espacio medible. Una medida positiva es una
funcién no-negativa p: M — [0, +0o0], que cumple que:

(1) (@) =0
(2) es numerablemente aditiva, es decir,

para toda sucesion disjunta (A,)o, en M.

A partir de dos medidas p; y pe podemos formar una nueva medida j3
definida como

ps(E) = apa (E) + bus(E),VE € M
con a,b > 0.
Pero, jqué ocurre si, por ejemplo, a =1y b = —17 u3 podria tomar valores

negativos si p1(E) < po(E) para algin E € M. Esta idea de permitir que una
medida pueda tomar valores negativos da lugar a la siguiente seccion.
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1.2. Medidas con signo
Definicién 1.2. Sea (X, M) un espacio medible. Una funcion
v: M — [—00, +00],

es una medida con signo si cumple que:
(a) v puede tomar el valor —oo o el +00 pero no ambos.

(b) v(2) =

(c) v es numerablemente aditiva.

Cabe destacar que, la propiedad (a) permite evitar indeterminaciones vy,
por tanto, garantizar que la medida de la unién de cualquier par de conjuntos
medibles y disjuntos esté bien definida. En efecto, si no tuviéramos en cuenta
la propiedad (a) podrian existir dos conjuntos A y B, tales que v(A) = +oc0 y
v(B) = —oo. Esto harfa que v(AU B) = v(A) + v(B) = 400 — 00, operacién
que no esta definida.

Nosotros, salvo que se diga lo contrario, asumiremos que cualquier medida con
signo v satisface que —oo < V(E) < 400, VE € M.

La condicién (c) de la definicién nos dice que para cualquier sucesién dis-
junta (E,)>>, en M se cumple que v(U,2E,) = X2 v(E,) € (—o0,+00], lo

cual implica que:
v(|JE)) €R <= > v(E,)ER
n=1 n=1

Teorema 1.3. Sea v una medida con signo sobre (X, M). Si (E,);>, es una
sucesion disjunta de conjuntos medibles, entonces

Zl/ €R<:>Z| )| < 400
n=1

Demostracion.
Sea (Ey,)o2, una sucesion disjunta de conjuntos medibles.

(=) Supongamos que X2 v(E,) € R. Sea (F,);2, tal que F, = Eq)
para todo n > 1, donde 7 es una permutacion de N. Por tanto, (F,);", es una

sucesion disjunta en M y U2 | F = U>?  En. Por tanto,
Zl/(Fn) — V(U F,) = 1/(U E,) = Zl/(E )
n=1 n=1 n=1 n=1

Por consiguiente, la serie X2 ,v(E,) es incondicionalmente convergente. Apli-
cando el Lema A.1 obtenemos que X722 |v(E,)| < +o0.
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(<) Sabemos, por el Lema A.2, que toda serie absolutamente convergente
es convergente. Por tanto, como X2 |v(E,)| < 400 por hipdtesis, entonces
100 al o 00 al
Yo w(kE,) =v(U E,) €R

n=1

O

Las medidas positivas cumplen una propiedad bastante ttil e intuitiva: la
monotonia. Es decir, sean g una medida positiva sobre un espacio de medida
(X, M) y Aj,As conjuntos medibles tal que A; C Ay. Entonces, pu(A;) < u(As).
Sin embargo, las medidas con signo no cumplen, en general, dicha propiedad.
Por ejemplo, sea f(r) = x para todo = € [—1,1] y consideremos la medida con
signo

V(E) = /E /.

donde p es la medida de Lebesgue restringida a los subconjuntos medibles de
[—1,1]. Tomando E; = [—1,1] y Ey = [0, 1], observamos que Ey C F; pero,

V(EQ):/ xd,u:1>O:/ z du=v(E).
EQ El

Afortunadamente, atin con la ausencia de la monotonia, las medidas con signo
cumplen algunas relaciones muy utiles para trabajar con ellas y entender su
comportamiento.

Lema 1.4. Sea v una medida con signo sobre (X, M). Sean E,F € M tal que
E C F. Entonces:

(a) Siv(F)eR = v(E)eR

(b) Siv(E) =400 = v(F) =400

Demostracion.

(a) Sabemos que, por la aditividad de v, podemos escribir que
v(F)=v(E)+v(F\ E), luego, si v(F) es finito, en particular, v(E) también
lo es.

(b) Si v(E) = +oo, entonces v(F) ¢ R pues, por (a), tendriamos que
v(E) € R. Por tanto, v(F) € {—o0,+00} pero, como dijimos previamente,
estamos asumiendo que v no puede tomar el valor —oo, luego, v(F) = +oo

O

Algo que mantienen las medidas con signo es la continuidad, como vamos
a ver en el siguiente resultado.



4 1 Medidas con signo

Teorema 1.5. Sea v una medida con signo sobre un espacio de medida (X ,M).
(a) Si (E,)y, es una sucesion creciente en M, entonces

v(lJ En) = lim v(E,)
n=1

(b) Si (E,):2, es una sucesion decreciente en M con v(Ey) < +00, entonces

[ee)
v([) En) = lim v(E,)
n—oo

n=1
Demostracion.
(a) Sea (E )ffl una sucesion creciente de conjuntos medibles, por lo que
lim E, = U)X E,. Si v(E,) = oo para algin ny € N entonces, co-
n—0o0

mo E,, € E, C UX,E, para todo m > ng, se sigue del Lema 1.4 que
v(E,,) =400 = V(Uff:l( E.,)). Luego, v(U;> | E,) = nhj& v(E,) = +o0.

Siv(E,) € R para todo n > 1, entonces al ser la sucesion creciente, pode-
mos escribir que

G = E U (Ey\ E))U ..U (Eny1 \ Ep) U

lo cual es una union numerable y disjunta de conjuntos medibles. Como v es
numerablemente aditiva, entonces

U E,) = v(E, +Z Enii\E,) = v(E))+ lim Z (Bji1)—v(Eg)) = lm v(E,1)

n—0o0 n—00

(b) Tenemos por hipétesis que, v(E,) < +oo por consiguiente,el Lema 1.4
nos asequra, como E, C FEy,¥n > 1, que v(E,) < +o0o para todo n > 1. Sea
F =N, E, y pongamos F,, = E, \ E,1 paran = 1,2,... Observamos que los
conjuntos F,, son medibles y disjuntos dos a dos. Ademas E1 \F=U?
lo que se tiene lo siguiente:

F, por

n=1

o0

v(Ey) —v(F) = v(By\ F) = v(| )
=> v(F,) = Tim > (W(E) = v(Bri))
=v(Ey) — nh;nolo V(Emy1)

Finalmente, como v(E,) < 400 obtenemos que v(N,2 E,) = lim v(E,)

n=1
n—00
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O

A continuacién, vamos a introducir un tipo muy particular de conjunto.

Definicién 1.6. Sea v una medida con signo definida sobre un espacio medible
(X, M). Un conjunto medible A C X se dice que es positivo (respectivamente,
negativo) si v(E) > 0 (respectivamente, v(E) < 0) para todo subconjunto medi-
ble E C A.

Denotemos por Po(X) a la familia de todos los subconjuntos positivos de X.
Veamos ahora algunas propiedades de los conjuntos positivos.

Lema 1.7. Sea v una medida con signo sobre un espacio medible (X, M ).
(a) Todo subconjunto medible de un conjunto positivo es un conjunto positivo.
(b) La union numerable de conjuntos positivos es un conjunto positivo.

Demostracion.

(a) Sea A un conjunto medible positivo arbitrario y sea E un subconjunto medible
de A. Veamos que E es un conjunto positivo.

Sea F' C E medible. En particular, como E C A, entonces FF C A. Y como A es
positivo, entonces v(F') > 0.

(b) Sea (A,):2, una sucesion de conjuntos medibles positivos. Probemos que
Ur? 1A, es un conjunto positivo.

En primer lugar, sabemos que la union numerable de conjuntos medibles es un
conjunto medible, luego U2 | A, es un conjunto medible. Sea ahora E un sub-

n=1
conjunto medible de Uy” | A,. Sea By = EN Ay y para n > 2 definamos

n—1

E,=En(4,\ ] Ax)

k=1

Observamos que E, es un subconjunto medible de A, para todo n > 1, luego
v(E,) > 0 pues A, es un conjunto positivo por hipdtesis. Ademds, la coleccion
que hemos contruido (E,)>>, es una sucesion disjunta tal que E = U2 E,,. Por

tanto, por la numerabilidad aditiva de nuestra medida, se tiene que

oo
n=

o0 o0

v(B)=v(|JE.,) =) v(E) >0

n=1 n=1

Luego, todo subconjunto medible de U2 | A, tiene medida positiva.
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1.3. Teorema de Descomposicion de Hahn

A continuacion, los dos resultados siguientes nos serdn muy ttiles para
poder probar el Teorema de Descomposicion de Hahn.

Lema 1.8. Sea v una medida con signo sobre un espacio medible (X, M), en-
tonces existe un B € Po(X) tal que v(B) = sup{r(A) : A € Po(X)}

Demostracion.
Sea § = sup{v(A) : A € Po(X)}. Por definicion de supremo, podemos obtener
una sucesion de conjuntos medibles positivos (A,)se, de modo que

lim v(4,) =S.

n—r0o0
Observamos que podemos elegir nuestra sucesion creciente pues, de no serlo,
podriamos definir una sucesion (B,,)oo, donde, para cadan > 1, B, = AjU...UA,
y cumple que es creciente y que Up” 1A, = U2 B,,.
Del Lema 1.7 (b) sabemos que B = U2 | A,, es un conjunto medible positivo. Por
tanto, de la continuidad de nuestra medida v, véase Teorema 1.6(a), se tiene que

v(B) = lim v(A,) =S8

n—oo

g

Lema 1.9. Sea v una medida con signo sobre un espacio de medida (X, M). Si
E es un conjunto medible tal que 0 < v(E) < +00, entonces existe un conjunto
medible positivo A C E con v(A) > 0.

Demostracion.

St E es un conjunto medible positivo ya hemos terminado. Supongamos que F
no es un conjunto positivo, es decir, existe al menos un conjunto A C E tal que
v(A) < 0. Sabiendo que la sucesion (—1/n)>2, converge a cero, podemos definir

ny =min{n e N:JAC E, v(A) < —1/n}.
Por tanto, elegimos Ey C FE tal que

1
V(El) < —a

Gracias a la aditividad de v, sabemos que
v(E\ Ey)=v(E)—v(E) >v(E)>D0.

Si E\ E es positivo, hemos acabado. En otro caso, E\ E; contiene algin conjunto
medible B con v(B) < 0. Al igual que antes, definimos ahora
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ne =min{n € N: 3B C E\ Ey,v(B) < —1/n}.
Entonces, elegimos ahora un Ey C E\ E; tal que

-1
v(by) < —
(B < —
Si E'\ (F1 U Es) es un conjunto positivo, hemos terminado. Si no, repetimos
este procedimiento hasta que obtengamos un conjunto positivo. Si esto ultimo no
ocurre, obtendriamos una sucesion de conjuntos medibles (E, ;> tal que para
cada k € N se tiene que

k-1
—1
E.CFE E,, v(EL) < —.
k \nL:Jl (Ek) ”
Definimos
A=E\|JE,
n=1

Veamos que A es un conjunto positivo. Para ello, nétese que E = AU (U2, E,,)
es un union disjunta y, por tanto, por la aditividad de v, podemos escribir

o0

v(B) = v(4) + v(|J(E)

n=1

Ademds, como U;" | B, C E,
Y (B = (| En)| < [V(B)| < +o0.
n=1 n=1
Luego, X2 v(FE,) converge absolutamente, en particular, converge, por tanto,
v(E) =v(A)+ ) v(E,)
n=1

Algo importante que destacar es que, como |v(Ey)| = —v(Eg) > —1/ny, entonces
X ng, < X2 |v(Ey)| converge. Lo que significa que 1/n, — 0 cuando k —
00 ¥, por consiguiente,

lim ny, = +o0 (1.1)

k—o0

Finalmente, supongamos, por reduccion al absurdo, que A contiene algiun sub-
conjunto B tal que v(B) < 0. Utilizando (1.1), escogemos un ny de manera
que
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k—1
BCACE\|JE., vy wv(B)<-

n=1

1

ng — 1

Sin embargo, esto no tiene sentido pues, por construccion, ny es el menor nimero
natural tal que exista algin subconjunto medible C' C E'\ Uf‘;;llEn de manera que
v(C) < —1/ny. Esto nos dice entonces, que A C E es un conjunto medible
positivo.

g

Teorema 1.10 (Descomposicién de Hahn). Sea v una medida de signo so-
bre un espacio medible (X, M). Entonces existe un conjunto positivo A y un
conjunto negativo B tales que

X=AUB y ANB=go

Demostracion.
Para esta demostracion supondremos que nuestra medida v no puede tomar el
valor +00. Si fuera asi, simplemente tomariamos la medida —v. Sea

S =sup{v(F): E € Po(X)}.

Sabemos por el Lema 1.8 que existe un un conjunto positivo A que alcanza este
supremo, es decir, v(A) = S. Al estar asumiendo que el rango de nuestra medida
v es [—00,4+00), se tiene que S < +oo. Definimos el conjunto B = X \ A.
Observamos que, trivialmente, X = AU B y que AN B = &. Solo nos queda
probar que B es un conjunto medible negativo. Supongamos que no lo es, es
decir, existe un conjunto medible E C B tal que v(E) > 0. Como v(E) < 400,
invocando el Lema 1.9, sabemos de la existencia de un conjunto medible positivo
C C E conv(C) > 0. Sin embargo, al ser C y A conjuntos disjuntos entre si v,
AUC es positivo, entonces

S>v(AUC)=v(A)+v(C)=S+v(C)>S

Lo cual es un absurdo. Por tanto, B es un conjunto negativo. [

Algo destacable es que la descomposicién probada en el teorema anterior

no es unica. Por ejemplo, si tuviésemos que X = A U B entonces, tomando
cualquier conjunto de medida nula N, tendriamos que X = (AUN)U (B \ N),
lo que seria otra descomposicion distinta.
Al par de conjuntos (A, B) que cumplen que X = AUBy AN B = &, siendo A
un conjunto medible positivo y B un conjunto medible negativo, lo llamaremos
una descomposicion de Hahn sobre X asociada a la medida con la que estemos
trabajando.
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1.4. Teorema de Descomposicion de Jordan

Definicién 1.11. Sea v una medida con signo sobre un espacio medible (X, M)
y sea (A, B) una descomposicion de Hahn sobre X asociada a v. Definimos las
siguientes funciones sobre M:

vi(E)=v(ENnA), v (E)=—-v(ENB), [V|(E)=v'(E)+v (E), VE € M.

Las funciones definidas son llamadas, respectivamente, la variacion positiva, la
variacion negativa y la variacion absoluta de v.

Para el siguiente resultado debemos introducir un nuevo concepto.

Definicién 1.12. Sean v, dos medidas con signo sobre un espacio de medida
(X, M). Diremos que estas dos medidas son mutuamente singulares si existen
conguntos medibles y disjuntos E y F' de manera que

X=FUF v(E)=pu(F)=0
Esto lo denotaremos como v L .

Teorema 1.13 (Descomposicién de Jordan). Si v es una medida con signo
definida sobre un espacio de medida (X, M), entonces existen medidas positivas
vty v dinicas tales que

v=vt—u" Y vt L

Demostracion.
Sea (A, B) una descomposicion de Hahn sobre X asociada a v. Definimos

vi(E) =v(ENA) v (E)=—-v(ENB).
Claramente son dos medidas positivas que cumplen que v = v — v~ y que
vt Luv.
Sea v = pu* — p~ otra descomposicion de v con p* L p~. Sean F,G € M tal
que FUG =X, FNG =@ y que u*(F) = u (G) = 0. Veamos que (G,F) es
una descomposicion de Hahn sobre X asociada a v. Sea E C G un subconjunto
medible, entonces u~ (E) < pu~ (G) =0, por tanto

v(E)=p"(E)—p (E)=p"(F) > 0.

Por lo que G es un conjunto medible positivo. De manera andloga se prueba que
F' es un conjunto medible negativo.
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Es necesario que probemos ahora que, si tenemos dos descomposiciones de
Hahn (A, B), (C, D) asociadas a una medida v entonces v(ENA) = v(ENC)
y v(ENB) =v(END) para cualquier E € M. En efecto, como A\ C es un
subconjunto medible tanto de A como de D, se tiene que EN(A\ C) también lo
es y, en consecuencia, al ser un conjunto positivo y negativo a la vez, v(EN(A\
C)) = 0. De la misma manera se tiene que v(EN(C\ A)) = 0. Por consiguiente,
se tiene que

v(EN(AUC)) = v((ENA)U(EN(C\A))) = v(ENA)+v(EN(C\A)) = v(ENA)

De manera andloga, v(EN(AUC)) = v(ENC). Con un argumento enteramente
similar, obtenemos que v(E N B) =v(E N D).

Por tanto sabiendo que (A, B) y (G, F) son dos descomposiciones de Hahn
sobre X asociadas a v se tiene que, para cada E € M

vH(E)=v(ENA)=v(ENG) =" (ENG)—p (ENG) = (ENA) = n*(E).

De la misma manera, podemos obtener que v~ (FE) = u~ (E).
Por tanto, vT =t yvT =pu".

Ejemplo

Sea f una funcion tal que /|f]d,u < +00. Si definimos v¢ : M — R por
R

vs(E) = / fdu,VE € M
E
entonces
() = [ frdn, vi(E) = [ fau o) = [ 171dn
E E E
para todo subconjunto medible E.

Es importante destacar que muchas propiedades que cumple una medida con
signo v las hereda |v| y viceversa. Veamos alguna de estas propiedades.

Proposicién 1.14. Sea N € M. Entonces v(N) =0 si, y solo si, |v|(N) =0

Demostracion.
Sea (A, B) una descomposicion de Hahn sobre X asociada a v. Sabemos que

lV|(N)=vT(N)+v (N)=v(NNA)—v(NNB).
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Podemos observar que tanto N N A como N N B son subconjuntos medibles de
N. Por tanto se tiene que si v(N) = 0 entonces, Y(INNA) =v(NNB) =0y,
por consiguiente, |v|(N) = 0.

Por otro lado, de las igualdades antes escritas, se puede observar que v (N) <
IV[(N) y que v (N) < |[v|(N). Por lo que, si |v|(N) =0 entonces,

v(N)=v"(N)—v (N)=0
0J

Proposicién 1.15. Sea v una medida con signo sobre (X, M) y (A, B) una
descomposicion de Hahn sobre X asociada a v. Entonces, para todo E € M,

WE) = [ (X~ X))

donde X es la funcion caracteristica de I

Demostracion.

/(XA—XB)CZV :/ XEmAd‘l/‘—/ XEde|V|
E X X
=w|(ENA)—|v|(FNB)

=WHENA)+v (ENA)—- v (ENB)+v (ENB))
=v(ENA) —v(ENANB)—v(ENBNA)+v(ENB)
=v(ENA)+v(ENB)=v(E)
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El Teorema de Radon-Nikodym

2.1. Introduccion

Para comenzar esta seccion vamos a definir el concepto de medida absolu-
tamente continua.

Definicién 2.1. Sean una medida \ y una medida positiva v definidas en un
espacio medible (X, M ). Se dice que X\ es absolutamente continua con respecto
a v,y lo denotamos A < v, si para cada conjunto E en (M) tal que v(E) =0,
se cumple que \(E) = 0.

Lema 2.2. Son equivalentes:
(1) N < v

)\t <v y M <.

(3) |\ < v

Demostracion.
(1) = (2)
Sea (A, B) una descomposicion de Hahn respecto de la medida \ y sea E un
conjunto medible tal que v(E) = 0.
Se tiene que
0=v(E)>v(ANE)>0

Luego, concluimos que v(A N E) = 0. De manera andloga, v(B N E) = 0.
Ademds, como sabemos que N\ < v por hipdtesis, se tiene que \(ANE) =0y
que \(BNE) =0 Es decir, \"(E) = 0 y \™ (E) = 0 que era lo que queriamos ver.

2) = 3)
Sea E un conjunto medible tal que v(E) = 0. Luego, tenemos que

AT(E) =0, A (E) =0.
Por consiguiente, |\[(E) = AT (E) + A" (E) = 0.
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B) = (1)
Sea E un conjunto medible tal que v(E) = 0. Por tanto, se tiene que 0 =
IA(E) > [AE)] >0, luego \(E) = 0.

U

Lema 2.3. Sean v, A dos medidas positivas finitas definidas sobre (X, M). En-
tonces, ocurre una, y solo una, de las dos afirmaciones siguientes:

a) A Lv

b) Eziste un ¢ > 0 y un conjunto E. € M tal que v(E.) > 0 vy, ademds, E. es
un conjunto positivo respecto de la medida A — € - v.

Demostracion. .

Para cada n € N, definimos la medida con signo ji, = X\ — L vy sea (A, By)

una descomposicion de Hahn sobre X asociada a fi,.
Definimos los siquientes dos conjuntos:

AO - D Arm BO - ﬁ Bn~
n=1 n=1

Por definicion, By C B,,, para cualquier n > 1. Ademds, cada B,, es un conjunto
negativo respecto de la medida p,, por tanto, se tiene que:

1
A(BO) o ; : V(BO) - Mn(BO) S 0= 0 S )\(BO) S V(BO)7 vn €N

S

Concluimos que A\(By) = 0.

Ahora existen dos opciones:

a) St v(Ap) =0, entonces A L v.

b) Siv(Ag) > 0, por la propia subaditividad de v, se tiene que

0 < v(4y) < iumn)

y, por tanto, existe un ng € N tal que v(A,,) > 0. Al ser Ay un conjunto medible

positivo respecto de fi,,, tomando € = — y E. = A,, terminamos la prueba.
Un

g
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2.2. Teorema de Radon-Nikodym

Teorema 2.4 (Radon-Nikodyn). Sea (X, M) un espacio medible y v una me-
dida positiva o-finita. Si A es una medida real o-finita definida sobre (X, M)
tal que N < v, entonces existe una unica funcion f medible tal que para todo
conjunto £ € M

\E) = [ 1

Demostracion.

Vamos a dividir esta demostracion en tres casos distintos: en primer lugar
probaremos el teorema para v, X\ medidas finitas y positivas. Continuaremos con
un sequndo caso donde asumiremos que v, X son medidas positivas y o-finitas.
Por dltimo, demostraremos el caso general enunciado inicialmente.

Primer caso: v, \ medidas finitas y positivas

Definamos el siquiente subconjunto de L*(X, M, v):
Fy= {}‘ cLMX,M,v):f>0y / fdv < \FE) VE € ./\/l}
E

Cabe destacar que Fy es no vacio pues la funcion 0 pertenece al conjunto.

Ademds, si f,g € Fy, entonces la funcion h = max{f, g} también pertenece. En
efecto, tomemos el conjunto A = {x € X : f(x) > g(x)}. Dado un conjunto
medible arbitrario E, se tiene que:

/hdy:/ hdv+/ hdy = fdu+/ gdv < XENA)+ANE\A) = \(E)
E ENA E\A JENA JE\A

Por tanto, h € F).

Sea ahora

oc—sup{/fdyzfe}—)\}.
E

Obsérvese que 0 < o < A(X) < +oo. Veamos que este supremo se alcanza, es
decir, que existe una funcion f en Fy tal que | f dv = «. Para esto, utilizando

X
la definicion de supremo, obtengamos una sucesion (fn)oe C Fy tal que

a=lim [ f, dv
n—oo E
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para cada E € M.

Por lo visto anteriormente, puede probarse por un proceso inductivo que la
funcion h, = max{fi, fo, ..., fn} pertenece a Fyx para cada n > 1. Obsérvese que
la sucesion (hy),e, es una sucesion creciente que converge puntualmente a una
funcion f cuya imagen esta contenida en R. Veamos que la funcion f pertenece
a ,7:)\.

En efecto, por el Teorema de la Convergencia Mondtona (Teorema A.8), tenemos
que

/ f dv = lim hn dv < \(E).

n—oo

Por tanto, f € F\. Ademds, como se Cumple

/andug/thdug/dey

/dey<a—hm fndu</fd1/

n—

resulta que

Y, por tanto, / fdv=a.
X

Veamos que f es la funcion que buscamos. Sea pp : M — [0, +00) la medida
definida por

M(E):)\(E)—/Efdy, EeM

Observemos que p es una medida positiva y finita pues / fdv < ANFE) < +o00

para todo conjunto medible E por ser f un elemento de .FE)\

Supongamos, para llegar a una contradiccion, que p y v no son mutualmente
singulares. Entonces por el Lema A.10, sabemos que existe un € > 0 y un con-
gunto medible E. con v(E.) > 0. Ademds, E. es un conjunto positivo respecto la
medida (4 — € - v. Por tnato dado E € M, se tiene que

A(E)_[Ede:M(E)Z,U(EmEE)EE'V(EmEa):/g'XEe dv

E

lo que tmplica que
/(f—i—s-XES) dv < \(E)
E

y, por tanto, f + - Xp. € Fy. Pero esto ultimo no puede ocurrir pues,

/(f+5'XEE> dv=a+e¢e v(E.) > a.
X
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Concluyendo que 1 v. Sean entonces dos conjuntos medibles disjuntos P, ()
que cumplen que

X=PUQ  u(P)=u(Q =0
Recordemos que N < v, por lo que, como v(Q) = 0, entonces \(Q) = 0. De aqui
se tiene que

= — dv =20

W@ =XQ) - | fav

por consiguiente, (X) = pu(P) + u(Q) = 0. Por tanto, \(E) = / f dv.
E

Nos queda demostrar la unicidad de esta funcion f. Sea g otra funcion

medible tal que \(E) = / g dv para cualquier conjunto medible E. FEntonces,

E
=g av=o
X

luego, aplicando el Lema A.10, f = g en casi todo punto con respecto a v.

Segundo caso: v, \ son medidas positivas y o-finitas

Ahora trabajaremos asumiendo que \ y v son medidas positivas y o-finitas,
es decir, existen dos sucesiones de conjuntos medibles disjuntos dos a dos (E,,)7
y (Fn)p2, tales que

X = U E, = U F,, v(E,), A\(F,) < +oo, para todo n > 1.
n=1 n=1

Definimos ahora, para cada n,m € N, el conjunto G, ,, = Ey,, N F,,. Luego

Q Fn> =JE.nF) = Ule’"

n=1 n=1

Em:EmﬂX:Emﬂ(

y por tanto

m,n=1

Ademas, podemos observar que G,,, N G;; = & para todo m # i on # j.
Luego, G = {Gpmn : m,n € N} es una particion de conjuntos medibles de X.
Sea (Gy)re, una enumeracion de G. Para cada k € N, definimos las medidas
Vi, Ak M — [0, +00) donde
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Obsérvese que vi(X) = v(GE) < +00, A\ (X) = ANGy) < 400, es decir, para
cada k > 1, vy y N\, son medidas finitas.

Veamos que, ademds, para todo k € N se cumple que A\, < vg. Sea un
k € N y un conjunto medible E tal que vy(E) = 0. Tenemos entonces que,
v(ENGg) =0, usando que N < v, podemos decir que \(E N Gy) = A\(E) = 0.
Luego, N\, < .
Aplicando lo demostrado en el primer caso de esta demostracion, sabemos que,
para cada k € N, existe una unica funcion medible fi cumpliendo que

para todo conjunto medible E € M. Ndtese que, para cada k > 1, vp(X \ Gi) =
v(@) = 0. Por tanto,

)\k(X \ Gk) :/ fk dl/k =0

X\Gg

Se sigue por el Lema A.10 que fi(x) = 0 para casi todo x € X \ G. Sin pérdida
de generalidad, supondremos que fr(x) = 0 para todo v € X \ Gy. Puesto que
(Gr)o2y es un recubrimiento de X, para cualquier x € X, existe un inico k € N
tal que x € Gy. Definimos pues, la siguiente funcion:

f(x) = fml2)
k=1

Por consiquiente, aplicando el Teorema A.8 de nuevo y la propia definicion de

las medidas Ay, se tiene que
fdv :/ fdv= / fdv
/E UnZ, (ENGy) ; ENGy,

_ Z/fk dve =Y MENG) =Y NENG)
k=1 k=1 k=1

= \(B)

o0

La prueba de la unicidad es andloga a la del caso finito.

Caso general:

En esta ultima parte demostraremos el caso general enunciado en el teore-
ma.

Sea X\ = AT — X\~ la descomposicion de Jordan de nuestra medida real \. Al
ser A < v entonces, \T < v y \~ < v. Ademds, tanto \T como A\~ son medidas
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positivas. Por la sequnda parte de esta demostracion, sabemos que existen dos
funciones no negativas fi, fo unicas tales que

/ f1 dv Yy A (F) = / fo dv, VEEM

Definimos ahora la funcion f = fi — fa, y se tiene que

AE) = AH(E) — A (B) _/Efl dz/'/;f-- (]z/—./L;f dv.

Que ademds es unica por construccion.
([

La funcion f que se obtiene en el Teorema es lo que se denomina la derivada

de Radon-Nikodym de una medida A con respecto a otra medida v y se suele

d\
denotar como f = T
v

Ejemplo
Veamos un ejemplo de como la condicién de ser o-finita es necesaria.

Consideremos el espacio medible (R, M), donde M es la o-algebra dada por
M={E CR:FE o E° es numerable} y definamos las dos medidas siguientes:

v(E)=card(E) vy

ME) = 0 s% E es numerable

1 si E no es numerable
Claramente, v no es o-finita pues R no es numerable. Ademds, si v(F) = 0
entonces, \(E) = 0, es decir, A < v.

Sin embargo, no existe ninguna funcién no negativa f de manera que cum-
pla

:/fdz/,VEeM
E

Supongamos la existencia de una funciéon no negativa f tal que cumpla lo ante-
rior. Obsérvese que f no puede ser la funcién idénticamente 0 pues

1:A(R):/ROdz/:0.

Por tanto, existe al menos un elemento z € R tal que f(z) > 0. Tomamos el
conjunto uni-puntual {z}. Se tiene pues,

=M{zH) = [ fdv=f(z)>0
{)

Esta contradiccion muestra que la condicion de ser o-finita es necesaria para el
teorema de Radon-Nikodym.
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Ahora veremos algunas de las propiedades de la derivada de Radon-
Nikodym.

Proposicion 2.5. Sean A\i, Ay dos medidas o-finitas absolutamente continuas
respecto a una medida positiva v o-finita. Entonces

A +2) _dh | dhs

dv dv dv
Demostracion.
Sean
f d)\ , dMo
J1 = ) J2 —
dv dv

luego dado un conjunto medible E

O 4 20)(E) = Ay (B) + Ao(E /fl du+/f2 dv = /(f1+fg) i

Por tanto, concluimos, por unicidad de la derivada de Radon-Nikodym, que

d(/\l + /\2) - f f (1)\1 (1/\2
I 2 —

dv W dv

d

Proposicién 2.6. Sean A una medida o-finita y v, dos medidas positivas o-
finitas en (X, M) tal que \ < v yv < p .

d\
a) Dada g € L*(\). Entonces, g - 7, € L'(v). En particular,

d\
/gd)\—/X d—dz/

dA dX dv
b) Se tiene que A < p y — m = d_d_ para casi todo punto con respecto a la
medida .
Demostracion.

Gracias a la descomposicion de Jordan, podemos suponer, y asi lo haremos, que
A es, ademds, una medida positiva.

a) Supongamos en primer lugar que, g = Xg, donde E es un conjunto medi-
ble. Entonces,

I\ D)
/qd)\—/)(b d\ = \NE /dy—/)(b(du—/ (—dl/
JX x " dv
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Por linealidad de le integral, obtenemos que también es cierto para toda funcion
simple.

Sea g una funcion no negativa. Entonces, sabemos que podemos escribir g
como limite de una sucesion mondtona creciente de funciones simples (f,). Se
tiene por el Teorema de Convergencia Mondtona (Teorema A.8) que

dA dA
/gd)\—hm fn d\ = lim fn— dy—/g — dv
b's X

n—oo [y n—00 dv

Por dltimo, si g € L*()\). Entonces, podemos escribir g como g = g* — g~. Al
ser g y g~ dos funciones medibles no negativas, por la linealidad de la integral
tenemos que

dA\ dA
/gdAz/g*dA—/gd)\:/g —dy—/g - — dv
X X X X dv X dv

A A
= [ (¢t —g ) == av 2 d
Jlor =g av= fo i

b) Sea E un congunto medible tal que p(E) = 0. Entonces, como v < u, v(E) =
0 y, por consiguiente, como A < v, \(E) = 0. Concluyendo que A < L.

Por otro lado, utilizando el apartado a), tomando g = XEd— donde E es
1
un conjunto medible arbitrario,se tiene que

d\ dv d\ dv
—dv= | X —d = | Xpg—— du ——d
/ o / " v /X Edud,u dedy a
_dAdv

tanto, —
y, por tanto, du o du

O

dvd
Corolario 2.7. Siv < p y pp < v, entonces — van

=1 en casi todo punto con
du dv P

respecto a ambas medidas.

Demostracion.
Esto es consecuencia inmediata del resultado anterior. En efecto, dado un con-
junto medible E se tiene que

d dv d
/ ldv =v(E) = o dp = g
E e dp g dpdv
dv dp
y por tanto 1 = ——— para casi todo punto con respecto a v.
du dv

Observar que andlogamente lo es también con respecto a fu.
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2.3. Teorema de Descomposicion de Lebesgue

Teorema 2.8 (Descomposicién de Lebesgue). Sean A\ y v dos medidas po-
sitivas o-finitas definidas sobre un espacio medible (X, M). Entonces, ezisten
dos medidas positivas A\, y A tales que

MKy, s Ly, A=A+ A

Demostracion.

En primer lugar, consideremos la medida positiva i = A\+v. Fs claro que pp > X,
W > v,y que, por tanto, N K p y v <K . Por el teorema de Radon-Nikodym,
sabemos que existen dos funciones f y g medibles no-negativas de manera que

NE) = [ fan wB)= [ gdn

para todo conjunto medible E. Definamos ahora los siguientes conjuntos:
P={rxe X :g(z)>0}

Q={reX:g(x)=0}

Claramente, observamos que X = PUQ, PNQ = @ y que v(Q) = 0. Sabiendo
esto, definimos las medidas positivas siquientes: sea F € M,

M(E)=AMENP), AE)=MNENQ)

Por como las hemos definido podemos ver, facilmente que, As(P) = v(Q) = 0,
es decir, \s L v. Ademas, es claro que A = A\, + \s. Luego, nos basta demostrar
que N\, <K V.

Para ello, sea E un conjunto medible tal que v(E) = 0. Veamos que A\,(E) = 0.

Como v(E) =0, entonces
/ g dp=20
E

y, al ser g no-negativa, concluimos que debe ocurrir que g = 0 en casi todo punto
(con respecto a la medida ). De hecho, como g es estrictamente positiva sobre
el conjunto E N P, concluimos que

No(E) = A(ENP) = fdu=0

ENP
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2.4. Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym

Para acabar este capitulo veamos otra demostracion del Teorema de
Lebegue-Radon-Nikodym debida a Von Neumann, donde se hace uso de he-
rramientas de espacios de Hilbert.

Teorema 2.9 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Sea (X, M) un espacio de me-
dible, v una medida positiva o-finita y X\ una medida o-finita. Entonces, existen
dos medidas A\, y As (unicas) tal que A = Ny + As, con Ay K v y Ay L v.

Ademas, existe una funcion f medible tal que, dado E € M,

M) = [ 1

Demostracion.

En esta ocasion, probaremos solo el caso donde ambas medidas son positivas
y finitas pues, ya teniendo eso, los demds casos serian idénticos a lo ya visto.

En primer lugar, definimos la medida p = v + X y consideramos el espacio de
Hilbert de las funciones de cuadrado integrables respecto de p, L*(X, ).
Definamos ahora el siguiente funcional lineal:

I:L*(X,pn)— R
‘ VY= [ fd\
fomIn =

En efecto, es lineal pues la integral es lineal y, es acotado pues:

()l = /X faN < /X £l dr < /X ] dpe < ( /X 12 dp) ()

donde, para la ultima desiqualdad hemos aplicado la desiqualdad de Holder. Es
claro que, al ser v y X\ medidas finitas,  también lo es. Luego I es acotada 1,
por tanto, continua.

Por el Teorema de Representacion de Riesz, sabemos que existe una funcion
g € L*(X, ) de tal manera que podemos escribir 1(f) como

I(f) = /X fg dy 2.1)

para cualquier f € L*(X, ).
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Dado E € M tal que p(E) > 0, escogemos la funcion f = Xg. Entonces, de la
igualdad (2.1) tenemos que

/\<E):/XXEd>\:](f):/EQ dp.

Ademds, como hemos asumido que \,v son medidas positivas, se tiene que 0 <
AE) < u(E).
De lo anterior podemos concluir que

/gduz& /(1—9) dp > 0.
E E

para todo conjunto medible E. Lo que implica que 0 < g(z) < 1 en casi todo
punto.
Obsérvese que, como = v + A podemos escribir

/ngduz/ngdu—/xfgdAzfxfdA—/ngdAz/Xf(1—9> ax (22)

Consideremos ahora los siguientes conjuntos:
A={reX:0<yg(x)<1l} B={reX:g(x)=1}
ademas de las dos medidas
M(E)=MANE), MNE)=AXBNE)

Entonces de la igualdad (2.2), haciendo uso de que g(x) = 1 en B y considerando
la funcion f = X obtenemos que:

I/(B):/Bgdl/:/B(l—g) d\ =0

Por consiguiente, As L v. En efecto, pues X = AU B y v(B) = \(A) =
MANB) =0 ya que, claramente, AN B = @.

Ahora escogemos la funcion f = Xg Zgi. De la misma manera que antes,
i=0
sustituimos en la igualdad (2.2) y obtenemos lo siguiente:

g gidy:/ 1—g"th) dA
/EZ (=)

Observamos que si ¥ € A, entonces (1 — ¢"t1)(x) — 1 mientras que si x €
B, entonces (1 — g"™)(x) — 0. Si nos centramos pues, cuando x € A, como
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ng — 1—a tenemos que, por el teorema de la convergencia dominada A.9
- —g
qneo

M(E)Y=XNANE)=lim [ (1—g¢"™) d\= hm/ Zg dv=| —— dv
Luego, tomando f = %, concluimos que
-9

- [ raw
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Aplicaciones del Teorema de Radon-Nikodym

En este capitulo presentamos algunas de las aplicaciones del Teorema de
Radon-Nikodym.

3.1. Teorema de Representacion de Riesz. El dual de
LP, 1 < p < oco.

A lo largo de esta seccién trabajaremos con espacios LP(X,v), donde X
es el espacio y v la medida. En multiples ocasiones, si no hay ningin tipo de
confusién, usaremos la notacién LP(X) o LP.

Nuestro objetivo es probar que si p y q son exponentes conjugados, es decir,
1 1
—+4— =1, entonces el dual de L? es L?. Para ello, tendremos que probar algunos

resultados previos para tener todas las herramientas que hacen falta a nuestra
disposicion.

Lema 3.1. Sean p,q € (1,00) exponentes conjugados. Entonces, para cada f €
LP(X,v) se cumple que
/ fg dv
X

Ademdas, dicho supremo se alcanza.

1l = sup{

g€ LX), Il < 1}

Demostracion.
ado un f denotaremos por
Dado un f € LP denotarem

Sy = sup{ / fg dv
Jx

Sea f € LP, se tiene, para cada g € L7, que

rg € LY(X,v),|glly <1 }
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/ fg dv| < / gl dv < If L llglla
X X

Donde, en la ultima desigualdad, hemos usado la desiqualdad de Holder. De aqui
concluimos que Sy < fll,-
Ahora, supongamos que | f|l, > 0, pues en caso contrario tendriamos trivial-

mente que Sy =0 = || f||,. Definamos ahora la siguiente funcidn:
[f@)P
: 0
o) = @) flx) #
0 si f(x) =
Obsérvese que, h es medible y cumple que |h| = |f|P~". Ademds, elevando a q

dicha igualdad, usando que pq = p + q, se tiene que |h|? = |f|P77 = |f|?, es
decir, h € L. Por consiguiente

il = ([ e ar)” = (i ar)* = Qsig)* = 1

P
q

P
Tomando ahora la funcion g = || f||, qh tenemos claramente que, ||g||, = 1. Por
lo que se tiene
52| [ roa| =1 [ | = L
. * /1l

|

Teorema 3.2. Sea (X, M,v) un espacio de medida o-finita. Fijamos un entero
p € (1,00), si g € LYX,v), siendo p y q exponentes conjugados, entonces el

funcional
Lp(X V)
— / fg dv
es lineal y continuo. Ademds, ||pg| ey = ||gllq
Demostracion.

Al ser la integral un operador lineal, es claro que ¢, también lo es. Ademds, por
la desigualdad de Hélder, A.12, se tiene que

- / fg dv < flnllglla
X

luego, g es continuo y, ademds, ||pg|l(rry- < ||gllq Ahora, utilizando el Lema
3.1, sabemos que existe una funcion f € LP con || f||, <1 tal que

lglls = \ [ g v
X

Por tanto, concluimos que ||@g|l(zry- = [/9]lq-

= |og () < Mgl ey
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O

Lema 3.3. Sea v una medida o-finita en un espacio medible (X, M ). Entonces,
existe una funcion f € L' tal que 0 < f(r) < 1,Vz € X

Demostracion.
Y=l al ,/ /. 1 D 1) ) ol) 3 0 Y 719 21 i) >/‘ /’ &) 1 ol —_— o0
Al ser v o-finita, podemos encontrar una sucesion (E,)>2, tal que X = U2 | E,
de tal manera que, v(E,) < oo para todo n € N.
Teniendo esto, definimos, para cada n la funcion siguiente:

1
folz) = ¢ 201 +v(Ey))
0 siz ¢ B,

six € K,

o
Luego, obtemos que la funcion f(x) = Z fn(x) es lo que queriamos.
i=1

O

Ya tenemos las herramientas suficientes para poder probar el el Teorema
de Representacion de Riesz.

Teorema 3.4 (Teorema de Representacién de Riesz). Sea (X, M,v) un
espacio de medida o — finita. Entonces, para cada p € [1,00) se cumple que

(L) = L*
donde q y p son exponentes conjugados.

Demostracion.

Fijemos en primer lugar un entero p € [1,00) y denotaremos como q al exponente
conjugado de p.

Caso finito:

En primer lugar, supondremos que v es una medida finita, es decir, v(X) < oco.
Constderemos ahora, el siguiente operador;

T:L7— (LP)
g = @g](f) = / fg dv
X
Obsérvese que T es claramente lineal.

Veamos que T' es sobreyectivo. Luego, sea ¢ € (LP)*.
Definimos la siguiente aplicacion:

AM— R
E = o(Xg)
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Como Xg € LP, estd bien definida para todo conjunto medible E € M. Obsérvese
que

AN < Nl Xell, = el - v(E)? (3.1)

Veamos ahora que, efectivamente, \ es una medida. Para ello tomemos dos con-
jguntos medibles 'y F disjuntos. Puesto que, como sabemos, Xp,p = Xg + X,
entonces, se tiene por la linealidad de ¢ que, \(E U F) = \(E) + A(F).
Consideremos ahora un sucesion disjunta de conjuntos medibles (E,);", y E =

o E,. St definimos, para cada nimero natural k, el conjunto Fj, = UﬁzlEn
entonces:

E\Fy
Por el Teorema de la Convergencia Dominada A.9 tenemos que kh'm v(E\Fy) =
—00

0. Finalmente, por continuidad de o, kh’m M Fy) = AME); es decir, concluimos
—00
que

ME) =Y MEy)

Por tanto, como afirmamos previamente, \ es una medida que, ademds, por lo
escrito en (8.1), A < v luego, podemos aplicar el Teorema de Radon-Nikodym
para hallar una (inica) funcion g € L* tal que

o) =NE) = [ gdv= [ g av

Obsérvese que si tenemos una funcion simple cualquiera f, por la linealidad de
@ y la integral, se tiene que

@(f)z/xfg dv

Ademdas, como v(X) < oo, tenemos que las funciones simples son densas en LP,

A.11, por lo que se verifica facilmente que p(f) = / fg dv para toda funcion
X

felLr.

Luego, solo nos quedaria verificar que g efectivamente es una funcion de
LTy que ||¢]| oy = ||gllq- St esto fuese asi, entonces seria claro que T'(g) = ¢ y
concluiria la prueba. Para ello estudiaremos dos casos:

Sip=1:
Considérese, para cada n € N, el conjunto E,, = {x € X : g(x) > n}. Se tiene
que

n-v(E,) < /XgXEn dv = ¢(Xg,) < [lollwysl[¥e. = el @wnv (En)



3.1 Teorema de Representacién de Riesz. El dual de L?, 1 < p < oo. 31

De aqui se concluye que v(E,) =0 sin > ||¢||(z1) ¥, por consiguiente,

197 ()] < |||l L1y« Andlogamente, se llega a que |g~(z)| < [|¢||(£1)«. Concluimos
que ||glloo < |l@ll(1y« ¥, por tanto, g € L. La desigualdad restante se da por la
desigualdad de Holder, A.12

1 <p<oo:
Definimos la siguiente funcion:

g(=)
si g(x) #0
pa) =1 o) I
0 sig(x) =0
y, para cada nimero natural n, el conjunto E, = {x € X : |g(x)] < n}, y
tomamos
fn - XEn’g’qilh

Obsérvese que, como p(q — 1) = q, se tiene que
|ful? = X, |g|" < nf

lo que implica que f,, € LP y, por consiguiente,

RS

o(fn) = / (X, lgl* h)g dv = / 1917 dv < lloll o
X ETL

Iullp = llepll(zry- (/E |9 dV))

Luego

1 1

q p
f— { q f— { q < p)*
Il = lim ( I du) Jim ( I du) < gl

Por lo que concluimos que g € LY. Ademds, La desigualdad contraria se obtiene
aplicando el Lema 3.1

Solo nos quedaria probar el resultado para el caso o-finito.
Caso o-finito:
Al igual que en el caso anterior, nos basta con probar la sobreyectividad de

T.

Tenemos ahora que v es una medida o-finita. Utilizando el Lema 3.3, sabemos
que existe una funcion h € L' definida como en la prueba de dicho lema. Por
tanto, podemos definir la medida

mmzéhw
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Obsérvese que 1 es una medida finita por la definicion de h. Notamos la biyeccion
f— h/fl’f donde f € LP(X,pn) y hif € LP(X,v). Finalmente, dado un

v € (LP(X,v))*, definimos el operador ¥ € (LP(X,n))" por ¥(f) = g,o(h%f)
donde, claramente, ||¥||r(x u) = @]l (Lr(x0))-

Por la primera parte, al ser p una medida finita, sabemos que existe una funcion

g€ LUX, p) tal que U(f) = / fg du. Por tanto, tomando g = h%/g € LY{(X,v),
Jx

o(f) = W(h*?l)f) = / hff%fg dp = / h%fg dv = / fg dv
Jx X X

Y, ademds,

lglle = / gl¢ dv = / 919 die = 121 = 1ol
q . . (LP(X,p)) FI(LP(X,v))

Y, por consiguiente, ||gllq = |||l (x.0))-

3.2. Existencia de Esperanza Condicional
Un espacio de medida (X, M, v) se dice que es un espacio de probabilidad
si v(X) =1.

Definicién 3.5. Sean un espacio de probabilidad (X, M,v), una funcion f €
LY (X, M,v) y una sub-o-dlgebra My C M.

Definimos la esperanza condicional de f respecto de My a cualquier funcion
g: X — R que cumple que:

1. g es My-medible

2. Para todo conjunto E € M se tiene

ngzéf@

A esta funcion g la denotamos como EM0(f)

Teorema 3.6. Sean (X, M,v) un espacio de probabilidad, My una sub-o-dlge-
bra de M y f € LY(X, M,v). Entonces, EM°(f) existe y, ademds, es inica.

Demostracion.
Supongamos en un primer momento que la funcion [ es no-negativa; es decir,
f > 0. Ahora definamos la medida X\ : My — R por
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M@zéfw

Es claro que, X es una medida finita y positiva y, ademds, N < v. El Teorema
de Radon-Nikodym nos garantiza la existencia de una funcion no-negativa vy

Mg-medible, fo € L'(X, Mo, v) tal que

lAﬁdu:MEﬁilfdu

y, por tanto, ya habriamos acabado.

Para el caso general donde f es una funcion arbitraria, escribimos f como f =
ft — f=, donde fT y f~ son funciones positivas y, por lo anterior, existen
funciones f1 y fo tal que

/E.fl dv = /Ef-+ dv /Ef2 dy — /Ff »

Luego, definiendo la funcion g = f1 — fa, es facil ver tanto que g es Mg-medible

como que
/gduz/fdz/, VE € My
E JE

O

Para finalizar esta seccién veamos algunas propieadades basicas de la es-
peranza condicional. A partir de ahora utilizaremos la siguiente notacion:

/Xf dv = B(f)

Proposicién 3.7. Sean (X, M,v) un espacio de probabilidad, My una sub-o-
dlgebra de M y f,g € L*(X, M, v). Entonces:

LREM(f) = B(f),

2. EMo(af+bg) = a-BEMo(f)+b-EMo(g) casi-siempre respecto de v con a,b € R,
3. Si f € LY(X, My, v), entonces EMO(f) = f,

4. 8i f >0, entonces EMo(f) > 0.
Demostracion.

(1) - Supongamos que EM°(f) = h. Notese que por definicion de o-dlgebra,
X € My, luego
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BEA(f) =B = [ = [ 7 v =

(2) - Sean niimeros reales arbitrarios a,b € R y supongamos que F = EMo(f) y
G = EM°(g). Definamos ahora h = a-F +b-G salvo en un conjunto de medida
nula y, sea ahora E € M. Se tiene que

/hdy—/a-F+b~Gdu—a/FdV—l—b/Gdu
E E E E
:a/fdy+b/gdy
E E

—/(L-f—i—b-gdy
E

y, por unicidad de la esperanza condicional, concluimos que IEMO(af +bg) = h.
(3) - Este resultado es claro por la unicidad de la esperanza condicional.
(4) - Supongamos que f > 0. Para probar dicho apartado, supongamos que
EMo(f) < 0. Entonces, aplicando las propiedades (1) y (3) se tiene que
E(EM(f)) < E(0)
E(f) <0

lo cual no tiene sentido pues f > 0.

3.3. Unicidad de la medida de Lebesgue

Teorema 3.8. Sea una medida o — finita A : Bo(R") — [0, 400] invariante
por traslacion tal que AN(K) < 400 para todo conjunto compacto K. Entonces,
existe un ¢ > 0 tal que

ME) = ¢ pn(E)
para todo E € Bo(R™). Donde i, es la medida de Lebesgue en R".

Demostracion.

Como primer objetivo, queremos ver que A\ < p,. Para esto, sea E € Bo(R")
tal que p,(E) = 0.

Dado que la funcion f(zx,y) =z +y (z,y € R") es continua, en particular, es
medible sequn Borel y, por tanto, el conjunto

F=f(B)={(z.y) R" xR :z+y € F}
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es medible. Obsérvese que, ademds, tenemos que
F,={yeR":(x,y) € F} = FE —z, FV={zeR":(x,y) e F} =FE—y

Al ser medidas o-finitas, podemos aplicar el Teorema de Fubini a (p, x A)(F).
Como p,(E) = 0 por hipdtesis, entonces (p, X N\)(F) = 0. De esto podemos
concluir que A\(F,) = N(E —x) =0 en p,-casi todo punto .

Por ser X invariante por traslacion, A(E) = 0.

Ahora aplicando el Teorema de Radon-Nikodym existe una funcion f tal
que

NE) = [ 1 du,

para cualquier conjunto E € Bo(R™). En particular, podemos utilizar la inva-
rianza por traslacion de la integral de Lebesque para observar que se tiene

NE) = ME+1)= [ (@) dpn(x) = / f( — 1) dun(2)

E+t

para todo t y todo E € Bo(R"™). Gracias a la igualdad de ambas integrales,
concluimos que

flx) = flz—1)
en fu,-casi todo punto x y todo t. Por consiguiente, gracias a (A.16) se tiene que

existe una constante ¢ tal que f(x) = ¢ en p,-casi todo punto x. Luego, para
todo conjunto EE medible Borel,

NE) = [ f = [ edm=c [ dun=co ()






4

El Teorema de Diferenciacién de Lebesgue

4.1. Introduccion

El Teorema Fundamental del Calculo dice que dada una funciéon continua
f en un intervalo [a, ], si definimos una funcién F' como

Flz) = / “rwy . zelfal

entonces, F' es diferenciable y, ademés, F' = f.
Por tanto, obtenemos lo siguiente:

T ) Bt CO l/Mf(lt) dt = f(z)

h—0 h h—0 h
luego,
. Fl@+h)—F@-h) . 1 oth B
i o0 ), SO

que podemos escribir como

1
lim / J(t) dt
h—0 ([ — h,x + h]) [x—h,z+h] Q

I
=
5
:_/

donde 1 es la medida de Lebesgue en R.

En este capitulo daremos una versién n-dimensional para funciones local-
mente integrables de lo recién escrito conocido como el Teorema de Diferencia-
cién de Lebesgue que asegura que

1

en casi todo punto, siendo y, es la medida de Lebesgue en R" y B(z, ) es, como
es usual, la bola centrada en x de radio r.
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4.2. Funcién maximal de Hardy-Littlewood

Definicién 4.1. 5i f : R" — R es una funcion localmente integrable, definimos
la funcion, que denominaremos como la funcion mazximal de Hardy-Littlewood
de f y denotaremos por M f, a

1
Mf(x) =sup =505 /Bu,m

Ahora veremos algunos resultados necesarios para poder cumplir nuestro
objetivo de probar el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue. En primer lugar
probaremos que la funcién de Hardy-Littlewood es semicontinua inferiormente
y, por tanto, medible.

|f(W)] dpn(y)-

Lema 4.2. M f es semicontinua inferiormente

Demostracion.
Obsérvese que M f > 0 por definicion. Definimos el conjunto,
Ey={xeR": Mf >k}

Si logramos probar que Ej es un abierto para todo k € (0,+00) habremos ter-
minado. Para ello, fijemos un k > 0 y tomemos un x en Ey. Por como hemos
definido el conjunto, Ey, existe un r > 0 de manera que

1

pin(B(z,7)) y)| dua(y) > k
(B, 1) ./Bm,)f W) dyin(y) >

Obsérvese que lo escrito es una desiqualdad estricta. Es por esto que podemos
tomar un ' > r de tal manera que

1

— Tl dpnly) >k
IU'IL(B('TﬂT )) /B(Ir)‘ ( )| ( )

Si escogemos un elemento ' tal que |’ — x| < ' —r, podemos observar que se
tiene que B(xz,r) C B(2',r") y, por consiguiente:

1 .
k < / |f(!/)’ d/‘n(?/) <
/l,n(B(.’[;, 7”)) B(x,r)

/ .
por lo que x' € Ej y termina la prueba.

1 P
(B 1) /B(x/’ﬂ)\f(!/)| dpn(y) < M f(2')
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Lema 4.3. Sea C = {By, . .., Bx} una coleccion finita de bolas (abiertas) en R™.
Entonces, podemos encontrar una subcoleccion disjunta {B,, ..., B;, } en C tal

que
k m
(U B,) <33 ()
n=1 j=1
Demostracion.
Para cada n, supongamos que B, = B(x,,r,) para n = 1,... k. Definamos
ahora, para cada n = 1,...,k, B} = 3B, = By(x,,3r,). Obsérvese que se

cumple que p,(Byy) = 3" pin(By).
Tomemos B;, € C tal que su radio sea mayor o igual al de todas las demas bolas
de C. Denotamos ahora el conjunto de las bolas de C con interseccion no vacia
con B;, por:

E,={B,€C:B,NB;, #2}
Obsérvese que como el radio de cada una de las bolas de Fy es menor o igual al
de B;,, se liene que U B, C Bj y, por consiguiente,

BneFEn

un< U Bn) < pin(B;))
BneEl

Denotamos como Cy a todas las bolas de C que no estan en Ey. FEscojamos de
aqui, la bola con mayor radio, B;,. De igual manera, definimos el conjunto E,
como

EQZ{BnecliBnﬂBiQ %@}
Es importante destacar que B;, N By, = @. Ademds, se tiene que, como antes,
o U B) < i)
BnEEQ

Sequimos dicho procedimiento hasta, al ser C una coleccion finita, que se acabe
en un paso m < k. Por construccion, hemos obtenido una coleccion disjunta
{Bi,,...,Bi,} que cumple que

m

k
UmecUs
n=1 J

i—q

Finalmente, de esto conclutmos que

fin (CJ Bn> = i Hn(Bj;) = 3" ij fin(Bi))
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Teorema 4.4. Si f € L'(R"), entonces Mf es integrable en el sentido débil
(A.14). Mds ain, para todo t > 0 se tiene que

pulfr € R Mf(2) > 1) < |17l

Demostracion.
Fijemos un t > 0 y definamos Ey = {x € R" : M f(z) > t}. Al ser E; medible,
podemos escribir, por la reqularidad de i,

i (Ey) = sup{u,(K) : K C Ey, K compacto}
luego, nos es suficiente probar que, para cada compacto K se cumple la desigual-

dad -
pn(K) < £l

Figemos pues, un compacto K C FE;, y tomemos un x € K. En particular,
x € By, luego existe un r, > 0 tal que

1

wwmu»Lmymwm@>t

Resulta que, si tomamos, para cada x € K, la bola B, = B(x,r,), la coleccion
resultante {B, : v € K} es un recubrimiento abierto de K. Al ser K compacto,

podemos tomar un subrecubrimiento finito, digamos {By,...,B;}. Por el Lema
4.8, existe una subfamilia disjunta de dicho subrecubrimiento {B;,, ..., B;, } tal
que

l m m
n 3”

3’” 3TL
<2 du, = =
<= | 17l dp = S5

R”



4.3 Teorema de Diferenciacién de Lebesgue 41

4.3. Teorema de Diferenciacién de Lebesgue

Teorema 4.5 (Teorema de Diferenciacién de Lebesgue). Sea f € L, (R™).
Entonces, eziste un conjunto medible N con p,(N) = 0 tal que

, 1 B
1ﬂm /B(M)|f(y) — f(@)| dpn(y) =0

para todo x ¢ N.
Notese que, en particular, tenemos

, 1 e
iy )y S ) = 5

para todo x ¢ N.

Demostracion.
Claramente, se tiene que

1

‘/L,L(B(”ET)) /B(x,r) f(l/> dun(y) - f(=1>

/B ) = 7@ daa)

,r) '

I
pn(B(z,1))
1

- fin(B(z, 7)) /B(:L%T)f(y) — f(2)| dun(y)

por tanto nos basta probar solo la primera igualdad. Para ello definamos la si-

guiente funcion:

f*(x) = limsup

)
r—0 IUTY(B(T‘T» B(x,r)

Veamos que f* =0 en casi todo punto. Es decir, queremos probar que se tiene
la igualdad p,({zx : f* > 0}) =0.

|f(y) — f(2)| dpa(y), = € R"

Obsérvese que, si lograsemos probar que el resultado se cumple para
[ Xox € LY(R™) para todo k € N, excepto sobre un conjunto medible N,
de medida nula, entonces el resultado se cumpliria para f € L; . (R™) salvo en

Upe 1 N que, al ser union numerable de conjuntos de medida nula, a su vez, tie-
ne medida cero. Por tanto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

f e L'R™).

Sea ¢ > 0. Por el Teorema de Aprozimacion en L' (A.15), existe una
funcion continua con soporte compacto g tal que ||f — g|| < e.

Es importante destacar que, como g es continua, g* = 0. En efecto, para
cada z, dado € > 0, eziste un 6 > 0 de modo tal que |g(y) — g(x)| < € siempre
lly — x|| <& y por consiguiente



42 4 El Teorema de Diferenciacién de Lebesgue

g*(x) = lim sup l9(y) — g(z)| dun(y), € R" =0

).
r—0 /J/n(B<x7 T)) B(z,r)
Ademdas utilizando que limsup(x + y) < limsup(x) + limsup(y), entonces:
(f-g) <f g =F
ff=-9+9) <(f-9)"+g =(—-9)

por lo que (f —g)" = f~.
Es interesante destacar ahora que

[ (x) < sup |f(y) = f(@)] dpa(y)

el
>0 fn(B(z,7)) B(z,r)
1
< sup / FW dpa(y) + | f(x
B ) BW)! W)] dpn(y) + [ f(2)]
< Mf(z) +[f(x)]
de donde podemos concluir rapidamente que, sit > 0,

f: 1) > 1) € o MA@ > 1} € Lo Mf@) > S Yo e 1f@)] >

Ahora bien, gracias a (4.4) y (A.13) se tiene que

({2 M) = 1) < 22010,

2 B
({2 1@ > 21) < 05

y, por tanto, utilizando los hechos probados hasta ahora, podemos escribir que

ol (2 5°(@) > ) =l (F = 9)" > 8} < S1f —glh < e

con C' =2(1+3").
Como e > 0 fue elegido de manera arbitraria se tiene que p,({x : f*(x) >t} = 0.
Finalmente, como

{v: f(x) >0} = O{x () > %}

entonces,
pn ({2 f*(2) > 0}) = 0

que era lo que queriamos concluir.
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0

Por otro lado, el teorema anterior proporciona informacién sobre la natu-
raleza de los conjuntos medibles. Introducimos primero el concepto de punto de
densidad. Sea £ C R" un conjunto medible. Se dice que x € R™ es un punto de
densidad de E cuando

i pn(E N B(z,r))
im
r=0  pn(B(z, 7))

Como consecuencia del Teorema de Diferenciacion de Lebesgue se obtiene
el siguiente resultado.

=1

Corolario 4.6. Sea E C R" un conjunto medible. Se cumple:
(a) Casi todo punto de E es un punto de densidad de E.
(b) Casi todo punto de R™ \ E no es de densidad de E.

Demostracion.

Basta aplicar el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue porque

(BN B(x,r) 1 o N — v () em ot
Bl ,,,,I(B@,-,r)),B(,,,._,.)/\“”) dpinly) = xp(x) en .t p.

O
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Apéndice

A.1. Resultados

Lema A.1. Sea (x,)52, una sucesion de nimeros reales. Entones X752 x,, es ab-

solutamente convergente si y solo si 17 | x,, es incondicionalmente convergente.

Lema A.2. Sea (,):2, una sucesion en R. Si X2, |x,| converge, entonces

o0 .z
22y, también.

Definicién A.3. En un espacio de medida (X, M, v), una propiedad P, relativa
a los elementos de un conjunto medible E/, se dice que la propiedad P se cumple
para cast todo punto o casi-siempre Si

vi{r € E:P esfalsoenz })=0

Definicién A.4. Sea (X, M,v) un espacio de medida. Si existe un sucesion
(En)ee, en M de manera que

v(E,) <400, X=|JE,
n=1

diremos que la medida v es o-finita.

Definicién A.5. Sea funcion f : R® — R. Decimos que f es localmente in-
tegrable si es medible y, para cada v € R", existe un entorno V, de x tal que
cumple
|fI dpn, < +00
Ve
Al conjunto de todas las funciones localmente integrables las denotaremos como

Lo (R™).

Definicién A.6. Sea f : [a,b] — R una funcion. Diremos que f es semicon-
tinua inferiormente si, para todo k € R, el conjunto {x € R : f(x) > k} es
abierto.
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Proposicion A.7. Toda funcion semicontinua inferiormente es medible

Teorema A.8 (Convergencia Monétona). Si (f,):2, es una sucesion de fun-
ciones no negativas medibles de X a [0,00] tal que:

a) (fn)ol, es mondtona creciente

b) nlgglo falz) = f(z) en casi todo punto.

Entonces, [ es una funcion medible y
i [ fudn = [ sy
n—oo

Teorema A.9 (Convergencia Dominada). Sea una funcion medible f :—
R y (fn)o2, una sucesion de funciones medibles tal que:
a) lim f,(x) = f(x) para casi todo punto x € X

n—oo

b) Eziste una funcion medible e integrable g tal que |f,| < g para todo n € N
Entonces, f, es integrable paran > 1y

n—o0

lim fn dl/—/ fdv
X

Lema A.10. Sea (X, M,v) un espacio de medida y f : X — [0,400] una
funcion medible. Entonces:

Si / fdv =0, entonces f=0 en casitodo punto.
X

Teorema A.11. Sea (X, M,v) un espacio medible con v una medida finita; es
decir, v(X) < oo. Entonces, el conjunto de todas las funciones simples, S,, es
denso en LP(X,v), para todo p € [1,00)

Teorema A.12 (Desigualdad de Hdélder). Sean p,q > 1 exponentes conju-
gados, [ € LP(X,v) y g € LYX,v). Entones, fg € L*(X,v) y, se cumple la
desigualdad

1 £glls = /X ol dv < If L llgle

Proposicién A.13 (Desigualdad de Chebyshev). Sean f € L'(X,p). En-
tonces

plle € X 15@) 2 k) < ¢ [ 1] du

Definicion A.14. Una funcion medible es integrable en el sentido débil, y lo

denotamos como LY (R™), si existe una constante C' > 0 (que depende solamente
de n), tal que para todo t € (0,+00) se cumple

n C

e € RIS ()| > 1) < =
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Teorema A.15. Sean f € L'(R™) y ¢ > 0. Entonces, existe una funcion conti-
nua con soporte compacto g tal que

If =gl <e

Proposicién A.16. 5: f : R" — R es una funcion continua de manera que
para cualquier t, se cumple que

fz) = flz —1)

salvo en un conjunto de medida de Lebesque cero, entonces f es constante en
casi todo punto.
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Radon-Nikodym’s Theorem
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The objective of this work is the study, on the one hand, of the
Radon-Nikodym Theorem together with some of its applications
and on the other hand of the Lebesgue Differentiation Theorem.

1. Signed Measures

Let (X, M) be a measurable space. We say that a function
v: M — [—o0, +00],

is a signed measure if it satisfies that:
(a) v can take either the -co value or the +oo value but not both.
(b) v(0) = 0.
(c) v is countably additive.
Given two positive measures j1 y s that do not take the value oo
at the same time, we can form a new signed measure 3 defined
as

n3(E) = p(E) — po(E), VE €M
The Hahn decomposition theorem and the Jordan decomposition
theorem, it say that all signed measure can be write this form.

Hahn decomposition theorem

Let v be a signed measure over a measurable space (X, M).
Then, there exist a positive set A and a negative set B such that:

X=AUB y ANB=0

Let v, 1 be two signed measures over (X, M). It say that they are
mutually singular, and denoted as v L y, if there exist measurable
and disjoint sets E and F such that

X=EUF V(E)=pu(F)=0
Jordan decomposition theorem

Let v be a signed measure defined over a measurable space
(X, M), then there exist two unique positives measures v and
v~ such that

v=vt—uv~ Y vt Ly,

2. The Radon-Nikodym Theorem

Let X\ be a measure and v a positive measure over a measurable
space (X, M). We say that ) is absolutely continuous with re-
spect to v, and denoted as \ < v, if for every set E € (M) such
that v(E) = 0, then A\(E) =0

Given a integrable f ¢ L'(1) we can define a measure v as fol-

lows:
V(E):/Ef dp.

Furthermore, this measure obtained is absolutely continuous with
respect to the measure p.

There is a powerful result known as the Radon-Nikodym Theo-
rem, which allows us to reverse what was said above.

Lebesgue-Radon-Nikodym theorem

Let (X, M) be a measurable space, v a positive o-finite measure
and )\ a o-finite measure. Then, there exist two uniques measures
Aq and )\ such that

A=A+ As

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de marzo, 2024

with A\, < vand \s L v.
Furthemore, there exist a function f v-integrable such that, for
every E € M,

Xa(E) = /Ef dv.

3. Applications of Radon-Nikodym Theorem

The dual space of LP

Theorem Let (X, M, v) be a o-finite measure space. Then, for
every p € [1,00)
(LP)* = L1
1,1_
where pta=1L

Existence of conditional expectation

Let (X, M, v) be a probability space, a function f € L1(X, M, v)
and a sub-c-algebra M, C M. It define the conditional expec-
tation of f with respecto of M, to any function g : X — R that
satisfies g is M -measurable and for every set £ € M, we have

that .
/gdu:/fdv.
JE JE

We denote this function g as EMo(f).

Theorem Let (X, M,v) be a probability space, M, a sub-o-
algebra of M and f € L}(X, M,v). Then, EMo(f) exist and is
unique.

Uniqueness of Lebesgue measure
Theorem Let be a o-finite translation invariant measure \ :
Bo(R™) — [0, +o0] such that \(K) < +oc for every compact set
K. Then, there exist ¢ > 0 such that

ME) = c- pn(E)

for every E € Bo(R"™). Where p,, is the Lebesgue measure over
R"™.

4. Lebesgue Differentiation Theorem

Lebesgue’s Differentiation Theorem is considered as an n-
dimensional generalization of the Fundamental Theorem of Cal-
culus.

The Lebesgue differentiation theorem

Letbe f € Li(R"). Then, there exist a measurable set N with
pn(N) = 0 such that

. ! i
ll‘r‘ilom/B(z‘r) fy) dunly) = f(x)

forevery z ¢ N.
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