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Resumen

En este trabajo se analiza el conocimiento adquirido por futuros/as profesores/as
de Matematicas de Educacion Secundaria respecto a los modelos de ensefianza de
los nimeros negativos. Se ha realizado un estudio cualitativo con nueve
estudiantes que cursaban un Master de Formacion del Profesorado de Secundaria,
en la especialidad de Matematicas. Se analiza si los futuros docentes conocen
modelos de ensefianza tratados en su formacion del Master, en las explicaciones
que darian a estudiantes de secundaria para dar sentido a las operaciones con
nimeros negativos. Siguiendo una metodologia cualitativa, se comparan sus
respuestas a cuestiones, realizadas antes y después de seguir un proceso de
instruccion. Los resultados indican que la integracion se produjo en la mitad de
los estudiantes objeto de la investigacion.

Abstract

In this paper, we present an analysis about the knowledge that prospective high
school mathematics teachers have about teaching models of negative numbers.
Using a qualitative method we study the answers of nine students of Master’s
Degree in Secondary Teacher Training in Mathematics. We want to know if the
students use the models of negative numbers studied in their Master’s training
when they try to make sense operations with negative numbers to high school
students. We compare their responses to questions, answered before and after
following an instructional process. The results show that integration occurred in
half of the students analyzed.
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Introduccion

La introduccién de los numeros negativos supone un momento crucial del
aprendizaje numérico de los estudiantes, el cual no esta exento de dificultades
didacticas. Aunque en Espafia esta introduccion comienza a finales de la
Educacion Primaria (11-12 afios), con las primeras ideas de “negatividad”, su
desarrollo completo se produce en la etapa Secundaria (12-14 afos).

El trabajo que se presenta forma parte de un estudio mas amplio que tiene como
objeto indagar el conocimiento que construyen futuros/as profesores/as de
secundaria respecto al aprendizaje de los nimeros negativos. El fin tltimo es tener
evidencias que ayuden a mejorar su formacion didactica, en un momento previo
a la realizacion de sus practicas en las aulas y de su incorporacion a la docencia.
Los numeros negativos han recibido menos investigacion educativa en
comparacion a los naturales y los racionales, sin embargo, en los ltimos afios se
ha producido un avance de la misma. Ello se refleja en la publicacion del
monografico Exploring the integer addition and subtraction landscape.
Perspectives on integer thinking (Bofferding y Weisman-Enzinger, 2018a), en el
que diferentes autores exponen resultados recientes sobre este topico.

Muchos estudiantes de secundaria tienen dificultades con los nimeros negativos,
las cuales se manifiestan, principalmente, en el uso de reglas operatorias
incorrectas o una escasa compresion de los problemas (Bell, 1986; Bofferding y
Farmer, 2017, 2018a; Murray, 1985). Por ello, indican Wessman-Enzinger y
Tobias (2020) que es un reto buscar modelos de instruccidon que mejoren su
ensefianza. En este trabajo el término modelo incluye materiales manipulativos,
representaciones graficas, situaciones reales o incluso simbolos (Vergnaud y
Durand, 1976; Bell, 1986; Altiparmak y Ozdogan, 2010). Distintos trabajos

analizan los modelos de ensefianza con nimeros negativos (Tabla 1), destacando:
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1) Reglas o simbolos. Se presentan las reglas operatorias que rigen las
operaciones de manera abstracta y simbdlica.

2) Equilibrio. Se utilizan fichas de dos colores para representar lo positivo
y lo negativo, de modo que cuando se unen, se compensan, para
representar el cero.

3) Situaciones contextualizadas. Los nimeros negativos y las operaciones
se corresponden con situaciones reales (temperaturas, deudas, ...).

4) Recta numérica. Los nimeros y operaciones se ejemplifican a través de

puntos y movimientos (flechas) en la recta numérica

Tabla 1. Modelos de ensefianza de los nimeros negativos

Reglas Recta numérica

1H(+2) = +1 p

Para sumar dos ntimeros enteros de distinto |

o e

signo, se resta en sus valores absolutos y se

pone el signo del mayor 2 - (+6) = -2+ (-6) = 8.
Equilibrio Situaciones contextualizadas
El ascensor estaba en la planta 6 del edificio y
O O Q se detuvo en la planta 2 del sétano. ;Cual fue
O O O O el movimiento del ascensor?
OO O 2 - (+6) =-2 + (-6) = -8.

O O O O El ascensor bajo 8 plantas.

Los investigadores argumentan que no existe un modelo que haya mostrado €xito
completo (Bell, 1986, Liebeck, 1990; Vig, Murray y Star, 2014) y sefialan la resta
y la multiplicacién como foco de las principales dificultades para los estudiantes.

A pesar de ello, es necesario que los futuros docentes conozcan los diferentes
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modelos para tomar decisiones adecuadas en su futuro profesional.

Se conoce poco sobre como abordan los futuros docentes el aprendizaje de los
numeros negativos. Tobias, Wessman-Enzinger, Olanoff (2018) indican que “las
investigaciones sobre como los futuros profesores dan sentido a los enteros no han
hecho mas que empezar”. Los estudios realizados muestran, por ejemplo, sus
dificultades en la representacion en la recta numérica (Widjaja, Stacey y Stente,
2011) o sus estrategias de resolucion de problemas (Almeida y Bruno, 2014;
Bofferding, Wessman-Enzinger, 2018b; Bruno, Espinel y Martinon, 1998;
Cunningham, 2009; Tobias, Wessman-Enzinger, Olanoff, 2018).

En el estudio realizado por Bofferding, Wessman-Enzinger (2018b) con 15
futuros profesores de primaria y secundaria, observaron un fuerte enfoque
procedimental cuando daban explicaciones sobre la resolucidon de problemas con
numeros negativos. Estos autores sefialan que los futuros docentes deben tomar
consciencia de que necesitan mejorar las explicaciones conceptuales que darian a
sus estudiantes sobre estos numeros. Tobias, Wessman-Enzinger, Olanoff (2018)
analizaron las justificaciones dadas por futuros docentes de primaria y secundaria
al examinar problemas con numeros negativos contextualizados en las
temperaturas, en los que la idea de distancia entre dos nimeros era fundamental.
Por ejemplo, “El congelador de la nevera tiene una temperatura de -20° y la
nevera tiene una temperatura de -14°. El congelador esta 6 grados mas frio que
la nevera. Las dificultades que mostraron les llevan a concluir que los futuros
docentes necesitan mds experiencia examinando situaciones concretas de
numeros enteros que les permita promover una reflexion sobre la complejidad de
su operatoria.

El objetivo de este trabajo es conocer si los/las futuros/as profesores/as de

Educacion Secundaria conocen los modelos de ensenanza de los naumeros enteros
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en el inicio de su formacion y en su caso, como los integran en sus explicaciones

didacticas, una vez que han sido tratados en la formacion académica inicial.

Metodologia

El estudio se realiz6 con nueve estudiantes graduados en Matematicas (Al, A2,
...A9) que cursaban un Master de Formacion del Profesorado de Educacion
Secundaria, en la especialidad de Matematicas. Aunque en la citada especialidad
habia doce estudiantes, tres de ellos fueron descartados para el estudio porque no
completaron algunas de las sesiones del proceso del mismo. La formacion
académica del alumnado participante era de un alto nivel matematico,
correspondiente a cuatro cursos anuales de asignaturas del grado de Matematicas,
mientras que su conocimiento didactico se estaba desarrollando en el momento de
la toma de datos. Asi, cursaban dos asignaturas de Didactica de la Matematicas y
tres del ambito psicologico y pedagodgico. La toma de datos tuvo lugar en una de
las asignaturas de Didéctica de las Matematicas.

En una primera sesion, los nueve futuros/as profesores/as contestaron a un
cuestionario inicial. A continuacion, se desarrollo una instruccion durante 8 horas
dedicadas al aprendizaje de los nimeros negativos. Posteriormente, pasados tres
meses, contestaron un cuestionario final que contenia algunas cuestiones
semejantes al cuestionario inicial.

Instruccion de aula

Ball, Thames y Phelps (2008) en su marco sobre el tipo de conocimiento que debe
desarrollar un futuro docente distingue entre Conocimiento del contenido y el

Conocimiento didactico del contenido (Figura 1).
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Conocimiento del contenido Conocimiento didactico del contenido
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Figura 1. Modelo del conocimiento del profesor (Ball, et al., 2008)

Dentro del Conocimiento del contenido se destacan algunos muy especificos:
Especializado, Comun y en el Horizonte matemdtico. Por su parte, el
Conocimiento didactico incluye el relativo al Curriculo, al Contenido y los
estudiantes (aprendizaje) y al Contenido y su ensenianza.
La formacién didéctica de los numeros negativos recibida en las sesiones de
instruccion cubrid los diferentes constructos del Conocimiento del contenido y
Conocimiento didactico del contenido (Ball et al., 2008). En concreto, sobre
Conocimiento del contenido se abordo:
1. Una reflexion historica sobre la construccion del conjunto numérico de los
numeros enteros.
2. Un andlisis y posterior reflexion sobre los cambios conceptuales que se
producen al introducir los nimeros enteros.
3. Los tipos de situaciones en las que se utilizan los nimeros negativos y su
clasificacion.
En cuanto al Conocimiento didactico del contenido se trataron:
4. Las indicaciones curriculares en la etapa secundaria sobre los numeros

enteros.
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5. Los modelos de ensefanza (modelo del equilibrio, recta numérica y
situaciones contextualizadas).
6. Un analisis de respuestas de estudiantes de secundaria en operaciones y
problemas para observar aciertos, dificultades y errores.
La instruccion se desarrolld de manera individual, en grupos de tres estudiantes y
con debates en gran grupo tras la presentacion del profesor, en funcion de las
tareas a realizar.
Cuestionario inicial y final
Los cuestionarios inicial y final se centraron en Conocimiento especializado del
contenido, Conocimiento del contenido y los estudiantes, y Conocimiento del
contenido y su ensefianza.
El cuestionario inicial estaba compuesto por tres partes.
Parte 1. Explicar el significado de las operaciones de suma, resta y
multiplicacion de enteros a alumnado de secundaria.
Parte 2. Corregir respuestas de estudiantes de Secundaria y proponer
explicaciones para corregir los errores.
Parte 3. Resolver y proponer explicaciones para alumnado de Secundaria sobre
problemas de suma y resta de nimeros enteros.
El cuestionario final tenia tres partes
Parte 1. Explicar el significado de las operaciones de suma, resta y
multiplicacion de enteros a alumnado de secundaria.
Parte 2. Corregir respuestas de estudiantes de secundaria y proponer
explicaciones para corregir los errores.
Parte 3. Evaluar las propuestas de explicaciones de los/las compafieros/as del
master, dadas en la parte 3 del cuestionario inicial.
En este trabajo se presentan resultados pertenecientes a la parte 1 de los
cuestionarios inicial y final (Tabla 2), en las que se pedia dar una explicacion para
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un estudiante de secundaria sobre como resolver una resta y una multiplicacion
de numeros negativos. Las mismas operaciones se plantearon en los dos
cuestionarios.

Tabla 2. Tarea del cuestionario inicial y final

Vas a explicar a un grupo de 1°. de ESO los numeros enteros. SitGiate en que los estudiantes
no tienen conocimiento previo sobre estos numeros. Describe qué les dirias para que
entendiesen cada una de las operaciones que se indican a continuacion.

Resta de enteros: (-6) - (+3) =-9 Multiplicacion de enteros: (-4) x (-3) =+12

En las respuestas de los/las futuros/as docentes se evalua el tipo de modelo que
utilizan en la explicacion que proponen para los estudiantes de Secundaria,
siguiendo los modelos descritos en la Tabla 1, las cuales se categorizan de la
siguiente forma:

- Regla. Explicaciones basadas en las reglas operatorias que rigen la resta y

la multiplicacion de nimeros enteros.

- Equilibrio. Uso del modelo de fichas de dos colores.

- Recta. Uso de la representacion de las operaciones en la recta numerica.

- Contexto: Uso de situaciones o contextos reales: temperaturas, deudas,

ascensores...).

Resultados
En los resultados se muestran las respuestas de los nueve estudiantes en las dos
cuestiones analizadas. En las tablas 3 y 4 se han sombreado las casillas, en el caso

de que el futuro docente haga uso del modelo correspondiente.

Resta de enteros (-6) — (+3) = -9
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La explicacion predominante en el cuestionario inicial y final para la resta fue la
basada en reglas operatorias. El uso de otros modelos se dio en menor medida en
el cuestionario 1nicial frente al final. En el cuestionario final, siete de los nueve
futuros profesores cambian su propuesta de explicacion inicial incorporando otro
modelo o abandonando el que implica dar unicamente las reglas operatorias. Solo
los estudiantes A4 y A7 dan la misma explicacion antes y después de la
instruccidn. En el cuestionario final, la recta numérica fue el modelo que aparecio
con mas frecuencia, mientras que solo un alumno incorpor6é el modelo del
equilibrio.

Tabla 3. Tipos de justificaciones en la resta de enteros

Cuestionario inicial Cuestionario final

Regla | Recta | Contexto | Equilibrio Regla | Recta Contexto | Equilibrio

Al

A2

A3

A4

AS

A6

A7

A8

A9

No todas las explicaciones dadas por los/las futuros/as docentes pueden
considerarse adecuadas en su redaccidon o incluso correctas matemdaticamente.
Esto se ejemplifica con la explicacion basada en las reglas, dada por el alumno
AS8:
“Habria que quitar los paréntesis, enseriando la regla del producto (+ * +
=+, te-=--e+=_-9e_=+1) asi quedaria -6-3, que es -9 porque si

dos numeros tienen el mismo signo se suman y se pone este signo”.
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Se puede observar la confusion entre la regla de los paréntesis y la regla de los
signos de la multiplicacion y, por otra parte, la confusion entre el signo de la resta
y el signo de los nimeros.

En ocasiones, al combinar dos modelos no llegaron a conectarlos con rigor, como
se muestra a continuacion en la explicacion del alumno A7:

Se aplica la regla de los signos, y queda -6-3, y luego en la recta numérica:

Multiplicacion de enteros (-4) x (-3) = 12
Para el caso de la multiplicacion de dos niimeros enteros, en el cuestionario inicial
todos/as los/las futuros/as docentes emplearon la explicacion basada en una regla.

Tabla 4. Tipos de justificaciones en la multiplicacion de enteros

Cuestionario inicial Cuestionario final
Reglas | Recta | Contexto | Equilibrio Reglas | Recta | Contexto | Equilibrio

Al
A2
A3
A4
AS
A6
A7
A8
A9

La mayoria de los/las futuros/as docentes, antes y después de la instruccion
emplearon una regla operatoria semejante a la siguiente:
Multiplicar los dos numeros y luego multiplicar los signos con la regla de

los signos: + e+ =+; +e-=_ et =_-_e_=+
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En esta regla no se hace alusion a que se deben multiplicar los nimeros en sus
valores absolutos.

En el cuestionario final, A4, A5, A6 y A9 abandonan la regla operatoria por otro
modelo (contexto, equilibro y recta numérica). Por su parte A7 combina el modelo
del equilibrio y las reglas operatorias. Es decir, en el caso de la multiplicacion, la
recta numeérica no fue el principal modelo elegido al finalizar la instruccion.

Por ultimo, si se comparan las dos cuestiones iniciales (resta y multiplicacién), se
observa que al principio de la instruccion la mayoria de los/las futuros/as docentes
dieron muestras de conocer los modelos de reglas, contexto y recta numérica para
el caso de la resta, pero no los extendian a la multiplicacion. Al finalizar la
instruccion hay un aumento en el uso de otros modelos, aunque las reglas siguen
siendo predominantes. Por otra parte, en las respuestas finales solo dos futuros
docentes usan el mismo modelo en las dos operaciones (A6 usa el modelo del

equilibrio y A9 la recta numérica).

Conclusiones

En este trabajo se ha mostrado un estudio preliminar, centrado en la formacion de
futuros/as docentes de Matematicas sobre los nimeros negativos. Los resultados
son parciales en cuanto a las tareas analizadas y al tamafio de la muestra, y sera
necesario ampliarlos en posteriores trabajos.

En las tareas analizadas en esta muestra se observa que el Conocimiento
matematico especializado de los/las futuros/as docentes necesita una instruccion
que les lleve a mejorar en el uso de su lenguaje matematico. En concreto, deben
cuidar la redaccidn de las reglas operatorias de estos numeros, de forma que sean
adecuadas a los niveles de la Educacion Secundaria, pero correctas desde lo

matematico. Asi, no corresponde expresar reglas poco rigurosas, como:
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— para restar, aplicar la regla de la multiplicacion, en lugar de la regla
de los paréntesis.
— confundir el signo de los nimeros y el signo de la operacion.
— no emplear el término de valor absoluto de los numeros cuando sea
necesario.
Coinciden los resultados con Bofferding y Wessman-Enzinger (2018b), quienes
resaltaban el predominio de lo procedimental en el conocimiento de los/las
futuros/as docentes. Las respuestas analizadas reflejan la necesidad de trabajar
con los/las futuros/as docentes de forma més amplia los modelos de ensefianza de
los nimeros negativos, de modo que se conecte lo procedimental con lo
conceptual, al tiempo que se relacionen los subdominios de enserianza y
aprendizaje. En concreto, se deben hacer explicitas las relaciones entre los
diferentes modelos y poner en relieve la importancia de usar el mismo modelo en

todas las operaciones.
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