Seccion de Matematicas
Universidad de La Laguna

Jesus David Betancourt Lugo

Operadores fraccionarios mediante el
lenguaje de semigrupos

Fractional operators through the semigroup
language

Trabajo Fin de Grado
Grado en Matematicas
La Laguna, Mayo de 2024

DIRIGIDO POR
Marta de Leon Contreras


mailto:0101431192@ull.edu.es
mailto:mleoncon@ull.es

Marta de Leén Contreras

Departamento de Andlisis

Matematico

Universidad de La Laguna
38200 La Laguna, Tenerife


mailto:mleoncon@ull.es

Agradecimientos

Llegar al final de este trabajo de fin de grado ha sido una aventura increible,
y no podria haberlo hecho sin la ayuda de muchas personas a lo largo del camino.

Primero, quiero agradecer a mi tutora de trabajo de fin de grado, Marta. Su
dedicacion, sus consejos y su motivacion han sido fundamentales para completar
este proyecto. Aprecio enormemente todo el tiempo y esfuerzo que ha invertido
en ayudarme a conseguirlo.

A mis companeros de clase, gracias por hacer de esta experiencia algo ini-
co. Juntos hemos pasado por buenos y malos momentos, estoy agradecido por
todas las risas, y el apoyo mutuo.

A mi familia, gracias por sus animos constantes, su amor y su apoyo incon-
dicional. Me han dado la fuerza necesaria para llegar hasta aqui. A mis padres,
gracias por todo lo que han hecho por mi, por darme las herramientas para
triunfar y por estar siempre a mi lado. Y en especial a mi hermano, gracias por
estar ahi y las infinitas risas en los momentos dificiles.

Y por ltimo, a esa persona que no se ha separado de mi, a mi novia,
Ainhoa. Gracias por ser un pilar fundamental en mi vida. Tu amor, tu paciencia
y tu apoyo inquebrantable me han dado la motivacion para seguir adelante,
especialmente en los momentos mas desafiantes que tuvimos que superar. No
podria haberlo hecho sin ti.

Jestus David Betancourt Lugo
La Laguna, 20 de mayo de 2024.






Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo del presente Trabajo de Fin de Grado es definir los ope-
radores fraccionarios mediante el lenguaje de semigrupos. En parti-
cular, se hard un estudio mas exhaustivo en el caso del laplaciano
fraccionario y se indicard el método a sequir para operadores mas ge-
nerales. Para ello, en los primeros capitulos haremos un desarrollo
previo de las principales herramientas que serdn necesarias, como la
transformada de Fourier y sus principales propiedades, asi como la
teoria de semigrupos de operadores, que jugard un papel fundamen-
tal.

Palabras clave: Operadores fraccionarios — Semigrupos — Trans-
formada de Fourier — Teoria espectral.

Abstract

The main goal of this Final Degree Project is to define fractional ope-
rators by means of the semigruoup language. In particular, a more
exhaustive study will be done in the case of the fractional Laplacian
and in the case of more general operators the method will be illus-
trated. To do this, in the first chapters we will go into detail of the
main tools that will be necessary, such as the Fourier transform and
its main properties, as well as the theory of semigroups of operators,
which will play a fundamental role.

Keywords: Fractional operators — Semigroups — Fourier trans-
form — Spectral theory.
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Introduccion

La teoria de potencias fraccionarias de operadores, o cédlculo fraccionario,
nace con la idea de definir las derivadas de orden 1/2. G.W. Leibniz introdujo
la expresion de las derivadas de orden n € N, por lo que en 1965 L’Hopital le
escribié una carta preguntéandole jqué pasaria si n fuera 1/27 A esto, Lebiniz le
respondié “de esta paradoja se extraeran, algun dia, consecuencias muy ttiles”.
A partir de este momento, muchos matematicos han contribuido al desarrollo
de esta teoria, como Abel, Lioville, Riemann, Fourier, Laplace, Lagrange, Riesz
o Weyl, entre otros.

Es curioso mencionar que las potencias no enteras (llamadas cominmente
fraccionarias) de operadores han sido definidas de miiltiples maneras en andlisis
funcional, probabilidad, calculo fraccionario y teoria potencial. De hecho, los
autores antes mencionados dieron diferentes definiciones de las derivadas frac-
cionarias y algunos de ellos las emplearon para resolver problemas de fisica y
otras ramas cientificas.

En los tultimos 20 anos se ha vivido una explosion importante de trabajos
basados en el estudio de ecuaciones con derivadas fraccionarias, puesto que se ha
visto que las potencias no enteras de las derivadas modelizan mejor los procesos
fisicos “con memoria”, como el crecimiento de un tumor o la erosién de un
paisaje.

Por su parte, la teoria de semigrupos es una herramienta que nacié dentro
del analisis funcional pero que ha resultado ser de gran utilidad en el desarrollo
de multiples areas del analisis matematico, como el andlisis armoénico y la teoria
de ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). Podria decirse que el desarrollo
formal de la teoria de semigrupos comenzo entre los anos treinta/cuarenta del
siglo pasado, siendo grandes exponentes de la misma E. Hille y K. Yosida. Ambos
autores estudiaron de manera independiente las familia de operadores, {7} }+>0,
lineales y acotados en un espacio de Banach que satisfacen

1) T;f+s =T/T;.
2) Ty = I (I denota el operador identidad.)



X Introduccién

A esta familia de operadores, {T}}+>0, con las propiedades anteriores, se le de-
nomina semsigrupo.

Otra de las personas que pronto comenzoé a trabajar en la teoria general de
semigrupos fue R.S. Phillips, quien ampli6 la teoria de Hille y, de hecho, cola-
bor6 con él a principios de 1952 en la nueva edicion de su libro para incluir los
nuevos avances en la teoria, véase [5]. Ademds de los autores mencionados ante-
riormente, muchos otros han hecho contribuciones importantes en el desarrrollo
de la teoria de semigrupos, como A.V Balakrishnan, E. B. Davies, N. Dunford,
W. Feller, A. Pazy, J. T. Schwartz, E. Stein, etc.

En 2009, P. R. Stinga y J. L. Torrea probaron que el lenguaje de semigrupos
podia utilizarse también para estudiar las propiedades fundamentales de las
potencias fraccionarias de operadores. En particular se dieron cuenta de que
cuando se conoce el nicleo (integral) asociado a un semigrupo, podia darse una
expresion puntual para las potencias positivas del operador que generaba dicho
semigrupo. Esta descripcion por semigrupos tiene multiples ventajas, como la
obtencion de una forma més directa y sencilla, de la expresién puntual de las
potencias fraccionarias de operadores, con el cédlculo explicito de las constantes
que acompanaban a dicha expresion. Las férmulas puntuales de las potencias
fraccionarias de operadores revelan el caracter no local de los mismos, esto es,
la dependencia de los valores de la funcién f en todo el dominio (de aqui la idea
de que son operadores con “memoria”). Esta propiedad implica que los métodos
locales de EDPs no se pueden aplicar para estudiar problemas relacionados con
potencias fraccionarias. Por otra parte, la definicion de las potencias fraccionarias
por medio de semigrupos facilita y sistematiza la obtencién de las propiedades de
reqularidad de los operadores fraccionarios en diferentes espacios de funciones.
Estos resultados son interesantes no solo en andlisis, sino también en EDPs,
porque implican estimaciones a priori de las soluciones a algunas ecuaciones en
derivadas parciales.

El presente trabajo estda divido en 4 capitulos. En el primero de ellos se
presentan algunos conceptos y resultados preliminares, como las propiedades
bésicas de los espacios LP(R™) y unas pinceladas de la teorfa espectral de opera-
dores, que emplearemos posteriormente en el resto de capitulos. Seguidamente,
en el segundo capitulo se introduce la teoria de la transformada de Fourier y
algunos de sus resultados principales.

El tercer capitulo desarrolla la teoria de semigrupos de operadores, que
serd la herramienta clave para la definicién de potencias fraccionarias de opera-
dores. Para finalizar, el capitulo cuatro presenta el gran objetivo de este trabajo,
los operadores fraccionarios, donde pondremos de manifiesto la utilidad de los
semigrupos y sus propiedades para facilitar la obtencién de férmulas explicitas
de las expresiones de dichos operadores. En particular, haremos un estudio en
profundidad del laplaciano fraccionario y finalizaremos la memoria ilustrando,
de manera més heuristica, como aplicaria el método en el caso general.
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Resultados preliminares

En este primer capitulo introductorio presentaremos algunos conceptos y
propiedades necesarias para el desarrollo de la memoria. Indagaremos en los
espacios LP(R™), donde recordaremos sus propiedades y algunas desigualdades
relacionadas con sus respectivas normas, y presentaremos algunos resultados
relevantes de la teoria espectral de operadores.

Antes de iniciar el desarrollo de esta seccién vamos a fijar la notacién que
usaremos en lo que sigue.

Notacién 1.1. 1. Para cada k € N, C*(R") denota el conjunto de funciones
tales que todas sus derivadas parciales de orden k existen y son continuas.

2. C>*(R"™) denota el conjunto de funciones infinitamente diferenciables.

3.CX(R™) denota el conjunto de funciones infinitamente diferenciables y de
soporte compacto.

4.Ng :=NU{0}.

5.8 x=(x1, - ,x,) € C", % := 225?28, con = (ag, -+ ,ap) € NI

n ’

6.5 3 ‘:m (Bi, -+, Bn) €ENB y f:R" — C es suficientemente reqular, D f =
Tl (f) = 08~ 00 (f), donde |B] := Py + - + B

7. al:=a! - ap!.

8. Diremos que o < 3 si oy < [;,Vi € {1,---,n}, y ademds se define (g) =
B
al(B—a)!”
Sea = (b1, ,Pn) € Nj. Para funciones f y g suficientemente regulares,
se tiene que
8] _
D°(fg) = D> fDPyg.
(f9) Zﬁ (a /D7

1.1. Los espacios LP(R™)

Definicién 1.2. Se define LP(R™),1 < p < 0o como el espacio de las funciones
[ R" — C medibles tales que
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1/p
= ([ Iopar) <o

y el espacio L>®(R™) como el espacio de las funciones medibles esencialmente
acotadas, esto es, las funciones medibles en R™ que verifican

Iflloo :=inf{C >0:|f(x)| <C, ct.x € R"} =esssup |f(x)] < o0.

z€R™

Ast definido, LP(R™),1 < p < oo, es un espacio vectorial donde || - ||, es una
Seminorma.

En virtud de esto, podemos definir LP(R™),1 < p < 0o, como el espacio cociente
LP(R™)/ ~, donde la relacion de equivalencia en LP(R™), ~, viene dada por

f~ g si, ysolosi, f=g ct.p.

De esta forma, (LP(R™),||-||,),1 < p < oo es un espacio vectorial normado. Por
simplicidad en ocasiones denotaremos estos espacios simplemente por LP,1 <
p < 00.

Recordemos la definicién de exponente conjugado. Sean 1 < p,q < oo.
Decimos que p y ¢ son exponentes o indices conjugados si 217 + % =1.

Asi mismo, evoquemos las desigualdades de Holder y Minkowski, asi como
la desigualdad integral de Minkowski, cuyas demostraciones se pueden encontrar
en [4].

Teorema 1.3. (Desigualdades de Hélder y Minkowski)
1. Desigualdad de Holder: Sean 1 < p,q < oo exponentes conjugados. Si
f e LP(R™),g € LYR™), entonces se tiene que fg € L*(R™) y se verifica que

1Fglle < W fllpllglly-

Ademds, la igualdad se verifica si, y solo si, 36 > 0 tal que |f|P = B|g|?.

2. Desigualdad de Minkowski: Sea 1 < p < oco. Si f,g € LP(R™), entonces
se verifica

1+ gllp < [[fllp + lgllp-

Teorema 1.4. (Desigualdad Integral de Minkowski) Sean (X1, 1), (Xa, p2) dos
espacios de medida o-finita, F' : X1 X Xo = R una funcion medible y sea 1 <
p < 00, entonces se verifica

(L i) < [ ([ e o) )

/ Py (dz)
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Presentamos a continuacién un resultado que ilustra que las traslaciones
son continuas en LP(R"), cuya demostracién puede encontrarse en [4].

Proposicién 1.5. Sea f € LP(R"), 1 < p < c0. Se tiene que
lim |[f(z + ) — flly = 0.
|z|—0

Seguidamente, recordemos algunos resultados relacionados con la convergencia
en los espacios LP(R™).

Lema 1.6. Sean 1 < p < oo, f € LP(R") y {fu}nen C LP(R™) tal que f, — f.
Entonces, existe { fn, }ken C {fatnen tal que fn, — f c.t.p.

Teorema 1.7. (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue)
Sean (X, 1) un espacio de medida y { fn }nen una sucesion de funciones medibles
tales que |fn| < g, con g integrable, y supongamos que lim, .o f, = f c.t.p..
Entonces f es integrable, y

lim fndx:/fda:.
n—oo

Otro concepto que serda importante a lo largo de la memoria es el de con-
volucién.

Definicién 1.8. Dadas f,g : R®™ — R dos funciones medibles, se define la
convolucion de f y g por

(fxg)x):= | fyglx—ydy= [ [flx—ygly)dy, zeR"
Rn Rn
siempre que la integral exista.

Nétese que si f, g : R® — C, la convolucion se define como

(f *g)(z) = . f(z)g(z —y)dy, © € R™.
La convolucién es una operacién que dota de mejores propiedades de regularidad
a las funciones implicadas; es decir, f % g tendrd mejores propiedades que f y g
por separado. Por este motivo, la convolucion juega un papel fundamental en el
analisis arménico y en las ecuaciones en derivadas parciales.

Por ejemplo, sea f € C°(R") y g € L'(R"). Como para cada € NI se
tiene que ’Dﬂ(f(x — y))g(y)‘ < K|g(y)|, vy € R™, obtenemos que D(f(x—-))g €
LY(R™), z € R"™. Esto, junto con la continuidad de las derivadas de f, nos permite
concluir que f x g € C>*°(R") y para cada € Nj,
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D(fxg)(x) = | D(f(x—y)g(y)dy, =€R"
Rn
A lo largo de la memporia estaremos interesados en acotar operadores en
espacios LP(R") y para ello los teoremas de interpolacién son de gran utilidad.
A continuacién, vamos a enunciar el Teorema de interpolacion de Riesz-Thorin,
cuya prueba puede encontrarse en [11, Capitulo 5].

Teorema 1.9. Sean 1 < pg,p1,q0,q1 < o0, y T : LPO 4+ [Pr — L9 4+ [T yn
0]967‘(1(10’/’ lineal tal que ||Tf||q0 < M()Hf”pm para f € L ) ||Tf||1h < Ml“f”pl:

para f E LPr. Ademds, para 0 < 6 < 1, sean p y q tales que = 1p—09 + £ vig

1q—0"’ —|— =, Entonces, se tiene que

ITflly < My MY fllps  f € LP(R™).
Corolario 1.10. (Desigualdad de Young). Si f € LP(R™) y g € LY(R"), enton-
ces fxge L"(R"), donde 1 < p,q,r < 0o tales que %+ 1= % +% y ademds se

verifica que

1F* gllr < 17 1Inllgla-

Demostracién. Sean f € LP(R") y g € L*(R"). Si p’ es el exponente conjugado
de p, aplicando Holder obtenemos que

(f * 9)(@)] < / Qg1 f (2 — )llg@)] 7 dy

n

(Lweora)” ([ o)
= gl (/ ol — y)|de)1/p, e

Elevando todo a p e integrando respecto a x tenemos que

£l = [ 1 <o@Pde < 1l [ [ lowllite - Pdyds
=16l [ 1ol [ Ve =)Pdedy = gl gl 1,

Tomando raiz p-ésima a ambos lados de la desigualdad concluimos que

1
1f# gllo < gl 21 1l = Nlglhllf -

Por otro lado, si f € LP(R™) y g € L (R"), donde p y p’ son exponentes
conjugados, aplicando Holder obtenemos que
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(f * g)()] < / £z = )llg()|dy

n

<([e—wr) " ([1owr)”
= Il Ml = € B

Basta tomar supremo a ambos lados de la desigualdad y concluimos que

I * 9)lloo < 1 NInllglly-

Aplicando Riesz-Thorin, fijando f € LP(R") y definimos el operador t;(g) :=
f * g. Hemos probado que

1t ()] < [ £llpllgll

y
1t7(D)llos < 11 £ 1o llglly-

De esta forma, del teorema de Riesz-Thorin obtenemos que

ltr ()l < IR N gl

Siendo % = 1—0+1% y % = %. Veamos que 1+% = %%—%. Por un lado,
observamos que

1 1-46
1+-=—-+1
r p
Por otra parte, como p y p’ son exponentes conjugados, se tiene que }% =0— g.
Por consiguiente, é =1- g y como podemos escribir % = % + %, de esta forma
se concluye que
1 1 1-4 1
S o=——H1=1+-.
P q p r

1.2. Introduccion a la teoria espectral de operadores

En esta memoria no podremos realizar un estudio extenso de la teoria
espectral por limitaciones de espacio. Sin embargo, presentamos una breve in-
troduccién de los conceptos y resultados més relevantes (véase [15] para més
informacién). Iniciaremos enunciando algunas definiciones y resultados bésicos,
que permitiran la mejor comprensiéon de Teorema Espectral para operadores
autoadjuntos no acotados en espacio de Hilbert.

Como los operadores que trabajaremos en el Capitulo 4 son no acotados,
daremos todas las definiciones en este contexto, considerando operadores den-
samente definidos, esto es, operadores T': D(T) C X — X tales que el dominio
del operador, D(T'), sea denso en el espacio de Hilbert X.
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Definicién 1.11. Sean X un espacio de Banach y T : D(T) C X — X un
operador lineal. Se define la resolvente de T' por

p(T):={N€C : X[ =T es invertible y (\] — T)~" es acotado},

y el espectro de T por
o(T) :=C\ p(T).

A continuacién vamos a dar una definicién que generaliza el concepto de operador
autoadjunto al caso de operadores no acotados.

Definicién 1.12. Sean H un espacio de Hilbert y T : D(T) C H — H un
operador lineal tal que D(T) es denso en H. Se define

D(T*) ={z € H: Jy € H verificando (Tz,z) = (x,7), Vo € D(T)}
y el operador adjunto de T', T™, por
T" =y, €D(T").

En [15, Cap. VII, Proposicién 1.3] se prueba que el hecho de que D(T') sea denso
en ‘H implica que el g en la definicién de D(T*) es tnico, y por tanto T estd

bien definido.

Definicién 1.13. Sean H un espacio de Hilbert y T : D(T) C H — H un
operador lineal tal que D(T') es denso en H. Se dice que T' es autoadjunto si
T =T.

Proposicién 1.14. El espectro o(T') de un operador autoadjunto T' en un es-
pacio de Hilbert H complejo es real. Ademds, si T es no negativo, esto es
(Tz,z) >0, Vo € D(T), entonces o(T) C [0,00).

Introducimos ahora el concepto de medida espectral, que jugara un papel
fundamental en el teorema espectral.

Definicién 1.15. Sean H un espacio de Hilbert, X un conjunto arbitrario y {2
una o—dlgebra de los subconjuntos de X. Una medida espectral en (X, 2, H)
es una correspondencia E : 2 — L(H) que verifica

1. Para cada A € 2, E(A) es una proyeccidn ortogonal.
2.E(X)=1yE) =0.
3.81 {An}tnen C 2 es una familia de conjuntos disjuntos dos a dos, entonces

E(UnenAn)z =Y E(A,)z, © € H.
neN

4. Para cada A, B € (2, se tiene que E(AN B) = E(A)E(B).

De la definicién anterior se deduce el siguiente resultado.
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Lema 1.16. Sean H wun espacio de Hilbert, X wun conjunto arbitrario y (2
una o—dlgebra de los subconjuntos de X. Si E es una medida espectral en
(X, 2, H), para cada x,y € H la aplicacion E,, : 2 — C definida por
E,,(A) = (E(A)x,y), A € 2, es una medida compleja numerablemente adi-
tiva en (2 con variacion total || E, || < ||z||||y]-

Este lema nos va a permitir definir la integral respecto a una medida es-
pectral, para méas detalles, véase [15, Capitulo VII, Proposicién 3.4]. Ya estamos
en disposicion de enunciar el teorema espectral en el contexto de operadores
lineales autoadjuntos y no acotados.

Teorema 1.17. (Teorema espectral) Sea L : D(L) C H — H un operador
lineal y autoadjunto, con D(L) un subespacio denso de H. Entonces, eriste una
unica medida espectral asociada o L, E, tal que

L= / NAE(N),
o(L)

donde o(L) C R y la integral se entiende en el sentido

<.cf,g>:/RAdEf,g(A>, feDL) yget.

En nuestro caso, usaremos el teorema espectral para operadores no negativos,
por lo que o(L) C [0,00) y la integral anterior seria en la semirrecta positiva
real.

Una vez queda establecido el Teorema espectral para operadores no ne-
gativos, no acotados, autoadjuntos y densamente definidos, podemos definir un
célculo funcional, esto es, para cada ¢ : [0,00) — R medible, podemos definir

o(L) = / T SONE()

en D(¢) = {f € H: [, #*(N\) dE;s(N) < oco}. Véase [15, Cap. VII, Teorema
4.5] para la completa justificacién. Esto jugard un papel crucial a la hora de
justificar las férmulas de subordinacion y de potencias fraccionarias dadas en
términos de semigrupos del Capitulo 4.
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Una introduccion a la transformada de Fourier

En este segundo capitulo estudiaremos el concepto y las multiples propie-
dades acerca de la transformada de Fourier, denominada asi por el matematico
y fisico francés Joseph Fourier (1768-1830). En la primera seccién trabajaremos
la transformada en una clase de funciones suaves con rapido decaimiento (clase
de Schwartz) asi como en espacios LP(R™), para 1 < p < 2. Ademsds, en es-
te capitulo introduciremos el operador laplaciano, que serd el primer operador
sobre el que definiremos las potencias fraccionarias en el Capitulo 4.

2.1. La transformada de Fourier en S

Definicién 2.1. Sea f € L*(R"), se define la transformada de Fourier de
f:R" — C por

-~

J€) = [ f(z)e®™ " dz, £ €R",

RTL
donde x - £ = x1& + - -+ + x,&,. También denotaremos a la transformada de

Fourier de f en & por F(f)(£), £ € R™.

Veamos a continuacién el calculo de la transformada de Fourier de una fun-
cién f € LY(R™), que nos introducird la necesidad de considerar dicho operador
en un conjunto de funciones con mejores propiedades.

Ejemplo 2.2. Sea f(x) = Xj_15(x), v € R. Entonces,

(&) = /R f(z)e ™" dy = / 11 o~ 2miTE 1y — %mf (e=2mi€ — (2i€)
~ sen(27€)
2T eeR\ (o),

y f(0) = 2. Veamos que j?gé L'(R). Para cada n € N tenemos que
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n—1)r z nmT Jimn—1)r nm

/ Mdaz > — |sen(x)|dx = —.
(
Por tanto,

00 N
ente) [ entely, g [ enCll,
0

R |7l x N—=oo Jq x
N [e%s)
, 2 2 1
= lim E —_—=— E — = 00.
N—oo nim e n

El ejemplo anterior ilustra que la transformada de Fourier, F, no lleva
funciones de L'(R™) a funciones de L'(R"), por lo que nos gustarfa considerar
este operador en un conjunto de funciones tal que F sea un operador acotado
en dicho espacio y que nos permita invertir la transformada de Fourier, para
asi recuperar la funcion f. Esta clase de funciones “buenas” se conoce como la
clase de Schwartz.

Definicién 2.3. Una funcion f : R®™ — C se dice que esta en la clase de Sch-
wartz, denotada por S(R™), o simplemente S, si [ es infinitamente diferenciable
y todas sus derivadas decrecen rdpidamente en el infinito, es decir,

para cada o, B € Ni se tiene que pas(f) := sup |2*DP f(z)| < co.
zeR™

Noétese que S C L'(R"). En efecto, cada f € S satisface |f(z)] < C(1+|z|*)™",
x € R", para cadan € N. Ademas, probaremos en esta seccién que S es denso en
LP(R™), 1 < p < co. Para ello, debemos introducir el concepto de aproximacién
de la identidad, cuyo nombre es sugerido por jugar el papel de la identidad con
respecto a la convolucién (véase la Proposicion 2.7).

Definicién 2.4. Una aproximacion a la identidad es una familia de fun-
ciones integrables {¢; }1=0 que verifica las siguientes propiedades

a) Para cada t >0, [g, ¢(x)dx = 1.
b) supy [|¢1ll < oo.

¢) Para cada 6 > 0, lim/ |1 (z)|dx = 0.

A las aproximaciones de la identidad también se las denomina niicleos
de sumabilidad. Una forma de obtener una aproximacion a la identidad es la
siguiente: sea ¢ € L'(R™) tal que [, ¢(x)dx = 1. Para cada ¢t > 0, la familia

oi(x) ==t (%) ,reR" t>0,

es una aproximacion de la identidad.
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En efecto, sea t > 0, realizando el cambio de variable y = x/t se tiene que

/n ) (%) de= [ o)y =1

Asimismo, para t > 0 tenemos que

o= e ()], = [ e

Por tanto, tomando supremo a la izquierda de la desigualdad se concluye la
propiedad b) de la Definicién 2.4.

o ()] do= [ Jotw)ldy <o

Por tltimo, sea ¢ > 0. Haciendo el cambio de variable y = x/t obtenemos que

lim "

0(3)]da=tim | I6(w)ldy =0

Donde en la ultima igualdad hemos usado que al ser ¢ integrable, la integral
sobre la regién |y| > §/t se hace arbitrariamente pequena cuando ¢ — 0.

La teoria anterior también nos permite construir ejemplos de aproximacio-
nes de la identidad que son C* y tienen soporte en una bola. Consideramos

=rle ,z <1 1
o(x) = , donde C = [
0 x> 1 R ¥

Puede comprobarse que ¢ € C™ y sop(p) := {z € R" : p(z) # 0} = B(0,1).

Por tanto, pi(z) = t "¢ (z) es una aproximacion de la identidad, es C* y

sop(1) = B(0,1). t

A continuacién, vamos a presentar dos ejemplos de aproximaciones a la
identidad que jugaran un papel importante en esta memoria.

Ejemplo 2.5 (El nicleo de Gauss-Weierstrass). Consideremos {w; }+~0, definido
lz|?

—lz . . .
como wy () := ———=e "4, x € R". Veamos que satisface las tres condiciones de
(4mt)n/2 ’

aproximacién de la identidad. Primeramente, realizando el cambio de variable
x = 2y\/t se tiene que

1 g 2" > 1\ 1 )
dor = —~ e at dr = =Y gy = ~Y du
/ de)da / (amyz® " / (@mp® (w/>H/ v
1 n
= <m) (Vm)"=1.

Por otro lado, como w; > 0, para cada t > 0, b) se deduce directo de a).
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Por ultimo, para § > 0 tenemos

lim ;6_5‘2 dr = lim / ;6_5‘2 dx — / ;6_[:;‘2 dx
10 3155 (47t)"/2 50 \ g (4mt)n/? jo|<s (4mt)n/2

1 2
1 _ || =il g0, | =
1% (1 7Tn/2 ! /,< 5 € dyz) O’
=1 ™oyt

pues a medida que t tiende a 0, el limite toma el valor de la integral en R, que
sabemos que vale 1.

FEjemplo 2.6. Consideremos el nticleo de Poisson en el semiplano superior

A = L) L LeRt>0

n+1

Tz (124 |:1c|2)nT+l

Veamos que es una aproximacién a la identidad.

Sea t > 0. Tras varios cambios de variables, la parametrizacion en coordenadas
esféricas de R” y las identidades de la funciéon Beta, podemos escribir

I (ntL t (= t
/ Pt(x)dx = (n+21 ) / n+1 d'r = (n+21 ) / n+1 dx
n T2 Rn (tQ —+ |l‘|2)T T2 Rn

e+l (1 + (%)2)2

[ (ntl 1 i 1
_ ) / _ 3 / / T
2 Jre (14 [uf?) ED oB(0,) (1 +p?) 2

-1

[

F nT—H) 2’/T2 /OO pn—l d 2 / ST d
- n+1 n n = n S
ETE L, g T ﬁF<§> 0 21+ 5277 51

r
L) et TCR) ()
)Jo (142" VL3 T\ 272

2 >
Como para cada t > 0, P, > 0, al igual que para el nicleo de Gauss-Weierstrass,
b) es directo de a).

Por 1ltimo, sea ¢ > 0. Realizando el cambio de variable z = ty obtenemos

fm [ |P(2)lde =1lm [  Py(x)dz = lim </ Py(x) Py )dx)

r=)
=lim|1- —3~ / dy
=0 T2 Jpy<ese (1+ |y\

pues para t suficientemente pequeno, el area de integracién se aproxima a R"
tanto como queramos.

|ac|<(5
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Proposicién 2.7. Sea {¢;}i~0 una aproximacion de la identidad y sea [ €
LP(R™), 1 < p < co. Entonces,

tim |6, f — fll, = 0.

Demostracion. Como [, ¢¢(y)dy = 1, para cada z € R™ podemos escribir

(¢r % f)(x) — f(z) = . oY) f(z — y)dy — f(x)
= /. o) (f(x —y) — f(x))dy.

Sea ¢ > (0. Como las traslaciones son continuas en LP(R") (véase 1.5), elegimos
d > 0 tal que para |h| < J se tiene que

£

. —h) — P TRV
I7C =R =1l < ST

Por otro lado, para t suficientemente pequeno, por definicién de aproximacién
de la identidad, se tiene que

£

A@H@@”<MUM‘

De esta forma, en virtud de la desigualdad triangular y la desigualdad integral
de Minkowski, para t suficientemente pequeno obtenemos que

oe(y)(f(-—y) — f())dy

ly|<d

oe(y)(f(-—y) — f())dy

ly|>0

H@*f—ﬂbé‘

p

A

p

owldy+ 2151, |

[9e(y)|dy < e.
ly|>d

<ot/
2Sllpt>0 ||¢t||1 ly|<é

Teorema 2.8. S(R") es denso en LP(R"),1 <p < 0.

Demostracion. Sean f € LP(R™) y ¢ > 0. Definimos, para cada M € N, la
funcién

f(@), st [z <My |f(z)| < M,

0, en otro caso.

Para cada 1 < p < oo, se tiene que
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|f(2) — gu ()P < 27| f(2)P, x€R™

Ademas, es claro que, para cada x € R", gy () — f(x), cuando M — oo.
En virtud del Teorema de la Convergencia Dominada, para M suficientemente
grande obtenemos que

€

If = gumllp < 9
Ahora vamos a aproximar gy, por una funcién de S(R"), para ello, llamemos
g = gum, que es acotada y de soporte en B(0, M), y usemos el método de

regularizacion, convolucionando g con una aproximacién de la identidad {¢; }i~0
que sea infinitamente diferenciable (C*°) y sop(¢;) = B(0,t), para cada t > 0.
Veamos que g * ¢; € S(R™), con soporte en un conjunto acotado fijo, para cada
t > 0. En efecto, como para cada ¢t > 0 podemos escribir

G200 = [ gt —ydy, R

se tiene que |z| < |z —y|+|y| < t+ M. Por otro lado, como para cada z,y € R"
y v > 0 se verifica |z|7 < (lz—y|+|y])" < 27 (Jx —y|” + |y|”), para cada
a, 8 € Nj tenemos que

2D (g < 6)(a)| = | [, o)D" oo~ v)dy

ly|<M
lz—y|<t

< 9l [ 9| (1 — 51+ [y]) [D2u(x — )| dy
yl<M
lz—y|<t

< K<||9||1 sup | 2|/ D¢, ()]

zER"
+ sup |D%¢y(2) Ig(y)llyl'ﬁdy) < 0.
2€R" lyl<M

Asi, g * ¢, € S(R™),Vt > 0. Por otra parte, por la Proposicién 2.7 se tiene que
para t suficientemente pequeno

lg =g dullp < /2.

De esta forma podemos concluir que, para t suficientemente pequeno y M sufi-
cientemente grande,

1f = gxllp <Nf = gllp +llg — g% dull, <e
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Nuestra intencién es definir la transformada de Fourier en S y probar sus
propiedades principales, asi como la férmula de inversién. Como S C L!'(R"),
la transformada de Fourier para f € S se define tal y como lo hemos hecho
para L'(R™). A continuacién probamos las propiedades fundamentales de la
transformada de Fourier.

Lema 2.9. Sean f,ge S y h € R™

1. (Linealidad) F(\f + pg) = )\]/t\/—i\— ug, VA, u e C.
2. (Traslacion) F(f(- + h))(€) = f(£)e*™ihE, € € R™.

~

3. (Modulacion) F(fe*™ ) (&) = f(€ —h), £ € R™.
4. (Dilatacion) Sea A > 0. Si g(x) = X"f(A\'x), z € R", entonces g(§) =

FA), €eR ~
5. (Acotacion) || flleo < Ifll1 vy f es uniformemente continua.
6. (Lema de Rz’emann—Lesbegue)‘gllim f(&) =0.
— 00

7.F (] 9)(€) = [(€)3(6). € € R
8. Para cada j =1,...,n, se tiene que F (%) &) = 27ri§jf(§), £ e R

9. Para cada j =1,...,n, se tiene que F(—2miz;f)(§) = g—gf;(f), £ eR.
10. [ fg= [ fg.

Demostracion. 1. Sean A\, u € C. Por la linealidad de la integral se tiene que

FOS+9)©) = [ (O + ng)(w)e <o

2. Realizando el cambio de variable x + h = y, podemos escribir

F(fC+n)E) = | flx+h)e e = [ f(y)e 2=y
RTL

R

_ 62m'h-§ f(y)ef%riy-ﬁdy — eZWih-&f(g)’ g c R™.
R’ﬂ
3. Tenemos que

f(f62ﬂih~x) (6) — / f(m)e%rih-xe—%rix-{dx

R

:/ f(x>€72ﬂ‘ix-(§7h)dx _ f(f . h), £ € R
Rn



16 2 Una introduccién a la transformada de Fourier

4. Consideramos g(x) = A" f(A"'x), z € R", y realizamos el cambio de variable
y = A\ 'z, obteniendo

L’q\(g) — /n )\—nf()\—lm)e—zm’x{dx _ /n f(y)e—Qm'Ayfdy

= f(\), £ e R™.

5. Para cada & € R" se tiene que

fx)e ™8y

Rn

o) =

—2mix-€ _
< [ r@ilemear = [ s

Por tanto, tomando supremo de £ € R™ se tiene la desigualdad.

Para probar la continuidad uniforme, observamos que, para cada & € R" y
{& tren = {€ + e bren C R™ tal que pgp — 0 cuando k — oo,

’ ~ ~

f(f) — f(fk)‘ < . \f(x)He*Q”I{(l _ e*?ﬂ'iaz-#k)’dx — . |f($)H1 _ 6727rix-,uk|d$

<2 [ |f(z)|dzr < oc.
Rn

Como el integrando, |f(z)||1 — e ?™@#k| tiende a cero cuando k — oo, del
Teorema de la Convergencia Dominada se tiene que

o~

lim sup | 7€) — F(&)| = 0.

k=00 ¢crn

6. Nétese que podemos escribir

-~ L~

F&)=—fe) = | f@eos(eiyie = — [ fle)e ) ar, ¢ e mY.
R™ Rn

Realizando el cambio de variable y = x — %, tenemos que

f&) =~ / / (y + ﬁ) e Wy, £ e R

Por tanto,

)f(ﬁ)‘ = ‘1 . f(x)e 2miws _ f (x + § ) o= 2T ]

2 2|¢[?
1 13 "
§/Rn f(x)—f<x+2|§‘2> dr, ¢eR"

IN
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Como las traslaciones son continuas en L'(R™), se tiene que

f@) - f (:c+ %)

7. Hacemos el cambio de variable x — y = u y obtenemos que

dx = 0.

1
|€]—o00 2 |¢|»o0 Jgn

e © = [ ([ swate—y) s
/ f —27riy~fe—27riu~§dydu
n RTL

= [ stwemtan [ ey = fieao. € e v

8. Aplicando integracién por partes se tiene que

‘; (-[A f ) / (/ a$ —Zﬂ-’baj‘gdx]) uml o .. (lx]_ d:l’,'] ... d n
:C.] Rn— 1 J 1 X
Rnfl R — +1

= 2mi; fx)e ™= 8dy = 27rz'§jf(§), £ e R™
Rn

9. Sea {h,}neny C R cualquier sucesién tal que lim, . h, = 0. Es claro que
—2mix; (§J+hn) 27T7lzj§j

85].6*2”159' = lim,, o0 & - . Del Teorema del valor medio se tiene
n
. —2mix; (§;+hn)  —2wix &;
que, para n suficientemente grande, | ————— ! ile2mies (€ 0hn)
n

para cierto 6 € [0, 1]. Por consiguiente,

672#i$j(§j+hn) _ 67271’1'33]'6]'
ho,

< 27|ay|| fx)||eF Zaizn Tk pm2mimibhn | < O || f(2)],  ct.x € R

‘f(a:)e%izmq;i# zi&i

Entonces, como z; f es integrable, del Teorema de la Convergencia Dominada se
sigue que

F(—2miz;f)(§) = /n(—27rixjf)(x)62””£dx (f(x)e 2m€) da

R™ afj
o) —2mix-§ af n
-5 ([ f@eresa) = o). ceme

10. Aplicamos el Teorema de Fubini y obtenemos
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~

Pt = [ ([ sy ) a
= [ s ([ i) an= [ sway

a

R

Todas las propiedades anteriores (excepto las 8 y 9) son ciertas para fun-
ciones f,g € L'(R"™). Para probar la propiedad 8 hay que asumir ademds que
0y, f € L'(R™) y que f decae a 0 cuando |x;| — co. Para probar la propiedad 9
hay que anadir la hipdtesis de que z;f € L*(R").

Lema 2.10. Si f(z) = e ™ 2 € R, entonces f(&) =P ¢ e R™

Demostracion. Sea f = e ™ 2z € R*. Como fes el producto de n integrales
idénticas, actuaremos en R, considerando la funcién f(x) = 677@2, r € R. Esta
f es la solucion de la EDO siguiente

u' + 2rzu =0
u(0)=1.
En efecto, integrando ’% — —27z tenemos que |u(x)| = Ce ™ y aplicando la

. e o e e _ 2 . ~
condicién de inicio tenemos que: u(x) = e~ ™ . Por otra parte, se tiene que u

satisface
(W) +2r&u =0
u(0)=1.

En efecto, de la propiedad § vista en el Lema 2.9 se tiene que
0 = F(u' + 2mzu)(€) = /(&) + 2rzu(€) = 2micu () + 2nzu(€), £ €R.

Este hecho, junto con la propiedad 9 vista en el Lema 2.9, indica que (u(§)) =
F(—2mizu)(§) = —2n€u(§), £ € R, y por tanto se verifica la ecuacién. Por
tltimo, se cumple la condicién inicial, pues u(0) = [, u(z)dz = [, e ™ dr = 1.
Por la unicidad de soluciones de la EDO concluimos que @(§) = e ™", ¢ € R.

O

Definicién 2.11. Sea f : R" — C, una funcion reqular (suficiente C*(R™)).
Definimos el Laplaciano de f como Af :==>." 02 f

=1 "x;J

Lema 2.12. Sea f € §. La transformada de Fourier del Laplaciano de f es

(CAD)(E) = 42 f(©) (Z sﬁ) = 4?|PF6), €eR™.

k=1
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Demostracion. Como la transformada es lineal, vamos a calcular —89%], f para
cada j =1,--- ,n. Yaque f € S, tanto f como sus derivadas decaen a cero en
el infinito. Entonces, aplicando integracion por partes dos veces obtenemos que

— o~ o~

() = 2ty [0, f(w)e e dn = ~(2mi6y P e) = 1n2 i), € € R

Finalmente, de la linealidad de la transformada, concluimos que

F(=Af)(©) = 47> f (€ (Z@) — 47?EPF(E), €ER™

Observacion 2.13. 1. Es directo deducir que, en general, para f € S, a;n/}(g) =
(2m’§j)mf(§), ¢ €R" m € Ny en consecuencia
F((=A) )€ = (An?EP)*f(§), LR keN. R

2. De la prueba del apartado 9) del Lema 2.9 también se deduce que D?f(¢) =
F ((=2mi)PlzP f) (€), £ € R", B € N™

3. Dado £ un operador dlferenmal y feStal que Lf € §, a la funcién m tal
que LF f(&) =m(&)f(&), £ € R, se le denomina multiplicador o simbolo de
Fourier.

Ya estamos en condiciones de probar la férmula de inversion para la trans-
formada de Fourier.

Teorema 2.14. (Férmula de inversion) La transformada de Fourier es un apli-
cacion continua de S a S tal que

f@) = [ Jleema, zer

Demostracion. Vamos a probar la continuidad de la transformada de Fourier.
Sea o, B € Nj y f € S. En virtud de la observacién anterior y las propiedades 9
y 8 del Lema 2.9, tenemos que

eDPf(€) = CEF (2P f)(€) = CF(D*(°f))(€), € € R™

Por tanto, usando el hecho de que (1 + |z|™)|D7 f(z)] < C,VN € N,y € NI, se
tiene que

er'fo|<c [ P =c Y (%) [ P

<o
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o 1
<C —d
<O ()l [, Tt

<C (a)p(;ﬁ(f),5:max{5—a+7+n+1,n+1},§€R".

Como hemos logrado acotar la expresién por una combinacién lineal de semi-
normas de f, que sabemos que son finitas, podemos concluir la continuidad de
la transformada de Fourier en S.

A continuacion, vamos a probar la formula de inversién. Sean f, g € S. Haciendo
uso de las propiedades 4 y 10 de el Lema 2.9 y el cambio de variable Ax = y,
para cada A > 0 podemos escribir

| a0 wamay = [ r@ioeds = [ Faargta,

]Rn
es decir,
FOD)g(@)dr = | fla)g(A')da.
R™ R7
Como f,g € S, entonces f,fq\ € S y podemos intercambiar el limite con la
integral, de modo que al tomar A — oo obtenemos

10) [ Gartr=g00) [ Fia)ds

R

—mla|?

Si tomamos g(z) = e , por el Lema 2.10 se sigue que

~

f(0) = () d.

R’ﬂ
Es decir, hemos probado el resultado para x = 0. Ahora basta observar que
f(x) = f(0+z) =: (1.£)(0), z € R, y usar la propiedad 2 de el Lema 2.9 para
obtener

f@) = @HO) = | FE)Ed= | Jleerd, = R

R

~

Corolario 2.15. Sea f € S. Entonces, F(f)(z) = f(—=z), z € R™.

Demostracion. En virtud del Teorema 2.14 sabemos que
f@)= [ F)e*m=ede, x e R™.
Rn

Por tanto,

~ ~

f(=z) = . f(©e 7 =iqe = F(f)(x), = € R™
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Observacion 2.16. Del resultado anterior se deduce que la transformada de Fou-
rier tiene periodo 4.

2.1.1. La transformada en LP,1 < p < 2

Hasta el momento hemos visto que la transformada de Fourier la pode-
mos definir en el espacio de Lebesgue L'(R"). En esta subseccién probaremos
que podemos extender la definicién a L*(R™) y, como consecuencia, usando un
resultado de interpolacién, podremos definirla en LP(R"), 1 < p < 2.

Lema 2.17. Sea f € S. Se tiene que || f]l2 = || f]2.

Demostracion. Sean f,h € §. Consideremos g = h. Entonces, § = h y, aplicando
la propiedad 10 del Lema 2.9, obtenemos que

/nfE: Rnfﬁ

Por tanto, tomando h = f se tiene que ||ﬂ|2 = | fl2- O

Teorema 2.18. La transformada de Fourier es una isometria en L*(R™), es
decir, para cada f € L*(R™) se tiene que

FeL*®R) y || flla = |Ifll2- (Identidad de Plancherel)

Ademas,
1 f(§) = Mm [, _p flx)e?""¢da, € € R",
2. fx)= lm [, _p F(E)e*mivEde, ¢ e R,

donde los limites son en L*(R™).

Demostracién. Sea f € L*(R"), en virtud de lo visto en el Teorema 2.8, sabemos
que S es denso en L%(R™), por tanto, existe una sucesion de funciones { f,, }nen C
S tal que f, — f, cuando n — oo, es decir || f, — f|l2 — 0, cuando n — co. En
vista de que la sucesién {f, }nen es de Cauchy y de lo visto en el Teorema 2.17,
sabemos que dado € > 0, existe N € N al que, para cada n,m > N,

1o = Fonlls = |l fn = Fmll2 < &

Es decir, la sucesién {f;}neN es de Cauchy y por la completitud de L?(R"),
converge. De esta forma, definimos la transformada de Fourier para funciones
en L*(R") de la siguiente forma

fi=lm f,

n—o0
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donde el limite es entendido en sentido de L?(R™).

A continuacién, veremos que esta definicion no depende de la sucesion escogida
inicialmente y que se verifica la igualdad de Plancherel. Primeramente, supon-
gamos que existe otra sucesion {g, }nen C S tal que g, — f, cuando n — oo en
L?*(R™). Entonces, para € > 0 y n suficientemente grande se tiene, de nuevo a
consecuencia del Teorema 2.17, lo siguiente

1f = nllz < f = fall2 + [1fn = Gull2
<\f = fallz+ 1fn = fll2 +1F = gull2 <&

Por 1ltimo, es directo del Teorema 2.17 que podemos escribir lo siguiente

[fll2 = M [[fulls = M f| fullz = [[F]]2-
n—oo n—oo

La demostracién de las propiedades I y 2 se pueden hacer de forma analoga,
por lo que procedemos a probar 1. En virtud del Teorema de la Convergencia
Dominada, se tiene que,

/ |f - XBoO.R) — fI*> =0, cuando R — oo,

estoes, f-XxBo,r) — [ en L?*(R™). Entonces, al ser la transformada de Fourier un

operador continuo (es una isometria) en L*(R"), se tiene que F(f - xp(o,r)) — 7,
en L*(R™). 0

Observacion 2.19. También podemos definir la transformada de Fourier inversa
en L?(R"). Sea f € L?(R"). Entonces existe una sucesién { f, }nen C S tal que
| fn — fll2 = 0, cuando n — oo. Por tanto, esta sucesién es de Cauchy y dado
e > 0,dNy € N tal que para cada n,m > Ny, podemos escribir

€ > an - fm||2 = ||‘F(~F_1(fn)) _F(f_l(fm))HQ
= Hf_l(fn) _]:_l(fm>||2a

donde en la tltima igualdad hemos usado la identidad de Plancherel. Por tanto,
{F 7Y f1) }nen es una sucesién de Cauchy en L?(R") y de la completitud de este,
la sucesién converge. De esta forma definimos la transformada de Fourier inversa
en L?(R") de f por

FUSf) = lim F'f,. (2.1)

n—o0

De forma andloga a como se vio en la prueba del Teorema 2.18, se puede
comprobar que esta definiciéon no depende de la sucesion elegida. A continuacién,
veamos que efectivamente esta definicion es una inversa de la transformada de
Fourier.
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Sabemos que f, = F Y(F(fn)) = F(F*(fn)) — f, cuando n — oo en L*(R™).
Como F(f) = lim, oo (F(fn)), F(fn) € Sy F(f) € L*(R™), en virtud de (2.1)
tenemos que

FUF() = lim F7HF(fa)) = lim fo = f.

n—oo

Ademds, como f, — f en L?*(R"), entonces de (2.1) y de la continuidad de F
en L?(R") se deduce que

FES) = lim FE(f) = Hm fo = f.

De esta forma, queda probado que el operador F ! definido por (2.1) es el inverso
de la transformada de Fourier en L*(R").

Hemos visto que podemos definir la transformada de Fourier en L?(R™),
pero nos gustaria saber si para funciones f € L'(R") N L*(R"), esta definicién
de la transformada de Fourier en L?*(R™) coincide con la definicién usual de
la transformada en L'(R") y en qué sentido. El siguiente resultado, nos da la
respuesta.

Corolario 2.20. Si f € L'(R") N L*(R"), entonces la transformada de Fourier
definida para funciones de L*(R™) coincide para c.t. v € R™ con la definicion
ordinaria para funciones en L'(R™).

Demostracién. Sea f € L'Y(R™) N L*(R™). Entonces, procediendo como en la
prueba del Teorema 2.8, podemos construir una sucesién {f,}nen C S tal que
| fu — flli + |Ifa — fll2 = 0, cuando n — co. De este modo, tenemos que

15, = Fle = sup 172(6) = Fie) = sup | [ (fula) = s
£eR™ n

£eRn

< / Fal@) = F@)lde = o= flli = 0, n— 0.
s

Es decir, fAn converge uniformemente a f Ademas, por definiciéon sabemos que
F(f) = lim,, 00 f en L*(R™), y por lo visto en el Lema 1.6, existe una subsu-

cesién {fn, }en tal que lim;_,q fn\](é) = F(f)(&) para casi todo £ € R™. De la
unicidad del limite, concluimos que F(f) = fetp.

Corolario 2.21. Sea 1 < p < 2. Si f € LP(R"), entonces f € L¥ (R™) y || f]l,» <
|| fllp, siendo p' el exponente conjugado de p.

Demostracion. Probemos primeramente los casos parap =1y p = 2. Si f €
LY(R™), del apartado 5 del Lema 2.9 tenemos que || f|oo < ||f]l1. Por otro lado,
si f € L*(R"), del Teorema 2.18 tenemos que HfHQ = fll2-

Sea 1 < p < 2. Entonces, existe 6 € (0,1) tal que % = 1—6’—1—%, y en consecuencia

i = ¢. Del Teorema 1.9 se tiene que || f|l, < || f]l,. O
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A continuacién, vamos a aplicar los conocimientos adquiridos en este
capitulo para hallar la solucién de la ecuaciéon del calor. Ademads, en el siguien-
te capitulo veremos que esta familia de soluciones conforman un semigrupo de
operadores.

2

W@’%,z € R"t > 0 (Nuicleo de
Gauss-Wierstrass). En el Ejemplo 2.5 hemos probado que w; € L'(R™).
Ademas, No es dificil probar que para cada t > 0y 1 < p < 0o se tiene que
|lwe|l, < oo. Por otra parte, para cada t > 0y 1 < p < oo, la aplicacién T; :
LP(R"™) — LP(R™) definida por T} f := w; * [ estd bien definida para f € LP(R™).
En efecto, si 1 < p < oo, en virtud de la desigualdad de Holder tenemos que

Ejemplo 2.22. Consideramos wy(z) =

T ()] = / wi(r — 2)f(2)dz| < e — )l
Rn
— el fllp < 00, = € R,

mientras que si p = 0o, se tiene que |T;f ()] < || f||oo||lwtllr < o0.
Consideremos ahora la ecuacion del calor. Sea f € S. Buscamos soluciones
clasicas de

{&u(z,t) = Ayu(x,t), ze€R"t>0 (2.9)

u(z,0) = f(z), =z eR™
Supongamos que la solucién es suficientemente buena, de modo que podemos

aplicar la transformada de Fourier en la variable espacial. Obtenemos asi la
siguiente ecuacién diferencial en el lado de la transformada

{ata(g,t) = —4Ar?¢Pug,t), E€R™t>0 23)
U(E,0) = f(&), EeR™. '

Resolviendo la ecuacién diferencial en la variable temporal tenemos que
UEt) = e mEPFE), £ eRY, >0

es la solucién de (2.3). De esta forma, deshaciendo la transformada de Fourier
tenemos que

u(z,t) = / 674”2‘5|2tf(§)62”x5d§, reR"t>0.

Queremos ver que 6_4”2|5‘2t]?(£) = Flw * [)(&),€ € R", y de esta forma obtener
que u(z,t) = (w* f)(x). Aplicando el punto 7 del Lema 2.9, bastaria comprobar
que W (&) = e4m°lEPt ¢ € R" ¢ > 0. En efecto, haciendo el cambio de variable

u=3 \/”7% 7 obtenemos que
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-~ _ 1 _la? —2mix§
wt(f) = /Rn W@ (& dx

= [ e m g = F () (VR € e R
Aplicando ahora el Lema 2.10 concluimos que
Gie) = F () @vmvig) = e = R g e R 4> 0,

Como queriamos comprobar. Por consiguiente, T; f = w;* f es la (\inica) solucién
de la ecuacion del calor (2.2). Ademads, de la regularidad del nicleo de Gauss-
Weierstrass se sigue que Ty € C*°(R"),Vt > 0y como & C L*(R"), en virtud de
la desigualdad de Young se sigue que T;f € L?(R"), luego queda justificado el
uso de la transformada de Fourier.

En este punto ya estamos en condiciones de introducir el concepto de se-
migrupo de operadores. En el préximo capitulo comprobaremos que el ejemplo
anterior cumple la definiciéon de semigrupo.
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Teoria de semigrupos de operadores.

El objetivo de este capitulo es presentar al lector los conceptos de semigrupo
de operadores y generador infinitesimal, asi como sus propiedades principales.
Para ello, en la primera seccién iniciaremos con la definicion de semigrupo,
luego introduciremos los semigrupos uniformes y fuertemente continuos y el
concepto de generador infinitesimal, asi como algunas propiedades relevantes. A
continuacion, en la segunda secciéon, presentaremos el concepto de subordinacién
y estudiaremos el proceso de obtencién de semigrupos para operadores positivos
mediante este proceso.

3.1. Semigrupos uniforme y fuertemente continuos. El
generador infinitesimal.

Para elaborar esta primera seccién, seguiremos las referencias [3] y [9].
Introduciremos los semigrupos de operadores, el generador infinitesimal y reco-
geremos las propiedades que seran relevantes para el siguiente capitulo.

Definicién 3.1. Sea X un espacio de Banach. Escribimos £(X) para denotar
al espacio de los operadores lineales y acotados de X en X.

Definicién 3.2. Sean X un espacio de Banach y {T;}1>0 C £(X). Decimos que
la familia {T}}e>0 es un semigrupo si verifica lo siguiente

1.Ty =1, donde I es el operador identidad.

2. Tyys = TiTs, Vt, s > 0 (Propiedad de Semigrupo).

Definicién 3.3. Sean X espacio de Banach y {T}}>o un semigrupo. Se dice que
es uniformemente continuo si

T, — 1

ex) — 0, cuando t — 0.

Es decir, limy_oT; = I en el sentido de (£(X),] - [|ex))-

Asi mismo, diremos que un semigrupo es fuertemente continuo o Cy-
semigrupo si para cada x € X verifica lo siguiente
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|Tix — z||x — 0, cuando t — 0.
Es decir, lim; o Tyx = x, Yz € X en sentido de (X, || - || x)-

De ahora en adelante no especificaremos a que norma nos estamos refirien-
do, pues se sobrentiende por el contexto.

Lema 3.4. Sean X un espacio de Banach y {T;}+>0 un semigrupo. Si es unifor-
memente continuo, entonces es Cy-semigrupo.

Demostracion. Supongamos que {7} }>¢ es uniforfemente continuo y sea x € X.
Entonces se tiene que

[Tew = xf| = (T; = Da|| < [T = I[|jz[] =0, ¢ —=0.
O

Proposicién 3.5. Sea X un espacio de Banach y {T;}i>0 C £(X) un Cy-
semigrupo. Fxisten M > 1 yw € R tal que

T < Me**,t > 0.

Demostracion. Primeramente, nétese que || Tp|| = ||I]| = 1, luego en este caso
M =1, w= 0. Ahora, veamos que existe un M > 1 tal que para todo ¢ € [0, 1],
|T:|| < M. En efecto, de no ser asi entonces para cada n € N, existe 0 < ¢, < 1
tal que lim, oo t, = 0y ||13, || > n. De esta forma, lim, . ||7},| = oo y por
el Principio de Acotacién Uniforme se tiene que g € X tal que ||T}, xol —
00, cuando n — oo, lo cual es absurdo pues T;xg — xg, cuando t — 07. Ahora,
dado t > 1 podemos escribir t = s +n, siendon € Ny 0 < s < 1. De la
propiedad de semigrupo y como n <t se sigue que

ITi = ITLll < | TINT " < MM™ = Men*OD < Metest),
Luego, tomando w = log(M) se tiene que ||T;|| < Me™. O

Observacion 3.6. Si w = 0 decimos que el semigrupo {7};};>¢ es uniformente
acotado; ademds, si M = 1, es decir, ||T;|] < 1, diremos que el semigrupo es
contractivo.

Proposicién 3.7. Sea X espacio de Banach y {T}}i>0 € £(X) un semigrupo de
operadores. Si {T;}i>0 es uniformemente continuo, entonces la aplicacion

¢ [0,00) — £(X)
t — T

es continua. Por otra parte, si {T;}i>0 es Co-semigrupo, entonces para cada
x € X la aplicacion

t — Tx

es continua.
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Demostracion. Supongamos que {7} }:>o es uniformemente continuo. Nétese que
parat = 0,7 = I es continuo. Consideramos t, > 0y veamos que 7}, es continuo
por la derecha. En efecto, de la propiedad de semigrupo, Vs > t, suficientemente
cercano a tg se tiene que

1T, = Tell = Tuo [l = Tl
y como el semigrupo es uniformemente continuo
11— Tyl =0, s—tg.

Por otra parte, de la Proposiciéon 3.5 se tiene que dM > 1,w € R tal que
| Ts|| < Me*,Vs € [0, t], entonces

[T = Tell < | TlllITe—s = 1[I =0, 5 = 1g

La prueba para Cy-semigrupos no se realizard porque es completamente analoga
a la realizada. O

Procedemos a presentar algunos ejemplos ilustrativos de semigrupos.

Ejemplo 3.8. Para cada f: R — C y t > 0, denotamos los operadores traslacién
por la izquierda a:
TH(f)(s) = f(s +1), s€R,

y traslacién por la derecha a:

T (f)(s) = f(s—1), seR

Las traslaciones {T!'}>0 v {T} }+=0 son semigrupos. En efecto, sean ¢,z > 0 y
f R — C. Entonces se tiene que

T5(f)(s) = f(s +0) = f(s) = I(f)(s), se€R.

Ti (F)(s) = f(s+t+1) = TH(f)(s + 1) = T} (T;(f) (5). s€R.

La prueba para las traslaciones por la derecha es andloga.

Algunos de los espacios donde estos operadores son isometrias son los si-
guientes

1 (LP(R), [ []p), 1 < p < o0,
2 (Cy(R), || - |loo), donde C}, denota el conjunto de las funciones continuas y
acotadas.
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Vamos a probarlo para {T} };>o (para {17 }+>o es andlogo). Veamos que en
(LP(R), ||-||) la traslacién es una isometria. Sean f € LP(R) y t > 0. Realizamos

el cambio de variable s = s — ¢, y obtenemos que

O = 17+ 0l = ( [ 166+ opas) " ([ @) Y i

Y I Tiflloo = supger [f(t + 5)| = supscg |f(8)] = [ fllco; Tuego {T}}izo es una
isometria.

Veamos ahora para (Cp(R), || - ||o). Sean f € Co(R) y t > 0. Es claro que

ITH) o = 7G4 0)lloe = mx (s + 0] = s | £ ()] = 1/

En el capitulo anterior, introdujimos el nticleo de Gauss-Weierstrass, wy.
Veamos que podemos definir una familia de operadores integrales con el nticleo
wy de manera que sea un Cy-semigrupo.

Ejemplo 3.9. Sea 1 < p < oo. Para cada f € LP(R™), definimos

wt*f, t>0

{th}tZO = { fot=0

Veamos que, efectivamente, define un Cy-semigrupo en LP(R"). En primer lugar,
nétese que para cada f € LP(R") y t > 0 se tiene que |T3(f)(x)] < [Jwell || fll, <
oo, x € R", y [|Tifll, < T2l f]|p- Por consiguiente, {T}}:>0 estd bien definido
v {Ti }i>0 C £(LP(R™)). Por otro lado, recordemos que w; € L'(R") y podemos
escribir

Fwy * wy) (€) = F(wy) Fluws)(€) = e APt IePs — o—4n*leP(+s)
= F(wirs), t,s>0.

Asi, como e4m PPt ¢ L'(R™) para cada t > 0, aplicando transformada de Fourier
inversa obtenemos que
Wirs = Wy ¥ wg, t,5 > 0.

Por consiguiente, en virtud del Teorema de Fubini, para cada f € LP(R™) se
tiene que

L) = [ ) [ ooz =)y
~ [ 10 [ wlante — = - gy
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— [ rle = )y = Te(Hla), z R L5 20

Noétese que el uso del Teorema de Fubini estd justificado porque |T,,(f)(z)| <
lwallp [ fllp < 00, z € R, u> 0.

De esta forma, {7;};>0 es semigrupo en LP(R"). Veamos ahora que es un Cj-
semigrupo. Este resultado es corolario directo de la Proposicién 2.7, pues wy
es una aproximacion a la identidad (vease el Ejemplo 2.5). Esto nos permite
concluir lo siguiente

lim o+ f = fll, =0, Vf€LPR"),1<p< oo,
e
que es la definicién de Cy-semigrupo.

Por 1ultimo, veamos un ejemplo de semigrupo uniforme continuo. Traba-
jaremos en el espacio finito dimensional C", donde cada elemento de £(C") se
puede identificar con un elemento de M, (C), las matrices n x n con coeficientes
complejos.

Proposicién 3.10. Sea A € M,(C) yt >0, la serie
etA _ i tk:Ak
' k!

k=0

converge uniformemente. Ademds, la funcion

Ry — M,(C)

t — e

es continua y verifica que

e(t—l—s)A _ €tA€SA, ts> 0
=T

Demostracion. Como M, (C) es un espacio de Banach y
— tFA*
2
k=0

deducimos que, la serie Y - % converge, es decir, 3B € M, (C),e!* = B =

Yo %. Por otro lado, en virtud de la convergencia absoluta se tiene que para

s,t >0,

] k k
< ﬂ:et“‘<oo, £ 0

k=0
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L th AR & sJAJ =k ATk ’“A’“
tA _sA
t=D Z o
k=0 7=0
0o : g . :
S (2) e 3 *ﬁ” R
§=0 J* =0 J=0 J:

=0 k=0

Ademss, no es dificil comprobar que €’ = I. Ahora, para ver la continuidad

observamos que el*M4 — ¢4 = ¢t4(ch4 _ ) vt h € R. Como

= hEAF
ZT —1—0, h—0,

= RPIAI
|

k=1

concluimos que
lim || eMA — et < lim [|et[|| " — I|| =0, V¢ > 0.
h—0 h—0
g

Lema 3.11. Sea X espacio de Banach, yT € £(X). Si ||T|| < 1, entonces [ =T
es un operador invertible y ademds, se verifica que

= iT’“.
k=0

Demostracion. Consideremos la sucesién de sumas parciales

S, = i T*
k=0

y veamos que es una sucesién de Cauchy en £(X). Para cada p,q € N tales que
p > q, se tiene que

p 1 +1 +1
7 =T 17|
15p = Sll < 1T = < ,
b Sl 2 L[] 1= [T

k=q+1

luego, tomando ¢ — oo obtenemos que {S,},en es una sucesion de Cauchy en
£(X), y de la completitud de este espacio se sigue que lim, o S, = > ooy T*
existe y pertenece a £(X).

Por otro lado, como Ziio Tk converge, se tiene que lim, .o 7" = 0, luego
podemos escribir

(I—-T) lim S, = lim (I - T)S, = lim S,(I —T) = lim <Z T — ZTk+1>
k=0

n—00 n—00 n—00
k=0

— lim ([ -T"") =1

n—o0

Concluimos que I — T es invertible y (I —T)~' =72 T*. O
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Definicién 3.12. Sean X un espacio de Banach y {T;}+>0 C £(X) un semigru-
po. El operador lineal A : D(A) C X — X definido por

_ +
Az = lim Tifz) — = = 0" T(x)
t—0+ t ot

, x€D(A)

t=0

se denomina generador infinitesimal del semigrupo {T}}i>0, donde D(A) es el
dominio de A, dado por

D(A)_{xeX/H lim W}

t—0t

Teorema 3.13. Sea X un espacio de Banach. Un operador lineal es el generador
nfinitesmal de un semigrupo uniformemente continuo en X si, y solo si, es
acotado en X.

Demostracion. Supongamos que A es un operador lineal y acotado en X y de-
finimos {T}}+>o como

T _ etA I i (tA)n
t — T —~ n' )

donde entendemos la serie infinita como el limite de las sumas parciales en £(X).
Para comprobar que estd bien definido, procedemos como en la prueba de la

Proposicién 3.10 y comprobamos que para cada t > 0, T, € £(X), ||Ti]|ex) <
etllAllex) y

T, — 1| = < (e —1) =0, t—o0"

> (tA)"
> <

n=1

Por tanto {7}}:>¢ es uniformemente continuo. Por otro lado,

tnflAn
Z n!

n>2

t

T — 1
t

A==

= [|A(T; = DIl < AT, = I — 0, t—07,

luego A es el generador infinitesimal del semigrupo.

Por otro lado, sea {T}}+>0 un semigrupo uniformemente continuo. Es claro que
fijado e > 0, existe § > 0 tal que ||T; — I|| < &,0 < s < 6, luego para 0 < h < ¢

se tiene que
1 [h h
HI _ —/ Tyds / (I—T.)ds|| <. (3.1)
h Jo 0
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Fijamos h > 0 suficientemente pequeno tal que ’ I - 711 foh TSdsH < 1. Entonces,

por el Lema 3.11, sabemos que %foh Tsds es invertible, y por tanto foh Tyds es
invertible. De esta forma, para 0 < t < h tenemos que

1 h 1 h h 1 htt h
—(T; — I)/ T.ds = — (/ Ty eds —/ T8d5> == (/ T.ds —/ Tsd5> )
t 0 t \Jo 0 t\J; 0

Entonces se tiene que

-1

h+t t h

- Tuds — [ Tud

TttI: h St Jo 8(/ Tsds) L 0<t<h
0

Noétese que para cada p > 0 se tiene que lim;_,o+ % fppH Tids =T,. En efecto,
1 p+t 1 p+t
lim — Tids —T,=0<« lim — (Ty —T,)ds =0

+ +
t—0+ ¢ o t—0 P

t—0t ¢

T et
& lim —p/ (Ts—,—1)ds =0
o

T t
& lim —p/(Tu—I)du:O,
0

t—0t+ ¢

y esto es cierto, en virtud de (3.1) y de la continuidad de 7T},. Por tanto,

-1 1

= (T, — 1) (/OhTSds)_ ,

-1
esto es, (T, — 1) ( foh Tsds> € £(X) es el generador infinitesimal de T;. O

t—0+ t t—0+ t

h+t t h
T 1 Tuds — [ T.d
i B e 5 = Jo Tuds (/ Tsds)
0

De la prueba del resultado anterior deducimos que si {73 }+>0 es un semigru-
po uniformemente continuo en X, entonces su generador infinitesimal A € £(X).
Sin embargo, A es también generador infinitesimal del semigrupo uniformemen-
te continuo {etA}tZO. Por tanto, debemos preguntarnos si ambos semigrupos
coinciden. El siguiente teorema responde a esta pregunta.

Teorema 3.14. Sean X un espacio de Banach y {T;}+>0, {St }+>0 dos semigrupos
uniformemente continuos de operadores lineales y acotados en X. Si se verifica
que

T, — I —1
lim 2= A= g 2 ,
t—0+ t t—0+ t

entonces Ty = S; ,Vt > 0.
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Demostracion. Sea T > 0 fijo. Vamos a probar que S; = 13,0 < t < T. De
la Proposicion 3.7 y la continuidad de la norma se deduce que las aplicaciones
t — | T;|| y t — ||S¢]| son continuas. Ademds, por ser [0,7] un compacto,
tenemos por el Teorema de Weierstrass que 3C° > 0 : ||T;]|||Ss]] < C para
0 <t,s <T. Ademas, por hipdtesis tenemos que

I1Th=Sull _

Esto, junto con la continuidad de la norma, nos permite deducir que limy, o+ *=
0. Por consiguiente, dado € > 0 por la hipdtesis 39 > 0 tal que h=Y| T, — Sp|| <
77,0 <h <4.Sea 0 <t <Ty tomemos n > 1 tal que - L < §. De la propiedad
de semigrupo y las cotas anteriores se tiene

IT; — Sill = HT% — St

n—1
= HZT(nk)flSk; - T(nfkfl)%S(Hl)%
k=0

De esta forma, hemos probado que T; = S;, para 0 < t < T. Como T era
arbitrario, concluimos que T, = Sy, Vt > 0. O

‘Ttskt _Sk+1)t

et
<nC—-<
" TCn =

‘skt

HTt Se

Corolario 3.15. Sean X un espacio de Banach y {T;}1>0 un semigrupo unifor-
memente continuo de operadores lineales y acotados con generador infinitesimal
A. Entonces, A € £(X) y T, = e, t > 0. Ademds, la aplicacion

t—T;
es diferenciable y se verifica que
Ty
— = AT, = T A.
BN t t

Demostracion. Sabemos por el Teorema 3.13 que A € £(X) y probamos que
es el generador infinitesimal del semigrupo {e'};>¢. Ademas, del Teorema 3.14
sabemos que T; = ‘4, t > 0.

En virtud de las propiedades de A y del semigrupo, obtenemos que

ehAd — T
h

pt+A _ tA

. —ethA

lim
h—0+

< i Je
h—0+
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y
tA _ (t+h)A —hA _ T
lim || ¢ — Al < lim et € T ehay
h—0- h h—0~ h
. (t+h)A e M -1 —hA
< lim |le I —All+ |[A(e™™ = D)| | =0.
h—0- h
Concluimos que
o1,

E :AGtA :AE :EA

g
A continuacién, vamos a estudiar las propiedades especificas de los Cy-
semigrupos.

Teorema 3.16. Sean X un espacio de Banach, {T;}+>0 C £(X) un Cy-semigrupo
en X y sea A su generador infinitesimal.

1. Para cada x € X yt >0, se tiene que

2. Para cada x € X yt >0, se tiene que f(f Ts(x)ds € D(A) y se verifica que

A (/Ot T5<x)d5) _Tz) -z

3. Para cada v € D(A) yt > 0, se tiene que Ty(z) € D(A) y 2T (z) = ATy(z) =
TiA(x).
4. Para cada x € D(A), se tiene que

t t
Tiy(x) — Ts(x) = / T A(x)dr = / AT, (x)dr, s,t>0.
Demostracion. 1. Sea x € X y t > 0. De la continuidad de s — Tix se sigue
que Ty(z) es integrable Riemann en la variable s. Ademds, dado € > 0 existe

0 > 0 tal que
ITs(x) — Ty(x)|| <e sise(t,t+9).

De este modo, para 0 < h < ¢, se tiene que

1

3 [ s i) < [ 10 - B <
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2. Sean x € X y t > 0. Para cada 0 < h < t, de la propiedad de semigrupo y el
cambio de variable s = s + h, podemos escribir

Thh— I </0tTS($)dS) - % (/Ot Ty on()ds — /Ot Ts(x)d3>

1 t+h 1 h
= E/t Ty(z)ds — E/o Ty(z)ds.

Tomando h — 07 y usando la definicién de generador infinitesimal y el apartado
1 de este teorema, se deduce el resultado.

3. Sean x € D(A) y t > 0. De la propiedad de semigrupo, la continuidad de 7;
y la definicién de generador infinitesimal, se deduce que

Pl 200 Bt = 1 (B ) ) — T, nvor

(3.2)

De esta forma Ti(z) € D(A), T1A(x) = ATy (x) y

a-i—

Adaptando el mismo argumento de la prueba del Corolario 3.15, obtenemos que

o
y, por tanto, queda probado el resultado.

Para probar la propiedad 4, basta integrar la expresion en 3 entre s y ¢ con
s,t > 0, de forma que podemos escribir

0

Ty(x) - Tu(z) = / t ST ) = / AT ()dr = / T A@dr. ze X

(|
Corolario 3.17. Sea X un espacio de Banach. Si A es generador infinitesimal

del Cy-semigrupo {T;}i>0 € £(X), entonces D(A) es denso en X y A es un
operador lineal cerrado.

1
Demostracion. Fijamos © € X y definimos z, = n [;" Ts(x)ds, n € N. Por lo
visto en el Teorema 3.16, sabemos que z, € D(A),Vn € N, y z,, — z, cuando
n — oo. Por tanto, x € D(A).

La linealidad de A es directa de la definiciéon de generador infinitesimal. Para
ver que es cerrado, consideremos {x, },eny € D(A) tal que z,, — x y A(z,) — v,
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y veamos que x € D(A) y Az = y. De nuevo, por lo visto en el Teorema 3.16 se
tiene

t
Ti(x,) — x, = / TsA(x,)ds, neN.
0

De la continuidad de T3, t > 0, y la Proposiciéon 3.5 se sigue que, para cada
{Wn}ne © X tal que w, — w, ||[Tiw, — Taw|| < |Tillllwn — w]] < MevT |, —
wl,t € [0,T], luego Tyw,, — Tiw uniformemente en ¢t € [0,7], T" > 0. De este
modo, tomando n — oo, obtenemos

Ti(z) — 1
M:—/Ts(y)ds, vt > 0.
t t

Por lo tanto, en virtud del Teorema 3.16 concluimos que z € D(A) y

A(x) = lim Tz) —w = .

t—0t t

O

Teorema 3.18. Sean X wun espacio de Banach y {T:}i>0, {Si}>0 dos Cpy-
semigrupos en X con generadores infinitesimales A y B, respectivamente. Si
A = B, entonces T; = S;,Vt > 0.

Demostracion. Supongamos que A = B yseax € D(A) = D(B). Por el Teorema
3.16 sabemos que S;(x) € D(A),Vt > 0y Si(x) es diferenciable respecto a t. Por
tanto, T;_sSs(x) € D(A) para 0 < s < ¢, es diferenciable con respecto a s, y

0

%Tt—S(SS(x)) = —AT_(Ss(2)) + Ti-s(ASs(z)) = 0.
Luego, T;_sSs(x) es constante en sy, por tanto, T3So(x) = ToSi(x) = Ty(x) =
Si(x), Yo € D(A). Veamos que esta igualdad se verifica en todo z. Sea y €
X = D(A), (en virtud del Corolario 3.17). Entonces, I{z, }nen € D(A) tal que

xn, — Y, y de la acotacion de T; y S; para t > 0 se sigue que

(T3 = S)(xn) — (T = S| < T2 — Sellllwn — yl| — 0, n— o0,
luego Tyy — Sy = lim,, oo (T3 (z,) — Si(xy,)) = 0. O

Observacion 3.19. Como vimos en el Ejemplo 3.9, {w;* f}+>0 es un Cy-semigrupo
en LP(R™), 1 < p < 0o. A pesar de no ser un semigrupo uniformemente continuo,
normalmente se usa de manera simbélica la notacién exponencial, €2 f = w; *
f, f e LP(R"),1 < p < oo, pues codifica las propiedades del semigrupo. En
efecto, como w; x f es la solucién del problema de Cauchy del calor, se tiene que

%emf = %(Wt*f) = Aw * f) = Aetd f
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wox f=f=e"f.
Ademas, A es el generador de este semigrupo pues se verifica que

= A" fi,_,.

lt=0

wixf—f - f A

Af = lim ——— = lfim ——~ = 9;" (¢

/= t—0+ t t—0+ t e (¢7F)

De manera general, si £ es un operador no negativo definido en un cier-

to espacio, llamaremos semigrupo del calor generado por £ a la solucion del
problema de Cauchy

{&u(m,t) = —Lu(z,t), ze€R"t>0 (3.3)

u(z,0) = f(z), xeR™

Y lo denotaremos simbélicamente por e~ £ f(z) := u(x,t).

3.2. La subordinacion en semigrupos.

En esta seccion estudiaremos como a partir del semigrupo de calor generado
por un operador podemos obtener otro semigrupo, usando un proceso conocido
usualmente como subordinacion.

En primer lugar, vamos a estudiar cémo obtener el semigrupo del Pois-
son. Para ello, recurrimos a la siguiente igualdad, conocida como férmula de
subordinacion de Bochner.

=57 / 83; ds. (3.4)

Nuestro objetivo es obtener la féormula correspondiente para semigrupos,
esto es,

—sL

* e t>0 35
6 2\/— 85/2 7 > . ()

Puede comprobarse que formalmente {e‘t‘ﬁ}bo satisface la propiedad de se-

migrupo y que si definimos e VL = ] , e VL f es soluciéon del problema “de
Poisson”
{&m(x,t) = Lu(z,t), ze€R"t>0

u(z,0) = f(z), zeR™

Es por ello que a e VL se le denomina en la literatura “el semigrupo del Poisson”.
Podemos ahora justificar la férmula (3.5). Primero ilustraremos el método para
el caso del operador laplaciano y después mostraremos el caso general para
cualquier operador L.
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Ejemplo 3.20. Sea f € S y consideremos el problema de Cauchy asociado a la
ecuacion de Poisson

Opu(z,t) = —Au(x,t), ze€R" t>0
u(z,0) = f(z), zeR"™

Aplicando transformada de Fourier en la variable espacial obtenemos el siguiente
problema de valor inicial

{atta(é‘a t) = 47T2|€’2@<€7 t)v ’S € Rn7t >0
(e, 0) = f(6), €eR™

Observamos que (&, t) = e 'V 4”2|§‘2f(§) = 2l ¢ € R™ t > 0 es solucién
del problema anterior.

De esta forma, si quisieramos conocer u(x,t) =: P,f(x) debemos invertir la
transformada de Fourier de esta expresion. Nosotros emplearemos la férmula de
subordinacién de Bochner. Asi, tomando A = 27|¢| y multiplicando por f(§) se
tiene que

Ly € ZS o—4m2lels 7 n
fie) = 5= / e T ds, CeR 0. (36)

Por ende, teniendo en cuenta que F(e*2f)(&) = e 4™k s f(¢), ¢ € R", s > 0,
aplicando transformada de Fourier inversa obtenemos que

P 6 45
t 2\/—/ 33/2

A continuacién, veamos que efectivamente que P, f = (P, * f), donde P; es

el nicleo del Poisson (visto en el Ejemplo 2.6). Realizando el cambio de variable
t2+|y\

(x)ds, ze€R" t>0.

U= y aplicando Fubini, tenemos que

|y

s

Pf / o SAfds— / ‘ / © " f(x — y)dyds
of PN §3/2 2/ $3/2 Jgn (4ms)/? b6y

152+|yl2

47r CWTIPRYYE) /n/ — y)dsdy

n+1

2 ol
47r s . / <t2 T W) e y)dudy
1

= n n+1 f( )/ @_uunT_ldudy
s /R (t2 + |y| )2 0

IS
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r () t
= - — flz —y)dy = P, x —y)d
o /R CREE f@ = y)dy / W) f(z = y)dy

= (P f)(z), zeR"t>0. (3.7)
Ahora nos gustaria extender esta expresion a una clase mas general de funciones,
en particular a LP(R™), 1 < p < 0.
Definimos, para cada f € LP(R"), 1 < p < oo,

t2
€ 4s
2 A fds, t>0

EVS VL b
(Piftso=14¢ 1737 /
f? t:07

i
donde e*2 f = Jan ﬁf(m — y)dy, el semigrupo del calor.
Veamos que es un Cyp-semigrupo en LP(R™), 1 < p < oo. Sea f € LP(R"), 1 <
p < oo. Para cada z € R”, en virtud de la desigualdad de Holder, se tiene que
\P.f| < [Pyl fll, < oo, donde p,p’ son exponentes conjugados, luego P, f estd
bien definido. Ademads, en virtud de la desigualdad de Young (Corolario 1.10) se
tiene que || P f|l, < [[B]l1]lflp, luego P € £(LP(R™)).
Para probar la propiedad de semigrupo, basta observar las identidades (3.6) y
(3.7) para darse cuenta de que P,(§) = e 2™ty F(P, xP,,) (&) = e 2l g=2mléfts —
e 2rlEtHE) = F(P, . )(€), € €RY, 1,1y > 0.
Por consiguiente, invirtiendo la transformada de Fourier obtenemos P, * P, =
Py 14, t1,t2 > 0. Esto significa que el niicleo de Poisson satisface la propiedad
de semigrupo. Como consecuencia,

RPN = [ PG [ Plo -y 2 pwd:
= [ 10 [ PeP@—y =2z = [ )R )@=y
= - f(y)(Pt—I—s)(x - y)dy = Pt+5f(l'), r € R

Ademds, en virtud de la Proposicién 2.7, se tiene que lim; o || P * f — f||, = 0.
Concluimos, por tanto, que se trata de un Cy-semigrupo en LP(R™).

Veamos ahora cémo podemos justificar la formula (3.5) en el caso general.
Para ello, haremos uso del Teorema espectral.

Observacidn 3.21. Sea L : D(L) C L*(R") — L*(R"™) un operador autoadjunto
positivo tal que D(L) es denso en L?(R™). Del teorema espectral se sigue que
existe una unica medida espectral E, soportada en el espectro de £ tal que
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L= fooo AdE(X). Por consiguiente, podemos establecer un célculo funcional de
modo que e~ = [ e AdE(N) y etvVE = I e ™VAAE(N), t > 0.

De este modo, sustituyendo en e A por la férmula de subordinacion de Bochner
y aplicando Fubini obtenemos que

e~ 436 —sA e 1s o0 —a)
2\/_/ / a7 —————dsdE(X \/_/ 33/2/0 e dE(N)ds

e 46 —sﬂ
2\/_/ 572 ¢ ds, t>0.

Una vez queda la férmula justificada en L?(R™), puede extenderse la definicién,

usando la expresién anterior, a aquellas funciones f tales que e *VE f sea finito.
Por ejemplo, si e ¢ € £(LP(R")), entonces usando la desigualdad de Minkowski
se tiene que

[o'e) _ﬁ
—tVL t € 4 —sL
21l < 5o [ Slle e Alds < Il <

Por otra parte, también pueden definirse més semigrupos subordinados,
ademds del Poisson (vease [16, p.259]). Sea (X, ) un espacio medible, 1 < p <
00, {T}}+>0 un Cy-semigrupo en LP(X) con generador infinitesimal asociado —L
y sea 0 < a < 1. Entonces —L£% genera un semigrupo en LP(X) acotado (y
analitico) {7, ;}i>0, v ademds, para cada t > 0 existe una funcién continua
far 1 (0,00) = R que verifica lo siguiente

Vs >0, fasls) > /fm Jds — 1

g) = / " fd($T(g)ds, g€ LX), t > 0.

En particular, {T1/2:}+>0 es el semigrupo de Poisson y si L = —A y

{T}}+>0 /: {e"*};50, entonces el generador de {Thjo:} 0 = {e™®"?}is0 es
~(-ay.
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Potencias fraccionarias de operadores.

Existen muchas formas diferentes de definir las potencias “fraccionarias” (de
cualquier orden a € R) de operadores. En este capitulo estudiaremos cémo defi-
nir las potencias fraccionarias de operadores a través de la teoria de semigrupos
y las principales ventajas de este enfoque. Expondremos el ejemplo del lapla-
ciano fraccionarios y después haremos mencién a cémo podria emplearse este
procedimiento de manera general.

4.1. El laplaciano fraccionario.

En esta seccion abordaremos el estudio del operador fraccionario més fa-
moso de la literatura matematica reciente, el laplaciano fraccionario. Hay mas
de 10 formas diferentes de definir el laplaciano fraccionario, véase [6] y todas
ellas resultan ser equivalentes, para funciones suficientemente buenas. Nosotros
partiremos de la definicion dada a través de la transformada de Fourier, que es
una de las mas intuitivas, y después veremos la definicion por medio de semi-
grupos y sus principales ventajas. El contenido de esta seccion estd basado en
1, 13].

En la Observacién 2.13 vimos que, paracadak € Ny f € S, F((=A)*f)(¢) =
(4m2|¢[2)E f(€), € € R™. De esta igualdad vemos que es natural la siguiente de-
finicién del Laplaciano fraccionario.

Definicién 4.1. Sea f € S y 0 < a < 1, se considera como Laplaciano fraccio-
nario, (—A)%, aquel operador que verifique lo siguiente

F((=A)*f)(€) = (Ar*[g]*)*f(€), € eR™
Para obtener la expresién puntual explicita de (—A)%, para 0 < o < 1,
vamos a proceder dos formas.

Primeramente, aplicando la transformada de Fourier inversa se obtiene (véase
[7]) la férmula puntual siguiente
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(—A)*f(z) = chap.v. Ha) = fz), r € R, (4.1)

je |z — 220 T

donde ¢, , es una constante que depende sélo de la dimensién y de «a, y p.v.
denota el valor principal de Cauchy.

Observacion 4.2. En (4.1) se introduce el concepto de valor principal de Cauchy
de una integral. Aqui, la integral original se define como impropia porque la

funcion
f(z) = f(2)

|ZE _ z|n+2a

podria no ser integrable en todo R", pero si serlo localmente salvo en un
conjunto de medida cero. El valor principal de Cauchy intenta dar un sen-
tido a la integral al ‘saltarse’ la singularidad y tomar el limite como el ra-
dio de una esfera, alrededor del punto singular, tendiendo a cero, esto es,

(_A)af(x) = Cna lim, o+ f\a:—z\>e %dz

Es importante tener en cuenta que el valor principal de Cauchy puede que no
siempre exista. Depende de la funcién especifica y su comportamiento en la
singularidad.

Asimismo, podemos obtener la expresion puntual explicita de (—A)* usan-
do semigrupos. Este enfoque tiene diversas ventajas, como la obtencién de la
expresion puntual de manera mas sencilla, y el cdlculo exacto de la constante
Cno- Esta técnica fue introducida por Pablo Stinga y José Luis Torrea en 2010
(véase [12, 14]) y para ello partimos de la siguiente igualdad para la funcién I,
con 0 < a < 1. Para cada A > 0, puede comprobarse que

o 1 > e—)\s o 1 S
A _—r(—a>/0 ( D) ds. (4.2)

Sustituyendo A = 472|¢]? y multiplicando por ]?E S obtenemos lo siguiente

A TE) = s [ (R - FlO) s (03)

0

~

Usando el hecho de que F~((47%£]?)*f) = (—A)*f y aplicando transformada

inversa en (4.3) obtenemos

1

(—A)*f(z) = m /000 (eSAf(:E) — f(a:)) Siads, x e R". (4.4)

Vamos a verificar que efectivamente las dos expresiones que hemos obtenido
para (—A)® coinciden.
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Teorema 4.3. Sean 0 < a <1y f € S. Se verifica la siguiente igualdad

@)= 16)

re T — z|nt2e

(—A)af(x) =Cn,a P-V.

> —sA N T 1 s . n
= [ - 1) s,z e

—4°T(§+a)

donde Cna = m

Demostracion. Sea x € R". Como [, wi(z — z)dz = 1, podemos escribir

[ 2@ =) L= [T [ -6 - e i

ds

[ ete= a0 - s

ds
+/O A_Zlglws(:c—Z) (f(2) — f(x))dzsua — I+ L.

Veamos que [y e I, son absolutamente convergentes Por un lado, nétese que
Iw ZI

mediante el cambio de variable s = , podemos escribir

z—z|2 2o n
[ e (N s TG
B S e = .
0 (47’(’8)”/2 glta (471')”/2 ’.’E _ 2‘2 0 S ﬂ-n/Z‘x _ Z’n+2a

Entonces, como f es acotada, es directo que

|5E z\
ds
L] < ]
| 1| / L z|>1 47T$ n/2 |f( ) ( )| 281+a
qoer(n
§C||f||oo/ (3+a) _
|

x—z|>1 7Tn/2|$ - Z|n+2a

Es decir, I; converge absolutamente. Con respecto a I, aplicando un cambio a
coordenadas esféricas, podemos escribir lo siguiente

_ == ZI

/ /|x z|<1 47TS "
ds

_ / W / R /|| (f (@ +rw) = f(x)) dS(w)dr——

Por el desarrollo del polinomio de Taylor de f(x 4 rw) centrado en x, tenemos

que f(x +rw)— f(x) =r{Vf(z),w)+ %(sz(x)w,w) + O(r®), donde (-,-) es

)~ f(a)) de
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el producto interior usual de R™. Por tanto, en la expresiéon anterior podemos
probar que

[, () = (@) dS(w) = A1) + 06" < Cusgir™

En efecto, gracias a la simetria de S"~! y el hecho de que los términos de orden
r son de paridad impar, se anulan al integrar. Asi, siguiendo con el cambio de
variable ¢ = r?/4s, podemos concluir que

e ds ! 4\t oo n, o dt
Ll < ¢, Af(x ”H/ —dr = Cp Af(a / = / e 2t —dr
‘ 2| JAf(z) / 82+a s Af (@) 0 r2 0 t

=c 42+aF (— )/ ri=2adr = 45t I (ﬁ +a> =:c
= Cn,Af(x) 9 ) ~ 9 _9%a 9 — CnAf(x),0-

Y por tanto, Is es también absolutamente convergente. Ahora, aplicando Fubini
obtenemos que

1 o0 -
L - - _e7% ds
=i [ [ g - p@ast) [T

Deshaciendo el cambio a coordenadas esféricas se obtiene que

EST
ds
IL=1 — d

Y como (—A)*f(z) = (_a) (I + I3), concluimos que

lz—2?

<ﬂwmﬁM/b/4mW<%mmﬁw

e—0t
~ —4I(3 f(z) = f(2)
= AT P e
f - f n
= Cpa D.V. - wdz r e R"™

a

Para que estas definiciones de laplaciano fraccionario cobren sentido, es
deseable verificar que, para funciones suficientemente buenas, el laplaciano frac-
cionario converge a la identidad, cuando s — 0%, y al laplaciano cuando s — 1.
De hecho, esto es un resultado directo de la Definicién 4.1 para funciones f € S,
pues podemos escribir
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lim F((—A)*f)(€) = 4m?[€PF(€) = F((—A) £)(€),

a—1—

~

lim F((=A)*f)(&) = f(£), &eR™
a—0t
Sin embargo, este resultado se puede extender a otra clase de funciones
menos restrictiva que la clase de Schwartz, por ejemplo L™ N C%*(R™), (véase
(12, pags. 37-38]) gracias a que hemos conseguido una expresién explicita de
las constantes en la expresién puntual (4.1), obtenida mediante el método de
Semigrupos.

Observacion 4.4. En esta seccién hemos obtenido dos expresiones puntuales del
laplaciano fraccionario en la clase de Schwartz. Sin embargo, una vez que tenemos
las férmulas (4.1) y (4.4) podemos definir el operador laplaciano fraccionario para
una clase mas general de funciones, por ejemplo (véase [13, pag. 11]),

|f(z)]
Y N U AC) .
L. /Rn1+|x|n+25 T < 00

4.1.1. Generalizacién de potencias fraccionarias para un operador

L.

Ls::{f:]R”%R v

A continuacién, se pretende abordar una breve generalizacion de potencias
fraccionarias a operadores, £, lineales, positivos y autoadjuntos en L?(R").

En virtud del Teorema 1.17 se puede considerar la siguiente definicién para
potencias fraccionarias de L.

Sea £ : D(L) C L*(R") — L*(R") tal que D(L£) = L*(R™) un operador no
negativo y autoadjunto, y sea 0 < o < 1. Se define la potencia fraccionaria de

L como
L ::/ AYdE(N).
A€o (L)

Ahora, sustituyendo en la expresién A* por (4.2) y aplicando Fubini, obtenemos
que

=g )y e = g e 0

Nétese que, tras definir las potencias fraccionarias de un operador £ usando la
expresion a través de semigrupos que acabamos de justificar, podemos extender
la definicion de £ a una clase mas extensa de funciones, tales que la integral
del lado derecho de la igualdad sea finita.

Observacion 4.5. En [8, pag. 7] se prueba que efectivamente el caso del lapla-
ciano fraccionario hecho con el método de la transformada de Fourier es un caso
particular del método con el Teorema espectral.
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The main goal of this Final Degree Project is to define fractional
operators by means of the semigruoup language. In particular, a
more exhaustive study will be done in the case of the fractional
Laplacian and in the case of more general operators the method
will be illustrated. To do this, in the first chapters we will go into
detail of the main tools that will be necessary, such as the Fourier
transform and its main properties, as well as the theory of semi-
groups of operators, which will play a fundamental role.

1. Introduction to the Fourier transform

A function f : R” — R is said to be in the Schwartz class,
denoted by S, if f is infinitely differentiable and all its derivatives
decrease rapidly at infinity. In this chapter we study the main prop-
erties of the Fourier transform in S and LP(R"), 1 < p < oo. The
Fourier transform of f € S is defined as

fley= /R ) fla)e 28 dy, ¢ € RV

2. Semigroups of operators’ theory

Let (X, ||-||) be a Banach space and {T;};>9 C £L(X). We say that
{Ti}+>0 is a semigroup if it verifies the following
1.7y = I, where [ is the identity operator.
2.Tyrs = TiTs, Vt, s € N (semigroup Property).
Moreover, a semigroup is uniformly continuous if || 7;— 1| 7 x) —
0 ast — 0, and is strongly continuous or C;—semigroup if
”TlI*Z‘H)(Hoan*)O.
An important result is that for every uniformly continuous semi-
group {T3}+>0, there exists a linear operator A such that 7; = 4,
where A is the infinitesimal generator of the semigroup. This is
how the well-known notation for semigroups, {7}};>0 = {etA}tZ[),
is introduced. In addition, the following is verified

6+Tt B a+etA

ot ot
We will see some examples of semigroups. In particular, we shall
see that the solution to the heat equation,

{azu(I,t) = Agu(z,t), z€R"t>0

= Aetd = AT, = TLA.

wx,0) = f(z), z€R"
for f € LP(R™), 1 < p < oo, is known as the heat semigroup and it
is given by

2
1212

u(a,t) = e f(x) = / ;"/ZF_TJC(.I — z)dz,

reRt>0.
R (47t)

In fact, we will see that {Bm}tzo is a Cj-semigroup in LP(R"™) gen-
erated by —A.
Also, we shall see how to obtain the Poisson semigroup by sub-
ordination of the heat semigroup. In virtue of the following identity
for A > 0,

e*M _ 1 /oc e U

Vo Vu

We will be able to obtain the corresponding formula for operators.
In particular, we will define the Poisson semigroup associated with
—Aas

22
e v du,

2
3 e s SA

ﬁ.[) 83/26 fds, t>0

f, t=0

eit‘/jf =

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de mayo, 2024

and we will show that, in fact {e*tv 7A}f>[) is a C-semigroup

in LP(R"),1 < p < oo. Moreover, we will see how subordina-
tion works for a general positive operator £ so that we can de-
fine the associated Poisson semigroup from the heat semigroup
{e=£},>¢ in the following way:

2
—tVL ¢ t e o,
3 =—— — ds, t>0
e
f, t=0.

3. Fractional operators

We will see how to define fractional operators by using the semi-
group language. In particular, we will focus on the fractional Lapla-
cian and at the end of the chapter we will ilustrate the method for
the general case.

For0 < a < 1 and f € S, the fractional Laplacian is defined as
the operator such that

F((=2)1)() = (Un’eP)* (&),
In 2009, Stinga and Torrea proved that they could get a pointwise

formula for (—A)® in terms of the semigroup language. The start-
ing point is the following gamma function formula

A = ;/w(cfks - 1)Lds
B I'(—a) Jy gl+a™™

Here, if we replace A = 472|¢[> and multiply by f € S, we obtain
that

fes, ceRM

A>0,0<a<l.

e e =gy [ (770 - o) i

I'(=a) Jo

Thus, using the inverse Fourier transform we get that

EeR™

F(1a> /Ooo (eSAf(I) _ j(I)) Sl%d& r € R™

Now, since we explicitly know the value of ¢! f, we can demon-
strate that this expression coincides with the well-known principal
value pointwise formula for (—A)®, obtaining the explicit value of
the constants ¢, . These constants will be fundamental to prove
that (-A)* - —Awhena — 17y (=A)* — I when a — 0.

(=2)%f(z) =

Additionally, this pointwise definition can be extended to a more
general class of functions.
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