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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo principal de esta Memoria es la construccion y caracte-
rizacion de formulas de cuadratura positivas exactas en espacios de
polinomios trigonométricos para la estimacion numérica de integra-
les con respecto a una medida positiva de Borel en (—m, | e inte-
grandos 2m-periodicos. Nuestro punto de partida es el empleado por
G. Szeqo, considerando sistemas bi-ortogonales de polinomios trigo-
nométricos de grado y semigrado entero. Nuestro objetivo principal
es establecer una conexion con formulas de cuadratura en la circun-
ferencia unidad, surgiendo de manera natural relaciones entre los
conceptos de ortogonalidad, para-ortogonalidad, cuasi-ortogonalidad,
cuasi-paraortogonalidad e invarianza.

Palabras clave: Polinomios trigonométricos de grado y semigra-
do entero — Interpolacion — Polinomios de Szeqé — Polinomios para-
ortogonales — Bi-ortogonalidad — Formulas de cuadratura.

Abstract

The aim of this Memory is the construction and characterization
of positive quadrature formulas that are exact in spaces of trigo-
nometric functions for the numerical estimation of integrals with
respect a positive Borel measure on (—m, 7| and 2mw-periodic inte-
grands. Our starting point is the one used by G. Szeqd, considering
bi-orthogonal systems of trigonometric functions of integer and semi-
integer degree. Our main purpose is to establish a connection bet-
ween quadrature formulas on the unit circle, arising in a natural way
relations between the concepts of orthogonality, para-orthogonality,
quasi-orthogonality, quasi- paraorthogonality and invariance.

Keywords: Trigonometric polynomials of integer and semi-integer
degree — Interpolation — Szegd polynomials — Para-orthogonal poly-
nomials — Bi-orthogonality — Quadrature formulas.
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Introduccion

El célebre matematico hiingaro G. Szegd introdujo en el ano 1963 (véase
[12]) los Sistemas Bi-ortogonales de Polinomios Trigonométricos con el objetivo
de introducir y caracterizar férmulas de cuadratura para integrandos 27-periodi-
cos con maximo grado de precisién trigonométrico alcanzable; aqui debemos de-
cir que éstas aparecen por primera vez realmente en [6] para el caso particular
de la medida de Lebesgue.

Un inconveniente que plantearon tales reglas de integraciéon numérica era
el hecho de que sélo podian tener un nimero par de nodos, dado que, en ana-
logia a lo que ocurre con las clasicas féormulas Gaussianas cuando se plantea el
problema de estimar una integral definida con respecto a una medida positiva
de Borel soportada en un intervalo de la recta real, los nodos éptimos eran ce-
ros en (—m, 7| de polinomios trigonométricos (y por tanto, una cantidad par)
que cumplian ciertas condiciones de ortogonalidad. Por esta razén, en [2, 3] se
solventé este problema aplicando un proceso de ortogonalizacion a ciertos espa-
cios de funciones trigonométricas, conocidos en la literatura como Polinomios
Trigonométricos de Semigrado Entero (véase [8]), que poseen un nimero impar
de ceros en (—m,m|. De este modo se pudo unificar la teorfa, obteniendo una
caracterizaciéon para Formulas de Cuadratura con Mdximo Grado de Precision
Trigonométrico Alcanzable y un ntimero arbitrario de nodos.

Por otro lado, en el ano 1989 W.B. Jones, O. Njastad y W. Thron intro-
dujeron y caracterizaron en [5] las conocidas como Férmulas de Cuadratura de
Szegd, que son reglas de integracién numeérica con respecto a medidas positivas
de Borel definidas en la circunferencia unidad, teniendo como méximo grado de
precision alcanzable ciertos subespacios de polinomios de Laurent definidos en
la circunferencia unidad. En este sentido juega un papel clave el concepto de
Para-Ortogonalidad, y el enfoque establecido en [2, 3] permitié también vincular
ambos conceptos: “bi-ortogonalidad” y “para-ortogonalidad”.

El objetivo de esta Memoria es abordar la construccion y caracterizacion de
formulas de cuadratura positivas exactas en espacios de polinomios trigonométri-
cos, siguiendo el enfoque establecido en [2, 3|, pero con una diferente lectura,
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aportando demostraciones alternativas a algunos de los resultados (por ejemplo,
Proposicién 2.3, Teoremas 3.1 y 3.9, ...), e incluso aportando nuevos resultados
tedricos (por ejemplo, Proposiciones 3.6, 3.12 y 3.14, Teoremas 2.7, 2.11, 3.13,
3.15, 3.19 y 3.21, ...) que completan esta Teorfa. De este modo, abordamos en
particular el estudio de féormulas de cuadratura con grados de precision interme-
dios (entre las tipo-interpolatorio y las de maximo grado de precision). El trabajo
contiene también algunas aportaciones numéricas novedosas, y un listado final
con cuestiones abiertas relacionadas que consideramos que para ser abordadas,
esta Memoria podria representar una referencia bibliogréafica preliminar de gran
utilidad.
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Polinomios de Szego, para-ortogonalidad e
invariaza

Aunque el objetivo de esta Memoria es abordar la construccion y caracte-
rizacion de férmulas de cuadratura exactas en subespacios de polinomios trigo-
nométricos, hemos optado por incluir un primer capitulo donde tratar el con-
cepto de Ortogonalidad en la Circunferencia Unidad. Esto viene motivado, fun-
damentalmente, por el hecho de que, tal y como se dijo en la Introduccion, se
establecera una relacion clave en esta Memoria entre los conceptos de “Sistemas
Bi-Ortogonales de Polinomos Trigonométricos” y “Polinomos Para-Ortogonales
Invariantes”.

De este modo consideramos en primer lugar la construccién de Polinomios
de Szegd, incluyendo algunas de sus propiedades elementales (y fundamentales),
para luego introducir los conceptos de Para-Ortogonalidad e Invarianza, que
permitirdn construir y caracterizar Férmulas de Cuadratura en la Circunferen-
cia Unidad con méximo grado de precisién alcanzable (exactas, en este caso, en
ciertos subespacios de polinomios de Laurent definidos en la circunferencia uni-
dad). Estas reglas de integracién numérica son conocidas en la literatura como
Formulas de Szegd (véase [5]).

Antes de comenzar introducimos algo de notacién que serd empleada no solo
a lo largo de este primer capitulo sino también a lo largo de toda la Memoria.
Denotaremos por P al espacio vectorial de polinomios con coeficientes complejos
y P, C P al subespacio vectorial de polinomios con coeficientes complejos de
grado a lo sumo n. Al espacio de matrices cuadradas de tamafio n lo denotaremos
por M,,. Llamaremos a la circunferencia unidad T = {2z € C : |z| = 1}, su
interior D = {z € C: |z] < 1}, y su exterior E = {z € C: |z| > 1}.

1.1. Polinomios de Szego

Sea f una funcién 2m-periddica. Nuestro objetivo es aproximar la integral

I,(f) == /7r f(O)w(6)do, (1.1)
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donde w es una funcién peso definida en (—m, 7). Es decir, w > 0 en (—7, 7], es
integrable en dicho intervalo y w = 0 solo en un subconjunto de (—, 7| de medi-
da nula. Podriamos considerar en general la integral con respecto a una medida
positiva de Borel definida en (—, 7], pero por simplicidad nos restringiremos al
caso en el que ésta es absolutamente continua.

Las reglas de integracion numérica usuales para la estimacion de la integral
dada en (1.1) son las bien conocidas férmulas de cuadratura (f.c. en lo que sigue),
que son expresiones de la forma

L(f) =) _Acf(6r), bx€(-m7), Vhk=1,...,n, 6;#6; si i#]
k=1

(1.2)

Es decir, estamos considerando combinaciones lineales de evaluaciones del in-

tegrando en ciertos puntos {f},_, del intervalo de integracién denominados
nodos. Asimismo, a las cantidades {A};_, se les denomina pesos de la f.c.
Por un polinomio trigonométrico entendemos una funcién de la forma

Tn(0) = ap + > _lax cos(kf) + by sin(k0)], 6 € (—m, 7], (1.3)
k=1
donde {ax}7,, {br}iy € C. Si|am|+ |bm| > 0 se dice que T), tiene grado exacto
m. Considerando la transformacién z = € € T, que transforma biyectivamente
el intervalo (—m, 7] y la circunferencia unidad T, se sigue de las férmulas de
Euler y Moivre que

cos(nf) = % y sin(nf) = %,
i

La funcién (1.3) puede ser expresada por tanto como

“a byt " ag — byi ay + byt
Tm(e):CLO—FZ?]C(ZIC—FZ_’C)—%(Z’C—Z_IC):CL0+Z b 5 kN R 5 Bk
k=1 k=1

Vn € N.

Tomando
o ap — bkl ar + ka

Co = Qo, Ck_T7 C—k:Ta k:17"‘7m7

podemos expresar la funcién (1.3) en potencias de z* con —m < k < m como
Tu(0) = Lu(z) = Y a2, z=¢". (1.4)

Nota 1.1 Se sigue de lo anterior que T, es un polinomio trigonométrico real
de grado exacto m, si y sélo si, T,, se escribe en la forma (1.4) siendo ¢, # 0
Y C_p = Ck, para todo k = 0,...,m. Es decir, la sucesion de sus coeficientes es
hermitiana.
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Definicién 1.2 Denotamos por A = spcm{zk ke Z} = Clz, 27 Y al espacio
vectorial de polinomios de Laurent en la variable z con coeficientes complejos, al
subespacio vectorial A_, , := spcm{zk c—p<k< q} con p,q € NU{0} siendo
dlm (/Lp,q) =p + q + 1 Z/ An = Afn,n-

La relacién anterior entre polinomios trigonométricos y polinomios de Lau-

rent permite interpretar I,(f) como una integral definida en la circunferencia
unidad:

I(f) = / fo(:)dz = [ f6)(6)ds (15)

donde w es la funcién peso en T inducida por la funciéon peso w definida en
(—m, m]. Para la estimacién numérica de la integral I5(f) podemos emplear de
nuevo una férmula de cuadratura, en la circunferencia unidad en este caso (véase

[5]):
L(f) =Y Mf(z), = €T, Vhk=1....n  z#z si i#j (L6
k=1

Consideremos el espacio LZ(T) = {f : T — C / [, 1f(2))? @(2)dz < oo} y el
producto interior inducido

(f.9) = / " ()@ (6)d0 = / F9@E() e foge IAT),  (L7)

el cual cumple (f,g) = (g, f), (2f,9) = (f.Zg9) = (f, %) Vz € T, e induce la

norma || fl| = /(f, f)-

Las siguiente definicién sera de gran importancia en el desarrollo de los
préximos resultados.

Definicién 1.3 Fijada una funcién peso w sobre (—m,m| y su funcion peso in-
ducida w sobre T, definimos el k-ésimo momento trigonométrico como

Ly = / e *0u(0)do = /z‘kd)(z)dz =(1,2F), VkeZ. (1.8)
- T

Obsérvese que la sucesién de momentos definida por (1.8) es hermitiana (véase
la Nota 1.1), dado que se cumple

=L = (40 = [ )= (L) =, VEeL
T

La familia de polinomios de Szegd, introducida por primera vez en [11,
Capitulo 11}, se corresponde con la base {p,}:2, de P de polinomios ménicos al
aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt con respecto al producto
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interior (1.7). Se cumple por tanto para todon > 1 que p,, € P,\P,,_1, p, L P,,_1,
pu(z) =2"+ - ypo =1

Nuestro proximo objetivo es obtener una ley de recurrencia para esta fami-
lia de polinomios ortogonales monicos. Es inmediato comprobar que la propiedad
(zf,9) = (f,Zg) impide que la técnica usual empleada para obtener la ley de
recurrencia a tres términos para funciones peso definidas en la recta real no sea
ahora valida (véase por ejemplo [12], aunque realmente puede encontrarse en
practicamente cualquier libro de texto sobre Anélisis Numérico). Para solventar
este inconveniente se hace necesario introducir la siguiente

Definicién 1.4 Sea P(z) = >}, 2" con {ay}7_, C C ya, # 0. Se denomina
polinomio reciproco de P al polinomio
1 n
P (2):=2"P(=) =) @k : :
(2) =2z (E) Zan we € Py (1.9)
k=0
Nota 1.5 Hay que hacer especial hincapié en como se ha definido el polinomio
reciproco. Podemos ver x como un operador de la forma

x: P, = P,
P(z) — P*(2).

Si fueramos mds especificos con la notacion, deberiamos denotar al operador por
*,. Vamos a ver un ejemplo donde esto se vea claro. Sea P(z) = 2"~ + 22" €
P, \P,_1. Luego su polinomio reciproco es P*(z) = 2"(5 + %) =2+ 2 € Py.
Si aplicamos de nuevo el operador tenemos que (P*)*(z) = z"(2+ 1) = 2" +
22" = P(z). Luego si queremos que el operador sea una involucion, debe depender
del grado del polinomio sobre el que estd actuando, pues podriamos pensar que
(P*)*(z) = 1422z # P(z). Para evitar abuso de notacion, usaremos simplemente
*, entendiendo siempre que se conoce el grado n del polinomio sobre el que este

operador estd actuando.

Sabiendo que p, L P, i, podemos deducir condiciones de ortogonalidad
para p;. En efecto, si z € T,

(h(2),2") = (" pu(2), 2") = (=", pu(2)) = {pu(z), ") = 0

para todon —t € {0,...,n — 1}, o equivalentemente, para todo t € {1,...,n}.
Concluimos que pi(z) L {z,2%, ..., 2"}. Estamos ya en condiciones de probar el
siguiente

Teorema 1.6 (Ley de recurrencia de Szeg8) Sea w una funcion peso defi-
nida en T. Entonces, la correspondiente familia {p,}5>, de polinomios ménicos
de Szegd satisface la siguiente ley de recurrencia

Pust(2) = 2pn(2) + 6us1pl(2), (1.10)

(zpn(2),1)
llonll®

donde po(z2) =1 y 61 = — para todo n > 0.



1.1 Polinomios de Szegd 5

Demostracion.- Dado que p, L P,,_1, vemos que

(zpn(2),2") = (pu(2), 2" Y =0t —-1€{0,....n—1} < te{l,...,n}.
Es decir, 2p,(2) L {z,2%,...,2"}. Ahora pueden ocurrir dos situaciones:
1. Si zpn(2) L {1} = pns1 = 2zpn(2).
2. Si 2pn(2)4£{1}, definamos el polinomio R, 1(2) := 2pn(2) + dpr1p5(2) con
dp41 una constante arbitraria. Se tiene que R,i1 € P, 1\P,, R,y L

{z,2%,...,2"} y es ménico, por lo que es candidato a ser p,;; tomando
una constante d,,1 apropiada imponiendo R, 1 L {1}. Asi,

(Rni1, 1) = (2pn(2) + 0n1105,(2), 1) = (200(2), 1) + Onpa (o (2), 1)

_ _ (z n(z)71>
=0 & b= -GHT

Notese que esta cantidad esta bien definida, dado que
(0n(2):1) = (2"pa(2), 1) = (2", pu(2)) = [lpall” > 0.

Podemos englobar los dos casos anteriores en uno pues en ambos nos queda que
anrl(Z) = an(z) + 5n+1/);§<2) = an('Z) - <Zﬁn(||) n( ) Vn € N.

O

Vemos que la recurrencia (1.10) es computable a partir de la correspon-
diente familia de momentos trigonométricos (1.8). Es decir, a partir de py = 1
podemos calcular la familia de polinomios recursivamente dado que pp11 y 0n11
dependen exclusivamente de p,, y 6,. Incluso, podemos deducir una ley de recu-
rrencia para el polinomio reciproco sin mas que tomar * en (1.10). Esto permite
expresar la ley de recurrencia de Szeg6 de forma matricial:

(z:g;) B (5_; 51n) (Z:jg;) , n=1, con po(z) =phlz) =1 (1.11)

Uno de los resultados fundamentales en la Teoria de Polinomios de Szeg6
es el siguiente

Teorema 1.7 (Ceros de los polinomios de Szegd) Para todon > 1, los ce-
ros del n-ésimo polinomio de Szegd p, se encuentran en D.

Demostracion.- Sea zp una raiz de pp: pn(z) = (2 — 20)m(2) con © € P,,_;.
Escribiendo p,(z) + zom(z) = z7m(z), aplicando norma a ambos lados de esta
igualdad, y teniendo en cuenta que (p,(2),7(2)) =0y || 27(2) ||I>=]| 7(2) ||?, se
sigue que
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I 7(2) 112 = llpn(2) + 20m(2)|
= (pn(2) + 207 (2), pu(2) + 20m(2))
= (pn(2), pn(2)) + |20]” (m(2), 7(2))
= [lpa(2)I* + 20l 7 (2)]1* -
Se sigue por tanto que 0 < [|pn(2)]|* = (1—|20|°) |7(2)]|* = 1 < ||, concluyendo

asi que zg € D.
O

Obsérvese que de (1.10) se sigue d,, = p,,(0) para todo n > 1, y por tanto,
del Teorema 1.7 deducimos una propiedad fundamental:

5, €D, Vn>1. (1.12)

Definicién 1.8 A las cantidades 6, = p,(0), Yn > 0 se les conoce como coefi-
cientes de Verblunsky asociados a la funcion peso w. Estas cantidades pueden
aparecer en la literatura, en funcion del contexto, definidos como parametros de
Szegd, de Schur o de reflexion. Véase [10].

1.2. Para-ortogonalidad e invarianza

Volviendo a nuestro objetivo, hemos visto que podemos estimar numéri-
camente la integral (1.5) mediante una f.c. en la circunferencia unidad (1.6).
Cuando tratamos con medidas soportadas en la recta real, es bien sabido que
las f.c. con maximo grado de precision polinémico son las conocidas Formulas
Gaussianas, que tienen por nodos precisamente los ceros de los correspondientes
polinomios ortogonales. La razéon del por qué buscar exactitud en subespacios
de polinomios radica precisamente en el Teorema de Aproximacion de Weiers-
trass, que establece que los polinomios son densos en el espacio de las funciones
continuas definidas en un intervalo [a, b] con respecto a la norma uniforme.

Sin embargo, no es cierto en general que los polinomios sean densos en
el espacio de las funciones continuas definidas en T con respecto a la norma
uniforme, algo que si verifican los polinomios de Laurent (véase [13]). Por esta
razon en la construccién de f.c. de la forma (1.6) es usual buscar exactitud en
subespacios de polinomios de Laurent, y no de polinomios ordinarios.

El Teorema 1.7 establece ahora una diferencia notable, en comparacién con
lo que sucede con las férmulas Gaussianas: los ceros de los polinomios ortogonales
(de Szegd) se encuentran en D, es decir, no estan en el soporte de la medida
(funcién peso en nuestro caso), y no pueden servir por tanto como candidatos
a nodos de la f.c. dada en (1.6). Para solucionar este inconveniente aparecen en
la literatura los conceptos de para-ortogonalidad e invarianza que abordamos en
esta seccion.
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Parece razonable que el primer paso sea considerar las f.c. en T de tipo
interpolatorio, es decir, las que se obtienen integrando directamente el polinomio
de Laurent interpolador a la funciéon dada en el integrando en un conjunto de
n nodos distintos fijados de antemano en T. En ese caso, la f.c. que se obtiene
sera exacta en el subespacio de polinomios de Laurent al que pertenece este
polinomio de Laurent interpolador. Mas precisamente, sean p,q € NU {0} con
p+q = n+ 1y consideremos el subespacio A_,,, cuya dimensién es también
n+1. Dada una funcién f definida en T y n nodos distintos {z;}}*,, el polinomio
de Laurent L € A_,, que interpola a f en este conjunto de nodos viene dado en
su forma de Lagrange por

z z— zp)m (2k)

L) = Y A, o) = (2) 0w =T~ )

Dado que f =~ L se sigue integrando que
L(f) ~ (L) =Y Nef (=), Mo=1Is(l), k=1,....n.
k=1

Dado que f = Lsi f € A_,,, esta f.c. que hemos obtenido, donde los nodos se
han fijado de antemano y los pesos se han obtenido integrando exactamente los
polinomios de Laurent fundamentales de Lagrange es exacta al menos en A_j, .

El segundo paso serd elegir adecuadamente los nodos de la f.c. con el fin
aumentar el dominio de validez de ésta. Como es bien sabido, un polinomio de
grado exacto n con coeficientes reales tendra sus n raices reales o complejas
conjugadas (simétricas con respecto a R). Al tratar con polinomios evaluados
en T, como es nuestro caso, buscamos una propiedad similar, es decir, conside-
rar polinomios que tengan sus ceros situados en la circunferencia unidad o que
aparezcan distribuidos simétricamente con respecto a ésta: o # 0 es raiz < %
es raiz. Para conseguir este objetivo necesitamos recordar la Definicion 1.4 y
establecer la siguiente

Definicién 1.9 Decimos que un polinomio p es T-invariante (o simplemente
invariante) con T € C\{0} si p(z) = 7p*(z), Vz € T. Si T =1, decimos que p es
autorreciproco.

Nota 1.10 Aunque en la literatura es comun encontrar en la Definicion 1.9 la
condicion T € C\{0} (véase por ejemplo [5]), realmente sdlo tiene sentido si T €
T. En efecto, sip(z) = > ,_, arz® cona, #0 yp(z) = 7p*(2) = 7> 0_, G r2",
se tiene que ag = Tay Y Gp = Ty = TT0y = ]T|2an. Es decir, 7 € T.

Cualquier polinomio invariante es proporcional a un polinomio autorrecipro-
co, tal y como se establece en el siguiente resultado. Esta propiedad nos indica
que el valor de 7 € T no serd influyente en algunos de los resultados que se
estableceran posteriormente.
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Proposicién 1.11 Sea P un polinomio T-invariante. Entonces I\ € C\{0} tal
que Q(z) = AP(2) es un polinomio autorreciproco.

Demostracién.- Definimos Q(z) = AP(z). Debemos buscar el valor de A € C\ {0}
apropiado para que () sea autorreciproco.

Q*(2) = (AP)*(2) = \="P (%) _ P (2) = M P(2) = )\—/\TQ(z).

Para que () sea autorreciproco, debemos imponer que % = 1. Para ello, escribi-
mos A = [\ e, 7 =¢e™ con |\ >0y 7,7 € (—7, 7]. Entonces,
AT Me e
1= =10 = ) o 9y = 2%k, ke Z
N\ e 7
De la Nota 1.10 se sigue que tomando |[A\| =1y v = % concluimos que Q(z) =
¢'2 P(z) es autorreciproco.

0
Un resultado trivial pero fundamental es el siguiente
Lema 1.12 Si P es un polinomio invariante, entonces P(0) # 0.

Demostracién.- Si P(z) = >_}_,arz" con a, # 0 es T-invariante, con 7 € T, se
sigue que P(0) = 7P*(0) = ra, # 0.

0

Como a # 0 es un cero de p < % es un cero de p*, cualquier polinomio p
que sea invariante cumplird que sus ceros estan en T o apareceran en pares de
la forma {«, é} con o # 0. Es evidente que los polinomios de Szegé no pueden
ser invariantes dado que sabemos del Teorema 1.7 que poseen todos sus ceros
en D. Igual ocurre con los polinomios reciprocos de Szeg6: sus ceros estan todos
situados en [E y por tanto no pueden ser invariantes.

Para conseguir nuestro objetivo necesitamos una definiciéon adicional.

Definicién 1.13 Decimos que un polinomio B, € P,\P,_1 es para-ortogonal
con respecto a la funcion peso w definida en T si

B, L{z,....2" '}, y (Bu(2),1) - (Bn(2),2") #0.

Ni los polinomios de Szegé ni sus reciprocos pueden ser para-ortogonales,
ya que p, L {1} y p& L {2"}. Sin embargo, una combinacién lineal de ambos
puede serlo. Si tomamos B,,(z,w;,) = pn(z) + wnph(2), w, € C\{0}, vemos que
cumple claramente las condiciones de la Definicién 1.13. Impongamos que este
polinomio sea ademas invariante:
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Bi(2,wa) = 2" (pn(2) + wonpi(2)) = 2" pul2) + Tz (%) = (2) + Tapal2)

v Bn(z,wy,) = 1, B (2,wy,) con 7, € T implica

pn(2) + W (2) = Tn(p;(2) + Wnpn(2)) & (1 = 7lon) pu(2) = (70 = wn) P (2)-

Como los polinomios de Szeg6 tienen sus ceros en D y sus reciprocos los tienen
en [, esta igualdad solo se cumple si 1 — 7,00, = 7, — w, = 0. Es decir, si
w, = 7, € T. En definitiva, hemos probado que los polinomios

Bu(z,7) = pu(2) + Tupi(2), €T, ¥Yn>0 (1.13)

son para-ortogonales y 7,-invariantes, Vn > 0. Obsérvese que en este caso se
cumple en la Definicién 1.13, (B,(2),1) # 0 < (B,(2),2") # 0. Y de hecho, la
expresién (1.13) los caracteriza (véase [5, Teorema 6.1]):

Teorema 1.14 Sea & una funcion peso definida en T. Entonces {X,,}5°, es una
sucesion de polinomios para-ortonormales con respecto a w, si y solo si, para
todo n > 0 existen constantes c,,w, € C\{0} tales que X,,(2) = ¢, Bn(z,wy). Si
ademas, X, es T,-invariante, entonces w, = %T_n €T, Vn > 0.

Los polinomios By,(z,7,) con 7, € T se pueden expresar de manera alter-
nativa en términos de p,—1 y p;_; sin mas que aplicar la ley de recurrencia de
Szeg6 (1.10). En efecto, si {7,}22, C T, entonces

Bu(z,70) = pu(2) + Tup;,(2)
= 2pn-1(2) + 0001 (2) + T+ [On2pn-1(2) + p_1 ()]
= [1 + 7.0, [zpn,l(z) + %pﬁ_l(z)} :

La tltima igualdad es posible dado que de (1.12), 6, € D y 7, € T implica que
Ta0n € Dy por tanto 1 + 7,0, # 0. Se sigue que

Bu(z,1,) = ¢, [zpn,l(z) + %np;_l(z)] y O =14Ty0n, Tu=ps (1), (1.14)

donde denotamos por ¢, (2) = fjaaz la transformada de Mdobius asociada a a € D,
que es un automorfismo de T.

Disponemos ya de todos los ingredientes para caracterizar las f.c. de Szegd.
Los siguientes resultados son esenciales: se localizan los ceros de polinomios para-
ortogonales e invariantes y se utilizan éstos para construir f.c. con el maximo

grado de precisién alcanzable (véase [5, Teorema 6.2 y Seccion 7).

Teorema 1.15 Sea {B,}°, una sucesion de polinomios para-ortogonales con
respecto a la funcion peso @ y T, invariantes con 7, € T para todo n > 0.
Entonces los n ceros de B,, son simples y se encuentran en T.
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Demostracion.- Del Lema 1.12 sabemos que B,,(0) # 0. Sean oy, . .., a, los
ceros de B,, de multiplicidad impar que se encuentran en T, cada cero contado
solo una vez (si no hay, consideraremos p = 0). Debemos probar que p = n.

Sabemos que & ¢ T es un cero de B, si y solo sf, 1/ ¢ T es un cero de
B,,. Por tanto, los ceros de B,, que no se encuentran en T aparecen por pares
(€,1/€). Y obviamente, ¢ € T < ¢ = 1/£. Hay por tanto un niimero par de ceros
de B,, (que podria ser cero) localizados en T que no estan en {oq,...,a,}. Asi,
los ceros de B, que no estan en {ay, ..., q,} aparecen también en pares (£, 1/€):
los ceros que no se encuentran en T, los que estan en T y tienen multiplicidad
par, y los que coinciden con algin «; restandole 1 a su multiplicidad. Denotamos
a estos ceros por los 2¢ nimeros {51, 1/&,65,1/&,...,&, 1/5_(1}. Si no hay tales
ceros entonces ¢ = 0. Se tiene por tanto que p + 2¢ = n y como B,(0) # 0,
£ #0y 1/5 # 00, j=1,...,q. Definimos los siguientes tres polinomios

I(z) == {52—041)(2 — ) (2 —ay) Ziiié’

B@%:{@—®@—&%~@—§)§qu

1 siq=0,
I3(2) = 29171 (2).

Si suponemos p < n, y por tanto ¢ > 1, y teniendo en cuenta que

Z—é &z —1 1—&2 1 — 1-§z
=y —-f=
< §iz §iz z z

se sigue que
(Bu(2), To(2) = (Balz) 2. T (2D

= (M)~ 18~ 1/8) (=~ &) i),
(-&)(0-82) (1-§2) |, _

Ef_qzq 7F1( ))M
LY (Lo E2( = G2) (1~ )

CV ) 0), D) — €)= )+ (2 — &)

= ([1(2)[3(2) (= 1)

7F1(2)>M

&& - £,
=V Rene)e 2o
§1€a - &y
Dado que ¢ > 1 se cumple que el grado de I3 es p+¢q < n 'y I3(0) = 0. Por
tanto, I3(z) € span{z,...,2" "'}, y esto implica, por las condiciones de para-

ortogonalidad, que (B,, I';),=0. Se concluye asi que p = n.
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0

Teorema 1.16 Sea L.(f) la f.c. dada en (1.6) y 7, = [[= (2 — z) el polinomio
nodal. I,(f) es exacta en A_(,_1) -1, 7y solo si,

1. I,(f) es de tipo interpolatorio: I,(f) = I;(f) para todo f € A_,, con p,q
e NU {0} verificando p+q+1=n.
2. m, es un polinomio para-ortogonal e invariante con respecto a w.

Demostracion.- “=" Es evidente que A_, , C A_(,_1)n—1. Veamos que m,
es para-ortogonal e invariante con respecto a ©. Si1<j<n—1y z=¢e",

(T (2),27) = /7T Ta(2)2 7 w(0)dl = I5(mp(2)277) = fn(wn(z)z_j) =0,

—Tr

dado que m,(2)z™7 € A_(;-1)n—1. Como los polinomios de Szegd y sus reciprocos
tienen sus ceros en D y en E respectivamente, se sigue que (m,(z),1), # 0y
(mn(2),2™), # 0. m, es por tanto para-ortogonal. Ademas, teniendo en cuenta que
los ceros de 7, estan en T, los ceros de su reciproco son los mismos, cumpliéndose
mi(z) = 7m,(2) con T = (=1)" - [[7, z € T.

“«<” Como la f.c. es de tipo interpolatorio, exacta en A_,,, tenemos que
A = I,(1;) = Iz(l;) con j = 1,...,n, siendo I; el j-ésimo polinomio de Laurent
fundamental de Lagrange. Sea L € A_(n_1)n—1 y definamos I'(z) = L(z) —
>oiy L(z)li(2). Se cumple I € A_ 1y I'(z) =0parai=1,...,n, por

(n
(n—1),n—
lo que A(z) := 2" 'I'(2) € Py ¥y ( ;) = 0 para i = 1,...,n. Asi existe
un polinomio S € P, 5 tal que I'(z) = ﬁfﬂ = ﬂ”ii)sl Observamos que si
S(z) = 272 sp2*, entonces
n—2 n—2
L) = ( )y ) S (m(2). 5271 =0
Jj=0 j=0

por las condiciones de para-ortogonalidad de 7,, lo cual implica

I5(L(2)) = I; <F(z) + Z L(zl)ll(z)> =I1;((2) + I3 (Z L(zz)lz(z))

i=1
U

Teorema 1.17 No eziste una f.c. den puntos de la forma (1.6) para I5(f) dada
por (1.5) que sea exacta ni en A_y, ,—y ni en A_n_1) .
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~ Demostracidn.- Supongamos por reduccion al absurdo que existe una f.c.
I,(f) de n puntos exacta en A_(,_1), para I5(f). Si m,(2) = [[_,(z — 2) es
el polinomio nodal se sigue que 2z~ *m,(z) € A1y con 0 <k <n—1ypor

tanto,
(mn(2), 25) = In(z7Fm,(2)) = L (z *ma(2)) =0, 0<k<n-—1.

Debe darse entonces m,, = p,, por ser un polinomio moénico de grado n ortogo-
nal a P, 1, pero esto es imposible porque los ceros de p, se encuentran en D
(Teorema 1.7).

De manera analoga, si suponemos que existe una f.c. l:n( f) de n puntos
exacta en A_,, ,_1 para Iz(f), como zkm €A ppaparal <k <n-—1,se
llega al absurdo 7, = p, debido a

(2% 10 (2)) = Ip(2" 7 (2)) = L, (2" (2)) =0, 0<k<n-—1.

g

Las f.c. de Szeg6 caracterizadas en el Teorema 1.16 poseen pesos positivos,
algo que es de suma importancia por razones de convergencia y estabilidad. En
efecto, si tomamos f; =1; € A_,,, para todo i = 1,...,n se sigue que

0 < L(lfil*) = L(fI*) = A,

pues i€ Agpy [fP=fi- fi € Anym1 (P+q+1=n).

Observamos dos claras diferencias en comparacion con las f.c. Gaussianas
para la estimacion de integrales con respecto a medidas positivas de Borel sopor-
tadas en la recta real: disponemos de una familia uniparamétrica de f.c. (pues
para cada pardmetro 7,, € T del polinomio para-ortogonal B, (z,7,), que es el
polinomio nodal, disponemos de una f.c.) y éstas son exactas en A_(,_1),-1,
cuya dimensién es 2n — 1 (siendo el nimero de pardametros a determinar 2n). No
obstante, en [9] se probé el siguiente resultado donde se establece un dominio de
validez de dimension 2n para este tipo de reglas de integracién numérica:

Teorema 1.18 Sea I,,(f) una f.c. de Szegd de n puntos (n > 1) con polinomio
nodal B, = B,(z,7) = pn(2) + Tupi(2), 7 € T y 8, = pu(0) el n-ésimo
coeficiente de Verblunsky con respecto a w. Entonces se cumple

2" 1

L(f)=1(f) VfE€Apnna y f(z):= St e (n g

Finalizamos este capitulo con una definicion que sera de utilidad posterior-
mente (Teorema 3.19). En la Teorfa de Polinomios Ortogonales en la Recta Real
es bien sabido el papel que juegan los polinomios cuasi-ortogonales, especialmen-
te en la construccién de f.c. con grados de precisién intermedios de entre tipo
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interpolatorio y Gaussianas (Teorema de Jacobi). Mas concretamente, decimos
que un polinomio p, de grado exacto n es cuasi-ortogonal de orden exacto s
(0 < s < n) con respecto a una medida positiva, o funcién peso dada, si cumple
Pn L P,_i_s y no es ortogonal a " *. Aqui estamos entendiendo P_; = () y de
este modo, un polinomio cuasi-ortogonal de orden 0 es un polinomio ortogonal.
Por lo que hemos estudiado en este primer capitulo parece razonable pen-
sar que el concepto andlogo cuando trabajamos en la circunferencia unidad sea
considerar cuasi-paraortogonalidad, y no cuasiortogonalidad, dado que hemos
visto que el papel analogo al que juegan los polinomios ortogonales en la recta
real lo juegan en la circunferencia unidad los polinomios para-ortogonales, y no
los polinomos ortogonales (o de Szegd). Como nos interesan ademds polinomios
que sean invariantes, y dado que si un polinomio p,, de grado exacto n es inva-
riante y es ortogonal a z°, serd automaticamente ortogonal a 2"%, la definicién
adecuada que debe darse para introducir condiciones de cuasi-paraortogonalidad
debe implicar la pérdida de condiciones de ortogonalidad “centrosimétricas”. La
siguiente definicién fue introducida por primera vez en la literatura en [1].

Definicién 1.19 EIl polinomio invariante Bp o1 € Po\Pn_1 se dice que es
cuasi-paraortogonal de orden exacto 2l + 1 si es ortogonal a

span{zk:k:l+1...,n—l—1} con O§Z§E[g]—1,

siendo E[-] la funcién parte entera y (Bpai1,2')  (Bpais1, 2" 1) # 0.

Obsérvese que en la definicion anterior, los polinomios para-ortogonales se co-
rresponden con [ = 0.

Nota 1.20 Al igual que en el caso l =0, se cumple que si By, 9141 €s invariante,
entonces (Bpair1,2') # 0 <= (Bpaii1,2""") # 0, luego en la Definicién 1.19
basta decir que By, 9111 no es ortogonal a 2t






2

Polinomios trigonométricos de grado y
semigrado entero

En el Capitulo 1 hemos visto una relacion existente entre polinomios tri-
gonométricos y polinomios de Laurent a través de la transformacién z = €. De
este modo, el problema de estimar numéricamente una integral con respecto a
una medida positiva de Borel definida en (—m, 7] mediante una f.c. se ha podi-
do transformar en uno equivalente en la circunferencia unidad, siendo necesario
por tanto abordar los conceptos de ortogonalidad en la circunferencia unidad
(polinomios de Szegd), para-ortogonalidad e invarianza.

El objetivo del resto de esta Memoria serd unificar la Teoria de los Sis-
temas Bi-ortogonales y Polinomios Trigonométricos, introducidos por Szegé en
[12], con el propdsito de construir y caracterizar f.c. exactas en espacios de fun-
ciones trigonométricas. Para ello, presentaremos en este capitulo tales espacios
de funciones, y analizaremos tanto algunas de sus propiedades algebraicas como
ciertos problemas de interpolacién que seran necesarios para nuestros objetivos.

2.1. Espacios de funciones trigonométricas

Consideremos el espacio de funciones

1
T, := span{cos(k +v)0,sin(k +)8};_, , v € {0, 5} ) (2.1)
que verifica dim (7)) = 2(n+7) + 1, y sea
TV = U T
neN

En lo que sigue escribiremos 7, € 7.7(C) cuando los coeficientes son complejos
y en general T,, € 7,7 cuando son reales. Cuando T, € 7,7(C)\T7.";(C) diremos
que T,, tiene grado exacto n.
Con esta notacién unificada recuperamos para v = 0 los polinomios tri-
1

gonométricos usuales dados en (1.3) mientras que v = ;3 se corresponde con lo
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que en la literatura se conocen como polinomios trigonométricos de semigra-
do entero (véase por ejemplo [8]). Como se cumple la propiedad de simetria
T0) = (=1)2T(0 + 2) nos restringiremos a lo largo de esta Memoria a
intervalos de longitud 27, digamos —7 < 6 < 7.

Procedemos a continuacion a generalizar la relacién entre polinomios trigo-
nométricos (1.3) y polinomios de Laurent (1.4) que se llevé a cabo en el Capitulo
1 para el caso v = 0. La Definicién 1.2 se generaliza segin

AT = span {z_("ﬂ), 2", n>0, dim(A4) =dim (7)) =2(n+7)+1
(2.2)
y denotaremos
A= Ay =Clz', 2. (2.3)
neN
Para generalizar la Nota 1.1 diremos que L € A) es Hermitiano si su sucesion
de coeficientes lo es, lo que nos permite definir

(AN :={L € A7 : L Hermitiano} .

Sea
n

Té(@) = Z[akcos((k + %)9) + bsin((k + %)9)] € T.2(C)

k=0

[NE

y consideremos la transformacién z = €. Entonces

e = ek D)i0 = cog((k + 5)0) +isin((k + 3)0),

2k ) = e (k20 — cog((k + 3)0) —isin((k + 3)0),

N G DI ktg L —(kt3) ,
por lo que cos ((k + 3)0) = =2 —2" sin ((k+ 1)f) = =—=2—> y asi,
1 [ k+3,  —(k+3D) k+3_ —(k+d)
T3 (0) = Yy |on i 4 i

N [k d apiby —(k+7%) artiby
- Zk:o Z 2 2 +z 2 2

_5n | ktd —(k+1
= po |Ch1 22 + g2 ( 2)]

1
= L,(2) € A3.
Hemos probado por tanto el siguiente

Lema 2.1 Para todo T,, € T,)(C) existe L, € A) tal que T,(0) = L,(e%).
Ademas, T, es real, si y solo si, L, € (AZ)H Y COMO CONSECUENCLa,

77 ={T(0): T(9) = L(e") . L € (4"}
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El siguiente resultado es consecuencia directa de lo anterior y relaciona
polinomios trigonométricos de grado y semigrado entero con polinomios auto-
rreciprocos, introducidos en la Definicién 1.9 (recordamos de la Proposicién 1.11
que los polinomios invariantes son esencialmente autorreciprocos).

Proposicién 2.2 T, € 77\ T, con v € {0,3} es real, si y sdlo si, T,(0) =

L,(e"?) = Z(fl con P € Ponyy) \ Poniy)—1 un polinomio autorreciproco.

Demostracion.- Del Lema 2.1 se sigue que
T,(0) = Ln(¢”) con L, e (A)"\(A1_)" v 2=¢"

Ahora bien, sabemos que:

» Siy =0 entonces T,(0) = PQZ”—,L(Z) con

Pon(2) =+ Copprz+ -+ co2™ + - cp 2™

y T, es real, si y sélo si, c_, = ¢, para todo k =0,...,n.
= Siy =3 entonces T,() = PQZ;:%(Z) con
z

1 2n+1
P2n+1(z) =C_p-1 + C_nz + -+ C—lzn + Clzn+ -+ Cn+1% i

y T, es real, si y sélo si, c_, = ¢, para todo k=1,...,n.

Se concluye en ambos casos que T, € 7,7\ T, es real, si y sélo si, P €
Po(n+4) \ Pagniry)—1 €s un polinomio autorreciproco.

O

La relacion establecida en la Proposicion 2.2 permite deducir propiedades
para polinomios trigonométricos de grado y semigrado entero a partir de pro-
piedades que cumplan polinomios autorreciprocos. Asi podemos establecer el
siguiente primer resultado sobre la distribucién de ceros de estas funciones tri-
gonométricas. Cabe indicar que la demostracién que presentamos a continuacién
es similar, pero alternativa a la establecida en [2, Theorem 2.4].

Proposicién 2.3 Sea T,, € T, \ T, real. Entonces, T, tiene eractamente
2(n+-y) ceros con parte real en (—m,w| y las raices complejas aparecen en pares
conjugados.

Demostracion.- De la Proposicién 2.2 podemos escribir T),() = L, (e?) = ?fl

con P € Pynyy) \IP’Q(,LH),l un polinomio autorreciproco. Por el Teorema Fun-
damental del Célculo, P tiene exactamente 2(n + ) ceros y por el Lema 1.12,
z = 0 no puede ser uno de ellos. L,, tiene por tanto los mismos ceros que P. Sea
¢ = |¢| € una raiz de L,, con 0 € (—, 7] y || > 0. Entonces se tiene que

0="L, () =Ly (|¢|?) = L, (e"e?) = L, (e"O~"ID) = T,(0 —iln|C]).
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Luego T,, tiene exactamente (n + ) raices con parte real en (—m, 7]. Debemos
probar que estas aparecen en pares complejas conjugadas. Sea o = oy + tap una
raiz de T, y veamos que T, (@) = 0. Observamos que T,,(@) = T,,(oy — iag) =
Ln<€i(a1—ia2)) — Ln(eazeioq).

1. Si v = 0, entonces:

Ly(e®2e') =370 cpetzeer = 370 e jehozeikon

_ zzzﬂl Cke—kage'ikal — Ln<€fazeia1) = Tn(Oé> =0.

2. 81y = %, entonces:

Ln(eazeiozl) — ZZ:O [CkJrle(k-i-%)azei(k‘—i-%)al + kafle_(k—i_%)a2€_i(k+%)a1i|

*Zk =0 [C k— 1€<k+ >a2 <k+ ) +Ck+1€_(k+%)o‘2ei(k+%>al}

= Ly(e~2¢i) =T, (o) = 0.

En ambos casos llegamos a que @ es raiz de T,, y por tanto, si T, es real, las
raices son reales o aparecen en pares complejos conjugados.

g

Nota 2.4 De la demostracion del resultado anterior se sigue el siguiente resul-
tado bien conocido para polinomios ordinarios: T, € TY\ T, es real, si y solo
si, se cumple T, () =0 < T, (a) = 0.

La siguiente propiedad que vamos a establecer para polinomios trigo-
nométricos de grado y semigrado entero, a partir de polinomios ordinarios au-
torreciprocos, es el correspondiente Teorema del Factor.

Proposicién 2.5 Sean {0,}."" c (—m, 7] y T(6) = [[7 sin (52). En-
tonces, T € T).

Demostracion.- Haciendo z = e? tenemos que

2(n+7) 0—06 2(n+v) (G_zek)i *%i
— ) Yk ) — € —e
TO) =112 " sin ( 2 ) = llk=1 2
1 9. 1 9 1 k.
_ 1712(n+Y) z§6_7k1—2_767k1 _ 2(n+7) Z_j—e_Tkl (Z — eeki)
- k=1 21 - k=1 2%

— 204 g, 20+0) (o) )
= (2?)2(n+w)6 8 2 CITET (2 — ™) =

donde P € Pyniq) \ Ponyqyy—1. Luego T'(0) = P L,(z) con L, € A) y
podemos concluir que T € 7.



2.2 Interpolacién en espacios de funciones trigonométricas 19

0

También es posible probar Teoremas de la Divisiéon Euclidea para polino-
mios trigonométricos de grado y semigrado entero. Asi por ejemplo, en [8] se
prueba el siguiente

Teorema 2.6 Sea Ty, € T,.. Entonces, Ty, puede ser representado de forma
unica como

Ton(6) = A,y (0)B,_4(0) + Ra(0),

1 1
donde A, 1 672\“2 B, T2, y R, €TY.

_1
2

2.2. Interpolacién en espacios de funciones
trigonométricas

Como ya se ha comentado anteriormente, el objetivo principal de esta Me-
moria es la caracterizacién y construccién de f.c. de la forma (1.2) para la esti-
macién de la integral dada en (1.1) con f un integrando 27-periédico que sean
exactas en espacios de polinomios trigonométricos. Al igual que sucede con las
f.c. Gaussianas y las f.c. de Szeg0, resultara fundamental dar respuesta a ciertos
problemas de intepolacion que permitan definir las f.c. trigonométricas de tipo
interpolatorio (con nodos distintos localizados en (—m, 7| y prefijados de ante-
mano), para a continuaciéon plantearse buscar nodos apropiados que permitan
incrementar el dominio de validez de éstas.

Al igual que hicimos al final de la seccién anterior, podemos de nuevo hacer
uso de la relacion entre polinomios trigonométricos de grado y semigrado entero
y polinomios autorreciprocos dada en la Proposicion 2.2 para dar respuesta a
tales cuestiones. El primero de estos resultados se ha probado en [2, Theorem
3.1] para el caso particular 7 = 0 y solo se enuncia para vy € {0, %} en [3].
Procedemos a establecer la demostracion general.

Teorema 2.7 Dado un conjunto de nodos distintos {Qk}k () +1 (—m, 7]y
{yp}o (T R con v € {0, . ewiste un unico T, € T,) tal que
T.00k) =yx, k=1,...,2(n+7v)+ 1. (2.4)

Demostracién.- Sea T,,(0) = L,(e w) con L, € AVH. Como L, es hermitiano, se
tiene que Ly(e?) = L,(z) = £Z donde P € Po(n+4) \ Po(n4qy)—1 un polinomio

n+’y )
autorreciproco. Por tanto, (2. 4) se reduce al siguiente problema de interpolacion

tomando 2z, = e para k=1,...,2(n+~) + 1:

P(z) = Lo(2) 207 = Lo (€)™ = 27, Vh=1,...,2(n+v)+1. (2.5)
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Por la teoria de interpolacién para polinomios ordinarios sabemos que existe
un dnico polinomio P que cumple (2.5). Lo que nos faltaria ver es que sea

autorreciproco. Para todo k =1,...,2(n + ) + 1 se tiene que
* n 1 n 7\ n n n
P*(z,) = zk( p (z:) = zi( P (z) = zk( H)ykzkﬂ =y,
k

luego P* interpola a los nodos al igual que P. Por unicidad, P* = P, es decir, P
es autorreciproco, y podemos concluir que existe un polinomio trigonométrico
T, que satisface (2.4). La unicidad del polinomio trigonométrico es directa por
la unicidad del polinomio autorreciproco asociado.

0

Como consecuencia directa del Teorema 2.7 podemos probar el siguiente
resultado que sera esencial en el proximo capitulo para construir sistemas bi-
ortogonales de funciones trigonométricas.

Corolario 2.8 El conjunto de funciones S = {cos [(k + ) 0], sin[(k+~)0]}_,
es linealmente independiente, para todo n > 0.

Demostracion.- Sean ay, b, € R con k= 0,...,n tales que
T(0) = agcos (v0) + bosin (v0) + - - - + ancos [(n + ) 0] + bysin [(n + ) 0] = 0.

Es evidente que T, resuelve el problema de interpolacién T,(6y) = 0 con
{6,120 F ¢ (=, 7] arbitrarios verificando 6; # 6; para todo i # j. Por
el Teorema 2.7 tomando y, = 0 para todo k = 1,...,2(n + ) + 1 debe darse
T, = 0, dado que el problema admite solucién tnica. Es decir, a; = by, = 0 para

todo k =0,...,n. Con esto concluimos que S es linealmente independiente.
O

Del Teorema 2.7 hemos probado la existencia y la unicidad del polinomio
trigonométrico de grado o semigrado entero que interpole un conjunto de nodos
dados. El interpolante serd un polinomio trigonométrico si el conjunto de nodos
es impar mientras que serd un polinomio trigonométrico de semigrado entero si
el conjunto de nodos es par. Ademas, la demostracién presentada establece un
procedimiento constructivo para obtener dicha funcién trigonométrica, a par-
tir de la obtencién del polinomio ordinario P (autorreciproco) que resuelve el
problema de interpolacion (2.5).

Para nuestros intereses resultara de interés obtener la expresion explicita
de la solucién en forma de Lagrange. Para ello, fijemos un conJunto de nodos
distintos entre sf {6} C (=, 7] y un conjunto de datos {yx )it ¢ R
(éstos si pueden coincidir). Buscamos T,, € 77 que satisfaga (2.4) en forma de
Lagrange,
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2(n+v)+1
T.00)= Y L0y
k=1
donde I, € T.) (polinomios trigonométricos de grado o semigrado entero funda-
mentales de Lagrange) verifican

1, sij=k, .
lk(ej): j,k:{o’ Sli%k, Vj,k':l,,Q(n‘f"}/)‘f‘]-

Es decir, Iy es la solucion del problema de interpolacién (2.4) para el caso

{ ]} (nt)+1 = {0; }2(”” *1 Dela Proposicién 2.5 vemos claramente que

2(n+v)+1 0_0
- T (55) e 0

k=1,kj

con \; escogida de forma que [;(f;) = 1. Definimos la funcién trigonométrica
nodal como

W,.(0) = H sin

2(n+y)+1 (0 _ 0,
k=1

) 7:1+2'y7
luego se sigue que

W (0)

n ()
sin 3

Para calcular \;, haremos uso del infinitésimo equivalente sinz ~ z, x — 0 y la
regla de L’Hopital,

l](e):)\] 67;7, j:1,,2(n+7)+1

W, (0 (0
1 =1;(0;) = A\; lim 9( 2 = ), lim Me/fg,) =2\,W.(0;).
9—>GJ sin <%> 9—)9 5 J
Tomando \; = Wl(%)’ tenemos que [;(#;) = 1, donde
1 2(n+y)+1 0. — 0,
/ _ : j .
Wn(Hj)_g- H 3m< 5 ), j=1....2(n+~v)+ 1.

k=1,k#j
Hemos obtenido la expresion del polinomio trigonométrico interpolador en forma

de Lagrange:
Wa(0)y;

=1 2W!(0;)sin (9_29j>

En el tercer capitulo, para probar un resultado de tipo Jacobi va a ser nece-
sario reducir la dimensién del espacio donde el problema de interpolacién tiene
solucion unica. Lo veremos reflejado en el siguiente resultado, cuya demostracién
puede verse en [2, Theorem 3.3].

T, (2.6)
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Teorema 2.9 Sea un conjunto de nodos {0, } ) < (=7, 7] distintos entre si
y sea A, =) 7 2t 9. Entonces:

1. Si X\ # km para todo k € Z, el problema de interpolacion tiene solucion unica
en 7,7 © span {cos(n + )0} y en T} © span {sin(n + v)0}.

2. 8i X = km con k un numero entero par, el problema de interpolacion tiene

1

solucidn dnica en T,? © span {cosnf} siy =0 y en T,? © span {sin(n + 3)0}
sty = %

3. 8i A = km con k un numero entero impar, el pmblema de interpolacion tiene
solucwn tinica en T, & span {sinnf} siy =0y en 771 © span {cos (n+3 0}
sty =

Del Teorema 2.9 se deduce que siempre es posible encontrar un supespacio
de 77 de dimensién 2(n++) donde el problema de interpolacién siempre admite
solucion tnica.

A continuacién planteamos un problema de interpolacién de tipo Hermite.
Como en este caso el nimero de condiciones es par (interpolamos a una funcién
y a su primera derivada en un conjunto de nodos prefijado de antemano), bus-
caremos en primer lugar un polinomio trigonométrico (7 = 0) que lo interpole,
eliminando una de las condiciones de interpolacion en la primera derivada en
algin nodo prefijado de antemano. Garantizamos asi que el nimero de condicio-
nes coincida con la dimensién del espacio donde estamos buscando solucién con
~v = 0. Como es bien sabido para el caso polindmico ordinario, si prefijamos n+1
nodos distintos, entonces este problema de interpolacién admite solucién tnica
en Py, 1, un subespacio vectorial de polinomios de dimensiéon 2n + 2 (coinci-
diendo con el nimero de condiciones de interpolacién). Aprovechando de nuevo
la conexién con polinomios autorreciprocos dada en la Proposicién 2.2 podemos
hacer uso de este vinculo para probar el siguiente (véase [2, Theorem 3.2])

Teorema 2.10 Dado un conjunto de nodos distintos {0}1—1 C (—m, 7] y un

conjunto de datos {yy. }2(n+7 MUy A% n;r,;g;;l C R siendo kg € {1,...,n+1} un
indice prefijado de antemano, entonces existe un inico H, € T? tal que

Hn(ﬁk):yk, kzl,...,n—i—l,
(2.7)
H 0y =y, k=1,....n+1, k#k.

En segundo lugar, podemos plantear un nuevo problema de interpolacion
de tipo Hermite buscando exactitud en polinomios trigonométricos de semigrado
entero de manera que no eliminemos ahora ninguna condicion de interpolacién al
problema, como hicimos en el Teorema 2.10. Tenemos pues el siguiente resultado
con el que finalizamos este capitulo y que, por lo que sabemos, es nuevo en la
literatura.
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n+1 C (—7T,7T] Yy

{u )t Uy, 2 € R. Entonces, existe un inico H, € ’7; tal que

Teorema 2.11 Dado un conjunto de nodos distintos {Qk}

Hn(ﬁk):yk, kzl,...,n—i—l,

(2.8)
H (0x)=v,, k=1,....,n+1.
Demostracion.- Sea H,(0) = PQ"% donde z = € y Po,iy € Popyy \ P,
z
un polinomio autorreciproco. Veamos qué problema de interpolacion resuelve
Py, si tomamos z, = €% para k = 1,...,2n + 1: como z = ¢ se sigue que

0 = —iln(z), lo cual implica 0, = —ﬁ y por tanto,
Ponin(2) = 25 H, (0) = Pona(21) = 20 2y,
Pyi(2) = (n4 1) 2" 5 H,(0) + 2" T2 H(0)0, =
Pyi(2) = (n4 1) 2" 2 H,(0) + 2" T2 H ()2
= 2" [(n+ 1) Hy(0) — iH.(0)]

_1 .
= Pha(z) =2 2 [(n+5)w— iy

Deducimos pues que FPs,.1 resuelve el siguiente problema de interpolacion de

Hermite (polinémico ordinario):

1

P2n+1(zk):zz+2yk, k=1,....n+1,

Py(a) =2 2 [(n+ Do —igh], k=1,....n+1

Como este problema de interpolacién de Hermite admite solucién tunica, ya
tendriamos probada la existencia y unicidad de H,, a falta de justificar que
P5,4+1 es un polinomio es autorreciproco. Para ello, veremos que P;, | resuelve
el mismo problema que P, para deducir que Pppq1 = Ps, ;.

2 _ 1
* _ 2n+1 P. 1 _ n+1 on+1 _ nty
2n+1(2k) = 2k 2n+1 (7;) = Z P2n+1(zk> =z Zk yk =z, Yk,

/

(P (2 ))/ = <22n+1P2n+1(3>> = (20 + 1) 2*" Py (2) + 221 <P2n+1(z)>/7

<P2n+1(2)>/ = (P2n+1 (%))/ = 71P2/n+1 ( ) = 71P2/n+1( )-

Luego la expresion de la derivada del polionmio reciproco viene dada por
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(Pikn+1(z))l =(2n+1) ZQnP2n+1(Z) + Z2n+1(;_21)P21n+1(Z)

= (2n+ 1) 2% Poyya(2) — 2°" 1Py, 04 (2),
lo cual implica,

(P2*n+1<zk>)/ =(2n+1) ZznPQnH(Zk) - zi"_lpénﬂ(zk)

=(2n+1) zﬁ”z:Jr%yk - zZ”_lz:_% [(n + %) Yk — zyjﬂ]

— @+ 1) 2 Py — 7 [(n+ L) e+ i
= (n+ 1) Ry — sy,
= () e — i) -

Vemos que Py, ., resuelve el problema (2.9) igual que P,;;. Por unicidad,
P31 = Poyy1. Es decir, Py,4; es autorreciproco, por lo que H, existe y es
tnico.

g



3

Bi-ortogonalidad, cuasi-ortogonalidad y
conexion con la cicunferencia unidad

En este ultimo capitulo veremos nuevos conceptos como la biortogonalidad
y la cuasi-ortogonalidad de polinomios trigonométricos. Analizaremos la relacién
que tienen con los polinomios de Szegd y acabaremos con el estudio de las f.c.
de maximo grado de precision.

3.1. Sistemas bi-ortogonales de funciones
trigonométricas

En esta seccion retomaremos el concepto de otogonalidad de manera similar
a lo que se hizo en el Capitulo 1 con el producto interior (1.7) actuando sobre
funciones definidas en la circunferencia unidad. En este caso trabajaremos con
polinomios trigonométricos, por lo que el producto interior se definirda de la
siguiente manera: Fijada una funcién peso w en (—m, 7|, para cualesquiera f, g €
T con vy € {O, %}, se define

o)~ [ r@g@uedw v IfI=VIED G

En el Capitulo 2 hemos estudiado ciertas propiedades de los polinomios
trigonométricos considerandolos reales. En esta tltima parte de la memoria da-
remos uso a esos resultados, por lo trabajaremos con funciones real-evaluadas.
Ademas, como prefijamos de antemano la funcién peso, omitiremos el subindice
w en el producto interior.

Sabiendo que el sistema S = span {cos|[(k+7)0],sin[(k+~)0]};_, es
linealmente independiente (Corolario 2.8) con v € {0, £} fijo, podemos construir
un sistema equivalente de funciones { fi, g };_, con go = 0 para v = 0 mediante
el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Este sistema sigue generando
T7 y es ortogonal. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que para k =
0,...,n, gr € T,) y fx € T \ span{sin[(k+~)0]}. Para j,k = 0,...,n se tiene
por tanto que
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(Fis Fe) = 0 Fell? 0ims {gjrax) = Naell* 6ims (fjrqx) = 0. (3.2)

oo
Nuestro primer resultado ofrece una caracterizacién de una base { f,gA’), g,@}

de 7.

Teorema 3.1 Sea {f,gv),g,(:)} C T conv € {0,3} tal que
k=0

k=0

F0) = S5 lawjeos [(j+7) 0] + biysin[(j +7) 6], Yk >0,
g(0) = Sb_ lewjeos [(G+7) 0] + digsin [(j +7) 0], Yk >0,

donde tomamos agy # 0, coo = 0 y dog # 0 para v = 0. Entonces, {f,ﬁ”, g,(:)}
k=0
es base de T7, si y solo si,

akk bk
Cik Ak

40 VEk>0. (3.3)

Demostracion.- Vamos a definir la siguiente matriz:

Voo Vio - -+ Vio
0 Vig--- V, -
n — . .11 . .1 S MQ(nJrl)v ‘/kj = <ak] bk]) € M27 Vo0 S] S k S n.
oo e Crj i
0 0 -V,

Veamos que para todo n > 0 se tiene que {fx, g },_, es linealmente inde-
pendiente, si y solo si, det(D,,) # 0.

Decir que Y ;_, o fr + Brgi] = 0 para {ay, Bi}_, C R equivale a

0=> %0 [Zf:o [(car; + Brcwg) cos [(5 + ) 0] + (arby; + Brdyy) sin[(j + ) 0]]
=2 im0 [Z;‘l:k (ajajy, + /Bjcjk)] cos [(k + ) 0]

|5 (i + Bidie)| sim [(k+7) ]

y por el Corolario 2.8, se sigue que

n

> (ajaje+ Bicir) =0y > (azby + Bdsr) = 0.

Jj=k Jj=k
Esto equivale a

Dy (a0 Boar B an B) = (0000---0)",
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que es un sistema homogéneo y tendra solucién tnica (la trivial), si y solo si,
det(D,) # 0.
n
Vemos por tanto que { ,57), g,(g)} es una base de T7, si y solo si, es
k=0

linealmente independiente para todo n > 0, si y solo si, det(D,) # 0 para todo
n > 0. Como D, es una matriz triangular por bloques, su determinante es el
producto del determinante de los bloques. Por tanto,

gk Dk
Cik ik

gk bk
Cik ik

0 # det(D,,) = ﬁ

k=0

#0, VO<k<n.

O

Nota 3.2 De acuerdo con el Teorema 3.1, el sistema {f,g’), g,(:)} con géo) =0

que se obtiene al aplicar el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt al
conjunto ordenado de funciones S = span {cos [(k+ ) 0], sin[(k+~)0]};_, es
claramente una base de T.

Estamos ya en condiciones de introducir el concepto de biortogonalidad.
Antes de ellos, debemos definir la independencia lineal entre polinomios trigo-
nométricos. No se debe confundir con la independencia lineal entre conjuntos de
funciones, tal y como se empled en el Corolario 2.8.

Definicién 3.3 Sean f,g € T de grado exacton >0y~ € {0, %}, de la forma
f(0) ="k lancos [(k + ) 6] + bysin [(k + ) 6],

9(0) = 2 j—o [ewcos [(k +7) 0] + dysin [(k + ) 6]]
Se dice que [ y g son linealmente independientes si

Qn

bn
cn dy, 7 0.

La definicién carece de sentido para n = v = 0, asi que ese caso siempre lo
omitiremos.

Definicién 3.4 Sea w una funcion peso en (—m, 7] y { fr, g }reg C T un siste-
ma de polinomios trigonométricos reales. Diremos que el sistema es bi-ortogonal
respecto a w si es ortogonal (satisface (3.2)) y para todon >0, fn, 9, € T\T,
son linealmente independientes (denotando T, = {0} ). Ademds, diremos que el
sistema es bi-ortonormal si || fx|| = |lgx]| = 1 para todo k > 0.

Ahora nos interesaria estudiar la unicidad de los sistemas bi-ortonormales.
El sistema no va a ser tinico, pero existe una relacion muy estrecha entre ambos
que se explica en el siguiente
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Teorema 3.5 Sean {fu, gn}trro ¥ {fn, gn} C T7 dos sistemas bi-ortonormales

con respecto a w. Entonces, ¥Yn > 0, IM, matriz ortogonal tal que

()= ()

Demostracion.- Como siempre, descartaremos el caso n = v = 0, ya que
tendriamos fo, fo € {1,—1} y nos basta tomar M, = sgn(fofO)IQ, donde I, =
matriz identidad de orden 2.

Fijemos n > 0. f, € 7.7 = span {fi, g }r—gs luego
Fa(0) = arfr(0) + brgi(0),

k=0

donde a;, = (fn,fk> =0yb, = (fn,gk> = 0 para todo &k = 0,...,n — 1 por las
condiciones de ortogonalidad de f,,. Luego, f,(0) = an fn (6 )—l—bngn(ﬁ) y mediante
un proceso analogo, llegamos a g, (0) = ¢, f,(0) + d,g,(0). Con esto, obtenemos
la relacion matricial

(5) = () con g = (80 ) = (o) o),

Si hacemos el mismo proceso con los sistemas intercambiados, se tiene que

(o) = () = e () = w = = ({23 0 ) =

Por tanto, M, es ortogonal.
O

Seria interesante plantearse un resultado reciproco al Teorema 3.1. Es evi-

dente que si {fn,gn},g ¥ { fs gn} C T7 son dos sistemas de polinomios

trigonométricos tales que para todo n > 0, exista una matriz ortogonal M, de

forma que .
(-
In In

no necesariamente seran bi-ortonormales esos sistemas. No obstante, podemos
probar la siguiente

Proposicién 3.6 Sea {f,, gn},ey C T un sistema bi-ortonormal y definamos

Vn >0, )
GRAG
In In

con M, matriz ortogonal. Entonces, {fn,jn} C T7 es un sistema bi-
n=0

ortonormal.
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Demostracion.- Sea n > 0, entonces

~ [cos(0,) (—1)msin(6,)
My, = (sz’n(@n) (—1)““003(%))

para un cierto 0,, € (—m, 7| y i, € N. Veamos si se cumplen las condiciones de
bi-ortonormalidad: para todo n,k > 0,

(fus Fr) = (cos(0n) fo + (=1)™sin(00) gn, cos(0k) fi + (—1)* sin(0k) gr)
= 052(0)0nm + 5I02(00) 0 m = O

(Gns Gir) = (5in(0,) fro + (—1)" T cos(0n) gn, sin(6h) fir + (—1)"FLcos(Ok) gr)
= 5in2(00) 0. + €05%(00) 3 = O

(fus Gi) = (c05(00) fo + (= 1) 5in(0,) g, 51(0k) fie + (—1)cos(0k) gi)
— 05(0,)5i1(0) 0 — ST1(0,)COS (01 = 0.

Falta ver que para todo n > 0, fn y gn son linealmente independientes. Supon-
gamos que

(0) = 2 k=g [axcos [(k +7) 0] + besin [(k +7) 0],

gn(0) = > ko [crcos [(k +7) 0] + dysin [(k + ) 0]]

Entonces,
in bn| | ancos(8,) + (=1)imc,sin(0,)  bucos(6,) + (—1)d,sin(6,)
é, d,|  |ansin(6,) + (—1)" e, cos(6,) bysin(f,) + (—1)d,cos(6,,)

= [ancos(8) + (1) cosin(6,)] [basin(8n) + (—1)+d,cos(6,)] —
(ansin(f,) + (—1)in+Le,cos(0,)] [bacos(By) + (—1)ind,,sin(6,)]
= and, [cos(60,) (= 1)+ cos(8,) — sin(6,)(— 1) sin(6,)] —
Cnbry [—(—1)"sin(6,)5in(6,) + (—1)7" 1 cos(6,,)cos(6,,)]
= (=1)"* andn — cabn] # 0,

debido a que f, v g, son linealmente independientes. Por tanto, fn Yy gn SOn

~ oo
linealmente independientes y { fxs jk} C T7 es un sistema bi-ortonormal.
k=0
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U

Ejemplo 3.7 {cos[(k+7)0],sin[(k+7)0]},—, C T esun sistema bi-ortogonal
para el caso de w =1 en (—7,m|.

En efecto, si tomamos f,,(6) = cos[(n+7)0] y ga.(0) = sin[(n+ ) 0], se tiene
que

1 fn ¥ gn son linealmente independientes para todo n > 0.

2. (fus fr) = Onks (Gn, 9k) = CnOnik Y (fn,gx) = 0 para todo n,k > 0, donde
Cn =7, Yn>1y cog=2m.

Si analizamos los ceros de estos polinomios trigonométricos, vemos que

fa(0) =0 <= (n+7) 6, = BHT 6, = BHE - L e 7.

gn(Ox) =0 <= (n+7) Oy = kr <> 0 = ke Z.

n+’y )

Como 6y € (—m, 7|, podemos acotar el parametro k € Z. Vamos a analizarlo
primero para f,:

2k+1 1 1
—7r<9k§7r<:>—77<( +)7T<7r<:>—(n+’y)—§<k§n—|—’y——.

2(n+7v) — 2
Veamos qué valores puede tomar k£ dependiendo de ~.

1. Siy=0: —n—%<k§n—%:>—n§k:§n—1,

2. 817:%: —n—-1<k<n=—-n<k<n.

Por lo tanto, f, tiene 2(n + ) raices distintas en el intervalo (—m, w]. Veamos
ahora g,:

—T <Oy <<= -7 < <m<=—(n+7v)<k<n+-~.

n4y
Veamos qué valores puede tomar k£ dependiendo de +.

1.Siy=0—n<k<n=>-n+1<k<n,
2. 817:%: —n—%<k§n+%:—n§k§n.

concluimos que tanto f,, como g, tienen 2(n + ) raices distintas en el intervalo
(—m, m].

Hemos estudiado un caso particular con una funcién peso dada (w = 1).
Esto se puede generalizar para cualquier funciéon peso. Al igual que con los poli-
nomios para-ortogonales en el Capitulo 1, los ceros de los sistemas bi-ortogonales
jugaran un papel esencial en la construccion de f.c. Por lo pronto podemos es-
tablecer el siguiente
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Teorema 3.8 Sea {f,, gn}trey C T7 un sistema bi-ortogonal y (a,b) € R*\{(0,0)}.
Entonces, T,, = af,+bg, € T, tiene exactamente 2(n+7) ceros reales y distintos
en cualquier intervalo semiabierto de longitud 2.

Demostracion.- Sin pérdida de generalidad, nos centraremos en el intervalo
(—m,m|. Por la Proposicién 2.3, T,, tiene exactamente 2(n + ) ceros con par-
te real en (—m, 7| y las raices complejas aparecen en pares conjugados. Sea p
el nimero de raices reales distintas con multiplicidad impar. Por construccién,
existe un ¢t € {0,...,n} tal que p = 2(¢ + 7). Supongamos que ¢t < n, entonces

T,(6) = 2ﬁ) sin (9 ;C’“) H1 sin (9 _2“’“) — R{0)G(0),

donde R; € T, y G,y € T, es un polinomio trigonométrico que no cambia de
signo en (—m, 7|, por lo que

I= / T (0) Ru(0)w(8)d0 — / " R2(0)G L (0)w(0)d0 £ 0.

Por otro lado, en virtud de la ortogonalidad se tiene que
I— / To(0) Re(0)w(8)d0 = (T, R) = (afy + bgn, Ri) = 0.

Como esto es absurdo, debe ocurrir que t = n, o equivalentemente, p = 2(n+-).
Con esto, concluimos que T, tiene exactamente 2(n + «y) raices distintas en el
intervalo (—m, 7).

O

3.2. Relacion con los polinomios de Szeg6

En esta breve seccion, veremos como obtener sistemas bi-ortogonales con
respecto a una funcién peso w a partir de la familia de polinomios de Szeg6 res-
pecto a la funcién peso @ inducida en T. El siguiente Teorema engloba resultados
establecidos en [2], [3] ¥ [12].

Teorema 3.9 Sea {p,} -, la familia de polinomios de Szegd y sean {wy} ~, C
C\{0} tales que w2daniy) € R. Si definimos fo #0 go=0 para vy =0y

wne T iy 1(€) = £u(0) +iga(0),  Vn >0, (3.4)

entonces { fu, gn ooy C T es un sistema bi-ortogonal.
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Demostracion.- Veamos primero que { f,, g}, €s un sistema ortogonal. Usando
el cambio de variable z = €? tenemos que

Fal8) = 3 Jwnz™ 0 D ) 4 (2) + T2 g ) 1(2)

1

gn(e) = 3 |:wnzi(n+yil)p2(n+’y)—l(z) - w_nZnJr’yil

P2(n+7)—1(2)} .

Sean n,m # 0 tales que n > m. Para obtener (f,, f.,), calculamos

L (27 oy 1, 2 D oy 1) = {patman)—15 2" " Pagmer)—1) = O
por ortogonalidad, pues

P iyt € span{zn T, Y C (5 Gy

2. <27(n+771)p2(n+7)—1aZm+771p2(m+7)—1> = <,02(n+'y)—1azn+m+2’yi2p2(m+’y)—1> =0

por ortogonalidad, pues

n+m—+2y—2

z Patmiy)—1 € span{z""" L 2R C () o 223

3. (Z”ﬂ_lpz(nw)—l,Z_(mﬂ_l)m(mm)—ﬁ = (2= D po iy 1, 2 gy —1) =
0 por 2.

4 A" 1, 2" T Pama 1) = (27O gy 1, 27D oy 1) =
0 por 1.

Por tanto, (f,,, fmm) = 0. Veamos ahora el caso n = m. Supongamos que (f,, fn) =
0. Entonces || f,.|| = 0, es decir,

—(n+~y-1) n+vy—1

W2

p2(n+'y)71<z) + Wn2 p2(n+7)71(z) =0,

o equivalentemente,
WnZPa(n4y)-1(2) = _w_np;(n-i-’y)—l(z)'

Del Teorema 1.7, deducimos que w, = 0, pero esto es absurdo, luego (f,, fi) =
|| full? 0. PAra todo n,m > 0. De forma muy ansloga, se llega a que (g, gm) =
gn||” On.m para todo n,m > 0y (fn, gm) = 0 para todo n # m. Veamos ahora
que {fn, gn) = 0 para todo n > 0. Tomamos z = €? y definimos la integral

L= [T (w2 " D oy 1 () w(0)d0 = [T (fa(6) + iga(6))* w(6)d6

= J7 (fa(0)* = 9u(0)*) w(0)dO + 2i [ £,,(0)gn(0)w(0)d0),

y por otro lado, de (1.10),
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I, = wi f:r Zﬁ2(n+fyil)p2(n+w)fl(610)2w(9)d0 = w721<zp2(n+'y)fla Z2(n+7)71p2(n+7)71>

2

= w72L<p2(”+7) - 62(”+’Y)p;(n+'y)—17 p;(n+"/)—1> = _w72l(52(n+7) p;(n—l—v)—l

Luego, <fna gn> =0 w72152(n+’y) eR.
Para completar la demostracion debemos probar que f,, g, son linealmente

independientes para todo n > 0. Veamos cuéles son los coeficientes directores
de f,(0) + 1g,(0), teniendo en cuenta que ps(,4+)—1 €s un polinomio ménico:

wne—i(n+7—1)9p2(n+’y)_1(ew) —w, Zi(:n(;rw)fl Ckei(k—(n-&-v—l))e
= Wy, Zigl e [cos[(k— (n+~v—1)0] +isin[(k — (n+~v—1))d]]
= WnCo(ntry)—1 [cOs [(n 4+ 7)0] + isin [(n + v)0]] + ... (grados menores)
= wy, [cos [(n+7)0] +isin[(n + v)0]] + ... (grados menores),
luego obtenemos la siguiente expresion trigonométrica de f,, y gn:
fn(8) = “2F2ncos [(n 4 v)0] — La22sin [(n + v)6] + . .. (grados menores),
gn(0) = 2522 cos [(n +7)0] + L2322 sin [(n + v)6] + . .. (grados menores).

Se sigue que

n Ty wnten | = 1 (wn +Wn” A+ 2 |wn| ) T (wn + Wy — 2wy ) = |wa|” # 0.
i

Por tanto, f,, g, son linealmente independientes para todo n > 0 y con esto se
tiene que {f,, gn}rey C 77 es un sistema bi-ortogonal.

O

3.3. Foérmulas de cuadratura trigonométricas

Llegamos a la parte importante de esta Memoria, la construccion y ca-
racterizacién de férmulas de cuadratura exactas en subespacios de polinomios
trigonométricos.

Recordemos que nuestro objetivo es aproximar la integral I,(f) dada por
(1.1), donde w es una funcién peso y f una funcién 2r—periddica tal que fw €
Ly[—m, 7. I,(f) va a ser aproximada por medio de una f.c. de n puntos de
la forma (1.2). Queremos determinar los nodos {6x},_, v los pesos {\¢},_,
de forma que I,(f) sea exacta en un cierto subespacio de 77 con la mayor
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dimensién posible. Es decir, que I,(T') = I,,(T') para todo T' € 7,7 C T7, donde
m = m(n,~y) sea lo mayor posible.

El siguiente resultado es importante para avanzar en la construcciéon de
este tipo de formulas:

Lema 3.10 1. No existen f.c. de n puntos que sean exactas en T,). Es decir,
m(n,vy) < n.

2. Sean {0},_, C (—m, 7] n nodos distintos. Entonces, existe un subespacio
7;7 C T,) de dimension n tal que se pueden determinar pesos {Ay},_, de
manera tnica verificando I,(T,) = I,(T,) para todo T, € T7. Es decir,
1,(f) es una f.c. trigonométrica de tipo interpolatorio.

Demostracion.- Primera parte: Supongamos que existe una f.c. I,(f) exacta en

7.7. Tomamos un polinomio trigonométrico en funcién de ~:

= Si~y =0, tomamos T,(0) = [[;_, sin? (552) € T,2. Luego L.(T,) = I.(Ty),
es decir, ffﬂ IT_, sin? (%) w(6)dd = 0, pero no puede ocurrir, pues T}, no
cambia de signo.

1

= Siy =1, tomamos T,,(0) = sin (5=) [T, sin® (%52) € 2. Lo tomamos
de esa manera para que no cambie de signo en (—m,m) y proceder como en
el caso anterior.

Segunda parte: Tomamos Ay = I,(lx), donde [, denotan los polinomios
trigonométricos fundamentales de Lagrange, cuya expresién se dedujo en (2.6).
Vamos a diferenciar los siguientes dos casos:

1
» Sin = 2t, entonces [, € 7,2, y por la unicidad del polinomio trigonométrico
1

interpolador, para todo T;_; € 7,2, se tiene que

Ti-1(0) = Z e (0) ;-1 (k).
k=1

Asi,

Lo(Ti1) = [7, Tir(0)w(0)d0 = [7 575 e(0) i1 (61)w(0)dO
=2 hmr Tima (O1) J 7, () (0)d0 = 370 Tima (04) Lo (le)
= et MT1(0k) = L(Tia).

Nos vale tomar T = 7,2, con dim(T,2,) = n.

» Sin=2t+1,1; € T y para todo T; € T,°, se tiene que

L0) = 3 W(O)Ti(6).
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Asi,
= |7 TiO)w(0)d0 = |7 375, We(0)Ti(0k)w(0)d0

=2kt ToOk) 7, We(0)w(0)dO = 375y To(6r) L (lk)

Nos vale tomar 7~”y = T, con dim(T?) = n.

En ambos casos, el valor de los pesos es tinico, pues si suponemos que I,,(f) =
S e f(0r) = S Mef(6x) cumpliendo exactitud en 7,7, en particular

)= Mli(0k) =D Mli(0k) = N = X;, Vi=1,...n.
= k=1

Este valor viene dado por Ay = 1,,(Ix).
O

El siguiente paso sera trasladar el concepto de cuasi-ortogonalidad al con-
texto trigonométrico.

Definicién 3.11 Sea T,,, € T)\T,., con r € NU{0}. Diremos que T, es
cuasi-ortogonal de orden 1 si es ortogonal a T, {_. y no ortogonal a T,._,

En esta definicién solo tiene sentido definir la cuasi-ortogonalidad para
n > r, entendiendo 7, = 0. Si r = n — 1, T,,,,—1 es ortogonal a 7', mientras
que si r =n, T, , no es ortogonal a ningin subespacio de 7.

Si {fr, grtreo C T7 es un sistema bi-ortogonal y T),, € T7\T," es cuasi-
ortogonal de orden r = 0 (ortogonal), se tiene que T, 0 = af, + bgn, para ciertas
constantes a,b no simultaneamente nulas. Nos gustaria obtener una expresién
de T,,, para cualquier r € {0,...,n} en funcién de la base {fx, gx},_, de 7). El
resultado es similar al que se obtiene en el eje real.

Proposicién 3.12 Sea {fi, gx}iey C TV un sistema bi-ortogonal. Entonces,
Tnr € TI\T, ., es cuasi-ortogonal de grado n y orden r, si y solo si, existen
constantes a,, by, ..., a,_r, b,_, € R tales que

Tn,r = anfn + bngn +F anfrfnfr =+ bnfrgnfm (ana bn)7 (anfm bnfr) 7é (07 O)

Demostracion.- Sea T, . € T )\ T, cuasi-ortogonal de orden r. Como { fi, gx }1_,
es base de 7)) y T,,, tiene grado exacto n, existen a,,b,,...,ap,bp € R con
(an,bn) # (0,0) tales que Ty = Y 4 @nfn + bngy v para todo T € T, | se
tiene que 0 = (10, T) = > g ar(fe, T) + be(gr, T). En particular, si 0 < j <
n —1r — 1, se tiene que
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fi €T, = 0=Tu fj) = a; [I;|” = a; =0,

g; € 7:(7177" — 0= <Tn,rvgj> = bj ng”2 = bj = 0.

Como T, no es ortogonal a 7, ., entonces (T}, ., fn—r) # 0 0 bien (T, ., gn—r) #
0, luego (an—r, bp—r) # (0,0).

Reciprocamente, si T, , = anfn + bngn + -+ + @prfrne r + by_rGn_r con
(an,bn), (@n—r,bp—r) # (0,0), se tiene que para todo S € T." | ., (f,S) =
(g, S) = 0 para k = n—r,...,n. Luego (1),,,5) = 0. Sin pérdlda de generalidad,
suponemos a,_, # 0. Entonces (T}, fo—r) = @n— || fn,TH2 # 0. Concluimos que
T, es cuasi-ortogonal de grado n y orden 7.

0

A partir de ahora, nos centraremos en buscar ciertos nodos {f},_, en
(—m, m] distintos y ciertos pesos reales {A,},_, tales que

_ zn: MNT(0) = L,(T), YT eTl,. (3.5)

El resultado clave viene a continuacion es un resultado de tipo Jacobi para f.c.
trigonométricas con dominios de exactitud intermedios. En [3] se da la demos-
tracién para el caso r = 0. Aqui se ha generalizado por tanto ese resultado (véase
también [7, Lemma 2.1]).

Teorema 3.13 Sea I,,(T) = >, _, M\eT(0x) con {6x}_, C (—m, 7] distintos en-
tre si. Sean =2(t+7) y0 <r <t—1. Entonces, I,(T) = I,(T) para todo
TeT?, 1, siy solo si,

1. I,(f) es exacta en un cierto subespacio L, C T2, de dimensién n (de tipo
interpolatorio).
2. La funcidn trigonométrica nodal Ty € T, es cuasi-ortogonal de orden r.

Demostracidn.- “=" Supongamos que I,(T) = I,(T) para todo T € T,* ;.
Se tiene que

dim(T?, )=2n—r—-1)+1>2n—t)+1>n+1,

luego existe un subespacio £,, C 7,2 ; de dimensién n donde la f.c. es exacta en
ese subespacio.

Por otro lado, sea T;(#) € T, la funcién trigonométrica nodal y sea S €
T, .. Tenemos que T3S € T. ., por lo que

(T3, 8) = 1,(T,S) = I(T;S) ZAthek ) =0=T, LT,_
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Es decir, T; es cuasi-ortogonal de orden 7.
“«<=" Supongamos que se cumplen las condiciones 1 y 2. Veamos que
I(T) = I,(T) para todo T' € T, _,. Sabiendo que 7, C T,?,_,, entonces si

definimos ~
o TP, siy=0,
" 7Y siy= %,

donde T = T2 & span {cos (t0)} o T, = T,* © span {sin (t0)}, por el Teorema
2.9 se tiene que en L, el problema de interpolacion de n nodos admite solucién
tnica. SeaT,, .1 € T, ;v L, € L, tal que L, (0x) = Tp,r—1(01), Yk =1, ...,n.
Se tiene que T, 1 — L, € T2, 1 v (Tnr_1 — L,) (6x) =0, Vk = 1,...,n, por
loque T, 1 — L, = T}V;_,_1, donde V, .y € T,”, ;. Como Ty L 7,7, ;, se
tiene que 1,(T;V;_._1) = 0, por lo que

Iw(Tnfrfl) = Iw(Ln + 7“;f‘/tf?’fl) = [w(Ln) + [w(jjt‘/tfrfl)

O

Como es bien sabido, que una f.c. tenga pesos positivos es de suma im-
portancia por razones de convergencia y estabilidad. El siguiente resultado nos
proporciona una relacion entre el nimero de pesos positivos de una f.c. y el
niumero de condiciones de ortogonalidad que cumple la funcién nodal.

Proposicién 3.14 Bajo las condiciones del Teorema 3.13, si I,(f) es exacta en
TO .., entonces el mimero v de pesos positivos de I,(f) satisface v >mn—r—1.
En particular, si r = 0, todos los pesos son positivos.

Demostracion.- Supongamos que 6y, . . ., 8, son los nodos de I,,(f) con pesos
asociados positivos y que v < n —r — 1. Definimos S = 1siv =0y S(0) =
[T, (6 —6,)* € T2 si v > 0. Entonces S € T2, _,, por lo que I,,(S) = I,(S)
y llegamos a la contradiccién 0 < I,(S) = [,(S) < 0. Debe darse por tanto
v>n—r—1

O

De la Proposicién 2.3 sabemos que si T,, € 7,7\ 7, ; es real, entonces tiene
exactamente 2(n+y) ceros con parte real en (—, 7], y las raices complejas apare-
cen en pares complejos conjugados. El Teorema 3.8 permiti6 vincular condiciones
de ortogonalidad con propiedades adicionales sobre estos ceros: si T,, L T." 1,
entonces tendrd exactamente 2(n + ) ceros distintos en el intervalo (—m, 7. Si
T, posee condiciones de cuasi-ortogonalidad, se espera que el nimero de ceros
reales vaya siendo menor cuanto mas aumente el orden r. Veremos la conexién
entre las condiciones de cuasi-ortogonalidad y el niimero de ceros distintos en
(—m, 7] en el siguiente
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Teorema 3.15 Sea T, € T, \ T, cuasi-ortogonal de grado n y orden r.
Entonces, T,,, tiene al menos 2(n — r + ) ceros distintos en (—m,].

Demostracion.- Sean 6y, ...,0 € (—n, 7| los distintos valores donde 7},, cambia
de signo en (—, 7. Entonces, s = 2(m 4+ v) con m € NU{0} y v € {0,3}.

Tomando
1, sim=~vy=0,
qm(0) = { 2(m+-) 0—0,,

el SN (T) , en otro caso,

se tiene que T, , = ¢y, donde ¢, € T,) vy Ry, € 7;0_m no cambia de signo
en (—m,m|. Supongamos que 2(m + ) < 2(n — r + ), entonces m < n —r,
por lo que ¢, € T, ,_;. Como T,,, es cuasi-ortogonal de orden r, por definicién
(Thryqm) = 0, pero Ty, +qm = q2,Rpn_m no cambia de signo en (—m, 7). Llegamos
a una contradiccién, pues 0 = (75, ,, ¢) > 0. Concluimos asf que s = 2(m+7) >
2(n —r+7).

g

Nota 3.16 Del Teorema de Jacobi 3.13, se sigue que una f.c. con mdximo grado
de precision trigonométrico alcanzable existe, y posee pesos positivos. La exis-
tencia queda garantizada por el Teorema 3.8, pues en ese caso sabemos que la
funcion trigonométrica nodal posee todos sus ceros en (—m,w| y son distintos.
La positividad de los pesos se establece en la Proposicion 3.14.

Cuando el dominio de exactitud de la f.c. no es el mdzrimo alcanzable,
vemos que la funcion trigonométrica nodal posee ahora condiciones de cuasi-
ortogonalidad, y por el Teorema 3.15 vemos que la existencia de esta f.c. que-
dard garantizada siempre y cuando se pueda asequrar que todos los ceros de la
funcién trigonométrica nodal se encuentran en (—m, | y son distintos, algo que
en general no siempre ocurre.

Nota 3.17 Dado que la f.c. trigonométrica de n puntos con mdximo grado de
precision alcanzable es exacta en un subespacio de dimension 2n — 1, y su poli-
nomio nodal depende esencialmente de un pardametro. A diferencia de lo que se
conoce en la literatura como “f.c. trigonométrica Gaussiana”(véase por ejemplo
[8]), parece mds razonable que esta f.c. sea denominada “f.c. trigonométrica de
Gauss-Radau”.

3.4. Conexién con cuasi-paraortogonalidad

Terminamos esta memoria con una conexion entre las f.c. trigonométricas
con las de dominios intermedios de Szegé. Asumimos que 1,,(T) = >, _; MT(6%)
es una f.c. trigonométrica con exactitud en 7,° ;. Tenemos que 6 € (—m, 7]
para todo k =1,...,ne L,(T) = I,(T), para todo T € T?_,_,.
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Sea L € A_(_y_1)n—r—1 de modo que L(e”) = Ly(#) 4+ iL2(f) con Ly, Ly €
70 . .. Tomando z, = €% € T para k = 1,...,n, se obtiene que

L(L) = I,(L1) 4 il,(Ls) = L,(Ly) + il (Ls) = I,(L) = zn: NL(z).  (3.6)

Hemos obtenido asf una f.c. de n puntos exacta en A_(;,—,_1)n—r—1. En particu-
lar, si 1,(T") es una f.c. trigonométrica de méximo grado de precisién, en (3.6)
obtenemos una f.c. de Szego.

Comenzamos esta seccion relacionando ciertos polinomios para-ortogonales
y sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas. Consideremos un poli-
nomio para-ortogonal y 7-invariante By(,1.) € Pg(n+7)\PQ(n+7)_1. Entonces, por
la Proposicion 2.2 y la Proposicién 1.11, podemos escribir

Bognin(€?) = a,e ™ f.(6), a, #0, (3.7)

donde f,, € T\T, | esreal y a,, € C\{0} tal que i - By(n4~) €s autorreciproco.
De aqui se sigue el siguiente resultado fundamental.

Teorema 3.18 Sea f, € T, dado por (3.7). Entonces, (fn,T) = 0 para todo
TeT,.

Demostracién.- Veamos que (f,(z),2/%7) = 0 para todo —(n — 1) < j <
n—1 (z = ¢e"). De (3.7) y sabiendo que a, # 0, la tesis equivale a probar que
(e7i 420 By y(e?),e%) = 0 para todo —(n — 1) < j < n — 1. Ahora, por
[5, Theorem 6.1], se tiene que Ba(ni4)(2) = C(pa(nt)(2) + P51 (2)) siendo C
una constante no nula. Tenemos por tanto que

<€_i(n+27)0 |:/02(n+'y)(€i0) + TPZ(nﬂ)(ew)] 7eij0> =
(P2(n44) (2), 2" F2H) + 7(p5 ) (2), 2"TH), —(n—=1) <j<n-—1

De las propiedades de ortogonalidad de pa(,4) y de pg(
productos interiores son cero y se concluye la prueba.

noy) S€ Sigue que ambos

O

Por lo que se aprecia, la expresion (3.7) tiene relacién directa con los sis-
temas bi-ortogonales. En el siguiente teorema, generalizamos el resultado dado
en [2, Theorem 6.12] conectando el concepto de cuasi-paraortogonalidad dado
en la Definicién 1.19.

Teorema 3.19 Sea By(iv)2141 € Pg(nﬂ)\]}%(nﬂ)_l con n > 0. Entonces,
Bo(niy) 2141 €8 cuasi-paraortogonal de orden 21 + 1 y autorreciproco, si y solo
si, existe T,, € TI\T,, cuasi-ortogonal de orden exacto l tal que

Buui i (€7) = €V, (). (3.8)
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Demostracion.- “==" Supongamos que By, 4+)21+1 € Pg(nﬂ)\PQ(nﬂ)_l es cuasi-
paraortogonal de orden 2/ + 1 y autorreciproco. Como es de grado exacto 2(n +
7), entonces e "By o1 (e?) = T,(0) € T,). Veamos que T, es cuasi-
ortogonal de orden exacto [. Sea T,,_; 1 € 7;’_[_1. Por la Proposicion 2.2,

o P2(nfl71+'y)(z)

To1-1(0) = ST e Potn—i—14+) € Pon_i—14+)-

Asi,

—n— Pop_1— z
(T, To—1-1) = (27" " Bany),2141(2), 2(2711—51177)())

= (Bz(n+7),2z+1(2)> Zl+1P2(nfl71+'y)(Z)>v

donde 2" Py, 144y € span{z, .., 2N==11 "por lo que (T, T)_;—1) = 0.
Es decir, T, L 7.7, , y ademds, T,, no es ortogonal a 7, ,, pues si lo fuera,
entonces

(Ba(ntr),204+1 2y = (Ty, ei(_”_7+l)9> = (T, cos(n+~vy—1)0 —isin(n+~v—1)0) =0,

y esto contradice la definiciéon de cuasi-paraortogonal de By(;4) 2141
“«=" Supongamos que T,(0) = e "By, .y o1 () € TO\T,L, cuasi-
ortogonal de orden exacto [. Por la Proposicion 2.2,

P2(n+v)<z)
2t

To(0) =

s Po(nyvy) € Pa(nysy) autorreciproco,

pero
P2(n+'y)(z) = Zn—MTn(Q) = B2(n+'y),21+1 (2),

luego Bs(n4+),21+1 €8 autorreciproco. Veamos ahora si es cuasi-paraortogonal de
orden 2/ + 1.

<BQ(7Z+’Y)72l+17 Zk> — <6i(n+’y)9Tn<9)’ eik0> — <Tn7 ei(k—(n+’y)9>
= (T, cos(n+~v —k)0) + i(T,, sin(n +~v — k)b).
Como T, L T, ., se tiene que
(Boniyyait1;2") =0<=n+y—ke{-n—y+r+1,.,n+y—r—1}
—ke{r+1,.,2(n+v)—r—1}
Ademads, (Bagiy) 241, 21y = (T, cos(n + v — 1)) + i(T,, sin(n + v — 1)) # 0,

pues T,, no es ortogonal a 7,7 ,. Con esto, concluimos que Bo(ntr),2141 €8 cuasi-
paraortogonal de orden 2/ + 1 y autorreciproco.

g
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Nota 3.20 EI teorema previo realmente se puede generalizar si By~ 2141 €8
invariante, no necesariamente autorreciproco. El resultado se adapta al igual que

n (3.7), multiplicando por una constante Ayt € C\{0} en el lado derecho de
la igualdad (3.8).

Del Teorema 3.19 con [ = 0, se obtiene un resultado muy interesante que
aumenta la dimension de las f.c. de maximo grado de precisién y es nuevo en la
literatura.

Teorema 3.21 Sea I,,(f) una f.c. de n puntos (n > 1) exacta en T ,. Enton-
ces, existen numeros reales o y B no simultdneamente nulos tales que

I.(T) = 1,(T), VT € T,"_, ® span {acos(nf) + Bsin(nd)} .

Demostracidn.- Tenemos que I,,(T) = 1,(T), VT € T2 ,. Por el Teorema 3.13,
la funcién trigonométrica nodal T; € T, es cuasi-ortogonal de orden r = 0, donde
n = 2(t+7). Por el Teorema 3.19, se tiene que T;(9) = e+ B, 1(2) con B, €
[P, un polinomio paraortogonal y autorreciproco. Por el Teorema 1.14, B, ; es
de la forma B, 1(z) = B,(z,1) = pn(2) + pi(2). A partir la f.c. trigonométrica,
obtenemos una f.c. de Szegd I,(f) usando (3.6). B, se corresponde con el
polinomio nodal de la f.c. de Szegd, pues B, 1(z;) = z;ﬂTt(Gj) = 0 para todo
j =1,...,n. Podemos aplicar el Teorema 1.18 para afirmar que

ZTL

S +1 (3, +1)2m

j'fl(f) = Iif)(f)? Vf € A—(n—l),n—l y f(Z) =

Obsérvese que

_ 2 1 _ 1 ingd 1 —inf
f(z) T ontl (On+1)zn Sat1€ S’

= 5 (cos(nb) + isin(nf)) —

Elﬂ (cos(nb) — isin(nh))

= <L — ;> cos(nf) + 1 <ﬁ + —;> sin(nf).

Sn+1 Sn+1 On+1

Buscamos una expresién proporcional a f(z) cuyos coeficientes sean reales.

1 1 Satl—(6ntl) _  —2i
ontl o+l [at1F T on +1\2Im(5 ),
5n+1+5n+1 —
Si tomamos « = —Im(d ) = Re(d,) + 1y T,(0) = acos(nf) + Bsin(nh), se

tiene que T,,(0) = C'f(e?) con C = %.

L(T(0)) = Li(Cf(e) = L.(Cf(2) = Io(C[(2)) = L(Cf(e")) = L(Tu(6)),
Por tanto, I,, es exacta en T2 | @ span {acos(nf) + Bsin(nd)} .
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U

Nota 3.22 En el Teorema 3.21 hemos partido de una f.c. trigonométrica exacta
en T |, por lo que existen a,, b, no simultdneamente nulos tales que el polino-
mio nodal W, es de la forma W,, = a, fn + bugn, siendo { fi, gr}i_o un sistema
bi-ortogonal asociado a w. Sin embargo, se sigue de la demostracion que los
parametros o y B dependen exclusivamente del coeficiente de Verblunsky o,

Para finalizar estudiaremos la construccién de f.c. de mayor grado de preci-
sién trigonométrico con respecto a una funcién peso w simétrica: w(—60) = w(f),
para todo 0 € R. Esta situacién particular ha sido abordada en [3]

Sabemos que {0;}}_; son los ceros de T,,,(0) = afm(0) + bg,,(0) donde
n=2m+7~y), m>0,{fr,ok}roy C 77 es un sistema bi-ortogonal y a,b € R
no simultaneamente nulos. Parece razonable plantearse en este caso la siguiente
cuestion: ;Serd posible encontrar a y b tales que los ceros de 7 sean simétricos
en [—m,7|?

Primero, tendremos en cuenta que los momentos trigonométricos pp =
J7_e7*w(6)df son reales para todo k € Z y por ello los coeficientes de los
polinomios de Szegd también son reales. Por el Teorema 3.19 podemos escribir

Tn(0) = afm(8) + bgm(6) = e "B, () (3.9)
donde B,, € P,\P,_; es para-ortogonal y autorreciproco. Tomando

B(z) = Cy [pn(2) + 70,,(2)]

con C, 20y 7 €T, de (3.9) se sigue que los ceros de T,,(6) son simétricos en
[—7, 7], si y solo si, los ceros complejos de B,,(z) aparecen en pares conjugados
en T, es decir, 7 = +1. Supongamos que

fm(0) = ay, cos(m + )0 + by, sin(m + )0 + H,, 1(0), Hyn1 €T, 4

gm(0) = ¢y cos(m + )0 + dy sin(m 4+ )0 + Hy,1(0) , Hpoy €T,

con |ap| + |bm| > 0, |¢m| + |dm| > 0. Tomando primero 7 = 1, tenemos que
Bu(2) = pu(2) + pi(2) = (1 +0,) 2" + -+ 4+ (1 + 6,) con p,(0) = 6, el n-ésimo
coeficiente de Verblunsky, que es real. Comparando los coeficientes de cos(m+-)6
y sin(m + )6 en (3.9), obtenemos el sistema

{ aa, + bey, = 2(1 4 6,)

ab,, +bd,, =0
con
A Cm
Dpi= | | #0

y solucién tnica
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2d, (14 6,,) —2b,,(1+6,,)
= — b= ——F7——. 3.10
D,, ’ D, ( )
Andlogamente, teniendo en cuenta que B,(z) = i[pn(2) — pi(z)] es 1-
invariante, tenemos que cuando 7 = —1
2¢,(1—=6,) —2a,,(1 — 0,,)
= — b= ——Mm—=. 3.11
¢ Dy Dy, (3:11)

Con esto, hemos probado el siguiente

Teorema 3.23 Sea { fi, gr}52o C T un sistema bi-ortogonal respecto una fun-
cion peso simétrica w(f). Entonces, un polinomio trigonométrico de la forma
Tr(0) = afx(0) + bgr(0) tiene todos sus ceros simetricos y en [—m, 7|, si y solo
st, las constantes a y b estan dadas por (3.10) o por (3.11).

O

3.5. Ejemplos numéricos

En esta seccién veremos algunos ejemplos numéricos ilustrativos haciendo
uso de algunos resultados expuestos a lo largo de la memoria. Para ello consi-

deraremos la funcién peso particular w(f) = & 0 € (—m, 7|, para la cual se
conoce explicitamente la familia de polinomios de Szego (vease [4, Section 3]):

pu(2) = n+2 Zk o(k—i‘ 1)22* si n es par,
o, Zk o(k +1)2?* si n es impar.

A partir de estos polinomios podemos calcular un sistema bi-ortogonal de po-
linomios trigonométricos haciendo uso del Teorema 3.9. Los correspondientes
coeficientes de Verblunsky vienen dados por

L+ (=1)" si n es par,
Op = pp(0) = ————— = (¢ "+2
n = pol0) n+2 {O si m es impar.

Como 6, € R nos vale tomar w, = 1 para todo n > 0 en el Teorema 3.9.
Supongamos v = 0. Entonces,

efi(nfl)pzn_l(ew) — % (k + 1) i(2k4+2—n)f _
=150 o(k+ 1) [cos(2k + 2 — n)0 + isin(2k + 2 — n)0] =

= >0 Hleos(2k+2—n)0+id — . Etlgin(2k + 2 — n)6.
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Hemos obtenido por tanto un sistema bi-ortogonal {f,, g,}52, de T asociado
a w:

—_
—_

3

3

k+1 k+1
i cos(2k +2 —n)0, gn(0) = +
n < n

fn(0) = sin(2k +2 —n)b.

i

0

i

Por el Teorema 3.8, cualquier combinacion lineal no trivial entre f, y g, tendra
2n ceros distintos en el intervalo (—, w]. Asi por ejemplo,

T5(0) = 4f5(0) — g3(0) = 4(cos(0) + cos(30)) — %sen(@) — sen(30) € TP

tiene 6 raices en el intervalo (—m, 7|, las cuales podemos computar haciendo uso
de Matlab:

0, = —2.4448338387551426517, 0, = 0.69675881483465058674,
0y = —1.6517441000579541038, 05 = 1.4898485535318391347,
03 = —0.86078970469845725636, O = 2.2808029488913359821.

También a modo de ejemplo, de la Proposicién 3.12 y del Teorema 3.15 se
sigue que el polinomio trigonométrico cuasi-ortogonal de grado 3 y orden 1 dado
por 151 = 3f3 4+ 5g3 — 5 fa + 7g2 tendrd al menos 4 ceros en el intervalo (—m, 7).
En este caso, aparecen dos ceros complejos conjugados (recordar la Proposicién
2.3):

0, = —2.348513116, 0, = 1.479117997,
By = —1.344766051, 05 = 2.112739128 + 0.5655419094i
05 = 0.04943656365, 06 = 2.112739128 — 0.5655419094.

A continuacion construimos una f.c. partiendo del sistema bi-ortogonal ob-
tenido. Tomando r = 0 en el Teorema 3.13 tenemos que T3 es la funcién tri-
gonométrica nodal de una f.c. I(f) = S0_, M f(0r) exacta en TP. Los pesos
vienen dados por A\, = I,(lx), k=1,...,6:

- - T3(9) B 1 WT3(9)5i”2(9)
L= | S @y = ) / sin (5)

Obtenemos asi los pesos

A1 = 0.04784593814387586, A4 = 0.053509882963073215727,
A2 = 0.128065175529135154854, As = 0.123500537364227593982,
Az = 0.071112784499637771402, A¢ = 0.073501070332938021831.

Si aplicamos el Teorema 3.21, existiran nimeros reales a y 5 no simultaneamen-
te nulos tales que Ig(f) es exacta en T2 @ span {acos(66) + Bsin(60)}. De la
demostracion de este resultado se sigue que
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)
47
es decir, I3(f) es exacta en T2 @ span {sin(60)}. Aunque no haya exactitud en

subespacios de mayor dimension, podemos ver cémo se aproxima el valor de la
integral en los ejemplos que figuran en la Tabla 3.1.

a=—Im(d) =0y B = Re(ds) +1=

7(6) L) L) Error
sin(96) 0 -0.001101245268519(0.001101245268519
% -0.653862047175390(-0.635287772525030(0.018574274650361
10| 0.785398163397448 | 0.778641457043822 |0.006756706353626
e? 1.470431164149991 | 1.433252089247562 [0.037179074902430
4-—6° 2 2.013205296826239 |10.013205296826239

Tabla 3.1. Integracién numérica correspondiente a la f.c. I,(f).

No es posible construir la f.c. correspondiente a 75 ;, pues hemos visto que
dos de sus ceros no son reales. Sin embargo, esto no va a ocurrir con todos los
polinomios trigonométricos cuasi-ortogonales (Teorema 3.15). Si consideramos
por ejemplo el polinomio ()31 = f3 + g3 + f2 + g2, vemos que sus ceros son

m = —2.766301129137972479009, N4 = 0.962565219563740009849,
12 = —1.68793598160547136073, 15 = 1.624957701134045882219,
ns = —0.61223999011148236125, ne = 2.478954180157140309010.

Podemos aplicar por tanto el Teorema de Jacobi 3.13 y construir la correspon-
diente f.c. trigonométrica I,,(f). Los pesos vienen dados por

A1 = 0.034489288261764487,
Ay = 0.1611884485239421612,
Az = 0.0659705582352523144,

Ay = 0.0686021714207548782,
As = 0.1216256895206063186,
A¢ = 0.0572771324203006448.

Aunque en este caso no han aparecido pesos negativos, sabemos del Teorema
3.14 que en general, la f.c. tendréa como mucho un peso negativo. Por el Teorema
3.13, sabemos que I,(f) es exacta en 7. En la Tabla 3.2 se muestran las apro-
ximaciones obtenidas con esta nueva f.c. para los mismos integrandos elegidos
en la Tabla 3.1. Como cabe esperar, los errores en este caso son mayores.

Por otro lado, usando el Teorema 1.14, podemos construir polinomios para-
ortogonales a partir de los polinomios de Szegd. Seran de la forma B, (z,7,) =
pn(2) + Tupk(2) donde 7, € T. Usando [4, Proposition 3.4.] y tomando n =6y
76 = 1, obtenemos
5(1—2%) 5

= (P42t 22 4.

Bol= D) = 30— =1

Ahora bien, como Bg(z,1) es un polinomio autorreciproco, del Teorema 3.19 se
sabe que Bg(e?,1)e 3% es cuasi-ortogonal de orden 0. En efecto,
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f(6) 1, (f) 1n(f) Error
sin(90) 0 0.111344262103377 |0.111344262103377
% -0.653862047175390(-0.722260067355967|0.068398020180576
|6] ]0.785398163397448 | 0.813531404945142 |0.028133241547693
el 1.470431164149991 | 1.548252794364294 |0.077821630214303
4— 63 2 2.101449398015498 |0.101449398015498

Tabla 3.2. Integracién numérica correspondiente a la f.c. I,(f).

Bg(e®,1)e~3* = 2(662‘0 el 4 20 4 )30 = 2(631‘9 + e 4 =i 4 ¢=3i0)

= 3(2c0s(36) + 2cos()) = 22 f5(6).

Si tomamos ahora 7 = —1, se tiene que
1g 1
Bg(z,—1) = = Z(Zk —3)2% = ?(326 + 2t — 22 -3),
k=0

por lo tanto,
Bg(e™, —1)e=3 = %(3661‘9 et 200 _ 3)e=5i0 — %<363¢0 + el — o0 _ 3¢30)

= 1(6isin(30) + 2isin(0)) = Lgs(6).

En definitiva, hemos ilustrado diversos resultados estudiados a lo largo de
2

esta memoria para la funcién peso particular w(f) = %759). Ha quedado claro

que los diferentes conceptos de ortogonalidad estudiados estan estrechamente
relacionados entre si. Las aproximaciones de las integrales ilustran la mejora de
precisiéon de las f.c. de mayor dimension de exactitud respecto a las f.c. de grados
intermedios.
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Anexo: Problemas abiertos

Presentamos a continuacién algunas cuestiones abiertas relacionadas que
consideramos que para ser abordadas, esta Memoria podria representar una
referencia bibliografica preliminar de gran utilidad.

A.0.1. Férmulas de cuadratura exactas en subespacios de 7T '/2

Como ya se ha comentado anteriormente, Szegé introdujo en [12] los Siste-
mas Bi-ortogonales de Polinomios Trigonométricos con el objetivo de introducir
y caracterizar f.c. para integrandos 2m-periédicos con maximo grado de precisién
trigonométrico alcanzable. Estas f.c. estdn basadas en los ceros de polinomios
trigonométricos con ciertas condiciones de ortogonalidad, y por tanto, poseen
un numero par de nodos.

Las modificaciones técnicas llevadas a cabo en [2]-[3] generalizan la teoria
anterior incluyendo polinomios trigonométricos de semigrado entero (véase [8]).
Esto permitio solventar la restriccion que posefan las f.c. estudiadas por Szego,
permitiendo ahora un nimero arbitrario de nodos (véase también [7]). Sin em-
bargo, todas estas f.c. siguen siendo exactas en subespacios de polinomios trigo-
nométricos.

Parece razonable por tanto analizar la posible construcciéon y caracteriza-
cién de f.c. que sean exactas en subespacios de polinomios trigonométricos de
semigrado entero, llevando a cabo también suficiente experimentacién numérica
que permita comparar estas posibles nuevas reglas de integraciéon numérica con
las descritas en esta Memoria.

A.0.2. Unificacion de la teoria considerando espacios de funciones
trigonométricas encajados

En esta Memoria se ha visto que el espacio de funciones trigonométricas
7. dado en (2.1) ha permitido considerar f.c. trigonométricas con un nimero
arbitrario de nodos. Sin embargo, esta sucesién de espacios no es encajada, en
el sentido de que se cumple
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TRcTlcTyC---, dim (7.0) = 2n + 1,
T crPcn e, dim(n1/2>:2n+2,

pero 7.0 ¢ ﬁl/ ?. Esto hace que en el transito n — n + 1 sea necesario cambiar
por completo la base donde trabajar, siendo por tanto un proceso no dindmico.

Parece razonable plantearse buscar, al igual que en el caso polinémico ordi-
nario, una sucesién encajada {L£,}. -, de espacios de funciones trigonométricas
verificando Ly = span{l}, £, C L, y dim (£,) = n + 1, para todo n > 0,
donde poder construir y caracterizar f.c. con el maximo grado de precisién al-
canzable.

A.0.3. Generalizacién del Teorema 3.21

Partiendo de una f.c. de n puntos exacta en 7,°_;, fue posible encontrar en
este resultado un subespacio de dimensién 2n (que coincide con el nimero de
pardmetros a determinar en la f.c.) donde ésta es exacta.

Parece razonable plantearse encontrar un resultado analogo para las f.c. con
grados de precisién intermedios (de tipo interpolatorio) descritas en esta Memo-
ria, las cuales estan vinculadas a funciones trigonométricas cuasi-ortogonales.

A.0.4. Sistemas bi-ortogonales asociados a medidas soportadas en
subconjuntos de (—m, 7]

Un problema abierto mucho méas ambicioso seria considerar las propiedades
que cumplen los sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas cuando el
soporte de la medida no es todo el intervalo (—m, 7. El analogo en la circunfe-
rencia unidad es considerar la situacién en la que la medida estd soportada en
arcos (podria ser un solo arco, unién de arcos disjuntos, etc). Esta teorfa ha sido
poco estudiada en la literatura, y su vertiente trigonométrica es a dia de hoy un
campo practicamente inexplorado.

A.0.5. Sistemas bi-ortogonales multiples

Casi tan ambicioso como el problema abierto anterior seria considerar sis-
temas bi-ortogonales de funciones trigonométricas donde las condiciones de or-
togonalidad se encuentren repartidas entre dos o mas medidas. En el caso del
Eje Real, esta situacién ha sido bien estudiada, pero en la circunferencia unidad
son muy pocas las referencias conocidas en la literatura, por lo que su versién
trigonométrica es también un campo practicamente desconocido.
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HE AIM of this Memory is the construction and characteri-
zation of positive quadrature formulas (q.f.) that are exact in
spaces of trigonometric functions for the numerical estimation of
integrals with respect a positive Borel measure on (—=, | and
2r-periodic integrands. Our starting point is the one used by G.
Szegd, considering bi-orthogonal systems of trigonometric func-
tions of integer and semi-integer degree. Our main purpose is
to establish a connection between q.f. on the unit circle, arising
in a natural way relations between the concepts of orthogonality,
para-orthogonality, quasi-orthogonality, quasi- paraorthogonality
and invariance.

1. Szeg6 polynomials, para-orthogonality and invariance

HE family of (monic) Szeg6 Polynomials {p,}° 20 is obtained
from orthogonallzatlon of P with respect to the inner product
= Jp f( @(z)dz, where T = {z € C: |z| = 1}. They have
aII thelr zeros |n ID) {z € C: |z| < 1} and satisfy the recurrence
relation
Pn+1(2) = 2pn(2) + dni1pp(2), ¥ >0,

where p(z) = z"p,(1/Z) is the reciprocal polynomial of p, and
om € D are the so-called “Verblunsky” coefficients, n > 0, m > 1.
A polynomial P of degree n is called “k — invariant” if P* = kP,
3k € T. When k = 1, P is called “autorreciprocal”.
A polynomial B, 9.1 € Pp\P,_; is said to be quasi-
paraorthogonal of exact order 2/ + 1 with 0 < I < E [3] — 1, if
it is orthogonal to

span {zl“, o .,z"’(lﬂ)} and (B, o111, 2) - (Byoi1, 2" 1) #0.

B, 1 is said to be para-orthogonal and if it is invariant, then all their
zeros are distinct, lie on T and are characterized by

Bya(2) = enlpn(2) + mapp(2)),  cn € C\{0},

From these polynomials it is possible to construct Szegd q.f.

) = Yk=1Mef(z), being {z.}}_, the zeros of B,; and

A = Iz(1), where . is the fundamental Lagrange Laurent poly-

nomials. They are the analog on the unit circle of the well known
Gaussian rules on the real axis.

™ € T.

2. Trigonometric Polynomials of integer and semi-integer degree

LET’S consider the following space of real functions:

1
T,/ := span {cos(k +7)8,sin(k +7)0}1_, , v € {0. 5} ,

that verifies dim (7)) = 2(n + ) + 1. For
usual trigonometric polynomials.

There exists a connection between trigonometric polynomials and
algebraic polynomials: 7,(#) = Pror?) TINT,,, with =z = ¢
and Py, 1) € Poppq) \ Popniny)—1 an autorremprocal polynomial.
This connection allows us to obtain properties for functions of 7,/
from properties of algebraic autorreciprocal polynomials
Theorem 1 A real trigonometric polynomial T,, € T,)\T, oL has ex-
actly 2(n+~) zeros with —m < R () < =. Furthermore, the non-real
zeros appear in conjugate pairs.

Theorem 2 (Lagrange interpolation) Given 2(n + ~) + 1 distinct
nodes {0; } M e (—m, ], there exists a unique T, € T, such
that

~v = 0, we recover the

To(0j) =yj, J=1,...
{ J} "” 1*1 being a given set of real numbers.

2(n+y) + 1,
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Theorem 3 (Hermite interpolation) Let {0; }”+1 be (n + 1) dis-
tinct nodes on (—m,n|. Then there exists a unique trigonomet-
1

ric polynomial H, € T} satisfying H,(0;) = y;j, H}(0;) = y;-, for
Jj=1,....,n+1, where {y;, yj}”H is a set of 2n + 2 real numbers.

3. Bi-orthogonal systems of trigonometric polynomials

IVEN a weight function w on (—, 7, our aim now is to orthog-
G onalize the system {cos(k+~ )6‘ sin(k+7)0}}€’:0 with respect to
the inner product (f, g) j f(0)g(0)w(0)dh. The resultis called a
“bi-orthogonal system of tngonometr/c polynomials” for w. These
systems can be actually built from Szegé polynomials.

A trigonometric polynomial 7, € 7;/\7,_, is said to be quasi-
orthogonal of exact order r if it is orthogonal to 7,”_, . and not
orthogonal to 7,

Theorem 47T, ; ¢ 7'n\ 1 s quasi-orthogonal of exact degree

r, if and only if, exists By, ) o011 € Poyiq)\Po(niqy)—1 quasi-

paraorthogonal of degree 2r + 1 and autorrectprocal such that
By(pi) ar1(€?) = 0T, L (6).

The main purpose is the approximate calculation of integrals of

the form .
- [ F(O)w(0)d0

s 0 F O i £ 05 € (-

by means of a q.f. like:

In Z)\kf

Theorem 5 (Jacobi) Let I,,(f) be a q.f. for I,(f) withn = 2(t + 7).
Then, I,(f) is exactin T_._,, if and only if,

mml, j=1,...,n.

1. I,(f) is exact in a certain subspace L, C T,_, of dimension n.

2. The nodal trigonometric function T; € 7’[’ is quasi-orthogonal of
exact degree r.

Among the new results of this Memory, it stand out also the fol-
lowing

Theorem 6 (Increase in precision dimension) Let I,,(f) be a n-
point q.f (n > 1) exact in T,Lofl. Then two real numbers «, 3 not
both zero can be determined such that

I,,(f) is exact in 'T,?,l @ span {acos(nb) + Bsin(nb)} .

Some numerical experiment are finally carried out and a list of
related open problems is presented.
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