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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo de este trabajo es establecer conexiones entre la teoria
de grupos y la teoria de grafos. Para ello se introduciran los grafos
de Cayley y se utilizardn para demostrar que todo grupo finito es
el grupo de automorfismos de un grafo finito (Teorema de Frucht).
Asimismo se caracterizard cudndo un grafo es de Cayley en funcion
de su grupo de automorfismos (Teorema de Sabidussi). Ademds es-
tudiaremos dos problemas cldsicos de la teoria de grafos: el computo
del nimero cromdtico y la determinacion de grafos hamiltonianos.
Estudiaremos estos problemas en el contexto de los grafos de Cayley
y obtendremos resultados haciendo uso de su estructura algebraica.

Palabras clave: Grupos — Grafos de Cayley — Niumero cromdtico
— Grafo hamiltoniano.

Abstract

The aim of this work is to establish connections between group theory
and graph theory. To this end, Cayley graphs will be introduced and
used to prove that every finite group is the automorphism group of a
finite graph (Frucht’s Theorem). Additionally, we will characterize
when a graph is a Cayley graph based on its automorphism group
(Sabidussi’s Theorem). Furthermore, we will study two classic pro-
blems in graph theory: the computation of the chromatic number and
the determination of hamiltonian graphs. We will study these pro-
blems in the context of Cayley graphs and obtain results using their
algebraic structure.

Keywords: Groups — Cayley graphs — Chromatic number — hamil-
tonian graph.
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Introduccion

La teoria de grupos es un area de las matematicas que estudia los grupos,
conjuntos dotados de una operacién binaria, que es asociativa, tiene elemento
neutro y cada elemento tiene inverso. El concepto de grupo sirve para modelizar
simetrias en diversidad de contextos. Por este motivo la teoria de grupos tiene
una gran diversidad de aplicaciones, pues los grupos son utilizados en, por ejem-
plo, topologia, para clasificar espacios topoldgicos homotépicos, fisica cuantica,
para estudiar la simetria de las particulas elementales, biologia, en el estudio de
la estructura de las proteinas, o en informatica, en la teoria de codificacion.

Los grafos de Cayley son una herramienta que permite estudiar la estruc-
tura y propiedades de los grupos. Un grafo de Cayley se construye a partir de
un grupo y un conjunto de generadores. Los vértices del grafo son los elemen-
tos del grupo, y las aristas conectan pares de elementos que se pueden obtener
uno del otro mediante la multiplicacién por un generador. Estos grafos fueron
propuestos por primera vez en 1878 por el matemético britanico Arthur Cayley
[5]. Cayley pretendia representar graficamente los grupos abstractos para poder
estudiar de una forma mas visual sus propiedades. Mas tarde, en 1909, Max
Dehn reintrodujo los grafos de Cayley bajo el nombre de Gruppenbild (diagrama
de grupo). Una de las aplicaciones més importantes que consiguié fue la solucién
al problema de la palabra en grupos fundamentales de superficies, problema que
es indecidible para grupos en general. El problema de la palabra consiste en,
dada una presentacién de un grupo y un elemento del grupo, determinar si el
elemento es el neutro. Este problema en los grupos fundamentales es equivalente
al de determinar cuando una curva cerrada sobre una superficie es contractil.
Este avance di6 nacimiento a la conocida como teoria geométrica de grupos,
tema de investigacién muy activo en la actualidad.

Por otro lado, los grafos, un conjunto de vértices conectados por un con-
junto de aristas, son una herramienta potente que permite modelar relaciones
entre objetos de una manera simple y visual. Son importantes, entre muchos
motivos, debido a su versatilidad ya que se pueden usar para representar una
amplia variedad de sistemas en diferentes areas del conocimiento, como la fisi-
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ca, la quimica, la informatica, la biologia, la economia y las ciencias sociales.
Ademas, se pueden utilizar para resolver problemas de optimizacion en diversos
campos, como la planificacion de rutas, la asignacion de recursos y el diseno de
redes.

Algunos de los problemas clasicos de la teoria de grafos son el estudio del
namero cromatico y el problema del ciclo o camino hamiltoniano. El nimero
cromatico de un grafo es el minimo nimero de colores con los que se pueden
colorear los vértices de un grafo de forma de que dos vértices conectados por una
arista no tengan asignado el mismo color. El estudio de este niimero tiene diver-
sas aplicaciones, uno de los resultados mas relevantes es el Teorema de los cuatro
colores, que establece que cualquier mapa geografico puede ser coloreado en este
sentido con cuatro o menos colores. Ademas, tiene utilidad en campos como la
genética, pues se puede utilizar para analizar la estructura de los cromosomas y
encontrar anomalias en ellos. Por otro lado, el problema del ciclo hamiltoniano
consiste en encontrar un camino en un grafo, que empiece y acabe en el mismo
vértice, y que pase por todos los vértices del grafo exactamente una vez. Este
problema tiene interés sobre todo en el ambito de la optimizacién, como por
ejemplo en planificacion de tareas, encontrando la secuencia més eficiente que
pase por todas las tareas. Ademds, también tiene utilidad en electrénica a la
hora de disenar y probar circuitos electrénicos que necesiten de que un camino
pase por todas las componentes.

Estos dos problemas son muy complejos. Desde un punto de vista teori-
co, muchas de las conjeturas sin resolver de la teoria de grafos tratan sobre el
nimero cromatico o sobre grafos hamiltonianos. Por otro lado, desde un punto
de vista computacional, no se conocen algoritmos eficientes que reciban un grafo
y determinen su numero cromatico o si contiene un ciclo hamiltoniano. En este
trabajo se estudiaran estos dos problemas en el contexto de los grafos de Cayley,
explotando la estructura de grupo subyacente para proporcionar resultados. De
esta forma se establecera una conexién entre estas dos ramas de las matematicas.

En el primer capitulo se dara una introduccién a la teoria de grafos. Defi-
niremos el grupo de automorfismos de un grafo, introduciremos de forma formal
los grafos de Cayley de un grupo y estudiaremos la relacién entre el grupo de
automorfismos de un grafo de Cayley y el propio grupo.

En el segundo capitulo se dara entrada a dos teoremas que hacen de puente
entre la teoria de grupos y la teoria de grafos. En primer lugar se enunciara y
demostrara el Teorema de Frucht, que establece la universalidad del grupo de
automorfismos de un grafo, es decir, que todo grupo finito es grupo de automor-
fismos de un grafo, también finito. Para la prueba haremos uso de los grafos de
Cayley y de la teoria desarrollada en el primer capitulo. En segundo lugar se
estudiara el problema de caracterizar cuando un grafo es de Cayley. La respues-
ta a esta cuestion viene dada por el conocido como Teorema de Sabidussi que
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caracteriza cuando un grafo es de Cayley en funcién de su grupo de automor-
fismos. Para terminar el capitulo se utilizard este ultimo teorema para dar el
primer ejemplo de un grafo transitivo que no es de Cayley, el grafo de Petersen.

En el tercer capitulo abordaremos el estudio del nimero cromatico en grafos
de Cayley. Primero presentaremos algunos resultados conocidos para grafos en
general, como el Teorema de Brooks. En segunda instancia nos restringiremos al
estudio en los grafos de Cayley, se definird el niimero cromético minimo/méaximo
de un grupo como el menor/mayor nimero cromético de sus grafos de Cayley.
Enunciaremos y demostraremos un resultado de Babai, en donde se demuestra
que el nimero cromatico minimo de un grupo finito es menor o igual a tres.
Respecto al niimero cromatico méaximo, dar una cota a este valor es un problema
abierto en grupos en general. Sin embargo lo resolveremos para grupos abelianos
y nilpotentes.

Para finalizar, en el capitulo cuatro abordaremos el problema del ciclo
hamiltoniano en grafos de Cayley. De esta forma se estudiard una version de la
conjetura de Lovasz, la cual afirma que todo grafo de Cayley conexo posee un
ciclo hamiltoniano. Se demostrara que todo grafo de Cayley de un grupo abeliano
y del grupo diedral D, con p primo poseen un ciclo hamiltoniano. Ademas, se
probara que cualquier grafo de Cayley de un grupo de Dedekind tiene un camino
hamiltoniano.

En resumen, el trabajo pretende adentrarse en el mundo de la teoria de
grafos bajo un punto de vista algebraico, usando como herramienta principal
los grafos de Cayley. Se busca hacer una introduccién a diferentes temas de
investigacion abiertos en la actualidad. Ademas de la eleccién de los temas y
resultados a tratar, y la forma de presentarlos, son aportaciones propias:

» La demostracién del Teorema de Frucht (Teorema 2.1). En este teorema de
muestra como construir, dado un grupo I', un grafo GG de forma que su grupo
de automorfismos sea exactamente I'. En la demostracion original de Frucht
se busca minimizar el nimero de vértices de G. Sin embargo, en la demos-
tracién incluida en esta memoria se aporta un grafo (con més vértices) que
permite simplificar algunas partes técnicas de la demostracion.

» El estudio de cudndo el niimero cromatico méximo de un grupo I, Ymax(I),
es igual a dos. Este problema es equivalente al de caracterizar los grupos tales
que todos sus grafos de Cayley, respecto de un sistema generador minimal,
son bipartitos. En la Proposicion 3.18 se demuestra que si I' es un grupo
abeliano, entonces Ymax(I') = 2 si y solo si I" es un 2-grupo. Ademés, en la
Proposicién 3.27 se prueba que si I es un 2-grupo (abeliano o no), entonces
Xmax(I') = 2. Ademas si I" es nilpotente o, mas generalmente, resoluble, se
puede demostrar que Xmax(I') = 2 si y solo si I" es un 2-grupo. Esto nos
anima a conjeturar que, quizas, se pueda eliminar la hipdtesis de resoluble.
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» Por dltimo, se aporta una segunda demostraciéon propia (Proposicién 4.8) de
que el grafo de Petersen no es de Cayley, utilizando varios resultados recogidos
en la memoria.
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Grafos y grupos

En este capitulo se introduciran los primeros conceptos necesarios sobre
grafos y grupos, asi como la notacién que usaremos a lo largo del trabajo. Ademas
se demostraran algunas propiedades basicas que se utilizaran con frecuencia. El
capitulo se divide en dos secciones. En la primera se hara una introduccién bésica
a la teorfa de grafos, se definird el grupo de automorfismos de un grafo, el grado,
los caminos y los conceptos de transitividad y asimetria. En la segunda seccién
se introduciran los grafos de Cayley y se estudiard la relacién de estos grafos con
su grupo de automorfismos.

1.1. De grafos a grupos: el grupo de automorfismos de
un grafo

Denotaremos a un grafo como G = (V,E) donde V es el conjunto de
los vértices del grafo y E el conjunto de las aristas. Salvo que se mencione
lo contrario, todos los grafos tendrdan un conjunto V', finito de vértices, seran
simples (es decir, sin aristas dobles ni bucles), no seran dirigidos y el subconjunto
{u,v} C V denotara la arista entre u y v, siendo estos dos vértices distintos del
grafo. Procedamos ahora con la definicién del grupo de automorfismos de un
grafo.

Definicién 1.1. Sea G = (V, E) un grafo, un automorfismo de G es una apli-
cacion biyectiva f 1V — V que cumple que:

{u,v} € E <= {f(u), f(v)} € E.

De forma natural, se define el grupo de automorfismos de G como el conjun-
to Aut(G) = {f / [ es un automorfismo de G}, dotado de la operacion binaria
-1 Aut(G) x Aut(G) — Aut(G) definida como f-g=go f.

El par (Aut(G), ) es un grupo, es més, es un subgrupo de Sym(V'), el grupo
de las permutaciones de los elementos de V. En efecto, si f € Aut(G) entonces
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f 'V — V es biyectiva y, por tanto, f € Sym(V). Ademds el producto es una
ley de composicién interna ya que si f, g € Aut(G), entonces g o f es biyectiva
y:

(o} e B = ().} € B = {o(fw).g(fw)} € E.

Por tanto, la composicién de automorfismos es un automorfismo de G. Ademés,
como Sym(V') es un grupo finito, el inverso de cualquier automorfismo vuelve a
ser un automorfismo. Con esto concluimos entonces que (Aut(G),-) es un grupo.
Veamos en la Figura 1.1 algunos ejemplos de grupo de automorfismos.

id=f1:V

-V r=f:V = V
« o 2 L= 1 1 — 2
1 2 - 2 2 — 3
3 = 3 3 =5 1
rP=f3:V = V s=f1:V — V Elgrupo de automorfismos
1 - 3 1 — 1 del grafoes:
2 = 1 2 - 3
3 = 2 3 = 9 {f1s fos f3, fas f5, fo} = D3
Pes=f Vo= Vo ops=fiV -V
1= 2 1 - 3
3 2 — 1 2 5 9
3 =+ 3 3 - 1
0 1
gV =V gp:V =V
0o — 0 0o — 0
1 - 1 1 - 3
,2 - 2 2 - 2 El grupo de automorfismos
3 -3 3~ 1 del grafo es:
g3:V =V g1V =V
0 - 2 0 — 2 {91,92,93,91} = Lo X Ly
1 - 1 1 = 3
3 2 2 = 0 2 - 0
3 = 3 3 = 1

Figura 1.1. Grafos con grupo de automorfismos isomorfos al grupo diedral D3 y a Za X Zso

A continuacién daremos los conceptos de grado, camino y distancia en

grafos. Ademas demostraremos que los automorfismos preservan grados y dis-
tancias.

Definicién 1.2. Sea G = (V, E) un grafo y v € V un vértice, se define el grado
de v como el nimero de aristas incidentes en v, y lo denotamos por deg(v). Al
ser G simple este niumero coincide con el nimero de vecinos de v, es decir:

deg(v) = #{u € V/{v,u} € E}.

Denotaremos por A(G) al mayor de los grados del grafo G. Diremos que G es
reqular si para todo par de vértices u,v € V se tiene que deg(u) = deg(v) = k.
En este caso, diremos que G es un grafo k-reqular.
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Proposicién 1.3. Sean G = (V, E) un grafo y f € Aut(G). Siu,v € V son dos
vértices tales que f(u) = v, entonces deg(u) = deg(v).

Demostracion. Sean u,v € V tales que f(u) = v. Supongamos ademds que
deg(u) = d. Por tanto, existen wy,...,wy; € V tales que {u,w;} € E para todo
i. De la definicién de automorfismo se tiene que {v, f(w;)} € E. Ademas, del
hecho de que f es inyectiva se tiene que f(wy), f(ws),..., f(wy) son vértices
distintos de V' con lo que deducimos que deg(u) < deg(v).

Por otro lado, Aut(G) es grupo, por lo que f~! es un automorfismo cum-

pliendo que f~!'(v) = wu.Siguiendo el mismo razonamiento que antes tene-
mos que deg(v) < deg(u). Juntando las dos desigualdades concluimos que
deg(u) = deg(v). 0

Definicién 1.4. Sea G = (V, E) un grafo, y u,v € V dos vértices.

»  Un camino de longitud { entre u,v es una £+ 1 tupla (ag, a1, - ,a;) € V1
con ag =u y ag = v que cumple que {a;_1,a;} € E para todo i € {1,...,(}.
En el caso de que w = v y que a; # a; para 1 <1 < j < {, diremos que el
camino es un ciclo.

= La distancia entre u, v es la menor longitud de un camino entre u, v, la deno-
taremos por d(u,v). En caso de no existir un camino entre u,v diremos que
d(u,v) = co.

= Decimos que el grafo G es conexo si para cualquier par de vértices u,v € V
existe un camino entre ellos.

Proposicién 1.5. Sea G = (V, E) un grafo y u,v € V dos vértices. Si f es un
automorfismo de G entonces d(u,v) = d(f(u), f(v)).

Demostracion. Sea f un automorfismo de Gy o = (u,aq,--- ,a,_1,v) un ca-
mino con longitud igual a la distancia entre v y v. Como f es automorfismo y
{a;—1,a;} € E, tenemos que (f(u), f(a1),..., f(ar—1), f(v)) es un camino entre
f(u) y f(v) de longitud ¢, por lo que d(f(u), f(v)) < d(u,v). Razonando de
igual manera con f~! se obtiene la igualdad. O

Definicién 1.6. Sea G = (V, E) un grafo. Se dice que:

» (G es transitivo si dados cualesquiera dos vértices u,v € V', existe un auto-
morfismo f € Aut(G) tal que f(u) =wv.
» G es un grafo asimétrico si Aut(G) = {1}.

Lema 1.7. Todo grafo transitivo es reqular.

Demostracion. Sean G = (V| E) un grafo transitivo y u,v € V. Como G es
transitivo, existe f € Aut(G) tal que f(u) = v y por la Proposicién 1.3 tenemos
que deg(u) = deg(v). Concluimos entonces que G es regular. O
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Figura 1.2. Grafo de M&bius-Kantor.

Un ejemplo de grafo transitivo es el grafo de Mébius-Kantor que se encuen-
tra en la Figura 1.2. La justificacion de que este grafo es transitivo se obtendra
como Corolario de la Proposicién 2.6 en el capitulo dos. Un ejemplo més sencillo
es el grafo con n vértices y cada par de vértices conectados por una arista. (Ver
Figura 1.3). Este grafo se denomina el grafo completo con n vértices y se denota
por IC,.

Figura 1.3. Grafo completo K5 es transitivo.

El grafo IC,, es transitivo pues su grupo de automorfismos es el grupo de
las permutaciones de n elementos. Para cualquier par de vértices podemos con-
siderar el automorfismo que los permuta, teniendo asi la transitividad.

A continuacion, presentamos una familia infinita de grafos asimétricos
{C;}i>1, estos seran clave en la demostracién del Teorema de Frucht en el Capitu-
lo dos.
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Definicién 1.8. Definimos el grafo C;, © > 1 como el grafo formado por los

vértices V-=1{1,2,...,6 + i} y que tiene como unicas aristas las pertenecientes
a los caminos (1,2,3,4) y (3,5,6,...,6 4+ 1) (ver Figura 1.4).
I 6+i
541

Camino de i vértices

® ® ®
1 2 4

w

Figura 1.4. Familia infinita de grafos asimétricos.

Lema 1.9. El grafo C; es asimétrico para todo i > 1.

Demostracion. Sea f € Aut(C;). Por la Proposicién 1.3 se deduce que f(3) =
3 pues es el unico vértice de grado tres. Ademas, por la propia definicion de
automorfismo, y la misma Proposicién 1.3, f(4) = 4 pues es el tnico vértice de
grado uno con un vecino de grado tres y f(2) = 2 pues no hay otro vértice con
un vecino de grado uno y otro de grado tres. De aqui como f(1) debe ser vecino
de2y f(1) # f(3) = 3, tenemos que f(1) = 1. Ademas, f(5) = 5 pues f(5) debe
ser un vecino de 3 y los deméds vecinos de 3 hemos visto que son puntos fijos.
Por ultimo, f(6) = 6 pues f(6) tiene que ser adyacente a 5y f(6) # f(3) =3y,
con un razonamiento similar, los vértices del camino restante deben mantenerse

constantes bajo f. Concluimos asi que f debe ser la identidad y, por tanto,

En el Lema 1.7 vimos que todo grafo transitivo es regular, sin embargo, el
reciproco no es cierto, es mas, existen grafos regulares y asimétricos. El ejemplo
clésico de grafo regular y asimétrico es el denominado grafo de Frucht (ver Figura
1.5).

Robert Wertheimer Frucht fue un matematico chileno-aleméan especializado
en la teoria de grafos y simetrias asociadas a estos. Algunas de sus contribuciones
son el Teorema de Frucht, que trataremos mas adelante, y el grafo de Frucht,
un grafo regular de grado 3 descrito por el mismo en 1938 [8].
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Figura 1.5. El grafo de Frucht.

El grafo constd de 12 vértices dispuestos formando tres triangulos T , 75,
Ts y tres vértices, 1, 2, 3, ajenos a los triangulos. A continuacién se vera que, en
efecto, el grafo es asimétrico.

Proposicién 1.10. El grafo de Frucht es asimétrico.

Demostracion. Sea f un automorfismo del grafo de Frucht. En primer lugar,
por la definicién de automorfismo, si u,v,w € V forman un tridngulo, entonces
sus imégenes f(u), f(v), f(w) también deben formar un tridngulo. Por tanto
las imagenes de los vértices de un 7; deben formar algtin 7j. Con esto se tiene
ademds que {1,2,3} = {f(1), f(2), f(3)}.

Por otro lado, definiendo la distancia de un vértice a un tridngulo como la
menor distancia a alguno de sus vértices, tenemos que 1, 2, 3 tienen distancias
distintas a los triangulos T}, T5 y T5. Y con la Proposiciéon 1.5 se puede deducir
que f(1) =1, f(2) =2y f(3) = 3. Ademads, T} es el tnico tridngulo con un
vértice vecino a 2 con lo que la imagen de 77 es el mismo. Asi mismo 75 es el
unico que es adyacente a los otros dos tridngulos por tanto la imagen de T y T3
también deben ser ellos mismos.

Por 1ltimo solo queda ver que los vértices de un tridangulo no permutan entre
ellos. Esto se deduce del hecho que 1,2, 3 son puntos fijos y de que hay un tinico
vértice en T; a distancia uno de 77 (respectivamente de T3). ad

1.2. De grupos a grafos: grafos de Cayley de un grupo

En esta seccién trabajaremos con la definicién de grafo de Cayley. Salvo
que se mencione lo contrario nos referiremos siempre a grupos finitos, aunque
muchas de las definiciones y propiedades siguientes se pueden extender para
grupos infinitos.

Se utilizardn grafos dirigidos y con arcos coloreados, D = (V, A, C'), donde
V' es un conjunto de vértices, C' es un conjunto finito (colores) y A un conjunto
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de arcos. Para referirnos a los arcos denotamos el arco de a € V hacia b € V
con color ¢ € C' como {(a,b), c}.

Definicién 1.11. Sea I" un grupo, S = {s1,...,8.} C I" un subconjunto que no
contenga al neutro de I'. Se define:

» [l grafo de Cayley de I' asociado a S como Cay(I',S) el grafo con conjunto
de vértices V = I y aristas los subconjuntos {a,a- s} tal que s € S, es decir:

E={{a,b}CI'/a-b'eS Vb-a'eS}.

» Fl grafo de Cayley coloreado y dirigido de I' asociado a S como el grafo

ColCay(I',S) con conjunto de vértices V- = 1", conjunto de colores S y con-
Junto de arcos coloreados:

A={{(a,b),s;}/a-s; =b}.

Algunos ejemplos de estos grafos se ven en la Figura 1.6. En esta definicion
se puede observar que el grafo de Cayley no solo depende del grupo I, sino
también del conjunto S que estamos tomando. Es méas, podemos inferir alguna
propiedad del grafo si conocemos propiedades de S.

Proposicién 1.12. Sea I' un grupo y S C I' un conjunto que no contenga al
neutro. Entonces, el grafo de Cayley Cay(I',S) es conezxo si y solo si S es un
congunto generador de I.

Demostracion. Supongamos que Cay([,S) es un grafo conexo y sea a € I
Como el grafo es conexo entonces existe un camino desde el neutro de I' hasta

a, es decir, existe o« = (1, ay,- - ,ay,a) en Cay([,.S). Entonces, por la Definicién
1.11, existen S, ..., s € SUS™L, con S~! el conjunto de los inversos de S, tales
que 1-syg=ay, a1-8 =as , ..., as- S = a. Observamos que como I es finito

entonces S™! C (.9). Por lo que concluimos entonces que a = s+ s, € {(S).

Supongamos ahora que S genera al grupo, y sea a € I' un elemento del
grupo. Veamos que existe un camino entre a y el 1. Como S es generador,
entonces a = sy---8, con s; € S para todo i. Ademds {s1---8;_1,51--8;} es
arista, por lo que basta considerar el camino (1,s1,81 « S2,...,81 -8 = a).
Ahora, si tomamos dos elementos a, b cualesquiera del grupo, tenemos que hay
un un camino de a hasta el 1 y otro del 1 hasta b. La concatenacién de estos dos
caminos es otro camino que va desde a hasta b. O

A continuacion vamos a estudiar ciertas propiedades del grupo de automor-
fismos del grafo de Cayley coloreado y dirigido, veamos primero su definicién.
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0 1 0 e - 5 1
Y
a
3 2 3 & - 5 2
Cay(Zy4, S) ColCay(Z4, S)

Figura 1.6. Grafos de Cayley de Z4 con S = {1,2}.

Definicién 1.13. Sea D = (V, A,C) un grafo coloreado y dirigido, definimos
un automorfismo coloreado y dirigido de D como una aplicacion f 1V — V
biyectiva que conserva la direccion de los arcos y los colores, es decir, cumple
que:

{(a,5), ¢} € B <= {(f(a), f(b)), ¢} € E.

Definimos el grupo de automorfismos coloreados y dirigidos de D como
Aut(D). La demostracion de que (Aut(D),-), donde - es la aplicacion composi-
cion, es grupo sigue de igual manera que en el caso no dirigido.

Lema 1.14. Sea I" un grupo y S C I' \ {1}, entonces:
Aut(ColCay(I,S)) < Aut(Cay([,5)).

Demostracion. Como ambos son grupos, basta ver el contenido. Denotaremos el
conjunto de arcos de ColCay(I",S)) como A y el de aristas de Cay(I",.S) como
E.

e

Sea f € Aut(ColCay(I',S)) y {a,b} € E entonces por la Definicién 1.11
existe s € S'tal que a-s =bob-s = a. Suponiendo, sin perdida de generalidad,
que se cumple a - s = b, tenemos que:

a-s=b<= {(a,b),s} € A<= {(f(a), f(b),s} € A<=

> fla)-s= f(b) <= {f(a), f(b)} € E.

Concluimos entonces que {a,b} € E <= {f(a), f(b)} € E, lo cual implica que
f € Aut(Cay(I,9)). 0

En general estos dos grupos no son iguales, como se muestra en la Figura
1.7. Como vimos en la Figura 1.1, Aut(G) = {f1, fo, f3, f1, f5, fe} = Ds, sin
embargo, Aut(D) = {f1, f2, f3} = Zs.
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YA

Figura 1.7. G = Cay(Zs,{1}) y D = ColCay(I', {1}).

Calcular el grupo de automorfismos de un grafo en §eneral puede ser un
problema muy complicado, sin embargo, para Aut(ColCay(I,S)) vamos a po-
der determinar todos los elementos en el caso de que S sea un conjunto gene-
rador. Para ello definimos la aplicacién f, : I' — I' como f,(xz) = a - x para
todo a € I'. Veamos que estas aplicaciones son, en efecto, los elementos de

Aut(ColCay (I, 95)).

ey
Lema 1.15. Sea I" un grupo y S C I' \ {1}, entonces, f, € Aut(ColCay([.S))
para todo a € 1.

Demostracion. Sea a € I'. Veamos que f, es un automorfismo coloreado y di-
rigido. Para ver la biyectividad basta ver que es inyectiva pues I’ es un grupo
finito. En efecto, si z,y € I' cumplen que f,(z) = fo(y) = a-z=a-y=>2x=1y.
Falta ver que f, conserva los arcos, y esto se cumple pues si:

{(z,y),s} e A<= 5=y, s€ 5 < auxs=ay<= {(fux), fu(y)), s} € A.
Por tanto f, € Aut(ColCay(I,.S)). O

Proposicién 1.16. Sea I' un grupo y S C I' \ {1} un conjunto generador, es
decir, (S) =I". Entonces:

Aut(ColCay(I,S)) ={fo: ' =T/ folz)=a-x, a € I'}.
Demostracion. En virtud del lema anterior basta probar un contenido. Sea f €
Aut(ColCay(I,S)) y sea a := f(1). De la Definicién 1.11 tenemos que:

r-s=y< f(x) s=f(y)

Seax € 'y s €S, entonces 3y € I' tal que x-s =y, por lo que f(z) s =
f(y). Aplicando f a la primera igualdad tenemos que f(z-s) = f(y) = f(x) - s,
por lo que Vx € I', s € S tenemos que:

flz-s)= f(x)-s. (1.1)

Como por hipétesis S genera a I, tenemos que x = s1 - Sg -+ -5, con s; €
S, Vi € {1,...,r}. Entonces:

f(aj):f(sl"'sr) —(1.1) f(Sl"'Sr—l)'Sr:"':f(Sl)‘SQ"'Sr =(1.1) f(l)af

Por lo tanto f € {f,: ' = I/ fu(x) =a-z, a € I'}.
O
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Como consecuencia de los Lemas 1.14, 1.15 y la Proposiciéon 1.16 se tiene
el siguiente resultado.

Corolario 1.17. Sea I" un grupo y S C I' \ {1}. Entonces, Cay(I,S) es un
grafo transitivo y, por tanto, reqular.

Demostracion. Sean a,b € I', entonces por el Lema 1.15, tenemos que fy,-1 €
Aut(ColCay (I, S)) y por tanto, por el Lema 1.14 se tiene que f € Cay(I,5). Y
como f(a) = b, tenemos que para todo a,b € I se tiene que existe f € Cay([,.S)
tal que f(a) = b, por lo que el grafo es transitivo y por tanto, por el Lema 1.7,
también es regular. O

Veamos ahora que el grado de un grafo de Cayley coincide con el nimero de
elementos de SU S~ siendo S~ = {s7!/s € S}.

Lema 1.18. Sea I' un grupo y S un subconjunto de I' \ {1}. Entonces,
Cay (I, S) = Cay(I,SUS™).

Demostracion. Ambos grafos tienen el mismo conjunto de vértices por lo que
solo debemos ver que tienen las mismas aristas. En efecto, si {a, b} es una arista
de Cay(I, S U S™!) separamos dos casos.

= Sidse Stal que b=a-s, entonces {a,b} es arista de Cay([,S).
» Sidse Stalqueb=a-s"', entonces b-s=ay, por tanto, {a,b} es arista
de Cay(I,95).

O

Proposicién 1.19. Sea I un grupo y S C I' \ {1}. Entonces, A(Cay(I,S)) =
#(SUS).

Demostracion. Como todo grafo de Cayley es regular, basta ver qué grado tiene
el elemento neutro. Por el Lema 1.18, podemos suponer que si s € S'y o(s) # 2
entonces s~ ¢ S. Entonces, si S tiene ¢ elementos de orden distinto de 2 y k
elementos de orden 2, se tiene que #(S U S™') = 2t + k. Ademés, como I es
finito, por cada elemento s de orden mayor a 2 en S tenemos, en Cay([S), las
dos aristas {1, s} y {1,5°®)=1}. Por otro lado, por cada ¢ € S de orden 2 tenemos
la tnica arista {1, c}. Por tanto, A(Cay(I},S)) = 2t + k.

g

El Lema 1.14 nos da una relacién interesante entre los grupos de automor-
fismos de los grafos de Cayley asociados a un grupo I'. Ahora la cuestion que va-
mos a abordar es. ;Existe alguna relacion entre I" y los grupos Aut(Cay (1, S)) y

—
Aut(ColCay (I, S))?. En un principio pudiera parecer que I' = Aut(Cay(G, 5)).
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Pero esto no es cierto en general. En la Figura 1.7. se muestra el grafo de Cayley
de Zz con S = {1} pero como vimos en la Figura 1.1, el grupo de automorfismos
de este grafo es Ds.

Sin embargo, si existe una relacién fuerte entre los tres grupos, como vere-
mos en los siguientes resultados.
Proposicién 1.20. Sea I" un grupo y S C I'\ {1} un conjunto que genere a I,
es decir, (S) =1". Entonces I' = Aut(ColCay(I",5)).

Demostracion. Por la Proposicién 1.16, tenemos que:
Aut(ColCay(ILS)) = {fo: T =T/ f(x) =a-z, acT}.
Vamos a definir directamente el isomorfismo entre los grupos:
& : I — Aut(ColCay(T’, S))
a— D(a) = fi1
Por la Proposicion 1.16, la aplicacion esta bien definida, por lo que solo debemos

comprobar que es biyectiva y homomorfismo de grupos.

Veamos que es homomorfismo de grupos. Sean a,b € I', entonces tenemos
que D(a-b) = flap-1 y P(a) - P(b) = fo-1 - fo-1 = fr-1 © fy-1. Veamos que estas
dos aplicaciones son iguales puntualmente.

Ve eI, flan-—1(z)=(a- b lax=btata =0 foa(n) = fyo1 0 for ().

Concluimos que @(a - b) = ®(a) - ¢(b) y por tanto ¢ es un homomorfismo.

Para la biyectividad basta ver la inyectividad pues I' es un grupo finito y
#I' = #Aut(ColCay(I,S)). Veamos que es inyectiva. Sea x € Ker(®) entonces
fo-1 = ®(x) =1 por lo que f,-1(x) = x que implica que x™! -z = z y por tanto
x = 1. Concluimos entonces que @ es isomorfismo de grupos. ad

Corolario 1.21. Sea I' un grupo y S C I un conjunto que genere a I, es decir,
(S)=1T". Entonces I' < Aut(Cay (I, S5)).

Demostracion. Es un Corolario directo del Lema 1.14 y de la Proposiciéon 1.20.
O

Estos resultados nos aportan una relacion fuerte entre grupos y grafos, ya que
nos dicen que todo grupo puede ser obtenido como el grupo de automorfismos
de un grafo coloreado y dirigido y que todo grupo es subgrupo del grupo de
automorfismos de un grafo no dirigido ni coloreado. Ahora, surgen las siguientes
preguntas: ”;Todo grupo podra obtenerse a través del grupo de automorfismos
de un grafo?” Y, debido a las ventajas que supone trabajar con grafos de Cay-
ley, dado un grafo cualquiera ”;podemos determinar si es de Cayley?” Estas
cuestiones dan lugar al siguiente capitulo.






2

Teoremas de Frucht y Sabidussi

Gracias a los resultados ya vistos, podemos dar una repuesta afirmativa a
las dos preguntas que hacen de cierre en el capitulo anterior. En este capitulo se
enunciaran y demostraran el Teorema de Frucht y el Teorema de Sabidussi. El
primero, dado un grupo I', establece una forma constructiva de obtener un grafo
cuyo grupo de automorfismos sea I'. El segundo caracteriza cudndo un grafo es
de Cayley en funcion de su grupo de automorfismos.

2.1. El Teorema de Frucht

Este teorema fue enunciado por Dénes Konig y demostrado por Robert
Frucht en [8], quien demuestra, de forma constructiva, la universalidad de los
grupos de automorfismos de grafos, es decir, que todo grupo finito se puede ob-
tener como el grupo de automorfismos de un grafo. A continuacién se enunciara
el teorema y daremos nuestra propia demostracion.

Teorema 2.1. (Teorema de Frucht). Sea I un grupo finito, entonces eziste
un grafo G tal que el grupo de automorfismos de G es isomorfo a I', es decir,

Aut(G) =T

Demostracion. Sea S = {s1,...,s,} C I' un conjunto generador del grupo.

Consideramos los grafos G' = Cay(I,S) y ColCay(I’,5), a partir del primero
se construye el grafo G de la siguiente manera. Por cada a € I' se anade un
vértice adicional @' y una arista {a,a’}. Al vértice a’ lo llamaremos copia de a.

S
Seguidamente, por cada arco coloreado (a,b) con color s; de ColCay(I,S) se
hace lo siguiente:

1. Se elimina la arista {a, b} de G.

2. Se incluye una copia del grafo C; de la Definicién 1.8. A este grafo lo deno-
minamos gadget del arco {(a,b), s;}.

3. Se anaden las aristas {a,1} y {b,4}. (Ver Figura 2.1).
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Si 6+ i
ColCay(I', S) &—>—@ 5+1
a b L]
G’ ® ® > 7
a b / 6 1%
“ 5

Figura 2.1. Construccién del grafo G.

En la Figura 2.2 se muestra la construccién de G a partir de I' = D3 =
(rys/ri=s>=1,r-s=s-1r)yS={rs}h

Veamos ahora que el grupo de automorfismos de G es isomorfo al grupo de
automorfismos de ColCay(I', S). Definimos el isomorfismo

& : Aut(G) — Aut(ColCay (I, 5)).

Como @(f) = fir. Veamos que esta bien definido y en efecto es isomorfismo.

Sea f € Aut(G). En primer lugar, tenemos que cada vértice en ColCay (I, S)
tiene k aristas salientes y k aristas entrantes, siendo k el cardinal de S. En conse-
cuencia, por construccion de GG, los vértices que se corresponden con un elemento
del grupo en G tienen grado igual a 2k + 1. Entonces, si k > 1, por la Propo-
sicién 1.3, f(z) € I' Vx € I, pues los deméds vértices en G tienen grado 1, 2 o
3, que es menor que 2k + 1. En el caso k = 1 también se cumple que f(x) € I’
si x € I" pues los demas vértices de grado 3 no poseen un vecino de grado uno.
Concluimos entonces que @(f)(I") C I'. Ademés si a’ es el vértice copia de z,
entonces f(z') = f(x)" pues es el tinico vértice de grado uno adyacente a x.

Veamos ahora que @(f) es automorfismo. Consideramos Gy el subgrafo de
G obtenido al eliminar los vértices x € I', los vértices 2’ y las aristas adyacentes
a ellos. Entonces G no es conexo y sus componentes conexas son los gadgets.
Como f € Aut(G) entonces f restringida a Gy es un automorfismo de Gg. Por
la definicién de automorfismo la imagen de una componente conexa debe ser
también una componente conexa, por tanto, como dos gadgets de distintos co-
lores tienen distinto ntimero de vértices, tenemos que la imagen bajo f de un
gadget de color s debe ser de nuevo otro gadget asociado a s. Concluimos enton-
ces que la imagen por f de un gadget del arco {(a,b), s} es un gadget del arco

{(f(a), f(D)),s}, Ya,b € I'. Sea ahora {(a,b),s} un arco de ColCay([S), por
construccién de G, existe el gadget del arco {(a,b), s}, y por lo ya comentado,
la imagen de dicha estructura esta asociada a s, y tiene direccién (f(a), f(b)), y
por tanto, de nuevo por construccion del grafo G, {(f(a), f(b), s)} es un arco de
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o
ColCay(I', S). Razonando de la misma forma con f~! tenemos la doble implica-
cién de la Definicién 1.13 y por tanto fir es automorfismo de el grafo de Cayley
coloreado y dirigido. Por lo que @ esta bien definida.

@ es claramente un homomorfismo, ademas es inyectivo pues si f restringida
a I es la identidad entonces la imagen por f de los subgrafos C; es el mismo
C; y al ser C; asimétrico (ver Lema 1.9), tenemos que f debe ser la identidad.
Concluimos entonces que el nicleo de @ es el trivial y por tanto @ es inyectiva.

Veamos ahora la sobreyectividad. Sea f € Aut(ColCay(I,S)) entonces
definimos F' : V(G) — V(G) como Fip = f, F(2') = f(z)" y F sobre los gadgets
de forma que la imagen del gadget del arco {(a,b), s}, es el gadget del arco
{(f(a), f(b)),s}. Veamos que F' esta bien definida. En efecto, sea z € V(G), si
x € I" entonces F(z) = f(x) € I' C V(G). Si x ¢ I tenemos dos opciones:

1. Existe un unico a € I" tal que x = d/, entonces F(z) = f(a)" € V(G).

2. Existen tnicos a,b € 'y s € S tal que x sea vértice del gadget del ar-
co {(a,b),s}. Entonces por definicién de G se tiene que {(a,b), s} es arco
de ColCay(I',S) y como f es automorfismo entonces {(f(a), f(b)), s} tam-

bién es un arco. Por tanto, por construccién de G, existe el gadget del arco
{(f(a), f(b)),s} en Gy, por tanto, IF (x) € V(G).

Ademsés F conserva las aristas por propia definicién, por lo que F' € Aut(G)
y ademas @(F) = f.

T
Concluimos que Aut(G) es isomorfo a Aut(ColCay(I,S)) y, por tanto,
como S genera a I', por la Proposicién 1.20 se tiene que I' = Aut(G). O

Figura 2.2. Grafo con grupo de automorfismos isomorfo a Ds.
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En la demostracién original de Frucht se aporta una construccién con me-
nos vértices. No obstante, en esta memoria se ha optado por presentar una
construccién propia que simplifique alguno de los argumentos técnicos de la
prueba.

Es de destacar que la forma de construir estos grafos aumenta, de forma
considerable, tanto el nimero de vértices, como el grado maximo del grafo.
Siguiendo esta construccion con un grupo I’ y un conjunto generador S con k
elementos, se vio en la demostracion que el grado méximo del grafo resultante
es 2k + 1, ademés tenemos que el nimero de vértices empleados es igual a
#T - %_

Existen otras versiones mas fuertes del Teorema de Frucht, en las que se
trata de lograr el mismo resultado usando familias de grafos especificas. Una
de estas versiones se basa en usar grafos regulares de grado 3, estéd fue probada
por Frucht en [7]. Ocho afios més tarde Gert Sabidussi demostré en [13] que
cualquier grupo es isomorfo al grupo de automorfismos de infinitos grafos k-
regulares, para k > 3, e infinitos grafos /-cromaticos, es decir grafos con ntimero
cromdtico (ver Seccién 3.2) igual a ¢, para ¢ > 2.

Otras versiones del Teorema buscan minimizar el nimero de vértices uti-
lizado. Hasta el momento, dado un grupo cualquiera, no se conoce qué ntmero
minimo de vértices debe tener un grafo para que su grupo de automorfismo sea
isomorfo al grupo. Sin embargo, Laszl6 Babai demostrd, en [13], que este niimero
no es superior a dos veces el orden del grupo.

2.2. El Teorema de Sabidussi

En esta seccién se caracterizaran los grafos de Cayley, ademaés se daran
ejemplos en los que se usara el teorema para comprobar si ciertos grafos son de
Cayley o no.

Los grafos de Cayley han sido caracterizados por muchos autores, uno de
los primeros fue Gert Sabidussi en [14]. Para enunciar y demostrar el Teorema
de Sabidussi, requeriremos de algunos conceptos previos.

Definicién 2.2. Sea G = (V, E) un grafo. Se dice que un subgrupo H de los
automorfismos de G actua reqular si para todo x,y € V existe un unico auto-
morfismo f € H tal que f(x) =y.

Lema 2.3. Sean G = (V, E) un grafo y H < Aut(G) que actia regular sobre G.
Entonces, #V = #H.

Demostracion. Fijando un vértice v cualquiera tenemos que, como H actia re-
gular, para todo u € V existe f, en H tal que f,(v) = u, ademés dados dos
vértices distintos u,u’ € V', los automorfismos f, y f.» también serdn distintos,
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por tanto deducimos que #V < #H. Por otro lado, dado f € H tenemos que
existe u € V tal que f(v) = u y dados dos automorfismos distintos f, g, como
H actia regular, también se tiene que f(v) # g(v), deduciendo asf la otra des-
igualdad. O

Lema 2.4. Sean G = (V, E) un grafo, H un subgrupo de los automorfismos de
G y u un vértice. Entonces H actia reqular si y solo si para todo v € V' existe
un unico f € H tal que f(u) =v.

Demostracion. Si H actia regular, entonces de la Definicién 2.2 se tiene direc-
tamente el resultado.

Veamos la otra implicacion. Supongamos que para todo v € V existe un
tnico automorfismo f de H tal que f(u) = v. Sean ahora z,y dos vértices,
veamos que existe un unico automorfismo h de H tal que h(z) = y. Por hipétesis
tenemos que existen f,g € H tal que f(u) =z y g(u) = y. Entonces f~'-g € H
y [71-g(x) = go f71(x) = y, lo que garantiza la existencia. Ademas si existe
otro automorfismo « en H que cumple que a(z) = y, tenemos que o(f(u)) =y
y de la unicidad de la hipétesis tenemos que f-a = g y por tanto a = f~'-g lo
cual, garantiza la unicidad. ad

Ahora si estamos en condiciones de enunciar y demostrar el Teorema de
Sabidussi.

Teorema 2.5. (Teorema de Sabidussi). Sea G = (V, E) un grafo. Entonces,
G es un grafo de Cayley si y solo si existe H < Aut(G) que actia regular.

Demostracion. Supongamos que G es un grafo de Cayley, esto es, existe I" grupo
y S un subconjunto del grupo tal que G = Cay(I, S). Por el Lema 1.15 tenemos
que el grupo H := {fo: ' = '/ fo(x) =a-x, a € I'} es subgrupo del grupo
de automorfismos de ColCay (I, S). Ademads por el Lema 1.14 concluimos que H
es subgrupo de Aut(Cay(/,S)) = Aut(G). Veamos ahora que H actia regular.
Sean x,y en V = I, entonces tenemos que fy,-» € Hy fy,-1(x) = y. Por
otro lado, si existen dos automorfismos f,, f en H tal que f.(x) = fi(z) =y,
entonces a-x = b-x concluyendo asi que a = by ,por tanto, f, = f,. Por lo que
H actia regular.

Supongamos ahora que existe H < Aut(G) que actiia regular, veamos que
G es de Cayley. Sean v € V y vy,...,vs € V los vecinos de v. Como H actia
regular entonces para cada v; existe @; en H tal que ¢;(v) = v;. Definimos {2 co-
mo el conjunto de estos automorfismos, veamos que G es isomorfo a Cay(H, {2).
Definimos @ : V- — H como ®(u) := 1, el tnico automorfismo de H que cum-
ple que ¥,(u) = v. Veamos que @ es isomorfismo de grafos, es decir, es una
aplicacion biyectiva que conserva y refleja las aristas.

& es aplicacién pues por propia definicién la imagen de un elemento existe
y estd en H, y ademds, si z,y € V tal que z = y entonces ¢, (z) = u = 9, (z)
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y como H actia regular entonces 1), = 1,. Por otro lado, @ es inyectiva pues si
z,y € V tal que ¢, = 1, entonces por definicion x = ¢, (v) = ¢, ' (v) = ¥.
La inyectividad junto con el Lema 2.3 demuestran que @ es biyectiva.

Por tltimo veamos que @ conserva las aristas. Sea {x,y} € E entonces,
como v, es un automorfismo, {v,v.(y)} € E, por lo que v; := 1¥,(y) es algin
vecino de v, y por tanto, existe ¢; € {2 tal que p;(v) = v; = ¥.(y). Ademas,
como v = 1, (y), tenemos que (¢, - ¢;)(y) = ¥.(y). Como H actia regular y
Yy, Uy, i € H, entonces 1, - ¢; = 1), concluyendo por la Definicién 1.11 que
{®(x),P(y)} es una arista de Cay(H, £2). Supongamos ahora que {@(z),P(y)} es
una arista, entonces existe ; € {2 tal que ¥,-p; = 1, evaluando en x se tiene que
©i(v) =, (z) y por la definicién de ¢; tenemos que {v = ¥, (y), ¥, (x)} € E, por
lo que, como 9, es automorfismo, {z,y} € E. Con todo lo anterior concluimos
que @ es isomorfismo. O

Para ilustrar como utilizar el Teorema vamos a demostrar que el grafo de
la Figura 1.2 es un grafo de Cayley. Este grafo es conocido como el grafo de
Mobius-Kantor, y pertenece a una familia conocida como los grafos de Petersen
generalizados. El grupo de automorfismos tiene noventa y seis elementos, como se
ve en [9], sin embargo, para demostrar que el grafo es de Cayley basta considerar
el subgrupo generado por dos de ellos, como veremos en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6. El grafo de Mobius-Kantor es de Cayley.

Demostracion. En la demostracion seguiremos la etiquetacion de los vértices de
la Figura 1.2 y trataremos a los subindices como clases de equivalencia moédulo
ocho. Mds precisamente, los vértices son {uy,...,us,vg,...,v7} y las aristas
son de tres tipos: {u;, uit1}, {vi,viss} v {wi,v;} con 0 < i < 7. Definimos los
siguientes automorfismos:

a:V—V vy:V—V
Uj > Uil Ui — VU3q
Vi > Vi1 Vi > Ug;

En efecto, tanto o como ~, son automorfismos pues ambos son aplicaciones
biyectivas, y veamos que ademds conservan las aristas:

» Aristas del tipo {u;,u;41}. En este caso tenemos que las imédgenes por « y
v son {u;i1,uira} y {vsi, vsirs} respectivamente, y en efecto, son aristas del
grafo.

» Aristas del tipo {v;, v;13}. Las imdgenes en este caso son, por «, {vit1, Vita},
y por v, {us;, usir9 = ugiy1} y tenemos que ambas imégenes son aristas del
grafo.

» Aristas del tipo {u;,v;}. En este caso las imagenes son, por «, {u;i1,vi11} y,
por 7, {us;, v3;} que son aristas del grafo.
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Por tanto a,vy € Aut(G), ademds tenemos que el orden de « es ocho, el orden
de 7 es dos y cumplen que a-y = v-a3. Con todo lo mencionado, consideramos
el grupo H := (a,7) = {a’,7-a*/0 < i < 7}, el denominado grupo semidiedral
de orden 16. Vedmos que H actia regular, para ello, por el Lema 2.4 basta ver
que para cada vértice x del grafo existe un unico automorfismo f, de H tal que
fz(up) = x. Tenemos dos casos.

» 1 = u;. Entonces basta considerar f = o' € H.
» 1 = v;. Consideramos f =~ -a' € H.

Entonces, como estos dieciséis automorfismos son distintos entre ellos y el orden
de H es dieciséis, tenemos que, por el Lema 2.4, H actia regular. Por tanto, en
virtud del Teorema 2.5 el grafo de Mobius-Kantor es de Cayley. O

Es de notar que, como el grafo de Mobius-Kantor es de Cayley, entonces
por el Corolario 1.17 es transitivo lo cual justifica su uso como ejemplo de grafo
transitivo en la Figura 1.2.

Por el Corolario 1.17 tenemos que todo grafo de Cayley es también transi-
tivo y regular, sin embargo, el reciproco no es cierto. A continuaciéon se estudiara
un contraejemplo a esta afirmacion.

Definicién 2.7. El grafo de Petersen [9] es un grafo formado por diez vértices,
reqular de grado 3 y transitivo. Si denotamos a los vértices como u;,v;, con i €
{0,1,2,3,4}, y entendemos los subindices como clases mddulo cinco, entonces
las aristas del grafo son: {u;, wir1}, {wi,v;i} y {vi,vipe} (Ver Figura 2.3).

Figura 2.3. Grafo de Petersen.

Como se puede observar en la Figura, el grafo de Petersen no tiene ciclos
de longitud 4 ni de longitud 10. Estos hechos seran de utilidad para demostrar
que el grafo de Petersen no es de Cayley.

Proposicién 2.8. El grafo de Petersen no es de Cayley.
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Demostracion. Procedamos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe H
grupo tal que para algin conjunto S C H\{1}, el grafo de Petersen es Cay(H, 5).
Como el grafo de Petersen es conexo entonces, por la Proposicién 1.12, S debe
ser un conjunto generador. Como el grafo tiene diez vértices entonces el orden
de H debe ser diez y, por tanto H = Zig o H = Ds. Ademas, por el Teorema
de Lagrange, los ordenes de los elementos de S pueden ser dos, cinco o diez.
En S no pueden haber elementos de orden diez, pues se puede comprobar que
el grafo no tiene ningun ciclo de longitud diez (no es hamiltoniano). Ademsds,
debido al Lema 1.18, podemos asumir que si s € S con orden de s distinto a 2,
entonces su inverso no pertenece a S. Por tanto si S tiene k elementos de orden
dos y t de orden cinco, entonces, por la Proposicién 1.19, el grado de un vértice
de Cay(H,S) es igual a k + 2t, y como el grafo de Petersen es de grado tres
entonces k + 2t = 3 dejando solo dos opciones, k =1yt=10k=3yt=0.
Dividimos la prueba en cuatro casos:

» H=17y,k=1yt=1. Eneste caso S = {5,z} con x de orden cinco. Pero
esto no es posible pues, como 0+ 5+ = 0+ x + 5, entonces (0,5,5+ x, x,0)
es un ciclo de longitud cuatro en Cay(H,S). Pero el grafo de Petersen no
tiene estos ciclos.

» H =174, k=3yt=0.Esto es imposible pues, en Zj, solo hay un elemento
de orden dos.

» H= D5, k =1yt =1 Enestecaso S = {r,r/ . s}. Vamos a ver que
(1,7%, 7" « 5,77 - 5,1) forman un ciclo de longitud cuatro. De la definicién
de grafo de Cayley, y por la forma de S es claro que {1,7'},{r",r"™7 . s} y
{1,77 - s} son aristas, solo falta comprobar que {r**7 - 5,77 - s} es una arista.
En efecto tenemos que rt7 . s . rt = ¢t .yt . 5 =y . 5. Por lo que el grafo
de Cayley tiene un ciclo de longitud cuatro, que es imposible pues, el grafo
de Petersen no los tiene.

» H=D;5 k=3yt=0.Veamos que en este caso el grafo es hamiltoniano.
Tenemos que S = {r'-s,77 - 5,7 - s}, ademés r' - s -7/ = vl # 1, por lo que
r! es de orden cinco. Podemos formar el ciclo de orden diez:

(1,7t s, et et s, o At 1),

Esto también es absurdo pues el grafo de Petersen no es hamiltoniano.

Concluimos entonces que H no puede existir y por tanto el grafo de Petersen no
es de Cayley. ad

En el capitulo cuatro daremos una demostracion alternativa a este resultado
de manera mas directa.
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El nimero cromatico de un grupo

Existen diversidad de parametros que se pueden asociar a un grafo. En este
capitulo nos centraremos en uno de los mas importantes, el nimero cromatico.

Dado un grafo cualquiera y un valor k& € Z", determinar si el ntimero
cromatico es menor o igual a k es un problema complejo, es méas, es uno de los
21 problemas NP-completos de Karp [10]. Sin embargo, hay familias de grafos
en las que este problema puede resultar mas sencillo o en las que podemos dar
el valor exacto o, al menos, cotas para este numero. El objetivo de este capitulo
es estudiar este parametro en grafos de Cayley, y usar herramientas algebraicas
de teoria de grupos para dar una cota superior a su valor. Para ello seguiremos
el trabajo de Babai ([3]). El capitulo consta de tres secciones. En la primera
seccién se introducird la definicion y se hara un estudio del nimero croméatico
para grafos en general. En la segunda seccion se definird el nimero cromatico
minimo de un grupo utilizando los grafos de Cayley, y se determinara su valor
para cualquier grupo finito. Por ultimo, en la tercera seccion, se estudiara el
nimero cromatico maximo de los grupos abelianos y nilpotentes.

3.1. El nimero cromatico de un grafo.

El objetivo de esta seccion es encontrar cotas del nimero cromatico de un
grafo general en funcién de su grado maximo. En este sentido se demostrara el
Teorema de Brooks (Teorema 3.8).

En primer lugar vamos a definir qué es una coloracion y qué es el niimero
cromatico de un grafo.

Definicién 3.1. Sean G = (V, E) un grafo y k € Z*. Una k-coloracion de G es
una asignacion de colores a sus vértices de forma que vértices adyacentes tengan
colores distintos. En otras palabras, es una aplicacion f :V — {1,---  k} que
cumple que si {u,v} € E entonces f(u) # f(v). Decimos que G es k-coloreable
st existe una k-coloracion de G.
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Definicién 3.2. Sea G = (V| E) grafo, definimos el nimero cromdtico de G
como el menor numero de colores necesarios para colorear G, es decir, como el
minimo de k € Z tal que existe una k-coloracion de G. Denotaremos el niimero
cromdtico de G por x(G).

A modo de ejemplo, consideramos el grafo ciclo con n-vértices, que deno-
tamos por C,. Se observa que si n es impar, entonces (), no es 2-coloreable, de
aqui se deduce que, x(C,,) =2 sines pary x(C,,) = 3 si n es impar (ver Figura
3.1).

Figura 3.1. 2-coloracién de C4 y 3-coloracién de Cs.

Como ya se ha mencionado, el computo del nimero cromético es un proble-
ma dificil en general. Sin embargo, podemos caracterizar cuando un grafo tiene
nimero cromatico igual a dos.

Definicién 3.3. Un grafo G = (V, E) se dice bipartito si su conjunto de vértices
se puede separar en dos conjuntos disjuntos, de manera que las aristas no pueden
conectar vértices de un mismo conjunto. Es decir, existen Vi, Vo C V' tales que
ViuVe =V yVinVy, =0, cumpliendo que si e € E entonces eN'Vy # 0 y
eNVy # 0.

Lema 3.4. Sea G = (V, E) un grafo con al menos una arista. Entonces G es
bipartito si y solo si x(G) = 2.

Demostracion. Supongamos que G es bipartito, entonces existen V;, Vo C V en
las condiciones de la Definicion 3.3. Del hecho de que las aristas no conectan
vértices del mismo conjunto tenemos que la aplicaciéon f(v) = 1siv € Vj y
f(v) =2 si v € V, es una 2-coloracién. Entonces x(G) < 2. Ademads, como G
tiene al menos una arista, tenemos que x(G) # 1 y concluimos que x(G) = 2.
Supongamos ahora que x(G) =2y sea f: V — {1,2} una 2-coloracién.
Definimos V; = f~1(1) y Vo = f71(2). Es directo que, Vi UVo =V y VNV, =0
y ademads, si {z,y} € E entonces f(z) # f(y) por lo que z,y estdn en conjuntos
distintos. Se concluye que G es bipartito. O

Veamos a continuacion que si todos los vértices de un grafo tienen grado
menor o igual a k, entonces es k + 1-coloreable.
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Lema 3.5. Sea G = (V, E) un grafo de grado mdzimo A(G) = k entonces G es
k + 1-coloreable, y por tanto x(G) < k + 1.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n, el nimero de vértices de G.
Sin = 1 entonces G no tiene aristas y, por tanto, es 1-coloreable. Ahora suponga-
mos que G tiene n vértices, sea a € V' y consideramos el grafo H = (V' \ {a}, £')
donde E' = {e € FE/a ¢ e}. Se tiene que A(H) < A(G) < k y aplicando
la hipétesis de induccién sobre H se obtiene, g : V' \ {a} — {1,...,k + 1},
una k + 1-coloracion de H. Sean ahora, vq,...,v; los vecinos de a en G, en-
tonces deg(a) = t < k. Tomamos ¢ € {1,...,k + 1} \ {g(v1),...g(v)} y
f:V = {1,...;k+ 1} como f(z) = g(z) si x # ay f(a) = c. Es claro
que f es una k + 1-coloracién de G. O

Notemos que la cota del Lema 3.5 es 6ptima para un grafo general, pues
existen grafos de grado maximo k cuyo niimero cromatico es k+ 1. Por ejemplo,
un ciclo impar tiene grado maximo 2 y numero cromatico tres. También se
observa que el grafo completo Ky tiene grado méximo igual a k y no admite
una k-coloracion, por tanto, su nimero cromatico es k + 1.

Ademas, para k > 3 el grafo completo es el unico grafo conexo de grado
maximo k cuyo numero cromatico es k + 1. Este resultado es conocido como el
Teorema de Brooks [4], a continuacién se demostrara dicho teorema siguiendo
la prueba que se realiza en [17].

Definicién 3.6. Sea G = (V, E) un grafo y V' C V. Se define el grafo inducido
por V' en G, y se denota por G[V'], al grafo con vértices V' y con conjunto de
aristas E' = {e € E/e C V'}, es decir, todas las aristas de E que conectan
vértices de V.

Lema 3.7. Sean G = (V, E) un grafo con grado mdzimo A(G) < k, V! C V
y f V= {1,...,k} una k-coloracion de G[V']. Sea P = (v1,...,v;) un
camino de G que no tiene ningun vértice en V'. Entonces se puede extender
la coloracion de G[V'] al grafo G[V' U{vy,...,v;_1}]; es decir, existe g : V' U
{vi,...,v;21} = {1,...,k} una k-coloracion de G[V' U{vy,...,vj_1}] tal que
g(u) = f(u) Yu e V.

Demostracion. Como A(G[V']) < A(G) < k y vy ¢ V' entonces deg(vy) < k
en G[V']. Por tanto, existe t € {1,...,k} tal que f(v) # t para todo v vecino
de v; en G[V']. Definimos entonces g(v;) = t. Siguiendo, en orden, el mismo
razonamiento para v; con ¢ < j obtenemos la k-coloracion buscada. O

A la forma de extender la coloracion del Lema 3.7 la denotaremos como
Pathcolor(vy, va, ..., v,_1;v;). Notemos que al finalizar el procedimiento, el vérti-
ce v; se mantiene sin colorear.
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Teorema 3.8. (Teorema de Brooks). Sea G = (V,E) un grafo con, 3 <
A(G) < k. Si ninguna componente conexa de G es el grafo Ky, 1, entonces G es
k-coloreable.

Demostracion. Asumimos que G es conexo. Si no lo fuera, procedemos sobre
cada componente conexa.

Sea n el numero de vértices de GG. Procedemos por induccién sobre n. Si
n = 1 entonces G es k-coloreable.

Sea ahoran > 1. Si G no es k-regular, entonces existe v € V con deg(v) < k.
Consideramos el grafo H resultante de eliminar este vértice de G. Aplicando la
hipétesis de induccion, tenemos que H es k-coloreable, y como deg(v) < k,
podemos extender esta k-coloracién a G.

Supongamos ahora que G es k-regular. Como G es conexo y no es el grafo
completo, entonces existen vy, vy, v3 € V' tal que {v1,v9}, {vs, 12} € E pero con
{vi,v3} ¢ E. Sea P = (v1,v9,03,...,0,) un camino empezando en vy, vy, v3 que
no pase 2 veces por el mismo vértice y lo mas largo posible. Separemos dos casos:

» Sir=n.Seav; €V un vecino de v, distinto de vy, v3. Notar que en efecto v;
existe pues deg(vy) = k > 3. Ahora, coloreamos v, v3 del mismo color, y apli-
camos los procedimientos Pathcolor(vy, ... v;_1;v;) y Pathcolor(v,, . .. vj;vs).
Tras esto, el unico vértice aun sin colorear es v,. Sin embargo, como v; y
v3 son vecinos de vy con el mismo color, tenemos que se puede extender la
k-coloracién a vs.

= Sir < n.Dado que P es lo mas largo posible, tenemos que todos los vecinos
de v, estdn en P. Sea v; el vecino de v, con menor indice y consideramos
el camino C' = (vj,...,v,). Notar que todos los vecinos de v, estdn en C.
Sea H el subgrafo inducido por lo vértices que no estan en C'. Como G es
conexo, entonces existe v en C' con un vecino en H, por lo que H no es k-
regular y por tanto no es el grafo completo K 1. Aplicando la hipdtesis de
induccién sobre H obtenemos una k-coloracién de este. Sea v; el vértice de
mayor indice en C' con un vecino en H y sea u en H vecino de v;. Notar
que | < r pues v, tiene todos sus vecinos en C. Ahora, como v;,; no tiene
vecinos en H, podemos colear del mismo color a v;,1 y a u. Aplicamos ahora el
procedimiento Pathcolor(vig,...,v,,vj,...v_1;v;) dejando sin colorear solo
a vy, al cudl le podemos asociar un color pues u,v;1; son vecinos de v; del
mismo color. Finalmente conseguimos una k-coloracién de G. ad

Por tltimo, vamos a estudiar cémo calcular el nimero cromatico del produc-
to cartesiano de grafos. Esto nos sera de utilidad mas adelante para demostrar

que el nimero cromatico maximo de un grupo finito es menor o igual a tres
(Teorema 3.17).

Definicién 3.9. Sean G = (V(G), E(G)), H = (V(H),G(H)) dos grafos. Defi-
nimos el producto cartesiano de G por H como el grafo GLOH con conjunto de
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vértices V(GOH) = V(G) x V(H) y conjunto de aristas formado por aristas del

tipo {(g1,h), (g2, h)} tal que {g1, g2} € E(G), y las del tipo {(g,h1), (g, h2)} con
{h1,he} € E(H).

En la Figura 3.2 se puede ver un ejemplo de esta construccion.

(3,0)

(1.5) (2,b)

s]

(1,a) b (2,0a)

Figura 3.2. Producto cartesiano C30C5.

El siguiente resultado de Vizing [16] nos permite calcular y(GOH) en fun-
cién de x(G) y x(H).

Proposicién 3.10. Sean G = (V(G),E(G)), H = (V(H),G(H)) dos grafos.
Entonces x(GOH) = max{x(G), x(H)}.

Demostracion. Sean a = x(G), b = x(H), y supongamos sin perdida de gene-
ralidad que a > b. Sean ademads p, ¢ las coloraciones, p : V(G) — {1,...,a}
yq:V(H) — {1,...,b}, de G y H respectivamente. Definimos la aplicacién
f:V(G)xV(H) —{1,...,a} como f(g,h) = p(g) + q(h) mod a. Veamos que
f es una coloracion del producto de G con H. En efecto, sea e € E(GLOH) una
arista, entonces tenemos dos casos.

= e = {(g1,h), (g2, 1)} con {(g1,92)} € E(G). Entonces f(g1,h) = f(g2,h) si
y solo si p(g1) = p(g2) mod a y como p(g1),p(92) < a tenemos que se da
la igualdad si y solo si p(g1) = p(g2) lo cual no es posible pues p es una
coloracién de G.

» ¢ ={(g,h1),(g,ha)} con {hy,he} € E(H). Entonces f(g,h1) = f(g,he) siy
solo si g(h1) = q(h2) mod a'y como q(hy),q(hs) < b < alaigualdad se cumple
si y solo si q(h1) = q(ha) que vuelve a ser imposible pues ¢ es una coloracién
de H.

Concluimos que f es una coloracion del producto de G con H y por tanto
X(GOH) < max{x(G), x(H)}.

Por otro lado supongamos que f es una coloracién de GOJH con n =
X(GOH) colores. Sea h € V(H), entonces definimos F' : V(G) — {1,...,n}
como F(g) = f(g,h). Veamos que F' es una coloracién de G. En efecto, F es
una aplicacién y ademés si {g1,92} € F(G) tenemos que {(g1,h), (92,h)} €
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E(GOH), por lo que, como f coloracion, F(gi) = f(g1,h) # f(gh) = F(ga).
Concluimos asi que F' es una coloracién de G y por tanto x(G) < x(GOH).
Concluimos entonces que x(GOH) = max{x(G), x(H)}. O

3.2. El nimero cromatico minimo de un grupo

En esta seccién vamos a estudiar el nimero cromatico de un grupo, que se
define por medio de sus grafos de Cayley. El resultado principal de esta seccién
es el Teorema 3.15, donde se determina este valor para todo grupo finito.

Definicién 3.11. Sea I' un grupo finito, el nimero cromdtico de I', denotado
por x(I"), es el menor de los niumeros cromdticos de los grafos de Cayley conezxos

de I, es decir, x(I") = min {x(Cay(I,C))/I" = (C), 1 ¢ C}.

Es de notar que en la definicién anterior basta tomar el minimo solo sobre
los conjuntos generadores minimales.

A continuacién vamos a dar una cota superior para este nimero, para ello
seguiremos [3]. Presentamos primero una proposicién que nos permitira reducir
el estudio a los grupos finitos simples. Recordar que un grupo se dice simple si
no tiene ningin subgrupo normal propio.

Proposicion 3.12. Sea I' un grupo finito, N < I' un subgrupo normal de I’
y C C I' un conjunto generador con C NN = (). Entonces, x(Cay(I',C)) <
X(Cay(I'/N,C/N)). En particular, x(I') < x(I'/N).

Demostracion. En primer lugar, observemos que 1- N ¢ C/N. En efecto, si
existe v € ['talque x - N-¢c-N =x-N con c € C entonces ¢c-N =1-N
y por tanto ¢ € N lo cual no es posible pues C N N = (. Por tanto, podemos
considerar el grafo simple Cay(I'/N,C/N).

Sea ahora k = x(Cay(I'/N,C/N)) y sea f una k-coloracién del gra-
fo Cay(I'/N,C/N). Veamos que existe una k-coloraciéon de Cay(I,C'). Sea
g: ' —={1,... k} la aplicacién definida por g(x) = f(x - N), para todo = € I,
veamos que g es una k-coloracién. Si {z,y} es una arista de Cay(I',C') entonces
JeceCtalquex-c=y,entoncesz-N-c-N=y-N,conc-N & C/Ny, como
f es coloracion, se tiene que g(x) = f(z- N) # f(y- N) = g(y). Concluimos que
g es una k-coloracién de Cay(I',C) y por tanto x(Cay(I',C)) < k.

Veamos ahora que x(I") < x(I'/N). Sea S, con 1 ¢ S, el conjunto generador
de I'/N tal que si X = Cay(I'/N,S) entonces x(X) = x(I'/N). Si denotamos
por 7 al epimorfismo candnico entonces 7 1(S) = C' es un conjunto generador
de I'. Ademds C NN = (), por lo que aplicando la desigualdad probada tenemos
que x(I") < x(Cay(I',C)) < x(X) = x(I'/N).

O
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En [3], Babai hace uso del Teorema de clasificacién de grupos simples [0]
para la demostracién del siguiente resultado. Més concretamente, el hecho de
que todo grupo finito, simple y no ciclico esta generado por dos elementos, donde
uno de ellos es de orden dos. Curiosamente, en el ano en el que Babai enunci6 el
resultado, el Teorema de clasificacion de grupos simples atin no estaba probado,
ya que su demostracién se considerd terminada siete anos mas tarde.

Teorema 3.13. Sea I" un grupo finito. Entonces x(I") < 3

Demostracion. Veamos primero el resultado para grupos finitos simples. Supon-
gamos que I' es un grupo finito simple. Tenemos dos opciones:

» [’ es un grupo ciclico. Entonces I' = Z,, por ser ciclico y simple, y tomamos
el conjunto generador C' = {1}. Como Cay(Z,,C) es un ciclo de longitud p,
se tiene que x(I") < 3.

= [ no es un grupo ciclico. Entonces por el Teorema de clasificacién de grupos
simples existen a, b € I', con o(a) = 2, tales que I" = (a, b). Tomamos entonces
C' = {a,b} como conjunto generador. Como a es una involucién y b no es
de orden 2, entonces, por la Proposicién 1.19, A(Cay(I,C)) = 3. Ahora,
si Cay(I,C) # Ky, se sigue del Teorema 3.8 que x(Cay(I,C)) < 3, y por
tanto x(I") < 3. Supongamos por reduccién al absurdo que Cay (I, C) = Ky,
entonces el orden de I es 4. Por tanto, I' = Z4 o ' = Zy X Zs, siendo ambas
posibilidades absurdas, pues I es simple.

Sea ahora I" un grupo finito cualquiera. Prosigamos por inducciéon sobre

n = #I". Si #I' = 1 entonces el resultado es trivial. Supongamos que #I" = n.
Separamos dos casos. Si I es un grupo simple, entonces por la primera parte de la
demostracion x(I7) < 3. Por otro lado, si I" no es simple, entonces existe N < I
un subgrupo normal propio, teniendo asi que #(I'/N) < #I". Entonces por la
Proposicién 3.12 y la hipdtesis de induccién tenemos que x(I7) < x(I'/N) < 3.
O

Con este resultado el problema de computar el nimero cromético de un
grupo cualquiera se ve facilitado en gran medida, sin embargo, nos gustaria
poder caracterizar este valor en términos de propiedades del grupo. Para ello
vamos a caracterizar cuando un grupo tiene nimero cromatico igual a dos.

Proposicién 3.14. Sea I" un grupo finito distinto del trivial. Entonces x(I") = 2
sty solo si I' tiene un subgrupo de indice 2.

Demostracion. Supongamos que I tiene un subgrupo H de indice 2. Entonces
H es subgrupo normal de I'. Por la Proposicién 3.12 tenemos que x(I') <
X(I'/H) = x(Zs) = 2.

Supongamos ahora que x(I') = 2. Sea C' C I un conjunto generador
que cumple que el grafo X = Cay([,C) tenga x(X) = 2. Por el Lema 3.4
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tenemos que X es bipartito. Sea Vi,V, C I' la biparticién de los vértices de
X. Supongamos sin perdida de generalidad que 1 € V; y denotamos por H :=
{c1-+-car/c; € Cy k € N}. Veamos que V; = H.

Veamos que H C Vi. Prosigamos por induccién sobre k. Sea k = 1y
c1,060 € C. Como 1 € Vi y {1,¢1} es una arista de X entonces, por ser X
bipartito, 1 - ¢; € V5 y, por el mismo razonamiento, c¢; - ¢ € V;. Asumamos
cierto que ¢y - - - o € Vi parar = k — 1 y probémoslo para r = k. Por hipotesis
de induccion tenemos que ¢ - - - cop_9 € Vi y, procediendo como antes, tenemos
que ¢ ---cor € V1. Veamos ahora que V4 C H. Si x € V; entonces, como C' es
generador, tenemos que x = ¢;---¢, con ¢; € C. Si r fuera impar entonces se
comprueba que ¢y ---¢,_1 € V] y, por tanto, x = ¢; - - - ¢, € V5 lo cual es absurdo
pues Vi NV, = (). Concluimos asi que r debe ser par teniendo asi que V; = H.

Ademas como 1 € H, H es cerrado para el producto y I" es un grupo finito,
tenemos que H es un subgrupo de I'. Veamos que tiene indice dos. Sea ¢ € C,
veamos que ['/H = {1-H,c'-H}. Siz € Hes claroque z- H=1-H, por
otro lado, si x ¢ H entonces = € V5, por lo que z - ¢ € V; concluyendo asi que
v-H=c' H. O

Ahora, si juntamos la Proposicién 3.14 con el Teorema 3.13 tenemos lo
siguiente:

Teorema 3.15. Sea I' un grupo finito, entonces:

1 si 4 =1,
X(I') =42 si I tiene un subgrupo de indice 2, o

3 en caso contrario.

3.3. EIl nimero cromatico maximo de un grupo

Una vez resuelto el problema del nimero cromatico de un grupo, Babai
considerd el nimero cromatico maximo de un grupo.

Definicién 3.16. Sea I' un grupo finito. Definimos el nimero cromdtico maxi-
mo del grupo, y lo denotamos por Xmax(I), al mayor de los nimeros cromdticos
de los grafos de Cayley de I' respecto de un conjunto generador minimal. Es
decir,

Xmax(I") = max {x(Cay(I', H))/H generador minimal} .

Babai propuso varias conjeturas sobre él ([3]). En particular, conjeturé que
existe M > 0 tal que Xmax(I') < M para todo I' grupo finito. Este problema
sigue abierto, sin embargo si se ha verificado la conjetura para ciertas familias
de grupos. En esta seccién se estudiara el niimero cromatico maximo para los
grupos abelianos y los grupos nilpotentes.
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3.3.1. Grupos abelianos finitos

En primer lugar estudiaremos los grupos abelianos en los que veremos que
el nimero cromético maximo, al igual que el minimo, estd acotado por tres.
Ademas, también se caracterizara cuando este valor es exactamente dos.

Teorema 3.17. Sea I' un grupo abeliano finito. Entonces Xmax(I') < 3.

Demostracion. Sea S = {si,...,s,} un conjunto generador minimal de I". Defi-
nimos, Vi € {1,...,r}, a S; := ($1,...,8i-1,Sit1,---,Sr) ¥ & n; como el menor
entero positivo que cumple que n; - s; € S;. Como S es minimal se tiene que
n; > 2. Si n; < 3 denotamos por C,,, al grafo ciclo de longitud n,. Si n; = 2
entonces (), es el grafo con dos vértices unidos por una arista. Identificaremos
a los vértice de C,,, con los enteros médulo n,.

Definimos el homomorfismo de grafos:

@ : V(Cay([},S)) — V(C,,0O---0C,,)

T = Zzzl a;-8; + (ag modny,...,a. modn,)

En efecto, veamos que ¢ es un homomorfismo de grafos, es decir, una
aplicacion que conserva las aristas. En primer lugar comprobemos que es apli-
cacion. Sean z,y € [ tal que x = y. Como S es generador se tiene que
r =Y. ,0;-8 = >._ Bi-s = y. Por tanto, para ver que ¢(z) = ¢(y)
basta ver que «; = f; mod n;. Como Y ., (a; — ;) - s; = 0 entonces para ca-
da i tenemos que (o; — ;) - ¢; € S;. Dividiendo «; — 3; entre n; tenemos que
a; — B =c-n; + k con 0 <k < n;. Entonces, tenemos que ¢-n; -s; +k-s; € S;.
Como, por definicién, c-n;-s; € S;, tenemos que k-s; € S;. Ademas, como k < n;,
tenemos, por la definicién de n;, que k = 0, concluyendo asi que a; = [3; mod n;.
Por tanto ¢ es aplicacién.

Probemos ahora que ¢ conserva las aristas. Sea e € E(Cay([’,5)). Entonces

e = {x,x + s;} para cierto i € {1,...,r}. Si tomamos ay,...,qa, € Z tales que
T =Y, a;$; tenemos que p(z) = (a; mod ny,...,a; mod n;, ..., o, mod n,)
vy o + s;) = (qp mod ny,...,a; + 1 mod n;...,a, mod n,). Como

{a; mod n;, a;+1 mod n;} € E(C,,) entonces, {p(z),¢(y)} € E(C,,0---0C,,).

Sea S el conjunto generador minimal de I” tal que Xmax (") = x(Cay(I,5)).
Como ¢ es homomorfismo entonces x(Cay(I,S)) < x(C,,O---0C,,) pues,
dada f : V(C,0O---0C,.) — V(C,O---0C,,) una k-coloracién del grafo
C,,0---0C,,, entonces la aplicacién g = f oy es una k-coloracién de Cay(I, S)
. 'Y en virtud de la Proposicién 3.10 y que el niimero cromatico de un ciclo es
menor igual a tres, tenemos que Ymax(I") < 3. O

Este resultado establece una cota éptima para el problema con grupos
abelianos. A continuaciéon vamos a caracterizar cudndo Ymax(I') = 2 para I" un
grupo abeliano finito.
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Proposicién 3.18. Sea I' un grupo abeliano finito con mds de un elemento.
Entonces, Xmaz(I') = 2 si y solo si I' es un 2-grupo.

Demostracion. Supongamos por contrareciproco que /' no es un 2-grupo. Como
I es abeliano tenemos que [’ = @lezpyi, donde py, ..., px son primos, no nece-
sariamente distintos, y p; # 2. Sea ahora el sistema generador minimal candnico
C = {e;}%_,. El orden de e; es p}', que es impar. Entonces, el grafo Cay(I",C)
tiene un ciclo de orden impar y por tanto su niimero croméatico es mayor o igual
a tres. Concluimos que Xmax(I") > 3.

Supongamos ahora que I" es un 2-grupo. Sea C' = {cy, ..., ¢} un conjunto
generador minimal, veamos que x(Cay(I,C)) = 2. Sea f : I' — {0, 1} definida
como f(xz) = >_._, o; mod 2. Veamos que f es una 2-coloracién. Es aplicacién
pues si x =y € I' con f(z) # f(y) entonces podemos suponer sin perdida de
generalidad que x = Y, _ ;- ¢ con a; + -+ +a, parey = ».._, ;- ¢; con
b1+ -+ 4 B, impar. Por tanto 0 = E:Zl d; - c; con dy + - - - + d, impar, donde
d; = a; — ;. Como la suma es impar, algin d; debe ser impar, supongamos sin
perdida de generalidad que d; es impar. Entonces d; - ¢; = — 2;2 d; - ¢;. Como
I’ es un 2-grupo y d; es impar, entonces d; es coprimo con el orden de ¢y, por lo
que por la identidad de Bezout, existe s € Z tal que s-d; = 1 mod o(cy). Por
tanto ¢ = —s ZZZQ d; - ¢;, 1o cual es absurdo pues C' es minimal. Concluimos
entonces que f(x) = f(y) y por tanto f es aplicaciéon. Ademads claramente es una
2-coloracién, por lo que concluimos que para todo conjunto generador minimal
X(Cay(I,C)) = 2y, por tanto, Xma (L") < 2. Como I tiene mas de un elemento
concluimos que Xz (') = 2.

a

Este resultado y el Teorema 3.17 resuelven por completo el problema del célculo
de xmax para grupos abelianos finitos. Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 3.19. Sea I' un grupo abeliano finito. Entonces,

1 si#I'=1,
Xmax(I') =2 si " es un 2-grupo, o

3 en caso contrario.

3.3.2. Grupos nilpotentes finitos

A continuacién vamos a proceder a hacer el mismo estudio para los grupos
nilpotentes. De esta forma extenderemos los resultados vistos anteriormente en
grupos abelianos. Denotaremos al centro de un grupo I" como Z(I").

Definicién 3.20. Un grupo I' se dice nilpotente si existe una cadena de subgru-
pos{l}y =207y < Z, =T tal que Zy = Z(I') y Zivi/ Z; = Z(I'] 7).



3.3 El nimero cromatico maximo de un grupo 31

Todos los grupos abelianos son grupos nilpotentes, sin embargo esta familia
es mas extensa pues, por ejemplo, el grupo de los cuaterniones (g no es abeliano
pero si es nilpotente. Otros ejemplos de grupos nilpotentes son los p-grupos.
También es de destacar que los grupos nilpotentes son, de la propia definicién,
grupos resolubles. Sin embargo estas dos familias no son iguales, pues el grupo
alternado Ay es resoluble pero, al tener un centro trivial, no es nilpotente.

Para extender el Teorema 3.17 se va a utilizar el subgrupo de Frattini de
un grupo, que procedemos a definir.

Definicién 3.21. Sea I' un grupo. Un subgrupo H se dice mazximal si la condi-
cion H C H C I', con H' subgrupo de I', implica que H = H o H' = I'. Fl
subgrupo de Frattini de I', que denotamos por ®(I"), es la interseccion de todos
los subgrupos maximales de I'.

A continuacion vamos a proceder a demostrar las propiedades del subgrupo de
Frattini necesarias para demostrar la cota del nimero cromético maximo.

Lema 3.22. Sea I' un grupo y C' un conjunto generador minimal. Entonces:

a)P(I') ST
b) ()N C = 0.
c) C/P(I") es generador minimal de I'/P(I").

Demostracion. a) Vamos a probar que el subgrupo de Frattini es caracteristico,
es decir, para todo f automorfismo de grupos de I se tiene que f(P(I")) =
&(I'). Sea f € Aut(I'), veamos que para todo H < I' maximal entonces
f(H) también es maximal. Sea J < I tal que f(H) € J, como f es bi-
yectiva tenemos que H C f~!(J) con H maximal, por lo que f~'(J) = I,
concluyendo que J = I'. Por tanto:

f(@(F)) = f(mHSFmaxH) = ﬁf(H)gFmaa:f(I{) = @([’)

Por lo que en efecto el subgrupo de Frattini es caracteristico, veamos que esto
implica normalidad. Sea g € I', entonces f,(z) = g~ '-x-g es un automorfismo,
por tanto f,(@(1")) = @(I") para todo g € I', concluyendo asi que ¢(I") < I

b) Supongamos por reduccién al absurdo que 3 x € &(I') N C. Como C es
minimal tenemos que (C'\ {z}) es un subgrupo propio de I', por tanto,
existe M un subgrupo maximal tal que (C'\ {z}) C M # I'. Por otro lado,
como x € @(I'), tenemos que x € M. Y como (C'\{z}) C Myxe M
entonces (C) C M # I', que es absurdo pues C' es conjunto generador de I

c¢) Debido al Lema 3.22.a) tenemos que I'/®(I") es grupo. Sea C' = {c1,..., ¢},
es claro que C/P(I") = {c1 - @(I),...,c, - P(I')} genera a I'/P(I"), veamos
que es minimal. Supongamos por reduccién al absurdo que ¢; - (1) € (c3 -
&(I),...,c,-P(I"). Entonces 3 k € &(I') tal que ¢y -k € (ca,...,¢.). Vamos
a demostrar que:
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(1) I'="(k,cay...,Cp).

(2) k& (cay...,cp).

En efecto, (1) es cierto pues ¢; € (k,ca,...,c.). Ademds, (2) es cierto pues, si
k € {(ca,...,c) entonces, ¢; € (Ca,...,c.) y esto contradice la minimalidad de
C'. De 1 se deduce que 3 D C (k,cs,...,c,) sistema minimal de generadores
y de 2 que, necesariamente, k € D; pero esto contradice el Lema 3.22.b). En
consecuencia C'/®(I") es minimal. 0

Corolario 3.23. Sea I' un grupo, entonces, Xmax(I") < Xmax(I'/P(I")).

Demostracion. Sea C' un sistema generador minimal de I" tal que Xmax(I) =
X(Cay(I',C)). Debido a los Lemas 3.22.a) y 3.22.b) podemos aplicar la Pro-
posicién 3.12 con el subgrupo de Frattini, teniendo asi que y(Cay(I,C)) <
x(Cay(I'/@(I),C/P(I))). Y, como C/P(I") es generador minimal por el Lema
3.22.c), se tiene que x(Cay(I,C)) < Xmaa(L/P(I")). 0

Por tanto en un grupo general podemos reducir el problema a encontrar
una cota para el niimero cromético maximo al cocientar con el grupo de Frattini.
En general este problema puede seguir siendo complejo, pero en el caso de los
grupos nilpotentes vamos a demostrar que este cociente siempre es un grupo
abeliano.

Lema 3.24. Sea I' un grupo nilpotente. Entonces todo subgrupo maximal de I’
es normal.

Demostracion. Sea M subgrupo maximal y, como I es nilpotente, consideramos
la cadena {1} = Zy I Zy--- < Z, =T con Zy = Z(I') y Ziyi/Z; = Z([']Z;).
Veamos ahora que M - Z; < M - Z;y1. Sean g € M - Z; .1 y ©x € M - Z;, veamos
que g t-x-ge M-Z;. Como g € M-Z;, entonces existen m € M y 2;4; € Zis1
tales que g = m- z;11. Ademas como x € M - Z; entonces existen k € M y z; € Z;
tales que © = k- z;. Por ser I" grupo nilpotente tenemos que z;41-Z; € Z(1'/Z;).
Juntando todo lo anterior se tiene que:

-1 -1

gil.x.g.Zi:ZZZ}l.m 'n'zi'm'ZH»l'Zi:m anl

Por tanto gt 2-g = m™'-n-m-z con z € Z;, concluyendo que g~ '-x-g € M- Z,.
Ahora tenemos la cadena M < M - Z; J--- I M - Z, =1". Sea j # n el

mayor indice tal que M = M - Z;. Como M es maximal tenemos que M - Z; 4, =

o= M-Z, =1y, por tanto, M = M - Z; A M - Z;;, = I', concluyendo que

M es subgrupo normal. O

Proposicién 3.25. Sea I' un grupo nilpotente. Entonces, el cociente I'/®(I") es
un grupo abeliano.



3.3 El nimero cromatico maximo de un grupo 33

Demostracion. En virtud del Lema 3.22.a) tenemos que I'/@(I") es grupo, vea-
mos ahora que es abeliano. Sea M un subgrupo maximal de I', por el Lema
3.24 tenemos que M < [y por ser maximal se tiene que I'/M es un grupo
simple. Ahora, como I" es nilpotente, entonces I es resoluble y por tanto I"/M
es resoluble y simple, por lo que es un grupo abeliano.

Sea I"" = (z-y-x~'-y~'/ x,y € I') el conmutador de I". Veamos que I C M.
Seaz-y-x~ 'y~ € I'", como I'/M es abeliano tenemos que z-y-z~ -y~ '-M = 1.M
por loque z-y-z~!-y~t € M. Como hemos visto, el conmutador esta contenido
en todo subgrupo maximal, por tanto, por la Definicién 3.21, podemos concluir
que I < &(I).

Sean ahora x - @(I"), y-®(I") € I'/®(I"). Por el contenido anterior tenemos
quez-y-z 'yt € ®(I') por tanto z-y-z~ 1 -y~ -B(I') = 1-H(I") concluyendo
quex-y-P() =y-x-P(I) teniendo asi que I'/P(I") es abeliano. O

Este ultimo resultado nos permite dar la cota del niimero cromatico maximo
para los grupos nilpotentes.

Teorema 3.26. Sea I' un grupo nilpotente. Entonces, Xmaz(I") < 3.

Demostracion. Por el Corolario 3.23 tenemos que Ymax(I) < Xmax(I/P(I)).
Ademas, como I es nilpotente, tenemos que I'/@(I") es abeliano. Por tanto, por
el Teorema 3.17, Xmax(I") < Xmax(I/P(I")) < 3. O

En la Proposiciéon 3.18 se vié que todo 2-grupo abeliano, con mas de un
elemento, tiene nimero cromatico maximo igual a dos. A continuaciéon vamos a
hacer uso del subgrupo de Frattini para demostrar que todo 2-grupo I', con mas
de un elemento, tiene Xmax(I') = 2.

Proposicién 3.27. 5i I' es un 2-grupo con mds de un elemento, entonces
Xmaz(I') = 2.

Demostracion. Sea I un 2-grupo, por el Corolario 3.23 tenemos que Xz (1) <
Xmaz(I'/P(I")). Por otro lado, como I" es 2-grupo, tenemos que I es nilpotente
y, por la Proposicién 3.25, tenemos que I'/®(I") es un 2-grupo abeliano. Gracias
a la Proposicién 3.18 esto implica que Xmaz(L") < Xmaz(L/P(I")) = 2, teniendo
asi el resultado. a
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Grupos hamiltonianos

Aligual que calcular el nimero cromatico, saber si un grafo es hamiltoniano
0 no es un problema muy complicado. Es mas, al igual que el niimero cromatico,
es un problema NP-completo [10] y, en consecuencia, no se conocen algoritmos
eficientes que reciban un grafo y determinen si es hamiltoniano o no.

Definicién 4.1. Sea G un grafo. Un camino en G se dice hamiltoniano si pasa
por todos los vértices de G de manera unica. Ademds si el camino es un ciclo,
se le dice ciclo hamiltoniano.

Al grafo G se le dice grafo hamiltoniano si posee un ciclo hamiltoniano.

Un ejemplo de estos grafos se encuentra en la Figura 4.1.

Figura 4.1. El grafo del esqueleto del dodecaedro es hamiltoniano.

El problema de buscar un ciclo hamiltoniano es un cldsico en la teoria de
grafos. Lovasz conjeturd en 1969 [11] que todo grafo finito, conexo y transitivo
posee un camino hamiltoniano, esto es conocido como la conjetura de Lovasz.
Ademas, solo se conocen 5 ejemplos, entre los que se encuentra el grafo de Peter-
sen (ver Figura 2.7), para los que la conjetura de Lovéasz es falsa si sustituimos
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camino por ciclo. Por tanto, Lovasz propuso la conjetura més fuerte de que
todo grafo finito, conexo y transitivo es hamiltoniano, salvo los cinco ejemplos
conocidos. Por otro lado, se sabe que ninguno de estos 5 ejemplos es un grafo
de Cayley, como por ejemplo vimos con el grafo de Petersen en la Proposicién
2.8. Ademés, los grafos de Cayley son transitivos (Corolario 1.17) y, si tomamos
un conjunto generador, son conexos (Proposiciéon 1.12). Por esto, una versién
mas débil de la conjetura es que todo grafo de Cayley conexo es hamiltoniano.
Es de mencionar que hoy en dia estos problemas siguen abiertos aunque se han
logrado ligeros avances.

En este capitulo trataremos esta ltima versién de la conjetura de Lovasz.
Se demostrara que los grafos de Cayley conexos de grupos abelianos y diedrales
D, con p primo son hamiltonianos. Ademds veremos que todo grafo de Cay-
ley de un grupo de Dedekind posee un camino hamiltoniano. Se aporta una
demostracién de estos tres resultados, basada en las ideas de [15].

Definicién 4.2. Un grupo I' se dice hamiltoniano si Cay(I',C') es un grafo ha-
maltoniano para todo C' conjunto generador.

Tomando esto en cuenta, podemos reescribir la version débil de la conjetura de
Lovéasz como que todo grupo es hamiltoniano. Es de notar que en la definicién
anterior basta tomar solo los conjuntos generadores minimales. Pues si C' no es
minimal, podemos obtener un subconjunto D C C que si sea generador minimal
y, como Cay(I', D) es un subgrafo de Cay(I',C'), si el primero es hamiltoniano,
el segundo también.

Antes de dar la demostracién de que todo grupo abeliano es hamiltoniano
vamos a introducir la notacién sobre caminos que usaremos en la prueba. Si

S = (s1,...,8,) es un camino entonces S~ = (s,,...,s;) denotard el camino
inverso. Por otro lado, si S = (s1,...,8,), C = (¢1...,¢s) son dos caminos
y existe una arista entre s, y ¢, entonces SC = (S1,...,8,,¢1,...,¢5) es la

concatenacion de S con C.
Teorema 4.3. 5t I’ es un grupo abeliano, entonces es hamiltoniano.

Demostracion. Sea I' un grupo abeliano y C' = {¢y,...,¢,} un conjunto gene-
rador minimal, veamos que Cay(I',C) es hamiltoniano. Vamos a proceder por
inducciéon sobre r, el nimero de generadores. Para la base de la induccién, si
r = 1 entonces el grupo es ciclico, y el ciclo S = (1,¢1,¢2,...,¢7, 1), con s el
orden de ¢y, es un ciclo hamiltoniano. Nuestra hipotesis de induccion es que si
un grupo abeliano estd generado minimalmente por » — 1 elementos entonces,
su grafo de Cayley es hamiltoniano. Prosigamos con la induccién para el caso
de r generadores. Como C' es minimal entonces por la Proposicion 1.12 tenemos
que G = Cay(I',C \ {c1}) es un subgrafo no conexo de Cay(I',C'). Veamos que
este grafo tiene k componentes conexas, con k el menor entero positivo tal que
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key € (C\ {c1}). Tenemos que tcy, lc; estdn en distintas componentes para
0 <t<l< k-1, pues de darse lo contrario, entonces existird un camino en
G entre tc; y leq, o lo que es equivalente te; + ascy + - - - ¢ = leq por lo que
(I—1t)cy € (C\{e1}) con 0 <1 —t < k, que no es posible por la definicién de k.
Por tanto, hay al menos k componentes conexas. Ademas como C' es generador,
cualquier elemento y € I" serd y = tc; + agcy + -+ + e, con 0 <t < bk — 1,
pues kc; € (C'\ {c1}). Por tanto, hay un camino en G entre y y tcy, estando por
tanto y en la componente conexa de tc¢;. Concluimos que G tiene k componen-
tes conexas, que denotaremos Gy, ..., Gi_1, con ic; € G;. Ademads, es claro que
x € C; si y solo si tiene una escritura de la forma x = ic; + ascs + - - - a.¢, con
a; € N.

Sea ahora H = (C'\ {¢1}), entonces Cy = Cay(H,C \ {c1}). Aplicando la

hipétesis de induccién, existe un ciclo hamiltoniano So = (0,7, ...,7,0) en Cp.
Es claro entonces que el ciclo S; = (icy,icy + 71, ..., ic1 + 14, ic1) es hamiltoniano
en C;. Por tanto, los vértices de los ciclos Sy, ..., Sy_1 particionan el conjunto

de vértices de el grafo Cay(I',C) (ver Figura 4.2).

So Sk—1

(k—=1)ey + 73

(k—1)er +ro

(k= Der + 71 (k= L)es +re

(k= 1)ey

Figura 4.2. Los vértices de Cay(I',C') estan dispuestos en k ciclos.

Ahora definimos los caminos R; = (icy,ic; + 71, ..., ic; + 14_1). Del hecho
de que ¢; € C'y que I sea abeliano tenemos que {ic; +ro_1, (i + 1)c; +re—1} y
{ici, (i + 1)c1} son aristas de Cay(I',C). Por lo que, R = RoR;* - Ry_1, si k
impar, o R = RoR;" -+ R;',, si k par, es un camino en Cay(I’,C).

Por tanto dividimos la prueba en dos casos:

= Si k impar,
R:(O,...,Tg_l,cl—f-?"g_l,...,cl,...,(k?—1)61,...,(’6—1)01—}-7"[_1).

Que es un camino que pasa por todos los vértices de forma tinica salvo por
los elementos del camino R = ((k — 1)ey + 74, ..., ¢1 + 74, ¢1). Por tanto la
concatenacién RR es el ciclo hamiltoniano deseado.

= Sik par,
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R:(0,...,7“g_1,61—I—Tg_l,...,cl,...,(k}—1)01+Tg_1,...,(k‘—1)01).

Y como {(k — 1)ey, (k — 1)cy + r¢} es una arista en el grafo, la prueba sigue
igual que en el caso k impar.
g

En la Figura 4.3 se puede ver una representacion del ciclo RR' para k = 3 y
k=4

Sik=3
SO Sl SQ

c1+r3 2¢; +73

T2 g
D T Y

2¢1 4+ 1i—o
T 2¢1 + 1o
1+ T 2¢1 + 11
2c1 + 14
B Las aristas de los caminos 5;.
M Aristas de la forma {z, 2 + ¢}
Sik=4 M El camino R'.
S 0 S 1 S 2 S 3
c1+7rs 2c1 + 13 ety

et -2 3c1 412

3c1 +Te—1
c1+ T

31+ 1y

Figura 4.3. El camino RR’ en Cay (I, C) descrito en el Teorema 4.3.

Para grafos dirigidos se puede definir de forma natural el concepto de ca-
mino/ciclo hamiltoniano.

Definicién 4.4. Sea D = (V, A) un grafo dirigido. Decimos que un camino
dirigido en D es hamiltoniano si recorre todos los vértices del grafo de manera
unica. Ademds si el camino es un ciclo, se le dice ciclo dirigido hamiltoniano.

Es de notar que la version dirigida del resultado aitgrior no es cierta. Sirva
como contraejemplo el grafo no hamiltoniano dirigido Cay(Zg, {2, 3}) (ver Figu-
ra 4.4). Sin embargo Cay(Zg, {2,3}) si posee un camino dirigido hamiltoniano.
Es mas, si en vez de ciclos, buscamos caminos hamiltonianos dirigidos el resul-
tado anterior vuelve a ser cierto. Ademds podremos generalizarlo a grupos de
Dedekind, es decir, grupos donde todo subgrupo es normal.
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0 4 0 4

——
Figura 4.4. Cay(Z¢,{2,3}) si es hamiltoniano. Cay(Z¢, {2, 3}) no es hamiltoniano, pero tiene un camino
hamiltoniano.

Teorema 4.5. Todo grafo de Cayley dirigido de un grupo de Dedekind posee un
camino hamiltoniano.

Demostracion. Sea I' un grupo de Dedekind y sea C' un sistema generador mi-
nimal. Vamos a proceder por induccion sobre r, el nimero de elementos de C'. Si
r =1 el grupo es ciclico y por tanto el grafo de Cayley cumple con el resultado.
Supongamos entonces por induccién que dado un grupo de Dedekind generado
por menos de r elementos, entonces su grafo de Cayley dirigido posee un camino
hamiltoniano.

Sea ¢ € C'y sea k orden de c¢. Como I" es de Dedekind, entonces H = I'/(c) es un
grupo y ademas, por el Teorema de correspondencia, es un grupo de Dedekind.
Por otro lado, (C'\ {c¢})/{(c) = B genera a H y B tiene menos de r elementos,

por lo que aplicando la hipdtesis de induccién tenemos que @?/(H , B) tiene un
camino hamiltoniano (by - {(c),..., by - (c)). Por tanto para cada elemento b; - ¢*
de la clase de b;, existe un ¢; € C tal que b; - ¢* - ¢; = b1 - ¢, esto es, para cada
elemento de la clase de b; existe un arco, mediante ¢; en Cay(I",C) hacia un
elemento de la clase de b; ;. Para facilitar la notacién vamos a hacer un cambio
de representante en las clases de b;. Definimos d, = by v dipy = d; - 1 - ;.
Construimos ahora el camino de la Figura 4.5:

P=(dy,dy-c,....dy-c* "V dydy-c,....dg,...,ds-c"1).

Afirmamos que P es un camino hamiltoniano en C—a}>/(F ,C). En primer lugar, P
es camino pues ¢, ¢y, . . ., ¢, € C'. Ademas, P no repite vértices pues dos elementos
de la forma d;-c', d; - con i # j, son distintos pues tienen clases de equivalencia
distintas en H, y dos elementos d; - ¢!, d; - ¢!, con | < t < k, no son iguales pues
el orden de ¢ es k. Por ltimo, P pasa por cada elemento de todas las clases de
equivalencia de H, por tanto recorre todos los elementos del grupo. O

Por ultimo, veamos que los grupos diedrales D,, (los grupos de simetrias de
un poligono regular con p lados) con p primo, son hamiltonianos. Para ello, antes
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dy - cht L dy -kl

dy

Figura 4.5. Descripcién del camino hamiltoniano en un grafo de Cayley de un grupo de Dedekind.

vamos a caracterizar los sistemas generadores minimales de D,. Denotaremos
por r a la rotaciéon que lleva cada vértice del poligono a su vecino en sentido
horario y por s a una reflexién cualquiera. Por tanto D, = (r,s/o(r) = p ,0(s) =

2,

res.r=s).

Lema 4.6. Todos los generadores minimales de D, con p primo son de la forma:

{r¥ri st conl1<k<py0<i<np.
{ri-s,m7 s} con0<i<j<p.

Demostracion. Sea C' un generador minimal de D,. Tenemos dos opciones:

Existe a = r* € C con 1 < k < p. En este caso ningin otro elemento de la
forma r’ estard en C pues o(a) = med(ip) = P ¥ por tanto, (a) = {r'/0 <
i < p}. Ademads, en C' debe haber al menos otro elemento pues a no genera
a D,, y tenemos que cualquier r* - s junto con a es generador de D,. Pues
s=rPrt s € {a,r"-s) yr € (a),y por tanto D, = (r,s) = (a,r" - s).

Si r* ¢ C para todo k. En este caso C' debe tener al menos dos elementos
también y ademds cualquier par de elementos de la forma C' = {r?-s,r7 - s}

con r* # 7 genera a D,,. Pues el producto tiene orden p. O

En la Figura 4.6 se puede ver el grafo Cay(Ds,C) cuando C' es un generador
como en el lema anterior.

{rt-s,r-s} {r*,ri - s}

& .

Figura 4.6. Grafos de Cayley de D3 respecto de un sistema minimal de generadores C'. A la izquierda si
C={r'" 5717 5}, con0<i<j<2 vya laderechasi C={r" " s}, conke{1,2}yiec{0,1,2}.
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Teorema 4.7. El grupo diedral D, con p primo es hamiltoniano.

Demostracion. Sea C' un conjunto generador minimal de D,,, veamos que el grafo
Cay(D,, C') es hamiltoniano. Por el lema anterior tenemos dos casos:

» C ={r" 5,177 s} conr’# /. Como C estd formado por dos involuciones
entonces, por la Proposicion 1.19, A(Cay(D,, C')) = 2. Por tanto, Cay(D,, C)
es un ciclo y, en consecuencia, hamiltoniano.

» O = {r* r7.s}. Como (r*) = (r), entonces i < p tal que 7/ = r. Por tanto
C = {r*,r* . s}. En este caso construimos el ciclo siguiente:

(1,7k, =Dk =Dk g =Dk g g DR s R 1),

El ciclo es hamiltoniano. En efecto, hasta r?~* las aristas vienen inducidas
por r*. La siguiente arista viene dada por r* - 5. Y el resto, salvo la ultima,
vuelven a ser generadas por 7*. Por tanto es un ciclo en Cay(D,, C) y ademds
recorre todos los elementos del grupo concluyendo que es hamiltoniano. 0O

Como se adelant6é en el Capitulo 2, vamos a proceder a demostrar con
herramientas de este capitulo que el grafo de Petersen no es de Cayley.

Proposicién 4.8. El grafo de Petersen no es de Cayley.

Demostracion. Procedamos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe I'
un grupo y S C I'\ {1} un conjunto tal que el grafo de Petersen es Cay(I,5).
Como el grafo tiene diez vértices entonces I’ debe ser Z,y o Ds. En virtud
de los Teoremas 4.3 y 4.7, tenemos que el grafo de Petersen es hamiltoniano.
Esto es absurdo pues se puede comprobar que el grafo no posee ningin ciclo
hamiltoniano. 0






Conclusiones

En este trabajo se ha establecido una conexién entre la teoria de grupos y
la teoria de grafos mediante el estudio de los grafos de Cayley. Se han analizado
las propiedades de estos grafos y se han demostrado los Teoremas de Frucht y
Sabidussi, que relacionan el grupo de automorfismos de un grafo con el propio
grupo.

Ademas, se ha abordado el problema del nimero cromatico, tanto en el
contexto de la teoria de grafos como en el de la teoria de grupos. Se ha deter-
minado el niimero croméatico minimo de cualquier grupo finito y se ha dado una
cota superior para el nimero cromético maximo de un grupo nilpotente.

Por 1ltimo, se ha estudiado el problema del ciclo o camino hamiltoniano
en grafos de Cayley. Se ha demostrado que todo grupo abeliano y todo grupo
diedral D, con p primo son hamiltonianos. Ademads, se ha probado que todo
grafo de Cayley de un grupo de Dedekind posee un camino hamiltoniano.

El trabajo deja abierta la puerta a futuras investigaciones sobre los temas
estudiados. En este sentido las posibles continuaciones se centran en los conte-
nidos de los temas tres y cuatro. En el tema tres un siguiente paso natural seria
investigar una cota superior para los grupos resolubles, extendiendo el Teore-
ma 3.26. Ademas, como se menciona en la introduccion, el estudio de cuando
Xmax(I') = 2 es una aportacién propia. En esta memoria se ha demostrado: (1)
si I" es abeliano, entonces Xmax(1') = 2 siy solo si I" es un 2-grupo (Proposicién
3.18),y (2) si I" es un 2-grupo, entonces Xmax(1") = 2 (Proposicién 3.27). Usando
resultados de [12] se puede demostrar el siguiente resultado (del que no se ha
incluido una demostracién en esta memoria por falta de espacio):

Teorema 4.9. Sea I un grupo resoluble. Entonces, Xmax(I") =2 si y solo si I’
€es un 2-grupo.

Este resultado anima a pensar que, quizas, se pueda eliminar la hipdtesis de
resoluble. En el capitulo cuatro el siguiente paso a seguir podria ser determinar
si todo grafo de Cayley de un grupo diedral es hamiltoniano o no. Sobre este
aspecto, ademds de D, con p primo, se conoce que los grupos Ds,, son hamilto-
nianos ([1]). Asimismo, también se propone el estudio en los grupos nilpotentes,
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lo cual extenderia el Teorema 4.3 o encontraria un contraejemplo a la conjetura
de Lovasz.

En resumen, este trabajo ha logrado establecer una conexién entre la teoria
de grupos y la teoria de grafos, centrandonos en aspectos relacionados con temas
de investigacion abiertos en la actualidad.
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The aim of this work is to establish connections between group
theory and graph theory. To this end, Cayley graphs will be intro-
duced and used to prove that every finite group is the automor-
phism group of a finite graph (Frucht’'s Theorem). Additionally, we
characterize when a graph is a Cayley graph based on its auto-
morphism group (Sabidussi’s Theorem). Furthermore, we study
two classical problems in graph theory: the computation of the
chromatic number and the determination of hamiltonian graphs.
We study these problems in the context of Cayley graphs and ob-
tain results taking adventage of their algebraic structure.

1. Cayley graphs

Lets I', a group, and C' C T'\ {1}. Then, the Cayley graph of I
generated by C'is the graph, Cay(T', C), with:

= Vertices: the elements of T".

= Edges: {z,z-c}withz eI, ce C.

N

4

€

; %
“5

Figure 1: The Cayley graph of the free group on two generators
aand b.

Definition. Let G = (V, E) a graph. An automorphism of G is a
biyective map f : V — V that preserves edges, that is:

{z.y} e B = {f(2),fy)} € E.

We define the automorphism group of G as the set of all automor-
phisms of G, Aut(G), with the composition.

2. Sabidussi’s and Frucht’s Theorems

Sabidussi’s Theorem characterize Cayley graphs based on their
automorphism group.

Sabidussi’s Theorem. Let G = (V,E) a graph. Then, G is a
Cayley graph if and only if exists H < Aut(G) acting regularly on
G.

On the other hand, Frucht’s theorem proves the universality of au-
tomorphism groups.

Frucht’s Theorem. For every finite group I', there exists a graph
G such that I' = Aut(G).

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de mayo, 2024

) =

Figure 2: Graph, G, with Aut(G) = Ds, the dihedral group of order
6.

3. Classical problems in graph theory

Computing the chromatic number of a graph and determining
whether a graph is hamiltonian are two classical problems in
graph theory. Both problems are complex to solve. However, we
study these problems in the context of Cayley graphs and we ex-
ploit their algebraic structure to obtain results.

We define the minimum (respect. maximum) chromatic number
of a group I' as the minimum (respect. maximum) of the chro-
matic numbers of Cay(I', C'), as C ranges over the minimal set of
generators of I'. Then we get:

Theorem. Let I' be a finite group. Then, the minimum chromatic
number of T is:

1 if0r={1},
x(I') =<2 if I have a index 2 subgroup, or
3 otherwise.

Theorem. Let I be a nilpotent group. Then, the maximum chro-
matic number of I is:

1 ifr={1},
xmax(I') = ¢ 2 if ['is a 2-group, or
3 otherwise.

On the other hand, we say that a group is hamiltonian if all its con-
nected Cayley graphs are hamiltonian, i.e, they all posses a cycle
passing through all their vertices.

Theorem. All finite abelian groups and dihedral groups D), with p
prime, are hamiltonian.
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