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Resumen - Abstract

Resumen

En esta memoria se realiza una revision de los Modelos Lineales
Generalizados, tratando la teoria encontrada en la literatura. Estos
engloban los modelos lineales cldsicos, mediante la definicion de tres
componentes: una aleatoria, otra sistemdtica y una funcion de enlace
para conectar las dos. FEsto permite la modelizacion de una gran
variedad de problemas, en los cuales los datos pueden sequir diversas
distribuciones. Ademds, se muestra un algoritmo para la estimacion
de los parametros del modelo.

Luego, se presentan diferentes herramientas para la seleccion del me-
jor conjunto de variables, como la Devianza o el AIC. También es
comun realizar infrerencia con diferentes tests de hipotesis e inter-
valos de confianza, y verificar las hipotesis del modelo mediante el
calculo de residuos o representaciones grdficas.

Por dltimo, dada la versatilidad de aplicacion de este tipo de mo-
delos, y habiendo tenido la posibilidad de realizar una investigacion
matemadtica con el grupo de ecologia de la Universidad de La Laguna,
se aborda una de sus publicaciones como aplicacion de los Modelos
Lineales Generalizados. Esta consiste en el andlisis de conflictos en-
tre reptiles en funcion de su morfologia, su comportamiento y la
reflectancia de su piel. Para ello, se realizan dos experimentos: uno
considerando todos estos aspectos y otro donde se aplica crema so-
lar a los lagartos, para reducir la reflectancia. Los resultados revelan
que, en el primer escenario, el resultado del conflicto depende de
factores como la masa corporal y la frecuencia de ciertos comporta-
mientos especificos, mientras que en el sequndo caso, la aplicacion
de crema solar influye en el resultado de las confrontaciones entre
los reptiles.

Palabras clave: Modelos Lineales Generalizados — AIC — Devian-
za — Andlisis de residuos — Conflictos entre reptiles
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Resumen - Abstract

Abstract

This dissertation conducts a review of Generalized Linear Models,
addressing the theory found in the literature. These encompass clas-
sic linear models, by defining three components: a random one, a
systematic one, and a link function to connect the two. This allows
modeling a wide variety of problems, in which the data can follow
various distributions. Additionally, an algorithm for estimating the
model parameters is presented.

Subsequently, different tools are introduced for selecting the best set
of variables, such as Deviance or AIC. It is also common to perform
inference with different hypothesis tests and confidence intervals, and
to verify the model hypotheses by calculating residuals or graphical
representations.

Finally, given the versatility of application of this type of models,
and having had the opportunity to conduct mathematical research
with the ecology group of the University of La Laguna, one of their
publications is addressed as an application of Generalized Linear Mo-
dels. This consists of analyzing conflicts among reptiles based on
their morphology, behavior, and skin reflectance. For this purpose,
two experiments are conducted: one considering all these aspects and
another where sunscreen is applied to the lizards to reduce reflectan-
ce. The results reveal that, in the first scenario, the outcome of the
conflict depends on factors such as body mass and the frequency of
certain specific behaviors, while in the second case, the application of
sunscreen influences the outcome of confrontations among reptiles.

Keywords: Generalized Linear Models — AIC — Deviance — Resi-
dual analysis — Lizard contests
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Introduccion

La modelizacion estadistica siempre ha sido una herramienta basica y esen-
cial para el andlisis de datos. Desde modelos de prediccion en el campo de la
economia, hasta en el estudio del comportamiento animal. En el ambito cientifi-
co, los modelos lineales se han utilizado ampliamente, ya que emplean una com-
binacion lineal para relacionar las diferentes variables, y asi predecir el resultado
de una variable respuesta. Esta tltima suele ser una variable aleatoria con una
cierta distribucién, como la distribucién Normal.

Muchas técnicas fueron desarrolladas para el tratamiento de modelos linea-
les, comenzando con los trabajos de Gauss y Legendre [26] en estimaciones de
minimos cuadrados, y aplicindolas a modelos con variables predictoras normales
y no normales (como la regresién logistica con variables binarias o la regresién
de Poisson con distribucién de Poisson).

El concepto de Modelos Lineales Generalizados (“Generalized Linear Mo-
dels” o GLM) fue introducido por John Nelder y Robert Wedderburn en 1972
[19], con un articulo que tenia como objetivo unificar los modelos lineales, apro-
vechando las similaridades de estructura y de estimacién de parametros por
métodos de log-verosimilitud. Estas metodologias han sido recogidas en muchos

libros, como [16] en 1983, permitiendo una visién mds clara y extensa de los
GLM.

En la actualidad, estos modelos siguen en constante desarrollo. Se han crea-
do nuevas extensiones para poder modelizar una mayor cantidad de situaciones,
como la prediccién de datos de supervivencia [14] o la incorporacién de inferen-
cia Bayesiana [28]. También se han disenado aplicaciones que permiten utilizar
los modelos, como SPSS de IBM [13], y se han programado librerias en lengua-
jes de programacién como Python [21] o R [8], dando mayor accesibilidad a los
Modelos Lineales Generalizados.

El objetivo de este trabajo de fin de master consiste en realizar una re-
vision de los Modelos Lineales Generalizados, tratando su estructura tripartita
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clasica, formas de estimacion, métricas de comparacion de modelos, inferencia y
métodos de diagnodstico de las hipdtesis. Por tltimo, se realiza un analisis simi-
lar al del articulo [3], donde se estudian de los conflictos que tienen los machos
de dos especies de lagartos en la isla de Tenerife, en funciéon de sus cualidades
morfoldgicas, de comportamiento y la reflectancia de las manchas de la piel.

En el documento, se pueden ver aplicadas competencias del master, como
las adquiridas en la asignatura de Modelizacion Estadistica. Entre las actividades
llevadas a cabo en la asignatura, destaca una aproximacion a los GLM en el caso
logistico, que fue 1util para comprender algunas de las ideas principales de los
modelos. Otra competencia a destacar es ”Saber realizar un analisis de regresion
lineal (estimacién, inferencia y diagndstico)”, en la que se inspira la estructura
de este trabajo.

Esta memoria estd organizada en los siguientes capitulos:

» Capitulo 1. Modelos Lineales Generalizados 1. Se presentan los conceptos
basicos en este tipo de modelos, varios resultados tedricos y un algoritmo
para estimar los parametros.

s Capitulo 2. Métricas de comparacion de Modelos e Inferencia 2. Se desa-
rrollan diversas medidas que permiten encontrar las variables explicativas
que mejor describen la variable dependiente. Se enuncian algunos resultados
inferenciales para determinar la significacion de las estimaciones.

» Capitulo 3. Diagnoéstico de los Modelos Lineales Generalizados 3. Se definen
diferentes métodos para verificar las hipotesis del modelo y para la deteccion
de valores anémalos.

= Capitulo 4. Aplicacién de Modelos Lineales Generalizados en el analisis de
comportamiento de reptiles 4. Se adaptan los aspectos tedricos del modelo
para realizar un estudio con datos reales. Estos provienen del articulo [3], y
relacionados con los conflictos entre lagartos.
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Modelos Lineales Generalizados

En este primer capitulo, se abordan los principios de los Modelos Linea-
les Generalizados. Se exploran resultados clasicos de los GLM, asi como su es-
tructura, y algunas propiedades. Por ultimo, se describe un algoritmo para la
estimacion de parametros del modelo.

1.1. Fundamentos y estructura de los GLM

Los Modelos Lineales Generalizados son una agrupaciéon de multiples mo-
delos lineales clasicos en una tunica clase de modelos. Incluyen casos como: la
regresion lineal, el andlisis de la varianza, los modelos logit y probit, los modelos
de respuesta multinomial, entre otros. Se agrupan debido a la cantidad de pro-
piedades que tienen en comun, como la linealidad o los métodos de estimacion de
parametros. Por tanto, tiene sentido examinar esta diversidad de modelos dentro
de una categoria tnica, la cual denominamos Modelos Lineales Generalizados.

Dado que es una extension, algunas hipdtesis de los modelos originales se
conservan. Una de ellas es la necesidad de observaciones independientes o sin
correlacion, es decir, que el valor de cada uno de los datos no estd influenciado
de ninguna manera con el resto de los datos de la muestra, evitandose asi situa-
ciones donde la muestra presente alta autocorrelacion o multicolinealidad. En la
préactica, estas restricciones suelen ser bastante permisivas.

No obstante, en los Modelos Lineales Generalizados, no es necesario impo-
ner otras condiciones mas restrictivas como la normalidad. Este hecho amplia
considerablemente la aplicabilidad de estos modelos en el ambito cientifico, pu-
diendo estudiar conjuntos de datos con distribuciones no gaussianas.

Para desarrollar estos modelos, se parte del siguiente conjunto de datos:

(y;X1,X2,...,%,). El vector y = (y1,¥2,...,¥yn) €s un conjunto de n obser-
vaciones independientes que provienen de un vector de variables aleatorias Y
independientes y con medias g = (p1, ft2, - - ., fn). Los vectores xi,Xa, ..., Xp,

donde el vector columna x. = (214, a5, ..., %, ), contienen n mediciones de una
j YR 7 ) 7/
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variable X;, para cada observacién y;. Se puede reescribir este conjunto de vec-
tores de forma matricial mediante la matriz X € M, ,(R), que se denomina
matriz modelo.

A continuacién, se definen las tres componentes del modelo, dando lugar
al siguiente enfoque tripartito:

s Componente aleatoria: Representada por las variables Y, independientes y
con la misma distribucién de la familia exponencial, con medias F[Y]| = p y
varianza constante.

= Componente sistemdtica: Consiste en una combinacion lineal de un vector de
pardmetros 8 = (0o, b1, B2, - .., Bp) y una matriz modelo X, que contiene las
p variables con las que se quiere explicar el comportamiento de las esperanzas
de Y. Para ello, se crea un predictor lineal n, definido de la siguiente manera:

p
n=705+ Z Bix;
j=1

» [Funcidn de enlace: Es una funcién ¢(-) que relaciona las dos componentes
mediante una igualdad. Tiene la siguiente expresion:

n=g(p)

En las siguientes subsecciones se trata en mayor profundidad cada una de
las componentes, explicando sus caracteristicas y mostrando algunos ejemplos.

1.1.1. La Componente aleatoria y la Familia Exponencial de
distribuciones

Uno de los aspectos fundamentales de los Modelos Lineales Generalizados
es la capacidad de manejar diferentes distribuciones de probabilidad de la va-
riable dependiente. En los modelos clasicos, como la regresion lineal, surgia la
limitacion de exigir a la variable respuesta un unico tipo de distribucién. Si esta
no verificaba dicho comportamiento, los cientificos se veian obligados a recurrir a
modelos mas débiles o a probar con transformaciones de la variable, que pueden
afectar a otras condiciones o hipotesis del modelo.

Con los Modelos Lineales Generalizados, se amplia el nimero de distribu-
ciones de Y a aquellas provenientes de la familia de distribuciones exponencial.

Definicién 1.1. Sea Y una variable aleatoria continua o discreta con funcion
de distribucion Fy, sea y una observacion de la variable. Decimos que la distri-
bucion de'Y pertenece a la familia exponencial de distribuciones de pardmetro 0
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st la funcion de densidad fy(y) (o distribucion de probabilidad py (y)), se puede
expresar de la siguiente forma:

Fo(y:0,9) = exp{y@#j@ +c<y,¢>} (1.1)

o

py(Y =y;0,¢) = exp {99_—(7(9)

a(¢)

Donde las funciones a(-), b(:) y c(-) son conocidas, con a(-) # 0

+c<y,¢>} (1.2)

Comunmente, a 6 se le identifica como el pardmetro canénico (o “canonical
parameter”), mientras que a ¢ se le conoce como el pardmetro de dispersion
(o “dispersion parameter”) en la literatura. En este trabajo, se asume que se
conoce el valor del parametro ¢, pues si se desconoce, se aplican métodos para
estimarlo (véase la seccién 6.8. de [8]).

A continuaciéon, se muestran algunos ejemplos de distribuciones conocidas
que se pueden expresar de la anterior forma.

Ejemplo 1.2. Para la distribucién Normal, si Y sigue una distribucién N (u, o),
se pueden tomar los siguientes pardametros y funciones para llegar a la funcién
de densidad de la normal.

= 0=y,

. a(0)=0

. b0) =

n = o2 .

= c(y,9) = —3[% +In(210?)]

Para ello, sustituyendo en la funcién (1.1) se obtiene:

2
Lo yp—t5 1y )
fy(ysp,0) = exp{ g 5 [02 +In(2m0”)
ey
= exp {yu —= - 1n(27r02)}
g

Llegando a la expresion de la distribuciéon normal.
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Ejemplo 1.53. Para una distribucién discreta como la Poisson, si Y sigue una
distribucién Poiss(A), los pardmetros que hay que elegir son los siguientes:

s 0= 1H<>\),

= a(g) =1

» b(0) = ¢’

n ¢ =1

= (y,¢) = —In(y!)

Sustituyendo en la funcién (1.2), también se consigue llegar a la distribucién
de probabilidad de la variable.

Ejemplo 1.4. Otras distribuciones como la Bernoulli también pertenecen a la
familia exponencial. Si Y sigue una distribucién Be(p), los valores a elegir son:
n[5],

=1

Inft + exp{6}]

—_—

(@
- b(0)
6=1

u
Q >
~—

1.1.2. Construccién de la Componente sistematica mediante
predictores lineales

Para conseguir que las variables X intervengan en el estudio del valor
esperado de Y, al igual que en los modelos lineales, se utiliza un predictor lineal
de las variables. Este lo podemos expresar de la siguiente forma:

p
n = o+ Z Bix;
j=1

Donde, se buscan estimar los parametros (; del modelo para garantizar una
buena aproximacion.

También hay que destacar que las variables X; pueden ser cuantitativas o
cualitativas. En el primer caso, se denominan covariables y en el segundo caso
factores. Esta diferenciacion es necesaria pues, al igual que en otros modelos
lineales, hay que realizar cambios en las variables cualitativas para que los algo-
ritmos de resolucién funcionen correctamente.

Una variable cualitativa X; que tome valores {vy.vs, ..., v/} se puede susti-
tuir por | — 1 variables indicadoras B, :
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ka _ 1, S% Xj = VUL
0, siX;# vy

donde k € {1,2,...,1 — 1}. Notese que son [ — 1 variables, pues si se incluyen
todas las variables indicadoras para cada nivel, se genera un problema de mul-
ticolinealidad.

1.1.3. Funcién de enlace

La funcién de enlace (o “link function”) de un GLM es una funcién g(-) que
conecta la componente aleatoria con el predictor lineal. Para ello, se relacionan
los valores esperados de las variables, denotado como E[Y] = u, con el predictor
lineal definido en 1.1.2, de la siguiente forma:

n=g(p)

En general, la funcién de enlace g(-) debe ser mondtona y diferenciable
para permitir la estimacion de los parametros del modelo.

Exiten diversas funciones de enlace que pueden aplicarse en estos modelos.
Cuando se elige la funciéon que verifica que n = 6, donde @ representa los
pardmetros canonicos, llamamos a esa funcién la funcion de enlace candnica.
En la siguiente tabla se muestran diferentes funciones de enlace canénicas para
algunas distribuciones de la familia exponencial.

Distribucién  |Enlace Canénico
Normal g(p) =p
Poisson g(w) = In(u)

Binomial g(pn) =In L)
Gamma g(p
Gaussiana inversa| g(u

Tabla 1.1. Enlaces candnicos para algunas distribuciones

Se pueden utilizar otras funciones distintas de las canénicas, como:

1. El enlace probit:
n=>o"(p)
Donde @ representa la funcién de distribucién acumulada de la normal.
2. El enlace complementario log-log:

n = lnfin(1 - p)]
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3. La familia de enlaces exponencial:

u, siA#0
n= .
In(p), siA=0
La seleccion de una funcién de enlace puede compararse a la eleccién de una
transformacién en la variable respuesta. Sin embargo, es importante destacar que
la funcion de enlace afecta exclusivamente a la media de la variable respuesta,
a diferencia de las transformaciones usuales que influyen directamente en la
funcion de distribucion. Al igual que con las transformaciones, optar por una
funcién de enlace inadecuada puede generar problemas en la estimacién de los
parametros del modelo.

1.2. Anadlisis y resultados tedricos

Esta seccion tiene como objetivo mostrar varios resultados tedricos y de-
finiciones relacionadas con los Modelos Lineales Generalizados. Se estudia la
log-verosimilitud de los modelos, asi como las funciones generadoras, y como
calcular la media y la varianza de cada Y.

1.2.1. Log-Verosimilitud

La funcién de log-verosimilitud desempena un papel fundamental en la
teoria de los Modelos Lineales Generalizados, no solo como medida de concor-
dancia entre los datos observados y las predicciones, sino también como herra-
mienta para poder calcular estimadores de méaxima verosimilitud.

Al suponer que la distribucién de la variable respuesta pertenece a la familia
exponencial, la expresién de esta funcion se simplifica drasticamente, facilitando
mucho el calculo y la interpretacién de la expresion.

A continuacion, se introduce una definicién de la funcién de verosimilitud
y de log-verosimilitud, que se utiliza en diferentes secciones del trabajo.

Definicién 1.5. Seay = {y1, Y2, ..., Yn } una muestra de una poblacion con densi-
dad fy(y;0), siendo 0 los parametros. La funcion de verosimilitud de la muestra
asociada a 0 es:

Ly(y) = HfY(yz'; 0)
i=1
Y la funcion de log-verosimilitud de la muestra asociada a 0 es:

lo(y) = In(Lo(y))
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Con esta definicién, se puede determinar la log-verosimilitud de los Modelos
Lineales Generalizados. Para ello, se sustituyen las expresiones (1.1) y (1.2) en
la formula anterior.

» Para el caso de una variable continua, utilizamos la expresion (1.1):

Lo gy(y) = H fy(yi;0,0) = Hexp {W#;)(Q) + c(yi, <b)}

= exp {2:: [W#J)(e) + c(yi, ¢)} }

Por lo tanto,

= Para el caso de variables discretas, seguimos un desarrollo similar, utilizan-
do la funcién de masa de probabilidad (1.2), concluyendo con las mismas
expresiones:

L9,¢(y) = HPY(Y =yi;0,0) = exp {92?:1 e —nb(6) + Z c(Yi, ¢)}

lo.s(y) = (Lo(y)) = 02 1% +Zc Yir @ (1.6)

En la practica, tal y como indica el libro de P. McCullagh y J. A. Nelder,
F.R.S. [16], estas expresiones se simplifican, pues la funcién a(¢) suele ser de la
siguiente forma:

donde w es un peso conocido a priori y ¢ es el parametro de dispersion.

Ejemplo 1.6. En la distribucién normal, a(¢) = %, donde w =n
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1.2.2. Funciones generadoras

La familia de distribuciones exponencial tiene bastantes particularidades.
Una de ellas es que la funcién generadora de momentos tiene una expresion
bastante sencilla.

En este apartado se van a desarrollar las diferentes funciones generadoras
aplicadas a los Modelos Lineales Generalizados.

Definicién 1.7. La funcion generadora de momentos de una variable Y , deno-
tada por My (t), con funcion de densidad fy(y) (o distribucion de probabilidad
py (v)), se expresa de la siguiente forma:

fs fy(y)edy, siY es continua

M(t) = E[e"Y] = {

Zyes py(y)e?, siY es discreta

para todos los valores de t donde la esperanza exista y siendo S el conjunto de
todos los valores que puede tomarY .

Definicién 1.8. La funcion generadora acumulada tiene la expresion siguiente:
K(t) = log(M(t)) = log(E[e"™])
Definicién 1.9. El momento r-ésimo se calcula de la siguiente forma:

_dK(t)
T e

t=0

En la férmula de los momentos, la esperanza y la varianza de Y son los
momentos k1 v Ko respectivamente. En la seccion 1.2.3 se calculan.

A continuacién, se va a desarrollar la formula de la funcién generadora de
momentos para el caso donde la variable Y es continua. Se puede realizar el
mismo procedimiento para cuando la variable es discreta y se llega a la misma
expresion.

Sabiendo que Y es continua y tiene una distribucién de la familia exponen-
cial, se pueden calcular las funciones generadoras de la siguiente forma:

yo — b(0)
OR + c(y, ﬁb)} dy

o) [ s 8

Multiplicando y dividiendo por exp {b(9+ta¢)} se obtiene:

a(®)
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M :exp{b(9+tagz5) —b(@)}/gexp {ty+c(y,<z5) L b(9+ta¢)}dy

b0 aif)) 0 (0 + tag) b?é@ o) "

= ex +1ag) — ex y\o + tag) — +la —|—C(,(b) d
B p{bw') —“2?% }/y;){ b0 " y }y
‘e"p{ a(9) }/p{ e “(y’@}

Donde 0" = 0 + t¢. La integral de la derecha de la expresion es igual a 1
pues el integrando es la funcién de densidad con 6. Por tanto, la formula final
de la funcién generadora de momentos es:

[ ta(o) — b(o)
() = exp { X0 (7)

La expresién de la funciéon generadora acumulada es:

b(0 + ta(¢)) — b(0)
a(¢)

FEjemplo 1.10. Cuando Y sigue una distribucién normal N(u, o), obtenemos la
siguiente funcion generadora de momentos:

(n+to?)® — } (o1)?

K(t) =

(1.8)

202 = pt

M(t) = exp { :

Ejemplo 1.11. Para la Poisson, si Y sigue una distribucién Poiss(\), la funcién
queda:

M(t) = exp {el”()‘)“ — el”(A)} — A=)
Ejemplo 1.12. Si es una Bernoulli, con Y siguiendo una distribucién Be(p), la
funcién es:
M(t) =1—p+pe

Por 1ltimo, se describe una propiedad tnica de las variables con distribu-
cion de la familia exponencial, que sirve para el calculo de momentos.

Proposicién 1.13. 57 Y proviene de una distribucion con familia exponencial,
el momento r-ésimo se puede expresar de la siguiente forma:

db(6)

Kyp = a(¢)r_1—der
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Demostracion. Sabemos por la definicion 1.9 que la férmula del momento r-ésimo
viene determinada por:

&K (t)
dtr

Ky =
t=0
Primero, se demuestra por inducciéon que:

r—1 drb(e + ta((b))
delr

IK(t)
—ar a(¢)

Siendo ¢ = 0 + ta(¢).

Para r = 1, utilizando la expresién (1.8) y aplicando la regla de la cadena
se obtiene:

dK (1)

1, Y ald) = ald)°
= mb(eﬂa(gb))a(gﬁ) =b'(0 + ta(¢)) = a(9)

db(6 + ta(¢))
o'

d"K(t r—1d"b(0+ta
i = q() 1)),

Tomamos como cierta la hipétesis de induccién
y se demuestra para r + 1.

K@) d (dTK(t))

dtr+l dt

Por hipétesis inductiva:

dtr

IHK({E) d L dTb(0 + ta(d)) dLB(0 + ta(6))
Tarn i (“W T) = @) g

Luego se demuestra que:

d'K(t) 1 d'b(0 + ta(9))
- 9) dor
Siendo 0" = 0 + ta(¢).
Tomando t =0, 0" =0 y:
_dTK(t) B ,_1d"b(0)
ST L o)
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1.2.3. Media y varianza de variables de la familia exponencial

Dado que Y proviene de una distribucion con familia exponencial, y sabien-
do que la media y la varianza son el primer y el segundo momento, se pueden
calcular con la proposicion anterior, llegando a lo siguiente:

K1 = b,<9)
Ky = b"(0)a(¢)

Por tanto, E[Y]| = pu=1(0) y var[Y] =V"(0)a(9).

Notese que en el calculo de la varianza, sabiendo que la media se puede

expresar como p = %(?, se tiene que:
d*b(0) B i db(0)\ d_u
g2 do\ do ) df

. . . d%b(0
Puesto que la varianza es positiva, es decir, % > (), entonces Z—‘e‘ > 0. Se

concluye que p debe ser una funcién mondtona creciente de 6. Este resultado
es bastante importante, pues la relacién entre las variables permite calcular los
estimadores de méaxima verosimilitud mediante el uso de derivadas parciales (ver
la seccién 1.3.1). Ademads, se puede definir una funcién denominada funcién de
varianza mediante la siguiente expresion:

_ dp

Luego, la varianza de Y se puede escribir como var[Y] = a(¢)V (u).

Ejemplo 1.14. Para cuando Y sigue una distribuciéon normal N(u, o), sabemos

2
que b(0) = %2, con # = . La esperanza de Y serfa EY] = d(df) = u, la funcién
de varianza V' (u) = dill;(f) = lylavarianzade Y es var[Y] = a(¢)V (1) = 02, que

son los valores usuales de la esperanza y la varianza de la distribucién gaussiana.

1.3. Estimacion de parametros del modelo

En este apartado se intentan estimar los parametros de los Modelos Linea-
les Generalizados mediante los estimadores clasicos de maxima verosimilitud.
Para ello, primero se introduce una seccién donde se indican algunas férmulas
que influyen en el desarrollo del algoritmo y luego se muestra el procedimiento
iterativo para alcanzar las estimaciones.
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1.3.1. Funciones de puntuacién e informacion de los parametros

El algoritmo de estimacién de f3; se basa en la definicién de dos funcio-
nes: una funcién de puntuacién (o “scoring”), que es la derivada de la log-
verosimilitud respecto de §;, y una funcién de informacion de Fisher, basada en
el valor esperado de la matriz hessiana de la log-verosimilitud respecto de 3; y

Br-

Para llegar a sus expresiones, se parte de Y, cuya distribuciéon pertenece
a la familia exponencial, y sea y una observacién de Y. La funcién de log-
verosimilitud, tomando n = 1 en (1.4), es la siguiente:

In(Log(y)) = "y‘(—df)”) ey, d)
9]

Sustituyendo, como en el final de la seccién 1.2.1, a(¢) = £, siendo w el
peso de la observacién y. Queda la siguiente funcion:
Oy — b(0)
¢

La derivada de la log-verosimilitud en funcién de € es la siguiente:

on(Los(y) _ y=V0) _ y—n

00 [0) 10)
Sustituyendo p = db(0)/d0 y V(u) = %g se tiene que:

Oln(Lo(y)) _ Oln(Los(y) 9 y—p
o o0 on oV

Luego, si tenemos el predictor lineal

In(Lgy(y)) = w +c(y, ¢)

g(p) =n= Zﬁjﬂfj
=0

donde zy = 1, la derivada de este con respecto de 3; es:

In

o "
onop _
ouop;

Por tanto, la derivada de InLg 4(y)) respecto de 53; es:

Oln(Los(y)) _ Oln(Loo(y)) On _ (¥ — p)z;
9B; Op 9B V(w3
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Para calcular la informacién de Fisher de (3;, se necesitan las esperanzas de
las segundas derivadas:

Pin(Log(y) 0 (y— e, 0 ( wz; )

0508 95 vz M am \av (i

El término de la derecha se hace 0 al hacer la esperanza de (y — p). La
expresion que queda es la siguiente:

Pin(Log(y))] = —wzjzy
2| }‘wm)(z—zv

Con estas identidades ya se puede tratar el caso con y = (y1, Y2, -, Un)
observaciones. Notese que se busca predecir p + 1 parametros utilizando los
estimadores de maxima verosimilitud. Para ello, se deriva la funcién de log-
verosimilitud, respecto de los pardametros 3;,Vj € {0,1,...,p} y se iguala a 0.
Con ello se define la funcién de puntuacién para 3;:

N\ al(ﬂOaﬁla“'7ﬁp7¢; Y) - l . % o B .
U(ﬂj) - aﬂ] - ¢ ;Wlaﬂz (yl MZ)ZL'Z],\V/] € {07 17 7]7}
donde
Wi
CT V) (3

y se busca §; tal que U(5;) =0, V5 € {0,1,...,p}

El criterio de informacién de Fisher se expresa mediante la suma de las
esperanzas calculadas previamente. Esta da la siguiente férmula:

IEN -
Li(Bi) = % ZWixijxik,VZ,], ke{0,1,..,p}
=1

1.3.2. Algoritmo de estimacién de los parametros

Uno de los métodos para la estimacion de los pardmetros 3; es el algoritmo
de puntuaciones de Fisher (“Fisher scoring algoritm”). Este proporciona un
método de calculo de los estimadores de méxima verosimilitud de los parametros
Bj, que denotamos por Bj.

Cada iteracion del algoritmo debe encontrar soluciones para las ecuaciones
U(B;) = 0,¥5 € {0,1,...,p}, utilizando la informacién de Fisher I;;(3) para el
la mejora de soluciones. Una alternativa que ofrece el libro [16] es utilizar un
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proceso equivalente a resolver las ecuaciones. Para ello, se construye una variable
z, llamada variable dependiente ajustada, con la cual se resuelve un problema de
regresion lineal formada por z como variable dependiente y con covariables z; y
pesos W. En general, la expresion de z es de la siguiente forma:

z=n+ (2—2) (y — ) (1.9)

Luego, el procedimiento para la estimacién de los coeficientes 3, es el si-
) J
guiente:

1. Definimos 7y como la estimacién actual del predictor tomando valores alea-
torios de (o), ¥ (o) como el valor obtenido de la funcién de enlace n = g(1).

2. Se calcula z:
. In .
Zo = T(o) + (8_,u>( | (Y — 1)
0
donde la derivada (g—Z) estd evaluada en ju(g).

3. Se calculan los pesos W(B)l:

-t Vo) <m>2
© w H(0) / (0

4. Se hace regresion en 2, con las covariables ; y con los pesos W g, resultando
en la estimacién B(l).

5. Con B(l) se itera desde el principio del procedimiento hasta convergencia o
hasta un numero determinado de iteraciones.

Ejemplo 1.15. Este ejemplo proviene del libro [8], donde trata con un conjunto
de datos llamado “nminer”. Se utiliza un GLM con distribucién de Poisson y con
componente sistematica log(u) = By + f1x. Utilizando la férmula (1.9), tenemos
que el regresor z es:

z=log(ﬂ)+y;“

Se toma como iy = y + 0.1 para evitar los ceros de los datos en el modelo
logaritmico, y como pesos se utiliza W = p.

En la tabla 1.2. se puede ver la evolucién de los parametros en cada ite-
racion, donde se observa que el algoritmo converge rapidamente, dando como
modelo final:

log i = —0.8762 + 0.1140x
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Tteracién r| A7 3{r)
1 0.122336 [0.081071
2 —0.589798|0.103745
3 —0.851982|0.113123
4 —0.876031|0.113975
5 —0.876211|0.113981
6 —0.876211|0.113981

Tabla 1.2. Tabla de los coeficientes obtenidos en cada iteracién del algoritmo






2

Métricas de comparacién de modelos e
inferencia

En este capitulo se aborda la tarea de encontrar el mejor subconjunto de va-
riables del GLM, mediante la creacién de métricas. Ademas, se define inferencia
en los modelos para estudiar la significacién de las estimaciones.

2.1. Seleccion del mejor modelo

Tras la definicion de los Modelos Lineales Generalizados, queda determinar
qué combinacién de variables son las que mejor explican los datos. Para ello
se busca crear un conjunto de modelos, donde, para cada modelo, se toma un
subconjunto diferente de variables explicativas.

Para desarrollar esta coleccién de modelos, se inicia tomando uno con to-
das las variables (“full model” o modelo completo) y otro sin ninguna variable,
solo con el término By (“null model” o modelo nulo), para tenerlos como referen-
cia. A partir de estos, se toman distintos conjuntos de variables como posibles
alternativas que puedan predecir mejor los datos.

En general, se busca una coleccion pequena de variables que permitan que el
modelo tenga buena capacidad de prediccion. Esta idea se denomina el principio
de parsimonia, es decir, el mejor modelo tendra el menor niimero posible de
variables, que garantice una representacion adecuada de los datos.

Esto permite evitar los efectos y consecuencias de dos sucesos muy comunes
en la construccién de modelos: el sobreajuste (0 “overfitting”) y el el subajuste
(o “underfitting”).

= Kl sobreajuste surge cuando se incluyen variables no explicativas dentro del
modelo de prediccion. Esto, en modelos como la regresion lineal, da lugar a
estimadores insesgados, pero con alta varianza. . Para resolver el problema, se
recomienda aplicar técnicas de reduccion de dimensionalidad u otras medidas,
como las del articulo [5].
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= El subajuste aparece cuando se eliminan variables significativas dentro del
modelo. En la regresiéon lineal, esto provoca que los estimadores tengan po-
ca varianza, pero presenten sesgo, dando lugar a errores en los coeficientes
estimados. Una solucién sencilla puede ser detectar y anadir las variables
que hayan sido omitidas en el estudio, y que puedan tener importancia en el
modelo.

2.2. Meétricas utilizadas en los Modelos Lineales
Generalizados

Una forma sencilla de evaluar las capacidades del modelo es mediante el
disenno de métricas o medidas con las que poder comparar los modelos y asi
poder determinar el modelo mas adecuado a las necesidades del estudio.

Existen algunas bastante utilizadas en los GLM, que se centran en el estudio
de los errores de prediccion, de los residuos o de la verosimilitud, entre otros.
Por otra parte, hay otras medidas inspiradas en la teoria de la informacion, en
distancias u otras métricas, que pueden ser utiles en la comparacién de modelos.

En las siguientes subsecciones se van a tratar estos tipos de medidas para
los Modelos Lineales Generalizados, su origen y su interpretacion.

2.2.1. Meétricas basadas en el error y la verosimilitud

Una medida comunmente utilizada en los modelos que utilizan los es-
timadores de méaxima log-verosimilitud es el propio valor méximo de la log-
verosimilitud, es decir, el valor de la funcién evaluada en los estimadores calcu-
lados con el método de 1.3.2.

Utilizado la férmula de la definicién 1.5, se puede expresar la medida de
maxima log-verosimilitud como:

Méx. Log-Verosimilitud = mgxx 0B:y) = 0(Bsy) (2.1)

siendo B los estimadores calculados con 1.3.2.

Otra de las métricas mas utilizadas en el contexto del los GLM para cuan-
tificar la discrepancia del modelo es la Devianza (o “Deviance”). Esta se basa en
la comparacion del modelo actual con un modelo denominado modelo saturado.
Este tltimo, tiene tantos parametros como observaciones tiene la muestra, donde
cada parametro corresponde a un dato y las estimaciones f1 obtenidas equivalen
exactamente con las correspondientes i de cada dato. Por ejemplo, en el caso de
regresién lineal, calcular el modelo saturado es equivalente a hacer interpolacién
de los datos y obtener como modelo el polinomio interpolador.
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Para comparar ambos modelos, se utilizan las medidas de maxima log-
verosimilitud de cada modelo, descritas en la expresién (2.1), denotando la ve-
rosimilitud del modelo saturado como /¢(y). La férmula de la Devianza es la
siguiente:

D(y; ) = 2[ls(y) — (B:y)]¢ (2:2)
Donde ¢ es el parametro de dispersion del modelo.

De esta medida, se suele emplear sobretodo su versién escalada. Esta se cal-
cula dividiendo la Devianza entre el parametro ¢, obteniendo una nueva métrica
denominada Devianza escalada, que se denota como D*(y; ft). Esta tiene mayor
interés en el estudio comparativo de modelos pues se puede utilizar en inferen-
cia, al distribuirse como una x? de p grados de libertad, siendo p el nimero de
parametros del modelo.

Luego, se define la expresion de la Devianza escalada de la forma siguiente:

D (y: ia) = W — 2lts(y) — (B )] (2.3)

Otra medida menos utilizada es el estadistico de bondad de ajuste x? de
Pearson. Se suele calcular cuando se requiere de una medida con una interpre-
tacion mas directa. Esta medida de bondad de ajuste se puede definir de la
siguiente forma:

X2 _ Z (y - ﬂ)Q (24)

var(ji)
Con var(ji) la varianza estimada de la funcién de distribucién.

2.2.2. Criterio de Informacion de Akaike y otras métricas basadas
en la teoria de la informacién

Una alternativa para seleccionar modelos adecuados es a través de formulas
inspiradas en algunas propiedades de la teoria de la informacion. Dentro de este
grupo, destaca el Criterio de Informacién de Akaike (AIC), que es una de las
medidas més reconocidas en los Modelos Lineales Generalizados.

Este criterio se basa en la suposicién de que existe una distribucion f
que describe la realidad, es decir, la combinacién todos los procesos naturales,
bioldgicos o fisicos que ocurrieron para originar los datos, junto con el muestreo,
la toma y medicién de datos, y el almacenamiento para el posterior andlisis
y tratamiento. También se considera una funciéon g que representa el modelo
aproximado que se quiere comparar con f. Este se modeliza y se construye en
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funcién del conjunto de datos de estudio x y los pardametros del modelo g, que
se denotan como 6.

El Criterio de Informacién de Akaike emplea una distancia llamada dis-
tancia de Kullback-Liebler para representar la pérdida de informacion cuando
g es usada para aproximar f o la distancia que hay entre la realidad f con la
aproximacion g.

Definicién 2.1. Se define la distancia Kullback-Liebler entre f y g como:

s ['n el caso continuo:

1.0 = [ 5wy (%) dr (25)

siendo f(x) la distribucion real y g(x|0) el modelo aproximado por g para los
datos x y dados los pardmetros 6.

s ['n el caso discreto: .
Di
I = ; 1 — 2.
(f.9) ;lp og (W> (2.6)

donde K es el nimero de casos posibles, p; es la probabilidad real (representa
f) ym es la aproximada (representa g), y ademds se cumple que:

K K
0<p<l0<m<L1) p=)» m=1
=1

=1

FEjemplo 2.2. Supongamos que la funcién f sigue una distribucion gamma de
pardmetros I'(a = 4, 8 = 4. Se busca ver cual de las distribuciones de la tabla
2.1 es la que menos informacion pierde. Para ello, se calculan las distancias
I(f,g) segun la férmula (2.5) o (2.6), y se elige aquella con menor pérdida de
informacion o aquella mas cercana a la realidad. En esta ocasién se prefiere gy,
que es la distribucién de Weibull, con o = 2 y § = 20).

Funciones Modelos aproximados I(f, g:) |Clasificacién
g1 Weibull (a = 2, B = 20) 0.04620 1
g2 Lognormal (8 = 2, 02 = 2) 0.67235 3
gs Gaussiana inversa (a = 16, 8 = 64)(0.06008 2
g4 Fisher-Snedecor (« =4, 8 = 10) |5.74555 4

Tabla 2.1. Caption

Cabe destacar que, en el ejemplo anterior, para poder definir correctamente
la distancia Kullback-Liebler, se necesita saber la distribucion real de f, asi
como conocer el valor exacto de los parametros de los modelos g; que se quieren



2.2 Métricas utilizadas en los Modelos Lineales Generalizados 21

comparar. Esto es una fuerte desventaja, pues en general, se desconoce como se
distribuye f y se utilizan estimaciones para los parametros de las g;.

Para resolver el primer problema, se puede escribir la férmula de (2.5) de
la siguiente forma:

9) = [ £ oslf(@)dz ~ [ fx)loglg(al6))da
— g £ ()] - Eflog(g(«l6)) 1)

Se puede observar que la esperanza de la izquierda es constante para cual-
quier funciéon g que se quiera comparar. Luego, se puede definir una distancia
relativa a la constante, tomando unicamente la segunda esperanza.

I(f,9) — Egllog(f(x))] = —Ef[log(g(x]0))]

Esta puede ser una buena medida para cuantificar la distancia relativa entre
los modelos, siempre que se pueda estimar el valor de E¢[log(g(z|0))].

Cabe destacar que, tanto el desarrollo anterior, como los posteriores, se
pueden llevar a cabo de forma similar con las férmulas para el caso discreto
(2.6).

Por otra parte, hay que tener en cuenta que los parametros 6 de la funcion
tomada ¢ se suelen estimar en base a la muestra tomada. Esto afecta conside-
rablemente al valor de la distancia pues se tendria la siguiente féormula:

flx
i0.9) = [ 1t@) ( S
(x]6())
~ donde z es la variable de integracion e y representa los datos, haciendo que
f dependa de la muestra tomada.

Para que la informacién no dependa tanto de la muestra, es mas conveniente
tomar el valor esperado de la distancia estimada, es decir:

/(=)
i(,9) /f [/f 1°g<gx|g<y>>> ]dy (2.8)

Haciendo un desarrollo similar al utilizado en (2.7):
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B0 = [ £0) | [ Foe (s ds] ay
- [ [ stanox (steld) as| ay
- | [rwan| | [ reoetsanas

- [ 10| [ st outatalit) ] ay
= Constante — E, E, [log(g(wa(y)))} (2.9)

Por tanto, se puede calcular la distancia relativa esperada de Kullback-
Liebler estimando:

T = E,E, [log(g(x10(y))| (2.10)

El valor de esta esperanza dependen exclusivamente de g y # estimado por
y y ¢ (normalmente con estimadores de maxima verosimilitud). Si se tiene un
conjunto de modelos {g;} se consideran mejores aquellos modelos con mayor
valor en la esperanza.

Akaike en 1973 demostrdé que un estimador sesgado de T es la maxima
log-verosimilitud de la férmula (2.1) y que el sesgo, bajo ciertas condiciones, es
aproximadamente el nimero de parametros p del modelo.

T =0(0;y) —p
Basandose en los criterios clasicos de informacion, se multiplica por -2 la
estimacion de T, se obtiene el Criterio de Informacion de Akaike:
AIC = =20(0;y) + 2p
Donde se busca que el valor de AIC sea lo mas pequeno posible.

En el contexto de los Modelos Lineales Gerenalizados el parametro 6 des-
crito son los 8 y ¢. La férmula final queda de la siguiente forma:

AIC = —20(B, ¢;y) + 2p (2.11)

Observando la férmula, se puede comprobar que cumple el principio de
parsimonia, es decir, intenta buscar un modelo que estime correctamente con
0(3, ¢;y), mientras que restringe el nimero de parametros del modelo con p,
haciendo que sea lo mas simple que se pueda sin perder demasiada precision.
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Como AIC es una escala relativa, se suelen computar las diferencias 4A; de
AIC, para todos los modelos {g;} que se estén comparando.

zﬁi:::/4IC2 ——rnﬁlz4[(% (2.12)

Segun la literatura relacionada con este tipo de métricas, los modelos con
A; < 2 tienen bastante probabilidad de ser correctos y deben de ser considerados
en la eleccion del mejor modelo. Otros con 4 < A; < 7 se pueden considerar,
pero son menos plausibles. Aquellos cuyas diferencias sean mayores de 10 no se
suelen considerar, salvo que provengan de opinién de expertos en la materia del
estudio u otros motivos ajenos al modelo matematico.

Una dificultad que tiene el AIC en la comparacién de modelos, es que
se presente la situacién en la que hayan muchos pardmetros y poco tamano
muestral. En este caso, se utiliza una medida alternativa llamada Criterio de
informacion de Akatke de sequndo orden, que se denota por AIC, y se define
como:

AIC, = —20(B, ¢, y) + 2p (H_Lp_l) (2.13)

donde n es el tamano muestral.

Esta medida anade una penalizacién al nimero de variables, mediante el
— 1.

n
n—p—1"

término corrector Si n es suficientemente grande y p no,

n
n—p—1
Se recomienda utilizar AIC, cuando % < 40, y en otro caso utilizar AIC.

Existen otras medidas derivadas de AIC o basadas en otros criterios. Al-
gunas de estas son:

»  Criterio de Informacion Bayesiano (o “Bayesian Information Criteria”, BIC)
se basan en medidas de dimensién consistente. Su expresion es la siguiente:

BIC = 2((B,¢;y) +p - log(n) (2.14)

»  Quasi-Criterio de Informacion de Akaike(o “Quasi-Akaike Information Cri-
terion”, QAIC) es una modificacién del criterio de AIC' que se centra en
los casos en los que hay sobredispersion de los datos, es decir, la varianza
muestral es mayor que la varianza tedrica. La férmula es la siguiente:

20(8, ¢;y)

+2p (2.15)
C

QAIC:—[

donde ¢ es el cociente del estadistico x? (2.4) de bondad de ajuste del modelo
y los grados de libertad.
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Ejemplo 2.5. Este ejemplo pretende aplicar las diferentes medidas vistas en el
capitulo de manera mas practica, mediante la aplicacion de Modelos Lineales
Generalizados a un conjunto de datos sencillo. Estos datos provienen de [3] y
tratan sobre la evolucién del calor durante el endurecimiento del cemento en
Portland. Estos datos tienen 4 variables regresoras x; que definen la proporcién
en porcentaje de ciertos quimicos dentro del cemento y la variable de estudio y
trata de las calorias emitidas durante el endurecimiento del cemento por gramo
después de 180 dias.

El conjunto de datos se puede ver en la Tabla 2.2

T1|T2|T3|Ta| Y

7126| 6 |60] 78.5
1129(15|52| 74.3
11|56 8 [20|104.3
11|31 8 |47| 87.6
7152| 6 (33 95.9
11|55| 9 [22{109.2
3 |71|17| 6 {102.7
1131(22|44| 72.5
2(54(18|22]| 93.1
211471 4126(115.9
1140(23|34| 83.8
11|66| 9 [12(113.3
10|68 8 [12|109.4

Tabla 2.2. Datos del cemento de Portland

El objetivo del estudio es aplicar un Modelo Lineal Generalizado para pre-
decir el comportamiento esperado de la variable y.

Para ello, se utilizo un modelo con distribucién normal y con funcién de
enlace la identidad. Se utiliza SPSS para realizar las distintas estimaciones de
los parametros y para el calculo de algunas de las medidas

La Tabla 2.3 muestra algunas de las métricas calculadas para el modelo
donde se consideran todas las variables x;.

Métrica Valor
Devianza 47.864
Devianza escalada 13

Chi-cuadrado de Pearson|47.864
Max Log-Verosimilitud [-26.918

AlIC 65.837
AlICc 79.837
BIC 69.226

Tabla 2.3. Alguna de las métricas
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La Tabla 2.4 muestra algunas de las métricas calculadas para el modelo
con solo las variables x1 y 5.

Métrica Valor
Devianza 57.904
Devianza escalada 13

Chi-cuadrado de Pearson|57.904
Max Log-Verosimilitud [-28.156

AIC 64.312
AICc 69.312
BIC 66.572

Tabla 2.4. Caption

Observando las primeras cuatro métricas de las tablas, se puede observar
que toman valores similares en la maxima log-verosimilitud y en la devianza
escalada. Sin embargo, en la Devianza y la Chi-cuadrado si presentan diferencias
los modelos de al menos 10 unidades, luego se puede considerar inicialmente al
modelo con menor valor de estas, es decir, al modelo con todas las x; como mejor
modelo.

Por otra parte, el tamano de la muestra n = 13 y el niimero de variables es
p = 4, entonces % = % < 40, luego hay que elegir AIC¢ en lugar de AIC en la
comparacion de las medidas. Se puede observar que en esta ocasién también hay
una diferencia de 10 unidades entre las medidas, eligiendo como mejor modelo
aquella con menor valor del AIC¢, es decir, el segundo modelo.

A simple vista, se puede observar que los resultados de las medidas con
contradictorios. No obstante, sabemos que las métricas AIC' y AIC¢ cumplen
con el principio de parsimonia, es decir, buscan un modelo que explique bien los
datos sin ser muy complicado, mientras que las medidas basadas en la verosimi-
litud solo se centran en mejorar la precision, permitiendo en muchas ocasiones el
sobreajuste como ocurre en este caso. Al tomar todas las variables x;, el modelo
que surge es un modelo complejo para el tamano muestral que se tiene.

Como conclusiones del estudio, se prefiere el modelo con solo las variables
r1 y x9, pues es un modelo suficientemente preciso y sencillo para la muestra
tomada.

2.3. Inferencia y Tests de Hipdtesis para GLM

La inferencia en los Modelos Lineales Generalizados constituye un aspecto
fundamental en el analisis de estos modelos, brindando herramientas para la
comprension y la toma de decisiones basadas en los datos. La importancia de
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la inferencia en GLM radica en la necesidad de verificar si las estimaciones
realizadas tienen significacién bajo un cierto nivel de confianza suficientemente
fiable. De igual manera, se pueden utilizar otros tests como el de comparacion
de modelos anidados para contrastar las diferencias.

2.3.1. Tests de comparaciéon de modelos anidados

Con el objetivo de cumplir con el principio de parsimonia, uno de los objeti-
vos de los test de hipétesis es verificar si al eliminar o anadir variables al modelo
afecta significativamente a la precision del modelo. El test de comparacién de
modelos anidados permite verificar si la inclusién de pardmetros adicionales en
el modelo mas complejo mejora significativamente la calidad de ajuste, o si el
modelo mas simple sigue siendo preferible.

Sean dos Modelos Lineales Generalizados, basados en la misma distribucion
pero con distinto predictor lineal:

Modelo A: g(pia) = 6:0 + 5:1$1 + ...+ B;EA%A .
Modelo B: g(/fB) = 50 + ﬁlxl + .+ ﬁprpA T+t BPBxPB
con pa < pp.

Se puede observar que el Modelo A es un caso particular del B, donde los
pardametros 3, a partir de p4, son igual a 0 en el modelo A. Cuando se da esta
situacién, se dice que el modelo A estd anidado en el modelo B.

Para determinar si el Modelo A es tan bueno como el Modelo B, se puede
realizar el siguiente test de hipdtesis:

Hy : ﬁp:ﬁrl = /Bp,:H—Q == 5;;3 =0

H El] S {pA + 1,pA+2a"'7pB} : Bj 7& 0

En la seccion de métricas 2.2.1 anterior, se observo que la devianza escalada
(2.3) se distribufa como una x? de p grados de libertad, siendo p el nimero de
parametros de estudio. Teniendo en cuenta esta afirmacion, se puede definir el
estimador similar para el test:

L = D*(y, tia) — D*(y, i)

Este estimador se distribuye como una chi cuadrado de p4, — pg grados de
libertad, es decir, L ~ X;Z; —pp» 10 que permite la definicion del test y la aplicacion
de niveles de confianza para determinar la fiabilidad de los coeficientes estimados
de los modelos anidados.



2.3 Inferencia y Tests de Hipétesis para GLM 27

2.3.2. Contraste Omnibus

La prueba o test Omnibus es un test de hipotesis de los Modelos Lineales
Generalizados en el que se compara se manera significativa si los coeficientes
del modelo actual son todos 0 o existe alguno distinto de cero. Para ello, el
test Omnibus se basa en el test de hipdtesis anterior, donde el Modelo A es el
modelo nulo (el modelo que solo tiene el coeficiente constante (), mientras que
el modelo B es el modelo que se quiere estudiar con p parametros. El test de
hipdtesis se puede redactar de la siguiente forma:

HO:Blz...:ﬁp:()

Hy:3je{l,..,n}:8;#0

Con este test se puede verificar si las variables elegidas X; tienen impor-
tancia en la prediccion del valor esperado de la variable de estudio, o por lo
contrario, estas aportan tanto como el término constante.

Cabe destacar que si este test da como correcta la hipétesis alternativa, se
desconocen qué variables son las que aportan o no en la prediccion del modelo.

2.3.3. Tests de Wald

Con el objetivo de determinar qué coeficientes estimados Bj del modelo
son verdaderamente significativos, se lleva a cabo una prueba de Wald a cada
coeficiente. Esta prueba consiste en realizar el siguiente test de hipdtesis a cada
uno de los coeficientes del modelo:

Hoiéjzﬁg

Hligj?éﬁ?

El estadistico de comparacién de este test es el siguiente:

(8 — BY)?

var(f;)
Donde va’r’(ﬁ}) es la varianza estimada de @ y este estimador se compara

con una normal de media cero y varianza 1.

Para poder verificar si los coeficientes son no nulos, simplemente hay que
realizar el test con ﬁ? =0
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2.3.4. Intervalos de confianza de Wald

También se pueden definir los intervalos de confianza de Wald. Para ello,
se define el intervalo de confianza de Wald para

Bj + Za/g 'UCLT(Bj)

donde z,/2 proviene de la normal con media cero y varianza 1 y con «
siendo el nivel de confianza del intervalo.

FEjemplo 2.4. Se utilizan los mismos datos del ejemplo 2.3 de la secciéon de métri-
cas. Se tienen 4 variables regresoras x; y una variable de estudio y que se busca
estudiar su valor esperado utilizando un Modelo Lineal Generalizado.

En este caso se utiliza el modelo considerando las cuatro variables, con
distribucién normal y con funcién de enlace la identidad.

Se considera un primer modelo tomando todas las variables z;, donde los
resultados de los tests se pueden ver en la Tabla 2.5 y 2.6.

Test |Significacién
Omnibus| < 0.001

Tabla 2.5. Prueba de Omnibus

Variable|Valor estimado|Significaciéon del test de Wald|Intervalo de Confianza
Bo 62.405 0.256 [-45.330, 170.141]
51 1.551 0.008 [0.406, 2.696]

B2 0.510 0.369 [-0.603, 1.623]
B3 0.102 0.863 [-1.058, 1.262]
B4 -0-144 0.796 [-1.234, 0.946]

Tabla 2.6. Test de Wald e intervalo de confianza al 0.95

El segundo modelo a considerar es, al igual que en el ejemplo 2.3, un modelo
considerando solo las variables x1 y x5. Los resultados de los tests se pueden
revisar en las tablas 2.7 y 2.8.

Test |Significacién
Omnibus| < 0.001

Tabla 2.7. Prueba de Omnibus

Tanto en el primer modelo como en el segundo, el test de Omnibus sugieren
la hipotesis alternativa de que hay variables con coeficiente distinto de cero.
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Variable

Valor estimado

Significacién del test de Wald

Intervalo de Confianza

fo
B1
B2

52.577
1.468
0.662

< 0.001
< 0.001
< 0.001

[48.647, 56.507]
[1.260, 1.677]
[0.583, 0.741]

Tabla 2.8. Test de Wald e intervalo de confianza al 0.95
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Sin embargo, en el primer modelo, solo el coeficiente [ llega a ser signifi-
cativamente distinto de cero, con nivel de confianza del 0.95, mientras que en el
segundo modelo, todos los coeficientes tomados son significativamente distintos

de cero.

Observando también los intervalos de confianza del Wald se puede concluir
resultados parecidos a los del test, los intervalos de confianza del primer modelo
son mucho mas largos y muchos de ellos contienen al 0, mientras que los del
segundo modelo son bastante pequenos en comparacién y no contienen al cero.
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Diagnéstico de los Modelos Lineales
Generalizados

En este capitulo se van a mostrar diferentes herramientas para poder ve-
rificar las hipdtesis de los Modelos Lineales Generalizados y detectar valores
anomalos dentro de los datos.

3.1. Residuales

Los residuales son una herramienta fundamental para revisar cuanto de
adecuado es el modelo. La definicién clasica de residual es la diferencia entre los
valores reales y los valores predichos del modelo, es decir, y; — f1;. Esta definicién
se utiliza en los modelos de regresion lineal, donde se puede comprobar si estos
siguen distribucién normal. Sin embargo, en el caso de GLM, es necesario definir
otro tipo de residuos que se puedan aplicar a todas las distribuciones de la familia
exponencial, pues al poder tomar variables con distribuciones no normales, los
residuos anteriores no tienen por qué seguir la distribucién normal.

Idealmente se buscan residuos que se comporten de forma similar a los de
la regresion lineal, es decir, con media cero y varianza constante, y si es posible,
con distribucién normal. Pero los residuos de los Modelos Lineales Generalizados
pueden no tener varianza contante o no seguir una distribucién gaussiana.

3.1.1. Residuos de Pearson

La forma mas directa de tratar con la varianza no constante es dividir por
ella. De esta premisa, se puede definir los residuos de Pearson:

y—
V(n)

donde V(-) es la funcién de varianza.

rp =

Este residuo cumple con la propiedad de >_ 7% = x?, siendo x? el estimador
de Pearson.
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Ejemplo 3.1. Para una distribuciéon de Poisson de parametro p, los residuos de

Pearson son: rp = 3”_7:

Ejemplo 3.2. Para una distribucién de Binomial de parametros n y p, los residuos

de Pearson son: rp = —2422_ |
np(1-p)

3.1.2. Residuos de Anscombe

Un problema que tiene el residuo de Pearson es que para distribuciones
no normales, la distribucién de los residuos puede presentar asimetria, haciendo
que no se distribuya como una Normal.

Una alternativa para resolver este problema es utilizar el residual de Ans-
combre. Estos se definen una funcién A(y), que es aquella que permite que la
distribucién de A(Y') sea lo méds normal posible. En este tipo de modelos, la
funcién viene definida de la siguiente forma:

_ [ _du
0= Vin)

Esta transformacion permite que los residuos sean més normales. Sin em-
bargo, hay que dividir estos residuos por la raiz de la varianza de A(Y'), es decir,

por A'(u)y/V (1)-

Ejemplo 3.3. Para una distribucién de Poisson de parametro p, la funcién A(-)
es:

du 3 2
A(p) = - = §/~b3
/’63
Luego, aplicando la funcion a cada uno de los sumandos del residuo y — u, tene-
2 2 1
mos 3(y3 — p3). Calculamos A'(p)+/V (p) = pé y concluimos con la expresion
del residuo de Anscombe para la Poisson:

win

(ys — p3)

L

N

ra =

o=

A pesar de las buenas cualidades, no suele ser utilizado por su dificultad
de calculo (véase [20]).

3.1.3. Residuos de Devianza

Utiliza una medida basada en la Devianza llamada la unidad de devianza
d(y, i), que se define como:

d(y, ) = 2(t(y, y) — t(y, 1))
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con t(y, u) = yb — b(0).
Notese que, como se ha demostrado que 6 se puede poner en funcién de la
esperanza [, luego la funcién ¢(y, 1) esta definida correctamente.

Con ella, se define el residuo de devianza:
rp = sign(y — p)\/ d(y, i)
donde sign(z) es el signo de esa resta (—1 si es negativa o 1 si es positiva).

Ejemplo 3.4. Los residuos de devianza cuando se sigue una distribucién de Pois-
sion son:

rp = sign(y — p)v/2(yln(y/p) — y + )

3.2. Diagnéstico de Hipotesis del modelo

En la construccién de los Modelos Lineales Generalizados, se precisan de
ciertos requerimientos para que el modelo funcione correctamente. Aunque los
GLM reduzcan el nimero de requisitos que necesita, este aun sigue teniendo
varios aspectos a tener en cuenta. Las condiciones del modelo son las siguientes:

= Independencia de los datos. Consiste en garantizar que los datos y; provienen
de variables independientes.

= Homocedasticidad. Las varianzas de los errores deben ser constantes y no
depender de las variables explicativas.

= Componente aleatoria. Hay que verificar si la distribucién elegida es la ade-
cuada en funcion de los datos y tomados.

= Funcién de enlace. Es importante que se utilice una funcién de enlace correcta,
para poder relacionar el predictor lineal con la componente aleatoria.

= Regresor lineal. Se tiene que determinar si hay que anadir o eliminar variables
del predictor lineal. Dichas variables deben tener una escala correcta, para
que el modelo no dé mayor importancia a unas variables que a otras.

= Datos atipicos. Al igual que pasa en los modelos de regresion lineal, pueden
haber algunos datos que tomen valores muy elevados o muy pequenos com-
parados con el resto de la muestra. Este tipo de observaciones afectan a la
estimacion del modelo y deben de ser detectados y tratados para reducir su
efecto.
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3.2.1. Independencia de los datos

Es fundamental garantizar que los datos son independientes entre si, es
decir, el valor de los datos tomados en un instante del proceso de muestreo no
dependen del valor de los datos tomados anteriormente. Si se da esta situacién,
los datos presentan un problema de multicolinealidad, que afecta a las estima-
ciones del modelo.

Existen varias medidas basadas en los valores singulares de la matriz modelo
X (véase [27]), o se aplican otros métodos basados en la regresién Ridge o Lasso
(véase [15]).

Una forma visual que permite ver la dependencia respecto del tiempo es
realizar una grafica de contraste entre los residuos en el instante ¢ y los resi-
duos en el instante anterior ¢ — 1. Esto permite buscar posibles patrones dentro
de los datos, asumiendo que los datos estan ordenados cronolégicamente. Si se
distinguen patrones, los datos pueden no ser independientes. Este criterio es
meramente indicativo, pues al ser una representacién grafica, no se puede saber
significativamente si este comportamiento es o no el deseado.

3.2.2. Homocedasticidad

Una forma sencilla de visualizar si los datos son homocedasticos, es realizar
un grafico con el valor del predictor y los residuos de la devianza. Este nos
permite identificar si las varianzas tienen algin tipo de patrén creciente. Si lo
presentan, hay heterocedasticidad, que se puede prevenir utilizando estimadores
robustos (ver [25]).

3.2.3. Componente aleatoria

Hay varias formas sencillas de verificar que la distribucién es correcta. Se
pueden utilizar tests de hipdtesis, como los de normalidad, aplicados a la variable
dependiente o se pueden realizar graficas como el Q-Q plot, que compara los
cuantiles estimados con los de la distribucion.

También se pueden revisar si los residuos cumplen condiciones similares a
los de regresién lineal, como esperanza nula, varianza constante y normalidad.

3.2.4. Funcion de enlace

En la eleccion de la mejor funcién de enlace, se suelen tomar distintas
funciones y elegir aquella que da mejores resultados en las métricas. Dado que
se busca que la relacion n = g(p) sea lineal, se pueden realizar gréficas entre los
residuos de devianza y los valores estimados del predictor lineal.

Ademas, Existen otros métodos en la literatura, como tomar la funcion
de enlace como desconocida y estimarla (véase [2]) o métodos de comparacién
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de funciones de enlace cuando ambas dependen de un pardmetro comun (véase

23)).

3.2.5. Regresor lineal

Se necesita tratar los problemas de escala, pues el modelo puede priori-
zar variables no explicativas frente a otras verdaderamente importantes para la
prediccién de la variable dependiente. La solucion méas usual es normalizar las
variables para evitar estos comportamientos no deseados, aunque se pueden rea-
lizar otras transformaciones de las variables como: elevarla a un exponente X]t-
o aplicar logaritmos In(Xj).

3.3. Deteccion de valores atipicos

En el analisis de los datos, existen individuos en la muestra que influyen
mas o menos en el cdlculo y estimacion del modelo. Con el término influir, se
pretende decir que, si eliminamos o modificamos los datos con mayor influencia,
esto cambia el modelo completamente.

Una medida para calcular la importancia de las variables es mediante la
matriz H, que proviene de comparar los valores estimados f& del modelo con los
valores observados y, teniendo esta relacion:

p=Hy
Ejemplo 3.5. En regresion lineal, fr = X3 = X(X'X)'X'y. Luego, la matriz en
este caso particular es: H = X(X'X)"!1X'.

Se define la importancia de la observacion ¢ como el elemento h;; de la
matriz H.

Estudiar la importancia de los datos es de especial interés en la presen-
cia de datos atipicos. Este tipo de observaciones son inusuales o extremas, que
difieren bastante del resto de datos del conjunto. Pueden surgir por errores en
la medicién, en el procesamiento o incluso en el muestreo de datos. Estos no
son necesariamente erréneos, pueden representar eventos poco comunes de la
variable que se esté estudiando.

Un dato como este puede generar problemas en la estimaciéon del modelo si
llegara a ser influyente. Por tanto, es necesario realizar una fase de anélisis para
detectar si el conjunto de datos presenta este tipo de situaciones.

Para ello, se utiliza la distancia de Cook, una medida que compara las
estimaciones de los parametros (3, con y sin esa observacién. Esta se puede
definir de la siguiente forma:
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(B — B) (XWX)(Bg) — B)
p-o
donde B(i) son los estimadores obtenidos sin la observacién ¢, p es el niimero
de variables y ¢ es el pardametro de dispersion.

Ci:

Una forma de estimar este valor es mediante la siguiente aproximacion:

hn‘(T P)2
¢p(1 — hi;)

Una forma comun de detectar la presencia de valores atipicos influyentes es
mediante la representacion grafica de la medida de influencia y de la distancia
de Cook. Los valores que se encuentren mas arriba a la derecha de la grafica son
las observaciones anémalas influyentes.

Ci%
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Aplicacion de Modelos Lineales GGeneralizados
en el analisis de comportamiento de reptiles

Dada la versatilidad de aplicacién en modelizacién estadistica y compu-
tacion de los Modelos Lineales Generalizados, y habiendo tenido la posibilidad
de realizar una investigaciéon matematica, se aborda el problema como aplicacién
del grupo de ecologia de la Universidad de La Laguna.

En este capitulo se trata de aplicar los conceptos tedricos vistos en las
secciones anteriores, para estudiar la agresividad de dos subespecies de lagartos
en la isla de Tenerife.

4.1. Antecedentes del problema

Los datos de estudio provienen del articulo [3], donde se busca analizar el
comportamiento de los reptiles, en base a factores morfolégicos, de comporta-
miento o de reflectancia de la luz en la piel de los lagartos.

A lo largo del documento, se hace énfasis en las manchas de la piel de los
reptiles, y en como la reflectancia de luz ultravioleta-visible es un buen indicador
de habilidad de combate o de dominio en los individuos. Esto da la iniciativa de
intentar relacionar este tipo de aspectos a la agresividad y a la supervivencia de
los reptiles.

Para comprobar estas relaciones se llevan a cabo dos experimentos:

= Un primer experimento, donde se consideran todas las cualidades morfolégi-
cas, de comportamiento y de reflectancia del reptil, y se busca determinar
aquellas influyentes en los resultados de peleas entre los reptiles. Se enfrentan
parejas de lagartos en un entorno controlado hasta que uno de ellos de indi-
caciones de derrota, como evitando el conflicto con el otro reptil o intentando
salir del recinto controlado.

= Un segundo experimento, que quiere determinar si la luz ultravioleta-visible
azul de las manchas en la piel del reptil afectan en las victorias o derrotas de
los lagartos. Para ello, en cada encuentro entre los reptiles, se toma uno al
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azar y se le aplica una crema solar para reducir la reflectancia de las manchas
de la piel.

Las muestras para cada una de las pruebas son de individuos de dos subes-
pecies de lagartos, que fueron tomadas en dos localidades de Tenerife: El Pris y el
Malpais de Giiimar, entre 2005 y 2006. El tamano muestral de cada experimento
es de 108 lagartos, tomados a partes iguales entre las dos subespecies.

4.2. Objetivos del estudio y variables

En el analisis propuesto en el articulo, se utilizan Modelos Lineales Gene-
ralizados para predecir si los individuos ganaban o no las peleas en cada uno de
los experimentos.

Por tanto, en este capitulo, se va a tratar de la misma forma los datos, para
intentar llegar a resultados similares a los del articulo. El objetivo es revisar los
métodos desarrollados en la memoria y garantizar la reproducibilidad de los
resultados del articulo.

Para la primera parte del estudio, se toman las siguientes variables:

= La variable de estudio Y, que indica si el lagarto gand o perdié la pelea.

v — 1, sigano la pelea
2, si perdié la pelea

= La localizacién de los individuos, que denotamos con la variable binaria L.

I 1, sies del Malpais de Giliimar
~ ]2, sies del Pris de Tacoronte

» Unas variables continuas morfolégicas, que se denotan en el estudio como M;,
Vi e {1, 2,3, 4,5 6 }. En la tabla 4.1 se puede ver el significado de cada
una.

Variable|Significado
M, Longitud hocico-cloaca
Ms |Masa corporal
Ms  |Ancho de la cabeza
M, |Longitud de la extremidad anterior
Ms |Longitud de la extremidad posterior
Mg |raiz cuadrada del area total de ocelos

Tabla 4.1. Variables Morfolégicas
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Variable|Significado
Ch Frecuencia relativa de hinchar gola
Co Frecuencia relativa de sacar lengua
Cs Frecuencia relativa de mordidas
Cy Frecuencia relativa de sacudir cola

Tabla 4.2. Variables de Comportamiento

» Unas variables continuas de comportamiento, denotadas como Cj, Vj €{1, 2,
3, 4}. En la tabla 4.2 se puede observar una breve descripcién de cada una.

» Unas variables continuas de reflectancia, que las modelizamos como R;,
Vi €{1, 2, 3,4, 5}. En la tabla 4.3 se pueden ver las medidas tratadas.

Variable|Significado
R1 Arco seno raiz cuadrada de la reflectancia entre 300 y 495 nm
Ry |Arco seno raiz cuadrada de la reflectancia entre 495 y 700 nm
Rs  |Arco seno raiz cuadrada de la reflectancia entre 300 y 700 nm
R4 Arco seno raiz cuadrada de reflectancia en el rango ultravioleta
Rs |Longitud de onda pico

Tabla 4.3. Variables Morfolégicas

En general, los objetivos de la primera parte del analisis se pueden resumir
de la siguiente forma: Ver la influencia de las variables predictoras sobre la
categoria de ganador-perdedor (variable dependiente Y') e identificar el conjunto
de variables que mas influyen en la victoria o derrota de los reptiles.

La segunda parte del estudio se centra en la importancia de la aplicacion
de la crema en los reptiles. Las variables que se eligieron para esta segunda parte
del estudio son:

= Tres variables binarias, que indican el lugar L, si el lagarto tiene o no crema
C'y si gan6 o perdio la pelea P. Los lugares son los mismos que en la parte
1 del analisis, mientras que C' e Y toman los siguientes valores:

0, sino tiene crema

, sl si tiene crema

0, sigand

1, si perdié

= Se introducen 6 variables continuas morfolégicas, que describen cualida-

des similares a las de la primera parte. Las denotamos como M;, Vj €
{1,2,3,4,5,6} y su descripcién se puede ver en la tabla 4.4.
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Variable|Significado
M; |Longitud hocico-cloaca
My |Masa corporal
Ms  |Ancho de la cabeza
My |Altura de la cabeza
Ms |Longitud de la extremidad anterior
Mg |Longitud de la extremidad posterior

Tabla 4.4. Variables Morfolégicas

» Por dltimo, también se consideran 3 variables de comportamiento C;, Vj €
{1, 2,3} parecidas a las de la primera parte. En la tabla 4.5 se puede observar
el significado de cada variable.

Variable|Significado
Ch Arco seno de frecuencia relativa de hinchar gola
Cy |Arco seno de frecuencia relativa de sacar lengua
Cs Arco seno de frecuencia relativa de mordidas

Tabla 4.5. Variables de Comportamiento

Los objetivos de la segunda parte se resumen en: ver la influencia de las
variables predictoras (solo morfolégicas y de comportamiento) sobre la categoria
de ganador-perdedor y tener especial consideracion si el individuo tenia o no
crema solar aplicada.

4.3. Modelo

Para llevar a cabo el andlisis, se van a aplicar Modelos Lineales Generali-
zados a cada una de las partes del estudio. Dado que en ambos casos la variable
de estudio es binaria, se opta por la versién logistica de los GLM.

Para definir correctamente un GLM, hacen falta la componente aleatoria,
la componente sistematica y la funcién de enlace, vistas en 1.

= La componente aleatoria viene definida por la categoria ganador-perdedor Y
en ambas partes. Al solo tomar dos valores, se puede considerar una Bernoulli
de pardametro P. Cabe destacar que la distribucién Bernoulli pertenece a la
familia exponencial, pues observando el ejemplo 1.4, basta con tomar 6 =
In[{£], a(¢) = 1, b(0) = In[l + exp{}], ¢ = 1y c(y,$) = 0 dentro de la
féormula (1.2) para obtener la distribucidn.

= La componente sistematica representa una combinacion lineal de las varia-
bles que se quieren estudiar. Dado que se realizan dos analisis con distintas
variables, los predictores lineales tendran distinta forma.
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El predictor lineal de la primera parte es el siguiente:

6 4 5
m=PB+BL+> BiaMi+Y BirCi+ Y Bk

j=1 j=1 j=1

El predictor lineal de la segunda parte es el siguiente:

6 3
m=Bo+ Bl + BaC+ Y BiraM;+ Y BisC)
J=1 Jj=1

Cabe destacar que estos son los predictores lineales para los modelos com-
pletos, es decir, los que tienen en cuenta todas las variables de estudio. Si se
quiere el predictor lineal tedrico de un subconjunto determinado de variables,
basta con tomar [3; = 0 en aquellas que no se van a utilizar.

= Por dltimo, la funciéon de enlace tomada en ambos casos es la funcién de
enlace logit, descrita como la funciéon de enlace canoénica de la distribucién
binomial:

n=g(p)=In <L>

l—p
Esto hace que si estimamos los 3; del predictor lineal, se puede despejar ;1 en
la férmula y se obtenga la siguiente expresion:

el
1+ em
Donde se puede sustituir directamente el valor del predictor lineal estimado.

M:

4.4. Analisis

En esta seccién se van a realizar diferentes pruebas en ambas partes del
estudio. Se introducen dos secciones, una con cada parte del andlisis, para tratar
los datos de manera mas precisa y encontrar el modelo que mejor explique los
datos y cumpla con los objetivos descritos.

Para el desarrollo de los calculos de los diferentes parametros y métricas,
se utilizo la licencia de SPSS facilitada por la Universidad de La Laguna en los
escritorios virtuales.
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Variable|Datos completos|Minimo|Méaximo|Media|Desviacién Tipica
Y 108 1 2 1.50 0.502
L 108 1 2 1.46 0.501

M 105 1.9542 | 2.1303 [2.0603 0.0285
Mo 95 1.4456 | 1.8949 (1.7025 0.0919
M3 95 1.0577 | 1.4370 [1.2395 0.8049
My 95 1.4565 | 1.7710 |1.5880 0.3923
Ms 94 1.6601 | 1.8697 [1.7762 0.0363
Mg 94 0.6987 | 1.6461 |1.2505 0.1881
Ci 98 0.0000 | 0.2527 |0.0635 0.0555
Co 100 0.0000 | 0.3741 |0.0966 0.0885
Cs 100 0.0000 | 0.2355 |0.0307 0.5463
Cy 100 0.0000 | 0.2175 |0.0216 0.0395
Ry 78 0.2721 | 0.6923 |0.4768 0.9820
Ro 78 0.1919 | 0.5460 |0.3350 0.0670
R3 78 0.3368 | 0.9664 |0.6042 0.1245
Ry 78 0.7546 | 1.1024 |0.9478 0.0686
Rs 78 2.5476 | 2.6283 |2.5785 0.0140

Tabla 4.6. Estadisticos basicos

4.4.1. Partel
Estadistica Descriptiva

Introducimos el analisis de la primera parte con algunos datos de estadistica
descriptiva, pues esto permite resumir los datos de estudio.

La tabla 3.1 muestra los estadisticos descriptivos como la media, la desvia-
cién tipica, el valor méximo y el valor minimo. Cabe destacar también que de
los 108 datos que posee la muestra, hay algunos registros incompletos, haciendo
que solo se pueda trabajar con 75 reptiles de los 108 muestreados.

Previo a realizar cualquier estimacién, normalizamos todas las variables
continuas, es decir, para cada variable distinta de Y y de L y para cada dato, se
resta el valor de la media y se divide por la desviaciéon tipica de cada variable.

Comparacién de Modelos

Para intentar encontrar el mejor modelo, se realizan comparaciones entre
modelos con diferentes variables. Como criterio de decision se utiliza el AICq,
pues el nimero de datos completos es n = 75 y el nimero de variables predictoras
es p = 16, por tanto, % = 4.6875 < 40, indicando que se debe utilizar AIC¢
como medida comparativa para obtener mejores resultados.

Comparar todos los modelos posibles es una tarea complicada, pues el con-
junto de datos presenta un alto niimero de variables de estudio (hay 2! = 65536
modelos posibles). En este tipo se situaciones, es recomendable tomar algunos

subconjuntos de variables que puedan ser de interés estudiar, agrupandolas por
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grupos o revisando la significacién. Se toman las siguientes agrupaciones de va-
riables:

= Nulo: El modelo sin ninguna variable.
= Completo: El modelo con todas las variables.
= Solo Sig.: El modelo con solo las variables significativas del modelo completo.

= Fxperto: El modelo con las variables sugeridas por un experto en el tema y
uno de los autores del articulo [3].

= Hosmer-Lemeshow: En la literatura, una propuesta que recomiendan estos
autores es tomar solo las variables del modelo completo con significacion
menor que 0.25.

»  Solo Morfologicas: El modelo con solo las variables morfolégicas.

= Solo Comportamiento: El modelo con solo las variables de comportamiento.

»  Solo Reflectancia: El modelo con solo las variables de Reflectancia.

Los resultados de las comparativas utilizando AICo y A; se pueden obser-
var en la tabla 4.7.

Modelo AICe | A
Nulo 105.693|33.079
Completo 72.614 [17.951
Solo Sig. 57.449 | 2.390
Experto 96.866 |39.702

Hosmer-Lemeshow | 55.059 0

Solo Morfoldgicas |133.917|77.088
Solo Comportamiento| 90.422 (35.234

Solo Reflectancia |113.329(56.273

Tabla 4.7. Alguna de las métricas

Analizando la tabla, los modelos a considerar son el modelo con solo las
variables significativas del modelo completo y aquel con las variables con signi-
ficaciéon menor a 0.25, utilizando el criterio de Hosmer y Lemeshow. De entre
ellos, se va a elegir este ultimo, pues es que que menor valor de AIC¢ tiene.

El mejor subconjunto de variables

Este modelo, como se indico en la seccién anterior, toma las variables del
modelo con significacion menor a 0.25. Estas variables son: My, My, My, My,
Co, C3, Cy y Rs.

En la tabla 3.3 se pueden ver los resultados de las métricas, en la tabla 3.4
la prueba Omnibus y en la tabla 3.5 los valores estimados y la significacion y los
intervalos de confianza de Wald al nivel de confianza de 0.95.
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Métrica Valor
Devianza 36.460
Devianza escalada 66.776

Chi-cuadrado de Pearson| 36.036
Max Log-Verosimilitud [-18.230

AlIC 54.460
AlICc 57.229
BIC 75.317

Tabla 4.8. Métricas de bondad de ajuste

Test |Significacién
Omnibus| < 0.001

Tabla 4.9. Prueba de Omnibus

Variable|Valor estimado|Significacién del test de Wald|Intervalo de Confianza
Bo -0.383 0.368 [-1.218, 0.452]
B2 0.133 0.841 [-1.169, 1.435]
Bs 1.773 0.011 [0.398, 3.148]
Ba 0.487 0.255 [-0.352, 1.326]
Bs -1.302 0.016 [-2.362, -0.243]
Bo 1.714 0.003 [0.573, 2.855]
B1o 1.773 0.007 [0.599, 3.779]
Bi1 0.487 < 0.000 [-7.441, -2.711]
Brs -1.302 0.020 [0.184, 2.110]

Tabla 4.10. Test de Wald e intervalo de confianza al 0.95

Observando sobretodo la ultima tabla 3.5 y tomando solo las variables
significativas, se puede concluir que el mejor modelo estimado obtenido para

medir estos datos es el siguiente:

m = BsMsy + Bs My + BoCo + 510Cs + B11Cy + BisRs

Sustituyendo los valores de las estimaciones, se tiene el siguiente modelo:

m = L.773My — 1.302My + 1.714C5 + 1.773C's + 0.487Cy — 1.302R5

emn

le—l—e’?l

Diagnéstico de Hipdtesis

Por tltimo, se va a estudiar si el modelo cumple con las hipdtesis de los
Modelos Lineales Generalizados, para ver los posibles defectos que puede tener
el modelo.
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La distribucion es correcta, pues al ser una variable binaria, la distribucion
no puede ser otra que una Bernoulli. También se han solucionado los proble-
mas de escala que pueden tener las covariables normalizéndolas al principio del
analisis.

Para analizar la independencia, se realiza una grafica con los residuos de
Pearson del dato ¢ como eje x y los del dato ¢ — 1 como eje y.

4,000
3,000 @

2,000

1,000 ‘

o° & 3% o ° e
3,000  -2,000 © -1,008 *° 000 1,000 2,000 3,000 4,000
° ® 1000
°®
e 2,008

-3,000
Figura 4.1. Gréfico de Independencia

En la figura 4.1 se puede observar que no presenta ningun tipo de patrén,
por tanto, se puede asumir que se cumple la independencia.

Para comprobar la homocedasticidad y la funcién de enlace se contrastan
los residuos de devianza con los predictores lineales. En la figura 4.2 se pueden
observar los resultados.

Cuanto mas cerca estén las curvas con mayor densidad de puntos, mejor es
el modelo. En esta ocasion estan suficientemente cerca para considerar el modelo
bastante bueno.

Para detectar valores atipicos, se realiza una gréfica con los valores de
importancia de los datos y sus respectivas distancias de Cook. En la figura 4.3
esta representado.

Los valores anémalos son los que se encuentran en la parte de arriba a
la derecha de la grafica. Se puede ver que hay un valor atipico con bastante
importancia. Si se intenta eliminar surgen otros valores anémalos con mayor
distancia de Cook. Luego, no se van a realizar modificaciones en los datos y se
va a asumir esta deficiencia del modelo.
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Figura 4.2. Residuos de devianza en funcién de los predictores lineales
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Figura 4.3. Importancia o influencia de los datos frente a la distancia de Cook

4.4.2. Parte II
Estadistica Descriptiva

Al igual que en la primera parte, se inicia el estudio de los datos de la
segunda con estadistica descriptiva, con objetivos de realizar un resumen de los
datos, asi como intentar buscar datos atipicos.

En la tabla 3.6 se pueden observar los valores de los estadisticos, para
cada una de las variables. En esta ocasién, de los 108 individuos tomados, solo
2 de ellos tienen datos incompletos, por tanto, se toman en la estimacion 106
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Variable|Datos completos|Minimo|Méaximo|Media|Desviacion Tipica
Y 108 0 1 0.50 0.502
L 108 1 2 1.46 0.501
C 108 0 1 0.50 0.502

M, 107 1.9000 | 2.1300 |2.0640 0.0371
Mo, 108 1.4000 | 1.8800 [1.6813 0.1047
Ms 108 1.1900 | 1.3600 [1.2972 0.0351
My 108 1.1600 | 1.3400 [1.2672 0.0378
Ms 107 1.5200 | 1.6800 [1.6011 0.0347
Ms 108 1.5200 | 1.8400 [1.7032 0.0900
Ch 108 0.0000 | 0.3190 |0.0568 0.7206
C> 108 0.0000 | 0.8861 |0.3657 0.2377
Cs 108 0.0000 | 1.1071 |0.1733 0.2624

Tabla 4.11. Estadisticos basicos

lagartos. Al igual que en la primera parte, tampoco se observan valores altos de
la desviacion tipica, lo que puede indicar que los datos no poseen valores atipicos

La tabla 3.1 muestra los estadisticos descriptivos como la media, la desvia-
ciéon tipica, el valor maximo y el valor minimo. Cabe destacar también que de
los 108 datos que posee la muestra, hay algunos registros incompletos, haciendo
que solo se pueda trabajar con 75 reptiles de los 108 muestreados. Tampoco se
observan altos valores de la desviacion tipica, lo que puede indicar que no poseen
datos extremos.

También se realiza una normalizacién de las variables continuas (en esta
ocasién, de todas menos Y, L y C') como en la primera parte.

Comparacién de Modelos

Se adopta una estrategia similar a la primera parte, dado que el ntimero
de datos completos es n = 106 y el nimero de variables predictoras es p = 11,
% = 9.6364 < 40, se toma la métrica de AICc como medida comparativa para
encontrar el mejor modelo.

Ocurre una situacién similar a la primera parte, donde el nimero de mo-
delos posibles (es 2! = 2048) sigue siendo bastante elevado para compararlos
uno a uno. Sin embargo, como interesa ver si la variable crema influye o no en
el estudio, se realizan las agrupaciones una variante con la variable crema y otra
sin. Las agrupaciones tratadas son las siguientes:

= Nulo: El modelo sin ninguna variable.
= Completo: El modelo con todas las variables.

= Faxperto: El modelo con las variables sugeridas por un experto en el tema y
uno de los autores del articulo [3].

s FEzperto + Crema: El modelo con las variables sugeridas por el experto junto
con la variable crema.
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= Hosmer-Lemeshow: En la literatura, una propuesta que recomiendan estos
autores es tomar solo las variables del modelo completo con significacién
menor que 0.25.

= Morfoldgicas: El modelo con solo las variables morfoldgicas.

s Morfologicas + Crema: El modelo con las variables morfolégicas y la variable
crema.

= Comportamiento: El modelo con solo las variables de comportamiento.

s Comportamiento + crema: El modelo con las variables de comportamiento y
la variable crema.

Los resultados de las comparativas utilizando AICs y 4A; se pueden obser-
var en la tabla 3.7.

Modelo AlICe | A
Nulo 148.948(22.349
Completo 142.563|15.964
Experto 142.519{15.920

Experto + Crema 137.457|10.858
Hosmer-Lemeshow 126.599| O
Morfolégicas 159.412|32.813
Morfolégicas + crema |148.953|22.354
Comportamiento 134.665| 8.066
Comportamiento + crema|128.451| 1.852

Tabla 4.12. Alguna de las métricas

Analizando la tabla 3.7, se puede revisar que muchos de los modelos tienen
mejor AIC¢, si se tiene en cuenta la variable Crema. Ademads, no se incluyo
el conjunto de las variables solo significativas pues la tnica que lo era era la
variable Crema, dando mas indicaciones de que esta puede ser relevante en el
analisis de la categoria de ganador-perdedor.

Por otra parte, el modelo con mejor valor de AIC¢ es aquel con las variables
con significacién menor a 0.25, usando de nuevo la recomendacién de Hosmer y
Lemeshow.

El mejor modelo

El conjunto de variables consideradas para este modelo son aquellas con
significacién menor a 0.25 dentro del modelo completo. Estas variables son C
(variable crema) y Cs.

En la tabla se pueden ver los resultados de las métrica, en la tabla la prueba
Omnibus y en la tabla los valores estimados y la significacion y los intervalos de
confianza de Wald a nivel de confianza de 0.95.
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Métrica Valor
Devianza 13.073
Devianza escalada 19.143

Chi-cuadrado de Pearson| 12.975
Max Log-Verosimilitud |-16.301

AIC 38.602
AlICc 38.833
BIC 46.648

Tabla 4.13. Métricas de bondad de ajuste

Test |Significacién
Omnibus| < 0.001

Tabla 4.14. Prueba de Omnibus

Variable|Valor estimado|Significacién del test de Wald|Intervalo de Confianza
Bo -0.699 0.007 [-1.206, -0.191]
52 1.234 0.001 [0.532, 1.936]
Bix -0.911 0.000 [-1.391, -0.431]

Tabla 4.15. Test de Wald e intervalo de confianza al 0.95

De estas tablas se puede concluir que el mejor modelo estimado para la
segunda parte del estudio es:

N2 = Bo + 520 + £11C5

Sustituyendo los valores de las estimaciones, se tiene el siguiente modelo
estimado:

s = —0.699 4 1.234C + —0.911C} (3.2)
. 6772
= T em

Diagnéstico de Hipdtesis

La ultima parte del estudio es la verificacién de las hipdtesis de los Modelos
Lineales Generalizados, para determinar posibles fallas en el modelo.

La distribucion es correcta, pues al ser una variable binaria, la distribucion
no puede ser otra que una Bernoulli y se han normalizado las covariables para
solucionar los posibles problemas de escala.

Vemos la independencia con la gréafica de los residuos de Pearson del dato
7 como eje x y los del dato 2 — 1 como eje y.
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Figura 4.4. Gréafico de Independencia

En la figura 4.4 se puede observar una leve tendencia de los datos hacia
arriba a la izquierda. Esto indica problemas en la independencia y se requiere
de la aplicacion de herramientas como las vistas en 3.2.1.

A continuacién, se contrastan los residuos de devianza y los predictores li-
neares estimados para verificar que los datos son homocedéasticos y que la funcién
de enlace es correcta. En la figura 4.5 se pueden observar los resultados.
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Figura 4.5. Residuos de devianza en funcién de los predictores lineales
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En esta ocasion, en la figura 4.5 las curvas son casi paralelas, por tanto,
pueden haber o problemas con la homocedasticidad o con la funcién de enlace.

Por 1ltimo, se detectan los valores atipicos comparando la distancia de
Cook con la influencia de las observaciones. En la figura 4.3 esta representado.

Distancia de Cook

Lo

oo a0 B LN -R -1 ]

o0 40 =0 =0

Valor de influencia

Figura 4.6. Importancia o influencia de los datos frente a la distancia de Cook

Sin embargo, se puede ver que no presenta datos anémalos. Aunque haya
un dato con Distancia de Cook bastante elevada, no influye lo suficiente como
para ser una observacion atipica.

4.5. Resultados

De los analisis realizados en las secciones anteriores, se pueden concluir
varios aspectos:

= Respecto de la parte I, se ha definido un modelo que verifica las hipotesis de
los GLM y tiene buenas métricas de bondad de ajuste. Por tanto, el mejor
conjunto de variables encontrado, que afecta significativamente a la variable
Y es: My, My, Cy, C3, Cy v Rs. Utilizando las definiciones del inicio del
capitulo, se puede decir que la victoria del reptil viene condicionada por la
morfologia (por la masa corporal y por la longitud de la extremidad anterior),
por el comportamiento (por las frecuencias relativas de sacar la lengua, de
mordidas y de sacudir la cola), y por la reflectancia (con la longitud de onda
maxima).
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= La segunda parte del estudio, el modelo con el mejor subconjunto de varia-
bles toma buenos valores en sus medidas de bondad de ajuste. Sin embargo,
muchas de las hipdtesis del modelo no las cumple. A pesar de no poder de-
finir un modelo suficientemente bueno, viendo los modelos de prediccién, se
puede decir que al anadir la variable de la crema solar, las métricas mejoran
considerablemente. Por tanto, esta variable condiciona bastante las victorias
de los lagartos.



Conclusiones

En esta memoria de trabajo de fin de master se ha llevado a cabo una
aproximaciéon a los Modelos Lineales Generalizados. Se han mostrado aspectos
tedricos, como la estructura tripartita del modelo, las particularidades de cada
componente, propiedades y funciones basicas, y un algoritmo que permite el
calculo aproximado de los estimadores de maxima verosimilitud de los pardme-
tros.

Ademas, se han desarrollado diversas métricas que permiten la comparacién
entre modelos. Estas medidas son de diferentes tipos, como la Devianza que se
basa en la log-verosimilitud, o el criterio de informacién de Akaike inspirado en
la teoria de la informacion. En esta seccién, también se indicaron algunos tests
de hipotesis e intervalos de confianza tutiles para poder verificar la significacién
de los parametros del modelo.

Tras la eleccion del mejor conjunto de variables, se consiguié indicar al-
gunos criterios y gréaficas que permiten ver de manera intuitiva la veracidad de
las hipdtesis del modelo, indicando algunos articulos de la bibliografia para los
lectores que busquen criterios méas avanzados como tests de hipdtesis y otras
métricas que permitan un diagnéstico significativo.

Por 1ltimo, se aplicaron con éxito los conceptos explicados a datos reales
provenientes de un estudio importante del comportamiento de los reptiles. Era de
especial interés identificar qué variables eran las que mas influia en las victorias
de los del mostrando los diferentes objetivos a cumplir, un modelo para cada
objetivo y la aplicacién de las metodologias y las conclusiones correspondientes.

En esta memoria, es muy dificil capturar todas las particularidades de los
Modelos Lineales Generalizados (GLM). Actualmente, existen una gran variedad
de algoritmos y de procedimientos para estimar los coeficientes del modelo y
realizar inferencia en las estimaciones. Otras limitaciones en el estudio han sido:
no tener en cuenta la presencia de sobredispersion en el conjunto de datos (
suceso que altera los resultados de las estimaciones), tampoco se desarrollaron
métodos de estimacién del pardmetro de dispersién del GLM (siempre se ha
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asumido que se conoce) y seria esencial profundizar en un andlisis tedrico que
explore la influencia del sobreajuste y el subajuste el los resultados del modelo.

A pesar de estas limitaciones, se ha conseguido mostrar una teoria bastante
completa y aplicable en muchos de los casos reales donde se puedan utilizar este
tipo de modelos.
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