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Abstract

The aim of this final degree project is to serve as an introductory tool for
the study of string theory. This theory requires knowledge that is not entirely
accessible to undergraduate physics students, so we will not dive deeply into
each concept but rather provide a general overview to understand the theore-
tical framework governing this theory. In fact, this work will focus solely on
bosonic string theory, excluding fermions and, therefore, supersymmetry and
superstrings as they are part of more advanced theories.

We will begin by defining the principle of least action through several exam-
ples that will help illustrate the importance of this methodology for analyzing
the dynamics of a system. The first object we will study is the classical string,
for which we will derive the equation of motion from its action. Next, we will
do the same with the relativistic point particle, which will allow us to observe
some properties that will later appear in the case of the relativistic string. This
type of string is the object that truly interests us and will be the fundamental
piece of the theory.

The dynamics of the relativistic string can be studied starting from the
Nambu-Goto action or the Polyakov action. Throughout the project, we will
examine the symmetries inherent to each action and the advantages of working
with one or the other depending on the concept being developed. We will also
demonstrate through certain operations that both actions are actually equiva-
lent. We will use the Polyakov action to define an interesting quantity in the
theory: the stress-energy tensor.

After analyzing the relativistic string, we will proceed to the quantization of
the string. This quantization can be carried out using two methods: canonical
quantization and light-cone gauge quantization.

For canonical quantization, we will need to promote the coordinates field
which we have been working with classically to an operator in the correspon-
ding Hilbert space. Then, we define the ground state and the quantum theory
begins to develop with the help of the Virasoro algebra. Using this quantization
method, we will encounter negative-norm states known as 'ghost states’. One of
the challenges of canonical quantization is the elimination of these ghost states.
Additionally, we will see how the number of dimensions of the theory emerges,
which turns out to be 26 dimensions.

In the case of light-cone gauge quantization, we will quantize the theory
in such a way that these negative-norm states are not predicted, but with
the disadvantage that our theory will no longer be manifestly invariant under
Lorentz transformations. We will define the light-cone coordinates in terms of
the spacetime coordinates in which our bosonic string is moving and ensure that
the same conditions we had in the classical theory still hold. This quantization
allows us to analyze the mass spectrum of open and closed strings, where we
find states corresponding to particles such as the tachyon, graviton, and dilaton.
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Introducciéon

Uno de los grandes objetivos en la historia de la fisica ha sido siempre la uni-
ficacién. A lo largo del siglo pasado, se invirtieron grandes esfuerzos en desarrollar
teorias que combinasen dreas profundamente investigadas como lo era el electromag-
netismo con nuevas ramas de la fisica que surgieron durante esta etapa, como es el
caso de la mecdnica cuantica. Asi fueron apareciendo teorias como la electrodindamica
cuantica, que explica el comportamiento del electromagnetismo a nivel cuéantico, o
la teoria electrodébil, que acopla la electrodindmica cuantica y la interaccién nuclear
débil. A principios de la década de 1970, se consiguié agrupar la teoria electrodébil
con el modelo que describe la interaccion nuclear fuerte: la cromodinamica cuantica,
consiguiendo una teoria que incluye tres de las cuatro interacciones fundamentales
del universo conocida como el Modelo Estandar de la fisica de particulas.

El Modelo Estandar clasifica todas las particulas elementales conocidas hasta el
momento y ha demostrado su éxito en repetidas ocasiones al predecir numerosos resul-
tados que han sido evidenciados experimentalmente. El hecho de que no se le considere
como una Teoria del Todo (TOE por sus siglas en inglés: Theory of Everything) radica
precisamente en esa cuarta interaccién que no es capaz de incorporar: la gravitacion.
Cuando se intenta describir la gravedad con una teoria cuantica de campos se pro-
ducen teorias no renormalizables, es decir, aparecen divergencias que se traducen en
un fracaso de la cuantizacion de la gravedad. Este es uno de los grandes problemas a
los que se enfrenta el Modelo Estandar, no obstante, no es el tinico. La teoria no es
capaz de explicar la razon de la existencia de tres generaciones de quarks y leptones,
ni el origen de sus masas o la jerarquia aparente entre las mismas. Ademas, contie-
ne 19 parametros arbitrarios fijados de manera que las predicciones se ajusten a los
resultados experimentales. También es importante destacar que no da explicacién de
fenomenos como la materia oscura o la energia oscura, ni de la prevalencia de materia
sobre antimateria en el universo.

Debido a éstas y otras varias cuestiones importantes sin resolver, la meta final de
la fisica tedrica sigue siendo la bisqueda de una teoria que consiga unificar las cuatro
interacciones fundamentales y de la cual emerjan todas las respuestas a estos proble-
mas. Desde finales del siglo XX hasta dia de hoy se han propuesto numerosas Teorias
del Todo, siendo la teoria de cuerdas la principal candidata para lograr describir la
fisica que gobierna la realidad.

El presente trabajo pretende ser una recopilacion bibliografica de diversas fuentes,
organizada y planteada de manera que sea accesible para estudiantes del Grado en
Fisica y que otorgue un conocimiento elemental de los fundamentos sobre los que se
construye la teoria de cuerdas. La profundizacién y el completo entendimiento de este
campo requiere de herramientas que no se encuentran al alcance del nivel del grado,
por lo que el objetivo de esta memoria es proporcionar una visiéon general del marco
tedrico en el que se basa la teoria y servir como punto de partida para un estudio
avanzado de la misma. Por estos motivos, se encontraran en cada capitulo referencias
a distintos documentos o libros de donde han sido extraidos los desarrollos llevados
a cabo, reduciendo mi aportacién unicamente a la agrupacion y explicacion de los
conceptos y concediendo el mérito a los autores originales de dicha bibliografia.



1. Principio de Minima Accién

We will state the principle of least action and derive the Euler-Lagrange equa-
tions for mechanical systems, extending it to the case of fields. We will apply the
principle to obtain some important equations in physics, such as Einstein’s equa-
tions and the wave equation for a string, which we will use later on.

A lo largo de esta seccién, se seguird el desarrollo encontrado en la referencia [IJ.
La formulaciéon mas general de la ley que gobierna el movimiento de los sistemas
mecanicos es el principio de minima accién o principio de Hamilton. De acuerdo a
éste, si un sistema ocupa en los instantes t; y t, unas posiciones definidas por dos
conjuntos de coordenadas ¢M) y ¢, entonces el sistema se mueve entre esas posiciones
de manera que la integral .

2
S = / L(q,q,t)dt (1.1)
t1

toma el minimo valor posible. En realidad, el principio de minima acciéon establece
que la integral debe ser un minimo sélo para longitudes infinitesimales del camino de
integracién. Para caminos de longitud arbitraria, S debe ser un extremo, no necesa-
riamente un minimo. La funcién £(q, ¢, t) es el lagrangiano que caracteriza el sistema
y la integral S es conocida como la accion. La particularidad de que el lagrangiano
contenga tUnicamente ¢ y ¢, pero no las derivadas de orden superior, refleja el he-
cho de que el estado mecédnico del sistema esta completamente definido cuando las
coordenadas y las velocidades estan dadas.

Procedamos a derivar ahora las ecuaciones diferenciales que resuelven el problema
de minimizar la integral S. Por simplicidad, asumiremos primero que el sistema tiene
sélo un grado de libertad, de modo que sélo se debe determinar una funcién ¢(t).

Sea ¢ = ¢(t) la funcién para la cual S es un minimo, entonces S aumenta cuando
q(t) se reemplaza por cualquier funcién de la forma

q(t) + dq(t)

donde dq(t) es una funcién que es pequenia en todas partes en el intervalo de tiempo
desde t; hasta t5. A d¢(t) se le conoce como la variacién de la funcién ¢(t). Dado que
para t = t; y para t = t,, todas las funciones q(t) + dq(t) deben tomar los valores ¢!
v ¢? respectivamente, se sigue que

La variacién en S se puede escribir como

to
5S = 5/ L(q,4,t) dt

t1

2oL oL
5= [ (Lo Lsi) an
4 \0q 1 dq 1



Efectuando la integracién por partes en el segundo término y usando las condiciones

de contorno, obtenemos
290 doL
= —_— - —— dt.
- / (aq dt aq‘) K

Para que S tenga un minimo, la variacion debe ser cero para cualquier dq, lo que
implica que la integral debe ser cero. Esto es posible tinicamente si el integrando es
cero, lo que lleva a la ecuacién de Euler-Lagrange:

doL oL
== 1.2
dt ¢  Oq (12)

Cuando el sistema tiene més de un grado de libertad, las diferentes funciones g;(t)
deben variarse independientemente en el principio de minima accién, obteniéndose
asi las ecuaciones:

doL oL 0

%3% a 0q; -

(1=1,2,...,s).

Podemos ahora generalizar la ecuacién (1.2) para el estudio de campos conside-
rando una funcién del espacio-tiempo ¢(r,t). El lagrangiano en este caso depende
de ¢ y de sus derivadas parciales L[p(r,t),dp/0r,dp/0t] y tenemos, por tanto, la

siguiente accion:
4
— _Cr" _Cr’é ) 1.
S /C(gp, - t)d$ (1.3)

Para encontrar las ecuaciones de movimiento, consideramos una variacion de ¢ y
calculamos la variacién de S:
© = ¢+ 09,

oL oL Op oL Op 4
55 | (555 a6 * e ar))

Podemos reescribir S teniendo en cuenta las siguientes relaciones:

5 (8_90) _Aptdp) v (6‘_s0+ 8(&0)) 0y _ 0(9p)

Or or or Or Or or  Or
Do, 0(0yp) Do, 0(dyp)
5(5) =5 5(@) =5
obteniendo de esta manera:
B oL oL  9(dyp) oL 0(6p)\ 4
05 = / (&p‘s“‘)* dopion) o awgjen o ) 1T

Aplicamos integracion por partes a los términos espacial y temporal:
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Como en el caso anterior, el término de frontera se anula bajo la suposicion de que
dip es cero en los limites del dominio de integracion, por lo que:

[ e = [ & (o) e

De igual modo, para el término temporal se tiene:
oL 0(0p) 4 9 oL 0 / 0 oL 4
d'x= % — | = =———= ) dpd'x.
/ d0p/ot) ot ¢ o007 ) o ) 0t \O(0p/0t) ) ¥

| s7a =[5 (%) o da

Incorporando ambos términos, la variacion de la accién resultante es:

Si minimizamos esta acciéon para cualquier dp, obtenemos las ecuaciones de Euler-
Lagrange para campos:

1.1. Ejemplos del Principio de Minima Acciéon en fisica

El principio de minima accién es una herramienta clave para la construccion de
teorias, ya que permite desarrollar el estudio de un sistema mecanico partiendo de
un elemento base: la accién implicada en su movimiento. Siguiendo este principio,
se pueden obtener ecuaciones que fueron originalmente formuladas empleando otras
técnicas, lo que parece indicar que forma parte de los cimientos sobre los que se
erigen las teorias de la mecanica. Este método ha sido particularmente importante
en la teoria de cuerdas, donde las acciones de Nambu-Goto y de Polyakov permiten
explorar las propiedades dindamicas y cuanticas de las cuerdas. Nos adentraremos en
el estudio de dichas acciones en los capitulos posteriores.

En estos nuevos apartados, analizaremos una serie de ejemplos que ilustran cémo
esta metodologia puede aplicarse para obtener algunas de las ecuaciones mas impor-
tantes de la fisica. Demostraremos como la accién y la densidad lagrangiana de cada
caso especifico nos conducen, a través del principio de minima accién, a las expresiones
que caracterizan la dinamica de los distintos sistemas.



1.1.1. Ecuacion de onda

La ecuacién de onda describe como se propagan las ondas en un medio, y podemos
obtenerla considerando la densidad lagrangiana de una cuerda ideal en vibracién [2]:

L= (0P ~T@0)),

donde v (z, t) describe el desplazamiento de la cuerda, p es la densidad lineal de masa,
y T es la tension de la cuerda.
La accién S esta dada por:

S:/ﬁ&x:/%@wwf—ﬂ@w%&m

Para obtener las ecuaciones de movimiento, aplicamos el principio de minima
acciéon, que establece que la variacién de la accién es cero:

05 =0.

Calculamos la variacién de la accion respecto a v:

55 = / (P(Ou)5(D) — T(0)3(0,0)] d'x.

Dado que §(0p)) = 0;(0v) y 6(0,1¢) = 0.(d), podemos reescribir la variacion de

la accién como:

55 = / [p(0)0(6) — T(D0)u(6)] d.

Aplicamos integraciéon por partes a ambos términos. Consideremos primero el
término temporal:

/ p(0)04(50) dx = [p, ((9)50)]

I o
rontera

El primer término, como ya hemos visto, se anula debido a la ausencia de variaciones
01 en los extremos del dominio de integracion:

=0.

frontera

(00, ((0c)o0))]

Por tanto, tenemos:

/P(atw)at(&/f) d'z = —/p(afw)éw d*z.

De manera similar, para el término espacial:

/—T(ﬁxw)ﬁx(&/}) d'r = —[T0, ((9,1)01)]

+/ﬂ£ww&x

frontera



En este caso encontramos dos tipos de condiciones de contorno: extremos de la cuerda
fijos y derivadas espaciales nulas. Es decir, este término puede anularse o bien por la
ausencia de variaciones en los extremos o bien porque las primeras derivadas espaciales
sean cero. En cualquier caso se tiene:

frontera

Entonces:
[T ds = [T

Sumando ambos términos, la variacién de la acciéon se convierte en:
55:/W—M¥¢ﬁ¢+?ﬁﬁw&ﬂ#m

Para que 0.5 = 0 para cualquier §1, el integrando debe ser cero, obteniendo asi la

ecuacién de FEuler-Lagrange:
pdih — T = 0.

Reescribimos esta ecuacién en una forma mds familiar:

oy 0%
92 Car Y

donde ¢ = \/% es la velocidad de propagacién de la onda en la cuerda.

1.1.2. Ecuaciones de Einstein

Las ecuaciones de Einstein también pueden derivarse del principio de minima
accion aplicando la variacién a la integral de la densidad lagrangiana del campo
gravitatorio, también conocida como la acciéon de Hilbert-Einstein [3]:

1
S:ﬂ/R\/_gd4$+/£matter\/_gd4$a

donde R es el escalar de Ricci, K = 87, g es el determinante del tensor métrico g,,,,
v Lnatter €S la densidad lagrangiana de la materia.

Para obtener las ecuaciones de Einstein, consideramos la variacién de la accion
con respecto al tensor métrico g,

1
65 = %/(5(R\/—g) d4x+/(5(£matter\/—g) diz.
Primero, calculamos la variacién del término /—g:

1
5( V _g) = 5 \% _gguy(sg/u/'

Entonces, la variacion de R\/—g se convierte en:
1
d(Rv—g) = Ré(v/—g) +V/—g0R = RE\/—gg’“QSgW + v/ —goR.
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Para la variacion del escalar de Ricci R, utilizamos:
OR = g"0R,, + R,,09".

La variacién del tensor de Ricci R, se puede expresar en términos de la variacion
del tensor métrico como:

5R,, = V0T, — V,00,

A

donde 6T es la variacién de la conexién de Levi-Civita. Esta variacién estd dada
v
por:

1
5F2u = Eg)\g (Vuagucr + vu(sg;w - Vaéguu) .

Sustituyendo 0T, en R,

1 1
OR,, = V) (59”7 (Vib9uo + Vi0gus — Va(?gw)) -V, <§g”’ (VA0guo + Voogun — Vﬁgxo)) :
Después de simplificar y combinar términos, obtenemos:
SR = g™ (VaVgu — V,.V6g,,) .

Asi, la variacién de Ry/—g se convierte en:

1
5(R\/ _g) =v—yg (R/u/ - §Rguu) 5.9“” + Vv _ggwj (v)\vA(Sg/u/ - vuv)\dgu)\) .

Aplicando integracién por partes y descartando los términos de frontera, la tltima
parte se anula, dejando:

1 1
08 = — / V=9 | Ruw — zRgu ) 69" d*z.
2K 2
Para incluir la contribucién de la materia, variamos el término L atterv/—9:

5£ma er 1 v
5(£matter\/ _g) =Vv—4g (Tttég;w + §»Cmattergu 69m/) .
uv

donde el segundo término proviene de la variacion del determinante del tensor métrico
\/—¢ con respecto a g,,, mencionada al inicio del desarrollo.
La densidad lagrangiana de la materia contribuye al tensor energia-momento 7,

nz
definido como:
T _ 2 5( V _g‘cmatter)
T VEg o g

Finalmente, combinando ambas variaciones, la variacién total de la accién es:

1 1 1
0S8 = /\/—g <% (R,W — ERQW) — §TW) SgM dx.

Para que 65 = 0 para cualquier dg"”, el integrando debe ser cero, lo que nos lleva
a las ecuaciones de campo de Einstein:

1
RMV — §ng/ = KTMV.



1.1.3. Ecuacion de Klein-Gordon

La ecuacién de Klein-Gordon describe la dindmica de un campo escalar ¢ con
masa m. Esta ecuacion es fundamental en la teoria cuantica de campos y se puede
derivar del principio de minima accién aplicando la variacién a la acciéon asociada a
un campo escalar libre [4]:

L= % (0,90" ¢ — m?¢?) .

La accién correspondiente es:
S = /£d4x_/ 090" — m*¢”) d*
Calculamos la variacién de la accion respecto a ¢:
08 = / E (0,00"(6¢) + 0"¢0,(5¢) — 2m° )
Podemos simplificar la variacién usando que 0,,(6¢) = 6(0,¢):
§S = / [0,00"(6¢) — m*¢é¢| d*x

Usamos integracién por partes en el término 9,¢0"(0¢), suponiendo que las va-
riaciones d¢ son cero en la frontera del dominio de integracién:

/ 0,00"(5¢) d*x = [0, (0"¢33)] / 0,0"¢5¢ d*x.

frontera

Al anularse el término de frontera resulta:
/ 9,00"(6¢) d*x = — / 9,0"pd¢ d*x.

Por lo tanto, la variacion de la accion se convierte en:
5S = / [—0,0"pd¢ — m*¢d¢) d'x

Para que 05 = 0 para cualquier d¢, el integrando debe ser cero, obteniendo asi la
ecuacion de Euler-Lagrange:

—0,0"p —m*¢ = 0.
Esta ecuacién se conoce como la ecuacion de Klein-Gordon:
(O +m?)é =0,
donde [0 = 9,0" es el operador de d’Alembert.
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1.1.4. Ecuacion de Dirac

La ecuacion de Dirac describe la dindmica de particulas fermionicas, como es el
caso de los electrones. Esta es otra de las ecuaciones mas relevantes en la teoria
cudntica de campos y también se puede derivar del principio de minima accién [5].

La densidad lagrangiana para un campo de Dirac v es:

L= @E(Z’ryuau - m)¢7

donde 1) = 14? es el conjugado de Dirac y v* son las matrices gamma.
La accién correspondiente es:

o= / fde = / V("0 — m)pd'a.
Calculamos la variacién de la accién respecto a 1) y 1
05 = / [09(i9"8, — M) + Y (iv" 0, — m)dY] d'a.

Para que la variacién sea cero para cualquier 01, el término dentro del integrando
debe ser cero:
(iv*0, —m)y = 0.
De manera similar, la variaciéon respecto a ¢ da:

Y(iy"0, —m) = 0.

Estas expresiones son la ecuacién de Dirac y su conjugada, y caracterizan el mo-
vimiento de los fermiones en la teoria cuantica de campos.



2. La cuerda clasica

We will study the motion of a classical string starting from the equation de-
rived in the previous section. Additionally, we will analyze the relativistic point
particle and its action to observe the similarity it has with the relativistic string
and the properties they share.

Antes de adentrarnos en el caso de la cuerda relativista, es conveniente llevar a ca-
bo un pequeno estudio de la cuerda clésica con el objetivo de comprender plenamente
su dinamica y poder aplicar y extrapolar este conocimiento a la situacion general que
abordaremos en la siguiente seccion. Por ahora, trataremos con cuerdas que tienen
masa y tensién y que pueden vibrar tanto transversal como longitudinalmente. Para
el desarrollo de este capitulo se ha seguido la referencia [2].

Consideremos una cuerda de longitud L con densidad de masa por unidad de
longitud pg y tensién Tj. Las oscilaciones transversales de la cuerda se describen por
la ecuacién de movimiento que hemos derivado en la seccién ;

o’y T 0%y

Hoge = 09,2

Dividiendo ambos lados por pg y definiendo vy = 4 /%, obtenemos la ecuacion de
onda clasica:

Py _ 2%

a2~ 052’

donde vy es la velocidad de propagacion de las ondas transversales en la cuerda.
Para una cuerda con extremos fijos, las condiciones de frontera son:

(2.1)

y(t,0) = y(t,a) = 0.

Las condiciones iniciales tipicas incluyen la posicién y la velocidad inicial de cada
punto en la cuerda:

y0.2) = 1), 90(0,2) = g(a),

donde f(z) y g(x) describen la configuracién inicial y la velocidad de la cuerda,
respectivamente.
Las soluciones a la ecuacion de onda para una cuerda con extremos fijos se pue-

den expresar como una serie de modos normales. Cada modo tiene una frecuencia
especifica dada por:

nmTug

L )
donde n es un entero positivo. Estas frecuencias corresponden a las distintas maneras
en que la cuerda puede vibrar transversalmente.

(2.2)

Wy =

10



2.1. La particula puntual relativista

Una vez descrita la dinamica de la cuerda clésica, podemos avanzar hacia otra
de las herramientas clave para construir la base de la teoria de cuerdas: la particula
puntual relativista. En esta seccién formularemos la teoria relativista que describe
una particula puntual libre de masa en reposo m > 0. Se denomina particula libre a
cualquier particula que no esta sujeta a ninguna fuerza.

La accion S, para una particula no relativista libre estd dada por la integral
temporal de la energia cinética:

1 dx
Spr = | Lopdt = [ —m2(t)dt, v=—, v=]|v| 2.3
[t = [ Gty v = o=y (2.3
La ecuacién de movimiento que se sigue del principio de Hamilton es
dv 0
d

La particula libre se mueve con velocidad constante. Sabemos que la accién S, no
es correcta en el caso relativista puesto que esta accién permite que la particula se
mueva con cualquier velocidad constante, incluso una que exceda la velocidad de la
luz (¢ ni siquiera aparece en esta accién).

Ahora construimos una acciéon relativista S para la particula puntual libre. Dado
que estamos interesados en la fisica relativista, es conveniente representar el movi-
miento de la particula en el espacio-tiempo. La trayectoria trazada por la particula
en el espacio-tiempo se llama la linea de mundo de la particula. Incluso una particula
estdtica traza una linea en el espacio-tiempo, ya que el tiempo siempre fluye.

Una accion fisicamente consistente debe producir ecuaciones de movimiento in-
variantes de Lorentz. Supongamos que un observador particular nos dice que una
particula parece estar moviéndose de acuerdo con sus ecuaciones de movimiento. En-
tonces, deberiamos esperar que cualquier otro observador de Lorentz nos diga que la
particula esta realizando un movimiento fisico, pues seria inconsistente que un obser-
vador afirme que cierto movimiento estd permitido y que otro afirme que el mismo
movimiento esta prohibido. Si las ecuaciones de movimiento se cumplen en un marco
de Lorentz fijo, deben cumplirse en todos. Esto es lo que significa la invariancia de
Lorentz de las ecuaciones de movimiento. Para garantizar esta invariancia, necesita-
mos que la accion sea un escalar de Lorentz, es decir, para cualquier linea de mundo
de una particula, todos los observadores de Lorentz deben calcular el mismo valor
para la accion.

La accién correcta para la particula puntual relativista es

S:—mc/ds.
P

donde P hace referencia a la linea de mundo y ds se conoce como intervalo relativista.
Podemos relacionar ds con dt mediante

2
ds = cdt 1_1}_

2’
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Esto nos permite escribir la accién como una integral en el tiempo:

S:—mcz/tfdtwl—v—2 (2.4)
" 2’ '

donde t; y t; son los valores del tiempo en los puntos inicial y final de la linea de
mundo P, respectivamente. De esta versién de la accién, vemos que el lagrangiano
relativista para la particula puntual es

L =—mc

El lagrangiano es igual a menos la energia en reposo por un factor relativista. Este
lagrangiano no tiene sentido cuando v > ¢ ya que deja de ser real. Por lo tanto, la
restriccién de velocidad maxima se implementa.

La invariancia ante reparametrizaciéon es una propiedad importante de la accion
de la particula puntual (2.4). Significa que el valor de la accién es independiente de
la parametrizacion elegida para calcularla. A pesar de ello, las lineas de mundo se
describen como lineas parametrizadas, por lo que la parametrizacion interviene en el
calculo de la accién.

Podemos parametrizar la linea de mundo P de una particula puntual usando un
pardametro 7 (como se muestra en la figura 1). Este pardmetro debe ser estrictamente
creciente a medida que la linea de mundo va desde el punto inicial 2" hasta el punto
final x‘]ﬁ, pero es por lo demas arbitrario. A medida que 7 recorre el intervalo [7;, 7¢],
describe el movimiento de la particula.

x' P

Figura 1: Linea de mundo parametrizada por 7.

Tener una parametrizacién de la linea de mundo significa que tenemos expresiones
para las coordenadas x* como funciones de 7:

xh = ah(T).
Dado esto, la integral en la accién se puede escribir como
i dz* dxv
S=- dry\| = ———, 2.5
me /n g T dr dr (2:5)

donde 7, es la métrica de Minkowski. Esta forma de la accién muestra claramente
su independencia de la parametrizacién y su invariancia de Lorentz.
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3. La cuerda relativista

In this section, we will delve into the dynamics of the relativistic string. We
will study the two actions used in string theory: the Nambu-Goto and the Polyakov
actions. We will examine their symmetries, the equations of motion derived from
each, and the equivalence between both of them.

Hemos visto hasta ahora el comportamiento de una cuerda clasica y de una
particula puntual relativista, conceptos que sirven ambos de preludio a nuestro obje-
tivo principal: el estudio de una cuerda cudntica relativista. Sin embargo, no podemos
adentrarnos aun en la cuantizacién de una cuerda sin revisar primero las acciones que
describen la dinamica de la cuerda relativista.

Estudiaremos las dos acciones con las que se trabaja comuinmente en teoria de
cuerdas: la accion de Nambu-Goto y la accién de Polyakov. Para ello, seguiremos los
desarrollos encontrados en las referencias [2], [6] y [7]. Naturalmente, ambas acciones
son diferentes descripciones de un mismo movimiento, por lo que resultan ser equi-
valentes. Atenderemos a las simetrias que poseen y a la estructura de cada una de
ellas, siendo conveniente escoger una u otra segin el aspecto de la teoria que estemos
considerando.

3.1. La accion de Nambu-Goto

El inicio de esta seccion es una extensién natural del anterior apartado. En lugar de
tratar con particulas puntuales, consideramos objetos unidimensionales que pueden
vibrar y moverse en un espacio-tiempo relativista.

Para el caso de la particula puntual relativista vimos que ésta traza una linea del
mundo al moverse por el espacio-tiempo. En cambio, los objetos unidimensionales
con los que tratamos ahora, las cuerdas, dibujan una superficie del mundo: la hoja
del mundo. La accién para la particula la escribimos en términos de un intervalo
de longitud, por lo que para la cuerda resulta coherente expresarla en términos de
superficie.

La primera accién que estudiaremos para la cuerda relativista, la acciéon de Nambu-
Goto, es una formulacion clésica de la teoria de cuerdas que toma como dicha super-
ficie el area de la hoja del mundo barrida por la cuerda en el espacio-tiempo.

La hoja del mundo de una cuerda se describe mediante dos parametros 7y o, donde
T representa el tiempo propio y o representa la coordenada a lo largo de la cuerda.
Las coordenadas del espacio-tiempo se expresan como funciones de estos parametros:
X*(r,0), donde p varfa de 0 a 3 en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones.

La métrica inducida en la hoja del mundo se define como:

oXH*oX"

Gan = 9w g 5gp

(3.1)

donde {* (o = 0,1) son las coordenadas 7 y 0, y g, es una métrica general del
espacio-tiempo.
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La accién de Nambu-Goto tiene la siguiente forma:

Snag = —T/deO'\/—det(Gag), (3.2)

donde T es la tensién de la cuerda y det(G,g) es el determinante de la métrica
inducida.

Simetrias de la accion de Nambu-Goto

Se observan dos simetrias importantes:

1. Invariancia de Reparametrizacién

La accion es invariante bajo reparametrizaciones de los pardmetros 7 y o. Esto
significa que cualquier cambio de variables (7,0) — (7/,0') que preserve el
orden de los puntos en la hoja del mundo no cambia la forma de la accion.
Matematicamente, esto se expresa como:

T=1(7,0"), o=o0o(r ).

Esto significa que la fisica descrita por la acciéon no depende de la eleccion
especifica de estos parametros, una propiedad similar a la invariancia de la
accion de una particula puntual relativista bajo reparametrizaciones del tiempo
propio.

2. Invariancia de Poincaré

La accion también es invariante bajo transformaciones del grupo de Poincaré,
que es una extension de las transformaciones de Lorentz que incluye el grupo
de traslaciones y rotaciones espaciales del espacio de Minkowski:

X* 5 AP XY 4

donde A es una transformacion de Lorentz y ¢ corresponde a una traslacion
constante.

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera determinan el comportamiento de la cuerda abierta en
sus extremos. Estas condiciones pueden ser de Neumann (derivadas con respecto a o
que se hacen nulas) o de Dirichlet (coordenadas fijas en los extremos). Las condiciones
de Dirichlet implican que los extremos de la cuerda estan fijos en puntos especificos
del espacio-tiempo en el que se encuentra inmersa. Este estado se interpreta como la
cuerda anclada a lo que se conoce como una D-brana.

1. Condiciones de Dirichlet

Estas condiciones se describen mediante coordenadas constantes:

X*¥r,o0=0)=X}', XM(r,0=m)=X! (3.3)
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2. Condiciones de Neumann

En las condiciones de Neumann, los extremos de la cuerda son libres de moverse,
y la derivada espacial del campo X* en los extremos es cero:

oXH oXH

do " o
Estas condiciones reflejan la libertad de la cuerda para moverse dentro del espacio-
tiempo (Neumann) o la restriccién de la misma a un subespacio fijo (Dirichlet).

Para las cuerdas cerradas, en cambio, encontramos como condicién de contorno
que la coordenada o debe cumplir periodicidad: X#(o,7) = X*(o + 27, 7).

—0. (3.4)

O=T

o=0

Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento para la cuerda relativista se obtienen variando la
accién de Nambu-Goto con respecto a las coordenadas X*(7,0). Estas ecuaciones
describen cémo la cuerda se mueve y oscila en el espacio-tiempo.

Comencemos escribiendo la acciéon de Nambu-Goto (3.2) como la integral doble
de una densidad lagrangiana L:

S = / drdo L

dado que la accién es una integral de £ sobre 7 y o, variamos S con respecto a X* y
utilizamos las derivadas de £ para encontrar las ecuaciones de movimiento.
La densidad lagrangiana es:

L=-T/— det(Gaﬁ)

y la variacién de S:

5S = / drdo (ﬁaX“ + oL 5X’“>
Xk oOX'H

Utilizando la integracién por partes y asumiendo que las variaciones 6 X* se desvane-
cen en los limites de 7, obtenemos

o (0L s
_ _ _ K
65_/de0[ g (a'u) o (a m)}&x

Minimizando la accién, obtenemos las ecuaciones de movimiento:

0 (oL +£ oL 0
or \ g xn do \oxm )

Si definimos los momentos canénicos:

oL oL
Bo— Jr—
Pr=axw Fr = oxow
obtenemos la ecuacion:
opPr  OP# B
g + 9 0 (3.5)

15



3.2. La accion de Polyakov

La accién de Polyakov estéa dada por:

T
Sp = D) /dea \/— det(haﬁ)haﬁaaXuaﬂXyguw (3.6)

donde h,p es la métrica en la hoja de mundo, diferente de la métrica inducida Gyg.

Simetrias de la acciéon de Polyakov

La accion de Polyakov comparte las simetrias que encontramos para el caso de la
de Nambu-Goto: la invariancia de Poincaré y la invariancia ante reparametrizacion.
Ademds, esta accién posee una nueva simetria conocida como invariancia de Weyl [6]:

La accién es invariante bajo transformaciones de Weyl (ver figura 2) de la métrica

de la hoja de mundo:
hag — €20 s, (3.7)

donde ¢(7,0) es una funcién arbitraria. La invariancia de Weyl refleja la libertad de
escalar la métrica en la hoja de mundo sin cambiar el estado fisico asociado.

Figura 2: Un ejemplo de transformacién de Weyl.

Gauge conforme

Atendiendo a la invariancia bajo transformaciones de Weyl (3.7), escogeremos una
métrica localmente conforme plana:

hap = €*Nap, (3.8)

donde ¢(o, 7) es alguna funcién en el mundo. Elegir una métrica de la forma (3.8) se
conoce como un gauge conforme.

Podemos también establecer ¢ = 0 para acabar con la métrica plana del espacio
de Minkowski:

hag = T]ag, (39)

Las ecuaciones de movimiento y el tensor energia-impulso

Con la eleccién de la métrica plana (3.9), la accién de Polyakov se simplifica
considerablemente y se convierte en la teoria de D campos escalares libres.

S = —%/d’i‘dJ 00X - 0, X, (3.10)
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y las ecuaciones de movimiento para X* se reducen a la ecuacién de onda libre:
0,0 X" = 0. (3.11)

Hemos elegido un gauge para la métrica h,g, pero debemos asegurarnos también
de que la ecuacién de movimiento para h,g se satisfaga. La variacién de la acciéon con
respecto a la métrica da lugar a una cantidad especial: el tensor energia-impulso, T,z.

Definimos el tensor energia-impulso como

2 1 .S,

T /= det(hag) 0P

Si calculamos la variacién de la accién de Polyakov con respecto a h*’ en (3.6)
obtenemos:

Top = —

(3.12)

1
Top = 0o X - 05X — 5haﬁméavx - 05 X. (3.13)

La ecuacion de movimiento asociada a la métrica hqp es simplemente 7,3 = 0, lo
que resulta en las ligaduras:

. 1 .
Th=X-X'=0, Too =T = 5(X?+X’2) =0. (3.14)

Por lo tanto, observamos que las ecuaciones de movimiento de la cuerda son las
ecuaciones de onda libre (3.11) sujetas a las dos restricciones (3.14) que surgen de la
ecuacion de movimiento T, = 0:

D, 0°XH =0,
Thn =X -X' =0,

1 .
Too =Ty = 5(X2 + X"?) =0.

Equivalencia entre las acciones de Nambu-Goto y de Polyakov

Una vez definido el tensor energia-impulso, podemos utilizarlo como herramienta
para demostrar la equivalencia entre las dos acciones que hemos planteado para la
cuerda relativista. Las ecuaciones de movimiento para el campo h*’ se obtienen al
establecer la variacién de la accién de Polyakov Sp con respecto a h®? igual a cero,
dSp = 0. Siguiendo la estructura del tensor energia-impulso (3.12) tenemos:

_ 5SP OéB o T Oéﬁ o
65}3 = /(S}L_aﬁéh = —E/deau —det(ha5)5h Taﬁ = 0,

lo cual se cumple si y sélo si T,,5 = 0.
Si utilizamos la expresion que hemos hallado anteriormente para el tensor energia-
impulso (3.13) resulta:

5Sp = —T/deO'\/ - det(ha/g)éhaﬁ <(‘)aX : 85X — %haghvéan . aéX) = O,
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lo que nos ofrece las ecuaciones de campo para h®:
1
0o X - 05X — §ha5h”587X 05X =0,
operando, tenemos:
1
5haﬁméayx 05X = 0,X - 03X = G,

Por ultimo, tomando la raiz cuadrada del negativo del determinante en ambos
lados nos queda:

1
5V det(has)h°0,X - 0;X =/ — det(Gap),

quedando demostrado que la accién de Polyakov, Sp, es equivalente a la accion de
Nambu-Goto, Sng.

Expansiones de modos

Estudiemos ahora la solucion a las ecuaciones de movimiento para las cuerdas
cerradas que surgen de la acciéon de Polyakov. Para ello, primero introducimos las
coordenadas del cono de luz en la hoja del mundo [6]:

ot =140, (3.15)
en términos de las cuales las ecuaciones de movimiento quedan como
0+0-X" = 0. (3.16)
La soluciéon mas general es:
X*o,7m) =X ob) + Xh(o7) (3.17)

para funciones arbitrarias X} y X}. Estas describen ondas que se mueven hacia la
izquierda y hacia la derecha respectivamente. Por supuesto, la soluciéon atun debe
obedecer tanto las restricciones (3.14) como la condicién de periodicidad,

X*(o,1) = X" (0 + 27, 7). (3.18)

La soluciéon mas general para cuerdas cerradas puede ser expandida en modos de
Fourier:

1,1 a1,
XZL(OJ'_) = 5{,{7“ + §a/p“0+ —+1 5 Z ﬁaZ(a +,

n#0

PP BN B [ S
XR(U):él’ —1—504190 +1 EZEO‘”@ :

n#0

(3.19)
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donde varias normalizaciones como o/ = ﬁ y el factor 1/n han sido elegidos por
conveniencia posterior.
X1 v Xg no satisfacen individualmente la condicién de periodicidad (3.18) debido
a los términos lineales en o*. Sin embargo, la suma de ellos es invariante bajo el
cambio 0 — o + 27 como se requiere. Los coeficientes de los modos de Fourier, o y
a#, han de obedecer
al = (o))", akh=(a",)". (3.20)
En las coordenadas de cono de luz de la hoja del mundo o* las dos ligaduras
(3.14) se convierten en:
(0, X)* = (0_X)*=0. (3.21)
Estas ecuaciones imponen restricciones sobre los momentos p* y los modos de Fourier
al y ak, como se puede observar:

0 X" =0 X;g:—p ﬂfzoﬂ \/%Zaﬁem"_,

. /
donde hemos definido ofy como oy = 4/ S p*.

La ligadura (3.21) puede entonces ser escrita como

g Qi+ Qpe —i(m+p)o g Oy Oy " Eo/g L,e™™ =0,
n

definiendo la suma de los modos del oscﬂador de la siguiente manera:
1
=3 > e . (3.22)

También podemos hacer lo mismo para los modos que se mueven hacia la izquierda,
donde nuevamente definimos una suma anédloga de modos de operador,

O{/

1
L, = 5 Zm:&nm “Q, con ah =4/ —=p. (3.23)

2

Las restricciones que surgen de Lo v Lo incluyen una una cantidad importante del
espacio de Minkowski: el cuadrado del momento p*. Tenemos una expresion para esta
cantidad:

P'p, = —M>. (3.24)
Por lo que los modos de los operadores Ly y Lo nos dan la masa efectiva de una
cuerda en términos de los modos excitados del oscilador:

M? = i, Y ana, = i/ > an - dy. (3.25)
a n>0 o n>0

Dado que tanto aff como a4 son iguales, tenemos dos expresiones para la masa efec-
tiva: una en términos de los osciladores que se mueven hacia la derecha, ok, y otra
en términos de los osciladores que se mueven hacia la izquierda, &#. Ambos términos
deben ser iguales entre si. Esto se conoce como igualacién de niveles, propiedad que
jugard un papel importante en el siguiente capitulo donde nos adentramos en la teoria
cuantica.
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4. La cuantizacion de la cuerda

We begin the quantization of the string now that we have a clear understan-
ding of the tools we have studied in the previous sections. We will develop the
two frequently used methods: canonical quantization and light-cone gauge quanti-
zation. We will analyze the problems that arise in each of them and how we can
solve these issues.

En esta seccién, cuantizaremos la cuerda siguiendo dos procedimientos distintos:
la cuantizacion candnica y la cuantizacion del gauge del cono de luz. Seguiremos los
desarrollos encontrados en la referencia [7]. Encontraremos distintos inconvenientes
con ambos procedimientos: para el caso de la cuantizacién canonica surgen estados
de norma negativa que tenemos que suprimir, y con la cuantizacion del cono de luz
evitaremos esos estados de norma negativa pero perderemos la invariancia de Lorentz.
Tanto para la eliminacién de dichos estados en el primer método como para recuperar
la invariancia de Lorentz en el segundo, veremos que emergen los mismos dos valores
de los parametros libres de la teoria, uno de ellos siendo las dimensiones del espacio-
tiempo en el que se mueve nuestra cuerda bosonica.

4.1. La cuantizacion candnica

En la cuantizacién candnica, comenzamos cambiando los corchetes de Poisson
del formalismo hamiltoniano por conmutadores. Ademas, trataremos el campo X*
como un operador del espacio de Hilbert correspondiente. Por tanto, los modos «, la
constante x* y el momento total p* también deben convertirse a operadores. Para los
modos o, tenemos (omitiendo el factor ):

~ A~

[ah,ar] = [ab,, ar] = mn™ 6, —n,

ms O
Si definimos dos nuevos operadores:
ar = Léﬂ, at = L(SzF_LTm, para m > 0, (4.1)
vm " m
éstos cumplen lo siguiente:
(", at) = [a*, axt] = " O, para m,n > 0. (4.2)

De esta manera tenemos una estructura algebraica andloga al algebra construida a
partir de los operadores de creacién/aniquilacién de la mecanica cuéntica, excepto que
para u = v = 0 obtenemos un signo negativo debido a la naturaleza de la métrica:

(@2, 6% = 06,0 = —0pmn. (4.3)

)

Atenderemos mas adelante al significado de este signo negativo en los conmutadores.
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Podemos proceder ahora a definir el estado fundamental, que denotamos por |0),
como el estado que es aniquilado por todos los operadores de bajada at:

ak |0y = 0 para m > 0.

Partiendo de este estado fundamental se construyen los estados fisicos actuando sobre
el mismo con los operadores de subida a/:

‘¢> = dﬁ;jdum?; T &ann'i.‘()? ku>7

que también son autoestados del operador momento: p*|p) = k*|¢). Cada uno de
estos estados corresponde a una excitacién diferente de la cuerda, y estas excitaciones
se identifican en la teoria como las distintas particulas elementales existentes.

Debido al signo negativo que aparece en (4.3) nos encontramos con estados de
norma negativa. Por ejemplo, considerando el estado |¢) = a%7|0; k), para m > 0, al
calcular su norma tenemos:

1) I1* = (0l ant|0) = (0lla,, a,t]10) = —(0]0).

Estos estados no fisicos se conocen como estados fantasma y tenemos que deshacernos
de ellos para que nuestra teoria sea consistente.

Ademas de convertir los modos « en operadores, debemos hacer lo mismo con los
generadores L,, debido a que se construyen a partir de los mismos. Para ello, primero
debemos definir el convenio de orden normal como

' ' ;- st < g,
QG = o .
Qj -y 811> 7,

lo que dice que ponemos un operador con un indice inferior a la izquierda de un ope-

rador con un indice superior, que en nuestro caso es equivalente a decir que ponemos

todos los operadores de bajada a la izquierda de los operadores de subida.
Aplicando el orden normal obtenemos la siguiente expresion para Lo

o0

.1
L =3 > gl (4.4)

n=—oo

Las relaciones de conmutacion para los operadores L,, en funcion de las obtenidas
para los operadores o estan dadas por el dlgebra de Virasoro:

s L] = (10— 1) Lo + 1—62m(m2 )8, (4.5)
donde ¢ se llama carga central. En la teoria de cuerdas bosoénica, ¢ equivale a la
dimensién del espacio-tiempo donde se mueven las cuerdas.

La desaparicion del tensor de energia-momento en la teoria clasica implica que
Ly, = 0 para todo m y, por tanto, Ly = 0. Sin embargo, al cuantizar la teorfa no
podemos decir que L0\¢> = 0 debido a que al ordenar normalmente el operador Lo
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podriamos tener alguna constante arbitraria. Para el caso de una cuerda abierta la
desaparicion de la restriccion Lg se transforma en

(Lo — a)l) =0, (4.6)

donde a es una constante. Esto se conoce como la condicién de masa en el cascaréon
para la cuerda abierta. Mientras que para una cuerda cerrada se tiene

(Lo—a)lg) =0, (Lo —a)) =0, (4.7)

donde L es el operador correspondiente al generador clasico L.
El orden normal también agrega términos de correccion a la féormula de masa.
Para cuerdas abiertas y cerradas se obtiene, respectivamente:

1 [ee]
2 _ - A A —
o' M = E C Ay Gy —a= N —a, (4.8)
n=1

4 > = . . . -
—M*=> 4, -Gpi—a=) idn-0n:—a = N—a=N-a, (49)
«

n=1 n=1

donde hemos definido el operador nimero N como
[o.¢] o
N:E :oz_n-ozn::E n:ajl-an:.
n=1 n=1

N es el operador nimero de derecha y N es el operador niimero de izquierda.
Si restamos las dos condiciones (4.7) de la cuerda cerrada, obtenemos que:

(Lo—a—To+a)p) =0 = (Lo— Lo)6) =0

N=N. (4.10)

Esta es la condicién de igualacién de niveles de la cuerda bosonica y es la tnica
restriccion que relaciona los modos de movimiento a la izquierda y a la derecha.

El operador ntiimero nos permite construir el espectro de masas de la cuerda
otorgando diferentes valores a n:

o’ M? = —a (estado fundamental n =0),
o’ M? = —a + 1 (primer estado excitado n =1),

o/ M? = —a + 2 (segundo estado excitado n =2),
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Estados fisicos

Antes de definir los estados espurios, es importante insistir en la implicacién de
que un estado sea fisico. Hemos visto en la accién de Polyakov que la ecuacion de
movimiento es T,s = 0. El requisito minimo que deben satisfacer los estados fisicos
es que se cumpla:

<¢|Taﬂ|¢/> = 0.

Para que esto sea cierto, han de cumplirse también las siguientes condiciones para los
L,:
Lo[¢) = alt) vy Lusolt) = 0.

La primera relacién es la condicién de masa (4.6) y la segunda la impone el hecho de
que [¢) es un estado fisico y por tanto debe ser aniquilado por todos los L.

Estados espurios

Un estado, 1), se dice que es espurio si satisface la condicién de masa (4.6) y es
ortogonal a todos los demas estados fisicos,

(p]) =0, V estados fisicos |¢).

En general, un estado espurio puede escribirse como

V) = Z£7n|Xn>a (4.11)

donde |y,) es algin estado que satisface la nueva condicién de masa dada por
(Lo — a+n)|xn) = 0. (4.12)

Esto se obtiene de la definicién de un estado espurio, ya que si (¢[1)) = 0, entonces

EOW’) - a|¢> =0 = z0 (Z i—n|Xn>) —a <Z j;—n|Xn>> =0,

n=1
Z ([EOu L—n] + L—nﬁ0> |Xn> - Z aL—n|Xn> - O,
n=1 n=1
> (nhont Lonko) va) = Y alaba) =0 (de (4.5)),
n=1 n=1

(Lo +Lonlo—Lona) xa) =0, = Loy (Lo—atn) ) =0,
n=1 n=1

lo cual se cumple para todos los estados |x,) y por tanto obtenemos:
(Lo — a+n)|xa) = 0.
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Para ver que un estado espurio |¢) es ortogonal a cualquier estado fisico |¢),
consideramos:

(610) = > 01Labnd = 3 ((alEald)) = (bral0lo))”

donde hemos tenido en cuenta que [Ain =1L, y que |¢) es un estado fisico y por tanto
debe ser aniquilado por todos los ﬁn>0.

Dado que un estado espurio [¢) es ortogonal a todos los estados fisicos, si reque-
rimos que [¢) también sea un estado fisico, entonces por definicién es ortogonal a si
mismo, es decir, [¢)) tiene norma cero

H)I* = (1) =0,

Por ende, hemos conseguido construir estados fisicos de norma cero que son preci-
samente los estados que necesitamos utilizar para deshacernos de los estados fantasma
en nuestra teoria de cuerdas bosdnica.

Fijacion de las constantes a y ¢

Para eliminar de nuestra teoria los estados fantasma tendremos que fijar los valores
de las constantes a y c¢. La demostracién rigurosa de ello la ofrece el no-ghost theorem
(teorema de no fantasmas, ver referencia [§]), pero dado que su explicacién requiere de
herramientas avanzadas nos ceniremos a asumir ciertas proposiciones que sugieren que
podemos evitar estos fantasmas utilizando los estados espurios que hemos definido.

Para encontrar el valor correspondiente de a, comenzaremos con la expresion méas
simple que nos permite llegar a dicho resultado: un estado espurio fisico de nivel 1.
Se define de la siguiente manera:

) = Lalxa), (4.13)

donde |y;) cumple las condiciones (io —a+1)[x1) =0y j}m>0]><1> = 0.
Como hemos asumido que [¢) es un estado fisico, debe satisfacer la condicién de
masa (4.6): A
(Lo — a)lh) =0,
junto con la relacién

ZA—Jm>0’w> =0.

De esta ultima tenemos para L que fJ1|1/1) = 0, lo que implica que

Li(L-alx1) = ([il,i_l] + ZA—J—1i1> 1) = [L1, L] |xa) = 2Lolxa) = 2(a—1)|x1) =

y dado que 2(a — 1)|x1) debe ser cero (porque |¢) es fisico), tenemos que .
Esta restriccién forma parte del limite entre los estados fisicos de norma positiva y

negativa (figura 3).
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Por otro lado, para determinar el valor adecuado de ¢ para los estados espurios
fisicos, necesitamos un estado espurio de nivel 2, cuya forma general esta dada por:

1Y) = (2—2 + 7i—1£—1> Ix2), (4.14)

donde 7y es una constante, que se fijard para asegurar que [¢) tenga norma cero y que
|x2) obedezca las relaciones:

~

(Lo—a+2)x2) =0 v Lumsolxa) = 0.

Si |[¢) tiene norma cero, entonces satisface Em>o|¢> = 0 y por lo tanto debe
cumplir también L;[i)) = 0. Operando tenemos:

f/1 (f/—z + sz—1fz—1> Ix2) =0,

A

<[L1, Loy+~yLgL )+ (Lo+ Wﬁ—lﬁ—l)il) [X2) =0,
([ffl; L,+ ’YL@A]) X2) = <31A371 +4yL 1 Lo+ 2’@71) [X2) =0,
(3£_1 A 2fyi_1) lva) = (3 — 47 +29) L_1|xa) = 0,

3
3—2yv=0 = ’}/25,

donde se ha utilizado el hecho de que si a = 1 entonces la condicién (Lo — a + 2)|x2)
implica que Lo|x2) = —[x2)-

Entonces, si el estado [1)) es espurio y fisico, debemos tener v = % y cualquier
estado espurio fisico general de nivel 2 tendra la forma:

DO W

[¥) = (ﬁz + ilil) Ixa). (4.15)

f increase in the number
”‘ of zero-normed states
at the boundary

- norm states

+ norm states

Figura 3: Representaciéon del espacio de Hilbert de nuestra teoria.
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Dado que I:m>0|¢> = 0, tenemos que ﬁ2|w) =0, lo que implica:
. /. 3. . . 3. .
Lg L_Q + §L_1L_1 |X2> =0 = [Lg, L_2 + EL_lL_l] |X2> = O,

~ ~ A C C
(13L0 + 9L_1L1 + 5) |X2> = <—13 + 5) |X2> = 07

=)

Asi pues, si queremos que |1)) sea tanto espurio como fisico, entonces debemos tener
que ¢ = 26, que es la otra parte del limite entre los estados fisicos de norma positiva
y negativa.

En definitiva, si queremos deshacernos de los estados fantasma debemos restringir
los valores de a, vy ca 1, 3/2y 26, respectivamente. Ademéds, dado que la carga central
¢ es equivalente a la dimension del espacio-tiempo de fondo para nuestra teoria de
cuerdas bosdnica, entonces la teoria solo es fisicamente aceptable en el caso de que
exista en un espacio de 26 dimensiones. Es importante reiterar que en este apartado
no hemos llevado a cabo una demostracion rigurosa de la eliminacion de los estados
fantasma de nuestra teoria, sino que hemos asumido que podemos construir nuestro
espacio de Hilbert mediante estados fisicos modulados por estados espurios fisicos. El
razonamiento se basa en que dos estados fisicos que difieren en uno de estos estados
espurios fisicos (de norma cero) seran equivalentes.

4.2. La cuantizacion del cono de luz

En la seccién anterior realizamos la cuantizacién siguiendo un procedimiento que
dejaba nuestra teoria manifiestamente invariante bajo transformaciones de Lorentz,
pero encontrabamos como inconveniente que se predecian estados de norma negativa.
Para resolver este problema, vimos que era necesario fijar a = 1 y ¢ = 26 como
restricciones del algebra de Virasoro. Con el método que aplicaremos ahora ocurrira
lo contrario, evitaremos la existencia de los estados fantasma pero a costa de que
nuestra teoria ya no sea manifiestamente invariante bajo transformaciones de Lorentz.
Veremos que, como en el caso anterior, al ponerle solucién a dicho problema volveran
a aparecer las restricciones a = 1 y ¢ = 26.

La propiedad de invarianza ante reparametrizacion vuelve a cobrar importancia
al emplear este método de cuantizacién, ya que nos permite hacer ciertos cambios en
las coordenadas sin cambiar la teoria. En términos de las coordenadas del cono de
luz de la hoja del mundo o y o7, es conveniente ahora reparametrizar las mismas
como:

ot = 6% = E(oh), (4.16)

También existe la posibilidad de hacer una eleccion de gauge para la teoria. En con-
creto, si se elige un gauge no covariante particular, el gauge del cono de luz, es posible
describir un espacio de Fock que esté manifiestamente libre de estados de norma ne-
gativa.

Comenzaremos definiendo las coordenadas del cono de luz para el espacio-tiempo
en el que se mueve nuestra cuerda bosonica. En general, se definen las coordenadas
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del cono de luz para un espacio-tiempo tomando combinaciones lineales de la coor-
denada temporal junto con otra coordenada transversal o espacial. En nuestro caso
elegiremos como coordenada transversal la coordenada del espacio-tiempo XP~1. De
esta manera, las coordenadas del cono de luz para el espacio-tiempo, X y X, se
definen como

1 1
Xt=—(X'+XxP), X =—

V2 ( ) V2
Por consiguiente, el conjunto de coordenadas espacio-temporales serd { X, X+, X* i’if.

En este sistema de coordenadas del cono de luz, el producto interno de dos vectores
V y W esta dado por

(X°—XxP1). (4.17)

D—2
VW =—VIWw- — vt 4+ ) Vit (4.18)

i=1
Mientras que la elevacién/bajada de indices se realiza como
V==V, V==V V,=V" (4.19)

Hemos de tener en cuenta que al estar tratando dos coordenadas del espacio-tiempo
de manera diferente del resto, X° y XP~! hemos perdido la invariancia manifiesta
de Lorentz y, por lo tanto, nuestra simetria de Lorentz SO(1, D — 1) se convierte en
SO(D —2).

Dado que las coordenadas 7 y o estdn dadas por combinaciones lineales de o™ y
o~ , podemos reparametrizarlas como:

ros 7= (6t 107 = (€ o) (o))
e T (4.20)
0=G=5(0"=-07)=5( (") €& (07)).

Con esta definicion de 7, podemos ver que es una solucién de la ecuacién de onda
sin masa. Lo mismo ocurre para X*(7,0), como vimos al obtener las ecuaciones de
movimiento (3.16):

0+0-7 =0, 0.0_X*(r,0) =0. (4.21)

Por tanto, podemos simplificar nuestra teoria escogiendo una reparametrizacion de 7
que satisfaga (4.21) tal que 7 esté relacionada con una de las X#(7,0). Ademas, al
fijar 7 también estaremos fijando &.
Concretamente, el gauge del cono de luz corresponde a elegir una reparametriza-
cion de 7 tal que:
X+
Lsp*

7=

+zt, (4.22)

donde z* es alguna constante arbitraria y I, es la longitud de la cuerda I, = V.
Despejando X, tenemos la siguiente eleccién para esta coordenada:

XH7,6) =2+ 2pt7. (4.23)
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Si analizamos la expansién en modos de X +(7’, o) para la cuerda abierta:

Xt(r,0)=a" +pTr+ Z —af e cos(no), (4.24)
n7£0

podemos ver que este gauge corresponde a fijar o, = 0 para todo n # 0. Si hacemos
lo mismo con la expansién en modos de Xt para la cuerda cerrada, vemos que el
gauge del cono de luz fija los modos o, = (a;f)" = 0 para todo n # 0.

Para estudiar lo que ocurre con los modos de oscilacién de X~ en el gauge del cono
de luz, utilizaremos el hecho de que se tienen que seguir cumpliendo las restricciones
de Virasoro (3.14):

Ty =T = XX' =0, Toy=Ty = % (X2 + (X’)2> —0,

que podemos escribir también como:

(X + X’>2 — 0. (4.25)
En términos de las coordenadas del cono de luz, las restricciones se convierten
en

X +X" = 2z21 (X £ (X9))?, (4.26)
donde i =1,..., D —2. Ademads, para una cuerda abierta con condiciones de frontera

de Neumann tenemos la siguiente expresion:
X (r,0)=a +1p 7'—1—2—04 e~ cos(no). (4.27)

n£0

Al insertar esta expresién en (4.26)), obtenemos

o= ( Z DR —aan,()), (4.28)

i=1 m=—o00

y asf solo el modo cero sobrevive para X~ como fue el caso para X . Por lo tanto, se
puede expresar la teoria de cuerdas bosoénica en términos de osciladores transversales
solamente y, por lo tanto, una cuerda solo tiene oscilaciones transversales, al igual
que las particulas sin masa solo tienen polarizaciones transversales.

En coordenadas de cono de luz, la férmula de masa (3.24) la podemos reescribir
utilizando el producto interno (4.18) como:

Particularizando la expresién (4.28) para n = 0 tenemos:

o - 1 (1 .,
=p i E ) — — (Z(ai?+N—a),
ag =p =L ( a) ey (2(%) + a)

1=1 m=—o0
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y teniendo en cuenta que of, = p'ly, podemos operar para obtener:

2

1 .
Eptp” =-(")IZ+(N—a) = 2p'p —(p) = 5

5 (N —a)=—p"pu,

M? = Z(N —a).

7l

S
Por lo tanto, en el gauge del cono de luz, tenemos que la férmula de masa en el
cascaréon para una cuerda abierta esta dada por

D-2 oo
2 D 2
M? = 7 g 5 ral,og —a = E<N —a). (4.30)

S j=1 n=—0c0

Recuperacion de la invariancia manifiesta de Lorentz

En la cuantizacién candnica, tuvimos que incluir todos los osciladores en el espec-
tro que, por las relaciones de conmutacién (4.3):

[O‘/rlna (Oé;jl),i-] - 77””5m,m

llevan a estados de norma negativa. Sin embargo, para el gauge del cono de luz todas
las excitaciones son generadas por osciladores transversales (o). El conmutador de las
oscilaciones transversales ya no tiene el valor negativo que proviene de la componente
00 de la métrica y, por esta razon, no tenemos estados fantasma en la cuantizacion
del gauge del cono de luz.

El primer estado excitado, que esta dado por:

aly|0; k"), (4.31)

pertenece a una representacién vectorial de (D — 2) componentes del grupo de ro-
tacién SO(D — 2) en el espacio transversal. Como regla general, la invariancia de
Lorentz implica que los estados fisicos forman una representacién de SO(D — 1) para
estados masivos y SO(D —2) para estados sin masa. Por lo tanto, dado que a* ;|0; k)
pertenece a una representaciéon de SO(D —2), debe corresponder a un estado sin masa
si nuestra teoria de cuerdas bosénica ha de ser invariante bajo Lorentz. Para ver qué
implica esto, consideremos el resultado de actuar sobre el primer estado excitado con
el operador de masa al cuadrado:

M0 1) = 2 (N — a)(aly[0: ) = Z(1— a)(aly[0:R).  (432)

S S
para tener un valor propio de 0 para el operador de masa, y asi estar en concordancia
con la invariancia de Lorentz, debemos imponer que ﬁ
Ahora que tenemos un valor para a, queremos determinar la dimensién del espacio-
tiempo D (antes llamada c¢). Para ello conviene recordar que la constante a surgié
cuando impusimos el orden normal en la expresién:

1 D—-2 oo
52 > al,al, (4.33)

i=1 m=—o0

29



como se puede ver en la relacién (4.28) para n = 0. Entonces, aplicando el orden
normal obtenemos:

1 D-2 oo ' ' 1 D-2 oo ’ ' D—9 oo
3 Z Z al oy = 5 Z Z ol an —I—T Z m, (4.34)
i=1 m=—o0 i=1 m=—o00 m=1

va que [al,, o’ | = md;;. La segunda suma en el lado derecho es divergente y usaremos
la regularizacion de la funcién zeta de Riemann para abordar este problema.
Primero consideraremos la suma:

((s) =) m™, (4.35)

que estd definida para cualquier s € C. Para Re(s) > 1, esta suma converge a la
funcién zeta de Riemann ((s). La funcién zeta tiene una continuacién analitica unica
hasta s = —1 (lo que corresponderia a nuestra suma), para la cual toma el valor

C(=1) = —1/12.

Asi, al insertar esto en (4.34) obtenemos que el segundo término se convierte en:

D—2 [e'e)
D) DTN (4.36)

i=1 m=—o0

Pero comparando con (4.28) para n = 0 esto debe ser igual a:

D-2 o
1 . ,
3 g E Lol o —a, (4.37)
i=1 m=—o0
y, por tanto:
D —2

Dado que ya hemos encontrado que a = 1, para recuperar la invariancia de Lorentz

obtenemos también que .

En resumen, primero cuantizamos nuestra teoria canonicamente, que poseia inva-
riancia de Lorentz manifiesta pero también estados de norma negativa. Nos deshicimos
de estos estados imponiendo las restricciones a =1y ¢ = D = 26. Aqui, en la cuan-
tizacion del cono de luz, comenzamos con una teoria que estaba libre de estados de
norma negativa pero que ya no poseia invariancia de Lorentz manifiesta. Pudimos
recuperar la invariancia de Lorentz a costa de una vez mas imponer esas mismas
restricciones para a'y D.
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Espectro de masas

Podemos llevar a cabo ahora un breve analisis del espectro de masas para cuerdas
tanto abiertas como cerradas. El completo entendimiento de dicho espectro requiere
de conocimientos en teoria de grupos que se escapan al nivel de la memoria.

s Cuerdas abiertas

Para los primeros niveles de masa, los estados fisicos de la cuerda abierta son
los siguientes:

e Para N = 0 hay un taquién (masa imaginaria) |0; k*), cuya masa estd dada
por o’ M? = —1, donde o/ = I2/2.

e Para N = 1 hay un bosén vectorial o’ ;|0; k) que, debido a la invariancia
de Lorentz, es sin masa. Este estado da una representacion vectorial de
SO(24).

e Para N = 2 tenemos el primer estado con masa positiva. Los estados son
o’ L|0: k") v o o ]0; k") con o/ M? = 1. Estos tienen 24 y 24 x 25/2
estados, respectivamente. Por lo tanto, el niimero total de estados es 324,
que es la dimensionalidad de la representacion del tensor de segundo rango
simétrico y sin traza de SO(25). Entonces, en este sentido, el espectro
consiste en un unico estado masivo de espin dos en el nivel de masa N = 2.

s Cuerdas cerradas

Para la cuerda cerrada se debe tener en cuenta la condicién de coincidencia de
nivel ya que hay modos tanto de movimiento a la izquierda como a la derecha. El
espectro de la cuerda cerrada se puede deducir del de la cuerda abierta ya que un
estado de cuerda cerrada es un producto tensorial de un estado de movimiento
a la izquierda y un estado de movimiento a la derecha, cada uno de los cuales
tiene la misma estructura que los estados de cuerda abierta. La masa de los
estados en el espectro de la cuerda cerrada estd dada por

o’ M? =4(N —1) = 4(N —1).
Los estados fisicos de la cuerda cerrada en los dos primeros niveles de masa son:
e El estado fundamental |0; k) tiene masa o/ M? = —4 y es nuevamente un
taquion.
e Para el nivel N = 1 hay un conjunto de 24> = 576 estados de la forma
[7) = al,674]0; k"),

correspondiente al producto tensorial de dos vectores sin masa, uno de
movimiento a la izquierda y otro de movimiento a la derecha. La parte de
|29) que es simétrica y sin traza en 7 y j se transforma bajo SO(24) como
una particula de espin-2 sin masa, el gravitén. El término de traza 6 |Q%)
es un escalar sin masa, que se llama el dilaton y la parte antisimétrica
|QU) = —|7) se transforma bajo SO(24) como un tensor antisimétrico de
segundo rango.
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5. Mas alla de nuestros objetivos

In this final section, we will explore some interesting aspects of the theory
that go beyond our objectives. First, we will see how to introduce fermions and
the different types of consistent string theories we can find. Moreover, we will
briefly explain string interactions using path integrals.

En esta dltima seccion, seguiremos las referencias [7], [8] y [9]. Hasta ahora todos
los conceptos que hemos desarrollado a lo largo de la memoria han formado parte de
la teoria de cuerdas bosénica, pero es evidente que esta teoria no puede de ninguna
manera ser una Teoria del Todo debido a que no hemos introducido los fermiones.
Para lograr una descripcion completa de la naturaleza tenemos que recurrir a otros
tipos de teorfas de cuerdas que si los incluyen, y todas ellas implementan una nueva
propiedad: la supersimetria.

La supersimetria es una simetria que relaciona particulas elementales de un tipo
de espin con otra particula que difiere en media unidad de espin. Estas parejas se
llaman supercompaneros. Asi, para cada bosén existe su supercompanero fermién y
viceversa. A mediados de los anos 80 se descubrié que existen 5 teorias de cuerdas
consistentes que incluyen fermiones:

= Tipo I

Tipo IT-A

Tipo 1I-B

Heterdtica SO(32)

Heterdtica Eg x Eg

Ademas, en estas teorias de supercuerdas no aparecen los taquiones como ocurre en
la teoria de cuerdas bosénica. Resulta que se puede demostrar, de manera no pertur-
bativa, que las 5 teorias estan relacionadas entre si a través de dualidades y forman
parte de la misma teoria, la teoria M. Para que estas teorias de cuerdas sean fisica-
mente consistentes, requieren 10 dimensiones para el espacio-tiempo. Sin embargo,
segun nuestra concepcion actual del universo sélo tiene 4 dimensiones, por lo que es-
tamos obligados a suponer que estas 6 dimensiones adicionales son extremadamente
pequenas.

Existe una propuesta que explicaria por qué no percibimos esas dimensiones extra,
y es el concepto de la compactificacion. La idea que plantea es que estas dimensiones
podrian estar plegadas sobre si mismas de manera que pareceria que nuestro universo
solo tuviera 3 dimensiones espaciales, pero realmente contendria otras 6 dimensiones
compactificadas a pequena escala. Debido al inmenso niimero de maneras posibles
de plegar estas 6 dimensiones, se daria lugar a esa misma cantidad de universos con
propiedades distintas.
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Interacciones entre cuerdas

Otro de los tantos aspectos de la teoria de cuerdas que no hemos tratado son
las interacciones entre cuerdas. Para abordar este tema, es necesario introducir una
herramienta clave: la integral de camino. Haremos una breve revisién de la misma y
de cémo nos permite estudiar los fenémenos de interaccion, sin profundizar comple-
tamente en todo el formalismo que conlleva.

La integral de camino de Feynman es una forma de representar una teoria cudntica,
y es un método muy natural para describir interacciones en la teoria de cuerdas. En
la cuantizacién por integrales de camino, las amplitudes se obtienen sumando sobre
todos los posibles caminos que se interpolan entre los estados inicial y final. Cada

camino se pondera por el factor:

donde S es la accion clasica para el camino dado. Asi, se definiria una amplitud en la
teoria de cuerdas sumando sobre todas las hojas del mundo que conectan las curvas
iniciales y finales dadas, como en la figura 4(a) para la cuerda abierta y la figura 4(b)
para la cuerda cerrada.

Las amplitudes cuanticas entre configuraciones de cuerdas se obtienen de la si-
guiente manera:

(blevolucién|a) = Z /[DX]e_SP[X]Oa[X]Ob[X] (5.1)

worldsheets

donde O;[X] son los llamados operadores de vértice, que incluyen la informacién sobre
el estado entrante y saliente.

(@) (b)

Figura 4: (a) Hoja del mundo de cuerda  Figura 5: (a) Correccién cuantica a la
abierta con la topologia de una tira. (b)  propagacién de la cuerda abierta. (b) De-
Hoja del mundo de cuerda cerrada con la  sintegracién de una cuerda cerrada en
topologia de un cilindro. dos.

La interaccion entre cuerdas puede entenderse intuitivamente al considerar la
union y division de cuerdas. Estas interacciones estan determinadas por la topo-
logia de las hojas del mundo. Podemos imaginar varias formas en que las cuerdas
podrian interactuar, como por ejemplo una interaccién de contacto o una fuerza de
largo alcance mediada por algin campo cuantico. Sin embargo, no es posible anadir
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tales interacciones a la teoria de cuerdas de una manera que sea consistente con las
simetrias. Las Unicas interacciones permitidas son aquellas que ya estan implicitas en
la suma sobre las hojas del mundo.

Consideremos las hojas del mundo mostradas en la figura 5. La figura 5(a) parece
una correccién cudntica a la amplitud de cuerda abierta de la figura 4(a), que invo-
lucra estados intermedios con dos cuerdas abiertas. La figura 5(b) tiene tres cuerdas
cerradas externas y representa una cuerda que se desintegra en dos. Esta resulta ser
la forma correcta de introducir interacciones en la teoria de cuerdas.

Es interesante considerar el proceso de la figura 5(b) en el que una cuerda cerrada
se divide en dos, o en el proceso inverso, dos se unen en una. Esta es la interaccién
béasica de la cuerda cerrada. En la teoria de cuerdas cerradas, todas las particulas
se obtienen como varios estados de excitacion de la cuerda, y todas las interacciones
surgen de este unico proceso.

_— — e —— .~  equiv —~

—
D O - ) e ~ g=g.

Figura 6: Interacciones basicas en teoria de cuerdas. En la parte superior encontramos
la interaccion entre dos cuerdas abiertas y en la inferior entre dos cuerdas cerradas.

En la teoria de cuerdas abiertas, la situacion es similar, pero las hojas del mundo
tienen bordes. En la figura 7 se muestra como dos cuerdas abiertas pueden unirse en
sus extremos para formar una cuerda cerrada. Esto implica que cualquier teoria de
cuerdas abiertas necesariamente contiene cuerdas cerradas, ya que las cuerdas abiertas
pueden formar cuerdas cerradas mediante la unién de sus extremos.

.y
[

Figura 7: Vértice de cuerda que acopla cuerdas abiertas a cuerdas cerradas.
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Conclusiones

A lo largo de la memoria hemos realizado un recorrido por todos los conceptos y
herramientas que nos ayudan a comprender las bases de la teoria de cuerdas bosonica.
Dimos comienzo planteando el principio de minima accién y varios ejemplos que
ilustran el potencial de esta técnica para estudiar la dindmica de los sistemas. Este
capitulo introductorio cobraria importancia mas adelante al plantear las acciones
de Nambu-Goto y de Polyakov. A continuacion, analizamos la dindmica de la cuerda
clasica y de la particula puntual relativista. Ambos sistemas nos ayudarian a entender
posteriormente el caso de la cuerda relativista, que es el principal objeto de interés.
El movimiento de esta cuerda hemos visto que puede ser estudiado partiendo de las
dos acciones mencionadas, y a la hora de cuantizarla también nos encontramos con
dos métodos diferentes: la cuantizacién candnica y la cuantizacion del cono de luz.

En el capitulo dedicado a dichos métodos, han surgido ciertos problemas que nos
conducen a la siguiente reflexién. Cuando cuantizamos una teoria, nada nos garantiza
que el desarrollo sea sencillo ni exitoso. El caso de los osciladores armoénicos parece
sugerir que cuantizar un sistema es un proceso trivial, en el que se discretizan los ni-
veles de energia y se logra una correspondencia uno a uno entre resultados obtenidos
con las teorias cldsica y cuantica. Sin embargo, cuando intentamos cuantizar la gra-
vedad, por ejemplo, nos encontramos con que es un verdadero desafio. Analizando la
cuantizacion de las cuerdas, podemos sacar en claro que cuando se intenta desarrollar
una teoria cuantica de sistemas complejos pueden aparecer anomalias cuya dificultad
de solucién dependera de su naturaleza. Al llevar a cabo la cuantizacién candnica,
han aparecido los estados de norma negativa, que son un claro ejemplo de que en
nuestro caso no podemos encontrar esa equivalencia la teoria cuantica y la clasica.

La teoria de cuerdas, a pesar de no contar con ninguna evidencia experimental
por el momento, es la principal candidata a Teoria del Todo. Es capaz de describir las
particulas del Modelo Estandar, las interacciones entre ellas y las fuerzas fundamen-
tales que gobiernan el universo a partir de un elemento a priori tan bésico como es
la cuerda. Esto la convierte también en una teoria con gran encanto, que intenta des-
cribir la naturaleza como una inmensa armonia compuesta por las vibraciones de las
cuerdas. Ademads, el graviton aparece como uno de los estados de la cuerda cerrada,
por lo que el cuanto de la gravedad emerge de manera natural en la teoria.

Actualmente, la comunidad cientifica no puede estar segura de que algiun dia se
demostrara su validez, pero mientras tanto si ha encontrado grandes beneficios en
los esfuerzos invertidos en su desarrollo. Se han logrado avances interesantes en el
campo de las matematicas, especialmente en topologia con la teoria de nudos y las
4-variedades. En fisica, se han encontrado aplicaciones del principio holografico y
la correspondencia AdS/CFT en las dreas de la materia condensada y los agujeros
negros [10]. Cabe destacar ademds que la teoria de cuerdas ha sido capaz de producir
predicciones consistentes de parametros como la constante cosmolégica [I1]. Por tanto,
podemos concluir que independientemente de si realmente estamos ante una Teoria
del Todo o no, resulta de gran importancia continuar trabajando en ella e intentar
encontrar alguna evidencia que nos acerque por fin a la descripcion unificada de
nuestro universo.
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