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Resumen - Abstract

Resumen

En este trabajo se introducen y analizan algunos de los teoremas taube-
rianos cldsicos. En una primera parte se abordan los teoremas mds co-
nocidos relativos a la sumabilidad para series numéricas, en particular,
las contribuciones realizadas por Tauber, Hardy y Littlewood para la su-
mabilidad de Cesaro y la sumabilidad de Abel. Por otro lado, se exami-
na el famoso teorema tauberiano de Wiener para funciones medibles,
a partir del cual se deduce el de Ingham. Como aplicacion de estos re-
sultados se presenta una prueba del Teorema de los niimeros primos.
El trabajo también contiene un apéndice donde se recogen algunos te-
mas clave para el desarrollo de la memoria como la transformacion de
Fourier o la funcién zeta de Riemann.

Palabras clave: teorema tauberiano — sumabilidad Cesaro — sumabi-

lidad Abel — transformacion de Fourier — convolucion — funcion zeta de
Riemann

Abstract

In this work, some of the classic Tauberian theorems are introduced
and analyzed. In the first part, the most well-known theorems related to
summability for numerical series are addressed, particularly the contri-
butions made by Tauber, Hardy, and Littlewood regarding Cesaro sum-
mability and Abel summability. On the other hand, the famous Wiener
Tauberian theorem for measurable functions is examined, from which
Ingham’s theorem is deduced. As an application of these results, a proof
of the Prime Number Theorem is presented. The work also contains an
appendix that includes some key items for the development of the study,
such as the Fourier transform and the Riemann zeta function.

Keywords: Tauberian theorem — Cesaro summability — Abel summa-
bility — Fourier transform — convolution — Riemann zeta function.
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Introduccion

En el campo de las matematicas o de la fisica el estudio del comportamiento
asintotico de una funcion o la convergencia de una serie tiene especial interés. Y la
teoria tauberiana trata precisamente ese tipo de propiedades asintoticas.

El origen de los teoremas tauberianos se sitia en 1897 cuando el matemati-
co austriaco A. Tauber public6é un breve articulo sobre la convergencia de series
numeéricas que contenia un resultado inverso al Teorema de Abel. Este teorema
afirma que si una serie infinita }_,\ @, converge y su suma es s, entonces la serie
de potencias

fx) =) anx"

neN

converge para |x| <1y f(x) — s, cuando x — 17. De manera general, un teore-
ma abeliano asegura que un método de sumabilidad es coherente con la conver-
gencia de una serie, en el sentido de que el método de sumabilidad asigna a cada
serie convergente el valor de su suma. Un teorema tauberiano va en la direccién
contraria, esto es, encontrar condiciones que garanticen que una serie sumable es
convergente.

En el primer capitulo de esta memoria abordamos los teoremas tauberianos
clasicos que se centran en la sumabilidad de Cesaro y la sumabilidad de Abel. In-
troducimos y analizamos las principales caracteristicas de estos dos métodos de
sumabilidad y probamos el Teorema de Abel.

A continuacién examinamos diferentes teoremas tauberianos. Consideramos
primero los resultados de este tipo relativos a las series Abel sumables, entre los
que destaca el teorema original establecido por Tauber en 1897. Estudiamos des-
pués algunos teoremas tauberianos para la sumabilidad de Cesaro. En particular,
probamos un resultado de Hardy que admite una condicién tauberiana mads ge-
neral que la dada por Tauber. Sin embargo, al tratar con la sumabilidad de Cesaro,
que reduce el conjunto de series sumables respecto al método de Abel, no es un
resultado 6ptimo. El propio Hardy conjetur6 que su teorema debia ser cierto para
las series Abel sumables.
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El Teorema de Littlewood que analizamos en la cuarta seccién del capitulo
resuelve la conjetura. Para su demostracion consideramos las ideas, basadas en el
Teorema de aproximacion de Weierstrass, que siguié Karamata para simplificar la
prueba original de Littlewood.

El planteamiento de Karamata también estd presente en el teorema taube-
riano de Hardy y Littlewood que abordamos en la tltima seccion del capitulo 1y
que proporciona condiciones que permiten obtener la sumabilidad de Cesaro a
partir de la sumabilidad de Abel.

El segundo capitulo lo dedicamos a otro de los pilares de la teorfa tauberiana:
el Teorema de Wiener. Este teorema cambia el escenario de las series por el de las
funciones medibles esencialmente acotadas.

En la primera seccién presentamos la demostracion del teorema. El resultado
que proporcionamos incluye ademas la contribucién aportada por Pitt para fun-
ciones medibles esencialmente acotadas lentamente oscilantes.

Uno de los aspectos importantes del Teorema de Wiener-Pitt es que permite
dar una prueba no muy compleja del Teorema de los nlimeros primos como pue-
de verse en la ultima seccion del capitulo 2. Previamente debemos considerar un
teorema tauberiano, el de Ingham, que se obtiene haciendo uso del Teorema de
Wiener-Pitt.

En los temas tratados en el segundo capitulo estdn implicados algunos t6pi-
cos que recogemos en el apéndice de esta memoria. Entre ellos, la convolucion y
la transformacion de Fourier cobran especial relevancia. Ahadimos asimismo sen-
das secciones para tratar las principales propiedades de las funciones de la clase
de Schwartz y de la funcién zeta de Riemann que necesitamos para las pruebas de
los Teoremas de Wiener-Pitt y de Ingham.

Para la elaboracion de este trabajo hemos tomado como punto de partida las
obras de Hardy [6] y de Korevaar [9] para el primer capitulo y el libro de Rudin [13],
en particular el capitulo 9, para el segundo.

En la bibliografia mostrada al final de la memoria hemos incorporado ade-
mas los articulos que mencionamos a lo largo del trabajo y que contienen los re-
sultados originales que tratamos en nuestro estudio.
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Teoremas tauberianos para series

Cuando en matematicas se introduce la nocion de serie numérica aparece la
idea de que se trata de la suma de una cantidad infinita (numerable) de términos.
El planteamiento de sumas de estas caracteristicas estaban presentes ya en la an-
tigtiedad. Basta recordar la famosa paradoja del corredor planteada por el fil6sofo
griego Zeno6n de Elea hace mds de 2400 afos (ver, por ejemplo, [3]). En ella, el sen-
tido comun nos dice que la suma de una cantidad infinita de nimeros debe dar
como resultado un nimero finito.

Aunque la nocién formal de convergencia de una serie fue introducida de
manera precisa a principios del siglo XIX por el matematico francés A.L. Cauchy,
laidea de convergencia parecia estar bien establecida en los trabajos anteriores de
grandes matematicos como Euler, Poisson o Fourier.

El concepto es sencillo. Sean (a;) ,en una sucesion en Ry s € R. Decimos que
la serie ) ,en an €S convergente y su suma es s cuando la sucesiéon de sumas par-
ciales (s;)nen, siendo s, = a; +--- + a,, n € N, converge a s. Una serie que no es
convergente se dice que es divergente.

Una de las series mds conocidas es la serie geométrica ),y 7", con r € R,
que es convergente siy solo si |r| < 1. Basta observar que cuando r = 1 se tiene que
Sp = N,y que, en otro caso,

r_rn+1
Sp=—, neN.
1-r

De esta forma, (s,),en €s convergente siy solo si|r| <1,y en este caso la suma es

. r
Y r"=lim s, = —.
neN n—oo 1-r

Si la serie es divergente es porque no existe el limite de (s,) ,en. Y esto puede suce-
der porque s, — oo, n — oo, como es el caso de la serie ),y 7 para la que

. . n(n+1)
Iim s, = lim — =

n—oo n—oo 2 ’
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o bien porque la sucesion (s;) ,en tiene un comportamiento mas caético en el in-
finito, como sucede con la serie Y ,,cp(—1)""1, siendo sp,_1 =1y 82, =0, n€N.

Parecia que no se podia decir nada maés sobre las series divergentes. Sin em-
bargo, este tipo de series supuso un interesante objeto de estudio para matemati-
cos relevantes, lo que condujo al desarrollo de una importante teoria en matema-
ticas. El punto de partida fue la busqueda de un significado adecuado para el con-
cepto de suma de una serie divergente. Es asi como surgen los diferentes métodos
de sumabilidad para series. En este trabajo tratamos dos de los tipos de sumabili-
dad clésicos: el de Cesaro y el de Abel.

1.1. Sumabilidad Cesaro y sumabilidad Abel

Un método de sumabilidad pretende asignar un valor a una serie divergente.
El método debe suponer una generalizacion del concepto de convergencia en el
sentido de que la definicién que se dé para la suma de una serie divergente debe
ser valida también para las series convergentes y, en tal caso, que proporcione el
mismo valor que el limite de la sucesidon de sumas parciales. En lo que sigue para
indicar que el valor de la suma de una serie es el dado por un método de sumabi-
lidad (S) escribiremos

Y an=s(9).
neN
Por otro lado, para que el método de sumabilidad sea til se espera que per-
mita realizar “operaciones lineales". Para ser precisos, si (@) nen Y (by) nen SOn dos
sucesiones en R tales que, respecto a un determinado método de sumabilidad (S)
y para ciertos a, f € R se cumple

Yan=a(S) y Y b,=p(),

neN neN

entonces se quiere que

Y (@n+b))=a+p (S) y ) cap=ca (S), ceR.

neN neN

Definicion 1.1. (Método de sumabilidad en sentido Cesaro). Sea (ay) nen S R. Deci-
mos que la serie ) ,en an es Cesaro sumable a s € R, y escribimos )_,en an = S (C)
cuando
, , Sl + -+ Sn
limo,=1lim — =35,
n—o00 n—oo n

donde sy =a; +---+ay, keN.

De esta forma, una serie es sumable en el sentido de Cesaro cuando la sucesién
(0 1) nen de las medias aritméticas de las sumas parciales es convergente.
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Veamos algunos ejemplos. Para la serie divergente Y ,cp(—1)""!

sk =1, si k esimpar, y s =0, cuando k es par. Por tanto,

se tiene que

n+1

S1++ S, , Si n es impar,

Op=—"™"—= 2n
n 1/2, sinespar,

y de este modo, lim,,_..,0, = 1/2, por lo que la serie es divergente pero Cesaro
sumable y su suma de Cesaro es 1/2.

Por otra parte, sea r € (—1,1). Sabemos que la serie }_,n 7" €s convergente
y su suma es r(1 — )~ 1. Veamos que es Cesaro sumable al mismo valor. Para ello
recordamos que s =r(1 — rk)(l -~ keN. Entonces,

CSsiteets, 1 A-n+A-r) 4+ +1-1")

oy = =
n 1-r n
ron—r+ri+-+1r" r Sn
— = ( ——), neN.
1-r n 1-r n

Asi, lim,, o0, =r(1—1)"! (nétese que s, — r(1- 1, n—oo) y concluimos que
la serie es Cesaro sumable a r(1—r)"L.

Alavista de este segundo ejemplo cabe preguntarse sila convergencia de una
serie implica la sumabilidad en sentido Cesaro al mismo valor y de esta forma el
método de sumabilidad introducido supone una generalizacién como ya comen-
tamos. La respuesta es afirmativa.

Proposicion 1.2. Supongamos que (an) nen SR ¥ Y nenan = S, para cierto s € R. En-
tonces la serie es Cesaro sumabley Y ,en an = s (C).

Demostracién. Consideramos la sucesion de las sumas parciales (s,,) ,en v 1a suce-
sion de las medias aritméticas de estas sumas parciales (0 ;,) nen-

Fijamos € > 0. Sabemos que lim,_., S, = s. Luego, existe ny € N de manera que
|s,—s|<€l2, neN, n> ng. Ahora escribimos

S+t sp—ns|  |sp=S|+-+ ][5, =S|
1 ‘s L , neN.

7 =s1=|
n

n
Tomando A = |s; — s|+---+ sy, — S| se sigue que, para n € N, n > ny,

€
<—+¢ <—+-,
n n 2n n 2

oo sp—s] A — A
k=S n—np
lo,—sl<—+ Z — <
k=ngp+1
y asi, si ny €N, n; > ny, es tal que A/ny < €/2 se concluye que |, — s| < €, cuando
n>n. O

Es claro que si ) ,en@n ¥ Xnen brn sOn sumables en el sentido de Cesaro a a y 8,
respectivamente, entonces Y ,en(an + by) = a+ p (C) y Y pen(cay) = ca (C), c €
R. Esto, junto con la Proposicién 1.2, nos dice que el método de sumabilidad en
sentido Cesaro es coherente.

Presentamos a continuacion una caracterizacion de las series Cesaro sumables.
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Proposicion 1.3. Sean (a,) ey S R y s € R. Consideramos la sucesion (1 ) nen defi-
nida mediante

n
Ty = Zkak, neN.
k=1

Se tiene que Y ,en An = S (C) si, y solo si, Y ,en es convergente as.

_Tn

n(n+1)

Demostracion. Sean (sy)nen la sucesion de las sumas parciales y (0,) e 1a suce-

sion de las medias aritméticas de las sumas parciales. Consideramos sy = o = 0.

Observamos en primer lugar que

Tp=@+--+ap)+@+--+ay)+--(ap-1+ay)+ay

=Spt+(Sp—581)+--+(Sp—Sp-2) +(Sp—Sp-1)
=ns,—(s1+:-+sp_1)=ns,—(n—10,-1, neN.

Por otro lado, ya que no,, = s1+---+ sp, n €N, se tiene que

Sp=noy,—(n—-1)o,-1, neN. (1.1)

Luego, paracada neN,

2

Tp=nno,—(n—-1)ou-1)—-n—-1o,—1=n“c,— (n? - oj,-1,

y
Tn n n-1
un = = O-n - On_l.
nn+l) n+l1 n
De esta forma, la serie Y ,cn Un, €S una serie telescopica y Zzzl Up = #an, neN.
Es claro entonces que
n
lim Z ux=s si,ysolosi, limo,=s,
n—oo n—oo
k=1

y el resultado queda asi establecido. O

Introducimos ahora el método de sumabilidad de Abel que, como veremos,
es mds general que el método en sentido Cesaro.

Definicion 1.4. (Método de sumabilidad en sentido Abel) Sean (ay)nen SR y s €R.
Decimos que la serie ) e\ ay es Abel sumable a s, y escribimos ) ,en an = S (A) si
Y nen AnXx'" converge cuando |x| <1y

lim f(x)=s, siendo f(x)= Z a,x", |x| <1.
x—1 neN
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Consideremos algunos ejemplos ilustrativos. Vimos que la serie divergente
Y en(=1)""1 es Cesaro sumable con suma 1/2. Esta serie también es Abel sumable
al/2pues
X

f@=Y D" x"==Y (-0"=-—"—, |x|<],

)
neN neN 1+x

ylim,_;- f(x) = 1/2. Esta circunstancia no es exclusiva de este ejemplo. De hecho
como veremos luego en la Proposicion 1.6, toda serie Cesaro sumable es siempre
Abel sumable.

Analicemos ahora la serie Y ,cn(—1)""1n. Claramente no es convergente.
Tampoco es sumable en sentido Cesaro. En efecto, es facil ver que s, = —ny
son-1 = n, n € N. Entonces, para cada n € N se tiene que Sz;,—1 + s2,, = 0, y, por

tanto,
_(s1+8)+ 4 (Soap-1+ S2n)

Oop = 0
n 2n )
y
($1+82) +--+ (S2n—3+ S2n-2) + S25-1 n
O2p-1-— = )
2n—1 2n—1

de donde se sigue
lim 02,=0 y lim oy,-;=—.
n—oo n—oo 2

Veamos que ¥ ,,en(—1)""1 7 es Abel sumable. Teniendo en cuenta que las se-
ries Y pen(=X)" Y X jen n(—x)”_1 son uniformemente convergentes en [—r, r], para
r € (0,1), podemos escribir

d d
f =Y D™ nx"=—x Y —— (0" = —x——( ¥ (0"

neN nel\ldx dx neN
—xi( a )— xe(=1,1)
T ldx\1+x) a+x0? T

Ademads, lim,_.;- f(x) = 1/4, por lo que la serie es Abel sumable a 1/4.
Por tltimo, como ejemplo de una serie que no es Abel sumable podemos con-
siderar )_,cn 7. Razonando como antes se tiene que

an”—xd( = )=—2, xe(-1D) (1.2)
ot S ldx\1-x) T a-x2 Y '
y entonces limy_.1- Y ,en X" = +o0.

Veamos a continuaciéon que el método de sumabilidad en sentido Abel es

coherente con la nocién de convergencia de una serie. Este resultado fue estable-
cido en 1826 por N.H. Abel [1].

Proposicion 1.5 (Teorema de Abel). Sean (a,) nen SR ys€R. Si)°,en an es conver-
gente con suma s, entonces la serie es Abel sumable al valor s.



6 1 Teoremas tauberianos para series

Demostracion. Sean s, = ZZ=1 ax, n € Ny sp = 0. Por hipétesis s, — s cuando
n — oo. Por tanto, (s,),en €std acotada, pongamos |s,| < Cp, n € N, para cierta
Co >0, yademads, dado € > 0 existe ng € N tal que

|s,—sl<e, neN,n>ny. (1.3)
Probamos primero que }_,cn @nx" es convergente cuando x € (—1,1). Para cada
n € N tenemos que
n

n n n
Y arxt =Y (sp—sp-xF= Y spxk—x ) spoq 1k
k=1 k=1 k=1 k=1

n n—-1 n—-1
=) spxk—x Y spxk=s,x"+(1—x) > spxk xe(=1,1). (1.4)
k=1 k=0 k=1

Ya que |s,x"| < Cplx|", ne N,y x € (—1,1) se sigue que lim,,_.o, s, x" = 0. Ademas,

| x|
| ¥ sixk| <o ¥ 1k = Cos
keN keN — |x]

< 0.

Tomando limites cuando n — co en (1.4) se deduce que

fX) =) apnx"=(1-x) ) spx"<oo, xe(-1,1). (1.5)
neN neN
Probamos ahora que lim,_.1- f(x) = s. Sean € > 0y np € N tales que se cumple (1.3).
Teniendo en cuenta que (1 —x) Y ,en X" = X, x € (0,1), podemos escribir

If(x)—sl=|1-x) Z(sn—s)x"+s(1—x) Z x”—s‘

neN neN

=|1-2x) ) (sp—9x"—s(1-x)

neN

IA

+s](1-x)

Ha-n Y Ga-9x"

n=ng+1

o
(1-2) ) (5= 9)x"
n=1

:D1(x)+Dy(x)+ Ds(x), x€(0,1).

Puesto que |s,| = Cy, n €N, se tiene que D;(x) < 2(Cp + [s])np(1 — x), x € (0,1). Por
otro lado, de (1.3)

Dy(x)<e(l-x) ) x"=ex<e, xe(0,1).

neN

Por tanto, para cierta C > 0, |f(x) —s| < C(1 — x) +¢&, x € (0,1). Podemos elegir en-
tonces 0 < 6 < 1 suficientemente pequefo para que |f(x) —s| <2¢,x€ (1-5,1). O

Mostramos a continuaciéon que el método de sumabilidad en sentido Abel
generaliza el método de Cesaro.
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Proposicion 1.6. Sean (a,)pen SRy seR. Si Z a, = s (C) entonces Z a, =s(A).
neN neN
Demostracion. Como antes, denotamos por (s;) ,en 1a sucesion de las sumas par-
ciales y por (0,) nen la sucesion de las medias aritméticas de las sumas parciales y
consideramos sy = oo =0.
Por hipétesis, 0, — s, cuando n — oo. Luego, |o,| < Cy, n € N, para cierta
constante Cy > 0. Haciendo uso de (1.1) y (1.4) obtenemos

n n-1
apxF =5, x" +(1-x) Y spxt
k=1 k=1
n-1
= (nop— (=10, Dx"+(1-x) Y (kog— (k= Dog_1)x"*
k=1

=(mo,—(n-1)0,-)x"+(1-x)(n—1)o,_1x"!

n-2
+(1-x)? Z kakxk, xe(-1,1).
k=1

Observamos que para cada x € (—1,1) y n € N se tiene que
|(nop— (=10 ,-))x" + (1= x)(n— Do o1 x" = 2C (nlx" + (n - D]x|" 1),
y, ya que limy,,_.o, m|x|™ = 0 (pues | x| < 1), se sigue que

f@) =) apx"=0-%%) no,x", xe(-1,1).

neN neN

Veamos que f(x) — s, cuando x — 17. Fijamos € > 0 y elegimos ny € N para
que |lo,—s| <&, neN, n> ny. Teniendo en cuenta (1.2) podemos escribir

|f(x)—s|= ‘(l—x)2 Y no,-9x"+s1-x0* nx”—s‘

neN neN
= ’(l—x)2 > n(an—s)x”—s(l—x)‘
neN
no o0
<|0-02Y n@,-9x"+|1-02 Y ne,-9x"]+s10-0)
n=1 n=np+1

=:D1(x)+Dy(x)+ D3(x), x€(0,1).

Razonando como en la demostracion de la Proposicién 1.5 y usando de nuevo (1.2)
obtenemos que, para cierta constante C > 0,

If(x)—sl<C(1-x) +f:(1—x)2 Z nx"=C(l-x)+¢ex, x€(0,1).
neN
Luego, podemos tomar 0 < 6 < 1 paraque |f(x) —s| <2¢,x€(1-6,1). O

Observacién 1.7. Notese que el resultado en la Proposicion 1.5 puede deducirse in-
mediatamente de las Proposiciones 1.2y 1.6.
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1.2. Teorema de Tauber

Atendiendo a los resultados en las Proposiciones 1.2y 1.6, si (a,;) SRy seR
se tiene el siguiente esquema:

Y an=s=) a,=s(C)= ) a,=s(A).

neN neN neN

Ademas, los ejemplos dados en la seccion anterior confirman que los reciprocos no
son ciertos en general. El problema natural que surge a raiz de esta circunstancia es
el de encontrar condiciones que aseguren que las implicaciones inversas son cier-
tas. El primer resultado de este tipo fue establecido por el matematico austriaco
A. Tauber [14] en 1897 y a partir de él se ha obtenido un largo nimero de teore-
mas de la misma clase a los que se denomina teoremas tauberianos. Asimismo, la
condicién que permite obtener el resultado inverso es conocida como condicion
tauberiana.

Presentamos en primer lugar el resultado que supuso el origen de la teoria taube-
riana y que se conoce como Primer teorema de Tauber.

Teorema 1.8 (Teorema de Tauber). Sean (a,),eny S R y s € R. Supongamos que
Y neN Gn es Abel sumable con valor s. Si

lim na, =0, (1.6)
n—oo

entonces, la serie ) ,cn ay, €s convergenteyy ,en Gn = S.

Demostracion. Fijamos € > 0. En virtud de (1.6) podemos elegir n; € N tal que
|nay| < €, cuando n > n;. De esta forma se sigue que para cierta C > 0,

n

1z 1/ C n-n C
—Zkldk|=—(z+ Z )klak|<—+£ <—+¢€ n>n;j.
k=1 NNl k=m+1 n n n

Podemos elegir entonces ny €N, ny = ny, tal que
1 n
=Y klakl<2¢, n>n,. (1.7)
k=1

Por otro lado, ya que Y ,,cn @, €s Abel sumable a s se sigue que, paracierto0< 6 <1,

| f(x)=9)|=

Z anx”—s)<£, xe(1-6,1),

neN

y, por tanto, podemos escoger n3 € N, n3 = n, de manera que

1f(x)—sl <€, xE(l—i,l). (1.8)
ns
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Seax, =1- %, n € N. Por (1.8) se tiene que |f(x,) — s| < €, n > ns. Por otro lado,
teniendo en cuenta que |na,| < €, n > ns, que se verifica la estimacién

k
L-xp= (1= x) (14 X+ x5+ 1, ) <k(l-x2) ==, nkeN,
n

y (1.7) obtenemos que, si n € N, n > n3, entonces

n r 00 r 1 n 00 x,/fl
l$n = fxn)l = | 2 ar(l=xp) = ) apxy|<—) Klagl+e ), =*
k=1 k=n+1 =1 k=n+1

£ o0
<2e+— Zx,’j:2£+—:
n =0 n(l—xp)
Luego, s, — S| < |sp — f(xp)|+ | f(x,) — sl < 4e, n €N, n > ng, y se concluye que la
serie ) ,en dp CONVeErge a s. O

Otro de los teoremas tauberianos mas simples nos dice que las series numéricas
de términos no negativos que son Abel sumables son convergentes.

Teorema 1.9. Sea (a,)en Una sucesion tal que a, = 0, n € N. Si se cumple que
Y neN @n = S (A) para cierto s € [0,00) entonces la serie ) ,cN Gy, €S convergente con
sumas.

Demostraciéon. Supongamos que )_,cn a,, €s divergente. Como a, =0, n €N, y, por
tanto, la sucesion de las sumas parciales (s,) ,en €S creciente, se sigue que
lim s, = co. (1.9)
n—oo
Por hipdtesis, para cada x € (—1,1) existe f(x) = ) ,en anx" y ademas, f(x) — s,
cuando x — 17.

Vamos a ver que (1.9) implica que f(x) — +oo, cuando x — 1~. Esta con-
tradiccion nos permite concluir que la serie ),y a,, €s convergente. Y ademds, la
suma ha de ser s puesto que toda serie convergente es Abel sumable al mismo valor
(Proposicion 1.5).

Fijamos M > 0. Queremos encontrar § > 0 suficientemente pequeno de ma-
nera que f(x) > M cuando x € (1-46,1). Teniendo en cuenta (1.9) elegimos ny € N
tal que s, >2M, neN, n > ny.

Consideramos sy = 0. Teniendo en cuenta que paracadaneN, a, = s, —Sp—-1,
y que s, = s,—1 (pues a, = 0), se tiene que

no no no
-1
f) =) (Sn=$n-0x"2 ) (Sp=sp-1)X"= ) spx" = x ) sp1x"
n=1 n=1 n=1

neN
no—1
= Spo X0+ (1 - x) Z SpX" = 55, X" >2Mx™,  x€(0,1).
n=1

Ya que lim,_- 2x™ = 2 podemos tomar 6 € (0,1) de manera que 2x" > 1 cuan-
do x € (1-0,1). Se deduce entonces que f(x) > M, cuando x € (1 -46,1), esto es,
lim,_;- f(x) = +oolo que contradice que la serie sea Abel sumable. O
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1.3. Teoremas tauberianos para series Cesaro sumables

Ya que la sumabilidad Cesaro implica la sumabilidad Abel (Proposicion 1.6),
la condicién tauberiana na, — 0, n — oo, que aparece en el Teorema 1.8 es su-
ficiente para asegurar la implicacion “sumabilidad Cesaro = convergencia”. Pre-
sentamos en esta seccion otras condiciones tauberianas que también son validas
para esta implicacion.

Teorema 1.10. Sea (a;,) ,en Una sucesion en R. Consideramos t,, = ZZ=1 kay, n e N.
Supongamos que ) e an = S (C), para cierta s € R. Entonces, la serie )_,cn an €S
convergente a s si, y solo si,

Tn

lim — =0.
n—oo n

Demostracion. En la prueba de la Proposicion 1.3 vimos que

Tn n-1
— =S On-1, neN,
n n

donde (s,)nen €s la sucesion de las sumas parciales, (0 ,) zen €S 1a sucesion de las
medias aritméticas de las sumas parciales y oy = 0. Ademads, por hipétesis, o,, — s,
n — oo, de donde se sigue que lim,,_., ”T_lan_l = s. Es claro entonces que

Tn

lim — =0,
n—oo n

si, y solo si, lim,,_.. S, = S, esto es, si, y solo si, la serie ), @, converge a s. O

En 1910 el matemaético G.H. Hardy [5] obtuvo un resultado inverso para la suma-
bilidad Cesaro en el que la condicién dada por A. Tauber (na;,, — 0, n — oo, esto
es, a, = 0(1/n)) se sustituia por la condicion, mas general, (na;) ey una sucesion
acotada (a,, = O(1/n)).

Teorema 1.11. [Teorema de Hardy, 1910] Sea (a,)nen < R tal que (nay) pen es una
sucesion acotada. Si la serie ), cn a;, es Cesaro sumable con valor s € R, entonces la
serie es también convergente y su suma es s.

Demostracion. Supongamos que ) ,e.nadn, = S (C). Atendiendo al Teorema 1.10
nuestro objetivo es mostrar que
, T
lim — =0, (1.10)
n—oo n
siendo 7, =Y}, kax, neN.

Procedemos por reduccion al absurdo. Para ello asumimos que (1.10) no se
verifica. Veamos que la serie ) e % no es convergente. De esta forma, tenien-
do en cuenta la Proposicion 1.3, }_,cn @, Do es Cesaro sumable y llegamos a una
contradiccion.
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Sea (S;,) nen la sucesion de las sumas parciales de la serie a analizar, esto es,

S, = i L, neN.
o k(k+1)

Vamos a probar que esta sucesion no es de Cauchy y, por tanto, no converge.

Consideramos ¢y > 0 tal que n|a,| < ¢y, n € N. Ya que hemos supuesto que
(1.10) no es cierto, podemos elegir ¢ € (0, cy) y una sucesion {ny}xen S N estricta-
mente creciente, con n; = 2 tal que

T
ks, keN. (1.11)
n

Sean ¢y =1—c/(2cp) y c3 € (c2,1). Notese que ¢, € (1/2,1). Para cada k € N denota-
mos por my el menor natural tal que c;ng < my < csng. Observamos que

CoNg, siconi eN,
—_—

Elcongl+1, sicong €N.
Aqui, E[x] representa la parte entera de x € R. Para cada k € N tenemos que

ny ny 1 1 )

Snk_Smk—lz Z T—n Z Tn(———

n=mjy n(n+1) n=my n n+].

Se entiende Sp = 0. Ademaés, si k,n € Ny my < n < ny, se obtiene que
c
|Tn, — Tl < co(ng—n) < co(ng —my) < cong(l—cp) = >
Luego, teniendo en cuenta (1.11), se sigue que
c c

TnZTnk—|Tn—Tnk|ZC”k—§nk:Enk, k,neN, mp <n< ng,

y entonces, para cada k € N,

n
Snp — Smy-1 Zgnkn;;k(%— nil) :gnk(mik_ l’lk1+1) Zg(cl?)—l)>0.

Por tanto, la sucesion (S,,) ,en no es de Cauchy y la prueba queda establecida. O

1.4. Teorema de Littlewood

El Teorema de Hardy (Teorema 1.11) es un teorema tauberiano que admite
una condicién mas débil que la del Teorema de Tauber (Teorema 1.8) pero con-
sidera la sumabilidad de Cesaro que es mads restrictiva que la de Abel. El propio
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Hardy conjetur6 que su resultado se podia obtener para las series Abel sumables
y de esa forma extender el resultado de Tauber al considerar una condicién mas
general. Fue J.E. Littlewood [10] quien en 1911 verificé la conjetura planteada por
Hardy, generalizando de esta forma los resultados anteriores de Tauber y de Hardy.

Senalamos que este trabajo marco el comienzo de la famosa colaboracion
entre estos dos grandes matemadticos britdnicos, Hardy y Littlewood, una coopera-
cién que se prolong6 durante 35 afios y que ha resultado ser una de las mas fructi-
feras en la historia de las matematicas.

El trabajo de J.E. Litlewood sorprendié a muchos matematicos, no por la con-
dicién tauberiana, que parecia natural a partir del Teorema de Hardy, sino por el
hecho de que fuera una prueba bastante complicada. Durante mucho tiempo no
fue posible encontrar razonamientos que simplificaran su demostracién. Hasta
que en 1930 Karamata [8] impresion6 con un argumento simple e ingenioso ba-
sada en el Teorema de aproximacion de Weierstrass'. Este teorema es la clave del
siguiente resultado técnico que utilizé en la demostracion.

Lema 1.12. Sea h una funcién definida en [0, 1] que es continua salvo en ciertor €
(0,1), donde presenta una discontinuidad de salto finito. Para cada € > 0 existen dos
polinomios p y q tales que p(t) < h(t) < q(t), t € 10,1], y se verifica

1 1
fo(h(t)—p(t))dt<e ¥ fo(q(t)—h(t))dt<£.

Demostracion. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que
h(r7) = lim h(t) < lim h(s) = h(r").
t—r- t—rt

Sea € > 0 y consideramos 6 € (0,r) que serd elegido con mds precision después.
Definimos la funcién ® mediante

h+5, te[0,r—8)u(r1],
_ 2

() = .
max{h(r) + E,F(t)}, telr-6,rl,

donde (1), t € [r — 0, ], es la funcién cuya gréfica es el segmento lineal que une
los puntos A= (r—3,h(r—06)+€/2)yB=(r,h(r*) +€/2).

La funciéon @ es continua en [0, 1]. En efecto, es claro que es continua en t €
[0,1]\ {r — &, r}. Por otro lado, ¢(r —8) = h(r —6) + €/2, por lo que

! Teorema de aproximacién de Weierstrass. Si f es una funcién continua en un intervalo [g, b], entonces
para cada ¢ > 0 existe un polinomio p de modo que

xg%u,b] [f(x)-px)l<e.



1.4 Teorema de Littlewood 13

lim ®()= _lim ()= h(r-5)+3 = (r-0).

t—(r-6)* t—(r—0)

Asimismo, como £(r) = h(rt) +¢€/2,

€
lim ®(f) = lim ®(1) = h(r*) + = = ®(r).
t—rt t—r- 2

El Teorema de aproximacién de Weierstrass implica entonces que existe un poli-
nomio g de manera que

E
4 H—-®()| < -.
tren[gzli]lm) (D] 2

Ya que, por definicion, () = h(t)+€/2, t € [0, 1], y se satisface que g(t) > ®(t)—¢/4,
t€[0,1], se sigue que q(t) > h(t), t € [0,1]. Por otro lado,

1 1 1
fo(q(l‘)—h(l‘))dt=f0 (q(t)—q)(t))dt+fo (@(1) - h(n)dt

£ € 3¢
s—+—f dt+M dt < —+ M6,
4 2J0,r-6)u1) [r=6,r] 4
siendo M = sup ¢ o 1) 1P (#) — k(7). Elegimos ahora § suficientemente pequefo para

que M6 < €/4y concluimos que

1
f (g(1) — h()dt <e.
0

Para encontrar el polinomio p procedemos andlogamente considerando la fun-
cion .
h(t)— -, tel0,r)u(r+6,1],

V(1) = £
min {h(z) - E,y(z‘)}, relrr+él,

siendo y(t), t € [r,r + 6], la funcién que une los puntos C = (r, h(r™) —¢€/2) y D =
(r+06,h(r+06)—¢€/2).

Razonando como antes se puede ver que ¥ es continua en [0, 1] y, haciendo
uso de nuevo del Teorema de aproximacion de Weierstrass, encontramos un poli-
nomio p tal que

E
A |V (1) — p(h)] < —.
E%l()p()|<4

Asi, puesto que W(t) < h(t)—€/2, t€[0,1],y p(t) < V(1) +¢€/4, t €0,1], se sigue que
p(t) < h(t), t€[0,1]. Ademas,

1 1 1
fo(h(l‘)—p(t))dt=f0 (h(l‘)—‘P(t))dHfO (Y (@) -p)dt

£ £ 3¢
s—f dt+ N dt+-<—+Nb<eg,
2 Jio,nu(r+8,1] (r,r+6] 4 4

donde N = sup ¢y 1) 1h(2) — V()| y 6 es suficientemente pequerio. O
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Presentamos ahora el teorema tauberiano de Littlewood [10] cuya demostracién
considera las ideas aportadas por Karamata [8] con alguna variante afiadida por
Wielandt [15].

Teorema 1.13. [Teorema de Littlewood] Sea (a;) nen < R tal que (nay) nen es acota-
da. Si la serie Y ,en an es Abel sumable con valor s € R, entonces la serie es conver-
gentey su sumaess.

Demostracion. Sea (s,)nen la sucesion de las sumas parciales. Nuestro objetivo es
demostrar que lim,_., s, = s. Para ello vamos a expresar s;, n € N, mediante

sn= Y. arg(xh), (1.12)
keN

para cierta funcién g definida en [0, 1] y cierta sucesion (x,) ,en < (0, 1). Concreta-
mente, definimos la funcién g como g(1) = X1 1,(1), t€[0,1],y x;, = e " pneN.
Observamos que, para cada n,k € N,

1, siel<e*n<q, 1, sik<n,
(1.13)

k
g(x ) = = .
" {0, sie k/n < g71 0, sik>n,
de donde se infiere (1.12). N6tese ademads que x,, — 17, cuando n — oo. Por tanto,

nuestro propdsito se consigue si establecemos que

lim Y arg(x") =s. (1.14)
x—1 keN

Por hipdtesis se tiene que f(x) =Y yen akxk <00, x€(-1,1),ylimy_ - f(x) =s.
Vamos a probar que si P es un polinomio verificando P(0) = 0, entonces

lim Y a;P(x*)=sP(1). (1.15)
=17 keN

Obsérvese que para P(x) = x, la propiedad (1.15) representa la hipétesis sobre f.
Sea P(x) = Z%:l rmX™, xeR,con NeNyr, R, m=1,...,N. Se tiene que

N N
Y arP(xX™) =) rm Y. apx"* = Y. rmf(x™), xe(-1LD,
keN m=1 keN m=1

y entonces,
. N
lim axP(x")=s rm=sP(1).
H_kz (P (x") Z_ m=SsP(1)
eN m=1
Ahora para probar (1.14) usaremos la condicién de acotacién para la sucesion

(na,) nen que nos permite tomar ¢ > 1 de modo que na, = —c, n € N. Bajo esta
hipétesis demostraremos que
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limsup Z akg(xk) <s, yque liminf Z akg(xk) >s,
x—17 keN =17 eN
y asi (1.14) quedard establecido.

Consideramos la funciéon h(t) = f((f)__t)t, t€(0,1), h(0) = -1y h(1) = 1. De esta forma,

—(1-071, tefo,e™h,
h(1) = -1 -1
r, tele 1],

yg(t) =t(1-1h(t)+t, t € [0,1]. N6tese que ki es una funcién continua en [0,1]\ e !

y con una discontinuidad de salto finito en £ = e™!.

Sea € > 0. El Lema 1.12 asegura la existencia de dos polinomios p, g tales que
p(t) <h(H) <q(1), te[0,1],

1 1
fo(h(t)—p(t))dt<€ y fo(q(t)—h(t))dt<e.

Definimos los polinomios u(f) = t(1 - O)p() +ty v(t) = t(1-1)q(t) + t, t € R. Ob-
servamos que u(0) = v(0) =0y u(1) = v(1) = 1. Por tanto, de (1.15) se obtiene que

lim Z aku(xk) = lim Z ay U(xk) =s. (1.16)
=17 feN =17 feN

Ademas, u(t) < g(t) < v(1), te€0,1],

1 1
B0 5 "o -
o t(l-1) dt= 0 (h(t) - p(D))dt <g,
y 1 1
080 4, [ g0
fo t(1-1) dt= 0 (q(1)—h())dt <e.

Para cada x € (0, 1) podemos escribir

Y argch) = Y arvch) - Y ar(wxF) - g(x*)).

keN keN keN

Ademéds,yaque —a, < c/n,neN,que v(t) = g(t), t € [0,1], yque paracada x € (0,1)
se verifica que

1-x*=1-00+x+--+x*YH<k@-x, keN,

podemos deducir que

ky _ k ky _ k
_ Z ak(v(xk) —g(xk)) <c Z M <c Z Lgk(x)(l —X)
keN keN k keN 1-x
ky _ k

keN xk(l - xk)
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=c Y (") = h(x")* - x5, xe© D).
keN

Luego,

Y argx < Y @ +c Y (g - h(F) (K-, xeo,),
keN keN keN

de donde, haciendo uso de (1.16), se sigue que
1
limsup Z akg(xk) <s+ cf (q(t) = h(1)dt < s+ ce. (1.17)
=17 keN 0

Noétese que si F es una funcion acotada Riemann integrable en [0, 1] entonces po-
demos escribir

1 X 1
fF(t)dt:(f +f )F(t)dt
0 0 X

n—1
= lim [FaMx"+ Y Pk - <)
n—oo =1

1
+f F(pdt
x

1
=Y F(xk)(xk—xk+1)+f F(t)dt, x€(0,1),
keN x

y asi, tomando limite cuando x — 1~ se deduce que

f F(ndi= lim Y FR)(f - xF,
0

=1 keN

propiedad que se ha utilizado en la estimacion (1.17).
De forma anéloga,

Y argh) = Y ar(gx®) - ux*) + Y arux™), xe(,1).
keN keN keN

De nuevo usando que na, = —c, n € N, y procediendo como antes obtenemos que

Y argd) - ukyz ¢y 8T UE) oy g(x gL —uth |
kel keN k keN
oy 8wt
= ckg\l T (x*—x
=—c ) (h(x") = pfNF -5, xeD.
keN

Por tanto,

Y argxh = Y arux®) - Y (h(xF) - pcF) (k- x, xe 0,1,

keN keN keN
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y haciendo uso de (1.16), se sigue que

1
liminfz akg(xk) >s— cf (h(t)— p(0)dt > s—ce. (1.18)
=17 feN 0

La arbitrariedad de € en (1.17) y (1.18) conducen a (1.14) y la prueba termina. O

Observacion 1.14. Si analizamos la prueba comprobaremos que la condicién tau-
beriana que permite establecer el Teorema 1.13 es mds general que la dada en su
enunciado. Observamos que para demostrar el resultado se ha usado la propiedad
na, = —c, n €N, para cierta ¢ > 0, estimacion que se infiere de la hip6tesis sobre la
acotacion de la sucesion (na,) ,en, Y que es claramente menos restrictiva. O

1.5. De sumabilidad Abel a Cesaro

Como ya comentamos, a partir del trabajo de J.E. Littlewood comenz6 una
colaboraciéon matemaética con G.H. Hardy muy productiva y juntos obtuvieron nu-
merosos teoremas de tipo tauberiano. El que presentamos para terminar este ca-
pitulo establece condiciones que permiten deducir la sumabilidad Cesaro a partir
de la sumabilidad en sentido Abel. De nuevo, mostramos la prueba basada en las
ideas de Karamata que simplificaron la demostracion original.

Teorema 1.15. Sea (a,),n SR tal que ) ,cn ay es Abel sumable a cierto s € R. Supon-
gamos que s, =0, n € N, donde (s,) nen €S la sucesion de sumas parciales. Entonces
Y nen Gn es sumable a s en sentido Cesaro.

Demostracién. De acuerdo a (1.5), f(x) = (1 — X) ¥ jen Sk X* <00, x € (=1,1), ¥

lim (1-x) Z skxk =S.
x—1 keN

Veamos que para cualquier polinomio P se cumple

1
lim 1-x) ) spxkP (k) = sf P(p)dt.
x—1” keN 0

Basta demostrarlo para P(t) = t", n € NU{0}. Si P es constante el resultado es claro.
Seane Ny P(¢t) = t". Se tiene que

1—-x

f(xl’l+l)
f(xn+1 _
1— xn+l

k. kn
1—x SiXxtxTt = = J4= -
( )Z k 1+x+---+x"

keN

, X€(=1,1).

Luego,

1 1
lim (1—x)Zskka(xk):L:sf t”dt:sf P(t)dt.
n+1 0 0

x—1- keN
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Consideramos ahora una funcién & continua en [0, 1] salvo en r € (0, 1) donde pre-
senta una discontinuidad de salto finito. Se verifica que

1

lim (1-x) Y sgxFh(x*) = sf h(r)dst. (1.19)
=17 keN 0

En efecto, sea € > 0. Haciendo uso del Lema 1.12 escogemos dos polinomios py g

de manera que p(x) < h(x) < g(x), x€[0,1],

1 1
f (h(x)-px)dx<e, 'y f (g(x) - h(x))dx<e. (1.20)
0 0
Dado que s =0, k € N, podemos escribir, para cada x € (0,1),

1-2 Y sexfph <1-0 Y sexfh < 1-20 Y sexkq).
keN keN keN
Tomando limites cuando x — 17, usando la propiedad que hemos visto para poli-
nomios y (1.20) obtenemos

1 1
sf h(t)dt—se<s | pHdt<liminf(l - x) Z skxkh(xk)
0 0 x—=1" keN

1 1
<limsup(1 —x) Z skxkh(xk) < sf qgdt < se+ sf h(t)dzt.
x—1- keN 0 0

La arbitrariedad de € implica la propiedad (1.19).

Veamos ahora que Y ax es Cesaro sumable a s. Para ello, definimos la fun-
cion h como h(t) = t_lz%'[efl,u(t), t €(0,1], y h(0) = 0. Asi h es continua en [0, 1]
salvo en r = e~! donde tiene una discontinuidad de salto finito. Consideramos ade-
mas la sucesion (x,) ,en, donde x, = e V", neN.

Como x, — 17, n — oo, la propiedad (1.19) implica que

1 1 dt
lim (1—xn)Zskx’,§h(x’,§):sf h(t)dt:sf =S
0 e~

oo keN
Vamos a mostrar que si (0,),en €s 1a sucesion de las medias aritméticas de las
sumas parciales entonces

lim (1-x,) Y spxkh(x¥) = lim 0.
n—oo keN n—oo

De acuerdo a (1.13) se sigue que para k, n € N se tiene que x,’ih(x,’i) =1,sik<n,y
x,’ﬁh(x’,g) =0, cuando k > n. Entonces,

n
A-xn) Y spxinhy=a-e"mY sp,=0-e"no,, neN.
keN k=1
Y de aqui, teniendo en cuenta que lim,_.q z 1 (1-e7%) =1, se deduce que

lim 1-e Y"no, = lim o,
n—o0 n—oo

y podemos asi concluir la demostracion. O
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Teoremas tauberianos para funciones medibles

La teoria tauberiana obtuvo un importante impulso de la teoria de niimeros,
en particular, de la biisqueda de pruebas sencillas para el Teorema de los ntimeros
primos. En este campo, el estudio de Hardy y Littlewood no parecia muy satisfac-
torio y fueron muchos los matemaéticos que abordaron el problema. Entre ellos, el
matemadtico estadounidense N. Wiener que trabaj6 durante algunos afios en cues-
tiones relacionadas y culmino su estudio con la publicacion en la prestigiosa re-
vista Annals of Mathematics de un completo articulo sobre teoria tauberiana [16].
El trabajo de Wiener tuvo un gran impacto en la comunidad matemadtica pues pe-
miti6 abrir un amplio campo de aplicaciones para los teoremas tauberianos. La
implicacion de la transformacion de Fourier como uno de los elementos principa-
les de su andlisis tuvo especial relevancia.

2.1. Teorema de Wiener

Abordamos en esta primera seccion el resultado central del capitulo, el Teo-
rema de Wiener, un teorema de tipo tauberiano que trata con funciones medibles
acotadas. En él se dan condiciones que permiten obtener un resultado inverso del
siguiente (que se puede deducir facilmente haciendo uso del Teorema de la con-
vergencia dominada):

Sea ¢ una funcién en L*(R") tal que ¢(x) — 0, |x| — +oo. Entonces, para
toda funcién K € L} (R") se tiene que

lim (K *¢)(x) =0.
|x|—+00
Como veremos, el Teorema de Wiener no proporciona el reciproco exacto de esta
propiedad. Hay que considerar funciones lentamente oscilantes (Definicion 2.3)
para obtener el resultado inverso, observaciéon que afiadio Pitt [11] en relacion al
trabajo de Wiener. Para asegurar el resultado inverso se pide que la transformada
de Fourier de la funcién K no se anule en ningtin punto de R”, siendo ésta la condi-
cién tauberiana en este contexto. Esta propiedad caracteriza la densidad en L' (R")
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de cierto subespacio invariante por traslaciones (Teorema 2.2), que sera clave en
la demostracion del Teorema de Wiener.

Primero establecemos el siguiente resultado de interés por si mismo y que
usaremos en la demostracién del Teorema 2.2. Aqui f denota la transformada de
Fourier de la funcion f (ver seccion A.1).

Proposicién 2.1. Sean ¢ € L°(R") y E un subespacio de L' (R") tales que ¢ * f =0,
f € E. Supongamos que el conjunto Z(E) definido por

Z(E)={ueR": f(u) =0, f € E} @2.1)
es vacio entonces ¢ * f =0, para toda funcion f en L*(R").

Demostracién. Sea x € R". Puesto que Z(E) = ¢ existe una funcién f € E tal que
f(x) # 0. Como E es un subespacio podemos suponer ademads que f(x) = 1. Te-
niendo en cuenta la Proposicién A.6 podemos elegir i € L' (R") y r > 0, de manera
que |kl <1y h(u)=1- f(u), cuando u pertenece a la bola B(x, ry) de centro xy
radio ry. Podemos escribir asi R” = J,epr B(X, T'y).

Usando el [13, Teorema 6.20] consideramos una sucesion {{/} xen de funcio-
nes no negativas en C°(R") verificando las siguientes propiedades:

(i) sop(w) < B(xg, ry) para ciertos x e Ry ri. >0, k€ N;
(i) Xren Vi (x) = 1, x € R";

(iii) Para cada compacto K < R", existen m € Ny W abierto en R” de modo que
KcWwy

Y yr(x)=1, xeW.
k=1

Sefialamos que cada k € N, x; € R" y ri > 0 verifican que para ciertas funciones
fx€Eyhre LY(R™) tales que fx(xx) =1y |lhgll; <1, se cumple

he(w) =1- fe(w), we Bxg,re).

Queremos probarque ¢ * f =0, f € LY (R™). Veamos primero que ¢ * F =0, siendo
F € (R™) tal que F tiene soporte compacto. Para tales funciones F en virtud de
(i), (ii) y (iii) se tiene que para cierta m € N

R m
F=) F,
k=1

donde Fj, k =1,..., m son funciones en C°(R") con soporte en B(xy, ri). Por ello,
basta probar que si k € N, F € .#(R") y sop F € B(xy, i) entonces ¢ * F = 0.

Fijamos k € Ny F € #(R") de manera que su transformada de Fourier tiene soporte
en B(xy, ). Elegimos fi y hi como antes y definimos go = F, gi=hrxgj-1,jeEN,

yG:Zﬁogj-
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Se tiene que G € LY(R™). En efecto, ya que Ifz\k(u)l <|lhil1 <1, ueR", se sigue que

= = = j 8ol
G < lgilhi< Y Iheliligi-ilh < lgolh Y Mgl = —22"— < oo,
y, haciendo uso de la Proposicion A.5,
. x SR~ . F(u
Gw=) gw=Fw) (hew) =———— uek™

]:0 ]—0 l_hk(u)

De esta forma, ﬁ(u) =(1- ﬁ?c(u))@(u) = ﬁ(u)@(u), u € B(xg, ). Observamos que
como el soporte de F estd contenido en B(xg, ri), el soporte de G también esta en
B(xx, %), porlo que F(u) = fk(u)é(u), u € R". Por la Proposicién A.5 se deduce que
F = fi = Gy, entonces, las propiedades en la Proposicién A.4 conducen a

Fxp=(fr*G) xdp=Gx*(frxp)=G*0=0.

Supongamos ahora que F € & (R"). Sabemos, en virtud del Teorema A.11 que
F € #(R" y puesto que CP(R") es denso en .%(R") (Proposicién A.7) podemos
elegir (Gi)ren € C2°(R™) tal que Gy — F, k — oo, en .#(R™). Usando de nuevo el
Teorema A.11, consideramos (Hy) ey € - (R”) tal que I/{\k = Gy, k€ N. Se tiene que
Hy — F, k — oo, en #(R") y, entonces, Hy * ¢ — F * ¢, k — oo, uniformemente
en R". Ya que para cada k € N, H, € (R") y H\k = Gy tiene soporte compacto,
por el argumento visto anteriormente se sigue que Hy * ¢ = 0y, en consecuencia,
Fx¢=0.

Por ultimo, sea f € LY(R™). Teniendo en cuenta que .#(R") es denso en L' (R")
([4, Theorem 8.17]) dado € > 0 elegimos F € #(R") de manera que || f — F|; <&.Ya
que F = ¢ = 0 se tiene entonces que f * ¢ = (f — F) * ¢ y, por tanto,

If*Plloo < I f = Fll1lldplloo < €llplloo,
de donde se deduce, dada la arbitrariedad de €, que f * ¢ =0. O

Como comentamos, el siguiente teorema juega un papel fundamental en la prueba
del Teorema de Wiener.

Teorema 2.2. Sean K € L' (R") y E el menor subespacio cerrado de L' (R") invariante
por traslaciones que contiene a K. Entonces E = L' (R™) si y solo si K(u) #0, u € R".

Demostraciéon. En primer lugar observamos que si f € E entonces f se puede es-
cribir como limite (en L! (R")) de una sucesion ( fn)nen donde, paracada neN, f;,
es una combinacién lineal finita de traslaciones de K, esto es,

fux) = Z am,nTxm‘nK»

meJy
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para ciertos a;, , € Ry x,, € R" y siendo J,, < N un conjunto finito.
Teniendo en cuenta las propiedades de la transformacion de Fourier (Propo-
siciones A.2 y A.3) se sigue que

fw=1lim Y apne” "m0 Rw), ueR"
n—»oome]n

Por tanto, si denotamos por Z(E) el conjunto dado por (2.1) se tiene que Z(E) =
{u e R"™: K(u) = 0}. De esta forma, nuestro objetivo es probar que

E=LY(R") siysolosi Z(E)=g. (2.2)

Supongamos que E = L1 (R"). Entonces, en particular, y(x) = e~ x € R", perte-
nece a E. De acuerdo a (A.5), ¥ (u) # 0, u € R", lo que implica que Z(E) = @.

Asumamos ahora que Z(E) = ¢ y que E C L' (R"). Elegimos fy € L'(R™) \ E. Ya
que E es cerrado tenemos que f € L' (R™)\ E y haciendo uso del Teorema de Hahn-
Banach! podemos encontrar un funcional T en (LY(R™))" de manera que T(fo) =1
y T(f) =0, f € E. Teniendo en cuenta que el dual de L' (R") es isomorfo a L®(R")
([4, Theorem 6.15]) se sigue que existe ¢y € L (R") tal que

T(g) = fR po(x)gxdx, geL'R").
Luego, [pnPo(x) fo(x)dx =1y
fRncpo(x)f(x)dx:O, feE. (2.3)

Dado que E es invariante por traslaciones se sigue que ¢ * f = 0, f € E. Aqui,
(bo(z) = ¢o(—2), z € R". De la Proposicién 2.1, puesto que Z(E) = @, se deduce en-
tonces que (o * f =0, f € L'(R™). De esta forma T = 0 lo que conduce a que ¢y (x) =
0 en casi todo x € R". Pero esto contradice el hecho de que [pn (%) fo(x)dx =1,
por lo que queda establecido que si Z(E) = @ se ha de cumplir que E = L'(R"). O

Introducimos a continuacion la nocién de funcion lentamente oscilante.

Definicién 2.3. Se dice que una funcion ¢ € L (R") es lentamente oscilante cuando
para cada € > 0 existen R >0y >0 de manera que

lp(x) —p(PI<e x,yeR" |x—yl <8, min{x|,|yl} > R. (2.4)

Observamos que si una funcién ¢ € L*°(R") es uniformemente continua en {x €
R”" : |x| > R}, para algin R > 0, entonces es lentamente oscilante. Por otra parte,

! Teorema de Hahn-Banach. Sean X un espacio normado y M un subespacio de X. Supongamos que xg € X.
Entonces, xg € M si y solo si, todo funcional T € X' tal que T(x) =0, x € M, verifica T (xg) = 0.
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una funcién lentamente oscilante no tiene por qué ser continua. Consideramos
por ejemplo la siguiente funcién f definida en R mediante

00 _lk
<P(x)=Z( )

k=1

<%-[]C,k+l) (X), X € []-700) y (P(x) = 0) (—OO, 1)

Fijamos 0 <6 <1/2y R>1.Sean x,y € R talesque [x—y| <d y |x| = |y| > R. Es
claro que si x, y < 0 entonces ¢(x) = ¢(y) = 0. Por otro lado si para algin ky € N,
X,y € [ko, ko + 1), entonces

90—l = |- -] < <
x) - <|l-—-—|=s—<—.
Y x yl“xy R?
En otro caso, podemos asegurar que para cierto ky € N se tiene y € [ko, ko +1) y
X € [kg+ 1, kg + 2). Entonces,

1 1} x+y 2 2
|<,b(x)—¢(y)|:(;+;\: =

<-—<-,
X Yy R

y dado € > 0 podemos elegir R suficientemente grande para que |¢(x) — p(y)| < €,
|xl, 1yl >R, |x—y| <é.
Estamos ya en condiciones de establecer el Teorema de Wiener-Pitt.

Teorema 2.4 (Teorema de Wiener-Pitt). Sean ¢ € L*°[R") y K € L'(R") tales que
Ku) #0,ueR” y
lim (K * ¢)(x) = aK(0),

|x|—o00
para cierto a € R. Entonces, para cada f € L' (R") se verifica
lim (f * ¢)(x) = af(0).
| x]—00
Si ¢ es ademds lentamente oscilante se tiene que

lim ¢(x) = a.
| x|—o00

Demostracion. Consideramos el subespacio E definido por
E={feLl'®"): lim (/ «$)(x) = af(O)}.

Nuestro objetivo es establecer que E = L' (R"). Observamos que si @ = ¢ — a, te-
niendo en cuenta que f *y = f *¢p—af(0), f € L'(R"), podemos escribir

E= {feLl(R"):l)}Ii_qloo(f*w)(x) :o}.
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Claramente E es un subespacio de LY(R™). Veamos que es cerrado. Para ello consi-
deramos (fi)ren una sucesién en E'y f € LY (R™) tales que | fi. — fll1 — 0, k — oo.
Sea € > 0y elegimos ko € N de manera que || fx, — fll1 < €. Tenemos que

|(F+ )< I(f = fieo) * @I+ [ (fiey * ) (X)]
=1 = fio ¥ lloo +1(fiy * W) ()] < el lloo + 1 (fiy * ¥ (0], x €R™.

Ya que f, € E, podemos encontrar R > 0 de modo que |fi, * ¥ (x)| <€, |x| > R. De
esta forma, |(f * ) (x)| < e(l¥llc + 1) y se concluye que f € E.

Por otro lado, E es invariante por traslaciones. En efecto, sean f € Ey xp € R".
Se tiene que

((Txof)*w)(x)=_[Rnf(x—y—xo)w(y)dy=(f*w)(x—xo), xeR"

Por tanto, dado que f € E se infiere que ((tx, f) * ¥)(x) — 0, |x| — oo, y se obtiene
que Ty, f €E.

Observamos asimismo que, por hipétesis, K € E. Luego, en virtud del Teore-
ma 2.2 concluimos que E = L} (R").

Asumimos ahora que ¢ es lentamente oscilante. Sea € > 0. Sabemos que exis-
ten R > 0y & > 0 para los que se verifica (2.4). Consideramos f € L'(R") tal que
=0, f(x)=0,|x|=dy fRn f(x)dx = 1. De acuerdo a lo demostrado anteriormen-
te se tiene que

Jim (f ) (x) = af(0) = a.
Entonces, podemos elegir Ry > R+ de manera que
I(f*P)(x)—al<e, [x]> Ro.

Como f|y|<5 f(y»)dy =1, para cada x € R" tal que |x| > Ry podemos escribir

lp(x) —al <|p(x) = (f * P)(X) |+ |(f * P)(x) —al
=‘ y 6f(y)(</>(x)—</>(x—y))dy +1(f *Pp)(x) — al

i<

<f|| 6|f(y)||</>(x)—<l>(x—y)ldy+e.
y<

Observamos que si |x| > Ry e |y| < 8, entonces |x — y| > Ry — 6 > R. Haciendo uso
entonces de (2.4) se concluye que

[px)—a)l<e(lflli+1), I|x|> Ry,

esto es, lim|y|—.o P(x) = a. m]
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2.2. Teorema de Ingham

Para la demostracion del Teorema de los nimeros primos necesitamos el si-
guiente teorema de tipo tauberiano que fue establecido por A.E. Ingham [7] y que
puede probarse a partir del Teorema de Wiener-Pitt que hemos analizado.

Teorema 2.5 (Teorema de Ingham). Supongamos que g es una funcion real defini-
da en (0,00) no decreciente tal que g(x) =0, x € (0,1). Asumimos ademds que

G(x):= Z g(f) zaxlnx+bx+x6(x), x€(0,00),
keN k

para ciertas a, b € R y siendo limy_. ,», 0 (x) = 0. Entonces,

lim @ =a
X—+00 X

Demostracién. Consideramos la funcion ¢(x) = e"*g(e¥), x € R. Nuestro objetivo
se alcanzara cuando probemos que

xl_i)l}l@([)()C) =a. (2.5)

Sea ¢ > 0. Elegimos fi, f> = 0 de manera que sop fi < (—¢,0), sop f> < (0,€) y
Jgn fi(¥)dx =1, j =1,2. Veamos que

e (faxPx)<dp(x)<e(fi*xP(x), xeR (2.6)

Sea x € R. Observamos primero que si —¢ < y <0 < z < ¢, teniendo en cuenta que
g es no decreciente, se sigue que

X—Z X
pr-2=50 2 <E8) g,

(e*) (e*Y) e*)
gex = eggexH = eegeX—J’ =eplx-y).

P(x) =

De esta forma

0 0
(ixP)(x)=| AWPx—ydy=efpx) | fily)dy=e fPp(x),

(foxp)(x) = fo H@px—-2)dz< e%()C)fg fo(z2)dz = e p(x),

y (2.6) queda probado.
Nuestro siguiente objetivo es establecer que
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Jim (fixP()=a, j=12. 2.7)
De esta forma, de (2.6) se deduce que

ae”® <liminf¢(x) <limsup p(x) < ae®, €>0,
X—+00 x—+00
yya que € es arbitrario se concluye la propiedad (2.5).

Para establecer (2.7) haremos uso del Teorema tauberiano de Wiener-Pitt
(Teorema 2.4). Afirmamos, en primer lugar, que ¢ € L (R). En efecto, sea h(s) =
s 1g(s), s€ (0,00). Notese que ¢p(x) = h(e*), x € R, por lo que basta ver que & es una
funcién acotada en (0, 00).

De acuerdo alas hip6tesis sobre g se tiene que h(s) =0, s € (0,1). Supongamos
entonces que s = 1 y consideramos r; € N tal que s € [27s71,275). Observamos que si
k = r;+1 entonces 277k < y, por tanto, g(2_ks) =0, k= rg+ 1. Luego,

s

g6=Y (g

im0 2k

)-8(57))

Por otro lado, puesto que 6 (x) — 0, x — 400, podemos elegir ry € N de modo que
|6(x)| <1, x>2". Teniendo en cuenta que g es una funcién no decreciente se sigue
que

g@-g(5)= ¥ D" 1g(7)= ¥ g(3)- ¥+ 198

keN keN keN
z z z
=Y g(5)-2) g(=)=G@-2G(=
2 8l)-2 2 8l )
:z(aln2+6(z)—6(§))sz(aln2+2), z> 270+

Cuando z € [1,2"0%1] se tiene que
g(z) - g(g) <glz)<gR™h=C=<cCz

Luego, hemos encontrado A > 0 de manera que g(z) — g(%) < Az, z€[l,00) y en-
tonces
Is S
gAY — <245,
k=0 2
esto es, h(s) <2A, s = 1. Queda asi establecido que & es una funcién acotada en
(0,00) y, por tanto, que ¢ € L°(R).

Buscamos ahora una funcién K € L} (R) que satisfaga las condiciones dadas
en el Teorema 2.4. Para ello fijamos a € (0,00) \ Q y consideramos la funcién r(x) =
e *E[e*], x e R, donde E|[z], z € R, representa la funcién parte entera. Definimos la
funciéon K mediante
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Kx)=2rx)-r(x-1)-r(x—a), xelR.

Notamos en primer lugar que K(x) =0, x < 0. Luego, para demostrar que K € L (R)
serd suficiente si vemos que e*K(x), x € R, es una funcién acotada en [0, 00). Tene-
mos que

e*K(x) = 2E[e*] — eE[e* ' — e®*E[e*™ %], x€eR.

Ya que para todo a € R se verifica
ef=e‘e " “<e’Ele* I <e(e" " +1) ="+ xeR,

se sigue que —(e+e%) < e*K(x) <2, estoes, |e*K(x)| < e+ e, x eR. Asi,
(e9)
Kl < (et e [ e dx <o
0

Veamos a continuacién que K(u) #0, u € R. Se tiene que

(2—e U _ e""’”‘)M ueR\{0}
Ku) = 1+iu ’ ’ 2.8)

1+a, u=0.

Aqui f(z), z € C, Re z > 0, denota la funciéon zeta de Riemman. La definiciéon de
Zy sus caracteristicas basicas pueden encontrarse en la seccion A.4 del apéndice.
Entre sus propiedades se tiene que Z(l +iu) #0, u e R\ {0} (Proposicion A.14). De
esta forma, y ya que a es un niimero irracional, se sigue que K (u) #0, u € R.

Demostramos entonces (2.8). Sean u € R\{0} y z = o +iu, con o > 0. Haciendo
un cambio de variable y teniendo en cuenta la propiedad (b) en la Proposicién A.13
podemos escribir

oo fo%e) ~ 1
f r(x)e”dx = f Ele’le """ Vdx = f Elsls2ds= 0",
R 0 1 1+2z

Luego, en virtud del Teorema de convergencia dominada
K@) = lim | K(x)e @*¥xqx
o—0% JRr

=lim | Qrx)—r(x—1)—-r(x—a))e T W¥qx

og—0" JRr
= Jim (2- ¢ 0+ _ gty 0TI+ 1
o0 l+o+iu
=(2- e it _ e_i“”)M
1+iu -

Por otro lado, de nuevo por el Teorema de convergencia dominada y sabiendo que
el residuo Res ({;1) =1 (ver seccion A.4) obtenemos que
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~ . ; - C(l+iu
K@O0)=1lim | K(x)e ""*dx = lim(z—e"”—e_’“”)((—,)
u—0Jp u—0 1+iu
 2—elM_eTiau jur( ) | 2—e iU priau
= lim - - = lim -
u—0 iu 1+iu u—0 u
1— —iu 1— —iau
= lim — +allm——=1+a,
u—0 U u—0 au
y asi queda establecido (2.8).
La siguiente propiedad que debemos probar es que
lim (K * ¢)(x) = aK(0) = a(l + a). (2.9)
X—+00

Observamos que
(K %) (x) = e_xf (2E[e* Y] - eE[e* 'V —e"E[e" *V])g(e?)dy, x€R.
R

Denotamos por v(x) = E[e*] y h(x) = g(e¥), x e R. N6tese que v(x) = h(x) =0, x <0,
y que

(Kxp)x)=e *2w=hx)—ewxh)(x—1)+e*(vxh)(x—a), xeR.

Probamos ahora que

(v*h)(x):f H(y)dy, xeR, (2.10)
0

siendo

Hp)=GE)=) g™ =Y h(y-Ink), yeR
keN keN

Dado que v(x) = h(x) =0, x <0, se sigue que (v * h)(x) =0, x <0, y también que
H(x)=0, x <0, porlo que (2.10) es obvio cuando x < 0.
Sea x = 0. Observamos que v puede expresarse mediante

U(Z) = Z %[O,w)(z—lnk), z € R.
keN

Notese también que para cada z € R se trata de una suma con un nimero finito de

términos no nulos. Haciendo un sencillo cambio de variable obtenemos

(v*h)(x):va(x—z)h(z)dz: RZ%[O,w)(x—y)h(y—lnk)dy
keN

x x
0 keN 0

y (2.10) queda probado. Usando la hipétesis sobre la funcién G se tiene que

fH(y)dy:f G(ey)dy:f (alnt+b+6(1)dt
0 0 1
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X

eX
=zat(nt-1) i 1+b(ex—1)+f ondte
1

ex
:a(ex(x—1)+1)+b(ex—1)+f o(ndt, xeR,
1

y asi,
ex
e_x(v*h)(x):a(x—1)+b+e_x(a—b+f 6(t)dt), x€R.
1

Denotando por 6, ala funcién definida por

61(x):e'x(a—b+f 6(t)dt), x€R,
1

podemos escribir
(K*x)(x)=a(l+a)+201(x)—01(x—1)=6,(x—a).

En virtud del Teorema de convergencia dominada se obtiene que

e* 1
lim e_xf 6(Hdt= lim f 6 e*s)ds=0,
1 X—+00 0

X—+00
de donde se deduce que

Jim (Kx¢)(x)=all+a) = ak (0).
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Terminamos el capitulo con una de las aplicaciones distinguidas de la teoria
tauberiana. Concretamente, haremos uso del Teorema tauberiano de Ingham para

dar una demostracion del célebre Teorema de los nimeros primos.

Denotamos por P el conjunto de los nlimeros primos y consideramos la funcién
7 :(0,00) — R, que para cada niimero positivo cuenta el nimero de primos menor

o igual que él, esto es, (x) = card{p € P: p < x}, x € (0,00).

Teorema 2.6 (Teorema de los niimeros primos). Se verifica

. a(x)Inx
lim — =1,
X—+00 X

esto es, m(x) ~ ﬁ, cuando x — +oo.
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Para su demostracion introducimos la funcién A : N — R definida por A(n) =Inp,
si n = p*, siendo pe Py keN,y A(n) = 0, en otro caso. Consideramos ademas las
funciones ¥ y F definidas en (0,00) mediante

yw=Y Ay Fw= Y y(>), xe(000).

n<x meN

Observamos que v, y por tanto F, se anula en el intervalo (0,2). Recogemos a con-
tinuacion algunas propiedades de ¥ y F que son fundamentales para la demostra-
cion del Teorema 2.6.

Proposicién 2.7. (a) Existe una funcion b definida en (e,00) y acotada tal que

Fx)=xlnx—-x+bx)Inx, xe€ (e 00).

(b) Se verifica
Yy _n@nx _ 1 ‘V(x)ln; , XE€(e00).
X X Inx  xIn(x/In®x)
(c) Se tiene que
lim le-
X—+o0o X

Demostracion. (a) Ya comentamos que F(1) = 0. Vamos a mostrar que
F(n)—Fn-1)=Inn, neN, n=2. (2.11)

SeaneN, n = 2. Podemos escribir

E[n/2]

F(n)—-F(n-1)= ) (W(%)_W(nr;l))

m=1

Para cada m e N, m < n, se tiene que

n . n
1 A(E), S1 E eN,
v()-w(==)= Y Ab- Y AR=
m m keN, k<E[Z] keN, k<E[*%1)] 0, si n ¢ N.
m

La ultima igualdad se obtiene a partir del hecho de que, para m € N, m < n, se tiene
que E[%] = E[’%l] +1,si % eN,y E[%] = E[’%l], cuando % ZN. De esta forma,

Fm)-Fn-1)= Y. A=) =Y Ad).

min m din

Como es usual, m|n, con n, m € N, denota que m es divisor de n. Si escribimos n en
2 . . ez s . k
términos de su descomposicion (tnica) en factores primos, esto es, n = pfl cepy,
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siendo p; un nimero primo de multiplicidad k; €N, j =1,...,r, entonces se sigue
que

r ki . r o k; r
Fim-Fin-1=)Y Y AlpH)=Y Y Inp;=) kilnp;=Inn,

i=1j=1 i=1j=1 i=1

y (2.11) queda establecido.
Se infiere que F(n) =Inn!, n € N. Notese que F(1) =0y que, en virtud de (2.11),

n n
F(n)=) F(k)-F(k-1)=) Ink=Inn!, neN, n=2.
k=2 k=2

Por otro lado, teniendo en cuenta que [ | Intdt<Inn< ["'Intdt, neN, n=2,
se obtiene que

n n+1
f lntdtSF(n)sf Intdt, neN,
1 1

ysineNyn<x<n+1, podemos escribir
n n+2
f lntdtsF(n)sF(x)sF(n+1)sf Intdt.
1 1

Luego, puesto que J(z) = flzln tdt=zlnz—z+1,z€[l,00),yque

n X n+2 n+2
f lntdt:](x)—f Intdt y f lntdt:](x)+f Intdt
1 n 1 X

se deduce que, para todo x € [1,00),

X n+2 xX+2
—lnxs—f lntdtsF(x)—](x)Sf lntdtsf Intdt <2In(x+2).
n X X

De aqui se sigue que

IF(x)—xInx+x|<1+2In(x+2), x€[l,00).

F(x)—xInx+x

Tomando b(x) = oy

X € (e,00). Ademas,

, X € (e,00), es claro que F(x) = xInx — x + b(x)Inx,

1+2In2 + x)
[b(x)| < B(x) = ——— , x€(e,00),
Inx

siendo B una funcién acotada en (e, 00) (n6tese que lirp B(x) = 2). Queda asi pro-
X—+00

bado (a).
Nos ocupamos ahora de (b). Sea x € (e,00). Denotamos por

P.={neN:n<xyn=p* paraciertos pe Py keN}.
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SipePykeN, entonces pk <xsi,ysolosi,1<k=< E[ﬁ;—;ﬁ]. Entonces,

Inx Inx
(x) = A(n) = El—|lnp< —Inp=nx)Inx,
v n;x peﬂ;asx [lnp] P Z_ Inp P

y la primera desigualdad en (b) queda establecida.
Por otro lado, si 1 < y < x se tiene que

ax)-n(y)= ) 1= ) ln_p<w

peP, y<p=x peP, y<p=x lny B lny .
Luego,
n(x)sn(y)+%§y+%, l<y<x.

Tomando y = ﬁ se obtiene que 1 < y < x. En efecto, basta tener en cuenta que
Inz<yz,z>1,yz< zIn? z, cuando z > e. Se concluye que

Jt(x)lnx< 1 W(x)Inx
x Inx xInx/In®x)

Para la prueba de (¢) usaremos el Teorema tauberiano de Ingham (Teorema 2.5).
Consideramos g(x) = w(x), x € (0,00). Es claro que g es una funcién real no decre-
cientey g(x) =0, x € (0,1). Ademas, de acuerdo con (a)
x
G(x):=)_ g(—) =F(x)=xlnx—-x+x8(x), x€ (e00),
keN k

siendo 0 (x) = %, x € (e,00). Puesto que b es una funcién acotada y th’“ — 0,

X — 400, se cumple que §(x) — 0, cuando x — +o0.
El Teorema 2.5 nos dice entonces que

lim M:

x—+oco X

1,

como queriamos probar. ]
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Apéndice

Para el desarrollo del capitulo 2 ha sido necesario considerar algunos con-
ceptos y propiedades previos que no figuran en los contenidos de las asignaturas
del grado cursadas y que hemos tenido que estudiar para abordar de manera ade-
cuada los resultados de la memoria. Hemos considerado conveniente afiadirlos en
este apéndice por completitud y también para que la memoria refleje el trabajo
que se ha realizado.

Evidentemente estos topicos que tratamos admiten un estudio mas profundo
que el que aqui presentamos, pero nuestro objetivo es recoger las definiciones y
propiedades que necesitamos para los enunciados y pruebas de los Teoremas de
Wiener-Pitt y de Ingham que trabajamos en el capitulo anterior.

A.1. Transformacién de Fourier en L' (R")

Sea f una funcién en el espacio de Lebesgue L' (R"). Se define su transforma-
da de Fourier, a la que denotamos por f, mediante

fw :f fx)e Ydx, ueR" A.1)
[Rn

Es claro, puesto que le” WX =1, x, ueR", que festé bien definida en R”. Es m4s,
es una funcién acotada pues, si f € L'(R™) se tiene que If(u)l <|flh <oo, ueR™

Se puede definir entonces la transformacién de Fourier § como el operador
lineal que a cada funcién en LY(R™) le hace corresponder su transformada de Fou-
rier, esto es, F(f) = f, f € L' (R™). En la memoria usaremos indistintamente las dos
notaciones §(f) 6 fpara representar la transformada de Fourier de la funcién f.

Veamos que el operador § es una aplicacién de L' (R") en el espacio CyP(R™),
constituido por las funciones f de clase C* en R” que se anulan en el infinito, esto
es, tales que lim, ). f () = 0.

TeoremaA.l. Sea f € L' (R"). Se tiene que f es una funcién uniformente continua y
acotada en R" tal que
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lim fw=o0. (A.2)

|u|—o0
El resultado en (A.2) es el conocido como Lema de Riemann-Lebesgue.

Demostracién. Ya comentamos que f es acotada, de hecho,

sup [fwl<Ifl, feL'®Y.

ueR”

Por otro lado observamos que si se prueba que f es continua y que se cum-
ple (A.2) entonces f es uniformemente continua en R”. Basta tener en cuenta que
dado € > 0, la propiedad (A.2) implica que If( u)| < g, cuando |u| es suficientemen-
te grande, y que si f es continua en R” entonces es uniformemente continua en
cualquier compacto de R".

Para probar la continuidad de f en uy € R"” podemos hacer uso del Teorema
de la convergencia dominada' pues se tiene que

Fw — flug) = f f(x)(e XWX _ o=l gy e R,
Rn

VIFu(x)| = If(x)(e_“”"‘> — e~ o)) < 2| f (%), x,u e R", siendo f € LY(R™). Luego,
lim (F(w) = F(up)) =0.

Establecemos ahora (A.2). Fijamos € > 0 y asumimos primero que f € C2°(R"), esto
es, una funcién de clase C* y con soporte compacto contenido en B(0, R), para
algin R > 0.

Sea u € R", |u| > . Haciendo el cambio de variables x = y + wu/| ul? en (A.1) obte-

nemaos
Tu

i) = — -~y g
Fao=- [ rly+25)e 2 ay,
por lo que,

2f(u) = fR (f(x) —flx+ ﬂ))e‘“””“)dx.

|ul?

Ya que el soporte de f estd contenido en B(0, R) y |u| > 7 se tiene que
Tu
f-f(x+—)=0, [x|>R+1.
u

! Teorema de la convergencia dominada (en R"). Sea f una funcién medible y (fi)eny Una sucesion de
funciones medibles tal que fi.(x) — f(x), k — oo, para casi todo x € R". Si existe g integrable en R” de
manera que | f(x)| < g(x), c.t. x € R", para todo k € N, entonces f es integrable y

limf fk(x)dx:f fdx.
k—oo JR" R”
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Ademas, por ser f continua, es uniformemente continua en K = B(0,R+ 1) lo que
nos permite elegir 0 <6 < 1tal que | f(x) — f(y)| <&, cuando x,y € K, |x— y| < 6.
Se tiene entonces que,

. Tu /1
2|f(u)|SfK)f(x)—f(x+|u7)‘dx<£|K|, |u|>5,

y (A.2) queda probado. Aqui |K]| representa la medida de Lebesgue del conjunto K
(en este caso, el volumen de la bola B(0, R+ 1) (#™2(R+ 1)"/T'(n/2 +1)).

Supongamos ahora que f € L'(R"). Teniendo en cuenta que C.(R") es un
conjunto denso en L' (R") ([12, Theorem 3.14]) elegimos g € C.(R") de modo que
| f— gl < €. Entonces,

Fal <Ifw-gwl+1gwl<|f-glh+Igwl<e+|g8w)l, ueR"

y la propiedad (A.2) para f se deduce de la ya establecida para g. O

Recogemos a continuacion algunas propiedades algebraicas bdsicas que ve-
rifica la transformacion de Fourier.

En lo que sigue, si f es una funcién definida en R” y x € R” denotamos por
7. f ala funcion traslacién definida por (7 f)(z) = f(z— x), z€ R".

Proposicién A.2. Sean f, g € L' (R"). Se verifican las siguientes propiedades:

(a) (traslacion) Para cada x € R",

FaHw) =e "COF(Fw), ueR™
(b) (factor de fase) Para cada x € R",

§(e fw = @ F(Mw, uer”
(© (dilatacion) Si A > 0 se tiene que

S =A"F(HAw, ueRr”

(d) (férmula de multiplicacion)

fRnS(f)(x)g(x)dx:fRnf(X)S(g)(x)dx.

Demostracion. Las tres primeras afirmaciones siguen facilmente haciendo uso del
adecuado cambio de variables en las integrales correspondientes. Para la féormula
de multiplicacién solo hay que tener en cuenta el Teorema de Fubini que permite
escribir

fR B(NHglodx= fR f@) N e "D g(x)dxdz = fR f3(g)(2)dz.
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Las siguientes propiedades analiticas son de especial relevancia en la teoria
de la transformacion de Fourier. Usaremos la siguiente notacion.
Si a = (ay,...,a,) € N, siendo Nyg = NU {0}, y |a| = a; + -+ + ap, definimos los
operadores diferenciales D“ y D, como

D¥=03---0%" 'y Do=i""D%= (i) -+ (=i0y,) "
Asimismo, si P es un polinomio en R”, esto es, para cierto conjunto finito de mul-
tiilndices 1SN, y {ca}aec1 ER,

a a
P(u) :anu“ :anu11~--un”, u=(uy,...,u,) eR”,
acl acl

entonces definimos los operadores P(D) y P(—D) mediante

P(D)=Y caDa y P(-D)=) (-1)¥caDg.

acl acl
Proposicién A.3. Sean f € L' (R") y P un polinomio en R".

(@) SifeCPR")yP(D)fe LY(R™) entonces F(P(D) f)(u) = P(w)F(f)(u), ueR".
() Si Pf € LY([R") entonces F(Pf)(u) = P(—-D)F(f) (W), u € R".

Demostracion. Sefialamos primero que basta probar las propiedades para el po-
linomio P(x) = x1, x = (x1,...,X,) € R". En efecto, nétese que la linealidad de la
transformacion de Fourier y la propiedad multiplicativa de la exponencial, esto es,
e TP @7k, 1y = (uy, -+, Up), X = (x1,-++, X,) € R", hace que podamos re-
ducir el caso a los polinomios de la forma Q(x) = x{", m € Ny. Y la propiedad para
Q se deduce por induccién una vez se demuestre para P(x) = x;.
Podemos considerar asila cuestion en dimensioén n = 1. Sea P(t) = t, t € R. Se tiene
que

poy=—iL y Pepy=it

BT Cdr’

(a) Para este caso basta suponer f derivable tal que f(t) — 0, |t| — +oo,y [’ €
L'(R). Nétese que P(D) f = —i f'. Integrando por partes obtenemos

g(—if’)(s):—ifRf’(t)e"'”dr:szf(t)e"'”dt:ss(f)(s), seR.

(b) Asumimos ahora que ¢ f € LY(R). Debemos ver que F(£f)(s) = i(F()'(s), seR.
Sea s € R. Podemos escribir para cada h € R\ {0},

fis+h-fs) 1 . : et
f(S+ })l f(S) :Eff(t)(e_l(s+h)t—e_lSt)dt:ff(t)e_lSt(e - )dt.
R R
Ya que
e—iht_l
}lin(l)—:—it, teR,

y tf € L'(R) podemos aplicar el Teorema de la convergencia dominada para obte-

ner (f)'(s) = i (tf)(s). O
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A.2. Laconvolucion clasica

El Teorema tauberiano de Wiener-Pitt (Teorema 2.4) se enuncia en términos
de la convoluciéon de Fourier. Presentamos en esta seccion los aspectos basicos de
la misma.

Sean f'y g dos funciones medibles en R”". Se define la convolucion f * g me-
diante

(f*g)x) :fwf(x—y)g(y)dy,

para aquellos x € R" para los que existe la integral. Nétese que si f € LI(R") y g €
L*°(R™) entonces

I(f* )] = IIglloofRn |fx=-pldy <ligleollflh <oo, xeR",

estoes, || f * glloo < 1 glleoll fll1, y1a funcién f * g estd bien definida en todo R". Por
otro lado, haciendo uso del Teorema de Fubini podemos ver quessi f, g € L'(R"), la
convolucién f * g es también una funcién en LY(R™). En efecto, sean f, g funciones
en L' (R"). Se tiene que

if+gh= [ [ irc-pigwidydx= [ 1gwl [ 17ce-playds
= [ lgwdy [ 1r@ldz=17Iigh.

De manera directa se obtienen las siguientes propiedades algebraicas para la con-
volucion.

Proposiciéon A.4. Sean f, g, h funciones complejas medibles en R". Se satisfacen las
siguientes propiedades:

L.fxg=gxf;

2.(fxg) xh=f=(g=*h);

3. fx(g+h)=fxg+f=h;

4 c(fxg)=(cf)*g=f=*(cg),ceR.

Una caracteristica relevante de la convolucién de dos funciones que la rela-
ciona con la transformacion de Fourier es la que presentamos a continuacion.

Proposicién A.5. Sean f,g € L' (R"). Se tiene que

S+ =F(NWF(Qw), ueR”

Demostracién. Sea u € R"™. Haciendo un sencillo cambio de variables se obtiene
que

3(f*g)(u):f f f(x—z)g(z)e_””’x)dzdx:f f fng2)e WY 2 dzdx
R JR" Rr? Jrn
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:An jl‘w f(y)e—i@t»y)g(z)e—i(u,z>dydz:g(f)(u)g(g)(u)'
O

El resultado que sigue lo utilizamos en la prueba de la Proposicion 2.1 fundamen-
tal en el estudio del Teorema tauberiano de Wiener-Pitt (Teorema 2.4). Afirma que
cualquier funcién en LY(R™) puede ser aproximada (en norma || - ||;) por una fun-
cién cuya transformada de Fourier es constante en un entorno de un punto dado.

Proposicién A.6. Sean f € L'(R") y ug € R". Para cada € > 0 existen h € L'(R") y
r>0talquellhll,<ey

h(w) = f(ue) — f(w), ueR"™ |u—ugl<r. (A.3)

Demostracion. Fijamos € > 0. Sea ¢ € L' (R") tal que ¢(z) = 1, z € R", |z| < 1. Para
cada A > 0 definimos la funcién /) mediante

o~

hp(x) = f(uop)pr(x) = (f * Ppa)(x)
= fIR{" f(y)(e_i<u°’y>¢/1(x) —prlx— y))dy, xeR”,

donde ¢ (x) = e 40 A= p(x/ ), x € R™.

Ya que f,¢ € LY(R™) podemos asegurar que, para cada A > 0, las funciones ¢, y
f * ¢, y, por tanto hy, son también absolutamente integrables. Ademads, en virtud
de las propiedades en las Proposiciones A.2 y A.5 se tiene que

W) = f(uo)$a(w) - Fdaw)
= (Fluo) - Fw)) A - up)), uer”

Teniendo en cuenta que ¢ fue elegida de manera que ¢(z) = 1, cuando |z| < 1, se
deduce que

— ~ ~ 1
hy(w) = f(up) — f(w), ueR”, |lu—ugl< T

De esta forma, hj, A > 0, satisface (A.3) con r = 1/A. Podemos encontrar A > 0
adecuado para asegurar que ademds ||hyll; < €. Para ello basta demostrar que
lhpll; — 0, cuando A — oco.

Observamos que

X

1Al = Aifﬂ ’fwf(y)e’“”"'x‘”(cb(ﬂ—¢>(x;y))dy
sf f FO|p@) - ¢z 3)|dzdy, A>0.
e Jan

dx
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Vamos a establecer que la tltima integral converge a 0 cuando A — oo haciendo uso
del Teorema de la convergencia dominada. Denotamos por F;, A > 0, la funcién
definida por

FA(y) = If(y)lfw |62 -plz=2)|dz=1f D ¢=Ty20 ], yeR".

Es claro que |Fy ()| < 2ll¢l11 f ()], y € R", para cada A > 0, siendo 2||¢||, f € LYR™).
Ademas, para cada y € R”,
/llim F/l(y) =0.

En efecto, sean y € R” y § > 0. Puesto que C°(R") es denso en LY (R™) elegimos
g€ CX(R") tal que ¢ — gll; < 6. Entonces, para cada A > 0,

lo—tyadl,=llp—glhi+lg—Tymglh+1TyalPp—li<26+1g—7ya8lh-

Supongamos que el soporte de g estd contenido en la bola B(0,R). Ya que g es
uniformemente continua en el compacto K = B(0,R+ 1), existe 0 < o < 1 tal que
lg(u) —g()| <6, cuando u,v € Ky |u—v| < o. Podemos ademas elegir Ao > 0 de
modo que |y|/A <o, A > Ag. Asi, el soporte de 7,,,g cuando A > A estd contenido
en la bola B(0, R+ 1). Entonces, podemos escribir

||g—ry/,1g||1:f ‘g(z)—g(z—z)‘dz«Sf dz<6|K|, A>Ao.
K A K

Se sigue que ||¢p — 7,24l < CH, A > Ao, para cierta C > 0, de donde se infiere que
limy_., Fy(y) =0, y e R™.

Se tienen de esta forma las condiciones para poder aplicar el Teorema de la
convergencia dominada y concluir que lim, . [ 23 [l; = 0. O

A.3. Funciones de la clase de Schwartz

Decimos que una funcién f € C*°(R") pertenece a la clase de Schwartz cuan-
do es de rdpido decrecimiento, esto es, cuando para todo m € Ny = NuU {0} y
a=(ay, ,a,) € Ng se tiene que

Yma(f) = sup (1 +|x2)™|D% f (x)| < co.

xeR”

Denotamos por . (R") a esta familia de funciones.
Claramente, (#(R"), +, -¢) es un espacio vectorial. Notese que, si f, g € & (R")
y A, ueC, entonces paratodo meNgya = (aj,---,a,) € I\I(’)l se tiene que

Ym,a(/lf+ ug) < AYm,a(f) + 1Y m,a(g).
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Ademas es un subespacio de LY(R™). Basta observar que si f € F(R"), entonces,
considerando m € N tal que 2m > n se sigue que

YmO(f)
g (1+[x[2)m

||f||1 < ——dx< C’}’m o(f)f —dl’ < o0. (A.4)

(L+rH)m
En #(R") se define la topologia generada por la familia {y m,a} meny,aeny de mane-
ra que si (¢p)ren S LR y ¢ € (R, entonces se tiene que ¢, — ¢h, n — oo,
cuando para todo m € Ny y a € Njj se verifica que ¥ o (¢, —¢p) — 0, n — oo.

Es claro que el espacio C°(R") de las funciones de clase C* con soporte com-
pacto estd contenido en la clase de Schwartz. Veamos ademads que es un subespa-
cio denso en . (R").

Proposicion A.7. El espacio C°(R") es denso en # (R") respecto a la topologia defi-
nida por la familia {Ym,a}meNo,aeNg-

Demostracion. Es suficiente considerar n = 1. Sea f € #(R). Elegimos una funcién
peCrP® talque0=¢p=1,¢x)=1,|x|<1,ydx) =0, x| =2. Paracada k € N
denotamos por ¢y a la funcién dada por ¢(x) = ¢p(x/k), x € R. Notese que para
cada k € N se verifica que ¢ es una funcion en C°(R) con soporte en [-2k,2k] y
tal que ¢pi(x) =1, x € [k, k]. Ademads, para cada £ € Ny,

da‘ I RV
W(Pk()(:) = F(P (%), xeR.

Fijamos € > 0y consideramos kj € N tal que (1 + x*) 1 <e, x| > ko
Sean m, r € Ny. Nuestro objetivo es ver que para k suficientemente grande se tiene
que Y, (f — fi) < €. De esta forma, la sucesion (f¢pi) ren © CZ(R) converge a f
en la topologia de . (R) y se termina la prueba.

Haciendo uso de la regla de Leibniz para la derivacion de un producto y te-
niendo en cuenta que f € #(R") y ¢ € C2°(R) podemos escribir

)(1 +x )’” [f(x)(l </>k(x))])

_‘(1+ Zym Z(r) @’ ()dj () + (1 +x%)™ (1 — pr(x)) r (x)
- x j—1 J dxr_jfx dxj()bkx X Pr(x dx’fx
. —¢’k() o1 1-¢r(x)
<C ]Z:1 —<l>k( )‘ ) (;k_ T )
1 -y (x)
<C(k T4 22 ), eR.

Observamos que si k €N, k = ko, entonces ¢y (x) —1 =0, x € [—ko, ko]. Luego,

1 1- 1
—+ sup L(Zx) SC(—+2€), k= ko,
k x> ko 1+x k

Ym,r(f_f(rbk) <C
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y entonces podemos elegir k; € N, k; = ko de tal forma que y,,(f — for) < Cg,
cuando k = k;. O

Otras propiedades interesantes de las funciones de rapido decrecimiento son
las siguientes.

Proposicién A.8. 2 Sea f € #(R").

(a) Para cada 5 € Njj, se tiene que DPfe (R™) yyma(DPf) = Yma+p(f)-
(b) Para todo polinomio P se tiene que Pf € & (R"). Ademds, sim € Ny y a € N, se
cumple que, para ciertos mp e Ng y Br e N, k=1,...,r,reN,

.
YmaP)SCY Ymp. (-
k=1

Demostracién. La propiedad (a) es clara. Y para establecer (b) basta aplicar la regla
de Leibniz para la derivacion del producto P f y tener en cuenta (a)y el hecho de
que la derivada de un polinomio sigue siendo un polinomio. m|

Comentamos en la seccién A.2 que la convolucién de dos funciones en L (R")
es una funcién absolutamente integrable. La convolucién es también una opera-
cion cerrada en . (R").

Proposicion A.9. Si f, g € #(R"), entonces f x g € S (R").

Demostracion. Sean f, g dos funciones de la clase de Schwartz. Para cada a € N
setiene que D*(f * g) = (D*f) * g = f * (D*g). En efecto, ya que D f € #(R"), por
(A.4) se sigue que

fRnl(D“f)(x—u)g(u)lduSyo,o(g)fRnlD“f(Z)ldzsCYo,o(g))fm,a(f),

siendo m € N, m > n/2. Por otro lado, si ¢ € N se tiene que

A+1xP(f* )l < wa“l +x—uh + A+ 1A f(x - wgwldu
<CyeoOIglh +ye0@lflh <oo, xeR"
Se puede deducir entonces que y¢ o (f * g§) <oo, paraf e Noy a € Nj. O

Establecimos en el Teorema A.1 que la transformacién de Fourier es una apli-
cacién lineal de L! (R") en C*®(R"). Vamos a ver que se trata de un homeomorfismo
lineal en .#(R"). En la demostracién haremos uso del siguiente caso particular.

2 Este resultado nos dice que, si P es un polinomio y € N{, entonces las aplicaciones f — Pfy f — Dh f
son funciones continuas de . (R") en si mismo.
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Ejemplo A.10. Sea ¢p(x) = e‘C|x|2, x € R", siendo ¢ > 0. Es facil comprobar que es una
funcién en .#(R"). De hecho, para todo m € Ny y a € N7,

1 +]x1)™mD%e " = p(x)e @ xeRr”,
para cierto polinomio Py entonces, ¥« (f) < co. Veamos que

3 (W) = (%)n/Ze—lulz/MC)’ ueR" (A.5)

Nétese que si ¢ = 1/2, entonces §(¢p) = (2m)"2¢p.
Asumimos primero que ¢ = 1. Tenemos que
— (Rt x) =i
(x7+ +xn)e i(uyx1+ +””x”)dx1---dxn

) () = f

e
[Rn
n 5 X
= er_t e lUkldt, u=(uy,..., u,) R
k=1JR

Sea f (1) = e ", reR. Es claro que f satisface la ecuacion diferencial y' + 2ty = 0.
Haciendo uso de las propiedades en la Proposicion A.3 se tiene que F(s) = §(f)(s),
s € R, satisface la ecuacion diferencial 2z’ + sz = 0. Luego, F(s) = F (O)e_sz/ 4 seR.
Ya que

F(0) :f e Cdr= /T,
R

obtenemos que F(s) = \/ﬁe_sz/‘l. Por tanto, §(¢)(u) = n”’ze_|”|2/4, u € R"?, cuando
c=1.

En virtud de la propiedad (c) en la Proposicion A.2 se sigue que para ¢ > 0 se
tiene que () () = (m/c)2e U140 1 e g, O

Teorema A.11. La transformacion de Fourier es una transformacién lineal, biyecti-
va, continuay con inversa continua de # (R") en si misma. Ademds, si F € & (R") se
tiene que

FTHF ) = fR Fuwe'*“du, xeR"™ (A.6)

2m)"
De esta forma, §* = (2m)?"1d, siendo 1d el operador identidad.
Demostracion. La transformacion de Fourier es claramente un operador lineal.

Ademas, si f € #(R"), en virtud de la Proposicién A.3, para cada m € Ny y a € N7,
si P es el polinomio en R" definido por P(u) = (1 + |[ul®)™, u e R", entonces

PWD*F(Hw) = -)F[PD)x*H](w), ueR™

Teniendo en cuenta ademads (A.4) y la Proposicion A.8 se sigue que existe C > 0 de
manera que si f € #(R"), entonces para ciertos my € Ngy Br e N?, k=1,...,r1,
relN,
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YmaF () < IF[PD)x)]lloo < [|PD)x*f|, < CYmoP(D)x*[)

=C Z Ymepe () A7)
k=1

lo que implica que F(f) € & (R"). Esta estimacién también nos dice que § es con-
tinua (respecto a la topologia en . (R")) pues si (fi)ken S F (R vy f € L (R") veri-
fican fi — f, k — oo, respecto a la topologia en la clase de Schwartz, teniendo en
cuenta que §(fi) —5(f) =5(fi — f), k€N, de (A.7) se obtiene que §(fi) — §(f),
k — 0o, en .#(R™).

Sea f € #(R""). Vamos a mostrar que

flx) = f FHwedu, xeR". (A.8)

@2m"
Hemos visto que fe < (R™) por lo que la integral en (A.8) es convergente. Consi-
deramos primero x = 0. Teniendo en cuenta las propiedades (¢)y (d) en la Proposi-
cion A.2, para cada funciéon ¢ € S (R"*) y A > 0, si vy (x) = w(x/A), x € R", entonces
se verifica

fWS(f)(u)W(u)du=fRnf(x)S(W)(x)dx=7l”fn_\wf(x)3(1/f)(/1x)dx

= f FE5w xdx.
R A

Ya que f,v y sus transformadas de Fourier son funciones en la clase de Schwartz,
de acuerdo al Teorema de la convergencia dominada y tomando limites cuando
A — oo se deduce que

w(O)fRng(f)(u)du=f(O)fWS(w)(x)dx.
En particular, si y(x) = e”! 12 de (A.5) se infiere que

f FHwdu= f0)2m)"? f e 12qx = FO)2m)",
R” R”

y de esta forma queda probado (A.8) para x = 0.
Sea ahora x € R". Consideramos la funcién h(z) = 7_xf(z) = f(z+ x), z€ R". Por lo
que acabamos de probar y la Proposicién A.2 (a) podemos escribir

f(x)=h(0)= f Sh(wdu=——

0 f FHwe " du,

@2m)"
esto es, se cumple (A.8).

La biyectividad se sigue facilmente de (A.8). Nétese que si f € L (R™) y §(f) =
entonces por (A.8) se sigue que f =0y tenemos que § es inyectiva. Por otro lado,
siFe Ry f(x) =2m) "F(F)(—x), entonces f € L ([R")y
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1 .
= — ) o~ W, X)

FHw (Zﬂ)nfws(m( x)e R gy
— 1 i{u,x) _ n
- (Zn)nfwg(m(x)e dx=Fuw), ueR",

obteniendo la féormula de inversion (A.6). Esta férmula nos dice que para f €
Z(R™) se tiene que f(x) = 27) "F*(f)(-x), x € R". Entonces,

FHX =2m"F(H(=x) = 2m*" f(x), xeR"
O

Como sefialamos a continuacion, la férmula de inversién que hemos proba-
do para funciones de la clase .#(R") es también vélida para las funciones en el
espacio L' (R") con transformada de Fourier también en L! (R").

Corolario A.12. Sea Sea f € L'(R") tal que f € L' (R"). Entonces

1
@2m)"

flx)= fRn fwe'*“du, para casitodo x € R". (A.9)

Demostracion. Sea F la funcién dada por

1
2m)"

F(x) = ff(u)e”x'”)du, xeR".
[Rn

Obsérvese que esta funcion esta bien definida en todo R” pues f € L' (R"). Nuestro
propésito es demostrar que f = F en casi todo punto de R”. Para ello basta ver que,
para toda funcién ¢ € ¥ (R") se verifica

fqun (F(x) - f(x)¢p(x)dx =0. (A.10)

Sea ¢p € #(R™). Aplicando la férmula de multiplicacién (Proposicién A.2 (d)) pode-
mos escribir

- f(x){/;(x)dx:fw fadwdu.

Por otro lado, aplicando el Teorema de Fubiniy (A.8)

f F(x)@(x)dx:Lf fw | ¢we“dxdu=| Fwowdu.
R7 (2”)” R R” R7

Por tanto,

fw (F(x) - f(x))(x)dx =0.

Teniendo en cuenta el Teorema A.11 podemos concluir que se satisface (A.10) y por
tanto, F = f en casi todo punto de R". O
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A.4. Funcion zeta de Riemann

La funcién zeta de Riemann es una de las funciones complejas mds conocidas
en matemadticas. Aparece en incontables ramas de investigacion y estd relacionada
directamente con la célebre conjetura de Riemann sobre sus ceros, lo que ha hecho
de esta funcion uno de los objetos de estudio més estimados en el campo de las
matemadticas.

Desde el punto de vista de la teoria de nameros, la funcion zeta de Riemann
se define como

1
{(&)=) —, zeC,Rez>1.
nZ
neN
Observamos en primer lugar que la funcion estd bien definida en el semiplano
{ze C:Rez > 1} pues

1 1

|¥ =¥ <o Rez>l.
ne nRez

neN neN

Ademas, la serie converge uniformemente en los conjuntos compactos de dicho
semiplano, por lo que la funcion ¢ es holomorfa en {z€ C:Rez > 1}.

La funcién zeta de Riemann puede expresarse de diferentes maneras. En el
siguiente resultado presentamos otras dos. Una de ellas involucra al conjunto de
los nameros primos, que en lo que sigue denotamos por P, y la segunda expresion
permite su extension a valores de z € C con Rez > 0.

Proposicion A.13. Para cada z € C, Rez > 1, se tiene

@@ =] (1—%)_1.

peP

© -1-z < * -1-z
b)(z2)=z E[x]x dx:—1+z (E[x]—x)x dx.
1 z— 1
Demostracion. (a) Para cada m € N denotamos por A, el conjunto de los mul-
tiplos de m. Teniendo en cuenta que la serie converge absolutamente, podemos
reordenarla y escribir

((z)z( Yoo+ Y )izz y ! ! y iz

Tz kz
neNVA; kel neA\Ayir’ 5 neNna, ° ke 27 neNia,
1 1

=y — Yy —= Y iz, Rez>1.

k z _9-z
=0 2°% neNiva, ° 1-27% (R, 1

Razonando de manera andloga con 3 en lugar de 2 obtenemos que, si Rez > 1 en-
tonces,

1 1

I IUD MDD D e

neh A, neN\(A2UAs) keN  neN\A,
}’l€A3k\A3k+1
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n 3kz n<
neN\(A2UA3) kel\l neN\(AUA3)
1 1

_12—Z z
1 =377 ennTpuag I

Por tanto, )
((2) =

1
— — Rez>1.
F1-37% Lenpuag I

De esta forma si P = {py}en, repitiendo el proceso N veces llegamos a que

N

1 1
(@=[]—=(1+ X =) Rez>1, (A.11)
k=ll_p nely
dondeIN::{neN:nZZ,ngApj,j:1,...,N},NEI\I.N(’)tesequesiNel\I,enton—
ces
s 1
052 Z<Z — Z we; Rez>1,
nEIN| | ns PN+1 In | n=pn+ 1t %

y puesto que la serie }_ ;e W’ para Rez > 1, es convergente se sigue que

1
lim Z — =0, Rez>1,
NqOOnEIN n#

y entonces, tomando limite cuando N — oo en (A.11) se obtiene (a).
(b) Sea N € N. Haciendo célculos directos obtenemos

N+1 -z k+1 —1z N 1 k
zfl Elxlx'~?dx = szf dx = Z(kzl (k+1)z)

N N+1 N+1 N+1
1 1 N+1 1
=] 4
k;k“ kgz k;gkz (N+1)? ,C;kz

1

N
=——+t , Rez>1.
(N+1)Z k;kz

Luego,

N+1 1
lim zf Elx]x " ?dx = > —={(2), Rez>1.
1

N—oo neN

De aqui se sigue ademads que
((2) = zf (Elx] - x)x " Pdx+ z[ x “dx
1 Zl
:zf (Elx]-x)x " ?dx+——, Rez>1,
1 z—1

y asi (b) queda establecido. O
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Observamos que la funcion b(x) = E[x] — x, x € R, es una funcién acotada, de he-
cho, |b(x)| =1, x € R. Por tanto,

* -1-z ®  _1-Rez |z
‘zf b(x)x dx‘ < Izlf X dx=——, Rez>0.
1 1 Rez

De esta forma la funcién ¢ definida por
{(z) = — +zf b(x)x '"?dx, Rez>0,

define una extension de la funcién zeta de Riemann que es holomorfa en el semi-
plano Re z > 0 excepto en z = 1 donde hay un polo simple con residuo Res ({;1) = 1.
Una propiedad importante que cumple esta extension es la siguiente.

Proposicion A.14. La funcion Z no tiene cerosen {z € C:Rez =1} \ {1}, esto es,
(1+it)#0, teR\{0}.

Demostracion. Sea t € R\ {0}. Teniendo en cuenta la propiedad (a) en la Proposi-
cibn A.13 esclaroque {(o +it) ={(o +it) # 0 cuando o > 1. Ademads,

log{(2) =log((2)=— Y log(l-p ™) = , z=o+it,o>1.

peP peP meN
Ya que log|z| = Re (log(z)), z # 0, podemos escribir

log|3 (@)t o +it) (o +2it)| = Re(SlogC(a) +4log(l (o +i1) +log( (o +2i1))

_ Z Z Re(3+4p—imt+p—2imt)
peP meN
peP meN
o>1.
peP meN
En consecuencia,
1B o+inlc+2in|=1, o>1,
y 4
(o+1it) 1
(0 - 1) \(—) Co+2inlz—, o>1, (A.12)
Supongamos que Z(l +it) = 0. Entonces
+it {o+i-((A+it) -~
lim SO0 gy SO ZCARID _my

o—1* o0-1 o—1* o—1
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Sabemos que N
Iim (0 —-1){(0) =1,
o—1*

por lo que

[

Tim [0~ D)2 o+ 20 = 1T+ i+ 2i0)] < oo,

Pero esto contradice (A.12). Concluimos entonces que ((1+it)#0.
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In this work, some of the classic Tauberian theorems are intro-

duced and analyzed. In the first part, the most well-known theo-
rems related to summability for numerical series are addressed,
particularly the contributions made by Tauber, Hardy, and Little-
wood regarding Cesaro summability and Abel summability. On
the other hand, the famous Wiener Tauberian theorem for mea-
surable functions is examined, from which Ingham’s theorem is
deduced. As an application of these results, a proof of the Prime
Number Theorem is presented. The work also contains an ap-
pendix that includes some key items for the development of the
study, such as the Fourier transform and the Riemann zeta func-
tion.

1. Introduction

he origin of Tauberian theory dates back to 1897 when the

Austrian mathematician A. Tauber published a brief article and
an inverse for Abel’s Theorem was given. In general, an Abelian
theorem ensures that a summability method is consistent with the
convergence of a series, in the sense that the summability method
assigns the value of the sum to each convergent series. A Taube-
rian theorem goes in the opposite direction; that is, it seeks to find
conditions that guarantee that a summable series is convergent.

2. Tauberian theorems for series

n the first chapter of this dissertation, we address the classical

Tauberian theorems that focus on Cesaro summability and Abel
summability. We introduce and analyze the main characteristics
of these two summability methods and prove Abel’s Theorem.
We then examine various Tauberian theorems. We first consider
results of this type related to Abel summable series, among which
Tauber’s original theorem established in 1897 stands out.

Tauber’s Theorem. Let (a,),.y SR and s € R. Suppose that
Y a, is Abel summable to s. If na, — 0, when n — oo, then the
series Y a, is convergent and Y a, = s.

We then study some Tauberian theorems for Cesaro summability.
In particular, we prove the following result by Hardy.

Hardy’s Theorem. Let (a,),cn S R be such that (na,).en is @
bounded sequence. If the series ¥ a, is Cesaro summable
with sum s € R, then the series is convergent and its sum is s.

We observe that this theorem admits a more general Taube-
rian condition than that given by Tauber. However, when deal-
ing with Cesaro summability, which reduces the set of summable
series compared to the Abel method, it is not an optimal result.
Hardy himself conjectured that his theorem should be true for Abel
summable series. Littlewood solved the conjecture.

Littlewood’s Theorem. Let (a,),cn <R be such that (na,) nen is
a bounded sequence. If the series Y a, is Abel summable with
sum s e R, then the series is convergent and its sum is s.

For the proof of Littlewood’s theorem we consider the ideas based
on Weierstrass’'s Approximation Theorem, which Karamata fol-
lowed to simplify Littlewood’s original proof. Karamata’s approach
is also present in the Tauberian theorem of Hardy and Littlewood,
which we discuss. This theorem provides conditions that allow us
to derive Cesaro summability from Abel summability.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de julio, 2024

Hardy and Littlewood’s Theorem. Let (a,),en € R be such
that the series Y a, is Abel summable with sum s. Suppose
that s, = 0, n €N, where (s,) e is the sequence of partial sums.
Then, the series ¥ a,, is Cesaro summable with sum seR.

3. Tauberian theorems for measurable functions

he second chapter is dedicated to another cornerstone of the

Tauberian theory: the Wiener’s Theorem. This theorem shifts
the focus from series to essentially bounded measurable func-
tions. The result we provide also includes the contribution made
by Pitt for slowly oscillating measurable functions.

Wiener-Pitt’s Theorem. Let ¢ € L*(R") and K € L'(R") be such
that K(u) #0, ue R, and

Jim (K +§)(x) = aK(0),
for certain aeR. Then, for all f e L'®R"),

Jlim (f + )0 = af 0).

If ¢ is also slowly oscillating, then limy . ¢(x) = a.

One of the important aspects of the Wiener-Pitt Theorem is that it
allows for a relatively simple proof of the Prime Number Theorem.
Prior to this, we need to consider a Tauberian theorem, namely
Ingham’s theorem, which is derived using the Wiener-Pitt Theo-
rem.

Ingham’s Theorem. Suppose g is a non-decreasing real func-
tion defined on (0,00) such that g(x) =0, x € (0,1). Additionally,
assume that

G(x):= Z g(%) =axIlnx+bx+xd(x), x€(0,00),
keN

for certain a,beR, and lim,_.,,,6(x) =0. Then,

lim 58 =a.
x—+00 X

The chapter finishes with one of the distinguished applications of
Tauberian theory: to provide a proof of the famous Prime Number
Theorem.

4. Appendix

In the topics covered in the second chapter, several items are in-
volved, which we gather in the appendix of the essay. Among
them, convolution and Fourier transformation are particularly rel-
evant. We also include sections to discuss the main properties of
Schwartz functions and the Riemann zeta function that we need
for the proofs of the Wiener-Pitt and Ingham Theorems.
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