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Abstract

On October 1%, 2021, on the Canarian island of La Palma there could be seen a peculiar
cloud formation: a series of concentric circles with Tajogaite’s eruptive column at its
centre. These were the result of atmospheric gravity waves at a height of roughly 6100
metres, triggered by the interaction between an inversion layer at that height and the
volcano’s eruptive column. The relative humidity right below the inversion layer was 85%,
while over it the value dropped to 5%, making it so that the cloud pattern could form
with much more contrast between the crests and valleys of the gravity wave. Moreover,
the lack of heavy winds made it possible for the energy of the perturbation to dissipate
with almost no anisotropy.

This final project studies the physical phenomena that made it possible for this occurrence
to happen and develops a Python code to compute a mathematical model to simulate the
development of atmospheric gravity waves of volcanic origin. The description of physical
phenomena includes the nature, formation, and effects of both gravity waves and the
eruptive column, while the mathematical model simulates the effects of mass injection
into an isothermal atmosphere.

The results of the simulations show two modes of oscillation: one acoustic and one gravi-
tational. The acoustic mode prevails near the source, while the gravitational mode dom-
inates the atmospheric excitation far from the source. These results prove a relationship
between frequency and mass flow rate from the volcano, which could lead to future work
calculating the mass flow rate of a volcanic eruption from the frequency of the gravity
waves it produces.
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1 Introduccion

This chapter introduces the physical phenomena observed at La Palma on the 15 of October
2021: the formation of atmospheric gravity waves at a height of approximately 6100 m due
to the disturbance on an inversion layer produced by Tajogaite’s eruptive column, as well
as the model used to simulate what happened. To fully grasp the nature of this occurrence
this chapter first explains what gravity waves are and how they develop, its effects on the
atmosphere and how clouds can condense due to their presence. After this the focus moves on
to the introduction of eruptive columns, how they come to be and its evolution over time, to
finally tie it all together with the phenomena seen in La Palma. The introduction ends with
the mathematical model used for this project and its objectives.

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA 1



INTRODUCCION

ISMAEL SANTOS CAMPOS

Figura 1: Mar de nubes sobre el Valle de La
Orotava en agosto de 2021.

Figura 2: Nube lenticular sobre el Teide en
febrero de 2019.

1.1 Ondas de gravedad

Cuando la densidad de un fluido aumenta con
la profundidad se dice que esta estratificado.
Estos fluidos, debido a la condicién que los
define, se caracterizan por tener una gran es-
tabilidad frente a flujos verticales de masa,
tendiendo a formar estratos de igual densi-
dad practicamente sin intercambio de masa
entre ellos!.

La troposfera de la Tierra, por lo general,
tiende a comportarse de manera opuesta a
un fluido estratificado, disminuyendo su den-
sidad con la altura. No obstante, en ocasiones
esta tendencia se invierte y se forma lo que se
conoce como una inversion térmica, don-
de el aire se calienta con la altura de manera
que una masa de aire frio, mas denso, queda
bajo una masa de aire caliente, menos den-
so. En este caso la atmésfera se comportara
localmente como un fluido estratificado.

La zona de inversién térmica, al ser tan es-
table, se comporta como una membrana que
impide el intercambio de masa entre las ca-
pas de la atmésfera en la que se encuentra.
Si la inversion ocurre debajo de la cota su-
perior de una cadena montafnosa, el aire frio
quedaré contenido entre el terreno y la inver-
sién térmica. En el supuesto de que esta masa
fria venga cargada de humedad y empujada
por el viento en direcciéon a la montana, el
vapor de agua se concentrard en el punto en
el que la inversion térmica y la montana se
encuentran, impidiendo que ascienda mas.

Este aumento en la concentracion de vapor de
agua provocara que el aire sobresature y for-
me un manto de nubes que permanecera siem-
pre bajo la inversion térmica. Este fenémeno
es conocido como mar de nubes (fig.1).

Supongamos ahora que la zona de inversién se sitia cerca de la cima de una montana, ro-
deandola. Si la masa de aire frio bajo la inversion viene empujada por viento lo suficientemente
intenso esta podra subir la ladera y deformar la zona de inversién, abombandola sobre la cima
de la montana. En este caso, cuando el aire frio, cargado de humedad, ascienda por encima
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de la montana este disminuira su temperatura por debajo de la temperatura de condensacién
dando lugar a una nube en forma de domo que cubra la cima de la montana.

Figura 3: Ondas de gravedad sobre el barrio
de La Salud, Santa Cruz de Tenerife en
enero de 2024.

Valle Cresta Superpuestos

Altura

Temperatura

—— Perfil térmico en el valle
=== Altura del punto de inversién en el valle
—-—=- Tempertura del punto de inversion en el valle
—— Perfil térmico en la cresta

Altura del punto de inversién en la cresta
—=—=- Tempertura del punto de inversién en el valle

Figura 4: Diagrama mostrando la oscilacién
de una inversién térmica en presencia de
ondas de gravedad.

A su vez, al otro lado de la montana, la zona
de inversién volvera a empujar al aire frio de
vuelta a cotas mas bajas, a la situacién de
equilibrio, haciendo que aumente su tempe-
ratura y que la nube se evapore y desaparez-
ca. Esto dara lugar a la conocida como nube
lenticular(fig.2).

Si la inversién térmica es lo suficientemente
estable, es decir, si el gradiente de tempera-
turas entre las capas de la atmosfera es lo sufi-
cientemente grande, el empuje que esta ejerza
sobre la masa fria sera tal que la hara descen-
der por debajo de la situacion de equilibrio,
por lo que se desencadena un movimiento os-
cilatorio: una onda. La gran estabilidad de la
inversion térmica, ademds, favorecera la pro-
pagacién de esta onda en el espacio.

A estas ondas se las conoce como ondas de
gravedad debido a la importancia que la gra-
vedad tiene sobre la fuerza de empuje que de-
termina la dinamica de este fenémeno. Cuan-
do se forman por la presencia de una montana
se llaman ondas de montana, pero no es el
unico mecanismo por el que pueden formar-
selll,

Las ondas de gravedad, por lo general, son in-
detectables desde la superficie salvo cuando la
masa fria venga cargada de humedad. En ese
caso, en las crestas de la onda, donde el ai-
re se enfria al ascender, el vapor condensara
y formara nubes, mientras que en los valles,
donde el aire se vuelve a calentar al descen-
der, las nubes se evaporaran. Esto dard lugar
a un patron rayado de nubes con la misma fre-
cuencia que la onda gravitatoria que lo formo

(fig.3).

Es importante resaltar que la zona de inversién también oscila junto con las ondas, deforméandose
y siendo empujada hacia arriba en las crestas y empujando hacia abajo en los valles, ain
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sin dejar que haya intercambio de masa entre los estratos entre los que se encuentra, tal y
como aparece en la figura 4. Esta naturaleza elastica del plano de inversién, similar a la de la
membrana de un tambor, sera crucial para que la oscilaciéon perdure en el tiempo.

En resumen, para la formacion de ondas de gravedad en la atmosfera es necesario que ocurran
dos cosas: que la atmosfera se comporte como un fluido estratificado y que exista un mecanismo
mediante el cual se perturbe al aire fuera del equilibrio hidroestatico. Ademas, para que estas
sean visibles, sera necesario que la masa de aire frio tenga una alta humedad relativa mientras
que la de aire caliente la tenga muy baja.

1.2 Formacion de nubes

Como se comento en la seccién anterior, en las crestas de las ondas de gravedad es posible que se
condense el vapor de agua presente en la masa de aire ascendente. Esta posibilidad dependera
de la concentracion de vapor de agua que haya en la burbuja ascendente y de la variacién de
su presion y temperatura al ganar altura.

Supongase una masa de aire con una alta humedad relativa que es forzada a ascender, disminu-
yendo, por tanto, su presién. Esto hace que la temperatura a la que el vapor condensa disminuya,
haciendo que la masa de aire sature. Inicialmente la burbuja ascendera adiabaticamente, por
lo que su presién y temperatura cumplen la ecuacién de Poisson?:

T km_a 1
T P (1)
siendo k,,, el cociente:
Ry,
by = —2%, (2)
Cpm

donde R,, es la constante particular de los gases para el aire himedo, y ¢,, es el calor especifico
a presion constante del mismo.

Una vez la burbuja sature, el vapor de agua empezara a condensar y habra una variacion de calor
debida a este cambio de fase. No obstante, como primera aproximacién, se puede suponer que
este es un proceso pseudoadiabdtico, que sigue la misma ecuacién que antes de la condensacién,
pero anadiendo un sumando que tiene en cuenta la variacion de la relacién de mezcla durante
la condensacién:

dr. _, dP  Lduw
T TP T

(3)

En los valles de las ondas ocurriréd el proceso contrario: aumentard la presion y, por tanto, el
aire se subsaturara, por lo que las goticulas de agua formadas se evaporaran de nuevo.
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1.3 Columnas eruptivas

Una de los efectos mas reconocibles de una
erupcién volcanica es la presencia de una gran
columna de humo que crece desde las bocas
de la montana, la columna eruptiva o pe-
nacho, como la que se puede ver en la figura
5.

Estas columnas pueden servir como el meca-
nismo de perturbacién que desencadene on-
das de gravedad, como las provocadas por
la erupcién del volcan Hunga Tonga—Hunga
Ha’apai en enero de 2022, que llegaron a ser
medidas por todo el mundol, o las que son
objeto de estudio de este trabajo.

Para entender la dinamica de estas estructu-
ras es necesario estudiar primero la compo-

Figura 5: Columna eruptiva piliana del

sicion del magma y su evolucion al viajar Monte Santa Helena el 18 de mayo de 1980.
desde el interior de la corteza terrestre hasta

la superficie.

1.3.1 Génesis de los magmas

El material volcanico que dard lugar a la columna eruptiva antes de salir a la superficie se
conoce como magma. Este es una mezcla de distintas sustancias en 3 fasesP!:

e Una fase liquida, compuesta principalmente de silicatos y otros éxidos.

e Una fase sdlida, formada mayoritariamente por cristales de olivina, piroxeno y plagioclase
en el caso del basalto.

e Una fase gaseosa, que normalmente consiste en vapor de agua, COy y SOs, entre otros.

La dinamica de la erupciéon vendra determinada por la composicion de esta mezcla, su evolucion
en el tiempo y la concentracion relativa entre las fases que la componen. Volcanes con magmas
menos evolucionados dan lugar a erupciones mas efusivas que pueden incluso no llegar a formar
una columna eruptiva, como ocurre en el vulcanismo hawaiano, mientras que volcanes con
magmas mas evolucionados pueden llegar a provocar columnas tan enormes que la cantidad de
material emitido es capaz de alternar el clima durante anos, como ocurrié en la erupcion de
1991 del Monte Pinatubol®.

Debido a que el punto caliente responsable del vulcanismo en el archipiélago canario es menos
intenso que el responsable de la formacién de Hawaii, y la placa africana es mas gruesa que la
pacifical”, el magma canario puede formar cdmaras magmaticas en la corteza y evolucionar sin
erupcionar durante mucho més tiempo que el magma hawaianol®, lo que hace que el vulcanismo
canario tienda mas al dinamismo estromboliano y pueda formar pequenas columnas eruptivas
como las vistas durante la erupciéon del Tajogaite en 2021.

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA 5
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Vale la pena senalar que en el sistema Teide-
Pico viejo, en Tenerife, se han encontra-
do camaras magmaticas fonoliticas (magmas
muy desarrollados) a 5km de profundidad®,
que son responsables de erupciones extrema-
damente explosivas (dinamismo subpliniano)
como la de Montana Blanca, hace aproxima-
damente 2000 anos!). Estas erupciones serfan
capaces de producir columnas eruptivas mu-
cho mayores que las vistas en las erupciones
historicas de Canarias, que pueden alcanzar
las decenas de kilometros de altura.

1.3.2 Desgasificaciéon del magma

Cuando el magma comienza su ascenso a la
superficie experimenta una disminucién de la
presion que permite a los gases separarse de
la disoluciéon y formar burbujas. Este proceso
favorece el crecimiento de los cristales disuel-
tos en la mezcla, lo cual hace que la viscosidad
del magma aumentel'”. El proceso de desga-
sificacion abre la puerta a un juego entre la
viscosidad del magma, la velocidad del flujo
magmatico y la movilidad de las burbujas de
gas que sera el principal determinante de la
dindmica de la erupciéon una vez el magma
llegue a la superficie.

En magmas poco viscosos y de flujo lento las
burbujas tendran una alta movilidad que les
permitira escapar del magma antes de llegar a
la boca, lo que resulta en dinamismos menos
explosivos como el hawaiano o el estrombo-
liano. Este proceso de escape del gas se pudo
observar en ocasiones en las laderas del Ta-
jogaite como se puede apreciar en las figuras
6 v 7. Las nubes blancas que nacen de la la-
dera de la montana corresponden a vapor de
agua, siendo los demés gases expulsados por
el volcan invisibles.

Figura 6: Gases escapando por las laderas
del Tajogaite el 2 de octubre de 2021.

Figura 7: Escape de gases y pequena
columna eruptiva en el volcan Tajogaite el 2
de octubre de 2021.

El gas que no logre escapar de la mezcla se concentrara en burbujas cada vez mayores, uniéndose
entre ellas (coalescencia) y aumentando su volumen conforme la presiéon disminuye al acercarse
a la boca. Al llegar a la superficie estas burbujas sufren una descompresién explosiva que
volatiliza las otras dos fases de la mezcla magmaética. Al ser dispersadas por el aire, las otras
dos fases solidifican rapidamente en piroclastos de diversos tamanos, siendo estos la ceniza,
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el picon y las bombas volcanicas. Esta explosion es el primer paso en la formacion de la
columna eruptiva.

1.3.3 La columna eruptiva pliniana

En erupciones plinianas, aquellas con un
indice de explosividad volcanica, VEI,
con valor de 5 y 6, una columna eruptiva com-
pletamente formada (fig.8) se puede dividir
en 3 secciones bien diferenciadas: la zona jet,
la convectiva y la de paraguas.

A pesar de que estas erupciones son varios
ordenes de magnitud mayores que la del Tajo-
gaite, erupciones de menor explosividad pue-
den llegar a formar estructuras similares, aun-
que a una escala mucho menor y, en ocasio-
nes, sin llegar a desarrollar alguna de las 3
secciones de la columna pliniana. Por tanto,
a modo introductorio, primero se estudiara la
estructura de un penacho pliniano y, poste-
riormente, se adaptara a la columna eruptiva
del Tajogaite.

Como se explico al final de la seccién ante-
rior, la columna eruptiva nace en la boca del
volcan. La violenta descompresion de los ga-
ses en el magma pulveriza las otras dos fa-
ses de la mezcla y las envia a gran velocidad

en direccién ascendente. En erupciones pli-

nianas estas velocidades pueden alcanzar los Figura 8: Columna eruptiva del volcan
600 m/s!). Son estas altas velocidades las ~ Pinatubo el 12 de junio de 1991.

que dan nombre a esta primera seccion de

columna: el jet.

En la zona jet la densidad relativa de la columna es muy superior a la del aire que la rodea,
componiéndose casi exclusivamente de material volcdnico (principalmente ceniza y gases), por
lo que el principal mecanismo por el que este material asciende es la energia cinética resultan-
te de la explosion en la boca. No obstante, después del impulso inicial, la columna eruptiva
experimenta una rapida desaceleracion debida a la atraccion gravitatoria.

Gracias al Principio de Bernouilli la gran velocidad de la columna crea un area de bajas presiones
en la columna de manera que el aire alrededor se ve atraida a su interior, haciendo disminuir
su densidad. Ademas, este aire absorbido se calienta rapidamente, disminuyendo drasticamente
su densidad frente a la del aire frio. La suma de estos dos procesos resulta en que la columna
eruptiva, ahora formada por una mezcla de material volcénico y aire caliente, pase a tener una
densidad relativa mucho menor que la del aire frio que la rodea. Esta diferencia de densidades
crea fuertes corrientes convectivas que contintian empujando la columna hacia arriba mas alla
de lo que alcanzarfa solo con la energfa cinética de la zona jet!'[12
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Cuando el empuje del jet pierde protagonismo y la dinamica de la columna eruptiva pasa a
venir determinada por corrientes convectivas ascendentes se pasa a la segunda y mayor seccion:
la zona convectiva. Esta compone el tronco de la estructura, pudiendo alcanzar decenas de

kilémetros de altura.

En casos extremos es posible que en la zo-
na jet haya demasiado material y la densi-
dad relativa de la columna no disminuya lo
suficiente para crear una corriente de con-
veccidon lo suficientemente intensa para ele-
var toda la masa producida por el volcan. En
este caso parte de la columna colapsara, pre-
cipitandose sobre la montana y provocando
flujos piroclasticos en sus laderas. Tras el co-
lapso de la columna si se alcanzara una dife-
rencia de densidad suficiente para formar co-
rrientes convectivas y el resto de la columna
se seguira desarrollando. Este colapso pudo
haber ocurrido en la erupcion del Vesubio del
ano 793 que provocé la destruccién de las
ciudades romanas de Pompeya y Herculano.

A lo largo de la zona convectiva el aire frio
continuara entrando en el interior de la co-
lumna a través de torbellinos formados por
el flujo turbulento del penacho. Estos torbe-
llinos formaran estructuras secundarias que
son los que le dan la forma bulbosa carac-
teristica del tronco de una columna eruptiva.
De esta forma la columna ira perdiendo calor
y, por tanto, capacidad de calentar el aire que
absorbe, por lo que la velocidad a la que su
densidad disminuye sera cada vez mas lenta.
A su vez, la densidad de la atmoésfera dismi-
nuye con la altura, por lo que llegara un punto
en el que ambas densidades, atmosférica y del
penacho, se igualen y desaparezcan las fuer-
zas de empuje. A esta altura se acumulara
todo el material volcanico que haya ascendi-
do con la columna, expandiéndose a lo ancho
hasta crear un gran manto de ceniza y gases
suspendidos en el aire en torno a la cima de
la columna: el paraguas.

Figura 9: Paraguas del volcan Hunga
Tonga-Hunga Ha‘apai el 15 de enero de 2022
a las 04:50 UTC.

Altura maxima

N@?E Zona

Q VZ& paraguas

N |g) Zona
N

$§ - convectiva

Zona jet

Figura 10: Diagrama de una columna
eruptiva estromboliana, senalando cada zona
y la direccion del flujo de masa.

Debido a la alta inercia que carga la columna, esta no se detendra en seco al alcanzar la altura
a la que se igualan las densidades por lo que en el centro del paraguas se formara un bulbo que
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tendra una altura mayor que el resto de esta seccién. Por ejemplo, en la erupcion de 2022 del
volcdn Hunga Tonga-Hunga Ha’apai (fig. 9) mientras que el paraguas se formé a una altura de
30km, el bulbo central alcanzé los 57km de altitud, en la mesosferal'¥.

El material suspendido en el paraguas se vera afectado por vientos de altura en mayor medida
que el resto de la columna, pudiendo ser transportados miles de kilémetros antes de precipitar.

El transporte de ceniza en la atmosfera puede tener consecuencias globales, como fue el caso
de la erupcién del Eyjafjallajokull en 2010, que obligd a cerrar el espacio aéreo europeol'® | o la
del Pinatubo en 1991 que afecté al clima globall®

Figura 11: Columna eruptiva del Tajogaite
el 3 de octubre de 2021, con sus zonas y
direccién del flujo de masa senalados.

Figura 12: Volcan Tajogaite en noviembre
de 2021. Se pueden ver 2 bocas explosivas
generando una columna eruptiva (derecha y
centro), mientras una tercera, efusiva, solo
forma un jet (izquierda).

Para erupciones con una explosividad menor,
como fue la del Tajogaite, los efectos son més
locales. En el caso palmero la ceniza llegd a
precipitarse en otras islas del archipiélago, co-
mo en Gran Canaria, y afecté al trafico aéreo
interinsular.

1.3.4 La columna eruptiva del Tajo-
gaite

En erupciones menos explosivas (VEI 2 y 3)
se habla de dinamismo estromboliano. Estas
son las erupciones més comunes en el planeta
y fue la dindmica predominante durante la
erupcién del Tajogaite.

La columna eruptiva asociada a esta dinami-
ca tiene un tamano mucho menor que en
erupciones plinianas y es posible que no lle-
guen a formar algunas estructuras como el
paraguas (fig.10). No obstante, en La Palma
se llegd a formar el paraguas en varias oca-
siones, gracias a la presencia de inversiones
térmicas, como se ve en la figura 11.

Cabe destacar que en una erupcién fisural co-
mo la del Tajogaite es comin encontrar méas
de una boca activa al mismo tiempo, y que
no todas tengan la misma dindmica, como se
puede apreciar en la figura 12. Esto puede de-
berse a como los gases se mueven hacia la su-
perficie, priorizando chimeneas con una geo-
metria que ofrezca menos resistencia en su
camino
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1.3.5 La columna eruptiva como mecanismo de perturbacién

Como se explicé en la seccién 1.1, para que se dé lugar a la formacién de ondas de gravedad en
la atmosfera terrestre es necesario que esta se comporte como un fluido estratificado, y que se
vea alterada por alguna perturbacion.

La columna eruptiva de un volcdn puede actuar como este mecanismo de perturbacién al
atravesar una inversion térmica. Como se coment6 al inicio de esta introduccion, la inversién
térmica impide el intercambio de masa entre los estratos de la atmdsfera en la que se encuentra,
actuando como la membrana de un tambor. Por su parte, la columna eruptiva actiia como una
baqueta que golpea dicho tambor y lo hace vibrar en torno a la situacién de equilibrio. Si
la inversién térmica es lo suficientemente fuerte, impedira que la columna logre atravesarla y
esto dara lugar a un juego de fuerzas entre la fuerza convectiva de la columna eruptiva y la
fuerza recuperadora elastica de la inversion térmica. Este juego dard lugar a una oscilacion de
la atmosfera: las ondas de gravedad.

1.4 Ondas de gravedad en La Palma

A lo largo del dia 1 de octubre de 2021 en el
cielo palmero se pudo observar una formacion
nubosa muy peculiar. Nubes formando circu-
los concéntricos, con la columna eruptiva del
Tajogaite en su centro (fig.13).

Este fenémeno se trata de la formacion de
ondas de gravedad a consecuencia de dicha
erupcién volcanica. Pero, para terminar de
explicar este suceso, es necesario estudiar las
condiciones atmosféricas que permitieron que
ocurriera. Desafortunadamente no se dispone
de un radiosondeo local para ese dia, pero en
la figura 14 se puede apreciar que la atmosfe-
ra en Canarias present6 bastante homogenei-
dad ese dia, por lo que se pueden extrapolar
los datos tomados por los radiosondeos dia-
rios tomados desde Giliimar, Tenerife, a La
Palma. En la tabla 1 se pueden apreciar 3 da-
tos importantes: la presencia de una inversion
térmica a 6095 msnm, que la capa bajo esta
tiene una humedad relativa del 85 % mientras
que en la capa sobre la inversion es del 5%,
y que en el entorno de la inversiéon el viento
no es muy intenso. Estos datos, sumados a la
perturbacion provocada por la columna erup-
tiva, son la razén por la que se pudo observar
el patrén de nubes concéntrico:

Figura 13: Ondas de gravedad vistas desde
el Roque de los Muchachos el 1 de octubre
de 2021.

Figura 14: Imagen satelital de las ondas de
gravedad sobre La Palma, tomada el 1 de
octubre de 2021.
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e La inversion térmica, necesaria para que la atmosfera se comporte como un fluido estra-

tificado.

e La alta humedad en la masa fria, y baja humedad en la masa cdlida, permitiendo que el
patrén de nubes se pueda formar con facilidad, haciendo méas evidente el claro contraste

entre valles y crestas.

e La poca fuerza del viento, incapaz de distorsionar el patrén de nubes y permitiendo que
la energia de la perturbacion se disipe en todas direcciones de igual manera.

En la figura 15 se puede apreciar mejor el
cambio de humedad y la inversién térmica a
los 6000 metros de altura. Cabe destacar que
hubo dos inversiones térmicas en la troposfe-
ra, por debajo de los 10 kilémetros de altitud,
pero la primera de estas ocurrié a 836 msnm,
244 metros por debajo de la base del Tajo-
gaite (1080 msnm), por lo que no interactud
con la columna eruptiva.

1.5 El modelo matematico

Para modelar estas ondas y poder estudiarlas
en mayor profundidad se hizo uso del modelo
de ondas de gravedad formadas por una fuen-
te volcanica de masa desarrollado por H. Ka-
namori, J. Mori, et. al. (1994)1%. Este mo-
delo estudia el efecto que tiene una inyeccion
de masa en una atmosfera isoterma y estra-
tificada. Localmente y dentro de un mismo
estrato se puede suponer que la temperatura
es constante, por lo que el modelo es aplicable
a las ondas producidas por el Tajogaite.

1.5.1 Ecuaciones de conservaciéon en
fluidos

El modelo parte de las ecuaciones de conser-
vacién de masa, momento y energia para flui-
dos en coordenadas cartesianas, (z,y, z), con
velocidades (u, v, w):

op o (
Po

g+wg+

5_u
ox

60018 Guimar-Tenerife Observations at 00Z 01 Oct 2021

PRES
hPa

HGHT
m

MIXR
9/kg

DRCT
deg

TEMP DWPT  RELH SKNT  THTA  THTE THTV
C C % knot K K K

315.
315.
315.
316.
316.
320.
326.
327.
328.
332.
333.

552.
529.
518.
500.
492.
488.
447.
419.
400.
333.
313.

5144
5480
5641
5910
6033
6095
6765
7251
7600
8916
9360

-7.6
-10.9
-12.3
-14.1
-14.9
-12.3
-13.7
-17.4
-20.1
-30.4
-33.8

-11.
-11.
-12.
-15.
-16.
-33.
-45.
-47.
-48.
-53.
=55.

120
135
142
155
165
169
222
260
150
255
240

314.7
314.6
314.8
315.
316.
320.
326.
327.
328.
332.
333.

324.3
324.2
324.3
323.4
323.
322.
327.
328.
329.
332.
333.

3
0
1

4

R R )

PORRPRNWONROR
POOONW®

VROOOWNNWRN

3
7
5 8

Tabla 1: Datos del radiosondeo tomado
desde Guimar el 1 de octubre de 2021 a las
00:00h!'™), destacando en verde los datos de
la capa de inversion térmica.
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SLON -16.36
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LIFT  -5.80
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KINX 16,10
CTOT 10.10
VTOT 39.10
TOTL 4320
CAPE 3461
CAPY 4183
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EQTY 2529
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Figura 15: Radiosondeo de Giiimar tomado
el 1 de octubre de 2021 a las 00:00h,
representado en skew-T.
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ou _ _0p

st = o

ov op
POE——@a (5)

ow _ dp
Pos; = 5, P9
op o (dp  Opo

5; ~ Jpw =c (5t+w52 , (6)

donde p es la variacion de presion respecto al equilibrio, pg, p la variacion de la densidad del
aire respecto al equilibrio pg, g es la gravedad terrestre y ¢ = /vR T la velocidad del sonido
en el estrato excitado en m/s. Se supone el aire como un gas ideal diatémico, por lo que el
coeficiente adiabatico es v = 1,4

Aplicando la conservacién de la masa y de la energfa, las expresiones (4) y (6), en la conservacién
del momento en el plano (z,y), es decir, en las primeras dos ecuaciones de la expresién (5) se
obtiene la siguiente expresion:

o (ow g 52 n 52 1 62 (7)
— =S| ==+ ==
Posi \ sz c? PA 522 oy? 2 ot?
A su vez, suponiendo que no hay variacion de densidad, esto es, suponiendo p = 0 e introdu-
ciendo la ecuacién (6) en la conservacién del momento en la direccién de z, la tercera ecuacién

de (5), se tiene:
5w 1 dpo 1 16 (dp g
Fi “’(gng) T (5”@)- (8)

Estas dos ecuaciones, relacionadas entre ellas y anadiendo dos dependencias que se explicaran
a continuacion, daran lugar a la expresion para la variacion de presion respecto al espacio y el
tiempo.

1.5.2 Andlisis de frecuencias

Por simplicidad, a continuacién se analiza solo la propagaciéon de ondas en en plano (z, z),
siendo este desarrollo equivalente para el plano (y, z), con frecuencia w y ntimeros de onda en
las direcciones = y z, k' y m respectivamente. En esta aproximaciéon las velocidades en z y z,
u 'y w, asi como los cocientes p/py v p/po dependen de las dos coordenadas espaciales y del
tiempo segun:

e(az)e(ithrszrmz). (9)

Anadiendo esta dependencia en las ecuaciones anteriores, (7) y (8), se obtiene que la constante
a = 1/2H,, en la que H, es la altura de escala, en metros. Este factor representa el aumento
de altitud necesario para disminuir la presion de la atmosfera por un factor de e y se expresa
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como H, = felo Ademas, el calculo de la relacién de dispersion de esta onda plana tiene como
resultado:
2 2 2
2 _ 12 (% W — W,
donde:

e w; es la Frecuencia de Brunt-Vaiséla, en Hz. Es la frecuencia natural a la que oscilara una
masa de aire que sufra un ascenso adiabatico en un entorno en equilibrio hidroestatico
2 _ gy=1)

frente a desplazamientos verticales. Viene definida por w; = S

e w, es la frecuencia de corte acustica, en Hz. Esta frecuencia marca el limite bajo el cual no
se propagaran ondas sonoras. Por debajo de esta frecuencia solo se encuentran oscilaciones

. . . .
de origen gravitatorio. Se expresa tal que w, = .-

De esta relacién de dispersion se puede deducir que, en el caso de no haya dispersion en la
componente vertical y = 0, la frecuencia de oscilacién coincidird con la de corte actstico
y, por tanto, se estara ante la presencia de ondas acusticas. La dispersion en la componente
vertical, m, se supondra nula en este trabajo pues solo considera la propagacion de ondas en la
componente radial, en el plano (z,y), a lo largo de la inversién térmica.

1.5.3 La perturbacion

La mecéanica que describe el comportamiento la columna eruptiva es un tema con una alta
complejidad. Como primera aproximacién se puede entender que el penacho actiia sobre la
atmoésfera de dos formas: aportando masa en forma de material volcanico, y aportando energia
en forma de calor. Por lo general el efecto de la inyeccion de masa es distinto al de la inyeccién
de energia pero, debido a que el modelo para la inyeccién de masa es més general y sencillo
que para la energia, solo se considerara el efecto de la masa sobre la atmosfera. Asimismo, se
se supondra que:

e Los flujos de masa y energia son constantes: En una erupcién volcanica los flujos de masa
y energia emitidos por las bocas activas no son constantes en el tiempo. No obstante, por
simplicidad se supondra que si lo son. Esta aproximacion es valida para el caso estudiado
pues la variacion en los flujos solo afectara a la amplitud de la onda y, en intervalos
tiempos pequenos (horas), esta puede ser infinitesimal.

e La fuente es puntual: Se tratara a la columna como una funciéon de Dirac. Teniendo en
cuenta que se esta trabajando en el rango de las decenas de kilémetros, una columna con
una anchura en las centenas de metros se puede suponer puntual sin perder precision.

Matematicamente esto se expresa como dos sumandos que se anadiran a los segundos miembros
de las ecuaciones (7) y (8) respectivamente:

4rFpe™'§(R — Ryg),

» (11)
AnFpe™'§(R — Ry),
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con Fy el flujo de masa, en kg/s, Ff el flujo de energia, en J/s y R la posicién de la fuente
puntual, situada en Rg = (0,0, z5), con z, siendo la altura, en metros, a la que ocurre la
perturbacion.

1.5.4 La variaciéon de presion

Siguiendo el desarrollo expuesto en el anexo A del articulo H. Kanamori, J. Mori, et. al.
(1994)[16] con las ecuaciones anteriores, se llega a la siguiente expresion para la variacion de
presion medida desde la superficie respecto a la distancia y el tiempo, considerando tinicamente
el aporte de la inyeccién de masa.

2 _ 2
w? — wp

_z—=zg — 2 2 2 2
p(x,y,z,t) = 2Hg / V& T W wj e.:z:p [ (wti Ve Wiy wato)] dw, (12)

donde:

e R es la distancia al origen de la perturbacién en metros, R = /22 + y% + (z — z,)2.

|z—zs]

e w, se define como w. = wy

e 1y es el cociente ty = %, que tiene unidades de segundos.

Esta integral de la ecuacion (12) se desarrolla como:

/ Ve _wbexp[<wti\/w2 W/t WQt(])]dw

2 _
w wb

/2 — o2 2 2. /2 _
= / W W exp \/wc Wy to| cos [wt] dw +
Vw? —w? w2 WE — w?

dw + (13)

/02 — )2 2 _ 2 2 _ 2
/ wb wsm [wt—\/w wc\/wa wto

Vw? + w2 w? — w?
/2 — ¥ — w2y fw? —
/ Ve exp |— v oV to cos [wt] dw +
V& —u? 2 — W

© /S22 2 _ 2. /2
+ \/% coS [wt \/w wg \/w ] dw,
Wea (JJ _wc

tal que la integral se divide en 4 integrales acotadas por las frecuencias w,, wy y w.. cubriendo todo
el espectro de frecuencias de manera que las tres primeras integrales se evaliian en las frecuencias
por debajo de las acusticas, y la ultima unicamente modela ondas actsticas. Esta separacion
es necesaria debido a que el comportamiento de la exponencial compleja de la ecuacién (12)
cambia entre esos intervalos de frecuencia.

w —wb

Es importante resaltar que, en el caso especifico que se mida la diferencia de presion a la misma
altura que ocurre la perturbacién, w, serd nulo y la expresién (13) tendrd una forma muy similar
a la del modelo para la fuente de energfal'®. Sin embargo, debido a que el efecto que la fuente
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de masa tiene sobre la perturbacién es mucho menor que el de la energia, trabajar en este caso
aporta menos informacién que cuando se mide a una altura z # z.

Finalmente, se puede escribir la variaciéon de presiéon como:

R 2 w2y /w? — w2
FJA; _[/ Vwy —w exp [_ Vw? w2 \/Wa2 v to] cos [wt] dw +
0 VW, — W
wh \/m . \/(,{)2—(,02\/(402_(«02
_/ ~ = sin |wt — ot = to
e SR 22 2 _ )2
_|_/ AV} exp [_ \/w :)20 \/(:‘12 v t0] cos [wt] dw +
w V e
~ /3.2 2 __ 2 2 )2
+/ w—wbcos [wt — \/w e \/w watol dw|.
w,

dw +

(14)

2

1.6 Objetivos

El objetivo de este trabajo consistira en estudiar la variaciéon de presion respecto al tiempo y
la distancia debida a la presencia de ondas de gravedad de origen volcanico en la atmosfera de
La Palma el dia 1 de octubre de 2021. Para ello se aplicara el modelo descrito por la ecuacién
(14) para computar una simulacién del fenémeno.
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2 Metodologia

This second chapter goes through the methodology followed to develop a Python code with
which to run a simulation of the atmospheric gravity waves seen in La Palma on the 1°° of
October 2021, beginning with how the equations where modified to fit the Python language
and then explaining how the code was developed and what every section of it does.
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2.1 La ecuacién evaluada

La variacién de presién descrita por la ecuacion (14) no es posible evaluarla de forma analitica,
por lo que es necesario integrar numéricamente. Para ello se desarrolldé un cédigo en Python
haciendo uso del paquete scipy. El codigo completo se puede consultar en el anexo A de este
trabajo.

Antes de poder ejecutar la integracion numérica primero es necesario realizar una serie de
pasos previos. Para empezar, se divide la ecuacion en dos partes, una variable, dependiente de
la distancia, y una integral, dependiente de la frecuencia, distancia y tiempo, tal que:

P, R1) = F(R)W (w, R, 1), (15)
con: .
F(R) = %e;ff, (16)
JZ — 2 2 2 )2 2
w, R, t) / ~ ~ s XD \/w Wy~ to| cos|wt] dw +
Vw2 —w? w? — w?

@ JwE —w? Vw? — w2y/w? — w?
— ~———sin |wt — to
We

wa )2 2 2 2. )2 2
+/ w—wbexp [— Vel - Wiy —w t0] cos [wt] dw +

0o 2 _ 2 2.2 /2

w? — w; \/w w \/w

~ 2 cos |wt — dw.
wa \W?— w?

La evaluacion de las frecuencias acusticas requiere de mucha capacidad computacional y no
aporta informacién relevante a este estudio. Es por eso que en este trabajo solo se estudiaran
las ondas de gravedad presentes en el sistema, calculando la variacion de presién para frecuencias
en el intervalo de 0 Hz a w,. En adelante no se tendrd en cuenta la 4® integral de la expresién
(17).

(17)

+
wz—wb

2.2 Cambio de variable

Tal y como se explica en el anexo B del articulo H. Kanamori, M. Mori, et al. (1994)16] en la
expresion (17) aparecen una serie de indeterminaciones al computar la integracién numérica.
Por ello se identifico el origen de la indeterminacion para cada integral y, posteriormente, se
evalué un cambio de variable que la evitara. Por conveniencia se ha llamado Wy, Wy y W3 a
las integrales que conforman la integral (17)'. Los cambios efectuados fueron:

= /w2 —w? para Wi, k= +/w? —w? para Wa, yl=/w?—w? para Wj. (18)

'El programa de Python estd preparado para poder calcular W (w, R, t) incluyendo la cuarta ecuacién, W;.
Esta tultima ecuacién no presenta indeterminaciones y no necesita de cambios de variable.
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De manera que W (w, R, t) queda:

o [V Ve — Wi (h) Vw2 = w?(h)\/w? — w?(h)
W(w, R,t) = 2 /0 e [— e t0] cos [w(h)t] dh +

BN B B GErNE
+2 /m R sin [w(k;)t 7o)

y /M—wb VP —f - [_ Vw?(l) —w2y/w? — w2(l)t0] cos [w(l)t] di.

dk +

Lo

w2(l) — w? I\/2w? — I
(19)
donde:
w(h) = we — h?,
w(k) = w, + k2, (20)
w(l) = Wy + l2

2.3 Aplicacién del modelo

Antes de poder computar la ecuacién (15) es necesario obtener la temperatura de la capa de
inversion térmica y el flujo de masa en la columna eruptiva. Para el primer dato se hizo uso de los
datos del radiosondeo tomado en Guimar el 1 de octubre de 2021 a las 00:00h, proporcionados
por la Universidad de Wyoming!!”!, siendo este 260.85 K. Para el segundo se recurrio al articulo
Degruyter, W. y C. Bonadonna (2012)!"¥, obteniendo a una estimacién del flujo de masa para
una columna de 5 km de altura de 10° kg/s.

El programa de Python escrito para hacer simulaciones usando este modelo se divide en 4 partes
que se describiran a continuacion.
2.3.1 Definiciéon de variables

En primer lugar se importaron los moédulos necesarios para la ejecucion del programa, siendo
estos pyplot, del paquete matplotlib; numpy y integrate, perteneciente al paquete scypi.

# —*- coding: utf-8 —*-

from matplotlib import pyplot as plt
import numpy as np

from scipy import integrate as integrate

Seguidamente, se definen las constantes fisicas del sistema estudiado, tales que:

#Physical constants are defined.

T = 260.85 #K

GRAVITY = 9.81 #[m/s"2].

R = 8.31446261815324 #[J/(mol-K)], molar gas constant.
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M_AIR= 0.0289645 #[kg/mol], molar mass of air.

MASS_FLUX = 1E5 #[kg/s] Estimation for a 5km plume.

DISTANCE_TO_PERTURBATION = 20000. #[m] #Maz distance from the wolcano to where clouds
— where seen in La Palma.

PERTURBATION_HEIGHT = 6100. #[m] #Approxzimate height of the tnversion layer.
MEASUREMENT _HEIGHT = 0. #[m] #For a supposed barometer at sea level.

A continuacién se fijaron las variables necesarias para la ejecucién del codigo:

#Variables for the code are defined.

NUMBER_OF_POINTS = 1000

TIME_LIMIT = 7200. #[s] #How long the simulation runs.

SUBDIVISIONS = 100000 #How many subdivisions the integrals have.

SPATIAL_RESOLUTION = 100 #[m] #Distance between points in space where the difference
— wn pressure will be calculated.

DISTANCES = int(DISTANCE_TO_PERTURBATION/SPATIAL_RESOLUTION)

RADIUS = np.linspace(l, DISTANCE_TO_PERTURBATION, DISTANCES) #/[m]

Finalmente, se construyen las expresiones para las variables fisicas del sistema. Entre ellas, las
frecuencias de Brunt-Viisala y la de corte acustica. La frecuencia w, se calculara en la tercera
parte del cédigo debido a que esta depende de la distancia.

#Physical variables are defined:

ADIABATIC_COEFFICIENT = 1.4 #diatomic gas wvalue.

r_air = R/M_AIR #[(m/s) 2-K"-1], gas constant for azir

sound_speed = np.sqrt(ADIABATIC_COEFFICIENT*r_air*T) #/m/s]

height_scale = r_air * T / GRAVITY #/m]

time = np.linspace(0., TIME_LIMIT, NUMBER_OF_POINTS) #/[s]

radius = np.sqrt((RADIUS * RADIUS) + (MEASUREMENT _HEIGHT - PERTURBATION_HEIGHT) *
< (MEASUREMENT _HEIGHT - PERTURBATION_HEIGHT)) #/[m]

#Frequencies are defined:

Acoustic_Cutoff_Frequency = sound_speed / (2 * height_scale) #[Hz]
Brunt_Vaisala_Frequency = np.sqrt((ADIABATIC_COEFFICIENT - 1) * GRAVITY /
— (ADIABATIC_COEFFICIENT * height_scale)) #/[Hz]

2.3.2 Definicion de funciones

En esta segunda parte se definieron las integrales Wi, Wy y W, por separado, como funciones?.
Cada funcién calcula primero el valor de w(i), con i = h, k, [, y luego la integral correspondiente.

2El cédigo disponible en el Anexo A también cuenta con la integral Wy, aunque no serd ejecutada para este
trabajo.
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nmiumn Wl nmnn

def Wi(u):
WU = W._C - Uu*u
wl = 2 * np.sqrt(Brunt_Vaisala_Frequency * Brunt_Vaisala_Frequency - wu *
— wu)/(np.sqrt(2 * w_c - u * u)) * np.exp(-(np.sqrt(w_c * w_c - wu * wu) *
< np.sqrt(Acoustic_Cutoff_Frequency * Acoustic_Cutoff_Frequency - wu *
— wu))/(np.sqrt(Brunt_Vaisala_Frequency * Brunt_Vaisala_Frequency - wu * wu)) *
< time_0) * np.cos(wu * time[t])

return wil

nmmnn WZ nmnn

def W2(u):
Wu = W._C t+tu*u
w2 = 2 * np.sqrt(Brunt_Vaisala_Frequency * Brunt_Vaisala_Frequency - wu * wu) /
< (op.sqrt(u * u + 2 * w_c)) * np.sin(wu * time[t] - (np.sqrt(wu * wu - w_c * w_c) *
— np.sqrt(Acoustic_Cutoff_Frequency * Acoustic_Cutoff_Frequency - wu * wu))
— (np.sqrt(Brunt_Vaisala_Frequency * Brunt_Vaisala_Frequency - wu * wu)) * time_0)

return w2

mimnn W3 nmnn

def W3(u):
wu = Brunt_Vaisala_Frequency + u * u
w3 = 2 * u * np.sqrt(wu * wu - Brunt_Vaisala_Frequency *
< Brunt_Vaisala_Frequency)/(np.sqrt(wu * wu - w_c * w_c)) * np.exp(-(np.sqrt(wu * wu
— - w_c * w_c) * np.sqrt(Acoustic_Cutoff_Frequency * Acoustic_Cutoff_Frequency - wu
— * wu))/(u * np.sqrt(2 * Brunt_Vaisala_Frequency + u * u)) * time_0) * np.cos(wu *
< time[t])

return w3

La variable time aparece con un indice [t] pues para calcular la variacién temporal es necesario
evaluar cada integral para cada instante de tiempo.

2.3.3 Integracién numérica

Con el fin de poder calcular tanto la evolucién temporal como la radial, la integracion numérica
se hace para todos los instantes de tiempo en cada punto del espacio, construyendo asi un array
de 2 dimensiones al que se denominé pressure[R,t]. Esto se consiguié mediante el uso de dos
bucles for: el primero en la dimension radial y el segundo, dentro del anterior, para la dimensién
temporal.

El bucle para la componente radial empieza calculando las variables dependientes de la distancia
para cada valor del radio y, posteriormente, se pasa al bucle temporal donde se efectia la
integracion numérica de las tres integrales para todos los valores del tiempo. Por ultimo se
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hacen las operaciones necesarias para obtener los valores de la variacion de presién para cada
punto del espacio e instante de tiempo.

pressure = np.zeros(shape = (DISTANCES, NUMBER_OF_POINTS)) #empty array to be filled by
— the results of each calculation for each MEASUREMENT of radius.

#Solving the integrals for each point in space.
for r in range (DISTANCES):
#F(F_M, R) is calculated.

F = MASS_FLUX/(np.pi*radius[r]) * np.exp(— (MEASUREMENT _HEIGHT - PERTURBATION_HEIGHT)
< / (2 * height_scale))

#w_c 1s calculated.

w_c = (np.abs(MEASUREMENT _HEIGHT-PERTURBATION_HEIGHT)/radius[r]) =*
— Brunt_Vaisala_Frequency
time_0 = radius[r] / sound_speed #[s]

#Empty arrays to be filled by the results of the integrals below
W_1 = np.empty(shape = NUMBER_OF_POINTS)
W_2 = np.empty(shape = NUMBER_OF_POINTS)
NUMBER_OF_POINTS)

W_3 = np.empty(shape

#Solving the integrals for each moment in time.
for t in range (NUMBER_OF_POINTS) :

#The integration limits are defined.

al = 0. #Lower limit

bl = np.sqrt(w_c) #Upper Llimit

a2 = np.sqrt(Brunt_Vaisala_Frequency - w_c) #Lower limit
b2 = 0. #Upper limit
a3 = 0. #Lower limit

b3 = np.sqrt(Acoustic_Cutoff_Frequency - Brunt_Vaisala_Frequency ) #Upper limit
#Integrals are calcualted.

W_1[t] SUBDIVISIONS) [0]

integrate.quad(Wi, al, bl, limit

W_2[t] SUBDIVISIONS) [0]

integrate.quad(W2, a2, b2, limit
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W_3[t] = integrate.quad(W3, a3, b3, limit = SUBDIVISIONS) [0]

W = np.empty(shape = NUMBER_OF_POINTS) #Empty array to be filled by the results of
— the sum below
for i in range (NUMBER_OF_POINTS) :

Wil = W_1[i] + W_2[i] + W_3[i] #Each element of every integral %is added to a

— single element of W.

pressure[r] = F * W

2.3.4 Representacién grafica

Finalmente se representan tanto la variaciéon temporal de presién para un punto especifico
del espacio, como la variacion espacial de presion para un tiempo determinado. Esta segunda
representacion es posible repetirla en todo el rango temporal, obteniendo asi una animacion de
la onda de gravedad.

nmnn TEMPURAL PLUT nmnn

#Distance to pertubation
D = -1 #For R = 20km. For R at any other distance, change this number, from O to
< DISTANCES - 1.

plt.figure(1)
plt.plot(time[30:], pressure[D,30:1))

plt.grid()
plt.xlabel("Tiempo [s]")
plt.ylabel("APresién (Pa)")
plt.x1im(0,TIME_LIMIT)

nimnn RADIAL PLUT nmnn

T = -1 #For time = 7200. For time at any other wvalue, change this number, from O to
< NUMBER_OF_POINTS - 1.

plt.figure(2)
plt.plot (RADIUS[:], pressurel[:,5])

plt.grid()

plt.xlabel("Distancia [m]")
plt.ylabel("APresién (Pa)")
plt.x1im(0,DISTANCE_TO_PERTURBATION)
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En la representacion temporal se descartan los primeros 30 puntos debido a la presencia de
ruido en los instantes iniciales de la perturbacién. Las variables D y T se utilizan para elegir
a qué distancia evaluar la variacion de presion frente al tiempo, y a qué tiempo calcular la
variacion de presion respecto a la distancia, respectivamente.
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3 Resultados y discusion

In this chapter the results of the model simulations are shown and discussed, both for the
pressure variation in time and space. Two modes of oscillation are found in these results, one
being acoustic and the other being strictly gravitational. Finally, several plots for different
moments in time are used to show the change in pressure in both time and space.
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3.1 Variacién temporal de presion

Haciendo uso del cédigo descrito en la sec-
cién anterior se computd una simulacion de
la variacién de presién medida durante 2 ho-
ras por un barémetro a nivel del mar situado
a 20 km del Tajogaite. El resultado de este
calculo se pued<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>