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Resumen - Abstract

Resumen

En esta memoria estudiamos una mocion que, poco a poco, ha ido
cobrando interés a lo largo de los anos. Se trata de la nocion de es-
pacio topoldgico finito, la cual posee una gran complejidad de carac-
teristicas relevantes. Concretamente, analizamos la corresponden-
cia biunivoca que existe entre los espacios topoldgicos finitos y los
conjuntos finitos preordenados, demostrando que ambos objetos ma-
temdticos pueden considerarse los mismos. Bajo esta relacion, los
conjuntos finitos parcialmente ordenados (posets) se corresponden
con los espacios topoldgicos finitos que verifican el axioma Ty de se-
paracion. Ademds de dicha equivalencia, estudiamos la continuidad,
homotopia y conexidad de los espacios topoldgicos finitos. Finalmen-
te, vemos la relacion que existe entre los espacios topologicos finitos
Ty vy los poliedros compactos. En este sentido, a cada espacio to-
poldgico Ty finito X se le asocia un complejo simplicial finito K(X)
cuya realizacion geométrica tiene el mismo tipo de homotopia débil
que X. Del mismo modo, a cada complejo simplicial finito K se
le asocia un espacio topoldgico finito Ty, denotado por X (K), ho-
motdpicamente equivalente a la realizacion geométrica de K. Este
analisis corresponde con la denominada Teoria de McCord.

Palabras clave: espacio topoldgico finito — conjunto parcialmen-
te ordenado (poset) — diagrama de Hasse — complejo simplicial —
realizacion geométrica — equivalencia débil.
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Abstract

In this memory we study a notion, that has slowly gained interest
over the years. This fact refers to the concept of finite topological
space, which has a great deal of relevant complex features. Speci-
fically, we analyze a biunivocal correspondence that exists between
finite topological spaces and finite preordered sets, proving that both
mathematical objects can be considered the same. Taking into account
this relation, finite partially ordered sets correspond to finite topolo-
gical spaces verifying Ty axiom. In addition to such an equivalence,
we study continuity, homotopy and connectedness of finite topologi-
cal spaces. Finally, we see the relation between Ty finite topological
spaces and compact polyhedra. In this sense, each Ty finite topolo-
gical space X is related to a finite simplicial complex K(X) whose
geometric realization has the same weak homotopy type as X . In the
same way each finite simplicial complex K is related to a Ty finite
topological space, denoted by X(K), which is homotopically equiva-
lent to the geometric realization of K. This analysis corresponds to
McCord Theory.

Keywords: finite topological space — partially ordered sets (poset)
— Hasse diagram — simplicial complex — geometric realization — weak
equivalence.



Contenido

Agradecimientos .......... ... .. 1
Resumen/Abstract ................uuuuiiiiiiiiiii.. %
Introduccion . ... . IX

1. Generalidades sobre espacios topolégicos y Teoria de

Homotopia ........ ... . e 1
1.1. Espacios topolégicos. Espacios de funciones ................... 1
1.2. Teoria de homotopia béasica .......... ... ... .. .. 4
1.3. Equivalencias débiles. ......... ... . 6
2. Espacios topoldgicos finitos .......... .. .. . . o oL 13
2.1. Espacios finitos y primeras propiedades....................... 13
2.2. Conjuntos parcialmente ordenados .. ......................... 15
2.3. Continuidad y conexidad en espacios topoldgicos finitos ........ 20
2.4. Tipo de homotopia: La teoria de Stong. ...................... 25
3. Complejos simpliciales y Teoria de McCord . ................. 33
3.1. Generalidades sobre complejos simpliciales .. .................. 33
3.2. Teoriade McCord ...... ... . i, 39
Bibliografia . .......... .. . 43
Listade Figuras ......... ... i 45






Introduccién

El objetivo principal de esta memoria se centra fundamentalmente en el
estudio detallado de los espacios topoldgicos finitos y su teoria de homotopia.
Expondremos una serie de resultados significativos sobre este tema, haciendo
posible que el lector tenga un conocimiento més profundo de este tipo de espacios
y poniendo de manifiesto su gran riqueza de propiedades, més alld de servir
tradicionalmente como mera fuente de contraejemplos en Topologia Conjuntista.

En 1937 P. Alexandroff publicé un articulo [11] en el que expuso su estudio
acerca de la correspondencia biyectiva que existe entre los espacios topoldgicos
finitos y los conjuntos finitos preordenados. Demostré que los espacios topoldgi-
cos finitos y los conjuntos finitos parcialmente ordenados son esencialmente los
mismos objetos matematicos, considerados desde diferentes puntos de vista. Sin
embargo, este tema qued6 aparcado durante unos anos, volviendo a recobrar
interés en 1966, apareciendo otros dos articulos que daban resultados fuertes de
teoria de homotopia de los espacios topolégicos finitos. Uno de estos trabajos
mencionados fue elaborado por R. E. Stong [5], quien utilizé la combinatoria
de espacios topoldgicos finitos para explicar sus tipos de homotopia. Ademsds,
profundiza el estudio de Alexandroff acerca de este tipo de espacios y su corres-
pondencia con los preérdenes. El segundo articulo fue escrito por C. McCord [7].
Este trabajo daba un enfoque diferente al de R. E. Stong, presentando la rela-
cién que existe entre los espacios topoldgicos finitos y los poliedros compactos.
A cada espacio topoldgico Ty finito X se le asocia un complejo simplicial finito
K(X) cuya realizaciéon geométrica tiene el mismo tipo de homotopia débil que
X. A su vez, a cada complejo simplicial finito K se le asocia un espacio topoldgi-
co finito Ty, denotado por X (K), homotdpicamente equivalente a la realizacién
geométrica de K. De esta forma, McCord prueba que el tipo de homotopia débil
de los espacios topoldgicos finitos coincide con el de los poliedros compactos.
Con este conocimiento, Stong y McCord mostraron de forma implicita que la in-
teraccién de los espacios topoldgicos finitos entre su combinatoria y la topologia,



X Introduccién

se pueden utilizar para estudiar los invariantes homotépicos de los poliedros
compactos, una clase muy amplia y estudiada de los espacios topoldgicos.

A pesar de estos dos articulos de gran relevancia, los espacios topolégicos
finitos volvieron a quedar olvidados durante largo tiempo. En este periodo, los
complejos simpliciales siguieron siendo estudiados, pero descuidando la relacién
con la topologia de los posets. Aparece posteriormente una conjetura que se ba-
saba en la afirmacion de que existen espacios débilmente equivalentes a espacios
finitos con diferentes tipos de homotopia. Esta distincién entre tipos de homo-
topia débil y homotopia se pierde cuando nos fijamos en los poliedros asociados
debido al teorema de Whitehead.

Recientemente, el estudio de los espacios topoldgicos finitos ha vuelto a
surgir debido en gran parte a sus aplicaciones en cuanto al procesamiento digital
de imégenes. Este es uno de los principales motivos por los que cada vez maés
los espacios topoldgicos finitos y su andlisis estan siendo de gran relevancia en
la actualidad, pues son dtiles en la tecnologia informatica.

Aunque sea este uno de los objetivos primordiales sobre su estudio, tam-
bién las aplicaciones matemaéticas de los espacios topolégicos finitos son de gran
interés. Es en este ambito principalmente en donde nos centramos a lo largo de
esta memoria.

En 2003, P. May public6 online una serie de articulos informales acerca de
los espacios topolégicos finitos (véase http://www.math.uchicago.edu/~may/
MISCMaster.html) en el que establecié también una serie de conjeturas de gran
importancia que surgieron sobre este tema. Sintetizé las ideas més relevantes
sobre este tipo de espacios. Por otro lado, P. May observé que las ideas de
Stong sobre el punto de vista combinatorio de los espacios topolédgicos finitos
y el estudio de McCord podian unirse para resolver problemas de Topologia
Algebraica utilizando espacios topoldgicos finitos.

En esta memoria, ademas de los espacios topolégicos finitos en si, también
estudiaremos las propiedades de las funciones continuas entre estos espacios,
propiedades de conexién, axiomas de separacién, relaciones con otros conjuntos,
etc de manera detallada. Esta consta de tres capitulos, siendo el primero un
capitulo introductorio para tener una base de conocimientos para los siguientes.
Los dos tltimos son los capitulos méas amplios, en cuanto a contenidos, sobre
espacios topoldgicos finitos.

Maés concretamente, en el primer capitulo nos centraremos en un recor-
datorio de conceptos basicos de Topologia General y de Teoria de Homotopia
que hemos aprendido en el Grado en Matematicas. Ademds de ésto, apareceran
conceptos nuevos (espacios de funciones, la ley exponencial, etc) y un estudio de
equivalencias débiles con resultados de gran relevancia (Teorema de McCord y el
Teorema de Whitehead) que serdn imprescindibles para los siguientes capitulos.

El segundo capitulo se basara principalmente en el estudio de los espacios
topoldgicos finitos y sus propiedades mas importantes. Veremos su asociacién con
los conjuntos finitos parcialmente ordenados y su representacion grafica basada
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en diagramas de Hasse. Finalmente, estudiaremos la continuidad, homotopia y
conexidad de este tipo de espacios topoldgicos, asi como la teoria de Stong.

Concluimos esta memoria en el ultimo capitulo, que comenzara exponiendo
brevemente una serie de generalidades sobre complejos simpliciales finitos. Esto
serd imprescindible para presentar finalmente la Teoria de McCord.






1

Generalidades sobre espacios topologicos y
Teoria de Homotopia

El fin de este capitulo es hacer esta memoria los mas autocontenida posible
y servira de apoyo fundamental en el estudio de los espacios topoldgicos finitos y
su teoria de homotopia. Recordaremos conceptos bésicos de Topologia General
y de Teoria de Homotopia que hemos aprendido en el Grado en Matematicas,
asi como diferentes resultados sin exponer las pruebas de ello. Ademads, presen-
taremos otros, también sin demostracién, que no han sido vistos, como son los
espacios de funciones y la ley exponencial. Incluiremos una seccién final, también
novedosa, sobre equivalencias débiles que culminara con el Teorema de McCord
y el Teorema de Whitehead. Esta serd de especial relevancia para el dltimo
capitulo de esta memoria.

1.1. Espacios topolégicos. Espacios de funciones

Supondremos que el lector estéd familiarizado con las nociones més relevan-
tes sobre espacios topoldgicos, como entornos, continuidad, conexidad, conexidad
por caminos, compacidad, etc. No obstante, a modo introductorio recordaremos
las nociones que utilizaremos en capitulos posteriores de la memoria.

Un espacio topoldgico consiste en un conjunto X junto con una coleccion
distinguida de subconjuntos, llamados abiertos, satisfaciendo las siguientes pro-
piedades:

i) El subconjunto vacio y el conjunto total son abiertos.
ii) La unién arbitraria de abiertos es abierto.
iii) La interseccidn finita de abiertos es abierto.

Tal coleccion distinguida se denomina topologia sobre X. Denotaremos por X,
si no hay lugar a confusion, al espacio topoldgico, sin necesidad de explicitar la
topologia subyacente.
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A menudo, no es necesario trabajar con todos los abiertos de un espacio
topolégico sino con unos abiertos representativos, en el sentido que generan a
todos los demds. Por ello, se trabaja con las denominadas bases de abiertos.
Una base de abiertos 8 de un espacio topoldgico X consiste en una colecciéon de
abiertos (que denominaremos abiertos bdsicos) de tal modo que todo abierto se
puede poner como una determinada uniéon de abiertos bésicos.

La nocién formal de puntos proximos a uno dado en un espacio topolégico
X se denomina entorno. Dado un punto z € X, un entorno de x no es mas que
un subconjunto U C X tal que admite un abierto A verificando que z € A C U.
Al igual que con las bases de abiertos, no es necesario trabajar con todos los
entornos de un punto dado, sino con una colecciéon de entornos representativos.
Dado un punto x de un espacio topolégico X, una base de entornos de x consiste
en una coleccién B(z) de entornos de z, satisfaciendo que para todo entorno U
de z, podemos encontrar B € B(z) tal que B C U.

Un concepto que utilizaremos a lo largo de la memoria es la de clausura
de un subconjunto A de X. Esta se define como el conjunto de todos los puntos
de X cuya interseccién con el subconjunto A de X es distinta de vacio.

Entre las propiedades més importantes estudiadas en espacios topolégicos
se encuentran las relacionadas con la separacion. Recordemos que un espacio
topolégico X es de Hausdorff, o bien Ty, si para todo par de puntos distintos
existen entornos respectivos que son disjuntos. Una propiedad maéas débil es la
de ser T7, en la cual se exige que para todo par de puntos distintos x,y existen
entornos respectivos U, V tales que x ¢ V e y ¢ U. Es sencillo comprobar que
un espacio topoldgico es T; si y sélo si sus puntos son cerrados (es decir, con
complementario abierto).

En nuestro estudio de los espacios topoldgicos finitos cobra especial rele-
vancia los espacios Ty. Diremos que un espacio topologico X es Tp, si para todo
par de puntos distintos x,y, o bien existe un entorno de x que no contiene a y,
o bien existe un entorno de y que no contiene a x.

Evidentemente, se tiene la siguiente cadena de implicaciones:

T2:>T1:>T0

Nota 1.1.1 Hacemos notar que en las definiciones de Ty, T y T se puede
hacer uso de bases de entornos en lugar de considerar todos los entornos del
punto correspondiente.

El modo de relacionar espacios topoldgicos es a través de aplicaciones
continuas. Intuitivamente, una aplicacion entre espacios topoldgicos es continua
si puntos proximos del espacio codominio provienen de puntos proximos del
espacio dominio. Formalmente, dada f : X — Y una aplicacién entre espacios
topoldgicos, diremos que f es continua en un punto x € X, si para todo entorno
U de f(z) existe un entorno V de z tal que f(V) C U. Ademds, se dice que f
es continua si es continua en todos los puntos de X.
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Proposicién 1.1.1 Sea f : X — Y una aplicacion entre espacios topoldgicos.
Entonces f es continua si y solo si f~1(A) es abierto en X para todo abierto A
deY.

Nota 1.1.2 Observamos que si fijamos una base 3 de abiertos en'Y es inmediato
comprobar también que f es continua si y sélo si f~1(B) es abierto en X, para
todo B abierto bdsico.

Hay ocasiones en las que es necesario saber si una funcion definida a trozos
es continua. El siguiente resultado es muy 1util para este fin.

Proposicién 1.1.2 (Continuidad) Sea X un espacio topoldgico y sean A, B
cerrados en X, tal que X = AU B. Consideramos f : A —Y,g: B —Y
aplicaciones continuas y flaus = 9jans (f(x) = g(x), para todo x € AN B). Si
definimos h: X — Y como

2) = flx), z€A
W) {g(x), r€B

entonces h es continua.

La topologia como disciplina matematica estudia las propiedades cualitati-
vas intrinsecas de los espacios topoldgicos que son independientes de su posicién,
tamano o forma. Técnicamente hablando, la topologia estudia todas aquellas
propiedades de los espacios topoldégicos que son invariantes por homeomorfis-
mos. Un homeomorfismo es una aplicaciéon continua f : X — Y, que es biyectiva
y cuya aplicacion inversa también es continua. Se trata de una deformacién que
es continua en las dos direcciones.

Definicién 1.1.1 Dados dos espacios topologicos X e Y. Diremos que X e Y
son homeomorfos si existe un homemorfismo entre ellos. Se usard la notacion
X 2Y para expresar que son espacios homeomorfos.

A continuacién, estudiaremos los denominados espacios de funciones, que
seran una herramienta importante en nuestra memoria. Dados dos espacios to-
polégicos X e Y, consideraremos el conjunto de todas las aplicaciones continuas
de X en Y, el cual se denotara como:

YX ={f: X — Y :fes continua}

En la siguiente definicién veremos que este conjunto se puede dotar de
estructura de espacio topoldgico.

Definicién 1.1.2 Si X e Y son espacios topoldgicos, se define en Y la topo-
logia compacto-abierta, que es aquella cuyos abiertos son uniones arbitrarias de
intersecciones finitas de subconjuntos de la forma
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w(K,U)={feYX: f(K)CU}

donde K es compacto en X y U un abierto en Y. A los abiertos w(K,U) los
denominamos abiertos subbésicos.

Existe una relacién en los espacios de funciones denominada ley exponen-
cial mediante la cual se establece una conexién con los espacios producto. Para
ello, es importante conocer la aplicacién evaluacion, que se define como:

e: X xYX —Y, (z,f) — fl(a)

Ademis, hay que considerar la nocién de espacio localmente compacto. Di-
remos que un espacio topolégico es localmente compacto si todo punto admite
una base de entornos compactos. Estamos en condiciones de enunciar la ley ex-
ponencial, cuya demostracion omitimos. Para detalles de dicha prueba, referimos
al lector a [2].

Teorema 1.1.1 (Ley exponencial) Sean X e Y espacios topoldgicos con X
localmente compacto. Sea también f : X X Z — Y wuna aplicacion con Z un
espacio topoldgico arbitrario. Entonces:

f: X xZ =Y escontinua <= F: Z =YX es continua

donde F' es la aplicacion definida como F(z)(x) := f(z,y). A la aplicacion F se
le denomina aplicacion adjunta de f.

Nota 1.1.3 En la mayoria de los enunciados del teorema de la ley exponencial
se le exige ademds a X que sea un espacio de Hausdorff. En realidad, con la
definicion de localmente compacto que hemos adoptado en esta memoria, la con-
dicion de Hausdorff no es necesaria. En este sentido, es sencillo sequir todos los
pasos de la demostracion de este teorema (por ejemplo, la dada en el libro de R.
Munkres [2]) sin requerir ninguna propiedad adicional de separacion a X.

1.2. Teoria de homotopia basica

Comenzamos con la definicién de aplicaciones hométopas. Como es ha-
bitual, denotaremos por I al intervalo unidad cerrado [0,1] con la topologia
inducida por la usual de R.

Definicién 1.2.1 Sean f,g : X — Y aplicaciones continuas y A C X. Di-
remos que f es homdtopa a g relativamente a A (denotado como f ~ g rel.
A) si existe una aplicacion continua H : X x I — Y tal que H(z,0) = f(x),
H(z,1) = g(z) y H(a,t) = f(a) = g(a), para todos z € X, a € Ayt e I
A H se le denomina homotopia de f a g relativa a A y se usard la notacion
H: f~grel A
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Cuando A = @ se obtiene la nocién de homotopia no relativa. En este
caso, hablaremos simplemente de homotopia y se considera la notacién f ~ g, o
bien H : f ~ g si queremos especificar una homotopia H.

Si fijamos dos espacios topolégicos X, Y y A C X, es facil comprobar que
la homotopia relativa a A es una relacién de equivalencia en el conjunto de todas
las aplicaciones continuas de X a Y. Ademas, el siguiente resultado nos indica
que la homotopia relativa es compatible con la composicién:

Proposicién 1.2.1 Sean f,f' : X — Y continuas y A C X tales que f ~ f'
rel. A.

i) Sig:Y — Z es continua entonces go f ~go [’ rel. A.
it) Sih:Z — X es continua y B C Z verifica h(B) C A entonces foh ~ f'oh
rel. B.

En Teoria de Homotopia se considera una nocién més débil que la de
homeomorfismo, que es la de equivalencia de homotopia. Diremos que una apli-
cacion continua f : X — Y es equivalencia de homotopia si existe otra aplicacién
continua g : Y — X (denominada inverso homotdpico de f) tal que gof ~ 1x
y fog ~ ly. Obsérvese que, por definicién, g también es equivalencia de homo-
topia (cuyo inverso homotopico es f).

No es dificil comprobar que la composicién de equivalencias de homotopia
es equivalencia de homotopia. Por otro lado, se deduce directamente que todo
homeomorfismo es equivalencia de homotopia. Sin embargo, el reciproco no es
cierto. Por ejemplo, la aplicacién constante f : R — {*} es una equivalencia de
homotopia que obviamente no es homeomorfismo.

Definicién 1.2.2 Dados dos espacios topolégicos X e Y, diremos que son ho-
motépicamente equivalentes (o que tienen el mismo tipo de homotopia) si existe
una equivalencia de homotopia entre ellos. Se usard la notacion X ~ Y para
expresar que son espacios homotopicamente equivalentes.

Es directo comprobar que la conexidad (resp. conexidad por caminos) es
una propiedad que se conserva por equivalencia de homotopia. Este tipo de
propiedades se denominan propiedades homotdpicas.

Un tipo particular de espacio topoldgico es aquel que es homotépicamen-
te equivalente a un espacio unipuntual. Esta clase de espacios se denominan
contrdctiles. Por una aplicacion nulhomdtopa f : X — Y nos referiremos a una
aplicacién continua que es homoétopa a una aplicacién constante. Se tiene el
siguiente resultado:

Proposicion 1.2.2 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es contrdctil si y
solo si la aplicacion identidad 1x : X — X es nulhomdtopa.
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Es comun también considerar subespacios homotépicamente equivalentes
al espacio topoldgico ambiente. Esto queda concretado con las nociones de re-
tracto por deformacién y retracto por deformacién fuerte.

Sean X un espacio topoldgico, A C X y denotemos por i : A — X a la
inclusién candnica. Diremos que A es un retracto de X si existe una aplicacién
continua r : X — A (denominada retraccién) tal que r o4 = 14. Si ademds
1or ~ 1x entonces diremos que A es retracto por deformacion de X. En el caso
particular maés restrictivo ¢ o r ~ 1x rel. A, se tiene la nocién de retracto por
deformacion fuerte. Notemos que si A es un retracto por deformacién (fuerte)
de X, entonces la inclusién i : A < X es una equivalencia de homotopia.

1.3. Equivalencias débiles.

Esta seccion esta dedicada a las denominadas equivalencias débiles. La
nocion de equivalencia débil es menos restrictiva que la de equivalencia de ho-
motopia. Hemos decidido incorporar un estudio de este tipo de aplicaciones ya
que sera de especial importancia en el iltimo capitulo de esta memoria a la hora
de relacionar los espacios topoldgicos finitos con los complejos simpliciales finitos
mediante la Teoria de McCord.

Con el fin de presentar la definicion de equivalencia débil, empezaremos por
dar una breve exposicién de los denominados grupos superiores de homotopia,
pero antes haremos un recordatorio particular sobre las componentes conexas
por caminos de un espacio topolégico.

Dado X un espacio topolégico, diremos que dos puntos z,y € X estan
conectados(x ~ y) si existe un camino a : I — X tal que a(0) =z y (1) = y.
Esta relacién es de equivalencia en X y, por consiguiente, podemos considerar
el conjunto cociente mo(X) := X/.. Este conjunto no es mds que el formado
por las componentes conexas por caminos de X. En este sentido, la clase de
equivalencia [x] de un punto z es la componente conexa por caminos de X que
contiene a x.

Por otro lado, dada una aplicacién f : X — Y continua, se define la
aplicacién de conjuntos mo(f) := mo(X) — m(Y) por mo(f)([x]) = [f(x)]. Es
inmediato comprobar que my(go f) = mo(g) o mo(f) y mo(1) = 1. Ademds, dadas
f,g9 : X — Y aplicaciones continuas con una homotopia F' : f ~ g, el camino
a(t) := F(z,t) une los puntos f(z) con g(z). Esto demuestra que mo(f) = mo(g).
Como consecuencia, si tenemos el caso f o g ~ 1, obtenemos my(f) o mo(g) =
mo(f og) = mp(1) = 1. Por tanto:

Proposicién 1.3.1 Si f: X — Y es una equivalencia de homotopia entonces
mo(f) : mo(X) = wo(Y) es una biyeccion.

A continuacién, describiremos los grupos superiores de homotopia de un
espacio topoldgico X con un punto base xy € X. Estos grupos son una ge-
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neralizacién directa del grupo fundamental visto en el Grado de Matematicas.
Para cada nimero natural n > 1, se considerara el n-cubo como el producto de
n copias de I: I™ = T x I x ..." x I. Su frontera viene dada por la siguiente
expresion:

oI = {(t1,t2, ..., tn) € I" : t; € {0,1}, para algin i € {1,...,n}}

Dado X un espacio topolégico con un punto distinguido g, diremos que el par
(X,x0) es un espacio topoldgico punteado con punto base xg.

Definicién 1.3.1 Sea (X, xg) un espacio topoldgico punteado. Un lazo n-dimensional
(o bien n-lazo) en X basado en xy consiste en una aplicacion continua

a:I"— X

tal que a(0I™) = {zo}.

Denotaremos por 2"(X,zo) al conjunto de todos los n-lazos en X basados en
Zo-
Existe una operacion natural entre n-lazos basados en x:

a(t17t23'“7tn7172tn)7 Ogtn < 1/2
B(t17t27"'atn—l72tn_1)7 1/2Stngl

(5 B)(t1, b t) i {

para a, € 2™(X, xg).
Por otro lado, el n-lazo inverso de un n-lazo a viene dado por

a(tlatQ, ,tn) = Oé(tl,tQ, O S e tn)

Finalmente, la aplicacién constante en zg, €4, : I" — X, es un n-lazo
basado en x.

Definicién 1.3.2 Sean «, 8 € 2™(X, ). Diremos que a y 8 son equivalentes,
y lo denotaremos por o~ f3, si a ~ 3 rel. I"™.

La equivalencia de n-lazos es una relacién de equivalencia en 2"(X, zg).
Denotaremos por [a] a la clase de equivalencia de o € 2 (X, xg).

El siguiente resultado, asi como su demostracion, es totalmente andlogo al
caso 1-dimensional para la construccién del grupo fundamental.

Proposicién 1.3.2 Sea (X,xz9) un espacio topoldgico punteado. Entonces se
verifican las siguientes propiedades:

i) Sia~ o yB~ f entonces axf ~ o'xB" para todos «, B,/ , 5" € 2™(X, xo).
it) (axfB)x~v~ ax(Bx7) para todos «, B,y € 2™"(X, ).
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UWi) Egg ¥~ QY Q*Eyy ~ « para todo o € 2™(X, xp).
W) axA ~ ey, YAxa~ ey para todo a € 2™(X, o).

Teniendo en cuenta esta proposicién, tenemos que el conjunto cociente
7Tn(X, wo) = Qn(X, SU())/N

tiene estructura de grupo con la operacién [o] - [B] := [« * (], donde el elemento
neutro es 1 = [e,,] v el elemento inverso viene dado por [a]~! := [@] para cada
[a] € m, (X, o). Este grupo se denomina n-grupo de homotopia de X basado en
Zo-

Nota 1.3.1 Hacemos notar que w1(X,xo) no es mds que el grupo fundamental
de X basado en xq, ya estudiado en el grado. Como sabemos, el grupo fundamen-
tal puede no ser abeliano, sin embargo, se prueba que todos los grupos 7, (X, o)
son abelianos para n > 2 (véase por ejemplo en [1]).

Dada una aplicaciéon continua f : X — Y y un punto g € X se tiene la
aplicacién

T (f) 1 T (X, 20) = T (Y, f(20))
T (f)([e]) = [f o q

la cual es sencillo comprobar que se trata de un homomorfismo de grupos. Una
comprobacién directa demuestra que 7, (go f) = m,(g) o mn(f) vy mn(1) = 1. Por
tanto, si f : X — Y es un homeomorfismo se tiene que m,(f) : m,(X,z9) —
(Y, f(z0)) es un isomorfismo de grupos. Como en el caso del grupo fun-
damental, esta propiedad se puede mejorar para equivalencias de homotopia.
En efecto, si ¢ es un camino en X con ¢(0) = zg y ¢(1) = x; entonces,
mediante una construcciéon analoga al caso 1-dimensional con el grupo funda-
mental pero algo més general, se puede construir un isomorfismo de grupos
T(p) : mn(X, x0) = mn(X, z1) (para la construccién de este isomorfismo, véase
la demostracién 7.2.3 del libro [8]).

Siguiendo el paralelismo con el estudio del grupo fundamental se demuestra
también que dadas f,¢g : X — X aplicaciones continuas con una homotopia
F: f ~ gy dado un punto zg € X, podemos definir el camino (t) := F(xg,t)
de modo que induce el diagrama conmutativo siguiente:

(X, 2) L (X, f(0)

~ T
mww

(X, 9(20))

Se deduce el siguiente resultado importante:
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Proposicién 1.3.3 Sea f: X — Y una equivalencia de homotopia. Si xg € X
yn > 1 entonces m,(f) : mo (X, 20) = mn (Y, f(x0)) es un isomorfismo de grupos.

Como corolario inmediato obtenemos que si X es un espacio contractil
entonces m,(X,z) =2 0 para todon > 1y z € X.

Nota 1.3.2 El isomorfismo T(p) : mn(X,x0) — mn(X,21) tiene propiedades
mas ricas que las de su homdlogo en el caso 1-dimensional. No es complicado
comprobar que se verifican las siguientes propiedades:

i) Si o~ rel. {0,1} entonces T(p) =T(¢').
i) Si v € X! werifican que o(1) = 1(0) entonces

T(p*) =T(¥)oT(p)
iii) T(e;) = 1 para todo x € X.
i) Si f: X =Y es continua entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

'/Tn(X7 :170) L(];) ’/Tn(Ya f(l’o))

lT(ea) iT(fow)

7 (X, 21) mﬂn(Y,f(m))

donde ¢(0) = xo y p(1) = 1.

Esto nos permite, por ejemplo, definir una accion del grupo fundamental 71 (X, o)
en m, (X, xg), si bien esto no lo vamos a desarrollar ya que se excede de los ob-
jetivos de la memoria. Una vez mds, recomendamos [1] para ver esto con mds
detalle.

A continuacion, daremos la definicion central de esta seccién, que es la
de equivalencia débil de homotopia o simplemente equivalencia débil. Como ya
hemos comentado, esta nocién sera crucial en la Teoria de McCord que veremos
en el ultimo capitulo.

Definicién 1.3.3 Sea f : X — Y wuna aplicacion continua. Se dird que f es
equivalencia débil si se verifica las siguientes condiciones:

i) mo(f) : mo(X) = 7o (Y) es biyectiva.
it) T (f) : o (X, z) = (Y, f(x)) es isomorfismo de grupos para todos € X,
n>1.

Nota 1.3.3 En el caso particular de que X e Y sean conexos por caminos (es
decir, mo(X) = {*} = mo(Y)), teniendo en cuenta la propiedad iv) de la nota
1.3.2, es sencillo comprobar que [ es equivalencia débil si y sdlo si m,(f) :
(X, 20) — (Y, f(x0)) es isomorfismo de grupos para todo n > 1, siendo
xg € X un punto prefijado.
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Nota 1.3.4 Toda equivalencia débil f : X — Y induce isomorfismos H,(f) :
H,(X;G) — H,(Y;G) entre los denominados grupos de homologia para to-
do n > 0 y todo grupo abeliano de coeficientes G (véase proposicion 4.21 en
[1]). Los grupos de homologia son otros invariantes homotdpicos de los espacios
topoldgicos que historicamente surgieron antes de los grupos de homotopia. Te-
niendo en cuenta el comentario anterior se tiene asi que toda equivalencia débil
codifica tanto la informacion homotdpica como la homoldgica de los espacios
topoldgicos.

Teniendo en cuenta las proposiciones 1.3.1 y 1.3.3, es claro que toda equi-
valencia de homotopia es equivalencia débil. Sin embargo, no toda equivalencia
débil es equivalencia de homotopia. El siguiente espacio topoldgico tiene todos
sus grupos de homotopia triviales, y sin embargo, no es contractil. En otras pa-
labras, f : X — {x} es una equivalencia débil pero no es de homotopia. Para
més detalle sobre estas afirmaciones, véase el libro de C. R. F. Maunder [8].

(1,0

(-1,0) (0,-1/2) (0,-1/4)
(0,1/4) (0,1/2) (0,1)

b (0,-1)

Figura 1.1. Contraejemplo de espacio topoldgico finito para comprobar que una equi-
valencia débil no implica ser equivalencia de homotopia.

Es inmediato comprobar que la propiedad de que dadas dos aplicaciones
p: X =Y yy:Y — Zsidos de las aplicaciones ¢, 1,1 o ¢ son biyectivas,
entonces también lo es la tercera aplicacién. Teniendo en cuenta esta propiedad
basica entre aplicaciones, el tridngulo conmutativo resultante de dos aplicaciones
homoétopas (ver diagrama justo antes de la proposicién 1.3.3) y la definicién de
equivalencia débil, se tiene las siguientes propiedades sobre equivalencias débiles:

Proposicién 1.3.4 i) Sean f: X =Y yg:Y — Z aplicaciones continuas. Si
dos de las aplicaciones f,qg,go f son equivalencias débiles entonces también
lo es la tercera.

it) Sean f,g: X =Y aplicaciones continuas con f ~ g. Entonces f es equiva-
lencia débil si y sdlo si g es equivalencia débil.
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El teorema de McCord 1.3.1 juega un papel crucial en la teoria homotépica
de los espacios topolégicos finitos. Este resultado nos dice basicamente que si
una aplicacién continua es localmente una equivalencia débil entonces es una
equivalencia débil. La demostracién original por McCord se puede encontrar en
[5]. Una demostracién alternativa para recubrimientos finitos se puede obtener
también en [1].

Diremos que un recubrimieto abierto ¢ (en un espacio topolégico X) es
de tipo bdsico si para todo par de abiertos Uy, Us € U y todo punto x € Uy (| Us,
existe Us € U tal que

.%GUggUlﬂUQ

Teorema 1.3.1 (McCord) Sea f: X — Y wuna aplicacién continua y sea U un
recubrimiento abierto de Y de tipo bdsico. Si para todo U € U la restriccion

figrwy  £71U) = U
es una equivalencia débil, entonces f : X — Y es equivalencia débil.

Expondremos finalmente el Teorema de Whitehead, por lo que introduci-
remos un tipo especial de espacios topoldgicos denominados CW-complejos. No
es nuestra intencién desarrollar la teoria de este tipo de espacios topoldgicos,
sino simplemente presentar el mencionado teorema.

Para la definicién de CW-complejos empezaremos por establecer ciando
un espacio topoldgico se obtiene de otro adjuntandole una coleccién de n-celdas.
Usaremos la siguiente notacién donde || — || representa la norma euclidea usual:

D" :={zxeR":||z|<1} (lan-bola cerrada)
B":={zeR":|z| <1} (lan-bola abierta)
Srli={zeR":||z||=1} (la(n— 1)-esfera)

Sean X* un espacio de Hausdorff y X C X* un subespacio suyo. Diremos
que X* se obtiene de X adjuntdndole una coleccion de n-celdas si se verifican
las siguientes condiciones:

1. X*\ X es unién disjunta de subconjuntos abiertos (denominados n-celdas)
ey = B", para todo A € A.
2. Para cada A € A existe una aplicacién continua

f)\ZDn—)@

tal que fyjpn : B" — e}y HshH C X.
3. X* tiene la topologia débil, es decir, que A C X* es cerrado (resp. abierto)
si y solo si:
i) A X es cerrado (resp. abierto) en X y
ii) f1'(A) es cerrado(resp. abierto) en D™, para todo A € A.

Por ejemplo, S? se obtiene de * adjuntando una 2-celda.
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f:D? = xC S?f(z) =«
Asf S? =% Ue3.

Definicién 1.3.4 Una estructura de CW-complejo en un espacio X de Haus-
dorff consiste en una sucesion creciente de subespacios cerrados

X'cx'cx?2c..cx
tal que:

i) XO es un espacio discreto.
ii) Para todo n > 0, X" se obtiene de X"~ por adjunccion de una coleccion
de n-celdas.
i) X =, o X"
iv) El espacio X y cada uno de los subespacios X" tiene la topologia débil, es
decir, A C X es cerrado si y sdlo si para todo q-celdas, e, A[\€? es cerrado
en €d.

Para cada n > 0, X" se llama n-esqueleto de X. Los puntos de X°, se
denominan 0-celdas de X. Por otro lado, un CW-complejo se dice que es finito
si el nimero de celdas es finito. En caso contrario, se dice que X es infinito. Si
existe n > 0 tal que X = X" (es decir, no tiene celdas de dimensién mayor que
n) se dice que X tiene dimensidn finita. El menor n para el que esto ocurre se
llama dimension de X . En caso contrario, se dice que X tiene dimensién infinita.
Légicamente si un CW-complejo es finito, entonces tiene dimensién finita, pero
el reciproco no es cierto en general. Por ejemplo, R tiene estructura de CW-
complejo de dimension 1, donde el conjunto de las 0-celdas es Z y cada intervalo
(k,k+ 1) es una 1-celda.

Obsérvese que un mismo espacio topolégico puede admitir diferentes es-
tructuras de CW-complejo, asi que, como es habitual, cuando consideremos un
CW-complejo X, supondremos que existe un estructura celular fijada.

Algunos ejemplos de CW-complejos se encuentran en:

i) Las superficies compactas (toro, Botella de Klein, esfera, plano proyectivo,...)
tienen estructura de CW-complejo finito de dimensién 2.
ii) Los grafos tienen estructura de CW-complejo de dimensién 1.
iii) La n-esfera S™, el n-espacio proyectivo real RP™ y el n-espacio euclideo son
CW-complejos de dimensién n.

Concluimos con el enunciado del Teorema de Whitehead, cuya demostracién se
puede encontrar en el libro de E. Spanier [3] o en el de C. R. F. Maunder [8].

Teorema 1.3.2 (Whitehead) Sea f : X — Y wuna aplicacion continua entre
CW-complejos. Entonces f es equivalencia débil si y sélo si f es equivalencia de
homotopia.
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Espacios topolégicos finitos

Este capitulo estéd centrado en el estudio de los espacios topoldgicos finitos
y sus propiedades mas importantes. Veremos la equivalencia entre los espacios
topoldgicos finitos que son T con los conjuntos finitos parcialmente ordenados
(posets finitos), los cuales se pueden representar mediante diagramas de Hasse.
Otras propiedades que seran estudiadas son la continuidad y conexidad, asi como
la teoria de homotopia de los espacios topoldgicos finitos.

2.1. Espacios finitos y primeras propiedades

Tal como da a entender su nomenclatura, un espacio topolégico finito es
aquel espacio topoldgico con un nimero finito de puntos. Un ejemplo tipico seria
el espacio topoldgico representado en el siguiente diagrama, donde el conjunto
subyacente es X = {a,b,¢,d} y la topologia es 7 = {&, X, {c}, {d}, {b,d}, {c,d} }:

Figura 2.1. Ejemplo tipico de espacio topoldgico finito
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Este tipo de espacios topoldgicos en principio podrian no tener ningin
tipo de interés por su simpleza. No obstante, veremos que estos espacios son més
complejos de lo que uno podria llegar a pensar puesto que estan relacionados
con otros objetos matemdticos de gran relevancia.

Dado un espacio topoldgico finito X (con una topologia 7), se define para
cada punto z € X el abierto minimal U, como la intersecciéon de todos los
abiertos que contienen a z, es decir,

U.= (] 4

AeT,z€eA

Obviamente se trata de un abierto de X (de hecho, la interseccién ar-
bitraria de abiertos es abierta en un espacio topoldgico finito). La propiedad
fundamental de U, es que dado cualquier abierto U que contenga a x, necesa-
riamente se tendrd que U, C U.

Una propiedad interesante de los abiertos minimales viene expresada en el
siguiente resultado. Recordemos que un punto z estd en la clausura (o adheren-
cia) de un subconjunto A en un espacio topolégico X, si se tiene que UN A # &,
para todo entorno U de z. En general, denotaremos a la clausura de A por A.
Mantendremos esta notacién a lo largo de toda la memoria.

Proposicion 2.1.1 Sea X un espacio topoldgico finito. Entonces
relU, <= yc {z}.

Demostracion. Supongamos que x € U, y sea V' un entorno cualquiera de y.
Entonces por la minimalidad de Uy se tiene que x € U, C V. Por lo tanto, V
contiene a x. Reciprocamente si y € m, en particular U, N {z} # @, es decir,
x € U,.
O
No es dificil comprobar que el conjunto de los abiertos minimales forma
una base de abiertos 8 para la topologia de X. De hecho, todo abierto U € T es
la unién de los abiertos minimales U, con x € U. Esta base la denominaremos
base minimal de X. Notemos que dada cualquier otra base en X, esta debe
contener a la base minimal. En efecto, si un abierto minimal U, es unién de
abiertos, entonces al menos uno de ellos debe contener a x y, por consiguiente,
coincidir con U,. Esta propiedad de las bases minimales demuestra que son
tnicas. Notemos también que para cada z € X, f(z) = {U,} constituye una
base de entornos de x, la cual es también minimal respecto de la inclusién.

Ejemplo 2.1.1 Sea X = {a,b,c,d} un conjunto con topologia
T ={2, X, {a},{a,c},{c},{b,c,d}}

Los abiertos minimales que contienen a cada elemento del conjunto son U, =
{a}, Uy = {b,c,d}, U. = {c}, Ug = {b, ¢, d}. Por tanto, la base minimal de X es
B ={Ha}, {c}{b,c,d}}.
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Para la siguiente propiedad usaremos la notacién U;X para expresar el
entorno minimal de x en el espacio topolégico X con el fin de ser un poco maés
explicito y evitar posibles confusiones.

Proposicién 2.1.2 Sea Y C X con X un espacio topoldgico finito. Entonces
paray €Y se tiene
Y _ 11X
u, =U, NY
Como consecuencia, si 8 es la base minimal de X entonces 8, = {UNY : U € G}
es la base minimal de Y .

Demostracion. Basta probar la igualdad U;/ = UyX NY. Por un lado, como
Uy X' NY es un abierto en Y que contiene a y, por minimalidad se tiene que
Uy Y c Uy X NY. Reciprocamente supongamos que z € U, X' NY y veamos que
z e B para cualquier abierto B en Y tal que y € B. En efecto para un abierto
B, el cual se puede expresar como B = ANY con A abierto en X, tenemos que

X
UXca

por la propiedad de minimalidad de U;( . Concluimos que z € U;/ NY C AnY =
B.
O

Nota 2.1.1 Un espacio de Alexandroff ¢ A-espacio es un espacio topoldgico
(no necesariamente finito) con la propiedad de que la interseccién arbitraria
de abiertos es abierto. Trivialmente, todo espacio finito es un espacio de Ale-
zandroff. Sin embargo, el reciproco no es cierto en general (R con la topologia
indiscreta proporciona un contraejemplo sencillo).

Aunque nuestro estudio estard centrado en los espacios topoldgicos finitos,
cabe destacar que todas estas propiedades vistas, asi como la gran mayoria de
las que veremos en secciones y capitulos posteriores, son igualmente vdlidas para
los espacios de Alexandroff.

2.2. Conjuntos parcialmente ordenados

En esta segunda seccién veremos que los espacios topoldgicos finitos con
la propiedad adicional de ser Ty se pueden describir exactamente como conjun-
tos finitos parcialmente ordenados, por lo que podremos dar una representacion
grafica diferente mediante el diagrama de Hasse del conjunto parcialmente or-
denado asociado. Asimismo, veremos que esta relacién se puede extender con
aplicaciones continuas y aplicaciones que conservan el orden. Esto nos permitira
estudiar nuevas propiedades de los espacios topoldgicos finitos a través de esta
nueva perspectiva.

Recordemos que un preorden en un conjunto X es una relacién binaria <
en X que es reflexiva y transitiva, es decir:
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i) x <z para todo z € X.
ii) Siz <yey<zentonces x < z.

En este caso se dird que (X, <) es un conjunto preordenado. Si ademés la relacién
< es antisimétrica:

iii) Siz <yey<uz, entonces r =y

se dird que < es un orden parcial y que (X,<) es un conjunto parcialmente
ordenado. Para abreviar, a los conjunto parcialmente ordenados también los
denominaremos posets. Esta denominacién es influencia del inglés, cuya expresion
seria partially ordered sets.

No todo conjunto preordenado es un poset. Por ejemplo, en R? con el
preorden siguiente:

(z,y) < (2"y) = ax+y <2 +y

Claramente no se cumple la propiedad antisimétrica, pues (3,3) < (2,4) y
(2,4) < (3,3). Pero (3,3) # (2,4).

A continuacién, veremos cémo asociar un conjunto preordenado a un es-
pacio topoldgico finito.

Definicién 2.2.1 Sea X un espacio topolégico finito con topologia 7. Se define
en X el preorden <. dado por:

r <,y <=z €U, (equivalentemente U, C Uy)

Es inmediato comprobar que, efectivamente, (X, <) es un conjunto preor-
denado. Sin embargo, no tiene por qué ser un poset, pues podria suceder que
U, = Uy para puntos distintos z,y € X, como se ve en el siguiente contraejem-
plo:

Ejemplo 2.2.1 Sea el conjunto X = {a,b,c,d} con la topologia T = {@, X, {a,b}}.
Claramente U, = U, = {a, b}, es decir, a <, b y b <, a.

A continuacién, veremos la condicién necesaria y suficiente en el espacio
topolégico finito X para que el preorden asociado <, sea un orden parcial.

Proposicion 2.2.1 Sea X un espacio topoldgico finito con topologia 7. Son equi-
valentes:

i) (X, 7T) es un espacio topoldgico Ty.
it) (X,<;) es un poset (es decir, x =y si y sélo si Uy, = Uy).

Demostracion. Supongamos que < no es antisimétrico, es decir, que existen
puntos distintos z,y € X tales que x < y e y < z. Teniendo en cuenta que
B(z) = {Us} y B(y) = {Uy,} son bases de entornos de x e y respectivamente, y
que U, = Uy, se deduce inmediatamente que (X, 7) no es un espacio topoldgico
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To.
Reciprocamente si (X, 7) no es Tp, existen puntos distintos z,y € X donde falla
la condicién de Typ. En particular, al ser 8(z) = {U,} y B(y) = {U,} bases de
entornos de x e y se tiene que x € U, e y € Uy; en otro lenguaje, x <yey <z
siendo = # y. Esto demuestra que < no es antisimétrico.
O

Acabamos de ver que a cada espacio topoldgico finito se le puede asociar
un conjunto finito preordenado, de tal modo que Ty se corresponde con orden
parcial. A continuacién veremos que a cada conjunto finito preordenado se le
puede asociar un espacio topoldgico finito con la misma correspondencia entre
To y preorden.

Proposicién 2.2.2 Sea (X, <) un conjunto finito preordenado. Entonces < de-
termina la topologia T< en X cuyos abiertos son los subconjuntos U C X con la
stguiente propiedad:

zelU y<z=yeclU

En dicha topologia, el subconjunto de la forma
Uy={ye X :y<uz}

es el abierto minimal de z, con lo cual, la coleccion de todos estos abiertos forman
la base de abiertos minimal de (1, <). Ademds, (X, 7<) es Ty si y sdlo si (X, <)
es un poset.

Demostracion. Una simple comprobaciéon demuestra que 7< es una topologia en
X donde cada U, como el enunciado de la proposicién, es un abierto. Ademas,
dado U un abierto cualquiera con z € U, es inmediato comprobar, por definicién,
que U, C U. Esto demuestra que U, es el abierto minimal de z. Para ver que
(X, 7<) es Ty siy sblo si (X, <) es un poset, basta hacer un razonamiento similar
al hecho de la proposicién 2.2.1 anterior.
O
A continuacién, veremos un resultado acerca de subespacios. Obsérvese
que si X es un espacio topoldgico finito y A C X entonces A con su topologia
relativa 74 tiene asociado un conjunto preordenado (A, <.,). Por otro lado,
(X, 7) tiene asociado su correspondiente conjunto preordenado.

Proposicion 2.2.3 Sean X un espacio topoldgico finito y A C X. Sia,a’ € A
entonces

a<,,d = a<; d

Demostracion. Nétese que, para a,a’ € A, la expresién a <., a’ es equivalente
a decir que a € Uﬁ = UX N A (véase proposicién 2.1.2), pero a su vez, esto es
equivalente a la expresién a € UZ¥, es decir, a <, d’.

O
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Nota 2.2.1 Dados (X, <) un conjunto preordenado y A un subconjunto de X,
obviamente A con la relacion <4 restringida de < es un conjunto preordena-
do. Es sencillo comprobar que A con la topologia inducida con la relacion <4
es subespacio topoldgico de (X,7<). La demostracidn de este hecho es igual de
sencilla que las vistas en las proposiciones anteriores y, por ello, se omiten.

El siguiente teorema resume todas las propiedades presentadas anterior-
mente. Basicamente nos dice que los espacios topoldgicos finitos y los conjuntos
preordenados finitos son la misma estructura matemaética. En esta equivalencia,
los espacios topoldgicos finitos T se corresponden con los posets.

Es facil comprobar su demostracién a partir de las nociones y resultados
que se han probado anteriormente, por lo cual, también es omitida.

Teorema 2.2.1 Sea X un conjunto finito. Entonces la correspondencia T —<,
establece una biyeccion entre las topologias de X y los predrdenes de X. Ademds,
en dicha biyeccion, las topologias Ty se corresponden biunivocamente con los
ordenes parciales.

Los posets o conjuntos parcialmente ordenados se pueden representar grafi-
camente a partir de los denominados diagramas de Hasse. Para poder explicar
con propiedad dichos diagramas, necesitaremos la siguiente definicién.

Definicién 2.2.2 Sea X un poset y sean x,y € X. Diremos que y cubre a x (0
bien x es cubierto por y) si se dan las siguientes condiciones:

i)r<y (ed,z<yyzx#y)
it) No existe z € X tal que x < z < y.

Usaremos la notacion x < y para expresar que y cubre a x.

El diagrama de Hasse de un poset X es el grafo dirigido cuyos vértices son
los puntos de X y cuyas aristas son los pares ordenados (x,y) € X x X tales que
z < y. En la representacion grafica de un diagrama de Hasse no escribiremos una
flecha desde x hasta y, sino un segmento vertical con y como extremo superior
y & como extremo inferior. En otras palabras, si x < y, lo representaremos en el
diagrama de Hasse como:

x
[}

Veamos un ejemplo de diagrama de Hasse asociado a un determinado
poset.

Ejemplo 2.2.2 Sea X = {12,6,4,3,2,1} el poset de los divisores naturales de
12 con la relacion x < y si y solo si x divide a y. Entonces el diagrama de Hasse
asociado es el siguiente:
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4./:2\.6
NV

Por el teorema 2.2.1, X es un espacio topoldgico finito. Recordemos que
los abiertos minimales genéricos de la topologia asociada al orden parcial son de
la forma

Us={yeX y<uzx}

Asi tenemos los abiertos minimales siguientes: U = X, Uy = {1,2,4}, Ug =
{1,2,3,6}, Uy = {1,2}, Us = {1,3} y Uy = {1}. Teniendo en cuenta que estos
determinan una base de abiertos, tenemos que el espacio topoldgico asociado es
(X, 7<), siendo 7< la topologia formada por los abiertos @, X, {1},{1, 2}, {1,3},
{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,3,6}, {1,2,3,4} y {1,2,3,4,6}.

Ejemplo 2.2.3 Considérese el poset finito representado en el siguiente diagra-
ma de Hasse:

ce
ce de
aoX be

La base de abiertos para la topologia asociada viene determinada por los siguien-
tes abiertos minimales: U, = {a}, Uy = {b} , U. = {a,b,¢} y Us = {a,b,d},
Ue = {a,b,d,e}. Por lo tanto, el espacio topoldgico Ty asociado es (X, 7<), sien-
do X ={a,b,c,d,e} y la topologia < formada por los abiertos @, X, {a}, {b},
{a,b}, {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,c,d} y {a,b,d,e}.

Ejemplo 2.2.4 Veamos ahora el diagrama de Hasse asociado a un espacio to-
poldgico finito Ty. Consideremos en el conjunto X = {a,b,c,d} la topologia

T = {vaa {a}7 {b}’ {CI,, b}’ {b’ d}’ {CI,, b, d}}

Teniendo en cuenta que los abiertos minimales son U, = {a}, Uy = {b} , U. =
y Uy = {b,d}, el diagrama de Hasse asociado al correspondiente poset (X, <)
es el siguiente:
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Exponemos un ultimo ejemplo:

Ejemplo 2.2.5 Sea el espacio topoldgico Ty, (X, 7) con X = {a,b,c,d} y topo-
logia
T={9,X,{c},{d},{c,d},{b,d},{b,c,d}}

Ya que los abiertos minimales son U, = X, Uy = {b,d} , U. = {c} y Uq = {d},
el diagrama de Hasse asociado al correspondiente poset (X, <) es el siguiente:

be /a.\co

de

2.3. Continuidad y conexidad en espacios topoldégicos
finitos

Como el titulo de esta seccién indica, analizaremos a continuacién la con-
tinuidad y conexidad en espacios topoldgicos finitos.

Segun lo ya visto al principio de este capitulo, podemos considerar los es-
pacios topoldgicos finitos como conjuntos finitos preordenados y reciprocamente
segun el proceso explicado en el teorema 2.2.1. Por esta razén, a partir de ahora
no haremos distincién entre espacios topoldgicos finitos (resp. Tp) y conjuntos
finitos preordenados (resp. posets finitos).

Nuestro objetivo ahora es buscar la relacién existente entre las aplicaciones con-
tinuas y las que son compatibles con el preorden.

Definicién 2.3.1 Una aplicacion f : X — Y entre conjuntos preordenados se
dice que conserva el orden si verifica la propiedad

v <y= f(x) < f(y)

para todo x,y € X
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El resultado principal para aplicaciones es el siguiente

Proposicién 2.3.1 Una aplicacion f : X — Y entre espacios topoldgicos fi-
nitos es continua st y solo si conserva el orden.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f es continua y sean z,y € X
tales que « <y (es decir, z € Uy). Al ser f continua tenemos que f_l(Uf(y)) es
abierto y como y € f~!(Uy(,) se tiene, por minimalidad, que U, C f~1(Up(,)).
Esto demuestra que x € f’l(Uf(y)) y, por tanto, f(x) € Uy(,). Pero por defini-
cién, esto significa que f(z) < f(y).

Reciprocamente, supongamos ahora que f conserva el orden. Como la
coleccién de todos los abiertos minimales en Y forma una base de abiertos,
basta ver que f~!(U,) es abierto en X para cualquier z € Y. A su vez, para
ver que f~1(U,) es abierto, es suficiente comprobar que U, C f~'(U,) para
cada y € f~1(U,). Sean pues z € Y e y € f~1(U,); si # € U, entonces z < y
y, por hipétesis, f(z) < f(y). Como f(y) € U, vy f(z) < f(y) concluimos que
f(z) € U, es decir x € f~1(U,)

O

Nos disponemos ahora a analizar la conexidad en los espacios topoldgicos
finitos. Diremos que en un conjunto preordenado X, dos elementos z,y € X son
comparables si x < y, o bien y < x

Lema 2.3.1 Sean xz,y € X con X espacio topoldgico finito. Si x ey son com-
parables entonces existe un camino entre ellos.

Demostracién. Supongamos que = < y. Definimos la aplicacién « : [0,1] — X
como

at) =

z, 0<t<1
y, t=1

Sélo queda por comprobar que « es continua. En efecto, si U es un abierto en
X distinguiremos dos casos:

i) y € U; en este caso, como x € Uy (recordemos que x < y) y, por minimalidad,
U, C U, necesariamente = € U. Por consiguiente, a~(U) = [0, 1].

ii) y ¢ U; en este caso, las posibilidades para = son que x € U, con lo que
a~YU) =[0,1), o bien, que x ¢ U, con lo que a1 (U) = 2.

Para y < x se razona de forma andloga.

Veamos una nocién a priori més refinada de conexidad por caminos.

Definicién 2.3.2 Sea X un espacio topolégico finito. Una cerca en X consiste
en una sucesion finita de puntos de X, x1,xs,...,T, tales que x; y T;11 son
comparables (e.d. x; < x,11, 0 bien, x,41 < x;) para cada i =1,2,...,n — 1.
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Diremos que X es conexo por orden st para todo par de puntos x,y € X eziste
UNGA CETCA L1, T2, ..., Ty tal que x1 = Yy T,y = Y.

Ejemplo 2.3.1 En el siguiente poset finito representado por un diagrama de
Hasse, podemos ver en rojo una cerca que conecta el punto a con el punto b.
Claramente esto se puede hacer para cualquier par de puntos, por lo que se trata
de un espacio topoldgico finito conexo por orden:

XN

El resultado que viene a continuacién nos dice que entre espacios topologi-
cos finitos, la conexidad, conexidad por caminos y conexidad por orden son en
realidad nociones equivalentes.

Proposicién 2.3.2 Sea X un espacio topoldgico finito. Entonces son equivalen-
tes:

i) X es conexo.
it) X es conexo por orden.
iii) X es conexo por caminos.

Demostracion. Segun el lema 2.3.1 anterior, es claro que toda cerca determina
un camino en X. De este modo, si X es conexo por orden, entonces también es
conexo por caminos. Por otro lado, es bien conocido que todo espacio conexo
por caminos es conexo.

Supongamos ahora que X es conexo. Para un punto fijado zg € X definimos el
siguiente subconjunto de X:

A= {zr e X : existe una cerca de zg a x}

Obviamente A # &, pues o € A. Por otro lado, A es abierto en X. Efec-
tivamente, si © € A entonces U, C A; ndtese que si y € U, (ed. y < )
y o = Y1,Y2,...,Yn = T €S UNa cerca que une xy con x, entonces ry =
Y1, Y2, -y Yn, Ynt+1 = Y €S una cerca que une xgy con y. Esto demuestra que A
es abierto en X.
Un razonamiento similar demuestra que si € X \ A entonces U, C X \ A4,
es decir, A es cerrado en X. Ya que X es conexo, necesariamente se tiene que
X = A. En otras palabras, X es conexo por orden.

O
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Corolario 2.3.1 Sea X un espacio topoldgico finito y sean x,y € X. Entonces
son equivalentes:

i) Existe un camino en X que conecta x con y.
i1) Existe una cerca en X que conecta x con y.

Demostracion. Como hemos comentado anteriormente, toda cerca es un camino.
Por otro lado, dado un camino cualquiera « : I — X se tiene que «(I) es conexo
por caminos, y por la proposicién 2.3.2 anterior es conexo por orden.
O
A continuacién, estudiaremos la homotopia entre espacios topolégicos fi-
nitos. Recordemos del capitulo uno (ver seccién 1) que dados X e Y espacios
topoldgicos arbitrarios, podemos considerar el espacio de funciones

Y* ={f: X — Y :fes continua}

dotado de la topologia compacto-abierta. Para el caso que nos ocupa, es evidente
que si X e Y son espacios topolégicos finitos entonces YX también lo es.

Definicién 2.3.3 Dados X eY espacios topoldgicos finitos se define el preorden
puntual en YX como el siguiente:

f <9< f(x) < g(z), para todo x € X

Proposicion 2.3.3 Si X e Y son espacios topoldgicos finitos entonces el preor-
den puntual en YX se corresponde exactamente con la topologia compacto-
abierta.

Demostracion. Sea w(K,U) un abierto subbdsico de la topologia compacto-
abierta de YX (ver definicién 1.1.2). Si vemos que w(K, U) es abierto en 7< sien-
do < el preorden puntual, entonces habremos visto que la topologia compacto-
abierta estd contenida en 7<. Sea entonces f € w(K,U) y comprobemos que se
tiene el contenido:

Up={geYX:g<f} Cuw(K,U)

En efecto, si ¢ < f entonces g(z) < f(x) para todo € X vy, en particular, se
tiene g(z) < f(x) € U para todo x € K. Esto implica que g(z) € U para todo
x € K, es decir, g € w(K,U).

Reciprocamente sea f € Y y veamos que el abierto minimal bésico Uy =
{g € YX : g < f} es un abierto de la topologia compacto-abierta. Pero esto se
deduce de la siguiente igualdad, facilmente comprobable por doble contenido:

Ur = |J wl{z},Upw)
rzeX

Corolario 2.3.2 Sean X eY espacios topologicos finitos. Si 'Y es Ty entonces
YX también es Tp.
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Demostracion. Dados f,g € YX tales que f < gy g < f, debemos ver que
f = g. Pero como f(z) < g(x) v g(z) < f(x) para todo z € X, e Y es Ty, se
deduce que f(z) = g(x) para todo = € X.
O
Si X es un espacio topoldgico finito e Y es cualquier espacio topolégico,
sabemos por la ley exponencial (ver teorema 1.1.1) que existe una biyeccién
natural entre el conjunto de las homotopias H : X x I — Y y el conjunto de
los caminos « : I — YX. Por otro lado, recordemos del capitulo uno, que dadas
dos aplicaciones continuas f,g: X — Y escribiremos f ~ g si son homoétopas.

Ademés, si son homdétopas relativamente a un subespacio A C X, escribiremos
f~grel. A

Proposicion 2.3.4 Sean f,g: X — Y aplicaciones continuas entre espacios
topoldgicos finitos. Entonces f ~ g si y solo si existe una cerca en YX

f:flana"'afn =g

Ademds, si A C X entonces f ~ g rel. A si y solo si existe una cerca en YX
f =11, fo, fn =g, tal que f;ja = fla para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. Segun lo anteriormente comentado, la existencia de una homo-
topfa H : f ~ g es equivalente a un camino o : I — YX tal que a(0) = f y
a(1) = g. Pero esto es, por el corolario 2.3.1, equivalente a la existencia de una
cerca en YX que conecta f con g.

La segunda parte de la demostracién es andloga, pero teniendo en cuenta
que el camino « se puede considerar o : I — M siendo

M:={geY™* ga=fia} CYV*

Entonces se aplica el mismo corolario 2.3.1 para el espacio finito M.
O
El siguiente resultado es una aplicacién directa de la proposicién 2.3.4
anterior.

Corolario 2.3.3 Sean f,g : X — Y aplicaciones continuas entre espacios
topoldgicos finitos. Si f < g entonces f ~ g (es mds, f ~ g rel. A siendo

A={zeX: f(z)=g(x)})

Corolario 2.3.4 Si X es un espacio topoldgico finito con un elemento mdzimo
0 minimo, entonces X es contractil.

Demostracion. Supongamos que X tiene méximo xg € X. Si Cpy : X — X
denota la aplicacién constante en zg, entonces 1x < Cy,, es decir, 1x ~ Cy,.
Por la proposicién 1.2.2, X es contractil. Si X tiene minimo se procede de forma
analoga.
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Nota 2.3.1 Diremos que un espacio topologico X es localmente contractil si
todo punto x € X admite una base de entornos contrdctiles. Notemos que to-
do espacio topologico finito X es localmente contrdctil. En efecto, por un lado
sabemos que para cada punto x € X, B(x) = {U,} es una base de entornos de
x siendo U, el abierto minimal de x. Por otro, U, = {y € X : y < a} tiene
al punto x como mdzximo, por lo que por el corolario 2.3.4 anterior U, es un
espacio contrdctil.

2.4. Tipo de homotopia: La teoria de Stong.

En esta ultima seccion estudiaremos el tipo de homotopia de los espacios
topolégicos finitos. En primer lugar, comprobaremos que todo espacio topolégico
finito es del mismo tipo de homotopia de un espacio topoldgico finito Ty (equi-
valentemente, un poset finito). Por tanto, desde el punto de vista homotdpico,
siempre podremos suponer que los espacios topoldgicos finitos son de este tipo.
A continuacién, haremos uso de las ideas de Stong para clasificar los espacios
topolégicos finitos por su tipo de homotopia. En concreto, introduciremos la
nocién de punto eliminable (lineal o colineal) y veremos que la eliminacién de
tales puntos no afecta al tipo de homotopia del espacio. Mediante este proceso,
llegaremos a que todo espacio topoldgico finito es homotdpicamente equivalente
a un espacio finito sin puntos eliminables, el cual denominaremos ntcleo. Final-
mente, daremos el teorema de clasificacién del tipo de homotopia de los espacios
topolégicos finitos.

Comenzamos definiendo el cociente de Kolmogorov. Dado X un espacio
topoldgico finito, podemos definir la siguiente relacién de equivalencia:

x ~y <= U, = U, (equivalentemente z < y e y < x)

Denotaremos al correspondiente espacio cociente por Xy := X/ y a la
proyeccién canénica por p : X — Xj. Este espacio cociente se denomina co-
ciente de Kolgomorov. Obviamente X vuelve a ser un espacio topolégico finito
(con su topologfa cociente). Por tanto, en virtud del teorema 2.2.1, tiene estruc-
tura de conjunto preordenado. El siguiente lema nos caracteriza perfectamente
el preorden de Xy. Como es usual, denotaremos por [z] a la clase de equivalencia
de z € X. Asi, p: X — X, tendrd la expresién p(z) = [z].

Lema 2.4.1 Sea X un espacio topoldgico finito y p : X — Xy su correspon-
diente proyeccion en el cociente de Kolmogorov. Entonces

[z] <[yl === <y
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Demostracion. En un paso previo de la demostraciéon, veamos que para cada
x € X se tiene la igualdad

p(Um) = Up(m)

Por un lado, tenemos que p~(p(U,)) = U, v, en particular, p(U,) es abierto en
Xo. Nétese que, dado cualquier y € p~(p(U,)), va a existir un elemento z € U,
tal que p(y) = p(z), es decir, U, = U,. Asi, y € Uy = U, C U,. Al ser p(U,)
un abierto que contiene a p(x) tenemos, por minimalidad, que Uy, € p(Uy).
Por otro lado, ya que p‘l(Up(m)) es un abierto que contiene a x, por el mismo
argumento de minimalidad, tenemos que U, C p‘l(Up(I)). Esto prueba que
P(Usz) € Up(a) ¥, POr tanto, la igualdad p(Uz) = Up(y)-

Al ser p continua, conserva el preorden, por lo que si x < y, trivialmente tenemos
que p(z) < p(y). Reciprocamente, si p(z) < p(y), por definicion Uy, C Upy) ¥
segln el razonamiento anterior p(U,) C p(Uy). Se sigue que

U =p ' (p(Us)) S p~ (p(Uy)) = Uy

Pero esto significa que x < y.
O

Teorema 2.4.1 Sea X un espacio topoldgico finito. Entonces Xg es un espacio
topoldgico finito Ty. Ademds, la proyeccion p : X — X es una equivalencia de
homotopia.

Demostracion. Sean [z], [y] € Xo tales que [z] < [y] y [y] < [z]. Por el lema 2.4.1
tenemos que x < y e y < z. Por tanto, x ~ y, es decir, [z] = [y]. Esto demuestra
que Xg es Tp.

Veamos ahora que p es equivalencia de homotopia. Si para cada clase de
equivalencia elegimos un representante, claramente podemos definir una aplica-
cién i : Xo — X tal que poi = 1x,. Por propiedades bésicas de cocientes, para
comprobar la continuidad de ¢ tenemos que ver que la composicién iop : X — X
es continua, esto es, que conserva el orden. Para ello, supongamos que x < y y
sean i(p(x)) = 2’ e i(p(y)) = v’ los representantes distinguidos de p(x) y p(y)
respectivamente. Como p(z') = p(z) < p(y) = p(y’) entonces, por el lema 2.4.1
anterior, se tiene que z’ < 3/, es decir, (i o p)(z) < (i o p)(y). Esto demuestra la
continuidad de 7 : Xg — X.

Finalmente, veamos que i0p < 1x, hecho que probaria, segin el corolario 2.3.3,
que i op ~ lx. Efectivamente, sean © € X y 2/ = i(p(z)) el representante
distinguido de p(z). Claramente, como p(xz) = p(z’) tenemos que z ~ z’ y, en
particular, 2’ < x; es decir, (i o p)(x) < .

O

Nota 2.4.1 En general, dadas f: X — Y yg:Y — X aplicaciones conti-
nuas (entre espacios topoldgicos arbitrarios) tales que f o g = lx, es inmediato
que f es un homeomorfismo sobre su imagen:
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fiX S (X

Por tanto, a la aplicacion f : X — Y se le puede considerar como una inclu-
sion. En la demostracion del teorema 2.4.1 anterior, vimos que poi = lx,, por
lo que en este caso, i : Xg — X se puede considerar una inclusion, es decir,
Xo es un subespacio topoldgico de X haciendo la identificacion Xo = i(Xp).
Por otro lado, como las aplicaciones i o p, 1x coinciden en Xy y tenemos que
i1op < 1lx, entonces por la proposicion 2.5.4 concluimos que iop ~ 1x rel. Xy
y, por tanto, Xo es un retracto por deformacion fuerte de X.

Nota 2.4.2 Si f: X — Y es una aplicacion continua entre espacios topoldgi-
cos finitos entonces, puesto que f conserva el preorden es inmediato compro-
bar que se induce una aplicacion continua entre los cocientes de Kolmogorov,
fo : Xo — Yy, haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

X*f>Y

le’v N\LPY

Xo > YO
fo
Ademds, esta construccion conserva las composiciones y las identidades.
FEsto es:

i) St f: X —Y yg:Y — X son aplicaciones continuas enlre espacios
topolégicos finitos entonces (go f)o = go © fo-
it) (1x)o = 1x,-

A continuacién, nos adentraremos en las ideas de Stong. Para ello, em-
pezaremos definiendo unos puntos distinguidos muy especiales en los espacios
topolégicos finitos. Al eliminar dichos puntos, el subespacio resultante seguira
teniendo el mismo tipo de homotopfia.

En la siguiente definicién consideraremos la nocién ya vista en la definicién 2.2.2
para la representacion de diagramas de Hasse.

Definicién 2.4.1 Sea X un espacio topoldgico finito.

i) Diremos que * € X es un punto lineal si x estd cubierto por un unico
elemento y € X

ANV
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1) Diremos que x € X es un punto colineal si x cubre a un dnico elemento
yeX

e Yy

/N

Finalmente se dird que x € X es un punto eliminable si es lineal o colineal.

Nota 2.4.3 Es sencillo comprobar que dado x € X se tiene:

i) & es un punto lineal si y sélo si Fy = F, \ {z} tiene un minimo siendo
Fp={yeX:y>a}

i) x es un punto colineal si y sélo si U, = U, \ {x} tiene un mdzimo siendo
Ups={ye X y<uz}

La caracteristica bésica de los puntos eliminables viene dada por la siguien-
te proposicion. Recordemos del teorema 2.4.1 que siempre podemos considerar
espacios topoldgicos finitos Tp, salvo tipo de homotopia.

Proposicién 2.4.1 Sea X un espacio topoldgico finito Ty. Six € X es un punto
eliminable entonces X \ {x} es un retracto por deformacion fuerte de X.

Demostracion. Supongamos que x es colineal y denotemos por i : X \ {z} — X
a la inclusién canénica. Al ser x colineal se tiene que existe un tnico y € X tal
que z < y. Definimos la aplicacién r : X — X \ {z} como

r(z):{z’ z#x

Yy, Z=x

Para comprobar que r es continua, tenemos que ver que conserva el orden.
Sean z,z’ € X tales que z < z’. Eliminando el caso trivial z = 2’ distinguimos
los siguientes tres:

i) Siz#xy 2 #x, entonces r(z) =z < 2/ =r(2');
i) Siz=xy 2 #x, entonces r(z) =y <z =z< 2 =r(z);
iii) Siz # xy 2z’ = x, entonces en este caso, como z < x y T < y, necesariamente,
por ser z colineal, tenemos que z < y. Es decir, r(z) = z <y = r(2/).

Ademaés, por construccién se tiene que i o r < 1x por lo que, teniendo en
cuenta el corolario 2.3.3, i0r ~ 1x rel. X \ {z}.
Si el punto x es lineal se razona analogamente.
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O

Considerando espacios topoldgicos finitos, al ir suprimiendo puntos elimi-

nables llegard un momento que no se puedan eliminar mas. Este tipo de espacios
reciben un nombre especial.

Definicién 2.4.2 Un espacio topoldgico finito Ty se dice que es minimal si no
tiene puntos eliminables. Un nicleo de un espacio topoldgico finito X es un
subespacio minimal que es un retracto por deformacion fuerte de X.

Nota 2.4.4 Obsérvese que todo espacio topoldgico finito (no necesariamente Tp)
tiene nicleo. Si el espacio es Ty se van suprimiendo uno a uno todos los puntos
eliminables hasta alcanzar un nicleo. Por otro lado, si X no es Ty, sabemos
que el cociente de Kolmogorov es un subespacio topoldgico Ty, que es retracto
por deformacion fuerte de X ; entonces vamos suprimiendo puntos eliminables
de Xy hasta obtener un nicleo.

A continuacién, veamos un ejemplo de cémo obtener un nicleo. Para ha-
cerlo mas sencillo, partiremos de un espacio topoldgico finito Ty representado
por un diagrama de Hasse.

Ejemplo 2.4.1 Sea X el espacio topoldgico finito Ty con diagrama de Hasse

siguiente:
[ c ® d
feo g
Vamos a ir suprimiendo uno a uno los puntos eliminables para hallar su
nicleo. Como vemos, b es un punto lineal, pues estd cubierto por a. Por tanto, si

eliminamos en primer lugar a b, obtenemos el subespacio topolégico representado
por el siguiente diagrama de Hasse:

X4

ae

b
=X ) o

A continuacion eliminaremos ¢, pues es un punto lineal cubierto por a.
Ast, el diagrama de Hasse quedard:
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N

Finalmente eliminamos e ya que es un punto lineal (cubierto por a), por
lo que quedard:

X

a d

f g

Debido a que ya no quedan mds puntos eliminables, este ultimo espacio
topoldgico es minimal, por lo que por la proposicion 2.4.1, se trata de un nicleo
del espacio original X.

Para finalizar este capitulo, veremos que el ntcleo es tnico salvo homeo-
morfismo. Ademds, determina con exactitud el tipo de homotopia del espacio
topoldgico finito original. Para ver esto, necesitamos un lema previo. Recorde-
mos que dado un poset X, un elemento x € X es un elemento mazimal si

YyY>r=y==x
Dualmente, z € X es un elemento minimal si verifica la propiedad
y<r=y==zx

Lema 2.4.2 Sea X un espacio topoldgico finito minimal y sea f: X — X una
aplicacion continua. Si f ~ 1x entonces f = 1x.

Demostracion. Como f ~ 1x, existe una cerca

f = flaf27"'7fn = 1X

Por consiguiente, para demostrar este lema, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que f y 1x son comparables. Supongamos entonces que f < 1x (el
caso f > 1x es andlogo) y vamos a suponer también, por reduccién al absurdo,
que f # 1x. Entonces podemos considerar un punto y € Y tal que f(y) <y y
el siguiente subconjunto no vacio de X:

A={zeX: f(z) <z}
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Si tomamos un elemento minimal zy € A tenemos claramente que z < xg implica
f(2) = z. Veamos que yo := f(20) es un punto colineal en X, lo cual serfa una
contradiccién al ser X minimal. En efecto, si z € Uwo entonces z < xq, por lo
que z = f(z) < f(zo) = yo. Este razonamiento demuestra que yy = max ﬁwo, es
decir, yo es punto colineal (ver nota 2.4.3).

O

Proposicion 2.4.2 Sea f : X — Y wuna aplicacion continua entre espacios
topoldgicos minimales. Entonces f es equivalencia de homotopia si y sélo si f
es homeomorfismo.

Demostracion. Supongamos que g : ¥ — X es un inverso homotépico de f.
Como go f ~ 1x, por el lema anterior se tiene que g o f = 1x. Andlogamente,
fog=>~1y implica fog=1y.

O
Concluimos con el teorema de clasificacién de Stong.

Teorema 2.4.2 FEl nicleo de un espacio topolégico finito es unico salvo homeo-
morfismo. Ademdas, dados X eY espacios topolégicos finitos, estos son homotdpi-
camente equivalentes si y solo si sus respectivos nicleos son homeomorfos.

Demostracion. Sean X, e Y, respectivos nucleos de X e Y y sean ix : X, S X
ety : Y, < Y las inclusiones canénicas con inversos homotoépicos rx y ry.
Si existiera f : X = Y una equivalencia de homotopia, entonces se induciria
f =ryofoix: X, 5 Y. una equivalencia de homotopia entre los ntcleos, la
cual, en virtud de la proposmlon 2.4.2 anterior, es un homeomorfismo.
Reciprocamente si h : X, 5 Y. es un homeomorﬁsmo, y por tanto, equivalencia
de homotopia, entonces b= iy ohory : X Y es equivalencia de homotopia.
La unicidad del nucleo salvo homeomorfismo se deduce inmediatamente del ra-
zonamiento anterior.

O
El siguiente corolario es inmediato.

Corolario 2.4.1 Un espacio topolégico finito es contrdctil si y solo si su nicleo
estd formado por un tunico punto. Ademds, todo espacio topoldgico finito contrdctil
tiene un subespacio unipuntual que es un retracto por deformacion fuerte suyo.
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Complejos simpliciales y Teoria de McCord

En este ultimo capitulo de la memoria veremos que a todo espacio topologi-
co finito Ty se le asocia un complejo simplicial finito cuyos grupos de homotopia
coinciden con el del espacio de partida. Similarmente, a cada complejo simplicial
finito se le asocia un espacio topoldgico finito T con idéntica propiedad sobre
sus grupos de homotopia. Esta relacién entre los espacios topolégicos finitos y
los complejos simpliciales finitos fue descubierta por McCord.

Antes de exponer esta teoria, necesitaremos estudiar los complejos simplicia-
les. Es por ello que comenzamos con una secciéon preliminar sobre estos objetos
matematicos.

3.1. Generalidades sobre complejos simpliciales

Comenzamos estudiando las propiedades més relevantes sobre los comple-
jos simpliciales abstractos. No seremos demasiado exhaustivos con las demos-
traciones en esta secciéon puesto que estos objetos ya han sido estudiados en el
grado desde el punto de vista geométrico. En este sentido, nos centraremos a
modo expositivo en todas aquellas definiciones y resultados que nos haran falta.
Para demostraciones detalladas de todas las afirmaciones sobre complejos sim-
pliciales, recomendamos al lector el libro de C. R. F. Maunder [8], o bien, el de
E. H. Spanier [3].

Definicién 3.1.1 Un complejo simplicial K consiste en un par (Vi, Sk) donde
Vi es un conjunto cuyos elementos denominaremos vértices y Sk es un conjunto
formado por subconjuntos finitos no vacios de Vi que denominaremos simplices,
tales que:

i) {v} € Sk, para todo v € Vi.
i) Sioc € Sk y@ #71 C o entonces T € Sk.

Por abuso de notacién escribiremos v € K y o € Ksiv € Vg y o € S.
Dado ¢ € K un simplice, si @ # 7 C o diremos que 7 es una cara de o. Si
ademas 7 C o, se dird que 7 es cara propia de o. Por otro lado, si 0 € K esta
formado por n + 1 vértices, diremos que ¢ tiene dimensién n, o bien, que o es
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un n-simplice. Si una cara es n-simplice la denominaremos n-cara.

Los 0-simplices de un complejo simplicial se corresponden biyectivamente
con los vértices. Por otro lado, todo simplice ¢ estd determinado por sus 0-
caras. Asi, todo complejo simplicial K se puede identificar con el conjunto de
sus simplices. Se define la dimensién de un complejo simplicial K como

dim(K) = sup{dim(c) : 0 € K}

es decir, la dimension del complejo simplicial es el supremo del conjunto de las
dimensiones de sus simplices. De este modo, si K tiene simplices de dimensiones
arbitrariamente grandes se tiene que dim(K) = oo. Por otro lado, si K = & es-
tableceremos por convenio que dim(K) = —1. Un complejo simplicial K puede
ser finito, es decir, con un numero finito de simplices. Es sencillo comprobar que,
en este caso, dim(K) < oo.

A la hora de representar graficamente a un complejo simplicial K conside-
raremos que los O-simplices son puntos, los 1-simplices son segmentos rectilineos
que unen O-simplices, los 2-simplices como triangulos rellenos cuyos lados son
1-simplices, los 3-simplices son tetraedros macizos cuyas caras son 2-simplices,
etcétera.

Ejemplo 3.1.1 A modo ilustrativo, presentamos el siguiente ejemplo de com-
plejo simplicial:

Figura 3.1. Ejemplo de un complejo simplicial

Un subcomplejo de un complejo simplicial K consiste en un complejo sim-
plicial L tal que Vi, C Vk y S, C Sk. Escribiremos L C K para indicar que L es
un subcomplejo de K. Por otro lado, diremos que L es un subcomplejo pleno, si
para cualquier o = {vg,v1,...,0,} € K siv; € L para un ¢ = 0,1, ..., n entonces
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o€ L.

Dado K un complejo simplicial, el p-esqueleto del complejo simplicial K es el
subcomplejo K? C K formado por todos los simplices de K de dimensién menor
o igual que p.

Sea o = {vg, v1, ..., vp } un n-simplice. El simplice cerrado T es el conjunto
de todas las combinaciones lineales convexas formales

tovg + t1v1 + ... +thv,

donde Y7 ,t; =1y t; > 0. Existe una biyeccién natural ¢ : @ — A,, entre &
y el n-simplice estdndar geométrico A,, C R**! donde

n
A, = {(to,t1, ... t,) € R"HL Zti =1,t; >0}
i=0
Dicha biyeccién estd definida como ¢ (tovo+...+tvn) := (to, t1, ..., tn ). Obsérvese
que esta biyeccién nos permite dotar de estructura de espacio topolégico a @ de
tal forma que ¢ sea un homeomorfismo. Ademsds, & es espacio métrico y compacto
con la distancia

d(Y " tivi, Y tio) == (O (6 —17)*)"/?
i=0 (=0

=1 [

Definicién 3.1.2 Sea K un complejo simplicial. Se define la realizaciéon geométri-
ca de K, denotado por |K|, como el espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente
estd formado por todas las combinaciones convexas formales de vértices de K,
es decir, combinaciones de la forma

Z t,v

veEK
tales que

i) Y wex to = 1,ty, >0 para todo v € K.
it) {ve K :t, >0} es un simplice de K

y con la topologia débil respecto de la coleccion de todos los simplices cerrados
de K, {G}yeck. Es decir, dado A C |K|, A es abierto (resp. cerrado) en |K| siy
sdlo si ANT es abierto (resp. cerrado) en @, para todo o € K.

Obsérvese que de la condicién ii) de la definicién 3.1.2 se deduce que las
sumas ), cx bV ¥ D ,c i tv = 1 son finitas. Por otro lado, por definicién de la
topologfa débil, & es un subespacio cerrado de |K| para todo o € K. Ademds,

dado cualquier subcomplejo L C K se tiene que |L| es un subespacio cerrado de
|K].
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Nota 3.1.1 La realizacion geométrica de un complejo simplicial también se de-
nomina poliedro. Por otro lado, se dice que un espacio topoldogico X es triangu-

lable si existe un complejo simplicial K y un homeomorfismo | K| = X, en este
caso, K se denomina triangulacion de X. La clase de los espacios topologicos
triangulables (o0, abusando del lenguagje, poliedros) es muy amplia y abarca mds
ejemplos de los que uno podria llegar a pensar. En este sentido, J. H .C. Whi-
tehead probd en [9] que toda n-variedad diferenciable es triangulable. Ademds,
toda n-variedad topoldgica (n < 3) también es triangulable [10].

Nota 3.1.2 En |K| podemos considerar otra topologia, la inducida por la si-
guiente métrica:

d(Y - tow, Y thw) = (D (b — )7

veEK veEK veEK

Es sencillo comprobar que si K es finito entonces la topologia débil coincide con
esta topologia métrica. Ademds, en este caso, |K| es compacto (véase Cap. 2,
corolario 20 en [3]) y existe un n suficientemente grande tal que |[K| C R™.

El siguiente resultado es de gran importancia. Para una demostracién de-
tallada, véase la proposicién 7.3.2 en [8]. La nocién de CW-complejo se habia
introducido en el capitulo 1 de esta memoria.

Proposicién 3.1.1 Sea K un complejo simplicial. Entonces |K| tiene estruc-
tura de CW-complejo.

Existen unas aplicaciones entre complejos simpliciales que respetan la es-
tructura simplicial. Las introducimos en la siguiente definicion:

Definicién 3.1.3 Sean K y L complejos simpliciales. Una aplicacion simplicial,
@ : K — L consiste en una aplicacion entre vértices respectivos

(p:VK—)VL

tal que (o) € L, para todo o € K. En otras palabras, si 0 = {vg,v1,...,v0n} € K
entonces 9(0) = {9(0), @(v1)s o, 2 (vn)} € L.

Obsérvese que la aplicacion entre vértices ¢ : Vx — Vi, no tiene por qué
ser inyectiva, es decir, puede haber vértices que se colapsen por . En otras pala-
bras, puede suceder que dim(¢(c)) < dim(o) para algin o € K. Como ejemplo
bésico, si L es un subcomplejo de K, claramente la inclusién de los vértices
de L en los de K induce una aplicaciéon simplicial ¢ : L. — K. En particular,
1 : K — K, inducida por la identidad en los vértices de K es una aplicacion
simplicial. Por otro lado, es evidente que la composicién de aplicaciones sim-
pliciales (éstas vienen dadas por la composicién de las respectivas aplicaciones
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entre vértices) es aplicacién simplicial.

La nocién de realizaciéon geométrica se puede extender a las aplicaciones
simpliciales, como puede verse a continuacién:

Proposicion 3.1.2 Sea ¢ : K — L una aplicacion simplicial. Entonces se
induce una aplicacion continua

ol = [K| = |L]

definida como [p|(3_,cr toV) = D e top(v). Esta aplicacion continua se deno-
mina realizacion geométrica de .

A partir de la misma definicién se comprueba que dadas ¢ : K — L'y
¢ : L — M aplicaciones simpliciales, se tiene |¢) o ¢| = || o |p|. Por otro lado,
para cada complejo simplicial K se da la igualdad |1x| = 1|;.

La nocién analoga de homotopia en el contexto simplicial viene dada por
la contigiiidad. Se dice que dos aplicaciones simpliciales, ¢,1 : K — L, son
contiguas (denotado por ¢ ~. 1) si p(o) U(o) € L, para todo o € K. Esta
relacién, atun siendo reflexiva y simétrica, no es transitiva, por lo que se extiende
a una relacién de equivalencia estableciendo que ¢ y ¥ estédn en la misma clase
de contigiiidad (denotado ¢ ~ 1) si existe una sucesién finita de aplicaciones
simpliciales ~; : K — L con

@ =71 ~Ye V2 ~Ye e Ye Yn—1 e "Yn:w

Dadas ¢, ¥ aplicaciones simpliciales contiguas, se tiene que sus realiza-
ciones geométricas son homdétopas: |p| ~ || (véase Cap. 3 sec. 5, lema 2 en
[3]). Por consiguiente, y mds generalmente, si ¢ ~ ¢ entonces |¢| ~ |[¢|. Este
hecho nos demuestra, por ejemplo, que todo cono simplicial induce un espacio
topolégico contréactil. Por un cono simplicial nos referimos a un complejo sim-
plicial K de tal modo que existe un vértice distinguido vg € K (denominado
cispide) con o U{vg} € K, para todo o € K. Es claro que la aplicacién sim-
plicial ¢ : K — K definida por la constante en el vértice vy es contigua a
la identidad 1x : K — K. Pero entonces Cy, = [p| =~ [1x| = 1|x|; en otras
palabras, | K| es contractil.

Una construcién muy importante en la teoria simplicial es la dada por las
subdivisiones baricéntricas. Dicha construccion nos permite pasar de aplicaciones
continuas a aplicaciones simpliciales. No desarrollaremos esta propiedad en cues-
tién, simplemente nos limitaremos a definir la nocién de subdivisién baricéntrica
y exponer que su realizacion geométrica coincide, salvo homeomorfismo, con la
realizacién geométrica del complejo simplicial original.
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Definicién 3.1.4 Sea K un complejo simplicial. La subdivisién baricéntrica de
K, denotado por K', es el complejo simplicial cuyos vértices son los simplices
de K y cuyos simplices son cadenas de simplices de K, es decir, conjuntos de
simplices de la forma {o0g,01,...,0,} satisfaciendo

UogUlg...gan

Intuitivamente hablando, si consideramos para cada simplice o de K su
centro de masas (el de un punto serfa el propio punto, el de un segmento seria
el punto medio, el de un triangulo macizo seria su baricentro geométrico, etcéte-
ra), entonces la subdivisién baricéntrica de K estarfa constituida por todos los
stmplices formados por los subconjuntos finitos de estos centros de masas. Esto
se ilustra en el siguiente ejemplo gréfico

K K

Formalmente, dado K un complejo simplicial, el baricentro de un simplice
o = {vg,v1,...,vn} € K es el punto b(o) € |K| definido como

n

v;
b(o) ::Zn—&—l € |K|
i=0

Concluimos esta seccién con la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1.3 Si K es un complejo simplicial entonces la aplicacion
Sk |K'| — |K]|

definida en los vértices como Sk (o) := b(o) y extendida por linealidad o |K'| es
un homeomorfismo.

Para la demostracion de esta proposicion, véase el teorema 9, pag. 123 del
libro [3].
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3.2. Teoria de McCord

En esta tltima parte de la memoria estudiaremos la relacién existente entre
los espacios topoldgicos finitos Ty y los poliedros compactos. Veremos que a cada
espacio topoldgico finito Ty se le asocia un poliedro compacto cuyos grupos de
homotopia coinciden y, reciprocamente, a todo poliedro compacto se le asocia
un espacio topoldgico finito Ty con la misma propiedad.

Definicién 3.2.1 Sea X un espacio topoldgico finito Ty (poset finito). El com-
plejo simplicial asociado a X, denotado por K(X), es aquel complejo simplicial
cuyos veértices son los puntos de X y cuyos simplices son las cadenas no vacias
de X, esto es, subconjuntos {xg,x1,....,x,} C X donde xg < x1 < ... < Tp.

Esta definicion se puede extender a aplicaciones continuas. En efecto, dada
f : X — Y una aplicacién continua entre espacios topolégicos finitos Tj, se
induce una aplicacién simplicial

K(f): K(X) — KY)

definida en los vértices como K(f)(z) := f(z), para todo z € X. Asi, dado
{zg, 21, ..., xn} € K(X) tenemos que

K(HEzo, 1, an}) = {f (o), f(21), ... f(zn)} € K(Y)

Obsérvese que puede haber vértices que se colapsen. Las propiedades mas im-
portantes que verifica esta construccion son la conservacién de las composiciones
y de las identidades:

))Sif: X —Yyg:Y — Z son aplicaciones continuas entre espacios
topoldgicos finitos Ty, entonces K(g o f) = K(g) o K(f).
ii) Si X es un espacio topolégico finito T, entonces K(1x) = 1x(x)-

Un ejemplo distinguido resulta cuando consideramos subespacios topologi-
cos. Si A C X entonces K(A) es un subcomplejo de K(X). Ademds, sii: A — X
denota la inclusién canénica entonces K(i) : K(A) — K(X) coincide con la in-
clusién del subcomplejo.

Por definicién de realizacién geométrica de un complejo simplicial, todo
punto a € |[K(X)| es una combinacion lineal convera que se puede expresar de
forma tnica como o = t1x1 + ... + tyx,, donde t; > 0y Z?:l t; = 1, siendo
x1 < X9 < ... < x,. Definimos el soporte de « al siguiente simplice de K(X):

sop(a) := {1,229, ..., 2n} € K(X)

Estamos en condiciones de definir la K-aplicaciéon de McCord.
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Definicién 3.2.2 Sea X un espacio topoldgico finito Ty. Se define la K- aplica-
cién de McCord asociada a X como la aplicacion

px : |K(X)| = X
definida como px (o) := min sop(a).
El resultado principal del capitulo viene dado en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.1 La K-aplicacion de McCord px : |K(X)| — X es una equiva-
lencia débil para X cualquier espacio topoldgico finito Tp.

Demostracion. En primer lugar, consideramos para x € X el abierto minimal
U,. Como sabemos, {U,},cx es una base de abiertos en X; ademds, cada U, es
contractil (véase la nota 2.3.1). Por tanto, si probamos que para z € X, ,u)_(l(Ux)
es un abierto contractil, habremos visto que:

i) px es continua;
i) MX|M;(1(U1) s uyx (Uy) — U, es equivalencia débil,

y, en consecuencia, por el teorema 1.3.1, ux seria equivalencia débil.

Si z € X, consideramos L := K(X \ U,) C K(X) el subcomplejo pleno (podria
ser vacio) generado por todos los vértices que no estdn en U,. Afirmamos que
px' (Uz) = [K(X)]\ |L|. En efecto, por un lado, si o € px'(U,) entonces
min sop(a) € Uy, lo que nos dice que « contiene un vértice de U, y, por tanto,
a ¢ |L|. Por otro lado, si o ¢ | L| necesariamente existe y € sop(a) tal que y € Uy
(e.d. y < z). Se sigue que px(a) = min sop(a) <y < z, es decir, ux () € U,.
Ya que py' (Us) = |K(X)|\|L| y |L| es un cerrado en |K(X)| (véase el comenta-
rio justo después de la definicién 3.1.2), concluimos que px' (U,) es abierto para
cada z € X. Esto demuestra la continuidad de pux.

Para la segunda parte de la demostracién, veamos en primer lugar que
|K(U,)| es contrictil. Efectivamente, dado o = {zg, 21, ...,z,} € K(U,), clara-
mente tenemos que o U {z} € K(U,). Es decir, K(U,,) es un cono simplicial con
x como cuspide y, en consecuencia, |[}C(U,)| es contractil.

Para finalizar la demostracién veremos a continuacién que |[K(Uy)| es un retrac-
to por deformacién fuerte de ' (U,) = K(X) \ |L|. Para ello, denotamos por
i: |[K(U,)| <= IK(X)]\ |L| ala inclusién canénica y definimos

r KX\ L] — |K(U,)]

de la siguiente forma: dado o € |[K(X)| \ |L|, se puede reescribir como o =
tB+(1—t)v, para cierto 8 € |K(Uy)|, v € |L| y 0 < t < 1. Consideramos entonces
r(a) := B. Nétese que r es una aplicacién continua teniendo en cuenta que los
complejos simpliciales involucrados son finitos y, por tanto, sus realizaciones
geométricas tienen la topologia métrica (ver nota 3.1.2). Por otro lado, sea
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H = (X)) [\ L) x T — [K(X) [\ L]

la homotopia definida como H(a, s) := (1—s)a+sr(a). Por el mismo argumento
que el esgrimido para r, es inmediato que H es continua. Ademds, una simple
comprobacién demuestra que H : 1 ~ior rel. [KK(U,)|.
O
La K-aplicacién de McCord se puede extender a aplicaciones. En este
sentido, dada f : X — Y una aplicacién continua entre espacios topoldgicos
finitos Tp, existe un diagrama conmutativo:

()1
IK(X)| —— [K(Y)]
HXl/N ~ |y
X Y

puesto que f(jix () = f(min sop(a) = min f(sop(a)) = min (sop(K()]()) =
iy (K (F)](@)).

Como consecuencia importante se tiene la siguiente proposicién.

Proposicion 3.2.1 Sea f : X — Y wuna aplicacion continua entre espacios
topoldgicos finitos Ty. Entonces f es equivalencia débil si y sélo si |[K(f)] :
IK(X)| = |[KK(Y)| es equivalencia de homotopia.

Demostracion. Si f es equivalencia de homotopia, teniendo en cuenta el cua-
drado conmutativo anterior y la parte i) de la proposicién 1.3.4, se sigue que
()] : IK(X) — |K(Y)| es también equivalencia débil. Ahora bien, siendo
[KK(X)], IK(Y)] CW-complejos (ver proposicién 3.1.1), se concluye por el teore-
ma 1.3.2, que |K(f)| es una equivalencia de homotopfa.
Reciprocamente si |K(f)| es equivalencia de homotopia, entonces es equivalencia
débil por el teorema 1.3.2. De nuevo, haciendo uso del cuadrado conmutativo
anterior y la parte i) de la proposicién 1.3.4, concluimos que f es equivalencia
débil.
O
Desarrollamos a continuacién la segunda parte de la teoria de McCord.
Para ello, asociaremos un espacio topolégico finito Ty a cada complejo simplicial
finito.

Definicién 3.2.3 Sea K un complejo simplicial finito. Se define X (K) como el
poset (espacio topoldgico finito Ty) cuyos elementos son los simplices de K con el
orden < dado por la inclusion entre simplices, es decir, o < T si, por definicion,
ocCrT.

Nuevamente, esta definicién se puede extender a aplicaciones simpliciales.
En este sentido, si ¢ : K — L es una aplicacién simplicial entre complejos
simpliciales finitos, entonces se induce una aplicacién continua
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X(p): X(K)— X(L)

definida como X(¢)(0) := (o). Andlogamente al caso anterior, esta cons-
truccién conserva también las composiciones y las identidades: X' (p o ¢) =

X(W)oX(p) y X(1x) = lx(x)-

Hacemos notar que, dado K un complejo simplicial finito, se tiene direc-
tamente que K(X(K)) coincide con K’ la subdivisién baricéntrica de K. Por
otro lado, recordemos la existencia de un homeomorfismo Sk : |K'| — |K].
Tenemos la definicién siguiente:

Definicién 3.2.4 Sea K un complejo simplicial finito. Se define la X -aplicacién
de McCord
pr | K| — X(K)

—1

como la composicion | K| Sk, |K'| = [K(X(K))| LGN

X(K)

Obviamente, como claramente todo homeomorfismo es equivalencia débil,
y por otro lado, la composicién de equivalencias débiles es equivalencia débil (ver
proposicién 1.3.4) se tiene que pg : |K| — X(K) es también una equivalencia
débil. Ademds, por razonamientos analogos a los realizados para la C-aplicaciéon
de McCord, podemos demostrar para cada aplicacién simplicial ¢ : K — L, la
existencia de un cuadrado homotdpicamente conmutativo:

X(K)—— X(L
(K) o (1)

Teniendo en cuenta la proposicién 1.3.4 y un razonamiento totalmente
analogo al realizado en la demostraciéon de la proposicién 3.2.1, obtenemos la
demostracion de la siguiente proposicion que, por tanto, se omite.

Proposicion 3.2.2 Sea ¢ : K — L una aplicacion simplicial entre complejos
simpliciales finitos. Entonces || : |K| — |L| es equivalencia de homotopia si y

sdlo si X(p) : X(K) — X(L) es equivalencia débil.
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In this memory we mostly focus on the
study of finite topological spaces and their
more relevant properties. We analyze
the biunivocal correspondence between
these spaces and finite preordered sets,
proving that both objects can be consid-
ered the same. In addition, we also study
continuity, connectedness and the homo-
topy type of finite topological spaces. Fi-
nally, we analyze the relation between
T, finite topological spaces and compact
polyhedra from weak equivalences.

1. Introduction

In 1937, P. Alexandroff published an arti-
cle in which he proved that finite topologi-
cal spaces and finite partially ordered sets
are essentially the same objects.

Later on, two more papers about fi-
nite topological spaces appeared in 1966.
One of them was by R .E. Stong, who
used the combinatory of finite topological
spaces to explain their homotopy types.
The second was written by C. McCord,
who presented the relation between T; fi-
nite topological spaces and compact poly-
hedra.

Finite topological spaces remained forgot-
ten for a long time. Nevertheless, in the
last years, the study of these topologi-
cal spaces has been reactivated thanks to
their applications in image digital process-

ing
2. Chapter 1: Generallity about topologycal
spaces and Homotopy Theory

If mo(X) denotes the set of path compo-
nents of X and =,(X, x) the nth-homotopy
group of X based on x € X then a map
f:X—Y is a weak equivalence if the fol-
lowing conditions are verified:
i) 7o (f) : mo(X) — 7o(Y) s bijective.
i) 7,(f) : ma(X,x) — m,(Y, f(x)) is an iso-
morphism of groups for all xe X, n>1.

This definition is the key point to establish
McCord and Whitehead theorems:
Theorem 2.1 (McCord)
Let f: X — Y be a continuous map and let
U be a basis like open cover of Y. If for
every U € % the restriction

firw: W —=U
is a weak equivalence, then f: X — Y isa
weak equivalence.

Tania Gutiérrez Gutiérrez

Facultad de Ciencias - Seccién de Matematicas

Universidad de La Laguna
alu0100773903Qull.edu.es

Theorem 2.2 (Whitehead)

Let f: X — Y be a continuous map be-
tween CW-complexes. Then f is a weak
equivalence if and only if f is a homotopy
equivalence.

3. Chapter 2: Finite topological spaces.

A finite topological space is defined as any
space having a finite number of points.
There is a correspondence with finite pre-
ordered sets:

Theorem 3.1 Let X be a finite set. There
is a bijection between the topologies of X
and the preorders of X. In addition, in this
bijection, the T, topologies correspond bi-
univocally with the partial orders.

We can always suppose that finite topo-
logical spaces satisfy 7, axiom up to ho-
motopy type. Indeed, if X, denotes the
Kolmogorov quotient of X then:

Theorem 3.2 Let X be a finite topologi-
cal space. Then X, is a T, finite topo-
logical space. In addition, the projection
p: X = X, is a homotopy equivalence.

The core of a finite topological space
can be obtained from a certain process
of point elimination, which preserves the
same homotopy type of the original space.

Theorem 3.3 The core of a finite topo-
logical space is unique up to homeomor-
phisms. In addition, given X and Y finite
topological spaces, these are homotopi-
cally equivalent if and only if their respec-
tive cores are homeomorphic.

4. Chapter 3: Simplicial complexes and
McCord Theory

The geometric realization of a simplicial
complex K, denoted by |K|, is the topolog-
ical space whose underlying set is formed
by all convex combinations formulas of
vertices of K, that is, combinations of the

form
>t
vek

such that
i) Toexto=1,6,=0forall ve K.
ii) fve K: 1, >0} is a simplex of K

and equipped with the weak topology with
respect to the collection of all closed sim-
plices of K, {0}sex-
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Definition 4.1 Let X be a T, finite topolog-
ical space. The # -McCord map associ-
ated to X is the map

x| F (X)] — X

defined as px(a) := minsop(a) where
sop(a) denotes the support of a.

The following result is dued to McCord:

Theorem 4.1 The % - McCord map px :
|.# (X)| — X is a weak equivalence for X
any T, finite topological space.

A consequence of the previous theorem is
given by the following proposition:

Proposition 4.1 Let f: X — Y be a con-
tinuous map between T, finite topolgical
spaces. Then f is a weak equivalence if
and only if | # ()| : |# (X)| — |Z (V)| is a
homotopy equivalence.

Let K be any finite simplicial complex.
Then, Z(K) is defined as the finite poset
(finite T, space) having as elements the
simplices of K with the order < given by
the inclusion between simplices; that is,
o=<rtifandonlyifoct.

Definition 4.2 Let K be a finite simplicial
complex. The Z - McCord map

pi s |K|— Z (K)

is the composition |K| = IK'| =
| (2 (K))| 222 2 (K), where K' denotes
the barycentric subdivision of K and Sk
the corresponding homeomorphism.

We finish with the last result by McCord.

Proposition 4.2 Let ¢ : K — L be a sim-
plicial map between finite simplicial com-
plexes. Then |¢|:|K|— |L| is a homotopy
equivalence if and only if Z (¢) : Z (K) —
Z (L) is a weak equivalence.
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