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Resumen · Abstract

Resumen

En este Trabajo Fin de Grado se estudia la resolución de cierta clase
de ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes varia-
bles mediante desarrollos en series de potencias. En primer lugar
se considera el caso en que los coeficientes son funciones anaĺıticas.
Una vez que se ha establecido el teorema de existencia, se aplica a
la ecuación diferencial de Legendre, cuyas soluciones acotadas en el
intervalo (−1, 1) son los conocidos polinomios de Legendre.
En segundo lugar se tratan las ecuaciones con puntos singulares re-
gulares. El teorema de Frobenius asegura la existencia de soluciones
y nos indica, además, cómo calcularlas. Se ilustra la teoŕıa con el
estudio de la ecuación diferencial de Bessel.
Se analizan las principales propiedades tanto de los polinomios de
Legendre como de las funciones de Bessel, aśı como su papel en la
resolución de ciertos problemas de la f́ısica-matemática.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales anaĺıticas – Puntos sin-
gulares – Función generatriz – Fórmula de Rodrigues – Polinomios
de Legendre – Desarrollos en serie de Legendre – Funciones de Bes-
sel – Desarrollos en serie de Fourier-Bessel – Problema de Dirichlet.
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Abstract

The main purpose of this project is to solve certain class of linear
differential equations of second order with non constant coefficients
through the use of power series. Firstly, we consider the case in which
these coefficients are real analytical functions. Once the existence
theorem is proved, we apply this theory to the Legendre differential
equations, whose bounded solutions in the interval (−1, 1) are the
well-known Legendre polynomials.
In the second place, we study the equations that possess regular sin-
gular points. Frobenius theorem assures the existence of solutions in
this case, as well as provides a method to calculate them. We illus-
trate this theory solving the Bessel differential equation.
The most interesting properties of the Legendre polynomials and the
Bessel functions are established, by emphasizing their importance in
tackling some problems of the physical mathematics.

Keywords: Analytical differential equations – Singular points –
Generating function – Rodrigues’ formula – Legendre polynomials –
Legendre series – Bessel functions – Fourier-Bessel series – Dirichlet
problem.
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Introducción

En un curso elemental de ecuaciones diferenciales se demuestra que resolver
una ecuación diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes se reduce a
un problema algebraico: hallar las ráıces de un polinomio de grado n. La situación
se complica mucho cuando los coeficientes de estas ecuaciones son variables,
si bien hay dos casos en los que esta cuestión está perfectamente estudiada y
resuelta, y que constituyen el objetivo de este Trabajo Fin de Grado.

El primer caso se estudia en el Caṕıtulo 1, cuando los coeficientes de la
ecuación son funciones anaĺıticas reales, esto es, funciones infinitamente deriva-
bles que poseen desarrollos en serie que convergen en determinado entorno de
un punto. Se establece, para las ecuaciones de segundo orden, el correspondiente
teorema de existencia, que garantiza que las soluciones también son anaĺıticas en
el mismo entorno. Se ilustra la teoŕıa con la resolución de la ecuación diferencial
de Legendre que, cuando el parámetro que comparece en el mismo es un número
entero, admite como soluciones los polinomios de Legendre. Se muestran otras
formas de introducir estos polinomios (fórmula de Rodrigues, función genera-
triz,...) y se detallan sus propiedades más importantes, entre las que destaca que
los polinomios de Legendre forman un sistema ortogonal en el intervalo (−1, 1),
lo que facilita la introducción de los desarrollos en serie de Legendre. Se verifica
el correspondiente teorema de convergencia y se emplea en la resolución de cierto
problema de Dirichlet en una esfera.

El otro caso es el objetivo del Caṕıtulo 2, en el que se aborda la determi-
nación de la solución general de las ecuaciones diferenciales de segundo orden
que poseen puntos singulares que sean regulares. Se demuestra el teorema de
Frobenius, que nos dice la forma y cómo se hallan tales soluciones, además de
establecer rigurosamente la validez del proceso. Como modelo se considera la
ecuación diferencial de Bessel, cuya solución general se expresa mediante una
combinación lineal de las funciones Jν(x) e Yν(x) de Bessel de primera y se-
gunda clase, respectivamente, y de orden ν. Estas soluciones reciben el nombre
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de funciones ciĺındricas. Se analizan sus propiedades más relevantes: relaciones
de recurrencia, ceros, ortogonalidad,... Finalizamos con el estudio de las series
de Fourier-Bessel y su utilización en un problema de valores en la frontera en
coordenadas ciĺındricas.

Este tema se impart́ıa en la antigua Licenciatura en Matemáticas, pero ha
desaparecido de los programas del nuevo Grado. A pesar de que es un tema muy
clásico, tiene su interés. Por una parte, permite una introducción diferente de
las funciones especiales. Por otra, para su estudio es preciso recurrir a muchos
de los conocimientos adquiridos a lo largo de la titulación.
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Caṕıtulo 1

1.1. Introducción

El objetivo de este caṕıtulo es ver si existe un método general para resolver
la ecuación diferencial lineal con coeficientes variables

y(n) + a1(x)y(n−1) + ...+ an−1(x)y′ + an(x)y = 0,

donde y = y(x) y los coeficientes aj(x) son funciones complejas (j = 1, 2, ..., n)
definidas en el mismo intervalo real I. Un caso particularmente interesante se
presenta cuando estos coeficientes son funciones anaĺıticas reales. Se demuestra
entonces que la ecuación posee soluciones que también son anaĺıticas, si bien la
demostración sólo se realiza en el caso n = 2.

Un prototipo de ecuación de esta clase lo constituye la ecuación diferencial
de Legendre. De sus soluciones estamos interesados en los polinomios de Legen-
dre, cuyo análisis se convertirá en el eje central de este caṕıtulo. Se utilizarán
otras formas de introducir los polinomios de Legendre: por la fórmula de Ro-
drigues, a partir de la función generatriz y como soluciones de cierta ecuación
en diferencias finitas, mostrando que todas ellas son equivalentes. Después se
considerarán sus principales propiedades, haciendo especial énfasis en que los
polinomios de Legendre forman un sistema ortogonal. Esta propiedad permi-
tirá definir los desarrollos en serie de Legendre, cuya convergencia se verificará
rigurosamente bajo ciertas hipótesis.

Se concluye el caṕıtulo resolviendo un problema de Dirichlet para la ecua-
ción de Laplace y en el que surgen de forma natural los polinomios de Legendre.

1.2. Ecuaciones diferenciales con coeficientes anaĺıticos

Definición 1.1. Se dice que una función g definida en un intervalo I abierto que
contenga un punto x0 es anaĺıtica en x0 si g puede desarrollarse en una serie de
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potencias de x0 cuyo radio de convergencia sea positivo, es decir, si g admite la
representación

g(x) =

∞∑
k=0

ck(x− x0)k ,

donde los ck son constantes y la serie converge para |x− x0| < r0, r0 > 0.

Sea la ecuación diferencial lineal de orden n con coeficientes variables

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + ...+ an(x)y = b(x)

y consideramos a0(x) 6= 0. Dividiendo entre a0, podemos obtener una ecuación
de la misma forma pero en la cual a0 queda reemplazada por la constante 1. Aśı,
obtenemos la ecuación

y(n) + a1(x)y(n−1) + ...+ an(x)y = b(x)

Llamando L(y) al primer miembro de la ecuación anterior, nos queda

L(y) = b(x)

Si los coeficientes a1, ..., an de L(y) son análiticos en x0 resulta que la solución
también lo será.

Teorema 1.2 (Teorema de existencia para el caso en que la ecuación
tiene coeficientes anaĺıticos). Sea x0 un número real, y supongamos que los
coeficientes a1(x), ..., an(x) que aparecen en la ecuación

L(y) = y(n) + a1(x)y(n−1) + ...+ an(x)y

tienen desarrollos en series de potencias convergentes en cierto entorno

|x− x0| < r0, r0 > 0.

Si α1, ..., αn son n constantes cualesquiera, entonces existe una solución φ del
problema

L(y) = 0, y(x0) = α1, ..., y
(n−1)(x0) = αn,

la cual admite un desarrollo en serie de potencias de la siguiente forma

φ(x) =

∞∑
k=0

ck(x− x0)k ,

que también converge para |x− x0| < r0. Los coeficientes ck vienen dados por

k!ck = αk+1, k = 0, 1, ..., n− 1,

y entonces para k ≥ n, ck puede calcularse en términos de c0, c1, ..., cn−1 susti-
tuyendo la serie φ(x) =

∑∞
k=0 ck(x− x0)k en la ecuación L(y) = 0.
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Demostración. Sólo haremos la demostración cuando n = 2 y x0 = 0, ya que pa-
ra este caso aparecen todas las ideas esenciales. Veamos primero unos resultados
sobre series de potencias que aplicaremos luego en la demostración.

1. Si tenemos dos series de potencias

∞∑
k=0

ckx
k,

∞∑
k=0

Ckx
k (x0 = 0)

y sabemos que

|ck| ≤ Ck, Ck ≥ 0 (k = 0, 1, 2, ...)

y que la serie
∞∑
k=0

Ckx
k

converge para |x| < r, r > 0, entonces la serie

∞∑
k=0

ckx
k

también converge para |x| < r.
2. Las series potenciales son uniforme y absolutamente convergentes en el inte-

rior de su intervalo de convergencia. Por tanto, las funciones que representan
son infinitamente derivables y sus derivadas se obtienen derivando término
a término las series correspondientes.

3. Si una serie
∞∑
k=0

αkx
k

es convergente para |x| < r0, entonces para todo x con |x| = r < r0, existe
una M constante, M > 0, tal que∣∣αkxk∣∣ = |αk| |x|k = |αk| rk ≤M, k = 0, 1, 2, ...

Para demostrar esto, vemos que si la serie es convergente para |x| = r, sus
términos deben tender a cero,∣∣αkxk∣∣ = |αk| rk −→ 0 , k −→∞.

En particular existe un entero N > 0 tal que

|αk| rk ≤ 1, (k > N).

Si ahora tomamosM =máx
{
|α0| , |α1| r, ..., |αN | rN , 1

}
, se verifica que rk |αk| ≤

M para todo k = 0, 1, 2, ...
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Consideramos ahora la ecuación

L(y) = y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0 , (1.1)

donde a(x) y b(x) son funciones anaĺıticas cuyos desarrollos en series de potencias
son

a(x) =

∞∑
k=0

αkx
k , b(x) =

∞∑
k=0

βkx
k (1.2)

convergentes en |x| < r0, r0 > 0.
Queremos determinar una solución φ de (1.1) que satisfaga las condiciones ini-
ciales

φ(0) = q1, φ
′(0) = q2,

con q1 y q2 dos constantes cualesquiera, y que sea de la forma

φ(x) =

∞∑
k=0

ckx
k.

Vamos a calcular ahora los valores ck, con k ≥ 2, ya que los dos primeros
coeficientes vienen determinados por los datos iniciales

c0 = q1 , c1 = q2.

Derivando,

φ′(x) =

∞∑
k=1

kckx
k−1 =

∞∑
k=0

(k + 1)ck+1x
k

φ′′(x) =

∞∑
k=2

k(k − 1)ckx
k−2 =

∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ck+2x
k

Seguidamente multiplicamos por a(x) y b(x), y sustituyendo en (1.1), obtenemos

∞∑
k=0

(k+2)(k+1)ck+2x
k+

∞∑
k=0

 k∑
j=0

αk−j(j + 1)cj+1

xk+

∞∑
k=0

 k∑
j=0

βk−jcj

xk =

=
∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ck+2 +
k∑
j=0

αk−j(j + 1)cj+1 +

k∑
j=0

βk−jcj

xk = 0

Aśı, ck debe satisfacer la siguiente relación

(k + 2)(k + 1)ck+2 = −
k∑
j=0

αk−j(j + 1)cj+1 + βk−jcj , k = 0, 1, 2, ... (1.3)
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Ahora debemos demostrar que si las ck, k ≥ 2, están definidas de esta forma, la
serie

∑∞
k=0 ckx

k es convergente para |x| < r0. Para ello usaremos los resultados
vistos al inicio de la demostración. Las series dadas en (1.2) son convergentes
para |x| = r, 0 < r < r0, por lo que debe existir una constante M > 0 tal que∣∣αjxj∣∣ = |αj | rj ≤M ,

∣∣βjxj∣∣ = |βj | rj ≤M , j = 0, 1, 2, ...

Usando esto en (1.3) vemos que

(k + 2)(k + 1) |ck+2| ≤
M

rk

k∑
j=0

[(j + 1) |cj+1|+ |cj |] rj ≤

≤ M

rk

k∑
j=0

[(j + 1) |cj+1|+ |cj |] rj +M |ck+1| r (1.4)

Definimos ahora unos nuevos coeficientes

C0 = |c0| , C1 = |c1| (1.5)

y Ck, con k ≥ 2, mediante

(k + 2)(k + 1)Ck+2 =
M

rk

k∑
j=0

[(j + 1)Cj+1 + Cj ] r
j +MCk+1r , (1.6)

donde k = 0, 1, 2, .... Verificaremos por inducción que

|ck| ≤ Ck , Ck ≥ 0 , k = 0, 1, 2, ...

O lo que es lo mismo,
Ck − |ck| ≥ 0

Podemos escribir

(k + 2)(k + 1)(Ck+2 − |ck+2|) ≥
M

rk

k∑
j=0

[(j + 1)(Cj+1 − |cj+1|) + (Cj − |cj |)]rj+

+M(Ck+1 − |ck+1|)r

Ya sabemos que |c0| ≤ C0 y |c1| ≤ C1. Si k = 0, sigue que

2(C2 − |c2|) ≥
M

r0
[(C1 − |c1|) + (C0 − |c0|)]r0 +M(C1 − |c1|)r = 0

por (1.5), por lo que C2 − |c2| ≥ 0 y, en consecuencia |c2| ≤ C2.
Supongamos que sea cierto para k, esto es,
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|ck+2| ≤ Ck+2

Para k + 1 tenemos:

(k+ 3)(k+ 2)(Ck+3− |ck+3|) ≥
M

rk+1

k+1∑
j=0

[(j+ 1)(Cj+1− |cj+1|) + (Cj − |cj |)]rj+

+M(Ck+2 − |ck+2|)r ,

cuyo segundo miembro es mayor o igual que cero, por las hipótesis de inducción.
Por tanto, Ck+3 − |ck+3| ≥ 0, es decir,

|ck+3| ≤ Ck+3 .

Aśı hemos verificado en cualquier caso que

|ck| ≤ Ck , Ck ≥ 0 , k = 0, 1, 2, ...

Para ver que la serie
∞∑
k=0

ckx
k

converge, por las consideraciones preliminares bastaŕıa ver para qué valores de
x la serie de términos positivos

∞∑
k=0

Ckx
k

converge.
Entonces, a partir de (1.6) tenemos

(k + 1)kCk+1 =
M

rk−1

k−1∑
j=0

[(j + 1)Cj+1 + Cj ]r
j +MCkr (1.7)

k(k − 1)Ck =
M

rk−2

k−2∑
j=0

[(j + 1)Cj+1 + Cj ]r
j +MCk−1r (1.8)

para valores grandes de k.
A partir de estas expresiones, multiplicando (1.7) por r y despejando en (1.8)
nos queda

r(k + 1)kCk+1 =
M

rk−2

k−2∑
j=0

[(j + 1)Cj+1 + Cj ]r
j +M(kCk + Ck−1)r +MCkr

2 =
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= k(k − 1)Ck −MCk−1r +MkCkr +MCk−1r +MCkr
2 =

= [k(k − 1) +Mkr +Mr2]Ck

Finalmente, por la prueba del cociente,∣∣∣∣Ck+1x
k+1

Ckxk

∣∣∣∣ =
k(k − 1) +Mkr +Mr2

r(k + 1)k
|x| −→ |x|

r

cuando k → ∞ y, por tanto, la serie
∑∞
k=0 Ckx

k converge para |x| < r. Esto
implica que la serie

∑∞
k=0 ckx

k también converge para |x| < r y, dado que
escogimos r como cualquier número con 0 < r < r0, queda demostrado que la
serie

∑∞
k=0 ckx

k converge para |x| < r0.

1.3. Polinomios de Legendre

1.3.1. Distintas formas de introducir los polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre se pueden definir de distintas maneras.

(a) Como soluciones de una ecuación diferencial

Nos planteamos el siguiente problema de valores en la frontera: hallar las
soluciones de la ecuación diferencial

(1− x2)y′′ − 2xy′ + λ(λ+ 1)y = 0 , −1 < x < 1 , (1.9)

de manera que permanezcan acotadas en x = −1 y x = 1, esto es, en los
extremos del intervalo. Aqúı λ denota un parámetro e y = y(x). La ecuación se
puede escribir, para x ∈ (−1, 1), en la forma

y′′ − 2x

1− x2
y′ +

λ(λ+ 1)

1− x2
y = 0 .

Fácilmente se comprueba que

a(x) =
−2x

1− x2
=

∞∑
k=0

−2x2k+1

b(x) =
λ(λ+ 1)

1− x2
=

∞∑
k=0

λ(λ+ 1)x2k ,
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convergiendo ambas series en (−1, 1). Aśı los coeficientes a(x) y b(x) son funcio-
nes anaĺıticas en el entorno del origen |x| < 1 y, por tanto, se puede aplicar el
Teorema 1.2. Este teorema nos garantiza que existen soluciones de (1.9) del tipo

ϕ(x) =

∞∑
k=0

ckx
k , (1.10)

que también converge en |x| < 1.
A fin de determinar los coeficientes ck, sustituimos (1.10) y sus derivadas en
(1.9) y obtenemos

λ(λ+ 1)

∞∑
k=0

ckx
k− 2

∞∑
k=0

kckx
k +

∞∑
k=0

(k+ 2)(k+ 1)ck+2x
k−

∞∑
k=0

k(k− 1)ckx
k = 0

Una vez unificados los exponentes de las potencias, llegamos a que

∞∑
k=0

[(k + 2)(k + 1)ck+2 + (λ+ k + 1)(λ− k)ck]xk = 0

Por el principio de identificación de series potenciales, se obtiene la relación de
recurrencia

(k + 2)(k + 1)ck+2 + (λ+ k + 1)(λ− k)ck = 0 , (1.11)

que permitirá expresar los coeficientes de ı́ndice par en términos de c0, y los de
ı́ndice impar en función de c1. En efecto,

c2 = − (λ+1)λ
2 c0

c3 = − (λ+2)(λ−1)
3·2 c1

c4 = (λ+3)(λ+1)λ(λ−2)
4·3·2 c0

c5 = (λ+4)(λ+2)(λ−1)(λ−3)
5·4·3·2 c1

Y, por un proceso inductivo, en general se tiene

c2n = (−1)n (λ+2n−1)···(λ+1)λ(λ−2)···(λ−2n+2)
(2n)! c0

c2n+1 = (−1)n (λ+2n)···(λ+2)(λ−1)(λ−3)···(λ−2n+1)
(2n+1)! c1

Sustituyendo en (1.10) se deduce que las soluciones de (1.9) son de la forma

ϕ(x) = c0ϕ1(x) + c1ϕ2(x) ,
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donde

ϕ1(x) = 1− (λ+ 1)λ

2!
x2 +

(λ+ 3)(λ+ 1)λ(λ− 2)

4!
x4 − ...

...+ (−1)n
(λ+ 2n− 1) · · · (λ+ 1)λ(λ− 2) · · · (λ− 2n+ 2)

(2n)!
x2n + ... (1.12)

y

ϕ2(x) = x− (λ+ 2)(λ− 1)

3!
x3 +

(λ+ 4)(λ+ 2)(λ− 1)(λ− 3)

5!
x5 − ...

...+ (−1)n
(λ+ 2n) · · · (λ+ 2)(λ− 1)(λ− 3) · · · (λ− 2n+ 1)

(2n+ 1)!
x2n+1 + ... (1.13)

Obsérvese que ϕ1(0) = 1, ϕ′1(0) = 0 y ϕ2(0) = 0, ϕ′2(0) = 1, por lo que ϕ1(x) y
ϕ2(x) forman un sistema fundamental. Por otra parte, ϕ1(x) y ϕ2(x) representan
en general funciones, no polinomios, emparentadas con las funciones de Legendre.
Los desarrollos en serie (1.12) y (1.13) no convergen en x = ±1, en general.
Sólo cuando λ = n, n ∈ N, los anteriores desarrollos en serie se truncan y se
convierten en sumas finitas; en otras palabras, surgen los polinomios de Legendre,
que śı cumplen las condiciones de frontera: siempre están acotados tanto en
x = −1 como en x = 1. Los primeros polinomios de Legendre son, para λ = 2n:

P ∗0 (x) = 1 , P ∗2 (x) = 1− 3x2 , P ∗4 (x) = 1− 10x2 +
35

3
x4...

Para λ = 2n− 1:

P ∗1 (x) = x , P ∗3 (x) = x− 5

3
x3 , P ∗5 (x) = x− 14

3
x3 +

21

5
x5...

(b) Mediante la fórmula de Rodrigues

Definimos los polinimos Pn(x) como

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n , n = 0, 1, 2, ... (1.14)

para valores arbitrarios reales o complejos de x. Los polinomios son:

P0(x) = 1 , P1(x) = x , P2(x) =
1

2
(3x2 − 1) , P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x) , ...
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los cuales se diferencian de los obtenidos en (a) en un factor multiplicativo. Por
ejemplo

P2(x) = −1

2
P ∗2 (x) , P3(x) = −3

2
P ∗3 (x) , ...

Veamos que, efectivamente, los polinomios en la forma definida por (1.14) son
solución de la ecuación diferencial de Legendre cuando λ = n ∈ N

(1− x2)y′′(x)− 2xy′(x) + n(n+ 1)y(x) = 0 (1.15)

Si hacemos u = 1
2nn! (x

2 − 1)n y derivamos respecto de x, tenemos

u′ =
n

2nn!
2x(x2 − 1)n−1 =

2xn

2nn!
(x2 − 1)n

1

(x2 − 1)
=⇒

=⇒ (x2 − 1)u′ =
2xn

2nn!
(x2 − 1)n = 2xnu

Por tanto, u cumple la ecuación diferencial

(x2 − 1)u′ − 2xnu = 0 (1.16)

Si derivamos en (1.16) n + 1 veces con respecto a x y aplicamos la regla de
Leibniz para la derivada de un producto, resulta

dn+1

dxn+1

[
(x2 − 1)u′

]
− 2n

dn+1

dxn+1
[xu] = 0

O lo que es lo mismo

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
(x2 − 1)(n+1−k)(u′)(k) − 2n

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
x(n+1−k)u(k) = 0

Entonces,

(x2−1)u(n+2)+(n+1)2xu(n+1)+
(n+ 1)n

2
2u(n)−2n

[
xu(n+1) + (n+ 1)u(n)

]
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ (x2 − 1)u(n+2) + 2xu(n+1) − n(n+ 1)u(n) = 0

Sustituyendo u por su valor en la expresión anterior, llegamos a que

(x2 − 1)
d2

dx2

(
dn

dxn

[
1

2nn!
(x2 − 1)n

])
+ 2x

d

dx

(
dn

dxn

[
1

2nn!
(x2 − 1)n

])
−

−n(n+ 1)
dn

dxn

[
1

2nn!
(x2 − 1)n

]
= 0

Y, finalmente, a la vista de la fórmula de Rodrigues,
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(1− x2)P ′′n (x)− 2xP ′n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0 ,

tal y como queŕıamos ver.
La fórmula de Rodrigues permite dar una expresión unificada de todos los polino-
mios de Legendre. Ciertamente, por la fórmula del binomio de Newton sabemos
que

(x2 − 1)n =

n∑
k=0

(−1)kn!

k!(n− k)!
x2n−2k

Derivando ahora n-veces, de acuerdo con (1.14) se obtiene

Pn(x) =

[n/2]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k ,

donde el śımbolo [α] denota la parte entera del número real α, es decir, el mayor
entero que es menor o igual que α. Los primeros términos de este polinomio
vienen dados aśı

Pn(x) =
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

n!

[
xn − n(n− 1)

2(2n− 1)
xn−2+

+
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2 · 4(2n− 1)(2n− 3)
xn−4 + ...

]
(1.17)

Observación 1.3. No existe contradicción entre los polinomios obtenidos en (b),
que denotamos por Pn(x), porque aśı aperecen en la literatura, y los derivados
antes en (a), que representábamos por P ∗n(x), ya que al ser la ecuación diferencial
homogénea el producto de una solución por cualquier constante sigue siendo
solución.

(c) A partir de la función generatriz

Sólo daremos unas ideas de la prueba de que

ω(x, t) = (1− 2xt+ t2)−1/2

es la función generatriz de los polinomios de Legendre, es decir,

ω(x, t) = (1− 2xt+ t2)−1/2 =

∞∑
n=0

Pn(x)tn (1.18)

Nos basaremos en el conocido desarrollo en serie de la binomial
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(1 + u)α =

∞∑
n=0

(
α

n

)
un , |u| < 1.

Para todo x ∈ [−1, 1] es posible elegir t suficientemente pequeño para que∣∣t2 − 2xt
∣∣ < 1. Entonces se tiene

(1− 2xt+ t2)−1/2 =

∞∑
n=0

(
−1/2

n

)
(t2 − 2xt)n =

= 1 +
1

2
t(2x− t) +

1

22
3

2
t2(2x− t)2 + ...+

+
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2nn!
tn(2x− t)n + ... =

= 1 +
1

2
(2xt− t2) +

3

22 · 2
t2(4x2 − 4xt+ t2) + ...+

+
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2nn!
tn
[
(2x)n − n(2x)n−1t− ...

]
+ ...

Ordenando por potencias de t se tiene que el coeficiente de t0 es 1, que es P0(x);
el coeficiente de t es 1

2 (2x) = x, que coincide con P1(x); el coeficiente de t2 es
− 1

2 + 3
22·2 (4x2) = 1

2 (3x2 − 1), que coincide con P2(x); el coeficiente de t3 es
1·3
222! (−4x)− 1·3·5

233! (−2x)3 = − 3
2x+ 5

2x
3 = 1

2 (5x3− 3x), que coincide con P3(x); y,
en general, el coeficiente de tn es

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2nn!
(2x)n − 1 · 3 · 5 · · · (2n− 3)

2n−1(n− 1)!

(n− 1)

1!
(2x)n−2+

+
1 · 3 · 5 · · · (2n− 5)

2n−2(n− 2)!

(n− 2)(n− 3)

2!
(2x)n−4 + ... =

=
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

n!

[
xn − n(n− 1)

2(2n− 1)
xn−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2 · 4(2n− 1)(2n− 3)
xn−4 + ...

]
,

que coincide con la expresión que define el polinomio de Legendre de grado n
dado por la fórmula de Rodrigues en (1.17).

1.3.2. Relaciones de recurrencia

Si derivamos la función generatriz ω(x, t) con respecto de t obtenemos la
ecuación

dω

dt
=

d

dt
[(1−2xt+t2)−1/2] = −1

2
(1−2xt+t2)−3/2(2t−2x) = (x−t)(1−2xt+t2)−1ω =⇒
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=⇒ (1− 2xt+ t2)
dω

dt
= (x− t)ω =⇒ (1− 2xt+ t2)

dω

dt
+ (t− x)ω = 0

Hab́ıamos visto que ω(x, t) =
∑∞
n=0 Pn(x)tn, por lo que podemos poner

(1− 2xt+ t2)

∞∑
n=0

nPn(x)tn−1 + (t− x)

∞∑
n=0

Pn(x)tn = 0

Y operando tenemos que

∞∑
n=−1

(n+ 1)Pn+1(x)tn − 2xn

∞∑
n=0

Pn(x)tn +

∞∑
n=1

(n− 1)Pn−1(x)tn+

+

∞∑
n=1

Pn−1(x)tn − x
∞∑
n=0

Pn(x)tn = 0

Si igualamos los coeficientes de tn a cero nos queda

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0 , n = 1, 2, ... (1.19)

El interés de esta fórmula de recurrencia es que relaciona tres polinomios de
Legendre con ı́ndices consecutivos. Luego, con esta expresión, se podŕıan calcular
los polinomios de Legendre empezando con P0(x) = 1 y P1(x) = x.
De manera similar, si ahora derivamos ω(x, t) con respecto a x

dω

dx
=

d

dx
[(1− 2xt+ t2)−1/2] = −1

2
(1− 2xt+ t2)−3/2(−2t) =

= t(1− 2xt+ t2)−1ω =⇒ (1− 2xt+ t2)
dω

dx
− tω = 0

Sustituyendo ω(x, t) =
∑∞
n=0 Pn(x)tn, se tiene

(1− 2xt+ t2)

∞∑
n=0

P ′n(x)tn −
∞∑
n=0

Pn(x)tn+1 = 0

Operando nos queda:

∞∑
n=−1

P ′n+1(x)tn+1 − 2x

∞∑
n=0

Pn(x)′tn+1 +

∞∑
n=1

P ′n−1(x)tn+1 −
∞∑
n=0

Pn(x)tn+1 = 0

Igualando los coeficientes de tn+1 a cero obtenemos

P ′n+1(x)− 2xP ′n(x) + P ′n−1(x)− Pn(x) = 0 , n = 1, 2, ... (1.20)

Ahora, derivando en (1.19) y restándole (1.20) multiplicada por n tenemos
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(n+ 1)P ′n+1(x)− (2n+ 1)Pn(x)− (2n+ 1)xP ′n + nP ′n−1(x)−

−[nP ′n+1(x)− 2xnP
′

n(x) + nP ′n−1(x)− nPn(x)] = 0 =⇒

=⇒ P ′n+1(x)− xP ′n(x) = (n+ 1)Pn(x) , n = 0, 1, 2, ... (1.21)

Análogamente, si ahora le restamos (1.20) multiplicada por (n+ 1), sigue

(n+ 1)P ′n+1(x)− (2n+ 1)Pn(x)− (2n+ 1)xP ′n + nP ′n−1(x)−

−[(n+ 1)P ′n+1(x)− 2x(n+ 1)P ′n(x) + (n+ 1)P ′n−1(x)− (n+ 1)Pn(x)] = 0 =⇒

=⇒ xP ′n(x)− P ′n−1(x) = nPn(x) , n = 1, 2, ... (1.22)

que son dos relaciones de recurrencia para la derivada. Sumando ambas expre-
siones, nos queda

P ′n+1(x)− P ′n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x) , n = 1, 2, ... (1.23)

Finalmente, si reemplazamos n por n− 1 en (1.21) tenemos

P ′n(x)− xP ′n−1(x) = nPn−1(x)

y al restarla con (1.22) multiplicada por x

(1− x2)P ′n(x) = nPn−1(x)− nxPn(x) , n = 1, 2, ... (1.24)

Esta última ecuación nos indica que la derivada de un polinomio de Legendre se
puede expresar también en términos de polinomios de Legendre.
Si ahora derivamos (1.24) respecto de x y usamos (1.22) para eliminar el término
P ′n−1(x), llegamos a la fórmula:

(1− x2)P ′′n (x)− 2xP ′n(x)− nP ′n−1(x) + nPn(x) + nxP ′n(x)−

−[nxP ′n(x)− nP ′n−1(x)− n2Pn(x)] = 0

En definitiva,

(1− x2)P ′′n (x)− 2xP ′n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0

y obtenemos la ecuación diferencial de Legendre.

Observación 1.4. Este resultado es importante porque nos dice que las soluciones
de la ecuación en diferencias finitas (1.19), que es lo que al fin de cuentas cons-
tituye una relación de recurrencia, satisfacen también la ecuación diferencial de
Legendre (1.15). Además, resulta otra v́ıa de introducir esta clase de polinomios.
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1.3.3. Ortogonalidad

En este párrafo estudiaremos la relación de ortogonalidad de los polinomios
de Legendre en el intervalo [−1, 1]. Recordemos que estos polinomios verifican
la ecuación diferencial

(1− x2)P ′′n (x)− 2xP ′n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0

o lo que es lo mismo,[
(1− x2)P ′n(x)

]′
+ n(n+ 1)Pn(x) = 0

Para probar esta propiedad, tomamos dos polinomios Pn(x) y Pm(x) tales que[
(1− x2)P ′n(x)

]′
+ n(n+ 1)Pn(x) = 0 (1.25)

y [
(1− x2)P ′m(x)

]′
+m(m+ 1)Pm(x) = 0 (1.26)

Multiplicando (1.25) por Pm(x), (1.26) por Pn(x) y restando ambas obtenemos[
(1− x2)(P ′m(x)Pn(x)− P ′n(x)Pm(x))

]′
= [n(n+ 1)−m(m+ 1)]Pm(x)Pn(x)

Integrando en ambos miembros entre −1 y 1, tenemos que

ˆ 1

−1

[
(1− x2)(P ′m(x)Pn(x)− P ′n(x)Pm(x))

]′
dx =

= [n(n+ 1)−m(m+ 1)]

ˆ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx

y como la integral del primer miembro es cero,

[n(n+ 1)−m(m+ 1)]

ˆ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx = 0

Si m 6= n entonces n(n + 1) −m(m + 1) = (n −m)(n + m + 1) 6= 0 y de aqúı
tenemos que ˆ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx = 0 , si m 6= n (1.27)

lo que nos dice que los polinomios de Legendre son ortogonales con función peso
ρ(x) = 1 en el intervalo [−1, 1].
También necesitaremos saber cuál es el valor de la integral (1.27) cuando m = n,
es decir, el valor de la integral



16 1 Caṕıtulo 1

ˆ 1

−1
P 2
n(x) , n = 0, 1, 2, ...

Para ello, usaremos la relación de recurrencia (1.19), que ya hemos visto, y
sustituyendo n por n− 1, queda

nPn(x)− (2n− 1)xPn−1(x) + (n− 1)Pn−2(x) = 0

Multiplicando este resultado por (2n+ 1)Pn(x) obtenemos

n(2n+1)P 2
n(x)−(2n−1)(2n+1)xPn(x)Pn−1(x)+(n−1)(2n+1)Pn(x)Pn−2(x) = 0

Ahora, multiplicamos (1.19) por (2n− 1)Pn−1(x)

(n+1)(2n−1)Pn−1(x)Pn+1(x)−(2n+1)(2n−1)xPn−1(x)Pn(x)+n(2n−1)P 2
n−1(x) = 0

y restando ambas expresiones sigue

n(2n+ 1)P 2
n(x) + (n− 1)(2n+ 1)Pn(x)Pn−2(x)−

−(n+ 1)(2n− 1)Pn−1(x)Pn+1(x)− n(2n− 1)P 2
n−1(x) = 0

Finalmente, integrando esta relación sobre el intervalo [−1, 1] y teniendo en

cuenta que
´ 1
−1 Pm(x)Pn(x)dx = 0 cuando m 6= n, tenemos que

n(2n+ 1)

ˆ 1

−1
P 2
n(x)dx+ (n− 1)(2n+ 1)

ˆ 1

−1
Pn(x)Pn−2(x)dx−

−(n+ 1)(2n− 1)

ˆ 1

−1
Pn−1(x)Pn+1(x)dx− n(2n− 1)

ˆ 1

−1
P 2
n−1(x)dx = 0

=⇒
ˆ 1

−1
P 2
n(x)dx =

2n− 1

2n+ 1

ˆ 1

−1
P 2
n−1(x)dx , n = 2, 3, ...

Repitiendo este proceso, llegamos a que

ˆ 1

−1
P 2
n(x)dx =

3

2n+ 1

ˆ 1

−1
P 2
1 (x)dx

y, como sabemos que P1(x) = x, entonces

ˆ 1

−1
x2dx =

[
x3

3

]1
−1

=
2

3

Por tanto,
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ˆ 1

−1
P 2
n(x)dx =

(
3

2n+ 1

)(
2

3

)
=

2

2n+ 1
, para n = 0, 1, 2, ...

ya que nos vale también para n = 0 y n = 1.
Concluimos que

ˆ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx =


2

2n+1 , si n = m

0 , si n 6= m
(1.28)

A partir de aqúı, vemos fácilmente que las funciones

ϕn(x) =

√
n+

1

2
Pn(x) , n = 0, 1, 2, ...

forman un sistema ortonormal en el intervalo [−1, 1].

1.4. Desarrollos en serie de Fourier-Legendre

En muchos problemas de matemáticas aplicadas se necesita desarrollar
una función real conocida f(x), definida en el intervalo (−1, 1), en una serie del
tipo

f(x) =

∞∑
n=0

cnPn(x) , −1 < x < 1 (1.29)

Por su analoǵıa con el más familiar y famoso desarrollo en serie de Fourier, en el
que se utiliza el sistema ortogonal de funciones trigonométricas seno y coseno, la
expresión (1.29) se denominará desarrollo en serie de Fourier-Legendre o, sim-
plemente, desarrollo en serie de Legendre. Su objetivo es desarrollar cierta clase
de funciones en series de polinomios de Legendre, es decir, tomar como sistema
ortogonal de referencia el constituido por dichos polinomios.
Los coeficientes cn se pueden determinar usando la propiedad de ortogonali-
dad de los polinomios de Legendre. Para ello, multiplicamos (1.29) por Pm(x),
integramos sobre el intervalo (−1, 1) y tenemos en cuenta (1.28). Operando for-
malmente se tiene

ˆ 1

−1
f(x)Pm(x)dx =

ˆ 1

−1

( ∞∑
n=0

cnPn(x)

)
Pm(x)dx =

=

∞∑
n=0

cn

ˆ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx =

2

2m+ 1
cm ,

de donde
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cn =
2n+ 1

2

ˆ 1

−1
f(x)Pn(x)dx , n = 0, 1, 2, ... (1.30)

Inmediatamente surgen las siguientes preguntas: ¿Qué funciones admiten un
desarrollo de este tipo? ¿Una vez calculados los coeficientes cn de acuerdo con
(1.30), la serie (1.29) “devuelve” f(x), esto es, converge a f(x)?
Nuestro objetivo es aclarar estas cuestiones, de forma muy particular, en lo que
sigue. Comenzamos enunciando un lema [4, pág. 54], que guarda cierto parecido
con el de Riemann-Lebesgue en la teoŕıa de las series de Fourier.

Lema 1.5. Sea una función real ϕ(x) continua en (−1, 1) tal que ϕ ∈ L2(−1, 1),
esto es, ˆ 1

−1
ϕ2(x)dx < ∞

Entonces

ĺım
n→∞

√
n+

1

2

ˆ 1

−1
ϕ(x)Pn(x)dx = 0 .

Ya estamos en condiciones de establecer el siguiente

Teorema 1.6. Supongamos que f ∈ C1([−1, 1]), es decir, f es derivable con
derivada continua en el intervalo [−1, 1]. Entonces la serie

∑∞
n=0 cnPn(x), con

coeficientes cn calculados como en (1.30), converge a f(x), −1 < x < 1.

Demostración. Obsérvese primeramente que, por las condiciones asumidas sobre
f(x), se garantiza de sobra la existencia de la integral del segundo miembro de
(1.30), por lo cual los coeficientes cn pueden ser calculados.
Considérese ahora la sucesión de sumas parciales de la serie (1.29) y definamos
Sm(x) como la suma de los primeros m + 1 términos de la serie de Legendre.
Teniendo en cuenta (1.30) podemos escribir

Sm(x) =

m∑
n=0

cnPn(x) =

m∑
n=0

(
n+

1

2

)
Pn(x)

ˆ 1

−1
f(y)Pn(y)dy =

=

ˆ 1

−1
f(y)Km(x, y)dy , (1.31)

donde

Km(x, y) =

m∑
n=0

(
n+

1

2

)
Pn(x)Pm(y) (1.32)

Es posible hallar una expresión más compacta de Km(x, y). Para ello multipli-
camos la relación de recurrencia (1.19) por Pn(y), obteniéndose

(n+ 1)Pn+1(x)Pn(y)− (2n+ 1)xPn(x)Pn(y) + nPn−1(x)Pn(y) = 0
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A continuación a la expresión anterior le restamos la misma con x e y intercam-
biados, resultando

(n+ 1)[Pn+1(x)Pn(y)− Pn+1(y)Pn(x)]− (2n+ 1)(x− y)Pn(x)Pn(y)+

+n[Pn−1(x)Pn(y)− Pn−1(y)Pn(x)] = 0

o lo que es lo mismo

(n+ 1)[Pn+1(x)Pn(y)− Pn+1(y)Pn(x)]− n[Pn−1(y)Pn(x)− Pn−1(x)Pn(y)] =

= (2n+ 1)(x− y)Pn(x)Pn(y)

Sumando desde n igual a 1 hasta m y teniendo presente que P0(x) = 1 y P1(x) =
x, se deduce

(x−y)

m∑
n=1

(2n+1)Pn(x)Pn(y) = (m+1)[Pm+1(x)Pm(y)−Pm+1(y)Pm(x)]−(x−y) ,

lo que entraña, si x 6= y, que

Km(x, y) =
m+ 1

2

Pm+1(x)Pm(y)− Pm+1(y)Pm(x)

x− y
(1.33)

Si integramos en (1.32) respecto de y y usamos (1.28), puesto que como P0(y) =
1, ˆ 1

−1
Pm(y)dy =

ˆ 1

−1
P0(y)Pm(y)dy =

{
0 , m 6= 0
2 , m = 0

se concluye que ˆ 1

−1
Km(x, y)dy = 1 (1.34)

Sea x un punto arbitrariamente fijado en (−1, 1). Entonces, de (1.31) y (1.34)
se infiere que

Sm(x)− f(x) =

ˆ 1

−1
Km(x, y)[f(y)− f(x)]dy =

=
m+ 1

2
Pm(x)

ˆ 1

−1
Pm+1(y)ϕ(x, y)dy − m+ 1

2
Pm+1(x)

ˆ 1

−1
Pm(y)ϕ(x, y)dy

(1.35)
Aqúı ϕ(x, y) es la función ϕ : [−1, 1]× [−1, 1] −→ R definida por

ϕ(x, y) =


f(y)−f(x)

y−x , y 6= x

f ′(x) , y = x
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Por las hipótesis realizadas sobre la función f(x), esta función ϕ(x, y) es continua
en [−1, 1] × [−1, 1] y, por tanto, acotada. En consecuencia, considerada como
función de y, satisface las condiciones del Lema 1.5 y se sigue inmediatamente

ĺım
m→∞

√
(m+ 1) +

1

2

ˆ 1

−1
Pm+1(y)ϕ(x, y)dy =

= ĺım
m→∞

√
m+

1

2

ˆ 1

−1
Pm(y)ϕ(x, y)dy = 0 (1.36)

Por otra parte, si tenemos en mente el desarrollo asintótico de los polinomios de
Legendre para grandes valores de n [4, pág. 53]

Pn(cosθ) ∼=
√

2

πnsenθ
sen

[(
n+

1

2

)
θ +

π

4

]
, (1.37)

n→∞, δ ≤ θ ≤ π − δ, se tiene que

m+ 1

2
√
m+ 3

2

Pm(x) = O(1) ,
m+ 1

2
√
m+ 1

2

Pm+1(x) = O(1) ,

es decir, estas expresiones están acotadas cuando m→∞.
Todas las anteriores consideraciones implican que el último miembro de (1.35)
se anula cuando m → ∞, pues ambos sumando son productos de términos que
permanecen acotados por expresiones que convergen a cero. Aśı pues, también
se tiene que ĺımm→∞[Sm(x)− f(x)] = 0 y, en definitiva, se ha establecido que

ĺım
m→∞

Sm(x) = f(x) ,

con lo que queda demostrada la convergencia de la serie (1.29).

1.5. Aplicaciones

Los polinomios de Legendre y el desarrollo en serie de Legendre aparecen en
numerosos problemas de la f́ısica-matemática, especialmente cuando se utilizan
coordenadas esféricas.
Recordemos que una función u = u(x, y, z) se dice que es armónica en cierto
dominio Ω ⊂ R3 si u ∈ C2(Ω) y satisface la ecuación de Laplace

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0

Sabemos que en coordenadas esféricas
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x = rsenθcosϕ
y = rsenθsenϕ
z = rcosθ

donde 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ θ ≤ π, −π < ϕ ≤ π, la ecuación de Laplace se reescribe
según

∆u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2senθ

∂

∂θ

(
senθ

∂u

∂θ

)
+

+
1

r2sen2θ

∂2u

∂ϕ2
= 0 , (1.38)

donde u = u(r, θ, ϕ). En el supuesto de que el problema que se aborda tenga
simetŕıa esférica, u no depende de ϕ y la ecuación (1.38) se simplifica, quedando

∆u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2senθ

∂

∂θ

(
senθ

∂u

∂θ

)
= 0 (1.39)

Si hacemos el cambio de variable x = cosθ y mantenemos r, (1.39) adopta la
forma

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂

∂x

[(
1− x2

) ∂u
∂x

]
= 0 , (1.40)

donde u = u(r, x). Por eso, nos planteamos a continuación resolver el problema
de Dirichlet: encontrar la función u = u(r, x) tal que

(i) u(r, x) es armónico en el dominio r < a, es decir, verifica la ecuación(
∂

∂r
r2
∂

∂r
+ L

)
u(r, x) = 0 , (1.41)

siendo L el operador

L =
∂

∂x
(1− x2)

∂

∂x

(ii) u(r, x) es continua en el dominio cerrado r ≤ a, −1 ≤ x ≤ 1.
(iii) u(r, x) satisface la condición de frontera

u(a, x) = f(x) , −1 ≤ x ≤ 1 ,

donde f(x) es continua en [−1, 1].

Busquemos una solución por el método de separación de variables, para lo cual
ponemos u(r, x) = R(r)X(x). Sustituyendo en la ecuación en derivadas parciales
(1.41), se obtiene

X(x)
∂

∂r

[
r2
∂

∂r
R(r)

]
+R(r)LX(x) = 0 ,
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que puede ser escrita en la forma

1

R(r)

∂

∂r

[
r2
∂R(r)

∂r

]
= −LX(x)

X(x)
,

lo cual es sólo posible si ambos miembros son iguales a una constante, sea λ. Aśı
se origina el par de ecuaciones diferenciales ordinarias

LX(x) + λX(x) = 0(
r2R′(r)

)′ − λR(r) = 0

Lo primero es la ecuación diferencial de Legendre

(1− x2)X ′′(x)− 2xX ′(x) + λX(x) = 0 , −1 < x < 1

Puesto que, por (ii), las soluciones deben ser acotadas, ello ocurre si λ = n(n+1),
n = 0, 1, 2, .... Entonces las soluciones son polinomios de Legendre de grado n,
esto es,

Xn(x) = Pn(x)

La segunda ecuación es de Euler

r2R′′(r) + 2rR′(r)− n(n+ 1)R(r) = 0 ,

cuya solución general es

R(r) = C1r
n + C2r

−n ,

siendo C1 y C2 constantes arbitrarias. La acotación exigida, en particular para
r = 0, entraña que C2 = 0, y queda

Rn(r) = C1r
n

La solución, por el principio de superposición de soluciones elementales, viene
dado por

u(r, x) =

∞∑
n=0

cnr
nPn(x)

De la condición de frontera sigue

u(a, x) =

∞∑
n=0

cna
nPn(x) = f(x)

Por el Teorema 1.6 se deduce que

cna
n =

2n+ 1

2

ˆ 1

−1
Pn(y)f(y)dy

La solución deseada viene suministrada por

u(r, x) =

∞∑
n=0

2n+ 1

2

( r
a

)n
Pn(x)

(ˆ 1

−1
Pn(y)f(y)dy

)
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Caṕıtulo 2

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se estudian las ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden con coeficientes variables y que poseen puntos singulares regulares.

En la segunda sección se clasifican y explica qué son los puntos singulares,
centrándonos en los regulares, que originan un marco de estudio análogo - aunque
mucho más dif́ıcil- que el visto en el caṕıtulo precedente. En el tercer apartado
se tratan las ecuaciones de Euler, que son las más sencillas que poseen un punto
singular regular.

El resultado fundamental de este caṕıtulo, el teorema de Frobenius, se
enuncia y demuestra en el párrafo cuarto. Este teorema da una respuesta tan
positiva como la desarrollada en el primer caṕıtulo, ya que garantiza que una
ecuación de este tipo tiene siempre soluciones y, además, señala cómo hallarlas,
si bien los problemas que se abordan ahora son mucho más complicados.

En la sección quinta se aplican estos resultados teóricos a la resolución
de la ecuación diferencial de Bessel de ı́ndice ν distinguiendo -primero- si dicho
parámetro es entero o no, y hallando -después- su solución general en una única
expresión. Aśı surgen las funciones de Bessel Jν(x) e Yν(x) de primera y segunda
clase, respectivamente, y de orden ν. Fijamos nuestra atención especialmente en
las de primera especie, presentando sus principales propiedades: relaciones de
recurrencia, ceros,...

En la última sección se comprueba que la familia de funciones de Bessel
(Jν(λna))n∈N, donde λn denota el n-ésimo cero positivo de la ecuación Jν(ax) =
0, a > 0, constituyen un sistema ortogonal en el intervalo (−a, a) con función
peso ρ(x) = x. Esta propiedad nos permitirá considerar los desarrollos en serie
de Fourier-Bessel. Concluye el caṕıtulo con una aplicación de estas series en la
resolución de un problema planteado mediante ecuaciones en derivadas parciales
cuando se usan coordenadas ciĺındricas.
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2.2. Puntos singulares

Consideramos nuevamente la ecuación

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + ...+ an−1(x)y′ + an(x)y = 0 (2.1)

cuyos coeficientes son anaĺıticos en un entorno de cierto x0. Diremos que x0 es
un punto singular si a0(x0) = 0. Además si la ecuación (2.1) se puede escribir
de la forma:

(x− x0)ny(n) + b1(x)(x− x0)n−1y(n−1) + ...+ bn−1(x)(x− x0)y′ + bn(x)y = 0

siendo b1, b2, ..., bn funciones anaĺıticas en un entorno de x0, se dirá que x0 es un
punto singular regular de (2.1). En los demás casos se llamará punto singular
irregular.
En particular, si las funciones bk(x) se pueden expresar como

bk(x) = (x− x0)kβk(x) , k = 1, 2, ..., n

con βk anaĺıticos en un entorno de x0, la ecuación anterior se transforma en

y(n) + β1(x)y(n−1) + ...+ βn−1(x)y′ + βn(x)y = 0

ecuación con coeficientes anaĺıticos ya estudiados en en Caṕıtulo 1. Es decir,
la ecuación (2.1) es una generalización de la ecuación de coeficientes anaĺıticos
analizada en el caṕıtulo anterior.

2.3. Ecuación de Euler

La ecuación de Euler es la más sencilla de las ecuaciones no consideradas
en el Caṕıtulo 1 que presenta un punto singular regular. Además, es un buen
ejemplo antes de abordar el caso más general. Nos limitaremos al estudio del
caso n = 2.
La ecuación de Euler de segundo orden es

L(y) = (x− x0)2y′′ + a(x− x0)y′ + by = 0

con a y b constantes. Se ve directamente que x0 es un punto singular regular.
Haciendo el cambio x = x − x0 podemos convertir la ecuación anterior en otra
similar con un punto singular en el origen. Por ello, estudiaremos la ecuación de
Euler de la siguiente manera

L(y) = x2y′′ + axy′ + by = 0 (2.2)

donde a y b son constantes. Buscamos soluciones de (2.2) de la forma
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y = xr

y supongamos x > 0. Entonces

y′ = rxr−1 , y′′ = r(r − 1)xr−2

y sustituyendo en (2.2), se tiene

L(xr) = [r(r − 1) + ar + b]xr

Llamamos ecuación indicial al polinomio:

p(r) = r(r − 1) + ar + b (2.3)

Por tanto, el resultado anterior lo podemos escribir como

L(xr) = p(r)xr (2.4)

Ahora diferenciaremos dos casos, según las ráıces de (2.3) sean distintas o iguales:
Si el polinomio indicial (2.3) tiene dos ráıces distintas, r1 6= r2, se obtienen
inmediatamente dos soluciones linealmente independientes

ϕ1(x) = xr1 , ϕ2(x) = xr2

En cambio, si r1 = r2, esto es, si r1 es una ráız doble, tendremos que proceder
de otra forma. En este caso p(r1) = 0 y p′(r1) = 0. Entonces, si derivamos en
(2.4) respecto de r, sigue que

∂

∂r
[L(xr)] =

∂

∂r
[p(r)xr]

L

[
∂

∂r
(xr)

]
= p′(r)xr + p(r)xrlnx

L(xrlnx) = p′(r)xr + p(r)xrlnx

y haciendo r = r1, tenemos que

L(xr1 lnx) = 0

Por tanto, tomaremos como soluciones las funciones

ϕ1(x) = xr1 , ϕ2(x) = xr1 lnx

que son linealmente independientes.
Por otra parte, para el caso x < 0, buscaremos soluciones de (2.2) de la forma

y = (−x)r

Resumiendo, hemos establecido lo siguiente:
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Proposición 2.1. La ecuación de Euler de segundo orden

x2y′′ + axy′ + by = 0,

donde a y b son constantes, admite la siguiente familia de soluciones fundamen-
tales en cualquier intervalo que no contenga a x = 0:

(i) Si r1 6= r2:
ϕ1(x) = |x|r1 , ϕ2(x) = |x|r2

(ii) Si r1 = r2:
ϕ1(x) = |x|r1 , ϕ2(x) = |x|r1 ln |x|

Observación 2.2. Estos resultados se pueden extender fácilmente a la ecuación
de Euler de orden n:

L(y) = xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + a2x

n−2y(n−2) + ...+ an−1xy
′ + any = 0 (2.5)

donde a1, a2, ..., an son constantes.

Observación 2.3. Las ecuaciones tipo Euler se reducen fácilmente a otras linea-
les con coeficientes constantes sin más que cambiar de variable independiente
mediante

x = et (⇐⇒ t = lnx)

2.4. Ecuaciones lineales de segundo orden con puntos
singulares regulares. Caso general

En lugar de la ecuación

(x− x0)2y′′ + a(x)(x− x0)y′ + b(x)y = 0,

que supondremos admite un punto singular regular en x = x0, consideraremos
la ecuación

x2y′′ + a(x)xy′ + b(x)y = 0 (2.6)

con un punto singular en el origen. Por tanto, a(x) y b(x) poseen desarrollos en
serie de potencias

a(x) =

∞∑
k=0

αkx
k , b(x) =

∞∑
k=0

βkx
k

convergentes en |x| < r0, r0 > 0. Si buscamos soluciones de (2.6) de la forma

y(x) = xr
∞∑
k=0

ckx
k =

∞∑
k=0

ckx
k+r = c0x

r + c1x
r+1 + ...+ ckx

r+k + ... (2.7)
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donde r y ck están a determinar, x > 0 y suponemos c0 6= 0*. Derivando tenemos

y′(x) =

∞∑
k=0

(k + r)ckx
k+r−1 = c0rx

r−1 + c1(r + 1)xr+

+c2(r + 2)xr+1 + ...+ ck(r + k)xk+r−1 + ... (2.8)

y′′(x) =

∞∑
k=0

(k + r)(k + r − 1)ckx
k+r−2 = c0r(r − 1)xr−2 + c1(r + 1)rxr−1+

+c2(r + 2)(r + 1)xr + ...+ ck(k + r)(k + r − 1)xk+r−2 + ... (2.9)

Sustituyendo en (2.6) y teniendo en cuenta los desarrollos en serie de a(x) y
b(x), resulta

c0r(r − 1)xr + c1(r + 1)rxr+1 + c2(r + 2)(r + 1)xr+2 + ...

...+ (α0 + α1x+ α2x
2 + ...)(c0rx

r + c1(r + 1)xr+1 + c2(r + 2)xr+2 + ...)+

+(β0 + β1x+ β2x
2 + ...)(c0x

r + c1x
r+1 + c2x

r+2 + ...) = 0

Si igualamos a cero las distintas potencias de x obetenemos la siguiente tabla

Potencia Coeficiente igualado a cero
xr [r(r − 1) + α0r + β0]c0 = 0

xr+1 [(r + 1)r + α0(r + 1) + β0]c1 + (rα1 + β1)c0 = 0

xr+2 [(r + 2)(r + 1) + α0(r + 2) + β0]c2 + [(r + 1)α1 + β1]c1 + (rα2 + β2)c0 = 0

...
...

xr+k p(r + k)ck + dk = 0

...
...

donde

p(r) = r(r − 1) + α0r + β0 = r(r − 1) + a(0)r + b(0) = 0 (2.10)

∗ Si el primer ck 6= 0 fuese cj quedaŕıa

y(x) = xr+j
∞∑

k=0

cj+kx
k = xr̄

∞∑
k=0

c̄kx
k , con c̄0 = cj 6= 0
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es la ecuación indicial, y

dk =

k−1∑
j=0

[(j + r)αk−j + βk−j ]cj (2.11)

La tabla anterior y (2.11) nos permiten determinar c1, c2, c3, ... en función de c0
y r. A las soluciones de ese sistema las denotamos C1(r), C2(r), C3(r), ... y a las
dk correspondientes, D1(r), D2(r), D3(r), .... Aśı tenemos, por ejemplo,

D1(r) = (rα1 + β1)c0 , C1(r) = − D1(r)

p(r + 1)

Y en general,

Dk(r) =

k−1∑
j=0

[(j + r)αk−j + βk−j ]Cj(r) (2.12)

Ck(r) = − Dk(r)

p(r + k)
, k = 1, 2, ... (2.13)

Obsérvese que los coeficientes Ck determinados de esta forma son funciones
racionales de r, ya que son cocientes de polinomios, y sólo dejan de estar definidas
cuando p(r+ k) = 0, para algún k = 1, 2, .... Pero esto únicamente es posible en
dos puntos ya que (2.10) es un polinomio de segundo grado.
Definamos

Y (x, r) = xr
∞∑
k=0

Ck(r)xk = c0x
r + xr

∞∑
k=1

Ck(r)xk (2.14)

Si la serie (2.14) converge en 0 < x < r0, y por (2.14), (2.12) y (2.13) tenemos:

L[Y (x, r)] = c0p(r)x
r (2.15)

Por tanto, si la expresión y(x) dada por (2.7) es una solución de (2.6), entonces
r debe ser una ráız de la ecuación indicial p(r) y los coeficientes ck vienen dados
por (2.13) como funciones de c0 y r. Rećıprocamente, si r es una ráız de p(r)
y los Ck(r) se pueden determinar, esto es, p(r + k) 6= 0 para cualquier k ∈ Z+,
entonces la función y(x) = Y (x, r) dada por (2.14) es una solución de (2.6)
independientemente de cual sea el valor de c0 que se elija y siempre que tal serie
sea convergente.
Llamamos r1 y r2 a las dos ráıces de (2.10), de modo que Re(r1) ≥ Re(r2). Es
obvio que p(r1 +k) 6= 0, k = 1, 2, ... y, por tanto, se pueden determinar todos los
coeficientes Ck(r1), k = 1, 2, .... Podemos tomar c0 = C0(r1) = 1 y obtener aśı
una primera solución de (2.6)
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y1(x) = xr1
∞∑
k=0

Ck(r1)xk , C0(r1) = 1 (2.16)

Para la otra ráız r2, r2 6= r1, supongamos también que p(r2 + k) 6= 0, para
cualquier k ∈ Z+. Análogamente podemos fijar c0 = C0(r2) = 1 y obtenemos
todas las restantes Ck(r2), llegando aśı a una segunda solución

y2(x) = xr2
∞∑
k=0

Ck(r2)xk , C0(r2) = 1 (2.17)

de (2.6). Nótese que

p(r2 + k) 6= 0 ⇐⇒ r1 6= r2 + k ⇐⇒ r1 − r2 6= k , k ∈ Z+

Hasta aqúı hemos supuesto que x > 0. Todo el proceso sigue siendo válido para
x < 0, ya que bastaŕıa con sustituir xr por (−x)r. En muchos casos, dependiendo
del valor de r, vale incluso si x = 0. Entonces, ya podemos enunciar el siguiente

Teorema 2.4 (Teorema de Frobenius). Dada la ecuación

x2y′′ + a(x)xy′ + b(x)y = 0 ,

donde a(x) y b(x) tienen desarrollos en series de potencias convergentes en |x| <
r0, r0 > 0, si r1, r2 (Re(r1) ≥ Re(r2)) denotan las ráıces del polinomio indicial

p(r) = r(r − 1) + a(0)r + b(0),

se tiene:

(i) Si r1 6= r2, r1 − r2 /∈ Z+:

y1(x) = |x|r1
∞∑
k=0

ck,1x
k (c0,1 = 1, ck,1 = Ck(r1))

e

y2(x) = |x|r2
∞∑
k=0

ck,2x
k (c0,2 = 1, ck,2 = Ck(r2))

son dos soluciones linealmente independientes de dicha ecuación en 0 <
|x| < r0, donde las series convergen para |x| < r0.

(ii) Si r1 = r2, es decir, ráız doble de la ecuación indicial, un conjunto funda-
mental de soluciones seŕıa

y1(x) = |x|r1
∞∑
k=0

ck(r1)xk (C0(r1) = 1)

y2(x) = |x|r1
∞∑
k=0

c′k(r1)xk + y1(x)(ln |x|),

en 0 < |x| < r0.



30 2 Caṕıtulo 2

(iii) Si r1 − r2 ∈ Z+:

y1(x) = |x|r1
∞∑
k=0

c̄k,1x
k (c̄0,1 6= 0)

e

y2(x) = |x|r2
∞∑
k=0

c̄k,2x
k+cy1(x)(ln |x|) (c̄0,2 6= 0 ∧ c = Cm(r2),m = r1−r2)

constituyen un sistema fundamental de soluciones de la ecuación diferencial
dada definidas en 0 < |x| < r0. Las series convergen en |x| < r0.

Los coeficientes ck,1, ck,2, ck, c̄k,1 y c̄k,2, aśı como c, se pueden calcular susti-
tuyendo directamente las expresiones que definen las soluciones en la ecuación
dada al principio.

Demostración. Fijémonos en el caso (i). Ya han sido encontradas un par de
soluciones (2.16) y (2.17) de la ecuación (2.6). Sólo falta probar su convergencia.
Como la estructura de las dos soluciones es la misma, nos limitaremos a probar
la convergencia de la serie presente en (2.16). Esta serie es de la forma

∞∑
k=0

Ck(r)xk (2.18)

cuyos coeficientes, de acuerdo con (2.12) y (2.13), se calculan recurrentemente a
partir de {

C0(r) = 1

p(r + k)Ck(r) = −
∑k−1
j=0 [(j + r)αk−j + βk−j ]Cj(r) ,

(2.19)

para k = 1, 2, 3, .... Puesto que las dos ráıces indiciales son distintas y r1 − r2 /∈
Z+, podemos escribir

p(r) = (r − r1)(r − r2) =⇒ p(r1 + k) = k(k + r1 − r2),

en consecuencia,
|p(r1 + k)| ≥ k(k − |r1 − r2|) , (2.20)

y determinar un entero N tal que

N − 1 ≤ |r1 − r2| < N

Por otra parte, sea ρ cualquier número tal que 0 < ρ < r0. Como las series
de potencias a(x) y b(x) convergen en |x| < r0, en particular son convergentes
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cuando |x| = ρ. Luego, según el punto (3) de la demostración del Teorema 1.2,
existe una M > 0 de modo que

|αj | ρj ≤M , |βj | ρj ≤M (j = 0, 1, 2, ...)

Llevando esto a (2.19) y haciendo r = r1, tenemos

|p(r1 + k)| |Ck(r1)| ≤
k−1∑
j=0

[(j + |r1|)Mρj−k +Mρj−k] |Cj(r1)|

Esto es, por (2.20),

k(k − |r1 − r2|) |Ck(r1)| ≤M
k−1∑
j=0

(j + 1 + |r1|)ρj−k |Cj(r1)| (2.21)

Ahora introducimos una sucesión de números reales no negativos γ0, γ1, γ2, ...,
como sigue

γ0 = C0(r1) = 1 , γk = |Ck(r1)| (k = 1, 2, ..., N − 1)

y

k(k − |r1 − r2|)γk = M

k−1∑
j=0

(j + 1 + |r1|)ρj−kγj (k = N,N + 1, ...) (2.22)

Con estos coeficientes construimos la serie potencial

∞∑
k=0

γkx
k (2.23)

Esta serie tiene todos sus coeficientes γk ≥ 0. Además,

γk ≥ |Ck(r1)| , k = 1, 2, ..., N − 1

Sigue de (2.21) y (2.22)

k(k−|r1 − r2|)(γN−|CN (r1)|) ≥M
N−1∑
j=0

(j+1+|r1|)ρj−k(γj−|Cj(r1)|) = 0 =⇒

=⇒ γN − |CN (r1)| ≥ 0 =⇒ γN ≥ |CN (r1)|

Y, mediante un proceso inductivo, para k > N se tiene

k(k−|r1 − r2|)(γk−|Ck(r1)|) ≥M
k−1∑
j=0

(j+ 1 + |r1|)ρj−k(γj −|Cj(r1)|) ≥ 0 =⇒
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=⇒ γk − |Ck(r1)| ≥ 0 =⇒ γk ≥ |Ck(r1)| , k ≥ N

Siempre se cumple que γk ≥ |Ck(r1)|. Además, la serie (2.18) está mayorada por
la serie (2.23)

∞∑
k=0

|Ck(r1)| |x|k ≤
∞∑
k=0

γk |x|k (2.24)

Veamos dónde converge esta última. De (2.22) con k+ 1 en lugar de k, tenemos

(k + 1)(k + 1− |r1 − r2|)γk+1 = M

k∑
j=0

(j + 1 + |r1|)ρj−k−1γj =

= M(k + 1 + |r1|)ρ−1γk +Mρ−1
k−1∑
j=0

(j + 1 + |r1|)ρj−kγj

y, por (2.22), esta última expresión vale

M(k + 1 + |r1|)ρ−1γk + ρ−1k(k − |r1 − r2|)γk =

= ρ−1[k(k − |r1 − r2|) +M(k + 1 + |r1|)]γk
Entonces,

γk+1

γk
=
k(k − |r1 − r2|) +M(k + 1 + |r1|)

ρ(k + 1)(k + 1− |r1 − r2|)
siempre que k ≥ N . Teniendo en cuenta el resultado anterior, el criterio del
cociente nos da que∣∣∣∣γk+1x

k+1

γkxk

∣∣∣∣ =
γk+1

γk
|x| = k(k − |r1 − r2|) +M(k + 1 + |r1|)

ρ(k + 1)(k + 1− |r1 − r2|)
|x| −→

−→ |x|
ρ

, k −→∞.

Aśı pues, la serie (2.23) converge si |x|ρ < 1⇔ |x| < ρ,∀ρ, 0 < ρ < r0.

En definitiva, la serie (2.23) converge si |x| < r0. A la vista de (2.24), la serie
(2.18) también convergerá para x tales que |x| < r0, al menos.
Sin más que sustituir r1 por r2 en todo el proceso anterior, probamos que

∞∑
k=0

Ck(r2)xk

también converge en |x| < r0.
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2.4.1. Casos excepcionales

El primer caso excepcional que estudiaremos se presenta cuando r1 = r2,
es decir, ráız indicial doble. En este caso, el método anterior sólo nos da una
solución

y1(x) = |x|r1
∞∑
k=0

Ck(r1)xk

Para obtener la segunda solución, partimos de (2.15)

L[Y (x, r)] = c0p(r)x
r , x > 0

Derivando respecto de r

∂

∂r
L[Y (x, r)] = c0(p′(r)xr + p(r)xrlnx)

L

[
∂

∂r
Y (x, r)

]
= c0(p′(r) + p(r)lnx)xr

Haciendo r = r1, c0 = 1 y teniendo en cuenta que p(r1) = 0 y p′(r1) = 0, se
llega a que

L

[
∂

∂r
Y (x, r1)

]
= 0

En otras palabras,

y2(x) =
∂

∂r
Y (x, r1)

es la otra solución. Si derivamos respecto de r en (2.14) y hacemos r = r1,
obtenemos otra expresión de y2(x), x > 0

∂

∂r
Y (x, r) = xr1

∞∑
k=0

C ′k(r1)xk + xr1(lnx)

∞∑
k=0

Ck(r1)xk =

= xr1
∞∑
k=1

C ′k(r1)xk + y1(x)lnx ,

ya que C0(r) = 1 ⇒ C ′0(r1) = 0. Aśı pues, en 0 < |x| < r0, la segunda solución
es

y2(x) = |x|r1
∞∑
k=1

C ′k(r1)xk + y1(x)ln |x| .

El segundo caso excepcional se presenta cuando la diferencia de ráıces
indiciales es un entero positivo, es decir, r1 − r2 ∈ Z+, y sea r1 − r2 = m ∈ Z+,
entonces

r1 = r2 +m



34 2 Caṕıtulo 2

La primera solución, la correspondiente a r1 (Re(r1) ≥ Re(r2)), se calcula como
antes

y1(x) = |x|r1
∞∑
k=0

Ck(r1)xk

Pero al calcular los coeficientes Ck(r2) para la segunda solución mediante (2.12)-
(2.13), fijado C0 nos encontramos con que se pueden determinar

C1(r2), C2(r2), ..., Cm−1(r2),

pero se presentan dificultades al hallar

Cm(r2) = − Dm(r2)

p(r2 +m)
(2.25)

ya que p(r2 + m) = p(r1) = 0 y la expresión (2.25) no tiene sentido, a menos
que Dm(r2) = 0.
Obsérvese que

p(r) = (r − r1)(r − r2) =⇒ p(r +m) = (r − r2)(r +m− r2)

Si Dm(r) tiene el factor r − r2, se puede simplificar en

Cm(r) = − Dm(r)

p(r +m)

dicho factor, y aśı Cm(r2) es finito, al igual que

Cm+1(r2), Cm+2(r2), ...

Tendŕıamos aśı la solución

y2(x) = xr2
∞∑
k=0

Ck(r2)xk , C0(r2) = 1

Ahora habŕıa que ver que pasa si Dm(r) no tuviese el factor r − r2.
Una forma de conseguir que siempre sea Dm(r2) = 0 es eligiendo

C0(r) = r − r2

En efecto,Dk(r) es un polinomio homogéneo de grado uno en C0(r), C1(r), ..., Ck−1(r)
y, por consiguiente, tiene en común el factor r − r2. De este modo podŕıamos
determinar todos los coeficientes Cm(r2) y escribir

ϕ(x, r) = xr
∞∑
k=0

Ck(r)xk , C0(r) = r − r2 (2.26)
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Entonces ahora (2.15) será

L[ϕ(x, r)] = (r − r2)p(r)xr (2.27)

Si hacemos r = r2 tenemos L[ϕ(x, r)] = 0, por lo que formalmente

y = ϕ(x, r2) (2.28)

es una solución de (2.6). Pero

C0(r2) = C1(r2) = ... = Cm−1(r2) = 0, (2.29)

por lo que la serie presente en (2.27)-(2.28) comienza con la m-ésima potencia
de x.
Además, una vez calculado Cm(r2), donde simplificamos el factor r− r2 y hace-
mos r = r2, es decir,

Cm(r2) = −
∑m−1
j=0 [(j + r2)αm−j + βm−j ]C

∗
j (r2)

r1 − r2
vemos que

Cm+l(r2) = Cl(r1)Cm(r2) (2.30)

Teniendo en cuenta (2.29) y (2.30) en (2.26)-(2.28), resulta la solución

y = ϕ(x, r2) = xr2
∞∑
k=0

Ck(r2)xk = xr2
∞∑
k=m

Ck(r2)xk =

= xr2
∞∑
k=0

Cm+k(r2)xm+k = xr2+m
∞∑
k=0

Cm(r2)Ck(r1)xk =

= Cm(r2)xr1
∞∑
k=0

Ck(r1)xk = Cm(r2)y1(x) (2.31)

En otras palabras, la solución (2.26)-(2.28) es un múltiplo constante de la solu-
ción ya obtenida y1(x). No nos sirve, por lo que tenemos que buscar otra manera
para hallar una segunda solución. Si derivamos en (2.27) respecto de r nos queda

∂

∂r
L[ϕ(x, r)] = L

[
∂

∂r
ϕ(x, r)

]
=

= p(r)xr + (r − r2)[p′(r) + xrlnx]xr

Y haciendo r = r2

L

[
∂

∂r
ϕ(x, r2)

]
= 0
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Aśı que ∂
∂rϕ(x, r2) es una segunda solución de (2.6) que adopta la forma

y2(x) =
∂ϕ(x, r2)

∂r
= xr2

∞∑
k=0

C ′k(r2)xk + (lnx)xr2
∞∑
k=0

Ck(r2)xk,

donde C0(r) = r − r2 y, por tanto, C ′0(r2) = 1. Por (2.31), la solución se puede
expresar mejor como sigue

y2(x) = xr2
∞∑
k=0

C ′k(r2)xk + cy1(x)(lnx),

siendo y1(x) la primera solución, que ya calculamos por el procedimiento habi-
tual, y c = Cm(r2) con m = r1 − r2.
Habitualmente se busca una segunda solución de la forma

y2(x) = xr2
∞∑
k=0

c̄k,2x
k + cy1(x)(lnx)

y se calculan los coeficientes c̄k,2 y la constante c sustituyendo directamente en
la ecuación (2.6).

En todo lo que procede hemos supuesto que x > 0. El razonamiento es
igualmente válido para x < 0.

2.5. Funciones de Bessel

Un ejemplo ilustrativo de la teoŕıa desarrollada en el párrafo anterior lo
proporciona la determinación de las soluciones de la ecuación de Bessel

d2y

dx2
+

1

x

dy

dx
+

(
1− ν2

x2

)
y = 0 , (2.32)

donde y = y(x), x 6= 0 y el orden ν es un parámetro que supondremos real. Esta
ecuación se puede escribir de la forma

L[y(x)] = x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0 (2.33)

Nótese que esta ecuación posee un punto singular en el origen, que es regular
ya que los coeficientes a(x) = 1 y b(x) = x2 − ν2 son anaĺıticos en x = 0, con
desarrollos en serie válidos en todo R. De acuerdo con el teorema de Frobenius,
la ecuación (2.32) admitirá soluciones que son anaĺıticas también en 0 < |x| < X,
para todo X ∈ R, X > 0.
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2.5.1. Resolución de la ecuación diferencial de Bessel mediante
desarrollos en serie

El polinomio indicial, en este caso, es

p(r) = r(r − 1) + a(0)r + b(0) = r(r − 1) + r − ν2 = r2 − ν2 , (2.34)

cuyas ráıces son r1 = ν y r2 = −ν. Primeramente buscaremos la solución co-
rrespondiente a r1 = ν y suponemos x > 0. El citado teorema de Frobenius nos
garantiza que existe una solución de la forma

y1(x) = xν
∞∑
k=0

ckx
k =

∞∑
k=0

ckx
k+ν ,

con c0 6= 0. Derivando, sustituyendo en (2.33) y agrupando los coeficientes de
las potencias de igual grado, queda

(ν2 − ν + ν − ν2)c0x
ν +

[
(ν + 1)2 − ν2

]
c1x

ν+1+

+

∞∑
k=2

{[
(k + ν)

2 − ν2
]
ck + ck−2

}
xν+k = 0 ,

esto es,

0 · c0 +
[
(ν + 1)2 − ν2

]
c1x+

∞∑
k=2

{[
(k + ν)

2 − ν2
]
ck + ck−2

}
xk = 0

De aqúı se infiere que c0 puede tomar cualquier valor y que[
(ν + 1)2 − ν2

]
c1 = (2ν + 1)c1 = 0

Si ν 6= − 1
2 , entonces c1 = 0. En general,[

(k + ν)
2 − ν2

]
ck + ck−2 = 0 (2.35)

De esta relación de recurrencia se deduce que todos los coeficientes de ı́ndice
impar son nulos: c1 = c3 = c5 = ... = 0. En cambio, para los pares, se obtiene
fácilmente a partir de (2.35) que

c2 = − c0
22(ν + 1)

, c4 =
c0

242!(ν + 1)(ν + 2)
, ...

En general,

c2m =
(−1)mc0

2mm!(ν + 1)(ν + 2) · · · (ν +m)
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Esta primera solución queda aśı

y1(x) = c0x
ν + c0x

ν
∞∑
k=1

(−1)kx2k

22kk!(ν + 1)(ν + 2) · · · (ν + k)

En la literatura matemática, aprovechando la indeterminación de c0, se suele
tomar

c0 =
1

2νΓ (ν + 1)
,

donde Γ (z) denota la función Gamma. De este modo se ha llegado a

y1(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ (ν + k + 1)

(x
2

)ν+2k

,

función conocida como función de Bessel de primera clase y orden ν, que se
representará por

Jν(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ (ν + k + 1)

(x
2

)ν+2k

(2.36)

Aplicando el criterio del cociente, la razón en valor absoluto entre dos términos
consecutivos para |x| ≤ X (X > 0 arbitrariamente grande) es

|x|2

4(k + 1) |k + 1 + ν|
≤ X2

4(k + 1) |k + 1 + ν|
−→ 0

cuando k →∞. Por tanto, la serie (2.36) converge uniforme y absolutamente en
0 < |x| ≤ X, para todo X > 0, y, cuando ν ≥ 0, en |x| ≤ X. Este resultado es
coherente con lo que se esperaba del teorema de Frobenius.
Para la segunda ráız caracteŕıstica se obtiene análogamente la solución

J−ν(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ (−ν + k + 1)

(x
2

)−ν+2k

(2.37)

Cuando ν no es un número entero, como veremos a continuación, las funciones
de Bessel Jν(x) y J−ν(x) son linealmente independientes, ya que en el origen se
comportan

Jν(x) ∼=
(x/2)ν

Γ (1 + ν)
, J−ν(x) ∼=

(x/2)−ν

Γ (1− ν)
(2.38)

y aśı, para ν 6= 0, una se hace cero y otra tiende a infinito, mientras que para
ν = 0 coinciden obviamente. En esta situación la solución general de la ecuación
(2.32) es

y(x) = C1Jν(x) + C2J−ν(x) , (2.39)

donde C1 y C2 representan constantes arbitrarias cada vez que comparezcan.
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Observación 2.5. Se gana mucho cuando se trabaja en el plano complejo, en cuyo
caso la función de Bessel Jν(z) es una función anaĺıtica de la variable z en todo
el plano complejo cortado a lo largo del semieje (−∞, 0], mientras que resulta
ser una función entera de su orden ν. En este trabajo estudiaremos sólo el caso
real.

Ahora consideremos el caso en el que ν es un número entero. Primero
veamos qué soluciones nos aparecen cuando ν = 0. El polinomio indicial (2.34)
se reduce a p(r) = r2 = 0, que posee la ráız doble r = 0. Directamente sólo es
posible obtener una solución y = ϕ1(x), a saber, la función de Bessel de primera
clase y orden cero

J0(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2

(x
2

)2k
, (2.40)

que se obtiene de (2.36) o (2.37) poniendo ν = 0. La segunda solución y = ϕ2(x)
viene dada por [3]

y0(x) = −
∞∑
k=1

(
1 +

1

2
+ ...+

1

k

)
(−1)k

(k!)2

(x
2

)2k
+ J0(x)lnx , x > 0.

Sin embargo, en la literatura matemática [4] se suele tomar como segunda solu-
ción la siguiente combinación lineal de J0(x) e y0(x)

Y0(x) =
2

π

[(
γ − lnx

2

)
J0(x) + y0(x)

]
,

siendo γ = 0′5772... la constante de Euler-Mascheroni. Aśı,

Y0(x) =
2

π

[(
γ + ln

x

2

)
J0(x) +

∞∑
k=1

(
1 +

1

2
+ ...+

1

k

)
(−1)k+1

(k!)2

(x
2

)2k]
,

que se denomina función de Bessel de segunda clase y orden cero. Obsérvese que
J0(0) = 1 mientras que Y0(x)→ −∞ cuando x→ 0+. Consecuentemente, J0(x)
e Y0(x) son linealmente independientes y la solución general de (2.33) cuando
ν = 0 es

y(x) = C1J0(x) + C2Y0(x) , x > 0 .

El caso en el que ν sea un entero no nulo, ν = n 6= 0, la ecuación de Bessel es

L[y(x)] = x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0 (2.41)

y las ráıces caracteŕısticas son r1 = n y r2 = −n. Pero no es ĺıcito tomar como
segunda solución y = ϕ2(x) = J−n(x) (n entero, n > 0), ya que por definición

J−n(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ (−n+ k + 1)

(x
2

)−n+2k

=



40 2 Caṕıtulo 2

=

n−1∑
k=0

(−1)k

k!Γ (−n+ k + 1)

(x
2

)−n+2k

+

∞∑
k=n

(−1)k

k!Γ (−n+ k + 1)

(x
2

)−n+2k

Como quiera que 1
Γ (−n+k+1) = 0, k = 0, 1, ...n−1 [4, pág. 3], el primer sumatorio

se anula y resta, efectuando el cambio de ı́ndice p = k − n,

J−n(x) =

∞∑
k=n

(−1)k

k!Γ (−n+ k + 1)

(x
2

)−n+2k

=

=

∞∑
p=0

(−1)p+n

(p+ n)!p!

(x
2

)n+2p

= (−1)nJn(x) ,

esto es,
J−n(x) = (−1)nJn(x)

Por consiguiente, Jn(x) y J−n(x) no son linealmente independientes, y tenemos
que hallar una segunda solución que forme con Jn(x) un sistema fundamental
para la ecuación (2.41). Dicha solución viene dada por [3]

yn(x) = −1

2

(x
2

)−n n−1∑
j=0

(n− j − 1)!

j!

(x
2

)2j
− 1

2

1

n!

(
1 +

1

2
+ ...+

1

n

)(x
2

)2n
−

−1

2

∞∑
m=1

(−1)m

m!(m+ n)!

[(
1 +

1

2
+ ...+

1

m

)
+

(
1 +

1

2
+ ...+

1

n+m

)](x
2

)n+2m

+

+Jn(x)lnx

Sin embargo, como ocurŕıa en el caso ν = 0, en la literatura [4] es más habitual
hallar esta segunda solución en la forma

Yn(x) =
2

π
[(γ − ln2) Jn(x) + yn(x)]

que sigue siendo solución de (2.41), al ser esta ecuación lineal y venir Yn(x)
expresada como una combinación lineal de soluciones de la misma. Haciendo
cuentas, Yn(x) adopta la forma

Yn(x) =
2

π
Jn(x)ln

x

2
− 1

π

n−1∑
j=0

(n− j − 1)!

j!

(x
2

)2j−n
−

− 1

π

∞∑
m=0

(−1)m

m!(m+ n)!
[Ψ(m+ 1) + Ψ(m+ n+ 1)]

(x
2

)n+2m

, x > 0, (2.42)
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que se conoce como función de Bessel de segunda clase y orden entero n. Aqúı
Ψ(z) representa la función derivada logaŕıtmica de Γ (z).
Fácilmente se ve que

Y0(x) ∼=
2

π
ln
x

2
, x −→ 0+

Yn(x) ∼= −
(n− 1)!

π

(x
2

)−n
, x −→ 0+ , n = 1, 2, ... ,

lo que demuestra que Yn(x) → −∞, si x → 0+, mientras que J0(0) = 1 y
Jn(0) = 0, n = 1, 2, .... Por lo tanto hemos construido dos soluciones linealmente
independientes de la ecuación de Bessel (2.41). Su solución general es

y(x) = C1Jn(x) + C2Yn(x) , x > 0 ,

siendo C1 y C2 constantes arbitrarias.
Recapitulando lo tratado anteriormente, la solución de la ecuación de Bes-

sel (2.33) es
y(x) = C1Jν(x) + C2J−ν(x) , ν /∈ Z

y(x) = C1Jn(x) + C2Yn(x) , ν ∈ Z

Se puede dar una única fórmula para la solución general, si se introduce la
segunda solución mediante

Yν(x) =
Jν(x)cosπν − J−ν(x)

senπν
, (2.43)

donde ν /∈ Z, y se sobreentiende que

Yn(x) = ĺım
ν→n

Yν(x) (2.44)

cuando ν ∈ Z. A la función Yν(x) se la denomina, como en el caso ν = n ∈ Z,
función de Bessel de segunda clase y orden ν.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ν ≥ 0. Es obvio que (2.43) sa-
tisface la ecuación (2.33), pues Yν(x) es una combinación lineal de las soluciones
Jν(x) y J−ν(x) de dicha ecuación. Que Jν(x) e Yν(x) son linealmente indepen-
dientes se deduce de los comportamientos de estas funciones cuando x → 0+:
mientras que Jν(x) = 1, si ν = 0, o Jν(x) = 0, si ν > 0, Yν(x) se hace infinita

por la presencia del factor (x/2)−ν

Γ (1−ν) en J−ν(x). Por tanto, la solución general de

la ecuación de Bessel (2.33) es

y(x) = C1Jν(x) + C2Yν(x) .
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Observación 2.6. A las funciones que son soluciones de la ecuación diferencial
(2.33), es decir, a las funciones de la forma C1Jν(x) + C2Yν(x) se las conoce
como funciones ciĺındricas y se representan aśı

Zν(x) = C1Jν(x) + C2Yν(x)

Como veremos en la última sección, estas funciones aparecen en la resolución
de distintos problemas planteados mediante ecuaciones en derivadas parciales al
utilizar coordenadas ciĺındricas.

2.5.2. Otras propiedades

Hemos visto que la serie que define la función Jν(x) se puede derivar las
veces que se quiera. Luego, multiplicándola por xν , se deduce

d

dx
[xνJν(x)] =

∞∑
k=0

(−1)k(2ν + 2k)

k!Γ (ν + k + 1)
x2ν+2k−1 1

2ν+2k
=

= xν
∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ [k + (ν − 1) + 1]

(x
2

)ν−1+2k

,

o lo que es lo mismo
d

dx
[xνJν(x)] = xνJν−1(x) (2.45)

Análogamente se obtiene

d

dx

[
x−νJν(x)

]
= −x−νJν+1(x) (2.46)

Si se efectuán las derivadas en los primeros miembros de (2.45) y (2.46) se infiere
de la primera que

J ′ν(x) +
ν

x
Jν(x) = Jν−1(x)

y de la segunda

J ′ν(x)− ν

x
Jν(x) = −Jν+1(x) (2.47)

Si entre estas dos ecuaciones eliminamos J ′ν(x) resulta la relación

Jν−1(x) + Jν+1(x) =
2ν

x
Jν(x) , (2.48)

mientras que si eliminamos Jν(x) se tiene

Jν−1(x)− Jν+1(x) = 2J ′ν(x)
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Para ν = n entero positivo, (2.48) se convierte en una relación de recurrencia

Jn−1(x) + Jn+1(x) =
2n

x
Jn(x)

que permite expresar cualquier función de Bessel Jn(x), n ≥ 2, en términos de
J0(x) y J1(x).

Observación 2.7. La función de Bessel Yν(x) de segunda clase y orden ν verifica
todas las relaciones anteriores, como es fácil mostrar.

Finalmente, comentaremos algunas propiedades de los ceros de las fun-
ciones de Bessel Jν(x). A partir de este momento consideramos x > 0, a veces
x ≥ 0, cuando Jν(x) tiene sentido en x = 0; y también supondremos ν ≥ 0.
En estas condiciones, la función Jν(x) posee infinitos ceros reales simples, excep-
to quizás el cero. Si denotamos por jν,n el n-ésimo cero de esta función (cuando
no haya confusión, indicaremos sencillamente jn) se cumple

(a) 0 < jν,1 < jν,2 < ... < jν,n < ...
(b) jν,n −→ +∞, cuando n −→∞.
(c) jν,n+1−jν,n 6= jν,n−jν,n−1, n = 2, 3, ..., pero jν,n+1−jν,n −→ π, si n −→∞.

Es decir, los ceros de Jν(x) no son equidistantes, como sucede con las funcio-
nes trigonométricas senx y cosx, cuyos ceros guardan siempre la distancia
π. Sin embargo, a medida que aumenta n, la distancia entre dos ceros con-
secutivos de la función de Bessel Jν(x) se aproximan a π.

(d) Los ceros de las funciones de Bessel Jν(x) y Jν+1(x) se intercalan, de mo-
do que entre dos ceros consecutivos de Jν(x) se encuentra sólo un cero de
Jν+1(x); y, rećıprocamente, entre dos ceros consecutivos de Jν+1(x) hay un
único cero de Jν(x). Estas dos funciones sólo pueden tener quizás un cero
común en x = 0. Este resultado es válido también para Jν(x) y Jν+m(x),
m = 1, 2, 3, ....

2.6. Series de Fourier-Bessel. Aplicaciones

Comenzamos esta sección deduciendo la integral del producto de dos fun-
ciones de Bessel del mismo orden. Para ello, utilizando (2.45) y (2.46), se tienen
sin dificultad

∂

∂u
[xuJν+1(xu)Jν(yu)− yuJν(xu)Jν+1(yu)] =

=
∂

∂u

[
x(uν+1Jν+1(xu))(u−νJν(yu))− y(u−νJν(xu))(uν+1Jν+1(yu))

]
=

= u(x2 − y2)Jν(xu)Jν(yu)
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Integrando y teniendo en cuenta que ĺımu→0 uJν(xu)Jν(yu) = 0, se infiere que

ˆ a

0

uJν(xu)Jν(yu)du =
axJν+1(ax)Jν(ay)− ayJν(ax)Jν+1(ay)

x2 − y2
, (2.49)

siendo a > 0 cualquiera.
Vamos a establecer que la familia de funciones {Jν(λnx)}n∈N constituye un sis-
tema ortogonal en el intervalo (0, a) con función peso x, siendo λn(= λν,n) el
n-ésimo cero de la ecuación

Jν(λa) = 0 (2.50)

En este caso, (2.49) adopta la forma

ˆ a

0

xJν(λmx)Jν(λnx)dx =
aλmJν+1(λma)Jν(λna)− aλnJν(λma)Jν+1(λna)

λ2m − λ2n
,

m 6= n, que vale cero en virtud de (2.50). Por otra parte, si m → n el segundo
miembro de la anterior expresión es una indeterminación del tipo 0

0 . Aplicando
L’Hôpital, se tiene

ĺım
m→n

aλmJν+1(λma)Jν(λna)− aλnJν(λma)Jν+1(λna)

λ2m − λ2n
=

= ĺım
m→n

aJν+1(λma)Jν(λna)− a2λmJ ′ν+1(λma)Jν(λna)− a2λnJ ′ν(λma)Jν+1(λna)

2λm
=

= −a
2

2
Jν+1(λna)J ′ν(λna) =

a2

2
[Jν+1(λna)]2 ,

ya que Jν(λna) = 0, y J ′ν(λna) = −Jν+1(λna) a tenor de (2.47). Resumiendo,
se ha establecido la relación de ortogonalidad

ˆ a

0

xJν(λmx)Jν(λnx)dx =

{
0 , m 6= n

a2

2 [Jν+1(λna)]2 , m = n
(2.51)

donde λn = λν,n denota el cero n-ésimo de la ecuación (2.50). Nótese que aλn =
jn, siendo jν,n = jn el n-ésimo cero de la ecuación Jν(x) = 0, que se trató en la
subsección 2.5.2.
A continuación nos planteamos estudiar el desarrollo en serie de una función
f(x), 0 < x < a, en términos de este sistema ortogonal de funciones. Esto es,
bajo qué condiciones es válido el desarrollo

f(x) =

∞∑
n=1

cnJν(λnx) , (2.52)

donde Jν(x) es la función de Bessel de primera clase y orden ν, y
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0 < λν,1 < λν,2 < ... < λν,n < ...

son las ráıces positivas de la ecuación (2.50). Si suponemos que este desarrollo
es posible, multiplicamos ambos miembros de (2.52) por xJν(λnx) y admitimos
que se puede integrar la serie término a término, se deduce

ˆ a

0

xf(x)Jν(λnx)dx =
∞∑
m=1

cm

ˆ a

0

xJν(λmx)Jν(λnx)dx = cn
a2

2
J2
ν+1(λna) ,

sin más que aplicar la relación de ortogonalidad (2.51). De aqúı se obtiene

cn =
2

a2J2
ν+1(λna)

ˆ a

0

xJν(λnx)f(x)dx (2.53)

Adviértase que (2.53) tiene sentido, pues los ceros de Jν(x) y Jν+1(x) se in-
tercalan y no pueden coincidir, por lo cual Jν+1(λna) 6= 0, de acuerdo con las
consideraciones efectuadas en el párrafo 2.5.2. A la serie (2.52), cuyos coefi-
cientes vienen dados por (2.53), se la denomina serie de Fourier-Bessel por su
semejanza con las series de Fourier que, como se sabe, involucran las funciones
trigonométricas.
El siguiente aserto, cuya demostración omitimos [4, pág. 129], nos da condiciones
suficientes para la validez del desarrollo en serie (2.52).

Teorema 2.8. Sea f(x) una función continua a trozos en el intervalo (0, a) y
supongamos que es de variación acotada en cualquien subintervalo [y, u] de (0, a).
Entonces, si ˆ a

0

√
x |f(x)| dx < ∞ ,

el desarrollo en serie de Fourier-Bessel (2.52) converge a f(x) en cualquier punto
de continuidad x ∈ [y, u], y a

f(x+ 0) + f(x− 0)

2

en los de discontinuidad.

Finalmente consideramos algunas aplicaciones de este desarrollo en serie.
Sabemos que la ecuación de Laplace

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
,

donde u = u(x, y, z), se escribe en coordenadas ciĺındricasx = rcosϕ , 0 ≤ r <∞
y = rsenϕ , −π ≤ ϕ ≤ π
z = z , −∞ < z <∞
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de la forma

∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂ϕ2
+
∂2u

∂z2
= 0 ,

siendo u = u(r, ϕ, z). Si el problema abordado presentase simetŕıa ciĺındrica, es
decir, si u no depende de ϕ, el laplaciano queda aśı

∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+
∂2u

∂z2
= 0

Por último, a fin de ilustrar la teoŕıa, nos planteamos resolver la ecuación de La-
place satisfaciendo ciertas condiciones de frontera y en una situación de simetŕıa
ciĺındrica

∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+
∂2u

∂z2
= 0 , 0 < r < a, 0 < z < l

u(a, z) = 0 , 0 ≤ z ≤ l
u(r, 0) = ϕ1(r) , r ≤ a
u(r, l) = ϕ2(r) ,

donde ϕ1(r) y ϕ2(r) son funciones conocidas, no idénticamente nulas.
Por el método de separación de variables, buscaremos soluciones de la forma

u(r, z) = R(r)Z(z)

Sustituyendo en la ecuación, queda

Z(z)
1

r

∂

∂r
(rR′(r)) +R(r)Z ′′(z) = 0 ,

es decir,
1
r (rR′(r))′

R(r)
= −Z

′′(z)

Z(z)
= µ ,

µ constante. Tenemos aśı el par de ecuaciones diferenciales ordinarias

r2R′′(r) + rR′(r)− µr2R(r) = 0 (2.54)

Z ′′(z) + µZ(z) = 0 (2.55)

Distinguimos tres casos:

(i) Si µ = λ2 > 0. La solución general de la primera ecuación es

R(r) = C1I0(λr) + C2K0(λr) ,

donde I0(x) es la función modificada de Bessel de orden cero y K0(x) la
función de Macdonald, que no son objeto de estudio en este trabajo. Por
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razones f́ısicas, la solución u(r, z) debe ser acotada en el interior del ciĺındro
r ≤ a, en particular, en su eje r = 0. Pero K0(x) se hace infinito cuando
x→ 0+ ([4, pág. 111]), por lo que C2 tiene que ser cero. Por otra parte, de
la condición u(a, z) = 0 se deduce que R(a) = 0, por lo que

C1I0(λa) = 0 .

Como quiera que I0(x) > 0, x > 0, será también C1 = 0, de modo que
R(r) ≡ 0 y tendremos la solución trivial u(r, z) ≡ 0, lo cual es imposible
porque ϕ1 y ϕ2 no son nulas.

(ii) Si µ = 0, la ecuación (2.54) se reduce a la ecuación de Euler

r2R′′(r) + rR′(r) = 0 ,

cuya solución general es

R(r) = C1 + C2lnr

Entonces C2 = 0 para que R(r) esté acotada en r = 0. Por otra parte, de
R(a) = 0 sigue que C1 = 0 también. Nuevamente R(r) ≡ 0 y la solución a
nuestro problema es la trivial u(r, z) ≡ 0, lo cual es un absurdo.

(iii) Aśı que tiene que ser µ = −λ2 < 0. La ecuación (2.54) es ahora la ecuación
de Bessel

r2R′′(r) + rR′(r) + λ2r2R(r) = 0

R(0) acotada , R(a) = 0 ,

de orden cero, cuya solución general es

R(r) = C1J0(λr) + C2Y0(λr) ,

de acuerdo con el párrafo 2.5.1. Como Y0(x) → −∞ cuando x → 0+, ha de
ser C2 = 0. Imponiendo la condición R(a) = 0, queda

C1J0(λa) = 0 ,

ecuación que se satisface si C1 6= 0, pues J0(λa) = 0 posee infinitos ceros
positivos, sean λ0,n = λn, en virtud de los comentarios efectuados en la
subsección 2.5.2. Por tanto, salvo en una constante multiplicativa,

Rn(r) = J0(λnr) .

La segunda ecuación (2.55)

Z ′′(z)− λ2nZ(z) = 0

admite la solución general
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Z(z) = C1chλnz + C2shλnz

Por tanto, aplicando el principio de superposición, la solución buscada tendrá
la forma

u(r, z) =

∞∑
n=1

(anchλnz + bnshλnz)J0(λnr) , (2.56)

donde los coeficientes indeterminados an y bn se calculan a partir de las
condiciones de frontera. De u(r, 0) = ϕ1(r) resulta

ϕ1(r) =

∞∑
n=1

anJ0(λnr) ,

que es el desarrollo en serie de Fourier-Bessel de la función ϕ1(r). Por tanto,
los coeficientes an vienen dados por

an =
2

a2J2
1 (λna)

ˆ a

0

rJ0(λnr)ϕ1(r)dr , (2.57)

a tenor de la relación de ortogonalidad (2.51). Análogamente, de la condición
u(r, l) = ϕ2(r) sigue

ϕ2(r) =

∞∑
n=1

(anchλnl + bnshλnl)J0(λnr) ,

de donde

anchλnl + bnshλnl =
2

a2J2
1 (λna)

ˆ a

0

rJ0(λnr)ϕ2(r)dr ,

es decir,

bn =
2

a2(shλnl)J2
1 (λna)

ˆ a

0

rJ0(λnr)[ϕ2(r)− (chλnl)ϕ1(r)]dr (2.58)

Sustituyendo (2.57) y (2.58) en (2.56) se obtiene la solución

u(r, z) =

∞∑
n=1

{
an
sh[λn(l − z)]
sh(λnl)

+ bn
sh(λnz)

sh(λnl)

}
J0(λnr) ,

donde los coeficientes an y bn se determinan por las fórmulas (2.57) y (2.58),
respectivamente.
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Abstract

The main purpose of this project is to
solve certain class of linear differential
equations of second order with non con-
stant coefficients through the use of power
series. Firstly, we consider the case in
which these coefficients are real analytical
functions. Once the existence theorem is
proved, we apply this theory to the Legen-
dre differential equations, whose bounded
solutions in the interval (−1,1) are the well-
known Legendre polynomials.
In the second place, we study the equa-
tions that possess regular singular points.
Frobenius theorem assures the existence
of solutions in this case, as well as pro-
vides a method to calculate them. We il-
lustrate this theory solving the Bessel dif-
ferential equation.
The most interesting properties of the
Legendre polynomials and the Bessel
functions are established, by emphasizing
their importance in tackling some prob-
lems of the physical mathematics.

1. Introduction

In a elementary class of differential equa-
tions we show that solve one linear dif-
ferential equation of n order with con-
stant coefficients is reduced to a alge-
braic problem: find the roots of a polyno-
mial of degree n. The situation becomes
more complicated when the coefficients of
this equations are non constant, although
there are two cases where this question is
studied and solved, what is the purpose of
this project.
We study the first case in Chapter 1,
when the coefficients of the equation are
real analytic functions. The other case
is the objective of Chapter 2, where we
study the general solution of the differen-
tial equations of second order that pos-
sess regular singular points.
This lesson was taught in the former
Mathematical Degree , but it has disap-
peared from the new one. Despite the fact
that it is a classic subject, it is interesting.
On the one hand, it allows a different intro-
duction to special functions. On the other
hand, for its study we need knowledge ac-
quired in the degree.

2. Chapter 1

Theorem 1.2. “If the coefficients
a1(x), ..., an(x) of the linear differential
equation

L(y) ≡ y (n)+a1(x)y (n−1)+ ...+an(x)y

are analytic at x = x0, i.e., they have se-
ries expansions in powers of x−x0 valid for
|x −x0| < r0, r0 > 0, then there is a unique
solution y(x) of L(y) = 0, which is also an-
alytic at x = x0, satisfying the initial condi-
tions

y(x0) =α1, y ′(x0) =α2, ..., y (n−1)(x0) =αn.

This solution has a power series expan-
sion valid for |x −x0| < r0 as well.”
Legendre polynomials are the solutions of
the differential equation (n = 0,1,2, ...)

(1−x2)y ′′−2x y ′+n(n+1)y = 0 , −1 < x < 1

Rodrigues’ formula

Pn(x) = 1

2nn!

d n

d xn
(x2−1)n , n = 0,1,2, ...

Generating function

ω(x, t ) = (1−2xt + t 2)−1/2 =
∞∑

n=0
Pn(x)t n

Orthogonality properties
∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x)d x =

{ 2
2n+1 , si n = m

0 , si n 6= m

Legendre series

f (x) =
∞∑

n=0
cnPn(x) , −1 < x < 1 ,

with

cn = 2n +1

2

∫ 1

−1
f (x)Pn(x)d x , n = 0,1,2, ...

3. Chapter 2

Theorem 2.4. (Frobenius theorem)
“Given the equation

x2y ′′+a(x)x y ′+b(x)y = 0 ,

in which a(x) and b(x) have a power se-
ries expansions valid for |x| < r0, r0 > 0, if
r1,r2 (Re(r1) ≥ Re(r2)) indicate the roots of
the indicial equation

p(r ) = r (r −1)+a(0)r +b(0)

we have:

(i) If r1 6= r2, r1− r2 ∉Z+:

y1(x) = |x|r1

∞∑
k=0

ck,1xk

and

y2(x) = |x|r2

∞∑
k=0

ck,2xk

are two linearly independent solutions
of the equation in 0 < |x| < r0.

(ii) If r1 = r2 ...”

Bessel differential equation

x2y ′′+x y ′+ (x2−ν2)y = 0

Cylinder functions

Zν(x) =C1Jν(x)+C2Yν(x)

Orthogonal properties

∫ a

0
x Jν(λmx)Jν(λnx)d x =

{
0 , m 6= n

a2

2 [Jν+1(λna)]2 , m = n

where 0 <λ1 <λ2 < ... <λn < ... are the pos-
itive roots of the equation Jν(ax) = 0, a > 0.
Fourier-Bessel series

f (x) =
∞∑

n=1
cn Jν(λnx) ,

with

cn = 2

a2J 2
ν+1(λna)

∫ a

0
x Jν(λnx) f (x)d x

Aplications of the theory: resolution of the
Laplace equation

∆u = 1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+∂

2u

∂z2
= 0 , 0 < r < a,0 < z < l

u(a, z) = 0 , 0 ≤ z ≤ l
u(r,0) = ϕ1(r ) , r ≤ a
u(r, l ) = ϕ2(r ) ,

where ϕ1(r ) and ϕ2(r ) are known func-
tions, not identically zero.
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