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Resumen - Abstract

Resumen

En este Trabajo Fin de Grado se estudia la resolucion de cierta clase
de ecuaciones diferenciales de sequndo orden con coeficientes varia-
bles mediante desarrollos en series de potencias. En primer lugar
se considera el caso en que los coeficientes son funciones analiticas.
Una vez que se ha establecido el teorema de existencia, se aplica a
la ecuacion diferencial de Legendre, cuyas soluciones acotadas en el
intervalo (—1,1) son los conocidos polinomios de Legendre.

En sequndo lugar se tratan las ecuaciones con puntos singulares re-
gulares. El teorema de Frobenius asegura la existencia de soluciones
y nos indica, ademds, como calcularlas. Se ilustra la teoria con el
estudio de la ecuacion diferencial de Bessel.

Se analizan las principales propiedades tanto de los polinomios de
Legendre como de las funciones de Bessel, asi como su papel en la
resolucion de ciertos problemas de la fisica-matemdtica.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales analiticas — Puntos sin-
gulares — Funcion generatriz — Formula de Rodrigues — Polinomios
de Legendre — Desarrollos en serie de Legendre — Funciones de Bes-
sel — Desarrollos en serie de Fourier-Bessel — Problema de Dirichlet.
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Abstract

The main purpose of this project is to solve certain class of linear
differential equations of second order with non constant coefficients
through the use of power series. Firstly, we consider the case in which
these coefficients are real analytical functions. Once the existence
theorem is proved, we apply this theory to the Legendre differential
equations, whose bounded solutions in the interval (—1,1) are the
well-known Legendre polynomials.

In the second place, we study the equations that possess regular sin-
gular points. Frobenius theorem assures the existence of solutions in
this case, as well as provides a method to calculate them. We illus-
trate this theory solving the Bessel differential equation.

The most interesting properties of the Legendre polynomials and the
Bessel functions are established, by emphasizing their importance in
tackling some problems of the physical mathematics.

Keywords: Analytical differential equations — Singular points —
Generating function — Rodrigues’ formula — Legendre polynomials —
Legendre series — Bessel functions — Fourier-Bessel series — Dirichlet
problem.
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Introduccién

En un curso elemental de ecuaciones diferenciales se demuestra que resolver
una ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes se reduce a
un problema algebraico: hallar las raices de un polinomio de grado n. La situacién
se complica mucho cuando los coeficientes de estas ecuaciones son variables,
si bien hay dos casos en los que esta cuestién estd perfectamente estudiada y
resuelta, y que constituyen el objetivo de este Trabajo Fin de Grado.

El primer caso se estudia en el Capitulo 1, cuando los coeficientes de la
ecuacién son funciones analiticas reales, esto es, funciones infinitamente deriva-
bles que poseen desarrollos en serie que convergen en determinado entorno de
un punto. Se establece, para las ecuaciones de segundo orden, el correspondiente
teorema de existencia, que garantiza que las soluciones también son analiticas en
el mismo entorno. Se ilustra la teoria con la resolucién de la ecuacién diferencial
de Legendre que, cuando el parametro que comparece en el mismo es un ntmero
entero, admite como soluciones los polinomios de Legendre. Se muestran otras
formas de introducir estos polinomios (fé6rmula de Rodrigues, funcién genera-
triz,...) y se detallan sus propiedades mas importantes, entre las que destaca que
los polinomios de Legendre forman un sistema ortogonal en el intervalo (—1,1),
lo que facilita la introduccién de los desarrollos en serie de Legendre. Se verifica
el correspondiente teorema de convergencia y se emplea en la resolucién de cierto
problema de Dirichlet en una esfera.

El otro caso es el objetivo del Capitulo 2, en el que se aborda la determi-
nacion de la solucién general de las ecuaciones diferenciales de segundo orden
que poseen puntos singulares que sean regulares. Se demuestra el teorema de
Frobenius, que nos dice la forma y cémo se hallan tales soluciones, ademas de
establecer rigurosamente la validez del proceso. Como modelo se considera la
ecuacion diferencial de Bessel, cuya solucién general se expresa mediante una
combinacién lineal de las funciones J,(x) e Y, (z) de Bessel de primera y se-
gunda clase, respectivamente, y de orden v. Estas soluciones reciben el nombre
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de funciones cilindricas. Se analizan sus propiedades maés relevantes: relaciones
de recurrencia, ceros, ortogonalidad,... Finalizamos con el estudio de las series
de Fourier-Bessel y su utilizacién en un problema de valores en la frontera en
coordenadas cilindricas.

Este tema se impartia en la antigua Licenciatura en Matematicas, pero ha
desaparecido de los programas del nuevo Grado. A pesar de que es un tema muy
clasico, tiene su interés. Por una parte, permite una introduccién diferente de
las funciones especiales. Por otra, para su estudio es preciso recurrir a muchos
de los conocimientos adquiridos a lo largo de la titulacion.
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Capitulo 1

1.1. Introduccién

El objetivo de este capitulo es ver si existe un método general para resolver
la ecuacién diferencial lineal con coeficientes variables

y " +ar @)y 4t ana (@)Y an(2)y =0,

donde y = y(z) y los coeficientes a;(x) son funciones complejas (j = 1,2,...,n)
definidas en el mismo intervalo real I. Un caso particularmente interesante se
presenta cuando estos coeficientes son funciones analiticas reales. Se demuestra
entonces que la ecuacién posee soluciones que también son analiticas, si bien la
demostracion sélo se realiza en el caso n = 2.

Un prototipo de ecuacion de esta clase lo constituye la ecuacién diferencial
de Legendre. De sus soluciones estamos interesados en los polinomios de Legen-
dre, cuyo andlisis se convertird en el eje central de este capitulo. Se utilizaran
otras formas de introducir los polinomios de Legendre: por la férmula de Ro-
drigues, a partir de la funcién generatriz y como soluciones de cierta ecuacién
en diferencias finitas, mostrando que todas ellas son equivalentes. Después se
consideraran sus principales propiedades, haciendo especial énfasis en que los
polinomios de Legendre forman un sistema ortogonal. Esta propiedad permi-
tird definir los desarrollos en serie de Legendre, cuya convergencia se verificara
rigurosamente bajo ciertas hipétesis.

Se concluye el capitulo resolviendo un problema de Dirichlet para la ecua-
cién de Laplace y en el que surgen de forma natural los polinomios de Legendre.

1.2. Ecuaciones diferenciales con coeficientes analiticos

Definicién 1.1. Se dice que una funcion g definida en un intervalo I abierto que
contenga un punto xg es analitica en xg si g puede desarrollarse en una serie de
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potencias de xg cuyo radio de convergencia sea positivo, es decir, si g admite la
representacion

g(x) = ch(l‘ — )",
k=0

donde los ¢, son constantes y la serie converge para |x — xo| < 19,70 > 0.
Sea la ecuacién diferencial lineal de orden n con coeficientes variables
ao(@)y™ + ar(@)y" D + .o+ an(0)y = b(a)

y consideramos ag(z) # 0. Dividiendo entre ag, podemos obtener una ecuacién
de la misma forma pero en la cual ag queda reemplazada por la constante 1. Asi,
obtenemos la ecuacién

y(”) + ay (ac)y("_l) + .. tan(z)y =b(x)

Llamando L(y) al primer miembro de la ecuacién anterior, nos queda

L(y) = b(x)

Si los coeficientes ayq, ..., a, de L(y) son andliticos en z( resulta que la solucién
también lo sera.

Teorema 1.2 (Teorema de existencia para el caso en que la ecuacién
tiene coeficientes analiticos). Sea xg un nimero real, y supongamos que los
coeficientes a1(x), ...,an(x) que aparecen en la ecuacion

L(y) = y™ + ar(@)y™ Y + ..+ an(@)y
tienen desarrollos en series de potencias convergentes en cierto entorno
|z — zo| <19, 10 >0.

Si aq, ..., son n constantes cualesquiera, entonces existe una solucion ¢ del
problema

L(y) = 0) y(l'o) = ], eeny y(n_l)(iﬁo) = Qp,
la cual admite un desarrollo en serie de potencias de la siguiente forma

oo

o(e) = Y anle —a)

k=0
que también converge para | — xg| < ro. Los coeficientes ¢y, vienen dados por
kley = agan, k=0,1,...,n—1,

y entonces para k > n, ¢ puede calcularse en términos de cg, 1, ...,Cn—1 Susti-
tuyendo la serie ¢p(x) =3y cx(z — 20)* en la ecuacion L(y) = 0.



1.2 Ecuaciones diferenciales con coeficientes analiticos 3

Demostracion. Sélo haremos la demostracién cuando n = 2 y ¢ = 0, ya que pa-
ra este caso aparecen todas las ideas esenciales. Veamos primero unos resultados
sobre series de potencias que aplicaremos luego en la demostracién.

1. Si tenemos dos series de potencias

i cral, i Chz® (g =0)
k=0 k=0

y sabemos que
k| < Cr, Cr >0 (k=0,1,2,..)

y que la serie

iC’kxk

k=0

converge para |z| < r, r > 0, entonces la serie

oo
E Ckl'k
k=0

también converge para |z| < r.

2. Las series potenciales son uniforme y absolutamente convergentes en el inte-
rior de su intervalo de convergencia. Por tanto, las funciones que representan
son infinitamente derivables y sus derivadas se obtienen derivando término
a término las series correspondientes.

3. Si una serie
oo
Z akxk
k=0
es convergente para |z| < rg, entonces para todo x con |z| = r < rg, existe
una M constante, M > 0, tal que
‘akxk‘ = |oge| |#F = |ag|7* < M, k=0,1,2, ...

Para demostrar esto, vemos que si la serie es convergente para |z| = r, sus
términos deben tender a cero,

|akxk| = |ag|r" — 0, k— oo,
En particular existe un entero N > 0 tal que
loag| 78 <1, (k> N).

Si ahora tomamos M =méax{|ag|, |a1| 7, ..., |an|rV, 1}, se verifica que r* |ay| <
M para todo k£ =0,1,2, ...



4 1 Capitulo 1

Consideramos ahora la ecuacién
L(y) =y" +a(x)y’ +b(z)y =0 , (1.1)

donde a(z) y b(x) son funciones analiticas cuyos desarrollos en series de potencias

son - .
x) = Zakxk ,  blx) = Zﬁkmk (1.2)
k=0 k=0

convergentes en |z| < rq, ro > 0.
Queremos determinar una solucién ¢ de (1.1) que satisfaga las condiciones ini-
ciales

(b(o) ={q1, ¢/(0) = q2,
con g1 y g2 dos constantes cualesquiera, y que sea de la forma

(oo}

o(x) = Z et

k=0

Vamos a calcular ahora los valores ¢, con k& > 2, ya que los dos primeros
coeficientes vienen determinados por los datos iniciales

Co=q , C1=(q2.
Derivando,

(k4 1)epprz”

Mg

¢ (r) = Z kepat 1 =
k=1

k=0

(k4 2)(k + 1)cpyoa®

K

"(z) = Z k(k —1Depat2 =
k=2

Seguidamente multiplicamos por a(x) y b(z), y sustituyendo en (1.1), obtenemos

k=0

Z k+2)(k+1)cgpox +Z Zak j (J+1) Cit1 | T —I—Z Zﬂk i€ k=
k=0

) k k

= (k+2)(k+ 1)ckqa + Zak_j(j + 1)Cj+1 + Zﬁk_jcj' zF =0
k=0 j=0 =0

Asi, ¢, debe satisfacer la siguiente relacién

k

(k+2)(k+ Derga = — > ae_j(G + Dejpa + Broje; » k=0,1,2,.. (L3)
j=0
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Ahora debemos demostrar que si las ¢, k > 2, estan definidas de esta forma, la
serie ).~ cpx” es convergente para |z| < ro. Para ello usaremos los resultados
vistos al inicio de la demostracién. Las series dadas en (1.2) son convergentes
para |z| =r, 0 < r < rg, por lo que debe existir una constante M > 0 tal que

g2’ | = lay|r? <M, |Bja?| =[B! <M, =0,1,2,
Usando esto en (1.3) vemos que

k

i

(k+2)(k+ 1) lersal < —2 D16+ D lejl + el <
7=0
M k
< ) Z ) lejia] + le] 77 4+ M |egia|r (1.4)
7=0

Definimos ahora unos nuevos coeficientes
Co = ‘Co| y Cl = ‘Cll (15)

y Ck, con k > 2, mediante
ME
(k+2)(k+1)Crya = —kz J4+1)Ci1 +Cjlr7 + MCryyr ,  (1.6)
=0

donde k£ = 0,1, 2, .... Verificaremos por induccién que
lek| <Cr , Cx>0, k=0,1,2,...

O lo que es lo mismo,
Ck — |Ck| Z 0

Podemos escribir
M & .
(k+2)(k +1)(Chrz —lersal) 2 5 DG+ D(Chaa = lejal) + (Cy = e DI+
§j=0

+M(Cry1 — legy1|)r
Ya sabemos que |co| < Cp y |e1] < Ch. Si k=0, sigue que

2Cs ~ leal) > S5 [(C1 ~ leal) + (Co ~ leo s + M(Cy ~Jealyr =0

por (1.5), por lo que Co — |c2] > 0y, en consecuencia |ca| < Cs.
Supongamos que sea cierto para k, esto es,
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|ckt2| < Cria

Para k 4+ 1 tenemos:

k+1
M

(k+3)(k+2)(Crys — |ek3l) >

Jj=0

M(Chry2 — |cgyal)r

1 210+ DG~ lej) +(C5 -

e DI+

cuyo segundo miembro es mayor o igual que cero, por las hipdtesis de induccién.

Por tanto, Cky3 — |ckr3| > 0, es decir,
|ckrs| < Cras
Asi hemos verificado en cualquier caso que
lew| <CL , CL>0, k=0,1,2,...

Para ver que la serie

oo
E Ckl‘k
k=0

converge, por las consideraciones preliminares bastaria ver para qué valores de

x la serie de términos positivos

o0
E Ckxk
k=0
converge.

Entonces, a partir de (1.6) tenemos

k—
(k + 1)kChyy =

+1+C]T]+MCkT

M
kE(k—1)Cy = 2

)Cjt1 + Cjlr? + MCy_yr

para valores grandes de k.

(1.7)

(1.8)

A partir de estas expresiones, multiplicando (1.7) por r y despejando en (1.8)

nos queda

’I"(k + 1)]€Ck+1

Cj1+ Cjlr7 + M(kCy + Cx—1)r + MCyr* =
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= k(k - ].)Ck — MC]C,17‘ + MkaT + MCk,lr + MCkr2 =
= [k(k — 1) + Mkr + Mr?]Cy,
Finalmente, por la prueba del cociente,

R Rk — 1) 4+ Mkr + Mr?

N r(k+ 1k ol —

Ck_Hx
Ckxk

|z|
.

cuando k — oo y, por tanto, la serie Y p- Craz* converge para |z| < r. Esto
. . . 0 k ez

implica que la serie ).~ cpx” también converge para |z| < 7y, dado que
escogimos 7 como cualquier nimero con 0 < 7 < rg, queda demostrado que la
serie > p-  cxa® converge para |z| < r.

1.3. Polinomios de Legendre

1.3.1. Distintas formas de introducir los polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre se pueden definir de distintas maneras.

(a) Como soluciones de una ecuacién diferencial

Nos planteamos el siguiente problema de valores en la frontera: hallar las
soluciones de la ecuacion diferencial

(1—a2?)y" =2z + XA+ 1)y=0 , —l<z<l, (1.9)

de manera que permanezcan acotadas en x = —1 y x = 1, esto es, en los
extremos del intervalo. Aqui A denota un parametro e y = y(z). La ecuacién se
puede escribir, para x € (—1,1), en la forma

2x AA+1)
1 /
1Y + 1— 22

Y

Facilmente se comprueba que
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convergiendo ambas series en (—1,1). Asi{ los coeficientes a(z) y b(x) son funcio-
nes analiticas en el entorno del origen |z| < 1y, por tanto, se puede aplicar el
Teorema 1.2. Este teorema nos garantiza que existen soluciones de (1.9) del tipo

x) = Z cpxt (1.10)
k=0

que también converge en |z| < 1.
A fin de determinar los coeficientes ¢y, sustituimos (1.10) y sus derivadas en
(1.9) y obtenemos

oo

AA+1) chx —Qchka: +Z (k+2)(k+1)cppox® —Zk —1Depz® =0

k=0 k=0 k=0

Una vez unificados los exponentes de las potencias, llegamos a que
S Ik +2)(k+ Dexra + A+ k+ 1A= k)erJa® =0
k=0

Por el principio de identificacion de series potenciales, se obtiene la relacién de
recurrencia

(k+2)(k+ Dersa+ A+ k+1)A—k)ex =0 (1.11)

que permitird expresar los coeficientes de indice par en términos de cg, y los de
indice impar en funcién de ¢;. En efecto,

= — 5
c3 = _%Cl
c5 = <A+4)(A€22%A2 D(A=3)

Y, por un proceso inductivo, en general se tiene

A (_1)n()\+2n—1)‘~(/\+1()2il()>!\—2)“‘(/\—2n+2)CO
Comp1 = (_Dn(A+2n)---(A+2)(>\—1)(>\—3)-~()\—2n+1)Cl

(2n+1)!

Sustituyendo en (1.10) se deduce que las soluciones de (1.9) son de la forma

o(x) = copr(z) +crp2(x)
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donde
or(z) =1 (A +2!1)Ax2 L A3 Z!I)A()\ -2 4
B R ™
y
oo(2) = o — (A+2;(!Af D5 (/\+4)(/\+23)(!/\7 DA-3) 5
(e Q2 QDA DAY A=t D) s (g g

(2n +1)!

Obsérvese que ¢1(0) =1, ] (0) =0y ¢2(0) =0, ©5(0) = 1, por lo que ¢1(z) y
2 () forman un sistema fundamental. Por otra parte, ¢1(x) y p2(x) representan
en general funciones, no polinomios, emparentadas con las funciones de Legendre.
Los desarrollos en serie (1.12) y (1.13) no convergen en x = +1, en general.

Sélo cuando A = n, n € N, los anteriores desarrollos en serie se truncan y se
convierten en sumas finitas; en otras palabras, surgen los polinomios de Legendre,
que si cumplen las condiciones de frontera: siempre estdn acotados tanto en
x = —1 como en x = 1. Los primeros polinomios de Legendre son, para A = 2n:

35
Pi(x)=1, Pjy(x)=1-32* , Pf(x)=1—102+ §x4...

Para A =2n — 1:

; 14 , 21
Pf(x)=2 , Pi(z)=x— §x‘3 , Pr(x)=x— —a®+ —a°...
3 3 5
(b) Mediante la férmula de Rodrigues
Definimos los polinimos P, (z) como
P, (z) = ! £(2—1)” =0,1,2 (1.14)
(@) =gy (@ , n=0,1,2, .. .

para valores arbitrarios reales o complejos de z. Los polinomios son:

Pyx)=1, P(z)=x , Pg(x):%(3x2—1) , Pg(l‘):%(5I3—3.T) ,
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los cuales se diferencian de los obtenidos en (a) en un factor multiplicativo. Por
ejemplo

Poe) = —5P5(0) . Byla) = —5Pi() |

Veamos que, efectivamente, los polinomios en la forma definida por (1.14) son
solucién de la ecuacion diferencial de Legendre cuando A =n € N

(1 —2%)y" (2) — 22y/(x) +n(n + Dy(z) =0 (1.15)
Si hacemos u = ﬁ(xz — 1) y derivamos respecto de x, tenemos
/ n 2 no1_ 2xn . o n 1
= 2 -1 = -1 =
ST 2@ ) 27! (@ ) (2 -1)
2xn

— (22— 1)/ (2 — 1)" = 2znu

- 2np)
Por tanto, u cumple la ecuacién diferencial

(? — D/ — 22nu =0 (1.16)

Si derivamos en (1.16) n + 1 veces con respecto a x y aplicamos la regla de
Leibniz para la derivada de un producto, resulta

dn+1 9 , dn+1
O lo que es lo mismo
n+1 n+1
S ("7 )6 - 0o @ a0y (a0 —o
k=0 k=0
Entonces,
(n

1
(ac2—1)u("+2)+(n+1)2xu("+1)++T)nQu(")—2n {xu(""’l) +(n+ 1)u(”)} =0 <~

— (22 = D)u" £ 220D —p(n 4+ 1D)u™ =0

Sustituyendo w por su valor en la expresion anterior, llegamos a que

L ) o )

1n. (z% — 1)"} =0

—n(n+1)-— [

Y, finalmente, a la vista de la férmula de Rodrigues,
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(1 —2*)P!(z) — 2P (x) + n(n+ 1)P,(z) =0 ,

tal y como queriamos ver.

La férmula de Rodrigues permite dar una expresion unificada de todos los polino-
mios de Legendre. Ciertamente, por la férmula del binomio de Newton sabemos
que

Derivando ahora n-veces, de acuerdo con (1.14) se obtiene

[n/2)
Py(x) = Z 2nkl(n — k)!(n — 2k)

k=0

(*1)}6(2” — 2k)! o2k
! b

donde el simbolo [«] denota la parte entera del ntimero real «, es decir, el mayor
entero que es menor o igual que «. Los primeros términos de este polinomio
vienen dados asi

_13:5---2n—=1) . nn-1) , .,
Pul) = n! [x BT
nn—1)(n-2)(n-3) ,_
+ 2 22— D)an_3) " 4+...] (1.17)

Observacion 1.3. No existe contradiccién entre los polinomios obtenidos en (b),
que denotamos por P, (z), porque asi aperecen en la literatura, y los derivados
antes en (a), que representdbamos por P(x), ya que al ser la ecuacién diferencial
homogénea el producto de una solucién por cualquier constante sigue siendo
solucion.

(c) A partir de la funcién generatriz

Sélo daremos unas ideas de la prueba de que
w(z,t) = (1 — 2zt + t2)~1/?

es la funcién generatriz de los polinomios de Legendre, es decir,
w(a,t) = (1 -2zt +1)""2 =" P, (x)t" (1.18)
=0

Nos basaremos en el conocido desarrollo en serie de la binomial
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(14 u)* = i (Z)w Jul < 1.

n=0

Para todo = € [—1,1] es posible elegir ¢t suficientemente pequeno para que
|t2 — 2xt| < 1. Entonces se tiene

(1—2xt +¢%)~12 = f: (_1/2> (£ — 2zt)" =

n=0 n
1 13, )
1-3-5--(2n—1)
2nn)

"2z — )" + .. =

1
:1+§(2xt7t2)+ 2 (4% — dxt + %) + ..+

22.2

1-3-5--(2n — 1)

+
2nn)

Ordenando por potencias de t se tiene que el coeficiente de t° es 1, que es Py(z);
el coeficiente de t es (2z) = z, que coincide con P;(z); el coeficiente de t* es
—% + 525 (42%) = 1(32% — 1), que coincide con Py(z); el coeficiente de t3 es
Foor(—dz) — 533 (—22)3 = =32 + 52 = (52% — 3z), que coincide con Ps(z); y,
en general, el coeficiente de t™ es

" [(22)" —n(22)" Mt — ] + .

1-3:5---(2n—1) 1:3:5-(2n-3) (n—1)

2! T B T
1-3:5---(2n—=5) (n—2)(n —3) e B
27-2(n — 2)! 2 (22)" ™ . =
1-3:5--2n—1)[ . nn-1) , 5, nn-1)n-2)(n-3) ,_
N nl T - T 2-42n—1)(2n—3) Tl

que coincide con la expresion que define el polinomio de Legendre de grado n
dado por la férmula de Rodrigues en (1.17).

1.3.2. Relaciones de recurrencia

Si derivamos la funcién generatriz w(z,t) con respecto de ¢ obtenemos la
ecuacion

1
%c: = %[(1—2xt+t2)—1/2] = —5(1—2xt+t2)_3/2(2t—2x) = (z—t)(1—22t+t>) 'w =
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d d
:>(1—2xt—|—t2)d—j:(z—t)w:>(1—2xt+t2)d—j—|—(t—m)w:0

Habfamos visto que w(z,t) = >~ P,(z)t", por lo que podemos poner

(1= 20t +13) Y 0Py (2)t" ' + (t—2) Y Py(x)t" =0
n=0 n=0
Y operando tenemos que
Z (n+1)Ppy1(x)t"™ — 2zn Z P,(x)t" + Z(n — 1Py (x)t"+
n=—1 n=1

oo oo
+) Poa(@)t" =z ) Py(x)t" =0
n=1 n=0

Si igualamos los coeficientes de t™ a cero nos queda
(n+1)Puyi(x) — 2n+ DzPy(x) +nPy_1(z) =0 , n=12,.. (1.19)

El interés de esta férmula de recurrencia es que relaciona tres polinomios de
Legendre con indices consecutivos. Luego, con esta expresion, se podrian calcular
los polinomios de Legendre empezando con Py(z) =1y Pi(z) = x.

De manera similar, si ahora derivamos w(x,t) con respecto a x

dw d 1
_ 1_9 2-1/21 _ _1(1 _9 2\-3/2(_op) —
o dx[( axt+t7) 77 2( xt+t°) (—2t)

d
= t(1— 20t + %) lw = (1 — 2ut + tQ)d—” —tw=0
x
Sustituyendo w(z,t) = > "7, Py(x)t™, se tiene

(1 — 2xt + t2) ZP’ ZP =0

n=0
Operando nos queda:
Z Pl (z)t" Tt — 2:;;213 )ttt +Z ! (@)t — ZP =0
n=—1
Igualando los coeficientes de "1 a cero obtenemos
Pl i(x) —2zP(x)+ P,_1(x) — Pa(x) =0 , n=12,.. (1.20)

Ahora, derivando en (1.19) y restdndole (1.20) multiplicada por n tenemos
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(n+1)P,  (z) — (2n+1)P,(z) — (2n+ 1)zP, + nP, _,(x)—

— [Py (x) — 22nP,(x) + nP._,(z) — nP,(x)] =0 =

— P} (z) —zP () =(n+1)P,(z) , n=0,1,2,.. (1.21)
Andlogamente, si ahora le restamos (1.20) multiplicada por (n + 1), sigue
(n+1)P, (z) — (2n+1)P,(z) — (2n+ 1)zP, + nP,_,(x)—

~[(n+ 1)Phy (2) — 20(n + D)P(2) + (n+ DPy () — (n+ D) Pa(a)] = 0 =

= 2P/ (z) - P,_i(z) =nP,(z) , n=12,.. (1.22)

que son dos relaciones de recurrencia para la derivada. Sumando ambas expre-
siones, nos queda

P ()= P, _(x)=02n+1)P,(x) , n=12,.. (1.23)
Finalmente, si reemplazamos n por n — 1 en (1.21) tenemos
Pl(x) = 2P}y (x) = nPy_1(2)
y al restarla con (1.22) multiplicada por x
(1—2%)P!(2) =nP,_1(x) —naxPu(z) , n=12, .. (1.24)

Esta ultima ecuacién nos indica que la derivada de un polinomio de Legendre se
puede expresar también en términos de polinomios de Legendre.
Si ahora derivamos (1.24) respecto de 2 y usamos (1.22) para eliminar el término

P! _,(z), llegamos a la férmula:

(1—2*)P/(z) — 2zP!(x) — nP,_,(x) +nP,(z) + nzP.(x)—
—[naP,(x) —nP._,(z) —n*P,(x)] =0
En definitiva,
(1 —2*)P"(x) — 2zP.(x) + n(n +1)P,(z) =0
y obtenemos la ecuacion diferencial de Legendre.

Observacion 1.4. Este resultado es importante porque nos dice que las soluciones
de la ecuacién en diferencias finitas (1.19), que es lo que al fin de cuentas cons-
tituye una relacién de recurrencia, satisfacen también la ecuacion diferencial de
Legendre (1.15). Ademads, resulta otra via de introducir esta clase de polinomios.
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1.3.3. Ortogonalidad

En este parrafo estudiaremos la relacién de ortogonalidad de los polinomios
de Legendre en el intervalo [—1, 1]. Recordemos que estos polinomios verifican
la ecuacién diferencial

(1 —2*)P!(z) — 22P)(z) + n(n+ 1) P, (x) =0
o lo que es lo mismo,
[(1=2*) P ()] + n(n+1)Pu(x) =0
Para probar esta propiedad, tomamos dos polinomios P, (x) y P,,(x) tales que

[(1 = 2®)PL(x)]" + n(n + 1) Py(x) = 0 (1.25)

(1= 2Pl (2)] +m(m+1)Py(z) =0 (1.26)
Multiplicando (1.25) por P,,(z), (1.26) por P,(z) y restando ambas obtenemos

(1= 2%)(Py, (2) Pa(x) = Py ()P ()] = [n(n + 1) = m(m + 1)] Py (2) P (x)

Integrando en ambos miembros entre —1 y 1, tenemos que

/ [(1 = 22) (Pl (2) Py () — Pl(a) P(x))] di =

-1

=[nn+1)—m(m+1)] / P (z)Py(x)dx

-1
y como la integral del primer miembro es cero,

1
n(n + 1) — m(m + 1] / Pou(2) P (2)dz = 0
—1
Si m # n entonces n(n+ 1) —m(m+1) = (n —m)(n+m + 1) # 0 y de aqui
tenemos que
1
/ Po(z)Py(x)de =0 , sim#n (1.27)
—1
lo que nos dice que los polinomios de Legendre son ortogonales con funcién peso
p(x) =1 en el intervalo [—1,1].
También necesitaremos saber cudl es el valor de la integral (1.27) cuando m = n,
es decir, el valor de la integral
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1
/ Piz) , n=0,1,2,..
—1

Para ello, usaremos la relacién de recurrencia (1.19), que ya hemos visto, y
sustituyendo n por n — 1, queda

nP,(z) — (2n — 1)aP,_1(z) + (n — 1)Pr—2(x) =0
Multiplicando este resultado por (2n + 1) P, (z) obtenemos
n(2n+1)P2(z)—(2n—1)(2n+1)z Py, (x) P _1 (2)+(n—1)(2n+1) P, () Py_a(z) = 0
Ahora, multiplicamos (1.19) por (2n — 1)P,,_1(z)
(n+1)(2n—1)P,_1 (2) Poy1 (z)—(2n+1)(2n—1)2 P, 1 (2) Py (2)4+n(2n—1)P2_ () = 0
y restando ambas expresiones sigue

n(2n + 1)P3(z) + (n — 1)(2n + 1) P, (2) P,_a(z)—

—(n+1)(2n —1)P,_1(z)Ppy1(x) —n(2n — 1)P2_(z) = 0

Finalmente, integrando esta relacién sobre el intervalo [—1,1] y teniendo en
cuenta que f_ll P, (z)P,(x)dz = 0 cuando m # n, tenemos que

1

n(2n+1) /_1 P2(z)dz + (n—1)(2n + 1) /_1 P, (z)Py—2(x)dz—

1

—(n+1)(2n— 1)/ Pn_1(z)Ppyi(x)dz —n(2n — 1) /_1 P2 (2)dz =0

-1

S on—1 [+
= 71Pn(x)dx:2n+1 71Pn_1(x)dx , n=2,3,..

Repitiendo este proceso, llegamos a que

1 1
3
2 _ 2
/an(x)d;v— 2n+1/_1 Pf(z)dx

y, como sabemos que P;(x) = x, entonces

1 371
/ 22dr = | = _2
1 3], 3

Por tanto,



1.4 Desarrollos en serie de Fourier-Legendre 17

/1P2()d— 3 2y _ 2 =0,1,2
B nlZ)ar = 1 3) " o1 paran=0,1,2,..

ya que nos vale también paran =0y n = 1.
Concluimos que

1 leﬂ ,stn=m
/ P, ()P, (z)dx = (1.28)
-1 0 ,sin#m

A partir de aqui, vemos facilmente que las funciones

1
en(z) =1/n+ §Pn(x) ., n=0,1,2,..

forman un sistema ortonormal en el intervalo [—1,1].

1.4. Desarrollos en serie de Fourier-Legendre

En muchos problemas de matematicas aplicadas se necesita desarrollar
una funcién real conocida f(z), definida en el intervalo (—1,1), en una serie del
tipo

fz) = icnPn(x) , —l<z<l (1.29)
n=0

Por su analogia con el més familiar y famoso desarrollo en serie de Fourier, en el
que se utiliza el sistema ortogonal de funciones trigonométricas seno y coseno, la
expresion (1.29) se denominaréd desarrollo en serie de Fourier-Legendre o, sim-
plemente, desarrollo en serie de Legendre. Su objetivo es desarrollar cierta clase
de funciones en series de polinomios de Legendre, es decir, tomar como sistema
ortogonal de referencia el constituido por dichos polinomios.

Los coeficientes ¢, se pueden determinar usando la propiedad de ortogonali-
dad de los polinomios de Legendre. Para ello, multiplicamos (1.29) por P, (z),
integramos sobre el intervalo (—1,1) y tenemos en cuenta (1.28). Operando for-
malmente se tiene

/_lf(a:)Pm(x)dx = /_1 (n_o CnPn(x)> Py(x)da =

00 1 9
= ;Cn /;1 Pn('r)Pm(-r)d-T = mcm ,

de donde
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2n+1
2

1
Cn = / f@)P(z)de , n=0,1,2,... (1.30)
-1
Inmediatamente surgen las siguientes preguntas: ;Qué funciones admiten un
desarrollo de este tipo? ;Una vez calculados los coeficientes ¢,, de acuerdo con
(1.30), la serie (1.29) “devuelve” f(x), esto es, converge a f(z)?
Nuestro objetivo es aclarar estas cuestiones, de forma muy particular, en lo que
sigue. Comenzamos enunciando un lema [4, pag. 54], que guarda cierto parecido
con el de Riemann-Lebesgue en la teoria de las series de Fourier.

Lema 1.5. Sea una funcién real p(x) continua en (—1,1) tal que p € L*(—1,1),
esto es,

/1 PA(x)dr < oo

-1

A
nh_)ngo n+§/_1<p(:v)Pn(x)dm:0.

Ya estamos en condiciones de establecer el siguiente

FEntonces

Teorema 1.6. Supongamos que f € C'([-1,1]), es decir, f es derivable con
derivada continua en el intervalo [—1,1]. Entonces la serie Y .~ ¢, Py(x), con
coeficientes ¢, calculados como en (1.30), converge a f(z), =1 <z < 1.

Demostracion. Obsérvese primeramente que, por las condiciones asumidas sobre
f(z), se garantiza de sobra la existencia de la integral del segundo miembro de
(1.30), por lo cual los coeficientes ¢,, pueden ser calculados.

Considérese ahora la sucesién de sumas parciales de la serie (1.29) y definamos
Sm(x) como la suma de los primeros m + 1 términos de la serie de Legendre.
Teniendo en cuenta (1.30) podemos escribir

m m 1 1
Sm(z) = enPr(x) = n+ = | P,(x) fW)P.(y)dy =
S e =3 (neg) B [ SR
- / Oy (131)

donde
Kle.) = Y- (04 3 ) Pua)Palo) (1.32)

n=0

Es posible hallar una expresién més compacta de K,,(z,y). Para ello multipli-
camos la relacién de recurrencia (1.19) por P,(y), obteniéndose

(n 4+ 1) Prya(2)Pu(y) — (2n + 1)a Py () Pa(y) + nPpi(x)Pa(y) =0
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A continuacién a la expresién anterior le restamos la misma con z e y intercam-
biados, resultando

(n+ D[Prs1(2) Pu(y) — Paga(y) Pu(@)] = (2n + 1)(z — y) Pa(2) P (y) +
+n[Pn—1(1')Pn(y) - Pn—l(y)Pn(x)] =0
o lo que es lo mismo
(’I’L + 1)[Pn+1 (x)Pn(y) - Pn+1(y)Pn($)] - n[Pn—l(y)Pn(x) - Pn—l(x)Pn(y)] =

= @2n+1)(z —y)Pu(z)Pa(y)

Sumando desde n igual a 1 hasta m y teniendo presente que Py(xz) =1y Pi(z) =
x, se deduce

§:2n+1 )Pu(y) = (mA41) [Py 1 (2) P (y) = Py 1 () P ()| = (2 —y)

lo que entrana, si = # y, que

m+1 Pry1 (2) P (y) = Prs1 (y) P (2)

Km ) =
(z,y) 5 pr—y

(1.33)

Si integramos en (1.32) respecto de y y usamos (1.28), puesto que como Py(y) =

1,
/1 P (y)dy = /1 Po(y) P (y)dy = {(2) , Zig

-1 —-1 ’
se concluye que

/_11 K, (z,y)dy =1 (1.34)

Sea z un punto arbitrariamente fijado en (—1,1). Entonces, de (1.31) y (1.34)
se infiere que

S(x) — fl2) = / Konle. L)~ falldy =

) 1
- L—'_]-Pm(l')/ Pra(y)e(a,y)dy — L—’_lpm—i-l( )/ Prn(y)e(z, y)dy

(1.35)
Aqui ¢(z,y) es la funcién ¢ : [—1,1] x [-1,1] — R definida por

f(y)f ’y#x
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Por las hipétesis realizadas sobre la funcién f(x), esta funcién p(z,y) es continua
en [—1,1] x [-1,1] y, por tanto, acotada. En consecuencia, considerada como
funcién de y, satisface las condiciones del Lema 1.5 y se sigue inmediatamente

7z 1 1
lim 4/ (m+ 1) + f/ Pri1(y)e(z,y)dy =
m—00 2 _1
1 1
— lim W/ P (y)e(z,y)dy = 0 (1.36)
m—00 2 _1

Por otra parte, si tenemos en mente el desarrollo asintético de los polinomios de
Legendre para grandes valores de n [4, pag. 53]

2 1 ™
P, (cosh) = 4/ pveppmnyr Ll {(n + 2> 0+ 4] , (1.37)

n—o00,0 <6 <m—4, se tiene que

m+1 m+1

um(a:)ZO(l) , m

es decir, estas expresiones estan acotadas cuando m — oo.

Todas las anteriores consideraciones implican que el tltimo miembro de (1.35)
se anula cuando m — oo, pues ambos sumando son productos de términos que
permanecen acotados por expresiones que convergen a cero. Asi pues, también
se tiene que limy,— oo [Sm(x) — f(z)] = 0 y, en definitiva, se ha establecido que

lim Sp,(z) = f(x)

m—r oo

Prga(z) =0(1)

con lo que queda demostrada la convergencia de la serie (1.29).

1.5. Aplicaciones

Los polinomios de Legendre y el desarrollo en serie de Legendre aparecen en
numerosos problemas de la fisica-matematica, especialmente cuando se utilizan
coordenadas esféricas.

Recordemos que una funcién v = u(x,y,z) se dice que es arménica en cierto
dominio 2 C R3 si u € C?(02) y satisface la ecuacién de Laplace

Cu | Pu P

Au= —
b 6x2+8y2 +Bz2

Sabemos que en coordenadas esféricas
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T = rsenfcosy
y = rsenflsengp
z= rcost

donde 0 <r <o0,0<0 <7 —7m < p <m, la ecuacién de Laplace se reescribe

segun
10 ( ,0u 1 0 ou
‘M—wm@aﬂ+wmmem%Q+

1 0%
= 1.
+7“2S€1’L29 D2 0 (1.38)

donde u = u(r, 6, p). En el supuesto de que el problema que se aborda tenga
simetria esférica, u no depende de ¢ y la ecuacién (1.38) se simplifica, quedando

10 ou 1 0 ou
Au=—— (r?=— - 0~ | = 1.
YT 2 (T 8r> * r2sen 00 <sen 69) 0 (1.39)
Si hacemos el cambio de variable x = cosf y mantenemos r, (1.39) adopta la
forma 1 8 5 1 8 5
20U 2\ U
r2 Or (T 67") + r2 0z {(1 *) 333} 0 (1.40)

donde u = u(r, z). Por eso, nos planteamos a continuacién resolver el problema
de Dirichlet: encontrar la funcién v = u(r, z) tal que

(i) u(r,x) es arménico en el dominio r < a, es decir, verifica la ecuacién

0 50 -
siendo L el operador
0 o 0

(ii) wu(r,z) es continua en el dominio cerrado r < a, —1 <z < 1.
(iii) wu(r,x) satisface la condicién de frontera

u(az) = flr) , -l<w<l |

donde f(x) es continua en [—1, 1].

Busquemos una solucién por el método de separacién de variables, para lo cual
ponemos u(r,x) = R(r)X (x). Sustituyendo en la ecuacién en derivadas parciales
(1.41), se obtiene
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que puede ser escrita en la forma
1 9 2 OR(r) LX(z)
R(r) or or |

lo cual es sélo posible si ambos miembros son iguales a una constante, sea A. Asi
se origina el par de ecuaciones diferenciales ordinarias

LX(z)+ XX (z) =0
(’I“QR/(’I“))/ —AR(r) =0

Lo primero es la ecuacién diferencial de Legendre

(1—2)X"(z) — 22X (z) + \X(z) =0 , —-l<z<l
Puesto que, por (ii), las soluciones deben ser acotadas, ello ocurre si A = n(n+1),
n = 0,1,2,.... Entonces las soluciones son polinomios de Legendre de grado n,
esto es,

Xn () = Po(2)
La segunda ecuacion es de Euler
r?R'(r)+2rR' (r) —n(n+1)R(r) =0 ,
cuya solucién general es
R(r)=Cir" + Cor™" |

siendo C y Cy constantes arbitrarias. La acotacion exigida, en particular para
r = 0, entrana que Cy = 0, y queda

R, (r) = Cyr™

La solucion, por el principio de superposicién de soluciones elementales, viene
dado por

u(r,x) = i enr™ P ()
De la condicién de frontera sigue i
u(a,x) = i cna" P, (z) = f(x)
n=0
Por el Teorema 1.6 se deduce que

on—+1 !
cpa” = n; [1Pn(y)f(y)dy

La solucién deseada viene suministrada por

o0

r) =3 2 () p) ([ Patwrso)

n=0
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Capitulo 2

2.1. Introduccion

En este capitulo se estudian las ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden con coeficientes variables y que poseen puntos singulares regulares.

En la segunda seccién se clasifican y explica qué son los puntos singulares,
centrandonos en los regulares, que originan un marco de estudio analogo - aunque
mucho mas dificil- que el visto en el capitulo precedente. En el tercer apartado
se tratan las ecuaciones de Euler, que son las mas sencillas que poseen un punto
singular regular.

El resultado fundamental de este capitulo, el teorema de Frobenius, se
enuncia y demuestra en el parrafo cuarto. Este teorema da una respuesta tan
positiva como la desarrollada en el primer capitulo, ya que garantiza que una
ecuacion de este tipo tiene siempre soluciones y, ademas, senala como hallarlas,
si bien los problemas que se abordan ahora son mucho mas complicados.

En la seccién quinta se aplican estos resultados tedricos a la resolucién
de la ecuacién diferencial de Bessel de indice v distinguiendo -primero- si dicho
parametro es entero o no, y hallando -después- su solucién general en una tinica
expresién. Asf surgen las funciones de Bessel J, (z) e Y, (z) de primera y segunda
clase, respectivamente, y de orden v. Fijamos nuestra atencion especialmente en
las de primera especie, presentando sus principales propiedades: relaciones de
recurrencia, ceros,...

En la dltima seccién se comprueba que la familia de funciones de Bessel
(J»(Ana))nen, donde A, denota el n-ésimo cero positivo de la ecuacién J, (ax) =
0, a > 0, constituyen un sistema ortogonal en el intervalo (—a,a) con funcién
peso p(z) = x. Esta propiedad nos permitird considerar los desarrollos en serie
de Fourier-Bessel. Concluye el capitulo con una aplicaciéon de estas series en la
resolucién de un problema planteado mediante ecuaciones en derivadas parciales
cuando se usan coordenadas cilindricas.
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2.2. Puntos singulares

Consideramos nuevamente la ecuacién
ao(2)y™ + a1 (2)y Y + 4 a1 (2)Y + an(z)y =0 (2.1)

cuyos coeficientes son analiticos en un entorno de cierto xg. Diremos que x( es
un punto singular si ag(xzg) = 0. Ademds si la ecuacién (2.1) se puede escribir
de la forma:

(z— wo)"y(") + b1 (z)(z — xo)”_ly("_l) + oot bp1(z) (= 20)y + bp(x)y =0

siendo by, bo, ..., b, funciones analiticas en un entorno de xg, se dird que xy es un
punto singular regular de (2.1). En los demds casos se llamara punto singular
irregular.

En particular, si las funciones bi(x) se pueden expresar como

bi(z) = (x —x0)*Br(z) , k=1,2,...,n
con (i analiticos en un entorno de xg, la ecuacién anterior se transforma en
Y™ + By (2)y ™ + L Bu1 ()Y + Bal(z)y =0

ecuacion con coeficientes analiticos ya estudiados en en Capitulo 1. Es decir,
la ecuacién (2.1) es una generalizacién de la ecuacién de coeficientes analiticos
analizada en el capitulo anterior.

2.3. Ecuacion de Euler

La ecuacién de Euler es la mas sencilla de las ecuaciones no consideradas
en el Capitulo 1 que presenta un punto singular regular. Ademads, es un buen
ejemplo antes de abordar el caso més general. Nos limitaremos al estudio del
caso n = 2.

La ecuacién de Euler de segundo orden es

L(y) = (v — w0)%y" + a(z — z0)y' + by =0

con a y b constantes. Se ve directamente que xg es un punto singular regular.
Haciendo el cambio x = x — zg podemos convertir la ecuacién anterior en otra
similar con un punto singular en el origen. Por ello, estudiaremos la ecuacién de
Euler de la siguiente manera

L(y) = «*y" +azy +by =0 (2.2)

donde a y b son constantes. Buscamos soluciones de (2.2) de la forma
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y supongamos x > 0. Entonces

y =ra"t |y =r(r—1)a2"?
y sustituyendo en (2.2), se tiene
L(z") = [r(r— 1)+ ar + blz"
Llamamos ecuacién indicial al polinomio:
p(ry=r(r—1)+ar+0b (2.3)
Por tanto, el resultado anterior lo podemos escribir como
L(z") = p(r)z” (2.4)

Ahora diferenciaremos dos casos, segtn las raices de (2.3) sean distintas o iguales:
Si el polinomio indicial (2.3) tiene dos raices distintas, r; # 72, se obtienen
inmediatamente dos soluciones linealmente independientes

1

pr(z) =a™ . po(r) =

T2

En cambio, si r; = ra, esto es, si r; es una raiz doble, tendremos que proceder
de otra forma. En este caso p(r1) = 0y p/(r1) = 0. Entonces, si derivamos en
(2.4) respecto de r, sigue que

g 0
—[L(x")] = = r
L) = o [p(r)a]
9 r / r T
L|l=—(")| =p'(r)z" +p(r)z"lnz
or
L(z"Inz) = p'(r)z" + p(r)z"Inx
y haciendo r = r1, tenemos que
L(z™inz) =0
Por tanto, tomaremos como soluciones las funciones
e1(z) =2™ |, @a(z) =2 inx

que son linealmente independientes.
Por otra parte, para el caso x < 0, buscaremos soluciones de (2.2) de la forma

y=(-z)"

Resumiendo, hemos establecido lo siguiente:
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Proposicion 2.1. La ecuacion de Euler de sequndo orden

22y + axy’ + by =0,

donde a y b son constantes, admite la siguiente familia de soluciones fundamen-
tales en cualquier intervalo que no contenga a x = 0:

(i) Siry #ry:
(i) Siry =ro:
pi(z) = [z, pa(x) = |2 In ||

Observacion 2.2. Estos resultados se pueden extender facilmente a la ecuacién
de Euler de orden n:

L(y) = 2"y™ + a1z 'y 4 a0z 2y 4 4 an_1ay +any =0 (2.5)
donde ay,as, ..., a, son constantes.

Observacion 2.3. Las ecuaciones tipo Euler se reducen facilmente a otras linea-
les con coeficientes constantes sin mas que cambiar de variable independiente

mediante

r=¢e" (& t=Inr)

2.4. Ecuaciones lineales de segundo orden con puntos
singulares regulares. Caso general

En lugar de la ecuacién
(z = 20)*y" + a(z)(z — zo)y' + b(z)y =0,

que supondremos admite un punto singular regular en x = g, consideraremos
la ecuacion
22y 4+ a(x)zy +b(z)y =0 (2.6)

con un punto singular en el origen. Por tanto, a(x) y b(x) poseen desarrollos en
serie de potencias

a(z) = iakxk , b(z)= iﬁkxk
k=0 k=0

convergentes en |z| < rg, 9 > 0. Si buscamos soluciones de (2.6) de la forma

o0 oo
y(z) =a" Z cpak = Z et = cox" F e 4L F ™R 4L (27)
k=0 k=0
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e . * .
donde r y ¢j estan a determinar, x > 0 y suponemos ¢y # 0 . Derivando tenemos

y'(z) = Z(k + r)epzt T = cora” T ey (r 4 12"+

k=0
tea(r 4 2)a™ 4 L ep(r F E)aF T (2.8)
y'(z) = Z(k + ) (k471 —1)epa® 2 = cor(r — 1)a" 2 + e (r + Dra" 1
k=0
Fea(r+2)(r+ Da" + ..+ ek +7)(k+r— D)zt =2 4 (2.9)

Sustituyendo en (2.6) y teniendo en cuenta los desarrollos en serie de a(x) y
b(x), resulta

cor(r — D)z + ey (r+ Dra™ ™ 4 ep(r +2)(r + 1) 2”2 + ..
et (0 + oz 4 a0z® + ) (cora” + e (r + D™ + eo(r +2)2" 2 + )+

+(Bo + 1z + Baz® + .. ) (cox” + c1a" T F ™ 4 .) =0

Si igualamos a cero las distintas potencias de x obetenemos la siguiente tabla

27

Potencia Coeficiente igualado a cero
x” [r(r—1) + aogr + Bolco =0
zrH [(T + 1)7" + 040(7" +1)+ 50]01 + (raq + 51)00 =0

'tk p(r+ k) +dp =0

2 [(7‘ + 2)(7" + 1) + ao(’l” + 2) + 60]62 + [(7’ + 1)0(1 + B1]Cl + (7"0(2 + /82)00 =0

donde
p(r) =r(r—1) + agr + fo = r(r — 1) + a(0)r + b(0) = 0 (2.10)

* Si el primer ¢; # 0 fuese ¢; quedaria

oo oo
j k . ok _
y(z) = 2" E cjtrx” =x" E crr” , conco=c; #0
k=0 k=0
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es la ecuacion indicial, y

k—1
di =Y (G +7)ak—j + Brjle; (2.11)

Jj=0

La tabla anterior y (2.11) nos permiten determinar ¢y, ¢g, ¢3, ... en funcién de ¢
y 7. A las soluciones de ese sistema las denotamos Ci(r), Ca(r), C3(r),... y a las

dy correspondientes, D1(r), Da(r), D3(r), .... Asi tenemos, por ejemplo,
D1 (’I")
D = + , C =
1(r) = (raq + B1)co 1(r) P+ 1)

Y en general,

k—1

Diu(r) = 310 + r)aw—; + Brj]Cy(r) (2.12)
3=0

Cul(r) = _m C k=1,2,.. (2.13)

Obsérvese que los coeficientes C} determinados de esta forma son funciones
racionales de r, ya que son cocientes de polinomios, y s6lo dejan de estar definidas

cuando p(r + k) = 0, para algin k = 1,2, .... Pero esto unicamente es posible en
dos puntos ya que (2.10) es un polinomio de segundo grado.
Definamos
(oo} oo
Y(z,r)=2a" Z Cr(r)zk = coz™ + 2" Z Cr(r)z" (2.14)
k=0 k=1

Si la serie (2.14) converge en 0 < x < rg, y por (2.14), (2.12) y (2.13) tenemos:
LY (x,7)] = cop(r)a” (2.15)

Por tanto, si la expresién y(z) dada por (2.7) es una solucién de (2.6), entonces
r debe ser una raiz de la ecuacién indicial p(r) y los coeficientes ¢, vienen dados
por (2.13) como funciones de ¢y y 7. Reciprocamente, si r es una raiz de p(r)
y los Cy(r) se pueden determinar, esto es, p(r + k) # 0 para cualquier k € ZT,
entonces la funcién y(z) = Y(z,r) dada por (2.14) es una solucién de (2.6)
independientemente de cual sea el valor de ¢y que se elija y siempre que tal serie
sea convergente.

Llamamos r1 y r2 a las dos raices de (2.10), de modo que Re(r1) > Re(rs). Es
obvio que p(r1 +k) # 0, k =1,2,... y, por tanto, se pueden determinar todos los
coeficientes Ci(r1), k = 1,2, .... Podemos tomar ¢y = Cp(r1) = 1 y obtener asf
una primera solucién de (2.6)
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oo

yi(x) = 2™ ch(rl)$k , Co(r)=1 (2.16)

k=0

Para la otra raiz rq9, ro # 71, supongamos también que p(re + k) # 0, para
cualquier k¥ € Z*. Andlogamente podemos fijar ¢g = Cp(r2) = 1 y obtenemos
todas las restantes C(r2), llegando as{ a una segunda solucién

ya(w) = 2™y Ci(ra)a® , Co(ra) =1 (2.17)
k=0

de (2.6). Nétese que
pro+k)#0 <= r#rm+k <= r—-rm#k, kcZ'

Hasta aqui hemos supuesto que x > 0. Todo el proceso sigue siendo valido para
x < 0, ya que bastarfa con sustituir " por (—z)". En muchos casos, dependiendo
del valor de r, vale incluso si x = 0. Entonces, ya podemos enunciar el siguiente

Teorema 2.4 (Teorema de Frobenius). Dada la ecuacion
2’y +a(z)zy +ba)y =0

donde a(x) y b(z) tienen desarrollos en series de potencias convergentes en |x| <
ro, 7o > 0, siry,ra (Re(r1) > Re(rz)) denotan las raices del polinomio indicial

p(r) =r(r—1) +a(0)r + b(0),
se tiene:
(Z) Si 1 7é o, 1 — T2 ¢ Z+.'

oo
(@) =™ ) epaat (co1 =1,cx1 = Ck(r1))
k=0
e
o0
y2(z) = [z ch,ﬁk (co2 =1,ck2 = Ck(r2))
k=0

son dos soluciones linealmente independientes de dicha ecuacion en 0 <
|z| < 7o, donde las series convergen para |z| < rg.

(i) Si r1 = 1o, es decir, raiz doble de la ecuacidn indicial, un conjunto funda-
mental de soluciones seria

yi(@) = [2™ Y ex(r)a” (Co(r1) =1)
k=0

ya(a) = e Y ch(r)a® + (@) (In ),
k=0

en 0 < |z| < rp.



30 2 Capitulo 2
(iii) Siry —re € ZT:

o0
y1(33) = |$‘r1 Z Ek,ll‘k (50,1 7é 0)
k=0
e
yo(x) = |z|™ Z oz teyr(z)(In|z])  (Gop #OAc= Cplra),m=ri—ra)

k=0

constituyen un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial
dada definidas en 0 < |x| < ro. Las series convergen en |x| < rg.

Los coeficientes cy 1, Ck,2,Ck,Ck1 Y Ck2, asi como c, se pueden calcular susti-
tuyendo directamente las expresiones que definen las soluciones en la ecuacion
dada al principio.

Demostracion. Fijémonos en el caso (i). Ya han sido encontradas un par de
soluciones (2.16) y (2.17) de la ecuacién (2.6). Sélo falta probar su convergencia.
Como la estructura de las dos soluciones es la misma, nos limitaremos a probar
la convergencia de la serie presente en (2.16). Esta serie es de la forma

> Ci(r)z* (2.18)
k=0

cuyos coeficientes, de acuerdo con (2.12) y (2.13), se calculan recurrentemente a
partir de

{ Co(’l“) = 1 (2 19)
plr+E)Ci(r) = — S50 + ran—j + Byl Ci(r) '

para k = 1,2, 3, .... Puesto que las dos raices indiciales son distintas y r; — ro ¢
77T, podemos escribir

p(r) = (r=r)(r=r2) = p(ri+k) =k(k+r —r2),

en COnSeCuenCia7
Ip(r1 + k)| > k(k — |r1 —ra]) (2.20)

y determinar un entero N tal que
N—1§|T1—7‘2|<N

Por otra parte, sea p cualquier nimero tal que 0 < p < rg. Como las series
de potencias a(z) y b(z) convergen en |z| < ro, en particular son convergentes
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cuando |z| = p. Luego, segin el punto (3) de la demostracién del Teorema 1.2,
existe una M > 0 de modo que

lajlp? <M, 1Bl <M (j=0,1,2,.)

Llevando esto a (2.19) y haciendo r = r, tenemos
k—
(s + BIIOL)] < S1G+ I Mp* + MGy )
j=0

Esto es, por (2.20),

k(k = |ry = ra]) [Cr(r1)| < M Z AL+ |m])p’ |y (2.:21)
7=0

Ahora introducimos una sucesién de nimeros reales no negativos g, v1, 72, -
como sigue

aey

Yo = CO(Tl) =1 y Tk = ICk(T1)| (k = 1’25 aN - 1)

k—1
k(k—|re—ra)ye =M G+ 1+’ *y (k=N,N+1,..) (222
=0

Con estos coeficientes construimos la serie potencial

> a® (2.23)
k=0

Esta serie tiene todos sus coeficientes v > 0. Ademas,
Ve > |Cr(r)] , k=1,2,..,N—1
Sigue de (2.21) y (2.22)

N-1

k(k—|r1 = o)) (v = |Cx (r)l) 2 M Y- (j+1+[r])p? (= 1Ci(r)) =0 =
7=0

= v —[Cn(r)| 20 = v >[Cn(r1)]

Y, mediante un proceso inductivo, para k > N se tiene

k(k—|ri = ra) (v — [Ck(r1))] Z]+1+|7”1| Fl-lCirm)) =20 =
7=0

31
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= % —|Ck(r1)]| >0 = 4 >|Ck(r)] , k>N

Siempre se cumple que v > |Ck(r1)]. Ademds, la serie (2.18) est4 mayorada por
la serie (2.23)

S ICkr)l 2" <> e fal* (2.24)
k=0 k=0

Veamos dénde converge esta tltima. De (2.22) con k + 1 en lugar de k, tenemos

k
(k+1)(k+1—|ri —ral)yeqs = MY _(j+ 1+ |ri|)p? 51y =
=0
k—1 ]
= M(k+1+[ri)p e+ Mp™ ' DG+ 1+ [rl)p’
j=0

y, por (2.22), esta tltima expresién vale
M(k+ 1+ |ri)p™ e+ o k(k — [r1 = re) =

= p Hk(k — |ri = 7o) + M(k + 1+ |ri )]
Entonces,
Vel _ k(k —|ri —ro|) + M(k+1+|r1])
Vi p(k+1)(k+1—|ri—72)
siempre que k > N. Teniendo en cuenta el resultado anterior, el criterio del
cociente nos da que

%kaﬂ‘ ek k(k —|ri —ro]) + M(k +1+|r1]) | —
YrTh Vi p(k+1)(k+1—|ri—ra)
m , k— 0.

Asi pues, la serie (2.23) converge si Iip‘ <le |z <p,¥p,0<p <.

En definitiva, la serie (2.23) converge si |z| < rg. A la vista de (2.24), la serie
(2.18) también convergerd para x tales que |z| < rg, al menos.

Sin més que sustituir 71 por 9 en todo el proceso anterior, probamos que

> Cr(ry)at
k=0

también converge en |z| < ro.
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2.4.1. Casos excepcionales

El primer caso excepcional que estudiaremos se presenta cuando r; = 79,
es decir, raiz indicial doble. En este caso, el método anterior sélo nos da una
solucion

(oo}
yi(e) =[] 3 Crlro)a*
k=0
Para obtener la segunda solucién, partimos de (2.15)
LY (z,7)] = cop(r)z” , x>0

Derivando respecto de r

%L[Y(m‘, r)] = co(p'(r)z" + p(r)z"inx)

L {;Y(I, 7")] = co(p/(r) + p(r)Inz)a"

Haciendo r = 71, ¢ = 1 y teniendo en cuenta que p(r1) = 0y p'(r1) = 0, se
llega a que

0
L [&"Y(x’rl)] =0
En otras palabras,

(o) = ¥ (@)

es la otra solucién. Si derivamos respecto de r en (2.14) y hacemos r = ry,
obtenemos otra expresién de yo(x), z > 0

%Y(w, r)=a" Z Cr.(r)a® + 2™ (Inx) Z Cr(r)zh =
k=0 k=0

o0
=" Z Ch(r)z® + y1 (z)lnz
k=1
ya que Co(r) =1 = C{(r1) = 0. Asi pues, en 0 < |z| < 79, la segunda solucién
es
(o]
y2() = [z ) Cr(r)z" + yi(@)in x|
k=1
El segundo caso excepcional se presenta cuando la diferencia de raices
indiciales es un entero positivo, es decir, 711 — 1o € Z1, y sea r — 1y = m € ZT,
entonces
rL="To+m
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La primera solucidn, la correspondiente a 1 (Re(r1) > Re(rz)), se calcula como
antes

(@) = [2[™ ) Cr(r)a"
k=0

Pero al calcular los coeficientes C(r2) para la segunda solucién mediante (2.12)-
(2.13), fijado Cy nos encontramos con que se pueden determinar

C1(r2), C2(r2), .., Cu—1(r2),
pero se presentan dificultades al hallar

Dm(r2)

Cm(7“2) = —m

(2.25)

ya que p(re +m) = p(r;) = 0 y la expresién (2.25) no tiene sentido, a menos
que D, (r2) = 0.
Obsérvese que

p(r):(T—Tl)(r—TQ) > p(r+m):(r_T2)(T+m—T2)
Si Dy, (r) tiene el factor r — rq, se puede simplificar en

Dy (r)

aﬂﬂ:_M%Hm

dicho factor, y asi Cy,,(r2) es finito, al igual que

Cim1(r2), Crga(r2), ...

Tendriamos asi la solucién
o
yg(.’ll‘) =" Z Ck(’l“g)xk s Co(?“g) =1
k=0

Ahora habria que ver que pasa si D,,(r) no tuviese el factor r — rs.
Una forma de conseguir que siempre sea D,,(r2) = 0 es eligiendo

Co(r)=r—r9

En efecto, Dy (r) es un polinomio homogéneo de grado uno en Co(r), C1(r), ..., Cr—1(r)
y, por consiguiente, tiene en comun el factor r — ry. De este modo podriamos
determinar todos los coeficientes Cy,(12) y escribir

o(x,r) =a" Z Ce(r)z® , Co(r)=r—ry (2.26)
k=0
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Entonces ahora (2.15) serd
Lp(z,r)] = (r = r2)p(r)a” (2.27)
Si hacemos r = ry tenemos L[p(x, )] = 0, por lo que formalmente
y = p(z,72) (2.28)
es una solucién de (2.6). Pero
Co(re) = C1(r2) = ... = C—1(r2) = 0, (2.29)

por lo que la serie presente en (2.27)-(2.28) comienza con la m-ésima potencia
de x.

Ademsds, una vez calculado C,,(r2), donde simplificamos el factor r — ro y hace-
mos r = 1o, es decir,

S A+ r2) s + B j]C (r2)

Chn(rg) = — =120
(r2) T —T2
vemos que
Cerl(rQ) = Cl (Tl)cm (TZ) (230)
Teniendo en cuenta (2.29) y (2.30) en (2.26)-(2.28), resulta la solucién
y=p(,ra) =2 Crlra)a® = a7 Y Cy(ry)a* =
k=0 k=m

= "2 Z Conin(rg)x™th = gratm Z Cin(r2)Ci(r1)z* =

k=0 k=0
= Cpn(ra)a™ Y Ci(r1)z" = Cpu(ra)un (x) (2.31)
k=0

En otras palabras, la solucién (2.26)-(2.28) es un miltiplo constante de la solu-
cién ya obtenida y (z). No nos sirve, por lo que tenemos que buscar otra manera
para hallar una segunda solucién. Si derivamos en (2.27) respecto de  nos queda

S ()] = L 5ot =
=p(r)z" + (r —ro)[p'(r) + 2"Inx]a”
Y haciendo r = rq

L [;ﬂ(p(l‘,’rg):l =0

35
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Asi que %(p(% r9) es una segunda solucién de (2.6) que adopta la forma

T2

dip(,
Ya(r) = 74,0((;1@) =z

hE

Cr(r)z® + (Inx)z" Z Ch(ra)a,
k=0

~
Il

0

donde Cy(r) = r — ry y, por tanto, C{j(r2) = 1. Por (2.31), la solucién se puede
expresar mejor como sigue

yal) = 2" 3" Chlra)a* + ey () (Ina),
k=0

siendo yq () la primera solucién, que ya calculamos por el procedimiento habi-
tual, y ¢ = Cy,(r2) con m = r; — ro.
Habitualmente se busca una segunda solucién de la forma

(oo}

yo(x) = 2™ Z Crot® + cyr () (Inx)
k=0

y se calculan los coeficientes ¢ 2 y la constante c sustituyendo directamente en
la ecuacién (2.6).

En todo lo que procede hemos supuesto que =z > 0. El razonamiento es
igualmente valido para x < 0.

2.5. Funciones de Bessel

Un ejemplo ilustrativo de la teoria desarrollada en el parrafo anterior lo
proporciona la determinacién de las soluciones de la ecuacion de Bessel

d’y 1dy V2
d$2+$dl‘+<1_l‘2>y_0 , (2.32)

donde y = y(x), © # 0 y el orden v es un pardmetro que supondremos real. Esta
ecuacién se puede escribir de la forma

Lly(z)] = 2®y" +ay' + (2* = *)y =0 (2.33)

Notese que esta ecuaciéon posee un punto singular en el origen, que es regular
ya que los coeficientes a(x) = 1 y b(z) = 22 — 12 son analiticos en @ = 0, con
desarrollos en serie validos en todo R. De acuerdo con el teorema de Frobenius,
la ecuacién (2.32) admitird soluciones que son analiticas también en 0 < |z| < X,

para todo X € R, X > 0.
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2.5.1. Resolucién de la ecuacion diferencial de Bessel mediante
desarrollos en serie

El polinomio indicial, en este caso, es
p(r)=r(r—1)+a0)r+b0)=r(r—1)+r—1v?=r>—1* | (2.34)

cuyas raices son r; = v y 1o = —v. Primeramente buscaremos la solucién co-
rrespondiente a 71 = v y suponemos z > 0. El citado teorema de Frobenius nos
garantiza que existe una solucién de la forma

o0 o0
x)=2a" Z ek = Z et
k=0 k=0
con ¢y # 0. Derivando, sustituyendo en (2.33) y agrupando los coeficientes de
las potencias de igual grado, queda
(VP —v+v—1 e’ + [(v+1)° = v?] cra’ T+

+Z{[k+u —V2i| ck+ck,2}x”+k:0 ,

k=2
esto es,

O.CO+[(1/+1)2— clzc—i—Z{[k—ku —y2}ck+ck,2}mk:0

De aqui se infiere que ¢y puede tomar cualquier valor y que
[(V —+ 1)2 — l/2] cl1 = (21/ —+ 1)61 = 0

Siv # —3, entonces ¢; = 0. En general,
[(k +v)? — V2:| ck+ck—2=0 (2.35)

De esta relaciéon de recurrencia se deduce que todos los coeficientes de indice
impar son nulos: ¢; = ¢3 = ¢5 = ... = 0. En cambio, para los pares, se obtiene
facilmente a partir de (2.35) que

Co o — Co
2u+1) T TR+ ) +2)

Cy = —

En general,
(=1)™co
2rml(v +1)(v+2)--- (v +m)

Com =



38 2 Capitulo 2

Esta primera solucién queda asi

B ( 1)k 2k
y(@) = con” + cor” ZQQkk'(V+1)( +2)- (v + k)

En la literatura matematica, aprovechando la indeterminacién de cg, se suele

tomar
1

wIr(v+1) °

donde I'(z) denota la funcién Gamma. De este modo se ha llegado a

k v+2k
(1) )(>+ ’

Co —

k'F v+k+1

funcién conocida como funcién de Bessel de primera clase y orden v, que se
representara por

(— 1)k v+2k
I m (3) (2.36)

Aplicando el criterio del cociente, la razén en valor absoluto entre dos términos
consecutivos para |z| < X (X > 0 arbitrariamente grande) es
jof? 3 X
dk+ D) |k+1+v| — 4k+1D)]k+14+v]

cuando k — oo. Por tanto, la serie (2.36) converge uniforme y absolutamente en
0 < |z| < X, para todo X > 0, y, cuando v > 0, en |z| < X. Este resultado es
coherente con lo que se esperaba del teorema de Frobenius.

Para la segunda raiz caracteristica se obtiene analogamente la solucion

(71)]9 —v+2k
Tl m (5) (2.37)

Cuando v no es un nimero entero, como veremos a continuacion, las funciones
de Bessel J,(z) y J_,(x) son linealmente independientes, ya que en el origen se

comportan
2)¥ 2)7v
@2 s @)
I'l+v) Ir'l-v)
y asi, para v # 0, una se hace cero y otra tiende a infinito, mientras que para

v = 0 coinciden obviamente. En esta situacion la solucién general de la ecuacion
(2.32) es

I
1

Jy(x) (2.38)

y(z) = C1Jy(z) + Cod_,(z) (2.39)

donde C; y (s representan constantes arbitrarias cada vez que comparezcan.



2.5 Funciones de Bessel 39

Observacion 2.5. Se gana mucho cuando se trabaja en el plano complejo, en cuyo
caso la funcién de Bessel J,(z) es una funcién analitica de la variable z en todo
el plano complejo cortado a lo largo del semieje (—oo, 0], mientras que resulta
ser una funcion entera de su orden v. En este trabajo estudiaremos sélo el caso
real.

Ahora consideremos el caso en el que v es un numero entero. Primero
veamos qué soluciones nos aparecen cuando v = 0. El polinomio indicial (2.34)
se reduce a p(r) = 72 = 0, que posee la rafz doble r = 0. Directamente sélo es
posible obtener una solucién y = ¢1(z), a saber, la funcién de Bessel de primera

clase y orden cero
= (D a2
k=0

que se obtiene de (2.36) o (2.37) poniendo v = 0. La segunda solucién y = @ ()
viene dada por [3]

oo T
yo(x):—];<1+;+...+;>((k!1))2(2>k+J0(m)lnm ;x> 0.

Sin embargo, en la literatura matemadtica [4] se suele tomar como segunda solu-
cién la siguiente combinacién lineal de Jo(x) e y,(x)

Yow) = 2 [(7 ~In%) Jo(a) + ¥olw)]

siendo v = 0'5772... la constante de Euler-Mascheroni. Asf,

(g (g o) S )]

que se denomina funcién de Bessel de segunda clase y orden cero. Obsérvese que
Jo(0) = 1 mientras que Yy(z) — —oo cuando z — 0F. Consecuentemente, Jo(z)
e Yy(z) son linealmente independientes y la solucién general de (2.33) cuando
v=_0es

Yo(x)

™

y(x) = Crdo(z) + CoYo(z) , x>0 .
El caso en el que v sea un entero no nulo, v = n # 0, la ecuacién de Bessel es
Lly(z)] = 2*y" + 2y’ + (2% —=n*)y = 0 (2.41)

y las raices caracteristicas son r1 = n y 79 = —n. Pero no es licito tomar como
segunda solucién y = ps(x) = J_,(x) (n entero, n > 0), ya que por definicién

B 0o (_1)k x\ —nt2k _
J_n(x) _I;)k!F(—n+k+1) (5) -
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—1)* —n+2 —1)k —n+2
E:Mf(n2k+n( ) +k HF(n2k+U< ) -

Como quiera que m =0,k=0,1,..n—1 [4, pdg. 3], el primer sumatorio
se anula y resta, efectuando el cambio de indice p =k — n,

Tl (-* )() e

k'F —-n+k+1

> P+” n+2p
Zo ot (3) =0
=

esto es,

@) = (~1)" (@)

Por consiguiente, J,(x) y J_,(z) no son linealmente independientes, y tenemos
que hallar una segunda solucién que forme con J,(z) un sistema fundamental
para la ecuacién (2.41). Dicha solucién viene dada por [3]

ne =3 (5) "5 ) g (1) ()

;im K”;“*;)*(”;*"'*nimﬂ (&)

+Jn(z)lnx

Sin embargo, como ocurria en el caso v = 0, en la literatura [4] es méas habitual
hallar esta segunda solucién en la forma

Yala) = 2 [y~ In2) Ju(a) + ¥, (@)

que sigue siendo solucién de (2.41), al ser esta ecuacién lineal y venir Y, (x)
expresada como una combinacién lineal de soluciones de la misma. Haciendo
cuentas, Y, (z) adopta la forma

Yo (x) = %Jn(x)lng — % Z M <§)2j7n B

n+2m
x) . x>0, (242)

—%Z%[W(m+l)+@(m+n+lﬂ (5
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que se conoce como funcién de Bessel de segunda clase y orden entero n. Aqui
W(z) representa la funcién derivada logaritmica de I'(z).
Facilmente se ve que

2 x
Yo(x)%;lni , z— 0"
—1)! —-n
Yn(x)%—¥(§> , x— 0" n=12 .,

lo que demuestra que Y,(z) — —oo, si x — 0T, mientras que Jo(0) = 1y
Jn(0) =0,n=1,2,.... Por lo tanto hemos construido dos soluciones linealmente
independientes de la ecuacién de Bessel (2.41). Su solucién general es

y(z) = Crdn(z) + CoY(x) , >0 |

siendo C y Cs constantes arbitrarias.
Recapitulando lo tratado anteriormente, la solucién de la ecuacién de Bes-
sel (2.33) es
ylx)=C1J,(x) + Cod_,(z) , v&Z

y(x) = Crdn(x) + CoYp(z) , veL

Se puede dar una unica férmula para la solucién general, si se introduce la
segunda solucién mediante

Yo (z) = Jy(x)cosmv — J_,(x) ’ (2.43)

senmyv

donde v ¢ Z, y se sobreentiende que

Yo (x) = l}I_I}}L Y, (z) (2.44)
cuando v € Z. A la funcién Y, (x) se la denomina, como en el caso v =n € Z,
funcién de Bessel de segunda clase y orden v.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que v > 0. Es obvio que (2.43) sa-
tisface la ecuacién (2.33), pues Y, (z) es una combinacién lineal de las soluciones
Ju(x) y J_,(z) de dicha ecuacién. Que J,(z) e Y, (x) son linealmente indepen-
dientes se deduce de los comportamientos de estas funciones cuando x — 0%:
mientras que J,(z) = 1,siv =0, 0 J,(z) =0, si v > 0, Y, (z) se hace infinita

por la presencia del factor (11"(/121;; en J_,(x). Por tanto, la solucién general de

la ecuacién de Bessel (2.33) es

y(r) = C1dy(z) + C2Y, ()
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Observacion 2.6. A las funciones que son soluciones de la ecuacién diferencial
(2.33), es decir, a las funciones de la forma C1J,(z) + C2Y,(z) se las conoce
como funciones cilindricas y se representan asi

Z,(x) = C1J,(x) + CoY,(x)

Como veremos en la ultima seccién, estas funciones aparecen en la resolucion
de distintos problemas planteados mediante ecuaciones en derivadas parciales al
utilizar coordenadas cilindricas.

2.5.2. Otras propiedades

Hemos visto que la serie que define la funcién J,(z) se puede derivar las
veces que se quiera. Luego, multiplicandola por z¥, se deduce

> —1)k N\ v—1+2k
:xykz_()klf[k—l—((u)—l)+l] (5) ’
o lo que es lo mismo
T = " s () (2.45)
Andlogamente se obtiene
d . _ _
e (27" T, (2)] = =27 Jppa () (2.46)

Si se efectudn las derivadas en los primeros miembros de (2.45) y (2.46) se infiere
de la primera que

J(z) + gjy(x) = Jy_1(2)

y de la segunda
(@) = = I (@) = =T (@) (2.47)
T

Si entre estas dos ecuaciones eliminamos J,(x) resulta la relacién
2v
Jy—1(x) + Jog1(z) = ?Jy(x) , (2.48)

mientras que si eliminamos J, () se tiene

Jy—1(x) = Jyqa(x) = 27, (x)
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Para v = n entero positivo, (2.48) se convierte en una relacién de recurrencia
2n
In-1(@) + Jns1 (@) = ?Jn(x)

que permite expresar cualquier funcién de Bessel J,(x), n > 2, en términos de

Jo(.%') y Jl(ac)

Observacion 2.7. La funcién de Bessel Y, (z) de segunda clase y orden v verifica
todas las relaciones anteriores, como es facil mostrar.

Finalmente, comentaremos algunas propiedades de los ceros de las fun-
ciones de Bessel J,(x). A partir de este momento consideramos x > 0, a veces
x > 0, cuando J, () tiene sentido en z = 0; y también supondremos v > 0.

En estas condiciones, la funcién J,(z) posee infinitos ceros reales simples, excep-
to quizés el cero. Si denotamos por ji, , el n-ésimo cero de esta funcién (cuando
no haya confusién, indicaremos sencillamente j,,) se cumple

(@) 0<jp1 <Jua2<..<Jun<..

(b) jun — +00, cuando n — oco.

(C) jl/,n—i—l _.jll,n 7& ju,n_,ju,n—ly n= 27 37 -+, PETO jl/,n-{-l _ju,n -, sin — oo.
Es decir, los ceros de J, (x) no son equidistantes, como sucede con las funcio-
nes trigonométricas senx y cosx, cuyos ceros guardan siempre la distancia
m. Sin embargo, a medida que aumenta n, la distancia entre dos ceros con-
secutivos de la funcién de Bessel J,(x) se aproximan a 7.

(d) Los ceros de las funciones de Bessel J,(x) v J,4+1(x) se intercalan, de mo-
do que entre dos ceros consecutivos de J, () se encuentra sélo un cero de
Jy+1(x); v, reciprocamente, entre dos ceros consecutivos de J,1(x) hay un
unico cero de J,(x). Estas dos funciones sélo pueden tener quizds un cero
comin en z = 0. Este resultado es vélido también para J,(x) y Jy4m(2),
m=123,...

2.6. Series de Fourier-Bessel. Aplicaciones

Comenzamos esta seccién deduciendo la integral del producto de dos fun-
ciones de Bessel del mismo orden. Para ello, utilizando (2.45) y (2.46), se tienen
sin dificultad

2 sy () — g, (o) ()] =

- % [gj(u”+1[]’/+1(xu))(u*VJ”(yu)) - y(uiyju(xu))(UV+1JV+1(yu))] =

= u(xQ - yQ)Jy(xu)Jl,(yu)
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Integrando y teniendo en cuenta que lim, o uJ, (zu)J, (yu) = 0, se infiere que

/oa wdy (wu) (o) du = v (@) (ay) = ayy(az) Ty v1(ay)

2.49
ZCQ _ y2 ) ( )

siendo a > 0 cualquiera.

Vamos a establecer que la familia de funciones {.J, (An2)},, oy constituye un sis-
tema ortogonal en el intervalo (0,a) con funcién peso z, siendo A\,(= A, ) el
n-ésimo cero de la ecuacién

Ju(Aa) =0 (2.50)

En este caso, (2.49) adopta la forma

aAmJy+1(Ama) Ty, (Ana) — arn Jy (Ama) Jy 41 (Ana)
A2 — A2 ’

/ xJy,(Amz)J, (Apz)de =
0

m # n, que vale cero en virtud de (2.50). Por otra parte, si m — n el segundo

miembro de la anterior expresién es una indeterminacién del tipo 2. Aplicando

0
L’Hopital, se tiene

. admdur1(Ama) T (Ana) — arn Jy (Ama) Jui1(Ana)
lim =
m—n A2 — A2

aJyt1(Ama)Jy (Ana) — a* X T}, 11 (Ana)Jy (Ana) — a?AnJ),(Ama) Jyt1(Ana)

= M 2o -
a? a?
= T g vl (Ana)J,(Ana) = ?[JV-i-l(/\na)]Q ]
ya que J,(Apa) =0,y J (Apa) = —J,+1(Ana) a tenor de (2.47). Resumiendo,

se ha establecido la relacion de ortogonalidad

/a:cJ,,()\mat)Jl,()\nm)dat - {az 0 ym#n (2.51)
0

7[J,,+1()\na)]2 ,m=n

donde A, = A\, ,, denota el cero n-ésimo de la ecuacién (2.50). Nétese que a\,, =
Jn, siendo j, ,, = jn €l n-ésimo cero de la ecuacién J, (z) = 0, que se traté en la
subseccion 2.5.2.

A continuaciéon nos planteamos estudiar el desarrollo en serie de una funcién
f(z), 0 < x < a, en términos de este sistema ortogonal de funciones. Esto es,
bajo qué condiciones es valido el desarrollo

f(il’) = Z CnJu(Anl') , (252)

n=1

donde J,(z) es la funcién de Bessel de primera clase y orden v, y
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O< A1 <Ao< . <Ay <.

son las raices positivas de la ecuacién (2.50). Si suponemos que este desarrollo
es posible, multiplicamos ambos miembros de (2.52) por xJ,(A,2) y admitimos
que se puede integrar la serie término a término, se deduce

/a xf(x)J,(A\pz)de = i Cm /Oa xJy,(Amz)JJ, (Anz)de = ¢, o J2(Ana)

0 2

m=1
sin mds que aplicar la relacién de ortogonalidad (2.51). De aqui se obtiene

2 a
Cp = W/O xJy,(Anz) f(z)dz (2.53)

Adviértase que (2.53) tiene sentido, pues los ceros de J,(x) y J,41(x) se in-
tercalan y no pueden coincidir, por lo cual J,11(A,a) # 0, de acuerdo con las
consideraciones efectuadas en el pdrrafo 2.5.2. A la serie (2.52), cuyos coefi-
cientes vienen dados por (2.53), se la denomina serie de Fourier-Bessel por su
semejanza con las series de Fourier que, como se sabe, involucran las funciones
trigonométricas.

El siguiente aserto, cuya demostracién omitimos [4, pag. 129], nos da condiciones
suficientes para la validez del desarrollo en serie (2.52).

Teorema 2.8. Sea f(x) una funcion continua a trozos en el intervalo (0,a) y
supongamos que es de variacion acotada en cualquien subintervalo [y, u] de (0,a).
Entonces, si

/Oa\/ﬂf(m)d:r < oo

el desarrollo en serie de Fourier-Bessel (2.52) converge a f(x) en cualquier punto
de continuidad x € [y,ul], y a

fle+0)+ flz—-0)
2

en los de discontinuidad.

Finalmente consideramos algunas aplicaciones de este desarrollo en serie.

Sabemos que la ecuacién de Laplace
A 0%u . 0%u L 0%u
U= =—5+— + —
0x2  Oy? 922

donde u = u(z,y, z), se escribe en coordenadas cilindricas

T = rcosp , 0<r<oo
Yy = rseny , "< p<m
z= z , —o0 <z <00
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de la forma

2 2
Au_18<8u> 1 0%u  O%u

= - |5 -5 +t=5=0 ,

rdr \_ Or r2 0p? 022
siendo u = u(r, ¢, z). Si el problema abordado presentase simetria cilindrica, es
decir, si u no depende de ¢, el laplaciano queda asi

A —lﬁ % +@_
u_rar T@T 822

Por ultimo, a fin de ilustrar la teoria, nos planteamos resolver la ecuacién de La-
place satisfaciendo ciertas condiciones de frontera y en una situacion de simetria
cilindrica

2
Aula(éh>+au0, O0<r<al<z<l

“ror\or) T o2
u(a,z)= 0 , 0<z<I
u(r,0) =pi(r) , r<a

u(r,l) = pa(r)
donde @1 (r) y ¢2(r) son funciones conocidas, no idénticamente nulas.
Por el método de separacién de variables, buscaremos soluciones de la forma

u(r, z) = R(r)Z(z)
Sustituyendo en la ecuacién, queda

10

Z(z);a(r}?'(r)) +R(rMZ"(z)=0

es decir,

LR Z2"(z)

Ry Z(») "

1 constante. Tenemos asi el par de ecuaciones diferenciales ordinarias

r?R"(r) 4+ rR (r) — pr’R(r) = 0 (2.54)

Z"(2)+uZ(z) =0 (2.55)
Distinguimos tres casos:
(i) Si u =A% > 0. La solucién general de la primera ecuacién es
R(T) = leo()\r) + CQKQ()\?“) R

donde Iy(x) es la funcién modificada de Bessel de orden cero y Ky(z) la
funcién de Macdonald, que no son objeto de estudio en este trabajo. Por
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razones fisicas, la solucién u(r, z) debe ser acotada en el interior del cilindro
r < a, en particular, en su eje r = 0. Pero Ky(z) se hace infinito cuando
x — 0% ([4, pdg. 111]), por lo que C5 tiene que ser cero. Por otra parte, de
la condicién u(a, z) = 0 se deduce que R(a) = 0, por lo que

01[0()\@) =0

Como quiera que Ip(z) > 0, > 0, serd también C; = 0, de modo que
R(r) = 0 y tendremos la solucién trivial u(r,z) = 0, lo cual es imposible
porque ¢1 ¥ (2 no son nulas.

Si p =0, la ecuacién (2.54) se reduce a la ecuacién de Euler

r?R'(r)+rR'(r)=0
cuya solucién general es
R(r) = Cy + Calnr

Entonces Cy = 0 para que R(r) esté acotada en r = 0. Por otra parte, de
R(a) = 0 sigue que Cy; = 0 también. Nuevamente R(r) = 0 y la solucién a
nuestro problema es la trivial u(r, z) = 0, lo cual es un absurdo.
Asf que tiene que ser = —\? < 0. La ecuacién (2.54) es ahora la ecuacién
de Bessel

r?R"(r) +rR'(r) + N>r*R(r) = 0

R(0) acotada , R(a)=0 |,
de orden cero, cuya solucién general es

R(T) = C1J0()\’I") + CQYQ()\T’) ,

de acuerdo con el parrafo 2.5.1. Como Yy(z) — —oo cuando z — 0T, ha de
ser Co = 0. Imponiendo la condicién R(a) = 0, queda

C’lJo(/\a) =0 5

ecuacién que se satisface si Cy; # 0, pues Jy(Aa) = 0 posee infinitos ceros
positivos, sean Ao, = A, en virtud de los comentarios efectuados en la
subseccion 2.5.2. Por tanto, salvo en una constante multiplicativa,

Rn(’l’) = J0(>\n7")
La segunda ecuacién (2.55)
Z"(2) = N2Z(2) =0

admite la solucion general
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Z(z) = CichAp,z + Coshh,z

Por tanto, aplicando el principio de superposicion, la solucién buscada tendra

la forma
oo

u(r,z) = Z(anch)\nz + bpshinz)Jo(Anr) (2.56)

n=1
donde los coeficientes indeterminados a,, y b, se calculan a partir de las
condiciones de frontera. De u(r,0) = ¢1(r) resulta

1(r) = ZanJo()\nr) ,

que es el desarrollo en serie de Fourier-Bessel de la funcién ¢1(r). Por tanto,
los coeficientes a,, vienen dados por

2 a
an:CW/O rdo(Anr)e1(r)dr (2.57)

a tenor de la relacién de ortogonalidad (2.51). Andlogamente, de la condicién
u(r,l) = @a(r) sigue

p2(r) = Y (anchAnl + bushAnl)Jo(Anr)

n=1

de donde
2 a
anch)\nl—i-bnsh)\nl:m /0 rJo(Anr)p2(r)dr

es decir,

2

bn = a2 (shhnl)

Jlg()\na)/o T’JO()\nT)[SDQ(T) — (ChAnl)Sﬁl(T)]dr (258)

Sustituyendo (2.57) y (2.58) en (2.56) se obtiene la solucién

S shA, (I — 2)] sh(Ap2)
u(nz) =) {“" SN LA w) } ToQhar)

n=1

donde los coeficientes a,, y b, se determinan por las férmulas (2.57) y (2.58),
respectivamente.
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Theorem 1.2. “If the coefficients
a(x),...,a,(x) of the linear differential
equation
Ly =y"+a 0y V+. . +a,(0y

are analytic at x = xo, i.e., they have se-
ries expansions in powers of x—x, valid for
|x—xo| < ro, 10> 0, then there is a unique
solution y(x) of L(y) =0, which is also an-
alytic at x = x, satisfying the initial condi-
tions

yo) =ay, ¥ =az .. ¥ Vx)=a,.

This solution has a power series expan-
sion valid for |x — xo| < rp as well.”
Legendre polynomials are the solutions of
the differential equation (n=0,1,2,...)
A-xy"-2xy +n(n+1)y=0, -1<x<1
Rodrigues’ formula

ar
2"nldx"
Generating function

Py(x) = *-1D", n=0,1,2,..

o, )=0-2xt+"? =Y P, ()"

n=0
Orthogonality properties
1 2 ,sin=m
/ Pm(x)P"(x)dx:{z"*‘
-1

0 ,sin#m

Legendre series
fO=Y cuPyx) , ~1<x<1,
n=0

with
2n+1
2

Theorem 2.4. (Frobenius theorem)
“Given the equation

1
= ff(x)P,,(x)dx , n=0,1,2,..
-1

"

2y +a(x)xy +b(x)y=0 ,

in which a(x) and b(x) have a power se-
ries expansions valid for |x| < ry, o >0, if
1,12 (Re(r) = Re(r»)) indicate the roots of
the indicial equation

p(r)=r(r—1)+a)r+b(0)
we have:

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de septiembre, 2017

OErn#rn,n-rnez:

o

1@ =1x"Y cpaxk
k=0

and

o

Vo) =1x1" Y cpax®
k=0

are two linearly independent solutions
of the equation in 0 < |x| < ro.
(i) ri=r.."
Bessel differential equation
Py +xy +(F-v)y=0
Cylinder functions
Z,(x) = C1y(x) + G Yy (%)

Orthogonal properties

a
[ mmorniin= {"{[lvu(it,,anz L m=n
where 0< A, <1, <...<A,<... are the pos-
itive roots of the equation J,(ax) =0, a> 0.
Fourier-Bessel series

f@ =Y cadvAnx)
n=1

with

-
e — fo A0 f(dx

@R

Aplications of the theory: resolution of the
Laplace equation

10 ( 6u) 0*u

Au—;E(rE) g_o , 0<r<a0<z<l
u(a,z) = 0 , O0szs<I
u(r,0) = ¢i(r) r<a

u(r,) = ¢o(r)

where ¢,(r) and ¢,(r) are known func-
tions, not identically zero.
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