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Resumen

Las bibliotecas (del inglés library) son un conjunto de funciones codificadas en un
lenguaje de programacién determinado que ofrece una interfaz bien definida para su
uso.

El objetivo de este trabajo ha sido el crear una biblioteca de clases en C++ que
implementa un algoritmo de tipo Branch-and-Cut-and-Price. Este tipo de algoritmos
utiliza técnicas de descomposicion — como la de Benders o Dantzig-Wolfe — para
mejorar los algoritmos y ofrecer soluciones a problemas de gran tamafio. Se pretende
que nuestra biblioteca se componga (esté compuesta por) de un conjunto de objetos
adaptables, de forma que los métodos de las clases puedan ser modificados o
enriquecidos para adaptarse a las especificaciones de cada problema.

Palabras clave

Biblioteca, Branch-and-Bound, Branch-and-Cut, Branch-and-Price, Branch-and-Cut-
and-Price, descomposicion Dantzig-Wolfe, problema de optimizacion, Programacion
Lineal Entera Mixta






Abstract

A library is a collection of functions, written in terms of a programming language,
which has a well-defined interface so that we can use them.

The main goal of this project is to create a library in C++, which implements a Branch-
and-Cut-and-Price algorithm. This kind of algorithms makes use of decomposition
techniques — such as Benders or Dantzig-Wolfe — in order to improve algorithm
performance and offer solutions for large problems. We expect our library to consist of
a bunch of adaptable objects in a way that class methods could be modified or enriched
to fit the requirements of each problem.

Keywords

Library, Branch-and-Bound, Branch-and-Cut, Branch-and-Price, Branch-and-Cut-and-
Price, Dantzig-Wolfe decomposition, optimization problem, Mixed Integer Linear
Programming
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1. Introduccion

1.1 Descripcion del proyecto

Los problemas de Programacién Lineal Entera complejos requieren en ocasiones de
una gran cantidad de recursos computacionales para su resolucion. Por ello, suelen ser
abordados a través de transformaciones que permitan descomponer el problema en
subproblemas mas pequefios. Aunque la resolucién del problema principal implica
también la resolucion de los subproblemas, estos Gltimos requieren menos recursos.

Una de estas transformaciones se conoce como descomposicion de Dantzig-Wolfe. Esta
transformacion elimina un conjunto de restricciones del programa lineal, y las
transforma en columnas o variables. Sin embargo, el nUmero de columnas obtenidas
crece de forma exponencial con respecto al nimero de restricciones eliminadas. La
inclusion de todas las columnas haria la resolucion del problema inabordable. Por ello,
las columnas se introducen de forma dinamica en el programa lineal a medida que éstas
son requeridas por el resolutor lineal. La generacion lineal de columnas se conoce como
Pricing.

Cuando las variables originales del problema son enteras, la resolucion del problema
demanda la utilizacion de un arbol de ramificacion que divida el espacio de decision de
acuerdo con los posibles valores de las variables. La division del espacio da lugar a un
arbol de decisién con un nimero exponencial de ramas con respecto al namero de
variables, asi que se deben establecer criterios para eliminar aquellas ramas que
conduzcan a soluciones no prometedoras. La utilizacion de un arbol de ramificacion
para la resolucion de un problema de Programacion Lineal Entera se denomina Branch-
and-Bound.

La técnica que combina la generacion dindmica de columnas con un arbol de
ramificacion se conoce como Branch-and-Price. Si ademas de generar columnas, se
generan restricciones — también dinamicamente — dicha técnica se denomina Branch-
and-Cut-and-Price.

El manejo dindmico de variables, asi como la gestion del arbol de ramificacion, puede
llevarse a cabo de forma automatizada en un entorno de resolucion de problemas de
Programacién Lineal Entera. El objeto de este proyecto es la elaboracion de una
biblioteca de clases, escrito en C++, que implemente un algoritmo de tipo Branch-and-
Cut-and-Price, facilitando la resolucion de estos problemas de Programacién Lineal
Entera Mixta mediante el método de descomposicion de Dantzig-Wolfe.

1.2 Antecedentes

El desarrollo de bibliotecas para la resolucion de problemas lineales mediante las
técnicas Branch-and-Cut, Branch-and-Price y Branch-and-Cut-and-Price ha sido el
objeto de trabajo de diversos proyectos. Entre ellos, cabe destacar el proyecto COIN-OR
[1], desarrollado por International Business Machines y que se basa en COIN-OR LP
Solver: un resolutor lineal; Open Solver Interface: una interfaz que independiza la
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resolucion de los problemas de su optimizador linea; y Branch-and-Cut-and-Price: una
biblioteca que retne herramientas de programacién para la resolucién de problemas
mediante esta técnica.

Otra herramienta similar es Solving Contraint Integer Programs [2], desarrollada por el
Zuse Institute Berlin, que consiste en una biblioteca y un marco de trabajo para la
resolucion de programas lineales enteros.

Estas dos bibliotecas han sido sometidas a diversas evaluaciones a través de programas
de ejemplo y han superado las expectativas de calidad. La herramienta que se pretende
desarrollar persigue un objetivo similar. Aunque, en lugar de intentar conseguir un
producto final, se pretende que se introduzcan las técnicas de resolucion y se
comprendan a través de la implementacion de esta biblioteca.

1.3 Programacion Lineal

La Programacion Lineal [3] es una técnica matematica surgida en el siglo XX. Consiste
en una serie de métodos y procedimientos que permiten modelar y resolver problemas
de optimizacion, cuya caracteristica principal es maximizar o minimizar una funcion
lineal — Ilamada funcién objetivo — y cuyas variables se encuentran sujetas a una serie
de restricciones; dichas restricciones seran representadas por un sistema de inecuaciones
lineales.

1.3.1 Programacion Lineal Entera

En algunos casos, se necesita que la solucidn éptima, es decir, aquella que maximice — o
minimice, segun convenga — el valor objetivo, esté compuesta por algunas variables
restringidas a tomar valores enteros. Se habla entonces de Programacion Lineal Entera

[4].

Estos problemas se formulan de la misma manera que los de Programacion Lineal, pero
agregando la condicion de que al menos una de las variables tomara valores enteros.
Analizando las posibles alternativas de que estas variables tomen un valor entero u otro

en un entorno, a partir de una solucién obtenida considerando las variables reales,
podemos resolver este problema.

Los problemas de Programacion Lineal Entera van a permitir modelar muchos mas
casos que los de Programacién Lineal, pero con la contrapartida de suponer un coste
computacional mucho mayor para su resolucion.

La causa de este incremento de computo se debe a que desaparece la propiedad que
poseen los problemas de Programacion Lineal de que al menos una solucion 6ptima del
problema se encuentra en un punto extremo. En los problemas de Programacién Lineal
Entera, los conjuntos pueden estar definidos a trozos y ser menos convexos, con lo que
la idea de punto extremo se descarta.

Por todo ello, se hace necesario usar algin método de disefio de algoritmos, como la
técnica Branch-and-Bound [5], que parte de afadir nuevas restricciones para cada
variable de forma que, cuando vuelva a ser evaluado, lleve al 6ptimo entero.
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1.3.2 Programacion Lineal Entera Mixta

Ya se ha visto que la Programacion Lineal Entera define aquel modelo donde las
variables son nimeros enteros no negativos. En situaciones reales, se puede hacer frente
a problemas de decision (es decir, decisiones de si 0 no), que pueden representarse con
variables denominadas binarias. Cuando s6lo es necesario que algunas de las variables
sean enteras y el resto continuas, el modelo recibe el nombre de problema de
Programacion Lineal Entera Mixta [6]; esta clasificacion incluye también aquellos
modelos que se compongan tanto de variables enteras no negativas y continuas, como
de variables binarias.

1.4 Branch-and-Bound

El método de Branch-and-Bound es una variante de la técnica de Backtracking,
mejorado sustancialmente pare resolver problemas de optimizacion.

Se interpreta como un arbol de soluciones donde el recorrido no tiene por qué ser en
profundidad — como ocurria en backtracking — sino que se sigue una estrategia de
ramificacion. Ademas, se utilizaran técnicas de poda para detectar en qué ramificacion
ya no son 6ptimas las soluciones dadas (a través de estimaciones de cotas para cada
nodo). En caso de no ser dptima, dicha ramificacion se podard para no malgastar
recursos y procesos en casos que se alejan de la solucién optima.

El algoritmo de Branch-and-Bound sigue, basicamente, el procedimiento siguiente:

= Se introducen los hijos del nodo raiz en una Lista de Nodos Vivos (LNV), que
contendréd los nodos pendientes de expandir por el algoritmo. Segun como estén
almacenados los nodos en la LNV, el recorrido se realizara de una forma u otra,
dando lugar a la estrategia de ramificacion.

= Se extrae uno nodo de la LNV.

= Vemos si el nodo es factible (propone una solucion valida) y 6ptimo (se compara con
la mejor solucidn encontrada de momento).

= Si ese nodo es solucidn, se almacena; si no lo es, se introduce en la lista los hijos de
dicho nodo.

1.4.1 Aplicacion en problemas de Programacion Lineal
Entera Mixta

A continuacion, se explicara el funcionamiento de la técnica Branch-and-Bound
enfocada a problemas MILP (Mixed Integer Linear Programs [6]), partiendo del
algoritmo basico y utilizando técnicas avanzadas para su resolucion.

El algoritmo de Branch-and-Bound resuelve un MILP dividiendo el espacio de
busqueda y generando una secuencia de subproblemas; este espacio de busqueda se
puede representar por un arbol. Cada nodo del arbol corresponde a un subproblema que
deriva de los problemas previos a éste y que se encuentran en el camino que lleva del
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nodo en cuestion a la raiz del arbol. El subproblema (MILP®) asociado a la raiz es
idéntico al problema original, al cual Ilamamos MILP.

La relajacion lineal (LP°) de MILP® puede ser definida como:

(1)

mincTx
X

s.a.:Ax<b
I<x<u

El algoritmo genera subproblemas a lo largo del &rbol usando el siguiente esquema.
Considérese x°, la solucion éptima de LP°, que suele calcularse utilizando el algoritmo
simplex dual. Si x? es entero Vi € £, entonces x° es una solucién dptima para MILP.
Supdngase que 3i € ¢, tal que x? no es entero. En tal caso, el algoritmo define dos
nuevos subproblemas (MILP' y MILP?), descendientes del nodo padre MILP®. El
subproblema MILP?* es idéntico al padre, excepto por la restriccion adicional

)
X < lflol,
y el subproblema MILP? es idéntico también, exceptuando la restriccion adicional

3)
X > [flol

La notacidn |y| representa el entero mas grande que es menor o igual a y, y la notacion
[y], el entero mas pequefio que es mayor o igual a y. Ambas restricciones pueden ser
manejadas modificando las cotas de la variable x;, en lugar de afiadir explicitamente las
restricciones a la matriz. Los dos nuevos subproblemas no tienen a x° como solucion
factible, pero la solucion entera del problema MILP debe satisfacer una de las dos
restricciones (la de MILP' o MILP?). Por tanto, ambos subproblemas se definen como
nodos activos del arbol de Branch-and-Bound y la variable x; se denomina variable de
ramificacion.

En el siguiente paso, el algoritmo escoge uno de los nodos activos e intenta resolver la
relajacion lineal asociada a dicho subproblema. La relajacion podria ser no factible, en
cuyo caso el subproblema se descarta. En cambio, si puede ser resuelto y la solucién es
factible entera (es decir, x; es entero Vi € £), entonces el valor objetivo proporciona la
cota superior para el problema de minimizacién MILP; si la solucion no es factible
entera, nuevamente se definen dos nuevos subproblemas. Este proceso continta iterando
hasta que ya no haya nodos activos. Llegados a este punto, la mejor solucién entera
encontrada es la solucion 6ptima para el problema MILP; si no se ha encontrado una
solucidn entera, entonces se dice que el problema MILP no tiene una solucién entera
factible.
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1.4.2 Branch-and-Cut y su aplicacion en problemas de
MILP

En este apartado se hablara de la técnica de Branch-and-Cut [7], que se basa en el
algoritmo de Branch-and-Bound con la inclusién de planos de corte. Asi, se describe
una técnica que nos permite obtener dptimas para problemas formulados mediante un
modelo de Programacion Lineal Entera, usando algoritmos simplificados. Se puede
obtener una descripcion detallada de las técnicas en libros de autores como Jinger y
Thienel [8], Padberg y Rinaldi [9] o Thienel [10].

La relajacién lineal de un problema lineal entero (IP) es el problema lineal obtenido del
IP, eliminando las restricciones de integralidad. Por lo tanto, el valor 6ptimo de la
relajacion wt? en el caso de minimizacion es una cota inferior del valor 6ptimo w'? del
problema lineal entero. O sea, wf < w'P.

La técnica Branch-and-Cut es una metodologia que permite resolver problemas lineales
con un numero exponencial o, al menos, muy grande de restricciones. Estas
restricciones generalmente vienen dadas de forma implicita. Véase la Figura 1 para una
ilustracion de esta técnica.

Denotemos por [] un problema de optimizacién genérico. Este problema es una
estructura de datos que consta de una lista de restricciones activas L¢, la lista de
variables activas LV, el vector de optimizacién w, el vector solucion de la relajacion
lineal actual z*, el valor objetivo de la relajacion lineal actual w? de acuerdo con w y
el estado de la relajacion lineal.

En un esquema basico de esta técnica para un problema de minimizacion, una lista L?
de subproblemas es inicializada con la relajacion lineal del problema []. El valor de la
mejor solucién z encontrada hasta el momento es almacenado como cota superior global
wUB_ Cada iteracion selecciona un subproblema de la lista de problemas pendientes. La
cota inferior es calculada para cada subproblema resolviendo la relajacion lineal con el
conjunto actual de restricciones activas y variables activas. Por otro lado, el algoritmo
intenta mejorar la cota superior mediante una heuristica basada en la solucion obtenida
en la relajacion lineal actual. El calculo de esta cota ofrece una garantia de la distancia a
la optimalidad, es decir, para problemas de gran tamafio — y/o duros — el algoritmo de
Branch-and-Bound permite obtener una buena solucién (posiblemente 6ptima) e indica
cuan lejos esta la solucion de llegar a ser optima.

Un subproblema es podado de la lista si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

= se obtiene una solucion factible entera a partir de la relajacion lineal
= larelajacion lineal es no factible
= la cota inferior local es mayor que la cota superior global.

Si la relajacion lineal actual no fuera factible, entonces se lleva a cabo un intento por
generar nuevas desigualdades validas violadas por la solucion fraccional actual,
utilizando procedimientos de separacion. Si se encuentra esa desigualdad, se afiade al
programa lineal, esperando que nos lleve a una solucién diferente menos fraccional.
Esto se repite hasta que se encuentra una solucién entera 0 no se encuentran mas planos
de corte.
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(2] Dptimizacidin en la relajacidn lineal. (b} Separaciin de una desigualdad.

[c) Optmizacikin en el moevo poliedro. (d} Separacidn de una nueva destgual-
dad.

(e) Optmo cumpliendo las restriccio- () Facetas del politopo.
nes de integralidad.

Figura 1 Técnica de Branch-and-Cut
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1.5 Branch-and-Price

La técnica de Branch-and-Price es un método hibrido entre Branch-and-Bound y el
método de Generacion de Columnas [11]. Para cada nodo en el arbol de blsqueda, se
pueden afiadir columnas a la relajacion lineal. Al comienzo del algoritmo, se excluye un
conjunto de columnas de la relajacion para reducir la complejidad computacional y los
requisitos de memoria; luego, las columnas se afiaden a la relajacién conforme se vayan
necesitando. Esto se hace posible ya que, en problemas de gran tamafio, la mayor parte
de las columnas tendran un valor igual a cero en cualquier solucion optima. En
consecuencia, la inmensa mayoria de las columnas son irrelevantes y, por tanto,
descartables para la resolucién del problema.

1.5.1 Branch-and-Cut-and-Price y su aplicacion en
problemas de MILP

En este apartado se hablara de la técnica de Branch-and-Cut-and-Price para la
resolucién de problemas de MILP. En muchos problemas MILP, suele haber algun tipo
de estructura asociada que pueda ser explotada normalmente por descomposicion. Ya se
ha visto en apartados anteriores que cuando la relajacion en cada nodo del arbol de
Branch-and-Bound es resuelta por generacion de columnas, se habla de Branch-and-
Price. Opcionalmente, se pueden afiadir métodos de planos de corte para reforzar la
relajacion lineal; asi surge la técnica de Branch-and-Cut-and-Price.

Se hace necesaria la reformulacion del problema utilizando alguna técnica de
descomposicion, en este caso la técnica de descomposicion de Dantzig-Wolfe. La
relacion entre el problema original y las reformulaciones permite entender como deben
ser formulados los planos de corte y como deben tomarse las decisiones de
ramificacion, a la vez que mantenemos los problemas de generacién de columnas
manejables.

La descomposicién y reformulacion de programas enteros mixtos [12] supone un
enfoque tipico para obtener relajaciones mas fuertes y reducir la simetria. Esto suele
conllevar la adicién dinamica de variables (columnas) y/o restricciones (planos de corte)
al modelo. Por trivial que parezca esta técnica, hay que tener claro que tanto reforzar la
relajacion a través del método de planos de corte como realizar una ramificacion sobre
variables fraccionales interfieren en la generacion de columnas y puede hacer
desaparecer las ventajas de la descomposicion si no se procede con precaucion.

1.6 Meétodos de descomposicidon de Dantzig-Wolfe

Una vez descritos los diferentes algoritmos utilizados, procederemos a la descripcion
del método de descomposicion de Dantzig-Wolfe [13].

La motivacion que lleva a utilizar métodos de descomposicién surge cuando el tamafio
del problema, en término de nimero de variables y restricciones, hace su resolucion
muy pesada. Para problemas pequefios o de tamafio medio, se pueden utilizar técnicas
convencionales de Programacion Lineal; pero resulta imprescindible mejorar la técnica
utilizada en caso de que se quiera resolver problemas de grandes dimensiones. A
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continuacion, se describira brevemente la técnica de la descomposicion de Dantzig-
Wolfe.

1.6.1 Descripcion matematica

A continuacién, se procedera a la descripcion matematica del Método de
Descomposicién de Dantzig-Wolfe [13]. Se ha extraido del manual sobre Programacion
Matematica [14]. Supdngase el problema lineal:

4)
(P) mincTx
X
s.a.: Ax=b
x =0

donde A y b son divisibles en la forma:
(5)
_[A°T . _ [b°
a=[]0=1)
entonces el problema P puede verse como:
(6)
(P) mincTx
X
s.a.: A% = b°
Alx = p?
x =0.

Considérese el poliedro Q; = {x: A'x = b',x = 0}, y asimase que {pl,...,p"} son
sus puntos extremos y {d?,...,d4}, sus direcciones extremas. Se asume también que
p +q =1, ya que de lo contrario P es no factible. Entonces, en virtud del teorema de

Caratheddory [14], cualquier punto x € Q, (si existe alguno) es identificable con
valores A;(i =1,..p) y g; j =1,..,q) tales que x = X7, App' + X7, pyd’, 4; =
0(=1L..,p) Yy u;20(G=1,..,q9), ¥y Zleli = 1. Por tal caracterizacion, el
problema P es también reformulable como:

(7)

p q
(P) minz AicTpt + Z pjctdl
Apj £ .
=1 j=1

P q
s.a.: z LA Dt + z pjA%d’ = b°
i=1 =1
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A =0 Vi=1,..,p
Uj >0 Vj=1,...,q

Esta reformulacién del problema P es conocida como problema maestro (completo).
Dado que los problemas P y PM son equivalentes, ¢cual es la ventaja de tal
reformulacion? Al pasar desde P hasta PM las filas A'x = b® se han sustituido por una
Unica Zlexli =1 (fila de convexidad), a costa de aumentar el nimero de columnas
hasta otro nimero extremadamente enorme. Debemos notar sin embargo que, usando el
simplex revisado para la resolucion del problema maestro, no es necesario disponer de
todas las columnas en cada iteracion. Véase ahora como proceder a la generacion de
columnas (puntos/direcciones extremos de Q,).

Supdngase que se conocen algunas columnas y de PM, es decir, que se dispone del
problema maestro relajado PM(y). Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que
estos problemas maestros relajados son siempre factibles, afiadiendo una variable
artificial con costo muy grande; si al final del proceso se observa que el valor objetivo
6ptimo del daltimo P (y) depende de este costo muy grande, entonces P es no factible.
Si al resolver PM(y) resulta no acotado, entonces el problema maestro completo (y en
consecuencia P) es no acotado (basta ampliar la direccion de descenso para PM(y) con
ceros en las columnas en y para crear una direccion de descenso para PM). En otro caso,
sea (u, @) un vector de variables duales 6ptimo para PM(y) (las componentes del vector
u estdn asociadas a las filas de X}_, A%p'A; + X¥2, A%dJp; = b° y a a la fila de
convexidad). Entonces, usando las condiciones de holguras complementarias, el vector
(u, @) sera una solucién dual dptima para PM cuando verifique:

(8)
uTA%! + a < cTp! Vi=1,..,p
uTA%J < cTdJ Vi=1,..,q
esto es, cuando:
9)
cTpt —uTA%'  —a >0 Vi=1,..,p
cTd/ —uTA%d7 >0 Vi=1,..,q
Para estudiar esto basta resolver:
(10)

mincTp! —uTA%' — a = min[(cT —uTA%)p!] —
l L
minc’d/ —uTA°d/ = min[(c” — uTA)d’]
j J

Tras ello, hay que ver si tienen un valor objetivo 6ptimo no negativo. En tal caso, el
método del simplex revisado sobre PM ya puede detenerse porque tiene su solucion
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Optima; en caso contrario, se tiene una variable p* o d’/ que conviene que entre en la
base actual, y se prosigue haciendo iteraciones con el simplex revisado. Notese
finalmente que la resolucién de los dos problemas anteriores queda resuelta aplicando el
método del simplex al siguiente problema, conocido como subproblema de P:

(11)
(P5) min(cT —uTA%)x
X
s.a.: Alx = bt
x =0
Esto conduce a un algoritmo iterativo en el que, iteracion tras iteracion, se va

enriqueciendo el problema maéster con los cortes obtenidos de la resolucion del
subproblema.

1.6.2 Interpretacion descriptiva

De forma resumida, se podria presentar el funcionamiento de este método de
descomposicion en una serie de pasos. Estos pasos no tienen por qué definirlo
completamente, ya que hay variaciones de la técnica.

1. Empezamos con una solucion factible del problema maestro restringido,
formulando nuevas funciones objetivo para cada subproblema de forma que
éstas ofrezcan una mejora del valor objetivo actual del programa maestro.

2. Dadas estas nuevas funciones objetivo, los subproblemas se vuelven a resolver.
Por cada subproblema, el problema maestro recibe un valor 6ptimo.

3. El maestro incorpora una, o todas, las nuevas columnas generadas por las
soluciones de los subproblemas, basandose en la habilidad de cada columna de
mejorar el valor objetivo.

4. Se realizan tantas iteraciones del algoritmo simplex como nuevas columnas se
hayan afiadido.

5. Si la funcién objetivo mejora, se vuelve a repetir todo el proceso.

6. Criterio de parada: ocurre cuando ninguna nueva columna de los subproblemas
mejora el valor objetivo del problema maestro.
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Descripcion de la Biblioteca
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2. Descripcion de la Biblioteca

Ya se ha hablado de las nociones tedricas necesarias para entender el funcionamiento de
la biblioteca que se pretende realizar. Por tanto, el siguiente paso es describir el modelo
concreto de dicha biblioteca, incluyendo su estructura, asi como el funcionamiento de
cada parte que la compone.

2.1 Estructura
Nuestra biblioteca se compone de cinco partes principales:

= Descriptor de variables y restricciones, el cual definira la familia de variables que
van a intervenir en el problema y, por ende, se encargard de establecer las
restricciones y el problema en general.

= Arbol de busqueda, que se encargara de gestionar los nodos.

= Nodo, empezando por el nodo raiz y que, junto al resto, conforman el arbol de
busqueda. Tendra la configuracion del problema de MILP asociado, especifico para
cada nodo.

= Separador, que se encargara de afadir dindAmicamente, si fuera preciso, las filas
necesarias — 0 también Ilamadas restricciones — al nodo que tiene como solucion del
problema de MILP asociado, una solucion fraccionaria.

= Pricer, analogo al separador, introducird columnas adicionales a través de un
algoritmo de generacion dindmica de columnas.

2.2 Funcionamiento

2.2.1 Descriptor de variables y restricciones

Como se ha citado previamente, el descriptor de variables define el modelo del
problema que se va a abordar, estableciendo el conjunto de variables que se pretende
usar y las restricciones asociadas a éstas. Para poder explicar el funcionamiento de la
biblioteca que se ha disefiado, es imprescindible tener un modelo de ejemplo que, en
resumidas cuentas, serd traducido en lineas de codigo. De esta manera, tenemos el
siguiente modelo:

(12)
(13)

ef —s;<0 jeJkekK
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jelkek

szfj:q]' J€J

0<xf<1 (,j)eAkeK

(14)
—e}‘ - ij + S]' <0
(15)
kek iev
(16)
iev
(17)
(18)
xf‘j — Z xlpjlp =0
PEQE(CT)
(19)
Pap _
s}‘ - sTAP =0
PEQL(C™)
(20)

(i,j)eAkeK

jeLkeK

AP >0 p€EO(C),kEK

En dicho modelo, hay dos familias de variables: las variables del problema Maestro y
las variables del subproblema. El conjunto de variables x y s, que corresponden a las
restricciones (18) y (19), pertenecen al subproblema; mientras que el resto es parte del

problema Maestro.

El fichero “variables.cc” (Véase Apéndice A.1) describe cdmo introducir las variables
del modelo utilizando la biblioteca BCP. EI procedimiento consiste simplemente en
rellenar los elementos de un array de objetos VarDes_ (que hace referencia a la
descripcion de variables). Estas variables se introducen en un vector, insertando primero
el conjunto de variables x, después el conjunto e y, por dltimo, el conjunto s.

En los campos del objeto se introduce los siguientes valores:

= vt =tipo de variable, que puede ser binaria (BCP_template:: BINARY ) o continua

(BCP_template::_ CONTINUQUS )

= st =indica si la variable es del problema Maestro
(BCP_template:: MASTER_PROBLEM ) o del subproblema

(BCP_template::_ SUBPROBLEM )
= ¢ = valor objetivo de la variable
= |b = cota inferior de la variable
= ub = cota superior de la variable
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Por otro lado, el fichero “restricciones.cc” (Véase Apéndice A.2) corresponde con la
introduccién de un conjunto de restricciones que conforma el problema. Se introduce
cinco familias de restricciones, separadas por comentarios. Cada una viene descrita por
un vector disperso compuesto de componentes column, que hace referencia al indice de
la variable que forma parte de la restriccion, y values, que representa el coeficiente de
cada uno de estos indices. Una vez descrita, se crea la fila con la informacién asociada y
se afiade al pool de restricciones.

2.2.2  Arbol de busqueda

La clase BCP_branching_tree representa un arbol de ramificacion. Dicho arbol,
optimiza cada nodo, introduce de forma dindmica restricciones y fija en cada uno de sus
nodos una variable entera a su limite superior o inferior. El arbol de ramificacion
implementa recorridos en amplitud, profundidad, y recorrido Best Bound. El criterio de
seleccion de variable para realizar la ramificacion se basa en aquella mas proxima a 0.5
en el caso de variables binarias.

No obstante, a pesar de contar con todas estas estrategias de base, el usuario de la clase
puede redefinir cada procedimiento a fin de confeccionar las estrategias que mejor se
adapten al problema especifico que se esté abordando.

Los archivos  “BCP_branching tree thpp” (Véase  Apéndice A3) vy
“BCP_branching tree t.cpp” (Véase Apéndice A.4) representan la clase gestora del
arbol de ramificacion. Esta clase dispone de una lista enlazada de nodos que almacena
tanto los elementos por procesar (tree_), como la lista de los ya procesados
(already_processed).

El procedimiento process_tree extrae un elemento de la lista de nodos pendientes de ser
procesados e invoca al procedimiento optimize del nodo. Dicho procedimiento resuelve
el programa lineal e introduce las filas y columnas que sean necesarias.

Una vez hecho esto, se comprueba si la cota inferior obtenida es inferior a la mejor cota
superior guardada hasta el momento. Si es asi y se encuentra alguna variable
fraccionaria, se invoca al procedimiento do_branch, que se encarga de seleccionar la
variable por la cual ramificar. Esta ramificacion consiste en crear dos nodos a partir de
la variable fraccionaria e introducir ambos en tree_. A continuacion, se almacena el
nodo ya procesado en la lista de nodos procesados.

2.2.3 Nodo

Se trata de una de las clases mas importantes, puesto que gestiona las operaciones del
nodo en el arbol de ramificacion. La clase BCP_branching_node representa cada
subproblema asociado a un programa lineal entero mixto con alguna de estas variables
enteras fijadas. La descripcion del programa lineal se encuentra dentro un atributo del
tipo BCP_node_solver.

La fijacién de variables se consigue cuando, durante el proceso de ramificacion, el
método do-branch de la clase BCP_branching_tree crea dos nodos, subdividiendo el
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espacio de solucion, e introduce una restriccion sobre la variable fijada en cada uno de
los nodos resultantes.

La clase BCP_branching_node dispone de un método de activacion. El propdsito de este
método es reconstruir y activar un programa lineal a partir de la informacién guardada
de forma comprimida por el arbol de ramificacion correspondiente al programa lineal de
su nodo padre. Una vez reconstruido el nodo, se afiade la restriccion que se ha
introducido para fijar la variable asociada a dicho nodo.

Finalizada la activacion, la clase gestora del arbol invoca el método optimizacion. Este
meétodo resuelve el programa lineal a través de un resolutor linear comercial; en esta
primera version solo es posible utilizar CPLEX. Una vez hecho esto, se invoca al
método de generacion de filas (restricciones) y el de generacion de columnas.

Se puede entender esta descripcion con el archivo “BCP_branching node t.hpp” (Véase
Apéndice A.5) y el archivo “BCP_branching_node t.cpp” (Véase Apéndice A.6). Entre
los atributos resefiables se encuentra:

= Un puntero a la estructura dualSolution_t* dualSolution_, en la que se almacena la
solucion del programa lineal, en otras palabras, almacena el valor de las variables
primales, duales y de los costos reducidos de las mismas.

= EIl atributo nodeSolver_t* nodesolver_ almacena un puntero al resolutor lineal
(CPLEX, como antes se citaba).

= EIl atributo branching_node_t** children_ es un array con los nodos hijos (que
suelen ser 2).

= basic_colDataNodePool_t nodeCols_ es el conjunto de columnas utilizadas en este
nodo.

= rowDataNodePool_t nodeRows_ es el conjunto de filas utilizadas en este nodo.

= rowDataProblemPool t& problemRows _ es el conjunto de filas generadas por todos
los nodos en este momento.

= basic_colDataProblemPool_t& problemCols_ es el conjunto de columnas generadas
hasta el momento de forma global.

= primal_heuristic_t& heuristic_ es una referencia al objeto que calcula las cotas
superiores a partir de heuristicas definidas por el usuario.

= statistics t& statistics _almacena las estadisticas del problema.

= probleminfo_t& problemInfo_ almacena informacidon especifica del problema.

= problemSolution_t& solution_ guarda la mejor solucion factible encontrada hasta el
momento.

= pricer_t& pricer_ es un objeto generador de columnas.

= separator_t& separator_ es un objeto generador de filas.

Por otro lado, en cuanto al procedimiento mas importante que es optimize, se puede
hacer una descripcion mas profunda:

1. Se resuelve el programa lineal. A partir de este método se actualiza la
soluciodn parcial obtenida hasta el momento.
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2. Si el nimero de filas generadas es cero, entonces se invoca al generador de
columnas, que las afadira al problema lineal.

3. Analogamente, si el namero de columnas generadas es cero, entonces se
invoca el generador de filas; si se encuentras nuevas filas, se afiaden al
problema lineal.

4. El procedimiento continGa iterando mientras se encuentren nuevas filas o
columnas que afiadir.

2.2.4 Separador

En el transcurso de un proceso iterativo, se determina si es necesario introducir una
restriccion dindmica, mediante el algoritmo de separacion especifico que hay definido el
usuario en la clase BCP_separator.

Este método lleva a cabo un algoritmo definido por el usuario de la biblioteca que, a
partir de una solucion fraccionaria, determina si es necesario introducir una restriccion.
Si asi fuera, introduciria la restriccion asociada a la solucion parcial y resolveria
nuevamente el programa lineal.

Anélogo a la explicacion de la clase nodo, se hablara a continuacion en referencia a los
archivos “BCP_branching separator t.hpp” (Véase Apéndice A7) y
“BCP_branching_separator t.cpp” (Véase Apéndice A.8), para poder entender de una
forma mas clara la biblioteca.

Como se ha comentado, se trata de la clase generadora de restricciones, que deriva de la
clase separator_t. En ella se debe implementar dos métodos virtuales:

= El método separate, que debe encontrar restricciones violadas por una solucién
descrita por el vector x e introducirlas en el pool de restricciones (row pool). El
contenido del método no es relevante en si, pues depende enormemente del problema
que se quiera definir.

= El procedimiento feasible analizard una solucién y determinard si hay alguna
restriccion violada; si no existiera ninguna violacién de restricciones, entonces la
solucion seré factible.

2.2.5 Pricer

Un proceso similar es efectuado por el médulo de generacion de columnas. Una vez que
se ha determinado que no es necesario introducir una nueva restriccion se evalla la
posibilidad de introducir columnas adicionales a través de un algoritmo de generacion
de columnas o pricing. En tal caso se introducirian de forma dindmica, y, de forma
similar al proceso de separacion de restricciones, se resolveria nuevamente el programa
lineal.

Este procedimiento iterativo de generacion dinamica de filas y columnas se repite
iterativamente hasta que no se detecte nuevas restricciones o nuevas columnas. Es
entonces cuando se da por concluida la optimizacion del nodo, se actualizan las cotas
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inferiores y superiores del mismo y se invoca al procedimiento de ramificacion si
existiesen variables con valor fraccionario.

Aquellas soluciones enteras que no requieran la introduccion de restricciones dinamicas
ni columnas adicionales, actualizaran la cota superior (global) del problema. Por otro
lado, el valor objetivo de la Gltima optimizacion en el nodo daré lugar a la cota inferior
del mismo. Una vez actualizada la cota superior, se eliminaran aquellos nodos cuya cota
inferior supere o iguale la cota superior global.

Los ficheros que se adjuntan (Vease Apéndice A.9 y A.10) ilustran como construir un
generador de columnas a partir de la biblioteca BCP que se ha creado.

En primer lugar, se crea un objeto derivado de la clase pricer_t. Este objeto tiene un
procedimiento virtual, llamado generate_columns, que debe ser implementado en la
clase hija.

Dentro del constructor se establecen los valores de aquellos atributos especificos del
generador de columnas y, dentro del método generate_columns, se describe la llamada a
los algoritmos de generacion dindmica de columnas (que en este caso se llama SP). Una
vez generadas, se introducirdn en el pool y se tomaran en cuenta en el programa
principal.
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3. Estudio Computacional

A continuacion, se hara un estudio computacional del proyecto que se quiere realizar.
Dado que se ha desarrollado una biblioteca de clases, se ha tenido que implementar un
problema especifico para poder realizar este estudio.

3.1 Descripcion del modelo

Esta seccion ofrece una descripcién informal del problema abordado para el estudio. Se
trata del Problema de Buses de Escuela, en el que dado un conjunto de localizaciones
conectadas entre si por carreteras — que actuaran como paradas potenciales de bus—, hay
un conjunto de usuarios deseando llegar a un destino comun; dichos usuarios pueden
llegar a alguna(s) de las paradas potenciales a pie. Se posee un depdsito central que
opera una flota de buses con la misma capacidad, cuyo proposito es llevar a los usuarios
al destino. El problema considera dos tipos de coste: un coste de ruta, relacionado con la
longitud del camino que conecta dos paradas potenciales, y un coste de asignacion,
asociado a la distancia caminada por cada usuario a cada parada potencial. Este
problema tiene como objetivo asignar a cada usuario una parada potencial y disefiar un
conjunto de rutas — que lleguen al destino — que visite todas las paradas con usuarios
asignados, de tal forma que el nimero total de usuarios asignado a las paradas que visita
cada ruta no exceda la capacidad del vehiculo.

La suma de la longitud de las rutas y de los costes de asignacion debe minimizarse. Hay
que resaltar que no todas las paradas deben ser visitadas, pero todos los usuarios si
deben ser recogidos por los vehiculos.

3.1.1 Ejemplo gréfico del modelo

En la Figura 1, se puede apreciar un ejemplo grafico para una instancia especifica del
problema con diferentes valores para la restriccion de recursos.

Esta imagen muestra tres soluciones Optimas para una instancia con capacidad 10,
donde los puntos negros representan a los usuarios y los grises a las paradas potenciales.
La asignacion de usuarios a paradas potenciales se representa por la linea de puntos,
mientras que cada linea solida indica una ruta de bus entre dos paradas. La Figura 1 (a)
muestra una solucion donde la cota superior entre rutas viene dada por L=180, y la cota
inferior para la capacidad de los vehiculos no estd definida; esta solucion recoge 25
usuarios con cuatro rutas. La Figura 1 (b) muestra la solucién 6ptima para la instancia
con L=124, sin cota inferior definida; esta solucidn usa siete rutas, pero una de ellas
recoge solo un usuario. La Figura 1 (c) afiade al ejemplo (b) una cota inferior para la
capacidad de los vehiculos de Q = 4; este ultimo utiliza seis rutas, en la que cada una

recoge al menos a 4 usuarios.



Figura 2 Tres soluciones Optimas para una instancia con capacidad 10: (a) L = 180, Q=0,(b)
L=124. 0 =0.(A)L. =124. 0 = 4.

3.2 Formulaciones del modelo

Ya se ha hecho una descripcion del modelo y ahora se procedera a introducir dos
formulaciones diferentes del modelo.

3.2.1 Notacion matematica

Sea U el conjunto de usuarios y N el conjunto de paradas potenciales. Una flota
homogénea de vehiculos, denotada por el conjunto K, esta disponible en el depdsito. La
capacidad de cada vehiculo viene dada por Q. Por simplicidad, se asume que el depésito
y el destino se encuentran en la misma localizacion, representada por 0.

Para un conjunto dado W < U, N(W) representa el conjunto de paradas potenciales
alcanzables por el usuario W. De forma opuesta, para un conjunto dado, S € N, U(S)
denota el conjunto de usuarios que es capaz de alcanzar una parada en S.

Se modela el problema con un grafo directo ¢ = (V, A), donde V = N U {0}, es decir, V
es el conjunto de nodos que incluye las paradas potenciales y el depdsito. El conjunto de
arcos del grafo G, se define como A = {(i,j):i € V,j € V\{i}}.

La variable c;; representa el coste de ruta para cada arco (i, j) € A. Para cada par (u, i)
que denota una asignacion potencial de un usuario u a una parada i, Vu € U,i € N(u),
c,; nos dice el coste de asignar u a i.

Se define §*(S) ={(i,j) €A:i€S,jegSty 6 (S)={(i,j) €EA:i&S,j €S} para
cualquier subconjunto de nodos S € V. Se denota A(S,T), VS, TSV ySnT =0, al
conjunto de arcos que van de cada nodo de S a cada nodo de T.
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3.2.2 Primera formulacion

Esta formulacion se presenta en base a tres familias de variables discretas. Sea xfj para
cada arco (i,j) € A y para cada vehiculo k € K, una variable binaria que tome el valor
1 si el vehiculo k incluye en su ruta el arco (i,j) y 0, en otro caso. Sea y}, para cada
parada potencial i € N y Vk € K, la variable binaria que indica si el vehiculo k visita la
parada i. Para cada usuario u € U, cada parada potencial i € N(u), y cada vehiculo
k € K, se define z¥; como la variable binaria que toma valor 1 si y solo si el vehiculo k

recoge al usuario u en la parada i. La siguiente formulacién describe el problema:

(21)
DD EDIPITPIE
(iL,j))EA  kek UEU iEN(u)  keK
(22)
xf =y, Vi € N,Vk € K,
(L)ES* (D)
(23)
xf = x5, Vi €V, Vk €K,
(1.)€8 (D) (.)ES (D)
(24)
xf =y, VSESN,/IESVkEK,
(i.))€E8(S)
(25)
zk. <yk,  VSCN,VieN@uw),Vk €K,
(26)
zk =1, vu€eU,
k€K iEN(u)
(27)
Zyi"s 1, Vie€eN,
keK
(28)
f(xk,y* z¥) < B,, Vr ER,Vk €K
(29)
x5 €{0,13, v(i,j) € A, Vk €K,
(30)

yke{0,1}, VieN,VkeK,
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(31)
z¥, € {0,1}, Yu € U,Vi € N(u),Vk € K.

La funcion objetivo (21) minimiza la suma de los costes de ruta méas los de asignacion.
La restriccion (22) y cota (31) obligan a que exactamente un arco salga de cada parada
visitada i € N y para cada vehiculo k. La restriccion (23), para cada i € V y cada k en K,
fuerza que salgan el mismo numero de arcos que entran. La restriccion (24) es la
restriccién de eliminacién de subtour, que asegura que cada parada visitada en un
subconjunto S € N, debe conectarse con el depdsito a través de un camino. La
restriccién (25) elimina la posibilidad de asignar a un usuario una parada no visitada. La
desigualdad (26) garantiza que cada usuario se recoja una sola vez. La desigualdad (27)
obliga a que cada parada sea visitada a lo sumo por un vehiculo. La restriccion (28)
excluye las rutas que supongan un coste mayor a B,. unidades del recurso r.

3.2.3 Segunda formulacion

Alternativamente, el problema puede modelarse como una formulacion de particion de
conjunto, derivado de la descomposicion de Dantzig-Wolfe [13] sobre la primera
formulacion. Esta formulacion hace una descripcion del problema basandose en las
variables X, y y z, que representan la agregacion de las variables x*,y* y z* para todo
vehiculo k € K, respectivamente:

(32)
m D, it ), )
(i,j)eA u€evU ieN(u)
(33)
Zyi = 1, Yu e U,
iEN(u)
(34)
x;; € {0,1} V(i,j) € 4, y; €{0,1} Vi € N,
(39)
zy,; €{0,1} Yu € U,Vi € N(u), Xij = Z xPAP (i,)) € 4,
PEN
(36)
V= Z yiplp Vi €N,
pPEN
(37)

Zy = z zP AP Yu € U, Vi € N(uw),
PEN
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(38)
AP >0 Vp €E .

La restriccion (33) y cota (34) realizan la misma funcion que (26) y (27),
respectivamente. Las restricciones (33) y (38) garantizan la convexidad de las variables
A en esta formulacion. Las igualdades (35), (36) y (37) definen el emparejamiento de las
variables x, y y z con A, respectivamente.

3.2.4 Algoritmo Branch-and-Cut-and-Price

A continuacién, se presenta una descripcién del algoritmo basado en los modelos
previamente descritos. La siguiente figura muestra el procedimiento general de
acotacion para un algoritmo Branch-and-Cut-and-Price (véase Figura 2)

!

Initialization
B=(B") b= (")

|

min cix, v,z )
Blxv,z M zb

|

Constraint generation B = ( gJ :] b= (

Lﬂl;.'l

-2
N

min dh : BYL = b

o= T — ppw Q=(00" A=(Ax")
Column generation W=(WW) d=(dd")

LﬂU

Branching

Figura 3 Procedimiento general de acotacion para un algoritmo BCP
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implementar, podemos realizar una comparacion de resultados computacionales, donde:

3.3 Andlisis global del modelo
Una vez descrito el problema abordado para el anlisis de la biblioteca que se pretende

* Q = capacidad del vehiculo

L = limitacion en kilémetros de la ruta

= (a), (b) y (c), son los diferentes escenarios
= 0LB = cota inferior (en porcentaje)

= Nodes = nimero de nodos visitados

= Cols = niimero de columnas afiadidas
= Cuts = nimero de cortes realizados
= CPU =tiempo de ejecucion

Tabla 1 Computo de resultados para diferentes escenarios

Q L (a (b (c)
FLE  nodes cols s A FLE  nodes cols s (PU gl nodes cols cuts cAu

1 277 958 437 396930 1402 76 96.0 709 T4 118 [1] 80 96.0 n 382994 653 46
238 8956 124 121228 214 11 97.0 135 110101 [1] 16 97.0 202 178 BBG 276 25
222 975 45 44005 BY 4 98.2 48 36774 [1] [ 983 149 16857 9 2
221 w43 4M 393123 305 23 95.1 358 298 193 [1] 28 951 797 698 041 508 67
216 935 424 386797 BOO 22 94.2 372 299 557 [1] 28 942 382 328 607 204 29
215 934 458 423226 789 28 94.0 Elin 239 441 [1] 23 940 267 216147 110 22
214 BH4 2589 [ 7855592 26561 1336 HB.9 23 866 22588777 [1] 1414 BE9 21681 2 106 1059 13078 1438
210 B892 10535 1054 3897 12 426 466 892 13333 1 1857040 [1] 761 892 21581 20420738 9361 1274
191 95.1 -] 18 4497 B3 1 95.1 13 7457 [1] 1 95.1 24 14 188 16 1
190 934 449 32576 G7 2 93.4 31 18420 [1] 1 934 29 18744 14 2
187 8937 48 29597 72 2 93.7 31 18 344 [1] 2 933 41 25108 21 2
186 B84 3729 3115193 1744 91 8284 3475 2753513 1] 125 B84 2719 2151782 3n 96
165 1000 1 394 L1} [1] 100.0 1 521 [1] [1] 100.0 1 521 o L1}
164 952 EEED 2277 806 1482 53 95.2 1725 1077 168 1] 37 952 1721 1073878 7 35
7222 97 235 146443 448 G 98.4 63 34 G600 [1] 3 984 63 34848 G8 2
218 943 1783 1371349 2815 449 95.6 521 325 478 [1] 149 956 561 37279 797 22
210 %42 1295 1051 468 1157 39 95.2 77 172 GB3 [1] 10 952 209 131002 118 8
191 965 21 11 456 87 1 96.9 29 14 838 [1] 1 969 29 15290 49 1
190 948 89 53102 93 2 95.2 29 14 278 [1] 1 953 27 13963 33 1
187 945 (5] 36904 63 2 94.6 47 21 396 [1] 2 946 97 47 517 B4 3
186 B9.2 4822 3915765 2275 85 893 1881 1281 254 [1] 535 8283 2056 1390031 79 61
165 100.0 4 1514 0 0 1000 2 927 0 0 1000 2 927 0 0
164 952 2721 1876055 1285 27 952 559 144416 0 9 9532 G677 435762 219 1

6 222 968 833 573 G666 1483 14 97.0 481 248 893 [1] 10 97.0 403 219772 396 10
214 967 579 379785 1031 10 96.8 436 228075 [1] 10 96.8 423 2244922 598 10
192 97.0 ] 11164 92 1 97.1 29 100633 [1] 1 971 45 17011 42 1
191 96.0 37 17150 109 1 96.1 39 15204 [1] 1 96.1 ED 11594 28 1
187 939 52 22816 48 1 95.9 83 36 192 1] 2 959 39 15501 42 1
186 93.1 in 207219 220 G 93.1 662 355 GB0 [1] 14 931 283 152282 28 7
165 1000 1 400 1] 0 100.0 4 1720 0O 0 1000 4 1720 o 1]
164 8952 1693 1083875 1543 16 95.2 2584 1 938 G658 [1] 34 952 2392 1617435 1055 32

94.8 19405 18193223 20898 766 952 1681.6 14533655 00 86.9 952 18446 1 654 464.1 9345 1036
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3.4 Anélisis para una instancia del modelo

Como ya se ha hecho un anélisis global del problema de Buses de Escuela, ahora
podemos hacer un analisis especifico, que consiste en una tabla que muestra los
resultados de una ejecucién para una entrada del problema. Las variables a considerar
son:

= CPU = tiempo de ejecucion

= Node = identificador del nodo en ejecucion

= Left = nimero de nodos restantes

= LP it = ndmero de iteraciones en el nodo en cuestion

= Mem = cantidad de memoria ocupada

= Frac = nimero de variables con resultado fraccionario
= P. Cols = numero de columnas generadas hasta el momento
= Cols = namero de columnas generadas en ese nodo

= Cuts = niumero de cortes generados en ese nodo

= Cons = namero de restricciones del modelo

= Vars = nimero de variables del modelo

= Dual bound = cota inferior global

= Primal bound = cota superior global

= (ap = ratio entre cotas inferior y superior.

Asi, se pueden ver los resultados para las dos Gltimas iteraciones (Véase Tabla 2 y Tabla
3)
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CPU node left LPit Mem frac P. cols cols cuts cons vars dual bound  primal bound gap

1.0s 743 60 2 6096K 0 1640 20 1 15 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 504 59 2 6096K 0 1642 18 1 14 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 505 58 1 6096K 3 1644 18 0 13 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 510 59 2 6096K 0 1646 12 1 11 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 511 58 1 6096K 3 1648 12 0 10 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 514 59 2 6096K 0 1650 12 1 11 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 515 58 1 6096K 6 1652 12 0 10 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 544 59 1 6096K 3 1654 16 0 12 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 545 60 2 6096K 0 1656 16 1 13 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 558 59 1 6096K 3 1658 18 0 13 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 559 60 1 6096K 6 1660 18 0 13 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 584 61 2 6096K 0 1662 24 1 17 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 585 60 2 6096K 0 1664 24 1 17 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 658 59 1 6096K 7 1666 28 0 20 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 659 60 1 6096K 10 1668 28 0 20 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 862 61 2 6132K 0 1670 34 1 23 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.0s 863 60 2 6096K 0 1672 34 1 23 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 882 59 2 6096K 0 1674 20 1 15 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 883 58 2 6096K 0 1676 20 1 15 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 884 57 2 6096K 0 1678 14 1 12 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%

Tabla 1 Tabla para una entrada del problema (penaltima ejecucion)
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CPU node left LPit Mem frac P. cols cols cuts cons vars dual bound  primal bound gap
1.1s 885 56 2 6096K 0 1680 14 1 12 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 886 55 1 6096K 3 1682 14 0 11 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 887 56 1 6096K 8 1684 14 0 11 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 888 57 2 6096K 0 1686 18 1 14 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 889 56 2 6096K 0 1688 18 1 14 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 890 55 1 6096K 3 1690 20 0 14 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 891 56 2 6096K 0 1692 20 1 15 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 892 55 2 6100K 0 1694 20 1 15 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 893 54 2 6100K 0 1696 20 1 15 56 1,38E+11 1,40E+11 1.23%
1.1s 894 53 1 6100K 0 1698 30 0 21 56 1,38E+11 1,38E+11 0.00%

Tabla 2 Tabla para una entrada del problema (Gltima ejecucion)
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Capitulo IV. Conclusiones y Trabajos Futuros
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4. Conclusiones y Trabajos Futuros

4.1 Resumen

Durante el desarrollo de este proyecto hemos estudiado las técnicas de ramificacion y
poda para la resolucion de Programas Lineales Enteros Mixtos, con el fin de desarrollar
un marco de trabajo, concretado en una biblioteca de clases. Se pretende que esta
biblioteca facilite la implementacion de aplicaciones para resolver problemas de
optimizacién.

El desarrollo de esta biblioteca incluye clases para gestionar el arbol de ramificacién
asociado a la técnica de ramificacion y poda. Ademas, hemos incluido dentro de cada
uno de los nodos del arbol la posibilidad de enriquecer el modelo dinamicamente con
filas y columnas. Asi, el desarrollo final de trabajo ha sido un marco para resolver
problemas mediante la técnica Branch-and-Cut-and-Price.

Esta biblioteca ha sido probada sobre dos problemas de optimizacién en rutas,
mostrando un comportamiento robusto y eficiente. La experiencia computacional nos ha
mostrado también que este entorno es capaz de resolver problemas de cardinalidad
realista.

Los cocimientos necesarios para este proyecto han sido obtenidos de las asignaturas
Algoritmos y Estructuras de Datos, Algoritmos y Estructuras de Datos Avanzadas,
Optimizacion, Analisis y Disefios de Algoritmos y Complejidad Computacional.

4.2 Trabajos Futuros

El trabajo que hemos llevado a cabo durante los plazos previstos para su desarrollo han
alcanzado las expectativas. El objetivo ha sido el desarrollo de un prototipo que permita
resolver problemas generales descritos mediante Programacion Lineal Entera, y que
requieran la generacion de filas y columnas.

El sentido de este proyecto no era tanto el desarrollo de un producto final, sino de un
prototipo que fuera una herramienta pedagdgica para la comprension de algoritmos
como Branch-and-Cut-and-Price en el ambito académico. Sin duda, la brevedad del
tiempo de ejecucion de trabajo ha dejado flecos por resolver, aunque las directrices ya
estan claramente establecidas.

Entre estos flecos, hemos observados que se debe mejorar la gestion de filas y
columnas, de manera que se puedan eliminar aquellas que no sean necesarias en
determinado punto de la ejecucién del algoritmo. En otras palabras, se debe mejorar la
aplicacion de manera que se pueda detectar aquellas restricciones que no intervengan en
la resolucion del programa lineal y aquellas columnas con costo reducido positivo.

Por otro lado, un futuro proyecto deberia incluir la generacion de soluciones factibles,
es decir, lograr el calculo de cotas superiores de forma general, ya que hasta el momento
solo se estdn tomando como cotas superiores aquellas soluciones factibles que se
encuentran durante el desarrollo del arbol de ramificacion.
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Finalmente, observamos que nuestra propuesta solo puede utilizar un resolutor lineal
comercial (CPLEX). Seria una buena préctica modificar la biblioteca de manera que la
resolucion del programa lineal fuera independiente del resolutor.
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Capitulo V.
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5. Summary and Conclusions

5.1 Summary and Conclusions

Throughout this project, we have studied variations of the Branch and Bound technique,
used for solving mixed integer linear programming problems, with the purpose of creating a
development framework. To be more specific, we are talking about a library which allows
the implementation of computer applications for solving optimization problems.

The library mentioned above, provides with data structures to manage the branching tree
related to the Branch-and-Bound technique. Moreover, we have included the possibility of
enriching the model by adding rows and columns dynamically. Therefore, we have finally
developed a framework for solving optimization problems by means of the Branch-and-Cut-
and-Price technique.

We have tested this work on two optimization routing problems, proving a robust and
efficient performance. The computational experience has also proven that this framework is
able to solve problems with a realistic cardinality.

The background required for this project has been drawn from the modules Algorithms and
Data Structures, Advanced Algorithms and Data Structures, Optimization, Algorithms
Analysis and Design and Computational Complexity.

5.2 Future Work

The work we have been carrying out for the whole semester to develop the project has
reached our expectations. The aim has been the development of a template for solving
general problems able to be defined as Integer Linear Programming Problems, in addition to
both, a row and column generation requirement.

The main goal of this project was not the development of a final product, but a prototype
which could be used as a pedagogical tool to help us understanding Branch-and-Cut-and-
Price algorithms in academia. There is no doubt that, because of the tight time window in
our planning, this work has left some loose ends to solve out; however, the guideline has
been clearly established.

Among the possible improvements, we have observed that row and column management
should be upgraded, in a way that rows and columns are eliminated when they are no longer
needed in some point of the execution of the algorithm. In other words, the application
should be improved so that constraints which do not interfere with the linear program
solving, are detected, so the columns with positive reduced cost.

On the other hand, a future work of the project could entail feasible solution generation, it
means, accomplishing the upper bound calculation in a general form, since feasible solutions
found during the execution of the branching tree are the only ones that have been taken into
account so far. Finally, it is also shown that our approach is just able to use a commercial-
aimed linear solver (CPLEX). It might be a good practice to modify the library and make the
linear program solving an independent module, out of the solver scope.
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Apéndice A. Codigos

A. 1 Variables (Cddigo fuente)

// variables.cpp

const int n x = n arc * m ; // Numero de variables x
const int n e k = n v * m; // Numero de variables e
const int n_s =n v; // Numero de variables s
const int n var = n x + n e k + n_v; // Numero total de variables

varDes .init(n_var);

const int base x = 0;
const int base e n_x;
const int base s = base e + n_e k;

for (int i = base x; 1 < n_x; i++){
varDes .vt [i] = BCP_template:: CONTINUOUS ;
varDes .st [i] = BCP_template:: SUBPROBLEM ;
varDes .c_ [i] = ;
varDes .1lb [i] = ;
varDes .ub [i] = ;

}

for (int i = base e; 1 < base e + n e k; i++){
varDes .vt [i] = BCP_template:: CONTINUOUS ;
varDes .st [i] = BCP_ template:: SUBPROBLEM ;
varDes .c [i] = ;
varDes .1lb [i] = ;
varDes .ub [i] = ;

}

for (int i = base_s; 1 < base s + n_s; i++){
varDes .vt [i] = BCP_template:: CONTINUOUS ;
varDes .st [i] = BCP_template:: MASTER PROBLEM ;
varDes .c [i] = ;
varDes .lb [i] = ;
varDes .ub [i] = ;

A. 2 Restricciones (Codigo fuente)

// restricciones.cpp

for (int j = 0; J < n v; j++) {
BCP template::value t* values = new BCP template::value t [1];
BCP_template::long size t* columns = new BCP_template::long size t [1];

columns[0] = base s + J;
values[0] = ;

BCP_ template::rowData t* row = new BCP template::rowData t(l, columns, values,
- , 0, n_row );
n_row ++;

rowPool .addRow(row) ;

}

L1007 777077777 7707777777777 77777777777777777777777777777777777777
for (int k = 0; k < m; k++)
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for (int j = 0; J < n_v; Jj++) {
BCP template::value t* values = new BCP template::value t [2];
BCP template::long size t* columns = new BCP_ template::long size t [2];

columns[0] = base e + k * n v + J;
values[0] = 1.0;

columns[1] = base s + J;

values[l] = -1.0;

BCP template::rowData t* row = new BCP_template::rowData t(”2, columns,
values, -1E100, O, n_row );
n_row_++;

rowPool .addRow(row) ;

}
N NN,

for (int j = 1; J < n_v; J ++) {

BCP template::value t* values = new BCP template::value t [(n v - 1) * m];
BCP template::long size t* columns = new BCP_template::long size t [(n_v - 1)
* m];

int 11 = 0;
for (int k = 0; k < m; k ++)
for (int 1 = 0; i < n_v; i++)
if (i '=3) {
columns[1l1l] = k * n arc + 1 * n v + J;
values[1l1l] = 1.0;
114+,
}

BCP template::rowData t* row = new BCP_template::rowData t(ll, columns,
values, I _.q [J]1, I _.qg [j], n_row );

n_row ++;

rowPool .addRow (row) ;

}
LI 0777777777777 777777777777777777777777777777777777
for (int k = 0; k < m; k++) {

BCP template::value t* values = new BCP template::value t [n v];
BCP template::long size t* columns = new BCP template::long size t [n v];

int 11 = 0;

for (int i = 1; i < n_v; i++) {
columns[11l] = k * n arc + 0 * n v + 1i;
values[ll] = .0;
114++;

}

BCP template::rowData t* row = new BCP_ template::rowData t(ll, columns,
values, 1, 1, n_row );
n_row ++;

rowPool .addRow(row) ;

}

LI/ 7770077077700 777700777777 777777777777777777777777777777777777777777
for (int k = 0; k < m; k++)
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for (int j = 1; j < n v; j++) {
BCP template::value t* values = new BCP template::value t [n Vv];
BCP template::long size t* columns = new BCP_template::long size t [n Vv];
int 11 = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n_v; i++)
if (1 '= 3J) {
columns[11l] = k * n arc + J * n v + 1i;
values[1ll] = ;
114+,
}

BCP template::rowData t* row = new BCP_template::rowData t(ll, columns,
values, - , , n_row );
n_row_++;

rowPool .addRow(row) ;

A. 3 Arbol de ramificacion (Archivo cabecera)

// BCP_branching tree t.hpp

class branching tree t ({
public:
statistics_t& statistics ;

sll tree ;
sll already processed ;

public:
branching tree t(statistics t& statistics, branching node t* node);

virtual ~branching tree t(void);
virtual void process_tree(void);

};

A. 4 Arbol de ramificacion (Codigo fuente)

// BCP branching tree t.cpp

branching tree t::branching tree t(statistics t& statistics, branching node t¥*
node)
tree (),
node counter (1) {
push (node) ;
}

branching tree t::~branching tree t(void) {
tree .clean();
already processed .clean();

}

void branching tree t::process tree(void) {j
while ('tree .empty()) {
branching node t* current node = pop();

current node->activate() ;
current node->optimize() ;
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if (current node->dualSolution ->1B + integer tolerance > current node-

>solution .uB ) {
Current_node—>status_ = PRUNED;

do_branch(current node) ;

store node (current node) ;
current node = NULL;
}
}
tree .clean();
already processed .clean();

A.5 Nodo (Archivo cabecera)

// BCP_branching node_ t.hpp

class branching node t ({

public:
statistics_t& statistics_;
problemInfo t& problemInfo ;
problemSolution té& solution ;

pricer t& pricer ;
separator té& separator ;

primal heuristic_ té& heuristic ;

basic colDataProblemPool t& problemCols ; // Todas las columnas generadas
rowDataProblemPool t& problemRows ; // Todas las filas generadas

basic_colDataNodePool t nodeCols_;

// Todas las columnas heredadas y las generadas
rowDataNodePool t nodeRows_ ;

// Todas las filas heredadas y las generadas

dualSolution t* dualSolution ; // Solucién en cada iteracidén

nodeSolver t¥* nodeSolver ; // Optimizador del nodo

branching node t** children ;
int n_children ;

public:

branching node t (master problem t*, obj inx t node id, double slack var cost

SLACK VAR COST) ;
virtual void optimize(void);

};

A. 6 Nodo (Codigo fuente)

// BCP_branching node t.cpp

branching node t::branching node t (master problem t* mp, obj inx t node id, double

slack var cost)

statistics (mp->statistics ),
problemInfo (mp->problemInfo ),
solution (mp->solution ),
pricer (mp->pricer ),

separator (mp->separator ),
heuristic (mp->heuristic ),
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problemCols (mp->problemCols ),

problemRows (mp->problemRows ),

nodeCols (mp->problemInfo .n problem var ),
nodeRows_ (),

dualSolution (NULL),

nodeSolver (NULL),

children_(ﬁULL),

n children (0),

nodelB (-BD INFINITY)

{}

void branching node t::optimize(void) {
do {
const int nRow = nodeRows_ .nRow();
const int nCol = nodeCols_ .nCol();

new cols = new rows = 0;

=
// Solving

=

nodeSolver ->solve(nRow, nCol, dualSolution ->1B , dualSolution ->x s ,
dualSolution ->x , lambda, rc, dualSolution ->pi , dualSolution ->slack_,
dualSolution ->lpFeasible );

if (dualSolution ->lpFeasible ) {

if (new rows == 0) {
pricer .pricing(nodeRows_ , colPool, nodeInfo ->fixed to zero ,
nodeInfo ->fixed to one , dualSolution ->pi );

dualSolution ->n found col = colPool.nCol();
new _cols = colPool.nCol();
problemCols .moveFrom(colPool) ;
}
e
// Separating
e
if (new cols == 0) {
separator .separate(dualSolution ->x , rowPool);
new_rows = rowPool.nRow();
problemRows .moveFrom(rowPool) ;
}
}
} while (new_rows + new cols != 0);

A. 7 Separador (Archivo cabecera)

// BCP_separator t.hpp

class benders cut generator t: public BCP_template::separator t {
public:
benders cut generator t(IAV Instance& I);
virtual ~benders cut generator t(void);
virtual void separate(double* x, double 1lb, BCP template::nodeInfo t* ni

,BCP_template::rowDataPreliminarPool t& pool);
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virtual bool feasible(double* x, double lb, BCP template::nodeInfo t* ni );
};

A. 8 Separador (Cddigo fuente)

// BCP_separator t.cpp

benders cut generator t::benders cut generator t(IAV Instance& I):
BCP template::separator t()
{1

benders cut generator t::~benders cut generator t(void)

{1

void benders cut generator t::separate(double* x, double lb,
BCP template::nodeInfo t* ni ,BCP_template::rowDataPreliminarPool té& pool) {

// Encontrar una desigualdad violada

bool benders cut generator t::feasible(double* x, double lb,
BCP template::nodelInfo t* ni) {

return true;

A. 9 Pricer (Archivo cabecera)

// BCP pricer t.hpp

class iav pricer t : public BCP_ template::pricer t {
public:

IAV Instance& I ;

double Cap ;

DP_ 2 cyc CAP shortest path CMT SP ;

public:
iav_pricer t(int nVar, double* c, IAV Instanceé& I);
iav_pricer t(IAV Instanceé& I);

virtual ~iav _pricer t(void);

virtual void generateColumns (int nvar, double* rc,int nrow, double* pi,
bit set& fixed to zero, bit seté& fixed to one,
BCP template::basic colDataPreliminarPool t& p coolPool);

};
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A. 10 Pricer (Codigo fuente)

// BCP pricer t.cpp

iav_pricer t::iav pricer t(int nVar, double* c, IAV Instance& I):

pricer t(nVar,c),

I_(1),
SP (I.n_, I.m_, , I.r , I.m t , I.t)
{}

iav_pricer t::iav pricer t(IAV_ Instance& I):

pricer t(),

I_(1),
SP (I.n_, I.m_, , I.r , I.m t , I.t)
{}

iav_pricer t::~iav pricer t(void)

{1

vold iav pricer t::generateColumns(int nvar, double* rc, int nrow, double* pi,
bit set& fixed to zero, bit seté& fixed to one,

BCP template::basic_colDataPreliminarPool t& p colPool) {

const int m =1 .m ;
const int n v =I .n + 1;
const int n_arc =nv *nv;
double sgl[nvar];

for(int 1 = 0; 1 < nvar; i++)

if ((fixed to_ zero.contains(i)))
sg[i] = MAX DP COST;
else

sgli]l = rc[i];

double cost[n_arc + n v];

for(int k = 0; k < m; k++) {
std::vector<path t*> path list;

update red cost(sg, k, cost);
SP_.solve(cost, k, path list);

const int pl sz = path list.size();

path t* aux;

for(int i=0;i<pl sz;i++) {
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aux = path list[i];

if (aux->redcost < - ) {
addCol (p_colPool, aux->nit , aux->inx , aux->val );
delete aux;

}

else {
aux->clean() ;

delete aux;
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