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Resumen

La transmisién de una enfermedad es un fenédmeno complejo en el que intervienen
numerosos factores: el entorno del patdogeno y sus huéspedes, la poblacién expuesta, la
dindmica de ésta... La epidemiologia matematica pretende modelizar la implantacion y
expansion de los patégenos en una poblacién dada.

El estudio de los brotes epidémicos y sus posibles causas se remonta a la Grecia
clasica: Hipdcrates (459-377 a.C.) escribié que el temperamento de las personas, los
habitos y el medio ambiente que las rodea condicionan el desarrollo de una enfermedad.
Sin embargo, el abordaje matematico no se producira hasta el siglo XVIIl. En 1760, el
médico y matematico D. Bernoulli (1700-1782) presentdé un modelo matematico para
evaluar la efectividad de la variolacién como técnica de prevencién contra la viruela,
formulando y resolviendo su conocida ecuacion diferencial y evaluando los resultados en
términos de las medidas de control adoptadas.

Gracias a los trabajos de L. Pasteur (1822-1895), R. Koch (1843-1910) y otros, se
conocieron los mecanismos de transmision de una enfermedad, lo que permitié desarrollar
teorias matematicas adecuadas para explicar los procesos de propagacion. La primera
contribucion importante, debida a W. Hamer (1906), se conoce como ley de accion de
masas y expresa que la tasa a la que se propaga una enfermedad es proporcional al
numero de individuos susceptibles de contraerla, multiplicado por el numero de
infecciosos. R. Ross (1911), como consecuencia de su trabajo sobre el ciclo completo de la
malaria humana que le valié el premio Nobel en 1902, formuld el principio de accidn de
masas para un modelo continuo. Poco después, Kermack y McKendrick (1927)
establecieron el teorema del umbral, el cual postula que la introduccidon de un individuo
infeccioso en una comunidad no dard lugar a un brote epidémico a menos que la densidad
de la poblacidon susceptible exceda cierto valor critico.

El modelo de Kermack y McKendrick se basa en la compartimentacion de la
poblacién atendiendo a su estado de salud respecto al patdégeno introducido. En esta
memoria se presentan algunos modelos compartimentales de transmision de
enfermedades que, como los denominados SI, SIS y SIR, pueden ser descritos mediante
sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden no lineales,
deteniéndonos especialmente en el analisis de estos tres modelos cldsicos.
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Abstract

The transmission of a disease is a phenomenon that involves many factors: the
pathogen environment and its hosts, the population exposed, its dynamics... Mathematical
epidemiology intends to model the implantation and expansion of pathogens in a given
population.

The study of outbreaks and its possible causes dates back to the ancient Greece:
Hippocrates (459-377 b.C.) wrote that the temperament of people, their habits and the
environment around them, condition the development of a disease. Nevertheless, the
mathematical approach will not take place till the eighteenth century. In 1760, the
physician and mathematician D. Bernoulli (1700-1782) presented a mathematical model to
evaluate the effectiveness of variolation as a prevention technique against smallpox,
formulating and solving its well-known differential equation and evaluating the result in
terms of the control measures adopted.

It is thanks to the work of L. Pasteur (1822-1895), R. Koch (1843-1910) and others,
that mechanisms of transmission of diseases were known, what allowed the development
of adequate mathematical theories to explain the processes of propagation. The first major
contribution, due to W. Hamer (1906), is known as the law of mass action and expresses
that the rate at which a disease spreads, is proportional to the number of individuals
susceptible to contract it, multiplied by the number of infectious. R. Ross (1911), as a result
of his work on human malaria for which he was awarded a Nobel prize in 1902, formulated
the principle of mass action for a continuous model. Shortly after, Kermack and McKendrick
(1927) established the threshold theorem, which postulates that the introduction in a
community of an infected individual will not lead to an outbreak unless the density of
susceptible population exceeds certain critical value.

The Kermack and McKendrick model compartmentalizes a population according to
the state of health with respect to the pathogen. In this report, some compartmental
models for disease transmission are presented that, as the so-called SI, SIS and SIR ones,
can be described through autonomous systems of non-linear, ordinary differential
equations of the first order, paying special attention to the analysis of those three classical
models.
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1. Introduccion

Segun la OMS, “la epidemiologia es el estudio de la distribucion y los determinantes de
estados o eventos (en particular de enfermedades) relacionados con la salud y la aplicacion de
esos estudios al control de enfermedades y otros problemas de salud”. Constituye una parte
importante de la medicina preventiva e integra los métodos y principios de ciencias como
medicina, matemadticas, estadistica, demografia, sociologia y salud ambiental, para estudiar la
salud y controlar las enfermedades en grupos humanos bien definidos. Sus objetivos son:

e I|dentificar las causas de la enfermedad y los factores de riesgo que aumentan la
probabilidad de enfermar.

e Determinar la extensién de la enfermedad.

e Estudiar la historia natural de la enfermedad y su prondstico.

e Evaluar nuevas medidas, tanto preventivas como curativas.

e Detectar cambios en la frecuencia de enfermedad en las poblaciones, identificando a
subgrupos en una poblaciéon con alto riesgo de enfermar (nifios, embarazadas,
polimedicados, pacientes con algun tipo de insuficiencia).

El problema fundamental en epidemiologia se puede resumir de la siguiente manera:
uno o mas infectados son introducidos en una comunidad de individuos con cierto grado de
susceptibilidad a la enfermedad en cuestién. Esta comienza a propagarse de los individuos
infecciosos a los susceptibles. Los primeros dejan de serlo debido a que se recuperan o
fallecen, y el numero de personas que no son afectadas por la enfermedad va disminuyendo.
Finalmente, después de un periodo de tiempo, la epidemia cesa. Cabe preguntarse si ésta se
detuvo debido a que ya no existen individuos susceptibles o por la interaccion de varios
factores, como facilidad de transmisién del agente infeccioso, recuperacion del huésped y
mortalidad, en cuyo caso todavia quedan muchos individuos susceptibles.

2. Objetivos del trabajo

El modelo de Kermack y McKendrick, que ha tenido una gran influencia en desarrollos
posteriores, sigue el método de compartimentar la poblacién atendiendo a su estado de salud
respecto al patdgeno introducido. El objetivo del presente trabajo es estudiar tres modelos
deterministas compartimentales de transmisidon de enfermedades, los denominados SI, SIS y
SIR, que pueden ser descritos mediante sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden no lineales. Se verd cdmo la teoria cualitativa de estos sistemas
puede ser Util para ayudar a predecir el curso de una epidemia dentro de una comunidad,
detectar los umbrales de poblacién mas alld de los cuales existe el riesgo de una epidemia y
relacionar los niveles de endemicidad con los factores susceptibles de ser controlados por la
intervencién de las autoridades sanitarias, asi como elegir programas éptimos de vacunacion y
otras estrategias para la erradicacién de ciertas enfermedades.
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Enfermedad microparasitaria. La enfermedad es causada por un virus (por ejemplo, el sarampion), una bacteria
(por ejemplo, la tuberculosis) o un insecto (por ejemplo, la malaria). La caracteristica bésica es que un individuo
o esta enfermo, o esta sano.

Enfermedad macroparasitaria. La enfermedad es transmitida por un gusano (por ejemplo, la tenia o lombriz
solitaria), o un artrépodo (por ejemplo, la pulga). En tales casos, es relevante el grado de adquisicion de la
enfermedad.

Enfermedad endémica. Es aquella que persiste todo el tiempo en la poblacién.
Epidemia. Brote temporal de una enfermedad mayor de lo usual en una poblacién.

Incidencia. NUmero de casos nuevos de una enfermedad durante un periodo de tiempo especifico. La incidencia
muestra la probabilidad de que una persona en esa poblacién resulte afectada por la enfermedad.

Infectividad. Capacidad de un agente patdgeno (bacteria, virus...) para invadir un organismo y provocar en él
una infeccion. Viene dada por la expresiéon

(n%infectados / n® susceptibles) x 100.
Intervalo de serie. Tiempo transcurrido entre la aparicion de la enfermedad en un caso y el siguiente.

Numero reproductivo bdsico o intrinseco R. Es el principal pardmetro utilizado en epidemiologia y se define
como el promedio de infecciones secundarias producidas por un individuo durante su periodo de infecciosidad,
en una poblacién de susceptibles. Si Ry > 1 se producird un brote epidémico, mientras que si Ry <1 la
enfermedad acabard por desaparecer. Si Ry = 1, cada individuo se reemplazard a si mismo y no se producira
epidemia.

Prevalencia. Numero total de individuos infectados en un tiempo dado. Se relaciona estrechamente con los
costos de la epidemia.

Tasa de reproduccion efectiva R,. Es igual al producto de R, por la fraccién de individuos susceptibles de la
poblacion:

S
R, = Ry v

donde S es el nimero de susceptibles en un instante dado y N el tamafio de la poblacién. El valor de R,
dependera de las caracteristicas epidemioldgicas de la enfermedad y de la poblacidn. Para una poblacién y una
enfermedad particulares, Ry toma un valor constante. En cambio R,, por depender del nimero de susceptibles,
es una variable que cambia con el tiempo, aun para una misma poblacién y enfermedad.

Umbrales. Son valores criticos de variables como la tasa intrinseca de reproduccion, la densidad de la poblacion
susceptible, o la densidad de la poblacidn vector, que deben ser rebasados para que ocurra un brote epidémico
en la poblacién o una enfermedad permanezca de forma endémica en la comunidad.

Cuadro 1. Conceptos bdsicos en epidemiologia.

3. Modelos matematicos epidemioldgicos

Existen dos grandes tipos de modelos matematicos epidemiolégicos: deterministas y
estocdsticos. En un modelo determinista es posible controlar todos los factores que
intervienen en el estudio del fendmeno, y predecir sus resultados con exactitud; bajo este
modelo, un solo sujeto causa una epidemia generalizada. En un modelo estocdstico no es
posible controlar todos los factores concurrentes, de manera que los resultados no son Unicos,
sino que cada uno se genera con una probabilidad determinada y, por lo tanto, existe la
posibilidad de que la epidemia se extinga. Los que consideraremos en este trabajo serdn de
tipo determinista.
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Los modelos mads utilizados para describir las enfermedades transmisibles por
microparasitos son de tipo compartimental, donde cada individuo de una comunidad cerrada
(en la que no se produce inmigracidon ni emigracion) es clasificado en compartimentos segun
su estado de salud en relacién con el desarrollo de la enfermedad. La inclusién o exclusion de
compartimentos en el modelo depende de las caracteristicas de cada enfermedad.

El modelo compartimental mas general estda compuesto por cinco compartimentos,
etiquetados con las letras M, S, E, | y R. La letra M representa a los individuos con inmunidad
pasiva. Esta inmunidad es temporal para algunas enfermedades y adquirida por los recién
nacidos gracias a los anticuerpos que la (M)adre les transfiere. Con la desaparicién de estos
anticuerpos, los individuos pasan a la clase de (S)usceptibles. EIl compartimiento S incluye a
todos los individuos que pueden infectarse. Cuando un individuo de la clase S tiene un
contacto adecuado con un infectado (entendiendo como tal cualquier actividad que resulte en
la infeccién del susceptible) es removido hacia el compartimento de los (E)xpuestos. En éste,
los individuos estan en fase de latencia, esto es, infectados pero aln incapaces de transmitir la
enfermedad. Después de esta fase el sujeto pasa a la clase de los (I)nfecciosos, pudiendo
infectar a otros, periodo tras el cual se traslada al compartimento de los (R)ecuperados y
queda temporal o permanentemente inmune a la enfermedad. La clase R también incluye a los
individuos que fallecen debido a la propia enfermedad.

Las siglas con que nos referimos a los diferentes modelos epidemioldgicos estan
basadas en los patrones de flujo entre los compartimentos: Sl, SIS, SEI, SEIS, SIR, SIRS, SEIR,
SEIRS, MSEIR, MSEIRS, etc. (figura 2 y tabla 3).

Nacimientos Nacimientos
con sin
inmunidad inmunidad

| |
O—B—E—0—0
l l l l l

| Fallecimientos | Fallecimientos | Fallecimientos | Fallecimientos | Fallecimientos
M: Individuos inmunizados I: Individuos infectados
S: Individuos susceptibles de padecer la enfermedad R: Individuos que se han recuperado

E: Individuos expuestos a un determinado patdgeno

Figura 2. Diagrama de flujo del modelo epidemioldgico compartimental mds general, con demografia.
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Descripcion

Diagrama de flujo

Ecuaciones diferenciales

Se consideran nacimientos a lo largo del tiempo,
SIS con . , L. I,
nacimientos existiendo asi una renovacion de individuos S | | — _ps] NS " = gl " "
y susceptibles a la enfermedad. Los individuos de —BSI+uN =5) +vl, dt BSI =yl —u
muertes
mueren por la enfermedad o de forma natural.
SIR con
. Ampliacién del modelo SIR teniendo en cuenta S dl
nacimientos y ple — - — “ —=—BSI+u(N-S), —=pBSI—yl—ul, —=yl—uR
nacimientos y muertes. dt dt dt
muertes
Extensidn del modelo SIR, donde los individuos dl
SIRS recuperados pierden la inmunidad y vuelven a ser = - = ﬂ = —=-BSI+fR, —=pSI—-yl—ul, —=yI—uR—fR
susceptibles. dt dt dt
Aparece la clase de individuos expuestos E, en los ds
que la enfermedad se encuentra en un periodo de — =B —BSI —uS +vlI, — = BSI — (¢ + WE,
SEIS incubacion durante el cual no pueden infectar a g =) - g dt dl dt
otros. Ademas, los enfermos nunca devienen P eE — (y + wI
inmunes. t
ds B — BSI S BSI — (e + WE
. L —=B- —us, —= — (e + WE,
SEIR Es igual que el modelo SEIS, pero con poblacion s 9 E IS - dt dt
recuperada. dl E—(y+ w0l dR . R
dt £ Y T i, ar yi—H
. . P dM dS
Se tiene en cuenta urf nueva. clase dellnd|V|c.iuos M B sMs—uM, & _ sMs — BSI — us,
M, formada por los nifios nacidos con inmunidad dt dt
MSIR . . ) tad S B -
pasiva que tras un tiempo la pierden y son dl dR
susceptibles de padecer la enfermedad. ar = BSI—vI—ul, G-V THR
. . aM S
Modelo derivado del MSIR, en el cual existe un Pri B — 8MS — uM, Frin SMS — BSI — uS,
MSEIR periodo de latencia entre el de susceptibilidad y el g =) g - =) ﬂ dE ¢ t
infeccioso. — = BSI] — E, — =¢E — I, — =yl —uR
L G ) - E-0+w rrink s
Similar al MSEIR, pero donde la inmunidad en la
MSEIRS clase R es temporal y los individuos acaban m‘ﬂ“.‘ﬂ‘ Cf. Weber, Weber y Milligan (2001)
retornando a susceptibles.
M: Poblacién infantil con inmunidad pasiva. t: Tiempo p: Tasa de contagios (probabilidad de que una persona enferme al estar en contacto con un infectado).
S: Individuos susceptibles. 1/y: Tiempo promedio de infeccién (para un W Tasa promedio de defunciones (probabilidad de que un individuo infectado muera debido a la enfermedad).
E: Individuos expuestos y en latencia. solo individuo). f: Tasa promedio de pérdida de inmunidad en individuos recuperados.
I: Individuos infectados. &: Tiempo promedio de inmunidad temporal. B: Tasa promedio de nacimientos.
R: Individuos recuperados con inmunidad. 1/&: Tiempo promedio de incubacidn.
N: Poblacién total.

Tabla 3. Modelos matemdticos compartimentales en epidemiologia.
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Persona—Medioambiente

Reservorio—Vector

Persona—Persona Reservorio—Persona
Medioambiente—Persona  Vector—Persona
sarampion
varicela .
arbovirus:
aperas ) .
pap fiebre amarilla
rubeola
Virus el dengue rabia
viruela -,
(tipo SIR) ) encefalitis hantavirus
ripe )
grp fiebre de la garrapata
oliomielitis ) .
P fiebre pappataci
herpes . . .
P virus del Nilo occidental
VIH/SIDA
SRAG/coronavirus
gonorrea
tuberculosis ) - :
: fiebre tifoidea brucelosis
Bacterias .
. neumonia , peste )
(tipo SIS o colera ‘ dad de L tularemia
meningitis . X enfermedad de Lyme i
SIRS) g enfermedad del legionario antrax
estreptococo
tos ferina
paludismo/malaria
tripanosomiasis:
africana/enfermedad del
. - . suefio
Protozoarios | sifilis amebiasis
americana/enfermedad
de Chagas
en animales/nagana
leishmaniasis
esquistosomiasis
Helmintos dracunculiasis filariasis triquinosis
oncocercosis
encefalopatia
espongiforme
bovina/enfermedad de las
Priones kuru vacas locas
variante de la enfermedad
de Creutzfeldt-Jakob/
prurigo lumbar

Tabla 4. Clasificacion de las enfermedades infecciosas por agente y modo de transmision.
Fuente: Hethcote (2008).

Los modelos que se presentaran en este trabajo se basan en la ley de accion de masas.
Dicha ley postula que “la velocidad de una reaccion quimica es directamente proporcional a las
concentraciones de los reactivos”. Se fundamenta en el hecho de que en una reaccién quimica
los reactivos estan mezclados y cuando hay dos o mas, cada particula de un reactivo tiene la
misma probabilidad de encuentro con las particulas de los otros. En los modelos matematicos
se interpreta considerando que el encuentro entre las variables es proporcional al producto de
todas ellas, donde la constante de proporcionalidad es una medida de la eficiencia de la
transmision de la enfermedad y depende, entre otros factores, de la virulencia del agente
infeccioso, la resistencia del huésped y las condiciones ambientales.
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Se asumiran, ademas, las siguientes hipétesis epidemioldgicas y demograficas:

e Todos los que nacen son susceptibles.

e El periodo de incubacion (desde el momento de exposicidon hasta que el individuo
empieza a ser infeccioso) es despreciable.

e El numero total de individuos de la poblacién es lo suficientemente grande como para
poder considerar que la cantidad de individuos en cada compartimento viene dada por
una funcién continua del tiempo.

e La poblacién es cerrada, esto es, no recibe migraciones.

4. Modelos compartimentales clasicos

Los modelos compartimentales cldsicos, cuyo estudio constituye el propdsito central
de este trabajo, son Sl, SIS y SIR. Se parte de una divisidon de la poblacién considerada en tres
clases que varian con el tiempo t: (S)usceptibles, (l)nfectados y (R)ecuperados. Si la
recuperacion no confiere inmunidad permanente y no hay latencia, nos encontramos ante un
modelo SIS, en el que los individuos se trasladan de la clase de susceptibles a la de infectados y
al recuperarse vuelven a ser susceptibles. Si los individuos que se recuperan son inmunes,
entonces estamos ante un modelo SIR. Si los individuos no se recuperan, estamos ante un
modelo SI.

La tabla 5 recoge el tipo de enfermedades que responden a cada uno de estos
modelos. En su estudio no se consideraran las variables demograficas (nacimientos y muertes),
por lo que resultan apropiados para simular brotes epidémicos de duracion relativamente
corta (inferior a un afio) en los que la demografia de la poblacion afecta poco a la dinamica de
la enfermedad.

Modelo Enfermedades que modeliza
| Enfermedades viricas que causan infeccidn vitalicia, como el VIH.

SIS Enfermedades que no confieren inmunidad tras la infeccidn, como las
producidas por agentes bacterianos (meningitis meningocdcica, peste,
enfermedades de transmision sexual) y protozoarios (malaria, enfermedad
del suefio).

SIR Enfermedades viricas en las que una vez infectado el individuo adquiere
inmunidad vitalicia, como el sarampidn, la rubeola, las paperas o la viruela.

Tabla 5. Enfermedades que responden a los modelos epidemioldgicos cldsicos.

Pagina | 14



Modelos matematicos compartimentales en epidemiologia

4.1. Modelo Sl

El modelo Sl es el mds simple posible. La poblacién estd formada sdélo por
(S)usceptibles e (I)nfectados, y si se contagia un individuo, la enfermedad es permanente (no
hay recuperacién).

BSI

Figura 6. Diagrama de flujo del modelo Sl (Susceptible-Infectado).

Consiste en un sistema de dos ecuaciones diferenciales en el que aparecen el nimero
S(t) de personas susceptibles y el niumero I(t) de personas infectadas como variables
dependientes del tiempo t. De acuerdo con la ley de accién de masas, la razén de cambio de
susceptible a infectado es proporcional al producto del tamafio de ambas poblaciones:

ds
i —BS()I(t), S(0)=S,>0

Ecuacion 1

dl
k Frin BS(®)I(t), 1(0)=1I,>0.

Por tanto, si § > 0 es la tasa de contagios entonces BS(t)I(t) es la cantidad de susceptibles
gue se convierten en infectados por unidad de tiempo.

El sistema anterior puede ser estudiado analiticamente. En efecto, como el tamafio de
la poblacion, N, es fijo, se tiene S(t) = N — I(t), lo que conduce a la ecuacidn logistica:

dl
& = ﬁI(N — [), Ecuacion 2

Esta ecuacién es resoluble por el método de separacién de variables seguido de
descomposicion en fracciones simples, y su solucién para 1(0) = I, es

I,N
(N —Ip)e BNt + [,

I(t) =

Ecuacion 3

Puesto que I(t) = N cuando t — +o0, se advierte que, a la larga, toda la poblacién acabard
infectada.
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Figura 7. Simulacion de la dindmica de la enfermedad para el modelo SI con pardmetro
B = 1073 y condiciones iniciales Sq = 999, I, = 1.

En el modelo SI se presupone que cada individuo tiene el mismo numero esperado de
contactos. El numero de individuos infectados que puede transmitir la infeccion es bajo en las
primeras etapas del proceso, mientras que el numero de individuos susceptibles es bajo en
las ultimas. Como resultado, el numero de infectados experimenta el mayor crecimiento
durante la etapa intermedia, situacion que se refleja en la trayectoria en forma de “S”
descrita por la solucion del modelo.

4.2. Modelo SIS

En este modelo se estudia la poblacién total N (sin nacimientos ni muertes) dividida en
dos grupos, (S)usceptibles e (I)nfectados, que evolucionan con el tiempo t. Las variaciones
entre ellos son consecuencia del contagio por parte de individuos infectados a individuos
susceptibles, e individuos infectados que se recuperan y vuelven a ser susceptibles. El
contagio se produce a través de una tasa de contagio > 0 que depende de cada enfermedad
y de ambas poblaciones, mientras que la recuperacion tiene lugar a través de una tasa de
recuperacion y > 0 que sélo depende de la poblacidn de individuos infectados que haya en
cada momento.

vl

BSI
S ——————3

Figura 8. Diagrama de flujo del modelo SIS (Susceptible-Infectado-Susceptible).

El modelo SIS puede ser formulado entonces como un sistema de dos ecuaciones
diferenciales:
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d_f = ZBSOI) +yI(), SO0)=S,> 0

Ecuacion 4
O = BSOI® —yI®), 10 =1y >0

Las ecuaciones para el modelo SIS difieren de las del modelo SI en el término yI(t), que
describe el ritmo al que los individuos se recuperan de la enfermedad y se convierten en
susceptibles.

Puesto que el tamafio de la poblacidn, N, es fijo, andlogamente al modelo Sl podemos
reducir el sistema a una dimension con la sustitucion S(t) = N —I(t), de la que resulta la
ecuacion

2 -l(s-3)-1

De nuevo, esta ecuacidon admite solucion analitica por el método de separacidn de variables,
que con I(0) = I, resulta ser

BN —vy _
B+ [W - ﬂ] e—(BN-y)t Ecuacién 6

I(t) =

La solucién analitica al modelo SIS muestra que, para N grande, cabria esperar una
trayectoria en forma de “S” en la cifra de infectados. No obstante, la trayectoria SIS difiere
de la Sl en que el nimero de personas infectadas al mismo tiempo nunca alcanza al total
de la poblacion (lo que no excluye la posibilidad de que cada uno de los individuos pueda
infectarse en algin otro momento), asi que el proceso alcanza un equilibrio cuando
exactamente el mismo numero de individuos infecciosos se convierte en susceptible, o

viceversa.

Figura 9. Dindmica de la enfermedad para el modelo SIS con parémetros # =0.01 y y =1,
y condiciones iniciales S = 950 e Iy = 50. El nimero reproductivo bdsico es Ry = 10, lo
que significa que los 50 individuos infectados introducidos en la poblacion de susceptibles
contagiardn, en promedio, a otras 10 personas. La enfermedad permanece endémica.
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Para estudiar el comportamiento de las poblaciones de susceptibles e infectados

seguiremos el proceso denominado adimensionalizacion. Teniendo en cuenta las dimensiones

de cada una de las variables y tasas que intervienen:

y: tasa de recuperacion (intensidad de recuperaciéon de los infectados), tiene
dimensién 1/(unidades de tiempo).

S,I: nimero de individuos susceptibles e infectados, respectivamente, tienen
dimensién niimero de individuos.

N: nimero de individuos totales, tiene dimension niimero de individuos.

[: tasa de contagio (probabilidad por individuo y unidad de tiempo de contraer la

enfermedad), tiene dimensién
1

unidades de tiempo

X (nimero de individuos),

se efectla el cambio de variable

t*=yt, S*(t") = % I(t") = %

Resulta asi el nuevo modelo

as*
at*

=—aS"@)I'@H)+17°(t"), ST (0)=S;>0

dr*

cuyo Unico parametro es o = SN/y. Se tienen ahora dos puntos criticos, (1,0) y (1/0,1 —

1/0). Para el segundo punto, que depende de g, pueden darse las siguientes situaciones:

Sig < 1,entonces 1/0 = 1y por lo tanto este no es un equilibrio del sistema. El Gnico
punto de equilibrio es (1,0), que corresponde a la extincién de la enfermedad.

Si o0 > 1, entonces los dos puntos son de equilibrio y corresponden a una enfermedad
que se convierte en endémica.

Atendiendo al comportamiento cualitativo de las poblaciones, encontramos que:

Si partimos de Sg < 1/0, entonces I* es decreciente y S* creciente hasta el valor de
equilibrio, que serd (1/0,1 —1/0) sio > 1y (1,0) en otro caso.

Si partimos ahora de S5 > 1/0 (lo cual sélo puede ocurrir cuando ¢ > 1, ya que
So < 1), entonces el comportamiento esperado es que [*sea creciente y
S* decreciente hasta el valor de equilibrio (1/0,1 — 1/0).

Las consideraciones anteriores sugieren definir el nimero reproductivo basico para el

modelo SIS por

BN

Ry=0=—
0 y

y conducen al siguiente:
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Teorema umbral para el modelo SIS. Para Ry < 1 la enfermedad se extingue. Para Ry > 1 la
enfermedad permanece en la poblacién como enfermedad endémica®.

Figura 10. Dindmica de la enfermedad para el modelo SIS con pardmetros # = 0.01 y
Y =5, y condiciones iniciales Sq =950 e I, = 50. El numero reproductivo bdsico es
Ry = 2. La enfermedad permanece endémica.

Figura 11. Dindmica de la enfermedad para el modelo SIS con pardmetros = 0.01 y
Y = 20, y condiciones iniciales Sy =950 e Iy = 50. El numero reproductivo bdsico es
Ry = 0.5. La enfermedad se extingue.

1., s . . L o . .

Ndtese que SN es la tasa con la cual un individuo infeccioso en una poblacién de tamafio N contagia a los demas
individuos, y 1/y es la esperanza del tiempo que un infectado permanece infeccioso, de manera que R, es el
ntmero esperado de contactos infecciosos hechos por un infectado.
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4.3. Modelo SIR

El modelo SIR sin demografia es una extensién de los modelos Sl y SIS, con la novedad
esencial de que ahora los individuos que salen de la clase de los infectados, no pueden ser
infectados nuevamente, sino que terminan en la clase de los (R)ecuperados; es decir, para el
propdsito del modelo, estos individuos se consideran permanentemente inmunes, fallecidos
como consecuencia de la enfermedad, o aislados hasta que alcancen inmunidad permanente.

BSI yl
- ﬂ

Figura 12. Diagrama de flujo del modelo SIR (Susceptible-Infectado-Recuperado).

El modelo SIR mas simple fue el propuesto por Kermack y McKendrick (1927) y puede
ser formulado como el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

( s _ —BS(OI(),  S(0)=S,=N—1I,

dt
% = [)’S(t)l(t) — )/I(t), 1(0) =1,>0 Ecuacion 10
dR

donde S(t), I(t) y R(t) corresponden al numero de individuos en las clases de susceptibles,
infectados y recuperados, respectivamente, en el tiempo t, con S(t) +1(t) + R(t) = N. La
razéon de cambio de la poblacidn susceptible es proporcional a SI, con una constante de
proporcionalidad > 0 que se denomina velocidad de infeccion o velocidad de contacto,
mientras que los individuos son removidos de la clase de infecciosos a una razén proporcional
al tamano de la clase |, con una constante de proporcionalidad y > 0 que se denomina
velocidad de remocién’.

4.3.1 Andlisis cualitativo

A diferencia de los modelos anteriores, el modelo SIR carece de solucién analitica
explicita, por lo que deberemos contentarnos con un estudio cualitativo del sistema anterior o
bien recurrir a algun software de computacion cientifica para realizar simulaciones numéricas.
Si se conoce una solucién paramétrica (Harko et al., 2014).

% para entender estas denominaciones se puede pensar en lo siguiente: el pardmetro y es la proporcidn que pasa
de la clase | a la clase R por unidad de tiempo. Es decir que si, por ejemplo, I = 1/10 entonces, suponiendo [
constante, el tiempo que tardard en pasar toda la clase | a la clase R sera de 10 unidades de tiempo. Por ende, en
promedio, un individuo de la clase | permanecera alli un tiempo igual a 1/y. Es por eso que 1/y se interpreta
como el tiempo promedio de duracién de la enfermedad (o que un individuo permanece infectado). Se puede
efectuar un razonamiento andlogo con £, suponiendo que la cantidad de infectados es solamente uno, para
concluir que f representa la proporcion de los susceptibles que son efectivamente contagiados por un infectado,
por unidad de tiempo.
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Comenzamos el andlisis del modelo observando que dS/dt < 0y dR/dt = 0. Como
0<St)<S(O0)<N y 0<R(0)<R(t) <N, existen los limites S(0) = lim;_ S(t),
R(o0) = lim;_,, R(t) vy, por consiguiente, () = lim;_,, [(t) = N — §(o0) — R().

También es facil probar cualitativamente que la enfermedad siempre se extingue, es
decir, que I(o0) = 0, cualesquiera sean las condiciones iniciales.

A continuacién compararemos la poblacién de susceptibles con la de infectados. Dado
que el tamafio N de la poblacion total es constante, podemos reducir el sistema a las dos
primeras ecuaciones y obtener luego R(t) = N — S(t) — I(t). Nétese que esta reduccién
sélo tiene sentidopara S, = 0yS+1 < N.

Al resolver el sistema
—BS()I(t) =0
BS@®I() —yI(t) =0

obtenemos como puntos criticos (S, 0), para cualquier S, € (0, N]. El andlisis de la estabilidad
de estos puntos mediante el teorema de linealizacion de Poincaré-Lyapunov y el método
directo de Lyapunov revela que el punto critico (S, 0) es establesi fS,/y < 1, e inestable si

BSo/y > 1.

Observamos ahora que dS/dt < 0 implica § < S, y consideramos

dl

dt

= (BSo — ¥V)Io.

t=0
Se verifica:
e SiS, <y/B3entonces

dl
dt

t=0
y S <y/B, obligando a que

dl = (BS <0

para I = 0. Por tanto I es decreciente, y ademds (o) = 0: la enfermedad se

extingue.

e SiS, > y/pB entonces

dl

— >0,
dtli=g

de manera que I(t) es creciente en t = 0. Ademas, la segunda ecuacién del modelo
también implica que I(t) tiene un Unico punto critico no nulo y la enfermedad se
propaga, produciéndose una epidemia.

* El cociente v /B (respectivamente, 8 /y) se denomina velocidad de remocion relativa (respectivamente, velocidad
de infeccidn relativa) del modelo.
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4.3.2 Teorema umbral

BN /v y el ntlmero de reproduccion efectiva* R, = 3S;/y. Acabamos de probar que R, es el

La dicotomia anterior motiva la definicién del nadmero reproductivo basico R, =

valor umbral que determina si la enfermedad se extinguira o causara una epidemia:

Teorema umbral para el modelo SIR. Si R, < 1, entonces I(t) decrece mondétonamente a cero
cuando t — +o0, y la enfermedad se extingue. Si R, > 1 entonces I(t) comienza creciendo (se
produce una epidemia), alcanza su mdximo y luego decrece a cero cuando t — + o (la

enfermedad se extingue).

enteramente susceptible si Ry, > 1 6, equivalentemente, SN >y. A modo de ejemplo,
presentamos en las figuras 13, 14 y 15 experimentos numéricos para distintos valores de

Se desprende que una infeccion puede invadir y causar una epidemia en una poblacién

Ry = R, en una comunidad de 1000 individuos.

10007 1000

900.0 [-900.0
800.0+ [-800.0
700.0 [700.0
600.0 [600.0
500.0 -500.0
400.0 400.0

300.0 ~300.0

(R)ecuperados

200.0 -200.0

()nTectados(S)useeptibies

100.0 100.0

0.000= r T T T T T T T T T - 1 ~0.000
0.000 05500 1.000 1500 2.000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

tiempo (dias)

Figura 13. Dindmica de la enfermedad para el modelo SIR. Los pardmetros utilizados son
N =1000, f=0.01 y y=1, con condiciones iniciales S(0) =950, I(0) =50y
R(0) = 0. En este caso, Ry = BN/y = 10.

* Si inicialmente toda la poblacién es susceptible, es decir, S(0)=N—-1, I(0) = 1, R(0) = 0, y grande,

entonces

_BWN-D _ -1 BN

Ry.
e Y N Y 0
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Figura 14. Dindmica de la enfermedad para el modelo SIR. Los pardmetros utilizados son
N =1000, B =0.01 y y =5, con condiciones iniciales S(0) =950, I(0) =50y
R(0) = 0. Enestecaso, Ry = BN /y = 2.

Figura 15. Dindmica de la enfermedad para el modelo SIR. Los pardmetros utilizados son
N =1000, #=0.01y y =11, con condiciones iniciales S(0) = 950, I(0) =50y
R(0) = 0. En este caso, Ry = BN/y = 0.90.
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Figura 16. Evolucion de infectados para los modelos Sl, SIS y SIR. Los parametros utilizados
son N =1000, B =1y y = 0.15, con condiciones iniciales S(0) =999, I1(0) =1y
R(0) = 0.

Se observa en los tres casos que la poblacion de infectados sigue una trayectoria en forma
de “S” durante las primeras fases de la epidemia pero en el modelo SIR, a diferencia de lo
que ocurre en los modelos Sl y SIS, muestra una tendencia a desaparecer a largo plazo.

Enfermedad infecciosa

Virus de inmunodeficiencia
felina (VIF)
Rabia

Mogquillo de la foca
Tuberculosis

Gripe

Enfermedad de pies y boca
Viruela

Rubeola

Varicela

Sarampion

Tos ferina

Huésped

Gatos domésticos

Perros (Kenya)
Focas

Ganado

Humanos

Granjas de ganado (UK)
Humanos

Humanos (UK)
Humanos (UK)
Humanos (UK)
Humanos (UK)

1.1-15

2.44
2-3
2.6

3-4
35-45
35-6
6-7
10-12
16-18
16-18

Referencia

Smith (2001)

Kitala et al. (2002)
Swinton et al. (1998)
Goodchild y
Clifton-Hadley (2001)
Murray (1989)
Ferguson et al. (2001b)
Ganiy Leach (2001)
Anderson y May (1991)
Anderson y May (1991)
Anderson y May (1982)

Anderson y May (1982)

Tabla 17. Estimaciones del numero reproductivo bdsico. El valor de Ry, depende tanto de la

enfermedad como de la poblacion huésped, de manera que para una misma enfermedad puede
variar segun el grupo poblacional debido a diferencias demogrdficas, gradientes rurales-urbanos y
estructuras de contacto (Anderson y May, 1982). En una poblacion cerrada, una enfermedad

infecciosa con un R conocido producird una epidemia sdélo si existe una fraccion umbral de
susceptibles mayor que 1/Ry . Fuente: Keeling y Rohani (2007).
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Periodo esperado de permanencia
en la clase infecciosa

La probabilidad de que un individuo que lleva enfermo un
tiempo t alin esté infeccioso es e~*t, con promedio 1/y.

Crecimiento inicial de la epidemia

La tasa de crecimiento inicial de una epidemia es
exponencial, de orden y(R, — 1):

I(t) = 10 e]/(Re—l)t-

Numero mdximo I,,,, de individuos
infectados (con R(0) = 0)

La fraccion maxima de infectados es funcidn sélo de Ry:

Lnax _

1 1+logR,
N R,

Extincion de la epidemia

Puesto que [() =0y
S(®) = SyeRo >0,

la enfermedad desaparece por falta de infecciosos, y no por
falta de susceptibles.

Tamaiio de la epidemia: estimacion

S() eslasolucién 0 < z < y/PB de la ecuacion

de S(©) e I;pta trascendente
z= Soe_g[N_z].
Ademas,
Itotar = Io + (So - 5(00))-
Estimacion de R(t) Se tiene

2
Y= [BSo (ayt )]
Rt)==—|——1+ath(—=——0]|,
() sl +a A

donde

1

2 2 _ 2

_ [(:350 _ 1) n 2p 50(1:/ 50)]2’
14 Y

th1 S (ﬁ - 1).

¢ = a\y

Estimacién de Ry = S,/
(I, pequeia)

B _log(Su/S(=)

Y So — S()
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5. Conclusiones

El gestor sanitario precisa de herramientas que permitan predecir el comportamiento
de la propagacién de una enfermedad infecciosa para, a partir de ellas, simular y establecer
estrategias de control o erradicacion de la enfermedad. La principal conclusién que se deriva
de este trabajo es el papel central que los modelos matematicos desempeiian en la simulacién
de la propagaciéon de epidemias. Estos modelos capturan propiedades esenciales de la
dispersion de una enfermedad de una forma simplificada. Ademas, al modificar sus
parametros es posible representar o descubrir situaciones que dificilmente podrian haber sido
obtenidas mediante experimentacién. De este modo, los modelos contribuyen a prevenir
futuras situaciones patoldgicas, determinar la prevalencia e incidencia y coadyuvar a tomar
decisiones objetivas para el control o supresién de la epidemia.

En virtud del teorema umbral, el nimero reproductivo bdsico, Ry, y el nimero de
reproduccion efectiva, R,, de una enfermedad proveen a los expertos en salud publica de
estrategias para prevenir una epidemia a base de conseguir que R, = R, se mantenga inferior
a 1; por ejemplo, en el caso de la gripe, reducir:

1. Laduracién de la infeccidn, con antivirales.

2. La tasa de contactos, por autoaislamiento, de los individuos susceptibles, requiriendo
gque permanezcan en su domicilio.

3. Sy, ofreciendo vacunas contra la gripe.

4. Lla transmisibilidad, promoviendo el lavado frecuente de manos o incluso
distribuyendo mascarillas faciales.

La vacunacidon remueve de su clase a los individuos susceptibles. Aunque la vacuna
fuese 100% efectiva (durante el afio en que la vacuna de la gripe concuerda con las cepas
circulantes, su efectividad se estima en el 60%), vacunar a toda la poblacién es muy caro y
ademas podria acarrear consecuencias peores que la propia enfermedad en individuos con un
sistema inmunoldgico comprometido, o que padezcan alergias severas.

El analisis del modelo SIR muestra que seria posible prevenir una epidemia vacunando
solamente a una fraccién de la clase de susceptibles, fendmeno que se denomina inmunidad
colectiva®. Recordemos que para prevenir una epidemia se requiere que R, < 1. Asumamos
que la vacuna es 100% efectiva, y sea p la fraccion de individuos susceptibles que se vacunan.
Estos pSy individuos vacunados se desplazan de la clase de susceptibles a la clase de
recuperados, de manera que el tamafio de la clase S es ahora (1 — p)S,. Para prevenir una
epidemia es necesario que (1 — p) Sy B/y <1, lo que ocurrird cuando p = p., siendo
pc =1—1/R, el umbral critico de vacunacién. Asi pues, la vacunacién parcial puede ser
completamente efectiva. Por ejemplo, suponiendo una poblacién enteramente susceptible,
para prevenir un brote de gripe con Ry = 1.3, es suficiente vacunar “sélo” al 23% de la
poblacion; si la efectividad de la vacuna es del 60%, basta con administrarla al 23%/0.6 =
39% de la poblacién. En el caso de la viruela, con Ry =5, debe ser vacunado el 80% de la

>En inglés, herd immunity.
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poblacién®. Finalmente, aun con una vacuna contra la malaria que fuese efectiva al 100%, para
prevenir una epidemia seria necesario vacunar al 99% de la poblacién, ya que en este caso
Ry, > 100.

Se concluye asi que Ry, y R, desempefian, al menos, cinco papeles clave en
epidemiologia:

R, es un valor umbral: ocurrird una epidemiasi R, > 1.
La tasa de crecimiento exponencial inicial de una epidemia es (R, — 1)y.
El umbral critico de vacunacién para la inmunidad del grupoes 1 — 1/R,.

PwNPR

Asumiendo una poblacién inicial completamente susceptible:

i) La fraccion maxima de individuos infectados viene dada por I, /N =1-(1+
log Ry)/R,.

ii) La fraccidon S(c0)/N de individuos susceptibles al final de una epidemia es la raiz
de la ecuacidn trascendente log(S(o)/N) = Ry((S(0)/N) — 1).

Los modelos discutidos en este trabajo no son adecuados si se desea estudiar una
enfermedad endémica en una comunidad o el comportamiento de brotes epidémicos durante
un periodo de tiempo largo. En tal caso es necesario considerar las variables demograficas,
pues debemos introducir los nacimientos como fuente de nuevos sujetos susceptibles y
considerar la mortalidad en cada clase. El modelo resultante es igualmente un sistema de
ecuaciones diferenciales y puede ser analizado también con métodos cualitativos.

Aunque los modelos abordados en este trabajo proporcionan informacidn acerca de
los procesos de difusidon de una enfermedad, la mayoria de los que actualmente se aplican a
enfermedades especificas son mucho mas complicados, pues contemplan una variedad de
aspectos que no son cubiertos por los modelos bdsicos presentados aqui. Otros modelos
estudian el fendmeno de propagacion de una enfermedad no sélo en funcién del tiempo, sino
también de la edad de la poblacién huésped, ya que es claro que para muchas enfermedades
la fuerza de la infeccion depende también de este factor. Igualmente, una gran cantidad de
investigaciones estdan enfocadas hacia el estudio de la distribucién espacial de una
enfermedad.
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