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Introducción 

E n  l a  li teratura propia de ser ies temporales,  los modelos 
autorregresivos,  desde un punto de vista estocást ico,  o los f i l t ros 
l ineales,  desde un punto de v is ta determiníst ico,  se han centrado,  en 
úl t ima instancia,  en términos de interpretar  y  ajustar  datos 
procedentes de procesos estacionarios.  La s impli f icación de éstos a 
través de su función de autocorrelación es la caracter íst ica 
fundamental  que posibi l i ta este ajuste l ineal .  La motivación de este 
t rabajo se in ic ia con el  s iguiente planteamiento:  ¿es  posible  lo grar un 
ajuste l ineal por retardos de datos no necesariamente estacionarios? 

Abordamos en este t rabajo los modelos l ineales c lásicos pero en 
un contexto inusual .  Para el lo,  nuestro pr imer empeño se centra en 
descr ibir  una estructura matemática que permita art icular  y  englobar 
la aproximación l ineal  mínimo cuadrát ica.  E l  entorno teór ico de los 
espacios  vector ia les  de Hi lber t  es  e l  punto de part ida que nos 
permite t ratar  estos modelos tanto desde el  punto de vista 
determiníst ico como estocástico.  Considerando  las secuencias de 
datos como vectores de un espacio de Hi lbert ,  podemos def inir  
formalmente la construcción de su mejor aproximación l ineal .  

Es en este momento donde el  contexto vuelve novedoso el  
a juste:  la  secuencia de datos  no es  cronológica s ino que es el  
conjunto de pesos que la t ransformada de Fourier  construye para las 
diversas f recuencias.  El  objet ivo de este t rabajo se centra pues en la 
modelización l ineal de secuencias construidas por la transformada 
discreta de Fourier  a part ir  de datos reales.  

Dos son los aspectos que se desarrol lan entorno a esta 
aproximación.  Por un lado,  la bondad del  ajuste,  teniendo como tal  
no sólo un error  relat ivamente bajo,  s ino un razonablemente 
económico número de parámetros en el  modelo.  Y por otro,  la 
conveniente in terpretación del  modelo construido.  



Respecto al  pr imer aspecto tenemos primero que volver a ese 
entorno global  que presentamos como just i f icación de la 
aproximación: los espacios de Hilbert .  Nada en su desarrol lo l imita 
e l  uso del  producto escalar  como medida de s imil i tud:  s iempre es 
posible construir  la ‘mejor aproximación’.  Sin embargo, ¿cuándo esta 
aproximación es ‘buena’?,  o,  ¿cuánto de complejo ha de ser el  
modelo para que lo sea? 

Sin embargo,  es  en el  segundo aspecto donde hemos encontrado 
el  más f irm e obstáculo.  La intui t iva interpretación de los coef ic ientes 
que acompañan a los retardos en el  dominio del  t iempo, no es,  de 
ninguna manera,  t rasladable al  dominio de la frecuencia.  Ni  s iquiera 
la  operación ‘ retardo’  sobre estos pesos,  indexados por  la  f recuencia 
que representan, ofrece explicación inmediata.  ¿Qué sentido t iene el  
peso de una periodicidad expresado como función l ineal  de los pesos 
de las periodicidades de índices menores? 

Esta imposibi l idad nos hizo var iar  e l  punto de v is ta con el  que 
c o n templábamos la aproximación y estudiarla desde dos aspectos 
bien dist intos:  por un lado,  la interpretación que desde la geof ís ica 
se hace del  algor i tmo que la resuelve,  e l  de Levinson (1947),  y ,  por  
otro,  los aproximantes de Padé -Laurent.  

En las prospecciones petrol í feras,  la  local ización de capas de 
gas natural  o  petróleo para su extracción,  se real iza a t ravés del  
estudio de las  ondas s ísmicas generadas a part i r  de una explosión 
controlada. Los ecos en la superf ic ie de estas ondas sonoras son 
model izadas a  través de una estructura autorregresiva.  En su 
construcción,  lo realmente importante son los l lamados ‘coefic ientes 
de ref lexión’  de las  ondas respecto de cada capa,  que indican su 
densidad relat iva.  Este intel igente uso del  algor i tmo de Levinson nos 
guió hacia una novedosa interpretación de la aproximación l ineal del  
dominio de la frecuencia.  En def ini t iva,  no se considerarán en la 
interpretación los coef ic ientes l ineales en los retardos,  s ino los de 
ref lexión.  Podemos destacar además,  que la interpretación  dada no 
sólo t iene importancia desde el  punto de vis ta de las apl icaciones,  
s ino que nos ha permit ido proponer un método general  de 
aceleración numérica del  algori tmo de Levinson.  

Los aproximantes de Padé-Laurent ,  presentes en la 
aproximación l ineal,  so n el  punto de part ida del  segundo modelo 
presentado en la memoria.  Se t rata de una model ización racional  de 



las secuencias de transformadas discretas de Fourier ,  pero no a 
t ravés de f i l t ros l ineales,  s ino directamente usando los aproximantes 
mencionados.  

Contamos para la apl icación real  de los dos modelos que se 
construyen con datos reales de consumo urbano de agua en la c iudad 
de Santa Cruz de Tener i fe .  Estos  datos ,  a l  ser  per iódicos ,  permiten un 
mejor  aprovechamiento de la model ización en el  dominio de la 
frecuencia,  puesto que los modelos así  construidos también lo son.  

La presente memoria la hemos estructurado en cuatro capítulos.  
En el  pr imero tratamos los espacios vector iales de Hi lbert  y  sus 
propiedades más relevantes,  como entorno teórico unif icado para la 
aproximación l ineal .  Estos resul tados se apl ican a var ios espacios 
anotando las principales conclusiones.  

El  segundo capítulo desarrol la la aproximación l ineal  por 
retardos resuelta mediante f i l t ros l ineales,  l is tando las condiciones 
para  que  és ta  sea posible.  Este desarrol lo es luego apl icado a la 
secuencia de valores de una transformada discreta de Fourier ,  
l legando a su formulación part icular .  E l  capí tulo f inal iza con la 
interpretación del  modelo,  y  su apl icación a datos s imulados.  

E l  tercer  capí tulo introduce los aproximantes de Padé-Laurent y  
aquel los construidos por el  algori tmo de Levinson.  Su construcción 
sobre la secuencia de valores de una discreta de Fourier ,  construye 
un segundo modelo cerrado para el  dominio de la frecuencia.  

El  úl t imo capítulo presenta los resul tados de la apl icación de los 
modelos de los capí tulos anter iores.  Los datos son c lasi f icados y  
model izados t ras la e lección del  número de parámetros necesar io.  E l  
capítulo f inal iza con una comparativa entre los errores de los 
modelos presentados y la transformada de Fourier truncada.  

La memoria f inal iza resumiendo conclusiones y aportando 
algunas cuest iones abiertas.  



 



 

 

 

 

Capítulo 1 La aproximación lineal en la 
modelización de datos  

Introducimos en este capítulo la clásica estructura 
de los espacios vector ia les de Hi lbert  y  e l  teorema de 
la  proyección,  como entorno formal  para la  
construcción de aproximaciones l ineales de vectores.  

S i  bien,  y  de forma general ,  presentamos las 
def iniciones propias de los espacios vectoriales de 
Hi lbert  y  a lgunas de sus propiedades básicas,  e l  
objet ivo es apl icar sobre convenientes espacios de 
Hi lbert  el  teorema de la proyección.  Se establecerán,  
primero  de forma muy genérica,  las  ecuaciones de la  
aproximación l ineal ,  y  después,  part icularizando para 

cada espacio vectorial  y  cada conjunto de vectores 
generadores de la aproximación,  el  s istema de 
ecuaciones que la construye.  

Pretendemos de esta forma establecer  un marco 
uni forme para el  desarrol lo en esta memoria de tópicos 
a pr imera vista dispares,  como son,  de un lado,  la  
construcción del  dominio de la f recuencia o las ser ies 
de Fourier ,  y  de otro,  la  aproximación por  retardos.  La 
uni f icación de ambos bajo un mismo punto de v is ta ,  
faci l i tará la  def inición de los modelos que planteamos 
en los capítulos 2  y 3 .  
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Se inicia el  capí tulo con una sección introductor ia 
que recuerda la def inición y las herramientas básicas 
de los  espacios de Hi lbert ,  pr incipalmente el  producto 

escalar  y  el  concepto de ortogonal idad.  Tras enunciar 
el  teorema de la proyección,  se traslada a la s iguiente 
sección su apl icación para la  construcción de la  
aproximación l ineal  y  la  elaboración de las ecuaciones 
que la  obt ienen.  Dichos s is temas de ecuaciones se 

apl ican a los espacios vector iales de Lebesgue 2L ,  al  

de secuencias complejas acotadas 2l ,  a l  N-dimensional  

complejo N£  y ,  por  ú l t imo,  a  los  procesos 
estacionar ios ,  en las  secciones poster iores.  Acaba el  
capí tulo con un resumen que,  de forma esquemática,  
re laciona los  espacios vector ia les  de Hi lbert  sobre los  
que se ha trabajado a través de las aproximaciones 
construidas y de las metodologías apl icadas.  

La bibl iograf ía  sobre espacios vectoriales de 
Hilbert  es lógicamente abundante,  incluso formando 
parte introductor ia del  anál is is  de Fourier  desde donde 
es mencionado por sus propiedades geométr icas.  Para 

este úl t imo caso,  se pref iere def inir  en el  cuerpo de los 
complejos,  C , to da operación de escalares.  Tomaremos 
también esta dirección en la presente memoria.  

Puede ampliarse cualquier concepto de los 
resumidos aquí en [BroDav91],  [Pri81],  [Blo76] y 
[Wei90] s i  se les quiere relacionados con el  estudio de 
ser ies temporales.  En un ámbito más general ,  debemos 
mencionar [RobMul87],  [OppSch75] y [OppWilYou83].  
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1.1. El entorno teórico: espacios vectoriales de Hilbert 

La caracter ís t ica inherente a un espacio de Hi lbert  es el  
producto escalar  entre un par de vectores.  Como veremos en el  
desarrol lo poster ior ,  usaremos este producto como medida de 
simil i tud o aproximación  entre el los.  

Dado un espacio vectorial  complejo H  decimos que la aplicación 

: , H H< > × → £  es un producto escalar s i  se veri f ican las s iguientes 

propiedades: 

(i)  ><>=< x,yy,x ,  Hy,x ∈∀ .  

( i i ) ><+>>=<+< z,yz,xz,yx ,  Hz,y,x ∈∀ .  

(i i i)  ><α>=α< y,xy,x ,  Hy,x ∈∀ ,  ∀α∈£ .  

( iv) 0x,x >≥< ,  Hx ∈∀ .  

( v ) 0x,x >=< ,  s i i  0x = .  

Un espacio vectorial  complejo H ,  dotado de producto escalar,  se 
dice que es un espacio de Hi lbert  s i  es completo,  esto es,  s i  toda 
secuencia de Cauchy en H  converge en H .  

En un espacio de Hi lbert  H ,  se define una norma de forma 
natural. Sea es ta norma inducida la def inida como, 

><+= x,xx ,  Hx ∈∀ .  

También en un espacio de Hi lbert  H ,  se redef ine el  producto 
escalar de la forma siguiente,  
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∠
>=< xycosyxy,x ,  Hy,x ∈∀ ,  

donde 
∠
xy  representa el  ángulo formado por los vectores x  e  y.  Esta 

expresión del  producto escalar  introduce por tanto el  concepto de 
ángulo entre vectores,  just i f icando el  punto de vista geométrico que 
adorna la teoría de espacios de Hilbert .  

Dado que dos vectores  se dicen ‘ortogonales’  s i  e l  ángulo que 

forman es  2π± ,  l lamaremos ortogonales a aquel los vectores cuyo 

producto escalar  es cero,  denotando este hecho con el  s ímbolo ⊥ .  Es  
decir ,  yx⊥  s i i 0y,x >=< .  

Dado un subconjunto HS ⊆ ,  se def ine su complemento 

ortogonal como el  subespacio vectorial  cerrado  

H}x  x H / y{yS ∈∀⊥∈=⊥ ,  

es decir ,  aquel  conjunto de vectores,  ortogonales a todos los 
elementos de S .  

Con las anteriores  definiciones ya puede ser formulado el  
s iguiente resultado,  el  teorema de la proyección ,  en el  que nos 
basaremos para def inir  la  aproximación l ineal .  Se enuncia de la 

s iguiente manera:  

Dado un subespacio vector ial  S  del  espacio de Hi lbert  H , y 
un vector  Hx ∈ ,  entonces,  

(i)  existe un único elemento Sx̂ ∈  tal  que yxinfx̂x
Sy

−=−
∈

.  

( i i ) son equivalentes,  
§ Sx̂ ∈  y yxinfx̂x

Sy
−=−

∈
 

§ Sx̂ ∈  y ⊥∈− Sx̂x .  
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Si  tomamos el  senti do eucl ídeo de la norma como ‘distancia’ ,  e l  
teorema de la  proyección af i rma la  existencia y  unicidad del  vector  
más ‘próximo’,  

Sx̂ ∈∃&  tal  que yxinfx̂x
Sy

−=−
∈

,   

y  resuelve la forma de hal lar lo con una caracter ización,  como 

veremos, constructiva,  ⊥∈− Sx̂x .  

De esta últ ima caracterización podemos deducir  la s iguiente 
descomposición x̂xx̂x −= + ,  donde el  pr imer sumando x̂  es el más 

‘próximo’ a x  en S,  y  le denominaremos ‘aproximación en S’ , y el 

segundo,  x̂x − ,  está en el  subespacio ortogonal  ⊥S  y  nos referiremos 
a él como ‘error en la aproximación’.  

Puesto que x̂x̂x ⊥− ,  se comprueba fácilmente que,  

222
x̂xx̂x −+= ,  

y  en ese caso la aproximación x̂  minimiza el  segundo sumando, esto 

es,  la norma del  error en la aproximación.  

La descomposición indicada es única,  pues s i  hubiera un par  de 

vectores Sy ∈  y  ⊥∈ Sz ,  ta les  que zyx += ,  entonces ⊥∈=− Szyx ,  con 

lo  que x̂y =  por  la  unicidad planteada en el  teorema de la  

proyección, y,  f inalmente, x̂xz −= .  

E l  teorema de la  proyección permite def inir  la  apl icación 

proyección :S H S∏ → ,  de forma que ˆS x x∏ = ,  s iendo yxinfx̂x
Sy

−=−
∈

,  

lo que nos faci l i tará la notación a part ir  de ahora.  
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1.2. En busca de la ‘mejor’ aproximación 

El teorema de la proyección resuelve,  como se ha indicado, la 

construcción de la  aproximación en S,  S∏ ,  mediante la 

caracterización Sx x S ⊥− ∏ ∈ .  S implemente apl icando la def inición 

vista de subespacios ortogonales,  se extrae el  s iguiente sistema de 
ecuaciones,  

, 0Sx x y< − ∏ >= ,  Sy ∈∀ .  Ecuación 1.1  

Nótese que la solución a este sistema existe y es única.  

Aún así  la metodología para su resolución permanece vaga 
debido al  uso del  cual i f icador Sy ∈∀ .  Es  prec isamente bajo diversas 

elecciones del  conjunto S  cuando la resolución del  s istema se hace 

posible a través de caracterizaciones de ⊥S .  

Supongamos un subconjunto de vectores l inealmente 

independientes }Jj/x{ j ∈  de  H .  Construimos a part i r  de el los el  

menor subespacio vector ia l  cerrado que los contenga que 

denotaremos por }Jj/x{gen j ∈ .  S i  el  conjunto de índices J es f inito, 

}x,...,x,x{gen p21  está const i tuido por todas las posibles combinaciones 

l ineales de los vectores }x,...,x,x{ p21 .  Esto es 

1 2

1

{ , ,..., } { /
p

p j j j

j

gen x x x x    j 1,...,p}
=

= α α ∈ ∀ =∑ £ .  

En ese caso se veri f ica que,  

⊥∈ }x,...,x,x{geny p21  s i i  p1,...,j   0x,y j =∀>=< ,  
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por la  forma en la  que se expresan los vectores de }x,...,x,x{gen p21  y 

la  l ineal idad del  producto escalar .  Nótese que si  buscamos la mejor 

aproximación,  en este caso l ineal ,  en }x,...,x,x{gen p21 ,  e l  s is tema de 

descrito en Ecuación 1.1  se transforma en otro de p  ecuaciones,  

1 2{ , ,..., }
, , ,p

j j
gen x x x

x x x x    j 1,...,p< ∏ >=< > ∀ = ,  

que podemos resumir  dic iendo que x  y  su aproximación t ienen 

idénticos productos escalares con los vectores }x,...,x,x{ p21 .  De ahí  

que habláramos del  producto escalar  como medida de s imil i tud.  La 
igualdad se puede desarrol lar  aún más,  dado que 

1 2{ , ,..., }
1

p

p
k k

gen x x x
k

x x
=

∏ = α∑ ,  

para c ier tos coef ic ientes complejos },...,,{ p21 ααα ,  que son buscados 

por las ecuaciones que veri f iquen, 

∑ ∑
= =

>=<><α>=α<
p

1k

j
p

1k

jkkjkk x,xx,xx,x  p...,2,1j =∀ .  Ecuación 1 .2.  

Éstas s í  que const i tuyen un verdadero sistema de ecuaciones  

cuyas incógnitas son los coeficientes },...,,{ p21 ααα .  

S i  además el  conjunto de vectores generadores }x,...,x,x{ p21  es 

un s is tema ortogonal ,  esto es,  0x,x kj >=< ,  para  i ,k=1,…,p,  ki ≠ , 

entonces las p  ecuaciones 1.2  se resuelven por sí  mismas quedando  

2j

j
j

x

x,x ><
=α ,  para j=1,…,p.  
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Nótese que si  el  conjunto de vectores generadores es además 

ortonormal,  esto es,  jk
kj x,x δ>=< ,  (delta de Kronecker),  la condición 

de s imil i tud en la aproximación l ineal  se ver i f ica para >=<α jj x,x  

con j=1,…,p .  En ese caso,  

1 2{ , ,..., }
1

p

p
k k

gen x x x
k

x x
=

∏ = α∑ .  Ecuación 1. 3.  

A los valores >=<α jj x,x  se  les  denominan coefic ientes de 

Fourier  de x  respecto al  conjunto ortonormal }x,...,x,x{ p21 .  

Por  úl t imo,  s i  e l  espacio de Hi lbert  H  t iene una base numerable,  

...}3,2,1j/x{genH j ==  entonces  

(i)  Hx ∈∀ ,  ∑ ><=
j

jj xx,xx  

(Nótese que H x x∏ =  puesto que }0{H =⊥ )  

( i i ) Hx ∈∀ ,  0xx,xx
n

1j

jj →><− ∑
=

,  cuando ∞→n  

(Convergencia de la aproximación l ineal)  

( i i i)  ∑ >><<>=<
j

jj y,xx,xy,x ,  Hy,x ∈∀  

( Identidad de Parseval)  

Como hemos indicado,  en las  secciones s iguientes aplicaremos 
sobre dist intos espacios de Hi lbert  y  convenientes conjuntos de 
vectores generadores los resultados expuestos.  
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1.3. Un primer ejemplo: aproximación en Espacios de Lebesgue 2L  

Consideremos el  espacio medible ),F,( Ω  y  s e a  µ  una medida 

f in i ta  no nula1.  Denotamos por ),F,(L2 µΩ  a l  conjunto de funciones 

complejas def inidas sobre Ω  a  t ravés de la integral  de Lebesgue,  

∫Ω ∞<µ=µΩ }df/f{),F,(L 22 .  

E l  conjunto así  def inido es un espacio Hi lbert  con el  producto 
escalar  

µ>=< ∫Ω dgfg,f ,  con ),F,(Lg,f 2 µΩ∈ .  

Nótese que por  las  propiedades de la  integral ,  la  igualdad entre 

funciones en ),F,(L2 µΩ  no es  la  c lás ica igualdad para todo elemento 

en Ω .  Esto se debe a que,  

∫Ω =µ>=< 0dff,f 2 ,  

no impl ica que 0f = , (la función nula).  

En este  caso s i  ∫Ω =µ 0df 2 ,  entonces f  es la función cero excepto 

en un conjunto de medida nula. Por lo tanto, podem os considerar 

que ),F,(L2 µΩ  es el  espacio cociente resultante de aplicar a las 

funciones la s iguiente relación de equivalencia:  gf ≈  s i i  gf =  excepto 

en un conjunto de medida nula .  

                                                                 
1 A  D I F E R E N C I A  D E  L A S  F U N C I O N E S  D E  P R O B A B I L I D A D ,  U N A  F U N C I Ó N  D E  M E D I D A  N O  E S T Á  A C O T A D A  P OR 
1.  
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Un caso par t icular  interesantees en el  que [ ]ππ−=Ω , ,  F  son los 

subconjuntos de Borel  de [ ]ππ− ,  y  µ  es la medida uniforme sobre el  

intervalo,  esto es,  
π

=µ
2
dxd .  E l  conjunto de funciones que denotaremos 

por [ ] }dx)x(f/f{,L 22 ∞<=ππ− ∫
π

π−
 t iene como producto escalar entonces,  

∫
π

π−π
>=< dx)x(g)x(f

2
1g,f .  

Sean las funciones en [ ]ππ− ,L2 ,  { ( ) / }inx
ne x e n= ∈¢ .  Este conjunto 

const i tuye un s istema ortonormal puesto que 

nm
x)mn(i

mn dxe
2
1e,e δ=
π

>=< ∫
π

π−
− .  

Según los resul tados expuestos,  s i  apl icamos Ecuación 1.3  para 

los coef ic ientes en la  aproximación l ineal  sobre }Nn/e{gen n ≤ ,  dado 

[ ]ππ−∈ ,Lf 2 ,  tenemos  

{ / }
,

n

N

k kgen e n N
k N

f f e e
≤

=−

∏ = < >∑ ,  

donde los coeficientes de Fourier se obtienen como  

∫
π

π−
−

π
>=< dxe)x(f

2
1e,f inx

k .  

Esta aproximación t iene importantís imas propiedades 

asintóticas,  esto es,  cuando ∞→N  en }Nn/e{gen n ≤ .  Éstas  son:  

(i)  0ee,ff
2N

Nk
kk →><− ∑

−=
 cuando ∞→N .  



 

L a  a p r o x i m a c i ó n  l i n e a l  e n  l a  m o d e l i z a c i ó n  d e  da tos  

 

P á g i n a  11  

 

 

 

( i i ) 
{ / }ngen e n

f f
∈

∏ =n  

Por lo tanto [ ]2 , { / }nL gen e n−π π = ∈¢ .  

La igualdad ∑ ><=
k

kk )x(ee,f)x(f  se establece en los términos 

mencionados previamente para espacios cocientes 2L ,  esto es,  
igualdad punto a punto excepto en un conjunto de medida nula.  La 

ser ie bi inf ini ta  ∑ ><
k

kk )x(ee,f  se denomina serie de Fourier para 

[ ]ππ−∈ ,L)x(f 2 .  

En general ,  s i  consideramos un intervalo cerrado arbi trar io de 
longi tud T>0 ,  cualquier función compleja f definida sobre él  que 
ver i f ique 

∞<∫T
2 dt)t(f  

puede ser  aproximada en el  intervalo mediante exponenciales.  La 
idea resul ta de apl icar  un cambio de var iable l ineal  entre los 

intervalos [ ]ππ− ,  y  e l  de longi tud T .  Al  mismo resul tado se l lega s i ,  

part iendo del  esquema general  de los espacios de Lebesgue 2L , 

consideramos la medida  

dt
T
1d =µ  

y  el  s istema ortonormal 

2

{ / }
i nt

Te n
π

∈¢ .  



 

L a  a p r o x i m a c i ó n  l i n e a l  e n  l a  m o d e l i z a c i ó n  d e  da tos  

 

P á g i n a  12  

 

 

 

La ser ie  de Four ier  resul tante ser ía  de la  forma ∑ ><
n

nn )t(ee,f  

donde 

∫
π

−
>=<

T

nt
T
2

i
n dte)t(f

T
1

e,f  

s iendo f( t)  la función mencionada.  

La aproxima ción sobre intervalos sería f inal ista para un 
determinado t ipo de funciones:  las periódicas.  Decimos que una 
función p(t)  def in ida para t ∈¡  es  per iódica s i  exis te  una constante 

real  T>0  tal que ( ) ( )p t p t T   t= + ∀ ∈ ¡ .  

A l  va lor  0T  más pequeño con el  que p(t)  verif ica esta propiedad 

se denomina periodo .  S i  p(t)  es una función periódica de periodo 0T , 

y  representamos con el  operador ∫
0T

 la  integración sobre cualquier 

intervalo d e longitud 0T ,  la  propiedad,  

∫ ∞<
0T

2 dt)t(p  

implica que existe y  es convergente la ser ie de Fourier  que la 
aproxima en dicho intervalo.  

Nótese que las funciones usadas en la aproximación,  

0

2

{ / }
i nt

Te n
π

∈¢ ,  

son periódica s  de per iodo 0T  por  lo  que la  ser ie de Fourier  resul tante 

de la  aproximación también lo es a l  ser  combinación l ineal  de las  
primeras.  En ese caso,  
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∑ ><=
n

nn )t(ee,p)t(p  

no sólo en el  intervalo de aproximación sino .t∀ ∈ ¡  

En funciones periódicas,  junto al  valor  del  per iodo 0T ,  se define 

la f recuencia 0w  ta l  que  π= 2wT 00 .  De ese modo las exponenciales 

usadas en la aproximación se reescriben como 0{ / }i n w te n∈¢  y  se dice 

de ellas que t ienen frecuencia 0nw  respectivamente.  

Cada coef ic iente de Fourier  indica el  peso que la  
correspondiente exponencial  t iene en el  sumatorio f inal .  O lo que es 
lo mismo, el  coef ic iente >< ne,p  indica el  peso de la  exponencial  

nt
T
2

i
0e
π

 en el  sumatorio conjunto.  De este modo, un valor casi  nulo 
para  >< ne,p  indicaría que en p  no se regístran comportamientos de 

periodo n/T0  (  o frecuencia 0nw ) .  Un al to valor  para este coef iciente 

indicaría lo contrario.  

Este anál is is  de las funciones per iódicas de periodo 0T  a través 

de los dist intos pesos de las exponenciales de periodicidad n/T0  

apor ta  un punto de vista di ferente que expl ica claramente 
comportamientos estacionales para frecuencias diversas.  Los valores 
discretos de la  secuencia }e,f{ n ><  consti tuyen el  denominado 

espectro de Fourier,  o dominio de la frecuencia.  

La aproximación lograda, sin embargo, se circunscribe en 
general  a un intervalo de longitud arbitrar ia pero f ini ta.  Este hecho 
l imitar ía una aproximación efect iva global ,  excepto en el  caso de 
funciones periódicas.  
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1.4. Aproximando secuencias finitas: la transformada discreta de Fourier 

En el mismo entorno general de los espacios de Hilbert ,  
queremos def inir  el  dominio de la f recuencia desde el  punto de vista 
del  las secuencias de datos.  Para el los part iremos de una secuencia 
f ini ta de valores complejos y usaremos para la apro ximación en el  
mismo espacio vectorial  secuencias generadas por exponenciales.  

Sea  }s,...,s,s{ 1N10 −  una secuencia compleja f in i ta  de N  términos. 

Podemos considerar la un vector  del  espacio vector ial  complejo N£ ,  
que es  de Hi lbert con el producto escalar,  

1

0

, ,
N

N
k k

k

x y   x,y x y
−

=

∀ ∈ < >= ∑r r r r£ ,  con )x,...,x,x(x 1N10 −=
r

 e )y,...,y,y(y 1N10 −=
r

.  

En  N£  consideramos el  s iguiente conjunto de vectores,  

}1N,...,1,0r/W{ r
N −= ,  donde se def ine el  vector  

)W,...,W,W,1(
N
1

W r)1N(
N

r2
N

r
N

r
N

−= ,  para valores r=0,1, . . .N-1 ,  y  siendo 

N
r2

ir
N eW

π

= .  

Este s istema es ortonormal en N£ ,  puesto que,  

∑∑
−

=

−
−

=
=>=<

1N

0k

k)sr(
N

1N

0k

sk
N

rk
N

s
N

r
N W

N
1

WW
N
1

W,W ,  

con lo  que,  s i  r=s ,  tenemos 11
N
1 1N

0k
=∑

−

=
;  en  cambio ,  s i  sr ≠ ,  l a  suma de 

la serie geométrica 0
1W

1W
N
1W

N
1

sr
N

N)sr(
N

1N

0k

N)sr(
N =

−

−
=

−

−−

=

−∑ .  
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Los valores que construyen los vectores r
NW  son raíces N- ésimas 

de la  unidad,  por  lo  que están s i tuadas sobre e l  c í rculo 1z = ,  s iendo 

su principal  propiedad que son periód icas de periodo N .  Más aún, si  

tenemos un divisor r  de  N  la  secuencia f ini ta que construye r
NW  t iene 

como periodo N / r.  Como el  índice r  recorre todos los valores 
posibles entre 0 y N-1 ,  toma en alguna ocasión los valores de sus 
divisore s.  

Debido a que la  dimensión de N£  e s  N ,  e l  conjunto de vectores 

que hemos def inido,  }1N,...,1,0r/W{ r
N −=  const i tuye una base del  

espacio vectorial  y  por tanto { / 0,1,..., 1}N r
Ngen W r N= = −

uuur
£ .  

Apl icando las Ecuación 1 .3 tenemos que, 

Nx∀ ∈
r £ ,  r

N

1N

0r

r
N WW,xx ∑

−

=
><=

rr
,  

s iendo los coef ic ientes ∑
−

=

−>=<
1N

0k

rk
Nk

r
N Wx

N
1

W,x
r

.  Por las propiedades 

per iódicas de los  vectores de esta base construida a part i r  de 

exponenciales,  este coef iciente que acompaña a r
NW ,  para 

r=0,1 , . . . ,N-1 ,  indica el  peso o inf luencia que,  en x
r

,  t ienen 
componentes de periodicidad N / r.  

Estas ecuaciones,  deducidas a través del  teorema de proyección 
pueden escribirse también como las de cambio de base entre la 
car tes iana,  según la  cual  )x,...,xx(x 1N1,0 −=

r
,  y  la  que se ha def inido 

mediante exponenciales que denotaremos por )X,...,X,X(X 1N10 −=
r

.  Las  
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fórmulas de conversión quedan refer idas a las coordenadas de los 
vectores de la siguiente manera,  

∑
−

=

−>==<
1N

0k

rk
Nk

r
Nr Wx

N
1

W,xX
r

,   Ecuación DFT  

∑
−

=
=

1N

0r

rk
Nrk WX

N
1

x ,   Ecuación IDFT.  

Ambas expresiones,  inversas la  una de la  otra,  se denominan 
transformada discreta de Fourier,  DFT ,  y  t ransformada inversa de 
Fourier,  IDFT ,  respectivamente.  

Aún cuando en su construcción hemos prefer ido ut i l izar el  
entorno de los espacio de Hi lbert  y  el  teorema de la proyección es la  
introducción de estas relaciones discretas a t ravés de acciones de 
muestreo sobre la t ransformada de Fourier ,  el  desarrol lo más usual  
en la bibl iograf ía sobre el  tema2.  

Desde el  punto de vista computacional ,  las relaciones descri tas 
han sido resueltas ef icientemente mediante el  algori tmo que 
describimos a continuación.  

La transformada rápida de Fourier, FFT. 

Este algoritmo calcula eficientemente la suma compleja:  

∑
−

=
=

1N

0k

rk
NW)k(A)r(X .  

                                                                 
2 V É A S E  P O R  E J E M P L O  [ RO BM UL8 7 ]  Y  [L AT 92].  
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Esta suma, con adecuados valores para A(n) y tratando X(r), 
puede ser usada no sólo para el  cálculo de la t ransformada discreta 
de Fourier  y  su inversa,  s ino de funciones de autocorrelación y 

convoluciones.  

La transformada rápida de Fourier,  FFT  en adelante,  fue 
propuesta por los invest igadores James W. Cooley y John Tuckey en 
1965 en un art ículo cuyo t í tulo podemos traducir  como “Un algoritmo 
para el  procesamiento de series complejas de Fourier”  [CooTuc65]. A 
este trabajo siguieron otros como [CocCoo67],  [CooLewWel69] y 
[CooLewWel70] en los que se desarrol ló la idea principal  del  método 
a otras apl icaciones.  El  a lgori tmo de la FFT  supuso un gran avance 
por la reducción de t iempo de cálculo que supone y en la actual idad 
sigue siendo objeto de estudio .  

La  FFT  se basa en la  factor ización de N.  Supongamos, por el lo,  
que es posible descomponerlo como 21nnN = ,  con 21 nn ≤ .  En ese 

caso,  los índices r  y k  cuyo producto es la potencia de la raíz 
N-ésima  de la unidad se pueden expresar como  

121 rrnr +=  

221 knkk += ,  

donde 1nk,r0 jjj −≤≤ ,  y  j=1,2.  En ese sent ido,  diremos que r  t iene 

una  →óncodificaci  de la  forma )rr( 12  y  k  t iene una ←óncodificaci  de  la  

forma )kk( 21 .  Veamos como en el  s iguiente ejemplo para N=2·3=6 , 

serían las codif icaciones en ambos sentidos de los números 0  a l  5:  

número  c o d i f i c a c i ó n ←  c o d i f i c a c i ó n →  

0  0 0  0 0  

1  0 1  0 1  

2  0 2  1 0  
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3  1 0  1 1  

4  1 1  2 0  

5  1 2  2 1  

Tabla 1.1 .  Codif icación por factorización  

Codif icados así  los índices,  y  dado que las potencias son,  en 
este caso,  congruentes  módulo N,  tenemos que rk es : 

Nmod  rnk)rrn(kkrnkrkrnrNkrk 12112122121122121 ++≡+++= .  

Susti tuyendo los índices por sus codif icaciones obtenemos: 

∑

∑

∑ ∑

−

=

−

=

+

−

=

−

=

++

=

==

1N

0k

rk
n21

1N

0k

)rrn(k
N

1N

0k

1N

0k

)rn(k)rrn(k
N2112

2

11

1

2

1212

2 1

1211212

W)kk(A

W

W)kk(A)rr(X

 

Si  definimos la siguiente subserie,   

∑
−

=
=

1N

0k
21

rk
n21

1

1

11

1
)kk(AW)kr(A ,  

tenemos que ∑
−

=

+=
1N

0k

)rrn(k
N21

1
21

2

1212W)kr(A)rr(X .  

Sumando las operaciones,  teniendo en cuenta que por 
‘operación’  entendemos ‘una suma y  un producto’  podemos resolver:  

Suma directa  
N operaciones por índice = N 2  operaciones.  

A través de la factorización  
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Construcción de A 1 +Construcción de X = n1 N+n2N = ( n1 +n2) N.  

En ese caso se ha pasado de las Nn1 n 2 operaciones iniciales a 
N(n 1 +n 2) .  Suponiendo que esta factoriza ción se volviera a efectuar 
sobre div isores de n2  y  así  sucesivamente,  pasaríamos de Nn 1n 2 · · ·nm 
operaciones a N(n1+n 2+…+nm) .  Esto es,  el  orden de complej idad se 
vería rebajado entonces de O(N 2)  a O(NlogN) .  

S i  apl icamos el  algori tmo mencionado a DFT e IDFT , según las 
ecuaciones respectivas,  

a . Para la  DFT  basta tomar como A(k)  a kx
N
1 ,  obteniendo en 

X(r) a rX ,   

b. Para la  IDFT  tomaríamos como A(r)  a  rX
N
1  para obtener 

en X(k) a kx .  

1.5. Aproximación lineal mediante retardos: modelización en 2l  

En esta sección cambia el  conjunto base de la  aproximación 
puesto que no consideramos funciones o secuencias basadas en 
exponenciales.  Se trata en este caso de obtener la modelización  de 
datos como combinación l ineal  de información precedente,  o más 
formalmente,  aproximar secuencias complejas mediante sus 
retardos.  

El  conjunto de sucesiones complejas,  



 

L a  a p r o x i m a c i ó n  l i n e a l  e n  l a  m o d e l i z a c i ó n  d e  da tos  

 

P á g i n a  20  

 

 

 









∞<= ∑
n

n}x{/}x{l 22  

1 . es un espacio vectorial  complejo con las operaciones,  

n∀ ∈¢ ,  ( ) nnn }y{}x{}y{}x{ +=+ ,  dadas 2l}y{},x{ ∈  ( l a  suma  de 

secuencias es la secuencia suma término a término),  

n∀ ∈¢ ,  ∀λ∈£ ,  ( ) nn }x{}x{ λλ = ,  dada 2l}x{ ∈  (e l  producto  de un 

escalar  por la secuencia se resuelve mult ipl icándolo 
término a término).  Ecuaciones 1.4 .  

2 . y un espacio vectorial  de Hilbert  con el  producto escalar,  

∑>=<
n

nn }y{}x{}y{},x{ .  

Sobre un vector  2l}x{ ∈ ,  def inimos el  operador retardo de la 

s iguiente manera,  

kz : 22 l     l →  

( ) knn
k }x{}x{z}x{ −=a  Ecuación 1.5.  

esto es,  la  sucesión }x{zk  es aquella tal  que su término n-ésimo  es el 

( n-k)-ésimo  de }x{ .  

Dada una secuencia 2l}x{ ∈ ,  sea  { }}x{z},...,x{z},x{zgenS pp 2= . 

Obtengamos la mejor aproximación l ineal  de }x{  en pS ,  esto es, en 

sus p  retardos.  

Aplicando lo visto en la sección 1 .2,  
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1

{ } { }
p

j j

j

x z x
=

∏ = α∑ ,  

de donde se planteaba el  s is tema Ecuaciones 1.2 ,  

∑
=

>>=<<α
p

1k

jjkk }x{z},x{}x{z},x{z ,  para j=1,2,…,p.  

En general ,  

>>=<< − }x{},x{z}x{z},x{z jkjk ,  

con lo que se hace pert inente la s iguiente def inición:  sea 

>=< }x{},x{zr l
l .  

Nótese que,  por  las  propiedades del  producto escalar ,  ll rr =− , 

igualdad que va a resul tar  c lave para la  construcción de la  
aproximación.  Además al  def inirse a través de un producto escalar  

en 2l  se asegura la convergencia de cada término.  

En todo caso,  su definición permite la reescri tu ra del sistema 
l ineal  anter ior  como, 

j

p

1k
jk

k rr −
=

− =α∑ ,  para j=1,2…,p,  

cuya matriz de coeficientes es,  
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T  

una matr iz  con estructura Toeplitz .  Volveremos,  por su importancia,  
en la sección siguiente sobre este t ipo de sistemas,  abordando 
brevemente algunos aspectos computacionales.  

Finalmente anotamos que dado un vector  [ ]ππ−∈ ,Lf 2 ,  el  conjunto 

de coeficientes de Fourier  ∫
π

π−
−

π
>=< dxe)x(f

2
1e,f ikx

k  consti tuye una 

secuencia compleja acotada según  

∞<><= ∑
k

2
k

2 e,ff ,  (identidad de Parseval) .  

Por lo tanto }e,f{ k ><  pertenece al  espacio de Hi lbert  2l .  Aún 

más,  los dos espacios de Hi lbert  mencionados son isomorfos 
mediante la aplicación:  

[ ] 22 l        ,L →ππ−  

}ef,{        f k ><a  

1.6. El caso de los procesos estacionarios 

Desarrol laremos en esta sección una aplicación conocida del 
teorema de proyección sobre espacios de Hi lbert  a  la  aproximación 
l ineal  por retardos de procesos estacionarios.  
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Sea ( )P,F,Ω  un espacio de probabi lidad y  ( )P,F,L2 Ω ,  el  conjunto 

de variables aleatorias complejas,  ξ ,  verif icando,  

∫Ω ∞<ξ )dw(P)w( 2 .  

Como ya se ha comentado en la sección 1.3,  )P,F,(L2 Ω  es  un 

espacio vectorial  de Hilbert  con el  producto escalar,  

∫Ω ηξ=ηξ>=ηξ< )dw(P)w()w()(E, .  

Consideremos el  proceso en ( )P,F,L2 Ω ,  { / }t tξ ∈¢ .  Diremos que el  

proceso es completamente estacionario  o  estacionario estr icto  s i ,  
para cualquiera n  instantes,  n21 t,...,t,t ,  y  cualquier  k,  la distr ibución 

de probabi l idad conjunta de },...,,{
n21 ttt ξξξ  es  idént ica  a  la  de 

},...,,{ ktktkt n21 +++ ξξξ .  Podemos resumir  la  anter ior  def inición diciendo 

que ‘ la estructura probabi l ís t ica de un proceso completamente 
estacionario es invarian te ante desplazamientos temporales’  [Pri92].  

Relajando esta definición, y haciendo intervenir  sólo los 
momentos de orden diverso,  se habla también de estacionariedad 
hasta cierto orden.  

Un proceso { / }t tξ ∈¢  se dice estacionario hasta orden  m  s i  para 

cualesquiera n  instantes n21 t,...,t,t ,  y  cualquier  entero k ,  los 

momentos conjuntos de hasta orden m  de },...,,{
n21 ttt ξξξ  existen y 

coinciden con los de },...,,{ ktktkt n21 +++ ξξξ .  

En ese caso y para los pr imeros valores de m=1,2, la  definición 
implica los siguientes resultados.  
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• S i  { / }t tξ ∈¢  es estacionario hasta orden 1,  entonces 

)(E)(E ktt +ξ=ξ ,  k∀ ,  con lo  que µ=ξ )(E t  (media del  proceso),  

independiente del  índice t.  

• S i  { / }t tξ ∈¢  es  estacionario de hasta orden 2 ver i f icará el  

punto anterior ,  media constante e independiente del  índice,  y  
además,  

k  ),(E)(E 2
kt

2
t ∀ξ=ξ + ,  con lo  que la  var ianza 2σ  es 

constante e independiente del índice temporal.  

),,(E)(E)(E ts0ksktst −++ ξξ=ξξ=ξξ  con lo que la 

autocovarianza sólo depende del incremento t-s .  

A esta úl t ima def inición para m=2 ,  se  le  denomina 
estacionariedad de hasta orden 2,  débil ,  en sent ido ampl io  o  de 
covarianza,  s iendo la que más comúnmente se toma como definición 

de estacionariedad por evidentes razones prácticas.  

A la autocovarianza )cov( st ξξ ,  por la  propiedad mencionada para 

los procesos estacionarios,  se denota por lγ  de forma que 

2
l0l )(E µ−ξξ=γ .  

Dado un proc eso estacionario { / }t tξ ∈¢ ,  pretendemos apl icar el  

teorema de la proyección para obtener la mejor aproximación l ineal  

sobre el  s iguiente conjunto de procesos },...,,{gen pt2t1t −−− ξξξ ,  esto es,  

aquel los que se construyen por retardos de hasta orden p  sobre el  
proceso estacionario que queremos aproximar.  En ese caso,  tenemos 
q u e 
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1, 2{ ,..., }
1

t t t p

p
k

gen t t k
k

− − −ξ ξ ξ −
=

∏ ξ = α ξ∑ ,  

es la aproximación que minimiza el  error cuadrático medio,  

1, 2 1, 2 1, 2

2 2 2

{ ,..., } { ,..., } { ,..., }( )
t t t p t t t p t t t pgen gen genP dw E
− − − − − − − − −ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξΩ

ξ − ∏ ξ = ξ − ∏ ξ = ξ − ∏ ξ∫ .  

Las ecuaciones de predicción en este caso son,  

>ξξ=<>ξξ<α −
=

−−∑ jtt

p

1k
jtkt

k ,, ,  para j=1,2, . . . ,p .  

Sust i tuyendo la expresión del  producto escalar tenemos, usando 
el operador esperanza,  

)(E)(E jtt

p

1k
jtkt

k
−

=
−− ξξ=ξξα∑ ,  para j=1,2, . . . ,p.  

Supongamos que,  s in pérdida de general idad,  el  proceso 
estacionario que model izamos t iene media cero.  Esta suposición se 
basa en que, si  definimos el  proceso auxil iar  también estacionario,  

)(E tt
0
t ξ−ξ=ξ ,  éste t iene igual  función de autocovarianza y  media 

cero,  y  además,  

0 0 0
1 2 1 2

0
{ , ,..., } { , ,..., }

( )
t t t p t t t pgen gen

E
− − − − − −ξ ξ ξ ξ ξ ξ

∏ ξ = ξ + ∏ ξ ,  [BroDav91].  

En ese caso,  la  función de autocovarianza coincide con el  

autoproducto escalar  )(E, l0l0l ξξ>=ξξ=<γ  y  permite redefinir  el  

s istema Ecuación 1.2  como,  

j

p

1k
jk

k
−

=
− γ=γα∑ ,  para j=1,2, . . . ,p.  
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para calcular la mejor aproximación l ineal  por retardos del  proceso. 

La  matr iz  de coef ic ientes  tiene estructura Toepl i tz  a l  igual  que 

ocurre con la aproximación en 2l  vista en la sección anterior,  
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Supongamos ahora una real ización de tamaño N  del  proceso 

estacionario de media cero { / }t tξ ∈¢  que denotaremos por 

},...,,{ N21 εεε .  S i  usamos el  est imador sesgado de Parzen [1961],  para 

la autocovarianza podemos estimarla como  

∑
−

=
+εε=γ

lN

1n
lnnl N

1
ˆ ,  

empleando dicho valor en la construcción de la aproximación.  

En  ese  caso las ecuaciones para el  cálculo de los coeficientes 
de la aproximación serían  

∑∑ ∑
−

=
−

=

−−

=
−+ εε=εεα

jN

1n
jnn

p

1k

jkN

1n
jknn

k

N
1

N
1 ,  para j=1,2, . . . ,p,  

esto es,  

j

p

1k
jk

k ˆˆ −
=

− γ=γα∑ ,  para j=1,2, . . . ,p,  

de donde se obtiene la aproximación sobre 2l  de la  secuencia ,  
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 ≤≤ε

=ε
eoc0

Nn1si
}{ n

n .  

Nótese además que el  est imador insesgado de la autocovarianza 

es igualmente vál ido, puesto que su constante normalizadora,  lN1 − , 

también se el iminaría.  Por la misma razón,  también se pueden 
sust i tu i r  los  va lores de est imación de la autocovarianza,  por los 

valores respectivos de la autocorrelación,  

0

l
l γ

γ=ρ .  

Este s istema de ecuaciones,  conocido como de Yule- Walker, 
ser ía resuelto de forma ordinaria por algori tmos generales que 

solucionan sistemas l ineales con un orden de complej idad )p(O 3 .  

S in embargo debido a la  estructura Toeplitz  del  mismo puede ser  

resuelto más ef icientemente con una complej idad )p(O 2 .por el  

algori tmo de Levinson. Este procedimiento,  que t ien e importantes 
propiedades por la forma en la que está estructurado, es 
fundamental en el siguiente capítulo.  

1.7. Resumen final 

Hemos dispuesto como sección f inal ,  un resumen de las 
dist intas aproximaciones l ineales expuestas en este capítulo.  
Podemos simpli f ic ar  lo  desarrol lado diciendo que dos grandes t ipos 
de aproximaciones han s ido tratadas.  Por un lado,  las  que ut i l izan 
como vectores generadores de el las las exponenciales complejas 
tanto en su versión cont inua (sección 1.3)  como en su versión 
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discreta (secc ión 1 .4) ,  y  por  otro,  las  que ut i l izan ‘ retardos’  de 

secuencias como los casos de 2l  (sección 1.5)  y  los  procesos 

estacionarios (sección 1.6).  

Ya se ha puesto de manif iesto que los espacios vector ia les 

[ ]ππ− ,L2  y  2l  son isomorfos,  s iendo la  ser ie de Fourier  e l  e lemento 

unif icador que nos permite trasladarnos de un conjunto a otro.  Por 

úl t imo,  e l  conjunto de vectores en N£  puede considerarse como un 

subespacio vector ia l  de 2l  s i  consideramos la transformación que 

asocia a cada vector 0 1 1( , ,..., ) N
Nx x x x −= ∈

r £ ,  la  secuencia acotada  



 −≤≤

=
eoc0

1Nn0six
}x{ n

n .  

Finalmente ha quedado patente que la metodología usada en la 
construcción de los modelos autorregresivos para procesos 

estacionarios es t rasladable a la  aproximación de secuencias en 2l .  
En el  s iguiente capí tulo se usa dicha construcción para la  

modelización de vectores reales en N£  usando las coordenadas que 
poseen en el  dominio de la frecuencia.  



 

 

 

 

Capítulo 2 El Modelo del Filtro aplicado a la 
transformada discreta de Fourier  

Introducimos en este capítulo los esquemas de 

predicción l ineal  sobre 2l  en el  entorno de los f i l t ros 
l ineales,  o en terminología de Box y Jenkins , 
[BoxJen76],  a  t ravés de funciones de t ransferencia.  E l  
modelo del  f i l t ro es presentado a part i r  de las 
relaciones generales que sobre predicción l ineal  
fueron deducidas en el  pr imer capítulo,  planteando las 
hipótesis  bajo las  cuales la  model ización ci tada 
construye una buena  aprox imación.  

La novedad del  modelo propuesto reside en la se-
cuencia  sobre la  que se apl ica la  mod elización l ineal  

por  retardos:  la  pr imera mitad de la  DFT  de  una  mues-
tra de datos reales.  Por las propiedades de la  DFT, esta 
pr imera mitad cont iene toda la  información acerca de 
las  f recuencias con pesos relevantes por  lo  que es su-
f ic iente una aproximación de la  subsecuencia para la  
construcción de un modelo en el  dominio temporal .  El  
hecho de que la aproximación l ineal  se establezca so-
bre datos cuya indexación no es  cronológica,  just i f ica 
la  general idad teór ica con la  que se abordó en el  cap í-
tulo anter ior ,  y  que cont inúa en el  presente prefir iendo 
usar el  concepto autoproducto escalar  sobre retardos  
al  término autocorrelación .  
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El  capítulo está div idido en tres  grandes seccio-
nes,  la  pr imera de las cuales presenta las propiedades 
básicas de los f i l t ros l ineales.  La segunda parte descr i-

be el  modelo del  f i l t ro c lásico desde los diversos pun-
tos de vista donde ha s ido desarrol lado,  y  enumera sus 
p ropiedades as í  como el  algori tmo que lo resuelve,  el  
de  Levinson .  En la  segunda parte ,  se  apl ica sobre la  
secuencia  de pesos de la  DFT  de datos  reales ,  formu-
lando el  modelo en ambos dominios (t iempo y fre-
cuencia) .  Una ser ie  s imulada de datos se usa para ex-
poner las  pr incipal es propiedades de la aproximación 
que deducirán un cri ter io único para la elección del  
orden del  modelo.  También los  resul tados de la  s imu-
lación completarán la interpretación que de la model i-
zación se puede e s tablecer tomando los aspectos de la 
teoría de l a dispersión que intervienen en una formul a-
ción part icular del  algori tmo de Levinson.  
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2.1. Filtros lineales 

Consideraremos en esta sección las secuencias complejas del  

espacio vector ial  de Hi lbert  2l .  Debido a que,  como se ha v is to,  N£  

es subespacio vectorial  de 2l ,  son apl icables las definiciones y resu l-

tados aquí  expuestos.  Notacionalmente indicaremos el  paso de un 

espacio vectorial  a otro usando paréntesis,  (  ) ,  en el  caso de N£  y 

l laves,  {  } ,  en e l  caso de 2l ,  aún cuando podrá deducirse por el  
co n texto fáci lmente.  

El  uso de s is temas f i l t ros l ineales es un tópico propio de las 
Ciencias Físicas y las Ingenierías.  Hemos adaptado la terminolo gía al 

espacio 2l  hablando de secuencias en vez de señales discretas.  En 
esta introducción incluimos junto a las def iniciones y  resul tados ini-
c ia les ,  e l  uso de la  z- t ransformada para la  expresión de estos s iste-
mas así  como las condiciones para su estabil idad.  

Definición y caracterización 

Teniendo en cuenta la definición de la secuencia pulso discreto,  
}{δ ,  cuyo término general  es,  



 =

=δ
eoc0

0nsi1
}{ n ,  

cualquier  secuencia de 2l  puede ser  expresada a t ravés de el la  y  de 

las tres operaciones que hemos referenciado con la expresión,  
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∑ δ=
k

k
k }{z}x{}x{ ,  Ecuación 2. 1,  

puesto que las secuencias que construyen el  sumatorio son,  

{ }


 =

=δ
eoc0

knsi}x{
}{z}x{ k

n
k

k .  

Un s is tema es una apl icación entre secuencias y ,  como tal ,  pue-
de ser definido según la notación,  

}Tx{        }{x   
ll:T 2      2

a
 → .  

Exigiremos a los s istemas dos propiedades que nos van a permi-
t i r  expresar los como si  de secuencias se t ratara.  Diremos que un s is-
tema T  es l ineal  s i  veri f ica para cualquier combinación l ineal  de se-
cuen cias,  }y{}x{ β+α ,  }Ty{}Tx{})y{}x{(T β+α=β+α .  Por  otro lado,  diremos 

que es invariante ante retardos  s i  conmuta con el  op erador retardo, 

esto es,  }x{Tz}Tx{z kk = .  

Un sistema l ineal  no se ve afectado por las operaciones de suma 
y  producto por  un escalar  en el  sent ido que podemos deshacer  la  
combinación l ineal  de secuencias,  hacer  actuar  el  s is tema sobre ca-
da una de el las ,  y  rehacer  las  operaciones para obtener  la  secuencia 
pedida.  

U n  sis tema invar iante ante retardos no se ve afectado por  e l  ín-
dice de la  secuencia en el  sent ido de que s i  la  t ransformación me-

diante un s is tema de este t ipo de una secuencia }x{  e s  }Tx{ ,  ento n-

ces la imagen de la secuencia retardada }x{zk  mediante T  es  la  se-

cuencia }Tx{  también retardada, esto es,  }Tx{zk .  



 

E l  m o d e l o  d e l  f i l t r o  a p l i c a d o  a  l a  t r a n s f o r m a d a  d i s c r e t a  d e  F o u r i e r  

 

P á g i n a  33  

 

 

Si  apl icamos un s istema l ineal  invar iante ante retardos,  LSI1 de 
ahora en adelante,  T  sobre una secuencia expresada  según la  Ecua-
ción 2.1  tenemos que,  

∑∑ δ=δ=
k

k
k

k

k
k }T{z}x{}{z}x{T}Tx{ .  

Por  tanto,  sólo es necesar io conocer la  secuencia }T{ δ ,  también de-

nominada secuencia respuesta al  impulso  de l  s is tema LSI ,  T ,  para 
construir  la transformación de cualquier otra  secuencia.  En ese caso,  
s i  denotamos por }h{  a  la  secuencia respuesta al  impulso del  s istema 

LSI,  T ,  tenemos que,  

{ } ∑=
k

k
k }h{z}x{Tx ,  

con lo que el  término n-ésimo viene dado por,  

n
k

knkn }hx{}h{}x{}Tx{ ∗== ∑ −  

def iniendo de esta manera una nueva operación entre secuencias,  la 
convolución, cuyo operador hemos denotado por ∗ .  

En def in i t iva  un s is tema LSI  puede ser  ident i f icado con una se-

cuencia,  la de respuesta al  impulso,  de forma que la actuación del  
s i s tema sobre  las secuencias se traduce a la  operación de convolu-
ción.  Y  a l  contrar io,  dada una secuencia,  podemos construir  un s is-
tema LSI usando la operación de la convolución para hacerlo a c tuar.  

En el  s iguiente apartado,  se sust i tuirá la  operación convolución 
por  un  producto de pol inomios,  faci l i tando con el lo la manipulación 
de los f i l tros l ineales.  

                                                                 
1 L S I ,  LI N E A R  S H I F T  IN V A R I A N T,  ( LI N E A L  E  I N V A R I A N T E  A N T E  T R A S L A C I O N E S ),  E N  I N G L É S .  
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La z-transformada 

Dada una secuencia  en 2l ,  }x{ ,  def in imos su z- transformada 

como el polinomio en variable compleja z ,  

∑=
k

k
k z}x{)z(X .  

que t iene sent ido para aquel los valores de la var iable independiente 
donde el  sumator io converge.  El  conjunto de valores donde esto se 
veri f ica se denomina región de convergencia,  RDC ,  y  v iene normal-
mente especif icado a través de inecuaciones sobre la variable z1.  

En l i teratura propia de Ciencias Fís icas e Ingenierías es mucho 
más común expresar la z- t ransformada de una secuencia en poten-

c ias  de 1z− ,  esto es,  ∑ −=
k

k
k z}x{)z(X .  Hemos preferido,  s in embargo,  

seguir  la  notación matemática ya que,  de cualquier  forma,  los  resul-
tados son trasladables con sólo efectuar e interpretar un sencil lo 
cambio de variable2.   

La razón de expresar la  z- transformada a través de polinomios 
en la  var iable z ,  (el  mismo símbolo que tomamos  para denotar el  

operador retardo),  es que se ver i f ica t r iv ia lmente que s i  )z(X  es  la  

z- transformada de la secuencia }x{ ,  entonces )z(Xzk  es la 

z- t ransformada de la secuencia retardada,  }x{zk .  La elección de la 

notación para el  operador retardo faci l i ta  por  tanto el  paso de 2l  a  su  
expresión mediante z- transformadas y viceversa.  

                                                                 
1 V É A S E  [OP P SC H75],  E N T R E  O T R O S  

2 PO D E M O S  I M A G I N A R  Q U E,  S I  T E N E M O S  U N  G R Á F IC O  D E  L A  S E C U E N C I A  CO M O  F U N C I Ó N  D E  S U  Í NDICE 
S O B R E  U N  C R I S T A L  T R A N S P A R E N T E,  L O  Ú N I C O  Q U E  V A  A  OC U R R I R  E S  Q U E  U N  F Í S I C O  L A  O B S E R V A R Í A  
P E R O  D E S D E  E L  O T R O  LA D O,  E N F R E N T E  D E  N O S O T R O S .  Y  S I N  E M B A R G O ,  S I G U E  S I E N D O  L A  M I SMA 
S E C U E N C I A .  
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Una segunda propiedad de la  z- transformada es la de simpli f icar 
la  acción de la  operación convolución convir t iéndola en un producto.  
En efecto,  se comprueba que,  s i  }ba{}c{ ∗= ,  entonces su respect ivas 

z- transformadas, C(z),  A(z)  y  B(z)  veri f ican )z(B)z(A)z(C = .  Es ta  ex-

presión,  más s imple en cuanto a operator ia ,  a is la  el  efecto de cada 
secuencia interviniente pudiendo en ese caso invert i r  e l  proceso y 
af irmar,  por ejemplo que, )z(A)z(C)z(B = .  

Una tercera propiedad es su relación con la ecuación DFT . Si 
tomamos una secuencia de tamaño N ,  }x,...,x,x{ 1N10 −  su 

z- t ransformada 

∑
−

=
=

1N

0k

k
k z}x{)z(X ,  

ver i f ica  

r

1N

0k

rk
Nk

r
N XW}x{

N
1

N
)W(X == ∑

−

=

−
−

,  Ecuación 2 .2  

donde rX  es  e l  término r- és imo de la  DFT .  Luego la  evaluación de la  

z- t ransformada en el  círculo unidad nos traslada al  dominio de la 
frecuencia.  

Estas t res propiedades demuestran la operat iv idad de la cons-
t rucción de la  z- t ransformada para la manipulación de sistemas LSI, 
y  su relación con la DFT .  

Denotaremos a part i r  de ahora la acción de un sistema LSI sobre 
una secuencia a t ravés de sus z- trans formadas, denominando a la 
z- transformada del sistema LSI,  su  función de transferencia .  Supon-
dremos además que la forma general  de una función de transferencia 
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corresponde a un sistema LSI de orden f inito,  esto es,  el  definido 

mediante un cociente de pol inomios en [ ]z£  como,  

p
p

2
21

q
q

2
210

za...zaza1

zb...zbzbb
)z(H

++++

++++
= .  

Estabilidad y Causalidad 

Tras los apartados anter iores quedan aún por resolver  dos cues-
t iones importantes que involucran la  buena def in ic ión de un s is tema 
LSI.  En pr imer lugar ,  se  t rata  de asegurar  que dada una s ecuencia de 

part ida 2l}x{ ∈ ,  e l  s istema LSI,  T ,  sea tal  que }Tx{  pertenezca también 

a  2l ,  es decir ,  que sea un sistema denominado estable,  o más fo r-

malmente, 2l - estable .  

En este sent ido tomaremos,  s in embargo una condición más re-

la jada,  la  BIBO estabil idad1 o  estabi l idad acotada que asegurar ía que 
el  sumatorio convolución que construye cada término de }Tx{  c on-

verge.  Si  def inimos el  espacio normado,  







 ∞<==

∞∞
k

k
}y{sup}y{/}y{l ,  

l a  BIBO estabi l idad se establece cuando de ∞∈ l}y{  podemos concluir  

que ∞∈ l}Ty{ ,  por lo que también se le denomina ∞l - estabil idad.  

Buscando la acotación del  sumatorio convolución para cada 
término tenemos que,  

                                                                 
1 B I B O ,  BO U N D E D  IN P U T  BO U N D E D  OU T P U T ,  E N  I N G L É S  
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∑∑ ∞
− ≤=∗=

m
m

m
mkmkk }h{}y{}y{}h{}yh{}Ty{ ,  

con lo que basta que este úl t imo sumatorio esté acotado para aseg u-
rar  la BIBO estabil idad .  

La segunda cuest ión t iene que ver con el  cálculo de la secuen-
c ia  }Tx{ ,  para  un s is tema LSI,  T .  Ser ía deseable que,  para el  cálculo 

del  término k- ésimo de }Tx{ ,  no intervinieran los valores n}x{ ,  con 

kn > .  Dicho de otro modo,  s i  e l  índice de la  secuencia }x{  fuer a  c ro-

nológico nos referir íamos a que valores presentes dependieran sólo 
de valores pasados y no de valores futuros.  Esta propiedad denomi-
nada causalidad  establece un comportamiento que va a ser  necesa-
rio exigir  en el  modelo que se plantea en este capítulo.  

Decimos por  tanto que un s is tema LSI,  T,  es causal  s i  dadas dos 
secuencias }x{  y  }y{ ,  ta les  que nn }y{}x{ = ,  kn <∀ ,  entonces 

nn }Ty{}Tx{ =  también kn <∀ .  

De nuevo refer imos la propiedad de causal idad de un s istema 
LSI  a  condiciones sobre la  secuencia de respuesta al  impulso de di-

cho f i l t ro.  Se demuestra fáci lmente que un s istema LSI ,  T ,  es  causal ,  
s i i  0}T{ n =δ ,  0n <∀ .  P o r  e s a  razón,  a las secuencias que veri f ican la 

anterior propiedad se les denomina causales.  

Si  consideramos la z- t ransformada de un sistema LSI  de orden 
f inito de la forma ya establecida en la sección anterior,  

p
p

2
21

q
q

2
210

za...zaza1

zb...zbzbb
)z(H

++++

++++
=  

las condiciones sobre causal idad y estabi l idad se establecerán sobre 
la  secuencia respuesta a l  impulso }T{}h{ δ= .  Supuesta causal idad de 
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la  secuencia,  la  condición necesar ia  y  suf ic iente para lograr  la  BIBO 
estabil idad  se establece sobre las raíces del  pol inomio 

p
p

2
21p za...zaza1)z(A ++++= ,  denominado polinomio característ ico 

del  s istema.  

Teorema 2.0.1-  Un sistema LSI con función de transferencia dada por,  

p
p

2
21

q
q

2
210

za...zaza1

zb...zbzbb
)z(H

++++

++++
=  

es BIBO estable s i i  las raíces de su pol inomio caracter íst ico están 

fuera del  c írculo unidad,  es to es,  en 1z > .  

2.2. Predicción lineal a través del modelo del filtro 

Aunque la aproximación l ineal  mínimo cuadrát ica podemos si-
tuarla ya en los trabajos del  matemático Carl  Fr iedrich Gauss en 
1795,  la primera apl icación del  término específ ico predicción l ineal  
data del  l ibro de N.  Wiener de 1949,  [Wie66] cuyo capítulo segundo 
fue t i tu lado ‘Un predictor  l ineal  para una ser ie temporal  s imple’ .  Va-
r ios nombres y formulaciones diversas han revis i tado su ut i l ización 
según se iba adaptando a dist i n tos campos de apl icación.  

De tratamiento general  del  f i l t ro de Wiener ci tamos el  funda-
mental  t rabajo de Levinson [Lev47] y  el  de [RobTre67] y  los relacio-
nados con su apl icación a la geofís ica,  [PeaTre69] y [RobTre77].  Una 
recomendable v is ión his tór ica de la  predicción l ineal  puede consul-
tarse en [Kai74],  [Mak75] y [MarGra76].  

                                                                 
1 L A  D E M O S T R A C I Ó N  D E  E S T E  T E O R E M A  P U E D E  V E R SE ,  P O R  E J E M P L O ,  E N  [RO BM UL9 2 ]  Y [A L O94].  
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En la presente sección,  consideraremos la forma general  deter-
mi níst ica del  modelo de predicción l ineal  a través de un f i l t ro en dos 
etapas:  anál is is  y  s íntesis .  Der ivaremos el  mismo a par t i r  de  los  re-

sultados de predicción l ineal  por retardos introducidos en el  pr imer 
capí tulo.  La formulación,  junto a la  expresión de su solución median-
te el  a lgor i tmo de Levinson,  es la  que se desarrol la  dentro de la  teo-
r ía  de los  pol inomios or togonales  de Szegö, [Sze67].  Su compila ción 
proviene de los textos de A.  Bultheel  y  M.  Van Barel  [BulBar93] que 
hemos adaptado para la modelización que pretendemos.  

El modelo del filtro 

La relación entre los  s is temas LSI  o  f i l t ros l ineales y  la  predic-
c ión l inea l  se  formula a través del  modelo del  f i l t ro.  El  problema que 
se plantea es la construcción de un sistema LSI  cuya función res-

puesta al  impulso sea la secuencia que se quiere aproximar.  Otra 
forma equivalente de plantearlo ser ía la  construcción de un f i l t ro cu-
y a  función de transferencia sea la z- t ransformada de la secuencia 
que se quiere aproximar.  

La predicción l ineal  presentada en la  sección 1 .5  planteaba la 

aproximación de una secuencia en 2l ,  }x{ ,  sobre sus retardos de 

hasta orden p  que minimizara la  norma del  vector  error .  Esto es,  
buscaba  

1

{ } { }
p

j j

j

x z x
=

∏ = α∑  

o lo que es equivalente,  

{ } ( ){ }px F z x∏ = ,  Ecuación 2 .3  
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haciendo intervenir el  polinomio en variable z ,  

∑
=

α=
p

1j

j
jp z)z(F .  

de forma que el  vector error de la aproximación, definido como  

{ } { } { }pe x x= − ∏ ,  

tuviera norma mínima. La norma del vector error se obtiene desde,  

2
{ } { } { },{ } { } { },{ } { }, { } { }, { }pe x x x x x x x x x x x=< − ∏ − ∏ >=< > − < ∏ > − < ∏ − ∏ > .  

Dado que { }x∏  y  { } { }x x− ∏  son ortogonales según la  carac teriz a-

ción del teorema de la proyección, el  últ imo sumando desap arece 

con lo que, denotando por pE  la  norma del  vector  error  para una 

aproximación de hasta orden p ,  tenemos que,  

∑∑
=

−
=

α−=><α−>=<
p

1j
j

j
0

p

1j

jj
p rr}x{z},x{}x{},x{E .  

La secuencia error }e{ p  puede también ser expresada, teniendo 

en cuenta la Ecuación 2 .3,  como  

}x){z(A}x)){z(F1(}x){z(F}x{}e{ ppp
p =−=−=  

o,  a través de las z- transformadas,  

)z(X)z(A)z(E pp =  Ecuación 2.4  

en la  que ya interviene el  pol inomio que denominaremos predictor  y  
que denotaremos de l a forma  
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∑
=

=−=
p

0k

k
kpp za)z(F1)z(A  con 1a0 =  y  k

ka α−=  para pk1 ≤≤ .  

La  Ecuación 2.4  formula,  a través de la aproximación l ineal  por 
retardos,  un f i l t ro l ineal  que,  teniendo como función de transferencia 
e l  po linomio predictor ,  actúa sobre la  secuencia de z- transformada, 

)z(X ,  para devolver  la  secuencia  de z- transformada )z(E p .  En otros 

té rminos,  e l  f i l t ro def inido transforma la secuencia que queremos 

aproximar,  }x{ ,  en la secuencia error,  }e{ p .  

En ese caso y  bajo condiciones de invert ib i l idad que serán ex-
puestas en una sección poster ior ,  podemos expresar el  f i l t ro en la 
dirección opuesta,  

)z(A

)z(E
)z(X

p

p=  

en la  que la  secuencia  a hora obtenida es,  s in  embargo,  la  de part ida 
en el  proceso de aproximación.  

Este proceso debe ser  ta l  que en el  pol inomio predictor  quede la  
información relevante de la secuencia de part ida }x{ .  O expresado 

más formalmente,  la  z- transfo rmada )z(Ap  absorbe de la secuencia 

}x{  aquel la parte de el la expresable como combinación l ineal  de sus 

retardos y deja en la secuencia error la restante información .  E l  m o-
delo del  f i l t ro  mant iene como hipótesis  de t rab a j o  q u e ,  e n  l a  se-
cuencia error ,  no exis te  más que ruido que corresponde a una se-

cuencia  de z- t ransformada pp G)z(Ê = ,  c o n  pG  una constante real  po-

s it iva.  

De ese modo y tras la aproximación, )z(E p  se ve susti tuida por 

)z(Ê p  para obtener la modelización de )z(X  como,  
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)z(A

G
)z(X̂

p

p
p = ,  Ecuación 2.5.  

La constante real  posit iva pG ,  l lamada ganancia del  f i l t ro ,  se  e s-

coge de forma que la  norma de la secuencia error de la aproxima-

ción l ineal  de orden p,  }e{ p ,  y  la  norma  de la  secuencia por  la  que 

ha sido sust i tuida,  }{Gp δ ,  coincidan.  En ese caso,  tenemos que,  

∑∑
=

−
=

− =α−==
p

0k
kk

p

1j
j

j
0p

2
p rarrEG ,  

interviniendo en la  úl t ima igualdad los coeficientes del  pol inomio 
predictor tal  y  como fueron definidos.  

El  resto de las ecuaciones,  esto es,  aquellas que calculan los 

coef ic ientes de la  aproximación de orden p,  son también reescri tas 
en función de estos nuevos coeficientes como  

j

p

1k
jkk

p

1k
jk

k rrar −
=

−
=

− −==α− ∑∑ ,  para j=1,2…,p,  

que es equivalente al  s istema de ecuaciones,  

0ra
p

0k
jkk =∑

=
− ,  para j=1,2…,p,  

Por tanto,  en conjunto,  los p+1 parámetros requeridos para la 

construcción del  f i l t ro,  }a,...,a,a,G{ p21p ,  se obt ienen a t ravés del  sis-

tema l ineal  de expresión matricial ,  
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Tal  y  como se ha indicado,  podemos establecer dos fases en la 
construcción del  modelo del  f i l t ro  para una secuencia dada }x{ .  En 

una pr imera ,  y  a  t ravés  de la aproximación l ineal  por retardos,  un 
f i l t ro de s íntesis  que, tomando como función de transferencia el  po-
l inomio  predictor ,  es  a l imentado por  }x{  para construir  la secuencia 

error  }e{ p .  E l  proceso en este momento hac e una hipótesis  de trab a-

jo :  la  aproximación ha blanqueado la secuencia de forma que el  
error  puede ser  sust i tuido por una secuencia de z- t ransformada pla-

na.  Esta pr imera fase también es denominada por el lo  f i l t ro  de blan-
queo .  Invir t iendo el  sent ido del  s is tema, se construye un f i l t ro cuya 
s ecuencia respuesta al  impulso es una modelización de la secuencia 
de part ida.  A dicho f i l t ro se le denomina f i l tro de análisis  y conforma 
la segunda fase del  proceso. 

Obteniendo la  secuencia de z- t ransformada )z(X̂  por  s imple  di-

v is ión pol inómica suponiendo causal idad,  la expresamos término a 
término como, 














>−

=
<

=

∑
=

− 0nsi}x̂{a

0nsiG
0nsi0

}x̂{
p

1k
knk

pn ,  

o a través del álgebra de secuencias,  
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}{G}x̂{za}x̂{ p

p

1k

k
k δ+−= ∑

=
,  Ecuación 2.7.  

El modelo del filtro en N£  

El  cálculo de la matriz  de autoproductos escalares pT  debe  re-

solver sumatorios inf ini tos sobre los valores de las secuencias en 2l  
que,  s i  bien sabemos que convergen,  presenta lógicos problemas 
prácticos.  Además, en general  trabajaremos sobre secuencias cons-
truidas a través de muestreos de tamaño f ini to,  N,  esto es,  secuen-

cias que denotaremos por }x,...,x,x{ 1N10 − ,  que en 2l  son de la  forma ya 

expresada en el  primer capítulo como, 



 −≤≤

=
eoc0

1Nn0six
}x{ n

n ,  

pretexto que usábamos para hablar  de N£  como subespacio vectorial  

de 2l .  

Diversos t rabajos han formulado las dist intas maneras de esta-

blecer  la  matr iz  pT  suponiendo que de la  sec uencia bi inf ini ta sólo 

podemos observar  c iertos N  términos consecutivos.  Los cuatro méto-
dos más comunes en la l i teratura se pueden exponer def iniendo una 

cierta matr iz  M,m,pC  de  orden )1mM()1p( +−×+  para ciertos valores de 

M  y  m  s egún el esquema siguiente, 



 

E l  m o d e l o  d e l  f i l t r o  a p l i c a d o  a  l a  t r a n s f o r m a d a  d i s c r e t a  d e  F o u r i e r  

 

P á g i n a  45  

 

 













































=

−

−

−

−−

−−

−−

−

0...x
.........
0...x
0...x
0...0

x...x
.........
x...x
x...x
x...x

...00

.........

...00

...x0

...xx

C

pN

2N

1N

1pN0

3N2p

2N1p

1Np

0

10

M,m,p .  

 

La matr iz  pT  se define a través del producto de matrices 

t
M.m,pM.m.p CC ,  indicando en cada caso m  la  columna inic ia l  y  M  la  co-

lumna f inal  según el  gráf ico anter ior ,  t  l a  m a tr iz  t raspuesta y   la  

conjugada compleja.  

La  Tabla 2.1  muestra la denominación de los diferentes métodos 
según la elección de los valores iniciales y f inales.  

C
o
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a
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d

e
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m
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m = 0  M= N+ p-1  Método  de  la  autocor re lac ión  

m = 0  M= N-1  p rew indowed  

m = p  M= N+ p-1  po s tw indowed  

m = p  M= N-1  Método  de  l a  cova r i anza  

Tabla 2.1 Métodos para la construcción de pT  

De los cuatro casos,  sólo el  pr imero corresponde a una matr iz  

Toeplitz  obten ida  a  través de un autoproducto escalar.  Por esa razón 

m=0 m=p M=N-1 M=N+p-1 
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es  una matr iz  de  Gram1 y  semidefinida posi t iva.  La estructura To e-
plitz  le  va a permit i r  una resolución ef ic iente mediante el  a lgori tmo 
de Levinson.  La segunda propiedad implica que es def inida posi t iva 

e n  e l  caso de que el  s is tema de retardos sea l inealmente indepen-
diente,  lo que asegurará la  estabi l idad del  f i l t ro invert ido empleado 
en la fase de síntesis  del modelo.  

El  resto de los métodos no construyen una matr iz  pT  con estas 

propiedades con lo  que no podemos asegurar ,  en e l  peor  caso,  es ta-
bi l idad para el  f i l t ro sintetizado.  

Propiedades del modelo de filtro 

El  s is tema expresado en Ecuación 2.6  construye,  a través del  
modelo del  f i l t ro,  una secuencia }x̂{  según la igualdad  de  la  Ecua -

c ión 2.7 .  La secuencia modelo construida y  e l  s is tema l ineal  v erifican 
importantes propiedades que comentaremos a continuación.  

Hemos denotado por  lr  los valores de los autoproductos escal a-

res a retardos de longitud l  p a ra la secuencia }x{ .  Denotaremos de 

forma análoga por lr̂  d icha operación para la  secuencia }x̂{ .  Usando 

la  expresión dada de }x̂{  e n  l a  Ecuación  2.7  obtenemos el  s iguiente 

resu l tado para lr̂ ,  

∑
=

−−=
p

1k
kk

2
p0 r̂aGr̂  

∑
=

−−=
p

1k
klkl r̂ar̂ ,  para valores de pl1 ≤≤ .  

                                                                 
1 V É A S E  P O R  E J E M P L O  [ LA N TI S8 5 ] 
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Esto es,  los  valores }r̂,...,r̂,r̂,r̂{ p210  ver i f ican las mismas relaciones 

l ineales que los valores }r,...,r,r,r{ p210  con re specto a los coeficientes 

del  pol inomio predictor .  Por  las  propiedades de la  inversa de la  ma-

tr iz  de Toeplitz pT 1 se demuestra que 00 r̂r =  y que además ll r̂r =  para 

valores de pl1 ≤≤ .  

Nó tese que en ese caso, si  00 r̂r = ,  tenemos que la norma de la 

secuencia  que se model iza  }x{  y  la  construida por el  modelo }x̂{  c o-

inciden. Además el  problema resuelto en la modelización se puede 
replante ar de la s iguiente forma: búsquese una secuencia }x̂{  con 

igual  secuencia de autoproductos hasta orden p que la dada }x{ .  

S i  consideramos la  expresión de la  z- t ransformada de los valo-
res lr  denotándola como, 

∑=
l

l
l rz)z(R  

se puede expresar como el  producto de z- transformadas  

)z(X
~

)z(X)z(R = ,  

donde, recordamos, )z(X ,  es  la  z- t ransformada de la secuencia }x{ , 

y  definimos la acción del  operador recíproco, ∼,  como  

)
z
1(X)z(X~ = ,  Ecuación 2.8.  

Puesto que el  modelo del f i l t ro construye la z- transformada de 

la  secuencia model izada en forma cerrada,  tenemos,  por la  Ecuación 
2.5  y el  resultado previo, que 

                                                                 
1 F Ó R M U L A  D E  GO H B E R G - SE M E N C U L,  V É A S E  [ BU LB A R9 3 ]  
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)z(A
~

)z(A

G
)z(X

~̂
)z(X̂r̂z)z(R̂

pp

2
p

l
l

l === ∑  

con lo  que un  nuevo enfoque puede darse al  problema de model iza-

ción resuelto.  Éste resulta de comprobar que )z(R̂  así  expresado es 

un cociente de pol inomios en z  de grado 0  en el  numerador que ajus-

ta  la  ser ie  bi inf in i ta  )z(R  hasta el  g rado p .  Esto es,  es un aproximan-

te  de  Laurent- Padé[0|p] .  Esta propiedad será el  punto de pa r t ida del 

capí tulo s iguiente.  

Ya han s ido expuestas en una sección anter ior  las dos fases de 
las que consta la modelización expuesta.  Nótese que,  para la elabo-
ración del  pol inomio predictor ,  la  fuente de información parte real-
mente de los  autoproductos escalares y  no de la  secuencia }x{  i ni -

cial .  Podríase,  en ese caso,  plantearse la resolución de este probl e-
ma s implemente dando la  secuencia lr  y  t rabajando sobre el la.  Es 

por lo que se establece una relación entre dos conjuntos de parám e-

tros:  por  un lado la  secuencia comentada }r,...,r,r{ p10  y  por  ot ro  

}a,...,a,G{ p1p .  Para  estos  conjuntos  se  def inen los  s iguientes probl e-

mas,  inverso el  uno del  otro:  

I . Dado }r,...,r,r{ p10  calcúlese }a,...,a,G{ p1p  veri f icando,  

( ) ( )0...00GTa...aa1 ppp21 = ,  Ecuación 2.9  

que reconocemos como la fase de anális is  o blanqueo  ya 
comentada.  

I I . Dado }a,...,a,G{ p1p  calcúl ese }r,...,r,r{ p10  veri f icando,  

( ) ( )0...00GQr...rrr ppp210 = ,  Ecuación 2.10  

siendo pQ  la matriz  de Jury,  [Jur64],  
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p

p ,  

que permite construir  e l  vector  de autoproductos escala-
res.  Reconocemos en este caso la  fase de  síntesis  de l  mo-
delo del  f i l t ro,  también comentada anteriormente. 

Para ambos sistemas l ineales,  equivalentes por su formulación,  
establecemos los s iguientes teoremas,  que dan las condiciones para 
asegurar  existencia y  unicidad en sus soluciones,  así  como buena 
def inic ión de los  parámetros hal lados.  Nos refer imos con buena de-
f inición  a  las s iguientes propiedades: 

a )  Para el  conjunto de parámetros }r,...,r,r{ p10 :  que construya una 

matr iz  Toepl i tz  pT  def in ida posi t iva .  Esto es ,  la  matr iz  Gram  de un 

sistema de vectores l inealmente independiente1.  

b )  Para el  conjunto de parámetros }a,...,a,G{ p1p :  que construya un 

f i l t ro l ineal  estable.  Esto es,  que el  pol inomio predictor )z(Ap  a l  pa -

sar  del  numerador al  d enominador posea sus raíces fuera del  círculo 
unidad.  Esta propiedad también se denomina invert ibi l idad  o  condi-
ción de mínima fase 2.  

                                                                 
1 VÉ A S E  E N  [ BR OD AV 91],  C O N D I C I O N E S  N E C E S A R I A S  Y  S U F I C I E N T E S  P AR A  Q U E  }r,...,r,r{ p10 S E A  U N A  

F U N C I Ó N  D E  A U T O C O V A R I A N Z A  C O M P L E J A.  

2 V É A S E  E N  [ OP P S HA7 5 ]  
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Los teoremas mencionados 1 son:  

Teorema 2.1 E l  s is tema l ineal  de la  Ecuación 2.9  t iene sol u-

ción única,  0Gp >  y  el  f i l t ro que construye es estable si  la 

matr iz  Toepl i tz  pT  es definida posit iva.  

Teorema 2.2  E l  s istema l ineal  de la Ecuación 2.10  t iene so-

lución única,  y  la  matr iz  pT  que se  genera  es  def in ida  posi-

t iva s i  las  ra íces del  pol inomio predictor  ∑
=

+
p

1k

k
kza1  es tán s i-

tuadas fuera del  círculo unidad. 

En def ini t iva,  basta conque el  s istema de vectores construidos 
por acción del  operador retardo sobre la secuencia que se quiere 
aproximar sea l inealmente independiente,  para que el  f i l t ro  que ge-
nera su aproximación para un determinado orden sea único respecto 

a los autoproductos escalares y estable.  

El algoritmo de Levinson, (1947) 

El  s is tema l ineal  de la  Ecuación 2.6  expresa las relaciones l inea-
les  de los  parámetros necesarios para la cons trucción de un f i l t ro 
l ineal  de orden p  con las propiedades vistas en la sección anterior.  

Para cualquier s istema l ineal ,  los algori tmos ef icientes basados 
en métodos de el iminación de Gauss o tr iangular ización de Cholesky 

nec esi tan del  orden de 3p  operaciones para su resolución.  Sin em-

                                                                 
1 C O N S Ú L T E S E  L A  D E M O S T R A C I Ó N  E N  [R O BM UL8 7 ] ,  Y ,  A C E R C A  D E  L A  E S T A B I L I D A D  DE  L I A P U N O V  E N  
[ L A NT I S85].  
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bargo,  la  propiedad de estructura Toeplitz  de la  matr iz  pT  del  s istema 

de ecuaciones reduce el orden de su resolución a )p(O 2 .  

E l  a lgor i tmo clásico de Levinson,  que l lamamos así  para dist i n-
guir lo de otras versiones más actuales,  fue presentado en el  t rabajo 
de este  autor ,  N. Levinson ,  t i tu lado “The Wiener  RMS error  cr i ter ion 

in fi l ter design and predict ion”  en 1947.  

Dados los  valores ,...}r,r,r{ 210 ,  y  e l  o rden p ,  la  expresión vectorial  

del  a lgo ritmo es la siguiente,  

;rE 00 =  
);1(A0 =  

Para n=1 hasta p hacer  

Si  0E 1n ≠−  entonces  

( )
1n

121nn1n
n E

rr...rrA

−

−−=ρ  

( ) ( )1nn1nn A
~

00AA −− ρ−=  s iendo ( )1a...aaA
~

11jjj −=  

1n
2

nn E)1(E −ρ−=  

Algoritmo clásico de Levinson 

Estableciéndose la sal ida del  algori tmo en la matr iz  f inal  

( )p21p a...aa1A =  y en el valor pEG = .  

La comprobación del  método se real iza a t ravés de la ver i f ica-
ción del  invariante del  bucle,  es decir ,  

( ) ( )0...00ETa...aa1TA nnn21nn ==  
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por inducción sobre n ,  usando la propiedad de que p
t
p TT = ,  es decir ,  

su transpuesta es su conjugada compleja.  

Nótese que para el  cálculo de los coef icientes del  pol inomio 

pred ictor  )z(Ap  y  de la  ganancia del  f i l t ro pG  es necesario calcular 

los pol inomios y ganancias de orden inferior.  Es más,  el  pol inomio 
de grado n  se construye operando sobre los pol inomios de grado n-1 , 
según la expresión pol inomial ,  

)z(A
~

z)z(A)z(A 1n
1k

n1nn −
+

− ρ−= ,  

que ut i l iza el  coef ic iente nρ  para una ponderación de los coef icien-

tes.  

En este sent ido el  a lgori tmo puede verse como la actual ización 
desde el  grado n -1  hasta el  n  a  t ravés del  coef iciente nρ .  Éste recibe 

varios nombres según el  campo de apl icación de la predicción l ineal ,  
como pueden ser ,  coefic iente de correlación parcial  –PARCOR- (en su 
interpretación estocást ica),  coef ic ientes de Schur o Szegö (teoría de 
polinomios ortogonales),  o coef ic ientes de ref lexión (teoría de la 

dispersión). . .  Es precisamente esta úl t ima apl icación la que escog e-
remos para establecer  la  interpretación del  modelo que se presenta 
en una sección poster ior .  

La secuencia de errores,  nE ,  también se obt iene a part i r  de los 

coeficientes nρ  mediante la expresión,  

1n
2

nn E)1(E −ρ−= .  

S i  consideramos la unicidad del  predictor y  el  objet ivo de mini-

mizar  la  norma de la  secuencia error ,  precisamente nE ,  tenemos que 

se establece el orden  
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0...E...EEr p100 ≥≥≥≥≥= ,  

con lo que se veri f ica que 1n <ρ  para n=1,2,3 , . . .En part icular,  según 

se af i rma en [Bul92] ,  ‘s i  1n =ρ  entonces 0E n =  y  en  ese  caso e l  mod e-

lo encaja perfectamente’.  Sin embargo, nótese que en ese caso el  
modelo del  f i l t ro no puede ser apl icado pues 0Gn = .  

En el  lado opuesto,  s i  los  coef ic ientes son de módulo próx imo a 

cero,  0n ≅ρ ,  la  norma del  vector error se mant iene práct icamente 

constante,  esto es,  la  adición de un nuevo retardo más no mejora 
signif icativamente la aproxim ación.  

La elección del  
orden de la  aproxima-
c ión p  está obstaculi-
zada por  e l  objet ivo 
de la minimización. 
Éste ha s ido elegido 
de forma que un pa-
rámetro más mejora,  
aunque sea de forma 
inapreciable,  el  mod e-
lo  y  hace más pequ e-
ño el  error cometido 
por  éste .  Se han de 
co njugar entonces dos 

cr i ter ios  para la  e lec-
c ión de este  orden:  por  un lado,  e l  buen a juste ,  y  de ot ro ,  evi tar la 
sobreparametr ización del  modelo.  Se plantea por  lo  tanto una opti-
mización bi cr i ter io que ha sido resuelta mediante la minimización de 
fun ciones uniobjet ivo por  diversos autores.  Ci tamos en la  Tabla 2.2  

Autor  Función penalty  

Akaike,  1970  
1pN
1pN

E p −−
−+  

Akaike,  1974  
N
p2)Eln( p +  

Parzen,  1974  
p

p

1j j E
1

E
1

N
1

−









∑

=
 

Tab la  2 .2   

I den t i f i cac ión  de l  o rden  de l  po l i nom io  p r ed i c t o r  



 

E l  m o d e l o  d e l  f i l t r o  a p l i c a d o  a  l a  t r a n s f o r m a d a  d i s c r e t a  d e  F o u r i e r  

 

P á g i n a  54  

 

 

los trabajos de Akaike y Parzen que aparecen junto a otros métodos 
de identi f icación de mo delos ARMA en [Cho92]. 

Queremos recoger f inalmente la aportación que diversos autores 

han hecho para la mejora computacional  en la resolución de s iste-
mas l ineales cuya matriz es Toepl i tz .  Una versión más rápida  de l  al-
gor i tmo de Lev inson clásico,  denominada versión s p l i t puede encon-
trarse en la ser ie de trabajos de los autores P.  Desarte y  Y.  Genin en 
[DelGen86] y [DelGen91].  Estos trabajos presentan una económica 
relación de recurrencia de las partes s imétr icas de los pol inomios 
p redictores el iminando de este modo cierta redundancia de la ve r-
s ión clásica.  Además,  la  just i f icación teórica de la versión sp l i t ha 
abier to,  en la  teor ía  de los  pol inomios or togonales de Szegö  nuevas 
l íneas de estudio.  La versión clásica,  s in embargo,  es su ficiente para 
la descripción de la interpretación que real izaremos del  modelo 
planteado por lo que hemos prefer ido su uso al  de la reciente ve r-
sión.  Finalmente también queremos citar el  trabajo [AmmGra88] que 

rebaja la complej idad a )plogp(O 2
2  en la resolución de este t ipo de 

sistemas,  usando propiedades de la FFT .  

Por  úl t imo queremos incluir  las  conclusiones que,  sobre la  esta-
bi l idad del  algori tmo clásico de Levinson,  establece G.  Cybenko en 
[Cyb80].  Este autor ,  que comenta las  diversas controvers ias  en nu-
merosos trabajos sobre el  part icular  que habían l legado a aconsejar  
la  no ut i l ización del  mencionado método,  concluye asegurando su 

estabi l idad numérica,  comparable incluso al  método de Cholesky.  

2.3. El modelo del filtro aplicado a la DFT 

Presentamos en esta sección una modelización basada en el  
modelo del  f i l t ro sobre la transformada discreta de Fourier  de una 
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muestra de tamaño N  de datos reales.  Las propiedad de conjugada 
par de la DFT en este caso s impli f icará la model ización a los N/2 
pr imeros pesos,  logrando con el  modelo del  f i l t ro una buena aproxi-

mación para la z- transformada. 

El  caso que se model iza -  cuando la muestra f inita es de valores 
reales -  es  la  más común en ser ies de datos cronológicos por lo que 
hablamos de un caso muy general .  Ad emás,  esta redundancia de la 
información en la DFT  de la muestra es el  punto de part ida de la 
t ransformada de Hart ley 1 que usa la  parte real  y  la  imaginar ia  de una 
secuencia compleja para evitarla.  

Tras la  formulación del  modelo propuesto,  se presentarán algu-
nas propiedades que relacionan la secuencia de errores con la con-
vergencia del  modelo en una apl icación simulada y,  a part i r  de los 
coeficientes de ref lexión, se aportará una interpretación del modelo.  

Formulación del modelo 

Las  Ecuaciones DFT e IDFT  del  capí tu lo  1  mostraban las relacio-
nes de cambio de base entre las  coordenadas cartesianas y  las  de la  

base de vectores exponenciales en N£ .  Dado un vector  

0 1 1( , ,..., ) N
Nx x x − ∈ £  son  

∑
−

=

−=
1N

0k

rk
Nkr Wx

N
1

X ,  Ecuación DFT, 

∑
−

=
=

1N

0r

rk
Nrk WX

N
1

x ,  Ecuación IDFT.  

                                                                 
1 V ÉASE ,  [ BR A8 6 ] 
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Si  el  vector  es real ,  esto es,  0 1 1( , ,..., ) N N
Nx x x − ∈ ⊂¡ £ ,  ento n ces la 

DFT  es conjugada par,  es decir ,  rNr XX −= .  De es ta  forma,  podemos 

obtener toda la secuencia ref ir iéndola sólo a los N/2 pr imeros pesos 

ya que rNr XX −=  s i  2Ndivr > ,  s iendo div  la división entera.  

Combinando este úl t imo resul tado con la  expresión de la  Ecua-
ción IDFT  tenemos que,  

rk
N

1N

12Ndivr
rN

2Ndiv

0r

rk
Nrk WXWXxN ∑∑

−

+=
−

=
+= ,  

que, tras un cambio de índices queda como, 

k)2Ndiv(
N2Ndiv0

2Ndiv

0r

rk
Nrk WX)12modN(XWXRe2xN −+−










= ∑

=
,  Ecuación 2.11,  

s iendo Re  la  función parte real  de un complejo y  mod  el  resto de la 
división entera.  

Consideremos ahora la serie f ini ta de datos,  }X,...,X,X{ 2Ndiv10  y 

apl iquemos sobre el la el  modelo del  f i l t ro.  Obtenemos entonces la 

aproximación ,...}X̂,...,X̂,X̂{ 2Ndiv10  en dos formas equivalentes,  

mediante la z- transformada 

)z(A

G
zX̂

p

p

0r

r
r =∑

∞

=

,  

y en forma recursiva causal,  
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>−

=

<

=

∑
=

− 0rsiX̂a

0rsiG

0rsi0

X̂

p

1j
jrj

pr ,  

En ambos casos los parámetros }a,...,a,a,G{ p21p  son los  calculados 

en la Ecuación 2.6  del modelo del f i l tro, y 1a0 = .  

La  Ecuación 2.11  va  a  ser  aproximada en las  s iguientes  dos fa-
s e s : 

1  Sust i tución del  sumatorio ∑
=

2Ndiv

0r

rk
NrWX  por  ∑

=

2Ndiv

0r

rk
NrWX̂ ,  just i f icánd o-

se ta l  cambio en el  a juste de la  model ización de }X,...,X,X{ 2Ndiv10  por 

}X̂,...,X̂,X̂{ 2Ndiv10 ,  obtenida ésta  ú l t ima por  apl icación de la  forma re-

cursiva del modelo.  

2  Sust i tución del  sumatorio f ini to ∑
=

2Ndiv

0r

rk
NrWX̂  por el  inf ini to 

∑
∞

=0r

rk
Nr WX̂  just i f icándose el  cambio por la convergencia 0X r

r  → ∞→  

dado que ∞<= }X{}X̂{ .  En este caso,  los  valores del  sumator io inf in i-

to se obtienen mediante su forma cerrada 
)z(A

G

p

p .  

Además,  sust i tuyendo el  valor  0X  por  su aproximación 0X̂ ,  o  lo  

que es lo  mismo,  pG  y  el iminando el  residuo 2NdivX  debido a  su míni-

ma relevancia,  queda f inalmente expresado el  modelo que presen-

tamos en base a los parámetros del f i l tro,  )}z(A,G{ pp  como,  
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N

G

)W(A
1Re

N

G2
x̂ p

k
Np

p
k −











= ,  Ecuación 2.12 .  

F inal izamos la presente sección anotando tres comentar ios 
acerca de la formulación del modelo: 

1 . Sobre la naturaleza per iódica del  modelo.  En efecto, ya 

que k
N

Nk
N WW =+ ,  la  secuencia  kx̂  es  per iódica discreta de per i odo N. 

Es  una consecuencia lógica de basarse en una model ización de la  
DFT  que también posee esta propiedad. En ese caso,  la modelización 
será un ajuste en el  intervalo muestral  en general ,  y  para todo índi-
ce,  s i  la  secuencia de part ida es periódi ca.  

2 . Sobre el  s is tema generador de la aproximación.  Los  p  re-
tardos de ( )2Ndiv10 X,...,X,X ,  a s aber ,  

( )0,X,...,X,X 2Ndiv21  

( )0,0,X,...,X,X 2Ndiv32  

. . .  

( )0,...,0,X,...X,X 2Ndiv1pp +  

son,  en general  l inealmente ind ependientes.  En ese caso,  pT  es una 

matr iz  de Gram  y  en consecuencia definida posit iva,  con lo que se 
asegura la estabi l idad e invert ibi l idad del f i l tro.  

3 . Sobre la  computación ef ic ien te  del  pol inomio )z(Ap  para 

valores  de z  en el  c írculo unidad,  k
NWz = .  N ó tese que el  sumatorio 

f ini to ∑
=

p

0r

rk
NpWa  puede abordarse como una apl icación de la inversa de 

la transformada discreta de Fourier a una s ecuencia de longi tud N de 

la  forma )0...00a...aa( p10 .  En ese caso el  algor i tmo de la  FFT  (véa-

se capítulo 1) es el  apropiado para su cálculo.  
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Una aplicación a una serie de datos 
simulados 

Presentamos en esta 
sección los resul tados de la 
apl icación de la  model iz a-
ción propuesta a una s e-
cuencia s imulada de datos.  
P u es to que el modelo del  f i l-
t ro se apl ica en el  dominio 
de la  f recuencia y  son las  propiedades de la  DFT  las  que se usan pa-
ra pasarlo al  dom inio temporal ,  la apl ic ac ión par te  de la  simulación 
de una serie de Fourier.  

Se  t ra ta  de  una secuencia que correspondería  a  la  pr imera mitad 
de  una  DFT  de una ser ie de datos reales de un tamaño N=100 . 

Hemos supuesto que las  f recuencias con peso apreciable se s i túan 
en los índices 0 , 20 , 4 0  y  51 .  

La secuencia generada,  que se muestra en el  Gráf ico 2 .1 ,  e s  tí-
p ica para las  secuencias  per iódicas,  y ,  s i  hemos prefer ido s i tuar  sólo 
4  frecuencias con pesos rel evantes,  es a causa de la simpli f icación 
en el  seguimiento de la  
mod el ización y su inter-
pretación pero s in pérdida 
de generalidad .  

Una primera apreci a-
ción que hacemos es que 
la secuenc ia  de los  auto-
productos escalares de los 
re tardos ,  imi ta  en su  mó-
dulo el  comportamiento 

 

Gráfico 2.1.   
Secuencia ( )2Ndiv10 X,...,X,X  de la simulación. 

 

Gráfico 2.2.   
Autoproductos escalares para los diferentes retardos. 
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gráf ico de la  DFT.  Esta  propiedad resul ta  muy importante si  tenemos 

en cuenta que tanto ( )2Ndiv10 X,...,X,X  como ,...}X̂,...,X̂,X̂{ 2Ndiv10 ,  t ienen 

coincidentes autoproduc tos hasta el  orden de la aproximación,  esto 
es ,  ll r̂r = ,  para  va lores  l=0,1, . . . ,p .  Los  au toproductos de los retardos 

de la  secuencia ( )2Ndiv10 X,...,X,X  para la s er ie  s imulada apa recen en el 

Gráfico 2.2 .  

Debido a esta simil i tud  podemos plantear el  ajuste del  modelo 
en cuanto a estos autoproductos escalares,  de manera que el  modelo 
y  la  secuencia coincidan en el los hasta los índices r elevantes.  Nótese 
que en este caso además de 0r  están 20r ,  40r  y 51r  s iendo el  resto in-

apreciable y  por  lo  tanto necesi tamos que el  modelo tenga un o rden 
al  menos p=51 .   

Para l>51  los autoproductos del  modelo,  lr̂ ,  tenderán hacia 0  

cuando ∞→l ,  con lo que obtenemos un buen ajuste de autoprodu c-
tos que es suf iciente para la bondad del  modelo.  El  resultado del  
a juste se muestra en el  Gráfico 2.3  interpretándose con la s iguiente 
leyenda:  en la parte superior  y  desplazada 1  unidad de su valor ,  la 
secuencia or ig inal ;  en la  parte infer ior ,  e l  a juste para el  orden men-
cionado. Comprobamos que el  modelo se comporta de forma exc e-
lente hasta  e l  orden elegido,  t ras  el  cual  aporta p esos falsos aunque 

i rrelevantes en las f recuencias de índice 60 ,  71 ,  80  y 9 1 .  Nótese que 
estos  índices con pesos espúreos se pu eden expresar de la s iguiente 
forma:  60=20+40 ,  71=51+20 ,  80=40+40 y  91=51+40,  esto es,  sumas 
de los índices con peso relevante en la s imulac i ó n  d e  da tos. Este 
efecto se produ ce al  usar los autoproductos  escalares de los retardos 
de dist into orden como medida de simi l i tud.  
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Otra forma de abordar la bondad del modelo y,  en este caso, la 
determinación de su orden,  es  a  t ravés de un seguimiento de los 

er ro res .  La norma del  error ,  pE ,  i n terv iene en el  modelo del  f i l t ro  de 

forma que la  ganancia de éste es pp EG = .  Por otro lado y según la 

Ecu ac ión 2 .7  p0 GX̂ = ,  por  lo  que,  e l  grado de a juste  del  modelo se  

puede medir por el  grado de con vergencia de pG  a 0X .  

En este sent ido,  cabe añadir  que se ver i f ica la  s iguiente igual-

dad entre los determinantes de la matriz pT ,  

1nnn TET −= ,  

con lo que,  de forma i terat iva,  

n210n E···EEET = .  

Esta propiedad es importante puesto que deduce el  comportamiento 

numérico del  algori tmo de Levinson en esta model ización.  Con pT  

tendiendo a cero,  se producir ía  un mal  condicionamiento por unde r-
f low  en los cálculos interv i-
nientes.  Este hecho no se  
produce en g eneral  en la 
model ización presen tada si  

0X0 > .  

Queremos hacer notar  
que,  según las  hipótesis  del  
modelo,  la ganancia del f i l-
t ro recoge la información de 
la secuencia no expresable 
como combinación l ineal  de 

 

Gráfico 2.3.   
Ajuste para p=51 de la secuencia simulada. 



 

E l  m o d e l o  d e l  f i l t r o  a p l i c a d o  a  l a  t r a n s f o r m a d a  d i s c r e t a  d e  F o u r i e r  

 

P á g i n a  62  

 

 

retardos.  Es te  ‘error’  por  lo  tanto no es ta l ,  puesto que su anula ción 
impedir ía la  fase de s ín tesis .  

Conviene no confundir  la 

ganancia del  f i l t ro con el  
error de la modelización, 
que, en nuestro caso, t iene 
dos vert ien tes,  

error  del  modelo de la  

DFT, rr X̂X − ,  para 

r=0,1, . . . ,Ndiv2.  

error  del  modelo en e l  do-
minio del t iempo ,  kk x̂x − , 

para k=0,1, . . . ,N-1 .  

Usaremos estos úl t imos en una comparat iva con la DFT truncada 
de igual  número de parámetros,  en todos los modelos desarrol lados 
en el  capítulo 4 .  

La convergencia de la ganancia del  f i l t ro será us ada, en cambio, 
para  e l  es tablecimiento del  orden del  modelo.  

En el  Gráf ico 2 .4  podemos constatar  la  convergencia en forma 

de escalones de los valores de pE  a l  va lor  1X0 = .  Los puntos en 

donde se produce el  cambio de tendencia acelerando la aproxima-
ción son los  índices  20,  40  y  51  que justamente corresponden a los 
índices p a ra los que los valores de la  DFT de la serie que anal izamos 
t ienen relevancia.  Este hecho jus t i fica la interpretación del  modelo 
que real izamos en la sección siguiente basándonos en la relación del  
algori tmo de Levinson con la teoría de la dispersión de la energía.  

Gráfico 2.4 
Valores de pE  para los distintos órdenes del modelo 
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Interpretación del modelo 

La model ización por retardos en el  dominio del  t iem po t iene de 
forma estructural  una interpretación clara:  e l  establecimiento de va-
lores  actuales de una variable por ponderación l ineal  de sus val ores 
pasados .  Asimismo los pesos que aparecen en dicha ponderación 
hablan de la relevancia de ciertos retardos sobre otros .  

En cambio,  en el  dominio de la  f recuencia,  e l  hecho de estable-
cer una relación entre el  peso de una frecuencia como combinación 
l ineal  de los  pesos de las  f recuencias  de índice infer ior  no se just i fi-
ca de esa manera intui t iva.  Presentamos aquí  una interpretación di-
ferente.  

Como ya se ha indicado al  comienzo de la  sección 1.2  la  predic-
ción l ineal  destaca por el  numeroso y  var iado campo de apl icabi l idad 

que ha desarrol lado desde su formulación.  El  a lgor i tmo que la  re-
suelve y  construye a t ravés del  modelo del  f i l t ro ,  e l  de Levinson,  so-
bresale a su vez por  sus di ferentes expresiones.  Una de el las ,  es  
usada en geofís ica para el  estudio de las dist intas capas que compo-
nen el  inter ior  de la  Tierra .  

El  pol inomio predictor )z(Ap  y su rec íproco )z(A
~

z p
p ,  ya  def ini-

dos,  se relacionan en el  a lgori tmo de Levinson de la s iguiente forma 
matr icial ,  [RobTre77],  
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usando los coef ic ientes,  nρ  a  los que nos hemos refer ido como de 

ref l exión.  
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S i  bien el  pol inomio predictor era introducido como sistema que 
construía la secuencia error,  

}x){z(A}e{ p
p = ,  

su recíproco definirá otra secuencia error de forma an áloga,  

∑
=

−==
p

0k

kp
kp

pp }x{za}x){z(A
~

z}f{ ,  

con lo que su término n- ésimo  

np2pn21pn1pn

p

0k
kpnkn

p }x{a...}x{a}x{a}x{}x{a}f{ ++++== +−+−−
=

+−∑  

expresa el  error cometido al  escribir  pn}x{ −  en función de valores de 

índices superiores.  Al  ver i f icarse que }f{E p
p = ,  podemos concluir  

que el  cálculo de los coef icientes }a,...,a,a{ p21  minimiza la  norma de 

ambas secuencias error.  

Si  t rabajamos con los pol inomios normalizados por la ganancia 
del f i l t ro,  esto es,  

n

n
n G

)z(A)z('A =  
n

n
n G

)z(A
~

)z('A~ =  

la  relación matr icial  es,  en cambio,  
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 Ecuación 2.13  

que permite comprobar que,  conocido el  conjunto de coeficientes de 

ref lexión,  éste puede ser  usado para construir  de forma i terat iva am-
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capa 0

capa 1

capa 2

capa 3

Gráfico 2.5 
Esquema del medio estratificado 

bos pol inomios normal izados y  con el lo el  f i l t ro l ineal  correspondien-
te .  

Un s is tema dinámico mul t icapa al  ser atravesado por una onda, 

presenta el  aspecto que se ha esquematizado en el  Gráfico 2.5 , 
[RobTre77] y [BulBar93].  Las hipótesis  que se toman p ara  la  s impl i fi-
cación del  medio son las s iguien tes ,  

• Una onda al  l legar al  l ímite de una capa responde al  cambio de 
densidad div idiéndose en una ascendente (re f lexión)  y  otra  incidente 
(refracción) que continúa su camino hacia el  interior.  

• Los estratos son homog éneos en cuanto a densidad a lo  largo de 

la capa, y no absorben ni  añaden energía a la onda.  

Se apl ica por  lo  tanto la  ley  de conservación de la  energía en la 
subdivis ión de ondas en el  paso de capas,  obteniendo una relación 

recurs iva entre las  ondas descendentes de la  capa i- ésima,  }f{ i  y  las  

ascendentes de la capa i- ésima }e{ i ,  es to es,  
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 Ecua ción 2.14  

donde el  coef ic iente nρ  repre-

senta un valor directamente 
proporcional  a la  densidad del  
medio.  

La equivalencia  de las  ex-
presiones 2.13  y  2.14 ,  just i f ica 
la  s iguiente apl icación al  estu-
dio de la  densidad de las  capas que con fo rman el interior de la t i e-
rra.  Supongamos que en la superf icie de la t ierra se efec túa una ex-
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plosión controlada,  mi-
diéndose a cont inuación 
los ecos de las ondas 

ref lejadas.  Apl icando el 
modelo est rat i fi cado, el 
algori tmo de Levi nson 
i rá  calculando los  coefi-
c ientes de ref lexión de 
ondas de cada capa,  nρ , 

(de ahí  su  nombre)  que 
indicarán medidas rel a-
t ivas  de la  dens idad de 
cada una de el las.  Por lo tanto,  pueden detectarse capas de gas o 
pet róleo sin acudir a las ex cava ciones.  

En nuestro  caso,  la  observación del  Gráf ico 2 .4 de evolución de 
los  va lores  de la  ganancia  del  f i l t ro /error  del  mod elo descubre el  
co mportamiento de los  dis t intos  coef ic ientes de ref lexión. Como ya 
se ha mencionado entre las  observ aciones de las  expresiones del  
a lgo ri tmo de  Lev inson en  di cha sección,  valores constantes de nE  

im pli can el  valor  nulo para el  coef ic iente nρ .  Y  a l  con trario,  una 

alter ación de valores en el  paso de nE  a  1nE + ,  impl ica un valor  no nu-

lo de 1n+ρ 1.  

E l  Gráfico 2.6  muestra los valores del  módulo al  cuadrado del  
coeficiente de ref lexión en la modeliz ación de la  secuencia de datos 
que se ha simulado en la sección anterior .  Volvemos a comprobar 
que en  los ín dices 20, 40 y 51  el  parámetro t iene un v alor no nulo.  

                                                                 
1 R E C U É R D E S E  Q U E  1n

2
nn E)1(E −ρ−=  

 

 

Gráfico 2.6 

Valores del parámetro 
2

nρ para la secuencia simulada. 
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Por lo  tanto el  modelo l ineal  interpreta el  dominio 
de la  f recuencia como un medio estrat i f icado en el  que 
cada capa representa un índice de frecuencia cuya 

densidad varía dependiendo de la rel evancia  de su  pe-
so . Un peso mayor se t raducir ía  en una capa muy den-
sa,  mientras que índices de frecuencias no relevantes 
darían lu gar a capas con baja densidad.  

Mostramos en el  Gráfico 2.7  de forma esquemática 
el  medio mult icapa que construir ía  el  modelo d el f i l tro 
apl icado a la  secuencia  de  datos  s imulados  de  la  sec-
ción anter ior ,  usando un color más oscuro para indicar 
mayor densidad.  

Queremos referir  en esta últ ima sección varias 
notas que creemos son importantes.  La pr imera de 
el las es referente al  uso d el  algori tmo de Levinson para 
secuencias de números complejos.  Es decir ,  s i  su uso 
clásico estaba dest inado a la resolución de la 

aproximación l ineal  de real ización de procesos 
estacionarios reales,  tanto los autoproductos escalares 
como el  resto de su enunciado se han adaptado al  uso 
más g eneral .   

Y  en segundo lugar  queremos hacer  hincapié en la  
ver i f icación de la  conservación de las normas (energí-
as)  no sólo entre los dominios  (identidad de Parseval ), 
sino con la norma del modelo. Esto es,  

2
0

222 X̂}X̂{2}X{}x{ −== ,  

usando la norma en 2l .  

2 0  

4 0  

5 1  

 
Gráfico 2.7 
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Como una consecuencia de la interpretación de los parámetros 
del  modelo (nos refer imos a los coef icientes de ref lexión y no a los 
coeficientes de los pol inomios predictores) que se ha descri to,  se 

puede lograr  acelerar  el  cál culo del mismo.  

La aceleración del algoritmo 

Trataremos en esta sección de predecir  los posibles valores nu-
los de los coef ic ien tes de ref lexión que no t ienen porqué ser calcu-
lados.  Dicha predic ción se establece a través de las magnitudes de 
las frecuencias no relevan tes .  

Si  asumimos un valor nulo para los coeficientes de ref lexión de 
los índices de las frecuencias no relevantes,  podemos ahorrarnos su 
cálculo y  por  tanto el  uso de la  expresión i terat iva.  Ésta úl t ima se va 
a  ver  subs t i tuida en el  a lgori tmo clásico de Levinson por asignacio-

nes más sencil las.  Se trata del siguiente cambio,  

( )
1n

121nn1n
n E

rr...rrA

−

−−=ρ  

( ) ( )1nn1nn A
~

00AA −− −= ρ  s iendo ( )1a...aaA
~

11jjj −=  

1n
2

nn E)1(E −ρ−=  

por la asignación directa,  

0n =ρ  

( )0AA 1nn −=  

1nn EE −=  

En ese caso,  t ras  un estudio de las  magni tudes de las  f recuen-
cias,  se deberá construir  un subconjunto con los índices representa-
t ivos de las mismas.  Dicho conjunto,  que denotaremos por S  también 
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puede ser  construido mediante una regla de corte como por ejemplo,  

05.0XSn n >⇔∈  o  s imilar .  Nótese que,  en real idad,  la  complej idad 

del  a lgo ri tmo dependerá de la cardinal idad del  conjunto de índices 
re levan tes.  

El  a lgor i tmo acelerado queda escr i to f inalmente de la s iguiente 
manera,  

;rE 00 =  

);1(A0 =  

Para n=1 hasta max{S} hacer 

Si  0E 1n ≠−  y Sn∈  entonces  

( )
1n

121nn1n
n E

rr...rrA

−

−−=ρ  

( ) ( )1nn1nn A
~

00AA −− ρ−=  s iendo ( )1a...aaA
~

11jjj −=  

1n
2

nn E)1(E −ρ−=  

s i  Sn∉  entonces  

0n =ρ  

( )0AA 1nn −=  

1nn EE −=  

 

Algoritmo acelerado de Levinson 

En el  Gráfico 2.8  se muestra la acción del  algori tmo acelerado 
sobre la  ser ie que hemos s imulado.  No se observan diferencias subs-
tanciales entre los resultados de ambos algori tmos,  y  s in emba rgo 
sólo ha hecho fal ta calcular  5  coeficientes frente a los 51  del  método 
c lás ico.  

La forma cerrada del  modelo se simpli f ica a la forma siguiente,  
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5140312011 z0754.0z0752.0z0374.0z4962.0z0057.01
00574.1)z(X~

−++−−
= ,  

en la que la mayoría de los coef icientes del  pol inomio predictor  del  
d enominador se han anulado completamente.  

Debido a la relación ya expuesta entre el  modelo del  f i l t ro y  la 
aproximación de Padé-Laurent,  hemos creído conveniente introducir  
en el  s igu iente capítulo,  un modelo basado en dicha aproximación 
para la secuencia DFT  de datos reales.  El lo nos permit irá ofrecer en 
el  últ imo capítulo resultados comparativos para una aplicación real .  

 

 

 

Gráfico 2.8 
Secuencia simulada modelizada por el algoritmo acelerado. 



 

 

Capítulo 3   Un modelo de Padé-Laurent 
aplicado a la secuencia DFT de datos reales  

 

 

En este capí tulo retomamos la  perspect iva de la  
modelización l ineal  a través del  modelo del  f i l t ro como 
una caso part icular  de aproximación racional  de ser ies 
bi inf ini tas ut i l izando ap roximantes de Padé-Laurent.  S i  
este resultado fue ya comentado en el  capítulo 
anterior ,  estudiamos,  t ras unos prel iminares 
algebraicos út i les  para enfrentarnos a las  ser ies 
bi inf ini tas o formales,  la  general ización a estas series 
de los aproximantes clásicos de Padé,  [BakGra95].  

El  planteamiento de un nuevo modelo nace de la 

misma simil i tud,  trabajadada en el  capítulo anterior,  
entre la secuencia de pesos de la DFT  de datos reales y 
sus autoproductos escalares.  Sin embargo,  la  idea 
t iene su or igen en la  lec tura de las cuest iones abiertas 
de la Tesis  Doctoral  de M. J iménez,  [J im91],  en las que 
se plantea la  fa l ta  en la  l i teratura de aproximaciones 
racionales en el  dominio de la  f recuencia.  En este 
caso,  nos centramos en usar  los aproximantes de Padé-
Laurent d irectamente sobre la  secuencia de pesos de 
l a  DFT  y  obtener de este modo un ajuste equivalente,  e 
incluso más senci l lo  a l  ser  t ras ladado al  dominio del  
t iempo.  
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Construimos,  por tanto,  un modelo al ternat ivo 
basado en un aproximante de Padé-Laurent de  la  serie 
DFT  de una secuencia de datos reales usando para el lo 

e l  a lgor i tmo de Levinson y  sus propiedades en la  
construcción del  modelo del  f i l t ro.  
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3.1. Preliminares: álgebra de series de Laurent1 

Dada una secuencia bi inf ini ta  de números complejos,  { }∞
−∞=kkf ,  le  

asociamos la  ser ie formal  de Laurent ,  (sfl ,  de ahora en adelante),  de 
la forma siguiente,  

∑
∞

−∞=

=
k

k
k zf)z(F .  

Sobre las sfl  definimos el  operador proyección como, 

∑∏
=

=
n

mk

k
kn:m zf)z(F ,  

s iendo,  en general ,  m  y  n  enteros posit ivos tales qu e nm ≤ .  Se 
general iza de forma natural  esta def inición permit iendo también que 

m  represente ∞−  y  n  sea ∞  con lo que las subseries así  construidas 
pueden poseer un inf ini to número de términos.  

Para valores f ini tos de estos índices,  denominamos polinomios 
de Laurent  a l  resultado de la apl icación del  operador proyección.  Así  
podemos denotar un pol inomio de Laurent como 

n
n

1n
1n

1m
1m

m
m zfzf...zfzf)z(f ++++= −

−
+

+ ,  s iendo su grado el  entero 

posit ivo { }0f/kmax k ≠ .  

La necesidad de trabajar  con subramas inf ini tas de s f l  exige una 
extensión de la definición usual de inf ini tésimo. Así  decimos que,  

                                                                 
1 L A  N O T A C I Ó N  Q U E  S E G U I M O S  E S ,  B Á S I C A M E N T E,  L A  D E L  L I B R O  D E  A.  BU L T H E E L ,  [ B UL87].  
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)z(O)z(F m
+∈  si i  0)z(F1m: =∏ −∞−  

)z(O)z(F n
−∈  si i  0)z(F:n =∏ ∞ .  

Usando esta  notación,  las series formales de potencias serían 

las del  conjunto )z(O 0
+ .  

Puesto que tr iv ia lmente )z(O)z(O 1mm −
++ ⊂  y  )z(O)z(O 1nn +

++ ⊂  

para valores enteros f ini tos cualesquiera m  y  n ,  se  just i f ica hablar  de 
dos órdenes para las sfl .  Definimos,  

{ })z(O)z(F/msup)z(F m
+

+ ∈=δ  

{ })z(O)z(F/ninf)z(F n
−

− ∈=δ .  

Como propiedad deducible de esta definición podemos indicar que 

los  pol inomios de Laurent poseen los órdenes +δ  y  −δ  f ini tos.  El  

poseer  a l  menos uno de el los no f ini to deduce la existencia de una 
subsecuencia inf inita de coeficientes no nulos.  

Debido a la naturaleza bi inf ini ta de las s f l ,  su álgebra 
operacional  debe tratarse con cuidado. La suma de sfl  no ofrece 
di f icul tad s i  se def ine de forma natural  atendiendo al  grado de los 
monomios.  

El  producto,  tratado como una general ización de la forma usual 
entre pol inomios,  no ofrece tampoco mayor di f icul tad en los casos 

en los  que los  factores t ienen ambos +δ  f ini tos,  ambo −δ  f initos,  o 

uno de el los es un pol inomio de Laurent .  Estos casos son suf ic ientes 
para el  desarrol lo que nos ocupa.  

El  t ratamiento del  cociente está l igado al  producto si  
estudiamos la inversa de una s f l .  E l  s iguiente resultado para ser ies 

con  +δ  f in i to  o  −δ  f ini to resuelve de forma construct iva la existencia 

y  unicidad de la s f l  inversa.  
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Proposic ión 3 .1  S i  F(z)  es  una s f l  con orden m))z(F( =δ+  f in i to ,  

entonces existe una única sf l  G(z) con m))z(G( −=δ+  

ta l  que 1)z(G)z(F = .  

Para la demostración basta con usar en el  cálculo de G(z) el 
algori tmo de Eucl ides para la divis ión de pol inomios repetido 
reiteradamente.  Además, una proposición análoga deduce un 

resultado equivalente cuando se trata de una sfl  con orden −δ  f in i to.  

Dada una s f l  F(z)  con inf ini tos términos no nulos y  grados +δ  ó 
−δ  f in i tos,  su inversa se def ine como resul tado de las proposiciones 

anteriores como )z(G)z(F 1 =− .  

S i  F(z)  es un pol inomio de Laurent ,  la  div is ión rei terada puede 

construir  su inversa como una sfl  de grado +δ  ó  −δ  f inito según se 

aplique la expansión en potencias de z  ó de 1z− .  

En ese caso denotaremos,  

))z(F(L 1−
+  a la expansión en potencias de z ,  

))z(F(L 1−
−  a la expansión en potencias de 1z− .  

Concluimos entonces def iniendo el  cociente de dos sfl  )z(F  y 

)z(G  como el  producto )z(G)z(F 1−  en los  casos en los  que éste sea 

posible.  

Para aquel las ocasiones en las que sean ambos pol inomios de 
Laurent,  construimos las expansiones usando las s iguientes 
igualda des,  

))z(G(L)z(F))z(G/)z(F(L 1−
++ =  

))z(G(L)z(F))z(G/)z(F(L 1−
−− = .  
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3.2. Aproximantes de Padé 

Dada la  ser ie  de potencias  F(z) ,  y  los  pol inomios )z(Am  y  )z(Bn  

de  grado m  y  n  respectivamente,  decimos que el  cociente 
)z(B/)z(A nm  es  un aproximante de Padé de t ipo (m|n)  s i  se veri f ica,  

)1nm(O))z(B/)z(A(L)z(F nm ++∈− ++  con 0)0(Bn ≠ ,  Ecuación 3.1.  

Sin embargo,  para su general ización a sfl  necesitamos de la 
siguiente ecuación, en la que se obvia el  cociente de polinomios,  

)1nm(O)z(A)z(B)z(F mn ++∈− +  con 0)0(Bn ≠ ,  Ecuación 3.2.  

Comprobamos que la  exigencia de que 0)0(Bn ≠  implica que el  

término independiente del  pol inomio )z(Bn  es  no nulo.  De este 

modo, al  mult ipl icar  la  expresión de la Ecuación 3.1  por el  pol inomio 
en cuest ión obtenemos la expresión de la Ecuación 3.2  al  no 
al terarse el  grado de los pol inomios.  El  camino inverso lo logramos 

al  mult ip l icar  3.2  por  la  expansión ))z(B(L))z(B/1(L 1
nn
−

++ = .  Por  lo  

tanto,  ambas ecuaciones son equivalentes.  

Podemos deducir  de la  Ecuación 3.2  que,  s i  F(z)  es una sfl  y 
)z(Bn  un pol inomio,  no puede exist i r ,  en general ,  pol inomio )z(Am  

que veri f ique tal  propiedad.  Para que esto se pueda lograr ,  )z(Am  ha 

de ser  también una sfl  tal  que )z(O)z(A m
m −∈ .  En este escenario 

vamos a deducir  las ecuaciones que calculan los coeficientes de 
)z(Am  y )z(Bn .  
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Cálculo y propiedades de los coeficientes del aproximante  

Dada la sfl  F(z),  t rabajaremos con la matriz  Toeplitz  que tienen 

asociadas las sfl ,  n
0j,ijim

)m(
n )f(T =−+= .  Esto es,  























=

−+−++

+−++

+−−+

−−−

m2nm1nmnm

2nmm1m2m

1nm1mm1m

nm2m1mm

)m(
n

f...fff
...............
f...fff
f...fff
f...fff

T .  

Decimos que una sfl  F(z)  es normal  s i  su matr iz  Toeplitz  )m(
nT  es 

no singular para valores arbitrar ios  de sus  parámetros  m  y  n .  La 
siguiente proposición just i f ica esta exigencia.  

Proposic ión 3.2  S i  F(z) es una sfl  normal ,  todos  los  aproximantes 
)z(B/)z(A nm  de t ipo (m|n)  existen, siendo los 

órdenes m))z(A( m =δ− ,  n))z(B( n =δ+  y  el  orden del  

residuo 1nm))z(A)z(B)z(F())z(R( mn ++=−δ=δ ++ .  

Además el  par  ))z(B|)z(A( nm  es  único salvo 

constante mult ipl icat iva.  

La comprobación de esta proposición pone de manif iesto la 
necesidad de la  propiedad de normalidad.  Denotaremos a los 

pol inomios del aproximante como, ∑
−∞=

=
m

k

k
km za)z(A  y  ∑

=
=

n

0k

k
kn zb)z(B .  

Igualando coef icientes según la Ecuación 3.2  hasta el  grado 
m+n+1  obtenemos los siguientes 3  bloques de ecuaciones,  en donde  

denotamos por ir  al i-ésimo  coeficiente del residuo ∑
∞

++=
=

1nmk

k
k zr)z(R .  
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2,...-m1,-mm, i =∀  i

n

0k
kki abf =∑

=
−  Bloque (a)  

nm  ...,2,m ,1mi +++=∀  0bf
n

0k
kki =∑

=
−  Bloque (b)  

 ...,2,nm ,1nmi ++++=∀  i

n

0k
kki rbf =∑

=
−  Bloque (r)  

E
cu

a
ci

o
n

e
s 

3.
3

 

La estrategia d e resolución sería la siguiente:  el  bloque (b)  es el 
punto de part ida para e l  cálculo de los  n  coef ic ientes de )z(Bn  

( 1b0 = ,  con lo  que no es  coef ic iente a calcular) .  Con dichos valores y 

las  ecuaciones del  bloque (a)  s e calculan los coeficientes del  
pol inomio )z(Am  y  con las del  bloque (r)  se calculan los coeficientes 

del  residuo. En ese caso,  f i jémonos inicialmente en el  bloque (b),  

∑
=

− =
n

0k
kki 0bf ,  para valores del  índice i=m+1, m+2,. . . ,m+n.  

0bf
n

0k
kkim =∑

=
−+ ,  donde, tras el  cambio de índice,  i=1,2, . . ,n .  

im

n

1k
kkim fbf +

=
−+ −=∑ ,  también para i=1,2, . . . ,n,  ya que el  coeficiente 

0b  se normaliza al  valor 1 .  

Por lo tanto,  hemos reducido el  bloque (b)  a  un s is tema l ineal  

que t iene a  )m(
1nT − por matr iz  de coef ic ientes y ,  dada su no 

s ingular idad,  es posible entonces obtener una solución única para el  
conjunto de coeficientes }b,...,b,b{ n21 .  
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Para comprobar que el  grado de )z(Bn  es n ,  esto es,  que 0bn ≠  

supondremos por reducción al  absurdo lo contrario.  En ese caso, su 
valor  nulo se obtendría del  numerador de un cociente de 
determinantes s iguiendo el  clásico método de resolución de Cramer.  
Así  dicho determinante tendría la forma,  

nm1m3nm2nm1nm

3m4nmm1m2m

2m3nm1mm1m

1m2nm2m1mm

ff...fff
..................

ff...fff
ff...fff
ff...fff

++−+−+−++

++−++

++−−+

++−−−

−

−
−
−

= )1m(
1n

1m3nm2nm1nmnm

4nmm1m2m3m

3nm1mm1m2m

2nm2m1mm1m

T

f...ffff
..................
f...ffff
f...ffff
f...ffff

+
−

+−+−+−++

+−+++

+−−++

+−−−+

= ,  

que no puede ser nulo por la propiedad de normalidad de la sfl .  

De igual  forma se comprueba que m))z(A( m =−δ ,  es to es ,  0am ≠ . 

Para el lo escogemos de los bloques de la Ecuación 3.3  las s iguientes 
igualdades,  

m

n

0k
kkm abf =∑

=
− ,  la pr imera ecuación del  bloque (a)  

,0bf
n

0k
kkim =∑

=
−+  para i=1,2, . . . ,n,  las n ecuaciones del  bloque (b).  

y construimos el  s istema l ineal  de expresión matricial ,  

( ) ( )t
m

t
n210

)m(
n 0...00ab...bbbT = .  S i  suponemos que 0am = ,  el  anterior 

s istema es homogéneo y,  al  ser  su matr iz  regular ,  solo existe una 
solución:  0bk =  para k=0,1, . . ,n,  lo cual es absurdo pues ya hemos 

comprobado que 0bn ≠ .  Por lo tanto , también 0am ≠ .  

F inalmente,  y  para comprobar que el  ))z(R(+δ  e s  m+n+1 ,  esto 

es ,  0r 1nm ≠++ ,  escogemos de forma s imi lar  las  s iguientes n+1  

ecuaciones,  
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,0bf
n

0k
kkim =∑

=
−+  para i=1,2, . . . ,n,  las n ecuaciones del  bloque (b).  

1nm

n

0k
kk1nm rbf ++

=
−++ =∑ ,  la  pr imera ecuación del  bloque (r).  

que construyen el  s is tema l ineal ,  ( ) ( )1nm
t

n210
)1m(

n r...000b...bbbT ++
+ = .  

S i  por  reducción al  absurdo consideramos que 0r 1nm =++ ,  e l  s is tema 

homogéneo resultante solo posee la solución t r iv ia l ,  con lo que 
0bn = ,  lo cual no es cierto. Por lo tanto, 0r 1nm =++ .  

Esta general ización aparece en [Bul87] y  es la  que más 
fáci lmente se t raslada de una def inición clásica de aproximantes de 
Padé  (Ecuación 3.1).  En la práct ica conl leva,  s in embargo,  alguna 

di f icul tad pues uno de los  pol inomios que interv ienen,  )z(Am ,  es,  en 

real idad,  una sfl  cuyos inf ini tos coeficientes no se calculan de forma 
cerrada sino construyendo rei teradamente el  s istema l i neal 
adecuado.  Este obstáculo práct ico se salva en la propuesta de 
def inición para estos aproximantes de los t rabajos [Gi l95] y  
[Gi lGon97] que consideran,  en una segunda fase,  la aproximacion 

clásica de Padé para el  pol inomio )z(Am .  

Ex i s ten otras maneras de aproximar racionalmente las sfl  
tomando también como punto de part ida los aproximantes de Padé.  
En part icular,  la forma más interesante de el las para nuestros 
objetivos,  se presenta en la sección siguiente.  
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3.3. Aproximantes de Padé-Laurent 

Para la  construcción de los aproximantes de Padé- Laurent  de 

una sf l ,  ∑
∞

−∞=

=
k

k
k zf)z(F ,  se construyen las siguientes subseries o ramas,  

∑
∞

=

+ +=
1k

k
k0 zff

2
1

)z(Z  

∑
∞

=

−
−

− +=
1k

k
k0 zff

2
1

)z(Z ,  

tales que, tr ivialmente,  )z(Z)z(Z)z(F +− += .  

A  par t i r  de  és tas,  dados los enteros posi t ivos m  y  n , 

calcularemos los cocientes de pol inomios de Laurent,  )z(Q)z(P ++  y 

)z(Q)z(P −−  veri f icando las siguientes propiedades,  

• )z(Q+  es  un pol inomio en z  y  )z(Q−  es un pol inomio en 1z− , 
ambos, como mucho, de grado n .  

• )z(O))z(Q)z(P(L)z(Z 1nm ++
+

++
+

+ ∈− .  

• )z(O))z(Q)z(P(L)z(Z )1nm( ++−
−

−−
−

− ∈− .  

• La expresión 
)z(Q
)z(P

)z(Q
)z(P

−

−

+

+

+  se deriva hacia un cociente de 

pol inomios de Laurent ,  
)z(B
)z(A

n

m ,  de grados,  como mucho,  m  y 

n  respectivamente.  

Denominaremos en ese caso al  par ))z(Q)z(P,)z(Q)z(P( −−++  un 

aproximante de Padé -Laurent de la  ser ie  sfl  )z(F .  Nótese que la  

razón de def inir  ta l  aproximante como un par  de cocientes es que 
con un s imple cálculo a part i r  de éstos se puede obtener el  cociente 

)z(B/)z(A nm  mientras que la dirección contrar ia no es única.  
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Así  def inido obtenemos la suma de dos expansiones 

independientes,  ))z(Q/)z(P(L))z(Q/)z(P(L −−
−

++
+ + ,  que construyen 

una  sfl  cuyos  coef ic ientes  son idént icos a los de la  sfl  de part ida 

)z(F  para todo índice nmk +≤ ,  obteniendo una forma cerrada de la 

expresión al  construir  el  cociente )z(B/)z(A nm .  

La propiedad de no singular idad de las s f l  normales tam bién es 
suf iciente en este caso para asegurar la  existencia y  la  unicidad 
salvo constante mult ipl icat iva del  aproximante de Padé-Laurent para 
valores arbitrar ios de m  y  n .  La comprobación de este hecho es 
similar a la estrategia usada en el  caso anterior.  

3.4. El modelo del filtro y los aproximantes de Padé-Laurent 

Ya se ha mencionado en la  Sección 2.2,  la relación entre el  
modelo del  f i l t ro y  los aproximantes de Padé- Laurent de la  ser ie de 
autoproductos escalares,  que denotábamos por,  

∑=
l

l
l rz)z(R .  

Dada la expresión en forma cerrada del  f i l t ro l ineal ,  los 
autoproductos escalares de la secuencia del  modelo atendían a la 
forma de cociente de polinomios de Laurent,  

)z(A
~

)z(A

G
r̂z)z(R̂

pp

2
p

l
l

l == ∑ .  

Dado que )z(R  y  )z(A
~

)z(AG)z(R̂ pp
2
p=  poseen coincidentes 

valores para los índices consecutivos desde l =-p  hasta l=p ,  )z(R̂  es 
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un aproximante de Padé- Laurent[0/p] según la definición vista en la 
sección anterior.  

Por esta razón se puede usar  el  a lgor i tmo de Levinson para la  

construcción de aproximantes de Padé-Laurent[0/p]  para un 

determinado t ipo de ser ies bi inf ini tas,  ∑
k

k
k zf :  aquel las que 

veri f iquen que kk ff =−  y  que se denominan hermít icas .  

Nótese que esta propiedad es ver i f icada tanto por la  secu encia 
de autoproductos escalares como por  la  secuencia de la  DFT  de 
datos reales.  Usaremos esto úl t imo para construir  aproximantes de 
Padé- Laurent de órdenes [0|p] mediante el  algori tmo de Levinson al  
que únicamente ha de variarsele la entrada y la especi ficación de 

sal ida. La general ización de este algori tmo para la construcción de 
aproximantes de Padé- Laurent  de órdenes arbitrar ios se encuentra 
en [Bul87].  

El algoritmo adaptado a la DFT de datos reales 

La modif icación del  algori tmo para su nuevo objet ivo no va a 
var iar  ninguna de las operaciones internas del  mismo, lo que 
cambiarán serán la entrada y la sal ida del  mismo.  

Si  bien cuando construíamos el  f i l t ro l ineal  teníamos como 
entrada la secuencia de autoproductos y  el  orden del  pol inomio,  y  
dábamos como  sal ida la  ganancia del  f i l t ro y  los coef icientes del  
pol inomio predictor,  en este caso la entrada será la secuencia de 
pesos  de  la  DFT  de datos reales y  el  orden del  aproximante,  y  la  
sal ida será el  aproximante pedido.  El  algori tmo queda de la s iguiente 
forma,  
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Entrada }p,X,...,X,X{ p10  

;rE 00 =  

);1(A0 =  

Para n=1 hasta p hacer  

Si  0E 1n ≠−  entonces  

( )
1n

121nn1n
n E

XX...XXA

−

−−=ρ  

( ) ( )1nn1nn A
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00AA −− ρ−=  s iendo ( )1a...aaA
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1n
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( )( )tp2
p21p z...zz1a...aa1)z(A =  

pp EG =  

Sal ida 
)z(A

~
)z(A

G

pp

2
p  

Algoritmo de Levinson para un aproximante de Padé-Laurent[0|p] de la serie 
de pesos de la DFT de datos reales 

Ventajas e inconvenientes 

La forma cerrada que describe el  algori tmo anter ior puede 
sust i tuir  con ventaja a los cálculos de la transformada discreta 
inversa de Fourier,  

∑
−

=
=

1N

0r

rk
Nrk WX

N
1

x ,  (Ecuación IDFT,  capítulo 1).  
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Esto es ,  s i  dada la  secuencia  de pesos }X,...,X,X{ 1N10 − ,  tenemos una 

aproximación racional  de la serie,  

∑
−

=

1N

0r

r
r zX ,  

mediante,  

)z(A
~

)z(A

E

pp

p ,  

en las  sucesivas sust i tuciones de la  var iable z  por  las  potencias  NW  

obtendremos una aproximación de la secuencia de datos reales que 
genera la  DFT .  Por esta razón, la comparat iva de errores se real iza 
en el dominio del t iempo y no en el de la frecuencia.  

Por  otro lado,  ya fue def inida )
z
1(A)z(A~ pp = .  En ese caso,  a l  

tomar valores la var iable z  en las  sucesivas potencias de N
2

N eW
π

=  

tenemos que, 

)W(A)
W

1
(A)

W

1
(A)W(A

~ k
Npk

N
pk

N

p
k

Np === −
,  

con  lo  que ,  
2k

Np
k

Np
k

Np )W(A)W(A~)W(A = .  En ese caso,  el  cociente t iene 

como expresión f inal ,  

2k
Np

2
p

)W(A

G
.  

Nótese además que en el  denominador aparece el  módulo del  

número complejo )W(A k
Np  cuyo cálculo obedece, como se vio en el  
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capítulo anterior ,  a una FFT  apl icada sobre una secuencia construida 
con los coeficientes del  pol inomio predictor.  

Una desventaja al  hecho de usar directamente la secuencia en 

la construcción del  aproximante y  no la secuencia de autoproductos 
correspondientes es que no es apl icable el  desarrol lo l ineal  que ha 
ocupado buena parte de esta memoria.  Para resolver temas como la 
determinación del  grado de pol inomio predictor  debemos,  por tanto,  
circunscribirnos a la aproximación racional .  

En es te sent ido,  y  como se verá en la apl icación práct ica,  la  
e lección del  orden p  del  aproximante vendrá determinada por el 
índice de la más al ta f recuencia que,  por  re levante,  queramos 

incorporar al  modelo .  Esto es,  s i  son coincidentes secuencia y  
aproximante hasta el  coeficiente de índice p , p  será el  índice del  
peso de más al ta f recuencia que queramos conservar  en el  modelo.  
Omit imos una parte f inal  con una s imulación de datos puesto que no 
añade ningún resultado ni interpretación relevante. 

En el  s iguiente capítulo se desarrol la una apl icación de los 
modelos presentados sobre series que cuanti f ican el  consumo de 
agua potable en la ciudad de Santa Cruz de Tenerife.  



 

 

 

Capítulo 4 Una aplicación práctica: 
series de consumo de agua en la 
ciudad de Santa Cruz de Tenerife 

El  presente capítulo centra sus objet ivos en el  
anális is  y modelización de las series de datos de 
consumo de agua en la  ciudad de Santa Cruz de 
Tener i fe .  Las  caracterís t icas per iódicas de su 
comportamiento just i f ican el  empleo del  anál is is  de 
Fourier  y  la  model ización en el  dominio de la  
frecuencia.   

Son dos las partes en las que hemos dividido el  
capítulo.  En una primera parte efectuamos una revisión 
de las frecuencia s que de forma más relevante forman 

parte del  comportamiento global  de cada ser ie.  Este 
pr imer estudio nos permit i rá ,  por  un lado,  c lasi f icar  en 
cier ta  medida los depósi tos según la  apar ic ión o no de 
ciertas per iodicidades,  y  de otro,  conocer el  número de 
parámetros necesarios para la def inición del  modelo.  

La segunda parte at iende a la  construcción de 
modelos periódicos para cada una de las ser ies usando 
las dos metodologías expuestas en los capítulos 2  y  3  
que mejoran,  mediante la  consideración de una forma 
pol inómica cerrada,  las modelizaciones basadas en 
series de truncadas de Fourier.  
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4.1. Las series de datos 

Las series de datos objeto de nuestro anál is is  y  modelización 
son las  obtenidas desde los dist intos depósi tos que la  empresa 
responsable de la distr ibución de agua en Santa Cruz de Teneri fe,  
EMMASA, t iene localizados en dist intos puntos de la ciudad.  

El  v iaje del  agua puede esquematizarse centrándolo en los 
depósi tos:  l lega y se almacena en el los procedente de diversos 
canales de suministro y  sale de el los a la  red de agua potable.  La 
acción de almacenamiento en estos lugares permite por tanto 

independizar  el  f lu jo de entrada del  de sal ida dando por supuesta la  
ver i f icación de la  s iguiente restr icción:  e l  agua que se almacena 
debe ser  super ior  a  una cota  mínima que permita asegurar el  
abastecimiento,  e inferior  a una cota máxima que evi te el  
desaprovechamiento.  

Cada depósito es controlado electrónicamente desde la central  
mediante sensores que informan de incidentes en torno a su 
funcionamiento.  Uno de el los controla el  caudal  de sal ida del  
depósi to,  medido en l i t ros por segundo,  y  calcula la  media por hora 
de este valor para construir  la  serie con la que trabajamos.  Las 
cantidades de nuestra secuencia corresponden al  intervalo entre las 
0  horas  del  d ía  11  de octubre de 1996  hasta  las  9  horas del  11  de 
noviembre de 1996,  es  decir ,  754  datos por depósi to.  Como veremos,  
las conclusiones sobre los pesos de las periodicidades variarán 
notablemente el  tamaño de la serie a modelizar .  

La re lación entre la  sa l ida de agua de los depósitos y  el  
consumo real  no es,  s in embargo,  equivalente.  Esto es debido al  
efecto de fugas o pérdidas que se producen lo largo de la red de 
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agua potable.  No obstante,  s í  que existe una relación directamente 

proporcional  entre el  nivel  de pérdidas y el  consumo. El  motivo es el  
s iguiente:  s i  sube el  nivel  de consumo, aumenta la presión del  agua 
en la  red y  con él  e l  n ivel  de fugas;  a l  bajar  ocurre lo  contrar io .  
Podría decirse entonces que las pérdidas pueden asumirse como un 
coste añadido y que,  en ese caso,  los patrones de comportamiento 
en la  sal ida de agua de los depósi tos son trasladables al  consumo 
real .  Es  por  lo  que nos refer i remos a las  ser ies  obtenidas como ser ies  
de consumo de agua.  

Una segunda hipótes is  de t rabajo se ref iere  a  la  ausencia de 
tendencia en las series de datos.  Esta suposición la basamos en dos 
razones:  

• Las zonas urbanas en las que los depósi tos div iden la  ciudad 

t ienen una población estabi l izada,  esto es,  con crecimiento 
muy bajo.  

• Aún cuando pudiera producirse un incremento poblacional  en 
alguna zona,  éste no ser ía apreciable en el  intervalo de 

t iempo en el  que se han obtenido los datos.  

En def ini t iva,  la  demarcación de la ciudad en zonas atendidas 
por los depósi tos el iminan componentes tendenciales al  div idir  
también éstas.  Este fenómeno no se producir ía en series de consumo 
con una única central  distr ibuidora,  que acumularía incrementos de 
consumidores a niveles apreciables.  Un ejemplo de esto últ imo lo 
encontraríamos en series de consumo eléctr ico.  

No todos los depósi tos t ienen instalado los disposi t ivos de 
control  de gest ión electrónicos.  Además,  su dependencia del  
suministro eléctr ico hace que, en numerosas ocasiones al  fal tar  éste 
queden incompletas o falseadas secuencias de valores medios.  Por 
es te  mot ivo,  han s ido apartados del  estudio los depósi tos de Plaza de 
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Toros y Sobradi l lo al  acumular demasiados fal los que hacen 

irrecuperable la  ser ie.  En el  Gráfico 4.1  mostramos como ejemplo al 
ser ie de Plaza de Toros.  
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Gráfico 4.1.  Serie de Consumo de Agua del depósito de Plaza de Toros 

Los 10 depósi tos que han centrado nuestro t rabajo han s ido,  por 
orden al fabét ico:  Al is ios,  Barranco Grande,  Cueva Roja,  Ofra,  
Pol ígono Ofra,  Salamanca,  Salud,  San Andrés,  Tío Pino y Vuelta 
Grande.  Para cada uno de el los ,  presentamos en la  sección s iguiente, 
los gráf icos de sus t ransformadas y  las  tablas de las f recuencias más 

importantes.  

4.2. Análisis de Periodicidades  

Mostraremos en esta  sección y  para cada uno de los  10  
depósitos,  los gráf icos correspondientes a la DFT  de las series de 
consumo de agua.  Recogeremos en el  índice r  de la secuencia 
resultante,  el  peso de la periodicidad N / r horas,  s iendo N  el  número 
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de datos,  754 .  Así ,  el  peso del  índice 31  mostrará la inf luencia de la 

periodicidad 754/31=24.32  horas,  esto es,  la fuerza de la 
periodicidad di ar ia.  Como veremos,  esta periodicidad es la más 
fuerte y  la  que es común a todas las  ser ies .  Con el lo  concluimos que 
el patrón o rutina diaria es el  más importante.  

Debido a que los  datos de las  secuencias son reales,  su 
t ransformada discreta va a ser  conjugada par,  es decir ,  e l  peso del  
índice r  es  conjugado complejo del  índice N-r .  Por  esa razón,  los 
módulos de los pesos que son los mostrados en los gráf icos son 
s imétr icos respecto del  eje vert ical ,  OY .  Sólo se dibujarán por tanto,  
la  secuencia de los N/2  pr imeros pesos.  

Junto a los gráf icos y  también para cada uno de los depósi tos,  
incluimos en forma de tabla un l istado que muestra las 
periodicidades más relevantes ordenadas de mayor a menor 
inf luencia.  Las columnas que aparecen en las tablas corresponden , 
respect ivamente:  

Índice de la  f recuencia ,  r:  que muestra un valor  en el  rango 0  a 
N-1  para referenciar  a la  s inusoide de periodo N/r .  

Periodicidad en horas,  rp :  donde se indica el  per iodo en horas 

según corresponda al  índice.  

Peso,  rw :  que muestra para cada índice el  peso o inf luencia de 

la sinusoide de periodo 7 5 4 / r según la DFT .  

Energía,  %er :  que calcula el  tanto por ciento de energía para la 

periodicidad de índice r .  Ésta  se calcula  sobre la  energía total ,  
atendiendo por tanto a la relación  
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Dupl icamos el  peso del  índice para recoger también el  valor  en 
e l  índice N- r,  de igual  módulo,  que también es  una s inusoide de igual  
periodicidad.  

Acumulado de Energía,  ∑ %er :  en el que recogemos la suma de 

energías aportadas al  total  hasta el  índice r.  Corresponde por tanto a 
la ecuación  
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Energía en componentes periódicas, %rε ,  y  acumulado de 

energías periódicas,  ∑ %rε :  que el imina el  índice 0 ,  es  deci r ,  la  

componente constante,  de los cálculos.  Las relaciones por  tanto son  
las s iguientes: 
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Nuestro interés por mostrar  las frecuencias más relevantes está 
d i f icul tado por la  indef inición de ‘ relevancia’ .  Los cr i ter ios que 
parecen más interesantes pasan por el  establecimiento de cotas para 
las di ferentes columnas de las tablas:  energía o energía acumulada,  

con o s in e l  efecto de la  constante.  E jemplos de dichas  cotas ser ían,  
por ejemplo,  
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a . l is tar  hasta que %er <0.1%,  

b. l is tar  hasta que ∑ %er >95%,  

c . l is tas hasta que ∑ε %r <80%.  

S in embargo,  cualquiera de estas cotas provoca un heterogéneo 
comportamiento en cuanto a la longitud de las tablas para los 
dist intos depósitos.  Por el lo hemos prefer ido l is tar  un número f i jo de 
f i las ,  15 ,  pudiéndose en este caso apreciarse,  como varían los 
dist intos valores para las columnas.  

Indicamos con la s iguiente leyenda los pesos correspondientes a 

las  per iodic idades diar ia  y  semanal .  La pr imera por  ser  la  más 
relevante,  y  la  segunda porque,  como veremos,  nos permit i rá una 
cierta clasi f icación de los depósi tos y  una considerable 
simpli f icación en el  conjunto de datos a modelizar.  

þ  Diar ia 

¤  Semanal  

Para cada depósi to,  indicamos también en la tabla el  peso 

relevante de mayor índice sombreando su f i la,  y ,  en el  gráf ico 
poster ior ,  los dos valores periódicos más relevantes,  indicando su 
índice y su magnitud.  
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Depósito Alisios  

r rw  %er  ∑ %er  
rp  

0 443.94 86.24% 86.24% 
%rε  ∑ %rε  

þ24.32 31 78.05 5.33% 91.58% 38.76% 38.76% 
11.97 63 45.87 1.84% 93.42% 13.39% 52.15% 

þ23.56 32 44.82 1.76% 95.18% 12.78% 64.93% 

þ25.13 30 23.16 0.47% 95.65% 3.41% 68.35% 
þ27.93 27 16.60 0.24% 95.89% 1.75% 70.10% 

12.16 62 15.99 0.22% 96.11% 1.63% 71.72% 

þ22.85 33 13.74 0.17% 96.28% 1.20% 72.93% 
6.03 125 12.60 0.14% 96.41% 1.01% 73.94% 

þ22.18 34 12.07 0.13% 96.54% 0.93% 74.86% 

11.78 64 11.24 0.11% 96.65% 0.80% 75.67% 
þ26.93 28 10.95 0.10% 96.76% 0.76% 76.43% 

12.57 60 10.85 0.10% 96.86% 0.75% 77.18% 

3.44 219 10.35 0.09% 96.95% 0.68% 77.86% 
5.98 126 10.14 0.09% 97.04% 0.65% 78.51% 
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Gráfico 4.2.  Transformada Discreta de Fourier de la serie del depósito Alisios. 
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P á g i n a  95  

 

 

Depósito Barranco Grande 

r rw  %er  ∑ %er  
rp  

0 63.08 83.58% 83.58% 
%rε  ∑ %rε  

þ24.32 31 11.46 5.52% 89.10% 33.61% 33.61% 
8.02 94 7.60 2.42% 91.53% 14.77% 48.38% 

þ23.56 32 7.26 2.21% 93.74% 13.49% 61.87% 

þ25.13 30 3.83 0.62% 94.36% 3.76% 65.63% 
11.97 63 3.00 0.38% 94.74% 2.31% 67.94% 

20.94 36 2.61 0.29% 95.02% 1.74% 69.68% 

þ27.93 27 2.48 0.26% 95.28% 1.57% 71.26% 
6.03 125 2.18 0.20% 95.48% 1.22% 72.48% 

26.00 29 1.97 0.16% 95.65% 0.99% 73.47% 

þ22.85 33 1.96 0.16% 95.81% 0.99% 74.46% 
11.25 67 1.93 0.16% 95.96% 0.95% 75.41% 

7.94 95 1.89 0.15% 96.11% 0.92% 76.32% 

5.98 126 1.79 0.13% 96.25% 0.82% 77.14% 
þ22.18 34 1.73 0.13% 96.37% 0.76% 77.91% 
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Gráfico 4.3.  Transformada Discreta de Fourier de la serie del depósito Barranco Grande. 



 

U n a  a p l i c a c i ó n  p r á c t i c a :   

s e r i e s  d e  c o n s u m o  d e  a g u a  e n  l a  c i u d a d  d e  S a n t a  C r u z  d e  T e n e r i f e  

 

P á g i n a  96  

 

 

Depósito Cueva Roja 

r rw  %er  ∑ %er  
rp  

0 2007.33 81.05% 81.05% 
%rε  ∑ %rε  

þ24.32 31 444.97 7.97% 89.02% 42.03% 42.03% 
11.97 63 278.21 3.11% 92.13% 16.43% 58.46% 

þ23.56 32 255.39 2.62% 94.75% 13.85% 72.31% 

12.16 62 110.03 0.49% 95.24% 2.57% 74.88% 
þ22.85 33 109.39 0.48% 95.72% 2.54% 77.42% 

þ25.13 30 107.83 0.47% 96.19% 2.47% 79.89% 

þ26.00 29 79.56 0.25% 96.44% 1.34% 81.23% 
11.78 64 72.98 0.21% 96.66% 1.13% 82.36% 

6.03 125 66.48 0.18% 96.84% 0.94% 83.30% 

¤188.50 4 59.63 0.14% 96.98% 0.75% 84.06% 
8.02 94 57.34 0.13% 97.11% 0.70% 84.76% 

5.98 126 54.84 0.12% 97.23% 0.64% 85.39% 

þ22.18 34 54.42 0.12% 97.35% 0.63% 86.02% 
27.93 27 50.04 0.10% 97.45% 0.53% 86.55% 
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Gráfico 4.4.  Transformada Discreta de Fourier de la serie del depósito Cueva Roja. 



 

U n a  a p l i c a c i ó n  p r á c t i c a :   

s e r i e s  d e  c o n s u m o  d e  a g u a  e n  l a  c i u d a d  d e  S a n t a  C r u z  d e  T e n e r i f e  

 

P á g i n a  97  

 

 

Depósito Ofra 

r rw  %er  ∑ %er  
rp  

0 1582.31 84.02% 84.02% 

%rε  ∑ %rε  

þ25.13 30 334.39 7.50% 91.52% 46.95% 46.95% 

þ24.32 31 197.30 2.61% 94.13% 16.34% 63.29% 

12.36 61 173.99 2.03% 96.16% 12.71% 76.01% 

þ26.00 29 83.06 0.46% 96.63% 2.90% 78.90% 

þ23.56 32 76.10 0.39% 97.02% 2.43% 81.34% 

12.57 60 66.14 0.29% 97.31% 1.84% 83.17% 

26.93 28 61.42 0.25% 97.56% 1.58% 84.76% 

þ22.85 33 47.51 0.15% 97.71% 0.95% 85.70% 

¤150.80 5 46.76 0.15% 97.86% 0.92% 86.62% 

¤251.33 3 43.11 0.12% 97.99% 0.78% 87.40% 

¤188.50 4 42.09 0.12% 98.11% 0.74% 88.15% 

12.16 62 39.87 0.11% 98.21% 0.67% 88.81% 

6.23 121 38.73 0.10% 98.31% 0.63% 89.44% 

27.93 27 36.44 0.09% 98.40% 0.56% 90.00% 
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Gráfico 4.5.  Transformada Discreta de Fourier de la serie del depósito Ofra. 



 

U n a  a p l i c a c i ó n  p r á c t i c a :   
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P á g i n a  98  

 

 

Depósito Polígono Ofra 

r rw  %er  ∑ %er  
rp  

0 450.15 73.62% 73.62% 
%rε  ∑ %rε  

þ24.32 31 125.22 11.39% 85.01% 43.18% 43.18% 
þ23.56 32 70.18 3.58% 88.59% 13.56% 56.74% 

11.97 63 68.33 3.39% 91.98% 12.86% 69.60% 

þ25.13 30 35.63 0.92% 92.90% 3.50% 73.10% 
þ22.85 33 28.42 0.59% 93.49% 2.22% 75.32% 

þ26.00 29 26.74 0.52% 94.01% 1.97% 77.29% 

12.16 62 26.49 0.51% 94.52% 1.93% 79.23% 
þ22.18 34 19.37 0.27% 94.79% 1.03% 80.26% 

¤251.33 3 19.36 0.27% 95.06% 1.03% 81.29% 

26.93 28 18.88 0.26% 95.32% 0.98% 82.27% 
11.78 64 17.89 0.23% 95.56% 0.88% 83.15% 

377.00 2 16.96 0.21% 95.76% 0.79% 83.95% 

27.93 27 16.63 0.20% 95.97% 0.76% 84.71% 
6.03 125 16.45 0.20% 96.16% 0.75% 85.45% 
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Gráfico 4.6.  Transformada Discreta de Fourier de la serie del depósito Polígono Ofra. 



 

U n a  a p l i c a c i ó n  p r á c t i c a :   
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P á g i n a  99  

 

 

Depósito Salamanca 

r rw  %er  ∑ %er  
rp  

0 1568.27 80.02% 80.02% 
%rε  ∑ %rε  

þ24.32 31 342.47 7.63% 87.65% 38.20% 38.20% 
11.97 63 213.22 2.96% 90.61% 14.81% 53.01% 

þ23.56 32 182.10 2.16% 92.77% 10.80% 63.81% 

¤188.50 4 96.48 0.61% 93.37% 3.03% 66.84% 
þ22.85 33 92.71 0.56% 93.93% 2.80% 69.64% 

þ25.13 30 84.11 0.46% 94.39% 2.30% 71.94% 

12.16 62 75.98 0.38% 94.77% 1.88% 73.82% 
11.78 64 71.31 0.33% 95.10% 1.66% 75.48% 

¤150.80 5 65.72 0.28% 95.38% 1.41% 76.88% 

þ26.00 29 60.29 0.24% 95.62% 1.18% 78.07% 
21.54 35 56.13 0.21% 95.82% 1.03% 79.09% 

6.03 125 51.09 0.17% 95.99% 0.85% 79.94% 

8.02 94 49.03 0.16% 96.15% 0.78% 80.73% 
377.00 2 47.76 0.15% 96.30% 0.74% 81.47% 
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Gráfico 4.7.  Transformada Discreta de Fourier de la serie del depósito Salamanca. 



 

U n a  a p l i c a c i ó n  p r á c t i c a :   
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P á g i n a  100  

 

 

Depósito Salud 

r rw  %er  ∑ %er  
rp  

0 1137.46 80.30% 80.30% 
%rε  ∑ %rε  

þ24.32 31 264.52 8.68% 88.98% 44.08% 44.08% 
11.97 63 155.54 3.00% 91.99% 15.24% 59.33% 

þ23.56 32 153.37 2.92% 94.91% 14.82% 74.15% 

þ25.13 30 66.15 0.54% 95.45% 2.76% 76.90% 
þ22.85 33 59.72 0.44% 95.89% 2.25% 79.15% 

12.16 62 58.42 0.42% 96.32% 2.15% 81.30% 

þ26.00 29 47.29 0.28% 96.59% 1.41% 82.71% 
27.93 27 38.89 0.19% 96.78% 0.95% 83.66% 

11.78 64 38.80 0.19% 96.97% 0.95% 84.61% 

6.03 125 38.61 0.19% 97.15% 0.94% 85.55% 
5.98 126 33.65 0.14% 97.29% 0.71% 86.26% 

þ22.18 34 33.11 0.14% 97.43% 0.69% 86.96% 

26.93 28 27.82 0.10% 97.53% 0.49% 87.44% 
21.54 35 24.65 0.08% 97.60% 0.38% 87.83% 
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Gráfico 4.8.  Transformada Discreta de Fourier de la serie del depósito Salud. 



 

U n a  a p l i c a c i ó n  p r á c t i c a :   
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P á g i n a  101  

 

 

Depósito San Andrés 

r rw  %er  ∑ %er  
rp  

0 246.24 86.36% 86.36% 
%rε  ∑ %rε  

þ24.32 31 45.21 5.82% 92.18% 42.66% 42.66% 
þ23.56 32 28.28 2.28% 94.46% 16.69% 59.36% 

11.97 63 17.18 0.84% 95.30% 6.16% 65.52% 

þ25.13 30 12.07 0.42% 95.71% 3.04% 68.56% 
22.85 33 10.98 0.34% 96.05% 2.52% 71.08% 

83.78 9 8.28 0.20% 96.25% 1.43% 72.51% 

12.16 62 7.88 0.18% 96.43% 1.30% 73.81% 
27.93 27 7.74 0.17% 96.60% 1.25% 75.06% 

377.00 2 7.47 0.16% 96.76% 1.17% 76.22% 

þ26.00 29 7.41 0.16% 96.91% 1.15% 77.37% 
¤251.33 3 6.82 0.13% 97.04% 0.97% 78.34% 

125.67 6 6.80 0.13% 97.18% 0.97% 79.30% 

68.55 11 6.77 0.13% 97.31% 0.96% 80.26% 
39.68 19 6.61 0.12% 97.43% 0.91% 81.17% 
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Gráfico 4.9.  Transformada Discreta de Fourier de la serie del depósito San Andrés. 



 

U n a  a p l i c a c i ó n  p r á c t i c a :   
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P á g i n a  102  

 

 

Depósito Tío Pino 

r rw  %er  ∑ %er  
rp  

0 228.05 81.03% 81.03% 
%rε  ∑ %rε  

þ24.32 31 52.04 8.44% 89.47% 44.50% 44.50% 
þ23.56 32 30.14 2.83% 92.30% 14.92% 59.42% 

11.97 63 29.06 2.63% 94.94% 13.88% 73.30% 

þ25.13 30 13.40 0.56% 95.49% 2.95% 76.25% 
þ22.85 33 13.22 0.54% 96.04% 2.87% 79.12% 

12.16 62 10.60 0.35% 96.39% 1.85% 80.96% 

þ26.00 29 10.47 0.34% 96.73% 1.80% 82.76% 
þ22.18 34 8.89 0.25% 96.98% 1.30% 84.06% 

6.03 125 6.86 0.15% 97.12% 0.77% 84.84% 

11.78 64 6.84 0.15% 97.27% 0.77% 85.60% 
27.93 27 6.56 0.13% 97.40% 0.71% 86.31% 

5.98 126 6.20 0.12% 97.52% 0.63% 86.94% 

4.80 157 5.91 0.11% 97.63% 0.57% 87.52% 
26.93 28 5.72 0.10% 97.73% 0.54% 88.05% 
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Gráfico 4.10.  Transformada Discreta de Fourier de la serie del depósito Tío Pino.  
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P á g i n a  103  

 

 

Depósito Vuelta Grande 

r rw  %er  ∑ %er  
rp  

0 19518.93 86.52% 86.52% 
%rε  ∑ %rε  

þ24.32 31 4527.23 9.31% 95.83% 69.06% 69.06% 
12.16 62 1811.37 1.49% 97.32% 11.06% 80.12% 

¤188.50 4 706.11 0.23% 97.55% 1.68% 81.80% 

754.00 1 647.08 0.19% 97.74% 1.41% 83.21% 
¤150.80 5 608.76 0.17% 97.91% 1.25% 84.46% 

þ25.13 30 550.35 0.14% 98.04% 1.02% 85.48% 

6.08 124 523.02 0.12% 98.17% 0.92% 86.40% 
¤251.33 3 510.78 0.12% 98.29% 0.88% 87.28% 

83.78 9 481.20 0.11% 98.39% 0.78% 88.06% 

58.00 13 466.90 0.10% 98.49% 0.73% 88.79% 
34.27 22 422.44 0.08% 98.57% 0.60% 89.40% 

21.54 35 378.96 0.07% 98.64% 0.48% 89.88% 

8.11 93 366.40 0.06% 98.70% 0.45% 90.33% 
377.00 2 362.15 0.06% 98.76% 0.44% 90.77% 
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Gráfico 4.11.  Transformada Discreta de Fourier de la serie del depósito Vuelta Grande. 
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P á g i n a  104  

 

 

4.3. La periodicidad semanal 

Por lo expuesto anter iormente,  la  periodicidad que más inf luye 
en e l  desarrol lo  de las  ser ies  de consumo de agua es la  diar ia .  
Aparece en los primeros puestos en todas las tablas de pesos y l idera 
el  índice más alto de frecuencia relevante excepto en el  Depósito 
Barranco Grande,  donde el  índice 94  que corresponde a un per iodo 
de 8  horas,  es el  más inf luyente.  

Ésta es la  razón que nos permit i r ía  s impl i f icar  la  ser ie 
cronológica de datos,  agrupando y obteniendo las medias diar ias,  

pasando de un tamaño N=754  a  otro menor N=24.  Esta agrupación es 
suf iciente para recoger no sólo la  inf luencia diar ia,  sino cualquier de 
índice superior a ésta:  12  horas,  8  horas,  6  horas etc.  

La razón de esta simpli f icación surge de la necesidad de reducir  
e l  índice de la  mayor  f recuencia con relevancia.  S i  en la  mayor ía  de 
los depósitos éste es 6 2-63 ,  e l  grado del  pol inomio predictor usado 
en los modelos ser ía  de esa magnitud,  con lo que ser ían necesar ios,  
a l  menos,  tantos coef icientes,  con lo que complicamos el  modelo.  Al  
ser  efectuada la  agrupación,  con N=24 ,  e l  mayor índice relevante 
pasa a  ser  só lo  2,  puesto que 24/2=12,  que es el  periodo cuyo peso 
se ha de conservar .  Aumentando el  grado del  pol inomio hasta cuatro 
se cubren también las  per iodicidades de 8  horas y  6  horas.  Por  lo  
tanto,  se ha reducido considerablemente el  número de coeficientes 
que intervienen en el  modelo,  s impli f icándolo.  

S in embargo,  esta drást ica s impl i f icación no es apl icable a todos 

las ser ies.  Agrupar y  calcular  medias supone pérdida de información 
por uniformidad con lo que tenemos que ser  cuidadosos,  
comprobando si  dicha pérdida es sensible.  Aplicar un modelo de 
comportamiento diar io impl ica que la  ser ie model izada no se ve 
afectada por el  día de la semana que es,  esto es,  se comporta igual  
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un lunes que un v iernes.  Esto ha de ser  ver i f icado,  para lo  cual  

debemos estudiar  la  per iodicidad semanal:  en aquel las ser ies en la 
que tenga peso esta periodicidad la s impl i f icación se real izará pero a 
N=168 ,  es to  es ,  las  24  horas  de los  7  d ías  de la  semana,  o  lo  que es  
lo mismo, un modelo de patrón de comportamiento semanal;  para 
aquel las  ser ies  en las  que esta periodicidad no tenga infuencia 
contruiremos el  modelo de patrón de comportamiento diario.  

En el  Gráf ico 4 .12  se suman los pesos de los índices 3 ,  4  y  5  que 
corresponderían a la  inf luencia semanal .  Se muestran por orden 
decreciente y divididos en 2  grupos según lo que hemos considerado 
que pueda ser  una separación entre ser ies de consumo con o s in 
inf luencia de la periodicidad semanal.  El  primer grupo aparece en un 
color  más oscuro que el  segundo,  indicando en porcentajes el  peso 
de la influencia sem anal,  y siendo el  valor de corte 0 .30%.  
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Gráfico 4.12.  Peso de la influencia semanal en las series de cada uno de los depósitos. 
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Por lo tanto,  se deberá construir  un modelo semanal  para los 

depósitos de Cueva Roja,  Ofra,  Pol ígono Ofra,  Salamanca,  San Andrés 
y  Vuel ta  grande.  Y,  en cambio,  se deberá calcular  un modelo diar io 
para Al isios,  Barranco Grande, Salud y Tío Pino. 

Procede ahora un estudio del  comportamiento de los modelos y  
sus errores para las secuencias de datos agrupados correspondientes 
a los dist intos depósi tos.  

4.4. Estudio de los modelos 

Dado que la modelización que estudiamos se presenta desde el  

dominio de la  f recuencia,  y  puede ser  considerado su poster ior  
t raslado al  dominio del  t iempo, son dos los errores que deben ser 
estudiados.  Por un lado,  en el  dominio  de la frecuencia,  el  que se 
establece entre la  secuencia de la  DFT  y  su modelo y  por  ot ro ,  en e l  
dominio del  t iempo,  el  que se establece entre la  secuencia de 
medias y  los  modelos de la  DFT  t rasladados al  t iempo. Sin embargo,  
como la  model ización mediante el  aproximante de Padé-Laurent no 
construye la secuencia en el  dominio de la f recuencia,  s ino una 
forma cerrada pol inomial  de la transformada inversa de Fourier 
discreta,  e l  estudio para este úl t imo caso lo real izamos sólo en el  
dominio del t iempo.  

Además,  para la  comparat iva entre el  modelo y  la  ser ie  or ig inal ,  
y  el  estudio de los errores,  vamos a hacer intervenir  una 
modelización estándar mediante secuencias truncadas de Fourier 
que usen el  mismo número de parámetros.  Para cualquiera de los 

modelos:  l ineal ,  PL (aproximante de Padé-Laurent)  y  TF (truncada de 
Four ier),  evaluaremos el  error cuadrático de la aproximación.  
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Hemos escogido dos depósi tos para el  desarrol lo de los 

comentarios:  Depósito Al is ios para el  agrupamiento diar io,  y  
Depósi to Cueva Roja para el agrupamiento semanal.  

Modelos para el depósito Alisios 
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Gráfico 4.13.   Ganancia del filtro para el modelo lineal 

El  Gráfico  4.13  muestra la convergencia de la ganancia del  f i l t ro 
a l  peso de la  componente cont inua de la  DFT ,  e l  va lor  79,597 .  Como 
comprobamos no hace fal ta un grado muy elevado para lograr  una 
buena aproximación: el  grado 3  es suficiente.  Usaremos este grado 
como referencia para la  construcción de los modelos.  Este orden 

también es suf iciente para el  modelo PL  pues asegura la inclusión en 
el mismo hasta el  peso de la frecuencia de índice 3.  

Esta  decis ión también se comprueba en el  Gráfico 4.14  en el  que 
se muestran los errores cuadrát icos del  modelo l ineal  y  una truncada 
para el  mismo número de parámetros.  Nótese en este caso que,  s i  e l  

79,597 
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grado del  pol inomio predictor  es  p ,  e l  modelo  l inea l  usa  p+1 

parámetros,  con lo que usaremos una truncada de tal  número de 
coef icientes.  S i  se el ige por la  convergencia de la ganancia  p=3 ,  el 
modelo l ineal muestra un error sensiblemente menor que el  de la 
truncada con 4  coeficientes.  
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Gráfico 4.14.   Errores cuadráticos en el dominio de la frecuencia 

El  Gráf ico 4.15 apoya de nuevo  la decisión tomada respecto al  
orden del  modelo,  pues es en este grado donde la truncada de 
Fourier  muestra,  aunque sensiblemente,  peores resul tados.  En este 
gráf ico se comparan los modelos l ineal ,  PL  y TF  en el  dominio del 

t iempo.  

La coincidencia entre la DFT  y  e l  modelo l ineal  para p=3  se 
comprueba en el  Gráfico 4.16 ,  y ,  f inalmente,  el  Gráfico 4.17  muestra 
los  3  modelos  junto  a  la  serie de datos original  agrupada de forma 
diar ia .  Se pone de manif iesto en este gráf ico que los modelos 
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suavizan el  comportamiento de la serie original  y que, entre todos,  el  

de mejor comportamiento es el  l ineal .  
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Gráfico 4.15.   Errores cuadráticos en el dominio del tiempo 
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Gráfico 4.16.   Módulos complejos de la DFT y su modelo lineal de orden 3 
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Gráfico 4.17.   Comparativa en el dominio del tiempo 

La s iguiente sección repi te la  apl icación de los modelos para el  
depósito de Cueva Roja.  Sobre la secuencias agrupadas 
semanal mente se comprueba más fáci lmente las conclusiones de 

convergencia y ajuste al  ser las secuencias de datos más largas.  
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Modelos para el depósito de Cueva Roja 
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Gráfico 4.18.  Ganancia del filtro para el modelo lineal 

En Gráfico  4.18 ,  se muestra la  convergencia en sal tos de la 
ganancia del  f i l t ro.  Las zonas horizontales del  desarrol lo de la  

convergencia indican que no se produce variación est imable del  
coef ic iente de ref lexión,  lo  que nos va a permit i r  usar  la  vers ión 
acelerada del  a lgori tmo.  

Es  p=21  el  valor escogido para  asegurar una convergencia 
suf ic iente.  Este valor  se just i f ica en los gráf icos s iguientes,  4.19  y 
4.20  de errores cuadrát icos en ambos dominios.  Es el  modelo l ineal  
e l  que mejor  resul tado ofrece,  mientras que el  PL  t iene un 
comportamiento s imilar  al  calculado con la truncada de Fourier.  
Nótese que para el  orden elegido,  el  error del  modelo l ineal  avanza 
a l  menos  en 7  parámetros el  comportamiento de los restantes 
modelos en ambos dominios.  
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Gráfico 4.19.  Errores cuadráticos en el dominio de la frecuencia 
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Gráfico 4.20.  Errores cuadráticos en el dominio del tiempo 
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Gráfico 4.21.  Comparativa entre el módulo complejo de la DFT y el modelo lineal para p=21 

Hemos ampliado la comparativa de los modelos l ineales al  usar 

la  versión acelerada del  algori tmo para este modelo,  con un corte de 
0.05 .  Es  decir ,  son anulados los coeficientes de ref lexión de módulo 
infer ior  a  dicha cant idad.  En el  Gráf ico 4.21  se muestra el  buen 
ajuste  de la  secuencia  DFT  de la  ser ie de datos agrupados 
semanalmente,  por  su modelo l ineal  para p=21 .  E l  Gráfico 4.22  
muestra un ajuste equivalente para el  modelo contruido a través el  
algori tmo acelerado.  
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Gráfico 4.22.  Comparativa entre el módulo complejo de la DFT y el modelo lineal acelerado para 
p=21 
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Además quedan igualmente anulados muchos de los 

coeficientes del  pol inomio predictor s in modif ica rse sustancialmente 
el  ajuste.  En part icular el  f i l t ro l ineal  queda simpli f icado a,  

21147 z)i0150.00931.0(z)i1598.01140.0(z)i1787.02056.0(1
102.959

+−−+−−+
,  

esto es,  sólo 3  coeficientes de los 21  iniciales.  

Para f inal izar  e l  presente capí tulo,  mostramos la  ser ie de datos 
semanal  junto a los modelos que se presentan en la memoria.  De 

nuevo es el  modelo l ineal  el  que,  v isualmente se ajusta mejor a la 
secuencia original .  
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Gráfico 4.23.  Comparativa de los modelos en el dominio del tiempo. 
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Conclusiones y 
Cuestiones abiertas 

 

 

 

En la presente memoria proponemos el  uso de dos modelos para 
aproximar el  dominio de la frecuencia.  Mediante el  pr imer modelo,  
se ha adaptado una estructura l ineal  por retardos ampliamente 
usada para secuencias estacionarias a una ser ie de datos que ni  
s iquiera es cronológica.  En el  segundo caso, se ha contruido un 
modelo racional  usando aproximantes de Padé- Laurent.  Para ambos 
casos,  la computación de los parámetros del  modelo se ha resuel to 
mediante el  algori tmo de Levinson.  

La just i f icación del  uso de un f i l t ro  l ineal  para la  model ización 
de una transformada discreta de Fourier  de datos reales,  no viene 
únicamente determinada por un buen ajuste.  Una conveniente 
interpretación de la model ización a t ravés de los  coef ic ientes de 
ref lexión y  no de los coef ic ientes de los retardos completa el  estudio.  
Precisamente es la interpretación que se hace de estos valores,  la 
que posibi l i ta la escr i tura de una versión acelerada del  algor i tmo de 
Levinson,  que el imina la computación  de valores no relevantes.  Se 
produce entonces un ahorro en el  número de cálculos recurs ivos que 
no merma el ajuste del modelo f inal.  

La ident i f icación del  orden del  modelo se real iza usando 
propiedades de convergencia del  valor  de la ganancia del  f i l t ro a su 
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valor  verdadero.  Este método,  aunque se basa en apreciaciones 
relat ivas,  resuelve la elección del  grado de forma práct ica.   

La otra vert iente que se toma es la  refer ida al  modelo racional  
mediante aproximantes de ser ies  bi inf in i tas  de Padé-Laurent.  
Tomando la relación del  algor i tmo de Levinson con estos 
aproximantes se construye para la ser ie t ratada una formulación 
cerrada de la t ransformada inversa.  Para la elección del  orden del  
aproximante en este segundo modelo planteado, se est ima 
simplemente hasta qué frecuencia se quiere añadir  al  modelo.  

En la apl icación práct ica de ambos modelos,  contamos con 
secuencias per iódicas de datos reales que permiten,  t ras un anál is is  
de periodicidades en el  dominio de la f recuencia,  una pr imera 
simpli f icación por agru pamientos.  Este cálculo previo permite,  s in 
pérdida de información importante,  que la complej idad de los 
modelos sea también menor.  S in embargo,  es  para la segunda ser ie  
de datos agrupados,  la correspondiente a una ser ie semanal,  donde 
las propiedades plan teadas se comprueban con más c lar idad:  la 
convergencia de la  ganancia del  f i l t ro  y  la  e lección del  orden del  
modelo.  Una comparat iva entre los modelos propuestos y  la ser ie 
t runcada de Fourier  pone de manif iesto la ventaja del  modelo l ineal  
para un mismo número de parámetros.  La conclusión que extraemos 
de este e jerc ic io práct ico es la de considerar  como mejor  modelo al  
l ineal ,  y  como equivalentes el  construido mediante aproximantes y  el  
deducido mediante secuencias truncadas.  

Varias cuest iones quedan abiertas por esta invest igación. En 
pr imer lugar ser ía interesante comparar los métodos de 
identi f icación de órdenes para aproximaciones racionales de la 
l i teratura con los aquí  expuestos.  S in embargo,  dada la 
part icular idad de éstos úl t imos para los modelos pl anteados,  no es 
previsible que puedan ser general izados.  

Una segunda cuest ión que puede ser  planteada es la posibi l idad 
de uso con éxi to de los modelos planteados en estrategias 
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aceleradoras de convergencia en truncadas de Fourier  y  sumas 
tr igonométr icas,  véase [JonHar70].  Este estudio es el  que centra en 
la actualidad nuestro trabajo.  

La tercera cuest ión global iza la apl icación práct ica real izada 
con las ser ies de consumo de agua en un entorno urbano.  Por un 
lado,  hay que extender  la  ser ie  de datos a un ta maño más razonable 
que pueda hacer posible el  estudio de frecuencias mensuales,  e  
incluso anuales.  Construidos los modelos,  e l  s iguiente paso ser ía 
c lasi f icatorio,  es decir ,  habría que establecer las relaciones 
oportunas entre las frecuencias con peso y el  t ipo de población de la  
zona.  Este  estudio asegurar ía e l  éxi to  a la  hora de la  plani f icación de 
nuevos depósitos para zonas de la ciudad en desarrol lo.  

Respecto a este tema, podría ser  de ut i l idad contemplar  la 
gest ión de los depósi tos de agua como un  s i s tema de almacén e 
inventario.  Modelizada la demanda, el  depósito debe satisfacerla con 
dos requis i tos:  e l  n ivel  de almacén debe ser  suf ic iente para que no se 
produzca desabastacimiento,  y  menor que una cota máxima que 
producir ía desaprovechamiento.  El  uso  de modelos de inventario no 
redundaría sólo en ahorro de recursos,  s ino que,  por  e jemplo,  podría 
determinar el  tamaño ópt imo del  depósi to para el  mejor  
abastecimiento.  
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