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El principal objetivo de esta Memoria se centra en la utilizacion de la teoria de
la aproximacioén racional de Padé en el caso matricial para la bdsqueda de posibles
caracterizaciones de funciones racionales matriciales, asi como de condiciones sobre

unicidad y minimalidad de representacion para las mismas.

En concreto, la técnica de los aproximantes de Padé, introducida por Padé
(1892) como un tipo especial de aproximacion racional para la estimacion del valor de
una funciobn en un punto, constituye un nucleo esencial de las numerosas

investigaciones que se vienen realizando en el &mbito de la aproximacion racional.

El problema de la aproximacion de Padé escalar en relacion con el estudio de
series formales de potencias ha sido objeto de un amplio tratamiento asi como de
numerosas aplicaciones en disciplinas tan diversas como la Fisica, la Estadistica, la
Economia, la Ingenieria, etc., las cuales han motivado a su vez importantes resultados
tedricos. Asi mismo, el desarrollo a partir de los afios 50 de nuevas técnicas
computacionales y de métodos de computacion recursiva ha estimulado las
aplicaciones de este género de aproximaciones racionales a la solucion de numerosos
problemas. En general, dichas aplicaciones van desde la solucion de todo tipo de
ecuaciones con operadores, técnicas de aceleracion de la convergencia, teoria de
sistemas lineales, teoria de redes, procesos estocasticos, analisis de series temporales,
etc. Las investigaciones que se han venido realizando en relacion con la aproximacion
de Padé en el campo escalar se han centrado, por un lado, en la aproximacion de series
formales de potencias, en particular, la aproximacion local de funciones analiticas en
un punto -caso clasico- y, por otro lado, en la generalizacion a otros tipos de
aproximantes racionales. Asi mismo y de forma paralela, numerosas investigaciones se

han llevado a cabo en el &mbito de la aproximacion de Padé a nivel vectorial y



PROLOGO

matricial tanto para el denominado caso clasico como para las distintas

generalizaciones abordadas.

En este trabajo nos centramos en la generalizacion, no siempre trivial, del caso
clasico al campo de la aproximacion de Padé matricial. Algunos aspectos especificos,
como son la no conmutatividad del producto de matrices y las posibilidades sobre
normalizacion, permiten establecer diferencias claras entre los casos escalar y matricial
que se ven necesariamente reflejadas desde la propia definicion, si bien, dependiendo
de los criterios adoptados surgen diferentes definiciones para los aproximantes

matriciales.

Asi mismo, la relacion de la aproximacion de Padé matricial con otros &mbitos
de estudio ha enriquecido y estimulado el avance de la investigacion en todos ellos. En
concreto, cobra especial relevancia en esta investigacion la relacion existente entre esta
técnica y la especificacion de modelos racionales en el contexto de los modelos de
series temporales. Es precisamente este Gltimo aspecto el que conduce nuestra linea de
investigacion a la busqueda de posibles métodos para caracterizar funciones racionales
matriciales, en tanto que, ello permitira llevar a cabo la identificacion de modelos

racionales en el andlisis de relaciones dinamicas entre variables temporales.

En este contexto, ademas de contribuir con una caracterizacion para la
especificacion de modelos VARMA, proporcionamos otras formas, alternativas a las
que se encuentran en la literatura, para tratar los problemas de la no identificabilidad de
los parametros y de la intercambiabilidad de modelos con estructuras simplificadas.
Dicha aplicacién esta en la linea de la preocupacion y de los esfuerzos que durante las
dos dltimas décadas se han venido realizando en el ambito de series temporales,
destinados a profundizar en el estudio y desarrollo de nuevos métodos con los que

abordar la identificacion de relaciones entre variables en el dominio del tiempo.
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En nuestra opinion, como nexo de union resulta vital que las caracterizaciones
que se obtengan en el marco de la teoria de Padé sean suficientemente sencillas y
susceptibles de interpretacion directa; de ahi que consideremos interesante la

presentacion grafica -en forma tabular- de los resultados obtenidos.

El interés por profundizar en estos aspectos tiene su origen en el caso escalar,
donde se han dado respuestas satisfactorias a las cuestiones planteadas sobre ellos,
tanto desde el punto de vista matematico como desde el de su aplicacion a la
modelizacion de series temporales. En este sentido, es de indiscutible importancia el
papel excepcional que desempefia la Tabla C (Baker, 1975) en la caracterizacién de la
racionalidad, por lo que se establece como punto de referencia de esta investigacion.
Asi mismo, su analogo en la literatura econométrica, el método corner (Beguin et al.,
1980; Liu y Hanssens, 1982) y relacionados han venido a enriquecer notablemente el

ambito de la identificacion en el analisis de series temporales.

En cambio, hasta ahora el caso matricial ha carecido de propiedades similares.
La mayor complejidad del mismo justifica el hecho de que los resultados que se tienen
dentro del caso escalar no hayan podido ser generalizados directamente sino que se
hayan encontrado con serias dificultades. En este aspecto, en la presente investigacion
se ha delimitado el marco de estudio en funcion de la posible aplicacion que se

pretende abordar posteriormente.

Ademas, mientras que el caso escalar permite tratar los conceptos de
racionalidad o naturaleza racional, minimalidad y unicidad casi como un Unico aspecto,
en el caso matricial éstos adquieren una mayor independencia y se hace necesario un
tratamiento mas detallado y laborioso, teniendo que precisar diferentes definiciones de

tipos de minimalidades y unicidades.

Algunas referencias valiosas relativas a las cuestiones que pretendemos abordar
son, entre otras, Draux (1987a), Van Iseghem (1987) y Xu y Bultheel (1990), desde el
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punto de vista de la Aproximacion de Padeé, y Berlinet (1982), Francq (1989) y Tiao y
Tsay (1989), desde la perspectiva de los modelos VARMA.

Partiendo de estas consideraciones, la presente Memoria se estructura en cuatro

capitulos:

En el primero se recopilan resultados basicos relativos a la aproximacion de
Padé en el caso escalar. A partir de ellos se establecen diferencias importantes entre
este caso y el matricial y, con el proposito de dotar al Gltimo de ventajas similares, se

delimita el marco de actuacion elegido.

En el segundo, al tiempo que se presenta el estado actual de las cuestiones que
queremos abordar, se desarrolla desde diferentes perspectivas el papel de la
aproximacion de Padé en la identificacion y determinacidén de funciones racionales
matriciales a partir de series formales de potencias cuyos coeficientes son matrices. En
este sentido, se dan resultados que generalizan de forma relativamente directa los dados
en el campo escalar obteniendo, por un lado, una caracterizaciéon por elementos y, por
otro, condiciones necesarias que han de verificar las funciones racionales matriciales.
Sin embargo, cobran un mayor interés las caracterizaciones que presentamos
posteriormente asi como las condiciones sobre minimalidad y unicidad a través de la

teoria de rangos de matrices.

El tercer capitulo sintetiza en forma tabular las principales aportaciones del
capitulo anterior, afiadiendo también nuevos planteamientos tedricos relacionados con
las mismas. Una variedad de ejemplos numéricos ilustran los resultados tedricos
obtenidos asi como las notables diferencias entre los casos escalar y matricial.

En el capitulo cuarto se presenta una de las posibles aplicaciones de los
capitulos anteriores a la especificacion de modelos de series temporales, en concreto a
modelos VARMA. Para ello se comienza planteando las principales cuestiones que

pueden ser tratadas con la metodologia que proponemos asi como algunas vias de
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solucion gue se han dado desde otras vertientes. La ilustracion de la técnica propuesta
se lleva a cabo mediante varios ejemplos tedricos, la simulacion de un modelo y la
consideracion, a efectos de comparar resultados, de datos reales ya tratados por otros

autores.

Incluimos finalmente las conclusiones mas relevantes, haciendo algunas

reflexiones sobre cuestiones abiertas 0 extensiones para investigaciones futuras.

Cierran este trabajo, como es habitual, las referencias consultadas y citadas a lo

largo del mismo.



CAPITULO I

LA APROXIMACION DE PADE MATRICIAL
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1.- INTRODUCCION

El Analisis Numérico, una de las ramas de la Matematica Aplicada, se centra en
la solucion de problemas matematicos por procedimientos aritméticos, esto es, en
aproximar cantidades no aritméticas por otras que si lo son y en establecer los errores
asociados con tales aproximaciones. En cada situacion existirdn generalmente diversos
métodos posibles para obtener la aproximacion deseada, por lo que la eleccion de uno
de ellos va a depender de los criterios que se utilicen para juzgarla de eficaz, en base a

la magnitud de los errores a los que conducen asi como al trabajo computacional.

En dicho contexto se plantea la conveniencia de realizar aproximaciones
polindmicas a funciones reales o complejas dado que por su facil evaluacion,
derivacion e integracion tienen reservado un puesto importante en la teoria de
aproximacion. No obstante, también se consideran otros tipos de funciones que
conducen a aproximaciones Utiles, como es el caso de las funciones exponenciales,

trigonométricas o de Fourier, de uso también frecuente por su aplicabilidad general.

Asi mismo, resulta de indudable actualidad el estudio de aproximaciones por
medio de funciones racionales de los tipos anteriores. En este sentido, un caso
particular lo constituyen los aproximantes de Padé'. Como referencia de la

investigacion de los Gltimos afios cabe sefialar el estudio del denominado caso clasico y

! Veéase por ejemplo Brezinski (1980) y Baker y Graves-Morris (1981, vol. 1) asi como las
referencias al respecto citadas en ellos. Mientras que en el primero se presenta la aproximacion de Padé como
un caso particular de otro mas general, esto es, la aproximacién racional tipo-Padé, en el segundo se
introduce directamente.

11
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la generalizacion a otros tipos de aproximantes’. En concreto, son numerosas las

investigaciones que se han llevado a cabo a nivel vectorial y matricial®.

En este trabajo nos centramos en la generalizacion, no siempre trivial, del caso
clasico al campo de la aproximacion de Padé matricial. Tal y como se recoge en Baker
(1975), los inicios del estudio a nivel matricial nos remiten a Gammel y McDonal
(1966) si bien ha sido objeto de un desarrollo sustancial por Basdevant et al. (1969) y

Zinn-Justin (1971). Ademas, un buen sumario es dado por Bessis (1973).

La referencia Draux (1984b) ha sido clave en nuestra investigacion ya que en
ella se recopilan y comentan brevemente 296 referencias sobre el tema. En los Gltimos
afios, los casos particulares que han recibido mayor atencion en la literatura son el
vectorial (Van Iseghem, 1986, 1987; Bultheel y VVan Barel, 1990; Graves-Morris y Saff,
1991; Le Ferrand, 1992; Xu y Zhuang, 1993;...) y el matricial cuadrado (Baker, 1975;
Von Sydow, 1977; Morimoto et al. 1978; Starkand, 1979; Bultheel, 1980; Baker y
Graves-Morris, 1981, vol. Il; Basu y Bose, 1983; Achuthan y Sundar, 1988; Basu,
1989; Labahn y Cabay, 1989; Xu, 1990;..). En particular, Draux (1983, 1987a)
considera los aproximantes de Padé en un algebra no conmutativa estableciendo
propiedades basicas importantes; sin embargo, no llega a tratar el tema en toda su
generalidad, entre otras razones, porque quedan fuera de contexto casos como el
vectorial y, en general, cuando las matrices son de dimensién arbitraria (Rissanen,
1972; Shamash, 1975; Bose y Basu, 1980b; Xu y Li, 1990; Xu y Bultheel, 1990, 1992;
Beckermann y Labahn, 1994;...).

2 \/éase, entre otros, Brezinski (1980, 1988), Baker y Graves-Morris (1981, vol. 1), De Bruin (1984,
1988), Bultheel (1987), Draux (1987b), Van Iseghem (1991), Beckermann (1992), Cabay et al. (1992),
Abouir y Cuyt (1993), etc.

® Véase, entre otros, Bose y Basu (1980a), Gonzalez (1986), Van Barel (1989), Van Barel y Bultheel
(1992), Gonzalez et al. (1992), Beckermann y Labahn (1992, 1994), etc.

12
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Entre estos ultimos, cabe destacar la forma en la que Xu y Bultheel (1990)
llevan a cabo la generalizacion del caso escalar al matricial, tratando separadamente los
elementos de una matriz de dimension arbitraria. Por supuesto, en el caso mas general
por ellos analizado es mucho mas dificil obtener "buenas" caracterizaciones,

propiedades, condiciones de existencia, etc.

Desde el punto de vista de las aplicaciones, éstas se han llevado a cabo
principalmente en el campo de la Fisica tedrica®. Ademas, también Draux (1984a)
muestra el papel que juegan los aproximantes de Pade, por un lado, en la aproximacion
a la exponencial de una matriz que aparece en la resolucion de sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales y, por otro lado, en el problema de la realizacién parcial por
una sucesion de matrices. Asi mismo, en el campo del Analisis Numérico la utilizacion
de los aproximantes de Padé matriciales resulta especialmente valiosa como técnica de
aceleracion de la convergencia de ciertos problemas vectoriales y matriciales (Wynn,
1962; Xu y Zhuang, 1993).

Al mismo tiempo, la relacion de la aproximacion de Padé matricial con otros
temas ha permitido impulsar y enriquecer la investigacion en todos ellos. Asi, los
polinomios ortogonales matriciales (Draux, 1982), las fracciones continuas matriciales
(Wynn, 1963) y el e-algoritmo matricial (Draux, 1987c) se interrelacionan motivando
nuevos resultados en cada uno de éstos. Por ejemplo, bajo condiciones iniciales, las
relaciones de recurrencia entre polinomios ortogonales son utilizadas para obtener
relaciones entre aproximantes de Padé que sugieren, a su vez, la construccion de
algoritmos para la computacion de los mismos (Draux, 1983). Otro ejemplo de este tipo
lo tenemos en Basu y Bose (1983) donde, con el objetivo de demostrar relaciones entre

los aproximantes racionales y la teoria de redes, se establecen equivalencias entre los

* Veése referencias en Draux (1984b).

13
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aproximantes de Padé matriciales a ciertas series y las fracciones continuas matriciales;

ademas, se presentan algunos resultados relacionados con polinomios ortogonales.

En este sentido, la extensa literatura sobre el problema de la realizacién parcial
minimal en teoria de sistemas lineales manifiesta la relacion existente entre este campo
y la aproximacién de Padé (Bultheel y Van Barel, 1986). En tal caso, si los sistemas
tienen maltiples inputs y multiples outputs, estamos ante un problema de aproximacion
matricial estrechamente relacionado con el problema de Padé matricial. Este contexto
ha motivado la definicion de una clase de aproximantes de Pade llamados aproximantes
de Padé matriciales minimales (Bultheel y Van Barel, 1988, 1990; VVan Barel, 1989).

La metodologia considerada por Tiao y Tsay (1989) para identificar modelos
VARMA en series temporales presenta bastantes puntos de conexioén con la
aproximacion de Padé matricial, aunque aparentemente se desarrolla con independencia
de esta ultima. Asi mismo, la aplicacion de métodos relacionados con la aproximacion
racional a modelos VARMA ha sido tratada, entre otros, por Berlinet (1982) y Francq
(1989).

En este sentido, la presente investigacion se dirige a la busqueda de métodos
para caracterizar funciones racionales matriciales, ya que ello permitira identificar

modelos racionales en el &mbito del analisis de series temporales.

Estableciendo como punto de referencia el caso clasico y con el objetivo de
conseguir resultados analogos para el caso matricial, en el presente capitulo se
recopilan resultados basicos relativos a la aproximacion de Padé escalar, los cuales nos
permiten introducir los puntos caracteristicos del problema matricial, indicando al
mismo tiempo algunas de las soluciones propuestas en la literatura a fin de crear un
contexto adecuado para su tratamiento. Asi mismo, se introducen los principales

conceptos con los que trabajaremos y se delimita el marco de actuacion elegido.

14
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2.- APROXIMACION DE PADE. CASO CLASICO

En este apartado nos referimos al caso clasico de la aproximacion de Padé,
centrandonos, por ser la base de la investigacion que se lleva a cabo en los capitulos
posteriores, en las ecuaciones de Padé, la existencia y unicidad del aproximante, la
Tabla C, la Tabla de Padé y la caracterizacion de la racionalidad de una funcion a través
de la Tabla C°.

Definicion 1.1
Dado un desarrollo formal en serie de potencias:
f(z)= Z ¢,z ¢, zOC (plano complejo) (1.1)
1=0
se denomina aproximante de Pade (AP) [a/p]; , donde g, p =0, a la funcion racional
Ng(z)/dy(z) finita en z=0, siendo ny(z)=ng+niz+..+ngz" y dy(z)=do+d;z+...+d,z"

polinomios de grados exactos q y p respectivamente, verificando:
f(2)- ny(2)/dy(2)=r(z)=0(z*"") (1.2)

Es decir, al menos los coeficientes de las potencias de 6rdenes menores o iguales
que p+qg de f(z) coinciden con los del desarrollo de Taylor, centrado en z=0, del

aproximante [g/p]s.

A ny(2), dy(2) y r(z) se les denomina numerador, denominador y residuo del AP,

respectivamente.

Se asume que f(z) existe en un entorno de z=0, con lo cual las manipulaciones

resultan sustancialmente mas simples. Si, por el contrario, el desarrollo no se realiza en

> Para mayor detalle ver Baker y Graves Morris (1981, vol. I).

15
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un entorno de z=0 un simple cambio de variable conducira a ello. Por otro lado y sin
pérdida de generalidad, la eleccion d,(0)=1 como condicion de normalizacion garantiza

la unicidad de la representacion en forma reducida del aproximante.

2.1.- ECUACIONES DE PADE

Multiplicando la expresion (1.2) a ambos lados por dy(z) e igualando los
coeficientes de las potencias del mismo grado se obtienen las siguientes ecuaciones,
denominadas ecuaciones de Padé, que determinan los coeficientes del numerador y
denominador del AP:

Co =Ng

diCo+C =y

daCo + diCy + C2 =1y

ApCq-p T - +05Cq0+ d1Cqq + Cq =Ny
dpCqops1 T ... +05Cq1.+ d1Cq + Cgeq=0

considerando ¢;=0 si i<0.
Una vez calculados los coeficientes del denominador a partir de las p ultimas

ecuaciones, se determinan los coeficientes del numerador a partir de las g+1 primeras.

16
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2.2.- EXISTENCIA'Y UNICIDAD

Considerando que el sistema formado por las p Ultimas ecuaciones se puede

representar matricialmente de la siguiente forma:

EDQ‘PH q-p+2
[FQ‘P+2 CQ‘P+3
O

O

] -

E Cq Cq+1

Cq El]dp 0 [Eeal
(0,0 0O 0O
Con Djjp—lm o2
ED . D: -0 . O 1.
(O O o o (1:3)
(- g 0oO-0
cwH%d1 E EDWE

el determinante de Hankel asociado, esto es,

C(a,p)=

C
C

q-p+1

q-p+2

C
C

q-p+2  * ° q

q-p+3

se convierte en una herramienta adecuada para el estudio de la existencia y unicidad del

aproximante. Noétese que si C(q,p)=0 entonces o el AP [g/p]s no existe porque el

sistema (1.3) es incompatible, o éste tiene infinitas soluciones y el AP es reducible a

otro de orden menor. En cambio, si C(q,p)#0 el sistema (1.3) tiene solucion Unica.
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23.-LATABLAC

Se denomina Tabla C, asociada a la serie (1.1), a la tabla infinita de doble
entrada siguiente, construida a partir de los determinantes de Hankel colocando el

C(q,p) en la interseccion de la columna q y la fila p:

0 [C(0,0):C(1,0) C(2,0)!C(3,0)

1 ]c(01) CL1) C21)

2 [c(0.2): Cc(1,2)

3 [c(0.3)

p : : : : . C(a.p)

Se asume por definicion que C(j,0)=1.

Se dice que la serie f(z) es normal si todos los elementos de la Tabla C son
distintos de cero. Ahora bien, en el caso de no normalidad de la serie, cuando el sistema
(1.3) no sea compatible determinado, la tabla C presentard una estructura de bloques
cuadrados, formados por valores nulos, rodeados por elementos no nulos; ademas, si
Co=C;1=...=C;.1=C;=0 y ¢;+1#0 aparece un bloque rectangular infinito, formado por valores

nulos, con esquina superior izquierda la (0,1) y superior derecha la (i,1).

18
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2.4.- LA TABLA DE PADE

Padé (1892) fue el primero en enfatizar la importancia de disponer los

aproximantes de Padé en forma tabular, esto es,

0 1 2 3

[0/0; [1/0]; [2/0]; [3/0]; . .
[0} [1/1: [2/1 [3/1) . .
[0/2; [12]: [2/2]; [3/2)s . .
[0/3; [1/3]; [2/3]; [3/3]s . .

w N = O

En esta tabla, denominada Tabla de Padé, aparece también una estructura de
bloques que reproduce el comportamiento de la Tabla C asociada tal y como refleja el

siguiente resultado.

Teorema 1.1 (Padé, 1892)°

La Tabla de Padé puede ser seccionada en blogues cuadrados de tamafio hxh,
h>1. Sea [s/r]; el elemento minimal Unico (s+r=minimo) de un bloque hxh, entonces:

i) C(s+j,r+m)=0 si 1<j<h-1y 1<m<h-1.

ii) C(s,r+m)#£0, C(s+m,r+h)z0 si 0<mzh.

iii) C(s+j,n#0, C(s+h,r+j)#0 si O<j<h.

iv) Existe [s/r]; y tanto el numerador como el denominador son de grados

minimos.

V) [s+j/r+m]=[s/r]s sij+m<h-1, 0<jy Osm.

vi) No existen los aproximantes [s+j/r+m]; si h<j+m, 1<j<h-1y 1<m<h-1.

® La demostracion de este teorema puede encontrarse en Baker (1975).
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Por tanto, dado un bloque de ceros (h-1)x(h-1) en la Tabla C, tendremos un
bloque hxh en la Tabla de Padé para el cual se verifica que todos los AP por encima de
la antidiagonal seran reducibles a la misma forma irreducible del elemento superior
izquierdo del bloque mientras que por debajo de la antidiagonal no existen los

aproximantes de Padé.

Gréaficamente reflejamos para h=4 un bloque hipotético de tamafio (h-1)x(h-1) en

la Tabla C y su correspondiente bloque de tamafio hxh en la Tabla de Padé:

X X X X [s/r]s: red : red : red
X 0 0 0 red i com:com: inc
X 0 0 0 red icom: inc i inc
X 0 0 0 red : inc : inc i inc

red: denota un AP con determinante de Hankel no singular que es reducible al aproximante
[s/r]s.

com: denota un AP con determinante de Hankel singular, pero determinado por un sistema
de ecuaciones compatibles, que también es reducible al aproximante [s/r]+.

inc: denota que las ecuaciones de Padé son incompatibles y, por tanto, el aproximante no

existe.

20



CAPI TULO |

2.5.- CARACTERIZACION DE RACIONALIDAD

La Tabla C constituye una herramienta fundamental para la caracterizacién de
una funcion racional a la vez que permite obtener los grados de los polinomios que la
representan en su forma reducida. En este sentido y como consecuencia del teorema
1.1, cuando la funcidén es racional la Tabla C presenta una estructura especial en la
esquina inferior derecha de la misma donde aparece un cuadrado infinito formado por
elementos nulos; dicho cuadrado esta bien delimitado ya que sus bordes superior e
izquierdo estan rodeados por elementos no nulos. Esta caracterizacién queda recogida

en el resultado que sigue a continuacion:

Teorema 1.2 (Baker, 1975)
Dada una serie formal de potencias f(z), las tres condiciones siguientes son

equivalentes:

i) f(z) = [j/m]s para cualesquiera j=q y m=p

iii) C(q+h,p)20, C(qg,p+h)#0 para cualquier h=0 y C(j,m)=0 si j>q y m>p.

Tal y como se refleja en la siguiente tabla, asociada a la funcion de este teorema,
la esquina superior izquierda del cuadrado de lado infinito es la casilla (g+1,p+1) y sus

bordes superior e izquierdo estan rodeados por elementos distintos de cero.
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0 1 . . g1l g g+l
0
1
p-1
p X X i X X i X X
p+1 x 0:i0:0:0:0
x: 0:0:0:0:0
x 0:0:0:0:0
x 0:0:0:0:0

3.- APROXIMACION DE PADE. CASO MATRICIAL

3.1.- CARACTERISTICAS PRINCIPALES

Partimos de una serie formal de potencias F(z) con coeficientes matriciales:
F(z) = chz" cOC™"  zOC (1.4)
=0

donde C™" contiene todas las matrices mxn con sus elementos en el plano complejo C.
El problema consiste en determinar, si es posible, una funcion racional D(z)N(z) que
aproxime a F(z) mediante la ecuacion

D(2)F(z) - N(z) = R(2)
donde N(z) y D(z) son matrices mxn y mxm respectivamente, cuyos elementos son

polinomios en z, y R(z) es una matriz mxn con ciertas restricciones (condiciones de
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aproximacion) sobre sus elementos. A N(z), D(z) y R(z) se les denomina numerador,

denominador y residuo del aproximante, respectivamente ’.

En la literatura pueden encontrarse diferentes definiciones de aproximantes de
Pade matriciales (APM) dependiendo de las restricciones que se impongan a D(z), N(z)
y R(z). En principio, una condicién natural es que los APM constituyan una
generalizacion de los AP ya que éstos deben obtenerse en el caso particular m=n=1.
Ademas, en general se desea garantizar que las ecuaciones que definan el aproximante
tengan solucion Unica. Decimos "en general” ya que puede suceder que en algunos
casos el problema carezca de solucion o, por el contrario, tenga infinitas. Partiendo de
esta condicion, en el caso escalar se dan limites superiores para los grados del
numerador y el denominador y entonces su suma constituye un limite inferior estricto
para el orden del residuo de la aproximacion. De forma mas general, dados limites para

dos de estos tres numeros un limite para el tercero resulta inmediato.

Seguidamente exponemos aquellos aspectos mas relevantes del problema

matricial, indicando algunas de las soluciones propuestas en la literatura.
a) La no conmutatividad del producto de matrices
Este hecho obliga a definir por separado los aproximantes izquierdo y derecho,

segun consideremos el denominador a la izquierda o a la derecha en la expresion del
APM.

" De la misma forma se puede plantear el problema de determinar una funcién racional N«(z)Ds
() que aproxime a F(z) por la ecuacién F(z)D«(z) - N«(z) = R«(z), donde N«(z) y D«(z) son matrices mxn y
nxn respectivamente, cuyos elementos son polinomios, y R«(z) es una matriz mxn con ciertas restricciones
sobre sus elementos.
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b) La eleccion de grados y érdenes

Esta eleccion depende de la aplicacion que se desee llevar a cabo y estard
motivada teéricamente por la posibilidad de obtener "buenas" propiedades y algoritmos
computacionalmente "tratables”. El caso méas general surge al considerar el numerador
y el denominador como matrices con entradas polinomiales escalares en la variable z.
Asi, se trata de elegir grado para cada entrada del numerador y del denominador
asociando un orden a cada entrada del residuo. A partir de esta idea, casos particulares
mas asequibles son:

i) considerar el numerador y el denominador como polinomios en la variable z
con coeficientes matriciales, elegir un grado para cada uno de ellos y un orden global
para el residuo.

ii) elegir un grado para cada columna o para cada fila del numerador y del

denominador y un orden para cada fila o columna del residuo.

En Xu y Bultheel (1990) se recoge una variedad de casos en los que se hacen
diferentes elecciones de los grados y drdenes y se estudian las ventajas e inconvenientes
que tiene cada eleccion. En algunos de estos casos, la restriccion de que el nimero de
incognitas sea igual al nimero de ecuaciones, en los tipos de aproximantes definidos,
implica severas condiciones sobre las dimensiones matriciales del problema, a saber m

y n, asi mismo sobre los 6rdenes y grados del aproximante.

c) Los criterios de normalizacion

Los distintos criterios de normalizacion dan lugar a tipos diferentes de APM, no
siempre equivalentes. El criterio mas comdn en el caso escalar es asignar al término
independiente del denominador la unidad o una constante no nula. Como es sabido, esta

normalizacion se considera con el propdsito de garantizar la unicidad del aproximante
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de Padé. Una funcion racional cociente de dos polinomios de grados v y u
respectivamente, tiene v+u+2 coeficientes. Si afiadimos la normalizacién anterior s6lo

v+u+1 estan disponibles para satisfacer las condiciones de aproximacion.

En el caso matricial el numero de coeficientes que pueden ser fijados sin
cambiar la estructura de grados ni la funcion racional depende de los grados de cada
uno de los polinomios escalares. Por tanto, como este punto conecta con la eleccion de
grados y ordenes abordar el problema completamente resulta muy complicado. Una
eleccion razonable si uno esti en las proximidades de z=0 es tomar, por ejemplo,
D(0)=I (matriz identidad), condicién natural que garantiza que D™(z)N(z) esta bien
definido en torno a z=0 y a la vez aproxima a la funcion F(z) precisamente en dicho

entorno®.

d) El concepto de irreducibilidad

En la bdsqueda de representaciones racionales parsimoniosas es cominmente
asumida la hipdtesis de que los polinomios asociados son irreducibles. En el caso
matricial, este concepto no resulta una extension univoca del existente en el caso escalar,

razén por la cual hemos encontrado al menos dos definiciones diferentes en la literatura.

Definicion 1.2 (Draux, 1983)

Dos polinomios V(z) y W(z) se dicen reducibles a izquierda si existe U(z) -un
polinomio de grado mayor o igual que uno, con coeficiente independiente invertible- tal
que, para ciertos polinomios V«(z2) y W«(z), V(2)=U(2)V«(2) ¥ W(2)=U(2)W«(2).
Entonces, si V(z) es invertible tenemos que

V)W) = V.M (2)W.(2).

8 Otras normalizaciones, inspiradas por el problema de realizacién parcial minimal, pueden verse en
Xu 'y Bultheel (1990) y en Bultheel y Van Barel (1988).
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Si no existe dicho factor comun U(z) entonces se dice que los polinomios V(z) y

W(z) son irreducibles a izquierda®.

Definicion 1.3 (Reinsel, 1993)

Los polinomios V(z) y W(z), siendo V(z) invertible, son llamados left-comprime y
la representacion F(z)=V(z)W(z) se dice irreducible si V(z) y W(z) no tienen otros
factores comunes que los unimodulares™, es decir, si V(2)=U(z)V«(z) y W(2)=U(z2)W-(2)

entonces det{U(z)} es una constante no nula.

Esta segunda definicion es, por admitir ciertos factores comunes, menos restrictiva
que la primera. En ninguna de las dos definiciones se hace referencia al papel que juegan
los grados de los polinomios que intervienen. Como veremos mas adelante, en el caso
matricial la cancelacion de factores comunes no implica necesariamente la reduccién de

los grados de los polinomios.

Debido a que la situacion es notablemente diferente al caso escalar, es natural que
surjan nuevos conceptos para acercarse, desde otro punto de vista, a la busqueda de
representaciones que conlleven una reduccion en el nimero de coeficientes polinomiales
asi como en el nimero de elementos no nulos de los mismos. Algunas de las posibles
opciones consisten en definir tipos de minimalidades basados en los grados de los

polinomios que intervienen, considerandolos individual o conjuntamente.

° De forma similar puede ser dada la definicién de irreducibles a derecha. Si no existen U(z), V+(2)
y W«(z) tales que U(z) es de grado mayor o igual que uno, U(0) es invertible, V(z)=V«(2)U(z) ¥y
W(2)=W=(z)U(z), entonces W(z) y V(z) son irreducibles a derecha (Draux, 1983).

1 Un polinomio matricial cuya inversa es otro polinomio se caracteriza por el hecho de que su
determinante es una constante no nula y es llamado unimodular.

26



CAPI TULO |

e) La unicidad de la representacion

Dado un aproximante, en el caso escalar la representacion irreducible de éste es
Unica. Una cuestion logica que se plantea entonces en el caso matricial es la de si
podemos encontrar un Unico par de polinomios para representar un cierto aproximante

de forma irreducible.

Como se ha puesto de manifiesto, las posibilidades de investigacion que se
tienen en el campo de la aproximacion de Padé matricial son muchas, pero algunas son
suficientemente complicadas y han sido, por ahora, abandonadas por algunos autores

después de serios intentos por abordar el problema.

Asi, despues del caso escalar, se ha prestado especial atencion a la aproximacion
vectorial y a la aproximacién matricial bajo la consideracion de que el numerador vy el
denominador son polinomios con coeficientes matriciales, lo cual tiene ademas una

justificacién practica debido a las aplicaciones que se conectan con esta teoria.

En nuestro caso, vamos a tratar la aproximacién matricial bajo la siguiente

consideracion:

Definicion 1.4
Sea F(z) la serie formal de potencias (1.4). Suponiendo que existen los polinomios

matriciales:

h h

Bi(@ = Y bz, b OC™ ; Nu(@) = Zniz‘, nd c™ i=1,...,h

1=0 1

I
o
N\_
o
™
O
3
x
El
N
1
=
@

g .
Ag(2) = Ya;Z, a;0C™; Dy(2)
1=0
siendo Ay(0)=a5=Inxn Y Dy(0)=do=Imnxm, Verificando:
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F(2) - B,(2)A,'(2) =0z

F(z) - D,' (2N, (2) = 0"

se dice que Bh(z)A;(z) es un aproximante de Padé matricial derecho y se denota

PIh/g]e(z); de la misma forma, se dice que D;(Z)Nh(z) es un aproximante de Padé

matricial izquierdo y se denota 'Th/g]x(2).

Por otro lado, utilizamos la notacion '[h/g]s para el conjunto de todos los posibles

aproximantes '[h/g]=(z) y °[h/g]r para el conjunto de todos los posibles °[h/g]=(z)*".

Esta definicion es la que aparece también en Baker (1975), Morimoto et al.
(1978), Baker y Graves-Morris (1981, vol. II), Draux (1987a), Achuthan y Sundar
(1988), Xu (1990),... para el caso cuadrado y en Bose y Basu (1980b) para el rectangular.
Ademas, dicha eleccion esta justificada, en particular, por el estudio de métodos

racionales para series temporales, aplicacion que presentaremos en el capitulo V.

3.2.- ECUACIONES DE PADE
Como consecuencia de la definicion dada podemos decir que:

. Existe P[h/g]=(2), o lo que es lo mismo, °[h/g]: no es vacio si, y sélo si, el sistema

derecho siguiente tiene solucion:

1 Queremos llamar la atencién sobre la forma en que hemos denotado el aproximante,
considerandolo como una funcion de z, para distinguirlo del conjunto de aproximantes. Creemos que esta
consideracién contribuye a una mayor claridad en los conceptos y, en particular, en los resultados sobre
unicidad.
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Chgndg T Chgilyy +... T Cra; ==Cpy [

g-1
_ O
Ch—g+2ag +Ch—g+3ag—1 +"'+Ch+1a1 - _Ch+ZH
]
]
O
Chay+Chyy 8y +ot Cpyg @y =7Cpy E

SD(h.g)

Notese que la resolucion de este sistema es equivalente a la resolucion de n

sistemas escalares correspondientes a cada una de las n columnas de Ay(z).

. Existe '[n/g]=(2), 0 lo que es lo mismo, '[h/g]: no es vacio si, y solo si, el sistema

izquierdo siguiente tiene solucion:

dgCh—g+l +dg—1Ch—g+2 +..+d,c, =-c,,0
dgch—g+2 +dg—lch—g+3 +"'+dlch+1 = TChy H
U
U
U
dgch +dg—l Chyg Tooe ¥ dlCh+g—l = ~Chy E

Si(h.g)

Notese que la resolucion de este sistema es equivalente a la resolucién de m

sistemas escalares correspondientes a cada una de las m filas de Dy(z).

En ambos casos se considera ¢;=0 si i<0.

Dados los coeficientes matriciales ay, ay, ..., a5 de Ay(z), los coeficientes de By(z)

se calculan de la siguiente forma:
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b0:C0
bi=Coas+Cy
b,=Coap+ Cray+ C;

bh=cpan+ Cianq+ ... + C

considerando a;=0 si i>g. Asi mismo, dados los coeficientes matriciales d,, d», ...

Dy(2), los coeficientes de Ny(z) son los siguientes:
No= Co
ni=d;Co+Cy
Ny=d;Co+dyCi+Cy
N = dh Cot dh_1C1+ ... ¥ Ch

considerando d;=0 si i>g.

3.3.- EXISTENCIA, UNICIDAD Y MINIMALIDAD

, dy de

En el caso escalar, dada una funcién racional o, en particular, un aproximante de

Padé, existe unay sélo una representacion irreducible o minimal. Esta representacion se

dice minimal porque los grados de los polinomios son los mas pequefios posibles.

Todas las demaés representaciones racionales de la funcion son obtenidas multiplicando

los polinomios del numerador y denominador de la representacién minimal por un

mismo polinomio.

En el caso matricial estos aspectos han de ser tratados con mayor detalle ya que las

relaciones entre ellos presentan una mayor complejidad, como se refleja en los siguientes

apartados.
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3.3.1.- Existencia y unicidad

Como consecuencia de la definicion 1.4, el problema de la existencia y unicidad
del aproximante en el caso matricial es doble. Aqui nos encontramos con el hecho de que
el determinante de Hankel C(qg,p), andlogo al caso escalar, pierde protagonismo, entre
otras razones, porque solo tiene sentido cuando las matrices son cuadradas (m=n). Para
este caso concreto, si C(q,p)#0 entonces los sistemas SD(q,p) y SI(g,p) tienen solucion
unica. En cambio, si C(q,p)=0 la compatibilidad o incompatibilidad de cada uno de los
sistemas es independiente de la del otro y, evidentemente, en este ultimo caso de

compatibilidad se tienen infinitas formas de representar el aproximante que exista.

Para el caso de matrices de dimension arbitraria, en Bose y Basu (1980b) las
condiciones de existencia son dadas utilizando el rango de las matrices asociadas a los
sistemas Sl(h,g) y SD(h,g) mediante el hecho bien conocido de que un sistema de

ecuaciones lineales, descrito en forma matricial por AX=B, tiene solucién X si, y sélo si,

rango(A)=rango(A:B) (Teorema de Rouché-Frobenius).

Notese que los aproximantes de Padé no tienen que existir necesariamente y, en
cualquier caso, la existencia no asegura la unicidad aunque los polinomios que lo formen
sean irreducibles. Esto Gltimo se observa por ejemplo en la siguiente funcion y representa

una notable diferencia con respecto al caso escalar.

Ejemplo 1.1

Sea el polinomio matricial 2x3
F(z)—m 0 +[D
Do of H o of
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En este caso los conjuntos '[0/1]¢ y °[0/1] son vacios. Ademas, aunque existe

'[1/1]=(2) y puede ser representado como

'm0 oQ

b o of”

g1 0O o a

0
10 H1 ol

[

donde a y b son constantes arbitrarias, no existe °[1/1]¢(z). Notese que '[1/1]¢ no tiene un
unico elemento; para ello, obsérvese por ejemplo el tercer coeficiente del desarrollo en

serie que, de forma genérica, es

t+a 0 00O
b 0 of

Por otro lado, un ejemplo en el que existe '[i/jl=(z) si, y solo si, existe °[i/j]«(z) se
tiene cuando F(z) es una funcién simétrica cualquiera; nétese que el caso escalar es un

caso particular.

Independientemente del problema de factores comunes, en el caso matricial
pueden existir otras causas de multiplicidad de la representacion que no estan presentes

en el caso escalar. A modo de ejemplos comentamos los siguientes:

a) En algunos casos, dos aproximantes con representaciones irreducibles y con
diferentes pares de grados pueden dar lugar al mismo desarrollo en serie, 0 lo que es lo
mismo, una funcidn racional puede ser representada de forma irreducible por dos pares

de polinomios cuyos pares de grados asociados son diferentes.

La existencia de estas representaciones puede ser causada, en particular, por la
presencia de un factor matricial unimodular en el polinomio del numerador o del
denominador. Por ejemplo, si F(z)=U™(z)B(z) donde U(z) es unimodular, F(z) es
equivalentemente representable como 1'C(z), donde C(z)=U(z)B(z) es un polinomio
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ya que U™(z) también lo es. Esto se puede observar en la siguiente funcion, que puede

ser representada de forma irreducible como [0/2]¢(2), [1/1](z) y [2/0](2).

Ejemplo 1.2

Sea la funcién racional

F(2) = EI +1/2 -15/40 Q7/2 7/40.,0
"Hara 12 H H7ss —7/16525'

Por un lado
F(Z):EI EJJZ 1/4@2D g B_ 4@2D
O -1 -1/200 D 1/4 -100
ya que
+1/2 -15/40 0O7/2 7/4 0 -1 —4DED /2 1/4g0

""Haia 12 F Hass —7/16Elz g HL/4 (HEHAa o1

siendo unimodulares cada uno de estos polinomios. Por otro lado, también
/2 15/40 O-7/16 -7/40,

FO=1+0 0, 1o Has 7/2H

b) Dos representaciones del aproximante [h/g]=(z), con diferentes coeficientes
matriciales y no reducibles a otras de grados menores, pueden dar lugar a los mismos

coeficientes en la representacion en serie formal de potencias del mismo, es decir,

[halx(z)=A (2)B, (2) =C. () D, (z) siendo Ay(2)£Cqy(2) Y Bn(z)£Di(2).

Ejemplo 1.3
Considérese h=g=1y
0 00 0 0O
A (2)=I+ ED 152 B1(2)=1+ }1 152
0
Ci(2)=I+Iz D(2)=1+ il 1@2.
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c) También hay que resaltar el hecho de que, a diferencia de lo que ocurre en el
caso clasico, aunque existan factores comunes puede suceder que la cancelacién de los
mismos deje inalterados los grados de los polinomios que resultan. Esto queda ilustrado

a continuacion.

Ejemplo 1.4
Sean

00 O1 -10

A= ) G v B0 O o

Considerando

U(z)—m OD+E0
"D o
se tiene que

-20 0 01 og b opO

0 1
Al(z):U(z)% o, SBD y B@=verl HeD

Ademas

=3 [ -10 O

0
A2)= uaww% Redaly e BKZFWZ)WZ)% Nade NE

ya que
it OD+ +1 -20 %=U(Z) I OD+ +1 -30 E
H?O 15 HO 0 EIZD H?O lH HO 0 BZD

y

% 1H b OEZD_U(Z)% 1H H _olgzé'

d) Puede ocurrir que exista un elemento de '[h/g]r que sea idéntico a F(z) y otro

que no lo sea.
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Ejemplo 1.5

O og ol -lggm og 3l 1g ol -10,0
fo-f} 5 o B ol o e

y, sin embargo, aunque el aproximante

00 0 -lg0md 0g 0 10 O og,d
35 B H BE R e

no es idéntico a F(z2).

A la luz de las diversas situaciones que pueden presentarse consideramos que
para poder llevar a cabo un estudio en profundidad, en el caso matricial es necesario
distinguir entre tres tipos diferentes de unicidades. Con este propdsito damos las
siguientes definiciones. Como los resultados van a ser fécilmente trasladables al
aproximante derecho, nos centraremos sélo en el izquierdo por ser éste el que aparece en

la aplicacion del capitulo cuarto.

Definicion 1.5 (Unicidad del aproximante '[h/g](2))
Decimos que el aproximante '[h/g]e(z) es Unico cuando '[h/g]r tiene un Gnico

elemento.

Definicion 1.6 (Unicidad de la representacion de '[n/g]e(z))

Decimos que la representacion de '[h/g]=(z) es Gnica cuando el sistema Sl(h,g)
tiene una Unica solucion, en cuyo caso, el par de polinomios que representan '[h/g]«(z) es
unico.

Definicion 1.7 (Unicidad de la representacion izquierda de F(z) para los grados (h,g))

Decimos que la funcion F(z) tiene una Unica representacion izquierda para (h,g)
cuando existe un unico par de polinomios Hy(z) y G4(z) de grados h y g respectivamente,
verificando G4(0)=1y F(z)=G, " (2)Hy(2).

35



CAPI TULO |

Notese que:

. La unicidad de la representacion de '[h/g]=(z) implica la unicidad del aproximante
h/g](z) y en caso de ser '[h/g](z)=F(z) implicaria, también, la unicidad de la
representacion izquierda de F(z) para los grados (h,g).

. La unicidad del aproximante no implica la unicidad de su representacion, ni la
unicidad de la representacion izquierda de F(z).

. La unicidad de la representacion izquierda de F(z) para los grados (h,g) no
implica la unicidad del aproximante '[h/g]=(z) y, por tanto, tampoco la unicidad de la

representacion de '[h/g]=(2).

Para ilustrar y resaltar las diferencias "sutiles" existentes entre los tres tipos de
unicidades definidos vamos a considerar en detalle la funcion polindmica del siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.6

Sea F(z) el polinomio matricial 3x2

o

[110D o0 [ 00
FitEt
+ O+ :
o 8 of

En lo relativo a los tipos de unicidades se tiene que:

o

. Cualquier aproximante '[i/j]=(z) para i=2 y j=0 es Gnico.

. La representacion de '[2/0]=(z) es Unica y por tanto también lo es la de F(z) para
el par (2,0).

. La representacion de '[1/1](z) no es Unica ya que los elementos de '[1/1]r se

representan de forma genérica como sigue:
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b

-~ O
I O [

O @ b 0o 0 [+a ]
O 0O 0o [l O
[H@ d -d-c gg 1 +§+c g
H f -1-e-fOH o@ +e

y, de todos ellos, s6lo hay uno cuyo desarrollo coincide con la funcién F(z); éste se
obtiene considerando b=f= -1 y d=0. Como los parametros a, ¢ y e quedan libres, la
representacion izquierda de F(z) para (1,1) no es unica.

. La representacion de '[0/2]=(z) no es Unica ya que los elementos de '[0/2]r se

representan de forma genérica como

[N
QD

1.9 007 @
g+§—f0dgzg%1.
b 0 ed H o@

De éstos s6lo hay uno que coincide con F(z) y es aquél con a=b=c=e=f=1 y d=0; por

I | L [
+
Sanle
'_\

o O O
—

[N
O

tanto, la representacion izquierda de F(z) para el par (0,2) si es Unica, aunque no lo sea la

del aproximante correspondiente.

En este trabajo llevaremos a cabo el estudio de la unicidad sin imponer
condiciones para que el sistema que proporciona los coeficientes del polinomio del
denominador tenga solucion Unica. De una forma méas general, aportamos algunos
resultados tedricos para abordar el estudio de los tipos de unicidades antes definidos, sin
necesidad de restricciones externas que actien a modo de condiciones suficientes para
obtener objetivos concretos.

En el siguiente apartado estudiamos el primer tipo de unicidad. En cuanto al
segundo la caracterizacion es trivial, ya que, si existe el aproximante correspondiente la
unicidad de representacion equivale a que el rango de la matriz asociada al sistema
Sl(h,g) sea igual a gm. En cambio, el tercer tipo necesita de resultados previos y por ello

seré tratado en capitulos posteriores.
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3.3.1.1.- Unicidad del aproximante

La unicidad del aproximante de Padé en el caso matricial ha sido tratada, entre
otros, en Xu y Li (1990), Xu y Bultheel (1990) y Xu (1990). El resultado que se obtiene
queda recogido en el siguiente teorema, para el que daremos una demostracion

alternativa, relativamente mas sencilla y valida para matrices de dimension arbitraria.

Teorema 1.3

a) Suponiendo que existe '[a/p]=(2), el conjunto '[q/p] tiene un Gnico elemento si,
y solo si, el conjunto P[g/p]- no es vacio. (Se tiene asi que ambos aproximantes son
idénticos).

b) Suponiendo que existe P[a/p]=(z), el conjunto °[a/p] tiene un dnico elemento
si, y solo si, el conjunto '[q/p]- no es vacio. (Se tiene asi que ambos aproximantes son

idénticos).

Esto se traduce en que: la unicidad del aproximante de Padé es equivalente a la
existencia de los aproximantes derecho e izquierdo, es decir, si sélo existe el aproximante

de un lado éste no es Unico, ademas, cuando ambos existen son idénticos.

Demostracion
a) Nos limitaremos a demostrar el apartado a) ya que la demostracion del apartado b) es

similar.

"0" Sea B, (2)A;'(z) C°[a/plry D;'(2)N, (2) O'[a/pl:. Por la definicion 1.4,
F(2) - B,(2A,'(2) =0O@z"")

F(z) - D, (2N, (2) = O@""")

lo cual implica que B, (2)A,(z) - D,*(z)N,(z) = O(z*"™). La parte izquierda de esta

igualdad tiene que ser nula porque es un polinomio de grado p+q igualado a un
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infinitésimo O(z**"*1). Se tiene asi que el aproximante izquierdo y el derecho son

idénticos y la unicidad es obvia.

"O"™ Para demostrar esta implicacion utilizaremos como base los tres hechos siguientes:

1) Dado un elemento de '[q/p]r, esto es, U(z)= z u, z', se tiene que los conjuntos
1=0

'[a/p]= v '[a/p]u son idénticos, incluyendo el caso en que pueden ser conjuntos vacios.

Esto es debido a que c=u; para cualquier i=0,1,...,q+p. De la misma forma,
Pla/p]u="Ta/p]r.

2) Dados dos sistemas lineales compatibles de la forma:

B AO [0
Ax=a Y B HCRH
donde Agyes Cier Qdxt, Crxt, Xext, €St0S tienen exactamente el mismo conjunto de soluciones
si, y sélo si,
rango A = rangoﬁéﬁ

3) Para cualquier k [N se verifica que

Euq—pﬂ uq—p+2 Uq %

[ O '
[] O Euq—pﬂ oo U U %
o . W 0o - ]
U uq uq+1 uq+p—1 0= [] [l
O O o - O
B B |:| uq oo uq+p—1 uq+p+k—1|:|
HULHK u;q+k+l u;q+p+k—1H
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Partimos ahora de que si '[q/p]y tiene un Unico elemento, es decir, todos los
aproximantes de Padé izquierdos de los ordenes en cuestion son idénticos a U(z),

entonces cualquier solucion del sistema (que es compatible porque U(z) existe)

XoUg poy oot X Uy == U, O

XoUqpep oot XU

XoUg oo X Ugpy == Ug,p

XpUgopy oo ¥ X Uy == Uy B
Xpuq—p+2 +"'+X1uq+l _uq+2 []
0
0
XpUq totX Ugp-1 Ugp B
XpUqH+...+X1Uqup —Uq+p+1§
Por tanto, considerando
Buq—pﬂ Ugps2 U, %
D’Iq—p+2 l'lq—p+3 l"Iq+1 D
A:S B’ C:(uq+l l'lq+2 uq+p)
O 0
E U, Ugt uq+p—1E

y teniendo en cuenta 2) y 3),
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Euq—pﬂ Ugp+ Ug % Euq—pﬂ Ugpre - - - Ug uqﬂ%
rangog ' B: rango% ' B
O O O 0
[ Uq Ugsa Ugap U 0 Ug Ugsa Ugipa  Ugep

lo cual es equivalente a que °[g/p]y no es vacio y, por 1), °[a/p]r tampoco o es. !

En lo sucesivo, si no es necesario distinguir entre el APM izquierdo y el derecho

porque son idénticos, denotaremos por [h/g]x(z) al aproximante de Padé matricial.

En el siguiente capitulo desarrollamos una metodologia que permite, entre otras

cosas, estudiar los tres tipos de unicidades considerados.

3.3.2.- Minimalidad

En la literatura han sido definidos varios tipos de minimalidades relacionados con
los grados de los polinomios que intervienen en una funcion racional. Estas definiciones
surgen en marcos diferentes pero existen relaciones entre ellas. En el estudio del
problema de la realizacion parcial minimal (Dickinson et al., 1974; Antoulas, 1986) se
define el orden minimal o el grado de McMillan de una funcion racional. También, dentro
del espacio de estado de un sistema lineal, los indices de Kronecker son una herramienta

util para obtener una representacion del modelo.

En el contexto de modelos VARMA para series temporales estos indices son
adaptados para lograr alguna reduccion en el numero de parametros del sistema ya que
ellos definen grados por filas (Reinsel, 1993). En este contexto, Tiao y Tsay (1989)
introducen el concepto de "modelos de componente escalar” (SCM); ademas comentan la

relacion entre SCM vy los indices de Kronecker en modelos lineales estacionarios (Tsay,
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1989). Debido a la posibilidad de no ser Unica la definicion de minimalidad, es evidente
que sera atil una nocion de representacion minimal VARMA(p,q) tal que el proceso no
admita una representacion VARMA(p’,q’) con p’<p y g’<g hi con g’<q y p’<p. Esta idea
de minimalidad, aunque subyace en algunos trabajos (Francq, 1989; Gourieroux y
Monfort, 1990) no ha sido tratada en su generalidad y es precisamente en la que hemos

centrado nuestro interés.

En concreto, partiendo de un tipo de minimalidad global para los dos polinomios
que intervienen en la funcion racional, el concepto de grados minimos en este trabajo

queda definido de la siguiente forma:

Definicion 1.8

Consideramos que los grados (q,p) de los polinomios matriciales Bq(z) y Ay(2),
donde A,(0)=I, son minimos a izquierda si, y solo si, en caso de existir dos polinomios
matriciales Ny(z) y Dy(z) de grados h'y g respectivamente, verificando:

i) Dy(0)=1 y

ii) A (2)Bq(2)=Dy " (@)Nw(2),

se cumple que: h<q implica g>p y g<p implica h>q.

De forma similar se podria definir el concepto de grados minimos a derecha.
Tengase en cuenta que en lo sucesivo al hablar de grados minimos nos referiremos en

todo momento a grados minimos a izquierda.
Asi mismo, se dice que (g,p) es un par de grados minimos para una funcién

racional F(z) si existe al menos un par de polinomios, A,(z) y By(z), de grados p y ¢

minimos, verificando que F(z)=A,"(2)By(2).
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Aunque los conceptos de representacion irreducible y de representacion con
grados minimos son equivalentes en el caso escalar, no ocurre lo mismo en el caso

matricial. Con el siguiente ejemplo pretendemos ilustrar esta diferencia.

Ejemplo 1.7

Sea F(z) la funcién racional

-1

% o0, 2 99H % 00, [ 078
]H HI. IHZD ]H Eb ]BZD’
cuyo desarrollo en serie es% OﬁJ, c ﬁ 0 OEIIZi

1 = _1)i—1 O .

Aunque (1,1) es un par de grados minimos la representacion dada no es irreducible
ya que F(z) puede ser presentada también con la forma

% 0Q, [0 05%4% 0g, 0 0O

H'B 1Ffg ob HE 1Hp
y existe el polinomio (no unimodular) U(z):% 2§+ ﬁ gﬁz verificando que

o0 @ ogd. o0 O ogO

e el R

y
o0 L ooO. o0 M 00O
% 10 B HE_U(Z)% 108 Hg
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Es logico preguntarse si F(z) tiene mas representaciones (1,1) y, en caso

afirmativo, si siempre existe una unica irreducible. Veamos:

Las representaciones a izquierda de F(z) para los grados (1,1) son, de forma

genérica, como sigue:

i OD+Ea OD% a 000
T H Ho 15 H+b 1Ho
Se obtiene que:
. si az0 cualquier representacion de este tipo se puede reducir a otra con a=0
mediante un polinomio no unimodular.

. si a=0 la reducibilidad se produce solo a traves de polinomios unimodulares.

Por tanto, dado que cualquier representacion con a=0 puede considerarse

irreducible -segun la definicion 1.3- ésta no es Unica.

Asi, el estudio de representaciones de funciones racionales desde el punto de vista
de los grados minimos aporta otra perspectiva diferente con respecto al estudio de

representaciones irreducibles.

Una vez expuestas e ilustradas algunas de las principales diferencias que se
presentan en el caso matricial con respecto al escalar, y que influyen muy de cerca en
nuestra investigacion, estamos en condiciones de abordar los aspectos centrales de este

trabajo.
En el siguiente capitulo se estudian series matriciales identificando cuéando

corresponden a funciones racionales asi como, en caso afirmativo, sus posibles grados

minimos y unicidad de representacion.
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1.- INTRODUCCION

La idea de la que parten las investigaciones llevadas a cabo es la de caracterizar
funciones racionales matriciales. En este sentido, el estudio de la racionalidad en el caso
matricial posee una complejidad considerablemente mayor que en el escalar. Ademas,
dicha caracterizacion conduce inmediatamente a la consideracion de ciertos tipos de
minimalidades asociados a los grados de los polinomios que representan a una funcion
racional. En consecuencia, el concepto de grados minimos surge debido al interés que, en
la busqueda de representaciones racionales parsimoniosas, tiene un tipo de minimalidad
global para los grados de los polinomios de tales representaciones. La profundizacion en
estos dos aspectos conjuntamente con el de la unicidad de la representacion dado un par

de grados constituye el objetivo del presente capitulo.

Al mismo tiempo se pretende que la caracterizacion obtenida sea sencilla de

manera que el procedimiento a seguir resulte facil de interpretar en las aplicaciones.

Dado que los coeficientes de los polinomios que representan a la funcion racional
se obtienen como solucién de las ecuaciones de Padg, las herramientas fundamentales
que nos proponemos utilizar se encuentran localizadas en el Algebra Lineal, en concreto,

en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

En una primera fase se lleva a cabo el estudio de la Tabla C generalizada,
mostrando una caracterizacion por elementos que pierde importancia en la medida en que
aumenta el tamafio de la matrices asi como la necesidad de conocer los grados globales de

los polinomios. Por ello, en una etapa posterior centramos nuestra atencion en la
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busqueda de condiciones para el tratamiento matricial adecuado de la funcion. En este
sentido, es de hacer notar que la caracterizaciébn que se obtiene resulta igualmente

aplicable a cualquier tipo de serie matricial, sea ésta cuadrada o rectangular.

A diferencia de lo que sucede en el caso escalar, en el caso matricial para algunos
pares de grados minimos pueden existir a su vez varios pares diferentes de polinomios
que representen a la funcion de forma racional. Es por ello que establecemos en este
punto condiciones necesarias y suficientes para la unicidad de la representacion de la
funcion, que solo requieren la consideracion de la serie inicial sin tomar en cuenta los

coeficientes de los polinomios que intervienen.

A la luz de estas consideraciones, este capitulo se estructura, a partir de aqui, en
tres apartados. En el apartado 2 se lleva a cabo, por caminos diferentes, la generalizacion
de la Tabla C al caso matricial, utilizando las mismas herramientas que en el caso escalar,
esto es, los determinantes; de esta forma, se logra encontrar y proponer condiciones
necesarias de racionalidad. Es en el apartado 3 donde, utilizando la teoria de rangos,
presentamos caracterizaciones asi como condiciones sobre unicidad y minimalidad para el
caso matricial. Ademas, los resultados de este apartado anticipan algunas propiedades
sobre la estructura de bloques para las tablas de Padé. Adicionalmente, en el apartado 4 se
hacen comentarios sobre la estructura de los polinomios matriciales de una representacion
racional que ayudan a determinar elementos nulos y/o redundantes de los coeficientes

matriciales.
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2.- GENERALIZACIONDE LATABLAC

2.1.- CARACTERIZACION POR ELEMENTOS

Por supuesto, el estudio de la racionalidad de una funcion matricial puede

hacerse por elementos como nos indican los siguientes resultados.

Lema 2.1
Sea P(z) un polinomio matricial tal que existe P(z), entonces cada elemento de la

matriz P"(z) es una funcion racional escalar.

Demostracion

Como P(z) es un polinomio matricial, cada elemento de la matriz P(z) es un
polinomio escalar y, por tanto, [P(z)(Jtambien lo es. De la misma forma, cada adjunto de
P(z) es también un polinomio escalar. Debido a que P*(z)=Adj(P'(z))/P(z)0, cada

elemento de P(z) es una funcion racional. !

Lema 2.2
La serie de potencias de la expresion (1.4) es racional, idéntica a P*(z)Q(z) donde
P(2) y Q(z) son ciertos polinomios matriciales de dimensiones apropiadas, si, y sélo si,

cada elemento de la matriz F(z) es una funcion racional escalar.

Demostracion

"O™ Partimos de que existen los polinomios matriciales P(z) y Q(z) de tal forma que
F(2)=P*(2)Q(2). Por el lema 2.1 cada elemento de P(z) es una funcién racional escalar,
entonces P(z2)Q(z) también verifica la misma propiedad por ser cada elemento de Q(z)

un polinomio.
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"O" Por hipotesis, cada elemento fij(z) de F(z) es de la forma a;(z)/b(z) (i=1,...,m;
J=1,...,n) siendo a;(2) y bjj(z) polinomios escalares con b;(0)#0. Si denotamos por b(z) al
minimo comun multiplo de todos los bj(z) y por q;j(z) al cociente a;(z)b(z)/bij(z)

(i=1,...,m; j=1,...,n) entonces también podemos decir que f;;(z)=0;j(z)/b(z) con b(0)z0.

Considerando P(z)=b(z)lnm ¥ Q(2)=(qi(2))i; (i=1,....m; j=1,..,n) tenemos que
IP(0)| # 0 y que F(2)=P"(2)Q(2). !

Teniendo en cuenta este Gltimo lema podriamos dar una forma de proceder para
saber si una funcion matricial es racional, sin entrar a considerar los grados de los
polinomios matriciales que intervienen. Esta consiste en construir las mn Tablas C
escalares correspondientes a cada uno de los elementos de la matriz F(z), de tal forma
que, la funcion es racional si, y s6lo si, todas las tablas presentan la estructura de bloque

de lado infinito con todas sus casillas nulas.

No obstante, si bien esta via proporciona realmente una caracterizacion de
racionalidad, no resulta eficiente ya que, no sélo necesita del calculo de un nimero de
tablas que puede ser considerable al aumentar la dimensién de los coeficientes matriciales
sino que, ademas, no caracteriza los grados globales de los polinomios que puedan
representar a la funcion de forma simplificada. Es por ello que, en los siguientes
apartados, nuestro interés nos lleva a trabajar matricialmente y no por elementos. Tras
exponer los resultados que hasta ahora se han dado en este sentido en el caso matricial
cuadrado, se resaltan los inconvenientes adicionales que surgen cuando las matrices no
son cuadradas y se abren otras posibilidades en este ultimo caso, el cual ha sido objeto

de un menor tratamiento en la literatura especializada.

50



CAPi TULO 1 |

2.2.- EL CASO CUADRADO (m=n>1)

La construccion de la Tabla C en esta situacion es similar a la del caso clasico,
sin mas que considerar cada c; escalar como c; matriz cuadrada. No obstante, la
estructura final de la tabla en relacion con la presencia de los elementos nulos
manifiesta notables diferencias entre los casos matricial y escalar. Un ejemplo

ilustrativo considerado en Draux (1983) es el que sigue:

Ejemplo 2.1

Sea F(z)= i c,z', donde
1=0

Q1 @og @dip @@ @d1g @ og
“TH HYTH H%TH H%"Hh od“TH o *7H o
a _ _O g _g/2 1/20 0 _d/2 -0
| HC Hl HC Hl ob ““Hs2 1720 7 H/2 -
1 0
1T H

La tabla C presenta la siguiente estructura:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ¢ 11
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 0 1 0 1 0 -1 0 0 1
2 -2 1 0 1 0 1 0 0 0 0 3/2
3 -1 1 -1 0 0 |-1/4]1 O 0 9/8
4 -2 0 0 0 0 |-3/8 :-31/8
5 6 0 512 : 5/2
6 15/2

o1



CAPI TULO I |

donde se observa que los ceros no respetan la estructura de bloques cuadrados que

caracteriza al caso escalar.

En lo referente a la racionalidad, en Draux (1987a) se recoge la siguiente

condicion necesaria para identificar una funcion racional.

Teorema 2.1

Si F(z) es una funcion racional matricial cuadrada idéntica a D;l(z)Nq(z),
donde Dy(z) y Ng(z) son matrices polinomiales cuadradas de grados p y ¢
respectivamente, entonces la Tabla C asociada a esta funcion presenta un cuadrado de

lado infinito formado por determinantes nulos, donde la esquina superior izquierda es la

casilla (g+1,p+1).

A diferencia de lo que ocurre en el caso escalar, la mencionada esquina no tiene
siempre que aparecer bien delimitada, dificultando asi una caracterizacion inmediata de
funciones racionales matriciales analoga a la del teorema 1.2 para el caso escalar.

Veamos ejemplos que reflejan diferentes situaciones.

Ejemplo 2.2
Sea la funcién

Oor oo gl 3g0
F(Z)'% H Hara e

La Tabla C asociada presenta la siguiente estructura:
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Este es un ejemplo en el que la esquina (0,1), que corresponde a los grados de la
funcidn racional dada, aparece perfectamente delimitada tal y como sucede en el caso
escalar.

Ejemplo 2.3
F(z)—ﬁ 0D+EIL 10 +DO 0gd 2% o0 o 10 ZE
10D of "5 of H D of o

y, asociada a ésta, la Tabla C

Sea
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Notese que C(2,2) es no nulo pero no aparece bien delimitado el bloque infinito.
Sin embargo, por el teorema 2.1 podemos decir que la funcién no puede ser
representada por aproximantes [a/p](z) tales que 0<g<2 y 0<p<1 ni por aquéllos con

p=2 y 0<q<1. En la Tabla de Padé, son idénticos todos los aproximantes [g/p](z) tales

queqyp=2.

Ejemplo 2.4

)= % 55 CHE 5 B8R BeE B

en cuyo caso la Tabla C asociada es

En este caso puede parecer que F(z)J'[0/1]¢ 6 F(z)TP[0/1], lo cual no es cierto.
Aunqgue Draux (1987a) estudia la frontera del bloque infinito de ceros, es decir,

la naturaleza de los determinantes C(j,p) para j=q y C(q,i) para i=p, las condiciones

tedricas que obtiene se basan en los determinantes C(q,p) y/o en ciertos coeficientes de
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los polinomios que representan la funcion de forma racional, por lo que no resultan

plenamente satisfactorias en la préactica.

Con respecto a la Tabla de Padé, como consecuencia de la definicion de APM,
existe una notable diferencia entre los casos escalar y matricial, ya que este Gltimo da
lugar a dos tablas de Padé, una izquierda y otra derecha. La estructura de bloques en
dichas tablas es una cuestion que no ha recibido respuesta de forma general; sin
embargo, de forma particular Draux (1987a) estudia el caso del bloque infinito que

aparece en ellas cuando la funcion es racional, proponiendo el siguiente resultado:

Teorema 2.2 (Draux, 1987a)
Suponiendo que la funcion es racional de la forma W, (z)Vp‘l (2), si existen dos
polinomios Ay(z) y By(z) de grados p y g respectivamente, tales que A,(0)=1 y

F(z):A;l (2)B,(z), entonces [a/p]e(z) es Unico debido a la existencia de los dos

aproximantes y ademas F(z)=[a/p]«(2)=[r/s](z) para cualquier r=q y s=p.

Obsérvese gue, dada una funcién racional, este teorema no aporta condiciones
sobre la existencia de los aproximantes de Padé de ambos lados sino que, en la base de

que éstos existen, concluye el resultado.

2.3.- EL CASO GENERAL (my n arbitrarios)

Los teoremas que se presentan a continuacion intentan explotar las ideas del
caso escalar para su aplicacion general cuando los coeficientes matriciales de la funcion
son rectangulares, situacion ésta en la que no es factible la construcciéon de los
determinantes de Hankel dado que no estan definidos. Siguiendo en la misma linea del

caso clasico e inspirados por el caso vectorial (Van Iseghem, 1987), proponemos la

55



CAPI TULO I |

construccion, en base a dichos coeficientes matriciales, de nuevos determinantes que
estén bien definidos y que, de forma similar a lo que ocurre en la Tabla C, contribuyan
con informacion util para dar respuesta al objetivo inicial de caracterizar una funcion

racional matricial. Con tal propdsito son introducidas las definiciones 2.1, 2.2 y 2.3.

Definicion 2.1

Si n>m? definimos:

w(j) w(j) w(j)

Cf—e+1 Cf—e+2 ' ' Cf

w(j) w(j) w(j)

Cf—e+2 Cf—e+3 ' ' Cf + Dn D
Al(f.e)=| . . .o . j=1..., H

w(j) w(j) w(J)

Cf Cf+1 ' ' Cf+e—1

donde w(j) es un elemento de R™ de la forma (iy i, ... im);, Siendo iy, iy, ..., in0{1,2,...,n},

iy<iy si usvy ¢ es una matriz mxm que se obtiene eligiendo las m columnas de c;

. . ) anQ ) .
como indica w(j), para Fl’z’""HnH En otras palabras, si k(0{1,2,....,m} la matriz
cuadrada ¢ tendra por k-ésima columna la i,-ésima columna de cx.

En base a esta definicion, para cada j podemos construir una tabla similar a la

Tabla C colocando el determinante Al(f.e) en la interseccion de la fila e con la columna

: 0nQ : : ]
f. De esta forma se tienen HnH tablas diferentes. A partir de aqui podemos obtener una

condicion necesaria para la identificacion de una funcion racional que consideramos en

el siguiente resultado.

1 Si n<m son aplicables las definiciones 2.2 y 2.3. Si n=m tenemos que A’(f,e) =C(f,e) .
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Teorema 2.3
Sea F(z) idéntica a D;l(z)Nq(z), donde Dy(z) y Ng(z) son matrices

polinomiales de grados p y g respectivamente, siendo los coeficientes de Dy(z) de

: . OnQ :
dimension mxm y los de N4(z) mxn. Entonces cada una de las BnH tablas asociadas a

los determinantes Al(f,e) muestra un bloque cuadrado de lado infinito, que contiene

todas sus casillas nulas, cuya esquina superior izquierda es la interseccion (q+1,p+1).

Demostracion
Si  F(z)=D,'(z)N,(z) entonces D(z)F(z)-Ny(2)=0. Considerando los
coeficientes de las potencias del mismo orden, desde g+1 en adelante, en ambos lados

de esta igualdad, obtenemos

1l
o

dpcq-p+1 + dp—lcq—p+2 T +d0cq A

I
S -
I |

d.c +d,,Cy s TooHd C

prg-p+2 -p+3 q+2

(2.1)

esto es,

ApCq-p+i + Up-1Cqupsivs + ... + doCqui =0 para cualquier i21

siendo ¢,=0 si k<0.
. : n :
Fijemos j{1,2,..., H’ﬂﬁ} A partir de (2.1), tomando algunas columnas de los ¢;

se llega también al siguiente sistema:
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wi) w(j) wii) —

d,cipn td,  Co), to +docy =00
wi) w(j) w(i) —

d,Cipy T, Co0 s o +dCly =

(2.2)

o
I o

y, en base a (2.2), cualquier sistema homogéneo dado por

w(j) w(j) w(j) w(j) =
XO Ch +"'+Xp Ch+p +Xp+1ch+p+1 +"'+Xf—hcf -

o
og

w(j) w(j) w(j) w(j) —
XO Ch+1 +"'+Xp Ch+p+1 +Xp+1Ch+p+2 +... +Xf—th+1 =0 0

w(j) w(J) w(]) w(i) —
XO Cf +"'+Xp Cf+p +Xp+1Cf+p+1 *... +Xf—hCZf -h = O

I

donde h>g-p+1 y f=h+p, tiene solucion diferente de la trivial ya que (dp,dp.1,...,do,0,...,0)
es una posible solucion; en consecuencia, su determinante asociado
A'(f,f —h+1)sera nulo, esto es, en la tabla correspondiente los determinantes de la

diagonal principal y del triangulo superior del cuadrado infinito con esquina superior

izquierda la casilla (q+1,p+1) seran nulos.

Por otro lado, cualquier determinante del triangulo inferior es de la forma:

w(j) w(j) w(j)
C, . C, . Chap
w(j) w(j) w(j)
Cg+1 ' Ch+1 ' Ch+p+1
Al(h+ph+p-g+1) =
w(j) w(j) w(j)
Chrp = Conspg - Coqhapg

con h>g-p+1, g<g-p+1y, por tanto, de un orden mayor o igual a (p+2)mx(p+2)m.
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El determinante anterior es el asociado al sistema homogéneo:

w(j) w(j) w(j) —
XoCq” +. +X,_Cy oot XipgChap = OB
w(j) w(j) w(j) —
XOCg+1 t... +Xh—gCh+1 oot Xh+p—g Ch+p+1 - OE

- O
0
(€)) ()] (§)] -
w(j w(j w(j —
XOCh+p +"'+Xh—gc2h+p—g +... +Xh+p—gc2(h+p)—g _OH

que tiene solucion diferente de la trivial ya que, por (2.2), (0, 0....,0,d,,d,.1,...,do) €s una
de ellas. Por tanto, Al(h+p,h+p-g+1)=0 para cualesquiera h=g-p+1 y g<g-p+1 6, de

forma equivalente, el triangulo inferior del cuadrado de lado infinito tiene sus casillas

nulas. |
Definicion 2.2
Sea
i i i
Cf—e+1 Cf—e+2 v Cf—e+em
i i i
Cf—e+2 Cf—e+3 oo Cf—e+em+1
B'(f,e)=| . L . j=12,...,n

C# C1£+1 . . C#+em—1

donde ¢! es la j-ésima columna de c.

Para cada j podemos construir una tabla similar a la Tabla C colocando el
determinante B!(f,e) en la interseccion de la fila e con la columna f y obtener n tablas

diferentes para las que podemos establecer la siguiente condicion necesaria.
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Teorema 2.4

Sea F(z) idéntica a D;l(z)Nq(z), donde Dy(z) y Ng(z) son matrices
polinomiales de grados p y q respectivamente, siendo los coeficientes de Dy(z) de
dimension mxm y los de N4(z) mxn. Entonces cada una de las n tablas asociadas a los
determinantes B!(f,e) muestra un cuadrado de lado infinito, que contiene todas sus

casillas con ceros, cuya esquina superior izquierda es la interseccion (g+1,p+1).

Demostracion

Fijemos jOI{1,2,...,n}. A partir de (2.1) podemos obtener el siguiente sistema:

j j j
d,Cqpu Td,5C i ToootdoCly

=0
i i i =
deq—p+2 +dp—1cq—p+3 +"'+dOCq+2 =0

(2.3)

0 o e

y, en base a (2.3), cualquier sistema homogéneo dado por

i i i i =
XOCh Tt XpCh+p +Xp+1ch+p+1 +"'+Xf—hcf =0 O

i i i j —
XO Ch+1+"'+xp Ch+p+1 +Xp+lch+p 2 *... +Xf —th A =0

0 o O

Xo C51+(f—h+1)m—1 ------------- X —hciﬂf—hﬂ)m—l =0
donde h>g-p+1 y f=h+p, tiene solucion diferente de la trivial ya que (dy,dp.1,...,do,0,...,0)

es una posible solucion; en consecuencia, su determinante asociado B’ (f, f — h +1) sera

nulo, esto es, en la tabla correspondiente los determinantes de la diagonal principal y
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del triangulo superior del cuadrado infinito con esquina superior izquierda la casilla
(q+1,p+1) seran nulos.

Por otro lado, cualquier determinante del triangulo inferior es de la forma:

i i
c : : : Cg+(h+p—g+1)m—l

B'(h+ph+p-g+1) =

j
h+p o Ch+p+(h+p—g+1)m—1

con h=g-p+1, g<g-p+1y, por tanto, de un orden mayor o igual a (p+2)mx(p+2)m.

El determinante anterior es el asociado al sistema homogéneo

] j j —
XoCq +.oo +X,Ch + .o+ X Cl. =0 B

] j j —
XOCg+1 T +Xh—gCh+1 Tt Xh+p—gCh+p+1 =0 E
H
[
: _ O

] i —
XoChsthep-geyma T T Xy o 4Chisp st p g ym 2 =0 H

que tiene solucion diferente de la trivial ya que, por (2.3), (0,0....,0,dp,dp.1,...,do) €S una
de ellas. Por tanto, B!(h+p,h+p-g+1)=0 para cualesquiera h=g-p+1 y g<g-p+1 6, de
forma equivalente, el triangulo inferior del cuadrado de lado infinito tiene sus casillas

nulas. |

Otro de los muchos determinantes que pueden proporcionar informacion sobre

la racionalidad de la funcion es el recogido en la definicion siguiente.
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Definicién 2.3

Sea b una matriz con infinitas columnas que ha sido construida como sigue:
—_ 1 2 n
b=(c,Ccy...CyC; C;...C;/ Cy e
siendo ¢! la j-ésima columna de c;. Definimos

b
b

f-e+le

f-e+2,e

G(f,e)=

by

e

donde b;; es la submatriz de jm columnas de b, de la columna c; en adelante.

Este determinante permite, de forma analoga a los casos anteriores, la

construccion de una tabla asi como de una condicidn necesaria asociada a la misma.

Teorema 2.5
Sea F(z) en las condiciones de los teoremas 2.3 y 2.4. Entonces la tabla asociada
al determinante G(f,e) muestra un cuadrado de lado infinito, que contiene todas sus

casillas con ceros, cuya esquina superior izquierda es la interseccion (g+1,p+1).

Demostracion

A partir de (2.1) podemos obtener el siguiente sistema:
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1 1 1 —_
d,Cqpss T, 4Cq s +oo+dCoy —OB
2 2 2 —
d,Cqpn td,,Cq 0 T..tdoCyy =00

U
U
. U
U
d,Copy +d,,Cqpp +..+dCqy =00 (2.4)
U
1 1 1 —
UpCooprz T dpuCqpus +- oy, =0
2 2 2 — U
dpcq—p+2 +dp—1cq—p+3 +"'+d0Cq+2 _OD
U
U
- U
y, en base a (2.4), cualquier sistema homogeneo dado por
1 1 1 _
XoCh + Xy Chuy +..+X¢1C¢ =0 B
2 2 2
XoCh + X Cpyy +oot Xy C =0
U
U
U
n + n + + n _O [I
XoCh ¥ Xy Chyy Foon ¥ X G = U
1 1 1 _a U
XO Cha + X1 Chso +"'+Xf—hcf+1 =0 0
O
U
O
(f-h+l)m-an (f-h+l)m-an _—_
XoChia Tt X1 Chla _OE

donde a es la parte entera de (f-h+1)m/n, h=g-p+1 y f=h+p, tiene solucién diferente de
la trivial ya que (dp,dp.1,...,do,0,...,0) s una posible solucion; por tanto, su determinante

asociado G(f,f —h +1)sera nulo, esto es, en la tabla correspondiente los determinantes

de la diagonal principal y del triangulo superior del cuadrado infinito con esquina

superior izquierda la casilla (q+1,p+1) son nulos.

Por otro lado, cualquier determinante del triangulo inferior es de la forma:
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1 n 1 (h+p-g+1)m—kn
C, - Cy Cun Cq
G(h+p,h+p-g+1) =
1 n 1 (h+p-g+1)m—kn
Ch+p . Ch+p Ch+p+1 ) Ch+p+k

siendo k la parte entera de (h+p-g+1)m/n, h>g-p+1 y g<g-p+1. Por tanto, es de un

orden mayor o igual a (p+2)mx(p+2)m.

El determinante anterior es el asociado al sistema homogéneo

XoCq* X, Copy *ov + Xy Chypy = 0 O
H

- 0

0

0

Xog Cog+ X, Coyy +ooo ¥ X Chy =0 B
XOC;+1 + Xl C;+2 oot Xh+p—gci1+p+l = O 0
0

0

.0

Xocét:(p—gﬂ)m—kn +.“+Xh+p_gcﬁh+;p+ig+1)m—kn ZOS

que tiene solucion diferente de la trivial ya que, por (2.4), (0,0,...,0,d,,dp.1,...,do) €S una
de ellas. Por tanto, G(h+p,h+p-g+1)=0 para cualesquiera h>g-p+1 y g<g-p+1 4, de
forma equivalente, el triangulo inferior del cuadrado de lado infinito mencionado tiene

sus casillas nulas. |

En cualquier caso, éstos son sélo algunos de los posibles tipos de determinantes
cuyas tablas asociadas contienen, en teoria, informacion atil para la consecucion del

objetivo propuesto.
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En definitiva, a la luz de los resultados expuestos, puede concluirse que cuando
se lleva a cabo la generalizacion de las propiedades dadas para el caso escalar a través
de los determinantes de Hankel, se obtienen ciertas tablas que mantienen la presencia
de una estructura de blogues de tamafio infinito. No obstante, esta configuracion no
permite establecer una caracterizacion analoga a la dada en el caso clasico. En general,
la Unica condicion necesaria que podria establecerse es la de que si alguna de las tablas

no muestra esta estructura correspondera a una funcién que no es racional.

Manteniendo el propésito de identificar funciones racionales matriciales asi
como sus grados, el paso inmediato en el siguiente apartado es sentar las bases de una
nueva propuesta metodoldgica para la modelizacion racional de series formales de
potencias con coeficientes matriciales, que permita englobar el caso de matrices de
dimension arbitraria y contribuya, entre otras cosas, a superar las limitaciones que en

términos determinantales conlleva la propuesta clasica.

No perdemos de vista el conseguir también que dicha metodologia posea el
atractivo adicional de permitir presentar los resultados por medio de tablas con el fin de
que la interpretacion de los mismos a través de ellas resulte, por lo gréfica,

relativamente facil y rapida.
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3.- RACIONALIDAD, MINIMALIDAD Y UNICIDAD: PRINCIPALES

RESULTADQOS

3.1.- ALGUNOS RESULTADOS PREVIOS

Como veremos, la observacion minuciosa y detallada del rango de ciertas matrices
resulta fundamental para caracterizar la racionalidad, obtener pares de grados minimos y

estudiar la unicidad de las representaciones de funciones racionales matriciales.

Definimos, en primer lugar, la notacion para las matrices blogues de Hankel

asociadas a los sistemas de ecuaciones lineales Sl(i,j) y SD(i,j).

Definicion 2.4
Dado el desarrollo en serie de potencias (1.4) definimos, para i=0 y j>0, las

siguientes matrices:

Epi—jﬂ Ci—j+2 Ci %

[(Fi-je2 Ci—j+3 Cia [

MG, =8 . 0

()= C

o - [

Eci Ci+l Ci+j—lE
Epi—jﬂ i—-j+2 CI Ci+1D
|§i—j+2 i—j+3 Cia Ci+2D
M23i,j) =0 . .o
()= 0
o - - [
E C Cis Civjma Ci+J'E
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Eci—jﬂ Ci—j+2 Ci %
[fi-j+2 Cisjua Ciu O
O O
M3(i, j) =0 0
o - []
B Ci Ci+1 Ci+j—1%
|:|Ci+l Ci+2 o Ci+j D

Notese que:
. rango(M1(i,j))=rango(M2(i,j)) si, y solo si, existe °[i/j]=(z).
. rango(M1(i,j))=rango(M3(i,j)) si, y s6lo si, existe 'Ti/j]=(z).
. rango(M1(i,j))=rango(M2(i,j))=rango(M3(i,j)) si, y solo si, existe [i/j]-(z).

Para j=0, por convenio, el rango a que se hace referencia vale cero.

Lema 2.3
Si rango(M1(i,j))=rango(M1(i+1,j+1)) entonces
rango(M1(i,j))=rango(M2(i,j))=rango(M3(i,j)).

Demostracion
Al ser rango(M1(i+1,j+1))=rango(M2(i,j))=rango(M1(i,j)), como por hipotesis
rango(M1(i+1,j+1))=rango(M1(i,j)), entonces rango(M1(i,j))=rango(M2(i,j)).

De la misma forma se llega a que rango(M1(i,j))=rango(M3(i,})). !

Lema 2.4

Supongamos la existencia de [i/j]x(z).

Existe [i+1/j]x(z) siendo [i/j]r(z)=[i+1/j](2) si, y solo si, existe [i/j+1]:(z) siendo
[/i]r(2)=[1/j+1]=(2)-
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Demostracion
"0" Si [iljl«2)=[i+1/j]:(z) entonces F(z) - [iljl{z2) = 0("*?. Por tanto,
[i/j]=(2)O[i/j+1]r y, por ser ambos Unicos, [i/j]-(2)=[i/j+1]x(2).

"0" Sedemuestra de forma analoga. |

Corolario 2.1

Para cierto KON, las cinco condiciones siguientes son equivalentes:

1) Existen y son idénticos [i/j]=(z) y [i+k/j]=(z), pero no son idénticos [i/j]«(z) y
[i+k+1/j]=(z) en caso de existir este ultimo.

2) Existen y son idénticos [i/j]=(2), [i+1/j]e(2), ..., [i+k/]]=(z), pero no son idénticos
a [i+k+1/j](z) en caso de existir este ltimo.

3) Dado h({0,1,2,..., k} existen y son idénticos [i/j]z(z) y [a/j+h]e(z) para
cualquier al){i,i+1,...,i+k-h}, pero no son idénticos [i/j](z) y [i+k-h+1/j+h](z) en caso de
existir este daltimo.

4) Existen y son idénticos [i/j]x(2), [I/j+1]x(2), ..., [I/j+K]r(z), pero no son idénticos
a [i/j+k+1]x(2) en caso de existir este ultimo.

5) Existen y son idénticos [i/j]x(z) y [i/j+K]r(z), pero no son idénticos [i/j]x(z) y

[i/j+k+1]x(2) en caso de existir este ltimo.

Proposicion 2.1
Existen [i/j]c(z) y [i+1/j]s(z) y ademéas son idénticos si, y solo si,
rango(M1(i,j))=rango(M1(i+1,j+1)).

Demostracion

"O"™ Si existe [i/j]«(z) entonces rango(M1(i,j))=rango(M2(i,j)). Ademas, como

[i/j]-(z)=[i+1/j]=(z) cualquier solucion by, bj.y, ..., by del sistema
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biCiju T bj4Cij +F biCy = _Ci+1g
bjCi—j+2 + bj—lci—j+3+"'+blci+l =TCin H
H
H
Ol
bjCi +bj—1Ci+1 ot blci+j—1 =iy E

verifica también la ecuacion bjCi.i+ ... +b;Cisj = -Cisj+1. En consecuencia, el rango de las
matrices M2(i,j) y M1(i+1,j+1) coincide y, por tanto, rango(M1(i,j))=rango(MZ1(i+1,j+1)).
"O"™ Como el rango de M1(i,j) y el de M1(i+1,j+1) son iguales, por el lema 2.3
rango(M2(i j))=rango(M1(i+1,j+1)), entonces existe '[i/jl{z2) tal que F(2)-
'Ti/j](2)=0(z""?), 1o cual implica que "[i/j]=(2) representa un caso particular de "Ti+1/j]x(z).

Como el rango de M1(i,j)) y el de M1(i+1,j+1) son iguales, por el lema 2.3
rango(M3(i,j))=rango(M1(i+1,j+1)), entonces existe [i/jl{(z) tal que F(z)-
Oli/j]-(2)=0(z"*%), lo cual implica que P[i/j]Je(z) constituye un caso particular de
"li+1,j]e(2).

Por tanto, [i+1/j]x(z) es Unico e idéntico a [i/j]-(2). |

Como consecuencia de la proposicién 2.1 y del lema 2.4 damos el siguiente

resultado:

Corolario 2.2
rango(M1(i,j))=rango(M1(i+1,j+1)) si, y solo si, existen [i/j]«(z), [i+1/j]=(2) ¥

[i/j+1]=(z) y ademas los tres son idénticos.

Obsérvese que el lema 2.4 y la proposicién 2.1 proporcionan una descripcion local
de los posibles bloques en la correspondiente tabla de Padé mientras que los corolarios
2.1y 2.2 proporcionan una descripcion global por aplicacion reiterada de los resultados

previos respectivos.
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Proposicion 2.2

Si rango(M1(i,j))=rango(M1(i+1,j+1)), entonces
rango(M1(i+1,j))=rango(M1(i+2,j+1)) si, y solo si,
rango((M1(i,j+1))=rango(M1(i+1,j+2)).

Demostracion

"O0" Por el corolario 2.2, al ser rango(M1(i,j))=rango(M1(i+1,j+1)) tenemos que
[i+1/j]r(2)=[i/j+1]r(z). Utilizando de nuevo dicho corolario con la hipotesis
rango(M1(i+1,j))=rango(M1(i+2,j+1)) tenemos también que [i+1/j]c(z)=[i+1/j+1]x(2).
Ast, [i/j+1]:(2)=[i+1/j+1]=(z) y por ello F(z)-"[i/j+1]=(z)=0(z"1*3); en este caso el sistema

Cijdj tCijna;t..t Ca, = —Ciy

Ciljyy +Ciyd;+..+ Gy = ~Ciyjy

I Y

Ci+laj+1 +Ci+2aj+"'+ci+j+lal = _Ci+j+2 B

tiene solucidn, o lo que es lo mismo, rango(M3(i,j+1))=rango(M1(i+1,j+2)). Como existe
el aproximante '[i/j+1]x(z) entonces rango(M1(i,j+1))=rango(M3(i,j+1)) y, por tanto,
rango(M1(i,j+1))=rango((M1(i+1,j+2)).

"O" De forma similar. |

Proposicion 2.3
Si rango(M1(i,j))=rango(M1(i+2,j+2)) entonces:
a) rango(M1(i,j))=rango(M1(i+1,j+1))=rango(M1(i+2,j+2))
b) rango(M1(i+1,j))=rango(M1(i+2,j+1))
c) rango(M1(i,j+1))=rango(M1(i+1,j+2))
d) rango(M1(i+2,j))=rango(M1(i+3,j+1))
e) rango(M1(i,j+2))=rango(M1(i+1,j+3)).
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Demostracion

a) Trivial ya que M1(i,j)) es una submatriz de M1(i+1,j+1) y esta Gltima lo es de
M1(i+2,j+2).

b) Por el apartado a) y el lema 2.3

rango(M1(i,j))=rango(M2(i,j)) (2.5)

Ademas, por la proposicion 2.1, existe °[i+1/j]=(2) y, por tanto,
rango(M1(i+1,j))=rango(M2(i+1,j)) (2.6)
lo que quiere decir que las n Gltimas columnas de M2(i+1,j) son combinacion lineal de las

columnas de M1(i+1,)).
Por (2.5) y (2.6), rango(M1(i,j))=rango(S) siendo

Epi—jﬂ Ci—j+2 o Ci Ci+1 Ci+2 %
iz Cicjis - - G G Cig [
s=0 . [l
[l [l
- - O
E C Cis Ci+j—1 Ci+j C|+j+1E

Como por hipdtesis el rango de M1(i,j) es igual al de M1(i+2,j+2) entonces
rango(S)=rango(M1(i+2,j+2)), esto es, las 2m Jultimas filas de M1(i+2,j+2) son
combinacion lineal de las filas de S. Observando S sin sus n primeras columnas, tenemos
que rango(M2(i+1,j))=rango(M1(i+2,j+1)