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PROLOGO

El objetivo central de esta Memoria consiste en proponer una metodologia basada
en la utilizacion de la teoria de la representacion racional de series y, en concreto, la
aproximacion racional de Padé (Padé, 1892), para abordar algunas cuestiones relativas
a la modelizacion dinamica de series temporales doblemente infinitas, esto es, series
que incorporan una secuencia discreta de variables y ponderaciones evaluadas en todo

el dominio temporal.

Este objetivo que se persigue esta en la linea de la preocupacion y de los esfuerzos
que se han venido realizando en el &mbito del analisis de series temporales durante las
dos Gltimas décadas, destinados a profundizar en el estudio y desarrollo de nuevos

métodos con los que abordar la identificacion de relaciones entre variables temporales.

En concreto, son numerosos los procedimientos hasta ahora propuestos para
abordar el problema de la identificacion del comportamiento dindmico en el marco de
los modelos ARMA vy, por extension, de los modelos ARIMA univariantes y
multivariantes; prueba de ello son precisamente las numerosas referencias

bibliogréficas existentes al respecto.

Este interés que suscita el estudio de la identificacion de la estructura de relacion
dinamica entre variables en el marco del andlisis de series temporales y que constituye
el eje central de la presente investigacion, se sabe es también compartido por otras areas
de investigacidn, especialmente en teoria de control, estadistica e investigacion
operativa, entre otras, que estdn estrechamente vinculadas con el analisis de series

temporales.

Ahora bien, hasta la actualidad, los desarrollos en la modelizacion de series
temporales asi como los procedimientos propuestos para la identificacion de la

estructura dindmica subyacente, se han llevado a cabo basicamente en el ambito de la
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formulacion de modelos causales, en los que en consecuencia se asume que la

evolucion futura de una variable reproduce los esquemas de comportamiento pasados.

Desde esta Optica, y tomando como referencia las hipotesis tradicionales en la
literatura econométrica, algunos autores (Lii, 1985; Claverie et. al., 1990; Berlinet y
Francg, 1994, ...) han intentado en los Gltimos afios profundizar en la consideracion de
la teoria de la representacion racional de series en la modelizacion econometrica,
proponiendo la utilizacién de diversas técnicas al respecto; no obstante, la mayor parte

de las aportaciones realizadas en este sentido se refieren al caso univariante.

En este ambito, la utilizacidn de una técnica relevante, ya mencionada, dentro de la
aproximacion racional, esto es, la aproximacion de Padé en relacion con el estudio
algebraico de series formales de potencias como una generalizacion de la aproximacion
polindmica de Taylor, ha contribuido a enriquecer y a estimular gratamente el estudio
de la identificacion dindmica en la literatura econométrica. Desde esta perspectiva, sus
propiedades se han mostrado especialmente utiles no sélo en el estudio del
comportamiento asintotico de ciertas series numéricas sino que, en particular,
constituyen una herramienta valiosa para llevar a cabo la identificacion de la estructura

de relacion dinamica entre variables.

En efecto, la utilizacion de esta técnica dentro del &mbito de la formulacion de
modelos causales y, en concreto, en la formulacion de modelos racionales, permite la
caracterizacion de métodos computacionalmente sencillos con los que abordar la
especificacion dinamica de la parte determinista en ciertos modelos de series
temporales. En particular, el método de la tabla C (Baker, 1975), a partir de cuyas
propiedades se obtiene el denominado método corner (Beguin, Gourieroux y Monfort,
1980; Liu y Hanssens, 1982) en la literatura econométrica, el e-algoritmo (Wynn, 1956;
Berlinet, 1984), el R-S algoritmo (Gray, Kelley, Mc Intire, 1978), etc, constituyen

algunas de las propuestas de caracterizacion dindmica, vinculadas con la aproximacion



PROLOGO

de Padé, que han venido a enriquecer notablemente el ambito de la identificacion de la

parte determinista de modelos de series temporales.

Asi mismo, las propiedades de esta técnica resultan relevantes en tanto que
proporcionan valores iniciales para los parametros del modelo, que resultan fiables para
llevar a cabo la obtencion de un modelo definitivo a través de otros métodos iterativos

mas eficientes, una vez que se incorpora la identificacion de la parte aleatoria.

En particular, dentro de la formulacién de modelos racionales en términos causales
y que denominaremos en adelante contexto clasico, la aproximacion de Padé y sus
propiedades resultan especialmente interesantes para el estudio de la identificacion
dinamica en un modelo VARMA, en general, esto es, en la identificacion de los

6rdenes de los polinomios de retardo que intervienen en su formulacion.

Un caso particular de este tipo de formulaciones, el modelo de Funcién de
Transferencia (FT) (Box y Jenkins, 1976), va a constituir el marco de analisis elegido
para llevar a cabo nuestra investigacion, ya que constituye una de las representaciones
dinamicas de uso frecuente en el desarrollo de aplicaciones en los distintos ambitos no
solo de la Economia, sino también de otras Ciencias Sociales como la Geografia e

incluso en aquellas ciencias de caracter experimental como la Ingenieria y la Fisica.

Por otro lado, esta eleccion permite utilizar un conjunto de resultados que se
encuentran en la base de la teoria de la aproximacién racional, dentro de la Matematica
Aplicada. Ademas, nos centramos en el caso univariante ya que el interés principal es

destacar el papel de las expectativas en este tipo de modelos.

Partiendo de estas consideraciones, realizaremos en el primer capitulo una revision
somera de los métodos méas usuales propuestos en la literatura econometrica para la
identificacion de modelos de series temporales, haciendo especial hincapié en aquellos

procedimientos de caracterizacion dinamica, que tienen su soporte metodoldgico en la
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aproximacion de Padé que han sido propuestos en el estudio de modelos racionales y,

en concreto, en la formulacion del modelo FT.

Dado que el estudio de estos métodos vinculados con la aproximacion de Padé
permite constatar la validez de esta herramienta en la identificacion racional de modelos
de series temporales, dedicamos el capitulo 2 al estudio, en una primera parte, de la
aproximacion clasica de Padé, esto es, en relacion con el tratamiento de series formales
de potencias, destacando los fundamentos teoricos y resaltando las propiedades y
aspectos basicos mas relevantes de la misma que son de aplicacion posterior en esta
Memoria. Esta aproximacion teorica nos permitira abordar, en una segunda parte, el
estudio de la identificacion de los 6rdenes polinomiales en una formulacion clasica del
modelo FT, es decir, en un contexto dinamico causal, poniendo de manifiesto con ello
la vinculacién existente entre los diversos procedimientos de caracterizacién sugeridos

hasta ahora en este contexto.

Por otro lado, la realizacion de este estudio permite hacer una reflexion sobre las
ventajas e inconvenientes que posee, en general, el modelo FT clésico. En efecto, la
consideracién de un universo econdmico en el que la formulacién de relaciones
dinamicas se rige por un proceso que podriamos calificar de enddgeno, esto es, se
establece en términos de la formulaciébn de un modelo estable en el que el
comportamiento futuro es consecuencia del pasado, nos lleva a situarnos dentro de un
contexto que no siempre puede ofrecer respuestas validas en términos de la formulacion

de medidas de politica economica.

Es por ello que si bien este tipo de formulaciones causales resulta plenamente
valido desde la perspectiva de ajuste a los datos disponibles, esto es, recogen fielmente
los esquemas de comportamiento historicos de las variables implicadas en una relacion
dinamica considerada, sin embargo, su utilidad en términos predictivos incluso a C/P
y/o M/P y en consecuencia su operatividad para servir a los propositos y objetivos de
politica econdmica es, en ocasiones, limitada. Precisamente, esta consideracion resulta

especialmente cierta en aquellas situaciones en las que la realidad econdémica de un
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periodo lleva aparejada la existencia de comportamientos estructuralmente diferentes en
el tiempo, que tienen su origen en circunstancias de diversa indole, ya sea econémico,

politico, etc.

En tales situaciones, fundamentar la toma de decisiones relevantes de politica
econdmica en la adopcion de una concepcion “causal” del universo economico y de las
relaciones en él presentes, como un mecanismo ordenado que funciona segun un
conjunto de leyes establecidas, choca con la aceptacion de una vision en la que el futuro
no es sélo consecuencia del pasado y, por tanto, la incertidumbre sobre el conocimiento

futuro ocupa un lugar central.

En efecto, este conocimiento que, en la mayoria de los casos, resulta incierto y que
es precisamente reflejo de la aleatoriedad inherente al propio universo y a la ausencia
de leyes estrictas que rijan los fendmenos sociales y, en concreto, los econdmicos, tiene
enorme importancia en el desarrollo de la actividad econdémica en tanto no solo afecta
la adopcion de decisiones estratégicas sino, en definitiva, a la determinacion de qué

lineas de accion resultan aconsejables.

Es por ello que en el intento de superar las limitaciones que en términos
predictivos poseen las formulaciones tradicionales causales y de ofrecer con ello
respuestas validas a los objetivos esenciales de politica econdémica, nuestra contribucion
en esta Memoria se centra en proponer, tal y como se recoge en los capitulos 3y 4, un
marco tedrico mas amplio para el estudio de las relaciones dindmicas entre variables,
sin abandonar el analisis de series temporales, a través del establecimiento de modelos
no causales, esto es, en los que se incorporan las anticipaciones o expectativas que

elaboran los agentes econdmicos sobre el comportamiento de determinadas variables.

Por otra parte, el analisis de las expectativas asi como las hipotesis establecidas
sobre su formacion, en la medida en que en definitiva constituyen informacion
relevante a tener en cuenta, ha constituido en la literatura econométrica un aspecto

interesante en el marco de analisis de las caracteristicas dinamicas que surgen en la
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relacion entre variables. En este sentido, el interés por el estudio de relaciones
dinamicas que envuelven comportamientos futuros o deseados de alguna variable y por
la incorporacidon de hipdtesis sobre su formacion, ha sido desde un principio planteado
por ciertos autores (Fisher, Nerlove, etc.), que ven la necesidad de utilizar
formulaciones de mayor contenido tedrico en lugar de los mecanismos tradicionales de

distribucién de retardos.

Desde el ambito de la teoria econdmica, es ya a partir de los afios 50 y 60 cuando
irrumpe con fuerza el papel de las expectativas. En este sentido, comienzan a tener
importancia conceptos como el de rendimientos futuros esperados que, si bien eran ya
considerados por la teoria keynesiana, cobran un nuevo significado. Las expectativas de
renta futura entran en la funcion de consumo de la mano de las teorias de la renta
permanente y del ciclo vital y, por su parte, la inflacién esperada hace también su
aparicion en la funcion de demanda de dinero. Asi mismo, los mercados financieros
comienzan a incorporar las expectativas para explicar el equilibrio de cartera y las
estructuras en los tipos de interés, en tanto que los mercados de cambios exigen
incorporar la informacién que se deriva de la consideracion de expectativas sobre tasas

de interés futuras, etc.

Hasta ese momento, aun cuando en el pasado no faltaban aportaciones interesantes
sobre el papel de las expectativas', el olvido méas o menos general de su presencia e
importancia era reflejo de un hecho en la ciencia econémica del momento, quizas

debido al dificil engarce de las expectativas en el cuerpo de doctrina recibido.

Precisamente, este papel que juegan las expectativas tanto en el analisis econémico

como en el econométrico nos va a permitir articular e imbricar ambos campos dentro de

'En este sentido cabe mencionar la teorfa del empresario innovador shumpeteriano, la del beneficio de
Knight, la teoria de Fisher, los autores de la escuela sueca, etc.
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un marco tedrico basico comun, con el que abordar el estudio de la identificacion

racional de modelos de series temporales desde un contexto mas general.

Ahora bien, aunque la consecucion de este objetivo pasa por la consideracion de
que la teoria econdmica es capaz de suministrar estimaciones fiables sobre el futuro de
las variables explicativas involucradas en una relacion dindmica dada, no nos
detendremos en profundizar en el estudio de los distintos mecanismos existentes con
los que cuentan los agentes econdémicos para elaborar anticipaciones futuras de una

variable.

Existe una amplia literatura’> para abordar el tratamiento de los distintos
mecanismos en la formacién de expectativas, mecanismos que a su vez se plantean a
través de la utilizacion de la informacion disponible, que en algunos casos no sélo
incluye la que proporcionan los datos histéricos disponibles sino también la que se
deriva de los deseos propios y, en consecuencia, de las estrategias y proyecciones

futuras que elaboran los agentes econdémicos para la toma de decisiones.

Por otra parte, cabe decir que en general los modelos no resultan en modo alguno
insensibles a cambios en el esquema de formacion de las expectativas; por el contrario,
estos cambios conducen a comportamientos dindmicos diferentes en tanto que es en
efecto la naturaleza precisa de las expectativas la que determina la dindmica explicita

de las variables anticipadas.

Ahora bien, sin entrar a detallar en profundidad los aspectos teodricos de su
formacion y utilizacion, estos mecanismos incluyen, en primer lugar, las llamadas

3 que se generan cuando los agentes econémicos utilizan

“expectativas extrapolativas
toda la informacion pasada de la variable sobre la cual forman sus expectativas. En

segundo lugar, y como una reformulacion de la anterior, la hipétesis de “expectativas

%\/éase, entre otros, Argandofia (1979) y Raymond (1986).
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adaptativas™

proporciona un mecanismo por el cual los agentes repasan sus
expectativas de la variable en cada periodo, en proporcion a la diferencia entre el valor
actual y el considerado como “normal”. Un caso particular dentro de esta hipotesis seria
el de la “expectativas ingenuas” donde las expectativas se formulan de acuerdo con el
valor vigente en el periodo presente. No obstante, si bien el planteamiento que sugiere
este esquema resulta insatisfactorio por la rigidez que incorpora el proceso de
formacion de expectativas, sirve para ilustrar claramente la importancia y la utilizacion

de éstas en el marco de formulaciones alternativas mas complejas.

En relacion con la hipotesis de expectativas adaptativas y con los inconvenientes
que a menudo se le atribuyen, en Koreisha (1984) se propone una manera mas eficiente
de trabajar con modelos que incorporan este tipo de hipdtesis. La critica de este autor a
la formulacion tradicional de este tipo de modelos se basa en que su construccion, a
través de los modelos de retardos distribuidos, fuerza no sélo estructuras
autorregresivas de retardos para las variables expectativas sino que también impone

distribuciones especificas de retardos que pueden no ser validas®.

Precisamente, su propuesta para trabajar de forma mas eficiente con este tipo de
modelos consiste en presentar una aproximacion de series temporales que, en términos
muy similares a la formulada en el capitulo 4 de esta presente investigacion, no solo
hace uso de toda la informacion contenida en los datos sino que ademas permite
incorporar teoria en la propia construccion del modelo. Este procedimiento, que
requiere el empleo del modelo FT con expectativas, en la medida en que crea el marco
necesario para incorporar informacion futura sobre las variables explicativas, permite

mejorar sensiblemente, desde un punto de vista empirico, las predicciones del modelo

$\Véase Metzler (1941)
*Véase Arrow y Nerlove (1958)

>Otros trabajos que justifican este argumento son, entre otros, los de Lahiri (1976) y Just (1977).

10
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con respecto a las que se obtienen por los modelos de retardos distribuidos

convencionales.

La hipdtesis de “expectativas racionales” debida a Muth (1961) surge como un
esquema alternativo para la formacion de expectativas a través de la utilizacién
eficiente de toda la informacion disponible, entendiendo por ésto la estructura de la
economia, las acciones pasadas y presentes acometidas por los gobiernos asi como las

estrategias que se supone éstos pueden adaptar en el futuro.

Finalmente, una propuesta mas reciente es la realizada por Nerlove et al (1979),
que basan la generacion de anticipaciones sobre las variables en el anélisis de series
temporales. En este nuevo esquema, que se denomina de “expectativas cuasi-
racionales” son utilizadas las predicciones con error cuadratico medio minimo como

expectativas de las variables enddgenas y exdgenas del modelo.

Ahora bien, el interés presente en este nuevo planteamiento de las relaciones
dinamicas trata de conjugar los instrumentos basicos del analisis de series temporales,
que recogen toda la informacion disponible en la muestra, con el conocimiento
aprioristico que, en forma de expectativas “ex ante” o “ex post” aporta la teoria
economica -resaltando aquellos mecanismos de formacion que no solo consideran la
evolucion pasada y que, por tanto, estdn mas bien en la linea de las expectativas
racionales-, 0 en su caso, la propia evidencia empirica, sobre las variables explicativas

del modelo.

Con el objetivo de proporcionar el fundamento tedrico suficiente en el que
sustentar esta nueva concepcion de las relaciones dinamicas, que consideran una
secuencia discreta de variables y ponderaciones evaluadas en todo Z (dominio de los
enteros), proponemos abordar, desde el punto de vista metodoldgico, una
generalizacién del concepto de aproximacién de Padé al estudio de series formales de

Laurent (Bultheel, 1987), también denominadas series doblemente infinitas, y que no

11
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representan mas que una generalizacion del estudio de series formales de potencias en

el caso clésico.

Presentamos esta fundamentacion tedrica, particularizada a la identificacion de la

parte determinista de un modelo FT con expectativas, desde dos vias alternativas:

Por un lado, tal y como se propone en el capitulo 3, es posible abordar la
modelizacion racional de series formales de Laurent desde la perspectiva de la
aproximacion de Padé-Laurent (Bultheel, 1987), esto es, a través de la representacion
de dos funciones racionales que aproximan respectivamente las dos direcciones de una

serie formal de Laurent.

Esta nueva via que se presenta proporciona una base metodoldgica para la
caracterizacion de métodos sencillos con los que abordar algunas cuestiones sobre la
identificacién en este marco dindmico mas amplio y, en principio, mas acorde con la

realidad evolutiva existente que se quiere plasmar.

En particular, esta propuesta en el ambito de la formulacion de modelos no
causales o, dicho de otra forma, en el contexto de los modelos de series temporales que
incorporan la presencia de valores futuros en su formulacién, resulta de especial interés
en la identificacion de la estructura dinamica de un modelo FT en el que se considera
la existencia de expectativas sobre el comportamiento de las variables inputs

involucradas en el mismao.

Por otro lado, en el capitulo 4 proponemos la utilizacion de la modelizacion
racional de series formales de Laurent en términos de la formulacion de un modelo
unico que, de forma simultanea, aproxime las dos direcciones de la serie utilizando la

aproximacion de Padé a series de Laurent.

Precisamente, esta nueva via en la modelizacion racional va a permitir ampliar el
estudio de la identificacion dinamica en la metodologia de series temporales con una

consideracion evolutiva, no necesariamente causal, de las variables consideradas.
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En este sentido, se caracterizan nuevos procedimientos con los que abordar el
estudio de la identificacién dinamica. En concreto, el método de la tabla T, cuyas
propiedades sirven para caracterizar la generalizacion del método corner clésico, y la
generalizacion del e-algoritmo, constituyen dos propuestas de identificacion en este
contexto, cuya operatividad intentamos validar en esta Memoria con diversos ejercicios

de simulacion.

Ademas, como puede constatarse, el caso clasico no es mas que un caso particular

de nuestros resultados cuando no se incorporan las expectativas.

Por otra parte, cabe destacar que desde esta nueva perspectiva, la consideracién de
un marco dindmico en el que se facilita la incorporacién adicional de la informacion
futura -deducible a partir de la evolucion de las variables explicativas y/o del
conocimiento a priori de su comportamiento estructural-, favorece un proceso de
realimentacién continua del modelo, que le permite ir incorporando de forma
progresiva informacion actualizada, conforme la propia evidencia empirica modifica o

confirma las predicciones realizadas.

Asi mismo, podemos ofrecer diferentes modelos para una misma serie de datos sin
mas que modificar las expectativas, adelantandonos asi al conocimiento de la influencia

que sobre el output presente tienen nuestras expectativas para el input.

Una justificacién adicional a la validez del planteamiento propuesto viene dada por
la posibilidad de incorporar expectativas que, formuladas de un modo “ex ante”,
permitiesen constrastar la validez y efectividad de distintas especificaciones dinamicas

para un mismo conjunto de datos y, en consecuencia, determinar un modelo 6ptimo.

Finalmente, se presentan las conclusiones mas relevantes de este estudio. En
concreto, dado que la metodologia propuesta en los capitulos 3 y 4 es susceptible de
aplicacion en aquellos contextos en los que la existencia de cambios estructurales

determina comportamientos futuros de las variables diferentes a sus comportamientos
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historicos, presentamos a modo de ilustracion -como una primera experiencia parcial
para su validacion- una aplicacion al estudio de datos reales en el mercado de productos

agricolas para el periodo de transicion de la economia polaca.

Asi mismo, se hacen algunas reflexiones y se plantean diversas cuestiones abiertas
relativas a posibles extensiones de indole tedrico y practico para investigaciones

futuras.
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CAPITULO 1

LA ESPECIFICACION DE RELACIONES DINAMICAS EN EL
ANALISIS DE SERIES TEMPORALES



CAPITULO 1

INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo consiste en presentar, dentro del andlisis de series
temporales, las formulaciones hasta ahora propuestas para el analisis de relaciones
entre variables temporales, revisando las aproximaciones mas usuales sugeridas
para la determinacion de la estructura dindmica subyacente. Desde esta
perspectiva, se pone especial énfasis en el estudio de todos aquellos
procedimientos de caracterizacion dinamica, basados en la aproximacion de Padé,
que han sido propuestos en el estudio de la modelizacion racional de series
temporales y, en concreto, en la identificacion de un modelo de Funcion de

Transferencia.

En efecto, la preocupacion que en el analisis economico origina el estudio de
las relaciones dinamicas entre variables econdmicas y su configuracion temporal
ha sido objeto, y lo continta siendo, de un amplio tratamiento en el contexto de lo

que se ha venido a llamar Econometria tedrica y empirica.

El interés que en este sentido suscita la consideracion y el seguimiento de la
evolucion o trayectoria temporal de las variables relevantes implicadas en el
estudio de los fenomenos econdmicos y el anélisis de las relaciones en el corto y
largo plazo, justifican el desarrollo de una metodologia propia en el estudio de la

modelizacion dinamica.

Las distintas propuestas tedricas que han surgido en el contexto de la
metodologia econométrica aparecen vinculadas, aunque en base a enfoques
diferentes, a la especificacion dinamica de un modelo econométrico, esto es, a la
especificacion de la estructura dinamica inherente tanto a las variables
observables, involucradas en la parte sistematica del modelo, como al término de

perturbacion aleatoria.
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Ahora bien, aunque pueden ser diferentes las implicaciones y resultados que
en ocasiones se derivan de asumir diferentes perspectivas en el tratamiento de las
relaciones dindmicas pueden ser diferentes, la existencia, por otra parte, de
posibles relaciones y similitudes viene a confirmar precisamente la coexistencia
de aproximaciones equivalentes en el intento de captar la estructura dinamica

subyacente.

Desde las primeras aportaciones que evidencian una preocupacion por el
estudio de la consideracion dinamica de la realidad (Yule, 1927; Nerlove,
1958,...)1, hasta el desarrollo mas reciente del enfoque basado en el analisis de
series temporales, que corresponde a las variables involucradas en las relaciones
de comportamiento que se postulan, la metodologia econométrica ha

evolucionado siguiendo dos direcciones.

Por un lado, y mas proximo a los planteamientos iniciales de la econometria,
la practica comun economeétrica, guiada en gran parte por principios y nociones de
teoria econdmica, comienza a imponer representaciones a priori especificas sobre
las relaciones de comportamiento entre las variables que se consideran,
permitiendo con ello que sean los datos quienes confirmen la contrastacion
empirica de los avances de la teoria econdmica, esto es, los modelos que se
construyen bajo los auspicios de los principios tedrico-econdmicos. Esta
perspectiva proporcioné un programa de investigacion que, dominado por el
modelo de regresion lineal y su analisis, asi como por el modelo de ecuaciones
simultaneas y el estudio de su identificacion y estimacion, proporcionaria las

principales pautas de investigacion para las décadas siguientes.

lvéase Mills (1990).
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Esta estrategia, que surge en base al conocimiento aprioristico que aporta la
teoria econOmica, parte de una formulacion de un modelo, en general,
inicialmente sobreparametrizado que, a medida que los datos lo confirmen, deriva
de forma secuencial hacia un modelo mas restringido. De esta forma, la
contrastacion estadistica de la existencia de relaciones de causalidad entre los
parametros permitira la simplificacion secuencial del modelo sin que, en cualquier

caso, ello constituya la finalidad Gltima en la especificacion del mismo.

Estas relaciones de comportamiento que de forma aprioristica se postulan,
méas alla de la obtencion de los efectos parciales, acumulados y totales que
cambios aislados o sostenidos en el tiempo en las variables exdgenas ejercen
sobre las variables enddgenas, tratan de conformar la estructura temporal de estas
respuestas, esto es, el estudio de la forma diferida en el tiempo en que se

configura dicha variacion.

En esta linea podemos sefialar los modelos de retardos distribuidos,
propuestos en su momento por Koyck, Jorgenson, Almon, etc. que, en base a la
informacidn que a priori se considera sobre las estructuras de retardos entre las
variables, permiten introducir vias de solucion a la estimacion parametrica

presente en la formulacién de modelos dindmicos.

La evolucion de los desarrollos teodricos en la profundizacion de la
especificacion de modelos dindmicos entre variables econdmicas ha dado lugar a

una nueva perspectiva, dada por el andlisis de los modelos de series temporales.

Aln asi, los desarrollos en la metodologia econométrica, tanto en su vertiente
clasica como en la derivada del enfoque del anéalisis de series temporales,
contindian siendo en la actualidad el centro de interés por sus implicaciones, entre
otras, en el estudio del comportamiento entre variables econdmicas, el analisis

estructural y la simulacién de politicas.
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En concreto, la modelizacion de relaciones econométricas en el dominio
temporal se configura como un instrumento valido para la comprension y el
tratamiento, en el seno del analisis economico, de todos aquellos aspectos que se

plantean en los modelos de equilibrio dindmico.

Ahora bien, aunque esta perspectiva ha sido objeto de un amplio tratamiento
y de una larga tradicion, el creciente desarrollo del analisis de series temporales
en las Ultimas décadas, en especial desde principios de los afios setenta, es fruto
de las numerosas contribuciones que éste ha proporcionado en distintas areas
como son, por ejemplo, la Economia, la Estadistica, la Ingenieria de Sistemas y la

Investigacion Operativa.

Asi mismo, las actividades de investigacion en el ambito del andlisis de series
temporales se han visto gratamente estimuladas por el amplio ndmero de
soluciones satisfactorias aportadas a una gran mayoria de problemas planteados
en el campo de la prediccion, el control, la medicion de los efectos de
determinadas medidas politicas y otras intervenciones, asi como la identificacion
de indicadores de adelanto, su uso eficiente y la modelizacion de sistemas con

relaciones de causalidad bidireccional (“feedback”) en la economia e ingenieria.

Ademas, esta via de aproximacién se ha caracterizado no sélo por la relativa
sencillez con la que consigue identificar, estimar y utilizar predictivamente los
modelos asi formulados, sino también porque se lleva a cabo en un contexto
iterativo y coherente, en el que se utiliza toda la informacién muestral disponible

contenida en la evolucion histérica de las variables consideradas.

No obstante, desde una perspectiva estocastica, el analisis de series
temporales ha situado su alcance mas alla al permitir su consideracion en el
contexto de los modelos estructurales y, en concreto, en el entorno del analisis
economeétrico tradicional con la presencia de modelos causales uniecuacionales y

multiecuacionales.
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En efecto, son numerosas las investigaciones que en los ultimos afios se han
dirigido a la basqueda de vinculos entre la aproximacion econométrica y la

aproximacion de series temporales.

De hecho, el desacuerdo existente es mayor sobre la aproximacién de
modelizacion a adoptar que sobre el modelo a elegir, puesto que la mayoria de los
modelos econométricos mas comunes pueden ser escritos como modelos ARMA

vectoriales.

En concreto, la importancia de una sintesis entre la econometria tradicional y
las técnicas de series temporales tiene lugar con Granger y Newbold (1977). Los
fundamentos de este trabajo se encuentran en Zellner y Palm (1974) y un
desarrollo posterior en Wallis (1977) y Nerlove et al. (1979)2. En ellos se pone de
manifiesto la estrecha relacion existente entre las formulaciones de los modelos
econometricos dindmicos y las sugeridas por las técnicas de series temporales ya
que, concretamente, en la consideracion de modelos uniecuacionales, la mayor
parte de las especificaciones dinamicas tradicionales son casos particulares de las

formulaciones que se derivan de los modelos de regresion dinamica.

En relacion a las investigaciones que en la Ultima decada se han dirigido al
estudio de una metodologia para la modelizacion econométrica de series
temporales econdmicas, una amplia recopilacion se encuentra en Hendry y

Richard (1983) y un tratamiento completo de esta metodologia en Spanos (1986).

2Para mas detalle respecto a estas referencias puede consultarse, entre otros, Raftery (1985),
Treadway (1984) y Mills (1990).
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Otros puntos de vista alternativos se dan entre otros en Sims (1987) y una revision
de éstos en Pagan (1987)3.

En consecuencia y en palabras de Zellner (Raftery, 1985) " ... las
formulaciones de modelos econométricos han de estar basadas en la teoria
economica pero también han de tomar en cuenta conceptos presentes en el anélisis
de series temporales, tales como la presencia de errores ARMA, retardos
distribuidos y variables dependientes retardadas”. De la misma forma, Hendry
(1987) entiende que “los modelos han de satisfacer criterios adicionales a aquéllos
de 'coherencia de los datos', esto es, condicionamiento valido, consistencia de los
parametros, admisibilidad de los datos, consistencia de la teoria y ser capaces de
explicar los resultados obtenidos por modelos rivales a partir de los resultados

propios”.

En otras palabras, se trata segin Treadway (1984) de "... hacer teoria
econdmica en interaccion con el proceso de construccion del modelo, en tanto que
la teoria debe ayudar a la formulacion del problema, tomar parte en la
interpretacion de los modelos, asi como en el establecimiento de un modelo
conceptual inicial y de restricciones suficientemente convincentes y, finalmente,
en la interpretacion de resultados"”. De hecho, la teoria econémica no sélo va a
facilitar la interpretacion de un modelo empirico sino que proporciona un
lenguaje para la comunicacién de la naturaleza y significacion de los frutos de la

modelizacion econométrica.

Ahora bien, la efectividad en el aprendizaje de los datos que la aproximacién

de series temporales ofrece requiere necesariamente reevaluar la teoria econémica

3 Véase Mills (1990) para éstas y otras referencias al respecto.
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y discriminar de forma precisa entre aquellas partes de la teoria que

razonablemente pueden sostenerse y aquéllas que deben desecharse.

En consecuencia, este requerimiento se traduce en la necesidad de conseguir
un equilibrio entre la adecuacion estadistica y la sensibilidad econémica, es decir,
lograr que los modelos sean econdmicamente sensibles y estadisticamente
adecuados, en tanto que han de proporcionar una base véalida para la inferencia y,
por tanto, facilitar la comprobacion y comparacion a priori de teorias alternativas

dentro de una estructura estadistica bien fundamentada.

1.-MODELOS LINEALES DE SERIES TEMPORALES

1.1.- MODELOS ARMA'Y ARIMA UNIVARIANTES

Desde la perspectiva del andlisis de series temporales, la evolucion de los
desarrollos tedricos ha permitido abordar el objetivo inicial de los modelos de
series temporales, consistente en la determinacion de las pautas de
comportamiento en la distribucion de las variables, esto es, la basqueda de la
estructura poblacional que presumiblemente ha generado la serie temporal

observada, desde una doble perspectiva:

*Por un lado, desde una version mas clasica, el andlisis de series temporales
se presenta como una herramienta de utilidad en la descripcion histérica de una
variable, con independencia de sus relaciones con otras magnitudes, al realizar un
estudio detallado de todas las componentes que de forma agregada configuran la
evolucion de la variable en el tiempo; se trata, en concreto, de aislar y en su caso
corregir los posibles efectos tendenciales, ciclicos, estacionales y erraticos

presentes en la evolucion de las diferentes magnitudes.
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*Por otro lado, en base al enfoque estocastico enunciado por Quenouille
(1957)4, que permite expresar el comportamiento probabilistico de una
determinada variable en funcion de su historia pasada y de un término de error, el
analisis de series temporales permite contemplar el conjunto de variables
observadas como una realizacion muestral de un proceso aleatorio desconocido
que genera la informacion disponible al tiempo que, sin entrar en la bondad de las
mismas, se presenta como un instrumento capaz de realizar proyecciones de
valores futuros -especialmente a C/P-, sin mas que recurrir a la informacién

estadistica contenida en la propia variable.

Precisamente, la consideracion de esta Ultima perspectiva ha permitido dar un
empuje notable en el tratamiento formal y operativo de los modelos lineales de

series temporales.

En concreto, la integracion de los procesos autorregresivos (AR) y medias
moviles (MA) en los procesos mixtos autorregresivos y de medias moviles
(ARMA)> permite establecer un marco general para la representacion en principio

de cualquier tipo de proceso estocastico estacionario.

En general, la representacion de un proceso ARMA (p,q) univariante

estacionario e invertible viene dada por

@, (L)Y, = g(L)a, (1.1)

donde L es el operador retardo tal que L"Y, =Y., Ond Z, g, (L)y &(L) son

polinomios de grados p y q respectivamente, de la forma:

4 Ver , entre otros, Murillo (1986).
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p q
L) =1-Y @U o(L)=1-% 6L

y {a,:t=0#1.} es una secuencia de variables aleatorias normales

independientes e idénticamente distribuidas que se denomina proceso de ruido
blanco o proceso de innovacion. Ademas, se asume que el modelo es estacionario

e invertible, es decir, las ecuaciones ¢, (L) =0 y € (L) =0 tienen todas las raices

fuera del circulo unidad y se supone que no existen factores comunes.

Ahora bien, la consideracion de los modelos integrados (modelos ARIMA)gé
como generalizacion de los modelos ARMA, permite abordar el estudio de la
representacion de procesos estocasticos desde una perspectiva mas general. La
posibilidad de introducir un contexto tedrico en el que las series puedan ser
evolutivas, de forma que no sean sus niveles sino sus incrementos o0 los
incrementos de estos quienes tengan un comportamiento estacionario, convierte a
los modelos ARIMA en un instrumento Util en la representacion parsimoniosa de

procesos estocasticos lineales.

Esta clase de modelos para la representacion de procesos estacionarios y no
estacionarios que simultdneamente considera la posibilidad de un comportamiento

estacional, puede representarse por:
@, (L) (L)OH % §(L)0,(L)a, (1.2)

donde @,(L), (L), §(L) ¥y Oy(L) son polinomios de los ordenes que se

indican, L° es el operador de retardo estacional tal que LY, =Y,_  ; O es el

t-s 1

SVer Box y Jenkins (1976).

6\Ver Box y Jenkins (1976).
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operador de primeras diferencias definido como = + L, O, es el operador de
diferencia estacional tal que = + L° y d,D representan los Ordenes de
diferenciacion para la parte regular y estacional, respectivamente. Esta

formulacion se ha denominado también modelo SARIMA (p,d,q)x(P,D,Q).

La especificacion de un modelo apropiado de la forma (1.2) requiere
encontrar estimaciones de los 6rdenes (p,d,q, P,D,Q). Ahora bien, si los 6rdenes
del modelo son predeterminados, entonces los parametros

o=(q, ..., @), (80 .., § pueden ser estimados a partir de distintos

métodos. Sin embargo, dado que a priori no se conocen los érdenes verdaderos,
éstos pueden ser determinados en principio a partir de las observaciones
disponibles. Este procedimiento constituye lo que se denomina en Box y Jenkins

(1976) etapa de identificacion del modelo.

En este sentido, la estrategia que proponen estos autores es en esencia un
método iterativo de prueba y error, que puede compararse con el proceso de
descubrimiento cientifico si se concibe como una interaccion entre generacion de
hipbtesis y comprobacion experimental. En concreto, junto al esquema teérico de
modelo estocastico, proponen una metodologia de forma que sean los datos
quienes en cada caso determinen el modelo ARIMA mas adecuado para explicar

su generacion.

Esta propuesta metodoldgica que introducen se presenta dividida en cuatro
etapas que denominan de identificacion, estimacion, comprobacion vy
diagnostico y finalmente, prediccién. Esto es, la especificacion de la estructura
poblacional que probablemente ha generado la serie temporal observada, o dicho
de otra forma, la seleccion tentativa de los Ordenes polinomiales antes
especificados a partir de la informacion contenida en las funciones de
autocorrelacion simple y parcial muestrales, y la elaboracion en consecuencia de

un modelo tentativo, constituyen el punto de partida en dicho procedimiento. En
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fases posteriores, y una vez realizada la estimacion de los pardmetros del modelo,
se procede a su validacion para a continuacion llevar a cabo, en su caso, la
reformulacion del mismo vy, finalmente, comprobar la validez real del modelo
surgido de las etapas anteriores, en términos de su capacidad descriptiva,

predictiva y de control.

En los siguientes apartados revisamos algunas propuestas gque son igualmente

validas para modelos VARMA en general.

1.2.- MODELOS ARMA VECTORIALES. EL MODELO DE FUNCION DE
TRANSFERENCIA

La extension del tratamiento de series temporales para la modelizacion
conjunta de un proceso estocastico vectorial permite introducir los modelos
ARMA vectoriales (VARMA), también denominados modelos estocasticos

multivariantes.

Estos modelos constituyen la generalizacion de los modelos ARMA
univariantes. Ademas, representan la contrapartida a lo que se ha denominado en
la literatura econométrica modelos de sistemas de ecuaciones interdependientes o
modelos de ecuaciones simultaneas, que contemplan la especificacion simultanea

de varias variables y que pueden adoptar diversas formas’.

El tratamiento de los modelos VARMA vy, en concreto, el estudio de su
identificacion dinamica se ha abordado desde diferentes aproximaciones, entre las
que cabe citar Jenkins y Alavi (1981), Tiao y Tsay (1989), Francq (1989).

7 Vedse, entre otros, Murillo (1979), Zellner y Palm (1974) y Hendry, Pagan y Sargan (1984).

27



CAPITULO 1

Esta alternativa en la especificacion de sistemas dindmicos, que establece un
contexto mas amplio en el que relacionar una o mas series temporales (outputs) en
funcion de otra u otras series temporales (inputs) asume, en concreto, la existencia
de un conjunto finito de variables correspondientes a h procesos estocasticos

estacionarios {Y,}{Y} ,.{ ¥}, que, de forma compacta, podemos expresar
como Y, = (Yy Yy ... Yy)'8, siendo por tanto Y, un vector de multiples variables y

h la dimension del vector.

Por otra parte, se asume que el vector Y, admite una representacion maltiple
de modelos lineales mixtos al considerar, de forma analoga al caso univariante,
que cada elemento de Y, puede ser representado por un modelo lineal mixto
ARMA.

Por tanto, como extension de los modelos univariantes, la representacion

formal de un proceso ARMA (p,q) vectorial viene dada por:
Y, = @Yy ...+, +a, +Oa,4 *.. 0,44
que en forma compacta puede ser representada por
@(L)Y, =O(L)a, (1.3)
donde @L)=1-@L-.-@o L y OL)=1-0,L-..-6,L7 son

polinomios matriciales en L de dimension hxh y los elementos que componen Y,

estdn medidos en desviaciones respecto a sus medias.

Ademas, el vector a, =(a, a,, ...a,)" esta compuesto de variables aleatorias

independientes y normalmente distribuidas con media cero y matriz de varianzas-

8La notacion (') indica vector traspuesto.
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covarianzas Z. Se supone también que las raices de los determinantes |CD (L)| y
|@ (L)| estan fuera del circulo de radio unidad, con lo cual se garantiza la

estacionariedad e invertibilidad del modelo.

Esta especificacion permite relacionar todos los elementos de Y, con los

Y.-j (1=12,...) asi como la existencia de feedback entre todas las series.

Tal y como destacan entre otros Zellner y Palm (1974), la imposicién de
determinadas restricciones en la especificacion de los modelos VARMA conduce

a representaciones "familiares™ a los modelos econométricos tradicionales.

Asi mismo, existe una relacion entre el modelo VARMA dado en (1.3) y el
modelo de ecuaciones simultaneas presente en la mayoria de los modelos

econométricos, que se establece en los siguientes términos:

Consideremos el proceso z, = (Y, , X,) donde Y, es de dimension g y X, de
dimension k (h=g+k). Supongamos que la restriccion @, = | es relajada a que P,

sea invertible. Una particion adecuada de (1.3) viene dada por:

[P, (L) @, (L)oo, O[O, (L) O, (L)0&, O

@)21 ( L) (DZZ (L) E@(t E_ @21 ( L) @22 (L) E@Zt E

donde a,, y a,, son procesos ruido blanco independientes.

Por otro lado, los modelos VARMA, que constituyen una de las
especificaciones dinamicas mas generales de series temporales, contemplan como

casos particulares modelos conocidos.

Imponiendo las restricciones @,,(L) =0,0,,(L) =0,0,,(L) =0 esto es,

considerando Y, como variable endogena y X, como exdgena, podemos escribir la

expresién anterior en términos del conjunto de ecuaciones estructurales dado por:
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@, (L)Y, + @, (L)X, =0, (L)ay, (1.4)
junto con el proceso VARMA que genera las variables exdgenas dado por:
P, (L)X, =0, (L)ay (1.5)
Si expresamos las ecuaciones estructurales como:
@Y, oo+ Py Yo + D X+ + D X =€, donde e, = O, (L)ay,

podemos obtener la forma reducida del modelo, esto es, expresar cada variable

enddgena en funcion de las variables exdgenas y endogenas retardadas
Y, = =@y Yo+t B Y - B O, (L)X + Dy
t = 11,0 111°t-1 e 11r "t-. 11,0 12( ) t+ 11,0 et
puesto que @,, , es invertible.

Asi mismo, la resolucion de (1.4) permitira obtener la forma final del modelo
denominado modelo de Funcion de Transferencia (FT) vectorial, que vendra

dado por:®
Y = _(Dll_l(l—)(plz(l—)xt +(D11_1(L)et (1.6)

en la cual cada variable endogena se expresa como una funcion de infinitos

retardos distribuidos de las variables exdgenas.

En concreto, si consideramos como caso particular que z, =(Y,, X,) con Y,

de dimensién 1y X, de dimension k, una representacion adecuada del modelo FT

9 Para una discusion sobre las relaciones entre el modelo de FT vectorial y el modelo
econométrico de ecuaciones simultaneas véase Zellner y Palm (1974) y Wallis (1977).
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dado en (1.6) que contemple la presencia de varias variables explicativas
X (1=12,...,k) vendra dado por:

vV =5 Wi (L) X+ St
s o)

donde el factor L” representaria la posible demora en la respuesta de la variable
output respecto al i-ésimo input, esto es, se introduce una relacion causal no

instantanea entre Y,y X.

Esta via de aproximacion se presenta, por tanto, como una extension natural y
l6gica de los modelos ARIMA univariantes al introducir variables explicativas
adicionales como inputs en el modelo. Ademas, este tipo de modelos constituye lo
analogo a los modelos de regresion mdaltiple uniecuacionales, en tanto que una

variable aparece funcionalmente relacionada con una o mas variables.

Del mismo modo, si consideramos que z, =(Y,,X,) con Y, y X, de
dimension g=k =1 (h=2), esto es, procesos ARMA univariantes, una

representacion adecuada del proceso VARMA en la cual Y, es la variable

enddgenay X, la variable exdgena vendra dada por las ecuaciones:

e(L) X, =a(L)b,

@d(L)Y, +Q(L)X, =0(L)a,
de forma que si @, # 0, podemos expresar Y, COmo:

Y, =-0(L)Q(L)X, +@ 7 (L)e, (1.7)
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esto es, en funcién de los efectos contemporaneos y desplazados de la variable

exogena X, Yy de un término de perturbacion aleatoria.

Esta especificacion dinamica que se recoge en (1.7) y que representa un caso
particular del modelo VARMA es lo que se conoce en la literatura econométrica
como modelo de Funcién de Transferencia (FT) (Box y Jenkins, 1976)10 y que
constituye una de las representaciones mas frecuentes en la especificacion de

relaciones en el dominio temporal.

En realidad, este tipo de formulacion se concibe como una especificacion
dinamica mixta, es decir, como una combinacién aditiva entre el modelo de
regresion dinamica y la modelizacion de series temporales univariantes para el

término de error.

AUn asi, mientras que las aproximaciones de regresion tradicionales enfatizan
el papel de la teoria y la causalidad hipotetizada para la eleccién de las variables
explicativas, asi como la especificacion de la forma funcional, incluyendo la
estructura de retardos entre la variable respuesta y las variables explicativas, sin
embargo, bajo el andlisis de series temporales, las técnicas enfatizan la
especificacion del modelo basada en las relaciones temporales entre series, a
través de la identificacion suministrada por los estadisticos muestrales

correspondientes a las variables implicadas en la relacion.

La filosofia que subyace en este tipo de especificacion se basa en establecer

una formulacion entre variables estacionarias, a través de un modelo inicialmente

10Notese que para kK =1 e Y, =Yy, se obtendria una representacion ARMA univariante para Y;
como la dada en (1.1).
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restringido que, de forma secuencial y de acuerdo con los datos, derivara hacia un
modelo mas general, evitando con ello los problemas de ineficiencia que

comporta la estimacion de modelos en principio excesivamente generales.

Precisamente, uno de los problemas centrales en este tipo de modelos reside
en la especificacion del comportamiento dindmico entre las variables que
intervienen en el mismo, de forma que abordar la especificacion de relaciones
dinamicas desde la perspectiva basada en los modelos FT, supone la
determinacion del grado de los polinomios de retardo que intervienen, a partir de

la informacion muestral disponible.

Con el propdsito de abordar la determinacién de los 6rdenes polinomiales en
este tipo de modelos, se han propuesto diversos procedimientos en la literatura
economeétrica; entre éstos cabe citar los métodos de Priestley (1971), Box y
Jenkins (1976), Haugh y Box (1977), Tiao y Box (1981), Liu y Hanssens (1982),
Claverie et al (1990), etc.

Por otra parte, algunos de los procedimientos propuestos para la
identificacion de modelos ARMA 'y, en particular, en la identificacion de modelos
FT encuentran su base metodologica, tal y como veremos mas adelante, en la
aproximacion clasica de Padé, esto es, en la aproximacién a series formales de

potencias.

En general, esta clase de modelos, que va a constituir precisamente el marco
de referencia en nuestro andlisis, ha sido ampliamente utilizada para la
representacion en el contexto input-output de sistemas estocasticos dinamicos por

medio de expresiones racionales polinémicas.

Este tipo de modelos resulta en general adecuado para la modelizacion de
comportamientos transitorios de sistemas tanto en estado de equilibrio como de

desequilibrio. Ademas, goza de amplia aplicacion practica no solo en la
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economia, a través de la modelizacion de relaciones transitorias input-output en
un sistema econdmico, sino también en diversos campos como son la Ingenieria,
las Ciencias Empresariales y en especial aquellas areas donde existe una
estructura correlativa o causal entre variables que estan temporal o espacialmente
relacionadas. En particular, dentro de la Ingenieria, este tipo de modelizacién es
de utilizacion frecuente en la construccion de sistemas de control estocasticos y en
el estudio de problemas de control de calidad, donde el valor de una cualidad
caracteristica en un momento t se relaciona con ajustes a procesos controlables en

periodos de tiempo previos.

Incluso en otro ambito de aplicaciones como es, por ejemplo, la Geografia,
este tipo de modelos juega un papel esencial en la planificacion y toma de

decisiones a nivel espacial y temporal (Bennett y Haining, 1976)L.

2.- LA IDENTIFICACION DE MODELOS ARMA: UNA REVISION
METODOLOGICA

Tal y como se ha expuesto con anterioridad, el interés por abordar la
determinacion de los 6rdenes de procesos ARMA y, por extension, de modelos
ARIMA univariantes y multivariantes, constituye un tdpico de interés

considerable en la literatura de series temporales.

En este sentido, durante las dos Ultimas décadas diversos intentos han ido
dirigidos a desarrollar procedimientos para la identificacién de los 6rdenes en

modelos ARMA. Nuestro propdésito a continuacion se centra en presentar, de

11\er Pong-Wai Lai (1979).
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forma suscinta, una revision de los diferentes métodos que se han sugerido en la

identificacion de tales modelos.12

El procedimiento tradicional en la identificacion de este tipo de
formulaciones es el que proponen Box y Jenkins (1976), cuya propuesta descansa
en la utilizacion de la informacion contenida en la representacion numérica y
grafica de las funciones de autocorrelacion muestral y autocorrelacion parcial de
la serie, en su caso, apropiadamente diferenciada. En tal caso, y a través del
criterio de parsimonia, se realiza la identificacion tentativa de algin modelo, esto
es, la identificacion de los 6rdenes de los esquemas autorregresivos y/o medias
moviles, tanto en la parte regular como estacional, para proceder finalmente a la

identificacion de la existencia o no de término independiente.13

El interés por profundizar en el estudio de la especificacion dinamica en este
tipo de modelos ha permitido el desarrollo de diversos métodos alternativos de
identificacion, entre los que podemos destacar métodos de determinacion basados

en:

* errores de prediccidén un periodo adelante, esto es, métodos basados en la
capacidad predictiva de los modelos que se formulan, entre los cuales cabe a su

Vez citar:

- El criterio del error de prediccion final (EPF), propuesto por Akaike
(1970) para la determinacion del orden en procesos AR y que él mismo generalizé

posteriormente a la seleccion de procesos AR multivariantes. Una recopilacion de

12y/¢ase, entre otros, Huyberechts (1982), Gooijer et al (1985), Mélard (1990), Choi (1992),
Berlinet y Francq (1994) para una amplia revision de estos métodos.

13Un tratamiento detallado de esta aproximacion se encuentra, entre otros, en Pankratz (1983) y
Vandaele (1983).
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sus aplicaciones mediante el uso de técnicas de regresion, procesos vectoriales,

tests de causalidad, etc se encuentra en Choi (1992).

- Los criterios de validacion cruzada, propuestos inicialmente en el contexto
de los modelos de regresion lineal, hacen uso del error que aparece cuando el
valor actual se predice a partir de observaciones pasadas y futuras. Estos métodos
han sido objeto de diversos trabajos en el campo del analisis de series temporales
(Stoica, Eykhoff, Jansen y Soderstrém, 1986)4.

- El criterio para funciones de transferencia autorregresivas (CAT)
propuesto por Parzen (1974), constituye una herramienta estrechamente
relacionada con el EPF para la identificacion del orden de procesos AR

univariantes y multivariantes a través del uso de la teoria espectral.

*medidas de informacion, donde el método mas conocido es el criterio de
informacion de Akaike (AIC) (Akaike, 1971). Este método, que descansa sobre los
conceptos de teoria de la informacion, se ha utilizado para la seleccion de
modelos Optimos en varios campos de la estadistica, incluyendo el analisis de
series temporales. En este sentido, su aplicacion a procesos ARMA gaussianos
como alternativa a la metodologia Box-Jenkins parece justificable. Otras

aplicaciones se encuentran en el analisis factorial y en el ajuste polinomial.

*métodos bayesianos, que hacen uso del conocimiento previo de los
parametros de un modelo en la forma de una funcién de densidad de probabilidad.
Diversos criterios bayesianos se han propuesto en la literatura economeétrica para
la identificacion de modelos ARMA. Entre éstos podemos citar el criterio S
(Schwarz, 1978), el criterio de informacion bayesiana (BIC) (Akaike, 1979), el

criterio RC (Rissanen, 1978), el criterio de estimacién bayesiana (BEC) (Geweke

14 v/éase Choi (1992).
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y Meese, 1981) y el criterio HQ (Hannan y Quinn, 1979), posteriormente

generalizado para modelos AR vectoriales.

La utilidad de estos métodos bayesianos se justifica por un lado, en que
incorporan alguna forma de ajuste a la informacién previa sobre la estructura del
modelo y tamafio muestral y, por otro lado, en que introducen una mayor
penalizacion a la sobreparametrizacién del modelo con respecto a otro tipo de

criterios.

*Algunos procedimientos de estimacion lineal entre los que cabe la técnica
de regresion instrumental, cuyo empleo para la modelizacion ARMA ha sido
propuesto por Hannan y Rissanen (1982). Este método, que proporciona
estimaciones consistentes de los 6rdenes, consiste en ajustar las observaciones
actuales a observaciones pasadas y a valores estimados de las innovaciones

pasadas.

En relacion a este tipo de métodos, Koreisha y Pukkila (1990) han propuesto
diversos procedimientos de estimacion lineal para la modelizacibn ARMA, que
proporcionan estimaciones precisas y rapidas en comparacion con el namero de
iteraciones necesario para calcular las estimaciones maximo verosimiles,
especialmente cuando los valores de los parametros estan proximos a las regiones

de no invertibilidad o no estacionariedad.

Asi mismo, estos autores, basandose en el procedimiento de estimacion lineal
anterior, proponen posteriormente un método en la identificacion de modelos
ARMA que, de forma iterativa, consigue seleccionar apropiadamente los drdenes
del proceso una vez se consigue que los residuos de la estructura ajustada sean

ruido blanco.

* teoria de contrastes de hipotesis estadisticas, entre los que cabe citar el test
basado en el ratio de verosimilitud (Whittle, 1954), el test de Wald (Anderson,
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1971) y el test del multiplicador de Lagrange (Hosking, 1980) que permiten la
seleccion de los 6rdenes apropiados a partir de un procedimiento de contrastacion

secuencial de hipotesis.

* teoria de realizacion estocastica o deterministica, que poseen una base
comun que permite dar un tratamiento unificado al proceso de identificacion;

entre ellos destacan:

En primer lugar, la funcién de autocorrelacion invertida, propuesta por
Cleveland (1972) para la identificacion de modelos ARMA. Si bien esta
herramienta juega el mismo papel que la funcion de autocorrelacion parcial en el
procedimiento de identificacion Box-Jenkins, por la dualidad existente entre
ambas funciones, sin embargo, diversos autores, entre ellos Abraham y Ledolter
(1984), han desarrollado ejercicios de simulacion que, en particular, demuestran
que la funcion de autocorrelacion inversa es menos poderosa que la de

autocorrelacion parcial para la identificacion de procesos AR.

En segundo lugar, una funcion alternativa es la funcién de autocorrelacion
parcial inversa, propuesta por Hipel et al (1977) (Ver Choi, 1992), que si bien
posee un comportamiento similar a la funcién de autocorrelacion y resulta de
interés su aplicacion en la identificacion de procesos MA puros, su utilidad es en

ocasiones limitada a causa de las dificultades de estimacion que comporta.

*Métodos basados en las ecuaciones de Yule-Walker, cuya utilizacién en la
determinacion de los ordenes de un proceso ARMA es debida a Bartlett y
Diananda (1950)25.

15 Ver Choi (1992).
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En este sentido, una de las vias sugeridas viene dada por los denominados
métodos de la funcién de autocorrelacion parcial generalizada (ACPG), entre los
que destacan, por un lado, los métodos de Woodside (1971), Glasbey (1982) y
Takemura (1984) que presentan, no obstante, en algunos casos ciertos
inconvenientes relacionados con la infravaloracion de los érdenes para tamarios

muestrales pequefios.

Asi mismo, el método de Woodward y Gray (1981), si bien resulta de
especial aplicacion como medio de confirmacién para procesos AR, ciertos
autores como Davies y Petruccelli (1984) desaconsejan su uso, basandose en el
comportamiento inestable que muestra cuando se aplica a series temporales de
longitud moderada y en la utilidad limitada para identificar los oOrdenes de
procesos MA. En este sentido, en Gooijer y Saikkonen (1988) se propone una
estrategia de especificacion, basada en el uso de tests de Wald, que intenta

corregir algunas dificultades que en este sentido aparecen.

Esta serie de métodos se completa, por un lado, con el método de la funcion
de autocorrelacion muestral extendida propuesto por Tsay y Tiao (1984), que si
bien tiene la ventaja de que elimina la necesidad de determinar el orden de
diferenciacion necesario para lograr la estacionariedad de un modelo ARMA,
requiere, sin embargo, méas calculos que otros metodos de identificacion y, por
otro lado, con el método de correlacion candnica propuesto por Tsay y Tiao
(1985), que aunque permite la determinacion de los ordenes de procesos ARMA
univariantes estacionarios y no estacionarios a través del andlisis de los valores
propios de la matriz de correlacion de un proceso ARMA, no resulta

computacionalmente sencillo en la préactica.

En particular, en Choi (1992), a partir de las ecuaciones de Yule-Walker se
proponen diversos métodos o ‘patrones de reconocimiento’ como es el caso, entre
otros, de las tres funciones {8 (k,i}{ A (k,p{ n(kJ) k=12..i=012,..
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Ilamadas funciones 6, A, n, para la representacion de un proceso estocastico a

través de un modelo ARMA (p,q).

Dado que nuestro interés se centra fundamentalmente en el estudio de
aquellos métodos de identificacion relacionados con la aproximacion de Padé,

dedicamos a ellos el siguiente apartado.

2.1- LA APROXIMACION DE PADE EN LA IDENTIFICACION DE
MODELOS ARMA

La preocupacion existente en la literatura econométrica por abordar el
problema de la identificacion del comportamiento dinamico en el marco de los
modelos de series temporales y, en concreto, el interés por profundizar en la
consideracion de la teoria de la representacion racional de series, ha contribuido
significativamente al desarrollo de diversas propuestas y técnicas de
identificacion que presentan una estrecha vinculacion con un género concreto de

aproximaciones racionales al valor de una funcién.

En efecto, el estudio de aproximaciones racionales a funciones de variable
compleja se ha convertido en un tema de indudable actualidad en las
investigaciones matematicas que, a nivel tedrico, se desarrollan en el &mbito del

Analisis Numérico.

En concreto, la técnica de los aproximantes de Padé, introducida en Padé
(1892) como un tipo especial de aproximacion racional para la estimacion del
valor de una funcién en un punto, constituye un nucleo esencial de las numerosas
investigaciones que se vienen realizando en el campo de la aproximacion

racional.

El desarrollo a partir de los afios 50 de nuevas técnicas computacionales y de
métodos de computacion recursiva ha estimulado gratamente las aplicaciones de

este género de aproximaciones racionales en la solucion de numerosos problemas,
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en concreto, de la Ingenieria y de la Fisica Teorica. En general, dichas
aplicaciones van desde la solucién de todo tipo de ecuaciones con operadores,
técnicas de aceleracion de la convergencia, teoria de sistemas lineales, teoria de

redes, procesos estocasticos, etc.

El amplio tratamiento de que es objeto esta técnica y la profusion de libros y
referencias bibliograficasi® al respecto, revelan y refuerzan el interés y la
importancia que este tipo de anélisis suscita dentro de las investigaciones llevadas

a cabo en el &mbito del Analisis Numérico.

Existen también numerosos vinculos que ponen de manifiesto el papel que
las técnicas de Padé han tenido en el tratamiento lineal y computacional de
sistemas temporalest’. Asi mismo, numerosas investigaciones en el ambito de la
aproximacion de Padé se han centrado en el estudio de sistemas lineales y en el
desarrollo de técnicas para procesamiento y extraccion de sefiales digitales, con el

fin de revelar las estructuras entre series y sus relaciones.

Las investigaciones que se han venido realizando con relacion a la
aproximacion racional de Padé en el campo escalar se han centrado, por un lado,
en la aproximacion de series formales de potencias, esto es, la aproximacion local
de funciones analiticas en un punto, denominado caso clasico y, por otro lado, en
la aproximacion de Padé-Laurent (Bultheel, 1987), que constituye la
generalizacién de los aproximantes de Padé al estudio de series formales de
Laurent o series doblemente infinitas, en las cuales se considera una secuencia

discreta de variables y ponderaciones evaluadas en todo Z.

16Brezinski (1980) ha recogido cientos de referencias en la aproximacion de Padé y topicos
relacionados.

17ver Bultheel y Van Barel (1986) donde se recogen més de 500 referencias.
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Paralelamente, numerosas investigaciones se han llevado a cabo en el ambito
de la aproximacién de Padé a nivel vectorial y matricial para el denominado caso

clasico.

En especial, esta técnica se ha mostrado no s6lo como una herramienta
valiosa para la obtencion de informacion numérica sobre el comportamiento de
ciertas series asintéticas sino que, por otra parte, sus propiedades permiten su
aplicacion a un campo importante del anélisis de series temporales como es la
identificacién de relaciones dinamicas entre variables temporales en el contexto

de los modelos ARMA univariantes y multivariantes:s.

En este contexto, las propiedades de la aproximacion de Padé permiten la
obtencion de estimaciones previas sobre la parte determinista del modelo con
independencia de la especificacion recogida para el término de perturbacion
aleatoria, esto es, sin previo conocimiento de la estructura del ruido. Ademas,
desde el punto de vista estadistico se justifica la utilizacién de dichas estimaciones
como valores consistentes y fiables para la obtencion de las estimaciones finales
de los parametros por medio de métodos mas eficientes, generalmente de tipo

iterativo no lineales (Lii, 1985).

Por otra parte, la existencia de relaciones de recurrencia entre los
aproximantes de Padé y de técnicas computacionalmente adecuadas junto con la
utilizacion de la teoria de polinomios ortogonales, permiten la caracterizacién de
métodos sencillos a nivel computacional dentro del proceso de identificacion

dindmica.

18v/¢ase, entre otros, Beguin, Gourieroux y Monfort (1980), Lii (1985), Claverie et al (1990),
Berlinet y Francq (1994)
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2.1.1.- Propuestas de caracterizacion dinamica

Estas propuestas de caracterizacion dindmica que encuentran su soporte

metodoldgico en la aproximacion de Padé se concretan en:

Mclntire (1978), surge como alternativa al método de Box-Jenkins en el uso de
las autocorrelaciones para la identificacion de modelos ARMA. Este método -
estrechamente relacionado con la aproximacion de Padé a través del calculo de
matrices de Hankel® para funciones reales- permite llevar a cabo la
caracterizacion de los ordenes de un proceso ARMA a través de los patrones de
comportamiento observados en dos tablas numéricas llamadas tablas R y S cuyos
elementos (i, j) vienen dados por:
Hi(p)

R;(p) =m’ Si(p) =

Hj+1(1;pi)

————=  j=0,12,...; i=0,4,£,...
H; (o)

donde H;(p,) ¥ Hj.(1;p0 ) son determinantes de Hankel de ordenes j y j+1
respectivamente, definidos por:

pi pi+1 oo pi+j—1 l l oo l

pi+1 pi+2 o ' pi+j pi pi+1 oo pi+j
Hi)=| | Ha@p)=

pi+j—1 pi+j . . . pi+2j—2 pi+j—l pi+j . . . pi+2j—l

siendo p, =p_, la autocorrelacion en el retardo i definida por

cov(y,y.i)/var(y,) y Hy(p,) =1. Alternativamente, puede sustituirse p;, por la

19véase Gantmacher (1974).
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transformacion (-1)' p, en las formulaciones anteriores para evitar la propagacion

de errores de redondeo, en su caso.

Los patrones tedricos de comportamiento que han de mostrar las tablas Ry S

asociadas a un proceso ARMA (p,q) vienen dados por:

TABLAR
i 1 2 p p+1 p+k
i
-1 o, R,(.) R, () 0 0
-q-p-1 | P-q-p R, (.) Rp () 0 0
—q-p p—q—p Rz () Rp () Rp+l(') Rp+k(')
q-p Pq-p R, (.) R, () Ryu() Rowc (1)
q=-p+1 | Popun  R,(.) R, () 0 0
g Py R, () R, () 0 0
TABLAS
i 1 P p+1 p+k
i
-1 S, () C, nd nd
-g-p-1| S.() C, nd nd
-q-p S (1) C, +00 +00
-qg-p+1 | S;(.) nc nc nc
q-p-1 | S;() nc nc nc
qa-p S, (\) C, -C, (-D*c,
q-p+1 | S;() C, nd nd
g S.(\) C, nd nd

nd = no definido; nc = no constante.

P
C1:(—1)p(1—i§1(p|), C=C/ g,
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En particular, el comportamiento de la columna p +1 en la tabla R y de las
columnas py p +1 en latabla S proporcionan las pautas para la identificacion de
los 6rdenes polinomiales. En general, la determinacion del orden p resulta mas

claraenlatabla Sy lade q en latabla R.20

Asi mismo, segun Gray et al (1978), aunque no es siempre el caso, la

utilizacion de las autocorrelaciones estimadas p; corregidas por su media, esto es,
L T _ — T — 2
P = tzl(Yt _Y)(Yt+i _Y)/tzl(Yt _Y)

en lugar de las autocorrelaciones p; facilita la identificacidén para datos con alta
frecuencia (en sentido espectral), mientras que la utilizacién de (-1)' p; resulta

mejor para datos de baja frecuencia. T representa el tamafio de la muestra.

Ademas, tal y como se sefiala en Tucker (1982), la relacion existente entre
este método y la aproximacion de Pade, se establece a través del calculo de los

determinantes de Hankel H ;(p;_;.;) , esto es,

Ci+1,j+1(pi) = Rj+1(i =] +1)Sj (i—] +1)Ci,j (p)

siendo  C; ;(p;) =H;(pi_j+1), permitiendo, a su vez, caracterizar otro

procedimiento que se denomina tabla C para la identificacion de los 6rdenes de un

modelo racional.

20Un uso combinado de la tabla R-S para la identificacion de modelos ARMA se da en Tucker
(1982).
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Este método presenta aplicaciones que van mas alla de la identificacion de
modelos ARMA, tales como la distincidn entre procesos ARIMA y los procesos
de sefiales combinados con modelos ARMA para el ruido (Tucker, 1982).
También ha sido utilizado para la deteccion de factores no estacionarios en el
circulo unidad asi como para el examen de datos estacionales (Gray y Woodward,
1981).

No obstante, algunas criticas a este método se centran en que no proporciona
un patrén claro de identificacion para series reales como el que se recoge en Gray
et al (1978) para datos simulados. Ademés, si bien algunos se muestran
entusiastas sobre las posibilidades del método, otros como Gooijer y Heuts (1981)
son menos optimistas en tanto que su complejidad y dificultad tedrica restringen

SuU uso.

El procedimiento que se obtiene a través de la mencionada tabla C tiene
especial relevancia en la literatura econométrica y se le conoce como el método

corner o método de la esquina.

Este método, aunque utilizado con anterioridad en las ciencias
biomatemaéticas, fue propuesto por Beguin, Gourieroux y Monfort (1980) para la
identificacion de modelos ARMA univariantes. Asi, partiendo del resultado

conocido de que si el proceso Y, tiene una representacion ARMA (p,q) entonces:

Pi =Py~ —P,0, =0, i2q+1
Z0 i=¢
0 de igual forma
6(L)p, =0, i=q+1
£0, 1i=q

para cierto ¢(L), los autores demuestran los dos siguientes teoremas:
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T.1.- El proceso Y, sigue una representacion minimal ARMA si y solo si la

secuencia de autocorrelaciones [pi,i DZ] satisface una ecuacion en diferencias

lineal de orden minimal p y rango minimal g+1.
T.2.- El proceso Y, admite una representacion ARMA (p,q) minimal si y solo si:

Ci(p)=0 Hizq+l jzp+l
Ci,p(pi)?fo DI Zq
Cqi(pP) 20 Dizp

Esta representacion denominada '‘caracterizacion corner' permite obtener
una representacion tabular denominada tabla corner, que es la que resulta de

disponer los valores de los determinantes C;;(p;) para los distintos (i, j)

considerados, de tal manera que la presencia en la misma de una esquina inferior
derecha de valores nulos permite identificar un proceso ARMA asociado a la

secuencia (p;) 2.

Ahora bien, dado que en la practica solo se dispone de las observaciones
muestrales o realizaciones del proceso, la secuencia de autocorrelaciones se

obtiene a partir del estimador consistente definido anteriormente para los p;:
L T _ _ T —\ 2
p; = tZl(Yt =Y )Y, —Y)/tzl(Yt -Y)

Por tanto, los determinantes C;; son estimados por los (fi, j obtenidos al

reemplazar las autocorrelaciones por sus estimaciones. Estos determinantes

21 Ver Lindberger (1973) y Solo (1986) para mas detalles sobre la tabla corner. Asi mismo,
mayor informacién sobre la relaciéon entre la tabla corner y la aproximacion de Padé puede
encontrarse, entre otros, en Baker (1975), Tucker (1982) y Petrushev y Popov (1987). Remitimos
igualmente al Capitulo 2 de esta Memoria.

47



CAPITULO 1

pueden computarse de forma iterativa a traves de la conocida relacion entre los
determinantes de Hankel (Baker, 1975):

Ci,j2 =Ci1,iCiaj +Ci juCiju (1.8)

i+1,j
de donde pueden ser obtenidas otras relaciones Utiles.

Segun Beguin et al (1980) la inspeccion visual de la tabla corner asociada a
los éi,j es generalmente suficiente para seleccionar el orden apropiado del

modelo; no obstante, proponen realizar la implementacion del método a través de

tres tablas sucesivamente construidas:

-la tabla éi ,j esto es, la tabla corner asociada a los P: , representacion que no

toma en cuenta la precision de las estimaciones.

-la tabla Student que permite contrastar la nulidad de los elementos asociados

a la tabla C. Sin embargo, no toma en cuenta la nulidad simulténea de los

determinantes.

-la tabla de estadisticos x5 que permite contrastar la nulidad de los

elementos en la esquina inferior derecha de la tabla corner22,

En consecuencia, si bien en un primer término la inspeccién visual de estas
tablas permite seleccionar un nimero pequefio de posibilidades para (p,q), esta
aproximacion descriptiva puede completarse con un procedimiento mas
estadistico, basado en la comparacién de los estadisticos de Student o x* con

valores criticos apropiados. Este proceso constituye, en definitiva, una guia

22 para mas detalle véase Mareschal y Mélard (1988).
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interesante y ademas de amplia utilizacion en la identificacion de procesos AR y

MA puros.

Ademas, tal y como sefialan Beguin et al (1981), debido a las propiedades de
la tabla de Student y a la no singularidad de la matriz de covarianzas asociada a la
forma cuadratica correspondiente al proceso en estudio, es posible elegir

cualquier valor para el tamafio de la muestra.

Numerosos autores, entre ellos Rezayat y Anandalingam (1988) resaltan la
aplicabilidad del método. Asi, en palabras de Huyberechts (1982), "el método
corner es la generalizacion a la vez que lo mas simple e interesante que se ha
hecho en los métodos de identificacion basados en las autocorrelaciones de un
proceso”. En concreto, el procedimiento Box-Jenkins es un caso particular del

metodo corner; en efecto, si Y, ~MA(q) entonces C;; =0 Li=q+1 siendo
Cy1 =Py, ademas, si Y, ~AR(p) entonces C;; =0 Oi=p+1 donde

(-1)'"'C,; /C,; representa los coeficientes de autocorrelacion parcial. Por tanto,

las técnicas standard utilizadas para la identificacién de procesos AR 0 MA puros

son casos especiales del método corner.

En Mareschal y Mélard (1988) se presenta un algoritmo para la computacion
del método corner. Este algoritmo que introducen resulta eficiente en términos del
nimero de operaciones para el calculo directo de los elementos de la tabla C y de
pequefios requerimientos de almacenaje a través del uso de relaciones de

recurrencia. Ademas, frente a la representacion tabular inicial en forma

rectangular para los é”- proponen la utilizacion de una representacion en forma

triangular, definida por los (i, j) tales que i + j <k, que permite la consideracion

de modelos ARMA, AR y MA puros de ordenes elevados.
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A su vez, la tabla corner puede ser representada por las tres funciones
{6 ki AKD{ nk) k=12..i=0212,.. , propuestas por Choi (1992)

en base a las relaciones siguientes:

Ck+1,i+1 = (_1)k9(k’|)ck|
Crai =AKKI)C;
Chagia = (_1)k’7(k, HC,;

Tal y como sefialan algunos autores, entre ellos, Piccolo y Tunnicliffe-Wilson
(1984), el método corner esta estrechamente relacionado con el método de Gray et
al (1978) y con el de Glasbey (1982).

En conclusién, segun Mareschal y Mélard (1988) "el método corner no es
solo méas simple de utilizar sino que ademas proporciona resultados asintoticos
generales; asi mismo, resulta también mas dificil para los otros métodos citados
realizar una seleccion automatica de modelos que para el método corner".
Ademas," ...este método es mas rapido y posiblemente mas exacto que el método
de la funcion de autocorrelacion muestral extendida de Tsay y Tiao (1984), que
aunque posee la ventaja frente al método corner de trabajar con series no
estacionarias requiere, no obstante, mayores célculos y proporciona limites

estadisticos muy estrictos".

Por otra parte, los desarrollos en los procedimientos de decision
multicriterio han permitido a su vez explotar las ventajas de los métodos mas
recientes en la identificacion de modelos y, en especial, del método corner"

(Mareschal, 1986).

Siguiendo esta clasificacion resulta también posible abordar el problema de la
identificacién dindmica en modelos ARMA univariantes en términos de

algoritmos relacionados con aproximaciones de tipo racional.
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En concreto, el galgoritmo también relacionado con la aproximacién de
Padé es un algoritmo iterativo debido a Wynn (1956), que ha sido propuesto por
Berlinet (1981, 1984) para la identificacion de modelos ARMA univariantes y

multivariantes. Este método de caracterizacion se define como sigue:

Sea p=(p, ), una secuencia de numeros reales, entonces
On0Z €7y(p)=0y & (p) = p,

KON, ONOZ &y, (0) =£l7H(0) +[el™(0) -0 ()]

Este procedimiento iterativo permite efectuar el calculo de los elementos &,

cuya disposicion en forma tabular permite obtener la denominada tabla-€.

Existe una relacion ademas con el método corner que se traduce en que:

C
OkON,OnOZ, &) (p) = (-1)k —rhid

2
n+k-1,k

De esta forma, y basandonos en la caracterizacion corner se puede obtener la

siguiente caracterizacion (Berlinet, 1984):

El proceso Y, admite una representacion minimal ARMA (p,q) siy solosi p

y q son los enteros mas pequefios tales que:

£,(P)=0 O o p
£3,°(p) %0

Ademas, para un proceso minimal ARMA (p,q) se tiene que:

8g(p—1)(p)¢0 Ue o prl
g5 (p)20 Ok p 1
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£4(P)=0 Ok py Or o k

Estas condiciones se traducen en la aparicion en la tabla-g, de una estructura

caracteristica analoga a la que presenta la tabla corner.

Por ultimo, el w- algoritmo constituye otro procedimiento de caracterizacion
dinamica de un proceso ARMA. Este algoritmo, introducido por Wynn (1956),
estd estrechamente vinculado con el método de Glasbey (1982). De esta forma,
los elementos w; se relacionan con los determinantes de Hankel a través de la

expresion (Berlinet y Francg, 1994):

Cj+1,i+1

C

@ = (-1’

ij
j*2ii

Esta relacion proporciona una forma de computar los elementos

(i=0, .., k=-2;j=0, .., k-1 que, dispuestos en forma tabular, permiten

obtener una caracterizacion de los grados del modelo ARMA.

En conclusion, el estudio de estos dltimos métodos pone de manifiesto la
validez de la aproximacion de Padé para abordar el tratamiento de la
identificacion dinamica en el contexto de los modelos de series temporales. En
concreto, estos procedimientos de caracterizacion resultan de especial interés, tal
y como se ha mencionado al principio, en el estudio de la identificacion de los

6rdenes polinomiales en un modelo FT.
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En este sentido, el método corner, inicialmente propuesto en la identificacion
de modelos ARMA univariantes, ha sido extendido por Liu y Hanssens (1982) a

la identificacion de un modelo FT con multiples inputs?3.

Una extension del método corner para procesos multivariantes, esto es, para
un proceso Y, k-dimensional ARMA (p,q) estacionario se encuentra en
Huyberechts (1982). De igual forma, ideas que subyacen en esta metodologia se

encuentran en Tiao y Tsay (1989) y Francq (1989).

Asi mismo, el e-algoritmo permite abordar también el problema de la
identificacién dinamica en otro tipo de modelos. En particular, este procedimiento
ha sido estudiado por Gonzélez y Cano (1990a,b) para la determinacion de un
modelo FT con un solo input y extendido al caso de multiples inputs por
Gonzélez et al (1993, 1995).

Ahora bien, tal y como recoge la bibliografia existente al respecto, los
desarrollos que han tenido lugar en la modelizacion dindmica de series temporales
y, especialmente, en modelos FT se han centrado a nivel univariante y
multivariante en el estudio de series causales, esto es, series en las que el
comportamiento futuro de una variable se supone viene determinado no sélo por
su evolucion presente y pasada sino también por el de las correspondientes

variables explicativas.

Estos planteamientos que se hacen desde el punto de vista de la modelizacion
econdmica entre series temporales, conducen con frecuencia a formulaciones que
son plenamente validas desde la perspectiva de ajuste a los datos disponibles; sin

embargo, este tipo de modelizacion en términos de la formulacién de modelos

23En este contexto cabe también citar, entre otros, los trabajos de Tsay (1985), Lii (1985) y
Claverie et al (1990).
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causales no siempre ofrece buenas propiedades en términos de su capacidad
predictiva. Este hecho es particularmente cierto cuando se dispone de series
temporales sujetas a comportamientos estructuralmente diferentes en el tiempo

para un periodo considerado.

En consecuencia, resulta entonces plausible la consideracion de un marco
dinamico mas amplio donde incorporar las predicciones que para las variables

explicativas relevantes en el modelo ofrece la teoria econdmica.

Esta nueva consideracién dindmica de la realidad econdémica permite
introducir la posibilidad de estudiar el comportamiento de una variable en funcion
de la informacién contenida no sélo en la evolucion presente y pasada de otras
variables explicativas, sino también en funcion de la informacion futura deducible
a partir de la evolucién de las mismas y/o del conocimiento a priori de su

comportamiento estructural.

Precisamente, esta posibilidad que se establece con los modelos no causales
de articular la evolucion futura a priori conocida de una variable, con la
metodologia hasta ahora propuesta en la identificacion de relaciones dindmicas,
va a proporcionar un conocimiento més amplio de la realidad evolutiva que se

pretende recoger o aproximar.

Bajo este punto de vista y tomando como marco de referencia el modelo FT,
nos proponemos abordar la generalizacion de los supuestos contenidos en la

especificacion clésica del mismo.

La base metodoldgica que subyace en esta propuesta es la generalizacion del
tratamiento de la aproximacion de Pade para series formales de potencias, esto es,
la aproximacién local de funciones analiticas al estudio de series doblemente

infinitas. De esta forma, se constata la validez de la aproximacion de Pade en la
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modelizacion racional de relaciones dinadmicas desde una consideracion evolutiva

mas general.

Paralelamente, dentro del estudio de la representacion de una serie temporal
discreta evaluada en todo Z mediante modelos de orden finito, la aproximacion
de Padé-Laurent (Bultheel, 1987), como variante de la aproximacion clasica, se
configura asi mismo como una alternativa Gtil en la modelizacion racional a través
de la aproximacion de dos funciones analiticas que representan las dos

direcciones en el tiempo de una serie formal de Laurent.

Con esta nueva perspectiva que se introduce en la metodologia de series
temporales no solo se recoge la consideracion de una formulacion dindmica mas
amplia en la especificacion del modelo FT sino que ademas, el tratamiento de la
aproximacion de Padé en relacion con el estudio de series formales de Laurent, va
a permitir extender los procedimientos habituales de identificacién hasta ahora

propuestos en este tipo de modelos.

Por tanto, teniendo en cuenta la importancia que la consideracion de la
aproximacion de Padé y de sus propiedades juega en el tratamiento de las
relaciones dinamicas, abordamos a continuacion su papel en el contexto de la
identificacion de los ordenes polinomiales en una formulacion causal del modelo
FT. Esta consideracion permitira no solo clarificar el origen comun y la
vinculacion existente entre los diversos procedimientos hasta ahora propuestos
para su identificacién, sino que va a sentar precisamente las bases de una nueva
propuesta metodologica con la que abordar la generalizacion de los supuestos
tradicionales contenidos en este tipo de formulaciones y con ello extender los

métodos de identificacion hasta ahora propuestos.

A titulo ilustrativo, a continuacion presentamos un esquema que refleja la

vinculacion y relacion existente entre los dos campos de estudio que en este
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trabajo se abordan, esto es, la aproximacion racional de Pade y la modelizacion de

series temporales:

PADE CLASI CO
SERI ES DE POTENCI AS

APROXI MACI ON RACI ONAL

/
DE PADE T~

PADE- LAURENT
SERI ES DE LAURENT

SERI ES CAUSALES
( PRESENTE Y PASADO)

MODEL| ZACI ON
RACI ONAL EN SERI ES
TEMPORALES SERI ES NO CAUSALES
( PRESENTE, PASADO Y
FUTURO)
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CAPITULO 2

INTRODUCCION

El caracter a menudo discreto de los datos que manejamos junto con la
existencia de errores inherentes a los datos o errores de redondeo hace que, frente
a la utopia de una evaluacion cientifica, se imponga con frecuencia el
pragmatismo de un calculo aproximado, incluso para funciones matematicas

precisas (elementales o no).

Dentro de la Matematica Aplicada, la parte fundamental del Anélisis
Numeérico se centra en la solucion de problemas matematicos por procedimientos
aritméticos, esto es, en aproximar cantidades no aritméticas por cantidades que si

lo son y en establecer los errores asociados con tales aproximaciones.

Precisamente, gran parte de la aproximacion que se hace consiste en
aproximar una funcion f(z) por alguna combinacién lineal de funciones

partiendo de una clase particular de ellas. Por tanto, en una situacién determinada
existiran generalmente diversos métodos posibles para obtener la aproximacién
deseada, por lo que la eleccion del método va a depender del criterio o criterios

que se utilicen para juzgar o calificar de eficaz a una aproximacion dada.

Ademas, teniendo en cuenta que una consideracion importante para la
eleccién de un método es el poder estimar o acotar el error cometido al realizar
una aproximacion, solo cuando se disponga de métodos en los que sea posible
estimar o acotar dicho error, podremos tratar de compararlos basandonos en la

magnitud de los errores a que conducen.
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En este sentido, y dentro de las investigaciones matematicas, las
aproximaciones polinémicas y, sobre todo, el estudio de aproximaciones

racionales ocupan un puesto de excepcion y de indudable actualidad.

En concreto, dado que los polinomios son las funciones mas faciles de
evaluar, de derivar e integrar, podria ser “conveniente”, de forma general, realizar

una aproximacion de una funcion real f(z) considerando una clase de funciones

{g,(z} donde g,(z) es un polinomio de grado n de tal forma que

f(z) Da,90(2) +2,0,(2) +... +2,9,(2)

cona (i=0,1,2, ..., n) constantes apropiadas.

Aunque es posible también encontrar, en casos particulares, otro tipo o clase
de funciones que conducen a aproximaciones utiles, como es el caso de las
funciones exponenciales, la aproximacién polindmica se ha convertido en
herramienta basica para la interpolacion, ajuste y aproximacion de funciones,
rivalizando s6lo en importancia con las aproximaciones trigonométricas o de

Fourier, de uso también frecuente por su aplicabilidad general.

No obstante, el empleo de los polinomios de Taylor como casos particulares
de polinomios aproximantes de grado n determinados por n+1 puntos
infinitamente préximos, adolece de que su bondad no se mantiene a lo largo del
campo de convergencia, siendo mucho mejor en las proximidades del punto

central en torno al que se desarrolla que cerca de los extremos.

Por otro lado, el estudio de aproximaciones racionales a funciones de
variable compleja constituye un nucleo esencial en las investigaciones
matematicas. En efecto, el uso de funciones racionales como base para la
aproximacion de funciones matematicas precisas ha venido a enriquecer

claramente las posibilidades que ésta tiene, al tiempo que ha permitido mejorar la

60



CAPITULO 2

precision y la amplitud del campo de aplicacion que la aproximacion en términos

generales tiene.

Siguiendo esta linea, es posible entonces hacer un uso extensivo de

aproximaciones de tipo racional a una funcion f(z) en la forma

(1) 00D+ 0+ 2,0, (2)
b,9,(2) +b,9,(2) +...+b, 9, (2)

Muchos de los problemas de la Fisica Cuantica y de la Fisica Matematica se
han beneficiado de este género de aproximaciones racionales. Precisamente, en
este ambito de aplicaciones la tecnica de los aproximantes de Pade (Padé,
1892), como tipo especial de aproximacion racional al valor de una funcién, se ha
revelado, tal y como se ha puesto de manifiesto anteriomente, como una
herramienta de manifiesta utilidad en el tratamiento de series numéricas y de su
comportamiento asintético. Ademas, las investigaciones llevadas a cabo en el
ambito de series temporales se han visto gratamente estimuladas por el papel que
esta técnica y sus propiedades tienen en la identificacion de la estructura de

relacion dinamica entre variables.

Asi, dentro del proceso de modelizacién dinamica, esta técnica permite
caracterizar métodos computacionalmente sencillos con los que abordar la
identificacion de modelos ARMA univariantes y multivariantes. En concreto, esta
técnica se configura como una herramienta valiosa para el estudio de la
identificacion dindmica en el marco de los modelos de Funcion de
Transferencia (FT), en tanto que constituye el soporte metodoldgico de
numerosas propuestas de caracterizacion dinamica existentes en la literatura

economeétrica para el estudio de estos modelos.

Por esta razén presentamos a continuacion, en una primera parte, la
aproximacion de funciones analiticas en un punto, esto es, la aproximacion de

Padé en relacion con el estudio de series formales de potencias, y que
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denominamos caso clasico, resaltando sus propiedades y aquellos aspectos mas
relevantes de la misma. La realizacion de esta aproximacion tedrica al estudio de
los aproximantes de Padé permitira presentar de una forma sencilla, en una
segunda parte, el estudio de la identificacion dindmica en un modelo FT clasico,
esto es, en un contexto dinamico causal, al tiempo que permitira poner de
manifiesto el nexo y origen comun existente entre los diversos procedimientos de
identificacion hasta ahora propuestos para este tipo de modelos (Lii, 1985;
Paesmans, 1988; Claverie et al, 1990; Berlinet y Francq, 1994; ...).

1.-_LA APROXIMACION DE PADE (AP) A SERIES FORMALES DE
POTENCIAS

1.1.- DEFINICION Y PROPIEDADES

La mayor parte de las referencias bibliograficas que podemos encontrar en
relacion con la aproximacion de Padé y topicos relacionados, trata el problema de
aproximacion para funciones analiticas en un punto o, como diriamos en términos

algebraicos, la aproximacion de series formales de potencias.

Definiciont.- Dado un desarrollo formal en serie de potencias Zcizi que
0
representa formalmente una funcién de variable compleja F(z), se denomina

aproximante de Padé (AP) E\%é (J,M =0) para F(z) a la funcion racional

P,(z)/Q, (z) finitaen z =0 y dada por:

03 0 _ Py(2) _po+pz+..+p,2’
5\75: Qu(z) gy +0yz+..+qy2"

(2.1)

1 (Baker y Graves Morris, vol 1, 1981)
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donde P;(z) y Q(z) son polinomios de grados exactamente J y M
respectivamente, de forma que el desarrollo de Taylor centrado en z =0 de esta
funcion racional es tal que sus J+ M +1 primeros coeficientes son

Cy,Cyy oy Cyuy» ESEO €S,

P, (2)
Qu(2)

F(z)- =0,(z”"™™) (2.2)

donde denotamos O, el orden de aproximacion alcanzado en potencias crecientes

de z.

. 0J O _— :
Esto es, el desarrollo formal del aproximante 5\7% en términos crecientes

dezes quz‘ donde @ =c, parai=0,1,2,...,N paracierto N> J+ M.
0

] i J
Notese que en el caso de que en el aproximante 5\7%[ el valor de M sea
cero, la aproximacion es justamente el polinomio de Taylor para F(z).

A partir de ahora estara implicita la hipétesis de que la serie de Taylor para
F(z) existe en un entorno de z=0. Son dos las razones para esta eleccion

arbitraria de z =0:

a) Las manipulaciones son sustancialmente mas simples que para otro valor

de z.

b) El intervalo sobre el que se desea aproximar la funcion contendra al cero;

si no es asi, un simple cambio de variable hara que lo contenga.
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El comportamiento finito de E\%a en z =0 permite elegir el denominador

de Q,, (z) tal que Q,, (0) =1. Esta consideracion se hace en base a que:

a) El coeficiente independiente o término constante en el denominador no

puede ser cero si el aproximante existe en z =0.

J L : . .
b) El valor de Eﬁé es invariable si numerador y denominador estan

divididos por la misma constante.

Si exigimos que P,(z) y Q,, (z) no tengan factores comunes, tendremos J +1
coeficientes independientes en el numerador y M coeficientes independientes en

el denominador. Por tanto, estos J+ M +1 coeficientes desconocidos sugieren

J . - e ) .
que el AP E\Wé debe aproximar la serie zciz' a través de los drdenes
0

Asi, cuando la serie de potencias F(z) converge en algun entorno de z=0 a

una funcién, la condicion dada en (2.2) equivale formalmente a:

J
ot P t+... +P,2Z

- i_ D JHM+L
Ciz = +O+(Z )
Z o + 0, +... +q,, 2"

Multiplicando la expresion (2.2) por Q,, (z) se tiene que:
(Ao + 0,2+ 40y 2" )(Co +C,Z +C,2° +..) ~(py +piz +.. 4p,27) =0,(2""™) (2.3)

A partir de esta formulacion pueden obtenerse en forma linealizada las

siguientes ecuaciones:
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Co = Po
C, +Coly = Py

C; +Cy G +...¥Cy_ 0w = Py (2.4)

Cyyg +Cy0; +.. ¥ Cy_pyyqdy =0

CJ+M +CJ+M—1q1 +"'+CJ qM =0

donde definimos ¢; =0si j<0yq; =0si j>M.

A través de este conjunto de ecuaciones denominadas ecuaciones de Padé se

determinan los coeficientes del numerador y denominador del AP y se construye
- 0J O Y
el aproximante E‘Wa a F(z) hasta el orden z°*".

Por tanto, las relaciones de definicién del AP E\Wé pueden reescribirse como:

M

ch—qu :rJ1 J :O,l,...,J +M
=0
rjzpj’ JSJ, I’j=0, J>J

(2.5)

Estas ecuaciones para j=0,1, ...,J +M determinan los coeficientes del

denominador g, (k =1, ..., M) y del numerador p, (k =0,1, ..., J).

En efecto, para j=J +1, ..., J + M se obtiene un conjunto de M ecuaciones

lineales para los M coeficientes desconocidos del denominador:
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J-M+1 CJ—|v|+2
O s s
[l

QO0: O--0 : (2.6)

ﬁ ClJ CJ+M_1EHq15 H:J+MH

donde, por consistencia, definimos c¢; =0 si j<0 y elegimos como criterio de

normalizacion q, =1, a fin de garantizar la existencia y unicidad del aproximante.

Una vez calculados los coeficientes q,(k=0,1, ..., M) para

j=J+1, ..., J +M, se determinan directamente los coeficientes del numerador:

(2.7)

min(J,M)

c, + igl 0iCyi = Py

Asumiendo que los AP pueden calcularse directamente a partir de (2.6) y
(2.7) podemos, a través de la regla de Cramer, calcular el denominador de (2.1) v,

sacando factor comun, definir:

Cima Cyomez " Cy Cin
[3/M] _ CJ—M +2 CJ—!\/I +3 CJ'+1 CJ'+2
Qu (2)=] : : : : (2.8)
C, Ciun 0 Crima Coum
zM Mt z 1

Teniendo en cuenta que:
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Ci-m+ Cimsz C, Ciu
C, -M+2 C, -M+3 e CJ.+1 CJ_+2
QH/M](Z)_Z ¢z' =| C Cin " Coma Coum
1=0 zM Mt g 1
zCiZM+i zCiZM+i—1___ zCizi+1 ZCizi
i=0 i=0 i=0 i=0

y gque cada elemento de la ultima fila puede descomponerse como:

00 - J-j - J+M-j Lo 00 Lo
sz =5vc¢z+ vy ¢+ vz OF 0,12, .., M
i=0 i=0 i=J-j+ i=d+M-j+1

se tiene que, operando de la siguiente forma, esto es, restando z’*' veces la

primera fila de la Ultima, z’** la segunda fila de la Gltima y asi sucesivamente,

hasta z°* veces la pentltima fila de la Gltima, podemos definir:
C; -M+1 Cy -M+2 o CJ_+1
PJ[J/M](Z) = C, Ciu Ciim (2.9)
J-M .J-MH g 3.
z CiZM+| CiZM+|1 ZCizl
i=0 i=0 i=0

donde c; =0si j<0yq; =0 si j> M. Ademas, si el indice inferior en una suma

excede al superior, la suma es sustituida por cero.

Por tanto, se tiene que:
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Cimn C, Cin
C, -M+2 e CJ.+1 CJ_+2
[J/M](Z)ZCZ PJ[J/M] — : : : -
C, Ciim— Ciem
zCizi+M ZCiZi+1 zCizi
i=J+1 i=J+M i=J+M +1
Co-ma Cimez - C, Cra
© M CJ—M +2 CJ—_M +3 CJ_+1 CJ_+2
= Z Z . . ... . .
= C c e C c
J J+ J+M -1 J+M
Cysi Civin " Coimsia Coamsi

Con las definiciones (2.8) y (2.9) concluimos que:

[J/M](Z)ZCZ PJ[J/M] (Z):O+(ZJ+M+1)

A tal efecto, consideremos:

C;- -M+1 C, -M+2 C_J
Q™ =c, ()= L (2.10)
CJ—l C, 0 Ciim—2
C, Cin o+ Ciima

siendo éste el denominado determinante de Hankel por la manera sistemética en

la cual se forman sus filas a partir de los coeficientes de la serie.

- J
Nétese que si Q'E/JI/M](O):Q esto es, C, , =0, entonces el AP Sﬁa en

sentido estricto no existe, bien porque no se puede calcular debido a que el
sistema (2.6) es incompatible o bien porque tiene infinitas soluciones y el AP es

reducible a un AP de orden menor.

Para esta situacion en la cual:
P +M+
F( )¢ ( ) O ( J+M 1)
Qu (2)

Padé define un "indice de deficiencia™ w,, que es el menor entero para el cual
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_ P(2) J+M =Wy +1
F(z) = m +0, (z )

y donde w,, es una medida del error de aproximacion. Ahora bien, en tales
circunstancias y en términos més sencillos, diremos que la funcion racional
P, (z)/Q,, (z) no aproxima a la funcion F(z) a través del orden J + M y que, por

tanto, el AP no existe.

Obsérvese que esta idea esta en linea con lo que sostiene la teoria general de
la interpolacion racional acerca de la inconsistencia en la especificacion de
valores de la funcion F(z) en ciertos puntos z; en los cuales, en consecuencia, las

interpolaciones no existen.

Ahora bien, si QH’M](O) #0, esto es, C, ,, #0, las ecuaciones lineales dadas

en (2.5) para j=J +1, ..., J + M son no singulares y la solucion dada por (2.8) es

Unica, pudiendo escribir:

° _ [3/M]
ycz' - I:)J[J/M](Z) =0,
0 Qu' ' (2)

( J+M+1)

Estos aspectos en torno a la preocupacion por determinar la existencia de
aproximacion racional a una funcién han sido abordados por diferentes autores,
incluso antecesores de Padé. En concreto, un resultado dado por Jacobi se puede

reescibir en términos de AP (Baker y Graves-Morris, 1981) como:

Teorema .- A partir de las definiciones dadas en (2.8) y (2.9) se tiene que:

0J O P[J/M]() [3/M]
El AP E‘Wa de Zcz esta dado por Q\Wa = [J/M] con Qj; " (0) 20.

Esto es, el AP 5\7%[ estara bien definido, si y sélosi, C, ,, #0.
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Ahora bien, por el Teorema de la unicidad? debido a Frobenius y a Padé se

: o J : : }
garantiza que si existe el AP Eﬁé a una serie formal de potencias F(z), éste

estara unicamente determinado.

Partiendo de la definicion de AP debida a Padé-Frobenius, en Baker (1975)

se da una redefinicion del mismo en los siguientes términos3:

Dados dos polinomios AP™Ml(z) v BD/™l(z) de grados J y M

respectivamente, si verifican que:
A[J/M](Z) _ B[J/M] (Z)%Cizi :O+(ZJ+M+1)
i=0
con BPM1(0) =1 definimos:

D\] |:| B A[J/M](Z)
v E " BPMI(Z)
Sin embargo, esta definicion no aporta nada esencialmente nuevo ya que los
polinomios de Jacobi se pueden transformar en los que define Baker, esto es,

pLIMl (7)
0J 0O B pla/ml (Z) _Q[T](O) B A[J/M](Z)
Eﬁa T QUMMI(z) T QMI(z) T BRMMI(y)
QM (0)

2\er Baker (1975).

3Segun la definicion clasica debida a Frobenius y Padé resulta siempre posible encontrar una
funcién racional -histéricamente conocida como AP- que verifique la formulacién linealizada dada en
(2.3); ahora bien, esta condicion no garantiza que exista el AP en los términos dados segun la
definicion (2.2).
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[3/M] 0)
demas BP0y = Oy
y ademas 0) QT (0)

1.2.- METODOS PARA LA REPRESENTACION RACIONAL DE UNA
SERIE FORMAL DE POTENCIAS

1.2.1.- La Tabla C: Estructura y formacion de blogues

La disposicion en forma tabular de los determinantes de Hankel C;  (j, m =
0,1, 2, ...) asociados a la serie de potencias F(z) =c, + %Cizi (co #0) permite
i=1

obtener una tabla infinita de doble entrada C=(C, )7, denominada tabla C,

,m/ jm=0

cuya estructura viene dada por:

0 Coo G GCoz  GCos
1 Cio Ch. GCp

2 Co G

3 Cso

En concreto, esta tabla presenta el siguiente algoritmo de construccion:

C,0 =1, esto es, la primera columna de la tabla es por definicion 1.

C;1=¢;(1=0,1,2,..), esto es, la segunda columna viene dada por los
coeficientes de la serie.

Co,m - (_l) m(m-1)/2 C(r)n.

Por tanto, los bordes izquierdo y superior de la tabla C seran distintos de cero.
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Tomando como referencia el Teorema de Sylvester4, podemos obtener un
corolario que establece una relacion de recursién entre los elementos de la tabla
C; de esta forma, la mayor parte de los elementos pueden calcularse a partir de la
identidad:

C C Cj+1,ij—1,m _(Cj,m)2

jm+1~jm-1 —

Esta identidad, que se denomina "identidad de la estrella” porque relaciona

[]
los determinantes siguiendo el patron 11 [ [ establece que la diferencia de

H ot
los productos de los extremos opuestos es igual al cuadrado del valor central. En

este sentido, la siguiente figura ilustra la posicion de los elementos en la tabla C:

C

J-1m jm J+1m

Se dice que la serie formal de potencias F(z) es normal si todos los elementos de

latabla C;, (j,m=0, 1, 2, ...) son distintos de cero. Ahora bien, en el caso de no

normalidad de la serie, esto es, que las ecuaciones (2.6) que determinan los

- . J i .
coeficientes en el denominador del AP E\Wa no sean compatibles determinadas,

4Ver Baker (1975).
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la tabla C presentara una estructura de bloques cuadrados, formados por valores

nulos, rodeados por elementos no nulos:

0 1 Co X X X
1 1 C, X X X
2 1 C, 0 0 X
3 1 Cy 0 0 X
4 1 c, X X X

Esta estructura de bloques en la tabla C5 es formalizada en el siguiente
teorema:

Teorema (Baker, 1975).- Los elementos nulos en la tabla C asociada a una serie
formal de potencias F(z) =c, + zcizi (c, #0) se situan en bloques cuadrados
1

bordeados por elementos no nulos.

Este resultado quedaria reflejado como se muestra a continuacion para un
bloque hipoteético de la tabla C:

SPara mayor detalle sobre la construccion de bloques cuadrados ver Baker y Graves-Morris
(1981).
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R SR SR S, S
H |O |O |O W
N |O |O |O [N
N |O |O |O [N
N[N N [N N

1.2.2.- La Tabla de Padé: Estructura y formacion de blogues

Fue Padé (1892) el primero en enfatizar la importancia de disponer los
aproximantes de Padé en forma tabular en lo que se ha denominado tabla de
Padé, con el objetivo de estudiar la estructura de la misma, esto es,

[0/0] [10] [200] [3/0]
[01] [ [ [31]
[02] [12] [221 [3/2]
[0/3] [U3] [23] [3/3]

w N = O

Obsérvese que las sumas parciales del desarrollo de Taylor de la funcién

F (z) ocupan la primera fila de la tabla de Padé.

Aunque es ésta la presentacién original de la tabla, en Baker y Graves-Morris
(1981) y otros autores se presenta en forma traspuesta. En cualquier caso, la

estructura de la misma y sus propiedades permanecen inalteradas.
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La principal caracteristica de esta tabla viene dada, en el caso de no
normalidad de la serie F(z), por la aparicion de una estructura de bloques
singulares que reproduce el comportamiento de la correspondiente tabla C

asociada, tal y como se refleja en el siguiente resultado:

Teorema (Padé, 1892)6.- La tabla de Padé puede ser seccionada en bloques
J
de tamafio hxh con lados horizontales y verticales siendo h>1. Sea E\Wa el

elemento minimal Unico (J + M = minimo) de un bloque hxh, entonces:

(1) EIl aproximante 5\%% existe y el numerador y el denominador son de

grados minimos.

J+JD

O0J+j O . . )
3 no existenpara j +m=>h; h-1>j>1; h -1 >m >1.
(3) Ema p J J

6 La demostracion de este teorema puede, también, encontrarse en Baker (1975).
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(4) Cyujmsm =0 Ol j<sh-11<m<h-1
Cimsm 20,.Chimem 20 para0<ms<h
Ciiim 20,Chijmsen #0 paral< j<h

Por tanto, considerando un bloque de ceros de tamafio (h—-1)x(h-1) en la

tabla C, tendremos un blogue hxh en la tabla de Padé para el cual se verifica que:

- Todos los AP por encima de la antidiagonal seran reducibles a la misma

forma irreducible del elemento superior izquierdo del bloque.

- Por debajo de la antidiagonal no existen los AP de acuerdo con la
definicion (2.2) ya que so6lo serdan formas de Padé, esto es, que resuelven la
formulaciéon linealizada del problema de AP dada en (2.3) sin la restriccion de
que el término independiente en el denominador sea distinto de cero.

L
En consecuencia, el AP 0J+) 0 = 0J O se determinara a través de las
v +mE  BvH

ecuaciones de Padé dadas en (2.5) para j +m <h -1.

Como se muestra a continuacion, esta relacion existente entre ambas tablas
puede reflejarse graficamente para un bloque hipotético de tamafio 3 x 3 en la

tabla C y su correspondiente bloque de tamafio 4 x 4 en la tabla de Padé:

J

C,m| 20| 20| %0 [ /M] Red | Red | Red
Z0

#0 0 0 0 o Red Con | Con Inc
#0 0 0 0 Red Con | Inc Inc
#0 0 0 0 Red Inc Inc Inc
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Red - Denota un AP con determinante de Hankel no singular, que es

reducible a un AP de orden E\JW% )

Con - Denota un AP con determinante de Hankel singular, pero determinado
por un sistema de ecuaciones compatibles, que también es reducible al

a
0J O : . : - i
Inc— EI AP Q\WH no existe debido a la incompatibilidad de las ecuaciones

de Padé.

Es precisamente la correspondencia existente entre ambas tablas sobre la
estructura de bloques que surge como consecuencia de la no normalidad de la

serie F(z), la clave para su representacion mediante un modelo racional.

Teorema (Baker y Graves Morris, vol I, 1981).- Dada una serie formal de

potencias F(z) las tres condiciones siguientes son equivalentes:

2) e F(z) 0j=J,0m=M (2.11)

3)C,, #0; C,, =0, Op J,0m M
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En tal caso, la tabla C presentara una estructura especial con un cuadrado
infinito formado por elementos nulos en la esquina inferior derecha de la tabla,

siendo C,,; ., €l denominado breaking-point (Lii, 1985) en la literatura

econométrica.

Esta estructura racional obtenida para la serie F(z), dada en la condicion (1)
de la expresion (2.11), es la base para las construccion de modelos racionales, en
particular, el llamado modelo de Funcion de Transferencia (FT) (Box y
Jenkins, 1976).

Ademas, estas propiedades permiten la caracterizacion, dentro de la literatura
econométrica, de un método computacionalmente sencillo para la identificacion
de series temporales, que es precisamente el denominado método corner. Este
método, propuesto inicialmente por Beguin et al (1980) para la identificacion de
modelos ARMA, fue propuesto posteriormente por Liu y Hanssens (1982) en la
identificacion de un modelo FT y puede también encontrarse, entre otros, en
Hanssens y Liu, 1983; Tsay, 1985; Lii, 1985 y Claverie et al, 1990.

Ahora bien, aun cuando en la tabla C o, equivalentemente, en el método
corner, no sea posible determinar el "breaking-point” de forma clara, es decir, que
el elemento C,,, ,,,, N0 pueda ser determinado de forma Unica’, la tabla C puede
ser utilizada para encontrar una aproximacion racional parsimoniosa o para
discriminar entre posibles alternativas de especificacion racional, que

posteriomente seran sometidas a comprobacion.

"Piénsese el caso en que los coeficientes C; son valores aproximados de los coeficientes del
desarrollo de una funcion F (z) desconocida, obtenidos por ejemplo a través de ajuste polinomial de
datos.
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Es importante tener en cuenta que el computo de los AP no garantiza que
todas las raices del polinomio Q,, (z) estén fuera del circulo unidad si M no es el
orden correcto para el polinomio del denominador; ahora bien, cuando el orden
M elegido sea el adecuado, podemos valernos de otros métodos que aseguren que
la condicion de estacionariedad se cumple.

En cualquier caso, la computacion que se hace de la tabla de Padé puede
utilizarse en la estimacién de los parametros del modelo racional identificado que
resulta finalmente. Ademas, las estimaciones que proporciona el célculo de la
tabla de Padé para los parametros pueden ser utilizadas como valores iniciales
consistentes y fiables por métodos mas eficientes, generalmente de tipo iterativo
no lineales (Lii, 1985).

Si bien el computo de la tabla C o de la tabla de Padé permite representar una
funcion a través de un modelo racional, el uso conjunto de ambas tablas
proporciona un procedimiento de identificacion mas completo que su uso aislado.
Este método de caracterizacion, que permite realizar la especificacion de la parte
determinista del modelo con independencia de cual sea el proceso que sigue el
término de perturbacion aleatoria, resulta especialmente util en el estudio de la

identificacion dindmica del modelo FT.

Ahora bien, en el intento de mejorar en la medida de lo posible los resultados
que se obtienen directamente de las propiedades iniciales de AP para la
identificacion de representaciones racionales de funciones, se dispone en la
literatura de algunas alternativas que precisan un estudio méas detallado de la

teoria de aproximacion racional.

En este contexto, se han propuesto diversas alternativas al uso de la tabla C a
través de algoritmos teéricamente mas “ricos” y que generalmente resultan mas

sencillos en la préactica, como es el caso del e-algoritmo (Brezinski, 1980) o que
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en ocasiones conllevan mayor céalculo computacional como es el caso del R-S
algoritmo (Gray et al, 1978), etc.

De hecho, vamos a referirnos al €-algoritmo (Wynn, 1956), que creemos de
utilidad ya que, a pesar de que posee una capacidad analoga a la de la tabla C en
la identificaciobn de una funcion racional, resulta computacionalmente mas
sencillo que ésta.

1.2.3.- El g-algoritmo

1.2.3.1.- Definicion y propiedades

En concreto, el g-algoritmo puede ser obtenido a partir de la regla de la cruz

entre cinco AP adyacentes8 a la funcion F(z) = gci z' (c;,20C), esto es,
i=0

[(h+k 1§()
TR0 HVR® Ban®
[n+k+1D

a()

+
Denotando &5, = énk—ka (z) para un valor fijo de z, la regla de la cruz queda

como:

8Ver Brezinski (1980, caps. 2 y 3) para una demostracion directa de la regla de la cruz a través
de la teoria de polinomios ortogonales.
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1 1 1 1
n+1 = +

+
n -1 -1 +1
Ex T Ex g;k - E;k £2k+2 - g;k E;k—z - g;k

de forma que estableciendo ciertas condiciones y definiendo los elementos &, .,
de manera adecuada, podemos relacionar los nimeros &, mediante la expresion:

1 .

Ok Ze,, =ghi+——— ; €,=0 (2.12)

Ek gk
Precisamente, este procedimiento iterativo constituye el e-algoritmo.

1.2.3.2.- La tabla-g: Estructura y formacion de bloques

La disposicion en forma tabular de los valores & permite obtener una tabla

denominada tabla-g, en la cual el indice inferior de cada elemento representa la

columna que ése ocupa y el superior denota la diagonal, esto es,

€9
% g’
£ £
e, g
£ £
£ &
2

Obsérvese que (2.12) relaciona los cuatro elementos situados en los vértices

de un rombo, esto es,

n

&

n+l
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de tal forma que la tabla-e puede ser determinada de arriba hacia abajo y de

izquierda a derecha.

Tomando en cuenta la relacién, a través de la transformacion de Shanks?,
entre los nimeros ¢, y los determinantes de Hankel asociados a la sucesion

(c) = ()i 1° bajo las condiciones iniciales:

e,=0y g=c, OON
se concluye que &, =0 si y so6lo si el determinante de Hankel C_, ., asociado a
k n,k+1

(c;) es nulo, pudiendo establecer el siguiente resultado:

Teorema.- Dada la serie formal de potencias F(z) las condiciones siguientes son
equivalentes:

PiZ
1) F(z) =———

e " 20, &,=0, O0p F M

Estas propiedades se traducen en la aparicién en la tabla-€ asociada a la serie
F(z) de una estructura anadloga a la que presenta en su caso la tabla C, de tal
forma que &),,"*" constituiria el primer elemento nulo del bloque infinito que
aparece en la tabla, esto es, lo analogo al denominado breaking-point en la tabla

C.

9Ver Wynn (1956).

10ver Brezinski y Redivo Zaglia (1991).
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Ahora bien, es preciso dejar claro que en el caso de que por ejemplo a partir
de este tipo de algoritmos no sea posible determinar una funcion racional exacta,
de las propiedades de convergencia para AP podemos obtener representaciones
aproximadas mediante sistemas de orden finito, que aproximen lo "mejor" posible

al modelo original.

En relacion al estudio de propiedades de convergencia, se han desarrollado
otros tipos de aproximaciones racionales alternativas a la AP, que resultan
también utiles, por su sencillez computacional, en la evaluacién aproximada de
algunas funciones racionales. En concreto, la utilizacién de modelos aproximados
mediante aproximantes tipo-Padé (variante de los AP introducida por Brezinski,
1980) y de AP multipuntuales o de aproximaciones racionales en sentido de
minimos cuadrados o de Tchebyshev en el plano complejo, asi como el estudio de
convergencia en probabilidad, se plantea como alternativa, en algunos casos,
para solucionar los posibles problemas de interpolacion y de estabilidad -
propiedad fundamental en el campo de aproximacion y, en particular, en teoria de
sistemas lineales- que presenta la utilizacion de AP. Este tipo de aproximaciones
que, bajo ciertas hipotesis, tratan ademas de mejorar la bondad del ajuste de
manera uniforme en todo el dominio de aplicacion, no proporcionan, a diferencia

de la utilizacién de AP, una aproximacion dnica.

83



CAPITULO 2

2.-DETERMINACION DE MODELOS RACIONALES EN SERIES
TEMPORALES: EL MODELO FT CLASICO

2.1.- INTRODUCCION

Tal y como ya se ha constatado, el estudio de la especificacion del
comportamiento dindmico en el contexto de los modelos de series temporales vy,
en concreto, en el marco del modelo FT, constituye un topico de indudable interés
que ha tenido un amplio tratamiento en la literatura especializada. En efecto, son
numerosas los procedimientos propuestos para el estudio de lo que se considera
uno de los problemas basicos en este tipo de modelos, esto es, la identificacion de
la estructura de relacion dinamica entre las variables que intervienen a partir de la

informacion muestral disponible.

En este sentido, las diversas propuestas de identificacion existentes para este
tipo de modelos se han llevado a cabo en el &mbito de la formulacion de modelos
causales, esto es, modelos basados en el andlisis de datos y que, por tanto,
unicamente consideran el comportamiento presente y pasado de las variables

relevantes implicadas en un fendmeno concreto.

La utilizacion de la aproximacion clasica de Padé, cuyos aspectos mas
relevantes en relacién con el estudio de series formales de potencias ya han sido
analizados, cobra especial relevancia en este ambito, en tanto que se manifiesta
como una herramienta Gtil para abordar el estudio de la identificacion dinamica
en una formulacién clasica del modelo FT, esto es, en un contexto dinamico en el
que se da una estructura correlativa de causalidad unidireccional entre las

variables temporales involucradas.

Las propiedades que este tipo de aproximacion posee no sélo van a permitir
realizar la especificacion de la parte determinista del modelo, con total

independencia del proceso para el término de perturbacion aleatoria, sino que
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ademas van a permitir la caracterizacibn de métodos de identificacion,
computacionalmente sencillos, dentro del proceso de modelizacion dinamica. En
concreto, el ya mencionado método corner, junto con el g-algoritmo, que ha sido
propuesto por Berlinet (,1981, 1984) para la identificacion de modelos ARMA
univariantes y multivariantes, constituyen dos métodos de caracterizacion
dinamica, estrechamente vinculados con la aproximacion de Padé, que en la
medida en que se muestran especialmente valiosos para la identificacion de los
Ordenes de un modelo FT, han venido a contribuir y a enriquecer de forma

significativa la literatura econométrica existente al respecto.

Por otra parte, el papel que la técnica de los AP desempefia en el proceso de
modelizacién dinamica no so6lo contribuye a ampliar el ambito de Ila
identificacién dindmica en modelos ARMA vy, en especial, en el modelo FT sino
que, al mismo tiempo, va a permitir poner también de manifiesto las limitaciones
que en ciertos casos conlleva la formulacion de modelos estrictamente causales,
desde el punto de vista de la realizacion de predicciones sobre el comportamiento

futuro a corto y/o medio plazo de las variables involucradas

Con tal propdsito presentamos a continuacion la formalizacion del modelo
FT en su vertiente clasica asi como su relacion con otro tipo de especificaciones
de caracter dinamico utilizadas habitualmente en la literatura econométrica.
Seguidamente, partiendo de esta formulacion realizamos una revision de las
distintas propuestas de caracterizacion dinamica que se han hecho para este tipo
de modelos. Este estudio se completa, por un lado, haciendo especial hincapié en
aquellos procedimientos de identificacion antes mencionados y que encuentran
precisamente su soporte metodoldgico en la aproximacion de Padé y, por otro
lado, haciendo una reflexion sobre las limitaciones que en términos predictivos
posee en algunos casos la consideracion de modelos causales en el contexto de la
modelizacion de series temporales. Finalmente, esta reflexion va a permitir sentar
las bases de una nueva propuesta metodoldgica gque, en un intento de aproximar

la realidad evolutiva de forma mas precisa, permita dar respuesta de forma
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satisfactoria a los planteamientos y preocupaciones que en términos predictivos

suscita la implementacion y articulacion de medidas de politica econdmica.

2.2.- EL MODELO FT CLASICO: FORMULACION

Este tipo de modelos, frecuente en el andlisis de relaciones entre variables en
el dominio del tiempo, surge tal y como vimos en el capitulo anterior como caso
particular de una especificacion dinamica mas general de series temporales, esto
es, los modelos VARMA o, si se quiere, como generalizacién de los modelos
ARMA univariantes al introducir variables explicativas adicionales como inputs

en el modelo.

La formalizacion en términos generales de un modelo de este tipo para el
caso que consideramos aqui de un proceso Z, = (Y, X,) con Y, unidimensional y
X, de dimension k =1, se recoge de forma general a través de la siguiente
expresionii:

L2 6,(L)O, (L)
Yt=22Vinit—j+Nt; N, = 1 Q 5 -8, 213

& & ¢, (L)®,(L)2-L)"(A-L) (2.13)

t=12, ..., T

donde a, ~ N(0,0°) y L'(X;)=X,_;. En tal caso, el comportamiento de una

variable output (dependiente o endogena) Y, se supone que queda explicado por

dos componentes:

*Un componente sistematico, descrito a través de una o més variables inputs
(independientes o exogenas) X, (i=1,2, ..., k), donde los coeficientes

v; (1 =0,1,2, ...) denominados pesos o ponderaciones de respuesta al impulso,

1ver Aznar y Trivez (1993).
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recogen la respuesta de la variable enddgena Y, ante variaciones unitarias en las

variables exogenas X, .

*Un componente no sistematico, descrito a través de un término de
perturbacion aleatoria N,, generado por un proceso estocastico que admite
cualquier proceso estacional multiplicativo ARIMA (p,d,q) x ARIMA
(P,D,Q),, representado por los polinomios 6, (L), ¢,(L),0,(L") y @, (L°).

En tal situacion, L representa el operador de retardo mientras que (1-L)° y
(1-L°)° representan los operadores en diferencias consecutivas y estacional,

respectivamente y d, D los correspondientes ordenes de diferenciacion.

Una hipdtesis basica en la formulacion del modelo FT es la consideracion de
la existencia de una relacion dindmica de causalidad unidireccional X, -Y,, que
viene dada por la combinacion de los efectos contemporaneos y desplazados de
las variables inputs Xjt mas el componente aleatorio N, sobre Y,. Dicho de otra
forma, y de acuerdo con la formulacion clasica de modelos estrictamente
causales, &mbito en el que se encuadra este tipo de especificacion dindmica, se

asume la no existencia de "feedback™ entre output e inputs.

Teniendo en cuenta que L'(X,) = X,_;, una representacién mas compacta de

it—j
(2.13) vendria dada por la expresion:
k
=YX NG () = WL L (2.14)

donde v,(L) constituye la denomina FT del filtro o también Funcién de

Respuesta al Impulso (FRI) del sistemal? para cada X,.

12v/er Box y Jenkins (1976)
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Dada esta especificacion, que no es mas que un modelo de retardos
distribuidos, el problema reside en representar aproximadamente v, (L) mediante
una expresion finita, a partir de la informacion disponible para las variables
output e inputs.

De esta manera, podemos contemplar la expresion (2.14) representada

aproximadamente como una expresion racional de la forma:

y = K w (L) ox + 6,(L)0, (L) |
& 9, (L) ¢, (L)®, (L)

(2.15)

donde vy, y x, son procesos estacionarios, esto es, series transformadas mediante

las diferenciaciones regular y/o estacionales pertinentest3 siendo

Wi (L) =wp +w L+ . +w L
o, (L)=1-g,L-..-g "
y, = (1-L)" Q-0
x, =(1-L)*@Q-L)* X,
En esta expresion, que es una reformulacion mas "parsimoniosa” de (2.13) en
el sentido de que reduce el nimero de pardmetros que intervienen en la relacion

dinamica, se supone que todas las raices del polinomio caracteristico J, (L) estan
fuera del circulo de radio unidad, y que w (L) yg, (L) no tienen factores

comunes, con lo cual se garantiza la estabilidad del modelo. El factor L"
representa la posible demora o retraso en la respuesta de la variable output

respecto al i -esimo input.

. . ..y D d .
135 bien el orden de diferenciacion (1— L°)” (1—L)° para el término de error recae tanto
sobre la variable Y, como sobre las K variables explicativas, en la practica no debera cumplirse que
todas las variables involucradas requieran el mismo orden de diferenciacion.
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Sobre esta formulacion denominada modelo FT en Box y Jenkins (1976) o
modelo racional de retardos distribuidos (Dhrymes, 1971 y Wall, 1976),
plantearemos el problema de identificacion de los 6rdenes de los polinomios
intervinientes sin entrar en la especificacion de la estructura de la perturbacion
N,. Esto es, bajo el supuesto de que N, es ruido blanco, se trata de determinar los
valores (s, r, b) que, a partir de los datos muestrales, describan mejor el

comportamiento de v, (L).

Esta expresion podria generalizarse ain mas si se considera que el modelo

FT contiene parametros estacionales, esto es,

_Ew (L (L)L o+ Ba(L)9 (L)

y, = - , - (2.16)
& S (LO(L) Y g (L (L)
donde
Q(LN)=0Q,-Q,L% -..-Q, L™
0,(L%) =1-0,L% —...- 0, L

AUn asi, sin necesidad de considerar un modelo tan complejo como el dado
en (2.16) podemos considerar, sin pérdida de generalidad, una especificacion méas
sencilla del modelo FT. En efecto, si se considera el caso mas simple de dos
series temporales univariantes y, (output) y x, (input) estacionarias, entre las que
se supone un conocimiento aprioristico de la direccion de causalidad existente, asi
como la existencia de un componente aleatorio N, descrito a través de un proceso
ARIMA (p, d, g), el modelo en términos de la FRI vendra dado, de forma

compacta, como:

y, =v(L)x, +N,; v(L)=v, +v,L+Vv,L*+...; N, =
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La estabilidad del modelo dado en (2.17) se garantiza cuando una variacion
finita en la variable input produce una variacion también finita en el output, esto

€s,

Este valor finito de g, que representa el cambio total en y, ante un cambio
unitario de x,, mantenido indefinidamente en el tiempo, es lo que se denomina

ganancia total del sistema estable.

Desde (2.15), y teniendo en cuenta que:
w.. (L
vi(L) D—Isi( ) LP
9 (L)

se obtienen, siguiendo a Box y Jenkins (1976) los valores de los pesos o

ponderaciones v; de la FRI para cada input en relacion a los coeficientes w; y 4.

Asi, para una variable genérica x,, puede obtenerse, de forma aproximada la

relacion:

@L-8,L-8,° —...= 5, L") (vy +V,L +V, L% +..) = (W, + W, L +w,L* +...+w,L°)L°

de tal forma que igualando los coeficientes en potencias de L en ambos lados,

obtenemos las siguientes relaciones:

v;=0 j <b (incluye j negativo)
V. =0V, +3V. _,+..+JV._ +W, ] =b
1Vj-1 52 j-2 j 0 J (218)
Vi =0V, + OV, .. +QV, +W,, j=b+1, ..., b+s
V=0V, + OV, +.. ¥V, j >b +s

y las r ponderaciones v,, V.., s Vpr s Ofrecen r valores iniciales para la

ecuacion en diferencias finitas:
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o(L)v;=0 j>b+s

De forma general, los coeficientes de la FRI asociada a cada variable input

presentaran las siguientes caracteristicas: Existiran
1) Coeficientes nulos para las b primeras respuestas (v,,v,, ..., Vy_)-

2) Un conjunto de s—r +1 valores (V,,Vy,;, .-, Vy.s_, ) QUE NO Siguen un patron

de comportamiento fijo.

3) Un conjunto de valores v, para j>b +s—r +1 que siguen el patron dictado

por el orden r de la ecuacion en diferencias.

23- EL MODELO FT Y SU RELACION CON OTRAS
ESPECIFICACIONES DINAMICAS

Resulta facil advertir que el modelo FT dado en (2.15) es un modelo general
que, bajo ciertas hipdtesis, incluye como casos particulares a diversos modelos
econometricos ampliamente conocidos y que han sido analizados en detalle en
muchos textos economeétricos, tal y como puede verse en Hendry et al (1984),
Judge et al (1985), Spanos (1986), etc.

Considerando, sin pérdida de generalidad, el modelo FT dado en (2.15)

donde N, viene ahora generado por un proceso ARMA (p,q), esto es,

+-_4

SN DR N (Th

oy e (D) G(L) (2.19)

podemos encontrar, entre otros, los siguientes casos:

a) Modelo univariante de series temporales: No existen variables inputs en el

modelo FT, de forma que vendra dado como:
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b) Modelo de analisis de intervencion: Ante la presencia de variables inputs
ficticias o dicotémicas el modelo FT vendra dado por:

Jew ) w) g e
yt - igl 5iri (L) Xit + 5rn (L) Xnt + Nt’ Xnt - t> TD

siendo T" un valor conocido.

c) Modelo lineal general o modelo de regresion multiple estatico: Si todos

los polinomios de retardo son de grado cero, el modelo FT vendra dado por:

k
Yo = Zwioxit ta; W (L) =wi; 5iri (L) =1

b =0; 6,(L)=¢,(L)=1

d) Modelo lineal general con variable dependiente retardada o modelo de
regresion con estructura de retardos de Koyck:

k
Y =01 Y +i§1Wi0Xit +a,; W (L) =w; 9 (L)=1-9;,L
b, =0; 6,(L)=1 ¢,(L)=1-¢,L; ¢, =

e) Modelo de regresion generalizado: Los polinomios de retardo son de

grado cero y el término de perturbacion sigue un proceso AR(p) o un MA(q):

k
y, = ;WIOXH +N;; N, =¢,N_ + ..+ N_ +a
ZW.oXn +N,; N, =a -6a_ —..-6a

q-t-q

W, (L) =Wo; &, (L) =1 b =0
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f) Modelo de retardos distribuidos:

ytzzwixt—i-'-at; WS(L)=WO +W1L+"' +WSLS; 5r(|—) :1
1=0

k=1 b=0; 6,(L) =L ¢,(L) =1

g) Modelo racional de retardos distribuidos:

w(l) ..
(0

5.(L)=1-5L-..-3L
¢,(L)=6,(L); k=1 b=0

Y, = w,(L) =w, +w, L + ... +w,L°

h) Modelo ARMAX:

o, (L)Y, =w,(L)x, +6,(L)a; S(L)=¢,(L)
k=1 b=0

i) Modelo autorregresivo dindmico (AD): Es un caso especial del modelo

anterior, esto es,

o, (L)y, =w,(L)x +a; 6,(L)=1 k=1 b=0
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24- METODOS DE IDENTIFICACION DE LOS ORDENES
POLINOMIALES EN UN MODELO FT

Diversos metodos en la literatura econométrica se han propuesto con el
objetivo de abordar lo que se considera un problema esencial en este tipo de
modelos, esto es, la determinacion de los ordenes de los polinomios de retardo
que intervienen en su formulacion. Estos métodos de identificacion se pueden
agrupar en dos categorias en funcién del proceso de estimacién indirecta o directa
que conlleva la obtencion de las FRI en una formulacién como la dada en (2.15)

para cada X;.

2.4.1.- Métodos de estimacion indirecta de la Funcién de Respuesta al

Impulso

En cuanto a los los métodos de estimacion indirecta, una primera forma de
realizar la estimacion de los pesos de respuesta al impulso exdgeno es el
procedimiento del preblanqueado de las series inputs (Box y Jenkins, 1976) para
la obtencion de procesos ruido blanco. Este procedimiento, inicialmente
propuesto para el caso de un modelo FT bivariante en el que y, y x, Son procesos

estacionarios, esto es,

y, = w, (L) Lox, + 6, (L) a,
(L) ¢, (L)

y donde x, se supone generado por un proceso del tipo ¢, (L)x, =6, (L)a, y a,

es un proceso ruido blanco incorrelado con a,, esta basado en la utilizacion de la

funcion de autocorrelacion cruzada muestral p,, entre la serie input
preblanqueada, esto es, a, =6, (L)¢, (L)x, y la correspondiente serie output

filtrada por el modelo ARMA de la serie input 8. *(L)¢, (L)Y, = B,.
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Las ponderaciones por este método obtenidas, si bien no son estimaciones
eficientes de la FRI v(L), permiten determinar, en base a las relaciones dadas en
(2.18), los drdenes de los polinomios de retardo (s, r, b) asi como dar una

estimacion preliminar de los parametros del modelo.

Sin embargo, la generalizacion de este método al caso de maultiples inputs
resulta dificil en tanto que aparecen diversos inconvenientes que dificultan en
gran medida la operacion de preblanqueado de las series. En este sentido, si bien
el problema frecuente de la no ortogonalidad de las variables explicativas puede
ser solucionado mediante la realizacion de un proceso iterativo, que utilice en
cada paso la informacion acumulada conforme se introducen nuevas variables en
el modelo, no obstante, un inconveniente mas serio es la eleccion del filtro a

aplicar al conjunto de variables presentes en el mismo.

En tal caso, la utilizacion de un filtro comdn para el preblanqueo de las series
(Priestley, 1971; Granger y Newbold, 1977), ademaés de ser una decision subjetiva
y por tanto complicada, tiene una desventaja adicional en el hecho de que, dado
que el preblanqueado de las series inputs no garantiza la obtencién de procesos

ruido blanco, el célculo de las funciones de correlacién cruzada entre los
c?jt (J=12,..,k) y B, proporcionara una pobre aproximacion de las FRI

contenidas en (2.14).

Este hecho es incluso cierto en el caso de un solo input, donde la utilizacion
de un filtro para el preblanqueo de la serie input podria no preblanquear la serie

output y dar lugar a correlaciones espureas (Liu y Hanssens, 1982).

Por otro lado, aunque en base al mismo planteamiento que el anterior, la
técnica del doble preblanqueado (Haugh y Box, 1977), consiste en preblanquear
las series inputs y output de forma independiente, es decir, mediante dos filtros
diferentes y, siguiendo un procedimiento idéntico al caso anterior, esto es,

atendiendo al comportamiento de la funcion de correlacion cruzada de los
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residuos obtenidos, obtener los pesos de la FRI mediante estimacion por minimos

cuadrados y determinar los 6rdenes de los polinomios de retardo en el modelo FT.

Si bien esta técnica ha sido ampliamente utilizada y goza de mayor fiabilidad
que la anterior, en tanto que la estimacion de los pesos de la FRI esta sometida a
un error menor por la utilizacion de procesos ruido blanco en el calculo de la
funcion de correlacion cruzada, resulta no obstante mas dificil de aplicar, incluso
en aquellas situaciones con un solo input “... por la necesidad de aplicar diferentes
modelos a las series y porque a menudo conduce a modelos complicados” (Liu y
Hanssens, 1982).

Aungue no existe en este método el problema de las correlaciones espureas,
no obstante, se le atribuyen los mismos inconvenientes que al método Box-
Jenkins; la estimacion no conjunta de los filtros de preblanqueo con las
correlaciones cruzadas puede dar lugar a estimaciones sesgadas. Por otra parte, la
existencia de factores de preblanqueo conduce, en general, a modelos

sobreestructurados y los modelos de retardo resultan dificiles de obtener.

En Fask y Robinson (1977) se generaliza esta técnica a modelos dinamicos
multivariantes y en Granger y Newbold (1977) se aplica a la identificacion de un
sistema causal en dos direcciones. Ahora bien, segun Stokes y Neuburger (1979)
la existencia de una relacion de causalidad entre las variables puede resultar

engafiosa dependiendo del método de analisis.

Otro procedimiento de identificacion a afadir en este contexto es el
propuesto por Tiao et al (1979), consistente en utilizar las matrices de correlacion
muestral de un conjunto de multiples series para la modelizacion simultanea de
todas las series mediante un proceso VARMA. Sin embargo, "... su aplicacion a
la identificacion en un modelo FT, como caso particular, resulta desafortunada
dado que, por un lado, la caracterizacién del modelo basada en las matrices de

correlacion resulta dificil y ademas se impone una estructura extra entre los
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factores en los residuos y la FT que origina con frecuencia una
sobreestructuracion en el modelo™ (Newbold, 1983).

Como una alternativa al analisis en el dominio temporal, se han propuesto en
el dominio de las frecuencias diversos metodos para la identificacion de un
modelo FT a través de los llamados métodos espectrales (Priestley, 1971; Box y
Jenkins, 1976; Pukkila, 1982; ...). Sin embargo, la aplicacién de estos métodos

espectrales resulta dificil en la practica.

2.4.2.- Métodos de estimacion directa de la Funcion de Respuesta al Impulso:
La Tabla C vy la Tabla de Padé

Frente a estos procedimientos descritos que basan la identificacion del
modelo FT en una estimacion indirecta de las ponderaciones de la FRI asociada a
cada input, la aproximacion clasica de Padé constituye una alternativa
especialmente Util en tanto que permite no sélo superar las dificultades existentes
en los métodos citados sino que proporciona ademas, a partir de un proceso de
estimacion directa, un procedimiento sencillo e informativo para la identificacion

de los ordenes polinomiales en un modelo FT.

En concreto, los pasos que sugiere el estudio de la aproximacion clasica de
Padé en la identificacion dindmica del modelo FT son:

1) Tomando como referencia la formulacién del modelo FT dada en (2.19), y

bajo el supuesto de estabilidad para las raices del polinomio &, (L), podemos

expresar la relacion entre la variable output y las variables inputs, en términos de
los pesos de la FT original para cada input, a través de un ndmero finito de

términos, esto es,

k m O
Ye OY SViXio; + N, (2.20)
i=1j=0
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donde m indica el numero finito de términos para el cual se aproximan las

estructuras de retardos para v, (L) (i=1,2, ..., k) siendo

v L (2.21)

1

v,(L) O

M=

Kk
i=1

—
1
(=)

Son numerosos los métodos que involucran truncamiento de la serie hasta un
término m de la misma; entre éstos cabe citar, el método de andlisis espectral de
Hannan (1967) y Lii (1985), el método bayesiano de Newbold (1973), el método

de méaxima verosimilitud de Box y Jenkins (1976), etc.
Reformulando la expresion (2.21) como:

Y=X[B+E (2.22)
donde Y representa el vector de valores de la variable output, ﬁ el de pardmetros

de las ponderaciones de la FRI asociada a cada input y X la matriz de valores de

las variables inputs y sus retardos, esto es,

I

_|/\
[

3

Ym+1’Ym+2’ h Ym+n)'

max (m;, m,,..,m,)

(Vip Vig w Vi, Voo Vo1 o Vaom, = Vig Vig - Vim, )
=@ X2 XXM XY OXEX™ X XL X™)
X? = (Xi(m+1) Xi(m+2) Xi(m+n))'

Xi=U X!

I X o 3 5 Xy
Tl

siendo T el tamafio de la muestra. Bajo el supuesto de que £ es ruido blanco, las

estimaciones de E mediante la aplicacion de MCO en (2.22) vendran dadas por:
B=(X'X)*X'Y (2.23)

Ahora bien, la aplicacién del método de estimacion por MCO requiere hacer

las siguientes consideraciones:
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*Por un lado, un primer problema que podria surgir en la aplicacion de este
método de estimacion, aunque no exento de solucion, es el de la
multicolinealidad. Asi, en el caso de que las series inputs presenten raices AR
cercanas a la unidad, esto es, que las series estén proximas a la no

estacionariedad, la matriz X' X estara mal condicionada para la inversion.

En tal caso, y tal como plantean Liu y Hanssens (1982), la eleccién de un
filtro comun para la series output e inputs, donde el filtro es apropiadamente
elegido para eliminar dichos factores AR, no altera la FT del sistema estacionario.
En cualquier caso, la posible singularidad de la matriz X' X es un problema de
calculo numerico, que puede resolverse mediante el recurso a la doble precision
numérica en el calculo computacional, contemplada por la casi totalidad de los
paquetes informaticos y que en la mayoria de los casos ofrece resultados

satisfactorios.

~

*Por otra parte, las estimaciones que se obtienen de los parametros 3 en

(2.23) solo seran eficientes si la serie de perturbaciones € es ruido blanco. En
otro caso, esto es, en presencia de perturbaciones no esféricas, varias soluciones

se han propuesto, entre ellas:

a) En primer lugar, la utilizacion de minimos cuadrados generalizados
permitira obtener estimaciones consistentes y eficientes; asi mismo, la posibilidad
de filtrar las series output e inputs originales por el esquema ARMA (p,q) que
siga el término de perturbacion y la realizacion de un proceso iterativo de filtrado
y estimacion por minimos cuadrados ordinarios, que finaliza una vez las
estimaciones finales son convergentes, permite también obtener resultados
satisfactorios (Ljung y Box, 1979).14

14Una propuesta similar de estimacion puede encontrarse en Cochrane y Orcutt (1949).
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b) Otra alternativa consiste en la estimacion directa de (2.22) y, a partir de la
identificacién del proceso para el ruido, estimar conjuntamente por maxima

verosimilitud los pardmetros de la FRI1 y los del proceso ARMA para el ruido.

No obstante, mayor aproximacion numérica puede obtenerse de la estimacion
conjunta de pesos de la FRI y de los parametros del ruido a través de minimos
cuadrados no lineales (MCNL) (Liu, 1979).

En Lii (1985), la obtencién mediante MCNL de las estimaciones V; de los
pesos v; para cada input x;, eliminando el subindice i, pasa por la consideracion

de que para cada FRI se verifica que:
S 2
V-V - N(O,aj)
siendo of (j=0,%1,%2,...,+S) la varianza para un valor de S fijo.

De forma mas general,

{\71' _Vj} - NM (O’Vj,k)

siendo V; la covarianza entre v y Vy.

2) Una vez obtenidas las ponderaciones de la FRI para cada input, definimos:

. _ . .Y
Vimax = max |Vij| Yy nij =———
0<j<k Vi max

(2.24)

donde (V;);, es la sucesion de pesos estimados para x, Y (7;) = (1) jow
constituye la sucesiéon de pesos relativos de los valores de los retardos sobre el

maximo valor respecto a x,.

Obtenida la sucesion de pesos relativos (17;) oy » Se construye la tabla C

asociada a cada variable input x, (i=1,2, ..., k), de tal forma que para cada una
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de ellas, eliminando el subindice i, la FRI v(L) tendrd una representacion

racional de la forma:

b+s

ij L
vLy =2 (2.25)

1+ic$ij

=1

si y sdlo si en la tabla C, formada por los valores de C; (j,m=0,12, ...) se

verifica que C;, =0 OS> bt s, R> r siendo C,,,, #0 y C,,..,,,, €l denominado

b+s,r

breaking-point en la literatura econométrica (Lii, 1985).

Asi mismo, y con el proposito de salvar las dificultades inherentes a la
aplicacion de los métodos basados en una estimacion indirecta de las FRI
asociadas a cada variable en (2.14), Liu y Hanssens (1982) proponen una
modificacion del método corner para la identificacion de los ordenes de un

modelo FT con multiples inputs.

En concreto, la propuesta que Liu y Hanssens (1982) elaboran consiste en,

una vez realizada la estimacion directa de las ponderaciones v; de las FRI a través
del proceso antes descrito y considerando la sucesién de pesos relativos

() = (1) jou  definida en (2.24), construir los determinantes de Hankel

Cfi,gi (’7.)(’7.1 =0 si j<0).

En tal caso, v, (L) admite una representacion racional de ordenes (s;, r., b) si

y sélo si se verifican las siguientes condiciones:
Ciq(1)=0 si f.=b +s +1 g.>r+1

Cfi,ri (ﬁ.) z0 Si fi > bi +5; (2.26)
Cbi+si,gi (ﬁ|)¢0 Si g;2r,
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Si ademas, C;  (7;)=0si f; <b entonces b representa el retraso en la

respuesta de y, ante variaciones en x;.

Estas condiciones, que no son mas que la generalizacion de la
"caracterizacion corner" dada en Beguin et al (1980) para procesos ARMA

univariantes, permitirdn obtener ahora la tabla corner correspondiente a la

sucesion (7;) .

Asi, tal y como se muestra a continuacion, para unos valores M, y M.
enteros y mayores que b, +s, y r, respectivamente, la tabla corner o tabla C que

se obtiene para el input x, adopta la siguiente estructura:

9i 1 2 e f rn+1 . M,

fi

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0
b -1 0 0 0 0 0

bi Cbi 1 Cbi 2 Cbi x Cbi T+ Cb, MO
bi +1 Cbi +11 Cb, +1,2 Cb, +1r Cb, +1,r+1 Cbi +1,MP

$+b +1 Coipur Coipao & +b, +L, 0 0
M; CMi,l CMi,Z CMi,ri 0 0

La obtencion en esta tabla de la terna (s, r,, b)), también denominada tabla
corner, implica que las b, primeras filas y la esquina inferior derecha formada por
las s +b +1 hasta M, filas y las r +1 hasta M.’ columnas tengan todos sus

elementos significativamente iguales a cero.
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Wisi ( L)

2™ cuyos ordenes
o, (L)

En tal caso, la FRI tendra una representacion

(s, r, b)) para cada input x, coinciden precisamente con los del AP de maximo

[b. +s. [ _ >
grado, esto es, con los del AP ——] alaserie v,(L) = ZV” L' (i=12, ..., k)
Oh 0 =

dadaen (2.14).

Por otra parte, las estimaciones éS,R se distribuyen asintéticamente de

acuerdo con el siguiente teorema:

Teorema (Lii, 1985).- Dados dos enteros fijos S,R y un tamafio muestral T — oo,

se verifica que:
Csr —Csr — N(O,GVG)

donde G =(g;)}25 &« Siendo g; la suma de los cofactores de v, en Cg. y
V =(V;,) la matriz de covarianzas de (Vs_gs1,Vs_papr-sVsips), POr 10 que a
valores nulos de Cg, le corresponden, en general, valores “significativamente”

nulos de Cg g.

2.4.2.1.- Una estimacion preliminar para los parametros del modelo

Dado que la tabla de Padé constituye una herramienta complementaria en la
representacion de una serie mediante una funcién racional, un planteamiento
equivalente al obtenido en la tabla C para la representacion de v(L) a traves de un

modelo de la forma indicada en (2.25) vendria dado en los siguientes términos:

Teniendo en cuenta que al igual que en un modelo ARMA(p,,.q;), la

sucesion de ponderaciones 0 pesos relativos (17;) = (7;) 7y definida en (2.24)

satisface una ecuacion lineal en diferencias de orden r, y rango b, +s,, y que la
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relacion existente entre las ponderaciones de las FRI asociadas a cada variable

input y su representacion racional viene dada por:

Wisi (L) Lbi

v;i(L) = 5 (L)

tendremos que:

N = Oullij-s =~ 0y Mij—, =0 si j>Db; +s; (2.27)
20 si j=b, +s, paracadai '

Eliminando el subindice i, las ecuaciones (2.27) reescritas en la forma:

Znh_jéj =, para h=b+s, ..., b+s+r
S

determinan, eligiendo J, =1, el denominador del AP para v(L) = Z n; L,
&

Por tanto, de forma genérica, el AP para v(L) vendrd dado por

g#%('-) : con lo cual eligiendo ahora

Oy = Cpisr =0et(Mysesi-)1a i« (N; =0sij <0) el AP estara bien definido si y solo

siC.,. #0.

b+s,r

Por tanto, la FRI v(L) tendrad una representacion racional como la dada en

(2.25) siy sdlosi C,,,, #0. Si ademas, n; =0 paraj <b se obtiene que:

b+s,r

v(L) OL° F}(L)

Q (L)

15Si bien inicialmente la definicion de AP estad dada para funciones de variable compleja, la
definicion que ahora se considera es para una funcion del operador L.
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y b representa el retardo en la respuesta.

Una vez determinados los ordenes polinomiales (s, r, b) para cada FRI, se

L . +s
lleva a cabo la estimacion de los parametros p;,q; en el AP %%(L) , esto es,
r

P.(L .
en L° # a través de las ecuaciones (2.4).

r

Ademas, si denotamos:

IE\)s+b(L) = ﬁ(l)]-'- ﬁ]_DL++ I’jsDHJI—Ser — [’50 + fle+"'+ [’js+b|—ser

Q, (L) Go+GL+.. + oL 1+GL+..+G L

. N T .G
Po=0,(i=0,..b=1;p; =— (i =b,...s+b); G =q—i (1=0,..,1)
0

0

o A , +s L
las estimaciones p;,qd; de los parametros en el AP éb;% se distribuyen
r

asintéticamente de acuerdo con el siguiente teorema:

Teorema (Lii, 1985).- Dados b+s y r fijos, la distribucion asintotica de los

parametros p;,d; viene dada respectivamente por:

(ﬁj—pj)ﬁN(O,Uﬁj)i (qj_qj')—’N(O’Uc?j)

donde
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. . +s

Notese que si g, =0 en el AP b+s0 el elemento C,,,, en la tabla C es
9 B ,

nuloy el AP es reducible, o lo que es lo mismo, degenera en uno de grado menor.

Estas estimaciones obtenidas para los parametros p;,q; a partir del AP son

comparables con las obtenidas por otros métodos que requieren el conocimiento
de la estructura del ruido. Ademas, constituyen un buen punto de partida para su
utilizacion por procedimientos de estimacion iterativos mas eficientes,
generalmente no lineales que permitan la obtencion definitiva de los pardmetros

Lb Ws(L)

parav(L) = 5 (L)

Tal y como hemos visto, las propiedades sefialadas caracterizan uno de los
métodos hasta ahora mas utilizados en la identificacion del modelo FT, esto es, el

método corner.

En efecto, esta propuesta de determinacion, que la evidencia empirica ha
sugerido como potente para la determinacion de la estructura dinamica
subyacente en un modelo y que proporciona estimadores con propiedades
deseables, se muestra especialmente Gtil para la identificacion de modelo FT en el
caso de multiples inputsté al tiempo que, por la propia construccion del método,
permite obviar los problemas relacionados con la ortogonalidad de las variables

inputs y con la eleccidn subjetiva del filtro para el preblanqueado de las series.

Por otra parte, este procedimiento, ademéas de ser directo y simple, es
facilmente extendible a modelos con componentes de intervencion, que resultan

dificiles de modelizar con otros métodos.

16ver, entre otros, Liu y Hanssens (1982), Hanssens y Liu (1983), Edlund (1984), Lii (1985) ,
Tsay (1985).
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Ahora bien, dado que en la practica los valores que se obtienen para los v;

son estimaciones y, por tanto, estan sujetos a errores aleatorios, las pautas a seguir
en el proceso de identificacion de los 6rdenes polinomiales han de consistir en
buscar una estructura global de conjunto en la tabla corner para cada x, de
acuerdo con las reglas de comportamiento establecidas. Asi mismo, la eleccion de
una combinacion razonable entre un conjunto de posibles alternativas debe

guiarse por el principio de parsimonia o parquedad.

Una propuesta especialmente interesante para la identificacién del modelo
FT a través del método corner viene dada en Tsay (1985). En concreto, el
procedimiento que propone resulta no solo aplicable a series estacionarias y no
estacionarias sino que al mismo tiempo, permite validar en el proceso de
construccion del modelo la creencia previa sobre la existencia de una relacion
unidireccional entre las variables. Asi, la utilizacion de una aproximacion AR
para el modelo FT y de ciertos criterios de seleccion del orden (Akaike, 1974;
Schwarz, 1978; Quinn, 1980) permite confirmar la naturaleza exdgena y
enddgena de las variables.

Si bien tanto la propuesta de Liu y Hanssens como la de Tsay abogan por la
utilizacion del método corner como procedimiento de identificacion, su
utilizacion esta basada no obstante en supuestos diferentes. Asi, mientras que los
primeros enfatizan en prefiltrar las series inputs y output con un filtro comdn, la
propuesta de Tsay no requiere la estacionariedad de las series y hace posible la
validacion del modelo sin necesidad de hacer una distincion previa atendiendo a
la naturaleza de las variables. De igual forma, el procedimiento propuesto por este
uiltimo resulta valido en situaciones en las que existe correlacion entre las

variables inputs, donde la construccion de la tabla corner seria ain un
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procedimiento mas sencillo que la generalizacion de cualquiera de los

procedimientos de preblanqueado descritos con anterioridad .17

Con el objetivo de completar el procedimiento de identificacion descrito, en
Tsay (1985) se propone un metodo para determinar la significacion estadistica de
los elementos nulos asociados al método, a través del calculo de las desviaciones

tipicas muestrales de las estimaciones de los determinantes de Hankel C; , (17;) -

Una propuesta analoga se da en Lii (1985) donde, como hemos visto
anteriormente, junto a un metodo para la seleccion inicial de los parametros del
modelo a partir de la aproximacién de Padé, se presenta un procedimiento para el

estudio de la significacion estadistica de los elementos asociados al método.

2.4.2.2.- Un método alternativo en la identificacion del modelo FT: El

g-algoritmo

Las propiedades que posee la aproximacion de Padé en este contexto han
permitido el desarrollo de otros métodos alternativos al corner para la

identificacion dinamica de un modelo FT.

En concreto, el g-algoritmo, inicialmente propuesto por Berlinet (1981,
1984) para caracterizar los 6rdenes de un modelo ARMA minimal a traves de la
serie de autocorrelaciones de un proceso temporal, ha sido propuesto por
Gonzalez y Cano (1990a) y Gonzalez et al (1993) para la identificacién de un

modelo FT con uno y multiples inputs, respectivamente. Asi mismo, su aplicacion

I7ver una discusion al respecto en Granger y Newbold (1977) y Tiao y Box (1981).
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a modelos FT con variable dependiente limitada -de indudable interés en la

practica economeétrica- se muestra en Gonzalez y Cano (1990b).

En este contexto, tanto el meétodo corner como el e-algoritmo han
demostrado poseer capacidad semejante para determinar los 6rdenes en modelos
de series temporales. No obstante, difieren en el procedimiento seguido para la

obtencion de los ordenes (s,r.,b); ademés, aunque ambos metodos resultan de

gran utilidad en la caracterizacion de modelos, el e-algoritmo resulta

computacionalmente mas sencillo de aplicar que el corner.

En nuestro caso?8, si aplicamos el esquema (2.12) a cada secuencia (n;) de

pesos relativos, esto es,

kn0Z el )=eim) +er o) - m]” @29
siendo las condiciones iniciales:
el(n)=0; &(n)=n, 00Oz
la FRI tendra una representacion racional para el input x, si y solo si:
£.°7(n)#0; &, (n)=0 Op bt st

lo que proporciona una caracterizacién que permite estructurar los resultados de
(2.28) correspondientes a las columnas pares en una tabla como la que se recoge a

continuacion:

18\er Berlinet (1981, 1984), Berlinet y Francq (1994) para modelos ARMA y Gonzélez et al
(1995) para modelos FT.
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TABLA DEL g-algoritmo

Col| 0 2 2(0-0 2
Fil
0 0
1 0 0
b, -1 0 0
b, Eg‘ 82‘ N
bi+si ol f £%+5i_ri i +s 6 -1
gbi+sl fi 1
. .. o
b, +s; gg +S ggi +5 -1 ggi(:isi 1)r, +1 gtz)ir:rs, n
b +s +1 ggi 541 ggi +s5; ggi(:isi l)lr, +2 0

Ciertos problemas numéricos debidos a las limitaciones de la aritmética usual
de computacion pueden presentarse cuando al computar la expresion (2.28), dos
elementos sucesivos en la tabla-e toman valores proximos entre si. En tal caso, la
aplicacion de técnicas de aceleracion de la convergencia o la realizacion de las
transformaciones propuestas por Berlinet (1981) en la sucesion (n;) del tipo

(an;) o (a'ny) oy con a OR —{3 , permiten mejorar los resultados numéricos.

Aungue ambos métodos siguen un procedimiento de identificacion que, en
algunas etapas, presenta elementos comunes, la diferencia fundamental entre
ambas propuestas se centra en que a pesar de su sencillez computacional, la
evaluacion en el e-algoritmo de las expresiones (2.28) para los diferentes valores

de k y n resulta ain méas sencilla con respecto a la evaluacion de los

determinantes C, . del método corner para cada input x;.
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Partiendo del trabajo de Berlinet y Francq (1994) y de la aproximacion
realizada por Tsay (1985) para el computo de las varianzas de los elementos
asociados a la tabla corner, en Gonzalez et al (1995) se lleva a cabo el estudio de
la significacion estadistica de los elementos nulos en la tabla-€ con el objetivo de

confirmar la adecuacion del modelo identificado.

Otra propuesta alternativa, aunque igualmente vinculada con el estudio de
AP viene dada por la utilizacion del denominado método de la transformada de
Pade en z (Claverie et al, 1990). Este método para la identificacion y estimacion
de un modelo FT descansa en la investigacion de la estabilidad de los AP, esto es,
la bdsqueda de un bloque de AP estables en la tabla de Padé y que seria lo

analogo a encontrar una esquina de ceros en el método corner.

Este procedimiento supone una forma funcional concreta para los pesos v; de

la FRI asociada a cada variable input x. , esto es, una combinacion lineal de N

it ,?

retardos geométricos que corresponden a un proceso AR(N):

j=1,2,..,m (2.29)

donde {A} representa el conjunto de ratios para la estructura de retardos.

Dada esta forma funcional, la transformada en z de la forma geométrica dada

en (2.29) es una funcion racional en z dada por:

N,
V(Z) - ngll— ZA

que sera identificada y estimada a través del uso de AP. Ahora bien, si los
retardos no siguen una distribucién geométrica como la dada, la identificacion por

este método no resulta posible.

Si bien otros métodos también relacionados con la AP, tales como el método

de latabla Ry S (Gray et al, 1978) son de aplicacion en la identificacion de este
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tipo de modelos, su utilizacion es, no obstante, menos frecuente dado el caracter
informativo vy la relativa sencillez computacional de los otros métodos en relacion
a éste.

2.5.- RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Con el objetivo de ilustrar la validez de los procedimientos descritos, en
concreto, de la tabla C, esto es, del método cornert® y del e-algoritmo recurrimos
a los resultados de la simulacion realizada por Liu y Hanssens (1982) bajo las

siguientes caracteristicas20:
MODELO SIMULADO:

1,52 +3L1°
(1-L+0,2412) %

Y o= (23 +4L4) X, + +g, t=1 2, ..., 100

donde
(1-1,3L+0,4L%)¢, =¢, e, ~ N(0,2)
(1-1,4L+0,48L%)X,, =b, b, ~N(0,1)
(1-0,7L) X,, =c, c, ~ N(0,2)

siendo e, independiente de b, y c,, ¥ b, y c, correlacionadas con un coeficiente de
0,7.

A partir de las estimaciones de los pesos de las FRI, dados en la referencia

indicada y obtenidos por MCO para las series originales?!, considerando un

19para otro tipo de comparacion utilizando también el método corner,véase Arcarons y Murillo
(1987)

20v/¢ase Gonzalez et al (1993) para mas detalles sobre la comparacion realizada

2lvgase también en Gonzélez et al (1993, 1995) los resultados obtenidos a partir de otros
métodos de estimacion.
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proceso AR(1) para el ruido, hemos comparado las tablas del método corner y el

g-algoritmo.
Tabla 1.- e-algoritmo para n,;
4 6
0 | 0,04
1 | 006 0,04
2 [-0,09 0,03 0,04
3 |048 587 024 14,07
4 100 066 043 034 0,27
5 |001 004 -033 0,07
6 | 004 001 -007
7 |-0,21 -0,07
8 1013
Tabla 2.- Tabla corner para n;
1 2 3 4 5 6 7 8
0 |004 0,00 000 000 000 000 0,00 0,00
1 |006 001 000 000 000 000 000 0,00
2 |[-0,09 -0,02 0,02 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
3 |048 032 036 015 0,10 0,06 0,04 0,02
4 |100 100 101 107 115 124 132 141
5 |001 -004 -021 -0,11 0,06 0,08 0,05 -0,02
6 | 004 000 004 002 001 000 0,00 0,00
7 |-0,21 0,04 -0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
8 |013 0,02 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Tabla 3.- e-algoritmo para n, y (-1)'n,,
|
0 2 4 0 6 8
0 | 004 0,04
1 (004 0,03 -0,04 0,02
2 |03 -025 0,12 0,36 0,05 0,03
3 |[100 09 0,75 0,61 -1,00 -0,20 -0,10 -0,09
4 |09 101 -135 0,60 0,61 0,96 | 0,00 -0,08 -0,09 -0,10
5 [ 068 253|082 049 -0,90 | -0,16 -0,13 -0,10
6 |03 039]033 0,35 |-0,12 -0,18
7 1039 0,36 -0,39 | -0,03
8 |031 0,31
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Tabla 4.- Tabla corner para n,

1 2 3 4 5 6 7 8
0,04 0,00 000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
004 -001 000 000 0,00 0,00 000 0,00
0,36 0,08 004 002 001 0,00 000 0,00
100 066 042 026 0417 011 0,08 0,05
096 024 [-0,03 -0,12 -0,07 0,03 005 0,02
068 012|007 005 005 0,04 002 0,01
03 -0,14004 001 -0,01 0,01 0,00 0,00
039 004|004 001 000 0,00 000 0,00
031 010|003 001 000 000 0,00 0,00

coONO O~ WN L, O

Como puede observarse en las tablas 1 y 2, tanto el €-algoritmo como el
método corner recogen de forma correcta el comportamiento de (s, b, r)

respecto al primer input, estoes, b, =3, s, =1, r, =0.

El comportamiento de la tabla 4 para la sucesion (n,) reproduce
correctamente la estructura simulada. Ahora bien, tal y como se muestra en la
tabla 3(1), el e-algoritmo para la sucesion (n,) recoge el comportamiento de
b, =2 pero sobrevalora s,, r,. Obsérvese que no hay cambios de signo en la
sucesion (n,;) considerada. Sin embargo, esto no ocurre en la tabla 3(11) debido a
la transformacion utilizada, para la cual el e-algoritmo aplicado a {(-1)'n,}
recupera el valor correcto de s,, esto es, s, =1, pero infravalora el r, indicando
r, =1, lo cual puede tener su explicacion en que la significacion del coeficiente
d,, €s mucho menor que la de J,,. No obstante, como una primera aproximacion

resulta siempre posible dar distintas alternativas de especificacion que, sometidas

a posterior comprobacion, permitiran obtener la estructura mas adecuada.

En definitiva, podemos concluir que ambos procedimientos son validos para
llevar a cabo la identificacion de la estructura dindmica en un modelo FT clasico.

Aln asi, conviene destacar que el e-algoritmo es una regla muy simple que
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permite conocer los érdenes polinomiales en una formulacion de este tipo sin

necesidad de computar determinantes, como ocurre en el método corner.

Asi mismo, tal como muestran las tablas, la inestabilidad que puede
producirse en la utilizacion del €-algoritmo segun las caracteristicas de los pesos
de la FRI, repercutiendo en una sobrevaloracion de los parametros r, s, puede
solucionarse con las transformaciones propuestas, lo que unido a su sencillez
computacional lo convierte en una alternativa perfectamente valida al método

corner.

Estos procedimientos hasta ahora descritos para la identificacion de modelos
FT, que tienen su soporte metodoldgico en la AP y que han sido propuestos en el
ambito de la formulacion tradicional de modelos causales, resultan en la mayoria
de los casos operativos y de gran interés cuando el objetivo para su utilizacion se
centra en llevar a cabo la especificacion dinamica de un modelo que, en términos
de las observaciones disponibles, sea capaz de reproducir fielmente los esquemas

de comportamiento pasados de una variable en el tiempo.

Ahora bien, cuando los objetivos perseguidos van mas alla de la mera
formulacion de un modelo que sea valido desde la perspectiva de ajuste a los
datos, para centrar los logros en la realizacion de predicciones a corto y/o medio
plazo sobre determinadas variables econdémicas en las que basar la
implementacion de medidas econdmicas, las formulaciones causales tradicionales
encuentran, en ciertas ocasiones, serias dificultades para dar respuesta a tales

necesidades.

Tal y como la evidencia empirica ha sugerido en ciertos casos, la asuncién
erronea de un universo economico en el que las relaciones economicas se rigen a
través de un esquema temporal en el que el “futuro” es solo consecuencia del
“pasado”, plantea en estos modelos inconvenientes que resultan a menudo

dificilmente salvables para la realizacion de predicciones econdmicas. En
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especial, estas limitaciones se ponen de manifiesto en aquellos contextos en los
que la existencia de periodos de transicion econdmica lleva implicita la existencia

de comportamientos estructuralmente diferentes en el tiempo.

La existencia de tales limitaciones en la formulacion de modelos causales y
el interés por buscar un fundamento tedrico coherente en el que basar la
implementacion de medidas politico-econémicas con las que atender a los
objetivos sociales y econdmicos prioritarios, nos llevan a dar en los dos capitulos
siguientes las bases de una nueva propuesta metodoldgica con la que abordar el
estudio y la identificacion de relaciones dinamicas desde una perspectiva mas

general.

En efecto, esta nueva propuesta en la modelizacion de relaciones dindmicas
se fundamenta precisamente en una generalizacion del tratamiento de la
aproximacion clasica de Padé desde dos vias alternativas, que van a permitir
abordar la identificacion dindmica del componente determinista presente en la

modelizacion de series temporales:

Por un lado, la aproximacion de Padé-Laurent en relacion con el estudio
de series formales de Laurent va a permitir modelizar, de forma separada, el
comportamiento pasado y futuro de las variables involucradas en una relacion

dindmica

Por otro lado, la generalizacion de la AP al estudio de series formales de
Laurent va a permitir unificar y recoger de forma simultdnea ambos

comportamientos en el tiempo.

En definitiva, ambas vias representan un intento mas de proporcionar un
marco comun en el que tratar de conciliar la practica econométrica con los
principios tedrico-econdémicos, esto es, tratar de conjugar la metodologia hasta
ahora utilizada en el analisis de series temporales con la formulacién de modelos

no causales -en los que se articula la evolucion futura a priori conocida de una
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variable-, y ofrecer con ello respuestas validas en términos de la consecucion de

los objetivos econdmicos que se consideran relevantes.
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CAPITULO 3

INTRODUCCION

En el ambito de la aproximacion de Padeé, gran parte de las investigaciones
realizadas a nivel escalar se han centrado en lo que hemos denominado caso clasico,
esto es, la aproximacion local de funciones analiticas o, en términos algebraicos, la

aproximacion de series formales de potencias.

Ahora bien, de forma paralela y también a nivel escalar, la literatura matematica
existente al respecto se ha visto enriquecida con la realizacién de numerosos estudios
que centran su interés en la generalizacion del tratamiento de la aproximacion de Padé
al estudio de series doblemente infinitas o series formales de Laurent (Bultheel,
1987), y que son el resultado de considerar una secuencia discreta de variables y

ponderaciones evaluadas en todo Z.

En esta segunda vertiente, la aproximacion de Padé-Laurent constituye una
propuesta metodoldgica valida para la representacion de una serie formal de Laurent a
través de una representacion de orden finito, que es el resultado de la modelizacion
racional de dos funciones analiticas en cero e infinito respectivamente y que aproximan

las dos direcciones de la serie de Laurent.

Precisamente, esta via que se introduce en la modelizacidn de funciones racionales
juega un papel que resulta fundamental para la consideracion de una nueva perspectiva
en el tratamiento de las relaciones dinamicas entre variables a través de los modelos no
causales. Dicho de otra forma y en respuesta a los planteamientos tradicionales que
basan la modelizacién de relaciones dinamicas en términos de causalidad en el dominio
temporal, la aproximacion de Padé-Laurent proporciona, por una parte, una base
metodoldgica para la caracterizacion de métodos con los que abordar la especificacion
dinamica en el marco de modelos méas amplios en los que se incorporan las expectativas
que de modo “ex ante” o “ex post” se elaboran sobre las variables exdgenas o

explicativas del modelo y, por otra parte, permite responder con ello de forma mas
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coherente a los plantemientos que en términos de la realizacion de predicciones se

formulan sobre el comportamiento de determinados fendmenos econémicos.

Desde esta nueva perspectiva, el objetivo de este capitulo se centra, por un lado, en
abordar desde un punto de vista tedrico el tratamiento de la aproximacion de Padé-
Laurent, destacando sus propiedades basicas y aquellas caracteristicas que resultan mas
relevantes para nuestra investigacion. Bajo este nuevo enfoque en la modelizacion
racional presentamos, en una segunda parte, la aplicacion que esta variante de la
aproximacion clasica de Padé tiene en el estudio de la identificacion dinamica en series
temporales doblemente infinitas, dentro del ambito de la formulacién de modelos no
causales. En concreto, presentamos su aplicacion a la identificacion de los ordenes en
una formulacion generalizada del modelo FT clasico, que articule o conjugue la
presencia de comportamientos causales en el tiempo con la incorporacion de

expectativas para las variables explicativas que intervienen en el mismo.

1.- LA APROXIMACION DE PADE-LAURENT (APL)

1.1.- DEFINICION DE APL PARA UNA SERIE FORMAL DE LAURENT

Una expresion de la forma ZC,Zi (j,mOZ fini} se denomina polinomio de
1=]

Laurent de grado max{i| : ¢, ¢ .

Generalizamos la definicién de AP al estudio de series formales de Laurent de

acuerdo a la siguiente definicion:

Sea {ci} : (c, O C) una sucesion doblemente infinita a la que asociamos una serie

formal de Laurent F(z) = Zcizi con F(z) =Z"(z) +Z (z) y donde

Z'(2) = 2cfz‘ . 27 ()= 20[2“ (3.1)
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con ¢, =¢, +¢; .

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se denomina aproximante de Padé-
Laurent (APL) de tipo (J,M) (J,M enteros no negativos) para F(z) al par de ratios
(R"(2), R (2)) donde R’ (z) es cociente de polinomios de grados |, M en potencias de z

y R (2) es cociente de polinomios de grados K, M en potencias de z™* , esto es:

B'(2)

B
; R =227 3.2
Qi (2) (2 (3.2)

R* =
@ Q%@

tal que se verifican las siguientes condiciones:

1) Cuando la serie de potencias Z*(z) converge en algun entorno de z = 0 entonces
Z*(2)-R*(2)=0,(z"™")
2) Cuando la serie de potencias Z(z) converge en algln entorno de z = o entonces
Z (2)-R™(2)=0_(z ™M)

entendiendo por esto que los desarrollos de los aproximantes R'(z) y R (2) en

potencias de z y de z™* respectivamente, esto es,
R@2=S¢Z ; R@2=Y ¢z

determinen los coeficientes de Z*(2), Z™(z) y de z' en F(2) en el sentido de Padé con

c =@ (i=0,%1, ... zn) paracierton=J+ M.

3) R'(2) + R (2) es una funcién racional DAJ—(ZZ)) con D,,(2) =Q;,(2) Q,(2) donde

A, (2) y Dy, (2) son polinomios de Laurent de la forma:
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AJ(z):iaizi : Dh,,(z)zidizi (3.3)

Un esbozo para la construccion de tales aproximantes de Padé-Laurent® se lleva a

cabo de la siguiente forma:

1) Construimos los polinomios clasicos de grado M
Qu(2) = Ggw + A wZ+.. +y 2" (doy =1)
QI\DII (2) = CE),M +dﬁ,MZ+"' +aM,MZM (E]M,M =1)

y las series de potencias P} (2) y P,(2) tales que:

F(2Qu(@ - P (9 =Ry (9 =0.(z"™")
F(2Qu(@ -P (D =Ru(2 =0.(z7"")

Precisamente, estas expresiones son las que apareceran en la construccién de un

AP a una serie formal de Laurent, y que estudiaremos en el capitulo siguiente.
2) Construimos los polinomios B (2), B;(z) dados por:
Z"(2)Qu(2) - Riu(2) = -2 (9Qu(2 +R'(2) =B;(2)

donde B;(2) representa un polinomio clasico con términos en zdesde O hasta

max(J,M) y
Z'(9Qu(2-R (2 =-Z (9Qu(2) +P,(2) =B,(2
donde B}(2) es un polinomio clasico con términos en zdesde 0 hasta max(J -1, M).

3) Desde la definicién de B; (z) se obtiene que:

Ver Bultheel (1987) para mas detalles sobre el proceso de construccion

124



CAPITULO 3

Z+(Z)Q,\J;I (Z) - B;(Z) = R‘;M (Z) — O+(Z‘]+M+1)
4) Andlogamente, desde la definicién de B;(z) se tiene que:
Z (2z"Q,(2) + "B, (2) = z-"'P; (2) =O_(z"™™)

5) z"Q;, (2)Q;, (2) es un polinomio de Laurent de grado N y constituye el denominador

de APL.

6) z-"'B; (2)Q,, (2) -z-"' B, (2)Q,, (), que sera el numerador de APL, es un polinomio

de Laurent de grado J tal y como se muestra a continuacion:

B (2)Qu (2) - B} (2)Qy () = |27 (2)Q4 () - R} (0)|Q (2) -
2@, @)+ )es @)=

= (Z7(2)+Z7(2))Q (2)Qp (2) ~ R} (2)Qi (2) - P} (2)Q5, (2) =F 0 O/ @*Ri )
=[Py () +R; W @D|Qs (@) -Riw (9Q5 (2) - P} (2)Q5 (2) =

= Py (2)Q} (2) - P (2)Q5 (2) =0 (™) =

=P (2) + R\ ())Qu (2) ~ R} (2)Qp (2) - P (2)Q5 (2) =

=R} (2Qu (2) ~RJ i (2)Qu (2) =0, (z"7)

7) En consecuencia,

(R*(2).R™(2)) _HBi(» _2"B;(®) E (320

@ 2-"Qu (2) G

N—r

constituye el APL de tipo (J, M) para F(z) siendo por tanto,

B,(2) = -z"B,(2)
Qu(2=2z"Q,(
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Cuando se estudian los APL a una serie doblemente infinita no es necesario

considerar como punto de encuentro de ambas series el término independiente?.

No obstante, y sin pérdida de generalidad, consideraremos el APL para la serie
F(z) definido en (3.4). Notese ademas que esta definicion resulta mas conveniente en
términos de su definicion como par de ratios, esto es, (R"(z), R"(2)) que como su suma
(R'(2)+ R (2)), pues en tal caso resulta siempre posible encontrar una expresion del

A (2)
Dw (2

tipo a partir del par (R"(2), R (z)), mientras que la implicacién en sentido

contrario no estaria Unicamente definida. Solo lo estaria cuando F(z) fuese la serie
formal de Laurent de una funcién analitica en r <[z|<R, R*(z) fuese analitica en |z|<R,
R (2) lo fuese en |z]>r (r<R) siendo R el radio de convergencia de la serie. En tal caso,

la serie de Laurent determinard los coeficientes ¢ en la funcion F(z) para ||| <J+M.

Notese, por otra parte que si la serie de Laurent carece de potencias negativas de z,

00 00

estoes, F(2) = Z ¢z :Z ¢z, el AP clasico aparece como caso particular.

—00

1.2.- REPRESENTACION RACIONAL DE UNA SERIE FORMAL DE
LAURENT: LATABLAC

Abordar el tratamiento de series formales de Laurent desde la perspectiva de los
aproximantes de Padé-Laurent, esto es, a través del estudio de series que convergen en
z=0 y paralelamente en z=o0, en términos de su caracterizacion mediante dos

funciones racionales que aproximen las dos direcciones de una serie doblemente

?Por tanto, la definicién de APL dada en (3.4) para F(Z) puede generalizarse al caso en que
F(2) = Z*P(2) + Z(2) siendo P un entero arbitrario. En tal caso, definiendo

Z'P(z) = S ¢z ; ZWP(»= S cz”

siendo C, = C; +C,, podemos construir el APL de tipo (J, M) para Z °F(2)
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infinita, supone generalizar los resultados y propiedades de la aproximacion clasica de

funciones analiticas en z = 0, que fueron analizadas en el capitulo anterior.

Asi, una vez construido el APL (R"(z), R (2)) la disposicion de los valores de los
determinantes de Hankel Cj,, y Cj,, (J,M =0, 1, 2, ...) asociados a los coeficientes
de las series Z*(z) y Z (2) definidas en (3.1) permite obtener, como extension del caso
clasico, sendas tablas infinitas de doble entrada que denominamos tablas C y cuyos

elementos se calculan a través de las reglas y relaciones de recurrencia dadas en el

capitulo anterior para funciones analiticas en z = 0.

De nuevo, y en el caso de no normalidad de las series, esto es, que las ecuaciones
que determinan los denominadores Q;,(z) y Q,(2) en el APL no sean compatibles
determinadas, la principal caracteristica de estas tablas serd la aparicion de una
estructura de bloques singulares, es decir, bloques formados por elementos nulos que
permitiran, en su caso, caracterizar sendas funciones racionales para las series Z*(2) y

Z (2.

Esta estructura de blogues que surge en ambas tablas introduce, de forma analoga
al caso clasico ya analizado, una estructura de blogues en las tablas de Padé asociadas a
ambas series, de tal forma que para cada bloque todos los AP por encima de la
antidiagonal pueden ser reducidos a la misma forma irreducible del elemento superior
izquierdo del blogue, mientras que por debajo de la antidiagonal no existen los AP de

acuerdo con la definicion dada en (2.2) para series formales de potencias.

De acuerdo con las condiciones dadas en (2.11) para la representacion racional de
una serie formal de potencias en z=0, diremos que la funcion Z*(z) tiene una

representacion racional de la forma:

Z p'z
() =—F%— (3.5)
1+% q'z

1=1
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si y s6lo si los AP R+(Z)E§%§ =Z"(z) 0j=J y m>=M. Una condicion

equivalente dada en términos de la tabla C seria que Cj,#0 y que

Cin=00>Jym>M,

Analogamente la funcién Z™(z) vendria dada por:

J . J .
M M -1

-5 -5 -M
;qz ;Qiz tz

si y s6lo si los R_(Z)E%% =7Z7(z) j=zJ"y m=M" o, equivalentemente,

Cin=00j>Jym>M" siendo C, .#0. En tal caso, el elemento C ..

constituird el primer elemento nulo del bloque infinito de ceros que aparece en la

esquina inferior derecha de la tabla C asociada a la serie Z7(2).

Por tanto, en el caso en que tanto Z*(z) como Z™(z) admitan una representacion

racional como la dada en (3.5) y (3.6) se tendra que:

(3.7)

de tal forma que los coeficientes de los numeradores y los denominadores pueden ser

calculados.

Notese que las relaciones de definicion de los AP R*(z) y R (2) a las series Z*(2)

y Z”(2) respectivamente, dadas por las siguientes ecuaciones:
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%cf_qu* =r"sii=0,1,..,J+M; ¢ =0si i<0; rr =b'sii=<J
k=0
"=0sii>J

M
SCLQ =r"si i=0,1, .., 37 +M"; ¢ =0 si i20;r =b7sii<J
K=0

- =0sii>J

determinaran los numeradores b (i=0,1,...,J), b™ (i =0,1,...,J7) y los denominadores
g (i=01,...,M),q (i=0,1,..,M") de los AP antes definidos, siendo
r"=b"(i=0,..,J3), r=0 (i=J+L, .., J+M)
rr=b (i=0,..,J3), r =0 (i=J"+1, ..., 37 +M")

En concreto, eligiendo como condiciones de normalizacién q; =1y q, =1 los

denominadores Q;,(z) yQ,,(2) de los AP aproximantes R"(z) y R (z) serdn solucion

de las ecuaciones dadas por:

M
Z)Citkq; =-c’, i=J+1 ..., J+M

M_*—l X ) )
zci_—qu_z_ci__,vl* i=J +1, ..., +M
=

Asi  mismo, los coeficientes de los numeradores vendran determinados

respectivamente por las ecuaciones:

oLt - -
+ A - - -
C, +Co0; =Dy C 0y +Co0y =by
y
Lo min@My o __ minQ",M7) B
Gyt % UiC,=h ClUg+ Y 0C,. =b.
= =

Ahora bien, eligiendo

Qu (0)=C; = det|(C i )] (3.8)
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(2 Qu)(0) = Clum = det|(C5_yyure))No] (3.9)
los AP R"(2) y R (2) estaran bien definidos si y sélo si C],, 20y CJ,,,, #0.

Por tanto, se obtiene una representacion de F(z) como suma de dos expresiones
racionales una en z y la otra en z™*. Unificando estas expresiones se obtendria un APL
a la serie F(z) de grados apropiados, que estaria bien definido si F(z) fuese la serie
formal de Laurent de una funcién analitica en el anillo circular r <|z|<R siendo R el

radio de convergencia de la serie.

Precisamente, el método derivado de estas propiedades constituye en ambos casos
el denominado método corner en la literatura econométrica y las representaciones
racionales obtenidas los modelos FT que aproximarian, dentro de una consideracion

dinamica de la realidad, las dos direcciones de una serie temporal doblemente infinita.

En principio, resulta posible también llevar a cabo el estudio de la representacion
racional de las series Z*(z), Z7(z) a través de otro tipo de algoritmos alternativos a la
tabla C. En concreto, la aplicacion en este caso del e-algoritmo estudiado en el capitulo
anterior, no supone mas que la extension de las propiedades y resultados obtenidos para

funciones analiticas en z =0 al estudio de funciones analiticas en z = o,
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2.- DETERMINACION DE MODELOS RACIONALES EN SERIES
TEMPORALES DOBLEMENTE INFINITAS: EL MODELO FT CON
EXPECTATIVAS

Siguiendo las pautas que propone la metodologia de aproximacién de Padé-
Laurent en relacion con el estudio de series doblemente infinitas, proponemos a
continuacién abordar su aplicacion a la identificacion de una formulacion generalizada
del modelo FT en el que a la informacion muestral presente y pasada contenida en la
propia variable enddgena y en las variables exdgenas se afiade la presencia de
expectativas que de modo “ex ante” o “ex post” se realizan sobre las variables exégenas

que intervienen en el mismo.

La consideracidn en este contexto de este tipo de formulacidn dinamica basada por
tanto en el estudio de relaciones no causales en el tiempo va a permitir no sélo extender
los procedimientos para la identificacion de este tipo de modelos sino que ademas, en la
medida en que se propone un marco dindmico mas amplio con el que recoger de forma
mas precisa la realidad evolutiva, contribuye a superar las limitaciones que en términos
predictivos conlleva en ciertos casos la formulacién de los modelos causales

tradicionales.

2.1.- FORMULACION DEL MODELO FT CON EXPECTATIVAS

En este caso, la formalizacién de un modelo FT generalizado donde z, = (y,,X,)

representa un proceso en el que y, es unidimensional y x; de dimension k, vendria

dada por:

:kooff +k°°:_* + . :Qq—(l—)_ ~ N(0.42 3.10
yt Z Z Vij Xit—j Z Z Vij X it+ ] Ne¢s Nt di s dt ( 10) ) ( . )
i=1j=0 i=1j=0 (pp (L)

donde vy, y X;; son procesos estacionarios.
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En este tipo de modelos se supone que el comportamiento de la variable output
(dependiente) y, queda explicado por dos componentes: uno sistematico, descrito a través
de una o mas variables inputs x; y X; (que recoge los valores estimados, que pueden
seguir 0 no la misma distribucion que Xx;), y otro no sistematico que puede admitir

cualquier tipo de estructura ARMA univariante.

Asi mismo, se supone la existencia de una relacion dinamica de causalidad
unidireccional X ,X; — Y, dada por la combinacion de los efectos contemporaneos y
desplazados de las variables inputs (incluyendo ahora la presencia de valores esperados

recogidos por x; ) mas un componente aleatorio sobre y,

Puesto que L'(x,)=x,_ ; 0j0Z, una representacion mas compacta de (3.10) y

para el caso de una sola variable input vendria dada por:

Vo= Vil )+ Vil () +N, (311)
j= j=
donde
vi(L) =vi+viL+vi L%+ vi(L)=vp+y L+ (3.1.3

constituyen, por extension de la terminologia dada en Box y Jenkins (1976), las llamadas
funciones de transferencia del filtro o funciones de respuesta al impulso (FRI) del

sistema.

Dada esta especificacion, el problema consistira en representar las FRI v*(L) y v (L)
mediante una expresion finita a partir de la informacion muestral disponible. A tal fin,
una reformulacion méas parsimoniosa de (3.11) en el sentido de reducir el nimero de

pardmetros de la relacién, viene dada por la estructura racional siguiente:

132



CAPITULO 3

i) b e L)

X, +N
5t(L) 5Ly -

Yi

donde Ly L™ representan, respectivamente, la posibilidad de un retardo y un adelanto

en la respuesta de la variable output ante variaciones en x, y X; , w; (L) y & (L) son
polinomios de grado s y r en L w_ (L) y & (L) son polinomios de grados s™ y ren

L™, respectivamente. Esto es,

wi (L) =wo+wil+..+wils; wr(L)=worwilt+..+wyL®

5t(L)=1-67L-...-57L" ; 6+ (L)=6-8iL - ..-L"

Suponemos que w; (L), &; (L) por un ladoy w.(L), &.(L) por otro, no tienen

factores comunes y que las raices de los polinomios caracteristicos de J; (L) y o.-(L)

son en modulo mayores que la unidad, con lo cual se garantiza la estabilidad del modelo.

A partir de la formulacion dada y sin entrar en la especificacion de la estructura de la

perturbacion N,, el problema consistira en determinar, a través de una estimacion directa
de los pesos de las FRI, los 6rdenes (s,r,b,s™,r ,b") de los cocientes polinomiales para

Xi Y X que, a partir de los datos muestrales, describan mejor el comportamiento de

v*(L) y v (L), respectivamente.

Bajo el supuesto de que las raices de los polinomios 9, (L) y 0-(L) se encuentran

fuera del circulo de radio unidad, podemaos escribir:

m n . .
+ -
y, O _ZOVi Xi-j+ _ZOVJ' Xevj T Nt
J= =
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donde m y n indican el nimero finito de términos para el cual se aproximan las

estructuras de retardos, de donde pueden obtenerse directamente los coeficientes v} y v; .

2.2.- METODOS DE IDENTIFICACION DE LOS ORDENES POLINOMIALES
EN UN MODELO FT CON EXPECTATIVAS

2.2.1- El método de la Tabla C

En este sentido, los pasos a seguir que sugiere la metodologia de aproximantes de

Padé-Laurent en la identificacion de esta formulacion generalizada del modelo FT serian:
(1) Obtener las estimaciones de los pesos de las FRI de v (L) y v (L).

(2) Una vez obtenidas las ponderaciones de las FRI definimos:

+
j,max

\" = max

.
Vi

y r’;r :Vj+/vj+,max I7+ E(rl;r)j[n\j (312)
Vi MaXVi| Y N7 =Vi T Vine 17 =(0] )i (3.13)

donde vj+ y v;. son las ponderaciones de las FRI'y (n}) y (n;) las sucesiones de pesos

relativos de los valores de los retardos o adelantos sobre el maximo valor, segun el caso,

para cada FRI.

A partir de estas sucesiones de pesos relativos podemos construir sendas tablas C
asociadas a las variables x, y x; , de tal forma que la FRI v*(L) tendra una

representacion racional de la forma:

b+s )
pL
vi(L)=—— (3.14)
1+ q'L
2
si y solo si, en la tabla C asociada, C,,sz =0 OB+S>b+s00 R>r y G, #0
siendo C,.,.,,., el denominado breaking-point en la literatura econométrica, por lo que la

estructura de la tabla serd la misma que la dada para la representacion racional de v(L) en

(2.25).
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De forma andloga, la funcién v~ (L) seréa racional de la forma:

V(L) == - (3.15)

si_ y sélo si, en la tabla C asociada, C_. . ..=0 OB +S >b +s'00 R >r vy

Cyer 20 siendo C.., . s el breaking-point.

Este procedimiento nos va a permitir llevar a cabo precisamente la generalizacion
del método corner, cuya utilizacion se ha centrado hasta ahora en la identificacion de
formulaciones dinamicas causales y, en concreto, en la identificacién del modelo FT en

su concepcion clasica.

Por tanto, una extension de las propuestas presentadas en el capitulo anterior en
relacion al caso clasico para abordar la identificacién de un modelo FT, en el que se
considera la presencia adicional de expectativas para las variables explicativas

relevantes al modelo, vendria dada en los siguientes términos:

Estimadas las ponderaciones v; y v;, dados los patrones para las sucesiones (1;) y

(n;) de pesos relativos y construidos los determinantes de Hankel C; ; y C; ,

podemos
obtener para la serie v*(L)zZn}Lj una representacion racional del tipo

““caracterizacion corner” si y sélo si:

Ciy(A;)=0 si f=2b+s+l g=2r+1
Ci,(i,)#0 si f=2b+s
Cb++s,g (ﬁ])¢0 si g 2r

y analogamente para v (L) = Z L f,g,Cs b

Asi, para M, M'y M", M~ enteros mayores que b+s+1, r+1y b" +s +1,

r" +1 respectivamente, podemos construir tablas corner del tipo indicado en el capitulo
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anterior para las sucesiones (1;) y (n;), donde los elementos C representan C* o C~

segln sea el caso.

w, (L) b

r

En tal caso, v'(L)tendra una representacion racional de &rdenes

(s,r,b), expresion que coincide con el aproximante de Padé R*(L) de maximo grado a
la serie v*(L):Evj*Lj de acuerdo a la definicion dada para series formales de

potencias en el capitulo anterior.

Anéalogamente se obtiene una representacion racional de érdenes (s™,r",b") para

v'(L), que coincide con el aproximante R™(L) a la serie v (L) = Zvj‘ L,

2.2.2.- Una estimacion preliminar de los parametros del modelo

Un planteamiento andlogo en términos de las tablas de Padé asociadas a las series
v'(L) y v7(L) y que complementa el proceso de identificacion que sugiere el uso de las

tablas C viene dado en los siguientes términos:

Las sucesiones de pesos relativos (n7) y (n;) definidas en (3.12) y (3.13) satisfacen

sendas ecuaciones lineales en diferencias de orden ry r” yrango s+b+1y s +b” +1,
de tal forma que haciendo uso de la relacion entre las ponderaciones de las FRI y su

representacion racional tendremos que:

N =0 Mgy =03 =0/, =0, k=2b+s+1
Z0, k=b+s

3Nk =0 M =03 My =~ Ny» =0, k2b"+s"+1
20, k=b"+s

Estas ecuaciones reescritas en la forma:
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Zn}_@;:n} j=b+s+1, ..., b+s+r
=1

r -1
Zq}_kégzn;_r j=b +s +1, .., b +s +r”
=1

determinan los denominadores de los AP R*(L) y R™(L) para v'(L) y v (L)

respectivamente.

ey DFsO p 50

R™(L) = LY=L
B b +s" O 30
R(L)=p—0 (L=
Oor 0- O 0

como el (APL) (R'(L), R(L)) para la serie doblemente infinita v} L +3Vv; L.
0 0

En efecto, a partir de R"(L) + R™(L) se obtiene, en general, la funcién racional:

max(r,b+s) )

Z a,z'

A(L) _ min(rTo" )
D(L) r

Zdizi
-r
que aproxima simultaneamente las dos direcciones de la serie doblemente infinita

iijj.

En definitiva, las FRI v (L) y v7 (L) tendran una representacion racional como las
dadas en las expresiones (3.14) y (3.15) si y solo si para el primer caso, los AP vienen

dados por:

+ [(B+SO +
R™(L) = L)=v' (L) OB+S>=b+s 0OR>r conC._. #0
ON= = NORINC
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y para el segundo caso vienen dados por:

D * *
R™(L) = E-,'%SD (L)=v7 (L) OB"+S"2b"+s" OR =r" conC,_ . #0
0 O |

Una vez determinados los ordenes polinomiales (s,r,b) y (s',r,b")

correspondientes a ambas FRI, se lleva a cabo la estimacion de los parametros en los

Pm sO b +s 0O

A % (L) y [-,75 (L) de la forma presentada en Lii (1985).
-

Estas estimaciones obtenidas para los pardmetros de los AP verifican las
condiciones de convergencia dadas en el caso clasico y constituyen estimaciones que, Si
bien son preliminares, van a constituir una buena aproximacién inicial para la

utilizacién de otros métodos de estimacion mas eficientes.

3.-RESULTADOS Y CONCLUSIONES

A continuacion presentamos los resultados de un ejercicio de simulacion para una
FT con b"'=2,8 =1,r =0,b=2,s=1r =1 Para un tamafio muestral de 114

observaciones se realizaron 100 replicaciones del siguiente modelo:

wo+wi L

1-5,L L™ X + &

Yo = (al?+bL o)X, +

donde &~N(0,4). Ademas,
(I-u,L)x =a, (&, ~ N(0,1)) a=0,5b=0,8;w, =1,25;w; =0,75;d, =0,5u, =0,5 vy
X, sigue la misma distribucion que x,.

Las estimaciones de los pesos de las FRI se obtienen ajustando y; en funcion de

Xi+j Ppara j=+12, +11, ..., +1, 0, -1, ..., -12.

Las conclusiones mas relevantes son las siguientes:

138



CAPITULO 3

a) El valor de b, que representa la demora en la reaccion de la variable output, se
recoge en un porcentaje aproximado al 100%. Los valores s y r de la estructura
dindmica se sitdan en el rango s(0{1,3 y r0{0}, dandose en ambos casos un alto
porcentaje de aciertos del modelo simulado. Sobre las medias de las ponderaciones de

la FRI se obtiene la siguiente tabla, que reproduce el modelo correcto:

1 2 3 4 5 6
0 .00 .00 .00 .00 .00 .00
1 .00 -.00 .00 .00 .00 .00
2 .90 81 73 .65 .59 .53
3 1.00 .55 .30 A7 .09 .05
4 .50 .00 -.00 .01 -.00 -.00
5 .25 .00 .00 .00 .00 .00
6 12 .00 .00 .00 .00 .00
7 .04 .00 .00 .00 .00 .00

b) El valor de b" que se recoge se sitta en el rango {2,3} con un alto porcentaje
de aciertos del modelo simulado. Los valores de s" y r’ que se obtienen se sittian en el
rango s Of1.3 y r" 0{0} , recogiéndose de forma correcta en un gran nimero de
tablas. En cuanto a la tabla de medias, su comportamiento reproduce correctamente el

modelo simulado:

1 2 3 4 5 6
0 .00 .00 .00 .00 .00 .00
1 -.05 .00 .00 .00 .00 .00
2 .63 44 .30 21 15 .10
3 1.00 1.01 1.04 1.09 1.14 1.19
4 -.01 -.05 -.06 -.01 .05 .03
5 .05 .00 .00 .00 .00 .00
6 -.06 .00 .00 .00 .00 .00
7 .02 .00 .00 .00 .00 .00
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En conclusion, los resultados obtenidos permiten validar el método de
identificacién propuesto, el cual constituye una alternativa valida para abordar la
identificacion del comportamiento dinamico en el marco de formulaciones no causales
y, en concreto, en la identificacion de los 6rdenes polinomiales de un modelo FT con

expectativas como el que aqui se presenta.

Por otra parte y dado que las propiedades de la aproximacion de Padé-Laurent no
son mas que una generalizacion de las correspondientes para el caso clasico, la
utilizacion del e-algoritmo en la identificacion de este tipo de formulaciones esta

nuevamente justificada.
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CAPITULO 4

INTRODUCCION

Tal y como se constata en el capitulo anterior, la generalizacion del tratamiento de
series formales de potencias mediante la aproximacion de Padé-Laurent, permite
introducir una nueva perspectiva en el tratamiento de las relaciones dinamicas entre
variables temporales, a través de su consideracion en el ambito de la formulacion de

modelos no causales.

No obstante, si bien desde esta perspectiva se facilita la adopcion de un marco
dinamico mas amplio y acorde con la realidad evolutiva existente, es posible abordar
este aspecto desde una consideracion dindmica méas general en términos de la
formulacion de un modelo Unico que, de forma simultanea, aproxime los
comportamientos temporales de las variables involucradas en una relacion dindmica
dada.

Precisamente, la consideracion de esta nueva perspectiva se fundamenta en
proponer una generalizacion de los aproximantes de Padé al estudio de series formales
de Laurent. Por ello, nuestro objetivo en este capitulo se centra en sentar las bases de
una nueva propuesta metodoldgica para la modelizacion racional de series formales de
Laurent que, por otro lado, permita abordar y unificar, desde un punto de vista
econométrico, el tratamiento de las relaciones dindmicas desde una consideracion

evolutiva mas general.

En definitiva, esta propuesta que se introduce en el analisis de series temporales, en
la medida en que articula la metodologia hasta ahora propuesta en el analisis de series
temporales con la incorporacién de expectativas al ambito tradicional de los modelos
causales, no sélo contribuye a superar las posibles limitaciones que en términos

predictivos conlleva la formulacion de modelos causales sino que ademas proporciona
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un marco adecuado en el que conciliar los principios teodrico-econémicos con la

practica economeétrica.

Bajo este nuevo enfoque presentamos, en primer lugar, los aspectos mas relevantes
de esta nueva aproximacion metodoldgica para proceder, en una segunda parte, al

estudio de su aplicacion a la identificacion dinAmica de un modelo FT con expectativas.

1--LA APROXIMACION DE PADE (AP) A UNA SERIE FORMAL DE
LAURENT

1.1.- DEFINICION Y PROPIEDADES

La generalizacion de la definicion de AP en el caso clasico de series formales de
potencias al estudio de series doblemente infinitas o series formales de Laurent viene

dada de acuerdo con la siguiente definicion (Bultheel, 1987):
Sea F(2) = Zqz‘ la serie formal de Laurent asociada a la sucesion doblemente

infinita {Ci}io, se denomina AP %\%a (JOZ,MON) para F(z) a la funcién

racional i(z)) donde P,(z) es una serie formal de Laurent y Q,(2) un polinomio
z
M

clasico dados por:
P,(2) = i pzt (3=0,%1,+2,..)
Qy (2) = %qizi M=01,2,.)
tales que verifican la condicion:

F(2Qu (2 - R () =0.(z"™") (4.1)
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Notese que, sin embargo, a diferencia del caso clasico donde P,(2) y Q,(2) son
polinomios de grados J y M, ahora bajo estas condiciones no se seguiria verificando la

condicioén:

F(Z)—L+ PJ (Z) Ez O+(ZJ+M+1), QM (O)¢O
m (2)

J _— .
ya que en tal caso el desarrollo del AP E\Wa en términos crecientes de z, esto es,

P; (2)

m \Z

L, Eno estaria definido.

La formulacion linealizada del AP E\Wa a la serie F(z) dada en la expresion

(4.1) permite obtener las siguientes ecuaciones de Padé:
Piv =Ci-mUo + Ciom1l1 T+ T Cipm Oy
Pi =Ci0p +CiyGy +... T CimQum

(4.2)
P; =C;0p ¥ Cyj40; +... ¥ Cy 0wy

0=C;,40y +C;0; +++-+Cy 11y
0=Cm0o +Cyapmalh +... T C;0Qy,
donde c; # O paraalgun j <0 y ¢; =0 si J>M.

. o J .
Estas relaciones de definicion del AP E\Wa , que pueden ser reescritas como:
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M
SCin =1y (J=wyi=M,.i.., 3,3+ .., I+ M)
k=0

rj:%pi _OO<JSJ

00 J<j<J+M

determinaran los coeficientes del denominador g, (k =0, ... ,M) y del numerador

p(k=..,J-1J) del AP, mientras que los coeficientes r, para

j=J+M+1 J+M +2, ... vendran dados por la expresion:
M

ch—qu =1 j=J+M+1LJ+M +2, ..
=)

En concreto, el conjunto de ecuaciones dado por:

M

zcj_qu = p; j=..,3-2,3-11 (4.3)
=0

permitira determinar los coeficientes de la serie P,(z)una vez calculados los

coeficientes de Q,,(z), que a su vez seran solucion del sistema dado por:

M

ch_qu =0 j=3+1 ., J+M (4.4)
=0

P (2

Tomando g, =1 como condicion para normalizar el ratio . (2)
z
M

, podemos

reescribir la expresion (4.4) como un sistema cuadrado de orden M, esto es,

M
> C-d; =—C k=J+1..,J+M
j=

Ademas, teniendo en cuenta que:
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P, :["'pJ—Z Py pJ]T
Qu :[qo g - qM]T

el polinomio Q,,(2) queda definido al expresar el sistema (4.2) parai =J, ... ,J+M

en forma matricial por:

T; mQu :[pJ 0 0-'-0]T

Por tanto, Q,, (2) :[1 z...z“"JQM constituye el denominador del AP g\%a para

F(2) y p, el ttrmino con mayor exponente en el numerador.

Notese que si g, fuese cero, el sistema (4.4) que define Q,,(2) seria homogéneo vy,

por tanto, si tiene solucion distinta de la trivial ésta no es Unica. En tales circunstancias,
esto es, cuando las ecuaciones que determinan Q,,(z) posean infinitas soluciones -en

cuyo caso el AP es reducible a aproximantes de orden menor- o sean incompatibles,

i 0J O i
diremos que el AP Q\Wa no existe.

Ahora bien, en el caso de que las ecuaciones que determinan los coeficientes del

polinomio Q,,(z) formen un sistema compatible determinado, la solucion sera Unica y el
0J O L - . -
AP 5\7% estard unicamente definido. Dicho de otra forma, definiendo los

determinantes de Toeplitz T, | (c)por:

T 4(c)= detl_(cf+k—j)g,j:1J (4.5)

Véase Gantmacher (1974), Baker (1975) y Bultheel (1987)
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N _ o _ o Cma o ,
existira solucion tnicasiy sélosi T, , (¢;) =| : : | es distinto de cero”.
Ciama C,

Por tanto, cuando la definicion de AP se aplica a una serie formal de Laurent en
lugar de a una serie formal de potencias, se obtiene un ratio donde el numerador es una
serie de Laurent, que es generada por los términos con potencias negativas en la serie
de Laurent, y el denominador es un polinomio clasico, esto es,

_ L
P,(2) P, (Z)_-Zoopiz
Qu(2)

F(2) = +0, (27" con

Mo
Qu (2) = %qizl

1.2.- LATABLA T: ESTRUCTURA'Y FORMACION DE BLOQUES

Una vez formulado el problema del AP E\%a a la serie formal de Laurent F(2)
asi como las condiciones que determinan la existencia y unicidad del AP, procedemos a
continuacion a estudiar las propiedades esenciales de los determinantes de Toeplitz
T ,(c) (f=0,£#1,%2,...; g =0,1,2,...) asociados a los coeficientes de la serie F(z).
Estas propiedades van a constituir una herramienta fundamental para la obtencion, en
su caso, de un modelo racional de érdenes finitos que represente de forma simultanea y

a traves de una expresion unica la serie F(2).

La extensién del tratamiento de series formales de potencias a series formales de

Laurent nos lleva, de forma analoga al estudio del caso clasico y disponiendo en

%La relacion entre los determinantes de Hankel y de Toeplitz viene dada a partir de las definiciones
(2.10) y (4.5) por la siguiente expresion:

Cyu(c) = (‘DWM_D/ZTJ,M (c)
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nuestro caso de forma conveniente los determinantes T, (c) en forma tabular, a la

obtencion de una matriz infinita de doble entrada T = (Tf,g)g:"'L ., que denominamos

f=—ocoL ,007

tabla T, en la que T ,(c) constituye el (f,g) —ésimo elemento de la tabla.

En efecto, la tabla T que se obtiene para la serie formal de Laurent z cZ noes

sino la generalizacion de la tabla C obtenida para el caso clasico, pero con la diferencia
de que, si bien en aquel contexto la tabla se estructura en filas y columnas de dimension
infinita, esto es, f,g=0,1,2,..., con ¢, =0 si i <0, ahora sin embargo se extienden al
caso —o, 0, esto es, f =0,%1,+2,...; g =0,1,2,..., con lo cual se considera también la

posibilidad de que ¢ #0si i <O:

g1 o0 1 2 3
f
-2 1 C, X X X
-1 1 C4 0 0 X
0 1 Co 0 0 X
1 1 G X X X

“x” representa valores no nulos
“0” representa valores ‘significativamente’ nulos

donde los elementos de la primera columna son por definicién la unidad y la segunda

columna viene dada por T, , =c,, esto es, por los coeficientes de la serie. Los elementos

nulos apareceran agrupados en una estructura caracteristica de blogues cuadrados, tal y

como mostraremos a continuacion.
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Se dice que la serie de Laurent F(2) = z ¢z es normal si todos los determinantes

ji=—o0

T, ,(c;) son no nulos. En tal caso, todos los elementos en la tabla T seran no nulos y
. 0J 0O . e
todos los AP de tipo EWE; en la correspondiente tabla de Pade existiran, siendo P,(2)

y Q,(2) de grados maximos J y M respectivamente. Asi mismo, el orden del residuo
dado por R(z) = F(2)Q,(2) - P,(2) sera exactamente J+M +1y el par (P,(2),Q,(2)

estard Unicamente definido.

Notese que en el caso de que la serie de Laurent F(z) no sea normal, esto es, los
determinantes T,  (c;) sean nulos para algin valor de f,g (f =0,1,%2,...; g=0,1,2,...)

solo habra solucion para la condicion:

F(2Qu(2) - P,(2) =0, (z"™")

si Q,(2) es un polinomio clasico de grado M y P,(z) una serie de Laurent de grado

maximo J.

Es ésta precisamente la razén por la que resulta mas conveniente definir el AP

E\%a a la serie de Laurent F(z) como par de elementos (P, (2),Q,,(2)) que como un

P, (2)

M

cociente E ya que asi es posible aun, en aquellas situaciones donde debido a la

no normalidad de la serie el ratio de dos elementos no esta definido, obtener formas de
Padé que permitan resolver el problema linealizado de aproximacién sin la restriccion

de que el término independiente del denominador, esto es, q,, sea distinto de cero.

Ahora bien, en el caso de no normalidad de la serie F(z), esto es, cuando las

ecuaciones que determinan los coeficientes del denominador en la construccion del AP

J : . . . )
E\Wa no formen un sistema compatible determinado, los determinantes T, ,(c) seran
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nulos para algin valor de f,g en cuyo caso, la principal caracteristica de la tabla T
sera, de forma analoga a la tabla C en el caso clasico, la aparicién de una estructura de
bloques cuadrados formados por elementos nulos y rodeados por elementos no nulos.
La formalizacion de esta estructura de bloques en la tabla T se recoge en el siguiente

teorema:

Teorema (Bultheel, 1987).- Sea F(z) una serie formal de Laurent no nula tal que
.

F(z) = Zqz‘ (K*,K™ pueden ser infinito). Sea (z) =(B(2),Q(2),P(2),R(2)) la
i=K*

solucion reducida y Unica -por la condicion de normalizacion elegida para Q(z)- del

conjunto de ecuaciones dado por:

Pj(z):_i término grado i de(F(z)Q,(2))

J+thérmino grado i de(F(z)Q,(z))=0
i=J+1 (4.6)
Ryw(z)= %término grado i de(F(z)Q,(2))
i=J+1
B, m(z)= max(Z“\/I)'[érmino grado ide(Z(z)Q,(2))

i=min(0,J+M +1)

con Z(2) = %Co + zcz‘ paraalginvalorde M >0y K" < J<K".
=1

Sea Q(2) = %qizi ,P(2) = § pz' \R(z)= S rz'. Definiendo h=K -K se tiene
0 —00 K

+U+1
que:

a) h=0.
b) S(2) = (B(2),Q(2), P(z), R(z)) es solucion reducida del conjunto de ecuaciones (4.6)
si y solo si

K<J<KyUs<MsU +h (4.7)

¢) 0(J, M) que satisfaga la expresion (4.7), S, ,,(z) =(B, \ (2),Qy (2),P,(2),R; (2))
es una solucion de (4.6) siysolosi S, |, (z) = 2" D(z)S(z) con
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Al =max{0,(J -K)+(M -U) -1 si K >-c
:max{O,(J ~K)+(M —U)} si K <oo

y D(z) es un polinomio no nulo de grado maximo dado por

5 =M = rango[f,. | ¥

d) A partir de la definicion de los determinantes de Toeplitz T, , (c;) = det[cJ+k_j]'kv'j:1,

las propiedades que verifica la tabla T asociada a la solucion reducida del sistema
A3
seran”:

T,u(c)#0, K<J<K
Tew(€)20, UsM
(c)#0 U<M

<U+h si K>-m
Teim <U+h si K<oo
TJ,u+h+1(Ci)¢0 K<J<K si h<ow

Tm(c)=0 K<J<K y U<M <U +h

Estas propiedades se traducen en la aparicion en la tabla T de una estructura de

bloques de tamafio h, formados por elementos nulos, tal y como se muestra a
continuacion:

®para una demostracion de estas propiedades véase Bultheel (1987).
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M 1 ... Uu U+l ... U+h U+h+1
J
0 0
K* 1 X X X
K 1 X X X X X
X 0 0 0 X
. X 0 0 0 X
< X 0 0 0 X
K +1 X X X X X
K~ 1 X X
0 0 0 0 0

‘-
donde si F(z2) = Zqz' entonces T, , () =0 0OX KO & K"
K

Este teorema no es sino la generalizacion del teorema dado en Baker (1975) para la

caracterizacion de la estructura de bloques en una serie formal de potencias, esto es,

F(2) = z cz . Asi, teniendo en cuenta que este resultado puede ser generalizado a los
1=0
[ ) K~ )
casos en que F(2)= Zc,z' (K">-0) 0 F(2)= Zqz' (K" <) (con la
K —00

, 1 :
transformacion z — —), la estructura de bloques que se describe en la tabla T es en
z

realidad la descrita en Baker excepto para las filas anteriores a K* y posteriores a K™,

respectivamente.

En el caso clésico de series formales de potencias, el grado del polinomio P,(z) y

el orden de aproximacion alcanzado J+ M +1 dado por el residuo R(z), permitian
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caracterizar la estructura de bloques en la tabla C al delimitar la fila superior e inferior
respectivamente de un bloque. Ahora bien, dado que en el caso de series formales de
Laurent, P,(2) puede ser no solo de grado no negativo sino incluso -co, esto es,
J=0,%1,%2,..., un blogue no estard definido en general por su fila superior y su
tamafio h, ya que la fila inferior no estara definida por el grado de P,(z) +h si el grado

de P,(2) vy, por tanto, h son infinito.

Los valores K,K,U estan relacionados con la solucién Gnica y reducida del
sistema (4.6) con lo cual, para una serie F(z) dada dependen so6lo de los valores J y M.

Ademas, teniendo en cuenta que cualquier determinante T,,,(c;) no nulo sdlo puede

existir en laregion K* < J < K™y M = 0, entonces podemos definir:

ui =0 si J<K" 0 J>K~
= en otro caso

h(?) = oo si J<K*0 J>K~
= en otro caso

KW =-0 i J<K*
=K~ si J>K~
= en otro caso

KW =K*-1 si J<K”
=0 si J>K~

=K en otro caso

La aparicién en la tabla T de una estructura de bloques de tamafio infinito, esto es,

h() = e vendréa dada si y sélo si K"’ = -0 0 K{)) =0 . Ademas, podemos definir

RE =K +hY si 92Ky K =Ry -hY si J<K.

A su vez, esta estructura de bloques singulares en la tabla T, asociada a la no

normalidad de la serie F(z), introduce una estructura de bloques cuadrados en la tabla
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de Padé, que presenta las mismas caracteristicas que las dadas en el caso clasico. Esto
es, para un blogue hipotético en la tabla de Padé los AP situados por encima de la

antidiagonal seran reducibles al elemento superior izquierdo del mismo, es decir, el
KO . e
elemento @J_El mientras que los AP para el resto del blogue no existiran, bien por la

incompatibilidad de las ecuaciones asociadas o bien por existir infinitas soluciones.

1.3.- REPRESENTACION DE UNA SERIE FORMAL DE LAURENT A
TRAVES DE UN MODELO RACIONAL: EL METODO DE LA TABLAT

Tal y como hemos visto, el estudio de las propiedades que verifican los
determinantes de Toeplitz asociados a una serie formal de Laurent F(z) permite, bajo el
supuesto de no normalidad de la serie, configurar una estructura de bloques en la tabla

T que reproduce su comportamiento en la tabla de Padé asociada a la misma.

Ahora bien, si se generalizan las propiedades dadas en el teorema anterior para los
determinantes T, ,, (c,) asociados a la solucion reducida del sistema (4.6) para todo valor
de h, se obtendra una tabla T caracterizada en tal caso por la presencia de una
estructura de bloques de tamafio infinito. Esta nueva configuracidn permitira establecer
una condicion analoga a la dada en el caso clasico para representar la serie de Laurent

F(z) mediante un modelo racional.

Teorema.-Dada la serie formal de Laurent F(z), las tres condiciones siguientes son
equivalentes:

K
> nz
1) F(2) =—=7— K=02+2,...U=012,..
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2)%\%% =F(z) DJ=K,0M 32U (4.8)

3) TK,U (C|) ¢ 01 TJ,M (CI) = O DJ> K,D M U

Estas condiciones se reflejan en la aparicion en la tabla T asociada a F(z) de un
bloque de tamafio infinito -formado por elementos nulos-, en la esquina inferior derecha

de la tabla, esto es,

M| O 1 U U+l ... U+h
J
0 0 0 0 0
K* 1 X X

K X X X X X

X 0 0 0

K 1 X X 0 0 0

X 0 0 0

K~ 1 X X 0 0 0
0 0

siendo (K+21,U +1) el primer elemento nulo del bloque singular, esto es, el ya

denominado breaking-point (Lii, 1985).

Ahora bien, dado que este método de caracterizacion basado en el uso de la tabla T
no es mas que la generalizacion del procedimiento descrito con anterioridad para series
formales de potencias mediante la tabla C, pueden hacerse ahora consideraciones
analogas en torno a la utilizacién de la tabla T para, en el caso de disponer de valores

aproximados para los coeficientes del desarrollo de una funcién F(z) desconocida,
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poder determinar una aproximacion racional parsimoniosa entre distintas alternativas de
especificacion. Asi mismo, la tabla de Padé sigue confirmandose como herramienta de
caracterizacion complementaria al uso de la tabla T, al tiempo que permite obtener
estimaciones iniciales de los parametros en el AP para su posterior utilizacién por

métodos de estimacion iterativos mas eficientes.

De forma paralela al caso clasico en el que, dentro de la teoria de aproximacion
racional, se han propuesto diversos métodos de caracterizacion alternativos al uso de la
tabla C y cuya utilizacion resulta mas sencilla, esto es, el e-algoritmo, el método de la
tabla R-S, etc, resulta también posible, como una alternativa a la utilizacién del método
de la tabla T, extender o generalizar estos procedimientos al estudio de la identificacion

de modelos racionales en series formales de Laurent.

1.4.- DEFINICION DE UN AP FINITO PARA UNA SERIE FORMAL DE
LAURENT

Una vez estudiadas las condiciones para la representacion de una serie formal de
Laurent F(z) a través de un modelo racional de la forma dada en (4.8), nuestro objetivo

se centra ahora en determinar bajo qué supuestos la serie de Laurent P (z)*, que
0J O . . .
aparece en el numerador del AP EWE; a la serie F(z), se puede aproximar a traves de

un numero finito de términos, esto es, se puede reducir a una expresion finita de la
forma:

PK (Z) :M

—(N-H+l)
e +0_(z ) (4.9)

donde

*La “K” indica la potencia de partida de la serie.
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-H

Aw@= a2’ (HKOZ) Q@)= Yo

i=—-K

—o<H<K
a=01i<H
_ H
y g“((z) constituye el AP - é (z™) clasico a la serie P, (2) en potencias de z™.
-N

La formulacion linealizada del AP E_N—Ha (z™) alaserie P, (2)° dada por:

P (2)Q (2) - Ay (2) =0 (™)

permite, a partir del conjunto de ecuaciones de Padé asociadas, determinar los

coeficientes del denominador y del numerador del AP y construir el AP E—a (z™

a P (2) hasta el orden z~"™"),

K
Por otra parte, teniendo en cuenta que la serie formal de Laurent P (2) = Z pz

i=—o00

puede ser considerada una serie formal de potencias en z7', el estudio de las

condiciones que han de verificar los determinantes T,,,(p) en la tabla T asociada a

. H,K)O , .,
P, () o equivalentemente, los AP { ) en la tabla de Padé para la representacion
3N H

de P, (2) através de un modelo de orden finito de la forma dada en (4.9), son del mismo

tipo que las expuestas en el capitulo 2.

°En el caso clasico la teorfa se desarrolla sin pérdida de generalidad para K=0.
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Ademas, téngase en cuenta que la serie P, (z)converge en el exterior de un
circulo centrado en el origen. En efecto, partiendo de la teoria del caso clasico podemos

dar el siguiente resultado:

Teorema.- La serie formal de Laurent B, (2) = Z p.Z" (K=0,41+2,...),
-K

considerada como una serie de potencias en z™, tendra una representacion racional de

la forma:

Aw(d _ 237

R (4.10)
Q— N (Z) z qi 7"

F(2) =

o -J)0
si 'y sOlo si los AP E—)EL =P«(z) LJ<H(-J=-H),M =N con T, (p)#0 o,

equivalentemente, T; \, (p;) =0 OJ <H (-J >-H),M >N.

Ahora bien, es nuestro interés estudiar condiciones que no requieran la
construccion de los determinantes T, ,,(p;) para la serie B (z) previo calculo de sus
coeficientes. En este sentido y como veremos a continuacion, a partir de las
propiedades que verifican los determinantes T,,,(c) en la tabla T asociada a F(z),
resulta posible determinar las condiciones dadas en el teorema anterior para los
determinantes T, , (p), a fin de obtener una representacion de orden finito para la serie

de Laurent P, (2).

Con este propésito establecemos el siguiente resultado:

Teorema.- La serie PB.(z) admite una representacion racional de la forma

Ax(@

P
D=5

siysolosi T, ,(c;) =0 Ok H,¢ J>- H), M> N.
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Demostracion: “[J “

Desde (4.2) se tiene que:

Por tanto,

Tym(p)=| : :
Pyema P,

Cy FCyal +--+Cy 0w

Ciam—g T+ C 0y

pg pJ—'M+1

—+

SV LA P IYREL [V

C, +--+C;_n0Qnm

Cy S ETARRE R VEL Y Cima T+ Chomulm
=l : : +
Ciama  Coam— T--1TC;,0y C, +-+C;_n0y
Cia CoqtFCyalu Co-ma ¥+ Cyomuly
+q, : : +
Ciam—2 Ciam—2 T+ Cy 0y C, +++C;_n0y
Ci-m CJ—1+"'+_CJ—M—1QM  Cimu +"'-_'-CJ—2M+1qM
+...+qM : : e :
Ciau Cham TG0y - Cy+--+Cy_n0Qnm

El desarrollo recursivo de estos M +1 determinantes de tamafio M permite

obtener, a través de un proceso iterativo, una suma de (M +1)" determinantes cuyas M

columnas forman parte de la matriz A dada por:
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H C Cia 0 CGma Cim 0 Ciamm H
A: : : cee : : coe : |:|
%:J M-1 Coam—2 o C; Cia = Cim C

Asi pues, en el caso en que:

Cy  Cims Ciq  Cym
T,m(C)=| : yToam (@) =] :
Ciam-1 = G Ciam—2 =+ Cyg
Cim = Cioomn
TJ—M,M(Ci): : :
Cja Ci-m

son nulos, cualquier determinante cuyas M columnas formen parte de la matriz A sera

nulo debido a que el rango de A es menor que M. Observar que cada columna de la

matriz A es combinacién lineal de las M -1 columnas anteriores a ella.

podemos concluir que:

Por tanto,

SiT,y(c)=0 Ok HOM N entonces T,,,(p;))=0 Ok HOM N yporel

teorema anterior P, (z) tiene la estructura indicada.

u|:| 13

A2
Qu(2)’

T,u(c)=0 0k HOM N.

Si R(2=

1.4.1.- Estructura de la Tabla T para un AP finito

Como consecuencia del teorema anterior podemos establecer que:
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T,u(c)=0 Ok H T,u(pF0O% H
0OM> N UM N

en cuyo caso P, (z) tendré una representacion como la dada en (4.10).

Esta caracterizacion de un modelo racional de ordenes finitos para P, (z) se traduce
en términos de la tabla T asociada a F(z) en la aparicion de un blogue infinito,

formado por elementos nulos, en la esquina superior derecha de la tabla siendo
Ty (c) 20, estoes,

M| 0 1 .. N+1LN+2
J
H -2 1 x x| o0 0 o0
H-1 1 x x|l o 0o o0
H X X X X
H+1 1 x
K -1 1 x
K 1 x
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15.- REPRESENTACION DE UNA SERIE FORMAL DE LAURENT
MEDIANTE UNA FUNCION RACIONAL DE ORDENES FINITOS

A partir de las definiciones de AP para una serie formal de potencias (Baker y
Graves Morris vol 1, 1981) y de su extension al estudio de series formales de Laurent

(Bultheel, 1987) podemos dar la siguiente definicion generalizada:

Definicion.- Dados H,KOZ y N,UON el AP a la serie formal de Laurent
Aix(2)

Qnu(2)

U(H,K) i a la funcion racional

F(2) = z ¢z (c,z0OC), se domina AP

donde

A@= 52z Quu@=Q,@Q@=H3az f5az | @1y

K
tal que existe una serie formal P (z) = Z pz (K=0,%1+2,...) para la cual se

verifica que:

F(2)Qu (2) = Pc(2) =0.(2°"™) Y R (2)Quy (2) = A (2) =0 (277)
(4.12)

() F+FHO

esel AP @J—a(z) y esel AP g—a (z™)

es decir,

Observar que esta definicion se da en forma linealizada ya que el desarrollo en

Ay (2)
Q.vyu (2)

serie de potencias crecientes de no esta bien definido.
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A partir de la definicion de los determinantes de Toeplitz T, ,(c) dada en (4.5),

O(H,K) O

esto es, T ,(c;) = detl(cﬂk_j)E,j:lJ, podemos concluir que el AP estara

bien definido siy sélosi T, (¢;) 0y T, (c;) 0.

O(H,K) O

La construccién del AP EL tiene lugar a través de los siguientes pasos:

EKDEPK(Z) Zp.
Q@) éqz

a) En primer lugar, se construye el AP

(Bultheel, 1987) a la
serie F(2) = ic,zi tal que F(2)Q,(2) - R (2) = O, (z*"V™).

En tal caso, el AP %a estara bien definido si y solo si T, (c) # O.

Ay (2) _ ,_Za"z

Qn(2) Z q,2”

a la

b) En segundo lugar, se construye el AP E_a( 2=

serie P (2) = 3 p.iz" tal QU Py (2)Q., (2) - Ay (2) =O_ (2.

En tal caso, el AP H é (z7') estara bien definido si y s6lo si T, ~(p)Z0.

1.5.1.-Estructura de la Tabla T para una funcién racional de 6rdenes finitos

En consecuencia, una vez obtenidas las condiciones que, por un lado, permiten

representar la serie F(z) = Z ¢z através de un modelo racional de la forma dada en

(4.8) y que, por otro lado, garantizan la representacion de la serie B (z) en el
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numerador del AP %a mediante una expresion finita como la dada en (4.9),

podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema.- Dada la serie formal de Laurent F(z):zcizi las tres condiciones

siguientes son equivalentes:

> a2
a) F(2) = —= 5
(1+Zq_i2‘i)(1+ > qZ)

O(h,k) O

b) =F(z), Oh<H,On=N,0k = K,Ou>U

OTun () #0, Ty (6) #0; Ty, () =00 <HOM > N;
T, w(;)=00J >KOM >U

En tal caso, la tabla T asociada a la serie F(z) se caracterizara por presentar una
estructura de bloques de tamario finito e infinito, formados por elementos nulos, en las

esquinas superior e inferior derecha de la tabla T, esto es,
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M| O 1 ... N+1 . Uu U+l
J
H-2 1 X X 0 0 0 0 0
H-1 1 X X 0 0 0 0 0
H X X X X X X
K 1 X X X X X

A
+
-
x

o
o

K+2 1 X X X 0 0

Este método para la determinacion de modelos racionales en series doblemente
infinitas constituye precisamente la generalizacion del método corner clasico propuesto
en la literatura econométrica para la identificacion de modelos ARMA. Asi mismo, la
representacion racional de 6rdenes finitos obtenida para la serie F(z) constituiria,
dentro del contexto del analisis de series temporales, el modelo FT que en este caso
aproximaria de forma simultanea y a través de una expresion tnica el comportamiento
de una serie temporal doblemente infinita, esto es, una relacion dinamica en la que

intervienen comportamientos presentes, pasados y futuros de las variables involucradas.

1.6.- LA GENERALIZACION DEL &ALGORITMO: ESTRUCTURA DE LA
TABLA-¢

Si bien el método de la tabla T constituye un procedimiento valido para la
representacion de una serie formal de Laurent mediante un modelo racional, la
utilizacion de otros métodos alternativos a éste, también basados en la aproximacion de

Padé, resulta de especial interés en este contexto.

En concreto, la generalizacion del e-algoritmo, a partir de los resultados obtenidos

para el caso clasico y de la relacion existente entre los determinantes de Toeplitz y los
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valores &, permite obtener la siguiente caracterizacion racional para la serie de Laurent
F(2).

Teorema.- Dada la serie formal de Laurent F(z) las siguientes condiciones son

equivalentes:

K
a,z

1) F(z) = =il

N

(1+ Zq_iZ‘i)(1+ > q;z')

2)ex (€)#0,  &x(c)=00j>K-U
£2HN_N(Ci)¢O’ gsz(Ci)ZO Oj<H-N

Estas propiedades, que no son méas que la generalizacion del e-algoritmo para el
caso clasico, permiten la obtencidn de una tabla-e cuya principal caracteristica serd, de
forma andloga a la tabla T, la presencia de una estructura de bloques singulares de

tamario finito e infinito, esto es, en la parte superior e inferior de la tabla:

Co| O ... 2(N-1) 2N .. 2(U-1) 2uU

Fil
H - 1 X X 0
H-1 1 X X 0

H X X X

K 1 X X X X
K+1 X 0
K+2 1 X X X 0
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2.- DETERMINACION DE MODELOS RACIONALES EN SERIES
TEMPORALES DOBLEMENTE INFINITAS: EL MODELO DE FUNCION DE
TRANSFERENCIA CON EXPECTATIVAS

Dado que la metodologia propuesta resulta especialmente util en la determinacion
de modelos racionales en series doblemente infinitas, proponemos a continuacion
abordar su aplicacion al estudio de la identificacion dinamica en una formulacién
generalizada del modelo FT como la dada en (3.11) que, junto a la existencia de
observaciones pasadas sobre las variables implicadas en la relacion dinamica
considerada, toma en consideracion las expectativas que se formulan sobre las variables

exogenas del modelo.

Con esta nueva perspectiva que se introduce en el tratamiento de las relaciones
dinamicas entre variables temporales a través de la consideracién de modelos no
causales no sélo se ofrece un marco dinamico mas amplio y acorde con la realidad
evolutiva inherente a la realidad econdémica que facilite la planificacion y toma de
decisiones, sino que ademas dentro de este contexto, representa una alternativa a la
modelizacién a través del empleo de la aproximacion de Padé-Laurent. Dicho de otra
forma, la consideracion de esta nueva propuesta metodoldgica a la vez que contribuye a
superar las limitaciones que en términos predictivos conlleva la formulacion de
modelos causales, permite unificar el tratamiento de la modelizacion separada de series
temporales doblemente infinitas, a través de la formulacion de un modelo que de forma

simultanea y Unica aproxime las dos direcciones en el dominio del tiempo.
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2.1- FORMULACION GENERALIZADA DEL MODELO FT CON
EXPECTATIVAS

Consideremos como marco de referencia la formulacion del modelo FT dada en
(3.10).

Teniendo en cuenta la formulacion dada en el caso mas simple de una sola variable

input y considerando que LI(x,)=X,_ ; 0j0Z, podemos obtener una representacion

mas compacta de (3.10) que vendria dada por:

Y= 3 v,Ux +N, (4.13)

j5=o

donde x.; =x’; si j =0, X =x; si j <Oy v(L)= v;L’ representa la FRI, esto
es, la serie completa de pesos o ponderaciones evaluados en todo Z .

Dada esta especificacion, nuestro objetivo ahora consistird, partiendo de la
informacion muestral disponible y atendiendo al principio de parsimonia, también
llamado de condensacion, en obtener una representacion de orden finito para la serie
doblemente infinita de pesos de la FRI, que aproxime de forma simultanea y a través de
una expresion unica las dos direcciones en el tiempo y posibilite, en consecuencia, la

estimacion a través de un nimero finito de observaciones.

A tal fin, una reformulacion més parsimoniosa de (4.13) viene dada por la expresion:

Wp+a,s+b (L)

X, +N 4.14
5, (L) (4.14)

Yi =

en la cual W, ., (L)yd, (L) son polinomios de Laurent de grados

(p+a,s+b)y(-d,r)enlL.
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La posibilidad, en este caso, de un adelanto o retraso en la respuesta de y, ante

variaciones en x; viene recogida en la especificacion de W, .., (L) , esto es,

— +a +a+l a b s+b
Worasen (L) =W L7 w L2 4w, L w0+ L (p,s02)

(4.15)
cona<0yb=0. Ademas,
O, (L)=0,L%+5,,, L+, +3, L' +43L" (d,r ON) (4.16)
Dicho de otra forma,
W, o (L) = prWJ U (p,s02), (4.17)
5.4, (L)= (1+§1a_i L_i)(1+élﬁi L) = _ﬁdaj L (d,rON) (4.18)

Suponemos que W ., ..,(L)yd_4,(L) no poseen factores comunes y que las
raices de d_,,(L) son en modulo mayores que la unidad, con lo cual se garantiza la

estabilidad del modelo.

Observar que el modelo dado en (4.14) equivale a uno de la forma:

W+ +a,g+s+ L
yo=mmnasn @)y (4.19)
6q—d,q+r(|—)

donde para g =d se obtiene un modelo en el que no comparecen valores futuros del

output.

En particular, el modelo FT dado en (4.14) puede reescribirse como:
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W +a, s+ L W +a+d, s+b+ L
- p+a, b( )Xt+ tE p d, bd( )Xt+Nt
5—d, r (L) 50, r+d (L)

Yi (4.20)

Por tanto, partiendo de la formulacién dada en (4.20) y sin entrar en el estudio del

término de perturbacion N,, el problema consistira, estimando de forma directa la FRI
v(L) = ZVJ- L', en estimar los ordenes (p,s,d,r,a,b) que, a partir de la informacion

muestral disponible, proporcionan una mejor descripcion del comportamiento de v(L).

Bajo el supuesto de estabilidad para las raices del polinomio del denominador, podemos

escribir:

YO 3 VX +Ni (4.21)
j=m

donde m<0 y n>0 indican, en este caso, el numero finito de términos para el cual se
aproximan las estructuras de retardos y adelantos, y a partir de los cuales se obtienen

directamente los coeficientes v; que aproximan las dos direcciones de la serie temporal.

2.2.- METODOS DE IDENTIFICACION DE LOS ORDENES POLINOMIALES
EN UN MODELO FT CON EXPECTATIVAS

2.2.1.- El método de latabla T

Con el objetivo de llevar a cabo la especificacion dindmica para una formulacién del

modelo FT como la dada en (4.20) los pasos que en tal caso sugiere el estudio de AP son:

(1) Obtencidn de las estimaciones \“/j de los pesos v; de la FRI v(L).

En concreto, estas estimaciones pueden ser obtenidas generalizando la propuesta de
estimacion de Lii (1985) dada para el caso clasico, en el que la FRI representa la serie de
pesos 0 ponderaciones evaluadas en N ; asi mismo, son aplicables las propiedades dadas

sobre la distribucion asintética de la sucesion {7, =v ;.
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2) Construccion de la tabla T estimada asociada con la sucesion de pesos relativos

estimados.

A tal fin, definiendo:

V.
v J

:maX|Vj| y n;= nE(nj)jDz (4.22)

j,max
j,max

donde v; son las ponderaciones de la FRI que aproxima las dos direcciones en el
tiempo y (n;) puede interpretarse como la sucesion de pesos relativos de los valores de

los retardos y adelantos sobre el méaximo valor, construimos la tabla T estimada

asociada a la variable X,, de tal forma que la FRI v(L) = ZVJ. L' sera racional de la

forma:

s+b s+b

W L Sw L

v(L) = bra = 5 (4.23)

d r

(1+Zar_i L‘i)(l+ZBi L") Zdj LI

si y s0lo si en la tabla T asociada se verifica que
T ,(n;)=0 Of< pra,g> dOOX +s bxg r,siendoT,, (n,)#0 yT,.. ,(n;)#0

En tal caso, la estructura de la tabla T estara caracterizada por la presencia de una
franja central de elementos nulos en torno a f =0 que determina los valores de ay b, asi
como por la presencia de dos blogues de tamario infinito formados por elementos nulos en
las esquinas superior e inferior derechas de la tabla. Estos dos bloques determinaran los
valores de p, d y s,r respectivamente, siendo (s+b +1,r +1) el denominado breaking-
point para el caso clasico y (p+a-1,d +1) el anélogo en el otro bloque infinito que

caracteriza la serie doblemente infinita.
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En consecuencia, la propuesta a fin de abordar la identificacion dindmica para una
formulacion generalizada del modelo FT como la dada en (4.20) y que podria a su vez ser
considerada como una generalizacion de la propuesta de Liu y Hanssens (1982) para la

identificacion de un modelo FT clasico vendria dada en los siguientes términos:

Una vez estimadas las ponderaciones v; de la FRI, dados los patrones de
comportamiento para la sucesion de pesos relativos estimados (ﬁj) y una vez construidos
los determinantes de Toeplitz Tf’g(ﬁj), podemos obtener una representacion racional

generalizada para v(L) de drdenes (p,s,d,r,a,b) siy solo si se verifican las siguientes

condiciones:

Tig(1;)=0,  f2b+s+l g=r+l
: f<p+a-1 g=d+1
Te (1,)#0,  f2b+s
Tf’d(ﬁj);‘o, f<p+a
Tb+s,g(i>’j)¢ol g=r
Tp+a,g(ﬁj)¢0’ g=d

(4.24)

En tal caso, para valores de M y M' enteros mayores que max{r +1,d +]} y
b+s+1, respectivamente y M"' menor que p +a —1, podemos construir la tabla T para

la sucesion (A7) 7, » que recoge esquematicamente los 6rdenes del modelo en estudio.

Ilustramos el caso d <r, con el convencimiento de que parad =r y d >r se obtienen

analogas representaciones.
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9(1 ... d d+1 ... r r+1 .. M
f

M

eee .. X 0 0 0 0 0
p+ta-1 x x x| 0 0O 0 0 O
pta X X X X X X X
a X X X X X X X X

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

b X X X X X X X X
s+b X X X
s+b+1 X 0 0 0
X 0 0 0
"

en cuyo caso la FRI v(L) que aproxima las dos direcciones en el tiempo tendra una

Wp+aY s+b ( L)

representacion racional
5—d,r ( L)

de ordenes (p,s,r,d,a,b), expresion que coincide

[{p+a,s+b)U
(=d,r)

definiciones dadas en (4.11) y (4.12).

con el AP de maximo grado a la serie v(L) = z c,z' de acuerdo con la

El método que se obtiene de estas propiedades es precisamente la generalizacion
del método corner clésico al estudio de la identificacion dinamica en un modelo FT no
causal, esto es, en un modelo FT en el que se considera la influencia presente de las
expectativas que se formulan sobre la variable explicativa (input), esto es, la presencia

de una secuencia discreta de ponderaciones y variables evaluadas en todo Z.
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En definitiva, este método constituye no sélo una extension de la propuesta clasica
inicial para la identificacion en el ambito de los modelos causales sino que incluso,
dentro del ambito de los modelos no causales, se presenta como una alternativa a la

utilizacion de la aproximacion de Padé-Laurent.

Por otra parte, las propiedades sobre la distribucion asintotica de las estimaciones

Tt g (ﬁj) en latabla T son las dadas en Lii (1985) para los elementos de la tabla C.

Ahora bien, teniendo en cuenta que, desde el punto de vista practico, lo que se

obtiene son estimaciones para los pesos \“/j , la busqueda de una combinacion razonable

en la tabla T debe hacerse en términos de la eleccion de una estructura global de

conjunto, guiada como siempre por el principio de parsimonia.

2.2.2.- La Tabla de Padé

Desde otro punto de vista, la utilizacion de la tabla de Padé asociada a la serie
v(L) en el proceso de identificacion dinamica plantea un procedimiento andlogo que

vendria dado en los siguientes términos:

Dado que las ponderaciones de los retardos y adelantos definidas en (4.22)
satisfacen una ecuacion lineal en diferencias de orden r y rango s+b +1, a través de la
relacion entre los pesos de la FRI y su representacion racional podemos obtener que:

Ny =NeBri—-—Ne.B, =0 sik >s +b +1
£0 sik =s+Db

Ne =N 4= N @y =0 sik <p+a -1
70 sik=p+a

Estas ecuaciones reescritas en la forma:
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an_jﬁj =n,, k=s+b+1, ..., s+b+r
=
d

Zr]k_ja_j =n.,, k=p+a-1, .. p+a-d
1=1
determinan, eligiendo a,=1 y B, =1 los coeficientes en el denominador del AP

[{p+a,s+b)U

WE para V(L) .

En tal caso y puesto que T, . (n;)#0 Yy T,..4(n;)#0 la serie doblemente

[{p+a,s+b)U
g dn 4§’

expresion que aproxima simultdneamente las dos direcciones de la serie v(L).

infinita Zvi L' vendra representada de forma exacta a través del AP

Por tanto, podemos concluir que la FRI v(L) tendra una representacion racional

como la dada en (4.23) si y sélo si los AP

[(P+AS+B)0 —v(L) P +A< p+a,D2d
(-D.R) H

siendoT .., (n;)20 00§ B 8 B)JR rconT,, (n;)#0.

Wp+aY s+b (L)

Si ademas T, (n;)=0 Oa< f< b,0 g se tiene que v(L)O
6—d,r(|—)

con
siendo a el adelanto y b el retardo en la repuesta de y, ante variaciones en X .

2.2.3.- Una estimacion preliminar de los parametros del modelo

Una vez que han sido identificados los 6rdenes polinomiales correspondientes se

[{p+a,s+b)

realiza la estimacion de los parametros en el AP d.n H . Asi, en primer lugar,
— , r

v
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Pao(L)

una vez representada la serie v(L) mediante un modelo racional de la forma 0

r

estiman sus parametros como sigue:

Las distribuciones asintdticas para las estimaciones f;, §; de los parametros en el AP

+
és;bg verifican las mismas propiedades que se sefialan en Lii (1985) para el AP
[

clasico.

sth, .
El siguiente paso consiste en representar de forma racional la serie S p;L' . Para ello

y teniendo en cuenta que la serie puede ser expresada como una serie formal de potencias:

S+b

_z pi Li — LS+b % ’p_i+s+b L_I :Ls+b % hi L—i

el proceso a seguir seria el mismo que el dado para el caso clasico, obteniéndose

. Wp+a,s+b(L) - - .
finalmente el modelo ——————. En este caso, las estimaciones obtenidas para los

[{p+a,s+b)Ud
1 (-dn H

obtencién de un modelo definitivo, mediante la utilizacién de métodos iterativos mas

parametros en el AP van a constituir valores iniciales fiables para la

eficientes, una vez se incorpora al modelo la identificacion de la parte aleatoria.
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2.2.4.- Un método alternativo de identificacion: El e-algoritmo generalizado

Por otra parte, las propiedades de la AP en relacién con el estudio de series
formales de Laurent, permiten la utilizacién del e-algoritmo como método alternativo al
uso de la tabla T para la identificacion de los 6rdenes polinomiales de un modelo FT

con expectativas.

Asi, en nuestro caso, podemos concluir que la FRI v(L)chizi tendra una

Wp+a, s+b ( L)

representacion racional de la forma
5—d,r(L)

si y s6lo si se verifican las siguientes
condiciones:

&7 (n)#0, &,.(n)=0, Op s b-r
e (n)#£0, €)(n)=0, Ok pt a d

En tal caso, los valores del retardo by del adelanto a de la respuesta del output

ante variaciones del input vendran indicados por el hecho de que:

n, =0, i=a+l,..,b-1

La caracterizacion de estos resultados permite obtener una tabla-€° de la forma:

®El estudio de la significacion de los elementos en la tabla-g, se lleva a cabo de la forma presentada en
Berlinet y Francq (1994) para modelos ARMA y en Gonzélez et. al (1993, 1995) para modelos FT en el caso
clésico.
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Col| 0 .. 2(d-1) 24 oo 2r=1)  or
Fil
pra-l gt g | Q

p+a | g™ R At A

a &

a+l 0 0 0 0 0
b-1 0 0 0 0 0
b £

s+b " R Y
s+b+1| &% .. 0

“0” representa significativamente nulo

3.-RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Con el objetivo de validar empiricamente los métodos de identificacion
propuestos, esto es, la tabla T y el e-algoritmo presentamos a continuacion los resultados

de dos ejercicios de simulacion

a) En primer lugar, para una formulacion del modelo FT con
a=-1,b=2,p=-2,s=1r =1, d =0 y para un tamafio muestral de 114 observaciones
se realizaron, considerando que X Yy X i sigan o no la misma distribucion, 200

replicaciones del siguiente modelo:

— (Wal®+wo L2 -wal ™ +w, L2+ ws L) X
1-5,L ‘

Yi +e

t
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donde, en ambos casos, &~N(0,4) y las estimaciones de los pesos de la FRI se obtienen

ajustando y, en funcion de x,_; para j = +12, +11,..., -11, -12.

a.l) En el primer caso, x. Yy X siguen la misma distribucion con

(1-u,L)X, =a,,u, =0,5,a, ~ N(0,1).

Tomando w,=0,8; w, =0,2; w_, =-0,25; w, =1,25; w, =0,75; §, =0,5, los

resultados que se obtienen, en primer lugar, para la tabla T permiten concluir que:

Los valores de a y bse recogen de forma correcta en la mayoria de las tablas,
manifestando una cierta sobrevaloracion el parametro a, cuyos valores se situan en el
rango {-1,-2}. Los valores s y p de la estructura dinamica se sittan en el rango s [¥1,2}
y p {-1,-2}, recogiendo con alto porcentaje de aciertos la estructura simulada. Ademas,
los resultados confirman los valores para r y d, que se recogen en porcentajes proximos

al 100%. La tabla de medias de la FRI reproduce correctamente el modelo simulado:

TABLAT

0 1 2 3 4 5 6 7
-6 |{100|-03 .00 .00 .00 .00 .00 .00
-5 {100 .03 .00 .00 .00 .00 .00 .00
-4 1100|-01 -02 -01 -00 .00 .00 .00
-3 {100 59 3% 21 .13 .08 .05 .03
-2 100 37 15 06 .03 .13 .01 .01
-1 {100 -03 .00 .00 -06 .020 -.04 .01
0 {100 .00 .00 .00 .12 30 -00 .00
1 (100 .00 -00 -02 -27 .44 01 .00
2 |100 90 8 .73 .66 .67 .62 .57
3 100 100 55 30 .17 .09 .05 .06
4 1100 50| .00 -00 .01 -00 -00 .00
5

6

100 25 (.00 .00 .00 .00 .00 .00
100 12| .00 .00 .00 .00 .00 .00

Analogamente, los resultados obtenidos se confirman para la tabla-g de medias de la FRI:
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0 2 4 6 8 10 12 14 16
-13 .000
-12 | -.027 | -.018
-11 | -.014 | .005 -.013
-10 | -.006 | -.010 -.007 -.020
-9 |-016 | -008 -012 .090 -.002
-8 -006 -.002
-7 003 .042 -.020
-6 .001 -010 -.012 -014
-5 011 -012 -010 -011 -019
-4 021 -018 -011 -010 -.032
-3 173 239 344 1.256 -.880
-2 196 -434 168 -035 .056
-1 219 133 086 .031 -.028
0 269 .010 -.027 .093
1 317 -.022  .011
2 458 417
3 319
4
5
6
7

a.2) En el segundo caso, x.’y X" siguen distribuciones diferentes, esto es,

A-u,L)x.=a’ — N(01),y (1-v,L) =x"=a" - N(0,2)
con u, =0,5, v, =0,75.
Tomando w_, =0,5; w_, =0,55; w_, =-0,4; w, =1,25; w, =0,75; §, =0,5 se tiene que:

En cuanto al método de la tabla T, los valores de a y b se recogen de forma correcta
en gran numero de tablas aunque con una clara sobrevaloracion del parametro a, cuyo
rango se situa en a [{-1,-2}, mientras que los valores de bse sitian en b [1,2}. Los
valores de p y S se recogen correctamente con p [({-1,-2} y con cierta tendencia a la
sobrevaloracion de s cuyo rango se sitla en s[¥1,2}. El valor de d se recoge de forma
correcta en la mayoria de las tablas, mientras que los valores del parametro r se sitGan en
el rango r [f-2,-1}. La tabla de medias de las ponderaciones reproduce el modelo

correcto:
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TablaT
0 1 2 3 4 5 6 7

-6 |100|-02 .00 .00 .00 .00 .00 .00

-5 {100 .01 00 .00 .00 .00 .00 .00

-4 |1100]-01 -00 -00 .00 .00 .00 .00

-3 |100 36 .13 05 .02 .01 .00 .00

-2 |100 54 29 16 .08 .06 .04 .02

-1 /100 01 -00 .01 -13 .12 -03 .01

0O (100 .00 .00 -00 .20 .16 -02 .01

1 (100 .03 -00 .01 -30 .25 .07 .05

2 |100 8 69 56 45 52 43 .30

3 100 100 57 34 28 32 36 .33

4 (100 50 |-02 -08 -06 .00 .05 .06

5 (100 27| .07 02 .01 .01 .01 .01

6 |100 .00 |-05 .01 .00 .00 .00 .00

Asi mismo, la tabla-e de medias reproduce la estructura simulada:
Tabla-¢

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
-13 |-.001
-12 | .005 |-.003
-11 | .027 | .017 | .011
-10 | .007 [-.019| .006 .014
-9 | .004| .001 |-.004 -.084 -.013
-8 | .004 |-.002| .007 -.023 -.074 .020
-7 |-.020|-.013|-.011 .010 -.001 .018 .020
-6 |-.010|-.010|-.013 .000 .005 -.016 -.258 .002
-5 |-.010|-.010|-.019 .032 -.004 .053 -.029 .005 .003
-4 |-.359(-.107|-.050 -.032 -.020 -.013 -.007 -.000 .002 .003
-3 | 544 200 .111 .070 .252 .075 .064 .040 .025 .051
-2 |-011 .003 -030 .096 .118 .061 .080 .421 .032 .032
-1 | .004 -006 .002 .109 .104 -361 .169 .073 .032 .032
0 |(-026 .003 -.011 .01 .111 .237 -779 .012 .025 .043
1 | .845 253 .129 .079 .137 .100 .059 .028 .019 .040
2 |-1.00 -.172 -.068 -.053 -.071 -.097 -.095 -.063 -.037 -.025
3 | .053|-.008 -.048 -.061 .003 -.095 -.097 -574 .004
4 |-271|-.068 -.208 -.092 -.078 -.069 -.060 -.040
5 | .005|-.103 -.103 -.059 -.040 -.047 -.085
6 |-171]-.103 -.103 -.042 -.046 -.041
7 |-.060|-.048 -394 -.047 -.042
8 |-.049|-.063 .034 .012
9 |.005|-.001 .015
10 [-.002 | .003
11 | .016

182



CAPITULO 4

b) En segundo lugar, para una formulacion del modelo FT con
a=-2,b=1p=-,s=1r =1 d =y para un tamafo muestral de 114 observaciones
se realizaron, considerando que X y X i sigan o no la misma distribucién, 200

replicaciones del siguiente modelo:

= (wa L Hwo Pt +wel®)
O, L +5,+5,L

t+$t

Yi

donde, en ambos casos, &~N(0,4) y las estimaciones de los pesos de la FRI se obtienen

ajustando y, en funcion de x,_; para j = +10, 49,..., -9, -10.

b.l) En el primer caso, x y x siguen la misma distribucién con

(1-u,L)X, =a,,u, =0,5a ~N(01).

Tomando w_, =1,25; w_, =0,5; w, =0,25; w, =1, 6, =-1; §, =90,1, § =0,3, los

resultados que se obtienen, en primer lugar, para la tabla T permiten concluir que:

Los valores de a y b se recogen de forma correcta en un elevado nimero de la tablas,
manifestando una cierta infravaloracion para el parametro a, cuyos valores se sittan en el
rango {-1,-2} y una cierta sobrevaloracion para b, cuyo rango se sitiaen b D{(l,Z)} . Los
valores s y p de la estructura dindmica se sitian en el rango s (1,2} y p (-1,-2}; los

valores para r y d se recogen en porcentajes muy altos. Asi mismo, las tablas T y e-

algoritmo de medias de la FRI reproducen correctamente el modelo simulado:

183



CAPITULO 4

TABLAT
0 1 2 3 4 3) 6 7

-6 [100-05 .00 .00 .00 .00 .00 .00

-5 {100 08 01 .00 .00 .00 .00 .00

-4 1100|-03 -00 -01 .00 .00 .00 -01

-3 1100 .02 -03 .08 -05 .02 -03 .09

-2 1100 -1.00 1.01 -1.07 1.01 -1.00 1.00 -1.01

-1 {100 -37 -15 .07 -23 -5 .56 -.14

0O (100 -29 .05 .08 .09 -44 23 -02

1 (100 -09 -07 -05 -09 -31 .09 .07

2 (100 -28 .01 -14 -08 -23 .13 -.02

3 100 -74 53 -39 29 -21 15 -10

4 (100 -03 -18|-00 .00 -01 -00 -.00

5 100 -25 .06|-00 .00 .00 .00 .00

6 |100 .01 -02|-00 .00 .00 .00 .00

TABLA-¢

0 2 4 6 8 10 12 14 16
-10 | .020
-9 101 | .049
-8 | -.044| .005 -.033
-7 |.030|.-010 -.004 .012
-6 |-055 | -002 -016 .006 .013
-5 083 | .021 .013 -.011 -.004 -.035
-4 |-032|.006 .021 -004 .009 .005 .058
-3 024 | -029 .093 -041 020 -.027 .0106 .042
-2 |-1.000 -609 -472 -371 332 -363 -.325 -307 -291
-1 -368 .-274 647 -291 348 -.345 -289 1.632 -317
0 -286 -425 -148 -551 -344 -349 -193 -299 -343
1 -090 -186 -284 -264 -325 -402 -376 -372 -1.902
2 -279 .045 -265 -280 -306 -372 -371 -376 .496
3 -737 -459 -352 -310 -293 -371 -372 -393
4 -028 -196 | -.004 | .024 -.053 -.037 -.017
5 -248 -129 | .026 | .002 -041 -132
6 011 -052 | -.041 | -.035 -.030
7 -073 -.044 | -.025 | .119
8 -028 -.036 [_.035
9 -038 -.033
10 | -.036
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b.2) En el segundo caso, x,’y x.” siguen distribuciones diferentes, esto es,

(1-05L)x =a ~N(01),y(1-0,75L) = x,"=a," ~ N(0,2)

Los resultados que se obtienen permiten establecer comentarios analogos al caso

anterior sobre los valores de la estructura dinamica. Las tablas de medias que se obtienen

reproducen nuevamente el modelo correcto:

TablaT
0 1 2 3 4 5 6 7
-6 |100| 01 .00 .00 .00 .00 .00 .00
-5 (100 .01 .00 .00 .00 .00 .00 .00
-4 |100| OO .00 .00 .00 .00 .00 .00
-3 (100 -01 .00 -01 .01 -03 .05 -.00
-2 | 100 -100 .99 -98 97 -96 .93 -.88
-1 (100 60 .38 -25 -09 -56 .67 -83
o (100 02 -01 -10 -13 -39 -02 -11
1 |100 -01 .01 -04 .22 -27 -07 -.03
2 100 -26 .06 .00 -29 -22 .12 -13
3 100 -78 60 -48 38 -31 24 -19
4 |100 -03 -17| .01 .01 -02 -03 .00
5 (100 -21 .05|-01 .00 -00 .00 -.00
6 (100 .03 -01|-00 .00 .00 .00 .00
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Tabla-g

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
-10 |-.023
-9 | .003 |-.063
-8 | .047 | .019 .008
-7 |-.032|-.003 -.002 -.002
-6 | .013|-.001 -.002 -.002 -.002
-5 |-.008 |-.002 -.001 -.002 -.002 .009
-4 |-.000|-.005 -.002 -.001 -.003 .020 -.030
-3 |-.015] .000 -.009 .015 -.031 .061 -.001 -.020
-2 |-1.00 -.714 -460 -370 -.319 -334 -280 -.313 -.257
-1 (-597 -1.75 -262 -195 -330 -.322 -299 -290 -.257 -.257
0 023 -.009 -211 -255 -304 -.141 -252 -314 -336 .135
1 |-.010 .028 .292 -.323 -289 -245 -182 -328 -307 1.82
2 |-.262 .228 -.000 -.261 -.272 -.305 -.301 -.388 -.383
3 |-779 -472 -348 -275 -264 -301 -.304 -.383
4 |-.025 -.176| .035| .052 -.065 -.090 .025
5 |-214 -.108| .053| .037 -.103 -.071
6 .026 -.021|-.036| .066 -.022
7 |-.033 -.049| .005 |-.044
8 |-.045 -.026|-.066
9 |-.084 -.056
10 | .016

En definitiva, los resultados obtenidos permiten en ambos casos justificar la validez
de los métodos de identificacion propuestos. El estudio estadistico de la significacion
relativa de los elementos asociados a las tablas en ambos métodos, como elemento
indispensable para asegurar la adecuacion de la especificacion dinamica elegida, puede

llevarse a cabo tal y como se ha indicado en Lii (1985).

Por otra parte, resulta de interés, dentro del &mbito de la formulacion de modelos no
causales, la extension de este método al estudio de la identificacion dinamica en una

formulacion generalizada del modelo FT con mdltiples inputs.

186



CAPITULO 4

Este y otros aspectos relacionados con la incorporacion de predicciones en este tipo
de formulaciones, asi como sus posibles aplicaciones en diversos contextos de la
economia seran tratados en las conclusiones finales, asi como en las cuestiones abiertas y

lineas de investigacion futura que se plantean.
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CONCLUSIONES

La metodologia que aqui se ha expuesto, tal y como se ha adelantado desde el
comienzo de esta Memoria, se sitla en el campo de la matematica aplicada al analisis
de series temporales y constituye, por tanto, una propuesta que sitda su alcance mas alla
del contexto de los modelos FT en econometria, marco de referencia en el que hemos

centrado el desarrollo de esta investigacion.

Como se desprende de los desarrollos realizados, el método corner o de un modo
mas general el método de la tabla T y el g-algoritmo, entre otros, se presentan como
alternativas validas en el analisis de series temporales para la determinacion de los
6rdenes de los polinomios que intervienen en un modelo racional y los conceptos

basicos son también susceptibles de aplicacion al caso de modelos multivariantes.

La ventaja de la presentacion realizada dentro de la aproximacién racional radica
en que ésta establece los cimientos para la construccion de otros métodos alternativos
como los esbozados en el primer capitulo. Ademas, permite contemplar el caso clasico
como caso particular de la metodologia aqui propuesta, cuando no se introducen las

expectativas sobre el comportamiento de las variables que se consideran.

Por otra parte, los métodos de identificacion propuestos han sido ilustrados y

validados por los ejercicios de simulacion realizados.

Asi mismo, nuestro interés por extender dicho analisis al estudio de datos reales
que permitan, en su caso, Vverificar en aplicaciones préacticas la bondad de los
desarrollos tedricos expuestos, nos ha llevado a considerar una primera experiencia. En
este sentido, y teniendo en cuenta el papel, ya destacado a lo largo de este trabajo, que
la metodologia propuesta desempefia en la identificacion de relaciones dinamicas

sujetas a comportamientos estructuralmente diferentes en el tiempo, resulta en principio
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plausible su aplicacién, por ejemplo, en el contexto de las economias del Este que
atraviesan por periodos de transicién econdmica, esto es, que han emprendido la
marcha desde una organizacion basada en la colectivizacion de los medios de
produccién y en una planificacion centralizada hacia la liberalizacion progresiva de sus
regimenes mediante una flexibilizacion del sistema de planificacion y hacia la
conversion a la economia de mercado. Tal es el caso de la economia polaca, cuyo
comportamiento se ha caracterizado por la existencia de un fuerte cambio estructural a
mediados de la década de los 80 y que es consecuencia de las medidas politico-
economicas tendentes a la liberalizacion progresiva del régimen y a su acercamiento a

la economia de mercado.

Ahora bien, teniendo en cuenta que el mayor talante liberalizador del gobierno
polaco y las reformas méas importantes han tenido lugar en el mercado de los productos
agricolas, sector que por otra parte ha sido el menos sometido al control estatal
existente, esto es, el menos colectivizado y que ha tenido la originalidad de haber
mantenido la propiedad privada agricola, hemos realizado una primera investigacion
aplicada con el objetivo de modelizar desde el punto de vista econométrico el periodo
de transicion econdmica para este mercado, con especial referencia a los subsectores de

la carne y los cereales.

En este sentido, tomando como afio base 1981, partiendo de las observaciones
disponibles para el precio (input) y la demanda (output) de carne y cereales para el
periodo 1965-1985 y tomando expectativas “ex post” para los precios desde 1986 hasta
1991, procedimos a identificar las relaciones dindmicas que se establecen para cada uno
de los mercados en el marco de lo que seria, por un lado, una formulacion clasica
meramente causal del modelo FT vy, por otro lado, una formulacién del mismo con

expectativas.

Los resultados obtenidos (Gonzélez et al, 1994) y que a continuacién presentamos,

confirman la validez del marco dinamico elegido que, si bien ofrece resultados
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similares a los que se obtienen a través de formulaciones tradicionales causales en
cuanto al ajuste de datos histdricos se refiere, mejora sin embargo, por la posibilidad
que existe de recoger el cambio estructural, las previsiones futuras que a C/P y/o M/P se

realizan sobre la evolucion, en cada caso, de la demanda de carne y cereales.

En el caso concreto del mercado de la carne, y para el periodo considerado, la

aplicacion de la metodologia propuesta a través de la estimacién de la tabla T, esto es,

0 1 2 3 4 5 6

-6 1.000 -.136 . 019 . 000 . 000 . 000 . 000
-5 1.000 . 000 . 014 . 000 . 000 . 000 . 000
-4 1.000 . 101 .010 -.001 . 000 . 000 . 000
-3| 1.000 . 000 . 017 .000 -.001 . 000 . 000
-2 1.000 ~-.172 .030 -.007 .001 -.000 . 000
-1| 1.000 .000 -.014 . 000 . 002 . 000 . 000
0| 1.000 -.083 .007 -.003 . 002 . 000 . 000
1{ 1.000 . 000 . 016 . 000 . 003 . 000 . 000
2| 1.000 . 192 . 037 . 012 . 004 . 000 . 000
3| 1.000 .000 -.061 . 000 . 007 . 000 . 000
4 1.000 . 320 . 103 . 034 . 011 . 006 . 003
5| 1.000 000 . 005 .000 -.012 .000 -.001
6| 1.000| -.016 . 000 . 002 .013 -.002 . 000

P,.(B) _P,s(B)
Q.0(B) Q(B)

sugiere, para la parte determinista, un modelo de la forma

En particular, una vez estudiado el proceso de ruido, el modelo que se obtiene viene dado

por:

B —0.17708'1+0.2594B—0.192583+0.1697BSAX N 1-0.4822B° .
1-0.9720B ' 1-0.2392B-0.3728B%

4y,
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(1-0.9164B +1.3123B*)A’x, =(1+1.2348B +0.8222B*)b,

y los resultados obtenidos pueden ser ilustrados como sigue:

0,4802 —+ )
I
/\\— . 1\
0,43165 —+ =2 ."' < \\ /l / Data
r e \ R Demand
0,3831 + 4 \ o
¢ \ . 127"« — — — —TF Model-
,’, L Expectations
033455 + 4 SRRV R
/ .. TF Model
0,286
v 7 7 7 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8
1 2 3 4 5 6 7 8 9 01 2 3 4 5 6 7
Figure 9. Demand TF Model with Expectations
64,995 +
48,7845 + Price Data
32574 L ------- Price AR Model
16,3635 +
0,153 +— -ttt T T e e T T T
— <t N~ o (92
~ ~ ~ © 0

Figure 5. Price AR Model

Como puede deducirse, la inclusion en el modelo FT de las expectativas para el

precio no s6lo permite recoger el cambio estructural que se produce en la economia

polaca, sino que ademas mejora sensiblemente con respecto a la formulacion tradicional,

las predicciones realizadas a corto y/o medio plazo sobre la demanda de cereales.

Por ultimo, la consideracion de este marco dindmico més amplio favorece la

creacion de un mecanismo de realimentacién que permite al modelo actualizar la

informacion disponible, esto es, sustituir las expectativas que periodo tras periodo se

194



CONCLUSIONES Y CUESTIONES ABIERTAS

formulan sobre las variables del modelo conforme la evidencia empirica modifica o
confirma las predicciones realizadas. Ademas, la posibilidad de realizar comparaciones
entre distintas formulaciones, en funcion de las diferentes expectativas que elaboran los
agentes econdémicos sobre el comportamiento del input, permite la discriminacion de
unas alternativas frente a otras y, en consecuencia, la determinacion de un modelo

optimo.

CUESTIONES ABIERTAS

En cuanto a las lineas de investigacion futura que se derivan de la presente
Memoria, tal y como se ha adelantado ya en el capitulo 5, una cuestién que desde el
punto de vista tedrico se presenta directamente vinculada con este estudio es la
generalizacién del marco dindmico de referencia, esto es, la generalizacién de la
formulacion del modelo FT para la inclusion de mdltiples inputs/outputs asi como a
modelos VARMA en general. Asi mismo, y en relacion a este aspecto, resulta
interesante abordar la generalizacion de los procedimientos de identificacion dinamica
hasta ahora descritos para el caso escalar, en especial del método de la tabla T y del e-

algoritmo.

Ademas, la utilizacion de esta metodologia en el dominio de las frecuencias en
series temporales y, en general, en la teoria de sistemas lineales, puede ayudar a una
mejor comprension de los datos observados asi como de las interrelaciones y/o

causalidad existente entre ellos.

Por otra parte, a nivel empirico, un aspecto que vendra a completar el estudio
realizado consiste en la incorporacion de expectativas que, formuladas de un modo “ex
ante”, permitan contrastar la validez y efectividad de distintas especificaciones
dinamicas elegidas. La realizacion en tal caso de un andlisis de sensibilidad permitira
comprobar en qué medida las anticipaciones que se elaboran sobre una variable

explicativa, de acuerdo con los esquemas de formacion de expectativas que aporta la
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teoria economica, afectan a las predicciones del modelo y, en consecuencia, a su

adecuacion a la realidad empirica.

Por otra parte, resultara interesante desarrollar otras aplicaciones de la metodologia
y de los planteamientos propuestos en esta investigacion al estudio de datos reales, en
concreto, en aquellos &mbitos en los que, de forma general, juega un papel relevante la
formacion por parte de los agentes econémicos de expectativas o anticipaciones sobre

el comportamiento futuro de determinadas variables.

En particular, las caracteristicas que confluyen en el estudio de los mercados
agricolas y mas concretamente el papel que en este contexto representan las
expectativas sobre el comportamiento de los precios agricolas, son una justificacion en
principio suficiente para la utilizacion de la metodologia propuesta. En este sentido, las
anticipaciones sobre variables como el precio de determinado producto en tanto
condicionan los comportamientos y elecciones intertemporales de los agentes
econdmicos, interfieren y condicionan asi mismo las decisiones sobre el volumen de
produccion que los agricultores deciden poner a disposicion del mercado para cada
periodo. De esta forma, en la medida en que se tienen en cuenta las expectativas futuras
sobre el comportamiento de los precios agricolas, se permite en cierta manera disminuir

el riesgo y la incertidumbre asociada a las decisiones de produccion.

En conclusion, dado que son susceptibles de una posible aplicacion empirica todas
aquellas areas en las que la toma de decisiones intertemporales comporta o justifica la
necesidad de realizar anticipaciones sobre el comportamiento futuro de determinadas
variables, los mercados de futuros y opciones ofrecen también un marco ideal para,
desde la metodologia propuesta y desde el punto de vista financiero, evaluar por
ejemplo, la evolucion de carteras de valores con vencimientos futuros fijos en las que
los valores a priori establecidos para cada activo constituyen precisamente las

expectativas que de modo “ex post” elaboran los agentes econdmicos involucrados.
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En relacion con este tipo de hipotesis y con los inconvenientes que a menudo se le
atribuyen, en Koreisha (1984) se propone una manera mas eficiente de trabajar con
modelos que incorporan expectativas adaptativas. La critica de este autor a la
formulacion tradicional de este tipo de modelos se basa en que su construccion, a través
de los modelos de retardos distribuidos, fuerza no sélo estructuras autorregresivas de
retardos para las variables expectativas sino que también impone distribuciones

especificas de retardos que pueden no ser vélidas®.

Precisamente, su propuesta para trabajar de forma mas eficiente con este tipo de
modelos consiste en presentar una aproximacion de series temporales que, en términos
muy similares a la formulada en los capitulos 4 y 5 de esta presente investigacion, no
solo hace uso de toda la informacion contenida en los datos sino que ademas permite
incorporar teoria en la propia construccion del modelo. Este procedimiento, que
requiere el empleo del modelo FT con expectativas, en la medida en que crea el marco
necesario para incorporar informacion futura sobre las variables explicativas, permite
mejorar sensiblemente, desde un punto de vista empirico, las predicciones del modelo
con respecto a las que se obtienen por los modelos de retardos distribuidos

convencionales.

'Otros trabajos que justifican este argumento son, entre otros, los de Lahiri (1976)y Just (1977).
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