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dedicación y asesoŕıa brindada al desarrollo del presente trabajo. Sin su per-
tinente seguimiento y paciencia no hubiese sido posible llevar a feliz término
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res Luis Nuñez y Esther Morales, que me ofrecieron sus roces de aliento y
compromiso académico.

Por último, gracias al grupo de doctorándos que coincidimos durante las
diferentes estancias en La Universidad de La Laguna, a mis familiares, amigos
y colegas, quienes de alguna forma influyeron académica y emocionalmente
a lo largo del camino recorrido para lograr esta meta.

A todos mi mayor reconocimiento.

2



A mi madre Emelia,
a mi esposa Mary,
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Prólogo

En esta Memoria se investiga una variante de la transformación integral de
Kontorovich-Lebedev en cuyo núcleo comparece la función de Hankel H

(2)
ν (x)

de segunda clase, tanto desde un punto de vista clásico como en ciertos
espacios de funciones generalizadas, aśı como sus aplicaciones a la resolución
de diferentes problemas de la F́ısica-Matemática.

Existe en la literatura una gran variedad de transformaciones integrales
que llevan en su núcleo la función modificada de Bessel de segunda espe-
cie Kν(z). Aśı podemos encontrar la K-transformación o transformación de
Meijer, definida por ([84], [86, p. 174])

F (s) =

∫ ∞

0

√
stKν(st)f(t)dt, (1)

que admite, bajo adecuadas condiciones impuestas sobre la función f(t), la
fórmula de inversión

f(t) =
1

iπ

∫ c+i∞

c−i∞

√
stIν(st)F (s)ds, (2)

donde c ∈ R, ν es un número complejo fijado e Iν(z) denota la función
modificada de Bessel de primera especie ([19], [42], [75]). Esta transformación
ha sido extendida a espacios de distribuciones por A. H. Zemanian [84],
siguiendo técnicas análogas a las empleadas en el análisis distribucional de
la transformación de Laplace [82].

También E. L. Koh y A. H. Zemanian [40] estudiaron la I-transformación

F (z) =

∫ ∞

0

√
ztIν(zt)f(t)dt (3)
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4 Prólogo

f(t) =
1

iπ

∫ c+i∞

c−i∞

√
ztKν(zt)F (z)dz, (4)

con los núcleos intercambiando sus posiciones respecto del par (1)-(2).

Por otra parte, M. I Kontorovich y N. N. Lebedev [41] introdujeron en
1938 la transformación integral

(Tϕ)(kr) = Φ(kr) = −1

2

∫ i∞

−i∞
νJν(kr)ϕ(ν)dν, (5)

donde Jν(z) es la función de Bessel de primera especie y orden ν, que –bajo
ciertas hipótesis– posee la fórmula de inversión

(T−1Φ)(ν) = ϕ(ν) =

∫ ∞

0

H
(2)
ν (kr)

r
Φ(kr)dr. (6)

Posteriormente, en 1946, N. N. Lebedev introdujo una transformación
que, como la anterior, es de la clase ı́ndice y es conocida como transformación
de Kontorovich-Lebedev, viniendo dada por el par

(KLg)(τ) = G(τ) =

∫ ∞

0

Kiτ (x)

x
g(x)dx (7)

(KL−1G)(x) = g(x) =
2

π2

∫ ∞

0

τ sh πτKiτ (x)G(τ)dτ, (8)

siendo Kiτ (x) la función de Macdonald ([42], [68]). N. N. Lebedev estableció el
siguiente resultado clásico [43]

Sea g una función definida en el intervalo (0,∞), donde es continua a tro-
zos y de variación acotada en cualquier intervalo finito [x1, x2],
0 < x1 < x2 < ∞. Supongamos además que las integrales

∫ 1
2

0

x−1|g(x)| ln 1

x
dx,

∫ ∞

1
2

x−
1
2 |g(x)|dx

son finitas. Entonces, existe

G(τ) =

∫ ∞

0

Kiτ (x)

x
g(x)dx
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y se cumple que

2

π2

∫ ∞

0

τ sh πτKiτ (x)G(τ)dτ =
g(x + 0) + g(x− 0)

2
.

En [72] Vu Kim Tuan y S. B. Yakubovich presentaron este resultado bajo
hipótesis más generales. Por otro lado, A. M. Gomilko ([26], [27], [28]) inter-
preta esta fórmula de inversión en el sentido de la convergencia en media en
ciertos espacios clásicos. La demostración del anterior aserto es muy compli-
cada y remitimos para su consideración a [43]. S. B. Yakubovich ([78], [80])
realizó un exhaustivo estudio clásico de esta transformación, su convolución
y principales propiedades en espacios Lp pesados en su libro Index transforms
[81]. Fue A. H. Zemanian, en 1975, quien primero la extendió a espacios de
distribuciones, concretamente, a espacios de distribuciones de soporte com-
pacto [85]. Más tarde, en 1979, R. S. Pathak y J. N. Pandey la investigaron en
espacios distribucionales más generales, con un determinado comportamiento
potencial [56]. El estudio de la convolución asociada a esta transformación
y sus propiedades en espacios de funciones generalizadas se debe, en 1986, a
H.-J. Glaeske y A. Hess [25]. S. B. Yakubovich y B. Fisher [79] efectúan
en 1994 un original análisis de la transformación de Kontorovich-Lebedev
en ciertos espacios de distribuciones, usando la representación de Cauchy de
funciones generalizadas.

Por otra parte, S. B. Yakubovich [81, p. 62] consideró la versión compleja
de la transformación de Kontorovich-Lebedev

(KLg)(s) = G(s) =

∫ ∞

0

Ks(y)g(y)dy (9)

(KL−1G)(x) = g(x) =
i

π2

∫ σ+i∞

σ−i∞
s sen(πs)

Ks(x)

x
G(s)ds, (10)

probando el siguiente resultado:

Sea f definida en (0,∞) de modo que xνf(x) ∈ Lp((0,∞), x−1dx),
ν < 1, p ≥ 1. Entonces la transformada de Kontorovich-Lebedev G(s) de la
función f(x), dada por (9), existe y pertenece al espacio
L2(σ− i∞, σ + i∞), s = σ + iτ , |σ| < mı́n{1

2
, 1− ν}. Además, la fórmula de

inversión (10) vale para casi toda x ∈ (0,∞).

Que sepamos, esta transformación no ha sido extendida aún a espacios
de funciones generalizadas.
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D. Naylor ([50], [51], [52]) y A. N. Chakrabarti ([13], [14], [15]) introdu-
jeron la transformación integral del tipo ı́ndice

Fk(ν) =

∫ ∞

0

Yν(kτ)

τ
f(τ)dτ (11)

f(τ) =
i

2

∫ c+i∞

c−i∞
νFk(ν)Jν(kτ)dν, (12)

c ∈ R. Obsérvese que en (11) figura en el núcleo la función de Bessel Yν(z) de
segunda especie y orden ν. Al resolver ciertos problemas de valores en la fron-
tera, D. Naylor y A. N. Chakrabarti también investigaron transformaciones
integrales finitas de la clase de Kontorovich-Lebedev, a saber,

Fk(ν) =

∫ b

a

Iν(kr)Kν(kb)− Iν(kb)Kν(kr)

r
f(r)dr (13)

f(r) = − 1

πi

∫

L

ν
Iν(kr)Kν(ka)− Iν(ka)Kν(kr)

Iν(kb)Kν(ka)− Iν(ka)Kν(kb)
Fk(ν)dν, (14)

donde b > a > 0 y L representa un camino de integración contenido en el
semiplano derecho del plano complejo ν y paralelo al eje imaginario.

M. M. Crum [17] describió pares de transformadas integrales de la forma
(a > 0).

F (ξ) =
1

π

∫ ∞

−∞
e

π
2
(ξ+η)Ki(ξ+η)(a)G(η)dη (15)

G(ξ) =
1

π

∫ ∞

−∞
e

π
2
(ξ+η)Ki(ξ+η)(a)F (η)dη (16)

y

F (ξ) =
1

π

∫ ∞

−∞
Ki(ξ+η)(ia)G(η)dη (17)

G(ξ) =
1

π

∫ ∞

−∞
Ki(ξ+η)(−ia)F (η)dη, (18)
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en cuyos núcleos comparece de nuevo la función de Macdonald. Estas trans-
formadas han sido tratadas en ciertos espacios de funciones generalizadas por
Vu Kim Tuan [73].

Si repasamos la forma de todas las transformaciones consideradas hasta
aqúı, concluimos que tienen en común la presencia en sus núcleos de Kν(z),
función modificada de Bessel de segunda clase y orden ν, y que el ı́ndice ν
y el argumento z desempeñan todos los papeles posibles. En efecto, en los
pares (1)-(2) y (3)-(4), mientras que el ı́ndice ν permanece fijo, la variable
de la función de partida es t y la variable imagen es s o z. En cambio, en
la transformación (5)-(6) el ı́ndice ν actúa como variable. Lo mismo ocurre
con el par integral de Kontorovich-Lebedev (7)-(8), donde se ve que en la
fórmula directa la variable es x, pero en la fórmula de inversión la variable
es el ı́ndice τ . A esta clase de transformaciones integrales se les denomina
transformaciones del tipo o de la clase ı́ndice. Por último, la transformación
de Crum (15)-(16) es doblemente ı́ndice, puesto que ambas variables –la
original η y la imagen ξ– son indiciales (en este caso el argumento a > 0 es
una constante fijada).

Son numerosas las referencias bibliográficas en las que se pueden encontrar
aplicaciones de la transformación de Kontorovich-Lebedev a la resolución de
distintos problemas de la F́ısica-Matemática. Aśı, J. M. L. Bernard y M.
A. Lyalinov ([6], [7]) la utilizaron en la determinación de la difracción de
ondas planas por un cono de sección arbitraria, lo que se reduce –cuando hay
dependencia radial– a determinar la solución de la ecuación de Helmholtz

(∆ + k2)u = 0,

siendo

∆ =
1

r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

1

r2

∂2

∂θ2
.

V. A. Doroshenko y V. F. Kravchenko ([21], [22]) la usan para hallar la
excitación producida por un dipolo eléctrico radial en un cono circular se-
miinfinito, muy fino y perfectamente conductor, con ranuras semiinfinitas.
La transformación de Kontorovich-Lebedev también permite a G. Gasaneo,
S. Ovchinnikov y J. H. Macek [23] representar las soluciones de la ecua-
ción de Schrödinger para el problema de tres part́ıculas cuando dos de ellas
interactúan con un rango de potencial cero. Con su ayuda A. D. Rawlins
[63] obtiene expresiones aproximadas del campo producido cuando una onda
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electromagnética plana es difractada por una cuña dieléctrica de ángulo ar-
bitrario. N. N. Lebedev e I. P. Skalskaya ([45], [46]) la emplean para resolver
cierta clase de ecuaciones integrales. Más aplicaciones pueden ser encontra-
das en N. N. Lebedev, I. P. Skalskaya e Y. S. Uflyand [44], R. S. Pathak [55]
e I. N. Sneddon [68]. Incluso en [54] V. G. Novitzky, aunque no sea de forma
expĺıcita, resuelve con su concurso una ecuación en diferencias finitas.

Precisamente el estudio de las transformaciones integrales del tipo ı́ndice
ha sido una ĺınea de investigación muy activa durante los últimos años en
el Departamento de Análisis Matemático de la Universidad de La Laguna.
Aśı, en el par (1)-(2) se observa que ν actúa como parámetro, mientras que la
variable t se convierte, se transforma, en la variable s. Pero si intercambiamos
los papeles de ν y s, resulta la transformación

Fs(ν) =

∫ ∞

0

√
stKν(st)f(t)dt, (19)

cuya fórmula de inversión viene dada por

f(t) =
1

πti

∫ σ+i∞

σ−i∞
νIν(st)Fs(ν)dν, σ > 0. (20)

Ahora s actúa como parámetro, siendo t y ν las variables. El par
(19)-(20) fue investigado y extendido por E. R. Negŕın en 1988 a ciertos
espacios de distribuciones en su Tesis Doctoral Una transformación del tipo
Kontorovich-Lebedev con ı́ndice arbitrario [53].

Una transformación análoga a ésta, introducida por M. I. Kontorovich
y N. N. Lebedev [41] y extendida a una más amplia clase de funciones por
A. M. Gomilko [28], viene definida por el par

Fλ(ρ) =

∫ ∞

−∞
tI−it(λρ)f(t)dt

f(t) =
1

πi

∫ ∞

0

Kit(λρ)

ρ
Fλ(ρ)dρ,

λ ∈ C, λ 6= 0, Reλ ≥ 0.

Posteriormente, en 1992 y en su Memoria Doctoral La 2F1-transformación
ı́ndice, B. J. González [29] analizó en detalle la transformación integral

F (τ) =

∫ ∞

0

F (µ, α, τ, t)f(t)dt,
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donde se denota

F (µ, α, τ, t) = 2F1

(
µ +

1

2
+ iτ, µ +

1

2
− iτ ; µ + 1;−t

)
tα,

siendo 2F1 la función hipergeométrica de Gauss ([19], [42]), α y µ parámetros
complejos y τ real y positivo. Su fórmula de inversión es

f(t) =

∫ ∞

0

S(µ, τ)G(µ, α, τ, t)F (τ)dτ,

donde

S(µ, τ) =
2

πΓ2(µ + 1)
τ sh πτΓ

(
µ +

1

2
+ iτ

)
Γ
(
µ +

1

2
− iτ

)

y

G(µ, α, τ, t) = tµ−α
2F1

(1

2
+ iτ,

1

2
− iτ ; µ + 1;−t

)
.

B. J. González y E. R. Negŕın abordan otras transformaciones tipo ı́ndice
en [30] y [31].

Más recientemente y en un contexto más general y abstracto, Juan Die-
go Betancor en 2002 investiga en su Memoria Doctoral La transformación
integral de Chébli-Trimèche [8] la transformación integral de Fourier genera-
lizada, asociada al hipergrupo de Chébli-Trimèche ([16], [71]),

F4(f)(λ) = F4(λ) =

∫ ∞

0

ϕλ(x)f(x)A(x)dx, (21)

donde λ ∈ C, |Imλ| ≤ ρ, f ∈ L1((0,∞), A(x)dx), A(x) es conocida como
función de Chébli y ϕλ son las soluciones del problema





[
∆− (λ2 + ρ2)

]
ϕλ(x) = 0, x > 0

ϕλ(0) = 1, ϕ′λ(0) = 0,

siendo ∆ el operador diferencial

∆ = − d2

dx2
− A′(x)

A(x)

d

dx
.



10 Prólogo

Su inversa viene determinada por la fórmula

F−1
4 (F4(λ))(x) = f(x) =

∫ ∞

0

ϕλ(x)F4(λ)
dλ

|c(λ)|2 , (22)

donde c(λ) es una función continua y sin ceros sobre [0,∞), del tipo
Harish-Chandra. Dos casos particulares de esta transformación son las de
Hankel y Jacobi. En [9], [10] y [11] J. J. Betancor et al. investigan distintos
aspectos relativos a esta transformación.

Sin más preámbulos pasamos a dar cuenta del contenido de esta Memoria,
que hemos dividido en cuatro caṕıtulos.

D. S. Jones –en el contexto de la resolución de ciertos problemas f́ısicos
regidos por la ecuación de Helmholtz, donde la función de Hankel aparece de
forma natural ([38], [39])– investigó en 1980 el par integral

(J f)(ν) = F (ν) =

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)f(x)dx (23)

(J −1F )(x) = f(x) = − 1

2x

∫ i∞

−i∞
νJν(x)F (ν)dν. (24)

Obsérvese que este par y el (5)-(6) coinciden básicamente, salvo en el orden
de actuación. En el último par las hipótesis se imponen sobre la función f y
(23) nos da la fórmula directa, viniendo servida la fórmula de inversión por
(24). Conviene resaltar que éste es el orden más lógico y es el que se sigue en
las aplicaciones.

El objetivo fundamental del Caṕıtulo 1 es presentar una versión alterna-
tiva del resultado de M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev, analizando bajo
qué condiciones existe el par integral

(J ∗g)(x) = G(x) = − 1

2x

∫ i∞

−i∞
νJν(x)g(ν)dν (25)

(J ∗−1G)(ν) = g(ν) =

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)G(x)dx. (26)

Nótese que en este par no figura la constante compleja k que comparece en
el par (5)-(6), cuya presencia resulta esencial en la derivación de la fórmula
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de inversión, pues M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev [41] utilizan para
su deducción una representación integral de la función de Hankel que sólo
es válida cuando la parte imaginaria de kr es negativa. Aclaremos desde un
principio que el par (25)-(26) no es un caso particular del par (5)-(6) haciendo
k = 1, ya que este valor de k está completamente descartado alĺı.

Tras hacer un resumen de los principales resultados que conciernen al
par (23)-(24) estudiado por D. S. Jones, se recuerdan las definiciones de las
funciones especiales que más aparecen en esta Memoria, de sus expresiones
asintóticas, relaciones de recurrencia,... y se incluye una parte de la notación
y terminoloǵıa que usaremos a lo largo de este trabajo. En la tercera sección
se obtienen los principales resultados relacionados con el par (25)-(26), a sa-
ber, la fórmula de inversión y una relación de Parseval. Nos hemos basado
en los trabajos de M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev [41] y, especialmente,
en la técnica de deformación de los contornos de integración debido a D. S.
Jones ([38], [39]). En al cuarto y último párrafo de este primer caṕıtulo se
ilustra la teoŕıa con algunos resultados originales. Es bien conocida, como
acabamos de ver, la utilización de las diferentes variantes de la transforma-
ción de Kontorovich-Lebedev –los pares (7)-(8) y (23)-(24)– en la resolución
de problemas de la F́ısica-Matemática que vienen planteados por ecuaciones
en derivadas parciales en dominios con forma de cuñas. Sin embargo, no exis-
te en la literatura matemática –al menos que sepamos– aplicaciones ni del
par (5)-(6) ni del (25)-(26), es decir, cuando se considera que las transfor-
maciones directas vienen dadas por las fórmulas (5) y (25), respectivamente.
Por eso finalizamos este caṕıtulo mostrando, después de obtener las perti-
nentes reglas operacionales, que estas transformaciones integrales resultan
útiles en la resolución de ciertas clases de ecuaciones en diferencias finitas
con coeficientes variables.

A las transformaciones de la forma (23)-(24) y (25)-(26) y sus variantes las
llamaremos transformaciones de Hankel- Kontorovich-Lebedev o, a lo largo
de la tesis y en aras de la brevedad, transformaciones H-K-L. Este término
fue acuñado por M. Cessenat [12], por cuanto en sus núcleos –además de la

función Jν(x) de Bessel– figura la función H
(2)
ν (x) de Hankel.

En el resto de la memoria se investiga esta transformación integral en
diferentes espacios de funciones generalizadas o distribuciones. Recordemos,
por ello, que en este proceso de extensión de las transformaciones integrales
clásicas se suele recurrir a espacios de funciones prueba que sólo son ideales
para la transformación que se considera pero no, en general, para otras. Ello
se debe a que el espacio fundamental asociado a determinada transformación
integral tiene que ser construido la mayor parte de las veces teniendo en
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cuenta las propiedades de la función que actúa como núcleo.

Como es sabido, una transformación integral clásica cualquiera viene ca-
racterizada por el núcleo y el intervalo o camino de integración. Los núcleos
K1(x, y) y K2(x, y) son funciones especiales conocidas y los caminos de inte-
gración I y J pueden ser reales o complejos. Se tiene aśı la transformación
genérica

(Tf)(y) = F (y) =

∫

I

K1(x, y)f(x)dx (27)

(T−1F )(x) = f(x) =

∫

J

K2(x, y)F (y)dy. (28)

Si K1(x, y) = (2π)−
1
2 e−ixy, K2(x, y) = (2π)−

1
2 eixy e I = J = (−∞,∞)

resulta la transformación integral de Fourier. Cuando K1(x, y) = K2(x, y)
=
√

xyJν(xy) e I = J = (0,∞) aparece la transformación integral de Hankel.
En cambio, si K1(t, y) = e−st, K2(t, y) = (2πi)−1est, I = (0,∞) y J denota el
camino Res = c, c ∈ R, constituido por una recta paralela al eje imaginario en
el plano complejo y contenido en la región de analiticidad de F (s), entonces
(27)-(28) se convierte en la transformada de Laplace.

Pues bien, existen fundamentalmente dos métodos para extender la trans-
formación clásica (27)-(28) a espacios de funciones generalizadas. En el pri-
mer método, llamado método del núcleo, se construye un espacio de funcio-
nes prueba A sobre I que contiene al núcleo K1(., y), y ∈ J , y se define la
transformada T ′f , donde f es un elemento arbitrario de su espacio dual A′,
aplicando f directamente al núcleo K1(., y)

(T ′f)(y) = F (y) = 〈f(x), K1(x, y)〉. (29)

El siguiente paso es verificar la fórmula de inversión (28) en el sentido de
la convergencia en el espacio D′(I) de las distribuciones de Schwartz. Este
procedimiento ha sido adoptado por A. H. Zemanian ([85], [86]) para realizar
las extensiones de las transformaciones de Laplace y Mellin, de Meijer o
K-transformación, de Kontorovich-Lebedev; por E. L. Koh y A. H. Zemanian
[40] para la de Hankel,....

El segundo método, conocido como método del operador adjunto, consiste
en definir dos espacios de funciones prueba A y B de tal manera que la
transformación clásica T sea un isomorfismo de A en B, definiendo entonces
la transformada generalizada T ′f , f ∈ B′, mediante el operador adjunto de
T actuando sobre A, es decir
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〈T ′f, ϕ〉 = 〈f, Tϕ〉, f ∈ B′, ϕ ∈ A. (30)

Sigue inmediatamente que T ′ es asimismo un isomorfismo entre los espacios
de funciones generalizadas B′ y A′. Esta v́ıa ha sido utilizada, entre otros,
por L. Schwartz [66] en su extensión de la transformación de Fourier a dis-
tribuciones atemperadas o de crecimiento lento, y por A. H. Zemanian ([83],
[86]) para definir la de Hankel en ciertos espacios de funciones generalizadas.
Aunque el primer método es más natural y las transformadas son más fáci-
les de evaluar, el método del operador adjunto permite considerar espacios
distribucionales más amplios. Habitualmente, la definición (30) se adapta a
una relación de Parseval satisfecha por la transformación estudiada.

En esta dirección, en el Caṕıtulo 2, utilizando el método del núcleo, se
investiga la transformación de Hankel-Kontorovich-Lebedev (23)-(24) en el
espacio E ′(I) de las distribuciones de soporte compacto. Después de estudiar
algunas de sus propiedades, entre ellas, la analiticidad y la acotación de
la función imagen, se prueba el resultado capital del caṕıtulo, a saber, la
fórmula de inversión. Destaquemos que en la primera parte de la prueba,
a la hora de justificar el intercambio de una integral con cierto funcional,
en lugar de recurrir a la técnica habitual en estos casos, que resulta muy
laboriosa –la conocida técnica de las sumas de Riemann ([55], [86])– se acude
a un método novedoso debido a J. J. Betancor (véase, por ejemplo, [11]),
el cual está basado en una adecuada representación de las distribuciones
consideradas.

En el Caṕıtulo 3 se introducen nuevos espacios de funciones prueba Fa y
sus duales, realizándose un exhaustivo estudio de sus principales propieda-
des, lo cual concluirá con el establecimiento de que se trata de espacios de
Fréchet y de que la función de Hankel de segunda clase H

(2)
ν (x), que aparece

en el núcleo, y sus derivadas pertenecen a dichos espacios. Después se defi-
ne la transformación de Hankel-Kontorovich-Lebedev en su espacio dual F ′

a,
espacio de distribuciones o funciones generalizadas, mediante el método del
núcleo y se establecen los cuatro resultados fundamentales: la analiticidad
de la función imagen, la acotación de la misma, la fórmula de inversión dis-
tribucional y el teorema de unicidad. Nos hemos inspirado en el trabajo de
E. L. Koh y A. H. Zemanian [40], en donde se estudia la transformación de
Hankel ([83], [86]) en un espacio de funciones generalizadas de crecimiento
exponencial en el infinito. Lo novedoso de nuestro caso, además de las distin-
tas técnicas empleadas, es que las funciones generalizadas introducidas tienen
un doble crecimiento exponencial, tanto en el origen como en el infinito.
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En el Caṕıtulo 4 se estudia la convolución asociada a la transformación
de Hankel-Kontorovich-Lebedev. Por cuestiones de simetŕıa en lugar de la
transformación dada por el par (23)-(24) –que ha sido investigada en los
caṕıtulos precedentes– se considera la variante

(Hf)(ν) = F (ν) =

∫ ∞

0

H
(2)
ν (x)

x
f(x)dx (31)

(H−1F )(x) = f(x) = −1

2

∫ i∞

−i∞
νJν(x)F (ν)dν. (32)

Obsérvese que entre estas dos versiones de la transformación de
Hankel-Kontorovich-Lebedev se dan las siguientes relaciones

Hf = J (x−1f)

y
J f = H(xf).

Ello nos obligará a modificar, aunque sólo sea ligeramente, el espacio de
funciones prueba Fa, estudiado en el Caṕıtulo 3, debiendo definir nuevos
espacios fundamentales Ga y Ha. Como resultados más significativos, desta-
caŕıamos la introducción del operador traslación y la convolución asociada a
la transformación (31)-(32), primero, en un contexto clásico y, más tarde, en
espacios de funciones generalizadas. Todo este desarrollo teórico se basa en
la consideración de cierto núcleo E(x, y, z) y la noción de factores admisibles
para la convolución definida.

Todos los caṕıtulos finalizan ilustrando la teoŕıa desarrollada con la reso-
lución de cierto tipo de ecuaciones diferenciales ordinarias y, muy especial-
mente, de ecuaciones en derivadas parciales del tipo Helmholtz con condicio-
nes de frontera fijadas en los lados de cuñas infinitas. Subrayemos que D. S.
Jones demuestra que, según la naturaleza del problema, en muchos casos es
más conveniente utilizar las transformaciones del tipo (23)-(24) y (31)-(32)
que la más conocida versión de Kontorovich-Lebedev, dada por el par (7)-(8).

Finalizamos la Memoria con un Apéndice en el que exponemos algunas
cuestiones abiertas, en parte de las cuales estamos trabajando actualmente,
y una bibliograf́ıa sobre los temas tratados.



Caṕıtulo 1
La transformación integral

clásica de
Hankel–Kontorovich–Lebedev

(la transformación H-K-L)

1.1. Introducción

N. N. Lebedev [43] introdujo en 1946 una clase particular de transforma-
das del tipo ı́ndice conocida como transformación de Kontorovich-Lebedev,
que viene dada por el par

(KLg)(τ) = G(τ) =

∫ ∞

0

Kiτ (x)

x
g(x)dx (1.1.1)

(KL−1G)(x) = g(x) =
2

π2

∫ ∞

0

τ sh πτKiτ (x)G(τ)dτ , (1.1.2)

donde Kiτ (x) es la función de Macdonald ([42], [68]). S. B. Yakubovich rea-
lizó un excelente estudio clásico de esta transformación y su convolución en
la monograf́ıa [81].

Con anterioridad, en 1938, M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev [41], ya
hab́ıan considerado la transformación integral del tipo ı́ndice

(Tϕ)(kr) = Φ(kr) = −1

2

∫ i∞

−i∞
µJµ(kr)ϕ(µ)dµ (1.1.3)

15
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(T−1Φ)(µ) = ϕ(µ) =

∫ ∞

0

H
(2)
µ (kr)

r
Φ(kr)dr, (1.1.4)

donde Jν(z) es la conocida función de Bessel de primera especie y orden ν;

H
(2)
ν (z) es la función de Bessel de tercera especie, también llamada función

de Hankel de segunda clase ([19], [42], [75]); |Reµ| < δ, para cierto δ > 0;
y k = |k|e−iα es un número complejo fijo con 0 < α < π, lo cual entraña
que Im(kr) < 0. Posteriormente, en 1968, D. S. Jones –en el contexto de la
resolución de problemas f́ısicos regidos por la ecuación de Helmholtz, donde
la función de Hankel aparece de forma natural ([38], [39], [44])– investigó el
par integral

(J f)(ν) = F (ν) =

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)f(x)dx (1.1.5)

(J −1F )(x) = f(x) = − 1

2x

∫ i∞

−i∞
νJν(x)F (ν)dν. (1.1.6)

Obsérvese que este par y el (1.1.3)-(1.1.4) coinciden básicamente, salvo en
el orden de actuación. En el último par las hipótesis se imponen sobre la
función f y (1.1.5) nos da la fórmula directa, viniendo servida la fórmula de
inversión por (1.1.6). Conviene resaltar que éste es el orden más lógico y es
el que se sigue en las aplicaciones.

El objetivo fundamental de este primer caṕıtulo es presentar una versión
alternativa del resultado de M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev, analizando
bajo qué condiciones existe el par integral

(J ∗g)(x) = G(x) = − 1

2x

∫ i∞

−i∞
νJν(x)g(ν)dν (1.1.7)

(J ∗−1G)(ν) = g(ν) =

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)G(x)dx. (1.1.8)

Nótese que en este par no figura la constante compleja k que comparece
en el par (1.1.3)-(1.1.4), cuya presencia resulta esencial en la derivación
de la fórmula de inversión, pues M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev [41]
utilizaron para su deducción una representación integral de la función de
Hankel que sólo es válida cuando la parte imaginaria de kr es negativa
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(véase [42, p. 118, (5.10.17)]). Aclaremos desde un principio que el par (1.1.7)-
(1.1.8) no es un caso particular del par (1.1.3)-(1.1.4) haciendo k = 1, ya que
este valor de k está completamente descartado alĺı.

En el segundo párrafo se hace un resumen de los principales resultado
que conciernen al par (1.1.5)-(1.1.6) estudiado por D. S. Jones. También
se recuerdan las definiciones de las funciones especiales que más aparecen
en esta Memoria, de sus expresiones asintóticas, relaciones de recurrencia,...
Además se incluye una parte de la notación y terminoloǵıa que usaremos a
lo largo de esta Tesis. En la tercera sección se obtienen los principales resul-
tados relacionados con el par (1.1.7)-(1.1.8), a saber, la fórmula de inversión
y una relación de Parseval. Nos basaremos en los trabajos de M. I. Konto-
rovich y N. N. Lebedev [41] y, especialmente, en la técnica de deformación
de los contornos integrales debida a D. S. Jones ([38], [39]). En el cuarto
y último párrafo se ilustra la teoŕıa con algunas aplicaciones originales. Es
bien conocida la utilización de las diferentes variantes de la transformación
de Kontorovich-Lebedev –los pares (1.1.1)-(1.1.2) y (1.1.5)-(1.1.6)– en la re-
solución de problemas de la F́ısica-Matemática que vienen planteados por
ecuaciones en derivadas parciales en dominios con forma de cuñas. Sin em-
bargo, no existen en la literatura matemática –que sepamos– aplicaciones
ni del par (1.1.3)-(1.1.4) ni del (1.1.7)-(1.1.8), es decir, cuando se considera
que las transformaciones directas vienen dadas por (1.1.3) y (1.1.7), respec-
tivamente. Por eso finalizamos este caṕıtulo mostrando, después de obtener
las pertinentes reglas operacionales, que estas transformaciones integrales re-
sultan útiles en la resolución de ciertas clases de ecuaciones en diferencias
finitas.

1.2. Resultados preliminares. Notación y ter-

minoloǵıa

D. S. Jones demostró con un contraejemplo [38, §2] que la fórmula de
inversión (1.1.6) es falsa en general, por lo que introdujo en la misma un
factor corrector y reemplazó el par (1.1.5)-(1.1.6) por

(J f)(ν) = F (ν) =

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)f(x)dx (1.2.1)

(J −1F )(x) = f(x) = ĺım
ρ−→0+

− 1

2x

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(x)F (ν)dν, (1.2.2)
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estableciendo bajo qué condiciones se puede asegurar la existencia del ĺımi-
te (1.2.2). Para ello deformó, como indicaremos más adelante, el camino
de integración de esta última integral. De esta manera, probó el siguiente
resultado [38]

Teorema 1.1 (Teorema de D. S. Jones) Supongamos que f satisface las
condiciones

(a)

∫ 1

0

|f(x)| ln 1

x
dx < ∞,

(b)

∫ ∞

c

x−
1
2 f(x)e−i(x−π

4
)dx es finita, para toda c > 0.

Entonces existe

F (ν) =

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)f(x)dx, (Reν = 0),

y se tiene que

ĺım
ρ−→0+

− 1

2x

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(x)F (ν)dν =
f(x + 0) + f(x− 0)

2
,

siempre que la función f sea de variación acotada en un entorno de x > 0.

A las transformaciones de la forma (1.1.7)-(1.1.8) y (1.2.1)-(1.2.2) y sus
variantes las llamaremos transformaciones de Hankel-Kontorovich-Lebedev o,
en aras de la brevedad, transformaciones H-K-L. Este término fue acuñado
por M. Cessenat [12] en sus trabajos sobre una trasformación de este tipo,
por cuanto en sus núcleos –además de la función Jν(x) de Bessel– comparece

la función H
(2)
ν (x) de Hankel.

Como es bien sabido, Jν(z) es la función de Bessel de primera especie y
orden ν. Viene definida por la serie [42, p. 102]

Jν(z) =
∞∑

k=0

(−1)k( z
2
)ν+2k

k!Γ(ν + k + 1)
,

donde z ∈ C\(−∞, 0], y satisface la ecuación diferencial

z2d2w

dz2
+ z

dw

dz
+ (z2 − ν2)w = 0 (1.2.3)

y la relación de recurrencia [42, p. 103]
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Jν−1(z) + Jν+1(z) =
2ν

z
Jν(z). (1.2.4)

La función de Bessel de tercera especie H
(2)
ν (z), denominada también

función de Hankel de segunda clase ([19], [42], [75]), viene dada por

H(2)
ν (z) =

eνπiJν(z)− J−ν(z)

i sen νπ
. (1.2.5)

Obviamente verifica la misma ecuación diferencial (1.2.3) y la relación de
recurrencia [42, p. 108]

H
(2)
ν−1(z) + H

(2)
ν+1(z) =

2ν

z
H(2)

ν (z). (1.2.6)

Asimismo se cumple que [42, p. 108, (5.6.5)]

H
(2)
−ν (z) = e−iπνH(2)

ν (z). (1.2.7)

Como funciones de z, tanto Jν(z) como H
(2)
ν (z) son funciones holomorfas en

todo el plano complejo excepto en el eje real negativo y el cero, mientras que,
para z 6= 0, son funciones enteras del orden o ı́ndice ν.

Iν(z) denota la función modificada de Bessel de primera especie y viene
definida por [42]

Iν(z) =
∞∑

k=0

( z
2
)ν+2k

k!Γ(ν + k + 1)
, (1.2.8)

para toda z ∈ C\(−∞, 0]. A partir de ella se introduce la función modificada
de Bessel de segunda especie Kν(z), mediante

Kν(z) =
π

2

I−ν(z)− Iν(z)

sen πν
(1.2.9)

para toda z ∈ C\(−∞, 0] y ν 6= 0,±1,±2, . . .. Para valores enteros ν = n del
ı́ndice se define, como es natural [42, p. 109]

Kn(z) = ĺım
ν−→n

Kν(z), n = 0,±1,±2, . . . . (1.2.10)

Las funciones Iν(z) y Kν(z) satisfacen la ecuación diferencial modificada de
Bessel
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z2d2w

dz2
+ z

dw

dz
− (z2 + ν2)w = 0 (1.2.11)

y las relaciones de recurrencia [42, p. 110]

Iν−1(z)− Iν+1(z) =
2ν

z
Iν(z) (1.2.12)

y

Kν−1(z)−Kν+1(z) = −2ν

z
Kν(z). (1.2.13)

Se tiene igualmente que [42, p. 110]

I−n(z) = In(z), n = 0,±1,±2, . . .

y

K−ν(z) = Kν(z), (1.2.14)

para toda ν ∈ C. También se cumple que [75, p. 80(17)]

Iν(−z) = eνπiIν(z). (1.2.15)

En algunos textos se refieren a la función modificada de Bessel de segunda
clase Kν(z) como función de Macdonald. En esta Memoria reservaremos ese
nombre para la función Kν(z) cuando posee orden imaginario puro, esto es,
la función de Macdonald es Kiτ (z), donde τ ∈ R. Por tanto, de (1.2.11) se
infiere que la función de Macdonald satisface la ecuación diferencial

z2d2w

dz2
+ z

dw

dz
− (z2 − τ 2)w = 0. (1.2.16)

Recordemos a continuación algunas fórmulas que utilizaremos con fre-
cuencia a lo largo de esta Tesis, relativas al comportamiento asintótico de las
funciones que hemos descrito anteriormente.

H(2)
ν (x) ≈

√
2

πx
e−i(x−πν

2
−π

4
), si x −→∞ (1.2.17)

H(2)
ν (x) ≈ i

(
2

x

)ν
Γ(ν)

π
, si x −→ 0+, Reν > 0 (1.2.18)
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H
(2)
0 (x) ≈ i

2

π
ln

2

x
, si x −→ 0 + (1.2.19)

Jν(x) ≈ xν

2νΓ(1 + ν)
, si x −→ 0 + (1.2.20)

Jν(x) ≈
√

2

πx
cos(x− πν

2
− π

4
), si x −→∞ (1.2.21)

Kν(x) ≈ 2ν−1Γ(ν)

xν
, si x −→ 0+, Reν > 0 (1.2.22)

K0(x) ≈ ln
2

x
, si x −→ 0 + (1.2.23)

Kν(x) ≈
√

π

2x
e−x, si x −→∞, (1.2.24)

para ν fijado ([19], [42], [75]).

Para grandes valores de |ν| valen

Jν(z) ≈ 1√
2πν

eν−ν ln 2ν
z (1.2.25)

y

H(2)
ν (z) ≈ i

√
2

πν
eν(ln 2ν

z
−1) (1.2.26)

[75, p. 262]. De (1.2.25) y (1.2.26), o bien de [38, (16)], resulta que

νJν(x)H(2)
ν (y) =

i

π
eν ln x

y . (1.2.27)

Para valores del argumento z mayores que el orden ν, usaremos
[75, p. 244]

H(2)
ν (z) ≈

√
2

π
(z2 − ν2)−

1
4 e−i

√
z2−ν2−i arc sen ν

z ei π
2
(ν+ 1

2
). (1.2.28)
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Por el contrario, para valores del argumento z inferiores al orden ν, resulta
ser [75, p. 262]

H(2)
ν (z) ≈

√
2

π
i(ν2 − z2)−

1
4 e−

√
ν2−z2+ν ln ( ν

z
+
q

ν2

z2−1). (1.2.29)

Recurrimos con frecuencia a la representación integral [42, p. 139]

H(2)
ν (z) =

√
2

πz

e−i(z−πν
2
−π

4
)

Γ(ν + 1
2
)

∫ ∞

0

e−ssν− 1
2

(
1 +

s

2iz

)ν− 1
2
ds (1.2.30)

válida cuando Reν > −1
2
, −π < arg z < π

2
.

Recordemos que [42, p. 14]

1

|Γ(1
2

+ iy)|2 =
ch πy

π
, (1.2.31)

para todo y real.

Merece la pena, finalmente, reseñar la expresión asintótica de la función
de Macdonald [42, p. 140]

Kiτ (x) ≈
√

2π

τ
e−

πτ
2 sen(

π

4
+ τ ln τ − τ − τ ln

x

2
) (1.2.32)

cuando τ −→∞, para x > 0 fijado.

Para detalles más concretos sobre las funciones utilizadas, pueden consul-
tarse especialmente las referencias A. Erdélyi [19], I. S. Gradshteyn e I. M.
Ryzhik [32], A. P. Prudnikov, Yu. A. Brychkov y O. I. Marichev [59] y G. N.
Watson [75]. Un texto excepcional que conjuga sencillez y rigor, amenidad
y abundante información, en pocas páginas, es la obra de N. N. Lebedev
”Special Functions and their Applications” [42].

A lo largo de esta monograf́ıa I denota el eje real positivo, es decir,
I = R+ = (0,∞).

Por último, C representa una constante positiva que no será necesaria-
mente la misma cada vez que aparezca.
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1.3. La transformación integral clásica de

Hankel-Kontorovich-Lebedev. Fórmula

de inversión.

Establecemos a continuación el resultado fundamental de este caṕıtulo.

Teorema 1.2 (Fórmula de inversión) Sea la región no acotada del plano
complejo

Sν0 = {ν ∈ C : |Reν| − |Imν| ≤ ν0, ν0 > 0}

que contiene al eje imaginario y está limitado a la izquierda por dos semirrec-
tas que parten del punto −ν0 del eje real negativo, formando con él ángulos
de 3π

4
radianes, y a la derecha por otras dos semirrectas que parten del punto

ν0 del eje real positivo con el que forman ángulos iguales a π
4

(ver Figura
1.3.1). Supongamos que:

(a) g es anaĺıtica en un dominio abierto Sa que contiene a Sν0 (a > ν0).

(b) g(ν) = O(|ν|− 1
2
−δe−

π
2
|Imν|), cuando |Imν| −→ ∞, en Sa, donde δ > 1.

Entonces, si ponemos

(J ∗g)(x) = G(x) = − 1

2x

∫ i∞

−i∞
νJν(x)g(ν)dν, Reν = 0, (1.3.1)

se tiene que

(
J ∗−1G

)
(ν) = g(ν) =

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)G(x)dx. (1.3.2)

Prueba: Para x > 0, la integral (1.3.1) está bien definida. En efecto,

∫ i∞

−i∞
νJν(x)g(ν)dν =

( ∫ −iN

−i∞
+

∫ iN

−iN

+

∫ i∞

iN

)
νJν(x)g(ν)dν,

donde Reν = 0 y N > 0. En virtud de la condición (b) y de la expresión
asintótica (1.2.25), se tiene que
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∣∣∣
∫ −iN

−i∞
νJν(x)g(ν)dν

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ −N

−∞
iµJiµ(x)g(iµ)idµ

∣∣∣

≤ C

∫ −N

−∞
|µ|(2π|µ|)− 1

2 |eiµ−iµ ln 2iµ
x ||µ|− 1

2
−δe−

π|µ|
2 dµ

≤ C

∫ −N

−∞
e−

πµ
2 (−µ)−δe−

π(−µ)
2 dµ

≤ C
N1−δ

δ − 1
−→ 0,

si N −→∞. Igual ocurre con la tercera integral

∫ i∞

iN

νJν(x)g(ν)dν.

Aśı pues, la integral (1.3.1) existe.
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Figura 1.3.1: Región no acotada Sν0

Si reemplazamos G(x) en (1.3.2) por su valor (1.3.1), queda
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∫ ∞

0

H(2)
ν (x)G(x)dx

=

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)

(
− 1

2x

) ∫ i∞

−i∞
µJµ(x)g(µ)dµdx. (1.3.3)

Ahora bien, de acuerdo con D. S. Jones [38], se puede sustituir la integral
interior por

∫

Γ1

µJµ(x)g(µ)dµ,

donde Γ1 denota el camino formado por dos semirrectas que parten del punto
D (de abscisa ν0) y forman con el eje real positivo ángulos ±θ1, con θ1

ligeramente mayor que π
4

(ver Figura 1.3.1), o por
∫

Γ2

µJµ(x)g(µ)dµ,

siendo Γ2 el camino constituido por dos semirrecta que salen del punto G (de
abscisa −ν0) y forman con el eje real positivo ángulos ±θ2, con θ2 ligeramente
menor que 3π

4
. Entonces, en lugar de (1.3.3), podemos escribir

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)

(
− 1

2x

) ∫

Γ1

µJµ(x)g(µ)dµdx. (1.3.4)

En virtud de los desarrollos asintóticos de (1.2.17), (1.2.18), (1.2.19),

(1.2.20) y (1.2.21) de Jµ(x) y H
(2)
ν (x) cuando x −→ 0+ y x −→ ∞, se

tiene

Jµ(x)H
(2)
ν (x)

x
=





O(x−2), cuando x −→∞

O
(
xReµ−|Reν|−1

)
, cuando x −→ 0+, si ν 6= 0,

O
(
xReµ ln

2

x

)
, cuando x −→ 0+, si ν = 0,

para ν ∈ Sν0 fijo. Si, además de estos resultados, tomamos en cuenta el
desarrollo asintótico (1.2.25) de Jµ(x) para grandes valores de |µ|, aśı como
las hipótesis sobre la función g(µ), concluimos que cuando Reµ > |Reν|,
la integral (1.3.4) converge absolutamente y podemos cambiar el orden de
integración, esto es,
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∫ ∞

0

H(2)
ν (x)

(
− 1

2x

) ∫

Γ1

µJµ(x)g(µ)dµdx

= −1

2

∫

Γ1

µg(µ)

∫ ∞

0

H
(2)
ν (x)Jµ(x)

x
dxdµ. (1.3.5)

Pero, combinando las fórmulas [59, p. 273, 5] y [59, p. 211, 3], con α = 0 y
c = 1, se deriva

∫ ∞

0

H
(2)
ν (x)Jµ(x)

x
dx =

2i

π

ei π
2
(ν−µ)

µ2 − ν2
.

Por consiguiente, (1.3.5) se puede expresar como

−
∫

Γ1

µg(µ)
i

π

ei π
2
(ν−µ)

µ2 − ν2
dµ

=
1

2πi

∫

Γ1

g(µ)ei π
2
(ν−µ)

( 1

µ− ν
+

1

µ + ν

)
dµ. (1.3.6)

Para evaluar esta integral consideramos

1

2πi

∫

ΓR

g(µ)ei π
2
(ν−µ)

( 1

µ− ν
+

1

µ + ν

)
dµ, (1.3.7)

donde ΓR denota la curva cerrada AFGHBCDEA (ver Figura 1.3.1), eli-
giendo R > 0 y ν0 suficientemente grandes para que la región limitada por ΓR

contenga los puntos µ = ν y µ = −ν. Nótese que las semirrectas GF y GH
forman ángulos ±θ2 = ±(π − θ1) con el eje real positivo, y que el ángulo θ2

es ligeramente menor que 3π
4

. Podemos elegir, si R es suficientemente grande,
los ángulos φ1 y φ2 con vértices en el origen, de modo que π

4
< φ1 < θ1 y

φ2 = π − φ1, lo cual implicará que θ2 < φ2 < 3π
4

. Por el Teorema integral de
Cauchy [3] y tomando en consideración que, por (1.2.7) y (1.1.8), debe ser

g(−ν) = e−iνπg(ν), (1.3.8)

se llega a que
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1

2πi

∫

ΓR

g(µ)ei π
2
(ν−µ)

( 1

µ− ν
+

1

µ + ν

)
dµ

= g(ν) + g(−ν)eiπν = 2g(ν). (1.3.9)

Ahora bien, si evaluamos esta integral sobre el arco de circunferencia¤ ¡
EA, en el cual µ = Reiφ, φ1 ≤ φ ≤ π

2
, resulta

∣∣∣
∫
¤ ¡
EA

µg(µ)
i

π

ei π
2
(ν−µ)

µ2 − ν2
dµ

∣∣∣

≤
∫ π

2

φ1

R|g(Reiφ)|e
−π

2
Imν

π

e
π
2
R sen φ

R2 − |ν|2Rdφ

≤ C

∫ π
2

φ1

R2

R2 − |ν|2R− 1
2
−δe−

π
2
R sen φ e−

π
2
Imν

π
eR π

2
sen φdφ

≤ C
R

3
2
−δ

R2 − |ν|2 e−
π
2
Imν

(π

2
− φ1

)
−→ 0,

si R −→∞. A lo largo del arco
¤ ¡
AF se deduce análogamente

∣∣∣
∫
¤ ¡
AF

µg(µ)
i

π

ei π
2
(ν−µ)

µ2 − ν2
dµ

∣∣∣ ≤ C
R

3
2
−δ

R2 − |ν|2 e−
π
2
Imν

(
φ2 − π

2

)
−→ 0,

si R −→ ∞. En definitiva, cuando R −→ ∞, esta integral vale cero sobre el

arco de circunferencia
¤ ¡
EF . El mismo razonamiento y conclusión se aplica a

la integral sobre el arco
¤ ¡
HC . Luego, cuando R −→∞, (1.3.9) se reduce a

1

2πi

( ∫

Γ1

+

∫

Γ2

)
g(µ)ei π

2
(ν−µ)

( 1

µ− ν
+

1

µ + ν

)
dµ = 2g(ν). (1.3.10)

Si sustituimos µ por −µ en la integral
∫
Γ2

y usamos (1.3.8), se llega fácilmente

a que
∫

Γ2
=

∫
Γ1

. En consecuencia, (1.3.10) se simplifica y queda

−
∫

Γ1

µg(µ)
i

π

eiπ(ν−µ)

µ2 − ν2
dµ = g(ν), (1.3.11)
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a la vista de (1.3.6).

De acuerdo con D. S. Jones [38], deformando el camino de integración,
la integral a lo largo del eje imaginario (−i∞, i∞) del plano complejo
coincide con la integral sobre Γ1. La argumentación de D. S. Jones se basa,
en resumen, en redefinir

(J ∗g)(x) = G(x) = ĺım
ρ−→0+

− 1

2x

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(x)g(ν)dν.

Debido a la analiticidad del integrando, por el Teorema de Cauchy [3] se
infiere que la integral a lo largo de la curva cerrada ABCDEA vale cero.
Como quiera que, efectuando un razonamiento similar al realizado con la

integral (1.3.6), las integrales sobre los arcos de circunferencias
¤ ¡
EA y

¤ ¡
BC se

anulan cuando R −→ ∞, la integral a lo largo del eje imaginario coincide
con la integral a lo largo de Γ1, es decir,

ĺım
ρ−→0+

− 1

2x

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(x)g(ν)dν

= ĺım
ρ−→0+

− 1

2x

∫

Γ1

eρν2

νJν(x)g(ν)dν.

Finalmente, D. S. Jones estableció que, en esta última integral y bajo las
hipótesis adecuadas (ver Teorema 1.1), es ĺıcito hacer ρ = 0 en el integrando.
Por esta razón queda

(J ∗g)(x) = G(x) = ĺım
ρ−→0+

− 1

2x

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(x)g(ν)dν

= − 1

2x

∫

Γ1

νJν(x)g(ν)dν.

Llevando a cabo un estudio similar en el recinto limitado por la curva cerrada
AFGHBA se comprueba que

(J ∗g)(x) = G(x) = ĺım
ρ−→0+

− 1

2x

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(x)g(ν)dν

= − 1

2x

∫

Γ2

νJν(x)g(ν)dν.
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Por tanto, se deduce de (1.3.3), (1.3.4), (1.3.5), (1.3.6) y (1.3.11) que

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)G(x)dx = g(ν),

que es el resultado deseado. ¥

A fin de derivar una relación de Parseval para la transformación de
Kontorovich-Lebedev (1.3.1), nos vemos obligados a imponer algunas hipóte-
sis más restrictivas que las mencionadas anteriormente para facilitar su de-
ducción. Advertimos que se tratan de condiciones suficientes, pero no nece-
sarias, para llegar al resultado deseado y que, muy probablemente, puden ser
debilitadas.

Teorema 1.3 (Relación de Parseval) Sean f y g funciones anaĺıticas en
Sa tales que

f(ν) = O
(
|ν|−1−δe−π|Imν|

)

y

g(ν) = O
(
|ν|−1−δe−π|Imν|

)
,

si |Imν| → ∞, con δ > 1. Si F y G denotan las transformadas de
Hankel-Kontorovich-Lebedev , esto es, F = J ∗f y G = J ∗g, y suponemos
además que F (x) = O(1), si x → 0+, entonces

∫ ∞

0

xF (x)G(x)dx =
1

4i

∫ i∞

−i∞
ν sen πνe−iπνf(ν)g(ν)dν (1.3.12)

Prueba: Nótese que f y g satisfacen de sobra las hipótesis del Teorema
1.2, por lo cual F y G están bien definidas. Precisamente, la existencia de la
integral en (1.3.1) implica que, al menos, se tiene que F (x) = O(x−1) para
valores grandes de x > 0. Primeramente, en base a (1.3.8) podemos escribir
para T1, T2 > 0 grandes

1

4i

∫ i∞

−i∞
ν sen πνe−iπνf(ν)g(ν)dν

=
1

4i

( ∫ −iT1

−i∞
+

∫ iT2

−iT1

+

∫ i∞

iT2

)
ν sen πνf(ν)g(−ν)dν.



30 Caṕıtulo 1. La transformación integral clásica H-K-L

Por una parte, en virtud de las hipótesis, la integral central existe. Por
otra parte, tomando en consideración la expresión asintótica de la función
H

(2)
ν [38, (7)] (véase también el Caṕıtulo 3) y la fórmula (1.2.31), al sustituir

f(ν) por (1.3.2) resulta para la tercera integral

∣∣∣
∫ i∞

iT2

ν sen πν
( ∫ ∞

0

H(2)
ν (x)F (x)dx

)
g(−ν)dν

∣∣∣

=
∣∣∣
∫ ∞

T2

τ sh πτ
( ∫ ∞

0

H(2)
ν (x)F (x)dx

)
g(−iτ)dτ

∣∣∣

≤ C

∫ ∞

T2

τ sh πτ

∫ ∞

0

√
2

π

e−
π
2 τ∣∣∣Γ

(
1
2

+ iτ
)∣∣∣

Γ
(1

2

)
x−

1
2 |F (x)|dx |g(−iτ)|dτ

≤ C

∫ ∞

T2

τ−δdτ

∫ ∞

0

x−
1
2 |F (x)|dx =

C

(δ − 1)T δ−1
2

∫ ∞

0

|F (x)|√
x

dx < ∞.

Paralelamente se obtiene para la primera integral

∣∣∣
∫ −iT1

−i∞
ν sen πν

( ∫ ∞

0

H(2)
ν (x)F (x)dx

)
g(−ν)dν

∣∣∣

=
∣∣∣
∫ ∞

T1

τ sh πτ
( ∫ ∞

0

H
(2)
−iτ (x)F (x)dx

)
g(iτ)dτ

∣∣∣

≤
∫ ∞

T1

τ sh πτ

∫ ∞

0

e−πτ |H(2)
iτ (x)||F (x)| |g(iτ)| dxdτ

≤ C

∫ ∞

T1

τ−δe−πτdτ

∫ ∞

0

|F (x)|√
x

dx < ∞.

Luego, la integral converge absolutamente y aplicando el teorema de Fubini
es válido el cambio del orden de integración. Aśı,
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1

4i

∫ i∞

−i∞
ν sen πνe−iπνf(ν)g(ν)dν

=
1

4i

∫ i∞

−i∞
ν sen πνe−iπνg(ν)

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)F (x)dxdν

=
1

4i

∫ ∞

0

F (x)

∫ i∞

−i∞
ν sen πνe−iπνg(ν)

.
eνπiJν(x)− J−ν(x)

i sen νπ
dνdx. (1.3.13)

Si en la integral que involucra a J−ν(x) cambiamos de signo el ı́ndice ν y
tenemos presente (1.3.8), sigue que (1.3.13) se puede escribir

−1

4

∫ ∞

0

F (x)

∫ i∞

−i∞
νg(ν)

(
Jν(x)− e−iπνJ−ν(x)

)
dνdx

= −1

4

∫ ∞

0

F (x)
( ∫ i∞

−i∞
νg(ν)Jν(x)dν −

∫ −i∞

i∞
νg(−ν)eiπνJν(x)dν

)
dx

= −1

2

∫ ∞

0

F (x)

∫ i∞

−i∞
νJν(x)g(ν)dνdx =

∫ ∞

0

xF (x)G(x)dx

De este modo se ha probado la igualdad (1.3.12). ¥

Nota 1.1 Si en (1.3.12) consideramos el caso particular g(ν) = −f(−ν),
obtenemos la relación

∫ ∞

0

x|F (x)|2dx =
i

4

∫ i∞

−i∞
ν sen πν|f(ν)|2dν. (1.3.14)

Se constata inmediatamente que el segundo miembro de (1.3.14) es un núme-
ro real no negativo.

Nota 1.2 No abundan los pares de funciones que satisfacen la igualdad de
Parseval para la transformación H-K-L, ya que no existe ninguna tabla para
esta transformada. Los ejemplos hay que buscarlos dispersos en las tablas
de A. Erdélyi [20], I. S. Gradshteyn e I. M. Ryzhik [32] y A. P. Prudnikov
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et al. [59]. Aśı, de A. P. Prudnikov et al. [59, p. 291, 2.14.13 ], con p = 2 y
c = 1, se tiene

∫ ∞

0

1

x
e−

2
x H(2)

ν (x)dx = 2H(2)
ν (2)Kν(2),

o bien, de acuerdo con la notación (1.1.5),

J
(1

x
e−

2
x

)
(ν) = 2H(2)

ν (2)Kν(2).

Análogamente [59, p. 290, 2.14.1-1 ]
∫ ∞

0

e−pxH(2)
ν (cx)dx

=
i√

p2 + c2 sen πν

[
(p +

√
p2 + c2)ν

cν
− eiπνcν

(p +
√

p2 + c2)ν

]
,

Rep > |Imc|, |Reν| < 1. Si ponemos p = sh β (con Reβ > 0 e |Imβ| < π
2
)

y c = 1, queda

∫ ∞

0

e−(sh β)xH(2)
ν (x)dx =

i

(ch β)(sen πν)

(
eβν − eiπνe−βν

)

=
2iei π

2
ν

(ch β)(sen πν)
sh[(β − i

π

2
)ν],

es decir,

J
(
e−(sh β)x

)
(ν) =

2iei π
2
ν

(ch β)(sen πν)
sh[(β − i

π

2
)ν].

Si tomamos

F (x) =
1

x
e−

2
x y G(x) = e−(sh β)x,

el primer miembro de (1.3.12) vale

∫ ∞

0

xF (x)G(x)dx =

∫ ∞

0

e−(sh β)xe−
2
x dx

=

√
8

sh β
K1

(√
8 sh β

)
. (1.3.15)
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Este último resultado se deduce de [32, p. 363] al hacer ν = 1, β = 2 y
γ = sh β.

Por otra parte, si ponemos

f(ν) = 2H(2)
ν (2)Kν(2) y g(ν) =

2iei π
2
ν

(ch β)(sen πν)
sh[(β − i

π

2
)ν]

en el segundo miembro de (1.3.12), resulta

1

4i

∫ i∞

−i∞
ν sen πνe−iπνf(ν)g(ν)dν

=
1

4i

∫ i∞

−i∞
ν sen πνe−iπν2H(2)

ν (2)Kν(2)
2iei π

2
ν

(ch β)(sen πν)
sh[(β − i

π

2
)ν]dν

= − i

ch β

∫ ∞

−∞
τe

πτ
2 H

(2)
iτ (2)Kiτ (2) sen[(β − i

π

2
)τ ]dτ. (1.3.16)

Esta última integral existe. En efecto, de (1.2.7) y (1.2.14) se infiere la pa-
ridad del integrando de (1.3.16), por lo cual esta última expresión se puede
escribir

2

∫ ∞

0

τe
πτ
2 H

(2)
iτ (2)Kiτ (2) sen[(β − i

π

2
)τ ]dτ

= 2
( ∫ T

0

+

∫ ∞

T

)
τe

πτ
2 H

(2)
iτ (2)Kiτ (2) sen[(β − i

π

2
)τ ]dτ,

para T > 0 grande. Puesto que el argumento de las funciones H
(2)
ν (.) y Kν(.)

es 2, de la continuidad del integrando para 0 ≤ τ ≤ T se concluye la exis-
tencia de la integral

∫ T

0
. . . dτ . Por otro lado, para T > 0 suficientemente

grande y fijo, recurriendo a las expresiones asintóticas (1.2.26) y (1.2.32), la
integral

∫∞
T

. . . se comporta como

∫ ∞

T

sen(
π

4
+ τ ln τ − τ)dτ

=
1

ln T
cos(

π

4
+ T ln T − T )−

∫ ∞

T

1

τ ln2 τ
cos(

π

4
+ τ ln τ − τ)dτ,
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donde hemos integrado por partes. Finalmente,

∣∣∣
∫ ∞

T

1

τ ln2 τ
cos(

π

4
+ τ ln τ − τ)dτ

∣∣∣ ≤
∫ ∞

T

dτ

τ ln2 τ
=

1

ln T
.

Luego, la integral
∫∞

T
. . . dτ también existe.

Si reemplazamos H
(2)
iτ (2) en (1.3.16) por su relación con la función mo-

dificada de Bessel de segunda clase, dada por la expresión [42, p. 109]

H(2)
ν (x) =

2i

π
ei πν

2 Kν(ix),

se obtiene

1

4i

∫ i∞

−i∞
ν sen πνe−iπνf(ν)g(ν)dν

=
2

π ch β

∫ ∞

−∞
τ sen[(β − i

π

2
)τ ]Kiτ (2i)Kiτ (2)dτ. (1.3.17)

Seguidamente, si partimos de la fórmula [32, p. 742(2)]

∫ ∞

−∞
eiρxKν+ix(α)Kν−ix(β)dx

= π
(αeρ + β

α + βeρ

)ν

K2ν

(√
α2 + β2 + 2αβ ch ρ

)

y tenemos en cuenta que

cos ρx =
eiρx + e−iρx

2
,

se infiere que
∫ ∞

−∞
cos ρxKν+ix(α)Kν−ix(β)dx

=
π

2

[(αeρ + β

α + βeρ

)ν

+
(α + βeρ

αeρ + β

)ν]
K2ν

(√
α2 + β2 + 2αβ ch ρ

)
. (1.3.18)

Subrayemos que las integrales



1.3. Fórmula de inversión 35

∫ ∞

−∞
cos ρxKν+ix(α)Kν−ix(β)dx

y

∫ ∞

−∞
x sen ρxKν+ix(α)Kν−ix(β)dx

existen, siempre que | arg α|+ | arg β|+ |Imρ| < π [59, p. 408]. Por tanto, es
ĺıcito derivar paramétricamente en (1.3.18) respecto de ρ para obtener∫ ∞

−∞
x sen ρxKν+ix(α)Kν−ix(β)dx

= −π

2

[(αeρ + β

α + βeρ

)ν

+
(α + βeρ

αeρ + β

)ν]
K ′

2ν

(√
α2 + β2 + 2αβ ch ρ

)

.
αβ sh ρ√

α2 + β2 + 2αβ ch ρ
− πν

2
(α2 − β2)eρ

.
[(αeρ + β

α + βeρ

)ν−1 1

(α + βeρ)2
−

(α + βeρ

αeρ + β

)ν−1 1

(αeρ + β)2

]

. K2ν

(√
α2 + β2 + 2αβ ch ρ

)
.

A continuación hacemos ν = 0 y, recordando que K ′
0(z) = −K1(z)

[42, p. 110], se llega a que∫ ∞

−∞
x sen ρxKix(α)Kix(β)dx

= π
αβ sh ρ√

α2 + β2 + 2αβ ch ρ
K1

(√
α2 + β2 + 2αβ ch ρ

)
. (1.3.19)

Si comparamos las fórmulas (1.3.17) y (1.3.19), y elegimos α = 2i, β = 2 y
ρ = β − iπ

2
, resulta

2

π ch β

∫ ∞

−∞
τ sh[(β − i

π

2
)τ ]Kiτ (2i)Kiτ (2)dτ

=
8πi sh(β − iπ

2
)

π ch β
√

8i ch(β − iπ
2
)
K1

(√
8i ch(β − i

π

2
)

)

=

√
8

sh β
K1

(√
8 sh β

)
.
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De aqúı y (1.3.17) se infiere en definitiva que

1

4i

∫ i∞

−i∞
ν sen πνe−iπνf(ν)g(ν)dν =

√
8

sh β
K1

(√
8 sh β

)
. (1.3.20)

Vemos, pues, que (1.3.15) y (1.3.20) coinciden y, de este modo, hemos esta-
blecido que los pares de funciones

F (x) =
1

x
e−

2
x , f(ν) = 2H(2)

ν (2)Kν(2)

y

G(x) = e−(sh β)x, g(ν) =
2iei πν

2

(ch β)(sen πν)
sh[(β − i

π

2
)ν]

satisfacen la relación de Parseval (1.3.12) para la transformación H-K-L.

Nota 1.3 La relación de Parseval (1.3.12) permite obtener algunas nuevas

y complicadas integrales que involucran las funciones H
(2)
ν (z) y Kν(z) a par-

tir de otras integrales más simples. En realidad, la Nota 1.2 constituye una
comprobación numérica de la igualdad de Parseval, si bien puede considerarse
igualmente como una justificación de la evaluación de la siguiente integral

∫ ∞

−∞
τ sen[(β − i

π

2
)τ ]e

πτ
2 H

(2)
iτ (2)Kiτ (2)dτ

= i ch β

√
8

sh β
K1

(√
8 sh β

)
, (1.3.21)

de acuerdo con (1.3.16) y (1.3.20).

De forma similar, si consideramos los pares de funciones
[59, p. 188, 2.12.10-1 ]

F (x) =
1

x
e−(sh α)x− 1

2x , f(ν) = 2H(2)
ν (e−

α
2 )Kν(e

α
2 )

y

G(x) =
1

x
e−(sh β)x− 1

2x , g(ν) = 2H(2)
ν (e−

β
2 )Kν(e

β
2 )

(α > 0, β > 0), la relación de Parseval (1.3.12) legitima la igualdad



1.4. Aplicaciones 37

∫ ∞

0

1

x
e−(sh α+sh β)x− 1

x dx

= −
∫ ∞

−∞
τ sh πτeπτH

(2)
iτ (e−

α
2 )H

(2)
iτ (e−

β
2 )Kiτ (e

α
2 )Kiτ (e

β
2 )dτ.

Mas la primera integral es fácilmente calculable. Ciertamente, si en la
conocida expresión [32, p. 363, 3.471.9]

∫ ∞

0

xν−1e−
β
x
−γxdx = 2

(β

γ

) ν
2
Kν

(
2
√

βγ
)
,

Reβ > 0, Reγ > 0, hacemos ν = 0, β = 1 y γ = sh α + sh β, concluimos que

∫ ∞

−∞
τ sh πτeπτH

(2)
iτ (e−

α
2 )H

(2)
iτ (e−

β
2 )Kiτ (e

α
2 )Kiτ (e

β
2 )dτ

= −2K0

(
2
√

sh α + sh β
)
. (1.3.22)

Las expresiones (1.3.18), (1.3.21) y (1.3.22) creemos que son nuevas o al
menos no figuran en las principales tablas ([20], [32] y [59]).

1.4. Aplicaciones

Introducimos el operador en diferencias finitas

Eg(ν) =
g(ν + 1) + g(ν − 1)

2ν
. (1.4.1)

Si le aplicamos la transformación (1.3.1), resulta

(J ∗(Eg))(x)

= − 1

4x

[ ∫ i∞

−i∞
g(ν + 1)Jν(x)dν +

∫ i∞

−i∞
g(ν − 1)Jν(x)dν

]
. (1.4.2)

Ahora, si hacemos el cambio de variable µ = ν + 1 en la primera integral
de (1.4.2), obtenemos

∫ 1+i∞

1−i∞
g(µ)Jµ−1(x)dµ. (1.4.3)
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A fin de evaluar esta integral, consideraremos el contorno rectangular R
de vértices iN , 1 + iN , 1 − iN , −iN , donde N ∈ R, N > 0 (ver Figura
1.4.1). Nótese que esta región rectangular –para ν0 > 1– cae en Sν0 , como
se muestra en la Figura 1.4.1, y supóngase que g verifica las hipótesis del
Teorema 1.2. Por el Teorema de Cauchy se deduce que

1+iN

1-iN

iN

-iN

n
0

-n
0

R

Figura 1.4.1: Contorno rectangular R

∫

R
g(µ)Jµ−1(x)dµ

=
( ∫ 1−iN

−iN

+

∫ 1+iN

1−iN

+

∫ iN

1+iN

+

∫ −iN

iN

)
g(µ)Jµ−1(x)dµ = 0. (1.4.4)

De la expresión asintótica (1.2.25),

Jν(x) ' 1√
2πν

eν+ν ln x
2
−ν ln ν ,

válido para grandes valores de |ν|, ν ∈ C, | arg x| < π, sigue si ponemos
ν = λ + iτ (λ, τ ∈ R)
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Jν(x) = Jλ+iτ (x)

= O
(
(λ2 + τ 2)−

1
4 exp

{
λ ln

ex

2
√

λ2 + τ 2
+ τ arctan

τ

λ

})
, (1.4.5)

cuando |ν| −→ ∞, ν = λ + iτ ∈ C, para x > 0 fijo.
Analizando la tercera integral de (1.4.4), con µ = t + iN , en virtud de

(1.4.5) se deduce que

∣∣∣
∫ iN

1+iN

g(µ)Jµ−1(x)dµ
∣∣∣ ≤

∫ 1

0

|g(t + iN)||Jt−1+iN(x)|dt

≤ C

∫ 1

0

N− 1
2 |t + iN |− 1

2
−δe−

π
2
Ne

π
2
Ndt

≤ C

N1+δ
−→ 0,

si N −→ ∞. Obsérvese que en este caso λ = t − 1 < 0 (0 < t < 1) y
τ = N > 0.

De manera similar se prueba para la primera integral de (1.4.4), recu-
rriendo de nuevo a (1.4.5), que

∣∣∣
∫ 1−iN

−iN

g(µ)Jµ−1(x)dµ
∣∣∣ ≤

∫ 1

0

|g(t− iN)||Jt−1+iN(x)|dt

≤ C

∫ 1

0

N− 1
2 |t + iN |− 1

2
−δe−

π
2
Ne−

π
2
Ndt

≤ Ce−πN

N1+δ
−→ 0,

si N −→ ∞, ya que ahora λ = t − 1 < 0 (0 < t < 1) y τ = −N < 0.
Finalmente, tomando ĺımite cuando N −→∞ en (1.4.4) se obtiene

∫ i∞

−i∞
g(ν + 1)Jν(x)dν =

∫ 1+i∞

1−i∞
g(ν)Jν−1(x)dν

=

∫ i∞

−i∞
g(ν)Jν−1(x)dν. (1.4.6)
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Seguidamente estudiamos la segunda integral de (1.4.2). Es inmediato
que ∫ i∞

−i∞
g(ν − 1)Jν(x)dν =

∫ −1+i∞

−1−i∞
g(ν)Jν+1(x)dν.

Si ahora consideramos el rectángulo R′ de vértices los puntos iN , −iN ,
−1− iN ,−1 + iN , se deduce que

∫

R′
g(ν)Jν+1(x)dµ

=
( ∫ iN

−iN

+

∫ −1+iN

iN

+

∫ −1−iN

−1+iN

+

∫ −iN

−1−iN

)
g(ν)Jν+1(x)dν = 0, (1.4.7)

sin más que aplicar el Teorema de Cauchy [3]. Ahora bien,

∣∣∣
∫ −1+iN

iN

g(ν)Jν+1(x)dν
∣∣∣ ≤

∫ 1

0

|g(−t + iN)||J1−t+iN(x)|dt

≤ C

∫ 1

0

N− 1
2 | − t + iN |− 1

2
−δe−

π
2
Ne

π
2
Ndt

≤ C

N1+δ
−→ 0,

y

∣∣∣
∫ −iN

−1−iN

g(ν)Jν+1(x)dν
∣∣∣ ≤

∫ 1

0

|g(−t− iN)||J1−t−iN(x)|dt

≤ C

∫ 1

0

N− 1
2 |t + iN |− 1

2
−δe−

π
2
Ne−

π
2
Ndt

≤ Ce−πN

N1+δ
−→ 0,

si N −→∞.
Teniendo presente estos resultados, al hacer tender N hacia infinito en

(1.4.7), se llega de igual forma a que

∫ i∞

−i∞
g(ν − 1)Jν(x)dν =

∫ −1+i∞

−1−i∞
g(ν)Jν+1(x)dν

=

∫ i∞

−i∞
g(ν)Jν+1(x)dν. (1.4.8)
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Si sustituimos (1.4.6) y (1.4.8) en (1.4.2), en virtud de (1.2.4), se concluye
que

(J ∗(Eg))(x) =
1

x
(J ∗g)(x) (1.4.9)

y, en general,

(J ∗(Ekg))(x) =
1

xk
(J ∗g)(x), k = 1, 2, 3, . . .

A continuación planteamos resolver la ecuación en diferencias finitas

P (E)g(ν) = h(ν), (1.4.10)

donde P (x) es un polinomio con coeficientes constantes que no tiene ráıces
en el eje real positivo, g es una función por determinar, h es una función
conocida y E denota el operador en diferencias finitas (1.4.1). Asumimos que
g y h satisfacen las hipótesis del Teorema 1.2. Si ponemos G(x) = (J ∗g)(x)
y H(x) = (J ∗h)(x), y aplicamos la transformada H-K-L (1.3.1) a (1.4.10), a
consecuencia de la regla operacional (1.4.9), deducimos que

P
(1

x

)
G(x) = H(x),

cuya solución es

G(x) =
[
P

(1

x

)]−1

H(x).

Finalmente, aplicando la fórmula de inversión (1.3.2) se obtiene la solución
formal

g(ν) =

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)

[
P

(1

x

)]−1

H(x)dx,

que fácilmente se prueba que satisface la ecuación (1.4.10).

Para una ilustración del caso general, consideraremos el problema de de-
terminar una función g que satisface la ecuación en diferencias finitas

Eg(ν) = h(ν), (1.4.11)
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donde

h(ν) =

√
2π

e
sec

πν

2

[
ei πν

2 I ν
2
(1) +

i

π
K ν

2
(1)

]

e Iν(z) es la función modificada de Bessel de primera clase. Nótese, en vista
de (1.2.9), que h(−ν) = e−iπνh(ν). Entonces, aplicando la transformada de
Hankel-Kontorovich-Lebedev y usando la regla operacional (1.4.9), la ecua-
ción (1.4.11) se convierte en una sencilla ecuación algebraica

1

x
G(x) = e−

x2

8 ,

debido a la fórmula [59, p. 290, 2.14.1(9)]. Ahora bien, aplicando la fórmula
de inversión (1.3.2) y teniendo en cuenta el resultado [59, p. 291, 2.14.1(10)],
se deduce que

g(ν) =

∫ ∞

0

xe−
x2

8 H(2)
ν (x)dx =

√
2νei πν

2

e sen πν
2

W− 1
2
, ν
2
(−2), (1.4.12)

donde Wκ,µ(z) denota la función Wittaker [32, p. 1014]. Veamos que (1.4.12)
es efectivamente una solución de (1.4.11). Primeramente, de las expresiones
(9.234-1) y (9.234-2) en [32, p. 1017] se infiere la relación de recurrencia

√
z
(
Wλ− 1

2
,µ− 1

2
(z)−Wλ− 1

2
,µ+ 1

2
(z)

)
+ 2µWλ−1,µ(z) = 0 (1.4.13)

Para z = −2 y λ = 1
2
, si tomamos µ = ν+1

2
y µ = ν−1

2
, la expresión

(1.4.13) adopta las formas

(ν + 1)W− 1
2
, ν+1

2
(−2) = i

√
2
(
W0, ν+2

2
(−2)−W0, ν

2
(−2)

)

y

(ν − 1)W− 1
2
, ν−1

2
(−2) = i

√
2
(
W0, ν

2
(−2)−W0, ν−2

2
(−2)

)
,

respectivamente.
Usando estos resultados y teniendo en cuenta que [32, p. 1017, 9.235(2)]

W0,µ(z) =

√
z

π
Kµ

(z

2

)
,
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se obtiene

Eg(ν) = − eiπν

eν cos πν
2

[
W0, ν+2

2
(−2)−W0, ν−2

2
(−2)

]

= − i
√

2ei πν
2

e
√

πν cos πν
2

[
K ν

2
+1(−1)−K ν

2
−1(−1)

]
. (1.4.14)

Finalmente, el resultado deseado es consecuencia inmediata de (1.4.14), la
fórmula de recurrencia (1.2.13) de la función modificada de Bessel de segunda
clase, la propiedad (1.2.15) y la relación entre las funciones Iν y Kν recogida
en la definición (1.2.9).



Caṕıtulo 2
La transformación de

Hankel-Kontorovich-Lebedev
de distribuciones de soporte

compacto

2.1. Introducción

Afirmaba A. H. Zemanian [85] que una de las transformaciones integra-
les que más se resistió a su extensión a espacio de funciones generalizadas
fue la de Kontorovich-Lebedev que, recordemos, viene definida por el par
(1.1.1)-(1.1.2). El principal obstáculo se presentaba al intentar interpretar en
un sentido distribucional la complicada fórmula de inversión clásica de esta
transformación ([41], [43]).

El objetivo de este caṕıtulo es investigar la transformación de Hankel-
Kontorovich-Lebedev, dada en el Caṕıtulo 1 por el par (1.1.5)-(1.1.6),

(J f)(ν) = F (ν) =

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)f(x)dx (2.1.1)

(J −1F )(x) = f(x) = − 1

2x

∫ i∞

−i∞
νJν(x)F (ν)dν, (2.1.2)

en el espacio de distribuciones E ′(I) de soporte compacto. Aśı, en la sección
segunda se da la definición de la transformada H-K-L de una distribución
de soporte compacto y se estudian algunas de sus propiedades, entre ellas,

45
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la analiticidad y la acotación de la función imagen. El resultado capital de
esta sección es la demostración de la fórmula de inversión. Destaquemos que
en la primera parte de la prueba, a la hora de justificar el intercambio de
una integral con cierto funcional, en lugar de recurrir a la técnica habitual
en estos casos, que resulta muy laboriosa –la conocida técnica de las sumas
de Riemamm ([56], [85], [86])– se acude a un método novedoso debido a J.
J. Betancor (véase, por ejemplo, [11]), el cual está basado en una adecua-
da representación de las distribuciones consideradas. En la segunda parte se
verifica la fórmula de inversión, dando sentido distribucional a los resultado
clásicos de D. S. Jones [38]. El tercer párrafo se inicia modificando ligera-
mente la definición de la transformación H-K-L de una distribución, a fin de
generar un cálculo operacional. Ello nos permitirá ilustrar la teoŕıa desarro-
llada resolviendo un problema de valores en la frontera, que involucra una
ecuación en derivadas parciales de segundo orden, en una cuña infinita.

Recordemos de nuevo que a lo largo de esta Memoria I denota el intervalo
real (0,∞) y K cualquier subconjunto compacto de I. De acuerdo con la
notación de A. H. Zemanian [86], por DK(I) representaremos el espacio de
todas las funciones complejas ϕ infinitamente derivables sobre I con soporte
contenido en K. Dotaremos a DK(I) de la topoloǵıa generada por la familia
de seminormas

γk(ϕ) = sup
x∈I

|Dkϕ(x)|, k = 0, 1, 2, . . . (2.1.3)

Aśı, DK(I) es un espacio de Fréchet. D(I) es el espacio unión estricto

D(I) =
∞⋃

m=1

DKm(I),

donde (Km)m∈N es una sucesión creciente de subconjuntos compactos de I
tales que su unión es I. Asignaremos a D(I) la topoloǵıa del ĺımite inductivo.
Su dual D′(I) es el espacio de las distribuciones de Schwartz ([2], [24], [55],
[66], [86]).

El espacio E(I) está constituido por todas las funciones complejas ϕ infi-
nitamente derivables y definidas en I, equipado con la topoloǵıa de la conver-
gencia uniforme sobre subconjuntos compactos de I, esto es, por la familia
de seminormas

γK,k(ϕ) = sup
x∈K

|Dkϕ(x)|, k = 0, 1, 2, . . . , (2.1.4)
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donde ϕ ∈ E(I). Su dual E ′(I) es el espacio de las distribuciones de soporte
compacto. Subrayemos que D(I) es un subespacio denso de E(I) y que, por
tanto, E ′(I) es un subespacio de D′(I).

Finalmente, ∆ y ∆∗ simbolizarán los operadores diferenciales

∆ = ∆z = z2D2 + zD + z2 (2.1.5)

y
∆∗ = ∆∗

z = z2D2 + 3zD + z2 + 1, (2.1.6)

donde D = d
dz

. Estos operadores satisfacen la relación

∆∗
zz
−1 = z−1∆z. (2.1.7)

Además, dado que Jν(z) y H
(2)
ν (z) son soluciones de la ecuación de Bessel,

cumplen que

∆zJν(z) = ν2Jν(z) (2.1.8)

y
∆zH

(2)
ν (z) = ν2H(2)

ν (z). (2.1.9)

2.2. La transformación H-K-L en el espacio

de distribuciones E ′(I)

2.2.1. Definiciones y propiedades

Mediante el método del núcleo, definimos la transformada de
Hankel–Kontorovich–Lebedev de una función generalizada f ∈ E ′(I), como

la aplicación de f directamente a H
(2)
ν (·), es decir,

(J ′f)(ν) = F (ν) = 〈f(x), H(2)
ν (x)〉. (2.2.1)

El segundo miembro de (2.2.1) tiene sentido. En efecto, para ν ∈ C fijo, la

función H
(2)
ν (·) ∈ C∞(I) y sus derivadas de cualquier orden están acotadas

en todo subconjunto compacto de I.
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n

C
1

C
2

r
2

r
1

Figura 2.2.1: Ćırculos concéntricos C1 y C2

A continuación estudiaremos algunas propiedades de esta transformada:

(i) F es una función entera. En efecto, fijado ν ∈ C, consideremos dos
ćırculos concéntricos C1 y C2 de centros ν y radios r1 y r2, respectiva-
mente, y supongamos que 0 < r1 < r2 (ver Figura 2.2.1).

Sea M ν un incremento complejo no nulo que satisface 0 < | M ν| < r1

y escribamos

F (ν+ M ν)− F (ν)

M ν
−

〈
f(x),

∂

∂ν
H(2)

ν (x)
〉

= 〈f(x), AMν(x)〉 (2.2.2)

donde

AMν(x) =
H

(2)
ν+Mν(x)−H

(2)
ν (x)

M ν
− ∂

∂ν
H(2)

ν (x).

Para todo entero no negativo k, resulta que Dk
xA∆ν(x) es holomorfa

en el interior del ćırculo C2, por lo que vale la fórmula integral de
Cauchy [3]
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Dk
xAMν(x) =

1

M ν

{
Dk

xH
(2)
ν+Mν(x)−Dk

xH
(2)
ν (x)

}
− ∂

∂ν
Dk

xH
(2)
ν (x)

=
1

2πi

∫

C2

Dk
xH

(2)
z (x)

[ 1

M ν
(

1

z − ν− M ν
− 1

z − ν
)− 1

(z − ν)2

]
dz

=
M ν

2πi

∫

C2

Dk
xH

(2)
z (x)

(z − ν− M ν)(z − ν)2
dz (2.2.3)

Puesto que |z − ν| = r1 y |z − ν− M ν| ≥ r2 − r1, se infiere de (2.2.3)
que

|Dk
xAMν(x)| ≤ | M ν|

2πi
sup
z∈C2

|Dk
xH

(2)
z (x)|

∫

C2

1

(r2 − r1)r2
2

|dz|

≤ C
| M ν|

(r2 − r1)r2

−→ 0,

si | M ν| −→ 0.

Luego, hemos probado que γK,k(AMν) −→ 0, si M ν −→ 0; dicho de
otra forma, AMν converge a cero en la topoloǵıa del espacio E(I) cuando
M ν −→ 0. Sigue de (2.2.2) que 〈f(x), AMν(x)〉 −→ 0, si M ν −→ 0, y,
consecuentemente, que

F ′(ν) =
〈
f(x),

∂

∂ν
H(2)

ν (x)
〉
.

En general

F (k)(ν) =
〈
f(x),

∂k

∂νk
H(2)

ν (x)
〉
, k = 0, 1, 2, . . .

(ii) Ahora equiparemos el espacio E(I) con la topoloǵıa generada por la
familia separadora de seminormas {λK,k}k∈N, definida por

λK,k(ϕ) = sup
x∈K

|∆kϕ(x)|, k = 0, 1, 2, . . .
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para toda ϕ ∈ E(I), donde 4 = 4x = x2D2 + xD + x2 y K es un
subconjunto compacto de I. Esta topoloǵıa es equivalente a la definida
por la colección de seminormas (2.1.4). En efecto, supongamos que
la sucesión (ϕn) converge a cero en el espacio E(I) con la topoloǵıa
inducida por la familia de seminormas {λK,k}k∈N y sea x0 ∈ I −K fijo.
Si (ϕn) −→ 0 en E(I) con la familia de seminormas {λK,k}k∈N, entonces
(ϕn) y (4ϕn) convergen uniformemente a cero en K, lo que implica que
xD2ϕn + Dϕn −→ 0, uniformemente en K. Entonces

∫ x

x0

[tD2ϕn(t) + Dϕn(t)]dt −→ 0 (2.2.4)

cuando n −→∞, uniformemente en x ∈ K. Integrando el primer miem-
bro de (2.2.4) se tiene que xDϕn(x)−x0Dϕn(x0) −→ 0, uniformemente
en x ∈ K, cuando n −→∞. Entonces

Dϕn(x)− x0

x
Dϕn(x0) −→ 0 (2.2.5)

uniformemente en x ∈ K, cuando n −→∞. Integrando nuevamente se
tiene que

∫ x

x0

[Dϕn(t)− x0

t
Dϕn(x0)]dt

= ϕn(x)− ϕn(x0)− x0Dϕn(x0) ln
x

x0

(2.2.6)

converge a cero, uniformemente en x ∈ K, cuando n −→∞. Por hipóte-
sis ϕn(x) −→ 0 y ϕn(x0) −→ 0 cuando n −→∞. Puesto que ln−1 x

x0
es

acotado en el compacto K, se infiere de (2.2.6) que Dϕn(x0) −→ 0, si
n −→ ∞ y, por consiguiente, de (2.2.5), que Dϕn(x) −→ 0, uniforme-
mente en x ∈ K, cuando n −→∞.

Del hecho de que 4xϕn = x2D2ϕn + xDϕn + x2ϕn converge unifor-
memente en K, cuando n −→ ∞, sale que D2ϕn(x) −→ 0 uniforme-
mente en K, cuando n −→ ∞, sin más que recordar que ya (ϕn) y
(Dϕn) lo hacen igualmente. Como (42

xϕn) −→ 0 uniformemente en
K, cuando n −→ ∞, repitiendo el proceso y teniendo en cuenta que
(ϕn), (Dϕn) y (D2

xϕn) ya fue probado que convergen uniformemente
en K, cuando n −→ ∞, se concluye que (D3

xϕn) y (D4
xϕn) convergen

igualmente en el mismo sentido. Por inducción, finalmente, podemos
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afirmar que (Dkϕn) converge uniformemente a cero en K, para todo
entero no negativo k. Es decir, (ϕn) converge a cero en el espacio E(I)
dotado con la topoloǵıa generada por la colección de seminormas (2.1.4)
([85], [86, p. 177]).

Por un argumento inductivo, conseguimos fácilmente ver que

4kϕ(x) =
2k∑

j=0

Pj(x)D2k−jϕ(x), k = 0, 1, 2, . . . , (2.2.7)

donde Pj(x) denotan polinomios de grado menor o igual a 2k con coe-
ficientes enteros y positivos. De esto se infiere que

λK,k(ϕn) ≤
2k∑

j=0

CjγK,2k−j(ϕn) −→ 0,

si n −→ ∞, donde Cj = supx∈K |Pj(x)|. Esto implica que (ϕn) tiende
a cero en E(I) equipada con la segunda topoloǵıa. Consecuentemente,
con la topoloǵıa generada por la familia de seminormas {λK,k}k∈N, E(I)
es también un espacio de Fréchet [86, p. 37].

Recuérdese finalmente que D(I) ⊂ E(I) ([66],[86]), y en consecuencia
E ′(I) también es un subespacio de D′(I).

(iii) En virtud de [86, Theorem 1.8-1] y de (2.1.9), existe una constante
positiva C y un número entero no negativo r tal que

|F (ν)| ≤ C máx
0≤k≤r

sup
x∈K

|∆k
xH

(2)
ν (x)| = C máx

0≤k≤r
sup
x∈K

|ν2kH(2)
ν (x)|.

A la vista de los desarrollos asintóticos (1.2.19) y (1.2.29) y dado que x
pertenece al compacto K ⊂ [x0, y0], con 0 < x0 < y0 y ln 2

x
está acotado

en K, concluimos que

F (ν) =





O(1), si ν −→ 0

O
(
ν2r− 1

2 e
ν(ln 2ν

x0
−1)

)
, si ν −→∞.
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2.2.2. Fórmula de inversión.

En este párrafo estableceremos el resultado fundamental

Teorema 2.1 (Fórmula de inversión) Sea f ∈ E ′(I) y definamos su trans-
formada de Hankel-Kontorovich–Lebedev por

(J ′f)(ν) = F (ν) = 〈f(x), H(2)
ν (x)〉. (2.2.8)

Entonces

ĺım
ρ−→0+

ĺım
N−→∞

− 1

2x

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)F (ν)dν = f(x),

en el sentido de la convergencia en el espacio D′(I).

Prueba: Sabemos que f ∈ E ′(I). Entonces, por [86, Teorema 1.8.1] existe
C > 0, r ∈ N y un compacto K ⊂ I tal que

|〈f, ϕ〉| ≤ C máx
0≤k≤r

sup
x∈K

| 4k ϕ(x)|, (2.2.9)

para todo ϕ ∈ E(I).

Consideremos las aplicaciones

L : E(I) −→
(
C(K)

)r+1

ϕ −→
(
4k ϕ

)r+1

k=0
(2.2.10)

y

L : L
(
E(I)

)
−→ C

(
4k ϕ

)r+1

k=0
−→ L

((
4k ϕ

)r+1

k=0

)
= 〈f, ϕ〉, (2.2.11)

donde C(K) es el conjunto de todas las funciones complejas continuas
sobre K. La aplicación L : E(I) −→ L(E(I)) ⊂ (C(K))r+1 es biyectiva,
por lo que L está bien definida. Además, en virtud de (2.2.9), L es continua
cuando se dota a L(E(I)) de la topoloǵıa inducida por la de (C(K))r+1. El
Teorema de Hahn-Banach [64] nos permite extender L a (C(K))r+1 y enton-
ces existen medidas regulares de Borel µ0, µ1, . . . , µk soportadas sobre K de
modo que
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L
((

4k ϕ
)r+1

k=0

)
= 〈f, ϕ〉 =

r+1∑

k=0

∫

K

4kϕ(x)dµk(x), (2.2.12)

para ϕ ∈ E(I).

Como quiera que

− 1

2x

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)F (ν)dν (2.2.13)

define una función continua en x ∈ I, la expresión (2.2.13) origina una dis-
tribución regular en D′(I). Ello significa que, para todo ϕ ∈ D(I), podemos
escribir

〈
− 1

2x

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)F (ν)dν, ϕ(x)
〉

=

∫ ∞

0

− 1

2x

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)F (ν)dνϕ(x)dx. (2.2.14)

Recordemos que, en nuestro caso,

F (ν) = 〈f(y), H(2)
ν (y)〉, f ∈ E ′(I).

Entonces, a tenor de (2.2.12), es factible expresar (2.2.14) en la forma

r+1∑

k=0

∫ ∞

0

− 1

2x
ϕ(x)

∫

K

∫ iN

−iN

∆k
y

{
H(2)

ν (y)
}

eρν2

νJν(x)dνdµk(y)dx

=
r+1∑

k=0

∫

K

∆k
y

{ ∫ ∞

0

− 1

2x
ϕ(x)

∫ iN

−iN

H(2)
ν (y)eρν2

νJν(x)dνdx
}

dµk(y). (2.2.15)

Enfaticemos que, al ser sopϕ ⊂ [a, b], 0 < a < b, las tres integrales que
comparecen en (2.2.15) se realizan sobre los conjuntos acotado K, [a, b] y
[−iN, iN ] y que es ĺıcito cambiar como se desee el orden de integración.
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De (2.2.15) se colige, a la vista de (2.2.12) y (2.2.14), que

〈
− 1

2x

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)F (ν)dν, ϕ(x)
〉

=
〈
f(y),

∫ ∞

0

− 1

2x
ϕ(x)

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dνdx

〉

=
〈
f(x),−1

2

∫ ∞

0

ϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy

〉

=
〈
f(x), ΩN,ρ(x)

〉
, (2.2.16)

siendo

ΩN,ρ(x) = −1

2

∫ ∞

0

ϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy

= −1

2

∫ b

a

ϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy

= −1

2

∫ iN

−iN

H(2)
ν (x)eρν2

ν

∫ b

a

Jν(y)
ϕ(y)

y
dydν. (2.2.17)

Nos queda por demostrar que ΩN,ρ(.) −→ ϕ en la topoloǵıa del espacio D(I),
cuando N −→∞ y ρ −→ 0+.

Si integramos por partes dos veces, se obtiene

∫ b

a

4y{Jν(y)}ϕ(y)

y
dy

=

∫ b

a

[
y

d2

dy2
Jν(y) +

d

dy
Jν(y)

]
ϕ(y)dy +

∫ b

a

y2Jν(y)
ϕ(y)

y
dy

=

∫ b

a

Jν(y)
[
y

d2

dy2
ϕ(y) +

d

dy
ϕ(y)

]
dy +

∫ b

a

y2Jν(y)
ϕ(y)

y
dy

=

∫ b

a

Jν(y)
4yϕ(y)

y
dy, (2.2.18)
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ya que ϕ ∈ D(I), lo que implica que ϕ y sus derivadas se anulan tanto en a
como en b (asumimos que sopϕ ⊂ [a, b], 0 < a < b).

Entonces es ĺıcito efectuar las manipulaciones que siguen, en virtud de
(2.1.8) y (2.1.9),

4k
xΩN,ρ(x) = −1

2

∫ iN

−iN

4k
x{H(2)

ν (x)}eρν2

ν

∫ b

a

Jν(y)
ϕ(y)

y
dydν

= −1

2

∫ iN

−iN

ν2kH(2)
ν (x)eρν2

ν

∫ b

a

Jν(y)
ϕ(y)

y
dydν

= −1

2

∫ iN

−iN

H(2)
ν (x)eρν2

ν

∫ b

a

4k
y{Jν(y)}ϕ(y)

y
dydν

= −1

2

∫ iN

−iN

H(2)
ν (x)eρν2

ν

∫ b

a

Jν(y)
4k

yϕ(y)

y
dydν. (2.2.19)

Ahora bien, el cambio del orden de integración en (2.2.19) es válido y pode-
mos descomponer la integral en tres partes, como se indica

− 1

2

∫ b

a

4k
yϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy

= −1

2

∫ ∞

0

4k
yϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy

= −1

2

{∫ x−δ

0

+

∫ x+δ

x−δ

+

∫ ∞

x+δ

}4k
yϕ(y)

y

.

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy, (2.2.20)

donde δ es un número, 0 < δ < 1, que fijaremos más adelante.

Analicemos la integral

∫ ∞

x+δ

4k
yϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy. (2.2.21)
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Esta integral vale claramente cero si x + δ ≥ b, puesto que el sopor-
te de ϕ está contenido en [a, b]. Cuando x + δ < b podemos deformar el
contorno de la integral interior de (2.2.21), desplazándolo de Reν = 0 (la
integral se efectúa sobre el eje imaginario) a una región del ν-plano donde
Reν > 0. Si seleccionamos ν0 ∈ R, con ν0 > 0, el nuevo camino de integra-
ción estará compuesto por dos semirrectas que parten de ν0 y forman unos
ángulos ±θ con el eje real positivo, como se muestra en la Figura 2.2.2. El
ángulo θ es fijo y ligeramente mayor que π

4
. A este camino lo denotamos por

Γ, y por ΓT a la parte de él constituida por los segmentos AB y BC, es
decir, por los ν ∈ C tales que ν = ν0 + te−iθ y ν = ν0 + teiθ, con 0 ≤ t ≤ T ,
respectivamente.

Previamente D. S. Jones observó, a partir de la definición (1.2.5) que

∫ i∞

−i∞
eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dν

=

∫ i∞

−i∞
eρν2

ν
(eνπiJν(x)− J−ν(x)

i sen νπ

)
Jν(y)dν

=

∫ i∞

−i∞

eρν2
νeνπiJν(x)Jν(y)

i sen νπ
dν −

∫ i∞

−i∞

eρν2
νJ−ν(x)Jν(y)

i sen νπ
dν

=

∫ i∞

−i∞

eρν2
νeνπiJν(x)Jν(y)

i sen νπ
dν

−
∫ −i∞

i∞

eρν2
(−ν)Jν(x)J−ν(y)

i sen(−νπ)
(−dν)

=

∫ i∞

−i∞
eρν2

ν
(eνπiJν(y)− J−ν(y)

i sen νπ

)
Jν(x)dν

=

∫ i∞

−i∞
eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν. (2.2.22)

Aśı que en lugar de (2.2.21) podemos considerar

∫ ∞

x+δ

4k
yϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dνdy (2.2.23)
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Figura 2.2.2: Camino de integración Γ

y demostrar que esta expresión converge uniformemente a cero, cuando
N −→ ∞ y ρ −→ 0+, en todo compacto K ⊂ I. Como quiera que la
función y−14kϕ(y), ϕ ∈ D(I), satisface las hipótesis asumidas por D. S.
Jones en [38, p. 135 ], la integral a lo largo de (−i∞, i∞) puede ser reempla-
zada por la integral a lo largo del camino Γ descrito anteriormente. Luego,
probar que (2.2.23) converge uniformemente a cero, si N −→∞ y ρ −→ 0+,
es equivalente a verificar que

∫ ∞

x+δ

4k
yϕ(y)

y

∫

ΓT

eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dνdy (2.2.24)

converge uniformemente a cero si T −→∞ y ρ −→ 0+. Esta última integral
converge absolutamente. En efecto, cuando T −→ ∞ con ν = ν0 + teiθ,
0 ≤ t < T , θ > π

4
, a lo largo de la semirrecta BC resulta que

∣∣∣
∫

BC

eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν

∣∣∣ ≤
∫ ∞

0

|eρν2||νH(2)
ν (y)Jν(x)|dt

≤ C

∫ ∞

0

eρ(ν2
0+2ν0t cos θ+t2 cos 2θ)e(ν0+t cos θ) ln x

y dt, (2.2.25)

en virtud de las expresiones asintóticas (1.2.25) y (1.2.29) (véase también
[38, (16)]). Por la especial elección de θ, se tiene que cos 2θ < 0, por lo
que el término de segundo grado (ρ cos 2θ)t2 contrarresta al término positivo
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(2ρν0 cos θ)t, que es de primer grado, y consecuentemente la integral existe.
Incluso converge absolutamente si ρ = 0, por cuanto quedaŕıa

C

∫ ∞

0

e(ν0+t cos θ) ln x
y dt ≤ C

∫ ∞

0

e(ν0+t cos θ) ln x
x+δ dt

= Ceν0 ln x
x+δ

∫ ∞

0

et cos θ ln x
x+δ dt

≤ Ceν0 ln x
x+δ

(
ln

x + δ

x

)−1

sec θ,

que está acotada uniformemente en todo compacto K ⊂ I. Mediante un ar-
gumento parecido, llegamos a la misma conclusión a lo largo de la semirrecta
BA . Por el teorema de la convergencia dominada podemos hacer ρ = 0 en
(2.2.24), resultando

∫ ∞

x+δ

4k
yϕ(y)

y

∫

ΓT

νH(2)
ν (y)Jν(x)dνdy. (2.2.26)

Mas, si cerramos la región del sector de ángulo 2θ por un arco de circun-
ferencia de radio T y centro en ν0, la integral a lo largo de la curva ce-
rrada BADCB es igual a cero en virtud del Teorema de Cauchy [3], ya

que las posibles singularidades de la función νH
(2)
ν (y)Jν(x) son polos sim-

ples en ν = 1, 2, 3, . . ., pero son evitables sin más que tener en cuenta que
J−n(y) = (−1)nJn(y), n ∈ N [42, (5.3.3)]; en otras palabras, νH

(2)
ν (y)Jν(x)

es una función holomorfa en esa región.

Si ahora tenemos presente que los puntos del arco
¤ ¡
CDA de circunferencia

adoptan la forma ν = ν0 + Teiφ, −θ < φ < θ y recurrimos una vez más a
(1.2.25) y (1.2.29), haciendo el cambio de variable α = π

2
− φ y usando el

hecho que sen α ≥ 2α
π

para cada α ∈ [0, π
2
], se infiere que

∣∣∣
∫
¤ ¡
CDA

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν

∣∣∣ ≤ C

∫ θ

−θ

e(T cos φ+ν0) ln x
x+δ Tdφ

= CTeν0ln x
x+δ

∫ θ

0

eT cos φ ln x
x+δ dφ = CTeν0ln x

x+δ

∫ π
2

π
2
−θ

eT sen α ln x
x+δ dα

≤ CTeν0 ln x
x+δ

∫ π
2

π
2
−θ

e
2T
π

(ln x
x+δ

)αdα = C
eν0 ln x

x+δ

ln x
x+δ

[
eT ln( x

x+δ
) − e

2T
π

(ln x
x+δ

)(π
2
−θ)

]
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tiende uniformemente a cero, cuando T −→∞, en todo compacto K ⊂ I, a
causa de que ln x

x+δ
< ln b−δ

b
< 0. Con todas esta consideraciones, inferimos

que
∫

Γ

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν = 0.

Estos resultados nos permiten concluir, a partir de (2.2.26), que

∣∣∣
∫ ∞

x+δ

4k
yϕ(y)

y

∫

ΓT

νH(2)
ν (y)Jν(x)dνdy

∣∣∣

≤ sup
y∈[a,b]

|y4k
yϕ(y)| 1

a + δ
sup

(x,y)∈K×[a,b]

∣∣∣
∫

ΓT

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν

∣∣∣ −→ 0,

si T −→∞, uniformemente en todo compacto K ⊂ I.

A continuación estudiamos la integral

∫ x−δ

0

4k
yϕ(y)

y

∫

ΓT

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy. (2.2.27)

Si x− δ ≤ a esta integral vale cero (recuérdese que sopϕ ⊂ [a, b]). Suponga-
mos, pues, que x− δ > a (a < y < x− δ < x). Como en el caso anterior

ĺım
ρ−→0+

∣∣∣
∫ x−δ

0

4k
yϕ(y)

y

∫

ΓT

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy

∣∣∣

=
∣∣∣
∫ x−δ

0

4k
yϕ(y)

y

∫

ΓT

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy

∣∣∣

≤ 1

a
sup

y∈[a,b]

|4kϕ(y)|
∣∣∣
∫

ΓT

νH(2)
ν (x)Jν(y)dν

∣∣∣ −→ 0

uniformemente, cuando T −→∞, sobre cualquier compacto K ⊂ I.

Finalmente, investigaremos

−1

2

∫ x+δ

x−δ

4k
yϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy. (2.2.28)

Si b ≤ x − δ o x + δ ≤ a, la integral (2.2.28) es obviamente cero. Nos
limitaremos, pues, al caso a − δ < x < b + δ. De aqúı en adelante fijaremos
0 < δ < mı́n{1, a}.
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Traemos a colación la fórmula de inversión de la transformación integral
de Laplace L. Para todo ϕ ∈ D(I) vale

4k
yϕ(y)

y
= L−1

(
L

(4k
xϕ

x

))
(y)

= ĺım
N−→∞

1

2πi

∫ c+iN

c−iN

esy

∫ ∞

0

e−sx4k
xϕ(x)

x
dxds

= ĺım
N−→∞

1

2πi

∫ ∞

0

4k
xϕ(x)

x

∫ c+iN

c−iN

es(y−x)dsdx

= ĺım
N−→∞

1

π

∫ ∞

0

4k
xϕ(x)

x
ec(y−x) sen N(y − x)

y − x
dx.

En la demostración de esta fórmula de inversión (véase G. Doetsch,
[18, pp. 148-151]), las integrales sobre los rangos (0, x − δ) y (x + δ,∞)
se anulan cuando N −→ ∞ y sólo es significativa la integral en el intervalo
(x− δ, x + δ).

Sabemos que ([38], [20, p. 188 (55)])

H(2)
ν (y) =

1

2π

∫ c+i∞

c−i∞

bν − eiνπb−ν

(s2 + 1)
1
2 sen νπ

esyds,

donde b = s+(s2 +1)
1
2 , y > 0 y |Reν| < 1. De aqúı, usando un razonamiento

similar al utilizado en [38, p. 139], inferimos que

∫ x+δ

x−δ

H(2)
ν (y)

4k
yϕ(y)

y
dy

=

∫ x+δ

x−δ

4k
yϕ(y)

y

1

2π

∫ c+i∞

c−i∞

bν − eiνπb−ν

(s2 + 1)
1
2 sen νπ

esydsdy. (2.2.29)

Observe que podemos escribir el segundo miembro de (2.2.29) como

∫ x+δ

x−δ

ecy
4k

yϕ(y)

y

i

2π

∫ ∞

−∞

[{(c + it) + [(c + it)2 + 1]
1
2}ν

[(c + it)2 + 1]
1
2 sen νπ

−eiνπ{(c + it) + [(c + it)2 + 1]
1
2}−ν

[(c + it)2 + 1]
1
2 sen νπ

]
eitydtdy.
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Se ve fácilmente que el primer sumando de la integral interior se comporta
como tν−1eity si |t| −→ ∞, mientras que el segundo miembro lo hace como
t−ν−1eity, en ambos casos, salvo en una constante multiplicativa que depende
de ν. El integrando total es una función continua y acotada en el conjunto

{(y, t) : a ≤ y ≤ b,−∞ < t < ∞},

siempre que |Reν| < 1. Se puede comprobar que la integral interior converge
uniformemente hacia una función continua de y ∈ (x − δ, x + δ). Por tanto,
en virtud de un teorema clásico del análisis [1, Teorema 14-26], se puede
intercambiar el orden de integración y (2.2.29) queda aśı

1

2π

∫ c+i∞

c−i∞

bν − eiνπb−ν

(s2 + 1)
1
2 sen νπ

∫ x+δ

x−δ

esy
4k

yϕ(y)

y
dyds.

Entonces, multiplicando por −1
2
eρν2

νJν(x), integrando de −i∞ a i∞,
y tomado ĺımite cuando ρ −→ 0+ obtenemos

ĺım
ρ−→0+

−1

2

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(y)

∫ x+δ

x−δ

H(2)
ν (y)

4k
yϕ(y)

y
dydν

= ĺım
ρ−→0+

− 1

4π

∫ i∞

−i∞

eρν2
νJν(y)

sen νπ

∫ c+i∞

c−i∞

bν − eiνπb−ν

(s2 + 1)
1
2

.

∫ x+δ

x−δ

esy
4k

yϕ(y)

y
dydsdν

= ĺım
ρ−→0+

− 1

4π

∫ c+i∞

c−i∞

1

(s2 + 1)
1
2

∫ x+δ

x−δ

esy
4k

yϕ(y)

y

.

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(x)
bν − eiνπb−ν

sen νπ
dνdyds

= − 1

4π

∫ c+i∞

c−i∞

1

(s2 + 1)
1
2

∫ x+δ

x−δ

esy
4k

yϕ(y)

y

.

∫ i∞

−i∞
νJν(x)

bν − eiνπb−ν

sen νπ
dνdyds. (2.2.30)
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Ya que el camino de integración en la variable ν se puede deformar aplicando
los mismos procedimientos que se han hecho anteriormente, es ĺıcito poner
ρ = 0. La integral resultante a lo largo de Γ se puede evaluar por la teoŕıa
de residuos [3], tal como hace D. S. Jones en [38, p. 139], obteniendo

∫

Γ

νJν(x)
bν − eiνπb−ν

sen νπ
dν = 2ix(s2 + 1)

1
2 e−sx.

Si tomamos en cuenta esto y los comentarios que conciernen a la transformada
integral de Laplace, el último miembro de (2.2.30) puede ser escrito como

− 1

4π

∫ c+i∞

c−i∞

1

(s2 + 1)
1
2

∫ x+δ

x−δ

esy
4k

yϕ(y)

y
2ix(s2 + 1)

1
2 e−sxdyds

= − 1

4π

∫ c+i∞

c−i∞
2ixe−sx

∫ x+δ

x−δ

esy
4k

yϕ(y)

y
dyds

=
x

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
L

(4k
yϕ(y)

y

)
(−s)e−sxds

= x
4k

xϕ(x)

x
= 4k

xϕ(x).

En resumen, hemos establecido que

−1

2

∫ x+δ

x−δ

4k
yϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy −→ 4k

xϕ(x),

cuando N −→ ∞ (T −→ ∞) y ρ −→ 0+, uniformemente en todo compacto
K ⊂ I.

Finalmente, combinando estos últimos resultados, concluimos que

λK,k(ΩN,ρ − ϕ(x)) −→ 0,

si N −→ ∞ y ρ −→ 0+, es decir, ΩN,ρ(·) −→ ϕ(·) en la topoloǵıa del
espacio E(I), cuando N −→ ∞ y ρ −→ 0+. Nuestro aserto se deduce ahora
fácilmente de (2.2.16), sin más que tener en cuenta esta última afirmación y
la linealidad de f . ¥
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2.3. Aplicaciones

De cara a las aplicaciones, en lugar del par (2.1.1)-(2.1.2) se utiliza con
más frecuencia la transformación de Hankel-Kontorovich–Lebedev definida
por el par

(Hg)(ν) = G(ν) =

∫ ∞

0

H
(2)
ν (x)

x
g(x)dx (2.3.1)

(H−1G)(x) = g(x) = −1

2

∫ i∞

−i∞
νJν(x)G(ν)dν. (2.3.2)

Ello apenas conlleva modificación alguna en el desarrollo teórico realizado
anteriormente. Aśı, si g ∈ E ′(I), se definirá su transformada de Hankel-
Kontorovich–Lebedev generalizada mediante

(H′g)(ν) = G(ν) =
〈
g(x),

H
(2)
ν (x)

x

〉
. (2.3.3)

El Teorema 2.1 de inversión se enuncia ahora en la forma

Teorema 2.2 Sea g ∈ E ′(I) y supongamos queH′g viene definida por (2.3.3).
Entonces,

ĺım
ρ−→0+

ĺım
N−→∞

−1

2

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)G(ν)dν = g(x), (2.3.4)

en el sentido de la convergencia en el espacio de distribuciones D′(I).

Si g ∈ E ′(I), también se tiene que ∆g ∈ E ′(I) por la forma habitual
de definir el operador generalizado. En nuestro caso, nos interesa evaluar
(H′∆g). Por (2.1.5) y algunas manipulaciones

(H′∆g)(ν) =
〈
∆g(x),

H
(2)
ν (x)

x

〉

=
〈
x2 d2

dx2
g(x),

H
(2)
ν (x)

x

〉
+

〈
x

d

dx
g(x),

H
(2)
ν (x)

x

〉
+

〈
x2g(x),

H
(2)
ν (x)

x

〉

=
〈
g(x),

d2

dx2
[xH(2)

ν (x)]− d

dx
H(2)

ν (x) + xH(2)
ν (x)

〉
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=
〈
g(x),

∆xH
(2)
ν (x)

x

〉
= ν2

〈
g(x),

H
(2)
ν (x)

x

〉
= ν2(H′g)(ν).

En resumen, se obtiene la regla operacional

(H′∆g)(ν) = ν2(H′g)(ν), (2.3.5)

válida para toda g ∈ E ′(I).

A fin de ilustrar las aplicaciones de la transformada (2.3.1)-(2.3.2), nos
proponemos encontrar la solución u(r, θ) de la ecuación

r2∂2u

∂r2
+ r

∂u

∂r
+

∂2u

∂θ2
+ r2u = −r0δ(r − r0) (2.3.6)

en la cuña 0 < θ < θ0, donde las constantes θ0 y r0 son tales que
0 < θ0 < π y r0 > 0. Las correspondientes condiciones de frontera, u(r, 0) = 0
y u(r, θ0) = 0, son fijadas sobre los lados de la cuña. Aqúı δ(·) denota la fun-
cional de Dirac , que pertenece a E ′(I). Si ponemos U(ν, θ) = H′u(r, θ) y
aplicamos la transformada H′ a (2.3.6), y tenemos presente la regla ope-

racional (2.3.5) y el hecho que H′(−r0δ(r − r0)) = −H
(2)
ν (r0), el problema

de valores en la frontera para la ecuación en derivadas parciales (2.3.6) se
convierte en el problema ordinario





∂2U(ν, θ)

∂θ2
+ ν2U(ν, θ) = −H(2)

ν (r0)

U(ν, 0) = 0, U(ν, θ0) = 0,

cuya solución es dada por

U(ν, θ) = 2
H

(2)
ν (r0)

ν2
sen

νθ

2
sen

ν(θ0 − θ)

2
sec

νθ0

2
.

Recurriendo a la fórmula de inversión (2.3.4) se obtiene la solución

u(r, θ) = ĺım
ρ−→0+

∫ i∞

−i∞
eρν2 Jν(r)H

(2)
ν (r0)

ν
sen

νθ

2
sen

ν(θ − θ0)

2
sec

νθ0

2
dν.

Un problema semejante es abordado por D. S. Jones desde un punto de
vista clásico en [38].

Algunos problemas de interés f́ısico y conectados con la ecuación de Helm-
holtz son analizados con detalle en [38], [39] y [44].



Caṕıtulo 3
La transformación H-K-L en

espacios de funciones
generalizadas de crecimiento

exponencial

3.1. Introducción

El método del núcleo constituye una de las técnicas más habituales para
extender una transformación integral clásica a un espacio de distribuciones.
Consiste en construir un espacio de funciones prueba que contenga el núcleo
de la transformación considerada. El dual de este espacio es el espacio de dis-
tribuciones o funciones generalizadas apropiado a nuestros fines: se definirá la
transformación de una distribución o de una función generalizada aplicándo-
la directamente al núcleo. Desde luego que es el método más natural. Ha
sido utilizado por A. H. Zemanian, en 1975, para extender por primera vez
la transformación de Kontorovich-Lebedev

(KLf)(τ) = F (τ) =

∫ ∞

0

Kiτ (x)

x
f(x)dx

(KL−1F )(x) = f(x) =
2

π2

∫ ∞

0

τ sh πτKiτ (x)F (τ)dτ

a un espacio de distribuciones, concretamente, a las de soporte compacto
[85]. Posteriormente, en 1979, R. S. Pathak y J. N. Pandey ([55], [56]) la
consideraron en un espacio más amplio de funciones generalizadas, con un
cierto crecimiento potencial.

65
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El objetivo central de este caṕıtulo es investigar la transformación de
Hankel-Kontorovich-Lebedev (transformación H-K-L) siguiendo el mismo es-
quema. En el Caṕıtulo 2 ya se hizo en el espacio E ′(I) de las distribuciones
con soporte compacto y en este caṕıtulo se procederá a hacerlo en ciertos
espacios más amplios de funciones generalizadas. Lo primero que se hará es
introducir esta clase de espacios. Aśı, en la segunda sección, se definirán los
espacios Fa y sus duales, realizándose un exhaustivo estudio de sus principa-
les propiedades, lo cual concluirá con el establecimiento de que se trata de un
espacio de Fréchet y de que la función de Hankel de segunda clase H

(2)
ν (x),

que comparece en el núcleo, y sus derivadas pertenecen a dicho espacio. En
el tercer párrafo se define la transformación H-K-L en su espacio dual F ′

a,
espacio de distribuciones o de funciones generalizadas, mediante el método
del núcleo y se demuestran los cuatro resultados fundamentales: la analitici-
dad y la propiedad de acotación de la función imagen, la fórmula de inversión
distribucional y el teorema de unicidad. Nos hemos inspirado en el trabajo de
E. L. Koh y A. H. Zemanian [40], en donde se estudia la transformación de
Hankel ([83], [86]) en un espacio de funciones generalizadas de crecimiento ex-
ponencial en el infinito. Lo novedoso en nuestro caso, además de las distintas
técnicas empleadas, es que las funciones generalizadas tienen un crecimiento
exponencial tanto en el origen como en el infinito. Finalmente, en el parágra-
fo cuarto se genera un cálculo operacional que puede ser utilizado tanto en
la resolución de cierto tipo de ecuaciones diferenciales ordinarias, como de
ecuaciones en derivadas parciales con condiciones de contorno fijadas en los
lados de cuñas infinitas.

3.2. El espacio de funciones prueba Fa y su

dual

El espacio Fa está constituido por las funciones complejas ϕ infinitamente
derivables y definidas sobre el intervalo I tales que

γk,a(ϕ) = sup
x∈I

|λ−a (x)∆k
xϕ(x)| < ∞, (3.2.1)

donde a > 0; k = 0, 1, 2, . . .; λ−a denota la función continua y positiva

λ−a (x) =





e−
a
x , x ∈ (0, 1]

e−ax, x ∈ [1, +∞)
(3.2.2)
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y ∆x es el operador diferencial (2.1.5). Dotamos a Fa de la topoloǵıa generada
por la familia separadora de seminormas (γk,a)k∈N0 . F ′

a representa su espacio
dual.

A continuación analizamos algunas propiedades de estos espacios:

(i) Fa es un espacio completo. En efecto, se sabe que existe una sucesión
creciente de compactos (Km)m∈N de I de modo que I =

⋃∞
m=1 Km. Sea

ahora (ϕn)n∈N una sucesión de Cauchy en Fa. Entonces las sucesiones
(∆kϕn)n∈N, k = 0, 1, 2, . . ., convergen uniformemente en cualquier com-
pacto K ⊂ I. Recuérdese que K está contenido en uno de los Km. En
particular, (ϕn) y (∆ϕn) convergen uniformemente en K, por lo cual
de

∆ϕn = x2D2ϕn + xDϕn + x2ϕn (3.2.3)

se infiere que (xD2ϕn + Dϕn) también converge uniformemente en K.
Sea x0 ∈ I−K fijado. Puesto que la integración preserva la convergencia
uniforme [1, Teorema 13-10], resulta que

∫ x

x0

[tD2ϕn(t) + Dϕn(t)]dt = xDϕn(x)− x0Dϕn(x0) (3.2.4)

converge uniformemente en K. Por esa misma razón, integrando de
nuevo en (3.2.4) sigue que

∫ x

x0

1

u

∫ u

x0

(tD2ϕn(t) + Dϕn(t))dtdu

= ϕn(x)− ϕn(x0)− x0 ln
x

x0

Dϕn(x0) (3.2.5)

converge uniformemente en K. Como (ϕn) converge uniformemente en
K y (ϕn(x0)) es convergente, de (3.2.5) se sigue que (Dϕn(x0)) es una
sucesión numérica convergente. Este hecho nos permite concluir a partir
de (3.2.4) que (Dϕn) converge uniformemente en K y, por consiguiente,
de (3.2.3) que (D2ϕn) también converge uniformemente en K. Teniendo
en cuenta que
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∆kϕn(x) =
2k∑

j=0

Pj(x)D2k−jϕn(x), k = 0, 1, 2, . . . , (3.2.6)

donde Pj(x), para j = 0, 1, 2, . . . , 2k, simboliza un polinomio de grado
menor o igual que 2k, una argumentación por inducción nos permite
asegurar que (Dkϕn) converge uniformemente en K. Por tanto, existe
una función ϕ infinitamente derivable en I tal que

ĺım
n−→∞

Dkϕn(x) = Dkϕ(x),

puntualmente en I. Además, ya que (ϕn) es de Cauchy en Fa, para
ε > 0 arbitrario se tiene que

γk,a(ϕn − ϕm) < ε,

para todo m,n ∈ N, m y n mayores que cierto ν = ν(k, a) ∈ N. Si
ahora hacemos que m −→∞, queda

γk,a(ϕn − ϕ) ≤ ε.

Por último,

γk,a(ϕ) ≤ γk,a(ϕn − ϕ) + γk,a(ϕn) ≤ ε + Ck,a < ∞,

pues ϕn ∈ Fa y γk,a(ϕn) está acotado, digamos que por la constante
Ck,a > 0. En definitiva, hemos probado que (ϕn) converge a ϕ en la
topoloǵıa del espacio Fa. En realidad, Fa es una espacio localmente
convexo, de Hausdorff y completo, en otras palabras, una espacio de
Fréchet.

(ii) Si 0 < a1 < a2, se tiene que Fa1 ⊂ Fa2 y la topoloǵıa de Fa1 es más
fuerte que la inducida en dicho espacio por la topoloǵıa de Fa2 . En
efecto, se ve fácilmente que λ−a2

(x) ≤ λ−a1
(x), x ∈ I. De aqúı se deduce

γk,a2(ϕ) = sup
x∈I

|λ−a2
(x)∆kϕ(x)| ≤ sup

x∈I
|λ−a1

(x)∆kϕ(x)| = γk,a1(ϕ),

para todo ϕ ∈ Fa1 . Consecuentemente, F ′
a2
⊂ F ′

a1
en el sentido de que

si f ∈ F ′
a2

se restringe a Fa1 , entonces f define un funcional lineal y
continuo sobre Fa1 .
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(iii) D(I) ⊂ Fa y la topoloǵıa de D(I) es más fuerte que la inducida en él
por Fa. En efecto, tomando en cuenta que [33]

∆kϕ(x) =
2k∑

j=0

Pj(x)D2k−jϕ(x), k = 0, 1, 2, . . . ,

donde Pj(x) es un polinomio de grado menor o igual que 2k, para
j = 0, 1, 2, . . ., sigue inmediatamente para todo ϕ ∈ D(I) que

γk,a(ϕ) ≤
2k∑

j=0

Cjγ2k−j(ϕ) < ∞,

donde

Cj = sup
x∈K

|λ−a (x)Pj(x)|,

j = 0, 1, 2, . . . , 2k, siendo K cualquier subconjunto compacto de I. Si
f ∈ F ′

a se restringe a D(I), se genera un funcional lineal y continuo
f sobre D(I). En este sentido es como debe interpretarse la inclusión
F ′

a ⊂ D′(I).

(iv) Fa es un subespacio de E(I). Efectivamente, si ϕ es un elemento cual-
quiera de Fa, por definición ϕ es infinitamente derivable en I y, con-
secuentemente, ϕ, Dϕ, D2ϕ, . . ., Dkϕ, . . . permanecerán acotado en
cualquier subconjunto compacto K de I, esto es,

γK,k(ϕ) = sup
x∈K

|Dkϕ(x)| < ∞ k = 0, 1, 2, . . .

Además, la convergencia en Fa implica la convergencia en E(I). Luego,
ϕ ∈ E(I), lo cual entraña que Fa ⊂ E(I). De las inclusiones
D(I) ⊂ Fa ⊂ E(I) y de la densidad de D(I) en E(I) [86] sigue que
Fa es un subespacio denso en E(I). Por tanto, E ′(I) es un subespacio
de F ′

a.

(v) Si f es una función localmente integrable en I tal que

∫

I

|fx)|
λ−a (x)

dx < ∞,
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entonces f genera un elemento regular en F ′
a mediante

〈f, ϕ〉 =

∫

I

f(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ Fa. (3.2.7)

Ciertamente, para todo ϕ ∈ Fa,

|〈f, ϕ〉| ≤ γ0,a(ϕ)

∫

I

|fx)|
λ−a (x)

dx.

(vi) Para cada f ∈ F ′
a existe una constante C > 0 y un entero no negativo

r de modo que

|〈f, ϕ〉| ≤ C máx
0≤k≤r

γk,a(ϕ) = C máx
0≤k≤r

|λ−a (x)∆kϕ(x)|, (3.2.8)

para toda ϕ ∈ Fa. Aqúı C y r dependen de f pero no de ϕ [86, p. 19].
A la vista de la forma particular de la función λ−a (x), nos referimos a
estas distribuciones como ”funciones generalizadas de doble crecimiento
exponencial”, por cuanto las funciones prueba ϕ tienen a lo más un
comportamiento exponencial tanto en el origen como en el infinito.
Nótese que E. L. Koh y A. H. Zemanian investigaron la transformación
de Hankel en un espacio de distribuciones que satisfaćıan esta propiedad
sólo en el infinito [40].

(vii) Para ν ∈ C fijado, se cumple que

∂m

∂νm
H(2)

ν (x) ∈ Fa, m = 0, 1, 2, . . . , (3.2.9)

considerada como función de x. En efecto, partiendo de la siguiente
representación integral de la función de Hankel [42, p. 139]

H(2)
ν (x) =

( 2

πx

) 1
2 e−i(x− νπ

2
−π

4
)

Γ(ν + 1
2
)

∫ ∞

0

e−ssν− 1
2

(
1 +

s

2ix

)ν− 1
2
ds, (3.2.10)

válida para Reν > −1
2
, x > 0, resulta que



3.2. El espacio Fa y su dual 71

∂m(ν2kH
(2)
ν (x))

∂νm
=

( 2

πx

) 1
2

m∑
n=0

(
m

n

)
∂m−n

∂νm−n

(
e−i(x− νπ

2
−π

4
)

.ν2kΓ−1
(
ν +

1

2

)) ∫ ∞

0

e−s ∂n

∂νn

[
sν− 1

2

(
1 +

s

2ix

)ν− 1
2
]
ds. (3.2.11)

Por una parte, es inmediato ver que para ν ∈ C fijado, las derivadas

∣∣∣ ∂m−n

∂νm−n

(
e−i(x− νπ

2
−π

4
)ν2kΓ−1(ν +

1

2
)
)∣∣∣

están acotadas independientemente de x ∈ I. Por otra parte,

∣∣∣
∫ ∞

0

e−s ∂n

∂νn

[
sν− 1

2

(
1 +

s

2ix

)ν− 1
2
]
ds

∣∣∣

=
∣∣∣

n∑
j=0

(
n

j

) ∫ ∞

0

e−ssν− 1
2

(
1 +

s

2ix

)ν− 1
2
(ln s)n−j

.
[
ln

(
1 +

s

2ix

)]j

ds
∣∣∣

≤
n∑

j=0

(
n

j

) ∫ ∞

0

e−ssReν− 1
2

(
1 +

s2

4x2

) 1
2
(Reν− 1

2
)

e
πImν

4
(1+sgn Imν)

.
[
ln

(
1 +

s2

4x2

) 1
2

+
π

2

]j

| ln s|n−jds, (3.2.12)

donde sgn denota la conocida función signo.
Analicemos la integral interior al sumatorio de (3.2.12). Para ello dis-
tinguiremos tres casos:

Caso A: Supongamos que 2x ≥ 1.

(a) Consideremos primero que Reν ≥ 1
2
. Entonces,
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Y =
( ∫ 1

0

+

∫ 2x

1

+

∫ ∞

2x

)
e−ssReν− 1

2

(
1 +

s2

4x2

) 1
2
(Reν− 1

2
)

.
[
ln

(
1 +

s2

4x2

) 1
2

+
π

2

]j

| ln s|n−je
πImν

4
(1+sgn Imν)ds

= Y1 + Y2 + Y3, (3.2.13)

donde Y1, Y2 y Y3 denotan las integrales sobre los intervalos (0, 1),
(1, 2x) y (2x,∞) respectivamente. Recordemos que [38]

1 +
s2

4x2
≤





2, si s2 ≤ 4x2

s2

2x2
, si s2 ≥ 4x2 (3.2.14)

Por consiguiente,

|Y1| ≤ 2
1
2
(Reν− 1

2
)e

πImν
4

(1+sgn Imν)
( ln 2 + π

2

)j

.

∫ 1

0

sReν− 1
2 | ln s|n−jds ≤ C1(ν). (3.2.15)

Además,

|Y2| ≤
∫ 2x

1

e−ssReν− 1
2 2

1
2
(Reν− 1

2
)e

πImν
4

(1+sgn Imν)

.
( ln 2 + π

2

)j

(ln 2x)n−jds

≤ 2
1
2
(Reν− 1

2
)e

πImν
4

(1+sgn Imν)
( ln 2 + π

2

)j

(ln 2x)n−j

.

∫ ∞

1

e−ssReν− 1
2 ds

≤ C2(ν)(ln 2x)n−j. (3.2.16)
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Finalmente, de (3.2.14) se infiere que

|Y3| ≤
∫ ∞

2x

e−ssReν− 1
2

( 2s2

4x2

) 1
2
(Reν− 1

2
)

sn−je
πImν

4
(1+sgn Imν)

.
(

ln
( 2s2

4x2

) 1
2

+
π

2

)j

ds

≤ 2−
1
2
(Reν− 1

2
)

xReν− 1
2

e
πImν

4
(1+sgn Imν)

.

∫ ∞

2x

e−ssReν− 1
2
+n−j+Reν− 1

2

(
ln(4s2)

1
2 +

π

2

)j

ds

≤ 2−
1
2
(Reν− 1

2
)

xReν− 1
2

e
πImν

4
(1+sgn Imν)

.

∫ ∞

1

e−ss2Reν− 1
2
−1+n−j

(
ln s +

ln 2 + π

2

)j

ds

≤ C3(ν)x
1
2
−Reν , (3.2.17)

puesto que la hipótesis 2x ≥ 1 y el hecho de ser s > 2x implican que

1 <
2s2

4x2
≤ 2s2.

Considerando (3.2.13), (3.2.15), (3.2.16) y (3.2.17) concluimos que

|Y | ≤ C1(ν) + C2(ν)(ln 2x)n−j + C3(ν)x
1
2
−Reν , (3.2.18)

si Reν ≥ 1
2
.

(b) Asumamos ahora que 0 ≤ Reν < 1
2
. Para este caso se tiene que

(
1 +

s2

4x2

) 1
2
(Reν− 1

2
)

≤ 1
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por lo que, utilizando el mismo argumento que nos permitió obtener
(3.2.17),

|Y | ≤ e
πImν

4
(1+sgn Imν)

∫ ∞

0

e−ssReν− 1
2 | ln s|n−j

.
(

ln
(
1 +

s2

4x2

) 1
2

+
π

2

)j

ds

≤ e
πImν

4
(1+sgn Imν)

[( ln 2 + π

2

)j
∫ 2x

0

e−ssReν− 1
2 | ln s|n−jds

+

∫ ∞

2x

e−ssReν− 1
2 | ln s|n−j

(
ln

( s2

2x2

) 1
2

+
π

2

)j

ds

]

≤ e
πImν

4
(1+sgn Imν)

[( ln 2 + π

2

)j
∫ ∞

0

e−ssReν− 1
2 | ln s|n−jds

+

∫ ∞

1

e−ssReν− 1
2 (ln s)n−j

(
ln s +

ln 2 + π

2

)j

ds

]

≤ C4(ν). (3.2.19)

Basta percatarse de que si 0 < δ < 1,

∫ δ

0

e−ssReν− 1
2 (− ln s)n−jds ≈

∫ δ

0

sReν− 1
2 (− ln s)n−jds,

e integrando por partes esta última integral, se obtiene, poniendo
k = n− j, ∫ δ

0

sReν− 1
2 (− ln s)kds

=
δReν+ 1

2 (− ln δ)k

Reν + 1
2

+
k

Reν + 1
2

∫ δ

0

sReν− 1
2 (− ln s)k−1ds,

ya que Reν + 1
2

> 0. Iterando este proceso k veces se llega a la integral∫ δ

0
sReν− 1

2 ds, que es convergente.
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Teniendo en cuenta (3.2.11), (3.2.12), (3.2.13), (3.2.18) y (3.2.19) se
infiere que, en el Caso A,

∣∣∣∂
m(ν2kH

(2)
ν (x))

∂νm

∣∣∣

≤ x−
1
2

(
C1(ν, k) + C2(ν, k)(ln 2x)m + C3(ν, k)x

1
2
−Reν

)
, (3.2.20)

si Reν ≥ 1
2
, y

∣∣∣∂
m(ν2kH

(2)
ν (x))

∂νm

∣∣∣ ≤ C4(ν, k)x−
1
2 , (3.2.21)

si 0 ≤ Reν < 1
2
, cuando 2x ≥ 1.

Caso B: Supongamos que 0 < 2x < 1.

(c) Asumamos inicialmente que Reν ≥ 1
2
. Partiendo ahora la integral

(3.2.13) en dos partes, a la vista de (3.2.14) y teniendo presente que
ln s ≤ s cuando s ≥ 1, se obtiene

|Y | ≤ e
πImν

4
(1+sgn Imν)

[ ∫ 2x

0

e−ssReν− 1
2 2

1
2
(Reν− 1

2
)| ln s|n−j

( ln 2 + π

2

)j

ds

+

∫ ∞

2x

e−ssReν− 1
2

( s2

2x2

) 1
2
(Reν− 1

2
)

| ln s|n−j
(

ln
( s2

2x2

) 1
2

+
π

2

)j

ds

]

≤ C
′
5(ν)

∫ 1

0

e−ssReν− 1
2 | ln s|n−jds

+ C
′
6(ν)

∫ ∞

0

e−s s
2Reν−1

xReν− 1
2

| ln s|n−j
( s√

2x
+

π

2

)j

ds

≤ C5(ν) + C
′
6(ν)x

1
2
−Reν−j

∫ ∞

0

e−ss2Reν−1+j| ln s|n−jds

≤ C5(ν) + C6(ν)x
1
2
−Reν−j. (3.2.22)

(d) Aceptemos ahora que 0 ≤ Reν < 1
2
. Entonces, en forma análoga se

tiene que
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|Y | ≤ C
′
7(ν)

∫ 2x

0

e−ssReν− 1
2 | ln s|n−j

( ln 2 + π

2

)j

ds

+ C
′
8(ν)

∫ ∞

2x

e−ssReν− 1
2 | ln s|n−j

(
ln

( s2

2x2

) 1
2

+
π

2

)j

ds

≤ C
′
7(ν)

( ln 2 + π

2

)j
∫ 1

0

e−ssReν− 1
2 (− ln s)n−jds

+ C
′
8(ν)

∫ ∞

0

e−ssReν− 1
2

( s√
2x

+
π

2

)j

| ln s|n−jds

≤ C7(ν) + C8(ν)x−j. (3.2.23)

Resumiendo, en virtud de (3.2.22) y (3.2.23), junto con (3.2.11), pode-
mos escribir

∣∣∣∂
m(ν2kH

(2)
ν (x))

∂νm

∣∣∣

≤





C5(ν, k)x−
1
2 + C6(ν, k)x−Reν−m, si Reν ≥ 1

2

C7(ν, k)x−
1
2 + C8(ν, k)x−m− 1

2 , si 0 ≤ Reν <
1

2
,

(3.2.24)

cuando 0 < 2x < 1.

Caso C: Si Reν < 0, de la relación (1.2.7) se deduce inmediatamente
que

∂m

∂νm
H(2)

ν (x) =
∂m

∂νm
(eiνπH

(2)
−ν (x))

=
m∑

j=0

(
m

j

)
∂m−j

∂νm−j
eiνπ ∂j

∂νj
H

(2)
−ν (x)

= eiνπ

m∑
j=0

(
m

j

)
(iπ)m−j ∂j

∂νj
H

(2)
−ν (x). (3.2.25)
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y siendo ahora Re(−ν) > 0, valen las expresiones asintóticas anteriores.

Nótese que las cantidades Cj(ν) y Cj(ν, k), con j = 1, 2, . . . , 8, son
constantes con respecto a x.

Por tanto, como las expresiones λ−a (x)x−
1
2 , λ−a (x)| ln 2x|m, λ−a (x)x

1
2
−Reν ,

λ−a (x)x−Reν−m y λ−a (x)x−m− 1
2 permanecen acotadas en I, para todo

ν ∈ C fijado y para cualquier m = 0, 1, 2, . . . , sigue de (2.1.9), que

γk,a

( ∂m

∂νm
H(2)

ν (x)
)

= sup
x∈I

∣∣∣λ−a (x)∆k
x

∂m

∂νm
H(2)

ν (x)
∣∣∣

= sup
x∈I

∣∣∣λ−a (x)
∂m

∂νm

(
ν2kH(2)

ν (x)
)∣∣∣ < ∞,

para k = 0, 1, 2, . . ., en virtud de (3.2.20), (3.2.21) y (3.2.24). Es decir,

como función de x se tiene que ∂m

∂νm H
(2)
ν (x) ∈ Fa, para ν arbitrariamente

fijado.

(viii) El operador ∆, definido por (2.1.5) define una aplicación lineal y con-
tinua del espacio Fa en śı mismo. Ciertamente, se tiene que

γk,a(∆ϕ) = γk+1,a(ϕ), k = 0, 1, 2, . . . ,

para todo ϕ ∈ Fa.

Entonces, el operador diferencial

∆∗ = ∆∗
x = x2D2 + 3xD + x2 + 1, (3.2.26)

se define en F ′
a como el operador adjunto de ∆ actuando en Fa, esto

es,

〈∆∗f, ϕ〉 = 〈f, ∆ϕ〉, f ∈ F ′
a, ϕ ∈ Fa,

resultando ser igualmente una aplicación lineal y continua del espacio
F ′

a en śı mismo.
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Nota 3.1 Merece la pena destacar que en (vii) se ha establecido un resultado
más general que el propuesto. En realidad se ha demostrado que

∂m

∂νm

(
νlH(2)

ν (x)
)
∈ Fa,

como función de x, para cualesquiera m, l = 0, 1, 2, . . ., y para ν ∈ C fijado
arbitrariamente.

3.3. La transformación H-K-L en el espacio

de funciones generalizadas F ′
a

Para extender la transformación (2.1.1)-(2.1.2) al espacio de funciones
generalizadas F ′

a utilizaremos el método del núcleo. Dada f ∈ F ′
a se defi-

nirá la transformada generalizada de Hankel-Kontorovich-Lebedev aplicando
directamente f al núcleo H

(2)
ν (.)

(J ′f)(ν) = F (ν) =
〈
f(x), H(2)

ν (x)
〉
. (3.3.1)

Obsérvese que esta definición tiene sentido ya que, H
(2)
ν (.) ∈ Fa merced a la

propiedad (vii).

Ejemplo 3.1 Fácilmente se comprueba que

ϕ(x) = e−px ∈ Fa,

para toda a > 0. Su transformada H-K-L es [59, p. 290, (2) ]

J (e−px) = F1(ν)

=
i√

p2 + 1 sen πν

[
(p +

√
p2 + 1)ν − eiπν(p +

√
p2 + 1)−ν

]
,

si Rep > 0 y |Reν| < 1. Obsérvese que F1(ν) es anaĺıtica en la banda
|Reν| < 1.

Ejemplo 3.2 Si en el ejemplo anterior, en particular, ponemos p = sh β,
β > 0, se tiene que

ϕ(x) = e−(sh β)x ∈ Fa,
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para toda a > 0 y

J (e−(sh β)x) = F2(ν) =
2

ch β

ei πν
2

sen πν
sh

[
(i

π

2
− β)ν

]
.

Ejemplo 3.3 Resulta trivial ver que

ϕ(x) =
e−

2
x

x
∈ Fa,

también para toda a > 0, siendo su transformada H-K-L [32, p. 700,
6.635-1 ]

J (x−1e−
2
x ) = F3(ν) = 2H(2)

ν (2)Kν(2).

En este caso F3(ν) es una función entera [42, p. 108-109 ].

Ejemplo 3.4 La distribución de Dirac

δ(x− x0) ∈ F ′
a, a > 0, x0 > 0,

y su transformada H-K-L generalizada vale, según la definición (3.3.1),

J ′(δ(x− x0)) =
〈
δ(x− x0), H

(2)
ν (x)

〉
= H(2)

ν (x0).

Ejemplo 3.5 Análogamente se tiene que

δ(k)(x− x0) ∈ F ′
a, a > 0, x0 > 0,

para todo k = 0, 1, 2, . . ., resultando que

J ′(δ(k)(x− x0))(ν) =
〈
δ(k)(x− x0), H

(2)
ν (x)

〉

=
〈
δ(x− x0), (−1)k ∂k

∂xk
H(2)

ν (x)
〉

= (−1)k ∂k

∂xk
H(2)

ν (x)
∣∣∣
x=x0

.

En los dos últimos ejemplos las funciones imagen son funciones enteras.
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Teorema 3.1 (Teorema de analiticidad) Si f ∈ F ′
a y F = J ′f es defi-

nida por (3.3.1), entonces F es una función entera.

Prueba: Sea ν ∈ C arbitrariamente fijado. Consideremos dos circunferen-
cias concéntricas B1 y B2 de radios r y r′, respectivamente (0 < r < r′) y
tomemos un incremente complejo ∆ν tal que 0 < |∆ν| < r. Pongamos

F (ν + ∆ν)− F (ν)

∆ν
−

〈
f(x),

∂

∂ν
H(2)

ν (x)
〉

=
〈
f(x), A∆ν(x)

〉
(3.3.2)

donde

A∆ν(x) =
H

(2)
ν+∆ν(x)−H

(2)
ν (x)

∆ν
− ∂

∂ν
H(2)

ν (x).

Todo tiene sentido pues, por la propiedad (vii), se ve fácilmente que tanto
∂
∂ν

H
(2)
ν (.) como A∆ν(.) pertenecen a Fa . Por otra parte, de (2.1.9) y de la

fórmula integral de Cauchy, se infiere

∆k
x(A∆ν(x)) =

(ν + ∆ν)2kH
(2)
ν+∆ν(x)− ν2kH

(2)
ν (x)

∆ν
− ∂

∂ν

(
ν2kH(2)

ν (x)
)

=
1

2πi

∫

B2

∆ν

(µ− ν −∆ν)(µ− ν)2
µ2kH(2)

µ (x)dµ.

Tenemos que demostrar que λ−a (x)|µ|2k|H(2)
µ (x)| está uniformemente acotado

en x ∈ I, µ ∈ B2. A tal fin recurriremos a las expresiones asintóticas (3.2.20),
(3.2.21) y (3.2.24) con m = 0, y estudiaremos con mayores detalles las canti-
dades Cj(ν, k), j = 1, 2, . . . , 8, que alĺı comparecen. De este modo obtenemos
que si 2x ≥ 1, las expresiones asintóticas (3.2.20) y (3.2.21) adoptan la forma

|H(2)
ν (x)| ≤

√
2

π

e
π
2
Imν

|Γ(ν + 1
2
)|

.
(
2

1
2
(Reν− 1

2
)Γ

(
Reν +

1

2

)
x−

1
2 + 2−

1
2
(Reν− 1

2
)Γ(2Reν, 1)x−Reν

)
, (3.3.3)

si Reν ≥ 1
2
, y

|H(2)
ν (x)| ≤

√
2

π

e
π
2
Imν

|Γ(ν + 1
2
)|Γ

(
Reν +

1

2

)
x−

1
2 , (3.3.4)
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si 0 ≤ Reν < 1
2
.

Además, cuando 0 < 2x < 1, la expresión (3.2.24) se reduce a

|H(2)
ν (x)| ≤

√
2

π

e
π
2
Imν

|Γ(ν + 1
2
)|

.
(
2

1
2
(Reν− 1

2
)γ

(
Reν +

1

2
, 1

)
x−

1
2 + 2−

1
2
(Reν− 1

2
)Γ(2Reν)x−Reν

)
, (3.3.5)

si Reν ≥ 1
2
, y

|H(2)
ν (x)| ≤

√
2

π

e
π
2
Imν

|Γ(ν + 1
2
)|Γ

(
Reν +

1

2

)
x−

1
2 , (3.3.6)

si 0 ≤ Reν < 1
2
.

Finalmente, si Reν < 0, utilizaremos (3.2.25). Nótese que en las anteriores
acotaciones aparecen las funciones gamma Γ(ν) y gamma incompleta γ(ν, 1),
que son funciones meromorfas con polos simples en ν = 0,−1,−2, . . . , y la
función gamma complementaria Γ(ν, 1), que es entera ([19, vol.I], [42]). Se ve
inmediatamente que e−

a
x x−Reν −→ 0 si x −→ 0+, para todo valor de ν ∈ C.

En definitiva, de las anteriores consideraciones y de (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5)
y (3.3.6), se deduce que

sup
x∈I,ν∈B2

λ−a (x)|ν|2k|H(2)
ν (x)| ≤ C.

Por tanto,

|λ−a (x)∆k
xA∆ν(x)| ≤ |∆ν|

2π

∫

B2

|µ|2kλ−a (x)|H(2)
µ (x)|

|µ− ν −∆ν||µ− ν|2 |dµ|

≤ C|∆ν|
∫

B2

|dµ|
(r′ − r)r′2

≤ C|∆ν|
(r′ − r)r′

−→ 0,

si |∆ν| −→ 0. Esto implica que A∆ν(.) −→ 0, si ∆ν −→ 0, en la topoloǵıa
del espacio Fa, lo cual entraña, haciendo en (3.3.2) que ∆ν −→ 0,

F ′(ν) =
〈
f(x),

∂

∂ν
H(2)

ν (x)
〉
.
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En general,

F (n)(ν) =
〈
f(x),

∂n

∂νn
H(2)

ν (x)
〉
, n = 0, 1, 2, . . .

y termina la prueba. ¥

Teorema 3.2 (Teorema de acotación) Si F (ν) es la transformada de
Hankel-Kontorovich-Lebedev de f ∈ F ′

a, dada por (3.3.1), entonces

F (ν) = O
(
|ν|2re

π
2
(|Imν|−Imν)2

1
2
(Reν− 1

2
)eReν ln Reν+ 1

2
Reν

)
, (3.3.7)

si Reν ≥ 1
2
, y

F (ν) = O
(
|ν|2re

π
2
(|Imν|−Imν)2

1
2
(Reν− 1

2
)
)
, (3.3.8)

si 0 ≤ Reν < 1
2
, cuando |Imν| −→ ∞.

Prueba: De (3.2.8), (2.1.9) y (vi) se deriva que

|F (ν)| ≤ C máx
0≤k≤r

sup
x∈I

∣∣∣λ−a (x)ν2kH(2)
ν (x)

∣∣∣.

Ahora es suficiente considerar las expresiones (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) y (3.3.6),

la fórmula de Stirling ([19], [42, p. 12]) y el hecho que λ−a (x)x−
1
2 −→ 0 si

x −→ 0+ y x −→ +∞, y que λ−a (x)x−Reν −→ 0 si x −→ 0+, para cada
ν ∈ C. Para el caso Reν < 0, aplicamos este último resultado a (1.2.7), es

decir, a H
(2)
ν (x) = eνπiH

(2)
−ν (x), siendo ahora Re(−ν) > 0. ¥

Teorema 3.3 (Teorema de inversión) Sea f ∈ F ′
a y denotemos por

(J ′f)(ν) = F (ν) =
〈
f(x), H(2)

ν (x)
〉

su transformada generalizada de Hankel-Kontorovich-Lebedev. Entonces se
tiene

ĺım
ρ−→0+

ĺım
N−→∞

− 1

2x

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)F (ν)dν = f(x), (3.3.9)

en el sentido de la convergencia en el espacio D′(I).
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Para probar este teorema nos apoyaremos en dos lemas previos. Sea ϕ
un elemento cualquiera de D(I) y supongamos que sopϕ ⊂ [c, d], donde
0 < c < d. En lo que sigue pondremos

Φ(ν) =

∫ ∞

0

Jν(y)
ϕ(y)

y
dy. (3.3.10)

Lema 3.1 Para todo número real fijo N > 0, se cumple que

∫ iN

−iN

−1

2

〈
f(x), H(2)

ν (x)
〉
νeρν2

Φ(ν)dν

=
〈
f(x),−1

2

∫ iN

−iN

νeρν2

H(2)
ν (x)Φ(ν)dν

〉
. (3.3.11)

Prueba: Si ϕ ≡ 0, el resultado es trivial, de modo que consideraremos que
ϕ 6≡ 0. Usando (2.1.9) y [42, p. 14], y recurriendo a (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) y
(3.3.6) con Reν = 0, se tiene que

∣∣∣λ−a (x)∆k
x

(
− 1

2

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Φ(ν)dν

)∣∣∣

≤ λ−a (x)

2

∫ N

−N

e−ρt2|t|2k+1|H(2)
it (x)||Φ(it)|dt

≤ Cλ−a (x)

∫ N

−N

e−ρt2|t|2k+1 e−
π
2
t

|Γ(1
2

+ it)|x
− 1

2 |Φ(it)|dt

≤ C

∫ N

−N

e−ρt2|t|2k+1e−
π
2
t(ch πt)

1
2 |Φ(it)|dt < ∞,

ya que el integrando es una función continua . Ello nos permite asegurar que

−1

2

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Φ(ν)dν

= −1

2

∫ N

−N

e−ρt2tH
(2)
it (x)Φ(it)dt ∈ Fa. (3.3.12)

Por consiguiente, el segundo miembro de (3.3.11) tiene sentido.
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A continuación dividimos el intervalo [−N, N ] en 2m subintervalos de igual
longitud N

m
y construimos la suma de Riemann correspondiente a la integral

(3.3.12), es decir,

−1

2

m∑
r=−m+1

i
rN

m
e−ρ r2N2

m2 H
(2)

i rN
m

(x)Φ
(
i
rN

m

)
i
N

m
.

La linealidad de f nos permite escribir

m∑
r=−m+1

−1

2

〈
f(x), H

(2)

i rN
m

(x)
〉
i
rN

m
e−ρ r2N2

m2 H
(2)

i rN
m

(x)Φ
(
i
rN

m

)
i
N

m

=
〈
f(x),−1

2

m∑
r=−m+1

i
rN

m
e−ρ r2N2

m2 H
(2)

i rN
m

(x)Φ
(
i
rN

m

)
i
N

m

〉
. (3.3.13)

Hemos de probar, pues, que

ĺım
m−→∞

−1

2

m∑
r=−m+1

i
rN

m
e−ρ r2N2

m2 H
(2)

i rN
m

(x)Φ
(
i
rN

m

)
i
N

m

= −1

2

∫ N

−N

ite−ρt2H
(2)
it (x)Φ(it)idt, (3.3.14)

en el sentido de la convergencia en el espacio Fa. A tal fin analizaremos la
expresión

J(x,m) = λ−a (x)∆k
x

[1

2

∫ N

−N

ite−ρt2H
(2)
it (x)Φ(it)idt

−1

2

m∑
r=−m+1

i
rN

m
e−ρ r2N2

m2 H
(2)

i rN
m

(x)Φ
(
i
rN

m

)
i
N

m

]

=
λ−a (x)

2

[ ∫ N

−N

(it)2k+1e−ρt2H
(2)
it (x)Φ(it)idt

−
m∑

r=−m+1

(
i
rN

m

)2k+1

e−ρ r2N2

m2 H
(2)

i rN
m

(x)Φ
(
i
rN

m

)
i
N

m

]
. (3.3.15)
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Usando (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) y (3.3.6) con Reν = 0 y las expresiones
asintóticas (1.2.17), (1.2.18) y (1.2.19), se llega a que

ĺım
x−→0+

∣∣∣e− a
x (it)2k+1e−ρt2H

(2)
it (x)

∣∣∣ ≤ N2k+1 ĺım
x−→0+

∣∣∣e− a
x H

(2)
it (x)

∣∣∣ = 0,

para todo t ∈ [−N, N ] y, en forma similar,

ĺım
x−→+∞

∣∣∣e−ax(it)2k+1e−ρt2H
(2)
it (x)

∣∣∣ = 0,

para todo t ∈ [−N, N ]. Estos resultados significan que para todo número real
ε > 0, existen x0, X0 ∈ R, x0 > 0, X0 > 0, tales que

∣∣∣λ−a (x)(it)2k+1e−ρt2H
(2)
it (x)

∣∣∣ <
ε

3

[ ∫ N

−N

|Φ(it)|dt
]−1

,

para todo x ∈ I, 0 ≤ x < x0 y x > X0, respectivamente. Luego,

∣∣∣λ−a (x)

∫ N

−N

(it)2k+1e−ρt2H
(2)
it (x)Φ(it)idt

∣∣∣ <
ε

3
, (3.3.16)

para todo x ∈ I, 0 ≤ x < x0 y para cualquier x > X0.
Análogamente,

∣∣∣λ−a (x)
m∑

r=−m+1

(
i
rN

m

)2k+1

e−ρ r2N2

m2 H
(2)

i rN
m

(x)Φ
(
i
rN

m

)
i
N

m

∣∣∣

<
ε

3

m∑
r=−m+1

∣∣∣Φ
(
i
rN

m

)∣∣∣N
m

[ ∫ N

−N

|Φ(it)|dt
]−1

. (3.3.17)

Como quiera que

ĺım
m−→∞

m∑
r=−m+1

∣∣∣Φ
(
i
rN

m

)∣∣∣N
m

=

∫ N

−N

|Φ(it)|dt < 2

∫ N

−N

|Φ(it)|dt,

podemos asegurar que existe ν1 ∈ N tal que para todo m ∈ N, m ≥ ν1,
resulta que
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m∑
r=−m+1

∣∣∣Φ
(
i
rN

m

)∣∣∣N
m

< 2

∫ N

−N

|Φ(it)|dt.

Por consiguiente, para m ≥ ν1, se deduce de (3.3.17) que

∣∣∣λ−a (x)
m∑

r=−m+1

(
i
rN

m

)2k+1

e−ρ r2N2

m2 H
(2)

i rN
m

(x)Φ
(
i
rN

m

)
i
N

m

∣∣∣ <
2

3
ε. (3.3.18)

En definitiva, de (3.3.15), (3.3.16) y (3.3.18) se sigue que

ĺım
m−→∞

J(x,m) = 0,

para todo x ∈ I tal que 0 ≤ x < x0 ó x > X0.

Por otra parte, el integrando de (3.3.12) es una función continua en el
compacto

{(x, t) : x0 ≤ x ≤ X0, −N ≤ t ≤ N},

lo cual implica que es uniformemente continua. En esta situación el ĺımite
de la suma de Riemann coincide con la correspondiente integral, en otras
palabras, dado ε > 0 arbitrario, existe ν2 ∈ N y para todo m ∈ N, m ≥ ν2,
resulta que |J(x,m)| < ε, para todo x ∈ I, x0 ≤ x ≤ X0.

Finalmente, combinando todos estos resultados, si tomamos
ν = máx{ν1, ν2}, sigue que para todo m ≥ ν es |J(x,m)| < ε, para todo
x ∈ I. Con ello se prueba (3.3.14), y haciendo que m −→ ∞ en (3.3.13) se
concluye la validez de (3.3.11). ¥

Lema 3.2 Si ponemos

W (x; N, ρ) = −1

2

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)

∫ ∞

0

Jν(y)
ϕ(y)

y
dydν,

resulta que W (x; N, ρ) converge en Fa a ϕ cuando N −→ +∞ y ρ −→ 0 + .

Prueba: Si tenemos en cuenta (2.1.8) y (2.1.9), integramos por partes 2k
veces respecto de la variable y, no olvidamos que sopϕ ⊂ [c, d] y aplicamos
el teorema de Fubini, podemos escribir
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λ−a (x)∆k
xW (x; N, ρ) = −1

2
λ−a (x)

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)ν2k

∫ d

c

Jν(y)
ϕ(y)

y
dydν

= −1

2
λ−a (x)

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)

∫ d

c

(∆k
yJν(y))

ϕ(y)

y
dydν

= −1

2
λ−a (x)

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)

∫ d

c

Jν(y)
∆k

yϕ(y)

y
dydν

= −1

2
λ−a (x)

∫ d

c

∆k
yϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy

= −1

2
λ−a (x)

∫ ∞

0

∆k
yϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy

= −1

2
λ−a (x)

[ ∫ x−δ

0

+

∫ x+δ

x−δ

+

∫ ∞

x+δ

]∆k
yϕ(y)

y

.

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy

= W1(x; N, ρ) + W2(x; N, ρ) + W3(x; N, ρ), (3.3.19)

donde δ ∈ R, con 0 < δ < c, es cierto número real que fijaremos más
adelante, y W1, W2 y W3 representan integrales sobre los intervalos (0, x−δ),
(x− δ, x + δ) y (x + δ,∞), respectivamente.

Comenzaremos analizando la integral W3(x; N, ρ). Nótese que, reempla-

zando H
(2)
ν (x) por su definición (1.2.5), se pueden intercambiar los roles de

x y y. En efecto [38],

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dν =

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν. (3.3.20)

Por tanto, podemos escribir W3(x; N, ρ) de la forma

W3(x; N, ρ) = −λ−a (x)

2

∫ ∞

x+δ

∆k
yϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dνdy. (3.3.21)
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Si x + δ ≥ d, entonces W3 ≡ 0, ya que sopϕ ⊂ [c, d]. Supongamos que
x + δ < d, es decir, x < d − δ. Si fuera 0 < x + δ < c, la integral sobre
el intervalo (x + δ,∞), se reduce a una integral sobre el intervalo (c, d). De
acuerdo con D. S. Jones [38] podemos deformar el camino de la integral

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν (3.3.22)

desplazándolo de Reν = 0 hasta cierto punto ν en el plano complejo con
Reν > 0. Fijado ν0 ∈ R, ν0 > 0, el nuevo camino de integración Γ esta
constituido por dos semirrecta que parte de ν0 y forman ángulos ±θ (θ lige-
ramente mayor que π

4
) con el eje real positivo, como se muestra en la Figura

2.2.2. ΓT es la parte de Γ formado por los segmentos AB y BC, es decir,

ΓT = {ν ∈ C : ν = ν0 + te±iθ, 0 ≤ t < T}.

Recordemos que ϕ ∈ D(I), por lo cual y−1∆kϕ(y) satisface las hipótesis
del teorema de inversión clásico de D. S. Jones [38] y es válido reemplazar
la integral a lo largo del eje imaginario (−i∞, i∞) por la integral a lo largo
del nuevo camino Γ. Aśı pues, probar que W3(x; , N, ρ), dado por (3.3.21),
converge uniformemente a cero, x ∈ I, cuando N −→ +∞ y ρ −→ 0+, es
equivalente a verificar que

−λ−a (x)

2

∫ ∞

x+δ

∆k
yϕ(y)

y

∫

ΓT

eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dνdy (3.3.23)

converge uniformemente a cero, x ∈ I, cuando T −→ +∞ y ρ −→ 0+.
La última integral en (3.3.23) converge absolutamente. Efectivamente, cuan-
do T −→ +∞, a lo largo del segmento BC (sobre el cual ν = ν0 + teiθ,
0 ≤ t < T ), se tiene

∣∣∣
∫

BC

eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν

∣∣∣

≤ C

∫ ∞

0

eρ(ν2
0+2ν0t cos θ+t2 cos 2θ)e(ν0+t cos θ) ln x

y dt

≤ Ceρν2
0

∫ ∞

0

eρ(2ν0t cos θ+t2 cos 2θ)dt < ∞,
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puesto que, por una parte, 0 < x < x + δ < y < d implica que ln x
y

< 0 y,
por otra parte, cos 2θ < 0 debido a la especial elección de θ. Es más, esta
integral converge absolutamente, incluso si ρ = 0, ya que∫ ∞

0

e(ν0+t cos θ) ln x
y dt ≤

∫ ∞

0

e(ν0+t cos θ) ln x
x+δ dt

≤
∫ ∞

0

e(ν0+t cos θ) ln d−δ
d dt = eν0 ln d−δ

d sec θ ln−1 d

d− δ
< ∞.

Lo mismo ocurre a lo largo del segmento AB. Aśı pues, por el teorema de
la convergencia dominada podemos hacer ρ = 0 en la integral en ν presente
en la expresión (3.3.23) si T −→ +∞. Por otra parte, si cerramos la región

angular ÂBC de amplitud 2θ dada por un arco de circunferencia de radio
T y centrado en ν0, la integral sobre la curva cerrada ADCBA (ver Figura
2.2.2) vale cero por el Teorema de Cauchy [3], a causa de la analiticidad de

la función νH
(2)
ν (y)Jν(x) en dicha región. Ello nos permite escribir

ĺım
T−→+∞

∫

ΓT

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν = ĺım

T−→+∞

∫
¤ ¡
ADC

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν, (3.3.24)

donde
¤ ¡
ADC denota el arco de circunferencia de la figura. Pero sobre este

arco, la integral vale cero si T −→ +∞. En efecto, sobre dicho arco
ν = ν0 + Teiφ, con −θ < φ < θ, y en virtud de (1.2.27), se tiene

∣∣∣
∫

¤ ¡
ADC

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν

∣∣∣ ≤ Ceν0 ln d−δ
d T

∫ θ

0

eT ln d−δ
d

cos φdφ.

Haciendo la sustitución β = π
2
− φ y teniendo en cuenta que sen β ≥ 2β

π

para todo β tal que 0 ≤ β ≤ π
2
, esta última integral está acotada por

Ceν0 ln d−δ
d T

∫ π
2

π
2
−θ

e
2T
π

β ln d−δ
d dβ

= Cπeν0 ln d−δ
d ln−1

(d− δ

d

)(
eT ln d−δ

d − e
2
π

(π
2
−θ)T ln d−δ

d

)
−→ 0,

si T −→ +∞, puesto que ln d−δ
d

< 0, independientemente de x, y ∈ I. Con-
secuentemente, el primer miembro de (3.3.24) también tiende a cero, unifor-
memente en x, y ∈ I, en otras palabras,∫

Γ

νH(2)
ν (y)Jν(x)dν = 0.
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Entonces, se infiere de (3.3.21) y (3.3.23) que, cuando T −→ +∞
(N −→ +∞),

|W3(x; N, ρ)| ≤ Cγk(ϕ) sup
x∈I,y∈[c,d]

∣∣∣
∫

Γ

νJν(x)H(2)
ν (y)dν

∣∣∣ = 0. (3.3.25)

A continuación estudiaremos la integral

W1(x; N, ρ) = −λ−a (x)

2

∫ x−δ

0

∆kϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy. (3.3.26)

Si fuera x−δ ≤ c, esta integral valdŕıa cero. Aceptaremos, pues, que x−δ > c.
Cuando x − δ ≥ d, es válido reemplazar la integral a lo largo del intervalo
(0, x − δ) por la integral a lo largo de (c, d). Como antes, se puede sustituir
la integral interior de (3.3.26) por la integral a lo largo del camino ΓT

−λ−a (x)

2

∫ x−δ

0

∆kϕ(y)

y

∫

ΓT

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy.

De (1.2.27), intercambiando los papeles entre las variables x e y, se tiene que

|eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)| ≤ π−1|eν ln y

x |,

donde siempre ln y
x

< 0, puesto que 0 < c < y < x − δ. Esto implica que la
integral sobre ΓT es absolutamente convergente aun en el caso de que ρ = 0.
Por consiguiente, probar que (3.3.26) tiende uniformemente a cero, x ∈ I,
cuando N −→ +∞ y ρ −→ 0+, equivale a verificar que

−λ−a (x)

2

∫ x−δ

0

∆kϕ(y)

y

∫

ΓT

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy (3.3.27)

converge uniformemente a cero, x ∈ I, cuando T −→ +∞.

Si x− δ ≤ c, hemos visto que W1(x; N, ρ) = 0. Asumiremos entonces que
x − δ > c. Primeramente, si c < x − δ < d (lo cual implica que
c + δ < x < d + δ), en virtud del Teorema de Cauchy y de (1.2.27), re-
sulta que (ver Figura 2.2.2)



3.3. Teoremas de analiticidad, acotación, inversión y unicidad 91

ĺım
T−→+∞

∣∣∣
∫

ΓT

νH(2)
ν (x)Jν(y)dν

∣∣∣ = ĺım
T−→+∞

∣∣∣
∫
¤ ¡
ADC

νH(2)
ν (x)Jν(y)dν

∣∣∣

≤ ĺım
T−→+∞

CTeν0 ln d
d+δ

∫ θ

0

eT cos φ ln( d
d+δ

)dθ = 0,

uniformemente en x ∈ I, por cuanto ln d
d+δ

< 0. En segundo lugar, cuando

x− δ ≥ d (x ≥ d + δ) se tiene que y
x
≤ d

d+δ
y vale el mismo razonamiento y

conclusión que acabamos de conseguir. En consecuencia,
∫

Γ

νH(2)
ν (x)Jν(y)dν = 0,

para toda x ∈ I, y ∈ [c, d]. De estos resultados, y de (3.3.26) y (3.3.27), se
llega a que

|W1(x; N, ρ)| ≤ Cγk(ϕ) sup
x∈I,y∈[c,d]

∣∣∣
∫

Γ

νH(2)
ν (x)Jν(y)dν

∣∣∣ = 0. (3.3.28)

Las conclusiones (3.3.25) y (3.3.28) implican que las integrales sobre los in-
tervalos (0, x− δ) y (x + δ,∞) no son significativas.

Finalmente estudiaremos la integral

W2(x; N, ρ) = −λ−a (x)

2

∫ x+δ

x−δ

∆kϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy. (3.3.29)

Hemos de verificar que W2(x; N, ρ) converge a λ−a (x)∆kϕ(x), uniforme-
mente en x ∈ I, cuando N −→ +∞ y ρ −→ 0+. Con este objetivo escribimos

W ∗
2 (x; N, ρ) = W2(x; N, ρ)− λ−a (x)∆kϕ(x)

= λ−a (x)
(
− 1

2

∫ x+δ

x−δ

∆kϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)Jν(y)dνdy −∆kϕ(x)

)

= λ−a (x)
(
− 1

2

∫ x+δ

x−δ

∆kϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dνdy

−∆kϕ(x)
)
, (3.3.30)
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a tenor de (3.3.20). Debemos probar que W ∗
2 (x; N, ρ) −→ 0 cuando

N −→ +∞ y ρ −→ 0+, uniformemente en x ∈ I. Obsérvese que si x− δ ≥ d
o x + δ ≤ c, tanto W2(x; N, ρ) como ∆kϕ(x) valen cero, por lo que W ∗

2 ≡ 0.
Aśı pues, basta que estudiemos W ∗

2 en el intervalo c− δ < x < d + δ.

Para alcanzar nuestra meta intentaremos conectar esta transformada con
la de Laplace [18]. Consideraremos, como punto de partida, la transformada
de Laplace [20, p. 188(55)]

H(2)
ν (y) =

1

2π

∫ γ+i∞

γ−i∞

bν − eiνπb−ν

(s2 + 1)
1
2 sen νπ

esyds,

donde b = s + (s2 + 1)
1
2 , y > 0, γ ∈ R y |Reν| < 1. De esta forma se obtiene

que

∫ x+δ

x−δ

H(2)
ν (y)

∆k
yϕ(y)

y
dy =

1

2π

∫ γ+i∞

γ−i∞

bν − eiνπb−ν

(s2 + 1)
1
2 sen νπ

∫ x+δ

x−δ

esy
∆k

yϕ(y)

y
dyds.

A continuación procederemos como en [38, p. 139], es decir, multiplicamos
ambos miembros de la igualdad anterior por −1

2
eρν2

νJν(x), integramos desde
−iN a iN y cambiamos el orden de integración, llegando a que

ĺım
ρ−→0+

−1

2

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)

∫ x+δ

x−δ

H(2)
ν (y)

∆k
yϕ(y)

y
dydν

= ĺım
ρ−→0+

− 1

4π

∫ γ+i∞

γ−i∞

1

(s2 + 1)
1
2

.

∫ x+δ

x−δ

esy
∆k

yϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)
bν − eiνπb−ν

sen νπ
dνdyds. (3.3.31)

Elijamos N suficientemente grande como para que el ángulo ĈOD = φ1 sea

ligeramente mayor que π
4

y analicemos la integral en ν sobre el arco
¤ ¡
PC,

cuyos puntos son de la forma ν = Neiφ, φ1 ≤ φ ≤ π
2

(véase Figura 2.2.2).
Obsérvese que φ1 −→ θ si N −→ +∞. Recurriendo a (1.2.25), resulta que
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∣∣∣
∫
¤ ¡
PC

eρν2

νJν(x)
bν − eiνπb−ν

sen νπ
dν

∣∣∣ ≤ 2

∫ π
2

φ1

eρN2 cos 2φ

√
N

2π

.eN cos φ−N cos φ ln 2N
x

+Nφ sen φ ch(N cos φ ln |b| −N arg b sen φ)

sh(N sen φ)
dφ −→ 0,

si N −→ +∞, pues ρ > 0 y cos 2φ < 0, por lo cual el término predomi-
nante es eρN2 cos 2φ. La misma conclusión vale si integramos a lo largo del

arco
¤ ¡
QA . Por tanto , si elegimos ahora ν0 ∈ R de modo que 0 < ν0 < 1,

y representamos por ΓN,T a la curva cerrada PQABCP de la Figura 2.2.2
constituida por el segmento [−iN, iN ], los dos segmentos, ΓT y los arcos de

circunferencias
¤ ¡
PC y

¤ ¡
QA, podemos asegurar que

∫

ΓN,T

eρν2

νJν(x)
bν − eiνπb−ν

sen νπ
dν = 0, (3.3.32)

en virtud del Teorema de Cauchy, ya que ν = 0 es una singularidad evitable
y el resto de los polos del integrando yacen fuera del recinto limitado por la
curva ΓN,T . Si hacemos que N −→ +∞ (lo cual entraña que T −→ +∞) en

(3.3.32) y tenemos presente que las integrales sobre los arcos
¤ ¡
PC y

¤ ¡
QA se

anulan, se infiere que

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(x)
bν − eiνπb−ν

sen νπ
dν =

∫

Γ

eρν2

νJν(x)
bν − eiνπb−ν

sen νπ
dν.

Ahora bien, esta última integral converge absolutamente, incluso si ρ = 0.
En efecto, sobre ΓT es ν = ν0 + teiθ, 0 ≤ t < T , y en virtud de (1.2.25),

∣∣∣
∫

ΓT

νJν(x)
bν − eiνπb−ν

sen νπ
dν

∣∣∣

≤
∫

ΓT

√
|ν|
2π

∣∣∣eν−ν ln 2ν
x

∣∣∣
∣∣∣b

ν − eiνπb−ν

sen νπ

∣∣∣|dν| < ∞,

si T −→ +∞, puesto que el término prevaleciente es e−ν ln 2ν
x . Por

consiguiente,

ĺım
ρ−→0+

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(x)
bν − eiνπb−ν

sen νπ
dν =

∫

Γ

νJν(x)
bν − eiνπb−ν

sen νπ
dν.
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Esta última integral será evaluada mediante la teoŕıa de los residuos [3]. Por

un lado, y debido a la presencia dominante del factor e−ν ln 2ν
x , la integral sobre

el arco
¤ ¡
ADC se anula cuando T −→∞. Por otro lado, en el recinto limitado

por Γ, el integrando posee polos simples en ν = 1, 2, 3, . . . (ver Figura 2.2.2).
Entonces, utilizando teoŕıa de residuos, D. S. Jones [38] estableció que

∫

Γ

νJν(x)
bν − eiνπb−ν

sen νπ
dν = 2ix(s2 + 1)

1
2 e−sx.

En definitiva, tomando ĺımite cuando N −→ +∞ y ρ −→ 0+, (3.3.30) adopta
la forma

ĺım
ρ−→0+

ĺım
N−→+∞

−1

2

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)

∫ x+δ

x−δ

H(2)
ν (y)

∆k
yϕ(y)

y
dydν

= − 1

4π

∫ γ+i∞

γ−i∞

1

(s2 + 1)
1
2

∫ x+δ

x−δ

esy
∆k

yϕ(y)

y
2ix(s2 + 1)

1
2 e−sxdyds

= − ix

2π

∫ γ+i∞

γ−i∞

∫ x+δ

x−δ

es(y−x)
∆k

yϕ(y)

y
dyds

= ĺım
M−→+∞

x

2πi

∫ γ+iM

γ−iM

∫ x+δ

x−δ

es(y−x)
∆k

yϕ(y)

y
dyds

= ĺım
M−→+∞

x

2πi

∫ x+δ

x−δ

∆k
yϕ(y)

y

∫ γ+iM

γ−iM

es(y−x)dsdy

= ĺım
M−→+∞

x

π

∫ x+δ

x−δ

∆k
yϕ(y)

y
eγ(y−x) sen M(y − x)

y − x
dy

= ĺım
M−→+∞

x

π

∫ x+δ

x−δ

ϕ∗k(y)eγ(y−x) sen M(y − x)

y − x
dy

= ĺım
M−→+∞

x

π

∫ δ

−δ

ϕ∗k(y + x)eγy sen My

y
dy,

donde

ϕ∗k(y) =
∆kϕ(y)

y
.

Por esta v́ıa hemos demostrado que
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ĺım
ρ−→0+

ĺım
N−→+∞

−1

2

∫ x+δ

x−δ

∆k
yϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (y)Jν(x)dνdy

= ĺım
M−→+∞

x

π

∫ δ

−δ

ϕ∗k(y + x)eγy sen My

y
dy.

Como consecuencia de ello, (3.3.30) puede ser reformulado como

ĺım
ρ−→0+

ĺım
N−→+∞

W ∗
2 (x; N, ρ)

= ĺım
M−→+∞

λ−a (x)
(x

π

∫ δ

−δ

ϕ∗k(y + x)eγy sen My

y
dy − xϕ∗k(x)

)

= ĺım
M−→+∞

λ−a (x)x

[
1

π

∫ δ

−δ

ϕ∗k(y + x)eγy − ϕ∗k(x)

y
sen Mydy

+ ϕ∗k(x)
( 1

π

∫ δ

−δ

sen My

y
dy − 1

)]

= ĺım
M−→+∞

λ−a (x)x

[
1

π

∫ δ

−δ

Θ(y, x) sen Mydy

+ ϕ∗k(x)
( 1

π

∫ Mδ

−Mδ

sen y

y
dy − 1

)]
, (3.3.33)

donde

Θ(y, x) =
ϕ∗k(y + x)eγy − ϕ∗k(x)

y
,

que es una función continua de (x, y), para todo x > 0 e y + x > 0, con tal
que Θ(x, y) se defina en y = 0 por continuidad, es decir,

Θ(0, x) = ĺım
y−→0+

Θ(y, x).

En particular, esta función es continua en el conjunto

{
(y, x) : − c

2
< y <

c

2
,

c

2
< x <

c

2
+ d

}
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y, obviamente, permanece acotada en él. Por tanto, dado arbitrariamente
ε > 0, podemos escoger un δ > 0 de modo que

∣∣∣λ−a (x)x
1

π

∫ δ

−δ

Θ(y, x) sen Mydy
∣∣∣ ≤ C2δ <

ε

2
. (3.3.34)

A partir de este momento elegimos 0 < δ < mı́n{ ε
4C

, c}.
Como quiera que 1

π

∫∞
−∞

sen y
y

dy = 1 y xλ−a (x)ϕ∗k(x) está uniformemente aco-
tada en I, se infiere que

ĺım
M−→∞

xλ−a (x)ϕ∗k(x)
( 1

π

∫ Mδ

−Mδ

sen y

y
dy − 1

)
= 0,

uniformemente en x ∈ I, esto es, podemos hacer

∣∣∣xλ−a (x)ϕ∗k(x)
( 1

π

∫ Mδ

−Mδ

sen y

y
dy − 1

)∣∣∣ <
ε

2
, (3.3.35)

para M suficientemente grande. Llevando (3.3.34) y (3.3.35) a (3.3.33) se
deduce que W ∗

2 (x; T, 0) converge uniformemente a cero cuando T −→ +∞,
x ∈ I. Consiguientemente, de (3.3.30) se infiere que W ∗

2 (x; N, ρ) converge
uniformemente a cero, si N −→ +∞ y ρ −→ 0+, x ∈ I. Lo que equivale a
asegurar que

W2(x; N, ρ) −→ λ−a (x)∆kϕ(x), (3.3.36)

cuando N −→ +∞ y ρ −→ 0+, uniformemente en x ∈ I.

Por último, combinando (3.3.19), (3.3.25), (3.3.28) y (3.3.36) finalizamos la
demostración de nuestro aserto. ¥

Prueba del Teorema 3.3: Tenemos que demostrar que, para todo
ϕ ∈ D(I),

〈
− 1

2x

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)F (ν)dν, ϕ(x)
〉
−→ 〈f, ϕ〉, (3.3.37)

cuando N −→ +∞ y ρ −→ 0+. Para N > 0 arbitrariamente grande y fijado,
en virtud del Teorema 3.2 con Reν = 0 y (1.2.25) podemos garantizar que
la integral en el interior del funcional existe para todo ρ > 0 y origina una
función continua de x ∈ I. Por tanto, el primer miembro de (3.3.37) puede
ser escrito, en consideración de la definición (3.3.1), como
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− 1

2

∫ ∞

0

1

y

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(y)F (ν)dνϕ(y)dy

= −1

2

∫ d

c

ϕ(y)

y

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(y)F (ν)dνdy

= −1

2

∫ iN

−iN

eρν2

ν
〈
f(x), H(2)

ν (x)
〉 ∫ d

c

Jν(y)
ϕ(y)

y
dydν

=
〈
f(x),−1

2

∫ iN

−iN

eρν2

νH(2)
ν (x)

∫ d

c

Jν(y)
ϕ(y)

y
dydν

〉

=
〈
f(x),W (x; N, ρ)

〉
, (3.3.38)

donde el intercambio entre el funcional y las integrales está justificado por el
Lema 3.1. Por fin, aplicando el Lema 3.2 se infiere que el último miembro de
(3.3.38) tiende a 〈f, ϕ〉 cuando N −→ +∞ y ρ −→ 0+, que es el resultado
deseado. ¥

Teorema 3.4 (Teorema de unicidad) Sean f, g ∈ F ′
a y sean

F (ν) = (J ′f)(ν) y G(ν) = (J ′g)(ν) sus respectivas transformadas de Hankel-
Kontorovich-Lebedev. Supongamos que F = G en C. Entonces, f = g en el
sentido de la igualdad en el espacio distribucional D′(I).

Prueba: Sigue inmediatamente del Teorema 3.3, ya que

〈f, ϕ〉 = ĺım
ρ−→0+

ĺım
N−→+∞

〈
− 1

2x

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)F (ν)dν, ϕ(x)
〉

= ĺım
ρ−→0+

ĺım
N−→+∞

〈
− 1

2x

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)G(ν)dν, ϕ(x)
〉

= 〈g, ϕ〉,

es decir, 〈f, ϕ〉 = 〈g, ϕ〉, para todo ϕ ∈ D(I). ¥

Nota 3.2 La demostración del teorema de inversión (Teorema 3.3) es si-
milar a la verificación del mismo resultado en el espacio E ′(I) de las distri-
buciones de soporte compacto, llevada a cabo en el Caṕıtulo 2. Sin embargo,
aqúı resulta una tarea más laboriosa. Ciertamente, en el Caṕıtulo 2 las distri-
buciones consideradas son de soporte compacto y, al investigar la fórmula de
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inversión, nos apoyamos en funciones pruebas del espacio D(I), que también
tienen soportes compactos, lo cual facilita considerablemente la demostración.
En este caṕıtulo únicamente son de soporte compacto las funciones prueba,
pero no en general las funciones generalizadas.

No obstante, se amplio notablemente el espacio de funciones
generalizadas en que se puede definir la transformación H-K-L. Por ejem-
plo, la función

f(x) = e−αx−β
x

cumple la condición

∫

I

|f(x)|
λ−a (x)

dx < ∞

siempre que 0 < a < mı́n{Reα, Reβ}. Por consiguiente, de acuerdo con la
propiedad (v) del párrafo 3.2, f ∈ F ′

a como distribución regular. Ahora bien,
es obvio que f no tiene soporte compacto, lo que excluye que pertenezca a
E ′(I). Luego, E ′(I) es un subespacio propio de F ′

a.

Nota 3.3 Tal como ocurre con otras transformaciones [86], la fórmula de
inversión sigue siendo válida cuando la integral presenta en el Teorema 3.3
es reemplazada por

− 1

2x

∫ iN2

−iN1

eρν2

νJν(x)F (ν)dν,

para N1, N2 > 0, y después se hace tender N1 y N2 independientemente a
infinito.

3.4. Reglas operacionales. Aplicaciones

Hemos visto en la propiedad (viii) que si f ∈ F ′
a, entonces ∆∗f ∈ F ′

a.
Ahora, según la definición (3.3.1) y teniendo en cuenta la fórmula (2.1.9), se
obtiene

(J ′∆∗f)(ν) =
〈
∆∗f(x), H(2)

ν (x)
〉

=
〈
f, ∆xH

(2)
ν (x)

〉
=

〈
f, ν2H(2)

ν (.)
〉

= ν2(J ′f)(ν),
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es decir,

(J ′∆∗f)(ν) = ν2(J ′f)(ν) = ν2F (ν), (3.4.1)

donde F (ν) = (J ′f)(ν). En general,

(J ′∆∗kf)(ν) = ν2kF (ν), (3.4.2)

para todo f ∈ F ′
a y k = 0, 1, 2, . . ..

Para ilustrar la teoŕıa con aplicaciones, planteamos estos dos problemas:

(a) Resolver la ecuación diferencial ordinaria

P (∆∗)u = f, (3.4.3)

donde f ∈ F ′
a es conocida y u ∈ F ′

a es la incognita, siendo P un polinomio
cualquiera con coeficientes constantes sin ráıces en el eje real no positivo. Si
ponemos U(ν) = (J ′u)(ν) y F (ν) = (J ′f)(ν), aplicando la transformada
(3.3.1) a (3.4.3) y haciendo uso de la regla operacional (3.4.2), resulta la
ecuación algebraica

P (ν2)U(ν) = F (ν),

cuya solución es

U(ν) =
F (ν)

P (ν2)
.

La solución formal se deduce aplicando la fórmula de inversión (3.3.9)

u(x) = ĺım
ρ−→0+

− 1

2x

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(x)
F (ν)

P (ν2)
dν.

(b) Hallar la solución u(r, θ) de la ecuación en derivadas parciales

∆∗u(r, θ) +
∂2u(r, θ)

∂θ2
= f(r, θ), r > 0, (3.4.4)

en una cuña infinita, sobre cuyos lados θ = 0 y θ = θ0 (0 < θ0 < π) son
impuestas las siguientes condiciones

u(r, 0) = 0, u(r, θ0) = 0. (3.4.5)
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Asumimos que u(., θ) ∈ F ′
a, mientras que f(r, θ) es conocida y f(., θ) ∈ F ′

a,
para todo θ, 0 < θ < θ0. Si ponemos U(ν, θ) = J ′(u(r, θ)) y
F (ν, θ) = J ′(f(r, θ)), y aplicamos la regla operacional (3.4.1), el proble-
ma original se convierte en un problema de valores en la frontera para la
ecuación diferencial ordinaria





∂2U(ν, θ)

∂θ2
+ ν2U(ν, θ) = F (ν, θ)

U(ν, 0) = 0, U(ν, θ0) = 0
(3.4.6)

El método de variación de los parámetros nos permite hallar la solución
general

U(ν, θ) = C1 cos νθ + C2 sen νθ +
1

ν

∫ θ

θ0

F (ν, t) sen ν(θ − t)dt

Determinando las constantes C1 y C2 de acuerdo con las condiciones de
contorno, concluimos que la solución del problema transformado (3.4.6) viene
dada por

U(ν, θ) =
1

ν

∫ θ

θ0

F (ν, t) sen ν(θ − t)dt

−sen ν(θ0 − θ)

ν sen νθ0

∫ θ0

0

F (ν, t) sen νtdt (3.4.7)

Finalmente, recurriendo al Teorema 3.3 de inversión, se infiere que la solución
formal del problema (3.4.4)-(3.4.5) es

u(r, θ) = ĺım
ρ−→0+

1

2r

∫ i∞

−i∞
eρν2

Jν(r)
[ ∫ θ

θ0

F (ν, t) sen ν(θ − t)dt

+
sen ν(θ0 − θ)

ν sen νθ0

∫ θ0

0

F (ν, t) sen νtdt
]
dν (3.4.8)

sin más que invertir (3.4.7) y utilizar la fórmula (3.3.9).

Para problemas de la F́ısica-Matemática cuyo objetivo es la determina-
ción de ondas armónicas en dominios con formas de cuñas infinitas, resulta
más conveniente utilizar la versión (1.1.5)-(1.1.6) de la transformación de

Kontorovich-Lebedev que contiene la función de Hankel H
(2)
ν (z) de segunda
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clase y orden ν en el núcleo, en lugar de la más conocida dada por el par
(1.1.1)-(1.1.2). Interesantes aplicaciones f́ısicas de la transformada (1.1.5)-
(1.1.6) pueden ser encontradas en ([38], [39] y [44]).

Nota 3.4 La fórmula (3.4.8) se simplifica notablemente si resolvemos el pro-
blema de valores en la frontera (3.4.6) a partir de la función de Green aso-
ciada al mismo. En efecto, no resulta dif́ıcil verificar que la función de Green
correspondiente al problema homogéneo





∂2U(ν, θ)

∂θ2
+ ν2U(ν, θ) = 0

U(ν, 0) = 0, U(ν, θ0) = 0

es

G(θ, t) =





sen ν(t− θ0) sen νθ

ν sen νθ0

, 0 ≤ θ ≤ t

sen ν(θ − θ0) sen νt

ν sen νθ0

, t ≤ θ ≤ θ0.

Por lo tanto, la solución del problema (3.4.6) adopta la forma

U(ν, θ) =

∫ θ0

0

G(θ, t)F (ν, t)dt

y (3.4.8) se puede expresar

u(r, θ) = ĺım
ρ−→0+

− 1

2r

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(r)

∫ θ0

0

G(θ, t)F (ν, t)dtdν.



Caṕıtulo 4
La convolución

distribucional asociada a la
transformación H-K-L

4.1. Introducción

En este caṕıtulo se crea una estructura convolucional para la transfor-
mación H-K-L. Por cuestiones de simetŕıa, en lugar de la transformación
dada por el par (1.1.5)-(1.1.6) –que ha sido investigada en los caṕıtulos
precedentes– consideraremos la variante

(Hf)(ν) = F (ν) =

∫ ∞

0

H
(2)
ν (x)

x
f(x)dx (4.1.1)

(H−1F )(x) = f(x) = −1

2

∫ i∞

−i∞
νJν(x)F (ν)dν

=
1

4i

∫ i∞

−i∞
νe−πν sen πνH(2)

ν (x)F (ν)dν. (4.1.2)

La segunda expresión para la fórmula de inversión se obtiene sin más que
acudir a la conexión (1.2.5) existente entre las funciones de Bessel Jν(x) y

H
(2)
ν (x).

Obsérvese que entre estas dos versiones de la transformación H-K-L se
dan las siguientes relaciones

103
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Hf = J (x−1f)

y
J f = H(xf).

El Teorema 1.1 de D. S. Jones adaptado a esta nueva versión quedaŕıa
establecido en los siguientes términos

Teorema 4.1 Supongamos que f satisface las condiciones

(a)

∫ 1

0

x−1|f(x)| ln 1

x
dx < ∞,

(b)

∫ ∞

c

x−
3
2 f(x)e−i(x−π

4
)dx es finita, para toda c > 0.

Entonces existe

F (ν) =

∫ ∞

0

H
(2)
ν (x)

x
f(x)dx, (Reν = 0),

y se tiene que

ĺım
ρ−→0+

−1

2

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(x)F (ν)dν =
f(x + 0) + f(x− 0)

2
,

siempre que la función f sea de variación acotada en un entorno de x > 0.

Para la transformación integral en la dirección contraria, es decir, para la
transformación (4.1.2)-(4.1.1), el Teorema 1.2 se expresaŕıa aśı

Teorema 4.2 Sea Sν0 la región del plano complejo considerada en el Teore-
ma 1.2. Supongamos que:

(a) F es anaĺıtica en un dominio Sa que contiene a Sν0 (a > ν0).

(b) F (ν) = O(|ν|− 1
2
−δe−

π
2
|Imν|), cuando |Imν| −→ ∞, en Sa, donde δ > 1.

Entonces, si ponemos

f(x) = −1

2

∫ i∞

−i∞
νJν(x)F (ν)dν,

se tiene que
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F (ν) =

∫ ∞

0

H
(2)
ν (x)

x
f(x)dx.

Esta nueva versión de la transformación H-K-L nos forzará a modificar,
aunque sólo sea ligeramente, el espacio de funciones prueba Fa estudiado en
el Caṕıtulo 3.

Comenzaremos motivando la introducción de una convolución para la
transformación H-K-L en un marco clásico. En este proceso resultará funda-
mental la consideración de un núcleo E(x, y, z) y el estudio de sus propieda-
des. Este núcleo conserva la simetŕıa del núcleo asociado con la transforma-
ción de Kontorovich-Lebedev [25], pero no es positivo. La presencia de las

funciones H
(2)
ν (x) le da un carácter oscilatorio.

Tras introducir en el segundo párrafo el operador traslación y la con-
volución desde un punto de vista clásico, en la tercera sección se investiga
esta convolución en espacios de funciones prueba y distribuciones análogas
a las consideradas en el Caṕıtulo 3, analizando sus principales propiedades,
reglas operacionales y conexión con la transformación generalizada H-K-L.
Finalmente, en la última sección se muestran algunas aplicaciones.

4.2. El operador traslación y la convolución

para la transformación H-K-L en el sen-

tido clásico.

A fin de motivar la introducción de la convolución ∗ para la transforma-
ción H-K-L, partimos de su principal regla operacional, a saber,

H(ϕ ∗ ψ)(ν) = ω(ν)Φ(ν)Ψ(ν),

donde Φ(ν) = (Hϕ)(ν) y Ψ(ν) = (Hψ)(ν), para cierto factor ω(ν). Como
consecuencia de (1.3.8) se tiene, por una parte, que

H(ϕ ∗ ψ)(−ν) = ω(−ν)Φ(−ν)Ψ(−ν) = ω(−ν)e−i2πνΦ(ν)Ψ(ν).

Por otra parte, la propia convolución como función de ν ha de satisfacer

H(ϕ ∗ ψ)(−ν) = e−iπνH(ϕ ∗ ψ)(ν) = e−iπνω(ν)Φ(ν)Ψ(ν).
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Luego, los factores ω que acompañan a la convolución verifican la relación

ω(−ν) = eiπνω(ν). (4.2.1)

Ejemplo 4.1 La función ω1(ν) = e−
πν
2 cumple esta condición.

Ejemplo 4.2 La función ω2(ν) = e−
πν
2 Kkν(a), a > 0, k ∈ R, también satis-

face la condición (4.2.1), a la vista de (1.2.14).

Operando formalmente y aplicando la fórmula de inversión (Teorema 4.1)
se obtiene

ϕ ∗ ψ(x) =

∫ ∞

0

ϕ(y)

y

∫ ∞

0

ψ(z)

z

.
[
− 1

2
ĺım

ρ−→0+

∫ i∞

−i∞
eρν2

νω(ν)Jν(x)H(2)
ν (y)H(2)

ν (z)dν
]
dzdy.

Ello sugiere introducir el núcleo

E(x, y, z) = −1

2
ĺım

ρ−→0+

∫ i∞

−i∞
eρν2

νω(ν)Jν(x)H(2)
ν (y)H(2)

ν (z)dν. (4.2.2)

O bien, de una forma equivalente, a temor de (4.1.2),

E(x, y, z) =
1

4i
ĺım

ρ−→0+

∫ i∞

−i∞
eρν2

νω(ν)e−iπν sen πν

. H(2)
ν (x)H(2)

ν (y)H(2)
ν (z)dν. (4.2.3)

Como ocurre en el teorema de inversión de D. S. Jones [38], no siempre
se puede hacer ρ = 0 en (4.2.2) y (4.2.3). Haremos la siguiente

Definición 4.1 Diremos que ω(ν) es un factor admisible para la convolución
∗ si cumple los requisitos que enunciamos a continuación:
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(i) ω es anaĺıtica, ω 6= 0, en la región no acotada del plano complejo que,
conteniendo el eje imaginario, está limitado a la izquierda por dos se-
mirrectas que parten del punto −ν0 del eje real negativo y a la derecha
por dos semirrectas que parten del punto ν0 del eje real positivo (ν0 ≥ 0)
y forman con él, respectivamente, los ángulos 3π

4
y π

4
.

(ii) ω(−ν) = eiπνω(ν).

(iii) ω(ν) = O
(
e−pπ|Imν|

)
, cuando |Imν| −→ ∞, p > 1.

Para estos factores admisibles se puede garantizar la existencia de (4.2.2)-
(4.2.3) y que es factible hacer ρ = 0, es decir, se puede escribir

E(x, y, z) = −1

2

∫ i∞

−i∞
νω(ν)Jν(x)H(2)

ν (y)H(2)
ν (z)dν

=
1

4i

∫ i∞

−i∞
νω(ν)e−iπν sen πνH(2)

ν (x)H(2)
ν (y)H(2)

ν (z)dν. (4.2.4)

En efecto, de la representación integral (1.2.30) de la función de Hankel de
segunda clase y de (1.2.31) se infiere, para valores de ν imaginarios puros
(ν = iτ , τ ∈ R), que

|H(2)
iτ (x)| ≤

√
2

πx

e−
πτ
2

|Γ(iτ + 1
2
)|

∫ ∞

0

e−ss−
1
2

∣∣∣
(
1 +

s

2ix

)iτ− 1
2
∣∣∣ds

≤
√

2

πx
e−

πτ
2

(ch πτ)
1
2√

π

∫ ∞

0

e−ss−
1
2

(
1 +

s2

4x2

)− 1
4
eτ arc tg s

2x ds

≤ Cx−
1
2 e−

πτ
2 e

π|τ |
2 e

πτ
4

(1+sgn τ) ≤ Cx−
1
2 e

πτ
4

(3 sgn τ−1).

En definitiva,

|H(2)
iτ (x)| ≤ Cx−

1
2 e

πτ
4

(3 sgn τ−1), (4.2.5)

para todo x > 0, τ ∈ R.

Veamos ya que (4.2.4) tiene sentido. Se constata primeramente que
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E(x, y, z) = −1

2

∫ i∞

−i∞
νω(ν)Jν(x)H(2)

ν (y)H(2)
ν (z)dν

=
1

2

∫ ∞

−∞
τ ω(iτ)Jiτ (x)H

(2)
iτ (y)H

(2)
iτ (z)dτ

=
1

2

( ∫ −T1

−∞
+

∫ T2

−T1

+

∫ ∞

T2

)
τ ω(iτ)Jiτ (x)H

(2)
iτ (y)H

(2)
iτ (z)dτ,

donde T1 > 0, T2 > 0 se determinarán suficientemente grandes. Para grandes
valores de |ν|, en particular, para grandes valores de τ , sigue de (1.2.27) que

∣∣∣τJiτ (x)H
(2)
iτ (y)

∣∣∣ =
∣∣∣ i

π
eiτ ln x

y

∣∣∣ =
1

π
.

Teniendo en cuenta este resultado, (4.2.5) y la propiedad (iii) de la Definición
4.1, resulta

∣∣∣
∫ −T1

−∞
τ ω(iτ)Jiτ (x)H

(2)
iτ (y)H

(2)
iτ (z)dτ

∣∣∣ ≤ C

∫ −T1

−∞
epπτ 1

π
z−

1
2 e−πτdτ

≤ Cz−
1
2

∫ −T1

−∞
e(p−1)πτdτ < ∞,

siempre que se tome p > 1. Análogamente,

∣∣∣
∫ ∞

T2

τ ω(iτ)Jiτ (x)H
(2)
iτ (y)H

(2)
iτ (z)dτ

∣∣∣ ≤ C

∫ ∞

T2

e−pπτ 1

π
z−

1
2 e

πτ
2 dτ

≤ Cz−
1
2

∫ ∞

T2

e−(p− 1
2
)πτdτ < ∞.

Aśı pues, vale (4.2.4).

Aprovechando (4.2.5) se obtiene una útil y sencilla acotación del núcleo
E(x, y, z). Ciertamente, de (2.1.9), (4.2.4) y (4.2.5) se deduce que
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∣∣∣∆l
xE(x, y, z)

∣∣∣ =
∣∣∣ 1

4i

∫ i∞

−i∞
ν2l+1ω(ν)e−iπν sen πνH(2)

ν (x)H(2)
ν (y)H(2)

ν (z)dν
∣∣∣

=
∣∣∣ 1

2i

∫ i∞

0

ν2l+1ω(ν)e−iπν sen πνH(2)
ν (x)H(2)

ν (y)H(2)
ν (z)dν

∣∣∣

=
∣∣∣1
2

∫ ∞

0

(iτ)2l+1ω(iτ)eπτ sh πτH
(2)
iτ (x)H

(2)
iτ (y)H

(2)
iτ (z)dτ

∣∣∣

≤ C

∫ ∞

0

τ 2l+1e−pπτe2πτ (xyz)−
1
2 e

3πτ
2 dτ

≤ C(xyz)−
1
2

∫ ∞

0

τ 2l+1e−(p− 7
2
)πτdτ,

para todo l = 0, 1, 2, . . .. Por fin, basta elegir p > 7
2

para obtener

∣∣∣∆l
xE(x, y, z)

∣∣∣ ≤ C(xyz)−
1
2 , l = 0, 1, 2, . . . , (4.2.6)

cualesquiera que sean x > 0, y > 0, z > 0. Subrayemos que la constante C
no depende de ninguna de estas variables. Nótese que el resultado no vaŕıa
si el operador ∆x se reemplaza por los operadores ∆y y ∆z.

A veces –en una situación más general– aunque no existan las integrales
(4.2.4), se puede asegurar la existencia de los ĺımites (4.2.2)-(4.2.3). En efecto,
si imponemos a ω(ν) las hipótesis del Teorema 4.2, resultaŕıa

E(x, y, z) = −1

2

∫

Γ

νω(ν)Jν(x)H(2)
ν (y)H(2)

ν (z)dν

=
1

4i

∫

Γ

νω(ν)e−iπν sen πνH(2)
ν (x)H(2)

ν (y)H(2)
ν (z)dν. (4.2.7)

donde, como es sabido, Γ denota el camino de integración que parte del punto
ν0 ∈ R, ν0 > 0, y forma con el eje real positivo ángulos ±θ, con θ ligeramente
mayor que π

4
(ver Figura 4.2.1).

En lo que sigue, ϕ y ψ pertenecen a un espacio de funciones apropiado.
El operador traslación se define por medio de

Txϕ(y) =

∫ ∞

0

E(x, y, z)
ϕ(z)

z
dz. (4.2.8)
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n
0

-q

p/4

G

q

0

Figura 4.2.1: Camino de integración Γ

Para todo x > 0 fijado es fácil ver, en virtud de (4.2.6), que Tx aplica el espacio

L1(I, y−
3
2 dy) en el espacio y

1
2 L∞(I). Consecuentemente, la convolución se

define como se indica a continuación

ϕ ∗ ψ(x) =

∫ ∞

0

ϕ(y)Txψ(y)
dy

y

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

E(x, y, z)
ϕ(y)

y

ψ(z)

z
dydz. (4.2.9)

Dado que, a la vista de (4.2.6), se tiene

x
1
2 |ϕ ∗ ψ(x)| ≤ C

∫ ∞

0

y−
3
2 |ϕ(y)|dy

∫ ∞

0

z−
3
2 |ψ(z)|dz,

la convolución aplica L1(I, x−
3
2 dx)× L1(I, x−

3
2 dx) en el espacio x

1
2 L∞(I).

Nota 4.1 En nuestro intento de hallar una fórmula de duplicación para la
función de Hankel de segunda clase H

(2)
ν (x), hemos encontrado algunas in-

tegrales que involucran esta función y que no figuran –en lo que sabemos–
en las principales tablas consultadas. Partimos del conocido producto de dos
funciones de Macdonald [42, p. 140]
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Kiτ (x)Kiτ (y) =
1

2

∫ ∞

0

e
−x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

z
Kiτ (z)dz, (4.2.10)

para cada x > 0, y > 0, τ > 0. Nótese que arg z = 0 y arg(−iz) = −π
2
.

Entonces, si tenemos en cuenta la relación que existe entre las funciones
Kν(z) y H

(2)
ν (z), con ν = iτ , τ ∈ R, [42, p. 109, (5.7.6)]

Kν(z) = −πi

2
e
−i

πν

2 H(2)
ν (−iz),

es inmediato que

∫ ∞

0

e
−x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

z
H(2)

ν (−iz)dz

= −iπe
−i

πν

2 H(2)
ν (−ix)H(2)

ν (−iy). (4.2.11)

Consideremos en el primer cuadrante del plano complejo el contorno inte-
gral cerrado Λ, consistente del segmento que va de ε a R en el eje real positivo,
del cuadrante de circunferencia CR de radio R, del segmento que va de iR a iε
en el eje imaginario y del cuadrante de circunferencia Cε (0 < ε < R), como
se muestra en la Figura 4.2.2. Dado que el integrando en (4.2.11) es una
función anaĺıtica en el dominio limitado por Λ, de acuerdo con el Teorema
de Cauchy podemos asegurar que

∫

Λ

e
−x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

z
H(2)

ν (−iz)dz

=
( ∫ R

ε

+

∫

CR

+

∫ iε

iR

+

∫

Cε

)e
−x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

z
H(2)

ν (−iz)dz = 0,

(4.2.12)

para todo ε, 0 < ε < 1, y para cada R > 1. Los puntos del arco mayor CR son
de la forma z = Reiθ, 0 < θ < π

2
. De ello se infiere, a la vista de la expresión

asintótica (1.2.17) de la función de Hankel H
(2)
ν (x) para valores grandes del

argumento x, que
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e
R

iR

ie

C
R

Ce

Figura 4.2.2: Contorno integral cerrado Λ

∣∣∣∣
∫

CR

e
−x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

z
H(2)

ν (−iz)dz

∣∣∣∣

≤
∫ π

2

0

e−
xy
2R

cos θe−
x2+y2

2xy
R cos θ

√
2

πR
e−R cos θdθ ≤ CR− 1

2 −→ 0,

cuando R −→ +∞. Por otra parte, sobre el arco menor Cε se tiene que
z = εeiθ, 0 < θ < π

2
. Teniendo presente (1.2.18), se deduce que

∣∣∣∣
∫

Cε

e
−x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

z
H(2)

ν (−iz)dz

∣∣∣∣

≤
∫ π

2

0

e−
xy
2ε

cos θ
(2

ε

)ε cos θ |Γ(ν)|
π

dθ −→ 0,

cuando ε −→ 0+, por el teorema de la convergencia dominada. Entonces,
tomando ĺımites cuando ε −→ 0+ y R −→ +∞ en (4.2.12), concluimos que
la integral a lo largo del eje real positivo coincide con la integral a lo largo
del eje imaginario desde 0 hasta i∞, es decir, (4.2.11) se puede reescribir de
la forma
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∫ i∞

0

e
−x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

z
H(2)

ν (−iz)dz

= −iπe
−i

πν

2 H(2)
ν (−ix)H(2)

ν (−iy).

La fórmula (4.2.10), en principio válida para x > 0, y > 0, por conti-
nuación anaĺıtica puede ser extendida a valores complejos de los argumentos
siempre que [75]

| arg x| < π, | arg y| < π, | arg(x + y)| < π

4
.

Por tanto, podemos sustituir en la última expresión x por −ix e y por iy,
para obtener

∫ ∞

0

e
i
x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

z
H(2)

ν (z)dz

= −iπe
−i

πν

2 H(2)
ν (−x)H(2)

ν (y). (4.2.13)

Teniendo en cuenta que [75, p. 75(6)]

H(2)
ν (−x) = 2 cos πxH(2)

ν (x) + eiπνH(1)
ν (x),

se llega finalmente a que

∫ ∞

0

e
i
x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

z
H(2)

ν (z)dz

= −iπe
−i

πν

2
(
2 cos πxH(2)

ν (x) + eiπνH(1)
ν (x)

)
H(2)

ν (y), (4.2.14)

para x > 0, y > 0.
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Nota 4.2 Las fórmulas (4.2.13) y (4.2.14) valen para todo ν ∈ C, |Reν| < 1.
En realidad, su primer miembro equivale a

∫ ∞

0

1

z
cos

(x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

)
H(2)

ν (z)dz

+i

∫ ∞

0

1

z
sen

(x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

)
H(2)

ν (z)dz. (4.2.15)

A su vez, la primera integral de (4.2.15) se puede expresar como

∫ ∞

0

1

z
cos

(x2y2 + y2z2 + x2z2

2xyz

)
H(2)

ν (z)dz

=
( ∫ z0

0

+

∫ Z0

z0

+

∫ ∞

Z0

)1

z
cos

(xy

2z
+

yz

2x
+

xz

2y

)
H(2)

ν (z)dz, (4.2.16)

donde 0 < z0 < Z0. La integral intermedia, sobre el intervalo [z0, Z0], existe
para todo valor de ν ∈ C. Por otra parte, si Z0 es muy grande, invocando la
expresión asintótica (1.2.17), sigue para la tercera integral que

∣∣∣
∫ ∞

Z0

1

z
cos

(xy

2z
+

yz

2x
+

xz

2y

)
H(2)

ν (z)dz
∣∣∣ ≤

√
2

π
e−

π
2
Imν

∫ ∞

Z0

dz

z
3
2

−→ 0,

si Z0 −→ ∞, para todo ν ∈ C. En cuanto a la primera integral de (4.2.16),
que es la que resta por analizar, para z0 > 0 muy pequeño y debido a (1.2.18),
se infiere que

∫ z0

0

1

z
cos

(xy

2z
+

yz

2x
+

xz

2y

)
H(2)

ν (z)dz

≈ i
Γ(ν)

π
2ν

∫ z0

0

1

z1+ν
cos

(xy

2z

)
dz = i

Γ(ν)

π
2ν

∫ ∞

1
z0

tν−1 cos(at)dt,

donde a = xy
2

> 0. Integrando por partes, esta última integral vale

i
Γ(ν)

π
2ν

{
− z1−ν

0 sen
a

z0

− ν − 1

a

∫ ∞

1
z0

tν−2 sen(at)dt
}

,

siempre que Reν < 1. Además,
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∣∣∣
∫ ∞

1
z0

tν−2 sen(at)dt
∣∣∣ ≤ z1−Reν

0

1− Reν
.

Si Reν ≤ 0, a tenor de (1.2.7) resulta

∫ z0

0

1

z
cos

(xy

2z
+

yz

2x
+

xz

2y

)
H(2)

ν (z)dz

=

∫ z0

0

eiπν 1

z
cos

(xy

2z
+

yz

2x
+

xz

2y

)
H

(2)
−ν (z)dz,

donde ahora Re(−ν) ≥ 0, convergiendo –según el argumento anterior– cuan-
do Re(−ν) < 1. Luego, la primera integral de (4.2.16) converge si
−1 < Reν < 1, valiendo el mismo razonamiento para la segunda integral.

4.3. La convolución distribucional asociada

con la transformación H-K-L

Introduciremos el espacio Ha, análogo al considerado en el Caṕıtulo 3.
Este nuevo espacio consta de todas las funciones complejas ϕ infinitamente
derivables y definidas en I tales que

γ∗k,a(ϕ) = sup
x∈I

|λ−a (x)∆∗k
x ϕ(x)| < ∞, (4.3.1)

donde a > 0, k = 0, 1, 2, . . ., λ−a denota la función continua

λ−a (x) =





e−
a
x , x ∈ (0, 1]

e−ax, x ∈ [1, +∞)
(4.3.2)

y ∆∗
x simboliza el operador diferencial (2.1.6). Al igual que le ocurŕıa al

espacio Fa, con la topoloǵıa generada por esta familia de seminormas, Ha es
un espacio de Fréchet ([2], [86]). H′

a representa su espacio dual. Subrayemos
que el operador ∆∗ da origen a una aplicación lineal y continua del espacio
Ha en śı mismo. Por lo tanto, el operador generalizado (2.1.5) definido como
el operador adjunto de ∆∗ mediante

< ∆f, ϕ >=< f, ∆∗ϕ >, f ∈ H′
a, ϕ ∈ Ha, (4.3.3)
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también es una aplicación lineal y continua del espacio H′
a en śı mismo.

No resulta dif́ıcil hallar la conexión existente entre el espacio Fa del
Caṕıtulo 3 y el nuevo espacio Ha. Sin más que tener en cuenta (2.1.7) y
que

λ−a+b(x) = λ−a (x).λ−b (x),

resulta que

ϕ ∈ Ha ⇐⇒ xϕ ∈ Fa+ε,

para ε > 0.

De acuerdo con (2.1.7) y (2.1.9) llegamos a

γ∗k,a{x−1H
(2)
ν (x)} = sup

x∈I
|λ−a (x)x−1∆k

xH
(2)
ν (x)|

= |ν|2k sup
x∈I

|λ−a (x)x−1H(2)
ν (x)|.

Finalmente, en virtud de las expresiones asintóticas (1.2.17), (1.2.18) y (1.2.19),
y la fórmula (1.2.7) en el caso Reν < 0, se obtiene

γ∗k,a{x−1H(2)
ν (x)} < ∞.

Esto implica que el núcleo de la transformada (4.1.1) pertenece al espacio
Ha, es decir,

x−1H(2)
ν (x) ∈ Ha.

Por lo tanto, como de costumbre, definimos la transformada distribucional
H-K-L de cada elemento f ∈ H′

a por el método del núcleo, como

(H′f)(ν) = F (ν) =
〈
f(x),

H
(2)
ν (x)

x

〉
. (4.3.4)

A causa de (1.2.7), se tiene que

F (−ν) = e−iπνF (ν). (4.3.5)

El Teorema 3.3 de inversión [35] para la transformada (2.1.1)-(2.1.2) es
reformulado con respecto al par (4.1.1)-(4.1.2) y (4.3.4) como sigue
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Teorema 4.3 En el sentido de la convergencia en el espacio D′(I) se tiene
que

ĺım
ρ−→0+

ĺım
N−→+∞

−1

2

∫ iN

−iN

eρν2

νJν(x)F (ν)dν = f(x),

donde f ∈ H′
a y F viene definida por (4.3.4).

Teniendo presente las definiciones (4.3.3) y (4.3.4), aśı como también las
expresiones (2.1.7) y (2.1.9), se tiene que

H′(∆f)(ν) =
〈
∆f,

H
(2)
ν (x)

x

〉
=

〈
f, ∆∗

x

H
(2)
ν (x)

x

〉

=
〈
f,

1

x
∆xH

(2)
ν (x)

〉
= 〈f, ν2x−1H(2)

ν (x)〉 = ν2
〈
f,

H
(2)
ν (x)

x

〉
,

esto es, hemos deducido la regla operacional

H′(∆f)(ν) = ν2(H′f)(ν). (4.3.6)

Recuérdese que una función f localmente integrable sobre I y que satis-
face la condición

∫ ∞

0

|f(x)|
λ−a (x)

dx < ∞ (4.3.7)

genera una distribución regular en H′
a por medio de

< f, ϕ >=

∫ ∞

0

f(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ Ha. (4.3.8)

Ahora consideraremos un nuevo espacio de funciones pruebas, el espacio
Ga, constituido por todas las funciones complejas ϕ infinitamente derivables
y definidas en I, tales que

Γk,a(ϕ) = sup
x∈I

|λ+
a (x)∆∗k

x ϕ(x)| < ∞, (4.3.9)

donde a > 0, k = 0, 1, 2, . . . y

λ+
a (x) =





e
a
x , x ∈ (0, 1]

eax, x ∈ [1, +∞)
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Si le asignamos la topoloǵıa generada por esta colección de seminormas, Ga

resulta ser un espacio de Fréchet. Obsérvese que, para todo ϕ ∈ Ga, tenemos

γ∗k,a(ϕ) = sup
x∈I

|λ−a (x)∆∗k
x ϕ(x)|

= sup
x∈I

|(λ−a (x))2λ+
a (x)∆∗k

x ϕ(x)|

≤ sup
x∈I

|λ+
a (x)∆∗k

x ϕ(x)|

= Γk,a(ϕ),

En efecto, supx∈I |(λ−a (x))2| ≤ 1.

Además, x−1H
(2)
ν (x) /∈ Ga, puesto que de (1.2.17) sigue

|λ+
a (x)x−1H

(2)
ν (x)| ≤ C

∣∣∣eaxx−1

√
2

πx
e−i(x−πν

x
−π

4
)
∣∣∣

= C
∣∣∣ei πν

2 eaxx−
3
2

∣∣∣ →∞

cuando x →∞ y ν está fijado.

Resumiendo todos estos resultados, podemos afirmar que Ga es un subes-
pacio propio de Ha y que la topoloǵıa de Ga es más fuerte que la inducida en
él por Ha. También se cumple que H′

a ⊂ G ′a, en el sentido de que cada ele-
mento f ∈ H′

a, cuando se restringe su actuación a Ga, define una aplicación
lineal y continua sobre Ga.

Proposición 4.1 Para todo ϕ ∈ Ga y k = 0, 1, 2, . . . se verifica que

xkDk
xϕ(x) = O(e−

a
x ), si x −→ 0+

y

Dk
xϕ(x) = O(e−ax), si x −→ +∞.

Prueba. Utilizaremos un argumento similar al dado por H.-J Glaeske y
A. Hess [25] en lo que concierne a la transformada de Kontorovich-Lebedev
(1.1.1)-(1.1.2). En efecto, sea ϕ cualquier elemento del espacio Ga y recorde-
mos que



4.3. La convolución distribucional 119

∆∗ϕ(x) = x2D2ϕ(x) + 3xDϕ(x) + (x2 + 1)ϕ(x). (4.3.10)

Unos sencillos cálculos muestran que

(∆∗)2ϕ(x) = x4D4ϕ(x) + 10x3D3ϕ(x) + (2x4 + 25x2)D2ϕ(x)

+ (10x3 + 15x)Dϕ(x) + (x4 + 10x2 + 1)ϕ(x).

Y, por un proceso inductivo,

(∆∗)kϕ(x) =
2k∑

j=0

xjP j
k (x)Dj

xϕ(x), (4.3.11)

donde P j
k (x) son polinomios cuyo grado es 2k− j si j es par y 2k− j− 1 si j

es impar, j = 0, 1, 2, . . . , 2k, k = 0, 1, 2, . . .. Se ve fácilmente que P 2k
k (x) = 1

y P 2k−1
k (x) = 2k2 + k.

De igual forma se puede establecer que

D(xϕ(x)) = xDϕ(x) + ϕ(x),

(Dx)2ϕ(x) = x2D2ϕ(x) + 3xDϕ(x) + ϕ(x)

En general,

(Dx)nϕ(x) =
n∑

j=0

bjx
jDjϕ(x), (4.3.12)

con bj ∈ Z+, b2n = 1 y b2n−1 = 2n2 + n. Se entiende que

(Dx)nϕ(x) = (Dx)(Dx) . . . (Dx)D(xϕ(x)).

De la definición (4.3.9) se infiere inmediatamente, por un lado, que

ϕ(x) = O(e−
a
x ), (∆∗)kϕ(x) = O(e−

a
x ), (4.3.13)

si x −→ 0+, y, por otro lado,

ϕ(x) = O(e−ax), (∆∗)kϕ(x) = O(e−ax), (4.3.14)
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cuando x −→∞, para todo k = 0, 1, 2, . . ..

Como quiera que

∆∗ϕ(x) = (Dx)2ϕ(x) + (x2 + 1)ϕ(x), (4.3.15)

se deduce, cuando x −→ 0+, que

(Dx)2ϕ(x) = O(e−
a
x ),

esto es,

1

x2
D(xD(xϕ(x))) = O

(e−
a
x

x2

)
.

Integrando ambos miembros, en el primero por partes, se obtiene

xDϕ(x) + 3ϕ(x) + 4x

∫
ϕ(x)

x2
dx = xO(e−

a
x ).

Luego, cuando x −→ 0+,

xDϕ(x) = O((1 + x)e−
a
x ) = O(e−

a
x ). (4.3.16)

De (4.3.10), (4.3.13) y (4.3.15) se infiere que

x2D2ϕ(x) = O(e−
a
x ), x −→ 0 + .

A continuación suponemos que

xkDkϕ(x) = O(e−
a
x ), x −→ 0+,

para 0 ≤ k ≤ 2n − 2. Para terminar este proceso inductivo, lo verificamos
cuando k = 2n− 1 y k = 2n.

Podemos escribir (4.3.11) en la forma

(∆∗
x)

nϕ(x) = x2nD2nϕ(x) + (2n2 + n)x2n−1D2n−1ϕ(x)

+
2n−2∑
j=0

xjP j
k (x)Dj

xϕ(x). (4.3.17)
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Entonces, en virtud de (4.3.13) y de las hipótesis de inducción, concluimos
que

x2nD2nϕ(x) + (2n2 + n)x2n−1D2n−1ϕ(x) = O(e−
a
x ),

cuando x −→ 0+. Tomando en cuenta este resultado y (4.3.12) resulta

(Dx)2nϕ(x) = x2nD2nϕ(x) + (2n2 + n)x2n−1D2n−1ϕ(x)

+
2n−2∑
j=0

bjx
jDj

xϕ(x) = O(e−
a
x ), (4.3.18)

es decir,

1

x2
Dx(Dx)2n−1ϕ(x) =

1

x2
O(e−

a
x ), x −→ 0 + .

Integrando de nuevo se tiene

(Dx)2n−1ϕ(x) + 2(Dx)2n−2ϕ(x) + 4x

∫
1

x2
(Dx)2n−2ϕ(x)dx = xO(e−

a
x ),

si x −→ 0+, lo cual entraña que

(Dx)2n−1ϕ(x) = O(e−
a
x ), x −→ 0 + .

Y, puesto que en base a (4.3.12) es

(Dx)2n−1ϕ(x) = x2n−1D2n−1ϕ(x) +
2n−2∑
j=0

cjx
jDj

xϕ(x), (4.3.19)

con cj ∈ Z+, se deduce que

x2n−1D2n−1ϕ(x) = O(e−
a
x ), x −→ 0 + .

Finalmente, de (4.3.17) sigue inmediatamente que

x2nD2nϕ(x) = O(e−
a
x ), x −→ 0 + .
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Aśı pues, hemos probado que, para toda k = 0, 1, 2, 3, . . .,

xkDkϕ(x) = O(e−
a
x ),

cuando x −→ 0+.

Estudiemos ahora el comportamiento en el infinito. De (4.3.14) y (4.3.15)
resulta

(Dx)2ϕ(x) = O(x2e−ax), x −→∞,

e integrando,

xDϕ(x) + ϕ(x) = O(xe−ax).

De aqúı que

Dϕ(x) = O
(x + 1

x
e−ax

)
= O(e−ax),

cuando x −→∞. Entonces, de (4.3.10) se deriva que

D2ϕ(x) = O
(x2 + x + 1

x2
e−ax

)
= O(e−ax),

si x −→∞. Asumamos que

Dkϕ(x) = O(e−ax), k = 0, 1, 2, . . . , 2n− 2,

cuando x −→∞, y verifiquemos esta acotación cuando k = 2n− 1 y k = 2n.

Combinando (4.3.11) y (4.3.12) se colige que

(Dx)2nϕ(x) = O(e−ax), x −→∞,

e integrando

x(Dx)2n−1ϕ(x) = O(e−ax), x −→∞. (4.3.20)

Ahora bien, de (4.3.19) y (4.3.20) se obtiene

x2n−1D2n−1ϕ(x) = O
(( 1

x2n−1
+

1

x2n

)
e−ax

)
= O(e−ax),
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cuando x −→∞. De (4.3.11) y (4.3.14) y los resultados anteriores se llega a
que

D2nϕ(x) = O(e−ax), x −→∞.

En definitiva, se ha establecido que, para todo k = 0, 1, 2, . . .,

Dkϕ(x) = O(e−ax),

cuando x −→∞. ¥

Toda función localmente integrable g en I que cumple

∫ ∞

0

λ−a (x)|g(x)|dx < ∞ (4.3.21)

genera una función generalizada regular en G ′a mediante

< g, ψ >=

∫ ∞

0

g(x)ψ(x)dx, ψ ∈ Ga. (4.3.22)

Efectivamente, para toda ψ ∈ Ga,

| < g, ψ > | = Γ0,a(ψ)

∫ ∞

0

λ−a (x)|g(x)|dx.

Por tanto, todo elemento de Ga satisface la condición (4.3.21), lo cual implica
que Ga puede considerarse como un subespacio de G ′a.

Nota 4.3 Sea δ > 0. Podemos ver que todo elemento ϕ ∈ Ga+δ genera
una distribución regular en H′

a por medio de (4.3.8). Ciertamente, dado que
λ−a+δ(x) = λ−a (x)λ−δ (x), se tiene que

∫ ∞

0

λ+
a (x)|ϕ(x)| ≤ Γ0,a+δ(ϕ)

∫ ∞

0

λ−δ (x)dx ≤ 2

δ
Γ0,a+δ(ϕ) < ∞,

es decir, la condición (4.3.7) se cumple.

Ahora discutiremos las propiedades más importantes del operador tras-
lación (4.2.8) y el núcleo E(x, y, z) definido por (4.2.4)
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(i) El operador traslación (4.2.8) está bien definido en el espacio Ga. En
efecto, para todo ϕ ∈ Ga, se obtiene que

(xy)
1
2 |Txϕ(y)| ≤ CΓ0,a(ϕ)

∫ ∞

0

λ−a (z)
dz

z
3
2

= CΓ0,a(ϕ),

donde x, y ∈ I.

(ii) El operador traslación es simétrico con respecto a x y y, esto es,

Txϕ(y) = Tyϕ(x).

(iii) El núcleo E(x, y, z) ∈ C∞(I × I × I) y, en virtud de (2.1.9), se puede
mostrar que

∆xE(x, y, z) = ∆yE(x, y, z) = ∆zE(x, y, z),

donde ∆ es el operador diferencial (2.1.5).

(iv) Nótese que, a la vista de (4.2.6),

∫ ∞

0

λ−a (z)
|E(x, y, z)|

z
dz ≤ C(xy)−

1
2 ,

lo cual entraña que
E(x, y, z)

z
verifica la condición (4.3.21) y conse-

cuentemente da origen a un elemento regular en el espacio G ′a mediante
(4.3.22). Este hecho nos permite expresar el operador traslación como
se indica a continuación

Txϕ(y) =
〈E(x, y, z)

z
, ϕ(z)

〉
, ϕ ∈ Ga.

(v) De conformidad con el resultado anterior se ve fácilmente que
[86, p. 44]

Txϕ(y) ∈ C∞(I × I),
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para todo ϕ ∈ Ga.

(vi) El operador diferencial (2.1.5) y el de traslación Tx se intercambian, en
otras palabras,

∆xTxϕ(y) = ∆xTyϕ(x) = Ty∆xϕ(x) = Tx∆yϕ(y) = ∆yTxϕ(y),

para todo ϕ ∈ Ga. En efecto, a la vista de (iii) y (v), tiene sentido

∆yTxϕ(y) =

∫ ∞

0

∆y{E(x, y, z)}ϕ(z)

z
dz =

∫ ∞

0

∆z{E(x, y, z)}ϕ(z)

z
dz.

Integrando por partes dos veces y tomando en consideración, en ba-
se a la Proposición 4.1, que los términos en el exterior de las inte-
grales se anulan, dado que ϕ(z) = O(e−

a
z ) y zDϕ(z) = O(e−

a
z ) si

z −→ 0+, mientras que ϕ(z) = O(e−az) y Dϕ(z) = O(e−az) si
z −→ +∞, obtenemos

∆yTxϕ(y) =

∫ ∞

0

E(x, y, z)∆zϕ(z)
dz

z
= Tx∆yϕ(y),

que es una de las conclusiones deseadas. Las demás se obtienen
trivialmente.

(vii) De las definiciones (4.2.4) y (4.2.8), si escogemos ω de modo que

ω(ν)H
(2)
ν (x)H

(2)
ν (y) cumpla las hipótesis del Teorema 4.2, sigue que

TxH
(2)
ν (y) = ω(ν)H(2)

ν (x)H(2)
ν (y).

Proposición 4.2 El operador Tx definido por

Txϕ(y) = y−1Tx(yϕ), ϕ ∈ Ga,

donde Tx es dado por (4.2.8), es una aplicación lineal y continua del espacio
Ga en el espacio Ha.

Prueba. Fijamos x > 0 arbitrariamente. La linealidad de Tx es obvia.
Probaremos la continuidad. Recurriendo a (2.1.7), (4.2.6) y la propiedad (vi),
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tenemos

γ∗k,a(Txϕ(y)) = sup
y∈I

∣∣∣λ−a (y)∆∗k
y y−1Tx(yϕ(y))

∣∣∣

= sup
y∈I

∣∣∣λ−a (y)y−1∆k
yTx(yϕ(y))

∣∣∣

= sup
y∈I

∣∣∣λ−a (y)y−1Tx(∆
k
y(yϕ(y)))

∣∣∣

= sup
y∈I

∣∣∣λ−a (y)y−1Tx(y∆∗k
y ϕ(y))

∣∣∣

= sup
y∈I

∣∣∣λ−a (y)y−1

∫ ∞

0

E(x, y, z)∆∗k
z ϕ(z)dz

∣∣∣

≤ Cx−
1
2 sup

y∈I

∣∣∣y− 3
2 λ−a (y)

∣∣∣
∫ ∞

0

z−
1
2 λ−a (z)dz.Γk,a(ϕ).

Por lo tanto,

γ∗k,a(Txϕ(y)) ≤ Cx−
1
2 Γk,a(ϕ), ϕ ∈ Ga.

Aśı hemos demostrado que Txϕ ∈ Ha, para cada ϕ ∈ Ga. Como consecuencia
de esta desigualdad y de [86, Lemma 1.10-1], deducimos la continuidad del
operador Tx. ¥

Nota 4.4 Merece la pena destacar que el operador Tx satisface propiedades
parecidas a las del operador traslación. En efecto, se puede comprobar sin
dificultad que:

(i′) Tx

{H
(2)
ν (y)

y

}
= ω(ν)H(2)

ν (x)
H

(2)
ν (y)

y
.

(ii′) Tyϕ(x) = yx−1Txϕ(y), ϕ ∈ Ga.

(iii′) H(T(.)ϕ(y))(ν) = ω(ν)H(2)
ν (y)(Hϕ)(ν), ϕ ∈ Ga.

La afirmación anterior admite la siguiente extensión
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Proposición 4.3 El operador Tr
x dado por

Tr
xϕ(y) = y−1Tx(r(y)ϕ(y)), ϕ ∈ Ga, (4.3.23)

donde r(x) denota una función racional cuyo denominador no posee ráıces
en I, es una aplicación lineal y continua de Ga en Ha.

Prueba. Sea x un punto arbitrario y fijo de I. Entonces, usando un argu-
mento similar al de la Proposición 4.2 y (4.2.6), se deduce que

γ∗k,a(T
r
xϕ) = sup

y∈I

∣∣∣λ−a (y)y−1

∫ ∞

0

∆k
y{E(x, y, z)}r(z)

z
ϕ(z)dz

∣∣∣

≤ Cx−
1
2 sup

y∈I

∣∣∣λ−a (y)y−
3
2

∫ ∞

0

λ−a (z)
r(z)

z
3
2

λ+
a (z)ϕ(z)dz

∣∣∣

≤ Cx−
1
2 Γ0,a(ϕ) sup

y∈I

∣∣∣λ−a (y)y−
3
2

∣∣∣
∫ ∞

0

z−
3
2 λ−a (z)|r(z)|dz

≤ Cx−
1
2 Γ0,a(ϕ).

En definitiva, hemos establecido que, para cada ϕ ∈ Ga,

γ∗k,a(T
r
xϕ) ≤ Cx−

1
2 Γ0,a(ϕ). (4.3.24)

La linealidad es evidente y la continuidad de Tr
x se deduce de (4.3.24) y

[86, Lemma 1.10-1]. Es de hacer notar que la Proposición 4.2 es un caso
particular del resultado anterior cuando elegimos r(y) = y. ¥

A continuación definimos el operador traslación generalizado T ′
x en el

espacio H′
a como el adjunto del operador Tx, dado por (4.3.23) con r(y) = y,

actuando en el espacio Ga. En otras palabras,

〈
T ′

x f, ϕ
〉

=
〈
f, Txϕ

〉
=

〈
f(y), y−1Tx(yϕ(y))

〉
, (4.3.25)

para cada f ∈ H′
a y ϕ ∈ Ga. De la Proposición 4.2 y [86, Theorem 1.10-1] se

concluye fácilmente que

Proposición 4.4 El operador traslación generalizado T ′
x, definido por

(4.3.25), es una aplicación lineal y continua de H′
a en G ′a.

En relación con la convolución (4.2.9) se tiene la siguiente afirmación
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Teorema 4.4 Asumamos que ϕ y ψ son elementos arbitrarios de Ga. En-
tonces, ϕ ∗ ψ ∈ Ha.

Prueba. De la definición (4.2.9) se infiere fácilmente que ϕ ∗ ψ ∈ C∞(I),
cualesquiera que sean ϕ, ψ ∈ Ga.

Conviene primero observar que, como ocurre con el operador ∆ en (2.2.7),
podemos expresar

∆∗kϕ(x) =
2k∑

l=0

P ∗
l (x)Dlϕ(x),

donde P ∗
l (x), l = 0, 1, 2, . . . , 2k, denotan polinomios de grado menor o igual

a 2k, con coeficientes enteros y positivos. Con ayuda de esta expresión se
puede escribir

∆∗k
x E(x, y, z) =

2k∑

l=0

P ∗
l (x)Dl

xE(x, y, z)

=
1

4i

∫ i∞

−i∞
νω(ν)e−iπν sen πν

( 2k∑

l=0

P ∗
l (x)Dl

xH
(2)
ν (x)

)

. H(2)
ν (y)H(2)

ν (z)dν

= −1

2

∫ ∞

0

τ ω(iτ)eπτ sh πτ
( 2k∑

l=0

P ∗
l (x)Dl

xH
(2)
iτ (x)

)

. H
(2)
iτ (y)H

(2)
iτ (z)dτ. (4.3.26)

De la representación integral (1.2.30), en el caso particular de que sea ν = iτ ,
τ ∈ R, y x > 0, se tiene aplicando una conocida generalización de la regla de
Leibniz para derivar el producto de varias funciones

Dl
x

(
H

(2)
iτ (x)

)
=

∑
l1+l2+l3=l
l1,l2,l3≥0

l!

l1! l2! l3!

√
2

π

1

Γ(iτ + 1
2
)

dl1

dxl1
(x−

1
2 )

.
dl2

dxl2
(e−i(x−i πτ

2
−π

4
))

∫ ∞

0

e−ss−iτ− 1
2

dl3

dxl3

[(
1 +

s

2ix

)iτ− 1
2
]
ds. (4.3.27)
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Ahora bien, no resulta dif́ıcil comprobar que

dn

dxn

[(
1 +

s

2ix

)iτ− 1
2
]

= (−1)n

n∑

k=1

Nk
n!

k!
x−n−k

.
sk

(2i)k
(iτ − 1

2
)(iτ − 3

2
) . . . (iτ +

1

2
− k)

(
1 +

s

2ix

)iτ− 1
2
−k

, (4.3.28)

n = 1, 2, 3, . . ., donde Nk representa determinado entero positivo. Sustitu-
yendo (4.3.28) en (4.3.27) se llega a que

Dl
x

(
H

(2)
iτ (x)

)
=

√
2√

πΓ(iτ + 1
2
)

∑
l1+l2+l3=l
l1,l2,l3≥0

l3∑
q=0

.
Nq(−1)l1+l3(−i)l2 l! 1 · 3 · 5 . . . (2l1 − 1)

l1! l2! 2l1 (2i)q q!

. x−
1
2
−l1−l3−qe−i(x−i πτ

2
−π

4
)(iτ − 1

2
)(iτ − 3

2
) . . . (iτ +

1

2
− q)

.

∫ ∞

0

e−ssiτ− 1
2
+q

(
1 +

s

2ix

)iτ− 1
2
−q

ds.

De aqúı se infiere, tomando en cuenta (1.2.31),

∣∣∣Dl
x

(
H

(2)
iτ (x)

)∣∣∣ ≤ C(ch πτ)
1
2

∑
l1+l2+l3=l
l1,l2,l3≥0

l3∑
q=0

Cl,q

.x−
1
2
−l1−l3−q e−

πτ
2 τ q

∫ ∞

0

e−s sq− 1
2

(
1 +

s2

4x2

)− 1
2
( 1
2
+q)

eτ arc tg s
2x ds,

es decir

∣∣∣Dl
x

(
H

(2)
iτ (x)

)∣∣∣ ≤ Ce
πτ
4

(3 sgn τ−1)

.
∑

l1+l2+l3=l
l1,l2,l3≥0

l3∑
q=0

Cl,qΓ(q +
1

2
)x−

1
2
−l1−l3−q τ q, (4.3.29)
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siendo Cl,q constantes positivas. Llevando (4.3.29) a (4.3.26) se obtiene que

∣∣∣∆∗k
x E(x, y, z)

∣∣∣ ≤ C(yz)−
1
2

2k∑

l=0

∑
l1+l2+l3=l
l1,l2,l3≥0

l3∑
q=0

Cl,qP
∗
l (x)

.x−
1
2
−l1−l3−q

∫ ∞

0

τ q+1e−(p− 7
2
)πτdτ

≤ (yz)−
1
2

2k∑

l=0

∑
l1+l2+l3=l
l1,l2,l3≥0

l3∑
q=0

C∗
l,qP

∗
l (x)x−

1
2
−l1−l3−q, (4.3.30)

donde se elige p > 7
2

y C∗
l,q representan nuevas constantes positivas. Por tanto,

de (4.3.30) y de la definición (4.2.9) de la convolución se deduce que

∣∣∣λ−a (x)∆∗k
x (ϕ ∗ ψ)(x)

∣∣∣ =
∣∣∣λ−a (x)

∫ ∞

0

ϕ(y)∆∗k
x Txψ(y)

dy

y

∣∣∣

=
∣∣∣λ−a (x)

∫ ∞

0

ϕ(y)

y

∫ ∞

0

{
∆∗k

x E(x, y, z)
}ψ(z)

z
dzdy

∣∣∣

≤
2k∑

l=0

∑
l1+l2+l3=l
l1,l2,l3≥0

l3∑
q=0

C∗
l,q

{
λ−a (x)P ∗

l (x)x−
1
2
−l1−l3−q

}

.

∫ ∞

0

y−
3
2 λ−a (y)λ+

a (y)ϕ(y)dy

∫ ∞

0

z−
3
2 λ−a (z)λ+

a (z)ψ(z)dz

≤
( 2k∑

l=0

∑
l1+l2+l3=l
l1,l2,l3≥0

l3∑
q=0

C∗
l,q

)
Γ0,a(ϕ)Γ0,a(ψ) = CkΓ0,a(ϕ)Γ0,a(ψ),

donde Ck son constantes reales positivas. Hemos demostrado que

γ∗k,a(ϕ ∗ ψ) ≤ CkΓ0,a(ϕ)Γ0,a(ψ), ϕ, ψ ∈ Ga.

Esto implica que ϕ ∗ ψ ∈ Ha y con ello se finaliza la prueba . ¥
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Para dos elementos arbitrarios f y g de H′
a definimos la convolución f ∗ g

mediante

< f ∗ g, ϕ > =
〈
f(x),

1

x
< T ′

x g(y), ϕ(y) >
〉

=
〈
f(x),

1

x
< g(y), Txϕ(y) >

〉

=
〈
f(x),

1

x

〈
g(y), y−1Tx(yϕ(y))

〉〉
, (4.3.31)

para todo ϕ ∈ Ga.

Teorema 4.5 La convolución generalizada, definida por (4.3.31), aplica ele-
mentos del espacio H′

a en el espacio G ′a; en otras palabras, f ∗ g ∈ G ′a para
todos f, g ∈ H′

a.

Prueba. Primero ponemos

G(x) = x−1
〈
g(y), y−1Tx(yϕ(y))

〉
, g ∈ H′

a, ϕ ∈ Ga,

e intentamos verificar que G ∈ C∞(I). A fin de lograr este propósito, es
suficiente probar que

G∗(x) =
〈
g(y), y−1Tx(yϕ(y))

〉
∈ C∞(I).

Para ello, fijemos x > 0 arbitrario y consideremos un incremento real h,
h 6= 0, |h| < 1. Escribimos

G∗(x + h)−G∗(x)

h
−

〈
g(y), y−1 ∂

∂x
Tx(yϕ(y))

〉

=< g(y), A(x, y, h) >, (4.3.32)

donde

A(x, y, h) = y−1
{Tx+h(yϕ(y))− Tx(yϕ(y))

h
− ∂

∂x
Tx(yϕ(y))

}
.
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La demostración terminará cuando hayamos probado que A(x, y, h) converge
a cero si h −→ 0 en la topoloǵıa del espacio Ha. Debido a la relación (2.1.7)
entre los operadores diferenciales ∆ y ∆∗, y recurriendo a la propiedad (vi)
y a la definición (4.2.8), los siguientes pasos son ĺıcitos

∆∗k
y A(x, y, h) = y−1∆k

y

{Tx+h(yϕ(y))− Tx(yϕ(y))

h
− ∂

∂x
Tx(yϕ(y))

}

= y−1
{Tx+h[∆

k
y(yϕ(y))]− Tx[∆

k
y(yϕ(y))]

h
− ∂

∂x
Tx[∆

k
y(yϕ(y))]

}

= y−1
{Tx+h(y∆∗k

y ϕ(y))− Tx(y∆∗k
y ϕ(y))

h
− ∂

∂x
Tx(y∆∗k

y ϕ(y))
}

=
y−1

h

∫ x+h

x

∫ u

x

∂2

∂t2

{
Tt(y∆∗k

y ϕ(y))
}

dtdu

=
y−1

h

∫ x+h

x

∫ u

x

∫ ∞

0

∂2E(t, y, z)

∂t2
∆∗k

z ϕ(z)dzdtdu. (4.3.33)

Ahora bien, de (4.3.29) con l = 2 y τ > 0, se tiene

∣∣∣ d2

dx2
H

(2)
iτ (x)

∣∣∣

≤ Cx−
1
2

(
1 + x−1 + (1 + τ)x−2 + τx−3 + τ 2x−4

)
e

πτ
2 . (4.3.34)

Hacemos énfasis en que la constante C > 0 no depende ni de τ ni de x.
Entonces

∂2E(t, y, z)

∂t2
=

1

2i

∂2

∂t2

∫ i∞

0

νω(ν)e−iπν sen πνH(2)
ν (t)H(2)

ν (y)H(2)
ν (z)dν

= − 1

2i

∫ ∞

0

τω(iτ)eπτ sh πτ
( d2

dt2
H

(2)
iτ (t)

)
H

(2)
iτ (y)H

(2)
iτ (z)dτ.

Por último, utilizando (4.3.34) y (4.2.5) se obtiene
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∣∣∣∂
2E(t, y, z)

∂t2

∣∣∣ ≤ C(tyz)−
1
2

[
(1 + t−1 + t−2)

∫ ∞

0

τe−(p− 7
2
)πτdτ

+(t−2 + t−3)

∫ ∞

0

τ 2e−(p− 7
2
)πτdτ + t−4

∫ ∞

0

τ 3e−(p− 7
2
)πτdτ

]
.

Seleccionando p > 7
2
, resulta

∣∣∣∂
2E(t, y, z)

∂t2

∣∣∣ ≤ C(tyz)−
1
2 (1 + t−1 + t−2 + t−3 + t−4). (4.3.35)

Ahora supongamos que 0 < h < 1 (un razonamiento similar es válido en el
caso −1 < h < 0). Tomando en cuenta que x < t < µ < x + h < x + 1,
deducimos de (4.3.33) y (4.3.35) que

∣∣∣λ−a (y)∆∗k
y A(x, y, h)

∣∣∣ ≤ Cλ−a (y)
y−1

h

∫ x+h

x

∫ u

x

∫ ∞

0

(tyz)−
1
2

. (1 + t−1 + t−2 + t−3 + t−4)∆∗k
z ϕ(z)dzdtdµ

≤ C

h

(
y−

3
2 λ−a (y)

)
(1 + x−1 + x−2 + x−3 + x−4)

.

∫ x+h

x

∫ u

x

∫ ∞

0

(
z−

1
2 λ−a (z)

)
λ+

a (z)∆∗k
z ϕ(z)dzdtdµ

≤ C(x)

h

∫ ∞

0

z−
1
2 λ−a (z)dz

∫ x+h

x

∫ u

x

dtdµΓk,a(ϕ)

≤ C(x)

h

∫ x+h

x

∫ u

x

dtdu = C(x)
h

2
−→ 0,

cuando h −→ 0, uniformemente en y ∈ I. Aqúı C(x) denota una constante
dependiente de x, cuyo valor está fijo. Por lo tanto, γ∗k,a(A(x, ., h)) −→ 0
si h −→ 0, que es lo que queŕıamos probar. Entonces, tomando ĺımite en
(4.3.32) si h −→ 0, deducimos que

dG∗(x)

dx
=

〈
g(y), y−1 ∂

∂x
Tx(yϕ(y))

〉
.
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En general,

dmG∗(x)

dxm
=

〈
g(y), y−1 ∂m

∂xm
Tx(yϕ(y))

〉
, m = 0, 1, 2, . . . .

A continuación, teniendo presente esta propiedad, y en base a (2.1.7), (ii),
(vi) y [86, Theorem 1.8-1], podemos encontrar una constante C > 0 y un
entero no negativo r, dependiente de g pero no de ϕ, de manera tal que

∣∣∣∆∗k
x G(x)

∣∣∣ =
∣∣∣x−1∆k

x xG(x)
∣∣∣

= x−1
∣∣∣
〈
g(y), y−1∆k

xTx(yϕ(y))
〉∣∣∣

= x−1
∣∣∣
〈
g(y), y−1Ty{∆k

x(xϕ(x))}
〉∣∣∣

≤ Cx−1 máx
0≤j≤r

γ∗j,a
{

y−1Tx∆
k
y(xϕ(x))

}
, (4.3.36)

para cada ϕ ∈ Ga. Evaluemos aparte

γ∗j,a
{

y−1Tx∆
k
y(yϕ(y))

}
= sup

y∈I

∣∣∣λ−a (y)∆∗j
y {y−1Tx∆

k
y(yϕ(y))}

∣∣∣

= sup
y∈I

∣∣∣λ−a (y)y−1∆j
y

{
Tx∆

k
y(yϕ(y))

}∣∣∣

= sup
y∈I

∣∣∣λ−a (y)y−1Tx

{
y∆∗(k+j)

y ϕ(y)
}∣∣∣

= sup
y∈I

∣∣∣λ−a (y)y−1

∫ ∞

0

E(x, y, z)∆∗(k+j)
z ϕ(z)dz

∣∣∣

≤ Cx−
1
2 sup

y∈I
(y−

3
2 λ−a (y))

.

∫ ∞

0

z−
1
2 λ−a (z)dz.Γk+j,a(ϕ). (4.3.37)

Aśı pues, de (4.3.36) y (4.3.37) deducimos

γ∗k,a(G) ≤ C máx
0≤j≤r

Γk+j,a(ϕ) = CΓk+J,a(ϕ),
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para cierto J , J = 0, 1, 2, . . . r, y para toda ϕ ∈ Ga. En conclusión, G ∈ Ha.
Con mayor precisión, ϕ −→ G es una aplicación lineal y continua de Ga en
Ha. Dado que

< f ∗ g, ϕ >=< f, G >,

conforme al resultado que acabamos de obtener, la definición (4.3.31) tiene
sentido y f ∗ g ∈ G ′a. Con ello se termina la demostración. ¥
Proposición 4.5 (Reglas operacionales) Sean f, g, h ∈ H′

a. Tenemos

(1) H′(f ∗ g)(ν) = ω(ν)(H′f)(ν).(H′g)(ν)

(2) f ∗ g = g ∗ f
f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h
f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h

(3) ∆x(f ∗ g) = (∆xf) ∗ g = f ∗ (∆xg)

Prueba. Es suficiente con probar (1), que es el resultado fundamental.
La parte (2) se verifica fácilmente tomando la transformada H-K-L en am-
bos miembros de la correspondiente ecuación y recurriendo al teorema de
unicidad para la transformación (4.3.4), completamente análogo al estable-
cido en el Caṕıtulo 3 (Teorema 3.4) respecto de la transformación (3.3.1).
Finalmente, para ver la parte (3) recurrimos a la regla operacional (4.3.6).

Aśı pues, comprobaremos la validez de (1). En virtud de las definiciones
(4.3.4) y (4.3.31), y la propiedad (vii) se tiene

H′(f ∗ g)(ν) =
〈
f ∗ g(x),

H
(2)
ν (x)

x

〉

=
〈
f(x),

1

x
< g(y), y−1TxH

(2)
ν (y) >

〉

=
〈
f(x),

1

x
< g(y), y−1ω(ν)H(2)

ν (x)H(2)
ν (y) >

〉

= ω(ν)
〈
f(x),

H
(2)
ν (x)

x
< g(y),

H
(2)
ν (y)

y
>

〉

= ω(ν)
〈
g(y),

H
(2)
ν (y)

y

〉〈
f(x),

H
(2)
ν (x)

x

〉
= ω(ν)(H′f)(ν)(H′g)(ν).

y (1) queda probado. ¥
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Nota 4.5 Es importante mencionar que la evaluación de H′(T ′
xf)(ν),

f ∈ H′
a, es en general imposible. Ciertamente, por la Proposición 4.4 po-

demos asegurar que T ′
xf no pertenece a H′

a sino a G ′a. Recordemos que la
transformada generalizada H-K-L no está definida en la totalidad del espacio
G ′a. Sin embargo, H′

a puede ser considerado como un subespacio de G ′a. Por lo
tanto, si restringimos a los elementos f ∈ H′

a tal que T ′
xf ∈ H′

a, se tendŕıa
que

H′(T ′
xf)(ν) = ω(ν)H(2)

ν (x)(H′f)(ν).

Con esta regla operacional y bajo las hipótesis restrictivas mencionadas, el
operador traslación se intercambia con la convolución

T ′
x(f ∗ g) = (T ′

xf) ∗ g = f ∗ (T ′
xg).

En algunas situaciones especiales la convolución (4.3.31) adopta una ex-
presión más simple.

Corolario 4.1 Si f ∈ H′
a y g ∈ Ga+δ, δ > 0, se tiene

(f ∗ g)(x) =
〈
f(y),

1

y
Txg(y)

〉
. (4.3.38)

Prueba. En virtud de la Proposición 4.3 con r(y) = 1, tenemos que
y−1Txg(y) ∈ Ha. Por lo tanto , el segundo miembro de (4.3.38) tiene sen-
tido. Por otra parte, recurriendo al Teorema 4.5 y a la Nota 4.3 vemos que
f ∗ g ∈ G ′a. Aśı pues, verificaremos (4.3.38) en el sentido de la igualdad en el
espacio G ′a. Entonces, para cada ϕ ∈ Ga, sigue

〈
(f ∗ g)(x), ϕ(x)

〉
=

〈
f(x),

1

x

〈
g(y), y−1Tx(yϕ(y))

〉〉

=
〈
f(x),

1

x

∫ ∞

0

y−1Tx(yϕ(y))g(y)dy
〉
, (4.3.39)

puesto que, como fue dicho, g da lugar a un elemento regular enH′
a por medio

de (4.3.8). Ahora, tomando en cuenta que E(x, y, z) = E(x, z, y) y aplicando
el teorema de Fubini, podemos cambiar el orden de integración para obtener
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∫ ∞

0

1

y
Tx(yϕ(y))g(y)dy =

∫ ∞

0

g(y)

y

∫ ∞

0

E(x, y, z)ϕ(z)dzdy

=

∫ ∞

0

ϕ(z)

∫ ∞

0

E(x, y, z)
g(y)

y
dydz

=

∫ ∞

0

Txg(z)ϕ(z)dz.

Sustituyendo este resultado en (4.3.39) e intercambiando el funcional y la
integral, lo cual se puede justificar usando la técnica de las sumas de Riemann
(Ver Caṕıtulo 3 y [86, p.148]), deducimos que

〈
(f ∗ g)(x), ϕ(x)

〉
=

〈
f(x),

1

x

∫ ∞

0

Txg(z)ϕ(z)dz
〉

=

∫ ∞

0

〈
f(x),

1

x
Txg(z)

〉
ϕ(z)dz

=
〈〈

f(x),
1

x
Txg(y)

〉
, ϕ(y)

〉
,

para toda ϕ ∈ Ga. De aqúı se infiere la validez de (4.3.38). ¥

Corolario 4.2 Si f, g ∈ Ga+δ, δ > 0, entonces

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

0

f(y)Txg(y)
dy

y
.

Prueba. De acuerdo con (4.3.8) y el Corolario 4.1 podemos escribir

(f ∗ g)(x) =
〈
f(y),

1

y
Txg(y)

〉
=

∫ ∞

0

f(y)Txg(y)
dy

y
.

que es lo que queŕıamos probar. ¥

Enfatizamos que este resultado coincide con la definición (4.2.9) de la
convolución clásica.
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4.4. Aplicaciones

A fin de ilustrar la teoŕıa desarrollada, nos proponemos resolver los si-
guientes problemas:

(a) Encontrar la solución u(r, φ) de la ecuación en derivadas parciales

r2∂2u

∂r2
+ r

∂u

∂r
+ r2u +

∂2u

∂φ2
= 0 (4.4.1)

en la cuña infinita

{(r, φ)/0 < r < +∞, 0 < φ < α},
satisfaciendo las condiciones de frontera

u(r, 0) = 0, u(r, α) = f(r) ∈ H′
a.

Si ponemos U(ν, φ) = H′(u(., φ))(ν), aplicando la transformación H′ de
H-K-L a (4.4.1) y teniendo en cuenta la regla operacional (4.3.6), el pro-
blema se convierte en





∂2U(ν, φ)

∂φ2
+ ν2U(ν, φ) = 0

U(ν, 0) = 0, U(ν, α) = F (ν),

donde F (ν) = (H′f)(ν). La solución de este problema, que ahora concierne
a una ecuación diferencial ordinaria, es

U(ν, φ) =
sen νφ

sen να
F (ν) = ω(ν)F (ν)G(ν, φ),

con

G(ν, φ) =
sen νφ

ω(ν) sen να
.

Ya que G(−ν, φ) = e−iπνG(ν, φ), la función G(ν, φ) es buena a tenor de (4.2.1)
y (4.3.5). Finalmente, usando la regla operacional (1) de la Proposición 4.5
y recurriendo a la fórmula de inversión (Teorema 4.3), obtenemos la solución
formal

u(r, φ) = f(r) ∗ g(r, φ),
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donde
g(r, φ) = (H−1G(., φ))(r),

es el sentido del Teorema 4.1. En efecto, la integral

−1

2

∫ i∞

−i∞
νJν(r)

sen νφ

ω(ν) sen να
dν

no siempre existe. Sin embargo, śı existe, cualquiera que sea el factor admi-
sible ω(ν),

ĺım
ρ−→0+

−1

2

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(r)
sen νφ

ω(ν) sen να
dν

y vale

−1

2

∫

Γ

νJν(r)
sen νφ

ω(ν) sen να
dν, (4.4.2)

siendo Γ el camino de la Figura 4.2.1. Ciertamente, si tomamos ν0 = 0 y
consideramos el recinto de la Figura 4.4.1, limitado por el segmento PQ del

eje imaginario, los arcos de circunferencia
¤ ¡
PC y

¤ ¡
AQ de radio R > 0 y los

segmento OC y OA que forman ángulos ±θ con el eje real positivo. Entonces,
por el Teorema de Cauchy

-q

p/4

G

q

0

A

C
P

Q

iR

-iR

Figura 4.4.1: Camino de integración Γ
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( ∫ iR

−iR

+

∫
¤ ¡
PC

+

∫

CO
S

OA

+

∫
¤ ¡
AQ

)
νJν(r)

sen νφ

ω(ν) sen να
dν = 0, (4.4.3)

debido a la analiticidad del integrando. Sobre el arco
¤ ¡
PC se tiene que

ν = Reiβ, θ ≤ β ≤ π
2
. Teniendo en cuenta (1.2.25) y (iii) de la Definición

4.1, sigue para grandes valores de R

∣∣∣− 1

2

∫
¤ ¡
PC

eρν2

νJν(r)
sen νφ

ω(ν) sen να
dν

∣∣∣

≤ C

∫ π
2

θ

√
ReρR2 cos 2β+R(cos β ln er

2
+β sen β)e−R cos β ln R ch(Rφ sen β)

sh(Rα sen β)
ep π

2
sen βRdβ

≤ C

∫ π
2

θ

R
3
2 eρR2 cos 2βeR(cos β ln er

2
+β sen β+p π

2
sen β)dβ −→ 0,

si R −→ ∞, ya que por la especial elección de θ es cos 2β < 0. Idéntico

resultado ocurre sobre el arco
¤ ¡
AQ . Consecuentemente, si tomamos ĺımite en

(4.4.3) cuando R −→∞, queda

ĺım
ρ−→0+

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(r)
sen νφ

ω(ν) sen να
dν

= ĺım
ρ−→0+

∫

Γ

eρν2

νJν(r)
sen νφ

ω(ν) sen να
dν,

donde Γ denota el camino de integración descrito anteriormente. A continua-
ción veremos que este último ĺımite existe y que se puede hacer ρ = 0. Puesto
que sobre Γ se tiene que ν = te±iθ, 0 ≤ t < ∞, se puede establecer que

∣∣∣− 1

2

∫

Γ

νJν(r)
sen νφ

ω(ν) sen να
dν

∣∣∣

≤ 1

2

( ∫ T

0

+

∫ ∞

T

)
t|Jte±iθ(r)| ch(tφ sen θ)

|ω(te±iθ)| sh(tα sen θ)
dt,

donde T > 0 se determinará convenientemente grande. Nótese que, recurrien-
do una vez más a (1.2.25) y (iii) de Definición 4.1, se infiere que
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∫ ∞

T

t|Jte±iθ(r)| ch(tφ sen θ)

|ω(te±iθ)| sh(tα sen θ)
dt

≤ C

∫ ∞

T

√
te−t(cos θ ln t−cos θ ln er

2
−sen θ−p π

2
sen θ)dt. (4.4.4)

Como quiera que

ĺım
t−→∞

(cos θ ln t− cos θ ln
er

2
− sen θ − p

π

2
sen θ) = ∞,

r > 0, p ∈ R, elegimos T > 0 suficientemente grande de modo que para todo
t ∈ R, t ≥ T , se tiene que

cos θ ln t− cos θ ln
er

2
− sen θ − p

π

2
sen θ > K,

para cierto K > 0. Por consiguiente, el último término de la desigualdad
(4.4.4) está acotado por

C

∫ ∞

T

√
te−Ktdt,

integral que existe. En el rango [0, T ] las integrales también existen. En de-
finitiva, tiene sentido (4.4.2).

(b) Determinar la solución u(r, φ) del problema de valores en la frontera
para la ecuación en derivadas parciales

r4∂4u

∂r4
+ 6r3∂3u

∂r3
+ (2r4 + 7r2)

∂2u

∂r2

+(6r3 + r)
∂u

∂r
+ (r4 + 4r2)u +

∂4u

∂φ4
= 0, (4.4.5)

en la cuña infinita

{(r, φ)/0 < r < ∞, 0 < φ < α},

que cumple las condiciones

u(r, 0) = 0,
∂u(r, 0)

∂φ
= 0, u(r, α) = f(r) ∈ H′

a.
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La ecuación (4.4.5) se puede reescribir

∆2u(r, φ) +
∂4u(r, φ)

∂φ4
= 0, (4.4.6)

donde ∆ denota el operador definido por (2.1.5). Entonces, si ponemos U(ν, φ) =
H′(u(., φ))(ν), el problema planteado se convierte, mediante la aplicación de
la transformación H′ de H-K-L y de la regla operacional (4.3.6), en el pro-
blema





∂4U(ν, φ)

∂φ4
+ ν4U(ν, φ) = 0

U(ν, 0) = 0,
∂U(ν, 0)

∂φ
= 0, U(ν, α) = F (ν),

(4.4.7)

siendo F (ν) = (H′f)(ν). La solución general de esta ecuación diferencial
ordinaria es

U(ν, φ) = C1(ν)er1νφ + C2(ν)er2νφ + C3(ν)er3νφ + C4(ν)er4νφ,

donde Cj(ν), j = 1, 2, 3, 4, son constantes y r1 = ei π
4 , r2 = ei 3π

4 , r3 = ei 5π
4 ,

r4 = ei 7π
4 . Determinando estas constantes de acuerdo con las condiciones de

contorno, la solución del problema transformado (4.4.7) adopta la forma

U(ν, φ) = F (ν)
sh( νφ√

2
) sen( νφ√

2
)

sh( να√
2
) sen( να√

2
)
, (4.4.8)

que puede ser expresada como

U(ν, φ) = ω(ν)F (ν)G(ν, φ, α), (4.4.9)

siendo

G(ν, φ, α) =
sh( νφ√

2
) sen( νφ√

2
)

ω(ν) sh( να√
2
) sen( να√

2
)
.

Subrayamos que G(ν, φ, α) es una buena función, puesto que

G(−ν, φ, α) = e−iπνG(ν, φ, α).
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La solución del problema de partida se puede obtener invirtiendo la ex-
presión (4.4.8) en base al Teorema 4.3

u(r, φ) = ĺım
ρ−→0+

−1

2

∫ i∞

−i∞
eρν2

νJν(r)F (ν)
sh( νφ√

2
) sen( νφ√

2
)

sh( να√
2
) sen( να√

2
)
dν,

o bien invirtiendo (4.4.9) conforme a la regla operacional (1) de la Proposición
4.5 para deducir que

u(r, φ) = f(r) ∗ g(r, φ, α),

donde
g(r, φ, α) = H−1G(., φ, α)(r),

se entiende como en el Teorema 4.1, tal como se verificó en el ejemplo (a)

Nota 4.6 Conviene aclarar que las soluciones de los problemas (a) y (b) no
dependen, como fácilmente se puede comprobar, del factor admisible ω(ν)
utilizado.



Cuestiones abiertas

A continuación exponemos varias cuestiones abiertas, en algunas de las
cuales estamos actualmente trabajando y que están muy directamente rela-
cionadas con los tópicos tratados en esta Memoria:

1. La convolución paramétrica para la transformación de
Kontorovich-Lebedev.

Sea la transformación de Kontorovich-Lebedev

(Kf)(τ) = F (τ) =

∫ ∞

0

Kiτ (x)f(x)dx (C.1)

(K−1F )(x) = f(x) =
1

π2x

∫ ∞

−∞
τ sh πτKiτ (x)F (τ)dτ . (C.2)

La convolución asociada a esta transformación integral viene definida por

(f ∗ g)(x) =
1

2x

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−
x2y2+y2z2+x2z2

2xyz f(z)g(z)dzdy, (C.3)

donde x > 0 y f y g pertenecen a un adecuado espacio de funciones. S.
B. Yakubovic realizó un completo y detallado análisis de esta convolución
en espacios Lp(0,∞) pesados [81]. Para extender este estudio a espacio de
distribuciones, previamente se define el operador traslación

Txφ(y) =

∫ ∞

0

T (x, y, z)φ(z)dz, (C.4)

donde T (x, y, z) representa el núcleo positivo y simétrico en x y y

T (x, y, z) =
1

2z
e−

1
2xyz

(x2y2+y2z2+x2z2),

145
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con x, y, z ∈ I. La definición de (C.4) viene sugerida por una fórmula de
duplicación o de linealización que involucra la función especial que hace de
núcleo, en este caso,

∫ ∞

0

T (x, y, z)Kiτ (z)dz = Kiτ (x)Kiτ (y).

Entonces, con la ayuda de (C.4), se define la convolución de dos funciones f
y g como sigue

(f ∗ g)(x) =
1

x

∫ ∞

0

f(y)Tx(yg(y))dy. (C.5)

La versión distribucional de esta estructura convolucional fue investigada por
H.-J. Glaeske y A. Hess [25]. La principal regla operacional de esta convolu-
ción es

K(f ∗ g)(τ) = (Kf)(τ)(Kg)(τ).

Consideremos ahora la transformación de Kontorovich-Lebedev en el orden

(Lf)(x) = F (x) =

∫ ∞

−∞
τ sh πτKiτ (x)f(τ)dτ (C.6)

(L−1F )(τ) = f(τ) =
1

π2

∫ ∞

0

Kiτ (y)

y
F (y)dy. (C.7)

El propio S. B. Yakubovich [81, p. 142] introdujo la convolución para este
par en la forma

(Φ ◦Ψ)(τ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Sα
iβ,iξ,iτf(β)g(ξ)dβdξ

donde, para ξ, β, τ ∈ R y α ∈ C, Reα > 0, se tiene
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Sα
iβ,iξ,iτ =

∫ ∞

0

xα−1Kiβ(x)Kiξ(x)Kiτ (x)dx

= Re

[
Γ(iz)

Γ(α− iτ)
Γ
(α + iβ + iξ − iτ

2

)
Γ
(α− iβ + iξ − iτ

2

)

. Γ
(α + iβ − iξ − iτ

2

)
Γ
(α− iβ − iξ − iτ

2

)

. 4F3

(
α + iβ + iξ − iτ

2
,
α− iβ + iξ − iτ

2
,
α + iβ − iξ − iτ

2
,

α− iβ − iξ − iτ

2
; 1− iτ,

α− iτ

2
,
1 + α− iτ

2
;
1

4

)]

Nuestro objetivo es extender este resultado a espacios de funciones genera-
lizadas. Para ello, si u, τ ∈ R y α ∈ C, Reα > 0, definimos el operador
traslación

Tuφ(τ) =

∫ ∞

−∞
v sh πvSα

iτ,iu,ivφ(v)dv, (C.8)

y seguidamente la convolución de dos funciones

(Φ ◦Ψ)(τ) =

∫ ∞

−∞
u sh πuf(u)Tug(τ)du. (C.9)

Se tiene el resultado fundamental

L(φ ◦ ψ)(x) = xαΦ(x)Ψ(x),

donde

Φ(x) = (Lφ)(x) y Ψ(x) = (Lψ)(x).

Obsérvese que tanto el operador traslación (C.8) como la convolución (C.9)
dependen del parámetro α.

Una cuestión abierta es analizar si la convolución aśı definida tiene sentido
en el marco del trabajo de S. B. Yakubovich y B. Fisher [79], o bien en
espacios más generales de distribuciones.
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2. La transformación de Kontorovich-Lebedev y el método del
operador adjunto.

A. H. Zemanian reconoce que una de las transformaciones integrales que
más dificultades presentó en su extensión a espacios de funciones generali-
zadas fue la de Kontorovich-Lebedev. Este autor ha sido quien primero lo
logró, al estudiar el par (C.1)-(C.2) en el espacio E ′(I) de distribuciones de
soporte compacto [85]. Posteriormente R. S. Pathak y J. N. Pandey [56] y
R. S. Pathak [55] la estudiaron en espacios más amplios de funciones gene-
ralizadas. Pero, en ambos casos, el método empleado a fin de generalizar la
transformación de Kontorocivh-Lebedev es el método del núcleo. Más tar-
de, B. Lisena [47] introdujo el espacio V constituidos por las funciones φ
definidas e infinitamente derivables sobre I de modo que

Υk(φ) = sup
x∈I

|x−1exAk
xφ(x)| < ∞, k = 0, 1, 2, . . . ,

donde Ax = x2D2 + xD − x2. Con la topoloǵıa generada por la familia
de seminormas {Υk}k∈N resulta que V es un espacio de Fréchet. Después
construyó el espacio X de las funciones enteras pares ψ(z) tales que

σr(ψ) = sup
t∈I

∣∣∣t 3
2 et ̂(z2r−1ψ)(t)

∣∣∣ < ∞, r = 0, 1, 2, . . . ,

donde ̂ denota la transformada de Fourier, estableciendo que el operador
K –definido por (C.1)– es una aplicación lineal y continua del espacio X
en el espacio V . A continuación definió la transformada generalizada K ′ de
Kontorovich-Lebedev mediante el operador adjunto de K, a saber,

〈K ′f, ψ〉 = 〈f, Kψ〉,

para todo f ∈ V ′ y cualquier ψ ∈ X. Consiguientemente, la transformación
generalizada de Kontorovich-Lebedev es igualmente una aplicación lineal y
continua de V ′ en X ′.

Este resulta no es el óptimo esperado, pues no se establece que el operador
K posea inverso que actúe de V en X. Por tanto, no se puede asegurar que
la transformación generalizada K ′ admita inversa entre los espacios X ′ y V ′.

Sabemos que la transformación integral de Kontorovich-Lebedev
(C.1)-(C.2) cumple, bajo ciertas hipótesis ([48], [68]), la relación de Parseval

∫ ∞

0

xf(x)g(x)dx =
1

π2

∫ ∞

−∞
τ sh πτF (τ)G(τ)dτ, (C.10)
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donde F (τ) = (Kf)(τ) y G(τ) = (Kg)(τ). Sigue siendo un problema abierto
generalizar esta transformación recurriendo al método del operador adjun-
to. En estos momentos intentamos dar sentido distribucional a la relación
(C.10), con lo que se lograŕıa la generalización deseada. Sin embargo, como
le sucedió a B. Lisena, sólo hemos obtenido avances parciales.

3. La transformación integral de Kontorovich-Lebedev
n-dimensional.

Al estudiar la difracción de ondas por un cono de sección transversal
arbitraria, J. M. L. Bernard y M. A. Lyalinov [6] determinan la función
de Green G(τ, τ0) del correspondiente problema de valores en la frontera
mediante la inversa de la transformación doble de Kontorovich-Lebedev, es
decir,

G(τ, τ0) =
k

(iπ)2

∫ i∞

−i∞

∫ i∞

−i∞
s(ν, µ, ω, ω0)

Kν(ikτ)√
ikτ

Kµ(ikτ0)√
ikτ0

dνdµ,

donde s(ν, µ, ω, ω0) representa una función espectral par respecto de las va-
riables ν y µ, que viene dada por su transformación directa

s(ν, µ, ω, ω0) =
1

(iπ)2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

ν sen(πν)µ sen(πµ)kG(τ, τ0)

.
Kν(ikτ)√

ikτ

Kν(ikτ0)√
ikτ0

dτdτ0.

Ello nos motiva para considerar la versión n-dimensional del par
(C.1)-(C.2)

(Kf)(τ) = F (τ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

( n∏

k=1

Kiτk
(xk)

)

. f(x)dx1dx2 . . . dxn.

(K−1F )(x) = F (x) =
1

π2[x]

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞

.
( n∏

k=1

τk sh(πτk)Kiτk
(x)

)
F (τ)dτ1dτ2 . . . dτn,
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donde x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
+, τ = (τ1, τ2, . . . , τn) ∈ Rn y [x] = x1.x2 . . . xn.

Una vez resueltas las cuestiones anteriores, se podŕıa intentar definir esta
transformación integral n-dimensional de Kontorovich-Lebedev en adecuados
espacios de distribuciones, tanto por el método del núcleo como del operador
adjunto, aśı como sus reglas operacionales, aplicaciones (que ya se conocen
al menos en el caso bidimensional) y estructura convolucional.

4. La transformación integral de Hankel-Kontorovich-Lebedev.

El objetivo de esta Tesis Doctoral ha sido investigar la aśı llamada trans-
formación H-K-L

(J f)(ν) = F (ν) =

∫ ∞

0

H(2)
ν (x)f(x)dx (C.11)

(J −1F )(x) = f(x) = − 1

2x

∫ i∞

−i∞
νJν(x)F (ν)dν, (C.12)

y alguna de sus variantes, en espacios de funciones generalizadas, siempre
por el método del núcleo. En el párrafo tercero del Caṕıtulo 1 se obtiene la
siguiente relación de Parseval

∫ ∞

0

xf(x)g(x)dx =
1

4i

∫ i∞

−i∞
ν sen πνe−iπνF (ν)G(ν)dν, (C.13)

siendo F (ν) = (J f)(ν) y G(ν) = (J g)(ν). Una cuestión interesante seŕıa
dar sentido distribucional a la relación (C.13), es decir, extender la transfor-
mación H-K-L a espacios de funciones generalizadas utilizando el método del
operador adjunto. Si ello fuera posible, se allanaŕıa el terreno para alcanzar
metas más ambiciosas: estudio de sus propiedades y de la fórmula de inver-
sión, obtención de las reglas operacionales, introducción en este contexto de la
convolución, aplicación a la resolución de problemas de la F́ısica-Matemáti-
ca,... También nos proponemos derivar una convolución para el operador
integral (C.12), como se plantea en la cuestión primera en relación con la
transformación de Kontorovich-Lebedev.
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5. La transformación de Mehler-Fock.

La transformación integral de Mehler-Fock

(M1f)(τ) = F (τ) =

∫ ∞

0

sh αP− 1
2
+iτ (ch α)f(α)dα

(M−1
1 F )(α) = f(α) =

∫ ∞

0

τ tgh(πτ)P− 1
2
+iτ (ch α)F (τ)dτ,

o en esta otra versión

(M2g)(τ) = G(τ) = τ tgh(πτ)

∫ ∞

1

P− 1
2
+iτ (x)g(x)dx (C.14)

(M−1
2 G)(x) = g(x) =

∫ ∞

0

P− 1
2
+iτ (x)G(τ)dτ, (C.15)

donde Pν(x) denota la función de Legendre

Pν(x) = 2F1

(
− ν, ν + 1; 1;

1− x

2

)
,

siendo 2F1 la función hipergeométrica de Gauss ([42], [68]), es otra transfor-
mación del tipo ı́ndice que presenta bastantes cuestiones abiertas ([30], [31],
[68]). Entre ellas, destaquemos su extensión a espacios de distribuciones por
el método del operador adjunto y la determinación de una convolución, reglas
operacionales y aplicaciones para el operador (C.15).

6. Otra transformación tipo ı́ndice.

J. Wimp [77] introdujo la transformación integral

(Wf)(t) = F (t) =

∫ ∞

0

Gm,n+2
p+2,q

(
y|1−µ+it,1−µ−it,(αp)

βq

)
f(y)dy,

cuya fórmula de inversión es

(W−1F )(y) = f(y) =
i

π2

∫ ∞

0

t sh(2πt)

.Gq−m,p−n+2
p+2,q

(
y
∣∣∣
µ+it,µ−it,−(αn+1

q ),−(αn)

−(βm+1
q ),−(βm)

)
F (t)dt.
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Nótese que en su núcleo figura la G-función o función de Meijer

Gm,n
p,q

(
z
∣∣∣
(αp)

(βq)

)
=

1

2πi

∫

L

Ψ(s)z−sds,

donde z 6= 0, 0 ≤ m ≤ q, 0 ≤ n ≤ p, αj ∈ C (1 ≤ j ≤ p), βj ∈ C (1 ≤ j ≤ q),

Ψ(s) =

m∏
j=1

Γ(βj + s)
n∏

j=1

(1− αj − s)

p∏
j=m+1

Γ(αj + s)

q∏
j=m+1

(1− βj − s)

y L es un camino de integración infinito que separa los polos s = 1− αj + k
(j = 1, 2, . . . n, k = 0, 1, 2, . . .) de los polos s = −βj − k (j = 1, 2, . . . m,
k = 0, 1, 2, . . .).

Se pretende investigar esta transformación en espacios de funciones ge-
neralizadas por el método del operador adjunto, deduciendo sus principales
propiedades.
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