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PROLOGO

En esta Memoria se investiga una variante de la transformacién integral de
Kontorovich-Lebedev en cuyo niicleo comparece la funcion de Hankel H @ (x)
de segunda clase, tanto desde un punto de vista cldsico como en ciertos
espacios de funciones generalizadas, asi como sus aplicaciones a la resolucion
de diferentes problemas de la Fisica-Matemaética.

Existe en la literatura una gran variedad de transformaciones integrales
que llevan en su nucleo la funcién modificada de Bessel de segunda espe-

cie K, (z). Asi podemos encontrar la K-transformacién o transformacién de
Meijer, definida por ([84], [86, p. 174])

F(s) = / "R, (st) (1), 1)

que admite, bajo adecuadas condiciones impuestas sobre la funcién f(t), la
féormula de inversion

s =L [ s (st F(s)s. @)

T J e—joo

donde ¢ € R, v es un numero complejo fijado e I,(z) denota la funcién
modificada de Bessel de primera especie ([19], [42], [75]). Esta transformacién
ha sido extendida a espacios de distribuciones por A. H. Zemanian [84],
siguiendo técnicas andlogas a las empleadas en el analisis distribucional de
la transformacién de Laplace [82].

También E. L. Koh y A. H. Zemanian [40] estudiaron la I-transformacién

Fe) = [ VAL 3)

3
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1 ctioco

JO) == [ VEAK,()F(:)dz (4)

T Je—ico

con los nicleos intercambiando sus posiciones respecto del par (1)-(2).

Por otra parte, M. I Kontorovich y N. N. Lebedev [41] introdujeron en
1938 la transformacion integral

(T)(kr) = B(kr) = — / T (kr)p(v)dy, (5)

—100

donde J,(z) es la funcién de Bessel de primera especie y orden v, que —bajo
ciertas hipotesis— posee la formula de inversion

(T7'®)(v) / H O (kr)dr. (6)

Posteriormente, en 1946, N. N. Lebedev introdujo una transformacion
que, como la anterior, es de la clase indice y es conocida como transformacién
de Kontorovich-Lebedev, viniendo dada por el par

(KLy)r) = 6lr)= [ Birl®) ) (")

(KL7'G)(2) = g(x) = 7T2/0 Tshnr K (z)G(7)dT, (8)

siendo K, (x) la funcién de Macdonald ([42], [68]). N. N. Lebedev estableci6 el
siguiente resultado clasico [43]

Sea g una funcion definida en el intervalo (0, 00), donde es continua a tro-
zos y de wvariacion acotada en cualquier intervalo finito [x1,x9],
0 < z1 < 29 < 00. Supongamos ademds que las integrales

3 1 o
/ ' g(a)|In L, / v Hg(a)|dz
0 z 1

son finitas. Entonces, existe
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y se cumple que

% Tshnr K (2)G(T)dr = gz +0) +g@ 0).
7 Jo 2

En [72] Vu Kim Tuan y S. B. Yakubovich presentaron este resultado bajo
hipdtesis mds generales. Por otro lado, A. M. Gomilko ([26], [27], [28]) inter-
preta esta féormula de inversiéon en el sentido de la convergencia en media en
ciertos espacios clasicos. La demostracion del anterior aserto es muy compli-
cada y remitimos para su consideracion a [43]. S. B. Yakubovich ([78], [80])
realizé un exhaustivo estudio clasico de esta transformacién, su convolucién
y principales propiedades en espacios LP pesados en su libro Index transforms
[81]. Fue A. H. Zemanian, en 1975, quien primero la extendié a espacios de
distribuciones, concretamente, a espacios de distribuciones de soporte com-
pacto [85]. Mas tarde, en 1979, R. S. Pathak y J. N. Pandey la investigaron en
espacios distribucionales mas generales, con un determinado comportamiento
potencial [56]. El estudio de la convolucién asociada a esta transformacién
y sus propiedades en espacios de funciones generalizadas se debe, en 1986, a
H.-J. Glaeske y A. Hess [25]. S. B. Yakubovich y B. Fisher [79] efectian
en 1994 un original analisis de la transformaciéon de Kontorovich-Lebedev
en ciertos espacios de distribuciones, usando la representacion de Cauchy de
funciones generalizadas.

Por otra parte, S. B. Yakubovich [81, p. 62] consider6 la versién compleja
de la transformacién de Kontorovich-Lebedev

(KLg)(s) = Gls) = / " Ky ©)

(KL'G)(x) = g(z) = = / T ssenrs) X Gisas. (10)

T2

—100
probando el siguiente resultado:

Sea f definida en (0,00) de modo que z¥f(z) € LP((0,00),z  dx),
v <1, p > 1. Entonces la transformada de Kontorovich-Lebedev G(s) de la
funcion  f(z), dada por (9), existe y pertenece al espacio
L*(0 —ic0,0+1i0), s = o +ir, |o| <min{3,1—v}. Ademds, la férmula de
inversion (10) vale para casi toda x € (0,00).

Que sepamos, esta transformacién no ha sido extendida aun a espacios
de funciones generalizadas.



6 Prologo

D. Naylor ([50], [51], [52]) y A. N. Chakrabarti ([13], [14], [15]) introdu-
jeron la transformacién integral del tipo indice

F) = [ i (1)
flr) =1 / _Oo v Ey(0) (k7 )dv. (12)

c € R. Obsérvese que en (11) figura en el nicleo la funcién de Bessel Y, (z) de
segunda especie y orden v. Al resolver ciertos problemas de valores en la fron-
tera, D. Naylor y A. N. Chakrabarti también investigaron transformaciones
integrales finitas de la clase de Kontorovich-Lebedev, a saber,

f(r)dr (13)

r

Fu(v) = / 1, (kr) K, (kb) — I (kb) K, (kr)

1 L,(kr)K,(ka) — I,(ka) K, (kr)

flr) =—— LT (kb) K, (ka) — I, (ka) K, (kD)

Fy.(v)dv, (14)

donde b > a > 0 y L representa un camino de integracion contenido en el
semiplano derecho del plano complejo v y paralelo al eje imaginario.

M. M. Crum [17] describi6 pares de transformadas integrales de la forma
(a>0).

FO =~ [ K @G (15)
6O = 1 [ Ko @F i (16)

y
FO =1 [ KigenliaGlods (17)

6(©) = 1 [ Kigen(-ia)Fn)in ()
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en cuyos nucleos comparece de nuevo la funciéon de Macdonald. Estas trans-
formadas han sido tratadas en ciertos espacios de funciones generalizadas por
Vu Kim Tuan [73].

Si repasamos la forma de todas las transformaciones consideradas hasta
aqui, concluimos que tienen en comun la presencia en sus nicleos de K, (z2),
funcién modificada de Bessel de segunda clase y orden v, y que el indice v
y el argumento z desempenan todos los papeles posibles. En efecto, en los
pares (1)-(2) y (3)-(4), mientras que el indice v permanece fijo, la variable
de la funcion de partida es ¢t y la variable imagen es s o z. En cambio, en
la transformacién (5)-(6) el indice v actia como variable. Lo mismo ocurre
con el par integral de Kontorovich-Lebedev (7)-(8), donde se ve que en la
férmula directa la variable es x, pero en la férmula de inversion la variable
es el indice 7. A esta clase de transformaciones integrales se les denomina
transformaciones del tipo o de la clase indice. Por ltimo, la transformacién
de Crum (15)-(16) es doblemente indice, puesto que ambas variables —la
original 7 y la imagen - son indiciales (en este caso el argumento a > 0 es
una constante fijada).

Son numerosas las referencias bibliograficas en las que se pueden encontrar
aplicaciones de la transformacion de Kontorovich-Lebedev a la resolucion de
distintos problemas de la Fisica-Matematica. Asi, J. M. L. Bernard y M.
A. Lyalinov ([6], [7]) la utilizaron en la determinacién de la difracciéon de
ondas planas por un cono de seccién arbitraria, lo que se reduce —cuando hay
dependencia radial— a determinar la solucién de la ecuacién de Helmholtz

(A +E*)u =0,

siendo

_12< 2>+i8_2
o or T@T r2 002"

V. A. Doroshenko y V. F. Kravchenko ([21], [22]) la usan para hallar la
excitacion producida por un dipolo eléctrico radial en un cono circular se-
miinfinito, muy fino y perfectamente conductor, con ranuras semiinfinitas.
La transformacién de Kontorovich-Lebedev también permite a G. Gasaneo,
S. Ovchinnikov y J. H. Macek [23] representar las soluciones de la ecua-
cién de Schrodinger para el problema de tres particulas cuando dos de ellas
interactian con un rango de potencial cero. Con su ayuda A. D. Rawlins
[63] obtiene expresiones aproximadas del campo producido cuando una onda
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electromagnética plana es difractada por una cuna dieléctrica de angulo ar-
bitrario. N. N. Lebedev e 1. P. Skalskaya ([45], [46]) la emplean para resolver
cierta clase de ecuaciones integrales. Mas aplicaciones pueden ser encontra-
das en N. N. Lebedev, I. P. Skalskaya e Y. S. Uflyand [44], R. S. Pathak [55]
e I. N. Sneddon [68]. Incluso en [54] V. G. Novitzky, aunque no sea de forma
explicita, resuelve con su concurso una ecuacion en diferencias finitas.

Precisamente el estudio de las transformaciones integrales del tipo indice
ha sido una linea de investigacion muy activa durante los tltimos anos en
el Departamento de Analisis Mateméatico de la Universidad de La Laguna.
Asi, en el par (1)-(2) se observa que v actia como pardmetro, mientras que la
variable t se convierte, se transforma, en la variable s. Pero si intercambiamos
los papeles de v y s, resulta la transformacién

Fv) = / S, (st) (1), (19)

cuya féormula de inversién viene dada por

o+1i00
£() = = / VI (st Fu(v)dy, o> 0. (20)

it T—100

Ahora s actia como parametro, siendo ¢t y v las variables. El par
(19)-(20) fue investigado y extendido por E. R. Negrin en 1988 a ciertos
espacios de distribuciones en su Tesis Doctoral Una transformacion del tipo
Kontorovich-Lebedev con indice arbitrario [53].

Una transformacion andloga a ésta, introducida por M. I. Kontorovich
y N. N. Lebedev [41] y extendida a una més amplia clase de funciones por
A. M. Gomilko [28], viene definida por el par

B = [ oo

o = = OOK“S”)FA(mdp,

T Jo

A€ C, A#0, ReA > 0.

Posteriormente, en 1992 y en su Memoria Doctoral La o F}-transformacion
indice, B. J. Gonzélez [29] analizé en detalle la transformacion integral

F(r)= /000 F(u,a,7,t)f(t)dt,
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donde se denota
1 . 1 . o
F(p, o, 7,t) :2F1(,u+§+z7'7u+§—z¢;u+1;—t>t ;

siendo o F7 la funcién hipergeométrica de Gauss ([19], [42]), o y p pardmetros
complejos y 7 real y positivo. Su férmula de inversién es

£(t) = / " S, 7) Gl 0, £)F (7,
donde

1 r
T :—WF2<M+1)TSh7TTF<,u+§+ZT>F<H—|—5—ZT)

1 1
G(p, o, 7,1) Zt“_a2F1<§+iTa§—ir;u+1;—t).

B. J. Gonzilez y E. R. Negrin abordan otras transformaciones tipo indice
en [30] y [31].

Mas recientemente y en un contexto més general y abstracto, Juan Die-
go Betancor en 2002 investiga en su Memoria Doctoral La transformacion
integral de Chébli-Triméche (8] la transformacién integral de Fourier genera-
lizada, asociada al hipergrupo de Chébli-Trimeche ([16], [71]),

Falf)N) = Fa(N) = / " or(@) f(@)Ax)de, (21)

donde A\ € C, [Im)\| < p, f € L'((0,00), A(z)dz), A(z) es conocida como
funcion de Chébli y ¢, son las soluciones del problema

A=+ )]er() =0, >0
px(0) =1, ¥\(0) =0,

siendo A el operador diferencial

& A) d

dz?  A(z) dz




10 Prélogo

Su inversa viene determinada por la férmula

FE @) = @) = [ @M s

donde ¢(\) es una funcién continua y sin ceros sobre [0,00), del tipo
Harish-Chandra. Dos casos particulares de esta transformacién son las de
Hankel y Jacobi. En [9], [10] y [11] J. J. Betancor et al. investigan distintos
aspectos relativos a esta transformacion.

Sin mas preambulos pasamos a dar cuenta del contenido de esta Memoria,
que hemos dividido en cuatro capitulos.

D. S. Jones —en el contexto de la resolucién de ciertos problemas fisicos
regidos por la ecuacion de Helmholtz, donde la funcién de Hankel aparece de
forma natural ([38], [39])— investigd en 1980 el par integral

(T / H® () f(x)dx (23)

1 100

(TF)w) = @) = =5 | vl (e)F)v. (24)

—100

Obsérvese que este par y el (5)-(6) coinciden basicamente, salvo en el orden
de actuacién. En el dltimo par las hipotesis se imponen sobre la funcién f y
(23) nos da la férmula directa, viniendo servida la férmula de inversién por
(24). Conviene resaltar que éste es el orden més 16gico y es el que se sigue en
las aplicaciones.

El objetivo fundamental del Capitulo 1 es presentar una version alterna-
tiva del resultado de M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev, analizando bajo
qué condiciones existe el par integral

(T79)(x) = G(z) = =~ vty (x)g(v)dv (25)

(TG (v) / HY(2)G(x)dz. (26)

Notese que en este par no figura la constante compleja k& que comparece en
el par (5)-(6), cuya presencia resulta esencial en la derivacién de la férmula
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de inversién, pues M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev [41] utilizan para
su deduccion una representacion integral de la funciéon de Hankel que sélo
es valida cuando la parte imaginaria de kr es negativa. Aclaremos desde un
principio que el par (25)-(26) no es un caso particular del par (5)-(6) haciendo
k =1, ya que este valor de k esta completamente descartado alli.

Tras hacer un resumen de los principales resultados que conciernen al
par (23)-(24) estudiado por D. S. Jones, se recuerdan las definiciones de las
funciones especiales que mas aparecen en esta Memoria, de sus expresiones
asintoticas, relaciones de recurrencia,... y se incluye una parte de la notacién
y terminologia que usaremos a lo largo de este trabajo. En la tercera seccion
se obtienen los principales resultados relacionados con el par (25)-(26), a sa-
ber, la férmula de inversiéon y una relaciéon de Parseval. Nos hemos basado
en los trabajos de M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev [41] y, especialmente,
en la técnica de deformacion de los contornos de integracién debido a D. S.
Jones ([38], [39]). En al cuarto y ultimo pérrafo de este primer capitulo se
ilustra la teoria con algunos resultados originales. Es bien conocida, como
acabamos de ver, la utilizacién de las diferentes variantes de la transforma-
ci6n de Kontorovich-Lebedev —los pares (7)-(8) y (23)-(24)— en la resolucién
de problemas de la Fisica-Matematica que vienen planteados por ecuaciones
en derivadas parciales en dominios con forma de cunas. Sin embargo, no exis-
te en la literatura matematica —al menos que sepamos— aplicaciones ni del
par (5)-(6) ni del (25)-(26), es decir, cuando se considera que las transfor-
maciones directas vienen dadas por las férmulas (5) y (25), respectivamente.
Por eso finalizamos este capitulo mostrando, después de obtener las perti-
nentes reglas operacionales, que estas transformaciones integrales resultan
utiles en la resolucién de ciertas clases de ecuaciones en diferencias finitas
con coeficientes variables.

A las transformaciones de la forma (23)-(24) y (25)-(26) y sus variantes las
llamaremos transformaciones de Hankel- Kontorovich-Lebedev o, a lo largo
de la tesis y en aras de la brevedad, transformaciones H-K-L. Este término
fue acunado por M. Cessenat [12], por cuanto en sus nicleos —ademads de la

funcién J,(z) de Bessel- figura la funcién HP () de Hankel.

En el resto de la memoria se investiga esta transformacion integral en
diferentes espacios de funciones generalizadas o distribuciones. Recordemos,
por ello, que en este proceso de extension de las transformaciones integrales
clasicas se suele recurrir a espacios de funciones prueba que sélo son ideales
para la transformacién que se considera pero no, en general, para otras. Ello
se debe a que el espacio fundamental asociado a determinada transformacién
integral tiene que ser construido la mayor parte de las veces teniendo en
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cuenta las propiedades de la funciéon que actiia como nicleo.

Como es sabido, una transformacién integral clasica cualquiera viene ca-
racterizada por el nicleo y el intervalo o camino de integraciéon. Los ntcleos
Ki(z,y) y Ka(x,y) son funciones especiales conocidas y los caminos de inte-
graciéon I y J pueden ser reales o complejos. Se tiene asi la transformacion
genérica

(T)() = Fly) = / Ky (z,y) f(z)da (27)

(T F)(z) = f(x) = / Ko, ) F(y)dy. (25)

Si Ki(z,y) = (2m) 2e™™, Ky(z,y) = (2n) 2e™ ¢ [ = J = (—00,0)
resulta la transformacién integral de Fourier. Cuando K;(z,y) = Ky(z,y)
= /2yJ,(xy) e I = J = (0, 00) aparece la transformacion integral de Hankel.
En cambio, si K1(t,y) = e, Ky(t,y) = (2mi) e, I = (0,00) y J denota el
camino Res = ¢, ¢ € R, constituido por una recta paralela al eje imaginario en
el plano complejo y contenido en la region de analiticidad de F'(s), entonces
(27)-(28) se convierte en la transformada de Laplace.

Pues bien, existen fundamentalmente dos métodos para extender la trans-
formacién clésica (27)-(28) a espacios de funciones generalizadas. En el pri-
mer método, llamado método del niicleo, se construye un espacio de funcio-
nes prueba A sobre I que contiene al nicleo Ki(.,y), y € J, y se define la
transformada 7" f, donde f es un elemento arbitrario de su espacio dual A’,
aplicando f directamente al nucleo K(.,y)

(T"f)(y) = Fly) = (f(x), K1(z,9)). (29)

El siguiente paso es verificar la férmula de inversién (28) en el sentido de
la convergencia en el espacio D'(I) de las distribuciones de Schwartz. Este
procedimiento ha sido adoptado por A. H. Zemanian ([85], [86]) para realizar
las extensiones de las transformaciones de Laplace y Mellin, de Meijer o
K-transformacion, de Kontorovich-Lebedev; por E. L. Koh y A. H. Zemanian
[40] para la de Hankel,....

El segundo método, conocido como método del operador adjunto, consiste
en definir dos espacios de funciones prueba A y B de tal manera que la
transformacién clasica 1" sea un isomorfismo de A en B, definiendo entonces
la transformada generalizada 7" f, f € B’, mediante el operador adjunto de
T actuando sobre A, es decir
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(T'f,0)=({f.Ty), feB, peA (30)

Sigue inmediatamente que 7" es asimismo un isomorfismo entre los espacios
de funciones generalizadas B’ y A’. Esta via ha sido utilizada, entre otros,
por L. Schwartz [66] en su extensién de la transformacion de Fourier a dis-
tribuciones atemperadas o de crecimiento lento, y por A. H. Zemanian ([83],
[86]) para definir la de Hankel en ciertos espacios de funciones generalizadas.
Aunque el primer método es mas natural y las transformadas son mas faci-
les de evaluar, el método del operador adjunto permite considerar espacios
distribucionales més amplios. Habitualmente, la definicién (30) se adapta a
una relacion de Parseval satisfecha por la transformacién estudiada.

En esta direccién, en el Capitulo 2, utilizando el método del ntcleo, se
investiga la transformacién de Hankel-Kontorovich-Lebedev (23)-(24) en el
espacio £'(I) de las distribuciones de soporte compacto. Después de estudiar
algunas de sus propiedades, entre ellas, la analiticidad y la acotacion de
la funciéon imagen, se prueba el resultado capital del capitulo, a saber, la
férmula de inversién. Destaquemos que en la primera parte de la prueba,
a la hora de justificar el intercambio de una integral con cierto funcional,
en lugar de recurrir a la técnica habitual en estos casos, que resulta muy
laboriosa —la conocida técnica de las sumas de Riemann ([55], [86])— se acude
a un método novedoso debido a J. J. Betancor (véase, por ejemplo, [11]),
el cual esta basado en una adecuada representacion de las distribuciones
consideradas.

En el Capitulo 3 se introducen nuevos espacios de funciones prueba F, y
sus duales, realizandose un exhaustivo estudio de sus principales propieda-
des, lo cual concluira con el establecimiento de que se trata de espacios de
Fréchet y de que la funcién de Hankel de segunda clase H, 152)(37), que aparece
en el nicleo, y sus derivadas pertenecen a dichos espacios. Después se defi-
ne la transformaciéon de Hankel-Kontorovich-Lebedev en su espacio dual F,
espacio de distribuciones o funciones generalizadas, mediante el método del
nucleo y se establecen los cuatro resultados fundamentales: la analiticidad
de la funcién imagen, la acotacién de la misma, la férmula de inversién dis-
tribucional y el teorema de unicidad. Nos hemos inspirado en el trabajo de
E. L. Koh y A. H. Zemanian [40], en donde se estudia la transformacién de
Hankel ([83], [86]) en un espacio de funciones generalizadas de crecimiento
exponencial en el infinito. Lo novedoso de nuestro caso, ademas de las distin-
tas técnicas empleadas, es que las funciones generalizadas introducidas tienen
un doble crecimiento exponencial, tanto en el origen como en el infinito.
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En el Capitulo 4 se estudia la convolucién asociada a la transformacion
de Hankel-Kontorovich-Lebedev. Por cuestiones de simetria en lugar de la
transformacién dada por el par (23)-(24) —que ha sido investigada en los
capitulos precedentes— se considera la variante

© g@,
) = Fw) = [ g (31)
(H'F)(z) = f(x) = —% /100 vJ,(x)F(v)dv. (32)

Obsérvese que entre estas dos versiones de la transformacion de
Hankel-Kontorovich-Lebedev se dan las siguientes relaciones

Hf =T f)

Jf=Hxf).

Ello nos obligara a modificar, aunque sélo sea ligeramente, el espacio de
funciones prueba F,, estudiado en el Capitulo 3, debiendo definir nuevos
espacios fundamentales G, y ‘H,. Como resultados mas significativos, desta-
carfamos la introduccion del operador traslacion y la convolucion asociada a
la transformacion (31)-(32), primero, en un contexto clasico y, mas tarde, en
espacios de funciones generalizadas. Todo este desarrollo tedrico se basa en
la consideracién de cierto nicleo E(z,y, z) y la nocién de factores admisibles
para la convolucién definida.

Todos los capitulos finalizan ilustrando la teoria desarrollada con la reso-
lucion de cierto tipo de ecuaciones diferenciales ordinarias y, muy especial-
mente, de ecuaciones en derivadas parciales del tipo Helmholtz con condicio-
nes de frontera fijadas en los lados de cunas infinitas. Subrayemos que D. S.
Jones demuestra que, segin la naturaleza del problema, en muchos casos es
més conveniente utilizar las transformaciones del tipo (23)-(24) y (31)-(32)
que la mas conocida version de Kontorovich-Lebedev, dada por el par (7)-(8).

Finalizamos la Memoria con un Apéndice en el que exponemos algunas
cuestiones abiertas, en parte de las cuales estamos trabajando actualmente,
y una bibliografia sobre los temas tratados.



CAPITULO 1
LA TRANSFORMACION INTEGRAL
CLASICA DE
HANKEL-KONTOROVICH-LEBEDEV
(LA TRANSFORMACION H-K-L)

1.1. Introduccidon

N. N. Lebedev [43] introdujo en 1946 una clase particular de transforma-
das del tipo indice conocida como transformaciéon de Kontorovich-Lebedev,
que viene dada por el par

(KLg)(r) = G(r) = /0 h Ki; () ) ()da (1.1.1)
(KL G (x) = g(x) = % /0 K ()G, (11.2)

donde K, (x) es la funcién de Macdonald ([42], [68]). S. B. Yakubovich rea-
liz6 un excelente estudio clasico de esta transformacion y su convolucién en
la monografia [81].

Con anterioridad, en 1938, M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev [41], ya
habian considerado la transformacion integral del tipo indice

(Tohr) = (k) = =5 [l endn (1.03)

—1300

15
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(T'®)(p / HQ) (kr)dr, (1.1.4)

donde J,(z) es la conocida funcién de Bessel de primera especie y orden v;

Hl(,Q)(z) es la funcién de Bessel de tercera especie, también llamada funcién
de Hankel de segunda clase ([19], [42], [75]); |Rep| < 6, para cierto 6 > 0;
vy k = |k|e™™ es un ntimero complejo fijo con 0 < a < 7, lo cual entrana
que I'm(kr) < 0. Posteriormente, en 1968, D. S. Jones —en el contexto de la
resolucion de problemas fisicos regidos por la ecuacion de Helmholtz, donde
la funcién de Hankel aparece de forma natural ([38], [39], [44])— investigd el
par integral

(T / H® () f(x)dx (1.1.5)

1 100

(T 'F)(z) = f(x) = 5 v, () F(v)dv. (1.1.6)

—100

Obsérvese que este par y el (1.1.3)-(1.1.4) coinciden béasicamente, salvo en
el orden de actuacion. En el dltimo par las hipdtesis se imponen sobre la
funcién fy (1.1.5) nos da la férmula directa, viniendo servida la férmula de
inversién por (1.1.6). Conviene resaltar que éste es el orden més 1dgico y es
el que se sigue en las aplicaciones.

El objetivo fundamental de este primer capitulo es presentar una versién
alternativa del resultado de M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev, analizando
bajo qué condiciones existe el par integral

(T*9)(z) = G(z) = —— vd,(x)g(v)dv (1.1.7)

(T 7'G)(v) / HO (2)G(x)d. (1.1.8)

Notese que en este par no figura la constante compleja k que comparece
en el par (1.1.3)-(1.1.4), cuya presencia resulta esencial en la derivacién
de la férmula de inversién, pues M. I. Kontorovich y N. N. Lebedev [41]
utilizaron para su deduccién una representaciéon integral de la funcién de
Hankel que sélo es valida cuando la parte imaginaria de kr es negativa
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(véase [42, p. 118, (5.10.17)]). Aclaremos desde un principio que el par (1.1.7)-
(1.1.8) no es un caso particular del par (1.1.3)-(1.1.4) haciendo k = 1, ya que
este valor de k estda completamente descartado alli.

En el segundo parrafo se hace un resumen de los principales resultado
que conciernen al par (1.1.5)-(1.1.6) estudiado por D. S. Jones. También
se recuerdan las definiciones de las funciones especiales que mas aparecen
en esta Memoria, de sus expresiones asintoticas, relaciones de recurrencia,...
Ademas se incluye una parte de la notacién y terminologia que usaremos a
lo largo de esta Tesis. En la tercera seccion se obtienen los principales resul-
tados relacionados con el par (1.1.7)-(1.1.8), a saber, la férmula de inversién
y una relaciéon de Parseval. Nos basaremos en los trabajos de M. I. Konto-
rovich y N. N. Lebedev [41] y, especialmente, en la técnica de deformacion
de los contornos integrales debida a D. S. Jones ([38], [39]). En el cuarto
y ultimo parrafo se ilustra la teoria con algunas aplicaciones originales. Es
bien conocida la utilizacion de las diferentes variantes de la transformacion
de Kontorovich-Lebedev —los pares (1.1.1)-(1.1.2) y (1.1.5)-(1.1.6)— en la re-
solucién de problemas de la Fisica-Matematica que vienen planteados por
ecuaciones en derivadas parciales en dominios con forma de cuinas. Sin em-
bargo, no existen en la literatura matematica —que sepamos— aplicaciones
ni del par (1.1.3)-(1.1.4) ni del (1.1.7)-(1.1.8), es decir, cuando se considera
que las transformaciones directas vienen dadas por (1.1.3) y (1.1.7), respec-
tivamente. Por eso finalizamos este capitulo mostrando, después de obtener
las pertinentes reglas operacionales, que estas transformaciones integrales re-
sultan ttiles en la resolucion de ciertas clases de ecuaciones en diferencias
finitas.

1.2. Resultados preliminares. Notacién y ter-
minologia

D. S. Jones demostré con un contraejemplo [38, §2] que la férmula de
inversién (1.1.6) es falsa en general, por lo que introdujo en la misma un
factor corrector y reemplazé el par (1.1.5)-(1.1.6) por

(THW) = Flv) = / T HO (@) f(2)da (1.2.1)
1 100

(T 'F)(z) = f(z) = lim —— e vl (2)F(v)dv, (1.2.2)

p—0+ 2z

—100
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estableciendo bajo qué condiciones se puede asegurar la existencia del limi-

e (1.2.2). Para ello deformé, como indicaremos mds adelante, el camino
de integracion de esta ultima integral. De esta manera, probo el siguiente
resultado [38]

Teorema 1.1 (Teorema de D. S. Jones) Supongamos que f satisface las
condiciones

a) /01 |f(x)|lnédx < 00,

(b)/ x 2f( )e '@ Ddx es finita, para toda c > 0.
Entonces existe
- [ HP@ s (R =)
0

Y se tiene que

i L [ e @ F)a = LY : flz=0)

siempre que la funcion f sea de variacion acotada en un entorno de x > 0.

A las transformaciones de la forma (1.1.7)-(1.1.8) y (1.2.1)-(1.2.2) y sus
variantes las llamaremos transformaciones de Hankel-Kontorovich-Lebedev o,
en aras de la brevedad, transformaciones H-K-L. Este término fue acunado
por M. Cessenat [12] en sus trabajos sobre una trasformacién de este tipo,
por cuanto en sus nicleos —ademés de la funcién J,(z) de Bessel- comparece

la funcién H ( ) de Hankel.

Como es bien sabido, J,(z) es la funcién de Bessel de primera especie y
orden v. Viene definida por la serie [42, p. 102]

o0 ( 1 k‘( )V+2k:
kz:% KT(v+k+1)

donde z € C\(—o0, 0], y satisface la ecuacién diferencial
2
— =0 1.2.3
e + 2 . + (2 — v )w ( )

y la relacién de recurrencia [42, p. 103]
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2v
J-1(2) + Jog1(2) = ?J,,(z). (1.2.4)
La funcién de Bessel de tercera especie Hl£2)(z), denominada también
funcién de Hankel de segunda clase ([19], [42], [75]), viene dada por

e (z) — J_,,(z)'

1sen vm

(1.2.5)

Obviamente verifica la misma ecuacién diferencial (1.2.3) y la relacién de
recurrencia (42, p. 108]

2v
H2\(2) + H2(2) = ZHP (2). (1.2.6)
Asimismo se cumple que [42, p. 108, (5.6.5)]

HP(2) = e ™ HP(2). (1.2.7)

Como funciones de z, tanto J,(z) como H ,52)(2) son funciones holomorfas en
todo el plano complejo excepto en el eje real negativo y el cero, mientras que,
para z # 0, son funciones enteras del orden o indice v.

I,(z) denota la funcién modificada de Bessel de primera especie y viene
definida por [42]

0 <§>y+2k
L(2) = kz:% KT(v+k+1) (128)

para toda z € C\(—o0,0]. A partir de ella se introduce la funciéon modificada
de Bessel de segunda especie K, (z), mediante

EI—I/(’Z) B ‘[V(Z)

2 sen v

K, (2) = (1.2.9)

para toda z € C\(—o00,0] y v # 0,41, £2,.... Para valores enteros v = n del
indice se define, como es natural [42, p. 109]

Ku(z) = lim K,(z), n=041,42 .. .. (1.2.10)

Las funciones I,(z) y K,(z) satisfacen la ecuacién diferencial modificada de
Bessel
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Pt 2— — (2 + 1w =0 (1.2.11)

La(2) = La(2) = 2 1() (1.2.12)
y
Kya(2) = Kyir(2) = —%”Ky(z). (1.2.13)

Se tiene igualmente que [42, p. 110]

I . (2)=1,(2), n=0,£1,£2,...

K ,(z) = K,(2), (1.2.14)
para toda v € C. También se cumple que [75, p. 80(17)]
I(—2) = e"™1,(2). (1.2.15)

En algunos textos se refieren a la funcién modificada de Bessel de segunda
clase K, (z) como funcién de Macdonald. En esta Memoria reservaremos ese
nombre para la funcién K,(z) cuando posee orden imaginario puro, esto es,
la funcién de Macdonald es K;,(z), donde 7 € R. Por tanto, de (1.2.11) se
infiere que la funcién de Macdonald satisface la ecuacion diferencial

dw  dw
2 2 2
=t z— — (2" —7)w=0. 1.2.16
T tag = ) ( )

Recordemos a continuaciéon algunas férmulas que utilizaremos con fre-
cuencia a lo largo de esta Tesis, relativas al comportamiento asintético de las
funciones que hemos descrito anteriormente.

2 N v us
HP(2) ~ 4 —e =% 70 st T —> 00 (1.2.17)
e

H?(z) ~ z(

T
) (V), si x — 0+, Rer>0 (1.2.18)
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2. 2
Hé2)(a:) ~ i—In—, siox— 0+ (1.2.19)
T
J,(z) " : 0+ (1.2.20)
L(x) &~ : st — 2.
2'T'(1 4 v)
@) = Zeoso =T =) st w0 (1220)
% — —— — — . .
(x —cos(z = — =), st w 00
2vIr
K,(z) ~ J, si x — 04+, Rev >0 (1.2.22)
./LrV
2 :
Ko(z) =~ In =, st x— 0+ (1.2.23)
x
T _ :
K,(z) ~ /] —e", st T — 00, (1.2.24)
2x
para v fijado ([19], [42], [75]).
Para grandes valores de |v| valen
1 v—vln 2
J(2) =~ e E (1.2.25)

SR
HP(2) ~ iy | e/ 2D (1.2.26)
Y

v, (2)HP (y) = —e"™v. (1.2.27)

Para valores del argumento z mayores que el orden v, usaremos
[75, p. 244]

H(2)<Z) ~ “ 22 . VZ)fiefi\/227y27iarcsen%ei%(VJr%). (1228)

—~
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Por el contrario, para valores del argumento z inferiores al orden v, resulta
ser [75, p. 262]

g
H?(2) ~ \/Z( 2 _ 2yt VT (3 o), (1.2.29)
m

Recurrimos con frecuencia a la representacion integral [42, p. 139]

2 e_i(z_%_%) > 1 S V_%
HO (7)) = ,/——/ —s ”"(1 —) d 1.2.30
v () mz T(w+1) Jo R e ° ( )

valida cuando Rev > —%, - <argz < 3.

Recordemos que [42, p. 14]

1 _ chmy

____amy 1.2.31
TO P~ = (1.231)

para todo y real.

Merece la pena, finalmente, resenar la expresion asintotica de la funcion

de Macdonald [42, p. 140]

2 T
K (x) =~ ge’T sen(% +7lnT—7—7ln g) (1.2.32)

cuando 7 — 00, para x > 0 fijado.

Para detalles méas concretos sobre las funciones utilizadas, pueden consul-
tarse especialmente las referencias A. Erdélyi [19], I. S. Gradshteyn e 1. M.
Ryzhik [32], A. P. Prudnikov, Yu. A. Brychkov y O. I. Marichev [59] y G. N.
Watson [75]. Un texto excepcional que conjuga sencillez y rigor, amenidad
y abundante informacién, en pocas paginas, es la obra de N. N. Lebedev
" Special Functions and their Applications” [42].

A lo largo de esta monografia I denota el eje real positivo, es decir,
I =R =(0,00).

Por tltimo, C' representa una constante positiva que no sera necesaria-
mente la misma cada vez que aparezca.
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1.3. La transformacién integral clasica de
Hankel-Kontorovich-Lebedev. Formula
de inversion.

Establecemos a continuacion el resultado fundamental de este capitulo.

Teorema 1.2 (Férmula de inversién) Sea la region no acotada del plano
complejo

Sy ={v € C:|Rev|— |Imv| <wvy, 1vy>0}

que contiene al eje itmaginario y esta limitado a la izquierda por dos semirrec-
tas que parten del punto —vy del eje real negativo, formando con él dngulos

de ?jf radianes, y a la derecha por otras dos semirrectas que parten del punto

vy del eje real positivo con el que forman dngulos iguales a 7 (ver Figura
1.3.1). Supongamos que:
(a) g es analitica en un dominio abierto S, que contiene a S, (a > vyp).
(b) g(v) = O(|v|"2%e~51"m1) | cuando |Imv| — oo, en S,, donde § > 1.
Entonces, si ponemos

1 pico

(T g)(x) =G(x) = ~5 vd,(x)g(v)dy, Rev =0, (1.3.1)

—100

se tiene que

(j*_lG)(V) =g(v) = /000 HY(2)G(z)dx. (1.3.2)

Prueba: Para x > 0, la integral (1.3.1) estd bien definida. En efecto,

/Z: v, (x)g(v)dv = (/;N -I—/ii];—k/i;oo)ny(x)g(u)du,

donde Rev = 0y N > 0. En virtud de la condicién (b) y de la expresién
asintética (1.2.25), se tiene que
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‘/_Z;N v, (x)g(v)dv| = ‘/_OoNiqu(x)g(w)@'du

2ip o p

<0 [l A e

N (=)
<o eFewe

si N — oo. Igual ocurre con la tercera integral

[ ~ v, (z)g(v)dv.

i N

Asi pues, la integral (1.3.1) existe.

v iR L
A% E !
o,
¢1 \;Tt/4 k -
o \DP ]
.=V
B|-iR

Figura 1.3.1: Region no acotada S,

Si reemplazamos G(z) en (1.3.2) por su valor (1.3.1), queda
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/ T HO ()G ) da

:/OOOHI?)(:L‘)(—%)/ pudu(x)g(p)dpdz. (1.3.3)

—100

Ahora bien, de acuerdo con D. S. Jones [38], se puede sustituir la integral
interior por

/F T, (2) g (1),

donde I'; denota el camino formado por dos semirrectas que parten del punto
D (de abscisa 1) y forman con el eje real positivo dngulos 46y, con 6,
ligeramente mayor que § (ver Figura 1.3.1), o por

/F pdu () g(p)dp,

siendo Ty el camino constituido por dos semirrecta que salen del punto G (de
abscisa —1y) y forman con el eje real positivo dngulos +6,, con 65 ligeramente
menor que %’r. Entonces, en lugar de (1.3.3), podemos escribir

/0°° Hg)(x)( N %) /F pdu()g(p) dpdze. (1.3.4)

En virtud de los desarrollos asintéticos de (1.2.17), (1.2.18), (1.2.19),
(1.2.20) y (1.2.21) de Ju(z) y H,EQ)(x) cuando  — 0+ y z — o0, se
tiene

([ O(z7?), cuando T — o0

J#(x)H,EQ)(x) _ O(xRe“"Re”l’1>, cuando x — 0+, si v #0,
x

2
O(ZBRW In —>, cuando x — 04, si v =0,
\ T

para v € S, fijo. Si, ademas de estos resultados, tomamos en cuenta el
desarrollo asintético (1.2.25) de J,(x) para grandes valores de |u/, asi como
las hipdtesis sobre la funcién g(u), concluimos que cuando Rep > |Rev|,
la integral (1.3.4) converge absolutamente y podemos cambiar el orden de
integracion, esto es,
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émmmm( ;)/MJ<>wMMx

:__/Flug / 1y’ A7 @)@ o (1.3.5)

Pero, combinando las férmulas [59, p. 273, 5] y [59, p. 211, 3], con « =0 y
c =1, se deriva
/°° HP (2)J,(x) 2 ¢i3 (1)
— dr=——.
B x Tt —v

Por consiguiente, (1.3.5) se puede expresar como

I, T —v
1 - 1 1
- g ( ). 1.3.6
ol Rl R L (1:3.6)
Para evaluar esta integral consideramos
1 - 1 1
— g ( )d 1.3.7
5 ng(M)e ot (1.3.7)

donde I'g denota la curva cerrada AFGHBCDEA (ver Figura 1.3.1), eli-
giendo R > 0y 1 suficientemente grandes para que la regién limitada por I'g
contenga los puntos p = v y up = —v. Notese que las semirrectas GF' 'y GH
forman angulos +6y = :|:(7T — 61) con el eje real positivo, y que el dngulo 6,
es ligeramente menor que . Podemos elegir, si R es suficientemente grande,
los angulos ¢1 y ¢o con Vertlces en el orlgen de modo que § < ¢ < Oy y
¢o = T — ¢1, lo cual implicard que 0y < ¢ < 2T. Por el Teorema integral de

Cauchy [3] y tomando en consideracién que, por (1.2.7) y (1.1.8), debe ser

g(=v) = e " mg(v), (1.3.8)

se llega a que
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1

1 1
i (v— u)( )d
2mi FRg(,u)ez u—y+u+y a

= g(v) + g(—v)e™ = 2g(v). (1.3.9)

Ahora bien, si evaluamos esta integral sobre el arco de circunferencia
EA, en el cual 1 = Re, ¢ < ¢ < I, resulta

5 (v=—n)
e 2
‘/ V2d,u
EA
ZImv _ZRsen¢
e 2 ez

< R|g(Re™ Rd
_!A ()| o o

3 R2 1 - —EImV .
< C R 2 —0 77Rsen¢ Rgsen¢d
= O EoLP x

R3S x s
< C— —Elmu<_ _ ) O

si R — oo. A lo largo del arco "AF se deduce analogamente

35

i (v—n) R
i ez T I 7r
| [t ] < e (= ) — 0

si R — o0. En definitiva, cuando R — o0, esta integral vale cero sobre el

arco de circunferencia EF. El mismo razonamiento y conclusion se aplica a

la integral sobre el arco HC'. Luego, cuando R — o0, (1.3.9) se reduce a

1 1
'3 dp = 2g(v). 1.3.1
271—2 /Fl /Fg <M_V+,U+V) ,LL g(”) ( 3 0)

Si sustituimos p por —u en la integral fF2 y usamos (1.3.8), se llega facilmente
a que fr2 = frl‘ En consecuencia, (1.3.10) se simplifica y queda

i i)
/ pg(K) ————sdu = g(v), (1.3.11)
I ™ 2
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a la vista de (1.3.6).

De acuerdo con D. S. Jones [38], deformando el camino de integracién,
la integral a lo largo del eje imaginario (—ioo, i00) del plano complejo
coincide con la integral sobre I';. La argumentacién de D. S. Jones se basa,
en resumen, en redefinir

1 100

(JTg)(x) =G(z) = lim —— e v, (2)g(v)dv.

p—0+ 2I —i00
Debido a la analiticidad del integrando, por el Teorema de Cauchy [3] se

infiere que la integral a lo largo de la curva cerrada ABCDFEA vale cero.
Como quiera que, efectuando un razonamiento similar al realizado con la

integral (1.3.6), las integrales sobre los arcos de circunferencias EA'y BC' se
anulan cuando R — o0, la integral a lo largo del eje imaginario coincide
con la integral a lo largo de I'y, es decir,

1 100

Z. o pl/2
pllrﬂl—&- 5 e v, (x)g(v)dv

—100

1 2
_ ¢ _ pv
= phr%+ 2 ) e v, (x)g(v)dv.

Finalmente, D. S. Jones establecié que, en esta tltima integral y bajo las
hipétesis adecuadas (ver Teorema 1.1), es licito hacer p = 0 en el integrando.
Por esta razon queda

1 100

(Tl =6le) = g, —ap [ v
1
= g, | )

Llevando a cabo un estudio similar en el recinto limitado por la curva cerrada
AFGHBA se comprueba que

L[> e
T =6 = i~ [ e
_ 1 vd,(z)g(v)dv
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Por tanto, se deduce de (1.3.3), (1.3.4), (1.3.5), (1.3.6) y (1.3.11) que

| #2 @G @ = o),

0
que es el resultado deseado. |

A fin de derivar una relacién de Parseval para la transformacion de
Kontorovich-Lebedev (1.3.1), nos vemos obligados a imponer algunas hipéte-
sis mas restrictivas que las mencionadas anteriormente para facilitar su de-
duccion. Advertimos que se tratan de condiciones suficientes, pero no nece-
sarias, para llegar al resultado deseado y que, muy probablemente, puden ser
debilitadas.

Teorema 1.3 (Relacién de Parseval) Sean f y g funciones analiticas en
S, tales que

f(v) = O(Jy| i)

gw) = O(Jv| eI},

si [Imv| — oo, con 6 > 1. Si F' 'y G denotan las transformadas de
Hankel-Kontorovich-Lebedev , esto es, F = J*f y G = J*g, y suponemos
ademds que F(x) = O(1), si x — 0+, entonces

/OO rF(2)G(x)dx = % ~ vsentre ™ f(v)g(v)dy (1.3.12)
0

—100

Prueba: Nétese que f y g satisfacen de sobra las hipdtesis del Teorema
1.2, por lo cual F' y GG estan bien definidas. Precisamente, la existencia de la
integral en (1.3.1) implica que, al menos, se tiene que F(z) = O(z™') para
valores grandes de x > 0. Primeramente, en base a (1.3.8) podemos escribir
para 17, Ty > 0 grandes

1 100

r vsenmve ™ f(v)g(v)dy
i

—100

1 —iTy iTs 100
= —(/ —|—/ +/ )Vsenm/f(y)g(—y)dl/.
40\ J_ i —iTy iTy
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Por una parte, en virtud de las hipdtesis, la integral central existe. Por
otra parte, tomando en consideracién la expresion asintética de la funcion
7 38, (7)] (véase también el Capitulo 3) y la férmula (1.2.31), al sustituir
f(v) por (1.3.2) resulta para la tercera integral

)/i;jysenm</ooo H,SQ)(x)F(x)dx>g(_y)dV’
_(/T Tshﬂ'T / H?(z dx) (- w)dT(

3 1 1
< C’/ TSh7T7'/ \/» €T ( ):p_§|F(x)|dx lg(—iT)|dT
Ty ‘F +ZT 2

< 1 C > |F ()]
<C ngr/ x 2|F(x)|dr = / dxr < oo.
T 0 | ( )‘ (6—].)T2671 0 \/E

Paralelamente se obtiene para la primera integral

) / _ZTll/senWV / H (x dx)( V)dv
—‘/T rshr( / HE) (@)F ()da ) g(i7)dr|

< / rshrr / e ™ |HP (2)||F(2)] |g(iT)| dudr
T 0

1

<C T‘Se”dT/ |F<I>|dw < 0
T 0o VT

Luego, la integral converge absolutamente y aplicando el teorema de Fubini
es valido el cambio del orden de integracion. Asi,
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1 100 )
5 vsenmve " f(v)g(v)dy
v J—ico
1 e —imy - (2)
alr vsenmre " g(v) H? (z)F(x)dxdv
tJ—ico 0

1 oo 100 )
= — F(x)/ vsenmrve " g(v)
4i J,

—100

' e’™ ], (x) — J_,(x)

1sen vm

dvdz. (1.3.13)

Si en la integral que involucra a J_,(z) cambiamos de signo el indice v y
tenemos presente (1.3.8), sigue que (1.3.13) se puede escribir

S Fw [ v () - )i

—100

== F(x) b vg(v)J,(z)dv — o vg(—v)e™ J,(z)dv ) dx
i el / )

—100 100

— _% /Ooo F(x) /ioo v, (x)g(v)dvdz = /000 o F(2)G(z)dx

—100

De este modo se ha probado la igualdad (1.3.12). [ |

Nota 1.1 Si en (1.3.12) consideramos el caso particular g(v) = —f(—v),
obtenemos la relacion

/ o|F(z)Pdr = i/ vsenv|f(v)Adv. (1.3.14)
0 —100

Se constata inmediatamente que el sequndo miembro de (1.3.14) es un nime-
ro real no negativo.

Nota 1.2 No abundan los pares de funciones que satisfacen la igualdad de
Parseval para la transformacion H-K-L, ya que no existe ninguna tabla para
esta transformada. Los ejemplos hay que buscarlos dispersos en las tablas

de A. Erdélyi [20], 1. S. Gradshteyn e I. M. Ryzhik [32] y A. P. Prudnikov



32 Capitulo 1. La transformacion integral clasica H-K-L

et al. [59]. Ast, de A. P. Prudnikov et al. [59, p. 291, 2.14.13 ], conp =2 y
c=1, se tiene

T v

/ “e tHP(z)de = 2HP (2) K, (2),
0

o0 bien, de acuerdo con la notacion (1.1.5),

j(le—i> (v) = 2HD (2) K, (2).

T

Andlogamente [59, p. 290, 2.14.1-1 ]
/ e P*H? (cx)dx
0

B i {(p + \/zm)” B eV e }
VP2 + Asenmy c” (p+ P2+ )]

Rep > |Imc|, |Rev| < 1. Si ponemos p = sh 3 (con Ref3 > 0 e [ImB] < 5)
yc=1, queda

Oo—(s Yo 17(2) _ i v __ imv, —fv
/0 e I ()dr = (ch B)(sen mv) (65 e’ )
2iets T
~ (ch B)(senmv) shi(6 - Zg)y]’
es decir,
() B 2ie'z? T
j<e >(V) ~ (chB)(senv) shi(8 22)1/].

Si tomamos

el primer miembro de (1.3.12) vale

/ xF(x)G(x)dx:/ e PO Ly
0 0

_ %Kl(\/m)' (1.3.15)



1.3. Formula de inversion 33

FEste dltimo resultado se deduce de [32, p. 365] al hacer v = 1, f = 2 y
v =shpf.

Por otra parte, si ponemos

2iets 77
=2HP(2)K, (2 ————sh[( —ix
F0) =2HP Ky o) = (3 - i)
en el segundo miembro de (1.3.12), resulta
1 100 .
yE vsenmve " f(v)g(v)dy
v J—ico
_ 1 iOO vsenmre ™2H? (2)K, (2 27;e—lgush[(ﬁ - iz)l/]dl/
C4i ) v 7 (ch B)(sen v) 2
T g O K, 4T
= ~wmi) Te2 H”(2) K (2) sen|(S ZQ)T]CZT. (1.3.16)

Esta ltima integral existe. En efecto, de (1.2.7) y (1.2.14) se infiere la pa-

ridad del integrando de (1.3.16), por lo cual esta ltima expresion se puede
escribir

) /0 re HE(2)K,(2)senl( i )7l

/ / re H? (2) K, (2) sen[(8 — ’lg)T]dT,

para T > 0 grande. Puesto que el arqgumento de las funciones Hl(,z)(.) y K,(.)
es 2, de la continuidad del integrando para 0 < 7 < T se concluye la exis-
tencia de la integral fOT...dT. Por otro lado, para T > 0 suficientemente
grande y fijo, recurriendo a las expresiones asintoticas (1.2.26) y (1.2.32), la
integral f;o ... 8e comporta como

/ sen(z +7lnT —7)dr
T 4

1 < 1
= ﬁcos(4 +TInT —T) —/T mcos(% +7lnT — 7)dT,
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donde hemos integrado por partes. Finalmente,

’/OO 1 (7T+ | ) ‘</°O dr 1
———cos(— +7InT —7)dr =—.
r Tln’7 4 ~Jr tln®*r InT

Luego, la integral f;o ...dT también existe.

Si reemplazamos Hi(f)(2) en (1.3.16) por su relacion con la funcién mo-
dificada de Bessel de sequnda clase, dada por la expresion [42, p. 109]

2. TV
H () =~ Ko (ix),
T
se obtiene

1 100 .

yr vsenmve ™ f(v)g(v)dv

L J—ico

T | rsenl(6 D) Kin 20 K (2)d (13.17)
= Sen — 1= ir\ 2l i . ..
wchf _OOT 2" ’

Sequidamente, si partimos de la formula [32, p. 742(2)]

/Oo eiprquix (Q)Kufix (ﬂ)dl'

o0

() ()

y tenemos en cuenta que

6ipa: + e—ip:c
CoS pT = ————,
se infiere que

| conpetunina) Koraa()d

o0

B w[<a6p—|—ﬁ>l’+ (oz—l—ﬁep

2as a0 aep+6>y}[(2u<\/a2+ﬁ2—|—2aﬁchp). (1.3.18)

2

Subrayemos que las integrales
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/ COS prquix(a)Kufim(ﬁ)dx

—00

/ T sen prV+ix(a)KV—il‘(/6)d$

[e.e]

ezisten, siempre que |arg o| + |arg 8|+ [Imp| < 7 [59, p. 408]. Por tanto, es
licito derivar paramétricamente en (1.3.18) respecto de p para obtener

/ T sen prquix(Oé)Kl/fim(ﬂ)dx

_ _g[@ejgfp)er (Zetfeﬁp)V}Ké,,(\/w+ﬁ2+2aﬁchp>
afshp v

(07 — B)er

Va2 + 2 +2aBchp 2
[(Zi —geﬁl’)l/_l (a +1ﬁep)2 - (Ze—’p_ _fe;)V_l (cver :— 5)2}

K2l,(\/oz2 + 32+ 2aﬁchp>.

A continuacion hacemos v = 0 vy, recordando que Kj(z) = —Ki(z)
[42, p. 110], se llega a que

/00 xsen pr K, () Ky (8)dx

oo

- afshp
Va?+ 32 +2a8chp

K (\/oz2 + B2+ 2afch p>. (1.3.19)

Si comparamos las formulas (1.3.17) y (1.3.19), y elegimos o = 2i, f =2y

p =B —i%, resulta

(0

7r02hﬁ /Z 7sh[(3 — i§)T]KiT(2i)Ki (2)dr

8rish(B —i%)

= mhﬁ\/mm( 8ich(ﬁ—ig)>
_ \/gxl(m).
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De aqui y (1.3.17) se infiere en definitiva que

—imv _ 8
vsenve " f(v)g(v)dy = ”@K1<‘/88h5>' (1.3.20)

1 100
Y]

—100

Vemos, pues, que (1.3.15) y (1.3.20) coinciden y, de este modo, hemos esta-
blecido que los pares de funciones

Gla) = " g(v) = e Sh(8 = i)

satisfacen la relacion de Parseval (1.8.12) para la transformacion H-K-L.

Nota 1.3 La relacion de Parseval (1.3.12) permite obtener algunas nuevas

y complicadas integrales que involucran las funciones HZEQ)(Z) y K,(2) a par-
tir de otras integrales mas simples. En realidad, la Nota 1.2 constituye una
comprobacion numérica de la igualdad de Parseval, si bien puede considerarse
tqualmente como una justificacion de la evaluacion de la siguiente integral

/oo Tsen|[(3 — ig)T]e%Hﬁ)(Z)Ki (2)dr

o0

— ichp, /%Kl(\/gshﬁ), (1.3.21)

de acuerdo con (1.3.16) y (1.3.20).

De  forma similar, si consideramos los pares de funciones
[59, p. 188, 2.12.10-1 ]

1 o o
F(z) = e "= f(y) = 2HP (e7%)K, (eF)
X
)
| A _8 8
Gla) = —e D% g(v) = 2HP (e DK, (eF)

(>0, >0), la relacion de Parseval (1.3.12) legitima la igualdad
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<1 b atsh 1
_ef(s a+s ﬁ)xfzdx
o T

NI

= —/ TShWT@WTHZ»(E)(G_%)HZ(E)<€_§)Ki (e3)K;,(e2)dr.

o0

Mas la primera integral es facilmente calculable. Cliertamente, si en la
conocida expresion [32, p. 363, 8.471.9]

/0°° e Ty = 2(%)3.’(1, (2\/%),

ReB > 0, Rey > 0, hacemos v =0, 8 =1 y vy =sha+shj, concluimos que

NI

[N]])

/ rshrre™ HO (e~ 5 HD (¢ 8) Kin (¢3) Ko (e3)dr

o0

— 9K, (2 sha + sh5>. (1.3.22)

Las expresiones (1.3.18), (1.3.21) y (1.3.22) creemos que son nuevas o al
menos no figuran en las principales tablas ([20], [32] y [59]).

1.4. Aplicaciones

Introducimos el operador en diferencias finitas

Eg(v) = 9(”1);9(”_ D} (1.4.1)

Si le aplicamos la transformacién (1.3.1), resulta

(T*(Eg))(x)

_ ! [/Oo 9w + 1), (2)dv + /m o - DI@d].  (142)

dx —100 —100

Ahora, si hacemos el cambio de variable ;4 = v + 1 en la primera integral
de (1.4.2), obtenemos

[ s (1.43)

—100
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A fin de evaluar esta integral, consideraremos el contorno rectangular R
de vértices iN, 1 +iN, 1 —iN, —iN, donde N € R, N > 0 (ver Figura
1.4.1). Nétese que esta regién rectangular —para vy > 1— cae en S,,, como
se muestra en la Figura 1.4.1, y supéngase que g verifica las hipotesis del
Teorema 1.2. Por el Teorema de Cauchy se deduce que

A\

iN 1+iN
\
A
&g
_VO VO i<
_iﬁ 1-iN

Figura 1.4.1: Contorno rectangular R
[ o) @)
R

1—iN 14N N —iN
= (/ —l—/ +/ —l—/ )g(u)Ju_l(x)duzo. (1.4.4)
—iN 1—iN 1+iN iN

De la expresion asintotica (1.2.25),

JV(I) ~ 1 61/—1—1/111 %—lllnl/

2y

b

vélido para grandes valores de |v|, v € C, |argx| < m, sigue si ponemos
v=A+ir (\, 7 €R)
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Jo(x) = Jryir(2)

ex

2V/\2 + 72

cuando |v| — o0, v = A+ it € C, para z > 0 fijo.
Analizando la tercera integral de (1.4.4), con u = t + N, en virtud de
(1.4.5) se deduce que

= O(()\2 )T exp{)\ln —{—Tarctan%}) : (1.4.5)

iN 1
[ swga@adn] < [ g+ iMool
1+iN 0

1
< C/ Nzt +iN|"2 % 2Ne3 N gt
0

C

< W—%)’

si N — o00. Obsérvese que en este caso A =t —1 <0 (0 <t < 1)y
T=N>0.

De manera similar se prueba para la primera integral de (1.4.4), recu-
rriendo de nuevo a (1.4.5), que

‘/_:NiNg(u)Juﬂw)du‘ < /01 lg(t — iN)||Js—1pin()|dt

1
< c/ Nz|t+iN| 2% 2Ne 5N gy
0

Ce ™

s i Y

si N — oo, yaqueahora A\ =t—-1<00<t<1l)y7r=-N<DO0.
Finalmente, tomando limite cuando N — oo en (1.4.4) se obtiene

/ioo g(v+1)J,(x)dv = /1+ioog(V)Jyl(x)dV

—1300 1—i00

_ / " )y (@) (1.4.6)

—100
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Seguidamente estudiamos la segunda integral de (1.4.2). Es inmediato
que

/""0 g(v —1)J,(x)dv = /_Hioog(y){]y“(m)du

100 —1—1i00

Si ahora consideramos el rectangulo R’ de vértices los puntos iN, —ilV,
—1 —iN,—1+ N, se deduce que

/ 9(V)Jya ()dp

iN —1+iN —1-iN _iN
N </ +/ +/ +/ )9(V)Ju+1(x)du =0, (1.4.7)
—iN N —1+iN —1—iN

sin més que aplicar el Teorema de Cauchy [3]. Ahora bien,

—1+iN 1
[ swd@ar] < [Clget e il )
iN 0

1
< C/ N’%|—t+iN]’%’5e’%Ne%th
0
C
< W—>07

)/_W g<7/)Jz/+1(«T)dV‘ < /01 lg(—t — iN)||J1—y—in (2)|dt

1—iN

1

< C/ N7z|t+iN| 2% 2N 5N gy
0

- Ce—wN

= Y

si N — o0.
Teniendo presente estos resultados, al hacer tender N hacia infinito en
(1.4.7), se llega de igual forma a que

/i‘x’ g(v—1)J,(z)dv = /_Hioo G Ty (2)dv

100 —1—i00

_ / T ) s () (1.4.8)

—100
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Si sustituimos (1.4.6) y (1.4.8) en (1.4.2), en virtud de (1.2.4), se concluye
que

(T (B))(x) = - (T*9)(x) (1.49)
y, en general,

(T (B @) = (@), k=123,

A continuacién planteamos resolver la ecuacién en diferencias finitas

P(E)g(v) = h(v), (1.4.10)

donde P(z) es un polinomio con coeficientes constantes que no tiene raices
en el eje real positivo, ¢ es una funcién por determinar, h es una funcién
conocida y E denota el operador en diferencias finitas (1.4.1). Asumimos que
g v h satisfacen las hipétesis del Teorema 1.2. Si ponemos G(z) = (J*g)(x)
y H(z) = (J*h)(x), y aplicamos la transformada H-K-L (1.3.1) a (1.4.10), a
consecuencia de la regla operacional (1.4.9), deducimos que

P(é)G(z) = H(x),
cuya solucién es X
Glz) = [P(i)]_ Hz).

Finalmente, aplicando la férmula de inversién (1.3.2) se obtiene la solucién
formal

o) = [ HP@)|[P(5)] s

T
que facilmente se prueba que satisface la ecuacion (1.4.10).

Para una ilustracion del caso general, consideraremos el problema de de-
terminar una funcién g que satisface la ecuacién en diferencias finitas

Eg(v) = h(v), (1.4.11)
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donde

~/ 2 s TV )
h(v) = T sec ™ ez Iv(1)+ iKz(l)]
e 2 2 T2

e I,(z) es la funciéon modificada de Bessel de primera clase. Nétese, en vista
de (1.2.9), que h(—v) = e ™ h(v). Entonces, aplicando la transformada de
Hankel-Kontorovich-Lebedev y usando la regla operacional (1.4.9), la ecua-
cién (1.4.11) se convierte en una sencilla ecuacién algebraica

»

1 _a?
EG(x) =e 5,

debido a la férmula [59, p. 290, 2.14.1(9)]. Ahora bien, aplicando la férmula
de inversién (1.3.2) y teniendo en cuenta el resultado [59, p. 291, 2.14.1(10)],
se deduce que

o0 2 2 (=3
g(v) = / ze” s HY(2)dx = mVV
0

—2 1.4.12
g e Vops (D (412)
donde W, ,(2) denota la funciéon Wittaker [32, p. 1014]. Veamos que (1.4.12)
es efectivamente una solucién de (1.4.11). Primeramente, de las expresiones
(9.234-1) y (9.234-2) en [32, p. 1017] se infiere la relacién de recurrencia

NE (WA_%#_%(Z) - Wk_%wr%(z)) W1 () = 0 (1.4.13)
Para z = =2y A = %, si tomamos p = "TH Vo= ”T_l, la expresion

(1.4.13) adopta las formas

(v + D)W_1 ves (—2) = i\/ﬁ(Wovﬁ(—Q) . Wo,%(—2)>

respectivamente.
Usando estos resultados y teniendo en cuenta que [32, p. 1017, 9.235(2)]

Woue) = [2K(3)
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se obtiene
Eg(v) = —ei—w[W v (—2) — W, H(—z)]
ev cos 7 072 072
iv2e'
= Kya(=1) - Ky (1) 1.4.14
eﬁycos%[ s+1(=1) s-1(=1) ( )

Finalmente, el resultado deseado es consecuencia inmediata de (1.4.14), la
férmula de recurrencia (1.2.13) de la funcién modificada de Bessel de segunda
clase, la propiedad (1.2.15) y la relacién entre las funciones I, y K, recogida
en la definicién (1.2.9).



CAPITULO 2
LA TRANSFORMACION DE
HANKEL-KONTOROVICH-LEBEDEV
DE DISTRIBUCIONES DE SOPORTE
COMPACTO

2.1. Introduccion

Afirmaba A. H. Zemanian [85] que una de las transformaciones integra-
les que mas se resistio a su extensién a espacio de funciones generalizadas
fue la de Kontorovich-Lebedev que, recordemos, viene definida por el par
(1.1.1)-(1.1.2). El principal obstaculo se presentaba al intentar interpretar en
un sentido distribucional la complicada férmula de inversion clasica de esta
transformacion ([41], [43]).

El objetivo de este capitulo es investigar la transformacion de Hankel-
Kontorovich-Lebedev, dada en el Capitulo 1 por el par (1.1.5)-(1.1.6),

(JNWIszém%W@WMr (2.1.1)
(T 'F)(z) = f(x) = —% N vJ,(z)F(v)dv, (2.1.2)

—100
en el espacio de distribuciones £'(I) de soporte compacto. Asi, en la seccién

segunda se da la definicion de la transformada H-K-L de una distribucién
de soporte compacto y se estudian algunas de sus propiedades, entre ellas,

45



46 Capitulo 2. La transformacién H-K-L en el espacio £'(I)

la analiticidad y la acotacion de la funcién imagen. El resultado capital de
esta seccién es la demostracion de la formula de inversién. Destaquemos que
en la primera parte de la prueba, a la hora de justificar el intercambio de
una integral con cierto funcional, en lugar de recurrir a la técnica habitual
en estos casos, que resulta muy laboriosa —la conocida técnica de las sumas
de Riemamm ([56], [85], [86])— se acude a un método novedoso debido a J.
J. Betancor (véase, por ejemplo, [11]), el cual estd basado en una adecua-
da representacion de las distribuciones consideradas. En la segunda parte se
verifica la formula de inversién, dando sentido distribucional a los resultado
clasicos de D. S. Jones [38]. El tercer parrafo se inicia modificando ligera-
mente la definicién de la transformaciéon H-K-L de una distribucién, a fin de
generar un calculo operacional. Ello nos permitira ilustrar la teoria desarro-
llada resolviendo un problema de valores en la frontera, que involucra una
ecuacion en derivadas parciales de segundo orden, en una cuna infinita.

Recordemos de nuevo que a lo largo de esta Memoria I denota el intervalo
real (0,00) y K cualquier subconjunto compacto de I. De acuerdo con la
notacién de A. H. Zemanian [86], por Dk(I) representaremos el espacio de
todas las funciones complejas ¢ infinitamente derivables sobre I con soporte
contenido en K. Dotaremos a Dk () de la topologia generada por la familia
de seminormas

() =sup[D¥o(z)], k=0,1,2,... (2.1.3)

zel

Asi, D (I) es un espacio de Fréchet. D(I) es el espacio unién estricto
D(I) = | Pk, (1),
m=1

donde (K,,)men €s una sucesion creciente de subconjuntos compactos de [
tales que su unién es I. Asignaremos a D(I) la topologia del limite inductivo.
Su dual D'(I) es el espacio de las distribuciones de Schwartz ([2], [24], [55],
[66], [86]).

El espacio £(I) estéd constituido por todas las funciones complejas ¢ infi-
nitamente derivables y definidas en I, equipado con la topologia de la conver-
gencia uniforme sobre subconjuntos compactos de I, esto es, por la familia
de seminormas

7K,k<(p) = Sup|Dkg0(I)|, k20717277 (214>

rzeK
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donde ¢ € £(I). Su dual £'(I) es el espacio de las distribuciones de soporte
compacto. Subrayemos que D(I) es un subespacio denso de £(I) y que, por
tanto, £'(I) es un subespacio de D'([).

Finalmente, A y A* simbolizaran los operadores diferenciales

A=A, =2"D*+2zD+2* (2.1.5)

A=A =22D*+32D+2* +1, (2.1.6)
donde D = d%. Estos operadores satisfacen la relacion

Azt =271A, (2.1.7)

Ademas, dado que J,(z) y HﬁQ)(z) son soluciones de la ecuacién de Bessel,
cumplen que

A J,(2) =2 ],(2) (2.1.8)

A HP (2) = *HP (2). (2.1.9)

2.2. La transformaciéon H-K-L en el espacio
de distribuciones &'(I)

2.2.1. Definiciones y propiedades

Mediante el método del ntucleo, definimos la transformada de
Hankel-Kontorovich-Lebedev de una funcién generalizada f € £'(I), como

la aplicacién de f directamente a HZEQ)(-), es decir,
(T v) = Fv) = {f(z), HP (x)). (2.21)

El segundo miembro de (2.2.1) tiene sentido. En efecto, para v € C fijo, la
funcién HS(-) € C=(I) y sus derivadas de cualquier orden estdn acotadas
en todo subconjunto compacto de I.
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v

Figura 2.2.1: Circulos concéntricos C; y Co

A continuacién estudiaremos algunas propiedades de esta transformada:

(i) F' es una funcién entera. En efecto, fijado v € C, consideremos dos
circulos concéntricos Cy y Cy de centros v y radios rq y ry, respectiva-
mente, y supongamos que 0 < r; < ro (ver Figura 2.2.1).

Sea A v un incremento complejo no nulo que satisface 0 < | A v| <1y
y escribamos

Av ov
donde
H?, () — H(z) 0
_ v+ Av _ Y g®@
Apy () 5 3I/H" ().

Para todo entero no negativo k, resulta que D¥A,(z) es holomorfa
en el interior del circulo Cs, por lo que vale la férmula integral de
Cauchy [3]
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1 0
; _ FE® ) - prEO () — 9 prg@
DiAu () = ~—{ DLHLZ,, () = DEHP(2)} — - DEHP ()
1 1 1 1 1
=5 | DiHP(@)|—( - dz
21 Je, Avz—v—Av z—v' (z—v)?

k7 (2)
_ 2 V_/ Do) . (2.2.3)
211 Jo, (2 —v— A v)(2 —1)?

Puesto que |z —v| =r; y |z —v— A v| > ry — ry, se infiere de (2.2.3)

que
A V| 1
DFA,,(z)] < | ~ sup |DYHP) (2 —|dz
DiAw (@) < L sup IDEHO@)] [l
< o 12 0,
(rg —71)72

si|Av|—0.

Luego, hemos probado que yg x(As,) — 0, si A v — 0; dicho de
otra forma, A,, converge a cero en la topologia del espacio £(I) cuando
A v — 0. Sigue de (2.2.2) que (f(z), Ap,(z)) — 0,81 A v — 0, y,
consecuentemente, que

En general

F® () = <f(x), %H52>(x)>, k=0,1,2,...

(ii) Ahora equiparemos el espacio £(I) con la topologia generada por la
familia separadora de seminormas { Ak }ren, definida por

Ak i(p) = su£|Ak90($)|, k=0,1,2,...
S
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para toda ¢ € E(I), donde A = A, = 2?°D? + 2D + 2°> y K es un
subconjunto compacto de I. Esta topologia es equivalente a la definida
por la coleccién de seminormas (2.1.4). En efecto, supongamos que
la sucesién (p,) converge a cero en el espacio £(I) con la topologia
inducida por la familia de seminormas { A\ j }ren y sea z € I — K fijo.
Si (¢n) — 0en £(I) con la familia de seminormas { Ak x } ken, entonces
(on) y (Ap,) convergen uniformemente a cero en K, lo que implica que
xD?%p,, + Dy, — 0, uniformemente en K. Entonces

/m[tD%pn(t) + Dy (t)]dt — 0 (2.2.4)

Zo

cuando n — o0, uniformemente en x € K. Integrando el primer miem-
bro de (2.2.4) se tiene que Dy, (x) —xoDp,(x9) — 0, uniformemente
en x € K, cuando n — oo. Entonces

D () — %Dgpn(xo) 0 (2.2.5)

uniformemente en z € K, cuando n — oo. Integrando nuevamente se
tiene que

[ 100t = 2 Do)l

o

= pn(z) — pn(z) — ToDpp(z0) In xﬁo (2.2.6)
converge a cero, uniformemente en x € K, cuando n — oo. Por hipéte-
sis n(z) — 0y @n(29) — 0 cuando n — oo. Puesto que In™" - es
acotado en el compacto K, se infiere de (2.2.6) que Dy, (xo) — 0, si
n — 00y, por consiguiente, de (2.2.5), que Dy, (z) — 0, uniforme-
mente en x € K, cuando n — o0.

Del hecho de que A, = 22D%*p, + 2Dy, + x%p, converge unifor-
memente en K, cuando n — oo, sale que D?*p,,(r) — 0 uniforme-
mente en K, cuando n — o0, sin més que recordar que ya (¢,) y
(Dp,) lo hacen igualmente. Como (A2p,) — 0 uniformemente en
K, cuando n — oo, repitiendo el proceso y teniendo en cuenta que
(©n), (D) v (D%p,) va fue probado que convergen uniformemente
en K, cuando n — oo, se concluye que (D3p,) y (Dlyp,) convergen
igualmente en el mismo sentido. Por induccién, finalmente, podemos
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(iii)

afirmar que (D¥g,) converge uniformemente a cero en K, para todo
entero no negativo k. Es decir, (¢,) converge a cero en el espacio E(1)
dotado con la topologia generada por la coleccién de seminormas (2.1.4)
([85], [86, p. 177]).

Por un argumento inductivo, conseguimos facilmente ver que

2k
Nro(r) = Pi(x)D* Jo(x), k=0,1,2,..., (2.2.7)

J=0

donde P;j(x) denotan polinomios de grado menor o igual a 2k con coe-
ficientes enteros y positivos. De esto se infiere que

2k
/\K,k(Qpn) < Z Cj’YK,%—j(QDn) — 0,

=0

si n — oo, donde C; = sup,ck | P;(z)|. Esto implica que (¢,,) tiende
a cero en £(I) equipada con la segunda topologia. Consecuentemente,
con la topologia generada por la familia de seminormas {Ax x }ren, E(1)
es también un espacio de Fréchet [86, p. 37].

Recuérdese finalmente que D(I) C £(I) ([66],[86]), y en consecuencia
E'(I) también es un subespacio de D'(I).

En virtud de [86, Theorem 1.8-1] y de (2.1.9), existe una constante
positiva C' y un niimero entero no negativo r tal que

< ( krr(2) _ . 2k F1(2) ()|
|F(v)] _Corgggrig[gmxﬂy ()] Corgggig]glv H,”(z)]

A la vista de los desarrollos asintéticos (1.2.19) y (1.2.29) y dado que
pertenece al compacto K C [z, o], con 0 < zg < yo ¥ ln% esta acotado
en K, concluimos que

O(1), siv— 0
F(V) = O<V2r_%ey(ln%—l)>’ Sl UV — 00.
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2.2.2. Formula de inversion.

En este parrafo estableceremos el resultado fundamental

Teorema 2.1 (Férmula de inversién) Sea f € E'(I) y definamos su trans-
formada de Hankel-Kontorovich—Lebedev por

(T N)w) = F(v) = (f(2), B (2)). (2.2.8)

Entonces
1N e
lim lim —— e v, (x)F(v)dv = f(x),

p—0+N—oo 21 | ;N

en el sentido de la convergencia en el espacio D'(I).

Prueba: Sabemos que f € £'(I). Entonces, por [86, Teorema 1.8.1] existe
C >0,r € Ny un compacto K C [ tal que

< ] k
[(f,0)| < Corg’?%crigy JARCIEATN (2.2.9)

para todo ¢ € E(I).

Consideremos las aplicaciones

L&) — (C’(K))TH

o— (arg)" (2.2.10)
y
L: L(5(1)> Ny
<Ak gp)ijl —>]L<<A’“ ¢>;+;> — (f,0), (2.2.11)

donde C(K) es el conjunto de todas las funciones complejas continuas
sobre K. La aplicacién L : E(I) — L(E(I)) € (C(K))™" es biyectiva,
por lo que L estd bien definida. Ademads, en virtud de (2.2.9), L es continua
cuando se dota a L(E(I)) de la topologia inducida por la de (C(K)) . El
Teorema de Hahn-Banach [64] nos permite extender L a (C(K)) ™ y enton-
ces existen medidas regulares de Borel pq, pt1, ..., px soportadas sobre K de
modo que
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L((M so)”l) —{f0) = Z | Sk etaldnta), (22.12)

k=0

para ¢ € £(I).
Como quiera que

1 iN
— | e v, (2)F(v)dy (2.2.13)
2z J N

define una funcién continua en x € I, la expresion (2.2.13) origina una dis-
tribucién regular en D'(I). Ello significa que, para todo ¢ € D(I), podemos
escribir

< ! /ZN ™’ v, (x)F(v)dy, go(x)>

2z J_in

:/Ooo / VE () dvip()da (2.2.14)

Recordemos que, en nuestro caso,

F(v)={f(y), P (y)), fe&).

Entonces, a tenor de (2.2.12), es factible expresar (2.2.14) en la forma

r+1

Z / __90 / /_ lNAk {HD ) }er v, (@)dvdyu(y)ds

:ii/KA’;{/O ——¢ / HP () v.J, () dvdz by (). (2:2.15)

Enfaticemos que, al ser sopp C [a,b], 0 < a < b, las tres integrales que
comparecen en (2.2.15) se realizan sobre los conjuntos acotado K, [a,b] y
[—iN,iN] y que es licito cambiar como se desee el orden de integracion.
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De (2.2.15) se colige, a la vista de (2.2.12) y (2.2.14), que

< _ % /iN ep”Ql/Jy(x)F(V)dV» 80(55)>

—iN

ﬂm[f—iwm/mwﬁﬂﬁwmmwmﬁ

2z —iN

Yy —iN

{
_ <f(:zc), _% /OOO e(y) /ZN e vH® (m)Jl,(y)dl/dy>
{

= f(a:),QN,p(x)>, (2.2.16)

siendo

1 0 iN )
Onple) = =5 [ ED [ o2 ) vy

Yy —iN
1 b 1IN )
= ——/ M/ e’ VHI(,Q)(x)JV(y)dde
2 a Yy —iN
1 [iN , b
= g gyenty / Jy(y)#dydu (2.2.17)

2 —iN

Nos queda por demostrar que 2y ,(.) — ¢ en la topologia del espacio D(I),
cuando N — oo y p — 0+.

Si integramos por partes dos veces, se obtiene

LWAAL@H%?@

[ rant+ nwewar+ [0 Pay

/ab Ju(y) [yj—;w(y) + d%w(y)] dy + /ab y%@)#dy

= /b g (y) =22y, (2.2.18)
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ya que ¢ € D(I), lo que implica que ¢ y sus derivadas se anulan tanto en a
como en b (asumimos que sopyp C [a,b], 0 < a < b).

Entonces es licito efectuar las manipulaciones que siguen, en virtud de
(2.1.8) y (2.1.9),

AQQN,p(x):—— / AF{HO (2)}e? v /Jy(y)#dydy

1 iN b
= — / v HP (2)e v / 1. 2 ayay
a Y

2N

1 N b
——5 [ aEwey [ a2 dya
—iN a

1 iN 2 b Ak
- / HO (2)e v / 72 g (22,10
a y

—iN

Ahora bien, el cambio del orden de integracién en (2.2.19) es valido y pode-
mos descomponer la integral en tres partes, como se indica

1 bAk; iN 5
L / Lye(y) / e VH® ()], (y)dvdy

Y iN

=3 [ i @) vy
2 Jo Y —iN

1 r—0 T+ 0o Ak
L
2 0 z—0 44§ Yy

N
. / e vHP (2)J,(y)dvdy, (2.2.20)
—iN

donde ¢ es un numero, 0 < § < 1, que fijaremos mas adelante.
Analicemos la integral

) Ak iN )
/ yw(y)/ e yH ()], (y)dvdy. (2.2.21)

+6 Y iN
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Esta integral vale claramente cero si x + 0 > b, puesto que el sopor-
te de ¢ estd contenido en [a,b]. Cuando = + 0 < b podemos deformar el
contorno de la integral interior de (2.2.21), desplazandolo de Rer = 0 (la
integral se efectiia sobre el eje imaginario) a una regién del v-plano donde
Rer > 0. Si seleccionamos vy € R, con vy > 0, el nuevo camino de integra-
cién estard compuesto por dos semirrectas que parten de vy y forman unos
angulos £6 con el eje real positivo, como se muestra en la Figura 2.2.2. El
dngulo 0 es fijo y ligeramente mayor que 7. A este camino lo denotamos por
I', y por I't a la parte de él constituida por los segmentos AB y BC, es
decir, por los v € C tales que v = vy +te ™ yv =1y +te?, con 0 <t < T,
respectivamente.

Previamente D. S. Jones observé, a partir de la definicién (1.2.5) que

/ e v HP ()], (y)dv

—100

B /_zoo v ( e’ g, () — Jy(:c)> Jo(y)dv

18en vm

dv

18en vmw 1sen vm

—1300 —1300

100 6py2]/€mri<]y($)<]y(y) 0 /zoo 6py2VJ_V(I)JV(y)

B 100 epVQVeum'Jy(x)Jy(y)
N 7 sen vm

dv

—100

) /_ioo (I ) g

isen(—vm)

_ /”O epu2,,<em'fv(y) - J”(y)>Jy(x)dV

ioo i sen vm

2 (y)J, (x)dv. (2.2.22)

I
g8
D
e}

t[\)
-
=

Asi que en lugar de (2.2.21) podemos considerar

oS Ak iN
/ L(y)/ e vHP (y)J,(x)dvdy (2.2.23)
z+6 Y —iN
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v

Figura 2.2.2: Camino de integracién I'

y demostrar que esta expresién converge uniformemente a cero, cuando
N — ooy p — 0+, en todo compacto K C I. Como quiera que la
funcién y~!A*p(y), ¢ € D(I), satisface las hipStesis asumidas por D. S.
Jones en [38, p. 135 |, la integral a lo largo de (—ioco, i00) puede ser reempla-
zada por la integral a lo largo del camino I' descrito anteriormente. Luego,
probar que (2.2.23) converge uniformemente a cero, si N — ooy p — 0+,
es equivalente a verificar que

00 Ak )
/ Lyely) / ey H (y)J, () dvdy (2.2.24)
z+0 Yy I'r

converge uniformemente a cero si T'— oo y p — 0+. Esta ultima integral
converge absolutamente. En efecto, cuando T — oo con v = vy + te'?,
0<t<T,0> 7%, alolargo de la semirrecta BC' resulta que

’/ e VHE (y)J, (w)dv| < / e v H P (y), () |dt
BC 0

<cC / eVt con Ot cos20) (ot cos)n g gy (2.2.25)
0

en virtud de las expresiones asintéticas (1.2.25) y (1.2.29) (véase también
[38, (16)]). Por la especial eleccién de 6, se tiene que cos26 < 0, por lo
que el término de segundo grado (p cos 20)t? contrarresta al término positivo
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(2pvp cos 0)t, que es de primer grado, y consecuentemente la integral existe.
Incluso converge absolutamente si p = 0, por cuanto quedaria

C/oo e(uo—&—tcosé')ln%dt < C/Oo e(uo—&—tcose)lnﬁdt
0 0

0
_ C«euolnzié/ etcoselnﬁdt
0

T 6>_1 sech,

< Ceoinsts <ln
B T
que esta acotada uniformemente en todo compacto K C I. Mediante un ar-
gumento parecido, llegamos a la misma conclusién a lo largo de la semirrecta

BA . Por el teorema de la convergencia dominada podemos hacer p = 0 en
(2.2.24), resultando

ooAk
/ 2y2ly) / vHO (y)J, (x)dvdy. (2.2.26)

Mas, si cerramos la regién del sector de angulo 26 por un arco de circun-
ferencia de radio T' y centro en 1, la integral a lo largo de la curva ce-
rrada BADCB es igual a cero en virtud del Teorema de Cauchy [3], ya
que las posibles singularidades de la funcién vHY (y)J,(x) son polos sim-
ples en v = 1,2,3,..., pero son evitables sin mas que tener en cuenta que
J_n(y) = (=1)"Ju(y), n € N [42, (5.3.3)]; en otras palabras, vH (y)J,(z)

es una funcion holomorfa en esa region.

Si ahora tenemos presente que los puntos del arco CDA de circunferencia
adoptan la forma v = vy + Te®, —0 < ¢ < 0 y recurrimos una vez més a
(1.2.25) y (1.2.29), haciendo el cambio de variable o = § — ¢ y usando el
hecho que sen a > 22 para cada a € [0, 31, se infiere que

‘l 2 x)dv

0 us
€T X x 2
_ C«Teuolnm / eTcosqS ln—m_HS d¢ — CTeyolnT+5 / eTsenaln a3 da
0 us
2

—0

< C/ (T cos p+up) 1 9~‘+5Td¢

z vo In

x 2 2T x € z+6 T 2T T T
< OTe" M a+s e M)y = O—— [eTm(wH) — o7 In5)(5-0)
- T_p In—"=

z+9

2
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tiende uniformemente a cero cuando T" — oo, en todo compacto K C I, a
causa de que In = < In %% < 0. Con todas esta consideraciones, inferimos
que

Estos resultados nos permiten concluir, a partir de (2.2.26), que

00 Ak
" H%)m)dudy]
1 (2)
< sup ]yA o(y)|——  sup ‘ vH® (x)dv| — 0,
y€la,b] a+0 (zy)exxfap) | Jry
si ' — oo, uniformemente en todo compacto K C I.
A continuaciéon estudiamos la integral
z—0 Ak
/ v ) / e vHP (2)J,(y)dvdy. (2.2.27)
0 Yy 't

Si 2 — § < a esta integral vale cero (recuérdese que sopy C [a,b]). Suponga-
mos, pues, que £ —d >a (a <y <z —J < x). Como en el caso anterior

z—9 Akz )
lim ‘ / / e vH? (x)Jy(y)dydy’
p—0+ T

T— JAk
= ‘/ vH® (2)J,(y dydy’
§ — sup |AFp( ]’/ H( )dy‘ —0
aye[ab I'r

uniformemente, cuando 17" — oo, sobre cualquier compacto K C 1.
Finalmente, investigaremos

1 z+0 Ak‘ iN )
——/ y(p(y)/ ™ vHP ()], (y)dvdy. (2.2.28)

2 Ju—s Yy iN

Sib<z—00ox+0 < a,la integral (2.2.28) es obviamente cero. Nos
limitaremos, pues, al caso a — 6§ < z < b+ d. De aqui en adelante fijaremos
0 <0 <min{l,a}.
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Traemos a colacion la férmula de inversion de la transformacion integral
de Laplace L. Para todo ¢ € D(I) vale

B o (e 225)

1 c+iN 00 Ak
= lim — esy/ e_sxwdxds
0 x

N—00 271 c—ilN

1 ooAk c+iN
= lim —/ M/ V=) dsdx
0 c

N—o0 27'('2 xr _iN
k
— m L / T 2ft) s Ny — 1)
N—o0 T 0 X y—x

En la demostracion de esta férmula de inversién (véase G. Doetsch,
[18, pp. 148-151]), las integrales sobre los rangos (0,z — 0) y (z + ,00)
se anulan cuando N — o0 y sélo es significativa la integral en el intervalo
(x — 0,2+ ).

Sabemos que ([38], [20, p. 188 (55)])

1 c+ioco B — T b~V
HP (y) / & e*Vds,

T 21 Jeio (s24+1)zsenvm

donde b = s+ (s*+ 1)%, y > 0y |Rev| < 1. De aqui, usando un razonamiento
similar al utilizado en [38, p. 139], inferimos que

z+d Ak
/ @ () 22y,
x—0

Yy
z+48 Ak 1 c+ioco b — iwrb—u
z/ yso(y)_/ - eVdsdy. (2.2.2)
es Y 2T Jeio (s241)2senvm

Observe que podemos escribir el segundo miembro de (2.2.29) como

/”‘Secywi/w [{(c+it)+[(c+it>2+1]é},,

-5 y 2m [(¢ + it)? 4 1]z sen v

—00

eV {(c+it) + [(c+ i) + 12}
[(¢ + it)? 4 1)z sen v

} eWdtdy.
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Se ve facilmente que el primer sumando de la integral interior se comporta
como "t si |[t| — oo, mientras que el segundo miembro lo hace como
t7v~1e™ en ambos casos, salvo en una constante multiplicativa que depende
de v. El integrando total es una funciéon continua y acotada en el conjunto

{(y.t) ra<y<b —oo<t<oo}

siempre que |Rev| < 1. Se puede comprobar que la integral interior converge
uniformemente hacia una funcién continua de y € (z — 6,2 + §). Por tanto,
en virtud de un teorema clésico del anélisis [1, Teorema 14-26], se puede
intercambiar el orden de integracién y (2.2.29) queda asi

1 ctico  puv _ givmp—v z+d i
¢ / e’y —y@(y) dyds.

o 1
2T Jerico (s2+1)2senvm Jo—s

Entonces, multiplicando por —%GPVQI/JU(I), integrando de —ioco a ioo,
y tomado limite cuando p — 0+ obtenemos

1 100 A Ak‘
lim —5/ epZ’QVJy(y)/ H£2)<y>ﬂdydl/
z—0 Yy

senvm

—100

1 100 6pu21/,],,<y) /c—i-ioo b — ez‘mrb—u
c—100 (82 + 1)%

T+ Ak
. / e™ ygo(y) dydsdv
z—9 Yy

) 1 ct+ioco 1 49 Alyf@(y)
= lim —— —1/ e
p—0+ A c—1i00 <82 + 1)5 z—0 Yy

100 B o— imrb—u
/ ep”Ql/Jl,(a:)e—dudyds

sen vm

—100

_i ctioco 1 /x+6 o A’;go(y)
4 c—1i00 (32 + 1)% r—0 Y

100 b — z'mrb—u
/ VJ,,(:L')e—dz/dyds. (2.2.30)

sen vm

—1300
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Ya que el camino de integracion en la variable v se puede deformar aplicando
los mismos procedimientos que se han hecho anteriormente, es licito poner
p = 0. La integral resultante a lo largo de I' se puede evaluar por la teoria
de residuos [3], tal como hace D. S. Jones en [38, p. 139], obteniendo

b — imrb—u
/VJV(x)e—dV = 2ix(s* + 1)%e_sx.
r

sen vm

Si tomamos en cuenta esto y los comentarios que conciernen a la transformada
integral de Laplace, el tltimo miembro de (2.2.30) puede ser escrito como

LN S U /”‘Sesyw
4m c—1i00 (524—1)% ) Yy

1 c+ioco T+ Ak
= —— Qixe_”/ esyﬂdyds
4 o5 Yy

2iz(s* + 1) 2e7 " dyds

c—100

T c+ico £<A§g@(y) ) (—s)e—*ds

2mi c—100 Y
Nkp(x
)

En resumen, hemos establecido que

1 z+6 Ak iN
= ; %/ P VHP (@) y)dvdy — Dlip(a),

cuando N — oo (T' — o0) y p — 0+, uniformemente en todo compacto
K cClI.

Finalmente, combinando estos ultimos resultados, concluimos que
A (S, — p(2)) — 0,

si N — ooy p — 0+, es decir, Qn,(-) — ¢(-) en la topologia del
espacio £(1), cuando N — oo y p — 0+. Nuestro aserto se deduce ahora
facilmente de (2.2.16), sin més que tener en cuenta esta dltima afirmacion y

la linealidad de f. [
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2.3. Aplicaciones

De cara a las aplicaciones, en lugar del par (2.1.1)-(2.1.2) se utiliza con
més frecuencia la transformacién de Hankel-Kontorovich-Lebedev definida
por el par

oo 17(2) X
R (2.3.1)
(H'G)(x) = g(x) = —% /wo vJ,(x)G(v)dv. (2.3.2)

Ello apenas conlleva modificacion alguna en el desarrollo tedrico realizado
anteriormente. Asi, si g € &'(I), se definird su transformada de Hankel-
Kontorovich-Lebedev generalizada mediante

H (z) >

(Hg)w) = Gv) = (g(x), (2.3.3)

El Teorema 2.1 de inversion se enuncia ahora en la forma

Teorema 2.2 Sea g € E'(I) y supongamos que H'g viene definida por (2.5.3).
Entonces,

iN
lim lim —1/ e v, (2)G(v)dy = g(x), (2.34)

p—0+ N—c0 2 _iN
en el sentido de la convergencia en el espacio de distribuciones D'(I).
Si g € &'(I), también se tiene que Ag € &'(I) por la forma habitual

de definir el operador generalizado. En nuestro caso, nos interesa evaluar
(H'Ag). Por (2.1.5) y algunas manipulaciones

H (x) >

T

(HAg)w) = (Ag(a)
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— (o), 2N i B gy,

X

En resumen, se obtiene la regla operacional

(H'Ag)(v) = v*(H'g)(v), (2.3.5)

valida para toda g € £'(I).

A fin de ilustrar las aplicaciones de la transformada (2.3.1)-(2.3.2), nos
proponemos encontrar la solucién u(r, 0) de la ecuacién
2 2
7“2% + T% + % + 72 = —1rod(r — 10) (2.3.6)
en la cuna 0 < 6 < 6y, donde las constantes 6y y ro son tales que
0 <y < myry>0.Las correspondientes condiciones de frontera, u(r,0) = 0
y u(r,6p) = 0, son fijadas sobre los lados de la cuna. Aqui §(-) denota la fun-
cional de Dirac , que pertenece a £'(I). Si ponemos U(v,0) = H'u(r,0) y
aplicamos la transformada H’ a (2.3.6), y tenemos presente la regla ope-
racional (2.3.5) y el hecho que H'(—r¢d(r —ry)) = —H,@(ro), el problema
de valores en la frontera para la ecuacion en derivadas parciales (2.3.6) se
convierte en el problema ordinario

0*U(v,0)
062
U(v,0)=0, U(v,0) =0,

+ 12U (v, 0) = —HP (ro)

cuya solucién es dada por

HP(re)  v8  wv(bo—0) vb,
sen — sen —— SeC ——.

0) =2
Uw.9) 2 2 2 2

Recurriendo a la férmula de inversion (2.3.4) se obtiene la solucién

100 (2) _
u(r,0) = lim (3’”’2M sen vo sen (0~ ) sec V_QOCZV.

p—0+ J o v 2 2 2

Un problema semejante es abordado por D. S. Jones desde un punto de
vista cldsico en [38].

Algunos problemas de interés fisico y conectados con la ecuacion de Helm-
holtz son analizados con detalle en [38], [39] y [44].



CAPITULO 3
LA TRANSFORMACION H-K-L EN
ESPACIOS DE FUNCIONES
CGENERALIZADAS DE CRECIMIENTO
EXPONENCIAL

3.1. Introduccion

El método del ntcleo constituye una de las técnicas més habituales para
extender una transformacion integral clésica a un espacio de distribuciones.
Consiste en construir un espacio de funciones prueba que contenga el ntcleo
de la transformacion considerada. El dual de este espacio es el espacio de dis-
tribuciones o funciones generalizadas apropiado a nuestros fines: se definira la
transformacion de una distribucion o de una funcién generalizada aplicdndo-
la directamente al nticleo. Desde luego que es el método més natural. Ha
sido utilizado por A. H. Zemanian, en 1975, para extender por primera vez
la transformaciéon de Kontorovich-Lebedev

kLo == [T e
2

(KL7'F)(z) = f(z) = — /OOOTShﬂ'TKiT(JZ)F(T)dT

a un espacio de distribuciones, concretamente, a las de soporte compacto
[85]. Posteriormente, en 1979, R. S. Pathak y J. N. Pandey ([55], [56]) la
consideraron en un espacio mas amplio de funciones generalizadas, con un
cierto crecimiento potencial.

65
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El objetivo central de este capitulo es investigar la transformacion de
Hankel-Kontorovich-Lebedev (transformacién H-K-L) siguiendo el mismo es-
quema. En el Capitulo 2 ya se hizo en el espacio £'(I) de las distribuciones
con soporte compacto y en este capitulo se procedera a hacerlo en ciertos
espacios mas amplios de funciones generalizadas. Lo primero que se hara es
introducir esta clase de espacios. Asi, en la segunda seccion, se definiran los
espacios F, y sus duales, realizandose un exhaustivo estudio de sus principa-
les propiedades, lo cual concluira con el establecimiento de que se trata de un
espacio de Fréchet y de que la funcion de Hankel de segunda clase H,EQ) (x),
que comparece en el nicleo, y sus derivadas pertenecen a dicho espacio. En
el tercer parrafo se define la transformacion H-K-L en su espacio dual F,,
espacio de distribuciones o de funciones generalizadas, mediante el método
del nicleo y se demuestran los cuatro resultados fundamentales: la analitici-
dad y la propiedad de acotacién de la funcion imagen, la formula de inversién
distribucional y el teorema de unicidad. Nos hemos inspirado en el trabajo de
E. L. Koh y A. H. Zemanian [40], en donde se estudia la transformacién de
Hankel ([83], [86]) en un espacio de funciones generalizadas de crecimiento ex-
ponencial en el infinito. Lo novedoso en nuestro caso, ademas de las distintas
técnicas empleadas, es que las funciones generalizadas tienen un crecimiento
exponencial tanto en el origen como en el infinito. Finalmente, en el paragra-
fo cuarto se genera un calculo operacional que puede ser utilizado tanto en
la resolucién de cierto tipo de ecuaciones diferenciales ordinarias, como de
ecuaciones en derivadas parciales con condiciones de contorno fijadas en los
lados de cunas infinitas.

3.2. El espacio de funciones prueba F, y su
dual

El espacio F, esté constituido por las funciones complejas ¢ infinitamente
derivables y definidas sobre el intervalo I tales que

Vra(tp) = sup A (2) Afp ()| < oo, (3.2.1)
Tre
donde a > 0; £k =0,1,2,...; A\, denota la funcién continua y positiva
e s, z € (0,1]
A (@) =4 (3.2.2)

e ", x € [1,400)
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y A, es el operador diferencial (2.1.5). Dotamos a F, de la topologia generada
por la familia separadora de seminormas (7Viq)ken,- F, representa su espacio
dual.

A continuacion analizamos algunas propiedades de estos espacios:

(i) F. es un espacio completo. En efecto, se sabe que existe una sucesién
creciente de compactos (K, )men de I de modo que I = J°_, K,,,. Sea
ahora (¢n)neny una sucesiéon de Cauchy en F,. Entonces las sucesiones
(A*0, ) nen, k= 0,1,2, ..., convergen uniformemente en cualquier com-
pacto K C I. Recuérdese que K esta contenido en uno de los K,,. En
particular, (¢,) v (Ag,) convergen uniformemente en K, por lo cual
de

Ap, = 2°D*p, + 2D, + %0, (3.2.3)

se infiere que (zD?p, + Dy,) también converge uniformemente en K.
Sea xy € I—K fijado. Puesto que la integracion preserva la convergencia
uniforme [1, Teorema 13-10], resulta que

/ "tD%0u(t) + Den(D]dt = 2Din(x) — 2Dpnlas)  (3.2.4)

o

converge uniformemente en K. Por esa misma razon, integrando de
nuevo en (3.2.4) sigue que

/ ' % / (LD (1) + Dipn (£)dtdu

= pn(z) — pn(T0) — 2o In %Dgpn(xo) (3.2.5)

converge uniformemente en K. Como (p,,) converge uniformemente en
Ky (pn(z0)) es convergente, de (3.2.5) se sigue que (Dy,(xp)) es una
sucesion numérica convergente. Este hecho nos permite concluir a partir
de (3.2.4) que (Dg,,) converge uniformemente en K y, por consiguiente,
de (3.2.3) que (D?*p,,) también converge uniformemente en K. Teniendo
en cuenta que
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2k
Afp,(z) =Y Pi(x)D* g, (z), k=0,1,2,..., (3.2.6)
j=0

donde Pj(x), para j = 0,1,2,...,2k, simboliza un polinomio de grado
menor o igual que 2k, una argumentacion por induccion nos permite
asegurar que (D¥p,,) converge uniformemente en K. Por tanto, existe
una funcion ¢ infinitamente derivable en [ tal que
lim D¥p, (x) = Dola),

n—-=aoo
puntualmente en I. Ademds, ya que (¢,) es de Cauchy en F,, para
€ > 0 arbitrario se tiene que

'Yk,a(@n — om) <6,

para todo m,n € N, m y n mayores que cierto v = v(k,a) € N. Si
ahora hacemos que m — oo, queda

’Yk,a(@n - (10) S €.

Por ultimo,

Vk,a(ﬁp) < f?/k,a«pn - QO) + ’Vk,a((:pn) < e+ Cpa < 00,

pues ¢, € Fo ¥ Vkalpn) estd acotado, digamos que por la constante
Cr.a > 0. En definitiva, hemos probado que (¢,) converge a ¢ en la
topologia del espacio F,. En realidad, F, es una espacio localmente
convexo, de Hausdorff y completo, en otras palabras, una espacio de
Fréchet.

Si0 < a; < ag, se tiene que F,, C F,, v la topologia de F,, es més
fuerte que la inducida en dicho espacio por la topologia de F,,. En
efecto, se ve facilmente que A\, () < A7 (z), x € I. De aqui se deduce

Visas (@) = sup A, () AF(z)| < sup Ay (@) AFo(2)| = Yra (),

para todo ¢ € F,,. Consecuentemente, F, C F en el sentido de que

si f € F,, se restringe a F,,, entonces f define un funcional lineal y

continuo sobre F,, .
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(i)

(v)

D(I) C F, y la topologia de D(I) es més fuerte que la inducida en él
por F,. En efecto, tomando en cuenta que [33]

ZP )D*7ip(x),  k=0,1,2,...,

donde Pj(z) es un polinomio de grado menor o igual que 2k, para
j=0,1,2,..., sigue inmediatamente para todo ¢ € D(I) que

Vralp) < ZCjﬁY%fj(Qp) < o0,

donde
Cj = sup [A, (x) Pj(z)],
zeK
73 =0,1,2,...,2k, siendo K cualquier subconjunto compacto de I. Si

f € F! se restringe a D(I), se genera un funcional lineal y continuo

f sobre D(I). En este sentido es como debe interpretarse la inclusién
F. CD(I).

F. es un subespacio de £(I). Efectivamente, si ¢ es un elemento cual-
quiera de F,, por definiciéon ¢ es infinitamente derivable en [ y, con-
secuentemente, ¢, Do, D?*p, ..., D¥p, ... permaneceran acotado en
cualquier subconjunto compacto K de I, esto es,

Trk(P) = sui]g\Dkgo(:v)] <oo k=0,1,2,...
S

Ademas, la convergencia en F, implica la convergencia en £([). Luego,
¢ € E(I), lo cual entrana que F, C &(I). De las inclusiones
D(I) ¢ F, € €(I) y de la densidad de D(I) en E(I) [86] sigue que
F. es un subespacio denso en £(I). Por tanto, £'(I) es un subespacio
de F.

Si f es una funcién localmente integrable en I tal que

| f2)]
/I)\g(x>dx < 00,
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entonces f genera un elemento regular en F, mediante
<ﬁw%=/f@M@M% ¢ € Fa. (3.2.7)
I

Ciertamente, para todo ¢ € F,,

|angmwm[¥%@m

Para cada f € F. existe una constante C' > 0 y un entero no negativo
r de modo que

(F.0)] < C s wale) = C mix |\, (0)AMp(2)],  (328)

0<k<r

para toda ¢ € F,. Aqui C'y r dependen de f pero no de ¢ [86, p. 19].
A la vista de la forma particular de la funcién A} (z), nos referimos a
estas distribuciones como ” funciones generalizadas de doble crecimiento
exponencial”, por cuanto las funciones prueba ¢ tienen a lo méas un
comportamiento exponencial tanto en el origen como en el infinito.
Nétese que E. L. Koh y A. H. Zemanian investigaron la transformacion
de Hankel en un espacio de distribuciones que satisfacian esta propiedad
sélo en el infinito [40].

Para v € C fijado, se cumple que

)

oym Y

(z) € Foy  m=0,1,2,..., (3.2.9)

considerada como funciéon de z. En efecto, partiendo de la siguiente
representacion integral de la funcién de Hankel [42, p. 139]

9 1 —i(z—2-T) 0 v—1
mmwzbﬁ@——%i/)awﬁﬁ+i)Qm,wmm
0

valida para Rev > —%, x > 0, resulta que
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8m(u2kH£2)(x))_ 2\5 = (M O™ e x
oym —<ﬁ> Z(n)&um_”<e M

n=0

e %)) /OOO e—sg):n [ (1+ %)V_é]ds. (3.2.11)

Por una parte, es inmediato ver que para v € C fijado, las derivadas

am—n

aymfn

. v ™ 1
(-1 )

estan acotadas independientemente de x € I. Por otra parte,

Ll i)
SR 0) [ )

=0

n 2 1(Rey_1
< n /OO €7SSR6U7% (1 + S_) 2 (fte 2)67“2“’ (14+sgn I'mv)
— = \i/Jo 42

[ln (1 + 7) + —}j| Ins|"ds, (3.2.12)

donde sgn denota la conocida funcién signo.
Analicemos la integral interior al sumatorio de (3.2.12). Para ello dis-
tinguiremos tres casos:

Caso A: Supongamos que 2x > 1.

(a) Consideremos primero que Rev > % Entonces,
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/ / / s R <1+48_;>

=Y+ Y2+ Y5, (3.2.13)

donde Y, Y2 y Y3 denotan las integrales sobre los intervalos (0,1),
(1,22) y (2z,00) respectivamente. Recordemos que [38]

2, St 52 < 4.1‘2
52 ,
e s 3.2.14
+ Ax2 — 8_7 si 52 > 45[)2 ( )
212
Por consiguiente,
|Y1| < 2%(Reu—%)eﬂ'1ml’(1+sgnlml/) <1I12i)J
- 2
1 1 |
/ 3R6V_§|]n S|n—Jd5 < Cl(y), (3.2.15)
0

Ademas,

2x
|}/2| < / 6—SSR6V—%2%(Reu—%)e%(l+sgnlmy)
1

In2 Y j
n2—+m (111 2]})”7](15
2
S 2%(Reyff) wlmv(prsgn[ml/ In2 T j(ln 2$)nij
2
> —s Rev—1
e °s QdS

< Cy(v)(In2z)" . (3.2.16)
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Finalmente, de (3.2.14) se infiere que

00 2, L(Rev—1
|Y'3| < / 6—SSR6U—% (23 > 2 (Rev Q)Snfjei"lzw (1+sgn I'mv)
)2

2
- 4z

252\3 w\J
(M@) +§) ds

1 1
—5(Rev—3)
272 2 e%(l—&—sgn]mu)

xReu—%

& 1 . 1 1 T™\J
. / e—ssReu—§+n—]+Reu—§ (111(482)5 + _) ds
2.

X

1 1
—5(Rev—3)
< 272 2 6%(1+sgn1mu)

1
fL’ReV_5

. / e—sszReu—;—1+n_j<1nS+1n22—|—7r>1d8
1

< Cy(v)az B, (3.2.17)

puesto que la hipotesis 2x > 1 y el hecho de ser s > 2z implican que

2
2i < 252,

1<
4x2 —

Considerando (3.2.13), (3.2.15), (3.2.16) y (3.2.17) concluimos que
Y| < C1(v) + Co(v)(In22)" 7 + Cy(v)a2~ R, (3.2.18)

si Rev >

N[ —=

(b) Asumamos ahora que 0 < Rev < 3. Para este caso se tiene que
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por lo que, utilizando el mismo argumento que nos permitié obtener
(3.2.17),

‘Y‘ < ewITV(1+sgnImu) /OO efsSReufél h,ls’nfj
0

2

2Nz m\J
(111(1-1—&) —|—§> ds

; 2z
e%(ﬂrsgnlmu) {(ln 2;_ 71-)j / efssReu—% ’ lnS’nide
0

IN

+ /2:0 e_ssRe”_%| In s|”_j<ln (;—;)é + g)jds]
< ™ (tsenlmy) {(w)j /OO e_SsRe”’%| Ins|"ds
2 0
+ /00 e s shev=a(In s)" ( Ins+ o 22+ 7T>jds}
1
< Cy(v). (3.2.19)

Basta percatarse de que si 0 < 6 < 1,

0 0
/ e_ssRe”_%(— Ins)" Jds ~ / sRe”_%(— Ins)" ds,
0 0

e integrando por partes esta iltima integral, se obtiene, poniendo
k =n— jv

5
/ shev=3 (—Ins)*ds
0

Rev+2 —1 k 0
_ ) 2( 1115) + k . / SR@V—%(_ lns)k_lds,
Rev + 5 Rev + 5 Jo

ya que Rev + % > (. Iterando este proceso k veces se llega a la integral

§ _1
fo sfv=2ds, que es convergente.
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Teniendo en cuenta (3.2.11), (3.2.12), (3.2.13), (3.2.18) y (3.2.19) se
infiere que, en el Caso A,

o (v HSP (z)) ‘

ovm

<z (01@, k) + Co(v, k)(In 22)™ + Cy(v, k)x%-Rev), (3.2.20)

si Rev > 1,y

N

< Cy(v, k)z™ 2, (3.2.21)

‘am@%H,S”(x))
ovm

si0< Rev < %, cuando 2z > 1.
Caso B: Supongamos que 0 < 2z < 1.
(¢) Asumamos inicialmente que Rev > % Partiendo ahora la integral

(3.2.13) en dos partes, a la vista de (3.2.14) y teniendo presente que
Ins < s cuando s > 1, se obtiene

2z ;
|Y| < 6%(H—sgnlmu) |:/ e—ssReu—§25(Reu—%)|lns|n_j<ln22+ 7T>Jd8
0

= —s Rev—1 82 %(Reu—%) n—j S % ™\
e e (g e (n () 5) )

T

1
< C’é(u)/ e_ssRe”_%\lnsP_jds
0

, o] SQRey—l ) s T\ J
+ C.(v ¢ ———|Ins "_J< + —) ds
o) [ s (=4

00
< C5(V) + C’é(V)xé—Reu—j/ 6—882Reu—1+j| hl8|n_jd8
0

< Cs(v) + Co(w)arBevi, (3.2.22)

(d) Aceptemos ahora que 0 < Rev < % Entonces, en forma analoga se
tiene que
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2z ;
/ /In2
Y] < C’7(y)/ e_ssRe”_%|lns|"_J< 1 2+7T>]d3
0

+ Cy(v) /200 e_ssRe”_%Hn s|"d <1n (;;)é + z)jds

N 222 2
. (In2 e | .
< 07(1/)( n 2+ 7T>J /(; efssReu—g(_ In S)nijds

p & s T\ J .
+ C V/ e_SsRe”_%<—+—> In s|"ds
o) [ ) s

S C7(V) + CS(V)I‘_‘j.

(3.2.23)

Resumiendo, en virtud de (3.2.22) y (3.2.23), junto con (3.2.11), pode-
mos escribir

o (v H, (w))
o™

1
Cs(v, k)x_% + Cs(v, k)w~ e, 3

S 1 1
Cr(v,k)x™2 + Cs(v, k)z™™ 2,

cuando 0 < 2z < 1.

Caso C: Si Rev < 0, de la relacién (1.2.7) se deduce inmediatamente
que

— _Hg® — iwm p(2)
opm TV ('I) oym (6 —v (I’))
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(viii)

y siendo ahora Re(—v) > 0, valen las expresiones asintéticas anteriores.

Nétese que las cantidades Cj(v) y Cj(v,k), con j = 1,2,...,8, son
constantes con respecto a .

Por tanto, como las expresiones A- (2)z =2, A7 ()| In 2z|™, A7 (z)zz B,

A (z)z~Be=m v A=(z)z~™ 2 permanecen acotadas en I, para todo

v € C fijado y para cualquier m = 0,1,2,..., sigue de (2.1.9), que

Ao (m)Aka—H(Q)(x)’

oo (o B (1)) = sup |37 (r) A S

zel

3 @) (PP @) < oo,

= sup
zel

para k =0,1,2,..., en virtud de (3.2.20), (3.2.21) y (3.2.24). Es decir,

como funcién de x se tiene que ;V—n;H @ (x) € Fa, para v arbitrariamente
fijado.

El operador A, definido por (2.1.5) define una aplicacién lineal y con-
tinua del espacio F, en si mismo. Ciertamente, se tiene que

Yia(AP) = Yir1alp),  k=0,1,2,...,
para todo ¢ € F,.

Entonces, el operador diferencial
A=A =2°D*+ 32D +2* +1, (3.2.26)

se define en F! como el operador adjunto de A actuando en F,, esto
es,

(A f, o) =(f,Ap), feF, e,

resultando ser igualmente una aplicacion lineal y continua del espacio
F! en si mismo.



78 Capitulo 3. La transformacion integral H-K-L en el espacio F,,

Nota 3.1 Merece la pena destacar que en (vii) se ha establecido un resultado
mas general que el propuesto. En realidad se ha demostrado que

" (S
HP(2)) € F,,
ovm <V v (@)
como funcion de x, para cualesquiera m,l = 0,1,2,..., y para v € C fijado

arbitrariamente.

3.3. La transformacion H-K-L en el espacio
de funciones generalizadas F,

Para extender la transformacién (2.1.1)-(2.1.2) al espacio de funciones

generalizadas F, utilizaremos el método del nicleo. Dada f € F. se defi-

nira la transformada generalizada de Hankel-Kontorovich-Lebedev aplicando
directamente f al nicleo HISQ)(.)

(T 1)) = F) = (f(), B (x)). (3.3.1)
Obsérvese que esta definicion tiene sentido ya que, H, ,52)( .) € F, merced a la
propiedad (vi7).
Ejemplo 3.1 Fdacilmente se comprueba que
o(r) =€ e F,,

para toda a > 0. Su transformada H-K-L es [59, p. 290, (2) ]

J(er) = Fv)

i . »
= T P VP D = VT

si Rep > 0 y |Rev| < 1. Obsérvese que Fy(v) es analitica en la banda
|Rev| < 1.

Ejemplo 3.2 Si en el ejemplo anterior, en particular, ponemos p = sh 3,
6 >0, se tiene que

p(r) = e~ GhAT o
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para toda a > 0 y

T (e~ ChAT) = Fy(y) = = sh [(zg - g)u]

QO(.I‘) - € faa

79

también para toda a > 0, siendo su transformada H-K-L [32, p. 700,

6.635-1 ]

Tz 'e 7)) = Fy(v) = 2HP (2) K, (2).
En este caso F3(v) es una funcion entera [42, p. 108-109 |.
Ejemplo 3.4 La distribucion de Dirac

d(x—x9) €F., a>0, x5>0,

y su transformada H-K-L generalizada vale, segin la definicion (3.5.1),

J'(6(x  20)) = (8(z — o), HP () ) = HP (xo).
Ejemplo 3.5 Andlogamente se tiene que
dW(x—x0) € FL, a>0, x>0,

para todo k =0,1,2, ..., resultando que

T (@ = 20)(v) = (3@ = 20), HP(x))

= (e~ 20). (- L HP @)

k2 e
L)

T=x0

En los dos tltimos ejemplos las funciones imagen son funciones enteras.
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Teorema 3.1 (Teorema de analiticidad) Si f € F, y F = J'f es defi-
nida por (3.3.1), entonces F' es una funcion entera.

Prueba: Sea v € C arbitrariamente fijado. Consideremos dos circunferen-
cias concéntricas By y By de radios r y 17, respectivamente (0 < r < r’) y
tomemos un incremente complejo Av tal que 0 < |Av| < r. Pongamos

Fv+ AAuz -Flv) <f(:c), a%H,Ez)(x)> - <f(a:),AA,,(x)> (3.3.2)
donde
(2) (2)
As (o) = Dead D (0 _ 0 iy,

Av ov

Todo tiene sentido pues, por la propiedad (vii), se ve facilmente que tanto

%H,EQ)(.) como Ap,(.) pertenecen a F, . Por otra parte, de (2.1.9) y de la

férmula integral de Cauchy, se infiere

(2) 2k 17(2)
. (A AV?PHE L () v (@) D )
AR (A (2)) = o 5 (v H, (zv))

1 Av ok
= _— H (x)dp.
3t Jy Ga— v =AY =t o ()

Tenemos que demostrar que A (z)|u|*|H, ,82) (x)] estd uniformemente acotado
enx € I, u € By. A tal fin recurriremos a las expresiones asintéticas (3.2.20),
(3.2.21) y (3.2.24) con m = 0, y estudiaremos con mayores detalles las canti-
dades C;(v, k), 7 =1,2,...,8, que alli comparecen. De este modo obtenemos
que si 2z > 1, las expresiones asintéticas (3.2.20) y (3.2.21) adoptan la forma

2 glmu
P <2
m|T'(v+3)]
L(Rev—1) 1 -1 —L1(Rev—-1) —Rev
.(22 : F<R6V+§>:v 5 1 2 3B DP(2Rew, 1) ) (3.3.3)

si Rev > %,y

2 Imv
|HP (z)] < \/ELF (Reu + l>x_§ (3.3.4)
B G I 277
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si0 < Rev < %
Ademas, cuando 0 < 2z < 1, la expresién (3.2.24) se reduce a

ZImv

2 ez
H (4 =
R o]
1 1 ]_ 1 1 1
.<2§<R”*5>7(Reu + 5 1):5*5 + 2*§<R€"*a)r(236y)x*Rff">, (3.3.5)
si Rev > 3,y
2 ezlmw 1 )
HO ()] < 4/ 2 F(R —> = 3.3.6
|H,” ()] < ’/T|F(1/—i—%)| el/+2 T 2, ( )

SiO§R€V<%.

Finalmente, si Rer < 0, utilizaremos (3.2.25). Nétese que en las anteriores
acotaciones aparecen las funciones gamma I'(v) y gamma incompleta (v, 1),
que son funciones meromorfas con polos simples en v = 0,—1,—2,..., y la
funcién gamma complementaria I'(v, 1), que es entera ([19, vol.I], [42]). Se ve
inmediatamente que e"zz % — 0 si # — 0+, para todo valor de v € C.

En definitiva, de las anteriores consideraciones y de (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5)
y (3.3.6), se deduce que

sup A, (2) ||| H? ()] < C.

zel,veBy
Por tanto,
A 2k )\~ H(2)
’A;<$)A§AAV($)‘ S | V’ |/vL| a('r)’ H (I)| |dﬂ|
21 S, = v — Al —?
d
<o [
gy (7 — )
ClAv| .
- (" =r)

si |Av| — 0. Esto implica que Aa,(.) — 0, si Av — 0, en la topologia
del espacio F,, lo cual entrana, haciendo en (3.3.2) que Av — 0,
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En general,

FO) (1) = <f(x), %H§2><x>>, n=0,1,2,...

y termina la prueba. [

Teorema 3.2 (Teorema de acotacién) Si F(v) es la transformada de
Hankel-Kontorovich-Lebedev de f € F., dada por (3.5.1), entonces

F(V) -0 (‘V|2r€g(|Imzz\—Imu)2%(Rey—%)eReulnRel/—&-%Reu), (337)
st Rev > 1.y
F(V) _ O<’y’2r6g(\Imu|7]mu)2%(Reufé ), (338)

st 0 < Rev < 3, cuando [Imy| — oo.

Prueba: De (3.2.8), (2.1.9) y (vi) se deriva que

F < i
F0)] < O o sup

A, () HP (2) ‘ :

Ahora es suficiente considerar las expresiones (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) y (3.3.6),
la férmula de Stirling ([19], [42, p. 12]) v el hecho que A, (z)z™2 — 0 si
r — 0+ y a2 — 400,y que A\, () B — 0 si + — 0+, para cada
v € C. Para el caso Rerv < 0, aplicamos este ultimo resultado a (1.2.7), es
decir, a H? (x) = ermi ) (x), siendo ahora Re(—v) > 0. [

Teorema 3.3 (Teorema de inversién) Sea f € F. y denotemos por
(T 1)) = Fv) = (f(x), BP (x))

su transformada generalizada de Hankel-Kontorovich-Lebedev. Entonces se
tiene

1 iN

lim lim —— e v, (z)F(v)dv = f(z), (3.3.9)

p—0+N—oo 21 | ;N

en el sentido de la convergencia en el espacio D'(I).
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Para probar este teorema nos apoyaremos en dos lemas previos. Sea ¢
un elemento cualquiera de D(I) y supongamos que sopp C [c,d], donde
0 < ¢ < d. En lo que sigue pondremos

d(v) = /000 J,,(y)wdy. (3.3.10)

Lema 3.1 Para todo nimero real fijo N > 0, se cumple que

/ " o {7@). 5O (@) e a(v)av

N 2

= (1@t [ e e, (33.11)

2J-in

Prueba: Si ¢ = 0, el resultado es trivial, de modo que consideraremos que
¢ # 0. Usando (2.1.9) y [42, p. 14], y recurriendo a (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) y
(3.3.6) con Rev = 0, se tiene que

A;(w)Ai( - 1/11\’ 6pV2VHl(/2)(fE)(I)(I/>dl/>)

2Jin

)\— N
< # / e PPN Y ()| it |t
N 2 e 3t 1
< O (2) / e a2 (i)t
_N (5 +it)]

N
< C/ e Pt em 2t (ch )2 | (it )|dt < oo,
-N

yva que el integrando es una funcién continua . Ello nos permite asegurar que

LN
——/ e vHP (2)®(v)dv

2 —iN

1N e
- / e HD (2)B(it)dt € F,. (3.3.12)
N

Por consiguiente, el segundo miembro de (3.3.11) tiene sentido.



84 Capitulo 3. La transformacion integral H-K-L en el espacio F,,

A continuacién dividimos el intervalo [—N, N] en 2m subintervalos de igual
longitud % y construimos la suma de Riemann correspondiente a la integral
(3.3.12), es decir,

1 N __r2n? N\ .N
—— Z i et H(fj)v(x)q)(zr—>z—
et 1 m L=y m/ m
La linealidad de f nos permite escribir
“ 1 N _ 2N rNy\ .N
> (@ H @) e Y @ (iT )i
i ™ m ™ m/ m
1 & N _ 2n° TN\ . N
= (s <I>v‘§,.:_§,;ﬂ’ﬁe CEHG @R )i (331
Hemos de probar, pues, que
1l R N e TNy N
iy 3 e R @e ()i
I 2 (2)
=—3 / ite " Hy, (x)®(it)idt, (3.3.14)
-N

en el sentido de la convergencia en el espacio F,. A tal fin analizaremos la
expresion

N

1 2
T m) =, (1) 5 / ite=r" HP () (it)idt
—-N
1 & rN _ 2n2 rN\.N
1 TIV _pWH( ) q)(_> _}
QT;HZme Z%(x) Zm Zm
A N 2
- % [ / (it)* e HP () (it )idt
-N
n NA\2k+1 252 NN N
-y (f—) e‘ﬂﬁHﬁL(x)cb(f—)i—}. (3.3.15)
m L m m
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Usando (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) y (3.3.6) con Rer = 0 y las expresiones
asintoticas (1.2.17), (1.2.18) y (1.2.19), se llega a que

tin [e % e B ()| < N 1
z—0+ r—0+

et (@) =0,
para todo t € [-N, N] y, en forma similar,

lim

r—+00

6_az(it)2k+16_pt2 Hi(t2) (ZL‘)‘ =0,

para todo t € [—N, N]. Estos resultados significan que para todo nimero real
e > 0, existen zg, Xg € R, 2o > 0, Xy > 0, tales que

[ el

paratodox € I, 0 < x < zy y x > Xj, respectivamente. Luego,

A @) (i B (@) < 2

(2

N
Ao (z) / (z’t)%“e’pﬁHi(f)(:c)@(it)idt‘ < % (3.3.16)
-N
para todo x € I, 0 < x < zy y para cualquier x > Xj.
Anélogamente,
m N 2k+1 P22 NN N
@ 3 (i) e R @e ()i
r=—m-++1
€ -1
<z ‘ ( )‘—[/ zt)|dt} . (3.3.17)
r=—m+1

Como quiera que

DY ) (= )‘—:/ zt)|dt<2/];|<1>(it)|dt,

r=—m-+1

podemos asegurar que existe vy € N tal que para todo m € N, m > vy,
resulta que
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3 ‘cp(/"—)(— <2/ | (it)|dt.
r=—m+1 m m -N
Por consiguiente, para m > vy, se deduce de (3.3.17) que

WO (z‘ﬂ)%ﬂe“fifffﬁv(x)@(zﬂ> N‘<§5. (3.3.18)

71—
m m

m

En definitiva, de (3.3.15), (3.3.16) y (3.3.18) se sigue que

lim J(z,m) =0,

m—00

para todo x € I tal que 0 < x < xp 6 © > Xj.

Por otra parte, el integrando de (3.3.12) es una funcién continua en el
compacto

{(z,t): xp<zx< Xy, —N<t<N}

lo cual implica que es uniformemente continua. En esta situacién el limite
de la suma de Riemann coincide con la correspondiente integral, en otras
palabras, dado € > 0 arbitrario, existe v, € N y para todo m € N, m > vy,
resulta que |J(x,m)| < e, para todo z € I, o < x < X.

Finalmente, combinando todos estos resultados, si tomamos
v = max{v,»}, sigue que para todo m > v es |J(z,m)| < ¢, para todo
x € I. Con ello se prueba (3.3.14), y haciendo que m — oo en (3.3.13) se
concluye la validez de (3.3.11). [

Lema 3.2 Si ponemos
1 iN ) 00
W(z; N, p) = ——/ e’ ny)(x)/ Jy(y)Mdydv,
—iN 0 Y
resulta que W(x; N, p) converge en F, a ¢ cuando N — 400 y p — 0+ .
Prueba: Si tenemos en cuenta (2.1.8) y (2.1.9), integramos por partes 2k

veces respecto de la variable y, no olvidamos que sopy C [¢,d] y aplicamos
el teorema de Fubini, podemos escribir
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1 LA a o(y)
N @AW @i N.p) = o3 (@) [ e vt [ Py
Yy

N d
=@ [ v [ @) Sy
—iN c
iN d k
= —1)\(;(&6)/ ep”Zl/HlE2)(x)/ Ju(y) ySO(Z/)d d
2 —iN c
d AF iN )
=) [ i g vy
2 c Y —iN
1 00 Ak iN )
= pat) [ [ g, vy
2 0 Y —iN

_ _%Aa(x)[/ox_6+/xid+é:]Agz(w

iN
: / e vHP (2)J,(y)dvdy

—iN
= Wi(z; N, p) + Wa(z; N, p) + Ws(z; N, p),  (3.3.19)

donde § € R, con 0 < § < ¢, es cierto nimero real que fijaremos mas
adelante, y Wy, Wy y W3 representan integrales sobre los intervalos (0, z —9),
(x =6,z 4+6) y (x4 §,00), respectivamente.

Comenzaremos analizando la integral W3(x; N, p). Nétese que, reempla-

zando H” (x) por su definicién (1.2.5), se pueden intercambiar los roles de
z 'y y. En efecto [38],

iN iN
/ e vHP (2)J,(y)dv = / e vHP (y)J,(x)dv. (3.3.20)

—iN —iN

Por tanto, podemos escribir W5(z; N, p) de la forma

A~ 00 Ak N
Ws(x; N, p) = — “2(x)/ ) yz(w/‘Nepl’zqu)(y)J,,(x)dz/dy. (3.3.21)
T+ —1
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Six+ 0 > d, entonces W3 = 0, ya que sopp C |[c,d]. Supongamos que
x4+ < d, es decir, x < d— 0. Si fuera 0 < x 4+ § < ¢, la integral sobre
el intervalo (z + 9, 00), se reduce a una integral sobre el intervalo (¢, d). De
acuerdo con D. S. Jones [38] podemos deformar el camino de la integral

iN
/ ey HO ()], (2)dv (3.3.22)

—iN

desplazandolo de Rer = 0 hasta cierto punto v en el plano complejo con
Rev > 0. Fijado vy € R, vy > 0, el nuevo camino de integraciéon I' esta
constituido por dos semirrecta que parte de vy y forman dngulos +6 (6 lige-
ramente mayor que §) con el eje real positivo, como se muestra en la Figura
2.2.2. I'r es la parte de I' formado por los segmentos AB y BC, es decir,

Ir={veC: v=y+te 0<t<T}

Recordemos que ¢ € D(I), por lo cual y~1A*p(y) satisface las hipétesis
del teorema de inversién clasico de D. S. Jones [38] y es vélido reemplazar
la integral a lo largo del eje imaginario (—ioco,i0c0) por la integral a lo largo
del nuevo camino T'. Asi pues, probar que W3(x;, N, p), dado por (3.3.21),
converge uniformemente a cero, x € I, cuando N — 400y p — 0+, es
equivalente a verificar que

_&‘_@)/“M

/ e vHD (y).J,(x)dvdy (3.3.23)
2 Iy

+6 Yy

converge uniformemente a cero, x € I, cuando T" — 400y p — 0+.
La ultima integral en (3.3.23) converge absolutamente. Efectivamente, cuan-
do T — +o0, a lo largo del segmento BC (sobre el cual v = 1 + te®,
0 <t<T), se tiene

)/ ™’ vH® (y)J, (x)dv
BC

&)
2 2 z
< C/ ep(yo+21/0tcos6'+t cosQG)e(Vo-‘rtCOSe) In vdt
0

0o
2 2
< Cepyo/ ep(2u0tC050+t COS29)dt < ’
0
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puesto que, por una parte, 0 < x < x + 0 < y < d implica que ln§ <0y,
por otra parte, cos20 < 0 debido a la especial eleccién de 0. Es mas, esta
integral converge absolutamente, incluso si p = 0, ya que

0o . oo
/ e(uo+t cos ) In vdt < / 6(1/0+t cos ) In ot
0 0

o0
< / eotteosO)In G gy proln G2 g0 g1~ 1.5 d 5 <%
o —

Lo mismo ocurre a lo largo del segmento AB. Asi pues, por el teorema de
la convergencia dominada podemos hacer p = 0 en la integral en v presente
en la expresién (3.3.23) si T — +o00. Por otra parte, si cerramos la regién

angular ABC' de amplitud 26 dada por un arco de circunferencia de radio
T y centrado en vy, la integral sobre la curva cerrada ADCBA (ver Figura
2.2.2) vale cero por el Teorema de Cauchy [3], a causa de la analiticidad de

la funcién vHY (y)J,(x) en dicha regién. Ello nos permite escribir

lim vH® (y)J,(z)dv = lim vHP (y)J,(x)dv,  (3.3.24)

T—400 r T—+400 ADC

donde ADC denota el arco de circunferencia de la figura. Pero sobre este
arco, la integral vale cero si T' — +o00. En efecto, sobre dicho arco
v=1y+Te? con —0 < ¢ <0,y en virtud de (1.2.27), se tiene

0
‘/ VHI(IQ)(?J)Ju(x)dV’ < Ce”olnd?T/ T 458 coss g
‘ADC .

Haciendo la sustitucién 8 = § — ¢ y teniendo en cuenta que sen 3 > %
para todo (8 tal que 0 < 8 < 7, esta tltima integral estd acotada por

s

d—s 2 2Ty, d=é
Ceo T/ et qdg

—0

Bl

[

d—9o

d—>4¢ d—3s 2(x d—4¢
_ C?TGV()IHT hl—l ( g ><6T1n7 . 6;(5—0)T1n7> 0,

si T" — 400, puesto que In ‘%5 < 0, independientemente de x,y € I. Con-
secuentemente, el primer miembro de (3.3.24) también tiende a cero, unifor-
memente en x,y € I, en otras palabras,

/ vH® (y)J,(x)dv = 0.
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Entonces, se infiere de (3.3.21) y (3.3.23) que, cuando 7' — +00
(N - +OO),

|[Ws(z; N, p)] < Cvyi(p) sup ‘/VJ YH® (y)dv| = 0. (3.3.25)

gcel JYE|[e,d]

A continuacién estudiaremos la integral

— z—0 Ak iN )
Wi(z; N, p) = —AGT(:E)/O %/Nep” vH® (z)J,(y)dvdy. (3.3.26)

Si fuera x—9 < ¢, esta integral valdria cero. Aceptaremos, pues, que z—4 > c.
Cuando = — 0 > d, es valido reemplazar la integral a lo largo del intervalo
(0,2 — 0) por la integral a lo largo de (¢, d). Como antes, se puede sustituir
la integral interior de (3.3.26) por la integral a lo largo del camino 'y

_ =0 Ak
A (@) / At(y) / e’ vHP (2)J,(y)dvdy.
2 0 Yy Ir

De (1.2.27), intercambiando los papeles entre las variables x e y, se tiene que
e vHP (2)J,(y)| < 7™ 5],

donde siempre In £ < 0, puesto que 0 < ¢ < y < x — J. Esto implica que la
integral sobre I'p es absolutamente convergente aun en el caso de que p = 0.
Por consiguiente, probar que (3.3.26) tiende uniformemente a cero, z € I,
cuando N — +o00 y p — 0+, equivale a verificar que

—(x x—0 k
A 2(_) /O Ay i(y) [ oH @) )iy (3.3.27)

converge uniformemente a cero, x € I, cuando T — +o0.

Si x — 9 < ¢, hemos visto que Wi (z; N, p) = 0. Asumiremos entonces que
x — d > c. Primeramente, si ¢ < =z —§ < d (lo cual implica que
c+0 <z < d+9d), en virtud del Teorema de Cauchy y de (1.2.27), re-
sulta que (ver Figura 2.2.2)
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lim ‘/ vH® (2)J,(y)dv| = lim l H (x
T—+4o00 T'p T—++o00

0
< lim C’Te”oln«fj-é/ eTCOS‘Mn(ﬁ&)d@:O,
0

T—+00

uniformemente en x € I, por cuanto In -4~ < 0. En segundo lugar, cuando

d+5
r—0>d(r>d+9) se tiene que £ < d+5 y vale el mismo razonamiento y

conclusion que acabamos de conseguir. En consecuencia,

/VH£2) ()J,(y)dv = 0,
r

para toda x € I, y € [c,d]. De estos resultados, y de (3.3.26) y (3.3.27), se
llega a que

(Wi (z; N, p)| < Cye(p)  sup ]/ vH® (2)J,(y)dv| = 0. (3.3.28)

:BEI WYE(e,d]
Las conclusiones (3.3.25) y (3.3.28) implican que las integrales sobre los in-
tervalos (0,z — ¢) y (x + 6, 00) no son significativas.

Finalmente estudiaremos la integral

)\— :U+6 Ak iN
Wy(x; N, p) = — “2($)/ gyo(y)/ e vHP (2)J,(y)dvdy. (3.3.29)
z—0 —iN

Hemos de verificar que Wy(x; N, p) converge a A, (z)AFp(z), uniforme-
mente en x € I, cuando N — +oo0y p — 0+. Con este objetivo escribimos

W (5 N, p) = Wa(x; N, p) — A, (2) Ak p(x)

=M@K—1éﬁﬂgﬂﬁjwdﬁwwmmuwww—A%@D

) Yy —iN

@ (3[R g gy

-5 Y —iN

—Akgo(x)), (3.3.30)
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a tenor de (3.3.20). Debemos probar que Wi(x;N,p) — 0 cuando
N — 400y p — 0+, uniformemente en z € I. Obsérvese que si x —d0 > d
ox+d < c, tanto Wa(z; N, p) como AFp(x) valen cero, por lo que Wi = 0.
Asi pues, basta que estudiemos W3 en el intervalo ¢ —§ <z < d + 6.

Para alcanzar nuestra meta intentaremos conectar esta transformada con
la de Laplace [18]. Consideraremos, como punto de partida, la transformada
de Laplace [20, p. 188(55)]

Y+ioco v iwmh—v
H® (y) 1 / b e*ds,
¥

LA (s2+ 1)2 senvm

donde b= s+ (s2+1)2, 4y > 0, v € Ry |Rer| < 1. De esta forma se obtiene
que

x40 AK 1 Y+ioco B — eThV z+9 AF
/ H? (1) —yj<y)dy ¢ / esy—yj(y)dyds.
x—9

= 5 1
2T Jy—iso (24 1)2senvm Jos

A continuacién procederemos como en [38, p. 139], es decir, multiplicamos
ambos miembros de la igualdad anterior por —%ep”zl/J,,(a:), integramos desde
—iN a 1N y cambiamos el orden de integracion, llegando a que

1 iN x+6 Ak
lim ——/ ep”guJ,,(x)/ H,Em(y)ﬂdydu
2 /N z—6 Y

1 y+ioo 1

p—0+ A N—ico (32+1)%

z+4§ Ak iN ) B — eWThV
: / esyﬂ/ e’ uJ,,(x)e—dydyds. (3.3.31)

-5 Yy _iN sen v

Elijamos N suficientemente grande como para que el angulo COD = ¢1 sea

ligeramente mayor que 7 y analicemos la integral en v sobre el arco PC,

cuyos puntos son de la forma v = Ne®, ¢; < ¢ < 5 (véase Figura 2.2.2).
Obsérvese que ¢; — 0 si N — +o0. Recurriendo a (1.2.25), resulta que
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by — TV 3 N
‘ l epl’QI/Jy(x)—dV‘ < 2/ ePN?cos26, [~
PO sen vm L 2T

‘eNcosqb—Ncosqbln %—&—NqbsenqSCh(N COS¢1H |b| B Nargbsen ¢) d¢
sh(N sen ¢)

— 0,

si N — +o00, pues p > 0y cos2¢ < 0, por lo cual el término predomi-
nante es e’N?¢20 Ta misma conclusién vale si integramos a lo largo del

arco QA. Por tanto , si elegimos ahora vy € R de modo que 0 < vy < 1,
y representamos por I'yr a la curva cerrada PQABCP de la Figura 2.2.2
constituida por el segmento [—iN,iN], los dos segmentos, ['r y los arcos de

circunferencias PC 'y QA podemos asegurar que

b — eiwrbfu

/ e v, (x) —————dv = 0, (3.3.32)
P sen v

en virtud del Teorema de Cauchy, ya que v = 0 es una singularidad evitable
y el resto de los polos del integrando yacen fuera del recinto limitado por la
curva I'y 7. Si hacemos que N — 400 (lo cual entrana que 7' — +00) en

(3.3.32) y tenemos presente que las integrales sobre los arcos 'PC' y QA se
anulan, se infiere que

/ ep”zyjy(x)udyz/ep”Ql/Jl,(x)udu
r

senvm senvm

—100

Ahora bien, esta ultima integral converge absolutamente, incluso si p = 0.
En efecto, sobre 'y es v = vy +te®, 0 <t < T, y en virtud de (1.2.25),

‘ / VJV(ZE)de‘
I'r

sen v
<[ O
~ Jr, V27

: L. . 2
si T — 400, puesto que el término prevaleciente es e ™% . Por
consiguiente,

b o— eiwr bV

sen v

2u
eu—uln ~

|dv| < o0,

100 b — iwrb—y b — imrb—l/
lim ep"QyJ,,(:c)e—dy:/VJ,,(x)e—dl/.
r

p—0+ senvm sen vm

—1300
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Esta ultima integral sera evaluada mediante la teoria de los residuos [3]. Por

l/ln

un lado, y debido a la presencia dominante del factor e , la integral sobre

el arco ADC' se anula cuando T' — oo. Por otro lado, en el recinto limitado
por I, el integrando posee polos simples en v = 1,2,3, ... (ver Figura 2.2.2).
Entonces, utilizando teoria de residuos, D. S. Jones [38] estableci6 que

sen vm

b — iwrbflz 1
/ij(x)e—du = 2iz(s® + 1)%e”
r

En definitiva, tomando limite cuando N — +o0o0y p — 0+, (3.3.30) adopta
la forma

1 iN -+ Ak‘
lim lim —- / e v, (x) / HP (y) ySO(y)dde
p—0+ N—+oo 2 —iN z—0 Yy
A /3’4’+ )
47T yY—i00 (82 1)5 z—6 Yy

_ W—HOO/ S(y x) (y) dyd

y—tioo

y+iM
= lim / (y) ———dyds

M—+o00 27rz N—iM

2ix(s® + 1)%6_5Idyd8

w6 Ak N+iM
—  lim i L(y)/ eSly—= dsdy
M—-+o0 2771 z—0 Yy y—iM
z+0 k
ot f/ Aso(y) Sy sen M ( )dy
M—+oo T Jys Y y—x
x+6 M( :B)
_ 1 € % (y :l?) Sen d
Mggooﬂ/w ex(y) W
5
x sen My
= 1 = Y d
o /_6 er(y + e , W
donde )
Ap(y)

Por esta via hemos demostrado que
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1 x+d Ak’ iN )
lim lim ——/ ygo(y)/ e vH (y)J,(z)dvdy

p—0+ N—too 2 [ s y iN v

é
M
~ ym F / iy + 1) MY g
5 Yy

M—+4oco T

Como consecuencia de ello, (3.3.30) puede ser reformulado como

1i lim Wy (z; N
e N

5
) B x . sen M .
= lim X\, (x) <; / oy +x)e? Y yd?J - 37%%(35))

1 6 % Yy ok
— lim )\;(x)x{— / Py + ) = 0i) Mgy
M—+o0 T J_s Y

. 902(53)(1/_6 SenMydy— 1)}

s Yy

0
= lim )\;(m)x[l/ O(y, z)sen Mydy

1 (Mg
+ goZ(a:)(;/Mé ;ydy . 1)} (3.3.33)

donde

(y +x)e"Y — pi(x

?

que es una funcién continua de (z,y), para todo x > 0 e y +x > 0, con tal
que O(z,y) se defina en y = 0 por continuidad, es decir,

0(0,r)= lim © .
(0,2) = lim O(y,z)
En particular, esta funcién es continua en el conjunto

{( ) Coy<S So <C+d}
x): —= - —<zr<-=
Y 7 SYS3% 3 2
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y, obviamente, permanece acotada en él. Por tanto, dado arbitrariamente
e > 0, podemos escoger un ¢ > 0 de modo que

5
)\a(x)xl/ O(y, x)sen Mydy| < C26 < g. (3.3.34)
T J-s

A partir de este momento elegimos 0 < 0 < min{ 5, c}.

Como quiera que £ [ 2¥qy — 1 y oA~ (2)¢}(r) estd uniformemente aco-
™ oo Y a k

tada en I, se infiere que

1 M
lim xA, (z)pr(x) (—/ senydy - 1> =0,
M—o0 T™J-ms Y

uniformemente en x € I, esto es, podemos hacer

xxa(x)go;;(x)G /_m SNY gy — 1)‘ < g (3.3.35)

™) -_ms Y

para M suficientemente grande. Llevando (3.3.34) y (3.3.35) a (3.3.33) se
deduce que W5 (x;T,0) converge uniformemente a cero cuando 7" — +00,
x € I. Consiguientemente, de (3.3.30) se infiere que Wi (z; N, p) converge
uniformemente a cero, si N — 400y p — 0+, x € I. Lo que equivale a
asegurar que

Way(z; N, p) — A, (2)AFp(z), (3.3.36)

cuando N — +o00 y p — 0+, uniformemente en = € I.

Por tltimo, combinando (3.3.19), (3.3.25), (3.3.28) y (3.3.36) finalizamos la
demostracién de nuestro aserto. [ |

Prueba del Teorema 3.3: Tenemos que demostrar que, para todo
¢ € D(I),

( 1 /iN e T, (@) F()dv, o (z) ) — (f,9), (3.3.37)

2z J_in

cuando N — +oo0 y p — 04. Para N > 0 arbitrariamente grande y fijado,
en virtud del Teorema 3.2 con Rev = 0y (1.2.25) podemos garantizar que
la integral en el interior del funcional existe para todo p > 0 y origina una
funcién continua de x € I. Por tanto, el primer miembro de (3.3.37) puede
ser escrito, en consideracion de la definicién (3.3.1), como
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/ (). HP @) / ") 2 Wayay

1
2 —iN c Yy

(g [ oo [ P

—i Y

= (J@),W(@:N,p)), (3.3.38)

donde el intercambio entre el funcional y las integrales estd justificado por el
Lema 3.1. Por fin, aplicando el Lema 3.2 se infiere que el tltimo miembro de

(3.3.38) tiende a (f, ) cuando N — 400y p — 0+, que es el resultado
deseado. |

Teorema 3.4 (Teorema de unicidad) Sean f, g € F. y sean
Fv)=(TJf)v)yGv) = (J'g)(v) sus respectivas transformadas de Hankel-
Kontorovich-Lebedev. Supongamos que F = G en C. Entonces, f = g en el
sentido de la igualdad en el espacio distribucional D'(I).

Prueba: Sigue inmediatamente del Teorema 3.3, ya que

(f,p) = lim lim < 1/iN ep”vay(x)F(V)dz/,@(x)>

p—04+ N—+o00 2 _iN

= lfm lim <— %/N e””vay(:c)G(V)dv,sO(xD =(9,9),

p—0+ N—+0c0 _iN

es decir, (f,p) = (g, ), para todo ¢ € D(I). |

Nota 3.2 La demostracion del teorema de inversion (Teorema 3.3) es si-
milar a la verificacion del mismo resultado en el espacio E'(I) de las distri-
buciones de soporte compacto, llevada a cabo en el Capitulo 2. Sin embargo,
aqui resulta una tarea mds laboriosa. Ciertamente, en el Capitulo 2 las distri-
buciones consideradas son de soporte compacto y, al investigar la formula de
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inversion, nos apoyamos en funciones pruebas del espacio D(I), que también
tienen soportes compactos, lo cual facilita considerablemente la demostracion.
En este capitulo inicamente son de soporte compacto las funciones prueba,
pero no en general las funciones generalizadas.

No obstante, se amplio notablemente el espacio de funciones
generalizadas en que se puede definir la transformacion H-K-L. Por ejem-
plo, la funcion

cumple la condicion

@l
/f @)™ S

siempre que 0 < a < min{Rea, Re}. Por consiguiente, de acuerdo con la
propiedad (v) del pdrrafo 3.2, f € F. como distribucion reqular. Ahora bien,
es obvio que f mo tiene soporte compacto, lo que excluye que pertenezca a
E'(I). Luego, E'(I) es un subespacio propio de F.

Nota 3.3 Tal como ocurre con otras transformaciones [86], la formula de
wmversion sique siendo valida cuando la integral presenta en el Teorema 3.3
es reemplazada por

Y LR
—— e’ v, (x)F(v)dy,
2z ) N,
para N1, Ny > 0, y después se hace tender Ny y No independientemente a
infinito.

3.4. Reglas operacionales. Aplicaciones

Hemos visto en la propiedad (viii) que si f € F,, entonces A*f € F..

Ahora, segun la definicién (3.3.1) y teniendo en cuenta la férmula (2.1.9), se
obtiene

(TN ) = (A" f (@), HP (@)

= (1. AHP (@) = (12 HD()) = (T D).
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es decir,
(T'Af)w) =vH(T f)v) = vV*F(v), (3.4.1)
donde F(v) = (J'f)(v). En general,
(T A F)(v) = v F(v), (3.4.2)
para todo f € F,y k=0,1,2,.. ..

Para ilustrar la teoria con aplicaciones, planteamos estos dos problemas:

(a) Resolver la ecuacién diferencial ordinaria
P(A*)u = f, (3.4.3)

donde f € F! es conocida y u € F, es la incognita, siendo P un polinomio
cualquiera con coeficientes constantes sin raices en el eje real no positivo. Si
ponemos U(v) = (J'u)(v) y F(v) = (J'f)(v), aplicando la transformada
(3.3.1) a (3.4.3) y haciendo uso de la regla operacional (3.4.2), resulta la
ecuacion algebraica

cuya solucién es

La solucién formal se deduce aplicando la férmula de inversién (3.3.9)

, 1 @00 02 F(l/)
u(z) = pinng ~5 e’ l/Jl,(CL’)de.

(b) Hallar la solucién u(r, ) de la ecuacién en derivadas parciales

0u(r,0)

A*U(T’, 9) + W

= f(r,0), r >0, (3.4.4)

en una cufa infinita, sobre cuyos lados § = 0y 6 = 6y (0 < 6y < 7) son
impuestas las siguientes condiciones

u(r,0) =0, u(r, 6p) = 0. (3.4.5)



100 Capitulo 3. La transformacion integral H-K-L en el espacio F,,

Asumimos que u(.,0) € F., mientras que f(r,0) es conocida y f(.,0) € F.,
para todo 6, 0 < 6 < 6. Si ponemos U(v,0) = J'(u(r,0)) y
F(v,0) = J'(f(r,0)), y aplicamos la regla operacional (3.4.1), el proble-
ma original se convierte en un problema de valores en la frontera para la

ecuacion diferencial ordinaria
0?U(v,0)

002
U(v,0) =0, U(v,0p) =0

+ 12U (v, 0) = F(v,0)
(3.4.6)

El método de variacion de los parametros nos permite hallar la solucién
general

0
U(v,0) = C) cosvb + Cysen v + = / F(v,t)senv(0 — t)dt

1% 0o

Determinando las constantes C; y C5 de acuerdo con las condiciones de
contorno, concluimos que la solucién del problema transformado (3.4.6) viene
dada por

Uv,0) = l/6 F(v,t)senv(f — t)dt

1% 0o

_ bo
—w/ F(v,t)senvtdt (3.4.7)
0

v sen v

Finalmente, recurriendo al Teorema 3.3 de inversion, se infiere que la solucion
formal del problema (3.4.4)-(3.4.5) es

u(r,d) = lim 1 /ioo e’ J,(r) [/6 F(v,t)senv(0 — t)dt

p—0+ 21 | i 9

6o — 6
+seny( o—0)

v sen v,

bo
/ F(v,t)sen I/tdt} dv (3.4.8)
0

sin més que invertir (3.4.7) y utilizar la férmula (3.3.9).

Para problemas de la Fisica-Matemaética cuyo objetivo es la determina-
ciéon de ondas armonicas en dominios con formas de cunas infinitas, resulta
més conveniente utilizar la version (1.1.5)-(1.1.6) de la transformacion de

Kontorovich-Lebedev que contiene la funcién de Hankel H, ,52)(2) de segunda
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clase y orden v en el nicleo, en lugar de la méas conocida dada por el par
(1.1.1)-(1.1.2). Interesantes aplicaciones fisicas de la transformada (1.1.5)-
(1.1.6) pueden ser encontradas en ([38], [39] v [44]).

Nota 3.4 La formula (3.4.8) se simplifica notablemente si resolvemos el pro-
blema de valores en la frontera (3.4.6) a partir de la funcion de Green aso-
ciada al mismo. En efecto, no resulta dificil verificar que la funcion de Green
correspondiente al problema homogéneo

02U (v,0)
062
U(v,0) =0, U(v,0y) =0

+12U(v,0) =0

es
senv(t — 0y) sen v0 <<t
v sen v
G(0,t) = 00
senv(f — o)senyt, F<9<0,

v sen v

Por lo tanto, la solucion del problema (3.4.6) adopta la forma
)
U(v,0) :/ G(0,t)F (v, t)dt
0

y (3.4.8) se puede expresar

100 6o

u(r,0) = lim _L e v, (r) G(0,t)F(v,t)dtdv.

p—0+ 2r —100 0



CAPITULO 4
LA CONVOLUCION
DISTRIBUCIONAL ASOCIADA A LA
TRANSFORMACION H-K-L

4.1. Introduccion

En este capitulo se crea una estructura convolucional para la transfor-
macién H-K-L. Por cuestiones de simetria, en lugar de la transformacion
dada por el par (1.1.5)-(1.1.6) —que ha sido investigada en los capitulos
precedentes— consideraremos la variante

oo (Q)x
(Hf)w) = F(v) = / B ¢ 0y (4.1.1)

(HF) (@) = f(2) = —= / () F(v)dv

1 100
=54 ve ™ sentvH® (2)F(v)dv.  (4.1.2)
i

—100

La segunda expresion para la féormula de inversion se obtiene sin mas que
acudir a la conexién (1.2.5) existente entre las funciones de Bessel J,(z) y
1P (x).

Obsérvese que entre estas dos versiones de la transformacién H-K-L se
dan las siguientes relaciones

103
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Hf=J(x"f)

Jf=Hxf).

El Teorema 1.1 de D. S. Jones adaptado a esta nueva versién quedaria
establecido en los siguientes términos

Teorema 4.1 Supongamos que f satisface las condiciones
! 1
(a)/ 27 f(z)|In ~dz < oo,
0 x

(b)/ x_%f(x)e_i(x_%)dx es finita, para toda ¢ > 0.

Entonces existe

o (2):13
F(u):/o @) ¢ yaw,  (Rev = 0),

T

Y se tiene que

e v, (z)F(v)dy = ,

L[>, flz+0)+ f(z—0)
/ ;

stempre que la funcion f sea de variacion acotada en un entorno de x > 0.

Para la transformacion integral en la direccion contraria, es decir, para la
transformacion (4.1.2)-(4.1.1), el Teorema 1.2 se expresaria asi

Teorema 4.2 Sea S, la region del plano complejo considerada en el Teore-
ma 1.2. Supongamos que:

(a) F es analitica en un dominio S, que contiene a S,, (a > vp).
(b) F(v) = O(|v|"2 % 2I™) | cuando |Imv| — oo, en S,, donde § > 1.

Entonces, si ponemos

se tiene que
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F(y):/O HVT()f(x)d:c

Esta nueva version de la transformacion H-K-L nos forzara a modificar,
aunque solo sea ligeramente, el espacio de funciones prueba F, estudiado en
el Capitulo 3.

Comenzaremos motivando la introduccién de una convolucién para la
transformacién H-K-L en un marco clasico. En este proceso resultara funda-
mental la consideracion de un nicleo E(z,y, z) y el estudio de sus propieda-
des. Este nicleo conserva la simetria del nicleo asociado con la transforma-
cién de Kontorovich-Lebedev [25], pero no es positivo. La presencia de las

funciones HY” (x) le da un caracter oscilatorio.

Tras introducir en el segundo parrafo el operador traslacién y la con-
volucién desde un punto de vista clasico, en la tercera seccién se investiga
esta convolucion en espacios de funciones prueba y distribuciones analogas
a las consideradas en el Capitulo 3, analizando sus principales propiedades,
reglas operacionales y conexién con la transformacion generalizada H-K-L.
Finalmente, en la tltima secciéon se muestran algunas aplicaciones.

4.2. El operador traslaciéon y la convolucion
para la transformacion H-K-L en el sen-
tido clasico.

A fin de motivar la introduccién de la convolucién * para la transforma-
cion H-K-L, partimos de su principal regla operacional, a saber,

H(p* ) (v) = wv)e(v)¥(v),

donde ®(v) = (Hy)(v) v ¥(v) = (Hy)(v), para cierto factor w(v). Como
consecuencia de (1.3.8) se tiene, por una parte, que

H(p* )(—v) = w(=v)@(~v)¥(~v) = w(-v)e "™ D(r)¥(v).
Por otra parte, la propia convolucién como funcién de v ha de satisfacer

H(p* ) (—v) = e ™ H(p* ) (v) = e ™ w(v) ()T (v).
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Luego, los factores w que acompanan a la convolucién verifican la relacion

LTV

w(—v) =e™w(v). (4.2.1)
Ejemplo 4.1 La funcion w,(v) = e~z cumple esta condicion.

Ejemplo 4.2 La funcién we(v) = e~ 2 Ky, (a), a > 0, k € R, también satis-
face la condicion (4.2.1), a la vista de (1.2.14).

Operando formalmente y aplicando la férmula de inversién (Teorema 4.1)
se obtiene

S0*1/}(@:/0‘” sO(yy) /Omwi@
1 100

[— — lim e vww)J, () HP (y) HP (2)dv | dzdy.

2 p—0+

—100
Ello sugiere introducir el nicleo

1 100
B(z,y,2) = —5 lim_ e vwW)J, (@) HD () HP (2)dv.  (4.2.2)

—1400

O bien, de una forma equivalente, a temor de (4.1.2),

E(x,y,2) = EPE)HSJF } ep”Qz/w(V)e’”” sen mv
. H®(2)HP (y)H? (2)dw. (4.2.3)

Como ocurre en el teorema de inversién de D. S. Jones [38], no siempre
se puede hacer p =0 en (4.2.2) y (4.2.3). Haremos la siguiente

Definicién 4.1 Diremos que w(v) es un factor admisible para la convolucion
x s1 cumple los requisitos que enunciamos a continuacion:
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(1) w es analitica, w # 0, en la regidn no acotada del plano complejo que,
conteniendo el eje imaginario, estd limitado a la 1zquierda por dos se-
marrectas que parten del punto —vy del eje real negativo y a la derecha
por dos semirrectas que parten del punto vy del eje real positivo (vy > 0)
y forman con él, respectivamente, los dngulos %’r Y

(ii) w(—v) = e™w(v).

(i17) w(v) = O(e’pﬂ]m”‘), cuando |Imv| — oo, p > 1.

Para estos factores admisibles se puede garantizar la existencia de (4.2.2)-
(4.2.3) y que es factible hacer p = 0, es decir, se puede escribir

1 100
Bloy2) =5 [ vol) @ HD ) B ()i
1 100 )
=4 vw(v)e ™ sen v HP () HP (y) HP (2)dv. (4.2.4)
i

En efecto, de la representacién integral (1.2.30) de la funcién de Hankel de

segunda clase y de (1.2.31) se infiere, para valores de v imaginarios puros
(v =1ir, 7 € R), que

.1
s \iT—2
< ,/ : (1 —)
z) |F iT+ 5 ¢S * 2ix
L oo 2 1
S —6 2 (Chﬂ-T)Q/ e %s 1<1+8_) 4€Tarctgid8
V 7 NZ I 422

T TF\T\

< Clﬁée—TeTe%(H—sgnT) < fo%e%(?)sgnffl).

ds

En definitiva,

[HP (z)] < Ca~2es Goenr=1), (4.2.5)

para todo z > 0, 7 € R.

Veamos ya que (4.2.4) tiene sentido. Se constata primeramente que



108 Capitulo 4. La convolucion distribucional

1

Bloy.s) = =5 [ vo) o) HO WP ()i

1 (o]

= 5/ Tw(iT)JiT(ﬂU)Hi(TQ)(y)Hi(f)(Z)dT
1 -1 1> 0

([ [ )t @B ) Gar,
2 N 7Tl T2 1T 1T

donde 77 > 0, T, > 0 se determinaran suficientemente grandes. Para grandes
valores de |v|, en particular, para grandes valores de 7, sigue de (1.2.27) que

1

™

z

TJZ-T(x)H(Q)(y)‘ = ‘leiﬂny
T

T

Teniendo en cuenta este resultado, (4.2.5) y la propiedad (éi7) de la Definicién
4.1, resulta

- 2 2 - 1 1
‘/ Tw(ir) Jir(z) HE (y) H )(Z)dT’ < C'/ P —z"2e7dr

T T
v

-7
< C’z_;/ P dr < o0,

[e.o]

siempre que se tome p > 1. Anédlogamente,

e o 1 1 =nr
[ retin@HSWHS Gar| <€ [ e it ar
Ty

Ty ™
< C’z‘é/ e~ P < o0,
T
Asi pues, vale (4.2.4).

Aprovechando (4.2.5) se obtiene una 1til y sencilla acotacién del nicleo
E(z,y,z). Ciertamente, de (2.1.9), (4.2.4) y (4.2.5) se deduce que
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1 100 )
‘A;E(I,y, 2)| = e VW) e ™ sen v H ) () HP (y) HP (2)dv
v J—ico
1 100 ]
= |5 Iy (v)e ™ sen7WH£2)(x)HIEQ)(y)Hy)(z)du‘
tJo

1 (o)
— |5 [ P etne s @ H ) HE (2)dr]
0

1 3n7

o
< C’/ TP (py2) T2e 2 dT
0
1 & 7
< C’(xyz)?/ R G Yk T
0

para todo [ = 0,1,2,.... Por fin, basta elegir p > % para obtener
AiE(w,y,z)) < C’(:pyz)_%, 1=0,1,2,..., (4.2.6)

cualesquiera que sean x > 0, y > 0, z > 0. Subrayemos que la constante C'
no depende de ninguna de estas variables. Nétese que el resultado no varia
si el operador A, se reemplaza por los operadores A, y A,.

A veces —en una situacién mas general- aunque no existan las integrales
(4.2.4), se puede asegurar la existencia de los limites (4.2.2)-(4.2.3). En efecto,
si imponemos a w(v) las hip6tesis del Teorema 4.2, resultaria

= % vw()e ™ senmvHP (z)H? (y) H? (2)dv. (4.2.7)
r
donde, como es sabido, I" denota el camino de integracién que parte del punto
vy € R, 1y > 0, y forma con el eje real positivo angulos £6, con 6 ligeramente
mayor que 7 (ver Figura 4.2.1).
En lo que sigue, ¢ y 9 pertenecen a un espacio de funciones apropiado.
El operador traslacién se define por medio de

T.o(y) = /000 E(x,y,z)(p(;)dz. (4.2.8)
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A r

Figura 4.2.1: Camino de integraciéon I’

Para todo = > 0 fijado es facil ver, en virtud de (4.2.6), que 7, aplica el espacio
LI, y_%dy) en el espacio y%LOO(I ). Consecuentemente, la convolucién se
define como se indica a continuacion

Y dy
o5 P(z) = / T

= /OO /00 E(x,y,z)MMdydz. (4.2.9)

y oz

Dado que, a la vista de (4.2.6), se tiene
! < 3 3
stpr @) <€ [y ey [ s
0 0

la convolucién aplica L*(I, z~2dx) x L'(I,z~2dz) en el espacio z2 L>(I).

Nota 4.1 En nuestro intento de hallar una formula de duplicacion para la
funcion de Hankel de sequnda clase HY (x), hemos encontrado algunas in-
tegrales que involucran esta funcion y que no figuran —en lo que sabemos—
en las principales tablas consultadas. Partimos del conocido producto de dos
funciones de Macdonald [42, p. 140]
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_x2y2 +y222 +[E222

1 [®e 2xyz
K (2)Ki (y) = —/ K (2)dz, (4.2.10)
2 Jo z
para cada x > 0, y > 0, 7 > 0. Notese que argz = 0 y arg(—iz) = —73.

Entonces, si tenemos en cuenta la relacion que existe entre las funciones
K,(2) y H?(2), conv =ir, 7 € R, [42, p. 109, (5.7.6)]

Y%
11—
K, (=) = —Fe 2 HP(=iz),

es inmediato que

_l'2y2 + y222 + 1'222

oo 2xyz
/ ‘ H® (—iz)dz
0 z
'771/
= —ime 2 H®(—iz)HP (—iy). (4.2.11)

Consideremos en el primer cuadrante del plano complejo el contorno inte-
gral cerrado A, consistente del segmento que va de € a R en el eje real positivo,
del cuadrante de circunferencia Cr de radio R, del segmento que va de iR a i€
en el eje imaginario y del cuadrante de circunferencia C. (0 < € < R), como
se muestra en la Figura 4.2.2. Dado que el integrando en (4.2.11) es una

funcion analitica en el dominio limitado por A, de acuerdo con el Teorema
de Cauchy podemos asequrar que

_$2y2—|—y222—|—x222

2xyz
/ c H®(—iz)dz
A z

_:E2y2—l—y22’2+$222

R ie e 2xyz
RTRIATS
¢ cr JiR . <

(4.2.12)

para todo €, 0 < € < 1, y para cada R > 1. Los puntos del arco mayor Cr son
de la forma z = Re?, 0 < 0 < 5. De ello se infiere, a la vista de la expresidn

asintdtica (1.2.17) de la funcion de Hankel I2b% (x) para valores grandes del
argumento x, que
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\4

Figura 4.2.2: Contorno integral cerrado A

_x2y2—|—y222+3:222

2xyz
/ ¢ H® (—iz)dz
Cr z

—2Y cosf *$2+y2R0089 2 —Rcosf -1
S e 2R e 2zy —€ do S CR 2 — 0,
0 TR

cuando R — 4o00. Por otra parte, sobre el arco menor C. se tiene que
z=cee”, 0 <0 <Z. Teniendo presente (1.2.18), se deduce que

Wl

7x2y2 4 y2z2 +I‘222

2ryz
/ ¢ HY(—iz)dz
Ce .
3 - ecosf
< /2 6_.266059<2> ‘F(V”de SN O,
0 € T

cuando € — 0+, por el teorema de la convergencia dominada. Entonces,
tomando limites cuando € — 0+ y R — 400 en (4.2.12), concluimos que
la integral a lo largo del eje real positivo coincide con la integral a lo largo
del eje imaginario desde 0 hasta ico, es decir, (4.2.11) se puede reescribir de
la forma
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2% 4y 2
ico 2ryz
/ HY(—iz)dz
0

z
TV

—1—
= —ime 2 H®(—iz)H? (—iy).

La formula (4.2.10), en principio vdlida para x > 0, y > 0, por conti-
nuacion analitica puede ser extendida a valores complejos de los arqgumentos

siempre que [75]

angal <, Jargy| <7, |arg(e +y)| < .

Por tanto, podemos sustituir en la ultima expresion x por —ix ey por iy,
para obtener

i$2y2+y222+£€222

00 2ryz
/ ‘ H®(2)dz
0 z
TV
_/L_
= —ime 2 H®(—x)HP(y). (4.2.13)

Teniendo en cuenta que [75, p. 75(6)]
H®(—z) = 2cosme H® (x) 4+ ™ HM (z),

se llega finalmente a que

ix2y2 4 y2z2 4 LU2Z2

00 2ryz
/ € HY(2)dz
0 z
TV
= —ire 2 (2 cos T H® () + em”Hlfl)(x))Hl(?) (v), (4.2.14)

para x >0, y > 0.
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Nota 4.2 Las formulas (4.2.13) y (4.2.14) valen para todo v € C, |Rev| < 1.
En realidad, su primer miembro equivale a

00 1 2,2 1 2.2 | 2.2
/ — cos (.ﬂjy Ll )H(2)(z)dz
0

z 2y z v
00 1 2,,2 2.2 2.2
+z’/0 ~sen (x Y +gx;+x : )H§2>(z)dz. (4.2.15)

A su vez, la primera integral de (4.2.15) se puede expresar como

00 2,2 2,2 2,2
/ lcos(xy +2yz Tz )H(Q)(Z)dz
0 Z TYz

Zo
- yz (2)
/ / / cos —i— o + 2y>H” (2)dz, (4.2.16)

donde 0 < zy < Zy. La integral intermedia, sobre el intervalo (2o, Zo|, existe
para todo valor de v € C. Por otra parte, si Zy es muy grande, invocando la
expresion asintdtica (1.2.17), sigue para la tercera integral que

S| x
‘/ —cos(ﬂ%—% >H2 dz‘<\/71m”/ ——>O
Zo 2 2z 2z Zo

si Zy — 00, para todo v € C. En cuanto a la primera integral de (4.2.16),
que es la que resta por analizar, para zo > 0 muy pequeno y debido a (1.2.18),
se infiere que

r © 1 r ~
~i (V> 21// CcoS <ﬂ>dz =1 <V) 2”/ ty_l COS(at)dt,
0o <

donde a = % > 0. Integrando por partes, esta tltima integral vale

r — 1/
; (V)Qu{ — 21V sen e / 2 sen(at)dt},
1

s 20 a

E)

siempre que Rev < 1. Ademds,
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1 Rev

’/ ' 2sen at) dt‘ 1—Rel/

Si Rev <0, a tenor de (1.2.7) resulta

=1 Ty Yz :L‘Z)
- 2L 22 YO ()
/0 zCOS(22+2x+2y (2)dz

o1 Ty Yz SEZ) )
= o — —+ —)H d
/0 e~ cos (22 + o + % S(2)dz,

donde ahora Re(—v) > 0, convergiendo —segin el argumento anterior— cuan-
do Re(—v) < 1. Luego, la primera integral de (4.2.16) converge si
—1 < Rev < 1, wvaliendo el mismo razonamiento para la sequnda integral.

4.3. La convolucion distribucional asociada
con la transformacién H-K-L
Introduciremos el espacio H,, analogo al considerado en el Capitulo 3.

Este nuevo espacio consta de todas las funciones complejas ¢ infinitamente
derivables y definidas en [ tales que

) = sp X, (2) A p(a)] < (131)
xre
donde @ > 0, k =0,1,2,..., A, denota la funcién continua

e, x€(0,1]

A () = e, g e 1, +00) (4.3.2)

y A% simboliza el operador diferencial (2.1.6). Al igual que le ocurrfa al
espacio F,, con la topologia generada por esta familia de seminormas, H, es
un espacio de Fréchet ([2], [86]). H/, representa su espacio dual. Subrayemos
que el operador A* da origen a una aplicacién lineal y continua del espacio
H, en si mismo. Por lo tanto, el operador generalizado (2.1.5) definido como
el operador adjunto de A* mediante

<Af,p>=< A0 >, [EH, @eH, (4.3.3)



116 Capitulo 4. La convolucion distribucional

también es una aplicacion lineal y continua del espacio H/, en si mismo.

No resulta dificil hallar la conexién existente entre el espacio F, del
Capitulo 3 y el nuevo espacio H,. Sin méas que tener en cuenta (2.1.7) y
que

Aasp(®) = Ag ()., (@),

resulta que
p € Hy = 290 € Foye,

para € > 0.

De acuerdo con (2.1.7) y (2.1.9) llegamos a

i dr  HY (2)} = sup | A ()2 AEHP) (2)|

zel

= || sup A (@)™ HP) (2)].

v
zel

Finalmente, en virtud de las expresiones asintéticas (1.2.17), (1.2.18) y (1.2.19),
y la férmula (1.2.7) en el caso Rer < 0, se obtiene

Tealt THP (2)} < 0.

Esto implica que el nicleo de la transformada (4.1.1) pertenece al espacio
'H,, es decir,

' HP(2) € H,.

Por lo tanto, como de costumbre, definimos la transformada distribucional
H-K-L de cada elemento f € H, por el método del nicleo, como

),
(HHW) = Fw) = {1(z), 2D, (1.3

A causa de (1.2.7), se tiene que
F(—v)=e "™F(v). (4.3.5)

El Teorema 3.3 de inversién [35] para la transformada (2.1.1)-(2.1.2) es
reformulado con respecto al par (4.1.1)-(4.1.2) y (4.3.4) como sigue
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Teorema 4.3 En el sentido de la convergencia en el espacio D'(I) se tiene
que

iN
lim  lim —% / e v, (2)F(v)dv = f(z),

p—0+ N—+o00 _iN

donde f € H., y F viene definida por (4.3.4).

Teniendo presente las definiciones (4.3.3) y (4.3.4), asi como también las
expresiones (2.1.7) y (2.1.9), se tiene que

H(Af)(v) = <Af7 H,E2)(ac)> _ <f, A;H£2)(x)>

T T

_ <f, iAstz)(x» = (f, 2 L HD (2)) = V2<f, H£2)($)>7

T

esto es, hemos deducido la regla operacional
H(AN ) =V (H f)v). (4.3.6)

Recuérdese que una funcién f localmente integrable sobre I y que satis-
face la condicién

= | f(=)]
/0 )\_(x)dm < 00 (4.3.7)

a

genera una distribucién regular en H/, por medio de
< fip>= / f(@)p(x)dx, ¢ € H,. (4.3.8)
0

Ahora consideraremos un nuevo espacio de funciones pruebas, el espacio
G, constituido por todas las funciones complejas ¢ infinitamente derivables
y definidas en I, tales que

Tralp) = sup [A) (2) A p()] < oo, (4.3.9)

el
donde a >0, k=0,1,2,...y

ex, x€(0,1]

+ —
)\a (l') - eaz’ T € [1,+OO>
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Si le asignamos la topologia generada por esta coleccién de seminormas, G,
resulta ser un espacio de Fréchet. Obsérvese que, para todo ¢ € G,, tenemos

V() = sup A7 (2) A7 ()]

zel

= sup (A7 (2))°A7 (2) A ()]

zel

sup [ A7 (2) A ()|

zel

= Fk,a(gp)a

IN

En efecto, sup,c; |(A; (2))?] < 1.

Ademés, 2 H (x) ¢ G,, puesto que de (1.2.17) sigue

[ 2 )
e 1 e—z(z—%—%)
T

;Y. _3
e 2 ey 2

N (@)z HY (2) < ©

=C

— OO

cuando x — oo y v esta fijado.

Resumiendo todos estos resultados, podemos afirmar que G, es un subes-
pacio propio de H, y que la topologia de G, es méas fuerte que la inducida en
él por ‘H,. También se cumple que H/, C G/, en el sentido de que cada ele-
mento f € H/, cuando se restringe su actuacién a G,, define una aplicacién
lineal y continua sobre G,.

Proposicién 4.1 Para todo ¢ € G, y k=0,1,2,... se verifica que

a

t*DFo(r) = O(e™%), si o — 0+

Drp(x) = O(e™™), si x — +oo0.

Prueba. Utilizaremos un argumento similar al dado por H.-J Glaeske y
A. Hess [25] en lo que concierne a la transformada de Kontorovich-Lebedev

(1.1.1)-(1.1.2). En efecto, sea ¢ cualquier elemento del espacio G, y recorde-
mos que
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A*p(z) = 2 D*po(z) + 3z Do(z) + (2° + 1)p(x). (4.3.10)
Unos sencillos calculos muestran que

(A" o(z) = 2*Dio(x) + 1023 D3p(z) + (22* + 2522) D%p(x)
+ (102° + 152) Dip(z) + (2* + 102° + 1)p(z).

Y, por un proceso inductivo,
2k .
(A"fo(x) =Y a7 Pl(x)Dip(x), (4.3.11)
j=0

donde P,g(:c) son polinomios cuyo grado es 2k —jsi jespary 2k—7—15sij
es impar, j = 0,1,2,...,2k, k =0,1,2,.... Se ve facilmente que P?*(z) =1
y P2 (x) = 2k% + k.

De igual forma se puede establecer que
D(zp(x)) = xDo(x) + ¢(x),
(Dx)*p(2) = 2*D*p(2) + 3w Dy(x) + ()

En general,
(Dx)"p(z) = > bja? DIp(w), (4.3.12)
5=0

con bj € ZT, by, =1y bay—1 = 2n? 4+ n. Se entiende que
(Da)"g(x) = (Da)(Da) .. (D) Dlxp()).

De la definicién (4.3.9) se infiere inmediatamente, por un lado, que
p(z) =0(e%), (A")Fp(z) =0(e*), (4.3.13)

si x — 0+, y, por otro lado,

px) = 0(e™™), (A")fp(x) = O(e™™), (4.3.14)
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cuando x — o0, para todo £k =10,1,2,....

Como quiera que
A*p(z) = (Dx)*p(z) + (* + 1p(z),

se deduce, cuando x — 0+, que
(Dz)*p(z) = O(e™ ),

esto es,

DD (ap(x))) = 0(‘32).

2

Integrando ambos miembros, en el primero por partes, se obtiene

xr2

zDp(x) + 3p(x) + 41‘/ de = 20(e™%).

Luego, cuando x — 0+,
zDy(z) = O((1 +2)e ) = O(e*).
De (4.3.10), (4.3.13) y (4.3.15) se infiere que
2’D*p(z) = O(e™=), o —0+.
A continuaciéon suponemos que

2*DFp(z) = O(e™*), = — 0+,

(4.3.15)

(4.3.16)

para 0 < k < 2n — 2. Para terminar este proceso inductivo, lo verificamos

cuando k =2n — 1y k = 2n.

Podemos escribir (4.3.11) en la forma

()" p(x) = 22" D¥p(w) + (20% + n)a® 1 Do ()

2n—2

+ Z ij,z (z)D’p(x).

(4.3.17)
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Entonces, en virtud de (4.3.13) y de las hipdtesis de induccién, concluimos
que

:EQ"DQ"go(x) + (2n2 + n)xQ”_lDQ”_lcp(x) = O(e_%),

cuando © — 0+. Tomando en cuenta este resultado y (4.3.12) resulta

(Do) = 22 D¥p(x) + (20° +n)a® 1 Do ()

2n—2
+ Z b’ Dip(x) = O(e™ %), (4.3.18)
es decir,
Dax(D 2n—1 1 O
S Da(Da) p(x) = O(eF), & — 0+

Integrando de nuevo se tiene

(Do pla) + 2Daf 2p(a) 4 4 [ (Do Ppla)da = 20(e ),

si x — 0+, lo cual entrana que
(D2)*p(w) = (%), @ — 0+,

Y, puesto que en base a (4.3.12) es
(Dz)* tp(x) = 2* D> p(x) + Z c;v! Dlp(x), (4.3.19)

con ¢; € Z*, se deduce que
e IDM () = O(e™®), z— 0+.

Finalmente, de (4.3.17) sigue inmediatamente que

" D™Mp(z) = O(e™*), o —0+.
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Asi pues, hemos probado que, para toda k =0,1,2,3,...,

2" D¥o(x) = O(e™x),

cuando z — 0.

Estudiemos ahora el comportamiento en el infinito. De (4.3.14) y (4.3.15)
resulta

e integrando,
xDp(z) + p(z) = O(xe™*).

De aqui que

Dp(z) = O(x i 16_“) = O(e™ ),

x
cuando z — oo. Entonces, de (4.3.10) se deriva que

2?2 +ax+1
—¢€

D¥p(a) = O(F——5——=¢7") = 0(e™),

x
si ¥ — 00. Asumamos que

DFp(z) = 0(e ™), k=0,1,2,...,2n — 2,

cuando x — 00, y verifiquemos esta acotacion cuando k =2n—1y k = 2n.

Combinando (4.3.11) y (4.3.12) se colige que
(Dz)*"p(x) = O(e™ ™), = — o0,
e integrando
z(Dz)* tp(r) = O(e™™), x — oo. (4.3.20)

Ahora bien, de (4.3.19) y (4.3.20) se obtiene

" ID () = O((# + x—in)e_m> = 0(e™ ),
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cuando © — oo. De (4.3.11) y (4.3.14) y los resultados anteriores se llega a
que

D*p(z) = O(e™ ™), x — oo.
En definitiva, se ha establecido que, para todo £k =0,1,2, ...,
Do(x) = O(e™),

cuando £ — oo. [ |

Toda funciéon localmente integrable g en I que cumple
/OO A, (2)]g(z)|dx < 0o (4.3.21)
0
genera una funcién generalizada regular en G/ mediante
< g, >= /000 g(x)Y(x)dz, 1 €G,. (4.3.22)
Efectivamente, para toda ¢ € G,,
| < 9,0 >|=Tou(¥) /OOO Ao (z)]g(x)|d.

Por tanto, todo elemento de G, satisface la condicién (4.3.21), lo cual implica
que G, puede considerarse como un subespacio de G/.

Nota 4.3 Sea 6 > 0. Podemos ver que todo elemento ¢ € G,is5 genera

una distribucion regular en H., por medio de (4.3.8). Ciertamente, dado que
Aays(®) = Mg (@) A5 (2), se tiene que

o0 oo 2
| X @le@)] < Tonssle) [ X5 (@) < SToansle) < o0,
0 0

es decir, la condicion (4.3.7) se cumple.

Ahora discutiremos las propiedades méas importantes del operador tras-
lacién (4.2.8) y el niicleo E(z,y, z) definido por (4.2.4)
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(i) El operador traslacién (4.2.8) esté bien definido en el espacio G,. En
efecto, para todo ¢ € G,, se obtiene que

QU

z

mwﬂzwwnscwwwnAmAxa — CTou(9),

p
Njw

donde x,y € [.

(ii) El operador traslacién es simétrico con respecto a x y ¥, esto es,

T.o(y) = Typ(x).

(iii) El ntcleo E(x,y,z) € C°(I x I x I) y, en virtud de (2.1.9), se puede
mostrar que

A E(x,y,2) = AyE(z,y,2) = AE(z,y, 2),
donde A es el operador diferencial (2.1.5).

(iv) Nétese que, a la vista de (4.2.6),

E(z,y,2)

cuentemente da origen a un elemento regular en el espacio G/ mediante
(4.3.22). Este hecho nos permite expresar el operador traslacién como
se indica a continuacion

lo cual entrana que verifica la condicién (4.3.21) y conse-

E(z,y,2)
z

Tooly) = ( #) ¢

(v) De conformidad con el resultado anterior se ve facilmente que
86, p. 44]

T.o(y) € C( x 1),
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para todo ¢ € G,.

(vi) El operador diferencial (2.1.5) y el de traslacién 7, se intercambian, en
otras palabras,

A To0(y) = ATyp(x) = T,A0(x) = T.Ay0(y) = AyTep(y),

para todo ¢ € G,. En efecto, a la vista de (iii) y (v), tiene sentido

ATe) = [ By ) s = [T AB @y 2

z z

Integrando por partes dos veces y tomando en consideraciéon, en ba-
se a la Proposicién 4.1, que los términos en el exterior de las inte-
grales se anulan, dado que p(z) = O(e™%) y zDy(z) = O(e™2) si
z — 0+, mientras que p(z) = O(e ) y Dy(z) = O(e™*) si
2z — 400, obtenemos

o dz
A Tiow) = [ Bl 2)Bep(0) T = TA0(y).
0

que es una de las conclusiones deseadas. Las demas se obtienen
trivialmente.

(vii) De las definiciones (4.2.4) y (4.2.8), si escogemos w de modo que
w(u)H,EQ)(x)Hﬁz)(y) cumpla las hipétesis del Teorema 4.2, sigue que

THP(y) = w(v)HP (2)HP (y).
Proposicion 4.2 El operador T, definido por

Top(y) =y ' T(ye), ¢ € G
donde T, es dado por (4.2.8), es una aplicacion lineal y continua del espacio

G, en el espacio H,.

Prueba. Fijamos x > 0 arbitrariamente. La linealidad de T, es obvia.
Probaremos la continuidad. Recurriendo a (2.1.7), (4.2.6) y la propiedad (vi),
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tenemos

T () = sup |\, (DAY T,y (y))|

yel

= sup Ag(y)y’lA’;E(W(y))‘
yel

= sup [\, () T (AL ()]

yel

= sup [A\; () Ty ()
yel

—suwp | )y [ By 2)ate()d:
0

yel

1
< Czx 2sup
yel

y_%A;(y)‘ / 2720 (2)d2Dra ().
0

Por lo tanto,

Y a(Tp(y)) < Cz73Tha(9), ¢ € Gar

Asf hemos demostrado que T,¢ € H,, para cada ¢ € G,. Como consecuencia
de esta desigualdad y de [86, Lemma 1.10-1], deducimos la continuidad del
operador T,. [ |

Nota 4.4 Merece la pena destacar que el operador T, satisface propiedades

parecidas a las del operador traslacion. En efecto, se puede comprobar sin

dificultad que:

12 (y)
Y

(i) T {

(i") Typ(x) = ya ' Top(y), ¢ € Ga.
(ii1") H(T(ye()(v) = w(W)HP () (He)(v), ¢ € Ga.

La afirmacién anterior admite la siguiente extension
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Proposicion 4.3 El operador T?, dado por

Tho(y) =y ' L(r(y)e(y)), ¢ € Ga, (4.3.23)

donde r(z) denota una funcion racional cuyo denominador no posee raices
en I, es una aplicacion lineal y continua de G, en H,.

Prueba. Sea x un punto arbitrario y fijo de I. Entonces, usando un argu-
mento similar al de la Proposicién 4.2 y (4.2.6), se deduce que

™ [T Al By ()

Vra(Th@) = sup
yel

< Catsup |3, () / T

< C’x_%Fo’a(go) sup
yel

< Cx 2 To4(9).

A W)y~

En definitiva, hemos establecido que, para cada ¢ € G,
1
Voa(Thp) < Cx72T0 (). (4.3.24)

La linealidad es evidente y la continuidad de T? se deduce de (4.3.24) y
[86, Lemma 1.10-1]. Es de hacer notar que la Proposicién 4.2 es un caso
particular del resultado anterior cuando elegimos r(y) = y. [ |

A continuacién definimos el operador traslacion generalizado 7./ en el
espacio H/, como el adjunto del operador 7}, dado por (4.3.23) con r(y) = y,
actuando en el espacio G,. En otras palabras,

<Tw’f, 90> = <f, Tx<p> = <f<y),y‘17;(ys0(y))> : (4.3.25)

para cada f € H. v ¢ € G,. De la Proposicién 4.2 y [86, Theorem 1.10-1] se
concluye facilmente que

Proposicion 4.4 El operador traslacion generalizado T, definido por
(4.8.25), es una aplicacion lineal y continua de H., en G'.

En relacién con la convolucion (4.2.9) se tiene la siguiente afirmacion
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Teorema 4.4 Asumamos que ¢ y 1 son elementos arbitrarios de G,. FEn-
tonces, ¢ x 1 € H,.

Prueba. De la definicién (4.2.9) se infiere facilmente que ¢ x ¢ € C*(1),
cualesquiera que sean ¢, € G,,.

Conviene primero observar que, como ocurre con el operador A en (2.2.7),
podemos expresar

2k
Atp(a) =) B (2)D'
1=0

donde Pf(z), 1 =0,1,2,...,2k, denotan polinomios de grado menor o igual
a 2k, con coeficientes enteros y positivos. Con ayuda de esta expresiéon se
puede escribir

AFE(x,y, 2 ZP* E(z,y,2)

2k
vw(v)e ™ sen v < Z Py (z)DLH® (x))
1=0

2k

= —1/000 Tw(iT)e™ Sh?TT(ZPl*(ZE)DiHi(TQ)(x))

2
1=0

- HP ()H? (2)dr. (4.3.26)

1T 1T

De la representacién integral (1.2.30), en el caso particular de que sea v = i,
T € R, y x>0, se tiene aplicando una conocida generalizacién de la regla de
Leibniz para derivar el producto de varias funciones

! 2 1 dh 1
DLHD (@) = Y \/> -3
:c( o (-T)) ll' lg' 13 F(’LT + ) dilfll (x 2)

1 +lg+13=1
11,l5,l3>0

dl2 . ST T dl3 S iT_l
. —i(z—i% 1) —s —’LT—* [(1 _> 2]d . 4.3.2
T (e ) /0 e s T + . S (4.3.27)
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Ahora bien, no resulta dificil comprobar que

el ) =g

s 1 3 1 s \iT3k
i — )ir=2).. ——k( —) , 4.3.28
(2@')’6(” 2)(27‘ 2) (it + 5 )1+ 5im ( )
n =1,2,3,..., donde N, representa determinado entero positivo. Sustitu-

yendo (4.3.28) en (4.3.27) se llega a que

Di(H;?(@) = \/_F ZT+ Z Z

l1+12+l3 lq 0
11.15,13>0

N, (—1)i+s(—i)2 11-3-5... (20 — 1)
’ lll lQ' 20 (Ql)q q'

. T T 1 3 1
) x_%_ll_l:”_qe_z(m_ZT_Z)(iT — 5)(@7’ — 5) (i + 3 q)

00 ir—i_—
e )
0 2ix

De aqui se infiere, tomando en cuenta (1.2.31),

‘D;(Hf ()>‘<Cchw% 3 chq

l1+lg+ilg= lq 0
l1,l2,1320

o0 1,1
Sl g T s g1 5%\ ~2(at9) =
a2 hbma, 27'q/ e ¥tz (1+—> eT A8 s,
0

es decir

Y qu q+ ~h—lama rq (4.3.29)

l1+lg+l3= lq 0
11,l2,13>0
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siendo Cp, constantes positivas. Llevando (4.3.29) a (4.3.26) se obtiene que

A E(z,y, 2) )<Oyz Z 3 chqpl

=0 l1+la+iz=l ¢g=0
11,l9,l3>0

(oo}
1y g (pT
a2 hl q/ ritle=(=3)7T g r
0

Z > ZCqu, )g—2hlsa (4.3.30)

=0 l1+l2+iz=l ¢g=0
1q,l5,13>0

donde se elige p > % y C, representan nuevas constantes positivas. Por tanto,
de (4.3.30) y de la definicién (4.2.9) de la convolucién se deduce que

(@) [ eatTom Y|
= /\;(1;)/000#/000 {AZkE(x,y,z)}w(Zz)dzdy‘

S S et

1=0 I1+la+i3=l g=0
I1,l9,13>0

N @AKo v)(@)| = A

. / TN W)e()dy / T (N (2le)dz

(X X X G Teal@)Toa(®) = Ciloa(@)Toa(®),

=0 l1+l2+i3=l qg=0
l1,l2,l320

donde C, son constantes reales positivas. Hemos demostrado que
VZ,a(@ * ¢) < Ckr()’a(gO)Fo’a(’(ﬂ), 3072/} € ga~

Esto implica que ¢ x ) € H, y con ello se finaliza la prueba . |
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Para dos elementos arbitrarios f y g de H/, definimos la convolucion f g
mediante

para todo ¢ € G,.
Teorema 4.5 La convolucion generalizada, definida por (4.8.31), aplica ele-
mentos del espacio H! en el espacio G.; en otras palabras, f *x g € G/ para

todos f,g € H.,.

Prueba. Primero ponemos
G(x) = ﬂf‘1<g<y),y‘17;(ys0(y))>, gEH, weUb,

e intentamos verificar que G € C*°([). A fin de lograr este propdsito, es
suficiente probar que

G*(2) = (9(v),y ' Tolye(y)) ) € C=().

Para ello, fijemos x > 0 arbitrario y consideremos un incremento real h,
h # 0, |h| < 1. Escribimos

Glet h})b —¢e) <g(y>, y‘l(%?;(yw(y)»
=<g(y), A(z,y, h) >, (4.3.32)

donde

A(x, n h) — yl{,];c—l-h(y@(y))h_ E(yw(y)) . %7;<y(p(y))}
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La demostracién terminard cuando hayamos probado que A(x,y, h) converge
a cero si h — 0 en la topologia del espacio H,. Debido a la relacién (2.1.7)
entre los operadores diferenciales A y A*, y recurriendo a la propiedad (vi)
y a la definicién (4.2.8), los siguientes pasos son licitos

A A, g, ) — y_lAZ{L+h(y<p(y))h— T.(yely) %%(y¢(y))}

. {7;+h[A’§(y90(y))] — T.[A (ye(y))] 0.,

- - LA e}

STy () |

ox
. {7;+h(yA;';’“so(y)) ~TyA () 0
T Ox

h

/ o / o T ey)) e

z+h 2
-4 / / / 0 atﬂy’ A o(2)dzdtdu. (4.3.33)

Ahora bien, de (4.3.29) con [ =2y 7 > 0, se tiene

&
T2 Hir (95)‘
<Cz2 (1 ot Q4+ 2+ 4 7’2$_4>6%. (4.3.34)

Hacemos énfasis en que la constante C' > 0 no depende ni de 7 ni de =z.
Entonces

OE(t,y,z) 18

oz 2io¢ / vw(v)e ™ senmvHP () HP (y)H (2)dv
1

1o 2
== | rwlim)e shar (S5 HD () HY (5) HY ()dr.

Por tltimo, utilizando (4.3.34) y (4.2.5) se obtiene
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2E 0
‘—a gt;y’ 2)’ < Cltyz)"2 [(1 Frl g t—’")/ s
0

+(t72 + tig) / 726~ (P=3T g + t4/ TSe*(p*%)”TdT} )
0 0

Seleccionando p > £ resulta

O?E(t,y, z)

o ‘ < Cltyz) 2L+t 4+t 243 4174), (4.3.35)

Ahora supongamos que 0 < h < 1 (un razonamiento similar es valido en el
caso —1 < h < 0). Tomando en cuenta que * < t < u < z+h < x + 1,
deducimos de (4.3.33) y (4.3.35) que

71 z+h L
AL (A A,y b)| < O () / // (tyz)~}

(AT T T Y A (2) ddtdp

<€< 2>\()>(1+x N e A

z+h
/ / / )\+( VAR o (2)dzdtdp
0o z+h  ru
. O;(f) / I (2)de / / dtdpT ) o(¢0)
0 z I
C(l') z+h u _ h
L [ el

cuando h — 0, uniformemente en y € I. Aqui C(z) denota una constante
dependiente de z, cuyo valor estd fijo. Por lo tanto, 7} ,(A(z,.,h)) — 0
si h — 0, que es lo que queriamos probar. Entonces, tomando limite en
(4.3.32) si h — 0, deducimos que

dG*(z)
dx

IN

= (o). v STl )
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En general,

d"G*(x)

dz™

= <g(y),y‘la—m%(yso(y))>, m=0,1,2,....

ox™

A continuacién, teniendo presente esta propiedad, y en base a (2.1.7), (ii),
(vi) y [86, Theorem 1.8-1], podemos encontrar una constante C' > 0 y un
entero no negativo r, dependiente de g pero no de ¢, de manera tal que

’Asz(I)‘ - ’x‘lAfz xG(aj)‘

-1

<g(y), y‘lﬁfﬂé(w(y))ﬂ

= 27! (gv),y TN (@)} )
< ot mix vy {y ' TAL o) ), (4.336)

para cada ¢ € G,. Evaluemos aparte

Vo LA o) | = sup |\ ATy T AL ()}

yel

= sup [\, (y)y*lAg{LAfj(w(y)) } ‘

yel

= sup [\, (y)y”?;{yA;(’““)sO(y)H

yel

— sup | A (y)y ! / E(z,y, 2) A2 p(2)dz
0

yel

< Cz~ 7 sup(y 2 A; ()
yel

. / 2727 (2)dz Thsja(). (4.3.37)
0

Asi pues, de (4.3.36) y (4.3.37) deducimos

Ya(G) < C méx Ty jal(@) = CThysalw),

0<j<r
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para cierto J, J = 0,1,2,...r, y para toda ¢ € G,. En conclusién, G € H,.
Con mayor precision, ¢ — G es una aplicacién lineal y continua de G, en
H,. Dado que

< fxg,p>=<f,G>,

conforme al resultado que acabamos de obtener, la definicién (4.3.31) tiene
sentido y f * g € G. Con ello se termina la demostracién. |

Proposicién 4.5 (Reglas operacionales) Sean f,g,h € H,. Tenemos
(1) H'(f xg)(v) = wW)(H'f)(v).(H'g)(v)

(2) fxg=gx*f
frlg+h)=[fxg+fxh
fr(g*h)=(fxg)*h

Prueba. Es suficiente con probar (1), que es el resultado fundamental.
La parte (2) se verifica facilmente tomando la transformada H-K-L en am-
bos miembros de la correspondiente ecuacién y recurriendo al teorema de
unicidad para la transformacién (4.3.4), completamente anédlogo al estable-
cido en el Capitulo 3 (Teorema 3.4) respecto de la transformacién (3.3.1).
Finalmente, para ver la parte (3) recurrimos a la regla operacional (4.3.6).

Asi pues, comprobaremos la validez de (1). En virtud de las definiciones
(4.3.4) y (4.3.31), y la propiedad (vii) se tiene

H (x) >

X

H(f+g)(v) = (f *g(a)
1 -1 2
= (fl@),~ < 9.y " THP W) > )

- 01 <t s >

y (1) queda probado. [ |
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Nota 4.5 Es importante mencionar que la evaluacion de H'(T]f)(v),
f € H., es en general imposible. Ciertamente, por la Proposicion 4.4 po-
demos asequrar que T)f no pertenece a H. sino a G!. Recordemos que la
transformada generalizada H-K-L no estd definida en la totalidad del espacio
G.. Sin embargo, H., puede ser considerado como un subespacio de G!,. Por lo
tanto, si restringimos a los elementos f € H,, tal que T)f € H., se tendria
que

H(T.f)(v) = ww)HP (z)(H'f)(v).

Con esta regla operacional y bajo las hipdtesis restrictivas mencionadas, el
operador traslacion se intercambia con la convolucion

T.(f*xg) = (T, f)xg=[*(T)g).

En algunas situaciones especiales la convolucién (4.3.31) adopta una ex-
presion mas simple.

Corolario 4.1 Si f € H!, y g € Gays, 0 > 0, se tiene

(7 +9)a@) = {£). ~Toglw) (13.39)

Prueba. En virtud de la Proposicién 4.3 con r(y) = 1, tenemos que
vy '7T,9(y) € H,. Por lo tanto , el segundo miembro de (4.3.38) tiene sen-
tido. Por otra parte, recurriendo al Teorema 4.5 y a la Nota 4.3 vemos que
fxg € G.. Asi pues, verificaremos (4.3.38) en el sentido de la igualdad en el
espacio G.. Entonces, para cada ¢ € G,, sigue

((7*9)(@), o) = {£), ~ (90). v Tluew)))

= <f($)7 L /OOO y‘lﬂ(yw(y))g(y)dy>, (4.3.39)

T

puesto que, como fue dicho, g da lugar a un elemento regular en H/, por medio
de (4.3.8). Ahora, tomando en cuenta que E(z,y,z) = E(x, z,y) y aplicando
el teorema de Fubini, podemos cambiar el orden de integracién para obtener
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/OOO 17;C(y90(y))g(y)dy = /0

)
= /Ooo ©(z) /Ooo E(z,y, @%dydz
— [ Ty)e)d

Sustituyendo este resultado en (4.3.39) e intercambiando el funcional y la
integral, lo cual se puede justificar usando la técnica de las sumas de Riemann
(Ver Capitulo 3 y [86, p.148]), deducimos que

(2 0@ pt@)) = (f@.5 [ Toptriz)
— [ (@) 1Tt ot
= {$@). 2 To)). o)),
para toda ¢ € Go. De aqui se infiere la validez de (4.3.38). m

Corolario 4.2 Si f,g € G,.s5, 0 > 0, entonces
(Fe9)@) = [ f0)Taln) .
0 Y
Prueba. De acuerdo con (4.3.8) y el Corolario 4.1 podemos escribir
1 > dy
(f+9)@) = (f&). = Tgw)) = | W) Tgly) 2.
Y 0 Y

que es lo que queriamos probar. |

Enfatizamos que este resultado coincide con la definicién (4.2.9) de la
convolucién clésica.
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4.4. Aplicaciones

A fin de ilustrar la teoria desarrollada, nos proponemos resolver los si-
guientes problemas:

(a) Encontrar la solucién u(r, ¢) de la ecuacién en derivadas parciales
r r

en la cuna infinita
{(r,9)/0 <r <400, 0<0¢<al,
satisfaciendo las condiciones de frontera

u(r,0) =0, u(r,a)= f(r)eH.,.

Si ponemos U(v,¢) = H'(u(.,¢))(v), aplicando la transformacién H' de
H-K-L a (4.4.1) y teniendo en cuenta la regla operacional (4.3.6), el pro-
blema se convierte en

0°U(v, ¢)
D>
U, 0)=0, U(v,a)=F(v),

+12U(v,¢) =0

donde F(v) = (H'f)(v). La solucién de este problema, que ahora concierne
a una ecuacion diferencial ordinaria, es

sen vg

U<I/7 (b) =

sen rvoa

Fv) =ww)F)G(v, 9),

con

sen vo

G(v,¢) =

w(v)senva’
Ya que G(—v, ¢) = e ™G (v, ¢), la funcién G(v, ¢) es buena a tenor de (4.2.1)
y (4.3.5). Finalmente, usando la regla operacional (1) de la Proposicién 4.5

y recurriendo a la férmula de inversién (Teorema 4.3), obtenemos la solucién
formal
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donde
g9(r,0) = (HT'G(., 9))(r),

es el sentido del Teorema 4.1. En efecto, la integral

1 / v, (1) —Be g,

2 w(v)senva

—100

no siempre existe. Sin embargo, si existe, cualquiera que sea el factor admi-

sible w(v),

1 100
lim ——/ e””QVJl,(r)MdV

p—0+ 2 ) o w(v) sen va
y vale
1
= / N L, (4.4.2)
2 Jr w(v)senva

siendo I' el camino de la Figura 4.2.1. Ciertamente, si tomamos 1y = 0 y
consideramos el recinto de la Figura 4.4.1, limitado por el segmento PQ del
eje imaginario, los arcos de circunferencia PC y "AQ de radio R > 0 y los
segmento OC'y OA que forman angulos +6 con el eje real positivo. Entonces,
por el Teorema de Cauchy

A F
iR
P C
/4
ol >
/-6
A
QIJR

Figura 4.4.1: Camino de integracién I’
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iR
(/_ZR+PLC+ /cosoﬁALQ )ny(r)%dy:O, (4.4.3)

debido a la analiticidad del integrando. Sobre el arco PC se tiene que
v = Re", § < < Z. Teniendo en cuenta (1.2.25) y (i) de la Definicién
4.1, sigue para grandes valores de R

’ _ EL‘GWQVJV(T)MOZV
2 Jpo w(v)senva

< 0/2 \/E€pR2 cos 23+ R(cos B1n %+ﬁsen,@)e—RcosﬁlnRCh(R¢ Sen_ﬁ) ep% Sen'BRdﬁ
=/, sh(Rasen )

< 0/2 R%G'DRQ cos2,6’eR(cosﬁln & +Bsen B+pg senB)dﬁ N 0’
0

si R — 00, ya que por la especial eleccion de 6 es cos2( < 0. Idéntico

resultado ocurre sobre el arco AQ . Consecuentemente, si tomamos limite en
(4.4.3) cuando R — o0, queda

100

sen vo

b "y (1) ————————d
o204 _iooe Y V(T)w(y) senva
= lim ep”QyJ,,(r)Mdu,

p—0+ J1r w(v)senva

donde I" denota el camino de integracion descrito anteriormente. A continua-
cién veremos que este tultimo limite existe y que se puede hacer p = 0. Puesto
que sobre T se tiene que v = te*?, 0 < t < oo, se puede establecer que

1
‘__/,,JV(T)M@
2 Jr w(v)senva

1, (" e ch(t¢sen )
< = i0 -
-2 (/0 +/T )tutei (r)l |w(te®?)| sh(ta sen@)dt’

donde T" > 0 se determinara convenientemente grande. Notese que, recurrien-
do una vez més a (1.2.25) y (4i7) de Definicién 4.1, se infiere que
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0o ch(t¢psen 6)
s » dt
/T | texio (T)l |w(t€i29)‘ Sh(ta sen (9)

- C/oo \/Ee_t(coselnt—cosmn S —senf—p3g sen9)dt (4 4 4)
- Jr

Como quiera que

lim (Cosﬁlnt—coseln% —sen@—pg senf) = oo,

t—00

r >0, p € R, elegimos T" > 0 suficientemente grande de modo que para todo
teR,t>1T, se tiene que

cos@lnt—cos&ln% —sen&—p%sen@ > K,

para cierto K > 0. Por consiguiente, el tultimo término de la desigualdad
(4.4.4) esta acotado por

C/ Vie Ktdt,
T

integral que existe. En el rango [0, 7] las integrales también existen. En de-
finitiva, tiene sentido (4.4.2).

(b) Determinar la solucién u(r, ¢) del problema de valores en la frontera
para la ecuacion en derivadas parciales

34u 83U 82u
4 3 4 2
(i e el L L o

0 0"
+(6r° + T)a—:f + (4 )u+ E)T;i =0, (4.4.5)

en la cuna infinita
{(r,0)/0<r <oo, 0<¢<al,

que cumple las condiciones

u(r,0) =0, =0, u(r,a)=f(r)eH,.

a
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La ecuacién (4.4.5) se puede reescribir

0'u(r, ¢)

APu(r, ¢) + oot 0, (4.4.6)

donde A denota el operador definido por (2.1.5). Entonces, si ponemos U(v, ¢) =
H'(u(.,))(v), el problema planteado se convierte, mediante la aplicacién de
la transformacién H' de H-K-L y de la regla operacional (4.3.6), en el pro-
blema

0'U(v, )
T&+V4U(V7¢) =0
4.4.7)
oU(v,0 (
U(V,O):O, &207 U(V,O{):F(l/),
9¢
siendo F(v) = (H'f)(v). La solucién general de esta ecuacién diferencial

ordinaria es

U(Va QS) = Cl(l/)eﬁVd’ + 02(V>6T2V¢ + Cg(V)€T3V¢ + C4(l/)€r4y¢’

. i ;3w ;5m
donde Cj(v), j = 1,2,3,4, son constantes y 1 = €'a, ry = €"1, r3 = e'1,
ry = €'z . Determinando estas constantes de acuerdo con las condiciones de
contorno, la solucién del problema transformado (4.4.7) adopta la forma

Sh(%) Sen(\”/—%)
Ul,9)=F e s 4.4.8
(1) = PO gy (145)
que puede ser expresada como
U, ¢) = w(v) F)G(v, 6, ), (4.4.9)

siendo

G(v,¢,a) =

Subrayamos que G(v, ¢, ) es una buena funcion, puesto que

G(~v,¢,a) = e ™G (v, ¢, ).
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La solucion del problema de partida se puede obtener invirtiendo la ex-
presién (4.4.8) en base al Teorema 4.3

1 [ sh(5) sen( %)
)=l —5 [ v s
p— . z= ze
—100 \/5 \/§

o bien invirtiendo (4.4.9) conforme a la regla operacional (1) de la Proposicién
4.5 para deducir que

u(r, @) = f(r) * g(r, ¢, ),

donde
g(r,¢,a) = H'G(., ¢, a)(r),

se entiende como en el Teorema 4.1, tal como se verific6 en el ejemplo (a)

Nota 4.6 Conviene aclarar que las soluciones de los problemas (a) y (b) no
dependen, como facilmente se puede comprobar, del factor admisible w(v)
utilizado.



CUESTIONES ABIERTAS

A continuacién exponemos varias cuestiones abiertas, en algunas de las
cuales estamos actualmente trabajando y que estan muy directamente rela-
cionadas con los tépicos tratados en esta Memoria:

1. La convolucién paramétrica para la transformacion de
Kontorovich-Lebedev.

Sea la transformacién de Kontorovich-Lebedev

(K f)(7) / Ko (o (1)

(K F)(x) = f(z) = — /_ rsharKo () F(D)dr. (C.2)

w2
La convolucién asociada a esta transformacion integral viene definida por
1 Ve o VI e ok 2 +y 2242?22
(f * 9)( 23: s f(2)g(2)dzdy, (C.3)

donde = > 0y f y g pertenecen a un adecuado espacio de funciones. S.
B. Yakubovic realiz6 un completo y detallado andlisis de esta convolucién
en espacios LP(0,00) pesados [81]. Para extender este estudio a espacio de
distribuciones, previamente se define el operador traslacion

Toé(y) = / " T(a,y, 2)p(2)dz, (C.4)

donde T'(z,y, z) representa el nicleo positivo y simétrico en x y y

1 _ 2,2,,2,2, 2.2
T(‘rﬁyaz):%e Q”yz(my"‘yz-ﬁ-afz)?

145
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con z,y,z € I. La definicién de (C.4) viene sugerida por una férmula de
duplicacién o de linealizacién que involucra la funcién especial que hace de
ntcleo, en este caso,

/000 T(z,y,2)Kir(2)dz = Kir () Kir (y).

Entonces, con la ayuda de (C.4), se define la convolucién de dos funciones f
y ¢ como sigue

(f * 9)( / )T yg(y))dy (C5)

La versién distribucional de esta estructura convolucional fue investigada por
H.-J. Glaeske y A. Hess [25]. La principal regla operacional de esta convolu-
cion es

K(f*g)(1) = (K[)(7)(Kg)(7).

Consideremos ahora la transformacién de Kontorovich-Lebedev en el orden

(Lf)(x) = F(x) = /OO Tshnr K (z) f(T)dT (C.6)

L)) = 1) = % [ D Fy ()

El propio S. B. Yakubovich [81, p. 142] introdujo la convolucién para este
par en la forma

(@0 w)(r / / % cor f(D)g(€)dide

donde, para &, 3,7 € Ry a € C, Rear > 0, se tiene
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fb,zg,w:/ 1 Kig(v) Kig (%) Kir (x)d
0

F(iZ) F<a+iﬁ+i£_iT>F<Oé_’iﬁ+if—iT>

- Re{r(@ — i) 2 2

. F(a—irzﬂ;iﬁ—iT>F<a—zﬂ;i§—iT>

a+if 4+ —1T a—if+§ —it a+if —i& —iT
. 4F3 9 ) 92 ) 9 )

a—1if — 1€ —iT .
5 11—,

o — 1T 1+04—i7'.1
2 2 "4

Nuestro objetivo es extender este resultado a espacios de funciones genera-
lizadas. Para ello, si u,7 € Ry a € C, Rea > 0, definimos el operador
traslacion

T6(r) = [ oSt o) (€8)

o0

y seguidamente la convolucién de dos funciones

(PoW)(r) = /OO ushmuf(u)T,g(T)du. (C.9)

—00

Se tiene el resultado fundamental
L(g o) (x) = 2*®(z)¥(z),

donde

(z) = (Lo)(x) y V()= (Ly)(x).

Obsérvese que tanto el operador traslacién (C.8) como la convolucién (C.9)
dependen del parametro a.

Una cuestion abierta es analizar si la convolucion asi definida tiene sentido
en el marco del trabajo de S. B. Yakubovich y B. Fisher [79], o bien en
espacios mas generales de distribuciones.
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2. La transformacién de Kontorovich-Lebedev y el método del
operador adjunto.

A. H. Zemanian reconoce que una de las transformaciones integrales que
mas dificultades presenté en su extension a espacios de funciones generali-
zadas fue la de Kontorovich-Lebedev. Este autor ha sido quien primero lo
logrd, al estudiar el par (C.1)-(C.2) en el espacio £'(I) de distribuciones de
soporte compacto [85]. Posteriormente R. S. Pathak y J. N. Pandey [56] y
R. S. Pathak [55] la estudiaron en espacios mas amplios de funciones gene-
ralizadas. Pero, en ambos casos, el método empleado a fin de generalizar la
transformacion de Kontorocivh-Lebedev es el método del nicleo. Més tar-
de, B. Lisena [47] introdujo el espacio V' constituidos por las funciones ¢
definidas e infinitamente derivables sobre I de modo que

Ti(¢p) = sup ]x_lexA’;¢(:z:)| <oo, k=0,1,2,...,

zel

donde A, = 22D? + 2D — 2% Con la topologfa generada por la familia
de seminormas {Y}ren resulta que V' es un espacio de Fréchet. Después
construy6 el espacio X de las funciones enteras pares ¥(z) tales que

o, (1) = sup t%et(@)(t) <oo, r=0,1,2,...,
tel

donde ~ denota la transformada de Fourier, estableciendo que el operador
K —definido por (C.1)- es una aplicacién lineal y continua del espacio X
en el espacio V. A continuacién definié la transformada generalizada K’ de
Kontorovich-Lebedev mediante el operador adjunto de K, a saber,

(K'f, ) = (f, K¢),

para todo f € V' y cualquier ) € X. Consiguientemente, la transformacién
generalizada de Kontorovich-Lebedev es igualmente una aplicacién lineal y
continua de V' en X'.

Este resulta no es el 6ptimo esperado, pues no se establece que el operador
K posea inverso que actie de V' en X. Por tanto, no se puede asegurar que
la transformacion generalizada K’ admita inversa entre los espacios X' y V.

Sabemos que la transformacién integral de Kontorovich-Lebedev
(C.1)-(C.2) cumple, bajo ciertas hipétesis ([48], [68]), la relacion de Parseval

/0 " (@)g(x)dn = % _OO rsharF(r)G(r)dr, (C.10)
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donde F(1) = (K f)(1) y G(1) = (Kg)(7). Sigue siendo un problema abierto
generalizar esta transformacién recurriendo al método del operador adjun-
to. En estos momentos intentamos dar sentido distribucional a la relaciéon
(C.10), con lo que se lograria la generalizaciéon deseada. Sin embargo, como
le sucedi6 a B. Lisena, s6lo hemos obtenido avances parciales.

3. La transformacién integral de Kontorovich-Lebedev
n-dimensional.

Al estudiar la difraccién de ondas por un cono de seccién transversal
arbitraria, J. M. L. Bernard y M. A. Lyalinov [6] determinan la funcién
de Green G(7,79) del correspondiente problema de valores en la frontera
mediante la inversa de la transformacién doble de Kontorovich-Lebedev, es
decir,

10 K, (ikT) K, (ikTo)
G , i\T0) i,
= s [ st B Kl

donde s(v, u, w,wp) representa una funcién espectral par respecto de las va-
riables v y u, que viene dada por su transformacion directa

1 oo o0
s(v, i, w,wp) = —2/ / vsen(mv)psen(mu)kG (T, 70)
o Jo

(i)

K, (ikT) K, (1kTo)
vV Zl{jT AV ikTo

Ello nos motiva para considerar la version n-dimensional del par

(C.1)-(C.2)
(Kf)(r / / / ﬁ Kir, xk>

f(z)dzdzsy . .. dx,.

drdry.

(K~'F)(z) = F(z) =

: (HTk Sh(?TTk)KZ'Tk(x))F(T)dTldTQ o dTy,
k=1
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donde x = (w1, 29,...,2,) ERY, 7= (71, 72,...,70) ER"y [2] = 2125 .. .

Una vez resueltas las cuestiones anteriores, se podria intentar definir esta
transformacion integral n-dimensional de Kontorovich-Lebedev en adecuados
espacios de distribuciones, tanto por el método del ntiicleo como del operador
adjunto, asi como sus reglas operacionales, aplicaciones (que ya se conocen
al menos en el caso bidimensional) y estructura convolucional.

4. La transformaciéon integral de Hankel-Kontorovich-Lebedev.

El objetivo de esta Tesis Doctoral ha sido investigar la asi llamada trans-
formacion H-K-L

(TH) = F(v) = / T HO (@) f(2)da (1)
(T 'F)(z) = f(x) = —% - v, (x)F(v)dy, (C.12)

—100

y alguna de sus variantes, en espacios de funciones generalizadas, siempre
por el método del nticleo. En el parrafo tercero del Capitulo 1 se obtiene la
siguiente relacién de Parseval

/00 xf(z)g(x)dx = 4i - vsenmve ™ F(v)G(v)dy, (C.13)
0 i

—1400

siendo F(v) = (Jf)(v) y G(v) = (Jg)(v). Una cuestién interesante seria
dar sentido distribucional a la relacién (C.13), es decir, extender la transfor-
macion H-K-L a espacios de funciones generalizadas utilizando el método del
operador adjunto. Si ello fuera posible, se allanaria el terreno para alcanzar
metas mas ambiciosas: estudio de sus propiedades y de la férmula de inver-
sién, obtencién de las reglas operacionales, introducciéon en este contexto de la
convolucion, aplicacion a la resolucion de problemas de la Fisica-Matemati-
ca,... También nos proponemos derivar una convolucion para el operador
integral (C.12), como se plantea en la cuestién primera en relacién con la
transformacion de Kontorovich-Lebedev.
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5. La transformacién de Mehler-Fock.

La transformacion integral de Mehler-Fock

RN = F(r) = [ shaP ., (cha)(a)da

(Ml_lF)(a) = fla) = / Ttgh(WT)P_%_,’_iT(Ch a)F(T)dr,
0
0 en esta otra version

(Mag)(r) = G(r) = 7 tgh(x) / TP (@)l (C.14)

(M;'G)(x) = g(z) = /000 P_i i (x)G(7)dr, (C.15)

donde P,(z) denota la funcién de Legendre

1_
Pfa) =2F (= mv+11; 2:’7),

siendo o F la funcién hipergeométrica de Gauss ([42], [68]), es otra transfor-
macién del tipo indice que presenta bastantes cuestiones abiertas ([30], [31],
[68]). Entre ellas, destaquemos su extensién a espacios de distribuciones por
el método del operador adjunto y la determinacion de una convolucion, reglas
operacionales y aplicaciones para el operador (C.15).

6. Otra transformacion tipo indice.

J. Wimp [77] introdujo la transformacién integral
> m,n 1—p+it,1—p—it, (o
WA =F(O) = [ Gyt (vl ) )y
0
cuya férmula de inversién es

(WF)(y) = fly) = = / "t sh(2nt)

ptit, p—it,— (g ), —(an)
F(t)dt.

.Gqu,pfnJrQ (
p2a Y- 6m)
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Notese que en su ntcleo figura la G-funcion o funcién de Meijer
(op) 1
(o] ) = o [ Wiy,
pa \lgy) ~ 2mi ), (s)27"ds
donde 2 #0,0<m<¢,0<n<p,a;cC(1<j<p),B;€C(1<j<yq),
HF(ﬁj—i—s H 1—aj—5)
=l j=1
P q
H I'(aj +s) H (1-05;—5)

]:m+1 :m+1

U(s)

y L es un camino de integracion infinito que separa los polos s =1 — a; + k
(j=1,2,...n, k =0,1,2,...) de los polos s = —f3; —k (j = 1,2,...m
k=0, 1,2,...).

Se pretende investigar esta transformacién en espacios de funciones ge-
neralizadas por el método del operador adjunto, deduciendo sus principales
propiedades.



1]
2]

3]
[4]

[5]

[10]

BIBLIOGRAFIA

T. M. Apostol, Andlisis Matemdtico, Reverté, Barcelona, 1960.

J. Barros-Neto, An introduction to the theory of distributions, Robert E.
Krieger Publishing Company, Malabar, Florida, 1981.

J. Bak and D. J. Newman, Complex Analysis, Springer, N.Y., 1997.

V. Belichenko, Diffraction of electromagnetic waves by a wedge with an-
isotropically conducting faces, Zh. Vychisl. Mat. i Fiz., 27(6)(1987), 889-
897.

A. Ben-Menahem, Properties and applications of a certain operator as-
sociated with the Kontorovich-Lebedev transform, Glasgow Math. J.,
16(1975), 109-122.

J. M. L. Bernard and M. A. Lyalinov, Diffraction of scalar waves by
an impedance cone of arbitrary cross-section, Wave Motion, 33(2001),
155-181.

J. M. L. Bernard and M. A. Lyalinov, Spectral domain solution and
asymptotics for the diffraction by an impedance cone, IEEET. Antenn.
Propag., 49(12)(2001), 1633-1637.

J. D. Betancor, La transformacion integral de Chébli- Trimeche, Tesis
Doctoral, Universidad de La Laguna, La Laguna, 2002.

J. J. Betancor, J. D. Betancor and J. M. R. Méndez Pérez, Distribu-
tional Fourier transform and convolution associated to Chébli-Trimeche
hypergroups, Mh. Math., 134(2002), 265-286.

J. J. Betancor, J. D. Betancor and J. M. R. Méndez Pérez, Chébli-
Trimeche hypergroups and W-type spaces, J. Math. Anal. Appl.,
271(2002), 359-373.

153



154

[11]

[12]

[14]

[15]

[16]

[20]

[21]

[22]

Bibliografia

J. J. Betancor, J. D. Betancor and J. M. R. Méndez Pérez, Distributional
Chébli-Trimeche transforms, J. Math. Anal. Appl., 313(2006), 537-550.

M. Cessenat, Sur quelques opérateurs liés a l’équation de Helmholtz
en coordennées polaires, transformation H-K-L (Hankel-Kantorovich-
Lebedev), C.R. Acad. Sci. Paris, Série I, t. 309(1989), 25-30.

A. Chakrabarti, Lebedev-Kontorovich type of transforms for broken re-
gion and the Parseval relation associated with them and their use in
the problem of diffraction by a wedge, J. Tech. Bengal Engrg. College,
12(1967), 15-27.

A. Chakrabarti, Derivation of certain finite Lebedev transforms and their
uses in elastostatics, Archiwum Mechaniki Stosowanej, 6(20)(1968), 635-
650.

A. Chakrabarti, Derivation of certain finite Kontotovich type of integral
transforms, Studia Sci. Math. Hungar., 4(1969), 45-53.

H. Chébli, Sur un théoréeme de Paley- Wiener associé a la décomposition
spectral d’un opérateur de Sturm-Liouville sur (0,00) , J. Funct. Anal.,
17(1974), 447-461.

M. M. Crum, Some inversion formulae, Quart. J. Math. Oxford Ser.,
(2)11(1940), 49-52.

G. Doetsch, Introduction to the theory and application of the Laplace
transformation , Springer, Berlin, 1974.

A. Erdélyi (Ed), Higher Transcendental Functions, vols: 1, I y III,
McGraw-Hill, N.Y., 1953 (reprinted by R.E. Krieger, Malabar, Flori-
da, 1981).

A. Erdélyi (Ed), Tables of Integral Transforms, vol I, McGraw-Hill, N.Y ",
1954.

V. A. Doroshenko and V. F. Kravchenko, Scattering of the field of an
electric dipole by a conic structure with longitudinal slots, J. Commun.

Technol. El+4., 45(7)(2000), 714-720.

V. A. Doroshenko and V. F. Kravchenko, The scattering of plane elec-
tromagnetic waves from a cone with longitudinal slots , J. Commun.
Technol. El+., 46(3)(2001), 271-278.



Bibliogrtia 155

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

32]

[33]

[34]

[35]

G. Gasaneo, S. Ovchinnikov and J. H. Macek , A Kontorovich-Lebedev
representation for zero-range potencial eigensolutions, J. Phys. A: Math.
Gen. 34(2001), 8941-8954.

I. M. Gelfand and G. E. Shilov , Generalized Functions, vol. 2, Academic
Press, N.Y., 1968.

H.-J. Glaeske and A. Hess, A Convolution Connected with the
Kontorovich-Lebedev Transform, Math. Z., 193(1986), 67-78.

A. M. Gomilko, The Kontorovich-Lebedev integral transform, Ukrainian
Math. J., 43(1991), 1259-1263.

A. M. Gomilko, Inversion of the Kontorovich-Lebedev integral trans-
form, Matematicheskie Zametki, 51(5)(1992), 27-34. Traducido en Math.
Notes, 51(5-6)(1992), 442-447.

A. M. Gomilko, On the integral Kontorovich-Lebedev representation,
Diff. Uravn., 29(7)(1993), 1261-1271.

B. J. Gonzalez, La o F-transformada indice, Tesis Doctoral, Universidad
de La Laguna, La Laguna, 1992.

B. J. Gonzalez and E. R. Negrin, Mehler-Fock transforms of genera-
lized functions via the method of adjoints, Proc. Amer. Math. Soc.,
125(11)(1997), 3243-3253.

B. J. Gonzélez and E. R. Negrin, Operational calculi for Kontorovich-
Lebedev and Mehler-Fock transforms on distributions with compact sup-
port, Rev. Colombiana Mat., 32(1)(1998), 81-92.

[.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik , Table of integrals, series and products,
Academic Press, San Diego, 2000.

Y. E. Gutiérrez-Tovar and J. M. R. Méndez Pérez, The distributio-
nal Kontorovich—Lebeded transformation with the Hankel function in the
kernel, Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin, 13(3)(2006), 499-512.

Y. E. Gutiérrez—Tovar and J. M. R. Méndez Pérez, The Hankel-
Kontorovich—Lebedev transformation and its applications, preprint.

Y. E. Gutiérrez—Tovar and J. M. R. Méndez Pérez, The Kontorovich—
Lebedev integral transformation with a Hankel function kernel in a space

of generalized functions of doubly exponential descent, J. Math. Anal.
Appl., 328(2007), 359-369.



156

[36]

[46]

[47]

[48]

Bibliografia

Y. E. Gutiérrez—Tovar and J. M. R. Méndez Pérez, A convolution for
the Hankel-Kontorovich—Lebedev transformation, aceptada su publica-
cion en Math. Nachr.

Y. E. Gutiérrez—Tovar and J. M. R. Méndez Pérez, A parametric con-
volution for the Kontorovich—Lebedev integral transformation, preprint.

D.S. Jones, The Kontorovich-Lebedev Transform, J. Inst. Maths Applics,
26(1980), 133-141.

D. S. Jones, The theory of electromagnetism, Pergamon Press, Oxford,
1964.

E. L. Koh and A. H. Zemanian, The complex Hankel and I-
transformations of generalized functions, SIAM J. Appl. Math.,
16(5)(1968), 945-957.

M. I. Kontorovich and N. N. Lebedev, On a method of solution of some
problems of the difraction theory , Zh. Exp. i teor. Fiz., 8(1938), 1192-
1206.

N. N. Lebedev, Special Functions and their Applications, Dover, N.Y.,
1972

N. N. Lebedev, Sur une formule d’inversion, Dokl. Acad. Nauk. SSSR,
52(1946), 655-658.

N. N. Lebedev, I. P. Skalskaya and Y. S. Uflyand, Problems of mathe-
matical physics, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1965.

N. N. Lebedev and I. P. Skalskaya, The dual integral equations con-
nected with Kontorovich-Lebedev transform, Prikl. Matem. i Mechan.,
38(6)(1974), 1090-1097.

N. N. Lebedev and I. P. Skalskaya, Some integral transform related
to Kontorovich-Lebedev transform, The Questions of the Mathematical
Physics, Nauka, Leningrad, 1976, 68-79.

B. Lisena, On the generalized Kontorovich-Lebedev transform, Rendicon-
ti di Matematica, Serie VII, 9(1989), 87-101.

J. S. Lowndes, Parseval relations for Kontorovich-Lebedev transforms,
Proc. Edinburg Math. Soc. 13(1962), 5-11.



Bibliogrtia 157

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

I. Marrero and J. J. Betancor, Hankel convolution of generalized func-
tions , Rendiconti di Matematica, 15(1995), 351-380.

D. Naylor, On a Finite Lebedev Transform , J. Math. Mech., 12(1963),
375-383.

D. Naylor, On a Lebedev Ezpansion Theorem , J. Math. Mech., 13(1964),
353-363.

D. Naylor, On a Finite Lebedev Transform. Part 2. , J. Math. Mech.,
15(1966), 455-464.

E. R. Negrin, Una transformacion del tipo Kontorovich-Lebedev con indi-
ce arbitrario, Tesis doctoral, Universidad de La Laguna, La Laguna,
1988.

V.G. Novitzky, Potential scattering in terms of the Wigner distribution
function, Physics Letters, 104A (6,7)(1984), 319-321.

R. S. Pathak, Integral Transforms of Generalized Functions and Their
Applications, Gordon and Breach Science Publishers, Amsterdam, 1997.

R. S. Pathak and J. N. Pandey, The Kontorovich-Lebedev transforma-
tion of distributions, Math. Z., 165(1979), 29-51

A. Pendse, A relation between generalized Kontorovich-Lebedev trans-
form and Weyl fractional integral, Proc. Nat. Acad. Sci. India,
39(A)IV(1969), 477-480.

V.B. Poruchikov and J. M. Rappoport, Inversion formulas for modified
Kontorovich-Lebedev integral transformations, Diff. Uravn., 20(3)(1984),
542-546.

A. P. Prudnikov, Yu. A. Brychkov and O. I. Marichev, Integrals and
Series, Volume 2: Special Functions, Gordon and Breach Sc. Publ., Lon-
don, 1986.

J.M. Rappoport, Integral equations and Parseval equalities for modified
integral Kontorovich-Lebedev transforms, Diff. Uravn., 17(1981), 1696-
1699.

J.M. Rappoport, Some properties of modified Kontorovich-Lebedev inte-
gral transformations, Diff. Uravn., 21(4)(1985), 724-727.



158

[62]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

Bibliografia

J.M. Rappoport, Some results for modified Kontorovich-Lebedev integral
transforms, Lecture notes in pure and applied mathematics, vol. 214,
473-476, Marcel Dekker, Inc., N. Y., 2000.

A. D. Rawlins, Diffraction by, or diffusion into, a penetrable wedge, Proc.
R. Soc. Lond. (A)455(1999), 2655-2686.

W. Rudin, Andlisis real y complejo, Alhambra, Madrid, 1985.
W. Rudin, Functional analysis, Tata MacGraw-Hill, New Delhi, 1977.
L. Schwartz, Théorie de distributions, Hermann, Paris, 1966.

S. K. Sinha, On two mnew characterizations of the generalized
Kontorovich-Lebedev transform for distributions of compact support,
Journ. Math. Phy. Sci., 24(5)(1990), 319-330.

I. N. Sneddon, The use of integral transforms, McGraw-Hill, N. Y., 1972.

J. de Sousa-Pinto, A generalized Hankel convolution, SIAM J. Appl.
Math., 16(1985), 1335-1346.

B. F. Svaiter and N. F. Svaiter, A new Kontorovich-Lebedev like trans-
formation, J. Phys. A: Math. Gen. 24(1991), 3199-3203.

K. Trimeche, Transformation intégrale de Weyl et théoreme de Paley-
Wiener associé a un opérateur differéntiel singulier sur (0,00) , J. Math.
Pures Appl., 60(1981), 51-98.

Vu Kim Tuan and S. B. Yakubovich, The Kontorovich-Lebedev trans-
formation in a mnew class of functions, Amer. Math. Soc. Transl.

137(2)(1987), 61-65.

Vu Kim Tuan, Some integral transformations with Macdonald function

K, (z) in the kernels, Ukrain. Mat. Zh., 42(7)(1990), 900-903.

Vu Kim Tuan and A. I. Zayed, Paley- Wiener type theorems for a class
of integral transforms, J. Math. Anal. Appl., 266(2002), 200-226.

G. N. Watson, A treatise on the theory of Bessel functions, Cambridge
University Press, London, 1962.

C. P. Wells and A. Leitner, A Lebedev transform and the "baffle”problem,
Quart. Appl. Math., 15(1958), 430-434.



Bibliogrtia 159

[77) J. Wimp, A class of integral transforms, Proc. Edin. Math. Soc.,
14(1964), 33-40.

[78] S. B. Yakubovich, On the indez-convolution Kontorovich-Lebedev trans-
form, Integral Transforms and Special Functions, 2(1)(1994), 77-80.

[79] S. B. Yakubovich and B. Fisher, On the theory of the Kontorovich—
Lebedev transformation on distributions, Proc. Amer. Math. Soc.,
122(1994), 773-777.

[80] S. B. Yakubovich, Integral transforms of the Kontorovich-Lebedev con-
volution type, Collect. Math., 54(2)(2003), 99-110.

[81] S. B. Yakubovich, Index transforms, World Scientific, Singapore, 1996.

[82] A. H. Zemanian, Inversion formulas for the distributional Laplace trans-
formation, STAM J. Appl. Math., 14(1966), 159-166.

[83] A. H. Zemanian, A distributional Hankel transformation, STAM J. Appl.
Math., 14(1966), 561-576.

[84] A. H. Zemanian, A distributional K transformation, STAM J. Appl.
Math., 14(1966), 1350-1365.

[85] A. H. Zemanian, The Kontorovich-Lebedev transformation on distribu-
tions of compact support and its inversion, Math. Proc. Camb. Phil.
Soc., 77(1975), 139-143.

[86] A. H. Zemanian, Generalized integral transformations, Interscience Pu-
blic., N.Y., 1968 (Reprinted by Dover, 1987).



	Portada
	Agradecimientos
	Índice general
	Prólogo
	Capítulo 1. La transformación integral clásica de Hankel-Kontorovich-Lebedev (la transformación H-K-L)
	1.1. Introducción
	1.2. Resultados preliminares. Notación y terminología
	1.3. La transformación integral clásica de Hankel-Kontorovich-Lebedev. Fórmula de inversión
	1.4. Aplicaciones

	Capítulo 2. La transformación de Hankel-Kontorovich-Lebedev de distribuciones de soporte compacto
	2.1. Introducción
	2.2. La transformación H-K-L en el espacio de distribuciones E'(I)
	2.2.1. Definiciones y propiedades
	2.2.2. Fórmula de inversión

	2.3. Aplicaciones

	Capítulo 3. La transformación H-K-L en espacios de funciones generalizadas de crecimiento exponencial
	3.1. Introducción
	3.2. El espacio de funciones prueba Fa y su dual
	3.3. La transformación H-K-L en el espacio de funciones generalizadas F'a
	3.4. Reglas operacionales. Aplicaciones

	Capítulo 4. La convolución distribucional asociada a la transformación H-K-L
	4.1. Introducción
	4.2. El operador traslación y la convolución para la transformación H-K-L en el sentido clásico
	4.3. La convolución distribucional asociada con la transformación H-K-L
	4.4. Aplicaciones

	Cuestiones abiertas
	Bibliografía



