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PROPOSITO Y DESARROLLO DE LA PRESENTE MEMORIA

Este trabajo ha surgido a partir de una colaboracién entre miembros del
Departamentc de Neurofisioclogia del Hospital S.5. Virgen de la Candelaria de
Santa Cruz de Tenerife por un lado y un grupo de profesores del Departamento
de Fisica Fundamental y Experimental de la Universidad de La Laguna por otro.
El objetive de la misma consistidé en aprovechar la ceomplementariedad en los
conocimientos de ambos equipos para desarrollar un conjunto de programas vy
técnicas de andlisis de sefiales y datos que pudieran ayudar al experto médico
en su diagnéstico. Esta colaboracidn fue financiada por el F.I1.S.S. (Fonde de
Investigaciones GSanitarias de la Seguridad Social) mediante el proyecto
89/0842 cuyo objetivo era el “"Desarrollo de un paquete de programas para el
analisis computerizade del EEG y potenciales evocados". Este trabajo tenia
gque cubrir los siguientes aspectos:

a) Desarrollo de un paquete para adquisicién de datos del EEG.

b} Desarrollo de un paguete de analisis de las sefiales EEG.

¢} Definicién e implementacién de las herramientas estadisticas a

utilizar para el analisis de los datos generados por el programa

anterior para el estudio de poblaciones de individuos.
Como primera aplicacidn, se llevd a cabo un estudio de la Maduracidn Cerebral
en nifics con edades comprendidas entre les 3 y los 14 afios.

La presente memoria es fruie de la investigacidén realizada y su objetive
pbrincipal es la presentacién de la misma. Ademds, tiene el segundo objetivo
de servir como una guia de usuarioc para el experto médico. Estc Gltimo nos ha
obligado a explicar detalladamente cada uno de los temas y ha forzado la
disiribucién de los diferentes capitulos de la memoria. En la misma el
experto médico podrd encontrar, no sélo la descripeién y funcionamientc de
todos leos programas realizados, sino también las bases teéricas de todos los
métedos, tanto de procesamiento de sgefiales como de anilisis estadistico
utilizades. Por lo que respecta a los resultados del andlisis de maduracidn
cerebral, se presentan log resultados tanto del analisis estadistico
univariante como del multivarianite, se comparan los distintos clasificadores
utilizades y los grupos de variables sobre los que se ha trabajado.

La memoria ha sido dividida en cinco capitulos y 8 apéndices. En el
capitulo 1 se dan a conocer log diferentes aspecios teéricos del
procesamiento de sefiales. Es el capitulo mds extenso de la memoria vy se ha
subdividido en 10 apartados. Se comienza con una introduccién histérica en la

que se da cuenta de la evolucidén del anadlisis espectral desde sus origenes
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con Newton hasta el estadc actual de estas técnicas. El andlisis espectral
determinista bagado en series y transformadas de Fourier nos lleva a la
necesidad de abordar la explicacién del algoritmo de la FFT. Por otra parte,
se da un breve repaso a otras transformadas {(distintas de las de Fourier) que
estén ligadas al procesamiento de sefiales. Asimisme, se da cuenta de los
diferentes modelos paraméiricos que se wutilizan en el andlisis espectral
(Modelos AR, MA, ARMA v ARIMA). La no estacionariedad de lag sefiales reales
nos 1lleva a dar una breve explicacién de los distintos modelos no
estacionarios y no lineales. Se dan algunas definiciones importantes de
probabilidad y teoria de procesos aleatorios. El hardware necesario para el
procesamientc de seflales es explicitado, detallando tanto el funcionamiento
de los CA/D y CD/A como los diferentes tipos de sistemas de adquisicién de
datcs. También son explicados en este capitulo los filtros analégicos vy
digitales, extendiendonos algo mas en estos Ultimos. En particular comentamos
les dos tipos principales de filtros digitales (FIR e IIR} y el disefio de los
mismos ayudado por computador. Por ultimo hacemos una breve descripcién de
los paquetes de scofiware MATLAR y SPD por su utilizacién en el presente
trabajo en el darea de procesamiento de sefiales.

El analisls estadistico es abordado en el capituloc 2, en las que se
explican las nociones béasicas del andlisis estadistico univariante, los
métodos de analisis estadistico multivariante utilizados y la descripcién del
pagquete de software SPSS por su aplicacidn a esta parte del trabajo.

El conocimiento de los mecanismos bioldgicos que generan la actividad
eléctrica cerebral, la clasificacién gue los médicos llevan a cabo de la
misma y los conceptos técnicos {fundamentales para comprender el
funcionamiento del electroencefalégrafo pueden ger de ayuda para la correcta
interpretacién del problema. Por ello se dan unas breves nociones sobre estos
tres tépicos en el capitulo 3.

La descripcidén de los programas desarrollades (adquisicidén, filtrade y
procesamiento de sefiales] y de los métodos utilizados (paramétricos (AR} y no
paramétricos {(FFT}) para ia caracterizacidn del EEG (registro
electreoencefalograficeo) son el objetivo del capitulo 4.

Por dltimo, el capitulo 5 describe la aplicacién de las técnicas de
andlisis univariante y multivariante a los parémetros del EEG obtenidos con
los programas descritos en el capitulo anterior,

En los apéndices se muestran los listados de todos los programas y las
tablas de resultados estadisticos obtenidos.

Para el desarrcllc de los programas contenidos en la memoria se han
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utilizado diferentes tipos de herramientas:

a) Herramientas Hardware:

1) Ordenadores personales tipo IBM-PC (procesadores INTEL).

2) Tarjeta de Adquisicién de datcs DATA-TRANSLATION DT2801 con un
panel terminal DT707 para el conexionado de cables.

3] Aprovechamientoc del DMA (Acceso directo a memoria) del

ordenador, por parte de esta Gltima tarjeta.

b) Herramientas Software:

c)

1) Lenguaje de Programacién QuickBasic

2) Lenguaje de Programacidén C

3} Lenguaje de Programacion PASCAL

Paquetes de Sofiware utilizados:

1} Paquete de CAD/CAE PC-MATLAR y HP-MATLAR

2) Paquete de Librerias de adquisicién y andlisis de sefiales SPD de
Tektronix,

3]} Paquete de Andlisis Estadistico SPSSPC +.
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2 Introduccidén histdrica

| REVISION DE LOS DIFERENTES ASPECTOS TEORICO-PRACTICOS
DEL PROCESAMIENTO DE SENALES

1 INTRODUCCION HISTORICA

Las bases matematicas para la estimacidn espectiral moderna tienen sus
origenes en el siglo XVII con el trabajo de Newton. El observé que la luz del
sol al pasar a través de un prisma era descompuesta en una banda de muchos
colores. Descubridé que cada color representaba wuna longitud de onda
particular de la luz y que la luz blanca contenia todas las longitudes de
onda. Newton (1671) introdujo la palabra espectro para describir a esta banda
de colores.

La solucidén para la ecuacién de onda de una cuerda musical vibrante fue
desarrollada por Daniel Bernoulli (1738), un matematico que descubrié la
solucién general para el desplazamiento x{1,t) de la cuerda en el tiempo t vy

la posicién 1 (siendo los limites de la cuerda 1=0 y l=w)

4]

x{l,t)=§_lsen(kl] [ Ak cosiket) + Bx gen(kect) ] I.1

donde c es una cantidad fisica caracteristica del material de la cuerda,
que representa la velocidad a la que viajan las ondas en la cuerda. FEl
matemdtico L. Euler (1755) demostrd que los coeficientes Ax ¥y Bx de la serie

anterior venian dados por la expresién:

T T

2 J x(1,0)cos(kl}dl 1.2
g

Ak= = J x{1,0)sen(kl)dl Bk=
O

=2l

ki

El ingeniero Francés Jean Baptiste Joseph Fourier aseguré que una
funcién periddica x(1) puede ser representada como una suma de términos en
seno y coseno. Ademas obtuve una representacién para sefiales aperiddicas, no
como una suma ponderada de sinusoides relacionadas arménicamente, sino como
integrales penderadas de sinuscides que ne estaban relaciocnadas
arménicamente. Cuatro mateméticos y cientificos distinguidog fueron los
encargados de examinar el articulo de Fourier en 1807. Tres de elles, S. F.
Lacroix, G. Monge v P. S. Laplace, estaban a faver de la publicacidn, pero el
cuarto, J.L. Lagrange rechazé el uso de series trigonométricas debido a su

creencia de que era imposible representar sefiales con esquinas ( pendientes



Cap. I Revisién Aspectos Tedrico-précticos de Procesamienio de Sefiales 3

discontinuas) wusande las mismas. En su Tesis Teoria Analitica del Calor
{1822) extendié los resultados de la ecuacién de ondas asegurando que una
funcién arbitraria x(1) puede ger representada como una suma infinita de

términos en Seno vy CosSeno:

0

x(l)= & (Ax cos(kal) + Bk sen(kel)) 1.3

Los argumentos matemdticos de Fourier eran todavia imprecisos y fue P.
L. Dirichlet en 1829 quien especificé las condiciones precisas bajo las
cuales una sefial periddica puede gser representada por una serie de Fourier.

La formulacién matematica de tomar una funcién x{1), ¢ sus muestras, y
determinar sus coeficientes Ax y Bk se conoce come analisis arménico, debido
a la relacién arménica entre los términos sinusocidales.

A partir de la mitad del siglo XIX, empezaron a aparecer aplicaciones

clentificas préacticas gue wusaban el andlisis arménico para estudiar datos

fenomenclégicos como:

- sonido

— clima

- flujo de los riocs

- manchas solares

- desviaciones magnéticas

Fn muchas de estas aplicaciones, el periodo fundamental estaba confuso,
debido al ruide por error en la medida, o no era visualmente evidente. Ademas
estaban presentes componentes periddicas secundarias que no guardaban
relacién con la periodicidad fundamental. El1 c¢dlculo manual de los
coef'icientes de Fourier era bastante tedioso y estaba limitado a conjuntos de
dates pequefios. Para ayudar en el analisis se desarrollaron analizadores
arménicos mecdnicos. Estas miquinas de caleoular eran basicamente integradores
mecanicos, porque encontraban el 4area bajo las curvas x{l)sen(kl} vy
x({1l)cos(kl) en el intervalo 0<=1<=m. El fisico britanico Sir William Thomson

(Lord Kelvin) (1876,1878) desarrcilé el primer analizador armdnico mecanice
basado en un integrador de productos de funciones Ju(e) ¢(e} de , inventado

por su hermano James Thomson y modificado para evaluar funciones de seno y
coseno. Los analizadores fueron mejorades por O. Henrici (1894} ,A. Sharp
(18%4), G.U. Yule (1895) y el fisico americano Albert A. Michelson junto con
W. Stratton (1898).

El analizador de Michelson-Stratton causé impresién porque no sélo podia
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calcular 80 arménicos simultaneamente, sino que podia trabajar come un
sintetizador construyendo la superposicién de los componentes de la serie de
Fourier. Este aparato fue utilizado en sus estudios de déptica gue le dieron
el premio Nobel.

Aunque los analizadores armdénicos mecanicos fueron utiles para evaluar
series con periodicidades obvias ( variaciones lentas en el tiempo con poco o
ningun ruide), todavia se requerian métodos numéricos cuando se querian
analizar datos con muche ruido para encontrar posibles periodicidades
escondidas.

Schuster (1898) fue el que mds se acercd a lo que hoy se conoce COmo
estimacién espectral clasica. Sugirié gque se calculara la suma de los
cuadrados de los coeficientes de Fourier sobre un rango de n pericdos

integrales de To y se dibujara:

Sk=Af + BE 1.4

Schuster denomind a su método el PERIODOGRAMA. FEn  sus escritos,
reconocié muchos de los problemas y peculiaridades del periodogranma.
Dependiendo del tlempo de comienzo 7T observé que se tenfan patrones
diferentes e irregulares, produciendo algunas veces falsos picos donde no
exliste periodicidad. A partir de su comprensién del anilisis de Fourier del
espectiro dptico, sugirié la necesidad de suvavizar el periodograma vy eliminar
las partes esplureas del espectro mediante el promediado de Sk en diferentes
segmentos de datos (1894, 1897, 1898, 1900, 1904, 1905 y 1906). También se
percaté de los Idbulos laterales que son inherentes a cualguier andlisis de
Fourier de una longitud de datos finita y de que muchos investigadores
confundian estos lébulos con periodicidades ocultas. En el caso de que la
gseflal estuviera contaminada con ruide blanco, las fluctuaciones en el
pericdograma eran de la misma magnitud que la propia sefial.

El desencantc con este método llevé a G. Yule a introducir en 1927 un
notable método de andlisis alternativo. La idea de Yule era modelar una serie
temporal con un andlisis de regresién lineal para encontrar una o0 mas

periodicidades en los datos. Usando una identidad trigonoméirica simple:
sen[nw]=2cos(wlsenl[n-1lwl-senl[n-2]1w) w=2nf 1.5

se puede obtener una ecuacidén en diferencias homogénea simétrica que

describe en tiempo discreto una variacién arménica simple:
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x[n] -~ axin-1] + xin-2]1 = Q; I.6

x[nl=sen(2nfnT} es la componente arménica, T es el pericdo de muestireo,
f ez la frecuencia de la variacién arménica y a=Zcos(2nft) es un coeficiente
que caracteriza al armdnico.

Yule conjeturdé gue el nimero de manchas solares tiene s6lo una

componente periédica y por tanito la secuencia puede ser generada por el

proceso:

x[nl=ax[n-11—x[n-2i+eln) 1.7

donde eln] es una perturbacién aleatoria. Yule sentd las bases de lo que
se conoce como Aproximacidn Paramétirica al Analisis Espectral.

El método usado por Yule es una reminiscencia de otro, mucho mas viejo,
del Barén de Prony (1795). Prony describié un método de ajustar un modelo
exponencial para representar un conjuntc de datos de presiones y volimenes de
gases. El métode de Prony es un ajuste exacto de los datos, mientras que el
de Yule implica un ajuste por minimos cuadrados para encontrar los
coeficientes.

El afic 1930 fue declisivo para el andlisis espectral. Wiener publicé su
articule Andlisis arménico generalizado. Por primera vez

- se empiezan a tratar procesos aleatorios desde el andlisis espectral.

- Se da una definicidén precisa de autocorrelacidén y de la

-~ Densidad de Potencia especiral para procegos aleatorios estacionarios.

El usc de la Transformada de Fourler, mas que el de lag series, permitid
2 Wiener definir el espectro en términos de un continuc de frecuencias.

La ecuacidén de regresidén de Yule puede ger considerada como una
prediccidén lineal de la sefial a partir de muestras del pasade de la misma més
una contribucién de ruido. Esto constituye el problema de prediccidn lineal.

Wold intredujo el término media mévil para un modelo de series descritas
criginalmente por Slutsky y autoregresidn lineal para las de Yule. También
fue el primero en describir la relacidén entre los parametrogs autoregresivos vy
la secuencia de autocorrelacién. En 1938 intredujo un teorema de
descomposicién muy importante para series temporales estacicnarias. Este
teorema asegura gue:

Cualguier proceso aleatorio puede ser expresade como una suma de una

componente determinista y de un proceso de media mévil sustentado por un
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ruide blanco.

Este teorema llevé a Kolmogoroff (1939) a la formulacidén y solucién del
problema de prediccidén lineal. Mientras Wiener puede ser considerado el
pionero del Analisis Espectral Modernc Tedrico, John Tukey (1949) debe ser
considerado como el pionero del Andlisis Espectral Moderno Empirico (usando
estimaciones de la correlacién a partir de series temporales finitas).

La siguiente clave en el andlisis espectral digital vino en la forma de
un algoritme computacional muy eficiente para resolver la transformada de
Fourier discreta. Jim Cooley y John Tukey en 1965 llamaron la atencién al
desarrollar su algoritmo de FFT, que ha incrementado el uso del analisis
espectral como una herramienta en el procesamiento de sefiales.

En 1967 John Burg inicié el camino de la alta resolucién espectral a
partir de series limitadas en el espacio o el tiempo. Su estimacién espectral
de alta resolucidn, que describié en el contexto de un formalismo matemdtico
de maxima entropfa, ha sido un instrumento eficaz para el desarrollo de las
aproximaciones a la alta resolucién espectral por medic de modelos
paramétricos.

El siguiente paso consistié en tratar de caracterizar aquellas sefiales
cuya composicidén de frecuencias cambia con el tiempo. En este punto fallan
los métodos vistos hasta ahora. Si se supone que nuestra sefial contiene una
sola frecuencia, esta frecuencia puede ser obtenida por medio de la derivada
de la fase instaniénea arg{x(t}}. Este concepto generaliza el de frecuencia
instantéanea (J. Ville (1958), Papoulis (1977)). Sin embarge, este método no
es capaz de dar una respuesta adecuada cuando se consideran dos frecuencias.
Estas restricciones llevaron a considerar la representacion por medio de una
superficie (y no de una curva) de la estructura tempo-frecuencial de la
sefial. Aunque el especiro no muestra explicitamente la localizacidn temporal
de las componentes de frecuencia, dicha localizacién puede obtenerse
multiplicando la sefial original por una funcidén que limite su extensién en el
tiempo. De esta forma se obtiene (Allen (1977a,1977b,1977c), Rabiner and
Schaffer (1978), Portnoff (1980), y Crochiere and Rabiner (1983} y Nawab and
Quatieri (1988)) la transformada corta de Fourier (TCF) de una sefial x[{t)

como:

TCFz(t,f)=J [x(7) 7(T-t}1 ¢ I4™T g 1.8
T

Hay que notar gue el resultado estd notablemente influenciado por la

eleccidén de la funcién y. Por otra parte hay que tener en cuenta gue tedas
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las caracteristicas ubicadas dentro de la zona en la que ¥ es no nula se
mostrarédn en el tiempo t en la TCF. Por ello se desearia que estas fueran de
la menor duracidén posible y al mismo tiempo que su influencia en el dominio
de la frecuencia también fuera lo més pequefia posible. Sin embargo, el
principio de incertidumbre impide la existencia de funciones de duracién y
anche de banda arbitrariamente pequefiocs simultineamente. Esta técnica se ha
aplicado a:
- Andlisis de sefiales gue varian con el tiempo

- Identificacidn de sistemas y andlisis egpectral

Deteccidédn de sefiales y estimacion de parametros

- An3lisis de sonido

Otra interpretacién de la férmula anterior en su versién discreta en
tiempo vy frecuencia conduce al desarrolle en serie de Gabor (Gabor (1946),
Helstrom (1966), Montgomery (1967}, Nelson (1972), Bastiaans {1980), Jansenn
(1981) y Wexler (1990}).

Ademas, otra aproximacién importante es la proporcionada por la

transformada WAVELET definida como:

W2 (t,£) =I x(t) A[£/F] ¥ 2 oet)| ae 1.9
. fo

donde * significa conjugacidén compleja y (i) es una funcién pascbanda
real o compleja cenfrada alrededor de cero en el dominio del tiempo. EIl
parametro fo es igual a la frecuencia central de y(t). Hay que notar que TW
fue introducida originalmente «como una representacién tiempo-escala
(Kronland-Martinet, Morlett and Grossman (1987), Mallat (198%a, 1989b), Mever
(1989), Daubechies (1990, 1991}, Coifman and Meyer (1991) y Rioul and
Vetterli (1991). La formulacidén clésica puede reobtenerse a partir de la
anterior introduciendo la escala de anadlisis a=fo/f. Al igual que la TCF, la
TW puede ser interpretada como el resultado de filtrar la sefial x(t) con un
filtro pascbanda con frecuencia central f. En el casc de la TCF el ancho de
banda de la banda pasante es independiente de la frecuencia central f. Por el
contrario, el ancho de banda de la banda pasante del filtro en la TW es
proporcional a f. En principioc la TW sufre las mismas limitaciones que la TCF
para la resolucién tiempo-frecuencia. Sin embarge, al contraric que ia TCF
cuya resolucidén es idéntica para todas las frecuencias de analisis, la TW
analiza lias frecuenclas més altas con una mejor resolucién temporal, aunque
con peor resoluclién frecuencial. Ha sido usada en los siguientes campos:

- Codificacién de sefiales e imAgenes
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Procesamiento de sefiales acusticas y sismicas

— Andlisis de sonido

Procesamiento de sefiales esfocasticas y analisis fractal

- Andlisis de sistemas vy

Deteccidn

Hasta ahora, todas las representaciones tiempo-frecuencia (RTF) que
hemos visto son lineales, por lo que cumplen el principioc de superposicién.
5in embargo, aunque esta propiedad es deseable, la estructura cuadratica de
una RTF es una suposicién razonable si la queremos interpretar como una
distribucién de energia frente a tiempo-frecuencia, puesto que la energia es
una representacidén cuadritica de la sefial. A partir de los métodos anteriores

aparecen de feorma natural el espectrograma v el escalograma:

ESPECY (t,f)

|STFTS (¢, £) |2

1

ESCALY (t,£) = |TWl(t,£)|?

Ademas se encuentra la RTIF correlativa definida como:

Tx(7,0) =I x{t+7) x*(t) dt I.10
i

Tx(0,v) = J X(f+p) X*(f) af I.11
f

donde X(f) es la TF de x(t}.

Entre las RTF cuadrédticas con interpretacidn energética, la distribucidén
de Wigner (DW) ( Wigner (1932, 1971}, Ville (1948), Debrujin (1973) y Claasen
and Mecklenbrauker {1980a, 1980b, 1980c¢})) satisface un namero
eXcepcionalmente grande de propiedades matemidticas deseables. Por itanto, la
distribucién de Wigner puede ser considerada come una distribucidn
bidimensicnal de la energia de la sgefial sobre el plano tiempo-frecuencia. Sin
embargo, el principic de incertidumbre prohibe la interpretacién punto a
punto de la densidad de energia tiempo frecuencia. Esta restriccidén ge
refleja en el hecho de que esta digtribucién puede, localmente, tomar valores
negativos.

La D¥ se ha utilizado en campos tan diversos como:

- Mecanica cuantica

- Optica

- Acustica

Biocingenieria
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- Procesamiento de imdgenes

— Oceanografia

Un papel igualmente importante lo Juega la funcién de ambigiedad FA
(Woodward (1953), Siebert (1958}, Skolnik (1962}, Stutt {1964), Titebaum
(1966}, Van Trees (1971}, Papoulis (1874), Auslander (1985)) que puede ser

interpretada como una funcidén de correlacién conjunta tiempo-frecuencia:

T T -
Axy(T,v) = J x(t+£} y*[t_g) e Jjemnt dt

T

174 * 7 H
- I X(£+) ¥ (F-—) 2T 4¢ I.12
2 2
f
La FA y su médulc al cuadrade (superficie de ambigliedad) se han usado

extensamenie en campos como:

- Radar

— Sonar

- Radiocastronomia

- Comuniicaciones

- Optica

La DW y la FA son duales en el sentido de que forman un par transformado
de Fourier.

Sin embarge, y pese a todo, la transformada de Fourier no ha sido
abandonada y se han presentado nuevos algoritmeos més efectivos que el de
Cocley & Tukey. Destacan el algoritmo presentado por Winograd (1976), que
contiene un nimero de multiplicaciones significativamente menor que el de 1la
TOF, y el de Doble Base (Split Radix) para un naimero de datos gue sea
miltiplo de dos { Martens (1984), Duhamel and Hollman (1984), Vetterli and
Nussbaumer (1984), Duhamel (1986), Sorensen, Heideman and Burrus {1986))
aunque Yavne (1968) publicd wun algoritmo con la misma complejidad
computacional pero pasé desapercibido durante largo tiempo). Este algoritmo
es Optimo para longitudes de hasta 16 puntos y probablemente dé la mejor

cuenta total de multiplicaciones y adiciones para cualquier longitud que sea

potencia de dos.
1.1 DEFINICIONES BASICAS

Una sefial puede ser definida como una funcién que lleva informacidn
generalmente acerca del estado o comportamiento de un sistema fisico. Aungue

las sefiales pueden ser representadas de muchas maneras, en todos los casos,
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la informacién estd contenida en un patrén de variaciones de alguna forma.
Las sefiales son representadas matematicamente como funciones de una o mas
variables lindependientes. Por ejemplo, wuna sefial de voz puede ser
representada como una funcidén del tiempo y un dibujo como una funcién brillo
que depende de dos variables espaciales.

La variable independiente puede ser tanto continua como discreta.

Sefiales continuas: Son sefinles que estidn definidas en un continuo de
valores de la variable independiente, generalmente el tiempc t o el espacio
s. Se denominan analdgicas si1 pueden tomar un continuo de valores en
cualquier punto t ¢ s.

Sefiales discretas: Son agquellas que estin definidas en valores discretos
de la variable independiente. Se denominan digitales si tanto la variable
independiente como la amplitud son discretas (sélo puede tomar un nimerc
finito de valores). Una sefial discreta puede representar a un fendmeno que es
inherentemente discreto o a un conjunto de muestras sucesivas de un fenémeno
subyacente cuya variable independiente eg continua. Las sefiales discretas son
en la practica mas cominmente digitales. Los conversores analégicosdigitales
en Hardware cuantifican de manera natural las wmuestras, ya que los
computadores digitales usan registros de longitud de palabra finita (un
nimerc finito de digites) para representar los valores de los datos.

En casi cualquier drea de la ciencia y la tecnologia las sefiales deben
ser procesadas para facilitar la extraccidén de informaciédn. Por ejemplo en
problemas de:

- Comunicaciones (ondas de radio)

— Aercnaltica y astronaitica (seflales de radar)

— Disgefic de circuitos

- ActGstica

- Sismologia

- Ingenieria biomédica ( trazados de electroencefalcgramas,
electrocardicgramas, etc... )

- Sistemas de generacidn y distribucién de energia

Control de procesos quimicos
— Procesamientio de voz,.

~ Bistemas econémicos { fluctuacién de precios, desempleo, etc...)

Registiros de vibracién en andlisis de tensiones.
Por tanto el desarrolle de técnicas de procesamiento de seflales vy
sistemas es de gran importancia. Por ejemplo, podemos querer separar dos

sefiales que han sido combinadas de alguna forma, estimar uno o mis parametros
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de la sefial, etc...

El procesamiento de sefiales tiene las siguientes etapas:

Muestreo: En el caso de que la sefial sea analdgica es necesario
muestrearla, teniendo en cuenta gque la velocidad de muesirec debe ser la
menos dos veces la frecuencia maxima de la sefial.

FProcesamiento digital: segin el tipc de procesador empleado puede ser
lievado a cabo:

a) Mediante computadores de propésito general

b} Mediante procesadores de sefial especificos. ( TEXAS TMS320C...)

El heche cada wvez mads extendido de procesar en tiempo real hace
necesaria la transicién de arquitecturas monoprocesador a arquitecturas
multiprocesador. En este sentido se han propuesto:

- Estructuras segmentadas tipo pipelines.

- Arrays sistélicos.

- Estructuras multimicroprocesador.

Los sistemas de procesamiento de sefiales pueden ser clasificados, al
igual que las mismas en : Continuos, analédgices, discretos y digitales.

El analisis espectral es cualguier métode de procesamientc de sefiales
que caracteriza el contenido en frecuencia de wuna sefial medida. La
Transformada de Fourier es el fundamento matematico para relacionar una sefial
espacial o temporal o un modelo de la misma a su representacidn en el dominio
de la frecuencia. La estadistica juega un papel importante en el anadlisis
egpectral porque la mayoria de las seflales tienen un aspecto ruidoso o
aleatorio. Si la estadistica que subyace a una sefial se conociera exactamente
o pudiera ser determinada sin error a partir de un intervalec finitc de la
sefial, el analisis espectral seria una ciencia exacta. La realidad practica
es que sélo se puede hacer una estimacién del especiro.

El analisls espectral se puede aplicar a cualquier tipo de procesc que
fluctie de alguna manera pero gue muestre alglin tipo de estabilidad ( 1la
variable a considerar no puede incrementarse ni decrementarse continuamente y
oscila alrededor de un valor medio). Poer ejemplo, trazados de
electroencefalogramas, electrocardiogramas, etc.... Este tipo de procesos
suelen dencminarse Series temporales, puesto que normalmente la variable
independiente es el tiempo. Sin embargo, puede ccurrir gue se guiera estudiar
la variacién de una variable sobre alguna regién del espacio, en cuyo caso se
denominan proceses espaciales. Si ademds queremos estudiar la variacién
simulianea de varias variables se dice que estamos ante un proceso

multivariante. Cuando la magnitud que queremos estudiar depende de varias
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variables independientes se dice que estamos ante un proceso
multidimensional.

Per otra parte, es bien conocido que un proceso aleatoric se denomina
estacionario si sus propiedades estadisticas no varian con el tiempo. Si
estas propiedades estadisticas se modifican ceon el tiempo, entonces se dice
que estamos ante un proceso no estacionario. Hasta hace relativamente poco
tiempo, la mayor parte de la teoria del analisis espectral trataba solamente
a los procesos de tipo estacicnaric. La teoria matemdtica de los procesos no
estacionarios presenta una complejidad matemiatica mucho mayor. E1 punto
basico es que postulando la estacionariedad de un proceso, estamos haciendo

una suposicidén muy fuerte acerca de la estructura del mismo.
1.2 ANALISIS ESPECTRAL DE PROCESOS ALEATORIOS ESTACIONARIOS.

Cuando intentamos aplicar las ideas del analisis espectral a procesos
aleatorios nos encontramos con la dificultad de que lag técnicas clagicas de
series y transformadas de Fourler sélo se aplican a funciones deterministas y
no pueden ser aplicadas de modo inmediato a procescs aleatorios. Para evitar
esta dificultad, se considerard sélo una realizacién del proceso. Puesto que
una realizacién dada tendrda un valor definido en cada punto t, no habra
elemento aleatorios en ella.

Una realizacién dada no podra ser expresada como una serie de Fourier,
ya que en general no sera una funcidén periédica de t. Por otra parte, tampoco
puede ser expresada como una integral de Fourier puesto que, debido a la
estacicnariedad, no es cierto que todas las realizaciones tiendan a cero
cuando t —— *w . Sin embargo, Wiener mostrdé que este tipo de funciones

pueden ser expresadas como una transformada de Fourler-Stiel jes, de la forma:
+eo
iwt
x(t)=J e azlw) 1.13
—x

donde Z{w) no es diferenciable pero cumple:

dZ{w)=O(de } I.14

Aunque nuestro mayor interés se centra en el cuadrado de las amplitudes,

por estar relacionado con la distribucién de energia, por lo que podemos
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definir

qlw)=|dZ(w) |?/dw

La funcién q(w) representa la densidad de energia por unidad de
frecuencia.

Hasta el momento nos hemos referido a cada realizacién separadamente.
Sin embargo, la funcidén Z{w) cambiara de realizacidén a realizacidn. Por
tanto, Z(w) es en si misma, un proceso aleatoric. Para construir una funcién
que describa las propiedades del procesc total, deberemos tomar el valor
medio de q(w) para cada w sobre todas las realizaciones. Por tanto, definimos

una nueva funcidén dada por:

h(w)= qle) = | dZ(w) |*/du 1.15
La funcién h(w) representa la densidad de potencia espectral del

proceso.

Una explicacidén rigurosa de este tema se puede enconirar en Priestley
(19813.

1.3 ANALISIS ESPECTRAL DE PROCESOS ALEATORIOS NO ESTACIONARIOS

La mayoria de los procesos que nos podemos encontrar en la vida real no
cumplen con la suposicidén bésica de estacionariedad. Lo mads que podemocs
esperar en muchas ocasiones es gue no se aleje tante de la estacionariedad
que el andlisis subsiguiente sea invalido.

La aproximacidén tradicional al estudio de procesos no estacionarios ha
side la de transformar el proceso en otro que si sea estacionario. Por
ejemplo, si la no estacionariedad es debida a la presencia de una tendencia,
podemos ajustar dicha tendencia a un polinomic y restar esta funcién a los
datos, o diferenciandoe los datos el suficiente nimeroc de veces. Esia
aproximacién puede ser valida para este caso, sin embargoe, hay muchos
procescs que poseen caracteristicas no estacionarias de mucha mayor
comple jidad.

La cuestién es entonces si es posible desarrollar una teoria mis general
de anidlisis espectral que incluya a la globalidad de los pProcesos no
estacionarios. Los ultimos trabajos en este 4area muestran que dicha
generalizacién es posible y se ha desarrollado una nueva forma de anadlisis
espectral que aunque no acomoda a todos los procesos no estacionarieg, si que

permite tratar una gran clase de dichos procesos en una teoria unificada que
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incluye a los procescs estacionarios como un caso particular. Esta nueva
generalizacién estd basada en la integral de Fourier de Wiener e introduce la
importante nocién de espectro dependiente del tiempo. Un estudio de la
interpretacién fisica de estos especiros implica una revision de los

conceptos de frecuencia y energia come veremos en la seccidn 6.



Cap. I Revisidn Aspectos Tedrico-practicos de Procesamiento de Seflales i5

2 ANALISIS ESPECTRAL DETERMINISTA

2.1 TRANSFORMADA CONTINUA DE FOURIER

La transformada de Fourier aparece como una generalizacién de las series
de Fourier. Una sefial periédica puede ser representada como una combinacidn
lineal de exponenciales complejas relacionadas arménicamente. En general, las
sefiales gue unc quiere analizar son aperiddicas y queremos representarlas
como combinacidén lineal de exponenciales complejags para poder hablar de
magnitudes tales como frecuencias presentes en la sefial, etc...

Dada una s=efial periddica x{t), el desarrolle en serie de Fourier

exponencial de la misma viene dado por la expresién

14

jerniot
x(t}=z c(nfo) e I.16

n=-w
donde c(nfo) es el n-ésimo coeficiente de Fourier dado por:

t1+To
1 —jzrnfet
clnfo) = — J x(t) e at 1.17
t1

La ecuacidén (I.16) establece que x{t) puede ser expresada como
combinacidén lineal de sinuscides cuya frecuencia es miltiplo de la frecuencia
fundamental fo ( frecuencias arménicas)

Por otra parte si una funcién es periddica, la energia necesaria para
generarla desde t=-o a t=+» es infinita. Sin embargo, la energia necesaria

para generar un periodo de la misma viene dada por:

4]
2
Energia sobre To = ‘[xg(t) dt = E | clnfo) | 1.18

To n=-ts

es decir, el cuadrado del coeficiente c(nfo) es la contribucién a la

potencia total del término de la serie de Fourier cuya frecuencia es nfes.

2.1.1 SENALES APERIODICAS



16 Andlisis Espectral Determinista

Consideremos una funcién periddica cuye periode es To. La distancia
entre dos lineas espectrales serd fo=1/To. Si mantenemos constante la forma
de la funcion dentro de cada periodo y separamos unocs de oiros por una
distancia mayocr, entonces al aumentar To, disminuird fo y habra més lineas
egpectrales por unidad de frecuencia. En el limite, sl separamos dos periodos
de la sefial por wun intervalo To infinito, fo se hard infinitesimalmente
pequefic, v en lugar de tener una serie de lineas especirales, obltendremos un
espectro que variara de forma continua con la frecuencia y la suma se
transformard en una integral. De esta mnanera obtendremos 1la siguientes
expresiones para la transformada de Fourier de una sefial aperiéddica de

duracidn finita:

o

o
jerft 1 jwt
x(t) = J X(F) e af; x(t) = — JX(W e A 1.19
T
e .
33 o
~jzaft -jwt
X({f) = J‘ %{t) e dt: X{w) = Jﬁx(t) e dt 1.20
—o0 -Co

La ecuacién (I1.19) se conocce como trangformada inversa de Fourier o
ecuacién de sintesis. La ecuacién (1.20]) se conoce como Transformada de
Fourler ¢ ecuacién de andlisis. Ambas ecuaciones han sido expresadas tanto
con respecto a la frecuencia f (en Hz) como con respecto a la frecuencia
angular @ (en rad/s). La ecuacién de andlisis permite el cadlculo del espectro
X{f) de la sefial x(t). La ecuacidén de sintesis nos dice gue la geflal original
puede ser completamente reconsiruida o sintetizada a partir de su especiro en

frecuencias.

2.1.2 CONVERGENCIA DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Aungque el argumento utilizado en la derivacidén de la Transformada de
Fourier presupone gue x(t), ain siendo arbitraria, es de duracidén finita, las
ecuaciones siguen siendo validas para una amplia claseg de sefiales infinitas.

Existe un conjunto de condicicnes, comUnmente conocidas como condiciones
de Dirichlet, que aseguran la igualdad entre la sefial original x(i) vy la
obtenida antitransformando el espectro en frecuencias X(f) para cualquier t,
excepto en las discontinuidades. Estas condiciones requieren que:

1} x(f) sea absolutamente integrable, es decir
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+o

I|x{t)| dt < w» 1.21

ev]

2} x(t) debe tener un nimero finito de méximos y minimos dentro de
cualguier intervalo finito.

3) x(t) debe tener un numerc finito de discontinuidades dentro de
cualquier intervalc f{inito, siendo cada una de las discontinuidades de
amplitud finita.

En los instantes td de discontinuidad en 1la funcién x(t), la
antitransformada del espectro proporciona el valor medioc (x(tq )-x(td”)}/2
donde x{ta) significa el valor de la funcién en el punto de discontinuidad

cuande nos aproximamos por la derecha y x{td )} el valor de la funcién en el

punto de discontinuidad cuando nos aproximamos por la izquierda.
2.1.3 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Fn la tabla que se presenta a continvacidén se expresan algunas de las
propiedades mas importantes de la transformada de Fourier. La columna de la
izquierda viene dada en términos del dominic temporal, mientras que la de la
derecha en términos del dominio frecuencia. Una explicacién mas rigurosa de

las mismas puede encontrarse en Oppenheim, Willsky and Young (1983).

Tabla 1.1 Propiedades de la Transformada de Fourier

x{t) X(f} f en Hz
¥{w) w en rad/s
a ¥ (L) + b x,(t}] a X,(£} + b X,;{f)
X(f} = X*(-f)
Re{X(f)} = Re{X(-f)}
x{t) real Fm{¥{f)} = -Fm{X(-£))}
| X(£) | = |X(-£)]
arg{X(f)} = - arg{X{-f)}
-janfte
x{t-to) e X(f}
1 f
xf{at) — X} aelR
la| a
+ea +00

Teorema de la energia J‘|X(t)l2 dt = j1|X{f)|2 df

= -
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El primer miembro del teorema de la energia representa la energia total
de la sefial x(t}. Por esta razén se conoce a la magnitud (X{f)) como la

Densidad de Potencia Espectral (DPE) de la sefial x{t).

2.1.4 105 DOS DOMINIGS

En 1la siguiente tabla se exponen algunas relaciones entre les dos

dominios (tiempo y frecuencia) que se consideran de interés.

Tabla 1.2 Relaciones de interds enire ambos dominios

+00

J x(t) at X(0)
0
e
=x(0) J‘ X{f) 4af
bt +.4 ]
oo
Momento de . %(0)
orden n I 17 x(t) dt —_—
- (_an)n
e
J t x{(t) gt
- Xr [O}
Centroide <ty ——— - —
+oo 2rjX(0)
‘{x(t) at
v v}
4o
t% x(t) dt
Valor
2 —t0 X:: (O)
Cuadratico] <t = -
+eo =
medio 4r=X(0)
J‘x(t} dt
—ed
+o
J(t—<t>)2 x(t) dt
. 2 ® X" (0) X’ (0)1°
Varianza g = - +
o0

45°X(0)  4n°[X(0)1°
J‘x(t] at

-
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x{t} ¥ sus (n-1) primeras

derivadas continuas > %

Si x{t) se comporta como |t| " para {t| grandes, donde m es positivo,
entonces sdlo existirédn los primerogs m momentos vy derivadas de X{(f) en £=0.
Habra una discontinuidad en el orden m+l en £=0.

Cuante mas suave es una funcidén, medida por el nimero de derivadas
continuas que posee, mas compacta es su transformada. Es decir, més réapido
decae al incrementar f.

Una explicacién més detallada de las relaciones anteriores puede

encontrarse en Eracewell (1978).

2.1.5 VENTANAS

Diremos que las funciones v(t) y V(w) forman un par de ventanas si

forman un par transformado de Fourier, son reales, pares, normalizadas:

+oo
1
v(0) = — J V(w) dw = 1 1.22
2%
—
limitadas en el tiempo:
v{t) = 0 para |t| > Te 1.23

y tales que V(w) sea de "duracidén corta® (Papoulis (1978)). Este Gltimo
requisito es impreciso y estd sujeto a varias interpretaciones dependiendo de
las aplicaciones.

Las ventanas se suelen emplear en la evaluacidén de la transformada de

Fourier X(w) de una sefial sin ruido x(t) cuando sélo se dispone del segmento:

x{t) 0 < !tl < To
Xpo (L) = 1.24
¢ |t] > To

En dicho caso las ventanas deben escogerse de modo que si:
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+T +00
- jut 1
X, (w) = J V() x(1) e at = — [ K(y) Viey) @y 1.25
T
-T -

el error X{w} - X,(w) se reduzca tanto como sea posible.

Como se sabe, a partir de la propiedad de convelucidén, la multiplicacién
en el dominic del tiempo por una funciédn produce una convolucidén en el
dominio de la frecuencia entre la transformada de la sefial y la transformada
de la ventana. Obviamente V(w) debe estar concentrada cerca del origen y debe
tender a cero répidamente al crecer w de forma que las componentes grandes de

X(y} lejos de y=w no contribuyan apreciablemente al valor de X, (w)

2.1.6 EJEMPLOS DE VENTANAS

Para evitar la multiplicacién por un factor de fase, vamos a tomar las
ventanas centradas alrededor del origen. Las expresicnes en el dominio del
tiempo y frecuencia (en su forma continua) de las mismas se pueden encontrar
en la tabla (I.4). En su forma discreta las ventanas antericres estan
definidas para |n| = (N~1)/2. Su expresién en el dominio transformado es muy

similar a las anteriores teniendo en cuenta que:

1) = — es la variable de frecuencias.
N

1 sin(fNs2)

2) Dy(Q) =— ————— es el nicleo de Dirichlet o sinc digital para la
2n sin(Q/2)

wT
sen(—)

transformada discreta y equivale a D(w) = T ——— para el caso continuo.
T

2
A continuacidén repasaremos aspectos importantes de algunas de las

ventanas gue se encuentran en la tabla.

a VENTANA RECTANGULAR

Se puede pensar en una serie temporal aleatoria de longitud finita como
en el producto de una historia temporal infinita y(t) por una funcion

recténgulo de longitud finita come las que vemos a continuacién.
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1 1
T T _ (m-1) (N-1)
T2 2 2 2
D, (6)

27 9%}
N N
/ /

4T

N

Fig. 1 Nicleo de Dirichlet correspondiente a la ventana rectangular

La transformada de la serie finita observada es una versién distorsionada de
la transformada de la serie infinita. La expresidén de dicha ventana en ambos
deminios se puede ver en la tabla (1.4). La figura 1 permite ver la forma de
la misma en el dominio de frecuencia. A partir ella se puede ver que tiene un

pico grande en f=0 (1ldébulo principal), de magnitud N, junto con una serie de

{(Zk+1)m
picos subsidiarios (lébulos laterales) en las frecuencias Q = £ — Los
2kn
ceros tienen lugar en @ = ¥ —
N

Debide a los grandes lébulos laterales, la potencia existente en los
datos en valores de Q que no sean miltiplos enteros de n/N serdn promediados
en el valer centrado en f=0. Sacrificandc algo de resolucidn, se pueden

me jorar las caracteristicas de los 1ébulecs laterales.

b VENTANA DE BINGHAM

La ventana de Bingham (1967) tiene la expresién gue puede verse en la
tabla I1.4.

Sloane (1969) apuntd que, tantc la ventana del coseno alzado truncado
como la de Bingham, eran miembros de la clase arco-coseno dadas en el dominio

de la frecuencia por:
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-

-\

. Zm-1 - T 2mm 2
sin —
} 2m 2 [T
Up,nlo,m) = — | cos({—)
e 2m-1 w 2mm %, am
om 2 (—) -w

Cuando’ m=1 tenemos la ventana coseno sobre toda la fun01on y cuande m=5

tenemos 1a ventana coseno s6lo scbre 1/10 de los extiremos.
c LA VENTANA DE GOODMANwENOCHSON—OTNES-{GEO]

Esta primera ventana fue diseflada (Otnes and Enochson (1978)) para
llevar a caboc un suavizado scbre una banda de frecuencia razonablemente

ancha. La.mu licacidén en el dominio del tiempo se vuelve una operacién de

convolu010n 1 deminio de la frecuencia. Para minimizar el Qoste desde un

puntoc de v1sta computaclonal hay que elegir entre la forma de huse en el
dominio temporal o el suavizade en frecuencias.

Para minimizar el coste computacional, es deseable tener un nGmero de
coeficientes tan pequefic como sea posible. En base a un juicio relativamente
arbitrario, se decidié wusar 7 coeficientes. Esto parece un compromiso
razonable entre la complejidad computacional y flexibilidad en la seleccién
del procesc de suavizado. La ecuacidén de suavizade (donde se ha elegido el

centro de los datos como origen) es:

3 3

Kikl= }  afll X[k+11=X[k]+ Y oalll (X[k-1) + X[k+1])
1=-3 1=1

donde:

al0l=1

al[-31=al3]

af~21=alz]

al-11=al1]

La siguiente restriccién impuesta a estos coeficientes es gue supriman
las dispersiones. Una restriccidn de la forma:

al0] - 2 al1] + 2 al2] - 2 al3])

reducira la potencia dispersada de grandes distancias de forma

proporcional a 1/f4. Les coeficientes de la ventana GEO son:
al0l=
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all]=0.1817

al2]=-0.1707

al3)=0.1476

Estos coeficientes dan lugar a una ventana espectral que es un 10% mas
ancha que la sinc. Por tanto hay una pérdida de un 10% en resclucién en

frecuencias. Esto parece un compromise razonable para conseguir una mayor

atenuacidn de los lébulos.
d CARACTERISTICAS DE LAS VENTANAS MAS USUALES

A continuacién se presentan las caracteristicas de algunas de las
ventanas mas usadas (Tabla I.3). Ademas se da la definicién ambos dominios,
tanto graficamente (Fig. 2} como analiticamente (Tablas [1.3] y [I.4]).

El objetive en el dominic del tiempo es redondear potenciales
discontinuidades en cada extremo del segmento finito de historia temporal a
ser analizada, lo que se equivale en el dominio de la frecuencia a suprimir
los lébules laterales mds grandes (que seran definidos a continuacién).

Ademas también pueden usarse  en la evaluacién de transformadas de
Fourier de sefiales mezcladas con ruido para disminuir 1a varianza del
estimador. Para que el sesgo entre la verdadera DPE y la estimada sea
pequefio, la energia de la ventana debe ser peqguefia. Por tanto, debe tomar
valores significativos sclamente en un intervalo (-M,M) tal que M << T. Una
vez determinada M, de esta manera, se elige la ventana que minimice el sesgo.

El usc de un tipo u otro de ventana viene dado por la aplicacidn
particular gque se requiera. Si se trata de discriminar vnicamente los picos
de mayor amplitud, para ver donde estd la mayor parte de la potencia, o de
separar componentes muy préximas pero de gran amplitud, entonces la mejor
eleccién consiste en la ventana rectangular por ofrecer la mayor resolucioén
en frecuencia. Sin embargo, si lo que se guiere ez discriminar componentes
muy débiles de la sefial, se hace necesario una ventana que reduzeca la
contribucién de los ldébulos laterales para poder distinguir la sefial del
ruido causade por la presencia de los mismos. En este segundo caso la
eleccién de la ventana concreta depende de ciertos factores como por ejemplo
el valor al que se quiere que disminuyan los 1lébulos laterales, si se quiere
un incremento répide que atenGe mucho los 16bulos cercanos al eje o un
incremento mis lento pero que reduzca mas la amplitud de los 1ébulos mas

le janos, etc...

Por ejemplo, Adams (1991) presenta una nueva ventana que optimiza la
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Fig. 2 Representacidn gréfica en los dominios del ftiempo vy la frecuencia de

las ventanas mas usuales.

Tabla 1.3 Caracteristicas Espectrales mds importantes de las ventanas mas

usuales.
VENTANA ALTURA ALTURA {ANCHO CAIDA
LOB. PRIN|PRIM LOE|BANDA TECRICA
dB dB/octava
RECTANGULAR| 1.00%N ~13.2 0.89/N (3
TRIANGULAR 0.50%N -26.4 1.28/N 12
HANNING 0.50*%N ~31.4 1.44/N 18
HAMMING 0.54%N ~42.3 1.30/N 6
BLACKMAN 0.42%N -58.1 1.64/N 18
FLATTOP G.36*%N -92.1 1.90/N 6
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Tabla 1.4 Definicidén de algunas de las ventanas mds usuales -eh ambos

dominios,
Ventana © | Dominio Temporal Dominieo Frecuencial
T
Rectangular | 1 |t| = 5 NGcleo de Dirichlet
wT
sen{—)
T
0 [t} > = D{w) = T ———
2 wT
2
2|t T
Triangular 1 - — [t] = > NGcleo de Fejér
T 2 L, w
Bartlet 0 |t] > = | Flw)= = D(=)
z2 T 2
T n
Tukey 1 - 2a + 2acos{nt/T) |t] = > T{f}= a D{w - %}
T "
0<a<.25 |0 [t] >3 +{1-2a) D(w) +a D(w + =)
T
nt T
Hamming 0.54 + 0.46 cos(?;) lt]| = > caso particular de
T
Tukey(a=.23)| © [t| > 2 T(f) para a=0.23
nt T
Hann . 0.50 + 0.50 cos(;;) |t| = - | caso particular de
o T -
Tukey(a=.25)| O lt] > 5 T{f) para a=0.25
Yentana de Bingham
5ut 4T T
Bingham cos(—) — = [t| = = ver *
T 10 z
AT AT
1 -— =t = —
10 10
T
0 lt] > =
2
Ventana de Parzen
t o2 t]
Parzen 1 -6 ()7 + 6(—) |&] = T/2| ®xxexsx
T T
[t] 3T {sen(wI/a)]*
2 (1 - —) /2= |t| =T | — j———
T 4 wT/4
& |t] > T
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Ventana de Bartlet — Priestley
. . 2 sin(mn/T) 5 _
oo 3T (——————)~cos{mn/T) 3T Tw 4
Bartlet- _ wn/T —| {1-|—]| |jo|==
2 4xn i T
{{mn)
T
Priestley 0 |w|>=
1 - |ij.;- zt 5 1+cos{Tw}
Polarizacidn (— |sin(= £)|)+|1-——[Lcos(—)| R(t}| 4Ta" |~~~
. T T ST T (°-T22) %
minima e )

En la tabla I.4 se puede ver la definicidén tanto en el dominio temporal como

en el frecuencial de algunas de estas ventanas.

2.1.7 DISPERSION

Laé ventanas espectrales tfienen por objeto, entre otros, evitar el
fenémeno conocldeo come dispersidn. Estas dispersiones pueden ocurrir en ambas
direcciones. Podemos Llener potencia que se "digpersa fuera" de un ancho de
banda espectral para sesgar las estimaciones de potencia hacia valores mas
bajos o puede "dispersarse hacia dentro" para que una estimacién espectral
pueda ser distorsionada por exceso.

Consideremos la DPE discreta de una sinusoide de amplitud A v frecuencia
f=nfe durante un tiempo To. Esto implica que tenemos un ntUmero integral de

ciclos de la sinuscide. La DPE tendri la forma:

A2
— Te k = in

S.lkl= 4 4 1.26
0 k # in

que se muestira en la figura 3.
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TV ER.
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° Tiempo ' Tiempo
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L - Lo )
N TR W S olii}l[”l Illhnmn.“.L..,.l.. L1
Tiempo ° Tiempo
Fig. 3 D.P.E. de una onda sinusoidal Fig. 4 D.P.E. de una onda sinusocidal
con un mimero entero de periodos con un mimero fraccionario de periodos

Ademds concocemos que la funcién mis general es:

Toh® gin{w{n-k)) sin(m(n+k)) |?

+
4 Nein(n{n-k)}/N) Nein{r(n+k)/N)

S, [x] =

Hay que notar que si integramos S, [kl de la ecuacién (I.26) obtenemos

A2/2, que es el valor cuadrétice medio de la sinuscide y que se ha obtenido
de sélo dos puntos k=in,

Supongamos que tenemos una onda seno de la misma frecuencia, pero en
lugar de un nGmero integral de cicles tenemos medio ciclo extra. Entonces

tendremos la DPE que se muestra en la figura 4. Podemos ver este espectro

1
como potencia que se ha perdido de la frecuencia en f=(n+— fo). Si tenecmos
2

otra sinusocide en cualguiera de los puntos, esta potencia se afiadird a la

potencia de esta segunda sinusoide. En este sentido serd potencia que "se
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dispersa hacia adentro”. Hay que notar que todavia mantenemos el valor
cuadratico medio integrando sobre las frecuencias.

La aplicacidén de ventanas espectrales pueden modificar la transformada
de Fourier de forma que reduzcan y minimicen estas dispersiones. El precio
sera una mencor resclucién.

En el sentide descrite anteriormente podemos evitar las dispersiones si
tenemos un nimerc integral de ciclos en nuestra ventana de datos. Debemos
" recordar, sin embarge, gue una ventana espectral en forma de sinc limita la
resolucién a no menos de 1/T. También debemos tener en mente que en la vida
real estaremos trabajando con datos aleatorios, gue tendrin componentes en
frecuencia impredecibles ceon un nimero al azar de ciclos. Por tanto,

raramente tendremos un ntmero integral de ciclos.
2.2 TRANSFORMADA DE FOURIER DE TIEMPO DISCRETOC

El razonamiento aplicade para obtener la transformada de Fourier de una
seflal aperiédica a partir de una periddica puede ser llevado a cabe también
en el caso de series y transformadas disgcretas.

Consideremos una serie aperiddica general x[n] de duracién finita. Esto
es, para algin enterc N1, %xinl=0 si |n| > Nl. A partir de esta sefal
aperiédica podemos construir una serie periédica x[n] para la cual x[n] es un
periodo. A medida que aumentamos el tamafio del pericde N, xin)] serad idéntica
a x[nl sobre un pericdo mis grande, y para N - « , ambas sefiales serén
iguales para cualgquier wvalor finito de n. La representacién en sgerie de

Fourier de x[n] viene dada por la expresidn:

N1
~ j2rn/N)nk
xinl = Z Clkle 1.28
k=-N1
donde:
N1
1 - -j{2r/N)nk
C(k) = — Z %inl e 1.29
N
n=—mh1

Puesto que xIn)=x[nl sobre el pericde gue incluye linll= Ni, se puede
reemplazar xIn] por xfn] en el sumatorio. Ademwds, puesto que x[n] es cero

para lnll > HNi, los limites del sumatoric pueden ser extendidos hasta el
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infinito. Definiendo la envolvente ¥(Q) de N C{k) como:

[+¢]

-j8n

X(@ = )} xlnl e 1.30
n=—e
los coeficientes C(k) gquedan descritos por:
1
C(k):ﬁ X(kQo) .31

donde Qo representa el espaciado entre muestras 2#/N. Combinando la

ecuacion (1.31) con 1la (I.2%) se obtiene:

N 1 jQonk
zlnl= —- z X (k) e Qo 1.32
2T
k=<N>

Si llevamos esta ecuacién al limite o > 0 y la suma se convierte en una

integral:

1 36in
x[nl= — J X(0) e da 1.33
kis
27
+oo
- ji8n
X(Q)= Z x[nl e 1.34
n=-w

La funcidén X(Q) se denomina Transformada de Fourier de Tiempo Discreto
(TFTD). La primera de estas ecuaciones se dencmina Ecuacién de Sintesis y la
segunda Ecuacién de Andlisis. La condicién de convergencia de la suma es que

x[n] sea absolutamente sumable, eg decir:

+o0

E Ix[n]l < o 1.35

nN=—wm

0 gue la serie tenga una energia finita:
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+m

z le[n]||2 < 1.36

n=—w

Es obvic que la Transformada de Fourier de Tiempo Discreto posee muchas
similaridades con el caso de tiempo continuc. Las mayores diferencias son:

1) La periodicidad de la transformada de tiempo discreto X(Q), ya que
las exponenciales complejas de tiempo discretc que difieran en {recuencia por
un miliiplo de 2w son idénticas.

2) El intervalo finito de integracién en la ecuacién de sintesis.
2.3 TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

En la seccién anterior se ha consideradc la representacién de series
peri¢dicas en términos de Series Discretas de Fourier. Con la interpretacidn
adecuada, la misma representacidn puede ser aplicada a series de duracién
finita. La representacidén de Fourier resultante se dencminarid Transformada
Discreta de Fourier (TDF).

Consideremos una serie xin] de duracidén finita de longitud N, por lo que
x[n]=0 excepto en el rango 0 = n = (N-1). Construyamos una serie peridédica de

periodo N, para la cual x[n] es un periodo:

+w

x[nl = z x{n + rN) 1.37

=-ca

Puesto que x[n] es de longitud finita N, no hay solapamiento entre los
términos x{n + rN) para diferentes valores de r. La serie de duracién finita

x[n] puede ser extraida multiplicando por una ventana rectangular:
_ = _ i 0 =n = N-1
x[n] = %X[nlRy[n] Ry(n] = { 0 restn 1.38

Una vez construida la serie periédica podemos calcular los coeficientes

de la serie discreta de Fourier correspondiente como:

N-1
. - ~-j2r/Nink
X{k) = z %{n) e 1.39

n=0
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Hay que notar que la serie X{k) dada por esta expresién es periddica con
pericdo N. Esto es debide al hecho de gque las exponenclales complejas son
sélo distintas para k=0,1,....,N-1. Para mantener la dualidad entre el
dominio del tiempo y la frecuencia, podemos elegir los coeficientes de
Fourier que ascciamos con una serie de duracién finita correspondiente a un

periodo de XIkl. De esta forma nos queda el siguiente par transformado:

-

N1
j€2r/Nlkn
zx[n]e 0=k = N-1
Xkl = « 1.40
n=0
0 resto
.
- (2n/N)k
=J(2a/N}kn
E z X[k] e =n = N-1
xInl =< y .41
k=0
O resto

La ecuacidén (I1.40) representa la ecuacidén de anilisis y la (I.41) 1la
ecuacion de sintesis. En este caso se ha dividido el sumatorio por el factor

1/N. 81 se quiere que el resultado tenga unidades fisicas debe utilizarse el
factor 1/NT

2.4 RELACION ENTRE LAS TRANSFORMADAS CONTINUAS Y DISCRETAS

La TDF puede ser vista como una aproximacién a la TFTC basada en un
nimero finite de muestras de datos. Para desarrollar la naturaleza exacta de
esta relacién, se requiere una serie de operaciones lineales en 4 pasos.

Estas operaciones son :

en el dominio temporal
1) Multiplicacién por Ventana

en el dominio frecuencial

en el deminic temporal
2) Muestreo

en el dominio frecuencial

51 se lleva a cabo la multiplicacién por una ventana en un dominio, en
el otro se lleva a cabo un filtrado con la funcién sinec, como consecuencia

del teorema de convoluecidén. Si el muestrec se lleva a cabe en un dominio,
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tiene lugar la replicacién periédica en el otro dominio.
Puesto que las 4 operaciones son lineales y conmutativas, hay muchas

formas posibles de cordenarlas. La siguiente figura sugiere dos de ellas.

1 x(t) VF xBL{t)=x(t)*=zinc MT x8.[nTo]
X(f) XBL=X(f) -fB= f =< +fB e—GEfm— Xei ()
2 4
VT VT
3 6
¥TL=x(t} 0=t=T XTL=xXBL{nTo] 0O=n=N-1
XTL{f)=X(f)*sinc ¥rL(f)=XeL(f)*sinc
MFTVT ‘ MF TVT
8
VE XBLTL[NnTo] O=n=N-1
x1L(t) |——| xsL(t)=xTiL(t)*sinc [ {XBLTLIkfo] O=n=N-1
Xtolkioli VF XeL=XTL[kfo] 0O=k=N-1 MT Definicién en un
periodo
5 7

Fig. 5 Relacién entre las transformadas continuas y discretas

La funcién original del tiempo continua x(t) y su transformada X(f) no
estan restringidas y pueden ser en general no periédicas,

al La operacién VF, 1limita en banda ( aplicacidén de ventana en
frecuencia) la sefial a £ 1/2T Hz.

b} La segunda operacién MT, muestrea la sefial limitada en banda en
intervalos temporales de T segundes

c) La tercera operacién VI , limita en el tiempo la sefial muestreada a N
muestiras,

d) La cuarta operacién MF, muestirea en frecuencias a intervalos de 1/NT

Hz, que periddicamente replican las N muestras temporales originales.

Reae={ ((x(LI*F{VF}) MT) VT) * $7° (MF} temporal

g (OLE) VFI* F{MTII*F(VT)) MF frecuencia
Las operaciones de muestreo entre los nodos 2-4 y 6-8 son reversibles

por aplicacidn del teorema de muestreo.

Como resultado de las operaciones de multiplicacién por una ventana y



34 Andligis Espectral Determinista

muestreo se encuentran cince tipos de relaciones de Fourier:

— nodo 1: Transformada de Fourlier de Tiempo Continuo.

- nodo 4: Transformada de Fourier de Tiempo Discreto.

- nodo 5: Series de Fourier de Tiempo continuo.

- nodo 8: Serie Discreta de Fourier si se considera gque la sefial y su
transformada son periddicas o Transformada discreta de Fourier si se
considera que fuera de este periocdo ambas sehales valen cero.

La limitacién en banda vy tiempo requerida para relacionar la
Transformada discreta de Fourier v la Transformada de Fourier de Tiempo
Continuo muestran que la primera es una variante distorsionada de la sefial de
tiempo continuc x({t) v transformada X(f) originales.

- nodo 2 : La limitacidén en banda crea una funcidn filtrada en el
tiempo:

gy (£)=x(£)* F {VF}

- nodec 3 : La limitacién de tiempo crea una funcién transformada
filtrada:

Xp () = X{(£) * F{VT}

Las nuestiras de estas funciones son designadas como xp [nl=xg (Nt} y
Xy [k]1=Xq; (k/NT)

Otras dos cobservaciones de impeoriancia conciernen a la serie de
operaciones de multiplicacidén por una ventana y muestreo.

~En el nodo 5 :

Las operaciones de multiplicacldn por una ventana temporal y muesirec en
frecuenclas dan lugar a la Serie de Fourier de Tiempo Continuo. El par
transformado de Fourier en este nodo relaciona una funcién periédica de
tiempo continuo de periodo NT segundos a un espectro de lineas discreto y

viene dado por la expresidn:

NT
(~j2mkt/NT)
Ko LK1 = f x(t) e it xez 1,42

Q

+00

1 ( 52wkt /NT)
x{t} = — Z X [kl e
NT

1A
o+
1A

NT 1.43
TL

k= —00

Esta dltima ecnacidén es una funcidén periddica gue coincide con la
funcidén del nodo 1 sdlo sobre el intervalo de tiempo O a NT y representa la

tradicional serie de Fourier de una sefial periddica.
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— En el nodo 4 :
Las operacicnes de multiplicacién por una ventana en frecuencia vy
muesireo en tiempo dan lugar a la Transformada de Fourier de Tiempo Digcreto.

Esta se caracteriza por una funcién transformada peridédica de pericde 1/T Hz

y viene dada por la expresidn:

+o0
- (-j2afnt) -1 1
XeL(f) = T ) xglnl e — = f = — 1.44
2T 2T
n=—mw
1/2T
{(j2nfnt)
Xy [n] = J X(£) e af n=0,*1,%2, %o T1.45
-1/2T

La funcidén transformada estad relacionada con 1la transformada-z (cuya
definicidn se vera en 4.1.57) de la serie discreta x3 In)] como se indica a

continuacién:

XL (£)=TX{z) 2=e {J2TFL)
Se supone que la regidén de convergencia de la transformada-z incluye el
circulo unitaric. Por tanto, la Transformada de Fourier de Tiempo discreto es

simplemente la transformada-z evaluada sobre el circulo unitario del plano-z

y escalada por T,

— en el nodo 8 :

Si nuestra sefial original era peridédica pura y la ventana temporal
tomaba justamente un pericdo de la misma, tendremos una serie periddica en el
tiempo y otra serie periddica en frecuencias. La distincién con la
transformada discreta es puramente formal vy se basa en la consideracidén de
que nuestra seflal original sea aperiddica (TDF) o periédica (SFTD).

Independientemente de cual de las dos series de cuatro coperaciones se
haya seleccionado el resultado final en el nodo 8 es el mismo. En éste se

obtiene la Transformada Discreta de Fourier con el siguiente par

transformado:

N-1
(~j2rkn/N} N
K[kl =T} xglnl e k==

n=0

N
se,— — 1 1.46
2



36 Andlisis Espectral Determinista

N/2-1
{ j2rkn/N)
Y K lkl e n=0,...,N-1 1.47

k=-N/2

i
xp fn) = —

Ambas series xp [nl ty Xy [lk] son periddicas médulo N, por lo que la
propiedad X[-k]=X[N-k] para -N/2 = k = 1 permite que la ecuacién (I.47) pueda

gser reegcrita como:

N-1
1 ( j2nkn/N)
xplnl = ) Zplkl e n=0,...,N-1 1.48

k=0

Las ecuaciones (I.46) y (I1.47) constituyen el par de series de Fourier
de tiempo discreto relacionado con el par original x(t) y X(f) para tiempo
continuo.

Los factores T y 1/NT son necesarios para poder calcular los valores
correctos de energia y potencia.

Un examen de la figura 5 nos permite hacer las siguientes observaciones:

- 8i x(t]) estéd inherentemente limitada en banda a 1/T Hz, entonces la
serie temporal mantendra los valores originales de x{(t) en los instantes de
nuesirec, pereo la serie transformada estard compuesta de muestras de una
versidén distorsionada de la transformada coriginal X(f}.

- 81 x(t) estd limitada en tiempo inherentemente a NT segundos en
extensién, entonces la serie transformada mantiene los valores originales de
X(f) en los puntos de muestreo, pero la serie temporal estard compuesta de
muestras de una versién distorsionada de la sefial original x{t). Los efectos
de distorsién pueden ser mitigados disminuyendo T (aumentando el ancho de
banda) o incrementando N (aumentando la duracién temporal)}, consiguiendo por
tanto una mejor aproximacién de la TDF a la TFTC. Hay que notar que ambas
coincidiran sdlo para sefiales periédicas que puedan ser representadas como

una suma de N sinusoides complejas de frecuencias k/NT Hz, para k=0 a K=N-1.
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3 ALGORITMO DE LA FFT

La transformada discreta de Fourier viene dada por la expresién:

N-1
kn
Xikl= ) xInl Wy x=0,1,...,N-1 1.49
n=0
-j(2n/N} xn  —J{2r/N)kn
donde Wy = e ¥y Wg=1¢e

La transformada discreta de Fourier inversa, es:

N-1
1 —kn
x[nl= v z XIK] Wy n=0,1,...,N-1 1.50

n=90

Tanto x[n] como X[kl pueden ser complejos. Las ecuaciones (1.49) vy
(I.50) difieren Unicamente en el signo del exponente de Wy ¥ en el factor de
escala 1/N. Por tanto, una discusidén de los procedimientos de calculo de
(I1.43) se puede aplicar, con pequefias medificaciones a (1.50). Para resaltar
la importancia de los esquemas de cdlculo eficientes consideremos en primer
lugar la evaluacién directa de las ecuaciones anteriores. Puesto que xIn]

puede ser complejo:

N-1
kn o
X[k]= z { [Re(x[n]) Re(Wy ) - Im(xinl) Im(Wy )] +

n=0

oy kn
J [Re(x[n)) Im(Wy ) + Im(x(n]) ReGiy) 1 } k=0,1,...,N-1  1.51

A partir de la ecuacién {I.51) estd claro que para cada valor de k, el
calculo directo de XI[k] requiere 4N multiplicaciones y 4N-2 sumas reales.
Puesto que X[k] debe ser calculado para N valores diferentes de k, el cilculo

de la transformada discreta de Fourier requiere

an® multiplicaciones reales N multiplicaciones complejas

N(4N-2} sumas reales N{N-1} sumas complejas

Ademds de las multiplicaciones y adiciones, la implementacién del
calculo de la TDF en un crdenador de propdésito general requiere capacidad de

almacenamiento y acceso a los valores de la serie de entrada x[n] y a los
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kn
valores de los coeficientes Wy . Puesto que la cantidad de almacenamiento y

acceso de datos en algoritmos de cdlculo numérico es generalmente
proporcional al nlmero de operaciones aritméticas, se acepta generalmente
como medida de la complejidad de un algoritmo, el nGmero de multiplicaciones

y adiciones requeridos. Puesto que el nimerc de operaciones aritméticas es

proporcional a Nz, es evidente que el cdlculo por el método directo requiere
grandes tiempos de calcule para valores grandes de N. Por esta razén, los
procedimientos de calculo que reduzcan el nimerc de multiplicaciones v
adiciones son de gran interés,

La mayoria de las aproximaciones explotan una o ambas de las sigulentes

propiedades egpeciales:

k{(N-n) kn *
Wy = (Wy ) 1.52
kn ki{n+N) {k+NIn
WN = WN = WN 1.53

Por ejemplo, usando la primera propiedad (simetria del seno y el coseno)

podemos agrupar los términos de la ecuacién (I.51) como sigue:

kn k (N-n}
Re(x[nl} Re(Wy ) + Re(x{N-nl} Re(Wy } o=

kn
(Re{x[n]}+Re{x[N-nl)) Re (VW )

kn k{N-n})
-{Im(x[nl) Im(Wy ) + Im(x(N-n) Im(Wy }) =

~(Im(x[n] + Im{x[N-nl)) Im{Wﬁn}

Para los otros dos términos de la ecuvacién (I.51) se pueden encontrar
agrupamientos similares. De esta forma se logra reducir el nlmerc de
multiplicaciones en un factor de 2. También podemos tener en cuenta que para
ciertos valores de kn, las funcicnes seno y cegenc toman los valores 1 6 0,
eliminando 1a necesidad de multiplicacién.

Sin embargo, reducciones de este tipo, nos dejan todavia con uha

cantidad de célculo que es proporcional a N°. Afortunadamente, la segunda

kn
propiedad (periodicidad de la serie compleja Wy ) se puede emplear para

llevar a cabo grandes reducciones de calculo.
Los algoritmos que explotaban ambas propiedades eran bien conocidos
antes de la era de la alta velocidad en el cilculc. En ese momento, cualquier

algoritmo que redujera el calculo por un factor 2 era bien venido. Runge vy
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mds tarde Danielson y Lanczos describieron algoritmos para el calculo que

eran aproximadamente proporcicnales a NlogN en lugar de a N°. Sin embargo, la
distincién no fue de gran importancia para los valores peguefios de n
susceptibles de ser calculados a mano., La pogibilidad de reducir grandemente
el calcule fue pasada por alto hasta 1965 cuando Cocley y Tukey publicaron un
algeritmo para el calculio de la TDF que es aplicable cuande N es un numero
compuesto (producte de dos o mas enteros). Esto generd la aparicion de mas
algoritmos gue se conocen comc Fast Fourier Transform (FFT).

El principie fundamental de todos estog algeritmog se basa en la
descomposicién del calculo de la TDF de una serie de longitud N en
transformadas suceslivamenie mas pequefias. La forma en que se implemente este
principic nos 1lleva a una variedad de algoritmos diferentes, todos con
me joras comparables en cuanto a 1la velocidad de caleuleo. A continuvacién
veremos dos clases basicas de algoritmos FFT,

1) Decimacién en tiempo

2} Decimacidén en frecuencia

3.1 ALGORITMOS DE DECIMACION EN TIEMPO

Para obtener un incremento drdstico en la eficiencia, es necesario
descomponer el cdlculo de la TDF en el calculo de TDF sucesivamente mas
pequefias. En este proceso se explotan tanto la propiedad de simetria como la
de la pericdicidad de la exponencial compleja. Los algoritmos basados en la
descomposicién de la serie de entrada x[n] en subseries sucesivamente mnas
pequefias se denominan algoritmos de decimacién en tiempe. Esto se demostrara
para el caso especial en que N=2"

Puesto que N es un entero par podemos considerar el calculo de X[k]

separando x[n] en dos series de N/2 puntos que consisten en los puntos

numerados par y los puntos numerados impar, con X[k] dada por:

N-1
kn
Xikl= ) x[n] Wy k=0,1,...,N-1 1.54
n=0

separando xin] en sus puntos numerados par e impar tenemos:

31

n k
X[kl= ¥ xln] Wy Tx[nl iy 1.55

n par n impar
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o con la sustitucidén de las variables n=2r y n=2r+1

N/2-1 N/2-1
kr k kr
Xik]= ] x[2r] Wy, + Wy ) x[2r+1] Wy, =

r =290 r=20

k
Gk} + Wy H(k) 1.56

Cada una de las sumas se reconoce como una TDF de N/2 puntos, la primera
sobre los puntos pares y la segunda sobre los impares. Aungue el indice k
toma valores desde k=0 hasta k=N-1, cada una de las sumas necesita ser
calculada sélo para k entre 0 y (N/2) - 1, Puesto que G(k) y H(k) son
periédicas en k con periodo N/2. Después de que se han calculado las dos TDF
de N/2 puntos, se combinan para dar la DFT de N puntos.

Con el célculo reestructurado de esta forma podemos comparar el nuUmero
de multiplicaciones y sumas requeridas.

2
N
2 TDF de N/2 puntos = 2 E multiplicaciones comple jas

N 2
2 > sumas complejas

k
N multiplicaciones complejas por Wy

kn
N sumas complejas de Wy Hik] y G[kI

Calculo directo|Decimacién en tiempo

Ne N + (N°/2)

Es facil ver que N+(N®/2) < N° para N>2

Glk] y HIk] seran calculadas por el mismo procedimiento, obteniéndose:

(N/4a)-1 (N/4)-1
ki k k1
Glkl= ) GI21] Wy + Wy, ) Gl2l#1] Wy, 1.57
1=0 1=0
(N/a)-1 {(N/a)-1

kl k ki
Hikl= ) HI2L] Wy, + Wy Y HI2141) Wy,  1.58
1=0 1=0
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Si N fuerq

una petencia de 2 mayor que 3 haba;a_ que segulr
descomponiendo 1 }ormada de N/4 puntos en transforma@ééf&é N/8 puntos,
y continuar hast: . nos queden sélo transformadas de f&&é fpuntos. Esto
requiere ¥ etapas de célculo, donde v=log,N.

Por tanto el nomero de wmultip

#Cclones y sumas complejas gue se
obtienen al aplicar el procedimiento

N log.N

as las etapas es:

Es Gtil notar que cada etapa de calculo toma un conjunto de N nimeros

complejos y lo tran

Qrma en otro conjunto de N nlmeros complgjos. El calculo

basico a realizar; el siguiente (ec. 1.59):

r
Rog [P1=X [+ Wy X,lq) 1.59.a

r+d/2
K1 La1=K, D]+ Wy X, lql 1.59.b

Las ecuaciones anteriores sugieren un medic de reducir el ndmeroc de

multiplicaciones complejas por un factor 2. Para ver esto notemos que:

N/2 -j(2r/N) (N/2) -jn
Wy =-e = e = =1 1.60

Por lo que las ecuaciones anteriores se convierten en {(ec. I.61):

T
Kner [p1=X [p]1+ Wy Xy lgl I.61.a
I
Xper [q1=X [p1- Wy X, [ql 1.61.b
Debide a la forma del diagrama de flujo, como se puede observar en la

sigulente figura, al cdlculo de 1.61 se le denomina mariposa.

Xy ) o> Xma(p)

P

r

. xm (q) et ‘;N <

"‘1 Xmetlg)
Fig. 6 Mariposa bdsica para el algoritmo de decimacién en tiempo.

y el diagrama de Flujo de la FFT por decimacién en tiempo para el caso

particular de 8 puntos.
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p X(0)

5xm

X{2)

e >< /\
x{S)G“

(1)

X{3

X {4}

x{5} X{5)

. x{33

$67) o Wy o > X(7)

Fig. 7 Diagrama de flujo para el algoritmo de decimacidn en tiempo.

Puesto que hay N/2 mariposas por etapa vy leg,N etapas, el nlmero total
de multiplicaciones requerido sera de (N/2)logyN en lugar de NlogyN. Como
podemos observar, los nimeros complejos en las posiciones p y g del array de
la etapa m son los Unicos que se necesitan para calcular log elementos PV g
del array de la etapa m#*l. Por tanto, sélo se necesita un array complejo de N
registros de almacenamiento para implementar el cadlculc complejo si Xas1 Pl ¥
Le1lq) se almacenan en los mismos registros que X,Ipl v X, Iql.

Para que esto se pueda llevar a cabo es necesario que los datos de
entrada estén almacenados en un orden no secuencial. De hecho, el orden en
que se almacenan los datos de entrada es un orden de bits invertidos. Esto se
debe al proceso que se ha seguido. El primer pasc fue el de separar las
muestras pares de las muesiras impares. Formalmente dicha separaciéon de log
datos se puede llevar a cabo examinando el bit menos significativo de los
datos. Por tanto el bit menos significativo pasaria a ser el mis significativo
en la nueva ordenacién. A continuacién las subseries par e impar son
ordenadas a su vez en-partes par e limpar, y esio se puede hacer mirando el
segundo bit menos 51gn1frcat1vo que pasara a ser el segundo inds significativo
de la nueva ordenacién. Este procesc se replte hasta obtener N subseries de
longitud 1. Por tanto, la necesidad de 1nVert1r los blts prov1ene de la forma

en que se ha descompUesto la serie original en subserles mas pequefias.

3.2 ALGORITMOS DE DECIMACION EN FRECUENCIA

Los algoritmos de decimacién en tiempo estaban basados sobre la

descomposicién de la serie de entrada x[n}. Alternativamente podemos
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considerar la divisidén de la serie de salida X[kl en subseries mas pequefias
de la misma manera. Los algoritmos basados en este procedimiento se denominan
de decimacién en frecuencia.

Para obtener 1la forma de decimacién en frecuencia de la TOF para N

potencia de 2, podemos dividir en primer lugar la serie de entrada en primera

y segunda mitad de los puntos:

xInl 0 =n ((N/2) - 1)
x[nl = 1.62
x[nl] (N/2) n=(N-1)

1A

th

por lo que la serie de salida también quedara dividida:

N/2-1 N-1
kil kn
Xikl= }  xlnl Wy + §  xinl W 1.63
n=0 n=N/2

En el segundo sumatorio se puede hacer un cambio de variable tal que h =

n - (N/2} con lo cual:

x[n] W = x[h+(N/2)] Wi V2
N
= W% x[h+(N/2)] WE® si ~=n =N 1.64

el rango de variacién para la hes: 0 =h = (N2) - 1

N/2-1 N/2-1
kn kh
Kikl= ) x[al Wy + g™ T x[heN/2] Uy 1.65
n=0 h=0

Puesto que la h es una variable muda podemos cambiar su nombre por el de

n a efectos de unificar notacién {para que los dos sumatorios tengan la misma

variable como indice).

N/2-1 N/2-1
kn kn
Kikl= ) xInl Wy + w07 § xIneN/2) Wy 1.66
n=0 n=0

Es importante observar que aungue la ecuacién (I.66) contiene dos sumas

de N/2 puntos, cada una de estas sumas no es una TDF de N/2 puntos, puesto
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kn kn
que aparece Wy en lugar de Wy,». Hay que recordar que en una transformada

discreta tenemos que multiplicar por una exponencial compleja gque divida el

rangoc entre 0 y 27 en tantas partes como nimero de puntos dispongamos para

kN/2

calcular. Combinando las dos sumas y usando el hecho de que Wy = (-1)*
obtenemos:
N/2-1
k N kn
Xlk]= E [ xIn) + (-1)" x[n + E] I Wy I.67
n=0

Una vez que hemos expresade la serie de salida en esta forma, procedemos
a continuacién a dividirla en subseries mis pequefias, como ya se hiciera con

la decimacién en tiempo. Para ello consideremos los k pares e impares

separadamente:
N/2-1
N 2rn N
Kizrl =} [ xInl + x[n+—1 1 Wy r=0,1,.,—  1.68
2 2
n=
N/2-1
N n 2rn N
Ki2r+11 =} [ xInl - x[o#=1 1 wy ¥y  r=0,1,.,— I1.69
o 2 2
n=

Estas dos ultimas ecuacicnes si pueden ser ya reconocidas come dos TDF

de N/2 puntos debido a que:

2rn 443

La primera de ellas es la transformada de:

N
Ginl = x[n] + x[n+5] 1.71
v la segunda de:
N n
Hin] = [ x[n]l - x[n+£] 1wy 1.72
Procediende de la misma manera gque para la decimacién en tiempo

obtenemos el caleculo basico a realizar {(ec. 1.73):

Xoer [R1=K, [p1+X, [q] 1.73.a



Cap. I Revisién Aspectos Tedrico-Précticos de Procesamiento de Sefiales 45

r
X lagl=0 X Ip]l - X, [q] 1 Wy 1.73.b
A continuvacidén se puede ver el diagrama de flujo para esta mariposa
elemental.
X m(_p} > © Xm*!__(p).

Fig. 8 Mariposa bidsica para el algoritmo de decimacién en frecuencia.

y el diagrama de flujo correspendiente a la FFT por decimacidén en frecuencia

para el casgo particular de 8 puntos.

Fig. 9 Diagrama de flujo paré el algoritmo de decimacidn en frecuencia.

Como se puede observar, el procesc consiste ahora en dividir la serie de
salida resultante X[k] en subseries de puntos pares e impares. Puesio que
esta divisién se estd llevando a cabo en el dominio de la frecuencia es por
lo que se denomina decimacidén en frecuencia.

Aunque el calculc basico a realizar es diferente que en el caso de
decimacidén en tiempo existe una relacién entre ambos. Considerande 1la

maripesa fundamental para un algoriimo de decimacidén en tiempo {ec. 1.74):

r
Xnsr IRI=X [p1+ Wy Xy (gl I.74.a

Kpar [@1=X,[p]- W; X, lql 1.74.b

Si invertimos los calculos de esta ecuacién y resclvemos para X, en
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términos de X, (ec 1.75):

Xulpl = — [ X1 lp] + X qlgl ] 1.75.a

[ Xpalpl - Xppplal 1 Wy - I.75.b

IV I

Como podemos observar, una inversiénm 'de. la mariposa ‘de decimacién en

tiempo nos proporciona.’una mariposa de decimacién en frecuencia salvo el
factor 1/2 y el signo. .de la exponencial. Esto da cuenta de la simetria

especular que existe entre los algoriitmos de ambos tipos de decimacién. Por

-r r
tanto, si utilizamos potencias de Wy en lugar de Wy y dividimos el resultado

poer N, habremos obtenido un algoritmo para el calculo de la Transformada
discreta de Fourier Inversa:
N-1
(n]= RS e
xlnl=—" 1}
N L N
k=0

3.3 ALGORITMOS DE FFT PARA NUMEROS COMPUESTIOS,

Hasta ahora hemos ilustrade los prinéipios bésicos de decimacidn en
tiempo y decimacién en frecuencia para el importante caso especial de gue N
sea una potencia de dos. "Ep general, el cédlculo eficiente de la TDF esta

unido a la representaciénfdé N como un producto de factores. Sﬁbéngamos gue:

N=pyPa...DPy .77

Como ya hemos visto en el caso de que N sea potencia de dos, dicha
descomposicién nos lleva a un algoritmo altamente eficiente. Ademds, todos
los cdlculos requerides son calculos de mariposa que corresponden
esencialmente a TDF de dos puntos. Por esta razén los algoritmos de potencias
de dos son particularmente simples de implementar, y en muchas aplicaciones
es conveniente trabajar slempre con serieg cuya longitud sea siempre una
potencia de dos. Sin embargo, en algunos casos ho es posible elegir N como
una potencia de dos, lo cual hace necesario considerar 1la gituacidén mas
general de la ecuacién (I.77).

Definames ,=pypP3...p, de forma que N=p;q, . Si N es una potencia de dos
entonces podemos elegir p,=2 y q;=N/2. Usando la decimacién en tiempo,

podemos entonces descompeoner la serie x[nl en dos series de N/2 muestras, que
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consisten de las muestras numeradas par e impar respectivamente. Cuando
N=p,q;, podemos dividir la serie de entrada en p; serles de g; muesiras cada
una. Por ejemplo, si N=12 podemos descomponer xf{n] en tres series de longitud
4

- Primera serie: x{0),x(3},x(6),x(39)

~ Segunda serie: x{1),x(4),x(7},x{10)

- Tercera serie: x(2),x(5}),x(8),x(11)

En general podemos escribir X([k] como:

N-1 q,~1 q,-1
X[k}=z xInl Wy = Z x[pyrlWg ™ + Z xIpyr+1] Wy WET 4.
n=0 r=0 =0
q,-1
+ z X[plr,,_pi_lm}(;pl—l)k wﬁlrk
r=0
py-1 q.-1
X[kl= E WEI E xip,r+ll wﬁh* 1.78
1=0 r=0

La suma interna puede ser considerada como la TDF de q, puntos:

G;—1
Glkl= }  xIp;r+1] W 1.79

r=0
Puesto que, como se puede ver facilmente,:

ngrk = W;? para N=p,q, I1.80

La ecuacién (I.78) expresa X[kl en términos de p, transformadas
discretas de Fourier de ¢, muestras de longitud. Para determinar el numero de
multiplicaciones y adiciones complejas necesarias para implementar la TDF de
acuerdo con la ecuacidn (I.78) consideremos que el cdlcule se lleva a cabo
por medio del método directo. A partir de la ecuacién se puede ver gue hay dy

transformadas de ©p; puntos. Por tanto, el nimero de adiciones vy
s1s . . 2 : .
multiplicaclones complejas es p,q;. La suma exterior se implementa

nultiplicando las transformadas de g, puntos por el factor W;l y sumando los
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resultadeos. Pueste que el doble sumatorio se implementa para N valores de k,
se necesifan un total de N(p,-1) multiplicaciones y adiciones complejas para
combinar las qy transformadas de p,; puntos. Por tanto, el nimero total de

multiplicaciones y adicicnes complejas requeridas es:

N(p,-1) + pqu I.81

A continuacidén se sigue el mismo procesc con las transformadas de qy

puntos. En particular, si representamos g, como:

4y = pads 1.82

entonces la suma interior de (I.78) puede ser descompuesta en p,
subseries de ¢, puntos, es decir, puede ser reemplazada per un doble
sumatorio de la misma forma gue el anterior. E]l nGmero de operaciones

requeridas para calcular la TDF de g, puntos es:

2
qq (pp=1)+poq; 1.83

en lugar de qi.

Fl nimerc de adiciones y multiplicaciones complejas serd ahora:

N(91-1)+N(pz“1)+p1pgq§ 1.84

Si continuamos con egte procedimiento, entonces la serie original se
habra descompuesto tanto como sea posible y el nimero de multiplicaciones y

adiciones complejas sera:

N{p tpo*. . . +p,-v) 1.85

Por ejemplo, si p; = p, = py = p, el nlmero de multiplicaciones y
adiciones complejas es N(p-1)v. Si p=2, este nimero es py, como ya se vio
anteriormente. En general, se puede ver de la ecuacién (1.85) que es
preferible llevar a cabe la descomposicidén en tantos factorez come gea
posible para un N dado. Formalmente, no es ventajoso sino elegir factores
primos ya que sl pi = risi con ri y si>1, entonces pi > rit+si, excepto cuando

ri=si=2, en cuyo caso pi=ri+si. Sin embargo, hay ejemplos (notablemente para
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pi=4 & 8) en log cuales se producen resultados con economias adicionales que
no estdn contempladas en las ecuacién (I.85)}. Por tanto, incluso si N=2V,
algunas veces es ventajoso, basar el cédlculo en factores de 4, usando una
etapa basada en un factor de 2 si v es impar.

Las ventajas béasicas de usar factores distintos de 2 son, el incremento
en flexibilidad y velocidad en algunos casos. La desveniaja basica es el

incremento en la complejidad del algoritmo.

X (k)
=Golk)+W§ Gy (k) + W2 G, (k)

XAk +q,)
Gy{k) 0 = G (k) + W TRIG, () + W2 *a1l G (k)
wlg‘.{k*qt)
S X (X +2q,)
Gabh 1~ =Gotk)+ Wi+ 290G 0+ w3tk * 200G, (k)
k=0.1,..., p,~1

Fig. 10 Diagrama de flujo del cdliculo basico para factores de 3.

wz{rfalq'tl o

Oxreg -t
Fig. 11 Diagrama de flujo del Fig. 12 Piagrama de flujo del

cdlculo basico para facltores de 4. calculo bdsico para factores de 6.
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La figura 10 muestra el diagrama de flujo del cédlculo basico a realizar

para factecres de 3, la figura 11 para factores de 4 y la figura 12 para

factores de 6.
3.4 ALGORITMO DE WINOGRAD

En 1976 Wincgrad presentd un nuevo algoritmo de TDF que tenia bastantes
mencs multipl;qaciones que la FFT de Cooley y Tukey (publicada 11 afios
antes). Este éiééfﬁtmo ge basa en evaluar aquellas TDF cuyéé?iéhgitudes sean
primas entre éﬁi§3f algoritmos especiales muy eficientes. LoéIAlgbritmos usan
la permutacién de indices de Rader para convertir las TDF de longitud prima
en convoluciones ciclicas. Winograd desarrollé un método para calcular la

convolucidén digital con el minimo —nlmero de multiplicaciones. Estos

algoritmos oOptimog estin basados en 1 tnicas de reduccidén de residuos

polinomiales para descomponer la conveé ucién en maltiples convoluclones mas
cortas.

La convolucidon discreta definida por:

vlnl = E h[n-klxIk] L ge
k

se dice que es una operacién bilineal porgue, :para’ un hin]l fijo- es una

on lineal de xinl] y para un

Jo es unaixn_ i6n lineal de hin;g;

‘La convolucién periddica dé"iéﬁgitud N de x[n] v hinl PUédél“ser

representada por una multiplicacidén polinomial:

Y(s) = X(s) H(sImod(s"~1)

La reducciy
define de la siguiente forma: un pelinomio F(s) tiene un residuo polinomial

R(s} modulo P(s} si para un Fi(s) y P(s} dados existen Q{s} y R(s) tales gue:

Una operacién muy Gtil es una extensién del teorema chino del resto
entero, que dice que gi el médule del polinomic puede ser factorizade en

factores primos entre si:
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P(s)=P1(s)P2(s) I.89

Entonces existen dos polinomios Ki(s) y Kz(s), tales gue el polinomio

F(s) puede ger recuperado de sus residuocs por:
F(s) = Ki(s) Fi{s) + Ka(g) Fz(s) mod P(s) 1.90

donde F1 y F2 son los residucs dados por Fi(s)}=F(s} mocd Pi(s) y Fz(s) =
F(s) mod P2(s) si el orden de F(s) es menor que el de P(s). La descomposicién
de F(s}) en pclinomios de menor orden es el proceso usado para dividir la TDF
¢ la comnvolucidén en varios problemas mas simples.

La operacién bilineal {I1.87} puede ser también expresada en términos de
operadores lineales de matrices y un operador bilineal simple denotado por o
que puede ser simplemente una multiplicacidn elemento por elemento de dos

vectores. Egia formulacidén matricial es:
Y = C[AX-BH] 1.91

donde ¥, H e Y son vectores de longitud N cuyos elementos son
respectivamente x[nl, hinl e yIn}. Las matrices A v B tienen dimensién M x N
y la wmatriz C dimensién N x M con M = N. Los elementos de A, B y C estan
restringidos a ser nimercs enteros o racionales, normalmente pequefios.

Para obtener un algoritmo util de la forma (I1.91) para calcular {1.86)
consideremos la formulacién polinomial de la ecuacién (I.87) nuevamente. Para
usar el esquema de reduccién por residucs, el médulc se factoriza en médulos

primes entre si. Afortunadamente la factorizacién de este polinomic en

particular, s - 1, ha sido estudiada extensamente y se ha encontrado que
tiene una estructura interesante. Cuando se factoriza sobre los racionales,
log factores son denominados polinomiog ciclotdmicos. Su propiedad mas
interesante es que la maycria de los coeficientes de los polinomios
ciclotémicos son cerc y otros son %1 hasta érdenes de 100. Esto significa gue
la reduccidn por residuos generalmente no requerira multiplicaciones.

Las operaciones para reducir X{s) y H(s) en la ecuacidén (1.87) se llevan
a cabo por medic de las matrices A y B. La convolucién de los polinomios
residuoc se lleva a cabo por el operador o, y la recombinacién por la matriz
C. El hecho importante es que las maitrices A y B contienen normalmente sdélo

entradas O y *#1, y la matriz C contiene sélo nlmerocs racionales.
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Los términos hln] son fijos para un filtro digital, o representan los
valores W sl se usa la convolucidn para calcular la TDF. Debido a esto D=BH
puede ser precalculado en la ecuacidédn {(1.91) y en la ejecucidn del algoritmo
sélo habria que tener en cuenta a log operadores A y C. Para explotar esta
caracteristica se ha demostradoe que las propiedades de la ecuacidén {1.91)

permiten el intercambic del operador més complicado C por el operador mas

simple B en la siguiente forma:
Y = C[AX<BH] Y’ = BT [AXoC™H'] 1.92

donde H’ e Y' tienen los mismos elementos que H e Y pero permutades en
orden. Esta propiedad importante permite precalcular CTH (lo gue es mas
eficiente que precalcular BH).

Por tanto, dado que BH o CTH' pueden ser precalculadas, la forma
bilineal de las ecuaciones (1.91} y (1.92} puede ser escrita en forma lineal,
si se forma una matriz D diagonal M x M formada por D=CTH’ o D=BH y usando la

propiedad conmutativa para o, gueda en la siguiente forma:
Y = CDAX Y’ = BTDAX 1.93

Este método es muy potente para TDF de longitudes cortas. Para N=3, losg
residucs de ambos polinomios son conétantes y la multiplicacidn o es trivial.
Para N = 5, se requiere una multiplicacién por un polinomioc de primer grado.

Una modificacidén de esta aproximacidn también itrabaja para longitudes
que sean primos impares elevados a alguna potencia, Esto es algo mas
complicado pero ha side desarroliadeo para N = 9 y N = 25. Para longitudes
mayores el algoritmo de Cooley & Tukey se muestra mis eficiente.

Una explicacién mis extensa de este método puede encontrarse en Lim and

Oppenheim (1988).
3.5 ALGORITMO DE DOBLE BASE

El algoritme de doble base o doble raiz {split radix) es el oéptimo para
longitudes de hasta 16 punics y probablemente de la mejor cuenta posible de
multiplicaciones y adiciones para cualquier longitud potencia de dos.

Partiendo de la definicidén béasica de la TDF:
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N-1
kn
Klkl=  § xInl Wy 1.94

n=0
se obtiene para los términos pares:

N/2=-1
X[2kl = E (x[n] + x[n+N/2]) WP 1.95

n=0
asi como (I1.96):

N/a-1

X[4k+1]= Z [(x[n] - x[n+N/2]) - § (x(n#N/4] - x[n+3N/4])] wieoy®

n=0
1.96.a
y
Ns4-1
X[4k+3]= ) [(x[n] - x[nl/2]) - (x(n+N/4] - x[n+3N/4])] yikny3e
n=0
1.96.b

para los términos impares,

Fig. 13 Estructura de la Fig. 14 Diagrama de flujo para el algoritmo de

mariposa de doble base, doble base.

53

Esto da lugar a una mariposa en forme de L como se muestra en la figura 14

que relaciona una TDF de longitud N con una TDF de longitud N/2 vy dos de

longitud N/4 con factores de rotacién! . Este proceso se repite hasta que

3n

lia multiplicacién por un factor extra W o W produce una rotacidén en el

planc comple jo.
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sb6lo gueden mariposas de dos puntos, al igual gque en los algoritmos vistos

anteriormente de decimacidén en tiempo y frecuencia. El diagrama de flujos

resultante parece un algoritme de FEFT de base 2 exXcepto por la localizacidn

de los faciores de rotacién. De hecho,

es la posicidén de estos factores la

que hace que se utilice menos aritmética. La forma en I avanza el cidlculo de

la mitad superior en una etapa, mieniras que la mitad inferior, con una

mariposa de base 4, calcula dos etapas a un tiempo. Al contraric que los

algoritmos de base fija, mixta o wvariable, e incluso gue el algoritmo de

el

indexado es algo mas complicade gue para el programa convencional de Cooley &

Winograd, en este case no se progresa etapa por etapa. Debido a esto,

Tukey.
3.6 COMPARACION DE LOS ALGORITMOS
A continuacidn se presentan una serie de tablas en las gque se encuentran

recogidas la cantidad de multiplicaciones y adiciones gue requlere cada uno

de los algoritmos segln el numero de puntos gue se pretenda analizar.

Tabla 1.5 Ndmero de multiplicaciones reales.

N Base 2| Base 4| Base 8| Base 16| Doble Base

2 4 4]

4 16 12 8

8 48 32 24

16 128 96 80 72

32 320 . 184

64 768 “576 512 456
128 1792 1080
256 4096 3072 2560 2504
512 9216 6144 5668
1024 20480 15360 12744

Tabla 1.6 Nimero de-‘adiciones reales.
N Base Z| Base 4| Base 8| Base 16| Doble Base

2 6 a

4 24 22 20

8 72 66 60

16 192 176 178 164

32 480 412

64 1152 1056 1056 996
128 2688 2332
256 6144 5632 5696 5348
512 13824 12672 12060
1024 30720 28160 26852




Cap. 1 Revisién Aspectos Teérico-Pricticos de Procesamiento de Sefiales 55

Tabla I.7 Ndmero de multiplicaciones y adiciones reales

N AFP W AFP W
Mult [Mult |Sumas|Sumas

10 20 24 88 88 AFP

Algoritmo para factores

15 50 36| 162f 162 primos
300 100 72| 384| 384 ~ . .
63| 284| 198 12386| 1394 W = Algoritmo de Winograd

12e 568 3961 2724( 3040
252 1136 792| 5952| 6584
504 2524 1584[13164|14428

En este Ultime caso se han cogido Unicamente aquellos nUmeros que se

encontraban lo mads cerca posible de la potencia de 2, para que puedan ser

comparados con las tablas anteriores.

ARA LA TRANSFORMADA CHIRP-Z

3.7 ALGORITMD,

Hemos visto que es posible calcular la TDF de forma ﬁﬁy eficiente. Esto
equivale al cdlculo eficiente de m g;tas de la transformada-z de una serie
de longitud finita tomada en puntéé” igualmente espaciados alrededor del

circulo unjtario. Para lograr esta eficiencia evaluando. la transformada-z,

"N se un nUmero compuesto. Ademds, podemos estar interesados

en muestréar ¥a transformada z en otro contorno, o ndﬁmﬁéétrear el circulo
unidad por completo. Esteos esquemas para incrementar la flexibilidad del
cdlcule de la TDF son de considerable interés.

Supongamos gque estamos interesados en obtener muestras de la
transformada z en un circulo concéntrico al circule unidad, con las muestras
igualmente espaciadas en angulo. Entonces, con una pequefia modificacién,
podemos usar el algoritmo de la FFT. En particular, si tenemos una serie de
duracidén finita x[n], entonces la transformada discreta de Fourier de la
serie x[n)Ja™ dard N muesiras igualmente espaciadas en &angulo alrededor del
circulo de radic o en el plano-z., Si estamos interesados en obtener muestrasg
igualmente espaciadas sobre una pequefia porcidén del cireculo unitaric, 1la
aproximacién més eficiente suele ser usar un algoritmo de FFT para calcular
muestras de frecuencia con el espaciado deseado, aunque obteniendo muestras
fuera del rango deseado. Por ejemplo, si estamos considerando una serie de
128 puntos y estamos interesados en obtener 128 muestras de la transformada-z
del circulo unitario entre w=-w/8 y w=+tn/8, el preocedimiento mis eficiente ez
calcular una TDF de 1024 puntos aumentando la serie original con ceros y

reteniendc sélo los 128 puntos deseados.
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Un procedimiento alternative, que en muchas ocasiones es el mas
eficiente, es usar el algoritmo de la transformada Chirp-z (TCZ). Este
algoritmo estd orientado al caélculo de muestras igualmente espaciadas en
angulo de la transformada-z sobre alguna parte de un contorno espiral. Sea
x[n] una serie de N puntos y X(z) su fransformada-z. Usando el algoriimo

chirp-z, X{(z} puede ser calculado en los puntos z, dados por:
z =AW, k=0,1,....,M-1 1.97
donde W=WoeHj¢° y A=A0eJe° Woe Ry AR

Consecuentemente el contorno sobre el cual se obtienen las muestras es

el indicado por la figura.

2 - plana
M-
¢§;¢° planc-z
» /(
I~ /
30 \ 8o

Fig. 15 Contorno en el planc—z de la transformada chirp-z.

El contornoc es una espiral en el plano-z. El pardmetro W, controla el
ritmo al cwal el contornoc da vueltas. Si W, es mayor que la unidad, el
contorne gira hacia el origen al aumentar k, y sl W, es menor gque la unidad
el contorno se aleja del centro al aumentar k. Los parametros A, vy o, son la
posicién en radio y angulo respectivamente de la primera muestra {(k=0). Las
restantes muestiras estan ubicadas en el contorno espiral con un espaciado
angular de ¢,. Consecuentemente, si W, = 1, la espiral es, de hecho, un arco
de circulo y si A =1, este arco de circule es parte del circulo unidad.

Con los valores de z, dados por la ecuacidn (1.97), gueremos calcular:

N-1
X(z)= ) xalA T k=0,1,... M1 1.98
n=0

donde N es la longitud de la serie x[n]. Usando la identidad:

1
nk:5 [n2+k2—(k—n)2]
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La ecuacién (1.98) puede ser escrita como:

N-1
n 022 k277 —(ken}2
K(z) =} xlnlaw” /2 ke 2y (kon)e/2 1.99
=0
0]
N-1
2 - 2 — — 2
X(z) = w72 ¥ ox[alaTW" /2y~ k=n)2/2 1.100
n=0
Denominando gin] a :
- 2
gin) = x[n]A W™ 72 I.101
pedemos escribir entonces:
N-1
2 - - 2
X(z) = W& 7% ) glnlw (k=0)%/2 yo0,1,. .. M1 1.102
n=0

Con X(z,) expresada en forma de la ecuacién {(1.102), podemos reconocer

2
. . . -n=/2
la suma come la ceorrespondiente a la convolucidn de gin) con la serie W .

Por tanto, el calculo de 1la ecuacidén (I1.102), es comoc se muestra en la

siguiente figura, donde:

e
hin]=w "2
X [n]>li gln! nin ‘ S[1] 287
A""/hn] 1/hln)

Fig. 16 Interpretacién de la ecuacién (I.102) en términcs de un sistema

lineal,

Cuando A y W, son la unidad, la serie hlnl puede ser wvista como una

gerie exponencial compleja cuya frecuencia se incrementa linealmente. En los
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sistemas de radar, dichas sefiales son denominadas sefialegs chirp. De aqui el
nombre de Transformada chirp-z. Un sistema similar al de la figura 16 se usa
comunmente para andlisis egpectiral en problemas de radar.

Puesto que la serie gin] es de duracién finita, la convolucién de 1la
ecuacidén (I.102) puede ser 1llevada a cabo por medio de la Transformada

discreta de Fourier, calculada usando un algoritmec de FFT.

-2/
Mientras que la serie glnl es de duracién finita, la serie W es de

duracién infinita. Por tanto, si se va a implementar la convolucién usando la
transfermada discreta de Fourier, es necesario truncar dicha serie. Ademds
hay que notar que, mientras que el resultado de la convolucidn es de longitud
indefinida, nosotros sélc estamos interesados en el resultado entre k=0 y

.-
K=M - 1. Consecuentemente, al iruncar la serie W n_/z, debemos procurar

elegir la seccién de forma que el resultado del célculo en una seccidn dé los
M puntos deseados. La convolucidén se implementaria utilizando la TDF de (M+N-

-
1) puntos de glnl y la TDF de la parte de la serie W n /2. Puesto que el

nimerce de multiplicaciones complejas requeridas para el caleulo de cada TDF

es del orden de:
(N+M-1) log,(N+M~1) 1.103

y el del cdleculo directo es de M N, estd claro que para peguefios valores
de M ¥y N, el método directo es el mids eficiente. Sin embarge, para valores de
M y N suficientemente grandes (del orden de 50), el algoritmo TCZ es mas
eficiente.

Ademds de esta eficiencia, el TCZ también ofrece una flexibilidad
afiadida en el cédlculo de las muestras de la transformada-z de una serie de
longitud finita. No es preciso gque M=N como en el caso de los algoritmos FFT
y ni N ni M tienen por que ser nimeros compuestos. De hecho, pueden ser
primos si se desea. En un algoritmo FFT, el parametro ¢, debe ser 2m/N,
mientras que en el TCZ es arbitrario. Ademds, las muestras de la
transformada-z estan tomadas sobre un contorno mas general que incluye al

circulo unidad como caso esgpecial.
3.8 TRANSFORMADA DE FOURIER DE TIEMPO CCRTO

La transformada de Fourier de una sefial xInl] viene dada por:
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0
X{w)= E x[n] e_‘jwn I.104
n=—co

donde ® es una variable continua que denota 1la frecuencia. La
transformada de Fourier de tiempo corto de x[nl es un conjunto de
transformadas discretas de Fourier correspondientes a diferentes secciones
temporales de x[nl. La seccién temporal para un Lliempo no se obtiene
multiplicandoe x[n]l por una serie desplazada wlno-n]l. La expresién de la

transformada de Fourier de tiempo corto para no estid dada por:

w

X(no,w) = Z x[nlwlno-nle ’™ 1.105

n=-w

donde win] se dencmina la ventana de andlisis. La secuencia xInlwlno-n]
se denomina normalmente la seccidén de tiempo corto de x[n] en el instante no.
Para obtener X(no+l,w), desplazamos la ventana de andlisis invertida en el
tiempo un punto de su posicién previa, multiplicamos por x[n]l y tomamos una
nueva transformada de Fourier. De esta forma generames un conjunto de

transformadas de tiempo discreto de Fourier que todas juntas constituyen la

transformada de tiempo corto de Fourier.

[+4]

X(m,w) = E x[nlu[m-n]e ™ 1.106

n=—w

Queda claro que un cambio en la ventana de andlisis cambiard las
secciones de tlempo corte y por tanto, la transformada de tiempo corto.
En el caso de procesamiento digital, la transformada discreta de tiempo

corto estéd relacionada con la transformada de tiempoe cortc de tiempe discreto

por:

Xtn, k) = X(n,0)| __ . Ru(k) 1.107

En wmuchas aplicacicnes, la variacidén temporal estd decimada por un

factor L para dar la funcién X(nL,k).
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4 OTRAS TRANSFORMADAS
4.1 TRANSFORMADA BIDIMENSIONAL DE FOURIER _

Hasta ahora hemos trabajado con cantidades fisicas como el tiempo o la
frecuencia, que son esencialmente unidimensionales. Sin embargo, en los casos
en los que intervienen dos dimensiones (membranas, antenas, lentes, pantallas
de televisién, etc...) es necesario aplicar férmulas mis generales.

Una funcién bidimensional f(X,y) tiene wuna transformada de Fourier

bidimensional F(u,v) dada por (ec. I1.108):

[++] oG
Flu,v) = J J £x,y) et IPTUKEIVYI) g gy 1.108.a
Zo —
© o
fix,y) = J J Flu,v) e 32Huxvyl) g0y 1.108.b
‘o —w

Estas ecuaciones {(1.108) describen un anilisis de una funcién

bidimensional f{x,y} en componentes de la forms e(JZH(UX+Vy)).

La integral de convolucién para funciones bidimensionales f(x,y) esta

definida por:

L=< I ]
¥y = J\ J‘ f(x,y Jglx— ,y-y )dx’ dy’ 1.109
—t0 —tn

Por tanto, una de las funciones se rota media vuelta alrededor del
origen cambiando el signo de X e y, desplazandola , multiplicandoia por la
olra funcidén e integrando el producto para obtener el valor de la convolucién

para ese desplazamiento particular,

4.2 TRANSFORMADA DE HANKEL

Los sistemas bidimensionales a menudo muestran simetria circular, por
ejemplo sistemas épticos. Debe esperarse en dichog casos una simplificacién
al considerar una sola variable radial r, en lugar de dos variables
independientes x e y. La expresién apropiada de dichos problemas se realiza
en términos de la transformada de Hankel cuyo nicleo son la funciones de

Bessel. Si existe simetria circular:
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f{x,y) = f{r) donde: r2 = x2 + y2 I.110

entonces se puede demostrar que F(u,v) también tiene simetria circular,

es decir:

Fi{u,v) = Fiq), g2 = u? + v2 I.111

Las relaciones entre las funciones unidimensionales f(r) y F{g) son (ec.
1.1127:

Lus]
Flq) = 2= J fir) Jol(2mgrir dr I.112.a
o}
[+4]
f(r) = 2= J Flq) Jo(2mgr)q dg I1.112.b

o]

Nos referiremos a F{q) como la Transformada de Hankel {de orden cero)} de
f(r) y observaremos que la transformacién es estrictamente reciproca. EI
micleo Jo, junte con seno , coseno y otros suele conocerse como nicleo de
Fourier en el sentido amplic de un nGcleo asociado con una transformada
reciproca. El factor 2m dentro del paréntesis proviene de medir g en ciclos

completos por unidad de radio y el 2m antes de la integral proviene del

elemento de area 2rrdr.
4.3 TRANSFORMADA DE HANKEL EN N DIMENSIONES

5i existe simeiria en n dimensiones, 1la iransformada unidimensional

resultante es:

[24]
Zn n/z
F(q) = — J £0r) Jn(2ngr) r™? ar I.113
qm 0

1
donde m = — (n-1)
2

4.4 TRANSFORMADA DE MELLIN
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La transformada definida por:
£

Fu(s) = J. f(x) ¥ dx EI.114

¢]
es equivalente a la transformada de Laplace haciendo el sigulente cambio

de variable:

- - = - -
X =& . dx = - 2 t dt x> = e te1)

con el que obtenemos:

Ful(s) } e dt EI.115

]
i
g ™ 8
H.,
2]
1
o

Por tanto, &a twmwfounada de Laplace de funcicnea de t oy fa
Transformada de Mellin de funciones de « son idénticas. Cuando dibujamos una
funcién de t come una funcién de e-t, estamos comprimiendoe todo el tiempo
positivo en el rango de 1 a 0. La férmula de inversién para la transformada

de Mellin es:

C+jm
1 -5
Flx) = — J Fuls) x° ds EI.116
Jjeén .
c—jo

Podemos considerar a Fu(s) como el momento (s-1) de f(x). En general:

Area de f(x)} = Fux(l)
Primer momento de fi{(x) = Fu(2}
Segundo momento de f(x) = Fu(3)

U4.5 TRANSFORMADA Z

Sea una funcidén f(t) de la cual s6lo se conocen sus valores en los

instantes de muestreo t=0,1,2,...,.n: {f(0),f(1),f(2),.,f(n)}. Entonces el
pelinomio:
Flz) = £(0) + £(1)z " + £(2)27 % + ... +f(n)z ™ EI.117

se conoce con el nombre de transformada z de £(t}.
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Si en la integral de Laplace:

[+5]
J £(t) P at 1.118
=

Si efectuamos el cambio de variable z = e_t, obtendremos la transformada

de Mellin, mientras que si el cambio es z = e® obtendremos la transformada

z. Como se puede ver estas tres itransformadas estdn muy relacionadas.

4.6 TRANSFORMADA DE ABEL

Cuando se va mas alld de las aplicacicnes unidimensionales de la
transformada de Fourier, se encueniran problemas que invitan a usar la
transformada de Abel. Estos fendmenos aparecen cuando se proyectan en una
dimensidn, distribucicnes con simetria circular en dos dimensiones. Un
ejemplo tipico es la respuesta eléctrica de una camara de televigidn a medida
gue barre sobre una linea estrecha.

Las derivadas de orden fraccionario estdn muy conectadas con la
Transformada de Abel, que también aparece en campos como la conduccidén de
calor en sélidos o la transmisién de seflales eléctricas a través de cables.

la transformada de Abel Faix) de la funcién f{r) se define comimmente como:

4]
flrir dr
Fa(x) = zJ'—~— 1.119
’ (r2 - X2)1/2
o bien:
[2.4]
Fa(x) = J k(r,x} f(r) dr 1.120
O
donde:
2 _ ozy-172
kir,x) = 2r(r x%) roox 1.121

O r < x
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El micleo ki(r,x), consideradc como una funcién de r en la cual ¥ es un

parametro, se desplaza a la derecha a medida que x se incrementa y también

cambia su forma.
T4.7 TRANSFORMADA DE HILBERT

La Transformada de Hilbert de f{x) se define como:

fix Yax’

1
Fi(x) = — f SR EI.122
4 X' -x
-

¥

La divergencia en x = X’ se permite tomando el valor principal de Cauchy

de la integral. Fu se puede obitener a partir de f{x) convolucionando con (-
o) por lo que el especiro de FH estard relacionade con el de f(x).

La transformada de Fourier de {—nx)_l es (j signo{s)), que es igual a +j
para s positiva y -j para s negativa. Por tanto, la transformada de Hilbert
es equivalente a un curioso tipec de filtrade, en el cual las amplitudes de
las componentes espectrales permanecen sin cambiar, pero sus fases estan
alteradas por *n/2.

Puesto que la aplicacién de la transformada de Hilbert sucesivamente
invierte las fases de todas las componentes, se sigue que el resultado sera

la funcidén criginal cambiada de signo. Por tanto:

o
1 Fu(x’ Jdx’
fix) = — .[ _— EI.123
T x' -
b+ 1}
-1
flx) = - |—| * Fu Ei.124
i[4
Si el ntcleo se elige como [im{x’-x)1"% en lugar de [m{x’ - x}]_l, la

transformacién seria estrictamente reciproca, pero entonces se habria perdido

el efecto de que la transformada de Hilbert de una funcidn real fuera también

una funcidn real.

B4.7.1 La sefial analitica

Consideremos una funcidén real f{t), a la que le asociamos una funcién
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conpleja:
flt)-jgrFual(t) I.125

cuya parte real es f(t). Por ejemplo la transformada de Hilbert de

cos(t) es -sen(t) y la funcidén analitica correspondiente es eJt

De la misma forma que los fasores simplifican los calculos en la teoria
de corriente alterna, la funcidén analitica es 0Util en algunas situaciones en
las cuales el alejamientc del comportamiento puramente monocromitico impide
el uso de fasores. Las portadoras moduladas son un ejemplo.

La seflal analitica no puede tener componentes de frecuencia negativas.
De hecho se obtiene suprimiendo las frecuencias negativas de f(t). Por
ejemplo, a partir de:

iwt + e—Jwt

e
cos(wt) = ——— 1.126
2

podemos obtener la sefial analitica suprimiendo el término de frecuencias

- -jwt
negativas e

4.7.2 frecuencia instanténea y envolvente

Existen problemas a la hora de definir la envolvente de una sefial,
puesto que sélo toca a la sefial de vez en cuando y entre medias puede hacer
cualquier cosa. De igual manera, la frecuencia de una sefial cuasi-
monocromatica no queda definida de forma obvia para todo instante de tiempo.
Una generalizacion que permite dar una respuesta definida parte de 1la
definicidén de sefial analitica. Si existe una frecuencia promedic que se le

pueda asignar, la sefial analitica vendrda dada por:

v(t) eIt 1.127

En ese caso diremos que |V{t)| es la amplitud instanténea o module y
que el ritmo temporal de cambio de la fase de la sefial analitica eg la

frecuencia instantanes.

4.7.3 Causalidad
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Es blen conccido que el efecto nunca precede a la causa. Por tanto, 1la
respuesta I(t) de un sistema fisico a un impulso aplicado en t=0 debe ser
cero para valeres negativos de t. El espectro de I{t}, o funcién de
transferencia T{(f), debe tener una propiedad especial correspondiente al
caracter causal de I({t}, vy es que las partes real e imaginaria de T(f) sean
transformadas de Hilbert una de la otra. Por tanto todas las funcicnes de

transferencia causales tienen la forma:
T(f) = G(f) + j B(f} 1.128
donde B(f) es la transformada Hilbert de G(f).
4.8 PROCESAMIENTO HOMOMORFICO DE SENALES

4.8.1 INTRODUCCION

En 1963 Bogert, Healy y Tukey publicaron un articulo con un titule algo
inusual: "The Quefrency analysis of time series for echoes: Cepstrum, Pseudo—
autocovariance, Cross—Cepsirum, and Shape Cracking®. En este trabajo,
observaron que el logaritmo del espectro de potencia de una sefial que
contenia eco, tenia una componente peridédica aditiva debida al eco. Por
tanto, el especirc de potencia logaritmico de la tramsformada de Fourier
deberia contener un pico en el retardo correspondiente al eco. Denominaron a
esta funcién CEPSTRUM parafraseando la palabra SPECTRUM porque: “&n genenal,
nos  encontrdbomos  openando en el dominie de fo frecuencia de manenas
acostumbnadan en el dominic del tiempo y msicewensa". Boggert y colaboradores,
definieron un vocabulario completo para complementar la nueva técnica de
procesamiento de sefiales; sin embargo, sdélo el término "Cepstrum” ha sido
usado ampliamente. Puestc que el especiro de potencias es la transformada de
Fourier de la funcidén de autocorrelacién y siempre es positivo, sélo se
requiere el logaritmo real. En general, se debe usar el logaritmo complejo y
la transformada de Fourier compleja. Para distinguir ambas situaciones

dencminaremos a este Gltimo "Cepstrum complejo".

4.8.2 TRANSFORMADA HOMOMORFICA

El operador transformada homomérfica M-dimensional tiene la interesante
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prepiedad de que convierte la convelucidén en adicidén, lo que hace gue sea
util en cierta variedad de problemas précticos de procesamiento de sefiales.
Quizas la aplicacién méds comin sea su utilizacidédn para problemas de
deconveolucién en los que la respuesta al impulso distorsionante no se conoce
exactamente pero es mds facil de discernir en el dominioc "cepstral” que en el
temporal o el frecuencial. Un ejemplo es la situacién en la cual la
distorsién y la sefial deseada caen en diferentes regiones del dominio
“"cepstral",

La transformada Homomérfica de una serie se define como fa Transformada
invenna de Foaunien del loganitmoe de o twnefonmada de Founien:

H=% 1In % 1.129

El resultado, cuando existe, es una segunda serie denominada cepstrum.

EL. operador iransformada inversa homomdérfica viene dado por:

=9 exp g 1.130

En cualquier experimento fisico los datos serédn distorsionados por
ruidos © no-linealidades en el sistema de medida. A menudo es razonable
modelar esta distorsién como una perturbacién aditiva. El hecho de que la
transformada homomérfica y su inversa exhiban un comportamiento altamente no-
lineal complica el anadlisis de estas perturbaciones aditivas. A menudo el
cepstrum en si misme es de interés para el experimentador. Si, como es
habitual al aplicar el procesamiento homomdrfico, la serie a es de la forma a
= b * ¢ y se tlene algin conocimiento a priori de b y ¢, el examen del
cepsirum puede incrementar la comprensidén por parte del experimentador de la
naturaleza de b y c. A menudo es mds practico utilizar el cepstrum de
potencia que el cepstrum complejo porque se evitan problemas con las fases.
El cepstrum de potencia se define como la Taansforunada homoménfica de sl
cecuencia de autoconnelacisn.

Las técnicas homomdérficas también se pueden usar para recuperar una
sefial desconocida por medio de la deconvolucién. La aproximacion usual es
calcular el cepstrum complejo de la secuencia desconocida, llevar a cabo una
operacién lineal sobre el cepstrum y calcular a continuacién la transformada

inversa homomérfica.
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5 MODELOS PARAMETRICOS DE PROCESDS ALEATCRIOS

La Densidad de Potencia Espectral (DPE} definida antericrmente es la
transformada de Fourier de tiempo discreto de la secuencia de autocorrelaciédn
(SAC). Esta relacidén transformada puede ser considerada come una descripcidn
ne-paraméirica de la estadistica de segundo orden de un procesc aleatorio.
Suponiendo un modelo de serie temporal, se puede también llevar a cabo una
descripeidén paramétrica de la estadistica de segundo orden. La DPE de estos
medeles quedard totalmente descrita por los parémetros del mismo y por la
varianza del procesc de ruido blance. Estos parametros también estarén
relacionados con la secuencia de autocorrelacién. La motivacién para el
modelado paramétricc de procesos aleatorios es la capacidad de pernmitir
mejores estimadores de la DPE que log de la estimacidn especiral clésica.
Tanto el método del periodograma como el del correlograma dan estimaciones de
la DPE a partir de un conjunto truncado de datos. Los datos no disponibles o
no estimados fuera de la wventana son implicitamente cero, normalmente una
suposicidén poco realista que no es necesaric hacer con los métodos
paraméiricos. Por tanto, la necesidad de funciones ventana es eliminada,

Junto con su impacto distorsionante.
5.1 MODELOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS Y NO ESTACIONARIOS

Una clase importante de modelos estocdsticos para describir series
temporales son los denominades wmodelos estacionarios, gque supone que el
proceso ge encuentra en equilibrio alrededor de un nivel medioc constante. Sin
embargo, muchas series temporales son mejor representadas como no

estacionarias y en particular sin tener una media natural (Box and Jenkins
{1976)].

5.1.1 NOTACION

En un modelo estocastico, el wvalor actual del procesc se expresa como
una combinacién lineal finita de valores previos del proceso (en tiempos
igualmente eépaciados nT, {(n-1)T, (n-2)T,...) y un impulsoc uinl.

Para expresar el valor del proceso en un instante dade indicaremos
anicamente su peosicidn dentro del conjunto de datos, n,n-1,n-2, etc...

- valores del proceso en dichos instantes x[nl,xIn-1],x[n-2]

- desviaciones de la media en dichos instantes x[nl, xIn-11, x[n-2]
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donde x[n] = xin] - u

Algunos coperadores que se suelen emplear vienen dados por:
Operador retardo : Rx[n] = xIn-1]. Por tanto R'xInl = x{n-ml

Operador adelanto: {AD)xIn] = x[n+il. Por tanto (AD)"xInl = x[n+m]
Operador diferencia hacia atrds : Vxlnl = x[nl-xIn-1] = {1-RIx[nl]

El operador V tiene comec inversa el operador suma S :

P

operador suma v ix[nl= Sx[n] = Z ®x[n-3j1 = (1+R+R%+.. . )xIn] = (1-

J=0
R) "x[n]

El modelo estocastico que empleamos esta basado en la idea Yule (1927)
de que una oenie temporol en o cual fos wssalones sucesinos son altamente
dependientes piede comsidenarnse que a2 genena a pandin de una aernie de
impubsos independientes ufn] . Estos impulsos son realizaciones de un proceso
aleatorio con una distribucién fija. Dicha serie de variables aleatorias se
denominan ruide blanco. El proceso de ruido blanco uln] se transforma en el
proceso xinl al pasar por un filtro lineal. El1 filtrado lineal simplemente

tema una suma ponderada de las observaciones previas, por lo que:
x[n] = g + ulnl + gpuln-11 + guln-21 +... = p + P(R)uinl} I.131

En general, u es un parametro que determina el nivel medio del proceso y

WR) = 1 + YR + PR +... 1.132

es el cperador lineal que transforma uin] en x{nl y se denomina funcién de
transferencia del filtro,

La serie y,,¥»,... formada por los coeficientes puede ser, tedricamente
finita o infinita. S8i la serie es finita, o infinita y convergente, se dice
que el filtro es estable y el proceso x[nl es estacionaric. De otra forma,
x[n] es no-estacionarioc y u no tiene un significado especifico excepto como
punto de referencia para el nivel del proceso.

Teniendo en cuenta 1las propiedades de la Transformada-z, podemos

observar que el operador retardo equivale a la multiplicacién por el factor

1 . ; .
z . De esta manera, la funcidn transferencia del filtro puede expresarse

también en la forma:
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Wiz) = 1+ gyz '+ gz o+, 1.133

En adelante ge utilizard indistintamente el operador Retardo R o la

Transformada-z.
5.1.2 MODELOS AUTOREGRESIVOS {AR)

En este modelo, el valor actual del proceso se expresa como una
combinacién lineal finita de valores previos del proceso ¥y un impulsc ulnl.

Un proceso autoregresivo de orden p viene dado por la ecuacién:
§[n1=—a[1]Q[n—l]—a[ZIQIn—2]+‘..~a[p}§[n—p}+U[n] 1.134
0 en forma abreviada:
B
x(n) = - ) alkl xIn-k] + uln]

k=1

Donde x{n} representa el valor de la sefial en el instante nT, siendo T

X . . . 2
el periodo de muestreo, e(n) el valor de un ruido gausiano con varianza o en
el mismo instante y c(k) los parameiros autoregresivos.

81 definimos un operador autoregresivo de orden P como:
AR) = 1 + al1lR + al2]R%+. .. +a[plR® 1.135
Entonces el proceso autoregresivo puede ser escrito abreviadamente como:
AR)x[n) = uln] 1.136

U bien en funcién de la Transformada-z, como:

A(Z)x[n] = uln] 1.137
Este modelo contiene p+2 parametros desconocidos M, alll,
al2l,.., alpl, o2, que en la practica pueden ser estimados a partir de los

. - 2 ; ;
datos. El pardmetro adicional ¢ es la varianza del proceso de ruido blanco

ulnl. Despejando x[n] de la ecuacién {I.136) obtenemos:
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x[nl=¢(R)uln] donde ¥(R) = A"'(R) 1.138

lo gue nos permite considerar los procesos auloregresivos come un casco
especial de log modelos de filiros lineales.

Los procescs autoregresivos pueden ser estacicnarios ¢ no-estaciocnarios.
Para que el proceso sea estacionario, los coeficientes de A(R) deben ser

elegidos de forma gque constituyan una serie convergente.

5.1.3 MODELOS DE MEDIA MOVIL (MA)

Otro tipo de medelo de gran importancia en la represeniacion de series
temporales observadas, es el denominado proceso finito de media mdévil. En
este, la xIn]l se hace depender linealmente de un numerc finito g de impulsos

b previos, por tanto:
x[nl=ulnl+b[1luln-11+bi2]uin-2] +... +blgqluin—gl 1.139

se denomina un proceso de media mévil de orden q. Si definimos un operador de

media mévil de orden g como:

B(R)=1+b[1]R+b[2]1R%+. . . +b[q]R® 1.140

entonces el medelo de media mévil puede ser escritec abreviadamente,

tanto en funcién del operador retarde como de la Transformada-z, segin la

siguiente expresion (ec. 1.141):

%[nl=B(R)uln] 1.141.a
x[n]=B(z)uin] 1.141.b

Este modelo conitiene g+2 parametros desconccidos, gque pueden ser

estimados a partir de los datos
5.1.4 MODELOS MIXTOS AUTOREGRESIVOS-MEDIA MOVIL (ARMA)
Para conseguir una mayor flexibilidad en el ajuste de series temporales,

es conveniente a veces incluir tanlo el término autoregresivo como el de

media mévil en el modelo. Esto nos lleva al siguilente modelo mixto



72 Medelos Paraméiricos de Procesos Aleatorios

auteoregresivo-media mdvil,

x[nl=-a(1lx[nl-af2]x[n-2]-...-alplx[n-p]+
ulnl+bl[1iuln-11+bl2]uln-2] +... +bigluln-q] I.142
o bien:
A(R)X[n] = B(R)uln] 1.143

para lo cual se necesita estimar a partir de log datos p+g+2 incégnitas. Si

lo expresamos en funcidén de la Transformada-z cbtenemos:

A(z)xIn] = B(z)uln] 1.144

De donde se puede deducir que la funcién transferencia del filtro es:

Bi{z)
A(z)

H{z) =

.145

Este modelo se denomina también de polos y ceros, pues su funcidén de
transferencia tiene raices tanto en el numerador como en el denominador. Si
B{z)=1 seria un modelo todo-polos (y se corresponderia a un auteregresivo} vy

si A{z)=1 seria un modelo todo-ceros ( que se corresponderia con un media-

mévil).
5.1.5 MODELOS NO ESTACIONARIOS

Muchas series provenientes de datos reales muestran comportamientos no
estacionarios y en particular no varian alrededor de una media fija. Aungue
el nivel en el que dichas fluctuaciones ocurren puede ser diferente en
diferentes tiempos, el comportamiento general de la serie puede ser similar,
S1 este fuera el case, dicho comportamiento podria ser representadoc por un
operador autoregresivo generalizado ¢(R), en el cual uno o més de los ceros

del polinomio (R} es la unidad. Por tanto, el operador ¢(R) puede ser

escrito como:

@{R)=A(R) (1-R)¢ 1.146

donde A(R} es un operador estacionario. Por tanto, un modelo general,

que puede representar un comportamiento homogéneo no estacionario, es de la
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forma:
@(R)x[n1=A(R) (1-R)x[n]=B(R)uln] 1.147
es decir:
A(R)win)=B{R)uln] I.148
donde:
winl= ¥%x[n] 1.149

El comportamiento no estacionario homogéneo puede por tanto ser
representado por un modelo que supone que la derivada d-ésima del proceso es
estacionaria.

El procesc definido por las ecuaciones (I.148) y (1.149) es un modelo
muy potente para describir series temporales estacionarias y no estacionarias
y se dencmina procesc autoregresivo integrado de media mévil (ARIMA) de orden
{p,d,q).

Hay que notar que si d=0, el modelo incluye el modelo mixto estacionario
(I.142) como casc especial, y por tanto el modelo autoregresivo puro (I.134)
y el modelo de media mévil purec (I.139).

La razdén para la inclusidén de la palabra "integrado" (aunque quizas
seria mas apropiado decir "sumado") es la siguiente. La relacién inversa de
(1.149) es:

x[n] = S%win] 1.150

dende S es el operador suma definide por:

w0

Swln} = E win-jl= winl + win-1] + win—21+... 1.151

j=0

Por tanto, el modelc puede ser generade a partir de un ruideo blanco uln]
por medio de tres operaciones de filtrado como se indica en el diagrama de

blogues de la figura.
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Filtro Filtro Filtro de
de media estacionario suma
uln]|movil e[n] |2utoregresivo| . jn{|no~estacionario x[nl
B(R} A"1(R) g4

Fig. 17 Diagrama de bloques para un modelo Autoregresivo-media mévil

integrado,

El primer filtro tiene entrada ufn], funcién de transferencia B(R) y

salida el[n] donde:
eln] = ulnl + bliluln-1}+ ..+blgluln-g] = B(R)uln] I.152

El segunde filtro tiene entrada eln], funcién de transferencia A_liR) ¥

salida winl donde:

winl = e[n] + a *[1leln~1]+ ..+a_1[p]“1e[n—p] = AT (R)eln] 1.153

El primer filtro tiene entrada winl, funcién Qe transferencia S9 vy
salida xin] donde:

x[n] = S%([ni
5.1.6 CONDICION DE ESTACIONARIEDAD

a PARA PROCESOS AUTOREGRESIVOS

Para un proceso autoregresivo general ﬁ[n]=Ah1ER)u[n] , obtenemos:
AR) = (1-G;R)(1-GR)... (1-GR) 1.154

y desarrollando en fracciones simples obtenemos:

ol
Ki
xinl = A (R)uin] = z — _ ulnl 1.155
(1-G,R)

i
i=1

Por tanto, A_liR} es unha serie convergente para |R| = 1 v debemos tener

|G1| < 1. Esto implica que los ceros de A(R) deben caer fuera del circuloc
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unitario,
b PARA PROCESOS DE MEDIA MOVIL
Para un proceso de media mévil general x[n]=B(R)ulnl , obtenemos:
B(R) = (1-H,R) (1-HR)... (1-HR) 1.156

y desarrollando en fraccicnes simples obtenemos:

[n] 1.157

gue converge si |Hj| < 1. Puesto que las rafces de B(R}=0 son H;l Esto

implica qgue los cerog de B(R} deben caer fuera del circulo unitario.

c PARA PROCESOS MIXTOS

Se deben verificar las dos condicicnes anteriores simulianeamente.

5.1.7 MODELOS LINEALES NO ESTACIONARIOS

Hay un nimero ilimitado de formas en las cuales un proceso puede ser no-—
estacionarie. Una posibilidad es violando la condicidén de que |A[ < 1. Si se
observa la respuesta de un sistema de este tipo, se vera que después de un
pequefio periode de induccién, la serie sigue esencialmente vna curva
exponencial. Este comporiamiento es el misme, haya ¢ noe términos de media
mévil en el segundo miembro del modelo.

Aunque este tipo de modelos son validos para representar comportamientos
de tipo explesivo o eveolutivo, estos no son del tipo que queremos analizar.

La otra posibilidad es que las raices estén en el circuleo unitario.

Consideremocs el modelo:
@ (R)x[nl=B(R)uln] 1.158

donde ¢(R) es un operador autoregresivo no-estacionario, para el que d

de las raices de @{(R})=0 estan en el circulo unitaric y el resto permanecen



76 Modelos Paramétricos de Procesos Aleatorios

fuera del mismo. Por tanto el modelo anterior puede ser expresadc como:
¢(R)xIn] = A(R)(1-R)*X[nI=B(R)uin) I.159

donde A(R} es un operador autoregresivo estacionario. Puesto que v%[n}

= v%xIn] para d = 1, podemos escribir el modelo como:

A(R)’k(n] = B(R)uin] 1.160
Equivalentemente el proceso puede ser definido por las dog ecuaciones:

AfRIw[n] = B{Rlulnl I.161

winl = v3xin] 1.162

Por tanto, vemos ¢ue el modelo corresponde a suponer que la diferencia
d-ésima de la serie puede ser representada por un proceso estacionaric del

tipo ARMA.

Una forma alternativa de ver el proceso para dz1 resulta de invertir
(I.162) para dar:

xin] = s%winl 1.163

donde S es el operador suma infinita definido por {ec. 1.164):

£

Sx[n]= Z xp = (1 + R+ R+ ... ) xIn) = (1-R)'x[nl = v''x[n]
h=—~0
Por tanto
-1 -1
S = (1-R) =V 1.165

Igualmente el operador s? queda definido por:

s*In] = Sx(n] + Sx(n-1] + Sx[n-2] +. = Z z %[h) 1.166

i=-% h=-
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vy el operador 5° por:

It i i

s°xIn) = Z E z x[h] 1.167

j=—t0 3=-00 h=—c

La ecuacién (I1.163) implica que el proceso (I1.161) puede ser obtenido
sumando ( o integrando} el proceso estacionario d veces. Por tanto el proceso
se dencminard autoregresive integrado de media mévil.

Consideremos el caso en el que d=0, esto implica no sélo que el proceso
x[n] es estacionario con media cero, sino que también Vx[nl, V2x[n],

¥3x[n],... sean estacionariogs con media cero.

Fig. 18 Serie que muestra una no-estacionariedad en el nivel que puede ser

representada por el modelo A(R)Vxfn} = B(R)ufn}

La figura 18 muestra un tipo de serie no estacionaria. La serie es
homogénea excepto en el nivel, en el que, eXcepto por una traslacién
vertical, wuna parte se parece mucho a otra. Podemos representar dicho
comportamiento manteniende el requerimiento de que las diferencias sean
estaclonarias con media cero, pero dejande libre el nivel. Esto se puede

hacer usando el modelo:

A(R)VxIn] = B(R}ulnl 1.168

i

Fig. 19 Serie que muesira una no-estacionariedad en nivel y pendiente

que puede ser representada por el modelo A(R)V°x[n] = B(R)uln]

La figura 19 muesira un segundo tipoc de no-estacionariedad bastante
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comin. La serie no tiene ni un nivel, ni una pendiente fija, pero de resto su

comportamiento es homogéneo. Dicho comportamiento se puede representar por el

modelo:

A(RI¥3xIn] = B{R)luln] 1.16%

que asegura la estacionariedad y media ceroc, para todas las diferencias

mayores que la segunda, pero permite cambios en nivel y pendiente.

5.2 POTENCIA ESPECTRAL

La Transformada-z de la secuencia de salida xIn] esta relacionada con la

Transformada~z del proceso aleatorio de entrada uln] por:

B(z)B (1/2%)

Pax(2)=Pui(2)H(2)H (1/2*) = Paulz 1170

A(Z)A*(1/2%)

La densidad de potencia espectral Parsa(f) se obtiene sustituyendo

z = e(Jant} en la ecuvacidén (I.170} v escalando por el intervalo de muestreo

T, con lo que se obtiene:

B(f) , eg(f)beeq(f)
Parua(£)=Tp, | —|" = Tp, 1.171
AlE) eE(f)aaHep(f)

donde los polinomios B{f) y A(f) estén dados por (ec. I.172):

B
B(f) =1+ ) blk]e ("J2TEKT) 1.172.a
- T
toT q - .;-..I.- .:
A(f) =1 + Z a[k]e(—dgnfk"r{)l I1.172.b
k=1

y los vectores eq(f); e, (f), by a estdn definidos como (ec. I.i?S):
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"1 3 r 1 5
o (J2mfT) bi1]
ep[fJ = : b = : 1.173.a
(j2rfpT) '
e J plpl)
|’1 3 7 1 ~
o (J2nfT) al1]
eq(f) = : a= : 1.173.b
o (J2mfqT) alp]
A 7 Y o~

La especificacién de los parametros AR, de los parametros MA, v la
varianza del ruido blanco p, caracterizan enteramente la DPE del proceso ARMA
x[nl. Cualquier ruido de observacién aditive en la serie medida debe ser
modelado come una fuente de ruido separada y distinguible del ruido guia gue
es parte integranie del modelo ARMA.

5i el modelo es un MA puro de orden g, la densidad de petencia espectral

viene dada por:

H H
P{f) = Te, eq(f)bb eq(f) 1.174
Si el modelo es un AR puro de orden p, la DPE viene dada por:

Te,
P(f) = 1.175

(eg(faaAHepf])

5.3 RELACIONES ENTRE LOS PARAMETROS DE LOS MODELOS AR, MA Y ARMA

Dado un modelo AR, MA o ARMA de un numerc finito de pariametros, es
posible expresar ese modelo en términos de los otros dos modelos. Un proceso
ARMA © MA pueden ser representados per un Unico modeloc AR generalmente de
orden infinito. Igualmente un proceso ARMA ¢ AR puede ser representadec por un
Unico modelo MA generalmente de orden infinito. Este concepto es importante
porque se puede seleccionar cualquiera de los tres modelos y todavia obtener
una aproximacidn razonable si se usa un orden del modelo suficientemente
grande. Existen ciertos beneficics de tipo algoritmico al estimar los
parametrogs de un modelo a partir de los datos ¥ entonces calcular los
parametros de otro modelo a partir de los del primerc. El meodelo AR eg un
caso particular para el cual existen muchos algoritmos eficientes. A menudo

el primer pasc de un algoritmo de estimacién de un modelo MA o ARMA consiste
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en estimar un modelo AR de orden alto.

o

Sea Cz) = 1 + z clkiz™ 1.176

k=1

el polinomio del denominador de un modelo AR(w). Los parémetros clk}] que

son equivalentes a un modelo ARMA{p,q) se obtienen igualando:

Biz) _ 1
Alz)  C(z)

1.177

o calculando la transformada inversa de C(z)B(z) = A{z). Esto da:

1 n =20

q
clk] = A —Eb[k]c[n—kha[n] 1=n=p 1.178

k=1
q

-} blkloin-k] n>p
[ k=1

con condiciones iniciales cl-1]=...=c{~-q1=0.

Igualmente, si dados los parametros de un modelo AR(») gque se sabe es
equivalente a un modelo ARMA(p,q), entonces los parametros de MA pueden ser

recuperadeos resolviendo:

clpl clp-11 ... clip-q+1] bl1] clp+1]
C[P+1] C[P] . c[p—g+2] b[?] - _ C[PTZ] 1179
clp+q-1]  clp+g-21... clpl’ blg] clp+ql

para los términos b, wusande la relacién (1.178) sobre el rango
p*l = n = ptq. La maitriz de parametros clnl es de tipo Toeplitz, lo que
facilita los cadlculos. Una vez que se han encontrado los parametros MA,

entonces los parametros AR pueden ser recuperados por la convolucién:

4

aln] = cinl + Z blklcln-kI 1 1.180

1A
)
A
ol

k=1
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Nétese que s6lec se han usado los parimetros autoregresives cf1],
clptql del modelo AR(w) en las ecuacicnes {I.180) y (I.180). Si 1los
parametros clk] son truncados a cero, entonces el modelo truncado resultante
pedra sclamente aproximar al modelo ARMA(p,q) del gue proviene. Aproximarsd al

ARMA en el sentide de que el pelinomio ARMA inverso

Glz) = —— = " =1 + [k)z™® 1.181
“ T W= B2 L iz

y el pelincomic truncado

pig
C(z)=1 + Z clkxiz™ 1.182

=1

coincidiran sélo para 1 = k = p+g. Esta aproximacién de una funcidén racicnal
de polincmics de orden finito con un polinomio de mayor orden se conoce como

la aproximacién de Padé. De forma similar, sea

w

Di{z) = 1 + z dixlz* 1.183

k=1

el polinomioc del numerador de un modelo MA(w). Los parametros dlk] del

modelo MA(w] gue son equivalentes a un modelo ARMA(p,q) se obtienen

igualando:

B(z)
Dz} =
Alz)

I.184

o calculando la transformada inversa de D(z)A(z)=B(z). Esto da:

1 =0
p
din]l = +{ - Z alkldln-kl+bin] 1=n=g 1.185
k=1
o
- Z alkldln-k] n>q

L k=1
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5.3.1 RELACION DE LOS PARAMETROS DE UN MODELO ARMA CON LA SECUENCIA DE
AUTOCORRELACION

E
Si multiplicamos la ecuacidén de definicién del modelo (I.142) por x In-

m] y caleculamos el valor esperado tenemos :

P q
E{x[n]x [n-m]}=- Y alklE{x[n-klx [n-nl}+ } bIKIE(uln-klx {n-n]}
k=1 k=0
o
p q
rxxlml= -Z alklrsxim-k] + Z blkIrex[m-k] 1.186
k=1 k=0

La correlacidn cruzada ruxlil entre la entrada y la salida puede ser

expresada en términos de los pardmetros hikl de la ecuaciédn:

foe]
H(z) =1 + Z hiklz ® 1.187
k=1
usandoe la ecuacion:
[22]
x[n]=z hikluln-k] 1.188
k=0

para cbtener:

o

rax[il= E{uln+11x [n]}= E{ uln+i] {u'fnl + Z h (k4 [n-X] }
k=1

w
rux[i] = ruwsli] + Zh*[k]t‘uu[i*'k] I.189

k=1

Puesto que se ha supuesto que ulkl es un proceso de ruido blanco,

entonces:
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0 i>0
rux[11={p,, i=0 1.190
*
Ph [-i] i<0

La relacién final entre los parametros ARMA y la autocorrelacién del

proceso X[kl es, por tanto:

r

*
rxx [-m] m < 0
p b+
-} alklradn-k] + p,} blklh (k-n) 0 =m =g 1.191
Txx{m] = A k=1 k=m
P
- z alklrxxIm-ki m> g
k=1

Los parametros autoregresivos de un modelo ARMA estén relacicnades por
un conjuntc de ecuaciones lineales a la secuencia de autocorrelacidén. La
ecuacién (I1.191) puede ser evaluada para los p indices de desplazamiento g+1

=m = g+p, por ejemplo, y agrupados en la expresidn mairicial:

rxxlql rxxlg-1] .. .rxx[g-p+1] alll rexlq+l]
r‘xx[c-{'i-l} I‘xx[(?[] .. .I‘xx[q-}?+2] a[.2] - _ I‘xx[q-:i-2] 1.192
I‘xx[(-{‘i'p—'l] I“xx[(‘ﬁ'p—?‘] R St el ) a[p] I"xx[q';'p]

Por tanto, si se tiene la secuencia de autocorrelacién para los
desplazamientos desde g-p+1 hasta q+p, entonces los parametros autoregresivos
pueden encontrarse separadamente de log parametros de media mévil resolviendo
las ecuaciones simultaneas (1.192). Estas relaciones son conocidas como las
Ecuaciones normales de Yule-Walker para modelos ARMA o también como las

Ecuaciones de Yule-Walker modificadas. El nimero de calculos precisos es del

orden de pz. Desgraciadamente, los parimetiros de media mdévil de un modelo
ABMA no pueden encontrarse simplemente como la solucidén a un conjunto de
ecuaciones lineales. Los pardametros MA estdan convolucionados con los
coeficienies de respuesta al impulsc hlk]l como se puede ver en la ecuacién
(I.191), lo gque resulta en una relacién no lineal con la secuencia de

autocorrelacion.
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5.3.2 RELACION DE LOS PARAMETROS DE UN MODELO AR CON LA SECUENCIA DE

AUTOCORRELACION

autocorrelacién y un modelo

la relacién anterior

La relacidén entre 1la secuencia de

autoregresivo pure puede encontrarse a partir de

haciende g=0, lo gue da:

( r‘xx*[—m] m < 0
P
"Ea[k]rxx[m—kl + Py m=0 [.193
rxxlml = {4
P
- alklrodnk] m> 0
k=1

La ecuacidn (1.191) puede ser evaluada para los p+l indices de
desplazamientc 0 = m = p, por ejemplo, y agrupados en la expresidén matricial:

rxx[0] rxx[-11 ... rxx[-pl al0] Pu
I‘xx[:.[] rxx['f)] I‘xx{—'p'.i'l} a[?] - 0 1.194
I"xx[}.)} I*xx[I.J—l]... r‘xx[O]‘ a[f)] 0

En esta forma, esta relacidén se conoce como Ecuacicnes normales de Yule-

Walker para modelos AR.
Utilizando la secuencia de autocorrelacién dada por la ecuacidn (I.193)

se obtiene una expresidén alternativa para la DPE de un modelo autoregresivo:

4]

=T rzxikle
|A(£)]? mgw

To, (- j2nfkT) I 195

Par(f) =

Nétese que los valores de la autocorrelacidn en los desplazamientos de O
a p describen de forma tUnica el proceso auntoregresivo de orden p, puesto que

para desplazamientos con |k| > p se obtienen recursivamente a partir de

p

rexim] = —Ea[k}rxx[m—k] 1.19%6

k=1
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como se indica en la ecuacidén (I1.191) con g=0.

5.3.3 RELACION ENTRE LOS PARAMETROS DE UN MODELO MA Y LA SECUENCIA DE
AUTOCORRELACION

La relacidén enire la secuencia de autocorrelacioén y un modelo de media
mévil puro puede encontrarse a partir de la ecuacién {I1.191) teniendo en

cuenta que p=0 y hlkl=blk] si 1 = k = g, con lo que se obtiene:

*
rxx [-m] m <0
q
Tuxim] = < *
xximl = 5 Z bikib [k-m] 0=<ms=qg 1.197
k=1
o _ m > g

Esta es una relacién de convolucién no-lineal “éntre la secuencia de
autocorrelacién y los parametros MA: Usando la secuencia de autocorrelacién

dada por {I.197), una expresidn altéhhativa para la DPE de media mévil es:

a |
Pua(£) =Tp, [B(O)|® =T ¥ rx [ ] {7I2HERT) 1.198

k=-gq

Nétese que la ecuacién (1.198} tiene un range de suma finito. Esto
simplemente refleja el hecho de que un proceso de media mévil de orden g no
estd correlado para desplazamientos |k| > gq. La ecuacién (I.198) es idéntica

en la forma a la estimacién de la DPE por el método del correlograma cléasico.

q
Peorr{f)= T X f'xx[k]e[_jznfkTJ 1.199
k=-q
si se usan las estimaciones de 1la autocorrelacidn ;xx[k] hasta el
desplazamiento g. La distincién entre ambos métodos espectrales reside en la
forma en que son usados los dates. El método del correlograma usa la
secuencia de autocorrelacidén directamente. El método del media mévil usa los

datos para estimar los parametros de MA y entonces utiliza la ecuacidén

(I.173) para calcular la DPE. Ambos métodos dan lugar a espectros con

caracteristicas similares.
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5.3.4 FACTORIZACION ESPECTRAL
Consideremos la Transformada-z para un proceso AR{p}:

Py
Par(z) = ——m8— 1.200

Alz)A (1/2%)

.*.
donde A(z)A (1/z") es un polinomic en z de orden 2p. Los polos de la

ecuacién (I.200) ocurren en pares reciprocos conjugados. Por ejemplo, si zk
_ *
es una raiz de A(z), entonces (1/zx)* es una rafiz de A (1/2%). Si zk esta

*
dentro del cireculo unitarioc, entonces 1/zx estard fuera del circulo unitario.
Ademds, las raices de A{z) vendrian en pares complejos conjugado si los

coeficientes del polinomioc son todos reales.

Afz) A*(1z%)

: )
Fig. 20 Ilustracidn de la factorizacidn espect?&l y estabjilidad

*
Consideremos la funcién Transformada-z A(z)A (1/2%)}. La figura 20 A
muestra un dibujo de peoles tipico del producte polinomial A(Z)A*(l/z*}.
Existen 2F pesibles combinaciones de p pelos para A(z) que dan el mismo

polinomic A(Z}A*(l/z*). Las figuras 20 B y 20 C muestran dos posibles
factorizaciones especirales de los polos indicades en la figura 20 A. Para
que la factorizacidén sea Gnica es necesario que el modelo de serie temporal
sea a la vez estable y causal. La teoria de sistemas lineales muestra que
dicho requerimiento fuerza a que Al(z} sea de fase minima, es decir, que tenga

todas sus raices dentro del circuloc unitario del plane z. El polinomio
*

A (1/2") tendrd por tanto, todas sus raices fuera del circulc upitario y
estaréd ascciado con un procesoc autoregresivo, estable anticausal.

Es importante distinguir la egtabilidad del filtr¢ asociade con la
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factorizacién spectral de la estabilidad estadistica. La estabilidad del
filiro estd relacicnada con la necesidad de elegir parametros AR o MA que
formen secuencias de aulccorrelacidén validas. La estabilidad estadistica esta
relacionada con los métodos gque reducen la varianza del estimador espectiral

para un registro de datos finito dade.

5.3.5 PROPIEDADES DE LA DENSIDAD DE POTENCIA ESPECTRAL AUTCOREGRESIVA

a INTERPRETACION DE LA MAXIMA ENTROPIA

La estimacidén de 1la densidad de potencia espectral para modelos
autoregresivos ha sido denominada frecuentemente en la literatura el método
de la maxima entropia. Esta interpretacién fue introducida por Burg (1975).
Si se supone conocida la secuencia de autocorrelacién finita rxx[0]...
rxx[p), entonces se plantea la cuestién de como deben especificarse los
valores descconocidos de la misma para los restantes desplazamientos rp+l],
rlp+2],... para garantizar que la secuencia de autocorrelacién completa es
semidefinida posgitiva. Existe un nimero infinito de posibles extrapolaciones
que proporcionaran secuencias de autocorrelacién validas, Burg argumentd gue
la extrapolacidén debe hacerse de forma que se maximice la entropia de la
gerie temporal caracterizada por la SAC extrapolada. Esta serie temporal sera
entonces la mas aleatoria, en el sentido de 1a entropia, de todas las series
que tilenen la misma secuencia de autocorrelacidn entre los desplazamientos O

hasta p.

En particular, la entropia de un procesc Gausianc aleatoric es

proporcional a :

1/2T

J In(Puen(f)) 4af 1.201

~1/2T

donde PvEM es la DPE del procesc y se puede calcular maximizando 1la
ecuacién {I1.201}), siempre que cumpla las ecuaciones de Wiener-Kintchine para

los p+1 valores conocidos de la autocorrelacidn.

1/2T
J Puen(£) o 92T ge  in 0<nsp 1.202

-1/2T
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La solucidn, enconirada por medio de la técnica de los multiplicadores

de Lagrange es:

Tp,
Puen{f} = 1.203
p
[1+ E ap[k]e{_‘]znfkﬁ |2
k=1
donde py,a,[1],...,a,Ip] son obtenidos a partir de las ecuaciones de

Yule-Walker. Por tanto el andlisis de la DPE AR v MEM es idéntico para el
caso de un preoceso Gausianoe aleatorio y una secuencia de autocorrelacién
conocida. Eg incorrecto decir que la ecuacidén (I1.203) es un analisis
espectiral de maxima entropia si el procesec no es Gausiano, o si los
parametros han sido estimados a partir de otros datos que noc sean los valores
conocldos de la SAC. Si el espaciado de la SAC no es uniforme, las densidades

espectrales calculadas por DPE yv MEM no son idénticas.

b BASES PARA LA ALTA RESOLUCION

Se ha visto como la DPE puede ser calculada a partir de log paréametros
del medelo AR (ec.1.175) ¢ bien a partir de la SAC (ec.1.195). Dada la SAC
para los desplazamientes de 0 a p, uno puede resolver las ecuacicnes de Yule-
Walker para calcular tanto la varianza del ruido como los parametros
autoregresivos y entonces usar la ecuacién (I1.175) para calcular la DPE.

Alternativamente puede usarse la extrapolacidn

=]
rxxlnl = - Z alk]lrsxin-k] n>p 1.204

k=1

que se sigue de la ecuacidén (I.196) para extender la SAC de forma que la
ecuacién (I.195) pueda ser usada para calcular la DPE (Aungue esto pueda
parecer poco préctice}. Por contra, consideremos el método del correlograma
para el cédlculo de la DPE. Este método usa p+l valores de la autocorrelacién

para producir el estimador espectral:

<}
Pcorr(f)= T [ rex [kt TI2TEKT) 1.205

k=-p
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Comparando las ecuaciones (I.195) y (I.205) se puede concluir que el
estimador de la DPE AR coincide con la secuencia de autocorrelacién sobre el
rango de suma del método de estimacidén de la DPE del correlograma hasta el
desplazamiento p, pero entonces usa una extrapolacién de la SAC dada por la
ecuacion (1.204), en lugar de suponer que todes los valores no disponibles
gson cero como supone el método del correlograma. Dicha extrapoclacién de la
SAC es la base para la propiedad de alta resolucién atribuida al estimador de
DPE AR. No hay efecto de ventana sobre la SAC como sucede en la estimacién
espectral clésica, por lo que esie estimador no presenta el efecto de 1ébulos
laterales,

El grado de mejora en la resolucién del estimador DPE AR para procesos
que consisten en sinusoides en ruido blanco es, sin embargo, una funcién de
la relacidén sefial-ruido {RSN]}. Marple (1982) sugiere la siguiente medida de

la resolucidén para sinusoides de igual potencia en el caso de que se coneczca

la autocorrelacién:

1.03
F = I.206

Tp(RSR (p+1)1°°?

donde F es 1la resolucidn en Hz, T es el intervalo de muestireo en
segundos, p es el mayor desplazamiento de la secuencia de autocorrelacién y

RER es l1a relacidén sefial-ruido expresada en unidades linealesg.

c ESTIMACION DE POTENCIA SINUSOIDAL

La estimacidén de la DPE AR se usa a menudo para indicar la presencia de
componentes sinusoidales en los datos. La potencia asociada con componentes
en la estimacién se calcula correctamente integrando el area bajo la densidad
de potencia espectral. Esto es costoso desde el punto de vista computacicnal.
Como alternativa se Intenta usar la altura de cada pico espectral como
indicador de la potencia de la sinusoide. La altura es un indicador fiable de
la potencia relativa con los estimadores espectrales clisicos porque  sus
picos son linealmente proporcionales a la potencia de la sinusoide cuando la
entrada consiste en sinusoides contaminadas por ruido blanco. Esto no
funciona con estimadores espectrales AR. Consideremos la SAC para una

sinusoide compleja contaminada por ruide blanco
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( j2rEokT)

rax[kl = P e + p, Skl 1.207

Lacoss (1971) usd la ecuacidén (I1.207) para probar analiticamente que la

funcién DPE AR de orden m para una sinusocide simple en ruido blanco puede ser

representada por:

pr[l-i-L}

{mp+p,,}
Par(f) = 1.208
P (j2mrk[f-folT) |2
Je® o
|i-—— Ve I
mP+p,,

k=1

La funcion Par{f)} alcanza su méxime en f=fo,

PAR(fo)=p, T[1+mRSR] [1+ (m+1)RSR] = T(mRSR)? 1.209

donde RER=P/p, y se ha supuesto wmRSR>>1. Por tanto, el pico es
proporcional al cuadrado de la potencia. Sin embargo, el area bajo el pico es
linealmente proporcional a la potencia.

Johnsen y Andersen (1978) sugirieron un método para estimar la potencia
de miltiples sinusoides reales a partir de los picos en un espectro AR. El
método generalmente trabaja sélo para picos bien separados de componentes

sinusoidales en los datos. Si expresamos la DPE en notacién de la

Transformada-—-z

Py
Par(z) = ——— I.210

Alz)A (1/2%)

Entonces un pico observade en fx en el espectro AR tendrd una potencia

estimada de

Par(z)

Potencia(fx)}=2Re{Residuc de (j2nfxT)

evaluado en z,=e I.211

Z

El residuo esta definido por la siguiente ecuacién:
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H{z}(z-px)
rik] = | ———MM— I1.212

Z=pk
supcniendo gue H{z) no tenga polos repetidos:

° rlkl

= Z —_— 1.213
-1
x=1 1-PkZ

Hi(z) =

A(z)

La técnica de estimacién de potencia del métodec de Prony es
probablemente una estimacidén més fiable si se sabe que los datos son

sclamenie sinuscides en ruido.
5.3.6 FROPIEDADES DE LOS PROCESOS AUTCREGRESIVOS

El mas popular de los modelos de series temporales es el AR. Las razones de
que esto sea asi son lasg giguientes:

1} La estimacién de los parametros se puede obtener como la solucién de un
conjunto de ecuaciones lineales (mientras que las estimaciones de los
parametros MA y ARMA regquieren la solucién de ecuacicnes no lineales).

2) Los estimadores obtenidos tienen menor sesge y variabilidad que 1los
estimaderes basados en técnicas de Fourier.

Aunque las bases tedricas no son las mismas, en la practica este modelo

colncide con el estimador espectral de médxima entropia y con el estimador de

prediccién lineal.
a RELACION CON EL ANALISIS DE PREDICCION LINEAL

El problema de la prediccidén lineal consiste en predecir una muestra no
observada x[n] basdndcnos en el conjunto de datos observados { x[n-11,

..., X[n-pl}. Suponiendo que el estimador es una combinacién lineal de las

muestirag pasadas:
p
x[nl = -} aflkIxln-k] 1.214

k=1

~r . . s s s
x [n] es la estimacién del valor xin]l vy a’[k] son los coeficientes de
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prediccién. Esteos coeficientes se eligen de forma que minimicen la potencia

del error de prediccidn

p = E{|eln]|?} = E{|x[n]l-x"[n] |} 1.215

51 se supone gue el procesc es estacionaric en sentido amplio, entonces los

valores de af[k] son independientes de n. La potencia minima del error de

prediccidén se encuentra calculando:

P
pHIN = E{X*[D] (x[n]—;fin])} = rxx[0] + Z af[k]rxx[—k] 1.216

k=1

Puesto que estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones de Yule—Walker

para un procesc AR, los coeficientes de prediccién a'lk] coinciden con los
parémetros del modelo. Esto séle es cierto si el orden del proceso AR y el
del predictor lineal son idénticos. Sin embargo existen dos distinciones a
tener en cuenta:

1) La secuencia uln] del procesc AR es un proceso de ruido blanco usadc como
la entrada al filiro autoregresivo. La secuencia de error elnl es la salida
del filtro de prediccién lineal y no serd en general un proceso de ruido
blanco a menos que x[n] haya sido generado como un proceso auteoregresivo puroc
del mismo orden que el del modelo.

2) La secuencia x[n] es la salida del filtro sutoregresivo, mientras que es
la entrada para el filtro de prediccién lineal.

Igualmente se podria haber definide el filtro de prediccién lineal hacia

atras como:

P
Linl = T a®IkixInex] 1.217

k=1
Los ceeficientes de prediccidén 1lineal hacia atras scn simplemente los

complejos conjugados de los coeficientes de prediccién lineal hacia adelante

{(s1 ambos filtros tienen la misma longitud).
b RELACION CON EL ALGORITMO DE LEVINSON

La solucidén recursiva de Levinson a las ecuaciones de Yule-Walker relaciona



Cap., I Revisidén Aspectos Tedrico-practicos de Procesamiento de Sefales 93

los parametros AR de orden p con los parémetros AR de orden p-1 como sigue:
*
apln] = ap-1lnl + kp ap-1lp-n] 1 =n=p-1 1.218

El coeficiente de reflexidén KkKp se encuentra utilizando 1a funcidén de

autocorrelacién conocida para los desplazamientos desde 0 a p - 1:

-1
- Z 2p-1 {n] I‘xx[p—n]

n=
kp = apipl = 1.219
pp - 1

La ecuacidén recursiva para la varianza del ruidc blanco viene dada por:

po = pp-1(1-|kp|?) po = rxxl[0] 1.220

Be entre estas tres ecuaciones sélo el coeficiente de reflexidén depende
directamente de la funcidén de autocorrelacidén. Esto sugiere que un posible
método para calcular la DPE AR es usar los datos disponibles para estimar el

coeficiente de reflexidn en cada etapa de la recursidén de Levinson.
¢ SUMARIO DE LAS REPRESENTACIONES EQUIVALENTES DE UN PROCESO AUTOREGRESIVO

Un proceso autoregresive AR(p) tiene tres representaciones equivalentes:

1} Como una secuencia de autocorrelacién de duracién infinita. Aungue esta
queda completamente determinada por la SAC finita rxx[0],...,rxx[pl. El resto
puede ser obtenido por recursién.

2) Como una secuencia finita de parémetros autoregresivos

3) Como una secuencia finita de coeficientes de reflexién. Los coeficientes

e e . £ £ . ..
de predicecién lineal aill],...,aplp] son denominados a menudo coeficientes
de reflexion debido a su interpretacidén como pardmetros fisicos de un modelo

de itubo acistico de voz o de modelos de terremotos en los cuales se concgidera

la tierra dividida en capas. Se suelen representar por el simbolo km = anim)
para 1 = m = p.

5.3.7 METODOS PARA LA ESTIMACION ESPECTRAL AUTOREGRESIVA

a METODOS DE ESTIMACION DE PREDICCION LINEAL POR MINIMOS CUADRADOS
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Restringiende los coeficientes AR para que sgatisficieran la ecuacién
recursiva de Levinsen (I.218) Burg fue capaz de 1llevar a cabo una
optimizacién de minimos cuadrados con respecto a un parametro simple, el
coeficiente de reflexidn. Una aproximacidén alternativa es llevar a cabo un

ajuste por minimog cuadrados con respecto a todos los coeficienies de

prediccidén lineal.
b METODO DE LA AUTOCORRELACION

Se supcne gque se conecen los datos {x[0],xi{1],...,x[N-11}. El método Qe la
autocorrelacidén consiste en estimar los parametros AR minimizandce una

estimacidn de la potencia del error de prediceidn:

& p

Yo IxInl+§ a'lk)xInk1|? 1.221

n=- k=1

-~ 1
p:.—
N

Las muestiras del proceso que no se conocen (xin] n > N-i) son igualadas
a cero. La potencia estimada del error de prediccién se minimiza
diferenciande esta ecuacidén con respecto a la parte real e imaginaria de los

alk], lo cual nos lleva al sigulente conjunto de ecuaciones:

;’:xx[O] I:"xx[—l] I I:‘xx[—p'i'l] éf[l] I:‘xx['l}
rxxl1] rxx[0] ... Tax[-p+2] af[2] - rxx(2] 1. 292
rxx[p=11 Txxlp-21... rxx[0] af[y}] rxx[pl

La estimacién de la varianza del ruido blanco o se encuentra Como pPmin :
P
02 = pmin = ;‘xxEO] + z af [kl rux[-k] 1.223

k=1

Este métcdo tiene peor resclucidén de la estimacidén especiral que ctiros
estimadores espectrales. Una variante de esta aproximacién es usar el
estimador de la autocorrelacidn no sesgado en las ecuaciones de Yule-Walker.
Con esta modificacién, se puede demostrar que la matriz de auvtocorrelacién de
(I.222) ya no se garaniiza gue sea semidefinida positiva y por tanto la

matriz suele ser singular ¢ cercana a ser singular, lo gue provoca gque el
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estimador fenga una gran varianza por l¢ que no es aconsejable.

¢ METODO DE LA COVARIANZA

95

El estimador se puede enconirar minimizando la potencia estimada del error de

prediccidn:

H-1 ja)
~ 1 5
= — x{nl+ af[klxin-ki 1.224
) |
n=p k=1

Nétese que la Unica diferencia entre el método de la covarianza y el método

de la autocerrelacién es el rango de la suma en la estimacién de la potencia

del error de prediccidén. En el método de la covarianza se usan todes

puntos necesarios para calcular p sin suponer que ninguno sea cero.

minimizacién nos lleva a las siguientes ecuaciones:

cxx[1,1] exx[1,21 ... cxxf1,pl éffll cux[1,0]
cxx[2,1] exx[2,2]1 ... Cxx[th] af['Z] - cxx[2,01 1 225
exxip,1] exxip,2] ... cxxlp,pl af[pl cxxip,0)
donde
H-1
1 *
oxx[j, k] = —— E x*[n-jlx[n-k] 1.226
N-p
n=p
La varianza del ruido blanco estimada es:
p
62 = pmin = cxx[0,0] + E af[Klexx [0, k] 1.227
k=1

igos

La

La matriz (I1.225} es hermitica y semidefinida positiva. Se puede demostrar

gue es singular si los datos consisten en p-1 o menos sinusoides complejas.

Cualquier ruidc en la observacién, sin embargo, harda que la matriz sea no

singular. No se puede garantizar que los polos estimados por el méiodo de la

covarianza yazcan dentro del circulo unidad. Para grandes longitudes de datos



96 Modelos Paramétricos de Procesos Aleatorios

(N >> p) los métodos de autocovarianza vy autocorrelacidén dan estimaciones
egpectrales gimilares. Si los datos consisten en sinusoides puras, se pueden
extraer las frecuencias exactas por el método de la covarianza aunque nc por

el de la autocorrelacidn.
d METODO DE PRONY

El método original de Prony (1795) es una técnica para identificar las
frecuencias fi, logs factores de amortiguamiento «i, las amplitudes Ai y las

fases ¢i de sefiales exponenciales reales del tipo:

p
%[n)= z Al e[j¢i) e[(ai+j23fi}n] a0 1.228

i=1

[{es+j2mfiin]

Para sefiales reales, los modos zi = e y las amplitudes complejas

Aci = Ai e[J¢i} deben ocurrir en pares complejos conjugados. Puesto que los

datos pueden ser escritos como:
P
x[n] = Z Aes 28 n =0 1.229
i=1
Es bien conocido [Oppenheim & Schaffer (1975) que x[n] puede ser generada por
la ecuacidn en diferencias recursiva:
P

x[n] = —-X alklx[n-Xi [

k=1

I1.230

%
e

con condiciones iniciales {x[0},...,x[p-11}. La gefial puede ser también vista
como la respuesta natural de un filtro todo—polos con 1las condiciones
iniciales dadas. Los coeficientes alk] estan relacionados con los modos o

polos zi por:

)
Alz) = 1 + Z alklz ¥ = (1 - zi 24 1.231

1

| e e

k=1 i

Los polos puede ser determinados exactamente resolviendo el conjunto de



Cap. I Revisidn Aspectos Tedrico-practicos de Procesamiento de Sefales 97

ecuaciones lineales (I1.230) para n=p,...,2p-1 para encontrar los alk]l y a
partir de ellos las raices del polinomic por (I1.231}

Cuando hay ruido presente el método original de Prony da unos resultados muy
pobres. S5i este método se modifica para tener en cuenta la presencia de un

ruide blanco entonces se obltiene una expresidn idéntica a la del método de la

covarianza.
e METODO DE LA COVARIANZA MODIFICADA

Se ha visto [6.a] que para un procesoc AR(p) el predictor optimo hacia

adelante es:

o]
%Fln] = —E aflkix[n—k] 1.232

k=1
mientras que el predictor éptimo hacia atrés es:

P P
xIn] = —E ablklxln+k] = —Z af*{k1x[n+k] 1.233

k=1 =1

donde aflk] son los parametros del filtro AR. En ambos cascs ta potencia
minima del error de prediccidén es la varianza del ruido ¢2. El método de la
covarianza modificada estima los parametros AR minimizando el promedioc de las

potencias del error de prediccidén hacia adelante y hacia atréds. Es decir:
~ . ~
p = > {pf + pP) 1.234

Minimizando esta potencia vy haciendo

) N-1 N-1-p
exxlj, k] = ——— z x*In-jlxIn-k] + z x[n+31%* [n+k] 1.235
2{N-p)
n=p n=0

se obtiene el siguliente conjunto de ecuaciones:
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cxxl(1,1] exx[1,2] ... exx[1,p] é[l} cxx[1,01
cxx[2,1]1 oxx[2,2]1 ... Cxx[Zip] aIZ] - cxx[2,01 1.236
cxxlp,1] exxlp,21 ... Cxx[p;p] é[p] cxx[p,Cl

que son lidénticas a las del método de la covarianza excepio en la definiciédn
de cuxxlj,k], el estimador de la autccorrelacién. El método de la covarianza
modificada no garantiza un filtrc estable todo-peolos, aungue en la practica
los polos suelen caer dentro del circule unitaric. Este método de estimacién
de los parametros AR fue propuesto independientemente por Nuttall (1976) que
le dencominé método adelante-atras y por Ulrych y Clayton ({1976) que 1lo
denominaron apreoximacién por minimos cuadrados,

El métedc de la covarianza modificada parece proporcionar estimacicones
espectirales estadisticamente estables con alta resolucidén. Se ha observado
que tiene las siguientes propiedades para datos que consistan en sinusoides
en ruide blanco:

1) El desplazamiento usual de los picos de una estimacién espectral AR de la
posicidén de las frecuencias verdaderas debido al ruido de observacién aditivo
es menos pronunciado que para muchos otros estimadores espectrales {Swingler
(19791)).

2} La dependencia de la posicidén del pico con respecto a la fase inicial
{(Chens y Stegen (1974)) es reducida considerablemente (Ulrych y Clayton
(1976)).

3) El1 desdoblamiento de una sinuscide en dos picos espectrales diferentes
[Fougere et al (1976}, Herring (1980) no ha sido nunca observade con el

método de la covarianza modificada (Kay y Marple (1979), Marple (1980)}.

f METODO DE BURG

Fn contraste con les métodeos de autocorrelacidn, covarianza y covarianza
modificada, que estiman los parametros AR directamente, el método de Burg
estima los coeficlientes de reflexidén y entonces usa el algoritmo recursive de
lLevin