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Prélogo

Desde wuna perspectiva global, el concepto de red es de
importancia relevante en la concepcién y el desenvolvimiento de
multitud de aspectos vitales. La idea de red aparece en procesos
naturales y trasciende a fenémenos de indole organizativo vy
econémico, sustentando estructuras de relevancia decisiva en las

formas modernas de vivir.

Es habitual que por las redes circulen flujos. Una red suele ser
el soporte, fisico o abstracto, por el que circula uno o varios bienes
que, de forma general, son ofertados y demandados por algunos
puntos localizados en la red. Las conexiones en la misma, bajo
factibilidad del problema, aseguran la satisfaccion de los

requerimientos establecidos.

El titulo flujos en redes constituye un campo de trabajo
cientifico, inmerso en la Investigacién Operativa, que redne a
estudiantes, practicantes e investigadores alrededor de wuna
disciplina de contenido intelectual con wun amplio rango de
aplicabilidad. Como disciplina cientifica aparece integrada en areas
como las Matematicas Aplicadas, las Ciencias de la Computacion,
Ingenierias de las Comunicaciones, Ciencias de la Gestion, Ciencias
Econémicas, Ciencias Experimentales, etc.. La literatura existente
recorre miles de aplicaciones en campos como Quimica, Fisica,
redes de computadores, Economia y Ciencias de la Gestién,
Ingenierias de Telecomunicaciones y muchas otras ramas de la
ingenierias, politica y sistemas sociales, planificacion, sanidad,

etc.

Los problemas de flujos en redes, a pesar de tener
antecedentes histéricos como el problema de los puentes de
Konigsberg, tratado por Euler en el siglo XVIII, o problemas de

flujos eléctricos, analizados por Gustav Kirchhoff en el siglo XIX,



son estudiados como tales a partir de la década de los afios

cincuenta en el marco de la Investigacién Operativa.

En conexién con el desarrollo de esta rama del saber, usando
descubrimientos y avances propios del contexto donde aparecen vy,
sobre todo, en sintonia con los adelantos en la construccién y
desarrollo de nuevos computadores electréonicos, se ha intensificado
de manera creciente el estudio de problemas de andlisis de redes,
aportandose algoritmos cada vez mas eficientes desde el punto de
vista practico y computacional. Este estudio abre, de manera
continuada, nuevas perspectivas para el tratamiento y resolucidén

de problemas mas complejos.

En este trabajo presentamos nuevos algoritmos para algunos
problemas de flujos en redes, haciendo énfasis en los aspectos
algoritmicos y proponiendo mejoras computacionales, estos ultimos

en sus vertientes tedricas y practicas.

En el capitulo 1, comenzamos con una introduccién que
muestra la importancia de los problemas de flujos en redes. En este
capitulo, introducimos los conceptos de grafos y redes necesarios
para el desarrollo de la memoria. A continuacién, introducimos las
diferentes medidas para estimar el comportamiento computacional
tedérico de un algoritmo (cabe destacar entre ellas la notaciéon O
grande) y para estimar el comportamiento practico del mismo, como
son el recuento de las operaciones representativas de un algoritmo
que permiten estimar el denominado tiempo de CPU virtual
asociado. Seguidamente, introducimos y formalizamos dos
problemas esenciales de optimizacién en redes: el problema de flujo
de coste minimo y el problema de flujo maximo. Para el primero
describimos en detalle el Método Simplex para Redes, el cual sera
utilizado en el capitulo 4 de esta memoria. Para el segundo,
describimos los algoritmos genéricos que sirven de base a los
distintos tipos de algoritmos que se introduciran en los capitulos 2

y 3.

En el capitulo 2, centramos el estudio en el problema de flujo
maximo. La primera parte de este capitulo estd dedicada a estudiar
el comportamiento practico de un numeroso grupo de algoritmos.
Para ello, llevamos a cabo un andalisis estadistico comparativo que
nos permitirda responder a una serie de preguntas previas al disefio
del experimento. Este estudio es concluyente con respecto a los

pardmetros que influyen en el comportamiento individual de un



algoritmo, pero ademds, permite obtener conclusiones del
comportamiento de grupos de algoritmos que tienen o wusan
herramientas comunes. Mucho de lo aprendido en el anterior
estudio, nos permite, a continuacién, introducir un nuevo algoritmo
para el problema cuya complejidad del caso peor, para redes de
capacidades “pequenas”, es seguramente la de menor cota.
Finalmente, en este capitulo generalizamos el anterior algoritmo y
realizamos wun estudio computacional del mismo obteniendo el
tiempo de CPU virtual, o lo que es lo mismo, la funcién de

complejidad en la practica.

En el capitulo 3 nos dedicamos al problema de biflujo maximo.
Este problema constituye para nosotros un primer acercamiento a
los problemas de flujos multiples. La resolucién de este problema
en su caso no dirigido es consecuencia del teorema de
biflujo-maximo corte-minimo. En la literatura disponible, las
demostraciones de este teorema no son nada claras ya que la
mayoria utilizan resultados no especificos de la optimizacién en
redes. Por el contrario, en este capitulo demostramos de manera
alternativa este teorema, utilizando la nomenclatura y
herramientas propias de los problemas de flujos en redes. Esta
demostracion permite, de manera directa, obtener un algoritmo
actualizado que resulta eficiente desde un punto de vista
computacional. En adicién, el esfuerzo realizado en el anterior
problema nos permite estudiar y resolver el problema de biflujo
maximo simétrico. Finalmente, en este capitulo caracterizamos las
soluciones del problema de biflujo maximo biobjetivo, el cual es una
generalizacion natural del problema de biflujo maximo. Mostramos
que las soluciones eficientes de este ultimo problema consisten en

las soluciones alternativas 6ptimas del problema de biflujo maximo.

En el capitulo 4 nos introducimos en el campo de la
optimizacién multiobjetivo, considerando el problema de flujo de
coste minimo biobjetivo. Para este problema distinguimos los casos
en las que las variables de flujos no estan restringidas a tomar
valores enteros y en los que si lo estan. Para el primer caso
proponemos dos algoritmos distintos que usan métricas diferentes
para caracterizar el conjunto eficiente en el espacio objetivo. Segin
la informacién disponible, uno de ellos resulta ser, en la practica,
el mas rapido de los algoritmos referenciados en la literatura

existente, al aprovechar la menor dimensién del espacio objetivo



frente a la dimensiéon del espacio de decisiones. Realizamos un
estudio computacional que pone de manifiesto lo comentado.
Finalmente, damos wun algoritmo para el caso entero. Este
procedimiento es uno de los pocos métodos existentes (si no es el
dnico) para resolver globalmente el problema. En base a este nuevo
algoritmo, realizamos un experimento computacional en el que se
observa que el nimero de soluciones eficientes que no estan sobre
la frontera eficiente es muy superior al conjunto de estas que

pertenecen a dicha frontera.

El trabajo se completa con una bibliografia que referencia los
trabajos que han servido de base para confeccionar la presente

memoria.
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Capitulo 1

Problemas de Flujos en Redes



1. Introduccién

El concepto de grafo resulta de la abstraccion de situaciones
reales en las que aparecen ciertos lugares o puntos con conexiones
entre ellos. Por tanto, un grafo queda definido por un conjunto de
vértices o nodos y un conjunto de pares de esos vértices. Cuando los
elementos de un grafo tienen asociados valores numéricos o
magnitudes (pesos, distancias, costos, capacidades,
disponibilidades, ofertas, demandas, etc.), aparece el concepto de
red. Ejemplos reales de redes resultan cotidianos y son de una
importancia capital en el mundo actual: redes de comunicaciones de
todo tipo (terrestres, aéreas, telefénicas,...), de distribucién de
bienes (eléctricas, de aguas, de gas,...), de organizacién y gestion
(servicios, sanidad, seguridad,...), etc.. Existen muchas redes por
las que circula algan tipo de flujo y, por ello, muchos de los
problemas de optimizacién inherentes son problemas de flujos en

redes.

Dado que esta memoria esta dedicada al estudio de problemas
de flujos en redes, en el presente capitulo haremos una
introduccién y un estudio béasico de dichos problemas. En
principio, nos centraremos en uno de los casos méds generales
conocido como problema de flujo de coste minimo y en el caso

particular del anterior denominado problema de flujo maximo.

El problema de flujo de coste minimo fue introducido a
principios de la década entre 1950 y 1960. En 1957, Ford y
Fulkerson [29], desarrollan wun algoritmo primal-dual para el
problema de transporte capacitado y mas tarde, en 1962,
generalizan estas ideas para resolver el problema de flujo de coste
minimo. Jewell [46], Iri [44] y Busaker y Gowen [15] desarrollan,
independientemente, el algoritmo de caminos minimos sucesivos.
Estos investigadores resuelven el problema de flujo de coste
minimo utilizando wuna secuencia de caminos minimos con
longitudes arbitrarias en los arcos. Aproximadamente, al mismo
tiempo y de forma independientemente, Minty [58] y Fulkerson [30]
desarrollan el algoritmo Out-of-Kilter. Un poco mas tarde, Klein

[50] introduce el algoritmo de cancelacién de ciclos. Por otra parte,
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Bertsekas y Tseng [11] desarrollan en 1988 el algoritmo de
relajacion, el cual es, junto con el Método Simplex para redes, uno
de los algoritmos maéas rapidos en la practica para resolver el

problema de flujo de coste minimo.

En 1951, Dantzig [23] desarrolla el Método Simplex para redes
para el problema de transporte sin capacidades mediante una
especializaciéon de su Método Simplex. La forma actual del Método
Simplex para redes es debida a las contribuciones de numerosos
autores. Entre estos podemos destacar los trabajos de Johnson [48],
Bazaraa, Jarvis y Sherali [10], Glover, Karney y Klingman [36],
Mulvey [59], Bradley, Brown y Graves [13], Grigoriadis [42] ¥y
Chang y Chen [17].

En este capitulo describiremos en detalle el Método Simplex
para redes, debido a que lo usamos como herramienta para los
algoritmos desarrollados en el capitulo 4. Hemos elegido el Método
Simplex para redes por dos razones. La primera es que éste
resuelve cualquier problema de flujos mientras que, por ejemplo, el
método Out-of-Kilter resuelve dudnicamente el problema de
circulacion. La segunda razéon es que estudios computacionales
muestran que el Método Simplex para redes es substancialmente
mas rapido que los métodos Primal-Dual y Out-of-Kilter (ver Glover
et al. [36]).

Por su parte, el problema de flujo maximo es uno de los
problemas de optimizacién en redes mas extensamente estudiado y
tiene numerosas aplicaciones (ver, por ejemplo, Ahuja, Magnanti y
Orlin [3]). Este problema fue introducido por Fulkerson y Dantzig
en 1955 y resuelto por vez primera por Ford y Fulkerson [28] con su
conocido algoritmo de caminos incrementales. Posteriormente Dinic
[25] en 1970 introduce el concepto de redes de caminos minimos,
llamadas redes estratificadas. En 1972, Edmonds y Karp [26]
sugieren dos implementaciones polinomiales del algoritmo de Ford
y Fulkerson. La primera envia flujo a lo largo de caminos de mayor
capacidad residual, la segunda envia flujo a lo largo de caminos
minimos. Hasta este momento, todos los algoritmos de flujo maximo
son algoritmos de caminos incrementales. En 1974, Karzanov [49]
introduce el concepto de preflujo que utiliza sobre redes
estratificadas. A partir de entonces, numerosos autores han

disenado algoritmos que, incorporando nuevas e importantes ideas,
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Problemas de flujos en redes

resuelven el problema intentando mejorar la complejidad

computacional asociada.

Los métodos mas importantes son debidos a Dinic [25],
Edmonds y Karp [26], Karzanov [49], Malhotra, Kumar y
Maheshwari [56], Gabow [31], Sleator y Tarjan [73], Goldberg[38],
Goldberg y Tarjan[37], Cheriyan y Maheshwari [19], Ahuja y Orlin
[1], [5], [6] y Cheriyan, Hagerup y Melhorn [18]. Entre los estudios
globales de este problema podemos destacar los debidos a Nicoloso
y Simeone [61], Fernandez-Baca y Martel [27] y el excelente texto
de Ahuja, Magnanti y Orlin [4]. Existen diversos estudios
computacionales de los algoritmos de flujo maximo entre los que

destacamos los debidos a Derigs y Meier [24] y a Ahuja et al. [2].

El trabajo que pretendemos desarrollar en este capitulo debe
servir para sentar las bases del estudio de los problemas de flujos
en redes. En la segunda seccién relacionaremos una serie de
términos béasicos sobre grafos y redes. En la tercera seccién
abordaremos la notacién habitual de los problemas de flujos en
redes, asi como las transformaciones posibles en dichas redes. En
la cuarta seccién, daremos las nociones necesarias sobre las
medidas utilizadas para estimar la bondad de un algoritmo. En la
quinta seccién, nos dedicamos al problema de flujo de coste minimo,
exponiendo de manera exhaustiva el Método Simplex para redes.
Concluimos este capitulo con la sexta secci6n, refiriéndonos al
problema de flujo méaximo donde introducimos una serie de

algoritmos basicos necesarios para el desarrollo de esta memoria.

2. Notaciéon y terminologia

En los grafos y las redes se distinguen dos clases de elementos:
los nodos, vértices o puntos y las conexiones, ramas o uniones. De
las propiedades o caracteristicas asociadas a dichos elementos
derivaran una serie de conceptos cuya relacién resumida aparece a

continuacioén:

Grafos dirigidos: Dado un grafo G=(V,A), donde V es el
conjunto de nodos, si los elementos de A son pares ordenados de

nodos, diremos que G es un grafo dirigido y esos elementos seran
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Capitulo 1

denominados arcos. La Figura 1.1 da un ejemplo de grafo dirigido.
Para este grafo V={1,2,3,4,5,6} vy A={(1,2), (1,3), (2,3), (2,4), (3,6),
(4,5), (4,6), (5,2), (5,3), (5,6)}. En general, denotaremos por n al

ndimero de nodos y por m al nimero de arcos de G.

® - (9
O ] ok
O

Figura 1.1. Grafo dirigido

Grafos no dirigidos: Cuando en un grafo el conjunto de
conexiones estd formado por pares no ordenados de nodos,
tendremos un grafo no dirigido. Esos pares no ordenados se
denominaran aristas o arcos no dirigidos del grafo (en este caso, las
conexiones de los grafos dirigidos se entenderan que son arcos

dirigidos). La Figura 1.2 da un ejemplo de grafo no dirigido.

os
L2

/ ‘
Figura 1.2. Grafo no dirigido

Por lo dicho anteriormente, se entiende facilmente que, por
extension de las definiciones introducidas, tiene sentido referirse
a redes dirigidas y no dirigidas. En el resto de esta memoria,
asumiremos que las redes ( en su caso, grafos) que manejamos son

dirigidas, a no ser que explicitamente se indique lo contrario.

Cola y cabeza de un arco: Un arco dirigido (i,j) tiene dos
puntos extremos, i y j: i sera la cola del arco (i,j) y Jj su cabeza.
Diremos que el arco (i,j) sale o emana del nodo i y termina o llega
en el nodo j. También, dado (i,j), decimos que los nodos i y j son

adyacentes.
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Grado de un nodo: el grado de entrada de un nodo i, 0o,
coincide con el nimero de arcos que llegan a este nodo y su grado
de salida, &;, coincide con el nimero de arcos que salen de dicho
nodo. El grado de un nodo i, J;, coincide con la suma del grado de
entrada y de salida de dicho nodo. Por ejemplo, en la Figura 1.1,
para el nodo 5 se tiene que J; =1, 6. =3 y 5, =4. Es féacil ver que la
suma de todos los grados de entrada de todos los nodos es igual a la

suma de los grados de salida de todos los nodos y que ambas sumas

coinciden con el nimero de arcos en la red.

Listas de Adyacencia: La lista de arcos adyacentes A(i) de un
nodo i es el conjunto de arcos que salen de este nodo, es decir,
A(i)={(i,j)eA: jeV}. Dado cualquier nodo i, definimos su lista de
nodos predecesores y mnodos sucesores mediante los conjuntos
Pred(i)={jeV/(ji)eA} y Suc(i)y={jeV/(i,j)eA}, respectivamente.
Asumiremos, sin pérdida de generalidad, que los arcos de la lista

de adyacencia A(i) aparecen en orden creciente de los nodos cabeza

de los arcos. Debemos notar que|A(i)|=5i+ y, por tanto, Z|A(i)|:m.
ieV
Arcos miultiples y lazos: Los arcos multiples son dos o mas
arcos con los mismos nodos colas y cabezas. Un lazo es un arco cuyo
nodo cola coincide con su nodo cabeza. Asumiremos, salvo

comentario explicito, que los grafos que utilizamos no contienen ni

arcos multiples ni lazos.

Subgrafo: Un grafo G'=(V',A’) es un subgrafo de G=(V,A) si
V'cV y AcA. Diremos que G =(V',A) es el subgrafo de G inducido
por V' si A’ contiene cada arco de A con ambos extremos en V'. Un
grafo G'=(V',A) es un subgrafo generador de G=(V,A) si V'=V y
A c A.

Cadena: Una cadena, en un grafo dirigido G=(V,A), es un
subgrafo de G que consiste de una secuencia de nodos y arcos i1, a1,
i2, @2,...,ir-1, ar-1, ir satisfaciendo que a, =(i,,i,;) €A 6 a, =(i,,i) <€A
para todo 1<k<r-1 y ninguno de los nodos aparece repetido, es
decir, i, #i,,; con 1<k<r-1. La Figura 1.3a) ilustra el concepto de
cadena en un grafo: 1-2-3-6. Podemos dividir los arcos de una

cadena en dos grupos: arcos hacia delante y arcos hacia atras. Un
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Capitulo 1

arco (i,jJ) de la cadena es hacia delante si la cadena visita al nodo ¢

primero que al nodo j, y en otro caso, es un arco hacia atras. Por
ejemplo, en la Figura 1.3a), los arcos (1,2) y (3,6) son hacia delante

y el arco (3,2) es hacia atras.

©) ® @
oSN

Figura 1.3. Cadenas y caminos.

®
®

Camino: Un camino es una version orientada de una cadena en

el sentido que para cualquiera dos nodos consecutivos i, y i,,; en el
camino se tiene que a, =(i,i,;)€A. En otras palabras, un camino es

una cadena sin arcos hacia detras. La Figura 1.3b) da un ejemplo

de camino: 1-2-3-4.

Ciclo: Un ciclo es una cadena i, i2,...,ir-1, ir junto con el arco
(i;,iy) o (i,i;). Dicho de otro modo, un ciclo es una cadena cerrada.
La Figura 1.4a) ilustra la idea de ciclo:3-7-5-3. En un ciclo también
se puede hablar de arcos hacia delante y arcos hacia atras, una vez
definida la orientaciéon del ciclo. En la Figura 1.4a), los arcos (3,5)
y (7,3) son arcos hacia atrdas y el arco (7,5) es un arco hacia

delante.

Circuito: un circuito es un camino iz, i2,...,ir-1, ir al que se
aniade el arco (i,,i;). Es decir, un circuito es un camino cerrado. La

1.4b) muestra el circuito 1-2-5-1.

Grafo sin ciclos y sin circuitos: Un grafo es aciclico si no
contiene ciclos. Un grafo se dice sin circuitos si no contiene
circuitos. Un grafo aciclico es también sin circuitos pero no al

revés.
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Figura 1.4. Ciclos y circuitos.

Conectividad: Decimos que dos nodos i y j estan conectados si
el grafo contiene al menos una cadena desde el nodo i al nodo j. Un
grafo es conexo si todo par de nodos estan conectados; en otro caso
el grafo es no conexo. Llamaremos componentes conexas de un grafo
no conexo a los subgrafos conexos de dicho grafo. Por ejemplo, el
grafo mostrado en la Figura 1.5a) es conexo y el de la Figura 1.5b)
es no conexo. Este tultimo tiene 2 componentes conexas que

consisten de los conjuntos de nodos {1,2,3} y{4}.

O O

® @@ ®
oSO

a)

Figura 1.5. Componentes conexas.

Conectividad fuerte: Un grafo conexo es fuertemente conexo
si existe al menos un camino entre cualquier par de nodos del
grafo. En la Figura 1.5a) la componente definida por el conjunto de
nodos {1,2,3} es fuertemente conexa, sin embargo el grafo no es
fuertemente conexo debido a que no contiene caminos desde el nodo

4 al resto de los nodos.

Corte: Un corte es una particiéon del conjunto de nodos V en

dos subconjuntos S y S=V-S. Cada corte define un conjunto de

arcos con un extremo en S y otro extremo en S. Asi, nos

referiremos a este conjunto de arcos como un corte y lo

representaremos mediante la notaciéon [S,§]. La Figura 1.6 ilustra
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un corte con S={1,2,3} y S={4,5,6}. E]l conjunto de arcos del corte es

[S,51=((3,4),(3,5),(4,2),(5,2)}.

Figura 1.6. Corte.

s-t corte: Un s-t corte se define con respecto a dos nodos
distinguidos s y £, y es un corte [S,S] satisfaciendo que s€S y teS.

Para el ejemplo anterior, si s=1 y ¢t=6, el corte representado en la

Figura 1.6 es un s-t corte.

Arbol: un arbol es un grafo conexo que no contiene ciclos. El
concepto de arbol aparece en una gran variedad de algoritmos de
flujos en redes. Asumiremos, las siguientes propiedades

elementales de los arboles:
a) Un arbol de n nodos contiene exactamente n-1 arcos.
b) Un arbol tiene al menos dos nodos hoja (nodos con grado 1)

c¢) Cada dos nodos de un arbol estan conectados por una unica

cadena o camino.
En la Figura 1.7 se dan ejemplos de arboles.

Bosque: Un grafo que no contiene ciclos es un bosque. Dicho de
otra manera, un bosque es una coleccién de arboles. El grafo

representado por los dos subgrafos de la Figura 1.7 es un bosque.
Subarbol: Un subgrafo conexo de un arbol es un subarbol.

Arbol enraizado: Un arbol enraizado es un arbol con un nodo
especial llamado raiz. Es ilustrativo pensar en un arbol enraizado
como uno que cuelga del nodo raiz. La Figura 1.8 muestra un

ejemplo de arbol enraizado, la raiz es el nodo 1.
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Figura 1.7. Arboles.

En wun 4arbol enraizado se suelen definir relaciones de
precedencia. Por ejemplo, en la Figura 1.8, el nodo 4 es el
predecesor de los nodos 5 y 6, y el nodo 1 es el predecesor de los
nodos 2 y 4. Cada nodo i, excepto el nodo raiz, tiene un dunico
predecesor. Utilizaremos para almacenar el predecesor de un nodo i
un indice de predecesor Pred(i). Si j= Pred(i), diremos que el nodo j

es el predecesor del nodo i y este es un sucesor del nodo ;.
Figura 1.8. Arbol enraizado.

Arbol dirigido saliente: un arbol es un arbol dirigido
saliente enraizado en un nodo s si, mediante un camino, se alcanza

a todo nodo del arbol desde la raiz s.

Arbol dirigido entrante: un arbol es un &rbol dirigido
entrante enraizado en un nodo s si a través de un camino se

alcanza a s desde cualquier nodo del 4arbol.

Arbol generador: un arbol T es un arbol generador del grafo
G si, ademds, T es un subgrafo generador de G. Todo 4arbol

generador de un grafo conexo G de n nodos tiene (n-1) arcos.

Pagina 9



Capitulo 1

Ciclos fundamentales: Sea T un arbol generador del grafo G.
La adicién a T de cualquier arco de G que no estd en T crea,
exactamente, wun ciclo. Denominaremos a tal «ciclo, ciclo
fundamental de G con respecto al arbol 7. Dado un grafo de m arcos
y n nodos y un 4arbol generador 7T, se tienen m-n+1 ciclos

fundamentales.

Cortes fundamentales: Sea T un arbol generador del grafo G.
Si quitamos cualquier arco de T producimos un grafo no conexo
formado por dos subarboles. Aquellos arcos cuyos extremos
pertenecen a diferentes subarboles constituyen un corte.
Denominaremos a tal corte, corte fundamental. Dado un 4arbol

generador T, hay n-1 cortes fundamentales.

Recorrido en amplitud de un grafo (BFS): Dado un grafo G,
esta operaciéon parte de un nodo i, y visita a todos sus vecinos
contenidos en la lista de adyacencia Suc(i) almacenandolos en una
cola. Posteriormente toma como nuevo ¢ el primer elemento de la
cola y realiza la misma operaciéon, hasta que todos los nodos del
grafo resultan visitados o hasta que no se pueden visitar mas. En
el caso de utilizar la lista de adyacencia Pred(i), hablamos de BFS

inverso.

Recorrido en profundidad de un grafo (DFS): Dado un
grafo G, esta operacién parte de un nodo i, y visita a uno de sus
vecinos j contenido en la lista de adyacencia Suc(i).
Posteriormente, se hace i=j y realiza la misma operaciéon. Si un
nodo no tiene vecinos o si los tiene pero han sido visitados, el nodo
i vuelve a ser el vecino desde el que se alcanzé al propio i y se
sigue recorriendo su lista de adyacencia en busca de un nodo no
visitado. En el caso de utilizar la lista de adyacencia Pred(i),

hablamos de DFS inverso.

2.1 Representaciones de una red

En general, la eficacia de los procedimientos desarrollados
para resolver problemas sobre redes depende de la representaciéon
computacional de estas. Una representaciéon adecuada de la red

mejora a menudo el tiempo de ejecuciéon de un algoritmo. En este

Pagina 10



Problemas de flujos en redes

apartado veremos algunas maneras de representar una red. En
dicha representacién se necesitan almacenar dos tipos de
informaciéon: (1) la topologia de la red, es decir, la estructura de los
nodos y arcos; y (2) datos tales como costes, capacidades y
ofertas/demandas asociados con los arcos y nodos de la red.
Usualmente el esquema utilizado para representar la topologia de
la red sugiere formas naturales para almacenar la informacién

asociada a los nodos y los arcos.

2.1.1 Matriz de Incidencia Nodo-Arco

La matriz de incidencia Nodo-Arco almacena la red mediante
una matriz N de dimensién nxm, la cual contiene una fila por cada
nodo y una columna por cada arco. La columna correspondiente al
arco (i,J) tiene unicamente dos elementos distintos de cero: tiene
un +1 en la fila correspondiente al nodo i y un -1 en la fila
correspondiente al nodo j. De esta manera, la matriz de incidencia

N se define de la manera siguiente:

+1 SiieV eselnodo cola del arco a, € A
Ny =<—-1 SiieVeselnodo cabeza del arco a, € A
0 en otro caso

Se observa que de las nm entradas de la matriz, inicamente
2m de ellas son distintas de cero. Debido a esto, la representacion
de la matriz de incidencia es ineficiente. Sin embargo, esta
representacion es importante ya que contiene la matriz de
restricciones del problema fundamental de flujos en redes y porque

se derivan varias propiedades tedricas interesantes.

2.1.2 Matriz de Adyacencia Nodo-Nodo

La matriz de adyacencia Nodo-Nodo almacena la red mediante
una matriz M de dimensién nxn que tiene una fila y una columna

para cada nodo. Cada elemento M; es igual a 1 si (i,j)eA, e igual a

cero en otro caso, es decir:

ij

{1 si(i,j)eA

0 en otro caso
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Si deseamos almacenar los costes y capacidades de los arcos,
ademas de la topologia de la red, podemos almacenar esta

informacién en dos matrices adicionales de dimensién nxn.

La matriz de adyacencia tiene n’ elementos, de los cuales
unicamente m son distintos de cero. Esta representaciéon es
eficiente en espacio sélo si la red es lo suficientemente densa. Por
otro lado, 1la simplicidad de esta representacién permite
implementar facilmente determinados algoritmos de resolucién de

problemas sobre redes.

2.1.3 Listas de Adyacencia

Esta representaciéon almacena la lista de adyacencia de cada
nodo mediante una lista enlazada. Una lista enlazada es una
coleccion de celdas, cada una conteniendo uno o mas campos. La

lista de adyacencia del nodo i sera una lista enlazada conteniendo

o; celdas, donde cada celda corresponde a un arco (i,j)eA. La celda

correspondiente al arco (i,j) €A tendra tantos campos como cantidad

de informacién deseemos almacenar. Uno de los campos a
almacenar es el nodo j. Otros dos campos podrian ser usados para
almacenar el coste y la capacidad del arco. Cada celda contiene un
campo adicional, llamado enlace, el cual almacena la posiciéon de
memoria (puntero) de la siguiente celda en la lista de adyacencia
de este nodo. En el caso de que el siguiente elemento de la lista de

adyacencia sea el vacio, el puntero contendra el valor nulo.

Esta representacién comprende n listas enlazadas, una por
cada nodo. De esta manera, necesitamos un vector de punteros que
enlacen con la primera celda de cada lista. La Figura 1.9 ilustra un

ejemplo de esta representacion.

[i |»[ ] [coste[ capacidad [ >

[1]->[2]20[30[ »[ 3[-5]10pud
[2]»{ 3] 2] 8]uid
—> nulo

Figura 1.9. Lista de Adyacencia.
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En muchos problemas de flujos en redes, cuando actualizamos

alguna informacion acerca de un arco (i,j) también es necesario
actualizar la informacién sobre el arco (j,i). Para realizar estas

operaciones eficientemente debemos conocer, sobre la lista de

adyacencia, dénde se encuentra el arco inverso (j,i) de cada arco
(i,j). Para ello, se define un campo adicional “inverso”, que

contiene la posicién de memoria que almacena la informacién del

arco inverso. Asi, el inverso del arco (i,]) apunta a la celda del arco

(J,1) y al revés.

3. Problemas de flujos en redes y transformaciones

Consideremos una red dirigida G=(V,A). Un flujo en G es un
vector de variables x={x;} de m componentes, cada una asociada
con un arco. Supongamos que cada arco (i,j)€ A tiene asociado un
coste c; que denota el coste por unidad de flujo sobre el arco.
Asumiremos que el coste del flujo varia linealmente con la cantidad
de flujo. Asociaremos con cada arco (i,J)e A una capacidad u; que

denota la maxima cantidad de flujo que puede soportar dicho arco y

una cota inferior |; que denota la minima cantidad de flujo que

debe pasar por el arco. Con cada nodo i€V asociaremos un valor

entero b, que representa la disponibilidad de dicho nodo. Si b;>0, el
nodo i es un nodo oferta, si b;<0, el nodo i es un nodo demanda y si
b;=0, el nodo i es un nodo trasbordo. Las variables de decisiéon del

problema son los flujos X; sobre cada arco (i,j)eA. El problema de

flujo de coste minimo tiene la siguiente formulacion:

minimizar )" c;X; (1.1a)
(i,j)eA
Sujeto a
jesuc(i) jePred (i)
I, < x; <uy V(0L ) € A (1.10)
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n
donde Zbi =0. Llamaremos a (1.1b) restricciones de conservacion de
i-1

flujo y a (1l.1c) restricciones de acotacion. Para garantizar

optimalidad finita, se asume que si {(il,iz),....,(ik,il)} es un ciclo en G,

entonces debe satisfacer:

Si no se cumple ni 1) ni 2), a la vez, entonces, el planteamiento
del problema haria que, repetidamente, circule flujo a lo largo de
este ciclo infinitas veces y, por tanto, se produzca la no acotacién

del mismo.

Del modelo de Flujo de Coste Minimo derivan problemas
importantes de Andlisis de Redes como son el Problema de Flujo
Maximo, el problema de Transporte, el Problema de Asignacién, el
Problema de Camino Minimo,... También, la generalizacién o la
ampliacién de los términos que definen el anterior problema
posibilitan la introduccién de problemas con flujos multiples,
problemas de flujos multicriterio, problemas de flujos convexos,

problemas de redes generalizadas, etc..

En la formulaciéon de los problemas de flujos en redes, podemos
adoptar uno de dos modelos equivalentes: podemos definir flujos
sobre los arcos o flujos sobre caminos y ciclos. Por ejemplo, la
formulacién arco-flujo mostrada en la Figura 1.10a) envia 7
unidades de flujo desde el nodo 1 al nodo 6. En la Figura 1.10b) se
muestra la equivalencia entre la formulacién camino-flujo y la de
arco-flujo. En esta formulacion, se envian 4 unidades de flujo a lo
largo del camino 1-2-4-6, 3 unidades de flujo a lo largo del camino
1-3-5-6 y 2 unidades de flujo a lo largo del ciclo 2-4-5-2.
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OO 4u

3u
a) b)

Figura 1.10. Formulacidn arco-flujo vs. Camino-flujo

Para establecer formalmente la equivalencia entre las dos
maneras de expresar los flujos en wuna red, cambiaremos la

restriccion (1.1b) por la siguiente:

D oxy— D x=-hb(i),vieVv (L1b')

jesuc (i) jePred (i)

donde ZB(i)=o. Llamamos b (i) al balance del nodo i. El término

i=1
b (i) representa la diferencia entre el flujo entrante y saliente del
nodo i. Si b(i)>0, decimos que el nodo i es un nodo de exceso; si

b (i)<0, decimos que el nodo i es un nodo de déficit y si b (i)=0, i es

un nodo balanceado.

En la formulacién arco-flujo, las variables de decisi6én son los
flujos x; sobre los arcos (i,j)eA. La formulacién de caminos y ciclos
de flujo empieza numerando todos los caminos p entre cualquier par
de nodos y todos los circuitos w de la red. Denotamos por P la
coleccion de todos los caminos y por W la colecciéon de todos los
circuitos. Las variables de decisién, en la formulacién camino-flujo,
son f(p) (el flujo sobre el camino p) y f(w) (el flujo sobre el circuito
w). Definimos esas variables para todo camino peP y todo circuito

weW.

Debemos notar que los conjuntos de caminos y circuitos de

flujo determinan flujos sobre arcos: el flujo x; sobre el arco (i,j)eA

es igual a la suma de los flujos f(p) y f(w) de todos los caminos p y
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circuitos w que contienen a este arco. Para ilustrar esta idea es

necesario introducir una notacién adicional: &;(p) es igual a 1 si el

arco (i,J) esta contenido en el camino p e igual a 0 en otro caso. De

manera similar, J;(w) es igual a 1 si el arco (i,]) esta contenido en

el ciclo w e igual a 0 en otro caso. Entonces,

Xj =2 83 (P)f(p)+ D 5 (w)f(w)

peP weW

De esta forma, cada flujo sobre caminos y circuitos determina
univocamente flujos sobre arcos. Una pregunta oportuna es:
,podemos descomponer flujos sobre arcos en flujos sobre caminos y

circuitos?. El siguiente teorema nos suministra la respuesta.

Teorema 1.1. (Teorema de descomposicion del flujo). Todo flujo
sobre caminos y circuitos puede ser representado univocamente
mediante flujos no negativos sobre arcos. Todo flujo no negativo
sobre arcos puede ser representado mediante flujos sobre caminos y
ciclos (no necesariamente de manera Uunica) utilizando las

siguientes propiedades.

a) Todo camino dirigido con flujo positivo conecta un nodo

déficit con un nodo de exceso.

b) Como mdximo n+m caminos y circuitos tienen flujo distinto de
cero; y de ellos a lo sumo m son circuitos que tienen un flujo

distinto de cero.
(ver Ahuja et al.[4])

En el caso de una circulacién, es decir, un flujo x para el que

b(i)=0 para todo ieV, aplicando el teorema anterior tenemos que
una circulaciéon se descompone en flujos a lo largo de un maximo de

m circuitos.

A continuacién introducimos el concepto de ciclos
incrementales con respecto a un flujo x. Un ciclo w (no
necesariamente dirigido) en G es llamado ciclo incremental con
respecto al flujo x si, enviando una cantidad de flujo positiva f(w)
alrededor del mismo, el flujo permanece factible. Esta
consideracién implica incrementar el flujo sobre los arcos hacia

delante en el ciclo w y disminuir el flujo sobre los correspondientes
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arcos hacia atras. De esta manera, un ciclo w es incremental en G

si X; <u; para todos lo arcos (i,j) hacia delante y x; >0 para todos
los arcos (i,j) hacia atrds. Necesitamos extender la notacién oJ;(w)
para los ciclos. Definimos &;(w) igual a 1 si el arco (i,]) es un arco
hacia delante en el ciclo w, igual a —1 si es un arco hacia atras, e
igual a 0 en otro caso. Definimos el coste de un ciclo incremental w

como c(w)= ZCU&U(W), donde c; es el coste unitario por unidad de

(ir))ew
flujo que atraviesa dicho arco. Asi, el coste de un ciclo incremental
representa el cambio en el coste de la solucién factible si enviamos
una unidad de flujo a lo largo del ciclo. El coste de enviar f(w)

unidades de flujo a lo largo del ciclo w es c(w)f(w).

Teorema 1.2. (Teorema del ciclo incremental). Sean x y x°

cualesquiera dos soluciones factibles de un problema de flujos en
. 0 . . L. .
redes. Entonces x es igual a X mds el flujo, como mdximo, a través

de m circuitos en G(x°). Ademds, el coste de x es igual al coste de x°

mds el coste de esos ciclos incrementales. (ver Ahuja et al.[4])

3.1 Transformaciones de la red

Frecuentemente se hace necesario transformar las redes para
simplificarlas, para mostrar equivalencia entre diferentes
problemas de redes o para representar un problema de redes en la

forma estdndar requerida por un determinado cédigo. En este

apartado describiremos alguna de esas importantes
transformaciones.
3.1.1 Cambio de arcos no dirigidos por arcos dirigidos

Algunas veces el problema de flujo de coste minimo contiene

arcos no dirigidos. Un arco no dirigido (i,j) con coste c;>0 y
capacidad u; permite enviar flujo desde el nodo i al nodo j y

también desde el nodo j al nodo i; una unidad en cualquier

direccién cuesta c; y el flujo total esta acotado por u;. Es decir, el
modelo no dirigido tiene como restriccion Xx;+X; <U; y los términos

C;jX; +C;X; en la funcién objetivo. Ya que el coste c;>0, en la
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solucién 6ptima una de las variables x; y X; serd cero. En este

caso diremos que la solucién es no solapada.

En la subsiguiente discusién nos referiremos al arco no
dirigido (i,j) como {i,j}. Asumiremos que el flujo del arco en
cualquier direccién de {i,j} tiene una cota inferior igual a cero; la
transformacién que consideraremos no es valida si el flujo del arco
tiene una cota inferior distinta de cero o el coste del arco es
negativo. Para transformar el arco no dirigido al caso dirigido,

reemplazamos cada arco no dirigido {i,j} por dos arcos dirigidos,
(i,J) y (j,i), ambos con coste c; y capacidad u;. Para establecer el

funcionamiento de esta transformacién, mostraremos que todo flujo
no solapado en la red original tiene un flujo asociado en la red
transformada con el mismo coste y al revés. Si el arco no dirigido

{i,j} lleva « unidades de flujo desde el nodo i al j, en la red

transformada x;=a y Xx;=0. Si el arco no dirigido {i,ji} Nleva «
unidades de flujo desde el nodo j al i, en la red transformada x;=0
y X;=a. Por otro lado, si X; y X;; son los flujos sobre los arcos (i, ])

y (i) en la red dirigida, x;-X; o X;—-X; es el flujo positivo

asociado con el arco {i,j} en la red no dirigida. Si Xjj —Xj es positivo,

ji
el flujo desde el nodo i al nodo j sobre el arco {i,j} es igual a esta

cantidad. Si X; —X; es positivo, el flujo desde el nodo j al nodo i

sobre el arco {i,j} es igual a esta cantidad. En cualquier caso, el

flujo en la direccion opuesta es cero (no solapado). Si X;—X;=X; —X;

es cero, el flujo sobre el arco {i,j} es cero.

3.1.2 Eliminacién de cotas inferiores distintas de cero

Si un arco (i, j) tiene una cota inferior I; distinta de cero sobre
el flujo x;, podemos reemplazar X; por Xj+l; en la formulacién del

problema. Ahora las restricciones de acotacién se transforman en

I <xj+1;<u; o 0<x;<u;-Il;. Realizando esta sustituciéon en las

ij = ij = ij— ij -

en |

restricciones de conservacion de flujo, disminuimos b; i

unidades e incrementamos b; en [|; unidades. Esta sustitucion

cambia el valor de la funcién objetivo en un valor constante que
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podemos almacenar separadamente e ignorarlo en la resolucién del

problema.

3.1.3 Inversién de arcos

La transformacion de inversién de arcos es utilizada para
eliminar arcos con coste negativo. En esta transformacion

reemplazamos la variable x; por u;—X;. Haciendo esto, sustituimos
el arco (i,]J), que tiene un coste asociado c;, por el arco (}j,i) con un

coste asociado -¢;. La Figura 1.11 muestra esta transformacion.

Primero enviamos U; unidades de flujo sobre el arco, lo que
disminuye b; en u; unidades y aumenta b; en u; unidades. La

nueva variable x; mide la cantidad de flujo que podemos eliminar

de la capacidad completa de flujo u;.

b+u;

bi bj bi'uij
Xi; X;i
@ (Cijauij) @ = @('Cijauij) @

Figura 1.11. Inversion de arcos.

3.1.4 Eliminacién de las capacidades de los arcos

Si un arco (i,j) tiene una capacidad positiva u podemos

ij »
eliminar la capacidad wusando 1la transformacién siguiente.
Introducimos un nodo adicional de tal manera que las restricciones

de capacidad del arco (i,j) aparezcan como restricciones de

conservacion de flujo del nuevo nodo. Supongamos que introducimos

la variable de holgura s;>0 y escribimos la desigualdad Xx; <u;

como la igualdad Xx;+s;=U;. Multiplicando ambos lados por -1,

obtenemos -Xx;-s;=-U;. Tratamos a esta igualdad como wuna

restriccion méas de conservacion de flujo. Esta manipulacién
algebraica corresponde a la transformacién de la red mostrada en
la Figura 1.12.

b,+u;

O O = Oy O O

Figura 1.12. Eliminacion de capacidades.
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Para ver la relacion entre los flujos de la red original y

transformada, realizamos las siguientes observaciones. Si x; es el

flujo sobre el arco (i,j) en la red original, en la red transformada se
tiene que Xj =X; y Xj =U;-X;. Podemos notar que ambos flujos x y
x" tienen el mismo coste. De la misma manera, Xj y Xj, en la red
transformada producen un flujo X; =Xj de mismo coste que en la
red original. Ademés, ya que Xj +Xj=U; y que X; y X} son no

negativos, tenemos que X;=Xj <u;. Asi, el flujo Xx; satisface la

ij - j
capacidad del arco y la transformacién modela correctamente las

capacidades de los arcos.

3.1.5 Redes residuales

En el diseno, desarrollo e implementacion de algoritmos de
flujos en redes, a menudo es conveniente medir el flujo no en
términos absolutos sino en términos incrementales con respecto a
una solucion factible dada. Para ello introducimos el concepto de
red residual la cual funciona como una red de flujo remanente que
puede llevar flujo adicional. El concepto de red residual esta

basado en la siguiente idea intuitiva. Si se supone que el arco (i,])

lleva Xx; wunidades de flujo, entonces podemos enviar U;—X;

unidades de flujo adicional desde el nodo i al nodo j. Debemos notar

también que podemos enviar X; unidades de flujo desde el nodo j al

nodo i a través del arco (i,j), lo que cancelaria el flujo existente

sobre el arco. Ademas, enviar una unidad de flujo desde el nodo i al

nodo j sobre el arco (i,j) incrementa el coste del flujo en g;

unidades. Por el contrario, enviando flujo desde el nodo j al nodo i

sobre el mismo arco disminuye el coste en c; unidades.

Teniendo en cuenta esto, definimos la red residual con respecto
al flujo x como sigue: Consideramos una red en la que

reemplazamos cada arco (i,j) en la red original por dos arcos (i,j) y

(J,1). El arco (i,]) tiene un coste igual a c; y una capacidad residual

r=u

X; y el arco (}],i) tiene un coste igual a -¢; y una capacidad

ij N

residual r;=x;. La Figura 1.13 ilustra esta definicion. La red

residual contiene tuUnicamente arcos con capacidades residuales
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positivas. Usaremos la notacién R=G(x) para denotar la red

residual correspondiente al flujo «x.

( i UiX)
Qe ® =0

Figura 1.13. Red Reszdual

El concepto de red residual puede implicar la revisiéon de
decisiones previas, ya que, pasar de un patron de flujo a otro,
mejorando la funcion objetivo, requiere, a veces, la cancelacion de

envios de flujos anteriores.

4. Complejidad computacional

Antes de plantear los distintos problemas de flujos en redes,
introducimos los conceptos necesarios para analizar la eficiencia de
un algoritmo. Todos los algoritmos que resuelven un determinado
problema pueden no resultar iguales porque, por ejemplo, alguno de
ellos sea mas rapido que otros. Por lo tanto, nos hallamos en la
necesidad de encontrar patrones que indiquen cuando un algoritmo
es mejor que otro y por qué. Para ello introduciremos el concepto de

complejidad computacional.

De una forma poco precisa podemos decir que un algoritmo es
un conjunto de operaciones detalladas y no ambiguas, a ejecutar
paso a paso, que conducen a la resolucién de un problema.
Generalmente, estamos interesados en encontrar el algoritmo mas
eficiente para resolver un problema. Usaremos el tiempo empleado
por el algoritmo como medida de la eficiencia del mismo, aunque en
general deben tenerse en cuenta los recursos que emplea para
obtener la solucién. Definimos instance al caso particular de un
problema con datos especificos para todos los parametros del
problema. Hemos de tener en cuenta que un algoritmo podra
resolver rapidamente determinados casos particulares de un

problema y tardar demasiado en la resolucién de otros.

Pagina 21



Capitulo 1

4.1 Diferentes medidas de la complejidad

Las diferentes instrucciones tipicas de un algoritmo son
instrucciones de asignacién, aritméticas y légicas. El nimero total
de las mismas resulta de la suma de todas las instrucciones
definidas anteriormente y determina el tiempo requerido en la

ejecucién del algoritmo.

La literatura especializada tiene, aceptados ampliamente, tres

enfoques basicos para la medida de la bondad de un algoritmo:

Andalisis empirico. El objetivo del andalisis empirico es
estimar cémo funcionan los algoritmos en la practica. En este
analisis es habitual desarrollar un programa de ordenador y medir

la bondad del programa para distintas clases de instances.

Analisis caso-promedio. El objetivo del analisis
caso-promedio consiste en estimar el nimero de pasos esperados
que realiza un algoritmo. En este anadalisis elegimos wuna
distribucién de probabilidad sobre los instances y, usando alguin
analisis estadistico, obtenemos el tiempo asintético de ejecucidon

para el algoritmo.

Analisis del caso peor. El analisis del caso peor suministra
una cota superior del nimero de pasos que un algoritmo realiza
para algin instance. En este andlisis se cuenta el mayor ntimero de

pasos posibles necesitados para la resolucion del problema.

Cada una de estas tres medidas tienen sus ventajas e
inconvenientes. El analisis empirico tiene algunas desventajas: 1)
el funcionamiento de wun algoritmo depende del lenguaje de
programaciéon, compilador y computador usado para las
experiencias computacionales, asi como del programador que
escribi6 el programa; 2) a menudo este tipo de analisis consume
mucho tiempo; y 3) la comparaciéon de los algoritmos es a menudo
poco concluyente en el sentido de que diferentes algoritmos
funcionan mejor frente a diferentes clases de problemas y
diferentes estudios computacionales establecen resultados

contradictorios.

El analisis caso-promedio tiene también desventajas: 1) el

analisis depende crucialmente de la distribucion de probabilidad
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elegida para representar los problemas particulares y diferentes
elecciones podrian conducir a diferentes consideraciones de los
méritos relativos de los diferentes algoritmos bajo consideracion; 2)
a menudo es dificil determinar apropiadamente la distribucién de
probabilidad de los problemas considerados en la practica; y 3) el
analisis requiere, a menudo, cdlculos matematicos complicados para
evaluar los tipos mas simples de algoritmos, pudiéndose complicar
en grado sumo cuando los algoritmos son complejos. Ademads, para
realizar este tipo de analisis, se necesitan resolver un gran ndimero
de problemas particulares, pudiendo suceder que el funcionamiento
de un algoritmo sea bueno salvo para contadas excepciones, en las
que se comporta muy mal, contribuyendo significativamente al

estudio estadistico.

El analisis del caso peor evita muchos de los anteriores
inconvenientes. KEste anadlisis es independiente del entorno
computacional, es relativamente facil de realizar y es definitivo en
el sentido de que suministra conclusiones que permiten asegurar
que un algoritmo es mejor que otro para el problema peor posible
que pudiéramos encontrar. Pero el andlisis del caso peor no esta
exento de inconvenientes. Uno de sus mayores desventajas es que
permite utilizar instances patolégicos para determinar la eficiencia
del algoritmo, atin cuando estos pudieran ser sumamente raros en
la practica. Por otro lado, este tipo de analisis garantiza una cota
superior del nimero de pasos que puede realizar el algoritmo pero
esconde informaciéon acerca de la resoluciéon de casos no tan
extremos, es decir, un algoritmo podria requerir para la resolucién
de muchos de sus problemas un nimero de pasos muy inferior al

determinado por el andlisis del caso peor.

Para estimar la bondad de los distintos algoritmos, en este
trabajo utilizaremos el analisis del caso peor, aunque estamos
convencidos de que un estudio experimental de los algoritmos
suministra informacién importante para guiarnos en su utilizaciéon
practica, dependiendo del instance del problema que se ha de

resolver.
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4.2 Tamaio de un problema

Frecuentemente, el esfuerzo requerido para resolver wun
problema varia desigualmente con su tamano. Dado el tamano de
un dato cuyo valor es g, podemos realizar dos posibles hipétesis: a)
asumir que el tamano del dato es g, b) asumir que el tamafno del
dato es log(g). La primera consideracion se conoce como criterio de
coste uniforme y considera que el espacio requerido para almacenar
g es proporcional a su valor. La segunda, conocida como criterio de
coste logaritmico, considera que ya que la representacién binaria

del wvalor q requiereflog(q)—‘ bits, el espacio requerido para

almacenar q es proporcional a log(q).

El tamafio de un problema de redes es una funcién de como ha
sido establecido. Supongamos que especificamos la red mediante la
representacion de listas de adyacencia, la cual es la representacién
mas eficiente en espacio que podemos usar. Entonces, el tamarfio del
problema es el nimero de bits empleados para almacenar estas
listas de adyacencia. Como en esta representacién se almacena un
puntero para cada nodo y cada arco, y un elemento para cada valor
del coste y capacidad del arco, se requieren, aproximadamente,
n-log(n) + m-log(m) + m-log(C) + m-log(U) bits para almacenar todos

los datos del problema de flujo de coste minimo, donde

U =max {u; (i, )) € A} y C=max {e|/(i, ]) € Af.

En principio, podriamos representar el tiempo de ejecuciéon de
un algoritmo como funcién del tamafio del problema, es decir, del
namero de bits necesarios para representar el instance. Sin
embargo, esto podria ser, innecesariamente, inoportuno.
Expresaremos el tiempo de ejecucion de un algoritmo, de forma maés
simple y directa, como una funciéon de los parametros de la red n,
m, log(C) y log(U).

4.3 Complejidad del caso peor

El tiempo de -ejecucion de un algoritmo depende de la
naturaleza y tamafio de la entrada. Una funcién temporal de la
complejidad de un algoritmo es wuna funcién del tamano del

problema y especifica el tiempo méaximo que se necesita para
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resolver un instance de un tamafio dado. En otras palabras, la
funcién temporal de complejidad da una medida de la proporcién en
que se incrementa el tiempo de resolucién con respecto a un
incremento en el tamafio del problema. Nos referiremos a la funcién
temporal de complejidad del caso peor de un algoritmo como su cota

del caso peor (una cota superior del tiempo invertido).

4.4 Notacién O grande

Para definir la complejidad total de un algoritmo necesitamos
especificar los valores para una o m4s constantes. En muchos casos,
la determinacién de esas constantes es una tarea no trivial.
Precisamente, su determinacién podria depender del computador y
de otros factores. Consideremos, como ejemplo, el siguiente
segmento de un programa que suma dos matrices de orden pxq:

for i := 1 to p do

for j:=1 to q do
Cij =& +by;

En un primer vistazo, vemos que el programa realiza pg sumas

y el mismo nimero de asignaciones de valores que el computador

almacenara en las variables ¢ Este primer vistazo, ignora,

ij -
muchas operaciones que el ordenador debe realizar. Un ordenador
generalmente almacena 2 matrices de tamano pxq como un simple

vector de longitud pq y, asi, el elemento a; serd almacenado en la

celda (i-1)q+; del vector a. Por ello, cada vez que accedemos a los

valores a; y b; necesitamos, para cada uno de ellos, realizar una

resta, una multiplicacién y una suma. Ademds, siempre que el
ordenador incrementa el indice i 6 j, debera realizar una
comparacién para determinar si i>p 6 j>q, respectivamente. Por lo
tanto, un analisis detallado de un algoritmo, a tan bajo nivel,

consume mucho tiempo y no es particularmente aclaratorio.

La dependencia de la funcién de complejidad de las constantes
tiene todavia otros problemas: ;Como comparamos un algoritmo que
realiza 5n sumas y 3n comparaciones con un algoritmo que realiza
n multiplicaciones y 2n restas?. Diferentes computadoras realizan
operaciones aritméticas y légicas a distintas velocidades. Debido a

esto, ninguno de esos algoritmos sera universalmente el mejor.
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Evitaremos estas dificultades ignorando las constantes en el
analisis de la complejidad. Usaremos la notacién O grande para
remplazar expresiones como: “el algoritmo requiere un tiempo cnm
para alguna constante c¢", por la expresién equivalente: “el
algoritmo requiere un tiempo O(nm)”. Formalizaremos la definicion

como sigue:

Un algoritmo se dice que tiene un tiempo de computacién de

O(f(n)) si para algunos c y n,, el tiempo invertido por el algoritmo

es como mucho c¢f(n) para todo n mayor o igual que n,.

Una vez establecida la definicion en términos de n, podemos,
facilmente, incorporar otros parametros como son m, C y U en la

definicién.

La notaciéon O grande tiene unas cuantas implicaciones. La
complejidad de un algoritmo es una cota superior del tiempo de
ejecuciéon del algoritmo para valores de n lo suficientemente
grandes. Mas aun, esta notacién indica s6lo los términos més
dominantes en el tiempo de ejecucién, y representa el hecho de que
para un n grande, los términos con un crecimiento menor tienden a
ser insignificantes si los comparamos con el término de mayor

crecimiento. Por ejemplo, si el tiempo de ejecucién de un algoritmo

es 100n+n?+0,0001n®, entonces para todo n > 100 el segundo
término domina al primer término y para todo n > 10000 el tercer

término domina al segundo término. Asi, la complejidad del

algoritmo es O(n?).

Otra importante implicacién de ignorar las constantes en el
analisis de la complejidad es que asumiremos que las operaciones
elementales, tales como la suma, resta, multiplicacién, divisién,
asignacion y operaciones légicas, requieren una misma cantidad de

tiempo.

4.5 Algoritmos polinomiales y exponenciales

Una idea que ha ganado en aceptacién en los dltimos afios es la
de considerar que un algoritmo de redes es bueno si la complejidad

del caso peor esta acotada por una funcién polinomial de los
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parametros del problema. Un algoritmo que cumpla esto es llamado
algoritmo polinomial. Algunos ejemplos de cotas polinomiales son
O(n?), O(nm), O(m+nlog(C)). Un algoritmo polinomial se dice que es
fuertemente polinomial si su complejidad esta acotada por una
funcién polinomial en n y m y no aparece log(C) 6 log(U). En caso

contrario se dice que el algoritmo es débilmente polinomial.

Se dice que un algoritmo es exponencial en tiempo, si su

ejecucién no puede ser acotada polinomialmente por la longitud de

la entrada. Algunos ejemplos son O(2"), O(n!) y O(n" "), Diremos
que un algoritmo es pseudopolinomial si su tiempo de ejecucién es
polinomialmente acotado en n, m, C y U. Algunos ejemplos son
O(m+nC) y O(mC).

Hay razones para preferir algoritmos polinomiales a
algoritmos exponenciales. Las funciones de complejidad exponencial
tienen un crecimiento explosivo y en general resuelven solo
pequenios problemas. En la Tabla 1.1 se ilustra el crecimiento de

complejidades tipicas:

n log(n) 0.5 n2 n3 on n!

10 3,62 3,16 102 103 103 3,6'106
100 6,64 10,00 104 106 1,27.1030 9’33.1017
1000 9,97 31,62 106 109 1,07.1031 4’02.1027
1000 13,29 100,0 108 1012 0,99.1030 2,85'1039

Tabla 1.1. Crecimiento de algunas complejidades tipicas.

Debemos notar que las complejidades O(n3) y O(27) para n=10
son, aproximadamente, la misma. También se puede ver que, para
n<10, la complejidad O(27), a pesar de ser exponencial, es mejor
que O(n3).

4.6 Notacién Q y ® grande

Como acabamos de ver, la notacién O grande especifica una
cota superior sobre el tiempo de ejecucién de un algoritmo. La
notacion Q grande especifica una cota inferior del tiempo de

ejecucion. Mas precisamente:
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Un algoritmo se dice que tiene un tiempo de computacién de

Q(f(n)) si para algunos ¢’ y n,, el tiempo invertido por el algoritmo

es al menos ¢’f(n) para todo n mayor o igual que n,.

La notacién ® grande da una cota inferior y superior sobre el

funcionamiento del algoritmo, es decir:

Un algoritmo se dice que es O(f(n)) si el algoritmo es a la vez

O(f(n)) y Q(f(n)).

4.7 Recuento de operaciones representativas

Como hemos comentado, el analisis del caso peor puede ser
muy pesimista si utiliza instances patolégicos para determinar la
eficiencia de un algoritmo, atin cuando estos casos particulares se
den con muy poca frecuencia. A menudo, el comportamiento
empirico de un algoritmo es mucho mas sugerente que su analisis
del caso peor. Por esto, la comunidad investigadora valora
frecuentemente la eficiencia practica de un procedimiento teniendo

en cuenta su comportamiento empirico.

La literatura existente sobre los tests computacionales tiene
una tendencia excesiva a considerar el tiempo de CPU como
primera medida de la eficiencia. El tiempo de CPU depende de un
subconjunto de detalles del entorno computacional tales como (1) el
lenguaje de programacion elegido, compilador y computador; (2) el
estilo del programador; (3) el generador de redes; (4) las
combinaciones de los tamanos de la entrada,...,etc. Debido a todo
esto, los tiempos de CPU son a menudo dificiles de replicar, lo que
contradice el espiritu de la investigacion cientifica. Hay que buscar
medidas alternativas al tiempo de CPU. Por ejemplo, un algoritmo
realiza generalmente algunas operaciones fundamentales
repetidamente, y un tipico andalisis del tiempo de CPU no ayuda a
identificar a esas operaciones bloqueantes. Identificando las
operaciones bloqueantes de wun algoritmo podemos encontrar
informacién para dirigir los esfuerzos futuros para entenderlo y

mejorarlo.
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Podemos medir el comportamiento empirico de un algoritmo
contando el numero de veces que ejecuta cada una de esas
operaciones bloqueantes mientras resuelve casos particulares del
problema. Es decir, debemos dirigir la experiencia computacional
en la obtencién del nimero de operaciones bloqueantes realizadas

en lugar de obtener una cota superior tedrica de este nimero.

Supongamos que la ejecucién de cualquier linea de cédigo
requiere un tiempo O(1) y que el cédigo investigado tiene K lineas.
Entonces, dado un instance I del problema, sea (1), con k=1,....K
el nimero de veces que se ejecuta la linea k2 para el instance I.
Denotemos por CPU(I) al tiempo de CPU en la resolucién del

instance I. Entonces, tenemos que
K
CPU=0(Y a(1)).
k=1

Sea S un subconjunto de {1,...,K} y sea ag el conjunto {ai :ieS}.
Decimos que ag es un conjunto de lineas de cédigos representativas

del programa, si para alguna constante ¢ se tiene que

ai(I)SC(Zak(i)J, para todo instance I del problema y para toda linea

keS

a; del cédigo. En otras palabras, el tiempo empleado en ejecutar la
linea a; esta dominado por el tiempo empleado en la ejecuciéon de

las lineas de cé6digo en ag. Dada esta definicién, tenemos que

CPUMN=0() a(1)).

keS

Por lo tanto, el objetivo en el analisis empirico de un algoritmo
es identificar las operaciones representativas y, para ello, realizar
un recuento del nimero de veces que son ejecutadas. Algunas veces
estas operaciones no se refieren especificamente a una linea de
c6digo sino a una operaciéon del algoritmo que utiliza un ndmero

constante de lineas de cédigo.

Utilizaremos también el concepto de tiempo de CPU virtual
para un instance I que denotamos por CPUV(I). El tiempo de CPU
virtual de un algoritmo es una estimacién lineal de su tiempo de

CPU wusando el recuento de las operaciones representativas, es

Pagina 29



Capitulo 1

decir, CPUV(I):ZCkak(I) para un conjunto de constantes ¢, con
keS

k=1,...,|S

, tales que CPUV(I) es la mejor estimacion posible del

tiempo de CPU(I) para el instance I. Una posible via de
determinaciéon de las constantes puede consistir en usar analisis de
regresiéon (multiple). Para ello, consideramos los puntos (CPU),

al(l),...,a‘s‘(l)) generados en la resolucién de varios instances.

Usaremos andlisis de regresion para determinar las constantes que

minimizan la expresion Z(CPU(I)—CPUV(I))Z.
|

5. Problema de flujo de coste minimo

Recordemos la notacién asociada al problema de flujo de coste
minimo introducido con anterioridad. Dada wuna red dirigida

G=(V,A) supongamos que cada arco (i,jJ)e A tiene asociado un coste

¢; que denota el coste por unidad de flujo sobre el arco.

Asumiremos que el coste varia linealmente con la cantidad de flujo.

Asociaremos con cada arco (i,J)e A una capacidad u; que denota la

maxima cantidad de flujo que puede soportar dicho arco y una cota

una cota inferior |; que denota la minima cantidad de flujo que
debe pasar por el arco. Con cada nodo i€V asociaremos un valor
entero b, que representa la oferta/demanda de dicho nodo. Las

variables de decisién del problema son los flujos Xx; sobre cada arco

(i,j)) e A. Definimos también:

C= max {c; : (i, j) € A}
U= max {max {b;| :i e V},max {uij (i, J) e Ayuy <l

Asumiremos, mientras no se diga lo contrario, que todos los
datos son enteros. supondremos, también, que el problema de flujo

de coste minimo satisface las dos siguientes condiciones:

a) Factibilidad. Se supone que Zbi=0 y que el problema de
ieN

flujo de coste minimo tiene una solucién factible.
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b) Conexidad. Asumiremos que la red G contiene un camino
dirigido sin capacidades (es decir, con capacidad « ) entre cada par
de nodos de la red. Impondremos esta condicién, si es necesario,
afiadiendo un nodo artificial, n+1, y arcos artificiales (n+1,j) y
(j,n+1) para cada jeV y asignando un coste grande y una capacidad
infinita a cada uno de esos arcos. Estos arcos no deberian aparecer
en la soluciéon o6ptima salvo que el problema no tenga solucién
factible.

Presentaremos a continuaciéon algunos teoremas acerca del
problema de flujo de coste minimo. No entraremos en la

demostraciéon de los mismos.

Teorema 1.3. Si todas las capacidades mdximas y minimas son
enteras, entonces existe un flujo de coste minimo cuyas componentes

son todas enteras.

Las condiciones de optimalidad (CO) para el problema de flujo

de coste minimo se dan en el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Sea x un flujo factible. Una condicién necesaria y

suficiente para que x sea dptimo es que exista un vector potencial

7eR" tal que:

Ci ij

J

+7

Definimos el coste reducido de un arco (i,j) como C; =C; —7; +7;.

ij ~
Por lo tanto el par (x,7 ) de flujos y potenciales es 6ptimo si
satisface las siguientes condiciones: (1) x es factible, (2) si

ij»

Estos resultados, relativos a la optimalidad de un problema de
flujo de coste minimo, son vitales a la hora de desarrollar

algoritmos para su resolucidn.

A continuacion, estudiaremos el Método Simplex para redes.
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5.1 Estructura bésica y érboles generadores

El algoritmo Simplex que utilizamos es una especializaciéon del
algoritmo Simplex Primal para Programacién Lineal con variables

acotadas.

Antes de desarrollar el algoritmo Simplex para redes,
describiremos el concepto de estructura bdsica, introduciendo una
estructura de datos para almacenar y manipular la base, la cual es
un arbol generador. Dada una estructura basica, mostraremos céomo
computar los flujos en los arcos y los potenciales de los nodos.
Discutiremos la forma de realizar varias operaciones Simplex como
la seleccion del arco entrante, del arco saliente y el pivoteo, usando
la estructura de arbol. Finalmente, veremos cémo garantizar la

finitud del algoritmo Simplex para redes.

El algoritmo Simplex para redes mantiene una solucién basica
factible primal en cada iteraciéon. Una solucién béasica para el
problema de flujo de coste minimo se define por una tripleta
(B,L,U); donde B, L y U es una particion del conjunto de arcos A de
la red. El conjunto B denota el conjunto de arcos bdsicos o de la
base, y L, U denotan, respectivamente, el conjunto de arcos no
bdsicos en sus cotas inferiores y superiores. Nos referiremos a la

tripleta (B,L,U) como la estructura bdsica.

Una estructura (B,L,U) se dice que es factible si x; =1I; para

cada (i,j)el, X;=u;

i j para cada (i,jJeU y el problema tiene una

solucién factible satisfaciendo las restricciones de las ecuaciones de
conservacion del flujo y las restricciones de acotaciéon sobre las

variables x;. Una estructura bdsica factible (B,L,U) se dice que es

una estructura bdsica dptima si es posible obtener un conjunto de

potenciales de los nodos 7 tal que el coste reducido C;=c;—7; +7;

satisfaga las siguientes condiciones de optimalidad:

g >0, V(i,j) eL
g <0, ¥(i,j) eU
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El algoritmo Simplex para redes mantiene una estructura
basica en cada iteracion y, sucesivamente, modifica la estructura

basica hasta que llegue a ser 6ptima.

La especializacion del algoritmo Simplex para redes se
fundamenta en que la base (los arcos en B) forman un A&rbol
generador. El algoritmo requiere que el arbol sea representado de
manera que las operaciones se realicen eficientemente, permitiendo

actualizar adecuadamente la representacién del arbol.

Consideraremos que el arbol cuelga de un nodo especial
llamado raiz. Asumiremos que 1 es el nodo raiz. La Figura 1.14

muestra un ejemplo de arbol basico.

Asociaremos tres indices con cada nodo i en el arbol: un indice
del predecesor, Pred(i); un indice de profundidad, Depth(i); y un
indice que indica el nodo que cuelga del nodo actual, Thread(i).
Para cada nodo i existe una tunica cadena en el arbol, que lo
conecta con la raiz. El indice Pred(i) almacena el primer nodo en
ese camino y el indice Depth(i) almacena el nimero de arcos en el
camino. Para la raiz esos indices son cero. La Tabla 1.2 muestra los
valores de estos indices para el arbol de la Figura 1.14. Hay que
notar que, usando iterativamente el indice del predecesor, podemos
enumerar el camino desde algin nodo a la raiz. Diremos que Pred(i)
es el predecesor del nodo i y que i es el sucesor del nodo Pred(i).
Los descendientes de un nodo i, consisten del nodo i, sus sucesores,

los sucesores de sus sucesores, etc.. Un nodo que no tiene sucesores
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se denomina nodo hoja. Por ejemplo, en la figura anterior los
descendientes del nodo 3 son {3,4,5,6,7}, los nodos hojas son
6,7,5,9.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Pred(i) 0o 1 2 3 3 4 4 1 8
Depth(z) 0o 1 2 3 3 4 4 2 3
Thread(t) 2 3 4 6 8 7 5 9 1

Tabla 1.2. Indices del drbol generador bdsico.

Los indices Thread definen una secuencia de enumeraciéon de
los nodos del arbol que comienza en la raiz y visita los nodos en el
orden de arriba a abajo y de izquierda a derecha y, finalmente,
vuelve a la raiz. Esta secuencia forma, por tanto, un dnico ciclo que
visita todos nodos exactamente una vez, con la excepciéon del nodo
raiz. Los indices pueden ser computados realizando un recorrido en
profundidad (DFS) en el arbol, donde Thread(i) coincide con el nodo

Jj que fue el Gltimo nodo marcado como visitado en el orden DFS.

5.2 Pseudo-cédigo del Método Simplex para redes

El siguiente pseudo-cédigo especifica los pasos esenciales del

algoritmo:

Algoritmo Simplex_para_Redes;
begin
Determina un Flujo x inicial, factible, y la correspondiente
estructura basica (B,L,U);
Computa los potenciales o para esta estructura basica;
while algun arco viole las condiciones de optimalidad do
begin
Selecciona un arco entrante (i,j) violando las condiciones
de optimalidad;
Anade el arco (i,j) al arbol generador a B;
Identifica el ciclo formado y envia el maximo flujo posible
a lo largo del mismo;
Determina el arco saliente (p,q);
Realiza el cambio de la base y actualiza los potenciales
end
end;

A continuacion, describiremos los pasos de este algoritmo con

mas detalle.
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5.3 Obtencién de una estructura bdsica inicial

La hipdtesis de conexiéon permite la obtencién de una solucién

basica factible. No obstante, asumiremos que para todo nodo jeV

la red contiene los arcos ficticios (n+1,j) 6 (j,n+1) con costes y
capacidades suficientemente grandes, donde hemos anadido un nodo
ficticio n+1 al que consideramos como el nodo raiz. La base inicial

2

B incluye el arco (n+1,j) con un flujo de -b;, si b; <0 6 el arco
(J,n+1) con un flujo de b;, si b;>0, para todo nodo jeV. El conjunto

L estda compuesto por los arcos restantes y el conjunto U es vacio.
En este caso, procedemos con el Simplex para redes de la manera
habitual, y la solucién final sera factible (y ademds 6ptima), si en
la base B, tunicamente existe un arco ficticio (en el caso de

degeneracion habran varios) con un valor del flujo igual a cero.

Dada la estructura basica, el método Simplex requiere dos
pasos basicos: (i) determinar los potenciales de los nodos y (ii)

computar los flujos de los arcos.

5.4 Céleulo de los potenciales de los nodos y los flujos de una estructura bésica

Consideremos primero el problema de computar los potenciales

7 para una estructura bésica (B,L,U). Asumiremos que 7x,,,=0.

Debemos notar que el valor del potencial de un nodo puede ser
arbitrario ya que una restriccién del problema es redundante.
Tenemos n+1 incégnitas (tantas como nodos) y n ecuaciones (tantas
como arcos en B) Computaremos los restantes potenciales usando

las condiciones de optimalidad ¢; =0 para cada arco (i,j) en B.

Estas condiciones se pueden escribir de la forma 7. =7, -¢C

, v(i, j) €B.

ijr

La idea basica es empezar en el nodo n+1 y, usando los indices
Thread, calcular los otros potenciales. El indice Thread permite
computar los potenciales de los nodos en tiempo O(n) usando el

siguiente método:
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Procedure Computar_potenciales;
begin
Tnt1 = O;
J := Thread(n+1);
while j # n +1 do
begin
i = Pred(i);
if (i,jJeA then ; =7, —¢C
if (J,i)e A then 7; = 7; +¢C
J := Thread()
end
end

i ije

ij’

El siguiente procedimiento, inicializa los flujos de los arcos de

la red y, posteriormente, asigna el valor del flujo de los arcos

basicos ficticios (6 artificiales). El siguiente pseudo-c6digo explica

este procedimiento:

Procedure Computar_flujos iniciales;
begin

U := g;
for Wi,J) € A do
Xij3 = hijs eiz=e;-k;;5 ejz=e;+l;5 L= L + (1,));
for i:=1 to n do
begin
it (e; £ 0) then
Anade el arco (n+l,j)a B con un flujo de -e;

else
Anade el arco (J,n+1l) a B con un flujo de e€;;
en+1 :=ei +en+1 ; i :=0
end
end;

El procedimiento Computar_flujos_inciales requiere

esfuerzo O(m), ya que ha de recorrer todos los arcos.

El pivoteo simplex para redes requiere la determinacién del

arco entrante, el arco saliente y la actualizacién de los potenciales

y de la estructura basica. A continuacién, pasamos a describir estos

procedimientos.
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5.5 Determinacién del arco entrante

Pueden elegirse dos tipos de arcos para entrar en la base:
algtn arco no basico cuyo flujo esta en su cota inferior con un coste
reducido negativo 6 algin arco no basico cuyo flujo esta en su cota
superior con un coste reducido positivo. Estos arcos violan las
condiciones de optimalidad. El criterio utilizado para la seleccién
de un arco entrante entre los elegibles tiene un efecto importante
en la eficiencia del algoritmo Simplex. Una implementaciéon que

selecciona un arco que viola las condiciones de optimalidad, es la

de elegir aquel arco que tiene el mayor valor ‘Eij‘ de todos los arcos

candidatos (regla de Dantzig). Si bien esta seleccion podria
requerir pocas iteraciones en la préactica, examina cada arco en
cada iteracién, lo que consume mucho tiempo. Por otro lado,
examinando una lista de arcos ciclicamente, y seleccionando el
primer arco que viola las condiciones de optimalidad, encontraria
rapidamente el arco entrante, pero podria requerir muchas
iteraciones debido a esta eleccién pobre (regla elegir primer arco).
Una de las mas exitosas implementaciones usa una técnica de lista
de candidatos que es un compromiso efectivo entre las dos
estrategias anteriores. No obstante, en nuestra implementacién del

método no hemos decantado por la regla de Dantzig.

5.6 Determinacién del arco saliente

Supongamos que seleccionamos el arco (i,j) como arco entrante.
La adicion de este arco a la base B forma exactamente un ciclo no
dirigido W, el cual denominamos ciclo de pivoteo. Definimos la

orientacién de W como la misma que la del arco (i,j), si (i,j)elL y en

direccion opuesta de (i,j), si (i,j) €U. Sea VV y vV , respectivamente,
los conjuntos de los arcos en W en la misma direccién y en oposicién
a la orientacién del ciclo. Enviando un flujo adicional alrededor del
ciclo de pivoteo W en la direccién de su orientacién decrece
estrictamente el coste de la solucién actual. Asi, se envia tanto
flujo como sea posible hasta que uno de los arcos en el ciclo W
alcance su cota inferior 6 superior; este arco sale de la base. El

maximo cambio de flujo J,, sobre un arco (K,l) eW es:
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Uy =Xy Si (i) cW

Oy = «
X =g si (i) eW

Enviamos &= min{d,:(kl) eW} unidades de flujo alrededor de W,
y seleccionamos un arco (p,q) con &,y =5 como el arco saliente. La

operacion crucial es identificar el ciclo W. Usando el indice Pred
identificaremos el ciclo W como sigue: Empezando en el nodo i y
usando el indice predecesor, trazamos el camino desde este nodo a
la raiz. Repetimos la misma operacion empezando en el nodo j
hasta encontrar un nodo w, el cual es el primer ascendiente comun
de los nodos i y j. Se puede hacer esta operaciéon simultaneamente
para los nodos i y j usando los indices Pred y Depth, de la manera

siguiente:

Procedure ldentificar_ciclo;
begin
k :=
1 :=
while k = 1 do

begin
it Depth(k) > Depth(l) then k := Pred(k)
else
ifT Depth(k) < Depth(l) then 1 := Pred(l)
else
begin
k :
|
end
end;
w =k
end;

[SSTRT

Pred(k);
Pred(l)

Una simple modificacion de este procedimiento permite
identificar el flujo 6 que puede ser enviado a lo largo de W, asi
como determinar el primer ascendiente comun w de i y j. Esta

operacion requiere un esfuerzo O(n), en el caso peor.

5.7 Actualizacién de la estructura basica y de los potenciales

En la terminologia del método Simplex, un cambio de base es
una operaciéon de pivoteo. Si 6 = 0, entonces se dice que el pivoteo

es degenerado; en otro caso es no degenerado. Una base se dice
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degenerada si el flujo de algain arco basico es igual a su cota
superior 6 inferior y no degenerado en otro caso. Obsérvese que un

pivoteo degenerado ocurre s6lo en bases degeneradas.

Cada vez que entra un arco (i,j) y sale un arco (p,q), se debe
actualizar la estructura basica. Si el arco saliente es el mismo que

el arco entrante, lo que ocurre cuando 6=u;-I; , la base no cambia.

ij >
En este caso, el arco (i,j) se mueve del conjunto L al conjunto U, 6
al revés. Si el arco saliente difiere del arco entrante, se necesitan
hacer m4s cambios. En este caso, el arco (p,q) pasa a ser un arco no

bésico en su cota inferior 6 superior dependiendo de si X, =1, ¢

Xpq =Uy, . Afiadiendo (i,j) a la base y borrando (p,q) de la base,

obtenemos una nueva. Los potenciales de los nodos cambian y
pueden ser actualizados como sigue. La salida del arco (p,q) de la

base divide el conjunto de nodos en dos subarboles: T, , que
contiene el nodo raiz y T, que no contiene la raiz. Hay que notar
que el subarbol T, cuelga del nodo p o del nodo ¢. El arco (i,j) tiene
un nodo T, y el otro en T,. Como 7,,=0y c,-7,+7, =0 para todos

los arcos en la nueva base, se tiene que los potenciales de los nodos

en T, no cambian y los potenciales de los nodos en T, deben cambiar

por una constante. Si i€T, y jeT,, entonces los potenciales de los

nodos en T, disminuyen en -C;; si jeT, y ieT,, aumentan en ;. El

siguiente método, usando los indices Thread y Depth, actualiza los

potenciales rapidamente:

Procedure Actualizar_potenciales;
begin
it geT, theny = ¢
else y = p;
if 1 €T, then cambio := -C;

else cambio = C;;;

r, = m, + cambio;

Zz = Thread(y);

while Depth(z) < Depth(y) do

begin
r, = m, + cambio;
z := Thread(2z)
end

end
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El dltimo paso en los cambios de la base es actualizar los
indices. Es posible actualizar los 3 indices en O(n) con un recorrido
en profundidad de la base (DFS).

5.8 Terminacién del algoritmo

El algoritmo Simplex para redes se mueve desde una
estructura basica a otra hasta obtener una estructura basica que
satisface las condiciones de optimalidad. Se puede mostrar
facilmente que el algoritmo termina en un ndimero finito de pasos si

cada operacion de pivoteo es no degenerada. Debemos recordar que

‘Eij‘ representa la disminucién neta en el coste por unidad de flujo

enviado alrededor del ciclo W. Durante un pivoteo no degenerado,
la nueva estructura bésica tiene un coste de 5-‘@]-‘ unidades menor
que la estructura béasica previa. En virtud de que hay un ndimero
finito de estructuras bésicas y que toda estructura bésica tiene

asociado un unico coste, el algoritmo Simplex terminarda en un

numero finito de pasos si no hay degeneracion.

5.9 Complejidad del Algoritmo.

El algoritmo Simplex para redes podria no terminar
necesariamente en un numero finito de iteraciones, salvo que
impongamos una restricciéon adicional sobre la elecciéon de los arcos
entrantes y salientes. Esto es importante para evitar ciclados, es
decir, una secuencia repetitiva infinita de pivoteos degenerados.
Veremos que manteniendo un tipo especial de bases, llamadas bases
fuertemente factibles, el algoritmo Simplex termina finalmente, maés

aun, va mas rapido también en la practica.

Sea (B,L,U) una estructura béasica del problema de flujo de
coste minimo con datos enteros. Los arcos del arbol, 6 estan
apuntando hacia arriba (hacia la raiz) 6 estdn apuntando hacia
abajo. Diremos que una estructura basica (B,L,U) es fuertemente
factible si se puede enviar una cantidad de flujo positivo desde
cualquier nodo del arbol a la raiz a lo largo de arcos del arbol sin

violar alguna de las cotas de sus capacidades.
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La_técnica de perturbacion es un método conocido para evitar
el ciclado (degeneracion) en el algoritmo Simplex Primal. La
técnica perturba el vector del lado derecho (oferta/demanda) de tal
manera que toda base factible sea no degenerada y una solucién
6ptima del problema perturbado pueda ser convertida facilmente a

una soluciéon 6ptima del problema original.

El problema de flujo de coste minimo puede ser perturbado
cambiando el vector de oferta/demanda de b a b+¢ . Diremos que
e=(é&,&,..6,) es una perturbacion factible si satisface las

condiciones siguientes:
n n
a)eg >0, Vi=2,..,n; b)Z:gi <l cleg=- ZEi;
i—2 i—2

Una posible elecciéon para una perturbacion es g =1n,i=2,..n, y

asi g=—(n-1/n. Otra eleccion es gizai,i=2,...,n, donde o es un
ndimero positivo muy pequeno. Con respecto a una estructura
basica, la perturbacién cambia el flujo sobre los arcos basicos. Si
(i,j) es un arco apuntando hacia abajo en el 4rbol B y D(j) son los

descendientes del nodo j, entonces la perturbacién hace decrecer el

flujo en el arco (i,j) por Zsk. Si (i,j) es un arco apuntando hacia
keD(])

arriba en el arbol B y D(i) son los descendientes del nodo i,

entonces la perturbacién incrementa el flujo en el arco (i,j) por

Zsk. Hay que notar que ambas cantidades de flujo son no enteras
keD(i)

y distintas de cero y, por lo tanto, todo pivoteo es no degenerado y
el arco que sale de la base es tunico. Esto lleva al siguiente

resultado:

Teorema 1.5. Para alguna estructura bdsica (B,L,U) del problema
de flujo de coste minimo, las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
a) (B,L,U) es fuertemente factible.

b) (B,L,U) es factible si b es reemplazado por b+e¢ para

alguna perturbacidn factible ¢.
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¢) Ningin arco apuntando hacia arriba en la base B tiene un
flujo igual a su cota superior y ningin arco apuntando hacia

a bajo en la base B tiene un flujo igual a su cota inferior.

Este teorema demuestra que mantener una base fuertemente
factible es equivalente a aplicar el algoritmo Simplex al problema
perturbado. Este resultado indica que ambas herramientas obtienen
exactamente la misma secuencia de estructuras basicas si ambas
usan la misma regla para seleccionar los arcos entrantes. Como un
corolario, esta equivalencia muestra que cualquier implementacién
del algoritmo simplex que mantenga una base fuertemente factible
realiza como mucho nmCU pivoteos. Para ver este resultado,
consideremos el problema perturbado con la perturbacién
(-(n-1/n)l/nl/n,..1/n). Con esta perturbacién, el flujo sobre todo
arco es un mdultiplo de 1/n y asi, el valor de la funcién objetivo
decrece al menos por 1/n unidades. Ya que mCU es una cota
superior del valor de la funcién objetivo de la solucién al comienzo
y cero es el valor de la cota inferior, el algoritmo terminara como
mucho en nmCU iteraciones. De esta manera, cualquier
implementacion del algoritmo simplex que mantiene una base

fuertemente factible, requiere un tiempo pseudopolinomial.

Hemos visto que con este tipo de bases realizamos O(nmCU)

pivoteos. Usando la regla de pivoteo de Dantzig, es decir, la de
considerar como arco entrante aquel cuyo ‘Eij‘ tiene el mayor valor
y viola las condiciones de optimalidad, podemos reducir el nimero

de pivoteos a O(nmUlogH), siendo H=mCU. Este resultado es dado

en el siguiente teorema.

Teorema 1.6. E!l algoritmo Simplex que mantiene una base
fuertemente factible y usa la regla de Dantzig realiza O(nmUlogH)

pivoteos.

6. Problema de flujo maximo

Como caso particular del problema de flujo de coste minimo, el
problema de flujo méaximo se puede introducir de la forma

siguiente. Dada una red dirigida, G=(V,A), sea V = {1,.., n} el conjunto
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de n nodos y A el conjunto de m arcos. Distinguimos dos nodos
especiales en G: el nodo fuente s y el nodo sumidero #. Dado
cualquier nodo i, definimos el conjunto Pred(i)={jeV/(j,i)eA} y el
conjunto Suc(i)z{jeV/(i,j)eA}. Cada arco (i,j) € A tiene asociado los

siguientes valores: la capacidad u; que denota la mayor cantidad
de flujo que puede soportar el arco (i,j), y I, la correspondiente

cota inferior del flujo sobre el arco. Sin pérdida de generalidad

podemos suponer que |; es igual a cero para cada arco (i,j) (ver
seccion (3.1.2)). Definimos la lista de arcos que salen del nodo i al
conjunto A(i)z{(i,j)eA: jeSuc(i)}. Denotaremos por U al méaximo

valor del conjunto {uij/(i,j)eA}. Un flujo es wuna funcién

x:A— R"U{0} que satisface:

f si i=s
Dixy— D xp=10  ieV-{st] (1.2a)
jeSuc (i) jePred (i) —f Si i=t

para algin f>0. El problema de flujo maximo consiste en encontrar

un flujo x tal que f es maximizado.

Se define la capacidad de un s-t corte mediante la suma de las
capacidades de los arcos que salen del conjunto S y llegan a S, esta

capacidad la denotamos por u[S,g]: ;;u-
(i, 1)e[S

Tes]

Un camino incremental en la red residual R es un camino
dirigido de s a t en R. Definimos la capacidad residual de un
camino como la menor de las capacidades residuales de los arcos en

el camino.

Teorema 1.7. (Teorema del Flujo-Mdaximo Corte-Minimo) Si f es el
valor del flujo x en la red G=(V,A) con la fuente s y el sumidero t,

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1) fes el valor del flujo mdximo en G

2) La red residual R=G(x) no contiene caminos

incrementales.
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3) f=U[S,§]para algiin s-t corte de G.

La condicién 2) describe un criterio de parada que es utilizado
para obtener el algoritmo conocido como algoritmo de Caminos
Incrementales dado por Ford y Fulkerson que a continuacién

procedemos a introducir.

6.1 Algoritmo de Ford y Fulkerson

Este primer algoritmo considera en cada iteracién un camino
incremental en R y envia a través de él una cantidad de flujo igual
a la capacidad residual del camino. El algoritmo termina cuando no
quedan caminos incrementales en R. El algoritmo genérico de
caminos incrementales es de la manera siguiente:

Algoritmo de Ford-Fulkerson;
begin
X = 0; F:=0;
while haya un camino P de s a t en R do
begin
A = min{rij :@@,J) € P}; {A es el cuello de botella del

camino}
Enviar A unidades de flujo a lo largo de P y actualizar R;
F:=F+ A
end
end.

Para cada arco (i,j)eP actualizamos 1r;=r-Ay r;=r;+A.
Supongamos que actualizamos las capacidades residuales en algun
punto del algoritmo y que nos preguntamos por el efecto sobre los
flujos de los arcos. De la definicién de la capacidad residual

tenemos que un flujo adicional de A unidades sobre el arco (i,]) en

la red residual R, corresponde a: (1) un incremento de X; en A
unidades en la red original, 6 (2) un decremento de X; en A

unidades en la red original, 6 (3) una combinacién de ambas.

Finalmente, supongamos que estan dados los valores para las

capacidades residuales. ;Cémo podriamos determinar los flujos Xx;?
Observamos que r;=U;—X; y I =X; ¥, por lo tanto, podemos obtener

los valores de X; haciendo x;=u;-r; 6 X;=r;.
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En la descripciéon del algoritmo precedente, no se discutieron
algunos detalles importantes: (1) cémo identificar un camino
incremental o mostrar que la red no contiene tales caminos, y (2) si
el algoritmo termina en un numero finito de iteraciones y si,

cuando lo hace, obtiene un flujo maximo.

Introduciremos a continuacién una implementacion especifica
del algoritmo genérico de caminos incrementales conocido como
algoritmo de etiquetado. El algoritmo de etiquetado usa una técnica
de busqueda para identificar un camino en R de la fuente al
sumidero. El algoritmo parte del nodo fuente encontrando a todos
los nodos que son alcanzables desde la fuente a lo largo de un
camino en la red residual. En cualquier paso, el algoritmo divide el
conjunto de nodos de la red en dos grupos: etiquetados y no
etiquetados. Los nodos etiquetados son aquellos nodos que el
algoritmo ha alcanzado en el proceso de busqueda; los nodos no
etiquetados son aquellos nodos que el algoritmo todavia no ha
alcanzado en el proceso. Cuando el nodo sumidero es etiquetado, el
algoritmo envia la maxima cantidad de flujo posible sobre el camino
desde s a t. En este punto, se borran las etiquetas y se repite el
proceso. El algoritmo termina cuando, examinados todos los nodos
etiquetados, el nodo sumidero permanece sin etiquetar, implicando
que el nodo fuente no esta conectado al nodo sumidero en la red

residual.

El siguiente esquema especifica los pasos de etiquetado. Se
necesita un indice Pred(i), para cada nodo etiquetado i, que indica
el nodo que motivé la asignaciéon de etiqueta a i. Este indice sera
utilizado posteriormente para indicar el camino de s a ¢, sin maés

que empezar con i =t y, con Pred(i), llegar hasta s.

Procedure Aumentar;
begin
Utiliza los indices de los predecesores para identificar un
camino incremental P de la fuente al sumidero;
S =minjr; 1@, DePf; F:=F +3;

Envia 6 unidades de flujo a lo largo de P y actualiza las
capacidades residuales
end;
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Algoritmo de Etiquetado;
begin
x:=0; F:=0;
repeat
Etiquetado[J]:= false y Pred(j):=0 para todos los nodos;
Etiquetado[s]:= true; L := {s};
while (L # &) and not(etiquetado[t]) do
begin
selecciona un nodo 1 € L;
for (i,jJ) € A(1) do
if j no esta etiquetado y r;; > 0 then
begin
Pred(J):= 1;
Etiquetado[]j] := true;
L:=L+ {j}
end
end;
if etiquetado[t] then Aumentar
until not(etiquetado[t]);
end;

El algoritmo de etiquetado anterior termina obteniendo un
flujo maximo, debido a que su criterio de parada es la no existencia
de caminos incrementales. Ahora veremos en cudntos pasos
determina el flujo maximo basdndonos en el criterio del caso peor.
En cada iteracién del algoritmo, se etiqueta algtin nodo i al menos
una vez, inspeccionando cada arco de A(i). Por lo tanto, en el
proceso de etiquetado, se examina cada arco al menos una vez. Esto
requiere O(m) computaciones. Si todas las capacidades de los arcos
son enteras y acotadas por un numero finito U, entonces la
capacidad del s-t corte dado por (s, V-{s}) es a lo sumo nU. Este nos
da una cota superior del valor del flujo maximo. Como el algoritmo
de etiquetado incrementa el valor del flujo en al menos una unidad
en cada iteracién, necesita entonces nU iteraciones para obtener
dicho valor de flujo. Esto implica que el algoritmo tiene una

complejidad O(nmU).

El algoritmo de etiquetado es posiblemente el algoritmo mas
simple para la resolucién del problema de flujo maximo. En la
practica, el algoritmo trabaja razonablemente bien. Sin embargo, la
cota del caso peor sobre el nimero de iteraciones no es enteramente
satisfactoria para valores de U grandes. Por ejemplo, si U=2", la
cota seria exponencial en el nuimero de nodos. Mas aun, el

algoritmo puede de hecho realizar muchas iteraciones como en el
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ejemplo dado en la Figura 1.15. En esta red, el algoritmo puede

seleccionar los caminos incrementales s-a-b-t 'y s-b-a-t

alternativamente 10° veces, enviando cada vez una unidad de flujo

a lo largo del correspondiente camino incremental.

10° : \26

® 1 ©
10° /10s
G

Figura 1.15. Ejemplo patolégico del algoritmo de etiquetado.

Una segunda desventaja del algoritmo de etiquetado es que si
las capacidades son irracionales, el algoritmo podria no terminar.
Para algunos casos patolégicos del problema de flujo maximo, el
algoritmo de etiquetado no termina, y aunque los sucesivos valores
de flujo convergen, estos convergeradn a un valor estrictamente
menor que el valor del flujo maximo. Por lo tanto, si queremos
garantizar la efectividad del algoritmo, debemos seleccionar los
caminos incrementales cuidadosamente. Una tercera desventaja del
algoritmo de etiquetado es su “olvido”. En cada iteracién, el
algoritmo genera etiquetas de los nodos que contienen informaciéon
acerca de los caminos incrementales desde la fuente a otros nodos.
La implementacién descrita borra las etiquetas cada vez que se
pasa de una iteracion a la siguiente, si bien mucha de esta
informacién podria ser valida en la siguiente iteracién. Eliminando
las etiquetas, por lo tanto se destruye informacién potencial.
Idealmente, retener las etiquetas puede ser provechoso en futuros

calculos.

6.2 Algoritmos de caminos incrementales minimos

Edmonds y Karp [26] demuestran que si en cada iteracion del
algoritmo de Ford y Fulkerson se selecciona el camino incremental
minimo, se necesitan como maximo mn/2 iteraciones, obteniendo
asi un algoritmo de complejidad fuertemente polinomial. Para la

obtenciéon de los caminos minimos se wutiliza un recorrido en
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amplitud en el grafo que requiere un esfuerzo de O(m). Asi se

obtiene un algoritmo de complejidad O(m2n).

Un algoritmo de caminos incrementales minimos, que utiliza
las etiquetas distancias, es debido a Ahuja y Orlin [5] y tiene una
complejidad O(mn?). Discutiremos en detalle este algoritmo debido
a que sera utilizado en el capitulo 2. Este algoritmo utiliza las

etiquetas distancias introducidas por Goldberg [38]. Sea una
funcién distancia d:V—>Z"U{0} con respecto a las capacidades

residuales r;. Se dice que es una funcién distancia vdlida si

satisface las siguientes dos condiciones:

a)d(t) =0
b) d(i) <d(j)+1, ¥(i,j) e Ar; >0

Llamaremos etiqueta distancia de un nodo i a d(i). Mediante
induccién, se puede demostrar que d(i) es una cota inferior de la
longitud del camino minimo desde el nodo i al nodo ¢t en R, donde la
longitud del camino viene dada por el nimero de arcos que este
utiliza. Si para cada nodo i, d(i) coincide con la longitud del camino
minimo desde el nodo i al nodo # en R, entonces diremos que las
etiquetas distancias son exactas. Si d(s) > n, entonces no hay

camino incremental en R.

Un arco (i,j) en la red residual se denomina admisible si

satisface la siguiente condiciéon: d(i)=d(j)+1. Un camino incremental
en R que consiste de arcos admisibles es denominado camino
admisible. Un camino admisible es un camino incremental minimo

de s a t. Dicho algoritmo tiene el siguiente esquema:

Procedure Avanzar(i);
begin
Sea (i,J) un arco admisible que sale de i;
pred(J) = 1; 1 = j;
end;

Procedure Retroceder(i);
begin
d@ = mind@d + 1 : G, D e ADY r;; > 0f;
if i s then i = pred(i)
end;
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Algoritmo Caminos_Incrementales_Minimos;
begin
X = 0; d(t):= 0;
Obtener las etiquetas distancias exactas mediante BFS inverso
en la red residual empezando en el nodo sumidero t;
i = s;
while d(s)< n do
if 1 tiene un arco admisible then
begin
Avanzar(i);
if i =t then
begin
Aumentar ;
i =s
end
end
else
Retroceder (i)
end.

Este algoritmo de caminos minimos incrementales procede
enviando flujos a lo largo de caminos admisibles. El algoritmo
realiza primero un recorrido en amplitud inverso en R empezando
desde el nodo sumidero ¢t para computar las etiquetas distancias
exactas d(i). El algoritmo mantiene un indice de predecesor con
cada nodo de la red, de tal manera que pred(i) almacena el nodo
anterior al nodo i en el actual camino admisible de s a i. El
algoritmo realiza iterativamente pasos Avanzar o Retroceder sobre
el dltimo nodo del camino admisible parcial. Si del nodo actual i

sale un arco admisible (i,j), entonces realiza un paso Avanzar y

anade este arco al camino parcial actual. Si esto no ocurre, realiza
un paso Retroceder que incrementa la etiqueta distancia del nodo 1,
haciendo que el arco (pred(i),i) sea no admisible y, por lo tanto,
retrocediendo un arco sobre el camino parcial. Si en este proceso se
alcanza al nodo sumidero, se envia una cantidad de flujo igual a la
capacidad residual del camino admisible incremental. Esta
operaciéon la realiza el procedimiento Aumentar. El proceso se
repite hasta que la etiqueta distancia del nodo fuente s sea mayor o
igual que n, lo que significa que no hay camino incremental en R y,

por lo tanto, el flujo es maximo.

Hemos de comentar que el algoritmo de caminos incrementales
minimos utiliza la siguiente estructura de datos para identificar

arcos admisibles que salgan de un nodo. Cada nodo i tiene un arco
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que pertenece a A(i) que es el actual candidato para examinar si es
admisible; a este arco lo denominaremos arco actual de i. Al
principio el arco actual de i es el primer arco de A(i). Si el
algoritmo alcanza al nodo i, se examina si este arco es admisible.
Si el arco actual de i no es admisible, entonces el arco actual de :
pasa a ser el siguiente elemento de la lista de A(i). El proceso se
repite hasta que se encuentre un arco admisible o hasta alcanzar el
final de la lista de arcos. Si ocurre esto ultimo, significa que A(i)
no contiene ningun arco admisible y, por lo tanto, se realiza un
paso de Retroceder(i) y el arco actual de i pasa a ser de nuevo el

primer elemento de A(7).

El algoritmo de caminos incrementales minimos termina
cuando d(s)>n, indicando que la red no contiene caminos
incrementales de la fuente al sumidero. Consecuentemente, el flujo

obtenido en la terminacién del algoritmo es un flujo maximo.

A continuacién mostraremos que la complejidad del algoritmo

de caminos incrementales minimos es O(mn?2).

Propiedad 1.1. Si el algoritmo actualiza la distancia (reetiqueta)
de cualquier nodo a lo sumo %k veces, el esfuerzo empleado en

determinar arcos admisibles y en las llamadas a retroceder es

O(KY |A()))=0(km).

ieV

Se dice que un arco (i,j)eA es saturado si, tras enviar flujo

sobre él, su capacidad residual se hace cero.

Lema 1.1. Si el algoritmo reetiqueta cualquier nodo a lo sumo k

veces, entonces satura los arcos a lo sumo km /2 veces.

Demostracion. Mostraremos que entre dos saturaciones

consecutivas de un arco (i,j), ambas etiquetas d(i) y d(j) deben

incrementar en al menos dos unidades. Ya que, por hipétesis, el
algoritmo incrementa cada etiqueta distancia a lo sumo k veces,
este resultado implicaria que el algoritmo podria saturar cualquier
arco a lo sumo k/2 veces. Por tanto, el nimero total en el caso peor

de saturaciones de todos los arcos seria km/2.
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Supongamos que un envio satura un arco (i,j). Ya que el arco
(i,j) es admisible, d(i)=d(j)+1. Antes que el algoritmo sature este
arco otra vez, debe enviar flujo de vuelta desde el nodo j al nodo i.
En este instante, las etiquetas distancia d'(i) y d'(j) satisfacen la
igualdad d'(j)=d'(i)+1. En la siguiente saturacién del arco (i,]),
debemos tener d"(i)=d"(j)+1. Asi se tiene que d"(i)=d"(j)+1>
d'(j)+1=d'(i)+2>d(i)+2, similarmente es posible mostrar que
d'(j)=d(j)+2. De esta manera, se demuestra que entre dos
saturaciones consecutivas del arco (i,j), ambos d(i) y d()

incrementan en al menos 2 unidades. [

Lema 1.2.

a) En el algoritmo de caminos incrementales minimos, cada
etiqueta distancia es incrementada a lo sumo n veces. De esta

manera el nimero total de operaciones Retroceder es a lo

sumo, n®.

b) El numero de operaciones Aumentar estd acotado

superiormente por nm/2.

Demostracion. Cada operacion Retroceder sobre un nodo 1
incrementa el valor de d(i) en al menos una unidad. Después que el
algoritmo ha reetiquetado el nodo i a lo sumo n veces, d(i)>n. En
este punto, el algoritmo nunca selecciona el nodo i durante una
operacién avanzar ya que, para todo nodo 2 en el camino admisible
parcial, se cumple que d(k)<d(s)<n. Asi, el algoritmo reetiqueta a
un nodo a lo sumo n veces y el nimero de operaciones retroceder
estda acotado por n?. Por el lema 1.1 y el resultado precedente se
tiene que el algoritmo realiza a lo sumo nm/2 saturaciones. Ya que
cada operaciéon Aumentar satura al menos un arco, el nimero de

operaciones Aumentar esta acotado por nm/2. [

Teorema 1.8. El algoritmo de caminos incrementales minimos

requiere un tiempo O(n’m).
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Demostracion. Usando los resultados anteriores, encontramos que
el esfuerzo empleado en encontrar arcos admisibles y reetiquetar
los nodos es O(nm). El lema 1.2 implica que el ntimero total de
operaciones Aumentar es O(nm). Ya que cada operacion Aumentar

requiere un tiempo O(n), el esfuerzo total de estas operaciones es
O(n?m). Cada operacién Retroceder reetiqueta un nodo; asi, el

nimero total de operaciones Retroceder es O(n?). Cada operacién
Avanzar anade un arco al camino admisible parcial y cada
operaciéon Retroceder elimina un arco del mismo. Ya que cada
camino admisible parcial tiene una longitud de, a lo sumo, n, el
algoritmo requiere O(n?+n’m) operaciones Avanzar. El primer
término se refiere al nuimero de operaciones Retroceder y el
segundo se refiere al nimero de envios de flujo (Aumentar). La

combinaciéon de estas cotas establece el teorema. O

Los precedentes lemas y teoremas nos seran de utilidad en el

capitulo 2 y 3 de la presente memoria.

A continuacién, si entrar en excesivos detalles comentaremos
algunas ideas que son utilizadas en los algoritmos de flujo maximo

propuestos en fechas mas recientes.

6.3 Escalado en las capacidades y preflujo

Como hemos dicho previamente, Edmonds y Karp [26],
proponen una modificaciéon del algoritmo de Ford y Fulkerson que,
en cada iteracidon, selecciona el camino incremental de mayor cuello
de botella. Para identificar dicho camino proponian wuna
modificacion del algoritmo de Dijkstra. El algoritmo realiza un

nuimero de iteraciones O(nmloglU) y tiene wuna complejidad

O(m?nlogU).

Una variaciéon del anterior algoritmo es el algoritmo de
escalado en las capacidades dado por Ahuja y Orlin [5]. La idea
esencial subyacente en este nuevo algoritmo es conceptualmente
bastante simple: Enviar flujo a lo largo de un camino incremental
con capacidad residual suficientemente grande, en lugar del camino

de maxima capacidad, debido a que podemos obtener un camino con
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una capacidad residual suficientemente grande facilmente en un

tiempo O(m).

Para definir el escalado en las capacidades introducimos un
parametro 4 y nos referimos a la red 4-residual, R(A), como a la red
que Unicamente contiene arcos cuya capacidad residual es al menos
A. De esta manera, todos los caminos incrementales en R(A4) tienen
una capacidad residual de al menos 4. Se dice que un flujo es
A-6ptimo si en R no existe ningdn camino incremental con

capacidad residual de al menos 4.

El algoritmo trabaja en fases de escalado, cada fase tiene un 4

fijo y, cuando finaliza una fase, comienza la siguiente con A=A4/2.

Al principio A= pllogU it

, es decir, es igual al menor entero potencia
de dos que es mayor o igual que U. La ultima fase del algoritmo
ocurre cuando A=1. En esta ultima fase R(4)=R y, por tanto, al
finalizar el algoritmo se determina el flujo maximo. De esta

manera, el algoritmo realiza \_IogUJ+1 fases de escalado. El esquema

del algoritmo es como sigue:

Algoritmo Escalado _en_ la capacidad;
begin
X:=0;
A = 2oVl -
while A > 1 do
begin
While Exista una camino P de s a t en R(A) do
begin
Identifica un camino P de s a t;
5 = minjry; 1@, 1) € Pf;
Envia & unidades de flujo a lo largo de P y actualiza R(A)
end;
A=A/2
end
end

La eficiencia del algoritmo depende del hecho de que realiza a
lo sumo 2m envios de flujo por fase de escalado. Para ver este
resultado, consideremos el flujo al final de la fase A-escalado. Sea
x" el flujo factible y f' el valor del flujo. Ademéas sea S, el conjunto
de nodos alcanzables desde s en R(A4), ya que R(4) no contiene un

camino incremental desde la fuente al sumidero t¢S. De esta

manera, [S,g] forma un s-t corte. La definiciéon de S implica que la
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capacidad residual del corte [S,g] es a lo sumo mA4. De esta manera

f°—f'<mA. En la préxima fase de escalado, cada incremento es de al
menos A/2 unidades de flujo. Asi, en esta fase, se realizan a lo

sumo 2m incrementos en el flujo.

El algoritmo de etiquetado descrito anteriormente requiere un
esfuerzo O(m) para identificar un camino incremental, y actualizar
la red R(A) requiere también un tiempo O(m). Dicho de otro modo,
el algoritmo de escalado en capacidad resuelve el problema de flujo

maximo con O(mlogU) incrementos de flujo y requiere un tiempo

O(m?logU).

Podemos mejorar el tiempo de ejecucion del algoritmo usando
el algoritmo de caminos incrementales minimos como subrutina.
Podemos lograr esto definiendo las etiquetas distancia con respecto
a la red R(4) e incrementando el flujo a lo largo de caminos
admisibles en dicha red. Asi, obtendriamos wun algoritmo de

complejidad O(nmlogU).

Hasta ahora uUnicamente hemos considerado algoritmos de
caminos incrementales, es decir, algoritmos que en cada iteracién
identifican un camino incremental en la correspondiente red
residual. La inherente desventaja de los algoritmos de caminos
incrementales es la computacionalmente costosa operacién de envio
de flujo a lo largo de un camino, la cual requiere un tiempo O(n) en
el caso peor. A los algoritmos de preflujo no les afecta esta
desventaja, obteniendo mejoras respecto a la complejidad del caso
peor. Esto es asi porque que los algoritmos de preflujo envian flujo
sobre arcos individuales en lugar de a lo largo de caminos

incrementales.

Debido a esta ultima particularidad, los algoritmos de preflujo
no satisfacen las restricciones de conservaciéon de flujo en pasos
intermedios. De hecho, estos algoritmos permiten que el flujo
entrante en un nodo exceda del flujo saliendo del nodo. Llamaremos
a tal solucion un preflujo. Mas formalmente, un preflujo es una
funcién x:A—>R que satisface las restricciones de acotacién de los

arcos y la siguiente relajacion de la restricciéon de conservacion:

D Xi— D%y 20 VieV-{st}

jePred (i) jeSuc (i)
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La idea de preflujo fue introducida por Karzanov en 1974 [49],
a continuacion desarrollaremos el algoritmo genérico de preflujo de
Golberg [38].

Dado un preflujo x, se define el exceso de cada nodo i€V como:

e(i)= D x;— D x;=0

jePred (i) jeSuc (i)

En un preflujo, e(i)>0 para todo ieV -{s}, de esta manera el

nodo fuente s es el inico nodo con exceso negativo.

Diremos que un nodo con exceso positivo es un nodo activo y
adoptaremos la convencién de que los nodos fuente y sumidero
nunca son activos. En los algoritmos de preflujo, la presencia de
nodos activos indica que la solucién no es factible. En consecuencia,
la operacién basica en este algoritmo es seleccionar un nodo activo
e intentar deshacer su exceso enviando flujo a sus vecinos. Pero ya
que queremos enviar flujo al sumidero, enviamos flujo a los nodos
méas cercanos al sumidero. Mediremos la cercania al sumidero
utilizando las etiquetas distancias. Asi, enviar flujo préximo al
sumidero es equivalente a enviar flujo sobre arcos admisibles.
Luego, el flujo dinicamente se envia sobre arcos admisibles. Si el
nodo activo seleccionado en wuna iteracién no posee arcos
admisibles, incrementamos su etiqueta distancia hasta que posea al
menos un arco admisible. El algoritmo termina cuando la red no
contiene un nodo activo. Los procedimientos del algoritmo genérico

de preflujo son los siguientes:

Procedure Prepoceso;
begin
Xsj = ugv@gj)e A; X;; = 0 para el resto de arcos; d(t):= 0;
Obtener las etiquetas distancias exactas mediante un BFS
inverso en la red residual empezando en el nodo t;
d(s) :=n
end;

Procedure Enviar(i);
begin
Sea (i,J) un arco admisible que sale de 1i;
Envia A = min{(), r;;} unidades de flujo desde el nodo i al j

end;
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Procedure Reetiquetar(i);
begin
d@® = mind@® + 1 : G, De ADY r; >0

end;

Un envio de A unidades de flujo desde el nodo i al nodo j hace

decrecer a e(i) y r; en A unidades e incrementa e(j) y r; en A

unidades. Diremos que un envio de A unidades de flujo sobre un

arco (i,J) es saturante si A=r; y no saturante en otro caso. Un

envio no saturante en un nodo i reduce e(i) a cero. Llamaremos al
proceso de incrementar la etiqueta distancia de un nodo, operacién
de reetiquetado. La version del algoritmo genérico de preflujo

combina los procedimientos descritos anteriormente:

Algoritmo Preflujo;
begin
Preproceso;

while exista un nodo activo = {s,t} do
begin
selecciona un nodo activo i;
if 1 tiene un arco admisible then
Enviar(i)
else
Reetiquetar (i)
end
end.

La operacién de preproceso implica varios aspectos

importantes:

a) Causa que todos los nodos adyacentes a s tengan exceso
positivo, de tal manera, que tengamos nodos activos para

los pasos Enviar y Reetiquetar.

b) Debido a la saturacién de los arcos que salen de s, d(s) debe

ser igual a n.

¢) Como d(s)=n, siendo esta una cota inferior del camino
minimo de s a ¢, implica que no hay camino de s a t en R
después del preproceso. Consecuentemente, ya que las
etiquetas distancia son no decrecientes, podemos

garantizar que, en las siguientes iteraciones, la red
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residual nunca contendra un camino de s a ¢t y, por tanto,

no se necesitara enviar flujo desde s otra vez.

Se puede observar que, en cualquier iteracion del algoritmo de
preflujo, cada nodo i con un exceso positivo esta conectado al nodo s
por un camino desde el nodo i al nodo s en la red residual. Esto es
importante ya que asegura que, durante una operacién de

reetiquetado, el algoritmo no minimiza sobre un conjunto vacio.

La complejidad de este algoritmo genérico de preflujo es

O(n?m). Si bien no la demostraremos, si podemos decir que dicha
complejidad coincide con el nimero de envios no saturantes que
realiza el algoritmo en el caso peor. Debemos notar que existe un
grado de libertad en el algoritmo genérico en relaciéon con la
seleccion de los nodos activos. Existen diversos criterios de
seleccion de los mismos que conducen a algoritmos con distintas
complejidades. Estos criterios serdn comentados en un estudio

computacional realizado en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2
Algoritmos para el problema de Flujo Maximo




1. Introduccidon

Este capitulo estd dedicado al analisis del problema de flujo
maximo, uno de los problemas de optimizacién en redes mas
extensamente estudiado. Este problema fue introducido y formulado
con anterioridad en el capitulo 1, en donde también fueron

considerados algunos algoritmos importantes.

En la literatura sobre el tema existen diversos estudios
computacionales de los algoritmos de flujo méaximo. Haremos

algunos comentarios sobre los que consideramos mas interesantes.

Derigs y Meier [24] realizan una comparacion entre distintas
versiones del algoritmo de Goldberg y determinan cudles son los

mejores algoritmos para los dos generadores que utilizan.

Ahuja et al.[2] realizan determinadas investigaciones
computacionales sobre diez algoritmos de flujo maximo. Estos
autores efectian un estudio empirico usando un recuento de las
operaciones representativas que permiten identificar las
operaciones cuello de botella de un algoritmo y facilitar la
determinaciéon del ratio de crecimiento del mismo. Concluyen que el
algoritmo de preflujo genérico con la regla que selecciona el nodo
activo con la mayor etiqueta distancia (G_HL), es el mejor en la
préactica y que su tiempo de ejecucién empirico (virtual) es O(ni.5).
También suministran una cota empirica para el tiempo de ejecucién

en la practica del algoritmo de Dinic. Esta cota es O(n?-6).

En este capitulo realizamos un estudio computacional con
similares intenciones que el realizado por Ahuja et al.. Nuestro
estudio tiene algunas conclusiones en comuin como es la
concordancia sobre el mejor algoritmo en la practica, pero difiere
significativamente en cuanto al disefio del experimento, ya que se

consideran mas factores.

En Optimizaciéon Combinatoria se asume que un buen indicador
del comportamiento de un algoritmo es el valor de su complejidad
computacional tedérica y que la complejidad del caso peor permite

clasificar cualquier procedimiento. Sin embargo, algunas veces los



Capitulo 2

resultados observados en estudios experimentales difieren
significativamente de la complejidad tedrica, ya que, en algunos
problemas, el caso peor rara vez ocurre. Por esta razdén, creemos
que es necesario complementar la informacién dada por el indicador
previamente mencionado. Para ello se deben considerar otras
medidas que nos permitan realizar diferentes clasificaciones de los
algoritmos en la préactica. Este hecho ha motivado discusiones
acerca de la eleccién de otros pardmetros que permitan realizar
esta clasificaciéon practica. Nuestro interés estriba en estudiar el
comportamiento de los algoritmos en la practica y completar la

informacién dada por la complejidad tedrica.

Frecuentemente, los estudios experimentales con diferentes
procedimientos incluyen una dunica lista de los tiempos de CPU
obtenidos para un grupo de casos particulares del problema.
Ademas, las comparaciones entre los algoritmos consisten en echar
un vistazo a estos valores y asi determinar cualquier tipo de orden
sobre los algoritmos estudiados. Sin embargo, los casos particulares
del problema pueden ser muy valiosos en la clasificaciéon de los
procedimientos. Este aspecto es crucial en el desarrollo de este
capitulo, el cuadl en su primera parte se dedica al estudio de los
resultados experimentales de un grupo importante de algoritmos de
flujo maximo. Los aspectos fundamentales de este estudio son

presentados en el trabajo de Sedefio-Noda et al. [67].

En la segunda parte del capitulo presentamos un algoritmo

para resolver el problema de flujo maximo en un tiempo de
O(nm Iog(g)) (Sedeno-Noda y Gonzalez-Martin [68]). Durante las
n

dltimas tres décadas los esfuerzos de los investigadores no han
culminado en un algoritmo de complejidad O(nm) para cualquier

combinacién de n y m. Esto es atin cierto cuando U=Q(n) (Ahuja et

al. [1]). En particular, cuando m=Q(n?/logn) el algoritmo de
Cheriyan et. al. [11] invierte un tiempo O(nm), independientemente
del valor de U. Nuestro principal resultado es que, bajo la asuncién
de que U=0(n), nuestro algoritmo requiere un esfuerzo O(nm) para
cualquier valor de n y m. Ningin otro algoritmo alcanza esta
complejidad para cualesquiera que sean n y m. Si U=0(n") para
algin K >1, el algoritmo requiere un tiempo O(nmlogn) que coincide

con el algoritmo de Sleator y Tarjan [73], sin utilizar estructuras
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de datos complejas. El algoritmo que presentamos esta basado en el
correspondiente de dos fases para redes con capacidades unitarias
dado por Ahuja y Orlin [5], incorporando un escalado en las

capacidades.

Finalmente, presentamos wun algoritmo para resolver el

problema de flujo mdximo en un tiempo O(nm logAlog,(U/n))

O(nmlog(U/n)) para pB<n/8 y en un tiempo O(nm logAlog,U)
O(nmlogU) para f>n/8. La complejidad del caso peor del algoritmo
depende del parametro f que define la primera escala en las

capacidades. Este algoritmo generaliza el algoritmo de dos fases

escalado en las capacidades mencionado anteriormente.

Primero Gabow [31], y mas tarde Ahuja et al. [5], introducen
algoritmos de escala en las capacidades con #=2. En ambos casos, la

complejidad tedérica es O(nmlogU). Para estos algoritmos, la

complejidad en el caso peor dependiendo de f es O(nmplog,U). Esta

cota alcanza un valor minimo para S =e. Dado que el nimero ¢ no es
entero, se toma el entero mas cercano (2 o 3). El algoritmo

propuesto requiere un tiempo O(nmlogBlog,U) para g>n/8. Asi, el

término f se sustituye por el término logf en la complejidad

tedrica de los anteriormente mencionados algoritmos.

Estamos convencidos de que el comportamiento en la practica
de estos algoritmos es interesante, debido a que permiten
incorporar diferentes estrategias para mejorar el tiempo de CPU y
considerar diferentes valores de B. En la parte final de este
capitulo realizamos un andlisis experimental de estos algoritmos

obteniendo el tiempo de CPU virtual para los mismos.

2. Estudio algoritmico del problema de flujo maximo: un andlisis
estadistico comparativo

Presentamos wun estudio empirico para comparar el
comportamiento empirico de un grupo de algoritmos y responder a
algunas cuestiones, que a partir de la experiencia préactica, nos

hemos formulado:
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(i) (Es posible determinar cudl es el mejor algoritmo en la
préactica?

(i1) (Qué efectos producen los parametros del problema
(nimero de nodos, nimero de arcos, capacidad maxima, etc.) en el
comportamiento empirico de los algoritmos?

(iii) /Qué parametros, no presentes en la complejidad del caso
peor, son significativos en el comportamiento empirico de un
algoritmo?

(iv) Dado un algoritmo, jes su comportamiento independiente
del generador de los problemas que se utiliza en el estudio?

(v) (Qué conjunto de algoritmos es el mejor en la practica para
una clase de problemas?

Para responder a estas cuestiones, hemos implementado, de
una manera optimizada y contrastada, un grupo de algoritmos
realizando wun estudio practico que desarrolla un diseiio de
experimento del tipo split-plot. Los datos generados han sido
tratados mediante el procedimiento anova del médulo STAT del
paquete estadistico SAS [66].

Nuestro estudio difiere de los estudios previos en que contiene
un disefio de experimentos que tiene como variables respuesta el
tiempo de CPU y otras como el recuento de las operaciones
representativas. Mostraremos la dependencia de los algoritmos con
respecto a los factores (capacidad maxima de los arcos, generador
de redes, réplicas,...) e interacciones entre ellos que no han sido
incluidos en otros estudios. Ademaéas, en nuestro estudio, el mayor
ratio m/n es 50, mientras que en los previos era 20. Aunque las
redes reales suelen ser poco densas, estamos interesados en
mostrar el comportamiento empirico de los algoritmos para todos
los casos. Todo esto nos permitira clasificar a los algoritmos de
acuerdo a los factores; mas adn, podremos concluir si un algoritmo

es sensible a un factor o a una combinacién de ellos en la practica.

En nuestro disefio experimental los objetivos se concretaron en
diversas cuestiones. La primera fue estudiar los efectos de diversos
factores sobre el tiempo de ejecucion de un grupo numeroso de
algoritmos. La segunda fue identificar la relativa eficiencia bajo
las combinaciones de diferentes factores. Finalmente, la tercera fue

estudiar los efectos de wvarios factores sobre el numero de
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operaciones necesitadas por los algoritmos para resolver el

problema de flujo maximo.

De esta forma, obtenemos conclusiones acerca de grupos de
algoritmos en relacién a diferentes factores. Esto nos permite
mostrar el comportamiento de las herramientas y las técnicas que

los distintos algoritmos usan en la practica.

2.1 Descripcién bésica de los algoritmos implementados

Previo al desarrollo del experimento realizado, es necesario
dar una breve descripcién de cada uno de los algoritmos incluidos

en el mismo.
Algoritmo de Ford y Fulkerson [28]

Recordemos que este algoritmo es conocido como el algoritmo
de caminos incrementales. El algoritmo procede identificando
caminos incrementales y enviando flujo a través de dichos caminos
hasta que la red residual no contiene tales caminos. Utiliza un
recorrido en profundidad (DFS) para identificar un camino

incremental en R en cada iteracidn.

La complejidad del algoritmo es O(nmU). Denotaremos a este

algoritmo por F&F.
Algoritmo de Dinic [25]

Dinic introduce el concepto de red estratificada L. La red
estratificada L=(V,A*) es la red de caminos minimos, donde A* es el

conjunto de arcos (i,]j) € A que satisfacen la condiciéon d(i)=d(j)+1, y

todo camino del nodo fuente al nodo sumidero en L es un camino
minimo en R. El algoritmo de Dinic identifica varios caminos y
envia flujo a través de todos ellos a la vez. Utiliza el concepto de
flujo bloqueante: un flujo es un flujo bloqueante si no hay caminos
incrementales en L. Un flujo maximo es bloqueante pero no al
revés. La idea consiste en determinar un flujo bloqueante en la red

estratificada y, entonces, actualizar el flujo parcial.
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El algoritmo construye, a lo sumo, n redes estratificadas y
encuentra un flujo bloqueante en un tiempo O(nm).
Consecuentemente, la complejidad del algoritmo es O(n2Zm).

Denotamos este algoritmo por DINIC.
Algoritmo de Edmonds y Karp [26]

Es conocido como algoritmo de caminos incrementales minimos.
El método envia flujo a lo largo de un camino minimo del nodo
fuente al nodo sumidero en la red residual. La longitud del camino
coincide con el nimero de arcos contenidos en él. El algoritmo
utiliza un recorrido en amplitud (BFS) para identificar el camino
minimo. Edmonds y Karp muestran que para encontrar el flujo

mé4ximo en este caso se requieren, a lo sumo, 1/2mn envios de flujo.

Esto implica una complejidad O(nm?). Denotamos a este algoritmo
por E&K.

Algoritmo de Malhotra, Kumar y Maheshwari [56]

Es wun algoritmo generalizado del de Dinic. Este método
presenta una via alternativa para obtener el flujo bloqueante.
Introduce el concepto de throughput (“filtrado”) de un nodo, que se
define como la maxima cantidad de flujo que puede atravesar dicho

nodo.

Formalmente: thr(i):min{ > Zrhi}.

jesucc {i} hepred {i}

El algoritmo selecciona en cada iteracién, el nodo i con el
menor throughput (thr(i)). Entonces se sabe que es posible enviar
thr(i) unidades de flujo desde i a ¢ y la misma cantidad desde s a i.
El proceso se repite hasta que el throughput del nodo fuente o del
nodo sumidero se hace igual a cero. En este caso el flujo bloqueante
es determinado. La complejidad del algoritmo es O(n3), debido a
que el tiempo necesario para computar el flujo bloqueante es a lo

sumo n2. Denotaremos a este algoritmo por MKM.
Algoritmo de Goldberg [38]

Este método mantiene un preflujo como el definido por
Karzanov [49]. La operacién béasica consiste en seleccionar un nodo

activo y enviar flujo a sus vecinos. Para estimar los nodos activos
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mas cercanos al sumidero, el método usa las etiquetas distancias
enviando flujo tnicamente a través de arcos admisibles. Si el nodo
activo seleccionado no tiene arcos admisibles, su etiqueta distancia
es incrementada. A esta operacion se la denomina reetiquetar. El
algoritmo termina cuando la red no contiene nodos activos. La
operacion cuello de botella del algoritmo es el nimero de envios no

saturantes. Un envio es no saturante si e(i) <r; para un nodo ¢ (un
envio es saturante si e(i)>r;). Por lo tanto, la complejidad

resultante es O(n2m).

En la implementacién de este procedimiento, computamos las
etiquetas distancias exactas iniciales mediante un recorrido en
amplitud (BFS). En este algoritmo es posible especificar diferentes
reglas para seleccionar el nodo activo mejorando el nimero de

envios no saturantes, es decir, la complejidad. Los criterios son:

. Seleccion Primero-en-entrar Primero-en-salir (regla
FIFO). Este criterio almacena los nodos activos en una cola y
los selecciona de ella. La complejidad de este algoritmo es

O(n3) (ver [38]). Denotamos a este algoritmo por G_Q.

. Seleccién  Ultimo-en-entrar Primero-en-salir (regla
LIFO). Este criterio almacena los nodos activos en una pila y

los selecciona de ella. Lo denotaremos por G_S.

o Combinacién de las reglas FIFO y LIFO. Esta regla
almacena los nodos activos en wuna cola doble; es decir, una
cola con dos terminaciones. Los nodos son sacados del
principio de la cola. Un nodo activo se afiade al principio de
la cola la primera vez que es activo; en otro caso, se anade al

final de la cola. Denotamos al algoritmo por G_DQ.

o Seleccion de la Etiqueta Mayor. Esta regla consiste en
seleccionar un nodo activo con la etiqueta distancia mayor.
Para ello, se mantienen las listas L(h) = {i : i es activo y
d(i)=h} gestionadas como colas. Cheriyan y Maheswari [19]
muestran que esta regla implica una complejidad O( n2Jm).

Denotamos al algoritmo por G_HL.

Algoritmo de Ahuja y Orlin [6]
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Es una versién del algoritmo anterior. Usa una técnica de
escalado del exceso para reducir los envios no saturantes. La idea
basica consiste en enviar flujo desde nodos activos con gran exceso
a nodos con exceso pequefio. En este algoritmo, conocido como
algoritmo de escala en el exceso, se define el exceso dominante, A,

como el menor entero potencia de 2 que satisface e(i)<A, VieV —{s,t}.

Una iteracién comienza con A igual al exceso dominante y finaliza
cuando no hay nodos con un exceso mayor que A/2. Entonces
comienza la siguiente iteraciéon con A igual a A/2. Después de logU
iteraciones, todos los nodos tienen un exceso igual a cero y, por
tanto, se ha obtenido el flujo maximo. Para seleccionar un nodo

activo con exceso mayor que A/2 y con etiqueta distancia minima,

el algoritmo mantiene las listas: L(r)={ieV :e(i)> A/l2yd(i)= r}.

La complejidad de este algoritmo es O(nm + n2logU), donde
n2logU es el nuimero de envios no saturantes para todas las fases y
nm es una cota superior de las operaciones tales como envios
saturantes, operaciones de actualizacién de la etiqueta distancia y
de determinar arcos admisibles. Este algoritmo es denotado por
A&O.

Cod. Autor(es) Complejida (Etiqueta Ideas
d Distancia
?
Caminos
F&F Ford-Fulkerson (1956) O(nmU) No Incrementales
(DFS)
Caminos
E&K Edmonds-Karp (1972) O(mzn) No Incrementales
Minimos (BFS)
.. 2 Red
DINIC Dinic (1970) O(mn ) No Estratificada
Malhotra-Kumar- 3
MEKM Maheshwari (1978) O(n ) No Throughput
3 , Preflujo; regla
G_Q Goldberg (1985) o(n?) Si FIFO
Preflujo;
. . combinacién
G_DQ Vers19nes del ) Si regla LIFO y
algoritmo de O(mn )
FIFO
Goldberg o
G S Qg Preflujo; regla
- LIFO
Goldberg-Tarjan Preflujo; regla
G_HL (1986), Cheriyan- O(nzw/m) Si Mayor etiqueta
Maheshwari (1989) distancia
2 \
A&O  Ahuja-Orlin (1989) O(mn +n®logU; Si Escalado del
exceso

Tabla 2.1. Algoritmos implementados.
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Una clasificacién de los anteriores algoritmos aparece en la
Tabla 2.1. A continuacién consideraremos las desventajas del uso
de las etiquetas distancia y las estrategias propuestas para mejorar
el comportamiento empirico del tiempo de ejecucién de los

algoritmos que las usan.

2.1.1 Estrategias para mejorar el comportamiento en la prdctica de los algoritmos

Derigs y Meier [24], en un estudio computacional del algoritmo
de Goldberg, muestran que los algoritmos realizan un gran ndimero
de pasos de actualizacién de las etiquetas distancias de los nodos
para ser incrementadas a un valor mayor o igual a n. Este hecho
ocurre porque es necesario identificar los nodos que no mejoran el
valor del preflujo. El valor del preflujo méaximo coincide con el
preflujo de mayor cantidad de flujo enviado al sumidero. Este
inmenso numero de pasos de actualizacién de las etiquetas se
realiza después de obtener el preflujo maximo y antes de obtener el

flujo maximo.

Hay varias estrategias para mejorar el comportamiento
practico de los algoritmos de preflujo, es decir, disminuir el ndmero
de actualizaciones de la etiqueta distancia (ver Ahuja et al.[4]).

Nosotros hemos usado las dos siguientes estrategias:
Computar_Etiquetas_Exactas

Este procedimiento consiste en realizar ocasionalmente un
recorrido en amplitud inverso en la red residual, comenzando en el
nodo sumidero. Si el nodo fuente no se alcanza, todos aquellos
nodos que no tengan un camino hacia el sumidero incrementan su
etiqueta distancia a un valor mayor o igual a n. Ejecutando esta
operacion cada m/b operaciones de Envio/Reetiquetado, para
alguna constante b, no se incrementa la complejidad del peor caso
de los algoritmos de preflujo. Esta estrategia es usada en los
cédigos desarrollados por Anderson y Setubal [7]. En nuestros
cédigos, el procedimiento Computar_Etiquetas_Exactas es llamado

cada m/2 operaciones de Envio/Reetiquetado.
Estrategia de Derigs y Meier

Derigs y Meier [24], y Ahuja y Orlin [5], proponen la siguiente

estrategia de manera separada. Sea x un preflujo y d una etiqueta
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distancia valida con respecto a x. Entonces, llamamos a un nimero

26{12,...,n—1} un gap si las siguientes propiedades se satisfacen:

d(i)#z para todo i = 1,...,n y existe un nodo j con d(j) > z.

Si en un paso de reetiquetar se identifica un gap, entonces se

realiza el siguiente paso de reetiquetado-global:

d(i
d(i) = " . std(i)>z para todo i =1,...,n
d(i) en otro caso

Para implementar este procedimiento, mantenemos un vector
de dimensién n, Nnodos, cuyos indices varian desde 0 a n-1. El
valor de Nnodos(k) es el nimero de nodos cuya etiqueta distancia
coincide con 2. En un paso de reetiquetar de un nodo i, siempre se
sustrae 1 de Nnodos(d(i)) y se examina si Nnodos(d(i))=0. Si
Nnodos(d(i)) se hace igual a cero, entonces se realiza el

reetiquetado-global, y el vector Nnodos es actualizado.

La estrategia de reetiquetado-global emplea un tiempo O(n).
Por lo tanto, si se incluye en el procedimiento reetiquetar, la

complejidad del algoritmo no aumenta.

Anadimos el sufijo 1 a los algoritmos que usan la estrategia
Computar_Etiquetas_Exactas y el sufijo 2 a los algoritmos que usan
la estrategia de Derigs y Meier. Hemos incorporado estas

estrategias en los siguientes algoritmos:

Computar_Etiquetas_Exact Estrategia de Derigsy Meier
as
° G_Q G_Q1 G_Q2
£ apQ G_DQ1 G_DQ2
g G_S G_S1 G_S2
o0 G_HL G_HL1 G_HL2
< A&O A&O1 A&O2

Tabla 2.2. Algoritmos con estrategias para mejorarlos

Todos los algoritmos han sido implementados en Pascal
estandar usando las estructuras de datos requeridas para cada
método en estudio y ejecutados en una estacién de trabajo HP9000
715/33. Concretamente, los métodos estudiados son: F&F, E&K,
DINIC, MKM, G_Q, G_Q1, G_Q2, G_DQ, G_DQ1, G_DQ2, G_HL,
G_HL1, G_HL2, G_S, G_S1, G_S2, A&O, A&O1 y A&O2.
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2.1.2 Generadores de Redes

Las complejidades tedricas de los algoritmos anteriores son
funciones del nuimero de nodos, nimero de arcos y la capacidad
maxima de los arcos en la red. Por lo tanto, los casos particulares
del problema de flujo maximo son redes generadas aleatoriamente
con diferentes tamafnos de esos parametros. Hemos utilizado dos
generadores: el generador NETGEN desarrollado por Klingman et
al.. [62] y otro desarrollado por nosotros denominado generador
FMGEN. No hemos usado el generador RMFGEN desarrollado por
Goldfarb y Grigoriadis [40] debido a que no puede construir redes

con un ratio m/n > 6.

En el generador NETGEN, el tamafo de la red se especifica
mediante los siguientes pardmetros: el nimero de nodos n, el
nuamero de arcos m, la capacidad minima de un arco c: y la
capacidad méaxima de un arco c:. El método genera una red
aleatoria con las capacidades de los arcos wuniformemente
distribuidas en el intervalo [c:, c2]. En nuestro caso, el valor de c1
es igual a 1 y el valor de c2 coincide con U. Por lo tanto, el

intervalo es [1, U].

El generador FMGEN requiere los siguientes parametros:
namero de nodos n, nimero de arcos m y la capacidad maxima de
los arcos U. El generador FMGEN trabaja en dos fases. En la
primera se construye un camino partiendo del nodo 1 que conecta
todos los otros nodos (consideramos que siempre el nodo fuente es
el 1 y el nodo sumidero es el n). Este proceso emplea n-1 arcos. Por
lo tanto, en la segunda fase son generados aleatoriamente los m-
n+l arcos restantes. Las capacidades de los arcos estan

uniformemente distribuidas en el intervalo [1, U].

El generador NETGEN y el generador FMGEN necesitan una
semilla. Resumiendo, 1los parametros necesarios para la

especificacién de ambos generadores son: semilla, n, my U.

2.2 El Experimento

Esta seccion introduce el experimento sobre el estudio de la

resolucion del problema de Flujo Maximo mediante los algoritmos
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anteriormente mencionados. A continuacién mostraremos las fases

del experimento: disefio, implementacidon y andlisis.

Seleccionamos como variables respuesta para comparar los
algoritmos el tiempo de CPU para resolver cada problema. El
tiempo de CPU no incluye el tiempo de los procedimientos de
entrada/salida. Ademés, hemos considerado otras variables

respuesta para los algoritmos que mantienen un preflujo:
e El ntimero de envios no saturantes (NSAT).
e El ntimero de envios saturantes (SAT).

¢ El nimero de operaciones de actualizaciéon de la etiqueta
distancia (RET).

Los cinco factores estudiados en el experimento son nimero de
nodos (n), numero de arcos (m), capacidad mdxima (U), generador
(G) y el algoritmo (A) usado. La Tabla 2.3 muestra los niveles de n,

m que dependen del nimero de nodos y el ratio m/n:

N m min
200 2000, 6000, 10000 10, 30, 50
500 5000, 15000, 25000 10, 30, 50
800 8000, 24000, 40000 10, 30, 50

Tabla 2.3. n, m y el ratio m/n.

El mayor valor para el ratio m/n es 50. Los niveles de la
capacidad méaxima (U) son 1, 10¢ y 108. Aqui queremos enfatizar
que los estudios anteriores no utilizan este factor. El ndimero de
algoritmos que hemos incluido en el estudio es 18, debido a que
hemos decidido eliminar el algoritmo F&F ya que necesita mucho
mas tiempo de CPU que los otros algoritmos. En resumen, tenemos

cinco factores experimentales con niveles fijos.

2.3 El disefio

La mayor dificultad que tienen los investigadores en el uso del
disenno split-plot es la de reconocer las restricciones sobre la
aleatorizacién en el arranque experimental. En nuestro caso, hemos
seleccionado aleatoriamente un nivel del nimero de nodos, un nivel

de nimero de arcos y un nivel de capacidad midxima. A continuacién
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aplicamos aleatoriamente un generador y, seguidamente,
resolvemos el problema especificado en orden aleatorio aplicando

todos los algoritmos.

El orden experimental usado para obtener una especificacién
de un caso particular del problema de flujo maximo fue el
siguiente: Una vez fijado el nimero de nodos, dependiendo de este
valor, el nimero de arcos se obtuvo de manera aleatoria entre tres
valores posibles. Por lo tanto, el nimero de arcos estd anidado en
el nuimero de nodos. Finalmente, la capacidad maxima fue
seleccionada aleatoriamente. Esta estructura basica fue replicada

cinco veces.

Entonces, dados los pardmetros de la red, se utilizan dos
generadores: MFGEN y NETGEN. Para cada red previa, el
correspondiente caso particular fue resuelto en orden aleatorio por
todos los algoritmos, almacenando el tiempo de CPU y las otras

variables respuestas para cada uno de ellos.

Las caracteristicas del experimento conducen a un disefio split-
split-plot. En nuestro caso, las combinaciones de nimero de nodos,
nimero de arcos y capacidad maxima forman los tratamientos a
aplicar a las 27 parcelas principales (main plots), 54 subparcelas
(subplots) debidas al factor generador y las sub-subparcelas
(sub-subplots) debidas al factor algoritmo (ver Milliken y Jonson
[57]).

2.4 Andlisis Estadistico |

Para responder a las cuestiones planteadas en la introduccidn,
es necesario establecer comparaciones entre los niveles definidos
por la situacién experimental. Esto implica un andalisis comprensivo
de los efectos de los factores y sus interacciones sobre la variable
respuesta. Por lo tanto, el objetivo fue identificar la importancia de
los factores y sus interacciones en términos de la magnitud de sus

efectos sobre los tiempos de CPU y las otras variables respuestas.

El modelo estadistico usado para reflejar el tiempo de CPU,
con respecto a los factores y fuentes de error en este experimento y

para el diseno split-split-plot, es el siguiente:
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g =4+ N +M 5 +U +nUy +mU ) + Ry +&j3q +G, + 06y, + MG ) +UG,,
+NUG, + MUG iy + Eijipg + A+ DA+ MA 15y +UA + nUA, + mUA ;) + GA,,
+ nGAipl + mGA iy T UGAkpl + nUGAikpl + mUGAjkp,(i) + Eijipgl

donde

tipg €s el tiempo de CPU.

n es la media del tiempo de CPU.
n;, es el efecto del nimero de nodos, i=1,2,3.

m,; es el efecto del nimero de arcos dependiendo del i-ésimo nivel
de nodos, j=1,2,3.

U, es el efecto de la capacidad méaxima, £=1,2,3.

G, es el efecto del generador, p=1,2.

R, es el efecto de la réplica, ¢=1,2,...,5.

A es el efecto del algoritmo, /=1,2,...,19.

&g €s el término del error plot.

ijkg

£ es el término del error subplot.

ijkpq
&ijpr €5 el término del error sub-subplot.

El método estadistico utilizado fue el analisis de la varianza.
Este método da informacién para el contraste de las diferencias de
las medias del tiempo de CPU bajo una tunica o multiples
combinaciones de tratamientos. Dado un disefo experimental, las
diferencias significativas entre las medias de los tiempos de CPU
de wuna combinacién de tratamientos puede ser contrastada

analizando las varianzas entre las medias.

Las hipodtesis estadisticas pueden ser divididas en dos grupos
principales: hip6tesis para detectar diferencias significativas entre
las medias para un unico factor e hipétesis para detectar
diferencias significativas entre las medias para interacciones de
multiples factores. Todas las hipé6tesis mnulas pueden ser

establecidas de la manera siguiente:

eLos valores de las medias poblacionales de los tiempos de

CPU son iguales bajo los efectos de un dnico o varios factores.

eLas hip6tesis alternativas se concretan en que en el conjunto
de medias poblacionales, bajo las mismas combinaciones de

tratamientos, hay al menos dos de ellas que no son iguales.
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El nivel de significacion fue previamente fijado en 5% para el
analisis de la varianza. Hemos dividido los algoritmos en tres

grupos, que son los siguientes:

Grupo-1: E&K, DINIC y MKM.
Grupo-2: G_Q, G_DQ, G_S, G_HL y A&O.

Grupo-3: G_Q1, G_Q2, G_DQ1, G_DQ2, G_HL1, G_HL2, G_S1,
G_S2, A&O1 y A&O2.

Los algoritmos en el Grupo-1 no utilizan la funcién distancia.
Los algoritmos en el Grupo-2 son los algoritmos originales de
preflujo y los algoritmos en el Grupo-3 son los algoritmos
anteriores donde se incluyen las estrategias para mejorarlos. Esta
agrupacién permite considerar los resultados de nuestro
experimento en grupos y dar algunas conclusiones acerca de su
comportamiento empirico en relaciéon con las herramientas que

utilizan.

La Tabla 2.4 resume la informacién dada por el procedimiento

Anova para el analisis de los algoritmos del Grupo-2 y Grupo-3.

A partir de la Tabla 2.4 se puede observar que el
comportamiento empirico de los algoritmos en el Grupo-2 y Grupo-3
unicamente dependen del nimero de nodos y el nimero de arcos. No
dependen ni de la capacidad méaxima, ni del generador ni de la
réplica. En este punto es interesante remarcar que las
complejidades tedricas de estos algoritmos dnicamente dependen de
ny m. Evidentemente, existe una dependencia del algoritmo que se

utiliza.

2.5 Andlisis Estadistico Il: Comparacién de medias

Cuando se compara mas de dos medias, el procedimiento Anova
muestra si estas son significativamente diferentes o no, pero no
indica cuales de ellas son diferentes entre si. Por ello es necesario
realizar procedimientos de comparaciones multiples entre las

medias.
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Fuente Grados Suma de Cuadrados Media de ValorF Pr>F
de cuadrados
libertad
N 2 33962.72746 16981.36373 25.85 0.0001
m 6 20658.01716 3443.00286 5.24 0.0001
U 2 783.8016907 391.9008454 0.60 0.5525
nU 4 886.0985483 221.5246371 0.34 0.8523
mU 12 2073.905392 172.825449 0.26 0.9934
R 4 5938.181854 1484.545463 2.26 0.0676
G 1 184.4924136 184.4924136 0.33 0.5653
nG 2 1357.201428 678.600714 1.22 0.2982
mG 6 5698.796740 949.799457 1.71 0.1248
UG 2 160.3099543 80.1549771 0.14 0.8656
nUG 4 607.9195341 151.9798835 0.27 0.8942
mUG 12 684.0093725 57.0007810 0.10 0.9999
A 14 144335.4580 10309.6756 115.16 0.0001
nA 28 67168.7655 2398.8845 26.80 0.0001
mA 84 36855.8124 438.7597 4.90 0.0001
UA 28 1652.7149 59.0255 0.66 0.9133
nUA 56 1999.4700 35.7048 0.40 1.0000
mUA 168 4337.9240 25.8210 0.29 1.0000
GA 14 343.7669 24.5548 0.27 0.9963
nGA 28 3006.7153 107.3827 1.20 0.2163
mGA 84 11247.8709 133.9032 1.50 0.0026
UGA 28 377.6998 13.4893 0.15 1.0000
nUGA 56 1457.5020 26.0268 0.29 1.0000
mUGA 168 1915.5888 11.4023 0.13 1.0000
Eijkg 104 68314.9786 656.8748
Eiikpg 108 59891.7506 554.5532
< 3024 270715.9310 89.5225

ijkpal

Tabla 2.4. Andlisis de la varianza de los tiempos de CPU de los
algoritmos del Grupo-2 y Grupo-3.

Uno de los métodos mas usados para comparar diversas medias
es el método de Diferencias Significativas de Tukey (DST). Hemos
aplicado este método para comparar y ordenar los efectos de los
niveles de un dnico factor en el tiempo CPU bajo combinaciones de
Este

experimental (TEE) definida como la probabilidad de rechazar una

tratamientos. procedimiento controla la tasa de error
o mas hipétesis nulas cuando aplicamos tests estadisticos con dos o

mas hipétesis nulas.

El método DST fue principalmente aplicado a los factores y las
interacciones de mayor interés. Los resultados de este método, para
el factor algoritmo, se muestran en la Tabla 2.5. Se ha de entender
en dicha tabla que algoritmos asociados con una misma letra no son
significativamente diferentes. Las letras A, B, y C indican una
Tukey) en orden no creciente del

clasificacién (grupos de

Pagina 74



Algoritmos para el problema de flujo maximo

mencionado factor con respecto a la media del tiempo de CPU en

segundos.

Grupo Media Algoritmo Grupo Media Algoritmo

CPU CPU

A 17,005  A&O0 C 0,352 G_HL1
B 11817 G.S C 0,095 A&O1
B 11578 G_HL C 0,082 A&O2
B 11222 G.Q C 0,077 G_Q2

B 11,200 G._DQ C 0,076  G_S2

C 0,417 G_DQl C 0,076 G_DQ2
C 0414 G.Q1 C 0,065 G_HL2
C 0,368  G_S1

Tabla 2.5. Test de Tukey para el andlisis de la varianza del tiempo de
CPU en relacién al factor algoritmo para el Grupo-2 y el Grupo-3.

Podemos deducir a partir de la Tabla 2.5 que, en nuestra
experimentaciéon, los algoritmos que no utilizan estrategias para
mejorar el nimero de actualizaciones de la etiqueta distancia
emplean mucho mas tiempo que los algoritmos del Grupo-3, que si
las incorporan. Debido a esto, hemos decidido no incluir los
algoritmos del Grupo-2 en los andlisis siguientes. En la Tabla 2.5,
se puede observar que no hay diferencias significativas entre los

algoritmos del Grupo-3.

La Tabla 2.6 resume la informaciéon proporcionada por el
procedimiento Anova para el andlisis de los algoritmos en el Grupo-
1 y en el Grupo-3. Se puede observar, a partir de esta tabla, que el
comportamiento empirico de los algoritmos en el Grupo-1 y en el
Grupo-3 depende tunicamente del nimero de nodos, numero de
arcos, la capacidad maxima y el generador. No depende de la

réplica. Otra vez, logicamente, depende del algoritmo usado.

Los resultados del método DST para el factor algoritmo se
muestran en la Tabla 2.7. Las letras A, B, C, D y E indican una
clasificacion en orden no creciente del mencionado factor con
respecto a la media del tiempo de CPU en segundos. Podemos
deducir de la Tabla 2.7 que el algoritmo E&K requiere el mayor
tiempo de CPU en comparaciéon con los otros. Ademas, no hay
diferencias significativas entre los siguientes algoritmos: MKM,
GDQ1, G_Q1, G_S1 y G_HL1. A partir de esta tabla se puede
observar que no hay diferencias significativas entre los algoritmos
que utilizan la estrategia de Derigs y Meier y los algoritmos A&O1
y DINIC. En nuestro experimento computacional, el menor tiempo
medio de CPU lo alcanza el algoritmo GHLZ2.
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Fuente  Grados Suma de Media de ValorF Pr>F
de Cuadrados cuadrados
libertad
n 2 90.41334324 45.20667162 32.18 0.0001
m 6 137.3028228 22.8838038 16.29 0.0001
U 2 24.04687983 12.02343991 8.56 0.0004
nU 4  7.60525551 1.90131388 1.35 0.2553
mU 12 13.49218811 1.12434901 0.80 0.6492
R 4  4.46105281 1.11526320 0.79 0.5317
G 1 4.23010433 4.23010433 3.73 0.0561
nG 2 1.55965403 0.77982702 0.69 0.5050
mG 6  3.75189488 0.62531581 0.55 0.7681
UuG 2 5.42335250 2.71167625 2.39 0.0964
nUG 4  3.26523461 0.81630865 0.72 0.5803
mUG 12 10.51640530 0.87636711 0.77 0.6772
A 12 538.7731806 44.8977651 53.65 0.0001
nA 24 136.1374579 5.6723941 6.78 0.0001
mA 72 247.4702236 3.4370864 4.11 0.0001
UA 24 165.9201851 6.9133410 8.26 0.0001
nUA 48  73.8800266 1.5391672 1.84 0.0004
mUA 144 156.8396541 1.0891643 1.30 0.0107
GA 12 72.9115261 6.0759605 7.26 0.0001
nGA 24  29.1351525 1.2139647 1.45 0.0725
mGA 72 52.7132677 0.7321287 0.87 0.7645
UGA 24 42.1498383 1.7562433 2.10 0.0014
nUGA 48  47.0245672 0.9796785 1.17 0.1977
mUGA 144 102.2873972 0.7103291 0.85 0.9005
Eijkg 104 146.0930205 1.4047406
Eiikog 108 122.5128860 1.1343786
Eijkpal 2592  2169.109279 0.836848
Tabla 2. 6. Andlisis de la varianza de los tiempos de CPU de los algoritmos del Grupo-1y
del Grupo-3.
Grupo Media  Algoritmo
A 1,5669 E&K
B 0,5815 MKM
CB 0,4166 G_DQ1
CB 0,4139 G_Q1
CB 0,3684 G_S1
DCB 0,3522 G_HL1
EDC 0,2474 DINIC
E D 0,0947 A&O1
E 0,0820 A&O2
E 0,0765 G_Q2
E 0,0763 G_DQ2
E 0,0756 G_S2
E 0,0653 G_HL2

Tabla 2.7. Test de Tukey para el andlisis de la varianza del tiempo de
CPU en relacidén al factor algoritmo para el Grupo-1y elGrupo-3.

En la Tabla 2.8 se presenta una clasificacién con respecto a la
combinaciéon de los factores nimero de nodos y algoritmo. Como
siempre, las letras A, B, C, etc., indican una clasificaciéon en orden

no creciente con respecto a la media del tiempo de CPU. De esta
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tabla se deduce que no hay diferencias significativas entre los
algoritmos del Grupo-3 y los algoritmos DINIC y MKM, para un
numero de nodos igual a 200. Se puede observar que, para todos los
valores de nodos, no existe diferencia significativa entre los
siguientes algoritmos: DINIC, G_HL1l, A&O1l, G_Q2, G_DQ2,
G_HL2, G_S2 y A&0O2. Esto implica que el factor nimero de nodos
tiene una influencia similar sobre dichos algoritmos. Finalmente, el
algoritmo E&K es significativamente diferente al resto de

algoritmos para cualquier valor del numero de nodos.

En 1la Tabla 2.9, se muestra una clasificaciéon para la
combinacién de los factores algoritmo y capacidad maxima. Todos
los algoritmos son iguales para la capacidad méaxima igual a 1.
Cuando los valores de la capacidad son mayores que 1, aparecen
diferencias significativas entre los algoritmos, pero estas
diferencias son las mismas para todos los valores de la capacidad
maxima. Podemos concluir que el factor capacidad maxima
mantiene la clasificacion de los algoritmos. El algoritmo E&K, otra
vez, es muy diferente al resto de los algoritmos. Deducimos de la
Tabla 2.9 que el peor algoritmo para capacidades mayores que 1 es
E&K.

Nodos Capacidad Mdxima
Algoritmo 200 500 800 Algoritmo 1 10e+4  10e+8
E&K A A A E&K A A A
DINIC BADCB C DINIC A CB C B
MKM B A B B MKM A B B
G Q1 B A B CB G_Q1 A CB CB
G_DQ1 B A B CB G_DQ1 A CB CB
G_HL1 BADCRB C G_HL1 A CB CB
G_S1 B A CB C G_S1 A CB C B
A&O1 B ADC C A&O1 A C C
G_Q2 B D C C G_Q2 A C C
G_DQ2 B D C C G_DQ2 A C C
G_HL2 B D C G_HL2 A C C
G_S2 B D C C G_S2 A C C
A&O2 B D C C A&O2 A C C
Tabla 2.8. Test de Tukey para el Tabla 2.9. Test de Tukey para
andlisis de la wvarianza del el andlisis de la varianza del
tiempo de CPU con respecto a los tiempo de CPU con respecto a
factores algoritmo y niumero de los factores algoritmo y
nodos. capacidad mdxima.

La Tabla 2.10 muestra una clasificacién para la combinacién
de los factores algoritmo y generador. Se puede observar que la

clasificacion de los algoritmos cambia cuando se consideran
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diferentes generadores. Para el generador NETGEN, no existe una
diferencia significativa entre los algoritmos en el Grupo-3 y DINIC.
Sin embargo, cuando se considera el generador MFGEN, la
clasificaciéon de los algoritmos es mas compleja. En este caso, el
comportamiento empirico de los algoritmos MKM, G_Q1 y G_DQ1 es
el mismo e igualmente ocurre con los algoritmos DINIC, G_HL1,
A&O1, G_Q2, G_DQ2, G_HL2, G_S2 y A&O2. Con independencia del
generador utilizado, el algoritmo E&K es el peor y el que presenta

mas diferencias respecto a los demas.

Creemos necesario comentar que, debido al hecho de que el
comportamiento de los algoritmos es sensible al generador, los
grafos deberian ser explicados mediante mas parametros que el

nimero de nodos, nimero de arcos, y capacidad maxima.

Generador
Algoritmo  FMGEN NETGEN
E&K A A
DINIC D C
MKM
G_Q1
G_DQ1
G_HL1
G_S1
A&O1
G_Q2
G_DQ2
G_HL2
G_S2
A&O2
Tabla 2.10. Test de Tukey para el andlisis de la varianza del tiempo de
CPU con respecto a los factores algoritmo y generador.
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2.6 Andlisis estadistico de los algoritmos individualmente

En las tablas anteriores, hemos obtenido clasificaciones de los
algoritmos con respecto a los factores o combinaciones de factores
con influencia significativa. Aunque, con menor efecto comparativo,
pensamos que podria ser apropiado estudiar individualmente cada
uno de los algoritmos que pertenecen al Grupo-1 y al Grupo-3, con
respecto a los siguientes factores: nodos, arcos, capacidad maxima
y generador. En este caso, el modelo estadistico del split-plot es el

siguiente:
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Gikog = &+ N+ M5 +U +nUy +mU 44 + Ry + 65 + G, +nGy, + MG

+UG,, +nUG

jka ip(i)

ip T MUG (i) + Eipg

donde:

t es el tiempo de CPU.

ijkpq
u es la media del tiempo de CPU.

n; es el efecto del nimero de nodos, i=1,2,3.

m ;i es el efecto del numero de arcos para el i-ésimo nivel de nodos,
Jj=1,2,3.

U, es el efecto de la capacidad méaxima, £=1,2,3.

G, es el efecto del generador, p=1,2.

R, es el efecto de la réplica, ¢=1,2,...,5.

&, €s el término de error plot.

ijkp

£ es el término de error subplot.

ijkpg

Un resumen de la informacién proporcionada por el
procedimiento Anova para el analisis individual de los algoritmos
en el Grupo-1 y en el Grupo-3 aparece en la Tabla 2.11. La
influencia de los factores o combinaciones de los factores para cada
algoritmo aparece en esta tabla. La presencia del simbolo v

significa que el factor influye en el algoritmo.

n m U R G nU nG mG UG
E&K v v v v
DINIC v v v v v v v v
MKM v v v v v v v v
G_Q1 v v
G_Q2 v v v v
G_DQ1 v v
G_DQ2 v v v v
G_HI1 v v v
G_HL2 v v v v v v v v
G_S1 v v
G_S2 v v v v v
A&O1 v v v v v v v v
A&O2 v v v v v v v v

Tabla 2.11. Andlisis de la varianza del tiempo de CPU para cada
algoritmo.

Se deduce de la Tabla 2.11, que todos los algoritmos dependen
del nimero de nodos, nimero de arcos, pero no de la réplica. Los
algoritmos G_Q1l, G_DQ1, G_HL1 y G_S1 no dependen de la
capacidad maxima. Sin embargo, los algoritmos DINIC, MKM,
G_HL2, A&O1 y A&O2 dependen de todos los factores (con la
excepcion de la réplica). En este caso, es interesante comentar que

el algoritmo G_HL2 es el mejor en la practica ain cuando es
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sensible a todos los factores. Los algoritmos G_Q1, G_Q2, G_DQ1,
G_DQ2 y G_S1 no dependen del generador. Este hecho implica que
estos algoritmos son méas robustos en la practica. En particular,
esto es interesante para los algoritmos G_Q2 y G_DQ2, dado que
son buenos algoritmos en la practica (ver Tabla 2.5 y Tabla 2.7).
Los algoritmos G_Q1l, G_DQ1 y G_S1 tdnicamente dependen del
nimero de nodos y del nimero de arcos. Una posible explicacién es
que la influencia de estos factores es mucho mayor que la de los

otros.

Finalmente, es dificil comparar la complejidad teérica de los
algoritmos con el comportamiento empirico de los mismos. Por
ejemplo, la complejidad del caso peor de todos los algoritmos
estudiados no depende de la capacidad maxima; sin embargo, esto
no es verdad en la experiencia practica. Ademés, el comportamiento
empirico de los algoritmos depende del generador wusado. Sin
embargo, la complejidad tedrica no contiene parametros que tengan

en cuenta, por ejemplo, la morfologia de la red.

2.7 Andlisis estadistico para las variables respuesta NSAT, SAT y RET

En nuestro experimento, hemos decidido contar el nimero de
operaciones cuello de botella realizadas por los algoritmos del
Grupo-3. Las operaciones examinadas son el nimero de envios no
saturantes (NSAT), el numero de envios saturantes (SAT) y el

nimero de actualizaciones de la etiqueta distancia (RET).

Para estas variables respuestas hemos wutilizado el modelo
estadistico introducido en la seccidon andlisis estadistico I. Hemos
aplicado el logaritmo a estas variables siguiendo la familia de
transformaciones de Box y Cox [12], para romper la relacién lineal

entre las medias y la desviacion estandar en cada parcela (plot).

Las dependencias de las variables NSAT, SAT y RET, con
respecto a los factores del disefio y sus combinaciones, aparecen en

la Tabla 2.12. Unicamente se listan las dependencias significativas.
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NSA SAT RET NSA SAT RET

T T
n v v v A v v v
m v v v nA v v v
U v v mA v v v
Un v UA v v v
G v v v GA v v
nG v v v nGA v v v
mG v v v mGA v v v
ua v UGA v

Tabla 2.12. Andlisis de la varianza para NSAT, SAT y RET.

A partir de la Tabla 2.12 se puede deducir que las variables
SAT y RET tienen las mismas dependencias. Esto es claramente
debido al hecho de que los algoritmos realizan la actualizacién de
una etiqueta distancia después de que se realiza un envio
saturante. La variable NSAT es mas sensible que SAT y RET al
factor capacidad maxima y combinaciones con este. Estas variables
no dependen del factor réplica; dependen principalmente del
ndimero de nodos, nimero de arcos, del algoritmo y del generador,

como ocurre con la variable tiempo de CPU.

Finalmente, mostramos el orden resultante del test de Tukey
para cada variable con respecto al factor algoritmo. La clasificacién
para NSAT, SAT y RET para cada algoritmo se muestra en la Tabla
2.13.

En este punto queremos remarcar dos aspectos. Primero, la
aplicacion del logaritmo a NSAT, SAT y RET. Segundo, cuando la
capacidad maxima es igual a 1, todos los envios son saturantes; por
lo tanto, la media del valor de SAT es mayor que la media del valor
de NSAT.

En la Tabla 2.13, se puede observar que los algoritmos G_Q1,
G_DQ1, G_S1 y G_HL1 son significativamente diferentes a los
otros. Ademds, estos realizan un mayor numero de envios
saturantes, envios no saturantes y actualizaciones de las etiquetas
que el resto de algoritmos. Los valores de NSAT, SAT y RET son
equivalentes para los algoritmos G_Q2, G_DQ2 y G_S2. La mejor de
las versiones del algoritmo de Goldberg es G_HL2. Los algoritmos
A&O1 y A&O2 realizan el menor nimero de estas operaciones. Esto
es importante si recordamos que el algoritmo A&O se disefié para
disminuir el numero de envios no saturantes con respecto al

algoritmo de Goldberg. En particular, A&O1 realiza el menor
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numero de estas operaciones. Sin embargo, este hecho no se refleja
en el tiempo de CPU. Los algoritmos A&O1l y A&O2 son rapidos,
pero no son los mejores. Esto es debido a que el algoritmo de Ahuja
y Orlin emplea mucho mas tiempo que el algoritmo de Goldberg en

la operacion de seleccionar arcos admisibles.

NSAT SAT RET
Algoritmo Grupo Media Grupo Media Grupo Media
G_Q1 A 5,0765 A 6,2226 A 6,1111
G_DQ1 A 5,0942 A 6,2320 A 6,1043
G_S1 A 5,1549 A 6,1263 A 6,0404
G_HI1 A 5,0863 A 6,1847 A 6,0178
A&O1 D 4,0205 D 4,7616 D 42571
G_Q2 CB 4,3887 CB 5,3748 B 5,2067
G_DQ2 CB 4,4256 B 5,3961 B 5,2115
G_S2 B 4,5226 CB 5,2547 B 5,2106
G_HL2 C 4,3020 C 5,2310 C 4,8907
A&O2 C 4,3138 D 4,8436 C 4,7888

Tabla 2.13. Test de Tukey para el andlisis de la varianza de NSAT, SAT
y RET con respecto al factor algoritmo.

2.8 Resumen de conclusiones

Los resultados de los experimentos anteriores nos permiten
obtener algunas conclusiones acerca del comportamiento empirico
de los algoritmos. El andlisis determina, de una manera clara, qué
algoritmos son en la practica los mas eficientes, en un sentido
global y con relacion a los parametros del problema. Resumimos

nuestras conclusiones en los siguientes puntos:

eLLa complejidad de los algoritmos basada en el caso peor es
insuficiente para clasificar el comportamiento de los
algoritmos en la practica. Ademas, algunos factores que
influyen en el algoritmo no estdn incluidos en la funcién de la

complejidad tedrica.

eEn nuestro experimento las estrategias para mejorar el
numero de actualizaciones de la etiqueta distancia emergen
como necesarias. En particular, la estrategia de Derigs y Meier
es mejor que la estrategia Computar_Etiquetas_Exactas (Tabla
2.5). Ademéas, el numero de envios saturantes, envios no
saturantes y actualizaciones de la etiqueta distancia son
mayores para la estrategia Computar_Etiquetas_Exactas que

para la estrategia de Derigs y Meier (Tabla 2.13).
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eEl mejor de los algoritmos de caminos incrementales es
DINIC. El mejor de los algoritmos de preflujo es G_HL2.
Ademas, el algoritmo G_HL2 alcanza el menor tiempo medio de
CPU, pero no hay diferencias significativas entre los
algoritmos G_HL2, G_S2, G_DQ2, G_Q2, A&O2 y A&O1 (Tabla
2.7).

eLos factores nodos y arcos influyen en todos los algoritmos.
En particular, los algoritmos G_Q1, G_DQ1 y G_S1 tnicamente
dependen de estos factores (Tabla 2.11). Sin embargo, el factor
nodos tiene una influencia similar sobre los algoritmos DINIC,
G_HL1, A&O1, G_Q2, G_DQ2, G_HL2, G_S2 y A&O2, debido a
que estos no son diferentes para todos los valores del nimero
de nodos (Tabla 2.8).

eLa maxima capacidad influye en el comportamiento en la
practica de los algoritmos. Con la excepciéon del algoritmo
A&O1, todos los algoritmos que wusan la estrategia
Computar_Etiquetas_Exactas no dependen de la capacidad
méaxima (Tabla 2.11). Sin embargo, el agrupamiento de Tukey
es el mismo para valores de capacidad mayores que 1. Esto
significa que para cada algoritmo, en el correspondiente grupo,

este factor tiene un efecto similar (Tabla 2.9).

eLos generadores de redes que se utilizan en el experimento
tienen una influencia sobre el comportamiento empirico de los
algoritmos. Ademas, el agrupamiento de Tukey cambia cuando
se considera un generador particular (Tabla 2.10). Debido a
esto, en el estudio experimental parece necesario incluir
algunos parametros relacionados con la morfologia de la red
para explicar el comportamiento practico de un algoritmo. Sin
embargo, si un buen algoritmo no depende del generador en la
practica, podemos decir que este algoritmo es robusto. En
nuestro experimento, G_Q1, G_DQ1, G_S1, G_Q2 y G_DQ2 son
robustos (Tabla 2.11). En particular, los algoritmos G_Q2 y
G_DQ2 son rapidos y robustos.

eEl numero de envios saturantes y actualizaciones de la
etiqueta distancia dependen casi de los mismos factores. Estas
operaciones son menos sensibles a la capacidad maxima que el

nimero de envios no saturantes (Tabla 2.12). El nimero de
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envios saturantes, envios no saturantes y actualizacién de las
etiquetas distancia son equivalentes para los algoritmos que
utilizan la estrategia Computar_Etiquetas_Exactas, con la
excepciéon del algoritmo A&O1l. Cuando se considera la
estrategia de Derigs y Meier, la clasificaciéon resultante es mas
compleja. Los algoritmos A&O1 y A&O2 son los que realizan un
menor numero de envios no saturantes, saturantes y
actualizaciones de la etiqueta distancia (Tabla 2.13). Este
hecho concuerda con la intenciéon en el diseno original del

método.

Nuestra intencién, a la hora de realizar wun estudio
experimental sobre un conjunto extenso de algoritmos para el
problema de flujo maximo, ademéas de responder a las cuestiones
previamente planteadas, se dirigia a adquirir un conocimiento
preciso de los aspectos computacionales de los algoritmos
disponibles. ;Con qué fin? Con el fin de obtener, si fuera posible,
un algoritmo mejor que los existentes. El problema de flujo maximo
desde el punto de vista computacional esta abierto, debido a que los
investigadores no desechan la posibilidad de determinar un
algoritmo que resuelva el problema en un tiempo O(nm). Hasta hoy,
no existe un algoritmo que alcance esta complejidad para

cualquiera que sea el tamano de la red.

En la siguiente secci6on presentamos un nuevo algoritmo para

resolver el problema de flujo maximo en un tiempo de O( nm Iog(g)).
n

Nuestro principal resultado es que bajo la asuncién de que U=0(n),
nuestro algoritmo tiene complejidad O(nm) para cualquier valor de
n 'y m. Ningin otro algoritmo de la literatura consultada alcanza
esta complejidad para cualesquiera que sean n y m bajo la misma
hipétesis. Si U=0(n¥) para algun K >1, el algoritmo corre en un
tiempo O(nmlogn) coincidiendo con el algoritmo de Sleator y Tarjan

[73], sin utilizar estructuras de datos complejas. Ademas, para

2
redes con capacidades unitarias el algoritmo corre en O(ném).
Ademas, dicho algoritmo posibilita la inclusiéon de las estrategias
ya comentadas, asi como otras propias, que redundan en una

mejora practica del comportamiento empirico.
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3. Algoritmo de dos fases escalado en las capacidades

En este apartado proponemos un algoritmo de escalado en las
capacidades que wutiliza el método de caminos incrementales
minimos de Ahuja y Orlin [5] en una primera fase (dado en el
capitulo 1) y el algoritmo de Ford y Fulkerson [28] en la segunda

fase, de tal manera que se obtiene un algoritmo de complejidad

O( nm Iog(%) ).

3.1 Explicacién del algoritmo de dos fases escalado en las capacidades

El primer algoritmo de escalado fue propuesto por Gabow [31]
y requiere un tiempo O(nmlogU). Ahuja y Orlin [5] también

proponen un algoritmo escalado de la misma complejidad.

Para definir el escalado en las capacidades introducimos un
parametro 4 y nos referimos a la red 4-residual, R(A), como a la red
que Unicamente contiene arcos cuya capacidad residual es al menos
A. De esta manera, todos los caminos incrementales en R(A4) tienen
una capacidad residual de al menos A. Se dice que un flujo es
A-6ptimo si en R no existe ningdn camino incremental con

capacidad residual de al menos 4.

El algoritmo trabaja en fases de escalado. Cada fase tiene un 4
fijo y, cuando finaliza una fase, comienza la siguiente con A=4/2.
Al principio A=2P9VF es decir, es igual al menor entero potencia
de dos que es mayor o igual que U. La ultima fase del algoritmo
ocurre cuando A=1. En esta ultima fase R(4)=R y, por tanto, al
finalizar el algoritmo se determina un flujo méaximo. De esta

manera, el método realiza |logU |+1 fases de escalado.

En cada fase 4, el método trabaja a su vez en dos fases. En la
primera fase, se aplica el algoritmo de caminos minimos
incrementales (capitulo 1), parando cuando la etiqueta distancia
del nodo fuente es mayor o igual que K(A4) (el valor de K(A4) sera
fijado posteriormente). En esta fase obligamos a que cada envio de
flujo lleve, exactamente, A4 unidades de flujo; por tanto, en el

algoritmo anterior no hace falta el procedimiento Aumentar,
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consiguiendo que el esfuerzo realizado en cada envio sea de O(1).
Esto es asi ya que cuando realizamos un procedimiento Avanzar(i),

a través del arco admisible actual (i,j), actualizamos las

capacidades residuales haciendo

realizamos un paso Retroceder(i) actualizamos las capacidades

residuales haciendo Iy = Morea(iyi TA Y Tipreaciy = liprea(iy —A- Por tanto, si

(i,]J) estd en un camino admisible, ya hemos enviado las 4 unidades

de flujo y, si retrocedemos sobre él, deshacemos ese envio.

En la segunda fase wutilizamos el algoritmo de Ford y
Fulkerson, es decir, se identifican caminos incrementales desde la
fuente al sumidero en R(4), mediante un recorrido en profundidad,
y se envia por cada uno de ellos una cantidad de flujo igual a la
capacidad residual de este, que, como ya hemos mencionado, debe
ser mayor o igual a 4 (y menor estricto que 24). Al final hemos

obtenido un flujo 4-6ptimo.

El método que proponemos exige, ademéas, modificaciones en el
algoritmo de caminos incrementales minimos. Para llevarlas a cabo
notemos que un arco (i,]) es Ad-admisible si d(i)=d(j)+1 y r;>2A. El
método de caminos incrementales minimos procederd, por lo tanto,
identificando caminos incrementales A-admisibles. También debe
modificarse el procedimiento Retroceder(i), de tal manera que la
etiqueta distancia, una vez actualizada, sea

d(i) :==min{d(j)+1:(i,j)e A(i) yr; 2A}. Segin ya hemos mencionado con

anterioridad, como obligamos a enviar A4 unidades de flujo por cada
camino incremental, no se utilizard el procedimiento Aumentar. En
cambio, debemos wutilizar una funcién Enviar_Flujo que es la
encargada de actualizar las capacidades residuales de los arcos del
camino incremental parcial actual. Por dltimo, el criterio de parada
es ahora d(s) > K(A).

Después de todos estos comentarios, el algoritmo de caminos

incrementales minimos de capacidad residual 4 es el siguiente:

Procedure Enviar_Flujo(i,j,A);

begin
end;
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Algoritmo Caminos_Incrementales_Minimos_De_Capacidad(A,K(A));
begin
Sea X el vector de flujos actual; d(t):= 0;
Obtener las etiquetas distancias exactas mediante un recorrido
en amplitud inverso en la red A-residual empezando en el nodo
sumidero t;
i = s;
while d(s) < K(A) do
it 1 tiene un arco A-admisible then
begin
Avanzar(i);
Enviar_Flujo(pred(i),i, A);
ifi=ttheni =s
end
else
begin
if 1 # s then Enviar_Flujo(pred(i),i,- A);
Retroceder(i);
end
end.

En la segunda fase inicamente hay que modificar el recorrido
en profundidad para que s6lo tenga en cuenta a los arcos que tienen
una capacidad mayor o igual que 4. Por todo ello, el algoritmo de

dos fases escalado queda de la siguiente manera:

Algoritmo De Dos Fases_ Escalado(2FEC);
begin
X:=0;
A = 2ltegul-
while A > 1 do
begin
Caminos_Incrementales_Minimos_de_Capacidad(A,K(A)) ;{12 fase}
while Exista una camino P de s a t en R(A) do {22 fase}
begin
s = minjry; =@, € Pf;
Envia 6 unidades de flujo a lo largo de P
end;
A=A/2
end
end

3.2 Un ejemplo

La Figura 2.1 ilustra los pasos del algoritmo (suponemos que

fijamos K(4) = 3 para todas las fases de escalado). La red de
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partida tiene un valor de U = 4 y, por tanto, al principio 4 = 4.
Como se puede constatar, no hay caminos incrementales cuya
capacidad residual sea mayor o igual que 4. La siguiente fase de
escalado comienza con A4 = 2. En esta fase de escalado el unico
camino incremental tiene longitud 2 y, como K(2) = 3, el algoritmo
de caminos incrementales minimos identificara el camino s-a-t y
enviara 2 unidades de flujo a través de él. En este momento no hay
caminos incrementales de capacidad residual mayor o igual que 2.
A continuacién comenzaria la tltima fase de escalado con 4 = 1. Se
puede observar que en este caso R(1)=R y que existen 3 posibles
caminos incrementales: dos de ellos de longitud 2 y uno de longitud
3. Como K(1) = 3, el algoritmo identificaria primero los caminos
s-a-t y s-b-t y enviaria 1 unidad de flujo por cada uno de ellos
(ambos caminos son arco-disjuntos). En este momento no hay mas
caminos incrementales y, por lo tanto, el flujo es maximo. Hemos de
afiadir, que si el camino s-b-a-t tuviese que haber sido considerado
en alguna fase de escalado del algoritmo, como tiene una longitud
igual a 3, se hubiese identificado en la segunda fase del método

(recorrido en profundidad).

/@\ . /@ @

© © ®

Caminos Aumentantes

Red Remdual

ST <N

(b)

Red ReSIdual R(l) Caminos Aumentantes

\
7
\
/

Figura 2.1. Red ejemplo.
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3.3 Complejidad del algoritmo de dos fases escalado en las capacidades

En el calculo de la complejidad involucraremos a K(4), y
obtendremos el valor para el que se hace minima. Dada una fase de
escalado A4, el algoritmo trabaja en dos fases como ya hemos
mencionado. En la primera fase se ejecuta el método de caminos
incrementales minimos de capacidad A hasta que la etiqueta
distancia del nodo fuente s sea mayor o igual que K(4). En la
segunda fase se identifican caminos incrementales hasta obtener
un flujo A-éptimo. Las correspondientes complejidades en cada fase

se obtendran en funcién de K(A4).

Lema 2.1. La primera fase reliza, a lo sumo, O(K(4)m) envios y

requiere un tiempo O(K(A)m).

Demostracion. En la primera fase se utiliza el algoritmo de
caminos incrementales minimos de capacidad A4 y se detiene la
ejecucién de este cuando d(s) > K(4). De esta manera, el algoritmo
actualiza la etiqueta distancia de un nodo a lo sumo K(4) veces.
Esto es asi ya que si un nodo tiene una distancia mayor o igual que
K(4), este nodo no forma parte del camino admisible actual
(d(i)<d(s)<K(4)). Consecuentemente, la etiqueta distancia de
cualquier nodo seleccionado en un camino parcial debe ser menor
que K(A4) y, como cada paso Retroceder incrementa, en el peor de los
casos, la etiqueta distancia de un nodo en una unidad, entonces el
mayor numero de actualizaciones de d(i) es a lo sumo K(A4). Por
tanto, el numero de operaciones Retroceder esta acotado por
O(nK(4)), lo que implica que el esfuerzo computacional para

realizar dichas operaciones es O(mK(A4)).

Veamos ahora cudl es el nimero de envios de flujo. Para ello
diremos que un envio es A-saturante a través de (i,j) si, después de
haber sido realizado, la capacidad residual del arco (i,j) es
estrictamente menor que 4. Asi, en la primera fase de una A4-fase
fija de escalado, el algoritmo realiza a lo sumo K(4)/2 envios
A-saturantes sobre un arco, debido a que entre dos envios
A-saturantes consecutivos a través de (i,j), ambas d(i) y d(j) deben

haber incrementado en al menos dos unidades (lema 1.1) y el mayor
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valor de la etiqueta distancia de un nodo es K(4). Asi, sumando
para todos los arcos, se tiene que el nimero de envios A-saturantes
es O(K(4)m). Esto implica que el nimero de caminos incrementales
minimos identificados es a lo sumo O(K(A4)m), debido a que cada
envio A-satura al menos un arco. Como el esfuerzo computacional
de cada envio de flujo es O(1), el esfuerzo total vuelve a ser
O(K(4)m). El nimero de llamadas a Avanzar y a Enviar_Flujo esta
acotado por el nimero de caminos incrementales identificados mas
el nimero de operaciones Retroceder, es decir, O(K(4)m + K(A)n).

Por lo tanto, la complejidad de la primera fase es O(K(A4)m). [J

Lema 2.2. La segunda fase identifica a lo sumo 4U”%<(A)2A caminos

).

2
‘ tal j ti o(4Un“m
tncrementales y requLere un zempo ( K(A)ZA

K(A)

Demostracion. Denotamos por f el valor del flujo al finalizar la

primera fase y por f el valor del flujo A-6ptimo. A continuacién

probaremos que f*_fK(A)§4Un%<(A)2. Para ver esto llamemos V, al

conjunto de nodos que estdn a una distancia p del nodo sumidero ¢,

es decir, V, ={ieV:d(i)= p} y denominemos a este conjunto el p-ésimo
nivel. Supondremos que los conjuntos V), Vy,)1,---,V; son distintos

del vacio, ya que si alguno fuese igual al vacio, no hay caminos

fK(A)

incrementales de s a ¢t en R(4) y, por lo tanto, es A-6ptimo.

Hemos de darnos cuenta de que |Vl|+|V2|+...+|VK(A)|£n—l, debido a que
el nodo sumidero no esta incluido en estos conjuntos. A
continuacién mostraremos que la red R(A4) contiene al menos dos
niveles consecutivos, cada uno de ellos conteniendo a lo sumo
2n/K(A) nodos. Si esto no fuese asi, todo nivel alternativo
contendra H>2n/K(A) nodos y por lo tanto el nimero total de nodos

deberia ser H-(K(4)/2)> n, lo que implicaria una contradiccién. De

esta manera, suponemos que ‘VP‘SZn/k(A) y ‘VH‘SZn/k(A) para

alguno de dos niveles consecutivos. En este caso un posible s-¢ corte

viene definido por los arcos que conectan ‘Vp‘ con ‘fol,

ya que no
hay arcos (i,j) en R(4) con ieV, y jeV, tal que p > z+1 (debido a

que la funciéon distancia es valida). La capacidad de estos arcos
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esta acotada por U. Entonces, la capacidad de este s-t corte es

\vp”vp_l\u <4Un?/K(A)?, y por lo tanto, f"—f*® <4un?/K(A)?.

Asi, en el peor de los casos, en la segunda fase del algoritmo
resta por enviar 4Un?/K(A)? unidades de flujo. Pero como cada envio

lleva al menos 4 unidades de flujo, se necesitan a lo sumo

4U”%<(A)2Aenvios. Ademas, después de 4U”%<(A)2A envios de flujo se

obtiene un flujo A-éptimo. Por todo esto, el esfuerzo computacional

de la segunda fase es, como mucho, 4Un’m , ya que identificar

K(A)2A
un camino incremental mediante un recorrido en profundidad

requiere un esfuerzo O(m). [

Resumiendo, en una A-fase de escalado fija, la primera fase del

algoritmo emplea un tiempo O(K(A)m) y la segunda fase requiere un

tiempo 0(4Unzm ). Es decir, un tiempo total

K(A)%A

O(K(A)m +4Un’m ). Esta funcién alcanza un valor minimo para

K(A)%A
2 1/3 2 1/3
K(A)=2(Un4j , obteniendo un algoritmo de tiempo O((Unéj mj

para cada A-fase de escalado fija. El siguiente teorema establece la

complejidad del algoritmo.

Teorema 2.1. El algoritmo de dos fases escalado para

2 1/3 U
K(A) = min( n,Z(UnAJ ) requiere un tiempo O(nm log(—)).
n

Demostracién. El algoritmo realiza g=|logU]|+1 fases de escalado.

Hemos de notar que U=2%"y que A=2%" con i=1,...,¢q. Por lo tanto

la complejidad del algoritmo viene dada por la siguiente suma:

9 g2 1/3 g _
2(2 néq_i) m = n2/3mz(21/3)|71
i i-1

i=1

Pagina 91



Capitulo 2

Pero, si K(A)> n, la primera fase del algoritmo termina cuando
d(s)>n, obteniendo un flujo A-6ptimo, pues no hay caminos
incrementales. Por lo tanto, supongamos que p es la fase a partir
de la que K(A) > n. Entonces, a partir de esta fase, cada una de
ellas requiere un tiempo O(nm). A continuacién calculamos el valor

de p resolviendo la siguiente igualdad:

1/3 - 1/3
K(A) = Q(Un%j 22(2“ 1n%q—pj :2(213—1”2)1/3 -

y obtenemos que p=logn-2.

A partir de la fase de escalado p+1 hasta la fase de escalado g,
K(A) es mayor que n. Entonces la complejidad del algoritmo viene

dada por la siguiente suma:

p . q
n2/3m2(21/3)l—1+zmn —
i=1

p+1

2/3 21/3 P _1 2/3 1/3 \P
n=—-m SERE] +mn(g-p)<n m(2 )+mn(logU—Iogn+2)

Como (21’3)p£n“3, obtenemos que la complejidad teérica del

algoritmo es O(nm (Iog(%)) ).l

3.4 Mejoras del algoritmo en la préctica

A continuacién introduciremos estrategias para mejorar el
comportamiento practico del algoritmo. Estas estrategias tienden a
mejorar el algoritmo de caminos incrementales minimos utilizado

en la primera fase.

En el algoritmo de caminos incrementales minimos puede
ocurrir que no hayan caminos incrementales antes de que la
etiqueta distancia del nodo fuente sea mayor o igual que K(4). Esto
significa que el flujo actual es un flujo 4-6ptimo y, por tanto, que la
actual A-fase de escalado debe concluir. Si no hay camino

incremental en R(A4), esto implica que debe haber algian nivel vacio.
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Es decir, no hay nodos en R(4) cuya etiqueta distancia sea [, tal
que 1<I<K(A). Para detectar esta situacién, Ahuja y Orlin [5]
proponen mantener un vector n-dimensional que llamaremos
Nnodos , cuyos indices varian desde 0O hasta n-1. El valor de
Nnodos(i) es el nimero de nodos que estan a distancia i del nodo ¢.
El computo inicial de este vector se realiza cuando en el algoritmo
son calculadas las etiquetas distancias exactas. En wun paso
Retroceder sobre un nodo j, siempre se resta una unidad de
Nnodos(d(j)) y se examina si Nnodos(d(j))=0. Si esto ultimo ocurre,
entonces la A-fase de escalado ha concluido y se continda con la
siguiente. Esta estrategia es similar a la comentada en la seccidon

(2.1.1), denominada estrategia de Derigs y Meier.

La segunda estrategia, que proponemos tiene que ver con la

maxima cantidad de flujo que se puede enviar en la segunda fase.

En dicha fase se pueden enviar, a lo sumo, 4Un?/K(A)? unidades de
flujo. Por lo tanto, si en la primera fase detectamos un s-t corte tal
que la capacidad del mismo es inferior o igual a 4Un?/K(A)?, esta
termina y el algoritmo continda con la segunda fase. Para detectar
este corte, proponemos el uso de un vector n-dimensional que
Illamaremos Ccorte, cuyos indices también varian desde 0 hasta n-1.
El valor de Ccorte(i) es la suma de las capacidades residuales de los
arcos que estan a distancia i del nodo ¢. La inicializacién de este
vector se lleva a cabo en el calculo de las etiquetas distancias

exactas iniciales. Cada vez que se realiza un paso Retroceder en un

nodo j, se restan eru unidades a Ccorte(d(j)) y se examina si
ueSuc( j)

Ccorte(d(j))< 4Un?/K(A)®. Si esto ocurre, la primera fase termina y

se continda con la segunda. Se puede observar que esta estrategia

no empeora la complejidad del algoritmo ya que el cémputo de

eru se realiza en el paso Retroceder y ambas operaciones
uesuc( j)

necesitan recorrer la lista de adyacencia del nodo al que se le

actualiza la etiqueta distancia. Por tanto se pueden simultanear.

Debemos comentar que, en el caso de que la segunda estrategia
ocurra, puede suceder que la primera fase acabe con un camino
incremental parcial en el que se han ido modificando las
capacidades residuales de dicho camino. Por lo tanto es necesario,

antes de pasar a la segunda fase, restablecer las capacidades de los
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arcos en ese camino parcial. Para ello, utilizando el vector de
predecesores, retrocedemos hasta el nodo fuente, y llamamos al
procedimiento Enviar_Flujo(Pred(i),i,-A) para cada arco del camino

parcial.

Ambas estrategias se pueden incorporar al algoritmo. Si la
primera estrategia tiene lugar, se pasa a la siguiente A-fase de
escalado. Si es la segunda estrategia la que tiene lugar, se pasa a
la segunda fase del algoritmo. Si ambas estrategias ocurren a la
vez, evidentemente se pasa a la siguiente fase de escalado. Para
facilitar posteriores referencias a estas estrategias, a la primera
estrategia la codificaremos por PC (parada por corte) y a la

segunda por PF (parada por fin de la primera fase).

3.5 Resultados experimentales

En este apartado reflejaremos los resultados obtenidos en la
implementaciéon de los algoritmos mencionados con anterioridad en
un reducido experimento. Dejamos para el final de este capitulo, un
experimento mas ambicioso donde se incluye una generalizaciéon del
algoritmo introducido en esta seccién. En este estudio, hemos
implementado los siguientes algoritmos: algoritmo de dos fases
escalado en las capacidades con la estrategia PC que codificaremos
por 2FEC, algoritmo de dos fases escalado en las capacidades con
las estrategias PC y PF que codificaremos por 2FEC+, el algoritmo
de caminos incrementales minimos incorporando la estrategia PC y
que codificaremos por CIM y el algoritmo de escalado en la
capacidades de Ahuja y Orlin [5], que utiliza también la estrategia

PC y que codificaremos por EC.

Todos los algoritmos han sido codificados en Pascal estandar y
ejecutados en una estacién de trabajo 715/33 HP9000.

Hemos seleccionado, como variables a medir, el tiempo de CPU
en segundos tomado por cada algoritmo para resolver el problema.
Este tiempo no incluye el tiempo empleado en los procedimientos de
entrada/salida. También hemos contabilizado, para cada algoritmo,
el nimero de envios realizados (ENVIOS) y el nimero de pasos
Retroceder (RET).
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Para obtener distintas redes aleatorias de diferentes tamaios,
hemos utilizado el generador NETGEN desarrollado por Klingman
et al. [62] y el generador RMFGEN dado por Goldfarb y Grigoriadis
[40].

Como ya hemos comentado, en el generador NETGEN la red es
especificada mediante los siguientes cuatro parametros: semilla, n,

my U.

En la Tabla 2.14 se muestran los valores utilizados para el
namero de nodos (n), el namero de arcos (m) y el ratio (m/n). En
esta tabla se puede ver que para cada valor del nimero de nodos
hemos elegido valores del numero de arcos. Estos valores del
numero de arcos vienen dados por: 10n, 20n y 30n. Los valores de la
maxima capacidad (U) han sido:100, 1000, 10000. Las
combinaciones de todos los posibles valores de cada parametro dan
lugar a 27 casos particulares (3x3x3). Para cada una de estas
posibles especificaciones de red, hemos considerado 10 réplicas, lo
que nos da un total de 270 redes aleatorias. Las 10 semillas para
cada una de las réplicas son: 12345678, 36581249, 23456183,
46545174, 35826749, 43657679, 378484689, 23434767, 56567897 y
78656756.

N m m/n

200 2000, 4000, 6000 10, 20, 30
400 4000, 8000, 12000 10, 20, 30
600 6000, 12000, 18000 10, 20, 30

Tabla 2.14. Numero de nodos, de arcos y ratio m/n.

Media CPU(s) Media Envios Media RET

n m 2FEC 2FEC+ CIM EC 2FEC 2FEC+ CIM EC 2FEC 2FEC+ CIM EC

200 2000 0,13 0,12 0,83 0,07 3510 3510 1617,23 12,97 11537 11537 17740,93 43,90
200 4000 0,19 0,19 1,65 0,11 78,60 78,60 3013,87 27,00 183,97 183,97 18443,27 75,87
200 6000 024 0,26 246 0,14 89,83 89,83 425920 29,07 159,20 159,20 18151,80 64,97
400 4000 025 024 3,23 0,13 38,37 38,37 3433,20 13,70 141,70 141,70 66893,50 46,73
400 8000 0,36 0,39 6,08 022 7043 7043 6097,07 2567 19520 19520 6383857 79,03
400 12000 0,52 054 8,04 0,28 94,07 94,07 7983,73 30,97 226,43 226,43 57619,57 85,90
600 6000 0,40 0,37 7,93 0,19 4440 4440 5687,07 16,70 227,37 227,37 154420,40 95,07
600 12000 0,52 0,60 1565 0,37 57,70 57,70 10204,23 19,63 106,93 106,93 152183,83 37,87
600 18000 0,80 0,85 22,38 0,46 99,60 99,60 14028,03 36,03 247,20 247,20 149797,73 106,13
TOTAL 3,41 3,55 68,26 1,98 608,10 608,10 56323,63 211,73 1603,37 1603,37 699089,60 635,47

Tabla 2.15. Media del tiempo de CPU, Envios y RET para el generador
NETGEN.

En la Tabla 2.15, se muestran la media del tiempo de CPU de
cada uno de los algoritmos asi como la media del nimero de envios

realizados y la media del nimero de pasos Retroceder. Esta tabla

ha sido construida al promediar la ejecucién de los algoritmos en
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las réplicas y en la capacidad. Es por esto por lo que en la tabla

Unicamente aparecen el nimero de nodos y el nimero de arcos.

En el generador RMFGEN la red es especificada mediante los
siguientes parametros: a, b, ¢ y c2. También, en este caso, las
capacidades de los arcos estdan uniformemente distribuidas en el
intervalo [cz, c2] (s6lo para los arcos entre niveles, ver Goldfard y
Grigoriadis [40]). En nuestro experimento, el valor de c; es igual a
uno y el valor de cz2 es igual a U. Por lo tanto, el intervalo es [1, U].
Para este generador hemos elegido los mismos valores de U que en
el generador NETGEN. Como el generador RMFGEN también
necesita una semilla, se reduce la especificaciéon de los parametros

a los siguientes cuatro: semilla, a, b y U.

Los valores de ¢ y b han sido elegidos en el conjunto {4, 8, 12}.
Por ello, las combinaciones de todos los posibles valores de cada
parametro dan lugar a 27 casos particulares (3x3x3). Para cada una
de estas posibles especificaciones de red, hemos considerado 10
réplicas wutilizando las mismas semillas que en el generador

anterior, lo que nos da un total de 270 redes aleatorias.

En la Tabla 2.16, se muestran la media del tiempo de CPU, la
media del nimero de envios y la media del ndimero de pasos
Retroceder realizados por cada algoritmo. De nuevo esta tabla ha
sido construida al promediar la ejecucién de los algoritmos en las
réplicas y en la capacidad. Es por esto por lo que en la tabla

aparecen Unicamente los parametros a y b.

Media CPU (s) Media Envios Media RET
a b 2FEC 2FEC+ CIM EC 2FEC 2FEC+ CIM EC 2FEC 2FEC+ CIM EC

4 4 005 004 001 003 77,07 77,07 389,07 28,00 1869,33 1869,33 306,83 970,17
4 8 009 009 002007 7570 7570 7563 39,70 4430,97 4430,97 893,30  3041,10
4 12 015 014 004 0,10 7580 7580 107,40 46,90 7984,00 7980,57 1709,80  5943,73
8 4 034 034 006 0,22 306,83 306,83 17513 130,33 23842,37 23842,37 3117,60 16762,57
8 8 077 0,76 015 054 309,60 309,60 369,00 186,40 54789,63 54789,63 8596,77 46420,70
8 12 1,33 1,30 0,26 0,94 306,60 306,60 543,03 215,70 95964,83 95952,70 16270,13 86402,30
12 4 125 123 0,18 081 696,60 696,60 407,37 308,87 94101,23 94101,23 1154240 74890,70
12 8 285 279 046 1,98 693,07 693,07 873,27 434,93 212572,93 212572,93 30118,67 190269,83
12 12 4,72 461 081 3,38 688,77 688,77 1304,77 501,30 350738,50 350738,50 54276,97 330235,40

TOTAL 1155 11,31 2,00 8,06 3230,03 3230,03 3894,67 1892,13 846293,80 846278,23 126832,47 754936,50

Tabla 2.16. Media del tiempo de CPU, Envios y RET para el generador
RMFGEN.

Sobre las Tablas 2.15 y 2.16 pueden ser realizadas las

siguientes puntualizaciones:

Para las redes generadas por NETGEN, resulta mas rapido el

algoritmo EC y, a continuacion, el algoritmo 2FEC. Ademéas, la
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estrategia PF no mejora el tiempo de CPU del algoritmo de dos
fases escalado. Sin embargo, los tiempos para EC, 2FEC y 2FEC+
son muy inferiores al tiempo de CIM. Ocurre lo mismo en cuanto a
la media del nimero de envios y de llamadas a Retroceder (RET). A
destacar que, para 2FEC y 2FEC+, el nimero de envios y de RET es
exactamente el mismo, lo que implica que la estrategia PF no ha

tenido lugar.

Para las redes generadas por RMFGEN, las cosas cambian. En
este caso, el mas rapido es CIM, a pesar de realizar el mayor
numero de envios. Ademas, este algoritmo es el de menor valor de
RET. El que este algoritmo sea mas rapido para este generador es
debido a que las redes que genera RMFGEN son por niveles y el
corte minimo se encuentra entre dos niveles consecutivos, lo que
beneficia a CIM. El siguiente algoritmo es, otra vez, EC y, por
ultimo, y por este orden, 2FEC+ y 2FEC. De nuevo, para 2FEC+ no
ha tenido lugar la estrategia PF.

En ambos, generadores el algoritmo EC realiza menor nimero
de envios que 2FEC y 2FEC+. Esto es asi ya que, en una fase 4, EC
envia por cada camino incremental minimo una cantidad de flujo
igual a la capacidad residual del camino que es mayor o igual a A4y
menor estricto que 24. En cambio 2FEC y 2FEC+ siempre envian 4
unidades de flujo por cada camino incremental en la primera fase.
Por esto, el nimero de envios realizado por EC es menor, aunque es
semejante al que realiza el algoritmo de dos fases escalado si lo

comparamos con el grandisimo nimero que realiza CIM.

4. Algoritmo de dos fases doblemente escalado en las capacidades

En esta seccion proponemos un algoritmo de dos fases
doblemente escalado en las capacidades que generaliza el
introducido en la seccién anterior. Este algoritmo requiere un

tiempo O(nmlogBlog,(U/n)) = O(nmlog(U/n)) para p<n/8 y un
tiempo O(nmlogBlog,U) = O(nmlogU) para Bg>n/8. Se observa que

la complejidad del algoritmo puede hacerse depender del parametro

B que define la base de la primera escala en las capacidades.
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Para definir la primera escala en las capacidades introducimos

un pardmetro A, y nos referimos a la red Aj-residual, R(A;), como

la red que tnicamente contiene arcos cuya capacidad residual es al

menos A;. De esta manera, todos los caminos incrementales en
R(A;) tienen una capacidad residual de al menos A;. Se dice que
un flujo es A;-dptimo si en R no existe ningdn camino incremental
con capacidad residual de al menos A,;. El algoritmo trabaja en
fases de escalado; cada fase tiene un A, fijo y, cuando finaliza una
fase, comienza la siguiente con A;=A;/p. Al principio Aﬂzﬂ“og/’U';

es decir, es igual al menor entero potencia de S que es mayor o

igual que U. La ultima fase del algoritmo ocurre cuando A;=1. En
esta ultima fase R(A;)=R y, por tanto, al finalizar el algoritmo se

determina un flujo maximo. De esta manera, el algoritmo realiza

‘IogﬂU | fases de escalado.

En cada A;-fase de escalado se llama al algoritmo de dos fases

de escalado de la seccién anterior. En este caso, dicho algoritmo
considera la red R'(A;). La red R'(A;) es obtenida a partir de R(Ay)

con las capacidades residuales rj=

/A,. Es decir, R'(A;) tiene el
mismo conjunto de nodos y de aristas que R(Ag;), pero las
capacidades residuales son divididas por A, (division entera).
Denotaremos por U'(A;) a la mayor capacidad residual de R'(Aj).
Asi, U(Ay)=U/A; y, para la primera A,-fase de escalado, A;>U; es

decir, U'(A;)=1. Cuando A,=1, entonces U'(A;)=U.

Debemos notar que, en una A,-fase de escalado, no hay
caminos incrementales en R(A;) de cuello de botella mayor o igual
que p-A;. Por tanto, en R'(A;) todos los caminos incrementales

tienen una capacidad residual inferior a fB. Asi, el algoritmo de dos

fases de escalado de la seccién anterior realiza [logs| A-fases de
escalado, comenzando en la fase A =2M109 /] para la red R'(Aj)con
capacidad médxima U'(A;). De esta manera, fijada una Aj,-fase y

terminada una 4-fase, en R'(A;) no hay caminos incrementales de
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capacidad residual mayor que A y, por tanto, en R no hay caminos

incrementales de capacidad mayor que Az;A. El esquema del

algoritmo es el siguiente

Algoritmo 2FDEC; {dos fases doblemente escalado en las
capacidades}
begin
X:=0; Sea la red residual R(X);
Ay = plroos vl
while A;> 1 do
begin
2FEC( S ,U(A0);
Ay = A,/ P
end
end.

El algoritmo 2FDEC llama al algoritmo 2FEC, ||OgﬁU‘ veces.
2FEC es llamado con el parametro S, ya que la primera A-fase de
escalado A=2/"9/1 y con U'(A;) que denota la capacidad maxima
para la red R'(A;). El valor de U'(A;) es necesario para computar el
valor de K(A,A;). En el esquema anterior se omite la construccion
de la red R'(A;) (es decir, 2FEC trabaja con la red R directamente).
Para ello, en una A;-fase de escalado y una A-subfase de escalado,

se consideran unicamente los arcos (i,j) de R tales que r,

i ZARAL Asi,

los procedimientos FEnviar_Flujo, Avanzar y Retroceder de la
primera fase del algoritmo 2FEC se modifican de la manera

siguiente:

Procedure Enviar_Flujo(i,j,A4);

begin
end;

Procedure Avanzar(i);
begin
Sea (i,jJ) un arco AzA-admisible que sale de i;
pred(J) = 1i; 1 = j
end;

Procedure Retroceder(i);
begin
d@ = mind@ + 1 : @, D e ADY 1ry; > AgAf;
iT 1 s then i = pred(i)
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end;

En la segunda fase del algoritmo 2FEC, el algoritmo de Ford y
Fulkerson identifica caminos incrementales de cuellos de botella

mayores o iguales que AjA.

4.1 Complejidad del algoritmo de dos fases doblemente escalado en las capacidades

Para el calculo de la complejidad del algoritmo de dos fases
doblemente escalado en las capacidades se precisa conocer la
complejidad del algoritmo de dos fases escalado en las capacidades
(ver seccion anterior). La complejidad de este ultimo algoritmo

depende del valor de K(A) y viene dada, para una A-fase, por

O(K(A)m +4Un?m Recordamos que el algoritmo se ejecuta,

K(A)ZA)'

1/3
para una A-fase fija, en un tiempo O{(Un%) mj y que el valor de
2 1/3
K(A) venia dado por la expresiéon K(A) =min( n,Z(UnAJ ).

Para el algoritmo doblemente escalado, una vez fijada una

A,-fase de escalado, para la A-subfase de escalado se tiene que:

2 1/3
K(AA ) =2[U (Aﬁ)”xj

1/3
’ 1 2
Como U'(A;)=U/Ay, se tiene que K(A'Aﬂ)zz[un/AﬂAj .

Asi, en una A,-fase hay !_Iogﬂ-|+1 A-subfases, y por lo tanto, el
tiempo de ejecucién para una A,-fase de escalado viene dado por la

expresion:

[log 1 og 8

2 3[I
) [K(A,Aﬁ)m +4Un %ﬁAK(A,Aﬁ)leE ZEK(A,Aﬂ)m)

i=0 j=0
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Finalmente, el tiempo de ejecucion del algoritmo 2FDEC es la

suma de la expresion anterior para todas las A,-fases de escalado,

es decir:

[log, U 3 log
2

2. ZEKm,Aﬁ)m)J
i=0 j=0
Sean qz‘logﬁU| y q’=]_logﬂ—‘. Entonces, U=4% y Aﬂ:ﬂq‘i:U/ﬁi

para i=0,...,q. De la misma forma se tiene que =29y A=29"1=24/2]

para j=0,...,q". Asi tenemos que

. 13
K(AA,) = Z(Unzﬂ 2! Uﬂj _ Z(ﬁi—lzj nz)llz.

Teorema 2.2. El algoritmo 2FDEC, para pf>nl8, requiere un
tiempo O(nmlogU).

Demostracion. Sabemos que si K(AAg)>2n, la A-subfase de
escalado, fijada un A,-fase de escalado, requiere un tiempo O(nm).

Ahora, la cuestion es ver para qué valor de £ con independencia de

la fase A; se tiene que K(AAz)=n. Para ello, se resuelve la

siguiente desigualdad:
i—1Ai /3 i i
K0 =220 2 20 =

Es decir, se ha de cumplir que el parametro f ha de satisfacer
B >n/8. Asi, tenemos que, a partir de la A,-fase de escalado tal
que i>log,n/8+1, cada A-subfase de escalado corre en un tiempo

O(nm). Si f>n/8 entonces, a partir de i > 1, se cumple la condicién
anterior. Por lo tanto, para i=1,...,q, cada A-subfase corre en un

tiempo O(nm) con independencia de los valores de A, y A. Luego la

complejidad tedérica viene dada por la siguiente suma:

9 a q q
D> nm =nm > (q'+1) =nm > log B +1=nmq (log B+1) = nm log , U(log B +1)
0 i=1 i=1

i=1 j=
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Considerando unicamente los términos dominantes

O(nm log ;Ulog B), el tiempo de ejecucién es O(nmlogU ).

Teorema 2.3. El algoritmo 2FDEC, para pf<nl/8 'y para

1/3
K(A,A 4) = min( n,Z(Un%ﬁAj ), requiere un tiempo O(nm log,(U/n)log B))

= O(nmlog(U/n)).

Demostracion. El algoritmo realiza q=||0gﬁU‘ A,-fases de
escalado. En cada Aj;-fase se realizan q'=!_|0gﬁ—‘ A-subfases de

escalado. Para f<n/8 y, fijada una A,-fase de escalado, sea p’ la

!

A-subfase a partir de la cual K(AA;)>=n. Para calcular p’,
resolvemos la desigualdad Z(ﬂHZ"'nZ)l/3 >n y obtenemos que
p' > Iog[%ﬂilj. Ahora la cuestién es ver cuando q'2p’'. Para

responder a esta pregunta debemos obtener la A,-fase p tal que

Iogﬂzlog[%ﬁp_lj. Por lo tanto, a partir de la A,-fase p=Ilog,(n/8),

tenemos que q'>p'>0(por ser #<n/8). Por lo tanto, cada A-subfase
de escalado desde p' hasta q' tarda un tiempo O(nm), debido a que

K(A,A5)2n. Sin embargo, a partir de la A,-fase p+1 hasta la

A,-fase g se tiene que p'<0, debido a que p’=|og(%ﬁp”jzlog(ﬂ_r),
con r tomando valores en el conjunto {0,...,g—p-1}. Por lo tanto, a

partir de la A,-fase de escalado p+1, cada A-subfase de escalado

desde 0 hasta ' requiere un tiempo O(nm). En resumen, la
complejidad tedrica del algoritmo para f<n/8 viene dada por la

siguiente suma:

q

Zp:g{i(K(A,Aﬁ)m)}r ) {i(nm)}

i=0 i= i=p+1\_j=0

El primer término de la anterior suma se refiere al esfuerzo

realizado por el algoritmo en las A;-fases de escalado con i=0,...,p
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para las que K(A,A;)<n. El segundo término se refiere a las
A,-fases de escalado con i=p+1,...,q en donde, para cada una de
ellas, en todas las subfases de escalado se tiene que K(A/Az)>n. A

continuacién realizaremos la suma de cada término anterior por

separado. El primer término es:

P 3
25

i=0

g P, 3 i1 n2)1/3 213 wayia (2%)7 -1
Z(K(A,Aﬁ)m)—223(ﬁ 2in%)3m = Z3n M)

j=0 i=0 j=0 1

Zp: 213m 1/3)_1ﬂ _an23p, (BY3)P —1/ 3 ﬂ1/321/3
d 23 _ B ,81/3 _1 o138 _

0

3n m (ﬂl/S) p+l 21/3
1/3 1/3
AU 1 (2 1)

IN

En la anterior suma se debe considerar que f>2 y, por lo

tanto, (2Y%)% = Y% >1. Recordando que (ﬂ”s)p =n'?®/2 y quedéandonos

con los términos dominantes, tenemos que la anterior expresion se

puede acotar por O(nm).

Finalmente, el segundo término de la suma es:

q q’ q q
> [Z(nm)}: > nm(q’+1) = > nm(log B+1)) = nm(log A +1)(q - p)

i=p+1\ j=0 i=p+1 i=p+1

=nm (log B +1)(log ;U —log 4(n/8)) =nm (log 5 +1)log ;(8U/n)

Resumiendo, la complejidad del algoritmo tiene la expresiéon
O(nm log ;(U/n)log ) = OCnm log(U/n)). [

La Figura 2.2 resume la complejidad para el algoritmo
doblemente escalado de dos fases (2FDEC). En la Figura 2.2a) se
puede observar que las primeras log,(n/8) A,-fases de escalado
requieren un esfuerzo computacional de O(nm). Cada una de las
restantes fases de escalado precisa un esfuerzo de O(nmlog ). La
Figura 2.2b) muestra el mismo esquema pero para el algoritmo de
escala en las capacidades de dos fases (2FEC). En este caso las

primeras log(n/8) A-fases de escalado requieren un esfuerzo de
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O(nm) y cada una de las restantes corre en un tiempo de O(nm).

Ambos algoritmos coinciden para f=2. Se puede observar en la
Figura 2.2a) que, para pg>n/8, todas las A,-fases de escalado
necesitan un tiempo O(nmlogf), obteniendo un algoritmo de

complejidad O( nmlogU).

log,(n/8) log,U
0 RERR RRER
(nm) ‘:‘:‘:‘:‘| .............................. :‘:l:‘.‘ .
55555 SToEyg & eve
LEEEE FITED o
O(nmlog,(U/n)logp)
log(n/8) logu
O(nm) L . ,
HHHHE ,‘,:.‘:‘ Figura
ZEEED SRR
O(nmlog(U/n))

Figura 2.2. Comparativa de la complejidad de 2FEC y 2FDEC.

Finalmente, podemos comentar que la consideracién de una
doble escala en las capacidades no mejora desde un punto de vista
tedrico la complejidad del algoritmo. Como acabamos de ver, en el
caso peor, el algoritmo doblemente escalado y el que considera una

anica escala corren en un tiempo O(nmlog(U/n)). Sin embargo es

légico cuestionar si en la practica se da la misma situaciéon. Para

ello, proponemos el siguiente estudio computacional.

4.2 Estudio computacional

En este apartado presentamos un estudio computacional para
el algoritmo 2FDEC, con S tomando los valores {2,3,4,5,6,7,8,9}, con
la intencién de explicar el comportamiento empirico del algoritmo
para los distintos valores de 5. Ademas de medir el tiempo de CPU,
consideramos el recuento de las operaciones representativas

realizadas por el algoritmo.

El algoritmo ha sido codificado en Pascal estandar y ejecutado

en una estacién de trabajo 712/80 HP9000. En la implementacién
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del algoritmo se ha introducido la estrategia PC (parada por corte
comentada en la seccién anterior) que impide la realizacién de un
gran numero de pasos Retroceder después de que un flujo

AzA-6ptimo es obtenido. No se ha incluido la estrategia PF.

De nuevo hemos utilizado en este estudio los generadores
NETGEN y MFGEN. Como ya ha sido comentado, la especificaciéon
de ambos generadores queda determinada por los siguientes cuatro

parametros: semilla, n, my U.

No hemos utilizado el generador RMFGEN dado por Goldfard y
Grigoriadis [40] ya que no permite la generacién de redes con un
namero de arcos superior a 6n. En este caso, si que estamos
interesados en un estudio computacional de mayor profundidad, por

lo que necesitamos trabajar también con redes densas.

En la Tabla 2.17 se muestran los valores utilizados para el
namero de nodos (n), el numero de arcos (m) y el ratio (m/n). En
esta tabla se puede ver que, para cada valor del nimero de nodos,
hemos elegido los valores del nimero de arcos. Estos valores vienen
dados por: 10n, 20n, 30n y 40n. Los valores de la maxima capacidad
(U) han sido: 100, 10000, 1000000. Las combinaciones de todos los
posibles valores de cada pardametro dan lugar a 48 casos
particulares (4%4%*3). Para cada wuna de estas posibles
especificaciones de red, hemos considerado 10 réplicas, lo que nos
da un total de 480 redes aleatorias. Las 10 semillas para cada una
de las réplicas son: 12345678, 36581249, 23456183, 46545174,
35826749, 43657679, 378484689, 23434767, 56563897 y 78656756.
Cada una de estas especificaciones han sido la entrada de los dos
generadores. Por lo tanto se han resuelto un total de 960 problemas

para cada valor de f.

n m m/n
250 2500, 5000, 7500, 10000 10, 20, 30,40
500 5000, 10000,15000 20000 10, 20, 30,40
750 7500, 15000, 22500,30000 10, 20, 30,40
1000 10000, 20000, 30000, 40000 10, 20, 30,40

Tabla 2.17. Numero de nodos, de arcos y ratio m/n.

El tiempo de CPU en segundos, tomado por el algoritmo para
resolver el problema, ha sido la variable seleccionada. Este tiempo
no incluye el tiempo empleado en los procedimientos de

entrada/salida. Con el fin de determinar las operaciones
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representativas del algoritmo de dos fases doblemente escalado en
las capacidades, hemos medido el tiempo total de CPU (CPU_FF)
empleado por el algoritmo de Ford y Fulkerson. Por lo tanto, el
tiempo total empleado por el algoritmo de caminos incrementales
minimos (fase 1) viene dado por CPU-CPU_FF. Para los problemas
generados mediante NETGEN, el tiempo de CPU_FF es inferior al
5% del tiempo de CPU total, mientras que para los problemas
generados mediante MFGEN no llega al 1.5%. Estas ultimas
afirmaciones pueden ser obtenidas a partir de los resultados
presentados en la Tabla 2.18. Por lo tanto, a la hora de determinar
las operaciones representativas del algoritmo, dudnicamente
tendremos en cuenta las que determinan el esfuerzo computacional

de la primera fase del algoritmo. Para el caso de fg<n/8 las

mencionadas operaciones son:

AR: El numero de arcos examinados en las llamadas a
Retroceder, es decir, el esfuerzo computacional en la actualizacién
de las etiquetas distancias. En cada A-subfase de escalado, el

algoritmo examina O(K(A/Az)m) arcos. Luego, el nimero total de

arcos examinados esta acotado por O(nm log(u/n)).

AA: El nimero de arcos examinados para la determinaciéon de
los caminos admisibles, es decir, el esfuerzo computacional total en
los envios de flujo. El esfuerzo total en esta operaciéon vuelve a

estar acotado por O(nm log(u/n)).

Asi, en la Tabla 2.18 se muestran los resultados
experimentales para los problemas obtenidos mediante los dos
generadores mencionados, dependiendo de la especificacion de los
valores de nimero de nodos (n) y el valor de S seleccionado. En
dicha tabla aparece el tiempo medio de CPU, el tiempo medio de
CPU_FF, el nimero medio de arcos examinados en los pasos
Retroceder (AR) y el ntimero medio de arcos examinados en la
determinacién de los caminos admisibles. Esta tabla ha sido
obtenida al promediar la ejecuciéon de los algoritmos en las
réplicas, en el namero de arcos (m) y en la capacidad (U). Por esto,

Unicamente aparecen en la tabla el nimero de nodos y el valor de f.

En la Tabla 2.18 se puede observar que el tiempo de CPU, para

los problemas generados por NETGEN, es mayor que para los
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problemas generados por MFGEN. En la Figura 2.3 se muestra el
CPU del algoritmo de dos

escalado en las capacidades frente a la variaciéon de p para los

tiempo medio de fases doblemente
problemas obtenidos por ambos generadores. Se puede observar que
el tiempo de CPU para los problemas que genera NETGEN es
siempre mayor que para los correspondientes de MFGEN. Ademaés,
el comportamiento del tiempo de CPU frente a f es decreciente. En
la mencionada figura se puede observar que la velocidad de

decrecimiento, en funcién de B, esta acotada superiormente por

2% (con coeficiente de determinacién R?= 0.95).

n pBCPU_FFCPU AR

NETGEN

MFGEN

AA CPU_FFCPU AR AA

2502 0,02 0,6616122,9020245,73 0,00 0,5612845,1118275,23
2503 0,02 0,5314139,3317920,45 0,00 0,4611859,6616849,77
2504 0,04 0,4916088,9420207,23 0,02 0,4312845,1118275,23
2505 0,02 0,4515353,1019254,78 0,00 0,4012421,1817556,89
2506 0,02 0,4114937,5618903,47 0,00 0,3612375,1817577,74
2507 0,01 0,3815308,0219375,47 0,00 0,3412743,1718049,36
2508 0,03 0,4016098,6620197,41 0,01 0,3612845,1118275,23
2509 0,02 0,3914945,0518919,51 0,00 0,3612505,4617738,42
500 2 0,04 1,3616844,5321775,73 0,00 1,1624919,6230140,29
500 3 0,04 1,1014005,9518478,68 0,00 0,9621594,6326431,64
500 4 0,08 1,0416843,2121771,52 0,06 0,8824919,6230140,29
5005 0,04 0,9414414,1118970,29 0,00 0,8222165,7727007,73
5006 0,04 0,8515006,7319583,05 0,00 0,7623039,9828040,78
5007 0,03 0,8016077,7720918,90 0,00 0,7123740,6128778,66
5008 0,06 0,8416586,4321494,91 0,04 0,7224919,6230140,29
5009 0,04 0,8414651,4519341,31 0,01 0,7222676,8227685,47
750 2 0,06 1,9728849,6534189,67 0,00 1,7225668,5533110,03
750 3 0,06 1,6225197,6430090,18 0,00 1,4419727,6326320,28
750 4 0,13 1,5028784,9334112,06 0,06 1,3325668,5533110,03
7505 0,05 1,3625406,3130346,23 0,00 1,2520110,4526827,29
7506 0,05 1,2326380,3131531,60 0,00 1,1622479,7829415,64
7507 0,04 1,1826869,7731980,19 0,00 1,0822191,3229141,01
750 8 0,11 1,2528885,9034168,23 0,04 1,1425668,5533110,03
7509 0,06 1,2226629,7431751,30 0,00 1,1220987,3327940,11
1000 2 0,09 2,6124810,8830229,49 0,00 2,3129219,4835213,58
1000 3 0,08 2,1121564,9126494,87 0,00 1,9524222,5429768,12
1000 4 0,18 2,0024810,8830229,49 0,14 1,8229219,4835213,58
10005 0,08 1,8121424,5326395,98 0,00 1,7324744,5930207,15
1000 6 0,06 1,6222970,4428094,33 0,00 1,5825707,2731442,23
10007 0,07 1,5923161,3428533,11 0,00 1,4826441,5632105,11
10008 0,14 1,6424801,6330160,42 0,08 1,5229219,4835213,58
10009 0,08 1,5822906,0828150,39 0,01 1,4925626,7431386,16

Tabla 2.18. Media del tiempo de CPU, AA y AR para los generadores

NETGEN y MFGEN.
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Figura 2.3. Tiempo de CPU medio frente la factor de escala f

La Figura 2.4, muestra el ratio AA/(AA+AR) frente al
crecimiento del factor de escala para ambos generadores. En esta
figura se puede observar que el nimero de arcos examinados para
la identificacién de caminos admisibles es siempre sensiblemente
superior al nimero de arcos examinados en la actualizacién de las
etiquetas distancias. Asi, podemos decir que, con independencia del
generador, aproximadamente el 56,5% de las operaciones en las que
se examinan arcos, se realizan en la detecciéon de caminos
admisibles y el resto en las actualizaciones de las etiquetas
distancias. Ademdas esta proporciéon permanece constante frente a
los valores de fB. Esto tultimo es congruente con la teoria ya que el
numero de arcos examinados en las dos operaciones representativas
depende de igual manera con respecto a . Sin embargo, para el
caso del algoritmo de escalado en las capacidades dado por Ahuja y
Orlin [5], el numero de arcos examinados para la admisibilidad
aumenta y el nimero de arcos examinados para la actualizacién de

las etiquetas decrece cuando aumenta g (ver Ahuja et al. [2]).

A continuacién, procedemos a estimar el tiempo de CPU virtual
del algoritmo para los distintos valores de f, con respecto a cada
generador, como una funcién lineal de las operaciones
representativas. Esto permitira obtener una estimaciéon del ratio de
crecimiento del tiempo de CPU como una funcién polinomial de los
nodos (n) y arcos (m). El concepto de tiempo de CPU virtual, CPUYV,
como funcién de las operaciones representativas de un algoritmo es
debido a Ahuja et al. [4], y fue comentado en el capitulo 1. Para el
algoritmo que presentamos, el tiempo de ejecuciéon del algoritmo

viene dado por CPUV =¢,,AA+a, AR. Para estimar las constantes a,,
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y a,z se realiza una regresién lineal para el tiempo de CPU (no
incluye el tiempo de CPU_FF) frente a las variables independientes

AA y AR para los distintos valores de f y para ambos generadores.

La Tabla 2.19, muestra los valores obtenidos para las constantes

del modelo, asi como el valor del coeficiente de determinacién R?

para cada uno de ellos.

®  NETGEN —®  MFGEN
0,565

0,56 ]

0,555

Ratio

0,55
0,545

0,54 + T
2 3 4 5 6 7 8 9

B
Figura 2.4. Ratio AA/(AA+AR) frente a p.

En la Tabla 2.19, se observa que la expresiéon lineal del tiempo
de CPU virtual (CPUV) para los problemas generadores por
NETGEN tnicamente depende del nimero de arcos examinados en
la detecciéon de admisibilidad, es decir, del término AA. Sin
embargo, no ocurre lo mismo para los problemas generados
mediante MFGEN. Para ellos, cuando f es igual a 2 y a 7, depende

exclusivamente de AR; en otro caso, depende de AA.

NETGEN MFGEN

B X pp X pr R? A ppn A pr R?

2 5,519e-5 0 0,877 0 5,870e-5 0,918
3 4,968e-5 0 0,874 4,474e-5 0 0,893
4 3,923e-5 0 0,866 3,388e-5 0 0,905
5 4,153e-5 0 0,866 3,850e-5 0 0,888
6 3,610e-5 0 0,873 3,397e-5 0 0,898
7 3,436e-5 0 0,876 0 3,939e-5 0,900
8 3,241e-5 0 0,869 2,879e-5 0 0,901
9 3,512e-5 0 0,876 3,27T7e-5 0 0,900

Tabla 2.19. Constantes para el tiempo de CPU virtual para los distintos
valores de p.

A continuaciéon calculamos el ratio de crecimiento de las
operaciones representativas que influyen en el tiempo de CPU
virtual como una funcién polinomial del tamano de la red. Esto

permitira estimar el tiempo de CPU virtual como una funcién del
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tamafio del problema. Supondremos que el modelo de regresién para
AA y AR es, en ambos casos, cn“d”, donde d=m/n. Las constantes

c, a'y y son estimadas por regresiéon lineal después de tomar
logaritmos de AA y AR.

La Tabla 2.20, muestra la estimacion de AA o AR, segun

aparezca 6 no en el modelo lineal para el tiempo de CPU virtual

(ver Tabla 2.19) para los distintos valores de S y los dos

generadores.
NETGEN MFGEN

B Estimacion de AA ¢ AR R? Estimacion de AA 6 AR R?

2 AA = 2891n%%3d® 0,917 AR = 616n%%d** 0,873
3 AA = 1538n%% > 0,942 AA = 20,41n%%d1* 0,972
4 AA = 2871n%%d** 0,917 AA = 16,22n%%8 g% 0,904
5 AA = 194,09d 0,896 AA = 3112n°%3g%* 0,968
6 AA = 20,51n%%d** 0,905 AA = 28,64n°%d%%® 0,939
7 AA = 22.28n%3 gt 0,931 AR = 12,74n%%¢* 0,938
8 AA = 28,38n0%3% (e 0,915 AA = 16,22n%%8 g% 0,904
9 AA = 19,36n%% ¢! 0,925 AA = 2547n%%d** 0,970

Tabla 2.20. Estimacion de AA 6 AR para los distintos valores de p.

A partir de las funciones obtenidas en la Tabla 2.20, se puede
determinar el tiempo de CPU virtual sin mas que multiplicar por la
correspondiente constante dada en la Tabla 2.19. Asi, en las
Figuras 2.5 y 2.6 mostramos el ratio CPUV/CPU con el fin de
observar la bondad de la estimacién. Para ambos generadores, se
puede observar que, cuando aumenta el producto nd, el cociente

calculado se encuentra entre 0,8 y 1,1

e B=2 W P=3 A B=4 @ p=5 e pB=6 W P=7 a4 =8 @ PB=9
14 14
13 i 13
® NETGEN NETGEN
12y o 12
A
11 s 5 5 11 ' :
1 il =1
= oo §
0,9 - ] 09 = ! -
08 i ‘ ¢ ; 038 ¢ ¢ 8
* ®

0,6 + 0,6 +

> &

2500 7500 12500 17500 22500 27500 32500 37500 d 2500 7500 12500 17500 22500 27500 32500 37500
n

Figura 2.5. Ratio CPUV/CPU frente a nd para problemas generados
con NETGEN.
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MFGEN
12 ° 12
®
11 o H N 11
| | o
i A 3 % 1
* ® é = o9
09 L] g
u ] ‘ 2
08 ' 08
07 07
0,6 +

> D ¢

B=6

p=7

*»

MFGEN

B>

2500 7500 12500 17500 22500 27500 32500 37500 n d 2500

7500

12500

17500

22500

27500 32500 37500

Figura 2.6. Ratio CPUV/CPU frente a nd para problemas generados

con MFGEN.
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1. Introduccidon

Cuando se consideran diferentes tipos de bienes sobre una
misma red aparecen los denominados problemas de flujos multiples.
En general, para el caso de tres o mas tipos de flujos, no se
verifican teoremas andlogos al teorema de flujo-maximo
corte-minimo dado por Ford y Fulkerson [28]. Sin embargo, para el
caso de dos bienes, Hu [43] prueba el teorema de biflujo-maximo

corte-minimo. Un resultado andlogo es aportado por Seymour [72].

En este capitulo consideramos el problema de biflujo maximo
en el caso no dirigido. La formulacién de este problema hace uso de
una red dirigida donde los valores de los flujos pueden ser
negativos. Esta formulacién inicial es comdn con las utilizadas por
Hu [43], Sakarovitch [65], Rothschild y Whinston [64] y Seymour
[72]. En estas condiciones desarrollamos una nueva demostracién
del teorema de biflujo-maximo corte-minimo, introduciendo cambios
de variables similares a los considerados por Sakarovitch [65]. Este
planteamiento permite dividir el problema original en dos
problemas de flujo maximo, de tal manera que la demostraciéon
alternativa del anterior teorema se base en los resultados y
estructuras conocidas del ya estudiado cldsico problema de flujo

maximo.

Los procedimientos dados en Hu [43], Sakarovitch [65],
Rothschild y Whinston [64] se basan en la aplicacién reiterada del
algoritmo de Ford y Fulkerson [28] sobre redes cuyos arcos tienen
cotas inferiores distintas de cero e incluso negativas. Los cambios
en las variables que introducimos implican que todas las cotas
inferiores sean cero y que, por tanto, en el proceso de resolucién se
puedan utilizar las herramientas clasicas desarrolladas para flujos
de un solo tipo. Todo esto redunda en un algoritmo de complejidad
O(nm logU).

Un caso especial del problema de biflujo méaximo, es el
problema de biflujo maximo simétrico, en donde, ademas de enviar
la mayor cantidad de flujo entre dos pares de nodos de la red, el

problema precisa que la cantidad de flujo entre ambos pares ha de
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coincidir. En este capitulo, presentamos wun algoritmo de

complejidad O(nmlogU) basandonos en las ideas introducidas para

el problema original.

Finalmente, consideramos el problema de biflujo maximo
biobjetivo como una extensiéon natural del problema de biflujo
maximo. El caso biobjetivo considera la maximizacién vectorial del
par de flujos en lugar de la suma del mencionado par. En este
capitulo esta extensién es estudiada caracterizando el conjunto de
soluciones eficientes extremas en el espacio objetivo. Como
demostraremos, el conjunto de soluciones eficientes en el espacio de
decisiones se corresponde con el conjunto todas las soluciones

alternativas 6ptimas del problema de biflujo maximo.

2. Preliminares y formalizacion del problema

Sea la red dirigida G=(V,A) con n nodos y m arcos.
Distinguimos cuatro nodos especiales en G: los nodos fuentes s', s?

y los nodos sumideros t',t?. Al igual que en Sakarovitch [65],
consideraremos que la red es antisimétrica, es decir,

(,)) eA=(},i)¢gA. Recordaremos que, dado cualquier nodo 1,
definimos el conjunto Pred(i)= {j eVI(ji)e A} y el conjunto
Suc(iy={jeV/(i,j)e Al. Cada arco (i,jje A tiene asociado una
capacidad u;. Definimos la lista de arcos que salen del nodo i como
A(i)={i,j) e A: jeSuc(i)}. Denotaremos por U al maximo valor del

conjunto {uij (i, ]) A}.

Un biflujo es un par x=(x'x?), donde x*:A—>R con k=1,2, que

satisface:
fk  sii=sX
Sxk- Yxk=lo iev-ftit k=12 (3.1a)
jeSuc(i) jePr ed(i) _fk Si i:tk
[+ [xg| < uy, ) e A (3.1b)
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para algun f=(f,f%) con f*>0 para k=1,2.

El problema de biflujo maximo (BFM) consiste en encontrar un
biflujo x tal que la suma f'+f? sea maxima. En otras palabras, el
problema BFM consiste en enviar simultdneamente la mayor
cantidad posible de flujo de la fuente s' al sumidero t' y de la

fuente s? al sumidero t?, satisfaciendo las restricciones de

capacidades (3.1b) y la de conservacién del flujo (3.1a).

Debemos notar que las restricciones (3.1b) permiten la

posibilidad de valores negativos en el biflujo. Esto significa que si

el valor del k-ésimo flujo xi‘} es negativo para el arco (i,j)eA, el

flujo atraviesa dicho arco en sentido opuesto.

El problema de biflujo maximo simétrico (BFMS) se plantea en
los mismos términos que el problema BFM, pero con la restricciéon
afiadida de que la cantidad enviada entre los nodos s' y t' debe
coincidir con la que se envie entre los nodos s®> y t?, es decir, se ha

de cumplir que f'=f2,

Evidentemente, s'=t' y s®>=t’. Asumiremos sin pérdida de

generalidad que s'e{s’,t’} y s'¢{s’,t’}. En cualquier otro caso,
bastaria con introducir una nueva fuente o un nuevo sumidero, o
ambos, de tal manera que supliesen a los que faltan, e introducir
los arcos necesarios para conectarlos. En la Tabla 3.1, se indican
los posibles casos, asi como los nodos y arcos a introducir con sus

correspondientes capacidades.

Caso Modificacién de la Red

Afiade el nodo t* conectado a t' mediante el arco (t!,t%) de
st #s? y t'!=t?2 capacidad igual a la suma de las capacidades de los arcos que

llegan a tt.

Afiade el nodo s?* conectado a s' mediante el arco (s?*,s!) de

sl =g? y t! 2t?2 capacidad igual a la suma de las capacidades de los arcos que

salen de st

En este caso, tenemos el problema clasico de Flujo Maximo
entre un nodo fuente y un nodo sumidero.

1

Divide el nodo s' en: la fuente s con los arcos que salen de

st =12 y s?=tt st y el nodo sumidero t* con los arcos que llegan a st. Afade

el arco (s*,t%) con capacidad infinita.

2 en: la fuente s?*

t*

Divide el nodo s con los arcos que salen de

2

st =12 y th=t> s° y el nodo sumidero con los arcos que llegan a s°.

Anade el arco (Sz*, t*) con capacidad infinita.
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s'=1t?2 y t'=t> Resuelve este caso como la combinacién de los dos anteriores.

Tabla 3.1. Modificaciones de la red para casos especiales del problema
BFM

Las restricciones (3.1b) rompen la propiedad de
unimodularidad exhibida en los problemas de flujos en redes con un
unico bien. Por lo tanto, atin bajo la asunciéon de que los valores de
las capacidades son todos enteros, el patréon de biflujo 6ptimo puede
ser no entero. El ejemplo de la Figura 3.1 muestra esta situaciodn.
En dicho ejemplo las capacidades de los arcos son todas iguales a 1
y el patrén de biflujo 6ptimo, con valor maximo de f'+f?=2, es el

que aparece en dicha figura.

Lo que si que es cierto (se vera mas adelante) es que, en las

mismas condiciones, el valor 6ptimo de f'+f? siempre es entero.

O, L

@-£52340)

5
0)

0.5,0
(506

y@ (0.5,-0.5) ®&A
©

Figura 3.1. Biflujo Mdximo no entero.

S o0 ©

En el caso de un solo tipo de flujo, Ford y Fulkerson [28]
demuestran que la mayor cantidad de flujo que se puede enviar
desde el nodo fuente s al nodo sumidero ¢ coincide con la menor de
las capacidades de todos los s-¢ cortes de la red (Teorema del Flujo-
Mdaximo Corte-Minimo). En el caso del problema de Biflujo Maximo
necesitamos ver si existe un teorema similar. Hu [43] da el

siguiente resultado para el caso de un grafo no dirigido:

Teorema 3.1. (teorema del biflujo-mdximo corte-minimo) El valor
mdaximo de (f*+f2?) = min (U[Sl,gl], U[Sz,gz]), donde [Sl,gl] recorre los
posibles cortes tales que s's?eS' y tht?eSt y [Sz’gz] recorre los

posibles cortes tales que st eS? y t's?eS2.
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La demostracion de este teorema es probada por Hu [43]
mediante un algoritmo para construir Dbiflujos. Nosotros
demostraremos este teorema de una manera alternativa a partir de
una formulacién equivalente del problema (3.1). Del teorema de Hu

se concluye que si las capacidades son todas enteras entonces el

valor maximo de f'+f? es entero.

3. Formulacion equivalente del problema BFM

Para obtener la formulacién equivalente del problema (3.1),
proponemos, de manera similar que en Sakarovitch [65], un cambio
de variables con el fin de poder separarlo en dos problemas de flujo
mAaximo con un unico bien. Los cambios de variables propuestos por
Sakarovitch, implican que las variables de flujos de los nuevos
problemas estan acotadas inferiormente por valores negativos. Esto
dificulta notablemente su resoluciéon, debido a que, previamente, se
necesita resolver un problema de factibilidad. Ademas, los valores
de las capacidades y del vector de constantes pueden ser no
enteros, aun cuando las capacidades sean todas enteras. Con el
cambio de variables que proponemos estas dificultades no tienen
lugar ya que las cotas inferiores son todas iguales a cero y se
mantiene la integridad de las constantes del problema. El referido

cambio consiste en:

Veamos como se modifican las restricciones (3.1b) cuando se
introduce este cambio de variables. Para ello, podemos escribir las

restricciones (3.1b) de la manera siguiente:

1 2
—u; <xE4x2<ug
‘xﬂﬂxﬂsuij@{ ”< H g< ' (3.1p")
—U; <Xi - X2 <u;
1] ] 1) ]

de donde se obtiene que 0< zi'}£2uijcon k=1,2. Realizando el cambio

de variables y posteriormente sumando y restando las restricciones
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de de
equivalente de (3.1):

conservacion

maximizar  fl+f2

sujeto a:

Z (2 —uy) - z (z5-u;) =40

jeSuc(i) jePr ed(i)

z (Zﬁ_uij)_ z (ngi_uji)z 0

JjeSuc(i) jePred (i)

k
0<zj <2uy,

flujo,

k=12 Y(i,j) e A

llegamos al siguiente
f! osii=st
f2 sii=sg?

viz{s! s t't?} (3.2a)
—ft sii=t!
—f2 sii=t?
f! sii=st
—f2 sii=s?

Vi {s' s? t!t?} (3.2b)
—flsii=t
f2 sii=t?

(3.2¢)

problema

P2

En el problema P2 se puede observar que las restricciones

pueden ser separadas en aquellas que tnicamente afectan a cada

una de las wvariables

Zk

con k=1,2. Sin embargo, el valor de la

funciéon objetivo no es separable. Separaremos estos dos problemas,

llamando P2a al problema con las restricciones que uUnicamente

contienen las variables z' y P2b al relacionado con las variables

2

escribimos ambos problemas de la manera siguiente:

maximizar !+ f?
sujeto a :
fr+6,
f2+6,
_zvzilj__z_zﬁi 0;
jeSuc(i) jePred (i) —fls 5t1
-2 +5,
0<zj<2uy V(i j)eA

jesuc (i)
sii=s!
sii=s?

P2a
VieV={s' s? tt’}
sii=t
sii=t?

z°. Para ello denotamos, para todo ieV, ;= Zuii_ ZUU, y
jePred (i)
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maximizar  f'+f?

sujeto a:

fres, sii=s

~f24+65, sii=s?
DIETEEDNRIELE VieVe{sist ity Lo
jesuc(i) jePred (i) s, sii=t

f2+5, sii=t?
0<zi<2uy, Y(i,j)eA

El problema P2a se refiere al problema de flujo maximo de un
unico bien entre los nodos fuentes {s', s’} y los nodos sumideros
{t},t?}, donde, ademés, se precisa que una cantidad de flujo igual a
|§i| salga de los nodos (si §,>0) o llegue a los nodos (si &< 0)

(subproblema de factibilidad). De manera similar, el problema P2b

hace referencia al problema de flujo maximo de un tnico bien entre

los nodos fuentes {s', t°} y los nodos sumideros {t',s?}, ademéas del
subproblema de factibilidad anteriormente mencionado.
Evidentemente, si la solucién 6ptima de estos dos problemas es la

misma, hemos solucionado el problema P2.

Lema 3.1. El valor optimo de P2 coincide con el minimo de los

valores dptimos de P2a y P2b.

Demostracion. La tnica diferencia entre los problemas P2a y P2b

estriba en las restricciones que afectan a los nodos s? y t°. Ademés,

existe al menos una solucién de ambos problemas para la que el
valor de f' es maximo, dado que ambos problemas se refieren a la

misma red. Sean entonces f’ y f’ los valores maximos alcanzados

para cada uno de los problemas cuando se ha alcanzado el valor f!

en ambos. Si f’=1f?, se satisfacen las restricciones del problema P2
y, por tanto, el valor éptimo de P2 es f'+f’=f'+f>. Si f>>f2,
también las restricciones de P2 se satisfacen para f°=1’ y, si f7<f?,

se satisfacen para f?=f’. En estos casos, f'+f’=f'+ min{f?, f?}.0

Pagina 119



Capitulo 3

El siguiente resultado establece la relacion entre el valor

6ptimo del problema P2a con el problema de flujo maximo entre los
nodos s',s? y los nodos t.t? (en el grafo de partida y con las

capacidades originales).

Lema 3.2. El valor éptimo de P2a no puede exceder de la capacidad

de cualquier corte [S,g] de la red original, donde la capacidad viene
dada por u*[S,g]: Zuij+ Zuij.

(i.)e(8.8)  (i.)<(S.9)
Demostracion. Sea [S,g] un corte cualquiera del grafo asociado al

problema P2a tal que s',s°eS y tt?eS. Consideremos la suma de
las ecuaciones de conservacién para los nodos del conjunto S,

tenemos:

Fref2e> 6= D 25— D.z5)

ieS ieS  jeSuc(i) jePred (i)
1 2 1 1
Paf?ed( 2uy— Dup)=2( 2 zi- Dzj)
ieS jeSuc(i) jePred (i) ieS  jeSuc(i) jePred (i)

Debemos notar que, en las sumas anteriores, uUnicamente
intervienen los arcos (i,j)e(S,S) y los arcos (i,j)e(S,S). De esta
manera tenemos que:

fref?e Sug- Duy= Dzi- D75

(i,)e(s,S)  (iDe(5.8)  (LD)e(S.S)  (JD)e(S.S)

Debido a que 0< zilj <2u; y a que interesa maximizar:

fref?e Du— Duys D2y

(i.)e(s.S)  (i)e(S.8)  (i.j)e(s.8)

de donde resulta f!'+f%< ZUU+ zuii'

(i.)e(s,8)  (iDe(S.9)

Si definimos la capacidad de un corte como

u*[S,§]= ZUijJr ZUU , entonces f1+f2Su*[S,§].D
(i,i)e(s,8)  (i,)<(S,9)
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Teorema 3.2. El valor optimo de P2a coincide con la menor de las
capacidades de los cortes del grafo no dirigido obtenido cuando no

se consideran direcciones en el grafo original.

Demostracion. Sea el grafo original G=(V,A), y sea el grafo
G'=(V,A’) obtenido a partir de G cuando no se consideran las

direcciones de los arcos. Consideremos el problema de flujo maximo
con un tunico bien entre los nodos fuentes s',s? y los nodos
sumideros t',t?> en G’. Por el teorema de flujo-médximo corte-
minimo, existe un corte [S,g] con s',s’eS y t't2eS tal que

f1+f2=u[8,§]= Zuij' Si de nuevo consideramos las direcciones,
(i,))<(S.S)

algunos de los arcos en el corte [S,g] en la red original G son de la

forma (S,S) y el resto son de la forma (S,S). Por lo tanto, podemos
escribir u[S,§]= ZUU + Zuij. Consecuentemente u[S,g]zu*[S,§] y
(i,))e(S,8)  (i,i)=(S,9)

por lo tanto, f'+f? =u*[S,§].D

De igual manera, se puede demostrar que la solucién 6ptima
del problema P2b coincide con la soluciéon 6ptima del problema de

flujo méximo con un dnico bien entre los nodos fuentes s, t?> y los

2 cuando no se consideran direcciones en los

nodos sumideros t!,s
arcos. De los anteriores resultados podemos escribir el teorema de

Hu de la siguiente manera:

Teorema 3.3: (biflujo-mdximo corte-minimo) El biflujo mdximo en

un Grafo G=(V,A) coincide con el minimo de las capacidades de los
cortes de la forma [Sl,gl] y [Sz’gz] en el grafo no dirigido G'=(V,A"),
donde s',s?eS! y st t?2eS?, es decir, f*+f% = min(u[Sl,gl], u[Sz,gz]) en

G'=(V,A").

Demostracion: La demostracion es inmediata a partir del lema 3.1

y del teorema 3.2. [J
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En el ejemplo dado en la Figura 3.2, puede comprobarse el

enunciado del teorema. La capacidad del corte U[Sl,gl] =4 y la

capacidad del corte U[Sz,gz] = 5, de donde f'+f?= min (4,5) =

@A@é@{@;@s@

Sz 4
OO0 | OF-0+0
OO -

3.2a) 3.2b)
Figura 3.2.

3.1 Cambio de variables alternativo

El Teorema 3.3, sugiere haber considerado el siguiente cambio

1 .

1 1 1 2 2 . 2 _ 1 1 2 2
x”=(zij—zji+zij—zji)/2, xij_(zij—zji—zij+zji)/2

Si consideramos las restricciones (3.1b") tenemos que las

restricciones asociadas a las variables z son -—u; <z -z <u; con

ij = ji =
k=1,2.
Estas restricciones podemos escribirlas como 0<Z”£u y

0< zJI <u;, con k=1,2. Es decir, por cada arco de la red antisimétrica

original, introducimos los arcos (i,j) y (J,i) en las respectivas redes

asociadas con las variables z¥. Para cada una de estas redes,
denotaremos los nodos adyacentes o vecinos de un nodo i por
N(i) ={Suc(i) UPred(i)}. Si llevamos a cabo este cambio de variables,
obtendriamos los siguientes problemas equivalentes a los
problemas P2a y P2b:
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maximizar  fl+f?2

sujeto a:
fr o osii=s'
f2 sii=s?
S ozi- Y z5=10  VieVz{s' s’ tht’} pay-
jeNG) JN(i) —f! sii=tt
—f2 sii=t?
0<zj<uy Y(i,j)eA
OSZ:}'iSUiJ‘y V(I’J)EA
maximizar  f!+f2
sujeto a:
f! sii=st
—f% sii=s?
S zi- > =10 vVieVz{s}s:tht’} pap-
ieNG) jeN(i) —fl sii=t!
2 sii=t
0<zi<uy V(i,j)eA

0<z%<uy, V(i,j)eA

El problema P2a” se refiere al problema de flujo maximo de un

Unico bien entre las fuentes s, s? y los sumideros t!, t?’en la red de
partida sin considerar direcciones en los arcos. De manera similar,

el problema P2b’ hace referencia al problema de flujo maximo de un

unico bien entre las fuentes s*, t* a los sumideros t',s? en la

correspondiente red no dirigida.

La resolucién del problema de biflujo maximo la efectuaremos,
sin embargo, utilizando los problemas P2a y P2b. Esto implica que
podremos desarrollar un algoritmo teniendo presente que las cotas
inferiores de los arcos son todas iguales a cero y que los valores de
los flujos correspondientes a cada uno de esos problemas son
enteros siempre que las capacidades lo sean. Esto simplifica la
resolucién del problema si lo comparamos con los algoritmos

introducidos por Hul[43] y por Sakarovitch[65].
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3.2 Resolucién de P2a y P2b

Para la resolucién del problema P2a y P2b, afiadimos dos
nuevos vértices A y h’ en el grafo original. Sean 1"={ieV:6, >0} y
I"={ieV:5,<0}. Entonces anadimos al grafo los arcos (4,i) con
Uy, =9; para todo iel” y los arcos (i,A’) con uy =-J; para todo iel".

Sean 5h=25i y 5h.=25i (evidentemente, J,=-0,.). Introduciendo
iel” iel”
estos dos nuevos nodos en la formulacién de ambos problemas,

obtenemos:

maximizar ~ f!+f2

sujeto a:
f! osii=st
f2 sii=s?
S, sii=h
D ozi- Y zj=40  VieVz{s" s’ t"t’} pg,
jesuc(i) jePr ed (i) -0, sii=h'
—ft sii=t!
—f2 sii=t?
0<zj<2uy, Y(i,j)eA

0<zp<uy, Viel'y 0<z), <uy, Vjel

maximizar  fl+f2

sujeto a:
f' sii=s'
~f?sii=s’
o, sii=h
Dozi— D z5=40 VieVz{s's’,tt’} pgp
jesuc(i) jePred (i) -9, sii=h
—flsii=t
2 sii=t
0<zi<2uy, V(i,j)eA

0<zf <uy, Viel'y 0<zj, <uy, Vjel

La inclusién de los nodos A y A’ supone la consideracién de un
problema de factibilidad entre ambos vértices; es decir, han de ser

enviadas o0, unidades del nodo 2 al nodo A’. Es evidente que si

resolvemos el problema de flujo maximo entre A y A’, la maxima
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cantidad de flujo que se puede enviar entre estos dos nodos es

justamente J,. Es igual de evidente que siempre es posible enviar

esas o0, unidades de flujo de & a A’.

4. Algoritmo para obtener un biflujo méaximo

Si observamos el problema P3a y P3b, ambos problemas
requieren enviar la mayor cantidad de flujo posible de los nodos
fuentes {s',h} a los nodos sumideros {t',h’}. Esto indica que el
primer paso del algoritmo sea, justamente, obtener el flujo maximo
entre estos pares de nodos. Es evidente que, para este primer paso,
se podra utilizar cualquier algoritmo de flujo maximo. Una vez
resuelto este primer paso, consideramos dos redes residuales, cada
una de ellas asociadas a las variables z* con k£=1,2. Sean R!' y R?

las correspondientes redes residuales una vez se han enviado las
f'+6, unidades de flujo mencionadas con anterioridad. Para
obtener la solucién del problema de biflujo maximo, necesitamos
enviar la misma cantidad de flujo f> de s*> a t? en R' y de t?> a s® en

R?. Esto implicara identificar caminos incrementales en ambas
redes residuales y enviar el minimo de las capacidades residuales a
través de los correspondientes caminos en ambas redes. Esta
operacién, implica una actualizacién de las capacidades residuales

de los arcos de ambos caminos.

Para identificar los respectivos caminos, proponemos el uso de

dos etiquetas distancias como la introducida por Goldberg [38].

Denotaremos por d'(i) a la etiqueta distancia del nodo i en R!
(di(t=t*)=0) y por d?(i) a la etiqueta distancia del mismo nodo en

R? (d%(t=s2)=0).

Con el fin de no tener que calcular las capacidades residuales
de los caminos incrementales y, posteriormente, actualizar las
capacidades residuales de sus arcos, proponemos introducir una
escala en las capacidades. Para definirla, usamos el parametro de
escala 4. Por tanto, cada red residual R¥(A), con £=1,2, tnicamente

contiene arcos cuya capacidad residual es, al menos, 4. De esta

Pagina 125



Capitulo 3

manera, todos los caminos incrementales en dichas redes tienen

una capacidad residual de al menos 4. Como hemos introducido una
escala, diremos que un arco (i,j) es A-admisible en RY(A) si

d(i)=d(j)+1 y ri}‘ZA. Por lo tanto, en una fase 4 se identificarédn

caminos incrementales A-admisibles en R' y en R? de manera

simultianea.

Definicion 3.1. Un biflujo es 4-dptimo, si no existe ningdn camino

incremental con capacidad residual de al menos 4 en R' y en R?

simultdneamente.

El algoritmo que proponemos trabaja en fases de escalado.
Cada fase tiene un 4 fijo y, cuando finaliza una fase, comienza la
siguiente con A=A4/2. Al principioA=2"%1 es decir, es igual al
menor entero potencia de dos que es mayor o igual que 2U. La
ultima fase del algoritmo ocurre cuando 4=1. En esta tultima fase
R¥(A)=RX, con %k=1,2, y, por tanto, al finalizar el algoritmo se
determina el biflujo maximo. De esta manera, el algoritmo realiza
!_IogU-‘+1 fases de escalado. Los procedimientos necesarios para el
algoritmo asi como wun esquema del mismo son dados a

continuacién:

Procedure Avanzar(i,d,R, A ,pred);

begin

Sea (i1,J) un arco A-admisible;

g =hj —As I =n; +A; predd) =15 1 = ]
end;

Procedure Restablecer(i,s,R, A ,pred);
begin
while (i#s) do
begin
J = 1; 1 = pred(i);
i =hj T A =r; —A
end
end;

Procedure Retroceder(i,d,R, A ,pred,s);
begin
d@) = minfd@ + 1 : (. D e A@ Y ry; = Af;
if 1 s then

begin
I= := pred(i);

i; i

- A
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end

end;
Algoritmo Biflujo Maximo(BFM);

begin
Sea G=(V,A); Consideremos el grafo G’(V”,A”) correspondiente
para el problema P3a y P3b; Sean las capacidades u' las
definidas en dicha red;
Sea z' = 7°:=0;
Obtener mediante la aplicacion de cualquier algoritmo de flujo
maximo, la mayor cantidad de flujo que se puede enviar desde
las fuentes s* y h a los sumideros t' y h?; Sea Z' el
correspondiente flujo; Sea ' la cantidad de flujo enviada de

s' a t'; f?:=0;

Hacer z? =7'; ry =rj =uj; —z{; +z}; Wi,.De A';
A = 2{Iogzﬂ -
while A > 1 do

begin

d'@®) = 0; Obtener d' mediante un BFS inverso en R!
empezando en t?;
dis?) = 0; Obtener d? mediante un BFS inverso en R?
empezando en s?;
il:= s?; i%:= t?;
while (d'&® < n) and (d4t?) < n) do
begin
if (i'=#t%) then
if (i’ tiene un arco A-admisible) then
Avanzar(i',d',R', A, pred)
else Retroceder(i',d',R', A, pred!,s?);
if (i22s?) then
if (i? tiene un arco A-admisible) then
Avanzar(i?,d?,R?, A, pred?)
else Retroceder(i?,d?,R?, A, pred?,t?);
if (i' = t%) and (i°=s?) then i':= s?; i%:= t?;F?:=F+A
end;
if (i'=s?) then Restablecer(i',s?,R*, A, pred’);
if (i?+t%) then Restablecer(i?,t?,R?, A, pred?);
A=A/2
end
end.

Una vez obtenido el flujo maximo entre los nodos fuentes s', &

y los nodos sumideros t', 2’, comienzan las fases de escalado. Cada
fase de escalado procede enviando 4 unidades de flujo a lo largo de

caminos Ad-admisibles. Para ello debe identificar simultdneamente

un camino A-admisible en cada red residual R¥(A) con k=1,2. Cada
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fase de escalado comienza calculando las etiquetas distancias
exactas d* con k£=1,2. El algoritmo mantiene un indice de

predecesor para los nodos de cada red R*(A), de tal manera que

pred “(i¥) almacena el nodo anterior al nodo i en el camino

A-admisible actual de R¥(A). El algoritmo realiza, iterativamente,
pasos Avanzar o Retroceder sobre el tultimo nodo de cada camino
admisible parcial. Si del nodo actual i* sale un arco admisible
(i%,j¥), entonces realiza un paso Avanzar y afiade este arco al

camino parcial actual. Cada paso Avanzar actualiza las capacidades

residuales del arco 4-admisible (i¥,j*) por =rh-Ay ry=r;+A, es
decir, se envian 4 unidades de flujo a través de dicho arco. Si no se

identifica un arco 4-admisible, se realiza un paso Retroceder que
incrementa la etiqueta distancia del nodo i*, haciendo que el arco
(pred (i%),i*) sea no admisible y, por lo tanto, retrocediendo un arco
sobre el camino parcial. Ademas, se deshace el envio anterior de 4
unidades de flujo. Asi, si (i, j*) estd en un camino A-admisible, ya

hemos enviado las 4 unidades de flujo y, si retrocedemos sobre él,
deshacemos ese envio. Si se alcanzan los respectivos nodos
sumideros, el proceso se repite comenzando en las respectivas

fuentes. Es claro que esto tinicamente sucede si se han detectado, a
la vez, un camino A-admisible en R' y otro en R?, incrementdndose

f2 en A unidades de flujo. Una fase de escalado acaba cuando la

etiqueta distancia de al menos un nodo fuente sea mayor o igual

que n. Si esto ocurre, a lo sumo un i* puede ser distinto de su nodo
fuente, lo que significa que se han enviado A unidades de flujo a lo
largo del camino parcial identificado para la correspondiente red
residual. El procedimiento Restablecer se encarga de devolver esas
A unidades de flujo. Finalmente, el algoritmo acaba cuando 4 es
menor que 1. Para obtener el patron de biflujo maximo se deshace
el cambio de variables, es decir:
z; =max( 0,uj; —ry) (zj+25

1 (Z?j_zizj)

V(Ia J) € A, ii
max( 0,uj; - r?) ! 2 v 2

2 _
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4.1 Un ejemplo

A continuacién aplicaremos el algoritmo anterior sobre el
ejemplo introducido en la Figura 3.2. El proceso es mostrado en la

Figura 3.3. La Figura 3.3a, representa la red G’ con las capacidades
u’. La Figura 3.3b, muestra la red residual R' que coincide con R?,

cuando se han enviado f'+5,=8 unidades de flujo desde los nodos

s, h a los nodos t', A’. Se puede observar en esta figura que

dnicamente hay un camino de s® a t? en R! de capacidad residual 2

y de t? a s? en R? de capacidad residual 3. El1 algoritmo
identificara ambos caminos cuando se encuentre en la fase A=2
(Figura 3.3c). Tras enviar estas 4 unidades de flujo a través de

estos caminos en sus respectivas redes incrementales, no queda
camino incremental en R'(2) y en R?(2). Por tanto, el algoritmo pasa
a la fase A=1 (las Figuras 3.3d y 3.3f, muestran R'(1) y R?(1)). Se
puede observar que en R'(1) no hay camino incremental (aunque si

lo hay en R?(1)) y, por lo tanto, se ha obtenido un biflujo maximo.

El patréon de biflujo maximo es mostrado en la Figura 3.3f.
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Figura 3.3. Traza del algoritmo sobre el ejemplo

4.2 Complejidad del algoritmo

En esta secciéon demostraremos que la complejidad del
algoritmo, en el caso peor, es O(nmlog2U). La primera operaciéon

que realiza el algoritmo es la de obtener el flujo maximo entre los

nodos fuentes s*, 2 y los nodos sumideros t', 2’. Esta operacién es
realizada por cualquier algoritmo de flujo maximo. Por lo tanto
basta con elegir uno con una complejidad teérica inferior o similar
a la necesaria en las siguientes operaciones. El algoritmo

presentado realiza [log2U| fases de escalado. Cada fase de escalado
A es llevada a cabo hasta que alguna de las etiquetas distancia

d'(s?)en R' 6 d?(t?) en R? es mayor o igual que n.

Lema 3.3. Cada fase de escalado requiere un esfuerzo

computacional de O(nm).
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Demostracion. Supongamos que nos fijamos en la etiqueta
distancia d!(s?) en R! y que esta es la que determina la condicién
de parada de cada fase de escalado cuando d!(s?) > n. De esta

manera, el algoritmo actualiza la etiqueta distancia d'(i) en R' de
un nodo i a lo sumo n veces. Esto es asi ya que, si un nodo tiene
una distancia mayor o igual que n, este nodo no es alcanzable
mediante un camino elemental desde la fuente. Ademas, en el peor
de los casos, la etiqueta distancia de un nodo puede incrementarse
cada vez en una unidad. Por tanto, el nimero de operaciones
Retroceder esta acotado por O(n?), lo que implica que el esfuerzo

computacional en realizar dichas operaciones es O(mn).

Veamos ahora cudl es el nimero de envios de flujo. Para ello
diremos que un envio es A-saturante a través de (i,j) si, después de
realizarlo, la capacidad residual del arco (i,j) es estrictamente
menor que 4. Un arco puede ser A-saturado a lo sumo n/2 veces
(lema 1.1). Asi, sumando para todos los arcos se tiene que el
nuamero de envios A4d-saturantes es O(nm). Esto implica que el
nuimero de envios de flujo es a lo sumo O(nm). Como el esfuerzo
computacional de cada envio de flujo es O(1), el esfuerzo total
vuelve a ser O(nm). El nimero de llamadas a Avanzar esta acotado
por el nimero de envios de flujo mas el nimero de operaciones
Retroceder, es decir, O(nm + n?). Finalmente, la operacién
Restablecer es llamada a lo sumo una vez, y estd requiere un
esfuerzo de O(n). Por lo tanto, la complejidad de wuna fase,
considerando que la etiqueta distancia d!(s?) en R! determina la

condicién de parada, es O(nm).

La misma complejidad en el caso peor se obtendria si se
considerara que es la etiqueta distancia d?(t’) en R? la que
determina la condicién de parada. Como en cada fase alguna de las
dos condiciones debe ocurrir, la complejidad de cada fase coincide
con el maximo de las complejidades de ambas. Por lo tanto, la

complejidad del algoritmo es O(nm).0

Teorema 3.4. El algoritmo requiere un tiempo O(nm logU).
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Demostracion. Por el lema 3.3, cada fase de escalado emplea un

tiempo de O(nm). Como el nimero de fases de escalado es [log2U],

obtenemos un algoritmo de complejidad O(nmlogU). [

Los resultados computacionales obtenidos mediante la
realizaciéon de un experimento sobre el algoritmo seran mostrados
mas tarde. A continuacién, estudiaremos el problema de biflujo

maximo simétrico.

5. El problema de biflujo méximo simétrico

Llamamos problema de biflujo maximo simétrico, al problema

de biflujo maximo donde se exige que f'=f?, es decir, el problema

tiene la siguiente formalizacién:

max imizar f'+f?

f sii=s"
Sxko k=0 iev-fsit k=12  (333)
jeSuc(i) jePr ed(i) _fk si i :tk
[+ x5 | < uy, ) e A (3.3b)
f1=f2 (3.30)

El problema de biflujo maximo simétrico es un caso particular
del problema de biflujo maximo y, por lo tanto, podemos resolverlo
de la misma manera. Supongamos que utilizamos el algoritmo para

obtener el biflujo maximo dado con anterioridad, de tal manera que
entre los nodos s' y t' se ha enviado la mayor cantidad de flujo
posible que denotamos por f. Sea entonces f? la mayor cantidad
de flujo que se puede enviar de s? a t? cuando se envian f

unidades de flujo entre los nodos s' y t'. Evidentemente, (f',f?) se
corresponde con una solucién o6ptima del problema de biflujo

maximo.
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Lema 3.4. Sea (f,f%) el biflujo mdximo simétrico, entonces se tiene

que fL+f2<f¥ +£2.

Demostracion. Es evidente por el teorema de biflujo-maximo
corte-minimo, que cualquier biflujo (f}f?) tal que f'=f* debe

satisfacer f'+f2<f¥ +f2.00

La cuestién es ver si a partir del biflujo méaximo (f% f?)
podemos obtener un biflujo maximo simétrico. La respuesta la

obtenemos a partir del siguiente resultado:

Teorema 3.5. Dado el biflujo mdximo (f',f?) se puede obtener un

biflujo mdaximo simétrico (f',f?).
Demostracion. Los posibles casos que se pueden dar son:

(i) Si f¥=f% (caso trivial), hemos encontrado el biflujo méaximo
simétrico con f“=f" para %k=1,2. En este caso se tiene que

flef?=f"+f%. (f},f?) es maximo por el teorema 3.3.

(ii) Si f<f%, tenemos que enviar — (f?* —f") unidades de flujo

2 I

de s® a t?. De esta manera f“=f" con £=1,2. En este caso, se tiene
que fl+f2=2f" <f¥ +1?; es decir, (f,f?) es maximo, pues f'=f" es el

méaximo valor de flujo que se puede enviar de s' a t'.

(iii) Si f">f?, tenemos que enviar — (f"—f?)/2 unidades de
flujo de s* a t'. Por el teorema de biflujo-médximo corte-minimo, a lo

sumo se pueden enviar (f"-f?)/2 unidades de flujo de s®* a t?. En

este punto tenemos dos posibles subcasos:

a) Se pueden enviar las (f"'—f?)/2 de s? a t?. Con lo que se
obtiene un biflujo méximo simétrico tal que f¥=(f"+f%)/2 con
k=1,2. En este caso se tiene que f'+f2=f"+f%. (f',f?) es

méaximo por el teorema 3.

b) Se pueden enviar ¢ unidades de s? a t? con ¢< (f¥—f%)/2.
En este caso, con el fin de obtener un biflujo maximo simétrico

se han de enviar —((f¥ —f?)/2—¢) de s' a t'. De esta forma se
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obtiene un biflujo méximo simétrico tal que f*=f>+4 con
k=1,2. En esta ocasién se tiene que f'+f>=2f? +24<f" +f%. Se
obtiene entonces que (f',f?) es maximo, pues f’=f"+¢ es la

mayor cantidad de flujo que se puede enviar de s? a t?.0

6. Algoritmo para obtener un biflujo maximo simétrico

Las anteriores ideas permiten desarrollar el siguiente

algoritmo:

Algoritmo Biflujo Maximo_Simétrico(BFMS);
begin
Sea G=(V,A); Consideremos el grafo G*(V”,A”) correspondiente
para el problema P3a y P3b; Sean las capacidades u' las
definidas en dicha red; Sea Z' = Z?:=0;
Obtener mediante la aplicacion de cualquier algoritmo de flujo
maximo la mayor cantidad de flujo que se puede enviar desde
las fuentes s* y h a los sumideros t' y h?; Sea Z' el
correspondiente flujo; Sea f' la cantidad de flujo enviada de
st at; % = 0;
Hacer z? =7'; ry =rj =uj; —z{; +z}; Wi,De A';
Actualizar_ f2(f',f?,R',R?);
if f'>F? then {En otro caso tenemos el Biflujo Maximo
Simétrico}
begin
Actualizar_ f'(f',f?,R',R?,(Ff'-F%)/2); (caso iii)
Actualizar_ f2(f',f?,R',R?);
If f'>f? then Actualizar_ f'(f',f?,R',R?,f'-F?); (caso

iii(a))
end
end.
Procedure Actualizar_ f?(f',f?,R',R?);
begin
A = 2t T
while (A > 1) and (f°<f') do
begin

d'@®) = 0; Obtener d* mediante un BFS inverso en R!
empezando por t?;
d%s?) = 0; Obtener d? mediante un BFS inverso en R?
empezando por s?;
it:= s%; i%i= 5
while (d'G®) < n) and (d&t®) < n) and (F?<f') do

begin
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0 := min(F'-F%,A);
if (i'=t?) then
if (i' tiene un arco A-admisible) then
Avanzar(i',d*,R*, 6, predt)
else Retroceder(i',d',R', @, pred',s?);
if (i?#s?) then
if (i tiene un arco A-admisible) then
Avanzar(i?,d?,R?, 0, pred?)
else Retroceder(i?,d?,R?,0, pred?,t?);

if (i' = t°) and (i%=s?) then it:= s?; i%:= t?;F?:=F?+¢

end;

if (i'#s?) then Restablecer(i',s?,R', 0, pred');
if (i2%t%) then Restablecer(i?,t?,R?,0, pred?);

A=A/2
end
end;

Procedure Avanzar(i,d,R, 8 ,pred);

begin

Sea (i,J) un arco A-admisible;
rj =N — g ; Ni =i + o ;
pred(jJ) = 1i; 1 = j

end;

Procedure Restablecer(i,s,R, 8 ,pred);
begin
while (i#s) do
begin
J = 1; 1 = pred(i);
rij =rij+ e;rji = I}
end
end;
Procedure Retroceder(i,d,R, 4 ,pred,s);
begin

d@) = min{d(i)Jr 1:0,De Ay r;; 2 A};

if 1 #s then

-0

begin
J = i; 1 = pred(i);
end

end;

Procedure Actualizar_ f'(f',f?,R',R?,¢):
begin

A = 2los] -
while (A > 1) and (¢ > 0) do
begin
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dis') = 0; Obtener d* mediante un BFS inverso en R!

empezando en s';
d’s') = 0; Obtener d? mediante un BFS inverso en R?
empezando en s';
it:= s ifi=
while (d'6") < n) and (d's") < n) and (4 > 0) do
begin
& = min(¢,A);
if (it#s') then
if (i’ tiene un arco A-admisible) then
Avanzar(i*,d*,R', 0, pred!)
else Retroceder(i',d',RY, 0, pred!,s?);
if (i?#s') then
if (i? tiene un arco A-admisible) then
Avanzar(i?,d?,R?,6 , pred?)
else Retroceder(i?,d?,R?, 0, pred?,s?);
if (i'=s') and (i?=s') then i':=s?;i%:=t*;F':=F'-0;9:=¢-
0 ;
end;
A=A/2
end
end;

El algoritmo anterior, comienza obteniendo el flujo maximo
entre las fuentes s*, & y los sumideros t', A’. Asi f'=f" unidades de
flujo son enviadas de s* a t'. A continuacién, se intentan enviar
f2=f' unidades de flujo de s> a t? en R' y de t?* a s’ en R? (esto se
realiza en la primera llamada al procedimiento Actualizar_f?). Esta

forma de proceder impide que el caso f'<f? pueda darse. Se observa

que, tnicamente, se pueden dar los casos i) y iii) del teorema 3.5;
nunca el ii). Por lo tanto, después de la llamada a Actualizar_f?, o
bien es f'=f> (con lo que se ha obtenido el biflujo méaximo
simétrico) o bien f' sigue siendo mayor que f?. En este ultimo caso,
¢=(f'—f?)/2 unidades de flujo son devueltas desde t' a s', tanto en
R' y como en R?. Esta operacién se realiza en la primera llamada a
Actualizar_f'. En este punto se intentan enviar esas ¢ unidades de

flujo de s> a t? en R' y de t?> a s? en R?. Esta operacién es

realizada cuando se llama por segunda vez al procedimiento

Actualizar_f?. Si se han enviado las ¢ unidades mencionadas, el
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algoritmo termina y f'=f?; en otro caso, todavia se tiene que f'>f?

y se envian ¢=f'—f° unidades desde t' a s', tanto en R' como en

R?. Esta operacién se realiza en la segunda llamada a

Actualizar_f', obteniendo, en su caso, el biflujo maximo simétrico.

Para identificar, simultdneamente, un camino 4d-admisible en

cada red residual (R¥(A) con %k=1,2,) se procede de la manera

siguiente. En cada fase de escalado se calculan las etiquetas
distancias exactas d*, £=1,2. El algoritmo mantiene un indice de
predecesor pred “(i¥) con cada nodo i* de cada red R¥(A) y realiza

iterativamente pasos Avanzar o Retroceder sobre el tltimo nodo de

cada camino admisible parcial. Cada paso Avanzar actualiza las

capacidades residuales del arco A-admisible (i%, j*) por =r-0y

rj=r; +6. Si no se identifica un arco 4-admisible, se realiza un paso

Retroceder que deshace el envio de # unidades de flujo anterior. Si
se alcanzan los respectivos nodos sumideros, el proceso se repite
comenzando en las respectivas fuentes. Por la forma en que se

desarrolla el algoritmo es claro que esto dnicamente sucede si se
han detectado, a la vez, un camino A-admisible en R' y en R?,

incrementiandose f° 6 decrementdandose f' en 6 unidades de flujo.

Una fase de escalado acaba cuando la etiqueta distancia de al

menos un nodo fuente es mayor o igual que n. Si esto ocurre, al

menos un i puede ser distinto de su nodo fuente, lo que significa
que se han enviado # unidades de flujo a lo largo del camino parcial
identificado para la correspondiente red residual. El procedimiento
Restablecer se encarga de devolver esas 6 unidades de flujo.
Finalmente, para obtener el patrén de biflujo maximo simétrico se

deshace el cambio de variable, es decir:

1 ' 1
zz =max( 0,u; —r;)
v(i,j)e A, b :

1 2
_(Zij +Zj
i 5 ijo Nij
z; =max(0,uj —r7) 2 2
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6.1 Un ejemplo

A continuacién aplicaremos el algoritmo anterior sobre el
ejemplo representado en la Figura 3.4. El proceso para obtener el
patron de biflujo maximo simétrico dado en la Figura 3.5, es

mostrado en la Figura 3.6.

@_2,@4_3@ ® (2,0) © 0.2) ®

22

@O0 L XLE
OES10) 0)220
Figura 3.4. Figura 3.5.

La Figura 3.6a, representa la red G’ con las capacidades u’. La
Figura 3.6b, muestra la red residual R' que coincide con R?,

cuando se han enviado f'+5,=9 unidades de flujo desde los nodos

s, h a los nodos t', A’, donde f'=3 y f?=0. Se puede observar en
esta figura que unicamente hay un camino de s® a t?> en R' de
capacidad 1 y de t* a s? en R? de capacidad 2. Por ello, al llamar

por primera vez al procedimiento Actualizar_f?, se identifican
ambos caminos cuando el procedimiento se encuentre en la fase 4=1
(Figura 3.6c). Tras enviar 1 unidad de flujo a través de estos

caminos en sus respectivas redes incrementales (Figuras 3.6d y

3.6e), se puede observar que en R!1) no hay camino incremental
(aunque si lo hay en R?(1)). En este punto tenemos que f'=3 y f2=1.
Por lo tanto, f'>f? lo que implica que ¢=(f'-f?)/2=1. Entonces
tenemos que el procedimiento Actualizar_f' envia 1 unidad de flujo

de t' a s!, tanto en R' como en R’. El resultado de esta operacién

se muestra en las Figuras 3.6f y 3.6g respectivamente.

Pagina 138



Problemas de Biflujo Maximo
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Figura 3.6. Traza del algoritmo sobre el ejemplo

Ahora bien, tenemos que f'=2 y f?=1, pero lo importante es
que podemos enviar 1 unidad de flujo de s* a t> en R' y de t* a s?
en R?. Esta operacién se realiza cuando se llama por segunda vez al
procedimiento Actualizar_f?. El resultado de esta operacién se

muestra en las Figuras 3.6h y 3.6i de donde se tiene que f'=2 y
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f2=2. En este punto no es necesario llamar al procedimiento

Actualizar_f'. Finalmente, el patrén de biflujo mdximo simétrico se

obtiene deshaciendo los cambios de variables (Figura 3.5).

6.2 Complejidad del algoritmo

En esta secci6on demostraremos que la complejidad del

algoritmo, en el caso peor, es O(nmlogU).

También en esta ocasién, la primera operacién que realiza el
algoritmo es la de obtener el flujo maximo entre las fuentes s', 4 y

los sumideros t', A’ y puede ser efectuada por cualquier algoritmo
de flujo méaximo. Bastaria entonces con elegir uno con una
complejidad tedérica inferior o similar a la correspondiente de las

siguientes operaciones. El algoritmo presentado ejecuta al menos
una vez, y a lo sumo dos veces, el procedimiento Actualizar_f?. El

procedimiento Actualizar_f' se ejecuta, como méaximo, dos veces.
Ambos procedimientos requieren el mismo esfuerzo computacional.

Cada uno de ellos realiza [log2U]| fases de escalado. Cada fase de
escalado 4 es llevada a cabo hasta que alguna de las etiquetas

distancia, en R' o en R?, de las correspondientes fuentes, sea

mayor o igual que n.

Lema 3.5. Cada fase de escalado de Actualizar_f' o de

Actualizar_f? requiere un esfuerzo computacional de O(nm).

Demostracion. Como ambos procedimientos tienen la misma

complejidad, calculemos la complejidad del procedimiento
Actualizar_ f?. Supongamos que nos fijamos en la etiqueta
distancia d!(s?) en R!' y que esta es la que determina la condicién
de parada de cada fase de escalado cuando d'(s?) > n. Utilizando
las mismos cédlculos desarrollados en el lema 3.3, la complejidad de

una fase, considerando que la etiqueta distancia d!(s?) en R!

determina la condicién de parada, es O(nm).
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La misma complejidad en el caso peor se obtendria si se

considerara que es d?(t?) la etiqueta distancia en R? la que
determina la condiciéon de parada. Como, en cada fase, alguna de
las dos condiciones debe ocurrir, la complejidad de cada una de las
fases coincide con el mdximo de las complejidades de ambas. Por lo

tanto, la complejidad es O(nm).[]

Teorema 3.6. El algoritmo tiene una complejidad O(nm logU).

Demostracion. Por el lema 3.5, cada fase de escalado emplea un
tiempo de O(nm) y, como el nimero de fases de escalado es ﬂogZU—‘,
obtenemos que cada procedimiento requiere un tiempo O(nmlogU).
Como el algoritmo llama, como maximo, cuatro veces a los

mencionados procedimientos, entonces se ejecuta en un tiempo
O(nmlogU).0

7. El problema de biflujo maximo biobjetivo

La formulacién del problema de biflujo maximo (3.1), permite
de forma natural formalizar el problema de biflujo méaximo

biobjetivo, es decir:

Max f*
Max f2
f sii=s"
Sxi- Sxk={0 iev-{shtt k=12 (3.4a)
jeSuc(i) jePr ed(i) X g i =tK
|+ [xg| < uy, ) e A (3.4b)

Cualquier biflujo x es denominado una solucidén factible. El

conjunto de soluciones factibles o espacio de decisiones es denotado
por X. Si definimos la funcién f(x)=(f'(x),f?(x)), entonces la imagen
de X mediante f es f(X) ={(f1(x),f2(x)) Ixe X}. f(X) recibe el nombre de

espacio objetivo.
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Para k=1,2, sea x“ la solucién del problema que considera
como objetivo tnicamente el valor de f¥(x¥)=f¥, es decir el

problema de flujo méaximo de un tunico bien asociado con el

correspondiente valor de k.. En general, no hay un biflujo

x =(x¥,x%) tal que f(x")=(f",f¥)=f". Por esta razén a f se le

denomina punto ideal o utopia.

La solucién del problema de biflujo maximo biobjetivo es
elegida de entre el conjunto de soluciones eficientes, es decir,

soluciones que satisfacen la siguiente definicidn:

Definiciéon 3.2. Una solucién factible x € X del problema de biflujo

maximo biobjetivo es eficiente si y sé6lo si, no existe otra solucién
factible x'e X tal que f¥(x")>f*(x) para k=1,2, con f¥(x')=f"(x) para

al menos un k.

Realmente, cuando obtenemos x¥ para un valor de k£ fijo,
hemos de obtener un biflujo, es decir, por ejemplo para k=1
obtenemos x; =(x",x?). x, es un biflujo tal que para el primer
objetivo se obtiene un flujo maximo, y para el segundo objetivo se

envia la mayor cantidad de flujo posible manteniendo el valor

alcanzado para el primer objetivo que denotaremos por (f',f?). Este

problema corresponde al biflujo méaximo lexicografico donde los
objetivos son considerados en el orden (f*f?). Asi, XZ=(X1V,X2*) con
imagen (f',f¥) es la solucién 6ptima del problema de biflujo maximo
lexicografico con los objetivos en el orden (f%f!). Es evidente que,
en general, X; y X, son biflujos eficientes. Es obvio, que el
algoritmo dado en la seccién (4) obtiene x,. Para obtener, x,
bastaria utilizar el mismo algoritmo intercambiando las fuentes y

sumideros, es decir, s'< s’y tt<t’; y obtener el patrén de biflujo
de la siguiente manera:
1 _ 1 12
zi; =max( 0,uf; —ry) oy (zy-zy)
i =7 5 N = ij
i =max( 0,uj —r7) 2 2

1 2
(i, j) € A, (Zy+7y)
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es decir, como si el cambio de variable que se ha considerado fuese

el anterior.

Nuestro objetivo en esta secciéon es caracterizar el conjunto de
biflujos eficientes en el espacio objetivo, es decir, E[f(X)]. En
nuestro caso, X es un poliedro compacto, por lo tanto f(X) es un
poliedro compacto también. Esto permite caracterizar a E[f(X)]

mediante el conjunto de puntos eficientes extremos en el espacio

objetivo E, [f(X)]. Con el fin de caracterizar a E, [f(X)] daremos los

siguientes teoremas.

Teorema 3.7. Un biflujo xeX es eficiente si y sdélo si

(FY(x), F2(X)) = (f4,f2) es tal que f'+f2=f" 42,

Demostracion. Por el teorema de biflujo-maximo corte-minimo
existe un corte [S,g] tal que f1*+f2'=u*[8,§]. Evidentemente,
cualquier otra solucién eficiente (f,f?) distinta de (f¥,f?) debe
cumplir que f'<f" y f2>f?. Como f"+f? es méaximo, tnicamente
tenemos que descartar el caso f'+f°<f"+f? para finalizar la

demostracién. Supongamos entonces que f'+f2<f"+f?. Por el

teorema de biflujo-maximo corte-minimo podemos concluir que el
biflujo (f*+f? —f2,f?) es factible . Entonces f'<f"+f?—-f? y, por lo
tanto, (f',f?) no es eficiente, lo que contradice la suposicién. En

definitiva, se ha de tener que f'+f2=f"+f% [

En particular, se observa que los puntos eficientes extremos

(¥ f2) y (f*,f%) son tales que ¥ +f2 =f' +{%,

Teorema 3.8. Unicamente se puede dar uno de los dos siguientes
casos sobre el conjunto de puntos extremos eficientes del problema

de biflujo mdximo biobjetivo:

(i) Eu[f(X)]=f" (El punto ideal)
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(i1) Ey [F(X)]= (15, £2), (.12} (Soluciones lexicograficas)

Demostracion. Si ocurre el caso i) es por que el punto ideal es
factible y por lo tanto este es tnico, ya que no existe ningdn punto
extremo eficiente tal que f'<f" y f2>f% o viceversa. En el caso de
que el punto ideal no sea factible, tenemos como puntos extremos
eficientes (f',f?) y (f',f¥). Por el teorema 3.7, cualquier solucién
eficiente pertenecera a la recta definida por los dos puntos
anteriores. Por lo tanto, estos son los tunicos puntos extremos

eficientes.[]

8. Resultados computacionales

En esta seccién reflejaremos los resultados obtenidos en la
implementaciéon del algoritmo de biflujo maximo presentado en la
secciéon 4. Denotaremos por BFMP a la codificaciéon en Pascal
estandar del mencionado algoritmo. BFMP ha sido ejecutado en una
estacion de trabajo 715/80 HP9000.

Las complejidades tedricas de los algoritmos de flujos son
funciones del nimero de nodos n, namero de arcos m, y de la
méaxima capacidad de los arcos U. Por lo tanto, los casos
particulares del problema de biflujo maximo son redes generadas
aleatoriamente con diferentes tamanos de esos parametros. Los
problemas test fueron generados usando NETGEN [52] y MFGEN

(ver capitulo 2).

Para ambos generadores, la especificacion de wun caso
particular viene dada por los siguientes cuatro pardametros:
semilla, n, m, y U. Dada cualquier red aleatoria, los nodos fuentes
y sumideros han sido los siguientes: s'=1, s’=[n/4], t'=n y
t? =[3n/4]. En la Tabla 3.2 se muestran los valores usados para n, m

y el ratio m/n. Debemos notar que una secuencia idéntica del ratio
se realiza para cada valor de n. Asi, dado n y el ratio, se calcula el

valor de m.

n min m

200 10,30,50 2000, 6000, 10000
500 10, 30,50 5000, 15000, 25000
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800 10,30,50 8000, 24000, 40000
Tabla 3.2. Nuimero de nodos, ratio y arcos

Los valores para U han sido 1, 100, y 10.000. Entonces, el
nuimero de posible combinaciones de los pardmetros es 3x3x3=27.
Para cada una de estas especificaciones se han considerado 5
réplicas utilizando las siguientes 5 semillas: 12345678, 36581249,
23456183, 46545174 'y  35826749. Cada una de estas
especificaciones han sido la entrada de los dos generadores. Por lo
tanto, se han resuelto un total de 270 casos particulares del

problema de biflujo maximo.

En el experimento computacional se ha medido, en segundos, el
tiempo de CPU. Este tiempo no incluye el tiempo empleado en las
operaciones de entrada/salida. También, consideramos el tiempo de

CPU (CPU_INI) consumido en la obtencién del flujo maximo entre

los nodos fuentes {s', 4} y los nodos sumideros {t', 2’}. Para esta
operaciéon, hemos utilizado el algoritmo de preflujo propuesto por
Goldberg [38], con la regla que selecciona el nodo activo con mayor

etiqueta distancia. Recordemos que esta regla da lugar a un

algoritmo de complejidad O(n%Jm) (ver Cheriyan y Maheswari
[19]). Ademas, del capitulo anterior extraemos que este algoritmo
es el mas rapido para los generadores que hemos utilizado (ver
Derigs y Meier [24], Ahuja et al. [2] y Sedeno-Noda et al. [67]).

En la implementacién del algoritmo de biflujo maximo se han
incorporado las estrategias para reducir el ndmero de
actualizaciones de la etiqueta distancia debidas a Ahuja y Orlin [5]

y a Derigs y Meier [24] que fueron comentados en el capitulo 2.

Las Tablas 3.3 y 3.4 muestran los resultados obtenidos para
los problemas generados en las siguientes columnas: media del

tiempo de CPU, media del tiempo de CPU inicial, y la media para

los valores de f' y f?. Los grupos para calcular la estadistica han
sido indexados mediante los pardmetros n y m. A partir de estas
tablas, podemos concluir que el tiempo de CPU inicial (CPU_INI)
es, aproximadamente, el 22 por ciento del tiempo de CPU total.
Ademas, este tiempo de CPU total es mayor en los problemas
generados por NETGEN que en aquellos creados por MFGEN. Sin
embargo, hay que tener en cuenta que ambos generadores, con

parametros idénticos, construyen problemas con diferentes
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particularidades. Por ejemplo, el valor del biflujo en las redes
NETGEN es mayor que en las redes MFGEN.

n m CPU_INICPU F1 F2
200 2000 0,1210,251 43387,533 72782,733
200 6000 0,0870,353 65553,000126234,533
20010000 0,0970,495 98485,867180866,333
500 5000 0,4690,904 63860,667126011,200
50015000 0,2361,535 99038,067172121,267
50025000 0,3132,647124986,867214007,933
800 8000 0,5661,186 44279,800 91050,200
80024000 0,3912,418 78920,933143220,133
80040000 0,4422,767112804,733215003,400
Tabla 3.3. Resultados para NETGEN

n m CPU_INICPU F1 F2
200 2000 0,0510,137 25824,400 32703,733
200 6000 0,0650,337 95513,867101252,667
20010000 0,0850,602164744,000164111,533
500 5000 0,1480,416 27480,867 34135,133
50015000 0,1950,792 95967,133 95384,600
50025000 0,2251,279163336,600 157469,867
800 8000 0,2340,649 29076,933 31020,267
80024000 0,3061,198 93394,267 91897,467
80040000 0,3332,051158336,533 160736,000
Tabla 3.4. Resultados para MFGEN

En la Figura 3.7 se muestra el tiempo de CPU del algoritmo
con respecto al producto nxm para ambos generadores. Hay que
notar que, aunque los tiempos de CPU son mayores siempre para
los problemas obtenidos mediante NETGEN, el ratio de crecimiento

es similar.

—0—CPU_INI(NETGEN) —8— CPU(NETGEN) —O—CPU_INI(MFGEN) —#— CPU(MFGEN)

3,

2,5 A
8 24
2
S 15
9
» 11

0,5

0
4,00E+05 2,00E+06 6,40E+06 1,25E+07 3,20E+07
n-m

Figura 3.7. Tiempo de CPU para ambos generadores.

En la Figura 3.8, se muestra la relaciéon entre el tiempo de

CPU y la suma f'+f?. Observamos que no hay una clara correlacién

entre estas variables. Ademas, hemos observado que la capacidad
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maxima no tiene una influencia significativa sobre el tiempo de
CPU. Estas dos ultimas afirmaciones estan relacionadas con el

caracter polinomial de la complejidad teérica del algoritmo.

CPU (NETGEN) CPU(MFGEN)

1,5 4

Segundos
Segundos
N

0,5 4
0,54

F1+F2 F1+F2

Figura 3.8. Tiempo de CPU contra f'+f2.
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Algoritmos para el problema de
Flujo de Coste Minimo Biobjetivo



1. Introduccidon

En determinados problemas de Optimizacion Combinatoria la
seleccion de la mejor solucion debe realizarse teniendo en cuenta
mas de un criterio. Estas situaciones también se dan en los
problemas de flujos en redes, donde los criterios a considerar
podrian ser la minimizacién de la longitud de las rutas
seleccionadas, la minimizacion del tiempo de llegada a los puntos
destinos, la minimizacién del deterioro de los bienes que circulan
por la red, la minimizacién de la capacidad de carga no usada en
los vehiculos seleccionados, la maximizaciéon de la seguridad,
fiabilidad, etc..

Los problemas de flujo de coste minimo multiobjetivo ya han
merecido la atencién de diversos autores. Destacamos los siguientes
trabajos: Aneja y Nair [9] estudian el caso particular del problema
de transporte bicriterio desarrollando un procedimiento capaz de
generar el conjunto de puntos extremos eficientes en el espacio
objetivo. Calvete y Mateo [16] introducen un método lexicografico
para los problemas de flujos en redes multiobjetivo con prioridades
anticipidadas (pre-emptive priorities). Isermann [45] estudia el
problema de transporte multicriterio desarrollando un
procedimiento para identificar la regién eficiente en el espacio de
decisiones, tomando como base las propiedades de adyacencia entre
puntos extremos. Mustafa y Goh [60] desarrollan un método para
ajustar de manera entera soluciones de compromiso no enteras
obtenidas mediante DINAS, resolviendo interactivamente
problemas de flujos en redes bicriterio y tricriterio. Klingman vy
Mote [51] realizan wuna adaptaciéon del método Simplex
multiobjetivo de Yu y Zeleny [76] al caso de redes multiobjetivo.
Lee y Pulat [53] desarrollan un método para determinar el conjunto
de soluciones eficientes extremas en el espacio objetivo para el
problema de flujo de coste minimo biobjetivo. Posteriormente, Lee y
Pulat [54] consideran el problema de flujos en redes bicriterio
donde las variables de flujo estan restringidas a tomar valores
enteros. Su procedimiento utiliza soluciones eficientes de la versién
continua del problema de flujos en redes bicriterio. Malhotra y Puri

[66] introducen un método para obtener todos los puntos eficientes
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en el espacio objetivo del problema de flujos en redes bicriterio, el
cual utiliza una versién del método Out-of-Kilter. Pulat et al. [62]
describen un método de Flujos en Redes Bicriterio basado en
analisis paramétrico para obtener todas las bases eficientes en el
espacio de decisiones. Finalmente, Ringuest y Rinks [63]
desarrollan un método interactivo para el problema de transporte
multicriterio. Una clasificacién de estos problemas puede ser

consultada en Current y Min [22].

En este capitulo nos dedicamos al problema de flujo de coste
minimo, considerando dos objetivos simultidneamente. En este caso
la optimalidad habra que buscarla en un conjunto de soluciones
factibles denominadas soluciones eficientes. Nuestra intencién es

caracterizar a este conjunto en el espacio objetivo.

A partir de la teoria de Programacién Lineal Multiobjetivo (ver
por ejemplo Steuer[74], Yul[75], Yu y Zeleny[76]) se conoce que el
conjunto de puntos extremos eficientes en el espacio de decisiones
puede ser obtenido mediante métodos de programacién paramétrica
(ver, por ejemplo, Gass y Saaty [33], Geoffrion [34], Gal [32],
Bryson [14] y el ya mencionado método de Pulat et al. [62]). Sin
embargo, no hemos encontrado en la literatura un método de
programaciéon paramétrica que determine todas las soluciones

extremas eficientes en el espacio objetivo.

El calculo del conjunto de puntos extremos eficientes en el
espacio objetivo es, desde un punto de vista computacional, muy
atractivo, ya que el maximo numero de puntos extremos eficientes
adyacentes a otro es la dimensién del espacio objetivo. Sin
embargo, en el espacio de decisiones este nimero es a lo sumo m —
n + 1, donde n es el nimero de nodos y m es el namero de arcos en
la red. En el caso que nos ocupa, es claro que, normalmente 2 es
menor que m — n + 1. Por otro lado, una vez obtenidos los puntos
extremos eficientes en el espacio objetivo, en una segunda fase es
posible determinar todas las soluciones eficientes en el espacio de
decisiones debido a las propiedades de convexidad del problema de

flujo de coste minimo biobjetivo.

El problema en estudio puede requerir, que los flujos sean

enteros (caso entero). A la hora de disenar algoritmos para este
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nuevo problema, hemos de tener en cuenta si se contempla la

mencionada restriccion.

Presentamos dos nuevos algoritmos para la resoluciéon del caso
continuo. Estos algoritmos son muy diferentes pero justificaremos
la conveniencia de ambos, aun cuando wuno de ellos es
extremadamente mas rapido que el otro. Dicho sea de paso, uno de
los algoritmos presentados es el que emplea menos tiempo de CPU
de entre todos los métodos disefiados para resolver el mencionado

problema.

Presentamos wun algoritmo para resolver el caso entero.
Queremos destacar que este algoritmo es el tnico existente en la
actualidad que resuelve dicho problema wutilizando la estructura
subyacente de red. Un intento para resolver este caso es debido a
Lee y Pulat [54], quienes plantean un procedimiento que, como

mostraremos, no calcula todo el conjunto de soluciones eficientes.

2. Preliminares y formalizacion del problema

Dada una red dirigida G = (V, A), sea V={...,n} el conjunto de
nodos y A el conjunto de arcos. Para cada i€V, sea el entero b; la
oferta/demanda del nodo i y para cada arco (i,j)e A sean u; y I
respectivamente la cota superior e inferior del flujo que puede
circular a través del arco (i,j). Denotamos por Ci‘; el coste por

unidad de flujo sobre el arco (i,j)en la k-ésima funcién objetivo,
k=1,2.

Si x; es la cantidad de flujo que ha de circular por (i, j), Suc(i)
= {jeVI(i,j)eA} y Pred(i)={jeVIi(ji)eA}l, el problema de flujos

enteros en redes biobjetivo (FERB) puede ser formalizado de la

siguiente manera:
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Min  fi(x)=>" > cix;

ieV jeSuc(i)
Min f,(x)=>" Dlcix;
ieV jeSuc(i)
s.a:
> Xy— D.xy=b,vieV (413
jeSuc(i) jePred (i)
li < x5 <uy, V(i j) e A (4.1b)
X;; entero (4.1¢)

El problema de flujos en redes biobjetivo (FRB) viene definido
por (4.1a)-(4.1b). Cualquier vector x que satisface (4.1a)-(4.1b) es
denominado solucidn factible del problema FRB. El conjunto de
soluciones factibles o espacio de decisiones se denota por X y su
imagen a través de f(X)={(fl(X),f2(X))/XeX} es denominada espacio
objetivo. Asi, denotaremos por X! al espacio de decisiones del
problema FERB y por f(X') al espacio objetivo del mismo

problema.

Dado el problema FRB, sea x, la solucién del siguiente
problema:

fo=f (xp)=min > > cix; k=12  (42)

ieV jeSuc(i)

sa: (4.1a) y(4.1b)

es decir, parak=12, f, es el valor 6ptimo del correspondiente

problema de flujos uniobjetivo.

En general, no existe una tnica solucion factible del problema
FRB que minimice los dos objetivos de manera simultdnea. En otras

palabras, no existe una solucién 6ptima global. Lo mismo ocurre
para el problema FERB. Por lo tanto, el vector f =(f,f,) es

denominado punto ideal o utopia. Debido a esta dificultad, las
soluciones del problema FRB son buscadas entre el conjunto de
puntos eficientes, soluciones no dominadas u 6ptimos de Pareto, es

decir, puntos que satisfacen las siguientes definiciones:

Definicion 4.1: Una solucion factible xe X del problema FRB es

eficiente si, y sdélo si, no existe otra solucidn factible Xx'e X tal que
f(x)<f(x) y f(x')=f(x).
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Definicién 4.2: Una solucidn factible xe X' del problema FERB es

eficiente si, y sélo si, no existe otra solucidén factible x'eX' tal que
f(x)<f(x) y f(x')=f(x).

Denotaremos por E[X] al conjunto de soluciones eficientes de X.
Por extensién, E[f(X)]={f(x)/x cE[X]}] es denominado conjunto de
soluciones eficientes de f(X). De la misma manera, denotaremos por

E[X'] al conjunto de soluciones eficientes de X' 'y por

E[f(X ')]z{f(x)/x eE[X']} al conjunto de soluciones eficientes de f(X').

La resoluciéon del problema FRB debe llevarse a cabo

seleccionando adecuadamente soluciones de los conjuntos E[X] o
E[f(X)]. Si dicha seleccién estuviera basada en el conocimiento
explicito de dichos conjuntos, el correspondiente proceso podria
resultar muy costoso debido a que los correspondientes cardinales
pueden ser muy grandes. Sin embargo, dadas las caracteristicas de
X y f(X) en este caso, tanto E[X] como E[f(X)] pueden ser generados a
partir de subconjuntos finitos de sus puntos: Los puntos extremos
eficientes. Sea E, [X] el conjunto de puntos extremos eficientes de X

y sea Eex[f(X)] el correspondiente de f(X). Nos centraremos en

identificar E, [f(X)] y, a través de este conjunto, E,[X].

Denotamos por y(x',x!) la arista del poliedro compacto X que

conecta los puntos extremos x! y x/.

Definicién 4.3: Sea y(x'.x!') una arista que conecta dos puntos

extremos eficientes adyacentes xi y xi en X. Entonces y(x',x') es

denominada arista eficiente.

Es conocido que los puntos de Eex[f(X)] se corresponden con

puntos enteros de X. Sin embargo, no ocurre lo mismo con todos los
puntos sobre la frontera eficiente de f(X), aunque algunos si pueden
corresponder a valores enteros. Denotaremos por E., [X] al conjunto
de puntos eficientes enteros no extremos que estan sobre la
frontera eficiente de X y por E,., [f(X)] al correspondiente conjunto

en el espacio objetivo.
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En el problema FERB, la consideracién de la restriccion de
integridad en las variables de flujo implica que puedan existir
puntos eficientes que no estan sobre la frontera eficiente de f(X).
Estos puntos habran de ser generados de manera separada. Nuestra

intencién es calcular todos los puntos eficientes del problema

FERB, es decir, E[f(X')].

Es evidente que Eex[f(X)]g E[f(X')] y que Eg, [f(X)]c E[f(X')]. Asi,
nuestro propésito es, primero, determinar Eex[f(X)]u E ex [f(X)]
mediante la resoluciéon del problema FRB y, a continuacioén,
determinar E[f(X')]—(EeX[f(X)]uEnex[f(X)]). Por lo tanto, en primer
lugar hemos de disefiar un método para resolver el problema FRB y,

posteriormente, mediante este, obtener un algoritmo para resolver
el problema FERB.

2.1 Caracterizacién de soluciones eficientes

El siguiente problema uniobjetivo puede ser utilizado para

obtener soluciones eficientes:

min d,,(f*,f(x)) 4.3)
sa: XxeX

(P,

donde X es el espacio de decisiones del problema FRB y d_ una

métrica apropiada ponderada por el parametro de pesos 7 (ver, por
ejemplo Gonzalez-Martin [41] y Steuer [74]). El problema P,
requiere encontrar la solucion factible mas cercana segidn la

distancia utilizada al punto ideal.

Los dos algoritmos que presentaremos en este capitulo utilizan
distintas métricas. El primero de ellos utiliza la distancia lineal

ponderada y el segundo la distancia del maximo ponderado (métrica
de Tchebycheff).
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3. Estudio para la distancia lineal ponderada

Para el caso lineal tenemos que la distancia viene dada por:

d.(f.f(x) = Y a0~ f[= Xz 0 - )

k=12 k=12

Por lo tanto, para obtener soluciones eficientes hemos de
resolver el siguiente problema uniobjetivo que denominaremos
P(A)1.

min A f,(x) +(1-1)f,(x)
sa: xeX

donde 0<A<1 (ver Geoffrion [34]).

Sea S, el conjunto de soluciones de P(A1). Definimos
f(Sl)z{f(X)/XeSﬂ}. De Geoffrion [34] se pueden extraer los

siguientes resultados:

Teorema 4.1.

(1) VXEE[X],EI/le[O,l] tal que X€eS§,

(ii) Si 2€(0)) entonces SﬂgE[X]. Si A=0, entonces X,€S,, y si

A=1, X, €8,.

El teorema anterior establece una correspondencia entre el
conjunto E[X] y el intervalo [0,1] a través de P(1). El resultado

siguiente permite afirmar que S, contiene un tnico punto extremo
eficiente de E[X] o est4 determinado por una arista eficiente de este

poliedro.

Teorema 4.2. Si A es tal que 0 < A < 1, entonces: i) S, es un

conjunto unitario o ii) 3Ix ,x*cE[X] con x'#x?, tales que

S, ={ax'+(1-a)x*la c[01}.

IEN EL CASO LINEAL PREFERIMOS DENOTAR POR 1 A LOS PESOS .
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Los anteriores resultados permiten determinar si la solucién
del problema P(A), fijado A, es eficiente o no. La cuestion ahora es
como se ha de variar el parametro A para obtener el conjunto de
soluciones extremas eficientes. Para ello basta con recordar que el
problema P(A1) puede considerarse como un problema de
programacién paramétrica que permite resolver nuestro problema

bicriterio (ver Geoffrion [34]).

Presentamos un procedimiento que toma como base el método
de Lee y Pulat [563]. Nuestro método es esencialmente un método
Simplex para redes biobjetivo. Comienza con el punto extremo
eficiente en el espacio objetivo f(x?) que resulta de resolver P(A9)
con A%=1. Entonces calcula los restantes puntos extremos eficientes
en el mencionado espacio mediante una secuencia finita de

pivoteos.

Para computar x° optimizamos tunicamente sobre el primer
objetivo. De esta manera obtenemos la estructura de arbol
generador fuertemente factible (B?,L0,U?%) y los potenciales de los

nodos con respecto al primer objetivo z! (ver, por ejemplo Ahuja et

i1+7r} para todo (i,])eA.

al. [4] y Cunningham [20]). Sea Ei}zcilj—ﬁ
Entonces (B9,L0,U%) es 6ptima y cumple las siguientes condiciones
de optimalidad respecto del primer objetivo:

X2=1, y cl >0, (i, j)el’

ij
X$=u; y 6 <0, (i, j) eV’

Una vez obtenido (B9 L0, U°% y xl, podemos obtener los
potenciales de los nodos 72 con respecto al segundo objetivo

resolviendo el sistema de ecuaciones:
Eijz =Ci2j . +7rjg =0, V(i, j) e B®

Como x° es un punto extremo eficiente en el espacio de
decisiones y f(x?) es punto extremo eficiente en el espacio objetivo,
el siguiente paso consiste en encontrar un punto extremo eficiente

en el espacio objetivo adyacente a f(x9).

Antes de dar wuna definicién de adyacencia entre puntos

extremos en el espacio objetivo, recordaremos algunos teoremas y
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definiciones conocidos para problemas de programaciéon lineal

multiobjetivo.

Teorema 4.3. Sea {x9%xI,...,xi1} el conjunto de todos los puntos
extremos eficientes del problema FRB con i>2. Entonces, empezando

con cualquier x/ (0<j<i) y moviéndonos a los adyacentes, podemos

generar el conjunto de todos los puntos extremos eficientes.

Por lo tanto, encontrar un punto extremo eficiente adyacente a
otro en el espacio de decisiones es equivalente a determinar la
arista eficiente que los conecta, es decir, elegir una variable no
basica adecuada para entrar en la base actual. En ausencia de

degeneracion, esta arista eficiente puede encontrarse chequeando

los costes reducidos Ei} y 6”-2 correspondientes a todas las variables

no basicas en uno de los puntos extremos.

Si la solucion actual es degenerada, es decir, tiene mas de una
base asociada, interesa encontrar aquella que es eficiente. Una

definiciéon de base eficiente es la siguiente:

Definicion 4.4. Sea B una base correspondiente a un punto extremo
eficiente x' y sea x/ un punto extremo eficiente adyacente. Si, en
referencia a B, se puede obtener xJ a partir de xi mediante un

pivoteo, entonces B es llamada base eficiente.

Sabemos que f(E,[X])cE,[f(X)], pudiendo ser el contenido

estricto. Sin embargo, la adyacencia de puntos extremos eficientes
en X no se conserva a través de f. Por lo tanto, hay que introducir
el concepto de adyacencia de puntos extremos eficientes en el

espacio objetivo:

Definicion 4.5. Dados los puntos extremos eficientes adyacentes xi,
xi+1,..., x/ en el espacio de decisiones. Entonces [f(xi) y f(x/) son
puntos extremos eficientes adyacentes si en la secuencia [(xi),

f(xi+1), ..., f(xJ), los inicos puntos extremos de f(X) son f(xi) y f(x/).

Nota: A partir de las definiciones 4.3 y 4.5 tiene sentido

también hablar de aristas eficientes en f(X).
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Teorema 4.4. Sean f(xi) y f(x/) dos puntos extremos adyacentes en el

espacio objetivo. Entonces, partiendo de xi se puede obtener x/.
Demostracion. Hay que considerar dos casos:

(i) Si xt y x/ son adyacentes en el espacio de decisiones,

mediante la arista eficiente y(x',x!).

(ii) Si no son adyacentes, mediante la secuencia de aristas

eficientes y(x',x"™),...,y(x3*,x}). O

Dado un punto extremo eficiente en el espacio objetivo, el
mayor numero de puntos extremos eficientes adyacentes a este es
dos. En ausencia de degeneraciéon, dado un punto extremo eficiente
en el espacio objetivo es posible encontrar un punto extremo
eficiente adyacente a este, introduciendo en la correspondiente

base del primero un conjunto de variables no béasicas.

En caso de degeneracién, es decir, si dado un punto extremo

eficiente X'e€X existe mas de una base que corresponde a ese
punto, entonces también todas esas bases corresponden al mismo
punto f(xi). En el proceso para encontrar un punto extremo eficiente
en el espacio objetivo necesitamos, por tanto, calcular la base

eficiente entre las bases degeneradas.

3.1 Algoritmo

Las ideas previas permiten el desarrollo de un algoritmo cuyas
ideas esenciales aparecen en Sedeno-Noda y Gonzalez-Martin [71].
El método propuesto utiliza los indices de 4rbol Pred, Depth y
Thread para mejorar las operaciones de actualizacién en el proceso
de pivoteo (ver por ejemplo, Ahuja et al. [4], Glover et al. [35] ¥y
capitulo 1). El proceso de pivoteo en nuestro método esta
constituido por una secuencia finita de pivoteos del método Simplex
para Redes uniobjetivo. Como se indic6 con anterioridad, los arcos
candidatos para entrar en la base son aquellos que no cumplen las

condiciones de optimalidad con respecto al segundo objetivo. Es

decir, los arcos (i,j) no basicos tales que: Ei?<0/(i,j)eL 6

Eijz >0/(i,j)eU. De entre estos, son elegidos aquellos asociados a una
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arista eficiente en el espacio objetivo. El algoritmo tiene el

siguiente esquema:

procedure Computar_Nuevo_punto(x,B,L,U,n',n?,Pred,Depth,Thread,

S);
begin
while S <> do
begin
Sea (i,J) el primer_arco de S; S := S — (i,]});
it (i,J) no cumple la condiciones de optimalidad con
respecto al segundo objetivo then
begin
Realiza un pivoteo con el arco entrante (i,j);
Actualiza x, B, L, U, n*, n?, Pred, Depth, Thread;
end
end
end;

procedure Computar_Arcos_Entrantes(L, U, c, =n!, n?, S, 0%Y);
begin
Gy =c§ -+ L Wi, e Ak = 1.2

1] 1)
S 1= J;
2 =2
t o =G L 2 - Cij . -2 - ]
Sea 0" 1= miny—-:C5 <0 V(i,J)el, 5 :¢; >0 Vv(i,j)eU;;
Cij ij

Sea S el conjunto de arcos donde se alcanza el anterior minimo
end;

Algoritmo EEO1;
begin
Resolver el problema P()) con A=1 obteniendo x°, n!, n? y la
estructura de arbol generador (B,L,U);
Sean Pred, Depth y Thread los indices del arbol;
Almacenar x° como punto extremo eficiente en el espacio
objetivo;
Hacer t = 1;
Computar_Arcos_Entrantes(L, U, c, «n*, n*, S, 0Y;
while S <> ¢ do
begin
Xt:= Xt—l;
Computar_Nuevo_punto(x%,B,L,U,n',n?,Pred,Depth,Thread,S);
if xt* <> x*! then
begin
Almacena x * como nuevo punto extremo eficiente en el
espacio objetivo;
d
1+ ‘Ht‘ ’
t =t +1

it

end;
Computar_Arcos_Entrantes(L, U, c, n*, 7%, S, 09
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end
end.

El algoritmo parte del punto extremo eficiente en el espacio
objetivo que resulta de optimizar sélo el primer objetivo. EI
procedimiento Computar_Arcos_Entrantes se encarga de calcular
los arcos que violan las condiciones de optimalidad con respecto al
segundo objetivo y que conforman la secuencia de pivoteos para
alcanzar el punto extremo eficiente adyacente al anterior en el
espacio objetivo. El procedimiento Computar_Nuevo_punto se
encarga de llevar a cabo estos pivoteos actualizando la estructura
de arbol generador, los indices del arbol y los potenciales con
respecto a los dos objetivos. Si, en este proceso, el flujo x¢-Z ha sido
modificado, entonces hemos computado el punto x¢!. Es decir, el
punto extremo eficiente f(x?!) adyacente a f(xt-!) en el espacio

objetivo. Este nuevo punto es 6ptimo para el problema P(A) con

A<A<A™. Al finalizar el proceso, se obtiene el conjunto de todos

los puntos extremos eficientes en el espacio objetivo.

Como hemos dicho previamente, nuestro método toma como
base el procedimiento de Lee y Pulat [53], pero difiere de este en
que los arcos introducidos en el pivoteo para computar un nuevo
punto extremo en el espacio objetivo son todos los asociados a una
arista eficiente en dicho espacio. Esto hace que sea menor el
nimero de puntos extremos examinados y el nimero de veces que
son examinadas las variables no béasicas. Ademds, nuestro método
es un Simplex para redes biobjetivo. En cambio Lee y Pulat
modifican el método Out-of-Kilter, incluyendo en el proceso de
etiquetado la construcciéon de una base para la obtencién del
camino a lo largo del cual se pueda enviar flujo. En nuestro caso, el
Simplex nos suministra la base. Por todo esto, el esfuerzo
computacional de nuestro algoritmo es sustancialmente menor.
Ademas, s6lo se calculan puntos extremos en el espacio objetivo.

Estas dos ultimas observaciones se haran patentes mas adelante.

Ya hemos mencionado que, una vez que son obtenidos los
puntos extremos eficientes en el espacio objetivo, es posible
determinar todos los puntos eficientes en el espacio de decisiones.
Para realizar esto, inicamente es necesario que el algoritmo EEO1
almacene el par (x, S) correspondiente a cada punto extremo

eficiente en el espacio objetivo. Asi, en una segunda fase, cada
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punto extremo eficiente en el espacio de decisiones puede ser
generado realizando un pivoteo con cada arco no béasico en el

conjunto S con respecto al flujo x, y asi sucesivamente.

3.2 Un ejemplo

A continuacion, consideramos el ejemplo introducido por Pulat
et al. [62], dado en la Figura 4.1, donde b, =10, by=-10 ¥y

b, =0, para i1=2,..,5.

[70,10] @
' &
\\’Q?JQ\ (QJO’SO 1 2
®9\ ) [ c ij c ij ]

Figura 4.1. Red del ejemplo.

Este ejemplo tiene 8 puntos eficientes en el espacio de
decisiones, de los cuales 4 corresponden a puntos extremos en el
espacio objetivo (xI, x2, x3 y x8). Estos puntos se pueden ver en la
Tabla 4.1. Los arcos basicos para cada solucién eficiente son
destacados en negrita y aquellas soluciones eficientes que son

puntos extremos en el espacio objetivo aparecen subrayadas.

Xij f1 fz

1,2 1,3) 23 @24 (25 (34 (35 45 46 (5,6)
xl 2 8 0 2 0 0 8 1 1 9 640 2170
x2 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 660 2060
x3 7 3 0 2 5 0 3 0 2 8 810 1660
x4 8 2 1 2 5 0 3 0 2 8 830 1644
x5 3 7 0 2 1 4 3 0 6 4 830 1644
x6 7 3 0 6 1 0 3 0 6 4 1010 1500
x7 8 2 5 2 1 4 3 0 6 4 930 1564
x8 8 2 1 6 1 0 3 0 6 4 1030 1484

Tabla 4.1. Soluciones eficientes en el espacio de decisiones y sus
correspondientes valores objetivos.

A continuacién, en la Figura 4.2 se muestra el grafo de
adyacencias de puntos extremos eficientes en el espacio de
decisiones y en el espacio objetivo. Para cada arista eficiente en el
espacio de decisiones se muestra, en negrita, el arco entrante y, sin

negrita, el arco saliente. Para cada arista eficiente en el espacio
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objetivo se muestran el conjunto de arcos entrantes en negrita y sin

negrita para los salientes.

En este ejemplo la solucién 6ptima correspondiente para 1 = 1
es x! (es 6ptimo para 0,8461538 <1<1). El menor valor de 4 se obtiene
para el arco no basico (5,6) con # =— 5,5. La entrada en la base de
(5,6) trae consigo la salida de la misma de (4,5), obteniendo el
punto extremo x2, el cudl es 6ptimo para 0,7222222<1<0,8461538. En
este momento, el valor de # =— 2,666666 para la variable (2,5). La
entrada en la base de (2,5) y la salida de (3,5) da como resultado el
punto extremo x3, el cudl es 6ptimo para 0,4444444 <] <0,7222222. En
x3, las variables no basicas entrantes son {(2,3), (3,4), (2,4)} con @
=- 0,8. La entrada en la base de estas variables lleva consigo la
salida de las variables {(1,3), (5,6), (3,4)}, obteniéndose el punto
extremo x8, el cual es 6ptimo para 0<1<04444444. En este punto
todas las variables no basicas cumplen las condiciones de

optimalidad con respecto al segundo objetivo.

(5.6) i(4,5) (5.6) ‘(4,5)

f(x°)
2.5)| 3.5) (2.5)] (3.5)
@
23)] 13
(3.4)](5.6)
(2464
f(x°)
(24)
Grafo de adyacencia de soluciones eficientes Grafo de adyacencia de soluciones eficientes
en el espacio de decisiones en el espacio objetivo

Figura 4.2. Grafo de adyacencia de puntos extremos.

Si observamos el conjunto de arcos entrantes y el conjunto de
arcos salientes en x3, vemos que ambos conjuntos no son disjuntos.
Dicho de otro modo, para alcanzar a x8 desde x3, es suficiente que
los arcos que entren en la base sean (2,3) y (2,4) (ver Figura 4.2).
En otras palabras, en el grafo de adyacencia de puntos extremos

eficientes en el espacio de decisiones existen caminos alternativos
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conectando x3 y x8. El camino seleccionado por el algoritmo

dependera del orden en el que los arcos candidatos sean elegidos.

El experimento computacional realizado con este algoritmo
mostrara que el tiempo de CPU consumido es relativamente
pequenio. Dicho experimento, sera expuesto una vez que

introduzcamos el segundo algoritmo para resolver el problema FRB.

4. Estudio para la distancia del maximo ponderada

Para el caso de la métrica del maximo ponderado o métrica de

Tchebycheff la distancia viene dada por la siguiente expresion:
d.(f,1(x) = max z (f(x) - 1,)

A diferencia del caso lineal, donde los pesos son obtenidos via
programacién paramétrica, los pesos en la métrica del maximo
ponderado deben ser dados por un decisor (o se puede simular la
presencia de un decisor). Evidentemente, el decisor puede no
entender de pesos, pero seguramente entendera de los niveles
alcanzados por los objetivos. Ademas, puede desear alcanzar unos
niveles, para cada wuno de estos objetivos, que le resulten
satisfactorios. En este sentido, los pesos 7 se construyen de la

siguiente manera (Gonzalez-Martin [41]): Para cada objetivo el

decisor introduce un nivel de aspiracién, z, >f/, k=12, y entonces:

oo Wz 1)
>z - 1)

i=1,2

El problema P,, con la métrica d, y los pesos 7z, tiene como

soluciéon, el punto eficiente mas cercano, de acuerdo con la
direccion de busqueda definida por el punto ideal y el vector de

nivel de aspiracién z.

Teorema 4.5 (Gonzalez-Martin [41]).
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(i) La solucién del problema P, es un punto eficiente del

problema FRB que se corresponde con la interseccidn entre el

conjunto de puntos eficientes E[f(X)] y la recta definida por fr

y el vector de nivel de aspiracion z.

(i1) Existe una correspondencia uno a uno entre soluciones
eficientes del problema FRB y pesos 7 generados de la manera

anterior.

4.1 Resolucién del problema P,

En nuestro caso, el problema P, puede ser expresado de la

manera siguiente:

y=min y (4.4a)
s.t: nk(z D i - JS y, k=12 (4.4b)
ieV jeSuc(i)
JjeSuc(i) jePred (i)
I < X <uy, V(i ) e A (4.4d)

Las restricciones (4.4c) y (4.4d) son las clasicas restricciones
del problema de flujo de coste minimo en una red. La restriccién
(4.4b) estd relacionada con el nivel de aspiracién para cada objetivo
que es incorporado al problema mediante los pesos z. El objetivo
(4.4a) contiene la minimizacién de la mayor de las desviaciones

alcanzadas por los diferentes objetivos con respecto al punto ideal.

La restriccion (4.4b) rompe la propiedad de unimodularidad del
problema de flujo de coste minimo. Sin embargo, esta dificultad
puede ser superada si la mencionada restriccién es incorporada en

la funcion objetivo mediante Relajacion Lagrangiana:

min y+2w (ﬂk[z D cixg —fJ y} (4.53)

ieV jeSuc(i)
jeSuc(i) jePred (i)
I < xy <uy, V(i ) € A (4.5¢)
w, >0k=12 (4.5d)
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donde w es el vector de multiplicadores de Lagrange.

Ordenando los términos de (4.5a) se obtiene la siguiente

funcién objetivo:

2 2 2
Y(l—zwk) _Zwk”kfk* +ZWk”kz Zcil;xij
k=1 k=1 k=

ieV jeSuc(i)

Se puede notar que los dos primeros términos de la expresién
anterior no dependen de x. En este caso, fijado w, el problema de

Flujo de Coste Minimo uniobjetivo a resolver es:

ieV jeSuc(i) k=1

L,(w) =min [Z > Zz:wkﬁkci'jxij/s.a.:(4.5b), (4.5¢c) ] (4.6)
Definimos
2 . 2
L(w) = L(w) = > w,m f +y(1-D w,)
k=1 k=1

y resolvemos el problema de Multiplicadores de Lagrange

L= max L(w) (ML)

Si ¥y es la soluciéon 6ptima del problema P,, para cualquier
eleccion del vector de multiplicadores de Lagrange w, y cualquier
solucién factible x del problema P,, entonces L(W)<L<y<y. Ademés,
si w es un vector de multiplicadores de Lagrange y x es una
soluciéon factible del problema P, satisfaciendo L(w)=y, entonces w
es una solucién 6ptima del problema ML y x es una solucién é6ptima

para el problema P,.

Teorema 4.6. El valor dptimo del problema ML coincide con el

valor éptimo del problema P,, es decir, L=y (ver teorema 4.5).

Por tanto, la resolucién de (4.4) puede hacerse resolviendo
adecuadamente los problemas (4.6) y ML. Para ello, damos un valor
inicial al vector de multiplicadores de Lagrange w (por ejemplo,
todas las componentes iguales a 1) y, en cada iteracidn,

modificamos los valores de w de acuerdo con el método del

Pagina 163



Capitulo 4

subgradiente, hasta que se calcula L. En este proceso usamos el
método Simplex para redes para resolver los problemas del tipo
(4.6). Al finalizar, obtendremos el punto extremo eficiente maéas

cercano al punto eficiente soluciéon de P,.

Sea fef(X) una solucién eficiente de P, y f_eX ef(X) el punto

extremo eficiente mas cercano a f de acuerdo con la distancia del

maximo ponderado d, (ver Figura 4.3).

f

2

Figura 4.3. Espacio objetivo.

Un problema que puede aparecer es que el método Simplex
para redes, cuando se aplica para resolver (4.6), es incapaz de
calcular f, si este punto no es un punto extremo de f(X). Para
impedir que se de esta situaciéon, se obtienen cotas superiores de Y.
Para esto es necesario identificar algunos puntos extremos del

poliedro f(X), es decir, determinar la frontera inferior definida por
los puntos extremos més cercanos a la solucién eficiente. Sea T el
punto interseccién entre la recta t=f +A(z—f) y el segmento H,

definido por los dos puntos extremos eficientes conocidos que son

més cercanos al punto solucién. Podemos asignar a y el valor de d,

que se obtiene con el punto ?=f*+ﬂ(z—f*). De esta manera, al

finalizar nuestro método f coincidira con f.

En el caso biobjetivo, la solucién eficiente f se obtiene siempre
resolviendo el problema P,. Esto es debido a que al finalizar la

resoluciéon de P,, el segmento H, coincide con una arista eficiente
del poliedro f(X).
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Si reordenamos los términos de la funcién objetivo del

problema de relajacion Lagrangiana (4.5) segtun los valores de ?,

tenemos:

2 ) o,
y +2Wk[ﬂ'k(z zCi';Xij —f;J—szy —zwkﬂkfk +Zwkﬁkz ZC:}X” 4.7
k=1 k=1 k=1

ieV jeSuc(i) ieV jeSuc (i)

donde y =7, (f —f,), k=12 (teorema 4.5).

2
Si denotamos por ZZWkﬂ'kCil;, la expresién (4.6) coincide con
k=1

2 ~

S/—ZwkﬁkkarZ Zcijxij, donde los dos primeros términos son
k=1 iV jeSuc(i)

conocidos.

La técnica del subgradiente nos permite obtener f . Para ello

almacenamos en una lista los dos puntos extremos mas cercanos en

orden no decreciente segun los valores de d”=rpg>§(ﬂk(fk—f;)). A

continuaciéon procedemos a detallar el algoritmo para resolver P,.

4.2 Algoritmo para el problema P,

Al principio del procedimiento el segmento H, esta definido por

los puntos extremos asociados con los niveles ideales de cada

objetivo. Sea f_ex el mejor punto extremo eficiente conocido. Al

finalizar el algoritmo, este punto almacenara el punto solucién. f,

es el nuevo punto extremo que es calculado en cada iteraciéon. El

algoritmo tiene el siguiente esquema:

Algoritmo P,;
begin
Hpo:= segmento definido por los puntos extremos asociados con
cada nivel ideal de los objetivos;
f:= punto resultante de la interseccidon entre H, y la
direccién de busqueda;
y = n(f _f;),k =12;
T 1= Primer punto de la lista Hp;
g := 1; {iteracion}; 1 = 2.0; {factor de escala};
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wy = 1; k = 12{inicializacién de multiplicadores de Lagrange}
while (y<>L(w)) do
begin
Sea fm la solucion de L;(w) obtenida con el método Simplex
para redes;
if £, es mas cercano que cualquier otro punto de H, then
begin
Intercambia f,, con el punto extremo de H, de tal manera
que la interseccion con la direcciéon de busqueda sea
distinta del vacio;
f := punto resultante de la interseccion entre Hp y la
direccién de busqueda;

y = ”k(ﬂ _f;)sk =12;

.= Primer punto de la lista H,
end;
if L(w) no ha mejorado en r iteraciones then A := A/2;
¢ =AY - L(w))/”(;rk(ﬁxtk - £, ) k = 1,21‘2; {siguiente tamafio del
paso}
wa+l - Wy + e(ﬂ'k(fextk - fk)) St wy + e(ﬂk(fextk - fk)) > 0 K = 12
5 w en otro caso ’
{siguiente w}
g := g+1 {iteracion siguiente}
end
end.

El algoritmo comienza con w=1y 4A=2.0. En cada iteracion se
resuelve L(w), obteniendo un punto extremo almacenado en ?ex. Si
el valor de d, asociado con este punto extremo es inferior que el de

cualquier otro en H,, este punto es reemplazado por el punto

extremo mas lejano del segmento. El nuevo segmento debe tener

. ., . . *
una interseccién no nula con la recta definida por f y z. Esta

operaciéon dard un nuevo punto f y una nueva cota superior y que
mejora su valor anterior. Este valor es utilizado para calcular el
tamafio del paso y para calcular los multiplicadores de Lagrange de
la siguiente iteraci6n. Si el valor de L(w) no ha aumentado con
respecto a los valores obtenidos en las r iteraciones previas, (en
nuestra implementacion r=3), el factor de escala 1 toma el valor
A/2. El tamano del paso, 6, se calcula de acuerdo con el método de
Newton para resolver sistemas de ecuaciones no lineales (ver Ahuja

et al. [4]). Como el valor 6ptimo y debe coincidir con L, podemos

utilizar el criterio de parada: y =L(w).
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4.3 Un ejemplo

Para ilustrar las ideas generales de este proceso, usaremos un
ejemplo presentado por Aneja y Nair [9] y usado por Ringuest y
Rinks [63]. Este ejemplo corresponde a un problema de transporte
biobjetivo que puede ser facilmente convertido en un problema de

flujo de coste minimo. Los datos del problema son los siguientes:

Puntos destinos
( 1 2 3 4 ai
14 el a3 | 7o | s Donde el valor que aparece en

(1,6) | (9,8) | (3,9) | (410) | 19  cada celda de la tabla es (cﬁ,cﬁ)
(8,6) | (9,2) | (4,5) | (6,1) | 17

b 11 3 14 16

Puntos

W N =

Este problema tiene como soluciones los puntos extremos
eficientes f'=(143,265), f?=(156,200), f3%=(176,175), f*=(186,171),
f°=(208,167). El punto ideal es f =(143,167). Bajo la suposicién de
que z =(160,180), el correspondiente vector de pesos es 7«
=(0.433333, 0.566667). Por lo tanto, debemos obtener el punto
extremo mas cercano a la solucién del problema P,. El proceso se

puede observar en las Figuras siguientes:

I

La primera vez el segmento H, esta
definido por los puntos extremos f!,
5. La cota superior es y =r.(f —f),
que es la misma para todo valor de &,

ya que f estda sobre la direccion de
bisqueda. En este caso, se tiene que

f = (186.12624, 199.9788) e y =
18.6880. El vector de multiplicadores
inicial es w=(1,1).

A continuacién se resuelve el
problema L;:(w) obteniendo el punto
extremo f2. Ahora el segmento H,
esta definido por f2, f°
(d (f',f?)=1870 < d_(f",f')=5533). Se

tiene que: ?=(172.4785, 189.5424) e

Yy =12.7740. El vector de
multiplicadores es actualizado vy,
como y=zLw), y el algoritmo
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continuda.
Otra vez se resuelve el problema
7 fz Li(w), obteniendo es este caso
. punto extremo f3. En este momento

H, esta definido por 2, f3
(d_(f",f%) =1429 < d_(f',f°)=2816). Los

valores obtenidos son ?:(167.4452,

obtenido el punto extremo f*, los
puntos extremos calculados en

subsiguientes iteraciones seran f? y

f3 repetidamente. El algoritmo
termina cuando L(w) coincide con V.

Figura 4.4. Traza del ejemplo.

Al finalizar el algoritmo, f=f es la solucién eficiente del

problema y feX:f3 es el punto extremo mas cercano al punto

., . ., 4
solucién en la direcciéon dada. El punto extremo f"no es calculado,

debido a que no es necesario para obtener la solucién del problema
P,

En la resolucién del problema P,, los puntos extremos
calculados pertenecen al cono definido por los puntos extremos en
el segmento H, y el punto ideal. En cada iteracién tdnicamente es
computado un punto extremo perteneciente a este cono. Si este
punto cumple las condiciones dadas en el método anterior, el cono
serd mas pequenio y se corresponde con puntos de R2? con valores
menores de y. En la Figura 4.5 se muestran los conos sucesivos

para el ejemplo anterior.

VAR

7P[
P
P, veof’
=i E
f ;
7,

Figura 4.5. Los sucesivos conos.

Una vez resuelto el problema P, podemos idear un método

para obtener todos los puntos extremos eficientes en el espacio
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objetivo del problema FRB. Ademas, podemos diseiiar un método
para obtener los puntos extremos pertenecientes a una region

especial de interés para el decisor en el espacio objetivo.

4.4 Algoritmo para el problema FRB

El método para calcular todos los puntos extremos eficientes
esta basado en las ideas previas. Dada una direccién de busqueda,
especificada por el vector de niveles de aspiracién z y el punto
ideal, podemos determinar el punto extremo eficiente mas cercano,

de acuerdo con la direcciéon dada, usando el anterior algoritmo.

En el transcurso de la resoluciéon del correspondiente problema
P,, podemos aprovechar el hecho de que otros puntos extremos
eficientes son calculados antes de obtener la solucion del problema.
Podemos usar esta ventaja para disenar un método que compute

todos los puntos extremos eficientes.

Al principio tuUnicamente conocemos los puntos extremos
eficientes que minimizan cada objetivo separadamente y, por lo
tanto, el segmento H, esta definido por estos puntos. A
continuacién, se construye wuna direccién adecuada y el

correspondiente problema P, se resuelve de la manera siguiente:

e Si es determinado un punto extremo no calculado con
anterioridad (aunque no sea el 6ptimo para el problema P,),
son construidos dos segmentos. Estos nuevos segmentos
resultan de la sustituciéon gradual del punto extremo calculado

por cada uno de los puntos extremos del segmento actual.

e Si no es determinado un nuevo punto extremo, significa que,
para el cono definido por los puntos extremos en el segmento y
el punto local ideal, no existe otro punto extremo. Por lo tanto,

este segmento no es considerado en el futuro.

El método que proponemos usa una cola, @, que almacena cada
uno de los segmentos que determinan los conos a examinar. Para

cada uno de ellos se construye un vector arbitrario de niveles de
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aspiracién z de tal manera que pertenezca al cono examinado; esta
operaciéon determina un vector de pesos 7. A continuacién el
correspondiente problema P, se resuelve. Una vez que el actual
segmento es examinado, el método continda con el siguiente
segmento de la cola. El algoritmo termina cuando la cola esta

vacia. E]l método propuesto tiene el siguiente esquema:

Algoritmo EEO2;
begin
Hp-actual == segmento definido por los puntos extremos obtenidos
en la minimizacién de cada objetivo;
Pex :-= los puntos de Hp_actuarl;
Inicializar _ cola(Q);
poner_en_cola(Q,Hp-actuar) ;
while (Q <> @) do
begin
Hp-actuar == Primer_elemento_de(Q);
f::z punto ideal local asociado con Hp_actuars
Nuevo_punto_extremo := false;
n -= Obtener unos pesos adecuados;
Resolver Pn(Hmwij,f:, n, Nuevo_punto_extremo, f .);
iT Nuevo_punto_extremo then
begin
Pex = Pex +T_,:
Afadir a la cola Q los dos segmentos que resultan del
intercambio de f,, con cada uno de los puntos en Hp_actual

end
end
end.

Los puntos extremos calculados por el algoritmo son
almacenados en Pex. Hp.actual €s el segmento de bisqueda que esta

siendo actualmente examinado por el algoritmo y que, junto con el
punto ideal local f, define el cono de busqueda. Dada una

direccién y el cono de busqueda, el correspondiente problema P,
sera entonces resuelto. Si, en la resolucién de este problema se

obtiene un nuevo punto extremo (en el algoritmo, f,, ), el proceso
termina. En este caso, se introduce f,, en Pex, y los nuevos

segmentos creados son anadidos a la cola Q.

El vector z en cada cono examinado puede ser elegido de la
manera siguiente. Sean f" y f° los puntos extremos que junto con el

punto ideal local f definen el cono examinado. Entonces, hacemos

fkr - ka

cada z, igual a z, = /2+fL*K,k:1,2. No obstante, no hay problema
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si el vector z estd dentro o fuera de la regiéon eficiente debido al

teorema 4.5 (z determina un vector de pesos x).

La Figura 4.6 ilustra la idea del método para el ejemplo
introducido previamente. En la Figura 4.6a), el primer segmento
estd definido por f' y f°, debido a que estos son los puntos que
minimizan cada objetivo separadamente. En este caso, el punto
ideal local coincide con el punto ideal f*. Supongamos que la
direccion de busqueda es la indicada en la figura, y que,
resolviendo P, obtenemos f° (aunque el punto extremo solucién es

f2).

\\\\ f 5
f1
1
f2 ° f ' f2 ° f
2
f fz 3 Hp5
.‘\p3f o f 4 H
* )y - Hp4 5 :/’f p6 5
~ f * ~o. - f
fia « T~ fic *‘/—/J,
fL4 fLG
4. 6c) f; 4.6d) f,
Figura 4.6.

En la Figura 4.6b), una vez determinado f?, se muestran los
segmentos generados. Ahora nos enfrentamos a dos problemas
similares al original y, por lo tanto, damos una direccién de
bisqueda para cada cono y resolvemos el problema P, asociado con
cada uno de ellos. En la Figura 4.6c¢c), se pueden observar los dos
nuevos segmentos construidos (Hpys y Hps) cuando el punto f°® ha
sido encontrado. Podemos observar que en el cono definido por H,i,

no ha sido calculado ningin nuevo punto extremo. Por lo tanto, el
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método no examina mas estd regiéon. En la Figura 4.6d), se

muestran los dos nuevos segmentos, Hy5 y Hps, cuando se calcula

f*. Ningun punto extremo adicional es encontrado en Hps y, por lo
tanto, no se generan nuevos segmentos. Finalmente, no hay nuevos
puntos extremos en los conos Hps y Hps y, asi, el método termina

identificando todos los puntos extremos eficientes.

Teorema 4.7. (Validacidn del algoritmo). El algoritmo anterior
determina todos los puntos extremos eficientes que pertenecen a los

conos de biisqueda.

Demostracion. Supongamos que el segmento H, y el punto ideal
local f  definen uno de los conos de bisqueda y que dnicamente el

punto extremo f% pertenece a este cono. Como f% es un punto

extremo, no pertenecera al segmento Hp.

Sea 2z wun vector arbitrario de niveles de satisfaccién
. * .
perteneciente a este cono. Los vectores z y f, determinan un vector

de pesos x. Sea T el punto resultante de la interseccion de la

direccién con el segmento H,, y sea y su correspondiente valor
objetivo para el problema P,. Sea f la solucién eficiente e y el

valor 6ptimo del problema P,. Claramente, f<f y, por lo tanto,
y<V, debido a que el segmento definido por la sustitucién de f? por
un punto de H, es mas cercano al punto ideal local. Por esta razodn,

en la resolucién del problema P, el punto extremo f% es calculado
dado que es mas cercano que al menos uno de los puntos de H, al

punto eficiente solucidén.

4.5 Complejidad tedrica del algoritmo

El método presentado depende del nimero de puntos extremos
contenidos en el conjunto solucién del problema FRB. En otras
palabras, la complejidad del caso peor del algoritmo viene dada por
el nimero de puntos extremos eficientes multiplicado por el
esfuerzo computacional requerido en la resolucién del problema P,.
Esto es debido a que cada vez que un nuevo punto extremo es

encontrado, el algoritmo no persiste en examinar el
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correspondiente cono de bisqueda. Para cada nuevo punto extremo
se tienen en cuenta dos nuevos conos de busqueda que requieren la
resolucién del correspondiente problema P,. Asi, la complejidad del
caso peor del método es O(|EeX [f(X)]-S(P,,)), donde S(P,) es la

complejidad del caso peor en la resolucién del problema P,. En la
resoluciéon del problema P, el método realiza, a lo sumo, 15
iteraciones. Debido a esto, S(P,) coincide con la complejidad del
método Simplex para redes. Por lo tanto, el comportamiento
empirico del algoritmo puede ser particularmente bueno para los
casos del problema FRB con un pequefio nimero de puntos extremos
eficientes. Esto se pondra de manifiesto en los resultados

computacionales.

4.6 Un ejemplo

Consideremos el ejemplo introducido por Pulat et al. [62] dado

en la Figura 4.1. Dicho ejemplo tenia los siguientes cuatro puntos
extremos en el espacio objetivo: f'=(640,2170), f?>=(660,2060),
f3=(810,1660) y f*=(1030,1484) (debemos recordar que en el espacio

de decisiones hay 8 puntos extremos eficientes). El algoritmo EEO2
los identifica partiendo del conocimiento de los puntos extremos f'

y 4.

En la Tabla 4.2 iter representa la iteracion, Hp-actua: es el
segmento actual de busqueda definido por los puntos extremos que
estan entre llaves, 7 almacena los pesos arbitrarios que definen la
direccién de busqueda. @ es la cola que almacena todos los

segmentos que no han sido examinados, incluyendo el actual. f,, es

el nuevo punto extremo y Pex es la lista que almacena los puntos

extremos.
Iter Hp.actual Vs Q fext Pex
1 (1.4 (0.637546,0.362454) (! f4)) 5 (fl 4 £%)
9 (F2,14) (0.239130,0.760870) (3 f4) (f1 £3y (4, 1%
3 (f1.£%) (0.750000,0.250000) (1 3} 2 (f1, 4,13, 1%)
4 (FLF2) (0.984399,0.015601) (1 £2) (£2 3} (F 413,67
5 (2,19 (0.833702,0.166298)  ((£2 f3} {(f £ 12,12
Tabla 4.2. Puntos extremos eficientes en el espacio objetivo
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En la Tabla 4.2 se observa que en las iteraciones 2, 4, y 5, no
se encuentra ningin punto extremo, debido a que en el
correspondiente cono de busqueda Hp.actua: no hay nuevos puntos
extremos. En la iteracion 3 todos los puntos extremos eficientes son

conocidos.

5. Resultados computacionales de los algoritmos EEO1 y EEO2.

En esta seccion, haremos comentarios sobre los cédigos
implementados, daremos los resultados computacionales 'y
realizaremos la comparacién de nuestros dos métodos con el

algoritmo de Lee y Pulat.

Ambos algoritmos comienzan obteniendo el punto extremo
eficiente que minimiza unicamente el primer objetivo. Para ello,
hemos implementado un método Simplex para redes uniobjetivo en
el que la prevencién de ciclado y el fenémeno “stalling” han sido
considerados. Nuestro método usa la regla de prevencién de ciclado
de Cunningham [21] y la regla LRB referida en Goldfarb y Hao [39]

para anti-stalling.

Hemos elegido el método Simplex para redes por dos razones.
La primera es que éste resuelve cualquier problema de flujos
mientras que, por ejemplo, el método Out-of-Kilter resuelve
unicamente el problema de circulacién. La segunda razén es que
existen estudios computacionales que muestran que el método
Simplex para redes es substancialmente mas rapido que los
métodos Primal-Dual y Out-of-Kilter (ver Glover et al. [36]).

EEO1 y EEO2 son cédigos PASCAL que han sido ejecutados en
una estaciéon de trabajo HP9000/712 a 60 MHZ. Hemos
implementado también el método de Lee y Pulat, denotado por L&P.
Hemos elegido este método para comparar con los que nosotros
introducimos debido a que también fue disefiado para calcular todos
los puntos extremos eficientes en el espacio objetivo. En Lee y
Pulat [53] se afirma lo siguiente: “Si x° es un punto extremo
eficiente en el espacio de decisiones entonces su imagen dada por
f(x%) es un punto extremo en el espacio objetivo”. Sin embargo, esto

no es cierto siempre. Por ejemplo, en la red de la Figura 4.1, L&P
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encuentra, ademds de los 4 puntos extremos que calculan EEO1 y
EEO2, el punto (830,1644). Este punto corresponde a un extremo
eficiente en el espacio de decisiones, pero no es extremo en el
espacio objetivo. Por esta razén, cuando comparemos ambos
métodos, EEO1 y EEO2 hallardn un menor numero de puntos
solucion que L&P, ya que EEO1 y EEO2 tdnicamente calculan

puntos extremos en el espacio objetivo.

Los problema test fueron generados usando NETGEN [52].
Debido a que el método L&P tunicamente resuelve el problema de
circulacién, el nimero de nodos oferta/demanda es 1. El valor de los
costes de la segunda funcién objetivo fueron generados de manera
uniforme dentro del intervalo [-1000,1000]. Esos valores son
enteros. En la Tabla 4.3 se muestran los niveles de nuimero de
nodos (n), numero de arcos (m) el ratio m/n y la capacidad maxima

de los arcos (U):

n m m/n U

25 100, 175,250 4,7, 10 10, 1000, 100000
30 120, 210,300 4,7, 10 10, 1000, 100000
35 140, 245,350 4,7, 10 10, 1000, 100000
40 160, 280,400 4,7, 10 10, 1000, 100000

Tabla 4.3. Numero de nodos, de arcos, ratio m/n y U.

Mediante las combinaciones de nodos (n), arcos (m) y capacidad
maxima (U), obtenemos 36 parametros de red. Para cada una de las
combinaciones anteriores, hemos generado 5 replicas mediante
NETGEN y las siguientes semillas: 12345678, 36581249, 23456183,
46545174, 35826749. Por lo tanto, el nimero de casos particulares

de estudio fueron 180.

En la Tabla 4.4 se muestran los resultados computacionales de
la comparacion de EEO1, EEO2 y L&P. En esta tabla aparecen el
numero de nodos, de arcos, la capacidad maxima del grafo, la media
y la desviacion estandar del tiempo de CPU en segundos empleado
por cada algoritmo. En esta tabla se puede ver que EEO1 es
siempre mucho méas rapido que EEO2 y L&P. En media, EEO1 es
del orden de 50 veces mas rapido que L&P. EEO2 y L&P emplean
un tiempo de CPU similar, aunque EEO2 es mas rapido que L&P

para redes no densas.

En la Figura 4.7, mostramos el comportamiento de los

algoritmos EEO2 y L&P con respecto al producto del ndimero de
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nodos y del nimero de arcos. Se puede observar que para grafos no
densos, EEO2 es méas rapido que L&P. Podemos destacar que en la

préactica las redes suelen ser poco densas.

—— L&P —@—EEO2

2500 3600 4375 4900 6250 6300 6400 8575 9000 11200 12250 16000

nm

Figura 4.7. Tiempo de CPU con frente a niimero de nodos y arcos.

n m U L&P CPU (s) EEO1CPU(S) EEO2CPU(s) L&P EEO1 EEO2

Media Desviacion Media Desviaci6  Media Desviaci Media de puntos extremos

n 6n eficientes
25 100 10 146,71 12,11 5,63 1,36 54,58 10,97 53,40 53,40 53,40
25 100 1000 189,09 16,89 6,78 1,09 9436 2480 71,60 71,60 71,60

25 100 1E+05 188,42 25,55 6,72 1,26 79,12 17,17 66,40 66,40 66,40
25 175 10 388,63 40,75 11,36 2,84 202,15 30,34 103,80 102,60 102,60
25 175 1000 496,59 61,10 12,73 3,33 333,13 84,10 135,00 134,80 134,80
25 175 1E+05 500,77 50,75 13,40 2,91 352,96 74,07 141,60 141,60 141,60
25 250 10 667,11 103,12 16,89 3,58 451,29 82,37 145,80 144,80 144,80
25 250 1000 899,99 132,99 18,66 5,26 889,37 207,40 214,60 214,20 214,20
25 250 1E+05 941,12 65,48 16,00 2,82 821,35 145,01 217,20 212,20 212,20
30 120 10 215,52 16,63 6,15 1,11 101,06 22,04 6040 59,80 59,80
30 120 1000 293,36 20,44 6,37 1,39 139,90 35,16 6840 67,80 67,80
30 120 1E+05 266,54 28,16 6,66 163 133,65 20,83 71,60 70,80 70,80
30 210 10 649,65 88,19 15,92 0,91 469,567 173,656 133,40 133,40 133,40
30 210 1000 878,17 73,86 16,45 3,28 572,69 113,39 157,80 154,00 154,00
30 210 1E+05 822,57 111,65 17,28 5,06 627,54 180,87 168,80 168,40 168,40
30 300 10 1003,17 111,46 23,97 4,66 1047,24 217,18 193,80 193,40 193,40
30 300 1000 1396,16 257,00 24,89 2,98 152745 17541 252,40 252,20 252,20
30 300 1E+05 1421,59 283,84 25,94 5,66 1657,60 308,52 268,00 261,40 261,40
35 140 10 302,83 38,66 8,00 2,88 125,76 28,16 61,80 61,40 61,40
35 140 1000 364,55 45,13 8,81 4,10 193,20 72,64 87,40 87,20 87,20
35 140 1E+05 389,44 54,41 8,91 1,21 194,40 31,18 85,40 84,80 84,80
35 245 10 680,87 178,63 16,28 3,13 552,33 114,87 127,00 126,40 126,40
35 245 1000 938,01 359,11 17,58 5,25 881,32 250,62 176,00 176,00 176,00
35 245 1E+05 1036,92 179,48 17,58 5,33 988,81 283,45 181,20 181,20 181,20
35 350 10 1407,68 256,98 23,67 2,21 1441,51 230,83 197,60 197,60 197,60
35 350 1000 2007,48 352,568 29,16 2,13 2610,08 390,30 300,40 299,60 299,60
35 350 1E+05 2010,34 301,92 28,98 6,15 2491,55 318,36 289,60 286,80 286,80
40 160 10 329,62 95,67 11,67 166 178,00 67,94 73,20 73,00 73,00
40 160 1000 557,30 65,41 13,67 1,79 425,46 96,73 121,00 119,20 119,20
40 160 1E+05 554,16 60,68 13,15 2,06 465,29 119,64 118,20 118,20 118,20
40 280 10 755,75 208,32 22,02 3,72 771,66 291,27 142,20 142,00 142,00
40 280 1000 1300,39 111,47 24,98 1,89 1598,53 164,74 234,60 234,40 234,40
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40 280 1E+05 962,25 556,32 24,33 2,71 1557,07 274,48 172,80 172,60 172,60
40 400 10 1411,90 375,00 32,98 4,05 184591 438,38 217,80 212,20 212,20
40 400 1000 2586,30 425,63 39,60 4,08 4027,01 652,09 367,60 366,00 366,00
40 400 1E+05 2654,44 295,26 39,50 2,80 4580,71 493,75 370,20 370,00 370,00
Tabla 4.4. Resultados computacionales de EEO1, EEO2 y L&P.

En la Figura 4.8 se muestra el tiempo de CPU de estos dos
algoritmos con respecto al nimero de puntos extremos eficientes.
Se observa que EEO2 es mas rapido que L&P cuando el nimero de
puntos solucién no es muy grande. En este sentido, L&P es mas
robusto que EEO2 con respecto al numero de puntos extremos

eficientes en la solucidn.

—— &P —@—EEO2

4000 -
3500 -
3000 -
2500 +
2000

CPU (s)

1500 +
1000 +
500 -

0 Bl T T T T T T T T T T T 1
63,07 66,00 77,43 102,97 124,73 150,90 160,30 188,57 190,03 235,43 259,63 316,23

numero de puntos extremos eficientes

Figura 4.8. Tiempo de CPU frente a niimero de puntos extremos eficientes.

En la Figura 4.9, se muestra el crecimiento de EEO1 frente a
la media de nimeros de puntos extremos eficientes en el espacio
objetivo. El tiempo de CPU aumenta con el ndmero de estos.
Evidentemente, no comparamos EEO1 con los otros algoritmos,

pues este es significativamente méas rapido.
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—@—EEO1

0 T T T T T T T T T T 1
63,77 66,47 78,00 103,80 126,57 152,63 161,27 190,33 191,47 236,87 261,93

namero de puntos extremos

Figura 4.9.Tiempo de CPU frente a niimero de puntos extremos eficientes.

6. Caso entero

En esta seccién daremos el algoritmo para resolver el problema
FERB. Recordemos que habiamos denotado por Eex[f(X)] y por
E.[f{(X)] al conjunto de puntos eficientes enteros extremos y no

extremos, respectivamente, que estan sobre la frontera eficiente en
el espacio objetivo. Ademéas, en el problema FERB deciamos que
pueden existir puntos eficientes que no estan sobre la frontera
eficiente de f(X). Estos puntos habran de ser generados de manera

separada. Nuestra intenciéon es calcular todos los puntos eficientes

del problema FERB, es decir, E[f(X")].

El método que proponemos primero determina
E., [f(X)]UE,[f(X)], mediante la resolucién del problema FRB, para,

a continuacién, determinar E[f(X')]-(E, [f(X)]U Ewc [f(¥)]) .

6.1 Obtencién de todas las soluciones enteras que estén sobre la frontera eficiente

El algoritmo para obtener Eex[f(X)]uEnex[f(X)] se basa en el
método de Sedenio-Noda y Gonzalez-Martin [71] dado en la seccién

3.1, que genera uUnicamente Eex[f(X)] para el caso continuo. Dicho
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método comenzaba obteniendo el punto extremo eficiente f(x°) en el
espacio objetivo. En el caso que nos ocupa, el siguiente paso
consiste en encontrar el punto extremo eficiente en el espacio
objetivo adyacente a f(x°) y, también, computar todos los puntos

enteros eficientes que estdan entre ambos.

Recordamos que dado un punto extremo eficiente f(x') en el
espacio objetivo, se calcula el punto extremo eficiente adyacente
f(x)) introduciendo en la base asociada del primero un conjunto de

variables no béasicas (seccién 3.1).

=2 =2

. - . Cij _ .

Si 0 = min<—-:C5 <0 V(i,j)eL—:C; >0 V(ij)eU}, entonces S es el
i Cjj

conjunto que contiene todas las variable no basicas que alcanzan el

valor de 6, es decir, las variables no basicas asociadas con una

arista eficiente en el espacio objetivo.

Estamos interesados en generar todos los puntos enteros
eficientes entre dos puntos extremos adyacentes f(x') y f(x!). Para
ello, sea X, €S una variable no bésica del conjunto S y J, las
unidades de flujo en que cambia X, cuando entra en la base. Antes
de anadir esta variable a la base, obtenemos J, -1 puntos enteros
eficientes obtenidos al incrementar (o decrementar) iterativamente
en una unidad de flujo el valor de x,. Cada uno de estos puntos
enteros eficientes es almacenado. Ademads, cuando X, cambia en J,
unidades de flujo, obtenemos una nueva base que es almacenada
también. Si §,, =0 entonces actualizamos la base, los potenciales de
los nodos y el correspondiente punto es almacenado para su examen
futuro (base degenerada). A continuacién el proceso se repite, con
el siguiente arco no basico de S, hasta que este conjunto sea el
vacio. En este momento, hemos obtenido un nuevo punto extremo
eficiente y continuamos hasta alcanzar el punto extremo eficiente

que optimiza la segunda funcion objetivo (el conjunto S coincide

con el vacio para este punto).

Las anteriores ideas permiten desarrollar el siguiente
algoritmo en el que se utilizan los indices de arbol Pred, Depth y

Thread descritos en el capitulo 1, para mejorar las operaciones en
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el proceso de pivoteo (ver Ahuja et al. [4], Cunningham [20]). Los

procedimientos y el algoritmo tienen el siguiente esquema:

Algoritmo PEFE; {puntos enteros de la frontera eficiente}
begin
Obtener x°, n*, n®* y (B,L,U) optimizando el primer objetivo
mediante el método Simplex para redes;
Sea Pred, Depth y Thread los indices del arbol;
Almacenar (B,L,U), n', n® y x= x° como un punto extremo
eficiente;
Anade {x,(B,L,U),n*,7*} a R; {R es el conjunto de puntos a
examinar}
while R <> J do
begin
Sea {x,(B,L,U),n*,n°} el primer entero eficiente en R;
R =R - {x,(B,L,0),r",n’};
Computar_Arcos_Entrantes(L, U, c, =n', 7%, S);
Computar_Nuevos_Puntos(x,B,L,U,r',n*,Pred,Depth,Thread,
S,R)
end
end.

procedure Computar_Arcos_Entrantes(L, U, c, n', n%, S);
begin
S =l — Ak + AL MDD e Ak = 12

S =9

N

1 1] =1 - 1]
Sea S el conjunto de arcos donde se alcanza el anterior minimo
end;

c2 c2
Sea 0 := min{_? :C4 <0 V(@i,))el,2:c2 >0 V(i,j)ezu};

procedure Computar_ Nuevos_Puntos(x, B, L, U, =n*, =n*,Pred, Depth,
Thread, S, R);
begin
whille S <> & do
begin
Sea (i,J) el primer arco de S; S :=S — (1,]});
Nx = x; NB = B; NL = L; Nat = =t; Nn? = n?%;
Npred := pred; Ndepth := depth; Nthread := Thread;
Sea d;; las unidades de flujo en que (i,j) cambia con

respecto al flujo Nx y la base NB y sea (p,q) el arco
saliente;
if 6;; > 0 then
for t := 1 to §;; do
begin
Enviar una unidad de flujo a lo largo del ciclo de
pivoteo definido por (i,j) y NB;
Sea Nx el nuevo Flujo;
if t = 6;; then
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begin
Actualizar NB, NL, NU mediante (i,j) vy (p.q);
Actualizar Nr*, Nn?, NPred, NDepth, Nthread;
Afiadir {Nx, (NB,NL,NU),Nz*,N=?} a R
end;
Almacenar NB, NL, NU, Nr', Nr®> y Nx como entero
eficiente
end
else
begin
Actualizar NB, NL, NU mediante (i,j) vy (p,.q);
Actualizar Nr*, Nn?, NPred, NDepth, Nthread;
Anadir {Nx,(NB,NL,NU),N=',Nm?} a R; {pivoteo degenerado}
Almacenar NB, NL, NU, Nr', Nr? y Nx como entero eficiente
end
end
end;

Cada punto que almacena el algoritmo estd caracterizado por
el flujo Nx, la estructura fuertemente factible (NB,NL,NU) y los
potenciales de los nodos NzI, Nz°. Los indices del arbol NPred,
NDepth y NThread pueden ser almacenados o calculados una vez
que se conoce la base NB. El método mantiene una lista R que

almacena los puntos extremos que faltan por examinar.

El procedimiento Computar_Arcos_Entrantes calcula el
conjunto de arcos S. Estos arcos conforman la secuencia de pivoteos
para alcanzar el punto extremo eficiente adyacente en el espacio
objetivo. El punto extremo eficiente que es examinado en una
iteracién, esta caracterizado por x, (B,L,U) y x!, = 2. EIl
procedimiento Computar_Nuevos_Puntos identifica todos los
puntos eficientes enteros que son alcanzados a partir del punto
extremo eficiente que actualmente se examina. Para realizar esto,
en cada iteracién el procedimiento selecciona un arco candidato

(i,j) de S. Este procedimiento comienza con el flujo Nx=x y, de

manera iterativa, envia una unidad de flujo alrededor del ciclo

definido por (i,J) y NB hasta que son enviadas J;-1 unidades de

flujo. La orientaciéon del ciclo de pivoteo depende de si el arco (i,])
pertenece al conjunto L o al U (ver Ahuja et al. [4], Cunningham
[20]). Cada punto calculado por este procedimiento es almacenado
como un punto eficiente entero. Todos estos puntos estan
caracterizados por la misma estructura (NB,NL,NU) y los mismos

potenciales Nz', Nz°. Cuando se incrementa x en 0; unidades de
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flujo, se realiza la actualizacion de la base con el arco entrante

(i,j) y el arco saliente (p,q) y, por lo tanto, se modifican

(NB,NL,NU) y Nz', Nz°. En este tltimo caso, este punto se afnade a

R. Si ¢; es igual a cero, entonces se realiza un pivoteo degenerado y

se almacena la correspondiente estructura en R y en el conjunto de
puntos enteros eficientes. A continuacién se considera el siguiente
arco candidato, empezando de nuevo a partir de x, (B,L,U), 7!, n2y
el proceso se repite. Este procedimiento termina cuando el conjunto
S esta vacio y la estructura (NB,NL,NU) identifica un punto
extremo eficiente en el espacio objetivo. Entonces, el algoritmo
PEFE repite el proceso con el siguiente punto en R. Al finalizar el
algoritmo se obtiene el conjunto de todos los puntos enteros sobre
la frontera eficiente. Estos puntos se almacenan en una lista en
orden no decreciente con respecto al valor alcanzado en el primer

objetivo.

6.2 Obtencién de los puntos enteros eficientes que no pertenecen a la frontera eficiente

Una vez generado el conjunto de puntos enteros
E, [f(X)]JUE, [f(X)] sobre la frontera eficiente de f(X), el siguiente
paso consiste en determinar el conjunto E[f(X')]—(Eex [f(X)]u E e [f(X)]);

es decir, el conjunto de puntos eficientes enteros que no estan sobre
la frontera eficiente. Los puntos pertenecientes a este conjunto

estan en In interior de los triangulos mostrados en la Figura 4.10.
En esta figura, f', f> y f°® corresponden a puntos extremos

eficientes, y f!, >,/ y f? pertenecen al conjunto E,, [f(X)].

f2(X)

fy (x)
Figura 4.10. Regidn eficiente en el espacio objetivo del problema

FERB
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Dos puntos extremos sobre la frontera eficiente, f(x') y f(x?)
definen un tridngulo rectangulo donde pueden ser localizados
alguno puntos enteros eficientes del problema FERB. En la Figura

4.11 se puede observar esta situacién. Sea X, la variable no basica

que entra en la base de x' para obtener x°?. La base de x! junto con

X, define un ciclo de pivoteo. Sea J, igual a las unidades de flujo

uv

que pueden ser enviadas a través de este ciclo de pivoteo. De esta

manera podemos obtener &, -1 puntos entre x' y x°, enviando
iterativamente una unidad de flujo a través de este ciclo.

Llamaremos x} al punto obtenido a partir de x' después de enviar j

unidades de flujo a lo largo del ciclo mencionado. En particular,

1,1 1,2
Xo=X"y X5 =X,

_ 1 = .. R c, Six, €L
Dado T, =(C.,,Cc%), definimos ¢, ={  ~ " ", y, por lo tanto,
-t, Six, €U
2
£(x?) = f(x) + 5,8, . Defini i todos 1 bési
(x*)=f(x")+J,C, . Definimos s; = para todos los arcos no bdsicos

ij
(i,j). En particular s, corresponde a la pendiente de la recta que

une los puntos f(x!) y f(x?).

f(h

48,

f(x1)+(6uv—1m
f(x%)

Figura 4.11. Tridngulo definido por dos puntos extremos adyacentes
en el espacio objetivo

Los puntos enteros eficientes del problema FERB se buscan en

el interior de los tridngulos cuyas hipotenusas son los segmentos
[f(xh), f(xD) +C,1,..., [f(x") + (5, —DE,.F(X?)]. Sea (BI,L1,U1) Ila
estructura de arbol generador asociado con x'. Por construccién, la
misma estructura estd asociada con los puntos x}, con j=1..0, -1

A partir de cada uno de esos puntos, obtendremos los puntos

enteros eficientes que pertenecen a estos triangulos.
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Lema 4.1. Sea x' un punto extremo eficiente del problema FRB. Sea
R ={(i,j) elly(i,j) eUl:f:ilj >0y6§ <0ys; >s, }, es decir, el conjunto de
arcos no bdsicos con pendiente negativa y mayores que S, . Si para

algiin arco (i,]) de R es posible enviar una unidad de flujo a través

del ciclo de pivoteo definido por este arco y la base de X,

incrementando (decrementando) x; en una unidad, entonces la

solucion obtenida corresponde con wuna solucién eficiente del
problema FRB con Ij=I;+1 (u;=u;-1).
Demostracién. Sea B! la base que estd asociada con x' y sea f(x%)

el correspondiente valor en el espacio objetivo. Consideraremos que

(i,j)e! y supongamos que la cota inferior de este arco cambia por
l;=1; +1. Entonces, x! no es una solucién factible para el nuevo
problema y, por lo tanto, es necesario enviar una unidad de flujo
adicional a través de (i,j). Como (i,j) es un arco no bésico en x', un
incremento en la cota inferior I; no afecta a la configuracion bésica

de este punto. Por lo tanto, para obtener factibilidad enviamos una

unidad de flujo a través del ciclo de pivoteo definido por (i,j) y la

base B!, obteniendo el valor f(xl)+f:ij en el espacio objetivo. Debido

al hecho de que f(x') era eficiente para el problema FRB original y
a que el nuevo problema requiere una unidad de flujo adicional en

el arco (i,j), el nuevo punto f(x1)+f:ij es eficiente para el problema

FRB con I =1; +1. [

Claramente, el Lema 4.1 es aun cierto cuando se consideran
simultaneamente cambios en las cotas de varios arcos de R en el
problema FRB. Los puntos que se calculan de esta manera pueden
ser eficientes para el problema FERB. En otras palabras, los
puntos eficientes del problema FERB estan incluidos en el conjunto
de puntos enteros eficientes que resultan cuando se consideran

diferentes problemas paramétricos del correspondiente problema
FRB.
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En el Lema 4.1 nos referimos a un conjunto especial R. La
razén de la consideracion de este conjunto R es dada en el siguiente

lema.

Lema 4.2. Cualquier combinacion de arcos no bdsicos que contiene
un arco no bdsico con pendiente positiva, estd dominada por la
misma combinacion de arcos que no contiene el arco cuya pendiente

es positiva.

Demostracion. Para ver esto, sea épq el coste reducido,

previamente definido, de algin arco con pendiente positiva
asociado con el punto eficiente x'. Claramente, las dos componentes

de 6pq son mayores que cero, y, por lo tanto, f(x1)<f(xl)+€pq. Por

ello, el nuevo punto que se obtiene cuando una unidad (o mas) de
flujo es enviada a través del ciclo de pivoteo definido por (p,q), esta

dominado por x'. La misma situacién tiene lugar cuando se

consideran varios arcos y uno o mas de ellos tienen pendiente

positiva. [J

En R los arcos no basicos (i,j) con pendiente positiva (lema
4.2) y los arcos tales que 6,1] <0y f:i2j>0 (con pendiente negativa) no
se tienen en cuenta, ya que el método que proponemos genera las
soluciones eficientes en orden no decreciente de f(x). Esta

construccién del conjunto R, junto con una regla para eliminar los
arcos de R, garantizara que en nuestro método cada solucidn

eficiente del problema FERB sea generada una sola vez.

Teorema 4.8. Sea (i,j) un arco de R, tal que (i,j)el* ((i,j)eUb).
Entonces un incremento (decremento) en una unidad de la variable

X, enviando una unidad de flujo a lo largo del ciclo de pivoteo

definido por el arco (i,]), implica uno de los dos siguientes casos:

(i) El nuevo punto estd en el interior de algin tridngulo cuya

hipotenusa esta definida por los puntos f(Xij) y f(x}+1) para
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algin jy algin x' con i>1. Este nuevo punto puede ser eficiente

para el problema FERB.

(it) El nuevo punto estd en el interior del tridngulo definido por
dos puntos extremos eficientes adyacentes, pero fuera de los
triangulos definidos por los puntos enteros eficientes. Este

nuevo punto no es eficiente.

Las definiciones, lemas y teoremas anteriores nos dan las
herramientas para idear un algoritmo que obtenga todas las
soluciones enteras eficientes del problema FERB. Una cuestidon
importante que se ha de tener en cuenta en el esquema del
algoritmo es que este no debe generar soluciones dominadas. Esto
impedira incorporar herramientas en el método para eliminar con
posterioridad soluciones dominadas. Para esto, cada punto entero
eficiente que es calculado por el algoritmo tiene asociado un

conjunto de arcos candidatos R. Los arcos (i,j)eR se almacenan en
una lista en orden no decreciente de 6,1] Por lo tanto, el punto

entero eficiente y, que es calculado en cada iteracién del método,
se corresponde con el punto entero eficiente que tiene el valor mas

pequefio del primer objetivo. En otras palabras, f(y)=min (fl(xi)+f:i1j),
X

donde x' recorre todos los puntos enteros eficientes que han sido

calculados por el algoritmo cuyo conjunto asociado es R=#¢. Si

existe mas de un punto y, se elige el punto con el menor valor de

f,(y) (todos los otros estdn dominados por este punto). De esta

manera, cuando un punto candidato se examina, podemos
facilmente detectar si este punto es no eficiente, debido a que esta

dominado por algin punto entero eficiente calculado con

anterioridad. La Figura 4.12 muestra esta situacién. Sean x*, x?,

x* y x* los puntos enteros eficientes que se conocen actualmente.
Cada uno de ellos tiene asociado su correspondiente conjunto R. El
punto que es elegido entre los puntos p*, p?, p°, p*, p°, p®y p’ es

3 y p6 son puntos

el punto p'. Se puede observar que p?, p
dominados. Estos puntos no seran generados por el algoritmo, ya

que p?, p® estdn dominados por f(x?) y en el proceso son calculados

p*, p® antes de que el punto p° sea examinado.
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10%)
Figura 4.12. Punto entero eficiente calculado en una iteracién del
método

Otra cuestion importante a considerar es que el método genere
cada solucién eficiente sé6lo una vez. Ya hemos explicado algunos
detalles para resolver este problema. Por ejemplo, la consideracién
del conjunto R y que las soluciones enteras eficientes sean
calculadas en orden no decreciente segin el valor del primer
objetivo, con la excepcién de las soluciones sobre la frontera
eficiente. Ademas, es necesario asignar de manera adecuada el
conjunto R para aquellos puntos eficientes que el algoritmo

obtiene. Para realizar esto, cuando se calcula una solucién eficiente

x? a partir de x', después de enviar una unidad de flujo a través

del ciclo pivote definido por algidn arco (i,j)eR', el conjunto R2 de
x? coincide con el conjunto R! y hacemos R'=R'—(i,j). La Figura
4.13 muestra esta situaciéon. Los puntos son generados en el orden
p', p%, p®, p* a partir del conjunto de arcos R={a,b} del punto f(x').
El punto p* se genera a partir de f(x') y hacemos Rlz{a,b} y R={b}.
El punto p? se obtiene de f(x'), y en este caso Rzz{b} y R=0.
Continuando el esquema, los puntos p® y p* se obtienen a partir de
p', haciendo R®=R'={a,b} y R*=R'={b}. El punto p* podria ser
generado a partir de p’? si el arco a (linea de puntos) perteneciese a

2 . 2 .
R*, pero la construccién propuesta garantiza que esto no ocurra.
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e

f(x?)
Figura 4.13. Construccion del conjunto R para cada punto entero
eficiente
Teorema 4.9. Sea x una solucidon entera eficiente del problema

FERB y R su correspondiente conjunto de arcos. Sea X% el punto
entero eficiente que se obtiene a partir de x mediante el subconjunto

de arcos QcR. Si se elige en cada iteracidn el arco (i,j)eR con el

valor mds pequerio de f:ﬁ y, a continuacidon, R es actualizado por

R=R—(i,j), entonces se obtiene X" sélo una vez.

Demostracion. Sea Qz{al,az,...,ap} el subconjunto de arcos. Sin

pérdida de generalidad, podemos suponer que los arcos en R y en Q

estdn enumerados en orden no decreciente de ¢'. Después de que se

elige el primer arco b'eR, puede ocurrir alguno de los dos

siguientes casos:

. . 1
(i) b'#a'. En este caso se obtiene un punto x” con R'=R y, a
continuacién, R=R-b*. Es evidente que x% nunca se obtendra a

partir de X"

(ii) b*=a’. En este caso se obtiene un punto x* con R!'=R y

R=R-a'. Por lo tanto, x° puede ser obtenido a partir de X,
pero no a partir de cualquier otro punto y obtenido a partir de

x, debido a que el conjunto de arcos asociado con y no contiene

el conjunto Q, es decir, RY:Qz R’ =R.
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. . . 1 .
Ahora bien, si consideramos que X=x* y Q=Q-a' y repetimos
el anterior esquema, se prueba que X% se obtiene a partir de x

después de elegir la secuencia de arcos a',a’..a". Ademas, esta

secuencia se construye una sola vez. [

A continuaciéon discutiremos las diferencias entre nuestro
método y el método de Lee y Pulat [54]. Lee y Pulat introducen un
método para generar todos los puntos enteros eficientes del
problema FERB mediante la realizacién de analisis paramétrico
sobre el correspondiente problema FRB. En su método, la cota
inferior (o superior) de un arco no basico es perturbada para cada
punto de la frontera eficiente. En este caso se consideran todos los
arcos no basicos que pertenecen a cada solucién de la frontera
eficiente. En este sentido, nuestro método coincide con el anterior.
Sin embargo, su método no calcula todas las soluciones del
problema FERB, debido a que, para una solucién fijada de la
frontera eficiente, no considera perturbaciones sobre varios arcos
no basicos de manera simultdnea. En nuestro método se realizan
perturbaciones sobre varios arcos no basicos a la vez. Por ejemplo,

para el ejemplo hipotético de la Figura 4.13, el método de Lee y
Pulat nunca calcula el punto p*, debido a que este punto se obtiene
a partir de x' cuando las cotas inferiores (o superiores) de los arcos
{a,b} son perturbadas simultdneamente en una unidad. Ademds, en
el método de Lee y Pulat las soluciones no son calculadas en orden
no decreciente de fi(x). Por lo tanto, pueden ser calculadas

soluciones dominadas que posteriormente han de ser eliminadas.
Nuestro método no calcula soluciones dominadas. A continuacién,

comentaremos en detalle la implementaciéon del algoritmo.

6.3 Algoritmo

Las ideas previas permiten desarrollar un algoritmo para
obtener todos los puntos enteros eficientes del problema FERB de
tal manera que cada punto eficiente se genera una sola vez,
impidiendo la generaciéon de puntos dominados. Cada punto entero
eficiente es caracterizado por un flujo x, el vector f(x), los indices

del arbol Pred, Depth que permiten realizar los envios de flujo y el
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conjunto de arcos R. Para cada (i,J)eR se almacena el vector Cj.

Los indices del arbol Pred, Depth y los costes reducidos ©C

j son

heredados de los puntos enteros sobre la frontera eficiente del
problema FERB, los cuales se obtienen mediante el algoritmo
PEFE. El algoritmo mantiene una lista denominada LIST que
almacena los puntos enteros eficientes calculados. En LIST se
almacenan los puntos en orden no decreciente de valores del primer

objetivo. El esquema del algoritmo es dado a continuacién.

El algoritmo comienza almacenando en LIST todos los puntos
enteros sobre la frontera eficiente del problema FERB, en orden no
decreciente de valores del primer objetivo. Cada uno de esos puntos

tiene asociada la estructura {x, f(x), Pred, Depth, R}. Los arcos en

R se almacenan en orden no decreciente de ‘El

ij‘. El procedimiento

Arco_Candidato devuelve el punto con el valor mas pequefio

fl(x)+f:i1j de entre los puntos enteros eficientes en LIST. Si f(x)+¢;
no estd dominada, entonces pueden ocurrir dos casos:

Algoritmo PEE; {puntos enteros eficientes}
begin
Almacenar en LIST todos los puntos enteros de la frontera
eficiente obtenidos por el algoritmo PEFE;
repeat
Arco_Candidato(x,R,Pred, Depth,T(x));
if existe un arco candidato then
begin
Sea (i,J) el primer arco de R;
if C;, <0 then ¢;; = <

if f(x)+ C;; no esta dominado then
begin
if C; >0 then
begin
Usar Pred y Depth para identificar el camino P;; de j
ai;
Sea ¢;; la minima cantidad de flujo que puede ser
enviada a traves del ciclo {P;; ,(i,J)} con respecto al
flujo Xx;
if 6; > 0 then
begin
Npred := Pred; Ndepth := Depth; Nx = Xx;
Envia una unidad de flujo a lo largo del ciclo
{P;i »(1,3)}; sea Nx el nuevo flujo;
Almacena en LIST {f(x)+6ﬁ, Nx, Npred, Ndepth,R}
end
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end
else
begin
Usar Pred y Depth para identificar el camino P;; de 1
aj;
Sea 4;; la minima cantidad de flujo que puede ser

enviada a través del ciclo {P;; ,(J,i)} con respecto al

flujo Xx;
if 6; > 0 then
begin
Npred := Pred; Ndepth := Depth; Nx = Xx;
Envia una unidad de flujo a lo largo del ciclo
{P;; .(,i)}; Sea Nx el nuevo flujo;

Almacena en LIST {f(x)+6u, Nx, Npred, Ndepth,R}

end
end
R :=R - (1,]))
end;
until (no exista un arco candidato)
end.

ij >

Caso a): Si Ei}>0 (el arco proviene de estar en su cota inferior)

entonces, si es posible, se envia una unidad de flujo a lo largo

del ciclo definido por el arco (i,]) y P;.

Caso b): Si Ei}<0 (el arco proviene de estar en su cota
superior) entonces, si es posible, se envia una unidad de flujo a

lo largo del ciclo definido por (j,i) y P;.

A continuaciéon se almacena el nuevo punto calculado en LIST.
El algoritmo finaliza cuando no se determina un arco candidato, es

decir, cuando todos los conjuntos R estan vacios.

Usamos un puntero denominado Ultimo_Punto para mejorar
el tiempo de ejecucién del procedimiento Arco_Candidato.
Ultimo_Punto apunta al primer punto eficiente en LIST cuyo
conjunto R es no vacio. Es evidente que un punto entero eficiente,
cuya posiciéon en LIST es anterior a Ultimo_Punto, nunca se
alcanza. Ademéas, para un punto entero eficiente de LIST
unicamente el primer arco en R es examinado, con la excepciéon de
que en el proceso de busqueda este arco implica una solucidén
dominada. En este ultimo caso, este arco se borra y se examina el

siguiente arco en R.
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Cada dos puntos consecutivos en LIST definen un tridngulo en

el espacio objetivo. Sea T el triangulo que incluye f(X)+6ij. Cuando
el algoritmo examina si f(X)+6ij es eficiente, recorre LI1ST hasta que

se identifica el tridangulo 7. El método recorre LIST comenzando en
la posicién que ocupa el punto x en LIST, es decir, la dada por el
procedimiento Arco_Candidato para mejorar el tiempo de
ejecucién de esta operacién. Ademéas, después que el algoritmo
realiza esta operacién, conocemos la posiciéon de almacenamiento en

LIST del nuevo punto calculado.

6.4 Complejidad teérica del algoritmo

La complejidad del algoritmo depende del nimero de soluciones
enteras eficientes del problema FERB. El algoritmo examina cada
uno de los arcos en R de todas las soluciones enteras eficientes. En

el caso peor, el cardinal del conjunto R es O(m-n). Sea

C:max{‘cilj‘IV(i,j)eA}. El procedimiento Arco_Candidato recorre

LIST comenzando en Ultimo_Punto. Supongamos que

Ultimo_Punto apunta a la solucién entera eficiente y. Sea z el

primer punto eficiente en LIST tal que fl(z)>f1(y)+?:$. Es evidente

que entre los puntos y y z hay, a lo sumo, é; (coste reducido

asociado a y) puntos. Por lo tanto, como G;S(Zn +1)C (ver Ahuja et

al. [4]), el tiempo de ejecucién del procedimiento Arco_Candidato
es O(nC).

El test de eficiencia obliga al método a recorrer LIST desde el
punto x que devuelve el procedimiento Arco_Candidato. Esta
operaci6on tiene la misma complejidad que el procedimiento

Arco_Candidato, es decir, el test esta acotado por O(nC).

La operacion de actualizaciéon del flujo mediante los indices del
arbol Pred y Depth esta acotada por O(n). La complejidad de la
operacion que realiza la copia de la estructura de un punto es O(m).
Finalmente, la operacién de almacenamiento (insercién en orden)
de la estructura del nuevo punto entero eficiente en LIST es O(1),
debido a que su posiciéon en LIST se conoce después de la

realizacion del test de eficiencia. Por todo esto, la complejidad del
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algoritmo PEE es O(‘E[f(X')”(m—n)(nC+nC+n+m)) y, considerando

Unicamente los términos dominantes, es O(m(nC +m)‘E[f(X')”).

6.5 Un ejemplo

Consideraremos el ejemplo introducido por Lee y Pulat [54]
dado en la Figura 4.14.

Ot >

7.7

Figura 4.14. Red del ejemplo

Primero el algoritmo genera el conjunto de soluciones enteras

sobre la frontera eficiente del problema FRB. En la Tabla 4.5 se
muestran estos puntos. El algoritmo PEFE calcula x*, x? y x°,

donde x' y x*® son puntos extremos y x° no lo es. Los puntos x° y

x® se obtienen a partir del punto x' cuando el arco (3,2) entra en

su base. El mayor incremento en el ciclo definido por (3,2) es 2

unidades de flujo. Un envio de una unidad alrededor de este ciclo

genera el punto X y un envio de dos unidades genera el punto x°.
La Tabla 4.5 muestra el conjunto de arcos candidatos R para cada
punto usado por el algoritmo PEE. También se muestran los flujos
de los arcos y los costes reducidos. El siguiente paso en el
algoritmo consiste en determinar los puntos enteros eficientes que

no estan sobre la frontera eficiente.

(12 (13 23 249 32 64 D fi f R

(xj,Cj. 5 (5,0,00 (2,0,0) (0,5,-10) (6,0,0) (1,10,-4) (1,9,-3) (7,2,4) 33 21  {(84)}

(xLJ,aili,eﬁ) (4;070) (35050) (0’57_10) (6’070) (2’105_4') (1797_3) (77274’) 43 17 {(3y4)}

(x.85.82) (3,000 (4,10,-4) (0,56) (6,000 (3,000 (1,1-1) (7,24 53 13 {)

Tabla 4.5. Soluciones enteras sobre la frontera eficiente

La Tabla 4.6 muestra la ejecuciéon del algoritmo PEE para el
ejemplo. En esta tabla, aparece LIST conteniendo todas las

soluciones enteras eficientes calculadas. Estos puntos son
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enumerados en orden no decreciente de valores de f. La Tabla 4.6

muestra el punto p obtenido por el procedimiento Arco_Candidato,
y el conjunto de arcos R,. Ademés, en esta tabla aparece el nuevo
punto calculado NP por el algoritmo, su correspondiente imagen y

el conjunto R\, asociado. Los valores de los flujos de cada punto se

muestran en la Tabla 4.7. Al principio del algoritmo, p es x' y el

primer arco en R, es (3,4), el cual estd en su cota inferior. Se
obtiene el punto x*, enviando una unidad de flujo a lo largo del
ciclo definido por este arco. Este punto se almacena en LIST y su
conjunto de arcos Ry, coincide con el conjunto del punto x'. A

continuacién, el arco (3,4) es eliminado del conjunto R, asociado

con x'. El algoritmo continda eligiendo p=x*. A partir de este

punto, se obtiene el punto x° mediante un envio adicional de una

unidad de flujo a través del ciclo definido por el arco (3,4). Luego
se elige el punto p=x?, obteniendo el punto x°. Mias tarde, el

algoritmo elige los puntos p=x°> y p=x°®. A partir de estos dos
puntos es imposible enviar una unidad de flujo adicional a través
del ciclo definido por (3,4), debido a que el arco (1,3) esta en su
cota superior. Finalmente, como todos los conjuntos R estan vacios

el método termina.

LIST p R, NP Fi f2 Rnp
{x1, x2, x3} x! {(3,4)} x* 42 18 {(3,4)}
{1, x4,x2, x5} x4 {(3,4)} x* 51 15 {(3,4)}

{x1, x?, x2, x5, x3} x2 {3,4)) x6 52 14 {(3,4)}
{x1, x4, x2, x5, x6, x3) x5 {(3,4)}
{x1, x4, x2, x5, x6, x3)  x6  {(3,4)}

Tabla 4.6. Ilustracion de la ejecucidon del algoritmo PEE para el ejemplo

(1,2) (1,3) 2,3) 2,4 (3,2) (3,4 (4,1)
xt 4 3 0 5 1 2 7
x> 3 4 0 4 1 3 7
x6 3 4 0 5 2 2 7

Tabla 4.7. Flujos de los puntos generados por el algoritmo PEE

6.6 Resultados computacionales

PEE es un cé6digo PASCAL que ha sido ejecutado en una
estacion de trabajo HP9000/712 a 60 MHZ. Los problema test
fueron generados usando NETGEN [52]. Los valores de los costes de
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la primera funciéon objetivo son dados por NETGEN y los costes de
la segunda funcién objetivo fueron generados uniformemente en el
intervalo [-1000,1000] (todos estos valores son enteros). La Tabla
4.8 muestra los niveles del nimero de nodos (n), nimero de arcos

(m), ratio m/n y la maxima capacidad de los arcos (U):

n m m/n U
10 20, 30, 40 2,3,4 20, 40,60
15 30, 45, 60 2,3,4 20, 40,60
20 40, 60, 80 2,3,4 20,40, 60
25 50, 75, 100 2,3,4 20, 40,60

Tabla 4.8. Numero de nodos, arcos, ratio m/ny U

Mediante las combinaciones de nodos (n), arcos (m) y capacidad
maxima (U), obtenemos 36 parametros de red. Para cada una de las
combinaciones anteriores, hemos generado 5 replicas mediante
NETGEN y las siguientes semillas: 12345678, 36581249, 23456183,
46545174, 35826749. Por lo tanto, el nimero de casos particulares

de estudio fueron 180.

En la Tabla 4.9, se muestran los resultados experimentales del
algoritmo PEE. En esta tabla aparece el nimero de nodos (n), de
arcos (m), la capacidad méaxima de los arcos (U), la media del
tiempo de CPU en segundos (mCPU), la media de todas las
soluciones enteras eficientes (mPEE) para el problema FERB, la
media de las soluciones enteras de la frontera eficiente (mPEFE) y

la media de las soluciones eficientes que no estan sobre la frontera

eficiente (mPENFE).

n m U mCPU(s) mPEE mPENFE mPEFE 15 60 60 98,754 2772,6 2436  336,6
10 20 20 0,36 66,4 43 234 n m U mCPU(s) mPEE mPENFE mPEFE
10 20 40 0,826 161,6 113,4 482 20 40 20 3,342 319,6 2554 64,2
10 20 60 1,48 268,2 161,4 106,8 20 40 40 6,448 1706,2 563 143,2
10 30 20 0,274 454 22,6 22,8 20 40 60 6,272 699,2 535,8 163,44
10 30 40 0,484 954 40,2 55,2 20 60 20 14,432 806,2 698,6 107,6
10 30 60 0,598 132 61,2 70,8 20 60 40 60,918 1880 1673,6 206,4
10 40 20 0,35 60,8 38,2 22,6 20 60 60 107,088 2602,2 2276  326,2
10 40 40 1,058 189,2 130,4 58,8 20 80 20 38,754 1416 1298,6 1174
10 40 60 0,966 177,2 102,8 74,4 20 80 40 175,348 2813,2 2617,6 195,6
15 30 20 2,406 337,4 251,4 86 20 80 60 194,054 3508,2 3215,2 293
15 30 40 18,174 938,6 784 154,6 25 50 20 8,696 634,2 5474 86,8
15 30 60 38,62 1565 1295,2 269,8 25 50 40 173,392 2276,4 2050,4 226
15 45 20 3,254 350 282,6 67,4 25 50 60 95,52 2134,4 1873,8 260,6
15 45 40 46,12 1620 1452,2 167,8 25 75 20 56,414 1402,6 1283,6 119
15 45 60 130,924 2325 2029,8 2952 25 75 40 80,456 2178 1936 242
15 60 20 5,368 469,4 385 84,4 25 75 60 404,646 4314,2 3910,2 404
15 60 40 20,298 1197,8 1036,8 161 25100 20 190,636 2735,6 25568 177,6
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25100 40 370,734 4255,8 3937,4 3184 25100 60 662,786 6401,2 5916,2 485

Tabla 4.9. Media del tiempo de CPU y del niimero de soluciones enteras
eficientes

De la Tabla 4.9, cuando se suman todas las soluciones, se
extrae que el nimero de soluciones que no estan en la frontera
eficiente es aproximadamente el 88,78 por ciento del total. Ademas,
el ndmero de estas soluciones aumenta cuando incrementa el
tamafno de las redes. La Figura 4.15 muestra el crecimiento de la
media del tiempo de CPU en segundos (mCPU), de la media de
soluciones en la frontera eficiente (mPEFE) y de la media de
soluciones que no pertenecen a la frontera eficiente (mPENFE),
para cada uno de los valores de maxima capacidad. Esta figura
muestra que el ndmero de soluciones del problema FERB
incrementa cuando la maxima capacidad incrementa y que mPENFE
incrementa mas rapido que mPEFE. Esta dltima cuestion justifica
los pequeiios niveles de U. Si U es muy grande, entonces el nimero
de soluciones es muy grande y, por tanto, se requiere mas tiempo
de CPU.

————ImPENFE MPEFE — -@ — mCPU(s)
2500

2000 +
1500 +

_
— -
— -
5,52
1000 - -
500 - | r|z7,o?
0
20 40 60

Figura 4.15. Crecimiento del tiempo CPU y de las soluciones enteras
eficientes que estdn y no estdn sobre la frontera eficiente con
respecto a U.
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