Universidad SECCION DE | EACULTAD
de La Laguna MATEMATICAS | DECIENCIAS
o0

Cristina Gonzalez Marrero

Algebra Lineal Numérica

Numerical Linear Algebra

Trabajo Fin de Grado

Grado en Matematicas

La Laguna, Septiembre de 2018
DIRIGIDO POR
Ruyman Cruz Barroso



mailto:alu0100763065@ull.edu.es
mailto:rcruzb@ull.es
mailto:

Ruymadn Cruz Barroso
Departamento de Andlisis
Matemditico

Universidad de La Laguna
38271 La Laguna, Tenerife


mailto:rcruzb@ull.es
mailto:

Agradecimientos

A Ruymdn Cruz Barroso por su dedicacién para la elaboracién de la presen-
te Memoria. A mis amigos y en especial a mi familia, su ayuda siempre ha sido un
soporte fundamental para mi formacion.






Resumen - Abstract

Resumen

Este trabajo tiene por objetivo el estudio de manera mds profunda de al-
gunos de los contenidos sobre Algebra Lineal Numérica estudiados du-
rante el Grado en Matemdticas. Se abordard un andlisis sobre matrices
ortogonales, ciertas factorizaciones matriciales de suma importancia, ast
como el estudio de las reflexiones de Householder y las rotaciones de Gi-
vens, con el propdsito de obtener las factorizacién QR de una matriz da-
da. Como aplicacion, se abordard la resolucion numérica de sistemas li-
neales de ecuaciones y el cdlculo numeérico de autovalores y autovectores
mediante el algoritmo QR.

Palabras clave: Factorizaciones matriciales — reflexiones de Househol-
der — rotaciones de Givens — factorizacién QR - sistemas lineales de ecua-

ciones — algoritmo QR.

Abstract

The aim of this Project is to delve in some of the contents on Numeri-
cal Linear Algebra that were already studied during the Degree of Mat-
hematics. An analysis of orthogonal matrices, certain matrix factoriza-
tions of special interest, along with the study of Householder reflections
and Givens rotations, will be carried out with the aim of to obtain the
QR factorization of a given matrix. As an application, the solution of li-
near systems of equations and the numerical calculus of eigenvalues and
eigenvectors by means of the QR algorithm will be analyzed.

Keywords: Matrix factorizations — Householder reflections — Givens ro-
tations — QR factorization - linear systems of equations — QR algorithm.
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Introduccion

Esta Memoria tiene por objetivo el profundizar en algunos de los contenidos
sobre Algebra Lineal Numérica que fueron estudiados en la asignatura Métodos Nu-
méricos I del Grado en Matemdticas. Se ha estructurado en cuatro capitulos. En el
primero de ellos se abordan cuestiones elementales sobre vectores y matrices que
serdn fundamentales para el desarrollo del trabajo. No obstante, este capitulo in-
troductorio contiene algunos resultados bésicos sobre Algebra Lineal que tampoco
fueron estudiados durante el Grado, en particular, abordamos el estudio de matrices
ortogonales, algunas factorizaciones matriciales de importancia, como es el caso de
la factorizacién de Schur, y la descomposicién espectral de una matriz. En el segun-
do capitulo se introducen algunas nuevas factorizaciones matriciales generales, co-
mo son las trasformaciones ortogonales, geométricas, de reflexién (Householder) y
de rotacion (Givens). Presentamos asi a continuacién otras dos factorizaciones adi-
cionales de especial relevancia dentro del Algebra Lineal Numérica: las factorizacio-
nes LU y QR. Todas estas transformaciones tienen numerosas aplicaciones, especial-
mente por el hecho de que una matriz dada que representa alguna transformacién
de un vector, es transformada de manera que permita determinar un vector a partir
de otro dado. Los dos ejemplos mas ilustrativos sobre esto son abordados en los dos
capitulos restantes. En el tercer capitulo se estudia el problema de resolver numé-
ricamente un sistema lineal de ecuaciones, poniendo especial énfasis en el método
de sobre-relajacion sucesiva, al no haber sido estudiado durante el Grado en Mate-
madticas. Por la misma razén, en el cuarto y tltimo capitulo se introduce brevemente
el problema del célculo numérico de los autovalores y autovectores de una matriz
mediante el algoritmo QR. La Memoria contiene un Apéndice donde se incluyen dos
codigos implementados en lenguaje Matlab: el primero permite obtener la factori-
zacion QR de una matriz dada mientras que el segundo consiste en una codificacién
del algoritmo QR.
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Resultados preliminares sobre Algebra Lineal

Este primer capitulo tiene como objetivo el establecer algunos resultados pre-
liminares sobre vectores y matrices que serdn necesarios para el desarrollo de esta
Memoria. El capitulo contiene definiciones y resultados que son ampliamente cono-
cidos, pero también contiene otras cuestiones basicas sobre Algebra Lineal que serdn
esenciales para abordar este trabajo sobre Algebra Lineal Numérica, que no han sido
estudiadas a lo largo del Grado en Matematicas. En particular, introduciremos una
serie de factorizaciones matriciales ttiles muy conocidas en la literatura: la forma
canobnica equivalente, factorizacién de Schur, factorizacién canénica de semejanza
y la descomposicién espectral.

1.1. Vectores y matrices

Comenzamos esta Memoria introduciendo algo de notacién y algunos resul-
tados y conceptos necesarios. En lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, el
vector x representard un vector columna de R": x = (xy,..., xy) T Las matrices serdn
denotadas por:

ayl ... Aim

A= . | =(aij) € Mpxm.
anl --- Anm

Sea V un espacio vectorial. Si cada vector v € V puede ser expresado como combina-
ci6én lineal de vectores de algin conjunto G, entonces G recibe el nombre de conjun-
to generador. Si ademads, todas las combinaciones lineales de elementos de G estdn
en V, el espacio vectorial V es el espacio generado por G. Al espacio generado por m
vectores Xi,..., X, lo denotamos por span{xy, ..., X;;}. Recordar que una base de V es
un conjunto de vectores de V linealmente independientes que forman un conjunto
generador. Toda base B de V estd formada por el mismo nimero de elementos, la
dimensién de V:dim(V) = Card(B). Tomando V = R" definimos
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n
yy=x"y=y"x=Y xiyi
i=1

como el producto interior o producto escalar euclideo, el cual es una aplicacion desde
el espacio vectorial R” x R" en R que cumple que Vx,y,ze R" yVa,beR:

= Definida positiva: (x,x) =0, (x,x) =0 x=0.
»  Conmutatividad: (x, y) = (y, x).
» Linealidad: (ax + by, z) = a{x, z) + b(y, z).

Nétese que si V = C", entonces debemos cambiar la definicién x” por x¥, traspuesta
Hermitiana, que consiste en cambiar filas por columnas y tomar conjugacion, de
modo que (x, x) = ;‘z 1 1% |2 = 0. Por dltimo, cabe mencionar una propiedad ttil que
verifica todo producto interior:

(x,y) =(x, x>1/ 2. ¥ y)l/ 2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

Una norma es una funcioén || - || definida de un espacio vectorial V en R que satisface
Vx,y €V, VaeR (C) las siguientes condiciones:

1. Six # 0, entonces | x| >0,y [|0]| =0.
2. llaxll =lal-llx|.
3. lx+yll<llxll+llyl (Desigualdad triangular).

Un espacio vectorial en el que se ha definido una norma se denomina espacio nor-
mado: (V,|-1).

Tomando de nuevo V = R”, una clase muy frecuente de normas es la L-
norma (Norma Minkowski o Norma Holder), para p = 1:

n 1/p
ety = (3 1xl?)
i=1

Las normas vectoriales mas comunes son:

= xlh =X7 Xl
o lxll2 = VX, X) = ?:1 x?, llamada Norma Euclidea o longitud del vector.
|| Xlloo = M&X1 <<y |X;|, llamada Norma Mdxima o Norma de Chebyshev.

Es fécil comprobar tanto la relacion || x[loo = limp . | x|lp, como las siguientes de-
sigualdades de las normas L, de un vector x € R" :

Ixloo < lxllz < lxl1,  Nxlloo < lxll2 < VA 1 Xlloo, X2 < lIxl1 < V-l X2

Miés generalmente, dado x e R y p = 1, entonces || x| p serd una funcion decreciente
en p. Al igual que ocurre con el caso p = 2, todo producto interior (-,-) induce una
norma: ||x|| = v/{x, x). En particular, se cumple la relacién || x + y||® = [ x||? + | yI* +

2(x, y). El vector normalizado serd denotado por X = ﬁx.
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Diremos que dos vectores v; y v» son ortogonalessi (vy, v2) = 0. Esta condicién
se denota por vy L vs. Si vy, v1) = (v2, 12) = 1, diremos que son vectores ortonorma-
les. Dos espacios vectoriales V) y V5 son ortogonales, escrito V; L V3, si cada vector
de uno de los espacios es ortogonal a cada vector del otro. Si V1 L Vo y V) @ Vo =R”,
entonces V» es el complemento ortogonal de V1, y se expresa como V5 = VIJ-. Mas
generalmente, si V) L V, y V) @ V, = V, entonces se dice que V, es complemento or-
togonal de Vy con respecto a V. Esto es, obviamente una relacién simétrica: si V es
complemento ortogonal de V}, entonces V) es complemento ortogonal de V5.

La proyeccién del vector y sobre el vector x viene dada por y = Tl’;ﬁ x. Una
propiedad importante de una proyeccién es que, cuando ésta es sustraida del vector
que fue proyectado, el vector resultante, llamado residual, es ortogonal a la proyec-
cion, esto es, sir:=y— Tﬁ;ﬁg Xx = y— 7, entonces r.Lj. Notese que las relaciones pi-
tagoéricas se mantienen: lviiZ2 = 1912 + 1712 (véase 1a Fieura 1.1). Dados m vectores

-

% A

2
A
y
Figura 1.1. Proyeccién y dngulos.

linealmente independientes {xi,..., X} € V, es facil formar un sistema de m vecto-
res ortonormales, {1, ..., X} € V, que generen el mismo subespacio vectorial de V.
Una manera simple de hacer esto es secuencialmente. Primero, normalizamos x; y
lo llamamos X;. Después, proyectamos x, sobre X; y sustraemos esta proyeccion de
X». Este resultado es ortogonal a X; y, por tanto, lo normalizamos y lo llamamos X,
(véase la Figura 1.2):

1 5 1
=T Db
Il

&

1 Xp — (X1, X2) X1). (1.1)

Xp=——7F—(
| X2 — (X1, X2) X1 ||

A estas expresiones se les denomina transformaciones de Gram-Schmidt. De manera
inductiva, para los m vectores tenemos

k-1 B
Xe— X (Xiy X)X
T = =1 , k=2,3,...,m. (1.2)

k=1
[l — ;1 (Xi, X)X |
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X2

X1

projection onto
X

Figura 1.2. Ortogonalizacién de x; y x2.

Obsérvese que en este método ortogonalizamos, en el paso k-ésimo, el k-ésimo vec-
tor calculando su residual con respecto al plano formado por todos los previos k —1
vectores ortonormales.

Una base para un espacio vectorial V es a menudo elegida por un conjunto or-
tonormal porque es fécil trabajar con los vectores de tal conjunto. Si B = {uy, ..., U}
es una base ortonormal de V, entonces

X=clUp+-+cpuy, con c;={x,u;), YxeV. (1.3)

La representacion de un vector en una combinacién lineal de vectores base ortonor-
males, como en la ecuacién (1.3), se llama desarollo de Fourier, y los coeficientes c;
reciben el nombre de coeficientes de Fourier. Tomando producto interior a cada lado
de la ecuacidn (1.3) consigo mismo, obtenemos la conocida Identidad de Parseval:
lxlI2 = ;’:1 c?. Otra expresion ttil de la identidad de Parseval en la expansion de
Fourier es || x — Zle ciuill? = (x,x) - Zle cl?. Consideremos a continuacion el espa-
cio vectorial de matrices V = .4« m, €n general con coeficientes reales, salvo que se
especifique lo contrario. Definimos la traza de una matriz cuadrada A € 4, = M pxn
como la suma de los elementos de su diagonal principal: tr(A) = ¥ | a;;. Se verifi-
can las siguientes propiedades:

tr(A) = tr(AT), tr(cA) = c-tr(A), tr(AB) = tr(BA), tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB).

Anteriormente hemos visto dos propiedades de vectores que dependen del
producto interior: la ortogonalidad entre dos vectores y la norma de un vector, que
son invariantes con la orientacion de vectores. Las propiedades derivadas del pro-
ducto interior pueden corresponder mejor con la aplicacién si usamos una forma
bilinear en la cual la matriz refleja las diferentes distancias a lo largo de los ejes de
coordenadas. Una matriz diagonal cuyas entradas tengan valores relativos a los in-
versos de las escalas relativas de los ejes puede ser mads Ttil, es decir, en lugar de
considerar x” y, podemos usar x” Dy, donde D es esta matriz diagonal. Del mismo
modo, una forma bilinear x” Ay puede corresponder mucho mejor a las propieda-
des de la aplicaciéon que el producto interno estdndar. Asi, definimos la ortogonali-
dad de dos vectores x e y con respecto de una matriz A como (x, y) 4 := xTAy =0,
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x,y € R". En este caso, decimos que x e y son A-ortogonales. En general, si A es una
matriz real simétrica definida positiva entonces (x, y) 4 define verdaderamente un
producto interior y la correspondiente norma inducida vendrd dada entonces por
lxll 4 =v{x,x) 4= VxT Ax. A esta norma se le conoce en ciertos contextos relaciona-
dos con la resolucién numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales (métodos de
los Elementos Finitos) como norma energia.

Resulta un ejercicio elemental de operatoria de matrices el probar que una
transformaciéon elemental realizada a una matriz puede obtenerse como el resulta-
do de multiplicar a ésta, bien por la derecha o bien por la izquierda, por una matriz
particular que recibe el nombre de matriz elemental. En efecto, sean dos vectores co-
lumna u, v € R" tales que vTu # 1. Entonces, las matrices de la forma I— uv” reciben
el nombre de matrices elementales. Si consideramos el vector e; como el i-ésimo de
la base candnica de R”, entonces es facil comprobar las siguientes propiedades para
ciertas matrices elementales particulares:

1. Definiendo la matriz E; j = I — uu’, con u = e; - ej, entonces A= E;j-Ada

como resultado una matriz que consiste en permutar las filas i y j-ésimas de A,
mientras que A= A-E;, ;j produce el mismo efecto por columnas.

2. Definiendo E;(a) =1—-(1— a)e,-eiT con a € C, entonces A = E;(a) - A da como re-
sultado una matriz que consiste en multiplicar por « la fila i-ésima de A, mien-
tras que A = A- E; () realiza la misma operacién cambiando filas por columnas.

3. Definiendo E;jla)=1+ aejel.T con a € C, entonces A = E; j(a)- A da como resul-
tado una matriz que consiste en sumarle a la fila j-ésima el resultado de multi-
plicar la fila i-ésima por @, mientras que A= A-E;, (@) produce el mismo efecto
por columnas.

Sea una matriz A € M, x;m con rang(A) =r > 0. Sean Py Q matrices formadas como
productos de matrices elementales tales que

Iy 0). (1.4)

PAQ:(OO

La expresion PAQ, resultado del proceso de la Eliminacion Gaussiana, recibe el nom-
bre de forma candnica equivalente de A,y existe para cualquier matriz A no nula. Las
matrices Py Q no son nicas. El orden en el que son construidas a partir de matrices
de operaciones elementales es muy importante, garantizando asi la conservacién de
la precision en los cdlculos (pivotacion y escalado, véase el Capitulo 3). A pesar de
que las matrices P y Q no son Unicas, la forma canénica equivalente por si misma si
que obviamente lo es (lado derecho de (1.4)). Como las matrices elementales son in-
vertibles, las matrices P y Q también lo serdn. De una forma canénica equivalente de
una matriz A con rango r, tenemos por tanto, la factorizacion candnica equivalente
de A:

_p-1{Ir 0} 1
A=P (ooQ .
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Finalizamos esta seccién introduciendo un concepto que serd clave en esta Memo-
ria. Una matriz cuyas filas o columnas constituyen un conjunto de vectores orto-
normales se llama matriz ortogonal. Si Q es una matriz ortogonal n x m, enton-
cesQQT =1I,sin<m, y QTQ =1I,, si n = m. Si Q € M, es una matriz ortogonal
cuadrada, entonces QQT = QT Q = I,,. En el caso de tratar con matrices con entra-
das complejas, la operacién QT debe reemplazarse por la traspuesta hermitiana Q'
(cambiando filas por columnas y tomando conjugacién), y en ese caso a las matri-
ces ortogonales se les denomina unitarias. El determinante de una matriz ortogonal
cuadrada vale +1:

1=11,1=1Q-QT1=1QI-1QTI = 1Q”” = |Q| = 1.

Cabe destacar que las matrices elementales E; j = I - uul, conu=e; - ej, son simé-

tricas y ortogonales, mientras que las matrices elementales E; (@) = I — (1 — a)e,-eiT y
Ejj(a)=I+aeje!, con a€C, son simétricas.

1.2. Autovalores y autovectores. Factorizaciones can6nicas

Sea Ae y.SiveC,v#0,esun vector tal que
Av =cv, (1.5)

para algtin valor ¢ € C, entonces a v se le denomina autovector de la matriz A, y a
¢ un autovalor, valor caracteristico 6 valor singular. Nos referimos al par (c, v) como
un eigen-par. Mientras restringimos un autovector a ser distinto de 0, un autovalor
puede ser nulo y en este caso, la matriz serd singular. Aunque A sea real, tanto un
autovalor como un autovector de A pueden ser expresiones complejas.

Debemos remarcar la relaciéon Av = cv. El efecto de multiplicar una matriz por
un autovector es el mismo que el de multiplicar ese autovector por un escalar. Asi, el
autovector es un invariante de la transformacién A en el sentido de que su direccién
no cambia.

Enunciamos algunas de las propiedades elementales de autovalores y auto-
vectores son las siguientes.

Lema 1.1. Si Av = cv, con A matriz real, entonces:

. bv es un autovector de A, donde b es cualquier escalar distinto de cero.

. bc es un autovalor de bA, donde b es cualquier escalar distinto de cero.

. (c™Y, v) es un eigen-par de A™*, si A es no singular.

. Si A es diagonal o triangular, entonces los autovalores de A son las entradas de la
diagonal principal de A, a;;, con autovectores correspondientes e; (base canonica
deR™).

5. (c*, v) esun eigen-par de Ak parak=1,2,....

AW N~
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6. Si A y B son matrices cuadradas del mismo orden y si B~! existe, entonces los
autovalores de BAB™! son los mismos autovalores que los de A.

Parala ecuacién (A—cI)v = 0 que definen los autovalores y autovectores de A,
vemos que como v # 0, (A— cI) debe ser singular, y por tanto, |A—cI| = 0. Esta ecua-
cién permite el cdlculo de los autovalores de A. El determinante es un polinomio de
grado n en ¢, pa(c), llamado el polinomio caracteristico, y cuando es igualado a 0 se
llama la ecuacion caracteristica. Un autovalor de A serd por tanto una raiz del polino-
mio caracteristico. Del Teorema Fundamental del Algebra se sigue que una matriz A
tiene exactamente n autovalores complejos (y alo sumo 7 reales). Si A es real, los au-
tovalores complejos aparecerdn en pares conjugados. Podemos escribir el polinomio
caracteristico de forma factorizada como p4(c) = (-1)"(c—c1) -+ (c—¢p,). Definamos
el espectro de una matriz A como el conjunto de sus autovalores: o(A) := {1 € C/A
es autovalor de A}. Sabemos ya que el espacio de autovectores asociado a un au-
tovalor dado tiene dimensién al menos 1. Resulta importante definir el nimero de
veces que un autovalor A se repite como raiz del polinomio caracteristico, lo que se
conoce como multiplicidad algebraica, m,(1). Ademas, a la dimension del autoes-
pacio asociado se le llama multiplicidad geométrica de A, mg(A). Estos dos niimeros
estdn relacionados por la desigualdad mg(A) < m4(A) (véase la demostracion, por
ejemplo, en [2, pags 112-114]). A la cantidad 75 (A) = méx;=;,,lc;| se le denomina
radio espectral de A. Un autovalor ¢; que cumpla |¢;| = r5(A) es llamado autovalor
dominante, 1o denotaremos por c;.

Dos matrices A, B € 4y, se dice que son semejantes (A ~ B) si existe una ma-
triz no singular P € ./, tal que

B=P AP (1.6)

La transformaciéon en dicha ecuacién se llama transformacién de semejanza,
que es una relacion de semejanza conmutativa y transitiva. Ademads, si A ~ B, enton-
ces 0(A) =o(B):

[A=cI|=|P~Y-|A=cI|-|P|=|P"*AP- P 'cIP|=|B-cI|.

Un tipo importante de transformaciones de semejanza estd basado en que la
matriz P en (1.6) sea ortogonal. Si Q es ortogonal y B = QT AQ, se dice que Ay B
son ortogonalmente semejantes. Si B en dicha ecuacién es una matriz diagonal, se
dice que A es ortogonalmente diagonalizable, y a QBQT se le llama la factorizacién
diagonal ortogonal o factorizacion ortogonalmente semejante de A.

El siguiente resultado muestra la importancia de este tipo de factorizaciones.

Teorema 1.2 (Factorizacién de Schur). Toda matriz cuadrada A (compleja en gene-
ral) puede descomponerse en la forma A = QUQ¥, donde Q es una matriz unitaria y
U es una matriz triangular superior cuyas entradas en la diagonal principal son los
autovalores de A.
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Demostracién. Sea A € .y, (c, v) un eigen-par arbitrario de A con v normalizado, y
formemos una matriz U ortogonal con v en su primera columna: U = [v|U>]. Enton-
ces,

_(c v AU,

H H
H _(vTAv v7 AU,
u AU‘( “lo vl Au,)

H H
Ul av Ul AU,

donde UZH AU, € My—1. Ademds, sabemos que los autovalores de U™ AU son los mis-
mos que los de A.

Para probar el resultado procedemos por induccién sobre 7. Si n = 2, entonces
U2H AU, es un escalar y el resultado es trivial. Asumamos que la factorizacién existe
para cualquier matriz de .#,,—;. Sea A € .4, y (c, v) un eigen-par arbitrario de A (con
v normalizado). Siguiendo el mismo proceso que el parrafo anterior podemos apli-
car la hipétesis de induccién a U2H AUy, por lo que existe una matriz V € .#,_; orto-

. . 10

gonal tal que VH(UZHAUZ)V =T, donde T es triangular superior. Sea Q = U, (0 V)'
Multiplicando vemos que Q Q = I, es decir, Q es unitaria, y

c vlAUV )_(c vHAUgV)_U

oviufav,v)" 0o T

H
Q AQ=(
lo cual demuestra la existencia de la factorizaciéon de Schur para cualquier matriz
cuadrada A. O

Estudiemos a continuacion el concepto de diagonalizacién. Si V es una matriz
cuyas columnas corresponden a los autovectores de A, y C es una matriz diagonal
cuyas entradas son los autovalores correspondientes a las columnas de V, usando la
definicién (1.5), podemos escribir AV = VC. Ahora, si V es no singular se tiene que

A=vVCVvl, 1.7)

que representa la factorizacién diagonal de la matriz A. Vemos pues que una matriz
A con autovalores c,...,c, que se pueda factorizar de esta manera es similar a la
matriz diag(c,..., c,), Y esta representacion recibe el nombre de forma canénica de
semejanza de A o factorizacion canénica de semejanza de A. No todas las matrices
pueden ser factorizadas como en la ecuacién (1.7). Obviamente, depende de que V
sea 0 no singular, esto es, que el conjunto de autovectores que forma la matriz V sea
o no linealmente independiente. Si una matriz puede ser factorizada como en (1.7),
se llama matriz diagonalizable.

Una condicién suficiente y necesaria para que una matriz sea diagonalizable
se puede establecer en términos de los autovalores tinicos y sus multiplicidades.

Teorema 1.3 (Diagonalizabilidad). Supongamos que A € 4, con autovalores dis-
tintos Ay,..., Ay y multiplicidades algebraicas my, ..., my, respectivamente (m; + - +
my. = n). Entonces, rang(A— A1) = n—my, para todo | = 1,...,k, si y sélo si, A es
diagonalizable.
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Demostracién. Recordemos que A siendo diagonalizable es equivalente a la existen-
cia de una matriz V no singular tal que AV = VC donde C es una matriz diagonal
cuyas entradas son los autovalores correspondientes a las columnas de V.

Para ver que la condicién es suficiente, asumamos que para cada [ € {1,..., k},
rang(A—A;I) = n—my, porlo que (A—A;I)x =0 tiene exactamente n—(n—m;) = my
soluciones linealmente independientes, que son por definicién, autovectores de A
asociados a A;. Sea {wy,..., wy,} un conjunto de autovectores linealmente inde-
pendientes asociados a A;, y u un autovector asociado a Aj con A; # A;. Los vec-
tores wy,..., Wy, y u son columnas de V. Ahora si u es linealmente dependiente
de wy, ..., wn,, podemos escribir u = Z]rc":ll brwy, y por tanto Au = Z;C":ll Abwy =
A ka:l 1 b wi = Aju, contradiciendo que u no es un autovector asociado a A;. Asi, los
autovectores asociados con autovalores diferentes son linealmente independientes,
y por tanto V es no singular.

Para ver que la condicion es necesaria, asumamos que V es no singular; esto
es, V! existe. La matriz (C — A;I) tiene exactamente m; ceros en la diagonal princi-
pal, y por tanto, rang(C —A;I) = n—m;. Yaque V(C—A;)V~! = (A- A;I), y dado
que al premultiplicar y postmultiplicar una matriz por otra de rango completo no
cambia el rango de ésta, tenemos asi rang(A—A;I) = n—m;. O

Algunas propiedades de matrices diagonalizables son:

= Los autovectores de una matriz diagonalizable son linealmente independientes.
= Se cumplen las relaciones

lAl=vev i =viicivTl=Icl,  tr(A) =tr(vev Y = tr(vIve) = tr(0).

= El nimero de autovalores distintos de cero de una matriz A diagonalizable es
igual al rango de A. Este debe ser el caso porque el rango de la matriz C diagonal
es su nimero de elementos distintos de cero y el rango de A debe ser el mismo
que el rango de C.

= Lasuma delas multiplicidades de los autovalores tinicos distintos de cero es igual
al rango de la matriz; esto es, Z;‘Zl m; = rang(A), para la matriz A con k autova-
lores distintos con multiplicidades m;.

Para finalizar esta seccién, nos centraremos en un caso particular de matrices
que aparecen con suma frecuencia en numerosos procesos aplicados: las matrices
reales y simétricas. Como primer resultado tenemos el siguiente

Lema 1.4. Si A es una matriz real y simétrica, entonces o(A) Cc R.

Demostracién. Probaremos que si A € g (A), entonces A%2>0.Delarelacion A-x = A-x
sesigue xT-AT = 1-xT,ycomo AT = A, tenemos que x”-A-x = A-x”-x, lo que implica
A-xT-A-x=22-xT-x, 0 equivalentemente, x” - A%-x = A2-xT - x. Por otro lado, tenemos
que<A-x,A-x>=(A-x)T-A-x=xT-AT-A.x=x". A% x, por lo que concluimos
IA-x[3 = A% || x||3, implicando A% = 0. o
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En el caso de una matriz real y simétrica A, cualquier par de autovectores co-
rrespondientes a dos autovalores diferentes son ortogonales. En efecto, asumamos
que c; y ¢, son dos autovalores distintos con correspondientes autovectores vy y Up.

Si consideramos VIT vy, entonces multiplicdndolo por ¢, obtenemos

c vlT vy = vlTAvg = vaAvl =q I/ZT V1 =c¢] vlT v, donde hemosusado A= AT,
Como c¢; # ¢, solo puede darse UIT vy = 0. Por otro lado, consideremos ahora dos
autovectores distintos v; y v; asociados a un autovalor ¢ (con multiplicidad geomé-
trica mayor que 1) tales que v; # A-v;,V A € C. Por lo que hemos visto, todo au-
tovector asociado a un autovalor c, c; # ¢, es ortogonal al espacio generado por
los autovectores de c. Tomemos v; normalizado y apliquemos la transformacién de

i . i ji=— 1  _u. Ay v\
Gram-Schmidt a vj, produciendo un vector Uj=1 =R T (vj— (v, vj)vi) que es
ortogonal a v; tal que span{v;, vj} = span{v;, ¥;}. Ahora, tenemos que

Av ! (A ( YAv;) !

Vj=—————(Av; —(v;, VD AV) = ————

T vy =i vppuill ! lvj = (i, vj)vill
1

=-CcC—

lvj —<vi, vj)vill

(cvj—(vi,vj)evy)
(vj—(vi,vj)vi) = cvj.

Concluimos asi el siguiente resultado:

Teorema 1.5. Si A € 4, es real y simétrica, entonces existe una base ortogonal de R"
formada por vectores propios.

Una matriz real y simétrica es ortogonalmente diagonalizable, porque V en la
ecuacion (1.7) puede ser elegida que sea ortogonal, y por tanto escrita como

A=vcvT, (1.8)

donde VVT = VTV =], yasi, tenemos que V' AV = C. Tal matriz es ortogonalmente
semejante a una matriz diagonal formada por sus autovalores. Por otro lado, cuan-
do A es real y simétrica y los autovectores v; son elegidos ortonormales, podemos
escribir

n n n n
I:ZviviTzAzAz viviT=ZAviviT:ZciviviT.
i=1 i=1 i=1 i=1

Estarepresentacion se llama descomposicion espectral de A. Es esencialmente la mis-
ma ecuacién que (1.8), por tanto, a la expresion A= VC VT también se le denomina
descomposicion espectral de A. Esta representacion es tinica excepto por el orden en
la eleccién de los autovalores y autovectores. Si el rango de la matriz es r, suelen ser
denotados por |c1|=... = |c/| >0, ysir < n, entonces ¢4+ =+ = ¢, = 0. NOtese que
las matrices en la descomposiciéon espectral son matrices de proyeccion, que son
ortogonales entre si, pero que no son matrices ortogonales, y suman la identidad.
Definiendo P; = v; viT tenemos que
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n n
PI=P;, PiP;j=0(i#j), Y. Pi=I A=) cP;.

i=1 i=1

A las matrices P; se les llama proyectores espectrales. Obsérvese que la descomposi-
cién espectral también se aplica a las potencias de A: A* = i1 clk Vi vl.T, kez.

Finalmente, supongamos que la matriz real y simétrica A, es ademads definida
positiva, es decir que xTAx>0,VxeR" (olo que es lo mismo, g (A) < R*). Enton-
ces, A= VCVT con C una matriz diagonal con elementos en la diagonal principal
positivos. De este modo, A™' = VC'VT y como C~! es la matriz diagonal cuyas en-
tras son los inversos de C, tenemos que A™! es también definida positiva. Vemos por

tanto que A es definida positiva, si y solo si, A~! es definida positiva.

1.3. Normas matriciales

En Andlisis Numérico es frecuente el necesitar saber cuanto de préximo se
encuentra una solucién aproximada de un determinado problema con respecto a
su solucién exacta. Para poder dar respuesta a esto de manera cuantitativa cuan-
do trabajamos con problemas que involucran a matrices necesitamos introducir el
concepto de norma matricial, como una aplicacién

-1 A —R
A— Al
que cumple, paratoda A, B € #,, A € R (C), las condiciones
Al =0, ii) [Al =0« A=0, iii) [4- Al = 1] I All,
iv) [A+ Bl <Al +1BI, V) |A-Bl < [lAll- I BIl.
Con el fin de establecer conexiones entre normas vectoriales y matriciales es-
tablecemos la siguiente

Definicién 1.6. Sea || - |y una norma vectorial y || - || )y una norma matricial. Se dice
que ambas normas son compatibles si [|A- x|y < |Allp- I xlly, VAe 4y yVx e C".

Dada una norma vectorial, existen infinitas normas matriciales compatibles con és-
ta. Reciprocamente, se puede comprobar que dada una norma matricial, existen in-
finitas normas vectoriales compatibles con ella. De todas estas normas va a resultar
de especial interés una en particular, que viene dada por la siguiente

Definicién 1.7. Dada una norma vectorial || - |v, definimos la norma matricial indu-
cida por ésta seguin || All pr = méx) =1 | A- xllv.

Es facil comprobar que la norma matricial inducida por una norma vectorial es efec-
tivamente una norma y que es compatible con la norma vectorial. Algunos ejemplos
particulares son:

n n
1Al = méx 3 laijl,  lAleo=méx } laijl,  Alz=/rs(A"- A).
1 ] 15’5”j:1

sjsn;



12 1 Resultados preliminares sobre Algebra Lineal

Observacién 1.8. Para la demostraciéon del caso p =2 es necesario hacer uso del Teo-
rema 1.5.

Como consecuencia observamos que:

1. 1Allz = IAH 5. Notese que esto no se cumple para || - || 5, con p = 1, 00.
2. Si A es hermitiana, entonces | Al = 15 (A).

El siguiente resultado justifica la importancia del calculo de r;(A), y es que aunque
las diferentes normas estudiadas de una matriz dada nos pueden ofrecer cantidades
bien distintas, el radio espectral serd siempre una cota inferior de las mismas, y por
lo tanto, viene a jugar en cierto sentido el papel de norma matricial minima.

Teorema 1.9. Sea || - | ;s una norma matricial compatible con una norma vectorial || -
lv dada (en particular, la norma inducida). Entonces, YV A € 4, secumple0 < r;(A) <

1Al p-

Puede demostrarse ademds que siempre es posible encontrar una norma matricial
que se aproxime tanto como uno quiera al radio espectral de una matriz dada (véase
[4, P4g. 12])

Teorema 1.10. Sea € > 0. Entonces existe una norma matricial | - | para la cual se
cumple |Allg —e < 15(A), VA M,.

La combinacién de los Teoremas 1.9 y 1.10 permite escribir
ro(A) = inf{|| A]l tal que | - || es norma matricial}.

Hemos visto ademads que este infimo se alcanza en el caso particular ||-|| = -], Yy A
matriz hermitiana, lo cual pone también de relevancia la importancia de trabajar en
procesos numéricos con la norma p = 2.

Como combinacién de los resultados anteriores podemos concluir con el si-
guiente

Corolario 1.11. Dada A € #,,. Entonces

r6(A) <1 % ||Alp <1, paraalguna norma matricial || - | ps.

"

Demostracion. “ <
Si existe || - |3 tal que [|Allpr < 1, como 75 (A) < || Allas, para toda | - || ps norma
matricial (Teorema 1.9), se sigue que r4(A) < 1.
«“ :> n
Supongamos que 74 (A) < 1. Tomemos £/2 donde € = 1 — r5(A). Entonces, por

el Teorema 1.10 se sigue que 3 | - [|¢/2 tal que
€ €
Il Alles2 — 5 S ro(A) = [Allg/2 < 1o (A) + 5< 1.

Esto prueba por tanto la existencia de una norma matricial || - ||/ para la cual
[Alles2 <1.
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Transformaciones matriciales y factorizaciones

En la mayoria de las aplicaciones del Algebra Lineal los problemas son resuel-
tos mediante transformaciones de matrices. Una matriz dada que representa alguna
transformacion de un vector es transformada de manera que permita determinar un
vector a partir de otro vector dado. El ejemplo més elemental es la resolucién de un
sistema lineal de ecuaciones AX = B. La matriz A es transformada a través de una su-
cesion de operaciones de manera que la solucién X pueda determinarse facilmente
a partir del vector dado B yla matriz transformada. Otro ejemplo elemental y de gran
importancia es el cdlculo de los autovalores y autovectores de una matriz. La mayo-
ria de estas transformaciones provienen como resultado de ciertas factorizaciones
de la matriz A.

En el capitulo anterior ya hemos introducido algunas factorizaciones matri-
ciales particulares. El objetivo de este capitulo es introducir algunas transformacio-
nes matriciales generales (transformaciones ortogonales, geométricas y de reflexion)
para introducir a continuacién dos factorizaciones nuevas adicionales: la factoriza-
ciéon LU(LDU) y la factorizacién QR. Para nuestros objetivos en esta Memoria ha-
remos especial énfasis en la factorizaciéon QR, dada su importancia en numerosos
procesos numéricos y por no haber sido estudiada durante el Grado en Matemati-
cas.

2.1. Transformaciones ortogonales y geométricas. Reflexiones de
Householder y rotaciones de Givens

Transformaciones por Matrices Ortogonales

En el capitulo previo hemos introducido algunas propiedades que tienen las
matrices ortogonales (QTQ = I). Comenzamos esta seccion anadiendo una nueva
propiedad:
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QxQy =TV =y"QTQx=y"x=(x,3), Vx,yeR"

(Qx,Qy)
1QxN21Qyll2
nes ortogonales

_ (X, )
) = arccos(—”xnz‘

e ) Vemos por tanto que las transformacio-

y asi, arccos (

q:R"—R"

conservan dngulos. A menudo usamos las transformaciones ortogonales que conser-
van longitudes y angulos mientras rotamos 6 reflejamos regiones de R” en R”, por
lo que es importante mencionar que nos referiremos a ellas apropiadamente como
rotadores 6 reflectores, respectivamente.

Transformaciones Geométricas

Las operaciones algebraicas son transformaciones geométricas que rotan, de-
forman, 6 trasladan un objeto. Estas transformaciones, que son normalmente usa-
das en dos o tres dimensiones pues se corresponden con el espacio fisico facilmente
percibido, tienen aplicaciones similares en dimensiones superiores. Pensar en Alge-
bra Lineal en términos de operaciones geométricas asociadas, a menudo proporcio-
na una intuicién ttil. Para este tipo de transformaciones resulta importante conocer
qué objetos permanecen inalterados mediante la transformacién. Enumeramos en
la siguiente tabla algunas de ellas que son lineales, dado que preservan lineas rectas.

Transformacion Preservacion

lineal y afin rectas

escalado rectas y angulos

traslaciéon rectas, dngulos y distancias
rotaciéon rectas, dngulos y distancias
reflexion rectas, dngulos y distancias

Tabla 2.1. Invarianza de algunas transformaciones.

Las transformaciones que conservan longitudes y dngulos se llaman transfor-
maciones isométricas (como por ejemplo, las transformaciones ortogonales). Estas
preservan también 4reas y volimenes. Otra transformacién isométrica es una tras-
lacion X = x+t. Una transformacién que conserva dngulos recibe el nombre de trans-
formacién isotrépica. Un ejemplo de ésta que no es isométrica, es una transforma-
cion uniforme de escalado o dilatacién, X = ax, donde a es un escalar. La transfor-
macién ¥ = Ax, donde A es una matriz diagonal con no todos sus elementos iguales,
no conserva dngulos (escalamiento anisotropico). Otra transformacién anisotrépica



2.1 Transformaciones ortogonalesy geométricas. Reflexiones de Householder y rotaciones de Givens 15

es la transformacién de corte, X = Ax, donde A coincide con la matriz identidad, ex-
cepto por una sola fila o columna que tiene uno en la diagonal, pero posiblemente
elementos distintos de cero en otras posiciones; por ejemplo

10&1
A= Oldl , ap #0.
001

A pesar de que no conservan dngulos, ambas (escalamiento anisotrépico y trans-
formacién de corte) conservan lineas paralelas. Una transformacién que conserva
lineas paralelas recibe el nombre de transformacion afin, mientras que una transfor-
macion proyectiva, la cual usa sistema de coordenadas homogéneo del plano pro-
yectivo, conservara lineas rectas, pero no conservara lineas paralelas.

Analizamos a continuacién algunas transformaciones que nos resultardn de
especial interés.

Rotaciones

La rotacién mds simple de un vector es la rotacion del plano definido por dos
coordenadas sobre los otros ejes principales. Esta rotacién cambia dos componentes
de todos los vectores de ese plano y deja inalterados a todas las demds componen-
tes. Esta rotacion se puede describir en el espacio 2—dimensional que definen las
coordenadas a cambiar, sin hacer referencia a las otras coordenadas.

Consideramos la rotacion del vector x a través del angulo 8 en X. La longitud
se conserva, asi que tenemos || X|| = || x|, véase la Figura 2.1.

>t

X1

Figura 2.1. Rotacién del vector x a través del angulo 6.

Podemos escribir x; = ||x[|cos (¢ +0) y x2 = [ x] sin (¢ +0), donde x = || x||lp. Ahora,
de la trigonometria elemental, tenemos que

cos (¢p+6) = cos¢pcosf —singsin, sin (¢p +0) = sin¢ cos + cospsinb.

Como cos¢ = x1/|lx|| y sin¢ = x,/||x|l, podemos combinarlos para obtener X; =
X1 080 — x28in0 y X» = x1sin6 + x» cosO. Por tanto, podemos realizar la rotaciéon de
x multiplicandolo por una matriz ortogonal:
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X1) _(cosO —sinf) (x;
(562) B (sin@ cosf ) (xg)' @D
Una rotaci6én de cualquier hiperplano en un n—espacio se puede obtener como 7 ro-

taciones sucesivas de hiperplanos formados por dos ejes principales. En un espacio
tridimensional, esto es conocido como el Teorema de la rotacion de Euler.

Traslaciones

Las traslaciones son relativamente simples transformaciones envolviendo la
suma de vectores. En aplicaciones donde varias transformaciones geométricas es-
tan combinadas, resulta conveniente que las traslaciones puedan también ser obte-
nidas mediante la multiplicacién por una cierta matriz. Esto puede hacerse usan-
do coordenadas homogéneas, las cuales forman el sistema de coordenadas natu-
ral para la Geometria Proyectiva. De este modo la traslacién ¥ = x+ ¢ con x =
(x1,...,Xp), t = (f1,...,ty) puede llevarse a cabo representando primero el punto x
como (1, xy,...,x,) y multiplicar a continuacién por la matriz

10...0
nhl1l...0

T=|. .. .|€Mnn
h0...1

para obtener asi el vector trasladado X = (1, x1 + f1,..., X + tp).

Reflexiones

Sean u 'y v dos vectores ortonormales y x = ¢)u + ¢, v para ciertos escalares c;
y ¢. El vector
X=—-cu+cv (2.2)

es una reflexion de x a través de la recta definida por el vector v, o ut. Podemos con-
siderar una reflexién que transforma un vector x = (x1,...,X;) en un vector colineal
con el vector unidad,

x:(on-'royxiroy---)o)Zi”x”Zel" (23)

En la Figura 2.2 vemos una representacién geométrica en dos dimensiones donde
i = 1. El vector x se gira dependiendo de la eleccion de signo + en la ecuacion (2.3).

Reflexiones de Householder

En esta subseccién estudiaremos una transformacién de gran importancia
que combina las transformaciones geométricas que acabamos de estudiar. Conside-
ramos el problema de reflejar x a través del vector u. Como antes, asumimos que u'y



2.1 Transformaciones ortogonalesy geométricas. Reflexiones de Householder y rotaciones de Givens

<

T2

V\m

Figura 2.2. Reflexion de x sobre ut.

v son vectores ortonormales y que x = ¢; 4 + ca v. Definamos la matriz H = I - 2uu’.
Como u? -u=1, resulta

T

au+cv-2cuulu-2cuuTv=cu+cv-2cu’uu-2cuvu

—cu+crv=2=x,

Hx

como en la ecuacién (2.2). La matriz H es un reflector, pues ha transformado x en su
reflexion sobre u. Esta reflexion recibe el nombre de reflexion de Householder o trans-
formacién de Householder, y 1a matriz H se llama matriz de Householder o reflector
de Householder. Las siguientes propiedades son inmediatas:

(1) H essimétrica (H=HT). (3) Hu=-u
(2) H esortogonal (HT = H ). (4) Hv=v,V vortogonal a u.

Al ser H ortogonal, si Hx = X, entonces | x[2 = | X2, por tantosi i =1, X; =
+|x|l2, pues el vector x se ha reflejado en la direccién de x;, X = (x| xll2,0,...,0). La
matriz uu’ es simétrica, idempotente, y de rango 1. A una transformacién de una
matriz de la forma A — vw? se le denomina actualizacién “rango 1"(por ser vw’ de
rango 1.) Por tanto, una reflexién Householder es un caso particular de actualizacién
de rango 1.

La utilidad de las reflexiones de Householder resulta del hecho de que es facil
construir una reflexién que transforma un vector x en un vector X, que tiene ceros en
todas las posiciones menos una, como enla ecuacién (2.3). Para construir el reflector
de x en X, partimos del vector v = x — X/ || X||,. Elegimos el signo de || X||, de manera
que evitemos cantidades con signos opuestos y magnitudes similares. Es decir, me-
ramente por cuestiones de estabilidad numérica. Por tanto, consideramos

. T
q=x1,...,xi—1, X +signo(x) | x|z, Xix1,..., Xn) ",

luego tomamos u = qT/ llgll2, para definir finalmente H = I — 2uu’. De manera ilus-
trativa, consideremos el siguiente

Ejemplo 2.1 Sea el vector x = (3,1,2,1,1)T, de norma ||x|l2 = 4, el cual queremos
transformar en % = (+4,0,0,0,0)". Construimos asi el vector q = (7,1,2,1,1)T, con
lqll2 = V56, para obtener u = \/L;G(Z 1,2,1,1)7T y el reflector

17
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10000 4971477 21 -7 —14 -7 7
01000 71211 7 27 -2 —1-1
H=T-2uu"=|00100|-—|142422|=—|-14-2 24 22|,
0ooo10| 271211 2| 7 -1 =2 271
00001 71211 7 -1 -2 —127

el cual verifica Hx = (—4,0,0,0,0)T.

Rotaciones de Givens

Anteriormente vimos transformaciones geométricas que rotan un vector de
manera que una componente especifica del vector se convierte en 0y s6lo otra com-
ponente del vector queda modificada. Tal método puede ser particularmente ttil si
solo una parte de la matriz a transformar esté disponible. Estas transformaciones se
llaman transformaciones de Givens, rotaciones de Givens, o también son conocidas
como transformaciones de Jacobi. La idea bdsica de esta rotacién (que es un caso
particular de las estudiadas en la seccién anterior) podemos verla en un vector de
dimensién 2. Dado un vector x = (x1, X2), queremos rotarlo en X = (¥;,0). Como con
un reflector, X; = || x||,, véase la Figura 2.3.

z2

Figura 2.3. Rotacién de x a los ejes de coordendas.

Es facil ver que la matriz ortogonal

(2.4)

cosf sinf
—sinf cosf

ol

realizard esta rotacién de x si cos@ = x1/r ysinf = x,/r, donde r = | x|l = \/xf + x%.
Notese que la matriz Q es la misma que en (2.1) solo que en la direccién opuesta,
y que 0 no es realmente relevante dado que solo necesitamos nimeros reales c y s

c S . . - x2 X2
tales que Q = ( s c) verificando ¢2 + s% = 1. Tenemos asi que X1 = 71 + 72 =lxll2 y

- x X
x2=—x2—rx1+x1—rx2=0,estoes,Q(x;):(” 0”2)'
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Al igual que las reflexiones de Householder, que transforman el vector x =
(x1,...,X,) en Xg = (X11,0,...,0), las rotaciones de Givens permiten también con-
seguir transformar x en Xg = (%¢1,0, x3,...,X,), es decir, conseguir anular en es-
te caso una de las entradas del vector transformado. Més generalmente, el vector
X =(X1,.-0»Xpy..0» Xg, ..., Xp) S€ puede transformar en X = Gpgx (cumpliendo X, =
0 6 X; =0), siendo Gp4 la matriz identidad de orden n que tiene las cuatro entra-
das que ocupan las posiciones (p, p), (p, 9),(q, p) v (g, q) sustituidas por las cuatro
entradas de la matriz (2.4). Esto es,

10---000---000---0
01---000---000---0
00---100---000---0
000 c0---0s0---0
qu:.. L€y

00--000--100--0
00--0-5s0--0c0--0

2 . P X X,
donde las entradas en las filas y columnas p-ésimay g-ésimason ¢ = -2 y s = =L con

r r
— /42 2
r= xp+xq.

2.2. Factorizaciones matriciales

La idea de representar A = BC con By C matrices estructuradas, tiene como
particular objetivo la resolucién numérica de sistemas de ecuaciones o el calculo nu-
mérico de autovalores y autovectores. Ya hemos visto en el capitulo anterior algunas
factorizaciones particulares. Para finalizar este capitulo veremos dos factorizaciones
mads de gran importancia: LU(LDU) y QR.

2.2.1. Factorizacion LU (LDU)

Cualquier matriz cuadrada puede expresarse como A = LU, donde L es trian-
gular inferior y U es triangular superior. El producto LU recibe el nombre de fac-
torizacién LU. Una factorizacion LU se logra como consecuencia de la eliminacién
Gaussiana que consiste en la premultiplicacion y postmultiplicacion de la matriz A
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por matrices elementales de manera recursiva con el fin de conseguir ceros en las
entradas por debajo de la diagonal principal de cada columna.

En el proceso de la eliminacién Gaussiana resulta conveniente mantener al-
macenados los multiplicadores. Las entradas de las matrices A¥) que se van obte-
niendo durante este proceso, con k =1,..., n, se calculan mediante

a®

mi,k = _'y
a(k)
k,k

)

. k+D) _ (B _ (k) .

VY i=k+1,k+2,...,n, a; ;" =a; ;i ~Mmik “k,j’ Vij=k+1,..,n
(2.5)

Larazon se justifica en el siguiente resultado junto con las consideraciones posterio-

res.

Teorema 2.1 (Descomposicién LU). Sea A € #,, una matriz no singular, U la matriz
triangular superior obtenida en el proceso de la eliminacién Gaussiana, y L la matriz
triangular inferior definida de la siguiente forma, siendo sus entradas los multiplica-
dores obtenidos en el proceso de la eliminacién Gaussiana:

1 0 0o ---0
my 1 0
L=|ms1 m32 1

o O

My1 Mpo Mp3 -1
Entonces se verifica la relacion A= LU.

A esta descomposicion se le conoce como descomposicion de Doolittle. Sin embargo,
dicha descomposicién no es tnica. En efecto, existen muchas otras posibles des-
composiciones en la forma A = LU, no necesariamente verificando [; ; = 1. La ter-
minologia métodos compactos hace referencia a las posibles descomposiciones en
la forma LU para una matriz dada A, haciendo que éstas puedan expresar la infor-
macién de las matrices L y U de manera compacta. Supongamos que tenemos dos
descomposiciones A = LU} = LyU,. Se sigue entonces la relacién matricial

A=L U = LU, = LU = LU = L'L =U,U .

Como la inversa de una matriz triangular inferior (superior) es de nuevo triangu-
lar inferior (superior), el producto de dos matrices triangular inferior (superior)
es de nuevo triangular inferior (superior), y la inversa de una matriz diagonal D
es otra matriz diagonal D cuyas entradas son las inversas de las entradas de D

di;=d7}i=1,...,n|, tenemos que L,'L; es una matriz triangular inferior, mien-
’ 1,1 2

tras que la matriz U, Uy ! es una matriz triangular superior. Debe cumplirse pues

L, lLl =UU; 1 = D, siendo D una matriz diagonal,
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de lo que se concluye que
L,'Li=D = Li=Ly-D y UU;'=D = U;=D"'Us.

La eleccién particular de una matriz diagonal D esté ligada a la eleccién particu-
lar de los elementos de la diagonal principal de las matrices L 6 U. Un ejemplo
particular consiste en imponer que sean los elementos de la diagonal principal de
la matriz U los que valgan 1, es decir u;; = 1, i = 1,...,n. Esta eleccién particu-
lar recibe el nombre de descomposicion de Crout. Obsérvese que podemos pasar de
la descomposicién de Doolittle a la de Crout y viceversa de manera inmediata. En
efecto, si A = LU denota la descomposicién de Doolittle (A no singular, por lo que
u;; #0, paratodo i =1,...,n),y A= LU, denota la descomposicién de Crout, en-
tonces

(=)

1 0 0 Uyl Uiz U3 -+ Uin
by 1.0 -0 0 upp uz3 -+ Uz

A=IU=|1B152 1 -0 0 0 ugz- Uz,
Ini Inz Inz -+ 1 0 0 0 - upy
donde
u;p 0 0O --- 0 Uiy ﬁ;; 3211
0 uzp 0 --- 0 01 EE
U= 0 0 uUsgs -+ 0 0 0 1 --- u3:3 :D'UC.
0 0 0 - upn 00 0 --- 1

De este modo, A=LU =LDU,=L.U. donde L.,=LD.

2.2.2. Factorizacién QR

En Algebra Lineal, la factorizacién QR de una matriz es una descomposicién
de la misma como producto de una matriz ortogonal Q, (QTQ = I), por una matriz
triangular superior R. La factorizacién QR es la base del algoritmo QR utilizado para
el calculo de los vectores y valores propios de una matriz que veremos posteriormen-
te en el Capitulo 4.

En cuanto a la unicidad de la descomposicion QR de una matriz, al igual que
hicimos con la descomposicién LU, supongamos que tenemos A = Q1 R; = Q2Ry. R;
vy R, deben ser no singulares y QZT Q= RgR;l. Por la misma razén que en el caso LU,
RoR; ! es triangular superior, y QZT Q; es también una matriz ortogonal. Tenemos por
tanto que Ry R ! es triangular superior y ortogonal, lo que implica que debe ser una
matriz diagonal D, que al ser ortogonal, ha de cumplir D? = I. Se sigue por tanto que
Q2 = Q1D y Ry = DRy, con D una matriz diagonal que contiene en sus entradas de
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la diagonal principal elementos iguales a 1 6 —1. Lo que nos quiere decir esto es que
los signos de los elementos de la diagonal de R pueden elegirse arbitrariamente, y
entonces la descomposicién QR serd tinica.

Asumiremos que A € ./, | Al # 0 (y por tanto, |R| # 0).

Obtenci6n de la factorizacién QR

Hay basicamente tres métodos para obtener la factorizacién QR de una matriz
A: mediante transformaciones de Householder (o reflexiones), transformaciones de
Givens (o rotaciones) o mediante el proceso de Gram-Schmidt. Las transformaciones
Householder son probablemente el método mas comtinmente usado.

Reflexiones Householder para formar la factorizacién QR

Este método se basa en lo explicado en la Seccién 2.1, es decir, en usar los re-
flectores para calcular la factorizacién QR, formando en secuencia el reflector para
la columna i-ésima que produciré ceros debajo del elemento que ocupa la posicién
(i,7). Podemos ilustrar el procedimiento considerando el siguiente ejemplo, que he-
mos resuelto haciendo uso del software Matlab.

Ejemplo 2.2 Sea la matriz

32 -432
1-1121
A=12 4 6 41
13 211
12 854

Comenzamos transformando el vector (3,1,2,1,1)T en (+4,0,0,0,0)”. Usando las ecua-
ciones del Ejemplo 2.1 construimos la primera matriz de Householder Py, que en este
caso coindice con Hy. Obtenemos asi la matriz P1 A:

—3.9999999999 —4.4999999999 —-2.7500000000 —6.2499999999 —3.4999999999
0.0000000000 —1.9285714285 1.1785714285 0.6785714285 0.2142857142
0.0000000000 2.1428571428 6.3571428571 1.3571428571 —0.5714285714
0.0000000000 2.0714285714 2.1785714285 -0.3214285714 0.2142857142
0.0000000000 1.0714285714 8.1785714285 3.6785714285 3.2142857142

Ahora, elegimos un reflector para transformar el vector

X = (—1.9285714285, 2.1428571428, 2.0714285714, 1.0714285714) "

donde || x3||2 = @ en (£x,0,0,0)T. Recordar que no queremos perturbar la primera

columna en Py A, la segunda matriz de Householder P, ha de ser de la forma
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1000 0
0

P,=|0 H
0
0

Sea el vector

qZT (—1.9285714285 — @, 2.1428571428, 2.0714285714, 1.0714285714)T

) = =
llg2ll2 55, 2756
2 14

Procediendo del mismo modo obtenemos el reflector Hy = I —2upul :

—0.5200970367 0.5778855963 0.5586227431 0.2889427981
0.5778855963 0.7803089181 -0.2123680457 —0.1098455409
0.5586227431 -0.2123680457 0.7947108890 -0.1061840228
0.2889427981 -0.1098455409 —0.1061840228 0.9450772295

Tenemos asi que P, Py A viene dada por

—3.999999999 —4.499999999 —-2.750000000 —6.249999999 —3.499999999
0.000000000 3.708099243 6.640868645 1.314689731 0.606779876
0.000000000 —0.000000000 4.280576158 1.115313818 -—0.720640573
0.000000000 0.000000000 0.171223620 —0.555196642 0.070047445
0.000000000 0.000000000 7.140288079 3.557656909 3.139679713

El proceso contintia buscando un reflector para transformar el vector

70595

X3 = (4.280576158, 0.171223620, 7.140288079)7, parael cual | xs3ll2 = 8478

’

en (£x,0,0)T. Construimos asi la tercera matriz de Householder Ps, de la forma

100 00
01000
00
00 Hs
00

Ps

Sea
gl (4280576158 + 22232 0.171223620, 7.140288079) "

3= 8478 ’
- - 1449
” qs ”2 J00

Procediendo del mismo modo, obtenemos el reflector H3 = I —2us uaT :
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—0.514069334239251 —0.020562842282816 —0.857502121928608
—0.020562842282816 0.999720732417475 -0.011645887339273
—0.857502121928608 —0.011645887339273 0.514348601821776

Tenemos asi que P3P, P1 A viene dada por

3.999999999 -4.499999999 —2.750000000 —6.249999999 —3.499999999
0.000000000 3.708099243 6.640868645 1.314689731 0.606779876
—0.000000000 —0.000000000 —8.326845959 —3.612630559 —2.323263170
0.000000000 0.000000000 0.000000000 -0.619407687 0.048281945
—0.000000000 0.000000000 0.000000000 0.879957648 2.232024927

Finalmente, x, = (—0.619407687, 0.879957648) 7, con || x4l» = % ha de transformar-
seen (£x,0). La cuarta matriz de Householder Py serd

1000 O
0100 0
0010 0
000 Hy
000

Py

Tomando

T 7141 T
ql  (-0.619407687 - 21, 0.879957648)

Uy = =
14l L2

obtenemos el reflector

o= [ oy = [ ~0-575604173291874 0.817728460852976
4= 4% = 0.817728460852976 0.575604173291875 |

Obtenemos asi finalmente la expresién para R = P4P3 P, P A:

—3.999999999 —4.499999999 —-2.750000000 —6.249999999 —3.499999999
0.000000000 3.708099243 6.640868645 1.314689731 0.606779876
R = —0.000000000 —0.000000000 —8.326845959 —3.612630559 —2.323263170
—0.000000000 —0.000000000 0.000000000 1.076100063 1.797399019
—0.000000000 0.000000000 0.000000000 0.000000000 1.324244383

La expresion para Q se obtiene de QT = PyP3P, P, :

—0.750000000 —0.370809924 0.432336567 0.336281269 -0.000000000
—0.250000000 —0.573069883 —0.494566830 —0.553645684 0.240771706
Q=1 —0.500000000 0.471939903 —0.179048477 —0.364548391 —0.601929265
—0.250000000 0.505649896 0.245645776 -0.315811975 0.722315118
—0.250000000 0.235969951 -0.689991693 0.589710632 0.240771706
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Como comprobacion, el producto QR da por resultado la matriz A, salvo errores de
redondeo:

2.999999999 1.999999999 -3.999999999 2.999999999 1.999999999
1.000000000 —1.000000000 0.999999999 1.999999999 0.999999999
A=QR=11.999999999 3.999999999 5.999999999 3.999999999 0.999999999
1.000000000 2.999999999 2.000000000 1.000000000 1.000000000
1.000000000 1.999999999 7.999999999 4.999999999 3.999999999

Se puede demostrar que el nimero de operaciones para la factorizacién QR de
una matriz en ./, usando los reflectores de Householder es 27%/3 multiplicaciones
y 2n%/3 sumas, véase [2, Seccién 5.7.1] 6 [1, Seccién 9.3].

Rotaciones de Givens para formar la factorizacién QR

Las rotaciones de Givens estdn basadas en la transformacion introducida en
la Seccién 2.1. Aunque estas transformaciones también permiten la obtencién de la
factorizacién QR de una matriz dada, presentan el siguiente inconveniente: cada vez
que se multiplica por una matriz de rotacién conseguimos hacer un cero, a diferencia
de las reflexiones Householder que consiguen hacer ceros en los elementos de cada
columna por debajo de la diagonal principal en cada iteracién. De este modo, se
puede comprobar que el nimero de operaciones que requiere este procedimiento
es aproximadamente el doble que el de Householder, por lo que en la practica se
suele proceder mediante este Gltimo.

Ejemplo 2.3 Hallaremos la descomposicién QR de
201
A=l 6 20
-31-1

El primer paso serd obtener el valor 0 en la posicién (2,1) de A, utilizando la matriz
de Rotacion G,,;. Como

cosf —sinf)(20) _ x x
sinf cosO J{62) |2sinf+6cosf x )’

bastard tomar 0 tal quetan = -3, por lo que

v10/10 3+/10/10 0 2v/10 3v/10/5 +/10/10
Gy =| —3v10/10 V10/10 0 |, ydeahi, GopyA=A;=| 0 /10/5 -3v/10/10
0 0o 1 -3 1 -1

Para conseguir el valor 0 en la posicion (3,1) procedemos de manera similar para
obtener la matriz de Givens
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cosf 0 —sinf 2v/10/70 -3/7

Gs1=| 0 1 0 |= o 1 o0 |,
sinf 0 cosf 3/7 02v10/7

y de ahi,
7 9/7 517

Ay =G31A1=G31G1A=|0 V10/5 -3V10/10
0 19v/10/35 —17/10/70

Para conseguir finalmente el valor 0 en la posicién (3,2) se obtiene

1 0 0 1 0 0
Gso=|0cos® —sin@ |=|0 7/v410 19/V410 |,
0 sinf cosf 0 —19/v/410 7410
yde ahi,
7 917 5/7

R=A3=G35G3,Gy 1 A=| 0 2V/41/7 —47+/41/287 |,
0 0 4v41/41

porlo que A= QR, con

2/7 6/7  -317
QT = G32G31Go1 = | —9/7V41 22/7/41 38/7V/41 |.
6/V4l -1/V41 2/V41

Transformaciones Gram-Schmidt para formar la factorizacién QR

Estas transformaciones estdn basadas en el proceso de ortogonalizacion de

vectores (1.1) introducidos en el Capitulo 1.

Las transformaciones Gram-Schmidt producen un conjunto de vectores orto-
normales que expanden el mismo espacio que el dado por un conjunto de vectores
linealmente independientes, {x,..., X;;}. La aplicaciéon de estas transformaciones es
llamada ortogonalizacién Gram-Schmidt. Si los vectores linealmente independien-
tes dados son las columnas de una matriz A, estas transformaciones producen final-

mente la factorizaciéon QR de A.
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Resolucion numérica de sistemas lineales de ecuaciones

En este tercer capitulo abordaremos el condicionamiento y la resolucién nu-
mérica de sistemas lineales de ecuaciones lineales. El condicionamiento y error de
un sistema permite conocer el efecto que puede producir en la solucién de éste
una perturbacién en las entradas de la correspondiente matriz o vector de térmi-
nos independientes. Abordaremos también la resolucién numérica de sistemas con
un elevado nimero de incégnitas mediante métodos directos e iterativos. Como es-
tos conceptos fueron ya abordados en la asignatura Métodos Numéricos I del Grado
en Matemadticas, haremos especial énfasis en dos apartados que no han sido abor-
dados hasta la fecha: el uso de la descomposicién QR en la resolucién numérica de
un sistema lineal de ecuaciones y el método iterativo de sobre-relajacién. En lo que
sigue asumiremos que A € .4, con | Al # 0.

3.1. Condicionamiento y error

Antes de comenzar, presentamos a modo de motivacién el siguiente ejemplo.
Planteamos resolver el sistema AX = B, donde

~(0.9352 0.0261 (n ~ (0.9091
A‘( 8.51 0.2375)’ X_(xg) B_(8.2725)'

La solucién viene dada por X = (1,—1)”. Supongamos ahora que el vector B queda
ligeramente modificado de la siguiente forma:

_ (0,9091 <~ (0.9091
" (8.2725 8.2724

Esa pequefia modificacién de una milésima en una de las componentes del
vector B hace que la solucién X del sistema AX = B cambie drasticamente: X =
(-1.61,92.52)T. Desde un punto de vista numérico, este ejemplo es catastrofico, en
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el sentido de que una minima perturbacién en una entrada del sistema (en el vec-
tor de términos independientes, en este caso) provoca un cambio drdstico en la so-
lucién. Nos podriamos preguntar si esto serd una problemadtica generalizada para
cualquier sistema lineal de ecuaciones. La respuesta, afortunadamente, serd que no.
Caracterizamos las matrices mal condicionadas, es decir, aquellas en las que ocurre
este fen6meno. Las matrices bien condicionadas seran por tanto aquellas para las
cuales una pequena perturbacion en las entradas de ésta, o del vector de términos
independientes, producirdn pequefias perturbaciones en la solucién, y por lo tan-
to, dardn lugar a sistemas lineales de ecuaciones estables desde un punto de vista
numérico.

Comenzamos suponiendo que se realiza una perturbacién tinicamente en el
vector de términos independientes. Partimos pues del sistema lineal de ecuaciones
AX = B, y supongamos que el vector B queda perturbado por B. Consideremos el
sistema perturbado AX = B, ysea | -||, unanorma vectorial y ||-| 57 la norma matricial

inducida. El error relativo cometido en el vector B vendrd dado por Rel (B) = ”ﬁ;fy”” R
y nuestro objetivo serd obtener una estimacién para Rel(X) = ”)ﬁ;(ﬁ"“. Obsérvese

que se cumple la relacion || Illpr = maxyy,=1 1Inxly = 1 y por tanto 1 = || Illp =
IA- A" Y < 1Ala - 1A I . Se define como niimero de condicién de una matriz,
con respecto a la norma matricial || - || 57 a la cantidad

Condy(A) = | Ally- 1A Iy = 1. (3.1)

De lo anterior obsérve la relacion |A™ |y = (1 Alla) "L, El siguiente resultado da res-
puesta a nuestro problema. En él se establecen cotas para Rel(X) en términos de
Rel(B) y del ntimero de condicién de la matriz A.

Teorema 3.1. En las condiciones anteriores se cumple la relacion

————— Rel(B) < Rel(X) < Condy(A) - Rel(B).
Condu(A) (B) (X) M(A) (B)
Los numeros de condicion usuales se corresponden con || - ||, tomando p = 1,2,00.
Tal y como se vié en el Capitulo 1, 7, (A) juega un papel similar al de norma matricial,
cumpliéndose 14 (A) < || Allps para toda || - || 5 norma matricial.

Establecemos pues la siguiente

Definicién 3.2. Se define el niimero de condicién de una matriz segtin la cantidad
cond(A) = ry(A) - 15(A7).

De esta definicidn, junto a las consideraciones anteriores, se deduce que cond(A) <
condy(A), para toda norma matricial || - || ;. Tenemos pues, del Teorema 3.1, que
cond(A) vuelve a ser una medida fiable en la estimacién de Rel(X), que es indepen-
diente de la norma matricial elegida. Dado que
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A€C\{0! esunautovalordeA< A~ eC\{0} esun autovalordeA™!,

podemos establecer la siguiente regla para el célculo de cond(A):

cond(A)z( max |)L|)-( max |j|):w>

Aea(4) Aeo(A™)) minjeqa Al

Es decir, una matriz estard bien condicionada si sus autovalores estan préximos en-
tre si en médulo, mientras que estard mal condicionada cuando la diferencia entre
los médulos del autovalor més grande y el mds pequefio es grande. Con todo esto
establecemos formalmente la siguiente definicién: Una matriz se dice que esta bien
condicionada si su nimero de condicién es = 1(= 1). En caso contrario, se dird que
estd mal condicionada (cond(A) > 1).

Tal y como hemos visto en el Capitulo 1, podemos afirmar que las matrices
ortogonales o unitarias son éptimas desde el punto de vista de la estabilidad de sis-
temas de ecuaciones.

3.2. Meétodos directos e iterativos

Métodos directos

Los sistemas de ecuaciones lineales aparecen en problemas relacionados con
un largo nimero de dreas: Matemadticas, Fisica, Biologia, Quimica, Economia, Cien-
cias Sociales, etc. Aparecen de manera directa, por ejemplo, en problemas de mode-
lizacién fisica, y de manera indirecta, en la solucién numérica de otros problemas
de modelizacién matematica. El tipo de problema mds comtn es resolver un siste-
ma lineal de n ecuaciones con n incégnitas AX = B, donde n puede ser un valor
relativamente grande.

La mayoria de los algoritmos conocidos para matrices que son en general den-
sas se basan en la eliminacion Gaussiana. Como hemos visto en el Capitulo 1, dicho
método estd basado en emplear transformaciones elementales a la matriz A. Es fa-
cil comprobar (véase [1, Seccién 8.1]) que el coste computacional que conlleva este
algoritmo es de aproximadamente n%/3 multiplicaciones, una complejidad algorit-
mica mucho mds econémica si lo comparamos, por ejemplo, con el cldsico método
de Cramer, que requiere (n + 1)!- (n — 1) multiplicaciones.

Durante el proceso de la eliminacién Gaussiana no es suficiente preguntarnos
si el elemento pivote es o no, en cada paso, una entrada nula. Un elemento pivote
podria estar préximo a cero, o ser cero salvo errores de redondeo. Los multiplica-
dores m; ; podrian ser en este caso cantidades muy grandes, y por tanto, los errores
podrian propagarse durante el proceso. Para evitar este fen6meno se suelen emplear
dos tipos de pivotacion.

Pivotacioén parcial: en el paso k—ésimo de la eliminacién Gaussiana (recuér-
dese 2.5),con 1< k< n-1, definamos
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(kn.

Cr = max Ial.’k

k<isn
Sea i el indice més pequefio por filas para el cual se alcanza este maximo, donde
i = k. Sii=k, entonces no se realiza ninguna accién. Sin embargo, si i > k, se inter-
cambian las filas i y k—ésimas. De este modo se garantiza que |m; | < 1, para todo
i = k+1,...,n. Esto previene que los elementos (entradas) de la matriz A® crezcan
demasiado, disminuyendo por tanto la posibilidad de una gran pérdida de significa-
ci6én de errores.
Pivotacion completa: en el paso k—ésimo de la eliminacién Gaussiana, con
1< k<n-1, definamos
Cr = max |a(.k?|.
k<ijsn b/

El objetivo en este caso serd conseguir que el elemento pivote pase a ser el elemento
mayor en médulo de la submatriz formada por los elementos (ag’k})lffj: - En este caso
se intercambiarian filas en la matriz A y en el vector B, pero también columnas en la
matriz Ay en el vector X que contiene a las incégnitas del problema.

En virtud de los problemas précticos que conlleva la pivotacién completa se
concluye que el comportamiento de los errores viene a ser esencialmente el mismo
que para la pivotaciéon completa. Como el tiempo de ejecucién el algoritmo de la
eliminacién con pivotacién completa es elevado, siendo la estrategia menos econ6-
mica en este sentido, en la mayoria de las situaciones practicas se emplea pivotacion
parcial, y no completa.

Por otro lado, se ha observado experimentalmente que si las entradas de una
matriz varian mucho en tamarfo, se producird una mayor pérdida de significacién
en los errores, empeorando la propagacién de errores de redondeo. En la préctica
se suele emplear eliminacién Gaussiana con pivotacién parcial y escalado implicito,
cuya finalidad es escalar las entradas de la matriz, multiplicando filas y columnas
por constantes apropiadas de manera que el elemento pivote sea el elemento de la
columna més grande, pero en relacién con los otros elementos no nulos de la fila.
Debemos decir que el proceso de escalamiento no es entendido en la actualidad de
manera rigurosa, en el sentido de que no se conoce cémo garantizar al 100% que
el efecto de los errores de redondeo en la eliminacién Gaussiana disminuyan tras el
escalado.

Si denotamos por A al resultado de escalar una fila y una columna de la matriz
A, entonces A = D; AD», con D; matrices diagonales para i = 1,2, que contienen las
cantidades de escalado. Para resolver AX = B obsérvese que Dy AD;(D; 1xX)=D;B,
por lo que podemos obtener X resolviendo Az= DBy X = D»z.

Supongamos que realizamos solamente operaciones de escalamiento por fi-
las. Podriamos plantear elegir los coeficientes de la matriz de manera que al escalar-
los se cumpla la condicién maxi<j<,ld; jl = 1,Vi =1,...,n, donde A es el resultado
de escalar la matriz A. Esto podria realizarse definiendo

. . ~ aij .
§i= max |a; j|,Yi=1,....,n y a;j=—Vj=1,...,n.
1<j<n Si
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Pero esto tiene un inconveniente, y es que estamos introduciendo errores adiciona-
les de redondeo en cada una de las entradas de la matriz A. Por esa razén se sue-
le emplear usualmente la siguiente técnica. En el paso k—ésimo de la eliminacién
Gaussiana reemplazaremos en la pivotacién parcial el valor ci por el valor

|agol
NP K) _ s R
¢ = max ——, donde s;” = max |a;:|, i=k,...,n
k<z<n|s(,k)| ! k<jsn b

De este modo, elegimos el indice més pequefio para el que se alcanza la cantidad cj
y reemplazamos esa fila por la k—ésima, si no fuera ésta.

Destaquemos la importancia de tener la factorizacién A = LU en tres aplica-
ciones:

1. Resolucién de sistemas mediante sustitucién hacia adelante y hacia atras. Una
vez hemos obtenido la descomposiciéon A = LU, la resolucion del sistema AX =
LUX = B, puede realizarse en dos pasos inmediatos:

a) Resolver LY = B, obteniendo Y por sustitucidon hacia adelante.
b) Resolver UX = Y, obteniendo asi la solucién X del sistema mediante susti-
tucién hacia atras.

2. Resolucién de varios sistemas de ecuaciones con la misma matriz A en comun.
Supongamos que queremos resolver m sistemas de n ecuaciones con n incog-
nitas de de la forma A- X; = B;, con [ = 1,2,...,m. La factorizaciéon A = LU sera
por tanto comun, y podremos aprovecharla para resolver asi cada uno mediante
sustitucién hacia adelante y sustitucién hacia atrds en cada uno de ellos, redu-
ciendo considerablemente el nimero de operaciones a realizar en la resolucién
de los m sistemas.

3. Variantes de la eliminaciéon Gaussiana: si la matriz A tiene ciertas estructuras, la
descomposicién LU puede dar lugar a métodos especiales, como por ejemplo
el algoritmo de Thomas (basado en la descomposicién de Crout de la matriz A,
siendo ésta tridiagonal) o el método de Cholesky (aplicable para matrices A de-
finidas positivas, verificindose en este caso A= L- LT conl;; >0,V i=1,...,n).

Finalmente, nétese que si alternativamente, hemos obtenido la descomposicién A =
QR estudiada en el Capitulo 2, entonces podemos resolver el sistema AX = QRX = B
en dos pasos, también de manera inmediata:

1. Resolvemos QY = B, obteniendo Y = Q7B.
2. Resolvemos RX =Y, obteniendo X por sustitucién hacia atras.

Métodos iterativos

Como hemos visto en la seccién anterior, el método directo de la eliminacién
Gaussiana requiere de aproximadamente n°/3 multiplicaciones, siendo un algorit-
mo con un coste computacional mucho més econémico que, por ejemplo, el cldsico
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método de Cramer. No obstante, para valores de n muy grandes, digamos, mayores
que 105, este proceso sigue requiriendo un elevado coste computacional, y es por
ello por lo que en estos casos se prefiere el uso de métodos indirectos o iterativos.
Sea A = (a;, j)Z j=1 € My, y presentemos a continuacion el esquema general de
los métodos iterativos. Queremos resolver el sistema lineal AX = B, con A € ,,
|A| #0, X, B € C". La idea general es elegir una iteracién inicial X” € C" para a con-

tinuacién plantear un esquema iterativo en la forma
XD = g(x™), vvy=0, siendo g:C"—C".

El objetivo serd obtener funciones g que permitan garantizar, bajo ciertas condicio-
nes en la matriz A, que lim,_. X ™= x, para todo X © ¢ ¢, Para obtener la fun-
ci6én g, escribamos la matriz A en la forma A = N — P, donde N es una matriz tal que
|N| # 0. Tenemos pues que

N-X=P-X+B, (3.2)

lo que permite establecer el siguiente esquema iterativo:
N- X"V =p.x" +B. (3.3)

Los diferentes esquemas iterativos se diferenciaran en las diversas elecciones parti-
culares que se hagan para las matrices N y P. Definamos el vector error en la itera-
cién n-ésima segun

eM=x-XxYeC" paratodo v=0,1,2,...
Las ecuaciones (3.2) y (3.3) permiten escribir
N-eV"D=p.o™ = oD -pr.e donde M=N"'.-P

La matriz M en la relacién juega un papel clave, nétese que ésta es conocida de an-
temano, antes de iniciar el proceso. A través de ella podremos realizar un control del
error, dado que

eM=M-eVV=p?. eV =...2 M.,

Sea || - |, una norma vectorial y | - || 5 una norma matricial compatible con || - ||,.. Se
tiene entonces que

0 0 0
e, = 1MY - e@ll, < IMY llar- 1@l < IMIY, - 1e@ 1y,

donde en la primera desigualdad hemos usado la compatibilidad, y en la segunda
desigualdad la quinta propiedad en la definicién de norma matricial. Haciendo aho-
ra uso del Corolario 1.11, tenemos que

lim M'=0 o ry(M)<l.

vV—00

Hemos probado por tanto el siguiente
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Teorema 3.3. El esquemas iterativo (3.3) convergerd a la solucién X del sistema AX =
B con|A| #0, para cualquier iteracion inicial X © que se considere, siy solo si, rg (M) <
lcon M =N"1-P siendo A= N—-P con|N|#0.

Los dos métodos iterativos mds conocidos en la literatura son los procesos de Jacobi
y de Gauss-Seidel, que se van a corresponder con las elecciones para la matriz N que
parecen resultar mads intuitivas o razonables. Consideremos primero como matriz N
la diagonal principal de A:

. n
N =diag(ay,1, -+, an,n) = (ai,;j ‘5i,j),-'j:1 )

1sii=j
Osii#j"
matriz P tal que A= N-P vendrd dada pues por P = N-A = a; ;j-(6; j—1). Asumamos
que a;,; # 0paratodo i =1,...,n (en caso contrario, la matriz N serd singular; bastara
pues con realizar previamente intercambio de filas en la matriz A par asegurar esta
condicién). Tenemos entonces que el esquema iterativo quedard de la forma

donde 4; ; es el simbolo delta de Kronecker, definido segin §; ; = {

1 n _ _
xﬁ”z—{bi— Z ai,jx;.v l)}, Vi=1,...,.n Vv=1, (3.4)
i J=Lj#i
donde
xW = (xiv),___ ’xglv))T y x© — (xim"” ’ng))T.

Este método iterativo recibe el nombre de método de Jacobi, o de iteraciones simul-
tdneas, dado que consiste en “despejar'la incégnita x; en la fila i—ésima del sistema,
y luego, partiendo de la iteracién inicial, obtener de manera simultdnea las compo-
nentes de un nuevo vector en la iteracion sustituyendo las incognitas x;, j =1,...,n
(j #1) por los valores de las mismas en el vector en la iteracién anterior.

Caracterizar los sistemas para los cuales el método es convergente para cual-
quier iteracién inicial X que se considere es muy complicado. Podemos dar con-
diciones suficientes practicas para garantizarlo, si procedemos analizando la estruc-
tura de la matriz M que resulta. Dado que la inversa de una matriz diagonal consiste
en la matriz diagonal que contiene a los elementos inversos, se sigue que

_m2 a3 . _din
ain a1 ai,1
%1 g _%23 . _‘n
M= N,IP _ az2 az2 az2
_Gni _anz _dns .
Qn,n An,n An,n

El Teorema 3.3 establece que el método serd convergente, para cualquier ite-
racion inicial que se considere, si y sélo si, 75(M) < 1. Haciendo uso del Corolario
1.11, tomando en particular la norma matricial | - ||, vemos que
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n n

M _max m; ;| = max
| Moo = Z| il = max

aLj

aij,i

(3.5)

J=1,j#i
Podemos ahora detallar la siguiente

Definicion 3.4. Una matriz A = (a;,j) € My se dice que es (estrictamente) diagonal
dominante si para todo 1 < i < n se cumple|a; ;| > Z?:l,j#i la, ;.

Vemos pues que sila matriz A del sistema es diagonal dominante (algo que es inme-
diato comprobar), entonces el método de Jacobi serd convergente, independiente-
mente de la iteracion inicial elegida (de ahi que digamos que es una condicién sufi-
ciente préctica). Obviamente, estas condiciones para garantizar la convergencia del
método de Jacobi son solamente suficientes. Es decir, podemos encontrar una ma-
triz A que no sea diagonal dominante, para la cual la matriz M asociada al método
de Jacobi cumpla r5 (M) < 1.
El método de Jacobi (3.4) puede expresarse en la forma

W=D . =D

1 _
(V) =8i (x ’ l—l (v "')xglv 1)))

i1

computando cada componente de la iteracién v—ésima en términos de las compo-
nentes de la iteracién (v—1)—ésima. Supongamos ahora que comenzamos el proceso
en la iteraci(’)n v—ésima. Tras computar la primera componente xiv), procedemos a

calcular x ) en términos de x“’ D i=1,3,4,...,n.Sin embargo, debemos observar

que, si el método es convergente, entonces xlv) debe ser una mejor aproximacién a

(v=1)

X1 que x; ', que es la informacién que estd empleando el método de Jacobi en su

)

codificacion. Parece razonable pues, para el cdlculo de X7, hacer uso de xﬁ") en vez

de xi"_l). Con el mismo razonamiento, en la componente i —ésima parecerd més ra-

v)

zonable hacer uso de las cantidades x'" con j=1,...,i—1, recién calculadas en la

presente iteracion, en vez de x;.V_D. Es decir, plantear la misma idea del método de
Jacobi pero expresdndolo ahora en la forma

(v) .. (V) x(v n . x(v—l))
) n .

(V)_
8i(x —r X

Este método, conocido como de “iteraciones sucesivas", dado que aprovecha la pro-
pia informacién que el proceso esté calculando en la misma iteracién, componente
a componente, se conoce como método de Gauss-Seidel. Con esta idea, el esquema
iterativo (3.4) quedara en la forma

1 .
V= — .y Zawx Zlawx;V Avi=1,..,n vv=1, (3.6)
) j=i+

y es facil darse cuenta que en la formulacién general lo que estamos considerando
como matriz N es la matriz triangular inferior de la matriz A.

* Como es habitual, para i = 1 se entiende que Z?z aj,j x; V) =o.
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Al igual que sucede con el método de Jacobi, es facil comprobar (véase [1,
Seccidn 8.6]) que si A es estrictamente diagonal dominante, entonces el método de
Gauss-Seidel serd también convergente, independientemente de la iteracion inicial
elegida. Ademads, estas condiciones son suficientes, pero no necesarias, siendo facil
encontrar ejemplos de matrices A que no son estrictamente diagonal dominantes
para las cuales el método de Gauss-Seidel es convergente. Podemos resumir con el
siguiente

Teorema 3.5. Sea A € ., una matriz estrictamente diagonal dominante y conside-
remos el sistema lineal de ecuaciones A- X = B. Entonces, para cualquier iteracion
inicial X© que se considere,

=  El método de Jacobi converge a la solucion X.
= El método de Gauss-Seidel converge a la solucién X.

Para finalizar con esta seccién, podria deducirse, de la propia construccién de estos
dos métodos iterativos, que el método de Gauss-Seidel convergerd siempre que lo
haga el de Jacobi. Esto resulta ser falso, pues puede comprobarse que no existe re-
lacion alguna sobre la convergencia de ambos procesos, como podemos ver con el
siguiente

Ejemplo 3.1 Consideramos las siguientes cuatro matrices no diagonalmente domi-
nantes:

53 3 135 4 23 12 -2
A1=(26 4|, A= 2 46 |, Az3=|5-21], Ag=|111
4110 10110 325 221

Entonces,

= Para A tanto el método de Jacobi como el de Gauss-Seidel son convergentes.
s Para A;, ni el método de Jacobi ni el de Gauss-Seidel son convergentes.

= Para As, el método de Gauss-Seidel converge, mientras que el de Jacobi no.

» Para A4, el método de Jacobi converge, mientras que el de Gauss-Seidel no.

3.3. Métodos de sobre-relajacién

La mayoria de los métodos iterativos tienen un comportamiento regular en
el decrecimiento de errores. Esto puede usarse con frecuencia para acelerar la con-
vergencia. Nos limitaremos a describir un proceso de aceleracion para el método de
Gauss-Seidel dado por (3.6), que es empleado en la mayoria de las situaciones prac-
ticas. Consideremos la siguiente modificacién del método, introduciendo un paré-
metro de aceleracién w:
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1 i-1 n

(v+1) _ L D W) P

z; _E{bl Zawxj Z aijx;” ¢, ¥i=1,...,n, v=0,
Jj=1 Jj=i+l

)

x;.V“) = wzﬁ.”l) +(1- a))x;."). (3.7)

Es decir, como iteracién x;.V“) estaremos considerando una combinacion lineal en-

tre el valor Z}VH) que se obtendria directamente del método de Gauss-Seidel y el

valor x}v) correspondiente al valor obtenido para esa componente en la iteracién an-
terior. Cuando tomamos valores entre 0 < w < 1 el resultado es un promedio que se
conoce como subrelajacién (convergencia més lenta). Si tomamos el valor w = 1 re-
cuperamos el método de Gauss-Seidel. Y, si el pardmetro w € (1, 2] nos dejar4 elegirlo
de manera adecuada de modo que nos permita acelerar la convergencia, método
conocido como sobre-relajacion sucesiva 6 SOR(w) (convergencia més rapida).

Para comprender cémo elegir el pardmetro w re-escribimos el método (3.7)
en forma matricial, descomponiendo la matriz A en la forma A= D+ L+ U, donde
D =diag(ay,,...,ann) y Ly U son las matrices triangular inferior y superior de A,

respectivamente. El método (3.7) queda por tanto re-escrito en la forma

Z0) = pTHB- LX) —ux™], vv=o,

(3.8)
XY =z 4 1 - w) XW).

Eliminando Z*Y y resolviendo para XV*V se deduce
[I,+wD'L] X¥*Y =wD !B+ [0 - w) I, -0oD U] X,
y para la estimacion del error,
e = M)e™, Vv=0, Mw)=[l,+oD L] [1-w)l,-wD'U].

Laeleccion 6ptima del parametro w serd aquella que haga que se minimice r, (M (w)),
de manera que se consiga que X" converja mas rapidamente a X. El valor 6ptimo
w™ no es facil de calcular, salvo en las situaciones mas simples. Normalmente, este
valor solo se obtiene de manera estimada, basdndose en realizar varios intentos para
diversas elecciones de w, y observando el efecto en la velocidad de convergencia.

A continuacién estableceremos algunos criterios de convergencia detallados
para los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y SOR(w). El primero de ellos coincide con
el Teorema 3.5, donde ademads se establece que bajo tales hipétesis, el método de
Gauss-Seidel converge més rapidamente que el de Jacobi. En los dos resultados si-
guientes se imponen condiciones mas fuertes a la matriz A, pero nos dan m4s infor-
macién acerca de la convergencia. Mas concretamente,

= SiA es estrictamente diagonal dominante los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel
convergen, y el método de Gauss-Seidel es mds rdpido (Teorema 3.6).
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= Respecto a SOR(w), demostraremos que 0 < w < 2 es una condicién necesaria
para la convergencia (Teorema 3.7). Si A es ademds definida positiva, 0 < w < 2
también es una condicién suficiente para la convergencia (Teorema 3.8).

Enlo que sigue vamos a emplear la siguiente notacién alternativa: M; = L+ U, donde
A=D+L+U = D-(I+L+U), siendo L = D-Lla parte triangular inferior de Ay U = D-U
la parte superior de A. Igualmente, Mgs = (I - L)™' - U.

Teorema 3.6. Si A es estrictamente diagonal dominante, los métodos de Jacobi y Gauss-
Seidel convergen. En efecto | Mgslloo < | M]lloo < 1.

Demostracion. Queremos probar que
I Mgslloo = l1Mgslelloo = l1Mjlellco = | M)l oo, (3.9)

donde e=(1,...,1)T es el vector unidad. La desigualdad (3.9) serd cierta si demostra-
mos la siguiente desigualdad mads fuerte

I(I—L)flUI-e:IMGSI-eSIM]|~e=(|L|+|U|)-e. (3.10)

En efecto, de la desigualdad triangular y dado que || L|l» < 1, se sigue que

e} .
qUl-e< Y |LI"-|Ul-e=(I—|L)""-|U|-e.
i=0

(I-D)7'Ul-e<|U-D7'-|U|-e=

S5 .
2L
i=0

Ahora, la desigualdad (3.10) serd cierta si probamqs que (I-|L)~L-|Ul-e < (|L|+|U])-e.
Como todas las entradas de (I-|L))"! = Z‘i":’o |L|' son no negativas, esto equivale a
probar |[U|-e<(I—|L|)- (LI +|U-e= (LI +|U| - |LI2=|L|-|U])- e, es decir,

0= (LI-ILP=ILI-|Ul)-e=|LI-I~|LI-|U])-e.

Como las entradas de |L| son no negativas, esta desigualdad es ciertasi0 < (I —|L| -
|U])-e 6 |Mjl-e= (LI +|Ule < e, lo cual se cumple por la hipétesis ||| M| ellco =
IMjlloo = 7o (M)) <1. o

Definamos la matriz correspondiente para la convergencia del método SOR(w)
como Msopw) = I—oL) (1 -w)I+oU).

Teorema 3.7. 7, (Msorw)) = lw — 1|. Por tanto, SOR(w) converge si0 < w < 2.

Demostracién. Escribimos el polinomio caracteristico de Msog(w) como ¢(A) = [AI-
Msorw)| =11 +w—-1)I-wAL-wU]| porlo que

n
9(0) = + [ [ 1i(Rsorw) = £l - DIl = (- 1",
i=1

implicando que max; |1; (Msorw)| = lw — 1. m]
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Teorema 3.8. Si A es definida positiva, entonces rs(Msoprw) < 1 para todo0 < w < 2,
de este modo SOR(w) converge para todo 0 < w < 2. Tomando w = 1, vemos que el
método de Gauss-Seidel también converge.

Demostracién. Se prodece mediante dos pasos, reescribimos Msogrw) = R. Sea M =
w 1(D-wl), donde L = DL. Entonces

1. Definimos Q = A~'(2M — A) y demostramos que R (1;(Q)) > 0 para todo i.
2. Se demuestra que R = (Q — I)(Q+ I)~!, implicando que |A;(R)| < 1 para todo i.

Para el paso 1, nétese que Qx = Ax implica 2M — A)x = LAx 6 xHoMm -
A)x = Ax" Ax. Tomando traspuesta conjugada a esta tltima relacién obtenemos
M+ M7 - Hx =R (xMAx), y asi R(A) = xT (M + M7 — A)x/xT Ax = xH (2 -
1)Dx/xHAx>0 porser Ay (% —1)D matrices definidas positivas.
El paso 2 se sigue directamente de la relacién (Q — I)(Q + Nl=0A M-
2DRA'M) ' =1-M'A=R.
O
Juntos, los Teoremas 3.7 y 3.8 implican que si A es simétrica y definida positi-

va, entonces SOR(w) converge, si y solo si, 0 < w < 2 (Teorema de Ostrowski-Reich).
Ilustramos estos resultados presentando el siguiente

Ejemplo 3.2 Resolvamos por el método SOR (w) el sistema de ecuaciones lineales

4x1+3xp =24,
3x1+4x2 —x3 =30,
—X2 +4x3 = —24.

Aplicando la relacién general de recurrencia del método, partiendo del punto inicial
x© =(1,1,1)7, con w = 1.25 se obtienen los resultados de la siguiente tabla Desde el

k |0 1 2 3 4 5 6 7
xik) 1.0000(6.3125 |2.6223 |3.1333 |2.9570 |(3.0037 |2.9963 |3.0000
xék) 1.0000(3.5195 |3.9585 |4.0102 [4.0074 |(4.0029 |4.0009 |4.0002
xék) 1.0000|{—6.6501|—4.6004 | —5.0966|—4.9734|—5.0057 | —4.9982|-5.0003

mismo punto de partida con w = 2.25, el proceso diverge:

k |0 1 2 3 4 5 6 7
xik) 1.0000{10.5625 |3.0588|1.3328 |-10.8367(12.2136 |10.9919 [18.5938
(011.,0000|—1.6367 |4.9442|13.4344 |8.7895 |—7.5608 |—11.1607|11.9961

xék] 1.0000(-15.6706|8.8695|-17.0300(12.7316 |-33.6674|22.3064 |—-34.6352
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Célculo numérico de autovalores y autovectores

El objetivo de este tltimo capitulo es el de presentar una breve introduccién al
problema de calcular numéricamente el conjunto de autovalores y autovectores de
una matriz dada A € .#,,. Este problema fue abordado en los contenidos de la ulti-
ma parte de la asignatura Métodos numeéricos I del Grado en Matemadticas, de mane-
ra muy superficial. Mds concretamente, fueron estudiados el conocido Teorema de
Gershgorin, como método de localizacién de autovalores, y el método de potencias,
como algoritmo iterativo para la determinacién de los mismos.

El método de potencias tiene ciertos inconvenientes. En primer lugar, debe-
mos decir que solo es aplicable si la matriz A es diagonalizable. Un teorema de ca-
racterizacién para matrices diagonalizables fue demostrado en el Capitulo 1, Teore-
ma 1.3. Si la dimensién de la matriz A es grande, comprobar esto puede convertirse
en un problema verdaderamente costoso. Si la matriz A fuera hermitiana, esta con-
dicién la tendriamos garantizada, y es cierto que las matrices hermitianas aparecen
con suma frecuencia en problemas de la Matematica Aplicada, pero no cabe duda
que esta hipétesis de partida es una restriccién verdaderamente importante. Ade-
mads, la matriz A debe poseer un autovalor dominante con multiplicidad algebraica
igual a 1, es decir,

o(A) = A, con [Ail> 1Azl = [A3] = - = Ay,

Este método tiene ademés el inconveniente de que, atin cumpliéndose las hip6tesis
comentadas, podriamos tener la mala suerte de arrancar el proceso con una itera-
cién inicial para la cual el método no converge, lo que requeriria en esta situacion el
volver a probar suerte, partiendo de otro vector, hasta que se observe empiricamente
la convergencia del proceso. Debemos comentar también que el método de poten-
cias es un proceso que permite la obtencién aproximada del autovalor dominante 1,
y un autovector asociado a éste, por lo que, para poder obtener el espectro completo
o (A) debemos proceder, tras haber estimado A1;, y bajo la suposicién de que A, es
un autovalor subdominante de A, es decir,
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[A1]> 1221 > [A3] = -+ = |Anl,

mediante un proceso de deflacion (deflacion de Wielandt) para reducir el problema a
uno de dimensién n—1, volver a aplicar el método de potencias para estimar 1, yun
autovector asociado a éste, y repetir asi el proceso sucesivamente hasta completar el
célculo de o (A).

Tras todas estas consideraciones, parece mas que razonable el motivar el es-
tudio de algtin otro procedimiento que permita obtener de manera aproximada el
espectro o(A) de manera conjunta. Abordamos pues en la siguiente seccion el al-
goritmo QR, basado en la descomposicién QR estudiada en el Capitulo 2 (y que no
debemos confundir con ésta), el cual nos va a permitir nuestro objetivo.

4.1. Algoritmo QR

El gran avance en el problema del cdlculo numérico de autovalores y autovec-
tores de una matriz A € .4, se produjo tras la invencién del algoritmo QR en 1961,
de manera independiente por J.G.E Francis y V.N. Kublanovskaya. El comando eig
de Matlab implementa una versién algo més sofisticada del mismo, que puede ver-
se en [3]. Existen en la literatura otros procedimientos alternativos, como puede ser
por ejemplo el proceso de Arnoldi, ejecutado en Matlab mediante la sentencia eigs,
o el procedimiento divide-and-conquer, introducido en 1981 por Cuppen (véase [5,
Lecture 26]). No obstante, por las limitaciones de este trabajo, nos centraremos en
estudiar exclusivamente el algoritmo QR.

Para describir el algoritmo, consideremos la iteracion inicial Ap = A y reali-
cemos la descomposicion QR de la misma (por ejemplo, mediante transformacio-
nes de Householder o rotaciones de Givens): Ay = QgRy. A continuacién definimos
Aj = RyQy, y procederemos del mismo modo. Més concretamente, supuesta encon-
trada Ay, realizamos Ay = QiR para a continuacion definir Ay, = Rx Q. Tenemos
por tanto,

Ao = A=QoRo
Al = RoQo=Qf AQy=QiR,
Az = RiQ1=0Q{'Q AQyQ: = QzR,

A1 = RieQe= Q- Qf' AQo---Qu = Qi1 Rin1

Dado que Ag = (Qo--- Qu)F A(Qo---Qp), las matrices Ay son ortogonalmente seme-
jantes a A, y por lo tanto, todas las matrices de la sucesién poseen el mismo espec-
tro: 0(Ay) = 0(A), para todo k = 0,1,.... Bajo ciertas suposiciones, este algoritmo
converge a la descomposicién de Schur de la matriz A (Capitulo 1, Teorema 1.2),
A=QHUQ, siendo Q =1limy_ (Qp - -+ Qr) una matriz unitaria, y U una matriz que
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es triangular superior, para cualquier matriz A, y diagonal si la matriz A es simétrica.
Tenemos pues en cualquier caso, que los autovalores de A serdn los elementos que
ocupan la diagonal principal de la matriz U.

El algoritmo QR puede ser relativamente costoso debido a la factorizacién QR
que se debe llevar a cabo en cada iteracion. Usualmente se suele proceder reducien-
do la matriz A, antes de la primera iteracién, en una forma mas sencilla para la cual
la factorizacién QR es mucho menos costosa.

Definicién 4.1. Una matriz A se dice que tiene estructura de Hessenberg si a; j = 0
para todoi > j+1. Es decir, es triangular superior excepto por la primera subdiagonal
principal inferior, que contiene elementos no nulos:

X X X ++0 X X
X X X ++0 X X
0 X X «++ X X
00 x -+ x x
000...)()(

Si la matriz A es real y simétrica, ésta se puede reducir previamente a una matriz
equivalente tridiagonal simétrica, y si no es simétrica, entonces podrd reducirse a
una matriz de Hessenberg. La explicacion de este procedimiento se sale fuera de
nuestros objetivos, pero puede verse de manera detallada por ejemplo en [1, Pags.
615-618]. Recuérdase que en este caso tenemos, del Lema 1.4 que o(A) c Ry del
Teorema 1.5 que podemos considerar una base de R" formada por autovectores or-
togonales. La razén de realizar este paso previo es que tanto si A tiene estructura
tridiagonal como si tiene estructura de Hessenberg, la factorizacion QR admite una
expresion simple, tanto si se emplean transformaciones de Householder como ro-
taciones de Givens, reduciendo el niimero de operaciones del algoritmo de 6 (n®)
a 0(n?) operaciones. El hecho de que los vectores columnas a los que se quieren
hacer ceros tengan ya ceros en practicamente todas sus entradas, hace que el cos-
te computacional del proceso se reduzca considerablemente. El objetivo de realizar
como paso previo la reduccién a una matriz de Hessenberg A es que si A = QR en-
tonces puede comprobarse que tanto Q como RQ tendrdn también estructura de
Hessenberg, lo que asegura para todas las iteraciones del algoritmo el trabajar con
este tipo de matrices estructuradas.
La demostracién del siguiente resultado puede verse en [6, Capitulo 8].

Teorema 4.2. Sea A € M, una matriz real, y supongamos que sus autovalores {1 i}?=1
verifican
Al >1A2] > - > A, >0. 4.1)

Entonces, las iteraciones R,,, del algoritmo QR convergen a una matriz triangular su-
perior D que contiene a los autovalores de A en las entradas de su diagonal princi-
pal. Si la matriz A es ademds simétrica, entonces la sucesion { Ay} m=0 converge a una
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matriz diagonal, que contiene también a los autovalores de A en las entradas de su
diagonal principal. En cuanto a la velocidad de convergencia, existe c > 0 para la cual

;Li+1

| D—Apll2 < c-max
1

i
Para matrices cuyo espectro no cumple la condicién (4.1), las iteraciones podrian no
converger a una matriz triangular. Si A es simétrica, la sucesion {A,} ;=0 convergerd
a una matriz tridiagonal por bloques

B, 0 -0
0 B, 0

Am— m—oo T donde Bjeh 6 Bic o, i=1,...,r1.
0 0 - B

De este modo, los autovalores de A pueden ser ficilmente calculados a partir de D.
Obsérvese que es muy facil encontrar ejemplos donde {A,;} ;>0 no siempre converge
a una matriz diagonal, atin siendo A simétrica. Basta considerar el ejemplo elemen-
tal

01
Az(lo), paralacual A=A, Rp=I,, Ym=0.

Sila matriz A es real y no simétrica, la situacion es algo més complicada, pero acep-
table. Pueden verse los detalles en [6, Capitulo 8].

Con el objetivo de ganar velocidad de convergencia se puede establecer una
variante del algoritmo QR, conocido como “algoritmo QR con desplazamiento" (shift).
El proceso consiste en no realizar la factorizacion QyRy de Ag, sino de la ma-
triz Ay — piln, donde pi es una estimacién de alguno de los aultovalores de A:
Ay — px I, = QrRy. Definimos asi el proceso recursivo: Agy; = R Qg + pxI,. Con es-
ta version del algoritmo se consigue deflactar el proceso cuando un autovalor de A
es encontrado, dado que la matriz Ay quedard estructurada en la correspondiente
iteracién en dos bloques,

A 0
A= ( 0 A )
reduciendo asi el problema a aplicar el algoritmo QR a las submatrices A; y As.
Podemos resumir el algoritmo QR de la siguiente forma:

1. Reducir la matriz A a estructura de Hessenberg .7, con un coste computacional
de @ (n®) operaciones.

2. Aplicar la factorizaciéon QR a la matriz de Hessenberg resultante, con un coste
computacional de 0 (n? operaciones, o a matriz tridiagonal simétrica resultan-
te, si A es simétrica, con un coste computacional de @ (n) operaciones.

3. Repetimos el Paso 2 a la matriz actualizada # = RQ, que seguird teniendo
estructura de Hessenberg, o tridiagonal simétrica. El proceso se detendrd, de
acuerdo con el Teorema 4.2, cuando todas las entradas de la diagonal inferior
de R sean, en m6dulo, inferior a una tolerancia 7 prefijada.
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Para acelerar la convergencia del proceso:

1. Realizar la descomposiciéon QR de H — uI,. Aqui, u debe ser una estimacion de
algin autovalor de A, que inicialmente podemos estimar aplicando criterios de
localizacién (como por ejemplo, el Teorema de Gershgorin), y que a medida que
avanza el proceso, podemos ir modificando en virtud de las expresiones de las
matrices R que vayamos obteniendo. No obstante, existen en la literatura proce-
sos para la deteminacién de las cantidades u. Para el caso particular de matrices
tridiagonales simétricas, véase [1, Pags. 627-628].

2. Actualizar H = RQ + pl y repetir el proceso con el mismo criterio de parada que
en el caso anterior.

4.2. Dos ejemplos ilustrativos

Ejemplo 4.1 Sea
210
A=1131
014

Los autovalores son Ay =3+ /3 =4.7321, A, =3.0 y A3 = 3 — /3 = 1.2679. En este caso
se comprueba que las matrices iterativas A,, no convergen rdpidamente a una matriz
tridiagonal (obsérvse que los autovalores estdn muy proximos entre si en modulo).
Mostramos a continuacién algunas iteraciones para observar este comportamiento
cualitativamente, haciendo uso del cédigo Matlab del Apéndice A.1.

3.0000 1.0954 0 3.7059 0.9558 0
Ap=11.0954 3.0000 —-1.3416 |, As=] 0.9558 3.5214 0.9738 |,
0 -—1.3416 3.0000 0 0.9738 1.7727
4.6792 0.2979 0 4.7104 0.1924 0
A7 =1 0.2979 3.0524 0.0274 |, Ag=10.1924 3.0216 —-0.0115 |,
0 0.0274 1.2684 0 -0.0115 1.2680
4.7233 0.1229 O 4.7285 0.0781 0
Ag =1 0.1229 3.0087 0.0048 |, Ag =1 0.0781 3.0035 -0.0020
0 0.0048 1.2680 0 —-0.0020 1.2680

Los elementos en la posicion (1,2) disminuyen geométricamente con un radio de apro-
ximadamente 0.64 por iteracion y los de la posicion (2,3) disminuyen con un radio
de aproximadamente 0.42 por iteracién. El valor en la posicion (3,3) de A5 serd de
1.2679, alcanzando una precisién de cinco cifras significativas.
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Los célculos del siguiente ejemplo se han realizado también haciendo uso del
programa Matlab.

Ejemplo 4.2 Consideremos la misma matriz A del ejemplo anterior y apliquemos el
algoritmo QR con desplazamiento considerando (i, = aé'g). Las cuatro matrices que

se obtienen en la iteracion son

1.4000 0.4899 0 1.2915 0.2017 O
Ap =1 0.4899 3.2667 0.7454 |, Az =1 0.2017 3.0202 0.2724 |,
0 0.7454 4.3333 0 0.2724 4.6884
1.2737 0.0993 0 1.2694 0.0498 0
Ag=10.0993 2.9943 0.0072 |, As=10.0498 2.9986 0
0 0.0072 4.7320 0 0 4.7321

Se aprecia claramente en esta modificacion del algoritmo QR que se acelera notable-
mente la convergencia del proceso. Obsérvese que en la iteracion 5 ya tenemos la ma-
triz As separada en dos bloques disjuntos, por lo que el problema del cdlculo de au-
tovalores se reduce a problemas de dimensién menor. Ya en la quinta iteracién hemos
obtenido el autovalor A, con cinco cifras significativas.
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Apéndice: Programacion en Matlab

A.1. Factorizacion QR

Introducimos el siguiente cédigo implementado en Matlab que computa la
descomposicion QR mediante transformaciones de Householder. Aunque Matlab ya
tiene realmente una sentencia interna (qr) que calcula la descomposicién QR de una
matriz A, se ha implementado el c6digo para la correcta comprensién del proceso y
para mostrar por pantalla las sucesivas operaciones que éste conlleva:

function [Q,R]=qrtfg(A)
format long
n=length(A); Q=eye(n);
for k=1:n-1
x=A(k:n,k)
m=length(x) ;
p=norm(x) ;
9=x;
q(1)=q(1)+sign(q(1))*p;
u=q/norm(q) ;
H2=eye (m) -2*ux*u’
if k==
H=H2;
else
H(1:k-1,1:k-1)=eye(k-1);
H(1:k-1,k:n)=zeros(k-1,n-k+1);
H(k:n,1:k-1)=zeros(n-k+1,k-1);
H(k:n,k:n)=H2;
end
H
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Q=HxQ;

A=Hx*A
end
R=4A; Q=Q’;
disp(’Comprobacién: ’) Q*R
end

A.2. Algoritmo QR

El siguiente c6digo computa el algoritmo QR sin desplazamiento. Los pardme-
tros de entrada seran la matriz A, el nimero maximo nmax de iteraciones a realizar
y una tolerancia tol. El proceso se detendrd, o bien si se alcanza el nimero méximo
de iteraciones, o bien si antes de alcanzarlo, las entradas por debajo de la diagonal
principal de las matrices que se van obteniendo son todas inferiores, en médulo, a la
cantidad tol.

function qralgortfg(A,nmax,tol)
aux=0; m=length(A);
for i=1:nmax
[Q,R]=qrtfg(A);
A=R*Q
for j=2:m
for k=1:j-1
if abs(A(j,k))>=tol
aux=1;
end
end
end
if aux==0
disp(’Detenemos el proceso, hemos alcanzado la tolerancia
deseada en la iteracién ’), i
A
return
else
aux=0
end
end
disp(’Numero méaximo de iteraciones maximo alcanzado’) A
end
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Numerical Linear Algebra is the study of algorithms
for performing linear algebra computations, most no-
tably matrix operations, on computers. It is often a fun-
damental part of engineering and computational sci-
ence problems, such as image and signal process-
ing, telecommunication, computational finance, materi-
als science simulations, structural biology, data mining,
bioinformatics, fluid dynamics, and many other areas.
Such software relies heavily on the development, anal-
ysis, and implementation of state-of-the-art algorithms
for solving various numerical linear algebra problems,
in large part because of the role of matrices in finite
difference and finite element methods.

The aim of this Project is to delve in some on the con-
tents that were already studied in the subject Numer-
ical Methods | of the Degree of Mathematics. It has
been structures in four chapters and an Appendix.

1. Preliminary results on Linear Algebra

We start by introducing some results about vectors
and matrices that will be needed throughout the work.
In particular, we consider norm spaces, orthogonal
vectors and matrices, equivalent canonical forms, or-
thogonal similarity transformations, Schur factoriza-
tion, spectral projections and the spectral decomposi-
tion of a given matrix.

2. Matrix transformations and factorizations

We introduce in Chapter 2 some new general ma-
trix factorizations, like orthogonal and geometric trans-
formations, Householder reflections and Givens rota-
tions. Thus, we present two additional factorizations
of special relevance in Numerical Linear Algebra: LU
(Gaussian elimination) and QR factorizations. The
construction A=QR is especially described in details:
from Householder reflections, from Givens rotations
and from the use of Gram-Schmidt transformations.
Some illustrative examples are carried out.

3. Linear systems of equations

As an application of the previous results, we consider
in Chapter 3 the problem to find numerically the solu-
tion of a linear system of equations. We introduce first
the concept of conditioning, we describe direct and it-
erative (Jacobi and Gauss-Seidel) methods, and we
place special emphasis on the method of successive
over-relaxation.

4. Numerical calculus of eigenvalues and eigenvectors

We consider in the last chapter the problem of find-
ing numerically the eigenvalues and eigenvectors of a
given matrix by means of the QR algorithm. Some il-
lustrative examples are carried out.

5. Appendix

This work contains an Appendix with two codes that
have been implemented in MATLAB language: the first
one let us to obtain the QR factorization of a given ma-
trix, whereas the second one is an implementation of
the QR algorithm.
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