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Resumen - Abstract

Resumen

Muchos problemas matemdticos involucran la resolucion de un
problema de wvalor inicial en ecuaciones diferenciales ordinarias o
incluyen la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales. Dada
la gran diversidad y complejidad de las ecuaciones diferenciales no
siempre es posible determinar una solucion de forma analitica. En
la mayoria de los casos solo se sabe de la existencia de una solucion
para dicho problema. Con objeto de determinarla se recurre al uso
de los métodos numéricos.

En el presente trabajo se introducen, por un lado, distintos méto-
dos numéricos como los Runge-Kutta, los cuales permiten calcular
aproximaciones de la solucion exacta para problemas de valor inicial.

Por otro lado se introduce el método de lineas, un método numérico
que permite obtener soluciones de problemas de ecuaciones en
derivadas parciales. En pocas palabras, este método aprorima la
solucion de dichos problemas mediante aprorimaciones de problemas
de wvalor inicial de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Por ultimo, como aplicacion de estos métodos se estudiard un pro-
blema de polucion atmosférica. Concretamente la evolucion de las
concentraciones de los oxidos de nitrégeno en la baja atmdsfera, mo-
delizando las reacciones quimicas que tienen lugar y la difusion de
las sustancias. Estos problemas de polucion atmosférica son muy re-
levantes en el estudio del comportamiento de la atmdsfera y de la
evolucion del cambio climdtico.

Palabras clave: M¢étodos Runge-Kutta — Stiffness — Método de
lineas — Polucion atmosférica.
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Abstract

There are a lot of mathematic problems which include initial value
problems in ordinary differential equations or partial differential
equations. It is not always possible to determine analytically their
solutions because of the huge variety and complezity of the differen-
tial equations. In many cases, the existence of a solution is the only
known information. Due to this fact, numerical methods are one
way to approximate the solutions.

On one hand, several numerical methods are introduced in this
project, like Runge-Kutta methods. These methods enable the
calculation of an approximation to the exact solution of initial value
problems.

On the other hand, the method of lines is introduced as a numerical
method which allows calculate approrimations for the solution of
problems involving partial differential equations. Roughly speaking,
this method approximates the solution of these problems by using
an approximation of some related initial value problem in ordinary
differential equations.

Finally, as an application of these methods, a pollution atmosphe-
ric problem will be studied. Specifically, the study will be focus on
the evolution of the concentration of nitrogen oxides in the low at-
mosphere. In addition, we will model the chemical reactions which
take place and the diffusion phenomena. These pollution atmosphe-
ric problems are very relevant in the atmospheric sciences, mainly
in the study of climate change.

Keywords: Runge-Kutta Methods — Stiffness — Method of Lines —
Atmospheric pollution.
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Introduccién

Desde muy antiguo la prediccién del tiempo ha sido uno de los grandes
retos de la humanidad. Debido al ingente niimero de variables que influyen en los
procesos meteorologicos, hasta el desarrollo de los ordenadores la prediccion del
tiempo de forma cientifica (con cierto grado de acierto) ha sido préacticamente
imposible. En [7] se recoge un excelente repaso de la historia de esta ciencia.

Un area fundamental dentro del campo de la meteorologia es la quimica
atmosférica, esto es, la ciencia que estudia los procesos quimicos que tienen
lugar entre los gases que forman la atmdsfera. Debido a la importancia que,
desgraciadamente cada dia mas, tiene la emision de gases de efecto invernadero
a la atmésfera a causa de la accién humana, lo que provoca a corto plazo lluvia
acida (que afecta gravemente a la agricultura y al medio ambiente en general)
y a largo plazo el calentamiento global, el desarrollo de modelos matematicos
para predecir la evolucién de las concentraciones de dichos contaminantes en la
atmésfera es cada vez mas relevante.

En 1977 casi todos los paises europeos se unieron para crear el European
Monitoring and Evaluation Programme for Transboundary Long-Range Trans-
ported Air Pollutant (EMEP) [8], que sigue funcionando en la actualidad am-
pliado a 51 paises con Estados Unidos y Canada, con el objetivo de detectar y
analizar la evolucién de la lluvia acida, recogiendo datos de cientos de quimicos
de toda Europa (con una resolucién de 50 km x 50 km). Una parte fundamental
del modelo EMEP la constituyen varios modelos de adveccién-difusién-reaccién
alguno de los cuales implica hasta 1200 reacciones quimicas entre 465 sustancias,
lo que claramente esta fuera del alcance de un trabajo de este tipo. Sin embargo,
en [9, Sec.2] se recoge un problema simplificado de polucién atmosférica que es
el modelo de difusién-reaccién cuya resolucion numeérica sera el objetivo de esta
memoria y que se abordara en el dltimo capitulo.

Para llegar a ello, en el Capitulo 1 se presentard la clase de métodos Runge-
Kutta para la resoluciéon numérica de problemas de valor inicial en ecuaciones
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diferenciales ordinarias. Ademads, se estudiard su consistencia, estabilidad y con-
vergencia siguiendo [2, 3, 4, 6].

Es habitual que los modelos de quimica atmosférica presenten stiffness
pues las reacciones quimicas implicadas suelen tener velocidades de reaccién muy
diferentes entre si, con escalas muy variables [6]. Es por eso que en el Capitulo 2
se estudian los problemas stiff y el comportamiento de los métodos sobre dichos
problemas [5].

Para resolver numéricamente los modelos de difusion-reaccién se introdu-
cird en el Capitulo 3 el método de lineas [6] para resolver problemas de ecuacio-
nes en derivadas parciales parabdlicas, comenzando con el caso mas sencillo de
la ecuacion del calor para, finalmente, conseguir el objetivo de implementar un
método para aproximar la solucién del modelo de polucién atmosférica dado en
[9].
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Introduccion a los métodos Runge-Kutta

1.1. Introduccién

En esta seccién introduciremos una de las clases de métodos numéricos
mas utilizados en la actualidad para la resoluciéon de problemas de valor inicial
de ecuaciones diferenciales ordinarias, los métodos Runge-Kutta.

1.2. Problemas de valor inicial

Se considera el problema de valor inicial (PVI) de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO):

vy = flay(e)

y(zo0) = o } y. [ E€R™, @& [zo,2n] (1.1)

El siguiente teorema garantiza que el problema tiene solucién y ademads esta es
unica.[3, p. 23]

Teorema 1.2.1. Si la funcién derivada f(z,y) del PVI (1.1) verifica las siguientes
condiciones:

(1) La funcién f € C([zg, zn] x CI(£2)) donde 2 C R™ es un abierto en el que
estd definida la funcién y CI(§2) es su clausura.

@) 1f (2, y) = [, 2)|| < Llly = 2lI, V(z,y), (z,2) € [xo,zn] x CU({2), esto es, la
funcién f(x,y) es lipschitziana respecto de y.

el problema (1.1) tiene una unica solucién.

Los problemas de valor inicial (1.1) no sélo incluyen problemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden 1. Un PVI de orden n y dimensién m:
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y™ = f(z,9,9, ..y Y)
y(zo) = o

y(n—1)(x0) _ y(()nfl)

se puede transformar en otro de la forma (1.1), considerando el cambio:

U1 Yy Vo Yo

V2 y’ V3 y6

v=1| | = : ER™" = = : vo = :
Un—1 y("fz) Un y(()n—?)
Un y(”fl) f(.’E,'Ul,...,’Un) y(()nfl)

Asimismo es posible transformar el problema (1.1) en un problema auténomo,
es decir, un PVI de la forma:

v = g(v(l‘)) } ’ (1.2)

v(xo) = vg

haciendo el cambio:

= (2) = (0= G) o0 =)

Obsérvese que este PVI (1.2) tiene dimensién m + 1.

1.3. Método de Euler

A continuacién se introducirdn algunos de los métodos numéricos que se
utilizan para la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias. Uno de los
primeros métodos que se usaron para aproximar la soluciéon del problema de
valor inicial (1.1) es el método de Euler.

Para aplicarlo se toma una particién del intervalo [zg,zn] de n + 1 elementos.

73={$0<£E1 <...<$7L=$N} (13)

denominando tamano del paso h; a la diferencia entre dos elementos consecu-
tivos de la particién.

hi:iCiJrl—iEi, OSZS’H—].

Por simplicidad, en este trabajo, salvo que se especifique en algin caso concreto,
vamos a considerar un tamano de paso fijo h; = h = (xy—xz¢)/n, 0<i<n-—1.
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El método de Euler proporciona una aproximacién a los valores de la solucién
y(x) en los puntos de la particién P (1.3) basdndose en el desarrollo de Taylor
de la solucién exacta del problema (1.1) en torno a xg:

y(wo + h) = y(xo) + hy'(x0) + O(h*) = yo + hf (o, y0) + O(h?), h — 0

Asi, el método de Euler toma como aproximacién y; de la solucién en el punto
o + h al valor

y1 = yo + hf(xo,y0)

Ademas, se tiene:
y(xo +h) —y1 = O(h?), h — 0,

por lo que es esperable tener un error del orden de h% en x;. Repitiendo este
proceso en cada punto x; de la particion P, el método de Euler proporciona las
siguientes aproximaciones:

Yir1 = Yi + hf(zi,y:), 0<i<n-—1 (1.4)

Como en la integracién total se dan n pasos, (n = (xy — zo)/h) se espera que
el error acumulado sea aproximadamente O(h), (h — 0).
De hecho, se demuestra por [4, p. 40]:

Teorema 1.3.1 (Convergencia del método de Euler). Consideremos un PVI (1.1),
con f verificando las condiciones del Teorema 1.2.1 y de clase C'! en todo su
dominio. Si {y;}™, es la solucién numérica dada por el método de Euler (1.4)
sobre la particion P para dicho PVI y se verifica

of of
< — 1 < — 1 <
lf] < A, ’83: < M, ‘ay <L,

tenemos que el error estimado para las aproximaciones dadas por dicho método
cumple:

M+ AL

ly(zi) —yil < 742 (e“wl—wo) - 1) )

con |h| suficientemente pequeno.

1.4. Otros métodos de un paso

El método de Euler presenta un error del orden del tamano de paso h, lo
que lo hace un método muy lento. Para mejorar esto fueron surgiendo variantes
de este método que presentan un error del orden de potencias mas altas del ta-
mano de paso h como, por ejemplo:

Regla del punto medio explicita:
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Yir: =Yt %f(%a i)

, 0<i<n—1. 1.5
Yit1 = yi +hf(z; + %,?JH%) (15)

Regla trapezoidal explicita:

Yion = vi +hf(zi,vi)
Yirr = Yi + & (Flzisys) + flai +hoyly))

A estos métodos se les denomina explicitos porque es posible calcular la apro-
ximacién en cada paso directamente evaluando la funcién f(x,y) en los pasos
anteriores.

Por otro lado, también existen otros métodos denominados implicitos en los que
las aproximaciones vienen definidas por un sistema de ecuaciones implicito.
Por ejemplo, existen versiones implicitas de los tres métodos citados anterior-
mente:

0<i<n—1. (1.6)

Método de Euler implicito:

Regla del punto medio implicita:

yi+1_yi+hf<l'i+2,y+2y+1>, 0<i<n-—1. (1.8)
Regla trapezoidal implicita:
h .
Yit1 = ¥i + 5 (f(@iyi) + fl@i +hyip)), 0<i<n-—1 (1.9)

2

Como podemos observar en estas férmulas, para calcular cada aproximacién y; 1
hay que resolver un sistema implicito.

Para visualizar como actian los diferentes métodos hemos resuelto numérica-
mente el siguiente ejemplo de PVI.

Ejemplo 1.4.1.

v=(0)u+ () vo=(0). teoad

Es facil comprobar que la solucién exacta de este problema es:

(10t —10(1—¢e7?)
ylt) = ( 10(1—e7?)
Hemos aplicado los métodos anteriores en diferentes tamanos de paso fijo

h = 3/n y hemos comparado la solucién numérica dada por los métodos con la
solucién exacta. En las figuras 1.1 y 1.2 se representan los errores ||y; — y(z;)||oo-
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6 n=>5 o n=10
— Método de Euler — Método de Euler
14 — Regla del punto medio 06 — Regla del punto medio
— Regla trapezoidal : — Regla trapezoidal
12
05
10}
- L 04
0 os e
e e
w Ll o3
0.6
0.2
04}
02 \ 0.1
— |
0.0 - 0.0 - v
0.0 05 10 15 20 25 3.0 0.0 0.5 10 15 2.0 25 3.0
t

Figura 1.1. Error en los métodos explicitos del ejemplo 1.4.1.

09 n= 5 05 n=10
08 /
07 04
0.6
03
- 05 — Método de Euler - — Método de Euler
g — Regla del punto medio g — Regla del punto medio
L 04 — Regla trapezoidal i) — Regla trapezoidal
0.2
03
0.2 01

0.0 0.5 10 15 2.0 25 3.0 0.0 0.5 10 15 20 25 3.0

Figura 1.2. Error en los métodos implicitos del ejemplo 1.4.1.

Nota. El procedimiento usado para el cdlculo de las aproximaciones de los méto-
dos implicitos se explicard mas adelante.

Se puede observar que la regla del punto medio y la regla trapezoidal presentan
un menor error que el método de Euler, tanto en su versién explicita como en la
implicita. De hecho, se obtiene que el error asociado a la regla del punto medio
y la regla trapezoidal es el mismo para este ejemplo.

Lema 1.4.1. Laregla del punto medio y la regla trapezoidal dan la misma solucién
numérica sobre PVIs (1.1) lineales de coeficientes constantes.

Demostracion. Sea un PVI lineal de coeficientes constantes:
y = Ay +b.

Por induccién, si tenemos una aproximacién y; a su solucién en un punto z;
veamos que las aproximaciones dadas por la regla del punto medio y la regla
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trapezoidal para el valor z;1; son iguales. Sean ¢;11, ¥;+1 las aproximaciones
dadas las versiones explicitas por (1.5) y (1.6) respectivamente. Tenemos que:

h
l7i+1yi+h(A<yi+2(Ayi+b))+b)
hoo h o,
=y +h Ayi+b+§A yi+§Ab :yi—i—hAyi—?—hb—k?Ayi—F?Ab:

h h
Zyi+§(Ayz’+b)+§(A(yi+hAyi+hb)+b):ﬂiﬂ

La demostracién para los métodos implicitos sigue el mismo razonamiento. Sean
¥i+1, Ui+1 las aproximaciones dadas por (1.8) y (1.9) respectivamente. Tenemos
que:

- i + Ui h . h
Yivr =yi T h (Ay 2y =+ b> = (Im - 2A> Yir1 = <Im - 2A> yi + hb

h —1
:>Z7i+1=yi+h<fm—2A> b
_ h _ h _ h

AU
:‘gi+1yi+h<fm214> b=9i1

También se puede ver en este ejemplo que los métodos implicitos dan menor
error que sus correspondientes versiones explicitas, pero hay que tener en cuen-
ta que son mas costosos computacionalmente por la resolucién de los sistemas
implicitos.

1.5. Métodos Runge-Kutta

Todos los métodos mencionados hasta ahora forman parte de una familia
de métodos mucho mas extensa, los métodos Runge-Kutta.

Definicién 1.5.1. Dada una aproximacién y; a la solucién del PVI (1.1) en x; €
[z0, zn] un Runge-Kutta de s etapas (RK) obtiene una aproximacion y;41 a
la solucién en x;11 = z; + h por el siguiente procedimiento:

K;=f <xi+cjh, yiJthaﬂKl) ., 1<j<s (1.11a)
=1

it =vi+h Y bK; (1.11b)

j=1



1.5 Métodos Runge-Kutta 7

T

donde b = (by,...,bs)T se denomina vector de pesos, ¢ = (ci,...,cs)T es el

vector de nodos y A = (ajl)jf 1—1 €s la matriz de coeficientes.

Una forma de presentar y manipular los coeficientes de los métodos Runge-Kutta
es haciendo uso de las tablas de Butcher:

C1|a11 @12 ... G1s
Cs|Qs1 Ag2 ... Ags
[ b1 ba ... by

Escrito de manera més compacta:

cl A

; (1.12)

y se suele denotar al método RK(A4,b,c).
Usualmente, los coeficientes verifican:

ble=1, Ae=c

donde e = (1,...,1)T € R®, para garantizar ciertas propiedades bésicas que se
veran en la siguiente seccién.

Ejemplo 1.5.1. Las tablas de Butcher de los métodos citados anteriores son:
Método de Euler explicito (1.4).

0(0
1

Método de Euler implicito (1.7).

—_

Regla explicita del punto medio (1.5).

o~ O

Opi= O
o O

Regla implicita del punto medio (1.8).

111

—_

Regla trapezoidal explicita (1.6).




8 1 Introduccién a los métodos Runge-Kutta

= O
= O
o O

22

Regla trapezoidal implicita (1.9).

También se puede escribir el método (1.11) de forma més compacta como:

K = F(K) (1.13a)
Yir1 = yi + h(b" @ I,)K (1.13b)
denotando
K [z +eih,yi + Y au k)
K=|:11], FK)= : (1.14)
K f(@i+ csh,yi +hY)_; aqkK))

siendo ® el producto de Kronecker de matrices. (A® B = (a;;B)) e I,,, la matriz
identidad de dimension m.

Siaj; = 0, VI > j, los métodos se llaman explicitos porque la solucién de
avance depende explicitamente de evaluaciones de f en puntos intermedios.
Los que no verifican esta condicién se dicen implicitos porque hay que resolver
el sistema implicito (1.13a) de las s etapas {K;}3_; en cada paso de integracion.
Este sistema implicito tiene soluciéon unica si se cumplen las condiciones del
siguiente teorema [4, p.206]:

Teorema 1.5.1. Sea f : R x R™ — R™ continua y que satisfaga la condicién de
Lipschitz con constante L (respecto de y). Si

1

h< —————F—
Lmaéx; ), [ajl

Entonces existe una unica solucién de (1.13a), la cual puede ser obtenida por
iteraciéon. Si f es de clase C?, entonces K; también son de clase C?

Demostracion. Probaremos la existencia mediante el Teorema del Punto Fijo,
0, lo que es lo mismo, demostrando que la funcién F(K) dada en (1.14) es
contractiva con la norma uniforme.

Sean K! = (K{,.., K)T, K? = (K%,...,K2)T € R*™ y denotamos

Fj(KT)=f<CEi+th, yi—l—hZalef), 1§]§8, 7‘:1,2.
=1
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En consecuencia,
|F(KY) = F(K?)||,, = mdx ||[F;(K") - Fj(K?)|| =

1<5<s

f (xz +cjh,yi + hzalezl> —f (% +cih,yi + hZale12>

=1 =1

= mix
1<5<s

Aplicando la condicién de Lipstchitz y la desigualdad triangular podemos ver:

yi + hzalez - <yi + hZaszlQ>

=1 =1

IF(KY) = P3|, < mix L

< hL max

1<j<s Zaﬂ -
S
< hL max lz laji] (max HKI K12|>
1<j<s | & <i<

En consecuencia

< hL mix, Zlaﬂ”‘Kl K7l <

S
=hL mix Y |a;|||K" - K*
X 2. laulll oo

|F(EY) = F(E?)|| o < hL méx [Zlaﬂl] 15" = K|
=1

1<5<s

y por tanto, por hipétesis se tiene que F'(K) es una funcién contractiva. Hacien-
do uso del Teorema del Punto Fijo, se puede afirmar que el sistema implicito
(1.13a) tiene solucién unica.

Por otro lado, la diferenciabilidad de K es consecuencia del Teorema de la Fun-
cién Implicita. La ecuacién de etapas (1.13a) se puede escribir como G(h K)=
K —F(K)=0. Cuando h = 0 se tiene que K = e® f(z;,v:), e = (1,...,1)T € R®,
verifica G(0, K) = 0. Ademés,

oG

OF
Tsm
oK

h = — h
o8| o )

= [sm
h=0

Esta tultima igualdad es debido a que para todo 1 <r < s:

af -
o = [&y ((131 + th, Y; + hZalel> hajr]

=1

OF;
oK,

I (h,K) =0

h=0

por lo que g—g(O,K) es no singular para K = K (de hecho, para cualquier
K e R*™).

Por tanto, por el Teorema de la funcién implicita, existe un entorno de h = 0
(|h| < h para cierto h > 0) en el que K = K (h) y es diferenciable. Ademés, si f
es de clase C?, todas las componentes K; = K (h) son de clase C?. d
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Si la funcién derivada f es lineal, el sistema implicito (1.13a) se reduce a un
sistema lineal. Sin embargo, cuando f no es lineal, se tiene que aplicar algin
método de resolucién de sistemas no lineales a (1.13a).

Uno de ellos es la iteracién funcional que aplicada a (1.13a) resulta

KW =F(KYY), v=12,..

arrancando de un valor inicial K(©).

Sin embargo, en nuestro trabajo hemos preferido aplicar el método de Newton
modificado, que es una simplificacién menos costosa computacionalmente que
el bien conocido método de Newton.

Para ello, se toma G(K) = K — F(K) y arrancando de un valor inicial K se
computan las aproximaciones:

G (KNAKY = —q(K™W), K¥D =KW + AKW 1 =0,1,2,... (1.15)
donde
oG oF
oK OK
Este proceso iterativo se para siguiendo alguno de los criterios usuales de parada
(por ejemplo, ||[K¥*+D — K| < Tol), o bien, se realizan un nimero fijo de

iteraciones, que en la practica no suele ser muy alto, dada la buena velocidad de
convergencia de este método.

G(K©) = S(KO) = 1, — S (K©)

1.6. Consistencia de los métodos Runge-Kutta

Definicién 1.6.1. Dado un problema (1.1) donde f verifica las condiciones del
Teorema 1.2.1 y un método RK (A, b, ¢) se denomina error local del método a:

Iz, h) =y(x+h) — | y(z) +hibjf(j . (1.16)

donde K; = f(z +c;h,y(z) + b3y ank), 1<j<s.

Ejemplo 1.6.1. El error local del método de Euler explicito usando el desarrollo
de Taylor resulta:

Wz, h) =y(z+h) = (y(@) + hf(z,y(2)) = y(x + h) —y(z) — hf(z,y(@)) =
= hy'(z) + O(h?) = hf(z,y(x)) = O(h*), h—0.
En esta seccién y la siguiente se presentaran tres propiedades que son de suma

importancia: la consistencia, la estabilidad y la convergencia de los métodos
Runge-Kutta.
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Definicién 1.6.2. Un método de un paso se dice consistente de orden p>1 para
PVIs (1.1) donde f verifica las condiciones del Teorema 1.2.1y f € CP([zg, xn] X
Cl(£2)), si Vy(z) existen constantes K y h* tales que

l|i(z,h)|| < K|h|PT™ V0 < h < h* uniformemente en z € [z¢, 2]
Esto es que I(z,h) = O(h?*1), h — 0 uniformemente en z € [xg, zN]
Usando el desarrollo de Taylor de la funcién derivada, se demuestra que:

Lema 1.6.1. Para que un método RK(A, b, ¢) tenga una consistencia de orden p,
con 1 < p <4 se requiere que Ae = ¢ y que cumpla las siguientes condiciones:

Orden|Condiciones

p>1 |bTe=1

T._ 1
p=2|pz1) +bc=3

p>3 |(p=2) + bTc? =3, bTAc=

o=

p>4 ((p>3) + ch?’:%, b A%c = L

o, bTA? = &5, b (Acec) =

8

donde o se denota el producto componente a componente, entendiendo que ¢* =
cece..e0c k>2.

Demostracion. Veamos la demostracién para PVIs escalares auténomos:

y(xi/) - go(y(a:)) } y.f€R, € [z0,7x] (1.17)

dada en [2] para métodos Runge-Kutta (A, b, c) explicitos de 4 etapas. Usando
el desarrollo de Taylor hasta grado 4 en torno a yp, cuando h — 0 (denotando

7§ = F® (o), k = 0)

K1 = f(yo) = fo

= f(yo + haz1 fo) = fo + fohaai fo + %’/hQa% ;+ %h%%fg’ + O(h?)

f(yo + hagy fo + hasa K2) = fo + hes fofy + h* Ry + h3 Rz + O(h*)

f(yo + haa1 fo + hasa Ky + haszK3) = fo + heafofo + h?Sa + hSs + O(h*)

Ko
K3
Ky
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donde:
2 2
Ry = aszaz1 fy" fo + C33‘/:(/)'1202
R :%f/f//f2+ca a f//f/fz ///f
3 5 JoJoJo 3032021f0 JoJo + 0
2 2
Sy = (aaza21 + auscs) fofy” + S 1 12

2
S3 = 114272%1 IR TE + assRoff + calaasast + asses) fEfE ] + mfo

Por tanto, la solucién numérica dada por el método Runge—Kutta (a21 = ¢2)
resulta

yRK(xO =+ h) = %Yo —+ hblKl —+ hb2K2 —+ hbgKg =+ hb4K4 =
= yo + h[by + by + bs + ba] fo + h*[baca + bscs + bacal fo fo+

+h? {bg 022 0 f6 +bsRy + b452] +h? {bg S 7015 + bsRs + baSs| +

+O(h?)

Por otro lado, haciendo uso del desarrollo de Taylor en torno a la solucién exacta
en el punto xg, tenemos que dicha solucién exacta verifica:

4
hl
y(wo+h) =yo+_ 5y (wo) + O(R°), h—0.
=1
Se pueden expresar las derivadas de la solucién exacta evaluadas en xg en térmi-
nos de la funcién f(y) y sus derivadas:

Yy (x0) = fo

Y (z0) = féfo

" (x0) = f 12 + (1) fo

y @ (20) = f”’fo + 35 fofofo + Fofy 12+ (F5)% fo

Si realizamos la diferencia:

yRK(xo + h) — y(:co + h) = h(bl + bz + bg + b4 — 1)f0+
+h2 (bQCQ + b363 + b4C4 — *) f0f0+

+h3 ( b262 + b3C3 + b4C4) — *) fO
h? (bsasacs + byagaca + b4a4303 ) (fo) fot+
+h4 ( b262 + 6363 + b4C4) ) f”l

1
6
+h* (bsczaszace + bacsaszcy + b4C4a43C3 1) o fofofot
+h* (1 (bsasac3 + b41a4202 -i; byascy) — 24) fofo f5+
+h4 (b4a43a3202 - ﬂ) (fé) fo + O(h5)
(1.18)
En consecuencia, las condiciones que deben cumplirse para que el método Runge-

Kutta sea consistentes de orden 1 < p < 4, seran:
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Para que
yri (xo + h) — y(zo + h) = O(h?)

deben de cancelarse los términos lineales de h:

b1+b2+b3+b4:1<:>bT€:1

Para obtener
Yri(zo + h) — y(zo + h) = O(h?)

deben de cancelarse los términos lineales y cuadraticos de h. En consecuencia,
se tiene que cumplir las condiciones del caso anterior y ademas se debe dar:

1 1
boco + bscs + bycy = 5 = bhle= 5

Se obtiene
Yri (zo + h) — y(zo + h) = O(h?)

si se cancelen todos los términos de orden inferior o igual a 3 de h. Ademaés
de que deben cumplirse las condiciones de los casos anteriores, tiene que
cumplirse también:

1 1 1
§(b2C% + bgcg + b40421) = 6 <~ bT 2 = g

1 1
bsasaco + bgagoco + byaszcs = 6 < bl Ac = 6
Para tener
yri (xo + h) — y(zo + h) = O(h°)

se deben de cancelar todos los términos de orden inferior a 5 de h. Ademas
de que deben cumplirse las condiciones de los casos anteriores, tiene que
cumplirse también:

1 1 1
6(5265’ + bsci + bach) = YR bied = 1

1
b4a43a3262 = — & bTAQC =

24 T2
3 . 1
bscsaszaco + bacsagacs + bycyaszcs = E S b (AC ° C) = g
1(ba 3 4 byagacs + bsa 02):i<i>bTAcQ:i
2 3U32C9 4U42Co 4U43C3 24 192
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Nota. Para el caso de los PVIs escalares para conseguir consistencia de orden
p > 4 se pueden unificar los sumandos sexto y séptimo de (1.18). Sin embargo,
en el caso de PVIs de dimensiéon m > 1 estos dos términos no pueden agruparse.

La demostracion de este lema 1.6.1 para PVIs de dimensién m > 1 requiere del
desarrollo de las series de Butcher [4], lo que supondria una extensién excesiva
de esta memoria. En cambio, para problemas no auténomos las condiciones de
orden son las mismas debido al siguiente teorema. [l

Teorema 1.6.1. Si un RK(A4, b, c) verifica las condiciones Ae = ¢y bTe = 1, da
exactamente la misma aproximacién cuando se aplica al PVI no auténomo (1.1)
que cuando se aplica sobre el problema auténomo asociado (1.2).

Demostracion. Consideremos las ecuaciones de etapas para cada uno de los pro-
blemas (1.1) y (1.2) respectivamente.

Kj :f(ajo'i‘th,yO‘f'hE;:l a’lel) l<j=<s (1 19)
yi=yo+h3¥5 1 bK; | |
Kj=g(20+h S anki) 1<j<s
i =920 D=1 @ik J 7 (1.20)

21 =20+ hz;:1 bjkj

- - - x
donde Kj = (Kjl,...,ij) e R™ y Kj = (Kj17...7ij+1) S Rm+1, 20 = (yg)

Veamos que las soluciones numéricas de ambos problemas son la misma, esto es,
i) + h

y > Por la definicién de g(z) se tiene que:
1

demostrar que z; = <

le =g (Zo+hzajlkl>=17 1< <s.
=1

donde g1(z) es la primera componente del vector g(z). La ecuacién de avance
por componentes se puede escribir como:
S
Zlk:ZOk+thjKjk> 1§k§m+1
j=1
Para la primera componente de z;, aplicando la condicién b7 e = 1 se tiene:

Z11 :Z()l+h2bj]’7{j1 :$0+thJ :I'0+h

j=1 j=1
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Resta ver que 21 g1 = Y11, 1 <k < m. Para ello, analicemos por componentes
el sistema de ecuaciones generado por las ecuaciones de las etapas de (1.20)(que
en el peor de los supuestos es implicito).

<Zo + hzajzf(l> = Zok + hzajlkllw
k

=1 =1

Para k = 1, aplicando la condicién Ae = ¢ tenemos que:

S S
201 + hZale“ = X9+ hz ajr = xo + th.
=1 =1
Tenemos por tanto que la ecuacién de etapas es:

S S
~ ~ ~ 1<7<s
Kjry1 = fr <$0 +cih,yo1 + R E a1 K2, s Yom + E alel,m+1> ' < Jk <m
=1 =1 ==

Este sistema implicito es el mismo sistema que (1.19). Por lo tanto, como dicho
sistema tiene solucién tnica,

Kijper =K, 1<j<s, 1<k<m

En consecuencia, tenemos que:

21, k+1 = Yok + hzijj,k =y, 1<k<m

j=1

que es lo que faltaba por demostrar. ([l

Ejemplo 1.6.2. A continuacién se presenta una tabla en la que se recogen los
ordenes de consistencia que tienen los métodos numéricos citados en las secciones
anteriores aplicando el lema 1.6.1:

Método numérico Orden de consistencia
Método de Euler explicito (1.4) 1
Método de Euler implicito (1.7) 1
Regla explicita del punto medio (1.5) 2
Regla implicita del punto medio (1.8) 2
Regla trapezoidal explicita (1.6) 2
Regla trapezoidal implicita (1.9) 2
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1.7. Estabilidad y convergencia de los métodos
Runge-Kutta

Para garantizar la convergencia de los métodos no sélo basta con la consis-
tencia. Se necesitard también que los métodos propaguen bien los errores locales
a lo largo de toda la integracion. Esto lo garantiza la 0-estabilidad.

Teorema 1.7.1. Los métodos RK(A,b,c) (1.11) son 0-estables, es decir, para
toda particién P de [z, zn] con |P| = méxo<i<n—1 |hi] < h < h, las aproxima-
ciones (1.11) del método y las secuencias definidas por:

T s K. )
{yz+1 Yi+ b5 b K+ mia ., 0<i<n-—1 (1.21)
Yo =Yo + o

donde K; = f(z; + cjh,g; + h>;_, ajK;) verifican
m
1Gm = ymll < C D llmill, 0<m<n
i=0
siendo C' > 0 una constante y {n;}?_, perturbaciones cualesquiera.

Demostracion. Considerando la diferencia entre (1.11b) y (1.21) aplicando la
desigualdad triangular se tiene

s = Gigall < lyi = Gill + 2> 105 111E; = K|l + [[miall- (1.22)
j=1
Desarrollando el término ||K; — Kj||, aplicando la condicién de Lipschitz de f y
h < h:
_ S
|[K; — K|l = Hf <1‘i +cjh,yi + hzalel> - f <1‘ +cjh, y; + hZaJlKl> H
=1

<L

g = Gill + 1D lagll|Ki — f_fl||]
=1

< Ly — Gill + L |ajll| Ki — K|
=1
< Lllyi = il + hL|| Al oo | K = K]]o

donde ||A||oc = maxi<j<s Y _;_; |aji| es la norma uniforme matricial y

I = Kl = mi ||K; - K|
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Sea 1 < j < s el indice tal que ||K; — K;|| = ||K — K||oo. Podemos obtener una
cota superior para la norma:

1K = Klloo < Llly; = 7ill + hL||Alloo| | K — K|l
(1 = AL|IA[o)IIE = Klloo < Lllyi — #ill-

Por el Teorema 1.5.1, tenemos que el primer miembro es positivo estrictamente
y, en consecuencia,

1K = Kl < —

AAAAJLAAA,H . TH

Usando esta desigualdad en (1.22) concluimos que:

(& L
i+1 — Yirr || < lvi — Gill + 1 bil | ——=— 1y = %ll + lImi
lgiv1 = Fiall < [l — Bl ;Iyl T el el
) Y L ] o
1=l < | L+h [ D Ibs] | == | vl [+l misa |l = Cllgi—=il [+]1mi11|

donde C > 0. Aplicando iterativamente esta dltima desigualdad

19m = Finll < Cllym—1 = Fm—1ll + |1

m

m
< C™llyo = Goll + D C™ Mlmkll < D C™ el
k=1 k=0

Si tomamos C = méxo<r<m{C"*} queda lo que se querfa demostrar:

m
1Ym = Tl < C Y [lmil|

k=0
]

En otras palabras, una ligera modificacién de las condiciones iniciales del pro-
blema implica una leve variacién de la solucién perturbada frente a la no per-
turbada, asi como las perturbaciones debidas a errores de cémputo.

Definicién 1.7.1. Un método de un paso se dice convergente de orden p>1
para PVIs donde f verifica las condiciones del Teorema 1.2.1, y f € CP, si
existen constantes K y § tales que para toda particién P = {z;}, con |P| =
méxXg<i<n—1 |hi| = h < § se verifica que:

ly(zs) —wyil| < Kh? 0<i<n

donde y(z) es la solucién exacta. Al valor méx,,cp ||y(z;) — yi|| se llama error
global del método.
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Teorema 1.7.2. Si un RK(A, b, ¢) tiene orden de consistencia p > 1 = es conver-
gente de orden p

Demostracion. Supongamos que estamos en una particiéon equispaciada P, con
h = (zy —x0)/n < h, donde h es la cota dada en el Teorema 1.7.1. Sea y(z) la
solucién exacta. De (1.16) se deduce:

y(it1) = ylz) + thjf{j + (x4, h)
j=1

Si aplicamos el teorema 1.6.1 para g; = y(z;), ni+1 = l(z;, h), 70 = 0 y denotamos
e; = y; — y(x;) se obtiene

m
lemll <CY lnll, 0<m<n
=0

Como el método tiene consistencia de orden p, tenemos:

el < C Khotl < O Pl — Opptly, — thp+1w — Che
lleml| < ; < ; -

Por tanto R

méx ||ly; — y(x;)|| < Ch?

e [lyi =y <
y consecuentemente la consistencia de orden p > 1 de un RK (A4, b, ¢) implica
su convergencia de orden p. Si la particiéon no fuese equiespaciada, se aplica de
forma similar tomando |P| = méxo<i<n—1 |hi| < h < h. O

Ejemplo 1.7.1. A continuacién se considera el siguiente problema de valor inicial
no auténomo lineal:

04 0 —1 —44(t—1)e 9
! 22 O O _Qeft _ 0
V=l24-18 |[YT| —2-32 yO) =|,| telo]
120 0 1 tet 0

Se puede demostrar que la solucién exacta es:

—1l4et422
1— €—2t
YO = | (2 + 42 — 3)e
te™?

Como ejemplo, podemos ver en las figuras 1.3 y 1.4 el maximo error en norma
uniforme obtenido para los métodos introducidos en la seccién 1.4 a paso fijo
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n=5

— Método de Euler

— Regla del punto medio

19

n=10

— Método de Euler

— Regla trapezoidal

— Regla del punto medio

: — Regla trapezoidal
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Figura 1.3. Error en los métodos explicitos del ejemplo 1.7.1.
» n=5 4 n=10
— Método de Euler — Método de Euler
— Regla del punto medio 12l — Regla del punto medio
25K — Regla trapezoidal “I| — Regla trapezoidal
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Figura 1.4. Error en los métodos implicitos del ejemplo 1.7.1.

h =1/n con n = 5,10. En ellas podemos observar que los métodos de orden 2
(regla del punto medio y regla trapezoidal) dan menor error que los métodos de
orden 1, tanto en el caso de los explicitos como en los implicitos.

En la tabla 1.1 estudiamos con maés detalle los errores obtenidos cuando dis-
minuimos el tamafio de paso fijo h = 1/n. En ella podemos observar que, tanto
en los métodos explicitos como los implicitos, los errores de los métodos de or-
den 1 se dividen aproximadamente a la mitad cuando el paso fijo se divide a
la mitad. Sin embargo, en los métodos de orden 2 los errores se dividen apro-
ximadamente por 4. Esto refleja que los métodos alcanzan el orden predicho
por la teorfa cuando h — 0. Si un método tiene orden p > 1 y e(h) es el
maximo de los errores globales obtenidos en toda la integracién con paso fijo h,
e(h) ~Ch?, h — 0= e(h/2) ~ Ch?/2P ~ e(h)/2P.
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n |Método Exp.|Error maximo n |Método Imp.|Error maximo

5 Fuler 3.049F — 1 5 FEuler 2.886LE + 1
Punto medio| 9.919F — 2 Punto medio| 2.652F — 1
Trapezoidal | 2.2105F — 1 Trapezoidal | 3.948F — 2

10 Euler 1.903E — 1 10 Euler 1.261E +0
Punto medio| 3.565F — 2 Punto medio| 5.620F — 2
Trapezoidal | 8.077TFE — 2 Trapezoidal | 7.881F — 3

20 Euler 1.124F — 1 20 Euler 2.886F — 1
Punto medio| 1.030F — 2 Punto medio| 1.352F —2
Trapezoidal | 2.361F — 2 Trapezoidal | 1.865FE — 3

40 Fuler 6.243F — 2 40 FEuler 9.890F — 2
Punto medio| 2.737E — 3 Punto medio| 3.348E — 3
Trapezoidal | 6.309FE — 3 Trapezoidal | 4.600F — 4

80 FEuler 3.311E —2 80 Euler 4.074E — 2
Punto medio| 7.027TF —4 Punto medio| 8.349F — 4
Trapezoidal | 1.624F — 3 Trapezoidal | 1.146F — 4

160 Euler 1.709E — 2 160 Euler 1.844F — 2
Punto medio| 1.779F —4 Punto medio| 2.086F — 4
Trapezoidal | 4.117F — 4 Trapezoidal | 2.863FE — 5

320 Fuler 8.682F — 3 320 Fuler 8.978F — 3
Punto medio| 4.473E —5 Punto medio| 5.214FE —5
Trapezoidal | 1.036E — 4 Trapezoidal | 7.155E — 6

Tabla 1.1. Métodos explicitos y métodos implicitos.
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Problemas stiff y estabilidad lineal de los
métodos

2.1. El fenomeno de la stiffness

En esta seccién se presentard la nocién de stiffness. Este fenomeno apa-
rece en multitud de ejemplos en las aplicaciones. En particular, suelen aparecer
muchos problemas stiff cuando se modelizan reacciones quimicas.

Consideremos, por ejemplo, reacciones quimicas del tipo A + B LYG] + D, don-
de k es la ratio de la reaccién. La ley de accién de masas de la quimica
cinética establece que la velocidad de la reaccién es proporcional al producto
de las concentraciones de los reactivos.

Si a(t), b(t), c(t) y d(t) son las concentraciones en un tiempo ¢ de las sustan-
cias A, B, C y D respectivamente, tendremos el siguiente sistema de EDOs que
modeliza la evolucién a lo largo del tiempo de dichas concentraciones:

a'(t) = —ka(t)b(t)
b (t) = —ka(t)b(t)
¢ (t) = ka(t)b(t)
d'(t) = ka(t)b(t)

Adicionalmente, para que el modelo tenga validez se debe verificar que a(t), b(¢),
c(t), d(t) > 0.

Ejemplo 2.1.1. [6, p.26] Consideramos una reaccién quimica ciclica Wy By Wa L
Wj;. La variacién de las concentraciones wy (t) y wa(t) de las sustancias Wy y Wa
respectivamente pueden ser modelizadas por el siguiente sistema:

w’l (t) = —k1w1 (t) + k’gwg(t) } )

wh(t) = kywy (t) — kaws(t) (2.1)

Como es un sistema de EDOs lineales de coeficientes constantes se puede cal-
cular la solucién exacta. Si wy(0), wo(0) son las concentraciones iniciales de las
sustancias Wy y Wa se tiene que la solucién exacta de (2.1) es:
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k2 67(k1+k2)t

wi (t) = T (w1(0) +w2(0)) + i (k1w1(0) — kaw2(0))
kl e—(k1+k2)t

wa(t) = T (w1(0) +w2(0)) — N (k1w1(0) — kaw2(0))

Tomamos los valores: wy(0) = 0.1,w3(0) = 0.9,7 = 1,h = 1/50,k; = 1 y hace-
mos experimentos para valores diferentes de ko = 10,100, 1000.
Como es conocida la solucién exacta del problema es posible graficar los errores
asociados a los métodos explicitos e implicitos (1.4), (1.6), (1.7), (1.9) en las
figuras 2.1, 2.2 y 2.3.

Obsérvese que los métodos (1.5) y (1.8) dan los mismos resultados que los (1.6)

10 10

0.8 / 0.8

0.6 0.6

E E
0.4 0.4
0-2)I™"""Método de Euler 02 — Método de Euler implicito
— Regla trapezoidal — Regla trapezoidal implicita

Solucién exacta — Solucién exacta

0.0 - - 0.0 - -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 04 0.6 0.8 10

Figura 2.1. w;(t) del ejemplo 2.1.1 para ko = 10

| i ~ o
2 .MmmnnAMM/
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Figura 2.2. wi(t) del ejemplo 2.1.1 para k2 = 100

y (1.9) respectivamente por el lema 1.4.1.
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10 RmmEEEEEEEEEE=mn.: 18
— Método de Euler — Método de Euler implicito
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Figura 2.3. w;(¢) del ejemplo 2.1.1 para k2 = 1000

Podemos concluir que en este problema sencillo los métodos explicitos no pre-
sentan una convergencia practica. Dicho de otra forma, para que los métodos
explicitos den una buena aproximaciéon a la solucién exacta se tendrd que re-
ducir drasticamente el tamano de paso. Sin embargo, los métodos implicitos si
proporcionan una aproximaciéon buena con un tamano de paso aceptable.

Y esto ocurre incluso con métodos explicitos con un mayor orden de convergen-
cia en teorfa. Esta diferencia de comportamiento entre los métodos explicitos y
los implicitos sobre este problema es lo que hace que se incluya dentro de la clase
de problemas stiff.

“Las ecuaciones stiff son problemas sobre los que los métodos explicitos no fun-
cionan” [5]. Esta es la “definicién” mds aproximada de lo que son los problemas
de esta clase. No existe una definicién rigurosa de este fenémeno de la stiffness.
El estudio de los métodos sobre problemas lineales de coeficientes constantes nos
da una visién mas clara de lo que hace stiff a un problema de este tipo, siendo
a la vez una ayuda fundamental para disenar métodos implicitos que integran
eficientemente estos problemas.

2.2. Estabilidad lineal

Sea el PVI lineal escalar:
Yy =Xy, y0)=y AyeC (2.2)

con solucién exacta y(z) = yoe®, Vo. Tenemos que la solucién de este PVI es
estable si y s6lo si ReA < 0.
Si aplicamos un RK(A, b, ¢) de s etapas (1.11) sobre este PVI (2.2) obtenemos

de (1.11a) que
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lo que escrito matricialmente resulta

K = Xey; + hWAAK = (I, — hAA)K = dey; = K = A(I, — hAA) ey,
Llevéndolo a (1.11b) se obtiene:
Yir1 = yi + hb" K = y; + hAbT (I, — AhA) tey; = [1+ hAbT (I, — hAA) 'e] y;
Asi, de forma natural se define:

Definicién 2.2.1. Sea un método Runge-Kutta(A, b, ¢) (1.11) de s etapas, aplicado
a (2.2) con paso h > 0. Entonces, la solucién de avance del método es y; =
R(h\)'yo, donde R(z) es la funcién:

R(z) =1+ 2b" (I, — zA) e,
y se la denomina funcion de estabilidad lineal.

Seria deseable que cuando el PVI (2.2) sea estable, o sea, cuando ReX < 0, la
solucién numérica verifique una propiedad similar a la de la solcuién exacta, por
lo que serd necesario que |R(z)| <1 (en caso contrario, y; — 0o si 4 aumenta).
Por ello, se puede definir a partir de la funcién R(z) una regién S del plano
complejo en el que el método es estable.

§={z e C/|R()| < 1}.

A este conjunto se le denomina dominio de estabilidad absoluta lineal.
Un método RK(A,b,c) es A-estable si C~ = {z € C/Rez < 0} C S. Es decir,
un método es A-estable si lo es sobre problemas lineales de coeficientes constantes
escalares.

Ejemplo 2.2.1. A continuacién, presentaremos las funciones de estabilidad lineal
de los métodos citados en las anteriores secciones:

r Método numérico Funcion de estabilidad lineal

1| Método de Euler explicito (1.4) R(z)=1+z

2|  Método de Euler implicito (1.7) R(z) =1+ % = 14

3| Regla explicita del punto medio (1.5) R(z)=1+2z+ % 23)
4| Regla implicita del punto medio (1.8)| R(z) =1+ %= = iJ—é

5|  Regla trapezoidal explicita (1.6) R(z)=1+2z+ %

[=2)

Regla trapezoidal implicita (1.9) R(z) =1+ 2% = i+§
2
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Nota. La regla del punto medio y la regla trapezoidal tienen la misma funcién de
estabilidad lineal porque presentan las mismas aproximaciones para problemas
lineales de coeficientes constantes como vimos en el lema 1.4.1 y, por lo tanto,
también tendran el mismo dominio de estabilidad lineal.

Tenemos por tanto, que los dominios de estabilidad lineal de los métodos son:
S1={z€C/|1+2 <1}
S;={z€C/l1—-2>1}DC~

2
83285:{ZE(C/‘1+2+22 <1}

1 Z
84:86:{ze<(3/’1+§ <1} ={z€C/Rez <0} = C~

2
donde S, es el dominio de estabilidad lineal del método r (Ver (2.3)).

En consecuencia, los tres métodos implicitos son A-estables. En cambio, ningin
explicito lo es pues S es una regién acotada en C™.

Seguidamente, se reconsidera los resultados del ejemplo 2.1.1 desde el punto de
vista de la estabilidad lineal. No es un PVI escalar, por lo que tendremos que
transformarlo para aplicar lo anterior.

Como el problema es lineal de coeficientes constantes w’ = Aw podemos estudiar

los autovalores de la matriz
=k ko
A= (G )

El espectro de esta matriz es: o(A) = {0, —(k1 + k2)}, por lo que es posible dia-
gonalizar esta matriz y transformar este problema en otro lineal cuyas variables
estén desacopladas.

Es decir, existe una matriz no singular P tal que

B . /0 0
A= PDP!, D—<O_(k1+k2))

Por tanto, w’ = PDP~'w = si denotamos u = P~ 'w se tiene el sistema equi-
valente u' = Du o, lo que es lo mismo,

u

() =0 }
ub(t) = — (k1 + ka)ua(t)

que son dos PVIs de tipo (2.2). En consecuencia, un método serd estable sobre
este problema si tanto z = 0 como z = —h(k; + k2) pertenecen a su dominio de
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estabilidad.
Veamos qué ocurre con los métodos testados sobre este ejemplo.
Método de Euler explicito (1.4).

2
142 1= 1< 1-h(kihs) 1= -2 < —h(ki+hs) 0= 0<h < "
1 2

Regla trapezoidal explicita (1.6).

(k1 + ka2)h? <2

<1l1=0<h-
- - 2 — ki + ko

2
z
1 —
‘+Z+2

O lo que es lo mismo, se debe verificar simultdneamente:

2
0<p_ Btk)h™ [072]
k1 + ko

(k1 +ko)h? _ 2
2 = Jor + ko

Por lo tanto, el método es estable si:

2
he |0,——
[ k1+/€2}

Método de Euler implicito (1.7).

h — = h € (—00,00)

L=z >1=1+h(ki+k)>1=h>0

Regla trapezoidal implicita (1.9).

R€Z§0:>*h(k1+k2)§0§h20

Por lo tanto, tenemos para los distintos valores de k2, los implicitos no tienen
problemas de estabilidad. En cambio para que los explicitos vayan bien sera

necesario que
ko =10 0<h<

=

ke =100 0<h< <%

N O

lo que coincide con lo observado en las figuras 2.1, 2.2 y 2.3.

Por otra parte, en este ejemplo vemos también que la presencia del autovalor
negativo —(k1 + k2) y su médulo determina la stiffness de dicho problema. Esta
es una de las caracteristicas més habituales que provocan este fenémeno: la
presencia de autovalores de la matriz jacobiana del PVI en el semiplano complejo
negativo con médulos muy grandes.
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2.3. Un modelo de polucion atmosférica

En el estudio de la atmdsfera es muy importante conocer la evolucién de
las reacciones quimicas que ocurren entre los distintos gases que la componen.

(6, p. 7]
Ejemplo 2.3.1. Vamos a reproducir el comportamiento de algunas sustancias de

la atmdsfera (O, NO, NOy y Os) cuyas concentraciones vienen determinadas
por las siguientes reacciones quimicas:

NOy+hv ¥ NO+ 0
0+0,% 0,
NO + 03 ¥ 0, + NO,

Cabe destacar que la primera de las reacciones es una fotodisociacién, es decir,
para que esta reaccion tenga lugar debe haber presencia de radiacién electro-
magnética hv. Si queremos predecir la concentraciéon de estas sustancias en un
tiempo concreto es preciso establecer de una manera aproximada el ratio k; para
un tiempo ¢(en segundos) que serd diferente si es de dia a si es de noche. Una
forma de simular esto es tomar como ratio k;(t) a la funcién definida a trozos:

n(t) = 107%™ 1), € [4,20)
BV 10740, i € [0,4) U [20,24)

donde

ct) = (Sin (116({’1 - 4)))0'2’ = 36t00 - {3605- 24J

y || denota a la parte entera de . Ademas, tomamos ko = 10° y k3 = 10716,
Llamaremos wuy(t), uz(t), ug(t) y ua(t) a las concentraciones de O, NO, NOz y
O3 para un cierto tiempo t, respectivamente.

Se consideraran como supuestos adicionales que la concentraciéon de Oy es cons-
tante y que hay una fuente constante que emite NO a la atmésfera a un ritmo
de 09 = 106

En definitiva, tenemos el sistema de EDOs:

i (t) = k1 (t)us — kaus

ué(t) =k (t)U3 — ksuguy + 09 (2 4)
Ué(t) = ng2U4 — kl (t)’LL3 ’
Uﬁl(t) = kQUl — kg’LLQ"U,4

Los valores iniciales de las concentraciones seran:

u(0) = (u1(0), u2(0),u3(0),us(0))T = (0,1.3-10%,5.0 - 10**,8.0 - 10'1)7.

teniendo en cuenta que dichas concentraciones se miden en moléculas por em3.
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Debido a que el problema (2.4) es no lineal resulta complicado (o no es posible)
hallar la solucién de forma analitica. En consecuencia, no se puede realizar una
grafica con gran exactitud del error de los métodos. Sin embargo, podemos veri-
ficar si la aproximacion dada por los métodos es buena si comparamos con otros
métodos que posean un mayor control del error.

En la figura 2.4 vemos las soluciones numéricas obtenidas por los tres métodos
explicitos (1.4), (1.5) y (1.6) con paso fijo h = 10.

2.0 16201 0.5 1e240

—— Método de Euler
— Regla del punto medio
15 — Regla trapezoidal 0.0

ul
u2

0.0 -15

— Método de Euler
— Regla del punto medio
— Regla trapezoidal

—05 L L H 2.0 T T T H H
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160

t t

2.0 1e240

— Método de Euler

— Regla del punto medio
15— Regla trapezoidal 0.0

0.5 1e240

u3
uéd

0.0 -15

— Método de Euler
— Regla del punto medio
— Regla trapezoidal

0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160

t

Figura 2.4. Soluciones numéricas con métodos explicitos para (2.4) con h = 10

Tenemos que los métodos explicitos no presentan una buena aproximacion de la
solucion real. Se puede observar que las componentes toman valores del orden
de 10%2°° en un tiempo de 160 segundos. Estas aproximaciones estdn bastante
alejadas del comportamiento real de estos gases en la atmésfera.

En cambio, si se aplica el método de Euler implicito (1.7) se consiguen las
siguientes graficas dadas en la figura 2.5, de las concentraciones de las cuatro
sustancias consideradas.

En estas graficas podemos observar una evolucién mas realista de las concentra-
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Figura 2.5. Soluciones numéricas con el método de Euler implicito para (2.4) con
h = 10.

ciones, viéndose claramente las variaciones debidas al ciclo diurno y observando
el aumento gradual de las concentraciones de los éxidos de nitrégeno altamente
contaminantes.

Hay que resaltar el hecho de que al ser este problema (2.4) no lineal, en este
caso hay que resolver un sistema implicito por paso de integracién. Para ello se
ha usado el método de Newton modificado visto en (1.15), lo que incrementa su
coste computacional.

Por otro lado, desde del punto de vista numérico este problema (2.4) es claramen-
te stiff, lo que suele ser habitual en muchos problemas de polucién atmosférica,
por lo que el uso de métodos implicitos sera fundamental en este campo.
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Métodos de lineas sobre EDPs parabdlicas.
Problemas de polucion atmosférica con difusion.

3.1. Introduccion

Otro fenémeno que aparece en el estudio de la evolucién de la polucién
atmosférica es la difusién de las concentraciones a lo largo del tiempo. Para mo-
delizarlo tendremos que utilizar ecuaciones en derivadas parciales (EDP).

El campo de los métodos numéricos para resolver ecuaciones en derivadas par-
ciales es demasiado amplio para verlo en un solo TFG. Por ello, en este trabajo
solo veremos el método de lineas sobre problemas de ecuaciones en derivadas
parciales parabdlicas sencillas.

En la siguiente seccién introduciremos dicho método sobre el caso de la ecua-
cion del calor unidimensional y posteriormente lo aplicaremos a un problema de
polucién atmosférica con difusion.

3.2. Método de lineas sobre la ecuacién del calor

Ejemplo 3.2.1. Sea una barra de longitud L = 4 con una constante de difusién
del calor o y sea u = u(t, z) la temperatura en cada punto = de la barra en un
tiempo t. La ecuacién que gobierna la evolucién de u(¢, x) es:

U = Pugy, 0<ax<L, t>0 (3.1)
Esta funcién u(t, z) tendra que verificar una condicién inicial, que tomaremos
u(0,2) = up(x) = méx{0,1 — |z — 2|}.
Nota. El perfil de temperaturas inicial en la barra serd como la figura 3.1:
Ademas, se considera que verifica condiciones de frontera de tipo Dirichlet ho-

mogéneas, esto es,
u(t,0) =wu(t,L) =0
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Figura 3.1. Distribucién de temperaturas inicial en P

Maés que un método propiamente dicho, el método de lineas es un procedimien-
to que sigue varios pasos. El primer paso del procedimiento es discretizar la
componente espacial. En este ejemplo, consideremos la particiéon equiespaciada:

P=A{ th, j=1 } donde h L

= {x; = jh, =1,...m onde h =
i =1J J ) m 1
El objetivo del siguiente paso es encontrar unas funciones v;(t) que aproximen
a u(t,z;) en cada punto de la particién.
Del desarrollo de Taylor de la solucién sobre cada x; se tiene
h? h3
u(t,zj £ h) =u(t,z;) £ huy(t, ;) + ?um(t,a:j) + guww(t,xj) +0O(h*) =

u(t,x; +h) +u(t,x; —h) = 2u(t, x;) + h2ug, (t, ;) + O(h*) =

u(t,z; + h) +u(t,z; — h) — 2u(t, z;)
2

Uy (t, 75) = +0(?*), h—0 (3.2

Para cada x = z;, por (3.2):

2

up(t,25) = @ ug, (t,25) = % (u(t,x; —h) — 2u(t, ;) + u(t,z; + h)) + O(h?)
(3.3

Si llamamos v;(t) a la aproximacién buscada de u(t,z;) se tiene que vj(t) ~

wr(t, ;) , vj—1(t) 2 u(t,z; —h) y vj41(t) =2 u(t,z; + h).

Por tanto, si tomamos dicha aproximacién v; verificando
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2
’ (67

vj(t) = ﬁ(vj—l — 205 + Vj41) (3.4)

es esperable de (3.3) que v;(t) — u(t,z;) = O(h?), h— 0.

Hay que tener cuidado en esta discretizacién con las condiciones de frontera, que
en este caso son Dirichlet homogéneas y que se incorporan al sistema de EDOs
de la siguiente forma:

Para j = 1:
2

a
vi(t) = ﬁ(vo — 201 +v2), vy =u(t,zo) =u(t,0) =0

() = ﬁ(vm,l — 20 4+ Umt1)s Umg1 = u(t, Tme1) = u(t, L) =0

Por tanto, obtenemos el sistema de EDOs siguiente:

-21 0 ...00
1 -21...00
;o

V=g 0 1_200 v=Av veR™ (3.5)
0 0 0 ...1-2
Ademas, la condicién inicial de la EDP se incorpora como la condicién inicial

del sistema de EDOs:

U(O,.’El) U()(.’El)

Vo :
(0, zm) o (Tm)

Este PVI es un problema lineal y de coeficientes constantes que puede ser maés
o menos stiff en funcién de los autovalores de la matriz A.

A es una matriz tridiagonal y de coeficientes constantes de tipo Toeplitz. Existe
una expresion explicita de los autovalores y autovectores de matrices de este tipo
[1, p.237].

Como resultado, tenemos que los autovalores de la matriz A son:

a? Vs )

1

Aplicando la identidad trigonométrica 1 — cosa = 3 sin? (%) se obtiene

a? g
Y P (2(m+1))_ ==
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y como sin®(a) < 1 se tiene que todos los autovalores de A verifican
1<j<m (3.6)

y hay valores muy cercanos a 7%2, lo que puede ser muy pequeno si el nimero
de elementos de la particiéon espacial es grande.

Como 1ltimo paso del procedimiento del método de lineas, se aplica un método
numérico para la integracién temporal del PVI (3.5) con m = 40 usando los
métodos vistos en el capitulo 1 a paso fijo con un tamano de paso temporal k =
1/40. En la figura 3.2 se recoge el perfil de temperaturas de la barra transcurrido
1 segundo para los cuatro métodos considerados.

1e36 1e63

e o Método de Euler explicito [ o Regla del punto medio explicita |

Mﬂr SN
S 00 v\[ s 00

15

0.0 0.5 10 15 20 25 3.0 35 4.0

e o Método de Euler implicito e o Regla del punto medio implicita
025} "‘\\ 0.25

0,05} : 0.05 /

0'0%.0 0.5 10 15 20 25 3.0 35 4.0 o 0.0 0.5 10 15 2.0 25 3.0 35 4.0

Figura 3.2. Distribucién de temperaturas en P

En estas graficas podemos observar que, de nuevo, los métodos explicitos no
funcionan bien pues, como vimos en el capitulo anterior, para que sean estables
kXj €S, 1< j<m,donde k es el tamaiio de paso temporal y S el dominio de
estabilidad lineal. Como vimos que los autovalores son reales negativos, en los
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tres métodos considerados esto quiere decir que es necesario que kX; € [—2,0].
De (3.6) es facil ver que esto solo se garantiza si

2h2
< -

k 2
Cuando m = 40, h = 107!, a = 1, se tiene que para que funcionen bien los
explicitos se necesitard que k < 0.02. Obsérvese que esto justifica que en el
ejemplo dado en la figura 3.2 los métodos explicitos fallan ya que se ha tomado
k = 0.025, un valor superior aunque muy cercano a la cota teérica, por lo que
los resultados numéricos avalen claramente la teoria vista.

3.3. Condiciones de frontera de tipo Neumann

Ejemplo 3.3.1. Reconsidérese el ejemplo 3.2.1 pero en esta ocasiéon consideremos
que las condiciones de contorno son de tipo Neumann homogéneas, esto es:

Uy (£,0) = uy (¢, L) =0

En este caso, se adapta la particién espacial para incorporar estas condiciones.
Para ello se considera la particién P:

1 L
P:{xj: (j—2> h, jzl,...,m} dondehza

Igual que en la seccién anterior nuestro objetivo es encontrar unas funciones
v;j(t) que aproximen a u(t,z;) en cada punto de la particién, y se obtiene (3.4)
de forma similar.

Sin embargo, las condiciones de frontera fuerzan a que se evalie el caso j =1y
el 7 = m de forma diferente el caso de la seccién anterior.

Para j = 1:

2
« h
/
vi(t) = ﬁ(vo —2v1 +v2), vy =u(t,z9) =u <t, —2>
Como no conocemos este valor vg como pasaba con las condiciones de Dirichlet,
se usa otra discretizacion en los bordes. Por ejemplo, podemos tomar diferencias
centrales de orden dos, esto es:

~u(t,z +h) —u(t,z — h)

ug(t, ) = 57 +O(h?)

Por lo tanto, se concluye:
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a? h
v (t) = ﬁ(vm,l — 20 4+ Umt1)y  Umg1 = u(t, Timi1) = u (t7 L+ 2)
Andlogamente, se llega a que v,,4+1 ~ v,,. En consecuencia se tiene:
2
@
Up, (1) = ﬁ(vm—l — Um)
Tenemos el sistema de EDO siguiente:
-11 0...00
1 -21...00
@10 1 -2..00
v = a4 v, veR™

0 0 0...1-1
La condicién inicial de la EDP se incorpora como condicién inicial de la EDO al
igual que en la seccién anterior

(0, z1) uo(x)
Yo = : = ;
w(0, Tm) uo(Tm)

El PVI resultante se parece en forma al ejemplo anterior, aunque sus autovalores
son algo diferentes.

Si aplicamos los distintos métodos Runge-Kutta citados previamente a este PVI
obtenemos los perfiles de temperatura de la barra tras 1s dados en la figura 3.3.

Podemos observar nuevamente que los métodos implicitos presentan aproxima-
ciones mucho mas aceptables que las soluciones dadas por los métodos explicitos.
Asi que las condiciones de frontera van a determinar el tipo de discretizacién es-
pacial y el tipo de PVI resultante.

Nota. La eleccion de la particién no es tinica. Se pueden considerar también como
incégnitas los valores de la temperatura en los extremos, a coste de obtener un
sistema de EDO de mayor dimension.

El método de lineas es, por tanto, un procedimiento por el que se discretiza una
EDP de forma que se obtiene una aproximacién numérica a la solucién de dicha
EDP mediante la resolucién de grandes sistemas de EDOs.
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Figura 3.3. Distribucién de temperaturas en P

3.4. Problemas de quimica atmosférica con difusién

En la seccién 2.3 vimos un modelo de polucién atmosférica que solo con-

sideraba las reacciones quimicas de los 6xidos de nitrégeno. Un modelo més
realista para predecir la evolucién de la poluciéon atmosférica es un modelo en el
cual se considere el fenémeno de la difusién de las sustancias. Esta difusién nor-
malmente viene en funcion de la altura de la atmosfera en la que se encuentren.
Consideremos de nuevo las concentraciones u = (u1, uz, uz, us)? de O, NO, NO,
y Os respectivamente, pero considerando ahora que cada componente depende
también de la altura o en la atmdsfera a la que se localizan, esto es, u; = u;(t, o),
para 0 <t < T (en segundos) y 0 < o < oy = 200 (medido en metros).
Como vimos en la seccién 2.3, las reacciones quimicas entre estas sustancias evo-
lucionan en el tiempo siguiendo las ecuaciones (2.4), en cada posicién espacial
fija en que se encuentran. Pero ahora consideremos que las sustancias se difun-
den en la atmésfera dependiendo de la altura a la que estén, con una velocidad
de difusién dada por cierta funcién K (o). En consecuencia, la variacién de las
concentraciones de estas sustancias va a modelizarse por el siguiente sistema de
EDPs [9]:
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uy = (K(o)ug)o +7(t,u), 0<o<oyg =200, 0<t<T. (3.7

k‘l (t)U3 — k2u1
kq (t)U3 — ksuoguy + 09
nggU4 — ]431 (t)U3
kau1 — k3uguy

r(t,u) =

Habitualmente, la difusion suele ser méaxima a una cierta altura, disminuyendo su
velocidad en las capas superiores de la atmosfera. Este fendmeno pueda simularse
con una funcién de difusion K dada por:

1 o05(1-—2
K(O’) — Eae ( 0.212¢%>

En la figura 3.4 podemos ver el perfil de K (o), 0 < o < 200

12

o 50 100 150 200
sigma

Figura 3.4. Funcién de difusién K (o)

En [9] se estudian este tipo de problemas de polucién con difusién, aunque en
dicho trabajo se aplica a un sistema de mas de 140 sustancias diferentes, lo
que esta fuera de nuestro alcance. El método que proponen en dicho trabajo
con algunas mejoras posteriores y un largo proceso para incluir los datos de
cientos de sustancias quimicas en la atmésfera recogidas en Europa cada ano, es
el que se usa actualmente en el centro de investigacién de Oslo, el Meteorological
Synthetizing Centre-West para monitorizar la evolucién de contaminantes a nivel
global. [8]

Siguiendo las ideas dadas en [9], las condiciones de frontera que se consideraran
seran de Neumann homogéneas:
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ou

K(0)5-(t,0) =0, K(UH)Z%@, or) =0

Por otro lado, las condiciones iniciales que se consideran son:
o*(og —0)?
oy

=d(0)(0,1.3-108,5.0 - 10*1,8.0 - 10*1)T

U2
u(0,0) = e m (0,1.3-10%,5.0 - 10',8.0 - 10T

En la figura 3.5 podemos ver la funcién d(o), 0 < o < 200. Dicha funcién inicial
refleja el hecho de que las concentraciones de las sustancias en las partes mas
altas son bastante menores que en las capas bajas de la atmdsfera.

250

200

150

100

501

0 50 100 150 200
sigma

Figura 3.5. Perfil de d(o)

Para aplicar el método de lineas como se hace en [9], primero discretizamos la
componente espacial. Debido a las condiciones de Neumann, como vimos en la
seccién 3.3, usaremos la particion §2:

1
Q:{oj:(j—2>h, 1§jgN} donde h:%’ (3.8)

Como la funcién de difusiéon depende de o, no se puede aplicar la discretizacion
de segundo orden (3.2). En este caso se aplicara de forma sucesiva las diferencias
finitas centrales de orden 2.

gu(t, @) = o + O(h?) (3.9)
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Para cada t, definimos la funcién:

flo) = K(O’)%(t, o)

Realizamos la primera discretizacion, que consistird en la aproximacién de la
derivada espacial de la funcién f(o):

(f(0))o(ojt) = —=(f(0j112,t) — floj_1/2:1))

ou ou
(K(0j+1/2)80(t’ 0j+1/2) - K(0j1/2)aa(t,0j1/2)>

~

S >

A continuacién, realizamos la segunda discretizacién usando (3.9). Esta consis-
tird en aproximar la derivada espacial de u mediante:

() (05:1) ~ % (K(aj+1/2)u(t,crj+1)h— u(t,o;) K(Ujil/z)u(t,oj) —hu(t,aj—1)>

Si definimos ¢;(t) como la funcién que aproxima a u(t, o;) tenemos que ¢;11(t) =
u(t,oj41), ¢j—1(t) = u(t,0;-1) y ¢j(t) = u(t,0;). También para simplificar la
escritura, adoptaremos algunos aspectos de la notacién de [9, p.193]

K;t :K(gji1/2)~

Tenemos, por lo tanto:

1 Cit1 — Cj _Ci—Cj_ .
c;(t):h(Kj f“h I K hJ 1—|—7"(t,cj)) 1<j<N

A continuacién introducimos las condiciones de frontera, del mismo modo que
en el ejemplo 3.3.1. Para j = 1:

e

Si discretizamos la condicién de contorno haciendo uso de (3.9).

K(O)g—g(t, 0)=0= K|

C1—Co

P

Por lo tanto,

1 Cy — C1
a0 = (K122

Para j = N:
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El razonamiento es analogo al realizado anteriormente y se llega a que:

1 _CN — CN—
An(t) = 7 <KNhl)

Seguidamente, para compactar la notacién definimos para cada 1 < j < N
(fijando ay =0y 1 = 0):

K Ky
aj = 75 5;‘:?7 v =a;+B; >0

Con esto el sistema de EDOs queda de la siguiente forma:
C;(t) = OiCj41 — V564 + Bjcj—l + T(t, Cj), 1 Sj § N
Si escribimos componente a componente se tiene:
r(t) = ajcjie — vicie + Bicj—in +Tr(t c), 1<j<N, 1<k<4

Cabe destacar que este sistema esta fuertemente acoplado debido a r(t,¢;). En
lo que sigue denotamos (¢;j1, ¢j2, ¢;3, cj4)T, 1 < j < N, mientras que llamamos
¢ = (c1k, C2ky - - -y CNE), 1 <k < 4. Por lo tanto, tendremos que para cada ¢
se cumple el siguiente sistema de EDOs:

&, (t) = Mé, + Ri(t,é1,82,03,84), 1<k<4

siendo

-1 Q1 0 ... 0 0 0
52 —V2 Qg ... 0 0 0
M= = : : » Ri() =
0 0 0 ...8v-1—YN-10QN—-1
0 0 0 0 By N

ri(t, c11, c12, €13, C14)
T (t, ca1, €22, C23, C24)

rk(t, N1, CN2, CN3, CN4)

donde 7y, es la componente k-ésima de 7. Si definimos C' = (¢4, &, ¢3,¢4)T pode-
mos expresar el sistema de EDOs de manera mas compacta:

C'(t) = (I ® M)C +R(t,C) = F(t,C), C(0)=C" (3.10)

donde R(t,C) = (R1, Ra, R3, Ra)T.

Por lo tanto, para obtener una aproximacién a la solucion del problema de
polucién atmosférica (3.7) sobre los puntos de la malla espacial (3.8), tenemos
que aproximar la solucién de este PVI (3.10) de dimensién 4N. Ademés, debido
tanto a la discretizacién de la difusién como a la parte de reaccién R(t,C) (que
ya vimos en el capitulo anterior que es stiff), presenta un alto grado de stiffness,
por lo que sera necesario aplicar métodos implicitos.
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En particular, se ha usado el método de Euler implicito (1.7), resolviendo
en cada paso un sistema implicito de dimensién 4N con el esquema de Newton
modificado (1.15). Para ilustrar su comportamiento, hemos representado en la
Figura 3.6 los resultados obtenidos con una particién equiespaciada de N = 40
puntos y con paso temporal fijo kK = 10, para cada una de las cuatro sustancias
(O, NO, NO, O3) a ciertas alturas fijas ¢ = 2.5,12.5,32.5,72.5,152.5,197.5.
En [9] este problema se integra durante un intervalo de 112 horas pero separéndo-
lo en 56 intervalos de 2 horas, recomenzando en cada uno de ellos la integracién
con el Euler implicito con un tamano de paso diez veces mas pequeno que en el
intervalo anterior. Como nuestro objetivo es solo ilustrativo, hemos tomado solo
un primer intervalo de dos horas, esto es, con tiempo final T' = 2 x 3600s.

En las gréficas de cada sustancia podemos ver que el método de lineas im-
plementado produce una solucion aceptable, reflejandose claramente el fenémeno
de difusién de las sustancias a lo largo del tiempo en cada nivel de altura.
Obsérvese, sin embargo, que la componente uy (correspondiente al NO) aumenta
a lo largo del tiempo debido a la presencia de la fuente constante representada
por os.

3.5. Conclusiones

En esta memoria nos hemos introducido en el campo de los métodos
numéricos para resolver modelos de quimica atmosférica. En particular, hemos
estudiado las principales propiedades tedricas y préacticas del método de lineas.
Debido a la presencia habitual de stiffness en los modelos semi-discretos obteni-
dos en este ambito, hemos profundizado en el uso de los métodos implicitos que
son indispensables para la resoluciéon de dichos problemas stiff.

Ademsds, en todos los capitulos se ilustran los resultados tedricos con di-
versos experimentos numéricos llevados a cabo usando Python, obteniendo fi-
nalmente un cédigo que implementa el método de lineas sobre el problema de
difusién-reaccién (3.7) propuesto en [9], como ejemplo de los modelos similares
que se utilizan en la actualidad en las predicciones de la evolucién de la polucién
atmosférica en Europa [8].
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In this work the numerical solution by the
method of lines of atmospheric pollution
problems with diffusion is considered.

1. Introduction

The atmospheric chemistry is an impor-
tant area in the subject of the weather
forecast and the study of the evolution of
air pollution. A diffusion-reaction prob-
lem is used in [5] that is a good exam-
ple of the models that nowadays are be-
ing used for monitoring the acid deposi-
tion in Europe [4]. In order to solve nu-
merically this model, in the first section
of this work Runge-Kutta methods (RK)
are introduced. In the second section the
phenomenon of stiffness is introduced by
an example and in the last section the
method of lines is used to describe the
time evolution of nitrogen oxides.

2. Introduction to Runge-Kutta methods

Let us consider an initial value problem
(IVP) ¥ = f(x,y(x)), y(x0) = Yo, y, f € R™.
If y; is an approximation for the solution
of the IVP at x; € [x,xy], a s-stage RK
method gives an approximation y;.; at
Xis1=X;+h by:

Kj = fxi+cjh,yi+ hY)_ a;K),
Vis1 = Vit h¥5 biK;
If aj; =0, VI = j, the method is explicit
whereas, in other cases, the method is
called implicit.
In this section the convergence of these
methods is studied, obtaining that
Lemma: A RKI(A, b,c) is convergent of or-
der p=1, con1<p=<4, thatis, ||ly(x;)—
YillSKh?, 0<i<n, h—0, if
p=1[bTe=1
p=2[(p=1) +bTc=1
p=3[(p=2) + bF=1 bTAc=1]
p=4[(p=3)+ b =1, b A%c=5;
DA =45, b"(Ace o) =3
where « is the component-by-component
product.

3. Stiff problems and linear stability

"Stiff equations are problems for which ex-
plicit methods don’t work" [2].

In real-life pollution models the large dif-
ferences between the rate coefficients of

1<sjs=

©w

Universidad de La Laguna
alu0100775563@ull.edu.es

the chemical reactions involved usually
cause stiffness, so the use of implicit
schemes is compulsory in this framework.
For example, let us consider this chain of
chemical reactions which involves the ni-
trogen oxides [3]:

NO,+hv & NO+O
0+0, & 0,
NO+0; & 0,+NO,
which is modelled by
u:l(t) = ki(Duz - kyuy
uy(1) = ky(Dus = ksupus + 0

u;(t) = kswpus— ki (Dug
u, () = koty — ksupuy

(1)

where k, = 10°%, k3 = 107'%, o, = 10° and the
ratio k(1) depends on the diurnal cycle,
and the initial values of the concentrations
are u(0) = (0,1.3¢8,5.0e11,8.0e11)”.

The explicit methods do not provide an
apropiate aproximation for the exact so-
lution of this problem. However, using
an implicit method such as the backward
Euler [1] we obtain a good aproximation
given in Figure 1

Figure 1: Backward Euler with h =10

4. Method of lines for parabolic PDEs

In the previous pollution model, the con-
centrations of the chemicals only depend
on r, but in atmospheric models they also
depend on the vertical position o in the at-
mosphere where the chemicals are. i.e.,
u = u(t,0). In [5] they consider problems
of type

u; = (K@) ug)g+r(t,u)

where homogeneous Neumann boundary
conditions are imposed. For our tests, the
reaction part r(¢,u) is the same as in the
previous problem (1).

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Septiembre, 2018

The method of lines (Mol ) is a procedure
which firstly discretize this PDE on the
spatial mesh
.1 . o
Q:{a,-:(j—i)h, ISJSN}, h=WH,
and, including the boundary conditions,
obtain an IVP of this type

C'(0)= 8 M)C+R(t,C) =F(t,C)

where I, is the identity matrix of dimen-
sion 4, ./ is a tridiagonal matrix of dimen-
sion N, and %(z,C) is a non-linear function
of 4N variables, sinceC(1) = (¢;(1)}.,, with
cji(=u(t,0)) R

Figure 2: MoL with Backward Euler
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