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Prefacio

Este trabajo da una nueva visión de la homotoṕıa. Partiendo de un número
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proyectivas, las inyectivas y las de complejos de cadena.
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Introducción

A lo largo de la segunda mitad del siglo XX, según iba aumentando el número

de teoŕıas matemáticas que podŕıan encuadrarse dentro del concepto de “homo-

toṕıa”, se intentaba dar teoŕıas algebraicas que las englobaran. No obstante,

a pesar de que estas teoŕıas algebraicas eran cada vez más precisas y abarca-

ban mayor número de homotoṕıas, siempre hab́ıa algunas que quedaban fuera.

Actualmente, todav́ıa no existe una teoŕıa de homotoṕıa abstracta que logre

reunirlas a todas.

Uno de los primeros en definir una homotoṕıa abstracta fue M. Kan en 1955,

[40] y [41], para ello usó un funtor cilindro y transformaciones naturales análogas a

las del cilindro de los espacios topológicos, definiendo aśı a partir de los complejos

cúbicos, grupos de homotoṕıa y homoloǵıa.

Siguiendo los pasos de B. Eckmann y P.J. Hilton, H. Kleisli en 1962 [42]

generaliza sus teoŕıas de homotoṕıa a categoŕıas abelianas. Posteriormente, él

[43] y J. H. Huber [34] y [35] consiguen definir de un modo común los grupos de

homotoṕıa, ya sea en espacios punteados o en módulos sobre un anillo, utilizando

para ello conjuntos simpliciales.

Definiendo, aśı, construcciones standard adecuadas se obtienen los grupos

de homotoṕıa de los espacios punteados y los grupos de homotoṕıa inyectivos y

proyectivos de los módulos sobre un anillo.

Una axiomatización bastante importante es la obtenida en 1967 por D. Quillen

[51] y [52] usando técnicas parecidas a las utilizadas por S. Eilenberg y N. Steenrod
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en 1952 para la teoŕıa de homoloǵıa [23]. Quillen utiliza el concepto de categoŕıa

de modelo cerrada: fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles verificando

un conjunto de axiomas.

En 1968, A. Heller [28] introduce el concepto de “h−c categoŕıa”, a partir de

una congruencia de homotoṕıa y cofibraciones, para estudiar homotoṕıa estable.

En 1989 H.J. Baues [2] restringe los axiomas de D. Quillen, evitando que la

teoŕıa sea autodual, y define homotoṕıas abstractas usando cofibraciones y equi-

valencias débiles (categoŕıa de cofibraciones) o cofibraciones y un funtor cilindro

(categoŕıa con un cilindro natural), teniendo también teoŕıas de homotoṕıa abs-

tracta duales a las anteriores (categoŕıas de fibraciones y categoŕıas con caminos

naturales, respectivamente).

En 1999 G. Minian ([46], [47]) presenta las Λ-categoŕıas de cofibraciones

como una generalización de las categoŕıas con un cilindro natural definidas por

H.J. Baues, donde Λ es un conjunto dirigido de ı́ndices para cilindros.

En 2001 F.J. D́ıaz y S. Rodŕıguez Mach́ın [18] definen una teoŕıa de homo-

toṕıa abstracta que por primera vez usa un funtor cono, en vez de uno cilindro,

y cofibraciones. Hasta esa fecha, los intentos en este sentido siempre teńıan

como referencia las homotoṕıas proyectiva e inyectiva definidas por B. Eckman

y P.J. Hilton [32] por lo cual usaban categoŕıas aditivas u objetos proyectivos o

inyectivos. También se tiene la teoŕıa dual con coconos y fibraciones.

Una de las ideas que persiguen las distintas homotoṕıas abstractas, y en

particular las aqúı mencionadas, es dar una axiomática en categoŕıas generales de

forma que se obtengan categoŕıas homotópicas en el sentido de J.H.C. Whitehead

[62] con la axiomática clásica para espacios topológicos, donde partiendo de dicha

categoŕıa se establece una relación de equivalencia (relación de homotoṕıa) entre

los morfismos (aplicaciones continuas) compatible con su composición, de forma

que se pueda crear la categoŕıa cociente (categoŕıa homotópica) en el sentido

descrito por S. MacLane [44]. De esta forma se obtiene una clasificación de los

objetos de la categoŕıa (espacios topológicos) mediante los isomorfismos de esta

nueva categoŕıa (equivalencias de homotoṕıa). Para ello es necesario el uso de



INTRODUCCIÓN ix

objetos cofibrantes, y en algunas teoŕıas, como la de cofibraciones de H.J. Baues

y la de modelos de D. Quillen, usar localización sobre las equivalencias débiles.

Por otro lado, para la obtención de los grupos de homotoṕıa en todas ellas,

es necesario hacer uso de objetos punteados, por lo que de nuevo se necesita

un objeto inicial que haga de objeto punto en la categoŕıa considerada. En

este sentido, actualmente existen ejemplos relacionados con la homotoṕıa propia

de los espacios topológicos, donde se usan espacios topológicos diversos para

puntear, resultando distintos grupos de homotoṕıa según el espacio topológico

usado como punto. Aśı, si el espacio topológico considerado es una semirrecta

del tipo R+
∗ = R+∪{0}, surgen los grupos de homotoṕıa propia de N. Steenrod,

definidos por Z. Čerin [9]. En cambio, si es una sucesión de puntos del tipo

Z∩R+
∗ , se tienen los grupos de homotoṕıa propia de E.M. Brown [7]. Más aún,

H.J. Baues y A. Quintero [3] usan árboles como puntos en la homotoṕıa propia

de los espacios topológicos.

La idea de homotoṕıa generalizada surge como un intento de obtener homo-

toṕıa sin puntear que englobe las distintas teoŕıas de homotoṕıa que se obtienen

según el objeto punto usado. En este sentido, la axiomática requerida no necesi-

tará de objetos cofibrantes y a partir de ella se obtendrá una visión más general

de la homotoṕıa de la categoŕıa.

Los primeros avances en esta dirección están publicados por el autor en cola-

boración con F.J. D́ıaz y S. Rodŕıguez Mach́ın en el año 2001 [15]. La homotoṕıa

generalizada definida usa la axiomática dada por los autores [18] eliminando todo

lo concerniente a objetos cofibrantes. Por otro lado, la homotoṕıa generalizada

aqúı expuesta surge de la axiomática presentada en colaboración con S. Rodŕıguez

Mach́ın [53] para obtener homotoṕıa generalizada mediante un funtor cilindro o

su dual, un funtor caminos.

En una categoŕıa arbitraria con la estructura ya mencionada se definen grupos

de homotoṕıa generalizada sin hacer uso de objetos cofibrantes. Estos grupos

poseen las propiedades comunes a los grupos de cualquier teoŕıa de homotoṕıa,

entre las que se destacan su carácter funtorial y la abelianidad de los de orden



x INTRODUCCIÓN

superior. También se generaliza el concepto de conexidad por caminos.

La estructura de la categoŕıa original puede ser inducida en la categoŕıa de

pares de ésta, permitiendo aśı, la creación de los grupos de homotoṕıa generaliza-

dos de un morfismo. De esta forma, con dichos grupos y los antes mencionados

de los objetos, se obtiene la sucesión exacta de homotoṕıa generalizada aso-

ciada al morfismo citado. Como sucede en muchas teoŕıas de homotoṕıa, aqúı

también la sucesión obtenida es invariante ante la acción del grupo de homotoṕıa

de primer orden.

Usando como punto cualquier objeto de la categoŕıa surge una estructura

de homotoṕıa punteada en una categoŕıa cuyos objetos son cofibrantes. La

homotoṕıa de esta categoŕıa puede ser expresada en función de la homotoṕıa

generalizada de la categoŕıa original. Aśı, la teoŕıa de homotoṕıa generalizada

obtenida posee impĺıcitamente toda la información relativa a las diferentes teoŕıas

de homotoṕıa punteada procedentes de la categoŕıa original.

Al tener esta teoŕıa un desarrollo totalmente algebraico y dar las relaciones

que existen entre la homotoṕıa generalizada y la punteada, permite simplificar

los desarrollos en teoŕıas de homotoṕıa concretas que verifiquen esta axiomática.

Dicha axiomática, en particular, es cumplida por todos los ejemplos conocidos

de homotoṕıa obtenida a través de un cilindro natural en el sentido descrito por

H.J. Baues [2]. Aśı, la homotoṕıa ordinaria dada en la categoŕıa de los espacios

topológicos verifica esta axiomática, resultando que los grupos de homotoṕıa de

los espacios topológicos punteados y sus sucesiones son casos particulares de la

homotoṕıa generalizada existente en dicha categoŕıa. También homotoṕıas como

la existente en la categoŕıa de los espacios exteriores, creada para el estudio de

la homotoṕıa propia de los espacios topológicos, cumplen la axiomática. Homo-

toṕıas como la de los complejos de cadena de una categoŕıa abeliana, proyectivas,

inyectivas, y ciertas homotoṕıas tensoriales, pueden ser obtenidas a partir de la

axiomática, y ser consideradas casos particulares de la homotoṕıa generalizada.

Por todo lo anterior, la homotoṕıa generalizada da una visión completa de la

homotoṕıa de la categoŕıa, sin necesidad de recurrir al uso de objetos punto. Aśı,
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la homotoṕıa generalizada en la categoŕıa de los espacios topológicos contiene,

entre otras, todas las informaciones relativas a los grupos de homotoṕıa referidos

a cualquier espacio topológico, sea éste una esfera, o no.

La teoŕıa algebraica aqúı presentada parte de una axiomática obtenida a par-

tir de los axiomas dados por Baues para la noción de categoŕıa con un cilindro

natural, eliminando todo lo referente al objeto inicial y sustituyendo la transfor-

mación de intercambio por transformaciones producto en el sentido descrito por

K. H. Kamps y T. Porter [39]. A partir de esta axiomática se obtienen grupos de

homotoṕıa generalizados de un objeto y basados en un morfismo, como grupos

de homotoṕıa relativa a cofibraciones. Estos grupos, como ya se ha dicho antes,

tienen carácter funtorial al ser compatibles la homotoṕıa relativa a cofibraciones

con la composición de morfismos. Definiendo una acción de los grupos de ho-

motoṕıa sobre los respectivos de orden no inferior, se concluye la abelianidad de

los grupos de homotoṕıa generalizada de orden superior a uno.

La estructura aśı definida es inducida sobre la categoŕıa de cofibraciones de

la original de forma que ésta verifica también la axiomática. De este hecho

surgen los grupos de homotoṕıa relativos a cofibraciones de pares, y mediante

conos de cofibraciones se obtiene el grupo de homotoṕıa generalizado de un

morfismo. Una sucesión exacta de homotoṕıa relaciona los grupos de homotoṕıa

generalizados de un morfismo con los de su dominio y codominio. Esta sucesión

resulta ser equivariante ante la acción del primer grupo de homotoṕıa generalizada

del dominio.

También la estructura original es inducida sobre la categoŕıa de cofibraciones

bajo un objeto cualquiera de la original, verificándose la axiomática de partida.

Además, esta categoŕıa resulta ser una categoŕıa con todos sus objetos cofi-

brantes y basados, por lo cual se pueden definir grupos de homotoṕıa punteados

y sucesiones exactas de estos. Los mencionados grupos son isomorfos a grupos

de homotoṕıa generalizados.

A semejanza de lo que ocurre en los espacios topológicos y los espacios

topológicos punteados, cuando la categoŕıa original tiene algún objeto cofibrante,
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se puede generalizar, considerando este objeto como un punto, el concepto de

esfera topológica. Los grupos esféricos generalizados resultantes y las sucesiones

exactas de ellos son también isomorfos a grupos de homotoṕıa generalizada y

sucesiones de ellos respectivamente.

La dualización de la teoŕıa con sus demostraciones es fácilmente ejecutable,

surgiendo una axiomática que coincide con la dual de categoŕıa con un cilindro

natural, esto es, caminos naturales, eliminando de los axiomas todo lo referente

al objeto final. Funtores cilindro y caminos adjuntos dan origen a estructuras

compatibles de homotoṕıa generalizada y siempre que se tenga una compati-

bilidad entre cofibraciones y fibraciones, los grupos de homotoṕıa generalizada

usando cofibraciones serán isomorfos a los respectivos usando fibraciones.

En categoŕıas aditivas, la homotoṕıa generalizada tiene propiedades espe-

ciales, entre ellas cabe destacar que los grupos de homotoṕıa generalizados basa-

dos en el cero tienen su operación inducida por la aditividad de la categoŕıa, de

forma que son todos abelianos. Además, toda homotoṕıa cónica en el sentido de

F.J. D́ıaz y S. Rodŕıguez Mach́ın [17] induce una estructura de homotoṕıa gene-

ralizada a través de un cilindro, verificando la axiomática de partida. Usando este

hecho y su dual con coconos, las homotoṕıas tensoriales tienen una estructura de

homotoṕıa generalizada compatible de cilindro-caminos; también la homotoṕıa

proyectiva e inyectiva de los módulos sobre un anillo unitario tienen estructura

de homotoṕıa generalizada de caminos y cilindro respectivamente.

En los cilindros topológicos, los de complejos de cadena sobre categoŕıas

abelianas y los de espacios exteriores es posible definir transformaciones producto

que hacen de la homotoṕıa ordinaria de dichas categoŕıas un caso particular de

la homotoṕıa generalizada que se obtiene.

Esta monograf́ıa está dividida en cuatro caṕıtulos, con un caṕıtulo cero de

notación y preliminares de teoŕıa de categoŕıas.

En el caṕıtulo cero se introduce la notación y los resultados en teoŕıa de

categoŕıas que se usarán a lo largo de todo el trabajo. Se hace mención especial
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de los diagramas push out y propiedades relativas a estos, pues serán una he-

rramienta fundamental en la obtención de resultados. Este caṕıtulo se divide en

tres secciones:

En la primera sección se introduce toda la notación relativa a categoŕıas fun-

tores y transformaciones. Se destaca una notación para la composición sucesiva

de una misma transformación, aśı como la usada para la composición de fun-

tores con transformaciones. Finalmente se define la noción de extensión de un

morfismo relativo a otro morfismo.

La segunda sección está totalmente dedicada a la notación relativa a los push

outs aśı como a ciertas propiedades de estos. La notación suministrada difiere

de la clásica, pues es necesario no sólo conocer los objetos del push out, sino

también los morfismos. Es una notación que ofrece mucha más información, sin

incrementar por ello la simboloǵıa. Se dan propiedades relativas a composición

de push outs, a push outs en la categoŕıa de pares de una dada y, como propiedad

fundamental por su frecuencia de utilización, a los push outs de morfismos entre

push outs.

La tercera sección es una dualización de la segunda con pull backs y las

propiedades relativas a ellos.

En el caṕıtulo uno se da la axiomática a partir de la cual se desarrollará

toda la teoŕıa algebraica aqúı presentada, se obtienen los primeros resultados,

se introduce el concepto de homotoṕıa relativa a una cofibración y mediante los

grupoides de homotoṕıa relativa, se definen los grupos de homotoṕıa generaliza-

dos como grupos de homotoṕıa relativa a una cofibración basados en un mor-

fismo. También se establece la noción de conexidad por caminos, concluyéndose

mediante la acción de los grupos de homotoṕıa generalizados sobre los de orden

no inferior con la abelianidad de estos para orden mayor que uno. El caṕıtulo

está dividido en cinco secciones:

En la sección primera se comprueba que el axioma de cilindro relativo dado

por Baues al definir las I-categoŕıas [2], puede ser sustituido por otro equivalente

sin necesidad de hacer uso de coproductos de objetos. Además, a partir de la
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transformación de intercambio se crean dos transformaciones producto como las

que dan K.H. Kamps y T. Porter [39]. Por ello, la estructura generada a partir de

lo anterior se denomina I-categoŕıa generalizada. La propiedad de extensión de

homotoṕıa exigida en la axiomática es equivalente a la dada por K.H. Kamps [38].

Finalmente se dan condiciones que garantizan la existencia de una cofibración

entre objetos push out, y que será muy útil como herramienta de trabajo.

En la sección segunda se procede a definir la homotoṕıa generalizada como

una homotoṕıa relativa a cofibraciones. Se comprueba que la relación establecida

por dicha homotoṕıa es de equivalencia y usando la propiedad de extensión de

homotoṕıa y cofibraciones iteradas, esto es, generadas por el axioma de cilin-

dro relativo, se dan otras definiciones equivalentes de la homotoṕıa relativa.

Asimismo se comprueba que la iteración deducida del axioma de cilindro relativo

conserva cuadrados conmutativos y push outs, permitiendo este hecho ver que

la relación de homotoṕıa relativa es compatible con la composición de morfismos

y que los push outs inducen equivalencias en homotoṕıa relativa.

En la sección tercera se crea un grupoide donde los puntos son morfismos

entre dos objetos fijos, y los caminos son homotoṕıas relativas a una cofibración

con codominio el dominio de los puntos. Los lazos de este grupoide identificados

por homotoṕıa relativa a la primera iteración de la cofibración dada, forman el

grupo denominado primer grupo de homotoṕıa relativa a la cofibración y basado

en el morfismo punto inicial y final del lazo, del objeto codominio de dicho

morfismo. Para las operaciones que asignan a un camino su camino inverso y

a dos caminos componibles el producto de caminos, se establecen definiciones

alternativas equivalentes usando la propiedad de extensión de homotoṕıa. La

compatibilidad de la homotoṕıa relativa con la composición de morfismos induce

funtores entre los respectivos grupoides.

En la sección cuarta se definen los grupos de homotoṕıa generalizada de orden

superior usando para ello las iteradas de una cofibración dada y los grupoides

originados por ellas. Aśı, los grupos de homotoṕıa generalizada de orden superior

son primeros grupos de homotoṕıa relativa a una cofibración iterada. De la
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compatibilidad de la homotoṕıa relativa con la composición de morfismos se

deduce el carácter funtorial de los grupos de homotoṕıa. Finalmente, se establece

la noción de objeto conexo por caminos relativo a una cofibración. Para ello se

definen primero las componentes cofibradas de un objeto respecto a otro y las

componentes conexas por caminos relativas a una cofibración en un morfismo

de alguna de las componentes cofibradas. Cuando los morfismos base de los

grupos de homotoṕıa generalizada están dentro de la misma componente conexa

por caminos relativa a una cofibración en morfismos de una misma componente

cofibrada, dichos grupos son isomorfos. Por tanto, un objeto conexo por caminos

relativo a una cofibración es aquel que tiene una única componente cofibrada y

es conexo por caminos relativo a la cofibración en cualquier morfismo. En este

caso se tiene que los grupos de homotoṕıa relativa a la cofibración no dependen

del morfismo base elegido.

En la sección quinta, se define una acción de los grupos de homotoṕıa gene-

ralizada sobre los de orden no inferior. Esta acción, cuando el grupo tiene orden

superior a uno, es la identidad. Cuando la acción involucra grupos del mismo

orden, se define por conjugación. De las dos propiedades anteriores se concluye

que los grupos de homotoṕıa de orden superior a uno son abelianos.

En el caṕıtulo segundo se estudia la categoŕıa de pares de una I-categoŕıa

generalizada y mediante la creación de los conos de una cofibración se definen

los grupos de homotoṕıa relativa de un morfismo. Una sucesión exacta de homo-

toṕıa asociada a un morfismo relaciona los grupos de homotoṕıa generalizada del

morfismo con los de su dominio y los de su codominio. La acción definida en la

sección quinta del caṕıtulo primero puede ser extendida a los grupos contenidos

en la mencionada sucesión, dejando a ésta invariante. Este caṕıtulo se divide en

cuatro secciones:

En la primera sección se prueba que la categoŕıa de cofibraciones de una

I-categoŕıa generalizada vuelve a ser una I-categoŕıa generalizada, por lo que se

puede hablar en ella de todo lo desarrollado en el primer caṕıtulo. De esta forma

se tienen grupos de homotoṕıa relativa a cofibraciones de pares basados en un



xvi INTRODUCCIÓN

morfismo de pares de un par, concepto que puede ser generalizado a cualquier

morfismo relacionando objetos aunque éste no sea una cofibración. Los funtores

proyección de la categoŕıa de pares en la categoŕıa original, inducen homomorfis-

mos desde los grupos de homotoṕıa relativa a una cofibración de pares basados

en un morfismo de pares, de un morfismo, en los grupos de homotoṕıa relati-

va a las respectivas componentes de la cofibración, basados en las respectivas

componentes del morfismo, del dominio y codominio, respectivamente, del mor-

fismo al conservar estos la homotoṕıa, la inversión y la composición de caminos.

Asimismo, estos homomorfismos son invariantes ante la acción del primer grupo

de homotoṕıa de las respectivas componentes.

En la segunda sección se define el cono de las cofibraciones iteradas de una

dada y se ve que el par formado por el cono de una cofibración iterada y ésta

es una cofibración de pares. Mediante esta cofibración de pares se definen los

grupos de homotoṕıa relativa a una cofibración basada en un morfismo, de un

morfismo. Todo grupo de homotoṕıa relativa a una cofibración de un objeto

en la categoŕıa original puede ser interpretado como un grupo de homotoṕıa

relativa a una cofibración de pares de un morfismo. Este hecho permite definir

un homomorfismo desde el primer grupo en el grupo de homotoṕıa relativa a la

cofibración del morfismo. El carácter funtorial de los grupos involucrados hace

natural la acción de este homomorfismo.

En la tercera sección, usando el homomorfismo natural creado en la sección

anterior, la proyección definida en la sección primera de este caṕıtulo y el in-

ducido por un morfismo, se obtiene una sucesión exacta relacionando los grupos

de homotoṕıa relativos a una cofibración de un morfismo, de su dominio y de

su codominio, que se denomina sucesión exacta de homotoṕıa relativa a la cofi-

bración del morfismo. Por el carácter funtorial de los grupos relacionados aśı

como por la naturalidad de los homomorfismos, esta sucesión presenta también

un carácter funtorial.

En la cuarta sección de este caṕıtulo se define una acción del primer grupo

de homotoṕıa relativo a una cofibración del dominio de un morfismo en los
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grupos de homotoṕıa no inferiores de este dominio, en los del codominio y en los

del morfismo. Dicha acción deja equivariante la sucesión exacta de homotoṕıa

relativa del morfismo.

En el caṕıtulo tercero se ve que la categoŕıa de cofibraciones con dominio

un objeto fijo de una I-categoŕıa generalizada es una I-categoŕıa generalizada

punteada. Una técnica fundamental es usada a lo largo de este caṕıtulo: a los

objetos de esta categoŕıa se les pueden asociar push outs, mediante los cuales

se pueden definir los distintos conceptos de la teoŕıa de homotoṕıa punteada.

Haciendo uso de estos push outs se concluye que los grupos de homotoṕıa pun-

teada y las sucesiones exactas de ellos son grupos de homotoṕıa generalizada y

sucesiones exactas de estos en la categoŕıa original. Si se basan los objetos de

estas categoŕıas, a semejanza de lo que ocurre en los espacios topológicos, se

obtienen grupos de homotoṕıa de un objeto y de un morfismo como los respec-

tivos grupos de homotoṕıa punteados basados en el morfismo “cero”. De esta

forma se pueden definir grupos de homotoṕıa de los objetos y los morfismos de

la categoŕıa bajo un objeto fijo de la original, a semejanza de lo que sucede con

los espacios topológicos punteados. El caṕıtulo se divide en tres secciones:

En la primera sección se comienza definiendo la categoŕıa de cofibraciones

bajo un objeto y el concepto de push out asociado a los objetos de dicha categoŕıa.

Mediante estos push outs se crea un cilindro punteado generalizado, que dota a la

mencionada categoŕıa de una estructura de I-categoŕıa generalizada punteada.

Asimismo se relacionan mediante push outs asociados los cilindros y cilindros

relativos punteados con los respectivos no punteados de la categoŕıa original.

En la sección segunda, usando las relaciones obtenidas en la sección anterior

entre los objetos punteados y los no punteados de la categoŕıa original, mediante

la técnica de los push outs asociados, se crean isomorfismos entre los grupos de

homotoṕıa punteados y las sucesiones exactas de ellos con grupos de homotoṕıa

generalizados y sucesiones exactas de estos, de la categoŕıa original. También

se ve que los isomorfismos conservan la acción del primer grupo de homotoṕıa

sobre la sucesión.
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En la sección tercera de este caṕıtulo, basando los objetos y morfismos de

la categoŕıa de cofibraciones bajo un objeto de la original se definen conos y

suspensiones de los mismos. Haciendo uso de estas suspensiones se definen los

grupos de homotoṕıa de un objeto referidos a un objeto punteado y basado.

Dicha definición puede ser extendida para objetos no punteados, esto es, para

objetos cualesquiera de la categoŕıa bajo el objeto fijado. Usando los resultados

obtenidos en la sección anterior y la técnica de los push outs asociados, se ob-

tienen isomorfismos entre los grupos de homotoṕıa de los objetos de la categoŕıa

bajo el objeto fijado y los respectivos generalizados del objeto en la categoŕıa

original. Lo mismo sucede con los grupos respectivos de los morfismos, de forma

que la sucesión exacta de homotoṕıa asociada a un morfismo hasta el orden dos

es isomorfa a la respectiva de homotoṕıa generalizada asociada a dicho morfismo

en la categoŕıa original. Aśı, aparecen condiciones bajo las cuales una sucesión

exacta de homotoṕıa generalizada puede ser extendida hasta los grupos de orden

uno.

En el caṕıtulo cuarto se introduce el concepto de P -categoŕıa generalizada

dual del de I-categoŕıa generalizada, y se estudia la compatibilidad de ambos

conceptos sobre una misma categoŕıa. Asimismo se dan métodos algebraicos

para la obtención de este tipo de estructuras a partir de otras. Por su singulari-

dad, también se hace un estudio de las categoŕıas aditivas bajo las mencionadas

estructuras. Para hacer ver la importancia de la teoŕıa definida en este trabajo

se definen los grupos de homotoṕıa denominados esféricos generalizando lo que

sucede en la categoŕıa de los espacios topológicos, confirmando posteriormente

que, efectivamente, la categoŕıa de los espacios topológicos tiene una estruc-

tura de I-categoŕıa generalizada y que los grupos de homotoṕıa de los espacios

topológicos punteados son grupos de homotoṕıa esféricos desde el punto de vista

planteado en la axiomática general. Se termina este caṕıtulo analizando distintos

ejemplos de homotoṕıas conocidas, sobre complejos de cadena, proyectiva e in-

yectiva, y otros no tan conocidos, en espacios exteriores y homotoṕıas tensoriales,

que verifican la axiomática. El caṕıtulo se divide en cuatro secciones:
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En la primera sección se introducen el concepto de P -categoŕıa generalizada

como concepto dual de I-categoŕıa generalizada, que similarmente a este último

procede del concepto dual respectivo de categoŕıa con caminos naturales dado

por Baues [2]. Del estudio de la compatibilidad de ambas estructuras sobre

una misma categoŕıa surge el concepto de IP -categoŕıa generalizada. Cuando

también existe la compatibilidad entre las cofibraciones y fibraciones de ambas es-

tructuras, se tiene que los grupos de homotoṕıa relativa a una cofibración basada

en un morfismo del dominio de una fibración, son isomorfos a los grupos de ho-

motoṕıa relativos a la fibración basados en el mismo morfismo del codominio de la

cofibración. Se ve también que un funtor adjunto por la derecha (resp. izquierda)

de un cilindro (resp. caminos) induce una estructura de P (resp. I)-categoŕıa

generalizada compatible con la estructura de partida. Para ello se hace uso de

que toda estructura de cilindro (caminos) generalizada lleva asociada unas cofi-

braciones (fibraciones) generadas por la estructura que hacen de la categoŕıa una

I(P )-categoŕıa generalizada.

En la sección segunda se analizan las estructuras sobre una categoŕıa aditiva.

En este tipo de categoŕıas, la propiedad de extensión (elevación) de homotoṕıa

de un morfismo iterado es consecuencia de la respectiva propiedad de dicho mor-

fismo y de la aditividad de la categoŕıa. Por lo que las cofibraciones (fibraciones)

generadas van a coincidir con los morfismos que verifiquen la propiedad de ex-

tensión (elevación) de homotoṕıa. Se comprueba que la operación de los grupos

de homotoṕıa generalizada basados en el cero coincide con la inducida por la adi-

tividad de la categoŕıa y por tanto son todos conmutativos. Este hecho permite

definir grupos de homotoṕıa generalizada basada en el cero en categoŕıas aditivas

aunque el funtor cilindro o caminos suministrado no conserve push outs cofibra-

dos o pull backs fibrados respectivamente. Finalmente, a partir de estructuras

cónicas (cocónicas) en el sentido descrito por F.J. D́ıaz y S. Rodŕıguez Mach́ın

[17] [18], en este tipo de categoŕıas, se generan estructuras de I(P )-categoŕıas

generalizadas, cuya homotoṕıa es coincidente con la primera. En el caso de

estructuras compatibles, también las estructuras generadas son compatibles.
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En la sección tercera se define para objetos cofibrantes en una I-categoŕıa

generalizada la 0-esfera como el coproducto de dicho objeto consigo mismo. Esta

0-esfera es un objeto punteado y basado en la categoŕıa de cofibraciones bajo ese

objeto. La suspensión n-ésima de este objeto se denomina n-esfera. Usando la

técnica de los push outs asociados introducida en el caṕıtulo anterior, se tiene que

los grupos de homotoṕıa esféricos de un objeto, esto es, las clases de homotoṕıa

de los morfismos desde la n-esfera en dicho objeto, son isomorfos a los grupos

de homotoṕıa relativa a la cofibración inicial del objeto, y por tanto, también

son grupos de homotoṕıa generalizados. Se finaliza esta sección haciendo un

estudio de la categoŕıa de los espacios topológicos y de sus distintas estructuras

de I-categoŕıa generalizada y P -categoŕıa generalizada. En las estructuras de

I-categoŕıa generalizada, los grupos de homotoṕıa de los espacios topológicos

punteados son exactamente los grupos esféricos en la categoŕıa de los espacios

topológicos bajo un punto.

En la sección cuarta se analizan diferentes ejemplos de homotoṕıas generadas

mediante este tipo de estructura. El primer ejemplo considerado es la categoŕıa

de espacios exteriores definida por J.M. Garćıa Calcines, M. Garćıa Pinillos y

L.J. Hernández Paricio [25] para el estudio de la homotoṕıa propia de los espa-

cios topológicos. Esta categoŕıa tiene una estructura de I-categoŕıa generalizada.

En el segundo ejemplo se ve que la homotoṕıa usual de los complejos de cadena

de una categoŕıa abeliana tiene una estructura de IP -categoŕıa generalizada, en

la cual las cofibraciones (fibraciones) generadas coinciden con los monomorfis-

mos (epimorfismos) normales de cadenas, que son exactamente las cofibraciones

(fibraciones) usadas cuando se creó dicha homotoṕıa [38]. En el tercer ejemplo

se crea una estructura de P -categoŕıa generalizada en la categoŕıa de los módulos

sobre un anillo, usando los resultados de la sección segunda de este caṕıtulo. La

homotoṕıa generalizada obtenida engloba a la proyectiva creada por B. Eckman y

P.J. Hilton sobre esta categoŕıa [32], y en la cual dos morfismos son homótopos si

y solo si su diferencia se factoriza a través de un módulo proyectivo. En el cuarto

ejemplo, similarmente al anterior, se dota a la categoŕıa de módulos sobre un
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anillo de una estructura de I-categoŕıa generalizada. La homotoṕıa resultante

engloba a la homotoṕıa inyectiva definida por los mismos autores del ejemplo

anterior. En este caso, dos morfismos son homótopos si y solo si su diferencia

se factoriza a través de un módulo inyectivo. Las estructuras dadas en estos

dos últimos ejemplos no poseen estructuras adjuntas compatibles. Se termina

esta sección dando estructuras de IP -categoŕıas generalizadas sobre la categoŕıa

de los grupos abelianos, de los casi módulos sobre un anillo y de los módulos

sobre un anillo unitario, cuyas homotoṕıas generalizadas engloban las respectivas

homotoṕıas tensoriales definidas en dichas categoŕıas.

El autor es consciente de la existencia de diversas cuestiones abiertas que

no se han tratado en esta monograf́ıa. Algunas de ellas ya han sido estudiadas

y resueltas, pero la limitación de espacio en este trabajo ha impedido incluirlas.

Otras, en cambio, están todav́ıa siendo estudiadas, y algunas no se han intentado.

En este sentido se destacan las siguientes como posible continuación de este

trabajo.

Desde el punto de vista algebraico:

- Obtención de una sucesión exacta de cofibras homotópicas generalizada.

- Asociación de teoŕıas simpliciales a la homotoṕıa generalizada, tal y como

se hace en otras teoŕıas de homotoṕıa.

- Creación de torres de Postnikov en homotoṕıa generalizada.

Desde el punto de vista de las aplicaciones:

- Creación de una estructura de I-categoŕıa generalizada en la categoŕıa de

los espacios topológicos no compactos con aplicaciones continuas y propias.

- Extensión de la noción de homotoṕıa generalizada a las categoŕıas de cofi-

braciones de Baues [2].
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- Extensión de la noción de homotoṕıa generalizada a las categoŕıas de

Λ-cofibraciones en el sentido de G. Minian [46], [47].



Caṕıtulo 0

Notación y preliminares de teoŕıa

de categoŕıas

Una de las herramientas fundamentales que se usa en homotoṕıa algebraica

o abstracta es la teoŕıa de categoŕıas. Conceptos como categoŕıas, objetos,

morfismos, funtores, transformaciones naturales,... son imprescindibles a la hora

de trabajar con axiomáticas de homotoṕıa. También en este trabajo se hace uso

de las distintas categoŕıas generadas por una dada, como son la categoŕıa bajo

un objeto, sobre un objeto, la de pares, la opuesta, etc... Asimismo se utilizan

los conceptos de categoŕıa aditiva y abeliana.

Los conceptos mencionados anteriormente pueden ser fácilmente encontrados

en cualquier tratado de teoŕıa de categoŕıas, por lo que no se darán expĺıcitamente.

No obstante, al usarse una notación que difiere en matices de la clásica, se in-

troduce ésta para una mejor comprensión del trabajo.

Los diagramas push out serán muy importantes en el desarrollo de la teoŕıa

que se expone. Por ello se hace un estudio más completo de los mismos. Se usará

una notación que permite tener más información sobre los objetos y morfismos

intervinientes que la notación clásica y, no obstante, se simplifica ésta.

Se dan también algunos resultados sobre teoŕıa de push outs más espećıficos

1
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que los habituales. Los diagramas pull back con su notación y versiones duales

de los mencionados resultados son también introducidos.

0.1 Categoŕıas, funtores y transformaciones na-

turales

La notación de los distintos conceptos relativos a categoŕıas, funtores trans-

formaciones naturales, que se usará a lo largo de éste trabajo es dada en esta

sección. No se dan sin embargo las definiciones, pues pueden ser encontradas en

cualquiera de las referencias bibliográficas sobre el tema.

Se designarán las categoŕıas por letras mayúsculas del tipo A,B, C..., los

objetos por letras mayúsculas A,B,C... Dados dos objetos X e Y de una

categoŕıa C, la notación HomC(X,Y ) representará el conjunto de morfismos

con dominio el objeto X y codominio el objeto Y en esta categoŕıa C. Si no hay

posibilidad de confundir la categoŕıa, se podrá también denotar simplemente por

Hom(X, Y ). Un elemento de este conjunto será simbolizado por f : X → Y .

Dados los morfismos i : B → A y u : B → X, Hom(A,X)u{i} simbolizará

el conjunto de morfismos {f : A → X � fi = u}. La notación dual para

morfismos p : A → B y u : X → B es Hom(X, A)u<p>, designa el conjunto

de morfismos {f : X → A � pf = u}. Dichos conjuntos se denominan

respectivamente conjuntos de extensiones del morfismo u relativas al morfismo

i y conjunto de elevaciones del morfismo u relativas al morfismo p.

Los funtores serán designados también, como los objetos, por letras mayús-

culas F, G,H... La notación F : A → B simboliza un funtor que vaŕıa sobre la

categoŕıa A y toma valores en la categoŕıa B. Si A es un objeto de A entonces

FA es el objeto que, mediante el funtor F , le corresponde en B. Si f : A → A′ es

un morfismo en la categoŕıa A entonces Ff : FA → FA′ denotará el morfismo

correspondiente por medio del funtor F en la categoŕıa B.

Dados dos funtores F, G : A → B, la notación t : F → G simbolizará



0.2. Push outs 3

una transformación entre los funtores F y G. Si A es un objeto de A entonces

tA : FA → GA denota el morfismo asociado a la transformación t por el objeto

A, en B. En general, cuando este morfismo esté compuesto con otros morfismos

cuyos dominios y codominios son conocidos, no se pondrá el sub́ındice A, ya que

es evidente sobre qué objeto actúa.

Dados dos funtores F,G : A → B y una transformación t : F → G, si

H : C → A es un funtor, tH : FH → GH denota la transformación que a todo

objeto C de C le asocia el morfismo tHC : FHC → GHC en B. Obsérvese

que dado el objeto HC, la transformación t actúa sobre este objeto como la

transformación tH sobre el objeto C, por lo que también se usará la notación t

en lugar de tH si no hay posibilidad de error. Si ahora H : B → C es un funtor

entonces Ht : HF → HG simboliza la transformación que a un objeto A de A
le asocia el morfismo HtA : HFA → HGA en C.

Si F : A → A es un funtor entonces F n : A → A simboliza la com-

posición n veces del funtor consigo mismo. Si n = 0, F 0 simboliza el fun-

tor identidad 1A : A → A. Dada una transformación t : F n → Fm para

m,n ≥ 0, la transformación tk simboliza la composición de transformaciones

ttF n−mtF 2(n−m)· · · tF (k−1)(n−m) : F (k−1)(n−m)+n → F (k−2)(n−m)+n → · · ·F n → Fm

para k ≥ 1 y n ≥ m, y la composición

tF (k−1)(m−n)tF (k−2)(m−n)· · · tF (m−n)t : F n → Fm → F (m−n)+m → · · ·F (k−1)(m−n)+m

para m ≥ n.

0.2 Push outs

A lo largo de este trabajo, una de las herramientas fundamentales de la teoŕıa

de categoŕıas que será usada son los diagramas denominados “push out”. Para

ello, aqúı, aparte de introducir la notación, también se dan dos de los principales

resultados que serán utilizados con frecuencia.

Definición 0.2.1. Dados dos morfismos f : X → Y y g : X → Z en
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una categoŕıa C, el objeto push out de los morfismos f y g se denotará por

P{f, g} y éste será un objeto que junto con los morfismos f : Z → P{f, g} y

g : Y → P{f, g} da un cuadrado conmutativo

X

f

²²

g // Z

f
²²

Y
g

// P{f, g}

con la siguiente propiedad universal de push out: si u : Y → A y

v : Z → A son morfismos que verifican uf = vg, entonces existe un único

morfismo {u, v} : P{f, g} → A tal que {u, v}g = u y {u, v}f = v.

Si la notación f o g ya ha ido usada en algún push out y aparecen inducidas

de f o g en otros push outs, se usará respectivamente la notación f̃ o g̃. Si esta

última también ha sido usada, se usará f̂ o ĝ respectivamente. En particular, un

push out del tipo P{f, f} se simbolizará con el diagrama

X

f

²²

f // Y

f
²²

Y ef // P{f, f}

Nótese que por la unicidad de la propiedad de push out, la identidad

1 : P{f, g} → P{f, g} es el morfismo {g, f}. En particular, la identidad en

P{f, f} es el morfismo {f̃ , f}.
Dado un diagrama totalmente conmutativo del tipo

X
g //

f

ÃÃA
AA

AA
AA

A

γ

²²

Z

β

²²

f

$$IIIIIIIIII

Y
g //

α

²²

P{f, g}

X ′ g′ //

f ′ ÃÃA
AA

AA
AA

A Z ′
f ′

$$IIIIIIIII

Y ′
g′

// P{f ′, g′}
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se tiene que g′αf = g′f ′γ = f ′g′γ = f ′βg, por lo que existe el morfismo

{g′α, f ′β} : P{f, g} → P{f ′, g′}. Este morfismo se denotará por

α ∪γ β : P{f, g} → P{f ′, g′} o simplemente α ∪ β si no existe posibilidad

de error. El morfismo puede existir sin que exista el morfismo γ haciendo con-

mutativo el diagrama anterior. Basta con que g′αf = f ′βg. En este caso no

tiene sentido la notación α ∪γ β y no se usará tampoco la notación α ∪ β.

Proposición 0.2.1. Dados los morfismos α0 ∪γ0 β0 : P{f, g} → P{f ′, g′}
y α1 ∪γ1 β1 : P{f ′, g′} → P{f ′′, g′′} entonces (α1 ∪γ1 β1)(α0 ∪γ0 β0) =

α1α0 ∪γ1γ0 β1β0.

Demostración. Basta observar que α1α0f = α1f
′γ0 = f ′′γ1γ0 y que β1β0g =

β1g
′γ0 = g′′γ1γ0.

Si f : X → Y es un morfismo, y el objeto Y es un push out del tipo P{f ′, g′}
entonces u : Y → A adopta la forma {u0, u1}, donde u0 = ug′ y u1 = uf ′. En

este caso {u, v} se puede también denotar por {{u0, u1}, v}. En caso de que no

exista posibilidad de error sobre los push outs usados, dicho morfismo se escribirá

también como {u0, u1, v}. De esta forma, aparecerán a lo largo de este trabajo

morfismos del tipo {h0, h1, · · · hn} con n ∈ N. Este mismo acuerdo permitirá

también simbolizar morfismos por α0 ∪ α1 ∪ · · · ∪ αn suponiendo conocidos los

push outs y por ello sin hacer uso de los paréntesis correspondientes.

Proposición 0.2.2. Dado el siguiente diagrama conmutativo

X

f

²²

g // Z

f
²²

u // U

h

²²
Y

g
// P{f, g} v

// V

entonces V = P{f, u} con h = f y v = u si y solo si V = P{f, ug} con h = f̃

y vg = ug.

Demostración. Si V = P{f, u} con h = f y v = u, dados los morfismos

h0 : Y → A y h1 : U → A verificando h0f = h1ug, entonces, por la propiedad
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de push out, existe un único morfismo {h0, h1u} : P{f, g} → A, que verifica en

particular {h0, h1u}f = h1u y de nuevo por la propiedad de push out existe un

único morfismo {{h0, h1u}, h1} : V → A verificando {{h0, h1u}, h1}f = h1 y

{{h0, h1u}, h1}ug = {h0, h1u}g = h0. Se concluye que f = f̃ , ūḡ = ug y que

P{f, u} = P{f, ug}.
Rećıprocamente, si V = P{f, ug}, h = f̃ y vg = ug entonces dado

k0 : P{f, g} → B y k1 : U → B verificando k0f = k1u, se tiene que

k0gf = k0fg = k1ug y por la propiedad de push out existe un único mor-

fismo {k0g, k1} : P{f, ug} → B. Como {k0g, k1}vg = k0g y {k0g, k1}vf =

{k0g, k1}hu = k1u = k0f , por la unicidad se tiene que {k0g, k1}v = k0. Además

{k0g, k1}h = k1 se concluye que V = P{f, u}, v = u y h = f .

La anterior proposición viene a decir que la composición de un push out con

un cuadrado conmutativo es un push out si y solo si dicho cuadrado conmutativo

lo es.

Proposición 0.2.3. Dado un morfismo α ∪β γ : P{f, g} → P{f ′, g′}, si α =

α0 ∪β0 β : P{r, s} → P{r′, s′} con r = f y r′ = f ′ entonces α ∪β γ =

α0 ∪β0 γ : P{f, g} = P{r, gs} → P{f ′, g′} = P{r′, g′s′}.

Demostración. Por existir el morfismo α0 ∪β0 β se verifica α0r = r′β0 y por la

existencia del morfismo α ∪β γ se tiene que g′s′β0 = g′βs = γgs, de donde se

concluye la existencia del morfismo α0 ∪β0 γ : P{r, gs} → P{r′, g′s′}.
Nótese que el dominio de β coincide con el dominio de g y con el codominio

de s, y por tanto, existe la composición gs. Similarmente, el codominio de β

coincide con el dominio de g′ y con el codominio de s′, por lo que existe la

composición g′s′.

Por la proposición 0.2.2 anterior observando que f = r y f ′ = r′, se tiene

que (α∪β γ)gs = g′αs = g′(α0 ∪β0 β)s = g′s′α0 = (α0 ∪β0 γ)gs y (α∪β γ)f =

f ′γ = (α0 ∪β0 γ)f . De lo anterior se concluye α ∪β γ = α0 ∪β0 γ.
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Teorema 0.2.1. Dado el siguiente diagrama conmutativo

Y1 Y0
g1oo g2 // Y2

X1

α1

OO

β1

²²

X0 f2

//

β0

²²

f1

oo

α0

OO

X2

α2

OO

β2

²²
Z1 Z0h1

oo
h2

// Z2

y suponiendo la existencia de los push outs P{α0, β0}, P{α1, β1}, P{α2, β2},
P{g1, g2}, P{f1, f2} y P{h1, h2}, se tiene que:

el push out P{α1 ∪α0 α2, β1 ∪β0 β2} existe si y solo si el push out

P{g1 ∪f1 h1, g2 ∪f2 h2} existe.

Además, si existen,

1. P{α1 ∪α0 α2, β1 ∪β0 β2} = P{g1 ∪f1 h1, g2 ∪f2 h2}

2. α1 ∪α0 α2 = α1 ∪α0 α2 y β1 ∪β0 β2 = β1 ∪β0
β2.

3. g1 ∪f1 h1 = g1 ∪f1
h1 y g2 ∪f2 h2 = g2 ∪f2

h2.

4. El morfismo {{γ1, γ2}, {δ1, δ2}} con dominio P{α1∪α0 α2, β1∪β0 β2} existe

si y solo si el morfismo {{γ1, δ1}, {γ2, δ2}} con dominio

P{g1 ∪f1 h1, g2 ∪f2 h2} existe. Además, si existen, son iguales.

Demostración. Basta probar una de las implicaciones, pues la inversa tiene la

misma demostración sin mas que rotar el diagrama 90 grados con centro en el

objeto X0.

Supóngase la existencia de P{α1 ∪α0 α2, β1 ∪β0 β2}. Entonces el siguiente

cuadrado es un push out:

P{α0, β0}
g1∪f1

h1

²²

g2∪f2
h2 // P{α2, β2}

g1∪f1
h1

²²
P{α1, β1}

g2∪f2
h2

// P{α1 ∪α0 α2, β1 ∪β0 β2}
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- Existencia de los morfismos: Los morfismos α1 ∪α0 α2, β1 ∪β0 β2, g1 ∪f1 h1 y

g2 ∪f2 h2 existen por la conmutatividad del diagrama dado y la existencia de los

push outs.

Ahora, g1α2 = (α1 ∪α0 α2)f1 y (β1 ∪β0 β2)f1 = h1β2 y por tanto existe

el morfismo g1 ∪f1
h1 : P{α2, β2} → P{α1 ∪α0 α2, β1 ∪β0 β2}. Análogamente

sucede con el morfismo g2 ∪f2
h2 : P{α1, β1} → P{α1 ∪α0 α2, β1 ∪β0 β2}.

- Conmutatividad: Se deduce de la proposición 0.2.1, (g1 ∪f1
h1)(g2 ∪f2 h2) =

g1g2 ∪f1f2
h1h2 = g2g1 ∪f2f1

h2h1 = (g2 ∪f2
h2)(g1 ∪f1 h1).

- Propiedad de push out:

Sean {γ1, δ1} : P{α1, β1} → Y y {γ2, δ2} : P{α2, β2} → Y verificando

{γ1, δ1}(g1∪f1 h1) = {γ2, δ2}(g2∪f2 h2). Entonces {γ1g1, δ1h1} = {γ2g2, δ2h2} y

por consiguiente γ1g1 = γ2g2 y δ1h1 = δ2h2. Por tanto existe

{γ1, γ2} : P{g1, g2} → Y y {δ1, δ2} : P{h1, h2} → Y . Además se verifica que

{γ1, γ2}(α1 ∪α0 α2) = {γ1α1, γ2α2} = {δ1β1, δ2β2} = {δ1, δ2}(β1 ∪β0 β2) pues

los dominios de {γ1, δ1} y {γ2, δ2} son P{α1, β1} y P{α2, β2} respectivamente.

Se concluye que {{γ1, δ1}, {γ2, δ2}} =

{{γ1, γ2}, {δ1, δ2}} : P{g1∪f1 h1, g2∪f2 h2} = P{α1∪α0 α2, β1∪β0 β2} → Y .

Observación 0.2.1. Cualquier objeto A de una categoŕıa puede ser considerado

un push out, pues P{1A, 1A} = A siempre existe, con inducidas respectivas

1A = 1A y 1̃A = 1A. Reiterando el proceso se puede considerar el morfismo

1A = 1A1A : A → P{1A, 1A}; para diferenciar este morfismo de 1A : A → A,

se denominará 1′A : A → P{1A, 1A} y de esta forma se tiene el objeto A =

P{1′A, 1A} y aśı sucesivamente. Cualquier morfismo α : A → X se puede aśı

expresar como el morfismo {α, α, ...} : A → X considerando A como un objeto

push out de los anteriormente mencionados.

La relación entre los push outs de una categoŕıa y su categoŕıa de pares viene

expresada en el siguiente resultado.
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Proposición 0.2 .4. Dada una categoŕıa C y dos morfismos en Pair C,

(u0, u1) : (A0, A1) → (B0, B1) y (v0, v1) : (A0, A1) → (C0, C1), se verifica

que si existen los push outs P{u0, v0} y P{u1, v1} en C entonces también existe

el push out P{(u0, u1), (v0, v1)} en Pair C. Además, si existen, se verifica que

P{(u0, u1), (v0, v1)} = (P{u0, v0}, P{u1, v1}).

Demostración. Sean a : A1 → A0, b : B1 → B0 y c : C1 → C0 los morfismos

que representan respectivamente dichos pares. Entonces el morfismo b ∪ c es

representado por (P{u0, v0}, P{u1, v1}).
Al verificarse las igualdades (b ∪ c)u1 = u0c y (b ∪ c)v1 = v0b, existen

los morfismos de pares (u0, u1) : (C0, C1) → (P{u0, v0}, P{u1, v1}) y

(v0, v1) : (B0, B1) → (P{u0, v0}, P{u1, v1}). Además (u0, u1)(v0, v1) =

(u0v0, u1v1) = (v0u0, v1u1) = (v0, v1)(u0, u1).

Si (f0, f1) : (B0, B1) → (X0, X1) y (g0, g1) : (C0, C1) → (X0, X1) son

morfismos de pares verificando que (f0, f1)(u0, u1) = (g0, g1)(v0, v1)

entonces f0u0 = g0v0 y f1u1 = g1v1 de donde existen los morfismos

{f0, g0} : P{u0, v0} → X0 y {f1, g1} : P{u1, v1} → X1. Como x{f1, g1} =

{xf1, xg1} = {f0b, g0c} = {f0, g0}(b ∪ c), se concluye por la unicidad de

la propiedad de push out que P{(u0, u1), (v0, v1)} = (P{u0, v0}, P{u1, v1}),
(u0, u1) = (u0, u1), (v0, v1) = (v0, v1) y {(f0, f1), (g0, g1)} = ({f0, g0}, {f1, g1}).

0.3 Pull backs

Esta sección es la versión dual de la anterior y solo se incluye para indicar la

notación que se usará.

Definición 0.3.1. Dados dos morfismos f : Y → X y g : Z → X en una

categoŕıa C, el objeto pull back de los morfismos f y g se denotará por P < f, g >
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y éste será un objeto que junto con los morfismos f : P < f, g >→ Z y

g : P < f, g >→ Y da un cuadrado conmutativo

P < f, g >

g

²²

f // Z

g

²²
Y

f
// X

con la siguiente propiedad de pull back: si u : A → Y y v : A → Z

son morfismos verificando que fu = gv entonces existe un único morfismo

< u, v >: A → P < f, g > tal que g < u, v >= u y f < u, v >= v.

De forma similar a lo dicho para push outs, se usará la notación

f̃ , g̃, f̂ , ĝ también en el caso de pull backs. En particular, se tienen

las identidades siguientes: 1 =< g, f >: P < f, g >→ P < f, g > y

1 =< f̃, f >: P < f, f >→ P < f, f >.

Si existen los pull back P < f, g > y P < f ′, g′ >, y morfismos α, β, γ verifi-

cando f ′α = γf y g′β = γg, entonces se tiene el morfismo

α ∩γ β : P < f, g >→ P < f ′, g′ >.

Análogamente a lo dicho en la sección anterior para morfismos que involucran

a un número finito de push outs, también en este caso se tienen morfismos del

tipo < h0, h1, · · · hn > y α0 ∩ α1 ∩ · · · ∩ αn. De forma dual se verifica que

(α0 ∩γ0 β0)(α1 ∩γ1 β1) = α0α1 ∩γ0γ1 β0β1.

Asimismo, la composición de un cuadrado conmutativo con un pull back es

pull back si y solo si dicho cuadrado lo es.
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Teorema 0.3.1. (Dual del teorema 0.2.1)

Dado el siguiente diagrama conmutativo

Y1
g1 //

α1

²²

Y0

α0

²²

Y2
g2oo

α2

²²
X1 f1

// X0 X2f2

oo

Z1

β1

OO

h1

// Z0

β0

OO

Z2h2

oo

β2

OO

y suponiendo la existencia de los pull backs P < α0, β0 >, P < α1, β1 >,

P < α2, β2 >, P < g1, g2 >, P < f1, f2 > y P < h1, h2 >, se tiene que:

el pull back P < α1 ∩α0 α2, β1 ∩β0 β2 > existe si y solo si el pull back

P < g1 ∩f1 h1, g2 ∩f2 h2 > existe.

Además, si existen,

1. P < α1 ∩α0 α2, β1 ∩β0 β2 >= P < g1 ∩f1 h1, g2 ∩f2 h2 >

2. α1 ∩α0 α2 = α1 ∩α0 α2 y β1 ∩β0 β2 = β1 ∩β0
β2.

3. g1 ∩f1 h1 = g1 ∩f1
h1 y g2 ∩f2 h2 = g2 ∩f2

h2.

4. El morfismo << γ1, γ2 >,< δ1, δ2 >>, con P < α1 ∩α0 α2, β1 ∩β0 β2 >

como dominio, existe si y solo si el morfismo << γ1, δ1 >,< γ2, δ2 >>

con dominio P < g1 ∩f1 h1, g2 ∩f2 h2 > existe. Además, si existen, son

iguales.

También para pull backs se verifica la proposición dual de la 0.2.4 en categoŕıa

de pares. Esto es, si existen los pull backs P < u0, v0 > y P < u1, v1 > en

C entonces también existe en Pair C el pull back P < (u0, u1), (v0, v1) >=

(P < u0, v0 >, P < u1, v1 >).





Caṕıtulo 1

Homotoṕıa Generalizada

Cualquier estructura de homotoṕıa genera teoŕıas de homotoṕıa punteadas

considerando como puntos a los objetos de la categoŕıa. La homotoṕıa general-

izada surge como un intento de definir una homotoṕıa, en categoŕıas sin objetos

cofibrantes, y que además englobe las diferentes teoŕıas de homotoṕıa punteadas.

Partiendo de las categoŕıas con un cilindro natural, o I-categoŕıas, definidas

por H.J. Baues [2], eliminando el objeto inicial junto con los axiomas relativos

a él y modificando aquellos que necesiten de su existencia, se obtiene la noción de

I-Categoŕıa Generalizada. En estas categoŕıas se verifican las propiedades clásicas,

no relacionadas con el objeto inicial, relativas a las cofibraciones. En este sentido

se destaca la propiedad de extensión de homotoṕıa descrita por Kamps [38] por

su versatilidad para obtener homotoṕıas.

La homotoṕıa en una I-categoŕıa generalizada se crea a mediante la homotoṕıa

relativa a cofibraciones, adoptando formas diversas equivalentes cuando estas

cofibraciones proceden de la iteración de otra a través de los cilindros relativos.

La homotoṕıa generalizada aśı definida verifica propiedades usuales de la teoŕıa de

homotoṕıa, como son la compatibilidad con la composición de morfismos bajo

cofibraciones y la conservación, mediante iteración del cilindro relativo, de los

cuadrados conmutativos o push outs relacionando cofibraciones. La no existencia

13
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en general de homotoṕıa relativa a la cofibración inicial, pues no tienen por qué

existir objetos cofibrantes, no impide que el funtor cilindro defina una relación

para morfismos entre dos objetos; relación que se traduce en isomorfismos de

corchetes de homotoṕıa relativos a cofibraciones con dominio coincidente con

el de los morfismos. Estos isomorfismos son la herramienta fundamental que

se utilizará para el estudio de la conexidad por caminos de los objetos y en la

descripción de la acción de los grupos de homotoṕıa sobre los de orden no menor.

Dada una cofibración, considerando como puntos de un objeto los morfismos

entre el codominio de la cofibración y dicho objeto, y como caminos las homo-

toṕıas sobre dicho objeto relativas a la cofibración dada, se crea un grupoide de

homotoṕıa generalizada. La compatibilidad de la homotoṕıa con la composición

de morfismos induce funtores entre los distintos grupoides que darán origen a

conocidas propiedades de los grupos de homotoṕıa clásicos.

A partir del grupoide de homotoṕıa generalizada y usando el cilindro rela-

tivo para la iteración de las cofibraciones se definen los grupos de homotoṕıa

generalizada como grupos de homotoṕıa relativos a cofibraciones y basados en

morfismos que hacen las veces de puntos. Propiedades clásicas de los grupos

de homotoṕıa son también verificadas por los aqúı obtenidos: tienen carácter

funtorial respecto a los morfismos base y a las cofibraciones, pueden ser expre-

sados los de orden superior en función de los de orden inferior, y morfismos base

relacionados por homotoṕıa, “puntos” relacionados por “caminos”, dan grupos

de homotoṕıa isomorfos. El dominio de las cofibraciones también determina es-

tos grupos de homotoṕıa y junto con la propiedad anteriormente mencionada se

obtiene el concepto de objeto conexo por caminos relativos a una cofibración,

como aquel cuyos grupos de homotoṕıa generalizada no dependen del morfismo

base elegido.

Por último, es posible definir una acción desde los grupos de homotoṕıa

generalizada a los de orden superior, que coincide en el caso de la homotoṕıa

ordinaria de los espacios topológicos con la acción del grupo fundamental. Acción

que, en esta teoŕıa, es la identidad cuando el grupo que actúa no es de orden uno,
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y que es la conjugación cuando los órdenes de dicho grupo y sobre el que actúa

coinciden. De esta forma, se obtiene la abelianidad de los grupos de homotoṕıa

generalizada para órdenes superiores a uno.

1.1 I-Categoŕıa Generalizada

Antes de dar el concepto de I-categoŕıa generalizada se recordará la noción

de I-categoŕıa, o categoŕıa con cilindro natural introducida por H.J. Baues en su

libro “Algebraic Homotopy” [2], para posteriormente realizar las modificaciones

oportunas que permitan definir una estructura de homotoṕıa, a través de un

cilindro, que no requiera la existencia de objeto inicial.

Definición 1.1.1. Una I-categoŕıa, o categoŕıa con cilindro natural es una es-

tructura del tipo (C, I, ιε, ρ, cof) donde C es una categoŕıa con objeto inicial ∅;
I : C → C es un funtor denominado cilindro; ιε : 1C → I, ε ∈ {0, 1}, son

transformaciones naturales denominadas inclusiones; ρ : I → 1C es una trans-

formación natural denominada proyección y “cof” es una familia distinguida de

morfismos denominados cofibraciones y representados por “½”; verificando los

axiomas I1, I2, I3, I4 e I5:

I1 (Axioma de Cilindro) ριε = id, ε ∈ {0, 1}
I2 (Axioma de Push Out) Para toda cofibración i : B ½ A y todo morfismo

f : B → X existe el objeto push out P{i, f} con ī cofibración:

B
²²

i

²²

f // X

ī
²²

A
f̄

// P{i, f}

Este tipo de push outs con cofibraciones se denominará push out cofibrado.

El funtor cilindro I transforma push outs cofibrados en push outs, esto es,

IP{i, f} = P{Ii, If}. Además I∅ = ∅
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I3 (Axioma de Cofibración) Para todo objeto X de C, ∅X : ∅ → X es

cofibración. La composición de cofibraciones es cofibración. Toda cofibración

verifica la propiedad de extensión de homotoṕıa (P.E.H.):

Un morfismo i : B → A se dice que verifica la P.E.H. cuando todo cuadrado

de homotoṕıa, esto es, cuadrado conmutativo del tipo

B

i

²²

ιε // IB

H

²²
A

h
// X , ε ∈ {0, 1}

tiene una extensión Fε : IA → X tal que Fειε = h y FεIi = H.

I4 (Axioma de Cilindro Relativo) Para toda cofibración i : B ½ A, el

morfismo i1 = {Ii, ι0, ι1} : P{{ι0, ι1}, i ∪ i} → IA es una cofibración,

B ∪B
i∪i //

{ι0,ι1}
²²

A ∪ A

²² {ι0,ι1}

¹¹

IB //

Ii //

P{{ι0, ι1}, i ∪ i}
''

i1

''OOOOOOOOOOO

IA

donde para todo par de objetos X, Y de C, el objeto X ∪Y = P{∅X , ∅Y } existe

por los axiomas dados.

I5 (Axioma de Intercambio) Existe una transformación de intercambio

t : II → II tal que tIιε = ιεI y tιεI = Iιε, para ε ∈ {0, 1}.

Para el objeto push out dado en el axioma I4 se usará la notación

I1
i B = P{{ι0, ι1}, i ∪ i}. Obsérvese que, por este mismo axioma, el morfismo

∅1
A = {ι0, ι1} : A ∪ A ½ IA es cofibración para todo objeto A de C. Por otro

lado, las inclusiones inducidas j0 = ∅̃A, j1 = ∅A : A ½ A ∪ A son también

cofibraciones por el axioma I2 y, por tanto, también lo son ι0 = {ι0, ι1}j0,

ι1 = {ι0, ι1}j1 por el axioma I3. De éste mismo axioma también se deduce que

todo isomorfismo f : X → Y es cofibración pues f = ∅∅ : X → P{∅∅, ∅X} = Y .
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Una de las razones para introducir el concepto de I-categoŕıa generalizada

es eliminar del axioma de cofibración I3 el que todo objeto X de la categoŕıa

C sea cofibrante. La supresión de esta condición impide que se pueda hablar en

general de objetos del tipo X ∪X, por lo que el axioma I4 de cilindro relativo

debe ser entonces formulado con otros push outs.

Proposición 1.1.1. Dada una cofibración i : B ½ A, el objeto I1
i B coincide

con P {̄iι1, i}, donde ī : IB ½ P{ι0, i} es la cofibración inducida por i en este

push out.

Demostración. El siguiente cuadrado es un push out:

B //
i

//

iι1
²²

A

{ι0,ι1}j1
²²

P{ι0, i} 1∪j0
// I1

i B

- Conmutatividad: (1 ∪ j0)iι1 = i ∪ iι1 = i ∪ i{ι0, ι1}j1 = {ι0, ι1}(i ∪ i)j1 =

{ι0, ι1}j1i

- Propiedad de push out: Si g : A → X y {H, f} : P{ι0, i} → X tales

que {H, f }̄iι1 = Hι1 = gi, entonces el morfismo {f, g} : A ∪ A → X veri-

fica {f, g}(i ∪ i) = {fi, gi} = {Hι0, Hι1} = H{ι0, ι1}. Por lo tanto existe

{H, f, g} : I1
i B → X.

De esta forma, en particular, se puede también definir para i la cofibración

i1 sin necesidad de usar objeto inicial. En este caso no se puede asegurar que ι0

o ι1 sean cofibraciones, pues no existe {ι0, ι1} : X ∪X → X.

Transformaciones producto χ0, χ1 : II → I similares a las descritas por

Kamps y Porter en [39] se obtienen a través de la transformación de intercambio

t : II → II.

Por la P.E.H., el cuadrado de homotoṕıa ι0ρ{ι0, ι1} = {ι0ρ, 1}ι0 tiene una

extensión F : II → I. Entonces Ft verifica Ft{ι0, ι1} = F{Iι0, Iι1} =

FI{ι0, ι1} = {ι0ρ, 1}.
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Por la misma propiedad, también el cuadrado de homotoṕıa

ι0ρ
2{ι0, ι1}1 = {ι0ρ2, F t, ι0ρ

2, F t}ι0 tiene una extensión G : I3 → I;

Gι1{ι0, ι1}1 = {ι0ρ, 1, ι0ρ, 1} y por tanto Gι1 actúa como una transformación

producto (χ1). Si en el desarrollo anterior se intercambian entre śı los ı́ndices

0 y 1, aparece una nueva transformación producto χ0 verificando χ0{ι0, ι1}1 =

{1, ι1ρ, 1, ι1ρ}.

Definición 1.1 .2. Una I-categoŕıa generalizada es una estructura del tipo

(C, I, ιε, ρ, χε, cof), donde C es una categoŕıa; I : C → C es un funtor de-

nominado cilindro; ιε : 1C → I, ε ∈ {0, 1}, son transformaciones naturales

denominadas inclusiones; ρ : I → 1C es una transformación natural denominada

proyección; χε : II → I, ε ∈ {0, 1}, son transformaciones naturales denomi-

nadas productos y “cof” es una familia distinguida de morfismos denominados

cofibraciones y representados por “½”; verificando los axiomas GI1, GI2, GI3,

GI4 y GI5:

GI1 (Axioma de Cilindro) ριε = id, ε ∈ {0, 1}
GI2 (Axioma de Push Out) Para toda cofibración i : B ½ A y todo morfismo

f : B → X existe el objeto push out P{i, f} con ī cofibración:

B
²²

i

²²

f // X

ī
²²

A
f̄

// P{i, f}

El funtor cilindro I transforma push outs cofibrados en push outs, esto es,

IP{i, f} = P{Ii, If}.
GI3 (Axioma de Cofibración) Para todo objeto X de C y ε ∈ {0, 1},
ιεX : X ½ IX y 1X : X ½ X son cofibraciones. La composición de cofi-

braciones es cofibración. Toda cofibración verifica la propiedad de extensión de

homotoṕıa (P.E.H.):

Un morfismo i : B → A se dice que verifica la P.E.H. cuando todo cuadrado
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de homotoṕıa

B

i

²²

ιε // IB

H

²²
A

h
// X , ε ∈ {0, 1}

tiene una extensión Fε : IA → X tal que Fειε = h y FεIi = H.

GI4 (Axioma de Cilindro Relativo.) Para toda cofibración i : B ½ A, el

morfismo i1 = {Ii, ι0, ι1} : I1
i B = P {̄iι1, i} → IA es una cofibración

B // i //

īι1
²²

A
²²
īι1

²² ι1

¶¶

P{ι0, i} ei //

{Ii,ι0} //

P {̄iι1, i}
$$

i1

$$IIIIIIII

IA

GI5 (Axioma de Producto)

χε(Iιν) = χεινI =

{
id , ν = ε

ινρ , ν 6= ε
y ρχε = ρ2; con ν, ε ∈ {0, 1}.

Observación 1.1.1. A partir de esta definición y a lo largo de todo el trabajo, C
representará siempre una I-categoŕıa generalizada cuando no se especifique otra

cosa.

Observación 1.1.2. El dominio de un morfismo {H, f, g} es el objeto I1
i B si y

solo si Hι1 = gi y Hι0 = fi.

Observación 1.1.3. Iterando el axioma GI4, dada una cofibración i : B ½ A, se

obtienen cofibraciones in = (in−1)1 : In
i B = I1

in−1I
n−1
i B → InA, donde i0 = i,

I0
i B = B. Estas cofibraciones serán fundamentales a la hora de definir los grupos

de homotoṕıa generalizada.

Observación 1.1 .4. También en esta estructura, cualquier isomorfismo

f : X → Y es cofibración, pues f = 1X : X → P{1X , 1X} = Y . El cilindro de

una cofibración i : B ½ A es también una cofibración, porque Ii = {Ii, ι0}̄i y

por tanto composición de cofibraciones ya que {Ii, ι0} = i1̃i es cofibración por
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lo mismo. Por tanto, el funtor cilindro transforma push outs cofibrados en push

outs cofibrados.

Proposición 1.1 .2. Dada una cofibración i : B ½ A, el morfismo

{Ii, ι1} : P{ι1, i} → IA es cofibración.

Demostración. El siguiente cuadrado es un push out:

B //
i

//

biι0
²²

A
²² eiι0
²²

P{ι1, i}
ī∪1

// I1
i B

donde î es la cofibración inducida por i en el push out P{ι1, i}.
- Conmutatividad: (̄i ∪ 1)̂iι0 = ĩiι0 = ĩι0i.

-Propiedad de push out: Dados f : A → X, {g0, g1} : P{ι1, i} → X verificando

g0ι0 = fi entonces {g0, f} : P{ι0, i} → X verifica {g0, f}iι1 = g0ι1 = g1i.

Por tanto existe {g0, f, g1} = {g0, g1, f} : I1
i B = P {̂iι0, i} → X. En particular

{Ii, ι0, ι1} = {Ii, ι1, ι0} : I1
i B = P {̂iι0, i} → IA y, en consecuencia, {Ii, ι1} =

i1(̄i ∪ 1). Nótese que ī ∪ 1 es cofibración por ser la inducida de i en el anterior

push out.

La propiedad de extensión de homotoṕıa tiene una caracterización semejante

a la descrita por Kamps en [38]:

Teorema 1.1.1. Dado un morfismo i : B → A, si existen los push out P{ιε, i},
ε ∈ {0, 1} entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. i verifica la P.E.H.

2. {Ii, ιε} : P{ιε, i} → IA son secciones, para ε ∈ {0, 1}.

Demostración. Si i verifica la P.E.H., los cuadrados de homotoṕıa generados

por P{ιε, i}, ε ∈ {0, 1}, tienen extensiones rε : IA → P{i, ιε} verificando

rε{Ii, ιε} = {rεIi, rειε} = {i, ιε} = 1P{ιε,i}.
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Inversamente, todo cuadrado de homotoṕıa hi = Hιε tiene una extensión

{H, h}rε : IA → X donde rε es una retracción de {Ii, ιε}.

Una herramienta que será muy útil a la hora de obtener cofibraciones es la

siguiente propiedad.

Proposición 1.1.3. Dado el diagrama conmutativo

X1

α1

²²

X0
f1oo f2 //

α0

²²

X2

α2

²²
Y1 Y0 g2

//
g1

oo Y2

Si α0, α1 y α2 son cofibraciones y {gε, αε} : P{α0, fε} → Yε es cofibración para

ε = 1 o ε = 2 entonces, si existe el morfismo α1 ∪ α2 : P{f1, f2} → P{g1, g2},
es también cofibración.

Demostración. En la siguiente construcción se tiene:

- f1, f2 son las inducidas en P{f1, f2}.
- g1, g2 en P{g1, g2}.
- α0, f̃1 en P{α0, f1}.
- α̃0, f̃2 en P{α0, f2}.
- α0, f2 en P{α0, f2}.
- α̃0, f1 en P{α̃0, f1}.
- α1, f̃2 en P{α1, f2}.
- α2, f̃1 en P{α2, f1}.
- {g1, α1}, f2 en P{{g1, α1}, f2}.
- {g2, α2}, f1 en P{{g2, α2}, f1}.
- {g1, α1}, {g2, α2} en P{{g1, α1}, {g2, α2}}.

Obsérvese que por la proposición 0.2.2

- P{α0, f2} = P{α̃0, f1} = P{f̃1, f̃2}, α0 = α̃0 = α0 ∪ α̃0, f1 = f̃1 y f2 = f̃2.
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- {g1, α1} = {f̃2{g1, α1}, α1} y {g2, α2} = {f̃1{g2, α2}, α2}; pues P{α1, f2} =

P{{g1, α1}, f2} y P{α2, f1} = P{{g2, α2}, f1}
- {g1, α1} = {g1, α1∪α2} y {g2, α2} = {g2, α1∪α2}. Nótese que {g1, α1}α2f1 =

{g1, α1}f̃1α2 = g1α2 y {g1, α1}α2f2 = {g1, α1}{g2, α2}(α0 ∪ α̃0)f2 =

{g2, α2}{g2, α2}(α0 ∪ α̃0)f2 = {g2, α2}α1f2 = {g2, α2}f̃2α1 = g2α1. De donde,

por la unicidad de la propiedad de push out {g1, α1}α2 = α1∪α2; simétricamente

sucede {g2, α2}α1 = α1 ∪ α2.

Además P{{g1, α1}, {g2, α2}} = P{g1, g2}.
Se concluye que α1 ∪ α2 = {g1, α1}α2 = {g2, α2}α1 y por tanto cofibración

por ser al menos una de ellas composición de cofibraciones.

1.2 Homotoṕıa Generalizada

Los objetos de una I-categoŕıa generalizada no son necesariamente cofi-

brantes, por tanto no se puede asegurar la existencia de la cofibración {ι0, ι1}. En

consecuencia, la relación establecida para f0, f1 : A → X como “f0 es homótopo

a f1” si y solo si existe H : IA → X tal que Hι0 = f0 y Hι1 = f1, no verifica

necesariamente las propiedades simétrica y transitiva. Es necesario, entonces,

establecer una relación de homotoṕıa relativa a cofibraciones que coincidirá con

la anterior para objetos cofibrantes, usando la cofibración inicial.

Definición 1.2 .1. Dada una cofibración i : B ½ A, y morfismos

f0, f1 : A → X, f0 se dirá homótopo a f1 relativo a la cofibración i si exis-

te una extensión F del morfismo {f0iρ, f0, f1} relativa a la cofibración i1. F se

dirá una homotoṕıa relativa a i desde f0 hasta f1. Se usará la siguiente notación:

F : f0 ' f1 rel i

Obsérvese que por existir {f0iρ, f0, f1} : I1
i B → X se tiene que f0i = f1i.
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Proposición 1.2.1. “Ser homótopo relativo a una cofibración” es una relación

de equivalencia.

Demostración. Dada una cofibración i : B ½ A

- Reflexiva: fρ : f ' f rel i para todo morfismo f : A → X.

- Simétrica: Si F : f0 ' f1 rel i entonces Gι1 : f1 ' f0 rel i donde G es

una extensión del cuadrado de homotoṕıa f0ρi1 = {f0iρ
2, F, f0ρ}ι0 asociado a

la cofibración i1.

- Transitiva: Si F : f0 ' f1 rel i y G : f1 ' f2 rel i entonces Hι1 : f0 ' f2 rel i

donde H es una extensión del cuadrado de homotoṕıa f1ρi1 = {f0iρ
2, F̃ , G}ι0

asociado a i1, con F̃ : f1 ' f0 rel i existente por la propiedad simétrica.

De esta forma se establece una relación de equivalencia sobre el conjunto

de morfismos Hom(A,X)u{i}, donde u : B → X es el morfismo determinado

por la composición con i de todos los morfismos homótopos entre si y relativos

a i. El conjunto cociente generado por dicha relación será simbolizado por

[A,X]u{i} = Hom(A,X)u{i}�(' rel i).

Cuando la cofibración es como las originadas en la observación 1.1 .3,

in : In
i B ½ InA, y los morfismos f0, f1 : InA → X verifican f0i

n = f1i
n = hρn

para algún morfismo h : A → X, la relación de homotoṕıa puede ser expresada

de otras formas. A continuación se verán algunas de estas expresiones, que serán

útiles en el desarrollo de esta teoŕıa. Para ello, se dará primero un resultado

general relacionando homotoṕıas, morfismos con dominios cilindros relativos del

tipo In+1
i B y extensiones de dichos morfismos relativas a cofibraciones del tipo

in+1.

Teorema 1.2.1. Dada una cofibración i : B ½ A y morfismos h : In+1B → X

y fk, gk : InA → X verificando fk ' gk rel in para todo k con 1 ≤ k ≤ 2(n+1)

entonces el morfismo {h, f2n+2, f2n+1, · · · f2, f1} : In+1
i B → X existe si y solo

si el morfismo {h, g2n+2, g2n+1, · · · g2, g1} : In+1
i B → X existe. En dicho caso,

existe una extensión F : In+1A → X del primer morfismo relativa a la cofibración



24 1. Homotoṕıa Generalizada

in+1 si y solo si existe una extensión G : In+1A → X del segundo morfismo

relativa a la cofibración in+1.

Demostración. Nótese que para todo k con 1 ≤ k ≤ 2n se verifica que gki
n =

fki
n por ser fk ' gk rel in. Además las condiciones exigidas para la existencia de

los morfismos {h, f2n+2, f2n+1, · · · f2, f1}, {h, g2n+2, g2n+1, · · · g2, g1}, de In+1
i B

en X, dependen solo de la composición de morfismos fki
n o gki

n y de hIsιε,

0 ≤ s ≤ n y ε ∈ {0, 1}; de donde se concluye la afirmación sobre la existencia

de dichos morfismos.

Sean Hk : fk ' gk rel in y supuesta la existencia del morfismo F , sea G′ una

extensión del cuadrado de homotoṕıa Fin+1 = {hρ,H2n+2, H2n+1, · · ·H2, H1}ι0
asociado a la cofibración in+1.

El morfismo {hρ, H2n+2, H2n+1, · · ·H2,H1} :IIn+1
i B→X existe pues HkI

s+1ιε =

fkρIs+1ιε = fkI
sιερ = f2(s+2)−εI

[ k−1
2

]ιk−2[ k
2
]ρ = f2(s+2)−ερI [ k−1

2
]+1ιk−2[ k

2
] para

n − 1 ≥ s ≥ [k−1
2

], donde [−] indica la función “parte entera”, y HkI
n+1i =

fkρIn+1i = fkI
niρ = hI [ k−1

2
]ιk−2[ k

2
]ρ = hρI [ k−1

2
]+1ιk−2[ k

2
]. El morfismo G =

G′ι1 es una extensión del morfismo {h, g2n+2, g2n+1, · · · g2, g1} relativa a la cofi-

bración in+1.

Para el rećıproco basta sustituir el morfismo H por G e intercambiar los

sub́ındices de ιε entre si.

Proposición 1.2 .2. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo

f : InA → X verificando fin = hρnin para algún morfismo h : A → X,

para todo k con 1 ≤ k ≤ n existen morfismos f 1k : In+1A → X verificando

f 1kIn+1i = hiρn+1 y f 1kImιε = hρn salvo para f 1kι0 = f si k es par o f 1kι1 = f

si k es impar, y f 1kIkι1 = f .

Demostración. La demostración sigue un proceso inductivo partiendo desde

k = 1 y terminando en k = n.

Si k = 1, se define f 11 = fχ1.

Evidentemente fχ1i
n+1 = {hρn+1I2in−1, hρn, f, hρn, f}.
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Si k = 2, sea F una extensión del cuadrado de homotoṕıa fIχ1i
n+1 =

{hρn+2I4in−2, hρn+1, fρ, hρn+1, fχ0, f
11, hρn+1}ι0 asociado a la cofibración

in+1. Nótese que existe el morfismo

{fρn+2I4in−2, hρn+1, fρ, hρn+1, fχ0, f
11, hρn+1} : IIn+1

i B → X, porque

f 11Iι1 = f = fχ0Iι0, y las demás condiciones se cumplen pues siempre dan

hρn o hiρn+1.

Se define f 12 = Fι1.

Evidentemente f 12in+1 = {hρn+1I3in−2, hρn, f, hρn, hρn, f, hρn}.
Suponiendo cierto hasta k = m < n, si k = m + 1 sea F una extensión del

cuadrado de homotoṕıa fImχ1i
n+1 =

{hρn+2Im+3in−1−m, hρn+1, fρ, hρn+1, fχ1, hρn+1, · · ·hρn+1, f 1m}ι1 si m es par

o bien fImχ1i
n+1 =

{hρn+2Im+3in−1−m, hρn+1, fρ, hρn+1, fχ0, hρn+1, · · ·hρn+1, f 1m, hρn+1} ι0 si

m es impar, asociado a la cofibración in+1. Nótese que existe el morfismo

{hρn+2Im+3in−1−m, hρn+1, fρ, hρn+1, fχ1, hρn+1, · · ·hρn+1, f 1m} o el morfismo

{hρn+2Im+3in−1−m, hρn+1, fρ, hρn+1, fχ0, hρn+1, · · ·hρn+1, f 1m, hρn+1} defini-

do desde IIn+1
i B en X, pues f 1mImι1 = f = fχ1Iι1 o f 1mImι1 = f = fχ0Iι0,

si m par o m impar respectivamente.

Se define f 1(m+1) = Fι0 o f 1(m+1) = Fι1 según sea m par o impar, respec-

tivamente.

Evidentemente f 1(m+1)in+1 = {hρn+1Im+2in−m−1, hρn, f, hρn, · · ·hρn, f} o bien

f 1(m+1)in+1 = {hρn+1Im+2in−m−1, hρn, f, hρn, · · ·hρn, f, hρn}, si m par

o impar, respectivamente.

Proposición 1.2 .3. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo

f : InA → X verificando fin = hρnin para algún morfismo h : A → X,

para todo k con 1 ≤ k ≤ n existen morfismos f 0k : In+1A → X verificando

f 0kIn+1i = hiρn+1 y f 0kImιε = hρn salvo para f 0kι0 = f si k es impar o

f 0kι1 = f si k es par, y f 0kIkι0 = f .
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Demostración. La demostración es análoga a la anterior partiendo para k = 1

de f 01 = fχ0.

Proposición 1.2.4. Dada una cofibración in : In
i B ½ InA y morfismos

f0, f1 : InA → X verificando f0i
n = f1i

n = hρnin para algún morfismo

h : A → X, f0 es homótopo a f1 relativo a la cofibración in si y solo si existe

para algún k con 1 ≤ k ≤ n un morfismo H1k
01 verificando H1k

01 In+1i = hiρn+1 y

H1k
01 Imιε = hρn salvo para H1k

01 ι0 = f1 si k es par o H1k
01 ι1 = f1 si k es impar, y

H1k
01 Ikι1 = f0.

Demostración. Si f0 es homótopo a f1 relativo a la cofibración in entonces las

extensiones f 1k
0 dadas por la proposición 1.2.2 inducen por el teorema 1.2.1

las extensiones H1k
01 verificando las condiciones. Nótese que dichas extensiones

existen para todo k con 1 ≤ k ≤ n.

Rećıprocamente, supuesta la existencia, para algún k con 2 ≤ k ≤ n, de una

extensión H1k
01 verificando las condiciones del enunciado, sea G una extensión del

cuadrado de homotoṕıa f0I
k−1χ1i

n+1 =

{hρn+2Ik+1in−kρ, hρn+1, f0χ0, hρn+1, f0ρ, hρn+1, · · ·hρn+1, H1k
01 , hρn+1}ι0 si k

es impar o f0I
k−1χ1i

n+1 =

{hρn+2Ik+1in−kρ, hρn+1, f0χ1, hρn+1, f0ρ, hρn+1, · · ·hρn+1, H1k
01 }ι1 si k es par

asociado a la cofibración in+1.

El morfismo

{hρn+2Ik+1in−kρ, hρn+1, f0χ0, hρn+1, f0ρ, hρn+1, · · ·hρn+1, H1k
01 , hρn+1} o bien

{hρn+2Ik+1in−kρ, hρn+1, f0χ1, hρn+1, f0ρ, hρn+1, · · ·hρn+1, H1k
01 } definido desde

IIn+1
i B en X, existe porque H1k

01 Ikι1 = f0 = f0χ0Iι0 o H1k
01 Ikι1 = f0 = f0χ1Iι1

respectivamente si k es impar o par.

El morfismo Gι1 es una extensión del tipo H
1(k−1)
01 .

Iterando el proceso se llega a una extensión del tipo H11
01 . Sea F una extensión

del cuadrado de homotoṕıa f0χ0i
n+1 = {hρn+2I2in−1ρ, hρn+1, f0χ0, H

11
01 , f0ρ}ι0

asociado a la cofibración in+1. Nótese que el morfismo
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{hρn+2I2in−1ρ, hρn+1, f0χ0, H
11
01 , f0ρ} : IIn+1

i B → X existe pues H11
01Iι1 =

f0 = f0χ0Iι0. El morfismo Fι1 : f1 ' f0 rel in, de donde por la propiedad

simétrica se concluye que f0 ' f1 rel in.

Proposición 1.2.5. Dada una cofibración in : In
i B ½ InA y morfismos

f0, f1 : InA → X verificando f0i
n = f1i

n = hρnin para algún morfismo

h : A → X, f0 es homótopo a f1 relativo a la cofibración in si y solo si existe

para algún k con 1 ≤ k ≤ n un morfismo H0k
01 verificando H0k

01 In+1i = hiρn+1 y

H0k
01 Imιε = hρn salvo para H0k

01 ι0 = f1 si k es impar o H0k
01 ι1 = f1 si k es par, y

H0k
01 Ikι0 = f0.

Demostración. Similar a la de la proposición 1.2.4 anterior usando el teorema

1.2.1 y los morfismos f 0k
0 generados por la proposición 1.2.3.

Proposición 1.2.6. Dada una cofibración in : In
i B ½ InA y morfismos

f0, f1 : InA → X verificando f0i
n = f1i

n = hρnin para algún morfismo

h : A → X, f0 es homótopo a f1 relativo a la cofibración in si y solo si existe

una extensión H del morfismo {hρn+1Is+1in−s, f0, f1, hρn, · · ·hρn} relativa a la

cofibración in+1 para algún s con 0 ≤ s ≤ n.

Demostración. El morfismo f0I
sρ es una extensión del morfismo

{hρn+1Is+1in−s, f0, f0, hρn, · · ·hρn} relativa a la cofibración in+1. Como

f0 ' f1 rel in, por el teorema 1.2.1 se concluye que existe una extensión H

del morfismo {hρn+1Is+1in−s, f0, f1, hρn, · · ·hρn} relativa a la cofibración in+1

para todo s con 0 ≤ s ≤ n.

Rećıprocamente, supuesta la existencia de una extensión Hs verificando la

hipótesis para algún s con 1 ≤ s ≤ n, se obtendrá una extensión Hs−1 verificando

la hipótesis para s − 1. Reiterando el proceso se obtendrá una extensión H0

verificando la hipótesis que no es otra cosa sino una homotoṕıa desde f0 hasta

f1 relativa a la cofibración in.

Sea H ′
s−1 una extensión del cuadrado de homotoṕıa hρn+1in+1 =

{hρn+2Is+2in−s−2, hρn+1, Hs, f
s
0 , f s

1 , hρn+1, · · ·hρn+1}ι1 o hρn+1in+1 =
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{hρn+2Is+2in−s−2, hρn+1, Hs, f
s
0 , f s

1 , hρn+1, · · ·hρn+1}ι0 si s es par o impar res-

pectivamente, asociado a la cofibración in+1; donde f s
0 , f s

1 : In+1A → X

son definidas como en la proposición 1.2.2 anterior. Nótese que el morfismo

{hρn+2Is+2in−s−2, hρn+1, Hs, f
s
0 , f s

1 , hρn+1, · · ·hρn+1} : IIn+1
i B → X existe

pues f s
0Isι1 = f0 = HsI

sι0 y f s
1Isι1 = f1 = HsI

sι1 y las demás condi-

ciones dan hρn o hiρn+1. Sea Hs−1 = H ′
s−1ι0 o Hs−1 = H ′

s−1ι1 según s sea

par o impar, respectivamente. Claramente Hs−1 es una extensión del morfismo

{hρn+1Isin−s−1, f0, f1, hρn, · · ·hρn} relativa a la cofibración in+1.

Para estudiar la compatibilidad de la homotoṕıa relativa a cofibraciones con la

composición de morfismos es necesario describir cuál es la actuación del cilindro

relativo sobre cuadrados relacionando cofibraciones. En este sentido no solo se

darán las propiedades que permitan demostrar dicha compatibilidad, sino también

otras que serán de utilidad posteriormente.

Teorema 1.2.2. Dado el siguiente cuadrado conmutativo

D
²²

j

²²

g // B
²²
i

²²
C

f
// A

relacionando las cofibraciones i y j,

a) El cuadrado

I1
j D

²²
j1

²²

Ig∪f∪f // I1
i B

²²
i1

²²
IC

If
// IA

es conmutativo.

b) Si el primer cuadrado es un push out, entonces también lo es el segundo.

Demostración.

a) Conmutatividad: i1(Ig∪f∪f) = {Ii, ι0, ι1}(Ig∪f∪f) = {IiIg, ι0f, ι1f} =

{IfIj, Ifι0, Ifι1} = Ifj1.
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b) Dados los morfismos r : IC → X y {s0, s1, s2} : I1
i B → X verifi-

cando que rj1 = {s0, s1, s2}(Ig ∪ f ∪ f) se tiene que rIj = s0Ig y como

I transforma push outs cofibrados en push outs cofibrados, entonces existe

{r, s0} : IA → X verificando las igualdades {r, s0}i1 = {r, s0}{Ii, ι0, ι1} =

{s0, {rι0, s0ι0}, {rι1, s0ι1}} = {s0, {s1f, s1i}, {s2f, s2i}} = {s0, s1, s2} y

{r, s0}If = r.

Por tanto {r, s0} = {r, s0, s1, s2} : P{Ij, Ig} = P{j1, Ig ∪ f ∪ f} → X.

Corolario 1.2.1. Para n ∈ N ∪ {0}, dado el cuadrado conmutativo ig = fj del

teorema anterior,

a) Los cuadrados

In
j D

²²
jn

²²

Ing∪In−1f∪(2n... ∪In−1f // In
i B

²²
in

²²
IC

Inf
// IA

son conmutativos.

b) Si el cuadrado ig = fj es un push out, también lo son los anteriores.

Demostración. Basta aplicar inductivamente el teorema 1.2.2 observando que el

cilindro transforma push outs cofibrados en push outs cofibrados.

Se usará la notación In
(i,j)g para el morfismo Ing ∪ In−1f∪ (2n. . . ∪In−1f .

Proposición 1.2.7. Dado un cuadrado conmutativo gi = fj relacionando cofi-

braciones i y j, si los morfismos f y g son cofibraciones entonces también lo es

I1
(i,j)g.

Demostración. Por la proposición 1.1.3, el morfismo Ig∪f : P{ι0, j} → P{ι0, i}
es cofibración pues lo son {Ig, ι0} : P{g, ι0} → IB y Ig por la observación

1.1.4, además de g y f que lo son por hipótesis.
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El siguiente cuadrado es un push out

D
²²

g

²²

// jι1 // P{ι0, j}
²²
g∪1

²²
B // ejι1 // P{gι0, j}

donde ι1 y g son los morfismos inducidos respectivamente por ι1 y g en el push

out P{ι1, g} y j̃ es la inducida por j en el push out P{gι0, j}.
Efectivamente (g ∪ 1)jι1 = j̃gι1 = j̃ι1g y por tanto, el cuadrado es conmu-

tativo.

Sean {H, h} : P{ι0, j} → X y k : B → X morfismos tales que Hι1 = kg.

Entonces existe el morfismo {H, k} : P{ι1, g} → X verificando que {H, k}gι0 =

Hι0 =hj. Se concluye que {k, H, h}={H, k, h} : P{g, jι1}=P{gι0, j} → X.

En particular se tiene que {iι1, Ig ∪ f} = {Ig, ι1} ∪ f : P{g, jι1} =

P{gι0, j} → P{ι0, i}, que es cofibración por la proposición 1.1.3 ya que g y

f son cofibraciones por hipótesis y también {Ig, ι1} y {Ig, ι1, ι0} lo son por la

proposición 1.1.2. Se concluye de nuevo por la proposición 1.1.3 que I1
(i,j)g es

cofibración pues lo son Ig ∪ f , g, f y {iι1, Ig ∪ f}.

Corolario 1.2.2. Dado un cuadrado conmutativo gi = fj relacionando cofibra-

ciones i y j, si los morfismos f y g son cofibraciones entonces también lo es

In
(i,j)g, para n ∈ N ∪ {0}.

Demostración. Basta observar que In
(i,j)g = I1

(in−1,jn−1)I
n−1
(i,j) g.

Para hacer uso de la P.E.H. es de gran ayuda saber el comportamiento de las

cofibraciones del tipo {Ii, ιε} respecto a cuadrados conmutativos o push out.

Proposición 1.2.8. Dado el cuadrado conmutativo ig = fj relacionando las

cofibraciones i y j, entonces

a) El cuadrado
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P{ιε, j}
²²

{Ij,ιε}
²²

Ig∪f // P{ιε, i}
²²
{Ii,ιε}

²²
IC

If
// IA

es conmutativo, con ε ∈ {0, 1}.
b) Si el primer cuadrado es un push out, entonces también lo es el segundo.

Demostración. Similar a la del teorema 1.2.2 usando la proposición 1.1.2 para el

caso ε = 1.

Teniendo en cuenta que la homotoṕıa definida es relativa a cofibraciones, los

siguientes resultado dan la compatibilidad de la homotoṕıa con la composición

de morfismos.

Proposición 1.2 .9. Dada una cofibración i : B ½ A y morfismos

f0, f1 : A → X,

1) Si f0 ' f1 rel i entonces gf0 ' gf1 rel i para todo g : X → Y .

2) Para todo cuadrado conmutativo ig = fj relacionando las cofibraciones i y

j, si f0 ' f1 rel i entonces f0f ' f1f rel j.

3) Si el cuadrado ig = fj es un push out, f0 ' f1 rel i ⇔ f0f ' f1f rel j.

Demostración.

1) Si F : f0 ' f1 rel i entonces gF : gf0 ' gf1 rel i.

2) Si F : f0 ' f1 rel i entonces por el primer apartado del teorema 1.2.2

FIf : f0f ' f1f rel j.

3) Si F : f0f ' f1f rel j entonces Fj1 = {f0iρ, f0, f1}(Ig ∪ f ∪ f) y por el

segundo apartado del teorema 1.2.2 {F, f0iρ, f0, f1} : f0 ' f1 rel i.

De la proposición anterior se deduce que todo morfismo g : X → Y induce

una aplicación g∗ : [A,X]u{i} → [A, Y ]gu{i} y que todo cuadrado conmutativo

ig = fj induce también una aplicación f ∗ : [A,X]u{i} → [C,X]ug{j}. Si el

cuadrado mencionado es un push out, entonces f ∗ es una biyección.
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Corolario 1.2.3.

1. Si g : X → Y es un isomorfismo entonces g∗ : [A,X]u{i} → [A, Y ]gu{i}

también lo es.

2. Si g : D → B y f : C → A son isomorfismos entonces también

f ∗ : [A,X]u{i} → [C, X]ug{j} es isomorfismo.

Se ha visto que si los objetos X e Y están relacionados por un morfismo g o

que si las cofibraciones i y j están relacionadas por morfismos g y f , entonces se

induce una relación entre los correspondientes corchetes de homotoṕıa. También,

si dos morfismos u, v : B → X están relacionados en el sentido de existir

H : IB → X con Hι0 = u y Hι1 = v, se obtiene una relación entre los

respectivos corchetes.

Teorema 1.2.3. Dada una cofibración i : B ½ A, todo morfismo H : IB → X

induce una biyección H1 : [A,X]Hι0{i} → [A,X]Hι1{i}.

Demostración. Se define H1 : [A,X]Hι0{i} → [A,X]Hι1{i} por H1([f ]) = [Gι1]

donde G es cualquier extensión del cuadrado de homotoṕıa fi = Hι0 asociado

a la cofibración i.

- H1 bien definida:

Si F : f0 ' f1 rel i y f0i = f1i = Hι0 entonces Eι1 : G0ι1 ' G1ι1 rel i

donde G0 y G1 son extensiones respectivas de los cuadrados de homotoṕıa f0i =

Hι0 y f1i = Hι0 asociados a la cofibración i, y E es una extensión del cuadrado

de homotoṕıa Fi1 = {HIρ, G0, G1}ι0 asociado a la cofibración i1. Nótese que

G1Ii = H = HIρIι1 y que G0Ii = H = HIρIι0, y por tanto existe el morfismo

{HIρ, G0, G1} : II1
i B → X.

- H1 tiene inversa:

Se define H0 : [A,X]Hι1{i} → [A,X]Hι0{i} por H0([f ]) = [Gι0] donde G

es cualquier extensión del cuadrado de homotoṕıa fi = Hι1 asociado a la cofi-

bración i. Un desarrollo similar al anterior demuestra que H0 está bien definida.
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H0H1([f ]) = H0([Gι1]) = [f ] pues G es también una extensión del cuadrado

de homotoṕıa Gι1i = Hι1 asociado a la cofibración i, y Gι0 = f . Nótese que

por estar H0 y H1 bien definidas, su definición no depende de de la extensión

elegida.

Análogamente se prueba que H1H0 = 1[A,X]Hι1{i} .

Este resultado, como ya se ha indicado, es fundamental a la ahora de estudiar

la conexidad por caminos de un objeto. Será también muy útil describiendo la

acción de los grupos de homotoṕıa generalizada.

1.3 Grupoides de Homotoṕıa Generalizada

Para obtener los grupos de homotoṕıa generalizada se crearán en primer lugar

los grupoides y se estudiarán sus principales propiedades.

Dada una cofibración i : B ½ A y un objeto X de una I-categoŕıa genera-

lizada, se van a considerar como objetos punto a los elementos de Hom(A,X)

y como morfismos camino desde un objeto punto f0 a un objeto punto f1 a

las homotoṕıas relativas a i entre f0 y f1, es decir, a los elementos del con-

junto Hom(IA, X){f0iρ,f0,f1}{i1}. La notación Hi(X) representará la colección

de puntos anteriormente definida junto con las clases de homotoṕıa relativas a

i1 de los caminos, esto es, los morfismos desde el punto f0 a f1 es el conjunto

[IA, X]{f0iρ,f0,f1}{i1}, que será denotado por Hi(f0, f1).

Para definir la composición de caminos se hará uso del siguiente diagrama:

I1
i B

{iρ,1}∪1 //

i1

²²

P{i, i}
{j0,j1}

²²

j1∪j1

((RRRRRRRRRRRRR

IA ω
// I i

ν
// P{j0, j0}

(1.3.1)

donde I i = P{i1, {iρ, 1} ∪ 1}, {j0, j1} = i1 = {i1̃i, i1i}, ω = {iρ, 1} ∪ 1 y

ν = ν ′ι1 con ν ′ una extensión del cuadrado de homotoṕıa j0{j0, j1} = (ω∪j1ρ)ι0
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asociado a la cofibración {j0, j1}. Obsérvese que {j0, j1} es cofibración por ser

la inducida de la cofibración i1. También lo son j0 = i1̃i y j1 = i1i por ser

composición de cofibraciones. Dada F : IA → X tal que F : f0 ' f1 rel i, el

morfismo {F, f0, f1} : I i → X será denotado por F ′. Obsérvese que si F = fH

para morfismos f y H entonces F ′ = fH ′ y que ω′ = 1.

Para probar que Hi(X) es un grupoide, se verá en primer lugar que el mor-

fismo ν∗ : [P{j0, j0}, X]{f0,f1}{j1∪j1} → [I i, X]{f0,f1}{{j0,j1}} es una biyección

para todo par de puntos f0, f1. Posteriormente, haciendo uso de esta biyección

se verificará el cumplimiento de los axiomas de grupoide.

Lema 1.3.1. Si F : F0 ' F1 rel j1 y G : G0 ' G1 rel j1 tales que FIj0 = GIj0

entonces {F, G} : {F0, G0} ' {F1, G1} rel j1 ∪ j1.

Demostración. Por la proposición 1.1.3 j1 ∪ j1 es cofibración pues i, j1 y

{j0, j1} : P{i, i} → I i lo son.

Obsérvese que Fεj0 = Fιεj0 = FIj0ιε = GIj0ιε = Gιεj0 = Gει0 y que por

tanto existen {Fε, Gε} con dominio P{j0, j0}.

Corolario 1.3.1. Si F : F0 ' F1 rel {j0, j1}, G : G0 ' G1 rel {j0, j1}
y F0j0ρ = G0j0ρ entonces {F, G} : {F0, G0} ' {F1, G1} rel j1 ∪ j1.

Demostración. Consecuencia del lema 1.3.1 teniendo en cuenta que FIj0 =

F0j0ρ, GIj0 = G0j0ρ y que en particular F : F0 ' F1 rel j1 y

G : G0 ' G1 rel j1.

Corolario 1.3.2. Todo par de morfismos {F, G}ν ′, {F, H}ν ′ : II i → X verifica

{{F, G}ν ′, {F, H}ν ′} : {G, H} ' {{F, G}ν, {F, H}ν} rel j1 ∪ j1

Demostración. Consecuencia del lema 1.3 .1, pues {F, G}ν ′Ij0 = Fω =

{F, H}ν ′Ij0, y además se tiene que {F, G}ν ′ : G ' {F,G}ν rel j1

y {F,H}ν ′ : H ' {F, H}ν rel j1.

Lema 1.3.2. Se verifica {H, H} ' {Hj1ρ
′, Hj1ρ

′} rel j1 ∪ j1, para todo mor-

fismo H : I i → X
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Demostración. Sea β′ una extensión del cuadrado de homotoṕıa j0ρ
2i2 =

{j0iρ
3, j0ρ

2, ωχ1, j0ρ
2, ωχ1}ι0 asociado a la cofibración i2.

Obsérvese que j0iρ
3I2ι0 = j0iρ

2 = j0ρ
2I2i y que j0iρ

3I2ι1 = j0iρ
2 =

j0iρχ1 = ωIiχ1 = ωχ1I
2i. Por tanto existe {j0iρ

3, j0ρ
2, ωχ1} : I2I1

i B → I i.

Por otro lado {j0iρ
3, j0ρ

2, ωχ1}Iι0 = {j0iρ
2, j0ρ, j0ρ} = j0ρ

2Ii1 y

{j0iρ
3, j0ρ

2, ωχ1}Iι1 = {j0iρ
2, j0ρ, ω} = {j0iρχ1, ωι0ρ, ωχ1Iι1} =

{ωIiχ1, ωχ1Iι0, ωχ1Iι1} = ωχ1Ii1.

Por tanto existe {j0iρ
3, j0ρ

2, ωχ1, j0ρ
2, ωχ1} : II2

i B → I i.

Se define β = β′ι1. Sea ahora γ′ una extensión del cuadrado de homotoṕıa

ωIρ′j1
1 = {ωχ0, {β, j0ρ, ω}, (j1ρ)′ρ}ι0 asociado a la cofibración j1

1 .

Obsérvese que el morfismo {β, j0ρ, ω} : II i → I i existe pues βIi1 =

{j0iρ
2, j0ρ, ω} = {j0ρ, ω}I({iρ, 1} ∪ 1) y {j0ρ, ω} : IP{i, i} = P{Ii, Ii} → I i

existe pues j0ρIi = j0iρ = ωIi.

También el morfismo {ωχ0, {β, j0ρ, ω}, (j1ρ)′ρ} : II1
j1

A → I i existe pues

ωχ0Iι0 = ω = {β, j0ρ, ω}Ij1 y ωχ0Iι1 = ωι1ρ = j1ρ = (j1ρ)′j1ρ = (j1ρ)′ρIj1.

Se define γ = γ′ι1, entonces por el lema 1.3.1 se tiene que

{Hγ,Hγ} : {H, H} ' {Hj1ρ
′, Hj1ρ

′} rel j1 ∪ j1 pues Hγι1 = Hj1ρ
′ρι1 =

Hj1ρ
′, Hγι0 = H{β, j0ρ, ω}ι1 = H{ωχ1ι1, j0, ωι1} = H{ω, j0, j1} = H y

HγIj1 = Hωχ0ι1 = Hωι1ρ = Hj1ρ.

Corolario 1.3 .3. Para todo morfismo H : I i → X se verifica que

{H, H}ν'{Hj1ρ
′, Hj1ρ

′}ν rel {j0, j1} y {H, H}νω'{Hj1ρ
′, Hj1ρ

′}νω rel i1.

Demostración. Consecuencia inmediata del lema 1.3.2 y de la proposición 1.2.9.

Teorema 1.3.1. Para todo morfismo {f0, f1} : P{i, i} → X, el morfismo

ν∗ : [P{j0, j0}, X]{f0,f1}{j1∪j1} → [I i, X]{f0,f1}{{j0,j1}} es una biyección

Demostración. El morfismo ν∗ se define como en la proposición 1.2.9. Sea α :

[I i, X]{f0,f1}{{j0,j1}} → [P{j0, j0}, X]{f0,f1}{j1∪j1} con α([H]) = [{(f0ρ)′, H}]
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- α está bien definida: si G : H0 ' H1 rel {j0, j1} entonces

{(f0ρ)′ρ,G} : {(f0ρ)′, H0} ' {(f0ρ)′, H1} rel j1∪j1. Obsérvese que el morfismo

{(f0ρ)′ρ,G} : IP{j0, j0} → X existe pues GIj0 = H0ρIj0 = H0j0ρ = f0ρ =

f0ρ
′j0ρ = f0ρ

′ρIj0.

- ν∗α = 1: Se tiene {(f0ρ)′, H}ν ′ : H ' {(f0ρ)′, H}ν rel {j0, j1} donde ν ′

es la extensión usada para definir ν = ν ′ι1. Nótese que {(f0ρ)′, H}ν ′I{j0, j1} =

{(f0ρ)′, H}(ω ∪ j1ρ) = {(f0ρ)′ω,Hj1ρ} = {f0ρ, f1ρ} = H{j0, j1}ρ.

- αν∗ = 1: Para todo par de morfismo H, G : I i → X verificando Hj0 =

Gj0, Hj1 = f0 y Gj1 = f1; por el corolario 1.3.3 y por ser ν∗α = 1 se tiene que

{H, H}ν ' {f0ρ
′, f0ρ

′}ν ' f0ρ
′ rel {j0, j1}.

Sea F : {H, H}ν ' f0ρ
′ rel {j0, j1}. Entonces por el lema 1.3 .1,

{F, {H, G}νρ} : {{H,H}ν, {H, G}ν} ' {f0ρ
′, {H, G}ν} rel j1 ∪ j1 pues

FIj0 = {H,H}νj0ρ = Hj1ρ = {H,G}νj0ρ = {H, G}νρIj0,

F : {H,H}ν ' f0ρ
′ rel j1 y {H, G}νρ : {H, G}ν ' {H, G}ν rel j1. Por el

corolario 1.3.2, {{H, H}ν ′, {H,G}ν ′} : IP{j0, j0} = P{Ij0, Ij0} → X hace

{H, G} ' {{H,H}ν, {H, G}ν} rel j1 ∪ j1.

Se concluye, por ser la relación de homotoṕıa relativa a una cofibración de

equivalencia, que {f0ρ
′, {H,G}ν} ' {H, G} rel j1 ∪ j1 y por tanto,

αν∗([{H, G}]) = [{H, G}].

Corolario 1.3.4. (νω)∗=ω∗ν∗: [P{j0, j0}, X]{f0,f1}{j1∪j1}→[IA, X]{f0iρ,f0,f1}{i1}

es una biyección para todo morfismo {f0, f1} : P{i, i} → X.

Demostración. Consecuencia inmediata del teorema 1.3.1 y de la proposición

1.2.9.

Dado un camino F : IA → X desde f0 hasta f1, se define el camino inverso

F̄ : IA → X por F̄ = {F ′, f0ρ
′}νω. Obsérvese que Fi1 = {F ′, f0ρ

′}νωi1 =

{F ′, f0ρ
′}(j1 ∪ j1)({iρ, 1} ∪ 1) = {f1, f0}({iρ, 1} ∪ 1) = {f1iρ, f1, f0}. Dado

un camino G : IA → X desde f1 hasta f2, se define la composición de

caminos F ∗ G : IA → X por F ∗ G = {{F ′, f0ρ
′}ν,G′}νω. Obsérvese que
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{{F ′, f0ρ
′}ν,G′}νωi1 = {{F ′, f0ρ

′}ν, G′}(j1 ∪ j1)({iρ, 1} ∪ 1) =

{f0ρ
′j1, f2}({iρ, 1} ∪ 1) = {f0, f2}({iρ, 1} ∪ 1) = {f0iρ, f0, f2}.

Proposición 1.3.1. (Inverso homotópico bien definido.) La correspondencia

(−)−1 : Hi(f0, f1) → Hi(f1, f0) definida por (−)−1([F ]) = [F ]−1 = [F̄ ] es una

aplicación.

Demostración. Por la proposición 1.2.9, si [F0] = [F1] en Hi(f0, f1) entonces

existe F : II i → X tal que F : F ′
0 ' F ′

1 rel {j0, j1}.
Se tiene que {F, f0ρ

′ρ}I(νω) : F0 ' F1 rel i1 pues

- {F, f0ρ
′ρ}I(νω)ι1 ={F, f0ρ

′ρ}ι1νω={Fι1, f0ρ
′ρι1}νω={F ′

1, f0ρ
′}νω=F1.

- {F, f0ρ
′ρ}I(νω)ι0 ={F, f0ρ

′ρ}ι0νω={Fι0, f0ρ
′ρι0}νω={F ′

0, f0ρ
′}νω=F0.

- {F, f0ρ
′ρ}I(νω)Ii1 = {F, f0ρ

′ρ}I(νωi1) = {F, f0ρ
′ρ}I(j1{iρ, 1} ∪ j1) =

{FI(j1{iρ, 1}), f0ρ
′ρIj1} = {FIj1I{iρ, 1}, f0ρ

′j1ρ} = {F ′
0j1ρI{iρ, 1}, f0ρ} =

{f1{iρ, 1}ρ, f0ρ} = {f1iρ
2, f1ρ, f0ρ} = {f1iρ, f1, f0}ρ = F0i

1ρ.

Nótese que {F, f0ρ
′ρ} : IP{j0, j0} = P{Ij0, Ij0} → X existe pues

f0ρ
′ρIj0 = f0ρ

′j0ρ = f0ρ y FIj0 = FI({j0, j1}̃i) = FI{j0, j1}Iĩ =

F ′
0{j0, j1}ρIĩ = F ′

0{j0, j1}̃iρ = F ′
0j0ρ = f0ρ.

Proposición 1.3.2. (Composición homotópica bien definida.) La corresponden-

cia · : Hi(f0, f1)×Hi(f1, f2) → Hi(f0, f2) definida por ·([F ], [G]) = [F ] · [G] =

[F ∗G] es una aplicación.

Demostración. Por la proposición 1.2.9, si [F0] = [F1] en Hi(f0, f1) y [G0] = [G1]

en Hi(f1, f2) entonces existen F,G : II i → X tales que F : F ′
0 ' F ′

1 rel {j0, j1}
y G : G′

0 ' G′
1 rel {j0, j1}.

Se tiene que {{F, f0ρ
′ρ}Iν, G}I(νω) : F0 ∗G0 ' F1 ∗G1 rel i1 pues

- {{F, f0ρ
′ρ}Iν,G}I(νω)ι1 = {{F, f0ρ

′ρ}Iν,G}ι1νω = {{F ′
1, f0ρ

′}ν, G′
1}νω =

F1 ∗G1.

- {{F, f0ρ
′ρ}Iν,G}I(νω)ι0 = {{F, f0ρ

′ρ}Iν,G}ι0νω = {{F ′
0, f0ρ

′}ν, G′
0}νω =

F0 ∗G0.
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- {{F, f0ρ
′ρ}Iν,G}I(νω)Ii1 = {{F, f0ρ

′ρ}Iν, G}I(νωi1) =

{{F, f0ρ
′ρ}Iν,G}I(j1{iρ, 1} ∪ j1) = {{F, f0ρ

′ρ}I(νj1{iρ, 1}), GIj1} =

{f0ρ
′ρI(j1{iρ, 1}), G′

0j1ρ} = {f0ρ
′j1{iρ, 1}ρ, f2ρ} = {f0{iρ, 1}ρ, f2ρ} =

{f0iρ
2, f0ρ, f2ρ} = (F0 ∗G0)i

1ρ.

Nótese que {{F, f0ρ
′ρ}Iν, G} : IP{j0, j0} = P{Ij0, Ij0} → X existe pues

GIj0 = G′
0j0ρ = f1ρ y {F, f0ρ

′ρ}IνIj0 = FIj1 = F ′
0j1ρ = f1ρ.

Lema 1.3.3. Para todo morfismo f : A → X se tiene que [fρ]−1 = [fρ] en

Hi(f, f).

Demostración. Por el teorema 1.3.1 se tiene que [fρ]−1 =[fρ]=[{fρ′, fρ′}νω]=

ω∗ν∗(ν∗)−1([fρ′]) = ω∗[fρ′] = [fρ].

Corolario 1.3 .5. Si [F ] ∈ [I i, X]{f0,f1}{{j0,j1}} entonces [{F, F}ν] =

[{f1ρ
′, f1ρ

′}ν] = [(f1ρ)′] = [f1ρ
′]. Si [F ] ∈ Hi(f0, f1) entonces [{F ′, F ′}νω] =

[f1ρ].

Demostración. Consecuencia inmediata del corolario 1.3.3, del lema 1.3.3 y de la

proposición 1.2.9.

Corolario 1.3.6. (Identidad homotópica a izquierda.) Si [F ] ∈ Hi(f0, f1) en-

tonces [f0ρ] · [F ] = [F ].

Demostración. Por el teorema 1.3.1 y el corolario 1.3.1 se tiene que [F ] =

ω∗ν∗(ν∗)−1([F ′]) = ω∗ν∗[{f0ρ
′, F ′}] = ω∗ν∗[{{f0ρ

′, f0ρ
′}ν, F ′}] =

[{{f0ρ
′, f0ρ

′}ν, F ′}νω] = [f0ρ ∗ F ] = [f0ρ] · [F ].

Obsérvese que por el corolario 1.3.5 f0ρ
′ ' {f0ρ

′, f0ρ
′}ν rel {j0, j1}. Además

F ′ ' F ′ rel {j0, j1} y f0ρ
′j0ρ = f0ρ = F ′j0ρ.

Corolario 1.3.7. (Inverso homotópico a derecha.) Si [F ] ∈ Hi(f0, f1) entonces

[F ] · [F ]−1 = [f0ρ].

Demostración. Consecuencia inmediata del corolario 1.3 .5: [F ] · [F ]−1 =

[F ] · [F ] = [F ∗ F ] = [{{F ′, f0ρ
′}ν, {F ′, f0ρ

′}ν}νω] = [f0ρ].
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Proposición 1.3.3. (Identidad homotópica a derecha.) Si [F ] ∈ H1(f0, f1)

entonces [F ] · [f1ρ] = [F ]

Demostración. Se tiene por el corolario 1.3.2 que

{{F ′, f0ρ
′}ν ′, {F ′, F ′}ν ′} : {f0ρ

′, F ′} ' {{F ′, f0ρ
′}ν, {F ′, F ′}ν} rel j1 ∪ j1.

Entonces por el corolario 1.3.4, [{f0ρ
′, F ′}νω] = [{{F ′, f0ρ

′}ν, {F ′, F ′}ν}νω].

Por el teorema 1.3.1, de lo anterior se tiene que [{f0ρ
′, F ′}νω] =

ω∗ν∗(ν∗)−1([F ′]) = ω∗([F ′]) = [F ] = [F ∗ {F ′, F ′}νω] = [F ] · [{F ′, F ′}νω] =

[F ] · [f1ρ], por el corolario 1.3.5 y la proposición 1.3.2.

Corolario 1.3.8. Si [F ] ∈ Hi(f0, f1) entonces ([F ]−1)−1 = [F ]. Además, en

[I i, X]{f0,f1}{{j0,j1}} se tiene que [F ′] = [{{F ′, f0ρ
′}ν, f0ρ

′}ν].

Demostración. Por la proposición 1.3.3 se concluye que ([F ]−1)−1 = [F ] =

[{{F ′, f0ρ
′}ν, f1ρ

′}νω] = [F ∗ f1ρ] = [F ] · [f1ρ] = [F ].

La segunda igualdad del enunciado es consecuencia inmediata de la proposi-

ción 1.2.9.

Corolario 1.3.9. (Inverso homotópico a izquierda.) Si [F ] ∈ Hi(f0, f1) entonces

[F ]−1 · [F ] = [f1ρ].

Demostración. Por los corolarios 1.3.8 y 1.3.7 anteriores y por la proposición

1.3.2 se tiene que [F ]−1 · [F ] = [F ]−1 · ([F ]−1)−1 = [F ] · [F ]−1 = [f1ρ].

Proposición 1.3 .4. (Asociatividad homotópica.) Si [F ] ∈ Hi(f0, f1),

[G] ∈ Hi(f1, f2) y [H] ∈ Hi(f2, f3) entonces [F ] · ([G] · [H]) = ([F ] · [G]) · [H].

Demostración. Por el corolario 1.3.2,

{{{F ′, f0ρ
′}ν, G′}ν ′, {{F ′, f0ρ

′}ν, {F ′, f0ρ
′}ν}ν ′} :

{G′, {F ′, f0ρ
′}ν} ' {{{F ′, f0ρ

′}ν, G′}ν, {{F ′, f0ρ
′}ν, {F ′, f0ρ

′}ν}ν} rel j1∪j1

de donde [{G′, {F ′, f0ρ
′}ν}] =

[{{{F ′, f0ρ
′}ν, G′}ν, {{F ′, f0ρ

′}ν, {F ′, f0ρ
′}ν}ν}]. Por el corolario 1.3.8 se

tiene, en particular, que
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G′ ' {{G′, f1ρ
′}ν, f1ρ

′}ν rel {j0, j1} y por el corolario 1.3.1,

[{G′, {F ′, f0ρ
′}ν}] = [{{{G′, f1ρ

′}ν, f1ρ
′}ν, {F ′, f0ρ

′}ν}]. Por el corolario

1.3.5 se tiene en particular que

{{F ′, f0ρ
′}ν, {F ′, f0ρ

′}ν}ν ' f0ρ
′ rel {j0, j1} y por el corolario 1.3.1

[{{{F ′, f0ρ
′}ν,G′}ν,{{F ′, f0ρ

′}ν,{F ′, f0ρ
′}ν}ν}]=[{{{F ′, f0ρ

′}ν,G′}ν,f0ρ
′}].

En consecuencia [{{{G′, f1ρ
′}ν, f1ρ

′}ν, {F ′, f0ρ
′}ν}] =

[{{{F ′, f0ρ
′}ν, G′}ν, f0ρ

′}] y por el corolario 1.3.4,

[{G′, f1ρ
′}νω ∗ {F ′, f0ρ

′}νω] = [{{F ′, f0ρ′}ν, G′}νω]. De donde [G ∗ F ] =

[F ∗G]. Por consiguiente ([F ] · [G])−1 = [G]−1 · [F ]−1.

Por otro lado, si [K] ∈ Hi(f1, f4), usando el corolario 1.3.2 se tiene que

{{G′, {F ′, f0ρ
′}ν}ν ′, {G′, K ′}ν ′} :

{{F ′, f0ρ
′}ν, K ′} ' {{G′, {F ′, f0ρ

′}ν}ν, {G′, K ′}ν} rel j1 ∪ j1. De donde por

los corolarios 1.3.4 y 1.3.8, [F ] · [K] = [{G′, {F ′, f0ρ
′}ν}νω]−1 · [{G′, K ′}νω] =

[G ∗ F ]−1 · [G ∗K] = ([G]−1 · [F ]−1)−1 · ([G]−1 · [K]) =

([F ]−1)−1 · ([G]−1)−1 · ([G]−1 · [K]) = ([F ] · [G]) · ([G]−1 · [K]). Se concluye que

[F ] · ([G] · [H]) = ([F ] · [G]) · ([G]−1 · ([G] · [H])) =

([F ] · [G]) · (([f2ρ] · [G]−1) · ([G] · [H])) = ([F ] · [G]) · ([f2ρ] · [H]) =

([F ] · [G]) · [H].

Teorema 1.3.2. Para toda cofibración i : B ½ A y para todo objeto X de una

I-categoŕıa generalizada, Hi(X) es un grupoide.

Demostración. Es consecuencia de las proposiciones 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3, 1.3.4 y

de los corolarios 1.3.6, 1.3.7, 1.3.9.

Nótese que para definir el grupoide Hi(X) se ha usado una extensión ν ′ de

un cuadrado de homotoṕıa asociado a la cofibración {j0, j1}. Este grupoide es

independiente de la extensión elegida.

Proposición 1.3.5. Si ν ′0 y ν ′1 son dos extensiones del cuadrado de homotoṕıa
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j0{j0, j1} = (ω∪ j1ρ)ι0 asociado a la cofibración {j0, j1} entonces los grupoides

de homotoṕıa generados respectivamente por dichas extensiones coinciden.

Demostración. Basta observar que por el teorema 1.2.3 ν ′0ι1'ν ′1ι1 rel {j0, j1},
entonces por la proposición 1.2.9, ν0ω ' ν1ω rel i1, y por tanto la composición

y el inverso de los morfismos queda definido uńıvocamente en el grupoide.

La composición en el grupoide puede ser definida de una forma equivalente

sin necesidad de pasar por el objeto I i, como se verá a continuación. El haberlo

realizado de esta forma es con la intención de hacer notar que la homotoṕıa

relativa es comparable a la homotoṕıa obtenida a través del funtor cilindro

para objetos cofibrantes. En este caso el objeto cilindro es I i con inclusiones

{j0, j1} : P{i, i} → I i y proyección ρ′ = {ρ, 1, 1} : I i → A.

Proposición 1.3.6. Dada [F ] ∈ Hi(f0, f1), un camino G ∈ [F ]−1 si y solo si

existe una extensión del morfismo {f0iρ
2, F, f0ρ, f0ρ, G} relativa a la cofibración

i2.

Demostración. Si G ∈ [F ]−1 entonces [G] = [F ] en Hi(f1, f0). Como

{F ′, f0ρ
′}ν ′Iωi2 = {f0iρ

2, F, f0ρ, f0ρ, F}, por el teorema 1.2.1 existe una ex-

tensión del morfismo {f0iρ
2, F, f0ρ, f0ρ, G} relativa a la cofibración i2

Rećıprocamente, sea H es una extensión de {f0iρ
2, F, f0ρ, f0ρ,G} relativa

a la cofibración i2. Entonces HIi1 = {f0iρ
2, F, f0ρ} = {FI{iρ, 1}, f0ρ} =

{F, f0ρ}I({iρ, 1} ∪ 1) y por tanto existe el morfismo {H, F, f0ρ} : II i → X.

Además {H, F, f0ρ}ι0 = {f0ρ, f0, f0} = f0ρ
′ = {F ′, f0ρ

′}j0 = {F ′, f0ρ
′}ν ′ι0 y

{H, F, f0ρ}I{j0, j1} = {F, f0ρ} = {F ′, f0ρ
′}(ω ∪ j1ρ) = {F ′, f0ρ

′}ν ′I{j0, j1}.
Por el teorema 1.2.3 se tiene que {H, F, f0ρ}ι1 ' {F ′, f0ρ

′}ν rel {j0, j1} y por

la proposición 1.2.9 se concluye que {H, F, f0ρ}ι1ω = {H,F, f0ρ}Iωι1 = Hι1 =

G ' {F ′, f0ρ
′}νω = F rel i1.

Proposición 1.3 .7. Dadas [F ] ∈ Hi(f0, f1) y [H] ∈ Hi(f1, f2), se tiene

que un camino U ∈ [F ] · [H] si y solo si existe una extensión del morfismo

{f0iρ
2, G, f2ρ,H, U} relativa a i2, donde G ∈ [F ]−1.
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Demostración. Como G ∈ [F ]−1 y U ∈ [F ] · [H] entonces [G] = [F ] en

Hi(f1, f0) y [U ] = [F ∗ H] en Hi(f0, f2). Además {{F ′, f0ρ
′}ν, H ′}ν ′Iωi2 =

{{F ′, f0ρ
′}ν, H ′}ν ′Iω{Ii1, ι0, ι1} =

{{F ′, f0ρ
′}ν, H ′}ν ′{I{j0iρ, j0, j1}, ι0ω, ι1ω} =

{{F ′, f0ρ
′}νωI{iρ, 1}, H ′j1ρ,H ′ω, F ∗H} =

{f0iρ
2, F , f2ρ,H, F ∗H}. Por el teorema 1.2.1 existe una extensión del morfismo

{f0iρ
2, G, f2ρ,H, U} relativa a i2.

Rećıprocamente, si V es una extensión del morfismo {f0iρ
2, G, f2ρ,H, U}

relativa a i2 entonces V Ii1 = {f0iρ
2, G, f2ρ} = {f1iρ

2, G, f2ρ} =

{G, f2ρ}I({iρ, 1}∪1). Por tanto existe el morfismo {V, G, f2ρ} :II i→X. Como

{V,G, f2ρ}ι0 = {H, f1, f2} = H ′ = {G′, H ′}j0 = {G′, H ′}ν ′ι0 y

{V,G, f2ρ}I{j0, j1} = {G, f2ρ} = {G′, H ′}(ω ∪ j1ρ). Entonces por el teo-

rema 1.2.3 y la proposición 1.2.9 se tiene que [U ] = [{G′, H ′}νω]. Como

[G] = [F ] entonces por el tercer apartado de la proposición 1.2.9, [G′] = [F
′
] y

F
′
= {F ′, f0ρ

′}ν por la unicidad en la propiedad de push out. Por el corolario

1.3.1, {G′, H ′} ' {{F ′, f0ρ
′}ν, H ′} rel j1∪j1 y por el corolario 1.3.4 se concluye

que [U ] = [{G′, H ′}νω] = [{{F ′, f0ρ
′}ν, H ′}νω] = [F ∗H] = [F ] · [H].

Cuando la cofibración usada para la construcción de los grupoides es del tipo

in : In
i B → X, entonces los morfismos pertenecientes a la clase inversa de una

dada o al producto de dos clases dadas, si se consideran caminos con origen y

final en hρn−1 : In−1A → X para algún morfismo h : A → X, pueden ser

definidos equivalentemente de diversas formas.

Proposición 1.3 .8. Dada una cofibración i : B → A y morfismos

f0, f1 : InA → X, entonces [f0] = [f1]
−1 en Hin−1(hρn−1, hρn−1) si y solo

si existe una extensión del morfismo {hρn+1Isin+1−s, hρn, f0, f1, hρn, · · ·hρn}
relativa a la cofibración in+1 para algún s con 2 ≤ s ≤ n + 1.

Demostración. Si [f0] = [f1]
−1, por la proposición 1.3.6 existe una extensión

H del morfismo {hρn+1I2in−1, f0, hρn, hρn, f1} relativo a la cofibración in+1.
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Para s = 2, sea G′ una extensión del cuadrado de homotoṕıa f0Iρin+1 =

{hρn+1I2in−1ρ, f0χ0, f0ρ,H, hρn+1}ι0 asociado a la cofibración in+1. La exis-

tencia del morfismo {hρn+1I2in−1ρ, f0χ0, f0ρ,H, hρn+1} : IIn+1
i B → X se

deduce de la igualdad HIι0 = f0 = f0χ0Iι0. El morfismo G = G′ι1 verifica

Gin+1 = {hρn+1I2in−1, hρn, f0, f1, hρn}.
Si s > 2, sea F ′ una extensión del cuadrado de homotoṕıa f

1(s−1)
0 in+1 =

{hρn+1Isin+1−sρ, hρn+1, f0ρ,G, hρn+1, · · ·hρn+1, f
0(s−2)
0 }ι1 si s es par o

f
1(s−1)
0 in+1 = {hρn+1Isin+1−sρ, hρn+1, f0ρ,H, hρn+1, · · ·hρn+1, f

0(s−2)
0 , hρn+1}ι0

si s es impar, asociado a la cofibración in+1. La existencia del morfismo

{hρn+1Isin+1−sρ, hρn+1, f0ρ,G, hρn+1, · · ·hρn+1, f
0(s−2)
0 } o

{hρn+1Isin+1−sρ, hρn+1, f0ρ,H, hρn+1, · · ·hρn+1, f
0(s−2)
0 , hρn+1} se deduce de

la igualdad f
0(s−2)
0 Is−2ι0 = f0 = GIι1 o f

0(s−2)
0 Is−2ι0 = f0 = HIι0 respec-

tivamente, si s es par o impar. Si s es par o impar, el morfismo F = F ′ι0 o

F = F ′ι1, respectivamente, verifica las condiciones exigidas.

Rećıprocamente, si H es una extensión del morfismo

{hρn+1Isin+1−s, hρn, f0, f1, hρn, · · ·hρn} relativa a la cofibración in+1 para algún

s con 3 ≤ s ≤ n + 1, entonces sea G′ una extensión del cuadrado de homotoṕıa

hρn+1in+1={hρn+1Isin+1−sρ, hρn+1, H, hρn+1, f
1(s−1)
0 , f

1(s−1)
1 , hρn+1, · · ·hρn+1}ιε

con ε = 0 si s es par y ε = 1 si s es impar, asociado a la cofibración in+1. La

existencia del morfismo

{hρn+1Isin+1−sρ, hρn+1, H, hρn+1, f
1(s−1)
0 , f

1(s−1)
1 , hρn+1, · · ·hρn+1} de IIn+1

i B

en X, se deduce de las igualdades f
1(s−1)
0 Is−1ι1 = f0 = HIs−1ι1 y f

1(s−1)
1 Is−1ι1 =

f1 = HIs−2ι0. El morfismo G = G′ι1 si s es par o G = G′ι0 si s es impar,

verifica la condición de la hipótesis para s− 1.

Iterando este proceso existirá una extensión F del morfismo

{hρn+1I2in−1, hρn, f0, f1, hρn} relativa a la cofibración in+1.

Sea k′ una extensión del cuadrado de homotoṕıa f0Iρin+1 =

{hρn+1I2in−1ρ, f0ρ, f0χ1, hρn+1, F}ι1 asociado a la cofibración in+1. La existen-
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cia del morfismo {hρn+1I2in−1ρ, f0ρ, f0χ1, hρn+1, F} : IIn+1
i B → X se deduce

de la igualdad FIι1 = f0 = f0χ1Iι1. El morfismo k = k′ι0 verifica kin+1 =

{hρn+1I2in−1, f0, hρn, hρn, f1} y por la proposición 1.3.6 se concluye que [f0] =

[f1]
−1.

Proposición 1.3 .9. Dada una cofibración i : B ½ A y morfismos

f0, f1, f2 : InA → X, [f2] = [f0] · [f1] en Hin−1(hρn−1, hρn−1) si y solo si existe

una extensión del morfismo {hρn+1Isin+1−s, f1, f2, f0, hρn, · · ·hρn} relativa a la

cofibración in+1 para algún s con 2 ≤ s ≤ n + 1.

Demostración. Si [f2] = [f0] · [f1] entonces por la proposición 1.3.7 existe una

extensión H del morfismo {hρn+1I2in−1, f0, hρn, f1, f2} relativo a la cofibración

in+1.

Sea F ′ una extensión del cuadrado de homotoṕıa f2I
s−1ρin+1 =

{hρn+1Isin+1−sρ, hρn+1, H, f2ρ, f0χ0, hρn+1, · · ·hρn+1, f0I
s−2χ0, hρn+1}ι1 aso-

ciado a la cofibración in+1. La existencia del morfismo

{hρn+1Isin+1−sρ, hρn+1, H, f2ρ, f0χ0, hρn+1, · · ·hρn+1, f0I
s−2χ0, hρn+1} desde

IIn+1
i B en X se deduce de las igualdades f0I

s−2χ0I
s−1ι0 = f0 = HIι0 y

f0I
s−2χ0I

s−2ι0 = f0 = f0χ0Iι0. El morfismo F = F ′ι0 verifica Fin+1 =

{hρn+1Isin+1−s, f1, f2, f0, hρn, · · ·hρn}.
Rećıprocamente, si H es una extensión del morfismo

{hρn+1Isin+1−s, f1, f2, f0, hρn, · · ·hρn} relativa a la cofibración in+1 para algún

s con 3 ≤ s ≤ n + 1, entonces sea G′ una extensión del cuadrado de homotoṕıa

hρn+1in+1 =

{hρn+1Isin+1−sρ, hρn+1, H, f
1(s−1)
1 , f2, f0

1(s−1)
, hρn+1, · · ·hρn+1}ιε con ε = 0 si

s es par y ε = 1 si s es impar, asociado a la cofibración in+1. La existencia

del morfismo {hρn+1Isin+1−sρ, hρn+1, H, f
1(s−1)
1 , f2, f0

1(s−1)
, hρn+1, · · ·hρn+1}

desde IIn+1
i B en X se deduce de las igualdades f

1(s−1)
1 Is−1ι1 = f1 = HIs−1ι0,

f
1(s−1)
2 Is−1ι1 = f2 = HIs−1ι1 y f0

1(s−1)
Is−1ι1 = f0 = HIs−2ι0. El morfismo

G = G′ι1 si s es par o G = G′ι0 si s es impar, verifica la condición de la hipótesis
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para s− 1.

Iterando este proceso existirá una extensión F del morfismo

{hρn+1I2in−1, f1, f2, f0, hρn} relativa a la cofibración in+1.

Sea k′ una extensión del cuadrado de homotoṕıa hρn+1in+1 =

{hρn+1I2in−1ρ, F, hρn+1, f1χ0, f2χ0}ι1 asociado a la cofibración in+1. La exis-

tencia del morfismo {hρn+1I2in−1ρ, F, hρn+1, f1χ0, f2χ0} : IIn+1
i B → X se

deduce de las igualdades f2χ0Iι0 = HIι1 y f1χ0Iι0 = f1 = HIι0. El morfismo

k = k′ι0 verifica kin+1 = {hρn+1I2in−1, f0, hρn, f1, f2} y por la proposición

1.3.7 se concluye que [f2] = [f0] · [f1].

La compatibilidad de la homotoṕıa con la composición de morfismos induce

funtores en los grupoides de homotoṕıa relativa.

Proposición 1.3.10. Dada una cofibración i : B ½ A, todo morfismo

g : X → Y induce un funtor g∗ : Hi(X) → Hi(Y ).

Demostración. Si f ∈ Hom(A,X), se define g∗(f) = gf : A → Y . Si

[F ] ∈ Hi(f0, f1), se define g∗([F ]) = [gF ].

g∗ bien definido:

- [gf ] ∈ Hi(gf0, gf1).

- Por el primer apartado de la proposición 1.2.9, si [F0] = [F1] en Hi(f0, f1)

entonces [gF0] = [gF1] en Hi(gf0, gf1).

g∗ es un funtor:

- g∗([fρ]) = [g(fρ)] = [(gf)ρ].

- g∗([F ]·[G])=g∗([F ∗G])=g∗([{{F ′, f0ρ
′}ν, G′}νω]=[g{{F ′, f0ρ

′}ν, G′}νω]=

[{g{F ′, f0ρ
′}ν, gG′}νω] = [{{gF ′, gf0ρ

′}ν, gG′}νω] = [gF∗gG] = [gF ]·[gG] =

g∗([F ]) · g∗([G]).

Lema 1.3.4. Dado un cuadrado conmutativo fj = ig relacionando las cofibra-

cione i y j, si F ∈ Hom(IA,X){f0iρ,f0,f1}{i1} entonces (FIf)′ = F ′(If ∪f ∪f).
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Demostración. El siguiente cubo es totalmente conmutativo:

I1
j D

Ig∪f∪f //

{jρ,1}∪1

##HH
HH

HH
HH

H²²

j1

²²

I1
i B

²²

i1

²²

{iρ,1}∪1

##GG
GG

GG
GG

G

P{j, j} f∪f //

{j0,j1}
²²

P{i, i}

{j0,j1}

²²

IC
If //

ω
$$JJJJJJJJJJ IA

ω

$$IIIIIIIIII

Ij //
If∪f∪f

// I i

Nótese que por ser fj = ig existe f ∪ f : P{j, j} → P{i, i}. Por otro

lado (f ∪ f)({jρ, 1} ∪ 1) = f{jρ, 1} ∪ f = {fjρ, f} ∪ f = {igρ, f} ∪ f =

{iρIg, f} ∪ f = ({iρ, 1} ∪ 1)(Ig ∪ f ∪ f) y como Ifj1 = i1(Ig ∪ f ∪ f) existe

If ∪ f ∪ f : Ij → I i. Como FIf : f0f ' f1f rel j entonces (FIf)′ =

{FIf, f0f, f1f} = {F, f0, f1}(If ∪ f ∪ f) = F ′(If ∪ f ∪ f).

Lema 1.3.5. Si νi y νj representan los morfismos asociados a las cofibraciones

i y j respectivamente mediante el diagrama 1.3.1 de la página 33, entonces para

todo cuadrado conmutativo fj = ig se verifica

νi(If ∪ f ∪ f) ' ((If ∪ f ∪ f) ∪ (If ∪ f ∪ f))νj rel {j0, j1}.

Demostración. Se tiene ν ′i(IIf ∪ If ∪ If){I{j0, j1}, ι0} =

ν ′i{(IIf ∪ If ∪ If)I{j0, j1}, (IIf ∪ If ∪ If)ι0} =

ν ′i{I{j0, j1}(If ∪ If), ι0(If ∪ f ∪ f)} =

{ν ′iI{j0, j1}(If ∪ If), ν ′iι0(If ∪ f ∪ f)} =

{(ω ∪ j1ρ)(If ∪ If), j0(If ∪ f ∪ f)} =

{((If ∪ f ∪ f) ∪ (If ∪ f ∪ f))(ω ∪ j1ρ), ((If ∪ f ∪ f) ∪ (If ∪ f ∪ f))j0} =

((If ∪ f ∪ f) ∪ (If ∪ f ∪ f)){ω ∪ j1ρ, j0} =

((If ∪ f ∪ f) ∪ (If ∪ f ∪ f))ν ′j{I{j0, j1}, ι0}.
Por el teorema 1.2.3,
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ν ′i(IIf ∪ If ∪ If)ι1 ' ((If ∪ f ∪ f)∪ (If ∪ f ∪ f))ν ′jι1 rel {j0, j1}, de donde

se concluye el resultado.

Proposición 1.3.11. Todo cuadrado conmutativo fj = ig relacionando cofi-

braciones i : B ½ A y j : D ½ C, induce un funtor f ∗ : Hi(X) → Hj(X).

Demostración. Si h : A → X, se define f ∗(h) = hf : C → X. Si

[F ] ∈ Hi(f0, f1) se define f ∗([F ]) = [FIf ].

f ∗ bien definida:

- Si [F ] ∈ Hi(f0, f1) entonces [FIf ] ∈ Hj(f0f, f1f).

- Por el primer apartado del teorema 1.2.2 y por el segundo apartado de la

proposición 1.2.9, si [F0] = [F1] en Hi(f0, f1) entonces [F0If ] = [F1If ] en

Hj(f0f, f1f).

f ∗ es un funtor:

- f ∗([hρ]) = [hρIf ] = [hfρ].

- Por los lemas 1.3.5, 1.3.1 y 1.3.4, y la proposición 1.2.9 se tienen la siguientes

igualdades que concluyen el resultado: f ∗([F ∗G]) = [{{F ′, f0ρ
′}ν,G′}νωIf ] =

[{{F ′, f0ρ
′}ν, G′}ν(If ∪ f ∪ f)ω] =

[{{F ′, f0ρ
′}ν, G′}((If ∪ f ∪ f) ∪ (If ∪ f ∪ f))νω] =

[{{F ′, f0ρ
′}((If ∪ f ∪ f) ∪ (If ∪ f ∪ f))ν, (GIf)′}νω] =

[{{(FIf)′, f0fρ′}ν, (GIf)′}νω] = [FIf ∗GIf ] =

[FIf ] · [GIf ] = f ∗([F ]) · f ∗([G]).

Corolario 1.3.10. Si el cuadrado fj = ig es un push out, entonces f ∗ es un

isomorfismo de grupoides.

Demostración. Si el cuadrado fj = ig es un push out, entonces por el teo-

rema 1.2.2 también lo es Ifj1 = i1(Ig ∪ f ∪ f). De donde, por el tercer

apartado de la proposición 1.2.9, f ∗ y (If)∗ son isomorfismos, y por tanto,

f ∗ : Hi(X) → Hj(X) es un isomorfismo para todo objeto X de la I-categoŕıa

generalizada.
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1.4 Grupos de Homotoṕıa Generalizada

Una vez obtenidos los grupoides de homotoṕıa generalizada se definirán los

grupos de homotoṕıa generalizada como grupos de homotoṕıa relativos a una

cofibración y basados en un morfismo, y se analizarán sus propiedades funda-

mentales.

Para toda cofibración i : B ½ A y todo objeto X de una I-categoŕıa

generalizada, se tiene asociado el grupoide Hi(X). Como sucede en todos los

grupoides, el conjunto de morfismos de un objeto en śı mismo, es un grupo. De

esta forma, para todo morfismo h : A → X resulta que Hi(h, h) es grupo.

Por el axioma GI4 de cilindro relativo, si i : B ½ A es una cofibración,

también lo son in : In
i B → InA para todo natural n. De esta propiedad y de lo

anteriorment expresado surgen los grupos de homotoṕıa generalizados.

Definición 1.4.1. El n-grupo de homotoṕıa relativo a la cofibración i : B ½ A

del objeto X basado en el morfismo h : A → X se define por πi
n(X, h) =

Hin−1(hρn−1, hρn−1) = [InA,X]hρnin{in}.

Proposición 1.4.1. Para toda cofibración i : B ½ A y morfismo h : A → X

se tiene que πi
n(X, h) = πis

n−s(X, hρs).

Demostración. Basta observar que por la definición de in, πi
n(X, h) =

[InA,X]hρnin{in} = [(Is)n−sA, X]h(ρs)n−s(is)n−s{(is)n−s} = πis

n−s(X, hρs).

Esta definición puede ser extendida para ı́ndices no naturales bajo ciertas

condiciones: si la cofibración i : B ½ A y el morfismo h : A → X son tales que

i = jn para alguna cofibración j : D ½ C, B = In
j D, A = InC y h = fρn para

algún morfismo f : C → X, se pueden definir grupos de homotoṕıa relativos a

la cofibración i del objeto X basados en el morfismo f : C → X de orden no

positivo por πi
m(X, f) = πj

n+m(X, f), 1− n ≤ m.

El carácter funtorial de los grupos de homotoṕıa generalizados se concreta

en las siguientes propiedades.
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Proposición 1.4.2. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo h : A → X

1. Para todo morfismo g : X → Y se tiene que g∗ : πi
n(X, h) → πi

n(Y, gh)

es un homomorfismo de grupos.

2. Para todo cuadrado conmutativo del tipo fj = ig, el morfismo

(Inf)∗ : πi
n(X, h) → πj

n(X, hf) es un homomorfismo de grupos.

3. Si el cuadrado fj = ig es un push out entonces (Inf)∗ es un isomorfismo

de grupos.

Demostración. Consecuencia inmediata de las proposiciones 1.3.10, 1.3.11 y del

corolario 1.3.10.

Los grupos de homotoṕıa relativos a una cofibración i : B ½ A de un objeto

X dependen de los morfismos u : B → X y de los h : A → X con hi = u. La

siguiente propiedad va a determinar cuándo dos morfismos u, v : B → X van a

ser equivalentes para los grupos de homotoṕıa relativos a cofibraciones del objeto

X.

Definición 1.4.2. Dados u, v : B → X se dirá que u es equivalente a v para

cofibraciones cuando existen u1, u2, . . . un ∈ Hom(B,X) tales que u1 = u,

un = v y para todo i con 1 ≤ i ≤ n− 1 existe Hi : IB → X tal que Hiι0 = ui

y Hiι1 = ui+1, o Hiι0 = ui+1 y Hiι1 = ui.

Proposición 1.4.3. Ser equivalente para cofibraciones es una relación de equi-

valencia en Hom(B, X).

Demostración.

- Reflexiva: Para todo u ∈ Hom(B,X) sea u1 = u2 = u; h = uρ : IB → X da

la propiedad.

- Simétrica: Obvia por la definición.

- Transitiva: Si u1, u2, . . . un hace u equivalente a v para cofibraciones y

v1, v2, . . . vm hace a v equivalente a w para cofibraciones, entonces

u1, u2, . . . un, v1, v2, . . . vm hace a u equivalente a w para cofibraciones.
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De esta forma se obtiene el conjunto cociente de Hom(B,X) sobre esta

relación de equivalencia, que se denotará por [cofB, X].

Definición 1.4.3. Dado u : B → X se define la componente cofibrada de

u como [u] ∈ [cofB, X]. Un objeto X se dirá α − B−cofibrado cuando el

cardinal de [cofB, X] es α. Al conjunto [cofB, X] se le denomina conjunto de

componentes B-cofibradas de X.

Teorema 1.4.1. Si u, v : B → X son equivalentes para cofibraciones entonces

para toda cofibración i : B ½ A y morfismo h : A → X con hi = u existe

h′ : A → X con h′i = v verificando que πi
n(X, h) ∼= πi

n(X, h′) para todo n ∈ N.

Demostración. Si u y v son equivalentes para cofibraciones, existen

u1, u2, . . . un : B → X con u1 = u, un = v y para todo j con 1 ≤ j ≤ n − 1

existe Hj : IB → X verificando Hjι0 = uj y Hjι1 = uj+1, o Hjι0 = uj+1

y Hjι1 = uj. Bastaŕıa entonces probar este teorema suponiendo que existe

E : IB → X con Eι0 = u y Eι1 = v pues en caso contrario se haŕıa con cada

una de las Hj que hacen a u y v equivalentes para cofibraciones.

Sea h : A → X y sea H : IA → X una extensión del cuadrado de homotoṕıa

hi = Eι0 asociado a la cofibración i. Se define h′ = Hι1.

Dado n ∈ N y F : InA → X tal que [F ] ∈ πi
n(X, h), se tiene el siguiente

cuadrado de homotoṕıa asociado a la cofibración in:

In
i B

²²
in

²²

ι0 // IIn
i B

HI(ρnin)

²²
InA

F
// X

Evidentemente el cuadrado es conmutativo pues HI(ρnin)ι0 = Hι0ρ
nin =

hρnin = Fin. Entonces por el teorema 1.2.3

(HI(ρnin))1 : [InA,X]hρnin{in} → [InA,X]h
′ρnin{in}

es una biyección. Nótese que para todo [F ] ∈ [InA,X]hρnin{in} se verifica que

H(F )ι1i
n = H(F )Iinι1 = HI(ρnin)ι1 = Hι1ρ

nin = h′ρnin. Donde H(F )
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es una extensión del cuadrado de homotoṕıa Fin = HI(ρnin)ι0 asociado a la

cofibración in.

Finalmente (HI(ρnin))1 : πi
n(X, h) → πi

n(X, h′) es un homomorfismo de

grupos y por tanto un isomorfismo:

sean [F ], [G] ∈ πi
n(X, h) entonces

{{{H(F ), HIρn−1, HIρn−1}, {HIρn, HIρn−1, HIρn−1}}Iν,

{H(G), HIρn−1, HIρn−1}}I(νω) es una extensión del cuadrado de homotoṕıa

(F ∗ G)in = HI(ρnin)ι0 asociado a in, donde H(G) es una extensión del

cuadrado Gin = HI(ρnin)ι0 asociado a la cofibración in.

Nótese que efectivamente es una extensión:

- {{{H(F ), HIρn−1, HIρn−1}, {HIρn, HIρn−1, HIρn−1}}Iν,

{H(G), HIρn−1, HIρn−1}}I(νω)ι0 =

{{{H(F )ι0, HIρn−1ι0, HIρn−1ι0}, {HIρnι0, HIρn−1ι0, HIρn−1ι0}}ν,
{H(G)ι0, HIρn−1ι0, HIρn−1ι0}}νω =

{{{F, hρn−1, hρn−1}, {hρn, hρn−1, hρn−1}}ν, {G, hρn−1, hρn−1}}νω =

{{F ′, (hρn)′}ν, G′}νω = F ∗G.

- {{{H(F ), HIρn−1, HIρn−1}, {HIρn, HIρn−1, HIρn−1}}Iν,

{H(G), HIρn−1, HIρn−1}}I(νω)Iin =

{{{H(F ), HIρn−1, HIρn−1}, {HIρn, HIρn−1, HIρn−1}}Iν,

{H(G), HIρn−1, HIρn−1}}I(νωin) =

{{{H(F ), HIρn−1, HIρn−1}, {HIρn, HIρn−1, HIρn−1}}Iν,

{H(G), HIρn−1, HIρn−1}}I(j1{in−1ρ, 1} ∪ j1) =

{{HIρn, HIρn−1, HIρn−1}Ij1I{in−1ρ, 1}, HIρn−1} =

{HIρn−1I{in−1ρ, 1}, HIρnIι1} = {HIρnIIin−1, HIρnIι0, HIρnIι1} =

HIρnIin = HI(ρnin).

Por tanto (HI(ρnin))1([F ∗G]) =

[{{{H(F ), HIρn−1, HIρn−1}, {HIρn, HIρn−1, HIρn−1}}Iν,

{H(G), HIρn−1, HIρn−1}}I(νω)ι1] = [H(F )ι1 ∗H(G)ι1] =
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[H(F )ι1] · [H(G)ι1] = (HI(ρnin))1([F ]) · (HI(ρnin))1([G]).

La extensión definida existe pues:

- {{H(F ), HIρn−1, HIρn−1}, {HIρn, HIρn−1, HIρn−1}}IνIj0 =

{H(F ), HIρn−1, HIρn−1}Ij1 =

HIρn−1 = {H(G), HIρn−1, HIρn−1}Ij0.

- {H(F ), HIρn−1, HIρn−1}Ij0 = {HIρn, HIρn−1, HIρn−1}Ij0.

- {HIρn−1, HIρn−1}(I{in−1ρ, 1} ∪ 1) = {HIρnIIin−1, HIρnIι0, HIρnIι1} =

HIρnIin = H(F )Iin = H(G)Iin.

Como consecuencia de este teorema se tiene que los grupos de homotoṕıa

relativos a cualquier cofibración i : B ½ A van a depender de las componentes

B-cofibradas de X y de los morfismos h : A → X asociados a dichas compo-

nentes.

Corolario 1.4.1. Si un objeto X es 1−B−cofibrado entonces los grupos de ho-

motoṕıa relativos a una cofibración i : B ½ A solo dependen, salvo isomorfismo,

de los morfismos h : A → X con hi = u para algún u : B → X fijado.

Demostración. Obsérvese que si X es 1 − B−cofibrado entonces todo par de

morfismos u, v : B → X es equivalente para cofibraciones.

Dada una cofibración i : B ½ A, el morfismo h : A → X que se utiliza

para definir los grupos de homotoṕıa πi
n(X, h) puede ser interpretado como un

“punto base” del objeto X a la hora de definir los grupos de homotoṕıa. En este

sentido, como ya se ha dicho, el conjunto de “puntos” de un objeto X puede ser

identificado con Hom(A,X), y un camino desde un punto f0 a un punto f1 de

X, con una homotoṕıa F : f0 ' f1 rel i.

Definición 1.4.4. Al conjunto [A,X]u{i} se le denominará conjunto de compo-

nentes conexas por caminos relativo a i en u. Cuando dicho conjunto es unitario,

el objeto X se dirá conexo por caminos en u relativo a i. El objeto X se dirá

conexo por caminos relativo a i cuando es 1−B−cofibrado y conexo por caminos

relativo a i en algún u : B → X.
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Observación 1.4.1.

1. Por el teorema 1.2.3, si u, v : B → X son equivalentes para cofibraciones,

entonces para toda cofibración i : B ½ A los conjuntos de componentes

conexas por caminos relativos a i del objeto X en u y en v son biyectivos.

2. Si X es 1 − B−cofibrado entonces para toda cofibración i : B ½ A los

conjuntos de componentes conexas por caminos relativos a i del objeto X

son todos biyectivos.

3. En particular si X es 1−B−cofibrado y conexo por caminos en u : B → X,

también es conexo por caminos en cualquier v : B → X.

Teorema 1.4.2. Dada una cofibración i : B ½ A, si h, h′ : A → X son tales

que h ' h′ rel i entonces πi
n(X, h) ∼= πi

n(X, h′) para todo n ∈ N.

Demostración. Si H : h ' h′ rel i entonces HI(ρi1) : II1
i B → X verifica

HI(ρi1)ι0 = hρi1 y HI(ρi1)ι1 = h′ρi1 y de forma análoga a la usada en la

demostración del teorema 1.4.1 se tiene que (HI(ρi1))1 : πi
1(X, h) → πi

1(X, h′)

es un isomorfismo de grupos.

Por otro lado HI(ρi1) : II1
i B → X hace que hρi1 y h′ρi1 estén en la misma

componente para cofibraciones que X, y como HIρi2 = {HI(ρi1), hρ, h′ρ} se

tiene por el teorema 1.4.1 que πi1

n (X, hρ) ∼= πi1

n (X, h′ρ), n ∈ N. Por ser

πi1

n (X, hρ) = πi
n+1(X, h) y πi1

n (X, h′ρ) = πi
n+1(X, h′) se concluye el resultado.

Por los teoremas 1.4.1 y 1.4.2 se tiene que los grupos de homotoṕıa relativos

a cofibraciones i : B ½ A de un objeto X dependen exclusivamente de las

componentes B-cofibradas de X y de las componentes conexas por caminos

relativas a i de dichas componentes cofibradas.

Corolario 1.4.2. Si el objeto X es conexo por caminos en u entonces para todo

n ∈ N, los grupos πi
n(X, h) son isomorfos para todos los h : A → X con hi = u.
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Demostración. Obsérvese que si X es conexo por caminos relativos a i en u

entonces el conjunto de componentes conexas por caminos realtivos a i de X en

u es unitario.

Corolario 1.4.3. Si el objeto X es conexo por caminos relativos a i entonces los

grupos de homotoṕıa relativos a i del objeto X no dependen del morfismo base

h : A → X ni del morfismo u = hi : B → X.

Demostración. Evidente por los corolarios 1.4.1 y 1.4.2.

Como consecuencia de este último corolario 1.4.3, cuando el objeto X es

conexo por caminos relativo a i, los grupos de homotoṕıa relativos a i del objeto

X se denotarán simplemente por πi
n(X). Nótese que si el objeto B fuera inicial,

entonces todo objeto X seŕıa 1−B-cofibrado y que la conexidad por caminos solo

dependeŕıa de la existencia de caminos entre los puntos del objeto X, esto es,

de las componentes conexas por camino relativas a la cofibración, como sucede

en el caso de los grupos de homotoṕıa clásicos de los espacios topológicos.

1.5 Acciones de Grupos de Homotoṕıa Genera-

lizada

Todo grupo de homotoṕıa generalizada define una acción sobre los grupos

de orden no inferior. Esta acción es la identidad cuando el orden del grupo que

actúa no es el primero. Por otro lado, la acción de un grupo sobre śı mismo es

por conjugación. Por tanto, los grupos de homotoṕıa generalizada son abelianos

para orden superior a uno.

Teorema 1.5.1. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo h : A → X

se tiene que θ : πi
n(X, h)× πi

m(X, h) → πi
n(X, h) definida para n ≥ m, usando

la notación de la demostración del teorema 1.2.3 asociada con la cofibración in,

por θ([F ], [H]) = [F ][H] = (HIρn+1−mIin)1([F ]), es una acción.
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Demostración. Isomorfismos:

Por el teorema 1.2.3 se tiene que toda [H] ∈ πi
m(X, h) induce una biyección

(HIρn+1−mIin)1 : πi
n(X, h)=[InA,X]hρnin{in}→πi

n(X, h)=[InA,X]hρnin{in}.

La extensión usada en la demostración del teorema 1.4.1 da también en este

caso que (HIρn+1−mIin)1 es un isomorfismo de grupos.

Bien definida:

Si [H0] = [H1] en el grupo πi
m(X, h), entonces (H0Iρn+1−mIin)1 =

(H1Iρn+1−mIin)1 : πi
n(X, h) → πi

n(X, h) pues por la proposición 1.2.6 si

H0 ' H1 rel im entonces existe H : Im+1A → X

con Him+1 = {hρm−1im−1ρ2, H0, H1, hρm, hρm}.
Si H0(F ), H1(F ) son extensiones respectivas de los cuadrados de homotoṕıa

Fin = H0Iρn+1−mIinι0, Fin = H1Iρn+1−mIinι0 asociados a la cofibración in,

donde [F ] ∈ πi
n(X, h), entonces:

H1(F )Iin = H1Iρn+1−mIin = HIι1Iρn+1−mIin = HI2ρn+1−mI2inIι1 y

H0(F )Iin = H0Iρn+1−mIin = HIι0Iρn+1−mIin = HI2ρn+1−mI2inIι0.

Por tanto existe {HI2ρn+1−mI2in, H0(F ), H1(F )} : IIn+1
i B → X haciendo

conmutativo el cuadrado de homotoṕıa Fρin+1 =

{HI2ρn+1−mI2in, H0(F ), H1(F )}ι0 asociado a la cofibración in+1.

Si G′ es una extensión de dicho cuadrado de homotoṕıa entonces

G = G′ι1 : H0(F )ι1 ' H1(F )ι1 rel in, y por tanto se tiene

(H0Iρn+1−mIin)1([F ]) = (H1Iρn+1−mIin)1([F ]).

Conservación de la identidad:

Si [H] = [hρm] ∈ πi
m(X, h) entonces (HIρn+1−mIin)1 = 1πi

n(X,h), pues

para toda [F ] ∈ πi
n(X, h) se tiene que Fρ : In+1A → X verifica que Fρin+1 =

{Finρ, F, F} = {hρninρ, F, F} = {hρmIρn+1−mIin, F, F}. Por tanto

(HIρn+1−mIin)1([F ]) = [F ].

Conservación de la operación:

Si [H], [G] ∈ πi
m(X, h) entonces ((H ∗G)Iρn+1−mIin)1 =
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(GIρn+1−mIin)1(HIρn+1−mIin)1 : πi
n(X, h) → πi

n(X, h), pues, observando por

el teorema 1.3.2 que [H]−1 · [H ∗G] = [H]−1 · [H] · [G] = [G], que [H]−1 = [H]

y que [H] = [H], se tiene por la proposición 1.3.9 la existencia de un morfismo

K : Im+1A → X verificando Kim+1 = {hρm−1im−1ρ2, H ∗G,G, H, hρm}.
Para toda [F ] ∈ πi

n(X, h) sean (H ∗G)(F ), H(F ) y G(H(F )ι1) extensiones

respectivas de los cuadrados de homotoṕıa Fin = (H ∗G)Iρn+1−mIinι0, Fin =

HIρn+1−mIinι0 y H(F )ι1i
n = GIρn+1−mIinι0 asociadas a la cofibración in.

Entonces, como

(H∗G)(F )Iin = (H∗G)Iρn+1−mIin = KIι0Iρn+1−mIin = KI2(ρn+1−min)Iι0

y G(H(F )ι1)Iin = GIρn+1−mIin = KIι1Iρn+1−mIin = KI2(ρn+1−min)Iι1,

existe el morfismo {KI2(ρn+1−min), (H ∗G)(F ), G(H(F )ι1)} : IIn+1
i B → X y

se tiene el cuadrado de homotoṕıa H(F )in+1 = {HIρn+1−mIin, F, H(F )ι1} =

{KI2(ρn+1−min), (H ∗G)(F ), G(H(F )ι1)}ι0 asociado a la cofibración in+1.

Entonces el morfismo L = L′ι1 : (H ∗G)(F )ι1 ' G(H(F )ι1)ι1 rel in, donde

L′ es una extensión del anterior cuadrado de homotoṕıa.

[(H ∗G)(F )ι1] = ((H ∗G)Iρn+1−mIin)1([F ]) = [G(H(F )ι1)ι1] =

(GIρn+1−mIin)1([H(F )ι1]) = (GIρn+1−mIin)1(HIρn+1−mIin)1([F ]).

Proposición 1.5 .1. Si m > 1, para toda [H] ∈ πi
m(X, h) se tiene que

(HIρn+1−mIin)1 = 1πi
n(X,h) : πi

n(X, h) → πi
n(X, h).

Demostración. Dada [F ] ∈ πi
n(X, h) sea H(F ) una extensión del cuadrado de

homotoṕıa Fin = HIρn+1−mIinι0 asociado a la cofibración in. Entonces:

HIχ1I
2ρn+1−mI2inIι0 = HIχ1Iι0Iρn+1−mIin = HIι0IρIρn+1−mIin =

hρm−1Iρn+2−mIin = hρn+1Iin = Finρ = FρIin y HIχ1I
2ρn+1−mI2inIι1 =

HIχ1Iι1Iρn+1−mIin = HIρn+1−mIin = H(F )Iin. Por tanto existe el morfismo

{HIχ1I
2ρn+1−mI2in, Fρ, H(F )} : IIn+1

i B → X que da origen al cuadrado

de homotoṕıa Fρin+1 = {HIχ1I
2ρn+1−mI2in, Fρ, H(F )}ι0 asociado a la cofi-

bración in+1.
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Entonces G=G′ι1 :F 'H(F )ι1 rel in, donde G′ es una extensión del cua-

drado de homotoṕıa anterior. Por tanto [F ]=[H(F )ι1]=(HIρn+1−mIin)1([F ]).

Nótese que si H : IA → X, no se puede definir el morfismo HIχ1.

Proposición 1.5.2. Si m = n, entonces para toda [H] ∈ πi
n(X, h) se tiene

que (HIρIin)1 : πi
n(X, h) → πi

n(X, h) es de la forma (HIρIin)1([F ]) =

[H]−1 · [F ] · [H].

Demostración. En la demostración del teorema 1.4.1 se probó la existencia de

los morfismos del tipo {Fρ, hρn, hρn}, {Hχ1, hρn, H} : II in−1 → X. Por otro

lado {Fρ, hρn, hρn}Ij0 = hρn = {Hχ1, hρn, H}Ij0 = {Fρ, hρn, hρn}Ij1, por

tanto existe el morfismo

{{{Fρ, hρn, hρn}, {Hχ1, hρn, H}}Iν, {Hχ1, hρn, H}}IνIω : In+1A → X ve-

rificando

{{{Fρ, hρn, hρn}, {Hχ1, hρn, H}}Iν, {Hχ1, hρn, H}}IνIωin+1 =

{{{Fρ, hρn, hρn}, {Hχ1, hρn, H}}Iν, {Hχ1, hρn, H}}IνIω{Iin, ι0, ι1} =

{{{Fρ, hρn, hρn}, {Hχ1, hρn, H}}Iν, {Hχ1, hρn, H}}
{Ij1I{in−1ρ, 1} ∪ Ij1, ι0νω, ι1νω} =

{{H,H}(I{in−1ρ, 1} ∪ 1), F ,

{{{F, hρn−1, hρn−1}, {H, hρn−1, hρn−1}}ν, {H, hρn−1, hρn−1}}νω} =

{{HIin−1Iρ, H, H}, F , {{F ′, H ′}ν, H ′}νω} =

{{HIρI2in−1, HIρIι0, HIρIι1}, F , {{F ′, H ′}ν, H ′}νω} =

{HIρIin, F , {{F ′, H ′}ν, H ′}νω}.
Entonces por el corolario 1.3.8, [F ] = [F ] y por el teorema 1.2.3 se tiene

que (HIρIin)1([F ]) = [{{F ′, H ′}ν,H ′}νω]. De donde, por los teoremas 1.3.1 y

1.3.2 se concluye que [{{F ′, H ′}ν, H ′}νω] = [{F ′, H ′}νω] · [H] =

[{F ′, H ′}νω]−1 · [H] = [F ∗H]−1 · [H] = ([F ]−1 · [H])−1 · [H] =

[H]−1 · ([F ]−1)−1 · [H] = [H]−1 · [F ] · [H].

Corolario 1.5.1. Para toda cofibración i : B ½ A, morfismo h : A → X, n ∈ N
y n > 1, el grupo de homotoṕıa πi

n(X, h) es abeliano.
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Demostración. Por las proposiciones 1.5 .1 y 1.5 .2 se tiene que para toda

[F ], [H] ∈ πi
n(X, h), por ser n > 1, [F ][H] = [F ], y por ser n = m, [F ][H] =

[H]−1 · [F ] · [H]. Se concluye que [F ] = [H]−1 · [F ] · [H].



Caṕıtulo 2

Sucesión Exacta de Homotoṕıa

Generalizada Asociada a un

Morfismo

La homotoṕıa generalizada, a semejanza de lo que sucede en la mayoŕıa de las

teoŕıas de homotoṕıa, asocia a todo morfismo una sucesión exacta relacionando

los grupos de homotoṕıa generalizada del morfismo, los de su dominio y los de

su codominio.

Para ello es necesario partir de la subcategoŕıa llena de pares de la original

cuyos objetos son las cofibraciones. Con las transformaciones naturales y el cilin-

dro inducidos por la I-categoŕıa generalizada original, se obtiene una estructura

de este mismo tipo en la mencionada subcategoŕıa. Aśı se obtienen grupos de ho-

motoṕıa no sólo para las cofibraciones, sino también para morfismos cualesquiera

de la categoŕıa original, pues en la obtención de dichos grupos no influye si éste

es cofibración o no. Las proyecciones naturales de la categoŕıa de pares en la

original inducen homomorfismos entre los respectivos grupos generalizados.

Los grupos de homotoṕıa relativos a una cofibración de un morfismo son

grupos de homotoṕıa relativos a cofibraciones de pares procedentes de la iteración

59



60 2. Sucesión Exacta de Homotoṕıa

de la cofibración dada y de sus respectivos conos. Estos grupos de homotoṕıa

generalizada de un morfismo poseen propiedades similares a las definidas para

objetos en el caṕıtulo anterior. Se tiene además que todo grupo de homotoṕıa

generalizada de un objeto basado en un morfismo puede ser interpretado para

toda factorización de este morfismo como un grupo de homotoṕıa generalizada de

un morfismo. De esta forma se obtiene un homomorfismo natural de los grupos

de homotoṕıa generalizada del codominio de un morfismo en los respectivos de

éste.

Usando el homomorfismo natural ya mencionada junto con el homomorfismo

proyección entre los grupos de homotoṕıa generalizados y los homomorfismos

inducidos por un morfismo se obtiene una sucesión exacta de homotoṕıa genera-

lizada asociada a este morfismo que incluye el grupo del codominio en el grupo

del morfismo, proyecta éste en el grupo de su dominio y lo traslada por medio

del morfismo al grupo de su codominio. El carácter funtorial de los grupos que

intervienen en la sucesión es también adoptada por ésta.

Por último, la acción ya descrita del primer grupo de homotoṕıa generalizada

del dominio del morfismo sobre los demás grupos del dominio puede ser extendida

a los grupos del codominio y del morfismo. Dicha acción deja invariantes a la

sucesión exacta de homotoṕıa generalizada asociada al morfismo.

2.1 I-Categoŕıa Generalizada de Pares

Para crear la sucesión exacta de homotoṕıa generalizada asociada a un mor-

fismo en una I-categoŕıa es necesario estudiar las propiedades de las categoŕıas

de pares de ésta.

Como sucede en muchas teoŕıas de homotoṕıa, si se consideran pares como

cofibraciones, la categoŕıa resultante va también a tener una estructura similar

a la que posee la categoŕıa original, en este caso una estructura de I-categoŕıa

generalizada.
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Dada una I-categoŕıa generalizada C, se define la categoŕıa Cof C como la

subcategoŕıa llena de Pair C cuyos objetos son cofibraciones.

Para los objetos de Cof C se usará la notación (X, Y ), (X ′, Y ′), . . . que

representará cofibraciones f : Y ½ X, f ′ : Y ′ ½ X ′, . . . en C. Un morfismo

(u, v) : (X,Y ) → (X ′, Y ′) es un cuadrado conmutativo de la forma uf = f ′v

en C.

Definición 2.1.1. Un morfismo (u, v) : (X, Y ) → (X ′, Y ′) se dice cofibración

cuando v y {f ′, u} : P{v, f} → X ′ son cofibraciones en C.

Observación 2.1.1. Si (u, v) : (X,Y ) ½ (X ′, Y ′) es una cofibración de pares,

también lo es (f ′, f) : (Y ′, Y ) ½ (X ′, X), donde las cofibraciones asociadas

a dichos pares son, respectivamente, v : Y ½ Y ′ y u : X ½ X ′, ya que

{f ′, u} = {u, f ′} : P{v, f} = P{f, v} ½ X ′.

Para todo par (X,Y ) se define I(X, Y ) = (IX, IY ) con cofibración asociada

If , que lo es por la observación 1.1.4 al serlo f , y para todo morfismo de pares

(u, v), I(u, v) = (Iu, Iv). Se definen

ι0 = (ι0, ι0), ι1 = (ι1, ι1) : (X,Y ) → I(X,Y ),

ρ = (ρ, ρ) : I(X,Y ) → (X, Y ) y

χ0 = (χ0, χ0), χ1 = (χ1, χ1) : I2(X, Y ) → I(X, Y ).

Teorema 2.1.1. La estructura (Cof C, ιε, ρ, χε, cof) es una I-categoŕıa genera-

lizada, donde cof representa la familia de cofibraciones de pares.

Demostración. Evidentemente I :Cof C →Cof C es un funtor, y ιε = (ιε, ιε),

ρ = (ρ, ρ), χε = (χε, χε) son transformaciones naturales, ε ∈ {0, 1}.
Los axiomas GI1 y GI5 se verifican trivialmente por la definición de las

transformaciones naturales.

GI2: Obsérvese que si (u, v) : (X,Y ) ½ (X ′, Y ′) es una cofibración,

también u = {f ′, u}v lo es por ser composición de ellas.

Dado un morfismo (g, h) : (X,Y ) → (X ′′, Y ′′) y la cofibración

(u, v) : (X,Y ) ½ (X ′, Y ′) entonces por el axioma GI2 de C se tienen los push
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outs P{v, h} y P{u, g} y por la proposición 0.2.4, existe P{(u, v), (g, h)} =

(P{u, g}, P{v, h}).
El morfismo asociado a este par, f ′ ∪f f ′′ : P{v, h} → P{u, g}, es cofi-

bración por la proposición 1.1.3 pues lo son f, f ′, f ′′ y, por la observación

2.1.1, {u, f ′} : P{f, v} ½ X ′.

Dados {f ′ ∪ f ′′, u} : P{f ′′, v} → P{u, g}, {f ′, u} : P{v, f} → X ′ y

h ∪h g : P{v, f} → P{v, f ′′} se tiene que {f ′ ∪ f ′′, u}(h ∪ g) = {gf ′, gu} =

g{f ′, u} y por la proposición 0.2.2 P{u, g} = P{{f ′, u}ṽ, g} =

P{{f ′, u}, h ∪ g} donde ṽ es la inducida por v en P{v, f}, pues P{v, f ′′} =

P{v, f ′′h} = P{v, gf} = P{ṽ, g}. De donde {f ′ ∪ f ′′, u} = {f ′, u} y, por

tanto, cofibración. En consecuencia, (u, v) es una cofibración en Cof C.

Por otro lado, usando que el funtor I en C transforma push outs cofibra-

dos en push outs se tiene que IP{(u, v), (g, h)} = I(P{u, g}, P{v, h}) =

(IP{u, g}, IP{v, h}) = (P{Iu, Ig}, P{Iv, Ih}) = P{(Iu, Iv), (Ig, Ih)} =

P{I(u, v), I(g, h)}.
GI3: El morfismo (ιε, ιε) : (X,Y ) → (IX, IY ) es cofibración pues lo es

ιε, ε ∈ {0, 1} y por la observación 1.1.4 y la proposición 1.1.2, también lo son

{If, ιε} : P{ιε, f} → IX. El morfismo 1(X,Y ) = (1X , 1Y ) es cofibración por

serlo 1Y y {f, 1X} = f .

Si (u, v) : (X,Y ) ½ (X ′, Y ′) y (u′, v′) : (X ′, Y ′) ½ (X ′′, Y ′′) son cofibra-

ciones entonces (u′, v′)(u, v) = (u′u, v′v) también lo es pues v′v y {f ′′, u′u} =

{f ′′, u′}(1 ∪ u) lo son por ser composición de cofibraciones. Nótese que

1 ∪ u : P{v′v, f} → P{v′, f ′} es cofibración por la proposición 1.1.3 pues

lo son v, 1Y ′′ , u y {f ′, u} : P{v, f} → X ′.

Sea (u, v) : (X, Y ) ½ (X ′, Y ′) una cofibración y sea (g, h)(u, v) =

(G,H)(ιε, ιε) un cuadrado de homotoṕıa asociado a la cofibración (u, v), en-

tonces hv = Hιε es un cuadrado de homotoṕıa asociado a la cofibración v.

Sea H ′ una extensión de este cuadrado. Por otro lado, se tiene el cuadrado
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de homotoṕıa g{f ′, u} = {f ′′h,Gιε} = {f ′′H ′, G}ιε asociado a la cofibración

{f ′, u}, donde f ′′ : Y ′′ → X ′′ es el codominio de los morfismo (g, h) y (G,H).

Sea G′ una extensión de este cuadrado de homotoṕıa asociado a {f ′, u}. En-

tonces G′If ′ = f ′′H ′ y por tanto existe (G′, H ′) : I(X ′, Y ′) → (X ′′, Y ′′).

Se tiene entonces (G′, H ′)(ιε, ιε) = (G′ιε, H ′ιε) = (g, h) y (G′, H ′)I(u, v) =

(G′, H ′)(Iu, Iv) = (G′Iu, H ′Iv) = (G,H) y por tanto (G′, H ′) es una ex-

tensión del cuadrado de homotoṕıa asociado a la cofibración (u, v).

GI4: Sea una cofibración (u, v) : (X, Y ) ½ (X ′, Y ′). Entonces por la

proposición 0.2.4 P{(ι0, ι0), (u, v)} = (P{ι0, u}, P{ι0, v}) y {I(u, v), (ι0, ι0)} =

({Iu, ι0}, {Iv, ι0}) : P{(u, v), (ι0, ι0)} = (P{u, ι0}, P{v, ι0}) → I(X ′, Y ′).

Por la misma proposición, P{(u, v)(ι1, ι1), (u, v)} = P{(uι1, vι1), (u, v)} =

(P{uι1, u}, P{vι1, v}) y (u, v)1 = {I(u, v), (ι0, ι0), (ι1, ι1)} =

{({Iu, ι0}, {Iv, ι0}), (ι1, ι1)} = ({Iu, ι0, ι1}, {Iv, ι0, ι1}) =

(u1, v1) : I1
(u,v)(X,Y ) = P{(u, v)(ι1, ι1), (u, v)} = P{(uι1, vι1), (u, v)} =

(P{uι1, u}, P{vι1, v}) = (I1
uX, I1

vY ) → I(X ′, Y ′).

El siguiente cuadrado es un push out

P{v, f}
²²

{f ′,u}ι1
²²

{f ′,u} // X ′

v1uι1
²²

P{ι0, {f ′, u}}
{I1

(u,v)
f,v1euu,v1euι0}

// P{v1, I1
(u,v)f}

Obsérvese que existe el morfismo {I1
(u,v)f, v1ũu, v1ũι0}, pues v1ũuIf =

v1I1
(u,v)fṽv = I1

(u,v)fv1ṽv = I1
(u,v)fIv, por tanto existe el morfismo

{I1
(u,v)f, v1ũu} : IP{v, f} → P{v1, I1

(u,v)f}, y {I1
(u,v)f, v1ũu}ι0 =

{I1
(u,v)fι0, v1ũuι0} = {I1

(u,v)fv1ṽι0, v1ũι0u} = {v1I1
(u,v)fṽι0, v1ũι0u} =

{v1ũι0f
′, v1ũι0u} = v1ũι0{f ′, u}.

Conmutatividad:

{I1
(u,v)f, v1ũu, v1ũι0}{f ′, u}ι1 = {I1

(u,v)f, v1ũu}ι1 = {I1
(u,v)fι1, v1ũuι1} =

{I1
(u,v)fv1vι1, v1uι1u} = {v1I1

(u,v)fvι1, v1uι1u} = {v1uι1f
′, v1uι1u} =
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v1uι1{f ′, u}.
Propiedad push out:

Dados los morfismos g : X ′ → Z y {H, G, h} : P{ι0, {f ′, u}} → Z veri-

ficando {H, G, h}{f ′, u}ι1 = {H,G}ι1 = {Hι1, Gι1} = {gf ′, gu} entonces

Hι1 = gf ′ y Gι1 = gu. Además, por existir el morfismo {H,G, h} se tienen que

Hι0 = hf ′, Gι0 = hu y HIv = GIf . Como Gι0 = hu y {G, h}uι1 =

Gι1 = gu entonces existe {G, h, g} : I1
uX → Z. Por otro lado Hv1 =

H{Iv, ι0, ι1}={HIv,Hι0, Hι1}={GIf, hf ′, gf ′}={G, h, g}I1
(u,v)f . Por tanto

{H,{G,h, g}} = {{H,G,h}, g} :P{v1, I1
(u,v)f} = P{{f ′, u}ι1,{f ′, u}} → Z.

Teniendo en cuenta que P{{f ′, u}ι1, {f ′, u}} = I1
{f ′,u}P{v, f}, se tiene que

{If ′, u1} = {f ′, u}1. Además, por la proposición 1.2 .7, el morfismo

I1
(u,v)f : I1

vY → I1
uX es cofibración.

Se concluye que (u1, v1) = (u, v)1 : (I1
uX, I1

vY ) ½ (IX ′, IY ′) es una cofibración

de pares.

En consecuencia, la categoŕıa Cof C es una I-categoŕıa generalizada, y se

pueden obtener en ella los resultados ya probados en el caṕıtulo precedente. Se

tendrá homotoṕıa relativa a cofibraciones de pares, grupos de homotoṕıa relativos

a éstas y acciones de dichos grupos sobre los de orden superior.

Observación 2.1.2. De la demostración del axioma GI2 en el teorema 2.1.1 se

concluye que si (g0, g1) : (X, Y ) → (X ′, Y ′) y (h0, h1) : (X, Y ) → (X ′′, Y ′′)

son morfismos de pares tales que existen los push out P{g0, h0} y P{g1, h1}
entonces existe el push out P{(g0, g1), (h0, h1)} = (P{g0, h0}, P{g1, h1}) con

cofibración asociada f ′ ∪f f ′′.

Observación 2.1.3. De la demostración del axioma GI4 en el teorema 2.1.1

se concluye que para toda cofibración de pares (u, v) : (X,Y ) → (X ′, Y ′)

se verifica que (u, v)1 = (u1, v1) : I1
(u,v)(X, Y ) = (I1

uX, I1
vY ) → I(X ′, Y ′) =

(IX ′, IY ′), donde la cofibración asociada al dominio es I1
(u,v)f , es una cofibración

de pares. Iterando el proceso, se tiene que (u, v)n =((u, v)1)n−1 =(u1, v1)n−1 =

· · · (un−1, vn−1)1 = (un, vn) : In
(u,v)(X, Y ) = (In

u X, In
v Y ) → In(X ′, Y ′) =
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(InX ′, InY ′) es una cofibración de pares, donde la cofibración asociada al do-

minio es In
(u,v)f , que es cofibración por el corolario 1.2.2.

Observación 2.1.4. Dada una cofibración de pares (u, v) : (X,Y ) ½ (X ′, Y ′), us-

ando las observaciones 2.1 .1 y 2.1 .3 se concluye que ((f ′)n, fn), desde

(In
f ′Y

′, In
f Y ) en (InX ′, InX), es una cofibración de pares. De donde

(Inu, In
(f ′,f)v) : (InX, In

f Y ) → (InX ′, In
f ′Y

′) es también cofibración de pares

por la observación 2.1.1.

Existen funtores proyección p1, p2 :Cof C → C definidos sobre la primera y

segunda componentes de forma obvia. Estos funtores conservan la homotoṕıa,

las operaciones de los grupos y las acciones de estos.

Proposición 2.1.1. Dada una cofibración de pares (u, v) : (X, Y ) ½ (X ′, Y ′),

si (g0, h0) ' (g1, h1) rel (u, v) entonces g0 ' g1 rel u y h0 ' h1 rel v.

Demostración. Si (G,H) : (g0, h0)'(g1, h1) rel (u, v) entonces (G,H)(u, v)1 =

(G,H)(u1, v1) = (Gu1, Hv1) = {(g0, h0)(u, v)(ρ, ρ), (g0, h0), (g1, h1)} =

{(g0uρ, h0vρ), (g0, h0), (g1, h1)} = ({g0uρ, g0, g1}, {h0vρ, h0, h1}). De donde

G : g0 ' g1 rel u y H : h0 ' h1 rel v.

Corolario 2.1.1. Para toda cofibración (u, v) : (X,Y ) ½ (X ′, Y ′) y todo

morfismo de pares (g, h) : (X, Y ) → (X ′′, Y ′′), las inducidas por los

funtores proyección, p1 : [(X ′, Y ′), (X ′′, Y ′′)](g,h){(u,v)} → [Y ′, Y ′′]h{v} y

p2 : [(X ′, Y ′), (X ′′, Y ′′)](g,h){(u,v)} → [X ′, X ′′]g{u}, son aplicaciones.

Proposición 2.1.2. Dada una cofibración de pares (u, v) : (X, Y ) ½ (X ′, Y ′),

si [G0, H0] ∈ H(u,v)((g0, h0), (g1, h1)) y [G1, H1] ∈ H(u,v)((g1, h1), (g2, h2)) en-

tonces [G0, H0] · [G1, H1] = [G0 ∗G1, H0 ∗H1].

Demostración. Por la observación 2.1.2 se tiene que P{(u, v), (u, v)} =

(P{u, u}, P{v, v}) con cofibración asociada f ′ ∪f f ′. Por la observación

2.1.3 y por la proposición 0.2.4 se verifica que {(u, v)ρ, 1} ∪ 1 =

({uρ, 1} ∪ 1, {vρ, 1} ∪ 1) : I1
(u,v)(X,Y ) = (I1

uX, I1
vY ) → P{(u, v), (u, v)} =
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(P{u, u}, P{v, v}). Usando de nuevo las observaciones 2.1.2 y 2.1.3 se concluye

que I(u,v) =P{(u, v)1, {(u, v)ρ, 1}∪1}=P{(u1, v1), ({uρ, 1}∪1, {vρ, 1}∪1)}=

(P{u1, {uρ, 1} ∪ 1}, P{v1, {vρ, 1} ∪ 1}) = (Iu, Iv) con cofibración asociada

If ′ ∪ f ′ ∪ f ′. Además por la proposición 0.2.4, ω(u,v) = (ωu, ωv) : I(X ′, Y ′) =

(IX ′, IY ′) → I(u,v) = (Iu, Iv) y {j0(u,v)
, j1(u,v)

} =

({j0u , j1u}, {j0v , j1v}) : P{(u, v), (u, v)} = (P{u, u}, P{v, v}) → I(u,v) =

(Iu, Iv).

Obsérvese que j0(u,v)
= {j0(u,v)

, j1(u,v)
}(u, v) = ({j0u , j1u}, {j0v , j1v})(u, v) =

(j0u , j0v) : (X ′, Y ′) → I(u,v) = (Iu, Iv).

Análogamente j1(u,v)
= (j1u , j1v) : (X ′, Y ′) → I(u,v) = (Iu, Iv).

Por lo anterior y la observación 2.1.2, se tiene que P{j0(u,v)
, j0(u,v)

} =

P{(j0u , j0v), (j0u , j0v)} = (P{j0u , j0u}, P{j0v , j0v}) con cofibración asociada

(If ′ ∪ f ′ ∪ f ′) ∪f ′ (If ′ ∪ f ′ ∪ f ′). Por la proposición 0.2.4 se tiene j0(u,v)
=

(j0u , j0v) = (j0u , j0v) : I(u,v) = (Iu, Iv) → P{j0(u,v)
, j0(u,v)

} =

(P{j0u , j0u}, P{j0v , j0v}) y ω(u,v) ∪ j1(u,v)
ρ = (ωu, ωv) ∪ (j1u , j1v)ρ =

(ωu, ωv) ∪ (j1uρ, j1vρ) = (ωu ∪ j1uρ, ωv ∪ j1vρ) : IP{(u, v), (u, v)} =

(P{Iu, Iu}, P{Iv, Iv}) → P{j0(u,v)
, j0(u,v)

} = (P{j0u , j0u}, P{j0v , j0v}).
Si ν ′(u,v) es una extensión del cuadrado de homotoṕıa j0(u,v)

{j0(u,v)
, j1(u,v)

} =

(ω(u,v) ∪ j1(u,v)
ρ)ι0 asociado a la cofibración {j0(u,v)

, j1(u,v)
}, entonces adopta

la forma de un morfismo de pares ν ′(u,v) = (ν ′u, ν
′
v) : I(Iu, Iv) =

(IIu, IIv) → P{j0(u,v)
, j0(u,v)

} = (P{j0u , j0u}, P{j0v , j0v}), y se verifica

(ωu ∪ j1uρ, ωv ∪ j1vρ) = (ω(u,v) ∪ j1(u,v)
ρ) = ν ′(u,v)I{j0(u,v)

, j1(u,v)
} =

(ν ′u, ν
′
v)(I{j0u , j1u}, I{j0v , j1v}) = (ν ′uI{j0u , j1u}, ν ′vI{j0v , j1v}) y (ν ′uι0, ν

′
vι0) =

ν ′(u,v)ι0 = j0(u,v)
= (j0u , j0v). De donde ν ′u y ν ′v son extensiones respectivas

de los cuadrados de homotoṕıa j0u{j0u , j1u} = (ωu ∪ j1uρ)ι0 y j0v{j0v , j1v} =

(ωv∪j1vρ)ι0 asociados respectivamente a las cofibraciones {j0u , j1u} y {j0v , j1v}.
Por tanto, ν(u,v) = ν ′(u,v)ι1 = (ν ′uι1, ν

′
vι1) = (νu, νv).

Por la proposición 0.2.4 se verifica que
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{{{(G0, H0), (g0, h0), (g1, h1)}, {(g0, h0)ρ, (g0, h0), (g0, h0)}}ν(u,v),

{(G1, H1), (g1, h1), (g2, h2)}}ν(u,v)ω(u,v) =

{{({G0, g0, g1}, {H0, h0, h1}), ({g0ρ, g0, g0}, {h0ρ, h0, h0})}ν(u,v),

({G1, g1, g2}, {H1, h1, h2})}ν(u,v)ω(u,v) =

{({{G0, g0, g1}, {g0ρ, g0, g0}}, {{H0, h0, h1}, {h0ρ, h0, h1}})(νu, νv),

({G1, g1, g2}, {H1, h1, h2}))}ν(u,v)ω(u,v) =

{({{G0, g0, g1}, {g0ρ, g0, g0}}νu, {{H0, h0, h1},
{h0ρ, h0, h1}}νv), ({G1, g1, g2}, {H1, h1, h2}))}ν(u,v)ω(u,v) =

({{{G0, g0, g1}, {g0ρ, g0, g0}}νu, {G1, g1, g2}}, {{{H0, h0, h1},
{h0ρ, h0, h1}}νv, {H1, h1, h2}})(νu, νv)(ωu, ωv) =

({{{G0, g0, g1}, {g0ρ, g0, g0}}νu, {G1, g1, g2}}νuωu,

{{{H0, h0, h1}, {h0ρ, h0, h1}}νv, {H1, h1, h2}}νvωv) = (G0 ∗G1, H0 ∗H1).

Corolario 2.1.2. Dada una cofibración de pares (u, v) : (X, Y ) ½ (X ′, Y ′)

y un morfismo (g, h) : (X ′, Y ′) → (X ′′, Y ′′) entonces las inducidas por los

respectivos funtores proyección, p1 : π
(u,v)
1 ((X ′′, Y ′′), (g, h)) → πv

1(Y
′′, h) y

p2 : π
(u,v)
1 ((X ′′, Y ′′), (g, h)) → πu

1 (X ′′, g), son homomorfismos de grupos.

Demostración. Por el teorema 1.3 .2 y la proposición 2.1 .2 se tiene que

π
(u,v)
1 ((X ′′, Y ′′), (g, h)) = [I(X ′, Y ′), (X ′′, Y ′′)](g,h)(ρ,ρ)(u,v)1{(u,v)1} =

[(IX ′, IY ′), (X ′′, Y ′′)](gρu1,hρv1){(u1,v1)}, πv
1(Y

′′, h) = [IY ′, Y ′′]hρv1{v1} y

πu
1 (X ′′, g) = [IX ′, X ′′]gρu1{u1}. De donde por el corolario 2.1 .1 se tiene

que, p1 : [(IX ′, IY ′), (X ′′, Y ′′)](gρu1,hρv1){(u1,v1)} → [IY ′, Y ′′]hρv1{v1} y

p2 : [(IX ′, IY ′), (X ′′, Y ′′)](gρu1,hρv1){(u1,v1)} → [IX ′, X ′′]gρu1{u1} son aplicaciones.

Como además para todo [G0, H0], [G1, H1] ∈ H(u,v)((g, h), (g, h)) se tiene que

p1([G0, H0] · [G1, H1]) = p1([G0 ∗ G1, H0 ∗ H1]) = [H0 ∗ H1] = [H0] · [H1] =

p1([G0, H0]) · p1([G1, H1]) y análogamente para p2, se concluye que p1 y p2 son

homomorfismos de grupos.
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Corolario 2.1.3. Dada una cofibración (u, v) : (X, Y ) ½ (X ′, Y ′) y un morfismo

(g, h) : (X ′, Y ′) → (X ′′, Y ′′) entonces las inducidas por los

respectivos funtores proyección, p1 : π
(u,v)
n ((X ′′, Y ′′), (g, h)) → πv

n(Y ′′, h) y

p2 : π
(u,v)
n ((X ′′, Y ′′), (g, h)) → πu

n(X ′′, g), son homomorfismos de grupos para

todo n ≥ 1.

Demostración. Basta observar por la proposición 1.4 .1 que πu
n(X ′′, g) =

πun−1

1 (X ′′, gρn−1), πv
n(Y ′′, h) = πvn−1

1 (Y ′′, hρn−1), π
(u,v)
n ((X ′′, Y ′′), (g, h)) =

π
(u,v)n−1

1 ((X ′′, Y ′′), (g, h)(ρ, ρ)n−1), que por la observación 2.1.3 (u, v)n−1 =

(un−1, vn−1) : In−1
(u,v)(X, Y ) = (In

u X, In
v Y ) → In−1(X ′, Y ′) = (In−1X ′, In−1Y ′)

es una cofibración de pares y que (g, h)(ρ, ρ)n−1 = (gρn−1, hρn−1).

Corolario 2.1.4. Dada una cofibración (u, v) : (X,Y ) ½ (X ′, Y ′), y un mor-

fismo (g, h) : (X ′, Y ′) → (X ′′, Y ′′), si [G,H], [U, V ] ∈ π
(u,v)
n ((X ′′, Y ′′)), (g, h))

entonces p1([G,H][U,V ]) = [H][V ] y p2([G,H][U,V ]) = [G][U ].

Demostración. La acción definida en el teorema 1.5.1 hace que [G,H][U,V ] =

[(U, V )((G,H))ι1], donde (U, V )((G,H)) es una extensión del cuadrado de ho-

motoṕıa (G,H)(u, v)n = (U, V )IρI(u, v)nι0 asociado a la cofibración (u, v)n.

Por la observación 2.1.3, el cuadrado de homotoṕıa anterior es equivalente a

(G,H)(un, vn) = (UIρIun, V IρIvn)(ι0, ι0) luego (U, V )((G,H)) =

(U(G), V (H)) con U(G) y V (H) extensiones respectivas de los cuadrados de

homotoṕıa Gun = UIρIunι0 y Hvn = V IρIvnι0 asociadas a las cofibraciones

un y vn respectivamente, verificando que U(G)Inf ′ = f ′′V (H).

Por tanto p1([G,H][U,V ]) = p1([(U, V )((G,H))ι1]) =

p1([(U(G), V (H))(ι1, ι1)]) = p1([U(G)ι1, V (H)ι1]) = [V (H)ι1] = [H][V ]. Aná-

logamente para p2.

Obsérvese que en la definición de los grupos de homotoṕıa relativos a una cofi-

bración (u, v) : (X,Y ) ½ (X ′, Y ′) basados en un morfismo de pares

(g, h) : (X ′, Y ′) → (X ′′, Y ′′) no interviene para nada que f ′′ : Y ′′ → X ′′ sea
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una cofibración, lo que permite extender la definición de los grupos de homotoṕıa

relativos a cofibraciones de pares a morfismos.

Definición 2.1.2. Dada una cofibración de pares (u, v) : (X,Y ) ½ (X ′, Y ′) y

morfismos f ′′ : Y ′′ → X ′′ y (g, h) : (X ′, Y ′) → f ′′ y se define el n−grupo de

homotoṕıa relativo a la cofibración (u, v) del morfismo f ′′ basado en (g, h) como

π
(u,v)
n (f ′′, (g, h)) = π

(u,v)
n ((X ′′, Y ′′), (g, h))

2.2 Grupos de Homotoṕıa Generalizados de Mor-

fismos

Dada una cofibración i : B ½ A y morfismos g : A → Y y f : Y → X,

la definición 2.1.2 permite definir grupos de homotoṕıa relativos a la cofibración

i del morfismo f basado en el morfismo g. Para ello es necesario hacer uso del

concepto de cono de una cofibración.

Obsérvese que en general, si se tiene una cofibración j : A ½ X y una

retracción r : X → A de la cofibración j, como jrj = j = jρι0 = jρι1 entonces

siempre existe el morfismo {jρ, jr, 1} : I1
j A → X.

Definición 2.2.1. Dada una cofibración i : B ½ A, se define el cono de In
i B

como el push out CIn
i B = P{(ĩn−1ι0ι

n−1
0 )1, {ĩn−1ι0ι

n−1
0 ρ, ĩn−1ι0ι

n−1
0 ρnin, 1}},

donde ĩn−1 :P{ι0, in−1}→P{in−1ι1, i
n−1}= In

i B es obtenido mediante el axio-

ma de cilindro relativo GI4. Nótese que ρninĩn−1ι0ι
n−1
0 = ρnιn0 = 1 y por tanto

ρnin es una retracción para ĩn−1ι0ι
n−1
0 .

Asimismo se define el cono del objeto InA como CInA = P{(ιn0 )1, {ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1}}.

Nótese que ρnιn0 = 1 y por tanto ρn es una retracción de ιn0 .

Se define el cono de la cofibración in como Cin = Iin ∪ in : CIn
i B =

P{(ĩn−1ι0ι
n−1
0 )1, {ĩn−1ι0ι

n−1
0 ρ, ĩn−1ι0ι

n−1
0 ρnin, 1}} → CInA =

P{(ιn0 )1, {ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1}}. El morfismo I1

(ιn0 , gin−1ι0ιn−1
0 )

1 permite dicha unión como

consecuencia de aplicar el teorema 1.2.2 al cuadrado conmutativo inĩn−1ι0ι
n−1
0 =
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ιn01A y observando que {ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1}I1

(ιn0 , gin−1ι0ιn−1
0 )

1 = {ιn0ρ, ιn0ρ
nin, in} =

{inĩn−1ι0ι
n−1
0 ρ, inĩn−1ι0ι

n−1
0 ρnin, in} = in{ĩn−1ι0ι

n−1
0 ρ, ĩn−1ι0ι

n−1
0 ρnin, 1}.

Se usará la siguiente notación: kIn
i B = (ĩn−1ι0ι

n−1
0 )1 : In

i B→CIn
i B, qIn

i B =

{ĩn−1ι0ι
n−1
0 ρ, ĩn−1ι0ι

n−1
0 ρnin, 1} : IIn

i B→CIn
i B, kInA = (ιn0 )1 : InA → CInA,

qInA = {ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1} : IInA → CInA.

Los sub́ındices en dichos morfismos se sobreentenderán cuando no exista

posibilidad de confusión.

Teorema 2.2 .1. Dada una cofibración i : B ½ A entonces también

{Cin, k} : P{k, in} → CInA es cofibración.

Demostración. Obsérvese que Cink = (Iin ∪ in)k = kin y que por tanto existe

el morfismo {Cin, k}. El siguiente cuadrado es un push out:

In+1
i B

in+1

²²

{inq,kιn0 ρn,k}
// P{k, in}

{Cin,k}
²²

In+1A q
// CInA

Como inqι0 = inkĩn−1ι0ι
n−1
0 ρnin = kinĩn−1ι0ι

n−1
0 ρnin = kι0ι

n−1
0 ρnin =

kιn0ρ
nin y inqι1 = ink = kin entonces existe el morfismo {inq, kιn0ρ

n, k}.
Conmutatividad:

{Cin, k}{inq, kιn0ρ
n, k} = {Cinq, kιn0ρ

n, k} = qin+1.

Propiedad de push out:

Sean {F,G} : P{k, in} → X y H : In+1A → X verificando que Hin+1 =

{F, G}{inq, kιn0ρ
n, k}. Entonces H(ιn0 )1 = H{Iιn0 , ι0, ι1} =

{HIinIĩn−1Iι0Iιn−1
0 , Hι0, Hι1} =

{{F, G}inqIĩn−1Iι0Iιn−1
0 , {F,G}kιn0ρ

n, {F,G}k} =

{FqIĩn−1Iι0Iιn−1
0 , Gιn0ρ

n, G} = {Fkĩn−1ι0ι
n−1
0 ρ,Gιn0ρ

n, G} =

{Ginĩn−1ι0ι
n−1
0 ρ,Gιn0ρ

n, G} = {Gιn0ρ,Gιn0ρ
n, G} = G{ιn0ρ, ιn0ρ

n, 1} de donde

{H, G}={H, F, G} :P{(ι0)1, {ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1}}=P{in+1, {inq, kιn0ρ

n, k}}→X.
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Proposición 2.2.1. Dada una cofibración i : B → A, el siguiente cuadrado

P{ι0, in}
{Iin,ι0}

²²

{q,k gin−1ι0ιn−1
0 ρn}

// CIn
i B

Cin

²²
In+1A q

// CInA

es un push out.

Demostración. Consecuencia inmediata de la demostración del teorema 2.2.1 an-

terior, observando que {Cin, k}in =Cin y kιn0ρ
n =kι0ι

n−1
0 ρn = inkĩn−1ι0ι

n−1
0 ρn,

de donde {Cin, k}kιn0ρ
n = {Cin, k}inkĩn−1ι0ι

n−1
0 ρn = Cinkĩn−1ι0ι

n−1
0 ρn. A-

demás, dado H : In+1A → X y F : CIn
i B → X verificando H{Iin, ι0} =

F{q, kĩn−1ι0ι
n−1
0 ρn} se tiene Hι1i

n = HIinι1 = Fqι1 = Fk.

Corolario 2.2 .1. Si i : B ½ A es cofibración, entonces el morfismo

(Cin, in) : (CIn
i B, In

i B) → (CInA, InA) es una cofibración de pares, donde

las cofibraciones asociadas a dichos pares son las respectivas cofibraciones k.

Demostración. El morfismo k es cofibración por ser la inducida en un push out de

una cofibración. El morfismo in es cofibración por el axioma de cilindro relativo,

y el morfismo {k, Cin} también lo es pues por el teorema 2.2.1, {Cin, k}= in+1

es la inducida de una cofibración.

Definición 2.2 .2. El n+2-grupo de homotoṕıa relativo a una cofibración

i : B ½ A de un morfismo f : Y → X basado en un morfismo g : A → Y se

define como πi
n+2(f, g) = π

(Cin,in)
1 (f, ({fgρn+1, fgρn}, gρn)).

La definición de cono asociado a una cofibración y el teorema 2.2.1 permiten

expresar los grupos de homotoṕıa generalizados de la categoŕıa original como

grupos de homotoṕıa relativos a cofibraciones de pares.
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Proposición 2.2.2. Dada una cofibración i :B ½A y un morfismo h :A → X,

cualquier factorización h = fg : A → Y → X induce isomorfismos entre los

grupos de homotoṕıa πi
n+2(X, h) y π

({Cin,k},1)
1 (f, ({hρn+1, hρn}, gρn)), donde

({Cin, k}, 1) : (P{k, in}, InA) → (CInA, InA) con k la cofibración asociada al

dominio.

Demostración. Obsérvese que el morfismo 1 : InA → InA es cofibración y que

{k, {Cin, k}} = {Cin, k} : P{1, k} = P{k, in} → CInA también lo es por

el teorema 2.2.1 y, efectivamente, entonces el morfismo ({Cin, k}, 1) es una

cofibración de pares.

Por el apartado 3 de la proposición 1.4.2 y por el push out de la demostración

del teorema 2.2.1 se tiene que (Iq)∗ :π{Cin,k}
1 (X,{hρn+1, hρn})→πin+1

1 (X,hρn+1)

es un isomorfismo. Por la proposición 1.4.1 se tiene que πin+1

1 (X, hρn+1) =

πi
n+2(X, h); y por el corolario 2.1.2, la proyección

p2 : π
({Cin,k},1)
1 (f, ({hρn+1, hρn}, gρn)) → π

{Cin,k}
1 (X, {hρn+1, hρn}) es un ho-

momorfismo de grupos.

En este caso es suprayectivo e inyectivo y, por tanto, un isomorfismo:

-Suprayectividad:

Si [F ] ∈ π
{Cin,k}
1 (X, {hρn+1, hρn}) entonces F{Cin, k}1 =

{hρn+1, hρn}ρ{Cin, k}1. Como FIk = {hρn+1, hρn}ρIk = {hρn+1, hρn}kρ =

hρnρ = hρn+1 = fgρn+1, existe (F, gρn+1) : I(CInA, InA) → f tal que

[F, gρn+1] ∈ π
({Cin,k},1)
1 (f, ({hρn+1, hρn}, gρn)).

-Inyectividad:

Obsérvese que si [F,G] ∈ π
({Cin,k},1)
1 (f, ({hρn+1, hρn}, gρn)) entonces

(F, G)({Cin, k}, 1)1 = (F{Cin, k}1, G11) = (F{Cin, k}1, gρn+111) =

(F{Cin, k}1, gρn+1). Además 11 = 1 y por tanto G = gρn+1. Si [F0] = [F1] en

π
{Cin,k}
1 (X, {hρn+1, hρn}) y F : F0 ' F1 rel {Cin, k}1 entonces

(F, gρn+2) : (F0, gρn+1) ' (F1, gρn+1) rel ({Cin, k}, 1)1.

De la definición 2.2.2 y la proposición 2.2.2 surge un homomorfismo natural
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del n + 2-grupo de homotoṕıa relativo a una cofibración de un objeto, basado

en un morfismo factorizable h = fg en el n + 2-grupo de homotoṕıa relativo a

la cofibración del morfismo f basado en el morfismo g.

Sea θ : πi
n+2(X, h) ∼= π

({Cin,k},1)
1 (f, ({hρn+1, hρn}, gρn)) el isomorfismo de

la proposición 2.2.2:

si [F ] ∈ πi
n+2(X, h) entonces Fin+2 = hρn+2in+2 y, por tanto, FI(ιn0 )1 =

FI{Iιn0 , ι0, ι1} = {FI2ιn0 , F Iι0, F Iι1} = {FI2ι0I
2ιn−1

0 , hρn+2Iι0, hρn+2Iι1} =

{hρn+2I2ι0I
2ιn−1

0 , hρn+1, hρn+1} = {hρn+1I2ιn−1
0 , hρn+1Iιn0Iρn, hρn+1} =

{hρ2, hρn+1Iιn0Iρn, hρn+1} =

{hρn+1Iιn0Iρ, hρn+1Iιn0Iρn, hρn+1} = hρn+1I{ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1}. De donde existe

{F, hρn+1} : ICInA → X. El isomorfismo θ viene definido por θ([F ]) =

[{F, hρn+1}, gρn+1].

Por el apartado 2 de la proposición 1.4.2 el siguiente cuadrado conmutativo

relacionando cofibraciones en la categoŕıa Cof C

(CIn
i B, In

i B)

(Cin,in)
²²

(in,in) // (P{k, in}, InA)

({Cin,k},1)
²²

(CInA, InA)
(1,1)

// (CInA, InA)

induce un homomorfismo de grupos

(I(1, 1))∗ :π({Cin,k},1)
1 (f, ({hρn+1, hρn}, gρn))→π

(Cin,in)
1 (f, ({hρn+1, hρn}, gρn)).

Obsérvese que (I(1, 1))∗([H, gρn+1]) = [H, gρn+1]. El homomorfismo natural

es definido por j = (I(1, 1))∗θ : πi
n+2(X, h) → πi

n+2(f, g) como j([F ]) =

[{F, hρn+1}, gρn+1].

Proposición 2.2 .3. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo

h = fg : A → Y → X, para todo n ∈ N y todo morfismo u : X → Z se

inducen homomorfismos de grupos u∗ : πi
n+2(f, g) → πi

n+2(uf, g) haciendo el

siguiente cuadrado conmutativo
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πi
n+2(X, h)

u∗
²²

j // πi
n+2(f, g)

u∗
²²

πi
n+2(Z, uh)

j
// πi

n+2(uf, g)

Demostración. El homomorfismo u∗ : πi
n+2(X, h) → πi

n+2(Z, uh) es el obtenido

mediante el primer apartado de la proposición 1.4.2.

El homomorfismo de grupos u∗ : πi
n+2(f, g) → πi

n+2(uf, g) también se ob-

tiene mediante el mismo apartado de la mencionada proposición aplicada a la

categoŕıa de pares, definiéndolo por u∗ = (u, 1)∗, donde (u, 1) : f → uf .

De donde u∗j([F ]) = u∗([{F, hρn+1}, gρn+1] = [u{F, hρn+1}, gρn+1] =

[{uF, uhρn+1}, gρn+1] = j([uF ]) = ju∗([F ]).

Lema 2.2.1. Dado un cuadrado conmutativo uj = iv relacionando cofibraciones

i : B ½ A y j : F ½ E, para todo n ∈ N, el siguiente cuadrado es conmutativo

en Cof C:

(CIn
j F, In

j F )

(Cjn,jn)

²²

(CIn
(i,j)

v,In
(i,j)

v)
// (CIn

i B, In
i B)

(Cin,in)

²²
(CInE, InE)

(CInu,Inu)
// (CInA, InA)

donde CInu = In+1u ∪I1
(ιn0 ,ιn0 )

u Inu : CInE → CInA y CIn
(i,j)v =

IIn
(i,j)v ∪I1

(
g

in−1ι0ιn−1
0 ,

g
jn−1ι0ιn−1

0 )
u In

(i,j)v : CIn
j F → CIn

i B.

Demostración. Nótese que Inuιn0 = ιn0u y que {ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1}I1

(ιn0 ,ιn0 )u =

{ιn0ρIu, ιn0ρ
nInu, Inu} = Inu{ιn0ρ, ιn0ρ

n, 1}, de donde por el teorema 1.2.2, exis-

te el morfismo In+1u∪Inu : P{(ιn0 )1, {ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1}} → P{(ιn0 )1, {ιn0ρ, ιn0ρ

n, 1}}.
Asimismo, por el corolario 1.2.1, In

(i,j)vj̃n−1ι0ι
n−1
0 = ĩn−1ι0I

n−1uιn−1
0 = ĩn−1ι0ι

n−1
0 u

y por otro lado, {ĩn−1ι0ι
n−1
0 ρ, ĩn−1ι0ι

n−1
0 ρnin, 1}I1

( gin−1ι0ιn−1
0 , gin−1ι0ιn−1

0 )
u =

{ĩn−1ι0ι
n−1
0 ρIu, ĩn−1ι0ι

n−1
0 ρninIn

(i,j)v, In
(i,j)v} =

{ĩn−1ι0I
n−1uιn−1

0 ρ, ĩn−1ι0ι
n−1
0 ρnInujn, In

(i,j)v} =
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{In
(i,j)vj̃n−1ι0ι

n−1
0 ρ, In

(i,j)vj̃n−1ι0ι
n−1
0 ρnjn, In

(i,j)v} =

In
(i,j)v{j̃n−1ι0ι

n−1
0 ρ, j̃n−1ι0ι

n−1
0 ρnjn, 1}.

Por el teorema 1.2.2 existe el morfismo IIn
(i,j)v ∪ In

(i,j)v = CIn
(i,j)v.

-Conmutatividad:

(CInu, Inu)(Cjn, jn) = (CInuCjn, Inujn) =

((In+1u ∪ Inu)(Ijn ∪ jn), Inujn) = (In+1uIjn ∪ Inujn, Inujn) =

(IinIIn
(i,j)v ∪ inIn

(i,j)v, inIn
(i,j)v) = (CinCIn

(i,j)v, inIn
(i,j)v) =

(Cin, in)(CIn
(i,j)v, In

(i,j)v).

Proposición 2.2.4. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo h =

fg : A → Y → X, para todo n ∈ N y para todo cuadrado conmutativo

ui′ = iv relacionando cofibraciones i e i′, se inducen homomorfismos de grupos

(In+2u)∗ : πi
n+2(f, g) → πi′

n+2(f, gu) haciendo el siguiente cuadrado comutativo

πi
n+2(X, h)

(In+2u)∗
²²

j // πi
n+2(f, g)

(I(CInu,Inu))∗
²²

πi′
n+2(X, hu)

j
// πi′

n+2(f, gu)

donde (In+2u)∗ y (I(CInu, Inu))∗ vienen dados por la parte segunda de la

proposición 1.4.2 usando el cuadrado conmutativo suministrado y el obtenido

en el lema 2.2.1 respectivamente.

Demostración. Nótese que por la definición 2.2 .2, se tiene πi
n+2(f, g) =

π
(Cin,in)
1 (f, ({hρn+1, hρn}, gρn)) y πi′

n+2(f, gu) =

π
(Ci′n,i′n)
1 (f, ({huρn+1, huρn}, guρn)), y que ({huρn+1, huρn}, guρn) =

({hρn+1, hρn}(In+1u ∪ Inu), gρnInu) = ({hρn+1, hρn}, gρn)(CInu, Inu).

Conmutatividad: (I(CInu, Inu))∗j([F ]) =

(I(CInu, Inu))∗([{F, hρn+1}, gρn+1]) = [{F, hρn+1}ICInu, gρn+1In+1u] =

[{FIn+2u, hρn+1In+1u}, guρn+1] = [{FIn+2u, huρn+1}, guρn+1] =

j[FIn+2u] = j(In+2u)∗([F ]).
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2.3 Sucesión Exacta de Homotoṕıa Generalizada

Asociada a un Morfismo

Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo h = fg : A → Y → X se

construye una sucesión exacta relacionando los grupos de homotoṕıa relativos a

la cofibración i del morfismo f , de su dominio Y y de su codominio X.

Los homomorfismos de grupos que intervienen son la inclusion natural j

definida en la sección anterior, el homomorfismo proyección p1 obtenido en el

corolario 2.1.3 y el homomorfismo f∗ obtenido por el apartado primero de la

proposición 1.4.2.

Proposición 2.3.1. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo h =

fg : A→ Y →X, los homomorfismos de grupos j : πi
n+2(X, h)→ πi

n+2(f, g) y

p1 : πi
n+2(f, g) → πi

n+1(Y, g) verifican para todo n ∈ N que Im j = Ker p1.

Demostración. Im j ⊆ Ker p1:

Para toda [F ] ∈ πi
n+2(X, h) se tiene que p1j([F ])=p1([{F, hρn+1}, gρn+1])=

[gρn+1].

Ker p1 ⊆ Im j:

Si [F, G] ∈ πi
n+2(f, g) verifica que [G] = [gρn+1] en πi

n+1(Y, g), entonces

existe una homotoṕıa H : In+2A → Y haciendo H : G ' gρn+1 rel in+1.

Sea E :I2CInA→X una extensión del cuadrado de homotoṕıa F{Cin, k}1 =

{{hρninρ3, hρninρ2, fH}, {hρn+1, hρn}ρ, {hρn+1, hρn}ρ}ι0 asociado a la cofi-

bración {Cin, k}1. Obsérvese que {Cin, k}1 : I1
{Cin,k}P{k, in} → ICInA es

cofibración por el axioma de cilindro relativo y por el teorema 2.2.1.

El morfismo {{hρninρ3, hρninρ2, fH}, {hρn+1, hρn}ρ, {hρn+1, hρn}ρ}, des-

de II1
{Cin,k}P{k, in} en X, existe pues:

hρninρ3I2(ĩn−1ι0ι
n−1
0 )1 = {hρninρ3I3(ĩn−1ι0ι

n−1
0 ), hρninρ3I2ι0, hρninρ3I2ι1} =

{hρninρ2I2ρI3(ĩn−1ι0ι
n−1
0 ), hρninρ2, hρninρ2} =
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{hρninρ2I2(ĩn−1ι0ι
n−1
0 )I2ρ, hρ2I2(ρnin), hρninρ2} =

{hρninρ2I2(ĩn−1ι0ι
n−1
0 ρ), hρ2I2ρnI2ιn0I

2(ρnin), hρninρ2} =

{hρninρ2I2(ĩn−1ι0ι
n−1
0 ρ), hρ2I2ρnI2inI2(inĩn−1ι0)I

2ιn−1
0 I2(ρnin), hρninρ2} =

{hρninρ2I2(ĩn−1ι0ι
n−1
0 ρ), hρninρ2I2(ĩn−1ι0ι

n−1
0 ρnin), hρninρ2} =

hρninρ2I2{ĩn−1ι0ι
n−1
0 ρ, ĩn−1ι0ι

n−1
0 ρnin, 1}.

Por tanto existe el morfismo {hρninρ3, hρninρ2} : I2CIn
i B → X; además

{hρninρ3, hρninρ2}I2k = hρninρ2 = hρn+2I2in = fgρn+2I2in = fHI2in. Por

tanto existe el morfismo {hρninρ3, hρninρ2, fH} : I2P{k, in} → X; finalmente

{hρninρ3, hρninρ2, fH}Iιε = {hρninρ2, hρninρ, fgρn+1} =

{hρn+2I2in, hρn+1Iin, hρn+1} = {hρn+2, hρn+1}{I2in ∪ Iin, Ik} =

{hρn+1, hρn}ρI{Cin, k}.
La conmutatividad del cuadrado se verifica, pues F{Cin, k}1 =

{FI{Cin, k}, F ι0, F ι1} = {FICin, F Ik, F ι0, F ι1} =

{{hρn+1, hρn}ρICin, fG, {hρn+1, hρn}, {hρn+1, hρn}} =

{{hρn+2, hρn+1}(I2in ∪ Iin), fHι0, {hρn+1, hρn}ρι0, {hρn+1, hρn}ρι0} =

{{hρninρ2, hρninρ}ρι0, fHι0, {hρn+1, hρn}ρι0, {hρn+1, hρn}ρι0} =

{{hρninρ3, hρninρ2, fH}, {hρn+1, hρn}ρ, {hρn+1, hρn}ρ}ι0.
Por otro lado EI2k = EI{Cin, k}1I( ˜{Cin, k}{Cin, k}Ik) =

{{hρninρ3, hρninρ2, fH}, {hρn+1, hρn}ρ,{hρn+1, hρn}ρ}
I( ˜{Cin, k}{Cin, k}Ik) = fH, por tanto existe (E, H) : I2(CInA, InA) → f .

Como (E, H)ι1 = (Eι1, Hι1) = (Eι1, gρn+1), (E,H)ι0 = (Eι0, Hι0) =

(F,G) y (E, H)I(Cin, in)1 = (EI(Cin)1, HIin+1) =

({hρn+3, hρn+2}I(Cin)1, GρIin+1) = (F (Cin)1ρ,Gρ(Iin)1) =

(FρI(Cin)1, Gρ(Iin)1) = (F, G)(ρ, ρ)I(Cin, in)1.

Por tanto (E, H) : (F, G) ' (Eι1, gρn+1) rel (Cin, in)1 y como por los teoremas

1.2.2 y 2.2.1 Eι1Iqin+2 =

Eι1{Cin, k}1(I{inq, kιn0ρ
n, k} ∪ q ∪ q) =

EI{Cin, k}1ι1(I{inq, kιn0ρ
n, k} ∪ q ∪ q) =
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{{hρninρ3, hρninρ2, fH},{hρn+1, hρn}ρ,{hρn+1, hρn}ρ}ι1
(I{inq, kιn0ρ

n, k} ∪ q ∪ q) =

{{hρninρ2, hρninρ, hρn+1}, {hρn+1, hρn},{hρn+1, hρn}}
(I{inq, kιn0ρ

n, k} ∪ q ∪ q) =

{hρninρ2, hρn+1, hρn+1, hρn+1, hρn+1} = hρn+2in+2 entonces

[Eι1Iq] ∈ πi
n+2(X, h) y j([Eι1Iq]) = [{Eι1Iq, hρn+1}, gρn+1] =

[{Eι1Iq, Eι1Ik}, gρn+1] = [Eι1, gρn+1] = [F,G].

Proposición 2.3.2. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo h =

fg : A→ Y →X, los homomorfismos de grupos p1 : πi
n+2(f, g)→ πi

n+1(Y, g) y

f∗ : πi
n+1(Y, g) → πi

n+1(X, h) verifican para todo n ∈ N que Im p1 = Ker f∗.

Demostración. Im p1 ⊆ Ker f∗:

Para todo [F,G] ∈ πi
n+2(f, g) se tiene que f∗p1([F, G]) = f∗([G]) = [fG].

Sea H : In+3A → X una extensión del cuadrado de homotoṕıa FIqin+2 =

{{hρninρ2, hρn+1, fG}χ0, fGχ1, hρn+2}ι0 asociado a la cofibración in+2.

El morfismo {{hρninρ2, hρn+1, fG}χ0, fGχ1, hρn+2} : IIn+2
i B → X exis-

te pues fGIin = hρn+1Iin = hρninρ2Iιε, y por tanto existe el morfismo

{hρninρ2, hρn+1, fG} : IIn+1
i B → X; además fGχ1Iin+1 =

{fGχ1IIin, fGχ1Iι0, fGχ1Iι1} =

{fGIinχ1, fGι0ρ, fG} = {hρninρχ1, hρn+1, fG} =

{hρninρ2, hρn+1, fG}χ0Iι0 y {hρninρ2, hρn+1, fG}χ0Iι1 =

{hρninρ2, hρn+1, fG}ι1ρ = {hρninρ2, hρn+1, hρn+1} =

{hρn+2I2in, hρn+2Iι0, hρn+2Iι1} = hρn+2Iin+1.

Efectivamente el cuadrado es conmutativo pues por los teoremas

1.2.2 y 2.2.1 se tiene que FIqin+2 = F{Cin, k}1(I{inq, kιn0ρ
n, k} ∪ q ∪ q) =

{FICin, F Ik, F ι0, F ι1}(I{inq, kιn0ρ
n, k} ∪ q ∪ q) =

{{hρn+1, hρn}ρICin, fG,{hρn+1, hρn}, {hρn+1, hρn}}(I{inq, kιn0ρ
n, k}∪q∪q) =

{{hρninρ2, hρninρ, fG}, {hρn+1, hρn}, {hρn+1, hρn}}(I{inq, kιn0ρ
n, k}∪q∪q)=
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{hρninρ2, hρn+1, fG, hρn+1, hρn+1} =

{{hρninρ2, hρn+1, fG}χ0ι0, fGι0ρ, hρn+2ι0} =

{{hρninρ2, hρn+1, fG}χ0, fGχ1, hρn+2}ι0.
Como Hι1i

n+2 = HIin+2ι1 = {{hρninρ2, hρn+1, fG}χ0, fGχ1, hρn+2}ι1 =

{{hρn+2I2in, hρn+1, fG}ι1ρ, fG, hρn+1} =

{hρn+2I2in, hρn+2Iι0, fgρn+1, fG, hρn+1} =

{hρn+2I2in, hρn+2Iι0, hρn+2Iι1, fG, hρn+1} =

{hρn+2Iin+1, fG, hρn+1}. De donde Hι1 : fG ' hρn+1 rel in+1.

Ker f∗ ⊆ Im p1:

Para toda [G] ∈ πi
n+1(Y, g) verificando que f∗([G]) = [fG] = [hρn+1] en

πi
n+1(X, h) existe H : In+2A → X haciendo H : fG ' hρn+1 rel in+1.

Sea E : In+3A → X una extensión del cuadrado de homotoṕıa Hin+2 =

{{hρninρ2, hρn+1, fG}χ0, fGχ1, hρn+2}ι1 asociado a la cofibración in+2.

Obsérvese que el morfismo

{{hρninρ2, hρn+1, fG}χ0, fGχ1, hρn+2} : IIn+2
i B → X existe por lo dicho

anteriormente, y que la conmutatividad es obvia pues la homotoṕıa H hace la

función de la anteriormente denominada Hι1.

Como Eι0I(ιn0 )1 = Eι0I{Iιn0 , ι0, ι1} = {EI3ιn0 , EI2ι0, EI2ι1}ι0 =

{EI3ι0I
3ιn−1

0 , EI2in+1I2ĩnI2ι0, EI2in+1I2(inι1)}ι0 =

{EI2in+1I2ĩnI2inI3ĩn−1I3ι0I
3ιn−1

0 , {hρninρ2, hρn+1, fG}χ0I
2ĩnI2ι0,

{hρninρ2, hρn+1, fG}χ0I
2(inι1)}ι0 =

{{hρninρ2, hρn+1, fG}χ0I
2ĩnI2inI3ĩn−1I3ι0I

3ιn−1
0 , hρn+1χ0, fGχ0}ι0 =

{hρninρ2χ0I
3ĩn−1I3ι0I

3ιn−1
0 , hρn+1χ0, fGχ0}ι0 =

{hρninĩn−1ι0ι
n−1
0 ρ2χ0, hρn+1χ0, fGχ0}ι0 =

{hρnι0ι
n−1
0 ρ2, hρn+1, fG} = {fgρnIιn−1

0 Iρ, fgρnIιn−1
0 Iρn−1Iρ, fG} =

{fGIι0Iιn−1
0 Iρ, fGIι0Iιn−1

0 Iρn, fG} = fGI{ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1} y por tanto existe

{Eι0, fG} : ICInA → X.

Por otro lado {Eι0, fG}(Cin)1 =



80 2. Sucesión Exacta de Homotoṕıa

{{Eι0, fG}(I2in ∪ Iin), {Eι0, fG}ι0, {Eι0, fG}ι1} =

{{Eι0I
2in, fGIin}, {Eι0ι0, fGι0}, {Eι0ι1, fGι1}} =

{{EI3inι0, fgρn+1Iin}, {EIι0ι0, fgρn}, {EIι1ι0, fgρn}} =

{{EI2in+1I2ĩnI2inι0, hρn+1Iin}, {fGχ1ι0, hρn}, {hρn+2ι0, hρn}} =

{{{hρninρ2, hρn+1, fG}χ0I
2ĩnI2inι0, hρn+1Iin},{fGι0ρ, hρn},{hρn+1, hρn}} =

{{hρninρ2χ0ι0, hρn+1Iin}, {fgρnρ, hρn}, {hρn+1, hρn}} =

{{hρn+2I2in, hρn+1Iin}, {hρn+2ι0, hρn+1ι0}, {hρn+2ι1, hρn+1ι1}} =

{{hρn+2, hρn+1}ICin, {hρn+2, hρn+1}ι0, {hρn+2, hρn+1}ι1} =

{hρn+2, hρn+1}(Cin)1 = {hρn+1, hρn}ρ(Cin)1,

de donde [{Eι0, fG}] ∈ πCin

1 (X, {hρn+1, hρn}) y como {Eι0, fG}Ik = fG

entonces [{Eι0, fG}, G] ∈ πi
n+2(f, g). Se concluye que p1([{Eι0, fG}, G]) =

[G].

Proposición 2.3.3. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo h =

fg : A → Y → X, los homomorfismos de grupos f∗ : πi
n+2(Y, g) → πi

n+2(X, h)

y j : πi
n+2(X, h) → πi

n+2(f, g) verifican para todo n ∈ N que Im f∗ = Ker j.

Demostración. Im f∗ ⊆ Ker j:

Si [G] ∈ πi
n+2(Y, g) entonces jf∗([G]) = j([fG]) = [{fG, hρn+1}, gρn+1].

Como fGIχ1I
2(ιn0 )1 = {fGIχ1I

3ιn0 , fGIχ1I
2ι0, fGIχ1I

2ι1} =

{fGI2ιn0Iχ1, fGIι0Iρ, fG} = {fgρn+2I2ιn0Iχ1, fgρn+2Iι0Iρ, fG} =

{fgρ2Iχ1, fgρn+2I2ιn0I
2ρn, fG} = {fgρ3, fGI2ιn0I

2ρn, fG} =

{fgρn+2I2ιn0I
2ρ, fGI2ιn0I

2ρn, fG} = {fGI2ιn0I
2ρ, fGI2ιn0I

2ρn, fG} =

fGI2{ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1} entonces existe el morfismo {fGIχ1,fG} : I2CInA → X.

Además {fGIχ1, fG}I2k = fG y por tanto existe el morfismo de pares

({fGIχ1, fG}, G) : (I2CInA, In+2A) → f verificando

({fGIχ1, fG}, G)(Cin, in)2 =

{({fGIχ1, fG}, G)I2(Cin, in), ({fGIχ1, fG}, G)Iι0, ({fGIχ1, fG}, G)Iι1,

({fGIχ1, fG}, G)ι0, ({fGIχ1, fG}, G)ι1} =

{({fGIχ1I
3in, fGI2in}, GI2in), ({fGIι0Iρ, fGIι0}, GIι0),



2.3. Sucesión Exacta de Homotoṕıa 81

({fG, fGIι1}, GIι1), ({fGι0χ1, fGι0}, Gι0), ({fGι1χ1, fGι1}, Gι1)} =

{({fGI2inIχ1, fgρn+2I2in}, gρn+2I2in), ({fgρn+2, fgρn+1}, gρn+1),

({fG, fgρn+1}, gρn+1), ({fgρn+1χ1, fgρn+1}, gρn+1),

({fgρn+1χ1, fgρn+1}, gρn+1)} = ({fgρninρ2Iχ1, fgρn+2I2in}, gρn+2I2in),

({fgρn+2, fgρn+1}, gρn+1), ({fG, fgρn+1}, gρn+1),

({fgρn+2, fgρn+1}, gρn+1), ({fgρn+2, fgρn+1}, gρn+1)} =

{({fgρn+3, fgρn+2}, gρn+2)I2(Cin, in), ({fgρn+2, fgρn+1}, gρn+1),

({fG, fgρn+1}, gρn+1), ({fgρn+2, fgρn+1}, gρn+1),

({fgρn+2, fgρn+1}, gρn+1)}. Por la proposición 1.2.6 se concluye que

({fgρn+2, fgρn+1}, gρn+1) ' ({fG, fgρn+1}, gρn+1) rel (Cin, in)1.

Ker j ⊆ Im f∗:

Si [F ] ∈ πi
n+2(X, h) y [{F, hρn+1}, gρn+1] =

[{hρn+2, hρn+1}, gρn+1] ∈ πi
n+2(f, g) entonces existe

(H, G) : (I2CInA, In+2A) → f tal que

({F, hρn+1}, gρn+1) ' ({hρn+2, hρn+1}, gρn+1) rel (Cin, in)1.

Entonces HI2qin+3 =

{HI2qI3in, HI2qI2ι0, HI2qI2ι1, HI2qIι0, HI2qIι1, HI2qι0, HI2qι1} =

{HI2CinI2q, HI2kI2ιn0I
2ρn, HI2k, HIι0Iq,HIι1Iq,Hι0Iq, Hι1Iq} =

{{hρn+3, hρn+2}I2CinI2q, fGI2ιn0I
2ρn, fG, {hρn+3, hρn+2}Iι0Iq,

{hρn+3, hρn+2}Iι1Iq, {F, hρn+1}Iq, {hρn+2, hρn+1}Iq} =

{{hρn+3, hρn+2}I2qI3in, fgρn+2I2ιn0I
2ρn, fG, {hρn+2, hρn+1}Iq,

{hρn+2, hρn+1}Iq, F, hρn+2} =

{hρn+3I3in, hρn+2, fG, hρn+2, hρn+2, F, hρn+2}. Por la proposición 1.2.4 se con-

cluye que fG ' F rel in+2. De donde f∗([G]) = [F ]. Nótese que

G : gρn+1 ' gρn+1 rel in+1.

Teorema 2.3 .1. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo
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h = fg : A → Y → X, la siguiente sucesión de grupos es exacta:

· · · → πi
4(X, h)

j→ πi
4(f, g)

p1→ πi
3(Y, g)

f∗→
f∗→ πi

3(X, h)
j→ πi

3(f, g)
p1→ πi

2(Y, g)
f∗→ πi

2(X, h)

Demostración. Consecuencia inmediata de las proposiciones 2.3.1, 2.3.2 y 2.3.3.

Definición 2.3 .1. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo

h = fg : A → Y → X, la sucesión exacta del teorema 2.3.1 se denomina

sucesión exacta de de homotoṕıa generalizada relativa a la cofibración i del mor-

fismo f basada en el morfismo g. Se simboliza por S(i, f, g).

El carácter funtorial de los grupos de homotoṕıa generalizada se trasmite a

la sucesión exacta de homotoṕıa generalizada de un morfismo.

Proposición 2.3.4. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo h =

fg : A → Y → X, todo morfismo u : X → Z induce un homomorfismo entre

sucesiones exactas de grupos u∗ : S(i, f, g) → S(i, uf, g).

Demostración. El homomorfismo u∗ : S(i, f, g) → S(i, uf, g) viene definido por

el siguiente diagrama:

· · · p1 // πi
3(Y, g)

1
²²

f∗ // πi
3(X, h)

u∗
²²

j // πi
3(f, g)

u∗
²²

p1 // πi
2(Y, g)

1
²²

f∗ // πi
2(X, h)

u∗
²²

· · · p1 // πi
3(Y, g)

(uf)∗ // πi
3(Z, uh)

j // πi
3(uf, g)

p1 // πi
2(Y, g)

(uf)∗// πi
2(Z, uh)

donde u∗ : πi
n+1(X, h) → πi

n+1(Z, uh) es definido como en la primera parte de

la proposición 1.4.2, y u∗ : πi
n+2(f, g) → πi

n+2(uf, g) es definido como en la

proposición 2.2.3.

Obsérvese que por la proposición 2.2.3 ya citada se tiene que u∗j = ju∗.

Además u∗f∗ = (uf)∗. Finalmente, para toda [F, G] ∈ πi
n+2(f, g) se tiene que

p1u∗([F,G]) = p1([uF, G]) = [G] = p1([F, G]).
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Proposición 2.3.5. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo h =

fg : A → Y → X, para todo cuadrado conmutativo uj = iv relacionando

cofibraciones i y j, se induce un homomorfismo entre sucesiones exactas de

grupos u∗ : S(i, f, g) → S(j, f, gu).

Demostración. El homomorfismo u∗ : S(i, f, g) → S(j, f, gu) viene definido por

el siguiente diagrama:

· · · πi
3(Y, g)

(I3u)∗
²²

f∗ // πi
3(X, h)

(I3u)∗
²²

j // πi
3(f, g)

(I(CIu,Iu))∗
²²

p1 // πi
2(Y, g)

(I2u)∗
²²

f∗ // πi
2(X, h)

(I2u)∗
²²

· · · πj
3(Y, gu)

f∗ // πj
3(X, hu)

j // πj
3(f, gu)

p1 // πj
2(Y, gu)

f∗// πj
2(X, hu)

donde (In+1u)∗ :πi
n+1(Y, g)→πj

n+1(Y, gu), (In+1u)∗ :πi
n+1(X, h)→πj

n+1(X, hu)

y (I(CInu, Inu))∗ : πi
n+2(f, g) → πj

n+2(f, gu) están definidos como en la se-

gunda parte de la proposición 1.4.2. Por la proposición 2.2.4, (I(CInu, Inu))∗j =

j(In+2u)∗. Además para toda [F, G] ∈ πi
n+2(f, g), (In+1u)∗p1([F,G]) =

(In+1u)∗([G])=[GIn+1u]=p1([FICInu,GIn+1u])=p1(I(CInu, Inu))∗([F, G]).

Finalmente, para toda [G] ∈ πi
n+1(Y, g) se tiene que (In+1u)∗f∗([G]) =

(In+1u)∗([fG]) = [fGIn+1u] = f∗([GIn+1u]) = f∗(In+1u)∗([G]).

2.4 Acción equivariante del primer grupo de ho-

motoṕıa generalizada

Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo h = fg : A → Y → X, el

primer grupo de homotoṕıa generalizada πi
1(Y, g) actúa por la derecha equiva-

riantemente sobre la sucesión S(i, f, g).



84 2. Sucesión Exacta de Homotoṕıa

Para ello se deben definir acciones a la derecha de πi
1(Y, g) en los gru-

pos πi
n+1(Y, g), πi

n+1(X, h) y πi
n+2(f, g). Dada [H] ∈ πi

1(Y, g) el isomorfismo

[H] : πi
n+1(Y, g) → πi

n+1(Y, g) viene definido en el teorema 1.5.1. Por otro

lado, si [H] ∈ πi
1(Y, g) entonces [fH] ∈ πi

1(X, h) y se define el isomorfismo

[H] = [fH] : πi
n+1(X, h) → πi

n+1(X, h).

Obsérvese que por la parte primera de la proposición 1.4.2,

f∗ : πi
1(Y, g) → πi

1(X, h) es un homomorfismo de grupos y que por tanto si

[H0] = [H1] en πi
1(Y, g) entonces [fH0] = [fH1] en πi

1(X, h), que f∗([H]·[G]) =

(f∗([H])) · (f∗([G])) = [fH] · [fG] y que [fgρ] = [hρ], por lo que la acción está

bien definida.

Finalmente, si [H] ∈ πi
1(Y, g) se define el isomorfismo de grupos

[H] : πi
n+2(f, g) → πi

n+2(f, g) de la siguiente forma:

Teorema 2.4 .1. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo

h = fg : A → Y → X, se tiene que θ : πi
n+2(f, g) × πi

1(Y, g) → πi
n+2(f, g)

definida usando la notación del teorema 1.2 .3, asociada a la cofibración

(Cin, in)1, por θ([F, G], [H]) = [F,G][H] =

({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HI(ρn+1in+1))1([F,G]) es una acción.

Demostración. Isomorfismos:

Obsérvese que fHIρn+1I(ιn0 )1 ={fHIρn+1I2ιn0 ,fHIρn+1Iι0,fHIρn+1Iι1} =

{fHIρnIιn0Iρ, fHIρnIιn0Iρn, fHIρn} = fHIρnI{ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1} y por tanto exis-

te el morfismo {fHIρn+1, fHIρn} : ICInA → X.

Por otro lado {fHIρn+1, fHIρn}Ik = fHIρn y por tanto existe el morfismo

de pares ({fHIρn+1, fHIρn},HIρn) : I(CInA, InA)→ f . Como consecuencia

se tiene la existencia del morfismo ({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn)IρI(Cin, in)1 =

({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1) : II1
(Cin,in)(CIn

i B, In
i B) → f .

Nótese que ({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)ι0 =

({fHIρn+2, fHIρn+1}ι0(Cin)1, Hι0ρ
n+1in+1) =

({fHι0ρ
n+2, fHι0ρ

n+1}(Cin)1, gρn+1in+1) =
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({hρn+1, hρn}ρ(Cin)1, gρn+1in+1) y por el teorema 1.2.3 se tiene que toda

[H]∈πi
1(Y, g) induce una biyección ({fHIρn+2,fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)1

desde el grupo

πi
n+2(f, g) = [(ICInA, In+1A), f ]({hρn+2,hρn+1}(Cin)1,gρn+1in+1){(Cin,in}1) en el

mismo πi
n+2(f, g) = [(ICInA, In+1A), f ]({hρn+2,hρn+1}(Cin)1,gρn+1in+1){(Cin,in)1}.

Una extensión similar a la usada en el teorema 1.4.1 da también en este

caso que ({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)1 es un isomorfismo de

grupos, esto es:

Si H(F1, G1), H(F2, G2) : I2(CInA, InA) → f denotan respectivamente

extensiones de los cuadrados de homotoṕıa (F1, G1)(Cin, in)1 =

({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)ι0 y (F2, G2)(Cin, in)1 =

({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)ι0 asociados a la cofibración

(Cin, in)1, entonces el morfismo

{{{H(F1, G1), ({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn), ({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn)},
{({fHIρn+2, fHIρn+1}, HIρn+1), ({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn),

({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn)}}Iν, {H(F2, G2), ({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn),

({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn)}}IνIω : I2(CInA, InA) → f es una extensión

del cuadrado de homotoṕıa ((F1, G1) ∗ (F2, G2))(Cin, in)1 =

({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)ι0 asociado a la cofibración

(Cin, in)1, que demuestra la igualdad

({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)1([F1, G1] · [F2, G2]) =

({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)1([F1, G1])·
({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)1([F2, G2]). La existencia de di-

cho morfismo se deduce de las siguientes igualdades, H(F1, G1)I(Cin, in)1 =

H(F2, G2)I(Cin, in)1 = ({fHIρn+2, fHIρn+1}, HIρn+1)I(Cin, in)1 =

({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn)IρI(Cin, in)1 =

{({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn)IρI2(Cin, in), ({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn),

({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn)} =
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{({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn)I(Cin, in)Iρ, ({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn),

({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn)} =

{({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn), ({fHIρn+1, fHIρn}, HIρn)}
I({(Cin, in)ρ, 1} ∪ 1)

Bien definida:

Si [H0] = [H1] ∈ πi
1(Y, g) entonces se probará que

({fH0Iρn+2, fH0Iρn+1}I(Cin)1, H0Iρn+1Iin+1)1 =

({fH1Iρn+2, fH1Iρn+1}I(Cin)1, H1Iρn+1Iin+1)1 :

Por la proposición 1.2.6 existe un morfismo H : I2A → Y verificando Hi2 =

{gρ2I2i,H0, H1, gρ, gρ}.
Si [F,G] ∈ πi

n+2(f, g), el morfismo

G = G′ι1 : H0(F, G)ι1 ' H1(F, G)ι1 rel (Cin, in)1,

y por tanto ({fH0Iρn+2, fH0Iρn+1}I(Cin)1, H0Iρn+1Iin+1)1([F,G]) =

({fH1Iρn+2, fH1Iρn+1}I(Cin)1, H1Iρn+1Iin+1)1([F,G]), donde

G′ : I3(CInA, InA) → f es una extensión del cuadrado de homotoṕıa

(F, G)ρ(Cin, in)2 =

{({fHI2ρn+1, fHI2ρn}, HI2ρn)I2ρI2(Cin, in)1, H0(F, G), H1(F,G)}ι0 asocia-

do a la cofibración (Cin, in)2, y donde H0(F,G), H1(F, G) son extensiones res-

pectivas de los cuadrados de homotoṕıa

(F, G)(Cin, in)1 = ({fH0Iρn+2, fH0Iρn+1}I(Cin)1, H0Iρn+1Iin+1)ι0 y

(F, G)(Cin, in)1 = ({fH1Iρn+2, fH1Iρn+1}I(Cin)1, H1Iρn+1Iin+1)ι0 asocia-

dos a la cofibración (Cin, in)1.

El morfismo

{({fHI2ρn+1, fHI2ρn}, HI2ρn)I2ρI2(Cin, in)1, H0(F, G), H1(F,G)} desde

II2
(Cin,in)(CIn

i B, In
i B) en f existe pues:

Se verifica fHI2ρn+1I2(ιn0 )1 =

{fHI2ρn+1I3ιn0 , fHI2ρn+1I2ι0, fHI2ρn+1I2ι1} =

{fHI2ρnI2ιn0I
2ρ, fHI2ρnI2ιn0I

2ρn, fHI2ρn} =
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fHI2ρnI2{ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1} y por tanto existe el morfismo

{fHI2ρn+1, fHI2ρn} : I2CInA → X.

Además {fHI2ρn+1, fHI2ρn}I2k = fHI2ρn y por tanto existe el morfismo

de pares ({fHI2ρn+1, fHI2ρn}, HI2ρn) : I2(CInA, InA) → f .

Para concluir, ({fHI2ρn+1, fHI2ρn}, HI2ρn)I2ρI2(Cin, in)1Iιε =

({fHI2ρn+1, fHI2ρn}, HI2ρn)IιεIρI(Cin, in)1 =

({fHIιεIρn+1, fHIιεIρn}, HIιεIρn)IρI(Cin, in)1 =

({fHεIρn+1, fHεIρn}, HεIρn)IρI(Cin, in)1 = Hε(F,G)I(Cin, in)1.

Conservación de la identidad:

Si H = gρ : IA → Y entonces

({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1) =

({hρn+3, hρn+2}, gρn+2)I(Cin, in)1 = ({hρn+2, hρn+1}, gρn+1)(Cin, in)1ρ =

(F,G)(Cin, in)1ρ = (F, G)ρI(Cin, in)1, para todo [F, G] ∈ πi
n+2(f, g).

De donde (F, G)ρ es una extensión del cuadrado de homotoṕıa

(F,G)(Cin, in)1 = ({fgρIρn+2, fgρIρn+1}I(Cin)1, gρIρn+1Iin+1)ι0 asociado

a la cofibración (Cin, in)1. Se concluye que

({fgρIρn+2, fgρIρn+1}I(Cin)1, gρIρn+1Iin+1)1([F, G]) = [F, G].

Conservación de la operación:

Sea [H], [G] ∈ πi
1(Y, g) y sea K : I2A → Y el morfismo de la demostración

de la conservación de la operación en el teorema 1.5.1, existente por la proposición

1.3.9.

Dada [F1, F2] ∈ πi
n+2(f, g), sean H(F1, F2), (H ∗ G)(F1, F2) y

G(H(F1, F2)ι1) extensiones respectivas de los cuadrados de homotoṕıa

(F1, F2)(Cin, in)1 = ({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)ι0,

(F1, F2)(Cin, in)1=({f(H∗G)Iρn+2,f(H∗G)Iρn+1}I(Cin)1,(H∗G)Iρn+1Iin+1)ι0

y H(F1, F2)ι1(Cin, in)1 = ({fGIρn+2, fGIρn+1}I(Cin)1, GIρn+1Iin+1)ι0

asociados a la cofibración (Cin, in)1.

Sea L′ : I3(CInA, InA) → f una extensión del cuadrado de homotoṕıa
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H(F1, F2)(Cin, in)2 =

{({fKI2ρn+1,fKI2ρn},KI2ρn)I2ρI2(Cin, in)1,(H∗G)(F1,F2), G(H(F1,F2)ι1)}ι0
asociado a la cofibración (Cin, in)2. El morfismo

{({fKI2ρn+1, fKI2ρn}, KI2ρn)I2ρI2(Cin, in)1, (H ∗G)(F1, F2),

G(H(F1, F2)ι1)} : II2
(Cin,in)(CIn

i B, In
i B) → f existe pues

({fKI2ρn+1, fKI2ρn}, KI2ρn)I2ρI2(Cin, in)1Iι0 =

({fKI2ρn+1, fKI2ρn}, KI2ρn)Iι0IρI(Cin, in)1 =

({fKIι0Iρn+1, fKIι0Iρn}, KIι0Iρn)IρI(Cin, in)1 =

({f(H ∗G)Iρn+1, f(H ∗G)Iρn}, (H ∗G)Iρn)IρI(Cin, in)1 =

(H ∗G)(F1, F2)I(Cin, in)1 y

({fKI2ρn+1, fKI2ρn}, KI2ρn)I2ρI2(Cin, in)1Iι1 =

({fKI2ρn+1, fKI2ρn}, KI2ρn)Iι1IρI(Cin, in)1 =

({fKIι1Iρn+1, fKIι1Iρn}, KIι1Iρn)IρI(Cin, in)1 =

({fGIρn+1, fGIρn}, GIρn)IρI(Cin, in)1 =

G(H(F1, F2)ι1)I(Cin, in)1.

El morfismo de pares ({fKI2ρn+1, fKI2ρn}, KI2ρn) : I2(CInA, InA) → f

existe por la misma razón que exist́ıa el morfismo ({fHI2ρn+1, fHI2ρn}, HI2ρn)

desde I2(CInA, InA) en f al probar que la acción estaba bien definida.

Como L′ι1(Cin, in)2 =

{({fKI2ρn+1, fKI2ρn}, KI2ρn)I2ρI2(Cin, in)1,

(H ∗G)(F1, F2), G(H(F1, F2)ι1)}ι1 =

{({hρn+3, hρn+2}, gρn+2)I(Cin, in)1, (H ∗G)(F1, F2)ι1, G(H(F1, F2)ι1)ι1} =

{(H ∗G)(F1, F2)ι1ρI(Cin, in)1, (H ∗G)(F1, F2)ι1, G(H(F1, F2)ι1)ι1}. Se con-

cluye que

({f(H ∗ G)Iρn+2, f(H ∗ G)Iρn+1}I(Cin)1, (H ∗ G)Iρn+1Iin+1)1([F1, F2]) =

({fGIρn+2, fGIρn+1}I(Cin)1, GIρn+1Iin+1)1

({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)1([F1, F2]).

Las acciones definidas anteriormente del grupo πi
1(Y, g) sobre los distintos
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grupos de la sucesión S(i, f, g) dejan a ésta invariante.

Proposición 2.4.1. Para toda [H] ∈ πi
1(Y, g) y toda [G] ∈ πi

n(Y, g) se tiene

que f∗([G][H]) = (f∗([G]))[H].

Demostración. Si H(G) es una extensión del cuadrado de homotoṕıa Gin =

HIρnIinι0 asociado a la cofibración in, entonces fH(G)ι0 = fG y fH(G)Iin =

fHIρnIin por lo que el morfismo fH(G) es una extensión del tipo fH(fG)

del cuadrado de homotoṕıa fGin = fHIρnIinι0 asociado a la cofibración in.

Se concluye que f∗([G][H]) = f∗([H(G)ι1]) = [fH(G)ι1] = [fH(fG)ι1] =

[fG][fH] = (f∗([G]))[fH] = (f∗([G]))[H].

Proposición 2.4.2. Para toda [H] ∈ πi
1(Y, g) y toda [F, G] ∈ πi

n+2(f, g) se

tiene que p1([F,G][H]) = (p1([F, G]))[H].

Demostración. Si el morfismo H(F, G) es una extensión del cuadrado de homo-

toṕıa (F,G)(Cin, in)1 = ({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)ι0 aso-

ciado a la cofibración (Cin, in)1, entonces como p1(H(F, G))Iin+1 =

p1(({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)) = HIρn+1Iin+1 y

p1(H(F, G))ι0 = p1((F,G)) = G se tiene que p1(H(F,G)) es una extensión del

tipo H(G) del cuadrado Gin+1 = HIρn+1Iin+1ι0 asociado a la cofibración in+1.

Se concluye que p1([F, G][H]) = p1([H(F, G)ι1]) = [p1(H(F,G)ι1)] =

[p1(H(F, G))ι1] = [H(G)ι1] = [G][H] = (p1([F,G]))[H].

Proposición 2.4.3. Para toda [H] ∈ πi
1(Y, g) y toda [F ] ∈ πi

n+2(X, h) se tiene

que j([F ][H]) = (j([F ]))[H].

Demostración. Si fH(F ) : In+3A → X es una extensión del cuadrado de ho-

motoṕıa Fin+2 = fHIρn+2Iin+2ι0 asociado a la cofibración in+2 entonces como

({(fH)(F ), fHIρn+1}, HIρn+1)I(Cin, in)1 =

({(fH)(F ), fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1) =

({(fH)(F ), fHIρn+1}{I2Cin, Iι0, Iι1}, HIρn+1Iin+1) =
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({{(fH)(F )I3in, fHIρn+1I2in}, {(fH)(F )Iι0, fHIρn+1Iι0},
{(fH)(F )Iι1, fHIρn+1Iι1}}, HIρn+1Iin+1) =

({{fHIρn+2I3in, fHIρn+1I2in}, {fHIρn+2Iι0, fHIρn+1Iι0},
{fHIρn+2Iι1, fHIρn+1Iι1}}, HIρn+1Iin+1) =

({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1) y

({(fH)(F ), fHIρn+1}, HIρn+1)ι0 =

({(fH)(F )ι0, fHι0ρ
n+1}, Hι0ρ

n+1) =

({F, hρn+1}, gρn+1), se tiene que

({(fH)(F ), fHIρn+1}, HIρn+1) : I2(CInA, InA) → f es una extensión del

cuadrado de homotoṕıa ({F, hρn+1}, gρn+1)(Cin, in)1 =

({fHIρn+2, fHIρn+1}I(Cin)1, HIρn+1Iin+1)ι0

asociado a la cofibración (Cin, in)1. Obsérvese que (fH)(F )I2(ιn0 )1 =

{(fH)(F )I3ιn0 , (fH)(F )I2ι0, (fH)(F )I2ι1} =

{fHIρn+2I3ιn0 , fHIρn+2I2ι0, fHIρn+2I2ι1} =

{fHIρ2, fHIρn+1, fHIρn+1} =

{fHIρn+1I2ιn0I
2ρ, fHIρn+1I2(ι0)

nI2ρn, fHIρn+1} =

fHIρn+1I2{ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1}

y por tanto existe el morfismo {(fH)(F ), fHIρn+1} : I2CInA → X, y el

morfismo de pares ({(fH)(F ), fHIρn+1}, HIρn+1) : I2(CInA, InA) → f .

Se concluye que j([F ][H])=j([(fH)(F )ι1])=[{(fH)(F )ι1, hρn+1}, gρn+1]=

[{(fH)(F )ι1, fHι1ρ
n+1}, Hι1ρ

n+1] = [({(fH)(F ), fHIρn+1}, HIρn+1)ι1] =

[{F, hρn+1}, gρn+1][H] = (j([F ]))[H].

Teorema 2.4 .2. Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo

h = fg : A → Y → X, se tiene que el primer grupo de homotoṕıa generalizada

πi
1(Y, g) actúa por la derecha equivariantemente sobre la sucesión de homotoṕıa

generalizada S(i, f, g) asociada al morfismo f y basada en el morfismo g.

Demostración. Consecuencia inmediata de las proposiciones 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3

anteriores.



Caṕıtulo 3

I-Categoŕıas Generalizadas

Punteadas

En muchas teoŕıas de homotoṕıa se parte de una categoŕıa punteada para

definir grupos de homotoṕıa y sucesiones exactas de estos. Es el caso de la homo-

toṕıa clásica de los espacios topológicos, donde es necesario puntear los espacios

topológicos para definir sus grupos de homotoṕıa y sus sucesiones. También en

la teoŕıa de homotoṕıa propia de los espacios topológicos, según se use un espa-

cio topológico como punto u otro, salen grupos de homotoṕıa propia diferentes,

como por ejemplo los de Brown o los de Steenrod [7],[9].

Cuando se tiene una estructura de I-categoŕıa generalizada, cualquier objeto

de la categoŕıa puede actuar como punto. En este sentido, considerando la

categoŕıa de cofibraciones con dominio en un objeto fijo y mediante el uso de

push outs asociados a dichos objetos, se genera una estructura de I-categoŕıa

punteada generalizada en dicha categoŕıa.

La mencionada estructura es independiente de los push outs asociados a los

objetos, lo que hace de dicha técnica una herramienta fundamental a la hora de

trabajar en esta categoŕıa.

La estructura viene generada por la respectiva que posee la categoŕıa original.
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Los principales objetos homotópicos, como son cilindros y cilindros relativos, son

obtenidos mediante push outs asociados a los objetos de la categoŕıa. Como

consecuencia de ello se pueden expresar los grupos de homotoṕıa punteados de

una categoŕıa bajo un objeto como grupos de homotoṕıa generalizados de la

categoŕıa original.

Asimismo, usando la técnica de los push outs, se puede asociar un push out

de la categoŕıa de pares de la original a todo par punteado. De esta forma

también surgen isomorfismos entre los grupos de homotoṕıa punteados de pares

de la categoŕıa bajo un objeto y los generalizados de la categoŕıa original.

Los mencionados isomorfismos no sólo hacen isomorfas a la sucesión exacta

de homotoṕıa punteada asociada a un morfismo punteado con una sucesión

exacta de homotoṕıa generalizada asociada a dicho morfismo en la categoŕıa

original, sino que también traslada isomórficamente las acciones del primer grupo

de homotoṕıa sobre ambas sucesiones.

De lo anterior se concluye que las teoŕıas de homotoṕıa punteada desarro-

lladas en las categoŕıas bajo un objeto son ejemplos de la teoŕıa de homotoṕıa

generalizada desarrollada en la categoŕıa original.

En las categoŕıas punteadas con objetos basados, se obtienen morfismos

“cero” como composición de la “inclusión” del punto en el objeto con la “proyec-

ción” de dicho objeto sobre el punto. En esta axiomática, “inclusión” significa

cofibración y “proyección” significa retracción de dicha cofibración. Se crean aśı,

a semejanza de lo que ocurre en otras teoŕıas de homotoṕıa ciĺındrica, grupos

de homotoṕıa de objetos punteados a través de suspensiones punteadas de ob-

jetos, obteniéndose sucesiones exactas mediante las mencionadas suspensiones.

También en este caso ocurre lo mismo, es decir, que los grupos de homotoṕıa

y las sucesiones de ellos aśı obtenidos pueden ser expresados como grupos de

homotoṕıa generalizados y sucesiones de estos en la categoŕıa original. Esto

permite extender las sucesiones exactas de homotoṕıa generalizada, que en la

categoŕıa original terminaban con el grupo de orden dos, y finalizarlas con el

grupo de orden uno.
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De lo anterior se deduce que cualquier estructura de homotoṕıa punteada,

inducida por la estructura de I-categoŕıa generalizada, en la categoŕıa bajo un

objeto de la original genera una teoŕıa de homotoṕıa recogida en la teoŕıa de

homotoṕıa generalizada de la original. Esto justifica, en parte, el término de

“generalizada”.

3.1 Categoŕıas punteadas asociadas a una

I-categoŕıa generalizada

Dado un objeto A de una I-categoŕıa generalizada C, se verá que dicho objeto

hace las veces de punto en la categoŕıa CA, haciendo de ésta una I-categoŕıa

generalizada punteada.

Definición 3.1.1. Una I-categoŕıa generalizada punteada es una I-categoŕıa

generalizada con todos sus objetos cofibrantes y con su cilindro preservando el

objeto inicial.

Dada una I-categoŕıa generalizada C y un objeto A de C, se define la categoŕıa

cofA como la subcategoŕıa llena de CA cuyos objetos son cofibraciones. Los

objetos de cofA se denotarán por (x,X), donde x : A ½ X es cofibración en

C.

Definición 3.1.2. Un diagrama push out cofibrado del tipo

S
²²

j

²²

s // A
²²
x

²²
T s̄

// X

se denominará un push out asociado al objeto (x,X). Nótese que todo objeto

(x,X) tiene asociado un push out canónico donde X = P{x, 1A}.
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Los push out asociados a objetos de cofA serán muy importantes a la hora

de ver la relación existente entre la homotoṕıa generalizada de esa categoŕıa y la

respectiva de C.

Dado un push out asociado P{j, s} del objeto (x,X), se define el cilindro

I∗(x, X) = (Ij, P{Ij, sρ}).
Proposición 3.1.1. La definición de I∗(x,X) no depende del push out asociado

al objeto (x,X).

Demostración. Es suficiente probar que P{Ij, sρ} = P{Ix, ρ}. Para ello basta

observar el siguiente diagrama teniendo en cuenta que el cilindro conserva push

out por el axioma GI2, que la composición de ellos también lo es por la proposición

0.2.2, y que ρIs = sρ

IS
²²

Ij

²²

Is // IA
²²
Ix

²²

ρ // A
²²
Ix

²²
IT

Is
// IX

ρ
// P{Ix, ρ}

El objeto I∗(x,X) será también denotado por (
(1

x, I∗X) donde I∗X =P{Ix, ρ}
y

(1

x= Ix : A → I∗X = P{Ix, ρ}. Inductivamente se genera la siguiente no-

tación:
(0

x= x,
(1

x= Ix = I
(0

x,...
(n+1

x = I
(n

x,... De esta forma se tiene que

In
∗ (x,X) = (

(n

x, In
∗X).

Definición 3.1.3. Un morfismo entre push outs P{j, s} y P{j′, s′} asociados a

respectivos objetos (x,X) y (x′, X ′) es un morfismo del tipo

f ∪g 1 : P{j, s} → P{j′, s′}.
Todo morfismo f : (x,X) → (x′, X ′) induce un morfismo entre los respec-

tivos push out canónicos asociados f ∪1 1 : P{x, 1} → P{x′, 1}.
Asimismo, induce un morfismo entre cualquier push out P{j, s} asociado al

objeto (x,X) y al canónico asociado a (x′, X ′), fs ∪s 1 : P{j, s} → P{x′, 1}.
Nótese que fsj = fxs = x′s.
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Definición 3.1 .4. Dado un morfismo entre push outs asociados

h = f ∪g 1 : P{j, s} → P{j′, s′}, con h : (x,X) → (x′, X ′), entonces

I∗h = If ∪Ig 1 : P{Ij, sρ} → P{Ij′, s′ρ} es un morfismo entre push outs

asociados que define I∗h : I∗(x,X) → I∗(x′, X ′).

Proposición 3.1.2. La definición del cilindro de un morfismo en cofA no depende

de los push outs asociados.

Demostración. Sea h = f ∪g 1 : P{j, s} → P{j′, s′}, entonces h =

h∪1 1 : P{x, 1A} → P{x′, 1A} y I∗h = Ih∪1 1 : P{Ix, ρ} → P{Ix′, ρ}. Por la

proposición 3.1.1 anterior, P{Ix, ρ} = P{Ij, sρ} y P{Ix′, ρ} = P{Ij′, s′ρ}.
El funtor cilindro conserva push outs cofibrados, por tanto (If ∪Ig 1A)ρ =

ρ(If ∪Ig 1IA) = ρI(f ∪g 1A) = ρIh, y (If ∪Ig 1IA)
(1

x=
(1

x′. De donde If ∪Ig 1 =

Ih ∪1 1 : P{Ij, sρ} = P{Ix, ρ} → P{Ij′, s′ρ} = P{Ix′, ρ}.

Aśı, se tiene un funtor cilindro I∗ : cofA → cofA definido para los objetos

(x,X) como I∗(x,X) = (
(1

x, I∗X), y para los morfismos f : (x, X) → (x′, X ′)

como I∗f = If ∪1 1 : P{Ix, ρ} → P{Ix′, ρ}.

Teorema 3.1.1. Dado un push out P{j, s} asociado al objeto (x,X), el siguiente

cuadrado es un push out:

InS
²²

Inj

²²

sρn
// A

²²
(n

x²²
InT

ρIρ···In−1ρIns
// In
∗X

Además, si h = f ∪g 1 : P{j, s} → P{j′, s′} es un morfismo entre push

outs asociados, con h : (x,X) → (x′, X ′), se verifica que el morfismo entre push

outs asociados Inf ∪Ing 1 : P{Inj, sρn} → P{Inj′, s′ρn} define el morfismo

In
∗ h : In

∗ (x,X) → In
∗ (x′, X ′).



96 3. I-Categoŕıas Generalizadas Punteadas

Demostración. Si P{j, s} es un push out asociado al objeto (x,X), por la

proposición 3.1.1 I∗X = P{Ij, sρ} con morfismos inducidos ρIs y
(1

x. Se tiene

ahora que P{Ij, sρ} está asociado al objeto (
(1

x, I∗X), por lo que usando la

misma proposición se tendŕıa que I2
∗X = I∗I∗X = P{I2j, sρ2} con morfismos

inducidos ρI(ρIs) = ρIρI2s y

(1

(1

x= I
(1

x =
(2

x.

Iterando el proceso se concluye que In
∗X = P{Inj, sρn} con morfismos in-

ducidos ρIρ · · · In−1ρIns y
(n

x.

Asimismo, por la proposición 3.1.2, se tiene I∗h = I∗(f ∪ 1) =

If ∪ 1 : P{Ij, sρ} → P{Ij′, s′ρ}. Por lo que I2
∗h = I∗I∗h = I∗(If ∪ 1) =

I2f ∪ 1 : P{I2j, sρ2} → P{I2j′, s′ρ2}. Iterando el proceso se concluye que

In
∗ h = Inf ∪ 1 : P{Inj, sρn} → P{Inj′, s′ρn}.

Dado el push out P{j, s} asociado al objeto (x,X), se define

ιε∗ : (x,X) → I∗(x,X), para ε ∈ {0, 1}, como ιε ∪ιε 1 : P{j, s} → P{Ij, sρ}.
Asimismo se define el morfismo ρ∗ : I∗(x,X) → (x,X) como

ρ ∪ρ 1 : P{Ij, sρ} → P{j, s}.
Finalmente se define χε∗ : I2

∗ (x,X) → I∗(x,X), para ε ∈ {0, 1}, como

χε ∪χε 1 : P{I2j, sρ2} → P{Ij, sρ}.
Proposición 3.1.3. Los morfismos ιε∗, ρ∗ y χε∗ no dependen de la elección del

push out asociado al objeto.

Demostración. Como el funtor cilindro conserva push outs, se tiene que

ιε : P{j, s} = X → IP{j, s} = IX es un morfismo, entonces ριεs = ρIsιε y

ριεx = ρIxιε =
(1

x ριε =
(1

x y por tanto ιε ∪ιε 1 : P{j, s} → P{Ij, sρ} coincide

con el morfismo ριε : X → I∗X independientemente del push out asociado.

Similarmente a lo anterior se tiene ρ : IX → X y {ρ, x} : P{Ix, ρ} → X

pues ρIx = xρ. Como {ρ, x}ρIs = ρIs = sρ y {ρ, x}
(1

x= x, entonces {ρ, x} =

ρ ∪ρ 1 independientemente del push out asociado al objeto.



3.1. Categoŕıas Punteadas 97

Finalmente χε : I2X → IX verifica χεI
2x = Ixχε y ρχε = ρ2, por

tanto existe el morfismo χε ∪χε 1 : P{I2x, ρ2} → P{Ix, ρ}. Como

(χε ∪χε 1)ρIρI2s = ρχεI
2s = ρIsχε y (χε ∪χε 1)

(2

x=
(1

x, se concluye que

el morfismo χε ∪χε 1 : P{I2x, ρ2} → P{Ix, ρ} coincide con

χε ∪χε 1 : P{I2j, sρ2} → P{Ij, sρ} y por tanto es independiente del push out

asociado al objeto. Nótese que por el teorema 3.1.1, los dominios y codominios

de ambos morfismos son los mismos.

Proposición 3.1.4. Las transformaciones ιε∗ : 1cofA → I∗, ρ∗ : I∗ → 1cofA y

χε∗ : I2
∗ → I∗ son naturales.

Demostración. Dado un morfismo f ∪ 1 : P{j, s} → P{j′, s′} entonces

I∗(f∪1)ιε∗ = (If∪1)(ιε∪1) = (Ifιε)∪1 = (ιεf)∪1 = (ιε∪1)(f∪1) = ιε∗(f∪1).

Por otro lado ρ∗I∗(f ∪ 1) = (ρ ∪ 1)(If ∪ 1) = (ρIf) ∪ 1 = (fρ) ∪ 1 =

(f ∪ 1)(ρ ∪ 1) = (f ∪ 1)ρ∗.

Finalmente, por el teorema 3.1.1, χε∗I2
∗ (f ∪ 1) = (χε ∪ 1)(I2f ∪ 1) =

(χεI
2f) ∪ 1) = (Ifχε) ∪ 1 = (If ∪ 1)(χε ∪ 1) = I∗(f ∪ 1)χε∗.

Corolario 3.1.1. Dado el push out P{j, s} asociado al objeto (x,X), se tiene:

1. ιε∗In∗ (x,X) = ιεInT ∪ 1 : P{Inj, sρn} → P{In+1j, sρn+1}.

2. In
∗ ιε∗(x,X) = InιεT ∪ 1 : P{Inj, sρn} → P{In+1j, sρn+1}.

3. ρ∗In
∗ (x,X) = ρInT ∪ 1 : P{In+1j, sρn+1} → P{Inj, sρn}.

4. In
∗ ρ∗(x,X) = InρT ∪ 1 : P{In+1j, sρn+1} → P{Inj, sρn}.

5. χε∗In∗ (x,X) = χεInT ∪ 1 : P{In+2j, sρn+2} → P{In+1j, sρn+1}.

6. In
∗ χε∗(x,X) = InχεT ∪ 1 : P{In+2j, sρn+2} → P{In+1j, sρn+1}.

Demostración. Los apartados segundo, cuarto y sexto son consecuencia del

teorema 3.1.1 observando por la proposición 3.1.3 que ιε∗(x,X) =
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ιε ∪ 1 : P{j, s} → P{Ij, sρ}, ρ∗(x,X) = ρ ∪ 1 : P{Ij, sρ} → P{j, s} y

χε∗(x,X) = χε ∪ 1 : P{I2j, sρ2} → P{Ij, sρ}.
Para los apartados primero, tercero y quinto se tiene por el teorema 3.1.1 que

P{Inj, sρn} está asociado al objeto (
(n

x, In
∗X) = In

∗ (x,X), y por la proposición

3.1.3 se concluye lo afirmado.

La categoŕıa cofA va a ser una I-categoŕıa generalizada punteada. Para ello

se necesita la noción de cofibración, que surge de forma natural.

Definición 3.1.5. Un morfismo i : (x, X) → (x′, X ′) se dirá una cofibración

cuando i : X → X ′ lo sea en la categoŕıa original C.

Ya se ha visto que todo morfismo f : (x,X) → (x′, X ′) se puede interpretar

como un morfismo entre push outs canónicos asociados:

f ∪ 1 : P{x, 1} → P{x′, 1}

En particular, a la cofibración i también le sucede esto. Sin embargo, para hablar

de cofibraciones entre push outs asociados se necesita algo más, pues aunque

i : T → T ′ sea cofibración, no se puede garantizar que i∪1 : P{j, s} → P{j′, s′}
lo sea.

Definición 3.1 .6. Un morfismo i = α ∪β 1 : P{j, s} → P{j′, s′} entre

push outs asociados, con i : (x,X) → (x′, X ′), se dice una cofibración entre

push outs asociados cuando α y β lo son en la categoŕıa original C y

(j′, j) : (S ′, S) → (T ′, T ) es una cofibración en cof C.

Observación 3.1.1. Un morfismo g = f ∪1 1 : P{j, s} → P{j′, s} entre push

outs asociados, con g : (x,X) → (x′, X ′), es una cofibración entre push outs

asociados si y solo si f es cofibración en C. Basta tener en cuenta que {j′, f} =

f : P{1S, j} = T → T ′.
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Proposición 3.1.5. Si i = α∪β 1 : P{j, s} → P{j′, s′} es una cofibración entre

push outs asociados, con i : (x,X) → (x′, X ′), entonces i es una cofibración en

cofA.

Demostración. Consecuencia inmediata de la proposición 1.1.3, pues

{j′, α} : P{β, j} → T ′ es cofibración por ser (j′, j) una cofibración de pares.

Teorema 3.1.2. La estructura (cofA, I∗, ιε∗, ρ∗, χε∗, cof), siendo cof la familia

de morfismos dada por la definición 3.1.5, es una I-categoŕıa generalizada pun-

teada.

Demostración. Categoŕıa punteada:

Para cualquier objeto (x,X) de cofA, sólo existe trivialmente el morfismo

x : (1, A) → (x,X). Por otro lado, este morfimo es cofibración en cofA, y por

tanto, todo objeto (x,X) es cofibrante. Por último, I∗(1, A) = (I1, P{I1, ρ}) =

(1, A).

- GI1 Axioma de cilindro:

Para todo push out P{j, s} asociado a un objeto (x,X) se tiene que ρ∗ιε∗ =

(ρ ∪ρ 1)(ιε ∪ιε 1) = (ριε) ∪ριε 1 = 1 ∪1 1 = 1.

- GI2 Axioma de push out:

Dada una cofibración i : (x,X) ½ (x′, X ′) y un morfismo

f : (x,X) → (x′′, X ′′), se define en cofA el objeto P{i, f} = (ix′′, P{i, f}) con

inducidas i : (x′′, X ′′) → (ix′′, P{i, f}) y f : (x′, X ′) → (ix′′, P{i, f}). Nótese

que fx′ = fix = ifx = ix′′, y que P{i, f} existe en C por ser i cofibración en

C, que es I-categoŕıa generalizada. Evidentemente i es una cofibración en cofA.

Si la cofibración se expresa entre push outs asociados

como i = α ∪β 1 : P{j, s} → P{j′, s′} y el morfismo como f =

g ∪h 1 : P{j, s} → P{j′′, s′′} entonces por el teorema 0.2.1 se tiene que

P{i, f} = P{α ∪β 1, g ∪h 1} = P{j′ ∪j j′′, s′ ∪s s′′}.
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Se tiene entonces que P{j′ ∪j j′′, s′ ∪s s′′} es un push out asociado al objeto

(ix′′, P{i, f}). Nótese que por la proposición 1.1.3, j′ ∪j j′′ es cofibración ya

que lo son j, j′, j′′ y el morfismo {α, j′} : P{j, β} ½ T ′ por la observación

2.1.1. Además, por el axioma GI2 de la categoŕıa de pares, como el morfismo

de pares (j′, j) : (S ′, S) → (T ′, T ) es una cofibración de pares, también lo es

(j′ ∪j j′′, j′′) : (P{β, h}, S ′′) → (P{α, g}, T ′′) y por tanto el morfismo

α ∪β 1 : P{j′′, s′′} → P{j′ ∪j j′′, s′ ∪s s′′} es una cofibración entre push outs

asociados, con i : (x′′, X ′′) → (ix′′, P{i, f}).
Por los teoremas 3.1.1 y 0.2.1 se verifica que

I∗P{i, f} = P{Ij′∪Ij Ij′′, Is′∪Is Is′′} = P{Iα∪Iβ 1, Ig∪Ih 1} = P{I∗i, I∗f}.
- GI3 Axioma de cofibración:

El morfismo ιε∗(x,X) = ιεX ∪ 1 : P{x, 1} → P{Ix, ρ} y como

{Ix, ιε} : P{ιε, x} → IX es cofibración por la observación 1.1.4 y la proposición

1.1.2, entonces ιεX ∪ 1 también lo es por la proposición 1.1.3.

Evidentemente, las identidades y la composición de cofibraciones son cofibra-

ciones de nuevo.

Sea un cuadrado de homotoṕıa hi = Hιε∗ asociado a una cofibración

i : (x, X) ½ (x′, X ′). Si reemplazamos los morfismos por los respectivos entre

push outs asociados a los objetos:

i ∪ 1 : P{x, 1} → P{x′, 1}, ιε ∪ 1 : P{x, 1} → P{Ix, ρ},
Hρ ∪ 1 : P{Ix, ρ} → P{x′′, 1} y h ∪ 1 : P{x′, 1} → P{x′′, 1}
se tiene el cuadrado de homotoṕıa hi = h{x′, i} = {x′′ρ,Hρ}ιε asociado a la

cofibración i = {x′, i}.
Sea F : IX ′ → X ′′ una extensión del cuadrado de homotoṕıa obtenido.

Entonces FIx′ = x′′ρ y por tanto existe F ∪ 1 : P{Ix′, ρ} → P{x′′, 1}. Más

aún, (F ∪ 1)ιε∗ = (F ∪ 1)(ιε ∪ 1) = Fιε ∪ 1 = h ∪ 1 = h, y (F ∪ 1)I∗i =

(F ∪ 1)(Ii ∪ 1) = FIi ∪ 1 = Hρ ∪ 1 = H. En consecuencia se verifica la

propiedad de extensión de homotoṕıa para las cofibraciones de cofA.
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- GI4 Axioma de cilindro relativo:

Dada una cofibración i : (x, X) ½ (x′, X ′), usando los morfismos entre push

outs asociados i ∪ 1 : P{x, 1} → P{x′, 1} y ι0 ∪ 1 : P{x, 1} → P{Ix, ρ} se

tiene por el teorema 0.2.1 que P{ι0∗, i} = P{Ix ∪ x′, ρ ∪ 1} = P{iIx, ρ}. Si

ahora tomamos como morfismos entre push outs asociados

i ∪ 1 : P{x, 1} → P{x′, 1} y iι1 ∪ 1 : P{x, 1} → P{iIx, ρ} se tiene por

el teorema 0.2.1 que P{iι1∗, i} = P{iι1 ∪ 1, i ∪ 1} = P{iIx ∪ x′, ρ ∪ 1} =

P {̃iiIx, ρ}. Se concluye entonces que el siguiente cuadrado es un push out

IAeiiIx

²²

ρ // A

(ei)∗(i)∗(1x
²²

I1
i X

ρ∪1∪1
// I1
∗iX

Como i1̃iiIx = IiIx = Ix′ existe el morfismo i1 ∪ 1 : P {̃iiIx, ρ} =

I1
∗iX → P{Ix′, ρ} = I∗X ′. Además, por el teorema 0.2.1 y la observación

0.2.1 se tiene que (i)1
∗ = {I∗i, ι0∗, ι1∗} = {Ii ∪ 1, ι0 ∪ 1, ι1 ∪ 1} =

{{ρIi,
(1

x}, {ρι0,
(1

x}, {ρι1,
(1

x}}={{ρIi, ρι0, ρι1}, {
(1

x,
(1

x,
(1

x}}={ρi1,
(1

x}= i1 ∪ 1.

Observando que {Ix′, i1} = i1 : P{1, ĩiIx} = I1
i X → IX ′, se tiene, por la

proposición 1.1.3, que (i)1
∗ es cofibración en C y por consiguiente en cofA.

- GI5 Axioma de producto:

Por la definición de transformación natural y por el corolario 3.1.1, se verifica:

χε∗ιν∗I∗ = (χε∪χε 1)(ινI∪ινI
1) = (χεινI)∪χεινI

1 =

{
1 ∪1 1 , ν = ε

ινρ ∪ινρ 1 , ν 6= ε

}
=

{
1 , ν = ε

(ιν ∪ιν 1)(ρ ∪ρ 1) , ν 6= ε

}
=

{
1 , ν = ε

ιν∗ρ∗ , ν 6= ε

χε∗I∗ιν∗ = (χε∪χε 1)(Iιν∪ιν 1) = χεIιν∪χεIιν 1 =

{
1 ∪1 1 , ν = ε

(ινρ) ∪ινρ 1 , ν 6= ε

}
=

{
1 , ν = ε

(ιν ∪ιν 1)(ρ ∪ρ 1) , ν 6= ε

}
=

{
1 , ν = ε

ιν∗ρ∗ , ν 6= ε
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Finalmente, ρ∗χε∗ = (ρ ∪ρ 1)(χε ∪χε 1) = ρχε ∪ρχε 1 = ρ2 ∪ρ2 1 =

(ρ ∪ρ 1)(ρ ∪ρ 1) = ρ2
∗.

De esta forma, en la categoŕıa cofA se puede definir una homotoṕıa gene-

ralizada relativa a cofibraciones aśı como una punteada, usando la cofibración

inicial del dominio de los morfismos.

Proposición 3.1 .6. Dada una cofibración entre push outs asociados

i = α ∪β 1 : P{j, s} → P{j′, s′}, con i : (x,X) → (x′, X ′), se tiene que

I1
∗i(x,X) tiene como push out asociado I1

∗iX = P{I1
(α,β)j, {sρ, s′, s′}} y (i)1

∗ =

α1 ∪β1 1 : I1
∗iX = P{I1

(α,β)j, {sρ, s′, s′}} → I∗X ′ = P{Ij′, s′ρ} es una cofi-

bración entre push outs asociados con (i)1
∗ : I1

∗i(x,X) → I∗(x′, X ′).

Demostración. Los morfismos β : S → S ′, α : T → T ′ e i : X → X ′ son

cofibraciones en C, y por tanto existen los objetos I1
βS, I1

αT y I1
i X y el mor-

fismo {sρ, s′, s′} pues sρι0 = sρι1 = s = s′β. Por el teorema 0.2.1 y ob-

servando que ιε∗ = ιε ∪ιε 1 : P{j, s} → P{Ij, sρ} se tiene que P{ι0∗, i} =

P{ι0∪ι0 1, α∪β 1} = P{Ij∪j j
′, {sρ, s′}} y P{iι1∗, i} = P{αι1∪βι1

1, α∪β 1} =

P{I1
(α,β)j, {sρ, s′, s′}}, de donde se concluye que I1

∗iX = P{I1
(α,β)j, {sρ, s′, s′}}.

El morfismo (i)1
∗ = {I∗i, ι0∗, ι1∗} = {Iα ∪Iβ 1, ι0 ∪ι0 1, ι1 ∪ι1 1} : I1

∗iX =

P{αι1 ∪βι1
1, α ∪β 1} → I∗X ′ = P{Ij′, s′ρ} coincide, por el cuarto apartado

del teorema 0.2.1 y la observación 0.2.1, con el morfismo {Iα, ι0, ι1} ∪{Iβ,ι0,ι1}

{1, 1, 1} = α1 ∪β1 1 : P{I1
(α,β)j, {sρ, s′, s′}} → P{Ij′, s′ρ}. De la proposición

1.2.7 se tiene que los push outs son cofibrados y de la observación 2.1.4 se

concluye el resultado.

Consecuencia de esta proposición se obtiene la relación entre los cilindros

relativos en la categoŕıa original C con los de la categoŕıa cofA.

Teorema 3.1 .3. Dada una cofibración entre push outs asociados i =

α ∪β 1 : P{j, s} → P{j′, s′}, con i : (x, X) ½ (x′, X ′), se tiene que In
∗i(x,X)
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tiene como push out asociado In
∗iX = P{In

(α,β)j, {sρn, s′ρn−1, s′ρn−1 · · · s′ρn−1}}
y además (i)n

∗ = αn ∪βn 1 : In
∗iX =

P{In
(α,β)j, {sρn, s′ρn−1, s′ρn−1 · · · s′ρn−1}} → In

∗X ′ = P{Inj′, s′ρn} es una

cofibración entre push outs asociados, con (i)n
∗ : In

∗i(x, X) → In
∗ (x′, X ′).

Demostración. Si n = 1, es cierto por la proposición 3.1.6. Supuesto cierto para

n = m− 1 se tiene que (i)m−1
∗ = αm−1 ∪βm−1 1 : Im−1

∗i X =

P{Im−1
(α,β)j, {sρm−1, s′ρm−2, s′ρm−2 · · · s′ρm−2}} → Im−1

∗ X ′ = P{Im−1j′, s′ρm−1}
es una cofibración entre push outs asociados por hipótesis de inducción, con

(i)m−1
∗ : Im−1

∗i (x,X) → Im−1
∗ (x′, X ′). Usando la proposición 3.1.6 anterior

se concluye que Im
∗i (x,X) = I1

∗(i)m−1∗
Im−1
∗i (x,X) tiene como push out asociado

Im
∗i X = P{I1

(αm−1,βm−1)I
m−1
(α,β)j, {{sρm−1, s′ρm−2, · · · s′ρm−2}ρ, s′ρm−1, s′ρm−1}}=

P{Im
(α,β)j, {sρm, s′ρm−1, s′ρm−1 · · · s′ρm−1}} y

(i)m
∗ = ((i)m−1

∗ )1
∗ = (αm−1)1 ∪(βm−1)1 1 = αm ∪βm 1 : Im

∗i X =

P{Im
(α,β)j, {sρm, s′ρm−1, s′ρm−1 · · · s′ρm−1}} → Im

∗ X ′ = P{Imj′, s′ρm} es una

cofibración entre push outs asociados, con (i)m
∗ : Im

∗i (x,X) → Im
∗ (x′, X ′).

Corolario 3.1 .2. Dada una cofibración entre push outs asociados

i = α∪11 : P{j, s} → P{j′, s}, con i : (x,X) ½ (x′, X ′), se tiene que In
∗i(x,X)

tiene como push outs asociados In
∗iX = P{α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn}

y además (i)n
∗ = αn ∪1 1 : In

∗iX =

P{α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn} → In
∗X ′ = P{Inj′, sρn} es una cofi-

bración entre push outs asociados, con (i)n
∗ : In

∗i(x,X) → In
∗ (x′, X ′).

Demostración. Basta observar que si en el teorema 3.1.3 anterior se toma β =

1 :S→S entonces βn =1 : InS→ InS y In
(α,β)j = α̃n−1αn−1· · · In−1α̃In−1αInj.

Nótese que el push out P{ι0∗, (i)n−1
∗ } en cofA tiene como push out asociado

P{ι0∗, (i)n−1
∗ } = P{αn−1Iα̃n−2Iαn−2 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn} y que los mor-

fismos ι0∗ = ι0 ∪ι0 1 : In−1
∗ X ′ = P{In−1j′, sρn−1} → P{ι0∗, (i)n−1

∗ } =

P{αn−1Iα̃n−2Iαn−2 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn}, (i)n−1∗ = αn−1 ∪1 1 : I∗In−1
∗i X =

P{Iα̃n−2Iαn−2 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn} → P{ι0∗, (i)n−1
∗ } =
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P{αn−1Iα̃n−2Iαn−2 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn},
(i)n−1∗ ι1∗ = αn−1ι1 ∪ι1 1 : In−1

∗ X ′ = P{In−1j′, sρn−1} → In
∗iX =

P{α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn} y

(̃i)n−1∗ = α̃n−1 ∪1 1 : P{ι0∗, (i)n−1
∗ } =

P{αn−1Iα̃n−2Iαn−2 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn} → In
∗iX =

P{α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn} son las cofibraciones entre push outs aso-

ciados inducidas.

3.2 Homotoṕıa generalizada en categoŕıas pun-

teadas

La relación establecida anteriormente entre los cilindros punteados y los cilin-

dros originales, aśı como entre los relativos punteados y los relativos originales

permite describir la homotoṕıa generalizada de cofA en términos de la de C.

Más aún, usando la estructura de homotoṕıa de cofA es posible crear homotoṕıa

generalizada para objetos arbitrarios de C y basados en morfismos cuyo dominio

esté en cofA.

A lo largo de esta sección, i : (x,X) ½ (x′, X ′) será una cofibración que

se puede expresar como una cofibración entre push outs asociados de la forma

i = α ∪1 1 : P{j, s} → P{j′, s}.
Como la cofibración i lo es en C y en cofA, entonces existirán dos homotoṕıas

según se use el cilindro normal o el cilindro punteado. Los diferentes corchetes,

grupos y demás objetos homotópicos que aparezcan se seguirán diferenciando

mediante ∗ para los punteados.

Obsérvese que por la proposición 0.2.2, el cuadrado s̃α = is es un push out,

y por tanto la homotoṕıa relativa a i es equivalente a la relativa a la cofibración

α.

Definición 3.2 .1. Dados dos morfismos h0, h1 : X ′ → Y se dirá que
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h0 '∗ h1 rel i si existe H : I∗X ′ → Y con H(i)1
∗ = {h0iρ∗, h0, h1}.

Las demostraciones hechas en homotoṕıa relativa en C a lo largo de todo

este trabajo siguen siendo válidas cuando la homotoṕıa utilizada sea la definida

anteriormente usando la estructura de homotoṕıa ya descrita en cofA.

Proposición 3.2.1. Para todo objeto Y de C y todo morfismo u : X → Y , los

corchetes [T ′, Y ]us{α} y [X ′, Y ]
u{i}
∗ son biyectivos.

Demostración. Sea γ : [X ′, Y ]
u{i}
∗ → [T ′, Y ]us{α} definida por γ([h]) = [hs̃].

- Bien definida:

Si [h0] = [h1] en [X ′, Y ]
u{i}
∗ entonces existe H : I∗X ′ → Y tal que H(i)1

∗ =

{uρ∗, h0, h1}. El morfismo HρIs̃ : IT ′ → Y verifica HρIs̃Iα = HI∗iρIs =

uρ∗ρIs = usρ, HρIs̃ι0 = Hι0∗s̃ = h0s̃ y HρIs̃ι1 = Hι1∗s̃ = h1s̃.

Por tanto HρIs̃ : h0s̃ ' h1s̃ rel α.

- Inyectiva:

Si H : IT ′ → Y hace h0s̃ ' h1s̃ rel α entonces HIj ′ = HIαIj = usρIj =

usjρ = uxsρ y por tanto existe {H, ux} : P{Ij′, sρ} = I∗X ′ → Y . De donde

{H, ux}I∗i = {H, ux}(Iα∪1) = {HIα, ux} = {usρ, ux} = {us, ux}(ρ∪1) =

u{s, x}(ρ∪1) = uρ∗, {H, ux}ι0∗ = {H, ux}(ι0∪1) = {Hι0, ux} = {h0s̃, ux} =

{h0s̃, h0ix} = {h0s̃, h0x
′} = h0 y {H, ux}ι1∗ = {H, ux}(ι1∪1) = {Hι1, ux} =

{h1s̃, h1ix} = {h1s̃, h1x
′} = h1.

- Suprayectiva:

Si hα = us entonces hj′ = hαj = usj = uxs, de donde existe

{h, ux} : X ′ → Y . Evidentemente {h, ux}s̃ = h y {h, ux}i = {h, ux}(α∪1) =

{hα, ux} = {us, ux} = u.

Teorema 3.2.1. Para todo n ∈ N y todo h : X ′ → Y , los grupos de homotoṕıa

πα
n(Y, hs̃) y πi

∗n(Y, h) son isomorfos.
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Demostración. Sea γ : πi
∗n(Y, h) → πα

n(Y, hs̃) definida por γ([H]∗) = [Hs̃ρn].

- γ está bien definida:

El morfismo Hs̃ρn : InT ′ → Y verifica por el teoremas 3.1.1 y el corolario

3.1.2, que Hs̃ρnαn = H(i)n
∗sρn = hρn

∗ (i)
n
∗sρn = hρn

∗ s̃ρnαn = hs̃ρnαn.

Obsérvese que ρn
∗ = ρn ∪ρn 1 : In

∗X ′ = P{Inj′, sρn} → X ′ = P{j′, s}.
Y por tanto Hs̃ρn : hs̃ρn−1 ' hs̃ρn−1 rel αn−1.

Si [H0]∗ = [H1]∗ en πi
∗n(Y, h) entonces existe H : In+1

∗ X ′ → Y tal que

H : H0 '∗ H1 rel (i)n
∗ . El morfismo Hs̃ρn+1 : In+1T ′ → Y verifica que

Hs̃ρn+1αn+1 = H(i)n+1
∗ sρn+1 = {HI∗(i)n

∗ , Hι0∗, Hι1∗}sρn+1 =

{hρn+1
∗ I∗(i)n

∗ , H0, H1}sρn+1 = {hρn+1
∗ I∗(i)n

∗ ŝρn+1, H0s̃ρn, H1s̃ρn} =

{hρn+1
∗ s̃ρn+1Iαn, H0s̃ρn, H1s̃ρn} = {hs̃ρn+1Iαn, H0s̃ρn, H1s̃ρn},

de donde Hs̃ρn+1 : H0s̃ρn ' H1s̃ρn rel αn.

- γ es inyectiva:

Si [H0s̃ρn] = [H1s̃ρn] en πα
n(Y, hs̃) entonces existe H : In+1T ′ → Y hacien-

do H0s̃ρn ' H1s̃ρn rel αn. Como HIn+1j′ = HIn+1αIn+1j =

hs̃ρn+1In+1αIn+1j = hs̃αjρn+1 = hisjρn+1 = hixsρn+1, existe el morfismo

{H, hix} : In+1
∗ X ′ → Y verificando por el corolario 3.1.2 que {H, hix}(i)n+1

∗ =

{H, hix}(αn+1 ∪ 1) = {Hαn+1, hix} =

{{hs̃ρn+1Iαn, H0s̃ρn, H1s̃ρn}, hix} =

{{hs̃ρn+1Iαn, hix}, {H0s̃ρn, hix}, {H1s̃ρn, hix}} =

{{hs̃ρn+1, hix}(Iαn ∪ 1), H0, H1} = {{hρn+1
∗ s̃ρn+1, hix}I∗(i)n

∗ , H0, H1} =

{hρn+1
∗ I∗(i)n

∗ , H0, H1} y por tanto {H, hix} : H0 '∗ H1 rel (i)n
∗ .

Nótese que Hε

(n

x′= Hε(i)
n
∗

(n

x= hρn
∗ (i)

n
∗

(n

x= hρn
∗

(n

x′= hx′ = hix, para

ε ∈ {0, 1}. De donde Hε = {Hεs̃ρn, hix} y hρn
∗ = {hρn

∗ s̃ρn, hix}.
- γ es suprayectiva:

Si H : InT ′ → Y hace hs̃ρn−1 ' hs̃ρn−1 rel αn−1 entonces HInj′ =

HInαInj = hs̃ρnInαInj = hs̃αjρn = hisjρn = hixsρn y por tanto existe

{H, hix} : In
∗X ′ → Y , verificando por el corolario 3.1.2 que {H, hix}(i)n

∗ =
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{H, hix}(αn ∪ 1) = {Hαn, hix} = {hs̃ρnαn, hix} = {hs̃ρn, hix}(αn ∪ 1) =

{hs̃ρn, hix}(i)n
∗ = {hs̃, hx′}(ρn ∪ 1)(i)n

∗ = hρn
∗ (i)

n
∗ . Evidentemente

{H, hix}s̃ρn = H.

- γ es homomorfismo de grupos:

Usando el corolario 3.1.2 y la proposición 0.2.1 se tiene que

P{(i)n−1
∗ , (i)n−1

∗ } = P{α̃n−1In−1j′, sρn−1}, donde α̃n−1In−1j′ =

αn−1In−1j′ : In−1S → P{αn−1, αn−1},
y {(i)n−1

∗ ρ∗, 1} ∪ 1 = ({αn−1ρ, 1} ∪ 1) ∪ρ 1 : In
∗iX =

P{α̃n−1αn−1Iα̃n−2 · · · In−1αInj, sρn} → P{(i)n−1
∗ , (i)n−1

∗ } =

P{α̃n−1In−1j′, sρn−1}.
De donde I

(i)n−1∗∗ = P{(i)n
∗ , {(i)n−1

∗ ρ∗, 1}∪1} = P{αn∪1, ({αn−1ρ, 1}∪1)∪1} =

P{j0I
n−1j′, sρn−1}, donde j0I

n−1j′ = {j0, j1}α̃n−1In−1j′ =

{j0, j1}αn−1In−1j′ = j1I
n−1j′ : In−1T ′ → Iαn−1

. Como α̃n−1In−1j′ y j0I
n−1j′

son cofibraciones, entonces los objetos de cofA P{(i)n−1
∗ , (i)n−1

∗ } y I
(i)n−1∗∗ tienen

como push outs asociados a P{α̃n−1In−1j′, sρn−1} y P{j0I
n−1j′, sρn−1} respec-

tivamente, obteniéndose los morfismos entre push outs asociados

ω∗ = ω ∪ρ 1 : In
∗X ′ = P{Inj′, sρn} → I

(i)n−1∗∗ = P{j0I
n−1j′, sρn−1} y

{j0∗, j1∗} = {j0, j1} ∪1 1 : P{(i)n−1
∗ , (i)n−1

∗ } =

P{α̃n−1In−1j′, sρn−1} → I
(i)n−1∗∗ = P{j0I

n−1j′, sρn−1}.
Nótese que j0∗ = {j0∗, j1∗}(̃i)n−1∗ = ({j0, j1} ∪ 1)(α̃n−1 ∪ 1) =

j0 ∪ 1 : In−1
∗ X ′ = P{In−1j′, sρn−1} → I

(i)n−1∗∗ = P{j0I
n−1j′, sρn−1}; análoga-

mente j1∗=j1 ∪ 1:In−1
∗ X ′=P{In−1j′, sρn−1}→I

(i)n−1∗∗ =P{j0I
n−1j′, sρn−1}.

Usando lo anterior se tiene que P{j0∗, j0∗} = P{j0j0I
n−1j′, sρn−1}. En-

tonces, si ν ′ : IIαn−1 → P{j0, j0} es una extensión del cuadrado de homo-

toṕıa j̃0{j0, j1} = (ω ∪ j1ρ)ι0 asociado a la cofibración {j0, j1}, se tiene que

ν ′Ij0I
nj′ = j̃0ωInj′ = j̃0ωInαInj = j̃0j0I

n−1αρInj = j0j0I
n−1αIn−1jρ =

j0j0I
n−1j′ρ y sρn−1ρ = sρn, y por el teorema 3.1.1 existe el morfismo en-

tre push outs asociados ν ′ ∪ρ 1 : I∗I
(i)n−1∗∗ = P{Ij0I

nj′, sρn} → P{j0∗, j0∗} =
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P{j0j0I
n−1j′, sρn−1} verificando (ν ′ ∪ρ 1)ι0∗ = (ν ′ ∪ρ 1)(ι0 ∪ι0 1) =

(ν ′ι0) ∪ρι0 1 = j̃0 ∪1 1 = j̃0∗ : P{j0I
n−1j′, sρn−1} =

I
(i)n−1∗∗ → P{j0j0I

n−1j′, sρn−1} = P{j0∗, j0∗} y

(ν ′∪1)I∗{j0∗, j1∗} = (ν ′∪1)(I{j0, j1}∪1) = (ν ′I{j0, j1})∪1 = (ω∪j1ρ)∪1 =

ω∗ ∪ (j1∗ρ∗) : P{Iαn−1Inj′, sρn}= I∗P{(i)n−1
∗ , (i)n−1

∗ }→ P{j0j0I
n−1j′,sρn−1}=

P{j0∗, j0∗} y por tanto ν ′∗ = ν ′ ∪ 1 es una extensión adecuada en cofA para el

cuadrado de homotoṕıa j̃0∗{j0∗, j1∗} = (ω∗ ∪ j1∗ρ∗)ι0∗ asociado a la cofibración

{j0∗, j1∗}.
Se concluye que γ([F ∗G]) =

γ([{{{F, hρn−1
∗ , hρn−1

∗ }, {hρn
∗ , hρn−1

∗ , hρn−1
∗ }}ν∗, {G, hρn−1

∗ , hρn−1
∗ }}ν∗ω∗]) =

[{{{F, hρn−1
∗ , hρn−1

∗ }, {hρn
∗ , hρn−1

∗ , hρn−1
∗ }}ν∗, {G, hρn−1

∗ , hρn−1
∗ }}ν∗ω∗s̃ρn] =

[{{{F,hρn−1
∗ , hρn−1

∗ },{hρn
∗, hρn−1

∗ , hρn−1
∗ }}ν∗,{G,hρn−1

∗ , hρn−1
∗ }}ν∗s̃ρn−1ω] =

[{{{F,hρn−1
∗ , hρn−1

∗ },{hρn
∗ , hρn−1

∗ , hρn−1
∗ }}ν∗,{G,hρn−1

∗ , hρn−1
∗ }}ŝρn−1νω] =

[{{{F, hρn−1
∗ , hρn−1

∗ }, {hρn
∗ , hρn−1

∗ , hρn−1
∗ }}ν∗sρn−1,

{G, hρn−1
∗ , hρn−1

∗ }sρn−1}νω] =

[{{{F, hρn−1
∗ , hρn−1

∗ }, {hρn
∗ , hρn−1

∗ , hρn−1
∗ }}ŝρn−1ν,

{Gs̃ρn, hρn−1
∗ s̃ρn−1, hρn−1

∗ s̃ρn−1}}νω] =

[{{{F, hρn−1
∗ , hρn−1

∗ }sρn−1, {hρn
∗ , hρn−1

∗ , hρn−1
∗ }sρn−1}ν,

{Gs̃ρn, hs̃ρn−1, hs̃ρn−1}}νω] =

[{{{F s̃ρn, hs̃ρn−1, hs̃ρn−1}, {hs̃ρn, hs̃ρn−1, hs̃ρn−1}}ν,
{Gs̃ρn, hs̃ρn−1, hs̃ρn−1}}νω] =

[F s̃ρn ∗Gs̃ρn] = [F s̃ρn] · [Gs̃ρn] = γ([F ]) · γ([G]).

Corolario 3.2.1. Para todo n ∈ N y todo h : X ′ → Y , los grupos de homotoṕıa

πi
n(Y, h) y πi

∗n(Y, h) son isomorfos.

Demostración. Consecuencia del teorema 3.2.1 anterior observando que con los

push outs canónicos asociados se tiene: i = i ∪1 1 : X = P{x, 1} → X ′ =

P{x′, 1}.
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En la categoŕıa de cofibraciones de cofA, esto es, la subcategoŕıa llena de

pares de cofA cuyos objetos son cofibraciones, se puede realizar un proceso

similar al hecho en la sección primera de éste caṕıtulo, asociando push outs a

objetos de esta categoŕıa y definiendo morfismos y cofibraciones entre estos push

outs asociados. Como suced́ıa en la sección mencionada, también en ésta, dicho

proceso facilitará los desarrollos a realizar en la categoŕıa de cofibraciones de

cofA. Nótese que la categoŕıa de cofibraciones de cofA coincide con cof (A,A).

Definición 3.2.2. Un diagrama push out cofibrado en la categoŕıa cof C del

tipo

(S ′, S)
²²

(j′,j)
²²

(s′,s) // (A,A)
²²
(x′,x)

²²
(T ′, T )

(s′,s)
// (X ′, X)

se denominará un push out asociado al par ((x′, X ′), (x,X)) cuando P{j′, s′}
y P{j, s} sean push outs asociados respectivamente a los objetos (x′, X ′) y

(x,X), y (X ′, X) = P{(j′, j), (s′, s)} = ϕ = α ∪β 1 : P{j, s} → P{j′, s′}
sea una cofibración entre push outs asociados, con ϕ : (x,X) → (x′, X ′) la

cofibración asociada al par ((x′, X ′), (x,X)).

Nótese que todo par ((x′, X ′), (x,X)) tiene asociado un push out canónico

donde (X ′, X) = P{(x′, x), 1(A,A)}.

Definición 3.2 .3. Un morfismo entre push outs P{(j′, j), (s′, s)} y

P{(j′′′, j′′), (s′′′, s′′)} asociados a pares ((x′, X ′), (x,X)) y ((x′′′, X ′′′), (x′′, X ′′))

respectivamente, es un morfismo de la forma

(g0, g1) ∪(h0,h1) 1 : P{(j′, j), (s′, s)} → P{(j′′′, j′′), (s′′′, s′′)}.
Todo morfismo de pares (f0, f1) : ((x′, X ′), (x,X)) → ((x′′′, X ′′′), (x′′, X ′′))

induce un morfismo entre los respectivos push out canónicos asociados

(f0, f1) ∪1 1 : P{(x′, x), 1} → P{(x′′′, x′′), 1}.
Asimismo, induce un morfismo entre cualquier push out P{(j′, j), (s′, s)}

asociado al par ((x′, X ′), (x,X)) y al canónico asociado a ((x′′′, X ′′′), (x′′, X ′′)),

(f0s′, f1s) ∪(s′,s) 1 : P{(j′, j), (s′, s)} → P{(x′′′, x′′), 1}.
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Definición 3.2 .4. Un morfismo entre push outs asociados (u, v) =

(α0, α1) ∪(β0,β1) 1 : P{(j′, j), (s′, s)} → P{(j′′′, j′′), (s′′′, s′′)},
con (u, v) : ((x′, X ′), (x,X)) → ((x′′′, X ′′′), (x′′, X ′′)), se dice una cofibración de

pares entre push outs asociados, cuando lo son en cof C los morfismos (α0, α1),

(β0, β1) y ({j′′′, α0}, {j′′, α1}) : P{(β0, β1), (j
′, j)} → (T ′′′, T ′′). Por el teorema

0.2.1 y por las condiciones exigidas se tiene que

u = α0 ∪β0 1 : P{j′, s′} → P{j′′′, s′′′} y v = α1 ∪β1 1 : P{j, s} → P{j′′, s′′}
son cofibraciones entre push outs asociados, con u : (x′, X ′) → (x′′′, X ′′′) y

v : (x,X) → (x′′, X ′′).

Observación 3.2 .1. Un morfismo entre push outs asociados (γ0, γ1) =

(α0, α1) ∪1 1 : P{(j′, j), (s′, s)} → P{(j′′′, j′′), (s′, s)},
con (γ0, γ1) : ((x′, X ′), (x,X)) → ((x′′′, X ′′′), (x′′, X ′′)), es una cofibración de

pares entre push outs asociados si y solo si (α0, α1) es una cofibración de pares.

Basta tener en cuenta que ({j′′′, α0}, {j′′, α1}) = (α0, α1) : P{1(S′,S), (j
′, j)} =

(T ′, T ) → (T ′′′, T ′′).

Dada la cofibración i introducida al principio de esta sección, se procede al

estudio de los conos en la categoŕıa cofA generados por ella.

Proposición 3.2.2. Dada la cofibración entre push outs asociados i =

α ∪1 1 : P{j, s} ½ P{j′, s}, con i : (x,X) → (x′, X ′), se verifica:

a) El objeto C∗In
∗ (x′, X ′) tiene como push out asociado C∗In

∗X ′ =

P{CInj′, {sρn+1, sρn}}

b) El objeto C∗In
∗i(x,X) tiene como push out asociado C∗In

∗iX =

P{C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), {sρn+1, sρn}}

c) El morfismo C∗(i)n
∗ = (Cαn) ∪1 1 : C∗In

∗iX =

P{C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), {sρn+1, sρn}} → C∗In
∗X ′ =

P{CInj′, {sρn+1, sρn}} es una cofibración entre push outs asociados con

C∗(i)n
∗ : C∗In

∗i(x,X) → C∗In
∗ (x′, X ′).



3.2. Homotoṕıa generalizada 111

Demostración. a) Por la definición de la transformación natural ι0∗ y por el

corolario 3.1.1 se verifica que el morfismo ιn0∗(x′,X′) =

ιn0T ′ ∪ιn
0S′

1 : X ′ = P{j′, s} → In
∗X ′ = P{Inj′, sρn} es una cofibración

entre push outs asociados con ιn0∗(x′,X′) : (x′, X ′) → In
∗ (x′, X ′).

Por lo anterior y por el teorema 3.1.3, el morfismo (ιn0∗)
1
∗ = (ιn0 )1 ∪(ιn0 )1 1,

desde I1
∗ιn0∗X

′=P{I1
(ιn0 ,ιn0 )j

′,{sρ, sρn, sρn}} en In+1
∗ X ′=P{In+1j′, sρn+1},

es una cofibración entre push outs asociados,

con (ιn0∗)
1
∗ : I1

∗ιn0∗(x
′, X ′) → In+1

∗ (x′, X ′).

Por el teorema 0.2.1 se tiene el morfismo entre push outs asociados

{ιn0∗ρ∗, ιn0∗ρn
∗ , 1} = {ιn0ρ, ιn0ρ

n, 1} ∪{ιn0 ρ,ιn0 ρn,1} 1 : I1
∗ιn0∗X

′ =

P{I1
(ιn0 ,ιn0 )j

′, {sρ, sρn, sρn}} → In
∗X ′ = P{Inj′, sρn},

con {ιn0∗ρ∗, ιn0∗ρn
∗ , 1} : I1

∗ιn0∗(x
′, X ′) → In

∗ (x′, X).

De donde C∗In
∗X ′ = P{(ιn0∗)1

∗, {ιn0∗ρ∗, ιn0∗ρn
∗ , 1}} =

P{(ιn0 )1 ∪(ιn0 )1 1, {ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1} ∪{ιn0 ρ,ιn0 ρn,1} 1} = P{CInj′, {sρn+1, sρn}}.

Nótese que CInj′ = In+1j′ ∪I1
(ιn0 ,ιn0 )

j′ Inj′ : CInS → CInT ′, definido

como en el lema 2.2.1, es cofibración pues el morfismo de pares (ιn0 , ι
n
0 )

es una cofibración de pares al ser la composición consigo mismo n veces

de la cofibración de pares (ι0, ι0), y por la observación 2.1.3 se tiene que

((ιn0 )1, (ιn0 )1) también lo es. De donde por la observación 2.1.2 se tiene que

la cofibración asociada al par

P{((ιn0 )1, (ιn0 )1), ({ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1}, {ιn0ρ, ιn0ρ

n, 1})} es justamente CInj′.

Se concluye que el objeto C∗In
∗ (x′, X ′) tiene como push out asociado

C∗In
∗X ′ = P{CInj′, {sρn+1, sρn}}.

b) Por el corolario 3.1.2 se tiene que el morfismo (̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗ =

α̃n−1ι0ι
n−1
0 ∪ιn0

1 : X ′ = P{j′, s} → In
∗iX =

P{α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn} es una cofibración entre push outs

asociados, con (̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗ : (x′, X ′) → In

∗i(x,X). Nótese que el mor-
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fismo de pares (α̃n−1ι0ι
n−1
0 , ιn0 ) = (α̃n−1, 1)(ι0, ι0)(ι0, ι0) · · · (ι0, ι0) es una

cofibración de pares, por serlo (ι0, ι0), (ι0, ι0) y (α̃n−1, 1). Estas dos últimas

lo son por la demostración del axioma GI2 del teorema 3.1.2 y la obser-

vación 2.1.1. De donde por la misma observación mencionada también lo

es el morfismo (α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj, j′).

Por la proposición 3.1.6 se tiene que el morfismo

((̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗ )1

∗ = (α̃n−1ι0ι
n−1
0 )1 ∪(ιn0 )1 1 : I1

∗(̂i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗

X ′ =

P{I1

(α̂n−1ι0ιn−1
0 ,ιn0 )

j′, {sρ, sρn, sρn}} → I∗In
∗iX =

P{I(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), sρn+1} es una cofibración entre push

outs asociados, con

((̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗ )1

∗ : I1

∗(̂i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗

(x′, X ′) → I∗In
∗i(x,X). Por otro lado se

tiene el morfismo entre push outs asociados

{(̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗ ρ∗, (̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1

0∗ ρn
∗ (i)

n
∗ , 1} =

{α̃n−1ι0ι
n−1
0 ρ, α̃n−1ι0ι

n−1
0 ρnαn, 1} ∪{ιn0 ρ,ιn0 ρn,1} 1 : I1

∗(̂i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗

X ′ =

P{I1

(α̂n−1ι0ιn−1
0 ,ιn0 )

j′, {sρ, sρn, sρn}} → In
∗iX =

P{α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn} con

{(̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗ ρ∗, (̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1

0∗ ρn
∗ (i)

n
∗ , 1} :I1

∗(̂i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗

(x′,X ′)→In
∗i(x,X).

Por el teorema 0.2.1 se tiene que C∗In
∗iX =

P{((̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗ )1

∗, {(̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗ ρ∗, (̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1

0∗ ρn
∗ (i)

n
∗ , 1}} =

P{(α̃n−1ι0ι
n−1
0 )1∪(ιn0 )11,{α̃n−1ι0ι

n−1
0 ρ, α̃n−1ι0ι

n−1
0 ρnαn,1}∪{ιn0 ρ,ιn0 ρn,1}1} =

P{C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), {sρn+1, sρn}}, donde

C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj) =

I(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj) ∪I1

(α̂n−1ι0ιn−1
0 ,ιn0 )

j′ α̃n−1αn−1 · · ·
In−1α̃In−1αInj : CInS = P{(ιn0 )1, {ιn0ρ, ιn0ρ

n, 1}} → CIn
αT =

P{(α̃n−1ι0ι
n−1
0 )1, {α̃n−1ι0ι

n−1
0 ρ, α̃n−1ι0ι

n−1
0 ρnαn, 1}} es cofibración pues

el morfismo de pares (α̃n−1ι0ι
n−1
0 , ιn0 ) = (α̃n−1ι0, ι0)(ι0, ι0) · · · (ι0, ι0) es

una cofibración de pares por ser composición de ellas. Nótese que
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(α̃n−1ι0, ι0) : (In−1T ′, In−1
α T ) → (In

αT, IIn−1
α T ) es cofibración de pares

pues ι0 y {α̃n−1ι0,α̃n−1αn−1}= α̃n−1{ι0,αn−1}=

α̃n−1 : P{αn−1, ι0} → In
αT lo son en C. Por la observación 2.1.3 se tiene

que ((α̃n−1ι0ι
n−1
0 )1, (ιn0 )1) también lo es. De donde por la observación

2.1.2 se tiene que la cofibración asociada al par

P{((α̃n−1ι0ι
n−1
0 )1, (ιn0 )1), ({α̃n−1ι0ι

n−1
0 ρ, α̃n−1ι0ι

n−1
0 ρnαn, 1},

{ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1})} es justamente C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj).

Se concluye que el objeto C∗In
∗i(x, X) tiene como push out asociado

C∗In
∗iX = P{C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), {sρn+1, sρn}}.

c) Por el teorema 3.1.1, el corolario 3.1.2 y el teorema 0.2.1 se tiene que

C∗(i)n
∗ = I∗(i)n

∗ ∪I1

∗(ιn0∗,
^

(i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗ )

1 (i)n
∗ =

(Iαn ∪1 1) ∪1∪(αn∪11)∪(αn∪11) (αn ∪1 1) =

(Iαn ∪1∪αn∪αn αn) ∪1 1 = (Cαn) ∪1 1 : C∗In
∗iX =

P{C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), {sρn+1, sρn}} → C∗In
∗X ′ =

P{CInj′, {sρn+1, sρn}} es una cofibración entre push outs asociados, con

C∗(i)n
∗ : C∗In

∗i(x,X) → C∗In
∗ (x′, X ′). Nótese que por el corolario 2.2

.1, Cαn es una cofibración, y que por la observación 3.1.1, el morfismo

anterior es una cofibración entre push outs asociados.

Observación 3.2.2. Por la demostración de los apartados primero y segundo

de la proposición 3.2.2 anterior y por el axioma GI2 en cof C se tiene que

((ιn0 )1, (ιn0 )1) : (InT ′, InS) → (CInT ′, CInS) y

((α̃n−1ι0ι
n−1
0 )1, (ιn0 )1) : (In

αT, InS) → (CIn
αT, CInS) son cofibraciones de pares.

De donde, por la observación 2.1.1, también lo son (CInj′, Inj′) desde (CInS, InS)

en (CInT ′, InT ′) y

(C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj) desde

(CInS, InS) en (CIn
αT, In

αT ).
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Análogamente a como se ha venido haciendo hasta ahora, las cofibraciones

(ιn0 )1 y (α̃n−1ι0ι
n−1
0 )1 se representarán simplemente por k.

Proposición 3.2.3. El morfismo de pares (C∗(i)n
∗ , (i)

n
∗ ) =

(Cαn, αn) ∪1 1 : (C∗In
∗iX, In

∗iX) =

P{(C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), α̃n−1αn−1 · · ·
In−1α̃In−1αInj),({sρn+1, sρn},sρn})}→(C∗In

∗iX
′,In
∗iX

′)=

P{(CInj′, Inj′), ({sρn+1, sρn}, sρn)} es una cofibración de pares entre push outs

asociados, con

(C∗(i)n
∗ , (i)

n
∗ ) : (C∗In

∗i(x,X), In
∗i(x, X)) → (C∗In

∗i(x
′, X ′), In

∗i(x
′, X ′)).

Demostración. Es consecuencia del teorema 3.1.1, el corolario 3.1.2, la proposición

3.2.2 y la observación 3.2.2.

Obsérvese que por el corolario 2.2.1, (Cαn, αn) es una cofibración de pares y

por la observación 3.2.1 se tiene que el morfismo

(Cαn, αn) ∪1 1 : P{(C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), α̃n−1αn−1 · · ·
In−1α̃In−1αInj), ({sρn+1, sρn}, sρn})} →
P{(CInj′, Inj′), ({sρn+1, sρn}, sρn)} es una cofibración de pares entre push outs

asociados.

Nótese que P{(C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), α̃n−1αn−1 · · ·
In−1α̃In−1αInj), ({sρn+1, sρn}, sρn})} = k∗ =

((̃i)n−1∗ ι0∗ιn−1
0∗ )1∗ = (α̃n−1ι0ι

n−1
0 )1 ∪(ιn0 )1 1 =

k ∪k 1 : In
∗iX = P{α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj, sρn} → C∗In

∗iX =

P{C(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), {sρn+1, sρn}} y

P{(CInj′, Inj′), ({sρn+1, sρn}, sρn)} = k∗ = (ιn0∗)1∗ = (ιn0 )1 ∪(ιn0 )1 1 =

k ∪k 1 : In
∗X ′ = P{Inj′, sρn} → C∗In

∗X ′ = P{CInj′, {sρn+1, sρn}}
son cofibraciones entre push outs asociados respectivamente, con

k∗ : In
∗i(x,X) → C∗In

∗i(x,X) y k∗ : In
∗ (x′, X ′) → C∗In

∗ (x′, X ′).

Teorema 3.2.2. Para todo n ∈ N todo morfismo g : X ′ → Y y todo morfismo

f : Y → Z, los grupos de homotoṕıa πi
∗n+2(f, g) y πα

n+2(f, gs̃) son isomorfos.
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Demostración. Obsérvese que por el teorema 3.1.2 y la observación 2.1.3 se

tiene que (C∗(i)n
∗ , (i)

n
∗ )

1
∗ = ((C∗(i)n

∗ )
1
∗, (i)

n+1
∗ ). Por el corolario 3.1.2 (i)n+1

∗ =

αn+1 ∪1 1 : In+1
∗i X = P{α̃nαn · · · Inα̃InαIn+1j, sρn+1} → In+1

∗ X ′ =

P{In+1j′, sρn+1}, y por la proposición 3.2.2

(C(i)n
∗ )

1
∗ = (Cαn)1 ∪1 1 : I1

∗C∗(i)n∗
C∗In

∗iX =

P{C̃αnCαnIC(α̃n−1αn−1 · · · In−1α̃In−1αInj), {sρn+2, sρn+1}} → I∗C∗In
∗X ′ =

P{ICInj′, {sρn+2, sρn+1}}, y por el teorema 3.1.1 y el corolario 3.1.1 se tiene

que I∗k∗ = Ik ∪Ik 1 = (I∗C∗In
∗X ′, In+1

∗ X ′) =

P{(ICInj′, In+1j′), ({sρn+2, sρn+1}, sρn+1)} : In+1
∗ X ′ =

P{In+1j′, sρn+1} → I∗C∗In
∗X ′ = P{ICInj′, {sρn+2, sρn+1}}.

Sea γ :πi
∗n+2(f, g)=π

(C∗(i)n∗ ,(i)n∗ )
∗1 (f, ({fgρn+1

∗ , fgρn
∗}, gρn

∗ ))→πα
n+2(f, gs̃) =

π
(Cαn,αn)
1 (f, ({fgs̃ρn+1, fgs̃ρn}, gs̃ρn)) definido usando la proposición 0.2.4 por

γ([F, G]∗) = [(F, G)({sρn+2, sρn+1}, sρn+1)] = [F{sρn+2, sρn+1}, Gs̃ρn+1].

Teniendo en cuenta la proposición 3.2.2 y la proposición 3.2.3, una de-

mostración en categoŕıa de pares análoga a la hecha en el teorema 3.2.1 concluye

que γ es un isomorfismo de grupos.

Los isomorfismos γ aśı definidos son compatibles con las sucesiones exactas

de homotoṕıa generalizada asociada al morfismo f haciendo que ambas sean

isomorfas. Asimismo también los isomorfismos γ preservan la acción de los

1-grupos de homotoṕıa.

Proposición 3.2.4. La sucesión exacta de homotoṕıa relativa a α del morfismo

f basada en el morfismo gs̃, S(α, f, gs̃), es isomorfa a la respectiva sucesión

exacta punteada de homotoṕıa relativa a i del morfismo f basado en el morfismo

g, S∗(i, f, g).

Demostración. 1. Dada [F ]∗ ∈ πi
∗n(Y, g), se tiene que f∗(γ([F ]∗)) =

f∗([F s̃ρn]) = γ([fF ]∗) = γf∗([F ]∗).
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2. Dada [F, G]∗ ∈ πi
∗n+2(f, g) se tiene que p1γ([F, G]∗) =

p1([F{sρn+2, sρn+1}, Gs̃ρn+1]) = [Gs̃ρn+1] = γ([G]∗) = γp1([F,G]∗)

3. Dada [F ]∗ ∈ πi
∗n+2(Z, fg) se tiene que jγ([F ]∗) = j[F s̃ρn+2] =

[{F s̃ρn+2, fgs̃ρn+1}, gs̃ρn+1] =

[{F s̃ρn+2, fgρn+1
∗ s̃ρn+1}, gρn+1

∗ s̃ρn+1] =

[{F, fgρn+1
∗ }{sρn+2, sρn+1}, gρn+1

∗ s̃ρn+1] =

γ[{F, fgρn+1
∗ }, gρn+1

∗ ]∗ = γj([F ]∗).

Proposición 3.2 .5. Si [F ]∗ ∈ πi
∗n(Y, g) y [H]∗ ∈ πi

∗1(Y, g) entonces

γ([F ]
[H]∗∗ ) = (γ([F ]∗))γ([H]∗), donde γ es el isomorfismo de grupos definido en el

teorema 3.2.1.

Demostración. Observando que por el corolario 3.1.2

(HI∗ρn
∗I∗(i)

n
∗ )1s̃ρn+1Iαn = (HI∗ρn

∗I∗(i)
n
∗ )1I∗(i)n

∗sρn+1 = HI∗ρn
∗I∗(i)

n
∗sρn+1 =

HI∗ρn
∗ s̃ρn+1Iαn = Hs̃ρ IρnIαn y (HI∗ρn

∗I∗(i)
n
∗ )1s̃ρn+1ι0 =

(HI∗ρn
∗I∗(i)

n
∗ )1ι0∗s̃ρn = F s̃ρn, se tiene que (HI∗ρn

∗I∗(i)
n
∗ )1s̃ρn+1 es una ex-

tensión del cuadrado de homotoṕıa F s̃ρnαn = Hs̃ρ IρnIαnι0 asociado a la cofi-

bración αn. De donde (γ([F ]∗))γ([H]∗) =[F s̃ρn][H fsρ ] =[(HI∗ρn
∗I∗(i)

n
∗ )1s̃ρn+1ι1]=

[(HI∗ρn
∗I∗(i)

n
∗ )1ι1∗s̃ρn] = γ([F ]

[H]∗∗ ).

Proposición 3.2 .6. Si [F ]∗ ∈ πi
∗n(Z, fg) y [H]∗ ∈ πi

∗1(Y, g) entonces

γ([F ]
[H]∗∗ ) = (γ([F ]∗))γ([H]∗), donde γ es el isomorfismo de grupos definido en el

teorema 3.2.1.

Demostración. Observando que por el corolario 3.1.2

(fHI∗ρn
∗I∗(i)

n
∗ )1s̃ρn+1Iαn = (fHI∗ρn

∗I∗(i)
n
∗ )1I∗(i)n

∗sρn+1 =

fHI∗ρn
∗I∗(i)

n
∗sρn+1 = fHI∗ρn

∗ s̃ρn+1Iαn =

fHs̃ρ IρnIαn y (fHI∗ρn
∗I∗(i)

n
∗ )1s̃ρn+1ι0 = (fHI∗ρn

∗I∗(i)
n
∗ )1ι0∗s̃ρn = F s̃ρn,

se tiene que (fHI∗ρn
∗I∗(i)

n
∗ )1s̃ρn+1 es una extensión del cuadrado de homo-

toṕıa F s̃ρnαn = fHs̃ρ IρnIαnι0 asociado a la cofibración αn. De donde por
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la proposición 3.2.4 (γ([F ]∗))γ([H]∗) = (γ([F ]∗))f∗γ([H]∗) = (γ([F ]∗))γ([fH]∗) =

[F s̃ρn][fH fsρ ] = [(fHI∗ρn
∗I∗(i)

n
∗ )1s̃ρn+1ι1] = [(fHI∗ρn

∗I∗(i)
n
∗ )1ι1∗s̃ρn] =

γ([F ]
[fH]∗∗ ) = γ([F ]

[H]∗∗ ).

Proposición 3.2 .7. Si [F, G]∗ ∈ πi
∗n+2(f, g) y [H]∗ ∈ πi

∗1(Y, g) entonces

γ([F, G]
[H]∗∗ ) = (γ([F,G]∗))γ([H]∗), donde γ son los isomorfismos de grupos

definidos en los teoremas 3.2.1 y 3.2.2.

Demostración. Observando que por el corolario 3.1.2 y las proposiciones 3.2.2 y

3.2.3 ({fHI∗ρn+2
∗ , fHI∗ρn+1

∗ }I∗(C∗(i)n
∗ )

1
∗, HI∗(ρn+1

∗ (i)n+1
∗ ))1

({sρn+3, sρn+3}, sρn+2)(I(Cαn)1, Iαn+1) =

({fHI∗ρn+2
∗ , fHI∗ρn+1

∗ }I∗(C∗(i)n
∗ )

1
∗, HI∗(ρn+1

∗ (i)n+1
∗ ))1(I∗(C∗(i)n

∗ )
1
∗,

I∗(i)n+1
∗ )({sρn+3, sρn+2}, sρn+2) =

({fHI∗ρn+2
∗ ,fHI∗ρn+1

∗ }I∗(C∗(i)n
∗ )

1
∗,HI∗(ρn+1

∗ (i)n+1
∗ ))({sρn+3, sρn+2},sρn+2) =

({fHI∗ρn+2
∗ , fHI∗ρn+1

∗ }I∗(C∗(i)n
∗ )

1
∗{sρn+3, sρn+2}, HI∗(ρn+1

∗ (i)n+1
∗ )sρn+2) =

({fHI∗ρn+2
∗ , fHI∗ρn+1

∗ }{sρn+3, sρn+2}I(Cαn)1, HI∗ρn+1
∗ s̃ρn+2Iαn+1) =

({fHI∗ρn+2
∗ s̃ρn+3, fHI∗ρn+1

∗ s̃ρn+2}I(Cαn)1, Hs̃ρ Iρn+1Iαn+1) =

({fHs̃ρ Iρn+2, fHs̃ρ Iρn+1}I(Cαn)1, Hs̃ρ Iρn+1Iαn+1) y

({fHI∗ρn+2
∗ , fHI∗ρn+1

∗ }I∗(C∗(i)n
∗ )

1
∗, HI∗(ρn+1

∗ (i)n+1
∗ ))1

({sρn+3, sρn+2}, sρn+2)ι0 =

({fHI∗ρn+2
∗ , fHI∗ρn+1

∗ }I∗(C∗(i)n
∗ )

1
∗, HI∗(ρn+1

∗ (i)n+1
∗ ))1ι0∗

({sρn+2, sρn+1}, sρn+1)=

(F,G)({sρn+2, sρn+1} , s̃ρn+1) = (F{sρn+2, sρn+1} , Gs̃ρn+1), se tiene que

({fHI∗ρn+2
∗ , fHI∗ρn+1

∗ }I∗(C∗(i)n
∗ )

1
∗, HI∗(ρn+1

∗ (i)n+1
∗ ))1({sρn+3, sρn+2}, sρn+2)

es una extensión del cuadrado de homotoṕıa

(F,G)({sρn+2, sρn+1}, sρn+1)((Cαn)1, αn+1) =

({fHs̃ρ Iρn+2,fHs̃ρ Iρn+1}I(Cαn)1,Hs̃ρ Iρn+1Iαn+1)ι0 asociado a la

cofibración (Cαn, αn)1.
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De donde (γ([F, G]∗))γ([H]∗) = [(F,G)({sρn+2, sρn+1},sρn+1) ][H fsρ ] =

[({fHI∗ρn+2
∗ , fHI∗ρn+1

∗ }I∗(C∗(i)n
∗ )

1
∗, HI∗(ρn+1

∗ (i)n+1
∗ ))1

({sρn+3, sρn+2}, sρn+2)ι1] =

[({fHI∗ρn+2
∗ , fHI∗ρn+1

∗ }I∗(C∗(i)n
∗ )

1
∗, HI∗(ρn+1

∗ (i)n+1
∗ ))1ι1∗

({sρn+2, sρn+1}, sρn+1)] = γ([F, G]
[H]∗∗ ).

Definición 3.2.5. Dado el objeto (x,X) de cofA y un objeto (x′, X ′) de CA,

se define el corchete de homotoṕıa [(x,X), (x′, X ′)] = [X,X ′]x
′{x}
∗ . Nótese que

el morfismo x : (1, A) ½ (x, X) es una cofibración en cofA, y que por la

proposición 3.2.1, usando los push outs canónicos para los objetos, se tiene que

[(x,X), (x′, X ′)] es biyectivo con [X, X ′]x
′{x}.

Dado un objeto (x,X) se define el n-grupo de homotoṕıa referido al objeto

(x,X) del objeto X ′ basado en un morfismo g : X → X ′ como π
(x,X)
n (X ′, g) =

πx
∗n(X ′, g).

Por los teoremas 3.2.1 y 3.2.2 usando los push outs canónicos asociados a los

objetos (x,X) y (x′, X ′) se tiene que para toda cofibración

i : (x,X) ½ (x′, X ′) existen los isomorfismos de grupos πi
∗n(Y, g) ∼= πi

n(Y, g)

y πi
∗n+2(f, g) ∼= πi

n+2(f, g). En este sentido se tiene el isomorfismo de grupos

π
(x,X)
n (X ′, g) ∼= πx

n(X ′, g).

3.3 Homotoṕıa punteada

En las secciones 1 y 2 de este caṕıtulo se ha relacionado la homotoṕıa obtenida

en las categoŕıas del tipo cofA con la homotoṕıa generalizada de la categoŕıa C.

En este sentido se ha visto que las construcciones homotópicas de cofA son iso-

morfas a las respectivas hechas en homotoṕıa generalizada. Más concretamente,

si i = α ∪1 1 : X = P{j, s} ½ X ′ = P{j′, s} es una cofibración entre push

outs asociados, con i : (x,X) → (x′, X ′), entonces todas las construcciones
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de homotoṕıa bajo A relativas a la cofibración i: grupos de homotoṕıa de un

objeto basados en un morfismo, grupos de homotoṕıa de un morfismo basados

en otro morfismo, sucesiones exactas de homotoṕıa relativa a la cofibración i de

un morfismo basado en otro morfismo y acciones del primer grupo de homotoṕıa,

son construcciones de homotoṕıa generalizada relativas a la cofibración α.

Para hablar de homotoṕıa punteada se necesita basar el objeto codominio de

la cofibración para obtener “morfismos cero”.

Definición 3.3.1. Un objeto (x,X) de cofA se dirá basado en a : X → A

cuando ax = 1A. Un morfismo f : (x,X) → (x′, X ′) se dirá basado en

a′ : X ′ → A cuando el objeto (x′, X ′) esté basado en a′. Obsérvese que

entonces el objeto (x,X) está basado en a′f : X → A.

Un push out P{j, s} asociado a un objeto (x,X) se dirá basado en

a : T → A cuando aj = s. Nótese que si P{j, s} está basado en a entonces

(x,X) está basado en {a, 1} : X = P{j, s} → A. Asimismo, si (x,X) está

basado en a : X → A entonces cualquier push out asociado P{j, s} está basado

en as : T → A. De esta forma un morfismo entre push outs asociados de la

forma f = g∪h 1 : (x,X) = P{j, s} → (x′, X ′) = P{j′, s′} será basado cuando

lo sea el push out P{j′, s′}. Si a′ : T ′ → A es una base para dicho push out

entonces a′g es una base para el push out P{j, s}, pues a′gj = a′j′h = s′h = s.

En una I-categoŕıa generalizada punteada se definen los conceptos de cono

y suspensión de un objeto basado de forma análoga a los respectivos de una

I-categoŕıa. En este sentido, dado un objeto basado (x,X, a) se define X∨X =

P{x, x}. Aśı se obtiene el cono de X como CX = P{{ι0∗, ι1∗}, {xa, 1}} y

SX = P{{ι0∗, ι1∗}, {a, a}}. Observando que a{xa, 1} = {a, a} también se

tiene SX = P{k, a}, donde k = {ι0∗, ι1∗} : X → CX. Se usará la siguiente

notación Sx = {ι0∗, ι1∗} = k : A → SX = P{{ι0∗, ι1∗}, {a, a}} = P{k, a}

Proposición 3.3 .1. Dado un objeto basado (x,X, a) se tiene que CX =

P{x1, {xaρ{Ix, ι0}, 1}} y SX = P{x1, aρx1}.

Demostración. Basta observar que el siguiente cuadrado es un push out com-
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ponible con los usados para definir CX y SX.

I1
xA
²²

x1

²²

{exxρ,ex,x} // X ∨X

{ι0∗,ι1∗}
²²

IX
ρ

// I∗X

donde ρ es la inducida por ρ en la definición de I∗X = P{Ix, ρ}.
El morfismo {ι0∗, ι1∗} : X ∨ X → I∗X existe pues ιε∗x = ριεx = ρIxιε =

xριε = x.

También existe el morfismo {x̃xρ, x̃, x} : I1
xA → X ∨X pues x̃xριε = x̃x =

xx.

- Conmutatividad: {ι0∗, ι1∗}{x̃xρ, x̃, x} = {ι0∗xρ, ι0∗, ι1∗} = {xρ, ρι0, ρι1} =

ρ{Ix, ι0, ι1} = ρx1.

- Propiedad push out: Si los morfismos {f0, f1} : X∨X → Y y H : IX → Y ve-

rifican Hx1 = {f0, f1}{x̃xρ, x̃, x} entonces HIx = f0xρ y existe

{H, f0x} : P{Ix, ρ} = I∗X → Y verificando {H, f0x}ρ = H, {H, f0x}ι0∗ =

{H, f0x}ρι0 = Hι0 = f0 y {H, f0x}ι1∗ = {H, f0x}ρι1 = Hι1 = f1. Se con-

cluye que {H, f0, f1} = {H, f0x} : P{x1, {x̃xρ, x̃, x}} = P{Ix, ρ} → Y .

Nótese que f0x = f1x. Además {xa, 1}{x̃xρ, x̃, x} = {xρ, xa, 1} =

{xaρ{Ix, ι0}, 1} y que {a, a}{x̃xρ, x̃, x} = {ρ, a, a} = aρx1.

Corolario 3.3.1. Dado un push out P{j, s} basado en un morfismo a : T → A

asociado a un objeto (x,X), se tiene que CX = P{j1, {sjρ, xa, s}} y SX =

P{j1, aρj1}.

Demostración. Basta aplicar el teorema 1.2.2 a P{j, s} y componer con los push

outs que definen CX y SX en la proposición 3.3.1 anterior.

Obsérvese que dado un objeto basado (x, X, a), el cono de dicho objeto CX

puede ser también definido por CX = P{ι0∗, a}, teniendo en cuenta que el
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siguiente cuadrado es un push out:

X

ι0∗
²²

a // A

kx
²²

I∗X {xa,1}
// CX

Efectivamente, por la definición de cono, kxa = k{xa, 1}x̃ =

{x, a}{ι0∗, ι1∗}x̃ = {xa, 1}ι0∗, y si g : A → Z y H : I∗X → Z son morfis-

mos tales que Hι0∗ = ga entonces Hι1∗{xa, 1} = {Hι1∗xa,Hι1∗} =

{Hι0∗xa,Hι1∗} = {gaxa, Hι1∗} = {ga, Hι1∗} = H{ι0∗, ι1∗} y por tanto

{H, g} = {H,Hι1∗} : P{ι0∗, a} = P{{ι0∗, ι1∗}, {xa, 1}} → Z.

Proposición 3.3 .2. Dado un objeto basado (x,X, a) se tiene que CX =

P{{Ix, ι0}, aρ{Ix, ι0}} con aρ{Ix, ι0} = {xaρ{Ix, ι0}, 1} y {Ix, ι0} = kx.

Demostración. Basta observar que el siguiente cuadrado es un push out y com-

poner con el anterior:

P{ι0, x}
{Ix,ι0}

²²

ρ{Ix,ι0} // X

ι0∗
²²

IX
ρ

// I∗X

- Conmutatividad: ι0∗ρ{Ix, ι0}= ρι0ρ{Ix, ι0}= {ρIxι0ρ, ρι0}= {xρι0ρ, ρι0}=

{xρ, ρι0} = ρ{Ix, ι0}.
- Propiedad push out: Si los morfismos g : X → Z y H : IX → Z verifican

HIx = gxρ y Hι0 = g entonces Hι1x = HIxι1 = gxρι1 = gx y por tanto

existe el morfismo {g, Hι1} : X ∨ X → Z verificando {g, Hι1}{x̃xρ, x̃, x} =

{gxρ, g,Hι1} = {HIx, Hι0, Hι1} = Hx1 y por tanto se tiene que {H, g} =

{H, g,Hι1} : P{{Ix, ι0}, ρ{Ix, ι0}} = P{x1, {x̃xρ, x̃, x}} → Z. Componiendo

se concluye que CX =P{{Ix,ι0},aρ{Ix,ι0}} con aρ{Ix, ι0}={xaρ{Ix, ι0}, 1}
y {Ix, ι0} = kx.
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Corolario 3.3 .2. Dado el push out P{j, s} basado en el morfismo

a : T → A asociado al objeto (x,X), se tiene que CX = P{{Ij, ι0}, aρ{Ij, ι0}}
con aρ{Ij, ι0} = {sjρ, xa, s} y {Ij, ι0} = kx.

Demostración. Basta aplicar la proposición 1.2.8 a P{j, s} y componer con el

push out de definición de CX dado en la proposición 3.3.2 anterior. Nótese

que {x{a, 1}ρ{Ix, ι0}, 1}Is = {xρ, x{a, 1}, 1}I1
(x,j)s = {xρIs, x{a, 1}s, s} =

{xsρ, xa, s} = {sjρ, xa, s}.

Proposición 3.3.3. Dado un morfismo basado entre push outs asociados h =

f ∪g 1 : X = P{j, s} → X ′ = P{j′, s′}, basados respectivamente en a : T → A

y a′ : T ′ → A, con h : (x,X, {a, 1}) → (x′, X ′, {a′, 1}), se tiene que Ch =

If∪Ig∪gf1 : CX = P{{Ij, ι0}, aρ{Ij, ι0}} → CX ′ = P{{Ij′, ι0}, a′ρ{Ij′, ι0}}
con morfismos base respectivos aρ : IT → A y a′ρ : IT ′ → A, con

Ch : (kx, CX, {aρ, 1}) → (kx′, CX ′, {a′ρ, 1}); y Sh = If ∪I1
(j′,j)g

1 : SX =

P{j1, aρj1} → SX ′ = P{(j′)1, a′ρ(j′)1} basados también en los morfismos

anteriores, con Sh : (Sx, SX, {aρ, 1}) → (Sx′, SX ′, {a′ρ, 1}).

Demostración. En general, Ch = I∗h ∪h 1 : CX = P{ι0∗, {a, 1}} → CX ′ =

P{ι0∗, {a′, 1}} y Sh = I∗h ∪h∨h 1 : SX =

P{{ι0∗, ι1∗}, {{a, 1}, {a, 1}}} → SX ′ = P{{ι0∗, ι1∗}, {{a′, 1}, {a′, 1}}}. Por

el teorema 3.1.1 se tiene que I∗h = If ∪Ig 1 : I∗X = P{Ij, sρ} → I∗X ′ =

P{Ij′, s′ρ} es un morfismo entre push outs asociados, con

I∗h : (I∗(x,X), {aρ, 1}) → (I∗(x′, X ′), {a′ρ, 1}).
Se tiene que I∗hρIs = I∗hρIs = I∗hsρ = (If ∪Ig 1)sρ = s̃ρIf = ρ̃Is̃If .

Además, por el teorema 1.2.2 y la proposición 1.2.8 aplicados al cuadrado con-

mutativo fj = j′g se tiene que Ifj1 = (j′)1I1
(j′,j)g y If{Ij, ι0} =

{Ij′, ι0}(Ig ∪g f). Por otro lado, {x̃′x′ρ, x̃′, x′}I1
(x′,j′)s

′I1
(j′,j)g =

{x̃′x′ρ, x̃′, x′}I1
(x′,j)s

′g = {x̃′x′ρI(s′g), x̃′s′f, x′s′f} =

{x̃′x′s′gρ, x̃′(f ∪g 1)s, x′(f ∪g 1)s} =

{x̃′s′j′gρ, ((f ∪g 1) ∨ (f ∪g 1))x̃s, ((f ∪g 1) ∨ (f ∪g 1))xs} =
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{x̃′s′fjρ, ((f ∪g 1) ∨ (f ∪g 1))x̃s, ((f ∪g 1) ∨ (f ∪g 1))xs} =

((f ∪g 1) ∨ (f ∪g 1)){x̃sjρ, x̃s, xs} = ((f ∪g 1) ∨ (f ∪g 1)){x̃xsρ, x̃s, )xs} =

((f ∪g 1) ∨ (f ∪g 1)){x̃xρ, x̃, x}I1
(x,j)s y

{x′ρ, 1}(Is′ ∪s′ s′)(Ig ∪g f) = {x′ρ, 1}(I(s′g) ∪s′g s′f) = {x′ρI(s′g), s′f} =

{x′s′gρ, (f ∪g 1)s} = {s′j′gρ, (f ∪g 1)s} = {s′fjρ, (f ∪g 1)s} =

(f ∪g 1){sjρ, s} = (f ∪g 1){xsρ, s} = (f ∪g 1){xρ, 1}(Is ∪s s).

Teniendo en cuenta que I∗hιε∗ = ιε∗h = ιε∗(f ∪g 1) y los corolarios 3.3.1 y

3.3.2 se concluye por la proposición 0.2.3 que Sh = I∗h ∪h∨h 1 =

If ∪I1
(j′,j)g

1 : SX = P{{ι0∗, ι1∗}, {{a, 1}, {a, 1}}} = P{j1, aρj1} → SX ′ =

P{{ι0∗, ι1∗}, {{a′, 1}, {a′, 1}}} = P{(j′)1, a′ρ(j′)1} y Ch = I∗h ∪h 1 =

If ∪Ig∪gf 1 : CX = P{ι0∗, {a, 1}} = P{{Ij, ι0}, aρ{Ij, ι0}} → CX ′ =

P{ι0∗, {a′, 1}} = P{{Ij′, ι0}, a′ρ{Ij′, ι0}}.

Corolario 3.3 .3. Dada una cofibración h : (x,X) ½ (x′, X ′) entonces

Ch : (kx, CX) → (kx′, CX ′) y Sh : (Sx, SX) → (Sx′, SX ′) también son

cofibraciones.

Demostración. Supóngase que h = f ∪g 1 : X = P{j, s} ½ X ′ = P{j′, s′} es

una cofibración entre push outs asociados, con h : (x, X) → (x′, X ′). Entonces

por la proposición 3.3.3 anterior se tiene que Ch =

If ∪Ig∪gf 1 : CX = P{{Ij,ι0},aρ{Ij,ι0}} → CX ′ = P{{Ij′,ι0},a′ρ{Ij′, ι0}}
y Sh = If ∪I1

(j′,j)g
1 : SX = P{j1, aρj1} → SX ′ = P{(j′)1, a′ρ(j′)1} son

morfismos entre push outs asociados, con Ch : (kx, CX) → (kx′, CX ′) y

Sh : (Sx, SX) → (Sx′, SX ′).

Por ser f∪g1 : P{j, s} ½ P{j′, s′} una cofibración entre push outs asociados

se tiene que f y g son cofibraciones y que (j′, j) es una cofibración de pares.

Por la observación 1.1.4, el morfismo If es cofibración; por la proposición 1.2.7,

I1
(j′,j)g es cofibración y por la observación 2.1.3, ((j′)1, j1) es una cofibración de

pares. Concluyéndose que Sh = If ∪I1
(j′,j)g

1 : P{j1, aρj1} → P{(j′)1, a′ρ(j′)1}
es una cofibración.
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Por otro lado, el morfismo Ig ∪g f : P{ι0, j} → P{ι0, j′} es cofibración

por la proposición 1.1.3 pues {Ig, ι0} : P{ι0, g} → IS ′ lo es por la observación

1.1.4.

El siguiente cuadrado es un push out

P{j, g}
ι0

²²

{f,j′} // T ′

{Ij,ι0}ι0
²²

P{Ij, Ig}
{Ig∪gf,{Ij,ι0}j′}

// P{Ig ∪g f, {Ij, ι0}}

Efectivamente Ig ∪g fIj =Ig ∪g f{Ij,ι0}j ={Ij,ι0}(Ig ∪g f)j ={Ij, ι0}j′Ig y

por tanto existe el morfismo

{Ig ∪g f, {Ij, ι0}j′} : P{Ij, Ig} → P{Ig ∪g f, {Ij, ι0}}.
Además {Ig ∪g f, {Ij, ι0}j′}ι0 = {Ig ∪g fι0, {Ij, ι0}j′ι0} =

{Ig ∪g f{Ij, ι0}ι0, {Ij, ι0}ι0j′} = {{Ij, ι0}(Ig ∪g f)ι0, {Ij, ι0}ι0j′} =

{{Ij, ι0}ι0f, {Ij, ι0}ι0j′} = {Ij, ι0}ι0{f, j′} y por tanto el cuadrado es con-

mutativo. Dados morfismos {f0, f1} : P{Ij, Ig} → X y f2 : T ′ → X

verificando {f0, f1}ι0 = f2{f, j′}, entonces f1ι0 = f2j
′ y existe el morfismo

{f1, f2} : P{ι0, j′} → X verificando {f1, f2}(Ig ∪g f) = {f1Ig, f2f} =

{f0Ij, f0ι0} = f0{Ij, ι0}. Se concluye que

{{f0, f1}, f2} = {{f1, f2}, f0} : P{ι0, {f, j′}} = P{Ig ∪g f, {Ij, ι0}} → X.

En particular {{Ij′, ι0}, If} = {{If, Ij′}, ι0} =

{I{f, j′}, ι0} : P{Ig ∪g f, {Ij, ι0}} = P{ι0, {f, j′}} → IT ′, y por la obser-

vación 1.1.4 es cofibración, al serlo {f, j′} : P{j, g} → T ′ ya que (j′, j) es una

cofibración de pares. De lo anterior se tiene que el morfismo ({Ij′, ι0}, {Ij, ι0})
es una cofibración de pares y se concluye que Ch = If ∪Ig∪gf 1 : CX =

P{{Ij, ι0}, aρ{Ij, ι0}} → CX ′ = P{{Ij′, ι0}, a′ρ{Ij′, ι0}} es una cofibración

entre push outs asociados.

Corolario 3.3 .4. Si el par ((x′, X ′), (x,X)) tiene como push out asociado

P{(j′, j), (s′, s)} con a′ : T ′ → A y a : T → A morfismos base respectivos
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de los push outs P{j, s} y P{j′, s′}, entonces los pares ((kx′, CX ′), (kx, CX)) y

((Sx′, SX ′), (Sx, SX)) tienen como push outs asociados respectivamente

P{({Ij′,ι0},{Ij, ι0}),(a′ρ{Ij′, ι0}, aρ{Ij, ι0})} y P{((j′)1, j1),(a′ρ(j′)1, aρj1)}.

De esta forma, dado un push out P{j, s} basado en un morfismo a : T → A

asociado a un objeto (x,X), se tiene que el cono de dicho objeto es el ob-

jeto basado (kx, CX, {aρ, 1}) donde CX = P{{Ij, ι0}, aρ{Ij, ι0}} y k =

j1 : X → CX inducida en P{j1, {sjρ, xa, s}}. De forma similar se tiene

que la suspensión de dicho objeto es el objeto basado (Sx, SX, {aρ, 1}) donde

SX = P{j1, aρj1} y Sx = j1.

Si h = f ∪g 1 : X = P{j, s} → X ′ = P{j′, s′} es un morfismo basado entre

push outs asociados basados respectivamente en a : T → A y

a′ : T ′ → A, con h : (x,X, {a, 1}) → (x′, X ′, {a′, 1}), se tiene que Ch =

If ∪Ig∪gf 1 : (kx, CX) = P{{Ij, ι0}, aρ{Ij, ι0}} → (kx′, CX ′) =

P{{Ij′, ι0}, a′ρ{Ij′, ι0}} y

Sh = If∪I1
(j′,j)g

1 : (Sx, SX) = P{j1, aρj′} → (Sx′, SX ′) = P{(j′)1, a′ρ(j′)1}
son también morfismos basados pues {a′ρ, 1}Ch = {a′ρ, 1}(If ∪Ig∪gf 1) =

{a′fρ, 1} = {aρ, 1} y {a′ρ, 1}Sh = {a′ρ, 1}(If ∪I1
(j′,j)g

1) = {a′fρ, 1} =

{aρ, 1}.
Dado un objeto basado (x,X, a), el morfismo x : A → X puede ser conside-

rado como un morfismo basado entre los push outs asociados x =

x ∪1 1 : (1, A) = P{1, 1} → (x,X) = P{x, 1} basados respectivamente en

1 : A → A y a : X → A. Entonces por la proposición 3.3.3 anterior Cx =

Ix ∪I1∪1x 1 : (k1, CA, {1ρ, 1}) → (kx, CX, {aρ, 1}) y Sx =

Ix ∪I1
(x,1)

1 1 : (S1, SA, {1ρ, 1}) → (Sx, SX, {aρ, 1}). Como {I1, ι0} = 1IA

y 11 = 1IA entonces CA = P{1, ρ} = A y SA = P{1, ρ} = A, por tanto

(k1, CA, {1ρ, 1}) = (1, A, 1) y (S1, SA, {1ρ, 1}) = (1, A, 1). De donde Cxk1 =

Cx = kx y SxS1 = Sx. Esta última igualdad confirma la notación de la in-

ducida.

Proposición 3.3 .4. Dado un push out P{j, s} basado en un morfismo

a : T → A asociado a un objeto (x,X), se tiene que el morfismo k =
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ι1 ∪jι1
1 : X = P{j, s} → CX = P{{Ij, ι0}, aρ{Ij, ι0}} es una cofibración

basada entre push outs asociados, con k : (x,X, {a, 1}) → (kx, CX, {aρ, 1}).

Demostración. El morfismo ι1 ∪jι1
1 existe pues ι1j = Ijι1 = {Ij, ι0}jι1 y

aρ{Ij, ι0}jι1 = aρIjι1 = aρι1j = aj = s. Observando que por el corolario

3.3.1 ks = {sjρ, xa, s}ι1, y que por el corolario 3.3.2 {sjρ, xa, s} = aρ{Ij, ι0},
se tiene que (ι1∪jι1

1)x = kx y (ι1∪jι1
1)s = aρ{Ij, ι0}ι1 = {sjρ, xa, s}ι1 = ks.

Se concluye que k = ι1 ∪ι0ι1 1.

Por el axioma GI4 se tiene que {Ij, ι0, ι1} : I1
j S = P{jι1, j} → IT es una

cofibración, y por tanto, ({Ij, ι0}, j) es una cofibración de pares. Observando

que ι1, jι1 y 1 también lo son, se concluye el resultado.

Corolario 3.3.5. Dado un push out P{j, s} basado en un morfismo a : T → A

asociado a un objeto (x, X), se tiene Sk = Iι1 ∪I1
({Ij,ι0},j)

jι1
1 : SX =

P{j1, aρj1} → SCX = P{{Ij, ι0}1, aρ2{Ij, ι0}1} es una cofibración entre

push outs asociados, con Sk : (Sx, SX) → (S(kx), SCX).

Demostración. Consecuencia inmediata de los corolarios 3.3.2 y 3.3.3 y de las

proposiciones 3.3.3 y 3.3.4.

Corolario 3.3.6. Dado un push out P{j, s} basado en un morfismo a : T → A

asociado a un objeto (x,X), se tiene que el par ((S(kx), SCX), (Sx, SX)) tiene

como push out asociado a P{({Ij, ι0}1, j1), (aρ2{Ij, ι0}1, aρj1)}.
Para un objeto basado (x, X, a) y otro objeto (h, Y ) de CA se obtienen los

grupos de homotoṕıa punteados del objeto (h, Y ) referido al objeto (x,X, a)

como π
(x,X,a)
n (h, Y ) = [(Snx, SnX), (h, Y )] = [SnX, Y ]

h{Snx}
∗ , que coincide por

el apartado tercero de la proposición 1.2.9 con

[I∗Sn−1X,Y ]
{han−1,han−1}ρ∗{ι0∗,ι1∗}{{ι0∗,ι1∗}}∗ , donde an−1 representa el morfismo

base natural del objeto (Sn−1x, Sn−1X).

Observación 3.3.1. Para todo objeto (x, X) ya se vio que x : (1, A) → (x,X)

es una cofibración entre objetos de cofA. Observando que para el objeto (1, A)
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se verifica que ιε∗ = 1A : A → I∗A = P{1, ρ} = A se tiene que I1
∗xA =

P{x, x} = X ∨ X y que (x)1
∗ = {ι0∗, ι1∗} : X ∨ X → I∗X. De donde

[I∗Sn−1X,Y ]
{han−1,han−1}ρ∗{ι0∗,ι1∗}{{ι0∗,ι1∗}}∗ =

[I∗Sn−1X,Y ]
{han−1,han−1}ρ∗(Sn−1x)1∗{(Sn−1x)1∗}∗ = πSn−1x

∗1 (Y, han−1) que por el coro-

lario 3.2.1 coincide con πSn−1x
1 (Y, han−1).

Proposición 3.3 .5. Dado un objeto basado (x,X, a), el objeto basado

(Snx, SnX) tiene como push out asociado P{xn, aρnxn}, con morfismo base

aρn : InX → A.

Demostración. Por la proposición 3.3.1 se tiene que el objeto basado (Sx, SX, a1)

tiene como push out asociado P{x1, aρx1} con morfismo base

aρ : IX → A. Usando el corolario 3.3.1 se tiene que el objeto (S2x, S2X, a2)

tiene como push out asociado P{(x1)1, aρρ(x1)1} = P{x2, aρ2x2} con morfismo

base aρ2 : I2X → A. Iterando el proceso se concluye que para todo n ∈ N, el

objeto basado (Snx, SnX, an) tiene como push out asociado P{xn, aρnxn} con

morfismo base aρn : InX → A.

Teorema 3.3.1. Dado un objeto basado (x, X, a) y un objeto (h, Y ) de CA, se

tiene que π
(x,X,a)
n (h, Y ) es isomorfo a πx

n(Y, ha).

Demostración. Por la proposición 3.3.5 anterior, la observación 3.3.1 y la propo-

sición 1.4.2 se tienen los siguientes isomorfismos de grupos:

π
(x,X,a)
n (h, Y ) ∼= πSn−1x

1 (Y, han−1) ∼= πxn−1

1 (Y, haρn−1).

Por la proposición 1.4.1 se concluye el resultado:

π(x,X,a)
n (h, Y ) ∼= πx

n(Y, ha)

Corolario 3.3.7. Dado un push out P{j, s} basado en un morfismo a : T → A

y asociado a un objeto (x,X), se tiene que π
(x,X,{a,1})
n (h, Y ) ∼= πj

n(Y, ha).
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Demostración. Consecuencia inmediata del teorema 3.3.1 anterior y del tercer

apartado de la proposición 1.4.2. Obsérvese que h{a, 1}s = ha.

Para todo objeto basado (x,X, a) y todo objeto (h, Y ) de CA, se induce una

sucesión exacta de homotoṕıa:

· · · → π
(x,X,a)
3 (h, Y )

j→ π
(x,X,a)
3 (h)

∆→ π
(x,X,a)
2 (1, A)

h∗→
h∗→ π

(x,X,a)
2 (h, Y )

j→ π
(x,X,a)
2 (h)

∆→ π
(x,X,a)
1 (1, A)

j→ π
(x,X,a)
1 (h, Y )

Por otro lado, dada la cofibración x : A ½ X, y los morfismos a : X → A y

h : A → Y , existe por resultados probados en el caṕıtulo anterior, una sucesión

exacta S(x, h, a) relativa a la cofibración x del morfismo h basada en el morfismo

a:

· · · πx
3 (Y, ha)

j→ πx
3 (h, a)

p1→ πx
2 (A, a)

h∗→ πx
2 (Y, ha)

Ambas sucesiones se verá que son isomorfas a partir de π
(x,X,a)
2 (h, Y ) y πx

2 (Y, ha)

respectivamente, lo que evidencia que la sucesión exacta de homotoṕıa punteada

es un caso particular de la respectiva generalizada. De esta forma, cuando la

categoŕıa es punteada, la sucesión exacta de homotoṕıa generalizada puede ser

extendida hasta los grupos de orden uno.

Teorema 3.3.2. Dado un objeto basado (x, X, a), se verifica que el par

((S(kSnx), SCSnX), (Sn+1x, Sn+1X)) tiene como push out asociado

P{((Cxn)1, xn+1), ({aρn+2, aρn+1}(Cxn)1, aρn+1xn+1)} = SkSnX .

Demostración. Como aρn+2I(ιn0 )1 = {aρ2, aρn+1, aρn+1} =

{aρn+1I(ι0)
nIρ, aρn+1I(ι0)

nIρn, aρn+1} = aρn+1I{ιn0ρ, ιn0ρ
n, 1}, existe el mor-

fismo {aρn+2, aρn+1} : ICInX → A. Por la proposición 2.2.1 y el apartado

segundo del teorema 1.2.2 se tiene que

({aρn+2, aρn+1}(Cxn)1, aρn+1xn+1)(I1
(Cxn,{Ixn,ι0}){q, kx̃n−1ι0ι

n−1
0 ρn}, 1) =

({aρn+2, aρn+1}(Cxn)1I1
(Cxn,{Ixn,ι0}){q, kx̃n−1ι0ι

n−1
0 ρn}, aρn+1xn+1) =

({aρn+2, aρn+1}Iq{Ixn, ι0}1, aρn+1xn+1) = (aρn+2{Ixn, ι0}1, aρn+1xn+1). Ob-

servando que P{({Ixn, ι0}1, xn+1), (I1
(Cxn,{Ixn,ι0}){q, kx̃n−1ι0ι

n−1
0 ρn}, 1)} tiene



3.3. Homotoṕıa punteada 129

como morfismos inducidos ({Ixn, ι0}1, xn+1) = ({Ixn, ι0}1, xn+1) =

((Cxn)1, xn+1) y (I1
(Cxn,{Ixn,ι0}){q, kx̃n−1ι0ι

n−1
0 ρn}, 1) =

(I1
(Cxn,{Ixn,ι0}){q, kx̃n−1ι0ι

n−1
0 ρn}, 1) = (Iq, 1) y que por la proposición 3.3.5, el

corolario 3.3.6 y la proposición 0.2.2 se tiene que el par

((S(kSnx), SCSnX), (Sn+1x, Sn+1X)) tiene como push out asociado

P{({Ixn, ι0}1, xn+1), (aρn+2{Ixn, ι0}1, aρn+1xn+1)} =

P{((Cxn)1, xn+1), ({aρn+2, aρn+1}(Cxn)1, aρn+1xn+1)}.
Nótese que I1

(Cxn,{Ixn,ι0}){q, kx̃n−1ι0ι
n−1
0 ρn}I1

({Ixn,ι0},xn)x
nι1 =

I1
(Cxn,xn){q, kx̃n−1ι0ι

n−1
0 ρn}xnι1 =

I1
(Cxn,xn)qι1 = I1

(Cxn,xn)k y que IqIι1 = Ik de donde se tiene que Ik =

Iι1 ∪I1
({Ixn,ι0},xn)

xnι1 I1
(Cxn,xn)k : In+1X → ICInX.

Por teoŕıa de homotoṕıa punteada se tiene que π
(x,X,a)
n+1 (h) = [Snk, h]∗ ∼=

[SkSn−1 , h]∗.

Proposición 3.3.6. Dado un objeto basado (x,X, a) y un objeto (h, Y ) de CA,

se tiene que π
(x,X,a)
n+2 (h) ∼= πx

n+2(h, a).

Demostración. Por la proposición 3.2.1 aplicada a pares se tiene que

π
(x,X,a)
n+2 (h) ∼= [SkSn , h]∗ ∼= [SkSn , h](h,1){(S(kSnx),Sn+1x)}.

Usando el teorema 3.3.2 y por el tercer apartado de la proposición 1.2.9 se

tiene que [SkSn , h](h,1){(S(kSnx),Sn+1x)} es biyectivo con

[Ik, h]({haρn+2,haρn+1}(Cxn)1,aρn+1xn+1){((Cxn)1,xn+1)} ∼= πx
n+2(h, a).

Un razonamiento similar al realizado en la demostración del teorema 3.3.1

concluye que la biyección obtenida entre π
(x,X,a)
n+2 (h) y πx

n+2(h, a) es un isomor-

fismo de grupos.

Corolario 3.3.8. Para todo objeto basado (x, X, a) y todo objeto (h, Y ) de

CA se tiene que la sucesión exacta de homotoṕıa punteada S∗((x,X, a), (h, Y ))

asociada al objeto (h, Y ) y referida al objeto (x,X, a) es isomorfa a la sucesión
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exacta de homotoṕıa S(x, h, a) relativa a la cofibración x del morfismo h basada

en el morfismo a:

· · · h∗ // π
(x,X,a)
3 (h, Y )

∼=
²²

j // π
(x,X,a)
3 (h)

∼=
²²

∆ // π
(x,X,a)
2 (1, A)

∼=
²²

h∗// π
(x,X,a)
2 (h, Y )

∼=
²²

· · · h∗ // πx
3 (Y, ha)

j // πx
3 (h, a)

p

1
// πx

2 (A, a)
h∗ // πx

2 (Y, ha)

Demostración. Es evidente que los isomorfismos del teorema 3.3.1 y los de la

proposición 3.3.6 anterior son compatibles con los homomorfismos de dichas

sucesiones.

El isomorfismo de sucesiones dado en el corolario 3.3.8 anterior permite afir-

mar para homotoṕıa generalizada que si i : B ½ A es una cofibración con una

retracción r : A → B y f : B → X es un morfismo, entonces la sucesión exacta

de homotoṕıa generalizada S(i, f, r) relativa a la cofibración i del morfismo f

basada en el morfismo r puede ser extendida hasta πi
1(Y, fr).



Caṕıtulo 4

Teoŕıa dual. Aplicaciones y

ejemplos

Todo lo desarrollado en los caṕıtulos precedentes tiene una dualización. Aśı

surgen los conceptos de P -categoŕıa generalizada con sus caminos generalizados

y sus fibraciones.

Como sucede en diversas teoŕıas de homotoṕıa, también en ésta pueden existir

dos estructuras que hagan de la categoŕıa una I-categoŕıa generalizada y una

P -categoŕıa generalizada. Pero se necesita una cierta compatibilidad de dichas

estructuras para que la homotoṕıa obtenida por ambas sea coincidente. Esto se

consigue mediante el concepto de IP -categoŕıa generalizada. Cuando también

existe una compatibilidad entre las cofibraciones y las fibraciones, entonces los

grupos de homotoṕıa generalizados van a ser isomorfos en ambas estructuras.

Todo cilindro generalizado genera cofibraciones de forma que la categoŕıa con

estas cofibraciones generadas llega a ser una I-categoŕıa generalizada. Lo mismo

sucede dualmente con los caminos generalizados y las fibraciones generadas. De

esta forma basta tener un funtor adjunto a derecha (resp. a izquierda) de un

cilindro generalizado (resp. caminos generalizado) para generar una estructura

de IP -categoŕıa generalizada.

131
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Cuando la teoŕıa es desarrollada en categoŕıas aditivas, resulta más sencilla su

elaboración. En este tipo de categoŕıas, la propiedad de extensión de homotoṕıa

de las cofibraciones iteradas es una simple consecuencia de dicha propiedad de

la cofibración sin iterar. Aśı, las cofibraciones generadas por un cilindro generali-

zado en una categoŕıa aditiva con push out son exactamente los morfismos que

verifican la propiedad de extensión de homotoṕıa.

La operación de los grupos de homotoṕıa generalizada basados en el morfismo

cero viene inducida por la suma de los morfismos de la categoŕıa. Por ello, en una

I-categoŕıa aditiva generalizada, incluso el grupo de homotoṕıa de orden uno es

abeliano.

Al ser la adición de la categoŕıa lo que da la estructura aditiva a los grupos

de homotoṕıa, puede obviarse que los cilindros conserven push outs cofibrados.

De esta forma, dada una construcción cono en una categoŕıa aditiva, surge una

estructura de I-categoŕıa generalizada en dicha categoŕıa.

Igualmente sucede con coconos y caminos generalizados, concluyéndose que

en el caso de funtores adjuntos es lo mismo obtener primero la construcción

cono-cocono y posteriormente la IP -categoŕıa generalizada, que obtener primero

la I-categoŕıa generalizada y después mediante adjunción, la IP -categoŕıa gene-

ralizada.

Similarmente a como se obtienen los grupos de homotoṕıa de los espa-

cios topológicos punteados, una I-categoŕıa generalizada se puede puntear para

obtener esferas y, mediante éstas, crear los grupos de homotoṕıa esféricos de

un objeto punteado. Estos grupos esféricos son un ejemplo más de grupos de

homotoṕıa generalizada.

Existen muchos ejemplos de teoŕıas de homotoṕıas que verifican la teoŕıa de

homotoṕıa aqúı desarrollada. La homotoṕıa ordinaria de los espacios topológicos

es uno de ellos. Los grupos de homotoṕıa de los espacios topológicos punteados,

aśı como las sucesiones exactas originadas por ellos, son solo un caso particular

de la homotoṕıa generalizada que posee la categoŕıa de los espacios topológicos.

En ella, usando los desarrollos establecidos en los caṕıtulos anteriores, se puede
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hablar de grupos de homotoṕıa relativos a cofibraciones y sucesiones exactas

asociadas a una aplicación continua, tanto para las cofibraciones de Hurewicz

(generadas por el cilindro topológico) como para las cerradas. También los

caminos topológicos dotan a esta categoŕıa de una estructura de P -categoŕıa

generalizada y, en conjunto, es una IP -categoŕıa generalizada.

La homotoṕıa propia de los espacios topológicos tiene también una estructura

de I-categoŕıa generalizada. Para ello hay que definir dicha estructura en una

supercategoŕıa de ésta, denominada categoŕıa de los espacios exteriores.

La homotoṕıa de los complejos de cadena de una categoŕıa abeliana tiene

una estructura de IP -categoŕıa generalizada. En esta estructura, las cofibra-

ciones (fibraciones) generadas coinciden con los monomorfismos (epimorfismos)

normales.

La homotoṕıa proyectiva descrita por Eckman y Hilton en R-módulos tiene es-

tructura de P -categoŕıa generalizada y no existe ningún funtor adjunto a izquierda

al de sus caminos. En esta homotoṕıa es equivalente decir que dos homomorfis-

mos de R-módulos son homótopos a decir que su diferencia se factoriza a través

de un módulo proyectivo.

Análogamente sucede con la homotoṕıa inyectiva de R-módulos de Eckman y

Hilton. En este caso, la homotoṕıa tiene asociada una estructura de I-categoŕıa

generalizada, que no tiene un funtor adjunto a derecha del cilindro. La homotoṕıa

entre dos morfismos es equivalente a que su diferencia se factorice a través de

un módulo inyectivo.

Por último, existen homotoṕıas tensoriales en grupos, R-casi módulos y

R-módulos, que también son ejemplos de IP -categoŕıas generalizadas.

4.1 Homotoṕıa en una P -categoŕıa generalizada.

Adjunción

Todo lo desarrollado en los caṕıtulos precedentes tiene una versión dual que se
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puede englobar bajo el t́ıtulo de homotoṕıa de una P -categoŕıa generalizada. Al

ser válidos los razonamientos duales para obtener grupos de homotoṕıa generali-

zados y sucesiones exactas de dichos grupos, no se dará más que la definición de

P -categoŕıa generalizada para justificar la nomenclatura de los conceptos duales.

Definición 4.1.1. (Dual de la definición 1.1.2) Una P -Categoŕıa Generalizada es

una estructura del tipo (C, P, ρε, ι, θε, f ib) donde C es una categoŕıa, P : C → C
es un funtor denominado caminos, ρ0, ρ1 : P → 1C son transformaciones na-

turales denominadas proyecciones, ι : 1C → P es una transformación natural

denominada inclusión, θ0, θ1 : P → P 2 son transformaciones naturales denomi-

nadas coproductos y “fib” es una familia distinguida de morfismos denominados

fibraciones y representados por “³”, verificando los axiomas GP1, GP2, GP3,

GP4 y GP5:

GP1 (Axioma de Caminos) ρει = id, ε ∈ {0, 1}
GP2 (Axioma de Pull back) Para toda fibración p : A ³ B y todo morfismo

f : X → B existe el objeto pull back P < f, p > con p̄ fibración:

P < f, p >

p̄

²²

f̄ // A

p
²²²²

X
f

// B

El funtor caminos P transforma pull backs fibrados en pull backs, esto es,

P (P < f, g >) = P < Pf, Pg >.

GP3 (Axioma de Fibración) Para todo objeto X de C, ρ0X , ρ1X : PX ³ X y

1X : X ³ X son fibraciones. La composición de fibraciones es fibración. Toda

fibración verifica la propiedad de levantamiento de homotoṕıa (P.L.H.):

Un morfismo p : A → B se dice que verifica la P.L.H. cuando todo cuadrado

de homotoṕıa

X

H

²²

h // A

p

²²
PB ρε

// B , ε ∈ {0, 1}
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tiene una elevación F : X → PA tal que ρεF = h y PpF = H.

GP4 (Axioma de Caminos Relativo) Para toda fibración p : A ³ B, el

morfismo p1 =< Pp, ρ0, ρ1 >: PA → P 1
p B = P < ρ1p, p > es una fibración

PA

p1 &&MMMMMMMMMMM ρ1

''

<Pp,ρ0>

%%

P < ρ1p, p >
ρ1p̄ //

ep
²²

A

p

²²
P < ρ0, p >

ρ1p
// B

GP5 (Axioma de Coproducto)

(Pρν)θε = ρνP θε =

{
id , ν = ε

ιρν , ν 6= ε
y θει = ι2 ; con ν, ε ∈ {0, 1}.

Ciertas teoŕıas de homotoṕıa pueden ser obtenidas usando indistintamente

un funtor cilindro o uno caminos. Para ello se necesitan las compatibilidades

de dichos funtores, de las transformaciones naturales intervinientes asociadas a

cada uno de ellos y de las cofibraciones y fibraciones de la categoŕıa. En la teoŕıa

desarrollada en este trabajo también se llega a resultados similares.

Definición 4.1.2. Una IP -categoŕıa generalizada es una estructura del tipo

(C, I, P, ιε, ρε, ρ, ι, χε, θε, cof, fib) donde (C, I, ιε, ρ, χε, cof) es una estructura

de I-categoŕıa generalizada sobre C y (C, P, ρε, ι, θε, f ib) es una estructura de

P -categoŕıa generalizada sobre C.

Además el funtor P es adjunto a derecha del funtor I mediante un isomor-

fismo de adjunción γ : Hom(I−,∼) → Hom(−, P ∼) que hace las estruc-

turas compatibles, ι∗ε ∼= ρε∗, ι∗ ∼= ρ∗ y χ∗ε ∼= θε∗, esto es, para todo morfismo

F : IA → X se verifica Fιε = ρεγ(F ), para todo morfismo f : A → X se

verifica γ(fρ) = ιf y γ2(Fχε) = θεγ(F ).

Definición 4.1 .3. En una IP -categoŕıa generalizada, una fibración

p : X ³ Y y una cofibración i : B ½ A se dirán compatibles si para todo



136 4. Teoŕıa dual. Aplicaciones y ejemplos

morfismo f : A → X, para todo n ∈ N, todo morfismo H : InA → X verifi-

cando HIni = fiρn y todo morfismo G : A → P nX verificando P npG = ιnpf

se tiene que pH = pfρn y Gi = ιnfi.

La compatibilidad de las estructuras queda claramente mostrada en el si-

guiente teorema.

Teorema 4.1 .1. En una IP -categoŕıa generalizada, dada una fibración

p : X ³ Y y una cofibración i : B ½ A compatibles, se tiene que para

toda f : A → X, los grupos de homotoṕıa πi
n(X, f) y πp

n(A, f) son isomorfos.

Demostración. Sea [H] ∈ πi
n(X, f), entonces como H : InA → X se tiene

que γn(H) : A → P nX. Por las compatibilidades de las estructuras, y de la

cofibración y la fibración, se verifica que pnγn(H) =

< P np, P n−1ρ0, P
n−1ρ1, · · · ρ0, ρ1 > γn(H) =

< P npγn(H), P n−1ρ0γ
n(H), P n−1ρ1γ

n(H), · · · ρ0γ
n(H), ρ1γ

n(H) >=

< γn(pH), γn−1(ρ0γ(H)), γn−1(ρ1γ(H)), · · · γn−1(H)ι0, γ
n−1(H)ι1 >=

< γn(pfρn), γn−1(Hι0), γ
n−1(Hι1), · · · γn−1(HIn−1ι0), γ

n−1(HIn−1ι1) >=

< γn−1(ιpfρn−1),γn−1(fρn−1),γn−1(fρn−1),· · · γn−1(fρn−1),γn−1(fρn−1) >=

< ιnpf, ιn−1f, ιn−1f, · · · ιn−1f, ιn−1f >=

< P npιnf, P n−1ρ0ι
nf, P n−1ρ1ι

nf, · · · ρ0ι
nf, ρ1ι

nf >=

< P np, P n−1ρ0, P
n−1ρ1, · · · ρ0, ρ1 > ιnf =

pnιnf . Por tanto [γn(H)] ∈ πp
n(A, f). Se define γn : πi

n(X, f) → πp
n(A, f) por

γn([H]) = [γn(H)].

γn bien definida:

Si [H0] = [H1] ∈ πi
n(X, f) entonces existe H : In+1A → X tal que Hι0 =

H0, Hι1 = H1 y HIin = H0ρIin = H0i
nρ = fρninρ = fρn+1Iin, en particular

HIn+1i = fiρn+1, y por la compatibilidad de la cofibración y la fibración se tiene

que pH = pfρn+1.

El morfismo γn+1(H) : A → P n+1X verifica pn+1γn+1(H) =

< γn+1(pH), γn(Hι0), γ
n(Hι1), γ

n(HIι0), γ
n(HIι1), · · · γn(HInι1) >=
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< γn+1(pfρn+1), γn(H0), γ
n(H1), γ

n(fρn), γn(fρn), · · · γn(fρn), γn(fρn) >=

< ιn+1pf, γn(H0), γ
n(H1), ι

nf, ιnf, · · · ιnf, ιnf >, y por el dual de la proposición

1.2.6 se tiene que [γn(H0)] = [γn(H1)] en πp
n(A, f).

γn es homomorfismo de grupos:

Por la proposición 1.3.6, si [G] = [F ]−1 en πi
n(X, f) entonces existe una

extensión H : In+1A → X del morfismo {fρn+1I2in−1, F, fρn, fρn, G} relativa

a la cofibración in+1. Entonces γn+1(H) : A → P n+1X verifica pn+1γn+1(H) =

< P n+1pιn+1f, ιnf, γn(G), γn(F ), ιnf, · · · ιnf > y por la proposición dual de

la 1.3.8 se tiene que [γn(G)] = [γn(F )]−1 en πp
n(A, f). En otras palabras,

[γn(F )] = [γn(F )].

Por la proposición 1.3.7, si [H] = [F ] · [G] en πi
n(X, f), entonces existe una

extensión E : In+1A → X del morfismo {fρn+1I2in−1, F , fρn, G,H} relativa a

la cofibración in+1. Entonces γn+1(E) : A → P n+1X verifica pn+1γn+1(E) =

< P n+1pιn+1f, γn(G), γn(H), γ(F ), ιnf, · · · ιnf > y por la proposición dual de

la 1.3.9 y lo anterior se concluye que [γn(H)] = [γn(F )] · [γn(G)] en πp
n(A, f).

Una demostración similar usando γ−1 prueba que γ−n : πp
n(A, f) → πi

n(X, f)

es también un homomorfismo de grupos inverso de γn. Se concluye que γn es

un isomorfismo de grupos.

Definición 4.1.4. Dada una categoŕıa C, un cilindro generalizado es un funtor

I : C → C y transformaciones naturales ρ : I → 1C, ιε : 1C → I y χε : II → I,

ε ∈ {0, 1}, verificando los axiomas GI1 y GI5 de la definición 1.1.2 de I-categoŕıa

generalizada.

La familia de cofibraciones generada por un cilindro (I, ρ, ιε, χε) son aquellos

morfismos i de la categoŕıa tales que i, i1, · · · in, · · · verifican la propiedad de

extensión de homotoṕıa y siempre tienen push out. Nótese que si i tiene push

out para todo morfismo con su mismo dominio entonces existe i1. Iterando el

proceso, existe in para todo n ∈ N.

Teorema 4.1.2. Dada una categoŕıa C con un cilindro generalizado (I, ρ, ιε, χε)

de forma que ιε son cofibraciones generadas para todo objeto de la categoŕıa,
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y el cilindro I transforma push outs con cofibraciones generadas en push outs,

entonces (C, I, ρ, ιε, χε, cof), donde cof son las cofibraciones generadas, es una

I-categoŕıa generalizada.

Demostración. GI1 y GI5 se verifican por la definición de cilindro generalizado.

El axioma GI4 es consecuencia inmediata de la definición de cofibraciones

generadas. Nótese que (in)m = in+m.

Axioma GI2:

Que las cofibraciones generadas tienen push out se da por definición. Que el

cilindro transforma push outs cofibrados en push outs se tiene por hipótesis.

Dado el push out P{i, f}, hay que ver que i es una cofibración generada.

Por el apartado segundo del corolario 1.2.1, basta probar que i tiene push out

para cualquier morfismo con su mismo dominio, y que verifica la P.E.H.

Por la proposición 0.2.2, si el dominio de un morfismo g coincide con el

dominio de i, entonces el dominio de g coincide con el codominio de f y

P{i, gf} = P{i, g}.
Dado el siguiente cuadrado de homotoṕıa gi = Gιε asociado a i, entonces

GIfι0 = Gι0f = gif = gfi es un cuadrado de homotoṕıa asociado a i, y al

verificar i la P.E.H. tiene una extensión H tal que Hι0 = gf y HIi = GIf .

Al transformar el funtor I los push outs con i en push outs, existe el morfismo

{H, G} verificando {H,G}Ii = G y {H, G}ι0 = {Hι0, Gι0} = {gf, gi} = g.

Axioma GI3:

Por hipótesis, ιε son cofibraciones generadas para todo objeto de la categoŕıa.

Dado el morfismo 1A, se tiene que (1A)n = 1InA, que efectivamente tiene push

out para cualquier morfismo con su mismo dominio y dado un cuadrado de

homotoṕıa h1 = Hι0 asociado a 1, el propio morfismo H es una extensión.

Falta probar que si los morfismos i : B ½ A y j : C ½ B son cofibraciones

generadas, entonces ij : C → A también lo es.

Aplicando el corolario 1.2.1 a los cuadrados 1(ij) = ij e (ij)1 = ij se tiene
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respectivamente que In1(ij)n = inIn
(i,ij)j y que (ij)nIn

(ij,j)1 = Inijn. Sea F

un morfismo con dominio In
ijC, entonces FIn

(ij,j)1 tiene como dominio In
j C. Al

ser j una cofibración generada entonces existe P{jn, F In
(ij,j)1}. El morfismo F

es de la forma {f2n, f2n−1, · · · f1, f0}, entonces FIn
(ij,j)1I

kι1 = jnf2kI
n−1i y

FIn
(ij,j)1I

kι0 = jnf2k+1I
n−1i y por tanto existe el morfismo

{FIn
(ij,j)1, j

nf2n−1, jnf2n−2, · · · jnf1, jnf0} con dominio In
i B. Nótese que la

compatibilidad de los términos jnfi entre si está probada por existir el morfismo

F = {f2n, · · · f1, f0}. Se tiene entonces que jnF =

{jnf2n, jnf2n−1, · · · jnf1, jnf0} =

{FIn
(ij,j)1I

nj, jnf2n−1, · · · jnf1, jnf0} =

{FIn
(ij,j)1, j

nf2n−1, · · · jnf1, jnf0}In
(i,ij)j,

y por tanto se tiene un cuadrado conmutativo jnF =

{FIn
(ij,j)1, j

nf2n−1, · · · jnf1, jnf0}In
(i,ij)j.

Dados dos morfismos g y G verificando que GIn
(i,ij)j = gF entonces

gFIn
(ij,j)1 = G2njn pues G2nInj = gf2n, G2nI

kι1 = G2kI
n−1i = gf2kI

n−1i y

G2nIkι0 = G2k+1I
n−1i = gf2k+1I

n−1i. Por tanto existe {G2n, g} con dominio

P{jn, F In
(ij,j)1}. Además {G2n, g}jn = g y

{G2n, g}{FIn
(ij,j)1, j

nf2n−1, · · · jnf1, jnf0} =

{G2n, gf2n−1, gf2n−2, · · · gf0} = {G2n, G2n−1, · · · G1, G0} = G. Se con-

cluye con la igualdad de morfismos {G2n, g} = {G, g} con dominios respectivos

P{jn, F In
(ij,j)1} = P{In

(i,ij)j, F}. De donde al ser (ij)n = inIn
(i,ij)j, tiene push

out para cualquier morfismo F por composición de ellos al ser i una cofibración

generada y tener in push out.

Finalmente se verá que (ij)n verifica la propiedad de extensión de homo-

toṕıa. Para ello es suficiente probar que In
(i,ij)j la verifica, pues si se tiene un

cuadrado de homotoṕıa h(ij)n = Hιε asociado al morfismo (ij)n entonces existe

F : IIn
i B → codom h verificando hin = Fιε, que es un nuevo cuadrado de ho-

motoṕıa asociado al morfismo in, y al ser i una cofibración generada, existe una
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extensión G de dicho cuadrado que verifica Gιε = h y GIinIn
(i,ij)j = FIIn

(i,ij)j =

H.

Sea ahora GIn
(i,ij)j = Fιε un cuadrado de homotoṕıa asociado al morfismo

In
(i,ij)j. Entonces el morfismo G es de la forma {G2n, G2n−1, · · · G1, G0} y F

es de la forma {F2n, F2n−1, · · · F0}. Además G2nInj = F2nιε y Gk = Fkιε,

0 ≤ k ≤ 2n − 1. Por tanto G2nIkι1 = G2kI
n−1i = F2kιεI

n−1i = F2kI
niιε

y G2nIkι0 = G2k+1I
n−1i = F2k+1ιεI

n−1i = F2k+1I
niιε. De donde se obtiene

el cuadrado de homotoṕıa G2njn = FI(In
(ij,j)1)ιε. Al ser j una cofibración

generada, existe una extensión H de dicho cuadrado de homotoṕıa.

Como HIkι1 = F2(k−1)I
ni y HIkι0 = F2(k−1)+1I

ni entonces existe

{H, F2n−1, F2n−2, · · · F1, F0} con dominio I(In
i B). Nótese que la compatibi-

lidad de los morfismos FkI
ni entre śı existe por el morfismo FI(In

(ij,j)1). El

morfismo {H, F2n−1, · · · F0} es una extensión del cuadrado de homotoṕıa aso-

ciado al morfismo In
(i,ij)j pues {H, F2n−1, · · · F0}ιε = {Hιε, F2n−1ιε, · · · F0ιε} =

{G2n, G2n−1, · · ·G0}=G y {H, F2n−1,· · · F0}In
(i,ij)j ={HInj, F2n−1,· · · F0} =

{F2n, F2n−1, · · ·F0} = F .

Para tener una IP -cateoŕıa generalizada basta tener una I-categoŕıa genera-

lizada con un ḿınimo de propiedades y un funtor adjunto a derecha del funtor

cilindro.

Proposición 4.1 .1. Dado un cilindro generalizado (I, ιε, ρ, χε) y un funtor

P adjunto a derecha del funtor I, entonces el isomorfismo de adjunción

γ : Hom(I−,∼) → Hom(−, P ∼) induce una estructura de caminos gener-

alizado (P, ρε, ι, θε) compatible con el cilindro generalizado.

Demostración. Sea γ : Hom(I−,∼) → Hom(−, P ∼) el isomorfismo natural

de adjunción entre los funtores dados. Se definen ι : 1C → P , ρε : P → 1C y

θε : P → P 2 por ι = γ(ρ), ρε = γ−1(1P )ιεP y θε = γ2(γ−1(1P )χεP ) respectiva-

mente.
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La naturalidad de las transformaciones anteriores se deduce de la naturalidad

de las transformaciones ρ, ιε y χε respectivamente:

- Pfι = Pfγ(ρ) = γ(fρ) = γ(ρIf) = γ(ρ)f

- ρεPf = γ−1(1P )ιεP Pf = γ−1(1P )I(Pf)ιεP = γ−1(1P Pf)ιεP =

γ−1(Pf1P )ιεP = fγ−1(1P )ιεP .

- P 2fθε = P 2fγ2(γ−1(1P )χεP ) = γ2(fγ−1(1P )χεP ) =

γ2(γ−1(Pf1P )χεP ) = γ2(γ−1(1P Pf)χεP ) = γ2(γ−1(1P )IPfχεP ) =

γ2(γ−1(1P )χεP I2Pf) = γ2(γ−1(1P )χεP Pf .

La estructura de camino generalizado de (P, ρε, ι, θε) se deduce de la de

cilindro generalizado de (I, ιε, ρ, χε):

Axioma GP1:

ρει = γ−1(1P )ιεP γ(ρ) = γ−1(1P )Iγ(ρ)ιε = γ−1(1P γ(ρ))ιε = γ−1(γ(ρ))ιε =

ριε = 1

Axioma GP5:

ρνP θε = γ−1(1P 2)ινP 2γ2(γ−1(1P )χεP ) = γ−1(1P 2)Iγ2(γ−1(1P )χεP )ινP =

γ−1(1P 2γ2(γ−1(1P )χεP ))ινP = γ−1(γ2(γ−1(1P )χεP ))ινP = γ(γ−1(1P )χεP )ινP =

γ(γ−1(1P )χεP IινP ) =

{
γ(γ−1(1P )1P ) , ν = ε

γ(γ−1(1P )ινP ρP ) , ν 6= ε
=

{
γ(γ−1(1P )) , ν = ε

γ(ρI(γ−1(1P )ινP )) , ν 6= ε
=

{
1P , ν = ε

γ(ρ)γ−1(1P )ινP , ν 6= ε
=

{
1P , ν = ε

ιρν , ν 6= ε

Además Pρνθε = Pρνγ
2(γ−1(1P )χεP ) = γ(ρνγ(γ−1(1P )χεP )) =

γ(γ−1(1P )ινP γ(γ−1(1P )χεP )) = γ(γ−1(1P )Iγ(γ−1(1P )χεP )ινIP ) =

γ(γ−1(1P γ(γ−1(1P )χεP ))ινIP ) = γ(γ−1(1P )χεP ινIP ) ={
γ(γ−1(1P )) , ν = ε

γ(γ−1(1P )ινP ρP ) , ν 6= ε
=

{
1P , ν = ε

ιρν , ν 6= ε
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Finalmente θει = γ2(γ−1(1P )χεP )γ(ρ) = γ2(γ−1(1P )χεP I2γ(ρ)) =

γ2(γ−1(1P )Iγ(ρ)χε) = γ2(γ−1(1P γ(ρ))χε) = γ2(ρχε) = γ2(ρ2) =

γ(γ(ρIρ)) = γ(γ(ρ)ρ) = γ(ρIγ(ρ)) = γ(ρ)γ(ρ) = ι2.

Compatibilidad de las estructuras:

- γ(fρ) = γ(ρIf) = γ(ρ)f = ιf .

- ρεγ(f) = γ−1(1P )ιεP γ(f) = γ−1(1P )Iγ(f)ιε = γ−1(1P γ(f))ιε =

γ−1(γ(f))ιε = fιε.

- θεγ(f) = γ2(γ−1(1P )χεP )γ(f) = γ2(γ−1(1P )χεP I2γ(f)) =

γ2(γ−1(1P )Iγ(f)χε) = γ2(γ−1(1P γ(f))χε) = γ2(fχε).

Una vez obtenidos unos caminos generalizados a través de un cilindro genera-

lizado y un funtor adjunto a derecha del funtor cilindro, se procede al estudio de

las posibles fibraciones que se asociarán a la estructura de caminos generalizados

para crear una IP -categoŕıa generalizada. Para ello es necesario usar cofibra-

ciones de retracto por deformación fuerte y la propiedad de levantamiento de

homotoṕıa relativa, conceptos que serán definidos de acuerdo con lo que sucede

en la homotoṕıa ordinaria de los espacios topológicos.

Definición 4.1.5. Una cofibración i : B ½ A en una I-categoŕıa generalizada

se dirá de retracto por deformación fuerte cuando exista un morfismo r : A → B

tal que ri = 1 e ir ' 1 rel i

Definición 4.1.6. Un morfismo p : X → Y en una I-categoŕıa generalizada

se dirá que verifica la propiedad de levantamiento de homotoṕıa relativa cuando

para toda cofibración i : B ½ A y todo cuadrado conmutativo

P{ι0, i}
{Ii,ι0}

²²

{G,g} // X

p

²²
IA

H
// Y
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existe una extensión F : IA → X tal que F{Ii, ι0} = {G, g} y pF = H.

Proposición 4.1.2. En una I-categoŕıa generalizada, dada una cofibración de

retracto por deformación fuerte i : B ½ A y un cuadrado conmutativo

B
²²

i
²²

g // X

p

²²
A

h
// Y

si p verifica la propiedad de levantamiento de homotoṕıa relativa, entonces existe

f : A → X tal que fi = g y pf = h

Demostración. Por la definición de retracto por deformación fuerte, existe

r : A → B y H : IA → A tal que ri = 1 y H : ir ' 1 rel i, esto es,

Hi1 = {iρ, ir, 1}. Por tanto, se tiene el cuadrado conmutativo H{Ii, ι0} =

i{ρ, r}. Componiendo este cuadrado con el del enunciado y al verificar p la

propiedad de levantamiento de homotoṕıa relativa, existe F : IA → X tal que

F{Ii, ι0} = g{ρ, r} y pF = hH. Entonces el morfismo Fι1 : A → X verifica

pFι1 = hHι1 = h y Fι1i = FIiι1 = gρι1 = g.

Proposición 4.1 .3. En una I-categoŕıa generalizada, para toda cofibración

i : B ½ A y objeto Z, las cofibraciones {Ii, ιε} : P{ιε, i} ½ IA y

ιεZ : Z ½ IZ son de retracto por deformación fuerte, con ε ∈ {0, 1}.

Demostración. Se supondrá que ε = 0. Para ε = 1, la demostración es similar.

El morfismo χ1 : I2A → IA verifica χ1I{Ii, ι0} = {Iiχ1, ι0ρ} =

{Iiχ1, ι0ρ}IρIι1. Por otro lado, el morfismo {Ii, ι0}rχ1 : I2A → IA, donde

r : IA → P{ι0, i} es la retracción existente por el teorema 1.1.1, verifica

{Ii, ι0}rχ1I{Ii, ι0} = {Ii, ι0}r{Iiχ1, ι0ρ} = {Iiχ1, ι0ρ} = {Iiχ1, ι0ρ}IρIι0.

Por tanto existe {{Iiχ1, ι0ρ}Iρ, {Ii, ι0}rχ1, χ1} : II1
{Ii,ι0}P{ι0, i} → IA y ve-

rifica {{Iiχ1, ι0ρ}Iρ, {Ii, ι0}rχ1, χ1}ι0 = {{Iiι0ρ, ι0ρι0}ρ, {Ii, ι0}rι0ρ, ι0ρ} =

{{ι0ρIi, ι0ρι0}ρ, ι0ρ, ι0ρ} = {ι0ρ2I{Ii, ι0}, ι0ρ2ι0, ι0ρ
2ι1} = ι0ρ

2{Ii, ι0}1 y por
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la propiedad de extensión de homotoṕıa existe H ′ : I3A → IA verificando

H ′I{Ii, ι0}1 = {{Iiχ1, ι0ρ}Iρ, {Ii, ι0}rχ1, χ1} y H ′ι0 = ι0ρ
2. Se tiene en-

tonces que H ′ι1 = H : I2A → IA verifica H{Ii, ι0}1 =

{{Iiχ1, ι0ρ}Iρ, {Ii, ι0}rχ1, χ1}ι1 = {{Ii, ι0}ρ, {Ii, ι0}r, 1}. Por tanto {Ii, ι0}
es una cofibración de retracto por deformación fuerte.

El morfismo χ1 : I2Z → IZ verifica χ1Iι0 = ι0ρ = ι0ρ
2Iι1 = ι0ρ

2Iι0 y

por tanto existe {ι0ρ2, ι0ρ
2, χ1} : II1

ι0
Z → IZ verificando {ι0ρ2, ι0ρ

2, χ1}ι0 =

{ι0ρ, ι0ρ, ι0ρ} = ι0ρ
2(ι0)

1 y por la propiedad de extensión de homotoṕıa existe

H ′ : I3Z → IZ verificando H ′I(ι0)
1 = {ι0ρ2, ι0ρ

2, χ1} y H ′ι0 = ι0ρ
2. Entonces

H = H ′ι1 : I2Z → IZ verifica H(ι0)
1 = {ι0ρ2, ι0ρ

2, χ1}ι1 = {ι0ρ, ι0ρ, 1}. Se

concluye que ι0 : Z → IZ es una cofibración de retracto por deformación fuerte.

Proposición 4.1.4. Dada una I-categoŕıa generalizada y un funtor P adjunto

a derecha del funtor cilindro I, un morfismo p : X → Y verifica la propiedad de

levantamiento de homotoṕıa (P.L.H.) si y solo si todo cuadrado del tipo

Z

ιε
²²

h // X

p

²²
IZ

H
// Y

tiene una diagonal F : IZ → X tal que Fιε = h y pF = H, ε ∈ {0, 1}.

Demostración. Sea γ : Hom(I−,∼) → Hom(−, P ∼) el isomorfismo natural

de adjunción entre los funtores I y P , y sea (P, ρε, ι, θε) la estructura de caminos

generalizada compatible con el cilindro generalizado existente por la proposición

4.1.1. Dado un cuadrado como el indicado, entonces se tiene el cuadrado de

homotoṕıa ρεγ(H) = Hιε = ph asociado al morfismo p. Por la propiedad

de levantamiento de homotoṕıa existe F : Z → PX verificando ρεF = h y

PpF = γ(H). Se concluye que γ−1(F ) : IZ → X verifica γ−1(F )ιε = ρεF = h

y pγ−1(F ) = γ−1(PpF ) = γ−1γ(H) = H.
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Rećıprocamente, dado un cuadrado de homotoṕıa ρεH = ph asociado al

morfismo p, entonces el cuadrado conmutativo γ−1(H)ιε = ρεH = ph es del

tipo expresado en el enunciado, por tanto existe una diagonal verificando Fιε = h

y pF = γ−1(H). De donde γ(F ) es una elevación relativa al morfismo p del

cuadrado de homotoṕıa dado pues ρεγ(F ) = Fιε = h y Ppγ(F ) = γ(pF ) =

γγ−1(H) = H

Teorema 4.1.3. Dada una estructura (C, I, ρ, ιε, χε, cof) de I-categoŕıa gener-

alizada, si P es un funtor adjunto a derecha de I y la categoŕıa C posee pull

backs entonces (C, I, P, ρ, ι, ιε, ρε, χε, θε, cof, fib) es una IP -categoŕıa generali-

zada, donde las transformaciones ι,ρε y θε son definidas como en la proposición

4.1.1 y fib denota la clase de morfismos p : X → Y tales que pn verifica la

propiedad de levantamiento de homotoṕıa relativa para todo n ≥ 0.

Demostración. Por la proposición 4.1.1, faltaŕıa comprobar que se verifican los

axiomas GP2, GP3 y GP4

Axioma GP2:

Existen pull backs para todo morfismo que verifique la propiedad de levan-

tamiento de homotoṕıa relativa pues la categoŕıa los tiene para todo morfismo.

Además, por ser P funtor adjunto a derecha de I, conserva ĺımites (Borceux, [4],

proposición 3.2.2), en particular pull backs.

Falta comprobar que la inducida de una fibración en un pull back es también

una fibración: Dada una cofibración i : B ½ A y el siguiente diagrama conmu-

tativo,

P{ι0, i}
{Ii,ι0}

²²

{G,g} // P < f, p >

p

²²

f // X

p

²²
IA

H
// Z

f
// Y

se tiene que por verificar p la propiedad de levantamiento de homotoṕıa relativa,

existe F : IA → X tal que F{Ii, ι0} = f{G, g} y pF = fH de donde, por la
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propiedad de pull back existe el morfismo < H, F >: IA → P < f, p > veri-

ficando p < H, F >= H, entonces como p < H, F > {Ii, ι0} = H{Ii, ι0} =

p{G, g} y f < H,F > {Ii, ι0} = F{Ii, ι0} = f{G, g} se concluye que

< H, F > {Ii, ι0} = {G, g}.
Axioma GP3:

Trivialmente, para todo objeto X de C, 1X verifica la propiedad de levan-

tamiento de homotoṕıa relativa pues si H{Ii, ι0} = 1{G, g} entonces el propio

morfismo H es una extensión de dicho cuadrado conmutativo.

Dada una cofibración i : B ½ A, si se tiene un cuadrado conmutativo

P{ι0, i}
{Ii,ι0}

²²

{G,g}// PX

ρε

²²
IA

H
// X

entonces el isomorfismo de adjunción γ permite crear un cuadrado de homo-

toṕıa asociado a la cofibración {Ii, ι0}, este es, γ−1({G, g})ιε = ρε{G, g} =

H{Ii, ι0}. Sea F : IIA → X una extensión de dicho cuadrado de homotoṕıa,

esto es, Fιε = H y FI{Ii, ι0} = γ−1({G, g}). Se tiene que γ(F ) : IA → PX

verifica γ(F ){Ii, ι0} = γ(FI{Ii, ι0}) = γ(γ−1({G, g})) = {G, g} y ρεγ(F ) =

Fιε = H. Por lo tanto ρε verifica la P.L.H.R.

Sean p : X → Y y q : Y → Z morfismos verificando la P.L.H.R., entonces

dada una cofibración i : B ½ A considérese un cuadrado conmutativo

P{ι0, i}
{Ii,ι0}

²²

{G,g} // X

qp

²²
IA

H
// Z

Como q verifica la P.L.H.R. existe una extensión F : IA → Y verificando

qF = H y F{Ii, ι0} = p{G, g}. Ahora, por verificar p la P.L.H.R. existe una

extensión U : IA → X verificando pU = F y U{Ii, ι0} = {G, g}. De donde U

es una extensión del cuadrado dado pues qpU = qF = H.
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Si p verifica la P.L.H.R. entonces por las proposiciones 4.1.2, 4.1.3 y 4.1.4, p

verifica la P.L.H.

Axioma GP4:

Evidente observando que (pn)m = pn+m.

El teorema anterior permite crear con un cilindro (I, ρ, ιε, χε) y un funtor

adjunto a derecha, F , del funtor cilindro I, IP -categoŕıas generalizadas cuando la

categoŕıa tenga push outs y pull backs: una tomando las cofibraciones generadas

por el cilindro y las fibraciones obtenidas como en el teorema anterior, otra

siguiendo el proceso dual, esto es, las fibraciones generadas por el funtor camino

y las cofibraciones definidas dualmente a las fibraciones del teorema, e iterando el

proceso con las nuevas cofibraciones y fibraciones obtenidas seguirán apareciendo

IP -categoŕıas generalizadas. Los resultados obtenidos en esta sección también

tienen sus resultados duales con demostraciones totalmente duales. Por ello se

omiten. Nótese que la propiedad de levantamiento de homotoṕıa relativa es una

propiedad autodual.

Si se tiene un cuadrado conmutativo del tipo:

B
²²

i
²²

H // PX

<Pp,ρ0>
²²

A
<G,h>

// P < ρ0, p >

entonces el siguiente cuadrado también es conmutativo

P{ι0, i}
{Ii,ι0}

²²

{γ−1(H),h} // X

p

²²
IA

γ−1(G)
// Y

Obsérvese que γ−1(H)ι0 = ρ0γγ−1(H) = ρ0H = hi, y por tanto exis-

te el morfismo {γ−1(H), h} : P{ι0, i} → X. Efectivamente, p{γ−1(H),h} =

{pγ−1(H),ph} = {γ−1(PpH), ρ0G} = {γ−1(Gi),γ−1(G)ι0} =

{γ−1(G)Ii, γ−1(G)ι0} = γ−1(G){Ii, ι0}. Por la propiedad de levantamiento
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de homotoṕıa relativa existe F : IA → X verificando F{Ii, ι0} = {γ−1(H), h}
y pF = γ−1(G). El morfismo γ(F ) : A → PX verifica γ(F )i = γ(FIi) =

γ(γ−1(H)) = H y < Pp, ρ0 > γ(F ) =< Ppγ(F ), ρ0γ(F ) >=< γ(pF ), F ι0 >=

< γ(γ−1(G)), h >=< G, h >.

4.2 Categoŕıas aditivas

En categoŕıas aditivas, la suma de morfismos hace que diversas propiedades

de las I-categoŕıas generalizadas se verifiquen con menos exigencias. En este

sentido, la propia axiomática de definición puede ser simplificada.

Obsérvese que si i : B → A no es cofibración, aunque śı exista el objeto push

out P{ι0, i}, puesto que ι0 śı que es cofibración, no se puede asegurar nada sobre

la existencia del objeto push out P{iι1, i}, ya que ninguno de los morfismos tiene

porqué ser cofibración. Sin embargo, en muchos casos, dicho objeto push out śı

puede existir, como por ejemplo en categoŕıas que tengan push outs.

Teorema 4.2 .1. En una I-categoŕıa generalizada aditiva, si un morfismo

i : B → A verifica la P.E.H. entonces, si existe el morfismo i1 : I1
i B → A,

también la verifica.

Demostración. Si existe el morfismo i1 : I1
i B → IA entonces el siguiente

cuadrado es un push out

P{ι0, i} {Ii,ι0}
//

I(iι1)∪iι1
ι1

²²

IA

i1Iiι1
²²

P{ι0, {Ii, ι0}} {i1Iei,eι0} // P{ι0, i1}

Efectivamente, como i1Iĩι0 = i1ι0̃i = ι̃0i
1̃i = ι̃0{Ii, ι0}, existe el morfismo

{i1Iĩ, ι̃0} : P{ι0, {Ii, ι0}} → P{ι0, i1}. Además I(iι1)ι0 = ι0iι1 y {Ii, ι0}iι1 =

Iiι1 = ι1i, por tanto existe el morfismo I(iι1)∪iι1
ι1 : P{ι0, i} → P{ι0, {Ii, ι0}}.
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Obsérvese que todos los objetos push out del diagrama siempre existen pues ι0

es cofibración.

Por otro lado se tiene que i1Iiι1{Ii, ι0} = {i1IĩI(iι1), i1ι0iι1} =

{i1IĩI(iι1), ι̃0i
1iι1} = {i1IĩI(iι1), ι̃0ι1} = {i1Iĩ, ι̃0}(I(iι1) ∪iι1

ι1) y por tanto

el cuadrado es conmutativo.

Dados los morfismos f1 : IA → X y {F, f0, f2} : P{ι0, {Ii, ι0}} → X

verificando que f1{Ii, ι0} = {F, f0, f2}(I(iι1) ∪iι1
ι1) = {FIι1, f2ι1}, se tiene

que f1Ii = {F, f0}I(iι1), por tanto existe el morfismo {F, f0, f1} : II1
i B → X.

Por otro lado, f2i
1 = {f2{Ii, ι0}, f2ι1} = {{F, f0}ι0, f1ι0} = {F, f0, f1}ι0.

Nótese que f2{Ii, ι0} = {F, f0}ι0 por existir el morfismo {F, f0, f2}. Se con-

cluye que {{F, f0, f2}, f1} = {{F, f0, f1}, f2} : P{I(iι1) ∪iι1
ι1, {Ii, ι0}} =

P{ι0, i1} → X.

En particular {{I2i, Iι0, ι0}, Iι1} = {Ii1, ι0} : P{I(iι1) ∪iι1
ι1, {Ii, ι0}} =

P{ι0, i1} → I2A.

Por el teorema 1.1.1, al verificar i la P.E.H se tiene que el morfismo {Ii, ι0}
es una sección. Sea r : IA → P{ι0, i} una retracción del morfismo {Ii, ι0}.
Entonces ({Ii, ι0}Ir + ι0ρ− {Ii, ι0}ι0ρIr){I{Ii, ι0}, ι0} =

{{Ii, ι0}, {Ii, ι0}ι0r}+ {ι0{Ii, ι0}ρ, ι0} − {ι0{Ii, ι0}ρ, {Ii, ι0}ι0r} =

{{Ii, ι0}, ι0} = 1.

Si denotamos por r′ = {Ii, ι0}Ir + ι0ρ− {Ii, ι0}ι0ρIr : I2A → P{ι0, {Ii, ι0}}
se tiene que

(i1Iiι1χ1 + {i1Iĩ, ι̃0}r′ − {i1Iĩ, ι̃0}r′Iι1χ1){Ii1, ι0} =

(i1Iiι1χ1 + {i1Iĩ, ι̃0}r′ − {i1Iĩ, ι̃0}r′Iι1χ1){{I2i, Iι0, ι0}, Iι1} =

{i1Iiι1χ1{I2i, Iι0, ι0}, i1Iiι1}+
{{i1Iĩ, ι̃0}, {i1Iĩ, ι̃0}r′Iι1} − {{i1Iĩ, ι̃0}r′Iι1χ1{I2i, Iι0, ι0}, {i1Iĩ, ι̃0}r′Iι1} =

{i1Iiι1{Iiχ1, ι0ρ, ι0ρ}, i1Iiι1}+
{{i1Iĩ, ι̃0} − {i1Iĩ, ι̃0}r′Iι1{Iiχ1, ι0ρ, ι0ρ}, 0} =

{i1Iiι1{Ii, ι0}{iχ1, ι0ρ, ι0ρ}+
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{i1Iĩ, ι̃0} − {i1Iĩ, ι̃0}r′Iι1{Ii, ι0}{iχ1, ι0ρ, ι0ρ}, i1Iiι1} =

{{i1Iĩ, ι̃0}(I(iι1) ∪iι1
ι1){iχ1, ι0ρ, ι0ρ}+

{i1Iĩ, ι̃0} − {i1Iĩ, ι̃0}r′{I2iIι1, ι0ι1}{iχ1, ι0ρ, ι0ρ}, i1Iiι1} =

{{i1Iĩ, ι̃0}(I(iι1) ∪iι1
ι1){iχ1, ι0ρ, ι0ρ}+

{i1Iĩ, ι̃0} − {i1Iĩ, ι̃0}r′{I2i, Iι0, ι0}(I(iι1) ∪iι1
ι1){iχ1, ι0ρ, ι0ρ}, i1Iiι1} =

{{i1Iĩ, ι̃0}(I(iι1) ∪iι1
ι1){iχ1, ι0ρ, ι0ρ}+

{i1Iĩ, ι̃0} − {i1Iĩ, ι̃0}(I(iι1) ∪iι1
ι1){iχ1, ι0ρ, ι0ρ}, i1Iiι1} =

{{i1Iĩ, ι̃0}, i1Iiι1} = 1.

De forma análoga se hace para {Ii1, ι1}. El teorema 1.1.1 concluye que i1

verifica la P.E.H.

Corolario 4.2 .1. Las cofibraciones generadas por un cilindro generalizado

(I, ρ, ιε, χε) sobre una categoŕıa aditiva con push outs, coinciden con los morfis-

mos que verifican la P.E.H.

Demostración. Consecuencia inmediata de la definición de cofibración generada

y del teorema 4.2.1 anterior.

Como consecuencia de lo anterior, basta dar una estructura de cilindro gene-

ralizado que conserve push outs sobre una categoŕıa aditiva y con push outs para

tener un ejemplo de I-categoŕıa generalizada, con sus cofibraciones definidas por

la P.E.H.

Teorema 4.2.2. En una I-categoŕıa generalizada aditiva, para toda cofibración

i : B ½ A y todo objeto X de la categoŕıa, la operación del grupo πi
n(X, 0)

coincide con la inducida por la suma de los morfismos.

Demostración. Obsérvese que si [F ], [G] ∈ πi
n(X, 0) entonces Fin = 0 y Gin =

0, y por tanto (F + G)in = Fin + Gin = 0 + 0 = 0. Propiedad que en general

no es cierta si el morfismo base elegido no es 0 : A → X.

Por otra parte, si F : f0 ' f1 rel in y G : g0 ' g1 rel in con [f0], [f1], [g0],

[g1] ∈ πi
n(X, 0) entonces (F + G)in+1 = Fin+1 + Gin+1 = {0, f0, f1} +
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{0, g0, g1} = {0 + 0, f0 + g0, f1 + g1} = {0, f0 + g0, f1 + g1} y por tanto

F +G : f0 + g0 ' f1 + g1. Se concluye que la suma de morfismos es compatible

con la relación de homotoṕıa, y por consiguiente el conjunto πi
n(X, 0) tiene una

estructura de grupo abeliano con la operación definida por [F ] + [G] = [F + G].

Dada [F ], [G] ∈ πi
n(X, 0) se tiene que (F ∗ 0) + (0 ∗G) =

{{{F, 0, 0}, {0, 0, 0}}ν, {0, 0, 0}}νω + {{{0, 0, 0}, {0, 0, 0}}ν, {G, 0, 0}}νω =

({{{F, 0, 0}, {0, 0, 0}}ν, {0, 0, 0}}+ {{{0, 0, 0}, {0, 0, 0}}ν, {G, 0, 0}})νω =

{{{F, 0, 0}, {0, 0, 0}}ν + {{0, 0, 0}, {0, 0, 0}}ν, {0, 0, 0}+ {G, 0, 0}}νω =

{{{F + 0, 0 + 0, 0 + 0}, {0 + 0, 0 + 0, 0 + 0}}ν, {0 + G, 0 + 0, 0 + 0, }}νω =

{{{F, 0, 0}, {0, 0, 0}}ν, {G, 0, 0}}νω = F ∗ G. De donde [F ] · [G] = [F ∗ G] =

[(F ∗ 0) + (0 ∗G)] = [F ∗ 0 + 0 ∗G] = [F ] + [G]. Obsérvese que 0 = 0pn es el

elemento neutro del grupo πi
n(X, 0).

Corolario 4.2.2. En una I-categoŕıa generalizada aditiva el grupo de homotoṕıa

πi
1(X, 0) es también abeliano.

Demostración. Consecuencia inmediata del teorema anterior.

Dado un cilindro generalizado en una categoŕıa aditiva con push out, por el

teorema anterior, aunque el cilindro no conserve push outs, siempre se tendrán

los grupos de homotoṕıa πi
n(X, 0) para toda cofibración i : B ½ A, objeto X y

n ∈ N, usando la estructura de grupo inducida por la suma de las homotoṕıas.

Dada una I-categoŕıa generalizada aditiva, se puede obtener una construcción

cono (C, k, p) en el sentido descrito por F. D́ıaz y S. Rodŕıguez [17]. Donde

el funtor cono es definido por C = coker ι0 = P{ι0, 0} y las transformaciones

naturales k y p son definidas por k = qι1 donde q : I → coker ι0 es la proyección

en el conúcleo y p = {qχ1, 0, 0} : P{ι0C , 0} → P{ι0, 0}.

Teorema 4.2.3. Dada una construcción cono (C, k, p) conservando push outs en

una categoŕıa aditiva A con push outs, entonces existe un cilindro generalizado

(I, ρ, ιε, χε) conservando push outs.
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Demostración. Se define el funtor cilindro I : A → A para todo objeto X como

IX = X ⊕ CX, y para el morfismo f : X → Y como

If = f ⊕ Cf =

(
f 0

0 Cf

)
: X ⊕ CX → Y ⊕ CY .

Evidentemente, como el funtor cono, el funtor identidad y la suma directa

conservan push outs, también los conserva el funtor cilindro.

Se definen las transformaciones naturales para todo objeto X de A como

sigue:

ι0 =

(
1

0

)
: X → X ⊕ CX

ι1 =

(
1

k

)
: X → X ⊕ CX

ρ =
(

1 0
)

: X ⊕ CX → X

χ0 =

(
1 0 0 0

0 1 1 −p

)
: X ⊕ CX ⊕ CX ⊕ C2X → X ⊕ CX

χ1 =

(
1 0 0 0

0 0 0 p

)
: X ⊕ CX ⊕ CX ⊕ C2X → X ⊕ CX

Obsérvese que por conservar el funtor C push outs, C(X ⊕Y ) = CX ⊕CY

para todo par de objetos X, Y de A pues X ⊕ Y = P{0X , 0Y }. Por otro lado,

ρι0 =
(

1 0
) (

1

0

)
= (1) y ρι1 =

(
1 0

) (
1

k

)
= (1)

χ0ι0I =

(
1 0 0 0

0 1 1 −p

)



1 0

0 1

0 0

0 0




=

(
1 0

0 1

)

χ0Iι0 =

(
1 0 0 0

0 1 1 −p

)



1 0

0 0

0 1

0 0




=

(
1 0

0 1

)
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χ0ι1I =

(
1 0 0 0

0 1 1 −p

)



1 0

0 1

k 0

0 kC




=

(
1 0

k 1− pkC

)
=

(
1 0

k 0

)

χ0Iι1 =

(
1 0 0 0

0 1 1 −p

)



1 0

k 0

0 1

0 Ck




=

(
1 0

k 1− pCk

)
=

(
1 0

k 0

)

Nótese que pCk = pkC = 1C y que ι1ρ =

(
1

k

)(
1 0

)
=

(
1 0

k 0

)

Por otro lado ρχ0 =
(

1 0
) (

1 0 0 0

0 1 1 −p

)
=

(
1 0 0 0

)
=

(
1 0

) (
1 0 0 0

0 1 0 0

)
= ρ2.

Respecto a la transformación natural χ1 se tiene que

χ1ι1I=

(
1 0 0 0

0 0 0 p

)



1 0

0 1

k 0

0 kC




=

(
1 0

0 pkC

)
=

(
1 0

0 1

)

χ1Iι1 =

(
1 0 0 0

0 0 0 p

)



1 0

k 0

0 1

0 Ck




=

(
1 0

0 pCk

)
=

(
1 0

0 1

)

χ1ι0I =

(
1 0 0 0

0 0 0 p

)



1 0

0 1

0 0

0 0




=

(
1 0

0 0

)
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χ1Iι0 =

(
1 0 0 0

0 0 0 p

)



1 0

0 0

0 1

0 0




=

(
1 0

0 0

)

Nótese que ι0ρ =

(
1

0

) (
1 0

)
=

(
1 0

0 0

)

Finalmente ρχ1 =
(

1 0
) (

1 0 0 0

0 0 0 p

)
=

(
1 0 0 0

)
= ρ2.

La naturalidad de estas transformaciones es una simple comprobación y se

deduce de la naturalidad de las transformaciones k y p.

Si el funtor cono no conserva push outs pero śı conserva la suma directa

finita, también se puede definir el funtor cilindro, aunque éste no necesariamente

conservará push outs.

Definición 4.2.1. En una categoŕıa aditiva con un cilindro generalizado, dados

morfismos f, g : X → Y se dice que f es homótopo a g si existe un morfismo

H : IX → Y verificando Hι0 = f y Hι1 = g. El morfismo H se dice una

homotoṕıa entre f y g y se denota por H : f ' g.

Nótese que “ser homótopo” es una relación de equivalencia sobre el conjunto

Hom(X, Y ) para todo par de objetos X,Y de la categoŕıa aditiva con cilindro

generalizado, pues fρ : f ' f , si H : f ' g entonces (f + g)ρ−H : g ' f , y

si U : f ' g y V : g ' h entonces U + V − gρ : f ' h.

Proposición 4.2.1. En una categoŕıa aditiva con un cilindro generalizado, f ' g

si y solo si g − f ' 0.

Demostración. Si H : f ' g entonces gρ−H : g − f ' 0. Rećıprocamente, si

H : g − f ' 0 entonces gρ−H : f ' g.



4.2. Categoŕıas aditivas 155

Es conocido que en una categoŕıa con una construcción cono, un morfismo

f : X → Y se dice nulhomótopo cuando se puede factorizar a través del cono

de su dominio, esto es, existe F : CX → Y tal que f = Fk (ver [17]).

Proposición 4.2.2. Un morfismo f : X → Y en una categoŕıa aditiva con cono

es nulhomótopo si y solo si f ' 0.

Demostración. Si f nulhomótopo entonces existe F : CX → Y con Fk = f . De

donde
(

f −F
)

: IX = X⊕CX → Y hace f ' 0, pues
(

f −F
) (

1

0

)
= (f)

y
(

f −F
) (

1

k

)
= (f − Fk) = (f − f) = (0).

Rećıprocamente, si existe
(

H0 H1

)
: IX = X ⊕ CX → Y haciendo

f ' 0 entonces
(

H0 H1

) (
1

0

)
= (H0) = (f) y

(
H0 H1

) (
1

k

)
=

(H0 + H1k) = (0). De donde f = H0 = −H1k y por tanto f es nulhomótopo.

Nótese que si U : f ' g y V : f ′ ' g′ en Hom(X,Y ) entonces

U + V : f + f ′ ' g + g′ y la relación de equivalencia definida anteriormente por

un cilindro generalizado en una categoŕıa aditiva es compatible con la suma de

morfismos. Y por tanto [X,Y ] = Hom(X,Y )� ∼ es un grupo abeliano, donde

“∼” representa la relación de equivalencia de homotoṕıa de la definición 4.2.1.

Análogamente a lo desarrollado para cilindros, si una construcción cono

(C, k, p) tiene adjunto a derecha C ′, se induce una estructura de cocono, donde

k′ = γ−1(1C′)kC′ y p′ = γ2(γ−1(1C′)pC′), donde γ es el isomorfismo natural

generado por la adjunción entre C y C ′:

γ : Hom(C−,∼) → Hom(−, C ′ ∼).

Si la categoŕıa es aditiva, usando el teorema 4.2.3 surge un isomorfismo natural

γ′ : Hom(−⊕ C−,∼) → Hom(−,∼ ⊕C ′ ∼)
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definido por γ′
(
¦ ≈

)
=

(
¦

γ(≈)

)
.

Proposición 4.2.3. Dado un cono (C, k, p) sobre una categoŕıa aditiva, si C ′

es un funtor adjunto a derecha de C, entonces el funtor caminos generalizado

(P, ι, ρε, θε) engendrado por el cocono generado por adjunción (C ′, k′, p′), coin-

cide con la construcción caminos generalizada (I ′, ρ′, ι′ε, χ
′
ε) engendrada por el iso-

morfismo de adjunción γ′ : Hom(I−,∼) → Hom(−, I ′ ∼) donde I− = −⊕C−
y I ′ ∼=∼ ⊕C ′ ∼.

Demostración. Es consecuencia de la proposición 4.1.1 y del teorema 4.2.3. Evi-

dentemente, los funtores P e I ′ coinciden en su definición: P− = I ′− =

−⊕ C ′−. Además

ι′0 = (γ′)−1(1I′)ι0I′ = (γ′)−1

((
1 0

0 1C′

))



1 0

0 1C′

0 0

0 0




=

(
1 0 0 γ−1(1C′)

)




1 0

0 1C′

0 0

0 0




=
(

1 0
)

= ρ0

ι′1 = (γ′)−1(1I′)ι1I′ = (γ′)−1

((
1 0

0 1C′

))



1 0

0 1C′

k 0

0 kC′




=

(
1 0 0 γ−1(1C′)

)




1 0

0 1C′

k 0

0 kC′




=
(

1 γ−1(1C′)kC′

)
=

(
1 k′

)
= ρ1
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ρ′ = γ′(ρ) = γ′
(

1 0
)

=

(
1

0

)
= ι

χ′0 = (γ′)2((γ′)−1(1I′)χ0I′) =

(γ′)2




(γ′)−1

(
1 0

0 1C′

)



1 0 0 0 0 0 0 0

0 1C′ 0 0 0 0 0 0

0 0 1C 0 1C 0 −p 0

0 0 0 1CC′ 0 1CC′ 0 −pC′







=

(γ′)2




(
1 0 0 γ−1(1C′)

)




1 0 0 0 0 0 0 0

0 1C′ 0 0 0 0 0 0

0 0 1C 0 1C 0 −p 0

0 0 0 1CC′ 0 1CC′ 0 −pC′







=

(γ′)2
(

1 0 0 γ−1(1C′) 0 γ−1(1C′) 0 −γ−1(1C′)pC′

)
=

γ′
(

1 0 0 γ−1(1C′)

0 γ(γ−1(1C′)) 0 −γ(γ−1(1C′)pC′)

)
=




1 0

0 1C′

0 1C′

0 −γ2(γ−1(1C′)pC′)




=




1 0

0 1

0 1

0 −p′




= θ0

χ′1 = (γ′)2((γ′)−1(1I′)χ1I′) =
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(γ′)2




(
1 0 0 γ−1(1C′)

)




1 0 0 0 0 0 0 0

0 1C′ 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 p 0

0 0 0 0 0 0 0 pC′







=

(γ′)2
(

1 0 0 0 0 0 0 γ−1(1C′)pC′

)
= γ′

(
1 0 0 0

0 0 0 γ(γ−1(1C′)pC′)

)
=




1 0

0 0

0 0

0 γ2(γ−1(1C′)pC′)




=




1 0

0 0

0 0

0 p′




= θ1

4.3 Grupos de homotoṕıa esféricos. Categoŕıa

de los espacios topológicos

En la tercera sección del caṕıtulo 3 se vio cómo se pod́ıan definir grupos de

homotoṕıa punteados para objetos de la categoŕıa CA referidos a objetos de la

forma (x,X, a). A semejanza de lo que ocurre en los espacios topológicos pun-

teados, cuando el objeto A es cofibrante existe un objeto de referencia canónico,

cuyos grupos se denominarán esféricos por ser una generalización de los respec-

tivos en los espacios topológicos punteados.

Definición 4.3.1. En una I-categoŕıa generalizada C con objeto inicial ∅, un

objeto A se dirá cofibrante cuando el morfismo inicial ∅A : ∅ → A sea una

cofibración.
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Definición 4.3.2. Si A es un objeto cofibrante entonces el objeto A t A =

P{∅A, ∅A} se denominará la 0-esfera en CA y se denotará por S0A o simplemente

por S0 de CA. Los morfismos j0 = ∅̃A, j1 = ∅A : A → AtA son cofibraciones por

ser inducidas de cofibraciones. Además (j1, S
0, {1, 1}) es un objeto referencial

con push out asociado P{∅A, ∅A}.
Por la proposición 3.3.5 y el corolario 1.2.1 se tiene que SnS0 = P{∅n

A, ρn∅n
A}.

Definición 4.3.3. La n-esfera Sn de CA se define por Sn =SnS0 =P{∅n
A,ρn∅n

A}.
Proposición 4.3.1. Los grupos de homotoṕıa punteados de un objeto (x,X) de

CA referidos a la 0-esfera S0 son isomorfos a π∅A
n (X, x).

Demostración. Evidente observando por el teorema 3.3.1 y el corolario 3.3.7 que

π
(j1,S0,{1,1})
n (x,X) ∼= πj1

n (X, {x, x}) ∼= π∅A
n (X, x).

Definición 4.3.4. Los grupos de homotoṕıa referidos a la 0-esfera S0 de CA, de

un objeto (x,X) se denominan grupos de homotoṕıa esféricos de X basados en

x, y se denotan simplemente por πn(X, x).

Usando las definiciones 1.4.2 y 1.4.3 se tiene que todo objeto X de una

I-categoŕıa generalizada con objeto inicial ∅ es 1 − ∅-cofibrado. Nótese que el

único morfismo que existe con dominio ∅ y codominio un objeto, es el morfismo

inicial sobre dicho objeto, que es cofibración si éste es cofibrante. De estas

observaciones se obtiene la generalización de las definiciones y resultados clásicos

de la homotoṕıa ordinaria de los espacios topológicos.

Definición 4.3.5. El conjunto de componentes conexas por camino de un ob-

jeto X de una I-categoŕıa generalizada con punto un objeto cofibrantes A

es el conjunto de componentes conexas por caminos relativo a la cofibración

∅A : ∅ → A en ∅X : ∅ → X, esto es, [A,X]∅X{∅A}, también denotado por

[A,X]. Si H : x ' y rel ∅A entonces H se dirá que es un camino con origen en

el punto x y final el punto y.

Definición 4.3.6. Un objeto X de una I-categoŕıa generalizada se dirá conexo

por caminos respecto al punto A cuando [A, X] sea unitario.
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Proposición 4.3.2. Si dos puntos x, y : A → X están conectados por un camino

entonces πn(X, x) ∼= πn(X, y).

Demostración. Es obvia por el teorema 1.4.2.

Corolario 4.3.1. Si X es un objeto conexo por caminos referido al punto A

entonces los grupos de homotoṕıa esféricos πn(X, x) son independientes, salvo

isomorfismo, del punto x : A → X elegido. En este caso se denotan simplemente

por πn(X).

La categoŕıa de los espacios topológicos es una I-categoŕıa generalizada,

donde el funtor cilindro, como se sabe, viene definido por IX = X × I y las

transformaciones naturales ι0, ι1 : X → X × I son respectivamente ι0(x) =

(x, 0) y ι1(x) = (x, 1), y la transformación ρ : X × I → X es ρ(x, t) = x.

Las cofibraciones son definidas por la propiedad de extensión de homotoṕıa,

esto es, i : B → A es cofibración si verifica la P.E.H. en el sentido expresado

en el axioma GI3 de la definición 1.1.2, o equivalentemente, en el teorema 1.1.1.

Obsérvese que en este caso las cofibraciones son exactamente las generadas por

el cilindro pues la categoŕıa posee push outs y todo morfismo i : B ½ A que ver-

ifique la P.E.H. hace que también la verifique i1 : I1
i B → IA. Una demostración

de que los espacios topológicos son una I-categoŕıa con esta estructura puede

verse en [2].

Las transformaciones naturales χ0, χ1 : X × I × I → X × I son definidas

por χ0(x, t, s) = (x, 1− (1− t)(1− s)) y χ1(x, t, s) = (x, ts).

Proposición 4.3.3. La estructura anteriormente definida en los espacios topo-

lógicos hace de estos una I-categoŕıa generalizada.

Demostración. Obsérvese que χ0 y χ1 son naturales pues (f × 1)χ0(x, t, s) =

(f × 1)(x, 1 − (1 − t)(1 − s)) = (f(x), 1 − (1 − t)(1 − s)) = χ0(f(x), t, s) =

χ0(f × 1 × 1)(x, t, s) y (f × 1)χ1(x, t, s) = (f × 1)(x, ts) = (f(x), ts) =

χ1(f(x), t, s) = χ1(f × 1× 1)(x, t, s).



4.3. Grupos de homotoṕıa esféricos. Espacios topológicos 161

Por lo dicho anteriormente, faltaŕıa probar el axioma de producto GI5:

χ1ι0(x, t) = χ1(x, t, 0) = (x, 0) = ι0(x) = ι0ρ(x, t)

χ1Iι0(x, t) = χ1(x, 0, t) = (x, 0) = ι0(x) = ι0ρ(x, t)

χ1ι1(x, t) = χ1(x, t, 1) = (x, t)

χ1Iι1(x, t) = χ1(x, 1, t) = (x, t)

χ0ι0(x, t) = χ0(x, t, 0) = (x, 1− (1− t)(1− 0)) = (x, t)

χ0Iι0(x, t) = χ0(x, 0, t) = (x, 1− (1− 0)(1− t)) = (x, t)

χ0ι1(x, t) = χ0(x, t, 1) = (x, 1− (1− t)(1− 1)) = (x, 1) = ι1(x) = ι1ρ(x, t)

χ0Iι1(x, t) = χ0(x, 1, t) = (x, 1−(1−1)(1−t)) = (x, 1) = ι1(x) = ι1ρ(x, t)

ρχ0(x, t, s) = ρ(x, 1− (1− t)(1− s)) = x = ρ(x, ts) = ρχ1(x, t, s).

Evidentemente ρ2(x, t, s) = ρ(x, t) = x.

Se tiene entonces que en la categoŕıa de los espacios topológicos se puede

desarrollar la teoŕıa de homotoṕıa generalizada aqúı establecida obteniéndose

grupos de homotoṕıa relativos a las cofibraciones y basados en morfismos, aśı

como sucesiones exactas de estos.

Si se considera ahora la categoŕıa de los espacios topológicos punteados, para

cualquier par de espacios topológicos punteados A, X se obtienen los grupos de

homotoṕıa punteados πA
n (X) en la forma ya conocida y que por lo dicho a lo

largo del trabajo, son exactamente grupos de homotoṕıa generalizados πa
n(X, x),

sin mas que observar que la cofibración a : ∗ ½ A y x : ∗ → X son aplicaciones

definidas por a(∗) = a ∈ A y x(∗) = x ∈ X. Nótese que toda aplicación

x : ∗ ½ X induce una x : A → X definida por x(A) = {x} ⊂ X y es este

morfismo el usado para puntear πa
n(X, x). Por otro lado, la retracción usada

para estos espacios topológicos punteados es la única existente p : A → ∗. En

consecuencia, se usa la notación x : A → X al quedar perfectamente deter-

minada la composición xp : A → X. Aśı, estos grupos de homotoṕıa de los

espacios topológicos punteados pueden ser expresados como un caso particular

de los grupos de homotoṕıa generalizados.

Más aún, los grupos de homotoṕıa esféricos de un espacio topológico pun-
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teado (X, x) son, por lo que ya se ha visto anteriormente en esta sección, los

grupos de homotoṕıa relativos a la cofibración inicial del punto, del espacio

topológico X basado en el morfismo x : ∗ → X.

Las sucesiones exactas de homotoṕıa de pares de espacios topológicos son

también casos particulares de las sucesiones exactas de homotoṕıa generalizada

obtenidas a lo largo de este trabajo.

En este sentido se ve, como sucede en todas las I-categoŕıas, que siempre que

éstas posean transformaciones producto, la homotoṕıa punteada de dichas cate-

goŕıas no es mas que un caso particular de la homotoṕıa generalizada desarrollada

en este trabajo.

Es conocido que el funtor cilindro definido en la categoŕıa de los espa-

cios topológicos tiene un funtor adjunto a derecha definido para todo espacio

topológico X como el espacio topológico de los caminos en dicho espacio XI .

El isomorfismo natural de adjunción γ viene definido para toda applicación con-

tinua f : X × I → Y por γ(f)(x) : I → Y donde γ(f)(x)(t) = f(x, t). Su

inversa se define para todo g : X → Y I por γ−1(g) : X × I → Y donde

γ−1(g)(x, t) = g(x)(t).

Se deduce entonces por la proposición 4.1.1, que para todo espacio topológico

X, la transformación natural ι : X → XI viene definida por ι(x)(t) =

γ(ρ)(x)(t) = ρ(x, t) = x.

Las transformaciones ρ0, ρ1 : XI → X vienen definidas por ρ0(α) =

γ−1(1XI )ι0(α) = γ−1(1XI )(α, 0) = α(0) y ρ1(α) = γ−1(1XI )ι1(α) =

γ−1(1XI )(α, 1) = α(1).

Finalmente las transformaciones θ0, θ1 : XI → (XI)I ∼= XI×I se de-

finen por θ0(α)(t)(s) = γ2(γ−1(1XI )χ0)(α)(t)(s) = γ(γ−1(1XI )χ0)(α, t)(s) =

γ−1(1XI )χ0(α, t, s) = γ−1(1XI )(α, 1 − (1 − t)(1 − s)) = α(1−(1−t)(1−s)) y

θ1(α)(t)(s) = γ2(γ−1(1XI )χ1)(α)(t)(s) = γ(γ−1(1XI )χ1)(α, t)(s) =

γ−1(1XI )χ1(α, t, s) = γ−1(1XI )(α, ts) = α(ts)

Se tiene entonces por la proposición 4.1.1 que las construcciones cilindro y

caminos aśı definidas dan origen a estructuras de IP -categoŕıas generalizadas en
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los espacios topológicos.

La categoŕıa de los espacios topológicos con la estructura de cilindro definida

anteriormente y las cofibraciones cerradas, esto es, cofibraciones i : B ½ A

tales que i(B) es un subconjunto cerrado de A, es también una I-categoŕıa

generalizada.

Obsérvese que si i : B ½ A es una cofibración cerrada y f : B → X una

aplicación continua entonces i
−1

(i(X)) = X y f
−1

(i(X)) = i(B) son cerrados

en X y en A respectivamente. Por tanto i(X) es cerrado en P{i, f}. Además

i1(I1
i B) = (i× 1)(B × I) ∪ (A× {0}) ∪ (A× {1}) =

(i(B)× I) ∪ (A× {0}) ∪ (A× {1}) es cerrado en A× I por ser unión de tres

productos de cerrados.

Por otro lado, la estructura adjunta dual creada en los espacios topológicos a

través del funtor caminos, con las fibraciones de Hurewicz, aplicaciones continuas

que verifican la propiedad de levantamiento de homotoṕıa, hacen de los espacios

topológicos una P -categoŕıa generalizada.

Estas fibraciones de Hurewicz verifican la propiedad de levantamiento de

homotoṕıa relativa respecto a las cofibraciones cerradas, pues si i : B ½ A es

una cofibración cerrada trivial y p : X ³ Y una fibración, entonces para todo

cuadrado conmutativo

B
²²

i
²²

f // X

p
²²²²

A
h

// Y

existe una diagonal F : A → X verificando Fi = f y pF = h. Observando que

{Ii, ιε} : P{ιε, i} → IA son cofibraciones de retractos por deformación fuerte,

en particular cofibraciones cerradas triviales, se concluye lo afirmado. Para un

estudio más concreto de los resultados usados anteriormente pueden consultarse

los trabajos de Strøm [58] y [59] sobre cofibraciones cerradas y fibraciones.

4.4 Ejemplos
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En esta sección se analizarán distintos ejemplos de I-categoŕıas generalizadas,

P -categoŕıas generalizadas e IP -categoŕıas generalizadas.

4.4.1 Homotoṕıa de los espacios exteriores

La categoŕıa P formada por los espacios topológicos con las aplicaciones

propias no posee, en general, ĺımites y coĺımites. En particular no siempre exis-

ten push outs, y es necesario extender esta categoŕıa a una más amplia que la

contenga como subcategoŕıa llena y que śı los posea para poder aśı definir una

estructura de cilindro generalizado cuya homotoṕıa restringida a la subcategoŕıa

llena P coincida con la homotoṕıa propia de los espacios topológicos (ver [25]).

Definición 4.4.1. Una externoloǵıa de un espacio topológico (X, τ) es un sub-

conjunto ε ∈ τ verificando

E1: Para todo E, F ∈ ε, E ∩ F ∈ ε.

E2: Si A ∈ τ y existe E ∈ ε con E ⊆ A entonces A ∈ ε.

Definición 4.4.2. Un espacio exterior es una terna (X, τ, ε) donde (X, τ) es

espacio topológico y ε es una externoloǵıa en (X, τ). Una aplicación exterior

f : (X, τ, ε) → (X ′, τ ′, ε′) es una aplicación continua f : (X, τ) → (X ′, τ ′)

verificando que para todo E ∈ ε′, el conjunto f−1(E) pertenece a ε.

La categoŕıa E de los espacios exteriores está formada por estos espacios

como objetos y las aplicaciones exteriores como morfismos.

Si (X, τ) es un espacio topológico se define ε = {A ∈ τ� Ac es cerrado y

compacto}. Entonces ε es una externoloǵıa pues si A, B ∈ ε, (A∩B)c = Ac∪Bc,

y la unión finita de cerrados y compactos es cerrado y compacto. Además, si

A ∈ τ y E ∈ ε con E ⊆ A entonces Ac ⊆ Ec, cerrado contenido en un

compacto, y por tanto Ac también compacto.

De esta forma, todo espacio topológico puede ser considerado un espacio

exterior. Dados dos espacios topológicos (X, τ) y (X ′, τ ′) con sus respectivas
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externoloǵıas definidas mediante complementarios de compactos cerrados, se

tiene que f : (X, τ, ε) → (X ′, τ ′, ε′) es exterior si y solo si f es propia.

Aśı, la categoŕıa P es una subcategoŕıa llena de la categoŕıa E de los espacios

exteriores.

Se define un funtor cilindro I :E→E por I(X, τ, ε) = (X × I, τX×I , εX×I)

donde I es el intervalo unidad con la topoloǵıa usual, τX×I es la topoloǵıa

producto y εX×I es la externoloǵıa producto considerando en I la externoloǵıa

εI = {I}, esto es, A ⊆ X × I pertenece a εX×I si y solo si A ∈ τX×I y existe

E ∈ ε tal que E × I ⊆ A.

Si f : (X, τ, ε) → (X ′, τ ′, ε′) es una aplicación exterior entonces

(f × 1I)
−1(A′) ⊇ (f × 1I)

−1(E ′ × I) = f−1(E ′) × I, y como f es exterior

entonces f−1(E ′) ∈ ε y por tanto (f × 1I)
−1(A) ∈ εX×I .

Las transformaciones naturales ι0, ι1 : X → X × I se definen como en Top.

Si A ∈ εX×I entonces ι−1
ν (A) contiene a ι−1

ν (E × I) = E ∈ ε para algún E y

como ι−1
ν (A) ∈ τ entonces ι−1

ν (A) ∈ ε.

La transformación natural ρ : X×I → X también es externa pues ρ−1(E) =

E × I ∈ εX×I para todo E ∈ ε.

Las transformaciones naturales producto χ0, χ1 : X × I × I → X × I son

externas pues para todo A ∈ εX×I , χ−1
ν (A) ⊇ χ−1

ν (E×I) = E×I×I ∈ εX×I×I

para algún E ∈ ε y por tanto χ−1
ν (A) ∈ εX×I×I .

De esta forma se tiene una construcción de cilindro generalizado sobre la

categoŕıa de los espacios exteriores.

La categoŕıa de los espacios exteriores tiene push outs, coincidentes con los

de Top con la externoloǵıa definida de la siguiente forma:

si f : (X, τ, ε) → (X ′, τ ′, ε′) y g : (X, τ, ε) → (X ′′, τ ′′, ε′′) son aplicaciones

exteriores, se define la externoloǵıa

εP{f,g} = {A ∈ τP{f,g}� f
−1

(A) ∈ ε′′ y g−1(A) ∈ ε′}.
Evidentemente, si A,B ∈ εP{f,g} entonces f

−1
(A∩B) = f

−1
(A)∩f

−1
(B) ∈ ε′′

y g−1(A∩B) = g−1(A)∩g−1(B) ∈ ε′. Además si A ∈ τP{f,g} y B ∈ εP{f,g} con

B ⊆ A entonces f
−1

(B) ⊆ f
−1

(A) y g−1(B) ⊆ g−1(A) por lo que f
−1

(A) ∈ ε′′
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y g−1(A) ∈ ε′ y en consecuencia A ∈ εP{f,g}.

Por la definición de push out y por la de cilindro, es obvio que el cilindro

conserva push outs. Por tanto, la categoŕıa de los espacios exteriores con las

cofibraciones generadas es una I-categoŕıa generalizada.

4.4.2 Complejos de cadena sobre una categoŕıa abeliana

Una homotoṕıa de los complejos de cadena sobre una categoŕıa abeliana fue

estudiada por Kamps [38]. Aqúı se usarán algunos resultados obtenidos por él

para probar que los complejos de cadena sobre una categoŕıa abeliana pueden

ser dotados de una estructura de IP -categoŕıa generalizada.

Dada una categoŕıa abeliana A, se define la categoŕıa δA de complejos de

cadena sobre A como aquella cuyos objetos son de la forma X = {Xn}n∈Z con

Xn objetos de A y tal que para todo n entero existen morfismos δn : Xn → Xn−1

verificando δn−1δn = 0. En general los morfismos δn se denotarán simplemente

por δ, quedando aśı la propiedad que verifican como δ2 = 0. Un morfismo

f : X → Y entre dos complejos de cadena es del tipo {fn}n∈Z donde

fn : Xn → Yn son morfismos de A verificando δfn = fn−1δ.

Se define el funtor cilindro I : δA → δA para un complejo de cadena X

como (IX)n = Xn ⊕Xn ⊕Xn−1 con

δ =




δ 0 −1

0 δ 1

0 0 −δ


 : Xn ⊕Xn ⊕Xn−1 → Xn−1 ⊕Xn−1 ⊕Xn−2,

y para un morfismo entre complejos de cadena f : X → Y como

(If)n =




fn 0 0

0 fn 0

0 0 fn−1


 : Xn ⊕Xn ⊕Xn−1 → Yn ⊕ Yn ⊕ Yn−1.

Las transformaciones naturales para un complejo de cadena X son definidas

como sigue:
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ι0n =




1

0

0


 : Xn → Xn ⊕Xn ⊕Xn−1

ι1n =




0

1

0


 : Xn → Xn ⊕Xn ⊕Xn−1

ρn =
(

1 1 0
)

: Xn ⊕Xn ⊕Xn−1 → Xn

χ0n =




1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0




χ1n =




1 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1 0




De esta forma se tiene que (I, ρ, ιε, χε) es un cilindro generalizado sobre los

complejos de cadena de la categoŕıa abeliana A.

Se define un funtor caminos P : δA → δA para un complejo de cadena X

como (PX)n = Xn ⊕Xn ⊕Xn+1 con

δ =




δ 0 0

0 δ 0

−1 1 −δ


 : Xn ⊕Xn ⊕Xn+1 → Xn−1 ⊕Xn−1 ⊕Xn,

y para un morfismo entre complejos de cadena f : X → Y como

(Pf)n =




fn 0 0

0 fn 0

0 0 fn+1


 : Xn ⊕Xn ⊕Xn+1 → Yn ⊕ Yn ⊕ Yn+1.

Proposición 4.4.1. El funtor P es adjunto a derecha del funtor I.

Demostración. Dados dos complejos de cadena X e Y , si α : IX → Y es un

morfismo de complejos de cadena entonces

αn =
(

fn gn hn−1

)
: Xn ⊕ Xn ⊕ Xn−1 → Yn. Además se tiene que

αnδ = δαn+1, esto es,
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(
fn gn hn−1

)



δ 0 −1

0 δ 1

0 0 −δ


 =

(
fnδ gnδ −fn + gn − hn−1δ

)
=

δαn+1 = δ
(

fn+1 gn+1 hn

)
=

(
δfn+1 δgn+1 δhn

)
;

de donde se sigue que fnδ = δfn+1, gnδ = δgn+1 y hn−1δ + δhn = gn − fn.

Se concluye entonces que f = (fn)n∈Z : X → Y y g = (gn)n∈Z : X → Y son

morfismos de complejos de cadena, mientras que h = (hn)n∈Z no tiene porqué

serlo.

Se define γ : Hom(I−,∼) → Hom(−, P ∼) para α : IX → Y como

(γ(α))n =




fn

gn

hn


 : Xn → Yn ⊕ Yn ⊕ Yn+1

Obsérvese que (γ(α))n(δ) =




fn

gn

hn


 (δ) =




fnδ

gnδ

hnδ


 y que δ(γ(α))n+1 =




δ 0 0

0 δ 0

−1 1 −δ







fn+1

gn+1

hn+1


 =




δfn+1

δgn+1

−fn+1 + gn+1 − δhn+1


. Por tanto, coin-

ciden por las propiedades que verifica α en este sentido.

De forma similar se tiene la inversa γ−1 : Hom(−, P ∼) → Hom(I−,∼)

definida para β : X → PY por (γ−1(β))n =
(

fn gn hn−1

)
donde

βn =




fn

gn

hn


.

Si s : X ′ → X y r : Y → Y ′ son morfismos de complejo de cadena se tiene

que
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(rαIs)n = (rn)
(

fn gn hn−1

)



sn 0 0

0 sn 0

0 0 sn−1


 =

(
rnfn rngn rnhn−1

)



sn 0 0

0 sn 0

0 0 sn−1


=

(
rnfnsn rngnsn rnhn−1sn−1

)
,

por tanto γ((rαs)n) =




rnfnsn

rngnsn

rn+1hnsn


 =

(
rnfn rngn rn+1hn

)
(sn) =




rn 0 0

0 rn 0

0 0 rn+1







fn

gn

hn


 (sn) = (Prγ(α)s)n.

Proposición 4.4.2. La estructura de camino generalizado inducida por la ad-

junción de I con P viene dada por ρ0 =
(

1 0 0
)
, ρ1 =

(
0 1 0

)
,

ι =




1

1

0


, θ0 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0




y θ1 =




1 0 0
1 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 1
0 0 0




Demostración. Por la proposición 4.1.1 se tiene que

ρ0 =γ−1(1P )ι0P =( 1 0 0 0 1 0 0 0 1 )




1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0




=( 1 0 0 ),
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ρ1 =γ−1(1P )ι1P = ( 1 0 0 0 1 0 0 0 1 )




0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0




=( 0 1 0 ),

ι = γ(ρ) =

(
1
1
0

)
, θ0 = γ2(γ−1(1P )χ0P ).

Como γ−1(1P )χ0P =

(
1 0 0 0 1 0 0 0 1

)



Id3×3 03×3 03×3 03×3 03×3 03×3 03×3 03×3 03×3

03×3 Id3×3 03×3 Id3×3 Id3×3 03×3 03×3 03×3 03×3

03×3 03×3 Id3×3 03×3 03×3 03×3 Id3×3 03×3 03×3


=

( 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 )

entonces γ(γ−1(1P )χ0P ) =

(
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0

)
y

γ2(γ−1(1P )χ0P ) =




1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0




.

Nótese que en las anteriores matrices, Id3×3 representa la matriz identidad

de orden 3× 3 y 03×3 representa la matriz nula del mismo orden.

Finalmente θ1 = γ2(γ−1(1P )χ1P ). Como γ−1(1P )χ1P =

(
1 0 0 0 1 0 0 0 1

)



Id3×3 Id3×3 03×3 Id3×3 03×3 03×3 03×3 03×3 03×3

03×3 03×3 03×3 03×3 Id3×3 03×3 03×3 03×3 03×3

03×3 03×3 03×3 03×3 03×3 Id3×3 03×3 Id3×3 03×3


=

( 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 )
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entonces γ(γ−1(1P )χ1P ) =

(
1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0

)
y

γ2(γ−1(1P )χ1P ) =




1 0 0
1 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 1
0 0 0




.

Definición 4.4.3. Dada la categoŕıa δA, un monomorfismo (epimorfismo) nor-

mal es un morfismo entre complejos de cadena tal que para todo n entero, fn

es sección (retracción) en A.

Teorema 4.4 .1. Las cofibraciones generadas por el cilindro generalizado

(I, ρ, ιε, χε) son los monomorfismos normales.

Demostración. Nótese que los complejos de cadena sobre categoŕıas abelianas

tienen push out, pues si f : X → Y y g : X → Z son dos morfismos entre

complejos de cadena, entonces (P{f, g})n = P{fn, gn} con δ = δ ∪δ δ.

Sea i : B → A un morfismo entre complejos de cadena. Entonces, por lo

dicho anteriormente, {Ii, ι0} : P{i, ι0} → IA viene definido por {Ii, ι0}n =


1 0 0

0 in 0

0 0 in−1


 : P{ι0, in} = An ⊕Bn ⊕Bn−1 → IA = An ⊕ An ⊕ An−1.

Obsérvese que


1

0

0


 (in) =




in

0

0


 =




in 0 0

0 1 0

0 0 1







1

0

0




Además el cuadrado conmutativo




1

0

0


 (in) =




in 0 0

0 1 0

0 0 1







1

0

0


 es

un push out:
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Dado s : An → X y
(

f g h
)

: Bn ⊕ Bn ⊕ Bn−1 → X verificando que

(
f g h

)



1

0

0


 = (f) = (sin) entonces

(
s g h

)
: An ⊕Bn ⊕Bn−1 → X es el único morfismo que verifica

(
s g h

)



1

0

0


 = (s) y

(
s g h

)



in 0 0

0 1 0

0 0 1




(
sin g h

)
=

(
f g h

)
, de donde {Ii, ι0}n =




1 0 0

0 in 0

0 0 in−1


, y si existe una retracción r : IA → P{ι0, i}, se tiene que

rn =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 : An ⊕ An ⊕ An−1 → An ⊕ Bn ⊕ Bn−1. En-

tonces




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33







1 0 0

0 in 0

0 0 in−1


 =




a11 a12in a13in−1

a21 a22in a23in−1

a31 a32in a33in−1


 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


. Por tanto rn =




1 0 0

0 a22 0

0 0 a33


 con a22in = 1 y a33in−1 = 1,

concluyéndose que para todo entero n, in es una sección.

Además, como r : IA → P{ι0, i} entonces rnδ = δrn+1 y por tanto
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1 0 0

0 a22 0

0 0 a33







δ 0 −1

0 δ 1

0 0 −δ


 =




δ 0 −1

0 a22δ a22

0 0 −a33δ


 =




δ 0 −in

0 δ 1

0 0 −δ







1 0 0

0 a′22 0

0 0 a′33


 =




δ 0 −ina′33

0 δa′22 a′33

0 0 −δa′33


,

de donde se tiene que a22δ = δa′22, −1 = −ina
′
33, a22 = a′33 y −a33δ =

−δa′33. Luego coinciden las retracciones a22 y a′33 para in, y se denotarán por

αn : An → Bn; además δαn+1 = αnδ. Se tiene pues que α : A → B es para

todo entero n una retracción de in y por tanto i : B → A es un monomorfismo

normal.

Rećıprocamente, si i es un monomorfismo normal, sea α : A → B un mor-

fismo de complejo de cadena tal que para todo entero n, αn : An → Bn es una

retracción para in. Por lo hecho anteriormente se tiene que r : IA → P{ι0, i}
definida por

rn =




1 0 0

0 αn 0

0 0 αn−1


 : An⊕An⊕An−1 → An⊕Bn⊕Bn−1 es una retracción

para {Ii, ι0} : P{ι0, i} → IA.

De forma similar se prueba que r : IA → P{ι1, i} definida por

rn =




αn 0 0

0 1 0

0 0 αn−1


 : An⊕An⊕An−1 → Bn⊕An⊕Bn−1 es una retracción

para {Ii, ι1} : P{ι1, i} → IA. Por el corolario 4.2.1, observando que la categoŕıa

de complejos de cadena sobre una categoŕıa abeliana es también abeliana, y en

particular aditiva y con push outs, se concluye el resultado.

Asimismo, por los duales del teorema 4.2.1 y del corolario 4.2.1, aśı como por
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la adjunción existente entre el cilindro y los caminos definidos en la categoŕıa de

complejos de cadena δA, se tiene que las fibraciones generadas coinciden con los

epimorfismos normales.

En la categoŕıa de los complejos de cadena sobre una categoŕıa aditiva se

puede definir una estructura de IP -categoŕıa generalizada de forma similar a la

descrita anteriormente para los complejos de cadena en una categoŕıa abeliana.

En este caso no se puede asegurar la existencia de push outs ni de pull backs,

aunque por la adjunción de los funtores śı se da la conservación de los push

outs por los cilindros y de los pull backs por los caminos. Los monomorfis-

mos normales y los epimorfismos normales son los homomorfismos que verifican

respectivamente las propiedades de extensión y elevación de homotoṕıa, y por

el teorema 4.2.1 y su dual, los axiomas I4 y P4 se verifican respectivamente

para este tipo de morfismos. A pesar de esto, habrá que exigir la existencia de

push outs y pull backs a la hora de definir respectivamente las cofibraciones y

fibraciones generadas.

4.4.3 Homotoṕıa Proyectiva sobre R-módulos

Dado un R-módulo M , y considerando el funtor olvido se tiene que M es

un conjunto punteado por el cero. Se puede considerar entonces LM como el

R-módulo libre generado por el conjunto punteado (M, 0).

Es conocido que la categoŕıa de R-módulos es una categoŕıa abeliana, y en

particular, aditiva. En esta categoŕıa aditiva, independientemente de la laterali-

dad considerada, se define una construcción cocono (C ′, k′, p′) como sigue: El

funtor C ′ se define para un R-módulo M como C ′M , el R-módulo libre engen-

drado por el conjunto punteado (M, 0); y para un homomorfismo de R-módulos

f : M → N por C ′f : C ′M → C ′N como el único homomorfismo de R-módulos

que verifica la conmutatividad C ′fi = jf , donde i : M → C ′M y j : N → C ′N

son las inclusiones conjuntistas de los respectivos conjuntos en sus R-módulos

libres.
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Las transformaciones naturales k′ : C ′ → 1 y p′ : C ′ → (C ′)2 se definen para

un R-módulo M como los únicos homomorfismos de R-módulos que verifican

k′i = 1 y p′i = ji, donde i : M → C ′M y j : C ′M → (C ′)2M son las

inclusiones de los respectivos conjuntos en sus R-módulos libres.

Nótese que k′C′p
′i = k′C′ji = i = 1i y por la propiedad universal de objeto

libre, k′C′p
′ = 1. Asimismo C ′k′p′i = C ′k′ji = ik′i = i = 1i. De donde

C ′k′p′ = 1. Por otro lado p′C′p
′i = p′C′ji = sji y C ′p′p′i = C ′p′ji = sp′i = sji.

De donde p′C′p
′ = C ′p′p′.

Por el teorema dual del teorema 4.2.3, se tienen unos caminos generalizados

que no conservan pull backs ya que el funtor C ′ tampoco los conserva en general,

aunque śı conserva sumas directas finitas.

El funtor caminos P es definido para un R-módulo M como el objeto

PM = M ⊕ C ′M , y para un homomorfismo de R-módulos f : M → N como

Pf =

(
f 0

0 C ′f

)
: M ⊕ C ′M → N ⊕ C ′N .

Las transformaciones naturales son de la forma:

ρ0 =
(

1 0
)

: M ⊕ C ′M → M ,

ρ1 =
(

1 k′
)

: M ⊕ C ′M → M ,

ι =

(
1

0

)
: M → M ⊕ C ′M ,

θ0 =




1 0

0 1

0 1

0 −p′




: M ⊕ C ′M → M ⊕ C ′M ⊕ C ′M ⊕ (C ′)2M y

θ1 =




1 0

0 0

0 0

0 p′




: M ⊕ C ′M → M ⊕ C ′M ⊕ C ′M ⊕ (C ′)2M .

Obsérvese que el funtor libre C ′ conserva sumas directas. Aunque el funtor

caminos no conserva pull backs, por el dual del teorema 4.2.2, tienen sentido los
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grupos de homotoṕıa relativos a fibraciones de un objeto basado en el morfismo

cero.

Por otro lado, el funtor caminos no conserva ĺımites finitos, y en consecuencia

se puede asegurar que no existe un funtor cilindro adjunto a izquierda de éste.

Teorema 4.4.2. Dado un homomorfismo de R-módulos f : M → N , f ' 0 si

y solo si f se factoriza a través de un R-módulo proyectivo.

Demostración. Si f ' 0 entonces se factoriza a través de un R-módulo libre, y

todo R-módulo libre es proyectivo.

Rećıprocamente, sea f = rs : M → P → N , con P un R-módulo proyectivo.

Entonces k′ : LN → N es un epimorfismo de R-módulos pues por construcción

k′i = 1 y por tanto k′ es un homomorfismo suprayectivo. Por ser P proyectivo,

existe un homomorfismo de R-módulos r′ : P → LN tal que k′r′ = r. Se tiene

que f = k′r′s y por tanto f ' 0.

Corolario 4.4.1. Dos homomorfismos de R-módulos f, g : M → N son homó-

topos si y solo si su diferencia se factoriza a través de un R-módulo proyectivo.

Demostración. Consecuencia inmediata del dual de la proposición 4.2.1 y del

teorema 4.4.2 anterior. Obsérvese que si < f, H1 >: f ' g entonces k′H1 =

g − f .

El teorema 4.4.2 anterior demuestra que el funtor caminos definido da origen a

la teoŕıa de homotoṕıa proyectiva definida por Eckman y Hilton sobre R-módulos

[32].

4.4.4 Homotoṕıa Inyectiva

Análogamente a lo realizado en el ejemplo 4.4.3 anterior, la teoŕıa de homo-

toṕıa que se va a definir puede ser desarrollada tanto en la categoŕıa de R-módulos
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a izquierda como en la de R-módulos a derecha. Por ello se fijará la lateralidad

simplemente para usar la notación adecuada.

Sea Q1 el grupo aditivo de los racionales módulo los enteros. Entonces se

puede definir una construcción cono (C, k, p) en la categoŕıa de R-módulos a

derecha como sigue: para todo módulo M se define su cono como CM =

Hom(C ′Hom(M,Q1), Q1), donde C ′ representa el funtor cocono definido en

la homotoṕıa proyectiva y Hom representa homomorfismos de grupo. Nótese

que Hom(M, Q1) es un R-módulo a izquierda, pues el funtor Hom(−, Q1) es

un módulo al lado contrario del módulo sobre el que actúa. Por consiguiente,

en este caso, el funtor cono tiene como dominio y codominio los R-módulos a

derecha, al intercambiar el funtor Hom(−, Q1) la lateralidad dos veces.

Para un morfismo entre R-módulos f : M → N se define su cono

Cf : Hom(C ′Hom(M, Q1), Q1) → Hom(C ′Hom(N, Q1), Q1) como Cf =

(C ′f ∗)∗. La transformación natural k : M → Hom(C ′Hom(M,Q1), Q1) se

define por k(m)(
⊕

i∈M1
riαi) =

∑
i∈M1

riαi(m) =
∑

i∈M1
αi(mri), para todo

m ∈ M , todo homomorfismo de grupos αi : M → Q1 y todo ri ∈ R, ri = 0

salvo para un número finito; donde M1 = Hom(M, Q1).

La transformación natural p, definida desde

Hom(C ′Hom(Hom(C ′Hom(M,Q1), Q1), Q1), Q1) en

Hom(C ′Hom(M,Q1), Q1), viene dada por p(α)(
⊕

j∈M1
rjβj) = α(

⊕
j∈M1

rjβ̃j)

para todo homomorfismo de grupos

α : C ′Hom(Hom(C ′Hom(M,Q1), Q1), Q1) → Q1 y toda
⊕

j∈M1
rjβj de

C ′Hom(M, Q1), donde β̃j : Hom(C ′Hom(M,Q1), Q1) → Q1 es un homo-

morfismo de grupos definido por β̃j(γ) = γ(βj) para todo homomorfismo de

grupos γ : C ′Hom(M,Q1) → Q1. Nótese que el homomorfismo de grupos

βj : M → Q1 es un elemento del grupo libre C ′Hom(M,Q1).

Obsérvese que para todo homomorfismo de grupos α : C ′Hom(M, Q1) → Q1 y

toda suma directa
⊕

j∈M1
rjβj ∈ C ′Hom(M, Q1) se tiene

(pkC(α(
⊕

j∈M1
rjβj)) = p(kC(α))(

⊕
j∈M1

rjβj) = kC(α)(
⊕

j∈M1
rjβ̃j) =∑

j∈M1
β̃j(αrj) =

∑
j∈M1

αrj(βj) =
∑

j∈M1
α(rjβj) = α(

⊕
j∈M1

rjβj).
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Además (pCk)(α)(
⊕

j∈M1
rjβj) = p(Ck(α))(

⊕
j∈M1

rjβj) =

Ck(α)(
⊕

j∈M1
rjβ̃j) = (C ′k∗)∗(α)(

⊕
j∈M1

rjβ̃j) = αC ′k∗(
⊕

j∈M1
rjβ̃j) =

α(
⊕

j∈M1
k∗(rjβ̃j)) = α(

⊕
j∈M1

rjβ̃jk) = α(
⊕

j∈M1
rjβj).

Nótese que para todo m de M1, rjβ̃jk(m) = β̃j(k(m)rj) = k(m)(rjβj) =

rjβj(m).

También se tiene ppC(α)(
⊕

j∈M1
rjβj)=pα(

⊕
j∈M1

rjβ̃j)=α(
⊕

j∈M1
rj

˜̃
βj)

y pCp(α)(
⊕

j∈M1
rjβj) = (Cp(α))(

⊕
j∈M1

rjβ̃j) = (C ′p∗)∗(α)(
⊕

j∈M1
rjβ̃j) =

αC ′p∗(
⊕

j∈M1
rjβ̃j)=α(

⊕
j∈M1

p∗(rjβ̃j))=α(
⊕

j∈M1
rjβ̃jp)=α(

⊕
j∈M1

rj
˜̃
βj).

Nótese que para todo homomorfismos de grupo

α : C ′Hom(Hom(C ′Hom(M,Q1), Q1), Q1) → Q1 se tiene que rjβ̃jp(γ) =

β̃j(p(γ)rj) = p(γ)(rjβj) = γ(rjβ̃j) = rj
˜̃
βj(γ).

Por tanto (C, k, p) es una estructura de cono sobre la categoŕıa de los

R-módulos a derecha. El funtor cono C no conserva push outs pero śı con-

serva sumas directas finitas, y por el teorema 4.2.3, se tiene una estructura de

cilindro generalizado.

Proposición 4.4 .3. Para todo R-módulo a derecha M , se tiene que

Hom(C ′Hom(M,Q1), Q1) es un R-módulo inyectivo.

Demostración. El funtor M⊗R− es adjunto a izquierda del funtor HomZ(M,−).

Dado un R-módulo M , el R-módulo libre C ′M es isomorfo a
⊕

α∈M Rα, con

Rα = R.

Observando que el producto tensorial es distributivo respecto a la suma di-

recta y que el producto tensorial por el anillo es isomorfo al grupo del módulo,

se tiene que
⊕
M

(R⊗R−) ∼=
⊕
M

(−) es un funtor adjunto a izquierda del funtor

HomZ(C ′M,−). De lo anterior se deduce que para todo R-módulo a izquierda

A y todo grupo abeliano G existe un isomorfismo natural entre HomZ(
⊕
M

A,G)

y HomR(A,HomZ(C ′M, G)).

Sea ν : A → B un monomorfismo de R-módulos a izquierda, y sea

α : A → HomZ(C ′M, Q1), entonces por el isomorfismo natural ya mencionado,
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existe un homomorfismo de grupos α̃ :
⊕

M A → Q1. Al ser ν : A → B un ho-

momorfismo inyectivo, se tiene que
⊕

M ν :
⊕

M A → ⊕
M B también es un ho-

momorfismo de grupos inyectivo. Al ser Q1 divisible (y por tanto inyectivo) existe

β̃ :
⊕

M B → Q1 tal que β̃
⊕

M ν = α̃. Usando de nuevo el isomorfismo natural,

existe un homomorfismo de R-módulos a izquierda β : B → HomZ(C ′M,Q1)

verificando β̃ν = β̃
⊕

M ν = α̃ y por tanto βν = α.

Esta proposición también es cierta si M es un R-módulo a izquierda. La

demostración es análoga observando que el funtor −⊗R M es también adjunto

a izquierda de HomZ(M,−). En particular Hom(C ′Hom(M, Q1), Q1) es un

R-módulo inyectivo con la misma lateralidad que M .

Teorema 4.4.3. Un homomorfismo de R-módulos f : M → N es nulhomótopo

si y solo si se factoriza a través de un R-módulo inyectivo.

Demostración. Si f es nulhomótopo entonces existe un homomorfismo

F : Hom(C ′Hom(M,Q1), Q1) → N tal que f = Fk y por la proposición

4.4.3 se concluye el resultado.

Rećıprocamente, si f = rs : M → I → N con I un R-módulo inyectivo,

entonces k : M → Hom(C ′Hom(M,Q1), Q1) es un homomorfismo inyectivo

de R-módulos, y por tanto existe un homomorfismo

s′ : Hom(C ′Hom(M, Q1), Q1) → I tal que s′k = s, de donde f = rs = rs′k y

por tanto nulhomótopa.

Obsérvese que k es efectivamente un homomorfismo inyectivo pues, si supo-

nemos k(m) = 0 para m ∈ M y m 6= 0 entonces se puede obtener, por ser Q1

inyectivo, un homomorfismo α : M → Q1 tal que α(m) 6= 0:

Por ejemplo, si el orden de m es p finito, entonces se puede usar el homomor-

fismo inclusión del grupo ćıclico i :Zp →M con i(1) = m, y el homomorfismo

de grupos β : Zp → Q1 generado por β(1) = 1
p

para obtener α : M → Q1 tal

que α(m) = 1
p
. En caso de que m no tenga orden finito, se considera el ho-

momorfismo inclusión i :Z→M con i(1) = m y el homomorfismo β : Z→ Q1
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generado por β(1) = q 6= 0, donde q ∈ Q1. En este caso α(m) = q.

Entonces k(m)(α) = α(m) 6= 0 y por tanto k(m) 6= 0.

Corolario 4.4.2. Dados dos homomorfismos de R-módulos f, g : M → N ,

f ' g si y solo si g − f se factoriza a través de un R-módulo inyectivo.

Demostración. Consecuencia inmediata de la proposición 4.2.1.

De esta forma se obtiene la teoŕıa de homotoṕıa inyectiva definida por Eckman

y Hilton sobre los R-módulos, mediante un cilindro generalizado que permite

la obtención de grupos de homotoṕıa relativos a la cofibración basados en el

homomorfismo cero.

4.4.5 Homotoṕıa en grupos abelianos

La homotoṕıa desarrollada por L.J. Hernández [30] en la categoŕıa de grupos

abelianos también tiene asociada una estructura de IP -categoŕıa generalizada.

Sea R un anillo unitario. Se define un funtor cono C en la categoŕıa de

los grupos abelianos como sigue: para un grupo abeliano G, el cono es CG =

G⊗Z R, y para un homomorfismo de grupos f : G → H, Cf =

f ⊗ 1R : G⊗R → H ⊗R. La transformación natural k : G → G⊗R se define

por k(g) = g ⊗ 1, donde 1 es el elemento identidad de R; y la transformación

natural p : G⊗R⊗R → G⊗R, por p(g ⊗ r ⊗ s) = g ⊗ (rs).

Entonces (C, k, p) es una construcción cono en la categoŕıa de los grupos

abelianos, que conserva push outs pues el funtor C es adjunto a izquierda del

funtor C ′ definido por C ′G = HomZ(R, G). Por el teorema 4.2.3 se obtiene una

construcción de cilindro generalizado que conserva push outs, y por el corolario

4.2.1 la categoŕıa de los grupos abelianos tiene estructura de I-categoŕıa gene-

ralizada usando como cofibraciones los homomorfismos de grupos que verifican

la P.E.H.
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Por la proposición 4.2.3, también esta categoŕıa es una P -categoŕıa genera-

lizada con funtores adjuntos I y P compatibles con la estructura de forma que

se obtiene una IP -categoŕıa generalizada.

Definición 4.4.4. Dado un anillo unitario R, un R-casi módulo es un grupo

abeliano M con un producto externo · : R×M → M verificando las propiedades

M1, M2 y M3 para elementos cualesquiera m1,m2 ∈ M y r1, r2 ∈ R:

M1: r1(m1 + m2) = r1m1 + r2m2

M2: (r1 + r2)m1 = r1m1 + r2m1

M3: 1m1 = m1

Nótese que si se verificase la propiedad M4: (r1r2)m1 = r1(r2m1), entonces

se tendŕıa que M seŕıa un R-módulo a izquierda.

En los R-casi módulos no se especifica la lateralidad pues a cualquier

R-casi módulo se le puede cambiar isomórficamente de forma natural la ope-

ración mr = rm.

Proposición 4.4.4. Un grupo abeliano M es un R-casi módulo si y solo si 1M

es nulhomótopo.

Demostración. En general, si un morfismo f es nulhomótopo respecto a una con-

strucción cono (C, k, p) entonces f también es nulhomótopo respecto a cualquier

cocono engendrado por un funtor C ′ adjunto a derecha de C. Basta aplicar el

isomorfismo natural de adjunción γ a la nulhomotoṕıa. Por ello se usará en este

caso, para la demostración, el funtor cono −⊗R.

Si 1M es nulhomótopo entonces existe un homomorfismo de grupos

h : M ⊗R → M verificando que hkM = 1M . Se define el producto externo para

todo m ∈ M y r ∈ R por mr = h(m⊗ r):

M1: (m1 + m2)r = h((m1 + m2)⊗ r) = h(m1 ⊗ r + m2 ⊗ r) = h(m1 ⊗ r) +

h(m2 ⊗ r) = m1r + m2r.

M2: m(r1 + r2) = h(m ⊗ (r1 + r2)) = h(m ⊗ r1 + m ⊗ r2) = h(m ⊗ r1) +

h(m⊗ r2) = mr1 ⊗mr2
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M3: m1 = h(m⊗ 1) = hk(m) = 1M(m) = m

Sea M un R-casi módulo. Se define h : M ⊗ R → M por h(m⊗ r) = mr.

Es fácil comprobar, análogamente a lo anterior, que h está bien definida y que

hkM = 1M .

Teorema 4.4.4. Un homomorfismo de grupos f : G → H es nulhomótopo si y

solo si se factoriza a través de un R-casi módulo.

Demostración. Si f es nulhomótopo, entonces f se factoriza mediante una nul-

homotoṕıa F : G ⊗ R → H, donde f = Fk. La transformación natural

pG : G⊗R⊗R → G⊗R hace que G⊗R sea un R-casi módulo.

Rećıprocamente, si f = rs : G → M → H y M es un R-casi módulo, por la

proposición 4.4.4 anterior existe H : M ⊗ R → M tal que HkM = 1. Entonces

rs = rHks = rH(s⊗ 1R)k y por tanto f es nulhomótopa.

Corolario 4.4.3. Dados dos homomorfismos de grupos f, g : G → H, f ' g si

y solo si g − f se factoriza a través de un R-casi módulo.

4.4.6 Homotoṕıa en R-casi módulos

Los R-casi módulos con los homomorfismos de grupo que conservan el pro-

ducto externo forman una categoŕıa. Observando que el anillo unitario R tiene

estructura de R-casi módulo con su producto interno, se puede definir un pro-

ducto tensorial similar al de los R-módulos, esto es, el grupo abeliano libre

generado por M × R con las relaciones (m1 + m2) ⊗ r − m1 ⊗ r − m2 ⊗ r,

m⊗ (r1 + r2)−m⊗ r1 −m⊗ r2 y ms⊗ r −m⊗ sr, donde m1,m2,m ∈ M

y r1, r2, r, s ∈ R. Nótese que M ⊗ R es un R-casi módulo con la operación

(m⊗ r)s = ms⊗ r = m⊗ sr.

De esta forma surge una construcción cono (C, k, p) análoga a la definida en

el ejemplo 4.4.5 anterior, que da origen a un cilindro generalizado en la categoŕıa
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de los R-casi módulos. Este funtor cono − ⊗ R también tiene un adjunto a

derecha definido por Hom(R,−), donde Hom representa los homomorfismos de

R-casi módulos. Nótese que Hom(R,M) es un R casi módulo con la operación

gs(r) = g(sr) para homomorfismos de R-casi módulos g : R → M y s, r ∈ R.

Se concluye que, siguiendo un proceso similar al realizado con los grupos

abelianos, la categoŕıa de los R-casi módulos tiene una estructura de IP -categoŕıa

generalizada.

Proposición 4.4.5. Un R-casi módulo M es un R-módulo si y solo si 1M es

nulhomótopo.

Demostración. Si 1M es nulhomótopo entonces existe F : M ⊗R → M tal que

Fk = 1M . Se define un producto externo para todo m ∈ M y r ∈ R mediante

mr = F (m ⊗ r). Entonces M1, M2 y M3 se verifican de forma análoga al

caso de los grupos abelianos. Para M4 se tiene que m(rs) = F (m ⊗ rs) =

F (mr ⊗ s) = (mr)s.

Rećıprocamente, si M es un R-módulo, se define F : M ⊗ R → M por

F (m ⊗ r) = mr. Por lo dicho anteriormente, es fácil ver que F está bien

definida y que Fk = 1M .

Teorema 4.4.5. Un homomorfismo de R-casi módulos f : M → N es nul-

homótopo si y solo si se factoriza a través de un R-módulo.

Demostración. Si f es nulhomótopo entonces existe F : M ⊗ R → N tal que

Fk = f . En la proposición anterior se prueba que M es R-módulo si y solo

si existe un homomorfismo de R-casi módulos F : M ⊗ R → M verificando

Fk = 1M . Por tanto pM : M ⊗ R ⊗ R → M ⊗ R hace que M ⊗ R sea un

R-módulo.

Rećıprocamente, si f = rs : M → K → N , donde K es un R-módulo,

entonces existe H : K ⊗ R → K tal que Hk = 1 y se concluye que f =

rH(s⊗ 1)k.
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Corolario 4.4.4. Dados dos homomorfismos de R-casi módulos f, g : M → N ,

entonces f ' g si y solo si g − f se factoriza a través de un R-módulo.

4.4.7 Homotoṕıa en R-módulos

La homotoṕıa definida en el ejemplo 4.4.5 para grupos abelianos puede ser

extendida a la categoŕıa de R-módulos, donde R es un anillo conmutativo y

unitario.

Sea S un anillo unitario y f : R → S un homomorfismo de anillos conservando

la unidad, f(1) = 1. Nótese que los grupos abelianos son Z-módulos y el

homomorfismo f : Z→ S viene definido por f(z) = z1 = 1 + (z
··· + 1.

En la categoŕıa de los R-módulos se puede definir para todo módulo M el

producto tensorial M ⊗R S teniendo en cuenta que el anillo S es un R-módulo

con la operación rs = f(r)s. Como el anillo R es conmutativo, entonces M⊗RS

es también un R-módulo. Se obtiene aśı una construcción cono (C, k, p) sobre

los R-módulos, que da origen a un cilindro generalizado. También este funtor

cono − ⊗R S tiene un funtor adjunto a derecha HomR(S,−), que dota a la

categoŕıa de los R-módulos de una estructura de IP -categoŕıa generalizada.

De forma análoga a lo que suced́ıa en los grupos abelianos, un R-módulo es

un S-casi módulo si y solo si el homomorfismo identidad es nulhomótopo. Por lo

que un homomorfismo entre R-módulos es nulhomótopo si y solo si se factoriza

a través de un R-módulo S-casi módulo. En consecuencia, dos homomorfismos

entre R-módulos son homótopos si y solo si su diferencia se factoriza a través de

un R-módulo S-casi módulo.
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[13] , Un estudio en homotoṕıa aditiva, Secretariado de Publicaciones.

Universidad de La Laguna, 1996, Simposium Internacional de la Matemática
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[54] S. Rodŕıguez-Mach́ın, Homotopy theories in additive categories are homo-

topies of ∆-groups, Rend. Circ. Mat. Palermo (2) 39 (1990), no. 1, 47–57.
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