ULL

Universidad
de La Laguna

Categoria de Modulos

Category of Modules

Juan Fernando de la Rosa Reyes

Trabajo de Fin de Grado
Seccién de Matematicas
Facultad de Ciencias

Universidad de La Laguna

La Laguna, 14 de julio de 2015






Dra. Dna. Concepcién Mercedes Marquez Hernandez, con N.I.F. 42.030.217-V pro-
fesora Titular de Universidad adscrita al Departamento de Matematicas, Estadistica e
Investigacién Operativa de la Universidad de La Laguna

CERTIFICA

Que la presente memoria titulada:

“Categoria de Mddulos.”

ha sido realizada bajo su direccién por D. Juan Fernando de la Rosa Reyes, con N.L.F.
54.111.182-W.

Y para que asi conste, en cumplimiento de la legislacién vigente y a los efectos oportunos
firman la presente en La Laguna a 14 de julio de 2015






Agradecimientos

A mi tutora Mercedes, por haberme hecho entender las matematicas mas
profundamente.

A mi familia y amigos por todo el apoyo que me han dado durante todos estos
anos.






Resumen

En este trabajo hemos introducido los términos bdsicos de la Teoria de Categorias para
centrarnos en la Categoria de Mdodulos. En el desarrollo de los distintos capitulos que
integran esta memoria, hay que destacar que la vertiente principal, la constituye la pre-
sentacion de las nociones principales que constituyen la disciplina propuesta, como son el
lenguaje de Categorias, haciendo énfasis en la Categoria de Mddulos. La introduccion en
todo el desarrollo del trabajo del concepto de Propiedad Universal que permite desarrollar
nuevas técnicas de demostraciones y la unicidad de los objetos matemadticos que asi se
definen.

Palabras clave: Categoria, Funtor, Transformacién Natural, Médulo, A-homomorfismo,
Producto Directo, Suma Directa, Propiedad Universal, Sucesién Exacta, Sucesién es-
cindida, Médulo Libre, Producto Tensorial.






Abstract

In this essay we have introduced the basic terms of the Category Theory to focus in
the Category of Modules. In the development of the different chapters that conform this
paper, there is to emphasize that the main aspect is constituted by the presentation of the
principal notions that conform the proposed discipline, such as the Categorical language,
emphasizing on the Category of Modules, and the introduction, through all the paper, of
the concept of Universal Property that allows to develope new proof techniques and the
uniqueness of the mathematical objects defined this way.

Keywords: Category, Functor, Natural Transformation, Module, A-homomorfism, Direct
Product, Direct Sum, Universal Property, Exact Sequence, Split Sequence, Free Module,
Tensor Product.
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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es el estudio de los conceptos algebraicos bésicos y
herramientas principales del Algebra Homolégica y su relacién con las distintas disciplinas
Matematicas.

El Algebra Homoldgica es la rama de las matematicas que estudia homologia en un
entorno algebraico general. Es una disciplina relativamente joven, cuyos origenes se re-
montan, a finales del siglo XIX, a las investigaciones en la topologia combinatoria (precur-
sora de la topologia algebraica), el dlgebra abstracta y la teoria de mddulos, desarrolladas
principalmente por Henri Poincaré y David Hilbert.

Desde sus origenes el Algebra Homoldgica ha jugado un papel muy importante en la
Topologia Algebraica y, en la actualidad, su area de influencias se ha ampliado, gradual-
mente, al Algebra Conmutativa, Geometria Algebraica, Teoria de la Representacion, Fisica
Matematica, Algebra de Operadores, Andlisis Complejo y Teoria de Ecuaciones Diferen-
ciales Parciales. El Algebra homolégica, ademds, es una herramienta que se usa en distintas
ramas de las matemaéticas: Geometria Algebraica, Topologia Algebraica, Teoria de Anillos,
etc.

Aunque tiene su origen a finales de 1800, sélo es aceptada generalmente después de la
publicacién en 1956 del libro: Homological Algebra de H. Cartan y S. Eilenberg, que in-
trodujo diversas ideas que determinaron su desarrollo. En 1957 es publicado en la segunda
serie de la Revista Matematica de Tohoku un articulo célebre de Alexander Grothendieck,
en el que se utiliza el concepto de categoria abeliana. En 1967 nacen las categorias de de-
rivados de Grothendieck y Verdier, que son ejemplos de categorias trianguladas utilizadas
en un buen numero de teorias modernas, como Teorias de Computabilidad.

En el desarrollo de los distintos capitulos que integran esta memoria, hay que destacar
que la vertiente principal, la constituye la presentacién de las nociones principales que
constituyen la disciplina propuesta, como son el lenguaje de Categorias, haciendo énfasis
en la Categoria de Médulos. La introduccién en todo el desarrollo del trabajo del concepto
de Propiedad Universal que permite desarrollar nuevas técnicas de demostraciones y la
unicidad de los objetos matematicos que asi se definen.

El Algebra Homoldgica estd estrechamente vinculada a la aparicién de la Teoria de
Categorias, pues el Algebra Homoldgica es en esencia el estudio de Funtores y las Estruc-
turas Algebraicas complejas que conllevan. Es por ello que el Primer Capitulo se dedica
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al estudio de Categorias y Funtores. Las categorias son el contexto para tratar las propie-
dades generales de sistemas tales como Grupos, Anillos, Médulos, Conjuntos o Espacios
Topoldgicos, junto con sus respectivas transformaciones: homomorfismos, aplicaciones, o
aplicaciones continuas. Por otra parte la nocién de funtor es muy importante dentro de
este desarrollo, pues las categorias son necesarias porque constituyen un elemento esencial
en la definicién de funtor que hace las veces de homomorfismo entre categorias. Una situa-
cién similar surge en dlgebra Lineal, el concepto més importante es el de transformacion
lineal, pero los espacios vectoriales son necesarios para definirlo. Por otra parte nos resulta
atil emplear definiciones categoéricas: los funtores admiten definiciones categéricas enun-
ciadas simplemente en términos de objeto, morfismo identidad y composiciéon. Uno de los
ejemplos més prolificos de funtores son los funtores Hom que estudiamos de forma general
de una categoria cualquiera en la Categoria de Conjuntos y que nos proporciona un fun-
tor covariante y otro contravariante. Concluimos la parte tedrica de este capitulo dando
un paso mas alld, del mismo modo que un homomorfismo relaciona objetos algebraicos y
funtores relacionan categorias, estudiamos las transformaciones naturales que relacionan
funtores.

El Segundo Capitulo lo dedicamos al Estudio de la Categoria de Médulos, siendo éstos
una generalizaciéon comin de Grupos Abelianos y Espacios Vectoriales sobre un Anillo
cualquiera, no necesariamente conmutativo lo que proporciona estructuras a “derecha” e
“izquierda” pero que a través del concepto de Anillo Opuesto nos permite tratar a la vez
propiedades de uno por otro. Teniendo en cuenta muchas de las construcciones realizadas
para grupos abelianos y espacios vectoriales, como es el caso de suma directa interna
y externa, se generalizan, a través de propiedades universales, al concepto de producto
directo y suma directa de una familia cualquiera de Mddulos, y ambos conceptos, en el
caso de una familia infinita, en general no coinciden, siendo la suma directa un submoédulo
propio del producto directo, ademads sera el concepto base para el estudio de Mdédulos libres.
Se presentaran diversas propiedades de los productos y sumas directas para familias de
morfismos entre familias de médulos

En el Tercer Capitulo continuamos con uno de los conceptos centrales en Algebra
Homoldgica: las sucesiones exactas de médulos y veremos algunos resultados interesantes
que las involucran y en los que serd introducida una nueva mecédnica de demostracién,
llamada diagram chasing ” persecucién del diagrama” pues en cada paso de la demostracion
con cada elemento sélo hay dos cosas que podamos hacer con él, seguir avanzando con la
flecha o escoger una imagen inversa. Finalizamos probando la exactitud a izquierda de los
funtores Hom de la Categoria de A- Médulos, para una anillo general A, en la categoria
de grupos abelianos, aunque cuando el Anillo es Conmutativo llega a la misma categoria
de A-médulos, y contraejemplos de que en general no son exactos.

El siguiente capitulo estd dedicado el estudio de los Mddulos Libres que generalizan el
concepto de base y que a su vez son un caso particular del concepto de Suma Directa.
Representa ademas un papel en el desarrollo del siguiente capitulo. La motivacién para
incluirlos es clara: la existencia de estructuras adicionales definidas sobre un A- médulo y
las propiedades del propio anillo A son dos factores determinantes a la hora de estudiar
las caracteristicas del médulo y de los funtores asociados al mismo.

Acabamos el trabajo con un capitulo dedicado el estudio del Producto Tensorial para
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Médulos, en general, como un cociente de un A-médulo libre sobre un producto cartesiano
de un modulo a derecha y un médulo a izquierda. Ademd&s demostramos que este objeto
verifica una propiedad universal, que es la que va a permitir poder trabajar con un objeto
matematico tan abstracto, y presentamos varias propiedades que demuestran esto tultimo.
Los funtores estudiados en Algebra homolégica son Hom y Tensor. Finalizamos pues, con
la definicion de los funtores Producto Tensorial, probando, ademas la exactitud a derecha
de dichos funtores de la Categoria de A- Médulos, para una anillo general A, en la categoria
de grupos abelianos, aunque cuando el Anillo es Conmutativo llega a la misma categoria
de A-médulos, y presentamos contraejemplos de que en general no son exactos.






Capitulo 1

Categorias. Funtores.
Transformaciones naturales.

1.1. Categorias. Subcategorias. Ejemplos

Definicion 1.1. Una categoria C consiste en:

I. Una clase de objetos, 0bj(C).

1. VX,Y objetos de C tiene asociado un conjunto que denotaremos por More(X,Y) y
cuyos elementos llamamos morfismos entre X y Y.

1. VX,Y, Z objetos de C existe una operacion o tal que:
o:More(X,Y) x Morc(Y,Z) — Morc(X, Z)

(fr9) —o(f,9) =gof

A esta aplicacién la denominamos composicion (en lo que sigue, la composicién entre
f v g la escribiremos gf).

y verifica:

(i) VX,Y,Z,T objetos de C, More(X,Y)(Morc(Z,T) #0 < (X,Y) # (Z,T).

(ii) VX,Y objetos de C, Vf € Morc(X,Y), existen morfismos 1x € More(X, X), 1y €
More(Y,Y) tales que flx = fy 1y f = f. Estos morfismos se denominan morfismos
identidad.

(iii) La composicién es asociativa, es decir, VX, Y, Z, T objetos de C,Vf € Mor¢(X,Y),Vg €
Morc(Y,Z) y Yh € Morc(Z,T) : h(gf) = (hg)f.

El morfismo identidad para un objeto X de Ces uinico, ya que si existen i € More X, X
tal que Vf € MoreX,Y : fix = f = f(lxi) = (flx)i=fi=f= flx = 1xi =1x =
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Sean X,Y objetos de C, f € Mor¢(X,Y), decimos que f es un isomorfismo si existe
g € More(Y,X) tal que

Ejemplo

fog=1y, gf = 1x.
1.1. 1 Sets

Sets es una categoria que consiste en:

I.
II.

III.

La clase de objetos obj(Sets) son los conjuntos.

VX,Y conjuntos, el conjunto Morges(X,Y) es el conjunto de las aplicaciones
entre X e Y.

VX,Y, Z conjuntos, Vf € Morges(X,Y),Vg € Morges(Y, Z), la composicién es
la composicién usual entre aplicaciones.

2 Grupos

Grupos es una categoria que consiste en:

I.
II.

III.

La clase de objetos obj( Grupos) son los grupos.

VX,Y grupos, el conjunto Mor grupes(X, Y') es el conjunto de los homomorfismos
de grupos entre X e Y.

VX,Y,Z grupos, Vf € Mor Grupos(X,Y),Yg € MorGrupos(Y, Z), la composicion
es la composicién usual entre aplicaciones.

3 Top

Top es una categoria que consiste en:

I.
II.

III.

4 Ab

La clase de objetos obj( Top) son los espacios topoldgicos.

VX,Y espacios topoldgicos, el conjunto Morq,(X,Y) es el conjunto de las
funciones continuas entre X e Y.

VX,Y, Z espacios topoldgicos, Vf € Mor,,(X,Y),Vg € Morr,y(Y,Z), la com-
posicién es la composicién usual entre funciones.

Ab es una categoria que consiste en:

I.
II.

III.

La clase de objetos obj(Ab) son los grupos abelianos.

VX,Y grupos abelianos, el conjunto Mor4,(X,Y) es el conjunto de los homo-
morfismos de grupos entre X e Y.

VX,Y,Z grupos abelianos, Vf € Mors,(X,Y),Vg € Mor (Y, Z), la composi-
cién es la composicién usual entre aplicaciones.

Definicion 1.2. Una categoria S es una subcategoria de una categoria C si:
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(i) VX,Y objetos de S, Mors(X,Y) C More(X,Y).

(ii) VX objeto de S, el morfismo identidad 1x € Morg(X, X) es el mismo que 1y €
More(X, X).

(iii) VX,Y,Z objetos de S,Vf € Morg(X,Y),Vg € Mors(Y,Z), la composicién gf €
Mors(X, Z) es la misma que la composicién gf € More(X, Z).

(iv) VX objeto de &, X es un objeto de C.

Decimos que S es una subcategoria plena de C si VX,Y objetos de & tenemos que
Mors(X, Y) = Morc(X,Y).

Ejemplo 1.2. 1 Las categorias Grupos, Top y Ab son subcategorias de Sets.

2 La categoria Ab es una subcategoria de Grupos.

Definicion 1.3. Sea C una categoria, definimos su categoria opuesta C°P como la categoria
que consiste en:

(i) La clase de objetos es la misma que en C.
(ii) VX,Y objetos de C?, Morcor(X,Y) = Morc(Y, X).

(iii) VX,Y,Z objetos de CP,VfP? € Morco(X,Y),Vg? € Morcor(Y,Z) (donde f €
More(Y,X),g € Morc(Z,Y)), definimos la composicién como g% f° = (fg)°P.

1.2. Funtores Hom

Definicion 1.4. Sean C,D dos categorias, entonces un funtor covariante F : C — D
consiste en:

(i) VX objeto de C, F(X) es un objeto de D.
(ii) VX,Y objetos de C,Vf € Morc(X,Y), F define una aplicacién
F:More(X,Y) — Morp(F(X),F(Y))
fr—= F(f).
(iii) VX,Y, Z objetos de C,Vf € Morc(X,Y),Vg € More(Y, Z), entonces

F(gf) = F(9)F(f)-
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(iv) VX objeto de C,1x € More(X, X) el morfismo identidad de X, entonces

Un funtor contravariante F se define de la misma forma, pero intercambiando (ii) y
(iii) por:

(i) VX,Y objetos de C,Vf € Mor¢(X,Y), F define una aplicacién
F:More(X,Y) — Morp(F(Y), F(X))
fr—F(f).
(iii)” VX,Y, Z objetos de C,Vf € Morc(X,Y),Vg € More(Y, Z), entonces
F(gf) = F(f)F(g)-

Ejemplo 1.3. 1 Funtor Hom(X, —)

Sea C una categoria y X un objeto de C, definimos Hom(X,—) : C — Sets, que
también denotamos por Tx, como:

1. VY objeto de C,Tx(Y) = More(X,Y).
11. VY, Z objetos de C:

Tx : More(Y,Z) — Morggs(More(X,Y), More(X, Z))
f = Tx(f): More(X,Y) — More(X, Z)
h— fh

Tx(f) se denomina aplicacién inducida por f y la denotamos por fi.

Hom(X,—) es un funtor covariante.

2 Funtor contravariante Hom(—, X)

Sea C una categoria y X un objeto de C, definimos Hom(—,X) : C — Sets, que
también denotamos por T como:

1. YY objeto de C, TX(Y) = More(Y, X).
1. VY, Z objetos de C:

TX : More(Y,Z) — Morges(More(Z,X), More(Y, X))
f = TX(f): More(Z,X) — More(Y, X)
h— hf

TX(f) se denomina aplicacién inducida por f y la denotamos por f*.
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Veamos que 7% es un funtor contravariante:

(i) VY objeto de C, TX(Y) = Morc(Y, X), que por definicién de categorfa es un
conjunto, y por tanto, 7% (Y) es un objeto de Sets.

(ii) VY, Z objetos de C, veamos que T : Morc(Y, Z) — Morges(More(Z, X), More(Y, X))
es una aplicacion:

1. Vf € Morc(Y, Z), veamos que f* € Morges(More(Z,X), More(Y, X)), es
decir, que f es una aplicacion:
1. Yh € More(Z,X), como f € More(Y,Z) = f*(h) = hf con la compo-
sicién de C, y por tanto f*(h) € More(Y, X).
2. Sean h,h' € More(Z,X),h = I/ = como la composicién en Ces una
aplicacién, tenemos que hf = hf' = f*(h) = f*(h').
Por tanto, f* € Morgets(More(Z, X), More(Y, X)) es una aplicacion.
2. Sean f,g € More(Y,Z),f =g = VYh € Morc(Z,X),hf =hg = f*(h) =
g(h)=f"=g"
Por lo que T : Morc(Y, Z) — Morses(More(Z,X), More(Y, X)) es una apli-
cacion.

(iii) VY, Z, W objetos de C, Vf € Morc(Y,Z),Yg € Morc(Z, W), tenemos que:

TX(gf) = (gf)* : More(W,X) — More(Y,X)

h +— hgf
TX(HTX(g) = f*g* : More(W,X) — More(Z,X) — More(Y, X)
h hg — (hg)f = hgf

Entonces, TX (gf) = TX(£)T*(g).
(iv) VY objeto de C, tenemos:

TX(ly) : More(Y,X) — More(Y,X)
h +— hly=nh

lo que significa que TX (1y) = Lrx vy

Por lo tanto, Hom(—, X) es un funtor contravariante.

1.3. Transformaciones Naturales

Definicién 1.5. Sean C, D categorias, F,G : C — D funtores (covariantes), decimos que
7 : F — G es una transformacion natural si:
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(i) VX objeto de C,3rx € Morp(F(X),G(X)).

(ii) VX,Y objetos de C,Vf € Mor¢(X,Y) el siguiente cuadrado:

)
G(f)
—— G(Y)

TY

F(f)

F(X) 25 G(X
F(Y)

es conmutativo, es decir, 7y o F(f) = G(f) o 7x.
Denotaremos la transformacién natural T por

T = {TX}Xobjeto deC -

Nota 1.1. : Las transformaciones naturales pueden componerse: Sean C y D dos cate-
gorfas, FG,H : C — D funtores y 7 : ' — G,0 : G — H transformaciones naturales,
definimos o7 : S — U como:

oT = {(UT)X}X objeto de C »

donde (07)x = oxTx, entonces o7 es una transformacién natural. Veamos esto:
Tenemos que ver que el diagrama

F(X)—=H(X)
F(f)

F(Y)
conmuta. Pero este diagrama se puede escribir como

F(X) 25 G(X) 25 HX)

F(f)l G(f)l H(f)l

F(Y)——G(Y) ——H(Y)
Por tanto tenemos que

(H())(or)x = (H(f)oxTx = oy (G(f)7x = oy7Y (F(f)) = (e7)y (F(f)),

es decir, el diagrama conmuta.



Capitulo

Modulos

2.1. Categoria de Mdédulos sobre un anillo. Ejemplos

Definicién 2.1. Sea (A, +,-) un anillo unitario. Decimos que M es un A-mddulo por la
izquierda si (M,+) es un grupo abeliano y ademéds hay definida una operacién externa
-1 A x M — M tal que -(a,m) = am que verifica, Vm,m’ € M,Va,a' € A:

(i) a(m+m') =am+ am/

(aa')ym = a(a'm)

)
(ii) (a+d)m=am+am
(iii)

v) 1

(i

De la misma manera que lo anterior, M es un A-mddulo por la derecha si existe una
operacién externa - : M x A — M que verifica:

(i) (m+m')a=ma+m'a
(ii) m(a+ a') = ma+ ma’
(iii) m(aa’) = (ma)a’
(iv) m

Si M es un A-moédulo por la izquierda, escribiremos A-médulo, y si M es un A-mddulo
por la derecha, escribiremos mdodulo-A.

Nota 2.1. Sea M un A-médulo por la izquierda, entonces se tiene, Vm € M,Va € A:

(i) Om =0
(ii) a0 =0
(iii) (—a)m = a(—m) = —am

11
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Ejemplo 2.1. 1. Cualquier A anillo conmutativo se puede ver como un A-médulo y
un médulo-A donde el producto externo es el producto definido en A.

2. Sea K un cuerpo, entonces los K-espacios vectoriales son K-médulos y viceversa.
3. Los grupos abelianos son Z-médulos y viceversa.

Definicién 2.2. Si (A, +, ) es un anillo, entonces su anillo opuesto AP es (A, +, o) donde
c:AXxA—Ay

o(a,d')=aod =da
Lema 2.1. 1. Sea A un anillo, si M es un A-mddulo, entonces M es un modulo-A°P.
2. Sea A un anillo, si M es un mddulo-A, entonces M es un A°P-mdédulo.

Demostracion. Probaremos sélo el apartado 1. El apartado 2. se prueba de manera analo-

ga.
Definimos el producto externo en A°? como

M x AP - M

(m,a) +— -(m,a) =m-a=am
Veamos que M es un médulo-A%® Vm, m' € M,Va,d' € A:
= M es un grupo abeliano.
= Satisface las condiciones con el producto externo definido:

(m+m')-a=alm+m')=am+am’ =m-a+m'-a.
m-(a+d)=(a+ad)ym=am+am’ =m-a+m-d.

m-(aod)=(aod)m=dam=ad(am)=d(m-a)=(m-a)-d.

Por tanto, M es un mddulo-A°P.
O

Nota 2.2. De aqui en adelante s6lo hablaremos de A-mdédulos teniedo en cuenta el resul-
tado anterior.

Definiciéon 2.3. Sea M un A-médulo y N C M. Decimos que N es un submddulo de M
si NV es un A-moédulo con el mismo producto externo que M.
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Proposicién 2.1. Sea M un A-mddulo y N C M, N # 0, entonces N es un submddulo
de M si, y solo si:

(i) Yn,n' € N:n—n' €N,
(ii) Ya € A,;¥ne€ N :ax € N.

Ejemplo 2.2. 1. Si M esun A-médulo, {0} y M son submédulos M llamados submédu-
los impropios. Si N es un submédulo de M y N # M, N # {0}, decimos que N es
un submodulo propio de M.

2. Sea K un cuerpo, entonces los submoddulos de los K-mddulos son los subespacios
vectoriales de los K-espacios vectoriales y viceversa.

3. Los subméddulos de los Z-mddulos son los subgrupos de los grupos abelianos y vice-
versa.

4. Sea (S;);er es una familia de submddulos de un A-médulo M, entonces m S; es un
el
submodulo de M.

5. En general, la unién de submoddulos no es un submoédulo ya que si tomamos el Z-
médulo Zg, tenemos que

Sy = {0,3}
son submédulos de Zg, pero S1|J Sz noloesyaque3—2=1¢ S;|JSs.

6. Sea M un A-médulo y sea X C M, entonces

<X>: Zai:vi/aieA,xieX

finita

es un submédulo con la suma y el producto externo definidos en M y se denomina
submddulo generado por el conjunto X.

(X) es el submédulo de M més pequeno que contiene a X
Demostracion. Sea N submédulo de M tal que X C N, entonces
Ve X,x e N=>Vaec AVr e X,ax € N =

= Z a;z; € Nya; € A,x; € X = (X) CN.

finita
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n
7. Si My, ..., M,, son A-médulos, entonces el producto cartesiano My x...x M, = H M;
i=1
es un A-médulo con la suma inducida por los M;,

=1 =1 =1
((ma)isy, (m)iny) = +((ma)isy, (mi)isy)) = (mi +mg)is,

y la operacién externa

i=1 =1

(@, (mi)ies) = -(a, (ma)ig) = (ami)ing

En particular, si My, ..., M, son submédulos de M, M; x ... x M, es un submédulo
de M™.
8. Si My, ..., M,, son submddulos de M, entonces
n
My+...+ M, = {Zmz/mz GMi}
i=1

es un sumodulo de M y se denomina submddulo suma.

2.2. A-homomorfismos

Definicién 2.4. Sean M, M’ A-médulos, entonces un A-homomorfismo (u homomorfismo
de A-mddulos) es una aplicacion f : M — M’ satisfaciendo, Ym,m' € M,Va € A:

(i) fm+m) = f(m)+ f(m').
(if) f(am) = af(m).

Denotamos el conjunto de A-homomorfismos entre M y M’ como Hom (M, M’).
Decimos que f es un epimorfismo, monomorfismo o isomorfismo de A-moédulos si f es
sobreyectiva, inyectiva o biyectiva respectivamente.

Corolario 2.1. Podemos definir una categoria donde la clase de objetos son los A-mddu-
los, los conjuntos de morfismos entre dos A-mddulos M, M’ son los conjuntos Hom (M, M")
y la composicion es la usual para aplicaciones y se denota sMod.
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Ejemplo 2.3. 1 Si M, M’ son A-mdédulos, la aplicacién identidad
Id:M — M
m +— id(m)=m
y la aplicacién constante nula 0 : M — M’
0:M — M
m = O(m) = 0y
son A-homomorfismos.
2 Sean My, ..., M,, A-médulos, entonces la aplicacién
f:Myx..xM, — M +...+M,
(1, ey zn) = f(x1,enxn) =214+ ... + 24
es un A-homomorfismo.

Definicién 2.5. Sea M un A-médulo y N un submédulo de M, entonces (M/N,+) el
grupo abeliano cociente junto con el producto escalar definido Va € A

a(m+N)=am+ N
es un A-médulo y se denomina mddulo cociente.
Se denomina epimorfismo candnico al homomorfismo sobre
e:M — M/N
m +— e(m)=m+N

Definicién 2.6. Sean M, M’ A-médulos, f: M — M’ un A-homomorfismo, denotamos
cokerf = M'/imf.

Nota 2.3. Ker(f) es un submédulo de M y Im(f) es un submédulo de M.

Teorema 2.1 (Primer Teorema de Isomorfia). Sean M, M’ A-mddulos, f : M — M’
A-homomorfismo, entonces existe un A-isomorfismo

p:M/Ker(f) — Im(f)
m+ Ker(f) — o(m+ Ker(f)) = f(m)

Demostracion. Como M/Ker(f)y Im(f) son grupos, por el Primer Teorema de Isomorfia
para grupos tenemos que ¢ es un homomorfismo de grupos biyectivo.
Ademas, Vm € M,Va € A, p(a(m + Ker(f))) = ap(m + Ker(f)) ya que

pla(m + Ker(f))) = plam + Ker(f)) = f(am) = af(m) = ap(m + Ker(f)).

Por tanto, ¢ es un A-isomorfismo. O
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Teorema 2.2 (Segundo Teorema de Isomorfia). Sea M A-mddulo, N, N’ submddulos de
M, entonces
N/(NNN')=(N+ N")/N".

Teorema 2.3 (Tercer Teorema de Isomorfia). Sea M un A-mddulo, N, N’ submddulos de
M tales que N C N’, entonces

(M/N)/(N'/N) = M/N'.

El Segundo y el Tercer Teorema de Isomorfia son consecuencias directas del Primer
Teorema de Isomorfia.

2.3. Funtor Hom

Proposicién 2.2. Sean M, M’ A-mddulos, entonces Hom (M, M') con la suma definida:
Vf,g € Homa(M,M'),

f+g:M — M
m = (f+g)(m) = f(m)+g(m)
es un grupo abeliano.
Definicion 2.7. Sea A un anillo, el conjunto
Z(A)={a€ A/ab="ba,Vbe A}
se denomina centro de A.
Proposicién 2.3. Si A es un anillo, entonces Z(A) es un subanillo de A.

Proposicién 2.4. Sea A un anillo, M, M' A-mddulos. Entonces Hom (M, M') es un
Z(A)-mddulo con las operaciones

» Para cualquier f,g € Homa(M,M"),m € M : (f + g)(m) = f(m) + g(m).
» Para cualquier f € Homa(M,M"),a € Z(A),m € M : (af)(m) = f(am)
Corolario 2.2. Si A es conmutativo, Homa (M, N) es un A-mddulo.

Definicién 2.8. Sean A, B anillos, sea T :4 Mod —p Mod un funtor de cualquier va-
rianza. Si VM, M’ A-médulos, Vf, g € Homa (M, M'):

T(f+9)=T(f)+T(g)
decimos que 1" es un funtor aditivo.
Proposicion 2.5. Sean A, B anillos y T : 4 Mod —g Mod un funtor aditivo, entonces:

(i) Sean M, M’ A-mddulos, si Opomiary @ M — M’ es el A-homomorfismo nulo,
entonces T<0H0mA(M,M/)) = 0Homp(T(M),T(M"))-
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(i) T({0}) = {0}

Demostracion. (i) Como T es aditivo, tenemos que la aplicacién T : Homa (M, M') —
Homp(T(M), T(M')) es un homomorfismo de grupos y por tanto preserva el ele-

mento neutro, es decir, T'(0gom , (a1,117)) = OHom (T (M),T(M"))-

(ii) Tomemos la aplicaciéon T : Hom4({0},{0}) — Homp(7(0),7(0)). Entonces, por el
apartado anterior tenemos

0Homp (T (©0),70) = T (Otom 4 {0} ,40p)) = T(Idgoy) = Idp(g)-
Por tanto tenemos
Idr) = Oromp(r(0),r0)) : T(0) — T(0)
r = Idpo) () = 2 = Ogomy(1(0),7(0)(T) =0

es decir, Vo € T(0),xz = 0 = T'({0}) = {0}.
O

Proposicién 2.6. VM A-mddulo, los funtores Hom(M,—) y Hom(—, M) son aditivos.

2.4. Producto directo de modulos

Definicién 2.9. Sea {M;},.; una familia cualquiera de A-médulos, entonces HM’ =

i€l
{(wi)ier/xi € M;,Vi € I} se denomina Producto Directo de la familia {M;};.;, donde
(wi)ier = (Yi)ier < Vi € I, = y;.

Proposicién 2.7. Sea {M;},.; una familia cualquiera de A-mddulos, entonces:

(i) [lic; Mi es un A-mddulo con la suma ¥(x;)icr, (Yi)ier(®i)ier + (Yi)ier = (@i + ¥i)ier
y el producto externo Ya € A, a(x;)icr = (ax;)icr.

(ii) ¥j € I, la aplicacion
pj: HMZ — Mj
iel
(i)ier = pj((xi)ier) = x5

es un epimorfismo de A-mddulos que denominamos proyeccién candnica.

Demostracion. (i) ([[;c; Mi, +) es un grupo abeliano.

Veamos que el producto externo definido cumple las propiedades. V(z;)icr, (vi)icr €
HMZ-,Va, a € A:
el
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(1) a((zi)ier + (Wi)ier) = al@i)ier + a(yi)ier:
a((zi)ier + (Yi)ier) = a(@i + Yi)ier = (a(zi + yi) Jier =
= (am; + ayi)ier = (axi)ier + (ayi)ier = a(@i)ier + a(yi)ier
(ii) (a+a)(@i)ier = a(@i)ier + a'(xi)ier:
(a+d)(zi)ier = ((a+ a')zi)ier =

= (aw; + d'x;)ier = (axi)ier + (a'xi)icr = a(xi)ier + o' (xi)ier

(iil) (aa’)(@i)ier = a(d'(x;)icr):
(ad’)(zi)icr = ((ad")zi)icr =

= (a(d'zy))ier = ala'zi)icr = a(d'(2:)ier)

(iv) L(@i)ier = (Lzi)ier = (zi)ier
Por tanto, H M; es un A-médulo.
icl
(ii) Veamos ahora que p; es un epimorfismo de A-médulos Vj € I. Sean (x;)icr, (Yi)icr €
[ 2:,va € 4,
el
(1) pj((zi)ier + (Wiier) = pi((wi)ier) + pj((Yi)ier):
pi((xi)ier + (Wi)ier) = pi((wi + Yi)ier) = zj + y; = pj((%i)ier) + pj((Yi)ier)

(ii) pj(a(xi)iel) = apj(@z’)z’él)‘

pj(a(zi)ier) = pj((azi)ier) = ax; = a(z;) = ap;((zi)ier)

pj es sobreyectiva ya que Va; € M;,pj(y) = x;, donde y = (y;)ier con y; = 4,1 #
J Y = xj.
O]

Proposicién 2.8 (Propiedad Fundamental del Producto Directo). Dada {M;},.; una

familia de A-mddulos, (Hie[ M;, {pi}ig) verifica la siguiente "propiedad universal”:
VM A-médulo y ¥{p,}icr familia de A-homomorfismos p) : M — M; entonces

3lh € Homa(M,]];c; M;) que hace conmutar el siguiente diagrama:

Pi
[Lier Mi —— M;
¢

hi
[ P}

M
Es decir, existe un tinico h € Homa(M,]],c; M;) tal que, para todo i € I, p; o h = pj.
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Demostracion. Sea
h:M — HMi
el
= h(x) = Pi(z))ier

Veamos que h estd bien definida. Sean z,2’ € M,z = z':

h(x) = (pi(2))ier = Pi(2"))ier = h(a')
h es un homomorfismo. En efecto, Vz, 2’ € M,Va € A:
(i) h(z+a’) = (pi(z+a’))ier = (Pi(x)+pi())ier = Pi(@))ier+(pi(2"))ier = h(z)+h(2')
(i) h(az) = (pj(az))ier = (api(x))ier = a(pi(z))icr = ah(z)
Ademads, Vo € M,
pi © h(z) = pi((pi(2))icr) = pi(z)
Comprobemos ahora la unicidad:
Sea h' : M — 1_[]\4Z homomorfismo tal que p; o K’ = p}, entonces Vo € M,Vi € I, si
el
hz) = (w)ier, V' (%) = (yi)ier
pioh = p =pioh=pi((zi)icr) = pi((Yi)ier) =
= T; = yi,Vi el = (337;)1'61 = (yi)ie] = h($) = h/(CC) =h="n
O

Teorema 2.4. Dada {M;},.; una familia de A-mddulos, (Hie[ M;, {pi}iej) son los inicos
que verifican la propiedad universal anterior.

Es decir, si (M,{p.}icr) con M un A-mddulo, Vi € I,p, € Moda(M,M;) verifica
la proposicion anterior, entonces existe un unico isomorfismo de A-modulos ¢ : M —
[Lic; M; tal que p;op =pi,Vie I.

Demostracion. Por la proposicién anterior tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

Loy Mi =2 M; M—" s
WT / SOW /
M Hie] M;

Entonces, componiendo los diagramas tenemos

pi ;
[T M; —— M; — s M;

M
wa / eoOJ 4
M

Hie] M;

y estos diagramas también son conmutativos ya que:
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» pio(poy)=(picp)oy =pioy =p;
= pio(¢op)=(pioy)op=piop=rp

Ademads, como p; o 11—[.61 M, = Di ¥y P;oly = p), por la unicidad demostrada en la
1
proposicién anterior tenemos:

o' =11, My ¢ op=1um

Por tanto, ¢ es un isomorfismo de A-médulos y p; o ¢ = pl. O

2.5. Suma Directa de modulos

Proposicién 2.9. Sea {M;},.; una familia de A-mddulos, entonces:

(i) El subconjunto de [[;c; M;:

@Mz = {(fﬁi)iel S HMZ/xl =0Viel— J,innito}

i€l i€l
es un submdodulo de [[;c; M; llamado Suma Directa de {M;},c;.
(ii) Vj € I, la aplicacion
q; : Mj — @Mz
el
r = qi(2) = (@)ier, xj =z, = OVj # j

es un monomorfismo de A-mddulos que denominamos inmersién candnica.

Demostracién. (i) Veamos que @,e; M; es un submédulo de [[;c; M;. Sean (zi)ier, (¢7)ier €
Dics Mi,a € A:
(1) (zi)ier — (2))ier = (¥ — 2})icr € Dy M.
(i) a(zi)ier = (az;)icr € @ye; M;.

(ii) Veamos que ¢; es un monomorfismo de A-médulos Vj € I

» ¢; es un homomorfismo, ya que Vz,y € M;,Va € A:

(i) gi(z +y) = (i + vi)ier = (Ti)ier + (Wi)ier = q;(x) + ¢;(y)
(i) gj(ax) = (zi)icr tal que x; = az,z; = OVi # j = qj(azx) = a(z;)ics tal que
xj = x,x; = 0Vi # j, por tanto, g;(ax) = ag;(z).
= g; es inyectiva ya que si ¢j(z) = 0 = (x;)ie; donde x; = 0,Vi € I, entonces
xz = 0.

O]
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Corolario 2.3. En el caso finito, [ ={1,...,n},
[[M: =0 x ... x M, = P M;
i€l i€l
@,cr M; es un concepto dual de [[,.; M;.

Proposicién 2.10 (Propiedad Universal de la Suma Directa). Dada {M;},.; una familia
de A-mddulos, (@z’el M;, {qi}ig) verifica la siguiente "propiedad universal”:

VM A-mdédulo, Y{q,}icr familia de A- homomorfismos ¢, : M; — M entonces
Jlh € Homa(P,;c; M, M) que hace conmutar el siguiente diagrama:

A4 EBZEI
, \h

q; 3

M

Es decir, existe un tinico h € Homa(@,;c; M;, M) tal que, para todo i € I:
hogqi = q;.
Demostracion. Sea

h:@Mi -~ M

iel

(@icr = h((@dier) =D dj(x)
JjeJ

Veamos que h estd bien definida. Sean (z;)icr, (})icr € B,c; M, (xi)ier = (2)icr

((zi)ier) Zq] 33] qu(ﬂfg) = h((x;)ZEI)

jeJ jeJ

h es un homomorfismo. En efecto, V(x;)ier, (%)icr € @;c; Mi, Va € A:

(1) h((i)ier + (= )zel) = h((@; + :C )ier) Zq] zj + 37 = Z(q;(a:‘j) + Q;(x;)) =

JjeJ jeJ
qu x] + Z q] = h xz)zEI) + h(( )ZEI)
Jje€J JjeJ
(it) h(a(zi)icr) = h((azi)icr) = Y gjlaxs) =Y adj(x;) = ay_ qj(x;) = ah((2:)ier)
jeJ jeJ jeJ

Ademids Vx € My, 1 € I, como q;(z) = (zi)ier con z; =0sii #lyz;=xsii=1L

hoqi(z) = h(gi(2)) = h((@:)ier) = ) _ 4j(z;)

jedJ
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Comprobemos ahora la unicidad:
Sea h' : @,c; M; — M homomorfismo tal que A’ o ¢; = ¢}, entonces,

V(@i)ier € @ier Mis (Ti)ier = D5 (-, 0,25,0,---):

h/((xi)iel) =n Z( ,0,.%']',0,'”) :Zh/(('” 70’xj707"')) =

jeJ jeJ

= W(gi(z) =D ;= hlgi(z;) = h((z:)ier)

jedJ jeJ jeJ

Por tanto, h = h'. O

Teorema 2.5. Dada {M;},.; una familia de A-médulos, (@;c; Mi,{¢}icr) son los unicos
que verifican la propiedad universal anterior.

Es decir, si (M,{q;}icr) con M un A-mddulo, Vi € I,q; € Moda(M,M;) verifica
la proposicion anterior, entonces existe un unico isomorfismo de A-mddulos ¢ : M —
Dic; Mi tal queVieI:poq;=q,.

Demostracion. Por la proposicién anterior tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

!

M, —2 M M~ @,y M
X Jw \ J(p/
Dicr Mi M

Entonces, componiendo los diagramas tenemos:

a

M; " @, Mi M; —— M
x }m, x Pw/
eaiel M; M

que también son conmutativos.

Como lg, ., ;04 = @ y 1m o ¢, = ¢, por la unicidad probada en la proposicién
anterior tenemos que

poy' =l My ¢op=1u
Por lo tanto ¢ es un isomorfismo de A-médulos y ¢ o ¢; = ¢/. O
Proposicién 2.11. Sea {M;},.; una familia de A-mddulos, entonces:
(i) Vi € I,p;oq; =05, es decir, p;oqj =1p, sii=j ypiogq; =0 sii##j.

(it) Six € @er Mi = 3J finito:x =3, ;(qj 0pj)(z)
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Demostracion. (i) Vo € M;,j € I, tenemos que ¢;(z) = (;)ier donde z; = x y ; =
0,Vi # j = (prog;)(x) = pi((zi)icr) que es igual a 0 si I # j 6 es igual a z si
=3Vl el

(ii) Siz € @,c; M; entonces x = (x;);er con z; = 0,Vi € I —.J, J suconjunto finito de
1, se tiene que

2= (,0,25,0,) = > qi(z5) = Y q5(pi(x) = > (g5 0p;)(w)

jeJ jeJ jeJ jeJ

2.6. A-homomorfismos entre familias de A-mddulos

Proposicién 2.12. Sean {M;};c;, {M},c; familias de A-médulos, f; € Homa(M;, M),
Vi € I. Entonces

icl icl
(@i)ier = [ fil@ier) = (fi(zi))ier
es un A-homomorfismo.

Proposicién 2.13. Sean {M;};c;,{M},c; familias de A-médulos, f; € Homa(M;, M),
Vi € I. Entonces:

(i) Im([] fi) = [TIm(f:).
(i) Ker([] fi) =1 Ker(fi).
Proposicién 2.14. Sean {M;};c;,{M]},c; familias de A-médulos, f; € Homa(M;, M),

7
Vi € I. f; es un epimorfismo (resp. monomorfismo) si, y sélo si || fi es un epimorfismo

(resp. monomorfismo).

Proposicién 2.15. Sean {M;};c;,{M]},.; familias de A-médulos, f; € Homa(M;, M),
Vi € 1. Entonces

iel iel
(zi)ier = &fi((®i)ier) = (fi(wi))ier

es un A-homomorfismo.

(2
Vi € I. f; es un epimorfismo (resp. monomorfismo) si, y solo si @®f; es un epimorfismo

(resp. monomorfismo).

Proposicién 2.16. Sean {M;};c;,{M]},.; familias de A-médulos, f; € Homa(M;, M),






Capitulo 3

Sucesiones exactas de A-modulos

3.1. Swucesiones exactas.

Definicién 3.1. Sea {M;};.; una familia de A-mddulos y sean f; € Hom(M;, M;y1),
Vi € I. Una sucesién finita de A-mddulos y homomorfismos de A-mddulos

DY fn_Q

noe ]\471_1 In—1 fn fn+1 .

— My, — M, 1 —
se llama sucesion exacta si Im(f;—1) = Ker(f;),Vi € 1.

Nota 3.1. Si M, N son A-médulos, no hace falta numerar los homomorfismos 0 RAINY Vs

o N 2% 0, ya que existe un unico homomorfismo de A-médulos iy : 0 — M tal que
ip7(0) = 0 y un tdnico homomorfismo de A-médulos constante jy : N — 0 con jy(n) =0,
para todon € N.

Proposicién 3.1. Sean M, M', M" A-mdédulos y sean f,h € Homus(M,M'),g € Homa(M', M"):
(i) Una sucesion 0 ANy i> M' es exacta si y solo si f es inyectiva.

.. -, g jM” . , . -
(ii) Una sucesion M' — M" == 0 es exacta si y sdlo si g es sobreyectiva.
I,

(iii) Una sucesion 0 =% M — M' 25 0 es exacta si y sélo si h es un isomorfismo.

Demostracion. (i) Tenemos que Ker(f) = Im(ins) e Im(ips) = {0} = Kerf = {0} =
f es inyectiva.

Si f es inyectiva = Ker(f) = {0} = Im(ips) y por tanto la sucesién es exacta.

(ii) Tenemos que Im(g) = Ker(jy) = M"” = g es sobre.

Si g es sobre = I'm(g) = M" Ker(jy) = la sucesion es exacta.

(iii) Es consecuencia directa de los apartados anteriores

25
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Definicion 3.2. Una sucesion exacta se denomina corta si es de la forma
r g 1"
O— M —M-—M"—0
Proposicién 3.2. (i) Sea la sucesion exacta corta 0 — M’ RN VNN VN

entonces M' = Im(f) y M/Im(f) = M".

(ii) SiT C S C M son A-mddulos, entonces existe una sucesion exacta:
0— S/T - M/T -2 M/S — 0

Demostracion. (i) Como Im(iy) = Ker(f) = {0}, por el Primer Teorema de Isomorfia
tenemos que M/{0} = Im(f) = M = Im(f).

Ademads, como I'm(g) = Ker(jy» = M" y Im(f) = Ker(g), por el Primer Teorema
de Isomorffa tenemos que M'/Ker(g) = Im(g) = M'/Im(f) = M".

(ii) Sea
g:M/T — M/S
m+T — gm+T)=m+S

g estd bien definida ya que si m +T,m' +T € M/T,m +T = m' + T entonces
m—m'eT=m-m'e€S(TCS)=gm)=m+S=m'+5=gm).
Ademds g € Hom(M /T, M/S) ya que, para todo m +T,m' + T € M/T,a € A:

1) glm+T)+(m' +T)=g((m+m')+T)=(m+m')+ S5 =
=m+9S)+(m +95)=gm+T)+gm +7).
(ii) gla(m+T))=glam+T)=am+ S =a(m+S)=ag(m+1T).
g es sobre pues para cualquier m+ S5 € M/S,glm+T)=m+ S yaque T C S.

Si tomamos
i:S/T — MJT
s+T — i(s+T)=s+T

la inclusion, tenemos que I'm(i) = S/T y ademés

Ker(g) = {m+TeM/T/gm+T)=0+S}
{m+TeM/T/m+S=0+S5}
= {m+TeM/T/meS}=5/T

Por tanto, la sucesion es exacta.
O

Corolario 3.1 (Tercer Teorema de Isomorfia). Si T C S C M son A-mddulos, entonces

(M/S)/(S/T) = M/T.
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Demostracion. Obtenemos el resultado al aplicar el apartado (i) en el apartado (i7) de la
proposicién anterior. ]

Proposicién 3.3. Sea la sucesion de A-mddulos M’ RN YN M", donde f y g son
A-homomorfismos. Entonces Im(f) C Ker(g) si y solo si go f =0.

Corolario 3.2. En las condiciones de las proposicion anterior, si F': 4 Mod —pg Mod es
un funtor aditivo, si Im(f) C Ker(g) entonces Im(F(f)) C Ker(F(g)).

Proposicién 3.4. Sean {M;};c;, {M;},c;, AM]'},c; familias de A-médulos, y sean

)

fi € Homa(M/!,M;), Vi € I, gi € Homa(M;, M"),Vi € 1. Entonces son equivalentes:

(i) La sucesion
0 — M! L5 My 25 MY 0
es exacta Vi € 1.

(ii) La sucesion
0 — [T LA T o 2% [T ey — 0
i€l iel iel

es exacta.

(i1i) La sucesion
0 —Pm L Pm EPur —o
iel iel iel

es exacta.

Proposicién 3.5 (Lema de los Cinco). Sean hi, ha, hs, hq, hs A-homomorfismos, y sea el
diagrama conmutativo con filas exactas

f1 f2 I3 fa

M Mo Ms3 My Ms
LR
Ny g1 N2 g2 N3 g3 Ny 94 Ns

(i) Si ha y hy son sobreyectivas y hy es inyectiva entonces hs es sobreyectiva.
(ii) Si hy y hg son inyectivas y hy es sobreyectiva entonces hs es inyectiva.
(iii) Si h1,ha, hy y hs son isomorfismos entonces hs es un isomorfismo.
. . . hip.
Demostracion. (i) Sea n3 € N3 =2 Imy € My : g3(ng) = ha(mg) = g4 0 g3(nz) =
4c.c.
=040 h4(m4) = h5 [¢] f4(m4).

Como las filas del diagrama son exactas, tenemos g4 0 g3(ng) = 0 = hso fy(mq) =0
hip.
2L fi(mg) = 0= my € Ker(fs) = Im(f3) = Ims € Mz : fs(msz) = my.
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Entonces hg(my) = hg o f3(mg) sec g3 o hs(ms) = g3 o hg(ms) = gs(ng) =
gg(hg(mg) — ng) =0= hg(m;g) —ng € Ker(gg) = Im(gg) = dng € Ny : gg(ng) =
hg(mg) — ns.

2

Como hy es sobre, Img € My : ho(mg) = no = ga2(na) = gaoha(ms) 2 hzo fa(mg) =

h3(m3) —n3 = hg(mg — fg(mg)) = ns.

Por tanto, si m = mg — fa(mg) € M3 entonces hg(m) = nz por lo que hj es sobre.

(ii) Sea mg € Ker(hs) = g3 o hg(ms) Sec hyo f3(m3) =0 hzlg f3(m3) =0=
= ms € Ker(f3) = Im(f2) = Img € My : fo(ma) = ms.

Entonces, h3(ms) = hs o fa(ma) e g2 © ha(mg) = 0 = ha(ma) € Ker(ge) =
= Im(gl) = E|n1 S N1 : gl(nl) = h2(m2).

lc.c.

Como hy es sobre, 3my € My : hi(m1) = ny = ha(me) = g1(n1) = g1 o hi(my) =

= hQOfl(ml) = hg(f1(m1) —mg) =0= fl(ml) —mo € KGT(]’LQ) }g fl(ml) —my =
=0= fi(m1) =ma = m3 = fa(ma) = fao fi(m1) =0=m3 =0

Por tanto hj3 es inyectiva.

(iii) Consecuencia de los dos apartados anteriores.
O

Nota 3.2. Este método de demostracién se denomina diagram chasing (”persecucién del
diagrama).

Corolario 3.3. En las condiciones del resultado anterior, hy es un isomorfismo si hy y
h4 son isomorfismos, hs es inyectiva y h1 es sobreyectiva.

Proposicion 3.6. Seaq el diagrama con cuadrados conmutativos

fi f2

0 M’ M M 0
Ja J,B J’Y
/ "

0 N o N 5 N 0

cuyas lineas son suceciones de A-mddulos y A-homomorfismos y «, 3, son isomorfismos.

Entonces la sucesion

0— M om0

es exacta si, y solo si la sucesion
0— N 2% N 2N —0

es exacta.
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Demostracion. Si la sucesién

0— M I Mmoo

es exacta, tenemos que f; es inyectiva, fa es sobreyectiva y Im(f;) = Ker(f2).

Primero veamos que g; es inyectiva:
Sean’ € N =3Im' e M':n' = a(m’). Si g1(n') = 0 entonces

gi(a(m)) = gioa(m’) & Bo fi(m') = B(f(m)) =0 =

jfl(m/)20@'m/=():>n/:a(m/):0

y por tanto, g; es inyectiva.
g2 es sobreyectiva ya que si n” € N”, entonces

Im"” e M" i y(m") =n" " 3 e M - fa(m) =m" =

= 1" =(fa(m)) = 70 f2(m) "= g3 0 B(m)) = g2(B(m))

Para ver que I'm(g1) = Ker(gz) haremos el doble contenido:

= Sea n € I'm(g1), entonces

In" e N :g(ny=n=3Im' e M :a(m')=n"=
= g2(n) = ga2(g1 () = g2(g1(a(m))) = ga(g1 0 (i) '
= g2(Bo fi(m')) = (g208) o fr(m) *E (v 0 fo) o fr(m') =

= ((f20 f1)(m") "L 5(0) = 0 = n € Ker(ga)

y por tanto I'm(g1) C Ker(gs).

= Sea n € Ker(gs), entonces

Im € M : B(m) =n = g5(B(m)) = g2 0 B(m) "= o fo(m) =0 =

= fo(m) =0=m € Ker(fo) = Im(f1) = 3Im' € M’ : fy(m') =m =

29

= n = f(m) = B(fi(m) = Bo fi(m') "= g1 o a(m) = gi(a(m) = n € Im(g1)

y por tanto, Ker(g2) € Im(g1).
Por consiguiente, la sucesion
0— N 2N Z N —0

es exacta.
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Por otro lado, si la sucesién
0— N 2N Z N —0

es exacta, tenemos que el diagrama

0 N 2 N N 0
J{al Jrﬁ—l l,y—l
! 1
0 M —— M —— M 0

tiene cuadrados conmutativos, ya que Vn' € N',3m’ € M’ : a(m') = n/, entonces
B ogi(n’) =B ogi(a(m)) = B (groa(m)) = B7H(Bo fi(m')) =
= (87 o B)(fi(m) = fi(m') = fila™(0')) = froa™ (1)
y Vn € N,3m € M : f(m) = n, entonces
v oga(n) =" o ga(B(m)) =7 (ga 0 B(m)) =
=77 (v o fa(m)) =77 oy (fa(m)) = falm) = f2(871(n)) = f20 57 (n)

Por tanto, estamos en la situacién que ya hemos probado. O

3.2. Sucesiones escindidas.
Si M, M’ son A-mdédulos, la sucesién
0—M-SMaM 2 M —0
es exacta siendo

q:M — MaoM
x = q(x)=(z,0)

la inmersién canénica y
ppMaoM — M
(z,y) = p2((z,9) =y

la proyeccién candnica.
En efecto, tenemos que ¢ es inyectiva y po es sobrectiva. Ademas Im(q1) = M x {0} y

Ker(ps) = {(z,y) e M & M’/ pa((x,y)) = 0}
= {tyeMoM [/y=0}=
= M x {0} =Im(q1)
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Definicién 3.3. Sea la sucesién exacta
0— M Lo LM —0
Si existe un isomorfismo ¢ € Homa(M, M’ & M") tal que hace conmutar el diagrama

0— M — 9 Sy

J{lM’ pr Jrllwu

0—>M’T>M’®M”T>M”—>O

decimos que la sucesion exacta dada es escindida
Es decir, la sucesién es escindida si ¢ satisface

pof=qoly ylyrog=prop

Teorema 3.1 (Teorema de caracterizacién de sucesiones escindidas). Sea 0 — M’ N

M L5 M" — 0 una sucesién exacta, entonces son equivalentes:
(i) La sucesion es ezacta.
(ii) Exziste f' € Homu (M, M') tal que f o f = 1pp.
(iii) Existe g € Homa(M", M) tal que go g’ = 1pn.
Demostracion. Primero veamos que (i) es equivalente a (i7):

= Si la sucesién es escindida y ¢ es el homomorfismo de A-médulos que hace conmutar
el diagrama

0— M —F o9 a0

Jl]t{l Jip JlM//

OEM’TM’@M”TM”HO

podemos definir el homomorfismo de A-médulos f/ = 1,7 0 p1 o @, y por la conmu-
tatividad del diagragrama se tiene

f/Qf:lM/Oplogoof:ploql:1M,.

» Supongamos ahora que existe f' € Homa(M, M') tal que f' o f = 1.

Como M' @ M" = M’ x M", tenemos que (M’ & M" {p1,p2}) verifica la Propiedad
Universal del producto directo de A-mdédulos, y por tanto 3| € Hom (M, M'&M")
que hace conmutar los diagramas

M @ M L} M’ M @& M" L} M

14 =

M M
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es decir, que f'=piopy g=p2o.

Veamos que el diagrama

0 M’ M—2 s m 0

b

OEM’TM’GBM”TM”HO

conmuta.

FEl cuadrado de la derecha conmuta ya que lp;7 o g = g = p2 o . Ademas, de
nuevo por la Propiedad Universal del producto directo, tenemos que g; es el tinico
homomorfismo que hace conmutar los diagramas

M @ M L} M’ M @& M" L} M
th / th /
Lagr 0
M’ M’

y por tanto, como f'o f =pjopo f =1, tenemos que po f =q = qp 0 1py, es
decir, el cuadrado de la izquierda conmuta.

Como 1g,1ps ¥ 1p7 son isomorfismos, por el Lema de los Cinco se tiene que ¢ es
un isomorfismo y por tanto la sucesion es escindida.

Veamos ahora que (i) es equivalente a (7i7).

= Si la sucesién es escindida, podemos definir el homomorfismo de A-mdédulos
g :M' — M

como ¢’ = o toguolyy = ¢ logo, y se tiene, por la conmutatividad del cuadrado

de la derecha, que

1 1

gog =goyp og=propop og=prog = ly»

= Por otro lado, si suponemos que existe ¢’ € Homa(M", M) tal que go g’ = 1pn.

Tenemos que (M'®M", {q1, q2}) verifica la Propiedad Universal de la suma directa de
A-médulos y por tanto 3|¢" € Homa(M'@®&M", M) que hace conmutar los diagramas

M a1 M & M M 92 M & M
\ J“" x J“”
M M

es decir, f=¢' oq1y ¢ = ¢ o q.
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También tenemos que el diagrama

0— M -2 smaeMmM -2 — 0

J{llw/ L‘Ol J(lM"

0 M’ M M" 0

conmuta.

En efecto, el cuadro de la izquierda conmuta ya que f ol = f = ¢’ o q;. Ademaés,
por la Propiedad Universal de la suma directa de A-médulos tenemos que ps es el
tinico homomorfismo de A-médulos que hace conmutar los diagramas

M L M @ M" M i} M @ M"
\/‘ Jpz m Jpz
M// M//

y por tanto, como go g’ = go ¢’ o qy = 1y, tenemos que g o ¢’ = po, es decir, el
cuadrado de la derecha conmuta.

Como 1g, 15 y 1p7 son isomorfismos, por el Lema de los Cinco se tiene que ¢’ es
un isomorfismo.

Si ¢ es el inverso de ¢/, es decir, po’ = 1ypgyr vy @ o = 1)y, entonces el diagrama

0 M 9 0

llwﬂ J(P llM"

OEM’TM’@M”TM”—M

conmuta ya que
prop=gopop=g=1yrog

pof=popoqg=q=qoly

Por tanto, la sucesién es escindida.

3.3. Funtores exactos a derecha e izquierda.

Definicion 3.4. Sea T :4 Mod — Ab un funtor covariante y sea

0— M Lo M 25 M7
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una sucesién exacta. T se denomina exacto por la izquierda si la sucesion

0 — 7(M) " arny T
es exacta.

Definicion 3.5. Sea T :y Mod — Ab un funtor covariante y sea
ML Lm0
una sucesién exacta. T se denomina exacto por la derecha si la sucesion
(M) "D oy "9 Ty —s 0
es exacta.

Nota 3.3. Si un funtor covariante T :4 Mod — Ab es exacto a derecha e izquierda,
decimos que T es exacto.

3.4. Exactitud del Funtor Hom

Proposicién 3.7. Sean N, M, M’ A-mddulos, f : M — M’ homomorfismo de A-mddulos,
entonces la aplicacion inducida por el funtor Hom(N, =), f. : Homa(N, M) — Hom (N, M")
es un homomorfismo de Z(A)-mddulos.

Demostracion. La aplicacién f, es

fe: Homa(N,M) — Homa(N,M)
g = [fg)=1Ffoy

Sean g,h € Homa(N,M),a € Z(A):
(i) fe(g+h) = fo(g+h), entonces, Vn € N
(felg +h))(n) = (fo(g+h))(n) = f((g+Nh)(n) = flg(n) + h(n)) =
= flg(n)) + f(h(n)) = (f o g)(n) + (f o h)(n) = (f«(9))(n) + (f+(h))(n)
Por tanto, fi(g +h) = f(g) + fu(h).
(ii) f.(ag) = f o (ag), entonces, ¥n € N
(fe(ag))(n)(f o (ag))(n) = f((ag)(n)) = f(g(an)) =
= flag(n)) = af(g(n)) = a(f o g)(n) = a(fi(9))(n)

Por tanto, fi(ag) = af.(g).
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Por tanto, f, es un homomorfismo de Z(A)-mdédulos. O

Teorema 3.2. Sea N un A-mddulo, entonces el funtor covariante Hom(N,—) es exacto
por la izquierda.

Demostracién. Sean M, M', M" A-médulos, f: M — M', g : M’ — M"” homomorfismos
de A-mddulos tales que la sucesion
0— ML M L5 M7
es exacta, entonces tenemos que probar que
0 — Homa(N, M) L% Homa(N, M) 2 Homu(N, M")

es una sucesién exacta.

Primero veamos que f, es inyectiva:

Sabemos que el elemento neutro de Hom4 (N, M') es el A-homomorfismo 0: N — M’.
Sea h € Homa(N, M) tal que f.(h) =0, entonces, Vn € N se tiene:

(fe(h)(n) = (f o h)(n) = f(h(n)) =0

entonces, como f es inyectiva, h(n) = 0 para todo n € N, es decir, h = 0 y por tanto, f
es inyectiva.
Para ver que Im(f.) = Ker(g.) veamos el doble contenido:

» Sea h € Hom (N, M) entonces, (g« o fi)(h) = g«(foh)=go(foh)=(gof)oh=
=00 h = 0. Por tanto, por la proposicién 4.3, Im(f.) C Ker(gx)

» Si h' € Ker(gs«), entonces g«(h') = goh’ =0, por tanto, Vn € N,

(go ') (n) =g(h'(n)) =0

Entonces h'(n) € Ker(g) = Im(f) lo que significa que Vn € N,3Im € M tal que
R'(n) = f(m). Este m es tinico ya que, si existe m' € M tal que h/(n) = f(m) = f(m')
entonces f(m) — f(m') = f(m —m') =0y, como f es inyectiva, m —m’ =0, y por
tanto m = m’.

Sea
p:N — M
n + p(n)=m, si h'(n) = f(m)

p estd bien definida ya que este m es unico. Ademaés, p es un homomorfismo de
A-médulos puesto que, Va € A, n,n’ € N tales que h/(n) = f(m),h'(n’) = f(m):

(i)
W'(n+n')=h(n)+h0)=fm)+ f(m')=fm+m') =
= p(n+n) =p(n) +p(n')
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(ii)
K(an) = al(n) = af(m) = f(am) = plan) = ap(n)
En particular, p es un homomorfismo de Z(A)-médulos.

Ademés, Vn € N tal que #/(n) = f(m), se tiene que
(f+(p))(n) = (f o p)(n) = f(p(n)) = f(m) =1 (n)
y por tanto h € Im(f,).
O

En general, no podemos asegurar que la sucesién que resulta al aplicar el funtor
Hom(N, —) acabe en ”— 0.2unque g sea sobreyectiva.
Sea la sucesion exacta A
0—Z-5Q-5Q/Z—0

donde 7 es la inclusién y e es el epimorfismo candnico.

En Q/Z tenemos que 3 + Z tiene orden 2 ya que 2(3 + Z) = 0+ Z y por tanto,
si Iy es el grupo ciclico de orden 2, el conjunto Homgz(lz,Q/Z) # {0} ya que existe el
Z-homomorfismo que envia al elemento 1 € I, a % +7Ze€Q/Z.

Si aplicamos el funtor Homgz (2, —) en la sucesién anterior, tenemos que Homy(I2, Q/Z) #
{0} pero Homz(I2,Q) = {0} ya que Q no tiene elementos distintos de cero de orden finito,

y por tanto, la aplicacién e, : Homy(l2, Q) — Homy(I2, Q/Z) no puede ser sobre.

Es decir, el funtor Hom(N, —) no transforma sucesiones exactas cortas en sucesiones

exactas cortas.

Proposicién 3.8. Sean N, M, M’ A-mddulos, f : M — M’ homomorfismo de A-mddulos,
entonces la aplicacion inducida por el funtor Hom(—, N),

f*:Homa(M',N) — Homa(M,N)
es un homomorfismo de Z(A)-mddulos.
Definicién 3.6. Sea T :4 Mod — Ab un funtor contravariante y sea
M Lm0
una sucesién exacta. T se denomina exacto por la izquierda si la sucesion
0 — T(M") "9 vty T T
es exacta.

Teorema 3.3. Sea N un A-mddulo, entonces el funtor contravariante Homa(—,N) es
exacto por la izquierda.
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Demostracién. Sean M, M', M" A-médulos, f: M — M’ g : M' — M"” homomorfismos
de A-modulos tales que la sucesion

ML Lm0
es exacta, entonces tenemos que probar que
0 — Homa(M",N) 2 Homa(M',N) L Homa(M,N)

es una sucesion exacta.

Primero veamos que g* es inyectiva:

Sea h € Homa(M",N) tal que g*(h) = 0 entonces, como g es sobreyectiva, Im’ € M"
tal que, Vm” € M, m"” = g(m'). Entonces Vm"” € M":

(hog)(m') = h(g(m')) = h(m") =0

lo que implica que h = 0 y por tanto g* es inyectiva.
Para ver que Im(g*) = Ker(f*) veamos es doble contenido:

» Sea h € Homa(M", N), entonces

(ffog")(h) = f*(g°(h)) = f"(hog) =
=(hog)of=ho(gof)=ho0=0
y por tanto, h € Ker(f*), lo que implica queIm(g*) C Ker(f*)

» Sea h' € Ker(f*). Como g es sobreyectiva tenemos que Vm” € M" Im’ € M’ :

glm') = m".

Sea
p:M" — N
m// — p(m//) — h/(m/) Si m// — g(m/)
p estd bien definida ya que si m{,mf§ € M" m{ = m/ entonces Im,m, € M’ :
g(my) = my, g(my) = m3, luego
g(my) = g(my) = g(my) — g(mh) = 0= g(m) —my) =0 =
=m)| —mhH € Ker(g) = Im(f) =3Im e M :m) —m, = f(m)
Por tanto, como h' € Ker(f*) tenemos que
h'(mY) — B (m3) = h'(m} —mj) =
= KW(f(m)) = (f*(K))(m) = 0 = I'(m}) = h'(m3)
y por tanto p(mf) = p(m”2).

Ademds, p es un A-homomorfismo, ya que Vm” m/,mi € M" tales que m/ =
g(m}), mf = g(mh), m"” = g(m'), y Va € A:
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(1) p(m7) + p(my) = p(g(my)) + p(g(my)) = B'(my) + h'(my) = K (mf) +mj) =
= p(g(m7) + g(my)) = p(mf +
(i) p(am”) = pag(m’)) = p(g(am’)) = ' (am’) = ah’(m') = ap(g(m’)) = ap(m”)

También tenemos que, Vm' € M’, se verifica
(g"(p)(m') = (po g)(m') = p(g(m')) = K'(m) = g*(p) = ' = " € Im(g")

y por tanto Ker(f*) C Im(g*).



Capitulo 4

Modulos libres

4.1. Mobdulos libres

Definicién 4.1. Sea {M;}, ; una familia de A-médulos (A unitario) donde M; = A para
cualquier ¢ € I, viendo A como A-médulo. Si M es un A-médulo, decimos que es un
A-mddulo libre si M = @, M;.

Corolario 4.1. Si M es un A-mddulo libre, entonces M = @, .; A; donde A; = A para
todoi € I.
@1 Ai se suele denotar por AU,

Nota 4.1. M es de generacién finita si M =2 A@ 1. d A con n € N*. A esta suma directa
se la denota por A™.
Por convenio, A es el A-médulo 0.

Definicion 4.2. Sea M un A-médulo y B un subconjunto de M. Decimos que B es una
base si:

(i) B es un conjunto generador de M, es decir, para todo m € M existen a; € A tales
que m = Zﬁmm a;e; donde e; € B.

(ii) B es linealmente independiente, es decir, si > Finita %i€i = 0,a; € A, e; € B entonces
a; = 0 para todo i.

Proposicién 4.1. El conjunto B = {q;(1)};cr donde q; son las inmersiones candnicas, es
una base de AU,

Demostracion. Veamos que B es una base:

(i) Sea (a;)ies elemento de AU, entonces

(@i)ier = > (--,0,a5,0,..) = a;(-..,0,1,0,...) = > aig;(1)

iel el el

39
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(i) Si ;s aiqi(1) = (0)ier entonces ;¢ yaiqi(1) = X iep aill)ier = (ai)ies = (0)ier, ¥
por tanto a; = 0 para todo ¢ € I.

O

Proposicion 4.2. Sea M un A-mddulo. M es un A-mdodulo libre si y solo si M tiene una
base.

Demostracion. Si M es un A-mddulo libre, entonces M = @, ; M; = @, ., A;. Siel
isomorfismo que existe entre M y €, ; A; es:

p:M — AW

m = p(m) = (a)icr = Y _ aigi(1)
il

Veamos que el conjunto B = {p~1(g;(1))}ier es una base de M:

(i) Sim e M,p(m) = ,c;aiqi(1) entonces

m = <p_1 (Z aiQi(l)) = Z‘P_l(aiﬁh ZMP (q:(1

iel icl iel

Por tanto, B es un conjunto generador de M.

(i) Si Y;c;aie '(gi(1)) = 0 entonces

(ch (a:(1 >—0:>ZCW (2:(1))) =Y aigi(1) =0

el el el
y, como {q;}ics es una base de A, tenemos que a; = 0 para todo 1.

Por tanto, B es una base de M.

Supongamos ahora que M es un A-médulo que tiene base. Sea B = {x;};c; base de M,
entonces m = Zie[ a;xi,1 € I donde a; =0 si i € J, siendo J un subconjunto finito de 1.

Sea la aplicacién

o: M — A(I)
m = Z a;T; ‘> 30 Z Qz az Z aiQi(l)
i€l i€l i€l

@ estd bien definida ya que si m,m' € M',m = Y, jax;,m' = >, pajz; y m = m/,
entonces:
= aigi(l) =) djgi(1) = (m)
i€l el

© es un homoomorfismo de A-mdédulos que ademads es biyectivo:
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s SimeM,m= Zielaixi
p(m)=0=Y agi(1) =0=a;=0,Yie [ = m=0
i€l
Por tanto, ¢ es inyectiva.

L] V(ai)ig S A(I):
(Y i) = aigi(1) = (ai)ier

i€l i€l

Por tanto, ¢ es sobreyectiva.
Luego M = AU) |y por tanto M es un A-médulo libre. O

Definicién 4.3. Sea M un A-médulo, X un conjunto cualquiera. (M, f) es un A-mddulo
libre sobre X si f : X — M es una aplicacién que verifica la siguiente Propiedad Universal:

VM’ A-médulo, Vf' : X — M’ aplicacién, 3|g € Homa(M, M') que hace conmutar el
siguiente diagrama:
XM
\
\ lg
f! +
Ml
Es decir, 3|g € Homa (M, M') tal que go f = f'.
Proposicién 4.3. (i) Si (M, f),(M', f") son A-mddulos libres sobre un conjunto X,
%)
entonces M = M' y po f = f'.

%)
(i1) Si (M, f) es un A-mddulo libre sobre un conjunto X, M’ es un A-mddulo y M = M,
entonces (M', p o f) es libre sobre X .

Demostracion. (i) Por definicién de A-médulo libre sobre X tenemos que existen unicos
o € Homa(M,M'), ¢’ € Homa(M', M) que hacen conmutar los diagramas

x—1m x
) /
M M

Componiendo los diagramas tenemos:

XL m x -

NN

M M’
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que también son conmutativos.

Por tanto, por la unicidad de la Propiedad Universal y como 1y0f = fy 1ypof = f/
entonces

op=1uypoy =1ly.
Por tanto, ¢ es un isomorfismo y oo f = f.

Sean M” un A-médulo y f' : X — M"” una aplicacién. Entonces existe g’ €
Homa (M, M") que hace conmutar el diagrama

x—1 . m

N

Ml/

Ademsés tenemos que go ¢! € Homa(M', M") hace conmutar el diagrama

XLWC)M/

\ lgozpl
f/

M
que es una simplicacion de

Tt
\ gl SO

M" <

ya que
(gop No(pof)=go(plop)of=gof=f

Comprobemos ahora la unicidad de g o ¢~ !:

Sea h € Homa(M', M") tal que ho (po f) = (hoy)o f = f. Entonces, por la
unicidad de g en el primer diagrama y como 3m € M : m' = ¢(m),Ym' € M’,
tenemos

h(m') = h(p(m)) = (hop)(m) = g(m) = g(¢~ ' (m')) = (go ™ ")(m)

1

entonces h = go ¢! y por tanto, (M', ¢ o f) es un A-médulo libre sobre X.

Proposicién 4.4. Si (F, f) es un Z-mdodulo libre sobre un conjunto X, entonces

(Im(f)) = F.
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Demostracion. Sea H = (Im(f)) y sea la aplicacién
ffX — H
z = f(z)=f(2)

f! estd bien definida ya que, si z,y € X,z = y entonces

Tenemos que ¢ o f' = f donde i es la inclusién. Por tanto, por la Propiedad Universal
de Médulo Libre, 17 es el tinico Z-homomorfismo que hace conmutar el diagrama

x-1,F

\ .
iof’

F
Como H es un Z-médulo, d|g € Homy(F, H) que hace conmutar el siguiente diagrama

x—1,F

N

H

es decir, que go f = f'.
Ademés, i o g € Homgz(F, F) y verifica que (iog) o f = f. En efecto:

(iog)of=io(gof)=iof =f
Por la unicidad de 1p:
1og=1p = 10g es biyectiva =i es sobre
y por tanto i(H) = H = F. O

Proposiciéon 4.5. Las definiciones de A-mddulo libre y de A-mddulo libre sobre un con-
Junto X son equivalentes.

Demostracion. = Primero veamos que si M es un A-mdédulo libre, 3f : X — M apli-
cacion tal que (M, f) es un A-mddulo libre sobre X.

Si M = AD y tomamos X = I, entonces

f:I — AW
i = fli) = a(l)

es una aplicacién. f estd bien definida ya que si i,j € I, = j:

f() = qi(1) = ¢;(1) = f(5)
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Sea M’ un A-médulo y f’: I — M’ un aplicacién, entonces

g: AD A
(ai)ief = g az zEI Zazf

el

es un A-homomorfismo que hace conmutar el diagrama

1—Lam

N

Ml
Primero comprobemos que g es un A-homomorfismo. ¥(a;)ier, (a})ier € AD Va € A:

(i)
9((ai)ier + (a})icr) = glai + al)ier = Y _(a; + aj) f'(i) =

il

Z(alf( +af Zazf +Zaf az)261)+g(( )iEI)

el el i€l

g(alai)ier) = g((aai)ier) = ) _(aa;) f'(i) =

i€l

Z azf —azazf —ag az)ie[)

el i€l

Ademsds, go f = f'yaqueVie I:(go f)(7) =g(f(2) =g(q:(1)) = f'(4).
Comprobemos ahora la unicidad de g:

Sea h € Homa (AW, M) tal que ho f = f'. Entonces, V(a;)icr:

h((ai)ier) = h(aigi(1)) = Y hlagi(1)) =

el

= Zah(qi Zazf 9((ai)ier)

i€l el
Entonces, h = g, y por tanto (A), f) es un A-médulo libre sobre I.

= Sea (M, f) un A-médulo libre sobre un conjunto I.

Como (AU)] g) también es A-médulo libre sobre I, donde g esté definida como en el
apartado anterior, entonces M = A() y por tanto, M es un A-médulo libre.
O



Capitulo 5

Producto Tensorial de Modulos

5.1. Producto Tensorial de A-mddulos

Definicion 5.1. Si M un médulo-A, N un A-médulo y G un grupo abeliano, decimos que
f: M x N = G es una aplicacién A-biaditiva si, Vay,xs,x € M,Vy1,y2,y € N,Va € A:

(1) f((z1+22,9) = f((21,9)) + f((22,9)).
(i) f((z =y +w2)) = f((z,91)) + f((2,32))

(iil) f((za,y)) = f((x,ay))

Definicién 5.2. Si M un médulo-A, N un A-médulo y G un grupo abeliano, f : M x N —
G aplicacién A-biaditiva, decimos que (G, f) es un producto tensorial de M y N si verifica
la siguiente Propiedad Universal:

Sea H grupo abeliano, f': M x N — H aplicacién A-biaditiva, entonces
dlh € Homgz(G, H) que hace conmutar el siguiente diagrama

M x N%G
\
I'h
I 4
H
es decir, 3|h € Homyz (G, H) tal que ho f = f'.

Proposicién 5.1. Sean M un mddulo-A, N un A-mddulo. Si (T, f) y (S,g) son dos
productos tensoriales de M x N, entonces T =S y g = 7o f donde 7 es un isomorfismo.

Demostracion. Como (T, f)y (S, g) son productos tensoriales de M x N, 3|7 € Homgz(T, S),3|7" €
Homyz(S,T) que hacen conmutar los siguientes diagramas:

MXNL>T MxN-—2.5
N N
S T

45



46 Juan Fernando de la Rosa Reyes

Componiendo ambos diagramas obtenemos

MxN—{.71 MxN—2,5
N
f g
T T

Como lypo f = fy lgog = g, por la Propiedad Universal del producto tensorial
tenemos que

Tor=1ry7tor =1p

Entonces 7 es un isomorfismo, por lo que "= S y ademds, g = 7o f. O

Sean M un médulo-A, N un A-mdédulo y F' el Z-moédulo libre sobre M x N, es decir, F'
es un Z-modulo y existe una aplicacién f : M x N — F' que verifica la Propiedad Universal
de médulo libre. Entonces sea H el submédulo de F' definido a través de sus generadores:

= {f (21 +22,9)) = f((21,9) = fF((22,9)), (2,91 +y2)) = F((z,91)) — [((2, 42));

f((za,y)) = f((x,ay)) [ 1, 29,2 € M, y1, 42,y € N})

y sea el Z-médulo cociente T'= F/H, que tiene sentido ya que F' es abeliano.
Podemos definir la aplicacion

T:MxN — T
(x,y) = T((x,y)):f((x,y))

que ademas es A-biaditiva.

Demostracion. T estd bien definida ya que si (z,y),(2',y') € M x N,(z,y) = (2/,)
entonces

m((z,y)) = f((z.y)) = f((@",)) = 7((=".¥))

T es A-biaditiva ya que, Va1, z9,x € M, Vy1,y2,y € N,Va € A:

(i) f((1tas,y))—f((z1,9))=[((22,9)) € H = f((z1 + 22,9)) = [((21,9)) + [((22,9)) =
F(@1,9) + F((22,9) = 7((21 + 22,9)) = 7((21,9)) + 7((22,9))-

I
(
E(w yitye)) = (@, p1)) = f((2,12) € H = (2,01 +42)) = fg(w,zn)) + f((2,92)) =
(

(i)

(@,51)) + f((2,92)) = 7((z, 91 +v2)) = 7((x,91)) + 7((z,92)

(ra,y) = f((z,ay)) € H = f((za,y)) = f((z;ay)) = 7((xa,y)) = 7((, ay)).

f
/
(i) f

O

Teorema 5.1. Si M un mddulo-A y N un A-mddulo entonces (T,7), con T y f definidos
como antes, es un producto tensorial de M y N.
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Demostracion. Tenemos que T es un Z-médulo y 7 : M x N — T es una aplicacién
A-biaditiva.

Veamos que T cumple la Propiedad Universal:

Sea G un Z-médulo y g : M x N — GG una aplicacién A-biaditiva. Sea

g:T — S
z = g(3)=9(2)

donde ¢’ es el inico Z-homomorfismo que verifica la Propiedad Universal de médulo libre
para el Z-médulo libre F', es decir, que hace conmutar el diagrama

MxN—-1.F
\ng
G

g € Homyz(T,G).
Ademas, V(z,y) € M x N:

gor((z,y) =g(r((x, ) = g(f((x,y))) =
=g (f((z,9)) =g o f((z,9) = g((z,y))

Veamos ahora la unicidad de g.
Supongamos que 3h € Homyz(T, G) que hace conmutar el diagrama

MxN-—"=T
XP
G
es decir, que hoT = g.
Sea,
W:F — G

r — h(x)=h(T)

h' € Homy(F,G).
Ademés, Y(z,y) € M x N:

o f((x,y) =1 (f((z,9))) = h(f((z,y)) = h(r((z,y))) = ho7((z,y)) = g((z,))

Por tanto, tanto g’ como h’ hacen conmutar el diagrama

MXNL>

F
\‘ Jg,’h/

G
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y, por la unicidad de la Propiedad Universal de médulo libre, tenemos que ¢’ = h'.
Ademads, VZ € T

9(z) = g'(z) = ' (2) = h(z)
y por tanto, g = h. O

Nota 5.1. A este tinico producto tensorial de M y N lo denotamos M ®4 N.
Si (z,y) € M x N, denotamos 7((z,y)) como z ® y.

Corolario 5.1. Vx,x1,29 € M,Vy,y1,y2 € N,Va € A:
(i) (11 4+22)QYy=21 QY + 2R Y.
(i) *® (y1 +y2) =T @Y1 + T @ Ya.
(iit) ra®y =2z ® ay.
Proposiciéon 5.2. Seanx € M,y e N. Six =0 oy =0 entonces z @y = 0.

Nota 5.2. El reciproco no es cierto ya que si tomamos M = Zo, N = Z4, ambos son
Z-moédulos (en particular Zs es un médulo-Z) y tenemos que I1®2=1®2-1=1-201=
201=0®1=0.

Proposicién 5.3. (i) )Im(r) = M ®4 N, es decir, V2 € M ®4 N,3n; € Z:

z = Z ’I’Lz(fL‘@ ®y¢),n¢ €7

finita

(i) Vn €Z :n(rQy) =nrQy =z ny.

Corolario 5.2. Por el resultado anterior tenemos que Vz € M ®4 N:

z= Z ni(zi ®y;) = Z niT; QY = Z i ® Yi

finita finita finita
es decir, el conjunto {x @y /| x € M,y € N} es un sistema generador (S.G.) de M @4 N.
Proposiciéon 5.4. Sean M, N A-mddulos:

(i) Si G es un S.G. de M y f € Homa(M,N), entonces para conocer f(z),Vz € M,
nos vale con saber f(x),Vax € G ya que

fz)=f Z a;ix; | = Z a;if(x;), a; €Az €G
finita finita

(ii) Si f,g € Homa(M,N), G un S.G. de M, entonces

f=g9< fx)=g(x) Ve el
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Nota 5.3. Sean M es un médulo-A, N es un A-médulo, G un grupo abeliano.
Debido a la dificultad que hay en trabajar con los elementos de M ®4 N, para probar
que una aplicacion f: M ® 4 N — G estd bien definida, definimos una aplicacion

f:MxN — G
(m,n) = f((m,n)) = f(m&n)

y probamos que es A-biaditiva. De esta manera, por la Propiedad Universal del producto
tensorial, 3|h € Homz(M ®4 N, G) que hace conmutar el diagrama

MxN—"5M®®sN

G

es decir, 3|k : h o1 = f. Entonces, ¥(m,n) € M x N:
hor((m,n)) = h(r(m,n)) = h(m@n) = f((m,n)) = f(m@n)) =
=VYmeMneN:h(man)=fz®y)=h=fec Homz(M ®4 N,G)

y por tanto, no s6lo obtenemos que f esta bien definida, sino que f es un Z-homomorfismo.

Proposicién 5.5. Sean M, M’ mddulos-A, N, N A-mddulos y sean f € Homa(M,M'), g €
Homa (N, N'). Entonces

f@Rg: MR, N — M ®4N
men — fRgmen)=f(m)®gn)

es un Z-homomorfismo.

Demostracion. Sea

f®g:MxN — M @4N
(m,n) = f@g((m,n)) = f(m)eg(n)

f ® g esta bien definida ya que si (m,n), (m’,n’) € M x N,(m,n) = (m/,n’):
f@gllm,n)) = f(m)®g(n) = f(m') ® g(n) = f @ g((m’,n"))
Ademads, Vm,m1,mo € M,Vn,n1,ny € N,Va € A:

(i)
@ g((m1+ma,n)) = f(m1+m2) ® g(n) = (f(m1) + f(m2)) ® g(n) =
+

= f(m1) ® g(n) + f(m2) ® g(n) = f ® g((m1,n)) + f @ g((mz,n))
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f®g((m,n1 +n2)) = f(m) ® g(n1 +n2) = f(m) @ (g(n1) + g(n2)) =
= f(m) ® g(n1) + f(m) ® g(n2) = f @ g((m,m1)) + f ® g((m, n2))

(iii)

&h

® g((ma,n)) = f(ma) ® g(n) = f(m)a® g(n) =
f(m) ® ag(n) = f(m) ® g(an) = f @ g((m, an))
Por tanto, f ® ¢ es A-biaditiva.

Entonces, por la Propiedad Universal del producto tensorial, 3|h € Homyz(M ®4
N, M’ @4 N') que hace conmutar el diagrama

MxN—"—-M®®sN

~ |
f®g

M/ ®A N/
y, por Nota 5.3, h = f ® g. O

Proposicién 5.6. Sean M, M’ mddulos-A, N, N A-mddulos y sean f, f1, fo € Homa(M,M'), g, 91,92 €
Hom (N, N'). Entonces

(i) (h+f)®g9g=fog+fa®g.
(i) f@(g1+92) =f@g+f®@g.
(iii) ly®1y = 1M®AN

(iv) Sean M" un mddulo-A, N” un A-mddulo, f' € Homa(M',M"),q' € Homa(N',N"),
entonces:

(ffegd)o(feg =(fofle(dog)
(v) Si f y g son sobreyectivas, entonces f @ g también es sobreyectiva.
Proposicion 5.7. Sean M un mddulo-A, N un A-mddulo.
(i) A4 N = N. Por tanto, A®4 N es un A-mddulo.
(i) M ®4 A= M. Por tanto, M ®4 A es un mddulo-A.
(iii) Si A es un anillo conmutativo, entonces M @4 N es un A-mddulo.

Demostracion. (i) El producto externo definido en A ®4 N es a(b®n) = ab® n,Va €
A, Vben € AR 4 N. Para ver que este producto estd bien definido, definimos, Va € A:

fa: A4 N — A®a N
ban — f(b®n)=ab®n=a(b®n)
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y definimos también

fa:AXN — A®RaN
(b,n) =  fo((b,n)) =ab®@n = a(b®n)

fa esté bien definida ya que si (b1, n1), (ba,n2) € A x N, (b, n1) = (b2, n2):
fa((b1,n1)) = aby ® n1 = a(by @ ny) =
= a(by ® na) = aby ® ngy = fa((b2, n2))

y ademds, f, es A-biaditiva ya que Va',b,b1,by € A,Yn,ni,no € N:

Ja((b1 +b2,n)) = a(by + b2) @ n = (aby + aby) ®n =
=abi@n+aba®n = ﬁ((bl,n)) +ﬁ((b2»”))

E((b,nl + 712)) =ab® (7”L1 + 712) =
=ab®ni +ab®@ny = ﬁ((b, ni)) + ﬁ((l% na))

(iii)
fa((bd',n)) = a(ba’) @ n = (ab)a’ @ n = ab ® a'n = f,((b,a'n))

Por tanto, por la Propiedad Universal del producto tensorial, 3|h € Homz(A ®4
N,A®4 N) que hace conmutar el diagrama

AxN—T— A4 N

e b

A®AN

y por Nota 5.3, h = f,.
Entonces, Va € A,b1 @ n1,bo ®no € A®4 N, by ® nq = ba @ nog:

a(by ®ny) = aby @ ny = fu(by ®n1) =
= fa(bQ ® n2) = aby ® ng = a(bg X ng)
Con esta operacién, A ® 4 N es un A-modulo, y

p:A®s N — N
a®@n — pla®n)=an

es un isomorfismo de A-médulos.

(ii) Andlogo al anterior.
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(iii) M ®a N con el producto escalar a(m®@n) = ma®@n,Va € A,Vm®@n € M ®4 N es un
A-médulo. Para ver que el producto externo estd bien definido, definimos la aplicacién,
Ya € A:

fo:MxN — M®sN

(m,n) — fo((m,n)) =ma®@n

que es A-biaditiva, y por tanto, por la Propiedad Universal del producto tensorial, 3| f, €
Homyz(M @4 N,M ®4 N) que hace conmutar el diagrama

MxN—"5M@uN

Ny

M®a N

vy que nos asegura que el producto externo estd bien definido.
Notese que el hecho de que A sea conmutativo es necesario para que M ® 4 N satisfaga
la propiedad asociativa mixta ya que, Va,a’ € A,.Ym®@n € M ®4 N:

aa'(m®@n) =m(ad’) ®@n =m(da) @n =

= (ma')a®n = a(ma’ ®n) = ala’'(m @n))

5.2. Funtores Producto Tensorial

Proposicion 5.8. Sea M un mddulo-A, entonces Fpy = M ®4 — : 4 Mod — Ab definido
» VYN A-mdédulo, Fry(N) =M ®4 N:
s VN, N' A-médulos, Vf € Homs(N,N'), Fy(f) =1y @ f : M @4 N - M ®@4 N'.

es un funtor covariante y aditivo.
De forma andloga podemos definir Gy = — ®4 N : Mody — Ab, que también es un
funtor covariante y aditivo.

Demostracion. (i) VN A-médulo, Fjy(N) = M ®4 N es un grupo abeliano.
(ii) VN, N" A-médulos, Vf € Homa(N,N') :
F(f)=1y ® f € Homz(M ®4 N,M ®4 N')
(iii) VN, N’,N” A-médulos, Vf € Homa(N,N"),Vf € Homa(N',N") :
Fy(ge f)=1u®@(ge f) = (Amolu)®(go f) =

=(lu®g)o(ly @ f)=Fu(g) o Ful(f)
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(iV) VN A-moédulo: F(lN) =1y ®1y = 1M®AN = IFM(N)-
Por tanto, F; es un funtor covariante.
Ademads, VN, N A-médulos, Vf,g € Homu(N,N'):

Fu(f+9)=1uy@(f+9) =1y @ f+ 1y @ g = Fu(f) + Fulg)

y por tanto, Fs es un funtor aditivo. O

5.3. Exactitud de los Funtores Producto Tensorial

Proposicion 5.9. Si M es un mddulo-A y N es un A mddulo, los funtores M ®4 —,
— ®4 N son exactos por la derecha.

Demostracion. Probaremos que M ® — es exacto por la derecha.
Sean N, N’, N” A-médulos, f : N — N’,g : N’ — N” homomorfismos de A-mddulos
tales que la sucesion

N LN N o
es exacta, entonces tenemos que probar que

MesN 2 o, N ™M pre, N —0

es una sucesion exacta.
Primero, tenemos que 17 ® g es sobreyectiva ya que 17 y g lo son.
Para ver que Im(1y @ f) = Ker(1p ® g) veamos el doble continido:

» Seam®n € Im(ly ® f) entonces In’ € N':
m®n=1y(m)® f(n') = 1u @ g(lu(m)® f(n) =
=(lu®g)o(lu® flman)=1yely)®(go fl(man)=m®0=0
y por tanto Im(1y ® f) C Ker(1y ® g).
» Sea E = Im(1y ® f). Definiimos la aplicacién

g:(M®saN)/E — M®usN"
men — gmen)=m®c g(n)

g estd bien definida ya que si m; @ nj,mg @ ny € (M @4 N)/E, m1 @ n1 = ma @ ng
entonces

mi@n; —ma®ng € EC Ker(ly, ® g) = g(mi ®@ny) —g(ma ® ng) =

=m;®g(n) —ma®g(ne) =1y @ g(mi @n1) — 1y ® g(ma @ ng) =

=1y ®g(mi ®ni —ma®@ng) =0=g(m; @ni) = g(ma @ ng)
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Ademéds, g € Homy((M ®4 N)/E,M @4 N").

Seae: M®4 N — (M ®y N)/E el epimorfismo candnico. Entonces goe =1y, ® g
yaque Vm®n e M ®4 N :goe(m®n) =1y ® g(m @ n).

Si g es un isomorfismo,

Ker(lyy ® g) = Ker(goe) = Ker(e) = E = Im(1p o f)

Para probar que g es un isomorfismo, construiremos su inversa p. Primero definimos

p:MxN'" — (M®sN)/E
(m,n”) — p((m,n")) =man, sin” = g(n)

p estd bien definida, ya que si ny,ny € N : g(n1) = g(ng) = n” entonces
g(n1 —n2) =0=ny1,ne € Ker(g) =Im(f) =3I e N': f(n') =n; —ny =

=mef(n)=m®(n—n2)=men —meny € Im(ly ® f)=FE =

S=MAN, —MRVNe=mXn, —mxn, =0=

=m®@n; =men; = p((m,n1)) = p((m,nz))

Ademds,p es A-biaditiva.

Por la Propiedad Universal del producto tensorial, 3|p € Homz(M®@4N",(M®4N))
que hace conmutar el siguiente diagrama:

Mx N'"—— 5 M @4 N

.

(M®aN)/E
y tenemos que V(m,n”),n"” = g(n):
p@7((m,n")) =p(m®n") =p((m,n")) =men
es decir,
p:M@sN" — (M®yN)/E
man” — pmen’)=man, sin” =g(n)
Veamos que p es el inverso de g:

e Ymen"e M®aN' n"=qg(n):

gopmen")=gme@n)=m®gn) =men" =gob=lyg,n
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e YmQ®n € (M®AN)/E:
pog(m®n)=p(m®g(n)) =men=pog=1lnyeg,N)/E
Por tanto, g es un Z-isomorfismo y se tiene el resultado.

O

En general, el funtor M ®4 — no envia sucesiones exactas cortas a sucesiones exactas
corta.
Sea la sucesion exacta '
0 —Z->5Q-Q/Z—0

donde i es la inclusion y e es el epimorfismo canénico. Si I es el grupo ciclico de orden 2,
por la exactitud a derecha del funtor Is ®7 — tenemos la sucesién exacta
11, ®1 11, ®e
LerzZ 25 1Le,Q 2> I ®z,Q/Z — 0

También tenemos que I Rz Z = 15 y si a ® g € s ®z Q entonces
2q q q
a®q a®2 a®2 ®2
por lo que I, ®z Q = {0} y por tanto 1y, ® ¢ no puede ser inyectiva.

Anélogamente ocurre para el funtor — ® 4 N, donde N es un A-mddulo.

/

© @
Proposicién 5.10. Sean M un A-médulo, AQa M = M, N un A-mddulo, AQa N = N,
y f € Homa(M,N). Entonces el cuadrado

AQAM -2 M

o |

@

es conmutativo.
Tenemos un resultado andlogo para los mddulos-A.

Corolario 5.3. La sucesion
0—M Lm Lm0
es exacta si, y solo si la sucesion
0— Aea M “H Ag, MUY A0, M — 0

es exacta.
De la misma manera ocurre para los médulos-A.

Corolario 5.4. Los funtores AR4 — y — ®4 A transforman sucesiones exactas cortas en
sucesiones exactas cortas, es decir, son funtores exactos.
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