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Prólogo
En el mundo actual, la mayor parte de los problemas de decisión con cierta
importancia y trascendencia admiten, de forma natural, una formulación
donde intervienen múltiples criterios o juicios de valor. Debido a esto, y
como quiera que optimización y decisión están íntimamente ligadas entre sí
(al decidir siempre intentamos elegir la alternativa óptima, es decir, que
más nos satisface, de entre el conjunto de acciones u opciones posibles), los
problemas de Decisión Multicriterio (MCD) han ido acaparando una gran
atención dentro de la Investigación Operativa y en gran parte de ambientes
y sectores de la sociedad.

Una vasta clase de problemas de Decisión Multicriterio pueden ser
especificados mediante la maximización, de manera conjunta, de varias
funciones objetivo sobre una determinada región factible dada de forma
implícita. Esta formulación, que ha resultado ser de gran utilidad práctica
(ver, por ejemplo, las referencias incluidas en [Rm93]), recibe el nombre de
Programa Multiobjetivo (MOP) y fue definida explícitamente, por primera
vez, por Kuhn y Tucker, en 1951 ([KhTc51]). Cuando todas las funciones que
aparecen en el MOP son lineales, tenemos un problema de Programación
Lineal Multiobjetivo (MOLP). Si, además, las variables son de tipo entero se
trata de un problema de Programación Lineal Multiobjetivo Entero
(MOILP).

Debido al frecuente conflicto que se produce entre los diferentes
criterios, en los problemas MOP no suele existir una solución que optimice
simultáneamente todos los objetivos. La consecuencia directa de esto es que
el concepto de solución óptima, tal como lo conocemos en programación
escalar, debe ser revisado (por dejar de tener validez) y, en su lugar,
aparecen otros nuevos, siendo las nociones de solución eficiente y débilmente
eficiente dos de las más útiles. Desde una perspectiva amplia, los métodos de
resolución del MOP pretenden encontrar, de entre el conjunto de soluciones
eficientes, la más preferida por el decisor (DM) ([Ev84]).

Los procedimientos de resolución del MOP pueden agruparse en tres
grandes categorías, dependiendo del momento en que el DM manifiesta sus
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preferencias: antes, durante o después de la resolución del problema (ver,
por ejemplo, [HwMs79], [Ev84], [Jr92], ...).

En el primer grupo (articulación a priori de las preferencias), y
hablando en términos generales, el DM es capaz de precisar la importancia
relativa de cada función objetivo a través de ciertos coeficientes escalares
(pesos). Debido a ello el MOP se puede reducir a uno o varios problemas de
optimización escalar que, comúnmente, suelen ser sencillos de resolver
(especialmente para el caso lineal). Por contra, el principal inconveniente de
este enfoque radica en la dificultad que encuentra el DM para proporcionar
la información detallada y específica que se le solicita. Dentro de esta clase
de procedimientos se enmarcan, entre otros, los métodos de Programación
por Metas ([ChCp77]) y el método Lexicográfico ([HwMs79], p. 45-55).

La segunda categoría incluye a todos aquellos algoritmos en los que el
DM expresa información sobre sus preferencias durante la fase de
resolución del problema. Existen una gran cantidad de tales procedimientos
(ver, por ejemplo, [ShRv91], [GrSt94], [Gn85], ...), los cuales son
denominados, genéricamente, como interactivos, debido a que requieren una
interacción continua entre el analista y el DM. Los métodos interactivos
gozan de una gran popularidad y reputada fama entre los especialistas del
MOP, representando para muchos la única alternativa de resolución
verdaderamente viable ([St86], p. 361). En esencia, su esquema de
funcionamiento consiste en resolver, en cada iteración, uno o más programas
escalares, construidos a partir de las revelaciones hechas por el DM sobre su
estructura de preferencias. Comparados con las técnicas de la categoría
anterior, la información que se solicita al DM en cada paso no es tan difícil
de obtener. No obstante, los métodos interactivos no están exentos de
dificultades. Algunas de las más preocupantes son que la convergencia de
tales procedimientos no está siempre garantizada y, en general, precisan
ciertas suposiciones que no son fácilmente verificables. Además, aún bajo
condiciones propicias, el número de iteraciones requeridas por el
correspondiente algoritmo puede ser muy elevado, cansando enormemente
al DM. Por otra parte, el procedimiento resolutor empleado condiciona
fuertemente la búsqueda realizada, al limitar a través de su diseño los
puntos que se pueden explorar. Por último, dado que en cada iteración sólo
se procesan puntos aislados, sin realizarse una búsqueda exhaustiva de la
región más prometedora, suele ser frecuente obtener óptimos locales en
lugar de globales ([BrZn92]).

La tercera clase de procedimientos (articulación a posteriori de las
preferencias) se caracterizan porque no utilizan ningún tipo de información
sobre las preferencias del DM durante la optimización. Generalmente en
una primera etapa se calculan todas (o una parte de interés especial de) las
soluciones eficientes, para posteriormente presentarlas al DM, al objeto de
elegir la solución más satisfactoria (segunda etapa). Existen numerosos
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métodos generadores de soluciones eficientes, tanto para el caso general
(ver, por ejemplo, [ChHm83]), como para los casos especiales lineal ([Sy96],
[Ar93b], [ArMl91], [Mr85], ...) y entero (ver las referencias incluidas en
[TgKn86] y [Rs86]). Este tipo de metodología es conocida en la literatura con
el nombre de Programación Vectorial (VP) y representa, desde un punto de
vista estrictamente matemático, la extensión natural de la programación
escalar tradicional.

El enfoque vectorial aplicado a un MOLP lo denotaremos a lo largo de
esta memoria como un problema de tipo LVP (= MOLP + VP).
Análogamente, para el MOILP obtendríamos el paradigma ILVP (= MOILP
+ VP). En general, y abusando de la notación, cuando pretendamos resolver
vectorialmente un MOP genérico tendremos un problema de tipo VP.

La principal ventaja de la programación vectorial es que el proceso de
optimización está totalmente automatizado. Por contra, existen evidentes
desventajas cuando esta metodología se aplica sin las cautelas adecuadas y
de manera indiscriminada.

Efectivamente, la tarea de generar, para problemas moderados o
grandes, todo el conjunto de soluciones eficientes de un VP puede requerir
una cantidad de esfuerzo computacional desproporcionada, incluso para el
caso lineal, haciéndola, por tanto, inadecuada en la práctica. A modo de
ejemplo, Benson manifiesta ([Bn98a], p. 3) que, utilizando el algoritmo
ADBASE de Steuer ([St89]) para obtener el conjunto de vértices eficientes
de una serie aleatoriamente generada de 10 LVPs, con 50 desigualdades, 50
variables y 4 funciones objetivo, el número medio de soluciones halladas fue
de 83781. Además, al incrementar el número de variables hasta un total de
60, encontró que ADBASE fue incapaz de resolver los problemas propuestos,
por exceder cualquiera de ellos el límite de 200000 vértices eficientes
establecido por el programa.

No obstante, supongamos por un momento que tales conjuntos de
soluciones eficientes (y aún mayores) pudieran ser generados de manera
rutinaria y ágil (lo cual no es del todo descabellado que ocurra pronto, si la
tecnología informática, hardware más software, sigue progresando a ritmos
parecidos a los mantenidos en los últimos años). Aún así, todavía quedaría
otra importante cuestión por resolver, como es la saturación experimentada
por el DM, al no tener éste capacidad suficiente para procesar
adecuadamente tal cantidad de datos. Efectivamente, la competencia de la
mente humana para gestionar información tiene ciertos límites que no se
pueden superar ([Bn98a]).

Las dificultades anteriores, consideradas insalvables por muchos
profesionales del mundo de la optimización multiobjetivo, han hecho que la
programación vectorial haya sido desestimada sistemáticamente como una
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metodología posible, siendo percibida, en numerosos círculos intelectuales,
como una curiosidad meramente académica (de fuerte carácter matemático)
y sin un claro futuro práctico.

Sin embargo, creemos que la situación no es tan desalentadora como
pudiera parecer a primera vista. Sin pretender establecer ningún tipo de
confrontación, en nuestra opinión, los inconvenientes anteriormente
reseñados pueden ser, cuando menos, atemperados sustancialmente.

Con respecto al esfuerzo computacional, es ampliamente aceptado que
para un mismo problema, una reducción en el tamaño de la región eficiente
generada induce una reducción casi proporcional en el tiempo de ejecución
del algoritmo (ver, por ejemplo, [MvDA98], p. 556). Al hilo de esta
argumentación, existen al menos dos técnicas bien conocidas para contraer,
a priori, el tamaño del conjunto de soluciones eficientes que se pretende
generar en el espacio de decisión. La primera de ellas, y más sofisticada,
consiste en restringir a subintervalos de ( )1,0  el rango de variación de
todos o algunos de los pesos aplicados a las funciones objetivo. Esta práctica
es denominada en la literatura inglesa como interval weight coefficients y,
para el caso lineal, ha sido estudiada, entre otros, por Steuer ([St76b]). El
procedimiento presentado por Steuer consiste en transformar el LVP con
ponderaciones en intervalo en otro LVP equivalente, que tiene como región
eficiente el conjunto contraído de soluciones eficientes del problema original.
La segunda estrategia, y más ampliamente utilizada, consiste en restringir
el rango de valores de las funciones objetivo mediante la introducción de
cotas inferiores adecuadas. Estas acotaciones se pueden incorporar en el
modelo como restricciones ordinarias, obteniéndose un problema ampliado
que debe ser resuelto. Entre otros autores, Mavrotas, Diakoulaki y
Assimacopoulos ([MvDA98]) han investigado ampliamente el efecto de tales
acotaciones en el tamaño de la región eficiente. Sus experimentos para el
LVP, basados en establecer grados de acotación (expresados como un tanto
por ciento sobre el rango de variación de los valores de las funciones
objetivos obtenidos a partir de los datos de la tabla de pagos), tanto para
objetivos individuales, como para el conjunto de todos ellos, son bastante
esperanzadores, sobre todo si el DM está dispuesto a aceptar acotaciones
significativas. A modo de ejemplo, los autores exponen que acotaciones
simultáneas en torno al 40% del rango inducen reducciones alrededor del
50% en el número de vértices eficientes.

Por otra parte, una vez generado el conjunto de soluciones eficientes
es posible discretizarlo y filtrarlo para reducir su tamaño a posteriori. Es
esencial que los procedimientos empleados en la discretización de la región
eficiente de un LVP proporcionen una muestra suficientemente
representativa y dispersa de puntos (no, necesariamente, vértices). Para un
compendio de las técnicas más ampliamente utilizadas ver [St86]. Por otra
parte, el filtrado de un conjunto de puntos, entendido como un problema de
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elección de representantes adecuados, es un tema ampliamente estudiado
por la Estadística ([Sm96]). En el ámbito de la programación vectorial,
autores como Steuer ([St86]) o Morse ([Mr80]), han tratado este aspecto en
profundidad.

Combinando las contracciones a priori y a posteriori de la región
eficiente se puede reducir hasta límites manejables el tamaño de la región
eficiente, empleando en la tarea conjunta tiempos de cálculo razonables.
Una vez que el DM elige una solución como preferida, mediante un filtrado
inverso (reverse filtering, [St86]) es posible reconstruir un entorno eficiente
de pequeña dimensión con la intención de realizar en él mismo una
búsqueda exhaustiva.

Cerrando esta ronda de explicaciones previas, conviene mencionar
que la metodología vectorial no tiene como único objetivo la obtención de
descripciones completas, ya sean globales o locales, de la región eficiente. Es
posible una percepción más ambiciosa de la misma, que abarque también la
generación, en un solo paso, de representaciones globales (discretas), de
tamaño adecuado, de la región eficiente. Un avance decidido en esta
dirección lo constituye el algoritmo propuesto por Benson y Sayin
([BnSy97]).

En esta monografía estudiamos numerosos aspectos (sin pretender
hacer una relación exhaustiva de los mismos) de la programación vectorial
relacionados con los casos lineal y entero. Dado que en la literatura existe
una gran cantidad de publicaciones y trabajos sobre el LVP (literalmente,
cientos de artículos, capítulos de libros y libros) y el ILVP (aunque en mucha
menor profusión), debemos aclarar que una actitud enciclopedista por
nuestra parte hubiese constituido una tarea abrumadora y casi irrealizable.

En una primera fase fueron seleccionados una serie de tópicos (en
nuestra opinión esenciales) sobre los que realizar un estudio preliminar
sobre el estado del arte. Esto fue complicado, pues los conocimientos de
nuestro interés, aparte de estar dispersos en el tiempo y en el espacio,
presentaban la dificultad añadida de la utilización de múltiples y complejas
notaciones distintas. No se trataba de un simple ejercicio de lectura y
recopilación, sino de una reelaboración personal y actualizada totalmente
nueva. La motivación era doble. Una con un claro carácter, digamos,
divulgativo, que quiere hacer la programación vectorial lineal y entera mejor
conocida y comprendida (aunque cierto dolor está garantizado) y que
pretende resaltar algunas de las principales dificultades que plantea su
aplicación. La otra, de carácter más técnico, aspira a conocer con precisión
los numerosos resultados disponibles y dónde encajan (cómo se
interrelacionan) en el cuerpo de la teoría.
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Pero la cuestión, obviamente, no era tanto lo que se había hecho, sino
lo que se podía hacer. Descubrimos, para nuestra satisfacción, que lejos de
constituir un campo agotado, la programación vectorial lineal y entera
presentaba (y sigue presentando en la actualidad) una gran cantidad de
retos y desafíos sobre los que reflexionar y trabajar duramente. En este
sentido, desarrollamos y ampliamos, siempre que pudimos, todos aquellos
aspectos que nos parecían que estaban insuficientemente tratados o que
eran susceptibles de ser mejorados.

Y el resultado de este proceso queda recogido en la memoria que
ahora presentamos. La organización de la misma refleja un intento de
dividir la extensa materia tratada en partes coherentes. Dado que cada
capítulo de la tesis incluye una introducción, con descripciones
pormenorizadas acerca de su contenido, aquí sólo daremos unas breves
pinceladas generales.

En el capítulo uno se expone la teoría básica utilizada en el desarrollo
de esta memoria. Sin perder de vista nuestro interés específico por el LVP,
se intentó hacer un estudio, lo más general posible, de propiedades, con el
fin de aprovechar al máximo las ventajas de la teoría. Aun a pesar de que
los temas tratados pueden considerarse tradicionales y tienen un fuerte
carácter preliminar, nos fue posible hacer ciertas contribuciones de
provecho. En este sentido merecen ser destacadas las secciones 1.5, en la
que damos una clasificación exhaustiva del VP, 1.7, dedicada a los
fundamentos del LVP y en la que aportamos algunos resultados y
herramientas teóricas, y 1.9, en la que se presenta una teoría de cotas
eficientes que permite establecer una cierta relación de polaridad entre el
problema de programación vectorial convexo (CVP) y el que surge en el
cálculo de sus supremos eficientes.

El segundo capítulo está dedicado a la caracterización de las caras
eficientes de un LVP. Este es un tema clásico que ofrece innumerables
oportunidades. En primer lugar se analizó el problema general de identificar
las caras de un poliedro (sección 2.3), tanto si se conocen elementos locales
(vértices) de las mismas como si no, prestando especial cuidado al fenómeno
de la degeneración. En este contexto se propone la noción de descriptor
maximal como un mecanismo adecuado para el reconocimiento preciso de
caras. Dado que las caras eficientes siempre se pueden describir a través del
conjunto de soluciones óptimas de ciertos problemas escalares, y puesto que
este tema general suele estar insuficientemente tratado en la literatura,
también se estudió con detenimiento la caracterización apropiada del
conjunto de soluciones óptimas de problemas escalares arbitrarios (sección
2.4). Con estas herramientas en la mano fue posible diseñar nuevos tests
para determinar la eficiencia de caras arbitrarias (sección 2.9) e incidentes
en algún vértice conocido (sección 2.8).
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En el tercer capítulo se abordan ciertos tópicos específicos del LVP
que, a pesar de estar más indirectamente relacionados con el cálculo de
soluciones eficientes, llamaron poderosamente nuestra atención por las
nuevas potencialidades que ofrecían. Evidentemente, la lista de cuestiones
tratadas es forzosamente incompleta para poder hacer manejable un trabajo
de estas características. Entre los aspectos desarrollados que más nos han
satisfecho, merece la pena destacar el análisis de eficiencia completa
(sección 3.2) por su trascendencia en otras partes de la teoría, el estudio de
la dualidad (sección 3.4) por su indiscutible belleza y elegancia, y la
optimización de una función lineal sobre la región eficiente (sección 3.5) por
el nuevo enfoque que permite en la metodología vectorial ([Bn84]) y su
complejidad (estrechamente relacionada con la optimización global,
[HrTuy96]).

El cuarto capítulo estudia los principales aspectos relativos a los
métodos generadores de soluciones eficientes. Atendiendo exclusivamente a
su diseño proponemos una clasificación exhaustiva basada en cuatro
categorías (sección 4.5), siendo el enfoque descendente local (LTD) una
iniciativa nuestra. Asimismo, para cada clase de métodos se desarrolló un
nuevo algoritmo y se analizaron sus propiedades.

En el quinto capítulo se examina el caso lineal entero. En nuestra
opinión este tema no ha recibido en la literatura la atención que merece su
importancia. Por ello, y porque consideramos que el ILVP tiene una gran
aplicabilidad en el mundo real, hemos dedicado un esfuerzo especial al
estudio de este problema. Después de ilustrar convenientemente la dureza
del modelo (sección 5.2), entre otras cosas probamos rigurosamente algunas
de sus propiedades más notables (sección 5.3) y desarrollamos varios
algoritmos generadores de soluciones eficientes (sección 5.5).

Finalmente, se presentan las conclusiones de este trabajo,
enumerando sus principales aportaciones. Además, se señalan posibles
líneas de desarrollo e investigación que se esperan llevar a cabo en un futuro
próximo.

Jesús M. Jorge Santiso





xvii

Notación y Símbolos

A Matriz de restricciones. En general, se considerará que
nmRA ×∈  es regular por filas.

ia Fila i -ésima de la matriz A .

ja Columna j -ésima de la matriz A .

B Base (matriz no singular de orden m ) de A .

( )xB Conjunto de todas las bases de A  asociadas a x .

( )PB Conjunto de cotas eficientes para el problema P .

b Vector de recursos. En general, supondremos que mRb ∈ .

b B  b−1 .

C Matriz de costos. Se considerará que nkRC ×∈ .

≥C Cono de preferencias inducido por la matriz C :
{ } { } 0   0/ �≥∈ CdRd n

( )DCNH (CoNic Hull) Envolvente cónica o cono generado por un
conjunto de vectores D .

( )QCVH (ConVex Hull) Envolvente convexa de un conjunto de puntos
Q .
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ic Gradiente de la i-ésima función objetivo.

Dx Conjunto de dominación de x :
{ }≥∈+=∈ C  yyxxRx n  ,/

e Vector cuyas componentes son todas uno. La dimensión
dependerá del contexto.

PE Conjunto de todas las soluciones eficientes del problema P .

P
xpE Conjunto de todos los vértices eficientes del problema P .

P
xrE Conjunto de todos los rayos extremos eficientes del problema

P .

P
eE Conjunto de las aristas eficientes del problema P .

P
fE Conjunto de las caras eficientes del problema P .

P
mfE Conjunto de las caras eficientes maximales del problema P .

( )xE P
f

Conjunto de las caras eficientes del problema P  incidentes en
el vértice x .

P
BE Conjunto de todas las bases eficientes del problema P .

P
DBE Conjunto de todas las bases duales-eficientes del problema

P .

P
pE Conjunto de soluciones eficientes propias del problema P .

P
iE Conjunto de soluciones eficientes impropias del problema P .

IP
sE Soluciones eficientes soportadas del problema entero IP .

IP
nsE Soluciones eficientes no soportadas del problema entero IP .

F Se ha empleado con dos significados. En los primeros cuatro
capítulos de la memoria representa una cara de un poliedro.
En el capítulo 5 denota la región factible de un ILVP
genérico.
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ILVP Problema de programación vectorial lineal entera, formulado
en forma estándar como:

( )
{ } 




∈∈ +  :s.a

)max(imizar

 /  Ax=bZxF =    x

   =  Cx    x  z
n

( )BI Región de indiferencia asociada a la base B :
{ }0  / ≥∈ ++ RR tk λλ

( )YI P Región de indiferencia de Y  asociada al problema P :
{ }

λ
λ Pk SY ⊆Λ∈ /0

( )Yint Interior de Y .

J B Conjunto de índices asociados a las variables básicas. Cuando
este conjunto se utilice como superíndice o subíndice, sólo se
escribirá B  para simplificar la notación.

J N Conjunto de índices asociados a las variables no básicas.
Cuando este conjunto se utilice como superíndice o subíndice,
sólo se escribirá N  para simplificar la notación.

k Número de funciones objetivo.

LP Problema de programación lineal escalar (Linear Program).

LVP Problema de programación vectorial lineal (Linear Vector
Program), formulado en forma estándar como:

( )
{ } 




∈∈ +  :s.a

)max(imizar

 /  Ax=bRxX =    x

   =  Cx    x  z
n

m Número de restricciones.

n Número de variables estructurales.

N Matriz formada por las columnas no básicas de A .

( )αP Problema de maximización de holguras:
( ){ }  , ,/max kt RsXxsxzse +∈∈=− α

( )αP� Problema de maximización uniforme de holguras:
( ){ }+∈∈≥− RsXxesxzs  , ,  /max α
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λP Problema paramétrico o ponderado:
( ){ }Xxxzt ∈/max λ

αλ ,P Problema paramétrico-restringido:
( ) ( ){ }αλ    ,/max ≥∈ xzXxxzt

P pλ , Problema de la norma ponderada:

( )












∈−∑
=

Xxxzz
pk

i
i

I
ii /min

1

λ

( )Pi ε Problema ε -restringido con maximización del i-ésimo
objetivo:

( ) ( ){ }ijxzXxxz jji ≠∀≥∈   , ,/max ε

R Matriz con los costos reducidos asociados a las variables no
básicas ( N-B  N -CBC 1 ).

nR+ Ortante no negativo de nR  ({ }0  / ≥∈ xRx n ).

nR ++ Ortante positivo de nR  ({ }0/ >∈ xRx n ).

r.h.s. Acrónimo de right hand side.

( )PS Conjunto de supremos eficientes del problema P .

PS Conjunto de soluciones superiores del problema P .

QS Conjunto de soluciones óptimas de un problema escalar Q .

s.f.b. Acrónimo de solución factible básica.

( )BT Tabla canónica asociada a la base B .

v.b. Acrónimo de variables básicas.

( )V C Cono generado por las filas de la matriz C :

{ }v R v C Rn t t k∈ = ∈ +/ ,λ λ 
Cuando C  es la matriz de costos, a ( )V C  se le llama cono
criterio o cono gradiente.
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VP Problema de programación vectorial (Vector Program). Su
formulación genérica es:

( ){ }Xxxz ∈/max

( )PWS Conjunto de supremos débilmente eficientes del problema P .

( )PWB Conjunto de cotas débilmente eficientes para el problema P .

PWE Conjunto de soluciones débilmente eficientes del problema P .

X Región factible. Para el caso lineal, es un poliedro que,
formulado en forma estándar, escribiremos como:

{ }bAxRx n =∈ + /

xpX Conjunto de puntos extremos de X .

xdX Conjunto de direcciones extremas de X .

*X Cono de recesión de X .

eX Conjunto de aristas de X .

xrX Conjunto de rayos extremos (aristas no acotadas) de X .

fX Conjunto de todas las caras de X .

q
fX Conjunto de todas las caras de X  de dimensión q .

x Vector de variables de decisión.

xi Componente i-ésima del vector x .

x j Vector j-ésimo.

yx  x  es preferido a y .

yx ~ x  es indiferente a y .

21 ~ xx E
1x  es E-adyacente a 2x .

x  < x1 2 x  < xj j
1 2   ∀  j .
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x   x1 2≤ x   x  j j
1 2≤ ∀  j  y, además,  i∃  tal que   < xx ii

21 .

x    x1 2≤ x   xj j
1 2≤  ∀  j .

x   x1 2≠  j∃  tal que   < xx jj
21 ó   x  > xj j

1 2

x   x1 2/≡  i, j∃  tales que    < xx ii
21 y x  > xj j

1 2

0Y Interior relativo del conjunto Y .

z Vector de funciones objetivo.

Iz Punto ideal.

z Valores objetivos asociados a la solución x  ( ( )xzz = ).

( )Xz Región objetivo, especificada por:
( ){ }X  / xx z ∈

# Absurdo.

� Final de demostración.

� Final de ejemplo.

Λ k
0

λ λ λ∈ > =








∑R k
i

i=

k

/ ,0 1
1

 

Λ k λ λ λ∈ ≥ =








∑R k
i

i=

k

/ ,0 1
1

 



xxiii

Contenidos
Prólogo ix

Notación y Símbolos xvii

1 Fundamentos de la Programación Vectorial: El Caso

Lineal 1

1.1 Introducción ..........................................................................................1

1.2 El Problema de Decisión Multicriterio ................................................4

1.2.1 El Sistema de Preferencias como una Relación Binaria ..........5

1.2.2 El Sistema de Preferencias Inducido por una Función

de Valor ......................................................................................9

1.3 El Problema General de Programación Vectorial .............................12

1.4 Escalarizaciones para el VP ..............................................................18

1.4.1 Problema Paramétrico (o Ponderado) .....................................18

1.4.2 Problema de la Norma Ponderada ..........................................23

1.4.3 Problema ε -Restringido con Maximización del i-ésimo

Objetivo ....................................................................................24

1.4.4 Problema de Maximización de Holguras ................................25

1.4.5 Problema Paramétrico -Restringido ........................................28

1.5 Clasificación de los VP .......................................................................29

1.6 El Problema de Programación Vectorial Lineal ...............................32

1.6.1 Nomenclatura ...........................................................................33

1.6.2 El LVP Expresado en Formato de Tabla ................................38

1.7 Resultados Básicos para el LVP ........................................................40

1.7.1 Teoremas de la Alternativa .....................................................40



xxiv CONTENIDOS

1.7.2 Caracterizaciones de Eficiencia ..............................................42

1.7.3 Estructuración del Con junto de Soluciones Eficientes ..........45

1.7.4 Eficiencia y Conexidad..............................................................47

1.7.5 Caracterizaciones para  la Acotación de un LVP ....................49

1.8 Métodos Gráficos de Resolución ........................................................51

1.8.1 Método de los Gradientes Compuestos ...................................52

1.8.2 Método de los Conjuntos de Dominación ................................53

1.9 Cotas para el VP ................................................................................56

1.10 Relajación de un VP ...........................................................................67

1.10.1 Imposición de Niveles a las Funciones Objetivo ..................69

1.10.2 Cortes Mediante Hiperplanos Arbitrarios ............................70

2 Caracterizaciones de Caras Eficientes 73

2.1 Introducción ........................................................................................73

2.2 Consideraciones sobre Degeneración ................................................76

2.3 Identificación de las Caras de un Poliedro ........................................80

2.3.1 Caras Arbitrarias .....................................................................80

2.3.2 Caras Incidentes en un  Vértice ...............................................85

 (i) Caso No Degenerado ........................................................87

 (ii) Caso Degenerado...............................................................88

2.4 Soluciones Óptimas de un Programa Escalar Lineal .......................93

2.5 Eficiencia y Envolventes Convexas .................................................104

2.6 Vértices Eficientes ............................................................................107

2.6.1 Caso No Degenerado ..............................................................108

2.6.2 Caso Degenerado ....................................................................110

2.7 Aristas Eficientes Incidentes en un Vértice ....................................112

2.7.1 Caso No Degenerado ..............................................................112

2.7.2 Caso Degenerado ....................................................................116

2.8 Caras Eficientes Incidentes en un Vértice ......................................120

2.8.1 Caso No Degenerado ..............................................................121

2.8.2 Caso Degenerado ....................................................................125



CONTENIDOS xxv

2.9 Caras Arbitrarias Eficientes ............................................................133

2.10 Regiones de Indiferencia ..................................................................136

3 Tópicos Seleccionados en Programación Vectorial

Lineal 139

3.1 Introducción ......................................................................................139

3.2 Eficiencia Completa .........................................................................141

3.3 Identificación de Objetivos Redundantes ........................................152

3.4 Dualidad ...........................................................................................163

3.4.1 Concepto de Dualidad de Gale, Kuhn y Tucker ...................163

3.4.2 Concepto de Dualidad de Kornbluth ....................................173

3.4.3 Concepto de Dualidad de Isermann ......................................174

3.4.4 Concepto de Dualidad de Hannan ........................................180

3.5 Optimización Lineal sobre la Región Eficiente ...............................181

3.5.1 Propiedades Generales  ..........................................................181

3.5.2 El Problema del Cálculo del Rango de Variación Eficiente

de las Funciones Objetivo ......................................................188

3.5.3 Estrategias Básicas de  Resolución .......................................191

3.5.4 Método de Planos de Corte ....................................................192

3.5.5 Método de Maximización Facial Progresiva .........................194

4 Métodos Generadores de Soluciones Eficientes 205

4.1 Introducción ......................................................................................205

4.2 Cálculo de un Vértice Eficiente Inicial ............................................207

4.2.1 Método Paramétrico (o  Ponderado) .......................................208

4.2.2 Método de Maximización Lexicográfica ................................209

4.2.3 Método de Ecker y Kouada ...................................................212

4.2.4 Método de Isermann ...............................................................214

4.2.5 Método de Benson ..................................................................215

4.2.6 Método de Hartley ..................................................................217



xxvi CONTENIDOS

4.3 Cálculo del Conjunto de Vértices Eficientes ...................................218

4.3.1 Consideraciones Práct icas .....................................................221

4.4 Cálculo del Conjunto de Aristas Eficientes .....................................227

4.4.1 Consideraciones Práct icas .....................................................230

4.5 Cálculo de Todo el Conjunto de Soluciones Eficientes ...................233

4.5.1 Métodos Ascendentes Globales .............................................235

4.5.2 Métodos Ascendentes Locales ...............................................241

4.5.3 Métodos Descendentes  Globales ...........................................256

4.5.4 Un Nuevo Enfoque: Métodos Descendentes Locales ............264

5 Programación Vectorial Lineal Entera 279

5.1 Introducción ......................................................................................279

5.2 El problema de Programación Vectorial Lineal Entero .................282

5.3 Preliminares Teóricos ......................................................................288

5.3.1 Relaciones entre el Problema Entero y su Relajación

Convexa ..................................................................................288

5.3.2 Relaciones entre el Problema Entero y su Relajación

Lineal .....................................................................................292

5.3.3 Eficiencia Completa ...............................................................295

5.4 Distancias entre las Soluciones Eficientes del ILVP y las de su

Relajación Lineal ..............................................................................296

5.5 Métodos Generadores de Soluciones Eficientes Enteras ................300

5.5.1 Método Elemental ..................................................................301

5.5.2 El Caso Biobjetivo ..................................................................302

 (i) Método NISE ..................................................................302

 (ii) Método de Chalmet-Lemonidis-Elzinga.........................305

 (iii) Método Restringido ........................................................307

5.5.3 El Caso General ......................................................................308

 (i) Método de Klein y Hannan ............................................309

 (ii) Método de Marcotte y Soland ........................................311

 (iii) Método de Puntos Subeficientes ....................................314



CONTENIDOS xxvii

 (iv) Método de los Retículos Completamente Eficientes .....320

Conclusiones e Investigaciones Futuras 325

Bibliografía 331





1

Capítulo 1

Fundamentos de la
Programación Vectorial: El
Caso Lineal

1.1 Introducción

En este capítulo se estudian con cierta profundidad los aspectos generales
del VP determinístico, dedicando una especial atención al caso lineal.
Previamente se introduce la notación necesaria para la formalización
adecuada de estos problemas. Los tópicos abordados en esta primera parte
del trabajo desempeñan un papel fundamental, pues su objetivo no es otro
que construir una plataforma sólida para acceder al resto de cuestiones
tratadas en esta memoria. En esencia, constituyen una recopilación de
hechos ampliamente conocidos o clásicos, aunque hay que destacar que la
presentación de los mismos se ha reelaborado totalmente, incorporando
numerosas ideas propias que han derivado en desarrollos más simplificados
y en algunos nuevos resultados.

En la sección 1.2 se comienza describiendo el escenario de la Decisión
Multicriterio, haciendo énfasis en que, dado que es muy probable que el
sistema de preferencias del decisor extienda la preferencia de Pareto,
podemos admitir que las soluciones más preferidas del problema serán
eficientes (Proposición 1.2.9). Este importante hecho se sigue manteniendo si
la función de valor del decisor (supuesta su existencia) es creciente en cada
uno de sus argumentos (Corolario 1.2.15).

Tales consideraciones dan pie, en la sección 1.3, a presentar el VP
como un paradigma alternativo y viable en programación multiobjetivo.
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Además de definir explícitamente diversos conceptos de solución, probamos
que la formulación dada para el problema es lo más general posible.

La programación vectorial gira en torno al concepto de solución
eficiente (o débilmente eficiente) pero, lamentablemente, su definición no es
matemáticamente cómoda. Por tal motivo, las caracterizaciones de eficiencia
suelen darse en función de algún tipo de escalarización del VP. En este
sentido, la sección 1.4 estudia los problemas escalares de mayor utilidad
asociados a un programa vectorial, sin pretender en ningún momento ser
exhaustivos. Ciertamente, se puede argumentar que este aspecto ha sido
tratado por numerosos autores a lo largo del tiempo, existiendo
recopilaciones bastante completas de resultados en determinados libros de
texto (ver, por ejemplo, [ChHm83]) y monografías. Sin embargo, los motivos
que nos han aconsejado a ofrecer nuestra perspectiva personal del tema, se
basan en que éste es un eje esencial de la programación vectorial y su
integración de manera unificada en la memoria, abundando en los detalles
de interés y eliminando los meramente accesorios, facilitaría la asimilación
y comprensión de conclusiones posteriores. Entre los resultados más
importantes, y bien conocidos, expuestos en este apartado, merece la pena
destacar, relacionados con el problema ponderado, las caracterizaciones de
soluciones eficientes propias y débilmente eficientes para los programas
vectoriales convexos (CVP) dadas en los Teoremas 1.4.7 y 1.4.9,
respectivamente. Con respecto al problema de maximización de holguras,
resulta de particular interés el test de eficiencia para puntos arbitrarios
enunciado en el Teorema 1.4.35.

En la sección 1.5 proponemos una clasificación exhaustiva de
problemas para el VP que extiende de manera natural la existente en
optimización escalar. De este modo, un problema sólo puede ser o no factible,
o acotado, o no acotado (Proposición 1.5.4). Otros autores han propuesto
clasificaciones alternativas, siendo la dada por Isermann para el caso lineal
([Is76]), formalmente equivalente a la aquí presentada. Hemos creído
sugerente la inclusión en este apartado del estudio de las relaciones que se
establecen entre la acotación de un VP y las de sus funciones objetivo
consideradas individualmente (Proposición 1.5.9 y siguientes).

El problema de programación vectorial lineal, abreviadamente
denotado por LVP, no es más que un VP donde todas las funciones objetivo y
las restricciones son de tipo lineal. La idoneidad de este modelo en el mundo
real está fuera de toda duda. La sección 1.6 introduce el LVP, así como la
terminología y notación propia asociada al mismo.

La sección 1.7 ahonda en la estructura del LVP, abordando las
propiedades específicas de este problema. Se comienza con una serie de
novedosas y útiles herramientas teóricas dadas en forma de teoremas de la
alternativa para sistemas de desigualdades lineales (Teorema 1.7.1 y
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siguientes). Esto nos permite obtener, de forma sencilla y elegante, entre
otras, las condiciones de eficiencia para el caso lineal (Teorema 1.7.6).
Asimismo, merece la pena mencionar las caracterizaciones (aparentemente
desapercibidas hasta ahora) dadas para soluciones eficientes y débilmente
eficientes arbitrarias que no son necesariamente puntos extremos (Corolario
1.7.8 y Corolario 1.7.12, respectivamente). También se tratan en este
apartado las cuestiones relacionadas con la estructuración de la región
eficiente en caras eficientes maximales (Corolario 1.7.27), así como la
conexidad de la frontera eficiente (Teorema 1.7.40). Además se realiza un
estudio innovador y detallado de las condiciones que garantizan la acotación
o no de un LVP (Teorema 1.7.41 y siguientes).

La sección 1.8 está dedicada a los métodos gráficos de resolución de
un VP los cuales, aunque cuentan con una utilidad muy limitada, nos
permitirán resolver geométricamente la mayor parte de los ejemplos que
aparecen en esta memoria (principalmente en 2 y 3 dimensiones). Hemos
seleccionado y expuesto dos técnicas básicas, a saber, el método de los
gradientes compuestos y el método de los conjuntos de dominación.

En la sección 1.9 introducimos las nociones originales de cota y
supremo eficiente de un VP a través de la generalización de sus
contrapartidas escalares. Se prueba que si un problema es acotado entonces
tiene cotas (Corolario 1.9.7) y supremos eficientes (Corolario 1.9.20). Sin
embargo, en contra de lo que sucede en el caso escalar, un VP puede tener
cotas y no ser acotado (Ejemplo 1.9.12). Hemos demostrado que en
condiciones de linealidad, si el problema tiene cotas débilmente eficientes
entonces también es débilmente acotado (Teorema 1.9.14). Quizás el
resultado más importante de esta sección sea que para un VP con región
objetivo cerrada y convexa (en particular, para los LVP), el conjunto de
soluciones no dominadas coincide con los supremos eficientes del problema
(Corolario 1.9.34). Para nosotros resultó una gran satisfacción comprobar
que, para el caso lineal, el cálculo de las soluciones no dominadas se podía
abordar utilizando una relación de polaridad como la que habíamos
planteado. Por otra parte, el hecho de haber obtenido, de forma
independiente, la formulación de problema dual propuesta por Gale-Kuhn-
Tucker para el caso vectorial ([GlKT51], p. 320) nos insufló una gran
cantidad de ánimo.

Por último, la sección 1.10 aborda la cuestión de la relajación de un
VP. Entre otros resultados novedosos podemos citar que el problema
relajado proporciona cotas para el problema original (Proposición 1.10.2).
Una de las particularizaciones más útiles de la noción de relajación consiste
en extender sólo la región factible manteniendo la misma función objetivo.
Para estos problemas, aunque las soluciones dominadas del problema
original siguen conservando su condición en el problema relajado
(Proposición 1.10.4), en general, no se puede afirmar lo mismo con respecto a
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las soluciones no dominadas (Ejemplo 1.10.5). Sin embargo, para ciertas
relajaciones especiales muy utilizadas en la práctica, si se cumple que las
soluciones eficientes del problema original siguen siéndolo en el problema
relajado (Proposición 1.10.7). Los resultados concernientes a la relajación de
un VP permiten obtener fácilmente algunas conclusiones clásicas de la
teoría del LVP, entre las que se pueden citar que el LVP es N-acotado
(Corolario 1.10.10).

1.2 El problema de Decisión Multicriterio
Desde hace ya bastante tiempo, la sociedad moderna presencia un lento pero
inexorable cambio de mentalidad en la manera de tratar y discutir los
problemas de decisión que ha de afrontar, debido al hecho de que, por lo
común, las consecuencias que se derivan de nuestras determinaciones son
multidimensionales. Es por ello que una cantidad cada vez mayor de los
problemas de decisión se plantean desde una óptica multicriterio, en el
sentido de tomar en consideración dos o más objetivos simultáneamente. La
perspectiva multicriterio plantea no pocos problemas, siendo el más
significativo el frecuente conflicto entre los criterios establecidos.

El problema de Decisión Multicriterio, denotado como MCD, se
formula matemáticamente como ([Zl82]):

( ){ }Xxxz ∈/)max(imizar  (1.1)
donde: nRX ⊆  es el conjunto de alternativas o región factible,  Xx ∈ , es el
vector de variables (estructurales) de decisión y kn  Rz : R → , es la función
objetivo vectorial, siendo k ≥ 2 .

A R n  se le denomina comúnmente espacio de decisión y a R k  espacio
objetivo (también conocido como espacio criterio o espacio de consecuencias).

El MCD (acrónimo de Multiple Criteria Decision) pretende encontrar
aquellas soluciones que son óptimas o más preferidas (representan las
mejores consecuencias) de acuerdo al juicio del decisor (DM).

El modelo (1.1) quedará especificado de forma genérica por ( )Xz  , .
Cuando la función objetivo vectorial sea la identidad, para simplificar la
notación, sólo indicaremos la región factible ( )X .

Si la región factible viene dada de forma implícita (explícita) se dice
que (1.1) es un problema de optimización multiobjetivo (multiatributo).

En la práctica ocurre, normalmente, que k  es mucho menor que n .
Dauer apunta que, en los problemas reales, suele ser frecuente que 2 5≤ ≤k
([Dr87], p.579). Algunos autores, entre otros Zionts ([Zn85], p. 230),
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recomiendan que, como mucho, aparezcan 7 objetivos en la formulación del
modelo MCD.

Llamaremos ( )Xz  a la imagen de X  a través de la aplicación vectorial
z , es decir:

( )Xz  = ( ){ }X,  xx z ∈

A ( )Xz  se le conoce como la región objetivo o conjunto criterio
(criterion set), del problema (1.1), y no es más que el conjunto de todos los
resultados o consecuencias posibles asociados a las alternativas de que se
disponen en el problema.

Como k  suele ser mucho menor que n  se produce, en palabras de
Dauer, un colapsamiento ([Dr87], p. 586) de la región factible. Por tal
motivo, ( )Xz  suele tener una estructura más simple que X .

El problema (1.1) es, trivialmente, equivalente al siguiente problema:
( ){ }Xzzz ∈/ max (1.2)

El problema (1.2) tiene los atractivos de tener una región factible de
pequeña dimensión y de que trabaja directamente sobre las consecuencias
de nuestras determinaciones, lo cual hace más intuitivo el proceso de
decisión. Por otra parte, es claro que si z  es una solución óptima de (1.2),

( )zz 1−  = ( ){ }zxzXx =∈ /  representa decisiones óptimas en (1.1).

Para que el analista pueda hacer alguna contribución al proceso de
decisión, es necesario que las preferencias del DM tengan una estructura
matemática apropiada, de forma que se establezca una ordenación de los
elementos del conjunto criterio. Esta estructura es, o bien una relación
binaria, denominada relación de preferencia, y denotada por � , ([Yu85],
Chapter 2), o bien una función, denominada función de valor o de
preferencia, y denotada por v  ([ChHm83], p. 62-88).

Sea Z  = ( )Xz .

1.2.1 El Sistema de Preferencias como una Relación
Binaria

Es obvio que, dados dos elementos arbitrarios del conjunto criterio,
z z Z1 2,  ∈ , sólo puede ocurrir uno de los siguientes sucesos:

•  z1  es preferido o mejor que z 2 , denotado por 21 zz � ,
•  z1  es menos preferido o peor que z 2 , denotado por 21 zz �  o
•  z1  es no comparable o indiferente a z 2 , denotado por 21 ~ zz .
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Cualquier información sobre las preferencias del DM en Z  se puede
representar como un subconjunto de ZZ × . En este sentido, una preferencia
no es más que una relación binaria.

Diremos que:

( ) { }�∈21  , zz  ⇔  21 zz �

( ) { }�∈21  , zz  ⇔  21 zz �

( ) { }~ , 21 ∈zz  ⇔  21 ~ zz

De esta forma:

{ }�  = ( ){ }2121 / , zzZZzz �×∈
{ }�  = ( ){ }2121 / , zzZZzz �×∈
{ }~  = ( ){ }2121 ~/ , zzZZzz ×∈

Obsérvese que:

•  Los conjuntos { }�  y { }�  son simétricos, en el sentido de que ( ) { }�∈21  , zz

si, y sólo si, ( ) { }�∈12  , zz .

•  { }� , { }�  y { }~  forman una partición de ZZ × .

•  Dada una preferencia especificada por { }� , a partir de ella se pueden
obtener { }�  y { }~ . Efectivamente, { }�  = ( ){ }1221 / , zzZZzz �×∈  y { }~  =

{ } { }( )���−× ZZ .

Convengamos de ahora en adelante en que dados kRyx ∈, , yx ≥  si, y
sólo si, yx ≥  y yx ≠ .

Definición 1.2.1 La preferencia de Pareto, también conocida como más es
mejor (more is better), se formula matemáticamente como: Dados Zzz ∈21  , ,

21 zz �  si, y sólo si, 21 zz ≥ .

La preferencia de Pareto es la preferencia que se establece sobre el
conjunto criterio cuando el DM sólo indica que está tanto más satisfecho,
cuanto mayores sean los niveles alcanzados en cada uno de los objetivos
individualmente. Evidentemente, se trata de una preferencia muy simple
que dará lugar a una deficiente e incompleta ordenación de Z .

Consideremos la siguiente definición:
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Definición 1.2.2 Se dice que la preferencia { }�′  extiende a la preferencia { }�
si { } { }�� ′⊆ .

Parece razonable suponer (y así lo haremos en esta memoria) que
cualquiera que sea la preferencia del DM, ésta extenderá, al menos, la
preferencia de Pareto.

Es posible introducir nuevas relaciones binarias a partir de las
consideradas anteriormente. Efectivamente:

Definición 1.2.3 Se dice que z1  es al menos tan preferido como z 2 , y lo
denotaremos por 21 zz � , si ( )z z1 2,  { }�∈ � { }~ .

Luego, { }�  = { }� � { }~ .

Proposición 1.2.4 (i) 21 ~ zz  si, y sólo si, 21 zz �  y 12 zz � .
(ii) 21 zz �  si, y sólo si, 21 zz �  y 12 zz �/ .

De esta manera, dada la preferencia { }�  se puede deducir { }�  y
viceversa.

La necesidad, implícita en cualquier proceso de toma de decisiones, de
construir directa o indirectamente, el sistema de preferencias del DM es
debida a que para poder seleccionar una alternativa óptima necesitamos
previamente haberlas ordenado de alguna manera.

Consideramos lógico suponer, por mantener cierta conformidad con
los usos habituales del lenguaje (ver, por ejemplo, [Yu85], Remark 2.4) que
{ }�  verifique las propiedades irreflexiva y antisimétrica y que { }~  cumpla la
reflexiva y simétrica.

Definición 1.2.5 ([Yu85], Definition 2.4) Una preferencia { }�  es un orden:
(i) parcial si verifica, además, la propiedad transitiva.
(ii) débil si es un orden parcial y su preferencia inducida { }�  verifica la

propiedad transitiva.
(iii) estricto si es un orden débil y verifica la propiedad conexa.

El siguiente resultado no reviste dificultad.

Proposición 1.2.6 La preferencia de Pareto es un orden parcial pero, en
general, no es un orden débil.



8 1.  FUNDAMENTOS DE LA PROGRAMACIÓN VECTORIAL: ...

Obsérvese que, en ciertos casos concretos, la preferencia de Pareto sí
es un orden débil como, por ejemplo, si 2RZ ⊆  es el segmento que une los
puntos ( )0,0  y ( )1,1 . En particular, resulta evidente que:

Proposición 1.2.7 Si la preferencia de Pareto definida en Z  no tiene puntos
indiferentes entonces es un orden estricto.

El principio de optimalidad inducido por una preferencia { }�  establece
que si un punto Xx ∈  es una solución óptima (más preferida) para el DM,
entonces X x ∈∃/  tal que ( ) ( )xzxz � . Teniendo en cuenta este hecho damos
los siguientes conceptos:

Definición 1.2.8 ([Yu85], Definition 2.6) Dada una preferencia { }�  definida
en Z , los conjuntos no dominado y dominado de Z  según { }� , vienen dados
por { }( )ZN ,�  = { }zzZzZz � , / ∈∃/∈  y { }( )ZD ,�  = { }zzZzZz � , / ∈∃∈ ,
respectivamente.

A los elementos de { }( )ZN ,�  ( { }( )ZD ,� ) se les denomina soluciones
no dominadas (dominadas) según { }� .

Obsérvese que:

•  { }( )ZN ,�  y { }( )ZD ,�  forman una partición de Z .
•  Si { }�  especifica completamente la preferencia del DM, entonces

{ }( )ZN ,�  representa las consecuencias del conjunto de soluciones más
preferidas (óptimas), siendo todas ellas indiferentes entre sí.

Cuando la preferencia { }�  sea la de Pareto denotaremos los conjuntos
de soluciones no dominadas y dominadas por ( )ZN  y ( )ZD , respectivamente.
Además, en este caso, ( )ZN  = { }zzZzZz ≥∈∃/∈  , /  y ( )ZD  =
{ }zzZzZz ≥∈∃∈  , / .

A los elementos de X  cuya imagen a través de z  pertenezca a ( )ZN

se les llama soluciones eficientes. A las soluciones eficientes también se les
conoce como óptimos de Pareto, pues representan el conjunto de soluciones
óptimas según el principio de optimalidad inducido por la preferencia de
Pareto.

El siguiente resultado nos indica que, bajo la hipótesis de que la
preferencia del DM extienda la preferencia de Pareto, cualquier solución
óptima para el problema (1.1) es también un óptimo de Pareto.
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Proposición 1.2.9 Si la preferencia { }�  extiende la preferencia de Pareto
entonces { }( ) ( )ZNZN ⊆,� .
Demostración. Sea { }( )ZNz ,�∈ . Supongamos, por reducción al absurdo
que ( )ZNz ∉  ⇒  Zz ∈∃ ˆ  tal que zz ≥ˆ  ⇒  zz �ˆ  ⇒  { }( )ZNz ,�∉  ⇒  #, luego

( )ZNz ∈ .
�

1.2.2 El Sistema de Preferencias Inducido por una
Función de Valor.

Definición 1.2.10 ([Yu85], Definition 5.2) Una función, v Z R Rk: ⊆ → , se
dice que es una función de valor que representa la estructura de preferencias
del DM si se verifica que 21 zz �  si, y sólo si, ( ) ( )v z v z1 2> .

En las condiciones de la definición anterior, { }�  se puede ver como la
preferencia inducida por v .

Es sencillo probar los siguientes resultados:

Proposición 1.2.11 Si v Z R Rk: ⊆ →  es una función de valor que representa
la estructura de preferencias del DM, entonces
(i) 21 ~ zz  si, y sólo si, ( ) ( )v z v z1 2= .

(ii) { }�  es un orden débil.

En función del resultado anterior podemos concluir que, en general, la
preferencia de Pareto no se puede representar mediante una función de
valor, por no ser un orden débil.

Si fuésemos capaces de especificar de forma explícita la función de
valor que representa la estructura de preferencias del DM, entonces el
problema MCD se reduce a resolver un problema de optimización escalar:

{ }Zzzv ∈/)(max (1.3)

Si denotamos por vS  el conjunto de soluciones óptimas del problema
(1.3) y por { }�  la preferencia inducida por v , entonces:

Proposición 1.2.12 vS  = { }( )ZN ,� .
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Demostración.
“ ⊆ ”
Sea vSz ∈  ⇒  Zz ∈∀  , )()( zvzv ≥ . Supongamos, por reducción al absurdo que

{ }( )ZNz ,�∉  ⇒  Zz ∈∃ ˆ  tal que zz �ˆ  ⇒  )()ˆ( zvzv >  ⇒  #, luego,
{ }( )ZNz ,�∈ .

“ ⊇ ”
Sea { }( )ZNz ,�∈ . Supongamos, por reducción al absurdo que vSz ∉  ⇒

Zz ∈∃ ˆ  tal que )()ˆ( zvzv >  ⇒  zz �ˆ  ⇒  { }( )ZNz ,�∉  ⇒  #, luego vSz ∈ .
�

Desafortunadamente, en la práctica es difícil construir la función de
valor del DM, siendo necesario realizar fuertes hipótesis para poder
garantizar, siquiera, su existencia (ver, por ejemplo, [Yu85], Chapter 5 y
[ChHm83], Chapter 3). En general, la función de valor v  no es conocida ni
por el analista ni por el DM.

Proposición 1.2.13 Sea { }�  la preferencia de un DM particular y v  su
función de valor (supuesta su existencia). Si { }�  extiende la preferencia de
Pareto, entonces v  es no decreciente en cada uno de sus argumentos.
Demostración. Sean Zzz ∈21  , , 21 zz ≥ . Como { }�  extiende la preferencia de
Pareto ⇒  21 zz � . Supongamos, por reducción al absurdo que ( ) ( )21 zvzv <  ⇒

21 zz �  ⇒  #, luego ( ) ( )21 zvzv ≥ .
�

Por otra parte, si v  es creciente en cada uno de sus argumentos, es
posible garantizar que las soluciones más preferidas del DM siguen siendo
óptimos de Pareto. Efectivamente:

Proposición 1.2.14 Sea v Z R Rk: ⊆ →  la función de valor del DM.
Supongamos que v  es creciente en cada uno de sus argumentos. Entonces, la
preferencia del DM extiende a la de Pareto.
Demostración. Sea 21 zz ≥  ⇒  ( ) ( )v z v z1 2>  ⇒  21 zz � .

�

Corolario 1.2.15 ([St86], Theorem 6.11) Sea v Z R Rk: ⊆ →  la función de
valor del DM. Supongamos que v  es creciente en cada uno de sus
argumentos. Entonces, ( )ZNSv ⊆ .
Demostración. Aplicar Proposición 1.2.14 y Proposición 1.2.9.

�

Aunque la suposición de que v  sea creciente en cada uno de sus
argumentos nos resulta bastante creíble (realista), vamos a realizar el
ejercicio de estudiar lo que sucede si la relajamos, dejándola méramente en
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no decreciente en cada uno de sus argumentos. Para ello necesitamos el
siguiente concepto:

Definición 1.2.16 ([Yu85], Definition 2.7) Dado kRZ ⊆  y una preferencia
{ }�  tal que { }( ) ∅≠ZN ,� , se dice que Z  es N-acotado con respecto a { }�  si

Zz ∈∀   ocurre que { }( )ZNz ,�∈ , o bien, { }( )ZNz , �∈∃  tal que zz � .

Teorema 1.2.17 Sean v Z R Rk: ⊆ →  la función de valor del DM.
Supongamos que v  es no decreciente en cada uno de sus argumentos y que Z
es N-acotado con respecto a la preferencia de Pareto. Entonces, si ∅≠vS  se
tiene que ( ) ∅≠ZNSv � .
Demostración. Sea vSz ∈  y supongamos que ( )ZNz ∉ . Por ser Z  N-
acotado ⇒  ( )ZNz ∈∃ ˆ  tal que zz ≥ˆ  ⇒  )()ˆ( zvzv ≥ . Como vSz ∈  ⇒

( )ZNSz v �∈ˆ .
�

Luego, aún imaginando que v  es no decreciente en cada uno de sus
argumentos, si Z  es N-acotado con respecto a la preferencia de Pareto, se
puede garantizar que alguna solución óptima para el DM es también un
óptimo de Pareto.

Queremos finalizar esta sección haciendo algunas apreciaciones de
carácter general. Cuando las preferencias sobre el conjunto de consecuencias
Z  están correctamente especificadas (ya sea a través de una relación de
preferencia o a través de una función de valor) e inducen un orden estricto,
el problema MCD está claramente formulado, en el sentido de que hay una
sola solución óptima. Sin embargo, en los problemas reales no solemos
disponer ni de una completa especificación de las preferencias del DM, ni de
buenas ordenaciones de los elementos de Z . Esto no significa que no se
puedan tomar decisiones. Únicamente habrá que articular los mecanismos
adecuados que permitan recabar información adicional sobre las
preferencias y obtener, si se puede, el conjunto de soluciones óptimas según
la estructura revelada. En el otro extremo de la metodología, una
alternativa a este proceso consiste en utilizar, como única información
acerca de las preferencias del DM, que ésta extiende a la preferencia de
Pareto. En este caso se debería generar todo el conjunto de soluciones
eficientes y presentarlo al DM para que seleccione la solución más preferida.
Concretamente, esta última estrategia es la empleada por la programación
vectorial, la cual será objeto de un profundo estudio en esta memoria.



12 1.  FUNDAMENTOS DE LA PROGRAMACIÓN VECTORIAL: ...12

1.3 El Problema General de Programación
Vectorial

El problema de programación vectorial (contínuo), VP, también conocido
como problema de maximización vectorial, se define como un problema de
optimización multiobjetivo en el que, para la resolución del mismo, la única
información que se emplea sobre el sistema de preferencias del DM es que
éste extiende la preferencia de Pareto. De esta manera, resolver el VP se
entiende como la generación de todo el conjunto de soluciones eficientes (ver,
por ejemplo, [Gf68], p. 618, [EvSt73], p. 54, [ChHm83], p. 114 o [Gal86],
p.253).

Nótese que el adjetivo vectorial se emplea con un doble propósito o
funcionalidad. Por un lado indica que se tienen en consideración dos o más
funciones objetivo y es contrapuesto al término escalar, que se utiliza para
designar aquellos problemas de optimización matemática que sólo tienen
una única función objetivo. Por otra parte hace referencia al enfoque o
metodología de resolución utilizada.

El modelo matemático del VP se formula, sin pérdida de generalidad,
como:

( ){ }Xxxz ∈/)max(imizar (1.4)
donde la región factible, nRX ⊆ , viene dada en forma implícita a través de
restricciones que deben ser satisfechas.

Obsérvese que para el caso más general X  no tiene porqué ser
cerrado, convexo y ni siquiera conexo. Cuando la región factible X  es un
conjunto cerrado y convexo, y la función objetivo vectorial z  es cóncava,
tenemos lo que se denomina un problema de programación vectorial convexa
(CVP).

En este apartado vamos a presentar diversos conceptos de solución en
sintonía con el espíritu metodológico del VP. Sea P  el VP dado en (1.4).

Sin lugar a dudas, la noción más natural de solución óptima para P ,
atendiendo exclusivamente al principio de optimalidad de Pareto, es la
siguiente:

Definición 1.3.1 Un punto x Xs ∈  se dice que es una solución superior,
también conocida como solución óptima global, de P , si, y sólo si, ∀ ∈ x X  se
verifica que ( ) ( )sxz xz  ≤ .

Al conjunto de soluciones superiores de P  lo denotaremos por PS .
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Existe otro concepto íntimamente relacionado con el de solución
superior y utilizado profusamente en la literatura.

Sea { }i , ..., k∈ 1 . Consideremos el problema escalar, Pi  ≡
{ }Xxxzi ∈/)(max , y denotemos al conjunto de soluciones óptimas de Pi  por

S Pi
.

Definición 1.3.2 Supongamos que { }∀ ∈ i , ..., k1 , Pi  es acotado. Se define el
punto ideal del problema P  como el punto, Iz  = ( )I

k
I , ..., zz1 , del espacio

objetivo, R k , tal que { }∀ ∈ i , ..., k1 , zi
I es el valor objetivo óptimo de Pi .

A veces se suele denotar al punto ideal por maxz .

Resulta claro que si x s  es una solución superior de P , entonces
z x s( ) = z I .

Por desgracia, en la vida real ocurre, con mucha frecuencia, que al
menos 2 de los k  objetivos entran en conflicto entre sí, es decir, mejorar uno
de ellos empeora el otro y viceversa. Por este motivo, la inexistencia de una
solución superior para el VP es algo bastante corriente. Es por ello que, a
esta clase de solución, se le conoce también con el nombre de solución
utopía.

Esto obliga a considerar el concepto de óptimo de Pareto, quizás,
menos natural y cómodo que el anterior pero, sin lugar a dudas, más
realista y, en definitiva, útil.

Recordemos (ver Definición 1.2.8 y apreciaciones siguientes) que, bajo
la preferencia de Pareto, un punto kRYy ⊆∈  se dice no dominado si, y sólo
si, Yy ∈∃/  tal que yy ≥ , siendo dominado en caso contrario.

Al conjunto de puntos no dominados (dominados) de Y  lo
denotaremos por ( )YN  ( ( )YD ).

Sea Z  = ( )Xz .

Definición 1.3.3 Una solución Xx ∈  se dice que es eficiente para P  si, y
sólo si, ( ) ( )ZNxz ∈ .

Mientras que el concepto de punto no dominado hace referencia al
espacio objetivo, el concepto de solución eficiente hace referencia al espacio
de decisión.
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Obsérvese que:

•  Cuando 1=k  la noción de eficiencia es equivalente a la de optimalidad
en problemas de optimización escalar.

•  Una solución superior es una solución eficiente, pero una solución
eficiente no es, en general, una solución superior.

•  Si Zz I ∈  entonces ( ) { }IzZN = .

Al conjunto de todas las soluciones eficientes del problema P  se le
conoce como región eficiente de P  y lo denotaremos por E P .

A ( )PEz  = ( ){ }PExxz ∈/  se le conoce como rango de la región eficiente
de P . Obviamente ( ) ( )PEzZN = . En este sentido, PE  = ( )( )ZNz 1− .

Otras definiciones alternativas de solución eficiente son las
siguientes:

Proposición 1.3.4 Son equivalentes:
(i) PEx ∈ .
(ii) /∃ ∈ x  X  tal que ( ) ( )xzxz ≥ .
(iii) ∀ ∈ x  X  tal que ( ) ( )xzxz   ≥  entonces ( ) ( )xzxz = .
(iv) ∀ ∈ x  X  tal que { }, ..., ki 1 ∈∃  con ( ) ( )xzxz ii >  entonces { }∃ ∈ j , ..., k1 ,

j i≠ , que verifica ( ) ( )xzxz jj < .

Es evidente que:

Proposición 1.3.5 E P = ∅  si, y sólo si, ∀ ∈ x X , ∃ ∈ x X  tal que z x z x( ) ( )≥ .

Definición 1.3.6 Un punto Xx ∈  se dice que es una solución no eficiente o
inferior de P  si, y sólo si, ( ) ( )ZDxz ∈ .

Al conjunto de todas las soluciones no eficientes del problema P  lo
denotaremos por E P  y, claramente, viene dado por X E P− .

La definición clásica de solución eficiente, aunque sencilla no es
enteramente satisfactoria, por lo que se han introducido, a lo largo del
tiempo, relajaciones y restricciones de la misma.

Con el fin de hacer distinciones entre las soluciones eficientes, y sin
pérdida de generalidad, consideremos un problema de optimización
biobjetivo ( 2=k ).
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Sean z1 , z Z2 ∈ , z z1 2≠  y supongamos que, para el DM, 1z ∼ z 2 . Si
denotamos por ∆z1 = z z1

1
1
2−  e ∆z2 = z z2

2
2
1− , entonces podemos escribir z 2 =

( , )z z1
2

2
2  = ( , )z z z z1

1
1 2

1
2− +∆ ∆ .

Podemos pensar que el DM ha intercambiado o sustituido ∆z1  por ∆z2 ,
en orden a mantener la indiferencia entre z1  y z 2 .

Al cociente ∆z2 / ∆z1  se le denomina tasa de intercambio o sustitución
entre z1 y z 2  ([Yu85], p. 28).

Esta tasa de intercambio nos expresa cuanto se incrementa
(decrementa) z2  cuando decrementamos (incrementamos) z1  en una unidad.
Obsérvese, además, que la noción de tasa de intercambio depende de los
puntos z1 , z 2  considerados.

Se denomina tasa marginal de intercambio o sustitución al límite:

01→∆z
lim ( ∆z2 / ∆z1 ) = 12 / zz ∂∂

supuesta su existencia.

Atendiendo a que la tasa marginal de intercambio entre algún par de
objetivos sea finita o infinita, podemos clasificar las soluciones eficientes en
dos grupos mutuamente excluyentes: soluciones eficientes propias e
impropias.

Definición 1.3.7 ([Gf68], p. 618) Un punto Xx ∈  se dice que es una solución
eficiente propia de P  si, y sólo si, PEx ∈  y ∃ ∈ ++ M R  tal que { } i , ..., k∀ ∈ 1  y
∀ ∈ x X , con )()( xzxz ii >  entonces { } j , ..., k∃ ∈ 1 , j i≠ , verificando

)()( xzxz jj <  y ( ))()( xzxz ii − ≤  ( ))()( xzxzM jj − .

En otras palabras, para cualquier solución eficiente propia de P , dado
cualquier objetivo, la ganancia marginal en ese objetivo relativa a la pérdida
respecto a algún otro objetivo está acotada superiormente.

Denotaremos al conjunto de soluciones eficientes propias de P  por
E p

P .

Definición 1.3.8 A las soluciones eficientes que no son propias las
llamaremos soluciones eficientes impropias.

Al conjunto de soluciones eficientes impropias lo denotaremos por Ei
P .
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Por otra parte, una relajación del concepto de solución eficiente se
obtiene de la siguiente manera. Sea, nuevamente, kRY ⊆  un conjunto
arbitrario.

Definición 1.3.9 Un punto Yy ∈  se dice débilmente no dominado si, y sólo
si, Yy ∈∃/  tal que yy > . En caso contrario, se dice que es (o está) débilmente
dominado.

Al conjunto de puntos débilmente no dominados de Y  lo denotaremos
por ( )YWN . Si representamos por ( )YWD  a los puntos débilmente dominados
de Y , entonces ( )YWN  = ( )YWDY − .

Definición 1.3.10 ([KrnSt80], p. 190) Un punto Xx ∈  se dice que es una
solución débilmente eficiente o cuasi-eficiente de P  si ( ) ( )ZWNxz ∈ .

El conjunto de soluciones débilmente eficientes de P  lo
especificaremos por PWE . Resulta claro que: ( ) ( )PWEzZWN = .

En función de las definiciones anteriores tenemos que PWEx ∈  si, y
sólo si, /∃ ∈ x  X  tal que ( ) ( )xzxz > .

Al igual que ocurre con las soluciones eficientes, cuando 1=k  el
concepto de solución débilmente eficiente coincide con el de óptimo para el
caso escalar.

Las relaciones que se establecen entre los diferentes conceptos de
solución considerados quedan resumidas en:

Corolario 1.3.11 E p
P  ⊆ PE  ⊆  PWE  ⊆  X .

Finalmente, vale la pena precisar claramente cuando dos soluciones
se consideran equivalentes.

Definición 1.3.12 ([Hr83], p. 3) Se dice que Xyx ∈,  son equivalentes si ( )z x

= ( )yz . Además, dado XV ⊆  se dice que VW ⊆  es una representación
completa de V  si Vv ∈∀  , Ww ∈∃   tal que v  es equivalente a w , es decir, ( )Vz

= ( )Wz .

Después de introducir todos los conceptos anteriores estamos en
condiciones de definir con exactitud qué se entiende por optimizar o resolver
el problema P  utilizando la metodología vectorial.
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La acepción más común de optimizar vectorialmente consiste en
determinar o generar todo E P  o PWE  o partes específicas de tales conjuntos.
A los algoritmos que resuelven el problema P  se les conoce como algoritmos
generadores del conjunto de soluciones eficientes.

Este enfoque dado al concepto de resolución de P  constituye una clara
generalización del cálculo de todos los óptimos alternativos de un problema
de optimización escalar y ha de utilizarse con ciertas cautelas si se quiere
que sea de utilidad en la práctica.

Como resolver P  puede ser una tarea formidable (pues se considera
que las demandas computacionales crecen exponencialmente con el tamaño
del problema, [Sy96]), la programación vectorial debe concentrar sus
esfuerzos sobre conjuntos reducidos (ver [St76b] y [MvDA98] para estudiar
dos técnicas localizadas) o generar aproximaciones de la región eficiente E P .
Tales aproximaciones pueden serlo por exceso ( EE P ⊆ ) o por defecto
( PEE ⊆ ), donde E  representa el conjunto de soluciones generado por el
método aproximado. Las aproximaciones por defecto que se pueden
considerar pueden calcular desde una a casi todas las soluciones eficientes.
Para el caso lineal (ver la sección 1.6), una aproximación por defecto muy
extendida consiste en el cálculo de (todos) los vértices eficientes (sección 4.3).
Si consideramos ahora la envolvente convexa de todos los puntos extremos
eficientes obtendremos una aproximación por exceso de la región eficiente
(sección 2.5). Las ventajas de las técnicas aproximadas son evidentes:
mientras que aceleran el proceso de resolución, siguen proporcionando una
visión global de la región eficiente.

Para finalizar esta sección, veamos que la formulación del VP dada al
comienzo de la misma, es lo más general posible. Efectivamente:

Sean P′  ≡  ( ){ }Xxxz ∈− /min  y P ′′  ≡  ( ){ }Xxxz ∈+ /max α , donde
kR∈α . Nos proponemos ver que P , P′  y P ′′  son equivalentes, en el sentido

de que sus regiones eficientes coinciden.

Proposición 1.3.13 E P  = PE ′ .
Demostración. PEx ∈  ⇔  /∃ ∈ x  X  tal que ( ) ( )xzxz ≥  ⇔  /∃ ∈ x  X  tal que

( ) ( )xzxz −≤−  ⇔  PEx ′∈ .
�

Proposición 1.3.14 PE  = PE ′′ .
Demostración. PEx ∈  ⇔  /∃ ∈ x  X  tal que ( ) ( )xzxz ≥  ⇔  /∃ ∈ x  X  tal que

( ) ( ) αα +≥+ xzxz  ⇔  PEx ′′∈ .
�
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1.4 Escalarizaciones para el VP
El concepto de solución eficiente no es, por desgracia, matemáticamente
cómodo. Para poderlo hacer operativo necesitamos expresarlo en términos
de algún otro que nos resulte familiar. La estrategia más común consiste en
relacionar las soluciones eficientes de un VP con las soluciones óptimas de
algún problema de programación escalar (SP). Con este fin se han utilizado
en la literatura numerosas clases de SP’s. Aquí no vamos a dar un repertorio
exhaustivo de las mismas, sino que seleccionaremos aquéllas que
consideramos entroncan con los pilares básicos de la teoría del VP,
desarrollando para cada una de ellas las propiedades de mayor utilidad para
los propósitos de esta memoria.

El libro de Chankong y Haimes ([ChHm83], p. 113-175) constituye
una referencia excelente sobre este tópico.

Con carácter general, denotaremos por QS  al conjunto de todas las

soluciones óptimas de un programa escalar Q .

Sean P  el VP { }Xxxz ∈/)(max  y kΛ  = { }1/ =∈ + λλ tk eR .

Evidentemente, el interior relativo de kΛ , indicado por 0
kΛ , viene dado por

{ }1/ =∈ ++ λλ tk eR .

1.4.1 Problema Paramétrico (o Ponderado)

Definición 1.4.1 Sea λ ∈ R k . Al problema ( ){ }Xxxzt ∈/max λ  se le conoce con
el nombre de problema paramétrico (o ponderado) asociado a P , y le
denotaremos por Pλ .

El problema paramétrico Pλ  es, muy probablemente, el problema
escalar que mejores dividendos ha proporcionado a la programación
vectorial.

El siguiente resultado, aunque sencillo, es de gran importancia:

Teorema 1.4.2 ∀ ∈ ++λ R k  se verifica que S EP
P

λ
⊆ .

Demostración. Sean λ ∈ ++R k  y 
λP

Sx ∈ . Supongamos por reducción al

absurdo que PEx ∉  ⇒  Xx ∈∃ ˆ , )()ˆ( xzxz ≥  ⇒  )()ˆ( xzxz tt λλ >  ⇒  #, pues

λP
Sx ∈ . Luego, PEx ∈ .

�

Como consecuencias inmediatas tenemos:



1.4.  ESCALARIZACIONES PARA EL VP 19

Corolario 1.4.3 P
P ES

k

⊆
Λ∈
�

0λ
λ

.

Corolario 1.4.4 Si X  es compacto entonces ∅≠PE .

Corolario 1.4.5 ([YuZl75], Remark 4.3) Si kR ++∈∃ λ  tal que 0)( ≡xztλ
entonces XE P = .

El Teorema 1.4.2 se puede refinar aún más. Efectivamente:

Teorema 1.4.6 ([Gf68], Theorem 1) ∀ ∈ ++λ R k  se verifica que S EP p
P

λ
⊆ .

Demostración. Sean λ ∈ ++R k , 
λP

Sx ∈  ⇒  PEx ∈ . Vamos a probar que
P
pEx ∈ , sin más que tomar M  = ( ) ( ) { }{ }ji , ..., ,1 ,/ /max 1  ≠∈− kjik ij λλ .

Supongamos por reducción al absurdo que { } i , ..., k∃ ∈ 1 , Xx ∈∃ ˆ , con
)()ˆ( xzxz ii >  tal que { } j , ..., k∀ ∈ 1  con j i≠  y )()ˆ( xzxz jj <  se tiene

( ))()ˆ( xzxz ii −  >  ( ))ˆ()( xzxzM jj −  ⇒  { } j , ..., k∀ ∈ 1 , j i≠ , ( ))()ˆ( xzxz ii −  >
( )( )( ))ˆ()(/1 xzxzk jjij −− λλ . Multiplicando ambos miembros de esta última

expresión por ( )λi k/ −1  y sumando en j i≠ , se tiene: ( ))()ˆ( xzxz iii −λ  >

( )∑
≠

−
ij

jjj xzxz )ˆ()(λ  ⇒  ( ) 0)ˆ()(
1

<−∑
=

k

j
jjj xzxzλ  ⇒  Xx ∈∃ ˆ , ( ) ( )xzxz tt ˆλλ <  ⇒  #,

pues 
λP

Sx ∈ . Luego, P
pEx ∈ .

�

Sin lugar a dudas, uno de los resultados tradicionales más
importantes en la teoría del VP es el siguiente, debido a Geoffrion, en el que
se caracteriza a las soluciones eficientes propias de un problema de
programación vectorial convexa.

Teorema 1.4.7 ([Gf68], p. 620) Si P  es un CVP entonces P
pE  = SP

k

λ
λ ∈Λ 0
� .

Demostración.
“ ⊇ ”
Por el Teorema 1.4.6.
“ ⊆ ”
Sea �x E p

P∈ ⇒  ∃ ∈ ++ M R  tal que { } i , ..., k∀ ∈ 1 , el sistema:
z x z xi i( ) ( �)>
z x Mz xi j( ) ( )+ > z x Mz xi j( �) ( �)+ , j i≠
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no tiene solución en X . Aplicando el teorema de Gordan generalizado1

([Mn69], p. 65-66), para el i-ésimo sistema ∃ ∈ + µ i kR , µ j
i

j

k

=
=
∑ 1

1

, tal que:

( ) ( )µ µi
i

i j
i

i j
j i

z x z x Mz x+ +
≠
∑  ( ) ( )  ≤  ( ) ( )µ µi

i
i j

i
i j

j i

z x z x Mz x� ( �) ( �)+ +
≠
∑  , ∀ ∈ x X

o, equivalentemente:

( )z x M z xi j
i

j
j i

+
≠
∑µ  ( )  ≤  ( )z x M z xi j

i
j

j i

� ( �)+
≠
∑µ  , ∀ ∈ x X

Sumando sobre i y reordenando:

( )1
1

+










≠=
∑∑ M z xj

i

i j
j

j

k

µ  ≤  ( )1
1

+










≠=
∑∑ M z xj

i

i j
j

j

k

µ � , ∀ ∈ x X

Llamando λ j  a 1+
≠
∑M j

i

i j

µ , se tiene: ∃ ∈ ++ λ R k , ( ) ( )λ λt tz x z x≤ � , ∀ ∈ x X  ⇒

∃ ∈ ++ λ R k , �x S P∈
λ
 ⇒  0 kΛ∈∃ λ , �x S P∈

λ
.

�

Con relación a las soluciones débilmente eficientes tenemos las
siguientes propiedades:

Proposición 1.4.8 { }0\kR+∈∀ λ  se verifica que P
P WES ⊆
λ

.

Demostración. Sean { }0\kR+∈λ  y 
λP

Sx ∈ . Supongamos por reducción al

absurdo que PWEx ∉  ⇒  Xx ∈∃ ˆ , )()ˆ( xzxz >  ⇒  )()ˆ( xzxz tt λλ >  ⇒  #, pues

λP
Sx ∈  ⇒  PWEx ∈ .

�

El siguiente resultado caracteriza a las soluciones débilmente
eficientes de un problema de programación vectorial convexa.

Teorema 1.4.9 Si P  es un CVP entonces 
{ }

�
0\k

P
P SWE

Λ∈

=
λ

λ
.

Demostración.
“ ⊇ ”
Por la Proposición 1.4.8.
“ ⊆ ”
Sea PWEx ∈  ⇒  el sistema )()( xzxz > no tiene solución en X. Aplicando el
teorema de Gordan generalizado ([Mn69], p. 65-66) ⇒  { }0\ kR+∈∃ λ , ∀ ∈ x X ,

                                           
1 Hablando a grosso modo, el siguiente teorema constituye una generalización del lema de Farkas:

Teorema de Gordan generalizado. Sea X R n⊆ , X ≠ ∅ , X convexo y z R Rn k: →  cóncava.

Entonces, ( )z x > 0  no tiene solución en X ⇔  { }0\ kRu +∈∃ , ( ) 0≤xzut , ∀ ∈ x X .
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( ) ( )( ) 0≤− xzxztλ  ⇒  { }0\ kR+∈∃ λ , ∀ ∈ x X , ( ) ( )xzxz tt λλ ≤  ⇒  { }0\ k
+Λ∈∃ λ ,

λP
Sx ∈ .

�

Para el caso lineal, el resultado anterior aparece enunciado en [St86],
Theorem 9.25.

Corolario 1.4.10 Si P  es un CVP entonces 
{ }

�
0\k

P
P SE

Λ∈

⊆
λ

λ
.

Demostración. Inmediata, sin mas que tener en cuenta que PP WEE ⊆ .
�

Obsérvese que puede ocurrir que E P = ∅  y ∅≠PWE . Efectivamente,

Ejemplo 1.4.11 Consideremos el problema P  ≡  ( ){ }1/,max 121 ≤xxx . Es
claro que E P = ∅  y, sin embargo, ( ) { }0\0,1 kt R+∈=∃ λ  tal que ∅≠

λP
S  ⇒

∅≠PWE .
�

Sea el problema ( )z S P,  
λ

. Entonces, ( )E
z SP, λ  denotará al conjunto de

soluciones óptimas de Pλ  no dominadas según z .

Proposición 1.4.12 { }0\kR+∈∀ λ  se verifica que ( )E E
z S PP, λ ⊆ .

Demostración. Sean { }0\kR+∈λ  y ( )λPSz
Ex

 ,∈ . Supongamos por reducción al
absurdo que PEx ∉  ⇒  Xx ∈∃ ˆ , )()ˆ( xzxz ≥  ⇒  )()ˆ( xzxz tt λλ ≥  ⇒  

λP
Sx ∈ˆ ,

)()ˆ( xzxz ≥ ⇒  #, pues ( )λPSz
Ex

 ,∈ . Luego, PEx ∈ .
�

Corolario 1.4.13 Sea { }0\kR+∈λ  tal que ( )
λP

Sz  = { }z  entonces P
P ES ⊆
λ

.

Como, dado { }i , ..., k∈ 1 , el problema, Pi  ≡  { }Xxxzi ∈/)(max  es una
particularización de Pλ , sin más que hacer λ  = ie , son inmediatos los
siguientes resultados:

Corolario 1.4.14 { }∀ ∈ i , ..., k1  se verifica que P
P WES

i
⊆ .

Corolario 1.4.15 { }∀ ∈ i , ..., k1  se verifica que ( )E E
z S PPi
, ⊆ .

Corolario 1.4.16 Sea { }, ..., ki 1∈  tal que ( )
iPSz  = { }z . Entonces P

P ES
i
⊆ .
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Es interesante observar que cuando el parámetro utilizado para
encontrar soluciones eficientes a través del problema ponderado no tiene
todas sus componentes estrictamente positivas podemos proceder en dos
etapas.

Teorema 1.4.17 Sean { }0\kR+∈λ , *P  ≡  ( ){ }
λP

t Sxxzv ∈/max , donde 1=jv  si

0=jλ  y 0=jv  si 0>jλ . Entonces, P

P
ES ⊆* .

Demostración. Si 0>λ  el resultado es directo. En otro caso, supongamos
∅≠*P

S  y sea *P
Sx ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que PEx ∉  ⇒

Xx ∈∃ ˆ , )()ˆ( xzxz ≥  ⇒  )()ˆ( xzxz tt λλ ≥  ⇒  
λP

Sx ∈ˆ . Como *P
Sx ∈  ⇒

)()ˆ( xzvxzv tt ≤ . Tomando kRv ++∈+= λλ , como también 
λP

Sx ∈  ⇒

)()ˆ( xzxz tt λλ ≤ ⇒  #, pues )()ˆ( xzxz ≥ . Luego, PEx ∈ .
�

Prestemos un poco de atención al caso especial que se obtiene si 2=k .

Sea *P  ≡  ( ){ }
1

/max 2 PSxxz ∈ .

Corolario 1.4.18 P

P
ES ⊆* .

También es posible obtener otra útil propiedad. Efectivamente, si
denotamos por 2β  a ( )*2 P

Sz , podemos afirmar que:

Teorema 1.4.19 ( ) 22 β≥PEz .
Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que PEx ∈∃   tal que

( )xz22 >β  ⇒
1

ˆ PSx ∈∃ , )()ˆ( 22 xzxz >  ⇒  )()ˆ( xzxz ≥ ⇒  #, pues x E P∈ .
�

Luego, conjuntando los dos resultados anteriores, 2β  es ¡el valor
mínimo para 2z  sobre la región eficiente! En la sección 3.6 de esta memoria
trataremos en profundidad el problema de optimizar una función lineal
sobre la región eficiente, siendo el cálculo de valores mínimos de las
funciones objetivo sobre la región eficiente un caso especial.

Por último, y también para el problema bicriterio:

Proposición 1.4.20 Sea { }21, i ∈  tal que ( ) ∅≠iPSz
E

 , . Entonces ( )( )iPSz
Ez

 ,  es un
conjunto unitario.



1.4.  ESCALARIZACIONES PARA EL VP 23

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que i = 1. Sea
( )

1
 , PSz

Ex ∈ . Sea z  = ( )xz . Entonces, ( )
1

 ,ˆ PSz
Ex ∈∀  ⇒  ( )xz ˆ1  = ( )xz1 , pues 

1
ˆ PSx ∈ .

Además, ( )xz ˆ2  = ( )xz2 , pues de lo contrario, ( )
1

 , PSz
Ex ∉  o ( )

1
 ,ˆ PSz

Ex ∉ .
�

1.4.2 Problema de la Norma Ponderada

Definición 1.4.21 Sean λ ∈ R k  y 1≤ < ∞p . Al problema

( )












∈−∑
=

Xxxzz
pk

i
i

I
ii /min

1

λ  se le denomina problema de la norma ponderada

asociado a P  y le denotaremos por P pλ , .

Obviamente, P pλ ,  es una versión generalizada del problema

ponderado Pλ , pues cuando 1=p , P pλ ,  se reduce a Pλ , supuesta la acotación

de cada una de las funciones objetivo sobre la región factible.

Proposición 1.4.22 kR ++∈∀ λ  se verifica que S EP
P

pλ ,
⊆ .

Demostración. Sea x SP p
∈

λ ,
 ⇒  ( ) ( )( )λi

i

k

i
I

i

p

i
I

i

p
z z x z z x

=
∑ − − − ≥

1

0 , ∀ ∈ x X .

Supongamos por reducción al absurdo que x E P∉  ⇒  ∃ ∈ �x X , z x z x( �) ( )≥  ⇒

( ) pI xzz ˆ−  ≤  ( ) pI xzz − . Como λ ∈ ++R k  ⇒  ( ) ( )( )λi
i

k

i
I

i

p

i
I

i

p
z z x z z x

=
∑ − − − <

1

0�

⇒  #, luego x E P∈ .
�

Análogamente se puede probar que:

Proposición 1.4.23 { }0\kR+∈∀ λ  se verifica que P
P WES

p
⊆

,λ
.

Igual que para el problema paramétrico, se verifica que las soluciones
no dominadas de ( )

pPSz
,λ

 también son no dominadas en Z  = ( )Xz .

Proposición 1.4.24 { }0\kR+∈∀ λ  se verifica que ( )
E E

z S PP p
,

,
 λ ⊆ .

Demostración. Sea { }0\kR+∈λ . Sea ( )
x E

z SP p∈
,

,
 λ  ⇒  x SP p

∈
λ ,

 ⇒

( ) ( )( )λi
i

k

i
I

i

p

i
I

i

p
z z x z z x

=
∑ − − − ≥

1

0 , ∀ ∈ x X . Supongamos por reducción al

absurdo que x E P∉  ⇒  ∃ ∈ �x X , z x z x( �) ( )≥  ⇒  ( ) pI xzz ˆ−  ≤  ( ) pI xzz −  ⇒
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( ) ( )( )λi
i

k

i
I

i

p

i
I

i

p
z z x z z x

=
∑ − − − ≤

1

0�  ⇒  �
,

x SP p
∈

λ
, z x z x( �) ( )≥  ⇒  #, pues

( )x E
z SP p∈
,

,
 λ  ⇒  x E P∈ .

�

De manera inmediata concluimos que:

Corolario 1.4.25 Sea { }0\kR+∈λ  tal que ( )
pPSz

,λ
 = { }z . Entonces P

P ES
p
⊆

,λ
.

1.4.3 Problema ε -Restringido con Maximización del
i-ésimo Objetivo

Definición 1.4.26 Sean kR∈ε  e { }, ..., ki 1∈ . Al problema
( ) ( ){ }ijxzXxxz jji ≠∀≥∈   , ,/max ε  se le conoce con el nombre de problema ε -

restringido con maximización del i-ésimo objetivo asociado a P , y le
denotaremos por ( )Pi ε .

El siguiente resultado no reviste dificultad:

Proposición 1.4.27 { }∀ ∈ i , ..., k1  se verifica que ( )
P

P WES
i
⊆ε .

En general, dado Xx ∈  denotaremos su imagen a través de z  por z
(= ( )xz ).

Proposición 1.4.28 x E P∈  si, y sólo si, { }∀ ∈ i , ..., k1  se verifica que

( )zPi
Sx ∈ .

Demostración.
“ ⇒ ”
Supongamos por reducción al absurdo que { }∃ ∈ i , ..., k1 , ( )zPi

Sx ∉  ⇒  ∃ ∈ x X ,

z x z xi i( ) ( )> , z x z xj j( ) ( )≥ , ∀ ≠ j i  ⇒  z x z x( ) ( )≥  ⇒  #, pues x E P∈ .

“ ⇐ ”
Como { }∀ ∈ i , ..., k1 , ( )zPi

Sx ∈  ⇒  /∃ ∈ x X , z x z x( ) ( )≥  ⇒  x E P∈ .
�

Proposición 1.4.29 { }∀ ∈ i , ..., k1  se verifica que ( )( ) PSz
EE iP ⊆ε , .

Demostración. Sea ( )( )εiPSz
Ex

 ,ˆ ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que
�x E P∉  ⇒  ∃ ∈ x X , z x z x( ) ( �)≥  ⇒  jj xz ε≥)( , ∀ ≠ j i . Ahora bien, como

( )εiPSx ∈ˆ  ⇒  )ˆ()( xzxz ii =  ⇒  ( )εiPSx ∈ , z x z x( ) ( �)≥  ⇒  #, pues ( )( )εiPSz
Ex

 ,ˆ ∈ .
�
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Corolario 1.4.30 Sea { }i , ..., k∈ 1 . Si ( )( )εiPSz  = { }z  entonces ( )
P

P ES
i
⊆ε .

Veamos que relaciones existen entre λP  y ( )Pi ε .

Proposición 1.4.31 Sea { }0\kR+∈λ . Entonces { }, ..., ki 1 ∈∀  tal que λ i > 0  y

λP
Sx ∈∀   se tiene que ( )zPi

Sx ∈ .

Demostración. Sean { }0\kR+∈λ , con λ i > 0  para cierto { }, ..., ki 1∈  y x S P∈
λ
.

Supongamos por reducción al absurdo que ( )zPi
Sx ∉  ⇒  ∃ ∈ �x X , z x z xi i( �) ( )> ,

z x z xj j( �) ( )≥ , ∀ ≠ j i  ⇒  ( ) ( )( )λ t z x z x� − >0  ⇒  λ λt tz x z x( �) ( )>  ⇒  #, pues

x S P∈
λ
. Luego ( )zPi

Sx ∈ .
�

Proposición 1.4.32 Sea { }0\kR+∈λ . Si ( )
λP

Sz  = { }z  entonces { }∀ ∈ i , ..., k1  se

verifica que ( )zPP i
SS ⊆

λ
.

Demostración. Directa combinando el Corolario 1.4.16 y la Proposición
1.4.28.

�

Teorema 1.4.33 Sea { }, ..., ki 1∈ . Si P  es un CVP y ( )εiPSx ∈  entonces

{ }0\ kR+∈∃ λ  tal que x S P∈
λ
.

Demostración. Directa aplicando la Proposición 1.4.27 y el Teorema 1.4.9.
�

1.4.4 Problema de Maximización de Holguras

Definición 1.4.34 Sea kR∈α . Al problema ( ){ }  , ,/max kt RsXxsxzse +∈∈=− α
se le conoce con el nombre de problema de maximización de holguras
asociado a P  y a α , y le denotaremos por ( )αP .

El problema de maximización de holguras constituye una de las
principales escalarizaciones del problema vectorial, como tendremos ocasión
de comprobar a lo largo de esta memoria.

Teorema 1.4.35 Si ( ) ( )αP
tt Ssx ∈ ,  entonces x E P∈ .

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que PEx ∉  ⇒
Xx ∈∃ ˆ , α  )()ˆ( ≥≥ xzxz . Sea ŝ  = ( ) α−xz ˆ  ⇒  0ˆ ≥s  y ss ≥ˆ  ⇒  ( ) ( )αPtt Xsx ∈ˆ ,ˆ ,

sese tt >ˆ  ⇒  ( ) ( )αP
tt Ssx ∉ ,  ⇒  #, luego x E P∈ .

�
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El siguiente resultado nos proporciona una idea (lamentablemente,
basada sólo en una condición suficiente) para hallar una solución eficiente
de un VP.

Sean Xx ∈  y ( ) kRxzz ∈= .

Corolario 1.4.36 ([Bn78], Theorem 3.2, [WnLee77], Theorem 2)2 Si
( ) ( )zP

tt Ssx ∈ˆ ,ˆ  entonces PEx ∈ˆ .

Efectivamente, el procedimiento se puede concretar en encontrar una
solución factible Xx ∈  y resolver ( )zP . Entonces, si el problema es acotado,
cualquier solución óptima será eficiente. Sin embargo, si ( )zP  es no acotado
no podemos concluir que E P = ∅ .

La importancia de la siguiente caracterización viene dada en que se
basa en la resolución de un único problema escalar relativamente sencillo.

Teorema 1.4.37 ([Bn78], Theorem 3.1, [WnLee77], Theorem 1)3 x E P∈  si, y
sólo si, ( )zP  es acotado, con valor objetivo óptimo 0.
Demostración.
“ ⇒ ”
Es evidente que ( )zP  es factible, pues ( ) ( )zPtt Xx ∈0 , . Supongamos por
reducción al absurdo que ( )zP  es no acotado, o acotado con valor objetivo
óptimo mayor que 0. En ambos casos, ∃ ∈ �x X , ,ˆ kRs +∈∃  0ˆ >set  ⇒  0ˆ ≥s  ⇒
z x z x( �) ( )≥  ⇒  #, pues x E P∈ .
“ ⇐ ”
( )zP  es acotado, con valor objetivo óptimo 0 ⇒  ( ) ( )zP

tt Sx ∈0 , . Ahora por el

Corolario 1.4.36 ⇒  x E P∈ .
�

Corolario 1.4.38 E P = ∅  si, y sólo si, kR∈∀ α , ( )αP  es no factible o no
acotado.
Demostración.
“ ⇒ ”
Supongamos por reducción al absurdo que kR∈∃ α , ( )αP  es acotado. Sea
( ) ( )αP

tt Ssx ∈ , . Por el Teorema 1.4.35 ⇒  x E P∈ ⇒  #, pues E P = ∅ .

                                           
2 Para el caso lineal, ver [EcKd75], Theorem 1.
3 En [Is74], Lemma 1, se cita un resultado análogo a éste para el caso lineal, el cual está referenciado a un
artículo de Charnes y Cooper de ¡1961!.
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“ ⇐ ”
Supongamos por reducción al absurdo que ∅≠PE  ⇒  PEx ∈∃  . Por el
Teorema 1.4.37 ⇒  ( ) kRxz ∈=∃ α , ( )αP  es acotado, con valor objetivo óptimo
0 ⇒  #.

�

El problema de maximización de holguras se puede especializar para
que sea de utilidad en el cálculo de soluciones débilmente eficientes.
Efectivamente, una opción consiste en considerar el siguiente problema
propuesto por Benson ([Bn86], p. 194): ( ){ }+∈∈≥− RsXxesxzs  , ,  /max α , y al
que denotaremos por ( )αP� .

Teorema 1.4.39 Si ( ) ( )αP
tt Ssx

�

∈ ,  entonces PWEx ∈ .

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que PWEx ∉  ⇒
Xx ∈∃ ˆ , α  )()ˆ( ≥> xzxz . Sea ŝ  = ( ){ }iiki xz α−≤≤ ˆmin1  ⇒  0ˆ >s , ss >ˆ  ⇒

( ) ( )αPtt Xsx
�∈ˆ ,ˆ , ss >ˆ  ⇒  ( ) ( )αP

tt Ssx
�

∉ ,  ⇒  #, luego PWEx ∈ .
�

Sean Xx ∈ , ( ) kRxzz ∈= . El Teorema 1.4.39 muestra que si el
problema ( )zP�  es acotado (factible seguro que es), entonces cualquier
solución óptima del mismo es débilmente eficiente.

La siguiente caracterización para soluciones débilmente eficientes es
de gran utilidad debido a su sencillez y fácil implementación.

Teorema 1.4.40 ([Bn86], Theorem 3) PWEx ∈  si, y sólo si, ( )zP�  es acotado,
con valor objetivo óptimo 0.
Demostración.
“ ⇒ ”
Es evidente que ( )zP�  es factible, pues ( ) ( )zPtt Xx

�∈0 , . Supongamos por
reducción al absurdo que ( )zP�  es no acotado, o acotado con valor objetivo
óptimo mayor que 0. En ambos casos, ∃ ∈ �x X , ,ˆ ++∈∃ Rs )(  )ˆ( xzesxz ≥−  ⇒

)()ˆ( xzxz >  ⇒  #, pues PWEx ∈ .
“ ⇐ ”
( )zP�  es acotado, con valor objetivo óptimo 0 ⇒ ( ) ( )zP

tt Sx
�

∈0 ,  ⇒  PWEx ∈ .
�

Corolario 1.4.41 ∅=PWE  si, y sólo si kR∈∀ α , ( )αP�  es no factible o no
acotado.
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Demostración.
“ ⇒ ”
Supongamos por reducción al absurdo que kR∈∃ α , ( )αP�  es acotado. Sea
( ) ( )αP

tt Ssx
�

∈ ,  ⇒  PWEx ∈ ⇒  #, pues ∅=PWE .

“ ⇐ ”
Supongamos por reducción al absurdo que ∅≠PWE  ⇒  PWEx ∈∃  . Por el
Teorema 1.4.40 ⇒  ( ) kRxz ∈=∃ α , ( )αP�  es acotado, con valor objetivo óptimo
0 ⇒  #.

�

1.4.5 Problema Paramétrico-Restringido

Definición 1.4.42 ([ChHm83], p. 148) Sean kR∈αλ  , . Al problema
( ) ( ){ }αλ    ,/max ≥∈ xzXxxzt  se le conoce con el nombre de problema híbrido o

paramétrico-restringido asociado a P , y le denotaremos por αλ ,P .

El problema αλ ,P  combina las ventajas del problema λP  (optimización

escalar) y del problema ( )αP  (región factible restringida).

Por otra parte, dado Xx ∈  con ( ) kRxzz ∈= , el problema zP ,λ  se puede

ver como una generalización de ( )zPi  sin más que tomar λ  = ie . Además, los
problemas αλ ,P  y ( )αP  tienen una estructura muy parecida (el primero

constituye una generalización del segundo), verificándose que 
α,ePS  = ( )αPS .

Consideremos, a partir de ahora, kR ++∈λ .

Teorema 1.4.43 P
P ES ⊆
αλ ,

.

Demostración. Sea 
αλ ,PSx ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que

PEx ∉ ⇒  Xx ∈∃ ˆ , α  )()ˆ( ≥≥ xzxz  ⇒  αλ ,ˆ PXx ∈ , )()ˆ( xzxz tt λλ >  ⇒  
αλ ,PSx ∉  ⇒  #,

luego x E P∈ .
�

El resultado dado anteriormente nos proporciona una condición
suficiente para hallar una solución eficiente de un VP, sin más que tener en
cuenta que P

P ES
z
⊆

,λ
, Xx ∈∀ .

Una condición necesaria y suficiente para que una solución sea
eficiente en función del problema αλ ,P  es:

Teorema 1.4.44 x E P∈  si, y sólo si, 
zPSx

,λ
∈ .
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Demostración.
“ ⇒ ”
Como Xx ∈  y zxz   )( ≥  ⇒  x  es factible para zP ,λ . Supongamos por reducción

al absurdo que 
zPSx

,λ
∉  ⇒  Xx ∈∃ ˆ , )(  )ˆ( xzxz ≥ , )()ˆ( xzxz tt λλ > . Como 0>λ

⇒  z x z x( �) ( )≥  ⇒ PEx ∉  ⇒  #.
“ ⇐ ”
Supongamos por reducción al absurdo que PEx ∉  ⇒  Xx ∈∃ ˆ , z x z x( �) ( )≥  ⇒

)(  )ˆ( xzxz ≥ , )()ˆ( xzxz tt λλ >  ⇒  
zPSx

,λ
∉  ⇒  #.

�

Corolario 1.4.45 E P = ∅  si, y sólo si, kR∈∀ α , αλ ,P  es no factible o no

acotado.
Demostración.
“ ⇒ ”
Supongamos por reducción al absurdo que kR∈∃ α , αλ ,P  es acotado. Por el

Teorema 1.4.43 ⇒  P
P ES ⊆≠∅

αλ ,
 ⇒  #.

“ ⇐ ”
Supongamos por reducción al absurdo que ∅≠PE  ⇒  PEx ∈∃  . Por el
Teorema 1.4.44 ⇒  ( ) kRxz ∈=∃ α , 

αλ ,PSx ∈  ⇒  #.
�

1.5 Clasificación de los VP
En esta sección damos una clasificación para los problemas de programación
vectorial, la cual se puede considerar una generalización de su contrapartida
escalar, sin más que tener en cuenta que el concepto de solución eficiente
para un VP es la extensión natural del concepto de solución óptima de un
SP. Existen clasificaciones alternativas a la aquí presentada, como las
formuladas por Evans y Steuer ([EvSt73]), Steuer ([St86]) o Isermann
([Is76]).

Sea P  un VP formulado según (1.4). Consideremos, en primer lugar,
las siguientes definiciones:

Definición 1.5.1 P  es no factible si, y sólo si, X = ∅ .

Definición 1.5.2 P  es (débilmente) acotado si, y sólo si, E P ≠ ∅  ( ∅≠PWE ).

Obsérvese que la acotación de P  es independiente de la acotación o no
de PE .
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1x

2x

1

X

Figura 1.1

Definición 1.5.3 P  es no (débilmente) acotado si, y sólo si, X ≠ ∅  y E P = ∅
( ∅=PWE ).

La siguiente es una clasificación exhaustiva y mutuamente
excluyente de los problemas de programación vectorial.

Proposición 1.5.4 Si P  es un VP entonces siempre se da sólo uno de los
siguientes casos: (i) P  es no factible, (ii) P  es (débilmente) acotado, (iii) P  es
no (débilmente) acotado.

No queremos dejar de mencionar que la clasificación de Isermann
([Is76], Definition 3), propuesta para el caso lineal, puede comprobarse que
es formalmente equivalente a la aquí presentada.

Las siguientes propiedades son inmediatas:

Proposición 1.5.5 Si X  es acotado entonces P  es (débilmente) acotado.

Es claro que el recíproco no es cierto en general, como pone de
manifiesto el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 1.5.6 Consideremos el problema P  ≡  ( ){ }2
221  ,1/,max +∈≤− Rxxxx .

Es evidente que X  es no acotado (Figura 1.1) y, sin embargo, ( ){ }1,1=PE .
�

Como PP WEE ⊆ , tenemos:

Proposición 1.5.7 Si P  es acotado entonces P  es débilmente acotado.
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1x

2x

X

Figura 1.2

Sin embargo, el recíproco puede que no se dé, es decir, un problema
puede ser débilmente acotado y no acotado, simultáneamente.

Ejemplo 1.5.8 Consideremos el problema P  ≡  { }2
2  ,1/max +∈≤ Rxxx . La

región factible de este ejemplo coincide con la del Ejemplo 1.5.6 (ver Figura
1.1 para su representación gráfica). Evidentemente, E P = ∅ , pero ∅≠PWE

pues ( ) 21 ,0 +∈=∃ Rtλ  tal que SPλ
= {}1×+R .

�

Proposición 1.5.9 Si { }∀ ∈  ... ,i k1, , Pi ≡  { }Xxxzi ∈/)(max  es acotado
entonces P  es (débilmente) acotado.
Demostración. Como { }∀ ∈  ... ,i k1, , Pi  es acotado ⇒  kI Rz ∈∃  ,

( )XzZz =∈∀  , Izz   ≤  ⇒  ∀ ∈ ++ R kλ , Zz ∈∀  , Itt zz λλ ≤  ⇒  ∀ ∈ ++ R kλ , Pλ  es

acotado ⇒  E P ≠ ∅ .
�

No es cierto que si P  es (débilmente) acotado entonces { }ki ..., ,1 ∈∃  tal
que Pi  es acotado. Efectivamente:

Ejemplo 1.5.10 Consideremos el problema P  ≡  { }2
21  ,1/max Rxxxx ∈=+

cuya región factible se representa en la Figura 1.2. Evidentemente,
XWEE PP ==  = { }1/ 21

2 =+∈ xxRx  y, sin embargo, 1z  y 2z  son no acotadas
en X .

�

Adicionalmente también podemos escribir los siguientes resultados:
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Corolario 1.5.11 Si P  es no acotado entonces { }∃ ∈  ...,i k1,  tal que Pi  es no
acotado.

Proposición 1.5.12 Si { }∃ ∈  ...,i k1,  tal que Pi  es acotado entonces P  es
débilmente acotado.
Demostración. Si { }∃ ∈  ... ,i k1, , Pi  es acotado ⇒  ∅≠

iPS . Ahora, por el

Corolario 1.4.14 ⇒  ∅≠PWE .
�

Corolario 1.5.13 Si P  es no débilmente acotado entonces { }ki ..., ,1 ∈∀  se
verifica que Pi  es no acotado.

1.6 El Problema de Programación Vectorial Lineal
El problema de programación vectorial (1.4) se dice que es un problema de
programación vectorial lineal, denotado por LVP (acrónimo de Linear Vector
Program), cuando cada función objetivo es lineal y la región factible es un
poliedro.

El LVP ha atraído a lo largo del tiempo una considerable atención,
tanto desde el punto de vista teórico como práctico. Por una parte, su
adecuación a una gran cantidad de situaciones del mundo real está fuera de
toda duda y, por otro lado, su estructura especial permite elegantes y útiles
desarrollos teóricos y algorítmicos que, lamentablemente, no son posibles en
los problemas de programación vectorial de índole más general.

En esta sección introduciremos la notación y terminología asociada a
los modelos LVP.

Convendremos en que la formulación matemática estándar de un
LVP, es la siguiente:

( )
{ } 


∈∈ +  :s.a

)max(imizar

 /  Ax=bRxX =    x

   =  Cx    x  z
n

(1.5)

donde nm

t
m

t

 R

a

a

A ×∈















= �

1

 , es la matriz de restricciones, b  Rm∈ , el vector de

recursos, y nk

t
k

t

 R

c

c

C ×∈















= �

1

 , la matriz criterio o de costos.

Supondremos, sin pérdida de generalidad, que A  es una matriz
regular por filas, es decir, de rango m , lo cual se traduce, en términos
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prácticos, en que todas las restricciones redundantes han sido eliminadas
([Hd62], p. 123).

Sea P  el LVP formulado en (1.5). Consideraremos que la terna
( )m n k, ,   nos da la dimensión o tamaño del problema P .

De la descripción de P  se desprende que si ∅≠X  entonces X  es
apuntado ([Mr83], Theorem 3.2).

La región objetivo viene dada por:
( ) { }X  Cx / xXz ∈= (1.6)

Es conocido que ( )Xz  es un poliedro (ver [Rc70], Theorem 19.3).

1.6.1 Nomenclatura
Dado un poliedro X  arbitrario, a partir de ahora utilizaremos la siguiente
notación:

•  xpX ↔ conjunto de puntos extremos de X ,

•  xdX ↔ conjunto de direcciones extremas de X ,
•  eX ↔ conjunto de aristas de X ,
•  xrX ↔ conjunto de rayos extremos (aristas no acotadas) de X ,

•  q
fX ↔ conjunto de caras de X  de dimensión q  y

•  fX ↔ conjunto de todas las caras de X .

Ahora son claros los siguientes resultados: 0
fX  = xpX , 1

fX  = eX ,

exr XX ⊆  y fX  = 
( )

�
X

q

q
fX

dim

0=

.

Dado xpXx ∈ , sea ( )xB  el conjunto de todas las bases de A  asociadas

a x . Sabemos que en el caso de no degeneración, este conjunto es unitario
([Mr83], p. 325).

Definición 1.6.1 ([St86], Definition 7.3) Se llama cono criterio o cono
gradiente de problema P , y lo denotaremos por ( )V C , al cono generado por
los k  gradientes de las funciones objetivo ({ }k,  ..., cc1 ), es decir, ( )V C  =

{ }v R v C Rn t t k∈ = ∈ +/ ,λ λ  = 






 ∀≥=∈ ∑

=

k

i
ii

n icvRv
1

i    0  ,/ λλ .

La importancia del cono criterio viene dada porque es un indicador del
tamaño de la región eficiente del problema y de la dificultad que,
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probablemente, tendremos a la hora de resolver el mismo. En general, se
considera ([St86], p. 177) que cuanto más grande es el cono criterio mayor es
E P . Además, está íntimamente relacionado con la existencia y conexión de
las soluciones eficientes.

Definición 1.6.2 ([Bt80], p. 696) Si consideramos como soluciones de P  a
E P  ( PWE ), se llama cono de preferencias o de dominación (débil) para la
matriz C  al cono polar semipositivo (positivo) del cono generado por las filas
de C , es decir, al conjunto { } { } 0   0/ �≥∈=≥ CdRdC n

( { } { } 0   0/ �>∈=> CdRdC n ).

Los conos de preferencias juegan un importante papel en la
programación vectorial, pues proporcionan una interpretación geométrica
valiosa. En general, cuanto más pequeño sea el cono de preferencias mayor
será E P .

A los elementos no nulos del cono de preferencias (débil) se les
denomina direcciones de preferencia o de mejora o de dominación (débil) de
P  pues dados x X1 ∈ , ≥∈ Cd  ( >∈ Cd ), si dxx += 12  entonces 12 CxCx ≥
( 12 CxCx > ) y, en este caso, se dice que 2x  domina (débilmente) a x 1  en la
dirección d ([Bt77], p. 123).

Definición 1.6.3 ([St86], Definition 6.15) Sea Xx ∈ . Se llama conjunto de
dominación (débil) de x , y se denota por xD  ( xWD ) a ≥+Cx  =

{ }≥∈∈+ CdRdx n/   ( >+Cx  = { }>∈∈+ CdRdx n/  ).

Debido a la estructura especial que presenta la región factible de un
LVP (poliedro) es posible, y conveniente, hacer distinciones entre los
elementos de la frontera eficiente. Así:

Definición 1.6.4 Un vector x  se dice que es un punto extremo o vértice
(débilmente) eficiente del problema P  si, y sólo si, P

xp EXx �∈

( P
xp WEXx �∈ ).

Al conjunto de todos los puntos extremos (débilmente) eficientes del
problema P  lo denotaremos por P

xpE  ( P
xpWE ).

De análoga manera, las siguientes definiciones, dadas para el caso
eficiente, se extienden de forma inmediata para el caso débilmente eficiente.

Definición 1.6.5 eX∈δ  se dice que es una arista eficiente del problema P

si, y sólo si, cualquier punto de la arista es eficiente, es decir, PE⊆δ .
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El conjunto de las aristas eficientes del problema P  lo denotaremos
por P

eE .

Como las aristas del problema pueden ser acotadas (bounded edges) o
no acotadas (unbounded edges), parece lógico que también las distingamos
en P

eE  utilizando, respectivamente, la siguiente notación: P
beE  y P

ueE .

Definición 1.6.6 r  es un rayo extremo eficiente del problema P  si, y sólo si,
(i) xrXr ∈  y (ii) PEr ⊆ .

Al conjunto de todos los rayos extremos eficientes del problema P  lo
denotaremos por P

xrE .

Es directo el siguiente resultado:

Proposición 1.6.7 P
xrE  = P

ueE .

Definición 1.6.8 d  es una dirección extrema eficiente del problema P  si, y
sólo si, { } P

xrERdxr ∈∈+=∃ +λλ / .

El conjunto de las direcciones extremas eficientes lo especificaremos
por P

xdE .

Definición 1.6.9 Sean P
xpExx ∈21, . Se dice que x1 y x 2 son E-adyacentes si, y

sólo si, (i) x1 y x 2 son adyacentes y (ii) la arista que los une ( { }( )21, xxCVH ) es
eficiente.

El hecho de que x1  y x 2  sean E-adyacentes lo denotaremos por
21 ~ xx E .

La Definición 1.6.9 es equivalente a las dadas en [Gal77] (Definition
2.6), [Is77a] (Definition. 3), [ChHm83] (p. 242), [St86] (Definition 9.22) y es
ligeramente diferente de las utilizadas en [Zl74] y [Zl82], donde sólo se exige
que ambos vértices sean adyacentes y eficientes. Conviene advertir que este
matiz es importante porque es posible que dos vértices sean adyacentes y
eficientes pero no E-adyacentes, como se ilustrará en el Ejemplo 2.5.10.

En general, si fXF ∈ , entonces:

Definición 1.6.10 F  es una cara eficiente del problema P  si, y sólo si,
cualquier punto de la cara es eficiente, es decir, F E P⊆ .
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El conjunto de las caras eficientes lo denotaremos por P
fE .

Definición 1.6.11 F  es una cara eficiente maximal del problema P  si, y
sólo si, F es un elemento maximal del conjunto de las caras eficientes de X
ordenadas según la inclusión de conjuntos, es decir, i) P

fEF ∈  y ii) P
fEF ∈∃/ ' ,

F F⊂ ' .

El conjunto de las caras eficientes maximales de P  lo denotaremos
por P

mfE .

Nótese que no todas las caras eficientes maximales de un LVP tienen
que ser de la misma dimensión.

En programación vectorial lineal, el conjunto E P , se suele dar (ver
sección 1.7) como la unión de todas las caras eficientes maximales de P , las
cuales quedan caracterizadas por sus puntos y/o rayos extremos.

Sea P
xpEx ∈ . Denotaremos por ( )xE P

e , ( )xE P
be , ( )xE P

ue , ( )xE P
f  y ( )xE P

mf ,

respectivamente, a los conjuntos de aristas eficientes, aristas eficientes
acotadas, aristas eficientes no acotadas, caras eficientes y caras eficientes
maximales, incidentes en x .

Vamos a ilustrar algunos de los conceptos dados con el siguiente
ejemplo extraído de [Jr92], p.100:

Ejemplo 1.6.12 Consideremos el problema:

P  ≡  





















∈



















≤



















+
3 ,

1

3

3

5

  

100

010

001

011

/max Rxxx

Teniendo en cuenta la representación gráfica de la región factible (ver Figura
1.3), y denotando por ( )CVH  la envolvente convexa de un conjunto de
puntos, es claro que:

E P  = P
eE  = P

beE  = { }( )32 , xxCVH , P
xpE  = { }32 , xx , ∅=P

ueE , PWE  =

{ }( )8721 ,,, xxxxCVH  �  { }( )7632 ,,, xxxxCVH  �

{ }( )6543 ,,, xxxxCVH  �  { }( )94321 ,,,, xxxxxCVH  y P
xpWE  =

{ }987654321 ,,,,,,,, xxxxxxxxx .
�
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1 9x

Figura 1.3

Sean ( )xBB ∈  y  R  = ( )mnkN-B RN -CBC −×∈1 , la correspondiente matriz
de costos reducidos.

Definición 1.6.13 ([Gal77], Definition 2.5, [ArMl91], p. 471) Se dice que B
es una base eficiente si la solución factible básica (s.f.b.) asociada es eficiente.

Al conjunto de todas las bases eficientes del problema P  lo
denotaremos por P

BE . Claramente, el conjunto de bases eficientes asociada a
x , denotado por ( )xE P

B , viene dado por ( ) P
BExB � .

Definición 1.6.14 ([ArMl91], p. 471)1 Una base eficiente B  se dice que es
dual-eficiente si, y sólo si, ∃ ∈ ++ λ R k  tal que λ t R  ≥ 0 . Cuando sea conocido λ
diremos que B  es una base λ -dual-eficiente.

Al conjunto de todas las bases duales-eficientes del problema P  lo
denotaremos por P

DBE . Por la definición, P
B

P
DB EE ⊆ .

                                           
1 Equivalente a la definición de base factible dual dada en [Is77], Definition 5. Algunos autores como
Steuer ([St86], Definition 9.9) y Hartley ([Hr83], p. 5) lo denominan base eficiente.
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Utilizando el mismo estilo de notación, al conjunto de bases duales-
eficientes asociadas a x  lo denominaremos ( )xE P

DB . Evidentemente, ( )xE P
DB  =

( ) P
DBExB � .

La importancia del concepto de base dual-eficiente se entenderá más
adelante cuando se den las caracterizaciones de eficiencia asociadas a
soluciones factibles básicas (capítulo 2) y se estudie la dualidad (capítulo 3).

Veremos que si no hay degeneración los conceptos de base eficiente y
dual-eficiente coinciden ( P

BE = P
DBE ), pero que si x  es una solución factible

básica degenerada, no todas sus bases asociadas tienen que ser duales
eficientes (aunque, al menos, una sí, es decir, ( ) ( ) ∅≠xExE P

DB
P
B � ).

Si designamos por ( )BI  a { }0  / ≥∈ ++ RR tk λλ , entonces P
DBEB ∈  si, y sólo

si ( ) ∅≠BI . A ( )BI  sele conoce como región de indiferencia asociada a la
base B .

1.6.2 El LVP Expresado en Formato de Tabla

Dado el problema P  ≡  { }nRxbAxCx +∈=  , / max  y una base B  de A

(= [ ]NB ), sean { }nJJJ NB  ..., ,1, =⊆  los conjuntos de índices asociados a las
variables básicas y no básicas, respectivamente, y denotemos por Bx  ( Nx ) a

las variables básicas (no básicas) de x . Designando por BC  ( NC ) las
columnas de C  asociadas a BJ  ( NJ ) entonces P  se puede reescribir como:

( )

( )

















≥≥
























×

×

00

0

  0

:a s.

max

1

   , x   x

= 
x

x
 , CCz - 

= b

z

x

x

B, N, 

  z

NB

k
N

BNB

N

B

km (1.7)

Los datos del problema anterior admiten la expresión matricial
siguiente:

( )
( ) 





























×

×

×

×

1

1

0

0

2

1
     

k

m
N

B

kk
NB

km b
  =  

  z

  x

     x

 
I-C-C

NB
(1.8)
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El sistema (1.8) lo podemos transformar de forma equivalente en:

( )

( ) 















































′

′

×

×

××

××

1
1

1
1

1

1

0

0

2

1

    

k
-B

m
-

N

B

kk
N-B

mk

km
-

mm

bB  C

   bB 

  =  

  z

  x

     x

  

       I N-CB     C  

          N                 B   I

 (1.9)

donde ( ) ( )1  = 1 1-B′ y ( ) ( ) ( )122 ′′   + C = B .

Utilizando un formato de tablas, obtendríamos lo que se conoce como
tabla canónica asociada a B  ([YuZl75], p. 443).

v.b.   Bx                Nx r.h.s.

Bx N   B            I -
mm

1
× 1

1   ×m
- b B

z N-B
mk N -CBC     10  × 1

1
×k

-B bB C

A la tabla anterior la denotaremos por ( )BT . Este arreglo de datos
constituye una manera clara y ordenada de presentar información local
(relativa a vértices) para muchos algoritmos generadores de soluciones
eficientes (ver capítulo 4).

Sea tx = ( )  , t
N

t
B xx  = ( )( )tt

bB 0,1−  el punto extremo asociado a B . Es
claro que si x  es no degenerado, sólo tiene asociada una única tabla
canónica. En caso contrario, pueden haber múltiples tablas canónicas
asociadas a x .

En función de ( )BT , llamando Y = B N−1 , b  =  bB-1 ,  R  = N-B N -CBC 1

y z  = xC , se tiene que: Xx ∈∀   , xB = b Yx N− . Además, z  = Cx = NRxz −  =

N
B RxbC − .

Más concisamente, y en formato matricial, ( )BT  se escribe ahora
como:







zR

bYI

0

Dado NJj ∈ , se define la razón mínima del simplex primal ([Mr83], p.
66) como:

jθ  = 
{ }








∈∀≤∞












>

miy

y
y

b

ij

ij
ij

i

,,1   0 si  

0/min

�

(1.10)
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Entonces, si ∞<< jθ0 , cuando se introduce jx  en la base se obtiene

una nueva s.f.b. (solución factible básica) jx  = j
jdx θ+ , con valores objetivos

jz  = jxC  = j
j rxC θ− , donde j

Bd  = jy− , j
Nd  = je , siendo jy , jr  las columnas

j  de Y  y R , respectivamente y mn
j Re −∈  un vector de ceros con un 1 en la

componente j .

Por último, y en función de la notación recién introducida, el problema
(1.5) puede formularse de varias maneras:

Proposición 1.6.15 El problema (1.5) admite las siguientes formulaciones
equivalentes (en el sentido de que no varían las regiones eficientes):
i) { }mn

NNN RxbYxRx −
+∈≤   ,  /min , donde NBY 1−=  y bBb 1−= .

ii) { }fx

fxfx
fx

fx

fx

fx

fx  ,/max
J

RxxAbxAxC +∈−= , donde fxJ = { }fija es / jxJj ∈ , 
fx

J

= fx\ JJ .
Demostración. Inmediata, sin más que aplicar la Proposición 1.3.14
tomando, para i), bBC B 1−−=α  y, para ii), fx

fx xC−=α .
�

1.7 Resultados Básicos para el LVP
En esta sección vamos a estudiar una serie de resultados que son específicos
de los problemas lineales y que constituyen la piedra angular de la
programación vectorial lineal. Comprobaremos, además, como la dualidad
escalar resulta ser, para el modelo LVP, una herramienta extremadamente
útil y potente.

Obsérvese que en términos formales, cualquier LVP es un CVP y, por
supuesto, un VP siéndole, por tanto, aplicables de forma automática todos
los resultados obtenidos para éstos últimos.

Comenzaremos dando algunos nuevos teoremas de la alternativa para
sistemas de desigualdades lineales que se erigirán en eficaces instrumentos
de desarrollo teórico a lo largo de esta memoria.

1.7.1 Teoremas de la Alternativa

Sean mxnRA∈ , mRb ∈ , kxnRC ∈ , kR∈α , matrices de coeficientes (fijas), tales
que ( )α,C  es no nula.

Teorema 1.7.1 El sistema bAx = , 0   ≥x , α  ≥Cx , tiene solución si, y sólo si,
el sistema ttt CAu 0  ≥− λ , butt >αλ , 0   ≥λ  no tiene solución.
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Demostración. bAx = , 0   ≥x , α  ≥Cx , tiene solución ⇔  0=+− byAx , 0>y ,

0   ≥x , 0  ≥− yCx α , tiene solución ⇔  ( ) 0, =




−
y

x
bA , ( ) 01,0 >





y

x
,

0  
0

≥











− y

x

C

I

α
, tiene solución. Aplicando el teorema de la alternativa de

Motzkin ([Mn69], p. 28) ⇔  ( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,,1,0 =−++−+ bAuIwCs ttt αλ ,
0   ≥w , 0>s , 0   ≥λ , no tiene solución ⇔  ttt CAu 0  ≥− λ , butt >αλ , 0   ≥λ , no

tiene solución.
�

Teorema 1.7.2 El sistema bAx = , 0   ≥x , α≥Cx , tiene solución si, y sólo si,
los sistemas ttt CAu 0  ≥− λ  con butt ≥αλ , 0>λ  o butt >αλ , 0   ≥λ  no tienen
solución.
Demostración. bAx = , 0   ≥x , α≥Cx , tiene solución ⇔  0=+− byAx , 0>y ,

0   ≥x , 0≥− yCx α , tiene solución ⇔  ( ) 0, =




−
y

x
bA , ( ) 01,0 >





y

x
,

( ) 0  0, ≥





y

x
I , ( ) 0, ≥




−
y

x
C α , tiene solución. Aplicando el teorema de la

alternativa de Slater ([Mn69], p. 27) ⇔  los sistemas
( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,,1,0 =−++−+ bAuIwCs ttt αλ , 0   ≥w , con 0≥s , 0>λ  o 0>s ,

0   ≥λ , no tienen solución ⇔  los sistemas ttt CAu 0  ≥− λ , con butt ≥αλ , 0>λ  o
butt >αλ , 0   ≥λ , no tienen solución.

�

Corolario 1.7.3 Sea xC=α  donde x X∈  = { }bAxRx n =∈ + / . Entonces, bAx = ,
0   ≥x , α≥Cx  no tiene solución si, y sólo si, ttt CAu 0  ≥− λ , butt =αλ , 0>λ ,

tiene solución.
Demostración. bAx = , 0   ≥x , α≥Cx , no tiene solución ⇔  Alguno de los
sistemas ttt CAu 0  ≥− λ , con butt ≥αλ , 0>λ  o butt >αλ , 0   ≥λ , tiene solución.
Ahora bien, como ttt CAu 0  ≥− λ , x X∈  ⇒   xCxAu tt λ−  = αλttbu − 0≥
⇒ αλttbu ≥  en ambos casos. Luego butt >αλ  no puede darse. Así,

ttt CAu 0  ≥− λ , butt =αλ , 0>λ , tiene solución.
�

Se pueden obtener unos resultados análogos a los anteriormente
dados que serán de utilidad para el estudio de la eficiencia débil de un
punto.

Teorema 1.7.4 bAx = , 0   ≥x , α>Cx , tiene solución si, y sólo si,
ttt CAu 0  ≥− λ , butt =−δαλ , ( ) 0, ≥δλt , no tiene solución.
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Demostración. bAx = , 0   ≥x , α>Cx , tiene solución ⇔  0=+− byAx , 0>y ,

0   ≥x , 0>− yCx α , tiene solución ⇔  ( ) 0, =





−

y

x
bA , 0

10
>










 −
y

xC
t

α
,

( ) 0  0, ≥





y

x
I , tiene solución. Aplicando el teorema de la alternativa de

Motzkin ([Mn69], p. 28), ⇔  ( ) ( ) ( ) 0,0,
10

, =−++




 −
bAuIs

C tt
t

t α
δλ ,

0   ≥s , ( ) 0, ≥δλt , no tiene solución ⇔  ttt CAu 0  ≥− λ , butt =−δαλ ,
( ) 0, ≥δλt , no tiene solución.

�

Corolario 1.7.5 Sea X  = { }bAxRx n =∈ + / ∅≠ . Entonces, bAx = , 0   ≥x ,
α>Cx , no tiene solución si, y sólo si ttt CAu 0  ≥− λ , butt ≥αλ , 0≥λ , tiene

solución.
Demostración. bAx = , 0   ≥x , α>Cx , no tiene solución ⇔  ttt CAu 0  ≥− λ ,

butt =−δαλ , ( ) 0, ≥δλt , tiene solución. Ahora bien, no puede ocurrir que
0=λ , 0>δ  pues ⇒  tt Au 0  ≥ , 0<but . Dado Xx ∈  arbitrario, ⇒

0≥= buAxu tt  ⇒  #. Luego t0  ≥− CAu tt λ , butt ≥αλ , 0≥λ , tiene solución.
�

1.7.2 Caracterizaciones de Eficiencia

Consideremos el LVP, P  ≡  { }XxCx ∈ / max , donde X  = { }bAxRx n =∈ +  / .

Teorema 1.7.6 (Condiciones de Eficiencia para el Caso Lineal) Sea x X∈ .
Entonces, x E P∈  si, y sólo si, el sistema ttt CAu 0  ≥− λ , buxC tt =λ , 0>λ , tiene
solución.
Demostración. x E P∈  ⇔  bAx = , 0   ≥x , xCCx ≥ , no tiene solución.
Llamando xC=α  y aplicando el Corolario 1.7.3 ⇔  el sistema ttt CAu 0  ≥− λ ,

buxC tt ≥λ , 0>λ , tiene solución.
�

Corolario 1.7.7 x E P∈  si, y sólo si, kR ++∈∃ λ  tal que 
λPSx ∈ .

Demostración. Basta utilizar Teorema 1.7.6 y aplicar dualidad escalar.
�

El siguiente resultado, aparentemente nuevo, proporciona un
procedimiento práctico para comprobar la eficiencia de un punto arbitrario
(no necesariamente extremo).
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Corolario 1.7.8 Sea x X∈ . Entonces, x E P∈  si, y sólo si, el problema
{ }0  ,  ,,0  /min ≥≥=−≥− sexCsbuCAus tttt λλλ  es acotado con valor óptimo 0.

Demostración. x E P∈  ⇔  el sistema ttt CAu 0  ≥− λ , buxC tt =λ , 0>λ , tiene
solución. Como xCbu tt λ≥  ⇔  el problema

{ }0  ,  ,,0  /min ≥≥=−≥− sexCsbuCAus tttt λλλ  es acotado con valor óptimo 0.
�

Una formulación alternativa de las condiciones de eficiencia para el
caso lineal sería:

Teorema 1.7.9 ([Krn74], Lemma 1) x E P∈  si, y sólo si, ( ) mktt Ru +∈∃  , λ  tal
que ( )ttt ux  , , λ  es solución de: i) bAx = , 0  ≥x , ii) ttt AuC 0  - ≤λ , e   ≥λ , iii)
( ) 0  - =xAuC ttλ .

Evidentemente, siempre podemos escribir que:
PE  = { }exCxbuAuCbAxRx tttttn    0,  ,0 ,0  - ,/ ≥≥=−≤=∈ λλλ .

El Teorema 1.7.9 establece una relación entre la eficiencia y las
condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker ([Mr83]). Las
principales dificultades que presenta dicha caracterización de PE  son las
dimensiones del sistema de restricciones y la complejidad del mismo.
Efectivamente, hay un incremento de 1++ kn  restricciones y km +
variables respecto la problema original P  y, por otro lado, el sistema es no
lineal.

Análogamente,

Teorema 1.7.10 (Condiciones de Eficiencia Débil para el Caso Lineal) Sea
x X∈ . Entonces, PWEx ∈  si, y sólo si, el sistema ttt CAu 0  ≥− λ , buxC tt =λ ,

0≥λ , tiene solución.
Demostración. PWEx ∈  ⇔  bAx = , 0   ≥x , xCCx > , no tiene solución .
Llamando xC=α  y aplicando el Corolario 1.7.5 ⇔  el sistema ttt CAu 0  ≥− λ ,

butt ≥αλ , 0≥λ , tiene solución. Ahora bien, como ttt CAu 0  ≥− λ
⇒  xCxAu tt λ−  = αλttbu − 0≥  ⇒ αλttbu ≥ . Luego, ttt CAu 0  ≥− λ , buxC tt =λ ,

0≥λ , tiene solución.
�

Corolario 1.7.11 PWEx ∈  si, y sólo si, { }0 −∈∃ +
kRλ  tal que 

λPSx ∈ .

Además, PWE  = { }0 0,  ,0 ,0  - ,/ ≥≥=−≤=∈ λλλ xCxbuAuCbAxRx tttttn .
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De nuevo, se puede dar sin dificultad un procedimiento eficaz y
novedoso para comprobar la eficiencia débil de un punto arbitrario (no
necesariamente extremo).

Corolario 1.7.12 Sea x X∈ . Entonces, PWEx ∈  si, y sólo si, el problema
{ }0  ,0  ,1,,0  /min ≥≥==−≥− sexCsbuCAus tttttt λλλλ  es acotado con valor

óptimo 0.

El problema ponderado asociado a P , Pλ  ≡  { }nt RxbAxCx +∈=  ,/max λ ,
juega un papel fundamental en la programación vectorial lineal y será, por
tanto, objeto de un detenido y minucioso estudio a lo largo de esta memoria.

El dual del problema Pλ , el cual denotaremos por Dλ , se formula
como:

{ }mttt RuC A ubu ∈≥  ,/min λ

El teorema que vamos a enunciar a continuación, constituye en
nuestra opinión, uno de los más importantes resultados de la programación
vectorial lineal, permitiéndonos establecer un valioso puente entre las dos
distintas realidades que constituyen la optimización escalar y la vectorial.

Teorema 1.7.13 ([EvSt73], Corollary 1.4) E P  = SP

k

λ
λ ∈Λ 0
� .

Demostración. Si ∅=X , el teorema es trivial. Supongamos X ≠ ∅ .

�
0
k

PSx
Λ∈

∈
λ

λ
 ⇔  0 kΛ∈∃ λ , 

λPSx ∈ . Por dualidad escalar, ⇔  0 kΛ∈∃ λ , mRu ∈∃  ,

t0  ≥− CAu tt λ , buxC tt =λ  ⇔  kR ++∈∃ λ , mRu ∈∃  , ttt CAu 0  ≥− λ , buxC tt =λ  ⇔
x E P∈ .

�

Debido al teorema anterior, la programación vectorial lineal y la
programación (escalar) lineal de costos paramétricos están íntimamente
relacionadas.

Veamos una interesante variante de las condiciones de eficiencia.
Para ello daremos, en primer lugar, un resultado clásico de la programación
lineal escalar.

Teorema 1.7.14 Consideremos el problema escalar { }Xxxct ∈/max  (Q ),
donde { }bAxRxX n   / ≤∈= . Sean x X∈  e I  el conjunto de índices asociados a
desigualdades activas (aquellas que se dan con igualdad) en x . Entonces,

QSx ∈  si, y sólo si, IRu +∈∃   tal que t
I

t cAu = .



1.7.  RESULTADOS BÁSICOS PARA EL LVP 45

Demostración. Por hipótesis, x X∈ . Efectivamente, si QSx ∈ , por dualidad

⇔  mRu +∈∃  , tt cAu = , ( ) 0=− xAbut ⇔  IRu +∈∃  , t
I

t cAu = .
�

Corolario 1.7.15 ([Ph72], Theorem 3) Sean x X∈  = { }bAxRx n   / ≤∈  e I  el
conjunto de índices asociados a las desigualdades activas en x . Entonces,
x E P∈  si, y sólo si, kR ++∈∃ λ , mRu ′

+∈∃   tales que t
I

tt AuC 0- =λ .

Demostración. Por el Corolario 1.7.7, x E P∈  ⇔  kR ++∈∃ λ , 
λPSx ∈ . Ahora

basta utilizar el teorema anterior.
�

Son inmediatos los siguientes corolarios, sin más que tener en cuenta
que P  es un CVP.

Corolario 1.7.16 PWE  = 
{ }

�
0−Λ∈ k

PS
λ

λ
.

Corolario 1.7.17 E P  = E p
P .

Luego, el LVP no tiene soluciones eficientes impropias.

1.7.3 Estructuración del Conjunto de Soluciones Eficientes

Sean fXF ∈  arbitraria y kR∈λ . Si denotamos por 0F  el interior relativo de

F , se sabe por la programación lineal escalar (aunque también se justificará
en el capítulo 2, Corolario 2.4.23) que:

Teorema 1.7.18 Si ∅≠
λPSF �

0  entonces 
λPSF ⊆ .

El siguiente resultado nos dice que si un punto del interior relativo a
una cara es eficiente, entonces toda la cara es eficiente.

Corolario 1.7.19 Si ∅≠PEF �
0  entonces F E P⊆ .

En particular,

Corolario 1.7.20 Si ∅≠PEX �
0  entonces XE P = .

Corolario 1.7.21 Si ∅≠PE  y ∅=PEX �
0  entonces E FP

t
t

T

⊆
=1
� , donde tF  es

una cara propia de X .
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Demostración. Sabemos que E P  = SP

k

λ
λ ∈Λ 0
� . Si ∅=PEX �

0  ⇒  ∀ ∈ λ Λ k
0 ,

∅=
λPSX �

0  ⇒  ∀ ∈ λ Λ k
0 , S FP t

t

T

λ
⊆

=1
�  ⇒  E FP

t
t

T

⊆
=1
� .

�

Análogamente, para las soluciones débilmente eficientes es posible
escribir:

Corolario 1.7.22 Si ∅≠PWEF �
0  entonces PWEF ⊆ .

Corolario 1.7.23 Si ∅≠PWEX �
0  entonces XWE P = .

Corolario 1.7.24 Si ∅≠PWE  y ∅=PWEX �
0  entonces �

T

t
t

P FWE
1=

⊆ , donde

tF  es una cara propia de X .

Los resultados anteriores son importantes en programación vectorial
lineal, pues aseguran que el conjunto E P  ( PWE ), o es todo X  o está
contenido en la frontera de X . Por esta razón, a E P  ( PWE ) también se le
conoce como frontera (débilmente) eficiente de P  y se suele expresar como la
unión de todas las caras (débilmente) eficientes maximales de P .

El siguiente teorema garantiza que podemos asociar a cualquier cara
eficiente al menos un parámetro de 0

kΛ .

Teorema 1.7.25 F E P⊆  si, y sólo si, ∃ ∈ λ Λ k
0  tal que 

λPSF ⊆ .

Demostración.
“ ⇐ ”
Directa por el Teorema 1.7.13.
“ ⇒ ”
Sea PEFx ⊆∈ 0  ⇒ ∃ ∈ λ Λ k

0 , 
λPSx ∈  ⇒  ∅≠

λPSF �
0 . Ahora por el Teorema

1.7.18 ⇒  
λPSF ⊆ .

�

Teorema 1.7.26 ([EcHK80], Corollary 4.1) Si F E P⊆  es maximal entonces
∃ ∈ λ Λ k

0 , F  = 
λPS .

Demostración. F E P⊆  ⇒  ∃ ∈ λ Λ k
0 , F ⊆ S Pλ

. Además P
fP ES ∈

λ
 y F  es

maximal por la inclusión ⇒  F  = 
λPS .

�
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Corolario 1.7.27 �
l

j
j

P FE
1=

= , donde { }lj  ..., ,1 ∈∀ , P
fj EF ∈  es maximal.

Además, { }lj  ..., ,1 ∈∀ , 0 k
j Λ∈∃ λ , 

jPj SF
λ

= .

En particular, si XE P =  entonces 0 kΛ∈∃ λ , 
λPSX = .

El Corolario 1.7.27 es de gran importancia, pues nos indica que todo
el conjunto de soluciones eficientes de un LVP se puede poner como la unión
de sus caras eficientes maximales. Esta estructuración dada a la región
eficiente es la más sencilla que se puede obtener.

Análogamente, para el caso de eficiencia débil damos sin
demostración los correspondientes resultados.

Teorema 1.7.28 PWEF ⊆  si, y sólo si, { }0 −Λ∈∃ kλ , 
λPSF ⊆ .

Teorema 1.7.29 Si PWEF ⊆  es maximal entonces { }0 −Λ∈∃ kλ , F  = 
λPS .

Corolario 1.7.30 �
l

j
j

P FWE
1=

= , donde { }lj  ..., ,1 ∈∀ , P
fj WEF ∈  es maximal.

Además, { }lj  ..., ,1 ∈∀ , { }0 −Λ∈∃ k
jλ , 

jPj SF
λ

= .

En particular, si XWE P =  entonces { }0 −Λ∈∃ kλ , 
λPSX = .

Corolario 1.7.31 PE  ( PWE ) es cerrado.
Demostración. Directa por ser unión finita de cerrados.

�

Corolario 1.7.32 ([Is77a], Lemma 1) Sea X  un poliedro apuntado. Si
E P ≠ ∅  entonces ∅≠P

xpE .

Demostración. Directa, pues si X  es un poliedro apuntado ⇒  Cualquier
cara no vacía de X  contiene al menos un vértice.

�

Corolario 1.7.33 Sea X  un poliedro apuntado. Si ∅≠PWE  entonces
∅≠xp

P XWE � .

1.7.4 Eficiencia y Conexidad.
Bajo este epígrafe se enmarca una de las propiedades de mayor
trascendencia práctica para el LVP, la cual queda enunciada en términos
sencillos diciendo que el conjunto de vértices eficientes está conectado. Dicha
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conexión debe interpretarse en el sentido de que se pueden visitar todos los
vértices eficientes utilizando, exclusivamente, aristas eficientes. Esta
notable característica constituye el fundamento de muchos de los métodos
generadores de soluciones eficientes para el LVP(ver capítulo 4). Por otra
parte, entre las consecuencias teóricas que se desprenden del hecho
anteriormente reseñado, cabe destacar la de que PE  es (topológicamente)
conexo.

El razonamiento habitualmente empleado para deducir la conexidad
de P

xpE  consiste en probar que dicha propiedad se cumple sobre

determinados grafos básicos asociados a P
xpE  ([Zl74], [YuZl75], [St86], ...).

Esto es debido a que resulta (algebraicamente) más sencillo trabajar con
bases que con vértices y porque existe una relación biunívoca entre ambos
conceptos para el caso no degenerado. Ahora bien, en general, la posibilidad
del fenómemo de la degeneración ha sido, frecuentemente, descuidada por
numerosos autores. Con la intención de evitar imprecisiones y errores
presentamos los siguientes resultados:

Sea 0B  una base factible arbitraria.

Definición 1.7.34 ([ArMl91], p. 473) Diremos que una base B  es 0B -
accesible si B  puede ser alcanzada a partir de 0B  utilizando exclusivamente
pivotes positivos determinados por medio de la regla lexicográfica ([Dn63]).

Definición 1.7.35 ([ArMl91], p. 473) Una base B  se dice que es 0B -dual-
eficiente si B  es dual-eficiente ( P

DBEB ∈ ) y B  es 0B -accesible.

Al conjunto de bases 0B -dual-eficientes lo denotaremos por ( )0BE P
DB .

Definición 1.7.36 ([St86], Definition 9.13) Sean P
DBEB ∈ ,  R  =

( )mnkN-B RN -CBC −×∈1 , la correspondiente matriz de costos reducidos asociada
y j  J N∈ . Se dice que x j  es una variable (no básica) eficiente (con respecto a

B ) si ( )BI∈∃ λ  tal que 0=jt rλ , donde jr  es la columna j  de R .

El motivo del nombre empleado en la definición anterior se entenderá
en la sección 2.7, cuando probemos que para una base dual-eficiente, el
incremento de una variable eficiente da lugar a una arista eficiente.

Cuando λ  sea conocido diremos que x j  es una variable λ -eficiente.

Por otra parte, a las variables no básicas que no son eficientes se les
denomina ineficientes.
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Definición 1.7.37 ([ArMl91], p. 474) Sean ( )021, BEBB P
DB∈ . Diremos que 1B

es 0B -adyacente a 2B  si 2B  se obtiene a partir de 1B  utilizando un pivote
positivo, determinado por medio de la regla lexicográfica inducida por 0B ,
sobre una columna asociada a una variable eficiente.

Consideremos el grafo P

B
G 0  = ( )EV ,  donde V  = ( )0BE P

DB  y E  =

( ){ }10221  a adyacente- es /, BBBVVBB ×∈ .

El siguiente resultado, enunciado por Armand y Malivert, lo daremos
sin demostración por simplificar la exposición.

Teorema 1.7.38 ([ArMl91], Theorem 2) P

B
G 0  es conexo.

El Teorema 1.7.38 es de una gran importancia práctica pues nos
indica que explorando exclusivamente bases duales-eficientes 0B -
adyacentes es posible determinar todos los vértices y aristas eficientes de un
LVP. Como consecuencia inmediata tenemos que:

Corolario 1.7.39 El grafo formado por los vértices y aristas eficientes de P
es conexo.
Demostración. No tiene dificultad pues cualquier vértice eficiente de P  se
puede especificar a través de un nodo de P

B
G 0  (basta combinar el Teorema

1.7.13 con las propiedades algorítmicas del método del simplex). Además
cualquier arista eficiente es incidente en algún vértice eficiente.

�

Teorema 1.7.40 PE  es (topológicamente) conexo.
Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que PE  no es conexo
⇒  nRVU ⊆∃ , , abiertos según la topología usual, tales que ∅≠PEU � ,

∅≠PEV � , ∅=PEVU �� , VUE P
�⊆ . Sabemos que PE  se puede poner

como una unión finita de caras de X . Además, cada cara debe estar
íntegramente contenida en U  o V  pues si suponemos que P

fEF ∈∃  ,

∅≠UF � , ∅≠VF � , como ∅=FVU ��  y F  es convexo ⇒  Fx ∈∃  ,
VUx �∉  ⇒  #, pues VUEF P

�⊆⊆ . Ahora bien, si las caras eficientes
están contenidas íntegramente en U  o V , como quiera que ∅≠PEU �  y

∅≠PEV �  ⇒  PG  no puede ser conexo ⇒  #.
�

1.7.5 Caracterizaciones para la Acotación de un LVP
A continuación daremos una serie condiciones que garantizan si la región
eficiente de un LVP es vacía o no.
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Teorema 1.7.41 Sea X ≠ ∅ . Entonces, ∅≠PE  si, y sólo si, el sistema
ttt CAu 0  ≥− λ , 0>λ , tiene solución.

Demostración. Por hipótesis, X ≠ ∅ . x E P∈  ⇔  0 kΛ∈∃ λ , 
λPSx ∈  ⇔

0 kΛ∈∃ λ , λD  es factible ⇔  El sistema ttt CAu 0  ≥− λ , 0>λ  tiene solución.
�

Teorema 1.7.42 Sea X ≠ ∅ . Entonces, ∅≠PWE  si, y sólo si, el sistema
ttt CAu 0  ≥− λ , 0≥λ , tiene solución.

Es claro que el cálculo de PWE  y de PE  está íntimamente relacionado.
Por este motivo, y para simplificar la exposición, a partir de ahora sólo
enunciaremos resultados para el caso eficiente. Los mismos se pueden
extender (en general, con ligeras modificaciones) al caso débilmente
eficiente.

Corolario 1.7.43 Sea X ≠ ∅ . Entonces, ∅≠PE  si, y sólo si, el sistema
ttt CAu 0  ≥− λ , e  ≥λ  tiene solución.

Corolario 1.7.44 Sea X ≠ ∅ . Entonces, ∅≠PE  si, y sólo si, el sistema
CeCAu ttt   ≥− λ , 0  ≥λ , tiene solución.

Análogamente, la no acotación de un LVP puede ser comprobada
mediante los siguientes tests:

Corolario 1.7.45 ([Hr85], Theorem 3.3) Sea X ≠ ∅ . Entonces, ∅=PE  si, y
sólo si, el sistema ttt CAu 0  ≥− λ , 0>λ , no tiene solución.

Corolario 1.7.46 Sea X ≠ ∅ . Entonces, ∅=PE  si, y sólo si, el sistema
ttt CAu 0  ≥− λ , e  ≥λ , no tiene solución.

Corolario 1.7.47 Sea X ≠ ∅ . Entonces, ∅=PE  si, y sólo si, el sistema
CeCAu ttt   ≥− λ , 0  ≥λ , no tiene solución.

Teorema 1.7.48 ([Is76], Lemma 1) Sea X ≠ ∅  y C  no nula. Entonces,
E P = ∅  si, y sólo si, el sistema 0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈ , tiene solución.
Demostración. Por hipótesis ∅=PE . Por el Corolario 1.7.45 ⇔  El sistema

ttt CAu 0  ≥− λ , 0>λ  no tiene solución. Haciendo los cambios de variable:
λ=2y , uy −=4  ⇔  0432 =++ yAIyyC tt , 02 >y , 0   3 ≥y  no tiene solución.

Ahora, aplicando el teorema de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) ⇔
El sistema 0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈ , tiene solución.

�
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Corolario 1.7.49 Sea X ≠ ∅  y C  no nula. Entonces, ∅=PE  si, y sólo si, el
programa lineal { }0  ,0   ,0 ,0/max ≥≥==− sdAdIsCdset  es no acotado.
Demostración. E P = ∅  ⇔  nRd +∈∃  , 0≥dC , 0=dA  ⇔  nRd +∈∃  , nRs +∈∃  ,

0=− sIdC , 0=dA , 0≥s  ⇔  { }0  ,0   ,0 ,0/max ≥≥==− sdAdIsCdset  es no
acotado.

�

Adicionalmente es posible escribir:

Corolario 1.7.50 ([GlKT51], Theorem 5) Sea X ≠ ∅  y C  no nula. Entonces,
∅≠PE  si, y sólo si, el sistema 0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈ , no tiene solución.

Corolario 1.7.51 Sea X ≠ ∅  y C  no nula. Entonces, ∅≠PE  si, y sólo si, el
programa lineal { }0  ,0   ,0 ,0/max ≥≥==− sdAdIsCdset  es acotado, con valor
óptimo 0.
Demostración. ∅≠PE  ⇔  El sistema 0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈ , no tiene
solución ⇔  El programa lineal { }0  ,0   ,0 ,0/max ≥≥==− sdAdIsCdset  es
acotado, con valor óptimo 0.

�

Sea *X  el cono característico (también llamado cono de recesión) de
X , es decir, *X  = { }+∈∀∈∈∀∈ RXd x+X x/Rd n αα   ,,  ([Rc70], p. 61).

Proposición 1.7.52 Sea X ≠ ∅ . Entonces, E P = ∅  si, y sólo si, { }0* ≠≥CX � .
Demostración. Directa teniendo en cuenta que ∅≠≥CX �

*  ⇔  0≥Cd ,
0=Ad , nRd +∈ , tiene solución.

�

Corolario 1.7.53 Sea X ≠ ∅ . Entonces, E P = ∅  si, y sólo si, { }0 * −∈∃ Xd  tal
que ∀ ∈ x X , ∀ ∈ ++ Rδ  se verifica ( ) CxdxC ≥+ δ .

1.8 Métodos Gráficos de Resolución
En esta sección estudiaremos dos métodos gráficos que nos permiten
determinar el conjunto de soluciones eficientes de forma geométrica. Su
utilidad es muy limitada (dependen de que podamos representar la región
factible) y se suelen utilizar con fines didácticos. Sin embargo, los conceptos
en que se basan, aunque intuitivos, son de interés pues encuentran
aplicación en otras áreas de la optimización vectorial.

Consideremos el problema de optimización vectorial P
≡ { }XxCx ∈ / max .
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1.8.1 Método de los Gradientes Compuestos
Este método se utiliza frecuentemente en programación vectorial lineal.

Supongamos que X  es un poliedro y sea ( )V C  el cono criterio de P .

Teorema 1.8.1 ([St86], Corollary 7.5) PEx ∈  si, y sólo si, ( )CV 0 ∈∃ α , tal que
x  es solución óptima del problema { }Xxxt ∈ / max α .

Demostración. Directa utilizando el Teorema 1.7.13 y el hecho de que
( )CV 0  = { }kttn RCR ++∈=∈ λλαα  ,/ .

�

El método de los gradientes compuestos se basa en representar
gráficamente la región factible y ( )CV 0  y optimizar gráficamente problemas
escalares lineales cuyo gradiente pertenezca a ( )CV 0 .

Ejemplo 1.8.2 Sean 





=

21

12
C , X  = { }22/ 21

2 =+∈ + xxRx  y ( ) Xx t ∈= 0,2 .

Veamos que PEx ∈ . Efectivamente, pues tα = ( )1,1  =

( ) ( )CV 0

21

12
3/1,3/1 ∈





 (ver Figura 1.4) y x  es solución óptima del problema

{ }Xxxt ∈ / max α .
�

1x

2x

1c

2c

( )CV
α

X

x

Figura 1.4
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1.8.2 Método de los Conjuntos de Dominación
Es el mejor método para la detección gráfica de la eficiencia para problemas
de optimización vectorial no lineal donde la región factible venga dada por
inecuaciones no lineales y para los problemas de programación vectorial
entera (ver capítulo 5 para su formulación).

Sea Xx ∈  y xD  su correspondiente conjunto de dominación (ver
Definición 1.6.3). El método de los conjuntos de dominación se basa en el
siguiente resultado:

Teorema 1.8.3 ([St86], Theorem 6.16) PEx ∈  si, y sólo si, { }x= X Dx   � .
Demostración.
“ ⇒ ”
Supongamos por reducción al absurdo que { }x X Dx   ≠�  ⇒   X Dx x �∈∃ ˆ ,

xx ≠ˆ  ⇒  ≥∈∃ C d , 0≠d , Xd+x=x ∈    ˆ  ⇒  ( ) xCCdxCdxCxC ≥+=+=ˆ  ⇒
PEx ∉  ⇒  #, luego { }x= X Dx   � .

“ ⇐ ”
Supongamos por reducción al absurdo que PEx ∉  ⇒  ∃ ∈ �x X , xx ≠ˆ , xCxC ≥ˆ
⇒  nRxxd ∈−=∃ ˆ , 0≥Cd , d+x=x     ˆ  ⇒  X Dx x �∈ˆ  y xx ≠ˆ  ⇒  #, luego

PEx ∈ .
�

Si la región factible X  se puede representar geométricamente,
podemos detectar los puntos eficientes de la siguiente forma: Cualquier
punto Xx ∈ , tal que la intersección de su conjunto de dominación con X
sólo contenga a x  será eficiente siendo, en caso contrario, ineficiente.

Nótese que cuanto mayor sea C ≥ , menor es la probabilidad de que un
cierto x  sea eficiente y, por tanto, menor será PE .

Vamos a resolver varios ejemplos con el método de los conjuntos de
dominación aplicados a una serie de VP’s { }XxCx ∈ / max  con la misma
región factible X  dada por { }1,1/ 21

2 ≤≤∈ + xxRx  (ver Figura 1.5).
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1x

2x

X

1F

2F

Figura 1.5

donde 1F  = { }1,1/ 21
2 =≤∈ + xxRx  y 2F  = { }1,1/ 21

2 ≤=∈ + xxRx .

Ejemplo 1.8.4 Sea 





−

−
=

12

21
C . Es claro que ≥C  = 









∈





+
kt Rdd /

12

21
 (ver

Figura 1.6) y que PE  = 21 FF � .
�

2c

1c ≥C

2x

1x

Figura 1.6

Ejemplo 1.8.5 Sea 





−

−
=

11

11
C . Como ≥C  = { }0  (ver Figura 1.7) entonces

PE  = X .
�
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2c

1c

1x

2x

0

Figura 1.7

Añadiendo una nueva función objetivo al ejemplo anterior podemos
considerar:

Ejemplo 1.8.6 Sea 















−

−
=

11

11

11

C . Como ≥C  = { }0/ 12
2 =−∈ + ddRd  (ver Figura

1.8) entonces PE  = 21 FF � .
�

1x

2x

1c

2c
3c

≥C

Figura 1.8
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1.9 Cotas para el VP
En esta sección introduciremos, de forma novedosa, las nociones de cotas y
supremos eficientes de una función vectorial ( )xz  sobre un determinado
dominio X , como una generalización de sus contrapartidas escalares.
Podemos obtener así propiedades y resultados interesantes que permiten
establecer una cierta relación de polaridad entre el problema de
programación multiobjetivo convexo (CVP) y el que surge en el cálculo de
sus supremos. En particular, para el caso lineal, es posible derivar la
definición de problema dual vectorial dada por Gale et al (ver [GlKT51]),
proporcionando de esta manera una justificación geométrica de la misma.

Algunos de los resultados presentados han sido enunciados
especialmente para el caso débilmente eficiente por ser específicos del
mismo o no constituir extensiones triviales de sus homólogos para el caso
eficiente.

Sea P  el VP problema ( ){ }Xxxz ∈/max . Con el fin de proporcionar
una teoría lo más general posible admitiremos que, a menos que se diga lo
contrario, X  puede ser no cerrado, no convexo e, incluso, no conexo.

Es posible extender de diversas maneras la noción existente para el
caso escalar de cota de un conjunto. Una posibilidad admisible y,
aparentemente no explotada, es la siguiente:

Definición 1.9.1 kR∈α  se dice que es una cota (débilmente) eficiente de ( )xz

sobre X  o, simplemente, una cota (débilmente) eficiente de P  si, y sólo si,
Xx ∈∃/   tal que ( ) α≥xz  ( ( ) α>xz ).

Al conjunto de cotas (débilmente) eficientes de P  lo denotaremos por
( )PB  ( ( )PWB ).

Existen otras definiciones posibles a la aquí dada. Por ejemplo, en
[SwNT85] (p. 202) se presenta la dada por Brumelle ([Br81]) en la siguiente
forma: kR∈α  es una cota superior para un conjunto kRY ⊆ , si y  ≥α  para
cualquier Yy ∈ . De esta forma, resulta claro que el concepto de cota
eficiente proporcionado en esta memoria generaliza la definición de
Brumelle.

Con el fin de no perder la intuición geométrica consideremos el
siguiente ejemplo:
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1z

2z

( )Xz

( )PB

Figura 1.9

Ejemplo 1.9.2 Supongamos que ( )Xz  = { }1 ,1/ 21
2 ≤≤∈ + zzRz  (ver Figura 1.9).

Entonces ( )PB  = { }1/ 1
2 >∈ zRz  �  { }1/ 2

2 >∈ zRz  �  ( ){ }1,1  y ( )PWB  =
{ }1/ 1

2 ≥∈ zRz  �  { }1/ 2
2 ≥∈ zRz .

�

En general, ( )PB  no es ni cerrado ni convexo (incluso aunque ( )Xz  si
lo sea) como pone de manifiesto el Ejemplo 1.9.2.

Sin embargo, aunque ( )PWB  también puede ser no convexo (Ejemplo
1.9.2), si podemos garantizar que es cerrado:

Proposición 1.9.3 ( )PWB  es cerrado.
Demostración. Supongamos que �,, 21 αα  es una sucesión de elementos de
( )PWB  que converge a cierto *α . Tenemos que probar que ( )PWB∈*α .

Supongamos por reducción al absurdo que ( )PWB∉*α  ⇒  Xx ∈∃  ,
( ) *α>= xzz . Como *αα =∞→

k
klim  ⇒  Nk ∈∃ 0 , 0kk ≥∀ , zk <α  ⇒  0kk ≥∀ ,

( )PWBk ∉α  ⇒  #, luego ( )PWB∈*α .
�

El siguiente resultado indica que cualquier cota eficiente también es
una cota eficiente débil.

Proposición 1.9.4 ( ) ( )PWBPB ⊆ .
Demostración. Sea ( )PB∈α  ⇒  Xx ∈∃/  , ( ) α≥xz  ⇒  Xx ∈∃/  , ( ) α>xz  ⇒

( )PWB∈α .
�
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Por otra parte, las soluciones no dominadas de ( )Xz  son también
cotas eficientes de P .

Proposición 1.9.5 ( ) ( )PBEz P ⊆ .
Demostración. Sea ( )PEzz ∈  ⇒  PEx ∈∃  , ( ) zxz = ⇒  Xx ∈∃/  , ( ) zxz ≥  ⇒

( )PBz ∈ .
�

En realidad ocurre que:

Corolario 1.9.6 ( ) ( ) ( )XzPBEz P
�= .

Luego, al igual que ocurre en el caso escalar tenemos que:

Corolario 1.9.7 Si P  es acotado entonces ( ) ∅≠PB .

Los puntos dominados de ( )Xz  no pueden ser cotas eficientes de P .
Efectivamente, sea ≤∆ k  = { }0−−kR .

Proposición 1.9.8 ( ) ≤∆+∈∀ k
PEzα  entonces ( )PB∉α .

Demostración. Sea ( ) ≤∆+∈ k
PEzα  ⇒  ( )PEzz ∈∃  , ≤∆∈∃ kd , dz +=α  ⇒

( )PEzz ∈∃  , α≥z ⇒  ( )PB∉α .
�

Para el caso débil podemos escribir:

Proposición 1.9.9 ( ) ( ) ( )XzPWBWEz P
�= .

Corolario 1.9.10 Si P  es débilmente acotado entonces ( ) ∅≠PWB .

Proposición 1.9.11 ( ) kP RWEz −−+∈∀ α  entonces ( )PWB∉α .

Lamentablemente, en contra de lo que sucede en el caso escalar,
puede ocurrir que P  sea no (débilmente) acotado y ( ) ∅≠PB  ( ( ) ∅≠PWB ).

Ejemplo 1.9.12 Sea ( )






 ≤+≡ 0

2

1
/ ,max

1221 x
xxxP  (ver Figura 1.10 para la

representación gráfica de la región factible). Entonces ( )PB  = ( )PWB  =
{ }0/ 2

2 ≥∈ αα R  y ∅== PP WEE .
�



1.9.  COTAS  PARA EL VP 59

1x2x

X
1−

( )PB

Figura 1.10

Incluso si P  es un LVP, puede ocurrir que P  sea no acotado
y ( ) ∅≠PB .

Ejemplo 1.9.13 Consideremos el MOLP P  ≡  ( ){ }2221  ,1/,max +∈≤ Rxxxx  (Ver
la Figura 1.11 para ver la representación gráfica de su región objetivo).
Evidentemente, ( ) ∅≠Xz , ∅=PE  y, no obstante, ( )PB  = { } ∅≠>∈ 1/ 2

2 αα R .
�

1z

2z

1

( )Xz

Figura 1.11

Sin embargo, si se verifica que:
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Teorema 1.9.14 Si P  es un LVP formulado según (1.5), con ∅≠X  y
( ) ∅≠PWB , entonces P  es débilmente acotado.

Demostración. ( ) ∅≠PWB  ⇒  kR∈∃ α , el sistema bAx = , 0   ≥x , α>Cx , no
tiene solución. Como ∅≠X , por el Corolario 1.7.5 ⇔  ttt CAu 0  ≥− λ ,

butt ≥αλ , 0≥λ , tiene solución ⇒  { }0 −∈∃ +
kRλ , λP  y λD  son factibles ⇒

{ }0 −∈∃ +
kRλ , λP  es acotado ⇒  ∅≠PWE  ⇒ P  es débilmente acotado.

�

Una condición suficiente para que un VP no tenga cotas eficientes es
la siguiente:

Proposición 1.9.15 Sea ( ) ∅≠Xz . Si 0>d  es una dirección de recesión de
( )Xz  entonces ( ) ∅=PB .

Demostración. Sea ( )Xzz ∈ . kR∈∀ α  ⇒  +∈∃ Rλ , z~  = ( )Xzdz ∈+ λ , α≥z~

⇒  ( )PB∉α  ⇒  ( ) ∅=PB .
�

Intuitivamente resulta claro que cuanto más ajustadas sean las cotas
superiores tanto más útiles serán. Por tal motivo estamos interesados en
aquellas cotas superiores que sean minimales. Una propuesta interesante
viene a continuación:

Definición 1.9.16 A los elementos de ( )PB  ( ( )PWB ) no (débilmente)
dominados según el criterio minimizar, es decir, a las soluciones (débilmente)
eficientes del problema ( ){ }PB∈αα /min  ( ( ){ }PWB∈αα /min ), se les denomina
supremos (débilmente) eficientes de P .

Al conjunto de todos los supremos (débilmente) eficientes de P  lo
denotaremos por ( )PS  ( ( )PWS ).

Debemos hacer notar que la palabra supremo también ha sido usada
previamente en la literatura pero, hasta donde sabemos, con diferentes
significados al empleado por nosotros. A modo de ejemplo, el concepto de
supremo de Brumelle ([Br81], p. 160) se identificó con la menor cota
superior, es decir, kR∈α  es un supremo para un conjunto kRY ⊆  si α  es
una cota superior (en el sentido de Brumelle) y αα   ≤  para cualquier otra
cota α  de Y . Resulta claro que este concepto de supremo coincide,
esencialmente, con el supremo componente a componente (en un sentido
escalar) de Y  y que sólo hay un único supremo de Y . En particular, la
propuesta de supremo eficiente hecha en la Definición 1.9.16 generaliza la
dada por Brumelle.
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Siguiendo con nuestro desarrollo teórico debemos observar que la
circunstancia de que un VP tenga cotas eficientes no constituye ninguna
garantía para la existencia de supremos (aunque sí es una condición
necesaria) como ponen de manifiesto los siguientes dos ejemplos:

Ejemplo 1.9.17 En el caso del Ejemplo 1.9.12, ( ) ∅=PS  y ( )PWS  =
{ }0/ 2

2 =∈ xRx . Obsérvese que ( ) ∅≠PB  y, sin embargo, ( ) ∅=PS .
�

Ejemplo 1.9.18 Para el caso trivial de ∅=X  entonces ( ) ( ) kRPWBPB ==  ⇒
( )PS  = ( )PWS  = ∅ .

�

En general, el cálculo de ( )PS  o ( )PWS  es una tarea complicada pues
no se suele tener una descripción adecuada de ( )PB  o ( )PWB . Sin embargo,
es posible afirmar que cualquier solución no dominada de P  es un supremo.

Teorema 1.9.19 ( ) ( )PSEz P ⊆ .
Demostración. Sea ( )PEzz ∈  ⇒  ( )PBz ∈ . Supongamos por reducción al
absurdo que ( )PSz ∉  ⇒  ( )PBz ∈∃ ˆ , zz ≤ˆ  ⇒  Xx ∈∃  , ( ) zxzz ˆ≥=  ⇒ ( )PBz ∉ˆ
⇒  #. Luego ( )PSz ∈ .

�

Nuevamente, conforme al sentido escalar de los términos, es
inmediato que:

Corolario 1.9.20 Si P  es acotado entonces ( ) ∅≠PS .

El recíproco, en general, no es cierto. Puede ocurrir que ( ) ∅≠PS  y
que P  no sea acotado. Efectivamente:

Ejemplo 1.9.21 Supongamos que ( )Xz  = ( ) ( ){ } 0 ,1/ , 121
2

21 <−≥∈ zzzRzz

� ( ) ( ){ } 0 ,1/ , 121
2

21 >−≤∈ zzzRzz  (ver Figura 1.12 para su repesentación
gráfica). En este caso, ( )PB  = 2

+R , ( ) ( ){ }0,0=PS  y ∅=PE .
�

Por un razonamiento análogo,

Teorema 1.9.22 ( ) ( )PWSWEz P ⊆ .

Corolario 1.9.23 Si P  es débilmente acotado entonces ( ) ∅≠PWS .
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0

1z

2z

( )Xz

( )Xz ( )PB

Figura 1.12

Nótese que puede darse el caso de que ( ) ∅≠PWS  y P  no sea
débilmente acotado. Efectivamente, en el Ejemplo 1.9.21, se tiene que

∅=PWE , ( )PWB  = 2
+R  y ( )PWS  = ( ){ }+∈ Rαα /,0  �  ( ){ }+∈ Rαα /0, .

Es posible dar una condición muy similar a la enunciada en la
Proposición 1.9.15, pero relativa a los supremos de un VP. Para ver esto
daremos un resultado auxiliar. Sea ie  un vector con todas sus componentes
nulas, salvo la i-ésima con valor 1.

Proposición 1.9.24 Si ( )PSz ∈  entonces 0 >∃ δ  tal que ++∈∀ Rε , δε ≤ ,
( )Xzz ∈∃ ˆ , iezz ε−≥ˆ , { }∀ ∈ i , ..., k1 .

Demostración. Sea { }, ..., ki 1∈ . Supongamos por reducción al absurdo que
0 >∀ δ , ++∈∃ Rε , δε ≤ , ( )Xzz ∈∃/ ˆ , iezzz ε−=≥ ~ˆ  ⇒  ( )PBz ∈~ , zz ≤~  ⇒
( )PSz ∉  ⇒  #.

�

Proposición 1.9.25 Sea ( ) ∅≠Xz . Si { }0−∈ +
kRd  es una dirección de

recesión de ( )Xz  entonces ( ) ∅=PS .
Demostración. Sea { }, ..., ki 1∈  tal que 0>id . Supongamos por reducción al
absurdo que ( )PSz ∈∃  . Por la Proposición 1.9.24 ⇒  0 >∃ δ  tal que ++∈∀ Rε ,
δε ≤ , ( )Xzz ∈∃ ˆ , iezz ε−≥ˆ  ⇒  +∈∃ Rλ , z~  = ( )Xzdz ∈+ λˆ , zz ≥~  ⇒  #, pues
( )PBz ∈ .

�
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A continuación pretendemos estudiar cuando podemos garantizar que
( ) ( )XzPS ⊆ . Primero necesitamos ciertos resultados previos:

Es inmediato que:

Lema 1.9.26 Sean kR∈α  y αG  = { }α  / ≥∈ zRz k  el ortante no negativo
desplazado a α . Entonces αG  es cerrado, convexo y su conjunto de

direcciones de recesión es kR+ .

Corolario 1.9.27 Si ( ) ∅≠PS  entonces kR∈∀ α , ( )Xz  y αG  no tienen
direcciones de recesión comunes.
Demostración. Directa sin más que aplicar la Proposición 1.9.25 y el Lema
1.9.26.

�

Proposición 1.9.28 Sea kRH ⊆  un hiperplano dado por { }βα =∈ zRz tk / .
Entonces, si ∅=zGH �  entonces α  tiene todas sus componentes del mismo
signo.
Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que podemos
particionar { }, ..., k1  en dos subconjuntos, I  y J  tales que 0≥Iα  y 0≤Jα . Es

claro que podemos encontrar un vector kRd ++∈  con la propiedad 0=αtd  ⇒
d  es una dirección de recesión de H . Luego, dado Hz ∈ˆ  ⇒ +∈∃ Rλ  tal que
z~  = Hdz ∈+ λˆ  y zz ≥~ ⇒  ∅≠zGH � , absurdo.

�

Ahora ya estamos en condiciones de probar uno de los resultados más
importantes en esta sección.

Teorema 1.9.29 Sea ( ) ∅≠Xz  cerrado y convexo. Entonces ( ) ( )XzPS ⊆ .
Demostración. Sea ( )PSz ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que
( )Xzz ∉ . Sea zG  = { }zzRz k   / ≥∈ . Como ( )PBz ∈  y ( )Xzz ∉  ⇒  ( ) ∅=XzGz � .

Ahora, aplicando [Rc70], Corollary 11.4.1 ⇒  H  = { }βα =∈ zRz tk /  separa
fuertemente a ( )Xz  y zG , es decir, dado B  = { }1/ ≤∈ zRz k  la bola euclídea

unitaria, entonces ++∈∃ Rε , βα <zt , ( ) BXzz ε+∈∀  , βα >zt , BGz z ε+∈∀  

([Rckf70], p. 95). Como el hiperplano H  no intersecta a zG , por la
Proposición 1.9.28 ⇒  α  tiene todas sus componentes del mismo signo. Como

βα >zt , BGz z ε+∈∀   ⇒  kR+∈α . Sean { }, ..., ki 1∈  y ++∈ Rγ , εγ <  ⇒  z~  =
BGez z

i εγ +∈− ⇒  βα >zt ~ , zz ≤~ . Supongamos por reducción al absurdo
Xx ∈∃  , ( ) zxz ~≥  ⇒  ( ) βαα >≥ zxz tt ~  ⇒  #, luego, ( )PBz ∈~ . Como zz ≤~  ⇒
( )PSz ∉  ⇒  #. Por tanto, ( )Xzz ∈ .

�
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Es interesante observar que las hipótesis anteriores no se pueden
relajar, pues:

(i) si eliminamos la convexidad, utilizando el Ejemplo 1.9.21, vemos que
( )PS∈0  y, sin embargo, ( )Xz∉0 .

(ii) si no imponemos que ( )Xz  sea cerrado podemos considerar el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.9.30 Supongamos que ( )Xz  = { }βα <∈ zRz t/2  (ver su
representación gráfica en la Figura 1.13). Evidentemente ( )Xz  no es cerrado
(en realidad es abierto) y ( )PS  = { }βα =∈ zRz t/2  ⊆/  ( )Xz .

�

1z

2z

( )Xz

βα =zt

Figura 1.13

El teorema anterior no es cierto para el caso débil, es decir, aunque
( )Xz  sea cerrado y convexo, no se puede garantizar que ( ) ( )XzPWS ⊆ .

Efectivamente:

Ejemplo 1.9.31 Utilizando el Ejemplo 1.9.13, es claro que ( )Xz  es cerrado y
convexo. Además ( )PWB  = { }1/ 2

2 ≥∈ αα R , ( )PWS  = { }1/ 2
2 =∈ αα R  y,

evidentemente, ( ) ( )XzPWS ⊆/ .
�

Corolario 1.9.32 Sea ( ) ∅≠Xz  cerrado y convexo. Entonces ( ) ( )PEzPS ⊆ .
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Demostración. Sea ( )PSz ∈ . Por el Teorema 1.9.29 ⇒  Xx ∈∃  , ( ) zxz = ,
( )PBz ∈  ⇒  ( )PEzz ∈ .

�

Corolario 1.9.33 Si P  es un CMP entonces ( ) ( )PEzPS = .
Demostración. Aplicar Teorema 1.9.19 y Corolario 1.9.32.

�

Corolario 1.9.34 Si P  es un LVP entonces ( ) ( )PEzPS = .
Demostración. Si P  es un LVP ⇒  ( )Xz  cerrado y convexo. Ahora basta
utilizar Corolario 1.9.33.

�

El resultado anterior es de gran importancia pues permite establecer
una relación de dualidad para el caso lineal, en el sentido de que calcular las
soluciones no dominadas de P  es equivalente a resolver D  ≡

( ){ }PB∈αα /min , es decir, ( ) DP EEz = . Ahora bien, ( )PB  =
{ }solución  tieneno , ,0   ,/ αα ≥≥=∈ CxxbAxRk . Teniendo en cuenta que
( ) DP EEz =  y aplicando el Corolario 1.7.3, podemos concluir que D  ≡
{ }kmttttk RRubuCAuR ++∈∈≤≥∈ λαλλα  , , ,  /min . Como en realidad, ésta es la

formulación de problema dual para el LVP propuesta por Gale-KuhnTucker
([GlKT51]), hemos obtenido una justificación de fuerte carácter geométrico
para tal definición. En el capítulo 3 se realizará un estudio en profundidad
sobre la dualidad en programación vectorial lineal.

Nos hacemos ahora la pregunta de si será posible lograr una
extensión de los razonamientos dados anteriormente al caso débil.

Para el caso débil, en general, no se verifica que ( ) ( )PWEzPWS ⊆ ,
incluso aunque ( )Xz  fuese cerrado y convexo, o aún en el extremo de que
fuese un poliedro. Para ello basta observar en el Ejemplo 1.9.13 que ( )PWB  =
{ }1/ 2

2 ≥∈ αα R , ( )PWS  = { }1/ 2
2 =∈ αα R  y ( ) ( )XzPWS ⊆/ .

Consideremos el siguiente resultado preliminar:

Proposición 1.9.35 Sean Y  subconjunto de kR  no vacío, cerrado y convexo y
kRH ⊆  un hiperplano dado por { }βα =∈ zRz tk / . Si Y  = kRY −+  y ∅=YH �

entonces α  tiene todas sus componentes del mismo signo.
Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que podemos
particionar { }, ..., k1 , en 2 subconjuntos no vacíos, I  y J  tales que 0≥Iα  y

0≤Jα . Es claro que podemos obtener un vector kRd −−∈  que verifique 0=αtd
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⇒  d  es una dirección de recesión de H . Así, dado Yz ∈  y Hz ∈ˆ  ⇒ +∈∃ Rλ 
tal que z~  = Hdz ∈+ λˆ  y zz <~ ⇒  Yz ∈~  ⇒  ∅≠YH �  ⇒  #.

�

A continuación damos la formulación correspondiente del Teorema
1.9.29 para el caso débil.

Teorema 1.9.36 Sea ( ) ∅≠Xz , cerrado y convexo. Si ( )Xz  = ( ) kRXz −+
entonces ( ) ( )XzPWS ⊆ .
Demostración. Sea ( )PWSz ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que
( )Xzz ∉ . Por el teorema de hiperplanos de separación existe un hiperplano

H  = { }βα =∈ zRz tk /  tal que βα <zt , ( )Xzz ∈∀   y βα >zt . Como,
( ) ∅=XzH �  y ( )Xz  = ( ) kRXz −+ , por la Proposición 1.9.35 ⇒  α  tiene todas

sus componentes del mismo signo. Ahora, teniendo en cuenta que βα <zt ,
( )Xzz ∈∀   ⇒  kR+∈α . Sean ++∈ Rγ  y z~  = ez γ−  tales que βα >zt ~  ⇒  zz <~ .

Supongamos por reducción al absurdo que Xx ∈∃  , ( ) zxz ~>  ⇒
( ) βαα >> zxz tt ~  ⇒  #, luego ( )PWBz ∈~ . Por último, dado que zz <~  ⇒
( )PSz ∉  ⇒  #, luego ( )Xzz ∈ .

�

Corolario 1.9.37 Sea ( ) ∅≠Xz , cerrado y convexo con ( )Xz  = ( ) kRXz −+ .
Entonces ( ) ( )PWEzPWS ⊆ .
Demostración. Sea ( )PWSz ∈ . Por el Teorema 1.9.36 ⇒  Xx ∈∃  , ( ) zxz = ,

( )PWBz ∈  ⇒  ( )PWEzz ∈ .
�

Corolario 1.9.38 Si ( ) ∅≠Xz , cerrado y convexo con ( )Xz  = ( ) kRXz −+
entonces ( ) ( )PWEzPWS = .
Demostración. Consecuencia inmediata del Teorema 1.9.22 y el Corolario
1.9.37.

�

Ahora ya son claros los siguientes resultados:

Corolario 1.9.39 Si P  es un CVP con ( )Xz  = ( ) kRXz −+  entonces
( ) ( )PWEzPWS = .

Corolario 1.9.40 Si P  es un LVP con ( )Xz  = ( ) kRXz −+  entonces
( ) ( )PWEzPWS = .
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1.10 Relajación de un VP
En este apartado introducimos el concepto de relajación de un VP y se
analizan algunas de las particularizaciones más importantes del mismo.
Nuevamente, con la intención de proporcionar una teoría lo más general
posible supondremos, a menos que se diga lo contrario, la región factible tan
arbitraria como queramos (no cerrada, no convexa, no conexa, ...).

Sean P1  y P 2 , respectivamente, los problemas { }11 /)(max Xxxz ∈  y
{ }22 /)(max Xxxz ∈ .

La siguiente definición es una posible generalización del
correspondiente concepto escalar:

Definición 1.10.1 Se dice que P 2  es una relajación de P1  o que P1

constituye una restricción de P 2  si se cumple: i) X X1 2⊆  y ii) ( ) ( )xzxz 21   ≤ ,
1 Xx ∈∀ .

La importancia del problema relajado P 2  viene dada, entre otras
cosas, porque ( )22 PEz  proporciona cotas para 1P . Efectivamente:

Proposición 1.10.2 ( ) ( )12 2

PBEz P ⊆ .

Demostración. Sea 
2PEx ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que

1ˆ Xx ∈∃ , ( ) ( )xzxz 21 ˆ ≥  ⇒  ( ) ( )xzxz 22 ˆ ≥  ⇒  
2PEx ∉  ⇒  #, luego 1ˆ Xx ∈∃/ ,

( ) ( )xzxz 21 ˆ ≥  ⇒ ( ) ( )12 PBxz ∈ .
�

Una importante clase de relajaciones de 1P  la constituyen aquellas
que cumplen que ( ) ( ) ( )xzxzxz == 21 , 1 Xx ∈∀ . Consideremos a partir de
ahora este caso y analicémoslo con detenimiento.

Para esta clase de relajaciones se tiene:

Proposición 1.10.3 12

XE P
� ⊆ E P1

.

Demostración. Sea 12

XEx P
�∈ . Supongamos por reducción al absurdo que

1PEx ∉  ⇒  21ˆ XXx ⊆∈∃ , ( ) ( )xzxz ≥ˆ  ⇒  
2PEx ∉  ⇒  #, luego 

1PEx ∈ .
�

Proposición 1.10.4 
21 PP EE ⊆ .

Demostración. Sea 
1PEx ∈  ⇒  21ˆ XXx ⊆∈∃ , ( ) ( )xzxz ≥ˆ  ⇒  

2PEx ∈ .
�
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Nótese que:

(i) Si x E P∈
1

, no necesariamente x E P∈
2

.
(ii) Si x E P∈

2

, x X∈ 1 , no necesariamente, x E P∈
1

. Efectivamente,
consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.10.5 Sean 1X  = { }1 ,1/ 21
2 ≤≤∈ + xxRx , 2X  = { }1/ 2

2 ≤∈ + xRx , P1  ≡
{ }1/max Xxx ∈  y 2P  ≡  { }2/max Xxx ∈ . Ver Figura 1.14 y Figura 1.15 para la

representación gráfica de las regiones factibles. Evidentemente, X X1 2⊆ .

Además, es claro que ( ){ } 1

1,1 PE∈  y ( ){ } 2

1,1 PE∉  (en realidad, 
1PE  = ( ){ }1,1

y ∅=
2PE ).

�

1x

2x

1X

0

1

1

Figura 1.14

1x

2x

2X

0

1

Figura 1.15

Proposición 1.10.61 Supongamos que 1P  y P 2  son LVP’s y que ∅≠1X .
Entonces, si E P2

≠ ∅  se verifica que E P1

≠ ∅ .
Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que E P1

= ∅  ⇒
∀ ∈ ++ λ R k , Pλ

1  es no acotado. Como 21 XX ⊆≠∅ ⇒  ∀ ∈ ++ λ R k , Pλ
2  es no

acotado ⇒  E P2

= ∅  ⇒  #, luego E P1

≠ ∅ .
�

Si adoptamos la perspectiva de que P 2  es el problema original y 1P
una determinada restricción del primero, se obtienen una serie de casos
interesantes:

                                           
1 En [St86], Theorem 9.31, p. 228, se da una particularización de este resultado.
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1.10.1 Imposición de Niveles a las Funciones Objetivo

Sean kR∈α  y X 1 = ( ){ }α  /2 ≥∈ xzXx ⊆ X 2 . Bajo estas circunstancias, sí se
cumple que las soluciones eficientes del problema restringido son eficientes
en el problema original. Efectivamente:

Proposición 1.10.7 E EP P1 2

⊆ .

Demostración. Sea ~x E P∈
1

 y supongamos, por reducción al absurdo, que
~x E P∉

2

. Entonces, ∃ ∈ x X 2 , ( ) ( ) α  ~ ≥≥ xzxz  ⇒  ~x E P∉
1

 ⇒  #, luego ~x E P∈
2

 y,

por tanto, E EP P1 2

⊆ .
�

En concreto:

Corolario 1.10.8 
1PE = E XP2 1

� .

Demostración. 
1PE = 11

XE P
�  ⊆  E XP2 1

�  ⊆  
1PE .

�

Los resultados anteriores son de gran importancia en programación
vectorial pues nos indican que la restricción del rango de valores de las
funciones objetivo mediante la introducción de cotas inferiores permite
contraer la región eficiente original. De esta manera, es posible localizar la
aplicación de los métodos generadores de soluciones eficientes a áreas de
interés específico, reduciendo el esfuerzo computacional y la posibilidad de
saturación del DM.

Nótese que para el caso general puede ocurrir que ∅=
1PE  aunque

∅≠
2PE  y ∅≠1X .

Ejemplo 1.10.9 Sea 2P  ≡  { }2/max Xxx ∈  donde α  y 2X están representados

en la Figura 1.16. Entonces es claro que ∅≠1X , { }xE P =
2

 y ∅=
1PE .

�

Como especializaciones más comunes de la región factible X 1

tenemos:

(i) X 1 = ( ){ }ii xzXx α  /2 ≥∈  para algún { }ki ,,1 �∈  (acotaciones
individualizadas de alguna función objetivo).

(ii) Cuando tomamos α  = z  = ( )xz  para un cierto 2Xx ∈ , entonces X 1  =
( ){ }zxzXx   /2 ≥∈  ⊆ X 2 . El problema 1P  así definido es de gran

importancia en programación vectorial lineal y entera como
comprobaremos más adelante.
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1x

2x

x

α
2X

Figura 1.16

El siguiente resultado indica que el LVP es N-acotado (ver Definición
1.2.15).

Corolario 1.10.10 ([St86], Theorem 9.32) Sea P  un LVP con E P ≠ ∅ .
Entonces, ∀ ∈ x X , x E P∈  o, ∃ ∈ �x E P  tal que z x z x( �) ( )≥ .
Demostración. Si XE P =  ya estaría. En caso contrario, sea PEXx �∈ .
Haciendo que P desempeñe el papel de P 2 , sea X 1  =

( ) ( ){ }x X z x z x∈ ≥/   ⊆ X . Como ∅≠1X  y E P ≠ ∅ , por la Proposición 1.10.6

⇒  E P1

≠ ∅ . Además (Proposición 1.10.7), E EP P1

⊆  ⇒  ∃ ∈ �x E P , z x z x( �) ( )  ≥
⇒  ∃ ∈ �x E P , )()ˆ( xzxz ≥ .

�

Aplicando un razonamiento similar:

Corolario1.10.11 Sea P  un LVP con ∅≠PWE . Entonces, ∀ ∈ x X , PWEx ∈
o, PWEx ∈∃ ˆ , )()ˆ( xzxz > .

1.10.2 Cortes Mediante Hiperplanos Arbitrarios
La idea de aplicar cortes arbitrarios (no necesariamente relacionados con las
funciones objetivo) a la región factible, con la intención de descartar
soluciones, resulta muy sugerente desde un punto de vista algorítmico. Por
desgracia, bajo estas circunstancias es difícil obtener resultados de utilidad
entre los problemas original y restringido. Aquí analizaremos algunas
interesantes propiedades que surgen bajo hipótesis de linealidad.
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Sean kR∈α , R∈β , 2X  poliedro, X 1 ={ }βα ≥∈ xXx t/2 ⊆ X 2  y
( ) Cxxz = .

Teorema 1.10.12 ([EcSn94], Theorem 4.2) 
1

 PEx ∈∀  tal que βα >xt

entonces 
2PEx ∈ .

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que 
2PEx ∉  ⇒

2ˆ Xx ∈∃ , xCxC ≥ˆ  ⇒  ( ) 0ˆ ≥− xxC . Como 
1PEx ∈  ⇒  1ˆ Xx ∉  ⇒  xx tt αβα <<ˆ

⇒  0 >∃ ε , x  = ( ) xx ˆ1 εε +−  = ( ) 1ˆ Xxxx ∈−+ ε  ⇒  Cx  = ( )xxCxC −+ ˆε  ≥  xC ⇒

#, pues 
1PEx ∈ . Luego, 

2PEx ∈ .
�

Sea F  ={ }βα =∈ xXx t/2  la cara generada (o inducida) por el
hiperplano H  = { }βα =∈ xRx tn / .

Teorema 1.10.13 ([EcSn94], Theorem 4.3) Si 0<dtα , { }0 −∈∀ ≥Cd  entonces

F  ⊆  
1PE .

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que Fx ∈∃  , 
1PEx ∉

⇒  βα =xt , 1ˆ Xx ∈∃ , xCxC ≥ˆ . Sea 0ˆ ≠−= xxd  ⇒  { }0−∈ ≥Cd . Además dtα
= ( )xxt −ˆα  ≥  ββ −  = 0 ⇒  #, luego F  ⊆  

1PE .
�

Sea P  el LVP { }XxCx ∈/max  y H  = { }βα =∈ xRx tn /  un hiperplano
soporte de X . En tal caso, F  ={ }βα =∈ xXx t/  es una cara de X  y podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que { }βα ≥∈⊆ xRxX tn / . Dada esta
situación, el resultado anterior se particulariza en:

Corolario 1.10.14 Si 0<dtα , { }0 −∈∀ ≥Cd  entonces F  ⊆  PE .

Veamos cómo se puede comprobar la condición 0<dtα , { }0 −∈∀ ≥Cd .
Una posibilidad consiste en:

Teorema 1.10.15 0<dtα , { }0 −∈∀ ≥Cd  si, y solo si, el problema
{ } 00   ,1 ,0/max <≥≥=− ssesCdd ttα .

Demostración. 0<dtα , { }0 −∈∀ ≥Cd  ⇔  { }{ } 00/max <−∈ ≥Cddtα  ⇔
{ } 00   ,0 ,0/max <≥>=− ssesCdd ttα  ⇔  { } 00   ,1 ,0/max <≥≥=− ssesCdd ttα .

�
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Capítulo 2

Caracterizaciones de Caras
Eficientes

2.1 Introducción
La caracterización adecuada de la eficiencia para los vértices, las aristas y,
en general, las caras de dimensión arbitraria de un LVP, juega un papel
fundamental en el desarrollo de los algoritmos de optimización vectorial. Sin
embargo, el problema de la degeneración complica bastante tal análisis de
eficiencia, dándose la circunstancia de que, en este supuesto, para las caras
de dimensión mayor que uno, existe un notable vacío en la literatura (como
excepción tenemos que destacar el trabajo de Murty, [Mr85]).

Por otra parte, al analizar la bibliografía disponible hemos observado
una gran dispersión de resultados, en ocasiones no exentos de errores, y
desprovistos de un marco común que los integre de forma armónica. Todo
ello nos animó a centrar parte de nuestra investigación en este
interesantísimo tema, con el fin de ofrecer un tratamiento coherente del
mismo, que posibilitase la obtención de nuevos resultados. En este sentido,
nuestra aportación está recogida en el presente capítulo, cuyos primeros
apartados (2.2, 2.3 y 2.4) tienen un carácter general y están relacionados con
la programación lineal escalar, abordando tópicos de especial relevancia y
utilidad que, por lo común, son insuficientemente tratados en los manuales
y libros de texto a los que hemos tenido acceso.

Concretamente, en la sección 2.2 se analiza el fenómeno de la
degeneración, a menudo causa de errores y malentendidos y siempre fuente
de dificultades. Merece destacar la distinción que hacemos entre la
degeneración (geométrica) del poliedro y la degeneración (algebraica) de la
correspondiente representación lineal utilizada. Adicionalmente, también
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enunciamos los resultados más relevantes que acontecen cuando se
especifica un vértice a través de una base.

Como nuestra capacidad para obtener caracterizaciones acerca de la
eficiencia de las caras de un poliedro está altamente influenciada por el
mecanismo utilizado para describirlas, enunciamos, en el apartado 2.3, las
alternativas más útiles que conocemos. De esta manera, introducimos el
concepto de descriptor de una cara (Definición 2.3.5), basado en la
especificación de las desigualdades activas que presenta. Esta idea clásica es
posible (y deseable) refinarla con el propósito de que cualquier cara,
independientemente de su degeneración o no, tenga asociado un único
descriptor. Surge así el concepto de descriptor maximal el cual presentamos
en la Definición 2.3.11. La importancia de utilizar un descriptor maximal
para representar una cara se fundamenta en el hecho de que hace inmediata
la especificación de su interior relativo (Proposición 2.3.19). Habiéndonos
dotado de esta herramienta, desarrollamos una teoría completa para la
misma, distinguiendo específicamente los casos correspondientes a caras
incidentes en un vértice no degenerado y degenerado, respectivamente.
Merecen ser destacados los prácticos tests proporcionados para comprobar la
maximalidad de un descriptor (Corolarios 2.3.15 y 2.3.33).

Una cuestión fascinante, e íntimamente relacionada con los tests de
eficiencia, es la caracterización adecuada del conjunto de todas las
soluciones óptimas de un programa escalar lineal. Sin embargo, estamos
acostumbrados, debido al tratamiento habitual que ha padecido este tema, a
que cuando se resuelve un programa escalar nos quedemos con el primer
vértice óptimo encontrado, sin preguntarnos nada acerca de los posibles
máximos alternativos. Aunque esta actitud se puede justificar parcialmente
con un razonamiento del tipo “todas las soluciones óptimas tienen un mismo
valor objetivo”, lo cierto es que no es trivial lograr descripciones adecuadas
de tales conjuntos. La sección 2.4 refleja un enérgico intento por nuestra
parte para paliar esta situación, aglutinando y desarrollando ideas de
interés. Nos sentimos especialmente satisfechos de las caracterizaciones
dadas en optimalidad total, a través de descriptores maximales, para caras
incidentes en un vértice degenerado (Teoremas 2.4.19 y 2.4.20) y del
resultado enunciado en el Teorema 2.4.25 acerca de la relación existente
entre una cara óptima y la correspondiente relajación que resulta al
suprimir de la representación del poliedro las desigualdades inactivas de la
cara.

Tras estos resultados preliminares, el material de las secciones 2.5 a
la 2.9 trata, específicamente, la cuestión de la determinación de la eficiencia
de una cara.

De esta forma, el apartado 2.5 está dedicado a las caras dadas a
través de envolventes convexas de puntos. Los resultados expuestos bajo
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este epígrafe son ampliamente conocidos y tienen interés por la evidencia
geométrica que proporcionan.

La sección 2.6 trata uno de los tópicos que quizás haya recibido más
atención, a lo largo del tiempo, en la teoría del LVP. Estamos hablando de la
caracterización de vértices eficientes. En 1973, Evans y Steuer publicaron
un artículo magnífico, en el que exponían con notable elegancia un buen
número de condiciones necesarias y suficientes para determinar la eficiencia
de un vértice, habiendo tenido en cuenta, incluso, el caso degenerado. Aquí,
aparte de los resultados de Evans y Steuer, hemos integrado algunos
enunciados por Phillip ([Ph72], [Ph77]) y por Isermann ([Is77a]).

La sección 2.7 está dedicada a la caracterización de la eficiencia de
aristas incidentes en un vértice conocido. Este era un trabajo pendiente a
mitad de los años 70 del que tomaron buena nota Ecker y Kouada, quienes
en un artículo sobresaliente ([EcKd78]), pusieron las cosas en su sitio. La
disposición de estos tests, tanto para el caso no degenerado como para el
degenerado, dejó el terreno preparado para el siguiente gran desafío: la
caracterización de caras arbitrarias incidentes en un vértice conocido.

Aunque diversos autores (Ecker, Hegner, Kouada, Isermann, Murty,
... ) han proporcionado, con mayor o menor éxito, tests para comprobar la
eficiencia de una cara, supuesta su incidencia en un vértice dado, la
complejidad del tema es de tal envergadura (principalmente debida al
fenómeno de la degeneración) y la cantidad de ideas y recursos que se
pueden utilizar tan grande, que el campo no está en absoluto agotado. En
este sentido, extendiendo las ideas de los dos apartados anteriores, hemos
realizado dos desarrollos teóricos novedosos, ambos con un escrupuloso
tratamiento del caso degenerado, que nos han proporcionado un número
considerable de condiciones eficaces, que garantizan la eficiencia de una
cara. Para nosotros resultan muy gratificantes, entre otros, los Corolarios
2.8.2, 2.8.3 y 2.8.20, para el caso no degenerado, y los Corolarios 2.8.23,
2.8.25, 2.8.35 y 2.8.42, para el caso degenerado.

Cuando no se conoce explícitamente ninguno de los vértices en los que
incide la cara (hecho que puede presentarse dependiendo de la metodología
de resolución empleada), las herramientas desarrolladas en la sección 2.8 no
tienen utilidad. En el apartado 2.9 investigamos esta variante. Para ello se
partió de los resultados obtenidos por Yu y Zeleny ([YuZl75]), para poliedros
dados en forma de sistemas de desigualdades, y se dedujo un nuevo test
(Corolario 2.9.5) mediante la aplicación del Teorema de la Alternativa de
Tucker. Después de reescribir este resultado para poliedros en forma
estándar (Corolario 2.9.9), observamos con entusiasmo que, cuando las
condiciones se particularizaban para puntos arbitrarios (no necesariamente
vértices), se obtenían, además de ciertos tests clásicos enunciados por Evans
y Steuer, algún otro nuevo (Corolario 2.9.13).



76 2.  CARACTERIZACIONES DE CARAS EFICIENTES

Finalmente, la sección 2.10 trata brevemente la noción de región de
indiferencia, la cual, aunque directamente no proporciona caracterizaciones
de eficiencia para caras, sí permite asociar a cada cara eficiente un conjunto
preciso de identificadores. Esta idea ha sido utilizada, entre otros, por Gal
([Gal77]).

2.2 Consideraciones sobre Degeneración
La degeneración es un fenómeno bastante frecuente en la práctica y fuente
de numerosos problemas en programación lineal ([Hd62], p. 174), entre los
que podemos destacar el ciclado (cycling) y el estancamiento en el valor
objetivo (stalling). Sin embargo, existen también otras dificultades asociadas
al fenómeno de la degeneración, quizás menos conocidas y más sutiles, como
el cálculo de las caras incidentes en un vértice degenerado, que complican
extraordinariamente la programación vectorial.

Los motivos anteriores son de suficiente peso para hacer, siquiera, un
breve repaso de conocimientos sobre este apasionante tema, no siempre bien
entendido.

Definición 2.2.1 ([MrCh95], p. 28) Geométricamente, un punto extremo del
poliedro X  es degenerado (no degenerado) si el número de facetas incidentes
en él es estrictamente mayor (igual) que la dimensión del poliedro.

Definición 2.2.2 ([MrCh95], p. 28) Un poliedro X  se dice no degenerado
(degenerado) si cualquier (algún) punto extremo de X  es no degenerado
(degenerado).

Ejemplo 2.2.3 El cubo unitario (ver Figura 2.1) es un poliedro no
degenerado pues en todos los vértices inciden exactamente 3 facetas.

�

Figura 2.1. Cubo Unitario
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Ejemplo 2.2.4 Consideremos la pirámide dada en la Figura 2.2.
Evidentemente, se trata de un poliedro degenerado pues v  es un vértice
degenerado dado que inciden en él 4 facetas distintas.

�

v

Figura 2.2. Pirámide

Dado un poliedro nRX ⊆ , éste se puede describir algebraicamente
mediante diferentes sistemas de ecuaciones y desigualdades lineales. Cada
uno de estos sistemas de restricciones constituye una representación (lineal)
del poliedro. Una representación se dice minimal si dicha representación
utiliza el menor número de restricciones posible.

Definición 2.2.5 ([Mr83], p. 171) Dada una restricción de desigualdad y un
punto x  que la satisfaga, diremos que la restricción es activa en x  si se da
con igualdad. En caso contrario se dice que es inactiva.

Definición 2.2.6 ([Sc86], p. 99) Dada una representación lineal de un
poliedro y una desigualdad de la misma. Diremos que dicha desigualdad es
una igualdad implícita si es activa para todos los puntos del poliedro.

Consideremos la representación lineal del poliedro X  dada por el
sistema:

{ }0   ,/ ≥=∈ xbAxRx n (2.1)
donde supondremos, sin pérdida de generalidad, que ( ) mA =rang .

Definición 2.2.7 ([MrCh95], p. 29) Un punto extremo x  de X  es
algebraicamente degenerado (no degenerado) si el número total de
restricciones activas en x  es estrictamente mayor (igual) que n .
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En particular, si el número de restricciones activas en x  es mayor en
σ  unidades que la dimensión del espacio de variables n , x  se dice que es
σ -degenerado o degenerado de grado σ .

Definición 2.2.8 El sistema (2.1) se dice no degenerado (degenerado) si
cualquier (algún) punto extremo de X  es algebraicamente no degenerado
(degenerado).

Teorema 2.2.9 ([Mr83], p. 323) El sistema (2.1) es degenerado si, y sólo si, b
se puede poner como la combinación lineal de 1−m  o menos columnas de A .

Teorema 2.2.10 ([MrCh95], p. 29) Si un poliedro es degenerado (no
degenerado) mediante la definición geométrica entonces cualquier
representación minimal de éste será degenerada (no degenerada).

Por otra parte:

Teorema 2.2.11 ([MrCh95], p. 29) Si la representación lineal de un poliedro
es no degenerada entonces:
(i) El poliedro es no degenerado.
(ii) La representación no tiene igualdades implícitas.

Obsérvese que es posible que (ver Ejemplo 2.2.12):

(i) No hayan igualdades implícitas en la representación utilizada y, sin
embargo, ésta sea degenerada.

(ii) Aunque la representación lineal que describe el poliedro sea
degenerada, quizás éste no lo sea.

Ejemplo 2.2.12 Sea el poliedro X  definido por el siguiente sistema de
desigualdades:

{ }2,132,3,1/ 1212121
2 ≤≤−≤+−≥−∈ + xxxxxxxRx

y cuya representación geométrica se da en la Figura 2.3. Es claro que la
descripción lineal anterior no tiene igualdades implícitas y que es
degenerada, por ser x  un vértice degenerado (el número de restricciones
activas en x  es 3).

�
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1x

2x

x
X

Figura 2.3

Teorema 2.2.13 Sea x  una s.f.b. no degenerada del sistema (2.1). Entonces,
(i) x  tiene asociada una única base.
(ii) Cualquier pivotación que introduzca una variable no básica en la base

genera una arista incidente en x .
(iii) ( ) mnX −=dim  ([Mr83], p. 138).
(iv) El número de aristas incidentes en x  es igual a la dimensión de X , es

decir, mn − .
(v) Dado mnr −≤≤1  arbitrario, cualquier conjunto { }ree , ,1

�  de r  aristas
de X  incidentes en x  define una cara r -dimensional F  de X , con la
propiedad de que { }ree , ,1

�  es, exactamente, el conjunto de aristas de
F  incidentes en x  ([MrCh95], p. 29).

Sea x  una s.f.b. degenerada del sistema (2.1). Entonces,

(i) x  tiene asociada varias bases.
(ii) Para cualquier base asociada a x  existen pivotaciones que no generan

aristas incidentes en x .
(iii) Puede ocurrir que ( ) mnX −<dim  ([Mr85], p. 34).
(iv) El número de aristas incidentes en x  puede ser muy superior a la

dimensión del poliedro (piénsese en una pirámide de 3R  con múltiples
caras).

Teorema 2.2.14 Cualquier poliedro degenerado tiene al menos un vértice en
el cual el número de aristas incidentes en él es estrictamente mayor que la
dimensión del poliedro.

Dado un poliedro degenerado X  y un conjunto { }ree , ,1
�  de r  ( 2≥r )

aristas de X  incidentes en un mismo vértice degenerado x , puede que no
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haya ninguna cara de X  que contenga, exactamente, a estas aristas.
Efectivamente:

Ejemplo 2.2.15 Si consideramos el poliedro dado en la Figura 2.4, es claro
que 1v  es un vértice degenerado y que no existe ninguna cara propia del
poliedro que contenga las aristas 1e  = { }( )21, vvCVH  y 2e  = { }( )31, vvCVH

simultáneamente.
�

1v

2v

3v

Figura 2.4

Cuando se tiene un poliedro definido por un sistema degenerado de
restricciones lineales (algo frecuente en la práctica), ciertas técnicas de la
programación vectorial se ven seriamente comprometidas, pues el cálculo de
las aristas y caras de mayor dimensión, eficientes e incidentes en un mismo
vértice, se vuelve especialmente confuso.

2.3 Identificación de las Caras de un Poliedro
En esta sección enunciaremos algunas de las técnicas más comúnmente
utilizadas para la identificación de las caras de un poliedro, haciéndose un
estudio riguroso de las propiedades asociadas a la especificación a través de
desigualdades activas.

2.3.1 Caras Arbitrarias
Existen múltiples formas de caracterizar una cara arbitraria de un poliedro
X . Unas tienen un carácter más geométrico y otras un carácter más
algebraico. Veamos algunas de ellas.
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El resultado siguiente es claramente geométrico y proporciona una
representación explícita de la cara.

Teorema 2.3.1 Sean xpF  y xdF , respectivamente, los puntos y direcciones

extremas de una cara arbitraria F  de X . Entonces, F  = ( )xpFCVH  +

( )xdFCNH .

Obsérvese que, en general no es cierto que una combinación convexa
de un conjunto arbitrario de puntos y direcciones extremas del poliedro sea
una cara del mismo.

Los caracterizaciones más útiles son algebraicas e identifican a la
cara de forma implícita.

Teorema 2.3.2 ([Sc86], p. 101) ∅≠F  es una cara del poliedro X  si, y sólo
si, ∃ ∈ c R n  tal que F  es el conjunto de soluciones óptimas del problema
escalar { }Xxxct ∈/max .

Otra posible alternativa consiste en la especificación de un hiperplano
soporte.

Teorema 2.3.3 Sean α ∈ Rn  y R∈β . Si βα ≤xt  es una desigualdad soporte

para X , entonces ( )βα ,F  = { }x X xt∈ =/ α β  es una cara de X . Además, a

cualquier cara no vacía F  de X  se le puede asociar una desigualdad
soporte.

Por último, también podemos especificar una cara a través de un
conjunto de desigualdades activas.

Teorema 2.3.4 ([Sc86], p. 101) Dado { }nJJ  ..., ,1=⊆′ , ( )JF ′  =
{ }JjxXx j ′∈∀=∈   ,0/  es una cara de X  y cualquier cara ∅≠F  de X  se

puede expresar (no necesariamente de forma única) de esta manera.

En la práctica, el Teorema 2.3.4 proporciona una forma de expresar
las caras cómoda y (algorítmicamente) conveniente. Efectivamente,

Definición 2.3.5 JJ ⊆′  es un descriptor para una cara F  de X  si, y sólo si,
( )JFF ′= .

Es claro que JJ ⊆′  es un descriptor para una cara F  de X  si, y sólo
si, ( )JF ′  es una representación de F .
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En este sentido, cualquier subconjunto JJ ⊆′  se puede considerar un
descriptor (para la cara dada por ( )JF ′ ).

Supongamos que X  viene dado por el sistema (2.1). Evidentemente:
( )JF ′  = { }0 ,/ ==∈ ′′−

′−
+ JJJ

JJn xbxARx

El siguiente ejemplo ilustrar geométricamente la noción de descriptor
de una cara.

Ejemplo 2.3.6 Sea X  el poliedro dado por { }1 ,0/ 3221
3 =+=−∈ + xxxxRx  y

cuya representación gráfica aparece en la Figura 2.5. Evidentemente, X  =
{ }( )xxCVH ˆ, , donde ( )1,0,0=tx  y ( )0,1,1ˆ =tx , siendo ( ) 1dim =X . Es claro

que X  es un poliedro no degenerado especificado a través de una
representación lineal degenerada. Las caras de X  quedan descritas de la
siguiente manera: ( )∅F  = X , {}( )1F  = { }( )2F  = { }( )2 ,1F  = { }x , { }( )3F  = { }x̂ ,
{ }( )3 ,1F  = { }( )3 ,2F  = { }( )3 ,2 ,1F  = ∅ .

�

1x

2x

3x

( )0,1,1ˆ =x

X

( )1,0,0=x

Figura 2.5

A continuación vamos a estudiar una serie de propiedades asociadas a
la especificación de una cara a través de un conjunto de desigualdades
activas.

Proposición 2.3.7 ([Sy96], Remark 4) Sean JJJ ⊆′′′  ,  tales que JJ ′′⊆′ .
Entonces ( )JF ′  ⊇ ( )JF ′′ .
Demostración. JJ ′′⊆′  ⇒  ( )JF ′  = { }JjxXx j ′∈∀=∈   ,0/  ⊇
{ }JjxXx j ′′∈∀=∈   ,0/  = ( )JF ′′ .

�
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Proposición 2.3.8 Sean JJJ ⊆′′′  ,  tales que JJ ′′≠′  y supongamos que
ambos subconjuntos son descriptores de una misma cara F . Entonces

JJ ′′′ �  también es un descriptor de F .
Demostración. Se trata de ver que ( )JJF ′′′ �  = F .
" ⊆ "
Como F  = ( )JF ′  y JJJ ′′′⊆′ � , aplicando la Proposición 2.3.7 ⇒  ( )JJF ′′′ �
⊆  F .
" ⊇ "
Sea ( )JFx ′∈  ⇒  Xx ∈  y 0=′Jx . Como ( )JF ′  = ( )JF ′′  = F  ⇒  0=′′Jx  ⇒

0=′′′ JJx
�

 ⇒  ( )JJFx ′′′∈ � .
�

El siguiente resultado da una acotación para el número de caras de
una dimensión dada.

Proposición 2.3.9 ([Sy96], Remark 3) Sea { }mnr −∈ ,,0 � . El número de

caras r -dimensionales de X  está acotado superiormente por 





+ rm

n
.

Proposición 2.3.10 ([Sy96], Remark 2) Sean JJJ ⊆′′′  , . Si JJ ′′≤′  entonces

( )( ) ( )( )JFJF ′′≥′ dimdim .

Definición 2.3.11 JJ ⊆′  es un descriptor maximal si, y sólo si, JJ ⊆′′∃/  ,
JJ ′′⊂′ , ( ) ( )JFJF ′=′′ .

Teorema 2.3.12 JJ ⊆′  es un descriptor maximal si, y sólo si, JJs ′−∈∀   ,
( )JFx ′∈∃ ˆ , 0ˆ >sx .

Demostración.
“ ⇒ ”
Sean JJs ′−∈  y J ′′  = { }sJ �′ . Evidentemente, JJ ′′⊂′  ⇒  ( )JF ′  ⊇ ( )JF ′′ .
Supongamos por reducción al absurdo que ( )JFx ′∈∀ ˆ , 0ˆ =sx  ⇒  ( )JF ′
⊆ ( )JF ′′  ⇒  ( ) ( )JFJF ′=′′  ⇒  #, pues J ′  es un descriptor maximal.
“ ⇐ ”
Supongamos por reducción al absurdo que J ′  no es un descriptor maximal
⇒  JJ ⊆′′∃  , JJ ′′⊂′ , ( ) ( )JFJF ′=′′ . Entonces, dado JJs ′−′′∈  ⇒  ( )JFx ′∈∀ ˆ ,

0ˆ =sx  ⇒  #.
�

Corolario 2.3.13 JJ ⊆′  es un descriptor maximal si, y sólo si, ( )JFx ′∈∃ ˆ  tal
que 0ˆ >′−JJx .
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Demostración. Basta aplicar el Teorema 2.3.12 y tener en cuenta la
convexidad de ( )JF ′ .

�

Ejemplo 2.3.14 En el Ejemplo 2.3.6, J ′  = ∅  es un descriptor maximal para
X  pues ( ) Xx t ∈=∃ 2/1,2/1,2/1~ .

�

Corolario 2.3.15 JJ ⊆′  es un descriptor maximal si, y sólo si, el sistema
0=− ′−

′−
JJ

JJ xAby , ex JJ   ≥′− , 1≥y (2.2)
tiene solución.
Demostración. Basta tener en cuenta que la factibilidad de (2.2) es
equivalente a la factibilidad del sistema bxA JJ

JJ =′−
′− , 0>′−JJx  y ahora

aplicar el Corolario 2.3.13.
�

El siguiente resultado también es directo.

Corolario 2.3.16 JJ ⊆′  es un descriptor maximal si, y sólo si, JJs ′−∈∀   ,
( ){ } 0/max >′∈ JFxxs .

El Corolario 2.3.16 muestra la estrecha relación existente entre el
concepto de subconjunto de tipo 1 introducido por Murty ([Mr85], p. 37) y el
de descriptor maximal propuesto por nosotros.

Proposición 2.3.17 Sean JJJ ⊆′′′  ,  descriptores maximales. Entonces,
también JJJ ′′′=′′′ �  es un descriptor maximal.
Demostración. Sea JJs ′′′−∈  ⇒ JJs ′−∈  o JJs ′′−∈  o a los dos a la vez.
Supongamos que JJs ′−∈ . Como JJ ′⊆′′′  ⇒  ( )JF ′  ⊆  ( )JF ′′′ . Además, J ′  es
un descriptor maximal ⇒  ( )JFx ′∈∃ ˆ ⊆ ( )JF ′′′ , 0ˆ >sx .

�

Obsérvese que un subconjunto propio de un descriptor maximal puede
que no sea un descriptor maximal. Efectivamente,

Ejemplo 2.3.18 Tomando nuevamente en consideración el Ejemplo 2.3.6, J ′
= { }2,1  es un descriptor maximal pues ( ) Xx t ∈=∃ 1,0,0 . Sin embargo,

{} JJ ′⊆=′′ 1  no es maximal, pues basta tomar { }3,22 =′′−∈= JJs  y
comprobar que ( ){ } 0/max 2 =′′∈ JFxx .

�

El siguiente resultado nos permite describir algebraicamente el
interior relativo de una cara especificada a través de un descriptor maximal.
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Proposición 2.3.19 JJ ⊆′  es un descriptor maximal si, y sólo si, ( )JF ′0  =
{ }0  ,0/ =>∈ ′′− JJJ xxXx  ≠  ∅ .
Demostración. Es una consecuencia inmediata de [Zg98], Lemma 2.9.

�

Teorema 2.3.20 Toda cara F  tiene un único descriptor maximal asociado.
Demostración. Por el Teorema 2.3.4 es claro que toda cara tiene asociado,
al menos, un descriptor maximal. Supongamos por reducción al absurdo que
no es único, es decir, JJJ ⊆′′′∃  , , JJ ′′≠′ , descriptores maximales de F  ⇒
F  = ( )JF ′  = ( )JF ′′ . Podemos suponer sin pérdida de generalidad que

Js ′∈∃    y Js ′′∉ . Si Js ′∈  ⇒  0=sx , Fx ∈∀  . Ahora bien, como Js ′′∉  y J ′′
es un descriptor maximal ⇒  ( ) FJFx =′′∈∃ ˆ , 0ˆ >sx  ⇒  #.

�

2.3.2 Caras Incidentes en un Vértice
Cuando sabemos que una cara es incidente en un determinado vértice del
poliedro, su caracterización a través de desigualdades activas se puede
simplificar (mediante la acotación de J ′ ) si conocemos una base asociada al
vértice. Esto resultará de gran utilidad para los algoritmos generadores de
soluciones eficientes basados en esquemas de pivotaciones sobre tablas del
simplex (ver capítulo 4).

Definición 2.3.21 Una cara XF ⊆  se dice que es incidente en el vertice x  si

xpFx ∈ .

Sean x  una s.f.b. de X , J  = { }n , ,1 � , B  una base asociada a x  e Y  =
B N−1 . Definimos PJ  = { }0 , >∈ jB xJj , DJ  = { }0 , =∈ jB xJj  y ZJ  =

{ }0 , =∈ jxJj . Cuando no haya lugar a dudas, y por simplificar la notación,

denotaremos a PJ , DJ  y ZJ  por P , D  y Z , respectivamente.

PJ  y DJ  son los conjuntos de índices asociados a las variables básicas
no degeneradas y degeneradas, respectivamente. Como, BJ  = PJ  �  DJ  y

∅=DP JJ � , si pJ P =  y σ=DJ  entonces mp =+σ .

ZJ  es el conjunto de índices asociados a las variables a nivel cero.
Evidentemente, ZJ  = DJ  �  NJ .

El siguiente resultado no presenta dificultad.

Proposición 2.3.22 Dado JJ ⊆′ , la cara ( )JF ′  es incidente en el vertice x

si ZJJ ⊆′ .
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Dado el LVP, P  ≡  { }XxCx ∈ / max , la tabla canónica de P  asociada a
B , ( )BT , se escribe:

v.b.       Px              Dx             Nx    r.h.s.

 Px      pI                dp×0           PY       Pb

 Dx      pd×0             dI              DY       0

     pk×0             dk×0            R     P
PbC

Tabla canónica de P  asociada a B

donde PY  ( DY ) son las filas de Y  correspondientes a variables básicas no
degeneradas (degeneradas) y R  = N-B N -CBC 1 .

Es claro, utilizando esta notación, que Xx ∈∀  , Px  = NPP xYb − , Dx  =

ND xY−  y Cx  = NP
P RxbC − .

Teorema 2.3.23 Dada una base arbitraria B  asociada a x , NJJ ⊆′∀  se
verifica que ( )JF ′  determina una única cara de X  incidente en x . Además,
cualquier cara F  de X  incidente en x  tiene asociado al menos un descriptor

NJJ ⊆′  para alguna base B  asociada a x .
Demostración. Dado NJJ ⊆′  es claro que ( ) fXJF ∈′  pues ( )JF ′  es la

intersección de X  con un número finito de sus hiperplanos soporte.
Sea ahora fXF ∈ . Por el Teorema 2.3.2 ⇒  nRc ∈∃ , F  = QS , donde Q  es el

problema escalar { }Xxxct ∈/max . Sea mmRB ×∈  una base asociada a x  y
denotemos por r  el correspondiente vector de costos reducidos. Entonces, QS

= { }0/ =∈ N
t xrXx . Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, aplicando

la teoría de la programación lineal escalar que r  es no negativo. Sea J ′  =
{ } NjN JrJj ⊆>∈ 0/ . Veamos que ( )JFF ′= . Efectivamente:

“ ⊆ ”
Fx ∈∀  ⇒  N

t xr  = 0. Como 0  ≥r , 0  ≥Nx  ⇒  Jj ′∈∀  , 0=jx  ⇒ ( )JFx ′∈
“ ⊇ ”

( )JFx ′∈∀  ⇒ N
t xr  = JJ

t
JJJ

t
J NN

xrxr ′−′−′′ +  = 0 ⇒  Fx ∈ .
�

Vamos a hacer un breve repaso de las propiedades de las caras
incidentes sobre un determinado vértice contemplando las posibilidades de
degeneración y no degeneración del mismo.
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(i) Caso No Degenerado
Sea x  una s.f.b. no degenerada de X . Evidentemente, PJ  = BJ , ZJ  = NJ  y

DJ  = ∅ .

Proposición 2.3.24 Si x  es no degenerado entonces NJJ ⊆′∀  , J ′  es un
descriptor maximal.

Se puede considerar que el cálculo de las aristas y las caras de
dimensión mayor o igual que dos, de X , incidentes en x  (no degenerado), no
reviste dificultad debido a los siguientes resultados clásicos:

Teorema 2.3.25 ([Mr85], p. 34) Cualquier NJs ∈ , determina una única

arista de X  incidente en x  dada por sδ  = { }( )sJF N −  =
{ }{ }sJjxXx Nj −∈∀=∈   ,0/ . Además, cualquier arista de X , incidente en x ,

tiene asociada un único descriptor { }sJ N − , para cierto NJs ∈ .

Teorema 2.3.26 ([Mr85], p. 34) Cualquier NJJ ⊆′ , con rmnJ −−=′ ,

determina una única cara r -dimensional de X  incidente en x  dada por
( )JF ′  = { }JjxXx j ′∈∀=∈   ,0/ . Además, a cualquier cara r -dimensional F

de X , incidente en x , se le puede asignar un único descriptor NJJ ⊆′ .

El teorema anterior representa la generalización a caras de mayor
dimensión del Teorema 2.3.25.

Ejemplo 2.3.27 En el Ejemplo 2.3.6, x̂  es un vértice no degenerado, cuya
tabla canónica asociada es:

v.b.     1x      2x     3x   r.h.s.

 1x     1       0       1      1
 2x     0       1       1      1

Tabla canónica asociada a x̂

Es claro que BJ  = { }2,1 , NJ  = { }3 . Las caras de X  incidentes en x̂  se pueden

especificar como subconjuntos de NJ . Así, para las caras de dimensión 1, J ′

= rmn −−  = 123 −−  = 0 ⇒ J ′  = ∅  (Recordemos que ( )∅F  = X ). Para las
caras de dimensión 0 (el propio x̂ ) ⇒  J ′  = 1. Como NJJ ⊆′ ⇒ J ′  ={ }3 .

�
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En caso de no degeneración, a tenor del siguiente resultado, se
construyen caras propias maximales utilizando subconjuntos propios
minimales J ′  .

Teorema 2.3.28 Sean NJJJ ⊆′′′  , . Entonces JJ ′′⊂′  si, y sólo si, ( )JF ′  ⊃
( )JF ′′ .

Demostración.
“ ⇐ ”
( )JF ′  = { }JjxXx j ′∈∀=∈   ,0/  ⊃  { }JjxXx j ′′∈∀=∈   ,0/  = ( )JF ′′  ⇒  JJ ′′⊂′ .

“ ⇒ ”
Por hipótesis, JJ ′′⊂′ . Utilizando la Proposición 2.3.7 ⇒  ( )JF ′  ⊇  ( )JF ′′ .
Como x  es no degenerado, por el Teorema 2.3.26 ⇒  J ′  = ( )( )JFmn ′−− dim

< ( )( )JFmn ′′−− dim  = J ′′  ⇒  ( )( )JF ′dim  > ( )( )JF ′′dim  ⇒  ( )JF ′  ⊃  ( )JF ′′ .
�

(ii) Caso Degenerado
Sea x  una s.f.b. σ -degenerada de X . Sea B  una base arbitraria asociada a
x . Entonces, ZJ  = ND JJ �  y DJ=σ .

El cálculo de las aristas y caras de dimensión mayor o igual que dos,
de X , incidentes en un punto extremo degenerado es considerablemente más
complejo que el correspondiente análisis para el caso no degenerado.

Teorema 2.3.29 Dado ZJJ ⊆′  entonces ( )JF ′  determina una única cara de
X  incidente en x . Además, cualquier cara F  de X  incidente en x  tiene
asociado un único descriptor maximal, ZJJ ⊆′ , dado por
{ }0 , / =∈∀∈ jZ xFxJj .

Demostración. La primera parte del teorema no tiene dificultad. Veamos
la segunda parte.
Sea J ′  = { }0 , / =∈∀∈ jZ xFxJj  y comprobemos en primer lugar que J ′  es

un descriptor de F , es decir, ( )JFF ′= .
“ ⊆ ”
Sea Fx ∈ . Por definición de J ′  ⇒  Jj ′∈∀  , 0=jx  ⇒ ( )JFx ′∈ .

“ ⊇ ”
Si F  es una cara de X  incidente en x . Por el Teorema 2.3.23 ⇒  mmRB ×∈∃
base asociada a x  y NJJ ⊆′′∃  tal que ( )JFF ′′= . Por definición de J ′  ⇒

JJ ′⊆′′  ⇒  ( )JF ′  ⊆ ( ) FJF =′′ .
Probemos ahora que J ′  es un descriptor maximal. Sin embargo, esto es
claro, pues por la definición de J ′  ⇒  JJj ′−∈∀   , ( )JFx ′∈∃ ˆ , 0ˆ >jx .
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Por último, veamos la unicidad. Ahora bien, esto es directo pues dado que J ′
es un descriptor maximal, aplicando el Teorema 2.3.20, necesariamente ha
de ser único.

�

Ejemplo 2.3.30 En el Ejemplo 2.3.6, x  es un vértice degenerado de grado 1,
siendo una de sus tablas canónicas asociadas:

v.b.     1x      2x     3x   r.h.s.

 1x      1     -1       0      0
 3x      0      1       1      1

Tabla canónica asociada a x

Es claro que BJ  = { }3,1 , PJ = { }3 , DJ  ={}1 , NJ  = { }2  y ZJ  = { }2,1 .
Sabemos que las caras de X  incidentes en x  se pueden especificar como
subconjuntos de ZJ . Así:
Para J ′  = 0 ⇒ J ′  = ∅  ⇒  ( )JF ′  = X .

Para J ′  = 1 ⇒  Como ZJJ ⊆′  las posibilidades son: J ′  ={}1  o J ′  ={ }2 . En

ambos casos, ( )JF ′  = { }x .
Para J ′  = 2 ⇒  J ′  = { }2,1  ⇒ ( )JF ′  = { }x .

Por otra parte, los descriptores maximales (únicos) que se pueden asociar a
las caras de X  incidentes en x  son:
Para X  ⇒ J ′  = ∅ .
Para { }x  ⇒  J ′  = { }2,1 .

�

Nos preguntamos ahora si existirá alguna prueba sencilla para
comprobar si un descriptor es maximal. Afortunadamente, la respuesta es
afirmativa. En efecto:

Sean DNZ JJJJ �=⊆′ , NN JJJ �′=′  y DD JJJ �′=′ . En estas
condiciones, es claro que DN JJJ ′′=′ � .

Sean 
DJY ′  (

DD JJY ′− ) las filas de Y  asociadas a variables de DJ ′  ( DD JJ ′− )

respectivamente.

Teorema 2.3.31 ZJJ ⊆′  es un descriptor maximal si, y sólo si, el sistema
0=′ uY

DJ , 0<′− uY
DD JJ , 0>′− NN JJu , 0=′NJu (2.3)

tiene solución.



90 2.  CARACTERIZACIONES DE CARAS EFICIENTES

Demostración. Como ZJJ ⊆′  descriptor maximal ⇔  ( )JFx ′∈∃ ˆ , 0>′−JJx .

Ahora, dado que X  = { }NDDNPPP
n xYxxYbxRx −=−=∈ + ,/  es claro el resultado

�

Luego, todo se reduce a resolver el sistema (2.3). A primera vista,
debido a las desigualdades estrictas que presenta, no parece muy
prometedor. Sin embargo, se prueba sin dificultad que:

Lema 2.3.32 Resolver el sistema
0<Hu , 0>u (2.4)

es equivalente a resolver el sistema
eHu −≤  , eu   ≥ (2.5)

Obsérvese que cualquier solución de (2.5) es solución de (2.4).

Corolario 2.3.33 ZJJ ⊆′  es un descriptor maximal si, y sólo si, el sistema
0=′ uY

DJ , euY
DD JJ −≤′−   , eu

NN JJ   ≥′− , 0=′NJu (2.6)

tiene solución.

Es fácil ver que si ∅≠′− NN JJ  el sistema (2.6) se puede simplificar de
la siguiente manera:

0=′−
′ uY NN

D

JJ
J , euY NN

DD

JJ
JJ −≤′−
′−   , eu   ≥ (2.7)

Ejemplo 2.3.34 Sea x  s.f.b. degenerada de un cierto poliedro X , siendo 1B

una base asociada dada por 
1BJ  = { }6,3,5 . Supongamos que la tabla

canónica asociada a 1B  es:

  v.b. 1x 2x 3x 4x 5x 6x r.h.s.

  5x  1  1  0 -1  1  0    1
  3x  1  1  1  1  0  0    3
  6x  1 -1  0  0  0  1    0

( )1BT . Tabla canónica asociada a x

Es claro que NJ  = { }4,2,1 , { }6=DJ  y ZJ  = { }6,4,2,1 .

Vamos a comprobar si los siguientes descriptores, { }4=′J , { }2,1=′J , { }6,1=′J

{ }6,2=′J  y { }6,2,1=′J , asociados a caras incidentes en x , son maximales o
no.
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Para { }4=′J  ⇒  { }4=′NJ , ∅=′DJ , { }2,1=′− NN JJ  y { }6=′− DD JJ . Así, el

sistema (2.7) se transforma en: ( ) 11,1 −≤− u , eu   ≥ . Claramente, ( )2,1=tu  es
solución de este sistema ⇒  J ′  es un descriptor maximal.

Para { }2,1=′J  ⇒  { }2,1=′NJ , ∅=′DJ , { }4=′− NN JJ  y { }6=′− DD JJ . Así, el
sistema (2.7) se transforma en: 10 −≤u , 1≥u . El cual, evidentemente, no
tiene solución ⇒  J ′  no es un descriptor maximal.

Para { }6,1=′J  ⇒  {}1=′NJ , { }6=′DJ , { }4,2=′− NN JJ  y ∅=′− DD JJ . Así, el
sistema (2.7) se transforma en: ( ) 00,1 =− u , eu   ≥ . El cual, evidentemente, no
tiene solución ⇒  J ′  no es un descriptor maximal.

Para { }6,2=′J  ⇒  { }2=′NJ , { }6=′DJ , { }4,1=′− NN JJ  y ∅=′− DD JJ . Así, el
sistema (2.7) se transforma en: ( ) 00,1 =u , eu   ≥ . El cual, evidentemente, no
tiene solución ⇒  J ′  no es un descriptor maximal.

Sin embargo, para { }6,2,1=′J  ⇒  { }2,1=′NJ , { }6=′DJ , { }4=′− NN JJ  y
∅=′− DD JJ . Así, el sistema (2.7) se transforma en: 00 =u , 1≥u . Claramente,

1=u  es solución de este sistema ⇒  J ′  es un descriptor maximal.
�

¿Qué se puede afirmar si, siendo x  degenerado, consideramos NJJ ⊆′
como en el caso no degenerado? Es sabido que:

Teorema 2.3.35 ([Mr85], p. 35) Dado NJJ ⊆′ , con rmnJ −−=′ , determina

una única cara de X , incidente en x , dada por ( )JF ′  =
{ }JjxXx j ′∈∀=∈   ,0/ , pero su dimensión puede ser menor que r .

Obsérvese, además, que diferentes subconjuntos NJJ ⊆′  pueden
generar la misma cara y que, para 1>r , no se puede garantizar que se
obtengan todas las caras de dimensión r  incidentes en x  mediante la
revisión exhaustiva de ( )BT , incluso aunque esta revisión se extienda una a
una todas las tablas canónicas asociadas a x  ([Mr85], p. 37).

Para poder garantizar la dimensión de la cara consideremos NJ
~

 =

{ }0  / ≤∈ j
DN yJj . Son conocidos los siguientes resultados:

Teorema 2.3.36 ([Mr85], p. 36) Cualquier NJs
~∈ , determina una única

arista de X  incidente en x  dada por sδ  = { }( )sJF N −  =
{ }{ }sJjxXx Nj −∈∀=∈   ,0/ . Además, todas las aristas de X  incidentes en x

se pueden obtener de esta manera mediante la exploración de todas las tablas



92 2.  CARACTERIZACIONES DE CARAS EFICIENTES

canónicas asociadas a x  (aunque la misma arista, probablemente, aparecerá
varias veces repetidas en esta enumeración).

Teorema 2.3.37 ([Mr85], p. 37) Dado NJJ ⊆′ , tal que NN JJJ
~⊆′− , con

rmnJ −−=′ , entonces ( )JF ′  determina una única cara de X  incidente en x

y de dimensión r .

Ahora bien, procediendo como en el teorema anterior, no somos
capaces de determinar directamente si la cara es maximal y puede haber
caras r -dimensionales que escapen a esta enumeración.

Sean ( )xB  = { }{ }L ..., ,1/ ∈lBl  todas las bases asociadas a x  (inclusive

las que se obtienen a través de pivotes negativos) y 
lNJ

~
 ={ }0  / ≤∈ j

DN yJj
l

, es

decir, es el conjunto de índices no básicos, respecto a una base dada lB , tales
que al introducirlos en la base generan una arista de X .

Si para cada una de las bases { }{ }L ..., ,1/ ∈lBl  asociadas a x , tomamos

lNJJ ⊆′  tal que 
ll NN JJJ

~⊆′− , se pueden obtener otras caras de X

incidentes en x . Pero de nuevo nos encontramos con que esta enumeración
a través de tablas, consideradas una a una, puede que no produzca todas las
caras de dimensión 1>r  de X  incidentes en x , pues es posible que en una
misma tabla no se puedan identificar las r  aristas que definen la cara
([Mr85], p. 37).

Sea J
~

 = �
L

1

~

=l
Nl

J .

Teorema 2.3.38 ([Mr85], Theorem 1) Xx ∈∀   se verifica que 0=jx ,

JJj Z

~
 −∈∀ .

El resultado anterior indica que las variables 
JJZ

x ~−  son fijas a nivel 0

y, por tanto, se pueden suprimir de la representación del poliedro.

Además, si queremos mantener la validez del Teorema 2.3.38, la
construcción de J

~
 no se puede simplificar imponiendo que en

{ }{ }L ..., ,1/ ∈lBl  estén todas las bases asociadas a x , lexicográficamente
accesibles a partir de una dada, como pone de manifiesto el siguiente
contraejemplo.
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Ejemplo 2.3.39 Utilizando los datos del Ejemplo 2.3.34 se tiene que 
1

~
NJ  =

{ }4,2 . Aplicando la regla lexicográfica a ( )1BT , la única tabla canónica
alternativa asociada a x  se obtiene al meter 1x  en la base:

  v.b. 1x 2x 3x 4x 5x 6x r.h.s.

  5x  0  2  0 -1  1  -1    1
  3x  0  2  1  1  0  -1    3
  1x  1 -1  0  0  0   1    0

( )2BT . Tabla canónica asociada a x

Nuevamente, 
2

~
NJ  = { }4,2  ⇒  J

~
 = { }4,2  ⇒  JJ Z

~−  = { }6,1 . Sin embargo,

Xx ∈∃ ˆ  especificado por ( )1,0,0,2,1,0  tal que 0ˆ6 ≠x .
�

El siguiente resultado no es más que una pequeña modificación del
enunciado en el Teorema 2.3.29, que nos permite restringir los candidatos a
formar parte de J ′  a costa de realizar más cálculos previos (determinación a
priori de J

~
).

Teorema 2.3.40 ([Mr85], p. 37) Sea ZJJ ⊆′  descriptor maximal tal que

JJJ Z

~⊆′− . Entonces:
i) ( )JF ′  determina una única cara de X  incidente en x .
ii) A cualquier cara F  de X , incidente en x , se le puede asociar un

descriptor maximal ZJJ ⊆′  dado por { }0 , / =∈∀∈ jZ xFxJj .

2.4 Soluciones Óptimas de un Programa Escalar
Lineal

El estudio de caracterizaciones apropiadas del conjunto de todas las
soluciones óptimas de un problema de programación lineal escalar es un
aspecto frecuentemente descuidado en la literatura. Sin embargo, este tópico
es de especial relevancia en la teoría del LVP, pues cualquier cara eficiente
maximal se puede poner como el conjunto de soluciones óptimas de un cierto
problema lineal escalar (Teorema 1.7.26).

En este apartado vamos a estudiar con cierto detenimiento cómo se
puede describir el conjunto de soluciones óptimas de un problema lineal
escalar y proporcionaremos condiciones necesarias y suficientes para que
una cara arbitraria de la región factible sea óptima.



94 2.  CARACTERIZACIONES DE CARAS EFICIENTES

Consideremos el problema Q  ≡  { }Xxxct ∈/max , donde X

supondremos viene dado por el sistema (2.1).

Teorema 2.4.1 QS  = ( ){ }0,  ,0  ,/ =−≥≥=∈ xcAucAuxbAxRx ttttn .

Demostración. Basta tener en cuenta que el problema dual de Q  es
{ }ttt cAubu ≥/min  y aplicar las condiciones necesarias y suficientes de

optimalidad para el caso lineal escalar ([Mr83], Theorem 4.6).
�

Corolario 2.4.2 QSx ∈  si, y sólo si, mRu ∈∃   tal que tt cAu   ≥ , ( ) 0=− xcAu tt .

Teorema 2.4.3 Sea JJ ⊆′  un descriptor maximal. Entonces, ( ) QSJF ⊆′  si, y

sólo si, mRu ∈∃   tal que tt cAu   ≥ , t
JJ

JJt cAu ′−
′− = .

Demostración.
“ ⇐ ”
Por hipótesis, mRu ∈∃  , tt cAu   ≥ , t

JJ
JJt cAu ′−

′− =  ⇒  ( )JFx ′∈∀ , ( ) 0=− xcAu tt .

Por el Corolario 2.4.2 ⇒  QSx ∈ .

“ ⇒ ”
Sea ( ) QSJFx ⊆′∈ 0  ⇒  0>′−JJx . Como QSx ∈  ⇔  mRu ∈∃  , tt cAu   ≥ ,

( ) 0=− xcAu tt . Como 0>′−JJx  ⇒  t
JJ

JJt cAu ′−
′− = .

�

Los resultados anteriores se pueden refinar mucho más si disponemos
de información adicional. Efectivamente:

Sean Xx ∈  s.f.b., B  una base asociada, Y  = B N−1 ,  b  = B  b-1  y
t
N

-t
B

t cN -B= c r 1  el vector de costos reducidos asociado. Sabemos que Xx ∈∀  

se verifica que xct  = N
tt

B xrbc − .

Estudiemos, en primer lugar, cuándo se puede garantizar que QSx ∈ .

El siguiente resultado, denominado Criterio Fundamental de
Optimalidad ([Mr83], p. 62), es ampliamente conocido e independiente de la
degeneración o no de x .

Teorema 2.4.4 ([Mr83], Theorem 2.1) Si 0  ≥r  entonces QSx ∈ .

Demostración. Si 0  ≥r  ⇒ 0≥N
t xr , Xx ∈∀   ⇒  xct  = bct

B  ≥  N
tt

B xrbc −  =

xct , Xx ∈∀   ⇒  QSx ∈ .
�
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También es sabido (por las propiedades del algoritmo del simplex) que
a cualquier vértice óptimo se le puede asociar una base cuyo vector de costos
reducidos sea no negativo ([Mr83], p. 329).

Luego, en virtud de las propiedades anteriores, para el caso no
degenerado, es directo el siguiente resultado:

Teorema 2.4.5 Si x  es no degenerado entonces QSx ∈  si, y sólo si, 0  ≥r .

Veamos qué se puede afirmar para el caso degenerado. Supongamos,
pues, que x  es σ -degenerado.

Teorema 2.4.6 QSx ∈  si, y sólo si, el sistema 0<ur t , 0  ≤uYD , u  0≥ , no tiene

solución.
Demostración.
“ ⇒ ”
Supongamos, por reducción al absurdo que mnRu −

+∈∃ ˆ , 0ˆ <ur t , 0  ˆ ≤uYD  ⇒
∃ ∈ ++ ε R / 0  ˆˆ ≥= uxN ε , 0  ˆˆ ≥−= NB xYbx  ⇒ Xx ∈ˆ . Además, como 0ˆˆ <= urxr t

N
t ε

⇒  xct ˆ  = urbc tt
B ˆε−  > bct

B  = xct  ⇒  QSx ∉ ⇒  #. Luego, el sistema 0<ur t ,

0  ≤uYD , u  0≥ , no tiene solución.
“ ⇐ ”
Como Xx ∈∀  ⇒ 0  ≥Nx , 0  ≥−= NB Yxbx , aplicando la hipótesis ⇒  /∃ ∈ x X ,

0<N
t xr  ⇒  QSx ∈ .

�

Corolario 2.4.7 QSx ∈  si, y sólo si, el sistema t
D

tt Yvr 0  ≥+ , 0  ≥v , tiene

solución.
Demostración. Directa aplicando al resultado anterior el teorema de la
alternativa de Gale ([Mn69], p. 35).

�

Una vez que sabemos comprobar la optimalidad de un vértice,
indistintamente de la base asociada utilizada, estamos en condiciones de
intentar dar caracterizaciones para todo el conjunto de soluciones óptimas
de Q .

Supongamos que QSx ∈ . Independientemente de que x  sea

degenerado o no, se tienen los siguientes resultados:
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Teorema 2.4.8 QS  = { }0/ =∈ N
t xrXx .

Demostración. Teniendo en cuenta que QSx ∈  podemos escribir que QS  =

{ }xcxrxcxcXx t
N

ttt =−=∈ /  = { }0/ =∈ N
t xrXx .

�

Es claro que si el vector de costos relativos tiene todas sus
componentes estrictamente positivas entonces x  es la única solución óptima
de Q  ([Mr83], Result 3.2, p. 139).

También podemos identificar el conjunto de soluciones óptimas a
través de ciertos hiperplanos soporte. Efectivamente,

Teorema 2.4.9 QS  = ( )bBccF t
B

t 1, − .

Demostración. QS  = { }xcxcXx tt =∈ /  = { }bBcxcXx t
B

t 1/ −=∈  = ( )bBccF t
B

t 1, − .
�

Corolario 2.4.10 fQ XS ∈ .

El corolario anterior es importante pues nos indica que las soluciones
óptimas de un programa lineal escalar conforman una cara de la región
factible.

Si deseamos caracterizaciones más sutiles de QS , en función de r ,

debemos distinguir, nuevamente, los casos en que x  sea no degenerado y
degenerado.

Estudiemos, en primer lugar, el caso en que x  es no degenerado.

Teorema 2.4.11 QS  = { }Njj JjxrXx ∈∀=∈   ,0/ .

Demostración.
“ ⊆ ”
Sea XSx Q ⊆∈ˆ  ⇒  0ˆ =N

t xr . Como 0  ˆ ≥Nx  y 0  ≥r  (pues QSx ∈ ) ⇒
0ˆ =jj xr , NJj ∈∀   .

“ ⊇ ”
Sea Xx ∈ˆ  / 0ˆ =jj xr , NJj ∈∀    ⇒  0ˆ =N

t xr . Ahora, como QSx ∈  ⇒  QSx ∈ˆ .
�

Como consecuencia, podemos especificar QS  a través de un conjunto

de desigualdades activas. Efectivamente:
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Corolario 2.4.12 Sea J ′  = { }0/ >∈ jN rJj . Entonces QS  = ( )JF ′ .

Demostración. Sea XSx Q ⊆∈ˆ  ⇔  0ˆ =jj xr , NJj ∈∀    ⇔  0ˆ =jx , Jj ′∈∀   ⇔
( )JFx ′∈ˆ .

�

Sea NJJ ⊆′ . Si eliminamos la hipótesis de que QSx ∈  podemos

obtener:

Teorema 2.4.13 ( ) QSJF ⊆′  si, y sólo si, 0  ≥r , 0=′−JJ N
r .

Demostración.
“ ⇒ ”
Como QSx ∈  (pues ( )JFx ′∈ ) y, además, x  es no degenerado ⇒  0  ≥r .

Sea JJs N ′−∈ . Supongamos, por reducción al absurdo que 0>sr . Como x

es no degenerado ⇒ ∃ ∈ ++ ε R / 0ˆ >= εsx , 0ˆ =jx , { }sJj N −∈∀  ,

0ˆˆ >−= NB xYbx  ⇒  ( )JFx ′∈ˆ  y, sin embargo, QSx ∉ˆ  ⇒  #, pues ( ) QSJF ⊆′ .

“ ⇐ ”
Por hipótesis, 0  ≥r  ⇒  QSx ∈ . Sea ( )JFx ′∈ˆ  ⇒  0ˆ =′Jx . Como 0=′−JJ N

r  ⇒

N
t xr ˆ  = 0ˆˆ =+ ′−′−′′ JJ

t
JJJ

t
J NN

xrxr . Aplicando el Teorema 2.4.8 ⇒  QSx ∈ˆ .
�

Evidentemente, si 0=′−JJ N
r  y QSx ∈ , independientemente de que el

vértice sea degenerado o no, se tiene que ( ) QSJF ⊆′

Teorema 2.4.14 ([EcHK80], Lemma 4.1) ( ) QSJF =′  si, y sólo si, 0  ≥r , J ′  =
{ }0/ >∈ jN rJj .

Demostración.
“ ⇒ ”
Por el Teorema 2.4.13, 0  ≥r  y JJ N ′−  ⊆  { }0/ =∈ jN rJj .

Veamos ahora que { }0/ =∈ jN rJj  ⊆ JJ N ′− . Efectivamente, sea NJs ∈  /

0=sr . Supongamos, por reducción al absurdo que JJs N ′−∉ . Como x  es no

degenerado ⇒ ∃ ∈ ++ ε R / 0ˆ >= εsx , 0ˆ =jx , { }sJj N −∈∀  , 0ˆˆ >−= NB xYbx  ⇒

QSx ∈ˆ  y, sin embargo, ( )JFx ′∉ˆ  ⇒  #, pues ( ) QSJF =′ .

“ ⇐ ”
Como 0  ≥r  ⇒  QSx ∈ . Ahora basta aplicar el Corolario 2.4.12.

�

Pongámonos, ahora, bajo la hipótesis de que QSx ∈  es σ -degenerado.
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Proposición 2.4.15 σRv ∈∀  , Xx ∈∀   se verifica N
t xr  = ( ) ND

tt
D

t xYvrxv ++ .
Demostración. Directa pues Dx  = ND xY− .

�

Sea ( )xΦ  = { }0  / ≥+∈ + D
tt YvrRv σ . Nótese que ( ) ∅≠Φ x  pues QSx ∈ .

Entonces, ( )xv Φ∈∀  , se tiene:

Teorema 2.4.16 QS  = ( ){ }0 ,0 / =+=∈ ND
tt

D
t xYvrxvXx .

Demostración.
“ ⊇ ”
Sea Xx ∈ˆ  tal que 0ˆ =D

t xv , ( ) 0ˆ =+ ND
tt xYvr . Por la Proposición 2.4.15 ⇒

0ˆ =N
t xr . Como QSx ∈  ⇒  QSx ∈ˆ .

“ ⊆ ”
XSx Q ⊆∈ˆ  ⇒  0ˆ =N

t xr . Aplicando la Proposición 2.4.15 ⇒

( ) ND
tt

D
t xYvrxv ˆˆ ++  = 0. Como ( )xv Φ∈∀  , 0  ˆ ≥D

t xv , ( ) 0  ˆ ≥+ ND
tt xYvr  ⇒  0ˆ =D

t xv ,

( ) 0ˆ =+ ND
tt xYvr .

�

Teorema 2.4.17 QS  = ( ){ }Nj
j

D
t

jDjj JjxyvrJjxvXx ∈∀=+∈∀=∈   ,0 ,  ,0 / .

Demostración.
“ ⊇ ”
Sea Xx ∈ˆ  tal que 0ˆ =jj xv , DJj ∈∀   , ( ) 0ˆ =+ j

j
D

t
j xyvr , NJj ∈∀    ⇒  0ˆ =D

t xv ,

( ) 0ˆ =+ ND
tt xYvr  ⇒  QSx ∈ˆ .

“ ⊆ ”
Sea XSx Q ⊆∈ˆ  ⇒  0ˆ =D

t xv , ( ) 0ˆ =+ ND
tt xYvr . Como ( )xv Φ∈  ⇒  σ

+∈ Rv ,

0  ≥+ D
tt Yvr . Además, σ

+∈ RxDˆ , mn
N Rx −

+∈ˆ  ⇒  0ˆ =jj xv , DJj ∈∀   ,

( ) 0ˆ =+ j
j

D
t

j xyvr , NJj ∈∀   .
�

Ahora ya estamos en condiciones de volver a caracterizar el conjunto
de soluciones óptimas de un programa escalar a través de un conjunto de
desigualdades activas. Efectivamente:

Corolario 2.4.18 Sea J ′  ={ }0 / >+∈ j
D

t
jN yvrJj  �  { }0 / >∈ jD vJj . Entonces

QS  = ( )JF ′ .

Demostración. Sea XSx Q ⊆∈ˆ  ⇔  0ˆ =jj xv , DJj ∈∀   , ( ) 0ˆ =+ j
j

D
t

j xyvr ,

NJj ∈∀   . Como ( )xv Φ∈ , ⇔  0ˆ =jx , Jj ′∈∀   ⇔  ( )JFx ′∈ˆ .
�
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Nuevamente, si eliminamos la hipótesis de que QSx ∈  podemos

obtener:

Teorema 2.4.19 Sea ZJJ ⊆′  descriptor maximal. Entonces, ( ) QSJF ⊆′  si, y

sólo si, el sistema, 0  ≥+ ′
′

N

N

J
D

tt
J Yvr , 0=+ ′−

′−
JJ

D
tt

JJ
N

N
Yvr , 0  ≥′DJv , 0=′−JJD

v , tiene

solución.
Demostración.
“ ⇒ ”
Como QSx ∈  (pues ( )JFx ′∈ ) y, además, x  es degenerado ⇒  0  ≥+ D

tt Yvr ,

0  ≥v , tiene solución.
Sea JJs N ′−∈  y supongamos, por reducción al absurdo que 0>+ s

D
t

s yvr .
Como J ′  es un descriptor maximal ⇒  ( )JFx ′∈∃ ˆ , 0ˆ >sx . Sin embargo,

QSx ∉ˆ  ⇒  #, pues ( ) QSJF ⊆′ .

Para JJs D ′−∈  se haría un razonamiento análogo al anterior.
“ ⇐ ”
Por hipótesis, 0  ≥+ D

tt Yvr , 0  ≥v , tiene solución ⇒  QSx ∈ . Sea ( )JFx ′∈ˆ  ⇒
0ˆ =′Jx . Aplicando el Teorema 2.4.17 ⇒  QSx ∈ˆ .

�

Teorema 2.4.20 Sea ZJJ ⊆′  descriptor maximal y supongamos que la
representación de X  dada por el sistema (2.1) no tiene igualdades implícitas
( ∅  es un descriptor maximal de X ). Entonces, ( ) QSJF =′  si, y sólo si,

0  ≥+ D
tt Yvr , 0  ≥v , J ′  ={ }0 / >+∈ j

D
t

jN yvrJj  �  { }0 / >∈ jD vJj .

Demostración.
“ ⇒ ”
Por el Teorema 2.4.19 ⇒  0  ≥+ D

tt Yvr , 0  ≥v , JJ N ′−  ⊆  { }0 / =+∈ j
D

t
jN yvrJj

y JJ D ′−  ⊆  { }0 / =∈ jD vJj .

Veamos ahora que { }0 / =+∈ j
D

t
jN yvrJj  ⊆  JJ N ′− . Efectivamente, sea

NJs ∈ , 0=+ s
D

t
s yvr  y supongamos por reducción al absurdo que NJs ′∈ .

Como ∅  es un descriptor maximal de X  ⇒  Xx ∈∃ ˆ , 0ˆ >sx  ⇒  ( )JFx ′∉ˆ  y

QSx ∈ˆ  ⇒  #, pues ( ) QSJF =′ .

Para ver que { }0 / =∈ jD vJj  ⊆  JJ D ′−  se aplica un razonamiento similar.

Luego JJ N ′−  = { }0 / =+∈ j
D

t
jN yvrJj  y JJ D ′−  = { }0 / =∈ jD vJj  ⇒  NJ ′  =

{ }0 / >+∈ j
D

t
jN yvrJj  y DJ ′  = { }0 / >∈ jD vJj .

“ ⇐ ”
Como 0  ≥+ D

tt Yvr , 0  ≥v  ⇒  QSx ∈ . Ahora, aplicando el Corolario 2.4.18

⇒ ( ) QSJF =′ .
�
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Estudiemos ahora ciertos aspectos que consideramos de interés. Nos
plantearemos, en primer lugar, la cuestión de cuando un poliedro contenido
en la región factible X  es totalmente óptimo.

Sean S = { } Xxx s ⊆ ..., ,1  e ( )SCVHY = .

Proposición 2.4.21 ∅≠QSY �
0  si, y sólo si, QSY ⊆ .

Demostración.
“ ⇐ ”
Trivial.
“ ⇒ ”

Sea QSYx �
0∈  ⇒  0 sΛ∈∃ µ , ∑

=

=
s

i

i
i xx

1

µ . Como QSx ∈  ⇒  ∀ ∈ x X , xcxc tt ≥

⇒  itt xcxc ≥ , { }si  ..., ,1 ∈∀ . Supongamos, por reducción al absurdo que

{ }∃ ∈   i q0 1, ..., , 0itt xcxc >  ⇒  xct  = 




 ∑

=

s

i

i
i

t xc
1

µ  = ∑
=

s

i

it
i xc

1

µ  < ∑
=

s

i

t
i xc

1

µ  = xct

⇒  #, luego QSS ⊆ . Ahora, aplicando que QS  es convexo ⇒  ( ) QSSCVHY ⊆= .
�

El resultado anterior se puede generalizar al caso no acotado.
Efectivamente, consideremos adicionalmente un conjunto de direcciones de
recesión de X  dado por T = { }pdd  ..., ,1  y supongamos que

( ) ( )TCNHSCVHY += .

Proposición 2.4.22 ∅≠QSY �
0  si, y sólo si, QSY ⊆ .

Demostración.
“ ⇐ ”
Trivial.
“ ⇒ ”
Sea QSYx �

0∈ . Supongamos por reducción al absurdo que Yx ∈∃ ˆ , QSx ∉ˆ .

Podemos encontrar { }pss xx ++ ˆ ..., ,ˆ 1 , puntos sobre los rayos de Y , tales que

tomando Ŝ  = { }psss xx, xx ++ ˆ ..., ,ˆ ..., , 11 , se verifique que ( )SCVHx ˆˆ ∈  y

( )SCVHx ˆ0∈ . Como QSx ∈ , por la Proposición 2.4.21 ⇒  ( ) QSSCVH ⊆ˆ  ⇒

QSx ∈ˆ  ⇒  #, luego QSY ⊆ .
�

Corolario 2.4.23 Sea XY ⊆≠∅  poliedro. Entonces, ∅≠QSY �
0  si, y sólo

si, QSY ⊆ .

Demostración. Inmediata utilizando la Proposición 2.4.22 y teniendo en
cuenta que cualquier poliedro se puede poner como la envolvente convexa de
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sus puntos extremos más la envolvente cónica de sus direcciones extremas
(ver, por ejemplo, [NmWl88], Theorem 4.8).

�

A continuación desarrollaremos unas propiedades que nos serán de
utilidad para la interpretación geométrica de algunas conclusiones de la
sección 2.8.

Sea JJ ⊆′ , Q′  ≡  { }Xxxct ′∈/max , X ′  = { }0   ,/ ≥=∈ ′J
n xbAxRx . Por un

razonamiento análogo al empleado en el Teorema 2.4.1 se obtiene:

Teorema 2.4.24
QS ′  = ( ){ }0,,  ,0  ,/ =−=≥≥=∈ ′−

′−
′

′
′ xcAucAucAuxbAxRx ttt

JJ
JJtt

J
Jt

J
n .

Consideremos ahora las caras ( )JF ′  = { }0/ =∈ ′JxXx  y ( )JF ′′  =
{ }0/ =′∈ ′JxXx .

Es claro que ( ) ( )( )0JFJF ′′⊆′ .

Teorema 2.4.25 Si JJ ⊆′  es un descriptor maximal de ( )JF ′ , entonces
( ) QSJF ⊆′  si, y sólo si, ( ) QSJF ′⊆′′ .

Demostración.
“ ⇐ ”
Sea ( ) ( ) QSJFJFx ′⊆′′⊆′∈  ⇒  Xx ′∈∀  , xcxc tt ≥ . Como XX ′⊆ , ⇒  ∀ ∈ x X ,

xcxc tt ≥  ⇒  QSx ∈ .

“ ⇒ ”
Por ser JJ ⊆′  descriptor maximal de ( )JF ′ , aplicando la Proposición 2.3.18
⇒  Xx ∈∃  , 0>′−JJx . Como ( ) QSJF ⊆′ , por el Teorema 2.4.1 ⇒  mRu ∈∃ ,

t
J

Jt cAu ′
′ ≥  , 0=− ′−

′− t
JJ

JJt cAu . Entonces, ( )JFx ′′∈∀ ˆ  ⇒  bxA =ˆ , 0ˆ =′Jx  ⇒
( )xcAu tt ˆ−  = ( ) J

t
J

Jt xcAu ′′
′ − ˆ  + ( ) JJ

t
JJ

JJt xcAu ′−′−
′− − ˆ  = 0. Ahora, por el Teorema

2.4.24 ⇒  QSx ′∈ˆ .
�

Es claro que en la implicación hacia la izquierda no se necesita la
condición de que J ′  sea un descriptor maximal.

Vamos a ilustrar gráficamente el Teorema 2.4.25 considerando dos
situaciones posibles en 2R .
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Ejemplo 2.4.26 Consideremos el problema Q  de optimización escalar dado
por la Figura 2.6. Evidentemente, la relajación lineal Q′  considerada en el
Teorema 2.4.25 se corresponde con la representada en la Figura 2.7. Es claro
que en este caso { } QQ SSx ′== .

�

X

c

x

Figura 2.6

X ′

c

Figura 2.7

x
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Ejemplo 2.4.27 Consideremos ahora el problema Q  de optimización escalar
dado por la Figura 2.8. Evidentemente, la relajación lineal Q′  considerada
en el Teorema 2.4.25 se corresponde con la representada en la Figura 2.9. Es
claro que en este caso QQ SS ′⊂ .

�

X

c

QS

Figura 2.8

X ′

c

QS ′

Figura 2.9
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2.5 Eficiencia y Envolventes Convexas
En esta sección vamos a estudiar algunas de las propiedades más útiles
relacionadas con la eficiencia y relativas a las envolventes convexas de
puntos. La importancia de las mismas reside, por una parte, en la fuerte
intuición geométrica que proporcionan y, por otra, en su indiscutible
rendimiento teórico y algorítmico.

Consideremos el LVP, P  ≡  { }XxCx ∈ / max  y sean { } XxxQ q ⊆=  ..., ,1

puntos arbitrarios e ( )QCVHY = . Entonces, se pueden obtener los siguientes
resultados:

Corolario 2.5.1 ([Zl74], Theorem 4.1.2, (i), [YuZl75], Theorem 2.2, (i),
[Gal77], Corollary 2.4) ∅≠PEY �

0  si, y sólo si, PEY ⊆ .

Demostración.
“ ⇐ ”
Trivial.
“ ⇒ ”
Si ∅≠PEY �

0  ⇒  ∃ ∈ λ Λ k
0 , ∅≠

λPSY �
0 . Por la Proposición 2.4.21 ⇒

λPSY ⊆  ⇒  PEY ⊆ .
�

A partir del Teorema 1.4.38 y el Corolario 2.5.1 podemos obtener un
práctico test para comprobar la eficiencia de una envolvente convexa de
puntos:

Teorema 2.5.2 Sean 0
qΛ∈µ  arbitrario, x  = ∑

=

q

i

i
i x

1

µ  y z  = xC . Entonces,

PEY ⊆  si, y sólo si, ( )zP  ≡  { }kt RsXxzsCxse +∈∈=− ,,/max  es acotado, con
valor objetivo óptimo 0 .

Otra interesante propiedad es la siguiente:

Corolario 2.5.3 ([Gal77], Theorem 2.3) PEY ⊆  si, y sólo si, ∃ ∈ λ Λ k
0 ,

Q S P⊆
λ
.

Demostración.
“ ⇒ ”

PEY ⊆  ⇒  ∅≠PEY �
0  ⇒  ∃ ∈ λ Λ k

0 , ∅≠
λPSY �

0 . Por la Proposición 2.4.21

⇒  
λPSY ⊆  ⇒  Q S P⊆

λ
.
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“ ⇐ ”
Si ∃ ∈ λ Λ k

0 , Q S P⊆
λ
. Como 

λPS  es convexo ⇒  ∃ ∈ λ Λ k
0 , ( )CVH Q S P⊆

λ
⇒

PEY ⊆ .
�

Corolario 2.5.4 ([Zl74], Theorem 4.1.2, (ii), [YuZl75], Theorem 2.2, (i),
[YuZl75], Lemma 2.1) ∅≠PEY �  si, y sólo si, PEY ⊆0 .
Demostración.
“ ⇐ ”
Trivial.
“ ⇒ ”
Supongamos por reducción al absurdo que ∅≠PEY �

0 . Por el Corolario
2.5.1 ⇒  PEY ⊆  ⇒  ∅=PEY �  ⇒  #. Luego, PEY ⊆0 .

�

Proposición 2.5.5 ([ChHm83], p. 155) Si Q E P⊆  entonces PEY ⊆ .

Demostración. Como Q E P⊆  ⇒  { }∀ ∈  ... ,  i q1, , ∃ ∈ x Xi , Cx Cxi i≥ . Sea

( )QCVHYx =∈  ⇒  ∃ ∈ µ Λ q , x xi
i

i

q

=
=
∑ µ

1

 ⇒  ∃ = ∈
=
∑ x x Xi

i

i

q

µ
1

, Cx Cx≥  ⇒

x E P∈  ⇒  PEY ⊆ .
�

Corolario 2.5.6 ([YuZl75], Theorem 2.1) PE  es convexo.
Demostración. Directa pues PExx ∈∀ 21  ,  ⇒  { }( ) PExxCVH ⊆21, .

�

Sin embargo, en general, PE  no es convexo.

Teorema 2.5.7 Si X  es acotado entonces ( )P
xp

P ECVHE ⊆ .

Demostración. Sea PEx ∈ . Por ser X  acotado ⇒  { } xp
q XxxQ ⊆=∃  ..., , 1 ,

( )QCVHx 0∈ . Supongamos por reducción al absurdo que { }qi  ..., ,1 ∈∃  tal que

x Ei P∈ . Por el Corolario 2.5.4 ⇒  ( )CVH Q E P0 ⊆  ⇒  PEx ∈  ⇒  #. Luego,

( )P
xpECVHx ∈

�

Normalmente, ( )P
xp

P ECVHE ≠ . No obstante, el resultado anterior nos

indica que ( )P
xpECVH  puede considerarse una aproximación de PE  (ver

capítulo 4).
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Las conclusiones anteriores se pueden extender sin dificultad al caso
de que Q  está formado por un número finito de puntos y direcciones
extremas de X . En particular, se prueba:

Teorema 2.5.8 ( ) ( )P
xd

P
xp

P ECNHECVHE +⊆ .

Supongamos que Y  = { }( ) { }( )qp ddCNHxxCVH ,,,, 11
�� +  y 0Yx ∈ . Otra

herramienta de utilidad para los métodos generadores de soluciones
eficientes (ver sección 4.5) es la siguiente:

Teorema 2.5.9 Entonces, PEY ⊆  si, y sólo si, el problema
{ }0  ,  ,,0  /min ≥≥=−≥− sexCsbuCAus tttt λλλ  es acotado, con valor óptimo 0.

Demostración. Si el problema { }0  ,  ,,0  /min ≥≥=−≥− sexCsbuCAus tttt λλλ
es acotado, con valor óptimo 0, por el Corolario 1.7.8 ⇔  x E P∈ . Como

0Yx ∈ , aplicando el Corolario 2.5.1 ⇔  PEY ⊆ .
�

No queremos finalizar esta sección sin dejar de interpretar los
resultados obtenidos a través de la teoría de poliedros. Efectivamente, dado
que toda cara de X  se puede poner como el poliedro generado por sus
puntos extremos y direcciones extremas (si las hubiese), tenemos las
siguientes consecuencias inmediatas:

•  Por el Corolario 2.5.1, si un punto del interior relativo de una cara es
eficiente, toda la cara es eficiente (Corolario 1.7.19).

•  Por el Corolario 2.5.3, si todos los vértices de una cara son soluciones
óptimas de un mismo problema λP , con kR ++∈λ , entonces toda la cara es
eficiente.

•  Por el Corolario 2.5.4, si algún punto de la cara no es eficiente, entonces
todo el interior relativo de la cara es ineficiente.

•  Por la Proposición 2.5.5, si todos los vértices de la cara son ineficientes,
entonces toda la cara es ineficiente. En contraposición, aunque todos los
vértices de una cara sean eficientes, tal cara no tiene por que ser
eficiente (ver Ejemplo 2.5.10).

Ejemplo 2.5.10 En la Figura 2.10 se observa que los vértices 2x  y 3x  son
eficientes y, sin embargo, { }( ) PExxCVH ⊆/32 , .

�
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3x

X

1x

≥C

2x

Figura 2.10

2.6 Vértices Eficientes
Los tests de eficiencia para vértices constituyen una de las herramientas
básicas de la programación vectorial lineal. Históricamente (ver, por
ejemplo, [Ph72], [EvSt73], [Zl74], ...) fueron los primeros en ser abordados
por su relativa sencillez y porque su disponibilidad permitiría afrontar, de
manera casi inmediata, diversas implementaciones de algoritmos
generadores de vértices eficientes (cuyo diseño general se consideraba
conceptualmente claro). Sorprendentemente, tales resultados han estado
dispersos en la literatura durante largo tiempo y, algunos, ni siquiera
estaban exentos de errores ([Ph72]).

Ello nos impulsó a realizar una reelaboración completa del tema, cuyo
fruto ha sido este apartado. Por una parte, pretendemos mostrar la armonía
y belleza de la teoría, al integrar de manera natural y sencilla los resultados
más importantes publicados (no un inventario metódico), incluyendo un
estudio detallado y paralelo del caso degenerado. Consideramos que esta
panorámica ofrecida presta un gran servicio al lector, por reunir y hacer
accesibles un inmenso caudal de ideas. Por otra parte, la estructura
diseñada nos servirá de pauta para realizar el estudio, en las siguientes
secciones, de las caracterizaciones de eficiencia de caras de mayor dimensión
de un poliedro.

Sea P  el problema { }XxCx ∈ / max , donde X  viene dado por el
sistema (2.1). Consideremos x  s.f.b. de X , especificado por una base
arbitraria mmRB ×∈  de A  (= [ ]NB ) y  R  = ( )mnkN-B RN -CBC −×∈1 , su matriz de
costos reducidos asociada, la cual supondremos, sin pérdida de generalidad,
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no nula. Obsérvese que, en caso contrario, se tendría de manera trivial (ver
Proposición 2.6.1) que XE P = .

Para puntos arbitrarios, disponemos de resultados como el siguiente:

Proposición 2.6.1 PEx ∈ˆ  si, y sólo si, /∃ ∈ x X  tal que NN RxxR ≥ˆ .

Demostración. PEx ∈ˆ  ⇔  /∃ ∈ x X , xCCx ˆ≥  ⇔  /∃ ∈ x X , N
B RxbCCx −=  ≥

xCxRbC N
B ˆˆ =−  ⇔  /∃ ∈ x X , NN RxxR ≥ˆ .

�

Ahora bien, si la solución factible considerada es un vértice estamos
en condiciones de poder explotar su estructura especial para lograr tests
notablemente más eficaces que el anterior.

2.6.1 Caso No Degenerado
Supongamos, en primer lugar, que x  es no degenerado. Uno de los
resultados clásicos más importantes es:

Teorema 2.6.2 ([EvSt73], Lemma 2.1) P
xpEx ∈  si, y sólo si, el sistema:

Ru ≤ 0 , u  0≥ (2.8)
no tiene solución.
Demostración.
“ ⇒ ”
Supongamos, por reducción al absurdo que mnRu −

+∈∃ ˆ , 0ˆ ≤uR . Como x  es no
degenerado ⇒  ∃ ∈ ++ ε R / 0  ˆˆ ≥= uxN ε , 0ˆˆ >−= NB xYbx  ⇒  �x ∈ X. Además, como

NN xRuRxR =≤= 0ˆˆ ε  ⇒  P
xpEx ∉  ⇒  #. Luego /∃ ∈ +

− u Rn m  tal que Ru ≤ 0 .

“ ⇐ ”
Como Xx ∈∀  ⇒ 0  ≥Nx , 0  ≥−= NB Yxbx , aplicando la hipótesis ⇒  /∃ ∈ x X ,

NN xRRx ≤  ⇒  P
xpEx ∈ .

�

Aplicando al sistema (2.8) el teorema de la alternativa de Gale
([Mn69], p. 35) se obtiene:

Corolario 2.6.31 P
xpEx ∈  si, y sólo si, ∃ ∈ ++ λ R k  tal que λ t R  ≥ 0 .

                                           
1 En este resultado se basa el método II.2 que aparece en [Ph72], p. 218-220. El autor no distinguió el
caso degenerado. Este error fue corregido años más tarde en [Ph77].
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Nótese que, independientemente o no de la degeneración de x , si
∃ ∈ ++ λ R k  tal que λ t R  ≥ 0  entonces P

P ESx ⊆∈
λ

. Para la otra implicación si

es fundamental la hipótesis de no degeneración.

Es interesante destacar que λ  se puede entender como una especie de
vector de multiplicadores de Lagrange asociados a x .

Por la homogeneidad del sistema del Corolario 2.6.3, la condición
kR ++∈λ  se puede sustituir por 0

kΛ∈λ  o por λ  ≥ e . Así,

Corolario 2.6.4 P
xpEx ∈  si, y sólo si, 0 kΛ∈∃ λ , λ t R  ≥ 0 .

Corolario 2.6.5 P
xpEx ∈  si, y sólo si, kR∈∃ λ , λ t R  ≥ 0 , λ  ≥ e .

Si hacemos ahora el cambio de variable λ = λ + e , entonces:

Corolario 2.6.6 P
xpEx ∈  si, y sólo si, ∃ ∈ + λ R k , λ t tR e R  ≥ − .

A partir del Teorema 2.6.2 se descubre, sin dificultad, el siguiente
test:

Corolario 2.6.7 ([EvSt73], Corollary 2.2) P
xpEx ∈  si, y sólo si, el problema:

{ }0   ,0   ,0/max ≥≥=+ suIsRuset (2.9)
es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Nótese que el problema (2.9) es factible pues ( )tt su ,  = ( )0,0  verifica
las restricciones. Además, hay disponible de forma inmediata una base
inicial dada por la identidad ( I ).

Además, es claro que (2.9) es un problema degenerado. Sin embargo,
se debe esperar que tenga un número reducido de restricciones de tipo
igualdad, por ser frecuente en la práctica que k  sea pequeño.

Merece la pena destacar que, si en el transcurso de la resolución del
problema (2.9), el valor objetivo se hace estrictamente positivo, podemos
parar sin necesidad de terminar la optimización, concluyendo que x  es no
eficiente. Evidentemente, la consideración de esta apreciación aumenta el
rendimiento del test.
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Teorema 2.6.8 P
xpEx ∉  si, y sólo si, (2.9) es no acotado.

Demostración. P
xpEx ∉ . Por el Corolario 2.6.5 ⇔  λ t R  ≥ 0 , λ  ≥ e , no tiene

solución. Si denotamos por D  el problema dual de (2.9) ⇔  D  es no factible.
Como (2.9) es factible ⇔  (2.9) es no acotado.

�

2.6.2 Caso Degenerado
Con mucha frecuencia ocurre en la práctica que el vértice objeto de estudio
es degenerado. Por tal motivo es prioritario analizar adecuadamente la
nueva situación.

Supongamos que x  es σ -degenerado. Siempre se verifica que:

Teorema 2.6.9 ([St86], Theorem 9.11) P
xpEx ∈∀   entonces ( )xBB ∈∃  ,

∃ ∈ ++ λ R k  tales que λ t R  ≥ 0 .
Demostración. Si P

xpEx ∈  ⇒  ∃ ∈ ++ λ R k , 
λPSx ∈ . Ahora, aplicando las

propiedades del algoritmo del simplex ⇒  ( )xBB ∈∃  , λ t R  ≥ 0 .
�

Bajo hipótesis de degeneración es posible que la base particular B ,
asociada a x , que estamos considerando, verifique que ( ) ∅=BI ; es decir, el
sistema λ t R  ≥ 0 , 0>λ , no tiene solución. No obstante, sean NBY 1−=  e DY

las filas de Y  asociadas a variables básicas degeneradas.

Teorema 2.6.10 ([EvSt73], Lemma 2.4) P
xpEx ∈  si, y sólo si, el sistema:

Ru ≤ 0 , 0  ≤uYD , u  0≥ (2.10)
no tiene solución.
Demostración.
“ ⇒ ”
Supongamos, por reducción al absurdo que mnRu −

+∈∃ ˆ , 0ˆ ≤uR , 0  ˆ ≤uYD  ⇒
∃ ∈ ++ ε R / 0  ˆˆ ≥= uxN ε , 0  ˆˆ ≥−= NB xYbx  ⇒  �x ∈ X. Además, como

NN xRuRxR =≤= 0ˆˆ ε  ⇒  P
xpEx ∉  ⇒  #, Luego /∃ ∈ +

− u Rn m , Ru ≤ 0 , 0  ≤uYD .

“ ⇐ ”
Como Xx ∈∀   ⇒  0  ≥Nx , 0  ≥−= NB Yxbx , aplicando la hipótesis ⇒  /∃ ∈ x X ,

NN xRRx ≤  ⇒  P
xpEx ∈ .

�

Aplicando al sistema (2.10) el teorema de la alternativa de Tucker
([Mn69], p. 29), se tiene:



2.6.  VÉRTICES EFICIENTES 111

Corolario 2.6.11 ([ArMl91], Proposition 2.2) P
xpEx ∈  si, y sólo si, ∃ ∈ ++ λ R k ,

σ
+∈∃ Rv  tales que 0  ≥+ D

tt YvRλ .

Por la homogeneidad del sistema anterior podemos escribir:

Corolario 2.6.12 P
xpEx ∈  si, y sólo si, 0 kΛ∈∃ λ , σ

+∈∃ Rv , tales que

0  ≥+ D
tt YvRλ .

Corolario 2.6.13 P
xpEx ∈  si, y sólo si, kR∈∃ λ , σ

+∈∃ Rv , tales que

0  ≥+ D
tt YvRλ , λ  ≥ e .

Si hacemos ahora el cambio de variable λ = λ + e , entonces:

Corolario 2.6.142 P
xpEx ∈  si, y sólo si, ∃ ∈ + λ R k , σ

+∈∃ Rv  tales que

ReYvR t
D

tt −≥+   λ .

A partir del Teorema 2.6.10 también es posible obtener el siguiente
test:

Corolario 2.6.15 P
xpEx ∈  si, y sólo si, el problema:

{ }0   ,0   ,0   ,0/max ≥≥≤=+ suuYIsRuse D
t (2.11)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.

El problema (2.11) siempre es factible pues ( )tt su ,  = ( )0,0  verifica
las restricciones. Además, se disponible de forma inmediata una base inicial,
dada por las columnas asociadas a s  y a las variables de holgura de 0  ≤uYD .

Si el grado de degeneración σ  de x  no es grande, se debe esperar que
(2.11) tenga una base de dimensión pequeña, por ser frecuente en la práctica
que k  sea pequeño.

Evidentemente, (2.11) es un problema degenerado y, nuevamente, si
en el transcurso de su resolución, el valor objetivo se hace estrictamente
positivo, podemos parar la optimización, concluyendo que x  es no eficiente.

                                           
2 En este resultado se basa el método II.2 que aparece en [Ph77], p. 357, para generar una solución
eficiente.



112 2.  CARACTERIZACIONES DE CARAS EFICIENTES

Teorema 2.6.16 P
xpEx ∉  si, y sólo si, (2.11) es no acotado.

Demostración. P
xpEx ∉ . Por el Corolario 2.6.13 ⇔  0  ≥+ D

tt YvRλ , λ  ≥ e ,

0  ≥v , no tiene solución. Si denotamos por D  el problema dual de (2.11) ⇔

D  es no factible. Como (2.11) es factible ⇔  (2.11) es no acotado.

�

2.7 Aristas Eficientes Incidentes en un Vértice
Una vez que se tienen tests para comprobar la eficiencia de un vértice, lo
natural consiste en intentar extenderlos al caso de aristas incidentes en un
vértice. Mientras que para el caso no degenerado existe una cantidad
apreciable de resultados publicados, es significativa la escasez de los mismos
para el caso degenerado, que sólo ha merecido atención en raras ocasiones
(ver, por ejemplo, [EcKd78]).

Esta sección estudia en qué condiciones una arista incidente en un
vértice es eficiente, desarrollando una teoría viable para el caso degenerado.

Sea P  el problema { }XxCx ∈ / max , donde X  viene dado por el
sistema (2.1). Consideremos x  s.f.b. de X , especificado por una base
arbitraria mmRB ×∈  de A  (= [ ]NB ) y  R  = ( )mnkN-B RN -CBC −×∈1 , su matriz de
costos reducidos asociada, la cual supondremos, sin pérdida de generalidad,
no nula.

Sean NJj ∈ , r j  la columna de R  asociada a jx  y e
j X∈δ  la arista de

X , incidente en x , que se obtiene al incrementar el valor de la variable no
básica jx . Supondremos que 0≥/jr , pues en caso contrario la arista es

obviamente ineficiente (ver Proposición 4.3.6, (ii)).

Sabemos que si denotamos por { }jJJ N −=′ , entonces jδ  = ( )JF ′ .

2.7.1 Caso No Degenerado
Supongamos que x  es no degenerado.

Teorema 2.7.1 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el sistema:
jrRu ≤ , u  0≥ (2.12)

no tiene solución.
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Demostración. Sea mn
j Reu −

+∈=ˆ  ⇒  uRr j ˆ=
“ ⇒ ”
Supongamos, por reducción al absurdo que mnRu −

+∈∃ ~ , jruR ≤~ . Como x  es no
degenerado, ∃ ∈ ++ ε R  tal que los puntos x~  y �x , dados por, uxN

~~ ε= ,

NB xYbx ~~ −=  y � �x uN = ε , � �x b YxB N= −  verifican que Bx~ , 0ˆ >Bx . Luego, x~ ,

Xx ∈ˆ . Además, �x j∈ δ . Como uRuR ~ˆ ≥  ⇒  NN xRxR ~ˆ ≥  ⇒  �x E P∉  ⇒  #, pues

( )xE P
e

j ∈δ .
“ ⇐ ”
Como x  es no degenerado, ∃ ∈ ++ ε R  tal que �x , definido por, � �x uN = ε ,

� �x b YxB N= −  verifica que 0ˆ >Bx  ⇒ ( )�x j∈ δ
0
. Además, aplicando la hipótesis

⇒  /∃ ∈ +
− u Rn m , Ru Ru≤ �  ⇒  /∃ ∈ x X , Rx RxN N≤ �  ⇒  �x E P∈  ⇒  δ j PE⊆ .

�

Es posible reescribir el Teorema 2.7.1 en términos de un programa
escalar lineal. Efectivamente:

Corolario 2.7.2 ([EcKd78], Theorem 1) ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el problema:

{ }0   ,0   ,/max ≥≥=+ surIsRuse jt (2.13)
es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Obsérvese que (2.13) siempre es factible pues ( )tt su ,  = ( )0,t
je

verifica las restricciones. Además, se puede conseguir de manera inmediata
una base inicial. Adicionalmente, la dimensión de esta base debe ser
pequeña pues hay sólo k  restricciones de tipo igualdad. Por otra parte, si en
el transcurso de la resolución del problema (2.13), el valor objetivo se hace
estrictamente positivo, podemos parar sin necesidad de terminar la
optimización, concluyendo que jδ  es no eficiente.

Aplicando dualidad escalar al Corolario 2.7.2 se tiene:

Corolario 2.7.3 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el problema:

{ }eRr tjt    ,0  /min ≥≥ λλλ (2.14)
es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Teorema 2.7.4 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el sistema:

0≤− vrRu j , u  0≥ , 0≥v (2.15)
no tiene solución.
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Demostración.
“ ⇐ ”
Tomando 1=v  y aplicando la hipótesis ⇒  jrRu ≤ , u  0≥ , no tiene solución.
Ahora por el Teorema 2.7.1 ⇒  ( )xE P

e
j ∈δ .

“ ⇒ ”
Supongamos por R. A. que mnRu −

+∈∃  , +∈∃ Rv , 0≤− vruR j . Distinguimos dos
casos: i) 0=v  ⇒  el sistema Ru ≤ 0 , u  0≥ , tiene solución. Por el Teorema

2.6.2 ⇒  PEx ∉  ⇒  #, pues jx δ∈ . ii) 0>v  ⇒  jrRu ≤ , u  0≥ , tiene solución.
Aplicando el Teorema 2.7.1 ⇒  ( )xE P

e
j ∉δ  ⇒  #.

�

El siguiente resultado constituye una elegante extensión del Teorema
2.6.2.

Teorema 2.7.5 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el sistema:
0≤Ru , { } 0  ≥− jJN

u (2.16)

no tiene solución.

Corolario 2.7.6 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, ∃ ∈ ++ λ R k  tal que λ t R  ≥ 0 , λ t jr = 0 .

Demostración. ( )xE P
e

j ∈δ . Aplicando el Teorema 2.7.4 ⇔  ( ) 0, ≤− yrR j ,
0  ≥y  no tiene solución. Aplicando el teorema de la alternativa de Gale

([Mn69], p. 35) ⇔  ∃ ∈ ++ λ R k , ( ) 0  , ≥− jt rRλ  ⇔  ∃ ∈ ++ λ R k , λ t R  ≥ 0 , 0≤jt rλ
⇔  ∃ ∈ ++ λ R k , λ t R  ≥ 0 , λ t jr = 0 .

�

Independientemente o no de la degeneración de x , siempre ocurre
que si ∃ ∈ ++ λ R k  tal que λ t R  ≥ 0 , λ t jr = 0  entonces ( )xE P

e
j ∈δ . Por desgracia,

para la otra implicación es fundamental la no degeneración de x .

Por la homogeneidad del sistema del Corolario 2.7.6, la condición
kR ++∈λ  se puede sustituir por 0

kΛ∈λ  o por λ  ≥ e . Así podemos obtener:

Corolario 2.7.7 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, 0 kΛ∈∃ λ  tal que λ t R  ≥ 0 , λ t jr = 0 .

Corolario 2.7.8 ([EcHK80], Corollary 4.2) ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, kR∈∃ λ 
tal que λ t R  ≥ 0 , λ t jr = 0 , λ  ≥ e .

En general, dado kR ++∈λ  arbitrario, se tiene:
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Corolario 2.7.9 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, kR∈∃ λ  tal que λ t R  ≥ 0 , λ t jr = 0 ,

λλ   ≥ .
Demostración. Inmediata teniendo en cuenta que ( )xE P

e
j ∈δ  ⇔ ∃ ∈ ++ λ R k ,

λ t R  ≥ 0 , λ t jr = 0  y que por la homogeneidad del sistema siempre podemos
multiplicar λ  por una constante positiva α  suficientemente grande que
haga que λαλ   ≥ .

�

Utilizando, respectivamente, los cambios de variable λ = λ + e  y λ =
λλ +  se obtienen:

Corolario 2.7.10 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, ∃ ∈ + λ R k  tal que λ t tR e R  ≥ − ,

λ t j t jr e r= − .

Corolario 2.7.11 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, ∃ ∈ + λ R k  tal que RR tt λλ −≥  ,
jtjt rr λλ −= .

O bien, expresados en términos de programas lineales escalares:

Corolario 2.7.12 ([EcKd78], Corollary 2) ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el
problema:

{ }0   ,0   ,/min ≥≥=+− sResRs ttt
j λλ (2.17)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Corolario 2.7.13 ([ArMl91], p. 479) ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el problema:

{ }0   ,0   ,/min ≥≥=+− sRsRs ttt
j λλλ (2.18)

 es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Nótese que el programa lineal (2.18) tiene la gran ventaja de que,
cuando ( )BI∈λ , es evidente una solución factible básica inicial
(ahorrándonos la fase I del método del simplex), la cual viene dada por
( )tt s,λ  = ( )Rtt λ,0 , pues ( )BI∈λ  ⇒  0  ≥Rtλ . Esta ventaja desaparece si
utilizamos el problema (2.17), donde no se puede garantizar la no
negatividad del término independiente.

A partir del Teorema 2.7.5 se tiene:

Corolario 2.7.14 ([EcKd78], Corollary 1) ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el
problema:

{ }{ }0  , 0   ,0/max ≥≥=+ − suIsRuse jJ
t

N
(2.19)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.
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Nótese que el problema (2.19) siempre es factible pues ( )tt su ,  =
( )0,0  verifica las restricciones.

Evans y Steuer afirman, erróneamente, un resultado parecido al
Corolario 2.7.14. A saber: el punto extremo adyacente a través de δ j  es
eficiente si, y sólo si, el problema (2.19) es acotado, con valor óptimo igual a
0 ([EvSt73], Lemma 2.3). Sin embargo, sólo se verifica la implicación hacia
la izquierda. En general, la otra no es cierta, pues dos vértices adyacentes de
X  pueden ser eficientes y la arista que los une no serlo (Ejemplo 2.5.10) y,
por tanto, (2.19) ser no acotado. Ecker y Kouada dan un contraejemplo
numérico que ilustra este hecho ([EcKd78], p. 252).

Corolario 2.7.15 ( )xE P
e

j ∉δ  si, y sólo si, (2.19) es no acotado.

Demostración. ( )xE P
e

j ∉δ . Por el Corolario 2.7.8 ⇔  { } 0  ≥− jJt NRλ , λ t jr = 0 ,
λ  ≥ e , no tiene solución. Si denotamos por D  el dual de (2.19) ⇔  D  es no
factible. Como (2.19) es factible ⇔  (2.19) es no acotado.

�

A continuación vamos a estudiar las generalizaciones de los
resultados anteriores al caso degenerado.

2.7.2 Caso Degenerado

Supongamos, pues, que x  es σ -degenerado. Sean NBY 1−= , DY  las filas de
Y  asociadas a variables básicas degeneradas e j

Dy  la columna j  de DY .

Consideremos NJ
~

 = { }0  / ≤∈ j
DN yJj . Sabemos que para la tabla

canónica actual ( )BT  asociada a x , los elementos de NJ
~

 determinan aristas
incidentes en x , pues las variables no básicas asociadas a los mismos se
pueden incrementar. Sin embargo, hay que tener muy presente que algunos
de los elementos de NZ JJ

~−  también pueden estar asociados a aristas
incidentes en x , a pesar del hecho de que en la tabla ( )BT  tales variables no
se puedan incrementar individualmente ([Mr85]). Esta circunstancia
conlleva a que, si consideramos NJ

~
 como fuente de índices para el cálculo de

las aristas eficientes incidentes en un vértice degenerado, tengamos que
estudiar todas las tablas canónicas asociadas al mismo que sean
lexicográficamente accesibles a partir de la base originalmente fijada
([ArMl91]). Sólo de esta manera podemos garantizar la obtención de todas
las aristas eficientes incidentes en el vértice. Para un tratamiento a partir
de una única tabla canónica remitimos al lector a los resultados más
generales expuestos, para el caso degenerado, en la sección 2.8.
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Obsérvese que los elementos de NN JJ
~−  proporcionan bases

degeneradas alternativas de x .

Fijemos pues, NJj
~∈  y no olvidemos la advertencia hecha en el

párrafo anterior.

Teorema 2.7.16 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el sistema:
jrRu ≤ , 0  ≤uYD , u  0≥ (2.20)

no tiene solución.
Demostración. Sea mn

j Reu −
+∈=ˆ  ⇒  uRr j ˆ=

“ ⇒ ”
Supongamos, por reducción al absurdo que mnRu −

+∈∃ ~ , jruR ≤~ , 0  ~ ≤uYD  ⇒
∃ ∈ ++ ε R  tal que los puntos x~  y �x , dados por, uxN

~~ ε= , NB xYbx ~~ −=  y � �x uN = ε ,
� �x b YxB N= −  verifican que Bx~ , 0  ˆ ≥Bx . Luego, x~ , Xx ∈ˆ . Además, �x j∈ δ .

Como uRuR ~ˆ ≥  ⇒  NN xRxR ~ˆ ≥  ⇒  �x E P∉  ⇒  #, pues ( )xE P
e

j ∈δ .
“ ⇐ ”

∃ ∈ ++ ε R  tal que �x , definido por, � �x uN = ε , � �x b YxB N= −  verifica que ( )�x j∈ δ
0
.

Además, aplicando la hipótesis ⇒  /∃ ∈ +
− u Rn m , 0  ≤uYD , Ru Ru≤ �  ⇒  /∃ ∈ x X ,

Rx RxN N≤ �  ⇒  �x E P∈  ⇒  δ j PE⊆ .
�

El Teorema 2.7.16 admite también la reformulación:

Corolario 2.7.17 ([EcKd78], Theorem 2) ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el problema:

{ }0   ,0   ,0   ,/max ≥≥≤=+ suuYrIsRuse D
jt (2.21)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.

El problema (2.21) siempre es factible pues ( )tt su ,  = ( )0,t
je  verifica

las restricciones. Además, se puede conseguir de manera inmediata una
base inicial. La dimensión de dicha base no ha de ser grande si el grado de
degeneración σ  de x  no es elevado (en la práctica es frecuente que k  sea
pequeño). Por otra parte, si en el transcurso de la resolución del problema
(2.21), el valor objetivo se hace estrictamente positivo, podemos parar sin
necesidad de terminar la optimización, concluyendo que jδ  es no eficiente.

Aplicando dualidad escalar al Corolario 2.7.17 conseguimos:

Corolario 2.7.18 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el problema:

{ }0   ,   ,0  /min ≥≥≥+ veYvRr D
ttjt λλλ (2.22)
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es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Teorema 2.7.19 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el sistema:

0≤− vrRu j , 0  ≤uYD , u  0≥ , 0≥v (2.23)
no tiene solución.
Demostración.
“ ⇐ ”
Tomando 1=v  y aplicando la hipótesis ⇒  jrRu ≤ , 0  ≤uYD , u  0≥ , no tiene
solución. Por el Teorema 2.7.16 ⇒  ( )xE P

e
j ∈δ .

“ ⇒ ”
Supongamos por reducción al absurdo que mnRu −

+∈∃  , +∈∃ Rv , 0≤− vruR j ,
0  ≤uYD . Distinguimos dos casos: i) 0=v  ⇒  el sistema Ru ≤ 0 , 0  ≤uYD , u  0≥ ,

tiene solución. Aplicando el Teorema 2.6.10 ⇒  PEx ∉  ⇒  #, pues jx δ∈ . ii)
0>v  ⇒  jrRu ≤ , 0  ≤uYD , u  0≥ , tiene solución. Por el Teorema 2.7.16 ⇒

( )xE P
e

j ∉δ  ⇒  #.
�

Corolario 2.7.20 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, ∃ ∈ ++ λ R k , σ
+∈∃ Rv  tales que

0  ≥+ D
tt YvRλ , λ t jr = 0 .

Demostración. ( )xE P
e

j ∈δ . Por el Teorema 2.7.19 ⇔  ( ) 0, ≤− yrR j ,
( ) 0  0, ≤yYD , 0  ≥y  no tiene solución. Aplicando el teorema de la alternativa
de Tucker ([Mn69], p. 29) ⇔ ∃ ∈ ++ λ R k , σ

+∈∃ Rv , ( ) ( ) 0  0,, ≥+− D
tjt YvrRλ

⇔ ∃ ∈ ++ λ R k , σ
+∈∃ Rv , 0  ≥+ D

tt YvRλ , 0≤jt rλ  ⇔ 1 ∃ ∈ ++ λ R k , σ
+∈∃ Rv ,

0  ≥+ D
tt YvRλ , λ t jr = 0 .

�

Por la homogeneidad del sistema enunciado en el Corolario 2.7.20, la
condición kR ++∈λ  se puede sustituir por 0

kΛ∈λ  o por λ  ≥ e . Así:

Corolario 2.7.21 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, 0 kΛ∈∃ λ , σ
+∈∃ Rv  tales que

0  ≥+ D
tt YvRλ , λ t jr = 0 .

Corolario 2.7.22 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, kR∈∃ λ , σ
+∈∃ Rv  tales que

0  ≥+ D
tt YvRλ , λ t jr = 0 , λ  ≥ e .

                                           

1 0≥−≥ D
j

tjt yvrλ
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En general, dado kR ++∈λ , tenemos:

Corolario 2.7.23 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, kR∈∃ λ , σ
+∈∃ Rv  tales que

0  ≥+ D
tt YvRλ , λ t jr = 0 , λλ   ≥ .

Utilizando, respectivamente, los cambios de variable λ = λ + e  y λ =
λλ +  se obtienen:

Corolario 2.7.24 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, ∃ ∈ + λ R k , σ
+∈∃ Rv  tales que

ReYvR t
D

tt −≥+   λ , λ t j t jr e r= − .

Corolario 2.7.25 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, ∃ ∈ + λ R k , σ
+∈∃ Rv  tales que

RYvR t
D

tt λλ −≥+   , jtjt rr λλ −= .

En función de la acotación de programas escalares lineales, los
resultados anteriores se escriben como:

Corolario 2.7.26 ([EcKd78], Corollary 3) ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el
programa:

{ }0 ,0   ,0   , ,  /min ≥≥≥=+−−≥+ svresrReYvRs jtjtt
D

tt λλλ (2.24)
es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Corolario 2.7.27 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el programa:

{ }0 ,0   ,0   , ,  /min ≥≥≥=+−≤−− svrsrRYvRs jtjtt
D

tt λλλλλ (2.25)
es acotado, con valor óptimo igual a 0.

La ventaja del problema (2.25) sobre el (2.24) viene dada porque si
tenemos ( )BI∈λ , entonces podemos garantizar la no negatividad del
término independiente ( 0  ≥Rtλ ) y podemos utilizar directamente la fase II
del método del simplex, por ser evidente una solución factible básica inicial.

A partir del Teorema 2.7.19 se puede deducir:

Corolario 2.7.28 ( )xE P
e

j ∈δ  si, y sólo si, el problema:

{ }0 0,  , 0   ,0   ,0/max ≥≥≥≤=−+ vsuuYvrIsRuse D
jt (2.26)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.

El problema (2.26) siempre es factible pues ( )vsu tt ,,  = ( )0,0,0

verifica las restricciones.
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Corolario 2.7.29 ( )xE P
e

j ∉δ  si, y sólo si, (2.26) es no acotado.

Demostración. ( )xE P
e

j ∉δ . Por el Corolario 2.7.22 ⇔  0  ≥+ D
tt YvRλ ,

λ t jr = 0 , λ  ≥ e , 0  ≥v , no tiene solución ⇔  0  ≥+ D
tt YvRλ , 0≤jt rλ , λ  ≥ e , 0  ≥v ,

no tiene solución. Si denotamos por D  el dual de (2.26) ⇔  D  es no factible.
Como (2.26) es factible ⇔  (2.26) es no acotado.

�

2.8 Caras Eficientes Incidentes en un Vértice
Aunque el problema de determinar la eficiencia de una cara incidente en un
vértice no degenerado arbitrario ha sido ampliamente estudiado a lo largo
del tiempo ([Is77a], [EcHK80], [Mr85], ...), creemos totalmente justificado
dedicar parte de nuestro esfuerzo y empeño a la obtención de nuevas
condiciones que garanticen dicha circunstancia. Por otra parte, de forma
sistemática (salvo escasas excepciones) se ha dejado de lado el caso
degenerado, aduciéndose que “lo único que se necesita para manejarlo es
introducir alguna regla para deshacer los empates que se producen al
determinar la fila pivote” ([EcHK80], p. 356). Esto es falso pues, incluso
aunque se considerasen todas las tablas canónicas asociadas a un vértice
degenerado, se pueden perder caras eficientes ([Mr85], p. 31).

Los tests que determinan la eficiencia o no de una cara son
herramientas muy apreciadas y codiciadas en programación vectorial. En
general, las ideas que se esconden en los mismos, en última instancia,
suelen ser sencillas, pero su elaboración no es trivial.

En esta sección vamos a obtener caracterizaciones novedosas que nos
permitan determinar la eficiencia de una cara incidente en un vértice dado.
Para ello partiremos de dos planteamientos parecidos, pero distintos. El
primero de ellos se basa en la idea de que la cara es eficiente si, y sólo si, lo
es algún punto de su interior relativo. El segundo, relaja el problema
original de tal forma que el vértice considerado se convierte ahora en un
elemento del interior relativo de una cierta cara del problema relajado que
es eficiente si, y sólo si, lo es la cara objeto de estudio.

Como siempre, sea P  el problema { }XxCx ∈ / max , donde X  viene
dado por el sistema (2.1). Consideremos x  s.f.b. de X , especificado por una
base arbitraria mmRB ×∈  de A  (= [ ]NB ) y  R  = ( )mnkN-B RN -CBC −×∈1 , su
matriz de costos reducidos asociada, la cual supondremos, sin pérdida de
generalidad, no nula.
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2.8.1 Caso No Degenerado

Supongamos que x  es no degenerado. Sean NJJ ⊆′  arbitrario y eRr JJ N ′−= .
En esta situación, es claro que J ′  es un descriptor maximal y ( )( )JF ′dim  =

Jmn ′−− . Además, { }JJj N
j ′−∈/δ  es, exactamente, el conjunto de aristas

de ( )JF ′  incidentes en x .

Una posible generalización del Teorema 2.7.1 adopta la forma:

Teorema 2.8.1 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el sistema:

rRu ≤ , u  0≥ (2.27)
no tiene solución.
Demostración. Sea ( ) ( ) mnttt

JJ
t
J

t Reuuu
N

−
+′−′ ∈== ,0ˆ,ˆˆ  ⇒  uRr ˆ= .

“ ⇒ ”
Supongamos, por reducción al absurdo que mnRu −

+∈∃ ~ , ruR ≤~ . Como x  es no
degenerado, ∃ ∈ ++ ε R  tal que los puntos x~  y �x , dados por, uxN

~~ ε= ,

NB xYbx ~~ −=  y � �x uN = ε , � �x b YxB N= −  verifican que Bx~ , 0ˆ >Bx . Luego, x~ ,

Xx ∈ˆ . Además, ( )JFx ′∈ˆ . Como uRuR ~ˆ ≥  ⇒  NN xRxR ~ˆ ≥ ⇒  �x E P∉  ⇒  #, pues

( ) ( )xEJF P
f∈′ .

“ ⇐ ”
Como x  es no degenerado, ∃ ∈ ++ ε R  tal que �x , definido por, � �x uN = ε ,
� �x b YxB N= −  verifica que 0ˆ >Bx  ⇒ ( )JFx ′∈ 0ˆ . Además, aplicando la hipótesis
⇒  /∃ ∈ +

− u Rn m , Ru Ru≤ �  ⇒  /∃ ∈ x X , Rx RxN N≤ �  ⇒  �x E P∈  ⇒  ( ) ( )xEJF P
f∈′ .

�

La no factibilidad del sistema (2.27) se puede analizar a través de la
resolución de un programa lineal escalar. Efectivamente:

Corolario 2.8.2 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0   ,0   ,/max ≥≥=+ surIsRuset (2.28)
es acotado, con valor óptimo igual a 0.

El problema (2.28) siempre es factible, pues ( )tt
JJ

t
J suu

N
,, ′−′  =

( )0,,0 tt e  verifica las restricciones. Además, se debe esperar que (2.28)
tenga una base de dimensión pequeña, por ser frecuente en la práctica que
k  sea pequeño. Si en el transcurso de la resolución del problema (2.28), el
valor objetivo se hace estrictamente positivo, podemos parar sin necesidad
de terminar la optimización, concluyendo que ( )JF ′  es no eficiente.
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Aplicando dualidad escalar al Corolario 2.8.2 se obtiene:

Corolario 2.8.3 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el problema:

{ }eRr tt    ,0  /min ≥≥ λλλ (2.29)
es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Otra posibilidad viene de la mano del siguiente resultado:

Teorema 2.8.4 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el sistema:

0≤− rvRu , u  0≥ , 0≥v (2.30)
no tiene solución.
Demostración.
“ ⇐ ”
Tomando 1=v  y aplicando la hipótesis ⇒  rRu ≤ , u  0≥ , no tiene solución.
Por el Teorema 2.8.1 ⇒  ( ) ( )xEJF P

f∈′ .

“ ⇒ ”
Supongamos por reducción al absurdo que mnRu −

+∈∃  , +∈∃ Rv , 0≤− vruR .
Distinguimos dos casos: i) 0=v  ⇒  el sistema Ru ≤ 0 , u  0≥ , tiene solución.

Utilizando el Teorema 2.6.2 ⇒  PEx ∉ ⇒  #, pues ( )JFx ′∈  ii) 0>v  ⇒
rRu ≤ , u  0≥ , tiene solución. De nuevo, por el Teorema 2.8.1 ⇒  ( ) ( )xEJF P

f∉′
⇒  #.

�

Corolario 2.8.5 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, ∃ ∈ ++ λ R k  tal que λ t R  ≥ 0 , 0=rtλ .

Demostración. ( ) ( )xEJF P
f∈′  ⇔  ( ) 0, ≤− yrR , 0  ≥y  no tiene solución.

Aplicando el teorema de la alternativa de Gale ([Mn69], p. 35) ⇔  ∃ ∈ ++ λ R k ,
( ) 0  , ≥− rRtλ  ⇔  ∃ ∈ ++ λ R k , λ t R  ≥ 0 , 0≤rtλ  ⇔ 1 ∃ ∈ ++ λ R k , λ t R  ≥ 0 , 0=rtλ .

�

Independientemente o no de la degeneración de x , si ∃ ∈ ++ λ R k  tal que
λ t R  ≥ 0 , 0=rtλ , entonces ( ) ( )xEJF P

f∈′ .

Por la homogeneidad del sistema enunciado en el Corolario 2.8.5, la
condición kR ++∈λ  se puede sustituir por 0

kΛ∈λ  o por λ  ≥ e . Así:

Corolario 2.8.6 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, 0 kΛ∈∃ λ  tal que λ t R  ≥ 0 , 0=rtλ .

                                           
1 0  ≥Rtλ ⇒ 0 ≥′−JJt NRλ ⇒ 0≥= ′− eRr JJtt Nλλ .
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Corolario 2.8.7 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, kR∈∃ λ  tal que λ t R  ≥ 0 , 0=rtλ ,

λ  ≥ e .

En general, dado kR ++∈λ , siempre podemos multiplicar λ  por una
constante positiva α  suficientemente grande que haga que λαλ   ≥ ,
pudiéndose obtener:

Corolario 2.8.8 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, kR∈∃ λ  tal que λ t R  ≥ 0 , 0=rtλ ,

λλ   ≥ .

Utilizando, respectivamente, los cambios de variable λ = λ + e  y λ =
λλ +  se concluye:

Corolario 2.8.9 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, ∃ ∈ + λ R k  tal que λ t tR e R  ≥ − ,

rer tt −=λ .

Corolario 2.8.10 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, ∃ ∈ + λ R k  tal que RR tt λλ −≥  ,

rr tt λλ −= .

Lema 2.8.11 Dados nRvv ∈21, . Entonces 21   vv ≥ , 21 veve tt =  si, y sólo si,
21 vv = .

Demostración.
“ ⇐ ”
Trivial.
“ ⇒ ”
Por hipótesis, 21   vv ≥ . Supongamos por reducción al absurdo que

{ }nj ,,1 �∈∃ , 21
jj vv >  ⇒  21 veve tt >  ⇒  #. Luego 21 vv = .

�

Los siguientes resultados son claros combinando los corolarios
anteriores con el Lema 2.8.11.

Corolario 2.8.12 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0   ,0   ,/min ≥≥=+−′− sResRse ttt
JJ

t

N
λλ (2.31)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Corolario 2.8.13 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0   ,0   ,/min ≥≥=+−′− sRsRse ttt
JJ

t

N
λλλ (2.32)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.
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Cuando ( )BI∈λ , el programa (2.32) presenta la ventaja de que es
evidente una solución factible básica inicial (ahorrándonos la fase I del
método del simplex), la cual viene dada por ( )tt s,λ  = ( )Rtt λ,0 , pues

( )BI∈λ  ⇒  0  ≥Rtλ . Esta ventaja se pierde si λ  se sustituye por e , pues no
se puede garantizar la no negatividad del término independiente.

A partir del Teorema 2.8.4 se tiene:

Corolario 2.8.14 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0 0,  , 0   ,0/max ≥≥≥=−+ vsurvIsRuset (2.33)
es acotado, con valor óptimo igual a 0.

El problema (2.33) siempre es factible pues ( )vsu tt ,,  = ( )0,0,0

verifica las restricciones.

Corolario 2.8.15 ( ) ( )xEJF P
f∉′  si, y sólo si, el problema (2.33) es no acotado.

Demostración. ( ) ( )xEJF P
f∉′  ⇔  λ t R  ≥ 0 , 0=rtλ , λ  ≥ e , no tiene solución

⇔  λ t R  ≥ 0 , 0≤rtλ , λ  ≥ e , no tiene solución. Si denotamos por D  el dual de
(2.33) ⇔  D  es no factible. Como (2.33) es factible ⇔  (2.33) es no acotado.

�

También es posible utilizar otras argumentaciones a las empleadas
hasta ahora para deducir condiciones novedosas que garanticen la eficiencia
de una cara.

Teorema 2.8.16 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el sistema:

0  ≥Rtλ , 0=′−JJt NRλ , 0>λ (2.34)
tiene solución.
Demostración. ( ) ( )xEJF P

f∈′  ⇔  kR ++∈∃ λ , ( )
λPSJF ⊆′ . Aplicando el

Teorema 2.4.13 ⇔  El sistema, 0  ≥Rtλ , 0=′−JJt NRλ , 0>λ , tiene solución.
�

Por la homogeneidad del sistema (2.34), es claro que

Corolario 2.8.17 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el sistema:

0  ≥Rtλ , 0=′−JJt NRλ , e  ≥λ (2.35)
tiene solución.

Haciendo el cambio de variable e−= λλ  en el sistema (2.35)
obtenemos:
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Corolario 2.8.18 ([EcHK80], Theorem 4.2) ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el

sistema:
ReR tt −≥  λ , JJtJJt NN ReR ′−′− −=λ , 0  ≥λ (2.36)

tiene solución.

El siguiente resultado generaliza a los dados en el Teorema 2.6.2 y
Teorema 2.7.5, para vértices y aristas, respectivamente.

Teorema 2.8.19 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el sistema:

0≤Ru , 0  ≥′Ju (2.37)
no tiene solución.
Demostración. ( ) ( )xEJF P

f∈′  ⇔  El sistema, 0  ≥Rtλ , 0=′−JJt NRλ , 0>λ ,

tiene solución. ⇔  El sistema, ( ) 0  , ≥− ′−JJt NRRλ , 0>λ , tiene solución.
Aplicando el teorema de la alternativa de Gale ([Mn69], p. 35) ⇔  El sistema
( ) 0, ≤− ′− yRR JJ N , 0  ≥y , no tiene solución. ⇔  El sistema (2.37) no tiene
solución.

�

El Teorema 2.8.19 se puede expresar en función de la resolución de un
programa lineal escalar, obteniéndose el siguiente test:

Corolario 2.8.20 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0   ,0   ,0/max ≥≥=+ ′ suIsRuse J
t (2.38)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.

El resultado anterior es más sencillo que el enunciado en [Is77a],
Theorem 4 y Theorem 5.

Corolario 2.8.21 ( ) ( )xEJF P
f∉′  si, y sólo si, el problema (2.38) es no acotado.

Demostración. Por el Corolario 2.8.17, ( ) ( )xEJF P
f∉′  ⇔  0  ≥Rtλ ,

0=′−JJt NRλ , λ  ≥ e , no tiene solución. Si denotamos por D  el dual de (2.38)
⇔  D  es no factible. Como (2.38) es factible ⇔  (2.38) es no acotado.

�

2.8.2 Caso Degenerado
Vamos a estudiar ahora las generalizaciones de los resultados anteriores al
caso degenerado. Supongamos, pues, que x  es σ -degenerado.

Nuestra intención consiste en calcular todas las caras eficientes
incidentes en un vértice degenerado a través de la utilización de una única
tabla canónica.
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Sea ZJJ ⊆′  un descriptor maximal. Sabemos que ( )JF ′  determina
una única cara de X  incidente en x  y que toda cara F  tiene asociado un
único descriptor maximal ZJJ ⊆′  (ver Teorema 2.3.29).

Sean NN JJJ �′=′ , DD JJJ �′=′  e 
DJY ′  (

DD JJY ′− ) las filas de Y  asociadas a

variables de DJ ′  ( DD JJ ′− ) respectivamente. Como es habitual, DY  representa
las filas de Y  asociadas a las variables básicas degeneradas ( DJ ).

Sea uRr ˆ= , donde û  es solución del sistema (2.6). En virtud del
Corolario 2.3.33, como J ′  es un descriptor maximal, r  siempre se puede
calcular.

Estas hipótesis generalizan las hechas en el caso de caras incidentes
en un vértice no degenerado, pues en esa situación, NZ JJ = , ∅=DJ  ⇒

NJJ ′=′ , ∅=′DJ  y el sistema (2.6) se transforma en:
eu

NN JJ   ˆ ≥′− , 0ˆ =′NJu

Tomando eu
NN JJ =′−ˆ  se tiene eRr JJ N ′−= .

Nuestro primer resultado caracteriza la eficiencia de una cara en
función de la no factibilidad de un sistema relativamente simple:

Teorema 2.8.22 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el sistema:

rRu ≤ , 0  ≤uYD , u  0≥ (2.39)
no tiene solución.
Demostración.
“ ⇒ ”
Supongamos, por reducción al absurdo que mnRu −

+∈∃ ~ , ruR ≤~ , 0  ~ ≤uYD  ⇒
∃ ∈ ++ ε R  tal que los puntos x~  y �x , dados por, uxN

~~ ε= , NB xYbx ~~ −=  y � �x uN = ε ,
� �x b YxB N= −  verifican que Bx~ , 0  ˆ ≥Bx . Luego, x~ , Xx ∈ˆ . Además, ( )JFx ′∈ˆ .

Como uRuR ~ˆ ≥  ⇒  NN xRxR ~ˆ ≥  ⇒  �x E P∉  ⇒  #, pues ( ) ( )xEJF P
f∈′ .

“ ⇐ ”
∃ ∈ ++ ε R  tal que �x , definido por, � �x uN = ε , � �x b YxB N= −  verifica que

( )JFx ′∈ 0ˆ . Además, aplicando la hipótesis ⇒  /∃ ∈ +
− u Rn m , Ru Ru≤ �  ⇒  /∃ ∈ x X ,

Rx RxN N≤ �  ⇒  �x E P∈  ⇒  ( ) ( )xEJF P
f∈′ .

�

Nótese que el Teorema 2.8.22 generaliza de forma elegante y
apropiada al Teorema 2.6.10, dado que el descriptor maximal asociado a x
es precisamente ZJ  y por esta razón el sistema (2.6) tiene como única
solución 0ˆ =u  y, consecuentemente, 0=r . Por otra parte, es evidente que el
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Teorema 2.8.22 también generaliza al Teorema 2.8.1, pues cuando el vértice
es no degenerado, ∅=DJ .

Comprobar la no factibilidad del sistema (2.39) se puede llevar a cabo
fácilmente a través de la resolución de un programa lineal escalar.
Efectivamente:

Corolario 2.8.23 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0   ,0   ,0   ,/max ≥≥≤=+ suuYrIsRuse D
t (2.40)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.

El problema (2.40) siempre es factible pues ( )tt
JJ

t
J suu

NNN
,, ′−′  =

( )tt
JJ

t

NN
u 0,ˆ,0 ′−  verifica las restricciones. Por otra parte, si el grado de

degeneración σ  de x  no es grande, se debe esperar que el problema (2.40)
tenga una base de dimensión pequeña, por ser frecuente en la práctica que
k  sea pequeño. Además, si en el transcurso de la resolución del problema
(2.40) el valor objetivo se hace estrictamente positivo, podemos parar sin
necesidad de terminar la optimización, concluyendo que ( )JF ′  es no
eficiente.

Ilustraremos con un ejemplo el uso del test dado en el Corolario
2.8.23.

Ejemplo 2.8.24 Consideremos la siguiente tabla canónica asociada a 
1BJ  =

{ }6,3,5  ⇒  ZJ  = { }6,4,2,1 .

 v.b. 1x 2x 3x 4x 5x 6x r.h.s.

  5x  1  1  0 -1  1  0    1
  3x  1  1  1  1  0  0    3
  6x  1 -1  0  0  0  1    0

-2  1  0  2  0  0    6
-2 -4  0 -1  0  0   -3
 5  3  0  4  0  0   12

( )1BT . Tabla canónica asociada a x

donde R  = 















−−−

−

435

142

212

.

Comprobemos que la cara { }( )6,2,1F  no es eficiente.
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Para { }6,2,1=′J  ⇒ { }2,1=′NJ , { }6=′DJ , { }4=′− NN JJ  y ∅=′− DD JJ . Así, el

sistema (2.7): 0=′−
′ uY NN

D

JJ
J , euY NN

DD

JJ
JJ −≤′−

′−   , eu   ≥ , se transforma en: 00 =u , 1≥u .

Claramente, 1=u  es solución de este sistema ⇒  J ′  es un descriptor
maximal.

Entonces, 
NN

NN
JJ

JJ uRr ′−
′−= ˆ = 
















−

4

1

2

.

La tabla canónica asociada al problema (2.40) para { }6,2,1=′J  es:

  v.b. 1x 3x 5x 1s 2s 3s 4s  r.h.s.

  1s -2  1  2  1  0  0  0    2
  2s -2 -4 -1  0  1  0  0   -1
  3s  5  3  4  0  0  1  0    4
  4s  1 -1  1  0  0  0  1    0

 0  0  0  1  1  1  0    0

Este problema se comprueba que es acotado con valor óptimo positivo (5) ⇒
{ }( )6,2,1F  no es eficiente.

Comprobemos ahora que { }( ) P
fEF ∈4 . { }4=′J  es un descriptor maximal pues

dado que { }4=′NJ , ∅=′DJ , { }2,1=′− NN JJ  y { }6=′− DD JJ , el sistema (2.7) se

transforma en: ( ) 11,1 −≤− u , eu   ≥ , y, claramente, ( )2,1=tu  es solución de
este sistema.

Entonces 
NN

NN
JJ

JJ uRr ′−
′−= ˆ = 
















−

11

10

0

.

La tabla canónica asociada al problema (2.40) para { }4=′J  es:

  v.b. 1x 3x 5x 1s 2s 3s 4s  r.h.s.

   1s -2  1  2  1  0  0  0      0
   2s -2 -4 -1  0  1  0  0   -10
   3s  5  3  4  0  0  1  0    11
   4s  1 -1  1  0  0  0  1      0

 0  0  0  1  1  1  0      0

Este problema se comprueba que es acotado con valor óptimo nulo (0) ⇒
{ }( )4F  es eficiente.

�
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Aplicando dualidad escalar al Corolario 2.8.23 se obtiene otro test
importante:

Corolario 2.8.25 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0   ,   ,0  /min ≥≥≥+ veYvRr D
ttt λλλ (2.41)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Es posible obtener una ligera variación del Teorema 2.8.22 que nos
permita posteriores desarrollos.

Teorema 2.8.26 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el sistema:

0≤− rvRu , 0  ≤uYD , u  0≥ , 0≥v (2.42)
no tiene solución.
Demostración.
“ ⇐ ”
Tomando 1=v  y aplicando la hipótesis ⇒  rRu ≤ , 0  ≤uYD , u  0≥ , no tiene
solución. Por el Teorema 2.8.22 ⇒  ( ) ( )xEJF P

f∈′ .

“ ⇒ ”
Supongamos por reducción al absurdo que mnRu −

+∈∃  , +∈∃ Rv , 0≤− vruR ,
0  ≤uYD . Distinguimos dos casos: i) 0=v  ⇒  el sistema Ru ≤ 0 , 0  ≤uYD , u  0≥ ,

tiene solución. Por el Teorema 2.6.10 ⇒  PEx ∉ ⇒  #, pues ( )JFx ′∈ . ii) 0>v

⇒  rRu ≤ , 0  ≤uYD , u  0≥ , tiene solución. Aplicando el Teorema 2.8.22 ⇒
( ) ( )xEJF P

f∉′  ⇒  #.
�

Corolario 2.8.27 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, ∃ ∈ ++ λ R k , σ

+∈∃ Rv  tales que

0  ≥+ D
tt YvRλ , 0=rtλ .

Demostración. ( ) ( )xEJF P
f∈′  ⇔  ( ) 0, ≤− yrR , ( ) 0  0, ≤yYD , 0  ≥y  no tiene

solución. Aplicando el teorema de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29)
⇔  ∃ ∈ ++ λ R k , σ

+∈∃ Rv , ( ) ( ) 0  0,, ≥+− D
tt YvrRλ  ⇔  ∃ ∈ ++ λ R k , σ

+∈∃ Rv ,
0  ≥+ D

tt YvRλ , 0≤rtλ  ⇔ 2 ∃ ∈ ++ λ R k , σ
+∈∃ Rv , 0  ≥+ D

tt YvRλ , 0=rtλ .
�

Por la homogeneidad del sistema dado en el Corolario 2.8.27, la
condición kR ++∈λ  se puede sustituir por 0

kΛ∈λ  o por λ  ≥ e . Así:

Corolario 2.8.28 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, 0 kΛ∈∃ λ , σ

+∈∃ Rv  tales que

0  ≥+ D
tt YvRλ , 0=rtλ .

                                           
2 0  ≥+ D

tt YvRλ ⇒ NNNN JJ
D

tJJt YvR ′−′− −≥  λ ⇒ 0ˆˆ ≥−≥= ′−
′−

′−
′−

NN

NN

NN

NN
JJ

JJ
D

t
JJ

JJtt uYvuRr λλ
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Corolario 2.8.29 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, kR∈∃ λ , σ

+∈∃ Rv  tales que

0  ≥+ D
tt YvRλ , 0=rtλ , λ  ≥ e .

En general, dado kR ++∈λ , se tiene:

Corolario 2.8.30 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, kR∈∃ λ , σ

+∈∃ Rv  tales que

0  ≥+ D
tt YvRλ , 0=rtλ , λλ   ≥ .

Utilizando, respectivamente, los cambios de variable λ = λ + e  y λ =
λλ +  se obtienen:

Corolario 2.8.31 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, ∃ ∈ + λ R k , σ

+∈∃ Rv  tales que

ReYvR t
D

tt −≥+   λ , rer tt −=λ .

Corolario 2.8.32 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si,  ∃ ∈ + λ R k , σ

+∈∃ Rv  tales que

RYvR t
D

tt λλ −≥+   , rr tt λλ −= .

En función de programas lineales escalares es posible escribir:

Corolario 2.8.33 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0 ,0   ,0   , ,  /min ≥≥≥=+−−≥+ svresrReYvRs ttt
D

tt λλλ (2.43)
es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Corolario 2.8.34 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0 ,0   ,0   , ,  /min ≥≥≥=+−≤−− svrsrRYvRs ttt
D

tt λλλλλ (2.44)
es acotado, con valor óptimo igual a 0.

La ventaja del problema (2.44) sobre (2.45) viene dada porque si
tenemos ( )BI∈λ , entonces podemos garantizar la no negatividad del
término independiente ( 0  ≥Rtλ , 0ˆ ≥= ′−

′−
NN

NN
JJ

JJtt uRr λλ ) y podemos utilizar

directamente la fase II del método del simplex, por ser evidente una solución
factible básica inicial.

Utilizando el Teorema 2.8.26 se obtiene:

Corolario 2.8.35 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0 0,  , 0   ,0   ,0/max ≥≥≥≤=−+ vsuuYrvIsRuse D
t (2.45)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.
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Evidentemente, el problema (2.45) siempre es factible pues
( )vsu tt ,,  = ( )0,0,0  verifica las restricciones.

Corolario 2.8.36 ( ) ( )xEJF P
f∉′  si, y sólo si, el problema (2.45) es no acotado.

Demostración. ( ) ( )xEJF P
f∉′  ⇔  0  ≥+ D

tt YvRλ , 0=rtλ , λ  ≥ e , 0  ≥v , no tiene

solución ⇔  0  ≥+ D
tt YvRλ , 0≤rtλ , λ  ≥ e , 0  ≥v , no tiene solución. . Si

denotamos por D  el dual de (2.45) ⇔  D  es no factible. Como (2.45) es
factible ⇔  (2.45) es no acotado.

�

Utilizando ahora otro tipo de argumentación es posible escribir:

Teorema 2.8.37 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el sistema:

0  ≥+ ′DJ
tt YvRλ , 0  ≤+ ′−

′
′− JJ

J
tJJt N

D

N YvRλ , 0>λ , 0  ≥v (2.46)

tiene solución.
Demostración. ( ) ( )xEJF P

f∈′  ⇔  kR ++∈∃ λ , ( )
λPSJF ⊆′ . Aplicando el

Teorema 2.4.19 ⇔  El sistema (2.46) tiene solución.
�

Obsérvese que, en realidad, la desigualdad 0  ≤+ ′−
′

′− JJ
J

tJJt N

D

N YvRλ  es una

igualdad implícita.

Por la homogeneidad del sistema (2.46), es claro que:

Corolario 2.8.38 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el sistema:

0  ≥+ ′DJ
tt YvRλ , 0  ≤+ ′−

′
′− JJ

J
tJJt N

D

N YvRλ , e  ≥λ , 0  ≥v (2.47)

tiene solución.

Corolario 2.8.39 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el sistema:

ReYvR t
J

tt

D
−≥+ ′   λ , 

JNJ
N

D

N ReYvR tJJ
J

tJJt ′−

−≤+ ′−
′

′−   λ , 0  ≥λ , 0  ≥v (2.48)

tiene solución.
Demostración. Directa, sin más que hacer en el Corolario 2.8.38 el cambio
de variable e−= λλ .

�

Teorema 2.8.40 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el sistema:

0≤Ru , 0  ≤′ uY
DJ , 0  ≥′NJu (2.49)

no tiene solución.
Demostración. ( ) ( )xEJF P

f∈′  ⇔  El sistema (2.46) tiene solución ⇔  El

sistema, ( ) ( ) 0  ,, ≥−+− ′−
′′

′− JJ
JJ

tJJt N

DD

N YYvRRλ , 0>λ , 0  ≥v , tiene solución.
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Aplicando el teorema de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) ⇔  El
sistema ( ) 0, ≤− ′− yRR JJ N , ( ) 0  , ≤− ′−

′′ yYY JJ
JJ

N

DD
, 0  ≥y , no tiene solución. ⇔  El

sistema (2.49) no tiene solución.
�

Creemos muy interesante interpretar el resultado dado en el Teorema
2.8.40. Para ello, consideremos el problema relajado P′ ≡ { }XxCx ′∈/max ,
siendo X ′  = { }0   ,/ ≥=∈ ′J

n xbAxRx  y sea ( )JF ′′  = { }0/ =′∈ ′JxXx . Aplicando

el Teorema 2.6.10, el Teorema 2.8.40 viene a decir que ( ) P
fEJF ∈′  si, y sólo

si, PEx ′∈ . ¿Qué sentido tiene esto? Para responder a esta pregunta
necesitamos un resultado preliminar:

Teorema 2.8.41 Si JJ ⊆′  es un descriptor maximal de ( )JF ′ , entonces
( ) P

fEJF ∈′  si, y sólo si, ( ) P
fEJF ′∈′′ .

Demostración. ( ) P
fEJF ∈′  ⇔  kR ++∈∃ λ , ( )

λPSJF ⊆′ . Por el Teorema 2.4.25,

⇔ ( )
λPSJF ′⊆′′  ⇔  ( ) P

fEJF ′∈′′ .
�

Luego, estudiar la eficiencia de ( )JF ′  en el problema P  es equivalente
a estudiar la eficiencia de ( )JF ′′  en el problema P′ . Ahora bien, como

( ) ( )( )0JFJF ′′⊆′ , entonces ( )( )0JFx ′′∈ . Ahora es clara la interpretación.

El Teorema 2.8.40 también se puede expresar en términos de un
programa lineal escalar, dando lugar al siguiente test:

Corolario 2.8.42 ( ) ( )xEJF P
f∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0   ,0   ,0   ,0/max ≥≥≤=+ ′′ suuYsRuse
ND JJ

t (2.50)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Corolario 2.8.43 ( ) ( )xEJF P
f∉′  si, y sólo si, el problema (2.50) es no acotado.

Demostración. Por el Corolario 2.8.38, ( ) ( )xEJF P
f∉′  ⇔  0  ≥+ ′DJ

tt YvRλ ,

0=+ ′−
′

′− JJ
J

tJJt N

D

N YvRλ , e  ≥λ , 0  ≥v , no tiene solución. Si denotamos por D  el

dual de (2.50) ⇔  D  es no factible. Como (2.50) es factible ⇔  (2.50) es no
acotado.

�
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2.9 Caras Arbitrarias Eficientes
Los pioneros en el reconocimiento de la eficiencia en caras definidas de
forma implícita y sin utilizar información específica relativa a alguno de los
vértices de la misma, fueron Yu y Zeleny ([YuZl75]). Sin embargo, ésta es
una cuestión que ha recibido mucha menos atención por parte de los
investigadores que la dedicada a las caras incidentes en un vértice dado. El
motivo principal de ello es que existe un consenso bastante generalizado, por
parte de la comunidad científica, de que los métodos globales generadores de
soluciones eficientes (ver capítulo 4) son menos viables que los locales,
debido a la explosión combinatoria que experimentan. Otra razón en contra
es que, al no poder ser utilizado el concepto de base asociado a todo vértice,
se pierden muchas posibilidades algebraicas, quedando considerablemente
limitados los desarrollos teóricos.

Consideremos el LVP, P  ≡  { }XxCx ∈/max , donde X  es un poliedro
de nR . Sean Q  el problema escalar { }Xxxct ∈/max  y fXF ∈ .

En nuestro estudio consideraremos diferentes representaciones para
X . Empezaremos deduciendo unos resultados clásicos debidos a Yu y
Zeleny.

Sean { }bAxRxX n   / ≤∈= , con ( ) mA =rang , { }mII ,,1 �=⊆′  y F  = ( )IF ′
= { }II bxAXx ′′ =∈ / .

Teorema 2.9.1 Si IRu
′

+∈∃  , t
I

t cAu =′  entonces ( ) QSIF ⊆′ .

Demostración. Por hipótesis, IRu
′

+∈∃  , t
I

t cAu =′ . Entonces, completando
con ceros u , ( )IFx ′∈∀   ⇒  mRu +∈∃  , tt cAu = , ( ) 0=− Axbut  ⇔  QSx ∈ .

�

Corolario 2.9.2 ([YuZl75], Theorem 4.3) Si kR ++∈∃ λ , IRu ′
+∈∃   tales que

CAu t
I

t λ=′  entonces ( ) PEIF ⊆′ .

Supongamos que I ′  es un descriptor maximal. Entonces:

Teorema 2.9.3 ( ) QSIF ⊆′  si, y sólo si, IRu
′

+∈∃  , t
I

t cAu =′ .

Demostración.
“ ⇐ ”
Por el Teorema 2.9.1.
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“ ⇒ ”
Sea QSFx ⊆∈ 0  ⇒  IIII bxA ′−′− < . Como QSx ∈  ⇔  mRu +∈∃  ,

tt cAu = , ( ) 0=− xAbut . Como IIII bxA ′−′− <  ⇒  0=′−IIu  ⇒  IRu ′
+∈∃  , t

I
t cAu =′ .

�

Corolario 2.9.4 ([YuZl75], Theorem 4.3, (i)) ( ) P
fEIF ∈′  si, y sólo si, kR ++∈∃ λ ,

IRu ′
+∈∃   tales que CAu t

I
t λ=′ .

Aplicando el teorema de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) al
Corolario 2.9.4 se obtiene:

Corolario 2.9.5 ( ) P
fEIF ∈′  si, y sólo si, el sistema:

0≥Cw , 0  ≤′ wAI (2.51)
no tiene solución en R n .

El Corolario 2.9.5 puede ser reformulado en términos de un programa
lineal escalar como:

Corolario 2.9.6 ( ) P
fEIF ∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0   ,0   ,0/max ≥≤=− ′ swAIsCwse I
t (2.52)

es acotado, con valor óptimo 0.

Corolario 2.9.7 ( ) P
fEIF ∉′  si, y sólo si, el problema (2.52) es no acotado.

Consideremos ahora que X  viene descrito como { }bAxRx n =∈ + / , con
( ) mA =rang . Sean { }nJJ  ..., ,1=⊆′  descriptor maximal y nnRD ×∈  matriz

diagonal, donde 




′−∈
′∈

=
JJj

Jj
d jj  si   0

 si   1
.

Teorema 2.9.8 ( ) P
fEJF ∈′  si, y sólo si, el sistema:

0≥Cw , 0  ≥Dw , 0=Aw (2.53)
no tiene solución en R n .
Demostración.
“ ⇒ ”
Sea ( )JFx ′∈ 0  ⇒  0>′−JJx . Supongamos por reducción al absurdo que

nRw ∈∃  , 0≥Cw , 0  ≥Dw , 0=Aw  ⇒  ∃ ∈ ++ α R , Xwxx ∈+= αˆ . Ahora bien,
Cx�  = ( )wxC α+  = ≥+ CwxC α  Cx ⇒  #, pues PEx ∈ .
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“ ⇐ ”
Sean ( )JFx ′∈ , x X∈  arbitrario, xxw −=  ⇒  0=Aw , 0  ≥Dw . Aplicando la
hipótesis ⇒  0≥/Cw  ⇒  ∀ ∈ x X , Cx Cx/≥  ⇒  x E P∈  ⇒ ( ) P

fEJF ∈′ .
�

Evidentemente, para demostrar en el Teorema 2.9.8 la implicación
hacia la izquierda no hace falta que JJ ⊆′  sea un descriptor maximal.

En términos de un programa escalar lineal, el Teorema 2.9.8 se puede
escribir como:

Corolario 2.9.9 ( ) P
fEJF ∈′  si, y sólo si, el programa:

{ }0   ,0   ,0 ,0/max ≥≥==− ′ swAwIsCwse J
t (2.54)

es acotado, con valor óptimo 0.

El Corolario 2.9.9 constituye una valiosa herramienta de
caracterización de la eficiencia de una cara arbitraria y representa un
resultado parecido en su estructura al dado en el Corolario 2.8.20.

Corolario 2.9.10 ( ) P
fEJF ∉′  si, y sólo si, (2.54) es no acotado.

Aplicando el teorema de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) al
sistema (2.53) obtenemos:

Corolario 2.9.11 ( ) P
fEJF ∈′  si, y sólo si, kR ++∈∃ λ , nRv +∈∃  , mRu ∈∃   tales que

0=++ AuDvC tttλ .

Veamos ahora cómo, de la mano de los resultados anteriores, se
pueden deducir algunos tests de eficiencia para puntos arbitrarios (no
necesariamente vértices):

Sean Xx ∈  y J ′  = { }0/ =∈ jxJj . Evidentemente, ( )JF ′  es una cara de

X  y J ′  es un descriptor maximal de la misma. Además, ( )JFx ′∈ 0 . Hechas
estas precisiones resultan claras las siguientes conclusiones:

Teorema 2.9.12 ([EvSt73], Lemma 1.2) x E P∈  si, y sólo si, el sistema:
0≥Cw , 0  ≥Dw , 0=Aw (2.55)

no tiene solución en R n .

Corolario 2.9.13 x E P∈  si, y sólo si, el programa:
{ }0   ,0   ,0 ,0/max ≥≥==− ′ swAwIsCwse J

t (2.56)
es acotado, con valor óptimo 0.
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Corolario 2.9.14 ([EvSt73], Corollary 1.3) x E P∈  si, y sólo si, kR ++∈∃ λ ,
nRv +∈∃  , mRu ∈∃   tales que 0=++ AuDvC tttλ .

En la sección 3.2 dedicada a la eficiencia completa mostraremos otra
interesante perspectiva desde la que acometer la caracterización de
eficiencia para caras arbitrarias.

2.10 Regiones de Indiferencia
Las regiones de indiferencia son ampliamente utilizadas en decisión
multicriterio porque proporcionan información valiosa para el DM,
facilitando el proceso de selección de una solución eficiente ([YuZl75],
Remark 3.5). Sin embargo, éste no es el único uso que se les puede dar, pues
permiten caracterizar de forma implícita el conjunto de soluciones eficientes
de un LVP. Debido a esta última propiedad han sido utilizadas, en
ocasiones, por los algoritmos generadores de soluciones eficientes (ver
[Gal77]).

Sea P  el problema { }XxCx ∈ / max , donde X  viene dado por el
sistema (2.1). Supongamos ∅≠X  y consideremos XY ⊆ .

La definición de región de indiferencia que presentamos a
continuación extiende las ideas comúnmente utilizadas en la literatura (ver,
por ejemplo, las dadas en [Krn74], p. 605 o [AnCl92], p. 189).

Definición 2.10.1 Se llama región de indiferencia (débil) de Y  asociada al
problema P , y se denota por ( )YI P  ( ( )YWI P ), al conjunto { }

λ
λ Pk SY ⊆Λ∈ /0

( { }
λ

λ Pk SY ⊆Λ∈ / ) .

Las particularizaciones más frecuentes de Y  son los casos dados por
{ }xY =  con xpXx ∈  e fXFY ∈= .

Para simplificar la notación, la región de indiferencia de x  asociada
al problema P  se denotará por ( )xI P .

Es claro que:

Proposición 2.10.2 PEx ∈  si, y sólo si, ( ) ∅≠xI P .

Ahora, aplicando dualidad escalar a la Definición 2.10.1, se tiene:

Proposición 2.10.3 ( )xI P  = { }buxCAuC tttt
k =≤−Λ∈ λλλ  ,0  /0 .
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Se pueden obtener conclusiones más sutiles cuando xpXx ∈ , sin más

que utilizar los resultados de la sección 2.4. Efectivamente,

Corolario 2.10.4 Sea x  s.f.b. no degenerada. Entonces ( )xI P  =
{ }0  /0 ≥Λ∈ Rt

k λλ .
Demostración. Aplicando el Teorema 2.4.5.

�

Corolario 2.10.5 Sea x  s.f.b. σ -degenerada. Entonces ( )xI P  =
{ }0   , /0 ≥+∈∃Λ∈ + D

tt
k YvRRv λλ σ .

Demostración. Aplicando el Corolario 2.4.7.
�

Proposición 2.10.6 ([Krn74], p. 605, [ChHm83], p. 157) Supongamos que
X  es acotado. Entonces Λ k

0  = ( )�
P
xp

i Ex

iP xI
∈

.

Demostración.
“ ⊇ ”
Evidente.
“ ⊆ ”
Sea λ ∈Λ k

0 . Como X  es acotado ⇒  ∅≠
λPS . Además, por ser X  apuntado

⇒  SPλ
 contiene algún vértice. Ahora bien, sabemos que cualquier vértice x i

de SPλ
 también es un vértice de X . Como, además, x Ei P∈  ⇒  P

xp
i Ex ∈  ⇒

( )iP xI∈λ  ⇒  Λ k
0 ⊆ ( )�

P
xp

i Ex

iP xI
∈

.

�

Sea fXF ∈ .

Proposición 2.10.7 P
fEF ∈  si, y sólo si, ( ) ∅≠FI P .

Aplicando el Teorema 2.4.3, se tiene:

Proposición 2.10.8 ( )FI P  = { }JJtJJttt
k AuCAuC ′−′− =≤−Λ∈ λλλ  ,0  /0

Corolario 2.10.9 ( )FI P  y ( )FWI P  son convexos.

Corolario 2.10.10 ( )FWI P  es cerrado.

El siguiente resultado es importante, pues permite obtener la región
de indiferencia de una cara en función de las regiones de indiferencia de sus
vértices y aristas no acotadas.
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Teorema 2.10.11 ([Gal77], Theorem 2.3) Sea xrxp FFQ �= . Entonces, ( )FI P

= ( )�
Qx

iP

i

xI
∈

.

Demostración. ( )FI P∈λ  ⇔  0
kΛ∈λ , 

λPSF ⊆ . Por ser 
λPS  convexo ⇔

0
kΛ∈λ , 

λPSQ ⊆ ⇔  0
kΛ∈λ , ( )iP xI∈λ , ∀ ∈ x Qi  ⇔  ( )�

Qx

iP

i

xI
∈

∈λ .

�

Corolario 2.10.12 Sea P
xr

P
xp EEQ �⊆ . F  es una cara eficiente maximal de X

si, y sólo si, ( )�
Qx

iP

i

xI
∈

≠ ∅  y ( )�
Qx

iP

i

xI
′∈

 = ∅ , ∀ ′ Q , Q Q⊂ ′ ⊆  P
xr

P
xp EE � .

La importancia del Corolario 2.10.12 viene dada porque enuncia un
mecanismo viable para calcular ascendentemente (ver capítulo 4) el conjunto
de todas las caras eficientes maximales de un LVP. En realidad, el método
generador de soluciones eficientes para el LVP propuesto por Gal ([Gal77])
se fundamenta en este principio.
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Capítulo 3

Tópicos Seleccionados en
Programación Vectorial
Lineal

3.1 Introducción
En este capítulo nos centramos en el estudio de ciertas cuestiones de interés
en programación vectorial lineal las cuales, según nuestro parecer,
enriquecen notablemente y desde diversas perspectivas la metodología
estudiada. Concretamente, los tópicos seleccionados, que se describirán
brevemente en los párrafos siguientes, han sido la caracterización de la
eficiencia completa, la identificación de objetivos redundantes, la dualidad, y
la optimización lineal sobre la región eficiente. Indudablemente, hubiera sido
posible incluir otros aspectos no menos sugerentes y atractivos. La elección
realizada está basada en nuestra propia experiencia y constituye un
compromiso entre la voluntad de ofrecer un elenco de materias
suficientemente rico y variado, y la necesidad de hacer físicamente
abordable un trabajo de estas características.

Ocurre a veces (quizá con mayor frecuencia de lo que podríamos
pensar a priori) que la región eficiente de un LVP coincide con su región
factible ([Bn91a]). En estos casos se dice que el problema es completamente
eficiente. Es evidente que la detección de este fenómeno a priori, es decir,
antes de la resolución del LVP, presenta numerosas ventajas, siendo
algunas de ellas las siguientes: (i) puede producir importantes ahorros
computacionales, (ii) aporta nuevas caracterizaciones para caras eficientes
arbitrarias y (iii) simplifica notablemente la optimización de una función
lineal sobre la región eficiente. Por tales motivos, hemos dedicado la sección
3.2 al análisis de eficiencia completa de un LVP, presentando con detalle un
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buen número de tests novedosos. Algunos de ellos se enuncian en términos
de la factibilidad de un sistema lineal (ver, por ejemplo Teorema 3.2.25 y
Corolarios 3.2.26 a 3.2.28) y otros en función de un programa lineal escalar
(Teoremas 3.2.29 y 3.2.31), siendo todos fácilmente aplicables al no requerir
hipótesis previas. Es importante reseñar que, aunque los resultados
anteriores han sido obtenidos explotando la definición de eficiencia
completa, también se han sugerido enfoques alternativos como los utilizados
en los Teoremas 3.2.32 y 3.2.34.

Es nuestra opinión que, previamente a la resolución de cualquier LVP
de tamaño medio o grande se debería realizar, de manera rutinaria, algún
tipo de preprocesado del modelo. Aparte de las tareas tradicionales de
preprocesamiento utilizadas en los modelos escalares (ver, por ejemplo,
[ThTZ66], [Mt73], [ZnWl80], [Tl80] o [KLTZ83]), tales como identificación de
variables fijas, eliminación de restricciones redundantes, etc., podemos
plantearnos descartar aquellos objetivos que no influyen en la región
eficiente. Las ventajas de eliminar a priori estos objetivos redundantes son
obvias: por un lado debemos esperar una disminución del esfuerzo
computacional a la hora de calcular el conjunto de soluciones eficientes y,
por otra parte, cualquier tipo de análisis a posteriori que se haga sobre la
región generada ha de verse simplificado. Estas razones nos decidieron a
dedicar parte de nuestro esfuerzo a la identificación de objetivos
redundantes, quedando recogidos nuestros resultados en la sección 3.3. En
ella se intenta conceptualizar de forma clara los elementos que hemos
considerado más relevantes, presentándose algunos de ellos por primera vez
(Definiciones 3.3.3, 3.3.6 y 3.3.7). La teoría expuesta se ha desarrollado
concediendo un papel preponderante al cono de preferencias (Teoremas
3.3.12 y 3.3.18). De esta manera hemos podido enriquecer los resultados
propuestos por Gal y Leberling ([GalLb77]) con otros originales (ver, por
ejemplo, Corolario 3.3.20), obteniéndose todos de manera unificada y
armoniosa. Adicionalmente, dado que es conocido que los objetivos que se
pueden poner como combinaciones cónicas del resto son redundantes
(Corolario 3.3.19), proponemos un procedimiento (algoritmo MSS), con
complejidad polinomial, para calcular el sistema generador minimal de un
cono poliédrico.

La dualidad en programación vectorial lineal fue abordada, por
primera vez, por Gale, Kuhn y Tucker, en 1951 ([Kh91], p. 85), como un caso
particular del estudio que tales autores hicieron sobre dualidad en
programación matricial lineal ([GlKT51]). Desde entonces, diversos
investigadores, han propuesto, con mayor o menor éxito, definiciones
alternativas para el caso lineal. Aunque la teoría de la dualidad permite
elegantes desarrollos teóricos, su utilidad práctica, hasta el momento, para
los casos vectorial y matricial (en contraposición con lo que sucede en el caso
escalar), deja mucho que desear, no habiéndose logrado aún (y,
probablemente, nunca se logre) una definición de problema dual que sea
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algorítmicamente satisfactoria. En la sección 3.4 se estudian de manera
homogénea y se relacionan entre sí algunas de las definiciones más notables
sobre dualidad en programación vectorial. Entre todas las disponibles hemos
seleccionado las planteadas por Gale-Kuhn-Tucker ([GlKT51]), Kornbluth
([Krn74]), Isermann ([Is77b]) y Hannan ([Hn78]). Nuestro empeño se ha
visto recompensado con un buen número de modestas aportaciones (ver, por
ejemplo, Teoremas 3.4.17, 3.4.21, 3.4.23,  3.4.31, 3.4.33, Lema 3.4.32,
Corolarios 3.4.22, 3.4.41, 3.4.43), las cuales han contribuido a enriquecer la
teoría con nuevas propiedades y relaciones, y a abreviar sustancialmente
algunas de las demostraciones presentadas.

Por último, la sección 3.5 estudia diversos aspectos relacionados con
la optimización de una función lineal sobre la región eficiente. Se trata de
un problema elegante y muy complejo (de optimización no convexa), que ha
despertado interés desde hace más de treinta años ([Ph72], p. 224), estando
su utilidad e importancia fuera de toda duda (ver, por ejemplo, [IsSt87],
[Bn84], [Bn91b], [Bn92], [Bn93], [EcSn94], [DrFs95] y [BnLee96]). En
particular, Benson muestra en [Bn84] (p. 565) que ciertos problemas del
mundo real se pueden modelar de forma más apropiada y realista con este
enfoque que con el más tradicional de la programación lineal multiobjetivo.
En este apartado realizamos un estudio teórico y algorítmico de este tema,
presentando, entre otros resultados inéditos, el método de maximización
facial progresiva (MFP) basado en la optimización, en cada iteración, de la
función objetivo sobre una cara eficiente estrictamente mejorada. Las caras
eficientes generadas se obtienen a partir de la resolución de un programa
bilineal simplificado (Teorema 3.5.32), que puede ser abordado
adecuadamente mediante técnicas específicas de optimización global
([AHJS99]).

3.2 Análisis de Eficiencia Completa
Sea P  el problema de optimización vectorial ( ){ }Xxxz ∈ / max , donde
supondremos, sin pérdida de generalidad, que ∅≠X .

Definición 3.2.1 ([Bn91a], p. 482) P  se dice que es completamente eficiente
si XE P = .

Ejemplo 3.2.2 Consideremos el problema P  dado por:

{ } 












=≤≤≤≤∈=∈

















−
−−=

0 ,10 ,10/ :s.a

111

111

001

max 

321
3 xxxRxXx

xCx
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y cuya región factible y cono de preferencias se representa en la Figura 3.1.
Evidentemente, XE P = .

�

    

1x 2x

3x

X

)1,1,0(

)1,1,0( −

)1,0,1(

≥C

    Figura 3.1

Es claro que si ( )Xz  es un conjunto unitario, entonces P  es
completamente eficiente. En particular, la condición anterior se da
trivialmente si X  contiene una única alternativa.

El estudio de la eficiencia completa fue abordado por primera vez en
1977, de la mano de M. Benveniste ([Bnv77]) y posteriormente tratado por
H. Benson, en 1991 ([Bn91a]). Mientras que Benveniste realizó un estudio
preliminar bajo la hipótesis de linealidad en las funciones objetivo, Benson
analizó con detenimiento las particularidades del fenómeno para el LVP.

En esta sección desarrollaremos una teoría coherente y estructurada
para la eficiencia completa en el caso lineal que, a la par que integra ciertos
resultados conocidos, ofrece otros nuevos.

Consideremos, inicialmente, XY ⊆≠∅ .

Teorema 3.2.3 PEY ⊆  si, y sólo si, el sistema:
( ) ( ) 0≥− yzxz , Xx ∈ , Yy ∈ (3.1)

no tiene solución.
Demostración. PEY ⊆  ⇔  Yy ∈∀  , Xx ∈∃/  , ( ) ( )yzxz ≥  ⇔  el sistema (3.1)
no tiene solución.

�
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Sea YP  el programa escalar:
( ) ( ){ } 0    , , ,0/max ≥∈∈=−− sYyXxsyzxzset

Evidentemente YP  siempre es factible y generaliza al problema de
maximización de holguras xP .

Teorema 3.2.4 PEY ⊆  si, y sólo si, YP  es acotado, con valor óptimo 0.
Demostración. PEY ⊆ . Por el Teorema 1.4.37 ⇔  Yy ∈∀  , ( )yzP  es acotado,

con valor óptimo 0 ⇔  YP  es acotado, con valor óptimo 0.
�

Teorema 3.2.5 Si ( )
YPSsyx ∈,,  entonces PEx ∈ .

Demostración. Aplicar el Corolario 1.4.36.
�

Corolario 3.2.6 Si ∅=PE  entonces YP  es no acotado.

Sean kR ++∈λ  y YP ,λ  el problema de optimización escalar:

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }YyXxyzxzyzxzt ∈∈≥−−  , ,0  /max λ

YP ,λ  siempre es factible pues hemos presupuesto que XY ⊆≠∅ .

Además YP ,λ  generaliza al problema paramétrico-restringido zP ,λ  (ver

sección 1.4.5). Obsérvese también que YP ,λ  es una generalización del

problema YP , pues eliminando s  en éste último se obtiene YeP , .

Teorema 3.2.7 PEY ⊆  si, y sólo si, YP ,λ  es acotado, con valor óptimo 0.

Demostración.
“ ⇒ ”
Supongamos por reducción al absurdo que Yy ∈∃  , Xx ∈∃  , ( ) ( ) 0  ≥− yzxz ,

( ) ( )( ) 0>− yzxztλ . Como 0>λ  ⇒  ( ) ( ) 0≥− yzxz  ⇒  PEy ∉ . #
“ ⇐ ”
Supongamos por reducción al absurdo que PEY ⊆/  ⇒  Yy ∈∃  , Xx ∈∃  ,

( ) ( )yzxz ≥  ⇒  ( ) ( )( ) 0>− yzxztλ  ⇒  #.
�

Aplicando los resultados anteriores obtenemos:
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Teorema 3.2.8 Son equivalentes:
(i) P  es completamente eficiente.
(ii) El sistema

( ) ( ) 0≥− yzxz , Xyx ∈ , (3.2)
no tiene solución ([Bnv77], Theorem1, p. 286).

(iii) El programa escalar XP  dado por:
( ) ( ){ } 0    , , ,0/max ≥∈=−− sXyxsyzxzset

es acotado, con valor óptimo igual a 0.
(iv) El programa escalar XP ,λ  dado por:

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }Xyxyzxzyzxzt ∈≥−−  , ,0  /max λ
es acotado, con valor óptimo igual a 0 ([Bn91a], Theorem 1, p. 483).

Una interesante relación de simetría captada por Benson viene de la
mano del problema P−  ≡ ( ){ }Xxxz ∈−  / max . Efectivamente:

Corolario 3.2.9 ([Bn91a], Corollary 1.1) P  es completamente eficiente si, y
sólo si, P−  es completamente eficiente.
Demostración. Directa, pues por la Proposición 1.3.13 sabemos que las
regiones eficientes de P  y P−  coinciden.

�

El siguiente resultado no tiene dificultad:

Proposición 3.2.10 Si ∃ ∈ λ Λ k
0  tal que ( ) tt xz 0=λ  entonces E XP = .

Bajo la hipótesis de linealidad en las funciones objetivo, la Proposición
3.2.10 proporciona nuevas condiciones suficientes. Efectivamente:

Teorema 3.2.11 Son equivalentes:
(i) ttC 0=λ , 0>λ  tiene solución.
(ii) nRd ∈∃/  , 0≥Cd .
(iii) El sistema

0=− IsCd , 1≥set , 0  ≥s (3.3)
no tiene solución ([Bnv77], Corollary 1, p. 287).

(iv) El problema
{ }0    ,0/max ≥=− sIsCdset (3.4)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.
(v) { } 0   =≥C .
Demostración.
“(i) ⇔  (ii)”
Directa, sin más que utilizar el teorema de la alternativa de Stiemke
([Mn69], p. 32).
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“(ii) ⇒  (iii)”
Supongamos por reducción al absurdo que nRd ∈∃  , kRs ∈∃  , 0=− sIdC ,

1≥set , 0  ≥s  ⇒  0≥dC , #.
“(ii) ⇐  (iii)”
Supongamos por reducción al absurdo que nRd ∈∃  , 0≥dC  ⇒  ++∈∃ Rα ,

kRs ∈∃ ˆ , 0ˆ =− sIdCα , 1ˆ ≥set , 0  ˆ ≥s . Llamando dd α=ˆ  ⇒  nRd ∈∃ ˆ , kRs ∈∃ ˆ ,

0ˆˆ =− sIdC , 1ˆ ≥set , 0  ˆ ≥s  ⇒  #.
“(ii) ⇔  (iv)”
No reviste dificultad.
“(ii) ⇔  (v)”
Es claro pues { } { } 0   0/ �≥∈=≥ CdRdC n .

�

Si consideramos ( ) Cxxz = , en virtud del Teorema 3.2.11 se tiene:

Corolario 3.2.12 ([YuZl75], Remark 4.3) Si ttC 0=λ , 0>λ  tiene solución
entonces E XP = .

Corolario 3.2.13 ([Bnv77], Theorem 2) Si nRd ∈∃/  , 0≥Cd  entonces E XP = .

El recíproco del resultado anterior no es cierto como pone de
manifiesto el siguiente contraejemplo:

Ejemplo 3.2.14 Consideremos el problema dado en el Ejemplo 3.2.2. Se tiene

que XE P =  y, sin embargo, ( ) 31,0,1 Rd ∈=∃  tal que 0

0

0

1

≥















=dC .

Corolario 3.2.15 Si el sistema (3.3) no tiene solución entonces E XP = .

Corolario 3.2.16 Si el problema (3.4) es acotado, con valor óptimo igual a 0,
entonces E XP = .

Corolario 3.2.17 Si { }0=≥C  entonces E XP = .

Obsérvese que el problema (3.4) siempre es factible pues ( )tt sd ,  =
( )0,0  verifica las restricciones. Además, hay disponible de forma inmediata
una base inicial dada por I . Por otra parte, se debe esperar que la base
inicial de (3.4) sea de dimensión pequeña, por ser frecuente en la práctica
que k  sea pequeño.
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Veamos bajo qué hipótesis las condiciones suficientes anteriores de
eficiencia completa son también necesarias. Si denotamos por ( )Xint  el
interior de X  en la topología usual de nR  tenemos:

Teorema 3.2.18 ([Bnv77], Theorem 3) Sea nRX ⊆  tal que ( ) ∅≠Xint . Si
XE P =  entonces nRd ∈∃/   tal que 0≥Cd .

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que nRd ∈∃  , 0≥dC .
Sea ( )Xx int∈  ⇒  ++∈∃ Rε , Xdxx ∈+= εˆ . Además, xCdCxCxC ≥+= εˆ  ⇒

PEx ∉  ⇒  #.
�

Nótese que la condición de que ( ) ∅≠Xint  es muy dura, pues implica
que X  ha de ser de dimensión total.

Veamos cómo se puede comprobar si el interior de un poliedro es no
vacío. Para ello consideraremos las representaciones más comunes. En
primer lugar, es de sobra conocido que:

i) Si X  = { }bAxRx n   / ≤∈  entonces ( )Xint  = { }bAxRx n <∈ / .
ii) Si X  = { }0   ,  / ≥≤∈ xbAxRx n  entonces ( )Xint  = { }0 ,/ ><∈ xbAxRx n .
iii) Si X  = { }0   ,/ ≥=∈ xbAxRx n  entonces ( )Xint  = { }0,=/ >∈  xbAxRx n .

Proposición 3.2.19 ([Bnv77], p. 287) bAx <  tiene solución si, y sólo si,
eAxyb   ≥− , 1≥y , Ry ∈  tiene solución.

Demostración. bAx <  tiene solución ⇔  nRx ∈∃  , Ry ∈∃  , 1≥y ,
( ) exAby   ≥−  ⇔  eAxyb   ≥− , 1≥y , Ry ∈  tiene solución.

�

Corolario 3.2.20 bAx < , 0>x  tiene solución si, y sólo si, eAxyb   ≥− , ex   ≥ ,
1≥y , Ry ∈  tiene solución.

Demostración. bAx < , 0>x  tiene solución ⇔  





<





− 0

b
x

I

A
 tiene solución.

Por la Proposición 3.2.19, ⇔  ex
I

Ab
y   

0
≥





−

−





, 1≥y , Ry ∈  tiene solución ⇔

eAxyb   ≥− , ex   ≥ , 1≥y , Ry ∈  tiene solución.
�

Proposición 3.2.21 bAx = , 0>x  tiene solución si, y sólo si,
0=− Axyb , ex   ≥ , 1≥y , Ry ∈ (3.5)

tiene solución.
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Demostración.
“ ⇐ ”
Inmediata.
“ ⇒ ”
Por hipótesis 0>∃ x  tal que bxA = . Sea δ  = { }jnj xmin ≤≤1 . Si 1≥δ  ⇒  ( )yx ˆ,ˆ  =

( )1,x  es solución de (3.5). Si por el contrario, 1<δ  ⇒  ( )yx ˆ,ˆ  = ( )δδ /1,/x  es
solución de (3.5)

�

A partir de ahora, analizaremos exclusivamente el problema de la
eficiencia completa en relación con el LVP. Supongamos que P  viene dado
por { }nRxbAxCx +∈=  ,/max .

En primer lugar, siempre podemos asegurar que:

Corolario 3.2.22 Si ∃ ∈ λ Λ k
0 , mRu ∈∃  , AuC tt =λ  entonces XE P = .

Demostración. Basta aplicar las condiciones de eficiencia para el caso
lineal (Teorema 1.7.6).

�

Evidentemente, el Corolario 3.2.22 es una generalización del
Corolario 3.2.12.

Por otra parte, también es posible escribir:

Corolario 3.2.23 Si el problema:
{ } 0   ,   ,0/min ≥≥=−− seIsCAuse tttt λλ (3.6)

es acotado, con valor óptimo igual a cero, entonces XE P = .

Corolario 3.2.24 Si el problema:
{ }    ,0   ,0/max edCdAdCdet −≥≥= (3.7)

es acotado, con valor óptimo igual a cero entonces XE P = .
Demostración. Aplicando dualidad escalar, el problema (3.7) es acotado,
con valor óptimo igual a cero ⇔  { } 0   ,0   ,/min ≥≥=−− sCeIsCAuse ttttt λλ  es
acotado, con valor óptimo igual a cero. Haciendo el cambio de variable

e+= λλ  ⇔  el problema (3.6) es acotado, con valor óptimo igual a cero.
�

Ahora bien, si utilizamos las condiciones necesarias y suficientes que
proporciona el Teorema 3.2.8 en combinación con los teoremas de la
alternativa disponibles para el caso lineal (sección 1.7), el análisis de la
eficiencia completa para el LVP comienza a dotarse de tests verdaderamente
útiles.
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Teorema 3.2.25 XE P =  si, y sólo si, el sistema:











>
≤+
≥+
≥−

0

0

0  

0  

λ

λ
λ

bvbu

CAv

CAu

tt

tt

tt

(3.8)

tiene solución.

Demostración. XE P = . Por el Teorema 3.2.8 ⇔  El sistema 










≥≥
=
=

≥−

0   ,0  

0

yx

bAy

bAx

CyCx

 no

tiene solución. ⇔  El sistema 

( )

( ) 













≥







=












≥





−

0  ,

0

0

0,

tt yx

b

b

y

x

A

A
y

x
CC

 no tiene solución. Por ser

∅≠X  y aplicando el Teorema de la Alternativa 1.7.3., ⇔  El sistema

( ) ( )

( )









>≤






≥−−






0 ,0,

0  ,
0

0
,

λ

λ

b

b
vu

CC
A

A
vu

tt

tttt

 tiene solución. ⇔  El sistema (3.8) tiene

solución.
�

Debido a la homogeneidad del sistema (3.8) obtenemos:

Corolario 3.2.26 XE P =  si, y sólo si, el sistema:











≥
≤+
≥+
≥−

e

bvbu

CAv

CAu

tt

tt

tt

  

0

0  

0  

λ

λ
λ

(3.9)

tiene solución.

Aplicando ahora el cambio de variable e−= λλ  al sistema (3.9):
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Corolario 3.2.27 XE P =  si, y sólo si, el sistema:











≥
≤+

−≥+
≥−

0  

0

  

  

λ

λ
λ

bvbu

CeCAv

CeCAu

tt

ttt

ttt

(3.10)

tiene solución.

En realidad, la desigualdad 0≤+ bvbu tt  del sistema (3.8) es una
igualdad implícita. Efectivamente:

Corolario 3.2.28 XE P =  si, y sólo si, el sistema:











>
=+
≥+
≥−

0

0

0  

0  

λ

λ
λ

bvbu

CAv

CAu

tt

tt

tt

(3.11)

tiene solución.
Demostración. XE P =  ⇔  El sistema (3.8) tiene solución. Como

0  ≥+ AvAu tt , multiplicando ambos miembros por Xx ∈ , 0≥+ bvbu tt . ⇔  El
sistema (3.11) tiene solución.

�

A partir de los resultados anteriores podemos concluir que:

Teorema 3.2.29 XE P =  si, y sólo si, el problema XD  dado por:











≥
≥+

≥−
+

e

CAv

CAu

bvbu

tt

tt

tt

  

0  

0  :s.a

min 

λ
λ

λ
(3.12)

es acotado, con valor óptimo igual a 0.

Obsérvese que XD  no puede ser no acotado si suponemos que ∅≠X .

A modo de comparación, Benson propone como condición necesaria y
suficiente para la eficiencia completa de P , que el problema:











≥≥
=−−

≥−

0   ,  

0

0   :s.a

min 

se

IsCAv

IsAu

bu

ttt

tt

t

λ
λ

sea acotado, con valor óptimo igual a 0 ([Bn91a], Theorem 2).
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Por otra parte, es interesante notar que:

Proposición 3.2.30 XD  es el dual de la formulación lineal de XP .
Demostración. Inmediata, sin más que tener en cuenta que la formulación
lineal de XP  es:

( )























≥































=































 −

















0  

0

00

00

:s.a

,0,0max 

s

y

x
b

b

s

y

x

A

A

ICC

s

y

x

ettt

(3.13)

�

Teorema 3.2.31 XE P =  si, y sólo si, el programa lineal escalar (3.13) es
acotado con valor objetivo óptimo 0.

También podemos utilizar otro tipo de argumentaciones para
comprobar la eficiencia completa de un problema. La que exponemos a
continuación se basaría en nuestra capacidad para encontrar un punto del
interior relativo del poliedro.

Sabemos que, ∅≠X  si, y sólo si, ∅≠0X  ([NmWl88], Proposition
2.3). Sea 0Xx ∈ .

Teorema 3.2.32 E XP =  si, y sólo si, el sistema CAu tt λ  ≥ , xCbu tt λ=  tiene
solución.
Demostración. XE P =  ⇔  kR ++∈∃ λ , 

λPSX =  ⇔  
λPSx ∈  ⇔  El sistema

CAu tt λ  ≥ , xCbu tt λ=  tiene solución.
�

Teorema 3.2.33 E XP =  si, y sólo si, ( )xCP  es acotado, con valor óptimo 0.
Demostración.
“ ⇐ ”
Si ( )xCP  es acotado, con valor óptimo 0, por el Teorema 1.4.37 ⇒  PEx ∈ .
Como 0Xx ∈  ⇒  E XP = .
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“ ⇒ ”
Si E XP =  ⇒  PEx ∈ . Por el Teorema 1.4.37 ⇒  ( )xCP  es acotado, con valor
óptimo 0.

�

La principal dificultad que presentan las caracterizaciones dadas en
los dos teoremas anteriores estriba en encontrar un punto 0Xx ∈ . Ahora
bien, si somos capaces de determinar el descriptor maximal JJ ⊆′  de X

( ( )JF ′  = X ), entonces, en virtud de la Proposición 2.3.19, 0X  =
{ }0  ,0/ =>∈ ′′− JJJ xxXx .

Otra posibilidad que podemos contemplar, para desarrollar nuevas
herramientas de utilidad en el estudio de la eficiencia completa, consiste en
utilizar los resultados obtenidos en el capítulo 2, relacionados con la
caracterización de las caras eficientes, sin más que tener en cuenta que X
es una cara (impropia) de X . Aunque la idea es sencilla (y en esta sencillez
radica gran parte de su belleza), proporciona una nueva perspectiva,
aparentemente no explotada previamente, para afrontar este problema.

Con la intención de dar una pequeña muestra de los resultados que se
pueden obtener por esta vía, consideremos x  s.f.b. de X , especificado por
una base arbitraria mmRB ×∈  de A  (= [ ]NB ) y  R  = ( )mnkN-B RN -CBC −×∈1 , su
matriz de costos reducidos asociada, la cual supondremos, sin pérdida de
generalidad, no nula. Supongamos, en primer lugar, que x  es no
degenerada. Siempre ocurre que ( )∅= FX . Pero si x  es no degenerada,
entonces ∅  también es un descriptor maximal de X . Sea eRr ⋅= . Ahora,
utilizando el vector r  que acabamos de definir, podemos aplicar a X  los
resultados obtenidos en la sección 2.8.

En particular, en virtud del Teorema 2.8.1, se tiene:

Teorema 3.2.34 E XP =  si, y sólo si, el sistema rRu ≤ , u  0≥ , no tiene
solución.

O bien, utilizando el Corolario 2.8.6,

Corolario 3.2.35 E XP =  si, y sólo si, ∃ ∈ ++ λ R k , λ t R  ≥ 0 , 0=rtλ .

Para el caso en que x  es σ -degenerado necesitamos encontrar
previamente el descriptor maximal JJ ⊆′  de X . Una vez hallado, definimos

uRr ˆ= , donde û  es solución del sistema (2.6) y ya estamos en condiciones de
aplicar los resultados de la sección 2.8 obtenidos para el caso degenerado.

Concretamente, aplicando el Teorema 2.8.22 se tiene:



152 3.  TÓPICOS SELECCIONADOS EN PROGRAMACIÓN ...

Teorema 3.2.36 E XP =  si, y sólo si, el sistema rRu ≤ , 0  ≤uYD , u  0≥ , no
tiene solución.

O bien, utilizando el Corolario 2.8.27 podemos escribir:

Corolario 3.2.37 E XP =  si, y sólo si, ∃ ∈ ++ λ R k , σ
+∈∃ Rv , 0  ≥+ D

tt YvRλ ,
0=rtλ .

No quisiéramos acabar esta sección sin mencionar, de manera
explícita, que también es posible hacer un razonamiento inverso al realizado
en los párrafos anteriores. Efectivamente, una de las aplicaciones de mayor
utilidad práctica para los tests de eficiencia completa consiste en utilizarlos
para determinar la eficiencia de una cara arbitraria. Esta reflexión se basa
en el hecho de que cualquier cara de un poliedro es, en sí misma, un
poliedro. Así, entre otros muchos resultados podemos escribir:

Teorema 3.2.38 P
fEF ∈  si, y sólo si, el sistema CyCx ≥ , Xx ∈ , Fy ∈ , no

tiene solución.

Corolario 3.2.39 P
fEF ∈  si, y sólo si, el programa escalar

{ }FyXxIsCyCxset ∈∈=−− ,,0/max  es acotado, con valor óptimo 0.

3.3 Identificación de Objetivos Redundantes
En esta sección nos planteamos estudiar cuales (si los hay) de los objetivos
de un LVP no influyen en su conjunto de soluciones eficientes, en el sentido
de que, si los suprimimos, el nuevo problema resultante continúa teniendo
la misma región eficiente que el original. Este tipo de análisis se conoce con
el nombre de identificación o determinación de objetivos redundantes y tiene
gran importancia en programación vectorial, por ser ampliamente aceptado
que el esfuerzo computacional para resolver un LVP crece más que
proporcionalmente con el número de objetivos ([St86]). En general, la
eliminación de los objetivos redundantes de un LVP se deberá traducir, por
una parte, en un ahorro (a veces considerable) de cálculo (y tiempo) al
resolver el problema y, por otra, en una simplificación de cualquier análisis
a posteriori (filtrado de soluciones eficientes, búsqueda de una solución
preferida, ...)  que se haga sobre la región eficiente. Por desgracia, la
identificación exacta de los objetivos redundantes de un LVP es un problema
de gran dureza (como se verá en breve) y, en el estado actual del arte, sólo
resultan prácticos ciertos enfoques muy sencillos.
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A efectos de clasificación, la identificación de objetivos redundantes
está englobada dentro del análisis de sensitividad en programación
vectorial.

Sea P  un LVP definido como en (1.5). A lo largo de este apartado
utilizaremos la siguiente notación: Dado { }kI  ..., ,1⊆ , I  será { } Ik − ..., ,1 .
Cuando { }rI = , con { }r k∈ 1,  ... ,  , por motivos de simplificación, denotaremos
por r  a { } { }rk − ..., ,1 . De forma usual, ( )xzI  corresponderá con ( ){ }Iixzi ∈/  y
designaremos por IP  al problema de programación vectorial:

( ){ }XxxzI ∈/max (3.14)

Obsérvese que IP  es un nuevo problema a todos los efectos pues, en
general, no ocurre que IPP EE ⊆ , ni que IPP EE ⊇ . Sin embargo, si se da la
siguiente propiedad:

Proposición 3.3.1 PP WEWE I ⊆ .

Demostración. Sea IPWEx ∈  ⇒  Xx ∈∃/  , )()( xzxz II >  ⇒  Xx ∈∃/  ,
)()( xzxz >  ⇒  PWEx ∈ .

�

Definición 3.3.2 ([GalLb77], Definition 2.2) Sea { }r k∈ 1,  ... ,  . El objetivo
( )xzr  se dice (débilmente) redundante1 en P  si, y sólo si, rPP EE =

( rPP WEWE = ). En caso contrario, el objetivo se dice que es (débilmente)
irredundante2.

Supondremos, para no trivializar el concepto recién introducido, que
( )xzr  no es idénticamente constante.

En función de la definición anterior es claro que, si mediante algún
procedimiento, llegamos al convencimiento de que el objetivo zr  es
redundante debemos, en aras del ahorro del esfuerzo computacional y la
simplificación del problema de decisión, eliminarlo del modelo. Sin embargo,
y como regla general, las funciones objetivo identificadas como redundantes
según la definición anterior son dependientes de la secuencia de eliminación
seguida, debiéndose desecharse una a una en pasos sucesivos pues, eliminar
una de ellas, puede convertir otras funciones objetivo redundantes, en
irredundantes.

Para hacer un tratamiento lo más general posible consideraremos
simultáneamente un bloque de funciones objetivo. Así, si IPP EE =  diremos
                                           
1 También son utilizables los adjetivos derivado, no esencial, superfluo, ...
2 Fundamental, esencial, ...
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que ( )xz
I

 es redundante en P  y que ( )xzI  es una representación (válida) de

( )xz .

La identificación de objetivos redundantes en un LVP es una cuestión
mucho más difícil de tratar que la determinación de la eficiencia completa
del problema, pues mientras que en esta última se compara E P  con X
(poliedro cerrado y convexo), en la primera se compara E P  con IPE  (en
general, no convexo y sin descripción algebraica conocida a priori).

Definición 3.3.3 Dada una representación ( )xzI  de ( )xz  para el problema
P , se define su orden como el cardinal de I .

Definición 3.3.4 ( )xzI  es una representación no redundante o minimal de
( )xz  para el problema P  si, y sólo si, i) IPP EE =  y ii) IP  no tiene objetivos

redundantes.

Nótese que para un mismo problema P  pueden haber múltiples
representaciones no redundantes de ( )xz  y sus órdenes no tienen porqué ser
coincidentes. Efectivamente:

Ejemplo 3.3.5 Consideremos el problema:































=≤≤≤≤








































−
−−
−

−
0 ,20 ,20/

211

211

110

101

110

001

max 321

3

2

1

xxx

x

x

x

cuya región factible y cono de preferencias se ilustra en la Figura 3.2. Se
observa sin dificultad que existen dos representaciones no redundantes
distintas para ( )xz , las cuales vienen dadas por: { }651  , , zzz  y { }4321  , , , zzzz ,
siendo sus órdenes 3 y 4, respectivamente.

�

El ejemplo anterior evidencia que el orden de una representación no
redundante de ( )xz  para el problema P  es altamente dependiente de la
secuencia de objetivos redundantes identificados (eliminaciones parciales
seguidas).
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1x 2x

3x

X

( )1,1,0

( )1,1,0 −

( )1,1,1−

( )1,0,2 ( )1,1,1

( )0,2,2

( )0,0,2
( )0,2,0

≥C

Figura 3.2

Definición 3.3.6 Al número mínimo de objetivos no redundantes de un
problema P  le denominaremos índice vectorial de P  (o, simplemente, índice
de P ) y lo denotaremos por ( )Pρ .

Para el problema del Ejemplo 3.3.5, ( ) 3=Pρ . En general, determinar
el índice vectorial de P  es algo bastante complejo (no sólo depende de ( )xz ,
sino también de X  e, incluso, de la secuencia de objetivos redundantes
identificados).

Definición 3.3.7 Una representación de ( )xz  para el problema P  se dice
óptima si su orden coincide con ( )Pρ .

En el Ejemplo 3.3.5, { }651  , , zzz  es una representación óptima de ( )xz .
Cuando el LVP a resolver tiene un número de objetivos coincidente con su
índice vectorial, el espacio objetivo es de la menor dimensión posible.
Evidentemente, lo deseable es tener el problema formulado en términos de
una representación óptima. Lamentablemente, esto es mucho más difícil de
hacer que de decir.
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Los siguientes resultados enunciados a continuación caracterizan los
objetivos redundantes en P . Sin embargo, ninguno de ellos resulta ser
demasiado útil en la práctica.

Teorema 3.3.8 ( )xz
I

 es redundante en P  si, y sólo si, Xx ∈∀ , los sistemas:

( ) ( )xzxz ≥ , Xx ∈ (3.15)
y

( ) ( )xzxz II ≥ , Xx ∈ (3.16)
son simultáneamente compatibles o incompatibles.
Demostración. Directa teniendo en cuenta la definición de solución
eficiente y que ( )xz

I
 es redundante en P  ⇔  IPP EE = .

�

Teorema 3.3.9 ([GalLb77], Theorem 2.4) ( )xz
I

 es redundante en P  si, y sólo

si, i) ∀ ∈ x E P , IR ++∈∃ ω , ( )wIPSx ∈ , ii) IPEx ∈∀  , ∃ ∈ ++ λ R k , x SP∈
λ
.

Teorema 3.3.10 IPP EE ⊆  si, y sólo si, el sistema:
( ) ( )xzyz II ≥ , Xy ∈ , PEx ∈ (3.17)

no tiene solución.

Teorema 3.3.11 PP EE I ⊆  si, y sólo si, el sistema:
( ) ( )xzyz ≥ , Xy ∈ , IPEx ∈ (3.18)

no tiene solución.

El problema que presentan los sistemas (3.17) y (3.18) es que no se
pueden expresar como sistemas de desigualdades lineales, dado que los
conjuntos de soluciones eficientes, en general, no son convexos.

En este punto nos vemos obligados a introducir más notación.
Convendremos en que:

IC  representa las filas de C  correspondientes a los índices de I .
C ≥  y ≥

IC  denotan los conos de preferencia de P  y IP , respectivamente.

xD  y I
xD  indican los conjuntos de dominación de Xx ∈  para P  y IP ,

respectivamente.

Teorema 3.3.12 ( )xz
I

 es redundante en P  si, y sólo si, i) ∀ ∈ x E P ,

{ }x= X DI
x   � , ii) IPEx ∈∀  , { }D   X = xx �   .
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En función del teorema anterior y dado que xD  = ≥+Cx , es claro que

una condición suficiente para que IPP EE =  es que ocurra que C ≥  = ≥
IC . Sin

embargo, esta condición, en general, no es necesaria, es decir, xC
I  puede ser

redundante en P  y, sin embargo, C ≥  ≠  ≥
IC . Efectivamente, en el Ejemplo

3.3.5, ( )xz3  es redundante y C ≥  ≠  ≥
IC .

La idea que acabamos de enunciar nos permitirá obtener un
procedimiento para identificar objetivos redundantes. Primero
necesitaremos algunos resultados preliminares. Sea Ir ∈ .

Definición 3.3.13 rc  es una combinación cónica de las filas de IC  si, y sólo

si, IRu +∈∃   tal que I
tt

r Cuc = .

Teorema 3.3.14 rc  es una combinación cónica de las filas de IC  si, y sólo si,
el sistema:

0>xct
r , 0  ≤xCI , (3.19)

no tiene solución en nR .
Demostración. rc  es una combinación cónica de IC  ⇔  el sistema I

tt
r Cuc =

tiene solución en IR+ . Ahora, aplicando el teorema de la alternativa de
Farkas ([Mn69], p. 34) ⇔  el sistema (3.19) no tiene solución en nR .

�

El siguiente resultado constituye un método eficaz para comprobar si
rc  es una combinación cónica de las filas de IC .

Teorema 3.3.15 rc  es una combinación cónica de las filas de IC  si, y sólo si,
el programa lineal escalar:

{ }0  /max ≤xCxc I
t
r (3.20)

es acotado.
Demostración. Basta tener en cuenta el Teorema 3.3.14.

�

Observaciones:

(i) El programa (3.20) siempre es factible. Efectivamente, se puede
considerar como solución factible básica inicial la que se obtiene al
considerar las variables de holgura como básicas.

(ii) Si el problema (3.20) es acotado, el valor objetivo óptimo ha de ser,
necesariamente, 0. Efectivamente, si suponemos que nRx ∈∃  tal que

0>xct
r  y 0  ≤xCI , entonces también es solución factible cualquier xα

con ++∈ Rα . Ahora, tomando α  todo lo grande que queramos,
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podemos aumentar arbitrariamente el valor de la función objetivo, en
contradicción con que el problema sea acotado.

(iii) Si al resolver el problema (3.20), en alguna iteración el valor de la
función objetivo se hace positivo, podemos concluir que el problema es
no acotado.

(iv) El problema es altamente degenerado, lo cual, muy probablemente,
afectará de manera adversa a la resolución numérica del mismo.

Corolario 3.3.16 rc  no es una combinación cónica de las filas de IC  si, y
sólo si, el programa (3.20) es no acotado.
Demostración. Basta tener en cuenta la discusión que sigue al Teorema
3.3.15.

�

Definición 3.3.17 I
C  es una combinación cónica de IC  si, y sólo si, cada fila

de I
C  es una combinación cónica de IC .

Es claro que I
C  es una combinación cónica de IC  si, y sólo si,

( ) IIkRU ×−
+∈∃   tal que II

UCC =

Teorema 3.3.18 Si I
C  es una combinación cónica de las filas de IC  entonces

C ≥  = ≥
IC .

Demostración. Sea x R n∈ , x ≠ 0 .
“ ⊆ ”
Si x C∈ ≥  ⇒  Cx ≥ 0 . Evidentemente, sólo puede ocurrir uno de los siguientes
dos casos: i) 0≥xCI  ⇒  ≥∈ ICx , o bien, ii) Ir ∈∃ , 0=xCI , 0>xct

r . Ahora

bien, como I
C  es una combinación cónica de IC  ⇒  IRu +∈∃  , I

tt
r Cuc =  ⇒

0== xCuxc I
tt

r  #. Luego este segundo caso no se puede dar.
“ ⊇ ”

≥∈ ICx  ⇒  0≥xCI . Como además ( ) IIkRU ×−
+∈∃  , II

UCC =  ⇒  0  ≥= xUCxC II

⇒  Cx ≥ 0  ⇒  x C∈ ≥ .
�

Ahora estamos condiciones de dar condiciones suficientes para
determinar objetivos redundantes.

Corolario 3.3.19 ([GalLb77], Theorem 2.3) Si cr  es una combinación cónica
de IC  entonces c xr

t  es redundante en P .

Corolario 3.3.20 Si el programa (3.20) es acotado entonces c xr
t  es

redundante en P .
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Corolario 3.3.21 ([GalLb77], Theorem 2.11) Si las filas de IC  generan el
cono criterio ( )V C  entonces los objetivos xC

I  son redundantes en P .

Lo interesante, evidentemente, es tener en IC  un sistema generador
minimal de ( )V C , pues los generadores no esenciales del cono criterio se
corresponden con objetivos redundantes al ser combinaciones cónicas de los
generadores esenciales. Este razonamiento da pie a una heurística muy
sencilla, enunciada por Gal y Leberling ([GalLb77], p. 179-180), consistente
en determinar el sistema generador minimal del cono criterio ( )V C .

No obstante, debemos realizar una serie de apreciaciones:

(i) No se puede garantizar que la representación de ( )xz  obtenida con
una heurística como la anterior sea óptima. Ni siquiera, no
redundante. El número mínimo de generadores de ( )V C  sólo
constituye, en general, una aproximación a ( )Pρ  y, que sepamos, no
existe ninguna estimación sobre la bondad de la misma.

(ii) Para el buen funcionamiento de la heurística es fundamental contar
con un algoritmo eficaz para encontrar el sistema generador minimal
de un cono poliédrico (es decir, finitamente generado). El
procedimiento propuesto por Gal y Leberling para realizar este paso
solo se esquematiza rudimentariamente, sin entrar en detalles
algorítmicos de ningún tipo.

Como creemos que el cálculo del sistema generador minimal de un
cono poliédrico no es, a priori, una tarea trivial, a continuación presentamos
un algoritmo nuevo y con marcado carácter práctico, para resolver tal
problema. Al finalizar el procedimiento, I  almacenará los índices
correspondientes a las filas de C  que constituyen el sistema generador
minimal del cono criterio.

Algoritmo MSS (Minimal Spanning System)

Paso 0. (Inicialización)
Hacer { }kI  ..., ,1=  y { }kJ  ..., ,1= .

Paso 1. (Progresión, exploración y registro)
Seleccionar Jr ∈ . Hacer { }rJJ −= .

Resolver Q′  ≡  { }{ }0  /max ≤− xCxc rI
t
r .

Si Q′  es acotado hacer { }rII −=  ( rc  es un generador no esencial y, por tanto, se puede
suprimir).

Paso 2. (Terminación)
Si ∅=J , STOP. En otro caso, ir al paso 1.
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1x 2x

3x

X
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( )0,0,2
( )0,2,0

≥C

Figura 3.3

Observaciones:

(i) El algoritmo es válido (Teorema 3.3.15).
(ii) El número de iteraciones realizada por el algoritmo es k .
(iii) La complejidad del algoritmo es claramente polinomial.

Ejemplo 3.3.22 Consideremos el siguiente problema:
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En la Figura 3.3 se observa la región factible (el segmento que une los puntos
( )0,0,0  y ( )0,2,2 ) y el cono de preferencias ≥C . Claramente, el problema es
completamente eficiente. Cuando se calcula el sistema generador minimal del
cono criterio, utilizando el algoritmo MSS con selección de objetivos
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secuencial, se detectan como redundantes las funciones objetivo 5z  y 6z .
Efectivamente 5z  = 3z + 4z  y 6z  = 2z + 3z . El orden de la representación
obtenida de ( )xz  es 4 y, sin embargo, ( )Pρ  = 2, como se puede comprobar
gráficamente sin excesiva dificultad.

�

A continuación veremos cómo se puede mejorar sensiblemente la
eficacia del procedimiento MSS en orden a detectar objetivos redundantes.

Un primer refinamiento consiste en realizar a priori un preprocesado
de la región factible, con el objeto de, entre otras cosas, poder fijar el mayor
número de variables posibles. Entonces, las columnas de C  asociadas a
variables fijas, se pueden descartar en el análisis de objetivos redundantes
que se haga a continuación (Proposición 1.6.15, ii)). El resultado inmediato
es que ahora el cono criterio está contenido en un espacio de menor
dimensión, lo cual conlleva dos ventajas fundamentales: por una parte se
requiere un menor esfuerzo computacional en la identificación de objetivos
redundantes, y por otra, es muy posible que se detecten más de ellos
utilizando métodos como MSS, basados en el cálculo del sistema generador
minimal del cono criterio.

Ejemplo 3.3.23 Un posible preprocesado aplicable a la descripción de la
región factible del Ejemplo 3.3.22 podría consistir en:
Restando a la segunda restricción la primera ⇒  22 ≤x . Se tiene una cota
superior para 2x .
Restando a la tercera restricción la primera ⇒  03 ≤x . Como 03 ≥x  ⇒  Se fija

3x  a 0.
Al fijar 3x  a 0, la segunda restricción se puede reemplazar por una cota
superior sobre 1x  ⇒  21 ≤x .
Luego, X  = { }0 ,20 ,20 ,0/ 32121

3 =≤≤≤≤=−∈ xxxxxRx .

Como 03 =x , podemos eliminar la tercera columna de C , obteniéndose la
matriz criterio preprocesada:
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La representación gráfica de estos vectores se da en la Figura 3.4.
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Ahora, aplicando el algoritmo MSS, se obtiene que 2z , 3z  y 4z  son
redundantes. La representación de ( )xz  obtenida viene dada por { }651  , , zzz .

�

4z

1z

2z6z

3z

5z

Figura 3.4

Siguiendo con nuestra intención de descartar a priori el mayor
número posible de columnas de la matriz criterio, podemos recurrir a la
siguiente idea: Si conocemos una solución básica (aunque no sea factible),
asociada a una base B  de A , es posible trabajar con la matriz de costos
reducidos R  en lugar de C  (Proposición 1.6.15, i)). Esto conlleva una nueva
disminución del tamaño de la matriz criterio considerada, pasando de ser de
dimensión nk ×  a ( )mnk −× .

Ejemplo 3.3.24 Consideremos el problema dado por la siguiente tabla:

1x 2x 4x 5x r.h.s.

1 -1 0 0 0
1 0 1 0 2
0 1 0 1 2
-1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
1 1 0 0 0
1 -11 0 0 0
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Es claro que la tabla anterior corresponde al problema originalmente
enunciado en el Ejemplo 3.3.22, después del preprocesado de la región
factible realizado en el Ejemplo 3.3.23.
Si tomamos como base la dada por { }5,4,1=BJ , tenemos:

v.b.
1x 2x 4x 5x r.h.s.

1x 1 -1 0 0 0

4x 1 0 1 0 2

5x 0 1 0 1 2

0 -1 0 0 0
0 -1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 2 0 0 0

Así R  = NB CNBC −−1  = ( )t0,2,1,1,1,1 −− .
Ahora aparecen como sistemas generadores minimales del cono criterio los
siguientes: { }31  , zz , { }41  , zz , { }51  , zz , { }32  , zz , { }42  , zz  y { }52  , zz , los cuales son, a su
vez, representaciones óptimas de ( )xz  para el problema P .
Obsérvese que ahora el número mínimo de generadores del cono criterio
preprocesado y reducido coincide con ( )Pρ .

�

3.4 Dualidad
La programación lineal escalar presenta una elegante simetría lograda a
través del concepto de dualidad. Lamentablemente, y a pesar de los
múltiples intentos realizados, no sucede lo mismo para el caso vectorial. En
este apartado estudiaremos y relacionaremos entre sí algunas de las
definiciones más importantes de dualidad en programación vectorial
sugeridas a lo largo del tiempo.

3.4.1 Concepto de Dualidad de Gale, Kuhn y Tucker
Albert Tucker y sus alumnos David Gale y Harold Kuhn publicaron, en
1951, un artículo sobresaliente ([GlKT51]) en el que presentaron, de manera
rigurosa, una teoría de dualidad generalizada para problemas de
programación matricial lineal. Aunque, según parece ([Kh91], p. 85), este
trabajo estuvo motivado por una nota privada de von Neumann, en la que se
formulaba el problema dual de un programa lineal escalar, Gale, Kuhn y
Tucker fueron los primeros en desarrollar y dar a conocer tales resultados.

Dada la importancia histórica y trascendencia de las conclusiones
expuestas en [GlKT51], es nuestra intención analizar en profundidad la
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definición de dualidad matricial de Gale-Kuhn-Tucker para, a continuación,
particularizar al caso vectorial, ciertos resultados que, o bien son de especial
interés o bien no constituyen un mero ejercicio académico de reducción de
dimensionalidad. También veremos como se relacionan entre sí las
soluciones eficientes de los problemas matriciales con las de los problemas
vectoriales.

Dado rkRX ×⊆  región factible, XD ∈  se dice eficiente si, y sólo si,
XE ∈∃/  , DE ≥ . Cuando 1>k  y 1=r  este concepto coincide con el dado para

el caso vectorial.

Sean nmRA ×∈ , rmRB ×∈  y nkRC ×∈ , matrices de coeficientes (fijas). Se
define ([GlKT51], p. 319) el problema primal matricial, al que denotaremos
por MGKTP − , como:

{ }rn RyRxDyCxByAxD +++ ∈∈≥=  , ,   ,/max (3.21)
y el problema dual matricial, denotado por MGKTD − , como:

{ }kmtttt RRuDBuCAuD ++∈∈≤≥ λλλ  , ,   ,  /min (3.22)

Cuando consideramos el caso especial 1>k , 1=r , podemos tomar, sin
pérdida de generalidad, 1=y . Ahora, llamando mRBb ∈=  y kRD ∈=α , los
problemas matriciales (3.21) y (3.22) se convierten, respectivamente, en los
siguientes problemas vectoriales:

{ }nRxCxbAx +∈≥=  ,   ,/max αα (3.23)
 y en:

{ }kmtttt RRubuCAu ++∈∈≤≥ λαλλα  , , ,  /min (3.24)

A los problemas (3.23) y (3.24) los denotaremos, respectivamente, por
VGKTP −  y VGKTD − .

Es claro que el problema (3.23) se reduce a:

{ }nRxbAxCx +∈=  ,/max (3.25)
con lo cual el problema VGKTP −  es equivalente a un LVP en forma estándar.
En cuanto al problema VGKTD − , en la sección (1.9) hemos probado que (3.24)
es la formulación lineal del problema que surge en el cálculo de los supremos
eficientes de (3.25), verificándose así que ( )PSE

VGKTD =
−

. Tenemos de esta
manera una elegante interpretación geométrica de la definición del
problema dual vectorial de Gale-Kuhn-Tucker.

Por último, si el caso vectorial lo particularizamos para 1=k , se
puede tomar, sin pérdida de generalidad, 1=λ  y, llamando nRCc ∈= , los
problemas que se obtienen coinciden, respectivamente, con las definiciones
clásicas (escalares) de los problemas primal:
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{ }nt RxbAxxc +∈=  ,/max (3.26)
y dual:

{ }ttt cAubu   /min ≥ (3.27)
para el caso escalar ([Mr83]).

Para simplificar la notación sean, por el momento, P  ≡  MGKTP −  y D  ≡
MGKTD − . Asimismo, denotaremos las regiones factibles de ambos problemas

por PX  y DX , respectivamente.

En primer lugar procederemos a caracterizar las soluciones eficientes
de los problemas primal y dual.

Teorema 3.4.1 ([GlKT51], Theorem 1) ( ) PEDyx ∈,,  si, y sólo si, i)
( ) PXDyx ∈,, , ii) el sistema ByAx = , yDCx ≥ , nRx +∈ , rRy +∈ , no tiene
solución.
Demostración.
“ ⇐ ”
Supongamos por reducción al absurdo que ( ) PEDyx ∉,,  ⇒
( ) PXDyx ∈∃ ˆ,ˆ,ˆ , DD ≥ˆ  ⇒  yDyDxC ˆˆˆ  ˆ ≥≥ , yBxA ˆˆ = , nRx +∈ˆ , rRy ++∈ˆ  ⇒

absurdo con ii).
“ ⇒ ”
Por hipótesis ( ) PEDyx ∈,, . Supongamos por reducción al absurdo que

nRx +∈∃ ˆ , rRy +∈∃ ˆ , yDxC ˆˆ ≥ , yBxA ˆˆ = . Sean x~  = xx ˆ+ , y~  = yy ˆ+  ⇒  yDxC ~~ ≥ ,
yBxA ~~ = , nRx +∈~ , rRy ++∈~  ⇒  { }kl ,,1 �∈∃ , ydxc t

l
t
l

~~ >  ⇒  Cualquier

elemento de ld  se puede incrementar ligeramente manteniéndose la

desigualdad anterior. Sea D
~

 una matriz obtenida a partir de D  cambiando
la fila l  por otra ligeramente incrementada y tal que yDxC ~~~ ≥  ⇒
( ) PXDyx ∈~

,~,~ , DD ≥~
 ⇒  #.

�

Teorema 3.4.2 ([GlKT51], Theorem 1) ( ) DEDu ∈,, λ  si, y sólo si i)
( ) DXDu ∈,, λ , ii) el sistema CAu tt λ  ≥ , DBu tt λ≤ , mRu ∈ , kR+∈λ , no
tiene solución.
Demostración. Análoga a la demostración anterior.

�

A partir de los resultados anteriores podemos obtener las siguientes
propiedades:

Corolario 3.4.3 i) Si ( ) PEDyx ∈,,  entonces yDxC = .
ii) Si ( ) DEDu ∈,, λ  entonces DBu tt λ= .
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A continuación daremos dos teoremas de la alternativa que nos serán
de bastante utilidad en breve.

Teorema 3.4.4 El sistema 0≤But , 0  ≥Aut , mRu ∈ , no tiene solución si, y
sólo si, el sistema ByAx = , nRx +∈ , rRy ++∈  tiene solución.
Demostración.
“ ⇐ ”
Sean nRx +∈ , rRy ++∈ , yBxA = . Supongamos por reducción al absurdo que

mRu ∈∃   , 0≤Bu t , 0  ≥Au t  ⇒  ByuAxu tt >≥ 0 , nRx +∈∀  , rRy ++∈∀  . Ahora
bien, como yBuxAu tt =  pues yBxA =  ⇒  #.
“ ⇒ ”
Sea { }rj ,,1 �∈ , jb  columna j  de B . Por hipótesis, 0≤But , 0  ≥Aut ,

mRu ∈ , no tiene solución ⇒  0<jtbu , 0  ≤But , 0  ≥Aut , mRu ∈  no tiene
solución, { }rj ,,1 �∈∀ . Aplicando el lema de Farkas ([Mn69], p. 34) ⇒

rn

j

j

R
y

x +
+∈





∃  , ( ) j

j

j

b
y

x
BA =





−, , { }rj ,,1 �∈∀  ⇒  





−




 ∑∑
==

r

j

j
r

j

j yBxA
11

 =

∑
=

r

j

jb
1

. Llamando x  = ∑
=

r

j

jx
1

, y  = ∑
=

r

j

jy
1

 ⇒  BeByAx =−  ⇒  ( )eyBAx +=  ⇒

ByAx = , nRx +∈ , rRy ++∈  tiene solución.
�

Corolario 3.4.5 ([GlKT51], Lemma 3) El sistema 0≤But , 0  ≥Aut , mRu +∈ ,
no tiene solución si, y sólo si, el sistema ByAx   ≤ , nRx +∈ , rRy ++∈  tiene
solución.
Demostración. Consecuencia directa del Teorema 3.4.4.

�

Ahora podemos caracterizar la factibilidad de los problemas primal y
dual de forma adecuada. Efectivamente:

Teorema 3.4.6 ( ) PXDyx ∈,,  si, y sólo si, el sistema CAu tt λ  ≥ , DBu tt λ≤ ,
mRu ∈ , kR+∈λ , no tiene solución.

Demostración. ( ) PXDyx ∈,,  ⇔  yBxA = , yDxC   ≥ , nRx +∈ , rRy ++∈  ⇔

y

B

B

D

x

A

A

C

















−

−
≤

















−

−
  , nRx +∈ , rRy ++∈ , tiene solución. Aplicando el Corolario 3.4.5

⇔  0 ≤
















−

−

B

B

D

ut , 0  ≥
















−

−

A

A

C

ut , mRu +∈ , no tiene solución ⇔  CAu tt λ  ≥ ,
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DBu tt λ≤ , mRu ∈ , kR+∈λ , no tiene solución.
�

Teorema 3.4.7 ( ) DXDu ∈,, λ  si, y sólo si, el sistema ByAx = , yDCx ≥ ,
nRx +∈ , rRy +∈ , no tiene solución.

Demostración. ( ) DXDu ∈,, λ  ⇔  CAu tt λ  ≥ , DBu tt λ   ≤ , mRu ∈ , kR ++∈λ 

⇔  λ




 −
≤





−

−
t

t

tt

tt

D

C
u

BB

AA
  , mRu +∈ , kR ++∈λ , tiene solución. Aplicando el

Corolario 3.4.5 ⇔  0≤




 −
t

t
t

D

C
x , 0  ≥





−

−
tt

tt
t

BB

AA
x , rnRx +

+∈ , no tiene solución

⇔  ( ) 0 , ≤





−

y

x
DC , 0   ≥











−

−
y

x

BA

BA
, nRx +∈ , rRy +∈ , no tiene solución ⇔

ByAx = , yDCx ≥ , nRx +∈ , rRy +∈ , no tiene solución.
�

La siguiente propiedad es importante pues indica, entre otras cosas,
que si el problema primal es acotado entonces también lo es el dual y
viceversa.

Teorema 3.4.8 ([GlKT51], Theorem 2) ( ) PEDyx ∈,,  si, y sólo si,
( ) DEDu ∈,, λ
Demostración. ( ) PEDyx ∈,, . Por el Teorema 3.4.1 ⇔  i)
( ) PXDyx ∈,, , ii) ByAx = , yDCx ≥ , nRx +∈ , rRy +∈ , no tiene solución.
Utilizando el Teorema 3.4.6 y el Teorema 3.4.7 ⇔  i) CAu tt λ  ≥ , DBu tt λ≤ ,

mRu ∈ , kR+∈λ , no tiene solución, ii) ( ) DXDu ∈,, λ . Ahora, aplicando el
Teorema 3.4.2 ⇔  ( ) DEDu ∈,, λ .

�

Corolario 3.4.9 ∅≠PE  si, y sólo si, ∅≠DE .

Vamos a probar otra propiedad relevante en dualidad y enunciada de
la siguiente manera: P  ( D ) es acotado si, y sólo si, P  y D  son factibles.

Teorema 3.4.10 ([GlKT51], Theorem 3) ∅≠PE  ( ∅≠DE ) si, y sólo si,
rkRD ×∈∃   tal que los siguientes dos sistemas tienen solución: i) ByAx = ,

yDCx   ≥ , nRx +∈ , rRy ++∈ , ii) CAu tt λ  ≥ , DBu tt λ   ≤ , mRu ∈ , kR ++∈λ .
Demostración. Sean ( )Dyx ,, , ( )Du ,, λ  soluciones de i) y ii),
respectivamente. Por definición, ⇔  i) ( ) PXDyx ∈,, , ii) ( ) DXDu ∈,, λ .
Aplicando el Teorema 3.4.7 ⇔  i) ( ) PXDyx ∈,, , ii) ByAx = , yDCx ≥ ,
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nRx +∈ , rRy +∈ , no tiene solución. Por el Teorema 3.4.1 ⇔  ( ) PEDyx ∈,, .
�

Corolario 3.4.11 ( ) PEDyx ∈,,  ( ( ) DEDu ∈,, λ ) si, y sólo si,
( ) PXDyx ∈,, , ( ) DXDu ∈,, λ .

Corolario 3.4.12 ∅≠PE  ( ∅≠DE ) si, y sólo si, ∅≠PX , ∅≠DX .

Teorema 3.4.13 ([GlKT51], Theorem 4) ∅≠PE  ( ∅≠DE ) si, y sólo si, los
siguientes sistemas tienen solución: i) ByAx = , nRx +∈ , rRy ++∈ , ii) CAu tt λ  ≥ ,

mRu ∈ , kR ++∈λ .
Demostración.
“ ⇒ ”
Inmediata por el Teorema 3.4.10.
“ ⇐ ”
Sean nRx +∈ , rRy ++∈ , mRu ∈ , kR ++∈λ  tales que yBxA =  y CAu tt λ  ≥ . Sean
también b  = yB , tc  = Ctλ  ⇒  iii) bAx = , nRx +∈  y iv) tt cAu   ≥ , mRu ∈  tienen
solución. Por dualidad escalar, ⇒  nRx +∈∃ ˆ , bxA =ˆ , mRu ∈∃ ˆ  , tt cAu   ˆ ≥ ,

buxc tt ˆˆ =  ⇒ yBuxC tt ˆˆ =λ . Sea D  = 
bu

BuxC
t

t

ˆ

ˆˆ
 o 

ye

exC

e

Bue
t

t

t

t ˆˆ
+

λ
 según sea 0ˆ ≠but  o

0ˆ =but , respectivamente. En cualquier caso, yDxC =ˆ , DBu tt λ=ˆ . Ahora,
aplicando el Teorema 3.4.10 ⇒  ∅≠PE  ( ∅≠DE ).

�

Corolario 3.4.14 ([GlKT51], Theorem 5) ∅≠PE  si, y sólo si, i) 0≤But ,
0  ≥Aut , mRu ∈ , no tiene solución, ii) CAu tt λ  ≥ , mRu ∈ , kR ++∈λ , tiene

solución.
Demostración. Inmediata aplicando el Teorema 3.4.4 a la condición i) del
Teorema 3.4.13.

�

Teorema 3.4.15 El sistema CAu tt λ  ≥ , mRu ∈ , kR ++∈λ  tiene solución si, y
sólo si, el sistema 0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈ , no tiene solución.
Demostración. El sistema CAu tt λ  ≥ , mRu ∈ , kR ++∈λ  tiene solución ⇔

λtt CuA −≤−   , mRu ∈ , kR ++∈λ , tiene solución ⇔  ( ) λttt CuAA −≤−    , , mRu +∈ ,
kR ++∈λ , tiene solución. Ahora aplicando el Corolario 3.4.5 ⇔  ( ) 0≤− tt Cd ,

( ) 0  , ≥− ttt AAd , nRd +∈  no tiene solución ⇔  el sistema 0≥Cd , 0=Ad ,
nRd +∈ , no tiene solución.

�
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Corolario 3.4.16 ([GlKT51], Theorem 5) ∅≠PE  si, y sólo si, i) ByAx = ,
nRx +∈ , rRy ++∈ , tiene solución, ii) 0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈ , no tiene solución.

Demostración. Por el Teorema 3.4.13, ∅≠PE  ⇔  Los siguientes sistemas
tienen solución: i) ByAx = , nRx +∈ , rRy ++∈ , ii) CAu tt λ  ≥ , mRu ∈ , kR ++∈λ .
Ahora el resultado es directo aplicando a ii) el Teorema 3.4.15.

�

Veamos de que forma se particularizan, para el caso vectorial ( 1>k ,
1=r ), algunos de los resultados anteriores y que nuevas propiedades se

obtienen, al tratar con un problema más sencillo y manejable, por haber
reducido la dimensionalidad del mismo.

Para poder desarrollar de forma adecuada la teoría primero daremos
una serie de herramientas preliminares.

Teorema 3.4.17 ( ) VGKTPXx
−

∈α,  si, y sólo si, CAu tt λ  ≥ , αλttbu < , mRu ∈ ,
kR+∈λ , no tiene solución.

Demostración. ( ) VGKTPXx
−

∈α,  ⇔  bAx = , α  ≥Cx , nRx +∈ , tiene solución

⇔  





−

=











− α

b

s

x

IC

A 0
, nRx +∈ , kRs +∈ . Aplicando el lema de Farkas

([Mn69], p. 34) ⇔  ( ) 0  
0

, ≥





− IC

A
u tt λ , ( ) 0, <





−α

λ
b

u tt  no tiene solución

⇔  CAu tt λ  ≥ , αλttbu < , mRu ∈ , kR+∈λ , no tiene solución.
�

El siguiente resultado es claro atendiendo a la definición de solución
eficiente.

Teorema 3.4.18 ( ) VGKTPEx
−

∈α,  si, y sólo si, i) ( ) VGKTPXx
−

∈α, , ii) bAx = ,
α≥Cx , nRx +∈ , no tiene solución.

Como consecuencia tenemos:

Corolario 3.4.19 Si ( ) VGKTPEx
−

∈α,  entonces α=xC .

Una caracterización más elaborada para las soluciones eficientes del
problema primal sigue a continuación.

Teorema 3.4.20 ( ) VGKTPEx
−

∈α,  si, y sólo si, i) CAu tt λ  ≥ , αλttbu < , mRu ∈ ,
kR+∈λ , no tiene solución, ii) CAu tt λ  ≥ , αλttbu ≤ , mRu ∈ , kR ++∈λ , tiene

solución.
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Demostración. Sea ( ) VGKTPEx
−

∈α, . Aplicando el Teorema 3.4.18 ⇔  i)

( ) VGKTPXx
−

∈α, , ii) bAx = , α≥Cx , nRx +∈  no tiene solución. Ahora,
aplicando a i) el Teorema 3.4.17 y utilizando en ii) los teoremas de la
alternativa 1.7.1 y 1.7.2 ⇔  i) CAu tt λ  ≥ , αλttbu < , mRu ∈ , kR+∈λ , no tiene
solución, ii) CAu tt λ  ≥ , αλttbu ≤ , mRu ∈ , kR ++∈λ , tiene solución.

�

Para el problema dual tenemos:

Teorema 3.4.21 ( ) VGKTDXu
−

∈αλ ,,  si, y sólo si, i) bAx = , α≥Cx , nRx +∈ ,
no tiene solución y ii) 0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈  no tiene solución.

Demostración. ( ) VGKTDXu
−

∈αλ ,,  ⇔  CAu tt λ  ≥ , αλttbu ≤ , mRu ∈ ,
kR ++∈λ , tiene solución. Aplicando el Teorema de la alternativa de Tucker

([Mn69], p. 29) ⇔  byAx = , yCx α≥ , nRx +∈ , +∈ Ry , no tiene solución. Ahora
distinguiendo los casos 0>y  e 0=y , tenemos ⇔  i) bAx = , α≥Cx , nRx +∈ ,
no tiene solución y ii) 0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈  no tiene solución.

�

Corolario 3.4.22 ( ) VGKTDXu
−

∈αλ ,,  si, y sólo si, i) bAx = , α≥Cx , nRx +∈ ,
no tiene solución y ii) CAu tt λ  ≥ , mRu ∈ , kR ++∈λ  tiene solución.
Demostración. Directa utilizando el Teorema 3.4.21 y aplicando a ii) el
Teorema 3.4.15.

�

Teorema 3.4.23 ( ) VGKTDEu
−

∈αλ ,,  si, y sólo si, i) ( ) VGKTDXu
−

∈αλ ,, , ii) el
sistema CAu tt λ  ≥ , αλttbu < , mRu ∈ , kR+∈λ , no tiene solución.
Demostración.
“ ⇐ ”
Supongamos por reducción al absurdo que ( ) VGKTDEu

−

∉αλ ,,  ⇒

( ) VGKTDXu
−

∈∃ αλ ˆ,ˆ,ˆ , αα ≤ˆ  ⇒  CAu tt λ̂  ˆ ≥ , αλαλ tttbu ˆˆˆˆ <≤ , mRu ∈ˆ , kR ++∈λ̂ 
⇒  #.
“ ⇒ ”
Por hipótesis ( ) VGKTDEu

−

∈αλ ,,  ⇒  ( ) VGKTDXu
−

∈αλ ,, . Supongamos por

reducción al absurdo que mRu ∈∃ ˆ  , kR+∈∃ λ̂  , CAu tt λ̂  ˆ ≥ , αλttbu ˆˆ < . Sean
mRuuu ∈+= ˆ~ , kR ++∈+= λλλ ˆ~

 ⇒  CAu tt λ~  ~ ≥ , αλ ttbu
~~ < . Evidentemente,

cualquier componente de α  se puede decrementar ligeramente
manteniéndose la desigualdad anterior. Sea α~  un vector obtenido a partir
de α mediante el procedimiento descrito ⇒  ( ) VGKTDXu

−

∈αλ ~,
~

,~ , αα ≤~  ⇒  #.
�
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Las siguientes propiedades nos serán de utilidad posteriormente:

Teorema 3.4.24 Si ( ) VGKTDEu
−

∈αλ ,,  entonces bu tt =αλ .

Demostración. Si ( ) VGKTVGKT DD XEu
−−

⊆∈αλ ,,  ⇒  bu tt ≥αλ . Supongamos
por reducción al absurdo que bu tt >αλ . Como kR ++∈λ , podemos construir

αα ≤ˆ  tal que bu tt =αλ ˆ  ⇒  ( ) VGKTDXu
−

∈αλ ˆ,, , αα ≤ˆ  ⇒

( ) VGKTDEu
−

∉αλ ,,  ⇒  #, luego bu tt =αλ .
�

Proposición 3.4.25 Si ∅≠
−VGKTDX  entonces ( ) VGKTDXu

−

∈∃ αλ ˆ,ˆ,ˆ  tal que

butt ˆˆˆ =αλ .
Demostración. Si ∅≠

−VGKTDX  ⇒  ( ) VGKTDXu
−

∈∃ αλ ,ˆ,ˆ  ⇒  CAu tt λ̂  ˆ ≥ ,

butt ˆˆ ≥αλ , mRu ∈ˆ , kR ++∈λ̂  . Si butt ˆˆ =αλ  ya estaría. En otro caso ⇒  butt ˆˆ >αλ
⇒  kR∈∃ α̂ , αα ≤ˆ , butt ˆˆˆ =αλ .

�

Ahora ya estamos en condiciones de obtener resultados de verdadero
interés:

Teorema 3.4.26 ( ) VGKTPEx
−

∈α,  si, y sólo si, ( ) VGKTDEu
−

∈αλ ,, .

Demostración. Sea ( ) VGKTPEx
−

∈α, . Aplicando el Teorema 3.4.20 ⇔  i)
CAu tt λ  ≥ , αλttbu < , mRu ∈ , kR+∈λ , no tiene solución, ii) CAu tt λ  ≥ ,
αλttbu ≤ , mRu ∈ , kR ++∈λ , tiene solución ( )λ,u  ⇔  i) CAu tt λ  ≥ , αλttbu < ,

mRu ∈ , kR+∈λ , no tiene solución, ii) ( ) VGKTDXu
−

∈αλ ,, . Por el Teorema

3.4.23 ⇔  ( ) VGKTDEu
−

∈αλ ,, .
�

Corolario 3.4.27 ∅≠
−VGKTPE  si, y sólo si, ∅≠

−VGKTDE .

Teorema 3.4.28 ∅≠
−VGKTDE  ( ∅≠

−VGKTPE ) si, y sólo si, kR∈∃ α   tal que tienen
solución los siguientes dos sistemas: i) bAx = , α  ≥Cx , nRx +∈ , ii)

t0  ≥− CAu tt λ , butt ≥αλ , mRu ∈ , kR ++∈λ .
Demostración. Sean ( )α,x  y ( )αλ ,,u  soluciones de i) y ii)

respectivamente ⇔  i) ( ) VGKTPXx
−

∈α, , ii) ( ) VGKTDXu
−

∈αλ ,, . Por el
Teorema 3.4.17 ⇔  i) CAu tt λ  ≥ , αλttbu < , mRu ∈ , kR+∈λ , no tiene solución,

ii) ( ) VGKTDXu
−

∈αλ ,, . Aplicando el Teorema 3.4.23 ⇔  ( ) VGKTDEu
−

∈αλ ,, .
�
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Corolario 3.4.29 ( ) VGKTPEx
−

∈α,  ( ( ) VGKTDEu
−

∈αλ ,, ) si, y sólo si,

( ) VGKTPXx
−

∈α, , ( ) VGKTDXu
−

∈αλ ,, .

Para el caso vectorial, se prueba sin ninguna dificultad que el
Teorema 3.4.10 se concreta en:

Teorema 3.4.30 ∅≠
−VGKTPE  ( ∅≠

−VGKTDE ) si, y sólo si, los siguientes sistemas
tienen solución: i) bAx = , nRx +∈ , ii) CAu tt λ  ≥ , mRu ∈ , kR ++∈λ .

Obsérvese que este resultado no es mas que el Teorema 1.7.41.

Para finalizar este subapartado vamos a relacionar entre sí las
soluciones eficientes de los problemas matriciales y vectoriales.

Teorema 3.4.31 Sean ( ) MGKTPXDyx
−

∈,, , ( ) MGKTDXDu
−

∈,, λ  con byB =

y α=yD . Entonces ( ) VGKTDEu
−

∈αλ ,,  y ( ) VGKTPEx
−

∈α, .

Demostración. Como ( ) MGKTDXDu
−

∈,, λ  ⇒  CAu tt λ  ≥ , DBu tt λ   ≤ ,
mRu ∈ , kR ++∈λ  ⇒  yDyBu tt λ≤  ⇒ αλ ttbu ≤  ⇒  ( ) VGKTDXu

−

∈αλ ,, . Como

también ( ) MGKTPXDyx
−

∈,,  ⇒  bxA = , α=≥ yDxC   , nRx +∈  ⇒

( ) VGKTPXx
−

∈α, . Ahora, aplicando el Corolario 3.4.29 se obtiene el resultado
buscado.

�

El lema siguiente es ligeramente más general que el enunciado por
Rödder ([Rd77], Lemma 1.5) y constituye una elegante y potente
herramienta teórica.

Lema 3.4.32 Dados mRu ∈ , mRb ∈ , kR ++∈λ  y kR∈α  vectores fijos. Entonces,
el sistema Uu tt λ= , Ub=α , mkRU ×∈  tiene solución si, y sólo si, butt =αλ .
Demostración.
“ ⇒ ”
Sea mkRU ×∈  tal que Uu tt λ= , bU=α  ⇒  bUbu tt λ=  = αλt .
“ ⇐ ”
Distinguiremos dos casos: i) 0≠but  y ii) 0=but .

Caso i) Si 0≠but  definimos U  = mk
t

t

R
bu

u ×∈α
 ⇒  Utλ  = 

bu

u
t

ttαλ
 = 

bu

buu
t

tt

 = tu  y

Ub  = 
bu

bu
t

tα
 = α .

Caso ii) Si 0=but  ⇒  0=αλt . Como kR ++∈λ  ⇒  0=α . Consideremos U  =

mk
t

t

R
e

eu ×∈
λ

 ⇒  Utλ  = 
e

eu
t

tt

λ
λ

 = tu , Ub  = 
e

beu
t

t

λ
 = 0 = α .

�
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Teorema 3.4.33 Si ( ) VGKTDEu
−

∈αλ ,, , byB = , rRy ++∈  entonces

( ) MGKTDEDu
−

∈,, λ , donde BUD =  y mkRU ×∈  es solución de Uu tt λ= ,
bU=α .

Demostración. Si ( ) VGKTDEu
−

∈αλ ,, , por el Teorema 3.4.24 ⇒  bu tt =αλ .
Teniendo en cuenta el Lema 3.4.32 ⇒  mkRU ×∈∃  , Uu tt λ= , bU=α .
Tomando BUD =  ⇒  DBUBu ttt λλ ==  ⇒  ( ) MGKTDXDu

−

∈,, λ . Además,
α=== bUyBUyD . Supongamos por reducción al absurdo que

( ) MGKTDEDu
−

∉,, λ  ⇒  ( ) MGKTDXDu
−

∈∃ ˆ,ˆ,ˆ λ  tal que DD ≤ˆ  ⇒  CAu tt λ̂  ˆ ≥ ,

DBu tt ˆˆ  ˆ λ≤ , mRu ∈ˆ , kR ++∈λ̂ , DD tt λλ ˆˆˆ ≤  ⇒  αλλλ ttttt yDyDyBubu ˆˆˆˆˆ ˆ =<≤= .

Ahora bien, como ( ) VGKTDEu
−

∈αλ ,, , utilizando el Teorema 3.4.23 sabemos
que el sistema CAu tt λ  ≥ , αλttbu < , mRu ∈ , kR+∈λ , no tiene solución ⇒  #.

Luego, ( ) MGKTDEDu
−

∈,, λ .
�

3.4.2 Concepto de Dualidad de Kornbluth
La teoría de la dualidad vectorial para el caso lineal desarrollada por
Kornbluth, en 1974, considera, en lugar de un problema primal y otro dual
fijos, una clase de problemas primales y duales multiparametrizados en los
recursos.

Sean nmRA ×∈ , rmRB ×∈  y nkRC ×∈ . Las clases de problemas primales y
duales consideradas por Kornbluth (ver [Krn74], p. 603-604) y a las que
denotaremos, respectivamente, por ( )yP  y ( )λD , vienen dadas por:

( ){ }yPXxCx ∈/max (3.28)
y

( ){ }λDt XuBu ∈/min (3.29)
donde 0

ry Λ∈ , ( )yPX  = { }ByAxRx n =∈ + / , 0
kΛ∈λ  y ( )λDX  = { }CAuRu ttm λ  / ≥∈ .

Kornbluth centra su atención en la obtención de soluciones eficientes
propias ([Krn74], p. 602), pero sabemos que para el caso lineal los conceptos
de solución eficiente propia y de solución eficiente coinciden (Corolario
1.7.17).

Obsérvese que cuando 1== kr  ⇒  1== λy  y entonces ( )1P  y ( )1D  se
reducen al par de problemas primal y dual, respectivamente, del caso
escalar (problemas (3.26) y (3.27)). Sin pérdida de generalidad, podemos
considerar rRy ++∈  y kR ++∈λ .
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Teorema 3.4.34 ([Krn74], Theorem 2) rRy ++∈∃  , ( ) ∅≠yPE  si, y sólo si,
kR ++∈∃ λ  , ( ) ∅≠λDE .

Demostración. Sean rRy ++∈ , ( )yPEx ∈  ⇔  kR ++∈∃ λ  , ( )λyPSx ∈ . Ahora, por

dualidad escalar ⇔  ( )λyDSu ∈∃  , donde ( )λyD  = ( )yD λ  = { }CAuyBu ttt λ  /min ≥

⇔  kR ++∈∃ λ  , ( )λDEu ∈  ⇔  kR ++∈∃ λ  , ( ) ∅≠λDE .
�

Vamos a establecer las relaciones existentes entre el concepto de
dualidad de Gale-Kuhn-Tucker para el caso matricial y el concepto de
dualidad de Kornbluth.

Teorema 3.4.35 ([Rd77], Theorem 1.8, [Is78a], Theorem 4)
i) ( ) MGKTPEDyx

−

∈,,  si, y sólo si, ( )yPEx ∈ .

ii) ( ) MGKTDEDu
−

∈,, λ  si, y sólo si, ( )λDEu ∈ .
Demostración. Probaremos sólo i) por ser ii) su formulación dual.
“ ⇒ ”
( ) MGKTPEDyx

−

∈,,  ⇒  ( )yPXx ∈ , yDxC =  y el sistema yDCx ≥ , ByAx = ,
nRx +∈ , rRy +∈  no tiene solución. En particular, para yy = , yDCx ≥ ,

yBAx = , nRx +∈ , no tiene solución ⇒  xCCx ≥ , yBAx = , nRx +∈ , no tiene

solución ⇒  ( )yPEx ∈ .
“ ⇐ ”
Sea ( )yPEx ∈ , rRy ++∈  ⇒  kR ++∈∃ λ , ( )λyPSx ∈ . Por dualidad escalar ⇒

mRu ∈∃  , t0  ≥− CAu tt λ , yBuxC tt =λ . Llamando yBb = , xC=α  y aplicando el
Lema 3.4.32 ⇒  kxmRU ∈∃   tal que Uu tt λ= , yBUxC = . Llamando BUD =  ⇒

DBu tt λ= , yDxC =  ⇒  ( ) MGKTPXDyx
−

∈,, , ( ) MGKTDXDu
−

∈,, λ . Aplicando

el Corolario 3.4.11 ⇒  ( ) MGKTPEDyx
−

∈,, .
�

Luego, en virtud del teorema anterior, los conceptos de dualidad de
Gale-Kuhn-Tucker y Kornbluth son equivalentes. Con lo cual, los resultados
obtenidos para el primero se aplican al otro de forma automática.

3.4.3 Concepto de Dualidad de Isermann
Heinz Isermann ha sido uno de los investigadores que más energía y
esfuerzo han dedicado al desarrollo de una teoría práctica de la dualidad en
programación vectorial lineal. A pesar de ello, no le fue posible conseguir
ningún algoritmo de tipo dual para resolver el LVP. Sin embargo, cuando
menos, sus ideas añaden una nueva e interesente perspectiva sobre el
problema que estamos tratando. En este subapartado vamos a desarrollar la
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teoría de la dualidad de Isermann, mostrando las conexiones existentes con
la noción de dualidad propuesta por Gale, Kuhn y Tucker.

Consideremos el problema primal P  ≡  { }XxCx ∈/max , donde X  ≡
{ }bAxRx n =∈ + / . Isermann define, sin pararse en justificaciones de ningún
tipo, el problema dual de P , al que denotaremos por ID , como (ver, por
ejemplo, [Is77b], p. 247):

( )
{ } 





∈≤∈∈ +  solución  tieneno , ,:s.a

min
nkxmD RxCx / UAxRU = X   U

   =  Ub    U  g
I (3.30)

Aunque a primera vista tal definición puede resultar artificiosa, es
posible obtenerla, como veremos en breve, a través de la generalización del
procedimiento conocido como dual lagrangiano para el caso escalar ([Mr83]).

Sea mkRU ×∈  fija, denominada matriz de precios. Consideremos el
problema ( )UP′  dado por:

( ) ( ) ( ) ( )




∈
−+=−+==′

+
nRx

xUACUbAxbUCxUxLxz

   :s.a

,max 
(3.31)

al que denominaremos problema lagrangiano generalizado.

Es claro que mkRU ×∈∀  , ( )UP′  es una relajación de P , pues XX ′⊆  y
( ) ( )UxLxz ,= , Xx ∈∀  .

Por ello, aplicando la Proposición 1.10.2, ( )( ) ( )PBEz UP ⊆′ ′ , es decir, si
( )UPEx ′∈  ⇒  Xx ∈∃/  , ( ) ( )xzxz ′≥ . Así, una posibilidad para obtener cotas

eficientes de P  consiste en obtener aquellos valores de U  que hagan
( ) ∅≠′ UPE .

Ahora bien, llamando ( )UP ′′  a:
( )





∈
−

+
nRx

xUAC

   :s.a

max 

sabemos que ( ) ( )UPUP EE ′′′ =  (Proposición 1.3.14).

Además, por ser ( )UP ′′  un problema lineal que tiene como únicas
restricciones las de no negatividad en las variables, podemos escribir:

(i) ( ) ∅≠′′ UPE  si, y sólo si, kR ++∈∃ λ , ( ) 0  ≤−UACtλ .
(ii) ( ) ∅≠′′ UPE  entonces ( )UPE ′′∈0 .

Sea U  tal que ( ) ∅≠′ UPE  ⇔  ( ) ∅≠′′ UPE  ⇒  ( )UPE ′′∈0  ⇒  Xx ∈∃/  ,
( ) ( ) Ubzxz =′≥ 0 . Con la intención de ajustar esta cota superior lo más
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posible, interesa minimizar ( ) UbUg =  sobre aquellos valores de U  que
hacen que ( ) ∅≠′ UPE . Esto da lugar al problema:

( ){ }mkkt RURUACUb ×
++ ∈∈≤−  , ,0  /min λλ (3.32)

Ahora bien:

Proposición 3.4.36 
IDXU ∈  si, y sólo si, kR ++∈∃ λ , ( ) 0  ≤− AUCtλ .

Demostración. 
IDXU ∈  ⇔  el sistema CxAxU ≤ , nRx +∈ , no tiene solución.

Aplicando el teorema de la alternativa de Gale ([Mn69], p. 35) ⇔
( ) 0  ≤− AUCtλ , λ ∈ ++R k , tiene solución.

�

De esta forma, ID  es equivalente al problema (3.32). Se tiene así una
justificación geométrica, aparentemente no conocida hasta ahora, de la
definición de problema dual de Isermann.

Es interesante observar que:

•  Para 1=k , P  y ID  se reducen al par de problemas primal y dual del caso
escalar (problemas (3.26) y 3.27), respectivamente).

•  Para 1>k , la relación de dualidad entre P  y ID  no es simétrica, en el
sentido de que el dual del dual no es el problema primal.

Veamos ahora que relaciones existen entre las soluciones eficientes
asociadas a los problemas duales propuestos por Isermann y por Gale-Kuhn-
Tucker, tanto para el caso vectorial como para el matricial.

En primer lugar estudiaremos como se relacionan entre si las
regiones factibles.

Proposición 3.4.37 Si ( ) IDXU ∈,λ  entonces ( )αλ ,,tu  =

( ) VGKTDt XbUU
−

∈,, λλ .

Demostración. ( ) IDXU ∈,λ  ⇒  kR ++∈λ , ( ) 0  ≤− AUCtλ . Tomando Uu tt λ=
⇒  CAu tt λ  ≥ . Además, αλλ ttt bUbu ==  ⇒  ( )αλ ,,tu  =

( ) VGKTDt XbUU
−

∈,, λλ .
�

Proposición 3.4.38 Si ( ) VGKTDXu
−

∈αλ ,,  y bu tt =αλ  entonces mkRU ×∈∃  

tal que Uu tt λ= , bU=α , ( ) IDXU ∈,λ .
Demostración. Inmediata.

�
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Como consecuencia:

Corolario 3.4.39 ∅≠
−VGKTDX  si, y sólo si, ∅≠

IDX .
Demostración.
“ ⇒ ”

∅≠
−VGKTDX , por la Proposición 3.4.25 ⇒  ( ) VGKTDXu

−

∈∃ αλ ,, , bu tt =αλ .
Ahora, aplicando la Proposición 3.4.38 ⇒  mkRU ×∈∃  , Uu tt λ= , bU=α ,
( ) IDXU ∈,λ  ⇒  ∅≠

IDX .
“ ⇐ ”

∅≠
IDX  ⇒  ( ) IDXU ∈∃ , λ . Aplicando Proposición 3.4.37 ⇒  ( )αλ ,,tu  =

( ) VGKTDt XbUU
−

∈,, λλ  ⇒  ∅≠
−VGKTDX .

�

El siguiente paso consiste en analizar las regiones eficientes.

Teorema 3.4.40 (Condición necesaria en [Is78a], Theorem 3)
Si ( ) IDEU ∈,λ  entonces ( )αλ ,,tu  = ( ) VGKTDt EbUU

−

∈,, λλ .

Demostración. Por la Proposición 3.4.37, ( ) VGKTDt XbUU
−

∈,, λλ .

Supongamos por reducción al absurdo que ( ) VGKTDEu
−

∉αλ ,,  ⇒

( ) VGKTDXu
−

∈∃ αλ ˆ,ˆ,ˆ  tal que butt ˆˆˆ =αλ  y αα ≤ˆ . Aplicando el Lema 3.4.32 ⇒
mkRU ×∈∃ ˆ , Uu tt ˆˆˆ λ= , bÛˆ =α  ⇒  ( ) IDXU ∈ˆ,λ̂  y bUbU =≤= αα̂ˆ  ⇒

( ) IDEU ∉,λ .
�

Corolario 3.4.41 Sean ( ) IDEU ∈,λ , byB = , rRy ++∈  entonces ( )Du t ,, λ  =

( ) MGKTDt EBUU
−

∈,, λλ .

Demostración. Si ( ) IDEU ∈,λ , por el Teorema 3.4.40 ⇒  ( )αλ ,,tu  =

( ) VGKTDt EbUU
−

∈,, λλ . Como byB = , rRy ++∈ , aplicando el Teorema 3.4.33

⇒  ( ) MGKTDt EBUU
−

∈,, λλ .
�

Teorema 3.4.42 (Condición suficiente en [Is78a], Theorem 3)
Si ( ) VGKTDEu

−

∈αλ ,,  entonces mkRU ×∈∃   solución de Uu tt λ= , bU=α , tal

que ( ) IDEU ∈,λ .

Demostración. Si ( ) VGKTDEu
−

∈αλ ,, , por el Teorema 3.4.24 ⇒  bu tt =αλ
Aplicando la Proposición 3.4.38 ⇒  mkRU ×∈∃   tal que Uu tt λ= , bU=α ,
( ) IDXU ∈,λ . Supongamos por reducción al absurdo que ( ) IDEU ∉,λ  ⇒

( ) IDXU ∈∃ ˆ,ˆ λ , bUbU ≤ˆ . Sean Uu tt ˆˆˆ λ= , bÛˆ =α . Evidentemente, butt ˆˆˆ =αλ  ⇒



178 3.  TÓPICOS SELECCIONADOS EN PROGRAMACIÓN ...

( ) VGKTDXu
−

∈αλ ˆ,ˆ,ˆ  y αα ≤ˆ  ⇒  ( ) VGKTDEu
−

∉αλ ,,  ⇒  #. Luego

( ) IDEU ∈,λ .
�

Corolario 3.4.43 Sean ( ) MGKTPXDyx
−

∈,, , ( ) MGKTDXDu
−

∈,, λ  con
byB = . Entonces kxmRU ∈∃   solución de Uu tt λ= , bUyD = , tal que

( ) IDEU ∈,λ .

Demostración. Si ( ) MGKTPXDyx
−

∈,, , ( ) MGKTDXDu
−

∈,, λ  con byB = ,

aplicando el Teorema 3.4.31 ⇒  ( )αλ ,,u  = ( ) VGKTDEyDu
−

∈,, λ . Por el
Teorema 3.4.42, ⇒  kxmRU ∈∃   solución de Uu tt λ= , bUyD = , tal que

( ) IDEU ∈,λ .
�

Luego, en términos de eficiencia los problemas ID  y VGKTD −  ( MGKTD − )
se pueden considerar equivalentes. De esta forma, los resultados
presentados para el problema dual de Gale-Kuhn-Tucker son aplicables, de
forma automática, al problema dual de Isermann y viceversa. No obstante,
dado que ciertos resultados de la teoría de la dualidad de Isermann fueron
publicados con errores, hemos creído de interés redactar correctamente y de
manera simplificada dicha teoría.

Proposición 3.4.44 ([Is76], Lemma 3) (Teorema débil de dualidad vectorial)
∀ ∈ x X P , ( ) IDXU ∈∀ , λ , no se verifica Ub Cx≤ .
Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que PXx ∈∃  ,
( ) IDXU ∈∃ , λ , xCbU ≤  ⇒  xCbU tλλ <t . Ahora bien, como ( ) IDXU ∈,λ  ⇒
( ) 0  ≤− AUCtλ . Además, dado que nRx +∈  ⇒  ( ) 0≤− xAUCtλ  ⇒

bUxAUxCt tt λλλ =≤  ⇒  #.
�

Corolario 3.4.45 ([Is76], Lemma 4) Sean PXx ∈ , ( ) IDXU ∈,λ  con

bUxC = . Entonces, PEx ∈ , ( ) IDEU ∈,λ .
Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que PEx ∉  ⇒

PXx ∈∃ ˆ , bUxCxC =≥ˆ  ⇒  # con la Proposición 3.4.44. Análogamente,
supongamos por reducción al absurdo que ( ) IDEU ∉,λ  ⇒  ( ) IDXU ∈∃ ˆ,ˆ λ ,

xCbUbU =≤ˆ  ⇒  # con la Proposición 3.4.44.
�

Teorema 3.4.46 (Teorema fuerte de dualidad vectorial para el problema
primal) PEx ∈∀   , ( ) IDEU ∈∃ , λ  con bUxC = .
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Demostración. Sea PEx ∈  ⇒  kR ++∈∃ λ , 
λP

Sx ∈ . Por dualidad escalar ⇒
mRu ∈∃  , t0  ≥− CAu tt λ , buxC tt =λ . Llamando xC=α  ⇒  bu tt =αλ .

Aplicando el Lema 3.4.32 ⇒  mkRU ×∈∃  , Uu tt λ= , bU=α  ⇒  ( ) IDXU ∈,λ ,

bUxC = . Ahora, por el Corolario 3.4.45 ⇒  ( ) IDEU ∈,λ .
�

Teorema 3.4.47 (Teorema fuerte de dualidad vectorial para el problema
dual) ( ) IDEU ∈∀ , λ , PEx ∈∃    con bUxC = .

Demostración. Sea ( ) IDEU ∈,λ . Por el Teorema 3.4.40 ⇒

( ) VGKTDt EbUU
−

∈,, λλ . Aplicando Teorema 3.4.26 ⇒  ( ) VGKTPEbUx
−

∈, . Por
el Corolario 3.4.19 ⇒  PEx ∈ , bUxC = .

�

Corolario 3.4.48 ([Is76], Lemma 7) i) Sea PXx ∈ . Entonces, PEx ∈  si, y
sólo si, ( ) IDXU ∈∃ , λ , 0)( =− xCAU .

ii) Sea ( ) IDXU ∈,λ . Entonces ( ) IDEU ∈,λ  si, y sólo si, PXx ∈∃  ,
0)( =− xCAU .

Corolario 3.4.49 ([Is76], Theorem 3) E P ≠ ∅  si, y sólo si, ∅≠
IDE .

Teorema 3.4.50 ([Is78b], Proposition 4, (i)) Sea ∅≠PX . Entonces, P  es no
acotado si, y sólo si, ID  es no factible.
Demostración. Sabemos por el Corolario 1.7.41 que ∅=PE  ⇔ ∅=PX  ó

0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈ , tiene solución. Como ∅≠PX , por el teorema de la
alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) ⇔  0  ≤− AuC ttλ , λ ∈ ++R k , no tiene

solución ⇔  ( ) 0  ≤−UACtλ , λ ∈ ++R k , no tiene solución ⇔  ∅=
IDX .

�

Teorema 3.4.51 ([Is78b], Proposition 4, (ii)) Sea ∅≠
IDX . Entonces, ID  es

no acotado si, y sólo si, P  es no factible.
Demostración. Por hipótesis, ∅≠

IDX . Por el Corolario 3.4.39 ⇔
∅≠

−VGKTDX . Aplicando el Teorema 3.4.21 ⇔  i) kR∈∃ α  , el sistema bAx = ,
α≥Cx , nRx +∈ , no tiene solución y ii) 0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈  no tiene

solución. En estas condiciones, ∅=
IDE , por el Corolario 3.4.49 ⇔  ∅=PE

Utilizando el Teorema 1.7.48 resulta ⇔  ∅=PX  ó 0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈
tiene solución. Como por hipótesis 0≥Cd , 0=Ad , nRd +∈  no tiene solución,
⇔  ∅=PX .

�
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Corolario 3.4.52 Si ∅≠PX  y ∅≠
IDX  entonces E P ≠ ∅  ( ∅≠

IDE ).
Demostración. Por hipótesis, ∅≠PX  y ∅≠

IDX . Supongamos por
reducción al absurdo que ∅=PE . Por el Teorema 3.4.50 ⇒  ∅=

IDX  ⇒  #.
�

Por último, consideremos una base factible arbitraria B  para el
problema primal (3.25) y sea  R  = N-B N -CBC 1  su matriz de costos reducidos
asociada.

Teorema 3.4.53 B  es una base dual-eficiente si, y sólo si, kR ++∈∃ λ ,

( ) IDB XBC ∈−1,λ .
Demostración. Por la Definición 1.6.14, B  es una base dual-eficiente ⇔

kR ++∈∃ λ , tal que λ t R  ≥ 0  ⇔  kR ++∈∃ λ  tal que
( ) 0  , 11 ≤−− −− NBCCBBCC BNBBtλ , ⇔  kR ++∈∃ λ , ( ) 0  1 ≤− − ABCC Btλ  ⇔

( ) IDB XBC ∈−1,λ .
�

Proposición 3.4.54 ([Is78], Theorem 5) Si B  es una base dual-eficiente

entonces tx  = ( )  , t
N

t
B xx  = ( )( ) Ptt

EbB ∈− 0,1  y kR ++∈∃ λ , ( )U,λ  =

( ) IDB EBC ∈−1,λ .

Demostración. Inmediata pues PXx ∈ , ( ) IDXU ∈,λ  y UbxC = .
�

3.4.4 Concepto de Dualidad de Hannan
Sea P  el problema vectorial (3.25). En 1978, Edward Hannan propone como
problema dual de P  la clase ( )0

k
HD Λ  constituida por los programas lineales

escalares multiparametrizados en los recursos:
{ }CAubu ttt λ  /min ≥ (3.33)

donde 0
kΛ∈λ  ([Hn78], p. 645). Evidentemente, esta clase coincide con la

clase de problemas duales de Kornbluth cuando 1=r  y, por tal motivo, le
son aplicables automáticamente todos los resultados disponibles para la
dualidad de Kornbluth. Sin embargo, la formulación dada en (3.33)
aparentemente es más sencilla que la de Kornbluth. La intención de
Hannan era dotar la teoría del LVP con una definición de problema dual que
fuera abordable desde un punto de vista práctico. Hannan plantea (sin
confirmarlo) que ( )0

k
HD Λ  se podría abordar utilizando técnicas de

programación lineal escalar multiparamétrica o bien utilizando el método
del simplex dual escalar en conjunción con técnicas desarrolladas para
resolver P  ([Hn78], p. 645). Sin embargo, esto no es en absoluto trivial de
hacer y equivale, en dificultad, a la resolución de la clase de problemas
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{ } 0
k

P Λ∈λλ , cuestión que, hasta la fecha, no ha podido ser resuelta

satisfactoriamente.

3.5 Optimización Lineal sobre la Región Eficiente
En esta sección nos proponemos estudiar diversos aspectos relacionados con
la maximización de una función lineal sobre el conjunto de soluciones
eficientes de un LVP. Este problema ha sido estudiado durante más de
treinta años (ver, por ejemplo, [Ph72], p. 224) y surge, fundamentalmente,
cuando se dispone de una función que actúa como un criterio para
discriminar entre, o medir la importancia de las soluciones eficientes. Sin
embargo, ésta no es su única aplicación. En efecto, operaciones como la de
determinar los rangos de variación de cada una de las funciones objetivo
sobre la región eficiente no son más que especializaciones del problema bajo
estudio.

Sin pérdida de generalidad, formularemos el problema de
optimización de una función lineal sobre la región eficiente de un LVP, como
el programa escalar lineal Q :

{ }Pt Exxv ∈/max (3.34)
donde P  ≡  { }XxCx ∈/max  y X  = { } ∅≠=∈ + bAxRx n / .

Q  es un problema difícil de resolver pues, por lo común:
i) PE  es no convexo (aunque sí conexo) y
ii) PE  no se conoce de forma explícita, ni se tiene una descripción

apropiada (lineal) de forma implícita.

Matemáticamente, el problema Q  se puede clasificar como un
problema de optimización global (también denominado problema de
programación no convexa). Tales problemas poseen, en general, óptimos
locales (frecuentemente en elevado número), que no necesariamente son
óptimos globales ([BnLee96], p. 78).

3.5.1 Propiedades Generales
A continuación desarrollaremos un buen número de propiedades que
resultan de interés para la resolución de Q . Asimismo estudiaremos ciertas
relajaciones y otras variaciones relativas a dicho problema.

La siguiente propiedad nos indica que cuando Q  es acotado, alguna
de las caras eficientes de P  coincide con el conjunto de soluciones óptimas
de Q .
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Teorema 3.5.1 Si Q  es acotado ( ∅≠QS ) entonces P
fEF ∈∃  tal que FSQ = .

Demostración. Directa, por ser xvt  función lineal y �
l

j
j

P FE
1=

= , donde

{ }lj  ..., ,1 ∈∀ , jF  es una cara eficiente de P .
�

En particular, si Q  es acotado algún vértice eficiente es óptimo para
Q .

Corolario 3.5.2 ([Bn84], Theorem 4.5) Si Q  es acotado entonces
∅≠P

xpQ ES � .

Demostración. Por la representación tomada de X , se trata de un poliedro
apuntado ⇒  Cualquier cara de X  contiene al menos un vértice. Ahora
basta aplicar el Teorema 3.5.1.

�

Teorema 3.5.3 Supongamos que ∅≠PE . Entonces, Q  es no acotado
( ∅=QS ) si, y sólo si, P

fEF ∈∃  tal que xvt  es no acotada en F .

Demostración.
“ ⇐ ”
Inmediata.
“ ⇒ ”
Es claro por ser xvt  función lineal y PE  una unión finita de caras eficientes.

�

Corolario 3.5.4 ([Bn84], Theorem 3.2) Supongamos que ∅≠PE . Entonces,
Q  es no acotado si, y sólo si, P

xdEd ∈∃   tal que 0>dvt .
Demostración.
“ ⇐ ”
Inmediata.
“ ⇒ ”
Si Q  es no acotado, por el Teorema 3.5.3 ⇒  P

fEF ∈∃  tal que xvt  es no

acotada en F . Teniendo en cuenta que F  es un poliedro y aplicando la
teoría de la programación lineal escalar ⇒  xdFd ∈∃   tal que 0>dvt .

Además, como P
fEF ∈  ⇒  P

xdEd ∈ .
�

Sea R  la siguiente relajación del problema Q :
{ }Xxxvt ∈/max (3.35)
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Evidentemente, la gran ventaja que presenta R  sobre Q  es que se
trata de un problema fácil de resolver por ser X  un poliedro. Veamos que
relaciones se pueden establecer entre las soluciones de R  y Q .

El siguiente resultado enuncia una condición suficiente para la
acotación de Q .

Teorema 3.5.5 Si Q  es factible ( ∅≠PE ) y R  acotado ( ∅≠RS ) entonces Q

es acotado ( ∅≠QS ).

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que ∅=QS . Como

∅≠PE , por el Teorema 3.5.3 ⇒  F ∃  cara de X , PEF ⊆ , xvt  es no acotada
en F . Como XF ⊆  ⇒  xvt  es no acotada en X  ⇒  ∅=RS  ⇒  #.

�

Nótese que:

i) Q  puede ser acotado ( ∅≠QS ), aunque R  no lo sea ( ∅=RS ). Ver

Figura 3.5.
ii) Q  puede ser no factible ( ∅=PE ), aunque R  sea acotado ( ∅≠RS ).

Ver Figura 3.6.

1x

2x

X

PE

Figura 3.5



184 3.  TÓPICOS SELECCIONADOS EN PROGRAMACIÓN ...

1x

2x

XZ =

Figura 3.6

Proposición 3.5.6 ([EcSn94], p. 544) Q
P

R SES ⊆� .

Demostración. Sea P
R ESx �∈  ⇒  RSx ∈ , PEx ∈ . Como XE P ⊆  ⇒  QSx ∈ .

�

Aunque la Proposición 3.5.6 es sugerente, a priori no hay ninguna
garantía de que entre las soluciones óptimas de R  tenga que haber alguna
solución eficiente.

Una situación fácil de tratar es la que se presenta cuando todo RS  es
eficiente. Efectivamente:

Proposición 3.5.7 Si P
R ES ⊆≠∅  entonces RQ SS = .

Demostración.
“ ⊇ ”
Aplicando la Proposición 3.5.6.
“ ⊆ ”
Sea QSx ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que RSx ∉  ⇒

P
R ESx ⊆∈∃ ˆ , xvxv tt >ˆ  ⇒  #, luego RQ SS ⊆ .

�

Veamos algunos ejemplos en los que se cumple la hipótesis del
resultado anterior.

Sea ( )V C  el cono criterio de P  y ( )CV 0  su interior relativo, el cual
sabemos que viene dado por { }kttn RCxRx ++∈=∈ λλ  ,/ .
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Proposición 3.5.8 Si ( )CVv 0∈  entonces P
R ES ⊆ .

Otro caso sencillo se presenta cuando P  es completamente eficiente.
Efectivamente:

Proposición 3.5.9 Si P  es completamente eficiente entonces P
R ES ⊆ .

Demostración. Si P  es completamente eficiente, por definición ⇒  XE P = .
�

También podemos considerar la siguiente situación:

Proposición 3.5.10 ([EcSn94], Lemma 2.1) Si 0>dvt , { }0 −∈∀ ≥Cd

entonces P
R ES ⊆ .

Demostración. Sea RSx ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que
PEx ∉  ⇒  { }x X Dx   ≠�  ⇒   X Dx x �∈∃ ˆ , xx ≠ˆ  ⇒  ≥∈∃ C d , 0≠d ,

Xd+x=x ∈    ˆ  ⇒  xvt ˆ  = xvt  + dvt  > xvt  ⇒  #, pues RSx ∈ . Luego, PEx ∈ .
�

Si relajamos la hipótesis anterior imponiendo solamente la no
negatividad de dvt  sobre { }0−≥C  podemos escribir:

Teorema 3.5.11 ([Bn84], Theorem 4.7, [EcSn94], Lemma 2.2) Supongamos
que ∅≠PE  y que R  es acotado. Si 0≥dvt , ≥∈∀ Cd  entonces ∅≠QR SS � .

Demostración. Sea RSx ∈ . Si PEx ∈  ya estaría. En otro caso, como P  es
lineal y ∅≠PE , por el Corolario 1.10.10 ⇒  PEx ∈∃ ˆ , xCxC ≥ˆ . Sea xxd −= ˆ
⇒  ≥∈ Cd , Xd+x=x ∈    ˆ . Como 0≥dvt  ⇒  xvxv tt ≥ˆ  ⇒  RSx ∈ˆ , PEx ∈ˆ  ⇒

QSx ∈ˆ .
�

Podemos comprobar la hipótesis realizada en el Teorema 3.5.11
mediante el siguiente procedimiento:

Consideremos el problema: T  ≡  { }0  /min ≥Cddvt .

Proposición 3.5.12 ([EcSn94], Lemma 2.3, (ii)) Si T  es acotado entonces
0≥dvt , ≥∈∀ Cd .

Demostración. Inmediata aplicando dualidad escalar y teniendo en cuenta
que el problema dual de T  tiene como función objetivo la función constante
0.

�

Ciertamente, existen además otras situaciones especiales que
simplifican la resolución de Q .
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Teorema 3.5.13 ([BnSy94], Theorem 3.2) Si P  tiene alguna solución
superior y v  depende linealmente de las filas de la matriz criterio, entonces

P
Q ES = .

Demostración. Siempre ocurre que P
Q ES ⊆ . Veamos el otro contenido. Si

P  tiene alguna solución superior ⇒  ( ) IP zEz = , donde Iz  es el punto ideal.
Por otra parte, si v  depende linealmente de las filas de la matriz criterio ⇒

kR∈∃ λ  tal que Cv tt λ= . En estas hipótesis, PEx ∈∀ , xvt  = Cxtλ  = It zλ  ⇒

Q
P SE ⊆ .

�

Bajo las hipótesis del Teorema 3.5.13, el valor objetivo óptimo de Q  se
obtiene mediante xvt , siendo PEx ∈  arbitraria.

La hipótesis de que v  sea linealmente dependiente con las filas de la
matriz criterio no se puede omitir. Efectivamente:

Ejemplo 3.5.14 ([BnSy94], Example 3.1) Sean X  =

{ }{ }3 2, ,1  ,10/3 ∈∀≤≤∈ jxRx j , C  = 





010

001
 y tv  = ( )1,0,0  ⇒  Z  =

{ }{ }2 ,1  ,10/2 ∈∀≤≤∈ jzRz j , el punto ideal es ( ) Zz tI ∈= 1,1 , PE  = PS =

( ){ }10/,1,1 ≤≤ αα  (conjunto de soluciones superiores), QS  = ( ){ }1,1,1  y

RS  = ( ){ }10 ,10/1,, ≤≤≤≤ βαβα . Evidentemente, Q
P SE ≠ .

�

Para comprobar si existe dependencia lineal entre v  y las filas de C
podemos usar el siguiente resultado:

Proposición 3.5.15 El sistema Cv tt λ= , kR∈λ , tiene solución si, y sólo si,
{ }0/max =Cddvt  es acotado.

Demostración. Por la teoría de la dualidad escalar.
�

Obsérvese que { }0/max =Cddvt  siempre es factible y que si es acotado
(por dualidad escalar) su valor óptimo es 0.

Otro resultado de interés es el siguiente:

Proposición 3.5.16 ([Bn84], Theorem 4.6) Sea P
xpEx ∈  tal que cualquier

arista de X  incidente en x  es eficiente. Entonces si QSx ∈  se verifica que

RSx ∈ .
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Demostración. Consecuencia inmediata de la teoría de la programación
lineal escalar.

�

Con el fin de enriquecer más la teoría, podemos estudiar las
relaciones existentes entre Q  y otros problemas, no necesariamente
escalares. Como ejemplo hemos seleccionado uno propuesto por Benson
([Bn84], p. 570).

Sea P′  el programa vectorial { }XxxC ∈′ /max , donde C ′  =

( )xnk
t R

v

C 1+∈





.

Teorema 3.5.17 ([Bn84], Theorem 4.1) Si QSx ∈  entonces PEx ′∈ .

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que PEx ′∉  ⇒
Xx ∈∃ ˆ , xCxC ′≥′ˆ  ⇒  xCxC   ˆ ≥ . Como PEx ∈  ⇒  xCxC =ˆ  ⇒  PEx ∈ˆ . Además,

xCxC ′≥′ˆ , xCxC =ˆ  ⇒  xvt ˆ  > xvt  ⇒  #, pues QSx ∈ .
�

Tenemos así un condición suficiente para la no acotación de Q .

Corolario 3.5.18 ([Bn84], Remark 4.2) Si ∅≠PE  y ∅=′PE  entonces Q  es
no acotado.

X

1x

2x

Figura 3.7
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En general, el recíproco del resultado anterior no es cierto.
Efectivamente:

Ejemplo 3.5.19 Sea X  = { }1/ 1
2 ≤∈ + xRx , C  = 





−11

12
 y tv  = ( )1,1  (ver

Figura 3.7). Entonces PE  = PE ′  = { }1/ 1
2 =∈ + xRx . Sin embargo, Q  es no

acotado.
�

3.5.2 El Problema del Cálculo del Rango de Variación
Eficiente de las Funciones Objetivo

Existen ciertas especializaciones de Q  muy conocidas. Entre ellas figuran
los problemas a resolver cuando se pretende calcular el rango de variación
de las funciones objetivo sobre la región eficiente (rango de variación
eficiente). Tales problemas han suscitado un interés especial (ver, por
ejemplo, [St86], p. 267-270, [IsSt87] y [RvRd88]) debido fundamentalmente
a las siguientes razones: (i) representan simplificaciones (con propiedades
especiales) del problema general Q  que inducen a pensar que su resolución
no debe ser tan complicada, (ii) proporcionan una estimación sobre el
tamaño de la región eficiente del problema que es utilizada por muchos
algoritmos (principalmente, técnicas de generación parciales de soluciones
eficientes1 e interactivos2) para mejorar su rendimiento.

Por tales motivos, creemos que merece la pena conceptualizar
adecuadamente el problema y examinar algunas de sus características
particulares.

Dado el problema P  ≡  ( ){ }Xxxz ∈/max  se define el rango de variación
eficiente de P  como el rango de variación de ( )xz  sobre PE . En general, tal
rango se suele expresar como { }emaxemink zzzRz     / ≤≤∈ , donde { }, ..., ki 1 ∈∀ ,

emin
iz  = { }P

i Exxz ∈/)(min  y emax
iz  = { }P

i Exxz ∈/)(max .

Que el cómputo de emin
iz  o emax

iz  sobre un LVP no es más que un caso
particular del problema general de optimización de una función lineal sobre
la región eficiente resulta claro ( tv  = Cet

i− , tv  = Cet
i , respectivamente).

Hallar emaxz  no reviste dificultad, pues:

                                           
1 Por ejemplo, el método NISE ([Ch78], p. 127-140).
2 Por ejemplo, el método STEP ([BMTL71]) o el método restringido ([Ch78], p. 115-121).
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Corolario 3.5.20 Si ∅≠PE  entonces { }, ..., ki 1 ∈∀ , emax
iz  = { }Xxxct

i ∈/max .

Demostración. Sean { }, ..., ki 1∈ , tv  = Cet
i  y Q  y R  definidos según (3.34) y

3.35), respectivamente. Comprobemos en primer lugar que si R  es no
acotado ( ∅=RS ) entonces Q  también lo es ( ∅=QS ). Supongamos por

reducción al absurdo que PEx ∈∃  tal que xcxvxcxv t
i

tt
i

t =≥= , PEx ∈∀ .

Como ∅=RS  ⇒  Xx ∈∃ ˆ  tal que xcxc t
i

t
i >ˆ . Sólo pueden ocurrir dos casos: (i)

PEx ∈ˆ  ⇒  #. (ii) PEx ∉ˆ . Por el Corolario 1.10.10 ⇒  PEx ∈∃ ~  tal que xCxC ˆ~ ≥
⇒  xcxcxc t

i
t
i

t
i >≥ ˆ~  ⇒  #. Supongamos ahora que R  es acotado ( ∅≠RS ). Como

dvt  = Cdet
i  ≥  0, ≥∈∀ Cd , aplicando el Teorema 3.5.11 ⇒  ∅≠QR SS � .

�

Sin embargo, con respecto a eminz , la situación cambia radicalmente.
Por suerte, para 2=k , disponemos de cotas inferiores válidas para
cualquier tipo de problema (no necesariamente lineal). Efectivamente, si
denotamos por Pi  ≡  { }Xxxzi ∈/)(max  y iz = ( )ixz , { }, ..., ki 1 ∈∀ , se verifica:

Proposición 3.5.21 Sean x SP
1

1
∈ , x S P

2

2
∈ . Entonces, ∀ ∈ x E P , ( )z z x z1

2
1 1

1≤ ≤

y ( )z z x z2
1

2 2
2≤ ≤ .

Demostración. Vamos a probar sólo ( )z z x z1
2

1 1
1≤ ≤ , pues la demostración del

otro resultado es totalmente análoga. Por el Corolario 3.5.20, es cierto que
∀ ∈ x E P , ( )z x z1 1

1≤ . Veamos, pues, que ( )z z x1
2

1≤ . Supongamos por reducción
al absurdo que ∃ ∈ x E P , ( )z z x1

2
1>  ⇒  ( )z z x2 ≥  ⇒  #, pues x E P∈ .

�

Corolario 3.5.22 En las condiciones de la proposición anterior, si 1z  y 2z
son no dominados entonces eminz  = ( ) ( )( )1

2
2

1 , xzxz .

Aunque la Proposición 3.5.21 no se puede generalizar para 2>k ,
tradicionalmente se han utilizado las tablas de pagos como heurísticas para
proporcionar estimaciones sobre eminz .

La tabla de pagos se define como una tabla de kk ×  entradas, donde
la fila i  corresponde a ( )ixz , siendo 

iP
i Sx ∈ , { }, ..., ki 1 ∈∀  ([Ch78], p. 118).

( )1
1 xz � ( )1xzk

� ( )i
i xz �

( )kxz1
� ( )k

k xz
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La diagonal de la tabla da los valores máximos sobre la región
eficiente:

max
iz  = ( )i

i xz  = { }Xxxzi ∈/)(max

Evidentemente, maxz  = ( )max
k

max , ..., zz1  es el punto ideal del problema.

Para estimar emin
iz  se suele utilizar pmin

iz , definido como el valor

mínimo de la columna i  de la tabla de pago, es decir, pmin
iz  =

{ }{ }kjxz j
i  ..., ,1/)(min ∈ . A pmin

iz  se le denomina valor pesimista o valor nadir

([Ws85], p. 23-24) asociado al objetivo i . Al vector pminz  = ( )pmin
k

pmin, ..., zz1  se le
conoce como punto nadir.

Dado { }, ..., ki 1∈ , las dificultades con que nos podemos encontrar son
que pmin

i
emin
i zz >  o que pmin

i
emin
i zz < .

El caso pmin
i

emin
i zz >  se da, exclusivamente, cuando alguno de los

problemas Pi  ( { }, ..., ki 1∈ ) tiene óptimos alternativos, con lo que las filas de
la tabla de pago pueden corresponder a vectores dominados. Esto se puede
prevenir maximizando lexicográficamente cada una de las funciones objetivo
(ver sección 4.2.2), lo que haría que las filas de la tabla de pago sean no
dominadas. El otro caso, pmin

i
emin
i zz < , en general, no se puede evitar.

La experiencia computacional ([IsSt87], p. 93-95) muestra que tales
estimaciones suelen ser bastante pobres (incluso aunque se utilicen filas no
dominadas en la tabla de pagos), poniendo en entredicho la idoneidad de
esta estrategia3.

Proposición 3.5.23 PEx ∈∀  , ( )xz  puede tener, a lo sumo, 2−k

componentes por debajo del punto nadir.
Demostración. Sea PEx ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que

{ }∃ ∈ i , ..., k1  tal que { } {}i, ..., kj −∈∀ 1 , ( ) pmin
jj zxz <  ⇒  ( ) ( )xzxz i ≥ ⇒  #, pues

PEx ∈ .
�

Con lo visto hasta ahora sólo es posible abordar la resolución de
ciertos casos especiales del problema Q . En lo que resta de este apartado
nos centraremos en algunos métodos de resolución para el caso general.
Empezaremos analizando dos técnicas muy simples.

                                           
3 No obstante, algunos autores, como Reeves y Reid (ver [RvRd88]) piensan que en la mayoría de las
situaciones reales, tal técnica representa un buen compromiso entre el esfuerzo computacional requerido y
la bondad de las cotas obtenidas.
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3.5.3  Estrategias Básicas de Resolución
Se puede considerar que existen dos planteamientos rudimentarios y de
utilidad muy limitada para la resolución de Q . Ambos se distinguen por la
forma en que contemplan a la región eficiente: explícita o implícitamente.

Método Elemental ([IsSt87], p. 95)

Si se sabe que Q  es acotado y que el número de vértices eficientes no es
demasiado grande, una técnica viable consiste en utilizar un algoritmo
generador de vértices eficientes (ver sección 4.3) para calcularlos todos y
después evaluar sobre ellos xvt . Efectivamente, si suponemos que P

xpE  =

{ }lxx ,,1
�  y denotamos por jv  a jt xv , { }lj  ..., ,1 ∈∀  entonces, aplicando el

Corolario 3.5.2, el valor objetivo óptimo v  de Q  vendrá dado por
{ }{ }ljv j  ..., ,1/max ∈ .

Las principales dificultades que presenta este procedimiento son: (i)
hay que garantizar a priori la acotación de Q  (cosa que no es sencilla de
verificar) y (ii) el tiempo requerido para el cálculo de todos los vértices
eficientes puede ser prohibitivo.

Método No Lineal ([IsSt87], p. 96)

Desde un punto de vista estrictamente teórico el problema Q  se puede
formular como un problema de programación escalar no lineal.
Efectivamente:

{ }0   ,   0,   ,0 0,  ,/max ≥≥≥==++= sexxssAuCbAxxv ttttt λλ (3.36)

La justificación del método se basa en el Teorema 1.7.9, el cual
permite garantizar que:

PE  = { }0   ,   ,0 0,  ,/ ≥≥==++=∈ + sexssAuCbAxRx ttttn λλ

Las principales dificultades que se observan para resolver (3.36) son
las dimensiones del problema y la complejidad del mismo. Efectivamente,
hay un incremento de 1++ kn  restricciones y kmn ++  variables respecto al
problema original Q  y, por otro lado, el problema es altamente no lineal
debido a la restricción 0=xst . En el estado actual del arte de la
programación escalar no lineal, este planteamiento resulta poco práctico.

Debido a las limitaciones que presentan estas estrategias básicas de
resolución, en los últimos años hemos asistido a una verdadera proliferación
de algoritmos altamente complejos, en un intento de resolver el problema
general Q  (ver, por ejemplo, [Bn91b], [Bn92], [DrFs95], ...), así como
procedimientos específicos para situaciones particulares como: caso
bicriterio ([BnLee96]), dependencia lineal entre las filas de la matriz criterio
y la función objetivo de Q  ([Bn93]), ... etc.
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Bajo el siguiente epígrafe presentamos el primer procedimiento con
espíritu práctico, para resolver el problema Q , del que tenemos constancia.

3.5.4 Método de Planos de Corte
Este método fue propuesto inicialmente por Philip ([Ph72], Method iv.2, p.
225) y redescubierto independientemente por Isermann y Steuer ([IsSt87],
p. 96) como una especialización para el problema del cálculo de valores
objetivos mínimos sobre la región eficiente. Posteriormente, Ecker y Song
([EcSn94]) analizan y justifican ciertos detalles no del todo claros en el
esquema original. La importancia del procedimiento radica en que es un
procedimiento de tipo local (basado en vértices) geométricamente intuitivo y,
aparentemente, sencillo de utilizar.

El método se fundamenta en que cualquier par de vértices eficientes
está conectado a través de un camino de aristas eficientes (ver sección 1.7.4).
Así, cualquier hiperplano H  = { }β=∈ xvRx tn / , con [ ]maxmin vv ,∈β  (donde

maxv  = { }Pt Exxv ∈/max  y minv  = { }Pt Exxv ∈/min ) intersecta, al menos, a una
arista eficiente de X .

Algoritmo P

Paso 1. (Inicialización)
Si ∅=PE  ⇒  STOP, Q  es no factible.

En caso contrario, elegir P
xpEx ∈0 . Hacer 0=i .

Paso 2. (Exploración)
¿Existe una arista eficiente de P , incidente en ix , que mejore xvt , es decir, con un costo
relativo respecto a v  menor que 0?
Si la respuesta es si, ir al paso 3.
En caso contrario, tenemos un óptimo local. Ir al paso 4.

Paso 3. (Progresión local)
Si la arista es no acotada ⇒  STOP, Q  es no acotado.

En otro caso, pivotar a lo largo de la arista hasta 1+ix  (vértice adyacente). Hacer 1+= ii .
Volver al paso 2.

Paso 4. (Planos de corte)
Sea iH  el hiperplano { }ittn xvxvRx =∈ / .

¿Existe un vértice de iHX � , que intersecte una arista eficiente de P  y que mejore xvt ?
Si la respuesta es si, sea 1+ix  tal vértice. Hacer 1+= ii e ir al paso 3.
En caso contrario, tenemos un óptimo global. STOP. QSx ∈ .
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Obviamente, toda la dificultad del método se concentra en el paso 4,
ya que éste no es trivial a pesar de ser intuitivamente claro.

Supongamos, por simplificar, que X  es un polítopo y hagamos las
siguientes hipótesis:

Sean P
xpEx ∈  óptimo local y no global de Q , X ′  = { }xvxvXx tt ≥∈ /  y

P′ ≡  { }XxCx ′∈/max . Por ser P
xpEx ∈  óptimo local sabemos que no hay

aristas eficientes en P , incidentes en x , que incrementen el valor de xvt .
Sin embargo:

Teorema 3.5.24 ([EcSn94], Theorem 4.1) Existe una arista eficiente en P′ ,
incidente en x , sobre el hiperplano H  = { }xvxvRx ttn =∈ / .
Demostración. Sea XEx P ′∈ � . Por la Proposición 1.10.3 ⇒  PEx ′∈ .
Además, como QSx ∉  ⇒  P

xpEx ∈∃ ˆ , xvt ˆ  > xvt  ⇒  Xx ′∈ˆ . Nuevamente, por la

Proposición 1.10.3 ⇒  PEx ′∈ˆ . Como PE ′  es conexo (Teorema 1.7.40), debe
existir un camino de aristas eficientes en P′  entre x  y x̂  ⇒  Existe una
arista eficiente en P′ , incidente en x . Además tal arista está sobre el
hiperplano H  = { }xvxvRx ttn =∈ / , pues si alguna arista eficiente en P′ ,
incidente en x , incrementase el valor de xvt  ⇒  Tal arista es eficiente en P
⇒  #, pues x  es un óptimo local de Q .

�

Utilizando un razonamiento parecido al anterior es posible probar
que:
Teorema 3.5.25 P

xpEx ′∈∃ ˆ , sobre el hiperplano H  ( xvt ˆ  = xvt ) y existe una

arista eficiente en P′ , incidente en x̂ , que incrementa el valor de xvt .

Corolario 3.5.26 ([EcSn94], Corollary 4.1) Sean P
xpEx ∈  óptimo local de Q  y

G  = HX � . Si P
xpEGx ′∈∀ �ˆ  no existe una arista eficiente en P′  que mejore el

valor de xvt  entonces QSx ∈ .

Los resultados anteriores indican que nos movamos de x , utilizando
las aristas eficientes de P′ , hasta lograr incrementar la función objetivo v .
Queda esbozado así una rutina sistemática para calcular algún P

xpEx ∈  tal

que xvt  > xvt  o concluir que Q  es no acotado.

Sin embargo, para poder afirmar en una iteración arbitraria que x  es
un óptimo global de Q , necesitamos generar todo P

xpEG ′
�  y esto sigue siendo

una tarea computacionalmente costosa (aunque este conjunto, se debe
esperar que sea bastante más reducido que P

xpE ).
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3.5.5 Método de Maximización Facial Progresiva
A continuación vamos a desarrollar un algoritmo novedoso e implementable
para resolver el problema general de optimizar una función lineal sobre la
región eficiente de un LVP. El procedimiento se fundamenta en dos ideas
sencillas. En primer lugar, el conjunto de soluciones eficientes de un LVP se
puede ver como una unión finita de caras eficientes (Corolario 1.7.27). Por
otra parte, cada cara es un poliedro y podemos optimizar muy eficazmente
una función lineal xvt  sobre ella (por ejemplo, a través del método del
simplex o del método de Karmarkar). El método que proponemos, bautizado
como Maximización Facial Progresiva, o MFP para abreviar, pretende
generar una sucesión de caras eficientes estrictamente crecientes en el valor
de la función objetivo v . La gran dificultad que existe para explotar un
procedimiento con estas características reside en cómo seleccionar caras
eficientes apropiadas sobre las que efectuar la optimización lineal. Esta
cuestión intentará ser dilucidada a lo largo de este apartado.

Sea { }nJJ  ..., ,1=⊆′ . Empezaremos con una propiedad muy sencilla:

Proposición 3.5.27 El problema dual de ( ){ }JFxxvt ′∈/max  es
{ }t

JJ
JJtt vAubu ′−

′− ≥  /min .

Los siguientes dos resultados nos permitirán caracterizar la no
acotación de xvt  sobre una cara no vacía ( )JF ′  de X . Efectivamente:

Teorema 3.5.28 Supongamos que ( ) ∅≠′JF . Entonces, el problema
( ){ }JFxxvt ′∈/max  es no acotado si, y sólo si, t

JJ
JJt vAu ′−

′− ≥   no tiene solución.
Demostración. Por la teoría de la dualidad escalar.

�

Corolario 3.5.29 Supongamos que ( ) ∅≠′JF . Entonces, el problema
( ){ }JFxxvt ′∈/max  es no acotado si, y sólo si, el sistema 0=′− dA JJ , 1=′− dvt

JJ ,
0  ≥d , tiene solución.

Demostración. Utilizar el Teorema 3.5.28 y aplicar el teorema de la
alternativa de Gale ([Mn69], p. 33).

�

Vamos a caracterizar cuando, sobre una cara arbitraria ( )JF ′ , es
posible mejorar un nivel arbitrario R∈α  impuesto sobre una función
objetivo xvt .
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Teorema 3.5.30 El sistema:









≥=≥
≥−
=−

′ 1,0,0  

1

0

yxx

yxv

byAx

J

t α (3.37)

tiene solución si, y sólo si, ( )JFx ′∈∃ ˆ  tal que α>xvt ˆ .
Demostración.
“ ⇒ ”
Sea ( )yx,  solución del sistema (3.37). Consideremos yxx /ˆ =  ⇒  bxA =ˆ ,

0  ˆ ≥x , 0ˆ =′Jx  y αα >+≥ yxvt /1ˆ  ⇒  ( )JFx ′∈ˆ  y α>xvt ˆ .
“ ⇐ ”
Sea ( )JFx ′∈ˆ  tal que α>xvt ˆ  ⇒  bxA =ˆ , 0  ˆ ≥x , 0ˆ =′Jx  y α>xvt ˆ . Sea

( ]1,0∈δ  tal que αδ ≥−xvt ˆ . Tomando δ/x̂x = , 1/1 ≥= δy  es claro que
( )yx,  es solución del sistema (3.37).

�

Teorema 3.5.31 El sistema:
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δ

(3.38)

no tiene solución si, y sólo si, ( )JFx ′∈∃ ˆ  tal que α>xvt ˆ .
Demostración. Si ( )JFx ′∈∃ ˆ  tal que α>xvt ˆ  ⇔  el sistema (3.37) tiene
solución ⇔  el sistema:
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tiene solución. Aplicando el teorema de la alternativa de Gale ([Mn69], p.
35) ⇔  ( )bAAu JJJt −′−′ ,,  + ( )αδ ,, t

JJ
t
J vv ′−′ −−  + ( )0,0,Ist  +

( ) 0  1,0,0 ≥−w , 0>+ wδ , 0  ≥s , 0, ≥wδ , no tiene solución ⇔  el sistema
(3.38) no tiene solución.

�
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Consideremos ahora el problema:











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

≥≥≥
≥−
=−

=++

1,  ,0  ,

1

0

0

:s.a

min

yesx

yxv

byAx

sAuC

xs

t

tt

t

λ
α

λ
(3.39)

El problema (3.39) es un problema de programación bilineal,
genéricamente denotados como BLP (ver [HrTuy96], p. 20) y,
evidentemente, está acotado inferiormente por 0.

La importancia que presenta el problema (3.39) se debe al siguiente
resultado:

Teorema 3.5.32 El programa (3.39) es acotado con valor óptimo 0 , si, y sólo
si, P

fEF ∈∃  y Fx ∈∃ ˆ  tales que α>xvt ˆ .

Demostración.
“ ⇐ ”
Por hipótesis P

fEF ∈∃ . Sabemos que cualquier cara de un poliedro tiene

asociado un único descriptor maximal (Teorema 2.3.20). Luego
{ }nJJ  ..., ,1 =⊆′∃  descriptor maximal tal que ( )JFF ′= . Como ( ) P

fEJF ∈′ ,

aplicando el Corolario 2.9.11 ⇒  el sistema 0=++ sAuC ttλ , 0  ≥s , 0=′−JJs ,

e  ≥λ , tiene solución ( )su ,,λ . Por otra parte, ( )JFx ′∈ˆ  verifica que
α>xvt ˆ . Por el Teorema 3.5.30 ⇔  el sistema (3.37) tiene solución ( )yx, . Es

claro entonces que ( )yxsu ,,,,λ  es una solución factible de (3.39) tal
que xs t  = JJ

t
JJJ

t
J xsxs ′−′−′′ +  = 0. Como el problema (3.39) está acotado

inferiormente por 0 ⇒  el programa (3.39) es acotado, con valor óptimo 0.
“ ⇒ ”
Por hipótesis, el programa (3.39) es acotado con valor óptimo 0. Supongamos
que ( )yxsu ,,,,λ  es una solución óptima del mismo. Sea J ′  =
{ }0/ >∈ jsJj  y consideremos la cara ( )JF ′ . Por el Corolario 2.9.11 ⇒

( ) P
fEJF ∈′ . Además ( )yx,  es solución del sistema (3.37), luego por el

Teorema 3.5.30 ⇒  ( )JFx ′∈∃ ˆ  tal que α>xvt ˆ .
�

Nótese que la demostración anteriormente hecha no sólo justifica la
existencia de una cara eficiente con la propiedad deseada de incremento del
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valor objetivo, sino que también proporciona el mecanismo de construcción
de dicha cara. Este hecho será utilizado posteriormente por el algoritmo.

Teorema 3.5.33 Si el programa (3.39) es acotado con valor óptimo
estrictamente positivo entonces α≤xvt , PEx ∈∀ .
Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que PEx ∈∃  tal que

α>xvt  ⇒  P
fEF ∈∃  tal que Fx ∈ . Aplicando el Teorema 3.5.32 ⇔  el

programa (3.39) es acotado con valor óptimo 0 , lo cual es #.
�

Teorema 3.5.34 Supongamos ∅≠PE . Si el programa (3.39) es no factible
entonces Xx ∈∃/   tal que α>xvt .
Demostración. Como ∅≠PE , aplicando el Corolario 1.7.43 ⇔  el sistema

0=++ sAuC ttλ , 0  ≥s , e  ≥λ , tiene solución. Dado que por hipótesis el
programa bilineal (3.39) es no factible ⇒  el sistema 0=− byAx , 1≥− yxvt α ,

0  ≥x , 1≥y , no tiene solución. Ahora, por el Teorema 3.5.30 ⇒  Xx ∈∃/   tal
que α>xvt .

�

Ahora estamos en disposición de esquematizar un algoritmo para
resolver el problema Q  basado en la generación de una sucesión de caras
eficientes estrictamente crecientes en el valor objetivo de v .

Algoritmo MFP

Paso 0. (Inicialización)
Hacer 0=i  y M−=0α , siendo M  una constante positiva arbitrariamente grande.

Paso 1. (Exploración)
Resolver el siguiente problema de programación bilineal iT :
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tt

t

λ
α

λ
(3.40)

Paso 2. (Regla de parada)
Si el programa iT  es no factible o acotado con valor objetivo óptimo estrictamente positivo,

STOP. El valor objetivo óptimo de Q  es iα .
En otro caso (el programa (3.40) es acotado, con valor objetivo óptimo 0 ), continuar.
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Paso 3. (Avance)
Sea ( )iiiii yxsu ,,,,λ  una solución óptima de iT . Hacer iJ  = { }0/ >∈ i

jsJj .

Resolver el problema iQ  ≡  ( ){ }it JFxxv ∈/max .

Si iQ  es no acotado, STOP. El problema Q  es no acotado.

En otro caso, sea 1ˆ +ix  una solución extrema óptima de iQ . Hacer 1+iα  = 1ˆ +it xv ,
1+= ii  e ir al paso 1.

Los siguientes resultados mostrarán que los puntos extremos ix̂
generados por el algoritmo MFP tienen valores objetivos estrictamente
crecientes. Además veremos que el algoritmo sólo necesita un número finito
de iteraciones para encontrar una solución óptima global del problema Q  o
concluir que éste es no acotado o no factible.

Primero debemos resaltar los siguientes hechos:

(a) Si 0T  es no factible podemos concluir que Q  es no factible (Teorema
3.5.34).

(b) Si iQ  es no acotado en alguna iteración i  entonces Q  es también no
acotado (inmediato).

Una de las características más importantes del algoritmo propuesto
es que es monótono creciente. Efectivamente:

Proposición 3.5.35 En cada iteración del algoritmo MFP se mejora
estrictamente el valor la función objetivo.
Demostración. Sea iα  el nivel impuesto a la función objetivo xvt  en la
iteración i  del algoritmo MFP. Por el Teorema 3.5.32, si el programa iT  es

acotado con valor óptimo 0 ⇒  ( ) P
f

i EJF ∈  y ( )iJFx ∈∃ ˆ  tal que α>xvt ˆ . Como

en el paso 3 calculamos 1+iα  como el valor objetivo óptimo del problema iQ  ≡
( ){ }it JFxxv ∈/max  ⇒  ii αα >+1 .

�

El algoritmo MFP sólo considera, por cada cara encontrada, un único
descriptor (no necesariamente maximal) y descarta de posteriores
consideraciones todos aquellos descriptores correspondientes a caras
contenidas en alguna de las ya obtenidas. Antes de probar esta afirmación
necesitamos un resultado preliminar:
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Proposición 3.5.36 Sean JJJ ⊆′′′,  tales que ( ) ( )JFJF ′⊆′′  y supongamos
que ( ){ }JFxxvt ′∈/max  es acotado, con valor objetivo óptimo α . Sea αβ ≥
una constante arbitraria. Entonces el sistema:





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′′ 1,0,0  

1
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yxx

yxv

byAx

J

t β (3.40)

no tiene solución.
Demostración. Por hipótesis, ( ) ( )JFJF ′⊆′′ . Supongamos por reducción al
absurdo que el sistema (3.40) es factible. Por el Teorema 3.5.30 ⇒

( ) ( )JFJFx ′⊆′′∈∃ ˆ  tal que αβ ≥>xvt ˆ  ⇒  #.
�

Ahora podemos probar el resultado deseado:

Teorema 3.5.37 Si iJ  es el descriptor obtenido en la iteración i  del
algoritmo MFP, entonces ningún otro descriptor JJ ⊆′  tal que ( ) ( )JFJF i ′⊇
será usado en una iteración posterior.
Demostración. Sea JJ ⊆′  tal que ( ) ( )JFJF i ′⊇ . Sea iα  el nivel utilizado
por el programa iT  del algoritmo MFP en la iteración i . Aplicando la

Proposición 3.5.36 ⇒  iαβ ≥∀ , el sistema:
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no tiene solución. Como este sistema es una especialización de parte de las
restricciones del programa iT , la Proposición 3.5.35 y el Teorema 3.5.30
aseguran que J ′  no puede ser generado en una iteración posterior j  del
algoritmo.

�

Como consecuencia directa, combinando que P  tiene un número finito
de caras eficientes con el Teorema 3.5.37, es directo probar la convergencia
del algoritmo propuesto.

Corolario 3.5.38 El algoritmo MFP realiza un número finito de iteraciones.

Nótese que, en el caso peor, el número de iteraciones realizadas por el
algoritmo MFP es: P

xpE +1. Para que se diese este caso tienen que concurrir

las siguientes hipótesis: (i) xvt  ha de ser estrictamente creciente en cada
vértice eficiente, (ii) todas las caras generadas por el algoritmo han de ser
vértices o aristas acotadas y estar ordenadas en valor creciente de xvt  y (iii)
el primer vértice generado ha de ser el de menor valor objetivo.
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Finalmente, teniendo en cuenta las propiedades anteriores podemos
probar que el algoritmo es válido. Efectivamente:

Corolario 3.5.39 Si ∅≠PE , el algoritmo MFP encuentra una solución
óptima global exacta para el problema Q  o concluye que éste es no acotado.
Demostración. No tiene dificultad dado que P  tiene un número finito de
caras eficientes y que, por construcción, el algoritmo o bien encuentra una
cara eficiente que mejora estrictamente el valor de la función objetivo para
el problema o bien determina que no existe ninguna con la propiedad
requerida (Teorema 3.5.32)

�

A continuación haremos unos breves comentarios sobre los detalles de
codificación del algoritmo MFP.

Resulta claro que, excluyendo el paso 1, todos los demás pasos del
algoritmo son fácilmente implementables. En particular, el paso 3 se puede
llevar a cabo aplicando técnicas tradicionales de la programación lineal
escalar como el método del simplex (ver, por ejemplo, [Mr83]).

El paso 1 es el encargado de la obtención de una cara eficiente, no
necesariamente adyacente a la obtenida en la iteración anterior, en la que se
mejore estrictamente el valor de la función objetivo. Esta tarea es, sin lugar
a dudas, la más cara en demanda computacional del algoritmo MFP,
requiriendo el cálculo de un óptimo global de un programa BLP. Este tipo de
problemas ha sido estudiado extensivamente dentro del campo de la
optimización global durante más de 30 años, existiendo en la actualidad
diferentes técnicas bien establecidas, basadas casi todas ellas en la
propiedad de que un BLP es posible reformularlo como un problema de
minimización cóncava sobre un poliedro. Entre los procedimientos
disponibles podemos destacar: los métodos de planos de corte como el
propuesto por Konno (ver [HrTuy96], Algorithm IX.1, p. 453), los métodos de
aproximación poliédrica interior como el sugerido por Vaish y Shetty (ver
[HrTuy96], Algorithm IX.2, p. 457), los métodos cónicos que combinan
planos de corte y aproximación interna como el de Gallo y Ülkücü (ver
[HrTuy96], Algorithm IX.3, p. 460) o los métodos basados en aproximación
exterior como el de Thieu (ver [HrTuy96], Algorithm IX.4, p. 465). De todas
éstas, sólo el algoritmo de Thieu tiene garantizada su convergencia en un
número finito de iteraciones a un óptimo global bajo cualquier tipo de
circunstancias (acotación o no de la región factible). Recientemente, Audet et
al. ([AHJS99]) han presentado un procedimiento para resolver de forma
exacta el BLP en el caso general. Se trata de un algoritmo basado en
ramificación y acotación, que utiliza las condiciones de monotonía y holguras
complementarias de reformulaciones equivalentes del problema en
programas lineales maxmin simétricos. Según los autores, el algoritmo
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AHJS se ha usado con éxito para resolver problemas de hasta 200 variables
y 200 restricciones ([AHJS99], p. 591).

Ejemplo 3.5.40 Consideremos el problema:
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Nos proponemos calcular el valor mínimo del primer objetivo sobre la región
eficiente utilizando el algoritmo MFP. El problema Q  a resolver se formula

como: ( ){ }Pt Exx ∈− /0,0,1max . Con el fin de no perder la intuición
geométrica hemos representado gráficamente la región factible de P  (ver
Figura 3.8).

3

3

2x
2x

3x

1x

3x

1x

4x

5x

6x7x

8x

1 9x

Figura 3.8

Es claro que: E P  = { }( )32 , xxCVH , P
xpE  = { }32 , xx  y que la solución óptima

de Q  se alcanza en 3x  = ( )t1,3,2  siendo, el valor objetivo óptimo 2−  ( 2

para el problema original de minimización). Para poder usar el algoritmo
MFP necesitamos una descripción lineal de la región factible en forma
estándar. Ella se obtiene tomando:
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A  = 
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Paso 0.
0=i  y M−=0α , ( M  una constante positiva arbitrariamente grande).

Iteración 0.
Paso 1.
Resolver el BLP:
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Se comprueba que este problema es acotado, con valor óptimo 0, siendo una
de sus soluciones óptimas la dada por ( )00000 ,,,, yxsuλ , donde:

0λ  = ( )t1,1,1 , 0u  = ( )t1,0,0,1 −− , 0s  = ( )t1,0,0,1,0,0,0 , 0x  =

( )t0,1,0,0,1,2,3  e 0y  = 1.

Paso 3.
0J  = { }7,4 .

Tenemos que resolver el problema 0Q  ≡  ( ){ }0/max JFxxvt ∈ .

Se comprueba que una solución óptima de 0Q  es 3x  = ( )t1,3,2 , siendo el
valor objetivo óptimo 1α  = 2− . Hagamos 1=i .

Iteración 1.
Paso 1.
Tenemos que resolver el problema:
















≥≥≥
≥−

=−
=++

1,  ,0  ,

1

0

0

:s.a

min

1

yesx

yxv

byAx

sAuC

xs

t

tt

t

λ
α

λ



3.5.  OPTIMIZACIÓN LINEAL SOBRE LA REGIÓN EFICIENTE 203

Este problema se comprueba que es acotado con valor óptimo global
estrictamente positivo e igual a 1, siendo una de sus soluciones óptimas la
dada por ( )11111 ,,,, yxsuλ , donde:

1λ  = ( )t1,1,1 , 1u  = ( )t1,0,0,1 −− , 1s  = ( )t1,0,0,1,0,0,0 , 1x  =

( )t0,0,2,1,1,3,1  e 1y  = 1.

Paso 2.
Stop, el valor objetivo óptimo de Q  es 1α  = 2− , alcanzándose este óptimo en

el punto 3x  = ( )t1,3,2 .
�
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Capítulo 4

Métodos Generadores de
Soluciones Eficientes

4.1 Introducción
Aunque el problema de identificar la región eficiente asociada a un LVP ha
sido estudiado extensivamente en la literatura, la gran mayoría de los
algoritmos publicados no son suficientemente claros en los detalles (que con
frecuencia se omiten), presentan numerosos cuellos de botella y suelen
suponer la no degeneración y/o acotación de la región factible. Complicando
aún más las cosas, debido a la propia estructura del problema, tales
procedimientos suelen ser grandes consumidores de recursos
computacionales. Todo ello ha ocasionado que, en la actualidad, siga
existiendo un considerable interés matemático en el desarrollo de nuevos y
más eficaces algoritmos generadores de soluciones eficientes ([StPr98]). Este
capítulo aglutina nuestro esfuerzo en este sentido. Así, después de analizar
cuidadosamente las cuestiones más tradicionales (como el cálculo de un
vértice eficiente inicial y la generación del conjunto de vértices y/o aristas
eficientes), presentamos una clasificación exhaustiva de los algoritmos de
resolución para el LVP, incluyendo nuevos procedimientos para cada una de
las clases consideradas.

Una de las primeras acciones a realizar por la mayoría de los métodos
generadores de soluciones eficientes consiste en calcular un vértice eficiente
inicial. En la sección 4.2 analizamos y relacionamos entre sí las técnicas más
conocidas. Entre otros detalles de interés mostraremos: i) que el método de
maximización lexicográfica ([EvSt73]) sólo es válido cuando en cualquiera de
sus iteraciones es posible encontrar una función objetivo acotada, ii) que el
método de Isermann ([Is77a]) puede fallar sobre aquellos problemas que
verifican que la intersección entre su conjunto criterio y el ortante no
negativo es vacío, iii) que el método de Benson ([Bn81]) puede ser visto como
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una extensión del método de Isermann, basada en una formulación dual del
subproblema empleado por Ecker y Kouada, y iv) que el método de Hartley
([Hr83], [Hr85]) es el procedimiento válido más sencillo de entre todos los
considerados.

Históricamente, los primeros algoritmos generadores de soluciones
eficientes sólo calculaban vértices. La principal razón era su mayor
sencillez, tanto teórica como práctica. Dado que los vértices eficientes
constituyen una primera aproximación de la región eficiente, la idoneidad de
este tipo de herramientas nunca ha sido puesta en duda, existiendo en la
actualidad diversos métodos bien consolidados. En la sección 4.3
presentamos un algoritmo genérico para el cálculo del conjunto de vértices
eficientes de un LVP y analizamos con detenimiento las cuestiones más
importantes relacionadas con su implementación.

Los métodos generadores de vértices eficientes son susceptibles de ser
extendidos, sin apenas cambios, para que calculen también el conjunto
aristas eficientes. La información proporcionada de esta manera es
sustancialmente más completa e interesante debido a su fuerte carácter
geométrico. A pesar de ello, por sí sola, no es suficiente para determinar la
estructura facial de la región eficiente. Desafortunadamente, la posibilidad
de que existan direcciones extremas eficientes, confiere a la identificación de
todas las aristas eficientes una mayor complejidad teórica que la que supone
el cálculo exclusivo de los vértices eficientes (Proposición 4.4.3). Todos estos
hechos se analizan en la sección 4.4.

En la sección 4.5 estudiamos los métodos generadores de todo el
conjunto de soluciones eficientes. Atendiendo exclusivamente a su diseño,
tales procedimientos pueden ser agrupados en diversas categorías. Nosotros
proponemos una nueva clasificación que resulta de combinar dos más
generales sugeridas por Sayin ([Sy96]) y Armand ([Ar93b]),
respectivamente. Obtenemos así cuatro clases perfectamente definidas y
mutuamente excluyentes: Ascendentes Globales (GBU), Ascendentes Locales
(LBU), Descendentes Globales (GTD) y Descendentes Locales (LTD). Después
de revisar exhaustivamente la literatura, parece ser que el diseño LTD es
inédito y representa, por tanto, un enfoque algorítmico no explotado
previamente.

Para cada una de las clases anteriores hemos hecho un estudio
similar, consistente en proporcionar un esquema genérico de organización
de tareas, una especificación precisa de un nuevo algoritmo basada en el
esquema previamente reseñado, un análisis de propiedades y la resolución
detallada de, al menos, un LVP con el procedimiento propuesto.

La sección 4.5.1 trata el intuitivo y legendario diseño GBU.
Basándonos en los resultados enunciados en el Teorema 4.5.4 para
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envolventes convexas eficientes, proponemos el procedimiento GBU-
COMBINATION para la etapa combinatoria de esta clase de esquemas.

En la sección 4.5.2 analizamos el diseño LBU, el cual se ha revelado
como el más ampliamente utilizado por la comunidad científica. Atendiendo
a la descripción LBU hemos formulado el algoritmo LBU-FACES.
Básicamente, LBU-FACES constituye una extensión del algoritmo
VERTICES dado en la sección 4.3, en la cual se ha introducido, para el
cálculo de las caras eficientes maximales incidentes en un vértice, una
nueva rutina ascendente (a la que hemos denominado BU-IFACES)
orientada al tratamiento de caras a través de sus descriptores y que puede
emplear como test de eficiencia cualesquiera de los propuestos en la sección
2.8.

La sección 4.5.3 estudia el diseño GTD. Este diseño es también de los
más antiguos, habiendo sido utilizado por Yu y Zeleny en 1975 ([YuZl75]). El
algoritmo planteado, al que hemos llamado GTD-COMBINATION, se basa
en otro más general, TD-IFACES que permite calcular de manera
descendente las caras eficientes maximales incidentes en una cara
arbitraria especificada a través de un descriptor. Con esta implementación,
es posible reutilizar la rutina en la sección 4.5.4. Los test de eficiencia
empleados en TD-IFACES son los dados en la sección 2.9.

Por último, en la sección 4.5.4 abordamos el diseño LTD mediante el
desarrollo de un algoritmo denominado LTD-FACES. En esencia hemos
combinado una versión extendida del algoritmo VERTICES (ver sección 4.3)
con el procedimiento TD-IFACES presentado en el apartado anterior, pero
especializado adecuadamente con los tests de eficiencia de la sección 2.8.

4.2 Cálculo de un Vértice Eficiente Inicial
Encontrar un punto extremo eficiente inicial suele ser la primera tarea a
realizar por la mayor parte de los algoritmos que intentan determinar el
conjunto de soluciones eficientes de un LVP. A pesar de que este problema
está bien resuelto (ver [Hr83] o [Hr85]) y su complejidad computacional es
claramente polinomial, se han publicado, de manera sorprendente, una gran
cantidad de artículos sobre el mismo. En esta sección haremos una breve
revisión de las ideas más importantes que se han ido sugiriendo a lo largo
del tiempo.

Sea P  un LVP dado de forma genérica como:
( ){ }Xxxz ∈ / max (4.1)

donde ( ) Cxxz =  y la región factible X  es un poliedro descrito a través de:
{ }0   ,/ ≥=∈ xbAxRx n (4.2)
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4.2.1 Método Paramétrico
El método paramétrico o ponderado quizás sea el procedimiento más sencillo
y conocido, aunque por desgracia no siempre válido, para encontrar un
vértice eficiente inicial en un LVP. Una de las primeras referencias en que
se comenta este procedimiento es en [Ph72] (Method II.1, p.218).

El método paramétrico se basa en que cualquier solución óptima del
problema ponderado ( Pλ ) con pesos estrictamente positivos es eficiente
(Teorema 1.4.2). Así, cualquier vértice óptimo de Pλ  es un punto extremo
eficiente de P . Nótese que el Teorema 1.4.2 no precisa la linealidad del
problema P , con lo cual este procedimiento puede ser utilizado para
encontrar soluciones eficientes arbitrarias de problemas no lineales.

Para la implementación del algoritmo se selecciona un kR ++∈λ
arbitrario (por ejemplo, e=λ ) y se resuelve el problema Pλ . Claramente, el
número de programas escalares lineales resueltos es 1 y su complejidad es
polinomial. Nótese que si X  es acotado siempre se verifica que ∅≠

λPS  y,

por tanto, el algoritmo es válido. Sin embargo, si X  es no acotado, puede
ocurrir que ∅=

λPS  y, en consecuencia, el algoritmo puede fallar. Encontrar

un λ  adecuado que haga que Pλ  sea acotado sobre regiones factibles no
acotadas puede no ser una tarea sencilla, especialmente cuando el
parámetro λ  se selecciona al azar. Por suerte, para la gran mayoría de
LVP’s inspirados en el mundo real, sucede que tienen regiones factibles
acotadas y, por tanto, el método funciona correctamente.

En el curso de la resolución de Pλ  podemos pasar, de forma
inadvertida, durante las pivotaciones intermedias, por puntos extremos que
son eficientes para P  (aunque no óptimos para Pλ ). Para evitar este hecho,
podemos considerar un refinamiento del método, en el que se utilice de
forma sistemática (después de cada pivotación o un cierto número de ellas)
algún test adecuado de eficiencia para vértices (ver sección 2.6).

Las ventajas del método mejorado con respecto al original son: (i) un
presumible ahorro de tiempo y, (ii) una disminución de la probabilidad de
fracaso del método cuando X  es no acotado ([St86], p.227). Hay que notar,
sin embargo, que los tests de eficiencia son consumidores de recursos
computacionales y, por tanto, el ahorro de tiempo depende en gran medida
de la implementación precisa que se haga, pues en ella se establece cuándo
deben comenzar las comprobaciones y con qué frecuencia. En [EvSt73], p.
68-70, hay unas interesantes tablas de resultados experimentales en las
que, entre otras cosas, se comparan entre sí el método ponderado original y
el mejorado con comprobación de eficiencia en cada pivotación (denotadas en
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el artículo como option1 y option 2, respectivamente), en las que el primero
domina claramente al segundo.

4.2.2 Método de Maximización Lexicográfica
El método de maximización lexicográfica o secuencial fue desarrollado
originalmente por Evans y Steuer (ver [EvSt73] p. 63-66). El procedimiento
consiste en ir optimizando, secuencialmente, cada una de las funciones
objetivo sobre el conjunto de soluciones óptimas del problema anteriormente
considerado. Es bien sabido el hecho de que aunque todas las funciones
objetivo sean no acotadas puede ocurrir que ∅≠PE  y, en consecuencia,

∅≠P
xpE  (ver Ejemplo 4.2.1). Steuer afirma erróneamente que, obviando esta

circunstancia, el método es válido, es decir, proporciona un vértice eficiente
([St86], p. 231). Nosotros probaremos que para que el algoritmo sea válido se
necesita como hipótesis que en cada iteración alguna de las funciones
objetivo sea acotada sobre la región factible considerada. Si se relaja este
requerimiento (exceptuando el caso especial enunciado en la Proposición
4.2.8), el método de maximización lexicográfica puede fallar.

Ejemplo 4.2.1 Consideremos el problema lineal biobjetivo representado en la
Figura 4.1. Evidentemente, tanto 1c  como 2c  son no acotadas sobre X  = 2

+R

(ortante no negativo) y, sin embargo, PE  = { } { }0/0/ 2
2

1
2 =∈=∈ ++ xRxxRx �

(frontera del ortante no negativo).

�

1x

2x

X

1c

2c

Figura 4.1

De manera pormenorizada, el algoritmo construye una sucesión de k
regiones factibles monótonamente encajadas, definidas de forma recursiva
de la siguiente forma:

Inicialmente, XX =0 .
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Para construir 1X  se debe determinar { }kj ..., ,11 ∈ , tal que ( )xz j1
 sea

acotado sobre 0X . Entonces 1X  se define como
( ) ( ){ }{ }00 /max/

11
XxxzxzXx jj ∈=∈ .

Para calcular 2X  se determina { } { }12 \..., ,1 jkj ∈  tal que ( )xz j2
 sea

acotado sobre 1X . Entonces 2X  = ( ) ( ){ }{ }11 /max/
22

XxxzxzXx jj ∈=∈ .

En general, para { }kl ..., ,1∈ , lX  = ( ) ( ){ }{ }11 /max/ −− ∈=∈ l
jj

l XxxzxzXx
ll

donde { } { }11 ,,\..., ,1 −∈ ll jjkj �  y tal que ( )xz
lj

 sea acotado sobre 1−lX .

Si en alguna iteración { }1..., ,1 −∈ kl , ∅≠lX , pero todas las funciones
objetivo no utilizadas todavía en las definiciones de los iX  anteriores,

{ }li ..., ,1∈ , son no acotadas sobre lX , se hace 1+lX  = ... = ∅=kX .

El método de maximización lexicográfica se fundamenta en los
siguientes resultados:

Proposición 4.2.2 ([EvSt73], Lemma 4.4) Supongamos que E P ≠ ∅ . Si
{ }kl ..., ,1 ∈∃ , ∅≠lX  entonces ∅≠Pl EX � .

Demostración. Sea lXx ∈ . Si PEx ∉  por el Corolario 1.10.10 tenemos que
∃ ∈ �x E P  tal que )()ˆ( xzxz ≥ . Luego Pl EXx �∈ˆ .

�

Proposición 4.2.3 ([EvSt73], Lemma 4.7) Si ∅≠kX  entonces Pk EX ⊆ .
Demostración. Sea kXx ∈  y supongamos por reducción al absurdo que

PEx ∉  ⇒  Xx ∈∃ ˆ , )()ˆ( xzxz ≥  ⇒  # por la construcción de kX .
�

Proposición 4.2.4 ([St86], Theorem 9.33) { }kl ..., ,1 ∈∀  se verifica xp
l
xp XX ⊆ .

Demostración. Es evidente, pues por la teoría de la programación lineal
escalar ([Mr83]), 1−⊆ l

xp
l
xp XX , { }kl ..., ,1 ∈∀ .

�

Combinando las dos proposiciones anteriores tenemos que:

Corolario 4.2.5 P
xp

k
xp EX ⊆ .

Nótese que, en general, si ∅=lX  con { }kl ..., ,1∈  no podemos concluir
nada sobre PE . Efectivamente,
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Ejemplo 4.2.6 (Región eficiente no vacía)
Consideremos el LVP dado por ( )xz1  = 12x− , ( )xz2  = 322 xx +− , ( )xz3  =

321 2xxx −+  y X  = 3
+R . Es claro que ( ) P

xpE∈0,0,0  (basta utilizar el método

ponderado con e=λ ) y, sin embargo, 1X  = { }0/ 1
3 =∈ + xRx  y 2X = ∅=3X .

�

Ejemplo 4.2.7 (Región eficiente vacía)
Consideremos el LVP dado por ( )xz1  = 1x , ( )xz2  = 2x , ( )xz3  = 3x  y X  =

{ }1/ 1
3 ≤∈ + xRx . Es claro que ∅=PE  y, sin embargo, 1X  = { }1/ 1

3 =∈ + xRx  y 2X

= ∅=3X .
�

Hay un caso especial que merece interés:

Proposición 4.2.8 Si ∅≠−1kX  y ∅=kX  entonces ∅=PE .
Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que E P ≠ ∅ . Por la
Proposición 4.2.2 se tiene ∅≠− Pk EX �

1 . Sea Pk EXx �
1−∈ . Como ∅=kX  ⇒

1ˆ −∈∃ kXx  tal que )()ˆ( xzxz ii =  { }1..., ,1 −∈∀ ki  y )()ˆ( xzxz kk >  ⇒  )()ˆ( xzxz ≥  ⇒
#, pues PEx ∈ .

�

En función de los resultados anteriores, el método de maximización
lexicográfica se concreta en el siguiente algoritmo:

Algoritmo ML

Paso 1
Calcular la secuencia { }iX , con { }ki ..., ,1∈ , de acuerdo al procedimiento descrito con
anterioridad.

Paso 2
Si ∅≠kX  entonces Pk EX ⊆ . En particular, cualquier punto extremo de kX  es un punto
extremo eficiente de P .
En otro caso ( ∅=kX ), no podemos concluir que ∅=PE , salvo si ∅≠−1kX .

Nótese que construir la sucesión de los iX , { }ki ..., ,1∈  no es tan
sencillo como parece y, aunque se pueda hacer, quizás se necesiten más de k
optimizaciones escalares, en el supuesto de que algunas de las funciones
objetivo sean no acotadas.

Evidentemente, el número de programas lineales escalares que se
tienen que resolver, para el caso peor, al ejecutar el algoritmo es ( ) 2/1+kk

y, por tanto, la complejidad del procedimiento es polinomial.
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Para reducir la posibilidad de fallo del método cuando algunas de las
funciones objetivo son no acotadas, se puede recurrir nuevamente a la
utilización de test de eficiencia para vértices como los dados en la sección
2.6. Existen entonces varias implementaciones posibles: i) Testear el punto
extremo eficiente inicial y cada uno de los puntos extremos óptimos
encontrados al resolver los problemas de optimización escalar. ii) Testear de
forma sistemática (después de cada pivotación o un cierto número de ellas).

En las tablas de resultados computacionales que aparecen en
[EvSt73] (p. 68-70) se tienen datos referidos a las implementaciones del
método de maximización lexicográfica y a las dos versiones mejoradas
anteriores i) y ii) (referidas como option 3, option 4 y option 51,
respectivamente, en el artículo [EvST73]). De esos experimentos se
desprende que el refinamiento descrito en i) mejora claramente a las otras
dos posibilidades.

4.2.3 Método de Ecker y Kouada
El método de Ecker y Kouada ([EcKd75]) constituyó, históricamente, el
primer método válido para encontrar una solución eficiente inicial (no
necesariamente un vértice) para el LVP o concluir que no había ninguna.
Además su complejidad resultó claramente polinomial al precisar sólo la
resolución de un programa escalar lineal. Posteriormente, Ecker y Hegner
([EcHg78]) refinaron el método original con un nuevo paso, encaminado a
encontrar un punto extremo eficiente a partir de la solución eficiente
generada con el método inicial. Dado que esta nueva operación, basada en
pivotaciones, también era polinomial, la complejidad teórica del
procedimiento no se vería afectada aunque, sin embargo, si se resintió la
implementabilidad del mismo.

A continuación analizaremos el método primario de Ecker y Kouada y
veremos cómo se puede complementar, a través de un procedimiento
fácilmente codificable, para generar un vértice eficiente.

El procedimiento de Ecker y Kouada se basa en el principio general
enunciado en el Corolario 1.4.36, a saber: Dado Xx ∈  y ( ) kRxzz ∈= . Si
( ) ( )zP

tt Ssx ∈ˆ ,ˆ  entonces PEx ∈ˆ , siendo ( )zP  el siguiente problema:

{ }00 , ,/max  , s  x xCCx = Is + Ax = bset ≥≥ (4.3)

Además, la validez del método queda garantizada por el siguiente
resultado:

                                           
1 Con comprobación de eficiencia después de cada pivotación.



4.2.  CÁLCULO DE UN VÉRTICE EFICIENTE INICIAL 213

Teorema 4.2.9 ([EcKd75], Theorem 2) Supongamos ∅≠X . Entonces ( )zP

es no acotado si, y sólo si, E P = ∅ .
Demostración. Por hipótesis, ( )zP  es no acotado. Como ∅≠X , por

dualidad escalar ⇔  el problema ( ) ( )




≥





−

+
tttt

tt

e
IC

A
u

xCbu

,0   
0

, :s.a

min 

λ

λ
 es no

factible ⇔  { }eCAuxCbu ttttt    ,0  /min ≥≥−− λλλ  es no factible ⇔  El sistema
ttt  C Au 0≥− λ , 0>λ  no tiene solución. Por el Corolario 1.7.46, ⇔  ∅=PE .

�

En función de lo visto, el algoritmo de Ecker y Kouada se formula
como:

Algoritmo EK

Paso 1.
Si ∅=X  entonces E P = ∅ . Stop.
En otro caso, sean Xx ∈  y ( )xzz = .

Paso 2.
Resolver ( )zP .

Si ( )zP  es no acotado entonces E P = ∅ .

En otro caso, ( ) ( )zP
tt Ssx ∈∀ ˆ ,ˆ  se tiene PEx ∈ˆ .

Como hemos mencionado anteriormente la solución generada por el
algoritmo no necesariamente ha de ser un vértice. Seguidamente vamos a
dar un elegante y práctico resultado propuesto por Benson en un contexto no
relacionado con el tema que nos ocupa que, sin embargo, proporcionará una
forma de obtener un punto extremo eficiente a partir de una solución óptima
de ( )zP .

Sean kR ++∈λ  arbitrario, PEx ∈ , xCz =  y consideremos los siguientes
problemas:

z
P

,λ  ≡  { }0   ,   ,/max ≥≥= xzCxbAxCxtλ

z
D

,λ  ≡ ( ) ( )








≤≥











0   ,  ,/,min vC

C

A
vu

z

b
vu ttttt λ

Nótese que 
z

D
,λ  es el problema dual de 

z
P

,λ .

Teorema 4.2.10 ([Bn92], Lemma 2.1, [BnSy93], Theorem 4) Sea
( )

z
D

tt Svu
,

,
λ

∈ , donde v  representa las variables duales asociadas a las

restricciones zCx   ≥  de 
z

P
,λ . Entonces, 

λ̂PSx ∈ , con v−= λλ̂ .
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Demostración. Como PEx ∈ , por el Teorema 1.4.44 se tiene que 
zPSx

,λ
∈ .

Aplicando dualidad escalar, dado ( )
z

D
tt Svu

,
,

λ
∈  ⇒  xCtλ  = xCvbu tt +  ⇒

xCtλ̂  = ( ) xCv tt −λ  = bu t , donde v−= λλ̂ . Evidentemente kR ++∈λ̂ . Como el

problema λ̂D  viene dado por ( ){ }mttttt RuCvCAubu ∈−=≥  ,ˆ  /min λλ  y

( )
z

D
tt Svu

,
,

λ
∈  ⇒  λ̂DXu ∈ . Ahora bien, como Xx ∈  y xCtλ̂  = bu t  ⇒  

λ̂PSx ∈ .

�

En función del resultado anterior es posible formular un
procedimiento para obtener un vértice eficiente a partir de un punto de

( )zPS .

Algoritmo EV-CATCHER

Paso 1.
Sea ( ) ( )zP

tt Ssx ∈ˆ ,ˆ .

Si xpXx ∉ˆ  entonces resolver 
z

D ˆ,λ , con kR ++∈λ  arbitrario y ( )xzz ˆˆ = .

Sea ( )
zD

tt Svu
ˆ,

,
λ

∈ . (Nótese que 
z

D ˆ,λ  siempre es acotado por serlo 
z

P ˆ,λ ).

Paso 2.
Hacer v−= λλ̂  y resolver λ̂P .

Cualquier vértice óptimo de λ̂P  es un vértice eficiente de P .

4.2.4 Método de Isermann
En el año 1977 Isermann propuso un nuevo procedimiento para encontrar
un punto extremo eficiente inicial de un LVP ([Is77a], p. 714). La propuesta
de Isermann era atractiva por los siguientes motivos: i) Era fácilmente
implementable (sólo precisaba la resolución de dos programas lineales
escalares). ii) Proporcionaba un vértice eficiente. iii) Fue proclamado como
válido bajo cualquier tipo de circunstancias.

Precisamente, la ventaja iii) del método estaba fundamentada en el
siguiente resultado:

Sea *D  el problema dado por: { }eCAubu tttt    ,0  /min ≥≥− λλ .

Teorema 4.2.11 (Ver [Is76], Theorem 5, [Is77a], Theorem 3) ∅≠PE  si, y
sólo si, *D  es acotado.

Nótese que, en el teorema anterior, la implicación hacia la izquierda
es clara. Efectivamente, si *D  es acotado, dado ( ) *,

D

tt Su ∈λ  entonces λD  es
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acotado, siendo kR ++∈λ . Por tanto, λP  es acotado y, en consecuencia,

∅≠PE .

En función del razonamiento anterior, es posible formular un
algoritmo de 2 etapas:

Algoritmo I

Paso 1.
Resolver *D . Si el problema es no factible o no acotado ⇒  E P = ∅ . Stop.
En otro caso, sea ( ) *,

D

tt Su ∈λ .

Paso 2.
Resolver λP . ( )P

P ES ⊆≠∅
λ

.

Lamentablemente, el Teorema 4.2.11 no es cierto en general, como
pusieron de manifiesto Ecker y Hegner ([EcHg78]), mediante un
contraejemplo en el que se daba un problema P  acotado, para el que *D  era
factible y no acotado. De esta forma, el método de Isermann perdía su
importante característica de validez bajo cualquier tipo de hipótesis.

Un sencillo análisis del Teorema 4.2.11 nos ayudará a ver qué se le
pasó por alto a Isermann.

Como probamos anteriormente, siempre ocurre que si *D  es acotado
entonces ∅≠PE . Además, es claro que si *D  es no factible entonces
E P = ∅ . Ahora bien, queda por estudiar el caso (posible) en que *D  sea no
acotado. En esta situación Isermann concluyó erróneamente (como probaron
Ecker y Hegner) que E P = ∅ . Veamos qué condiciones hacen que *D  sea no
acotado. Si suponemos que *D  es factible y no acotado, entonces
equivalentemente, aplicando dualidad escalar, el problema

{ }0   ,0   ,/max ≥≥= xCxbAxset  debe ser no factible, es decir, { } ∅=≥∈ 0  /CxXx .
Benson, en 1981, reparó en éste hecho y estableció que el método de
Isermann es válido sólo para la clase de problemas P  para los que
{ } ∅≠≥∈ 0  /CxXx  ([Bn81], Theorem 1).

4.2.5 Método de Benson
En la misma tónica del método de Isermann, Benson propone un
procedimiento válido, estructurado en tres etapas, para encontrar un vértice
eficiente inicial en el LVP.

El método de Benson ([Bn81]) está basado en el siguiente resultado:
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Sean Xx ∈  y ( )xzz =  y denotemos el problema dual de ( )zP , bajo
hipótesis de linealidad, por ( )zD .

Corolario 4.2.12 ( )zD  es acotado si, y sólo si, ∅≠PE .
Demostración. ( )zD  es acotado ⇔  ( )zP  es acotado ⇔  ∅≠PE .

�

Nótese que ( )zD  ≡  { }eCAuxCbu ttttt    ,0  /min ≥≥−− λλλ . En realidad,
Benson considera en su artículo un problema ligeramente distinto a ( )zD ,
pero equivalente a él, sin más que hacer el cambio de variable e−= λλ  en
( )zD .

Supongamos que ( )zD  es acotado y sea ( ) ( )zD
tt Su ∈λ, . Entonces

kR ++∈∃ λ  tal que λD  es factible. En consecuencia, si ∅≠X  se tiene que λP

es acotado. Teniendo en cuenta este razonamiento, el método de Benson
queda descrito de la siguiente forma:

Algoritmo B

Paso 1.
Si ∅=X  entonces E P = ∅ . Stop.
En otro caso, sean Xx ∈  y ( )xzz = .

Paso 2.
Resolver ( )zD .

Si ( )zD  es no acotado entonces E P = ∅ . Stop.

En otro caso, sea ( ) ( )zD
tt Su ∈λ, .

Paso 3.
Resolver λP . ( )P

P ES ⊆≠∅
λ

.

Se podría considerar que el método de Benson utiliza una formulación
dual al de Ecker y Kouada, en el sentido de que el programa lineal
propuesto por Benson, ( )zD , es el dual del problema ( )zP  considerado por
Ecker y Kouada.

Obsérvese, además, que si Xx ∈  es tal que 0=xC , el programa lineal
( )zD  propuesto por Benson coincide con el considerado por Isermann ( *D ), y

ambos métodos son exactamente iguales.



4.2.  CÁLCULO DE UN VÉRTICE EFICIENTE INICIAL 217

4.2.6 Método de Hartley
A comienzos de los años 80 se disponía de un conjunto, más o menos amplio,
de métodos para obtener un vértice eficiente inicial de un LVP. Sin embargo,
el problema había sido resuelto, quizás por no realizar un planteamiento
adecuado del mismo, de una manera innecesariamente complicada. Este
hecho fue observado por Hartley, quién propuso, en 1983 (ver [Hr83], p. 9),
un nuevo procedimiento, válido bajo cualquier hipótesis, que destacaba
frente a sus predecesores por su mayor sencillez, tanto teórica como
práctica.

La fundamentación del método de Hartley reside en el Corolario
1.7.46: “Si suponemos X ≠ ∅ , entonces ∅=PE  si, y sólo si, el sistema

0  ≥− CAu tt λ , e  ≥λ , no tiene solución”.

Por otra parte, es claro que si 0  ≥− CAu tt λ , e  ≥λ  tiene solución
entonces kR ++∈∃ λ  tal que λD  es factible. Si asumimos que ∅≠X  entonces

λP  es acotado.

Llamando Y  = ( ){ }0   ,  /, ≥≥− λλλ CeCAuu ttttt , el algoritmo se concreta
en:

Algoritmo H

Paso 1.
Si ∅=X  entonces E P = ∅ . Stop.

Paso 2.
Si ∅=Y  entonces E P = ∅ . Stop.
En otro caso, encontrar ( ) Yu tt ∈λ, .

Paso 3.
Sea e+= λλ̂ . Resolver λ̂P . ( P

P ES ⊆≠∅
λ̂

).

Nótese que encontrar soluciones factibles para X  e Y  o, en otro caso,
concluir que son vacíos, no conlleva dificultad práctica. Además, si ∅≠X  la
s.f.b. encontrada en el paso 1 puede utilizarse como vértice inicial para la
resolución de λ̂P  en el paso 3.
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4.3 Cálculo del Conjunto de Vértices Eficientes
Los algoritmos que calculan el conjunto de vértices (o bases) eficientes de
problema lineal vectorial P  son importantes por varias razones:

(i) Son más sencillos, desde un punto de vista teórico, y rápidos, desde
un punto de vista computacional, que cualquiera de los métodos
generadores de E P .

(ii) Proporcionan una primera aproximación de E P . Es bien sabido
(Teorema 2.5.7) que, para el caso de que X  sea un polítopo, se verifica
que ( )P

xp
P ECVHE ⊆ .

(iii) Por lo regular, con ligeras modificaciones también proporcionan el
conjunto de aristas eficientes (ver sección 4.4).

(iv) Constituyen el esquema algorítmico básico (en el que insertar las
rutinas generadoras de las caras eficientes incidentes en un vértice
dado) de una clase muy importante de algoritmos generadores de
soluciones eficientes (ver el estudio de los métodos locales realizado
en las secciones 4.5.2 y 4.5.4).

Las consideraciones anteriores justifican que dediquemos parte de
nuestro esfuerzo al estudio de los métodos generadores de vértices
eficientes.

Resulta tentador pensar que para generar P
xpE  basta con determinar

todos los vértices de la región factible X  y descartar aquellos cuyas
imágenes a través de z  estén dominados por algún otro vértice. Esto es
falso, como pone de manifiesto el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.3.1 Consideremos el LVP: { }Xxx ∈/max , donde X  es el poliedro
bidimensional representado en la Figura 4.2. Es claro que todos los vértices
de X  ( xpX  = { }321 ,, xxx ) son no comparables entre sí y, sin embargo, P

xpE  =

{ }21, xx .
�

Aún en el caso de que mediante algún procedimiento o test
eliminásemos aquellos vértices que no fuesen eficientes, este método de
fuerza bruta resultaría, en la práctica, costosísimo, debido a que el número
total de vértices de un poliedro puede ser enorme y, sin embargo, sólo ser
eficientes una reducida porción de ellos.
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1x

X

2x

3x

Figura 4.2

Sin duda, uno de los resultados más importantes en la teoría LVP, y
piedra angular de la mayor parte de los algoritmos para resolver E P , es el
hecho de que el conjunto de vértices eficientes es conexo (Corolario 1.7.39).
Esta propiedad da lugar a un procedimiento, mucho más sutil y práctico que
el anteriormente reseñado, organizado en 3 etapas básicas: Una operación
de inicialización consistente en obtener un punto extremo eficiente inicial
(ver sección 4.2). Un proceso de exploración que determina los vértices
adyacentes a uno dado y descarta aquéllos no eficientes. Y un paso de
avance que elige (eliminando de posteriores consideraciones) un vértice
eficiente conocido para el cual no se haya estudiado su entorno. El
procedimiento se repite hasta que no queden más vértices eficientes por
estudiar.

Zeleny ([Zl74], p. 99) y Yu y Zeleny ([YuZl75], p. 450) utilizan esta
técnica (ya superada, aunque históricamente importante) de obtener
vértices adyacentes, no obviamente ineficientes (ver Proposición 4.3.6), y
luego comprobar su eficiencia.

Sin embargo, este procedimiento resulta aún bastante oneroso, debido
a que se generan más vértices de los estrictamente necesarios y a que los
test de eficiencia requieren, por lo general, la resolución de algún programa
escalar lineal (LP).

Ahora bien, se puede obtener un mayor rendimiento de esta técnica si
introducimos algún mecanismo que garantice que los vértices adyacentes
generados en un paso arbitrario del algoritmo son eficientes. Así, un
bosquejo rudimentario de un algoritmo más conveniente para generar el
conjunto de vértices eficientes consistiría en: Hallar un vértice eficiente
inicial y determinar todos los vértices eficientes adyacentes a él, para a
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continuación elegir uno de ellos y repetir el proceso iterativamente. En
términos prácticos, el empleo de este procedimiento debe traducirse en una
mejora del rendimiento computacional de aquellos métodos que la utilicen.
Los algoritmos generadores de vértices eficientes dados en [EvSt73], [St86],
[EcKd78], [Hr83] y [ArMl91] se enmarcan dentro de este enfoque.

Veamos un algoritmo genérico para el cálculo de vértices eficientes
basado en esta idea mejorada. Utilizaremos la siguiente notación:

1V  Lista de vértices eficientes explorados.

2V  Lista de vértices eficientes no explorados.
( )ixEV Vértices E-adyacentes a ix  (Definición 1.6.9).

Esquema VERTICES

Paso 0. Inicialización.
Encontrar un vértice eficiente inicial 0x . Si no hay ninguno, STOP. ∅=P

xpE .

En otro caso, hacer ∅←1V , { }0
2 xV ← , 0←i .

Paso 1. Progresión, exploración y registro.
Seleccionar un punto 2Vxi ∈ . Hacer 1V  ←  { }ixV �1  y 2V ←  { }ixV −2 .

Calcular ( )ixEV  = { }iP
xp xxEx E~/∈  y hacer 2V ← ( )( )12 VxEVV i −� .

Paso 2. Terminación.
Si 2V  = ∅  ⇒  STOP. 1VE P

xp = . En caso contrario, hacer 1+← ii  e ir al paso 1.

Analicemos algunas de las propiedades del esquema VERTICES:

Teorema 4.3.2 El esquema VERTICES es válido.
Demostración. Por la conexidad del conjunto de vértices eficientes
(Corolario 1.7.39).

�

Teorema 4.3.3 El esquema VERTICES es finito.

Demostración. Dado que en la literatura existen procedimientos finitos
para calcular ( )ixEV  (ver, por ejemplo, [Is77a], [EcKd78], [ArMl91], [Ar93b])
la demostración es clara pues: i) los vértices eficientes generados no se
repiten, ii) en cada iteración se pasa un vértice distinto de 2V  a 1V  y iii) el
número de vértices eficientes de P  es finito.

�

Si denotamos por ( )EVO  la complejidad de la rutina que calcula el
conjunto de vértices E-adyacentes a uno dado, se tiene:
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Proposición 4.3.4 El esquema VERTICES tiene una complejidad
( )EVOE P

xp ∗ .

Como P
xpE  puede ser muy grande (exponencial en la entrada),

independientemente de ( )EVO  (que se suele dar en función del número de
programas lineales escalares resueltos o del número de aristas eficientes
incidentes en el punto extremo), el esquema VERTICES tiene una
complejidad no polinomial, por lo que problemas relativamente pequeños
requieren una gran cantidad de cálculo.

Es interesante notar que dado que existen polítopos para los cuales el
grafo de aristas asociado es completo y como la eficiencia completa siempre
se puede lograr eligiendo adecuadamente la matriz de costos, resulta que
tales algoritmos tienen, en el peor de los casos, un comportamiento
cuadrático en xpX  para el número de LP’s resueltos.

Complicando aún más la cuestión hay que decir que, hasta el
momento, no se conoce ningún algoritmo que enumere el conjunto de puntos
extremos de un polítopo definido por un sistema de restricciones degenerado
en tiempo polinomial en el tamaño de la entrada y la salida ([MrCh95], p.
30).

4.3.1 Consideraciones Prácticas
Aunque el esquema VERTICES es conceptualmente claro, su
implementación no es trivial. En este subapartado intentaremos arrojar
cierta luz sobre este aspecto.

Sabemos que cuando X  es no degenerado existe una correspondencia
biunívoca entre las bases factibles y los vértices de X  (ver, por ejemplo,
[Hd62], p. 100 ó [Mr83], p. 121). Además, mediante el empleo de la tablas
canónicas podemos identificar fácilmente todas las bases factibles
adyacentes a una dada y movernos a cualquiera de ellas a través de una
única operación de pivotación ([Mr83]). De acuerdo a esta idea en [EvSt73],
[Is77], [EcKd78], ... se proponen test para saber qué pivotes de las tablas
canónicas conducen a bases o direcciones eficientes. A esta organización de
datos basadas en tablas la denominaremos esquema de pivotaciones
(eficientes). Aunque esta metodología de trabajo es la que tradicionalmente
se ha utilizado, la misma tiene serias dificultades para el caso en que X  sea
degenerado, pues no se conoce ningún método que de forma eficaz enumere,
siquiera, los vértices adyacentes a uno degenerado ([Pr94], p. 48).



222 4.  MÉTODOS GENERADORES DE SOLUCIONES EFICIENTES

Una alternativa a la utilización de un esquema de pivotaciones para
el caso degenerado, conocida como método de perturbaciones (ver, por
ejemplo, [Hd62], p. 175), propone perturbar X  añadiendo pequeñas
cantidades a las componentes del vector de recursos. Si esta operación se
hace correctamente, obtendremos un poliedro X ′  no degenerado, para el
cual cada vértice del mismo corresponde a un vértice de X  y cada vértice de
X  tiene asociado al menos un vértice de X ′ . El método de perturbaciones
resulta prometedor dado que no hay más, (en general, muchos menos)
vértices de X ′  que bases factibles de X . Sin embargo, y
desafortunadamente, xpX ′  puede ser exponencialmente mayor que xpX 1.

En realidad, desde un punto de vista algorítmico, el método de
perturbaciones se corresponde con el establecimiento de algún orden
lexicográfico sobre el conjunto de las bases factibles del problema, de tal
manera que sólo se seleccionen algunas de las bases asociadas a un vértice
degenerado ([Ar93a], p. 250).

Este hecho fue explotado por Armand y Malivert (1991) ([ArMl91])
quienes proponen un método para generar los vértices y aristas eficientes,
esencialmente igual al de Isermann ([Is77a]), pero con un tratamiento
especial para la degeneración ([ArMl91], p. 473) consistente en determinar
una base eficiente inicial y aplicar la regla de pivotación lexicográfica de
Dantzig, Orden y Wolfe ([Dn63]) en conjunción con un test de eficiencia
(Corolario 2.6.11), para el cálculo de las bases duales-eficientes adyacentes.

A continuación realizamos una serie de consideraciones sobre la
implementación de las tareas más relevantes del esquema VERTICES.

Sean xpXx ∈ , ( )xBB ∈ , R  la matriz de costos reducidos asociada a B

y ir  la fila i  de R .

Inicialización.
El tópico de encontrar un vértice eficiente inicial para un LVP fue tratado
en profundidad en la sección 4.2. Para no ser repetitivos, y muy
sintetizadamente, tenemos que: (i) Si X  es un polítopo basta con resolver el
problema paramétrico eP  para obtener un punto extremo eficiente inicial.
(ii) Para el caso general ( X  un poliedro no necesariamente acotado),
podemos utilizar diversos métodos a prueba de fallos, entre los que
destacamos, por ejemplo, el método de Hartley ([Hr83]). Este paso tiene
claramente una complejidad polinomial (se trata de resolver uno o dos LP´s)
y no reviste especial dificultad.

                                           
1 En [Ar93a], Theorem 4.4, p. 262, se dan cotas superiores e inferiores para el número de vértices de X ′
asociado a uno degenerado de X , cuando X  es un poliedro de dimensión total.
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Con el fin de minimizar el número de iteraciones necesarias en esta
etapa puede ser de utilidad el siguiente resultado:

Proposición 4.3.5 ([YuZl75], Remark 3.3) Si { }mi  ..., ,1 ∈∃  tal que 0>ijr ,

NJj ∈∀   entonces P
xpEx ∈ .

Demostración. Inmediata, sin más que observar que en las hipótesis
anteriores, x  es la única solución óptima de iP .

�

Progresión.
Consiste en elegir un cierto 2Vxi ∈ . Entre las reglas más usuales a
considerar tenemos (ver, por ejemplo, [HrSh78], Chapter 6):

(i) búsqueda primero en anchura. La lista 2V  se codifica como una cola
(regla FIFO).

(ii) búsqueda primero en profundidad. La lista 2V  se codifica como una
pila (regla LIFO).

(iii) Elección al azar.

En general, con cualquiera de las tres estrategias anteriores y
utilizando un esquema de pivotaciones eficientes, para pasar de la tabla

( )iBT  a la tabla ( )1+iBT  se utiliza el crashing2, pues las bases y sus inversas
no se suelen almacenar de forma explícita por razones de espacio y
velocidad. En numerosas ocasiones, el crashing conlleva multiples
pivotaciones, puesto que las tablas de partida y llegada pueden diferir en un
gran número de variables básicas. Desde el punto de vista computacional, si
se utiliza la búsqueda primero en profundidad, resulta más oportuno
descartar 2V  y almacenar en una pila de pivotaciones el par (fila, columna)
por cada pivote utilizado en las iteraciones realizadas hacia delante. De esta
manera, cuando una base ya ha sido estudiada (no conduce a ninguna base
eficiente adyacente sin explorar) elegir una base (no explorada) de 2V , se
traduce en hacer un pop (sacar un elemento) de la pila y realizar la
pivotación inversa correspondiente (el equivalente a una operación de
backtracking), lo cual resulta ser en la práctica computacionalmente menos
costoso que la técnica de crashing aplicada habitualmente (ver los
experimentos computacionales de Strijbosch et al. [StVS91]).

Exploración (cálculo de ( )ixEV ).
Se trata de la parte del esquema más delicada y pesada (en recursos
computacionales). Básicamente, se trata de determinar cuáles de las aristas
incidentes a un punto extremo eficiente dado son eficientes. Es ampliamente

                                           
2 Se conoce como crashing al proceso de moverse de una base a otra en un número mínimo de
pivotaciones ordinarias, sin tener en cuenta la factibilidad intermedia ([St86], p. 107).
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conocido que ya el cálculo de las aristas incidentes en un vértice degenerado
es problemático (ver [Hr83], p. 8 o [Geue93]). Además, cualquiera que sea la
técnica elegida, ésta debe garantizar que no queden aristas sin explorar.

Como sabemos, las caracterizaciones más importantes relacionadas
con la eficiencia de una arista incidente en un vértice eficiente dado, se
basan en la resolución de algún LP (ver sección 2.7) y tienen, por tanto,
complejidad polinomial.

Se puede reducir el número de LP’s resueltos si descartamos
ineficiencias obvias:

Consideremos NJ
~

 = { }0/ >∈ jNJj θ  donde jθ  es la razón mínima del

método del simplex primal asociada a la columna j  (ver, [Mr83], p. 66).

Obsérvese si x es no degenerado NJ
~

 = NJ  y si x  es degenerado NJ
~

 =

{ }0  / ≤∈ j
DN yJj , donde DY  denota las filas de Y  asociadas a variables básicas

degeneradas.

Dado NJj
~∈ , sean jr  la columna j  de R  y jx  la nueva s.f.b. que se

obtiene cuando se introduce jx  en la base, supuesto que ∞<jθ .

Proposición 4.3.6 ([YuZl75], Theorem 3.1) Sea NJj
~∈  , con ∞<jθ .

(i) Si 0≤jr  entonces P
xpEx ∉ .

(ii) Si 0≥jr  entonces P
xp

j Ex ∉ .

(iii) Si NJk ′∈∃  , k
k

j
j rr θθ ≥  entonces P

xp
j Ex ∉ .

Demostración. Sabemos que jz  = jxC  = j
j rxC θ− .

Si 0≤jr  ⇒  jz  = jxC  = j
j rxC θ− ≥  xC  = z  ⇒  P

xpEx ∉ .

Si 0≥jr  ⇒  jz  = jxC  = j
j rxC θ− ≤  xC  = z  ⇒  P

xp
j Ex ∉ .

Si NJk ′∈∃  , k
k

j
j rr θθ ≥  ⇒  jz  = jxC  = j

j rxC θ− ≤  k
k rxC θ−  = kxC  = kz

P
xp

j Ex ∉ .
�

Interpretando el apartado (ii) de la proposición anterior, resulta que
no interesa intentar meter en la base aquellas variables con 0≥jr .

La Proposición 4.3.6 se puede extender sin dificultad al caso de
aristas no acotadas (ver Proposición 4.4.4)

En el peor de los casos (eficiencia completa), para un problema no
degenerado, por cada vértice eficiente habría que resolver mn −  LP’s. Luego,
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( )EVO  = ( ) ( )LP*OnO . Evidentemente, un tratamiento unificado (aplicación
de alguna técnica de postoptimalidad lineal) y una implementación
cuidadosa de los test empleados puede ahorrar una gran cantidad de cálculo
y mejorar considerablemente el rendimiento computacional (ver, por
ejemplo, [EcKd78] o [ArMl91]).

A título de ejemplo desarrollaremos una idea dada por Armand y
Malivert ([ArMl91], p. 479), que mejora sustancialmente el esfuerzo
computacional empleado en la determinación de las variables no básicas
eficientes asociadas a una base B  λ -dual-eficiente dada.

Efectivamente, si R  es la matriz de costos reducidos asociada a B
(base λ -dual-eficiente no degenerada), para comprobar si jx  ( NJj ∈ ) es una

variable λ -eficiente, por el Corolario 2.7.6, sólo se necesita verificar la
factibilidad del sistema lineal:

{ }0   ,0 ,0 ,0 ≥>==− sssR j
t λλ (4.4)

En orden a manejar computacionalmente desigualdades estrictas
como 0>λ  basta tener en cuenta que, por la homogeneidad del sistema (4.4)
podemos sustituir 0>λ  por αλ   ≥ , con k

++∈ Rα  arbitrario pero fijo. En
términos de la programación lineal escalar tal sistema es equivalente a que
el problema:

{ }0   ,0   ,/min ≥≥−=− sRsRs tt
j λαλ (4.5)

sea acotado con valor óptimo 0.

En la literatura, una elección común consiste en tomar e=α , (ver, por
ejemplo, [EcKd78], Corollary 2), aunque en este caso no se puede garantizar
la no negatividad de Ret , lo que obligaría, en general, a tener que aplicar la
fase I del método del simplex. Sin embargo, como (4.5) hay que resolverlo
para cada NJj ∈ , esto puede suponer un coste no despreciable en absoluto,
habida cuenta que es ampliamente aceptado el hecho de que las fases I y II
del método del simplex tienen, aproximadamente, la misma demanda
computacional ([Mr83]).

Ahora bien, si se toma λα = , por ser B  λ -dual-eficiente se verifica
que 0  ≥Rtα . De esta manera se tiene una base factible inicial inmediata
para (4.5), pudiéndose empezar directamente con la fase II del método del
simplex. Esto constituye una clara ventaja frente al proceso anteriormente
reseñado.

Registro.
En cada iteración del esquema hay que clasificar los vértices eficientes
obtenidos (posiblemente en gran número) en explorados y no explorados y,
en el segundo caso, añadirlos a 2V . Ello implica búsquedas continuadas,
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tanto en 1V  como en 2V . Además, a medida que se generan vértices
eficientes, aumenta el tamaño de 1V  y, constantemente, se modifica el de 2V .

Por tales motivos, para aumentar el rendimiento computacional del
esquema es importante prestar atención, entre otras cuestiones, a las
técnicas de codificación y almacenamiento que se haga de los vértices y al
tipo de búsqueda que se realice sobre los mismos.

Existen diferentes esquemas de codificación de los vértices o bases,
siendo uno muy sencillo el consistente en almacenar solamente el conjunto
de variables básicas (o no básicas) en formato de array desordenado. Ahora
bien, dado que el número de variables en el problema puede ser grande y

P
xpE  elevado, con el fin de acelerar al máximo las velocidades de ejecución y

disminuir los requerimientos de almacenamiento, es fundamental utilizar
un formato de datos debidamente compactado o comprimido3.

Una alternativa eficaz (a efectos de almacenamiento y comparación)
de codificación comprimida para un vértice x  consiste en identificar el
vértice por un número natural xn . Dado que cada vértice tiene asociada
alguna base, una estrategia posible se basa en asociar a cada base un único
número 

BJn . En particular, el mecanismo de codificación de bases empleado

por Steuer hace 
BJn  = ∑

∈ BJj

j2  (ver [St86], p. 103-104).

Sin embargo, la implementación de esta idea no es directa puesto que
el número n  de variables del problema puede ser grande y, en principio, en
la base podrían estar cualesquiera m  de ellas, por lo que 

BJn  puede tener un

valor enorme, que imposibilita almacenarlo, directamente, en ninguno de los
tipos de datos básicos que ofrecen los lenguajes de programación más
habituales. Una solución aceptable estriba en utilizar una cadena o vector
de bits, llamémosla bv , de, al menos, n  elementos. Esta cadena, en general,
se puede implementar como un array (de dimensión conveniente) de enteros,
con todas sus componentes inicialmente iguales a 0. Entonces, para cada

BJj ∈  sólo hay que poner a 1 la componente j  de bv . Aunque esta operación
no es inmediata (se necesita calcular previamente qué elemento entero de
bv  contiene a j  y luego obtener el desplazamiento apropiado), se puede
codificar sin dificultad. Las que sí se pueden realizar muy eficientemente, y
esto es lo verdaderamente importante, son las comparaciones entre bases.

Debemos tener muy en cuenta que el énfasis no se pone tanto en la
reducción del costo de codificación y decodificación de las bases eficientes

                                           
3 Desafortunadamente, la utilización de estos formatos comprimidos complica el código, haciéndolo más
dificil de entender y depurar.
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(pues sólo se codifican y decodifican una vez), sino en el ahorro de
almacenamiento que representan y, especialmente, en la facilidad con que
se puedan comparar entre sí una vez comprimidas (pues el esquema realiza
un gran número de búsquedas que, en última instancia, acarrean
numerosísimas comparaciones entre vértices o bases).

Obsérvese que un código numérico como el anterior está asociado a un
único vértice pero, sin embargo, si el vértice x  es degenerado, un mismo
vértice tiene asociados diferentes códigos. Esta dificultad puede ser evitada
en un algoritmo orientado a vértices si, en lugar de codificar BJ , se codifica
el descriptor maximal del vértice, ZJ ; es decir, los índices asociados a
variables a nivel cero. Así xn  = 

ZJn  = ∑
∈ ZJj

j2 .

Una vez decidida la codificación de las bases o vértices (quizás
simultáneamente) tenemos que considerar la cuestión de la estructura de
almacenamiento de los mismos y la técnica de búsqueda que se va a
emplear. Esto es importante pues los requerimientos de espacio suelen ser
cuantiosos debido a que el esquema VERTICES consiste, básicamente, en un
procedimiento de enumeración de los nodos de un cierto grafo.

Entre las técnicas de almacenamiento ([AhHU74]) susceptibles de ser
utilizadas cabe destacar, desde una sencilla lista secuencial simple
desordenada, hasta listas doblemente enlazadas ordenadas, árboles, ... etc.
En función del almacenamiento elegido también podremos optar entre
diferentes posibilidades de búsqueda, entre las cuales merece la pena citar
la búsqueda secuencial, la binaria, ... o aquéllas otras más elaboradas como
el hashing ([HrSh78], p. 82-93).

4.4 Cálculo del Conjunto de Aristas Eficientes
El conjunto de las aristas eficientes de un LVP se considera de interés por
los siguientes motivos:

(i) Añaden información geométrica valiosa para la estructuración de los
vértices eficientes. Este conocimiento puede ser utilizado
beneficiosamente por algoritmos más complejos como los
correspondientes a los métodos ascendentes globales y locales, dados
en las secciones 4.5.1 y 4.5.2, respectivamente.

(ii) Proporcionan una aproximación de E P  mas detallada que la
suministrada por los vértices eficientes. Es bien sabido (Teorema
2.5.8) que para el caso general de que X  sea un poliedro arbitrario
(no necesariamente acotado), se verifica que

( ) ( )P
xd

P
xp

P ECNHECVHE +⊆ .



228 4.  MÉTODOS GENERADORES DE SOLUCIONES EFICIENTES

El procedimiento de cálculo de todas las aristas eficientes de un LVP
se puede considerar, desde un punto de vista algorítmico, muy parecido al
empleado con los vértices eficientes, aunque hay que hacer algunas
salvedades que apuntaremos más adelante. Básicamente, el problema se
reduce a determinar, para cualquier vértice eficiente generado, en lugar de
los vértices eficientes adyacentes, el conjunto de todas las aristas eficientes
(acotadas y no acotadas) incidentes en el mismo (ver, [EcKd78]).

Desde esta perspectiva, el siguiente esquema proporciona un
algoritmo genérico para el cálculo de todas las aristas eficientes de un LVP.

Utilizaremos la siguiente notación:

V Lista de vértices eficientes hallados.
1E Lista de aristas eficientes exploradas.

2E Lista de aristas eficientes no exploradas (uno de los puntos extremos
de la arista no ha sido generado).

Esquema EDGES

Paso 0. Inicialización.
Encontrar un vértice eficiente inicial 0x . Si no hay ninguno, STOP. ∅=P

xpE  y ∅=P
eE .

En otro caso, hacer { }0xV ← , ∅←1E , ∅←2E  y 0←i .

Paso 1. Exploración.
Calcular los conjuntos ( )iP

be xE  y ( )iP
ue xE , correspondientes a las aristas eficientes acotadas y

no acotadas, respectivamente, incidentes en ix .
Hacer ( ) ( )( )211 ExExEEE iP

be
iP

ue ���←  y ( )( ) 122 ExEEE iP
be −← � .

Paso 2. Terminación.
Si 2E  = ∅ , STOP. Los conjuntos de vértices y aristas eficientes han sido generados. VE P

xp =

y 1EE P
e = .

Paso 3. Progresión.
Seleccionar una arista 2Ee ∈ . Sea 1+ix  punto extremo de e  no generado ( Vxi ∉+1 ). Hacer

{ }1+← ixVV � , 1+← ii , e ir al paso 1.

Merece la pena que hagamos unos breves comentarios sobre las
asignaciones que se realizan en el paso 1.

•  Analicemos en primer lugar: ( ) ( )( )211 ExExEEE iP
be

iP
ue ���← . Nótese que

las aristas almacenadas en ( )iP
ue xE  al ser no acotadas, no pueden

proporcionar nuevos vértices no explorados. Por otra parte, los elementos
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de ( ) 2ExE iP
be � , a pesar de ser aristas acotadas, inciden en vértices ya

explorados y, por tanto, pueden ser eliminadas de consideraciones
posteriores.

•  La justificación de la segunda de las asignaciones realizadas,
( )( ) 122 ExEEE iP

be −← � , es mas sencilla y se fundamenta en el
conocimiento de que entre las aristas obtenidas en la iteración i  del
esquema, sólo las acotadas que no han sido previamente generadas
pueden proporcionar nuevas aristas eficientes.

El razonamiento anterior ayuda a justificar la validez del esquema.

Teorema 4.4.1 El esquema EDGES calcula todo el conjunto de aristas
eficientes.
Demostración. Inmediata debido a la conexidad de la región eficiente
(Corolario 1.7.39).

�

Teorema 4.4.2 El esquema EDGES es finito.

Demostración. En primer lugar nótese que existen procedimientos finitos,
como los dados en [EcKd78] y [ArMl91], para calcular las aristas eficientes
incidentes en un vértice. Ahora la prueba es clara pues los vértices eficientes
generados en cada iteración no se repiten y el número de vértices eficientes
de P  es finito.

�

Con respecto a la complejidad del esquema, si denotamos por ( )EEO  la
complejidad de la rutina que calcula el conjunto de todas las aristas
eficientes incidentes en un vértice dado se tiene:

Proposición 4.4.3 El esquema EDGES tiene una complejidad ( )EEOE P
xp ∗ .

A primera vista podría pensarse que la complejidad del esquema
EDGES es similar a la del procedimiento VERTICES dado que la dificultad
de identificar aristas incidentes en un vértice dado es comparable a la de la
enumeración de los vértices adyacentes al mismo. Pero esta afirmación sólo
es cierta cuando X  es un polítopo. Lamentablemente, para el caso no
acotado, el número de aristas puede que no crezca polinomialmente en el
número de vértices (piénsese en un cono poliédrico con un sólo vértice y un
número arbitrariamente grande de aristas no acotadas incidentes en el
mismo). Por tal motivo, el cálculo de todas las aristas eficientes de un LVP
es un problema estrictamente más duro de tratar que el de generación de
vértices eficientes, aún a pesar de ser muy parecidos.
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4.4.1 Consideraciones Prácticas
Dadas las grandes similitudes que presentan los esquemas VERTICES y
EDGES, las observaciones sobre implementación hechas para el primero
pueden ser trasladadas sin dificultad al segundo. No obstante, es necesario
hacer algunas precisiones.

El problema de determinar el conjunto de todas las aristas incidentes
en un vértice degenerado es problemático, como ya se especificó en el
capítulo 2. Ello obliga a tomar ciertas precauciones si no queremos perder
ninguna arista en la etapa de exploración. En este sentido, las
investigaciones de Armand y Malivert ([ArMl91]) han probado que, en orden
a generar todas las aristas eficientes incidentes en un vértice degenerado,
basta con considerar sólo aquellas bases degeneradas duales-eficientes que
sean lexicográficamente accesibles desde la base actual a través de pivotes
positivos. Este resultado esencial será usado por los métodos locales que
estudiaremos en la sección 4.5.

La codificación tradicional de las aristas suele venir dada por un par
ordenado ( )vu,  donde, si la arista es acotada, se almacenan los puntos
extremos de la misma y, si la arista es no acotada, u  denota el vértice en el
que incide la arista y v  la dirección de no acotación.

En la etapa de progresión, dependiendo del método de selección de los
elementos de 2E  que deseemos usar, tendremos que implementar la lista
como una cola (búsqueda primero en anchura), una pila (búsqueda primero
en profundidad) o cualquier otra estructura apropiada. En cualquier caso,
nótese que es posible (ver Ejemplo 4.4.5) que el estudio de una arista, en
una iteración dada del algoritmo, conlleve la eliminación de varios
elementos, no necesariamente adyacentes, de la lista 2E .

Como sabemos (ver sección 2.7), los mayoría de los tests existentes
para determinar la eficiencia de una arista incidente en un vértice dado se
basan en la resolución de algún LP. Con el fin de ahorrar esfuerzo de
cálculo, se pueden evitar ineficiencias obvias mediante la aplicación de la
Proposición 4.3.6 que, para el caso no acotado, puede ser extendida de la
siguiente manera:

Sean xpXx ∈ , ( )xBB ∈ , R  la matriz de costos reducidos asociada a B ,

NJj ∈  tal que 0  ≤jy  y jδ  la arista no acotada que se obtiene al incrementar
la variable jx . Es claro que:
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Proposición 4.4.4 Si 0≥jr  entonces P
ue

j E∉δ .

Veamos una aplicación del esquema EDGES sobre un ejemplo
concreto.

Ejemplo 4.4.5 Supongamos que el conjunto de aristas eficientes de un
problema arbitrario se puede representar mediante el grafo representado en
la Figura 4.3:

0x

1x 2x

3x

4x 5x

1e 2e

3e

4e

5e
6e

9e

8e
10e

7e

11e

Figura 4.3

La traza del esquema, utilizando una búsqueda primero en anchura
en la etapa de progresión, sería:

Iteración 0.
Paso 0.

{ }0xV = , ∅=1E  y ∅=2E .
Paso 1.

( )0xE P
be  = { }321 ,, eee  y ( ) ∅=0xE P

ue  ⇒  ∅=1E  y 2E  = { }321 ,, eee .
Paso 2.

Como ∅≠2E , continuamos.
Paso 3.

Seleccionamos 2
1 Ee ∈  ⇒  1x  es el punto extremo de 1e  no generado.

V  = { }10 , xx .

Iteración 1.
Paso 1.

( )1xE P
be  = { }6541 ,,, eeee  y ( ) ∅=1xE P

ue  ⇒  1E  = { }1e  y 2E  = { }65432 ,,,, eeeee .
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Paso 2.
Como ∅≠2E , continuamos.

Paso 3.
Seleccionamos 2

2 Ee ∈  ⇒  2x  es el punto extremo de 2e  no generado.
V  = { }210 ,, xxx .

Iteración 2.
Paso 1.

( )2xE P
be  = { }42 , ee  y ( ) ∅=2xE P

ue  ⇒  1E  = { }421 ,, eee  y 2E  = { }653 ,, eee .
Paso 2.

Como ∅≠2E , continuamos.
Paso 3.

Seleccionamos 2
3 Ee ∈  ⇒  3x  es el punto extremo de 3e  no generado.

V  = { }3210 ,,, xxxx .

Iteración 3.
Paso 1.

( )3xE P
be  = { }73 , ee  y ( )3xE P

ue  = { }11e  ⇒  1E  = { }113421 ,,,, eeeee  y 2E  =

{ }765 ,, eee .
Paso 2.

Como ∅≠2E , continuamos.
Paso 3.

Seleccionamos 2
5 Ee ∈  ⇒  5x  es el punto extremo de 5e  no generado.

V  = { }53210 ,,,, xxxxx .

Iteración 4.
Paso 1.

( )5xE P
be  = { }875 ,, eee  y ( )5xE P

ue  = { }10e  ⇒  1E  = { }1075113421 ,,,,,,, eeeeeeee  y

2E  = { }86 , ee

Paso 2.
Como ∅≠2E , continuamos.

Paso 3.
Seleccionamos 2

6 Ee ∈  ⇒  4x  es el punto extremo de 6e  no generado.
V  = { }453210 ,,,,, xxxxxx .

Iteración 5.
Paso 1.

( )4xE P
be  = { }86 , ee   y ( )4xE P

ue  = { }9e  ⇒  1E  =

{ }9861075113421 ,,,,,,,,,, eeeeeeeeeee  y 2E  = ∅ .
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Paso 2.
Como ∅=2E  ⇒  STOP. P

xpE  = { }453210 ,,,,, xxxxxx  y P
eE  =

{ }9861075113421 ,,,,,,,,,, eeeeeeeeeee .
�

4.5 Cálculo de Todo el Conjunto de Soluciones
Eficientes

La forma más cómoda y práctica de describir el conjunto (en general, no
convexo) de soluciones eficientes E P  consiste en expresarlo como la unión de
todas las caras eficientes maximales de P . Desde esta perspectiva, la
estructura de PE  es relativamente sencilla, puesto que tiene la misma
complejidad que el conjunto de soluciones no dominadas de ( )Xz  (Dauer y
Gallagher [DrGl96] han probado que existe una correspondencia biyectiva
entre las caras eficientes maximales de X  y de ( )Xz ).

Genéricamente, a los algoritmos que calculan todo E P  se les
denomina métodos generadores de soluciones eficientes. Suelen ser
complejos y grandes consumidores de recursos computacionales, por la
naturaleza combinatoria que presenta la determinación de las caras
eficientes. Esta sección está dedicada al estudio de los mismos.

Se podría afirmar (ingenuamente), que la determinación de forma
exacta de todo E P  es un problema resuelto, al menos desde un punto de
vista teórico y para el caso lineal, pues E P  se puede poner como SP

k

λ
λ ∈Λ 0
�

(Teorema 1.7.13). Sin embargo, diseñar un algoritmo basado en esta idea no
es trivial ni mucho menos, pues no está nada claro como variar
paramétricamente el λ .

Atendiendo a la manera en que se construye E P , algunos autores
como Serpil Sayin ([Sy96], p. 88), distinguen dos diseños algorítmicos
claramente diferenciados: ascendente (bottom-up) y descendente (top-down).

Los algoritmos generadores de soluciones eficientes con un diseño
ascendente calculan las caras eficientes de menor a mayor dimensión,
mientras que los descendentes lo hacen en sentido inverso, es decir,
determinan las caras eficientes de mayor a menor dimensión.

Los métodos descendentes se pueden considerar, en cierta medida,
duales de los ascendentes, pues mientras que los últimos van incrementando
la dimensión sin perder la eficiencia, los primeros decrementan la dimensión
hasta lograr la eficiencia. De esta manera, ambos diseños presentan
ventajas y desventajas complementarias. Efectivamente:
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•  Si las caras eficientes maximales tienen, en general, una dimensión
elevada, es de esperar un mayor rendimiento de los métodos
descendentes frente a los ascendentes. Por contra, si las caras eficientes
maximales tienen una dimensión reducida, los algoritmos descendentes
realizarán un número elevado de iteraciones, debido a la explosión
combinatoria que experimentan, mientras que los ascendentes se
mostrarán muy eficaces.

•  Los algoritmos ascendentes permiten determinar inmediatamente si la
región eficiente es vacía o no, pero descuidan (salvo que la comprobación
se haga de forma explícita a través de un test específico como los dados
en la sección 3.2) la posibilidad de eficiencia completa. Con los métodos
descendentes la situación se invierte, es decir, determinan
inmediatamente la eficiencia completa del problema, pero no son
adecuados cuando la región eficiente es vacía (salvo que se aplique algún
test específico como los dados en la Sección 1.7.5).

•  Si paramos un algoritmo descendente antes de encontrar alguna cara
eficiente maximal, no habremos obtenido ninguna cara eficiente. Esto no
sucede con los algoritmos ascendentes.

•  Mientras que los algoritmos ascendentes necesitan comprobar la
maximalidad de las caras eficientes generadas, los algoritmos
descendentes están exentos de esta verificación, pues su propia dinámica
de funcionamiento garantiza dicha propiedad.

Generalmente, tanto los métodos ascendentes como los descendentes,
evitan trabajar directamente con las dimensiones exactas de las caras
identificadas en cada iteración, debido a la dificultad que conlleva este
conocimiento. En realidad, el dato de la dimensión de la cara no es
algorítmicamente necesario, pudiendo ser empleados, por ejemplo,
procedimientos basados en la inclusión matemática, con complejidades muy
inferiores.

Otra clasificación admisible para los métodos generadores de
soluciones eficientes fue propuesta por Armand ([Ar93b], p. 358). Este autor
distingue entre métodos locales y globales.

Los métodos de tipo local determinan las caras eficientes maximales a
medida que se obtienen nuevos puntos extremos y aristas eficientes, es
decir, para cada vértice considerado, calculan todas las caras eficientes
maximales incidentes en el mismo. Otras estrategias distintas a la anterior,
como la de generar primero todos los vértices y aristas no acotadas
eficientes, para después determinar las caras eficientes maximales, se
consideran enfoques globales.
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Nuevamente ambas posibilidades algorítmicas tienen puntos fuertes y
débiles, produciéndose una dicotomía. Merecen ser destacados los siguientes
aspectos:

•  Los métodos globales suelen ser algoritmos muy intuitivos que se pueden
implementar fácilmente. En general, evitan el inconveniente de la
degeneración en la construcción de las caras eficientes maximales. Por
contra, tienen alguna etapa fuertemente combinatoria.

•  Los métodos locales son más complejos en sus detalles que los globales,
requiriendo implementaciones más laboriosas, basadas casi siempre en
algún tipo de esquema de pivotación. Por tal motivo han de resolver
adecuadamente el problema de la degeneración de un vértice. Su
principal ventaja consiste en que la etapa combinatoria se reduce
notablemente, pues el número de caras incidentes en un determinado
vértice acostumbra a ser sensiblemente menor que el número total de
caras del poliedro.

Es posible combinar las clasificaciones de Sayin y Armand, para
lograr una organización más específica compuesta por los siguientes tipos:
Ascendente Local, Ascendente Global, Descendente Global y Descendente
Local. Después de una revisión bibliográfica exhaustiva,
sorprendentemente, no hemos encontrado ningún algoritmo generador de
soluciones eficientes que se adapte al enfoque descendente local.

A lo largo de esta sección realizaremos un estudio detallado, con
aportaciones algorítmicas concretas, para cada una de las clases de diseño
que acabamos de especificar.

4.5.1 Métodos Ascendentes Globales
Los métodos ascendentes globales (Global Bottom Up o GBU, para abreviar)
atienden al siguiente esquema: En primer lugar determinan todo el conjunto
de vértices y aristas eficientes para, a continuación, obtener el conjunto de
caras eficientes maximales mediante la generación de combinaciones
convexas eficientes, progresivamente mayores, de los vértices y aristas no
acotadas generados en el paso anterior. Así, podemos escribir el siguiente
procedimiento genérico:

Esquema GBU-FACES (Global Bottom Up)

Etapa I. Cálculo.
Calcular el conjunto de todos los vértices y aristas eficientes del problema.
Si ∅=P

xpE , STOP. ∅=PE .
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Etapa II. Combinación.
Obtener de manera creciente (en el sentido de la inclusión matemática) todas las combinaciones
convexas eficientes maximales de los vértices y aristas no acotadas generados en la Etapa I.

Entre los algoritmos publicados recientemente que se adaptan a este
esquema cabe destacar el de Armand-Malivert ([ArMl91]).

En la etapa I quizás haya que obtener información adicional para los
vértices y aristas obtenidos. Por ejemplo, si la región factible es un polítopo,
un procedimiento podría consistir en calcular la región de indiferencia
asociada a cada vértice. Después de realizada esta tarea, para identificar
todas las caras eficientes maximales, basta con simplemente agrupar en
conjuntos maximales aquellos puntos extremos eficientes que tengan en
común, al menos, un mismo parámetro.

La etapa II es fuertemente combinatoria y la gran consumidora de
recursos computacionales, pues el número de test de eficiencia a aplicar
puede ser enorme ([Ar93b], p. 358). A la hora de buscar las caras eficientes
maximales podemos utilizar tanto una búsqueda primero en anchura
([HrSh78], p. 263), como primero en profundidad ([HrSh78], p. 268), sobre el
conjunto de vértices y aristas eficientes. Sin embargo, desde un punto de
vista computacional, parece más eficaz el recorrido primero en profundidad,
pues permite hacer un mayor número de eliminaciones de los nodos del
árbol de enumeración.

Con el propósito de disminuir las combinaciones posibles, es útil la
siguiente propiedad elemental:

Proposición 4.5.1 Sean x  y x̂  dos vértices adyacentes, eficientes pero no E-
adyacentes (la arista que los une no es eficiente). Entonces, P

fEF ∈∃/  tal que

Fxx ∈ˆ, .

Aunque a lo largo de esta memoria hemos presentado diversos
resultados generales que permiten caracterizar la eficiencia de una
envolvente convexa (ver sección 2.5), es posible dar algunos más:

Sean { } xp
p Xxx ⊆,,1

� , { } xd
q Xdd ⊆,,1

�  y G  = { }( )+pxxCVH ,,1
�

{ }( )qddCNH ,,1
� .

El siguiente test es una ligera modificación de un resultado propuesto
por Armand y Malivert ([ArMl91], Theorem 4.1).
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Teorema 4.5.2 Sean 0Gx ∈ , sx  una s.f.b. de X  y sB  una base asociada.
Entonces, G′  = { }( ) { }( ) Pqsp EddCNHxxxCVH ⊆+ ,,,,, 11

��  si, y sólo si, el
sistema 0  ≥+ s

D
tst YvRλ , 0=sN

st xRλ , 0>λ , 0  ≥v  tiene solución.

Demostración.
“ ⇒ ”
Como PEG ⊆′  ⇒  kR ++∈∃ λ , 

λP
SG ⊆′ . Ahora es claro el resultado teniendo en

cuenta que sx  es una s.f.b. de X , 
λP

s Sx ∈ , 
λP

Sx ∈  y aplicando los Corolarios

2.4.7 y 2.4.8.
“ ⇐ ”
Por hipótesis, 0  ≥+ s

D
tst YvRλ , 0=sN

st xRλ , 0>λ , 0  ≥v  tiene solución. Por el

Corolario 2.4.8 se tiene que 
λP

Sx ∈ . Como 0Gx ∈ , aplicando la Proposición

2.4.21, 
λP

SG ⊆ . Además, por el Corolario 2.4.7, 
λP

s Sx ∈  y como 
λP

S  es

convexo, 
λP

SG ⊆′  y, por tanto, PEG ⊆′ .
�

A fin de complementar el Teorema 4.5.2, Armand y Malivert
distinguieron el siguiente caso:

Teorema 4.5.3 ([ArMl91], Theorem 4.2) Sean sd  una dirección extrema de
X  obtenida a partir de px  a través de una base asociada pB , G′  =

{ }( ) { }( )sqp dddCNHxxCVH ,,,,, 11
�� +  y 0Gx ′∈ . Entonces, PEG ⊆′  si, y sólo si,

el sistema 0  ≥+ p
D

tpt YvRλ , 0=pN

pt xRλ , 0>λ , 0  ≥v  tiene solución.

Demostración.
“ ⇒ ”
Como PEG ⊆′  entonces kR ++∈∃ λ  tal que 

λP
SG ⊆′ . Ahora es claro el resultado

teniendo en cuenta que px  es una s.f.b. de X  y 
λP

Sx ∈ .

“ ⇐ ”
Por hipótesis, el sistema 0  ≥+ p

D
tpt YvRλ , 0=pN

pt xRλ , 0>λ , 0  ≥v  tiene

solución ⇒
λP

p Sx ∈  y 
λP

Sx ∈ . Como 0Gx ′∈  ⇒
λP

SG ⊆′ ⇒  PEG ⊆′ .
�

Sin embargo, para los propósitos de este apartado, conviene tener a
mano caracterizaciones que permitan tratar de manera unificada la etapa
de combinación de los métodos generadores con diseño GBU. Un ejemplo de
tales herramientas es la siguiente:



238 4.  MÉTODOS GENERADORES DE SOLUCIONES EFICIENTES

Teorema 4.5.4 Sea 0Gx ∈ . Son equivalentes los siguientes resultados:
(i) PEG ⊆
(ii) El problema

{ }0  ,  ,,0  /min ≥≥=−≥− sexCsbuCAus tttt λλλ (4.6)
es acotado, con valor óptimo 0.

(iii) El problema
{ }0   ,0   ,0 ,0/max ≥≥==− ′ swAwIsCwse J

t (4.7)
es acotado, con valor óptimo 0, donde J ′  = { }0/ =∈ jxJj .

Demostración. (i) ⇔  (ii) por el Teorema 2.5.9.
Veamos ahora (i) ⇔  (iii).
Por el Corolario, 2.5.1, PEG ⊆  ⇔  PEx ∈ . Ahora, aplicando el Corolario
2.9.13, se obtiene el resultado deseado.

�

Obsérvese que el Teorema 4.5.4 trabaja directamente con vértices y
aristas en lugar de bases, desapareciendo, por tanto, el problema de la
degeneración.

Cualquiera de los resultados anteriormente expuestos proporciona un
procedimiento para calcular iterativamente todas las caras eficientes
maximales de un LVP, en base a la generación de envolventes convexas
eficientes progresivamente mayores. Basta empezar inicialmente con
{ }ixG =  y repetir el procedimiento P

xp
i Ex ∈∀  .

Veamos una codificación de la etapa II que utiliza un recorrido
primero en profundidad para el cálculo de las envolventes convexas
eficientes maximales. Sin pérdida de generalidad y para simplificar la
exposición haremos la descripción para el caso de un polítopo. Utilizaremos
para ello la siguiente notación:

V Lista con el conjunto de vértices eficientes del problema.
L Lista con las caras eficientes maximales halladas.

Algoritmo GBU-COMBINATION(V )
Si 1=V , STOP. VL =

En otro caso ( nV = , con 1>n ), hacer ∅=L  y para cada { }1,,1 −∈ ni �  ejecutar BU-

CONVEX({}i ).

La implementación de la rutina BU-CONVEX sería:
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Algoritmo BU-CONVEX( I )

Paso 1.
Sea m  el máximo índice de I .
Si LJ ∈∃  tal que { } JnmI ⊆+ ,,1 �� , STOP.

Paso 2.
Si { }nmj ,,1 �+∈∀  se verifica que { }{ }( ) Pi EjIixCVH ⊆/∈ �/  ir al paso 4.

Paso 3.
Para cada { }nmj ,,1 �+∈  tal que { }{ }( ) Pi EjIixCVH ⊆∈ �/ , ejecutar BU-
CONVEX( { }jI � ).
Ir al paso 5.

Paso 4.
Si LJ ∈∃/  tal que JI ⊂ , hacer L  ←  { }IL � .

Paso 5.
STOP.

Nótese que si se da la condición del paso 2 del algoritmo anterior
entonces I  es un conjunto de índices candidato a ser maximal.

Los siguientes resultados justifican la validez del procedimiento
propuesto.

Proposición 4.5.5 El algoritmo BU-CONVEX es finito.

Teorema 4.5.6 El algoritmo BU-CONVEX( I ) genera todas las envolventes
convexas eficientes maximales que contienen a { }Iixi ∈/  y no contienen los
vértices { }{ }Imixi −∈ ...,,1/ , donde ( )Im max= .
Demostración. Evidente por la construcción del algoritmo.

�

Corolario 4.5.7 El algoritmo GBU-COMBINATION es una propuesta finita
y válida de implementación de la etapa II del esquema GBU-FACES.

El siguiente resultado nos da la complejidad del algoritmo GBU-
COMBINATION.

Proposición 4.5.8 En el caso peor ( XE P = ), el algoritmo GBU-
COMBINATION ejecuta el algoritmo BU-CONVEX (mediante llamadas
recursivas) 12 −V  veces.
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Utilizando como test de eficiencia para envolventes convexas el
programa (4.6), vamos a ilustrar el funcionamiento del algoritmo GBU-
COMBINATION.

Ejemplo 4.5.9 Consideremos el siguiente LVP degenerado propuesto por Yu
y Zeleny ([YuZl75], p. 465):

x
















−
−

411

131

214

max 

s.a:

0  

0

4

3

  

011

122

111

≥
















≤

















−
x

x

Etapa I. Cálculo del conjunto de vértices eficientes.
Esta etapa no reviste dificultad. Para este problema los resultados son:

P
xpE  = { }54321 ,,,, xxxxx  y P

xdE  = ∅  (ver la Figura 4.4 para una representación

en el plano de la estructura de la región eficiente del problema), donde:
1x  = ( )2,1,0 , 2x  = ( )2,2/1,2/1 , 3x  = ( )0,2,0 , 4x  = ( )3,0,0  y 5x  = ( )0,1,1 .

Etapa 2. Algoritmo GBU-COMBINATION.
Utilizaremos la siguiente notación: eff ↔  eficiente, no eff ↔  no eficiente.

Análisis de 1x .
Inicialmente, ∅=L .
Se traduce en una llamada a BU-CONVEX({}1 ), obteniéndose los siguientes
resultados:
{ }2,1  es eficiente, pues tomando 21 2/12/1 xxx += = ( )2,4/3,4/1  y resolviendo
el programa (i) del Teorema 4.5.4, el valor óptimo es 0. Análogamente se
comprueba que: { }3,2,1  eff, { }4,3,2,1  no eff, { }5,3,2,1  eff, L  = { }{ }5,3,2,1 ,
{ }4,2,1  eff, como { }5,4,2,1  no eff, L  = { } { }{ }4,2,1,5,3,2,1 , { }5,2,1  no eff, { }3,1

eff, { }4,3,1  no eff, { }5,3,1  eff, { }4,1  eff, { }5,4,1  no eff, { }5,1  eff.

Análisis de 2x .
L  = { } { }{ }4,2,1,5,3,2,1 .
Se traduce en una llamada a BU-CONVEX({ }2 ), obteniéndose los siguientes
resultados:
{ }3,2  eff, { }4,3,2  no eff, { }5,3,2  eff, { }4,2  eff, { }5,4,2  no eff, { }5,2  eff.
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1x

2x

3x

4x

5x

Figura 4.4
Análisis de 3x .
L  = { } { }{ }4,2,1,5,3,2,1 .
Se traduce en una llamada a BU-CONVEX({ }3 ), obteniéndose los siguientes
resultados:
{ }4,3  no eff, { }5,3  eff.

Análisis de 4x .
L  = { } { }{ }4,2,1,5,3,2,1 .
Se traduce en una llamada a BU-CONVEX({ }4 ), obteniéndose los siguientes
resultados:
{ }5,4  no eff.

Luego, las caras eficientes maximales vienen dadas como { }( )5321 ,,, xxxxCVH

y { }( )421 ,, xxxCVH .
�

4.5.2 Métodos Ascendentes Locales
El modo de funcionamiento de los algoritmos con diseño ascendente local
(Local Bottom Up o LBU para abreviar) consiste en determinar
gradualmente, de menor a mayor tamaño, para cada vértice eficiente
encontrado, todas las caras eficientes incidentes en el mismo.

Por tal motivo, los algoritmos generadores de soluciones eficientes de
clase LBU se pueden considerar una generalización del esquema EDGES.

Esta propuesta representó un salto cualitativo importante con
respecto a otros esquemas mas sencillos (ascendente o descendente simple)
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empleados con anterioridad. No en vano, la mayor parte de los algoritmos
publicados en la literatura atienden a esta concepción. Entre ellos podemos
destacar los de Isermann ([Is77a]), Gal ([Gal77]), Ecker-Hegner-Kouada
([EcHK80]), Murty ([Mr85]) y Armand ([Ar93b]).

La principal ventaja que presentan, frente a los métodos ascendentes
globales, es que la etapa combinatoria se reduce significativamente por
cuanto el número de caras incidentes en un determinado vértice suele ser
sensiblemente menor que el número total de caras del poliedro.

Por otra parte, su principal inconveniente es la necesidad de dar un
tratamiento adecuado al problema de generar las caras eficientes maximales
incidentes en un vértice degenerado. Sorprendentemente, esta tarea ha sido
descuidada y/o obviada por la mayoría de autores ([Mr85], p.31). Hasta
donde sabemos, sólo Murty [Mr85] y Armand ([Ar93b]) han resuelto
satisfactoriamente este aspecto.

Por otra parte, si las caras eficientes maximales tienen dimensión
elevada, por la propia dinámica interna del algoritmo, se produce una
explosión combinatoria en cada vértice estudiado.

A continuación se presenta el esquema típico de un algoritmo con
diseño ascendente local. Utilizaremos la siguiente notación:

1V Lista de vértices eficientes explorados (es decir, para los cuales
ya han sido generadas todas las caras eficientes incidentes en
los mismos).

2V Lista de vértices eficientes no explorados.
L Lista de caras eficientes maximales halladas.
( )ixEV Conjunto de vértices E-adyacentes a ix .

Esquema LBU-FACES

Paso 0. Inicialización.
Encontrar un vértice eficiente inicial 0x . Si no hay ninguno, STOP. ∅=PE .
Hacer ∅←1V , { }02 xV ← , ∅←L  e 0←i .

Paso 1. Progresión.
Seleccionar un punto 2Vxi ∈ .

Paso 2. Exploración.
Determinar ascendentemente (en el sentido de la inclusión matemática) todas las caras
eficientes maximales incidentes en ix . Con la información obtenida hacer ( )ixEV  =

{ }iP
xp xxEx E~/∈ .
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Paso 3. Registro.
Añadir a L  las caras eficientes maximales encontradas en el paso anterior.
Hacer { }ixVV �11 ←  y 2V ← { }( ) ( )( )12 VxEVxV ii −− � .

Paso 4. (Terminación)
Si 2V  = ∅  ⇒  STOP. El conjunto de todas las soluciones eficientes ha sido generado.

�
LF

P FE
∈

= . En caso contrario, hacer 1+← ii  e ir al paso 1.

Si se dispone de un procedimiento válido y finito para calcular
ascendentemente las caras eficientes incidentes en un vértice arbitrario,
entonces las siguientes propiedades son inmediatas:

Teorema 4.5.10 El esquema LBU-FACES es finito.

Teorema 4.5.11 El esquema LBU-FACES es válido.

El verdadero cuello de botella del algoritmo se produce en la etapa de
exploración, pues el problema de determinar todas las caras eficientes
maximales incidentes en un vértice dado no es trivial.

Efectivamente, los métodos ascendentes locales construyen las caras
eficientes maximales incidentes en un vértice dado a partir de algún proceso
incremental que, descrito someramente, consiste en ir aumentando,
mientras se pueda, el tamaño de las caras sin perder la eficiencia de las
mismas. Este procedimiento aunque conceptualmente claro, no es trivial de
llevar a la práctica, sobre todo bajo degeneración, habiendo sido fuente de
numerosos errores publicados en la literatura. Por otra parte, una
implementación cuidadosa, que intente tratar de manera unificada todos los
vértices, puede ahorrar una cantidad importante de esfuerzo computacional.

El siguiente resultado, aunque sencillo, resultará de gran utilidad:

Proposición 4.5.12 Si ( ) P
fEJF ∉′  entonces JJ ′⊆′′∀  se verifica que

( ) P
fEJF ∉′′ .

Demostración. JJ ′⊆′′∀  ⇒  ( ) ( )JFJF ′′⊆′ . Ahora, como ( ) P
fEJF ∉′  ⇒

( ) P
fEJF ∉′′ .

�

Conviene reparar en que, para sacarle el máximo rendimiento a la
propiedad anterior, interesa almacenar las caras no eficientes con la menor
dimensión posible. La mejor situación se presenta con vértices degenerados
no eficientes.
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Existen dos técnicas básicas de crecimiento o incremento para las
caras: primero en anchura y primero en profundidad ([HrSh78]). La regla de
primero en anchura crea en la primera iteración las caras eficientes de
tamaño (dimensión) 1, en la segunda iteración, mediante combinación de las
caras eficientes obtenidas en el paso anterior, crea las caras de tamaño
(dimensión) 2 y así sucesivamente hasta que en una iteración arbitraria no
se generan más caras eficientes o se genera el propio poliedro. Por el
contrario, una regla primero en profundidad, selecciona alguna cara
eficiente incidente en el vértice (en general una arista eficiente) y la
incrementa constantemente hasta hacerla maximal. A continuación se
repite el procedimiento anterior sobre el conjunto de las caras restantes no
incluidas en la recién obtenida. Los algoritmos de Isermann ([Is77a]) y
Armand ([Ar93b], procedure S2) utilizan esta última técnica.

Seguidamente vamos a desarrollar un procedimiento novedoso, que
utiliza una búsqueda primero en anchura, para calcular todas las caras
eficientes maximales incidentes en una cara eficiente (no necesariamente un
vértice) y dada a través de un descriptor. El atractivo que presenta el
método es que permite un tratamiento sistemático y unificado del problema
que nos ocupa, tanto en situación de no degeneración como de degeneración.
Utilizaremos la siguiente notación:

1L Lista de caras eficientes maximales incidentes en la cara eficiente
( )JF .

2L Lista de caras no eficientes incidentes en la cara eficiente ( )JF .
J2 Partes de J .

Algoritmo BU-IFACES( J )

Paso 0. Inicialización.
Hacer 1←i , Jn = , nI  = { }J , 1L  = { }J  y ∅=2L .

Paso 1.
Calcular inI −  = { } 2/2 LinJJ J −−=′∈′

Paso 2. Terminación.
Si inI −  = ∅  ⇒  STOP. El conjunto de todas las caras eficientes maximales incidentes en la
cara eficiente ( )JF  es ( )JF

LJ

′
∈′
�

1

.

Paso 3.
Para cada inIJ −∈′ , si ( ) P

fEJF ∈′  (aplicar, por ejemplo, Corolario 2.9.9) hacer

{ }( ) { }JJJLJLL ′′⊃′′∈′′−= �/111 . En caso contrario, hacer { }JLL ′= 222 � .
Hacer 1+← ii  e ir al paso 1.
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Analicemos el procedimiento anterior:

En la iteración i  se generan todos los descriptores de tamaño in −
para las caras incidentes en ( )JF  que no son ineficientes según la lista 2L

(paso 1). Es claro que si este conjunto es vacío no podremos encontrar más
caras eficientes incidentes en ( )JF  que las que ya tengamos (paso 2). En el
paso 3 es cuando se estudian individualmente los descriptores. Si es
eficiente, tenemos que eliminar de la lista 1L  todos aquellos elementos que
contengan al descriptor examinado. Por contra, si no es eficiente, cualquier
subconjunto de él corresponde a una cara ineficiente (Proposición 4.5.12) y
debemos añadirlos a la lista 2L .

Nos queda sólo tratar el aspecto de cómo determinar si una cara
especificada a través de un descriptor es eficiente o no. Este asunto ha sido
tratado con precisión y rigor en la sección 2.8, tanto para el caso no
degenerado como degenerado, siempre que el descriptor inspeccionado sea
maximal (ver, por ejemplo, los Corolarios 2.8.2 y 2.8.23, respectivamente).
Por otra parte, dado que sabemos que si un vértice es no degenerado, todas
las caras incidentes en él (inclusive el propio vértice) tienen asociado un
único descriptor (maximal) (ver Teorema 2.3.26), este caso no presenta
inconvenientes. Afortunadamente, el caso degenerado también puede ser
abordado sin dificultad. Efectivamente, ahora puede ocurrir que el
descriptor asociado a una cara ya estudiada no sea maximal. Si no lo es, y
dado que usamos un esquema ascendente en el tamaño de las caras
(descendente en el tamaño de los descriptores), al decrementar nuevamente
el descriptor puede ocurrir que, o bien sea maximal (correspondiendo a otra
cara distinta y pudiendo ser aplicado el test de eficiencia), o bien no lo sea,
en cuyo caso debemos volver a decrementar el descriptor.

De este modo, resulta inmediata la siguiente propiedad:

Teorema 4.5.13 El algoritmo BU-IFACES es finito y válido.

Si queremos que el algoritmo BU-IFACES saque provecho de la
información generada con anterioridad por el esquema LBU-FACES, las
listas 1L  y 2L  deben ser pasadas como parámetros. Así, una llamada a la
rutina tendría ahora la forma:

BU-IFACES( J , 1L , 2L )
debiendo contener el paso 0 de la misma las siguientes instrucciones:
Hacer 1←i , Jn = , nI  = { }J  y 1L  = { }JL �1 .

Nótese que con esta nueva especificación todavía es posible calcular
las caras eficientes que contienen a una dada, sin utilizar ningún tipo de
información previa. Para ello basta realizar una llamada a la rutina BU-
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IFACES con los argumentos ( J , ∅ , ∅ ), donde J  es un descriptor para la
cara considerada.

Lo que sigue es la descripción detallada de un algoritmo basado en el
esquema LBU-FACES:

Algoritmo LBU-FACES

Paso 0. Inicialización.
Encontrar una s.f.b. inicial 0x . Si no hay ninguna, STOP ⇒  ∅=X .
Hacer ∅←1V , ∅←1L  e 1←i .

Comprobar si 0x  es eficiente o no.
En caso afirmativo, hacer { }02 xV ← , ∅←2L .

En caso negativo, hacer 






= 022

Z
J

L  y encontrar un vértice eficiente inicial 1x . Si no hay

ninguno, STOP. ∅=PE . En otro caso, hacer { }12 xV ← .

Paso 1. Progresión.
Seleccionar un punto 2Vxi ∈ .

Paso 2. Análisis de eficiencia para caras incidentes en ix .

Se trata de llamar a la rutina BU-IFACES( iZ
J , 1L , 2L ).

Almacenar en ( )ixEV  los vértices E-adyacentes a ix  encontrados por el procedimiento BU-
IFACES.

Paso 3. Registro.
Hacer { }ixVV �11 ← , 2V ← { }( ) ( )( )12 VxEVxV ii −− � .

Paso 4. Terminación.
Si 2V  = ∅  ⇒  STOP. El conjunto de todas las soluciones eficientes ha sido generado.

�
1LF

P FE
∈

= . En caso contrario, hacer 1+← ii  e ir al paso 1.

A continuación ilustraremos con un ejemplo el funcionamiento del
algoritmo LBU-FACES.



4.5.  CÁLCULO DE TODO EL CONJUNTO DE SOLUCIONES ... 247

Ejemplo 4.5.14 Consideremos el siguiente LVP:

xmax 

s.a:

0  

6

4
  

221

211

≥







≤






x

x

Véase la Figura 4.5 para una representación gráfica de la región factible.

1x

2x

3x

1x
3x

2x

4x

5x

0x

{ }( )4F

{ }( )5F

Figura 4.5

Paso 0. Inicialización.
Evidentemente ∅≠X , pues a partir de los datos del problema se obtiene de
forma inmediata una tabla canónica factible.

v.b. 1x 2x 3x 4x 5x r.h.s.

4x 1 1 2 1 0 4

5x 1 2 2 0 1 6

-1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0
( )0BT . Tabla canónica asociada a 0x .

0x  es una s.f.b. no degenerada y no eficiente (basta aplicar, por ejemplo, el
Corolario 2.6.7, y comprobar que el programa (2.9) es no acotado), siendo 0Z

J

= { }3,2,1 .
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Sin embargo, la siguiente tabla si representa una s.f.b. ( 1B
J  = { }5,1 ) eficiente

inicial (pues es solución óptima del problema { }XxCxet ∈/max ):

v.b. 1x 2x 3x 4x 5x r.h.s.

1x 1 1 2 1 0 4

5x 0 1 0 -1 1 2

0 1 2 1 0 4
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0
( )1BT . Tabla canónica asociada a 1x .

Hacemos ∅=1L , 2L  = { } { } { } { } {} { } { }{ }∅,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1 .
∅=1V , { }12 xV = .

Iteración 1.

Paso 1. Progresión.
Seleccionamos 1x  de 2V .

Paso 2. Análisis de eficiencia para caras incidentes en 1x .

Es evidente que 1x  es no degenerado, siendo 1N
J  = { }4,3,2  y R  = 

















−
−

010

001

121

.

Ahora ejecutamos la rutina BU-IFACES( 1N
J , 1L , 2L ).

Paso 0.

1=i , 3=n , 3I  = { }{ }4,3,2 , 1L  = { }{ }4,3,2
Nivel 1.

2I  = { } { }{ }4,3,4,2 .

Para { }4,2=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice 2x , especificado por

2Z
J  = { }4,2,1 . La base está dada por 2B

J  = { }5,3 . Este vértice es

E-adyacente a 1x , como pone de manifiesto la caracterización
enunciada en el Corolario 2.8.2. Efectivamente:

r  = eR JJ N ′−  = 
















−1

0

2

.

La tabla canónica asociada al test para { }4,2=′J  es:
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v.b.
2x 3x 4x 1s 2s 3s r.h.s.

1s 1 2 1 1 0 0 2

2s -1 0 0 0 1 0 0

3s 0 -1 0 0 0 1 -1

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor óptimo nulo

(0) ⇒  { }( ) P
fEF ∈4,2 .

Para { }4,3=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice 3x , especificado por

3Z
J  = { }5,4,3 . La base está dada por 3B

J  = { }2,1 . Este vértice es

E-adyacente a 1x , como se puede comprobar a partir del Corolario
2.8.2. Efectivamente:

r  = eR JJ N ′−  = 















−

0

1

1

.

La tabla canónica asociada al test para { }4,3=′J  es:

v.b.
2x 3x 4x 1s 2s 3s r.h.s.

1s 1 2 1 1 0 0 1

2s -1 0 0 0 1 0 -1

3s 0 -1 0 0 0 1 0

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor óptimo nulo

(0) ⇒  { }( ) P
fEF ∈4,3 .

En función de los resultados anteriores: 1L  = { } { }{ }4,3,4,2 .

Nivel 2
1I  = { }{ }4 .

La única cara a estudiar es la dada por { }4=′J .

Para { }4=′J  ⇒  r  = eR JJ N ′−  = e
















−
−

10

01

21

 = 
















−
−

1

1

3

.

La tabla canónica asociada al test para { }4=′J  es:
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v.b.
2x 3x 4x 1s 2s 3s r.h.s.

1s 1 2 1 1 0 0 3

2s -1 0 0 0 1 0 -1

3s 0 -1 0 0 0 1 -1

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor óptimo nulo

(0) ⇒  { }( ) P
fEF ∈4 .

En función de los resultados anteriores:

1L  = { }{ }4  y 2L  = { } { } { } { } {} { } { }{ }∅,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1 .

Evidentemente, ya no hay más caras eficientes maximales incidentes en 1x
que estudiar, terminando por ello la rutina BU-IFACES y devolviendo el
control al procedimiento principal.

Paso 3. Registro.
{ }11 xV = , { }32

2 , xxV = , 1L  = { }{ }4  y 2L  = { } { } { } { } {} { } { }{ }∅,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1 .

Iteración 2.

Paso 1. Progresión.
Seleccionamos 2x  de 2V , cuya base 2B  está dada por 2B

J  = { }5,3 .

La tabla canónica asociada a 2B  es:

v.b. 1x 2x 3x 4x 5x r.h.s.

3x 1/2 1/2 1 1/2 0 2

5x 0 1 0 -1 1 2

-1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0

1/2 1/2 0 1/2 0 2
( )2BT . Tabla canónica asociada a 2x

Paso 2. Análisis de eficiencia para caras incidentes en 2x .
Es evidente que 2x  es no degenerado, siendo 2N

J  = { }4,2,1  y R  =
















−

−

2/12/12/1

010

001

.

Ahora ejecutamos la rutina BU-IFACES( 2N
J , 1L , 2L ).
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Paso 0.

1=i , 3=n , 3I  = { }{ }4,2,1  y 1L  = { } { }{ }4,2,1,4 .
Nivel 1.

2I  = { } { }{ }4,2,4,1 .

Para { }4,1=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice 4x , especificado por

4Z
J  = { }5,4,1 . La base está dada por 4B

J  = { }3,2 . Este vértice es

E-adyacente a 2x  pues { }( ) P
fEF ∈4  y { }( ) { }( )4,14 FF ⊇  (por tanto, no

hay que aplicar ningún test).

Para { }4,2=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice ya explorado 1x

(vértice E-adyacente a 2x  pues { }( ) { }( )4,24 FF ⊇ ).

En función de los resultados anteriores 1L  = { } { } { }{ }4,2,4,1,4

Nivel 2
1I  = { }{ }4 .

La única cara a estudiar es la dada por { }4=′J , la cual ya
sabemos que es eficiente.

En función de los resultados anteriores:

1L  = { }{ }4  y 2L  = { } { } { } { } {} { } { }{ }∅,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1 .

Evidentemente, ya no hay más caras eficientes maximales incidentes en 2x
que estudiar, terminando por ello la rutina BU-IFACES y devolviendo el
control al procedimiento principal.

Paso 3. Registro.
{ }21

1 , xxV = , { }43
2 , xxV = , 1L  = { }{ }4  y 2L  =

{ } { } { } { } {} { } { }{ }∅,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1 .

Iteración 3.

Paso 1. Progresión.
Seleccionamos 3x  de 2V , cuya base 3B  está dada por 3B

J  = { }2,1 .

La tabla canónica asociada a 3B  es:
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v.b. 1x 2x 3x 4x 5x r.h.s.

1x 1 0 2 2 -1 2

2x 0 1 0 -1 1 2
0 0 2 2 -1 2
0 0 0 -1 1 2
0 0 -1 0 0 0
( )3BT . Tabla canónica asociada a 3x

Paso 2. Análisis de eficiencia para caras incidentes en 3x .
Es evidente que 3x  es no degenerado, siendo 3N

J  = { }5,4,3  y R  =

















−
−

−

001

110

122

.

Ahora ejecutamos la rutina BU-IFACES( 3N
J , 1L , 2L ).

Paso 0.

1=i , 3=n , 3I  = { }{ }5,4,3 , 1L  = { } { }{ }5,4,3,4
Nivel 1.

2I  = { } { } { }{ }5,4,5,3,4,3

Para { }4,3=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice ya explorado 1x

(vértice E-adyacente a 3x  pues { }( ) { }( )4,34 FF ⊇ ).

Para { }5,3=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice 5x , especificado por

5Z
J  = { }5,3,1 . La base está dada por 5B

J  = { }2,4 . Este vértice es

E-adyacente a 3x , como pone de manifiesto el test enunciado en
el Corolario 2.8.2. Efectivamente:

r  = eR JJ N ′−  = 















−

0

1

2

.

La tabla canónica asociada al test para { }5,3=′J  es:

v.b.
3x 4x 5x 1s 2s 3s r.h.s.

1s 2 2 -1 1 0 0 2

2s 0 -1 1 0 1 0 -1

3s -1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 -1 -1 -1 0
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Se comprueba que este problema es acotado, con valor óptimo nulo

(0) ⇒  { }( ) P
fEF ∈5,3 .

Para { }5,4=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice 4x  (vértice E-adyacente

a 3x  pues { }( ) { }( )5,44 FF ⊇ ).

En función de los resultados anteriores 1L  = { } { } { } { }{ }5,4,5,3,4,3,4

Nivel 2
1I  = { } { }{ }5,4 .

La única cara a estudiar es la dada por { }5=′J , pues para { }4=′J
ya sabemos que es eficiente.

Para { }5=′J  ⇒  r  = eR JJ N ′−  = e
















−
−

01

10

22

 = 
















−
−

1

1

4

.

La tabla canónica asociada al test para { }5=′J  es:

v.b.
3x 4x 5x 1s 2s 3s r.h.s.

1s 2 2 -1 1 0 0 4

2s 0 -1 1 0 1 0 -1

3s -1 0 0 0 0 1 -1

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor óptimo nulo

(0) ⇒  { }( ) P
fEF ∈5 .

En función de los resultados anteriores:

1L  = { } { }{ }5,4  y 2L  = { } { } { } { } {} { } { }{ }∅,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1 .

Evidentemente, ya no hay más caras eficientes maximales incidentes en 3x
que estudiar, terminando por ello la rutina BU-IFACES y devolviendo el
control al procedimiento principal.

Paso 3. Registro.
{ }321

1 ,, xxxV = , { }54
2 , xxV = , 1L  = { } { }{ }5,4  y 2L  =

{ } { } { } { } {} { } { }{ }∅,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1 .

Iteración 4.

Paso 1. Progresión.
Seleccionamos 4x  de 2V , siendo 4B  una base asociada dada por 4B

J  = { }3,2 .
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La tabla canónica asociada a 4B  es:

v.b. 1x 2x 3x 4x 5x r.h.s.

3x 1/2 0 1 1 -1/2 1

2x 0 1 0 -1 1 2
-1 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 1 2

1/2 0 0 1 -1/2 1
( )4BT . Tabla canónica asociada a 4x .

Paso 2. Análisis de eficiencia para caras incidentes en 4x .
Evidentemente 4x  es no degenerado, siendo 4N

J  = { }5,4,1  y R  =

















−
−

−

2/112/1

110

001

.

Ahora ejecutamos la rutina BU-IFACES( 4N
J , 1L , 2L ).

Paso 0.

1=i , 3=n , 3I  = { }{ }5,4,1 , 1L  = { } { } { }{ }5,4,1,5,4
Nivel 1.

2I  = { } { } { }{ }5,4,5,1,4,1

Para { }4,1=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice ya explorado 2x

(vértice E-adyacente a 4x  pues { }( ) { }( )4,14 FF ⊇ ).

Para { }5,1=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice 5x  (vértice E-adyacente

a 4x  pues { }( ) { }( )5,15 FF ⊇ ).

Para { }5,4=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice ya explorado 3x

(vértice E-adyacente a 4x  pues { }( ) { }( )5,44 FF ⊇ ).

En función de los resultados anteriores 1L  =

{ } { } { } { } { }{ }5,4,5,3,4,3,5,4

Nivel 2
1I  = { } { }{ }5,4 .

Como las caras dadas por { }4=′J  y { }5=′J  ya sabemos que son
eficientes, no tenemos nada que estudiar.

En función de los resultados anteriores:

1L  = { } { }{ }5,4  y 2L  = { } { } { } { } {} { } { }{ }∅,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1 .



4.5.  CÁLCULO DE TODO EL CONJUNTO DE SOLUCIONES ... 255

Evidentemente, ya no hay más caras eficientes maximales incidentes en 4x
que estudiar, terminando por ello la rutina BU-IFACES y devolviendo el
control al procedimiento principal.

Paso 3. Registro.
{ }4321

1 ,,, xxxxV = , { }52 xV = , 1L  = { } { }{ }5,4 , 2L  =
{ } { } { } { } {} { } { }{ }∅,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1 .

Iteración 5.

Paso 1. Progresión.
Seleccionamos 5x  de 2V , cuya base 5B  está dada por 5B

J  = { }4,2 .

La tabla canónica asociada a 5B  es:

v.b. 1x 2x 3x 4x 5x r.h.s.

4x 1/2 0 1 1 -1/2 1

2x 1/2 1 1 0 1/2 3
-1 0 0 0 0 0
1/2 0 1 0 1/2 3
0 0 -1 0 0 0
( )5BT . Tabla canónica asociada a 5x .

Paso 2. Análisis de eficiencia para caras incidentes en 5x .
Es evidente que 5x  es no degenerado, siendo 5N

J  = { }5,3,1  y R  =

















−

−

010

2/112/1

001

.

Ahora ejecutamos la rutina BU-IFACES( 5N
J , 1L , 2L ).

Paso 0.

1=i , 3=n , 3I  = { }{ }5,3,1 , 1L  = { } { } { }{ }5,3,1,5,4
Nivel 1.

2I  = { } { }{ }5,3,5,1 .

Para { }5,1=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice ya explorado 4x

(vértice E-adyacente a 5x  pues { }( ) { }( )5,15 FF ⊇ ).

Para { }5,3=′J  ⇒  Obtendríamos el vértice 3x  (vértice E-adyacente

a 5x  pues { }( ) { }( )5,35 FF ⊇ ).
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En función de los resultados anteriores 1L  = { } { } { } { }{ }5,3,5,1,5,4

Nivel 2
1I  = { }{ }5 .

Como la cara dada por { }5=′J  ya sabemos que es eficiente, no
tenemos nada que estudiar.

En función de los resultados anteriores:

1L  = { } { }{ }5,4  y 2L  = { } { } { } { } {} { } { }{ }∅,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1 .

Evidentemente, ya no hay más caras eficientes maximales incidentes en 5x
que estudiar, terminando por ello la rutina BU-IFACES y devolviendo el
control al procedimiento principal.

Paso 3. Registro.
{ }54321

1 ,,,, xxxxxV = , ∅=2V , 1L  = { } { }{ }5,4 , 2L  =
{ } { } { } { } {} { } { }{ }∅,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1 .

Paso 4. Terminación.
Como ∅=2V  ⇒  El conjunto de caras eficientes maximales se obtiene a partir
de 1L  = { } { }{ }5,4 . Así, PE  = { }( ) { }( )54 FF � , donde { }( )4F  = { }( )4321 ,,, xxxxCVH  y
{ }( )5F  = { }( )543 ,, xxxCVH .

�

4.5.3 Métodos Descendentes Globales
Los métodos descendentes globales (Global Top Down o GTD para abreviar)
comprenden a todos aquellos algoritmos descendentes que perciben la región
eficiente como una unión de caras eficientes maximales arbitrarias, donde el
dato de si la cara es incidente en un vértice dado es irrelevante (o no se
conoce, o se obvia).

Como sabemos, todos los métodos descendentes comprueban la
eficiencia de las caras de X  utilizando un esquema de ordenación de las
mismas de mayor a menor dimensión. De esta manera, una vez que se
confirma la eficiencia de una cara se puede asegurar que es maximal,
evitándose el cálculo de las caras eficientes de menor dimensión.

Históricamente, el primer algoritmo generador de soluciones
eficientes para el LVP de tipo descendente global se atribuye a Yu y Zeleny
([YuZl75]). Posteriormente han surgido otros como el de Sayin ([Sy96]).
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A continuación presentamos el esquema algorítmico de un método
descendente global de tipo genérico. Utilizaremos la siguiente notación:

L Lista de caras eficientes maximales generada por el algoritmo.
W Lista de caras por estudiar.

i
fX Conjunto de las caras de X  de dimensión i .

Esquema GTD-FACES

Paso 0. Inicialización.
Hacer ∅←L , { }XW ← , 1←i  y ( )Xq dim← .

Paso 1. Exploración y registro.
Para cada WF ∈  hacer:

{ }FWW −← .

Si P
fEF ∈  hacer { }FLL �← .

Paso 2. Progresión (Descenso).
{ }FFLFXFW iq

f ⊆′∈∃/∈′← −  , / .

Paso 3. (Regla de parada)
Si ∅=W , STOP. El conjunto de todas las soluciones eficientes ha sido generado.

�
LF

P FE
∈

= .

En otro caso, hacer 1+← ii  e ir al paso 1.

Obsérvese que el algoritmo utiliza una búsqueda primero en anchura
([HrSh78], p. 263), pues estudia en primer lugar la eficiencia de todas las
caras de dimensión iq −  y después genera las caras de dimensión 1−− iq .

Teorema 4.5.15 El esquema GTD-FACES es finito.
Demostración. Directa pues el número de caras de un poliedro es finito.

�

Veamos un resultado previo que será de utilidad para probar la
validez del algoritmo.

Proposición 4.5.16 PE  = ��
q

i Jj
j

i

F
0= ∈

, donde { }qi ,,0 �∈∀  se tiene iJ  ⊆

{ }ifj XFj ∈/ .

Demostración. Es claro teniendo en cuenta que PE  =� �
q

i

Pi
f EX

0=

.

�
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Teorema 4.5.17 El esquema GTD-FACES es válido.
Demostración. Evidentemente, todas las caras almacenadas en L  son
eficientes y maximales por la construcción de la lista W . Veamos ahora que
no puede ocurrir que una cara eficiente maximal del problema no haya sido
generada por el algoritmo. Efectivamente, basta tener en cuenta la
Proposición 4.5.16 y observar que todas las caras de X  son inspeccionadas
explícita o implícitamente, pues cuando una cara de dimensión i  no es
eficiente, automáticamente en el paso 2 se añaden a la lista W  todas sus
caras de dimensión 1−i  que no están contenidas en alguna cara eficiente ya
generada.

�

Teorema 4.5.18 En el caso peor ( ∅=PE ), el esquema GTD-FACES genera
todas las caras de X .

Aunque la idea de descenso se formuló originalmente pensando en
representaciones implícitas de las caras, resulta claro que el mismo
principio sigue siendo igualmente válido cuando utilizamos representaciones
explícitas de las mismas (mediante combinaciones convexas de vértices y
aristas no acotadas). Así, sería posible construir una rutina TD-CONVEX,
muy similar a la rutina BU-CONVEX dada en la sección 4.5.1, que iría
analizando la eficiencia de envolventes convexas progresivamente más
pequeñas.

Habiendo dejado constancia del hecho anterior, vamos a precisar, un
algoritmo implementable basado en representaciones implícitas de las caras
mediante descriptores (ver capítulo 2).

El principal inconveniente que presenta el esquema GTD-FACES
consiste en que trabajar con dimensiones exactas resulta complicado cuando
la representación lineal del poliedro es degenerada (ver sección 2.2). Por tal
motivo, para obtener un algoritmo práctico de clase descendente global se
necesita recurrir a alguna técnica de enumeración de caras que garantice el
decrecimiento de las nuevas caras generadas en términos de la inclusión (no
estricta) matemática y que permita aplicar algún tipo de test de eficiencia
relativamente sencillo. Afortunadamente, esto se puede conseguir cuando
caracterizamos las caras utilizando descriptores. Efectivamente, entre otros
resultados podemos utilizar el Corolario 2.9.9, el cual caracteriza la
eficiencia de una cara dada a través de un descriptor maximal en términos
de la acotación del programa (2.54). En particular sabemos que si el
programa (2.54) es acotado entonces la cara es eficiente,
independientemente de la maximalidad del descriptor utilizado.

De esta manera, utilizando una técnica descendente no tenemos
porqué preocuparnos de si JJ ⊆′  es un descriptor maximal para la cara.
Efectivamente, si J ′  no es maximal y la cara es eficiente, puede que no
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detectemos la eficiencia de la misma en ese momento (el programa (2.54)
resulta no acotado). Lo que si es seguro es que encontraremos, en alguna
iteración posterior del algoritmo, otro descriptor asociado a la cara, J ′′ , tal
que JJJ ⊆′′⊆′  y en el que el programa (2.54) será acotado.

Precisemos ahora un nuevo algoritmo de clase GTD basado en las
ideas anteriores. Utilizaremos la siguiente notación:

1L Lista con los descriptores de las caras eficientes maximales halladas.

2L Lista con los descriptores de las caras no eficientes halladas.
iI  Subconjuntos de J  de cardinal i  que candidatos a describir una cara

eficiente maximal.

Algoritmo GTD-COMBINATION
Hacer ∅←1L  y ∅←2L .

Encontrar una s.f.b. inicial 0x . Si no hay ninguna, STOP ⇒  ∅=X .

Comprobar si 0x  es eficiente o no. En caso negativo, 






= 022

Z
J

L .

Llamar a TD-IFACES({ }n,,1 � , 1L , 2L )

Algoritmo TD-IFACES( J , 1L , 2L )

Paso 0. Inicialización.
Hacer 0←i .

Paso 1.
Calcular iI  = { } 2/ LiJJJ −=′⊆′ .

Hacer iI  = { }JJLJIJI ii ′⊆′′∈′′∃∈′− ,/ 1 .

Paso 2. Terminación.
Si iI  = ∅ , STOP.

Paso 3.
Para cada iIJ ∈′ , si ( ) P

fEJF ∈′  (aplicar, por ejemplo, Corolario 2.9.9) hacer { }JLL ′= �11 .

En caso contrario, hacer { }JLL ′= 222 � .
Hacer 1+← ii  e ir al paso 1.

Merece la pena hacer las siguientes aclaraciones:

(i) Como las caras asociadas a descriptores de la lista 2L  corresponden a
caras no eficientes, debemos eliminar de posteriores consideraciones
tales elementos. Por ello hacemos iI  = { } 2/ LiJJJ −=′⊆′ . La

verdadera utilidad de este refinamiento quedará de manifiesto al
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estudiar los métodos descendentes locales (ver sección 4.5.4). En el
procedimiento descendente global el único elemento de 2L  que tiene
utilidad es 0Z

J .

(ii) Cuando hacemos iI  = { }JJLJIJI ii ′⊆′′∈′′∃∈′− ,/ 1  eliminamos
aquellos subconjuntos de J  de cardinal i  que son superconjuntos de
algún descriptor eficiente maximal previamente generado.
Evidentemente, para las caras correspondientes a tales descriptores
ya existe una cara eficiente maximal que las contiene.

Teorema 4.5.19 El algoritmo GTD-COMBINATION es finito y válido.

El motivo de dotar a la rutina TD-IFACES de argumentos específicos
es la necesidad de realizar un tratamiento unificado, que permita reutilizar
el código y ahorrar esfuerzo computacional en aquellos procesos que la
llamen reiteradamente sobre problemas íntimamente relacionados.

Veamos como se comporta el procedimiento GTD-COMBINATION
sobre varios ejemplos:

Ejemplo 4.5.20 Consideremos nuevamente el LVP enunciado en el Ejemplo
4.5.9:

x

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


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





−
x

x

Paso 0. Inicialización.
∅=1L . Evidentemente ∅≠X , pues a partir de los datos del problema se

obtiene de forma inmediata una tabla canónica:

v.b. 1x 2x 3x 4x 5x 6x r.h.s.

4x 1 1 1 1 0 0 3

5x 2 2 1 0 1 0 4

6x 1 -1 0 0 0 1 0

4 1 2 0 0 0 0
1 3 -1 0 0 0 0
-1 1 4 0 0 0 0
( )0BT . Tabla canónica asociada a 0x .
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0x  es una s.f.b. degenerada, siendo 0Z
J  = { }6,3,2,1 . Sabemos, por el Corolario

2.9.13, que P
xpEx ∈0  si, y sólo si, el programa:

{ }0   ,0 ,0   ,0/max 0 ≥=≥=− sAwwIsCwse
Z

t

es acotado, con valor óptimo 0.

Ahora bien, como el problema anterior es no acotado concluimos que P
xpEx ∉0 .

2L  = { }{ 6,3,2,1 , { }3,2,1 , { }6,2,1 , { }6,3,1 , { }6,3,2 , { }2,1 , { }3,1 , { }6,1 , { }3,2 , { }6,2 ,
{ }6,3 , {}1 , { }2 , { }3 , { }6 , }∅ .

Iteración 0.

Se trata de estudiar los subconjuntos JJ ⊆′  tal que J ′  = 0.

Dado que 0I  = ∅  no hay nada que estudiar.

Iteración 1.

1I  = { } { }{ }5,4 .

Para J ′  = { }4 , el programa (2.54) se concreta en
{ }0,0    ,0,0/max 4 ≥≥==− wsAwIsCwset . Como este problema es acotado, con

valor óptimo 0, { }( ) P
fEF ∈4 .

Para J ′  = { }5 , el programa (2.54) se concreta en
{ }0,0    ,0,0/max 5 ≥≥==− wsAwIsCwset . Nuevamente, este problema es

acotado, con valor óptimo 0. Luego { }( ) P
fEF ∈5 .

Así, 1L  = { } { }{ }5,4 .

Iteración 2.

Se trata de estudiar los subconjuntos { }5,4−⊆′ JJ , tales que J ′  = 2 y que no

pertenezcan a la lista 2L  ⇒  ∅=2I  ⇒  STOP. { }( ) { }( ){ }5,4 FFE P
mf = .

�

Veamos otro ejemplo:
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Ejemplo 4.5.21 Consideremos el siguiente LVP propuesto por Sayin ([Sy96],
p. 91):

xmax 

s.a:

0  

8

12
  

114

432

≥







≤






x

x

Paso 0. Inicialización.
∅=1L . Evidentemente ∅≠X , pues a partir de los datos del problema se

obtiene de forma inmediata una tabla canónica.

v.b. 1x 2x 3x 4x 5x r.h.s.

4x 2 3 4 1 0 12

5x 4 1 1 0 1 8

-1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0
( )0BT . Tabla canónica asociada a 0x .

0x  es una s.f.b. no degenerada y no eficiente (aplicar, por ejemplo, el
Corolario 2.6.7), siendo 0Z

J  = { }3,2,1 . Sin embargo, vamos a obviar este hecho

y no considerar la lista 2L  para complicar artificialmente el problema.

Iteración 0.

Se trata de estudiar los subconjuntos JJ ⊆′  tal que J ′  = 0.

Para J ′  = ∅ , el programa (2.54) se concreta en
{ }0,,  ,0  /max 321321 ≥=++ wwwAwwww . Como este problema es no acotado no

podemos concluir nada. (Nótese que si ∅  fuese un descriptor maximal
entonces ( ) P

fEF ∉∅ )

Iteración 1.

Se trata de estudiar los subconjuntos de 1I  dados por JJ ⊆′  y tales que J ′  =
1.
Así, 1I  = {} { } { } { } { }{ }5,4,3,2,1 .
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Para J ′  = {}1 ,{ }2  y { }3 , el test a aplicar se concreta en
{ }0,,  ,0  /max 321321 ≥=++ wwwAwwww . Como este problema es no acotado no

podemos concluir nada.

Para J ′  = { }4 , el test a aplicar se concreta en
{ }0,,,  ,0  /max 4321321 ≥=++ wwwwAwwww . Este problema es acotado, con

valor óptimo 0 ⇒  { }( ) P
fEF ∈4 .

Para J ′  = { }5 , el test a aplicar se concreta en
{ }0,,,  ,0  /max 5321321 ≥=++ wwwwAwwww . Este problema es acotado, con

valor óptimo 0 ⇒  { }( ) P
fEF ∈5 .

Así, 1L  = { } { }{ }5,4 .

Iteración 2.

Se trata de estudiar los subconjuntos { }5,4−⊆′ JJ , tales que J ′  = 2. Así, 2I

= { } { } { }{ }3,2,3,1,2,1 .

Para J ′  = { }2,1 , { }3,1  y { }3,2 , el test a aplicar se concreta en
{ }0,,  ,0  /max 321321 ≥=++ wwwAwwww . Como este problema es no acotado no

podemos concluir nada.

Iteración 3.

Se trata de estudiar los subconjuntos { }5,4−⊆′ JJ , tales que J ′  = 3. Así, 3I

= { }{ }3,2,1 .

Para J ′  = { }3,2,1 , el test a aplicar se concreta en
{ }0,,  ,0  /max 321321 ≥=++ wwwAwwww . Como este problema es no acotado no

podemos concluir nada.

Iteración 4.

Se trata de estudiar los subconjuntos { }5,4−⊆′ JJ , tales que J ′  = 4.

Como ∅=4I  ⇒  STOP. { }( ) { }( ){ }5,4 FFE P
mf = .

�
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4.5.4 Un Nuevo Enfoque: Métodos Descendentes Locales
La técnica que proponemos a continuación para generar el conjunto de
soluciones eficientes de un LVP intenta combinar las ventajas del análisis
local con las que presentan los métodos descendentes. Obtendríamos así un
diseño de tipo descendente local (Local Top Down o LTD para abreviar), que
hasta donde sabemos, es inédito.

La idea básica de los algoritmos descendentes locales consiste en
calcular de forma descendente, para cada vértice eficiente, todas las caras
eficientes maximales incidentes en el mismo. El método termina cuando no
quedan vértices eficientes por estudiar.

La posibilidad de desarrollar un algoritmo de este tipo está
condicionada, principalmente, a la disponibilidad de caracterizaciones
adecuadas para caras eficientes incidentes en un vértice,
independientemente de la degeneración o no del mismo. Afortunadamente,
estos tests fueron obtenidos en el capítulo 2.

Desde un punto de vista algorítmico, los métodos generadores de
soluciones eficientes de clase descendente local constituyen una combinación
de los algoritmos VERTICES (sección 4.3) y TD-IFACES (sección 4.5.3),
donde para cada vértice eficiente encontrado por la rutina VERTICES se
llama a TD-IFACES para que calcule las caras eficientes maximales
incidentes en dicho vértice.

Las principales ventajas que presenta el nuevo enfoque propuesto
son:

(i) Frente a los métodos descendentes globales, reducen sustancialmente
las caras a examinar a base de estudiar localmente cada vértice
eficiente. De esta forma, se mantiene más controlada una posible
explosión combinatoria puesto que el número de caras incidentes en
un determinado vértice suele ser sensiblemente menor que el número
total de caras del poliedro.

(ii) Cuando las caras eficientes maximales tienen una dimensión elevada,
los métodos descendentes locales deberían comportarse mejor que los
ascendentes locales.

Como inconvenientes podemos enumerar:

(i) Cuanto menor sea la dimensión de las caras eficientes maximales,
peor será el comportamiento de los algoritmos de la clase LTD.
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(ii) Cuanto mayor sea el número de vértices eficientes, más esfuerzo
computacional será necesario. Esta dificultad es común a todos los
métodos locales.

Veamos el diseño genérico de un algoritmo descendente local.
Utilizaremos la siguiente notación:

1V Lista de vértices eficientes explorados (es decir, para los cuales
ya han sido todas las caras eficientes incidentes en los mismos).

2V Lista de vértices eficientes no explorados.

1L Lista de caras eficientes maximales halladas.

2L Lista de caras no eficientes halladas.
( )ixEV Conjunto de vértices E-adyacentes a ix .

Esquema LTD-FACES

Paso 0. Inicialización.
Encontrar un vértice eficiente inicial 0x . Si no hay ninguno, STOP. ∅=PE .
Hacer ∅←1V , { }02 xV ← , ∅←1L , ∅←2L  e 0←i .

Paso 1. Progresión.
Seleccionar un punto 2Vxi ∈ .

Paso 2. Exploración.
Determinar descendentemente (en el sentido de la inclusión matemática) todas las caras
eficientes maximales incidentes en ix . A partir de esta información calcular ( )ixEV  =

{ }iP
xp xxEx E~/∈ .

Paso 3. Registro.
Añadir a 1L  las caras eficientes maximales encontradas en el paso anterior. Hacer lo propio con
las caras no eficientes y la lista 2L .

Hacer { }ixVV �11 ←  y 2V ← { }( ) ( )( )12 VxEVxV ii −− � .

Paso 4. Terminación.
Si 2V  = ∅  ⇒  STOP. El conjunto de todas las soluciones eficientes ha sido generado.

�
1LF

P FE
∈

= . En caso contrario, hacer 1+← ii  e ir al paso 1.

Las siguientes propiedades son inmediatas por ser LTD-FACES una
combinación de los algoritmos VERTICES y TD-IFACES

Teorema 4.5.22 El esquema LTD-FACES es finito.

Teorema 4.5.23 El esquema LTD-FACES es válido.
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A continuación entraremos en los detalles de un algoritmo específico
basado en la tecnología LTD.

Convendremos en que las listas 1L  y 2L  contendrán, respectivamente,
los descriptores eficientes y no eficientes hallados por nuestro algoritmo.
Además, denotaremos por jZ

J  el descriptor maximal asociado al punto

extremo jx .

Algoritmo LTD-FACES

Paso 0. Inicialización.
Encontrar una s.f.b. inicial 0x . Si no hay ninguna, STOP ⇒  ∅=X .
Hacer ∅←1V , ∅←1L  e 1←i .

Comprobar si 0x  es eficiente o no.
En caso afirmativo, hacer { }02 xV ← , ∅←2L .

En caso negativo, hacer 






= 022

Z
J

L  y encontrar un vértice eficiente inicial 1x . Si no hay

ninguno, STOP. ∅=PE . En otro caso, hacer { }12 xV ← .

Paso 1. Progresión.
Seleccionar un punto 2Vxi ∈ .

Paso 2. Exploración.
Análisis de eficiencia para caras incidentes en ix .
Se trata de llamar a TD-IFACES( iZ

J , 1L , 2L ), pero ahora aplicaremos los tests de eficiencia para

caras dados en los Corolarios 2.8.2 y 2.8.23, para los casos no degenerado y degenerado,
respectivamente, por ser más adecuados que el Corolario 2.9.9 cuando se trabaja con un
enfoque orientado a tablas.

Análisis de E-adyacencia relativo a ix .
Se trata de determinar los vértices E-adyacentes a ix  (utilizando la información generada
previamente) y almacenarlos en ( )ixEV .

Para cualquier vértice jx  adyacente a ix  que descubramos como ineficiente, actualizaremos
convenientemente la lista 2L .

Paso 3. Registro.
Hacer { }ixVV �11 ← , 2V ← { }( ) ( )( )12 VxEVxV ii −− � .

Paso 4. Terminación.
Si 2V  = ∅  ⇒  STOP. El conjunto de todas las soluciones eficientes ha sido generado.

�
1LF

P FE
∈

= . En caso contrario, hacer 1+← ii  e ir al paso 1.
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Conviene enfatizar que para poder aplicar un test como el Corolario
2.8.23 en la rutina TD-IFACES es preciso que el descriptor considerado sea
maximal (entre otras cosas, esta condición se necesita para poder calcular el
vector r  que aparece en el test).

Vamos a ilustrar el procedimiento propuesto aplicándolo a un ejemplo
concreto:

Ejemplo 4.5.24 Consideremos el siguiente LVP (coincidente con el dado en el
Ejemplo 4.5.9):
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Tomaremos como s.f.b. inicial la misma que utilizó Isermann ([Is77a], p.
719).

Paso 0. Inicialización.
Sea 1x  la s.f.b. asociada a la base 1B  dada por 1B

J  = { }6,3,2 , cuya tabla

canónica escribimos a continuación:

v.b. 1x 2x 3x 4x 5x 6x r.h.s.

2x 1 1 0 -1 1 0 1

3x 0 0 1 2 -1 0 2

6x 2 0 0 -1 1 1 1

-3 0 0 3 -1 0 5
2 0 0 -5 4 0 1
2 0 0 7 -3 0 9
( )1BT . Tabla canónica asociada a 1x .

Se comprueba sin dificultad que 1x  es eficiente. Así:
∅=1V , { }12 xV = , ∅=1L , ∅=2L .
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Iteración 1.

Paso 1. Progresión.
Seleccionamos 1x  de 2V .

Paso 2. Exploración.
Es evidente que 1x  es no degenerado, siendo 1N

J  = { }5,4,1  y R  =

















−
−

−−

372

452

133

.

Análisis de eficiencia para caras incidentes en 1x .
Se trata de ir revisando los subconjuntos 1N

JJ ⊆′  de menor a mayor cardinal

(ascendentemente) lo que implica un estudio (descendente) de las caras ( )JF ′ .
Como 1x  es no degenerado, aplicaremos como test de eficiencia el Corolario
2.8.2, a saber, ( ) ( )xEJF P

f∈′  ⇔  { }0   ,0   ,/max ≥≥=+ surIsRuset  es acotado, con

valor óptimo igual a 0, donde eRr JJ N ′−= .

Nivel 0. 0I  = { }∅

J ′  = ∅  ⇒  r  = eR  = 














 −

6

1

1

.

La tabla canónica asociada al test para J ′  = ∅  es:

v.b. 1x 4x 5x 1s 2s 3s r.h.s.

1s -3 3 -1 1 0 0 -1

2s 2 -5 4 0 1 0 1

3s 2 7 -3 0 0 1 6

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor óptimo positivo (5.7).
Por tanto, ( )∅= FX  no es eficiente (el problema no es completamente
eficiente).

Nivel 1.
1I  = {} { } { }{ }5,4,1 .

Las caras a estudiar son las dadas por {}1=′J , { }4=′J  y { }5=′J
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Para {}1=′J  ⇒  r  = eR JJ N ′−  = e
















−
−

−

37

45

13

 = 















−

4

1

2

.

La tabla canónica asociada al test para {}1=′J  es:

v.b. 1x 4x 5x 1s 2s 3s r.h.s.

1s -3 3 -1 1 0 0 2

2s 2 -5 4 0 1 0 -1

3s 2 7 -3 0 0 1 4

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor óptimo positivo (4) ⇒
{ }( ) P

fEF ∉1 .

Para { }4=′J  ⇒  r  = eR JJ N ′−  = e
















−

−−

32

42

13

 = 
















−

−

1

6

4

.

La tabla canónica asociada al test para { }4=′J  es:

v.b. 1x 4x 5x 1s 2s 3s r.h.s.

1s -3 3 -1 1 0 0 -4

2s 2 -5 4 0 1 0 6

3s 2 7 -3 0 0 1 -1

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor óptimo nulo (0) ⇒
{ }( ) P

fEF ∈4 .

Para { }5=′J  ⇒  r  = eR JJ N ′−  = e















−

−

72

52

33

 = 















−

9

3

0

.

La tabla canónica asociada al test para { }5=′J  es:
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v.b. 1x 4x 5x 1s 2s 3s r.h.s.

1s -3 3 -1 1 0 0 0

2s 2 -5 4 0 1 0 -3

3s 2 7 -3 0 0 1 9

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor óptimo nulo (0) ⇒
{ }( ) P

fEF ∈5 .

Evidentemente, ya no quedan más caras eficientes maximales incidentes en
1x  por estudiar.

Análisis de E-adyacencia relativo a 1x .
A partir de los resultados anteriores y teniendo en cuenta a ( )1BT , se obtienen
los siguientes vértices E-adyacentes a 1x :

Si metemos 1x  en la base ⇒  Obtenemos 2x  especificado por 2Z
J  = { }6,5,4 . La

base está dada por 2B
J  = { }1,3,2 . ( { }( ) { }( )542 FFx �∈ ).

Si metemos 4x  en la base ⇒  Obtenemos 3x  especificado por 3Z
J  = { }5,3,1 . La

base está dada por 3B
J  = { }6,4,2 . ( { }( )53 Fx ∈ ).

Si metemos 5x  en la base ⇒  Obtenemos 4x  especificado por 4Z
J  = { }6,4,2,1 .

Una base asociada es 4
1B

J  = { }6,3,5 . (Obsérvese que había 2 variables

candidatas a salir de la base, 2x  o 6x , pero ambas conducen al mismo vértice

degenerado). ( { }( )44 Fx ∈ .

Paso 3. Registro.
{ }11 xV = , { }432

2 ,, xxxV = , 1L  = { } { }{ }5,4 , 2L  = {}{ }1,∅ .

Iteración 2.

Paso 1. Progresión.
Seleccionamos 2x  de 2V , cuya base 2B  está dada por 2B

J  = { }1,3,2 .

La tabla canónica asociada a 2B  es:
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v.b. 1x 2x 3x 4x 5x 6x r.h.s.

2x 0 1 0 -1/2 1/2 -1/2 1/2

3x 0 0 1 2 -1 0 2

1x 1 0 0 -1/2 1/2 1/2 1/2
0 0 0 3/2 1/2 3/2 13/2
0 0 0 -4 3 -1 0
0 0 0 8 -4 -1 8
( )2BT . Tabla canónica asociada a 2x .

Paso 2. Exploración.
Es evidente que 2x  es no degenerado, siendo 2N

J  = { }6,5,4  y R  =

















−−
−−

148

134

2/32/12/3

.

Análisis de eficiencia para caras incidentes en 2x .
Como sabemos, debemos revisar los subconjuntos 2N

JJ ⊆′  de menor a mayor

cardinal (ascendentemente) para realizar un estudio descendente de las
caras ( )JF ′ .

Como 2x  es no degenerado, aplicaremos como test de eficiencia el Corolario
2.8.2.

Como sabemos que ( )∅= FX  no es eficiente, pasamos directamente al nivel 1.

Nivel 1.
1I  = { } { } { }{ }6,5,4 .

La única cara a estudiar es la dada por, { }6=′J , pues sabemos que { }( )4F ,
{ }( ) P

fEF ∈5 .

Para { }6=′J  ⇒  r  = eR JJ N ′−  = e
















−
−

48

34

2/12/3

 = 















−

4

1

2

.

La tabla canónica asociada al test para { }6=′J  es:
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v.b. 4x 5x 6x 1s 2s 3s r.h.s.

1s 3/2 1/2 3/2 1 0 0 2

2s -4 3 -1 0 1 0 -1

3s 8 -4 -1 0 0 1 4

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor óptimo positivo (5.7)
⇒  { }( ) P

fEF ∉6 .

Análisis de E-adyacencia relativo a 2x .
A partir de los resultados anteriores y de la tabla ( )2BT , obtenemos los
siguientes vértices E-adyacentes a 2x :

Si metemos 4x  en la base ⇒  Obtenemos un nuevo vértice 5x  E-adyacente a
2x  (especificado por 5Z

J  = { }6,5,3 ). La base está dada por 5B
J  = { }1,4,2 .

( { }( )55 Fx ∈ ).

Si metemos 5x  en la base ⇒  Obtenemos 4x  (especificado por 4Z
J  = { }6,4,2,1 ),

vértice eficiente degenerado ya encontrado, pero aún no explorado.
( { }( )44 Fx ∈ ).

Si metemos 6x  en la base ⇒  Obtenemos 1x  (especificado por 1Z
J  = { }5,4,1 ),

vértice eficiente ya explorado. ( { }( ) { }( )541 FFx �∈ ).

Paso 3. Registro.
{ }21

1 , xxV = , { }543
2 ,, xxxV = , 1L  = { } { }{ }5,4  y 2L  = {} { }{ }6,1,∅ .

Iteración 3.

Paso 1. Progresión.
Seleccionamos 3x  de 2V , cuya base 3B  está dada por 3B

J  = { }6,4,2 .

La tabla canónica asociada a 3B  es:
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v.b. 1x 2x 3x 4x 5x 6x r.h.s.

2x 1 1 1/2 0 1/2 0 2

4x 0 0 1/2 1 -1/2 0 1

6x 2 0 1/2 0 1/2 1 2

-3 0 -3/2 0 1/2 0 2
2 0 5/2 0 3/2 0 6
2 0 -7/2 0 1/2 0 2
( )3BT . Tabla canónica asociada a 3x .

Paso 2. Exploración.
Es evidente que 3x  es no degenerado, siendo 3N

J  = { }5,3,1  y R  =

















−

−−

2/12/72

2/32/52

2/12/33

.

Nótese que a la vista de la tabla ( )3BT , si metemos 5x  en la base

obtendríamos un nuevo vértice 6x  que es obviamente ineficiente (basta
observar que 05 ≥r  y aplicar la Proposición 4.3.6). Como 6x  tiene como

descriptor maximal 6Z
J  = { }6,3,2,1 , hacemos 







= 6222

Z
J

LL � . Recuérdese

que la detección de vértices ineficientes acelera el estudio de eficiencia para
las caras en los métodos LTD.

Análisis de eficiencia para caras incidentes en 3x .
Revisando sistemáticamente los subconjuntos 3N

JJ ⊆′ , de menor a mayor

cardinal, tenemos:

Nivel 1.
1I  = {} { } { }{ }5,3,1 .

Sabemos que { }( ) P
fEF ∈5 . Como 26 LJ

Z
∈∃  tal que { } 63 5

ZN
JJ ⊆−  ya no hay

más nada que analizar.

Análisis de E-adyacencia relativo a 3x .
A partir de los resultados anteriores y de la tabla ( )3BT , obtenemos los
siguientes vértices E-adyacentes a 3x :

Si metemos 1x  en la base ⇒  Obtenemos 5x , especificado por 5Z
J  = { }6,5,3 ,

vértice eficiente ya encontrado pero aún no explorado. ( { }( )55 Fx ∈ ).
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Si metemos 3x  en la base ⇒  Obtenemos 1x  (especificado por 1Z
J  = { }5,4,1 ),

vértice eficiente ya explorado. ( { }( ) { }( )541 FFx �∈ ).

Paso 3. Registro.
{ }321

1 ,, xxxV = , { }54
2 , xxV = , 1L  = { } { }{ }5,4 , 2L  = { }{ 6,3,2,1 , { }3,2,1 , { }6,2,1 ,

{ }6,3,1 , { }6,3,2 , { }2,1 , { }3,1 , { }6,1 , { }3,2 , { }6,2 , { }6,3 , {}1 , { }2 , { }3 , { }6 , }∅ .

Iteración 4.

Paso 1. Progresión.
Seleccionamos 4x  de 2V , siendo 4

1B  una base asociada dada por 4
1B

J  =

{ }6,3,5 .

La tabla canónica asociada a 4
1B  es:

v.b. 1x 2x 3x 4x 5x 6x r.h.s.

5x 1 1 0 -1 1 0 1

3x 1 1 1 1 0 0 3

6x 1 -1 0 0 0 1 0

-2 1 0 2 0 0 6
-2 -4 0 -1 0 0 -3
5 3 0 4 0 0 12
( )41BT . Tabla canónica asociada a 4x .

Paso 2. Exploración.
Evidentemente 4x  es degenerado, siendo 4Z

J  = { }6,4,2,1  , 4
1N

J  = { }4,2,1  y R  =
















−−−

−

435

142

212

.

Análisis de eficiencia para caras incidentes en 4x .
Debemos revisar los subconjuntos 4Z

JJ ⊆′  de menor a mayor cardinal.

Además, como 4x  es degenerado aplicaremos como test de eficiencia el
Corolario 2.8.23.

Nivel 1.
Como 1I  = ∅ , pues {} { } { } 26,2,1 L∈  y { } 14 L∈ , ya no hay más nada que
analizar.
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Análisis de E-adyacencia relativo a 4x .
A partir de los resultados anteriores y de ( )41BT  se tiene:

Si metemos 1x  en la base ⇒  Obtenemos de nuevo 4x , pero ahora especificado
por 4

2B
J  = { }1,3,5 .

La tabla canónica asociada a 4
2B  es:

v.b. 1x 2x 3x 4x 5x 6x r.h.s.

5x 0 2 0 -1 1 -1 1

3x 0 2 1 1 0 -1 3

1x 1 -1 0 0 0 1 0
0 -1 0 2 0 2 6
0 -6 0 -1 0 2 -3
0 8 0 4 0 -5 12
( )42BT . Tabla canónica asociada a 4x .

Si metemos 2x  en la base ⇒  Obtenemos 1x  (ya estudiado).

Si metemos 4x  en la base ⇒  Obtenemos 6x , vértice no eficiente ya
encontrado.

A partir de ( )42BT  se obtienen los siguientes resultados:

Si metemos 2x  en la base ⇒  Obtenemos 2x  (ya estudiado).

Si metemos 4x  en la base ⇒  Obtenemos 6x , vértice no eficiente ya
encontrado.

Si metemos 6x  en la base ⇒  Obtenemos 4x , especificado por 4
1B

J  = { }6,3,5 .

Como ya no hay más bases degeneradas lexicográficamente accesibles
a través de pivotes positivos asociadas a 4x , concluimos el análisis de E-
adyacencia.

Paso 3. Registro.
{ }4321

1 ,,, xxxxV = , { }52 xV = , 1L  = { } { }{ }5,4 , 2L  = { }{ 6,3,2,1 , { }3,2,1 , { }6,2,1 ,
{ }6,3,1 , { }6,3,2 , { }2,1 , { }3,1 , { }6,1 , { }3,2 , { }6,2 , { }6,3 , {}1 , { }2 , { }3 , { }6 , }∅ .
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Iteración 5.

Paso 1. Progresión.
Seleccionamos 5x  de 2V , cuya base 5B  está dada por 5B

J  = { }1,4,2 .

La tabla canónica asociada a 5B  es:

v.b. 1x 2x 3x 4x 5x 6x r.h.s.

2x 0 1 1/4 0 1/4 -1/2 1

4x 0 0 1/2 1 -1/2 0 1

1x 1 0 1/4 0 1/4 1/2 1
0 0 -3/4 0 5/4 3/2 5
0 0 2 0 1 -1 4
0 0 -4 0 0 -1 0
( )5BT . Tabla canónica asociada a 5x .

Paso 2. Exploración.
Es evidente que 5x  es no degenerado, siendo 5N

J  = { }6,5,3  y R  =

















−−
−

−

104

112

2/34/54/3

.

Análisis de eficiencia para caras incidentes en 5x .
Al revisar los subconjuntos 5N

JJ ⊆′  ascendentemente en su cardinal

tenemos:

Nivel 1.
Como 1I  = ∅ , pues { } { } 26,3 L∈  y { } 15 L∈ , ya no hay más nada que analizar.

Análisis de E-adyacencia relativo a 5x .
A partir de los resultados anteriores y de ( )5BT  tenemos:

Si metemos 3x  en la base ⇒  Obtenemos 2x  (especificado por 2Z
J  = { }6,5,4 ),

vértice eficiente ya explorado.

Si metemos 5x  en la base ⇒  Obtenemos 6x , vértice no eficiente ya encontrado

(nótese que también se da que 05 ≥r ).

Si metemos 6x  en la base ⇒  Obtenemos 3x  (especificado por 3Z
J  = { }5,3,1 ),

vértice eficiente ya explorado.
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Paso 3. Registro.
{ }54321

1 ,,,, xxxxxV = , ∅=2V , 1L  = { } { }{ }5,4 , 2L  = { }{ 6,3,2,1 , { }3,2,1 , { }6,2,1 ,
{ }6,3,1 , { }6,3,2 , { }2,1 , { }3,1 , { }6,1 , { }3,2 , { }6,2 , { }6,3 , {}1 , { }2 , { }3 , { }6 , }∅ .

Paso 4. Terminación.
Como ∅=2V  ⇒  El conjunto de caras eficientes maximales se obtiene a partir
de 1L  = { } { }{ }5,4 . Así, PE  = { }( ) { }( )54 FF � , donde { }( )4F  = { }( )421 ,, xxxCVH  y
{ }( )5F  = { }( )5321 ,,, xxxxCVH .

�
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Capítulo 5

Programación Vectorial
Lineal Entera

5.1 Introducción
A lo largo de esta memoria hemos venido tratando diversas cuestiones que
atañen a la programación vectorial y, más concretamente, a la programación
vectorial lineal, como un caso particular de la anterior que se ocupa de la
maximización de k  funciones objetivo lineales sobre un poliedro. Sin
embargo, es posible obtener otras especializaciones del modelo vectorial
profusamente utilizadas en la resolución de problemas del mundo real.
Entre ellas, una muy conocida e íntimamente relacionada (al menos en
apariencia) con el LVP, la constituye el problema de programación vectorial
lineal entera, al que denotaremos, de manera genérica, como ILVP. Siendo
conscientes de este hecho, nuestra investigación no podía darse por
finalizada sin explorar, siquiera someramente, las posibilidades que ofrecía
este nuevo planteamiento. Pronto nos dimos cuenta de que, tras su atractiva
apariencia, se escondían tremendos desafíos que lo hacían aún más
cautivante. Este capítulo representa nuestra aportación en esta materia y
en él se estudian con rigor algunos de los aspectos teóricos y algorítmicos de
mayor interés relacionados con el ILVP.

En la sección 5.2 se plantea el modelo ILVP en términos matemáticos
y se ponen de manifiesto, mediante el uso de numerosos ejemplos, los
principales inconvenientes que presenta el mismo. Entre ellos, uno de los
más problemáticos, es que no todas las soluciones eficientes del ILVP
necesariamente cumplen el Principio de Geoffrion, es decir, maximizan
alguna ponderación de la función objetivo vectorial con pesos estrictamente
positivos. Este hecho indujo a Teghem y Kunsch ([TgKn86]) a distinguir dos
categorías mutuamente excluyentes de soluciones eficientes: soportadas y no
soportadas, según verificasen o no, respectivamente, la propiedad
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anteriormente reseñada. Otra dificultad, bastante incómoda, es la falta de
conexidad de la región eficiente.

En la sección 5.3 examinamos las principales propiedades teóricas del
ILVP. Para esta tarea, nos hemos apoyado, principalmente (pero no
exclusivamente), en el estudio de las relaciones existentes entre el problema
entero y sus relajaciones lineal y convexa. Entre otras cuestiones han sido
probados los siguientes resultados: (i) si el problema entero es acotado
entonces también lo es su relajación lineal y viceversa (Proposiciones 5.3.19
y 5.3.18, respectivamente), (ii) entre el conjunto de soluciones eficientes del
ILVP siempre hay alguna solución soportada (Teorema 5.3.12), (iii) todas las
soluciones eficientes soportadas son propias (Proposición 5.3.1), (iv) el
problema entero es N-acotado (Teorema 5.3.22), (v) para cualquier solución
eficiente no soportada siempre existe alguna solución eficiente de la
relajación lineal que la domina (Proposición 5.3.23), (vi) el método de Ecker
y Kouada para generar una solución eficiente inicial sigue siendo válido en
el caso entero (Teorema 5.3.21), ...

En la sección 5.4 presentamos una serie de estimaciones novedosas
sobre la proximidad (en norma infinito) entre las soluciones eficientes del
problema entero y las de su relajación lineal (Teoremas 5.4.3, 5.4.6 y 5.4.7).
Estas acotaciones aportan una información geométrica valiosa, tanto para el
analista como para el DM, pues indican si, en un entorno de una solución
eficiente dada de la relajación lineal, existe alguna solución eficiente del
problema entero y viceversa. Además, mostramos que las cotas halladas son
las mejores posibles que se pueden obtener bajo las hipótesis hechas
(Ejemplo 5.4.4).

Desafortunadamente, no es posible conseguir, de manera directa,
métodos generadores de soluciones eficientes enteras para el ILVP,
mediante la simple mezcla de las técnicas existentes para el LVP con los
algoritmos de resolución disponibles para el caso escalar entero ([TgKn86],
p. 95). Ello obliga a un replanteamiento completo del problema. En la
sección 5.5 analizaremos en primer lugar, y sin pretender ser exhaustivos,
algunos de los métodos generadores de soluciones eficientes enteras para el
ILVP considerados como más relevantes entre los publicados en la
literatura. Distinguiremos el caso general (con múltiples objetivos) del caso
especial biobjetivo, debido a las simplificaciones que permiten las
propiedades de este último. En general, para cada método damos una
especificación algorítmica detallada del mismo y realizamos un análisis
sobre sus propiedades más relevantes: convergencia, validez y complejidad.
Esto nos permitirá hacernos una idea del estado del arte sobre el tema. Los
algoritmos para el problema general que se abordan en este apartado son los
de Klein y Hannan ([KlHn82]), y Marcotte y Soland ([MrSl86]). Para el caso
biobjetivo prestaremos atención al método NISE ([Ch78]), al algoritmo de
Chalmet, Lemonidis y Elzinga ([ChLE86]) y al método Restringido ([Ch78],
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p. 115-127). Casi todos los procedimientos expuestos han sido retocados
(manteniendo el espíritu original) de alguna manera, con la intención de, o
bien hacerlos más claros o bien poder extenderlos a situaciones para las que
originalmente no fueron pensados. En particular, este último es el caso de
los métodos NISE y Restringido, los cuales fueron desarrollados para el caso
continuo.

Aunque no trataremos, por cuestiones de espacio, los numerosos
algoritmos de propósito especial publicados para el problema binario,
merece la pena destacar los métodos de enumeración implícita dados por
Bitran ([Bi77] y [Bi79]), Deckro y Winkofsky ([DcWn83]) y el de Kiziltan y
Yucaoglu ([KzYc83]). Entre los diferentes artículos donde se realiza una
revisión del estado del arte de los métodos generadores de soluciones
eficientes enteras destacamos el de Rasmussen ([Rs86]), en el que se
analizan los métodos para el problema binario, y el de Teghem y Kunsch
([TgKn86]), que hacen lo propio con el problema general y el problema
binario.

Sin embargo, el objetivo fundamental de la sección 5.5 no consiste
tanto en hacer una exposición más o menos precisa de algunos de los
procedimientos de resolución más conocidos para el ILVP, sino en presentar
dos nuevos algoritmos generadores de soluciones eficientes enteras
desarrollados por nosotros. El primero de ellos, al que hemos denominado
método de Puntos Subeficientes, es un procedimiento aproximado por exceso
cuando se tienen en cuenta más de dos objetivos ( 2>k ) y exacto para el caso
biobjetivo. El segundo, al que nos referiremos como método de los Retículos
Completamente Eficientes, es un método exacto. Además del estudio común
para los procedimientos de esta sección, ambos métodos han sido aplicados
sobre problemas concretos para ilustrar su funcionamiento.

El método de Puntos Subeficientes enumera de forma implícita las
soluciones factibles del ILVP generando, para cada nodo del árbol de
enumeración, separaciones válidas formadas por subconjuntos disjuntos dos
a dos. Ello implica que no se recalculan soluciones previamente halladas.
Los puntos de corte para cada nodo se obtienen a través de una aplicación
local del test de Ecker y Kouada (ver sección 4.2.3), que garantiza que son
eficientes cuando 2=k .

El método de los Retículos Completamente Eficientes (RCE) utiliza un
enfoque radicalmente distinto (y, hasta donde sabemos, inusual en el campo
entero) al utilizado por los otros algoritmos analizados en esta sección.
Efectivamente, mientras que todos los métodos estudiados hasta ahora
almacenan de forma explícita la región eficiente, el procedimiento RCE lo
hace de forma implícita. Básicamente, el algoritmo propuesto estudia la
eficiencia completa de las regiones activas, almacenándolas si son
completamente eficientes y separándolas en caso contrario. El principal
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inconveniente del algoritmo es que cuando 2>k , los subconjuntos de la
separación no tienen por qué ser disjuntos dos a dos, pudiendo ser
regeneradas algunas de las soluciones ya obtenidas. Evidentemente, cuanto
mayor sea la relación entre el número de soluciones eficientes y el número
de soluciones factibles del problema, mejor será el comportamiento del
método propuesto.

5.2 El Problema de Programación Vectorial Lineal
Entero

La formulación estándar del problema de programación vectorial lineal
entero mixto viene dada por:

( )
{ } 




′∈∀∈∈=∈
=

JjZxRxXFx

Cxxz

j
n   ,/ :s.a

max 

�
(5.1)

siendo { }nJJ  ..., ,1=⊆′  y { }X =   x R  /  Ax=b n∈ + , donde supondremos que
nm ZA ×∈  es regular por filas, m Zb ∈  y nk ZC ×∈ .

Al modelo anterior lo denotaremos, abreviadamente, por MILVP,
acrónimo de Mixed Integer Linear Vector Program .

Cuando JJ =′  tenemos un problema de programación vectorial entero
puro, denominado ILVP, el cual puede ser escrito como:

{ }nZXFxCx �=∈/max (5.2)

Una especialización de la formulación dada en (5.2) la constituye
aquélla en la que los valores de las variables están restringidos a los
elementos del conjunto B  = { }1,0  hablándose, en este caso, del problema de
programación vectorial entero 0-1 (0-1ILVP).

Obsérvese que F  no es un poliedro, mientras que X  sí lo es. En
realidad, para el problema entero puro, F  es un retículo.

Sea IP  un ILVP dado. Siguiendo la nomenclatura utilizada a lo largo
de esta memoria, al conjunto de soluciones eficientes del problema IP  lo
denotaremos por E IP .

El conjunto E IP  se suele describir de forma explícita, dado que en la
mayor parte de problemas reales la región eficiente es finita.



5.2.  EL PROBLEMA DE PROGRAMACIÓN VECTORIAL ... 283

≥C

1x

2x

Figura 5.1

Ejemplo 5.2.1 Consideremos el problema IP  dado por:

{ } 



≤≤+∈=∈

+−=

+ 2 ,3/ :s.a

)2 ,2()(max 

221
2

2121

xxxZxFx

xxxxxz

La Figura 5.1 muestra la representación gráfica de la región factible y del
cono de preferencias asociado. Claramente, el conjunto de soluciones
eficientes es E IP = ( ) ( ) ( ){ }2,1,1,2,0,3 .

�

Igual que ocurre en el caso escalar, el modelo ILVP es mucho más
duro de tratar que el LVP. A continuación presentaremos algunas de las
razones que justifican esta afirmación.

En primer lugar, existe una diferencia fundamental entre la
programación vectorial lineal continua y la entera, pues mientras que en la
primera, cualquier punto PEx ∈  tiene una región de indiferencia ( )xI  =
{ }

λ
λ Pk Sx ∈Λ∈ /0  ≠  ∅ , es decir, verifican el Principio de Geoffrion ([TgKn86],

p. 96), en la segunda esto puede que no suceda, como pone de manifiesto el
siguiente ejemplo extraído de [Bt77], p. 122:
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1x

2x

1c

2c ≥C

x

Figura 5.2

Ejemplo 5.2.2 Sea IP  el problema:

{ }22121 /)3- ,2(max Bxxxxx ∈+−

La Figura 5.2 muestra la representación de la región factible y del cono de
preferencias asociado al problema. Resulta claro que 2BE IP = . Sin embargo,
para el punto ( )0 ,0=x  ocurre que kR+∈∀ λ  se verifica que 

λIPSx ∉ . Luego

( )xI  = { }
λ

λ IPk Sx ∈Λ∈ /0  = ∅ .
�

Esta (desafortunada) característica o anomalía consistente en que
algunas de las soluciones eficientes del problema IP  pueden tener regiones
de indiferencia vacías, nos conducirá a hacer distinciones dentro de IPE .

Definición 5.2.3 ([TgKn86], p. 96) Sea IPEx ∈ . Diremos que x  es eficiente
soportada (supported efficient) si ( ) ∅≠xI . En otro caso, x  se dice que es
eficiente no soportada.

Obsérvese que esta definición es muy parecida a la dada por Gabriel
Bitran ([Bt79], p. 381), donde en lugar de considerar 0

kΛ∈λ  se usa kΛ∈λ  y
a las soluciones eficientes soportadas y no soportadas se les denomina,
respectivamente, soluciones eficientes fuertes y débiles.
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Los conjuntos de soluciones eficientes soportadas y no soportadas los
denotaremos, respectivamente, por IP

sE  y IP
nsE . Evidentemente, ambos

conjuntos forman una partición de IPE , es decir, IP
ns

IP
s

IP EEE �=  y

∅=IP
ns

IP
s EE � .

La siguiente conclusión es clara:

Proposición 5.2.4 IP
sE  = �

0
k

IPS
Λ∈λ

λ
.

Veamos qué se puede decir respecto a las regiones de indiferencia
asociadas a soluciones eficientes.

Corolario 5.2.5 ([Bt77], Theorem 3.6) Sea IP
sEx ∈ . Entonces ( )xI  =

( ){ }IP
s

iit
k ExxxC ∈∀≥−Λ∈   ,0/0 λλ .

Demostración. Directa a partir de la Proposición 5.2.4.
�

Cuando se conoce IPE , pero no somos capaces de discriminar el
conjunto IP

sE , podemos utilizar el siguiente resultado:

Corolario 5.2.6 Sea IP
sEx ∈ . Entonces ( )xI  =

( ){ }IPiit
k ExxxC ∈∀≥−Λ∈   ,0/0 λλ .

Demostración.
“ ⊆ ”
Directa aplicando la definición de ( )xI  y teniendo en cuenta que FE IP ⊆ .
“ ⊇ ”
Inmediata teniendo en cuenta el Corolario 5.2.5 y que IPIP

s EE ⊆ .
�

Ejemplo 5.2.7 Consideremos el problema IP :

{ } 



≤+≤+≤+∈=∈

−+−=

+ 163,7,255/ :s.a

)2 ,2()(max 

212121
2

2121

xxxxxxZxFx

xxxxxz

En la Figura 5.3 se representa gráficamente el cono de preferencias y las
regiones factibles, tanto del problema continuo (relajación lineal) como del
problema entero.

El problema IP  tiene 27 soluciones factibles, de las cuales 11 son eficientes.
En particular,

E IP  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0,5,1,5,1,4,2,4,3,4,3,3,4,3,4,2,4,1,4,0,5,0 .
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1x

2x

≥C

X
( )2/5,2/9

( )2/9,2/5

3/16

Figura 5.3

Es fácil discernir cuáles de las soluciones eficientes del problema entero son
soportadas o no si disponemos de la representación gráfica del conjunto
criterio (ver Figura 5.4). Resulta así que:

IP
sE  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0,5,1,5,3,4,4,3,5,0 , IP

nsE  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,4,2,4,3,3,4,2,4,1,4,0 .

Nótese que en )(Xz  se encuentran una gran cantidad de puntos enteros que
no tienen inversa entera en X  y que, por tanto, no son factibles para el
problema entero. Efectivamente, el punto ( ) ( )Xz∈1,2  es la imagen de
( ) X∈3/5,3/4 , pero ( ) F∉3/5,3/4 .

�

El carácter discreto de la región factible del ILVP es más un
inconveniente que una ventaja, pues al perderse la convexidad del problema
se anulan muchos importantes resultados que se daban en el caso lineal,
entre ellos la conexidad del conjunto de soluciones eficientes.
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1z

2z

( )Xz

Figura 5.4

Además, nótese que el atractivo de poder listar de forma explícita la
región eficiente es bastante discutible. Cuando E IP  es no acotado, o acotado
pero con un cardinal elevado resulta imposible o poco práctico, dar la
descripción tradicional (en forma explícita) de E IP . Por desgracia, tampoco
resulta fácil dar una descripción de forma implícita de E IP , aunque es
posible, como pondremos de manifiesto en la Sección 5.5, con el método de
los Retículos Completamente Eficientes.

Ejemplo 5.2.8 Consideremos el siguiente problema IP  propuesto por Roger
Hartley ([Hr83], p. 19):

{ }nt ZxxbxeIx ∈≥≤  ,0   ,  /max ,

donde ++∈ Zb . La descripción explícita de E IP  tiene cardinal 




 −+
b

bn 1

(combinaciones con repetición de n  elementos tomados de b  en b ), lo que
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para n  y b  moderados es desproporcionado. Sin embargo, de forma
implícita, E IP  = { }bxeFx t =∈ / . La relajación lineal de este problema tiene
una única cara eficiente con n  vértices. Para el problema relajado, PE  =
{ }bxeXx t =∈ / .

�

Por otra parte, cualquier problema de optimización escalar lineal
entera se puede escribir (aunque es bastante difícil de lograr) como un
problema de optimización escalar lineal y, sin embargo, esto no se puede
extender al caso vectorial como han puesto de manifiesto los ejemplos
anteriores.

5.3 Preliminares Teóricos
En esta sección obtendremos de manera rigurosa algunas de las propiedades
más relevantes relacionadas con el ILVP.

Una cuestión interesante que, aparentemente no ha sido tratada con
anterioridad en la literatura, consiste en dilucidar si todas las soluciones
eficientes del problema entero son propias. A pesar de que este problema
aún permanece abierto, lo que sí podemos garantizar son los siguientes
resultados:

Proposición 5.3.1 IP
p

IP
s EE ⊆ .

Demostración. Sea IP
sEx ∈  ⇒  kR ++∈∃ λ  tal que 

λIPSx ∈ . Aplicando el

Teorema 1.4.7 ⇒  IP
pEx ∈ .

�

Proposición 5.3.2 Si X  es un polítopo entonces IP
p

IP EE = .

Demostración. Inmediata por tener F  un número finito de puntos.
�

5.3.1 Relaciones entre el Problema Entero y su Relajación
Convexa

Definición 5.3.3 ([Sc86], p. 230) Dado un poliedro X , se define la
envolvente entera X I  de X , como la envolvente convexa de los puntos enteros

de X , es decir, X I  = ( )CVH X Z n
� = ( )FCVH .

Denotaremos por IP  el problema (lineal) vectorial continuo:
{ }IXxCx ∈/max (5.3)
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Al problema IP  lo llamaremos relajación convexa de IP .

Estudiando la relación existente entre los problemas IP  y IP  es
posible obtener ciertas propiedades de utilidad para el problema entero.
Necesitaremos primero un breve repaso de resultados conocidos.

Dado que XXF I ⊆⊆  (en realidad n
I ZXF �= ) podemos decir que IP

es una relajación de IP .

Evidentemente, X I  es un poliedro. Luego, por el Teorema de
Caratheodory ([NmWl88], p. 104-105), { } Fxx q ⊆∃  ..., , 1 , { } nr Zdd ⊆∃  ..., , 1  tal
que X I  = ( )qxxCVH  ..., ,1  + ( )rddCNH  ..., ,1 .

Si se conocen explícitamente todos los puntos de F , es teóricamente
posible (aunque difícil de llevar a cabo en la práctica) obtener una
descripción lineal de X I . Para cardinales reducidos se puede utilizar el
programa de libre difusión PORTA1 desarrollado por Thomas Christof.

Para el caso 0-1, debido a la estructura especial del problema se tiene:

Proposición 5.3.4 ([Sh75], p. 173) Fx ∈  si, y sólo si, ( )xpIXx ∈ .

Demostración.
“ ⇐ ”
Siempre se da pues X I = ( )FCVH .
“ ⇒ ”
Sea Fx ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que ( )xpIXx ∉  ⇒

IXxx ∈∃ 21  , , 21 xx ≠ , [1 ,0]  ∈∃ λ , x x x= + −λ λ1 21( ) . Ahora bien, como
10 << λ  y { }2,1, ∈∀ ji , 10 ≤≤ j

ix  ⇒  si 0=ix  ⇒  021 == ii xx  y si 1=ix  ⇒
121 == ii xx . Entonces, 21 xxx ==  ⇒  # , luego ( )xpIXx ∈ .

�

Definición 5.3.5 ([Sc86], p. 231) Sea X  un poliedro. Cuando X I  = X  se
dice que X  es un poliedro entero.

La conceptualización de este fenómeno se debe a que, para muchos
problemas combinatorios (como los de transporte y asignación), ocurre que
X  es un poliedro entero y se tiene directamente una descripción lineal de
X I .

                                           
1 Disponible en:
http://www.iwr.uni-heidelberg.de/iwr/comopt/soft/PORTA/readme.html
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1x

2x

3x

≥C

Figura 5.5

Teorema 5.3.6 ([NmWl88], Proposition 2.2, p. 541) Si A  es totalmente
unimodular entonces X  es entero.

Corolario 5.3.7 ([Sc86], p. 232) Sea X  un poliedro racional apuntado.
Entonces X  es entero si, y sólo si, todos sus vértices son enteros.

Es bien sabido (ver, por ejemplo, [Sc86], p. 230 o [NmWl88], Theorem
6.3, p. 107) que kR∈∀ λ  se verifica 

λIPS  = ( )
n

P ZS
I

�
λ

.

Proposición 5.3.8 nP ZE I �  ⊆  IPE .
Demostración. Sea nP ZEx I �∈ . Evidentemente, Fx ∈ . Supongamos por
reducción al absurdo que x E IP∉  ⇒  Fx ∈∃ ˆ , z x z x( �) ( )≥ . Como IPXF ⊆  ⇒

IPXx ∈∃ ˆ , z x z x( �) ( )≥  ⇒  IPEx ∉  ⇒  #, luego IPEx ∈ .
�

Sin embargo, en general, no coinciden E IP  y nP ZE I � , como pone de
manifiesto el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.3.9 Sea IP  el problema 0-1: ( )








∈≤





−

−
+
2 ,11,1/

21

12
max Zxxx .

Véase la Figura 5.5 para una representación gráfica del cono de preferencias
y de las regiones factibles del problema entero y su relajación lineal.

Como ≥C  = ( ) ( ){ }( )1,2 ,2,1CNH  se tiene que E IP = { }321 ,, xxx  = F

(el problema entero es completamente eficiente), IPE  = { }( )32 , xxCVH  y
nP ZE I �  = { }32 , xx .

�
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No obstante, es posible asegurar que el conjunto de soluciones
eficientes soportadas del problema entero coincide con el conjunto de
soluciones eficientes enteras del problema lineal IP . Efectivamente:

Teorema 5.3.10 nP ZE I �  = IP
sE .

Demostración.
“ ⊆ ”

IPnP EZEx I ⊆∈∀ �  ⇒  ∃ ∈ λ Λ k
0 , ( )λIPSx ∈ . Como IXF ⊆  ⇒  

λIPSx ∈  ⇒
IP
sEx ∈ .

“ ⊇ ”
Sea IP

sEx ∈  ⇒  ∃ ∈ λ Λ k
0  tal que 

λIPSx ∈  ⇒  ( )
n

P ZSx
I

�
λ

∈  ⇒  nP ZEx I �∈ .
�

De esta manera podemos concluir que:

Corolario 5.3.11 IP
s

P
xp EE I ⊆ .

Demostración. Directa, pues nPP
xp ZEE II �⊆ .

�

El siguiente resultado es importante por cuanto indica que si el
problema entero es acotado entonces tiene soluciones eficientes soportadas.

Teorema 5.3.12 ∅≠IPE  si, y sólo si, ∅≠IP
sE .

Demostración.
“ ⇐ ”
Directo.
“ ⇒ ”
Sea IPEx ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que ∅=IP

sE . Por el

Teorema 5.3.10 ⇒  ∅=IPE . Como IXx ∈  ⇒  ( ) n
xdI ZXd �∈∃   tal que

∀ ∈ ++ Rδ  se verifica IXdxx ∈+= δˆ  y )()( xzdxz ≥+δ . En particular, tomando

++∈ Zδ  resulta que Fdxx ∈+= δˆ  y )()ˆ( xzxz ≥  ⇒  IPEx ∉  ⇒  #, luego
∅≠IP

sE .
�

Es claro entonces que:

Corolario 5.3.13 ∅=IPE  si, y sólo si, ∀ ∈ ++ λ R k , ∅=
λIPS .
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Corolario 5.3.14 Si ∅≠IPE  entonces ( ) ∅≠xpI
IP XE � .

Demostración. ∅≠IPE  ⇒  ∅≠IP
sE  ⇒  ∃ ∈ λ Λ k

0 , 
λIPS  = ( ) ∅≠n

P ZS
I

�
λ

 ⇒

( ) ( ) ∅≠xpIP XS
I

�
λ

 ⇒  ( ) ∅≠xpIIP XS �
λ

 ⇒  ( ) ∅≠xpI
IP XE � .

�

Un vértice de X I  puede ser no eficiente en IP  y, sin embargo, ser
eficiente en IP , como pone de manifiesto el Ejemplo 5.3.9. En él,

( )xpI
IP XEx �∈1  y, sin embargo, IPEx ∉1 .

En términos de acotación, los problemas IP  y IP  son equivalentes.
Efectivamente:

Proposición 5.3.15 ∅≠IPE  si, y sólo si, ∅≠IPE .
Demostración.
“ ⇒ ”

∅≠IPE  ⇒  ∅≠IP
sE  ⇒  ∃ ∈ λ Λ k

0 , ∅≠
λIPS  ⇒  ( ) ∅≠

λIPS  ⇒  ∅≠IPE .

“ ⇐ ”
∅≠IPE  ⇒  ∅≠IP

xpE ⇒  ∅≠IP
sE  ⇒  ∅≠IPE .

�

5.3.2 Relaciones entre el Problema Entero y su Relajación
Lineal

Dado el problema IP  ≡  { }nZXFxCx �=∈/max , se define su relajación
lineal como el LVP P  ≡  { }XxCx ∈/max , donde la restricción de que nZx ∈
ha sido eliminada.

Como XF ⊆  y la función objetivo no ha sido cambiada, P  es una
relajación de IP  y, por tal motivo, se le aplican los resultados generales
desarrollados en la sección 1.10.

Aunque, en general, no se da la igualdad entre los conjuntos PE � Z n

y IPE  (ver Ejemplo 5.3.9), podemos probar que PE � Z n  constituye una
aproximación por defecto de E IP . Efectivamente:

Proposición 5.3.16 PE � Z n  ⊆  IPE .
Demostración. Sea PEx ∈ � Z n . Evidentemente, Fx ∈ . Supongamos por
reducción al absurdo que x E IP∉  ⇒  nZXFx �=∈∃ ˆ , z x z x( �) ( )≥  ⇒  Xx ∈ˆ ,
z x z x( �) ( )≥  ⇒  #, pues PEx ∈ .

�
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Proposición 5.3.17 Si IP  no tiene soluciones eficientes no soportadas y A
es totalmente unimodular entonces PE � Z n  = IPE .
Demostración. Por el Teorema 5.3.10 sabemos que nP ZE I �  = IP

sE . Si IP

no tiene soluciones eficientes no soportadas ⇒ IP
s

IP EE = . Además, por ser A

totalmente unimodular, aplicando el Teorema 5.3.6 ⇒  IP  ≡  P . Ahora es
claro el resultado.

�

Kouvelis y Carlson proponen una clase especial de problemas enteros
biobjetivos, denominados programas unimodulares particionados en
variables (VPUP, Variable Partitioned Unimodular Programs) en los que,
siendo la matriz A  totalmente unimodular, se puede garantizar, a priori,
que ∅=IP

nsE  ([KvCr92], Theorem 3.1). Para tales problemas, en función del
resultado anterior, bastaría resolver la relajación lineal para tener resuelto
de forma implícita el problema entero.

Los siguientes dos resultados muestran la relación existente entre la
acotación del problema relajado y la del problema entero.

Proposición 5.3.18 Si ∅≠F  y ∅≠PE  entonces ∅≠IP
sE .

Demostración. ∅≠PE  ⇒  kR ++∈∃ λ , ∅≠
λPS . Como XF ⊆≠∅  ⇒  ∅≠

λIPS

⇒ ∅≠IP
sE .

�

Proposición 5.3.19 Si ∅≠IPE  entonces ∅≠PE .
Demostración. Por hipótesis, ∅≠IPE . Aplicando el Teorema 5.3.12, ⇒

∅≠IP
sE  ⇒  ∃ ∈ ++ λ R k , λIP  es acotado. Como, según la formulación dada en

(5.1), X  es racional, aplicando [NmWl88], Corollary 6.8, c., p. 108 ⇒  λP  es

acotado ⇒  ∅≠PE .
�

Cuando se relaja la condición de racionalidad del poliedro X , el
recíproco no es cierto en todos los casos, es decir, puede ocurrir que ∅≠IPE
y ∅=PE , como pone de manifiesto el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.3.20 Sea IP  el problema ( ){ }2 ,01,/max +∈=− ZxxIx α , donde α  es
irracional. Para πα =  la región factible de la correspondiente relajación
lineal se muestra en la Figura 5.6. Claramente, ∅=PE . Por otra parte, dado
que el único punto entero de la región factible es el ( )0,0 , resulta que

( ){ }0,0=IPE .
�
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Figura 5.6

Uno de las conclusiones más interesantes que pueden ser obtenidas
con los resultados de este apartado es que el método de Ecker y Kouada para
generar una solución eficiente inicial (ver sección 4.2.3) sigue siendo válido
para el ILVP. Efectivamente, dados Fx ∈ , ( )xzz =  y denotando por ( )zIP  al
problema:

{ }knt R, sZxxCCx = Is + Ax = bse ++ ∈∈ , ,/max

el Corolario 1.4.36 garantiza que si ( ) ( )zP
tt Ssx ∈ˆ ,ˆ  entonces PEx ∈ˆ .

Además:

Teorema 5.3.21 Si ∅≠F  entonces ∅=IPE  si, y sólo si, ( )zIP  es no acotado.
Demostración.
“ ⇒ ”
Supongamos por reducción al absurdo que ( )zIP  es acotado. Por el Teorema
1.4.35 ⇒  ∅≠IPE  ⇒  #.
“ ⇐ ”
Supongamos por reducción al absurdo que ∅≠IPE . Por la Proposición 5.3.19
⇒  ∅≠PE . Por hipótesis, ( )zIP  es no acotado ⇒  ( )zP  es no acotado.
Aplicando el Teorema 4.2.9 ⇒  ∅=PE  ⇒  #.

�

Al igual que ocurre en el caso lineal, el problema entero es N-acotado.
Efectivamente:
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Teorema 5.3.22 Si ∅≠IPE  entonces Fx ∈∀   se verifica que IPEx ∈  o bien
IPEx ∈∃ ˆ  tal que z x z x( �) ( )≥ .

Demostración. Sean Fx ∈  y z  = ( )xz . Supongamos que IPEx ∉ . Como por
hipótesis ∅≠IPE , aplicando el Teorema 5.3.21 ⇒  ( )zIP  es acotado ⇒
( ) ( )zIP

tt Ssx ∈∃ ˆ ,ˆ . Ahora, por el Corolario 1.4.36 ⇒  IPEx ∈ˆ  y, además,

)()ˆ( xzxz ≥ .
�

Veamos que también se verifica que para cualquier solución eficiente
no soportada del problema entero existe una solución eficiente del problema
lineal relajado que la domina.

Proposición 5.3.23 Si IP
nsEx ∈  entonces ∃ ∈ �x E P  tal que )()ˆ( xzxz ≥ .

Demostración. En primer lugar obsérvese que si ∅≠IP
nsE  ⇒  ∅≠IPE .

Aplicando la Proposición 5.3.19 ⇒  ∅≠PE . Por hipótesis IP
nsEx ∈  ⇒  Xx ∈ .

Supongamos por reducción al absurdo que PEx ∈ . Como P  es un LVP,
aplicando el Teorema 1.7.13 ⇒  kR ++∈∃ λ , 

λPSx ∈ . Teniendo en cuenta que

XF ⊆  ⇒  
λIPSx ∈  ⇒  IP

sEx ∈  ⇒  #. Luego PEx ∉ . Ahora, por el Corolario

1.10.10 ⇒  ∃ ∈ �x E P , )()ˆ( xzxz ≥ .
�

5.3.3 Eficiencia Completa
Intuitivamente (debido al carácter discreto de F ) la posibilidad de
encontrarnos con una situación de eficiencia completa para el problema
entero parece ser superior a la que presenta su relajación lineal. Para
confirmar esta apreciación basta tener en cuenta que IP  puede ser
completamente eficiente y, sin embargo, P  o IP  no serlo (ver Ejemplo 5.3.9)
pero no a la inversa, como garantiza el siguiente resultado:

Teorema 5.3.24 Si E XP =  entonces FE IP = .
Demostración. Sabemos por la Proposición 1.10.3 que IPP EFE ⊆� . Si
E XP =  ⇒  IPEF ⊆  ⇒  FE IP = .

�

La consecuencia directa del resultado anterior es que cualquier
condición suficiente para comprobar la eficiencia completa de P  sigue
siendo válida para IP . En particular:

Proposición 5.3.25 Si ∃ ∈ λ Λ k
0 , mRu ∈∃   tales que AuC tt =λ  entonces

FE IP = .
Demostración. Basta aplicar el Corolario 3.2.22.

�
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El siguiente resultado es algo más sutil que la aplicación del Teorema
de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) a la Proposición 5.3.25.

Proposición 5.3.26 Si el sistema:
0=Ad , 0≥Cd (5.4)

no tiene solución en nZ  entonces FE IP = .
Demostración. Sea Fx ∈ . Supongamos por reducción al absurdo que

IPEx ∉  ⇒  Fx ∈∃ ˆ , xCxC ≥ˆ  ⇒  nZxxd ∈−=∃ ˆ , 0=Ad , 0≥Cd  ⇒  #. Luego
IPEF ⊆ .

�

Curiosamente, si el sistema (5.4) tiene solución entera no negativa, no
sólo el problema entero no es completamente eficiente, sino que es no
acotado (no tiene ninguna solución eficiente).

Proposición 5.3.27 Si el sistema (5.4) tiene solución en nZ+  entonces
∅=IPE .

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que IPEx ∈∃  . Por
hipótesis, nZd +∈∃  , 0=Ad , 0≥Cd  ⇒  ++∈∀ Zδ , Fdxx ∈+= δˆ , xCxC ≥ˆ  ⇒

IPEx ∉  ⇒  #. Luego ∅=IPE .
�

Siempre es posible caracterizar la eficiencia completa del problema
entero en los términos enunciados en el Teorema 3.2.7. Así, por ejemplo:

Teorema 5.3.28 IP  es completamente eficiente si, y sólo si, el siguiente
programa escalar entero mixto:

( ) ( ){ } 0    , , ,0/max ≥∈=−− sFyxsyzxzset (5.5)
es acotado, con valor óptimo igual a 0.

El resultado anterior nos será de gran utilidad en la sección 5.5.3 en
la que presentaremos un nuevo algoritmo generador de soluciones eficientes
para el problema entero basado en identificar subconjuntos completamente
eficientes de la región factible F .

5.4 Distancias entre las Soluciones Eficientes del
Problema Entero y su Relajación Lineal
En este apartado vamos a dar una serie de estimaciones sobre la proximidad
en norma infinito de las soluciones eficientes del problema entero y las de su
relajación lineal.
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Consideremos el problema IP  ≡  { }FxCx ∈ / max , donde F  =
{ }bAxZx n   / ≤∈ , y su correspondiente relajación lineal P  ≡  { }XxCx ∈ / max ,
donde X  = { }bAxRx n   / ≤∈ .

Como es habitual en la literatura, denotaremos la norma ∞l  de un
vector nRx ∈  por 

∞
x  = { }{ }nixi ,,1/max �∈ .

Desde un punto de vista estrictamente matemático, los resultados que
presentamos constituyen una generalización de los siguientes dos
propuestos por Cook et al. ([CGST86]) para el caso escalar.

Sean n Rc ∈ , Q  ≡  { }Xxxct ∈ / max  e IQ  ≡  { }Fxxct ∈ / max .

Teorema 5.4.1 ([CGST86], Theorem 1, p. 252) Sean +∈ Rδ  y nm ZA ×∈ , tal
que cualquier menor de A , en valor absoluto, es menor o igual que δ .
Supongamos que ∅≠F  y que Q  es acotado. Entonces:
(i) QSx ∈∀   ⇒  IQSx ∈∃ ˆ , δnxx ≤−

∞
ˆ .

(ii) IQSx ∈∀ ˆ  ⇒  QSx ∈∃  , δnxx ≤−
∞

ˆ .

Teorema 5.4.2 ([CGST86]), Theorem 6, p. 256) Sean +∈ Rδ  y nm ZA ×∈ , tal
que cualquier menor de A , en valor absoluto, es menor o igual que δ .
Entonces, Fx ∈∀   ocurre:
(i) IQSx ∈ , o bien,

(ii) Fx ∈∃ ˆ , δnxx ≤−
∞

ˆ  y xcxc tt >ˆ .

Vistos estos resultados preliminares, estamos en condiciones de
estudiar las dimensiones que habría de tener un entorno de una solución
eficiente arbitraria del problema relajado, al objeto de garantizar que
contiene, al menos, una solución eficiente soportada del programa entero
original. La variante que surge, si eliminamos la condición de que la
solución sea soportada, aún no ha sido resuelta y permanece abierta.

Teorema 5.4.3 Sean +∈ Rδ , nm ZA ×∈ , tal que cualquier menor de A , en
valor absoluto, es menor o igual que δ . Sea b  Rm∈  y nk RC ×∈ . Supongamos
que ∅≠F  y ∅≠PE . Entonces, ∀ ∈ x E P  ⇒  IP

sEx ∈∃ ˆ , δnxx ≤−
∞

ˆ .

Demostración. Sea x E P∈  ⇒  ∃ ∈ ++ λ R k , x SP∈
λ
. Aplicando el Teorema

5.4.1, (i), ⇒  ∃ ∈ �x SIPλ
, δnxx ≤−

∞
ˆ  ⇒  IP

sEx ∈∃ ˆ , δnxx ≤−
∞

ˆ .

�
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La cota dada en el Teorema 5.4.3 es la mejor posible. Efectivamente:

Ejemplo 5.4.4 Consideremos el problema IP  ≡  { }FxCx ∈ / max  con

2ZXF �=  y X  = { }bAxRx   /2 ≤∈ , siendo A  = 




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

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�
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�

,
















=

β

β
�b  y C  = nI , donde nI  es la identidad de orden n . Es claro que se puede

tomar 1=δ .

Además, se comprueba sin dificultad, que ∀ ∈ β R , 0 1≤ <β , 



















=

β

β
β

n

x
�

2
, es la

única solución eficiente de P  y 0ˆ =x  la única solución eficiente (y, por tanto,
soportada, en virtud del Teorema 5.3.13) de IP . Como 1=δ  ⇒

βδβ nnxx ==−
∞

ˆ .
�

El ejemplo anterior constituye una generalización de otro debido a L.
Lovász, formulado para el caso escalar con c  = ( )1,  ... ,  1

t  y descrito por
Schrijver ([Sc86], p. 241).

Por otra parte, en general no es cierto que para cualquier solución
eficiente del problema entero exista una solución eficiente del problema
relajado que diste, en norma infinito, a lo sumo δn . Efectivamente, esta
cuestión queda de manifiesto en el siguiente contraejemplo en el que 2=n .

Ejemplo 5.4.5 Consideremos el problema IP  ≡  { }FxCx ∈ / max  con

2ZXF �=  y X  = { }bAxRx   /2 ≤∈ , siendo A  = 
1 1

1 0

0 1

−
−

















, b  = 
11 2

0

0

/















 y C  =







−

−
15

14
. Obviamente, se puede tomar 1=δ . Ver la Figura 5.7 para la

representación gráfica del cono de preferencias de Pareto y de las regiones
factibles del problema entero y su relajación lineal.
Como ≥C  = ( ) ( ){ }( )5,1 ,4,1CNH , se tiene que:
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E P  = ( ) ( ){ }( )0,2/11 ,2/11,0CVH  y IPE  = ( ){ }0,0−F .
Obsérvese que ( )� ,x E IP= ∈0 1  y, sin embargo, ∀ ∈ x E P , 2ˆ =>−

∞
δnxx .

�

11/2

11/2

≥C

2x

1x

Figura 5.7

Si sabemos que la solución eficiente del programa entero es soportada
podemos obtener la siguiente conclusión:

Teorema 5.4.6 Sean +∈ Rδ , nm ZA ×∈ , tal que cualquier menor de A , en
valor absoluto, es menor o igual que δ . Sean b  Rm∈  y nk RC ×∈ . Entonces,

IP
sEx ∈∀ ˆ  ⇒  ∃ ∈ x E P , δnxx ≤−

∞
ˆ .

Demostración. Sea IP
sEx ∈ˆ  ⇒  ∃ ∈ ++ λ R k , 

λIPSx ∈ˆ . Como ∅≠
λPS  por ser

nm ZA ×∈ , aplicando el Teorema 5.4.1, (ii), ⇒  
λPSx ∈∃  , δnxx ≤−

∞
ˆ  ⇒

∃ ∈ x E P , δnxx ≤−
∞

ˆ .
�

Si queremos tomar en consideración cualquiera de las soluciones
eficientes (no sólo las soportadas) del problema entero, podemos recurrir a:

Teorema 5.4.7 Sean +∈ Rδ , nkm Z 
C

A ×+∈




 )( , tal que cualquier menor de esta

matriz, en valor absoluto, es menor o igual que δ . Sea b  Rm∈ . Entonces,
∀ ∈ �x E IP  ⇒  ∃ ∈ x E P , δnxx ≤−

∞
ˆ .
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Demostración. Sean �x E IP∈  y ẑ  = ( )xz ˆ . Por el Teorema 1.4.44, ⇒  
zeIPSx
ˆ,

ˆ ∈ .

Como ∅≠
zePS
ˆ,

 por ser nkm Z 
C

A ×+∈




 )( , aplicando el Teorema 5.4.1, (ii), ⇒

zePSx
ˆ,

 ∈∃ , δnxx ≤−
∞

ˆ . Nuevamente, aplicando el Teorema 1.4.44, ⇒
PEx ∈ , δnxx ≤−

∞
ˆ .

�

Nótese que la cota dada para los teoremas anteriores es la mejor
posible. Para ello basta considerar otra vez el Ejemplo 5.4.4.

Por último, el siguiente resultado nos proporciona una estimación de
las dimensiones del entorno de una solución no eficiente que garantice que
contiene, al menos, un punto que la domina.

Teorema 5.4.8 Sean +∈ Rδ , nkm Z 
C

A ×+∈




 )( , tal que cualquier menor de esta

matriz, en valor absoluto, es menor o igual que δ . Sea b  Rm∈ . Sea Fx ∈ ,
x E IP∉ . Entonces, Fx ∈∃ ˆ , Cx Cx� ≥  y δnxx ≤−

∞
ˆ .

Demostración. Sean Fx ∈ , z  = xC . Supongamos que x E IP∉ . Por el
Teorema 1.4.44 ⇒  

zeIPSx
,

∉ . Ahora, por el Teorema 5.4.2 ⇒  Fx ∈∃ ˆ ,

Cx Cx�  ≥ , xCexCe tt >ˆ , δnxx ≤−
∞

ˆ  ⇒  Fx ∈∃ ˆ , Cx Cx� ≥  y δnxx ≤−
∞

ˆ .
�

5.5 Métodos Generadores de Soluciones Eficientes
Enteras

Mientras que el LVP se ha estudiado extensivamente en la literatura,
obteniéndose una gran cantidad de resultados y algoritmos con
relativamente (dada la dificultad) buen comportamiento, el ILVP es
significativamente más duro de tratar, presentando una elocuente escasez
de resultados.

En general, los métodos generadores de soluciones eficientes para el
problema entero son radicalmente distintos a los existentes para el caso
continuo ([Sh75], p. 171), necesitando la gran mayoría de ellos enumerar, de
forma implícita y/o explícita, todas las soluciones factibles y realizar
comparaciones entre las mismas para eliminar los puntos dominados
([KlHn82], p. 379).

Usualmente, a medida que se calculan las soluciones eficientes de un
ILVP, hay que resolver una serie de programas escalares enteros
íntimamente relacionados entre sí ([KlHn82], p. 381). En estos casos, se
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pueden conseguir importantes ahorros computacionales si tales problemas
son resueltos de manera unificada mediante técnicas de postoptimalidad
entera. Debido a esto, la gran mayoría de algoritmos que resuelven el ILVP
han sido implementados para el caso especial de variables 0-1, puesto que el
análisis de postoptimalidad para los problemas enteros escalares 0-1 es
relativamente sencillo.

Sea IP  un ILVP arbitrario formulado como en (5.2).

5.5.1 Método Elemental
Es el algoritmo más sencillo e intuitivo para resolver un ILVP con un
número finito de soluciones factibles y sirve, fundamentalmente, como
patrón de comparación para estudiar el comportamiento de otros algoritmos
generadores de soluciones eficientes, proporcionando de esta manera un útil
contraste.

El método elemental ([Bi77], Naive Algorithm, p. 129) se estructura en
dos etapas. En la primera se enumeran explícitamente todas las soluciones
factibles del problema y en la segunda se eliminan aquellas soluciones cuyas
imágenes, a través de z , están dominadas.

Intuitivamente, el método elemental trabaja razonablemente bien
cuando la relación entre el número de soluciones eficientes y el número de
soluciones factibles (densidad de eficiencia) es relativamente alta (próxima a
uno).

Por otra parte, uno de sus principales inconvenientes radica en que
hasta que no finaliza el algoritmo no se puede garantizar la eficiencia de
ninguno de los puntos de la lista generada.

Veamos cómo se puede concretar la segunda etapa del método.

Consideremos una lista de puntos dados de forma explícita y
estudiemos el problema de determinar qué puntos de la lista son no
dominados.

El algoritmo ND (NonDominated) que vamos a dar a continuación se
basa exclusivamente en la definición de solución eficiente. Recibe como
entrada una lista de puntos L  y devuelve como salida la lista de puntos no
dominados. Para simplificar el proceso, la lista de salida es sobrescrita sobre
la de entrada.

Algoritmo ND( L )

Para cada z L∈  determinar los Lz ∈  tales que z z  ≥  y, para cada uno de ellos,
hacer: { }zLL −= .
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Proposición 5.5.1 El algoritmo ND tiene complejidad ( )2
LO  en el número

de comparaciones vectoriales.
Demostración. El caso peor se da cuando toda la lista L  es no dominada.
Ahora es directo el resultado.

�

Definición 5.5.2 Se denomina densidad de eficiencia de L , y la
denotaremos por ( )Lδ , a la relación ( ) LLN / .

Evidentemente ( ) 10 ≤≤ Lδ .

La importancia del algoritmo ND viene dada porque, en general,
cualquier algoritmo aproximado por exceso para el ILVP, combinado con el
algoritmo ND, da lugar a un algoritmo exacto. El caso peor de algoritmo
aproximado por exceso es aquél que lista, de forma explícita, todo el
conjunto de soluciones factibles del problema (primera etapa del método
Elemental).

5.5.2 El Caso Biobjetivo
Cuando sólo se presentan dos funciones objetivos ( 2=k ), tanto la teoría
como los algoritmos se simplifican notablemente ([BnLee96], p. 79). Esto es
debido las propiedades especiales que presenta el plano frente a espacios de
mayor dimensión. A continuación vamos a hacer un breve repaso de algunos
de los procedimientos más conocidos englobados dentro de esta categoría.

(i) Método NISE (NonInferior Set Estimation)
El método NISE ([Ch78], p. 127-140) fue desarrollado por Cohon et al. en
1978, como un método aproximado para el LVP bidimensional. Sin embargo,
es posible retocar ligeramente la versión original, para que se pueda utilizar
en el caso entero con región factible acotada ([Bf95], p. 180). El algoritmo
modificado que presentamos aquí proporciona una aproximación del
conjunto ( )IP

sEz , el cual a su vez se puede considerar una aproximación de

( )IPEz .

Consideremos dos puntos no dominados en el espacio objetivo,
( )IPEzzz ∈21, . La idea en la que se fundamenta el método NISE consiste en

desplazar hacia afuera de la región factible el segmento que une los puntos
1z  y 2z  (según la perpendicular al mismo), es decir, en maximizar una cierta

combinación lineal positiva de las funciones objetivo.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 2
1

1
1 zz > . Entonces

2
2

1
2 zz < . El vector dirección del segmento que pasa por 1z  y 2z  es 12 zz − .
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Buscamos un cierto 2
++∈ Rλ  tal que ( ) 012 =− zztλ  ⇒  λ λ1 2/  =

( ) ( )2
1

1
1

1
2

2
2  / zzzz −−  . Luego, podemos tomar λ  = ( )21, λλ  = ( )  , 2

1
1
1

1
2

2
2 zzzz −− .

Utilizaremos la siguiente notación:

E Lista con las imágenes a través de z  de las soluciones eficientes
generadas.

Q Conjunto de pares de índices asociados a soluciones no dominadas en
el espacio criterio candidatas a ser adyacentes en la lista E .

Algoritmo NISE

Paso 0. Inicialización.
Si ∅=F  ⇒  STOP. Problema no factible.
En otro caso calcular 1

1z  = ( ){ }Fxxz ∈/max 1 , 1
2z  = ( ) ( ){ }1112  ,/max zxzFxxz =∈ .

Hacer E  = { }1z  y calcular 2
2z = ( ){ }Fxxz ∈/max 2 .

Si 2
2z  = 1

2z  ⇒  STOP, el punto 1z  es ideal.

En otro caso, calcular 2
1z  = ( ) ( ){ }2

221  ,/max zxzFxxz =∈ .

Hacer E  = { }2zE � , Q  = ( ){ }1 2,   y 3=s .

Paso 1. Regla de parada.
Si Q = ∅  ⇒  STOP.
En caso contrario, seleccionar ( ) Qtrp ∈=  , .
Hacer { }pQQ −= .

Paso 2. Búsqueda.
Hacer sλ  = ( )  , 1122

trrt zzzz −−  y resolver sIPλ . Sean 
sIP

s Sx
λ

∈  y z s  = ( )z x s .

Si ( ) ( ) rtssts zz λλ >  hacer E = { }szE � , Q  = ( ) ( ){ }tssrQ  , , ,�  y 1+= ss .
Ir al paso 1.

Proposición 5.5.3 El algoritmo NISE es finito.
Demostración. Directa, por ser F  acotado.

�

Proposición 5.5.4 Los pesos generados por el algoritmo NISE tienen todas
sus componentes estrictamente positivas.
Demostración. Lo haremos por inducción. Es claro que se verifica para
( ) Q∈2 ,1 . Supongámoslo cierto para ( ) Qtr ∈ ,  arbitrario y veamos que se
verifica el resultado para los pares ( ) ( ) Qtssr ∈ ,,,  generados en el paso 2 del
algoritmo NISE a partir de sz . Esto es equivalente a probar que el punto sz
verifica que tsr zzz 111 >>  y rst zzz 222 >> . Ahora bien, esto es claro teniendo en
cuenta que si 2, ++∈ Rtr λλ  son los pesos utilizados por el algoritmo para
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generar a rz  y tz , respectivamente ⇒  ( )Xzz ∈∀  , ( ) ( ) zz
trrtr λλ ≥ ,

( ) ( ) zz
ttttt λλ ≥ . Denotando por A  el punto de intersección de las rectas

( ) ( ) rtrtr zz λλ =  y ( ) ( ) ttttt zz λλ =  (ver Figura 5.8), es geométricamente claro que
la única posibilidad de desplazamiento hacia afuera del segmento que une a

rz  y tz , está limitada por la envolvente convexa de los puntos rz , tz  y A .
�

tz

rz

A

1z

2z

Figura 5.8

Corolario 5.5.5 ( )IP
sEzE ⊆

Demostración. Para 3≥i  los puntos iz  generados por el algoritmo son
soluciones óptimas de iIPλ . Como por la Proposición 5.5.4, iλ  tiene todas sus

componentes estrictamente positivas ⇒  ( )IP
s

i Ezz ∈ .

Para { }2,1∈i  es claro que ( )IP
xp

i Ezz ∈ , por haberse obtenido a través del

método lexicográfico (ver sección 4.2.2). Ahora por el Corolario 5.3.11 ⇒
( )IP

s
i Ezz ∈ .

�

Proposición 5.5.6 El número de programas enteros resueltos por el
algoritmo NISE es 12 +E .

Demostración. Para 0=E  o 1=E  es trivial. Ahora basta tener en cuenta

que por cada nuevo punto no dominado generado hay que resolver 2
programas enteros.

�

Nótese que el algoritmo NISE no se puede generalizar de forma
directa cuando 2>k  (ver [Ch78], p. 138).
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Para finalizar esta exposición del método NISE, añadiremos que
también son posibles otras extensiones del mismo diferentes a la aquí
presentada. Efectivamente, en 1991, Solanki ([Sl91]) propuso un algoritmo
aproximado, denominado ABIN (Algorithm to approximate the Biobjective
Integer Noninferior set), para el problema vectorial entero mixto biobjetivo,
que también se basaba en una modificación del método NISE, la cual, en
lugar de utilizar el problema ponderado λIP  para obtener una solución no

dominada entre los puntos rx  y tx  , con ( ) Qtrp ∈=  , , usa un programa
basado en la métrica de Tchebycheff ponderada y aumentada ([Sl91], p. 4).

(ii) Método de Chalmet-Lemonidis-Elzinga
Se trata de un método exacto, basado en la técnica divide y vencerás, para
calcular ( )IPEz , el cual necesita como hipótesis que F  sea acotado y

2: RRz n →  sea entera (ver [ChLE86]).

Utilizaremos la siguiente notación:

E Lista con las imágenes a través de z  de las soluciones eficientes
generadas.

Q Conjunto de pares de índices asociados a soluciones no dominadas en
el espacio criterio candidatas a ser adyacentes en la lista E .

El algoritmo se basa en que kR ++∈∀ λ , kR∈∀ α  se verifica que
IP

IP ES ⊆
αλ ,

 (Teorema 1.4.43).

Algoritmo CLE

Paso 0. Inicialización.
Si ∅=F  ⇒  STOP. Problema no factible.
En otro caso calcular 1

1z  = ( ){ }Fxxz ∈/max 1 , 1
2z  = ( ) ( ){ }1112  ,/max zxzFxxz =∈ .

Hacer E  = { }1z  y calcular 2
2z = ( ){ }Fxxz ∈/max 2 .

Si 2
2z  = 1

2z  ⇒  STOP, el punto 1z  es ideal.

En otro caso, calcular 2
1z  = ( ) ( ){ }2

221  ,/max zxzFxxz =∈ .

Hacer E  = { }2zE � , Q  = ( ){ }1 2,  y tomar λ ∈Λ 2
0  arbitrario.

Paso 1. Regla de parada.
Si Q = ∅  ⇒  STOP.
En caso contrario, seleccionar ( ) Qtrp ∈=  , .

Hacer { }pQQ −=  y ( )1 ,1 21 ++= rt zzα .
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Paso 2. Búsqueda.
Si αλ ,IP  es no factible, ir al paso 1.

En caso contrario, sean 
αλ ,IP

s Sx ∈ , z s  = ( )z x s .

Hacer E = { }szE � , Q  = ( ) ( ){ }tssrQ  , , ,�  e ir al paso 1.

Proposición 5.5.7 El algoritmo CLE es finito.
Demostración. Directa por ser F acotado.

�

La siguiente propiedad es de utilidad para probar la validez del
algoritmo.

Proposición 5.5.8 ( ) Qtr ∈∀  , , { } ttr zzz 111 ,min = , { } rtr zzz 222 ,min =
Demostración. La prueba la haremos por inducción. Es claro que para
( ) Q∈2 ,1  se verifica que { } 2

1
2
1

1
1 ,min zzz = , { } 1

2
2
2

1
2 ,min zzz = . Supongamos el

resultado cierto para un ( ) Qtr ∈ ,  arbitrario y veamos que los 2 nuevos pares
( )sr,  y ( )ts,  creados a partir de él, en el paso 2 del algoritmo CLE, verifican
el enunciado. Para ( )sr,  se tiene que rs zz 22 >  ⇒  { } rsr zzz 222 ,min = . Como

( )IPsr Ezzz  , ∈  ⇒  sr zz 11 >  ⇒ { } ssr zzz 111 ,min =  ⇒  El par ( )sr,  verifica el
enunciado. Para el par ( )ts,  se aplicaría un razonamiento análogo.

�

Teorema 5.5.9 ( )IPEzE = .
Demostración.
“ ⊆ ”
Directa por el Teorema 1.4.43.
“ ⊇ ”
Supongamos por reducción al absurdo que ( ) ( )IPEzxz=z    ∈∃  tal que Ez ∉  (es
decir, no fue generado por el algoritmo) ⇒  Para cualquier problema αλ ,IP ,

generado por el algoritmo, 
αλ ,IPSx ∉ .

Sea αλ ,IP  el problema con región factible más pequeña que contiene a x  y

sea p  = ( )r t Q,  ∈  el par de índices asociado a tal problema ⇒  tzz 11 >  y
rzz 22 > . Sean 

αλ ,IP
s Sx ∈ , z s  = ( )z x s . Como ( )IPs Ezzz  , ∈  podemos suponer, sin

pérdida de generalidad, que z zs
1 1>  y z zs

2 2<  ⇒  x  está contenido en la región
factible del problema que tiene asociados el par de índices ( ) Qts ∈ , , la cual
es estrictamente más pequeña que la del problema asociado a ( )r t Q,  ∈  ⇒  #.

�
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Proposición 5.5.10 El número de programas enteros resueltos por el
algoritmo CLE es 12 +E .

Demostración. Para 0=E  o 1=E  es trivial. Ahora basta tener en cuenta

que por cada nuevo punto no dominado generado hay que resolver 2
programas enteros.

�

Obsérvese que el algoritmo no se puede generalizar de forma directa
al caso 2>k , pues podrían quedar partes de ( )IPEz  sin generar.

(iii) Método Restringido
Aunque el método restringido originalmente fue diseñado como un algoritmo
de tipo aproximado para el VP continuo (ver, por ejemplo, [Ch78], p. 115-
127), se probará que la versión que proponemos aquí es un método exacto
para el ILVP biobjetivo, bajo las hipótesis de acotación de la región factible
F  y de que alguna de las funciones objetivo sea entera.

Sin pérdida de generalidad supondremos que RRz n →:2  entera.
Utilizaremos la siguiente notación:

E Lista con las imágenes a través de z  de las soluciones eficientes
generadas.

Algoritmo R

Paso 0. Inicialización.
Uz2  = ( ){ }Fxxz ∈/max 2 .

0F  = F , ∅=E , 0=i .

Paso 1.
Calcular i

1α  = ( ){ }iFxxz ∈/max 1  y i
2α  = ( ) ( ){ }ixzFxxz 112  ,/max α=∈ .

Hacer E  = { }iE α� .

Paso 2.
Si i

2α  = Uz2  ⇒  STOP, ( ) EEz IP = .

En otro caso, hacer 1+iF  = ( ){ }1/ 22 +≥∈ ii xzFx α , 1+= ii  e ir al paso 1.

Proposición 5.5.11 El algoritmo R es finito.
Demostración. Directa, pues los valores de i

2α  son enteros y crecientes en
cada iteración y el valor de Uz2  es finito por ser F  acotado.

�
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Teorema 5.5.12 ( )IPEzE = .
Demostración.
“ ⊆ ”
Sea Ei ∈α  y supongamos por reducción al absurdo que ( )IPi Ez∉α . Como

( )Fzi ∈α  ⇒  Fx ∈∃  , ( ) ixzz α≥= . Es claro que iFx ∈  pues (i) para 0=i , 0F

= F  y (ii) para 1≥i , 11
222 +≥≥ −iiz αα . Ahora, como iz 11 α≥ , por la

construcción de i
1α  ⇒  iz 11 α=  ⇒  iz 22 α>  ⇒  # por la construcción de i

2α
“ ⊇ ”
Supongamos por reducción al absurdo que ( ) ( )IPEzxz=z    ∈∃  tal que Ez ∉ .
Sea sF  la región factible más pequeña que contiene a x  ⇒  sz 22 α≤ , (pues si
no 1+∈ sFx ). Como ( )Fzs ∈α , IPEx ∈ , Ez ∉ ⇒ sz 11 α>  ⇒  # por la
construcción de s

1α .
�

Proposición 5.5.13 El número de programas enteros resueltos por el
algoritmo R es 12 +E .

Demostración. Evidente pues en el paso 0 hay que resolver un programa
entero y por cada punto generado hay que resolver, adicionalmente, 2
programas enteros.

�

Nótese que el algoritmo R es simétrico en el sentido de que el papel de
2z  se puede sustituir por 1z , haciéndose entonces un barrido en abcisas en

lugar de en ordenadas.

5.5.3 El Caso General

Los algoritmos que generan IPE  cuando el problema tiene más de dos
objetivos ( 2>k ), son mucho más complicados que los existentes para el caso
biobjetivo ( 2=k ). Esto es debido a la enorme complejidad que introducen los
espacios multidimensionales. Seguidamente vamos a analizar una serie de
procedimientos de utilidad para calcular la región eficiente de un ILVP.
Mientras que los métodos de Klein-Hannan y Marcotte-Soland son
ampliamente conocidos, los métodos de Puntos Subeficientes y de los
Retículos Completamente Eficientes representan contribuciones originales
que resultan bastante prometedoras por ser intuitivos y fácilmente
implementables.

Supondremos con carácter general que F  es acotado y que kn RRz →:
es entera.
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(i) Método de Klein y Hannan
El método que describimos a continuación fue desarrollado por Klein y
Hannan ([KlHn82]) y, en palabras de los propios autores, se puede
considerar una extensión del método aplicado por Pasternak y Passy al
problema biobjetivo 0-1 ([KlHn82], p. 379). El fundamento teórico del
procedimiento reside en una extensión del Corolario 1.4.15 que permite
generar puntos eficientes a través de la resolución secuencial de una serie
de problemas escalares no convexos y enteros, con regiones factibles
sucesivamente encajadas.

Utilizaremos la siguiente notación:

iIP1  ↔  ( ){ }iFxxz ∈/max 1
iY  ↔  ( )iIP

Sz
1

iE  ↔  ( )iYN , es decir, conjunto de soluciones no dominadas de iY .
E  ↔  Imágenes a través de z  de las soluciones eficientes encontradas.

Algoritmo KH

Paso 0. Inicialización.
0F  = F , ∅=E , 0=i .

Paso 1. Regla de parada.
Si ∅=iF  ⇒  STOP, ( ) EEz IP = .

Paso 2.
Resolver iIP1 . Sean iY  = ( )iIP

Sz
1

 y iE  = ( )iYN .

Paso 3.
Hacer 1+iF  = ( ) ( ){ }1 óó 1, / 22 +≥+≥∈∀∈ j

kk
jiji zxzzxzEzFx � .

Hacer E  = iEE � , 1+= ii  e ir al paso 1.

Nótese que para 2=k , el algoritmo KH coincide con el algoritmo R
(método Restringido) dado en la sección 5.5.2.

Veamos que el algoritmo es válido:

Teorema 5.5.14 ([KlHn82], Theorem 1, (b)) i ∀  se verifica que ( )IPi EzE ⊆ .
Demostración. Sea ( ) iExzz ∈= . Es claro que iFx ∈ . Supongamos por
reducción al absurdo que ( )IPEzz ∉  ⇒  Fx ∈∃ ˆ , ( ) zxzz ≥= ˆˆ . Como iFx ∈  ⇒

iFx ∈ˆ . Además 11ˆ zz ≥  ⇒  iYz ∈ˆ  ⇒  iEz ∉  ⇒  #.
�
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Teorema 5.5.15 ([KlHn82], Theorem 2) ( ) EEz IP = .
Demostración.
“ ⊇ ”
Basta tener en cuenta que E  = �

i

iE  y i ∀ , por el Teorema 5.5.14,

( )IPi EzE ⊆ .
“ ⊆ ”
Sea IPEx ∈  con ( )xzz = . Es claro que 0Fx ∈ . Sea sF  la región factible más
pequeña que contiene a x  ⇒  szz 11 ≤ , donde sz1  es el valor óptimo de sIP1 . Si

szz 11 < , como z  no puede estar dominado por ningún sEz ∈  pues ( )IPEzz ∈
⇒  1+∈ sFx  ⇒  #. Luego szz 11 =  ⇒  sYz ∈ . Como ( )IPEzz ∈  ⇒  sEz ∈  ⇒

Ez ∈ .
�

El siguiente resultado garantiza la convergencia del algoritmo:

Proposición 5.5.16 El algoritmo KH es finito.
Demostración. Directa, teniendo en cuenta que por ser F  acotado ⇒  IPE

es finito y que en cada iteración se genera, al menos, una nueva solución
eficiente, pues para i  arbitrario, ninguno de los puntos eficientes generados
previamente es factible en iF  y al ser iF  acotado ⇒  iY  es finito y distinto
de vacío. Ahora por el Teorema 5.5.14, ( )IPi EzE ⊆ .

�

Obsérvese que cuando 2>k  e 1≥i , la relajación lineal de iF  es no
convexa, pues cada solución eficiente genera una esquina (Ver Figura 5.9).
Por tal motivo, a las restricciones introducidas en el paso 3 del algoritmo
KH, Klein y Hannan las denominan restricciones esquina ([KlHn82], p. 381).

3z

2z

1z 2z

3z

iF

Figura 5.9. Región factible originada por 3 soluciones eficientes.
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La aplicabilidad del procedimiento KH depende de que el algoritmo de
programación entera escalar que utilicemos en el paso 2 para resolver los

iIP1  sea capaz de manejar directamente las restricciones esquina
introducidas por las soluciones eficientes que se van generando. Además,
para mejorar la eficacia del algoritmo sería conveniente poder aplicar
alguna técnica de postoptimalidad entera. Estas dos restricciones han
reducido drásticamente la utilidad práctica del algoritmo.

No obstante, Klein y Hannan han aplicado con éxito su método al
problema de variables 0-1, utilizando una técnica de postoptimalidad entera
sugerida inicialmente por Roodman y aplicada al algoritmo aditivo de Balas
([KlHn82], p. 382).

Para finalizar nótense los siguientes aspectos:

(i) Todas las restricciones generadas por el algoritmo KH son del mismo
tipo.

(ii) Muchos de los puntos eficientes obtenidos pueden definir restricciones
redundantes, por lo que es conveniente eliminarlas.

(iii) En el paso 2 de una iteración arbitraria i  del algoritmo KH, el
problema iIP1  se puede sustituir por i

jIP , { }kj ,,1 �∈ , a condición de

actualizar convenientemente 1+iF  en el paso 3.
(iv) Para calcular iE  a partir de iY  se puede utilizar el algoritmo ND (ver

sección 5.5.1).

(ii) Método de Marcotte y Soland
El método de Marcotte y Soland ([MrSl86]) es un procedimiento muy sencillo
e intuitivo que fue diseñado originalmente para ser usado de forma
interactiva en los casos continuos y discreto. No obstante, sus autores
apuntaron ([MrSl86], p. 70) que, sin excesivas modificaciones, se podría
obtener un procedimiento de cierta utilidad (su complejidad no es buena) en
programación vectorial entera. Es esta última variante la que analizaremos
aquí.

Utilizaremos la siguiente notación:

L ↔  Lista con las regiones por estudiar.
E ↔  Imágenes a través de z  de las soluciones eficientes.

iIP ↔  { }iFxxz ∈/)(max .
iβ ↔  Punto ideal del problema iIP .

iJ ↔  Conjunto de separación para el problema iIP .
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Algoritmo MS

Paso 0. Inicialización.
L  = { }F , ∅=E , 0=i .

Paso 1. Regla de parada.
Si ∅=L  ⇒  STOP, ( ) EEz IP = .

En caso contrario, seleccionar LF i ∈  a través de la regla FIFO.

Paso 2. Eliminación por no factibilidad.
Si ∅=iF  ir al paso 6.

Paso 3. Búsqueda del punto de separación.
Sean i

eIP

i Sx ∈  y ( )ii xzz = .

Hacer E  = { }izE � .

Paso 4. Eliminación por acotación.
Calcular iβ  punto ideal del problema iP . Si iβ  = iz  ir al paso 6.

Paso 5. Ramificación.
Sea iJ  = { }{ }1/1 −≤∈ i

l
i
lz, ..., kl β .

iJl ∈∀  , hacer liF  = ( ){ }1/ +≥∈ i
ll

i zxzFx  y { }
i

l

Jl
iFLL ∈= � .

Paso 6. Cierre de bucle.
Hacer { }iFLL −= , 1+= ii  e ir al paso 1.

Veamos en primer lugar que el algoritmo es válido:

Proposición 5.5.17 Si jIP  es un descendiente de iIP , entonces 
jIPE ⊆

iIPE .
Demostración. Basta hacer la demostración para el caso iIP  padre e jIP
hijo. Sean i

eIP

i Sx ∈ , ( )ii xzz = , iJj ∈  tales que jF  = ( ){ }1/ +≥∈ i
jj

i zxzFx .

Entonces, es claro que 
jIPE ⊆

iIPE .
�

Teorema 5.5.18 ( )IPEzE = .
Demostración.
“ ⊆ ”

Sea ( ) Exzz ii ∈=  ⇒  i
eIP

i Sx ∈  ⇒  
iIPi Ex ∈ . Aplicando la Proposición 5.5.17 ⇒

IPi Ex ∈  ⇒  IPi Ez ∈ .
“ ⊇ ”
Supongamos por reducción al absurdo que ( ) ( )IPEzxz=z    ∈∃  tal que Ez ∉  (es
decir, no fue generado por el algoritmo). Sea sF  la región factible más
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pequeña que contiene a x  ⇒ ∅≠sF  y ssz β≠  ⇒  sF  se ha de separar pero
como sF  es la región factible más pequeña que contiene a x  ⇒  sJl ∈∀  ,

s
ll zz ≤ . Como, además, sJl ∉∀  , s

l
s
ll zz β=≤  ⇒  szz ≤  ⇒  #, pues ( )IPEzz   ∈ .

�

Proposición 5.5.19 El algoritmo MS es finito.
Demostración. Directa, teniendo en cuenta que por ser X  acotado ⇒  IPE

es finito y que la región factible asociada a un nodo arbitrario no contiene
ninguno de los puntos de separación eficientes de sus ancestros.

�

Proposición 5.5.20 El número de programas enteros resueltos por el
algoritmo MS, en el caso peor, es ( )EkO  .
Demostración. Efectivamente, en el peor de los casos el árbol de
enumeración tiene profundidad E . Como el número de descendientes de un

nodo arbitrario (orden del árbol) puede ser k  ⇒  Una cota superior para el
número de nodos generados por el algoritmo es ( ) ( )1/11 −−+ kk E . Como por
cada nodo hay que comprobar su factibilidad y, en caso afirmativo, obtener
el punto ideal y determinar el punto de separación ⇒  Por cada nodo, en el
peor caso hay que resolver ( )2+k  programas enteros. Ahora es claro el
enunciado.

�

Definición 5.5.21 Una separación de iF , { } Jl
ilF ∈ , se dice válida si

( )( ) ( )�
Jl

ii lFzFzN
∈

⊆ .

El siguiente resultado se prueba sin dificultad:

Proposición 5.5.22 La separación de iF  inducida por ∅≠iJ  es válida.

Proposición 5.5.23 iF  se puede poner como ( ){ }ilxzFx ≥∈ / , con ki Rl ∈ ,
pudiendo tener algunas componentes de il  el valor ∞− .
Demostración. Basta tener en cuenta que las regiones factibles generadas
en una iteración arbitraria del algoritmo heredan las restricciones de su
región factible padre jF  y que las nuevas restricciones añadidas son del tipo
( ) lxz ′≥ . Así, tras las oportunas simplificaciones, ( )xzl i ≤ .

�

Comentarios 5.5.24
(i) En cada iteración se crean, a lo sumo, k  nuevos nodos. Si k  es

grande, el árbol de enumeración crecerá muy rápidamente.
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(ii) En general, cuando 2>k  puede ocurrir que las subregiones
generadas no sean disjuntas entre sí. Esto constituye la principal
desventaja del algoritmo, pues no se puede garantizar la no
regeneración de soluciones eficientes previamente halladas.

(iii) El hecho de que ∅≠qp FF � , con iJqp ∈, , provoca, en general, la
existencia de nodos superfluos en el árbol de enumeración.
Efectivamente, consideremos los nodos N p  y tN , los cuales

supondremos que son, respectivamente, el padre y el tío del nodo N s .
Entonces, si sF ⊆ tF , trivialmente, se puede suprimir el nodo N s .

(iv) Aunque la regla anterior se enunció para el tío del nodo N s , sigue
siendo válida para el hermano de cualquier ancestro del nodo N s .

(v) Los ancestros de un nodo suprimido no se deben volver a utilizar para
suprimir otros nodos (por ejemplo, los descendientes de sus
hermanos) pues, en general, no se pueden garantizar separaciones
válidas ([MrSl86], p. 67).

(vi) Por último, nótese que la comprobación de condiciones del tipo
sF ⊆ rF , basada en sus respectivas descripciones algebraicas, no es

demasiado tediosa (Proposición 5.5.23).

(iii) Método de Puntos Subeficientes
El algoritmo que damos en esta sección es un método aproximado por
exceso, basado en la técnica divide y vencerás donde, para cada nodo del
árbol de enumeración, se generan separaciones válidas compuestas
exclusivamente por subconjuntos disjuntos entre sí. De esta forma, no se
pueden regenerar puntos ya obtenidos. Los puntos de separación para cada
nodo se obtienen mediante la aplicación local (restringida al nodo) del
método de Ecker y Kouada (ver sección 4.2.3). Estos puntos de corte los
hemos denominado puntos subeficientes porque, aunque no son
necesariamente eficientes para el problema original cuando 2>k , si son
eficientes respecto a las subregiones de las que proceden.

Utilizaremos la siguiente notación:

L ↔  Lista de regiones por estudiar.
E ↔  Imágenes a través de z  de los puntos generados.
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Algoritmo PS

Paso 0. Inicialización.
L  = { }F , ∅=E , 0=i .

Paso 1. Regla de parada.
Si ∅=L  ⇒  STOP, ( ) EEz P ⊆ .

En caso contrario, seleccionar LF i ∈ .

Paso 2. Eliminación por no factibilidad.
Si ∅=iF  ir al paso 5.
En otro caso, sean ii Fx ∈  arbitrario y ( )ii xzz = .

Paso 3. Búsqueda del punto de separación.

Sea ( ) ( )( )titi sx ˆ,ˆ  solución óptima de ( ){ }0  ,,/max ≥=−∈ szsxzFxse iit  y ( )ii xzz ˆˆ = .

Hacer E  = { }izE ˆ�

Paso 4. Ramificación.
Crear k  subregiones a partir de iF  de la siguiente manera:

1iF  = ( ){ }1ˆ/ 11 +≥∈ ii zxzFx
2iF  = ( ) ( ){ }1ˆ,ˆ/ 2211 +≥≤∈ iii zxzzxzFx

 � �
kiF  = ( ) ( ) ( ){ }1ˆ,,ˆ,ˆ/ 2211 +≥≤≤∈ i

kk
iii zxzzxzzxzFx �

Hacer { } k

j
i jFLL 1== � .

Paso 5. Cierre de bucle.
Hacer { }iFLL −= , 1+= ii  e ir al paso 1.

Proposición 5.5.25 iF  se puede poner como ( ){ }ii uxzlFx ≤≤∈ / , con
kii Rul ∈, , pudiendo ser algunas componentes de il  ( iu ) ∞−  (∞ ).

Demostración. Es claro pues las regiones factibles generadas en una
iteración arbitraria i  del algoritmo heredan las restricciones de su región
factible padre iF  y como las nuevas restricciones añadidas son del tipo

( ) uxzl ′≤≤′ , después de las oportunas simplificaciones ( ) ii uxzl ≤≤
�

Proposición 5.5.26 { } k

j
i jF 1=  son disjuntos entre sí.

Demostración. Inmediata.
�
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1x

2x

3x

2

2

2

Figura 5.10

Veamos una aplicación del algoritmo anterior a un ejemplo concreto.
Se utilizará la regla FIFO para elegir las regiones de la lista L  y
convendremos en no almacenar en dicha lista aquellas regiones vacías.

Ejemplo 5.5.27 Consideremos el problema IP  ≡  ( ){ }Fxxxx ∈/,,max 321  donde

F  = { }4,2,2,2/ 321321
3 ≤++≤≤≤∈ + xxxxxxZx . Véase la Figura 5.10 para

una representación gráfica de la región factible F . En total hay 23
soluciones factibles, de las cuales sólo 6 son eficientes. En particular:

IPE  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1,2,0,2,2,1,2,1,2,2,0,2,1,1,2,0,2 .

La aplicación del algoritmo PS dará los siguientes resultados:

Iteración 0.
L  = { }F , FF =0 , ( )1,2,1ˆˆ 00 == xz , { }0x̂E = .

10F  = { }2/ 1 ≥∈ xFx , 20F  = { }3,1/ 21 ≥≤∈ xxFx  = ∅ , 30F  =
{ }2,2,1/ 321 ≥≤≤∈ xxxFx .

Iteración 1.
L  = { }31 00 , FF , 101 FF = , ( )0,2,2ˆˆ 11 == xz , { }10 ˆ,ˆ xxE = .

11F  = { }3/ 1 ≥∈ xFx = ∅ , 21F  = { }3,2/ 21 ≥=∈ xxFx  = ∅ , 31F  =
{ }1,2,2/ 321 ≥≤=∈ xxxFx .
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Iteración 2.
L  = { }33 10 , FF , 302 FF = , ( )2,1,1ˆˆ 22 == xz , { }210 ˆ,ˆ,ˆ xxxE = .

12F  = { }2,2,12/ 321 ≥≤≤≤∈ xxxFx = ∅ , 22F  = { }2,2,1/ 321 ≥=≤∈ xxxFx , 32F

= { }3,1,1/ 321 ≥≤≤∈ xxxFx  = ∅ .

Iteración 3.
L  = { }23 21 , FF , 313 FF = , ( )2,0,2ˆˆ 33 == xz , { }3210 ˆ,ˆ,ˆ,ˆ xxxxE = .

13F  = { }1,2,3,2/ 3211 ≥≤≥=∈ xxxxFx  = ∅ , 23F  =

{ }1,21,2/ 321 ≥≤≤=∈ xxxFx , 33F  = { }3,2,2/ 321 ≥≤=∈ xxxFx  = ∅ .

Iteración 4.
L  = { }22 32 , FF , 224 FF = , ( )2,2,0ˆˆ 44 == xz , { }43210 ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ xxxxxE = .

14F  = 24F  = 34F  = ∅ .

Iteración 5.
L  = { }23F , 235 FF = , ( )1,1,2ˆˆ 55 == xz , { }543210 ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ xxxxxxE = .

15F  = 25F  = 35F  = ∅ .

Iteración 6.
∅=L  ⇒  STOP.

�

Obsérvese que en este ejemplo la aproximación dada por el algoritmo
PS coincide exactamente con IPE .

A continuación estudiaremos la validez y convergencia del
procedimiento propuesto.

Teorema 5.5.28 El algoritmo PS es finito.
Demostración. Como la región factible es acotada, contendrá un número
finito de puntos. Ahora basta tener en cuenta que en cada iteración se
descarta al menos un punto y que los puntos generados no se repiten.

�

Proposición 5.5.29 El número de programas enteros resueltos por el
algoritmo PS es ( ) 11 ++ Ek .

Demostración. Inmediata teniendo en cuenta que para obtener un punto
de separación hay que resolver un programa entero, que los puntos de
separación no se repiten y que por cada uno de tales puntos se crean k
nuevos subproblemas para los que hay que estudiar su factibilidad.

�
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Denotemos por iIP  el problema ( ){ }iFxxz ∈/max  y sea ẑ  el punto
obtenido en el paso 3 del algoritmo PS para el nodo iF . Entonces:

Teorema 5.5.30 ( ) ( ) { }zEzEz
k

j

IPIP jii

ˆ
1

��
=

⊆ .

Demostración. Sean ( )iIPEzz ∈  con ( )xzz = . Por el Corolario 1.4.36

sabemos que ( ) ( )iIPEzxzz ∈= ˆˆ . Si zz ˆ≠  ⇒  { }kl ,,1 �∈∃  tal que

{ }1,,1 −∈∀ lj � , jj zz ˆ≤  y ll zz ˆ>  ⇒  liFx ∈  ⇒  
liIPEx ∈  ⇒  ( )liIPEzz ∈ .

�

El algoritmo PS es un método aproximado por exceso. Efectivamente:

Teorema 5.5.31 ( ) EEz IP ⊆ .

Demostración. Es inmediata pues 
0IPIP EE = .

�

Para 2=k  el algoritmo PS es exacto. Efectivamente, esta afirmación
aparece clara después de tener en cuenta los siguientes dos resultados:

Sea PI ′  el problema ( ){ }Fxxz ′∈/max .

Proposición 5.5.32 Sean R∈α  y F ′  = ( ){ }α≥∈ xzFx 1/ . Entonces,
IPPI EE ⊆′ .

Teorema 5.5.33 Sean IPEx ∈ , ( )xzz =  y F ′  = ( ){ }11/ zxzFx ≤∈ . Entonces,
FEE IPPI ′=′ � .

Demostración.
“ ⊇ ”
Como FF ⊆′ , por la Proposición 1.10.3 ⇒ PIIP EFE ′⊆′� .
“ ⊆ ”
Sea PIEx ′∈ˆ  ⇒  Fx ′∈ˆ . Supongamos por reducción al absurdo que IPEx ∉ˆ  ⇒

Fx ∈∃ ~ , zz ˆ~ ≥ , donde ( )xzz ˆˆ =  y ( )xzz ~~ =  ⇒  (i) 111 ˆ~ zzz ≥> , pues PIEx ′∈ˆ , (ii)

22 ˆ~ zz ≥ . Ahora bien, por (i) y por ser IPEx ∈  ⇒  22
~zz > . Luego, aplicando (i) y

(ii) ⇒  zz ˆ≥  pero, evidentemente, Fx ′∈  ⇒  #, pues PIEx ′∈ˆ . Luego, IPEx ∈ˆ .
�

Lamentablemente, cuando 2>k  el algoritmo PS puede generar
soluciones que no son eficientes, como pone de manifiesto el siguiente
ejemplo en 3R .
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1z

2z

3z

4

4

4

28433 321 ≤++ zzz

Figura 5.11. Soluciones Eficientes del Problema.

Ejemplo 5.5.34 Consideremos el problema IP  ≡  ( ){ }Fxxxx ∈/,,max 321  donde

F  = { }4,4,4,28433/ 321321
3 ≤≤≤≤++∈ + xxxxxxZx . La Figura 5.11 muestra

los 13 puntos de la región eficiente junto a la región factible del problema
relajado. En particular:

IPE  = 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 








1,4,4,2,4,2,2,3,3,2,2,4,3,4,1,3,3,2

,3,2,3,3,1,4,4,4,0,4,3,1,4,2,2,4,1,3,4,0,4
.

Tomando, por ejemplo, ( ) IPE∈2,3,3  ⇒  F ′  = ( ){ }11/ zxzFx ≤∈  = { }3/ 1 ≤∈ xFx .
Sin embargo, ( ) PIE ′∈1,4,3  y ( ) IPE∉1,4,3 .

�

Afortunadamente, al ser el algoritmo PS un procedimiento
aproximado por exceso, siempre es posible combinarlo con el algoritmo ND
(ver sección 5.5.1) para descartar las posibles soluciones dominadas que
hubiere y obtener así ( )IPEz  de forma exacta.

Comentarios 5.5.35
(i) La ramificación es lineal. Siempre se crean k  subregiones.
(ii) Existen diferentes formar de elegir una subregión activa. Dos técnicas

extremas consiste en utilizar las reglas primero en anchura
([HrSh78], p. 263) y primero en profundidad (HrSh78], p. 268).

(iii) Las regiones activas se pueden separar utilizando cualquier
permutación de los k  objetivos.
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(iv) Método de los Retículos Completamente Eficientes
El siguiente algoritmo que presentamos es exacto y almacena la región
eficiente de forma implícita a través de retículos completamente eficientes
obtenidos a partir del problema original. Básicamente, el procedimiento
propuesto estudia la eficiencia completa de las regiones activas,
separándolas si no son completamente eficientes. El algoritmo es secuencial
en el sentido de que genera, en cada iteración, al menos una solución
eficiente. Lamentablemente, cuando 2>k , las soluciones generadas en una
iteración pueden haber sido obtenidas previamente.

Utilizaremos la siguiente notación:

L ↔  Lista de regiones por estudiar.
R ↔  Regiones de PE  (en forma implícita).

Algoritmo RCE

Paso 0. Inicialización.
L  = { }F , ∅=R , 0=i .

Paso 1. Regla de parada.
Si ∅=L  ⇒  STOP, IPE  = �

RY

Y
∈

.

En caso contrario, seleccionar LF i ∈ .

Paso 2. Eliminación por no factibilidad.
Si ∅=iF  ir al paso 5.

Paso 3. Eliminación por eficiencia completa.

Sea ( ) ( ) ( )( )tititi sxy ,,  solución óptima del problema:

( ) ( ){ }0  ,0,,/max ≥=−−∈ ssxzyzFyxse it (5.6)
Si 0=it se  hacer { }iFRR �=  e ir al paso 5.

En otro caso hacer iY  = ( ) ( ){ }ii yzxzFx =∈ /  y { }iYRR �= .

Paso 4. Ramificación.
Sea ( )ii yzz =ˆ . Crear k  subregiones a partir de iF  de la siguiente manera:

{ }, ..., kj 1 ∈∀ , jiF  = ( ){ }1ˆ/ +≥∈ i
jj

i zxzFx .

Hacer { } k

j
i jFLL 1== � .

Paso 5. Cierre de bucle.
Hacer { }iFLL −= , 1+= ii  e ir al paso 1.
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Veamos que el algoritmo RCE es válido y finito. Para ello necesitamos
una serie de resultados preliminares.

Proposición 5.5.36 Los conjuntos ( ) ( ) ( ){ }0  ,0/, ≥=−−×∈ ssxzyzFFxy ii  y
( ) ( ) ( ){ }0  ,0/,, ≥=−−×∈ ssxzyzFFxy i  son idénticos.

Demostración.
“ ⊆ ”
Inmediata por ser FF i ⊆ .
“ ⊇ ”
Sea Fy ∈  y iFx ∈  tales que ( ) ( )xzyz   ≥ . Como por la Proposición 5.5.23,

ki Rl ∈∃  tal que iF  se puede poner como ( ){ }ilxzFx ≥∈ /  ⇒  iFy ∈ .
�

Proposición 5.5.37 El programa (5.6) es acotado, con valor óptimo 0 si, y
sólo si, IPi EF ⊆ .
Demostración. El programa (5.6) es acotado, con valor óptimo 0. Aplicando
la Proposición 5.5.36 ⇔  El programa

( ) ( ){ }0  ,0,,/max ≥=−−∈∈ ssxzyzFxFyse it  es acotado, con valor óptimo 0.
Ahora, por el Teorema 3.2.4 ⇔  IPi EF ⊆ .

�

Ahora resulta claro que el paso 3 del algoritmo RCE comprueba si iF
presenta eficiencia completa o no. En caso afirmativo, no hay necesidad de
separación. Además, siempre ocurre que:

Proposición 5.5.38 Si ( ) ( ) ( )( )tititi sxy ,,  es solución óptima del problema
(5.6) entonces IPi Ey ∈ .

Demostración. Si ( ) ( ) ( )( )tititi sxy ,,  es solución óptima del problema (5.6),

aplicando la Proposición 5.5.36 ⇒  ( ) ( ) ( )( )tititi sxy ,,  es solución óptima del
problema ( ) ( ){ }0  ,0,,/max ≥=−−∈∈ ssxzyzFxFyse it . Ahora, por el Teorema
3.2.5 ⇒  IPi Ey ∈ .

�

Teorema 5.5.39 IP

RY

EY ⊆
∈
� .

Demostración. Directa teniendo en cuenta la Proposición 5.5.37 y la
Proposición 5.5.38.

�
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Teorema 5.5.40 �
RY

IP YE
∈

= .

Demostración.
“ ⊇ ”
Por el Teorema 5.5.39.
“ ⊆ ”
Supongamos por reducción al absurdo que IPEx  ˆ ∈∃  tal que RY ∈∀ , Yx ∉ˆ .
Sea sF  la región factible más pequeña generada por el algoritmo RCE que

contiene a x̂  ⇒  ∅≠sF . Sea ( ) ( ) ( )( )tststs sxy ,,  solución óptima de (5.6).
Como RY ∈∀ , Yx ∉ˆ  ⇒  ( ) ( )syzxz ≠ˆ  y IPs EF ⊆/  ⇒  sF  se ha de separar, pero
como sF  es la región factible más pequeña que contiene a x̂  ⇒

{ }, ..., kj 1 ∈∀ , ( ) ( )s
jj yzxz ≤ˆ . Como ( ) ( )syzxz ≠ˆ  ⇒  ( ) ( )syzxz ≤ˆ  ⇒  #, pues

IPEx  ˆ ∈ .
�

Teorema 5.5.41 El algoritmo RCE es finito.
Demostración. Directa, teniendo en cuenta que por ser X  acotado ⇒  IPE

es finito y que la región factible asociada a un nodo arbitrario no contiene
ninguno de los puntos de separación eficientes de sus ancestros.

�

Cualquiera de las observaciones hechas en Comentarios 5.5.24 se
puede trasladar sin dificultad al algoritmo RCE, debido a la estructura del
mismo. En particular, cuando 2>k , las separaciones generadas por el
algoritmo RCE no tienen porque ser disjuntas. Por tal motivo se pueden
volver a regenerar soluciones eficientes previamente halladas.

Proposición 5.5.42 El número de programas enteros resueltos por el
algoritmo RCE es ( ) 11 ++ Rk .

Demostración. Inmediata teniendo en cuenta que para obtener un punto
de separación hay que resolver un programa entero (problema 5.6) y que por
cada uno de tales puntos se crean k  nuevos subproblemas para los que hay
que estudiar su factibilidad.

�

Debemos esperar un buen tiempo de ejecución del algoritmo RCE
cuanto mayor (más proxima a 1) sea la densidad de eficiencia del problema.
Efectivamente, consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.5.43 Sea IP  ≡  ( ){ }Fxxxxx ∈−+−  / 5,4max 2121 , F  =
{ }1122/ 21

2 ≤+∈ + xxZx . En función de la representación gráfica dada en la

Figura 5.7 es claro que IPE  = ( ){ }0,0−F  ⇒  20=IPE  ⇒  Con cualquiera de

los algoritmos anteriormente analizados se necesitarían, al menos 21,
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iteraciones. Sin embargo, con el algoritmo RCE sólo se necesitan 4.
Efectivamente:

Iteración 0.

L  = { }F , FF =0 , ( ) ( ) ( )( )ttt
sxy 000 ,,  = ( ) ( ) ( )( )4,1,0,0,4,1 , ∅=R , 0ẑ  = ( )1,0 .

0Y  = ( ){ }0ˆ/ zxzFx =∈ , { }0YR = .
10F  = { } ∅≠≥∈ 1)(/ 1 xzFx , 20F  = ( ){ } ∅≠≥∈ 2/ 2 xzFx .

Iteración 1.

L  = { }21 00 , FF , 101 FF = , ( ) ( ) ( )( )ttt
sxy 111 ,,  = ( ) ( ) ( )( )0,0,1,0,1,0  ⇒  1F  es

eficiente completo. { }10 , FYR = .

Iteración 2.

L  = { }20F , 202 FF = , ( ) ( ) ( )( )ttt
sxy 222 ,,  = ( ) ( ) ( )( )0,0,0,1,0,1  ⇒  2F  es eficiente

completo. { }210 ,, FFYR = .

Iteración 3.
∅=L  ⇒  STOP.

�
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Conclusiones e
Investigaciones Futuras
En esta memoria hemos investigado con rigor y profundidad un buen
número de aspectos de la programación vectorial particularizados para los
casos lineal y entero. Con carácter general se ha pretendido realizar un
tratamiento unificado e integrador de los diversos temas tratados,
incorporándose numerosas ideas originales que han derivado en nuevos
resultados, algoritmos y enriquecedoras perspectivas de enfoque. En este
sentido, las principales aportaciones de este trabajo han sido las siguientes:

1.  Se presentan nuevos teoremas de la alternativa para sistemas de
desigualdades lineales. Estas eficaces herramientas, aparte de hacer más
manejable los conceptos de solución eficiente y débilmente eficiente, han
permitido simplificar un buen número de desarrollos teóricos y obtener
nuevos resultados de utilidad práctica ([JrGn01a], [Jr02c]).

2.  Continuando con teoría básica, se proponen también diferentes tests
para determinar cuándo el conjunto de soluciones eficientes de un LVP es
vacío o no.

3.  Se introducen las nociones de cotas y supremos eficientes de un VP como
una extensión posible de su contrapartida escalar y se prueba, entre otras
propiedades, que los conjuntos de todos los supremos y de las soluciones no
dominadas de un CVP coinciden. Este hecho nos proporciona una relación de
polaridad para el CVP que, para el caso lineal, da lugar a la definición de
problema dual propuesta por Gale-Kuhn-Tucker ([JrGn01a], [Jr02c]).

4.  Se sugiere el concepto de descriptor maximal como un mecanismo
adecuado para describir, de manera única, las caras de un poliedro,
considerándose separadamente los casos especiales que surgen cuando la
cara es incidente en un vértice degenerado y no degenerado. Asimismo, y
puesto que es posible que una misma cara tenga varios descriptores
asociados, fue necesario desarrollar tests que permitieran determinar su
maximalidad ([Jr02b]).
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5.  Se realiza un amplio estudio sobre el conjunto de soluciones óptimas de
un problema lineal escalar arbitrario que, aparte de aglutinar los escasos
resultados existentes, permitió obtener nuevas caracterizaciones y
propiedades.

6.  Se proporciona un extenso conjunto de tests de eficiencia para caras y
puntos arbitrarios de la región factible, considerando independientemente
los casos especiales de caras incidentes en un vértice conocido no degenerado
y degenerado, respectivamente. La utilidad inmediata de tales resultados ha
quedado sobradamente demostrada a lo largo de esta memoria ([JrGn01b],
[JrGn01c], [Jr01c]).

7.  Proponemos algunos tests, fácilmente implementables, para detectar a
priori la eficiencia completa de un LVP ([Jr01d], [Jr02a]). Dado que
cualquier cara de un poliedro es, en sí misma, un poliedro, los tests de
eficiencia completa también encuentran aplicación en la caracterización de
la eficiencia de caras arbitrarias.

8.  La identificación de objetivos redundantes ha sido objeto de un estudio
concienzudo. Puesto que se sabe que los objetivos que se pueden poner como
una combinación cónica del resto son redundantes, se propone un método
general (algoritmo MSS) para calcular el sistema generador minimal de un
cono poliédrico.

9.  Se incluye una reelaboración completa y pormenorizada de algunos de los
conceptos de dualidad vectorial más importantes propuestos a lo largo del
tiempo, examinándose las relaciones existentes entre las distintas nociones
consideradas.

10.  En el contexto de la optimización de una función lineal sobre la región
eficiente se formula un nuevo método (algoritmo MFP) que genera una
sucesión de caras eficientes distintas sobre las que se evalúa el objetivo de
interés. Dichas caras se obtienen a partir de la resolución, en cada iteración,
de un programa bilineal simplificado que puede ser abordado a través del
uso de métodos específicos bien conocidos de la programación no convexa.
Las características más atractivas de este algoritmo son que las caras
generadas no necesitan ser adyacentes y que en cada iteración se mejora
estrictamente el valor de la función objetivo ([Jr01a]).

11.  Sugerimos una nueva clasificación para los métodos generadores de
soluciones eficientes de un LVP en función de su diseño algorítmico. La
organización propuesta consta de cuatro categorías mutuamente
excluyentes: Ascendentes Globales (GBU), Ascendentes Locales (LBU),
Descendentes Globales (GTD) y Descendentes Locales (LTD). Después de
una extensa revisión bibliográfica se comprobó que, a pesar de su utilidad, el
diseño LTD no había sido previamente explotado.
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12.  Para cada una de las cuatro clases anteriores se desarrollaron nuevos
algoritmos generadores de soluciones eficientes. Las especificaciones
particulares emplean algunos de los tests de eficiencia para caras obtenidos
previamente en esta tesis. Además del correspondiente análisis de
propiedades realizado, se ilustró el comportamiento de los métodos
propuestos mediante la resolución de una serie de ejemplos.

13.  Con respecto al ILVP, se examinaron con detenimiento las principales
dificultades que presenta y se realizó una justificación rigurosa de
propiedades no triviales del mismo que la bibliografía especializada había
descuidado sistemáticamente. Gran parte de los resultados pudieron ser
obtenidos relacionando el ILVP con sus relajaciones lineal o convexa.

14.  Se proporcionan una serie de estimaciones, en norma infinito, sobre la
proximidad del conjunto de soluciones eficientes de un ILVP y las
correspondientes a su relajación lineal. Además, se pudo probar (mediante
contraejemplos adecuados) que las estimaciones dadas, bajo las hipótesis
realizadas, son las mejores posibles ([Jr01b]).

15.  Se proponen dos algoritmos nuevos, basados en la técnica divide y
vencerás, para generar el conjunto de soluciones eficientes del problema
entero. Uno de los procedimientos (método PS) es un algoritmo exacto para
el caso biobjetivo y aproximado por exceso para el caso general ( 2>k ). Su
mejor característica es que no regenera soluciones previamente calculadas.
El segundo procedimiento (método RCE) es un algoritmo exacto para
cualquier dimensión, que analiza en cada iteración la eficiencia completa de
la región activa considerada. Este último enfoque, hasta donde sabemos no
utilizado previamente en la literatura, permite describir la región eficiente
del ILVP de forma implícita.

Indudablemente, el trabajo presentado en esta memoria no puede
calificarse de cerrado. Por el contrario, tanto la programación vectorial
lineal como la entera, han demostrado tener buenas condiciones para llevar
a cabo fructíferas investigaciones. En más de una ocasión los análisis y
reflexiones realizados nos condujeron hacia nuevos y excitantes derroteros
que, por limitaciones lógicas de espacio y tiempo, no pudieron ser tratados,
dejando inevitablemente muchos aspectos que mejorar y direcciones hacia
donde avanzar. A título de muestra, algunas de las líneas de desarrollo que
pensamos acometer en un futuro próximo son las siguientes:

1. Programación vectorial en el espacio objetivo

En los últimos años se ha empezado a estudiar seriamente la posibilidad de
aplicar al LVP la metodología vectorial directamente sobre el espacio de
consecuencias (en lugar de sobre el espacio de decisión), obteniéndose
resultados verdaderamente prometedores (ver, por ejemplo, [BnSn00a],
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[BnSn00b], [Bn98a], [Bn98b], [Bn98c], [Jh97], ...). Esta nueva perspectiva
aporta, al menos dos grandes ventajas: La primera es que la estructura del
conjunto criterio es mucho más simple que la de la región factible, debido
principalmente a que el número de funciones objetivo es sensiblemente más
reducido (frecuentemente en varios órdenes de magnitud), que el número de
variables de decisión. Este fenómeno de contracción, usualmente conocido
como colapsamiento ([Dr87], p. 580), también afecta en la misma medida a
las caras eficientes ([Bn95], p. 244), provocando que muchos puntos de la
región eficiente tengan una misma imagen en el conjunto criterio (ver, por
ejemplo, [Dr87] o [Bn95]), y evitando cálculos redundantes sin interés para
el DM ([Bn98a]). En segundo lugar, el DM prefiere basar la elección de la
solución más preferida en términos de sus consecuencias, más que en los
niveles de las variables de decisión (ver [Bn98a], [BnSy97], [DrLiu90] o
[DrSl90]). Dado que este tipo de investigación está todavía en su más tierna
infancia, consideramos que constituye una prometedora línea de desarrollo
de evidente utilidad práctica.

2. Métodos aproximados y heurísticas en programación vectorial

En nuestra opinión, la programación vectorial debe redirigir su interés a la
obtención de subconjuntos, de tamaño adecuado, de soluciones
verdaderamente representativas (quizás en un sentido estadístico) de la
región eficiente. De esta manera es posible aliviar algunas de las debilidades
que presenta la metodología vectorial ([BnSy97]). Esta sugestiva y apenas
explotada vía de trabajo puede beneficiarse, por ejemplo, de los recientes
avances ocurridos en optimización global ([HrTuy96]) y en el campo de las
heurísticas ([McFg00], [MrMr99], [Pr84]).

3. Estudio de problemas combinatorios concretos

La optimización combinatoria multiobjetivo constituye una potente
herramienta para modelizar muchas situaciones del mundo real ([UlTg94]).
Sin embargo, a pesar de que problemas combinatorios tales como los de la
mochila, árbol generador mínimo, asignación, transporte, flujo en redes,
recubrimiento y viajante de comercio, por citar algunos de los más conocidos,
han comenzado a recibir una creciente atención en la literatura desde una
óptica vectorial (ver, por ejemplo, [SdGn01], [RRCS99], [RASG98], [Is79]), la
realidad es que, debido a su enorme complejidad ([Sr86], [Eh98]), requieren
aún mucha investigación en diversas direcciones: teórica, por ejemplo
estudiando si existen caracterizaciones de soluciones eficientes específicas
para algunos modelos, metodológica, adaptando algunos de los métodos
existentes para el caso escalar al caso vectorial o reajustando algunas
técnicas vectoriales generales a problemas concretos, incluso práctica,
diseñando heurísticas que generen subconjuntos representativos de la
región eficiente en el sentido señalado en el apartado anterior.
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4. Implementación de los algoritmos propuestos y estudio
computacional

En general, la no implementación de un algoritmo conlleva el riesgo de que
la comunidad científica no pueda apreciar su interés. Por otra parte la
verdadera utilidad de cualquier algoritmo se manifiesta cuando se puede
utilizar para resolver problemas prácticos del mundo real. Con la voluntad
de aprovechar al máximo todo el potencial desarrollado en esta tesis,
tenemos la intención de implementar en C++ ([St00]) la totalidad de los
algoritmos propuestos, empleando como resolutor escalar para los problemas
lineales y enteros el CPLEX ([Cplex93]). Además, pensamos diseñar una
amplia serie de experimentos computacionales que nos permita analizar
numéricamente los rendimientos de las rutinas creadas y compararlas entre
sí. Nuestro objetivo último es crear una librería de procedimientos de la
programación vectorial, robusta y de calidad, que pueda ser integrada en un
entorno de trabajo amigable y potente, desde el cual los diferentes usuarios
del sistema logren invocar de manera sencilla las distintas funciones
implementadas.

5. Paralelismo y Programación vectorial

Hoy en día, los ordenadores más rápidos del mundo son máquinas paralelas,
los cuales permiten, entre otras cosas, dar respuesta en tiempo real a
problemas que han sido considerados previamente como intratables, debido
a su magnitud, por la tecnología secuencial. Además, la disponibilidad de
tales instrumentos de cálculo de altas prestaciones, se está haciendo cada
vez más habitual gracias al esfuerzo realizado por los diversos centros de
supercomputación existentes (CEPBA1, EPCC2, ...) para hacer más
accesibles sus recursos. Teniendo en cuenta que resolver grandes problemas
multiobjetivos requiere con frecuencia largas etapas de cómputo intensivo y
enormes cantidades de espacio de almacenamiento y que, en estos casos, se
pueden producir importantes ahorros de tiempo cuando se emplean técnicas
paralelas ([Akl97]), una vía interesante de investigación será la
implementación, utilizando OpenMP ([CDKM01]), de los procedimientos
presentados en esta memoria y su posterior análisis experimental de
rendimientos sobre sistemas paralelos de memoria compartida ([Akl89]). El
enorme potencial que posee esta línea de desarrollo ya ha sido percibido por
la comunidad científica, existiendo en la actualidad algunos trabajos (ver,
por ejemplo, [WcZh97] y [StPr98]) muy sugerentes e instructivos sobre el
uso del paralelismo en el campo de la programación vectorial lineal.

                                           
1 http://www.cccc.es/esp/
2 http://www.epcc.ed.ac.uk/
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