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Prologo

En el mundo actual, la mayor parte de los problemas de decision con cierta
importancia y trascendencia admiten, de forma natural, una formulacion
donde intervienen mualtiples criterios o juicios de valor. Debido a esto, y
como quiera que optimizacion y decision estan intimamente ligadas entre si
(al decidir siempre intentamos elegir la alternativa 6ptima, es decir, que
mas nos satisface, de entre el conjunto de acciones u opciones posibles), los
problemas de Decision Multicriterio (MCD) han ido acaparando una gran
atencién dentro de la Investigacion Operativa y en gran parte de ambientes
y sectores de la sociedad.

Una vasta clase de problemas de Decision Multicriterio pueden ser
especificados mediante la maximizacion, de manera conjunta, de varias
funciones objetivo sobre una determinada region factible dada de forma
implicita. Esta formulacién, que ha resultado ser de gran utilidad practica
(ver, por ejemplo, las referencias incluidas en [Rm93]), recibe el nombre de
Programa Multiobjetivo (MOP) y fue definida explicitamente, por primera
vez, por Kuhn y Tucker, en 1951 ([KhTc51]). Cuando todas las funciones que
aparecen en el MOP son lineales, tenemos un problema de Programacion
Lineal Multiobjetivo (MOLP). Si, ademas, las variables son de tipo entero se
trata de un problema de Programacién Lineal Multiobjetivo Entero
(MOILP).

Debido al frecuente conflicto que se produce entre los diferentes
criterios, en los problemas MOP no suele existir una solucion que optimice
simultaneamente todos los objetivos. La consecuencia directa de esto es que
el concepto de solucién oOptima, tal como lo conocemos en programacion
escalar, debe ser revisado (por dejar de tener validez) y, en su lugar,
aparecen otros nuevos, siendo las nociones de solucidn eficiente y débilmente
eficiente dos de las mas utiles. Desde una perspectiva amplia, los métodos de
resolucion del MOP pretenden encontrar, de entre el conjunto de soluciones
eficientes, la mas preferida por el decisor (DM) ([Ev84)).

Los procedimientos de resolucion del MOP pueden agruparse en tres
grandes categorias, dependiendo del momento en que el DM manifiesta sus
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preferencias: antes, durante o después de la resolucion del problema (ver,
por ejemplo, [HwWMs79], [Ev84], [Jr92], ...).

En el primer grupo (articulacion a priori de las preferencias), y
hablando en términos generales, el DM es capaz de precisar la importancia
relativa de cada funcion objetivo a través de ciertos coeficientes escalares
(pesos). Debido a ello el MOP se puede reducir a uno o varios problemas de
optimizacion escalar que, comunmente, suelen ser sencillos de resolver
(especialmente para el caso lineal). Por contra, el principal inconveniente de
este enfoque radica en la dificultad que encuentra el DM para proporcionar
la informacion detallada y especifica que se le solicita. Dentro de esta clase
de procedimientos se enmarcan, entre otros, los métodos de Programacion
por Metas ([ChCp77]) y el método Lexicografico ((HwMs79], p. 45-55).

La segunda categoria incluye a todos aquellos algoritmos en los que el
DM expresa informacion sobre sus preferencias durante la fase de
resolucién del problema. Existen una gran cantidad de tales procedimientos
(ver, por ejemplo, [ShRv91l], [GrSt94], [Gn85], ...), los cuales son
denominados, genéricamente, como interactivos, debido a que requieren una
interaccion continua entre el analista y el DM. Los métodos interactivos
gozan de una gran popularidad y reputada fama entre los especialistas del
MOP, representando para muchos la Unica alternativa de resolucion
verdaderamente viable ([St86], p. 361). En esencia, su esquema de
funcionamiento consiste en resolver, en cada iteracién, uno o mas programas
escalares, construidos a partir de las revelaciones hechas por el DM sobre su
estructura de preferencias. Comparados con las técnicas de la categoria
anterior, la informacion que se solicita al DM en cada paso no es tan dificil
de obtener. No obstante, los métodos interactivos no estan exentos de
dificultades. Algunas de las mas preocupantes son que la convergencia de
tales procedimientos no esta siempre garantizada y, en general, precisan
ciertas suposiciones que no son facilmente verificables. Ademés, aun bajo
condiciones propicias, el numero de iteraciones requeridas por el
correspondiente algoritmo puede ser muy elevado, cansando enormemente
al DM. Por otra parte, el procedimiento resolutor empleado condiciona
fuertemente la busqueda realizada, al limitar a través de su disefio los
puntos que se pueden explorar. Por ultimo, dado que en cada iteracion sélo
se procesan puntos aislados, sin realizarse una busqueda exhaustiva de la
region mas prometedora, suele ser frecuente obtener Optimos locales en
lugar de globales ([Brzn92]).

La tercera clase de procedimientos (articulacién a posteriori de las
preferencias) se caracterizan porque no utilizan ningun tipo de informacion
sobre las preferencias del DM durante la optimizacion. Generalmente en
una primera etapa se calculan todas (o una parte de interés especial de) las
soluciones eficientes, para posteriormente presentarlas al DM, al objeto de
elegir la solucion méas satisfactoria (segunda etapa). Existen numerosos
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meétodos generadores de soluciones eficientes, tanto para el caso general
(ver, por ejemplo, [ChHmM83]), como para los casos especiales lineal ([Sy96],
[Ar93b], [ArMI91], [Mr85], ...) y entero (ver las referencias incluidas en
[TgKn86] y [Rs86]). Este tipo de metodologia es conocida en la literatura con
el nombre de Programacion Vectorial (VP) y representa, desde un punto de
vista estrictamente matematico, la extension natural de la programacion
escalar tradicional.

El enfoque vectorial aplicado a un MOLP lo denotaremos a lo largo de
esta memoria como un problema de tipo LVP (= MOLP + VP).
Analogamente, para el MOILP obtendriamos el paradigma ILVP (= MOILP
+ VP). En general, y abusando de la notacion, cuando pretendamos resolver
vectorialmente un MOP genérico tendremos un problema de tipo VP.

La principal ventaja de la programacion vectorial es que el proceso de
optimizacion esta totalmente automatizado. Por contra, existen evidentes
desventajas cuando esta metodologia se aplica sin las cautelas adecuadas y
de manera indiscriminada.

Efectivamente, la tarea de generar, para problemas moderados o
grandes, todo el conjunto de soluciones eficientes de un VP puede requerir
una cantidad de esfuerzo computacional desproporcionada, incluso para el
caso lineal, haciéndola, por tanto, inadecuada en la préactica. A modo de
ejemplo, Benson manifiesta ([Bn98a], p. 3) que, utilizando el algoritmo
ADBASE de Steuer ([St89]) para obtener el conjunto de vértices eficientes
de una serie aleatoriamente generada de 10 LVPs, con 50 desigualdades, 50
variables y 4 funciones objetivo, el nimero medio de soluciones halladas fue
de 83781. Ademas, al incrementar el numero de variables hasta un total de
60, encontré que ADBASE fue incapaz de resolver los problemas propuestos,
por exceder cualquiera de ellos el limite de 200000 vértices eficientes
establecido por el programa.

No obstante, supongamos por un momento que tales conjuntos de
soluciones eficientes (y aun mayores) pudieran ser generados de manera
rutinaria y agil (lo cual no es del todo descabellado que ocurra pronto, si la
tecnologia informéatica, hardware mas software, sigue progresando a ritmos
parecidos a los mantenidos en los ultimos afios). Aun asi, todavia quedaria
otra importante cuestion por resolver, como es la saturacién experimentada
por el DM, al no tener éste capacidad suficiente para procesar
adecuadamente tal cantidad de datos. Efectivamente, la competencia de la
mente humana para gestionar informacion tiene ciertos limites que no se
pueden superar ([Bn98a)).

Las dificultades anteriores, consideradas insalvables por muchos
profesionales del mundo de la optimizacion multiobjetivo, han hecho que la
programacion vectorial haya sido desestimada sistematicamente como una
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metodologia posible, siendo percibida, en numerosos circulos intelectuales,
como una curiosidad meramente académica (de fuerte caracter matematico)
y sin un claro futuro practico.

Sin embargo, creemos que la situacion no es tan desalentadora como
pudiera parecer a primera vista. Sin pretender establecer ningun tipo de
confrontacion, en nuestra opinion, los inconvenientes anteriormente
reseflados pueden ser, cuando menos, atemperados sustancialmente.

Con respecto al esfuerzo computacional, es ampliamente aceptado que
para un mismo problema, una reduccion en el tamafo de la regién eficiente
generada induce una reduccion casi proporcional en el tiempo de ejecucion
del algoritmo (ver, por ejemplo, [MvVDA98], p. 556). Al hilo de esta
argumentacion, existen al menos dos técnicas bien conocidas para contraer,
a priori, el tamafno del conjunto de soluciones eficientes que se pretende
generar en el espacio de decision. La primera de ellas, y més sofisticada,
consiste en restringir a subintervalos de (0, 1) el rango de variacién de

todos o algunos de los pesos aplicados a las funciones objetivo. Esta préactica
es denominada en la literatura inglesa como interval weight coefficients vy,
para el caso lineal, ha sido estudiada, entre otros, por Steuer ([St76b]). El
procedimiento presentado por Steuer consiste en transformar el LVP con
ponderaciones en intervalo en otro LVP equivalente, que tiene como region
eficiente el conjunto contraido de soluciones eficientes del problema original.
La segunda estrategia, y mas ampliamente utilizada, consiste en restringir
el rango de valores de las funciones objetivo mediante la introducciéon de
cotas inferiores adecuadas. Estas acotaciones se pueden incorporar en el
modelo como restricciones ordinarias, obteniéndose un problema ampliado
que debe ser resuelto. Entre otros autores, Mavrotas, Diakoulaki y
Assimacopoulos ([MvDA98]) han investigado ampliamente el efecto de tales
acotaciones en el tamafio de la region eficiente. Sus experimentos para el
LVP, basados en establecer grados de acotacion (expresados como un tanto
por ciento sobre el rango de variacién de los valores de las funciones
objetivos obtenidos a partir de los datos de la tabla de pagos), tanto para
objetivos individuales, como para el conjunto de todos ellos, son bastante
esperanzadores, sobre todo si el DM esta dispuesto a aceptar acotaciones
significativas. A modo de ejemplo, los autores exponen que acotaciones
simultaneas en torno al 40% del rango inducen reducciones alrededor del
50% en el numero de veértices eficientes.

Por otra parte, una vez generado el conjunto de soluciones eficientes
es posible discretizarlo y filtrarlo para reducir su tamafio a posteriori. Es
esencial que los procedimientos empleados en la discretizacion de la region
eficiente de wun LVP proporcionen una muestra suficientemente
representativa y dispersa de puntos (no, necesariamente, vértices). Para un
compendio de las técnicas mas ampliamente utilizadas ver [St86]. Por otra
parte, el filtrado de un conjunto de puntos, entendido como un problema de
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eleccion de representantes adecuados, es un tema ampliamente estudiado
por la Estadistica ([Sm96]). En el ambito de la programacion vectorial,
autores como Steuer ([St86]) o Morse ([Mr80]), han tratado este aspecto en
profundidad.

Combinando las contracciones a priori y a posteriori de la region
eficiente se puede reducir hasta limites manejables el tamafio de la region
eficiente, empleando en la tarea conjunta tiempos de calculo razonables.
Una vez que el DM elige una solucién como preferida, mediante un filtrado
inverso (reverse filtering, [St86]) es posible reconstruir un entorno eficiente
de pequefia dimension con la intencién de realizar en él mismo una
busqueda exhaustiva.

Cerrando esta ronda de explicaciones previas, conviene mencionar
que la metodologia vectorial no tiene como Unico objetivo la obtencion de
descripciones completas, ya sean globales o locales, de la region eficiente. Es
posible una percepcion mas ambiciosa de la misma, que abarque también la
generacion, en un solo paso, de representaciones globales (discretas), de
tamafo adecuado, de la region eficiente. Un avance decidido en esta
direccion lo constituye el algoritmo propuesto por Benson y Sayin
([BnSy97]).

En esta monografia estudiamos numerosos aspectos (sin pretender
hacer una relacion exhaustiva de los mismos) de la programacion vectorial
relacionados con los casos lineal y entero. Dado que en la literatura existe
una gran cantidad de publicaciones y trabajos sobre el LVP (literalmente,
cientos de articulos, capitulos de libros y libros) y el ILVP (aunque en mucha
menor profusion), debemos aclarar que una actitud enciclopedista por
nuestra parte hubiese constituido una tarea abrumadora y casi irrealizable.

En una primera fase fueron seleccionados una serie de tdpicos (en
nuestra opinidon esenciales) sobre los que realizar un estudio preliminar
sobre el estado del arte. Esto fue complicado, pues los conocimientos de
nuestro interés, aparte de estar dispersos en el tiempo y en el espacio,
presentaban la dificultad afiadida de la utilizacion de multiples y complejas
notaciones distintas. No se trataba de un simple ejercicio de lectura y
recopilacion, sino de una reelaboracion personal y actualizada totalmente
nueva. La motivacion era doble. Una con un claro caracter, digamos,
divulgativo, que quiere hacer la programacion vectorial lineal y entera mejor
conocida y comprendida (aunque cierto dolor esta garantizado) y que
pretende resaltar algunas de las principales dificultades que plantea su
aplicacién. La otra, de caracter mas técnico, aspira a conocer con precision
los numerosos resultados disponibles y dbénde encajan (como se
interrelacionan) en el cuerpo de la teoria.
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Pero la cuestidn, obviamente, no era tanto lo que se habia hecho, sino
lo que se podia hacer. Descubrimos, para nuestra satisfaccién, que lejos de
constituir un campo agotado, la programacion vectorial lineal y entera
presentaba (y sigue presentando en la actualidad) una gran cantidad de
retos y desafios sobre los que reflexionar y trabajar duramente. En este
sentido, desarrollamos y ampliamos, siempre que pudimos, todos aquellos
aspectos que nos parecian que estaban insuficientemente tratados o que
eran susceptibles de ser mejorados.

Y el resultado de este proceso queda recogido en la memoria que
ahora presentamos. La organizacion de la misma refleja un intento de
dividir la extensa materia tratada en partes coherentes. Dado que cada
capitulo de la tesis incluye una introduccion, con descripciones
pormenorizadas acerca de su contenido, aqui sélo daremos unas breves
pinceladas generales.

En el capitulo uno se expone la teoria béasica utilizada en el desarrollo
de esta memoria. Sin perder de vista nuestro interés especifico por el LVP,
se intentd hacer un estudio, lo mas general posible, de propiedades, con el
fin de aprovechar al maximo las ventajas de la teoria. Aun a pesar de que
los temas tratados pueden considerarse tradicionales y tienen un fuerte
caracter preliminar, nos fue posible hacer ciertas contribuciones de
provecho. En este sentido merecen ser destacadas las secciones 1.5, en la
que damos una clasificacion exhaustiva del VP, 1.7, dedicada a los
fundamentos del LVP y en la que aportamos algunos resultados y
herramientas teoricas, y 1.9, en la que se presenta una teoria de cotas
eficientes que permite establecer una cierta relacién de polaridad entre el
problema de programacion vectorial convexo (CVP) y el que surge en el
calculo de sus supremos eficientes.

El segundo capitulo esta dedicado a la caracterizacion de las caras
eficientes de un LVP. Este es un tema clasico que ofrece innumerables
oportunidades. En primer lugar se analiz6 el problema general de identificar
las caras de un poliedro (seccion 2.3), tanto si se conocen elementos locales
(vértices) de las mismas como si no, prestando especial cuidado al fenémeno
de la degeneracion. En este contexto se propone la nocién de descriptor
maximal como un mecanismo adecuado para el reconocimiento preciso de
caras. Dado que las caras eficientes siempre se pueden describir a través del
conjunto de soluciones optimas de ciertos problemas escalares, y puesto que
este tema general suele estar insuficientemente tratado en la literatura,
también se estudié con detenimiento la caracterizacion apropiada del
conjunto de soluciones 6ptimas de problemas escalares arbitrarios (seccion
2.4). Con estas herramientas en la mano fue posible disefiar nuevos tests
para determinar la eficiencia de caras arbitrarias (seccién 2.9) e incidentes
en algun vértice conocido (seccion 2.8).
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En el tercer capitulo se abordan ciertos topicos especificos del LVP
qgue, a pesar de estar mas indirectamente relacionados con el calculo de
soluciones eficientes, llamaron poderosamente nuestra atencion por las
nuevas potencialidades que ofrecian. Evidentemente, la lista de cuestiones
tratadas es forzosamente incompleta para poder hacer manejable un trabajo
de estas caracteristicas. Entre los aspectos desarrollados que mas nos han
satisfecho, merece la pena destacar el andlisis de eficiencia completa
(seccion 3.2) por su trascendencia en otras partes de la teoria, el estudio de
la dualidad (seccion 3.4) por su indiscutible belleza y elegancia, y la
optimizacion de una funcion lineal sobre la region eficiente (seccion 3.5) por
el nuevo enfoque que permite en la metodologia vectorial ([Bn84]) y su
complejidad (estrechamente relacionada con la optimizacion global,
[HrTuy96]).

El cuarto capitulo estudia los principales aspectos relativos a los
métodos generadores de soluciones eficientes. Atendiendo exclusivamente a
su disefio proponemos una clasificacion exhaustiva basada en cuatro
categorias (seccion 4.5), siendo el enfoque descendente local (LTD) una
iniciativa nuestra. Asimismo, para cada clase de métodos se desarrollé un
nuevo algoritmo y se analizaron sus propiedades.

En el quinto capitulo se examina el caso lineal entero. En nuestra
opinion este tema no ha recibido en la literatura la atencion que merece su
importancia. Por ello, y porque consideramos que el ILVP tiene una gran
aplicabilidad en el mundo real, hemos dedicado un esfuerzo especial al
estudio de este problema. Después de ilustrar convenientemente la dureza
del modelo (seccion 5.2), entre otras cosas probamos rigurosamente algunas
de sus propiedades mas notables (seccion 5.3) y desarrollamos varios
algoritmos generadores de soluciones eficientes (seccion 5.5).

Finalmente, se presentan las conclusiones de este trabajo,
enumerando sus principales aportaciones. Ademas, se sefalan posibles
lineas de desarrollo e investigacién que se esperan llevar a cabo en un futuro
proximo.

Jesus M. Jorge Santiso






Notacion y Simbolos

A Matriz de restricciones. En general, se considerard que
AOR™" es regular por filas.

a, Fila i -ésima de la matriz A.

a’ Columna j-ésima de la matriz A.

B Base (matriz no singular de orden m) de A.

B(X) Conjunto de todas las bases de A asociadas a X .

B(P) Conjunto de cotas eficientes para el problema P.

b Vector de recursos. En general, supondremos que bOR™.
b B™b.

C Matriz de costos. Se considerara que COR*".

c* Cono de preferencias inducido por la matriz C:

{dor/cd = ofu{o}

CNH(D) (CoNic Hull) Envolvente cénica o cono generado por un
conjunto de vectores D.

CVH (Q) (ConVex Hull) Envolvente convexa de un conjunto de puntos

Q.

Xvii



NOTACION Y SIMBOLOS

Gradiente de la i-ésima funcion objetivo.

Conjunto de dominacién de X:
{xD R'/x=X+Yy, yDCZ}

Vector cuyas componentes son todas uno. La dimension
dependera del contexto.

Conjunto de todas las soluciones eficientes del problemaP .

Conjunto de todos los vértices eficientes del problema P.

Conjunto de todos los rayos extremos eficientes del problema
P.

Conjunto de las aristas eficientes del problema P.
Conjunto de las caras eficientes del problema P.
Conjunto de las caras eficientes maximales del problema P.

Conjunto de las caras eficientes del problema P incidentes en
el vértice X.

Conjunto de todas las bases eficientes del problema P.

Conjunto de todas las bases duales-eficientes del problema
P.

Conjunto de soluciones eficientes propias del problema P.
Conjunto de soluciones eficientes impropias del problema P.
Soluciones eficientes soportadas del problema entero IP.
Soluciones eficientes no soportadas del problema entero IP.

Se ha empleado con dos significados. En los primeros cuatro
capitulos de la memoria representa una cara de un poliedro.
En el capitulo 5 denota la regiéon factible de un ILVP
genérico.
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ILVP

LP

LVP

Problema de programacién vectorial lineal entera, formulado
en forma estandar como:
max(imizar) z(x)= Cx O

sa: xOF= {xDZf/ Ax:t} B

Regidén de indiferencia asociada a la base B:
A ORS /AR 0}

Region de indiferencia de Y asociada al problema P
hWonivos,}

Interior de Y.

Conjunto de indices asociados a las variables basicas. Cuando
este conjunto se utilice como superindice o subindice, sélo se
escribira B para simplificar la notacion.

Conjunto de indices asociados a las variables no basicas.
Cuando este conjunto se utilice como superindice o subindice,
sblo se escribira N para simplificar la notacion.

Numero de funciones objetivo.

Problema de programacion lineal escalar (Linear Program).
Problema de programacion vectorial lineal (Linear Vector

Program), formulado en forma estandar como:
max(imizar) z(x)= Cx O

sa: xOX={xOR'/ Al g
NuUmero de restricciones.
NuUmero de variables estructurales.
Matriz formada por las columnas no basicas de A.

Problema de maximizacién de holguras:
max{e's/ z(x)-s=a,xO X, sOR }

Problema de maximizacion uniforme de holguras:
max{s/ z(x)-es2a,x0 X,sOR}
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Rﬂ

++

r.h.s.

s(P)

SP

s.f.b.

NOTACION Y SIMBOLOS

Problema paramétrico o ponderado:
max{'z(x)/ x O X}

Problema paramétrico-restringido:
max{A'z(x)/ xO X, z(x)z a}

Problema de la norma ponderada:

min?)\ihI —;(xxp/xD XE

Problema ¢-restringido con maximizacion del i-ésimo
objetivo:
max{z (x)/ xO X, z,(x)z &,,0 ] #if

Matriz con los costos reducidos asociados a las variables no
basicas (C®°B* N-C").

Ortante no negativo de R" ({xD R"/x= 0}).

Ortante positivo de R" ({xD R"/ x> 0}).

Acronimo de right hand side.

Conjunto de supremos eficientes del problema P.
Conjunto de soluciones superiores del problema P.

Conjunto de soluciones 6ptimas de un problema escalar Q.

Acronimo de solucién factible basica.

Tabla candnica asociada a la base B.

Acrénimo de variables basicas.

Cono generado por las filas de la matriz C:

{vor"/v= ac, a0 RY
Cuando C es la matriz de costos, a V(C) se le llama cono
criterio o cono gradiente.
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VP

xp

Xxd

Problema de programacion vectorial (Vector Program). Su
formulacion genérica es:
max{z(x)/ x O X}

Conjunto de supremos débilmente eficientes del problema P.
Conjunto de cotas débilmente eficientes para el problema P.
Conjunto de soluciones débilmente eficientes del problema P.

Region factible. Para el caso lineal, es un poliedro que,
formulado en forma estandar, escribiremos como:
{xOR"/ Ax=b}

Conjunto de puntos extremos de X .
Conjunto de direcciones extremas de X.

Cono de recesion de X .

Conjunto de aristas de X.
Conjunto de rayos extremos (aristas no acotadas) de X.
Conjunto de todas las caras de X.

Conjunto de todas las caras de X de dimension q .

Vector de variables de decision.
Componente i-ésima del vector Xx.
Vector j-ésimo.

x es preferidoa vy.

x es indiferentea vy.

x' es E-adyacente a x°.
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be
IN

X’ 0y, ademas, Ui tal que x <x* .

2 .
=X 0g-

>
IN

Oj tal que x; < x? 6 x; > X

Oi,j talesque X' < X* y X; > X}

Interior relativo del conjunto Y.

Vector de funciones objetivo.

Punto ideal.

Valores objetivos asociados a la solucién X (z = z(X)).

Regidn objetivo, especificada por:
{z(x)/xO X}

Absurdo.

Final de demostracion.

Final de ejemplo.

O k O
M OR*/» 0, Y A= 10
0 i=1 O

o k O
M OR /2 0, Y A= 10
0 =1 0
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Capitulo 1

Fundamentos de la
Programacion Vectorial: El
Caso Lineal

1.1 Introduccioén

En este capitulo se estudian con cierta profundidad los aspectos generales
del VP deterministico, dedicando una especial atencion al caso lineal.
Previamente se introduce la notacion necesaria para la formalizacion
adecuada de estos problemas. Los topicos abordados en esta primera parte
del trabajo desempefian un papel fundamental, pues su objetivo no es otro
que construir una plataforma sélida para acceder al resto de cuestiones
tratadas en esta memoria. En esencia, constituyen una recopilacion de
hechos ampliamente conocidos o clasicos, aunque hay que destacar que la
presentacion de los mismos se ha reelaborado totalmente, incorporando
numerosas ideas propias que han derivado en desarrollos mas simplificados
y en algunos nuevos resultados.

En la seccion 1.2 se comienza describiendo el escenario de la Decision
Multicriterio, haciendo énfasis en que, dado que es muy probable que el
sistema de preferencias del decisor extienda la preferencia de Pareto,
podemos admitir que las soluciones mas preferidas del problema seran
eficientes (Proposicion 1.2.9). Este importante hecho se sigue manteniendo si
la funcion de valor del decisor (supuesta su existencia) es creciente en cada
uno de sus argumentos (Corolario 1.2.15).

Tales consideraciones dan pie, en la seccién 1.3, a presentar el VP
como un paradigma alternativo y viable en programacion multiobjetivo.
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Ademas de definir explicitamente diversos conceptos de solucién, probamos
gue la formulacién dada para el problema es lo mas general posible.

La programacion vectorial gira en torno al concepto de solucion
eficiente (o0 débilmente eficiente) pero, lamentablemente, su definicion no es
matematicamente comoda. Por tal motivo, las caracterizaciones de eficiencia
suelen darse en funcion de algun tipo de escalarizacion del VP. En este
sentido, la seccion 1.4 estudia los problemas escalares de mayor utilidad
asociados a un programa vectorial, sin pretender en ningln momento ser
exhaustivos. Ciertamente, se puede argumentar que este aspecto ha sido
tratado por numerosos autores a lo largo del tiempo, existiendo
recopilaciones bastante completas de resultados en determinados libros de
texto (ver, por ejemplo, [ChHmM83]) y monografias. Sin embargo, los motivos
gue nos han aconsejado a ofrecer nuestra perspectiva personal del tema, se
basan en que éste es un eje esencial de la programacion vectorial y su
integracion de manera unificada en la memoria, abundando en los detalles
de interés y eliminando los meramente accesorios, facilitaria la asimilacion
y comprension de conclusiones posteriores. Entre los resultados mas
importantes, y bien conocidos, expuestos en este apartado, merece la pena
destacar, relacionados con el problema ponderado, las caracterizaciones de
soluciones eficientes propias y débilmente eficientes para los programas
vectoriales convexos (CVP) dadas en los Teoremas 147 y 1.4.9,
respectivamente. Con respecto al problema de maximizacion de holguras,
resulta de particular interés el test de eficiencia para puntos arbitrarios
enunciado en el Teorema 1.4.35.

En la seccibn 1.5 proponemos una clasificacion exhaustiva de
problemas para el VP que extiende de manera natural la existente en
optimizacion escalar. De este modo, un problema so6lo puede ser o no factible,
0 acotado, o0 no acotado (Proposicion 1.5.4). Otros autores han propuesto
clasificaciones alternativas, siendo la dada por Isermann para el caso lineal
([1s76]), formalmente equivalente a la aqui presentada. Hemos creido
sugerente la inclusién en este apartado del estudio de las relaciones que se
establecen entre la acotacion de un VP y las de sus funciones objetivo
consideradas individualmente (Proposicion 1.5.9 y siguientes).

El problema de programacion vectorial lineal, abreviadamente
denotado por LVP, no es mas que un VP donde todas las funciones objetivo y
las restricciones son de tipo lineal. La idoneidad de este modelo en el mundo
real esta fuera de toda duda. La seccion 1.6 introduce el LVP, asi como la
terminologia y notacion propia asociada al mismo.

La seccion 1.7 ahonda en la estructura del LVP, abordando las
propiedades especificas de este problema. Se comienza con una serie de
novedosas y Utiles herramientas tedricas dadas en forma de teoremas de la
alternativa para sistemas de desigualdades lineales (Teorema 1.7.1 y
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siguientes). Esto nos permite obtener, de forma sencilla y elegante, entre
otras, las condiciones de eficiencia para el caso lineal (Teorema 1.7.6).
Asimismo, merece la pena mencionar las caracterizaciones (aparentemente
desapercibidas hasta ahora) dadas para soluciones eficientes y débilmente
eficientes arbitrarias que no son necesariamente puntos extremos (Corolario
1.7.8 y Corolario 1.7.12, respectivamente). También se tratan en este
apartado las cuestiones relacionadas con la estructuracion de la region
eficiente en caras eficientes maximales (Corolario 1.7.27), asi como la
conexidad de la frontera eficiente (Teorema 1.7.40). Ademas se realiza un
estudio innovador y detallado de las condiciones que garantizan la acotacion
0 no de un LVP (Teorema 1.7.41 y siguientes).

La seccion 1.8 esta dedicada a los métodos graficos de resolucion de
un VP los cuales, aunque cuentan con una utilidad muy limitada, nos
permitiran resolver geométricamente la mayor parte de los ejemplos que
aparecen en esta memoria (principalmente en 2 y 3 dimensiones). Hemos
seleccionado y expuesto dos técnicas basicas, a saber, el método de los
gradientes compuestos y el método de los conjuntos de dominacion.

En la seccion 1.9 introducimos las nociones originales de cota y
supremo eficiente de un VP a través de la generalizacion de sus
contrapartidas escalares. Se prueba que si un problema es acotado entonces
tiene cotas (Corolario 1.9.7) y supremos eficientes (Corolario 1.9.20). Sin
embargo, en contra de lo que sucede en el caso escalar, un VP puede tener
cotas y no ser acotado (Ejemplo 1.9.12). Hemos demostrado que en
condiciones de linealidad, si el problema tiene cotas débilmente eficientes
entonces también es débilmente acotado (Teorema 1.9.14). Quizas el
resultado mas importante de esta seccion sea que para un VP con region
objetivo cerrada y convexa (en particular, para los LVP), el conjunto de
soluciones no dominadas coincide con los supremos eficientes del problema
(Corolario 1.9.34). Para nosotros resulté una gran satisfaccion comprobar
que, para el caso lineal, el calculo de las soluciones no dominadas se podia
abordar utilizando una relacion de polaridad como la que habiamos
planteado. Por otra parte, el hecho de haber obtenido, de forma
independiente, la formulacién de problema dual propuesta por Gale-Kuhn-
Tucker para el caso vectorial ([GIKT51], p. 320) nos insuflé una gran
cantidad de animo.

Por altimo, la seccion 1.10 aborda la cuestion de la relajacion de un
VP. Entre otros resultados novedosos podemos citar que el problema
relajado proporciona cotas para el problema original (Proposicion 1.10.2).
Una de las particularizaciones mas utiles de la nocidén de relajacion consiste
en extender solo la region factible manteniendo la misma funcion objetivo.
Para estos problemas, aunque las soluciones dominadas del problema
original siguen conservando su condicion en el problema relajado
(Proposicion 1.10.4), en general, no se puede afirmar lo mismo con respecto a
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las soluciones no dominadas (Ejemplo 1.10.5). Sin embargo, para ciertas
relajaciones especiales muy utilizadas en la practica, si se cumple que las
soluciones eficientes del problema original siguen siéndolo en el problema
relajado (Proposicion 1.10.7). Los resultados concernientes a la relajacion de
un VP permiten obtener facilmente algunas conclusiones clasicas de la
teoria del LVP, entre las que se pueden citar que el LVP es N-acotado
(Corolario 1.10.10).

1.2 EIl problema de Decision Multicriterio

Desde hace ya bastante tiempo, la sociedad moderna presencia un lento pero
inexorable cambio de mentalidad en la manera de tratar y discutir los
problemas de decision que ha de afrontar, debido al hecho de que, por lo
comun, las consecuencias que se derivan de nuestras determinaciones son
multidimensionales. Es por ello que una cantidad cada vez mayor de los
problemas de decision se plantean desde una Optica multicriterio, en el
sentido de tomar en consideracion dos 0 mas objetivos simultaneamente. La
perspectiva multicriterio plantea no pocos problemas, siendo el mas
significativo el frecuente conflicto entre los criterios establecidos.

El problema de Decision Multicriterio, denotado como MCD, se
formula matematicamente como ([Z182]):
max(imizar){z(x)/ x 0 X} (1.1)
donde: X OR" es el conjunto de alternativas o regién factible, x 0 X, es el
vector de variables (estructurales) de decision y z: R" . R¥, es la funcion
objetivo vectorial, siendo k>2.

A R" se le denomina cominmente espacio de decision y a R* espacio
objetivo (también conocido como espacio criterio o0 espacio de consecuencias).

El MCD (acronimo de Multiple Criteria Decision) pretende encontrar
aguellas soluciones que son oOptimas o mas preferidas (representan las
mejores consecuencias) de acuerdo al juicio del decisor (DM).

El modelo (1.1) quedara especificado de forma genérica por (z,X).

Cuando la funcion objetivo vectorial sea la identidad, para simplificar la
notacion, sélo indicaremos la regién factible (X).

Si la region factible viene dada de forma implicita (explicita) se dice
que (1.1) es un problema de optimizacién multiobjetivo (multiatributo).

En la préactica ocurre, normalmente, que k es mucho menor que n.
Dauer apunta que, en los problemas reales, suele ser frecuente que 2<k<5
([Dr87], p.579). Algunos autores, entre otros Zionts ([Zn85], p. 230),
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recomiendan que, como mucho, aparezcan 7 objetivos en la formulacién del
modelo MCD.

Llamaremos z(X) a laimagen de X a través de la aplicacién vectorial

z, es decir:
2(X) = { z(x), xO X}

A z(X) se le conoce como la region objetivo o conjunto criterio
(criterion set), del problema (1.1), y no es mas que el conjunto de todos los
resultados o consecuencias posibles asociados a las alternativas de que se
disponen en el problema.

Como k suele ser mucho menor que n se produce, en palabras de
Dauer, un colapsamiento ([Dr87], p. 586) de la region factible. Por tal
motivo, z(X) suele tener una estructura mas simple que X .

El problema (1.1) es, trivialmente, equivalente al siguiente problema:
max{ z/ z0Oz(X} (1.2)

El problema (1.2) tiene los atractivos de tener una region factible de
pequefia dimension y de que trabaja directamente sobre las consecuencias
de nuestras determinaciones, lo cual hace mas intuitivo el proceso de

decision. Por otra parte, es claro que si z es una solucion 6ptima de (1.2),
z(z) = {xOX/z(x)=32 representa decisiones 6ptimas en (1.1).

Para que el analista pueda hacer alguna contribucion al proceso de
decision, es necesario que las preferencias del DM tengan una estructura
matematica apropiada, de forma que se establezca una ordenacion de los
elementos del conjunto criterio. Esta estructura es, o bien una relacion
binaria, denominada relacion de preferencia, y denotada por >, ([Yu85],
Chapter 2), o bien una funcion, denominada funcion de valor o de
preferencia, y denotada por v ([ChHm83], p. 62-88).

Sea Z = z(X).

1.2.1 El Sistema de Preferencias como una Relacion
Binaria

Es obvio que, dados dos elementos arbitrarios del conjunto criterio,

z', z° OZ, sblo puede ocurrir uno de los siguientes sucesos:

« 7' es preferido o mejor que z°, denotado por 7' > 77,
« 7' es menos preferido o peor que z°, denotado por z* < z° 0
« 7' es no comparable o indiferente a z°, denotado por z' ~ 7°.
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Cualquier informacién sobre las preferencias del DM en Z se puede
representar como un subconjunto de ZxZ . En este sentido, una preferencia
no es mas que una relacién binaria.

Diremos que:

(2, 2)of3 - Z-72
(2, )03 - 2<7Z
(2, Z2)o{3 - 2~27

De esta forma:

t} =, #)pzxz/2 > 2}
B3 ={z 2)ozxziz<2

J
3 =1z #)ozxziz~2}
Obsérvese que:

» Los conjuntos {-} y {4 son simétricos, en el sentido de que (#, z2)0{}
si, y solosi, (2, 2)0{3 .
* {>‘} ; {<} y {-} forman una particiéon de ZxZ .

« Dada una preferencia especificada por {>~} a partir de ella se pueden
obtener {3 y {3. Efectivamente, {3 = {(#, 2)ozxz/22~ 2}y {3 =

zx2-(3U})

Convengamos de ahora en adelante en que dados x, yOR*, x>y si, y
solosi, x2y y x#vy.

Definicion 1.2.1 La preferencia de Pareto, también conocida como mas es
mejor (more is better), se formula matematicamente como: Dados z',z°0Z,

z' - 7° si, y sélo si, 7> 7°.

La preferencia de Pareto es la preferencia que se establece sobre el
conjunto criterio cuando el DM sélo indica que esta tanto mas satisfecho,
cuanto mayores sean los niveles alcanzados en cada uno de los objetivos
individualmente. Evidentemente, se trata de una preferencia muy simple
gue dara lugar a una deficiente e incompleta ordenacién de Z.

Consideremos la siguiente definicion:
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Definicion 1.2.2 Se dice que la preferencia {~} extiende a la preferencia {~

si {3 O{oF -

Parece razonable suponer (y asi lo haremos en esta memoria) que
cualquiera que sea la preferencia del DM, ésta extendera, al menos, la
preferencia de Pareto.

Es posible introducir nuevas relaciones binarias a partir de las
consideradas anteriormente. Efectivamente:

Definicién 1.2.3 Se dice que z' es al menos tan preferido como z*, y lo
denotaremos por z' > 22, si (z*, 22) O{ U {3 .

Luego, {3 = {3 U{3.

Proposicion 1.2.4 (i) z-~ z% si,y sélosi, Z* = 22 y 7° > Z*.
(ii) z' = 2% si, ysolosi, z' = 2° y 2+ 7.

De esta manera, dada la preferencia {~ se puede deducir {-} y
viceversa.

La necesidad, implicita en cualquier proceso de toma de decisiones, de
construir directa o indirectamente, el sistema de preferencias del DM es
debida a que para poder seleccionar una alternativa optima necesitamos
previamente haberlas ordenado de alguna manera.

Consideramos logico suponer, por mantener cierta conformidad con
los usos habituales del lenguaje (ver, por ejemplo, [Yu85], Remark 2.4) que
{-} verifique las propiedades irreflexiva y antisimétrica y que {4 cumpla la

reflexiva y simétrica.

Definicién 1.2.5 ([Yu85], Definition 2.4) Una preferencia {~} es un orden:

0] parcial si verifica, ademas, la propiedad transitiva.
(ii)  débil si es un orden parcial y su preferencia inducida {5} verifica la

propiedad transitiva.
(iii)  estricto si es un orden débil y verifica la propiedad conexa.

El siguiente resultado no reviste dificultad.

Proposicion 1.2.6 La preferencia de Pareto es un orden parcial pero, en
general, no es un orden débil.
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Obsérvese que, en ciertos casos concretos, la preferencia de Pareto si
es un orden débil como, por ejemplo, si Z 0 R* es el segmento que une los
puntos (0, 0)y (1, 1). En particular, resulta evidente que:

Proposicion 1.2.7 Si la preferencia de Pareto definida en Z no tiene puntos
indiferentes entonces es un orden estricto.

El principio de optimalidad inducido por una preferencia {>} establece

gue si un punto X[ X es una solucion éptima (mas preferida) para el DM,
entonces MIxO X tal que z(X)< z(x). Teniendo en cuenta este hecho damos

los siguientes conceptos:

Definicion 1.2.8 ([Yu85], Definition 2.6) Dada una preferencia {~} definida
en Z, los conjuntos no dominado y dominado de Z segiin {~}, vienen dados
por N{3, z) = {z0z/Dz02z,2-3 y D}, z) = {zOz/0z02,2~ 3,
respectivamente.

A los elementos de N>}, z) (D>}, Zz)) se les denomina soluciones
no dominadas (dominadas) segin {>} .

Obsérvese que:

« N3, z)y b, z)forman una particién de Z.

« Si {3 especifica completamente la preferencia del DM, entonces
N{~, Z) representa las consecuencias del conjunto de soluciones mas
preferidas (6ptimas), siendo todas ellas indiferentes entre si.

Cuando la preferencia {~} sea la de Pareto denotaremos los conjuntos
de soluciones no dominadas y dominadas por N(Z) y D(Z), respectivamente.
Ademéas, en este caso, N(z) = {z0z/0Dz0Zz,z23 y D(z) =
{zoz/0z02,2>3%.

A los elementos de X cuya imagen a través de z pertenezca a N(Z)

se les llama soluciones eficientes. A las soluciones eficientes también se les
conoce como Optimos de Pareto, pues representan el conjunto de soluciones
dptimas segun el principio de optimalidad inducido por la preferencia de
Pareto.

El siguiente resultado nos indica que, bajo la hipdtesis de que la
preferencia del DM extienda la preferencia de Pareto, cualquier solucion
optima para el problema (1.1) es también un éptimo de Pareto.
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Proposicion 1.2.9 Si la preferencia {~} extiende la preferencia de Pareto
entonces N({~}, Z)0O N(z2).
Demostracién. Sea zON({>}, z). Supongamos, por reduccién al absurdo
que zON(Z) O 020Z talque 22z O 2>z O zON({3, Z) O #, luego
zON(2).

m

1.2.2 El Sistema de Preferencias Inducido por una
Funcion de Valor.

Definicion 1.2.10 ([Yu85], Definition 5.2) Una funcion, v.Z 0 R~ R, se
dice que es una funcién de valor que representa la estructura de preferencias
del DM si se verifica que Z* > Z2 si, y s6lo si, v(z})>v(z?).

En las condiciones de la definicién anterior, {~} se puede ver como la
preferencia inducida por v.

Es sencillo probar los siguientes resultados:

Proposicion 1.2.11 Si v.Z 0 R~ R es una funcion de valor que representa
la estructura de preferencias del DM, entonces

(i) z' ~ 7° si, y sblo si, v(zl) :v(zz) .

(i) {3} esun orden débil.

En funcion del resultado anterior podemos concluir que, en general, la
preferencia de Pareto no se puede representar mediante una funcidon de
valor, por no ser un orden débil.

Si fuésemos capaces de especificar de forma explicita la funcién de
valor que representa la estructura de preferencias del DM, entonces el
problema MCD se reduce a resolver un problema de optimizacion escalar:

max{v(z)/ z0Z} (1.3)

Si denotamos por S, el conjunto de soluciones optimas del problema
(1.3) y por {~} la preferencia inducida por v, entonces:

Proposicion 1.2.12 S, = N, z).
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Demostracion.
L
Sea zOS, 0 OzOZ, v(z) = v(2). Supongamos, por reduccion al absurdo que
zON({}, z) O D20z tal que 2-z O w@>v(z) O # Iluego,
zON{>, 2).
“yr
Sea zON({>}, z). Supongamos, por reduccién al absurdo que zOS, O
0207 talque (2)>v(z) O 2>z O zON({3, Z) O #, luego zOS,.

]

Desafortunadamente, en la préctica es dificil construir la funcién de
valor del DM, siendo necesario realizar fuertes hipotesis para poder
garantizar, siquiera, su existencia (ver, por ejemplo, [Yu85], Chapter 5y
[ChHmM83], Chapter 3). En general, la funcién de valor v no es conocida ni
por el analista ni por el DM.

Proposicion 1.2.13 Sea {>} la preferencia de un DM particular y v su
funcién de valor (supuesta su existencia). Si {>} extiende la preferencia de
Pareto, entonces v es no decreciente en cada uno de sus argumentos.
Demostracién. Sean z',z°0Z, 7= z2. Como {>} extiende la preferencia de
Pareto O Zz'- z*. Supongamos, por reduccién al absurdo que v(zl)<v(22) O
2 <72 0 #, luego v(z')z v(z?).

[

Por otra parte, si v es creciente en cada uno de sus argumentos, es
posible garantizar que las soluciones mas preferidas del DM siguen siendo
optimos de Pareto. Efectivamente:

Proposicién 1.2.14 Sea v:ZOR“. R la funcién de valor del DM.
Supongamos que V es creciente en cada uno de sus argumentos. Entonces, la
preferencia del DM extiende a la de Pareto.
Demostracion. Sea 222> O v(z)>v(z?) O 2> 2.

[

Corolario 1.2.15 ([St86], Theorem 6.11) Sea v:Z O R*~ R la funcién de
valor del DM. Supongamos que Vv es creciente en cada uno de sus
argumentos. Entonces, S, U N(Z).

Demostracion. Aplicar Proposicion 1.2.14 y Proposicion 1.2.9.
[

Aunque la suposicion de que v sea creciente en cada uno de sus
argumentos nos resulta bastante creible (realista), vamos a realizar el
ejercicio de estudiar lo que sucede si la relajamos, dejandola méramente en
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no decreciente en cada uno de sus argumentos. Para ello necesitamos el
siguiente concepto:

Definicion 1.2.16 ([Yu85], Definition 2.7) Dado Z 0 R y una preferencia
{~} tal que N{}, z)z 0O, se dice que Z es N-acotado con respecto a {>} si
0zOZ ocurre que zON{>}, Zz), obien, DzON({, Z)tal que z> z.

Teorema 1.2.17 Sean v.ZOR*- R la funcion de valor del DM.
Supongamos que Vv es no decreciente en cada uno de sus argumentos y que Z
es N-acotado con respecto a la preferencia de Pareto. Entonces, si S, #[ se

tiene que S, NN(Z)= 0.

Demostracién. Sea z[OS, y supongamos que zZON(Z). Por ser Z N-
acotado O [O20N(Z) tal que 22z O v(2=vz). Como zOS, O
20S,NN(2).

Luego, aln imaginando que v es no decreciente en cada uno de sus
argumentos, si Z es N-acotado con respecto a la preferencia de Pareto, se
puede garantizar que alguna solucidon d6ptima para el DM es también un
6ptimo de Pareto.

Queremos finalizar esta seccion haciendo algunas apreciaciones de
caracter general. Cuando las preferencias sobre el conjunto de consecuencias
Z estan correctamente especificadas (ya sea a través de una relacién de
preferencia o a través de una funcion de valor) e inducen un orden estricto,
el problema MCD esta claramente formulado, en el sentido de que hay una
sola solucion o6ptima. Sin embargo, en los problemas reales no solemos
disponer ni de una completa especificacion de las preferencias del DM, ni de
buenas ordenaciones de los elementos de Z. Esto no significa que no se
puedan tomar decisiones. Unicamente habra que articular los mecanismos
adecuados que permitan recabar informacion adicional sobre las
preferencias y obtener, si se puede, el conjunto de soluciones ¢ptimas segun
la estructura revelada. En el otro extremo de la metodologia, una
alternativa a este proceso consiste en utilizar, como Unica informacion
acerca de las preferencias del DM, que ésta extiende a la preferencia de
Pareto. En este caso se deberia generar todo el conjunto de soluciones
eficientes y presentarlo al DM para que seleccione la solucion mas preferida.
Concretamente, esta Ultima estrategia es la empleada por la programacion
vectorial, la cual sera objeto de un profundo estudio en esta memoria.
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1.3 EIl Problema General de Programacion
Vectorial

El problema de programacion vectorial (continuo), VP, también conocido
como problema de maximizacion vectorial, se define como un problema de
optimizacion multiobjetivo en el que, para la resolucién del mismo, la Unica
informacidon que se emplea sobre el sistema de preferencias del DM es que
éste extiende la preferencia de Pareto. De esta manera, resolver el VP se
entiende como la generacion de todo el conjunto de soluciones eficientes (ver,
por ejemplo, [Gf68], p. 618, [EVSt73], p. 54, [ChHmM83], p. 114 o [Gal86],
p.253).

Notese que el adjetivo vectorial se emplea con un doble propdésito o
funcionalidad. Por un lado indica que se tienen en consideracién dos o mas
funciones objetivo y es contrapuesto al término escalar, que se utiliza para
designar aquellos problemas de optimizacion matematica que so6lo tienen
una Unica funcion objetivo. Por otra parte hace referencia al enfoque o
metodologia de resolucion utilizada.

El modelo matematico del VP se formula, sin pérdida de generalidad,
como:
max(imizar){z(x)/ x 0 X} (1.4)
donde la region factible, X O R", viene dada en forma implicita a través de
restricciones que deben ser satisfechas.

Obsérvese que para el caso mas general X no tiene porqué ser
cerrado, convexo y ni siquiera conexo. Cuando la region factible X es un
conjunto cerrado y convexo, y la funcion objetivo vectorial z es concava,
tenemos lo que se denomina un problema de programacion vectorial convexa
(CVP).

En este apartado vamos a presentar diversos conceptos de solucion en
sintonia con el espiritu metodoldgico del VP. Sea P el VP dado en (1.4).

Sin lugar a dudas, la nocion mas natural de solucion optima para P,
atendiendo exclusivamente al principio de optimalidad de Pareto, es la
siguiente:

Definicién 1.3.1 Un punto x*[O0X se dice que es una solucién superior,
también conocida como solucién 6ptima global, de P, si, y s6lo si, O0X1 X se
verifica que z(x) < z(xs).

Al conjunto de soluciones superiores de P lo denotaremos por S .
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Existe otro concepto intimamente relacionado con el de solucién
superior y utilizado profusamente en la literatura.

Sea i0{1..K . Consideremos el problema escalar, P =

max{; (x)/ xO X}, y denotemos al conjunto de soluciones optimas de P por
S

Definicién 1.3.2 Supongamos que O {1,.., K& , P es acotado. Se define el

punto ideal del problema P como el punto, Z (zl' z,'() del espacio
objetivo, R*, tal que OO {1, .., K , Z' es el valor objetivo éptimo de P.

A veces se suele denotar al punto ideal por z™.

Resulta claro que si x° es una soluciéon superior de P, entonces
2(x*)=z".

Por desgracia, en la vida real ocurre, con mucha frecuencia, que al
menos 2 de los k objetivos entran en conflicto entre si, es decir, mejorar uno
de ellos empeora el otro y viceversa. Por este motivo, la inexistencia de una
solucion superior para el VP es algo bastante corriente. Es por ello que, a
esta clase de solucion, se le conoce también con el nombre de solucion
utopia.

Esto obliga a considerar el concepto de 6ptimo de Pareto, quizas,
menos natural y comodo que el anterior pero, sin lugar a dudas, mas
realista y, en definitiva, atil.

Recordemos (ver Definicidn 1.2.8 y apreciaciones siguientes) que, bajo
la preferencia de Pareto, un punto yOY O R* se dice no dominado si, y s6lo
si, OyQdY tal que y=Yy, siendo dominado en caso contrario.

Al conjunto de puntos no dominados (dominados) de Y lo
denotaremos por N(Y) (D(Y)).

Sea Z = z(X).

Definicion 1.3.3 Una solucion X[ X se dice que es eficiente para P si, y
sélo si, z(X)ON(Z).

Mientras que el concepto de punto no dominado hace referencia al
espacio objetivo, el concepto de solucion eficiente hace referencia al espacio
de decision.
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Obsérvese que:

e« Cuando k=1 la nocién de eficiencia es equivalente a la de optimalidad
en problemas de optimizacion escalar.

 Una solucion superior es una solucion eficiente, pero una solucion
eficiente no es, en general, una solucién superior.

. Si 7 0Z entonces N(z)={z'}.

Al conjunto de todas las soluciones eficientes del problema P se le
conoce como region eficiente de P y lo denotaremos por E”.

A Z(EP) = {z(x)/ xOEP} se le conoce como rango de la region eficiente
de P. Obviamente N(Z)= z(E?). En este sentido, E? = z**(N(z)).

Otras definiciones alternativas de solucion eficiente son las
siguientes:

Proposicion 1.3.4 Son equivalentes:

(i) XOE®.

(i) DOxO X tal que z(x)= z(%).

(iiiy 0xX1 X tal que z(x)=z(X) entonces z(x)= z(x).

(iv) 0xXa X tal que OiC{L, ...k} con z(x)>2z(X) entonces OjO{1, ... K,
j #i, que verifica z,(x)< z;(x).

Es evidente que:
Proposicion 1.3.5 EF =0 si, ysélosi, O0xX1 X, OxO X tal que z(X) = z(x) .

Definicion 1.3.6 Un punto X[ X se dice que es una solucién no eficiente o
inferior de P si, y sélo si, z(x)OD(Z).

Al conjunto de todas las soluciones no eficientes del problema P lo
denotaremos por EF y, claramente, viene dado por X - EF.

La definicién clasica de solucion eficiente, aunque sencilla no es
enteramente satisfactoria, por lo que se han introducido, a lo largo del
tiempo, relajaciones y restricciones de la misma.

Con el fin de hacer distinciones entre las soluciones eficientes, y sin
pérdida de generalidad, consideremos un problema de optimizacion
biobjetivo (k = 2).
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Sean z', z°0Z, z*#7z* y supongamos que, para el DM, z'0z°. Si
denotamos por Az= z -7z’ e Az,= Z, -z, entonces podemos escribir z°=

(2, 2) = (2 -z, 2 +12,).

Podemos pensar que el DM ha intercambiado o sustituido Az, por Az,,
en orden a mantener la indiferencia entre z' y z°.

Al cociente Az,/Az, se le denomina tasa de intercambio o sustitucion
entre z'y z° ([Yu85], p. 28).

Esta tasa de intercambio nos expresa cuanto se incrementa
(decrementa) z, cuando decrementamos (incrementamos) z, en una unidad.
Obsérvese, ademas, que la nocion de tasa de intercambio depende de los
puntos z', z° considerados.

Se denomina tasa marginal de intercambio o sustitucién al limite:
lim , (Az,/Az)= 8z°/0z'

070
supuesta su existencia.

Atendiendo a que la tasa marginal de intercambio entre algun par de
objetivos sea finita o infinita, podemos clasificar las soluciones eficientes en
dos grupos mutuamente excluyentes: soluciones eficientes propias e
Impropias.

Definicion 1.3.7 ([Gf68], p. 618) Un punto X[ X se dice que es una solucion
eficiente propia de P si, y sélosi, XOE” y OMOR,, tal que 00 {1,..,K vy
Ox1 X, con z(X)>z(X) entonces OjO{1,..K, j#i, verificando

2,()<2,(%) y (302 -2z(%) < Mz,(x) -2,)
En otras palabras, para cualquier solucion eficiente propia de P, dado
cualquier objetivo, la ganancia marginal en ese objetivo relativa a la pérdida

respecto a algun otro objetivo esta acotada superiormente.

Denotaremos al conjunto de soluciones eficientes propias de P por
P
E,.

Definicion 1.3.8 A las soluciones eficientes que no son propias las
Ilamaremos soluciones eficientes impropias.

Al conjunto de soluciones eficientes impropias lo denotaremos por EF.
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Por otra parte, una relajacién del concepto de solucidon eficiente se
obtiene de la siguiente manera. Sea, nuevamente, Y 0 R un conjunto
arbitrario.

Definicion 1.3.9 Un punto yOY se dice débilmente no dominado si, y sélo
si, OyOY tal que y>y. En caso contrario, se dice que es (o estd) débilmente
dominado.

Al conjunto de puntos débilmente no dominados de Y lo denotaremos
por WN(Y). Si representamos por WD(Y) a los puntos débilmente dominados

de Y, entonces WN(Y) = Y -WD(Y).

Definicion 1.3.10 ([KrnSt80], p. 190) Un punto X[ X se dice que es una
solucién débilmente eficiente o cuasi-eficiente de P si z(X)OWN(Z).

El conjunto de soluciones débilmente eficientes de P lo
especificaremos por WE . Resulta claro que: WN(Z) = z(WEP).

En funcion de las definiciones anteriores tenemos que XOWE" si, y
sélo si, IxO X tal que z(x)> z(X).

Al igual que ocurre con las soluciones eficientes, cuando k=1 el
concepto de solucion débilmente eficiente coincide con el de 6ptimo para el
caso escalar.

Las relaciones que se establecen entre los diferentes conceptos de
solucion considerados quedan resumidas en:

Corolario 1.3.11 E;’ OEP OWE" O X.

Finalmente, vale la pena precisar claramente cuando dos soluciones
se consideran equivalentes.

Definicién 1.3.12 ([Hr83], p. 3) Se dice que x, yd X son equivalentes si z(x)
= z(y). Ademas, dado V [0 X se dice que WOV es una representacion
completade V si OvOV, OwOW tal que v es equivalente a w, es decir, z(\/)
= z(W).

Después de introducir todos los conceptos anteriores estamos en
condiciones de definir con exactitud qué se entiende por optimizar o resolver
el problema P utilizando la metodologia vectorial.
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La acepcibn mas comun de optimizar vectorialmente consiste en
determinar o generar todo E” o WE® o partes especificas de tales conjuntos.
A los algoritmos que resuelven el problema P se les conoce como algoritmos
generadores del conjunto de soluciones eficientes.

Este enfoque dado al concepto de resolucion de P constituye una clara
generalizacion del célculo de todos los 6ptimos alternativos de un problema
de optimizacion escalar y ha de utilizarse con ciertas cautelas si se quiere
que sea de utilidad en la practica.

Como resolver P puede ser una tarea formidable (pues se considera
gue las demandas computacionales crecen exponencialmente con el tamafio
del problema, [Sy96]), la programacién vectorial debe concentrar sus
esfuerzos sobre conjuntos reducidos (ver [St76b] y [MvDA98] para estudiar
dos técnicas localizadas) o generar aproximaciones de la region eficiente EF.
Tales aproximaciones pueden serlo por exceso (EF OE) o por defecto
(EOEP), donde E representa el conjunto de soluciones generado por el
método aproximado. Las aproximaciones por defecto que se pueden
considerar pueden calcular desde una a casi todas las soluciones eficientes.
Para el caso lineal (ver la seccion 1.6), una aproximacion por defecto muy
extendida consiste en el calculo de (todos) los vértices eficientes (seccion 4.3).
Si consideramos ahora la envolvente convexa de todos los puntos extremos
eficientes obtendremos una aproximacion por exceso de la region eficiente
(seccion 2.5). Las ventajas de las técnicas aproximadas son evidentes:
mientras que aceleran el proceso de resolucion, siguen proporcionando una
vision global de la region eficiente.

Para finalizar esta seccion, veamos que la formulacion del VP dada al
comienzo de la misma, es lo mas general posible. Efectivamente:

Sean P = min{-z(x)/xO0X} y P = max{z(x)+a/x0X}, donde

a OR*. Nos proponemos ver que P, Py P" son equivalentes, en el sentido
de que sus regiones eficientes coinciden.

Proposicion 1.3.13 E° = E”.
Demostraciéon. XOE® « [x0O X tal que z(x)2z(x) - 0OxO X tal que
-7(x)<-z(X) -~ XOE".

m

Proposicion 1.3.14 E” = E”.
Demostraciéon. XOE® « [xO X tal que z(x)2z(x) - 0OxO X tal que
z(x)+a=z(X)+a - xOE".

m
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1.4 Escalarizaciones para el VP

El concepto de solucidon eficiente no es, por desgracia, matematicamente
cémodo. Para poderlo hacer operativo necesitamos expresarlo en términos
de algun otro que nos resulte familiar. La estrategia mas comun consiste en
relacionar las soluciones eficientes de un VP con las soluciones éptimas de
algun problema de programacion escalar (SP). Con este fin se han utilizado
en la literatura numerosas clases de SP’s. Aqui no vamos a dar un repertorio
exhaustivo de las mismas, sino que seleccionaremos aquéllas que
consideramos entroncan con los pilares basicos de la teoria del VP,
desarrollando para cada una de ellas las propiedades de mayor utilidad para
los propositos de esta memoria.

El libro de Chankong y Haimes ([ChHm83], p. 113-175) constituye
una referencia excelente sobre este tdpico.

Con caracter general, denotaremos por S, al conjunto de todas las
soluciones 6ptimas de un programa escalar Q.

Sean P el VP ma{zx)/xOx} y A, = {AOR/er=1.
Evidentemente, el interior relativo de A,, indicado por A%, viene dado por
PoRrRs e =1},

1.4.1 Problema Paramétrico (o Ponderado)

Definicion 1.4.1 Sea A OR*. Al problema max{A'z(x)/ x0 X} se le conoce con

el nombre de problema paramétrico (0 ponderado) asociado a P, y le
denotaremos por P, .

El problema paramétrico P, es, muy probablemente, el problema

escalar que mejores dividendos ha proporcionado a la programacion
vectorial.

El siguiente resultado, aunque sencillo, es de gran importancia:

Teorema 1.4.2 0XJ RY, se verificaque S, DE”.
Demostracion. Sean AR, y XS, . Supongamos por reduccion al
absurdo que XOEP O OxOX, zZ(X)=2z(X) O AzX)>Az(X) O # pues
X0OS, . Luego, XOE".

|

Como consecuencias inmediatas tenemos:
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Corolario 1.4.3 | JS, OE".

AN
Corolario 1.4.4 Si X es compacto entonces E” #0 .

Corolario 1.4.5 ([Yuzl75], Remark 4.3) Si WORY tal que A'z(x)=0
entonces E” = X.

El Teorema 1.4.2 se puede refinar aln mas. Efectivamente:

Teorema 1.4.6 ([Gf68], Theorem 1) OXJ RY, se verificaque S, OE;.
Demostracion. Sean A OR*,, xOs, O XxOEP. Vamos a probar que
XDE;’, sin mas que tomar M = (k—l)max{(/\j A )/i, J D{L...,k},i % j}.
Supongamos por reduccion al absurdo que 0Oi {1, k} OxOX, con
z(X)>z(x) tal que 0O {1, k} con j#iy zj(§<)<zj(i) se tiene
@(®-z2(0) > Mz®-z®) 0 0p{L..K8, j#i, GEE-3K) >
((k—l))\j//\i)(zj (X) -z, (>“<)). Multiplicando ambos miembros de esta ultima
expresion por A /(k-1) y sumando en j#i, se tiene: Ai(z(k)—zi(i)) >
ZAj(zj(x)—zj(k)) 0 Ji)\j(zj(m—zj(k))m O OROX, Az(x)<Az(R) O #,

Iz
pues XS, . Luego, XUOE_.
|

Sin lugar a dudas, uno de los resultados tradicionales mas
importantes en la teoria del VP es el siguiente, debido a Geoffrion, en el que
se caracteriza a las soluciones eficientes propias de un problema de
programacion vectorial convexa.

Teorema 1.4.7 ([Gf68], p. 620) Si P es un CVP entonces E; = |J S, .

Y.
Demostracion.
“yr
Por el Teorema 1.4.6.
“yn
Sea ROEJD OMOR,, talque OO {1, .., K, el sistema:
z,(X)>z(X)

2,(x) + Mz, (x) >7,(%) + Mz,(%), | #i
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no tiene solucion en X . Aplicando el teorema de Gordan generalizado!

k
([Mn69], p. 65-66), para el i-ésimo sistema Ou'0 RY, ) yj =1, tal que:
=1

IN

W20+ Y 1 (200 +Mz,(0) = W2+ 1 (200 +Mz,(R), 0B X

J#i JE3]

0, equivalentemente:

IN

z()+MY piz,(x) < z(R+MY pjz(®), 00 X

JEA] J#i
Sumando sobre i y reordenando:
S+ MY 1 ()
+ "TF. (x
JZ]_D Z IJJ D ]

3

IN

k%t M ‘Et(A) 0Xa X
+ [ (X)),
2. 5M K

Llamando A, a 1+ MZu}, se tiene: TAO RX ,A'z(x)<A'z(KX), Oxd X O

]
EF]

0AD RY,, x0S, O OAOA,, X0OS, .
|

Con relacion a las soluciones débilmente eficientes tenemos las
siguientes propiedades:

Proposicion 1.4.8 DAOR\{G se verifica que S, OWE".
Demostracion. Sean /\DRL‘\{O} y XUS, . Supongamos por reduccion al
absurdo que XOWE" O OxOX, zZ(X)>z(X) O Az(X)>A'z(X) O #, pues
XxOS, O XOWE®.

n

El siguiente resultado caracteriza a las soluciones débilmente
eficientes de un problema de programacion vectorial convexa.

Teorema 1.4.9 Si P es un CVP entonces WE® = Usa }

oA g
Demostracion.
“yr
Por la Proposicién 1.4.8.
“yr
Sea XOWEP O el sistema z(x) > z(X) no tiene solucion en X. Aplicando el
teorema de Gordan generalizado ([Mn69], p. 65-66) O CAOR\{0}, 0xJ X,

! Hablando a grosso modo, el siguiente teorema constituye una generalizacion del lema de Farkas:
Teorema de Gordan generalizado. Sea X OR", X # 0, X convexo y ZR" - R concava
Entonces, Z(X) > O notienesolucionen X = OuJ R \{0}, utz(x)s 0,0xd X.
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Nz(x)-z(x))<o O AORNo}, 0x1 X, Xzx)<Az(x) O DADANG,
x0S, .

Para el caso lineal, el resultado anterior aparece enunciado en [St86],
Theorem 9.25.

Corolario 1.4.10 Si P es un CVP entonces E” 0 USPA .

A0A NG

Demostracion. Inmediata, sin mas que tener en cuenta que E° OWE".
]

Obsérvese que puede ocurrir que E” =0 y WE" # 0 . Efectivamente,

Ejemplo 1.4.11 Consideremos el problema P = max{(x, x,)/x <%. Es
claro que E =0 vy, sin embargo, OX' =(L,0)OR‘\{G tal que S, 20 O
WEP 20.

°

(Z' SF’A)

Sea el problema (z, SPA). Entonces, E denotara al conjunto de

soluciones 6ptimas de P, no dominadas segun z.

Proposicion 1.4.12 OAOR\{Gd se verifica que els) pee
Demostracion. Sean A ORY \{O} y X0 E(Z'SP*). Supongamos por reduccion al
absurdo que XOE" O OXOX, z()=22zX) O ANz()=2Az(x) O X0OS,,

2(X) =2 z(X) O #, pues x[ gl Luego, XOE®.
n

Corolario 1.4.13 Sea A TR \{0} tal que Z(S, ) = {# entonces S, OE”.
Como, dado i 0{1, ..,k , el problema, P = max{z(x)/x0X} es una

particularizacion de P,, sin mas que hacer A = g, son inmediatos los
siguientes resultados:

Corolario 1.4.14 OO {1, .., K se verifica que S; OWE".

Corolario 1.4.15 01 {1, .., K se verifica que el nee,

Corolario 1.4.16 Sea i D{L, ..., § tal que Z(S;) = {3 . Entonces S, OE".
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Es interesante observar que cuando el parametro utilizado para
encontrar soluciones eficientes a través del problema ponderado no tiene
todas sus componentes estrictamente positivas podemos proceder en dos
etapas.

Teorema 1.4.17 Sean AOR\{g}, P' = max{v'z(x)/ xS, }, donde v, =1 si
A, =0y v, =0si A >0.Entonces, S, OE".

Demostracioéon. Si A >0 el resultado es directo. En otro caso, supongamos

S, #0 y sea XUS, . Supongamos por reduccion al absurdo que X[J EF O
OXOX, zX)2zXx) O XNzX2Az(x) O Xx0S,. Como xOS, O
ViZ(X) <v'z(X). Tomando A =A+vOR!, como también xOS, O

A'z(X) < A'z(xX) O #, pues z(X) = z(X) . Luego, X JEP.
m

Prestemos un poco de atencion al caso especial que se obtiene si k =2.

Sea P’ = max{z,(x)/ xS, |.
Corolario 1.4.18 S, OE".

También es posible obtener otra atil propiedad. Efectivamente, si
denotamos por f3, a ZZ(SP*), podemos afirmar que:

Teorema 1.4.19 ZZ(EP)Z B,.
Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que OXOE" tal que
B, >2z,(x) O OROS,, (X >2z(X) O z(X)=2zX) O # pues X JE®.

n

Luego, conjuntando los dos resultados anteriores, [, es jel valor
minimo para z, sobre la region eficiente! En la seccion 3.6 de esta memoria

trataremos en profundidad el problema de optimizar una funcion lineal
sobre la region eficiente, siendo el calculo de valores minimos de las
funciones objetivo sobre la region eficiente un caso especial.

Por dltimo, y también para el problema bicriterio:

Proposicién 1.4.20 Sea i 0f1, 3 tal que E%) 20 Entonces z(E(Z‘S*)) es un
conjunto unitario.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que i = 1. Sea
xOE“%). sea 7 = z(x). Entonces, O X[ gl%) o (%) = z(x), pues X0, .

Ademas, z,(X) = z,(%), pues de lo contrario, XU gls) o gk,
m

1.4.2 Problema de la Norma Ponderada

Definicion 1.4.21 Sean A ORX y 1< p<o. Al problema
k p

min@ )\i|;' -z (x)‘ I x0O nge le denomina problema de la norma ponderada

asociado a P y le denotaremos por P, ;.

Obviamente, P

o €S una version generalizada del problema

ponderado P,, pues cuando p=1, P, se reduce a P,, supuesta la acotacion
de cada una de las funciones objetivo sobre la region factible.

Proposicion 1.4.22 0 A OR, se verifica que SF,A‘p OEP.

Demostracion. Sea X0S, O i)\iﬂ;' -z(x)" -|7 —;(x)|p)zo, OxXd X.
Supongamos por reduccion al absulzrldo que XOE® O Oxd X, z(R)=z(x) O
2 —z(fqp < |7 —z(ﬂp. Como A ORY O iAi (|;' -z(%)" -|2 —;(>‘<)|p)<0

O #, luego X JEP.
]

Analogamente se puede probar que:

Proposicion 1.4.23 DAOR\{G se verificaque S, OWE®,

Igual que para el problema paramétrico, se verifica que las soluciones
no dominadas de S, p) también son no dominadas en Z = z(X).

Proposicion 1.4.24 O0AOR\{G se verifica que el pge.

Demostraciéon. Sea AOR\{0}. Sea XDE(Z'SP“) O x0s, O

A.p

k
ZAi(|;' -z(x)" -|2 —zi(>‘<)|p)20, 01 X. Supongamos por reduccién al
1=1

absurdo que xOE® O 0% X, zX)zzx) O |7 —z(fqp < |Z —z(ixp O
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§A|(|;— ®)" -z —;(x)|")so 0 R0S,,, zN=zzx) O # pues

XDE( P“’) 0 XOE°.

De manera inmediata concluimos que:

Corolario 1.4.25 Sea A TR\{0} tal que 2(S, ) {3 . Entonces S, OE".

1.4.3 Problema € -Restringido con Maximizacion del
iI-ésimo Objetivo

Definicién 1.426 Sean e0OR‘ e i0fL,..K. Al problema

max{; IxOX,z ( )= g,0]# i} se le conoce con el nombre de problema ¢ -

restringido con maximizacién del i-ésimo objetivo asociado a P, y le
denotaremos por P (g).

El siguiente resultado no reviste dificultad:

Proposicion 1.4.27 00 {1, .., K se verifica que S,y OWE®.

En general, dado X0 X denotaremos su imagen a través de z por z

(=2(x)).

Proposiciéon 1.4.28 XOE® si, y sélo si, 00 {1,..,k se verifica que
XUSz()

Demostracion.

“D ”

Supongamos por reduccion al absurdo que Di0 {1, ... K , XxOS,,) O Oxd X,
z(X)>z(X), z(x)2z/(X), O i O z(x)2z(X) O #, pues XOE".

‘lD ”

Como 00 {1,... K, XxOS,,) O Ox3 X, z(x)22(x) O XOE".

Proposicion 1.4.29 00 {1,... ¥ se verifica que glse) g g

Demostracion. Sea X[ E(Z’SP‘(”). Supongamos por reduccion al absurdo que
ROE" O DOxX3OX, z(x)zz(X) O z(x) =g, O i. Ahora bien, como

),ZDSH(S) 0 z(x)=z(X) O XUS) zZ(x)=z(X) O #, pues X0 E(Z'Sﬂ(s))_
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Corolario 1.4.30 Sea i {1, ..., § . Si (S ) = {7 entonces S, O E”.
Veamos que relaciones existen entre P, y P(g).

Proposicién 1.4.31 Sea A OR“\{0}. Entonces OiO{1, ..., k} tal que A, >0y
OXOS;, setiene que XUS;,).
Demostracion. Sean AOR\{0}, con A, >0 para cierto i O{L, .., 4 y XOS, .
Supongamos por reduccion al absurdo que x0S,,) O 0OxJ X, z(X)>z(X),
z(N=2z(X), O i O A(zAR)-2x)>0 O ANz >A'zx) O # pues
XUSp . Luego XUS;(,.

m

Proposicién 1.4.32 Sea AOR\{0}. Si (S, ) = {3 entonces 0D {1, ... K se
verificaque S, 0 S;(,).

Demostracion. Directa combinando el Corolario 1.4.16 y la Proposicion

1.4.28.
|

Teorema 1.4.33 Sea iO{l..,.K. Si P es un CVP y XOS;,, entonces
OAOR\{G tal que xOS, .

Demostracion. Directa aplicando la Proposicion 1.4.27 y el Teorema 1.4.9.
[

1.4.4 Problema de Maximizacion de Holguras

Definicion 1.4.34 Sea a JR“. Al problema max{ets/ z(x)-s=a,x0X,sOR" }

se le conoce con el nombre de problema de maximizacién de holguras
asociado a P y a a, y le denotaremos por P(a).

El problema de maximizacion de holguras constituye una de las
principales escalarizaciones del problema vectorial, como tendremos ocasion
de comprobar a lo largo de esta memoria.

Teorema 1.4.35 Si (x',5')0 S:() entonces X OE".
Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que XOE® 0O
DXOX, 2()=zX)2a.Sea § = z(X)-a O 820y =5 0O (%,8)0x"@,
€§>€es [ (X‘,§‘)DSP(G) O #, luego X OE".

[
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El siguiente resultado nos proporciona una idea (lamentablemente,
basada sélo en una condicidn suficiente) para hallar una solucion eficiente
de un VP.

Sean XX y z=2z(X)OR".

Corolario 1.4.36 ([Bn78], Theorem 3.2, [WnLee77], Theorem 2)2 Si
(x,8)0 Sp(») entonces XOE".

Efectivamente, el procedimiento se puede concretar en encontrar una
solucién factible X0 X y resolver P(z). Entonces, si el problema es acotado,

cualquier solucion éptima sera eficiente. Sin embargo, si P(Z) es no acotado
no podemos concluir que E” =0.

La importancia de la siguiente caracterizacion viene dada en que se
basa en la resolucion de un Unico problema escalar relativamente sencillo.

Teorema 1.4.37 ([Bn78], Theorem 3.1, [WnLee77], Theorem 1)3 XOE® si, y
s6lo si, P(z) es acotado, con valor objetivo 6ptimo 0.

Demostracion.

N

Es evidente que P(Z) es factible, pues (i‘,O‘)D XPE), Supongamos por
reduccion al absurdo que P(Z) es no acotado, o acotado con valor objetivo
6ptimo mayor que 0. En ambos casos, O%J X, OSORY, €§>0 0 §=20 O
Z2(X)=z(X) O #, pues X JE".

“py m

P(z) es acotado, con valor objetivo 6ptimo 0 O (x',0°)0S,,. Ahora por el

Corolario 1.4.36 0 XOEP®.
n

Corolario 1.4.38 EP =0 si, y sélo si, DaOR*, P(a) es no factible o no

acotado.

Demostracion.

“D ”

Supongamos por reduccion al absurdo que Oa OR, P(a) es acotado. Sea
()‘(t,§t)D Sh(o)- Por el Teorema 1.4.35 0 XOET  #, pues E” =1J.

2 parael caso lineal, ver [EcKd75], Theorem 1.
3 En[Is74], Lemma 1, se cita un resultado andlogo a éste para el caso lineal, e cual esta referenciado a un
articulo de Charnes y Cooper de j1961!.



1.4. ESCALARIZACIONES PARA EL VP 27

“D ”
Supongamos por reduccion al absurdo que E° 20 O OXOEP. Por el
Teorema 1.4.37 O Oa =z(X)OR“,P(a) es acotado, con valor objetivo 6ptimo

00 #.
|

El problema de maximizacion de holguras se puede especializar para
que sea de utilidad en el célculo de soluciones débilmente eficientes.
Efectivamente, una opcion consiste en considerar el siguiente problema
propuesto por Benson ([Bn86], p. 194): max{s/ z(x)-esza,x0X,sOR}, y al

que denotaremos por P(a).

Teorema 1.4.39 Si (x',s')0 S,y entonces XOWE™.
Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que XOWE® 0O
O%OX, z)>z(X)za. Sea § = min_ {z(X)-a} O 3§>0, 8§>5 O
(x,8)ox*@, 8>5 0 (x,5')0S,,) O # luego XOWE®.

n

Sean XX, z=2zX)OR‘. El Teorema 1.4.39 muestra que si el
problema P(Z) es acotado (factible seguro que es), entonces cualquier
solucion optima del mismo es débilmente eficiente.

La siguiente caracterizacion para soluciones débilmente eficientes es
de gran utilidad debido a su sencillez y facil implementacion.

Teorema 1.4.40 ([Bn86], Theorem 3) XxOWE" si, y sélo si, F’(Z) es acotado,
con valor objetivo 6ptimo 0.
Demostracion.
“py m
Es evidente que P(z) es factible, pues (i‘,O‘)DXF"(Z). Supongamos por
reduccién al absurdo que P(z) es no acotado, o acotado con valor objetivo
6ptimo mayor que 0. En ambos casos, OXx1 X, OSOR,,, z(X) —es=z(X) O
z(X) > z(X) O #, pues X OWE".
“py v
P(2) es acotado, con valor objetivo 6ptimo 0 O (x',0')0 Sey U XOWE'.

n

Corolario 1.4.41 WE® =0 si, y s6lo si DaOR*, P(a) es no factible 0 no
acotado.
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Demostracion.

“gy m

Supongamos por reduccion al absurdo que Oa OR, F’(a) es acotado. Sea
(x'.s')0s,, O XOWET #, pues WE” =00

gy m

Supongamos por reduccion al absurdo que WEF 20 O OxXOWEF. Por el
Teorema 1.4.40 O Oa = z(X)OR*, P(a) es acotado, con valor objetivo éptimo

00 #
|

1.4.5 Problema Paramétrico-Restringido

Definicion 1.4.42 ([ChHmS83], p. 148) Sean A,adR*. Al problema
max{A'z(x)/ xO X, z(x)=a} se le conoce con el nombre de problema hibrido o
parameétrico-restringido asociado a P,y le denotaremos por P, .

El problema P,, combina las ventajas del problema P, (optimizacion
escalar) y del problema P(a) (region factible restringida).

Por otra parte, dado X[O X con z= Z(X)D R, el problema P, , se puede
ver como una generalizacién de P(z) sin mas que tomar A = e . Ademas, los
problemas P,, y P(a) tienen una estructura muy parecida (el primero
constituye una generalizacién del segundo), verificAndose que Sy, = Sp)-

Consideremos, a partir de ahora, A OR, .

Teorema 1443 S, OE".
Demostracion. Seé xS, . Supongamos por reduccion al absurdo que
XOET 00X, z()2z(X)za O XOX™, Xz(X)>A'z(x) O x0OS, O #
luego X OE".

|

El resultado dado anteriormente nos proporciona una condicion
suficiente para hallar una solucidn eficiente de un VP, sin mas que tener en

cuentaque S, OE”, OXOX.

Una condicion necesaria y suficiente para que una solucion sea
eficiente en funcion del problema P, , es:

Teorema 1.4.44 XOE” si, y solosi, XOS; .
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Demostracion.
1] D ”
Como xOX y z(X)=z O X es factible para P, ,. Supongamos por reduccion
al absurdo que x0S, 0O DXOX, z(X)2z(X), A'z(X) >A'z(X). Como A>0
O z(R)=zXx) O XOE” O #.
13 D kil
Supongamos por reduccion al absurdo que XOE® O OxOX, z(X)=2z(X) O
2(R)2z(x), Az(x)>Nz(x) O x0OS, O #

[

Corolario 1.4.45 E” =0 si, y solo si, DaOR", P,, es no factible 0 no

acotado.
Demostracion.
“D bl
Supongamos por reduccion al absurdo que Oa OR*, P,. es acotado. Por el
Teoremal1l4.43 0 OzS, OE" O #
“D ”
Supongamos por reduccion al absurdo que E° 20 O OXOEP. Por el
Teorema 1.4.44 0 Oa =2z(X)OR", xOS, O #.
[ |

1.5 Clasificacion de los VP

En esta seccion damos una clasificacion para los problemas de programacion
vectorial, la cual se puede considerar una generalizacion de su contrapartida
escalar, sin mas que tener en cuenta que el concepto de solucion eficiente
para un VP es la extension natural del concepto de solucion optima de un
SP. Existen clasificaciones alternativas a la aqui presentada, como las
formuladas por Evans y Steuer ([EvSt73]), Steuer ([St86]) o Isermann
([1s76]).

Sea P un VP formulado segun (1.4). Consideremos, en primer lugar,
las siguientes definiciones:

Definicion 1.5.1 P es no factible si, y sélosi, X =0J.

Definicién 1.5.2 P es (débilmente) acotado si, y sélosi, E° 20 (WE" #0).

Obsérvese que la acotacion de P es independiente de la acotaciéon o no
de EP.
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v

Figura 1.1

Definicién 1.5.3 P es no (débilmente) acotado si, y s6losi, X220 y EF =0
(WE =00).

La siguiente es wuna clasificacion exhaustiva y mutuamente
excluyente de los problemas de programacion vectorial.

Proposicion 1.5.4 Si P es un VP entonces siempre se da s6lo uno de los
siguientes casos: (i) P es no factible, (ii) P es (débilmente) acotado, (iii) P es
no (débilmente) acotado.

No queremos dejar de mencionar que la clasificacion de Isermann
([1s76], Definition 3), propuesta para el caso lineal, puede comprobarse que
es formalmente equivalente a la aqui presentada.

Las siguientes propiedades son inmediatas:

Proposicion 1.5.5 Si X es acotado entonces P es (débilmente) acotado.

Es claro que el reciproco no es cierto en general, como pone de
manifiesto el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 1.5.6 Consideremos el problema P = max{(-x,, x,)/x, <1 xOR?}.

Es evidente que X es no acotado (Figura 1.1) y, sin embargo, E” ={(1, 1} .
°

Como EP OWEP, tenemos:

Proposicion 1.5.7 Si P es acotado entonces P es débilmente acotado.
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X, A

Figura 1.2

Sin embargo, el reciproco puede que no se dé, es decir, un problema
puede ser débilmente acotado y no acotado, simultaneamente.

Ejemplo 1.5.8 Consideremos el problema P = max{x/x2 <1 xO Rf}. La
region factible de este ejemplo coincide con la del Ejemplo 1.5.6 (ver Figura
1.1 para su representacion grafica). Evidentemente, E” =, pero WE" # [
pues 0A =(0,1) OR’ tal que S, =R, x{} .

[

Proposicion 159 Si 00{1...8, P= madz(x)/xOX} es acotado
entonces P es (débilmente) acotado.

Demostracion. Como OO {L k} P es acotado 0O [z OR,
0z0OZ=2(X), zsz O 0OX RS, 0zOZ, Xz<sA'Z' O OXRY, P, es

acotado 0 EP #0.
n

No es cierto que si P es (débilmente) acotado entonces L D{L k} tal
que P es acotado. Efectivamente:

Ejemplo 1.5.10 Consideremos el problema P = max{x/x1+x2:], x RZ}
cuya region factible se representa en la Figura 1.2. Evidentemente,
EP=WE" =X = {xD R? /% + X, :1} y, sin embargo, z y z, son no acotadas

en X.
°

Adicionalmente también podemos escribir los siguientes resultados:
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Corolario 1.5.11 Si P es no acotado entonces Uill {l k} tal que P es no
acotado.

Proposicion 1.5.12 Si 0i0 {L k} tal que P es acotado entonces P es
débilmente acotado.
Demostracion. Si 0i0{1, ...,k , B es acotado O S, #0. Ahora, por el

Corolario 1.4.14 0 WE" #0.
n

Corolario 1.5.13 Si P es no débilmente acotado entonces 0iO{L,...K se
verifica que P es no acotado.

1.6 EIl Problema de Programacion Vectorial Lineal

El problema de programacion vectorial (1.4) se dice que es un problema de
programacion vectorial lineal, denotado por LVP (acronimo de Linear Vector
Program), cuando cada funcion objetivo es lineal y la region factible es un
poliedro.

El LVP ha atraido a lo largo del tiempo una considerable atencion,
tanto desde el punto de vista tedrico como practico. Por una parte, su
adecuacion a una gran cantidad de situaciones del mundo real esta fuera de
toda duda y, por otro lado, su estructura especial permite elegantes y utiles
desarrollos teoricos y algoritmicos que, lamentablemente, no son posibles en
los problemas de programacion vectorial de indole mas general.

En esta seccion introduciremos la notacién y terminologia asociada a
los modelos LVP.

Convendremos en que la formulacion matematica estandar de un
LVP, es la siguiente:
max(imizar) z(x)= Cx 0

sa: xOX= {XD R/ szt} E (1.5)

F:
donde A =0: [0J R™", es la matriz de restricciones, b O R™, el vector de
[l
t
EPmD
t
recursos, y C =0: [1J R“", la matriz criterio o de costos.
%:t O
k [

Supondremos, sin pérdida de generalidad, que A es una matriz
regular por filas, es decir, de rango m, lo cual se traduce, en términos
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practicos, en que todas las restricciones redundantes han sido eliminadas
([Hd62], p. 123).

Sea P el LVP formulado en (1.5). Consideraremos que la terna
(m, n, k) nos da la dimensién o tamafio del problema P.

De la descripcion de P se desprende que si X #[ entonces X es
apuntado ([Mr83], Theorem 3.2).

La region objetivo viene dada por:
z(X)={ cx/xOx} (1.6)

Es conocido que z(X) es un poliedro (ver [Rc70], Theorem 19.3).

1.6.1 Nomenclatura

Dado un poliedro X arbitrario, a partir de ahora utilizaremos la siguiente
notacion:

- X, o conjunto de puntos extremos de X,
o Xy - conjunto de direcciones extremas de X,
e X, o conjunto de aristas de X,
e X, o conjunto de rayos extremos (aristas no acotadas) de X,
¢« X{ o conjunto de caras de X de dimension q y
e X - conjunto de todas las caras de X.

Ahora son claros los siguientes resultados: X? = X, X{ = X,,

dim(x)
X, OX, y X, = [ Jx9.
q=0
Dado xUX,,, sea B(X) el conjunto de todas las bases de A asociadas

a X. Sabemos que en el caso de no degeneracidn, este conjunto es unitario
(IMr83], p. 325).

Definicion 1.6.1 ([St86], Definition 7.3) Se llama cono criterio o cono
gradiente de problema P,y lo denotaremos por V(C), al cono generado por
los k gradientes de las funciones objetivo ({cl, ...,ck}), es decir, V(C) =

k
{vOR"/vi= xc, \0 R} = E/DR“/V:ZAic,,Aizo nig
0 0

La importancia del cono criterio viene dada porgue es un indicador del
tamano de la regién eficiente del problema y de la dificultad que,
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probablemente, tendremos a la hora de resolver el mismo. En general, se
considera ([St86], p. 177) que cuanto mas grande es el cono criterio mayor es
E”. Ademas, esta intimamente relacionado con la existencia y conexion de
las soluciones eficientes.

Definiciéon 1.6.2 ([Bt80], p. 696) Si consideramos como soluciones de P a
E” (WEFP), se llama cono de preferencias o de dominacion (débil) para la
matriz C al cono polar semipositivo (positivo) del cono generado por las filas
deC, es decir, al conjunto  C>={dOR"/Cdz=0}U{0}
(c> ={dor"scd > ofu{o}).

Los conos de preferencias juegan un importante papel en la
programacion vectorial, pues proporcionan una interpretacion geométrica
valiosa. En general, cuanto méas pequefio sea el cono de preferencias mayor
serd E”.

A los elementos no nulos del cono de preferencias (débil) se les
denomina direcciones de preferencia o de mejora o de dominacion (débil) de
P pues dados x'0OX, dOC> (dOC”), si x*=x"+d entonces Cx*>Cx"
(Cx* >Cx") y, en este caso, se dice que x> domina (débilmente) a x* en la
direccion d ([Bt77], p. 123).

Definicion 1.6.3 ([St86], Definition 6.15) Sea X[ X . Se llama conjunto de
dominaciéon (débil) de X, y se denota por D, (WD,) a X+C* =
{x+dorRvdOc?} (x+c” = {x+dORVdOC)).

Debido a la estructura especial que presenta la region factible de un
LVP (poliedro) es posible, y conveniente, hacer distinciones entre los
elementos de la frontera eficiente. Asi:

Definicion 1.6.4 Un vector x se dice que es un punto extremo o Vvértice
(débilmente) eficiente del problema P si, y sélo si, x0O XxpﬂEP

(xOX,, NWEP).

Al conjunto de todos los puntos extremos (débilmente) eficientes del
problema P lo denotaremos por E;, (WE,).

De analoga manera, las siguientes definiciones, dadas para el caso
eficiente, se extienden de forma inmediata para el caso débilmente eficiente.

Definicion 1.6.5 o 0 X, se dice que es una arista eficiente del problema P
si, y s6lo si, cualquier punto de la arista es eficiente, es decir, 6 O E".



1.6. EL PROBLEMA DE PROGRAMACION VECTORIAL LINEAL 35

El conjunto de las aristas eficientes del problema P lo denotaremos
por E..

Como las aristas del problema pueden ser acotadas (bounded edges) o
no acotadas (unbounded edges), parece logico que también las distingamos
en E; utilizando, respectivamente, la siguiente notacion: E. y E_.

Definicion 1.6.6 r es un rayo extremo eficiente del problema P si, y solo si,
(i) rOX, y(i)rOE".

Al conjunto de todos los rayos extremos eficientes del problema P lo
denotaremos por E; .

Es directo el siguiente resultado:

Proposicion 1.6.7 E; = E..
Definicion 1.6.8 d es una direccion extrema eficiente del problema P si, y
sélosi, Or ={X+Ad/AOR} OE".

El conjunto de las direcciones extremas eficientes lo especificaremos
por E!,.

Definicién 1.6.9 Sean x',x* 0E, . Se dice que x'y x”son E-adyacentes si, y

solo si, (i) x'y x?son adyacentes y (ii) la arista que los une (CVH ({xl, xz})) es
eficiente.

El hecho de que x' y x* sean E-adyacentes lo denotaremos por
X~z X°.

La Definicion 1.6.9 es equivalente a las dadas en [Gal77] (Definition
2.6), [Is77a] (Definition. 3), [ChHmM83] (p. 242), [St86] (Definition 9.22) y es
ligeramente diferente de las utilizadas en [ZI74] y [ZI82], donde sélo se exige
gue ambos vértices sean adyacentes y eficientes. Conviene advertir que este
matiz es importante porque es posible que dos vértices sean adyacentes y
eficientes pero no E-adyacentes, como se ilustrara en el Ejemplo 2.5.10.

En general, si F X, , entonces:

Definicion 1.6.10 F es una cara eficiente del problema P si, y solo si,
cualquier punto de la cara es eficiente, es decir, F O EF.
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El conjunto de las caras eficientes lo denotaremos por Ef .

Definicion 1.6.11 F es una cara eficiente maximal del problema P si, y
solo si, F es un elemento maximal del conjunto de las caras eficientes de X
ordenadas segun la inclusién de conjuntos, es decir, i)F OE{ vy ii) OF'OE’,

FOF'".

El conjunto de las caras eficientes maximales de P lo denotaremos
por E. .

Notese que no todas las caras eficientes maximales de un LVP tienen
gue ser de la misma dimension.

En programacion vectorial lineal, el conjunto E”, se suele dar (ver
seccién 1.7) como la union de todas las caras eficientes maximales de P, las
cuales quedan caracterizadas por sus puntos y/o rayos extremos.

Sea XOE} . Denotaremos por E[(x), EL(x), EL(x), Ef(X) y EX(x),
respectivamente, a los conjuntos de aristas eficientes, aristas eficientes

acotadas, aristas eficientes no acotadas, caras eficientes y caras eficientes
maximales, incidentes en X.

Vamos a ilustrar algunos de los conceptos dados con el siguiente
ejemplo extraido de [Jr92], p.100:

Ejemplo 1.6.12 Consideremos el problema:

7 B OHEBH @

0,2 Dx<§ExDR3

P = maxx/
O
Teniendo en cuenta la representacion grafica de la region factible (ver Figura
1.3), y denotando por CVH() la envolvente convexa de un conjunto de

puntos, es claro que:

o +r O Bk

E® = EeP = 2 = cwiffe, «3), B2 = {¢ x} ER=0, wEP =

U CVH{X, x*, X%, x*, X° y WES =
P
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Figura 1.3

Sean BOB(X) y R = C®B*N-CNOR*"™™ |a correspondiente matriz
de costos reducidos.

Definicion 1.6.13 ([Gal77], Definition 2.5, [ArMI91], p. 471) Se dice que B
es una base eficiente si la solucion factible basica (s.f.b.) asociada es eficiente.

Al conjunto de todas las bases eficientes del problema P lo
denotaremos por Ef . Claramente, el conjunto de bases eficientes asociada a

% , denotado por Ef(X), viene dado por B(X)N E~.

Definicion 1.6.14 ([ArMI91], p. 471)! Una base eficiente B se dice que es
dual-eficiente si, y s6lo si, OAO RX, tal que A'R= 0. Cuando sea conocido A
diremos que B es una base A -dual-eficiente.

Al conjunto de todas las bases duales-eficientes del problema P lo
denotaremos por Er;. Por la definicion, Ef, O Ef.

! Equivalente ala definicion de base factible dual dada en [1s77], Definition 5. Algunos autores como
Steuer ([St86], Definition 9.9) y Hartley ([Hr83], p. 5) lo denominan base eficiente.
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Utilizando el mismo estilo de notacion, al conjunto de bases duales-
eficientes asociadas a X lo denominaremos ESB(T(). Evidentemente, ESB(X) =

B(X)NES,.

La importancia del concepto de base dual-eficiente se entendera mas
adelante cuando se den las caracterizaciones de eficiencia asociadas a
soluciones factibles basicas (capitulo 2) y se estudie la dualidad (capitulo 3).

Veremos que si no hay degeneracion los conceptos de base eficiente y

dual-eficiente coinciden (Ef=E[;), pero que si X es una solucion factible
basica degenerada, no todas sus bases asociadas tienen que ser duales
eficientes (aunque, al menos, una si, es decir, EJ(X)NEL, (X)z 0).

Si designamos por I(B) a {}\ ORY, /A'R2 O}, entonces BOES, si, y sblo
si 1(B)20. A 1(B) sele conoce como regién de indiferencia asociada a la
base B.

1.6.2 ElI LVP Expresado en Formato de Tabla

Dado el problema P = max{Cx/Ax:b,xD Rf} y una base B de A
(:[B N]), sean J;,J, 0J :{L..., r} los conjuntos de indices asociados a las
variables basicas y no basicas, respectivamente, y denotemos por X; (X,) @

las variables basicas (no basicas) de x. Designando por C® (CV) las
columnas de C asociadas a J; (J, ) entonces P se puede reescribir como:

max Z
S.a.

2F

[y LGy e

(BN, 0

(op

(1.7)

o
X
fiay

N
o
Q
I

=z

MmOOOoOooDMmoOood

x
@
1\Y

o

X
z
1\

o

Los datos del problema anterior admiten la expresion matricial

siguiente:
Mg 8 N o,ple d e
B N UXy 0= (1.8)
2)3C -C Ikxk kxL
el N
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El sistema (1.8) lo podemos transformar de forma equivalente en:

@) H lwm B'N O HA% B H B f
0

0 B OXy O= B B (1.9)
(2') 0 O Cc®B* N-CV I [ H z H B CBB'lbkxl[

donde (1)=B*() y (2)=(2)+ c® ().

Utilizando un formato de tablas, obtendriamos lo que se conoce como
tabla candnica asociada a B ([YuZzl75], p. 443).

v.b.| X Xy r.h.s.
Xg | o B'N B0,
Z | O C®B*N-C" C®Bb,

A la tabla anterior la denotaremos por T(B). Este arreglo de datos

constituye una manera clara y ordenada de presentar informacion local
(relativa a vértices) para muchos algoritmos generadores de soluciones
eficientes (ver capitulo 4).

sea x'= (x.,%,) = ((B‘lb)t, Ot) el punto extremo asociado a B. Es

claro que si X es no degenerado, solo tiene asociada una Unica tabla
candnica. En caso contrario, pueden haber multiples tablas candnicas
asociadas a X.

En funcién de T(B), lamando Y= BN, b = B'b, R = C®B*N-C"
y z = CX, se tiene que: OxO X, Xg= b —Yx,. Ademas, z = Cx= z-Rx, =
C®b - Rx,.

Ma&s concisamente, y en formato matricial, T(B) se escribe ahora

como.
Y b
R z

Dado jJ,, se define la razon minima del simplex primal ([Mr83], p.
66) como:

. Hb B
in " ly; >OE (1.10)
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Entonces, si 0<6; <, cuando se introduce x; en la base se obtiene
una nueva s.f.b. (solucion factible basica) x' = X +9de , con valores objetivos
z) = Cx! = Cx-6,r’, donde d} = -y’, d} = e, siendo y', r' las columnas
j de Y y R, respectivamente y e OR™ un vector de ceros con un 1 en la
componente j.

Por ultimo, y en funcidn de la notacion recién introducida, el problema
(1.5) puede formularse de varias maneras:

Proposicion 1.6.15 EIl problema (1.5) admite las siguientes formulaciones

equivalentes (en el sentido de que no varian las regiones eficientes):

i) min{RxN IYx, <b, x, O Rf‘m}, donde Y=B'N y b =B™b.

ii) max{Cax& / A&x& =b- A*X,, x. O R‘f&‘}, donde J, ={j0J/ X, esfija}, J
=J\J,.

Demostracion. Inmediata, sin mas que aplicar la Proposiciéon 1.3.14

tomando, para i), a =-C®B™b vy, para ii), a = -C*x_.

fx

1.7 Resultados Basicos para el LVP

En esta seccion vamos a estudiar una serie de resultados que son especificos
de los problemas lineales y que constituyen la piedra angular de la
programacion vectorial lineal. Comprobaremos, ademés, como la dualidad
escalar resulta ser, para el modelo LVP, una herramienta extremadamente
atil y potente.

Obsérvese que en términos formales, cualquier LVP es un CVP vy, por
supuesto, un VP siéndole, por tanto, aplicables de forma automatica todos
los resultados obtenidos para éstos ultimos.

Comenzaremos dando algunos nuevos teoremas de la alternativa para
sistemas de desigualdades lineales que se erigiran en eficaces instrumentos
de desarrollo teorico a lo largo de esta memoria.

1.7.1 Teoremas de la Alternativa

Sean AOR™", bOR™, COR®, a OR*, matrices de coeficientes (fijas), tales
que (C, a) es no nula.

Teorema 1.7.1 El sistema Ax=b, x> 0, Cx=a, tiene solucion si, y soélo si,
el sistema u'A-A'C=0", A'a >u'b, A2 0 no tiene solucion.
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Demostracion. Ax=b, x= 0, Cx=a, tiene solucion = -Ax+by=0, y>0,

x>0, Cx-ay=0, tiene solucion « (-A b)ggzo, (@ 1)%%0

I 0 . ., . .
% %%o tiene solucion. Aplicando el teorema de la alternativa de
-a

Motzkin ([Mn69], p. 28) - s(0, 1)+A'(C, -a)+w'(l, 0)+u'(-A b)=0,
w=> 0, s>0, A= 0, no tiene solucion = u'A-A'C=0', Aa>u'b, A= 0, no

tiene solucion.
]

Teorema 1.7.2 El sistema Ax=b, x= 0, Cx=a, tiene solucion si, y sélo si,
los sistemas U'A-A'C=0"' con Aa=u'b, A>0 o Aa>u'b, A= 0 no tienen

solucién.
Demostracion. Ax=b, x= 0, Cx=a, tiene solucion = -Ax+by=0, y>0,

x>0, Cx-ay=0, tiene solucion « (-A b)ggzo, (@ 1)%%0,

g% C, —a)g%o, tiene solucion. Aplicando el teorema de la

alternativa de Slater ([Mn69], p. 27) = los  sistemas
s0, D)+A(C, -a)+w(l, 0)+u'(-A b)=0, w20, con s20, A>0 0 s>0,
A= 0, no tienen solucién < los sistemas u'A-A'C=0', con A'a>u'b, A>0 o

Aa >u'b, A= 0, no tienen solucion.
]

Corolario 1.7.3 Sea a =Cx donde XX = {xD Rf/Ax:b}. Entonces, Ax=D,
x> 0, Cx=a no tiene solucién si, y solo si, uA-A'C=0', Xa =u'b, A1>0,
tiene solucion.

Demostracion. Ax=b, x= 0, Cx=a, no tiene solucion = Alguno de los

sistemas U'A-A'C=0", con A'a=u'b, A>0 o A'a >u'b, A= 0, tiene solucion.
Ahora bien, como U'A-AC=0', XOX O UAX-ACXx = ub-Aa=0
0 u'b=Aa en ambos casos. Luego Aa>u'b no puede darse. Asi,
u'A-A'C=0', A'a =u'b, A >0, tiene solucién.

|

Se pueden obtener unos resultados analogos a los anteriormente
dados que seran de utilidad para el estudio de la eficiencia débil de un
punto.

Teorema 1.7.4 Ax=b, x=0, Cx>a, tiene solucion si, y solo si,
UA-XC20', Xa-d=ub, (XX, &)=0, no tiene solucion.
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Demostracion. Ax=b, x= 0, Cx>a, tiene solucion = -Ax+by=0, y>0,

x= 0, Cx-ay>0, tiene solucién « (-A b)%gzo, g _10%%0,

(1, O)%%O, tiene solucion. Aplicando el teorema de la alternativa de

Motzkin ([Mn69], p. 28), - (X, 5)% _1GE+§(I, 0)+u'(-A b)=0,

s= 0, ()\t, 5)20, no tiene solucion < U'A-AC=0', Aa-0=u'b,
(', 5)=0, no tiene solucion.
]

Corolario 1.75 Sea X = {xDRf/szb}:tD. Entonces, Ax=b, xz 0,
Cx>a, no tiene solucion si, y sélo si UA-A'C=0', A'a=u'b, A=0, tiene
solucion.

Demostracion. Ax=b, x= 0, Cx>a, no tiene solucion = u'‘A-A'C=0',
Ma-5=ub, (X, &)=0, tiene solucion. Ahora bien, no puede ocurrir que
A=0, 0>0 pues O Uu'Ax0', ub<0. Dado xOX arbitrario, O

U'Ax=u'b=0 O #. Luego U'A-A'C=0", X'a=u'b, A >0, tiene solucion.
|

1.7.2 Caracterizaciones de Eficiencia
Consideremos el LVP, P = max{Cx/x0X}, donde X = {xOR"/ Ax=h}.

Teorema 1.7.6 (Condiciones de Eficiencia para el Caso Lineal) Sea XX.
Entonces, X JE" si, y s6lo si, el sistema u'A-A'C=0", A'Cx=u'b, A >0, tiene
solucion.

Demostracion. XOE® < Ax=b, x= 0, Cx=Cx, no tiene solucion.
Llamando a =Cx y aplicando el Corolario 1.7.3 ~ el sistema u'A-A'C=0',

A'Cx=u'b, A >0, tiene solucidn.
n

Corolario 1.7.7 X OEP® si, y sélo si, DA ORY, tal que xS, .
Demostracion. Basta utilizar Teorema 1.7.6 y aplicar dualidad escalar.

El siguiente resultado, aparentemente nuevo, proporciona un
procedimiento préactico para comprobar la eficiencia de un punto arbitrario
(no necesariamente extremo).
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Corolario 1.7.8 Sea XOX. Entonces, XOE® si, y sdlo si, el problema
min{s/u‘A—/\tC >0,u'b-s=A'CX,A=e s> 0} es acotado con valor 6ptimo 0.
Demostracion. XOEP < el sistema u'A-A'C=0', A'Cx=u'b, A >0, tiene
solucion. Como u'b = A'Cx - el problema
min{s/utA— AC=0,u'b-s=ACX,A>¢e s> 0} es acotado con valor éptimo O.

]

Una formulacion alternativa de las condiciones de eficiencia para el
caso lineal seria:

Teorema 1.7.9 ([Krn74], Lemma 1) XOEF si, y solo si, D()Tt,Ut)D R“™ tal
que (Xt,/Tt,U‘) es solucion de: i) Ax=b, x=0, ii) A'C-u'A<0', A= e, iii)
(Nc-u'A)x=0.

Evidentemente, siempre podemos escribir que:
EP = {xOR"/Ax=b,A'C-u'A<0',ub— ACx=0,x=0,A = ¢}.

El Teorema 1.7.9 establece una relacion entre la eficiencia y las
condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker ([Mr83]). Las
principales dificultades que presenta dicha caracterizacion de E” son las
dimensiones del sistema de restricciones y la complejidad del mismo.
Efectivamente, hay un incremento de n+k+1 restricciones y m+Kk
variables respecto la problema original P y, por otro lado, el sistema es no
lineal.

Analogamente,

Teorema 1.7.10 (Condiciones de Eficiencia Débil para el Caso Lineal) Sea
X OX. Entonces, XOWE" si, y solo si, el sistema u'A-A'C=0", A'Cx=u'b,
A =0, tiene solucién.
Demostracion. XOWE? < Ax=b, x2 0, Cx>CX, no tiene solucion .
Llamando a =Cx y aplicando el Corolario 1.7.5 « el sistema u'A-A'C=0',
AMa=u'b, A=0, tiene solucion. Ahora bien, como Uu'A-ACz0
O u'AX-A'Cx = u'b-Aa =0 O u'b=Aa. Luego, uU'A-AC=0", A'Cx=u'b,
A =0, tiene solucion.

[

Corolario 1.7.11 X OWEP si, y s6lo si, DA OR* —{(} tal que XS, .

Ademas, WE? = {xOR"/ Ax=b, A'C-u'A<0',u'b- A'Cx =0,x=0,A = 0}.
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De nuevo, se puede dar sin dificultad un procedimiento eficaz y
novedoso para comprobar la eficiencia débil de un punto arbitrario (no
necesariamente extremo).

Corolario 1.7.12 Sea XxOX. Entonces, XOWE" si, y s6lo si, el problema
min{s/u‘A—)\thOt,utb—s:/\‘CX, e€A=1,120,s2 O} es acotado con valor
optimo 0.

El problema ponderado asociado a P, P, = max{/\th/Ax:b,xD Rj‘},

juega un papel fundamental en la programacion vectorial lineal y sera, por
tanto, objeto de un detenido y minucioso estudio a lo largo de esta memoria.

El dual del problema P,, el cual denotaremos por D,, se formula
como:

minfu'b/u' Az A'C,udR"}

El teorema que vamos a enunciar a continuacion, constituye en
nuestra opinion, uno de los mas importantes resultados de la programacion
vectorial lineal, permitiéndonos establecer un valioso puente entre las dos
distintas realidades que constituyen la optimizacién escalar y la vectorial.

Teorema 1.7.13 ([EvSt73], Corollary 1.4) EF = U S, -
Py
Demostracion. Si X =0, el teorema es trivial. Supongamos X =#[.
xOJs, < DAOAL, xOS, . Por dualidad escalar, - DA OA}, O0OR",
A0S

u'A-2A'C20', A'Cx=u'b « OAORY, OUOR™, U'A-A'C20', A'Cx=0U'b -
x OEP.

]

Debido al teorema anterior, la programacion vectorial lineal y la
programacion (escalar) lineal de costos paramétricos estan intimamente
relacionadas.

Veamos una interesante variante de las condiciones de eficiencia.
Para ello daremos, en primer lugar, un resultado clasico de la programacion
lineal escalar.

Teorema 1.7.14 Consideremos el problema escalar max{c‘x/xD X} (Q),
donde X :{XD R"/ Ax< b}. Sean XX e | el conjunto de indices asociados a

desigualdades activas (aquellas que se dan con igualdad) en X. Entonces,
X0S, si, ysélo si, ouOR! tal que U'A =c'.



1.7. RESULTADOS BASICOS PARA EL LVP 45

Demostracion. Por hipotesis, X X . Efectivamente, si X0 S,, por dualidad

-~ DUOR™, u'A=c',u'(b-AX)=0 - DUOR!, u'A =c'.
|

Corolario 1.7.15 ([Ph72], Theorem 3) Sean XX = {XD R"/ Ax< b} el el
conjunto de indices asociados a las desigualdades activas en X. Entonces,
X OE" si, y solosi, DAORY,, DudOR" tales que A'C-u'A =0'.

Demostracion. Por el Corolario 1.7.7, XOE” - OAORY,, xXUS; . Ahora

basta utilizar el teorema anterior.
]

Son inmediatos los siguientes corolarios, sin mas que tener en cuenta
gue P esun CVP.

Corolario 1.7.16 WE* = | S, .
AoA{d

Corolario 1.7.17 E¥ = E].
Luego, el LVP no tiene soluciones eficientes impropias.

1.7.3 Estructuracion del Conjunto de Soluciones Eficientes

Sean F O X, arbitrariay A OR*. Si denotamos por F° el interior relativo de

F , se sabe por la programacion lineal escalar (aunque también se justificara
en el capitulo 2, Corolario 2.4.23) que:

Teorema 1.7.18 Si F°NS, #0 entonces F O S, .

El siguiente resultado nos dice que si un punto del interior relativo a
una cara es eficiente, entonces toda la cara es eficiente.

Corolario 1.7.19 Si F°NE” #0 entonces FOE".
En particular,

Corolario 1.7.20 Si X°NEP #0 entonces E" = X.

;
Corolario 1.7.21 Si E? #0 y X°NE® =0 entonces E® O JF,, donde F, es
t=1

una cara propiade X.
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Demostracion. Sabemos que E* = [J S, . Si X°NE?=0 O 0 A},

Y
T T
X°NS, =0 0 0X /\?(,SPADUFt 0 ePOUFR.
t=1 t=1

Analogamente, para las soluciones débilmente eficientes es posible
escribir:

Corolario 1.7.22 Si F°NWE" # 0 entonces F OWE".

Corolario 1.7.23 Si X°NWE® # 0 entonces WEF = X .

;

Corolario 1.7.24 Si WE* 20 y X°NWE® =0 entonces WE® 0| JF,, donde
t=1

F, es una cara propia de X.

Los resultados anteriores son importantes en programacion vectorial
lineal, pues aseguran que el conjunto E” (WE"), o es todo X o0 esta
contenido en la frontera de X . Por esta razén, a E” (WEF) también se le
conoce como frontera (débilmente) eficiente de P y se suele expresar como la
union de todas las caras (débilmente) eficientes maximales de P.

El siguiente teorema garantiza que podemos asociar a cualquier cara
eficiente al menos un parametro de AS,.

Teorema 1.7.25 FOE" si, y sélosi, OAD A} talque FO'S, .
Demostracion.
IID ”
Directa por el Teorema 1.7.13.
IID ”
Sea xOF°OE" I @ A}, xOS, O F°NS, #0. Ahora por el Teorema
17180 FOS,.
|

Teorema 1.7.26 ([EcHKS80], Corollary 4.1) Si FOE” es maximal entonces
OMAS, F =S,.

A

Demostracion. FOE” O OAJAY, FOS,. Ademéas S, OE{ y F es
maximal por la inclusion 0 F =S, .

A
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|
Corolario 1.7.27 E” =|JF,, donde OjOfy..I}, F,OE] es maximal.

j=1

Ademas, O jO{L...}, OV OA, F, =S, .

Al

En particular, si E” =X entonces OA OA}, X =S, .

El Corolario 1.7.27 es de gran importancia, pues nos indica que todo
el conjunto de soluciones eficientes de un LVP se puede poner como la unién
de sus caras eficientes maximales. Esta estructuracion dada a la region
eficiente es la mas sencilla que se puede obtener.

Analogamente, para el caso de eficiencia débil damos sin
demostracion los correspondientes resultados.

Teorema 1.7.28 F OWE" si,y solosi, DAOA, {3, FOS, .

Teorema 1.7.29 Si F OWE" es maximal entonces OA OA, —{(} F=5S.

A

|
Corolario 1.7.30 WE® =|JF,, donde OjO{L..I},F,OWE] es maximal.

j=1

Ademas, 0 jOfL...}, OV OA, {0}, F, =S, .

Al

En particular, si WE” = X entonces DA OA, {3, X =S, .

Corolario 1.7.31 E” (WE") es cerrado.

Demostracién. Directa por ser unién finita de cerrados.
n

Corolario 1.7.32 ([Is77a], Lemma 1) Sea X un poliedro apuntado. Si
E” #0 entonces E_ 0.

Demostracion. Directa, pues si X es un poliedro apuntado [0 Cualquier

cara no vacia de X contiene al menos un vértice.
]

Corolario 1.7.33 Sea X un poliedro apuntado. Si WEF # [ entonces
VVEPﬂXXp::D.

1.7.4 Eficiencia y Conexidad.

Bajo este epigrafe se enmarca una de las propiedades de mayor
trascendencia practica para el LVP, la cual queda enunciada en términos
sencillos diciendo que el conjunto de vértices eficientes esta conectado. Dicha



48 1. FUNDAMENTOS DE LA PROGRAMACION VECTORIAL: ...

conexidn debe interpretarse en el sentido de que se pueden visitar todos los
vértices eficientes utilizando, exclusivamente, aristas eficientes. Esta
notable caracteristica constituye el fundamento de muchos de los métodos
generadores de soluciones eficientes para el LVP(ver capitulo 4). Por otra
parte, entre las consecuencias tedricas que se desprenden del hecho
anteriormente resefiado, cabe destacar la de que E" es (topol6gicamente)
conexo.

El razonamiento habitualmente empleado para deducir la conexidad
de EX"}) consiste en probar que dicha propiedad se cumple sobre
determinados grafos basicos asociados a EX"; ([ZI74], [Yuzl75], [St86], ...).

Esto es debido a que resulta (algebraicamente) mas sencillo trabajar con
bases que con vértices y porque existe una relacién biunivoca entre ambos
conceptos para el caso no degenerado. Ahora bien, en general, la posibilidad
del fendmemo de la degeneracion ha sido, frecuentemente, descuidada por
numerosos autores. Con la intencion de evitar imprecisiones y errores
presentamos los siguientes resultados:

Sea B° una base factible arbitraria.

Definicién 1.7.34 ([ArMI91], p. 473) Diremos que una base B es B°-
accesible si B puede ser alcanzada a partir de B° utilizando exclusivamente
pivotes positivos determinados por medio de la regla lexicogréafica ([Dn63]).

Definicién 1.7.35 (JArMI91], p. 473) Una base B se dice que es B°-dual-
eficiente si B es dual-eficiente (BOE[,) y B es B°-accesible.

Al conjunto de bases B°-dual-eficientes lo denotaremos por Eg, (BO).

Definicion 1.7.36 ([St86], Definition 9.13) Sean BOE[,, R =

C®BIN-C" OR(™™  |a correspondiente matriz de costos reducidos asociada
y j OJy. Sedice que x; es una variable (no basica) eficiente (con respecto a

B)si DADI(B) tal que A'r! =0, donde r'! es lacolumna j de R.

El motivo del nombre empleado en la definicién anterior se entendera
en la seccion 2.7, cuando probemos que para una base dual-eficiente, el
incremento de una variable eficiente da lugar a una arista eficiente.

Cuando A sea conocido diremos que x; es una variable A -eficiente.

Por otra parte, a las variables no basicas que no son eficientes se les
denomina ineficientes.
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Definicion 1.7.37 ([ArMI91], p. 474) Sean B!, B2 0EZ,(B°). Diremos que B

es B’-adyacente a B? si B? se obtiene a partir de B utilizando un pivote
positivo, determinado por medio de la regla lexicografica inducida por B°,
sobre una columna asociada a una variable eficiente.

Consideremos el grafo G, = (v, E) donde V = E5(B°) y E =
{B', B2)OVxV/B?esB - adyacenteaBY}.

El siguiente resultado, enunciado por Armand y Malivert, lo daremos
sin demostracion por simplificar la exposicion.

Teorema 1.7.38 (JArMI91], Theorem 2) G;’O es conexo.

El Teorema 1.7.38 es de una gran importancia practica pues nos
indica que explorando exclusivamente bases duales-eficientes B°-
adyacentes es posible determinar todos los vértices y aristas eficientes de un
LVP. Como consecuencia inmediata tenemos que:

Corolario 1.7.39 EI grafo formado por los vértices y aristas eficientes de P
es conexo.

Demostracion. No tiene dificultad pues cualquier vértice eficiente de P se
puede especificar a través de un nodo de Ggo (basta combinar el Teorema

1.7.13 con las propiedades algoritmicas del método del simplex). Ademas

cualquier arista eficiente es incidente en algun vértice eficiente.
]

Teorema 1.7.40 E" es (topoldgicamente) conexo.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que EF no es conexo
0 [U,VOR", abiertos segin la topologia usual, tales que UNEF 20,
VNE" 20, UNVNE" =0, EP OUUV. Sabemos que EF se puede poner
como una union finita de caras de X. Ademas, cada cara debe estar
integramente contenida en U o V pues si suponemos que OF OE7,
FNUO,FNV#0, como UNVNF=0 y F es convexo O OxOF,
xOUUV O # pues FOEPOUUV. Ahora bien, si las caras eficientes
estan contenidas integramente en U o V, como quiera que UNE"#0 vy

VNE"#0 O G no puede ser conexo O #.
[

1.7.5 Caracterizaciones para la Acotacion de un LVP

A continuacion daremos una serie condiciones que garantizan si la region
eficiente de un LVP es vacia o no.
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Teorema 1.7.41 Sea X=#0O. Entonces, E" 20 si, y sblo si, el sistema
u'A-A'C=0', A>0, tiene solucion.
Demostracién. Por hiptesis, X#0. XOE® - ODAOAS, xOS, -

OA OAY, D, esfactible = El sistema u'A-A'C=0', A >0 tiene solucion.
m

Teorema 1.7.42 Sea X #[O. Entonces, WE 20 si, y sélo si, el sistema
u'A-A'C=0', A =0, tiene solucion.

Es claro que el calculo de WE” y de EP esta intimamente relacionado.
Por este motivo, y para simplificar la exposicion, a partir de ahora so6lo
enunciaremos resultados para el caso eficiente. Los mismos se pueden
extender (en general, con ligeras modificaciones) al caso débilmente
eficiente.

Corolario 1.7.43 Sea X#[O. Entonces, E” #0 si, y sblo si, el sistema
u'A-A'C=0', A=e tiene solucion.

Corolario 1.7.44 Sea X#[O. Entonces, E* 20 si, y solo si, el sistema
u'A-A'C=¢€e'C, 220, tiene solucion.

Anélogamente, la no acotacién de un LVP puede ser comprobada
mediante los siguientes tests:

Corolario 1.7.45 ([Hr85], Theorem 3.3) Sea X #0. Entonces, E* =0 si, y
solo si, el sistema u'A-A'C=0', A >0, no tiene solucion.

Corolario 1.7.46 Sea X #[O. Entonces, E* =0 si, y solo si, el sistema
u'A-A'C=0', A=e, no tiene solucion.

Corolario 1.7.47 Sea X#[O. Entonces, E* =0 si, y solo si, el sistema
u'A-A'C=€e'C, 220, no tiene solucion.

Teorema 1.7.48 ([Is76], Lemma 1) Sea X#[ y C no nula. Entonces,
E” =0 si, y sélo si, el sistema Cd >0, Ad =0, dOR?, tiene solucion.

Demostracion. Por hipdtesis E7 =0 . Por el Corolario 1.7.45 ~ El sistema
u'A-A'C=0', A>0 no tiene solucion. Haciendo los cambios de variable:
yP=A, y'=-u = C'y?*+Iy’+Ay*=0, y*>0, y*2 0 no tiene solucion.
Ahora, aplicando el teorema de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) <

El sistema Cd =0, Ad =0, d R, tiene solucion.
|
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Corolario 1.7.49 Sea X2z y C no nula. Entonces, E* =0 si, y solo si, el
programa lineal max{ets/Cd —I1s=0,Ad =0,d>0,s2 O} es no acotado.

Demostracién. EFP=0 - OdOR", Cd=0, Ad=0 - 0OdOR", OSOR,
Cd-15=0, Ad=0, 520 - max{e's/Cd-Is=0,Ad=0,d=0,520} es no

acotado.
[

Adicionalmente es posible escribir:

Corolario 1.7.50 ([GIKT51], Theorem 5) Sea X #[ y C no nula. Entonces,
EP 20 si, y solosi, el sistema Cd =0, Ad =0, d OR’, no tiene solucion.

Corolario 1.7.51 Sea X200 y C no nula. Entonces, EF 20 si, y solo si, el
programa lineal max{e‘s/Cd —-I1s=0,Ad :O,dgo,sgo} es acotado, con valor
optimo O.

Demostracion. EP 20 < EI sistema Cd=0, Ad=0, dOR", no tiene
solucion < EI programa lineal max{ets/Cd —-I1s=0,Ad :O,d;O,ng} es

acotado, con valor 6ptimo 0.
[

Sea X' el cono caracteristico (también llamado cono de recesion) de
X, es decir, X" = {dOR/OxOX, x+ad 0 X,0a OR,} ([Rc70], p. 61).

Proposicion 1.7.52 Sea X # . Entonces, E? =0 si, y sélosi, X' NC* #{g .
Demostracion. Directa teniendo en cuenta que X NC*#0 - Cd=0,

Ad =0, dOR’, tiene solucion.
[

Corolario 1.7.53 Sea X #0. Entonces, E” =0 si, y sélo si, Od 0 X" —{(} tal
que O0Xd X, Od] R,, se verifica C(x+5d)2 Cx.

1.8 Meétodos Graficos de Resolucion

En esta seccién estudiaremos dos métodos graficos que nos permiten
determinar el conjunto de soluciones eficientes de forma geométrica. Su
utilidad es muy limitada (dependen de que podamos representar la region
factible) y se suelen utilizar con fines didécticos. Sin embargo, los conceptos
en que se basan, aunque intuitivos, son de interés pues encuentran
aplicacion en otras areas de la optimizacion vectorial.

Consideremos el problema de optimizacion vectorial P
= max{Cx/x0 X} .
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1.8.1 Método de los Gradientes Compuestos

Este método se utiliza frecuentemente en programacion vectorial lineal.

Supongamos que X es un poliedro y sea V(C) el cono criterio de P.

Teorema 1.8.1 ([St86], Corollary 7.5) XOE" si, y sélo si, Oa OV°(C), tal que
X es solucion optima del problema max {atx/ x[ X}.
Demostracion. Directa utilizando el Teorema 1.7.13 y el hecho de que

v(c) = faOR"/a' =XC,AOR" }
|

El método de los gradientes compuestos se basa en representar
graficamente la regién factible y V°(C) y optimizar graficamente problemas

escalares lineales cuyo gradiente pertenezca a V°(C).

1
Ejemplo 1.8.2 Sean C:E 2% X = {xOR?/x +2x,=2} y x' =(2, 0)OX.

Veamos que XOE".  Efectivamente, pues a'= (1 1) =
1/3 1/3 % E] (ver Figura 1.4) y X es solucion optima del problema
{0{ x/ x0O X

v

Figura 1.4
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1.8.2 Método de los Conjuntos de Dominacion

Es el mejor método para la deteccion gréafica de la eficiencia para problemas
de optimizacion vectorial no lineal donde la regién factible venga dada por
inecuaciones no lineales y para los problemas de programacion vectorial
entera (ver capitulo 5 para su formulacion).

Sea XOX y D, su correspondiente conjunto de dominacion (ver

Definicion 1.6.3). EI método de los conjuntos de dominacién se basa en el
siguiente resultado:

Teorema 1.8.3 ([St86], Theorem 6.16) XJE® si, y sélosi, D, N X={x .
Demostracion.
e
Supongamos por reduccion al absurdo que D, () X ¢{X} O 0OxOb, N X,
$#x 0O 0OdOcC*, d#0, x=x+d0OX O Ck=C(X+d)=Cx+Cd=Cx O
XOE® O # luego D, N X={X .
N
Supongamos por reduccion al absurdo que XOE” O O X, X#X, CXx=CX
0 Od=%-xOR", Cd=20, k=x+d O XOD, N X y X#Xx O # luego
XOE".

[

Si la region factible X se puede representar geométricamente,
podemos detectar los puntos eficientes de la siguiente forma: Cualquier
punto XX, tal que la interseccién de su conjunto de dominacién con X
solo contenga a X sera eficiente siendo, en caso contrario, ineficiente.

Notese que cuanto mayor sea C*, menor es la probabilidad de que un
cierto X sea eficiente y, por tanto, menor sera E°.

Vamos a resolver varios ejemplos con el método de los conjuntos de
dominacién aplicados a una serie de VP's max{Cx/xOX} con la misma

region factible X dada por {xD RZ/x <1, X s]} (ver Figura 1.5).
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X, A

Figura 1.5
donde F, = {xOR?/x <1 x, =1y F, = {xOR?/x =1 x, <

i 1 2 ., 0O, 2 O
Ejemplo 1.8.4 Sea C = EZ 1% Es claro que C* = [d 1%d OR; g (ver
- 0

Figura 1.6) y que EF = F,UF,.

([

A

X2

(o} C
< >
C, %

v

Figura 1.6

1 1
Ejemplo 1.8.5 Sea C :El 1% Como C* = {G (ver Figura 1.7) entonces

E” = X.
°
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x, &
G
< >
Xy
C2
v
Figura 1.7

Afnadiendo una nueva funcién objetivo al ejemplo anterior podemos
considerar:

1 1f
Ejemplo 1.8.6 Sea C= 1 -10 Como C* = {dOR?/d, - d, = 0} (ver Figura

ST

1.8) entonces E” = F,UF,.

v

Figura 1.8
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1.9 Cotas parael VP

En esta seccién introduciremos, de forma novedosa, las nociones de cotas y
supremos eficientes de una funcién vectorial z(x) sobre un determinado

dominio X, como una generalizacion de sus contrapartidas escalares.
Podemos obtener asi propiedades y resultados interesantes que permiten
establecer una cierta relacion de polaridad entre el problema de
programacion multiobjetivo convexo (CVP) y el que surge en el calculo de
sus supremos. En particular, para el caso lineal, es posible derivar la
definicion de problema dual vectorial dada por Gale et al (ver [GIKT51]),
proporcionando de esta manera una justificacion geométrica de la misma.

Algunos de los resultados presentados han sido enunciados
especialmente para el caso débilmente eficiente por ser especificos del
mismo o0 no constituir extensiones triviales de sus homélogos para el caso
eficiente.

Sea P el VP problema max{z(x)/x0X}. Con el fin de proporcionar

una teoria lo mas general posible admitiremos que, a menos que se diga lo
contrario, X puede ser no cerrado, no convexo e, incluso, no conexo.

Es posible extender de diversas maneras la nocion existente para el
caso escalar de cota de un conjunto. Una posibilidad admisible vy,
aparentemente no explotada, es la siguiente:

Definicion 1.9.1 a OR* se dice que es una cota (débilmente) eficiente de z(x)

sobre X o, simplemente, una cota (débilmente) eficiente de P si, y sélo si,
OxOX tal que z(X)za (z(x)>a).

Al conjunto de cotas (débilmente) eficientes de P lo denotaremos por

B(P) (WB(P)).

Existen otras definiciones posibles a la aqui dada. Por ejemplo, en
[SWNTB85] (p. 202) se presenta la dada por Brumelle ([Br81]) en la siguiente
forma: a OR* es una cota superior para un conjunto Y OR*, si a2y para
cualquier yOY. De esta forma, resulta claro que el concepto de cota
eficiente proporcionado en esta memoria generaliza la definicion de
Brumelle.

Con el fin de no perder la intuicibn geométrica consideremos el
siguiente ejemplo:
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Zon

Figura 1.9

Ejemplo 1.9.2 Supongamos que z(X) = {ZD R’/z <1z sl} (ver Figura 1.9).
Entonces B(P) = {zOR*/z>1 U {zOR/z >3 U {@ 1} y we(P) =

{zDRzlzlzl} U {ZDR2/2221}.
°

En general, B(P) no es ni cerrado ni convexo (incluso aunque z(X) si
lo sea) como pone de manifiesto el Ejemplo 1.9.2.

Sin embargo, aunque V\/B(P) también puede ser no convexo (Ejemplo
1.9.2), si podemos garantizar que es cerrado:

Proposicién 1.9.3 WB(P) es cerrado.

Demostracion. Supongamos que a', a?,... es una sucesion de elementos de
WB(P) que converge a cierto a’. Tenemos que probar que a” OWB(P).
Supongamos por reduccion al absurdo que a’ DWB(P) 0 oOxoX,
z=2(X)>a". Como lim__a“=a" O Ok,0ON, Ok=k,, a“<z O Okzxk,,

a*OWB(P) O #, luego a” OWB(P).
|

El siguiente resultado indica que cualquier cota eficiente también es
una cota eficiente débil.

Proposicién 1.9.4 B(P) OWB(P).
Demostracién. Sea a OB(P) O DOxOX, z(x)2a O DOxOX, z(x)>a O
a OWB(P).

n
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Por otra parte, las soluciones no dominadas de z(X) son también
cotas eficientes de P.

Proposicion 1.9.5 z(E”)0 B(P).
Demostracion. Sea zOz[E®) O OxOE®, z(X)=z0 DxOX, zx)zz O
z0OB(P).
]
En realidad ocurre que:

Corolario 1.9.6 z(E?)=B(P)N z(X).
Luego, al igual que ocurre en el caso escalar tenemos que:

Corolario 1.9.7 Si P es acotado entonces B(P)# [ .

Los puntos dominados de z(X) no pueden ser cotas eficientes de P.
Efectivamente, sea A, = R* -{¢ .

Proposicion 1.9.8 Oa 0z(E®)+ A% entonces a 0B(P).
Demostracion. Sea @ 0z[E")+A, O 0zOzEP), 0dOA, a=z+d O
0z02E?), zza O aOB(P).

]

Para el caso débil podemos escribir:
Proposicion 1.9.9 zWE®)=WB(P)N z(X).
Corolario 1.9.10 Si P es débilmente acotado entonces WB(P)# [ .
Proposicion 1.9.11 Oa O z\WEP )+ R*. entonces a OWB(P).

Lamentablemente, en contra de lo que sucede en el caso escalar,
puede ocurrir que P sea no (débilmente) acotado y B(P)z O (WB(P)# ).
; — 1 O .
Ejemplo 1.9.12 Sea P=max§x1,x2)/x2+530% (ver Figura 1.10 para la

representacién grafica de la region factible). Entonces B(P) = WB(P) =
laOR?/a, =0}y EP=WE" =00
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X
A\ X
-1
X
Figura 1.10
Incluso si P es un LVP, puede ocurrir que P sea no acotado
yB(P)z 0.

Ejemplo 1.9.13 Consideremos el MOLP P = max{(x,, x,)/x, <1 xOJR2} (Ver

la Figura 1.11 para ver la representacion grafica de su region objetivo).
Evidentemente, z(X)# 0, E” =0 y, no obstante, B(P) = {a OR?/a, >3 210

v

AN

Figura 1.11

Sin embargo, si se verifica que:
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Teorema 1.9.14 Si P es un LVP formulado segun (1.5), con X#0O vy
WB(P)# O, entonces P es débilmente acotado.

Demostraciéon. WB(P)z0 O Oa ORY, el sistema Ax=b, x= 0, Cx>a, no
tiene solucion. Como X #0O, por el Corolario 1.7.5 - Uu'A-A'C=0,
Ma=u'b, A=0, tiene solucion O COAOR‘-{3, P, y D, son factibles [

OAOR {3, P, esacotado O WE" #0 O P es débilmente acotado.
m

Una condicion suficiente para que un VP no tenga cotas eficientes es
la siguiente:

Proposicién 1.9.15 Sea z(X)# 0. Si d >0 es una direccién de recesion de
z(X) entonces B(P)=0.
Demostracion. Sea z0z(X). DaOR* O OAOR,, Z = z+AdOz(X), Z2a
0D a0B(P) O B(P)=D.

]

Intuitivamente resulta claro que cuanto mas ajustadas sean las cotas
superiores tanto mas utiles seran. Por tal motivo estamos interesados en
aquellas cotas superiores que sean minimales. Una propuesta interesante
viene a continuacion:

Definicién 1.9.16 A los elementos de B(P) (WB(P)) no (débilmente)

dominados segun el criterio minimizar, es decir, a las soluciones (debilmente)
eficientes del problema min{a /a 0B(P} (min{fa/a OWB(P}), se les denomina

supremos (débilmente) eficientes de P.

Al conjunto de todos los supremos (débilmente) eficientes de P lo
denotaremos por S(P) (WS(P)).

Debemos hacer notar que la palabra supremo también ha sido usada
previamente en la literatura pero, hasta donde sabemos, con diferentes
significados al empleado por nosotros. A modo de ejemplo, el concepto de
supremo de Brumelle ([Br81], p. 160) se identific6 con la menor cota
superior, es decir, @ OR* es un supremo para un conjunto Y OR* si @ es
una cota superior (en el sentido de Brumelle) y o <a para cualquier otra

cota a de Y. Resulta claro que este concepto de supremo coincide,
esencialmente, con el supremo componente a componente (en un sentido
escalar) de Y y que sélo hay un unico supremo de Y. En particular, la
propuesta de supremo eficiente hecha en la Definicién 1.9.16 generaliza la
dada por Brumelle.
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Siguiendo con nuestro desarrollo tedrico debemos observar que la
circunstancia de que un VP tenga cotas eficientes no constituye ninguna
garantia para la existencia de supremos (aunque si es una condicion
necesaria) como ponen de manifiesto los siguientes dos ejemplos:

Ejemplo 1.9.17 En el caso del Ejemplo 1.9.12, S(P)=0 y WS(P) =

{xOR?/x, =0}. Obsérvese que B(P)# O vy, sin embargo, S(P)=0 .
°

Ejemplo 1.9.18 Para el caso trivial de X =0 entonces B(P)=WB(P)=R* O
s(P) =ws(P) = 0.
°

En general, el calculo de S(P) o WS(P) es una tarea complicada pues
no se suele tener una descripcion adecuada de B(P) o WB(P). Sin embargo,
es posible afirmar que cualquier solucién no dominada de P es un supremo.

Teorema 1.9.19 z(E”)0 S(P).
Demostracion. Sea z0z[E") O z
absurdo que zOS(P) O 0z0B(P), 2
O # Luego zOS(P).

0B(P). Supongamos por reduccién al
<z 0 OxOX, z=2z(x)=22 0 20B(P)

Nuevamente, conforme al sentido escalar de los términos, es
inmediato que:

Corolario 1.9.20 Si P es acotado entonces S(P)# [ .

El reciproco, en general, no es cierto. Puede ocurrir que S(P)z0 vy
gue P no sea acotado. Efectivamente:

Ejemplo 1.9.21 Supongamos que z(X) = {(z.2z)0R?*/(zz, =12 <0)}
U{(z.2)0R?/(zz,< -1,z >0)} (ver Figura 1.12 para su repesentacion
gréfica). En este caso, B(P) = R?, S(P)={(0, 0} y EP=0.
°
Por un razonamiento analogo,

Teorema 1.9.22 z(WE”)OWS(P).

Corolario 1.9.23 Si P es débilmente acotado entonces WS(P)# [ .
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Vv N

Figura 1.12

Notese que puede darse el caso de que WS(P);tD y P no sea
débilmente acotado. Efectivamente, en el Ejemplo 1.9.21, se tiene que
WE" =0, WB(P) = Ry WS(P) ={(0, a)/aOR} U {la, 0)/aOR}.

Es posible dar una condicion muy similar a la enunciada en la
Proposicion 1.9.15, pero relativa a los supremos de un VP. Para ver esto
daremos un resultado auxiliar. Sea g un vector con todas sus componentes

nulas, salvo la i-ésima con valor 1.

Proposicién 1.9.24 Si zOS(P) entonces 03 >0 tal que Oc¢OR,,, £<3,
0202(X), 22z-¢ee, OO {1, ..., K .
Demostracion. Sea i O{1, ..., K . Supongamos por reduccién al absurdo que
06>0, UeOR,,, £€<J, D202zX), 227=z-e¢ O ZOB(P), Z<z O
zos(P) O #.

m

Proposicién 1.9.25 Sea z(X)zO. Si dOR‘-{3 es una direccién de
recesion de z(X) entonces S(P)=1.
Demostracion. Sea i D{l, k} tal que d, >0. Supongamos por reduccion al
absurdo que 0z S(P). Por la Proposicién 1.9.24 0 15 >0 tal que DeOR,, ,
<0, 0202(X), 22z-ee O OAOR,, Z = 2+Ad0Z(X), Z=2z O #, pues
z0OB(P).

n
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A continuacién pretendemos estudiar cuando podemos garantizar que
S(P) O z(X ). Primero necesitamos ciertos resultados previos:

Es inmediato que:

Lema 1.9.26 Sean aOR‘ y G, = {zOR“/zza} el ortante no negativo
desplazado a a. Entonces G, es cerrado, convexo y su conjunto de
direcciones de recesion es RE.

Corolario 1.9.27 Si S(P)z0 entonces DaOR*, z(X) y G, no tienen

direcciones de recesién comunes.
Demostracion. Directa sin mas que aplicar la Proposicion 1.9.25y el Lema

1.9.26.
|

Proposicién 1.9.28 Sea H O R* un hiperplano dado por {ZD R"/atz:,B}.
Entonces, si HNG, =0 entonces a tiene todas sus componentes del mismo
signo.
Demostracion. Supongamos por reducciéon al absurdo que podemos
particionar {1, k} en dos subconjuntos, | y J talesque a, 20y a, <0. Es
claro que podemos encontrar un vector d OR¥, con la propiedad d'a =0 O
d es una direccion de recesién de H. Luego, dado zOH 0O OAOR, tal que
Z=2+Ad0OH yz=2z0O HNG, #0, absurdo.

[ |

Ahora ya estamos en condiciones de probar uno de los resultados mas
importantes en esta seccion.

Teorema 1.9.29 Sea z(X)# O cerrado y convexo. Entonces S(P) 0 z(X).
Demostracion. Sea ZDS(P). Supongamos por reduccion al absurdo que
207(X). Sea G, = {zOR*/z22z}. como zOB(P) y zOz(X) O G,NzX)=0.
Ahora, aplicando [Rc70], Corollary 11.4.1 0 H = {ZD Rk/atzzﬁ} separa
fuertemente a z(X) y G,, es decir, dado B = {zD R /|z|sl} la bola euclidea
unitaria, entonces DeOR,,, a'z<p, 0zOz(X)+eB, a'z>p, 0zOG, +€B
([Rckf70], p. 95). Como el hiperplano H no intersecta a G,, por la
Proposicion 1.9.28 0 a tiene todas sus componentes del mismo signo. Como
a'z>p, 0z0OG,+eB 0 aOR‘. Sean iO{l, ..k y yOR,, y<e O Z =
Z-w 0G,+eB0 a'Z>pB, Z<z. Supongamos por reduccion al absurdo
OxOX, z(x)2Z 0 a'z(x)za'Z>p O #, luego, ZOB(P). Como Z<z O
z0OS(P) O #. Por tanto, zOz(X).

[
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Es interesante observar que las hipotesis anteriores no se pueden
relajar, pues:

1) si eliminamos la convexidad, utilizando el Ejemplo 1.9.21, vemos que
00S(P) y, sin embargo, 00 z(X).

(i) si no imponemos que z(X) sea cerrado podemos considerar el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.9.30 Supongamos que z(X) = {zOR*/a'z<pB} (ver su
representacion gréfica en la Figura 1.13). Evidentemente z(X) no es cerrado

(en realidad es abierto) y S(P) = {zOR?/a'z=8} 1 z(X).
°

z, A

Figura 1.13

El teorema anterior no es cierto para el caso débil, es decir, aunque
z(X) sea cerrado y convexo, no se puede garantizar que WS(P)O z(X).

Efectivamente:

Ejemplo 1.9.31 Utilizando el Ejemplo 1.9.13, es claro que z(X) es cerrado y
convexo. Ademas WB(P) = {aOR?/a,=1}, WS(P) = {aOR’/a,=1 vy,

evidentemente, WS(P) i1 z(X).
°

Corolario 1.9.32 Sea z(X)# O cerrado y convexo. Entonces S(P)0 z(EP).
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Demostracién. Sea zS(P). Por el Teorema 1.9.29 0 0OxOX, z(x)=z,
z0B(P) O zOz[EP).

Corolario 1.9.33 Si P es un CMP entonces S(P)= z(E”).
Demostracion. Aplicar Teorema 1.9.19 y Corolario 1.9.32.

Corolario 1.9.34 Si P es un LVP entonces S(P)= z(E?).
Demostracién. Si P es un LVP O z(X) cerrado y convexo. Ahora basta

utilizar Corolario 1.9.33.
[

El resultado anterior es de gran importancia pues permite establecer
una relacion de dualidad para el caso lineal, en el sentido de que calcular las
soluciones no dominadas de P es equivalente a resolver D =
minfa/a OB(P}, es decir, 2zEP)=E®. Ahora bien, B(P) =
{a OR*/Ax=b,x=0,Cx=a,no tienesolucic’)r} . Teniendo en cuenta que
Z(EP)=E® y aplicando el Corolario 1.7.3, podemos concluir que D =
min{a OR*/Uu'A=A'C,u'b< A'a,ud0R™, A0 RL}. Como en realidad, ésta es la
formulacion de problema dual para el LVP propuesta por Gale-KuhnTucker
([GIKT51]), hemos obtenido una justificacion de fuerte caracter geométrico

para tal definicion. En el capitulo 3 se realizara un estudio en profundidad
sobre la dualidad en programacion vectorial lineal.

Nos hacemos ahora la pregunta de si serd posible lograr una
extension de los razonamientos dados anteriormente al caso débil.

Para el caso débil, en general, no se verifica que WS(P) O z(WE®),
incluso aunque z(X) fuese cerrado y convexo, o aun en el extremo de que
fuese un poliedro. Para ello basta observar en el Ejemplo 1.9.13 que V\/B(P) =
laOR /0, =1}, ws(P) = {a OR? /0, =1} y Ws(P) 1 z(X).

Consideremos el siguiente resultado preliminar:

Proposicién 1.9.35 Sean Y subconjunto de R* no vacio, cerrado y convexo y
H O R“ un hiperplano dado por {zD R"/atz:B}. SiY=Y+R‘'y HNY =0
entonces a tiene todas sus componentes del mismo signo.

Demostracion. Supongamos por reducciéon al absurdo que podemos
particionar {1, k} , €n 2 subconjuntos no vacios, | y J tales que a, 20y

a, <0. Es claro que podemos obtener un vector d OR“. que verifique d'a =0
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0 d es unadireccion de recesion de H. Asi,dado zOY y zOH O DAOR,
talque Z = z+AdOH y z<z 0O zOY O HAOAY=zO O #.
[

A continuacion damos la formulacién correspondiente del Teorema
1.9.29 para el caso débil.

Teorema 1.9.36 Sea z(X)# 0O, cerrado y convexo. Si z(X) = z(X)+R"
entonces WS(P) O z(X).
Demostracion. Sea ZDWS(P). Supongamos por reduccion al absurdo que
z0z(X). Por el teorema de hiperplanos de separacién existe un hiperplano
H = {zD R"/a‘z:,B} tal que a'z<p, OzOzX) y a'z>p. Como,
HNz(X)=0 y z(X) = z(X)+R, por la Proposicién 1.9.35 0 a tiene todas
sus componentes del mismo signo. Ahora, teniendo en cuenta que a'z< 3,
0zOz(X) O aOR‘. Sean yOR,y Z = Z-je talesque a'Z>8 0 Z<z.
Supongamos por reduccion al absurdo que OxOX, z(x)> z O
a'z(x)>a'z>B O #, luego ZOWB(P). Por dltimo, dado que Z<z [
z0OS(P) O #, luego zOz(X).

m

Corolario 1.9.37 Sea z(X)# 0O, cerrado y convexo con z(X) = z(X)+R.
Entonces WS(P) 0 z\WE? ).
Demostracion. Sea zOWS(P). Por el Teorema 1.9.36 0 OxOX, z(x)=z,
zOWB(P) O zOzWEP).

n

Corolario 1.9.38 Si z(X)#0, cerrado y convexo con z(X) = z(X)+R"
entonces WS(P) = z\WEP).
Demostraciéon. Consecuencia inmediata del Teorema 1.9.22 y el Corolario

1.9.37.
|

Ahora ya son claros los siguientes resultados:

Corolario 1.9.39 Si P es un CVP con z(X) = z(X)+R* entonces

WS(P) = z(We”).

Corolario 1.9.40 Si P es un LVP con z(X) = z(X)+R* entonces

WS(P) = z(We”).
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1.10 Relajacion de un VP

En este apartado introducimos el concepto de relajaciéon de un VP y se
analizan algunas de las particularizaciones més importantes del mismo.
Nuevamente, con la intencion de proporcionar una teoria lo mas general
posible supondremos, a menos que se diga lo contrario, la region factible tan
arbitraria como queramos (no cerrada, no convexa, no conexa, ...).

Sean P' y P?, respectivamente, los problemas max{zl(x)/xD Xl} y
max{zz(x)/xD X2},

La siguiente definicibn es wuna posible generalizacion del
correspondiente concepto escalar:

Definicion 1.10.1 Se dice que P? es una relajacion de P' o que P’
constituye una restriccion de P? si se cumple: i) X' 0 X? y ii) z'(x)s Z%(x),
OxOX* .

La importancia del problema relajado P? viene dada, entre otras
cosas, porque zZ(EPZ) proporciona cotas para P'. Efectivamente:

Proposicién 1.10.2 zz(EPZ)D B(Pl).
Demostracion. Sea XOE” . Supongamos por reduccion al absurdo que
oxOX, Z2(X)=22(x) 0 Z2(K)=22(x) O XOE” O # luego DKOX?,
2(%)z 2(x) O 2(x)0B(P).

[

Una importante clase de relajaciones de P' la constituyen aquellas
que cumplen que Zz'(x)=Zz?(x)=z(x), OxOX*. Consideremos a partir de
ahora este caso y analicémoslo con detenimiento.

Para esta clase de relajaciones se tiene:

Proposiciéon 1.10.3 EX N X'OE™.
Demostracion. Sea XOE™ N X*. Supongamos por reduccion al absurdo que

XxOEP O OxOX'0X?, z(X)=2z(x) O XOE™ O # luego XOE.
|

Proposicién 1.10.4 EP OE".
Demostracion. Sea XJE” 0 O%OX'0X?, z(X)=22z(X) O XxOE™.
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Notese que:

(i)  Si xOE™, no necesariamente x OE .

(i) Si xOE®, xOX! no necesariamente, xOE". Efectivamente,
consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.10.5 Sean X' = {xOR?/x <1 x, <1}, X* = {xOR?/x, <1}, P* =
max{x/xD Xl} y P? = max{x/xD Xz}. Ver Figura 1.14 y Figura 1.15 para la
representacion grafica de las regiones factibles. Evidentemente, X' 0O XZ.
Ademas, es claro que {(, 1} OE” y {, 1} OE™ (en realidad, E” = {@1, 1}
y E” =0).

°

X, A X, A

xl X2

Figura 1.14 Figura 1.15

Proposicién 1.10.61 Supongamos que P* y P? son LVP's y que X*'z0O.
Entonces, si EP #0 se verificaque E” #0.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que EF=0 O
OX R, P' es no acotado. Como Oz X'O0Xfl OX RS, P’ es no

acotado 0 EP =0 O # luego E” #0.
|

Si adoptamos la perspectiva de que P? es el problema original y P!
una determinada restriccién del primero, se obtienen una serie de casos
interesantes:

! En [St86], Theorem 9.31, p. 228, se da una particularizacion de este resultado.
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1.10.1 Imposicion de Niveles a las Funciones Objetivo

Sean a OR* y X'={xOX2/z(x)za}0 X2. Bajo estas circunstancias, si se
cumple que las soluciones eficientes del problema restringido son eficientes
en el problema original. Efectivamente:

Proposicién 1.10.7 E” OE® .

Demostracion. Sea X OE” y supongamos, por reduccion al absurdo, que
X OE®" . Entonces, OXJ X2, z(X)2 z(X)za O XOE" O # luego XOE™ vy,
por tanto, EP OE"™.

n
En concreto:
Corolario 1.10.8 EP = EP N X .
Demostracién. EP = EP NX! 0 EX NX' O E”.
n

Los resultados anteriores son de gran importancia en programacion
vectorial pues nos indican que la restriccion del rango de valores de las
funciones objetivo mediante la introduccion de cotas inferiores permite
contraer la region eficiente original. De esta manera, es posible localizar la
aplicacion de los métodos generadores de soluciones eficientes a areas de
interés especifico, reduciendo el esfuerzo computacional y la posibilidad de
saturacion del DM.

Notese que para el caso general puede ocurrir que EP =0 aunque
EF 20y X'20.

Ejemplo 1.10.9 Sea P? = max{x/xD X2} donde @ y XZestan representados

en la Figura 1.16. Entonces es claro que X'z 0, E” ={} y E” =0.
°

Como especializaciones mas comunes de la region factible X'
tenemos:

() x'={xOx2/z(x)za,} para algin iDfL,..,4 (acotaciones
individualizadas de alguna funcién objetivo).

(i)  Cuando tomamos a = Z = z(i) para un cierto X X?, entonces X' =
{xox2/z(x)2z} 0 X2. El problema P' asi definido es de gran

importancia en programacion vectorial lineal y entera como
comprobaremos mas adelante.
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X, A

x|

XZ

Figura 1.16

El siguiente resultado indica que el LVP es N-acotado (ver Definicién
1.2.15).

Corolario 1.10.10 ([St86], Theorem 9.32) Sea P un LVP con EPz0.
Entonces, 0XxJ X, xOEF o, OKO E” tal que z(X) = z(X).

Demostracion. Si E° = X ya estaria. En caso contrario, sea XOXNEP.
Haciendo que P desempefie el papel de P?, sea X' =
{xOX/zxe zx} OX.Como X*#0 y EP#0, por la Proposicién 1.10.6

O EP #0. Ademas (Proposicion 1.10.7), EX OE” O O3 E®, z(X) = z(X)

O O3 EP, z(X) = z(X).
|

Aplicando un razonamiento similar:

Corolariol.10.11 Sea P un LVP con WE" # . Entonces, 0xJ X, xOWE"
o, OXOWE", z(X) > z(X).

1.10.2 Cortes Mediante Hiperplanos Arbitrarios

La idea de aplicar cortes arbitrarios (no necesariamente relacionados con las
funciones objetivo) a la region factible, con la intencion de descartar
soluciones, resulta muy sugerente desde un punto de vista algoritmico. Por
desgracia, bajo estas circunstancias es dificil obtener resultados de utilidad
entre los problemas original y restringido. Aqui analizaremos algunas
interesantes propiedades que surgen bajo hipoétesis de linealidad.
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Sean aOR*, BOR, X? poliedro, Xlz{xﬂlea‘xzﬁ}ﬂ X%y
z(x) = Cx.

Teorema 1.10.12 ([EcSn94], Theorem 4.2) OXOE™ tal que a'x>p
entonces X JE™ .

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que xOE” O
OKROX?, Ck=Cx O C(x-x)=0. Como XOE™ O &OX' O a'k<B<a'x
0 Oe>0, x = (l-&g)x+&k = x+&(Xk-X)OX* O Cx = Cx+£C(X-%) =2 Cx O

#, pues X OE” . Luego, XOE™ .
[

Sea F :{XDXZIG‘X:B} la cara generada (o inducida) por el
hiperplano H = {XD R"/a'x = [3}.

Teorema 1.10.13 ([EcSn94], Theorem 4.3) Si a'd <0, 0dOC* -{G entonces
F OE".
Demostracién. Supongamos por reduccién al absurdo que OXOF , X[ EF
0 a'x=pg, OXOX!, Ck=2CX.Sea d=%-%20 0 dOC*-{3. Ademas a'd
=a'(k-%X) 2 B-B =00 #luego F O E”.

[ ]

Sea P el LVP max{Cx/xOX} y H = {xOR"/a'x= g} un hiperplano
soporte de X . En tal caso, F :{xD X/la'x= [3} es una cara de X y podemos

suponer, sin pérdida de generalidad, que X D{xD R"/a'x> ,B}. Dada esta
situacion, el resultado anterior se particulariza en:

Corolario 1.10.14 Si a'd <0, 0dOJC* -{¢ entonces F O E".

Veamos cémo se puede comprobar la condicién a'd <0, O0dOC*-{G .
Una posibilidad consiste en:

Teorema 1.10.15 a'd<0, 0OdOC*-{3 si, y solo si, el problema
max{a'd/Cd -s=0,e's21,520}<0.
Demostracion. a'd<0, 0dOC*-{¢ - mada'd/doc-{3}<0 -
max{atd/Cd—s:O,ets>O,sg(}<0 ~ max{a'd/Cd-s=0,e's21520}<0.

m






Capitulo 2

Caracterizaciones de Caras
Eficientes

2.1 Introduccidn

La caracterizacién adecuada de la eficiencia para los vértices, las aristas vy,
en general, las caras de dimension arbitraria de un LVP, juega un papel
fundamental en el desarrollo de los algoritmos de optimizacién vectorial. Sin
embargo, el problema de la degeneracion complica bastante tal analisis de
eficiencia, dandose la circunstancia de que, en este supuesto, para las caras
de dimension mayor que uno, existe un notable vacio en la literatura (como
excepcion tenemos que destacar el trabajo de Murty, [Mr85]).

Por otra parte, al analizar la bibliografia disponible hemos observado
una gran dispersion de resultados, en ocasiones no exentos de errores, y
desprovistos de un marco comun que los integre de forma arménica. Todo
ello nos animé a centrar parte de nuestra investigacibn en este
interesantisimo tema, con el fin de ofrecer un tratamiento coherente del
mismo, que posibilitase la obtencion de nuevos resultados. En este sentido,
nuestra aportacion estd recogida en el presente capitulo, cuyos primeros
apartados (2.2, 2.3 y 2.4) tienen un caracter general y estan relacionados con
la programacion lineal escalar, abordando tépicos de especial relevancia y
utilidad que, por lo comun, son insuficientemente tratados en los manuales
y libros de texto a los que hemos tenido acceso.

Concretamente, en la seccion 2.2 se analiza el fenbmeno de la
degeneracion, a menudo causa de errores y malentendidos y siempre fuente
de dificultades. Merece destacar la distincibn que hacemos entre la
degeneracion (geométrica) del poliedro y la degeneracion (algebraica) de la
correspondiente representacion lineal utilizada. Adicionalmente, también
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enunciamos los resultados mas relevantes que acontecen cuando se
especifica un vértice a través de una base.

Como nuestra capacidad para obtener caracterizaciones acerca de la
eficiencia de las caras de un poliedro esta altamente influenciada por el
mecanismo utilizado para describirlas, enunciamos, en el apartado 2.3, las
alternativas mas utiles que conocemos. De esta manera, introducimos el
concepto de descriptor de una cara (Definicion 2.3.5), basado en la
especificacion de las desigualdades activas que presenta. Esta idea clasica es
posible (y deseable) refinarla con el propésito de que cualquier cara,
independientemente de su degeneracion o no, tenga asociado un Unico
descriptor. Surge asi el concepto de descriptor maximal el cual presentamos
en la Definicion 2.3.11. La importancia de utilizar un descriptor maximal
para representar una cara se fundamenta en el hecho de que hace inmediata
la especificacion de su interior relativo (Proposicion 2.3.19). Habiéndonos
dotado de esta herramienta, desarrollamos una teoria completa para la
misma, distinguiendo especificamente los casos correspondientes a caras
incidentes en un vértice no degenerado y degenerado, respectivamente.
Merecen ser destacados los practicos tests proporcionados para comprobar la
maximalidad de un descriptor (Corolarios 2.3.15y 2.3.33).

Una cuestion fascinante, e intimamente relacionada con los tests de
eficiencia, es la caracterizacion adecuada del conjunto de todas las
soluciones oOptimas de un programa escalar lineal. Sin embargo, estamos
acostumbrados, debido al tratamiento habitual que ha padecido este tema, a
gue cuando se resuelve un programa escalar nos quedemos con el primer
vértice Optimo encontrado, sin preguntarnos nada acerca de los posibles
maximos alternativos. Aunque esta actitud se puede justificar parcialmente
con un razonamiento del tipo “todas las soluciones éptimas tienen un mismo
valor objetivo”, lo cierto es que no es trivial lograr descripciones adecuadas
de tales conjuntos. La seccion 2.4 refleja un enérgico intento por nuestra
parte para paliar esta situacion, aglutinando y desarrollando ideas de
interés. Nos sentimos especialmente satisfechos de las caracterizaciones
dadas en optimalidad total, a través de descriptores maximales, para caras
incidentes en un vértice degenerado (Teoremas 2.4.19 y 2.4.20) y del
resultado enunciado en el Teorema 2.4.25 acerca de la relacion existente
entre una cara oOptima y la correspondiente relajacion que resulta al
suprimir de la representacion del poliedro las desigualdades inactivas de la
cara.

Tras estos resultados preliminares, el material de las secciones 2.5 a
la 2.9 trata, especificamente, la cuestion de la determinacion de la eficiencia
de una cara.

De esta forma, el apartado 2.5 estd dedicado a las caras dadas a
través de envolventes convexas de puntos. Los resultados expuestos bajo
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este epigrafe son ampliamente conocidos y tienen interés por la evidencia
geométrica que proporcionan.

La seccién 2.6 trata uno de los tdpicos que quizéds haya recibido mas
atencion, a lo largo del tiempo, en la teoria del LVP. Estamos hablando de la
caracterizacion de vértices eficientes. En 1973, Evans y Steuer publicaron
un articulo magnifico, en el que exponian con notable elegancia un buen
numero de condiciones necesarias y suficientes para determinar la eficiencia
de un vértice, habiendo tenido en cuenta, incluso, el caso degenerado. Aqui,
aparte de los resultados de Evans y Steuer, hemos integrado algunos
enunciados por Phillip ([Ph72], [Ph77]) y por Isermann ([Is77a]).

La seccion 2.7 esta dedicada a la caracterizacion de la eficiencia de
aristas incidentes en un vértice conocido. Este era un trabajo pendiente a
mitad de los afios 70 del que tomaron buena nota Ecker y Kouada, quienes
en un articulo sobresaliente ([EcKd78]), pusieron las cosas en su sitio. La
disposicion de estos tests, tanto para el caso no degenerado como para el
degenerado, dejo el terreno preparado para el siguiente gran desafio: la
caracterizacion de caras arbitrarias incidentes en un vértice conocido.

Aunque diversos autores (Ecker, Hegner, Kouada, Isermann, Murty,
....) han proporcionado, con mayor o menor éxito, tests para comprobar la
eficiencia de una cara, supuesta su incidencia en un vértice dado, la
complejidad del tema es de tal envergadura (principalmente debida al
fenomeno de la degeneracion) y la cantidad de ideas y recursos que se
pueden utilizar tan grande, que el campo no esta en absoluto agotado. En
este sentido, extendiendo las ideas de los dos apartados anteriores, hemos
realizado dos desarrollos tedricos novedosos, ambos con un escrupuloso
tratamiento del caso degenerado, que nos han proporcionado un ndmero
considerable de condiciones eficaces, que garantizan la eficiencia de una
cara. Para nosotros resultan muy gratificantes, entre otros, los Corolarios
2.8.2, 2.8.3 y 2.8.20, para el caso no degenerado, y los Corolarios 2.8.23,
2.8.25, 2.8.35y 2.8.42, para el caso degenerado.

Cuando no se conoce explicitamente ninguno de los vértices en los que
incide la cara (hecho que puede presentarse dependiendo de la metodologia
de resolucion empleada), las herramientas desarrolladas en la seccién 2.8 no
tienen utilidad. En el apartado 2.9 investigamos esta variante. Para ello se
partid de los resultados obtenidos por Yu y Zeleny ([YuZl75]), para poliedros
dados en forma de sistemas de desigualdades, y se dedujo un nuevo test
(Corolario 2.9.5) mediante la aplicacién del Teorema de la Alternativa de
Tucker. Después de reescribir este resultado para poliedros en forma
estandar (Corolario 2.9.9), observamos con entusiasmo que, cuando las
condiciones se particularizaban para puntos arbitrarios (no necesariamente
vértices), se obtenian, ademas de ciertos tests clasicos enunciados por Evans
y Steuer, algun otro nuevo (Corolario 2.9.13).
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Finalmente, la seccién 2.10 trata brevemente la nocién de region de
indiferencia, la cual, aunque directamente no proporciona caracterizaciones
de eficiencia para caras, si permite asociar a cada cara eficiente un conjunto
preciso de identificadores. Esta idea ha sido utilizada, entre otros, por Gal
([Gal77]).

2.2 Consideraciones sobre Degeneracion

La degeneracion es un fendmeno bastante frecuente en la préactica y fuente
de numerosos problemas en programacion lineal ([Hd62], p. 174), entre los
gue podemos destacar el ciclado (cycling) y el estancamiento en el valor
objetivo (stalling). Sin embargo, existen también otras dificultades asociadas
al fendbmeno de la degeneracion, quizas menos conocidas y mas sutiles, como
el célculo de las caras incidentes en un veértice degenerado, que complican
extraordinariamente la programacion vectorial.

Los motivos anteriores son de suficiente peso para hacer, siquiera, un
breve repaso de conocimientos sobre este apasionante tema, no siempre bien
entendido.

Definicion 2.2.1 ([MrCh95], p. 28) Geométricamente, un punto extremo del
poliedro X es degenerado (no degenerado) si el numero de facetas incidentes
en él es estrictamente mayor (igual) que la dimensién del poliedro.

Definicion 2.2.2 ([MrCh95], p. 28) Un poliedro X se dice no degenerado
(degenerado) si cualquier (algun) punto extremo de X es no degenerado
(degenerado).

Ejemplo 2.2.3 El cubo unitario (ver Figura 2.1) es un poliedro no

degenerado pues en todos los vértices inciden exactamente 3 facetas.
[

Figura 2.1. Cubo Unitario
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Ejemplo 2.2.4 Consideremos la piramide dada en la Figura 2.2.
Evidentemente, se trata de un poliedro degenerado pues v es un Vértice

degenerado dado que inciden en él 4 facetas distintas.
[

Figura 2.2. Pirdmide

Dado un poliedro X O R", éste se puede describir algebraicamente
mediante diferentes sistemas de ecuaciones y desigualdades lineales. Cada
uno de estos sistemas de restricciones constituye una representacion (lineal)
del poliedro. Una representacion se dice minimal si dicha representacion
utiliza el menor namero de restricciones posible.

Definicion 2.2.5 ([Mr83], p. 171) Dada una restriccion de desigualdad y un
punto X que la satisfaga, diremos que la restriccion es activa en X si se da
con igualdad. En caso contrario se dice que es inactiva.

Definicion 2.2.6 ([Sc86], p. 99) Dada una representacion lineal de un
poliedro y una desigualdad de la misma. Diremos que dicha desigualdad es
una igualdad implicita si es activa para todos los puntos del poliedro.

Consideremos la representacion lineal del poliedro X dada por el
sistema:
XOR"/ Ax=b,x2 0} (2.1)
donde supondremos, sin pérdida de generalidad, que rang(A) =m.

Definicion 2.2.7 ([MrCh95], p. 29) Un punto extremo X de X es
algebraicamente degenerado (no degenerado) si el numero total de

restricciones activas en X es estrictamente mayor (igual) que n.
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En particular, si el nUmero de restricciones activas en X es mayor en
o unidades que la dimensién del espacio de variables n, X se dice que es
o -degenerado o degenerado de grado o .

Definicion 2.2.8 EI sistema (2.1) se dice no degenerado (degenerado) si
cualquier (algun) punto extremo de X es algebraicamente no degenerado
(degenerado).

Teorema 2.2.9 ([Mr83], p. 323) El sistema (2.1) es degenerado si, y s6lo si, b
se puede poner como la combinacién lineal de m-1 o0 menos columnas de A.

Teorema 2.2.10 ([MrCh95], p. 29) Si un poliedro es degenerado (no
degenerado) mediante la definicibn geométrica entonces cualquier
representacion minimal de éste sera degenerada (no degenerada).

Por otra parte:

Teorema 2.2.11 ([MrCh95], p. 29) Si la representacion lineal de un poliedro
es no degenerada entonces:

) El poliedro es no degenerado.

(i)  La representacidon no tiene igualdades implicitas.

Obsérvese que es posible que (ver Ejemplo 2.2.12):

1) No hayan igualdades implicitas en la representacion utilizada vy, sin
embargo, ésta sea degenerada.

(i)  Aunque la representacion lineal que describe el poliedro sea
degenerada, quizas éste no lo sea.

Ejemplo 2.2.12 Sea el poliedro X definido por el siguiente sistema de
desigualdades:

{xDRf/xl—xz2—L><1+x2s3,2x1—3x2sLxlsz}
y cuya representacion geomeétrica se da en la Figura 2.3. Es claro que la
descripcion lineal anterior no tiene igualdades implicitas y que es

degenerada, por ser X un Vvértice degenerado (el nimero de restricciones

activas en X es 3).
[
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X, A

Xl

Figura 2.3

Teorema 2.2.13 Sea X una s.f.b. no degenerada del sistema (2.1). Entonces,

(i)
(i)

(iii)
(iv)

(V)

()
(ii)
(iii)
(iv)

X tiene asociada una uUnica base.

Cualquier pivotacion que introduzca una variable no basica en la base
genera una arista incidente en X.

dim(X)=n-m ([Mr83], p. 138).

El nimero de aristas incidentes en X es igual a la dimension de X, es
decir, n—m.

Dado 1<r <n-m arbitrario, cualquier conjunto {el,...,er} de r aristas
de X incidentes en X define una cara r -dimensional F de X, con la
propiedad de que {el,...,e'} es, exactamente, el conjunto de aristas de

F incidentes en X ([MrCh95], p. 29).
Sea X una s.f.b. degenerada del sistema (2.1). Entonces,

X tiene asociada varias bases.

Para cualquier base asociada a X existen pivotaciones que no generan
aristas incidentes en X.

Puede ocurrir que dim(x)< n—m ([Mr85], p. 34).

El ndmero de aristas incidentes en X puede ser muy superior a la
dimension del poliedro (piénsese en una piramide de R® con multiples
caras).

Teorema 2.2.14 Cualquier poliedro degenerado tiene al menos un vértice en
el cual el nimero de aristas incidentes en él es estrictamente mayor que la
dimension del poliedro.

aristas de X incidentes en un mismo vértice degenerado X,

Dado un poliedro degenerado X y un conjunto {e1 er} de r (r=2)
p

uede que no
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haya ninguna cara de X que contenga, exactamente, a estas aristas.
Efectivamente:

Ejemplo 2.2.15 Si consideramos el poliedro dado en la Figura 2.4, es claro
que V' es un vértice degenerado y que no existe ninguna cara propia del
poliedro que contenga las aristas € = CVH{{!, v?})y & = cvH{{', v*})

simultaneamente.
°

V3

Figura 2.4

Cuando se tiene un poliedro definido por un sistema degenerado de
restricciones lineales (algo frecuente en la practica), ciertas técnicas de la
programacion vectorial se ven seriamente comprometidas, pues el calculo de
las aristas y caras de mayor dimension, eficientes e incidentes en un mismo
vértice, se vuelve especialmente confuso.

2.3 ldentificacion de las Caras de un Poliedro

En esta seccion enunciaremos algunas de las técnicas mas comunmente
utilizadas para la identificacion de las caras de un poliedro, haciéndose un
estudio riguroso de las propiedades asociadas a la especificacion a través de
desigualdades activas.

2.3.1 Caras Arbitrarias

Existen multiples formas de caracterizar una cara arbitraria de un poliedro
X . Unas tienen un caracter mas geométrico y otras un caracter mas
algebraico. Veamos algunas de ellas.
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El resultado siguiente es claramente geométrico y proporciona una
representacion explicita de la cara.

Teorema 2.3.1 Sean F, y F,, respectivamente, los puntos y direcciones
extremas de una cara arbitraria F de X. Entonces, F = CVH (Fxp) +
CNH(F,).

Obsérvese que, en general no es cierto que una combinacién convexa
de un conjunto arbitrario de puntos y direcciones extremas del poliedro sea
una cara del mismo.

Los caracterizaciones mas Utiles son algebraicas e identifican a la
cara de forma implicita.

Teorema 2.3.2 ([Sc86], p. 101) F #0 es una cara del poliedro X si, y solo
si, OdJ R" tal que F es el conjunto de soluciones 6ptimas del problema
escalar max{c‘x/xD X} :

Otra posible alternativa consiste en la especificacion de un hiperplano
soporte.

Teorema 2.3.3 Sean a OR" y BOR. Si a'x< B es una desigualdad soporte
para X, entonces F(a, B)={xOX/a'x B esunacarade X.Ademas, a

cualquier cara no vacia F de X se le puede asociar una desigualdad
soporte.

Por altimo, también podemos especificar una cara a través de un
conjunto de desigualdades activas.

Teorema 2.3.4 ([Sc86], p. 101) Dado J'0J={...n, F() =
{xDX/xi =0,0j DJ'} es una cara de X y cualquier cara F#0 de X se

puede expresar (no necesariamente de forma Unica) de esta manera.

En la préctica, el Teorema 2.3.4 proporciona una forma de expresar
las caras comoda y (algoritmicamente) conveniente. Efectivamente,

Definicion 2.3.5 J' 0 J es un descriptor para una cara F de X si, y sélo si,
F=F().

Es claro que J' 0 J es un descriptor para una cara F de X si, y solo
si, F(J') es una representacién de F .
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En este sentido, cualquier subconjunto J' 0 J se puede considerar un
descriptor (para la cara dada por F(J')).

Supongamos que X viene dado por el sistema (2.1). Evidentemente:
F(I) = {xOR /A%, =b, x, =0}

El siguiente ejemplo ilustrar geométricamente la nocion de descriptor
de una cara.

Ejemplo 2.3.6 Sea X el poliedro dado por {xD R/ =X, =0,X%, +X, :1} y
cuya representacion grafica aparece en la Figura 2.5. Evidentemente, X =
CVH({{x,%),donde X' =(0, 0, 1)y X =@, 1, 0), siendo dim(X)=1. Es claro
gue X es un poliedro no degenerado especificado a través de una
representacion lineal degenerada. Las caras de X quedan descritas de la

siguiente manera: F(J) =X, F({l}) - R - F3) - @) - B
F@3)=F(23)=rFL23)=

Figura 2.5

A continuaciéon vamos a estudiar una serie de propiedades asociadas a
la especificacion de una cara a través de un conjunto de desigualdades
activas.

Proposicion 2.3.7 ([Sy96], Remark 4) Sean J',J"J tales que J' O0J".
Entonces F(J') O F(3").

Demostraciéon.  J'0J" O F(Q) = {xOX/x=00j0Jf O
xOX/x =0,0j03"f = FQ3").
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Proposicion 2.3.8 Sean J',J"[0J tales que J #J" y supongamos que
ambos subconjuntos son descriptores de una misma cara F. Entonces
J'UJ" también es un descriptor de F.

Demostracion. Se trata de ver que F(J'UJ") = F.

IIDII

Como F = F(J') y J’0J'UJ", aplicando la Proposicién 2.3.7 O F(J'UJ")
0 F.

w g
Sea xOF(J') O XOX y X, =0. Como F(J') = F0") = F O %x,=0 O
X,y =0 0 XOF(3'UJ")

El siguiente resultado da una acotacion para el nUmero de caras de
una dimension dada.

Proposicién 2.3.9 ([Sy96], Remark 3) Sea r 1{0,...,n—n} . El namero de

) ) 3 ) n
caras r -dimensionales de X esta acotado superiormente por Ewr %
r

Proposicién 2.3.10 ([Sy96], Remark 2) Sean J',J" 0 J. Si [J'|<|3"| entonces
dim(F(3')) = dim(F (3")).

Definicion 2.3.11 J'0J es un descriptor maximal si, y so6lo si, 13" 0 J,
JoJ, FQ")=F(@).

Teorema 2.3.12 J'0J es un descriptor maximal si, y sélo si, OsO0J-J",
OXOF(3'), %, >0.
Demostracion.
Sk
Sean s0J-J'y J" = J'U{3 . Evidentemente, J’'0J" O F(J') OF(3").
Supongamos por reduccién al absurdo que OXOF(J), % =0 O F(J')
OF(") O F(3")=F(') O #, pues J' es un descriptor maximal.
Bk
Supongamos por reduccion al absurdo que J' no es un descriptor maximal
0 0J"0J, 303", F9")=F(J'). Entonces, dado sOJ"-J' O OXOF(J'),
%,=0 0 #

]

Corolario 2.3.13 J' 0 J es un descriptor maximal si, y sélo si, OXOF(J') tal
que X,_, >0.
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Demostracion. Basta aplicar el Teorema 2.3.12 y tener en cuenta la
convexidad de F(J').
[

Ejemplo 2.3.14 En el Ejemplo 2.3.6, J' = 0 es un descriptor maximal para
X pues OX' =(1/2, 1/2, 1/2)0X.
[

Corolario 2.3.15 J' 0 J es un descriptor maximal si, y solo si, el sistema
by-A"7x,_, =0, x,_, 2e, y=1 (2.2)

tiene solucion.

Demostracion. Basta tener en cuenta que la factibilidad de (2.2) es

equivalente a la factibilidad del sistema A’’x,, =b, x,, >0 y ahora

aplicar el Corolario 2.3.13.
[

El siguiente resultado también es directo.

Corolario 2.3.16 J' 0 J es un descriptor maximal si, y s6lo si, OsO0J-J",
max{x_/xOF(3'} >0.

El Corolario 2.3.16 muestra la estrecha relacion existente entre el
concepto de subconjunto de tipo 1 introducido por Murty ([Mr85], p. 37) y el
de descriptor maximal propuesto por nosotros.

Proposicion 2.3.17 Sean J',J"[0J descriptores maximales. Entonces,
también J" =J'(1J" es un descriptor maximal.

Demostracioén. Sea s0J-J" 0O sO0J-J o sO0J-J" oalos dos a la vez.
Supongamos que sOJ-J'.Como J"0J' O F(J') O F(J"). Ademas, J' es

un descriptor maximal O OXOF(3')0F@"), & >0.
m

Obseérvese que un subconjunto propio de un descriptor maximal puede
gue no sea un descriptor maximal. Efectivamente,

Ejemplo 2.3.18 Tomando nuevamente en consideracion el Ejemplo 2.3.6, J’
= {1 3 es un descriptor maximal pues Ox'=(0, 0, 1)0X . Sin embargo,
J'={ 0J no es maximal, pues basta tomar s=20J-1"={2,3 vy
comprobar que max{x, /xO0F(J"} =0.

°

El siguiente resultado nos permite describir algebraicamente el
interior relativo de una cara especificada a través de un descriptor maximal.
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Proposicion 2.3.19 J' 0 J es un descriptor maximal si, y solo si, FO(J') =
{xOx/Ix,_, >0 x,=¢ # O.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de [Zg98], Lemma 2.9.
[

Teorema 2.3.20 Toda cara F tiene un unico descriptor maximal asociado.
Demostracion. Por el Teorema 2.3.4 es claro que toda cara tiene asociado,
al menos, un descriptor maximal. Supongamos por reduccion al absurdo que
no es unico, es decir, 0J,J"0J, J' #J", descriptores maximales de F [
F = F(J') = F(3"). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
OsO0J'y sOJ".Si sO0J O x, =0, OxOF. Ahora bien, como sOJ" y J"

A

es un descriptor maximal O OXOF(3")=F, %, >0 O #.
m

2.3.2 Caras Incidentes en un Veértice

Cuando sabemos que una cara es incidente en un determinado vértice del
poliedro, su caracterizacion a través de desigualdades activas se puede
simplificar (mediante la acotacién de J') si conocemos una base asociada al
vértice. Esto resultara de gran utilidad para los algoritmos generadores de
soluciones eficientes basados en esquemas de pivotaciones sobre tablas del
simplex (ver capitulo 4).

Definicion 2.3.21 Una cara F O X se dice que es incidente en el vertice X si
XOF,.
xp

Sean X unas.fb.deX, J ={L...,}, B una base asociadaa x e Y =
B'N. Definimos J, = {j0J;% >0}, J, = {j03.%x =0y J, =
{j 0J,X, :0}. Cuando no haya lugar a dudas, y por simplificar la notacion,
denotaremosa J,, J, ¥y J, por P, D y Z, respectivamente.

J, ¥y J, son los conjuntos de indices asociados a las variables basicas
no degeneradas y degeneradas, respectivamente. Como, J; = J, U J, V¥
J-NJ, =0,si |J;|=p y |[Jp| =0 entonces p+o =m.

J, es el conjunto de indices asociados a las variables a nivel cero.
Evidentemente, J, = J, U J,.

El siguiente resultado no presenta dificultad.

Proposicién 2.3.22 Dado J' 0 J, la cara F(J') es incidente en el vertice X
si J'0J,.
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Dado el LVP, P = max{Cx/x0 X}, la tabla canénica de P asociada a
B, T(B), se escribe:

v.b. Xp X5 Xy | r-hs
Xp I, 0 Yo b,
Xo Ogp l Yo 0

Owp 0,xg R CPb,

Tabla candénica de P asociada a B

donde Y, (Y,) son las filas de Y correspondientes a variables basicas no
degeneradas (degeneradas) y R = C®B*N-C".

Es claro, utilizando esta notacion, que OxOX, X, = by, =YXy, X5 =
-Y,Xy, Y Cx = C"b, = Rx,,.

Teorema 2.3.23 Dada una base arbitraria B asociada a X, 0J' 0OJ, se
verifica que F(J') determina una Gnica cara de X incidente en X. Ademas,

cualquier cara F de X incidente en X tiene asociado al menos un descriptor
J'0J, paraalguna base B asociada a X .

Demostraciéon. Dado J'0J, es claro que F(J')OX, pues F(J') es la
interseccién de X con un ndamero finito de sus hiperplanos soporte.

Sea ahora F O X, . Por el Teorema 2.3.2 0 OcOR", F = S, donde Q es el
problema escalar max{c‘x/xD X}. Sea BOR™" una base asociada a X y
denotemos por r el correspondiente vector de costos reducidos. Entonces, S,

= {xD X 1'%, =0}. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, aplicando
la teoria de la programacion lineal escalar que r es no negativo. Sea J' =
{ioa,/r, >0t0J,. Veamos que F = F(J'). Efectivamente:

“ym

OxOF O r'x, =0.Como r20, x,20 0 0jO0J, x, =00 xOF(J')

“yr

OxOF(@') O r'xg =X, +15 %, =00 xOF.

N~

Vamos a hacer un breve repaso de las propiedades de las caras
incidentes sobre un determinado vértice contemplando las posibilidades de
degeneracion y no degeneraciéon del mismo.
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(1) Caso No Degenerado

Sea X una s.f.b. no degenerada de X . Evidentemente, J, = J;, J, = J, ¥
J, = 0.

Proposicion 2.3.24 Si X es no degenerado entonces 0J'0J,, J' es un
descriptor maximal.

Se puede considerar que el célculo de las aristas y las caras de
dimension mayor o igual que dos, de X, incidentes en X (no degenerado), no
reviste dificultad debido a los siguientes resultados clésicos:

Teorema 2.3.25 ([Mr85], p. 34) Cualquier sUJ,, determina una Unica
arista de X incidente en X dada por &° = F(,-{3) =
xOX7x, =0,0j03, -{3}. Ademas, cualquier arista de X, incidente en X,
tiene asociada un Gnico descriptor J, —{¢ , para cierto s0J,,.

Teorema 2.3.26 ([Mr85], p. 34) Cualquier J'0J,, con [J|=n-m-r,

determina una Unica cara r-dimensional de X incidente en X dada por
F(J') = {xOX/x, =0,0j0J'}. Ademas, a cualquier cara r-dimensional F

de X, incidente en X, se le puede asignar un Unico descriptor J' 0 J,, .

El teorema anterior representa la generalizacion a caras de mayor
dimension del Teorema 2.3.25.

Ejemplo 2.3.27 En el Ejemplo 2.3.6, X es un vértice no degenerado, cuya
tabla canonica asociada es:

v.b. X X X r.h.s.
X 1 0 1 1
X, 0 1 1 1

Tabla candnica asociada a X

Es claro que J, = {13 ,J, = {3. Las caras de X incidentes en % se pueden
especificar como subconjuntos de J, . Asi, para las caras de dimension 1, |J|
= n-m-r =3-2-1=0 0 J = O (Recordemos que F(J) =X). Para las
caras de dimension 0 (el propio %) O |3]=1.Como J'0J, 0 J' ={3.

°
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En caso de no degeneracion, a tenor del siguiente resultado, se
construyen caras propias maximales utilizando subconjuntos propios
minimales J' .

Teorema 2.3.28 Sean J',J" 0 J,. Entonces J' 0J" si, y sélo si, F(J') O
F(3").
Demostracion.
“D ”
F(O)={xOX/x,=0,0j0J} 0 {xOX/x =0,0j0J3"}=FQ") 0 J0J".
“D ”
Por hipétesis, J' 0 J". Utilizando la Proposicién 2.3.7 O F(J') O F(3").
Como X es no degenerado, por el Teorema 2.3.26 O [J'] = n—-m-dim(F(3'))
<n-m-dm(FQ") = 9"l O dm(F(")) > dim(FQ") O FQ) O FQ").

]

(i) Caso Degenerado

Sea X una s.f.b. o-degenerada de X . Sea B una base arbitraria asociada a
X. Entonces, J, = J,UJ, y 0=y

El calculo de las aristas y caras de dimension mayor o igual que dos,
de X, incidentes en un punto extremo degenerado es considerablemente mas
complejo que el correspondiente analisis para el caso no degenerado.

Teorema 2.3.29 Dado J' 0 J, entonces F(J') determina una Gnica cara de
X incidente en X. Ademas, cualquier cara F de X incidente en X tiene
asociado un Unico descriptor maximal, J'0J,, dado por
{ing, /0x0OF, x, =0}.

Demostracion. La primera parte del teorema no tiene dificultad. Veamos
la segunda parte.

Sea J' = {j 0J,/0x0F, x, :O} y comprobemos en primer lugar que J' es
un descriptor de F, es decir, F = F(J').

«pym

Sea xF . Por definiciénde J' 0 0j0J', x, =0 O xOF(J').

«pym

Si F es unacarade X incidente en X. Por el Teorema 2.3.23 [0 OBOR™"
base asociada a X y 0J"0J, tal que F=F(J"). Por definicién de J' O
J'’OoJy o F@)DOFQ")=F.

Probemos ahora que J' es un descriptor maximal. Sin embargo, esto es
claro, pues por la definicionde J' O 0jO0J-J', OXOF(J'), X >0.

I
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Por ultimo, veamos la unicidad. Ahora bien, esto es directo pues dado que J’
es un descriptor maximal, aplicando el Teorema 2.3.20, necesariamente ha

de ser Unico.
]

Ejemplo 2.3.30 En el Ejemplo 2.3.6, X es un vértice degenerado de grado 1,
siendo una de sus tablas candnicas asociadas:

v.b. X X X r.h.s.
% 1 -1 0 0
X, 0 1 1 1

Tabla candnica asociada a X

Esclaroque J, = {13, 3,={3, 3, ={t . 3, ={3 y 3, = {.3.
Sabemos que las caras de X incidentes en X se pueden especificar como
subconjuntos de J, . Asi:

Para|J|=00J' =00 F(Q')= X.

Para [J] =1 O Como J'0J, las posibilidades son: J' ={} o J' ={3. En
ambos casos, F(J3') = {3 .

Para || =20 J ={3 0 FQ)={X%.

Por otra parte, los descriptores maximales (Gnicos) que se pueden asociar a

las caras de X incidentes en X son:
Para X O J =0.

Para{d O J ={13.

Nos preguntamos ahora si existira alguna prueba sencilla para
comprobar si un descriptor es maximal. Afortunadamente, la respuesta es
afirmativa. En efecto:

Sean J'0J,=J3,UJ,, Jy=J3NJ, Yy J,;=3NJ,. En estas
condiciones, es claro que J'=J U J;.

Sean Y, (Y, _, ) las filas de Y asociadas a variables de J; (J, —J;)
respectivamente.

Teorema 2.3.31 J' 0 J, es un descriptor maximal si, y s6lo si, el sistema
Y,u=0,Y, ,u<0,u, , >0,u, =0 (2.3)
tiene solucion.
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Demostraciéon. Como J' 0 J, descriptor maximal - OXOF(J'), x,_, >0.

Ahora, dado que X = {XD R/ X, =by = YoXy, X5 = —YDXN} es claro el resultado
[

Luego, todo se reduce a resolver el sistema (2.3). A primera vista,
debido a las desigualdades estrictas que presenta, no parece muy
prometedor. Sin embargo, se prueba sin dificultad que:

Lema 2.3.32 Resolver el sistema

Hu<0,u>0 (2.4)
es equivalente a resolver el sistema
Hu<-e, uze (2.5)

Obsérvese que cualquier solucion de (2.5) es solucion de (2.4).

Corolario 2.3.33 J' 0 J, es un descriptor maximal si, y sélo si, el sistema
Yyu=0,Y, ,us-e, u, , 2e,u, =0 (2.6)
tiene solucion.

Es facil ver que si J, - J,, #0 el sistema (2.6) se puede simplificar de
la siguiente manera:
Y hu=0, Y hus-e, uze (2.7)

Ejemplo 2.3.34 Sea X s.f.b. degenerada de un cierto poliedro X, siendo B,
una base asociada dada por J; = {5,3,(}. Supongamos que la tabla
canodnica asociada a B, es:

v.b. | x X, X, X, X5 Xs r.hs

x |1 o 1 1 o0 1

X, 1 1 1 1 0 0 3

Xs 1 -1 0 0 0 1 0
T(B,). Tabla canénica asociada a X

Esclaroque J, ={1,2,4, J,={¢ v J, = {1246 .

Vamos a comprobar si los siguientes descriptores, J'={4, J'={13, 3’ ={1.6

J={2,8 y J'={1,2,@, asociados a caras incidentes en X, son maximales o
no.
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Para J'={4 0O J,={4, 3,=0, J,-J3,={3 y J,-J,={8. Asi, el
sistema (2.7) se transforma en: (,-1)u<-1, uze. Claramente, u' = (1, 2) es
solucién de este sistema [0 J' es un descriptor maximal.

Para J'={13 0 J,={3, J.=0, J,-3,={4 y J,-3,={8. Asi, el
sistema (2.7) se transforma en: Ou<-1, u=1. EIl cual, evidentemente, no
tiene solucion O J' no es un descriptor maximal.

Para J'={18 0O J,=f&, 3,={¢, 3,-3,={24 y 3,-3,=0. Asi, el
sistema (2.7) se transforma en: (-1,0)u=0, uxe. El cual, evidentemente, no
tiene solucion O J' no es un descriptor maximal.

Ppara J'={2¢ 0O J,={3, J,={8, 3,-3,={4 y J,-J,=0. Asi, el
sistema (2.7) se transforma en: (1,0)u=0, uze. El cual, evidentemente, no
tiene solucion O J' no es un descriptor maximal.

Sin embargo, para J'={1,2,¢ O J,={3, J,={8, J,-3,={4 vy
J, —Jp =0 . Asi, el sistema (2.7) se transforma en: Ou =0, u=1. Claramente,

u =1 es solucion de este sistema 0 J' es un descriptor maximal.
°

¢Qué se puede afirmar si, siendo X degenerado, consideramos J' [0 J,
como en el caso no degenerado? Es sabido que:

Teorema 2.3.35 ([Mr85], p. 35) Dado J' 0 J,, con |J'|=n-m-r, determina

una Unica cara de X, incidente en X, dada por F(J) =
{xOX /%, =0,0j0J, pero su dimensién puede ser menor que r .

Obsérvese, ademas, que diferentes subconjuntos J'0J, pueden
generar la misma cara y que, para r >1, no se puede garantizar que se

obtengan todas las caras de dimensiéon r incidentes en X mediante la
revisién exhaustiva de T(B), incluso aunque esta revisién se extienda una a

una todas las tablas canonicas asociadas a X ([Mr85], p. 37).

~

Para poder garantizar la dimension de la cara consideremos J, =
{j ERNVAYA go}. Son conocidos los siguientes resultados:

Teorema 2.3.36 ([Mr85], p. 36) Cualquier sDjN, determina una uUnica
arista de X incidente en X dada por &° = F(,-{3) =
xOX7x =0,0j03, -{3}. Ademas, todas las aristas de X incidentes en X
se pueden obtener de esta manera mediante la exploracion de todas las tablas
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candnicas asociadas a X (aunque la misma arista, probablemente, aparecera
varias veces repetidas en esta enumeracion).

Teorema 2.3.37 ([Mr85], p. 37) Dado J'0J,, tal que J, —J'DJN, con
\J'|=n-m-r, entonces F(J') determina una Gnica cara de X incidente en X
y de dimension r.

Ahora bien, procediendo como en el teorema anterior, no somos
capaces de determinar directamente si la cara es maximal y puede haber
caras r -dimensionales que escapen a esta enumeracion.

Sean B(x) = {B /1 0{L..,J} todas las bases asociadas a X (inclusive
las que se obtienen a través de pivotes negativos) y 3N| :{j OJy, 1y}, go}, es
decir, es el conjunto de indices no basicos, respecto a una base dada B, tales
gue al introducirlos en la base generan una arista de X.

Si para cada una de las bases {B /I O{L,...,J} asociadas a X, tomamos
J'’0J, tal que J, -J'0 3N| , se pueden obtener otras caras de X

incidentes en X. Pero de nuevo nos encontramos con que esta enumeracion
a traves de tablas, consideradas una a una, puede que no produzca todas las
caras de dimension r >1 de X incidentes en X, pues es posible que en una
misma tabla no se puedan identificar las r aristas que definen la cara
([Mr85], p. 37).

Sea J = UJN‘ .

1=1

Teorema 2.3.38 ([Mr85], Theorem 1) OUx0X se verifica que x; =0,

0j0J,-J.

El resultado anterior indica que las variables x, s son fijas a nivel 0
z

y, por tanto, se pueden suprimir de la representacion del poliedro.

Ademas, si queremos mantener la validez del Teorema 2.3.38, la
construccion de J no se puede simplificar imponiendo que en

{B /10{1,...,0} estén todas las bases asociadas a X, lexicograficamente

accesibles a partir de una dada, como pone de manifiesto el siguiente
contraejemplo.
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Ejemplo 2.3.39 Utilizando los datos del Ejemplo 2.3.34 se tiene que J, =

{2,4 . Aplicando la regla lexicografica a T(B,), la Unica tabla canénica
alternativa asociada a X se obtiene al meter x, en la base:

v.b. | X X, X, X, Xs Xs r.hs

x |0 o 1 1 1 1

x |0 2 1 1 0o - 3

x |1 1 0o 0 o0 1 0
T(B,). Tabla canénica asociada a X

Nuevamente, J, = {24 0 J ={24 0 J,-J = {L§. Sin embargo,
OX0 X especificado por (0,1, 2,0,0,1) tal que X, # 0.
°

El siguiente resultado no es mas que una pequefia modificacion del
enunciado en el Teorema 2.3.29, que nos permite restringir los candidatos a
formar parte de J' a costa de realizar mas célculos previos (determinacion a

priori de 3).

Teorema 2.3.40 ([Mr85], p. 37) Sea J'0J, descriptor maximal tal que
J,-J'0 J . Entonces:
i) F(J') determina una Gnica cara de X incidente en X.

i) A cualquier cara F de X, incidente en X, se le puede asociar un
descriptor maximal J' 0 J, dado por {j0J, /0x0OF,x, =0}.

2.4 Soluciones Optimas de un Programa Escalar
Lineal

El estudio de caracterizaciones apropiadas del conjunto de todas las
soluciones 6ptimas de un problema de programacion lineal escalar es un
aspecto frecuentemente descuidado en la literatura. Sin embargo, este tdpico
es de especial relevancia en la teoria del LVP, pues cualquier cara eficiente
maximal se puede poner como el conjunto de soluciones Optimas de un cierto
problema lineal escalar (Teorema 1.7.26).

En este apartado vamos a estudiar con cierto detenimiento como se
puede describir el conjunto de soluciones éptimas de un problema lineal
escalar y proporcionaremos condiciones necesarias y suficientes para que
una cara arbitraria de la region factible sea 6ptima.
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Consideremos el problema Q = max{c‘x/xDX}, donde X
supondremos viene dado por el sistema (2.1).

Teorema24.1 §, = {XD R"/Ax=b, x20, utAgc‘,(utA—c‘)x:(}.
Demostracion. Basta tener en cuenta que el problema dual de Q es

min{utb/u‘Az ct} y aplicar las condiciones necesarias y suficientes de

optimalidad para el caso lineal escalar ([Mr83], Theorem 4.6).
[

Corolario 2.4.2 XS, si, y s6lo si, OuOR™ tal que u'Azc', (u'A-c')x=0.

Teorema 2.4.3 Sea J' 0 J un descriptor maximal. Entonces, F(J')0 S sh,y
solo si, DuOR™ tal que u'Axc', u'A’™ =c!_,.
Demostracion.
“py v
Por hip6tesis, JUOR™, u'Azc', u'A’” =¢\_, 0 OxOF(), (WA-c)x=0.
Por el Corolario 2.4.2 0 xUS,.
“py
Sea xOF°())0S, O x,_,>0. Como xOS, < CuOR", u'Axc,
(u‘A—ct)R =0.Como X, , >0 O u'A’™ =c}_,.

]

Los resultados anteriores se pueden refinar mucho mas si disponemos
de informacion adicional. Efectivamente:

Sean XOX s.f.b.,, B una base asociada, Y = BN, b=B'b y
r'=c,B*N-c, el vector de costos reducidos asociado. Sabemos que [ x[X

HY t — t t
se verifica que c'X = cgb —r'X,.
Estudiemos, en primer lugar, cuando se puede garantizar que X[S,.

El siguiente resultado, denominado Criterio Fundamental de
Optimalidad ([Mr83], p. 62), es ampliamente conocido e independiente de la
degeneracion o no de X.

Teorema 2.4.4 ([Mr83], Theorem 2.1) Si r 20 entonces XU S,.

Demostraciéon. Si r=0 O r'x, 20, OxOX O c¢'Xx = cb = clb-r'x, =
c'x, OxOX O x0OS,.



2.4. SOLUCIONES OPTIMAS DE UN PROGRAMA ESCALAR ... 95

También es sabido (por las propiedades del algoritmo del simplex) que
a cualquier vértice 6ptimo se le puede asociar una base cuyo vector de costos
reducidos sea no negativo ([Mr83], p. 329).

Luego, en virtud de las propiedades anteriores, para el caso no
degenerado, es directo el siguiente resultado:

Teorema 2.4.5 Si X es no degenerado entonces XIS, si, y solosi, r20.

Veamos qué se puede afirmar para el caso degenerado. Supongamos,
pues, que X es o -degenerado.

Teorema 2.4.6 XU§, si, y solo si, el sistema r‘u<o, Y,us0, u=0, no tiene
soluciodn.
Demostracion.
.
Supongamos, por reduccién al absurdo que OGOR!™, r'G<0, Y,G4<0 O
Oed R,/ %, =&(20, X, =b-YX, =0 O XOX.Ademas, como r'k, =&'i<0
O c'k = cgb—er'l > cgb = ¢'x O XOS,0 #. Luego, el sistema r'u<o0,
Y,u<0, u 20, no tiene solucion.
“py
Como OxOX O x, 20, x; =b-Yx, 20, aplicando la hipétesis O 0OxJ X,
r'xy <0 0 XOS,.

[

Corolario 2.4.7 x0OS, si, y sélo si, el sistema r'+v'Y, 20, v20, tiene
solucion.

Demostracion. Directa aplicando al resultado anterior el teorema de la

alternativa de Gale ([Mn69], p. 35).
[

Una vez que sabemos comprobar la optimalidad de un vértice,
indistintamente de la base asociada utilizada, estamos en condiciones de
intentar dar caracterizaciones para todo el conjunto de soluciones éptimas

de Q.

Supongamos que X[OS,. Independientemente de que X sea
degenerado 0 no, se tienen los siguientes resultados:
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Teorema 2.4.8 §, = {XD X /1%, =0}.
Demostracion. Teniendo en cuenta que XS, podemos escribir que S, =
{xD X/c'x=c'X—r'x, = cti} = {XD X/rix, = 0}.

[ |

Es claro que si el vector de costos relativos tiene todas sus
componentes estrictamente positivas entonces X es la Unica solucion 6ptima
de Q ([Mr83], Result 3.2, p. 139).

También podemos identificar el conjunto de soluciones Optimas a
través de ciertos hiperplanos soporte. Efectivamente,

Teorema2.4.9 §, = F(c‘, c;B‘lb).
Demostracion. §, = {xD X/ctx:cti} = {xD X/ctx:ctBB‘lb} = F(ct, c‘BB‘lb).
u

Corolario 2.4.10 S, U X;.

El corolario anterior es importante pues nos indica que las soluciones
optimas de un programa lineal escalar conforman una cara de la region
factible.

Si deseamos caracterizaciones mas sutiles de SQ en funcién de r,

debemos distinguir, nuevamente, los casos en que X sea no degenerado y
degenerado.

Estudiemos, en primer lugar, el caso en que X es no degenerado.

Teorema 2.4.11 §, = {xOX/r;x; =0,0 j0J,}.

Demostracion.

IID’I

Sea X0, 0X O r'%=0. Como %,20 y r=20 (pues XOS,) O
rx =0, 0j0Jy.

SID”

Sea XOX /r% =0,0j0J, O r'X, =0. Ahora, como XUS, O X0OS,.

Como consecuencia, podemos especificar S, a través de un conjunto
de desigualdades activas. Efectivamente:
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Corolario 2.4.12 Sea J' = {j OJy /T, >O}. Entonces S, = F(3').
Demostracion. Sea X0§,0X < r% =0,0j0J, = X =0,0j0J -
ROF(3).

]

Sea J'0J,. Si eliminamos la hipotesis de que XS, podemos
obtener:

Teorema 2.4.13 F(J')0 S, si,ysolosi, rz0,r, ., =0.
Demostracion.
“py
Como X0 S, (pues X[ F(J')) y, ademas, X es no degenerado 00 r=0.
Sea s0J, —J'. Supongamos, por reduccion al absurdo que r,>0. Como X
es no degenerado O OeOR,,/ X =£>0, X =0, 0OjOJ —{§
%, =b-Y&, >0 O XOF(J')y, sin embargo, XOS, O #, pues F(J')0S,.
“py v
Por hipétesis, r20 0 xOS,. Sea XOF(J") O X, =0.Como r, , =0 O
r'Xy = 1%, +1; 3%, _, =0. Aplicando el Teorema 2.4.8 0 XOS,.
[

Evidentemente, si r, ., =0 y XUS,, independientemente de que el
vértice sea degenerado o no, se tiene que F(J')0 S

Teorema 2.4.14 ([EcHK80], Lemma 4.1) F(J')=S, si, y solo si, r20, J' =
lioa,/r, >0f.
Demostracion.
«py
Por el Teorema 2.4.13, r20y J, -J' 0 {j0J, as =0}.
Veamos ahora que {j OJy /T, :0} 0J, -J'. Efectivamente, sea sOJ /
r, =0. Supongamos, por reduccion al absurdo que sdJ, —J'. Como X es no
degenerado [ & R,,/ X, =€>0, %, =0, 0j0J,-{¢§, X, =b-Y%, >0 O
X0S, y, sin embargo, XOF(J') O #, pues F(J')=S,.
R
Como r=0 U X0OS,. Ahora basta aplicar el Corolario 2.4.12.

[

Pongamonos, ahora, bajo la hipdtesis de que XS, es o -degenerado.
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Proposiciéon 2.4.15 OvOR?, OxOX se verifica r'x, = v'x, +(rt +v‘YD)xN.
Demostracion. Directa pues x, = =YX, -
|

Sea ®(x) = {VORZ/r' +v'Y, 2. Nétese que ®(x)z0 pues XOS,.
Entonces, OvO®(x), se tiene:

Teorema 2.4.16 S, = {xD X /Vv'x, =0, (rt +thD)xN =0}.
Demostracion.
“ryn
Sea XOX tal que v'x, =0, (rt +thD)>“<N =0. Por la Proposicion 2.4.15 [
r', =0. Como xOS§, O X0OS,.
“pye
X0S,0X O  r'% =0. Aplicando la Proposicion 2.4.15 O
V& + (i + VY, )&y = 0. Como OvO®(%), V&, 20, (' +v'Y, )&, 20 O VX, =0,
(rt +thD)§<N =0.

]

Teorema 2.4.17 §, = {xDX/vjxj =0,0 ] DJD,(rJ. +vtyg))><j =0,0 ] DJN}.
Demostracion.
“pyn
Sea XX tal que v,% =0, 0j0J,, (r, +viyl)k, =0, 0j0J, O v'%, =0,
(rt+thD)§<N:O O x0S,.
“ppn
Sea X0S,0X O VX =0, ('+vY,)R, =0. Como vO®(X) O VvOR,
r+v'Y, 20.  Ademas, %, 0OR’, % 0OR™ 0O v =0, 0j0J,,
(r].+vtyt"))§<j =0, 0jOJ,.

u

Ahora ya estamos en condiciones de volver a caracterizar el conjunto
de soluciones optimas de un programa escalar a través de un conjunto de
desigualdades activas. Efectivamente:

Corolario 2.4.18 Sea J’ :{j OJdy /T, +Vv'y} >d U {j 0,1, >0}. Entonces
S, = F(9).
Demostracion. Sea XO§,0X < v =0, Oj0J,, (r]. +vty|"3)§<j =0,
0j0Jy.Como vO®(x), = % =0,0j0J « XOF(J).

[
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Nuevamente, si eliminamos la hipotesis de que XOS, podemos
obtener:

Teorema 2.4.19 Sea J' 0 J, descriptor maximal. Entonces, F(J')0 S si,y
solo si, el sistema, rj, +v'Yo" 20, r; , +V'Y;"" =0, v, 20, v, , =0, tiene
solucion.
Demostracion.
«py
Como XOS, (pues XxOF(J')) y, ademas, X es degenerado O r'+V'Y, 20,
v=0, tiene solucion.
Sea s(J, -J' y supongamos, por reduccion al absurdo que r,+V'y: >0.
Como J' es un descriptor maximal 0O OXOF(J'), X >0. Sin embargo,
X0S, O #, pues F(J')0S,.
Para s0J, —J' se haria un razonamiento analogo al anterior.
“py o
Por hipétesis, r' +v'Y, 20, v20, tiene solucion 0 XOS,. Sea XOF(J') O
X, =0. Aplicando el Teorema 2.4.17 O X0OS,.

[

Teorema 2.4.20 Sea J'[0J, descriptor maximal y supongamos que la

representacion de X dada por el sistema (2.1) no tiene igualdades implicitas
(O es un descriptor maximal de X). Entonces, F(J')=S, si, y solo si,

r'+v'y, 20, v=0, J' ={j Oy /1 +V'y) >(:} URY 0Jp /v, >0}
Demostracion.

“D ”

Por el Teorema 2.4.19 0 r'+VY, 20, v20, J,-J' 0 {j0J,/r, +V'y} =0}
y 3o -3 04i0d, /v, =0}.

Veamos ahora que {jDJN/rj+vtyé:O} 0 Jy-J'. Efectivamente, sea
sOJ,, r,+Vv'y: =0 y supongamos por reduccién al absurdo que sOJy,.
Como O es un descriptor maximal de X 0O OXOX, %,>0 O XOF(J)y
X0S, O #, pues F(J')=5,.

Para ver que {j 03,1, :O} 0 J, —J' se aplica un razonamiento similar.
Luego J,-J' = {jO3 /1, +vViyb=0} y 3,-3 ={j03,/v,=0} O Jy =
{ioair +viyl>ofy 3, ={jD3, /v, >0}.

“D ”

Como r'+Vv'Y,20, v20 O XxOS,. Ahora, aplicando el Corolario 2.4.18
0 FQ)=5s,.



100 2. CARACTERIZACIONES DE CARAS EFICIENTES

Estudiemos ahora ciertos aspectos que consideramos de interés. Nos
plantearemos, en primer lugar, la cuestion de cuando un poliedro contenido
en la region factible X es totalmente 6ptimo.

Sean S={x,..,x*}0 X e Y =CVH(S).

Proposicion 2.4.21 Y°NS, #0 si,ysélosi, YOS,.

Demostracion.

“l:| ”

Trivial.

“D ”

Sea XOY°NS, O OuOA, X:Z/,lix‘.Como x0S, O Ox X, c'x=c'x
1=1

tyl

0 c'x=c'x, Oi0{L...§. Supongamos, por reduccién al absurdo que
0i, 041 ..., ¢, c'x>c'x* O c¢'x = c@iuix‘E: S puc'x' < S puc'x = c'x

° { C} Eil L ; ;
O #, luego SO S,. Ahora, aplicando que S, es convexo [ Y:CVH(S)D -
[

El resultado anterior se puede generalizar al caso no acotado.
Efectivamente, consideremos adicionalmente un conjunto de direcciones de
recesibn de X dado por T= {dl,...,dp} y supongamos que
Y = CVH(S)+CNH(T).

Proposicion 2.4.22 Y°NS, #0 si,ysélosi, YO S,.

Demostracion.

“py

Trivial.

e

Sea )‘(DYOHSQ. Supongamos por reduccién al absurdo que CXOY, XOS,.

Ast

Podemos encontrar {f(s+1,...,x p}, puntos sobre los rayos de Y, tales que
tomando S = {xl,...,xs,>25+1,...,>25+p}, se verifiqgue que f(DCVH(é) y
XxOCVH(S). como xOS,, por la Proposicion 2.4.21 0 CVH(§)Os, O
X0S, O #,luego YO S,.

[

Corolario 2.4.23 Sea 0 #Y O X poliedro. Entonces, Y°NS, #0 si, y sélo
si, YOS, .

Demostracion. Inmediata utilizando la Proposicion 2.4.22 y teniendo en
cuenta que cualquier poliedro se puede poner como la envolvente convexa de
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sus puntos extremos mas la envolvente conica de sus direcciones extremas

(ver, por ejemplo, [NmWI88], Theorem 4.8).
[

A continuacion desarrollaremos unas propiedades que nos seran de
utilidad para la interpretacion geomeétrica de algunas conclusiones de la
seccién 2.8.

Sea J'0J, Q = max{c'x/x0X'}, X' = {xOR"/Ax=b, x, =0}. Por un
razonamiento analogo al empleado en el Teorema 2.4.1 se obtiene:

Teorema 2.4.24
S, = {XOR"/ Ax=b, x, 20,u'A” 2¢,, u'A" =c'_,,, (u'A-c' Jx=0}.

Consideremos ahora las caras F(J') = {xOX/x,=¢ y F'(J) =
{xox'Ix,=¢.

Es claro que F(J3') 0 (F'(3"))".

Teorema 2.4.25 Si J'0J es un descriptor maximal de F(J'), entonces
F(U')Os, si,ysolosi, F'(3")0S,.

Demostracion.

“py v

Sea xOF(J)OF'(0)0S, O OxOX', ¢'xzc'x. Como X O X', O OxJ X,
cx2c'x 0 x0OS,.

“py

Por ser J' 0 J descriptor maximal de F(J'), aplicando la Proposicién 2.3.18
O OxOX, X,_, >0. Como F(J')D Sy, por el Teorema 2.41 O OuOR",

A

a'A” ¢!, 0'A’” -c\_, =0. Entonces, OXOF'(J)) O AX=b, %, =0 O
@A-ck = @A -c )k, + [@A™ -c'_,)Jk,_, = 0. Ahora, por el Teorema
2424 0 x08,.

]

Es claro que en la implicacion hacia la izquierda no se necesita la
condicion de que J' sea un descriptor maximal.

Vamos a ilustrar graficamente el Teorema 2.4.25 considerando dos
situaciones posibles en R?.
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Ejemplo 2.4.26 Consideremos el problema Q de optimizacion escalar dado
por la Figura 2.6. Evidentemente, la relajacion lineal Q' considerada en el
Teorema 2.4.25 se corresponde con la representada en la Figura 2.7. Es claro

que en este caso {} =S, =S, .

Figura 2.6

Figura 2.7
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Ejemplo 2.4.27 Consideremos ahora el problema Q de optimizacién escalar
dado por la Figura 2.8. Evidentemente, la relajacion lineal Q' considerada

en el Teorema 2.4.25 se corresponde con la representada en la Figura 2.9. Es
claro que en este caso S, U S;.
[

Figura 2.8

Figura 2.9
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2.5 Eficienciay Envolventes Convexas

En esta seccibn vamos a estudiar algunas de las propiedades mas utiles
relacionadas con la eficiencia y relativas a las envolventes convexas de
puntos. La importancia de las mismas reside, por una parte, en la fuerte
intuicion geométrica que proporcionan Yy, por otra, en su indiscutible
rendimiento tedrico y algoritmico.

Consideremos el LVP, P = max{Cx/x0X} y sean Q={x',...x%} 0 X
puntos arbitrarios e Y = CVH(Q). Entonces, se pueden obtener los siguientes
resultados:

Corolario 2.5.1 ([ZI74], Theorem 4.1.2, (i), [YuZl75], Theorem 2.2, (i),
[Gal77], Corollary 2.4) Y°NE" 20 si, ysélosi, Y OE®.

Demostracion.

“py

Trivial.

“py

Si YYNE"#0 O OAOAS, Y°NS, #0. Por la Proposicion 2.4.21 O

Yos, t YOE”.
|

A partir del Teorema 1.4.38 y el Corolario 2.5.1 podemos obtener un
practico test para comprobar la eficiencia de una envolvente convexa de
puntos:

g .

Teorema 2.5.2 Sean /,ID/\?l arbitrario, X = ZMX' y Z = CX. Entonces,
1=1

YOE® si, y slo si, P(z) = max{e's/Cx—s=2z x0OX, sOR} es acotado, con

valor objetivo 6ptimo 0.

Otra interesante propiedad es la siguiente:

Corolario 2.5.3 ([Gal77], Theorem 2.3) YOE" si, y sélo si, OAOA°,
QUS, .

Demostracion.

v

YOE” O Y'NE"#£0 O OAJAS, Y'NS, 0. Por la Proposicion 2.4.21
0 YOs, O QOS,.
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“D ”
Si DAOAS, QOS,. Como S, es convexo O OADAS, CVH(Q)OS, O

Y OE".
|

Corolario 2.5.4 ([ZI74], Theorem 4.1.2, (ii), [YuZl75], Theorem 2.2, (i),
[YuzI75], Lemma 2.1) YO E" 20 si, y sélosi, YO OEP.
Demostracion.
“py v
Trivial.
“py v
Supongamos por reduccién al absurdo que Y°NE" #0. Por el Corolario
2510 YOE” O YNEP=0O O # Luego, YCOEP".
[

Proposicién 2.5.5 ((ChHmM83], p. 155) Si QO EF entonces Y OEP®.

Demostracion. Como QUOE®” O OO {L c} Ox'0 X, Cx'=2Cx'. Sea
q

xOY=CVHQ) 0O DuJA,, x:iuix‘ 0 Ox= y ux'0X, Cx=Cx O

=1 =1

xOEP O YOEP".

Corolario 2.5.6 ([YuZzI75], Theorem 2.1) E” es convexo.
Demostracion. Directa pues Ox', x*0EP O CVH ({xl, xz})D EP.

Sin embargo, en general, EP no es convexo.

Teorema 2.5.7 Si X es acotado entonces E° 0 CVH (EXF;)
Demostracion. Sea X[JE”. Por ser X acotado [J DQ:{Xl,...,xq} 0 X
X 0CVH°(Q). Supongamos por reduccion al absurdo que i OfL,...q tal que
x' OE®. Por el Corolario 254 0 CVH°(Q)DE" O XOE" O #. Luego,
X 0CVH (E?)

]

Normalmente, E # CVH (Efp) No obstante, el resultado anterior nos

indica que CVH (Ex";) puede considerarse una aproximacion de E” (ver

capitulo 4).
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Las conclusiones anteriores se pueden extender sin dificultad al caso
de que Q estd formado por un numero finito de puntos y direcciones

extremas de X . En particular, se prueba:

Teorema 2.5.8 E? [JCVH(E )+ CNH (EF, ).

Supongamos que Y = CVH ({xl,...,xp})+ CNH ({dl,...,dq}) y xOY°. Otra
herramienta de utilidad para los métodos generadores de soluciones
eficientes (ver seccion 4.5) es la siguiente:

Teorema 2.5.9 Entonces, YOEP si, y solo si, el problema
min{s/u‘A—/\‘C >20,u'b-s=A'Cx,A2e s> O} es acotado, con valor éptimo 0.

Demostracion. Si el problema min{s/u‘A—/\‘C;O, u‘b—s:)\‘CX,/\ge,ng}
es acotado, con valor 6ptimo 0, por el Corolario 1.7.8 - XOE". Como

xY?, aplicando el Corolario 2.5.1 - YOE”.
[

No queremos finalizar esta seccion sin dejar de interpretar los
resultados obtenidos a través de la teoria de poliedros. Efectivamente, dado
gue toda cara de X se puede poner como el poliedro generado por sus
puntos extremos y direcciones extremas (si las hubiese), tenemos las
siguientes consecuencias inmediatas:

* Por el Corolario 2.5.1, si un punto del interior relativo de una cara es
eficiente, toda la cara es eficiente (Corolario 1.7.19).

* Por el Corolario 2.5.3, si todos los veértices de una cara son soluciones
6ptimas de un mismo problema P,, con AOR¥,, entonces toda la cara es

eficiente.

* Por el Corolario 2.5.4, si algun punto de la cara no es eficiente, entonces
todo el interior relativo de la cara es ineficiente.

» Por la Proposicion 2.5.5, si todos los vértices de la cara son ineficientes,
entonces toda la cara es ineficiente. En contraposicion, aunque todos los
vértices de una cara sean eficientes, tal cara no tiene por que ser
eficiente (ver Ejemplo 2.5.10).

Ejemplo 2.5.10 En la Figura 2.10 se observa que los vértices x> y x° son
eficientes y, sin embargo, CVH ({xz, x3})m EF.
°
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A

Figura 2.10

2.6 Veértices Eficientes

Los tests de eficiencia para vértices constituyen una de las herramientas
basicas de la programacion vectorial lineal. Histéricamente (ver, por
ejemplo, [Ph72], [EvSt73], [ZI74], ...) fueron los primeros en ser abordados
por su relativa sencillez y porque su disponibilidad permitiria afrontar, de
manera casi inmediata, diversas implementaciones de algoritmos
generadores de vértices eficientes (cuyo disefio general se consideraba
conceptualmente claro). Sorprendentemente, tales resultados han estado
dispersos en la literatura durante largo tiempo y, algunos, ni siquiera
estaban exentos de errores ([Ph72]).

Ello nos impuls6 a realizar una reelaboracion completa del tema, cuyo
fruto ha sido este apartado. Por una parte, pretendemos mostrar la armonia
y belleza de la teoria, al integrar de manera natural y sencilla los resultados
mas importantes publicados (no un inventario metddico), incluyendo un
estudio detallado y paralelo del caso degenerado. Consideramos que esta
panoramica ofrecida presta un gran servicio al lector, por reunir y hacer
accesibles un inmenso caudal de ideas. Por otra parte, la estructura
disefAada nos servira de pauta para realizar el estudio, en las siguientes
secciones, de las caracterizaciones de eficiencia de caras de mayor dimension
de un poliedro.

Sea P el problema max{Cx/xOX}, donde X viene dado por el
sistema (2.1). Consideremos X s.f.b. de X, especificado por una base
arbitraria BOR™™ de A (=[B N])y R = C®B'N-C" OR*"™ su matriz de
costos reducidos asociada, la cual supondremos, sin pérdida de generalidad,
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no nula. Obsérvese que, en caso contrario, se tendria de manera trivial (ver
Proposiciéon 2.6.1) que EF = X .

Para puntos arbitrarios, disponemos de resultados como el siguiente:

Proposicion 2.6.1 XOE" si, y s6lo si, [1xJ X tal que RX, = Rx,.
Demostracion. XOE® < [xJ X, Cx=2Ck  @OxJ X, Cx=C®b-Rx, =
C®h -Rx, =CX = [xd X, RX, = Rx,.

u

Ahora bien, si la solucién factible considerada es un vértice estamos
en condiciones de poder explotar su estructura especial para lograr tests
notablemente mas eficaces que el anterior.

2.6.1 Caso No Degenerado

Supongamos, en primer lugar, que X es no degenerado. Uno de los
resultados clasicos mas importantes es:

Teorema 2.6.2 ([EvSt73], Lemma 2.1) XU EXF; si, y solo si, el sistema:

Ru<0, u=0 (2.8)
no tiene soluciodn.
Demostracion.
gy m
Supongamos, por reduccion al absurdo que OGOR!™, RG<0. Como X es no
degenerado 0 Oed R,,/ X, =&i20, X, =b-YX, >0 0 R OX. Ademas, como
Rk, =eRi<0=Rx, O XOE], O #. Luego OuJ R]™ tal que Ru<O.
g v
Como OxOX O x,20, Xz =b-Yx, 20, aplicando la hipétesis 0 [Ix1 X,
Rxy <Rx, O XOEj,.

[

Aplicando al sistema (2.8) el teorema de la alternativa de Gale
(IMn69], p. 35) se obtiene:

Corolario 2.6.3t XDEXF; si, y solo si, OAO R, tal que A'R= 0.

! En este resultado se basa € método 11.2 que aparece en [Ph72], p. 218-220. El autor no distingui6 el
caso degenerado. Este error fue corregido afios mas tarde en [Ph77].
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Notese que, independientemente o no de la degeneracion de X, si
OAO RY, tal que A'R=0 entonces xUs, U E". Para la otra implicacion si

es fundamental la hipotesis de no degeneracion.

Es interesante destacar que A se puede entender como una especie de
vector de multiplicadores de Lagrange asociados a X .

Por la homogeneidad del sistema del Corolario 2.6.3, la condicion
AORY, se puede sustituir por AOA° o por A >e. Asi,

Corolario 2.6.4 XOE] si, y solosi, DAOA}, A'R2 0.
Corolario 2.6.5 XOE[, si, y s6losi, DAOR, A'R20, Aze.

Si hacemos ahora el cambio de variable A= A +e, entonces:
Corolario 2.6.6 XOE, si, ysolosi, AO Rf, A'R2 -¢€'R.

A partir del Teorema 2.6.2 se descubre, sin dificultad, el siguiente
test:

Corolario 2.6.7 ([EvSt73], Corollary 2.2) XU EXF;) si, y solo si, el problema:

max{e's/ Ru+1s=0,u=0,s> 0} (2.9)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

Notese que el problema (2.9) es factible pues (ut, st) = (0, O) verifica
las restricciones. Ademas, hay disponible de forma inmediata una base
inicial dada por la identidad (I ).

Ademas, es claro que (2.9) es un problema degenerado. Sin embargo,
se debe esperar que tenga un numero reducido de restricciones de tipo
igualdad, por ser frecuente en la practica que k sea pequerio.

Merece la pena destacar que, si en el transcurso de la resolucion del
problema (2.9), el valor objetivo se hace estrictamente positivo, podemos
parar sin necesidad de terminar la optimizacion, concluyendo que X es no
eficiente. Evidentemente, la consideracion de esta apreciacion aumenta el

rendimiento del test.
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Teorema 2.6.8 X[J EXPp si, y solo si, (2.9) es no acotado.

Demostracion. XDEXF;. Por el Corolario 2.6.5 = A'R=0, A=e, no tiene

solucion. Si denotamos por D el problema dual de (2.9) = D es no factible.

Como (2.9) es factible = (2.9) es no acotado.
[

2.6.2 Caso Degenerado

Con mucha frecuencia ocurre en la préactica que el vértice objeto de estudio
es degenerado. Por tal motivo es prioritario analizar adecuadamente la
nueva situacion.

Supongamos que X es o -degenerado. Siempre se verifica que:

Teorema 2.6.9 ([St86], Theorem 9.11) OXOE{ entonces OBOB(X),
0AO R, tales que A'R2 0.
Demostracién. Si xOE; 0O 0AO RY,, XS, . Ahora, aplicando las

propiedades del algoritmo del simplex O OBOB(x), A'R2 0.
n

Bajo hipotesis de degeneracion es posible que la base particular B,
asociada a X, que estamos considerando, verifique que I(B): 0 ; es decir, el

sistema A'R=0, A >0, no tiene solucién. No obstante, sean Y =B™N e Y,
las filas de Y asociadas a variables basicas degeneradas.

Teorema 2.6.10 ([EvSt73], Lemma 2.4) X[ EXPp si, y solo si, el sistema:

Ru<O0, Y,u<0, u=0 (2.10)
no tiene solucion.
Demostracion.
e
Supongamos, por reduccién al absurdo que DUOR!™, RG<O0, Y,Us0 O
Oed R,/ X, =&020, K,=b-Y%x,20 O ROX. Ademas, como
Rk, =eRi<0=Rx, O XOE, O #, Luego DuJ R!™, Ru<0, Y,us<0.
e
Como OxOX O x,20, x; =b-Yx, =0, aplicando la hipétesis 0 0OxJ X,
Rx, <Rx, O XOE.

[

Aplicando al sistema (2.10) el teorema de la alternativa de Tucker
(IMn69], p. 29), se tiene:
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Corolario 2.6.11 ([ArMI91], Proposition 2.2) XDEXF;, si, y solo si, 0AO RY,,
OvOR? tales que A'R+V'Y, =0.

Por la homogeneidad del sistema anterior podemos escribir:

Corolario 2.6.12 XOE si, y solo si, OAOA,, OvOR?, tales que
AR+VY, 20.

Corolario 2.6.13 XOE[ si, y solo si, DAOR, OvORY, tales que
AR+V'Y, 20, A>e.

Si hacemos ahora el cambio de variable A= A +e, entonces:

Corolario 2.6.142 T(DE; si, y solo si, OAD R*, OvOR’ tales que
AR+VY, =-€R.

A partir del Teorema 2.6.10 también es posible obtener el siguiente
test:

Corolario 2.6.15 XOJE si, y s6lo si, el problema:

max{ets/ Ru+|s:0,YDU§0,ugO,ng} (2.11)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

El problema (2.11) siempre es factible pues (u‘, st) = (O, O) verifica
las restricciones. Ademas, se disponible de forma inmediata una base inicial,
dada por las columnas asociadas a s y a las variables de holgura de Y,u<0.

Si el grado de degeneracion o de X no es grande, se debe esperar que
(2.11) tenga una base de dimension pequefia, por ser frecuente en la practica
gue k sea pequefio.

Evidentemente, (2.11) es un problema degenerado y, nuevamente, si
en el transcurso de su resolucion, el valor objetivo se hace estrictamente
positivo, podemos parar la optimizacion, concluyendo que X es no eficiente.

2 En este resultado se basa e método 11.2 que aparece en [Ph77], p. 357, para generar una solucion
eficiente.
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Teorema 2.6.16 XOE si, y solo si, (2.11) es no acotado.
Demostracion. XOEg. Por el Corolario 2.6.13 = A'R+VY, 20, Aze,

v=0, no tiene solucién. Si denotamos por D el problema dual de (2.11) =

D es no factible. Como (2.11) es factible < (2.11) es no acotado.

2.7 Aristas Eficientes Incidentes en un Vértice

Una vez que se tienen tests para comprobar la eficiencia de un vertice, lo
natural consiste en intentar extenderlos al caso de aristas incidentes en un
vértice. Mientras que para el caso no degenerado existe una cantidad
apreciable de resultados publicados, es significativa la escasez de los mismos
para el caso degenerado, que sélo ha merecido atencién en raras ocasiones
(ver, por ejemplo, [EcKd78]).

Esta seccion estudia en qué condiciones una arista incidente en un
vértice es eficiente, desarrollando una teoria viable para el caso degenerado.

Sea P el problema max{Cx/xOX}, donde X viene dado por el
sistema (2.1). Consideremos X s.f.b. de X, especificado por una base
arbitraria BOR™™ de A (=[B N])y R = C®B*N-C" OR*"™ su matriz de
costos reducidos asociada, la cual supondremos, sin pérdida de generalidad,
no nula.

Sean j0J,, r! lacolumna de R asociada a X, y &' OX, la arista de

X, incidente en X, que se obtiene al incrementar el valor de la variable no
basica X;. Supondremos que r’' 20, pues en caso contrario la arista es

obviamente ineficiente (ver Proposicion 4.3.6, (ii)).

Sabemos que si denotamos por J'=J, -{j} , entonces &' = F(J').
2.7.1 Caso No Degenerado
Supongamos que X es no degenerado.

Teorema 2.7.1 &' OEP(X) si, y sélo si, el sistema:
Rusr!, uz0 (2.12)
no tiene solucion.
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Demostracion. Sea (i=e¢, OR!™ O r! =R

gy v

Supongamos, por reduccion al absurdo que OGOR™™, RO <r'. Como X es no
degenerado, Oed R,, tal que los puntos X y X, dados por, X, =&u,
X, =b-YX, y X, =&, R, =b-Y&, verifican que X, X, >0. Luego, X,
XxOX. Ademas, 06'. Como RG=RI O Rx,=2RX, O RKROE" O #, pues
3 DES(X).

“py

Como X es no degenerado, Ue00 R,, tal que X, definido por, X, =€,
% =b =YX, verifica que X; >0 O kD(dj)o. Ademas, aplicando la hipétesis

O DO R™, RusRa O OxJ X, Rxy, <R, O ROE" O &' OE°.
|

Es posible reescribir el Teorema 2.7.1 en términos de un programa
escalar lineal. Efectivamente:

Corolario 2.7.2 ([EcKd78], Theorem 1) ' OE’(X) si, y s6lo si, el problema:
max{e‘s/ Ru+|s:ri,ugo,s;0} (2.13)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

Obsérvese que (2.13) siempre es factible pues (ut, st) = (eﬁ, O)
verifica las restricciones. Ademas, se puede conseguir de manera inmediata
una base inicial. Adicionalmente, la dimension de esta base debe ser
pequefia pues hay so6lo k restricciones de tipo igualdad. Por otra parte, si en
el transcurso de la resoluciéon del problema (2.13), el valor objetivo se hace
estrictamente positivo, podemos parar sin necesidad de terminar la
optimizacion, concluyendo que &' es no eficiente.

Aplicando dualidad escalar al Corolario 2.7.2 se tiene:

Corolario 2.7.3 §' OEP(x) si, y sélo si, el problema:
min{Ar 1/ AR20,A 2 ¢} (2.14)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

Teorema 2.7.4 5 OES(X) si, y solo si, el sistema:
Ru-rlv<0, u=20, v=0 (2.15)
no tiene solucion.
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Demostracion.

“py

Tomando v=1y aplicando la hipdtesis 0 Ru<r', u=0, no tiene solucion.
Ahora por el Teorema 2.7.1 0 &' OE(x).

Nk

Supongamos por R. A. que OUOR"™™, OVOR,, Ru-r'v<0. Distinguimos dos
casos: i) v=0 O el sistema Ru<0, u=0, tiene solucién. Por el Teorema
2620 XOE® O # pues xO8'.ii)) v>0 O Rus<r’!, ux0, tiene solucion.

Aplicando el Teorema 2.7.1 O &' OEP(X) O #.
m

El siguiente resultado constituye una elegante extension del Teorema
2.6.2.

Teorema 2.7.5 &' OEP(X) si, y sélo si, el sistema:
RU<O0, Uy 13 20 (2.16)
no tiene solucion.

Corolario 2.7.6 3' OE(X) si, y sélo si, AO R, tal que A'R=0, A'r/ =0.
Demostracion. §' DE?(x). Aplicando el Teorema 2.7.4 - (R, -r')y<o0,
y=0 no tiene solucion. Aplicando el teorema de la alternativa de Gale
(IMn69], p. 35) = DM RY, AR -r')20 = DA RY, AR20, A/ <0
~ OA RX, A'R20, A'r! =0.

M+ 1

Independientemente o no de la degeneracién de X, siempre ocurre
que si OAO RY, tal que A'R=0, A'r! =0 entonces &' DE’(x). Por desgracia,
para la otra implicacion es fundamental la no degeneracion de X.

Por la homogeneidad del sistema del Corolario 2.7.6, la condicion
AORY, se puede sustituir por AOA° o por A = e. Asi podemos obtener:

Corolario 2.7.7 5' OEP(x) si, y sélo si, DA OAS tal que A'R2 0, A'r! =0.

Corolario 2.7.8 ([EcHKS80], Corollary 4.2) &' OE”(x) si, y sélo si, OA OR"
tal que A'R20, A'r! =0, Aze.

En general, dado A ORX, arbitrario, se tiene:
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Corolario 2.7.9 §' OEP(X) si, y sélo si, DAOR* tal que A'R20, A'r' =0,
Az
Demostracion. Inmediata teniendo en cuenta que &' [ Ef()‘() - 0AO RY,,

A'R20, A'r’ =0 y que por la homogeneidad del sistema siempre podemos
multiplicar A por una constante positiva a suficientemente grande que
haga que aA 2 A .

[

Utilizando, respectivamente, los cambios de variable A= A+ey A=
A+ se obtienen:

Corolario 2.7.10 &' OE’(x) si, y sélo si, OAO R tal que A'R2 -e€'R,
Arl =—¢'rl,

Corolario 2.7.11 &' OEP(X) si, y sélo si, OAO R tal que A'R=-A'R,
Arl =2,

O bien, expresados en términos de programas lineales escalares:

Corolario 2.7.12 ([EcKd78], Corollary 2) 6jDE:(X) si, y solo si, el

problema:
min{sj I-AR+s =€'R 120,520} (2.17)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

Corolario 2.7.13 ([ArMI91], p. 479) &' DE’(x) si, y sélo si, el problema:
min{s, /- A'R+s' =A'R, 120,520} (2.18)
es acotado, con valor éptimo igual a 0.

Notese que el programa lineal (2.18) tiene la gran ventaja de que,
cuando A OI(B), es evidente una solucién factible basica inicial
(ahorrandonos la fase I del método del simplex), la cual viene dada por
(¥, s)= (0", A'R), pues XOI(B) O A'R=0. Esta ventaja desaparece si
utilizamos el problema (2.17), donde no se puede garantizar la no
negatividad del término independiente.

A partir del Teorema 2.7.5 se tiene:

Corolario 2.7.14 ([EcKd78], Corollary 1) &'OEP(X) si, y sélo si, el

problema:
max{e‘s/ Ru+Is=0,u; i gO,s;O} (2.19)

es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.
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Notese que el problema (2.19) siempre es factible pues (u‘, s‘) =
(0, 0) verifica las restricciones.

Evans y Steuer afirman, erréneamente, un resultado parecido al
Corolario 2.7.14. A saber: el punto extremo adyacente a través de &' es
eficiente si, y sélo si, el problema (2.19) es acotado, con valor 6ptimo igual a
0 ([EvSt73], Lemma 2.3). Sin embargo, sélo se verifica la implicacion hacia
la izquierda. En general, la otra no es cierta, pues dos vértices adyacentes de
X pueden ser eficientes y la arista que los une no serlo (Ejemplo 2.5.10) v,
por tanto, (2.19) ser no acotado. Ecker y Kouada dan un contraejemplo
numeérico que ilustra este hecho ([EcKd78], p. 252).

Corolario 2.7.15 &' OE?(X) si, y sélo si, (2.19) es no acotado.
Demostracion. &' OE”(x). Por el Corolario 2.7.8 = AR™ >0, A'ri =0,
A = e, no tiene solucion. Si denotamos por D el dual de (2.19) = D es no

factible. Como (2.19) es factible < (2.19) es no acotado.
[ |

A continuacion vamos a estudiar las generalizaciones de los
resultados anteriores al caso degenerado.

2.7.2 Caso Degenerado

Supongamos, pues, que X es o -degenerado. Sean Y =B™N, Y, las filas de
Y asociadas a variables basicas degeneradas e y. la columna j de Y, .

Consideremos 3N = {jDJN/yggo}. Sabemos que para la tabla

canénica actual T(B) asociada a X, los elementos de J,, determinan aristas

incidentes en X, pues las variables no basicas asociadas a los mismos se
pueden incrementar. Sin embargo, hay que tener muy presente que algunos

de los elementos de J, —J, también pueden estar asociados a aristas

incidentes en X, a pesar del hecho de que en la tabla T(B) tales variables no
se puedan incrementar individualmente ([Mr85]). Esta circunstancia
conlleva a que, si consideramos J,, como fuente de indices para el calculo de

las aristas eficientes incidentes en un vértice degenerado, tengamos que
estudiar todas las tablas canonicas asociadas al mismo que sean
lexicograficamente accesibles a partir de la base originalmente fijada
([ArmMI91]). Solo de esta manera podemos garantizar la obtencion de todas
las aristas eficientes incidentes en el vértice. Para un tratamiento a partir
de una unica tabla candnica remitimos al lector a los resultados mas
generales expuestos, para el caso degenerado, en la seccion 2.8.
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Obsérvese que los elementos de J, —-J, proporcionan bases
degeneradas alternativas de X.

Fijemos pues, jOJ, y no olvidemos la advertencia hecha en el
parrafo anterior.

Teorema 2.7.16 &' DE!(x) si, y sélo si, el sistema:

Rusr!, Y,ug0, u=0 (2.20)
no tiene solucidn.
Demostracion. Sea U=¢, OR™ O r’ =Rl
gy v
Supongamos, por reduccién al absurdo que OUOR!™, Ri<r’!, Y,0<0 O
Oed R,, tal que los puntos X y R, dados por, X, =&0, X; =b-YX, y X, = €0,
% =b =YX, verifican que X, X;=0. Luego, X, XOX. Ademas, %0d'.
Como RG=RI O RX, 2RXx, O KROE" O #, pues &' OEP(X).
gy v
Oed R,, tal que X, definido por, X, =&l, X, =b — Y&, verifica que ﬁD(dj)
Ademaés, aplicando la hipdtesis 0 Oud R™, Y,u<0, RusRd O 0OxXJ X,
Rx, <R}, O XOE" O &' OE".

0

El Teorema 2.7.16 admite también la reformulacion:

Corolario 2.7.17 ([EcKd78], Theorem 2) &' OEF (%) si, y sélo si, el problema:
max{ets/ Ru+Is=r',Y,us0,u=0,s2 O} (2.21)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

El problema (2.21) siempre es factible pues (u‘, st) = (etj, O) verifica

las restricciones. Ademas, se puede conseguir de manera inmediata una
base inicial. La dimension de dicha base no ha de ser grande si el grado de
degeneracion o de X no es elevado (en la practica es frecuente que k sea
pequefio). Por otra parte, si en el transcurso de la resolucion del problema
(2.21), el valor objetivo se hace estrictamente positivo, podemos parar sin
necesidad de terminar la optimizacion, concluyendo que &' es no eficiente.

Aplicando dualidad escalar al Corolario 2.7.17 conseguimos:

Corolario 2.7.18 &' OE” (%) si, y sélo si, el problema:
min{A'r ) JAR+V'Y, 20,4 2, v2 0} (2.22)
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es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

Teorema 2.7.19 &' OEP(X) si, y sélo si, el sistema:

Ru-rlv<0, Y,us0, u=0, v=0 (2.23)
no tiene solucion.
Demostracion.
L
Tomando v=1y aplicando la hip6tesis 0 Ru<r’, Y,u<0, u=0, no tiene
solucién. Por el Teorema 2.7.16 0 &' OE”(x).
“py
Supongamos por reduccion al absurdo que OUOR!™, OVOR,, Ru-r'v<0,
Y,u<0. Distinguimos dos casos: i) V=0 U el sistema Ru<0, Y,us<0, u=0,
tiene solucion. Aplicando el Teorema 2.6.10 0 XOEF O #, pues X043, ii)
v>0 O Ru<r’, Y,ug0, u=0, tiene solucion. Por el Teorema 2.7.16 [
SIOEN(X) O #

[ |

Corolario 2.7.20 &' OEP(X) si, y sélo si, OAORY,, OvOR’ tales que
AR+V'Y, 20, A'r! =0.
Demostracion. &' OE°(x). Por el Teorema 27.19 - (R -r'ly<o0,
(YD, O)ng, y=0 no tiene solucion. Aplicando el teorema de la alternativa
de Tucker ((Mn69], p. 29) — OAD RY,, OvOR’, A(R -r!)+v'(Y,, 0)z0
- 0AD RS, OVOR?, AR+VY,20, Ar'<0 <1 0OAIRY, OvOR?,
AR+V'Y, 20, A'r! =0.

[

Por la homogeneidad del sistema enunciado en el Corolario 2.7.20, la
condicion A ORY, se puede sustituir por AOA° o por A >e. Asi:

Corolario 2.7.21 &' OEP(X) si, y sélo si, DAOAS, OvOR? tales que
AR+V'Y, 20, A'r! =0.

Corolario 2.7.22 &' OEP(X) si, y sélo si, DAOR*, OvOR® tales que
AR+VY, 20, A'r! =0, A ze.

LAT 2 =vy? 20
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En general, dado A OR", , tenemos:

Corolario 2.7.23 &' OEP(X) si, y sélo si, DAOR*, OvOR? tales que
AR+VY, 20, A'r' =0, A22.

Utilizando, respectivamente, los cambios de variable A= A+ey A=
A+ se obtienen:

Corolario 2.7.24 &' OEP(X) si, y s6lo si, OAO R, OvOR? tales que
AR+VY, 2-€R, A'r! =—¢'r!.

Corolario 2.7.25 &' OEP(X) si, y s6lo si, OAD R, OvOR’ tales que
AR+VY, 2-A'R, A'r! =-A'r],

En funcion de la acotacion de programas escalares lineales, los
resultados anteriores se escriben como:

Corolario 2.7.26 ([EcKd78], Corollary 3) &'OEP(X) si, y sélo si, el

programa:
min{s/}\‘R+thD >-e'R-Ar!'+s=¢€'r',A20,v=0,s2 (} (2.24)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

Corolario 2.7.27 &' OE?(X) si, y sélo si, el programa:
min{s/—/\tR—v‘YD <SAR -Ar! +s=A'r', A20,v=0,s> C} (2.25)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

La ventaja del problema (2.25) sobre el (2.24) viene dada porque si
tenemos )TDI(B), entonces podemos garantizar la no negatividad del

término independiente (A'R=0) y podemos utilizar directamente la fase 11
del método del simplex, por ser evidente una solucion factible basica inicial.

A partir del Teorema 2.7.19 se puede deducir:

Corolario 2.7.28 &' OE? (%) si, y sélo si, el problema:
max{e‘s/Ru+Is—rjv:O,YDugo,u;O,sgo,vz0} (2.26)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

El problema (2.26) siempre es factible pues (ut, s, v) =, o 0)
verifica las restricciones.
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Corolario 2.7.29 &' OE? () si, y sélo si, (2.26) es no acotado.
Demostracién. &' OEZ(x). Por el Corolario 2.7.22 = AR+VY, 20,
A'r? =0, A=ze, v=0, no tiene solucion = A'R+V'Y, 20, A'r' <0, A>e, v20,

no tiene solucion. Si denotamos por D el dual de (2.26) = D es no factible.

Como (2.26) es factible = (2.26) es no acotado.
[ |

2.8 Caras Eficientes Incidentes en un Vértice

Aungue el problema de determinar la eficiencia de una cara incidente en un
vértice no degenerado arbitrario ha sido ampliamente estudiado a lo largo
del tiempo ([Is77a], [EcHKS80], [Mr85], ...), creemos totalmente justificado
dedicar parte de nuestro esfuerzo y empefio a la obtencion de nuevas
condiciones que garanticen dicha circunstancia. Por otra parte, de forma
sistematica (salvo escasas excepciones) se ha dejado de lado el caso
degenerado, aduciéendose que “lo Unico que se necesita para manejarlo es
introducir alguna regla para deshacer los empates que se producen al
determinar la fila pivote” ([EcHK80], p. 356). Esto es falso pues, incluso
aunque se considerasen todas las tablas canodnicas asociadas a un vértice
degenerado, se pueden perder caras eficientes ([Mr85], p. 31).

Los tests que determinan la eficiencia 0 no de una cara son
herramientas muy apreciadas y codiciadas en programacion vectorial. En
general, las ideas que se esconden en los mismos, en ultima instancia,
suelen ser sencillas, pero su elaboracion no es trivial.

En esta seccién vamos a obtener caracterizaciones novedosas que nos
permitan determinar la eficiencia de una cara incidente en un vértice dado.
Para ello partiremos de dos planteamientos parecidos, pero distintos. El
primero de ellos se basa en la idea de que la cara es eficiente si, y solo si, lo
es algun punto de su interior relativo. El segundo, relaja el problema
original de tal forma que el vértice considerado se convierte ahora en un
elemento del interior relativo de una cierta cara del problema relajado que
es eficiente si, y sélo si, lo es la cara objeto de estudio.

Como siempre, sea P el problema max{Cx/xOX}, donde X viene
dado por el sistema (2.1). Consideremos X s.f.b. de X, especificado por una
base arbitraria BOR™™ de A (=[B N]) y R = CE®B'N-C"OR®(™, sy
matriz de costos reducidos asociada, la cual supondremos, sin pérdida de
generalidad, no nula.
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2.8.1 Caso No Degenerado

Supongamos que X es no degenerado. Sean J' 0 J, arbitrarioy r =R™’e.
En esta situacion, es claro que J' es un descriptor maximal y dim(F(J')) =
n-m-|J'|. Ademas, {5j /703, —J'} es, exactamente, el conjunto de aristas
de F(J') incidentes en x.

Una posible generalizacion del Teorema 2.7.1 adopta la forma:

Teorema 2.8.1 F(J')JEP(X) si, y sélo si, el sistema:

Ru<r,u=0 (2.27)
no tiene solucidn.
Demostracion. Sea G = (3, GSN_J,): (, ¢)or™ O r=Ra.
“py v
Supongamos, por reduccion al absurdo que JUOR!™, RU<r. Como X es no
degenerado, Oe0 R,, tal que los puntos X y X, dados por, X, =é&U,
X, =b-YX, y X, =&, % =b-Y&, verifican que X,, %X, >0. Luego, X,
X0 X . Ademés, XOF(J'). Como RizRI O RX, 2RX, 0 XOEP O #, pues
F(3')DEP(x).
“py
Como X es no degenerado, Uel0 R,, tal que X, definido por, X, =é&q,
%, =b — Y&, verificaque %, >0 O XOF°(J'). Ademas, aplicando la hipétesis
0 Oud R™™, RusRA O 0OxJ X, Rx, <R%, O KOE® O F(3)OEP(x).

[

La no factibilidad del sistema (2.27) se puede analizar a través de la
resoluciéon de un programa lineal escalar. Efectivamente:

Corolario 2.8.2 F(J')0E(X) si, y s6lo si, el programa:

max{e‘s/ Ru+ls=r,uz0, sg(} (2.28)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

El problema (2.28) siempre es factible, pues (u‘J,, TS s‘) =
(0‘, e, O) verifica las restricciones. Ademas, se debe esperar que (2.28)
tenga una base de dimensidon pequeiia, por ser frecuente en la practica que
k sea pequefio. Si en el transcurso de la resolucion del problema (2.28), el

valor objetivo se hace estrictamente positivo, podemos parar sin necesidad
de terminar la optimizacion, concluyendo que F(J’) es no eficiente.
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Aplicando dualidad escalar al Corolario 2.8.2 se obtiene:

Corolario 2.8.3 F(J')0E!(X) si, y sélo si, el problema:
min{A'r /AR20,A 2 ¢} (2.29)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

Otra posibilidad viene de la mano del siguiente resultado:

Teorema 2.8.4 F(J')OEP(X) si, y sélo si, el sistema:

Ru-rv<0, u=0,v=0 (2.30)
no tiene soluciodn.
Demostracion.
“D kil
Tomando v=1y aplicando la hipotesis 0 Ru<r, u=0, no tiene solucién.
Por el Teorema 2.8.1 0 F(J')OEP(X).
“D ”
Supongamos por reduccién al absurdo que DuOR!™, OVOR,, Ru-rv<0.
Distinguimos dos casos: i) v=0 0O el sistema Ru<0, u=0, tiene solucion.
Utilizando el Teorema 2.6.2 O XOE"O #, pues xOF(J') ii) v>0 O
Ru<r, uz0, tiene solucién. De nuevo, por el Teorema 2.8.1 O F(J')JE](X)

U #.
|

Corolario 2.8.5 F(J')0E(X) si, y sélo si, DAD R, tal que A'R=0, A'r =0.
Demostracion. F(J')OEP(X) -« (R, -r)y<0, y=0 no tiene solucién.
Aplicando el teorema de la alternativa de Gale ([Mn69], p. 35) - 0OAO RY,,
AR -r)20 -« OAORY, A'R20, A'r<0 <! OADRY, A'R20, A'r=0.

40

Independientemente o no de la degeneracion de X, si OAO RY, tal que
A'R20, A'r =0, entonces F(J")OE?(x).

Por la homogeneidad del sistema enunciado en el Corolario 2.8.5, la
condicion A ORY, se puede sustituir por AOA° o por A >e. Asi:

Corolario 2.8.6 F(J')0E!(X) si, y s6lo si, DA OAS, tal que A'R=0, A'r =0.

LAR200 AR 7200 Mr=AR™7ex0.
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Corolario 2.8.7 F(J')OE!(X) si, y s6lo si, DAOR* tal que A'R=0, A'r =0,
A=e.

En general, dado A ORY,, siempre podemos multiplicar A por una
constante positiva a suficientemente grande que haga que aA=A,
pudiéndose obtener:

Corolario 2.8.8 F(J')OE (%) si, y sélo si, DAOR" tal que A'R20, A'r =0,
Az

Utilizando, respectivamente, los cambios de variable A= A+ey A=
A+A seconcluye:

Corolario 2.8.9 F(J')JE(x) si, y sélo si, JAO R* tal que A'R2 -€'R,
Ar=-€'r.

Corolario 2.8.10 F(J')JEP(x) si, y sélo si, OAO R tal que A'R2-A'R,
At ==A'r.

Lema 2.8.11 Dados V',v?OR". Entonces V'2Vv?, eVv'=¢€'V* si, y solo si,
Vi =v2,
Demostracion.
‘lD ”
Trivial.
‘lD ”
Por hipétesis, Vv'=v®. Supongamos por reduccion al absurdo que
Oj0fL....n, vi>v2 O evi>ev? O # Luego V! =V,
|

Los siguientes resultados son claros combinando los corolarios
anteriores con el Lema 2.8.11.

Corolario 2.8.12 F(J3')0OEF(x) si, y sélo si, el programa:
min{etsJN_J. I-AR+s =e'R 120,520} (2.31)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

Corolario 2.8.13 F(J')0E(X) si, y s6lo si, el programa:
min{e‘sJN_J, /I-A'R+¢' :/T‘R,Ago,sgo} (2.32)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.
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Cuando /TDI(B), el programa (2.32) presenta la ventaja de que es
evidente una solucion factible basica inicial (ahorrandonos la fase | del
método del simplex), la cual viene dada por (X', s') = (0!, A'R), pues
A01(B) O A'R20. Esta ventaja se pierde si A se sustituye por e, pues no
se puede garantizar la no negatividad del término independiente.

A partir del Teorema 2.8.4 se tiene:

Corolario 2.8.14 F(J3')0OEF(x) si, y sélo si, el programa:

max{e's/ Ru+1s-rv=0,uz0,s20,v=0} (2.33)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

El problema (2.33) siempre es factible pues (u', s', v) = (0, 0, 0)
verifica las restricciones.

Corolario 2.8.15 F(J3')0E?(x) si, y sélo si, el problema (2.33) es no acotado.
Demostracion. F(J'))OEJ(X) = A'R20, A'r=0, A2e, no tiene solucién

= A'R20, A'r<0, A=e, no tiene solucién. Si denotamos por D el dual de

(2.33) = D es no factible. Como (2.33) es factible = (2.33) es no acotado.
[ |

También es posible utilizar otras argumentaciones a las empleadas
hasta ahora para deducir condiciones novedosas que garanticen la eficiencia
de una cara.

Teorema 2.8.16 F(J')JE](X) si, y sélo si, el sistema:

AR20, AR =0,1>0 (2.34)
tiene solucion.
Demostracion. F(J')0Ef(x) = OAORY,, F(Q')0S,. Aplicando el
Teorema 2.4.13 = El sistema, A'R=0, A'R™™ =0, A >0, tiene solucién.

[
Por la homogeneidad del sistema (2.34), es claro que
Corolario 2.8.17 F(J3')OE!(x) si, y sélo si, el sistema:
AR20, AR™ 7 =0, Aze (2.35)

tiene solucidn.

Haciendo el cambio de variable A=A-e en el sistema (2.35)
obtenemos:
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Corolario 2.8.18 ([EcHK80], Theorem 4.2) F(J')OEF(X) si, y sélo si, el

sistema:
ARz-eR, AR ==eR™"7, 120 (2.36)
tiene solucién.

El siguiente resultado generaliza a los dados en el Teorema 2.6.2 y
Teorema 2.7.5, para vértices y aristas, respectivamente.

Teorema 2.8.19 F(J')OEF(X) si, y sélo si, el sistema:

Ru<O0, u, 20 (2.37)
no tiene solucion.
Demostraciéon. F(J)OEP(Xx) - EIl sistema, A'R20, A'R™” =0, A>0,
tiene solucion. - EI sistema, A(R, -R™?)z0, A>0, tiene solucion.
Aplicando el teorema de la alternativa de Gale ([Mn69], p. 35) = El sistema
(R, —RJN‘J')ysO, y=0, no tiene solucion. - EI sistema (2.37) no tiene

solucion.
[

El Teorema 2.8.19 se puede expresar en funcidon de la resolucion de un
programa lineal escalar, obteniéndose el siguiente test:

Corolario 2.8.20 F(J')0E?(X) si, y s6lo si, el programa:
max{e's/ Ru+1s=0,u, 20,520} (2.38)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

El resultado anterior es mas sencillo que el enunciado en [Is77a],
Theorem 4 y Theorem 5.

Corolario 2.8.21 F(J')0E!(X) si, y sélo si, el problema (2.38) es no acotado.
Demostraciéon. Por el Corolario 2.8.17, F(J')OEF(x) - AR=20,

AR =0, A=e, no tiene solucién. Si denotamos por D el dual de (2.38)

= D es no factible. Como (2.38) es factible = (2.38) es no acotado.
[

2.8.2 Caso Degenerado

Vamos a estudiar ahora las generalizaciones de los resultados anteriores al
caso degenerado. Supongamos, pues, que X es o -degenerado.

Nuestra intencion consiste en calcular todas las caras eficientes
incidentes en un vértice degenerado a través de la utilizacion de una Unica
tabla canénica.
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Sea J'0J, un descriptor maximal. Sabemos que F(J') determina

una Unica cara de X incidente en X y que toda cara F tiene asociado un
Unico descriptor maximal J' 0 J, (ver Teorema 2.3.29).

Sean Jy =J'"NJy, I, =3 NI, e, (Y, _, ) lasfilas de Y asociadas a
variables de J, (J, —Jp) respectivamente. Como es habitual, Y, representa
las filas de Y asociadas a las variables basicas degeneradas (J,).

Sea r =R0, donde U es solucion del sistema (2.6). En virtud del
Corolario 2.3.33, como J' es un descriptor maximal, r siempre se puede
calcular.

Estas hipotesis generalizan las hechas en el caso de caras incidentes
en un vértice no degenerado, pues en esa situacion, J, =J,, J, =0 O

J'=7J,, J;, =0 y el sistema (2.6) se transforma en:

~ ~

U -y, 2€, Uy =0

Tomando 0, , =e setiene r =R™’e.

Nuestro primer resultado caracteriza la eficiencia de una cara en
funcidn de la no factibilidad de un sistema relativamente simple:

Teorema 2.8.22 F(J')OEF () si, y sélo si, el sistema:

Ru<r, Y,us0, uz0 (2.39)
no tiene solucidn.
Demostracion.
L
Supongamos, por reducciéon al absurdo que DUOR!™, RU<r, Y,u<0

A

O
Oed R,, tal que los puntos X y X, dados por, X, =&0, X, =b-YX, y X, = &0,

p

%, =b - Y%, verifican que X, %;=0. Luego, X, XOX. Ademas, XOF(J’
Como RG=RI O RX,2Rx, O KROE" O #, pues F(J')OE ().
gy
Oe0 R, tal que X, definido por, X, =&, R, =b-YX, verifica que
XOF°(3'). Ademas, aplicando la hipétesis O [ud R™, RusRi O [xJ X,
Rxy <R, O XOE® O F(I)OEP(x).

]

Notese que el Teorema 2.8.22 generaliza de forma elegante y
apropiada al Teorema 2.6.10, dado que el descriptor maximal asociado a X
es precisamente J, y por esta razon el sistema (2.6) tiene como Unica

solucién 0 =0 vy, consecuentemente, r =0. Por otra parte, es evidente que el
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Teorema 2.8.22 también generaliza al Teorema 2.8.1, pues cuando el vértice
es no degenerado, J, = 0.

Comprobar la no factibilidad del sistema (2.39) se puede llevar a cabo
facilmente a través de la resolucion de un programa lineal escalar.
Efectivamente:

Corolario 2.8.23 F(J3')0OEF(x) si, y sélo si, el programa:
max{e's/Ru+1s=r,Y,us0,u20,s20 (2.40)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

El problema (2.40) siempre es factible pues (u}N, uj, g st) =

0, a5, 5 0') verifica las restricciones. Por otra parte, si el grado de
degeneracion o de X no es grande, se debe esperar que el problema (2.40)
tenga una base de dimensidon pequeiia, por ser frecuente en la practica que
k sea pequefo. Ademas, si en el transcurso de la resolucidén del problema
(2.40) el valor objetivo se hace estrictamente positivo, podemos parar sin

necesidad de terminar la optimizacién, concluyendo que F(J') es no
eficiente.

lHlustraremos con un ejemplo el uso del test dado en el Corolario
2.8.23.

Ejemplo 2.8.24 Consideremos la siguiente tabla canonica asociada a J, =
{53 0 J,={1248.

v.b. | X X, X, X, Xs Xg r.h.s.
X |1 1 0 -1 1 0 1
x, |1 1 1 1 0 0 3
Xq 1 -1 0 0 0 1 0
-2 1 0 2 0 0 6
-2 -4 0 -1 0 0 -3
5 3 0 4 0 0 12

T(B,). Tablacanénicaasociadaa X

2 1 ZE
donde R=[1+2 -4 -1

Hs 3 4F

Comprobemos que la caraF ({1, 2,6) no es eficiente.
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Para J'={1,2,¢ 0 J,={13, J,={g, 3, -3, ={4 y I, -3, =0. Asi, el
sistema (2.7): Y;* u=0, Y*"us-e, uze, se transforma en: 0u=0, u=1.

Claramente, u=1 es solucion de este sistema O J' es un descriptor
maximal.
H %k

Entonces, r = R, . = 10

ik

La tabla candnica asociada al problema (2.40) para J' = {L 2, é es:

v.b. | x X, Xs S, S, S; S, r.h.s.
S -2 1 2 1 0 0 0 2
s, |-2 -4 -1 0 1 0 0 -1
S, 5 3 4 0 0 1 0 4
S, 1 -1 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 1 1 0 0

Este problema se comprueba que es acotado con valor dptimo positivo (5) [
F({L2 ) no es eficiente.

Comprobemos ahora que F({4)OE!. J'={4 es un descriptor maximal pues
dado que J, ={4, J, =0, J,-3,={t3 y 3, -3, ={&, el sistema (2.7) se
transforma en: (L-1)u<-1, ue, y, claramente, u' =(1, 2) es solucién de
este sistema.

%
Entonces r = R*™(i, , = 3-100

d 1

La tabla candnica asociada al problema (2.40) para J' = {A} es:

v.b. | x X, Xg S, S, S, S, r.h.s.
s |-2 1 2 1 0 0 0 0
s, |-2 -4 -1 0 1 0 0 -10
s, |5 3 4 0 0 1 0 11
s, |1 -1 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 1 1 0 0

Este problema se comprueba que es acotado con valor 6ptimo nulo (0) O

F({Z}) es eficiente. )
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Aplicando dualidad escalar al Corolario 2.8.23 se obtiene otro test
importante:

Corolario 2.8.25 F(J3')0EF(x) si, y sélo si, el programa:

min{A'r / AR+ V'Y, 20,A 2 ,v=0} (2.41)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

Es posible obtener una ligera variacion del Teorema 2.8.22 que nos
permita posteriores desarrollos.

Teorema 2.8.26 F(J')OEF(X) si, y sélo si, el sistema:

Ru-rv<0, Y,us0, u=20, v=0 (2.42)
no tiene solucion.
Demostracion.
L
Tomando v=1y aplicando la hipdtesis 0 Ru<r, Y,us0, u=0, no tiene
solucién. Por el Teorema 2.8.22 O F(J')OE(x).
“py
Supongamos por reduccién al absurdo que OUOR!™, OVOR,, Ru-rv<0,
Y,u<0. Distinguimos dos casos: i) V=0 U el sistema Ru<0, Y,us0, u=0,
tiene solucién. Por el Teorema 2.6.10 O XOEF O #, pues xOF(J'). ii) v>0
0 Ru<r, Y,usg0, uz0, tiene solucion. Aplicando el Teorema 2.8.22 [J
FOO)OEP(X) O #

[ |

Corolario 2.8.27 F(J')OEP(X) si, y sélo si, JAO RY,, OVOR’ tales que
AR+VY, 20, AT =0.
Demostracion. F(J')JEP(X) = (R -r)y<0, (Y,, 0)y<0, y=0 no tiene

solucion. Aplicando el teorema de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29)
- OADRY, OVvOR?, A(R -r)+V(Y,, 0)20 - OADORY, OVORY,

AR+VY, 20, Ar<0 <2 0AD R, OVORY, AR+V'Y, 20, A'r =0.
|

Por la homogeneidad del sistema dado en el Corolario 2.8.27, la
condicion A ORY, se puede sustituir por AOA° o por A >e. Asi:

Corolario 2.8.28 F(J')JEP(x) si, y sélo si, DAOAS, OvOR’ tales que
AR+V'Y, 20, A'r =0.

ZAR+VY, 200 AR 2—viYN O Ay = ARG, |, 2-vYVG, L 20
- - N N N N
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Corolario 2.8.29 F(J')JEP(x) si, y sélo si, DAOR*, OvOR’ tales que
AR+VY, 20, A'r=0, A =e.

En general, dado A ORX,, se tiene:

Corolario 2.8.30 F(J)OEP(X) si, y sélo si, DAORY, OvOR? tales que
AR+V'Y, 20, A'r=0, A=A.

Utilizando, respectivamente, los cambios de variable A= A+ey A=
A+ se obtienen:

Corolario 2.8.31 F(J')OE!(X) si, y sélo si, OAO R, OvOR? tales que
AR+VY, =2-€R, Ar=-€'r.

Corolario 2.8.32 F(J))OE!(X) si, y sélo si, OAD R, OvOR? tales que
AR+VY, 2-A'R, A'r =-A'r.

En funcion de programas lineales escalares es posible escribir:

Corolario 2.8.33 F(J')0E(X) si, y s6lo si, el programa:
min{s.//\tR+v‘YD >-eR-Ar+s=¢€'r,A20,v=0,s2 0} (2.43)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

Corolario 2.8.34 F(J3')0EF(x) si, y sélo si, el programa:
min{s/- AR-V'Y, < AI'R,— A +s=A'r,A20,v= 0,52 0} (2.44)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

La ventaja del problema (2.44) sobre (2.45) viene dada porque si
tenemos /TDI(B), entonces podemos garantizar la no negatividad del

término independiente (A'R20,A'r =A'R™™(, , >0) y podemos utilizar

directamente la fase Il del método del simplex, por ser evidente una solucion
factible basica inicial.

Utilizando el Teorema 2.8.26 se obtiene:

Corolario 2.8.35 F(J')0E(X) si, y s6lo si, el programa:

max{e‘s/Ru+Is—rv:O,YDugo,ugO,ng,vz O} (2.45)
es acotado, con valor éptimo igual a 0.
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Evidentemente, el problema (2.45) siempre es factible pues
(', s v)=(0 0 0)verifica las restricciones.

Corolario 2.8.36 F(J3')0E?(x) si, y sélo si, el problema (2.45) es no acotado.
Demostracion. F(J')OEP(x) = A'R+V'Y, 20, A'r=0, A2e, v20, no tiene
solucion = A'R+V'Y, 20, Ar<0, A=e, v=0, no tiene soluciéon. . Si

denotamos por D el dual de (2.45) = D es no factible. Como (2.45) es
factible = (2.45) es no acotado.

[
Utilizando ahora otro tipo de argumentacion es posible escribir:
Teorema 2.8.37 F(J')OE?(X) si, y sélo si, el sistema:
AR+VY, 20, AR +v'Y*"'<0, A>0, v20 (2.46)

tiene solucion.
Demostracion. F(J')JEf(x) - OAORY, F(')OS,. Aplicando el

Teorema 2.4.19 = El sistema (2.46) tiene solucion.
[ |

J

Obsérvese que, en realidad, la desigualdad A'R™™” +Vv'Y;*"" <0 es una

igualdad implicita.
Por la homogeneidad del sistema (2.46), es claro que:

Corolario 2.8.38 F(J3')OE!(X) si, y sélo si, el sistema:
AR+VY, 20, AR™™ +v'Y;» 7' <0, Aze, v20 (2.47)
tiene solucion.

Corolario 2.8.39 F(J')OE!(x) si, y sélo si, el sistema:
XR+VY, 2-€R, AR +vYh T <-eR™, 120, v20  (2.48)

tiene solucion.
Demostracion. Directa, sin mas que hacer en el Corolario 2.8.38 el cambio

de variable A =X —e.
[

Teorema 2.8.40 F(J')OE? () si, y sélo si, el sistema:
Ru<0, Y,us<0, u, 20 (2.49)

no tiene solucion.
Demostracion. F(J')OEP(X) - EI sistema (2.46) tiene solucién « El

sistema, A'(R, -R™7)+v(v,, -Y)7)z0, A>0, v=20, tiene solucion.
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Aplicando el teorema de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) - EI
sistema (R, —RJN‘J')ysO, (YJ,D, —YJ"?DN'J')ygo, y=0, no tiene solucion. < EI

sistema (2.49) no tiene solucion.
[

Creemos muy interesante interpretar el resultado dado en el Teorema
2.8.40. Para ello, consideremos el problema relajado P' = max{Cx/x0X},

siendo X' = {xOR"/Ax=Db,x, 20} y sea F'(3') = {xOX'/x, =¢ . Aplicando
el Teorema 2.6.10, el Teorema 2.8.40 viene a decir que F(J')OE si, y sélo

si, XOE". ;Qué sentido tiene esto? Para responder a esta pregunta
necesitamos un resultado preliminar:

Teorema 2.8.41 Si J'0J es un descriptor maximal de F(J'), entonces
F(3')OE' si,ysélosi, F'(J)OE!.
Demostracion. F(J)OE] « OAORY, F(3')OS, . Por el Teorema 2.4.25,
= F'())os, = F()OET.

m

Luego, estudiar la eficiencia de F(J') en el problema P es equivalente
a estudiar la eficiencia de F'(J') en el problema P'. Ahora bien, como

F(3')0(F'(3'))’, entonces xO(F'(3"))°. Ahora es clara la interpretacion.

El Teorema 2.8.40 también se puede expresar en términos de un
programa lineal escalar, dando lugar al siguiente test:

Corolario 2.8.42 F(J')0E(X) si, y sélo si, el programa:
max{ets/Ru+s:O,YJ,Dugo, u, 20,52 O} (2.50)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

Corolario 2.8.43 F(J')0E}(X) si, y sélo si, el problema (2.50) es no acotado.
Demostracion. Por el Corolario 2.8.38, F(J)OEf(x) = AR+VY, 20,
AR +viY =0, Aze, v20, no tiene solucion. Si denotamos por D el

dual de (2.50) = D es no factible. Como (2.50) es factible = (2.50) es no

acotado.
[
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2.9 Caras Arbitrarias Eficientes

Los pioneros en el reconocimiento de la eficiencia en caras definidas de
forma implicita y sin utilizar informacion especifica relativa a alguno de los
vértices de la misma, fueron Yu y Zeleny ([YuZl75]). Sin embargo, ésta es
una cuestion que ha recibido mucha menos atencion por parte de los
investigadores que la dedicada a las caras incidentes en un vértice dado. El
motivo principal de ello es que existe un consenso bastante generalizado, por
parte de la comunidad cientifica, de que los métodos globales generadores de
soluciones eficientes (ver capitulo 4) son menos viables que los locales,
debido a la explosion combinatoria que experimentan. Otra razén en contra
es que, al no poder ser utilizado el concepto de base asociado a todo vértice,
se pierden muchas posibilidades algebraicas, quedando considerablemente
limitados los desarrollos tedricos.

Consideremos el LVP, P = max{Cx/x0X}, donde X es un poliedro
de R". Sean Q el problema escalar max{c'x/x0X}y FOX, .

En nuestro estudio consideraremos diferentes representaciones para
X . Empezaremos deduciendo unos resultados clasicos debidos a Yu vy
Zeleny.

Sean X ={xOR"/Ax<t}, con rang(A)=m, I'D1 ={L....n} y F = F(1")
={xOX/Ax=b}.

Teorema 2.9.1 Si UOR!!, u'A. =c' entonces F(I')0 S, .
Demostraciéon. Por hipotesis, DuDRL"‘, u‘A. =c'. Entonces, completando

con ceros u, OxOF(1") O DuOR", u'A=c',u'b-Ax)=0 = xOS,.
n

Corolario 2.9.2 ([YuZzl75], Theorem 4.3) Si OAORY,, DuDRL'" tales que
u'A. = X'C entonces F(I')0 EP.

Supongamos que |' es un descriptor maximal. Entonces:

Teorema 2.9.3 F(I')0 S, si, y sélosi, DuOR,!, u'A. =c'.
Demostracion.

“D ”

Por el Teorema 2.9.1.
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“D ”
Sea XUOF°0OS, O A X<b_. Como x0OS, = OuORT,
u'A=c',u'(b- AX)=0.Como A ,Xx<b_, O u_. =00 DuOR', u'A. =c'.

Corolario 2.9.4 ([YuZzI75], Theorem 4.3, (i)) F(I')OE' si, y sélo si, DAORY,,
DuOR!" tales que u'A. = X'C.

Aplicando el teorema de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) al
Corolario 2.9.4 se obtiene:

Corolario 2.9.5 F(I')OE! si, y sélo si, el sistema:
Cw=0, AwsO (2.51)
no tiene soluciéon en R".

El Corolario 2.9.5 puede ser reformulado en términos de un programa
lineal escalar como:

Corolario 2.9.6 F(I')OE! si, y sélo si, el programa:

max{e‘s/Cw— Is=0, A.ws O,sgo} (2.52)
es acotado, con valor 6ptimo O.

Corolario 2.9.7 F(I')JE! si, y sélo si, el problema (2.52) es no acotado.

Consideremos ahora que X viene descrito como {xD Rf/Ax:b}, con
rang(A)=m. Sean J'0J={L..,nt descriptor maximal y DOR™ matriz

s joJ
diagonal, donde d; :§ siJj 03-3

Teorema 2.9.8 F(J')JEY si, y sélo si, el sistema:

Cw=0, Dw=0, Aw=0 (2.53)
no tiene soluciéon en R".
Demostracion.
“D kil
Sea XU FO(J') O X, >0. Supongamos por reduccion al absurdo que
OwOR", Cw=>=0, Dw=0, Aw=0 0O 0OaUR,,, Xx=x+awX. Ahora bien,
C% = C(X+aw) = Cx+aCw= Cx O #, pues XJE".
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“D ”
Sean x[F(J'), xOX arbitrario, w=x-X O Aw=0, Dw=0. Aplicando la
hipétesis 1 Cw20 0 OxX]1 X, Cx2Cx O xOE® 0O F(I')OE!.

m

Evidentemente, para demostrar en el Teorema 2.9.8 la implicacién
hacia la izquierda no hace falta que J' 0 J sea un descriptor maximal.

En términos de un programa escalar lineal, el Teorema 2.9.8 se puede
escribir como:

Corolario 2.9.9 F(J')OE' si, y sélo si, el programa:
max{e's/Cw-1s=0, Aw=0,w, 20,50} (2.54)
es acotado, con valor 6ptimo 0.

El Corolario 2.9.9 constituye una valiosa herramienta de
caracterizacion de la eficiencia de una cara arbitraria y representa un
resultado parecido en su estructura al dado en el Corolario 2.8.20.

Corolario 2.9.10 F(J')OE! si, y sélo si, (2.54) es no acotado.

Aplicando el teorema de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) al
sistema (2.53) obtenemos:

Corolario 2.9.11 F(J')OE’ si, y sélosi, DAORY,, OvOR", OuR™ tales que
ANC+Vv'D+Uu'A=0.
Veamos ahora cémo, de la mano de los resultados anteriores, se

pueden deducir algunos tests de eficiencia para puntos arbitrarios (no
necesariamente vértices):

Sean xOX y J' ={j0J/x%, =0}f. Evidentemente, F(J') es una cara de

X y J' es un descriptor maximal de la misma. Ademas, x 0F°(J'). Hechas
estas precisiones resultan claras las siguientes conclusiones:

Teorema 2.9.12 ([EvSt73], Lemma 1.2) X OEP si, y solo si, el sistema:
Cw=0, Dw=0, Aw=0 (2.55)

no tiene solucion en R".

Corolario 2.9.13 X OEP” si, y solo si, el programa:
max{e's/Cw—1s=0, Aw=0,w, 20,50} (2.56)
es acotado, con valor éptimo 0.
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Corolario 2.9.14 ([EvSt73], Corollary 1.3) XOE" si, y sélo si, OAORY,,
OvOR!, OuOR™ tales que A'C+Vv'D+u'A=0.

En la seccion 3.2 dedicada a la eficiencia completa mostraremos otra
interesante perspectiva desde la que acometer la caracterizacion de
eficiencia para caras arbitrarias.

2.10 Regiones de Indiferencia

Las regiones de indiferencia son ampliamente utilizadas en decision
multicriterio porque proporcionan informacién valiosa para el DM,
facilitando el proceso de seleccion de una solucion eficiente ([YuZl75],
Remark 3.5). Sin embargo, éste no es el Unico uso que se les puede dar, pues
permiten caracterizar de forma implicita el conjunto de soluciones eficientes
de un LVP. Debido a esta ultima propiedad han sido utilizadas, en
ocasiones, por los algoritmos generadores de soluciones eficientes (ver
[Gal77]).

Sea P el problema max{Cx/xOX}, donde X viene dado por el
sistema (2.1). Supongamos X # [ y consideremos Y [0 X.

La definicibon de region de indiferencia que presentamos a

continuacion extiende las ideas comunmente utilizadas en la literatura (ver,
por ejemplo, las dadas en [Krn74], p. 605 o [AnCI92], p. 189).

Definicion 2.10.1 Se llama regién de indiferencia (débil) de Y asociada al
problema P, y se denota por I°(Y) (Wi7(Y)), al conjunto {AD0A%/Y O SPA}

oA YOS, ).

Las particularizaciones mas frecuentes de Y son los casos dados por
Y={x con xOX,eY=FOX,.

Para simplificar la notacion, la regién de indiferencia de X asociada
al problema P se denotara por 1°(x).

Es claro que:
Proposicién 2.10.2 XE® si, y sélosi, 1°(x)# 0.
Ahora, aplicando dualidad escalar a la Definicion 2.10.1, se tiene:

Proposicion 2.10.3 1°(x) = {A OAS /A'C -u'A<0, 'Cx = u'b}.
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Se pueden obtener conclusiones mas sutiles cuando x X, , sin mas

que utilizar los resultados de la seccién 2.4. Efectivamente,

Corolario 2.10.4 Sea X s.fb. no degenerada. Entonces 1°(x) =
A OAS 1 AR20}.
Demostracion. Aplicando el Teorema 2.4.5.

]
Corolario 2.105 Sea x s.fb. o-degenerada. Entonces 1°(X) =
ADOA/OVOR?, AR+ VY, 20}
Demostracion. Aplicando el Corolario 2.4.7.

]

Proposicion 2.10.6 ([Krn74], p. 605, [ChHmM83], p. 157) Supongamos que

X es acotado. Entonces A%, = | J17(x).
X OE,

Demostracion.

“pym

Evidente.

“pym

Sea A[A §. Como X es acotado [ S #. Ademas, por ser X apuntado
0 S, contiene algln vertice. Ahora bien, sabemos que cualquier vértice X'

de S, también es un vértice de X. Como, ademas, x' OE” O x OEj O
A01F(K) o ALO P

X OEE,

Sea FOX,.
Proposicién 2.10.7 FOE! si,ysélosi, 1°(F)z 0.
Aplicando el Teorema 2.4.3, se tiene:
Proposicion 2.10.8 1°(F) = {A0A%/XC-u'A<0,AC* =u' A’}
Corolario 2.10.9 17(F) y W ?(F) son convexos.
Corolario 2.10.10 W *(F) es cerrado.

El siguiente resultado es importante, pues permite obtener la region
de indiferencia de una cara en funcion de las regiones de indiferencia de sus
vértices y aristas no acotadas.
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Teorema 2.10.11 ([Gal77], Theorem 2.3) Sea Q=F, UF, . Entonces, |°(F)
= ﬂlp(x‘).

X0Q
Demostracion. AOI°(F) = AOA,, FOS,. Por ser S, convexo =

AONA, QOS,~ ADA, ADIP(X), OxO Q - AOI7(X).
X0Q
|

Corolario 2.10.12 Sea QU E_ UE, . F es una cara eficiente maximal de X

si,ysolosi, (1°(x)z0y NI°(K)=0,0Q, QUQ O E;UE;.
X' 0Q X 0Q'

La importancia del Corolario 2.10.12 viene dada porgue enuncia un
mecanismo viable para calcular ascendentemente (ver capitulo 4) el conjunto
de todas las caras eficientes maximales de un LVP. En realidad, el método
generador de soluciones eficientes para el LVP propuesto por Gal ([Gal77])
se fundamenta en este principio.



Capitulo 3

TOpicos Seleccionados en
Programacion Vectorial
Lineal

3.1 Introduccidén

En este capitulo nos centramos en el estudio de ciertas cuestiones de interés
en programacion vectorial lineal las cuales, segun nuestro parecer,
enriquecen notablemente y desde diversas perspectivas la metodologia
estudiada. Concretamente, los tdépicos seleccionados, que se describiran
brevemente en los péarrafos siguientes, han sido la caracterizaciéon de la
eficiencia completa, la identificacion de objetivos redundantes, la dualidad, y
la optimizacion lineal sobre la region eficiente. Indudablemente, hubiera sido
posible incluir otros aspectos no menos sugerentes y atractivos. La eleccion
realizada esta basada en nuestra propia experiencia y constituye un
compromiso entre la voluntad de ofrecer un elenco de materias
suficientemente rico y variado, y la necesidad de hacer fisicamente
abordable un trabajo de estas caracteristicas.

Ocurre a veces (quizd con mayor frecuencia de lo que podriamos
pensar a priori) que la region eficiente de un LVP coincide con su region
factible ([Bn91a]). En estos casos se dice que el problema es completamente
eficiente. Es evidente que la deteccion de este fendmeno a priori, es decir,
antes de la resolucién del LVP, presenta numerosas ventajas, siendo
algunas de ellas las siguientes: (i) puede producir importantes ahorros
computacionales, (ii) aporta nuevas caracterizaciones para caras eficientes
arbitrarias y (iii) simplifica notablemente la optimizaciéon de una funcion
lineal sobre la region eficiente. Por tales motivos, hemos dedicado la seccion
3.2 al analisis de eficiencia completa de un LVP, presentando con detalle un

139
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buen numero de tests novedosos. Algunos de ellos se enuncian en términos
de la factibilidad de un sistema lineal (ver, por ejemplo Teorema 3.2.25 y
Corolarios 3.2.26 a 3.2.28) y otros en funcion de un programa lineal escalar
(Teoremas 3.2.29 y 3.2.31), siendo todos facilmente aplicables al no requerir
hipotesis previas. Es importante resefiar que, aunque los resultados
anteriores han sido obtenidos explotando la definicibn de eficiencia
completa, también se han sugerido enfoques alternativos como los utilizados
en los Teoremas 3.2.32 y 3.2.34.

Es nuestra opinion que, previamente a la resoluciéon de cualquier LVP
de tamafio medio o grande se deberia realizar, de manera rutinaria, algun
tipo de preprocesado del modelo. Aparte de las tareas tradicionales de
preprocesamiento utilizadas en los modelos escalares (ver, por ejemplo,
[ThTZ66], [Mt73], [ZnWI80], [TI80] o [KLTZ83]), tales como identificacion de
variables fijas, eliminacion de restricciones redundantes, etc., podemos
plantearnos descartar aquellos objetivos que no influyen en la region
eficiente. Las ventajas de eliminar a priori estos objetivos redundantes son
obvias: por un lado debemos esperar una disminucion del esfuerzo
computacional a la hora de calcular el conjunto de soluciones eficientes vy,
por otra parte, cualquier tipo de analisis a posteriori que se haga sobre la
region generada ha de verse simplificado. Estas razones nos decidieron a
dedicar parte de nuestro esfuerzo a la identificacion de objetivos
redundantes, quedando recogidos nuestros resultados en la seccion 3.3. En
ella se intenta conceptualizar de forma clara los elementos que hemos
considerado mas relevantes, presentandose algunos de ellos por primera vez
(Definiciones 3.3.3, 3.3.6 y 3.3.7). La teoria expuesta se ha desarrollado
concediendo un papel preponderante al cono de preferencias (Teoremas
3.3.12 y 3.3.18). De esta manera hemos podido enriquecer los resultados
propuestos por Gal y Leberling ([GalLb77]) con otros originales (ver, por
ejemplo, Corolario 3.3.20), obteniéndose todos de manera unificada y
armoniosa. Adicionalmente, dado que es conocido que los objetivos que se
pueden poner como combinaciones conicas del resto son redundantes
(Corolario 3.3.19), proponemos un procedimiento (algoritmo MSS), con
complejidad polinomial, para calcular el sistema generador minimal de un
cono poliédrico.

La dualidad en programacion vectorial lineal fue abordada, por
primera vez, por Gale, Kuhn y Tucker, en 1951 ([Kh91], p. 85), como un caso
particular del estudio que tales autores hicieron sobre dualidad en
programacion matricial lineal ([GIKT51]). Desde entonces, diversos
investigadores, han propuesto, con mayor o menor éxito, definiciones
alternativas para el caso lineal. Aunque la teoria de la dualidad permite
elegantes desarrollos tedricos, su utilidad practica, hasta el momento, para
los casos vectorial y matricial (en contraposicion con lo que sucede en el caso
escalar), deja mucho que desear, no habiéndose logrado aun (y,
probablemente, nunca se logre) una definicion de problema dual que sea
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algoritmicamente satisfactoria. En la seccion 3.4 se estudian de manera
homogénea y se relacionan entre si algunas de las definiciones méas notables
sobre dualidad en programacion vectorial. Entre todas las disponibles hemos
seleccionado las planteadas por Gale-Kuhn-Tucker ([GIKT51]), Kornbluth
([Krn74]), Isermann ([Is77b]) y Hannan ([HNn78]). Nuestro empefio se ha
visto recompensado con un buen numero de modestas aportaciones (ver, por
ejemplo, Teoremas 3.4.17, 3.4.21, 3.4.23, 3.4.31, 3.4.33, Lema 3.4.32,
Corolarios 3.4.22, 3.4.41, 3.4.43), las cuales han contribuido a enriquecer la
teoria con nuevas propiedades y relaciones, y a abreviar sustancialmente
algunas de las demostraciones presentadas.

Por ultimo, la seccidon 3.5 estudia diversos aspectos relacionados con
la optimizacion de una funcién lineal sobre la region eficiente. Se trata de
un problema elegante y muy complejo (de optimizacién no convexa), que ha
despertado interés desde hace mas de treinta afios ([Ph72], p. 224), estando
su utilidad e importancia fuera de toda duda (ver, por ejemplo, [IsSt87],
[Bn84], [Bn91b], [Bn92], [Bn93], [EcSn94], [DrFs95] y [BnLee96]). En
particular, Benson muestra en [Bn84] (p. 565) que ciertos problemas del
mundo real se pueden modelar de forma mas apropiada y realista con este
enfoque que con el mas tradicional de la programacion lineal multiobjetivo.
En este apartado realizamos un estudio tedrico y algoritmico de este tema,
presentando, entre otros resultados inéditos, el método de maximizacion
facial progresiva (MFP) basado en la optimizacion, en cada iteracion, de la
funcion objetivo sobre una cara eficiente estrictamente mejorada. Las caras
eficientes generadas se obtienen a partir de la resolucion de un programa
bilineal simplificado (Teorema 3.5.32), que puede ser abordado
adecuadamente mediante técnicas especificas de optimizacion global
([AHJS99)).

3.2 Analisis de Eficiencia Completa

Sea P el problema de optimizacién vectorial max{z(x)/ xd X}, donde
supondremos, sin pérdida de generalidad, que X #0.

Definicion 3.2.1 ([Bn91a], p. 482) P se dice que es completamente eficiente
si EP =X.

Ejemplo 3.2.2 Consideremos el problema P dado por:

Hl 0 OH
maxCx=+1 -1 1[x

Hi1i 1 1H

sa:x[dX :{XDR3/OS><1£LOsx2sLx3zd

MOOOoo4om
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y cuya region factible y cono de preferencias se representa en la Figura 3.1.

Evidentemente, E” = X..
°

Figura 3.1

Es claro que si z(X) es un conjunto unitario, entonces P es

completamente eficiente. En particular, la condicion anterior se da
trivialmente si X contiene una Unica alternativa.

El estudio de la eficiencia completa fue abordado por primera vez en
1977, de la mano de M. Benveniste ([Bnv77]) y posteriormente tratado por
H. Benson, en 1991 ([Bn91a]). Mientras que Benveniste realiz6 un estudio
preliminar bajo la hipdtesis de linealidad en las funciones objetivo, Benson
analizé con detenimiento las particularidades del fendmeno para el LVP.

En esta seccion desarrollaremos una teoria coherente y estructurada
para la eficiencia completa en el caso lineal que, a la par que integra ciertos
resultados conocidos, ofrece otros nuevos.

Consideremos, inicialmente, O zY O X .

Teorema 3.2.3 Y O E” si, y sélo si, el sistema:

z(x)-z(y)= 0, xOX , yOy (3.1)
no tiene solucidn.
Demostracion. YOE® « OyOY, OxOX, z(x)2z(y) - el sistema (3.1)

no tiene solucioén.
]



3.2. ANALISIS DE EFICIENCIA COMPLETA 143

Sea R, el programa escalar:
max{e's/ z(x)- z(y)-s=0,x0 X, yOY,sz 0}

Evidentemente R siempre es factible y generaliza al problema de
maximizacion de holguras P, .

Teorema 3.2.4 Y O E” si, y solo si, P, es acotado, con valor 6ptimo 0.
Demostracion. Y OE”. Por el Teorema 1.4.37 - Oy0OY, P,y €s acotado,

con valor 6ptimo 0 = R, es acotado, con valor ¢éptimo 0.
[ |

Teorema3.2.5Si (X, y, s)0S; entonces XOE®.
Demostracion. Aplicar el Corolario 1.4.36.

Corolario 3.2.6 Si EF =0 entonces R, es no acotado.

Sean AORY, y P,y el problema de optimizacion escalar:
max{' (z(x) - z(y))/ z(x) - z(y)z 0,xO X, y O Y}

P,y siempre es factible pues hemos presupuesto que O #Y O X.
Ademas P,, generaliza al problema paramétrico-restringido P,, (ver
seccion 1.4.5). Observese también que P,, es una generalizacion del
problema R,, pues eliminando s en este Ultimo se obtiene P, .

Teorema 3.2.7 Y O E” si, y sélo si, P,, es acotado, con valor 6ptimo 0.
Demostracion.

“D kil

Supongamos por reduccién al absurdo que OyOY, OxOX, z(X)-z(y)=20,
N (z(x)-z(y))>0.Como A>0 O z(x)-z(y)=0 O yOEP.#

“D ”

Supongamos por reduccion al absurdo que Y[ E® O 0Oy0Oy, OxOX,

z(x)=z(y) O X(z(x)-z(y))>0 O # .

Aplicando los resultados anteriores obtenemos:
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Teorema 3.2.8 Son equivalentes:
(1) P es completamente eficiente.
(i)  El sistema
z(x)-z(y)=0, x, yOX (3.2)
no tiene solucion ([Bnv77], Theoreml, p. 286).
(iit)  El programa escalar P, dado por:

max{e‘s/ 2(x)- z(y)-s=0,x, yO X,s2 O}
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.
(iv)  El programa escalar P, , dado por:

max{'(z(x) - 2(y))/ z(x) - (y)2 0, yO X}
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0 ([Bn91a], Theorem 1, p. 483).

Una interesante relacién de simetria captada por Benson viene de la
mano del problema - P = max{- z(x)/ xO X} . Efectivamente:

Corolario 3.2.9 ([Bn91a], Corollary 1.1) P es completamente eficiente si, y
solo si, — P es completamente eficiente.
Demostracion. Directa, pues por la Proposicion 1.3.13 sabemos que las

regiones eficientes de P y — P coinciden.
[ |

El siguiente resultado no tiene dificultad:
Proposicién 3.2.10 Si 0O A tal que A'z(x)=0' entonces E” = X.

Bajo la hipotesis de linealidad en las funciones objetivo, la Proposicion
3.2.10 proporciona nuevas condiciones suficientes. Efectivamente:

Teorema 3.2.11 Son equivalentes:
(i) A'C=0", A >0 tiene solucién.
(i) NdOR", Cd=0.
(iii)  El sistema
Cd-1s=0, €s=1, s=0 (3.3)
no tiene solucién ([Bnv77], Corollary 1, p. 287).
(iv)  El problema

max{e's/Cd -~ 1s=0, 520} (3.4)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.
v) c*={o}.
Demostracion.
") - (i)’

Directa, sin mas que utilizar el teorema de la alternativa de Stiemke
(IMn69], p. 32).
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“(ii) O (iii)”

Supongamos por reduccién al absurdo que OdOR", OsSOR*, Cd -15=0,
€s>1,520 0 Cd=0,#.

“(ii) O (iii)”

Supongamos por reduccién al absurdo que OdOR", Cd=0 O OaOR,,
OS0R¢, aCd -18=0, €521, §20. Llamando d=aod O OdOR", O8OR,
Cd-15=0, €821, 520 O #.

“(i) = (iv)”

No reviste dificultad.

“(i) = (V)"

Es claro pues C* ={d OR"/Cd = 0}U{0} .

Si consideramos z(x) = Cx, en virtud del Teorema 3.2.11 se tiene:

Corolario 3.2.12 ([YuzlI75], Remark 4.3) Si A'C=0", A >0 tiene solucién
entonces EF = X.

Corolario 3.2.13 ([Bnv77], Theorem 2) Si d OR", Cd =0 entonces EF = X.

El reciproco del resultado anterior no es cierto como pone de
manifiesto el siguiente contraejemplo:

Ejemplo 3.2.14 Consideremos el problema dado en el Ejemplo 3.2.2. Se tiene

que E? = X y, sinembargo, Od =(1, 0, 1)JR® tal que Cd = (D[=0.

ek

Corolario 3.2.15 Si el sistema (3.3) no tiene solucion entonces E” = X.

Corolario 3.2.16 Si el problema (3.4) es acotado, con valor 6ptimo igual a 0O,
entonces EF = X.

Corolario 3.2.17 Si C*> ={3 entonces E” = X.

Obsérvese que el problema (3.4) siempre es factible pues (dt, st) =
(0, 0) verifica las restricciones. Ademas, hay disponible de forma inmediata

una base inicial dada por | . Por otra parte, se debe esperar que la base
inicial de (3.4) sea de dimension pequefia, por ser frecuente en la préactica
que k sea pequerio.
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Veamos bajo qué hipdtesis las condiciones suficientes anteriores de
eficiencia completa son también necesarias. Si denotamos por int(X) el

interior de X en la topologia usual de R" tenemos:

Teorema 3.2.18 ([Bnv77], Theorem 3) Sea X OR" tal que int(X)z0. Si
E” = X entonces 0d OR" tal que Cd = 0.
Demostracién. Supongamos por reduccién al absurdo que Od OR", Cd =0.
Sea x0int(X) O DOeOR,,, x=x+edOX. Ademas, CX=Cx+eCd=Cx [
XxOE” O #.

[ ]

Notese que la condicion de que int(x)#- [0 es muy dura, pues implica
gue X ha de ser de dimensidn total.

Veamos como se puede comprobar si el interior de un poliedro es no
vacio. Para ello consideraremos las representaciones mas comunes. En
primer lugar, es de sobra conocido que:

i) Si X = {XD R”/Axgb} entonces int(X) = {xO R”/Ax<b}.
i) Si X = {XD R”/Axgb,xgo} entonces int(X) = {XD R”/Ax<b,x>0}.
i)  Si X = {XD R”/Ax=b,x;0} entonces int(X) = {XD R"/ Ax =D, x>0}.

Proposicion 3.2.19 ([Bnv77], p. 287) Ax<b tiene solucién si, y solo si,
yb— Ax=e, y=1, yOR tiene solucion.
Demostracion. Ax<b tiene solucion - [OxOR", 0OyOR, y=1,

y(b—AX)ge = yb—-Axze, y=1, yOR tiene solucién.
[

Corolario 3.2.20 Ax<b, x>0 tiene solucién si, y sélo si, yp— Ax=e, x=e,
y=1, yOR tiene solucion.

Demostracion. Ax<b, x>0 tiene solucion -« %r' E« %%tlene solucion.

A
Por la Proposicion 3.2.19, < y%%%l E@ e, y=1, yOOR tiene solucion =

yb-Ax=e, x=e, y=1, yOR tiene solucion.
[ |

Proposicion 3.2.21 Ax=b, x>0 tiene solucion si, y sélo si,
yb—-Ax=0, x=2e, y=1, yOR (3.5)
tiene solucion.
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Demostracion.

“gy

Inmediata.

“pgy

Por hipétesis 0x >0 tal que AX=b. Sea § = min__{x}.Si 210 (%9
(x,1) es solucién de (3.5). Si por el contrario, d<1 O (&, §) = (x/5,1/9)
solucion de (3.5)

) =

A partir de ahora, analizaremos exclusivamente el problema de la
eficiencia completa en relacién con el LVP. Supongamos que P viene dado
por max{Cx/ Ax=Db, xO Rf}.

En primer lugar, siempre podemos asegurar que:

Corolario 3.2.22 Si OAJ A, OuOR™, A'C =u'A entonces EF = X .

Demostraciéon. Basta aplicar las condiciones de eficiencia para el caso

lineal (Teorema 1.7.6).
[

Evidentemente, el Corolario 3.2.22 es una generalizacion del
Corolario 3.2.12.

Por otra parte, también es posible escribir:

Corolario 3.2.23 Si el problema:
min{e‘s/u‘A—)\‘C—stl =O,x\;e,s;0} (3.6)
es acotado, con valor éptimo igual a cero, entonces E” = X .

Corolario 3.2.24 Si el problema:

max{e'Cd / Ad =0,Cd 20,d 2 —e} (3.7)
es acotado, con valor éptimo igual a cero entonces EF = X .
Demostracion. Aplicando dualidad escalar, el problema (3.7) es acotado,
con valor 6ptimo igual a cero — min{e's/u'A-A'C-s'l =€'C,A20,520} es
acotado, con valor 6ptimo igual a cero. Haciendo el cambio de variable

A=A+e = el problema (3.6) es acotado, con valor 6ptimo igual a cero.
[

Ahora bien, si utilizamos las condiciones necesarias y suficientes que
proporciona el Teorema 3.2.8 en combinacion con los teoremas de la
alternativa disponibles para el caso lineal (seccion 1.7), el analisis de la
eficiencia completa para el LVP comienza a dotarse de tests verdaderamente
tiles.
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Teorema 3.2.25 E” = X si, y solo si, el sistema:
u'A-AC=00
VIA+AC =0l
ub+vb<0 B
A>0 H

(3.8)

tiene solucién.

Demostracion. E” = X . Por el Teorema 3.2.8 = El sistema

c. —C)gﬁzog

O
) ., . 0 . .
tiene solucién. < EI sistema % = %% no tiene solucién. Por ser
O
O
O

>

X#0O vy aplicando el Teorema de la Alternativa 1.7.3., = EI sistema

(ut, vt)% i%)ﬁ(c, —c);otﬁ

[ tiene solucion. < EI sistema (3.8) tiene

(ut, vt)gégo,)\ >0 E

solucion.
[ |
Debido a la homogeneidad del sistema (3.8) obtenemos:
Corolario 3.2.26 E” = X si, y sélo si, el sistema:
u'A-AC=00
VIA+XC 200
s vtp oy O (3.9)
ub+vb<0
Aze H

tiene solucion.

Aplicando ahora el cambio de variable A = A —e al sistema (3.9):
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Corolario 3.2.27 E” = X si, y solo si, el sistema:
uUA-ACzeC 0O
VA+ACz-ecH
ub+vib<0
A20 H

(3.10)

tiene solucién.

En realidad, la desigualdad u'b+Vv'b<0 del sistema (3.8) es una
igualdad implicita. Efectivamente:

Corolario 3.2.28 E” = X si, y sélo si, el sistema:
u'A-AC=00
VIA+XC 200
u'b+vb=0 B
A>0 H

(3.11)

tiene solucion.
Demostracion. E° =X = EI sistema (3.8) tiene solucion. Como
u'A+Vv'A>0, multiplicando ambos miembros por xOX, u'b+vb=0. = EI

sistema (3.11) tiene solucion.
[

A partir de los resultados anteriores podemos concluir que:

Teorema 3.2.29 EF = X si, y solo si, el problema D, dado por:
minu'b+vb O
s.a:utA—AtCEOH
VIA+A'C20
Aze

es acotado, con valor éptimo igual a 0.

(3.12)

OO

Obsérvese que D, no puede ser no acotado si suponemos que X z[J .

A modo de comparaciéon, Benson propone como condicion necesaria y
suficiente para la eficiencia completa de P, que el problema:

minu'b O
sa:u'A-s'1=0 H
VIA-A'C -l =OB
Azes20 H

sea acotado, con valor 6ptimo igual a 0 ([Bn91a], Theorem 2).
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Por otra parte, es interesante notar que:

Proposicion 3.2.30 D, es el dual de la formulacion lineal de P, .

Demostracion. Inmediata, sin mas que tener en cuenta que la formulacion
lineal de P, es:

E’"/

EE%DDDD

max( , 0,

%3

E—éCI B)

oA O ODDyD- (3.13)
H o A ofsH thts
o 0
Y20 1
s 0
0

Teorema 3.2.31 E° =X si, y solo si, el programa lineal escalar (3.13) es
acotado con valor objetivo 6ptimo O.

También podemos utilizar otro tipo de argumentaciones para
comprobar la eficiencia completa de un problema. La que exponemos a
continuacion se basaria en nuestra capacidad para encontrar un punto del
interior relativo del poliedro.

Sabemos que, X #0O si, y solo si, X°z0 ([INmWI88], Proposition
2.3). Sea X X°.

Teorema 3.2.32 E” =X si, y s6lo si, el sistema u'AzA'C, u'b=A'CX tiene
solucion.

Demostracién. E° =X - DAORY, X=§ « X0OS, - EIl sistema

u'A=A'C, u'b=A'Cx tiene solucion.
[ ]

Teorema 3.2.33 E” = X si, y sélo si, P(CX) es acotado, con valor 6ptimo O.
Demostracion.

.

Si P(Cx) es acotado, con valor éptimo O, por el Teorema 1.4.37 0 XOEP.
Como XxOX° O EF =X,
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1] D ”
Si EP=X O XOEP. Por el Teorema 1.4.37 O P(Cx) es acotado, con valor

optimo 0.
[

La principal dificultad que presentan las caracterizaciones dadas en
los dos teoremas anteriores estriba en encontrar un punto XO X°. Ahora
bien, si somos capaces de determinar el descriptor maximal J'0J de X
(F(J’) = X), entonces, en virtud de la Proposicion 2.3.19, X° =
{XDX/XJ_J, >0, X, =C}.

Otra posibilidad que podemos contemplar, para desarrollar nuevas
herramientas de utilidad en el estudio de la eficiencia completa, consiste en
utilizar los resultados obtenidos en el capitulo 2, relacionados con la
caracterizacion de las caras eficientes, sin mas que tener en cuenta que X
es una cara (impropia) de X . Aunque la idea es sencilla (y en esta sencillez
radica gran parte de su belleza), proporciona una nueva perspectiva,
aparentemente no explotada previamente, para afrontar este problema.

Con la intencion de dar una pequefia muestra de los resultados que se

pueden obtener por esta via, consideremos X s.f.b. de X, especificado por
una base arbitraria BOR™ de A (=[B N])y R = C®B*N-C" OR*"™ sy
matriz de costos reducidos asociada, la cual supondremos, sin pérdida de
generalidad, no nula. Supongamos, en primer lugar, que X es no
degenerada. Siempre ocurre que X = F(D). Pero si X es no degenerada,

entonces [0 también es un descriptor maximal de X . Sea r = R[&. Ahora,
utilizando el vector r que acabamos de definir, podemos aplicar a X los
resultados obtenidos en la seccion 2.8.

En particular, en virtud del Teorema 2.8.1, se tiene:

Teorema 3.2.34 EP =X si, y solo si, el sistema Ru<r, u=0, no tiene
soluciodn.

O bien, utilizando el Corolario 2.8.6,
Corolario 3.2.35 E” = X si, ysélosi, OAO RY,, A'R=0, A'r =0.

Para el caso en que X es o-degenerado necesitamos encontrar
previamente el descriptor maximal J' 0 J de X . Una vez hallado, definimos

r =R0{, donde U es solucion del sistema (2.6) y ya estamos en condiciones de
aplicar los resultados de la seccion 2.8 obtenidos para el caso degenerado.

Concretamente, aplicando el Teorema 2.8.22 se tiene:
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Teorema 3.2.36 E” =X si, y sdlo si, el sistema Ru<r, Y,us0, u=0, no
tiene solucion.

O bien, utilizando el Corolario 2.8.27 podemos escribir:

Corolario 3.2.37 E” =X si, y sblo si, 0AO Rf,, OvOR?, A'R+V'Y, 20,
A'r =0.

No quisiéramos acabar esta seccion sin mencionar, de manera
explicita, que también es posible hacer un razonamiento inverso al realizado
en los parrafos anteriores. Efectivamente, una de las aplicaciones de mayor
utilidad practica para los tests de eficiencia completa consiste en utilizarlos
para determinar la eficiencia de una cara arbitraria. Esta reflexion se basa
en el hecho de que cualquier cara de un poliedro es, en si misma, un
poliedro. Asi, entre otros muchos resultados podemos escribir:

Teorema 3.2.38 FOE! si, y solo si, el sistema Cx>=Cy, xOX, yOF, no
tiene solucion.

Corolario 3.239 FOE! si, y solo si, el programa escalar
max{ets/Cx—Cy— Is=0,xO0X, yO F} es acotado, con valor 6ptimo 0.

3.3 ldentificacion de Objetivos Redundantes

En esta seccion nos planteamos estudiar cuales (si los hay) de los objetivos
de un LVP no influyen en su conjunto de soluciones eficientes, en el sentido
de que, si los suprimimos, el nuevo problema resultante continta teniendo
la misma region eficiente que el original. Este tipo de analisis se conoce con
el nombre de identificacion o determinacion de objetivos redundantes y tiene
gran importancia en programacion vectorial, por ser ampliamente aceptado
que el esfuerzo computacional para resolver un LVP crece mas que
proporcionalmente con el numero de objetivos ([St86]). En general, la
eliminacion de los objetivos redundantes de un LVP se debera traducir, por
una parte, en un ahorro (a veces considerable) de calculo (y tiempo) al
resolver el problema y, por otra, en una simplificacion de cualquier analisis
a posteriori (filtrado de soluciones eficientes, busqueda de una solucion
preferida, ...) que se haga sobre la region eficiente. Por desgracia, la
identificacion exacta de los objetivos redundantes de un LVP es un problema
de gran dureza (como se vera en breve) y, en el estado actual del arte, solo
resultan practicos ciertos enfoques muy sencillos.
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A efectos de clasificacion, la identificacion de objetivos redundantes
estd englobada dentro del analisis de sensitividad en programacion
vectorial.

Sea P un LVP definido como en (1.5). A lo largo de este apartado
utilizaremos la siguiente notacién: Dado | O{1,...K, T serd {i...K—1.
Cuando | ={r}, con rO{1, ..., K , por motivos de simplificacién, denotaremos
por F a {1..,4 {} . De forma usual, z(x) correspondera con {z(x)/idI} y
designaremos por P, al problema de programacion vectorial:

max{z, (x)/ x 0 X} (3.14)

Obseérvese que P, es un nuevo problema a todos los efectos pues, en

general, no ocurre que E° OE", ni que E” OE". Sin embargo, si se da la
siguiente propiedad:

Proposicion 3.3.1 WE? OWE".

Demostracion. Sea XOWE" 0O DOxOX, z(X)>z((X) 0O DOxOX,

z(x)>z(x) O XOWEF.
]

Definicién 3.3.2 ([GalLb77], Definition 2.2) Sea r {1, ..., ¥ . El objetivo
z(x) se dice (débilmente) redundante! en P si, y sélo si, E°=E"

(WEP =WE™). En caso contrario, el objetivo se dice que es (débilmente)
irredundante?.

Supondremos, para no trivializar el concepto recién introducido, que
z (x) no es idénticamente constante.

En funcién de la definicion anterior es claro que, si mediante algun
procedimiento, llegamos al convencimiento de que el objetivo z es

redundante debemos, en aras del ahorro del esfuerzo computacional y la
simplificacion del problema de decision, eliminarlo del modelo. Sin embargo,
y como regla general, las funciones objetivo identificadas como redundantes
segun la definicion anterior son dependientes de la secuencia de eliminacién
seguida, debiéndose desecharse una a una en pasos sucesivos pues, eliminar
una de ellas, puede convertir otras funciones objetivo redundantes, en
irredundantes.

Para hacer un tratamiento lo més general posible consideraremos
simultaneamente un bloque de funciones objetivo. Asi, si EP = E" diremos

! También son utilizables los adjetivos derivado, no esencial, superfluo, ...
2 Fundamental, esencial, ...
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que z(x) es redundante en Py que z(x) es una representacion (valida) de

z(x).

La identificacion de objetivos redundantes en un LVP es una cuestién
mucho mas dificil de tratar que la determinacion de la eficiencia completa
del problema, pues mientras que en esta Gltima se compara EP con X
(poliedro cerrado y convexo), en la primera se compara E° con E" (en
general, no convexo y sin descripcion algebraica conocida a priori).

Definicién 3.3.3 Dada una representacion z(x) de z(x) para el problema
P, se define su orden como el cardinal de | .

Definicion 3.3.4 z(x) es una representacién no redundante o minimal de
z(x) para el problema P si, y sélo si, i) E°=E" vy ii) P no tiene objetivos
redundantes.

Notese que para un mismo problema P pueden haber maualtiples
representaciones no redundantes de z(x) y sus érdenes no tienen porqué ser

coincidentes. Efectivamente:

Ejemplo 3.3.5 Consideremos el problema:

%1 00 0
Ho0 11 B

1 0 1 H H

max ,[(10<x <20<x,<2,%x =0
0 -1 1 H 0

—1 -1 2 0

0

1 12 H

cuya region factible y cono de preferencias se ilustra en la Figura 3.2. Se
observa sin dificultad que existen dos representaciones no redundantes
distintas para z(x), las cuales vienen dadas por: {z,z.z} v {z.2,.2,2},

siendo sus drdenes 3 y 4, respectivamente.
[

El ejemplo anterior evidencia que el orden de una representacion no
redundante de z(x) para el problema P es altamente dependiente de la

secuencia de objetivos redundantes identificados (eliminaciones parciales
seguidas).
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(2,2,0)

Figura 3.2

Definicion 3.3.6 Al niumero minimo de objetivos no redundantes de un
problema P le denominaremos indice vectorial de P (o, simplemente, indice
de P)y lo denotaremos por p(P).

Para el problema del Ejemplo 3.3.5, p(P):S. En general, determinar
el indice vectorial de P es algo bastante complejo (no s6lo depende de z(x),

sino también de X e, incluso, de la secuencia de objetivos redundantes
identificados).

Definicion 3.3.7 Una representacion de z(x) para el problema P se dice
6ptima si su orden coincide con p(P).

En el Ejemplo 3.3.5, {z,z,z} es una representacién éptima de z(x).

Cuando el LVP a resolver tiene un niumero de objetivos coincidente con su
indice vectorial, el espacio objetivo es de la menor dimensién posible.
Evidentemente, lo deseable es tener el problema formulado en términos de
una representacion optima. Lamentablemente, esto es mucho mas dificil de
hacer que de decir.
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Los siguientes resultados enunciados a continuacidn caracterizan los
objetivos redundantes en P. Sin embargo, ninguno de ellos resulta ser
demasiado util en la practica.

Teorema 3.3.8 z (x) es redundante en P si, y sélo si, OX0 X, los sistemas:
z(x)= z(x), xO X (3.15)

y
z,(x)2 z (x), xOX (3.16)

son simultdneamente compatibles o incompatibles.
Demostracion. Directa teniendo en cuenta la definicion de solucién

eficiente y que z (x) es redundanteen P« E°=E".
m

Teorema 3.3.9 ([GalLb77], Theorem 2.4) z (x) es redundante en P si, y s6lo
si, i) 0X E®, DwOR,, xOSp, , i) OXOE", 0AD Ry, xOS, .

Teorema 3.3.10 E” O E" si, y solo si, el sistema:
z(y)zz(x), yox, xOE® (3.17)
no tiene solucidn.

Teorema 3.3.11 E? OEPF si, y solo si, el sistema:
z(y)= z(x), yOX, xOE" (3.18)
no tiene solucidn.

El problema que presentan los sistemas (3.17) y (3.18) es que no se
pueden expresar como sistemas de desigualdades lineales, dado que los
conjuntos de soluciones eficientes, en general, N0 son convexos.

En este punto nos vemos obligados a introducir mas notacion.
Convendremos en que:

C, representa las filas de C correspondientes a los indices de | .

C* y C; denotan los conos de preferencia de P y P, respectivamente.

D, y D, indican los conjuntos de dominaciéon de XOX para P y P,
respectivamente.

Teorema 3.3.12 z(x) es redundante en P si, y sélo si, i) 0xX] E”,
D! N X={},ii) OxOE", D, N X={% .
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En funcién del teorema anterior y dado que D, = x+C*, es claro que
una condicion suficiente para que E” =E" es que ocurra que C*> = C;. Sin
embargo, esta condicion, en general, no es necesaria, es decir, C;x puede ser
redundante en P vy, sin embargo, C* # C;. Efectivamente, en el Ejemplo
3.3.5, z(x) es redundantey C* # CZ.

La idea que acabamos de enunciar nos permitird obtener un
procedimiento para identificar objetivos redundantes. Primero
necesitaremos algunos resultados preliminares. Sea r 1 .

Definiciéon 3.3.13 c, es una combinacion conica de las filas de C, si, y s6lo
si, DuOR!! tal que ¢' =u'C,.

Teorema 3.3.14 c, es una combinacion conica de las filas de C, si, y solo si,
el sistema:

c'x>0, C,x<0, (3.19)
no tiene solucién en R".
Demostracion. c, es una combinacion conica de C, - el sistema c =U'C,
tiene solucion en RL". Ahora, aplicando el teorema de la alternativa de

Farkas ([Mn69], p. 34) - el sistema (3.19) no tiene soluciéon en R".
[

El siguiente resultado constituye un método eficaz para comprobar si
C, es una combinacion conica de las filas de C, .

Teorema 3.3.15 ¢, es una combinacion conica de las filas de C, si, y solo si,
el programa lineal escalar:

max{c'x/C, x< ¢ (3.20)
es acotado.
Demostracion. Basta tener en cuenta el Teorema 3.3.14.

Observaciones:

1) El programa (3.20) siempre es factible. Efectivamente, se puede
considerar como solucion factible basica inicial la que se obtiene al
considerar las variables de holgura como basicas.

(i)  Si el problema (3.20) es acotado, el valor objetivo ¢éptimo ha de ser,
necesariamente, 0. Efectivamente, si suponemos que OXOR" tal que

cx>0 y C,x<0, entonces también es solucion factible cualquier ax
con aOR,,. Ahora, tomando a todo lo grande que queramos,
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podemos aumentar arbitrariamente el valor de la funcién objetivo, en
contradicciéon con que el problema sea acotado.

(iii)  Si al resolver el problema (3.20), en alguna iteracion el valor de la
funcion objetivo se hace positivo, podemos concluir que el problema es
no acotado.

(iv) El problema es altamente degenerado, lo cual, muy probablemente,
afectara de manera adversa a la resolucion numérica del mismo.

Corolario 3.3.16 c, no es una combinacion conica de las filas de C, si, y

solo si, el programa (3.20) es no acotado.
Demostracion. Basta tener en cuenta la discusion que sigue al Teorema

3.3.15.
|

Definicion 3.3.17 C; es una combinacion conica de C, si, y sdlo si, cada fila
de C; es una combinacion conica de C, .

Es claro que C; es una combinacion conica de C, si, y solo si,
U ORMM tal que ¢, =UC,

Teorema 3.3.18 Si C; es una combinacion conica de las filas de C, entonces

C* =C .
Demostracion. Sea xOR", x# 0.
“D"

Si x[OC* O Cx=0. Evidentemente, sélo puede ocurrir uno de los siguientes
dos casos: i) C,x=0 O x0OC7, o bien, ii) Ordl, C,x=0, c'x>0. Ahora
bien, como C. es una combinacién cénica de C, 0 OuOR!, ¢! =u'C, O
¢ x=U'C,x =0 #. Luego este segundo caso no se puede dar.

«ym

xOC? O C,x20. Como ademas U ORI ¢ =uc, 0 Cx=UCx20

0 Cx=0 0O x0OcC=>.
]

Ahora estamos condiciones de dar condiciones suficientes para
determinar objetivos redundantes.

Corolario 3.3.19 ([GalLb77], Theorem 2.3) Si ¢, es una combinacion conica
de C, entonces c;x es redundante en P.

Corolario 3.3.20 Si el programa (3.20) es acotado entonces c/X es
redundanteen P.
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Corolario 3.3.21 ([GalLb77], Theorem 2.11) Si las filas de C, generan el
cono criterio V(C) entonces los objetivos C;x son redundantes en P.

Lo interesante, evidentemente, es tener en C, un sistema generador
minimal de V(C), pues los generadores no esenciales del cono criterio se
corresponden con objetivos redundantes al ser combinaciones conicas de los
generadores esenciales. Este razonamiento da pie a una heuristica muy
sencilla, enunciada por Gal y Leberling ([GalLb77], p. 179-180), consistente
en determinar el sistema generador minimal del cono criterio V(C).

No obstante, debemos realizar una serie de apreciaciones:

() No se puede garantizar que la representacion de z(x) obtenida con

una heuristica como la anterior sea O6ptima. Ni siquiera, no
redundante. El numero minimo de generadores de V(C) soélo
constituye, en general, una aproximacion a p(P) Y, que sepamos, no
existe ninguna estimacion sobre la bondad de la misma.

(ii)  Para el buen funcionamiento de la heuristica es fundamental contar
con un algoritmo eficaz para encontrar el sistema generador minimal
de un cono poliédrico (es decir, finitamente generado). El
procedimiento propuesto por Gal y Leberling para realizar este paso
solo se esquematiza rudimentariamente, sin entrar en detalles
algoritmicos de ningun tipo.

Como creemos que el calculo del sistema generador minimal de un
cono poliédrico no es, a priori, una tarea trivial, a continuacién presentamos
un algoritmo nuevo y con marcado caracter practico, para resolver tal
problema. Al finalizar el procedimiento, | almacenard los indices
correspondientes a las filas de C que constituyen el sistema generador
minimal del cono criterio.

Algoritmo MSS (Minimal Spanning System)

Paso 0. (Inicializacion)
Hacer | ={1,...k y J={1... K.

Paso 1. (Progresion, exploracién y registro)
Seleccionar r 0 J . Hacer J = J —{r} .

Resolver Q' = max{cﬁx/CI (3XE O}.
Si Q' es acotado hacer | =1 —{r} (c. es un generador no esencial y, por tanto, se puede
suprimir).

Paso 2. (Terminacion)
Si J =0, STOP. En otro caso, ir al paso 1.
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Figura 3.3

Observaciones:

1) El algoritmo es valido (Teorema 3.3.15).

(i)  El ndmero de iteraciones realizada por el algoritmo es k.
(it1)  Lacomplejidad del algoritmo es claramente polinomial.

Ejemplo 3.3.22 Consideremos el siguiente problema:

B}l 0 OH O
EEO 1 1 =

O

1 o 1090 ]

max 0 -1 1%@(2g>9—x2+x3:0,x1+x3s2,x1—x22O,><1,x2,x3205
- O

11 -1 ZDB’%B 0

O

1 1 2@ H

En la Figura 3.3 se observa la regién factible (el segmento que une los puntos
(0,0,0) y (2,2,0)) y el cono de preferencias C>. Claramente, el problema es

completamente eficiente. Cuando se calcula el sistema generador minimal del
cono criterio, utilizando el algoritmo MSS con seleccion de objetivos
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secuencial, se detectan como redundantes las funciones objetivo z y z.
Efectivamente z =z+z y z = z+z. El orden de la representacion

obtenida de z(x) es 4y, sin embargo, p(P) = 2, como se puede comprobar

graficamente sin excesiva dificultad.
°

A continuacion veremos como se puede mejorar sensiblemente la
eficacia del procedimiento MSS en orden a detectar objetivos redundantes.

Un primer refinamiento consiste en realizar a priori un preprocesado
de la region factible, con el objeto de, entre otras cosas, poder fijar el mayor
numero de variables posibles. Entonces, las columnas de C asociadas a
variables fijas, se pueden descartar en el analisis de objetivos redundantes
gue se haga a continuacion (Proposicion 1.6.15, ii)). El resultado inmediato
es que ahora el cono criterio esta contenido en un espacio de menor
dimension, lo cual conlleva dos ventajas fundamentales: por una parte se
requiere un menor esfuerzo computacional en la identificacion de objetivos
redundantes, y por otra, es muy posible que se detecten mas de ellos
utilizando métodos como MSS, basados en el calculo del sistema generador
minimal del cono criterio.

Ejemplo 3.3.23 Un posible preprocesado aplicable a la descripcién de la
region factible del Ejemplo 3.3.22 podria consistir en:
Restando a la segunda restriccion la primera 00 x,<2. Se tiene una cota

superior para X, .

Restando a la tercera restriccion la primera [0 x,<0.Como x,=20 0O Se fija
X, a0.

Al fijar x, a 0, la segunda restriccion se puede reemplazar por una cota
superior sobre x, O x <2.

Luego, X = {XDR3/x1—x2:O,Osx1s2,Os XZSZ,XSZO}.

Como x,=0, podemos eliminar la tercera columna de C, obteniéndose la
matriz criterio preprocesada:

I:II:IFII:II:I:I
o

|
)
OO0d

T

La representacion grafica de estos vectores se da en la Figura 3.4.
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Ahora, aplicando el algoritmo MSS, se obtiene que z, z y 1z son
redundantes. La representacion de z(x) obtenida viene dada por {z,z, z} .

()
A
7,
i Z
A°
Zy Z
4 ........................ < > ......................... >
ZS
Vo,
v
Figura 3.4

Siguiendo con nuestra intencion de descartar a priori el mayor
numero posible de columnas de la matriz criterio, podemos recurrir a la
siguiente idea: Si conocemos una solucién béasica (aunque no sea factible),
asociada a una base B de A, es posible trabajar con la matriz de costos
reducidos R en lugar de C (Proposicion 1.6.15, i)). Esto conlleva una nueva
disminucion del tamafo de la matriz criterio considerada, pasando de ser de
dimensién kxn a kx(n-m).

Ejemplo 3.3.24 Consideremos el problema dado por la siguiente tabla:

X, X, X, X5 r.h.s.
1 -1 0 0 0
1 0 1 0 2
0 1 0 1 2
-1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
1 1 0 0 0
1 -11 0 0 0
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Es claro que la tabla anterior corresponde al problema originalmente
enunciado en el Ejemplo 3.3.22, después del preprocesado de la regién
factible realizado en el Ejemplo 3.3.23.

Si tomamos como base la dada por Jg :{l 4, E} , tenemos:

v.b.
X

P

N
x

S
»

OO0OO0OO0O0O0O| O P kX
1
=
OO0oO0o0o0Oo|r O OofX
OO0OO0OO0OO0OO| N N O|F

1
[MEN
OO0 O0OO0O00O| O +» O

Asi R=C,B'N-C,=(-1 -1 1 1, 2 0.

Ahora aparecen como sistemas generadores minimales del cono criterio los
siguientes: {z,z}, {z.z}. {z. 2} . {z. 2} . {z.. 2} y {z. 2}, los cuales son, a su
vez, representaciones 6ptimas de z(x) para el problema P.

Obsérvese que ahora el nimero minimo de generadores del cono criterio
preprocesado y reducido coincide con p(P).
[

3.4 Dualidad

La programacion lineal escalar presenta una elegante simetria lograda a
través del concepto de dualidad. Lamentablemente, y a pesar de los
multiples intentos realizados, no sucede lo mismo para el caso vectorial. En
este apartado estudiaremos y relacionaremos entre si algunas de las
definiciones mas importantes de dualidad en programacién vectorial
sugeridas a lo largo del tiempo.

3.4.1 Concepto de Dualidad de Gale, Kuhn y Tucker

Albert Tucker y sus alumnos David Gale y Harold Kuhn publicaron, en
1951, un articulo sobresaliente ([GIKT51]) en el que presentaron, de manera
rigurosa, una teoria de dualidad generalizada para problemas de
programacion matricial lineal. Aunque, segun parece ([Kh91], p. 85), este
trabajo estuvo motivado por una nota privada de von Neumann, en la que se
formulaba el problema dual de un programa lineal escalar, Gale, Kuhn y
Tucker fueron los primeros en desarrollar y dar a conocer tales resultados.

Dada la importancia histérica y trascendencia de las conclusiones
expuestas en [GIKT51], es nuestra intencion analizar en profundidad la
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definicion de dualidad matricial de Gale-Kuhn-Tucker para, a continuacion,
particularizar al caso vectorial, ciertos resultados que, o bien son de especial
interés o bien no constituyen un mero ejercicio académico de reduccion de
dimensionalidad. También veremos como se relacionan entre si las
soluciones eficientes de los problemas matriciales con las de los problemas
vectoriales.

Dado X O R region factible, DO X se dice eficiente si, y solo si,
NDEOX, E=2D. Cuando k>1y r =1 este concepto coincide con el dado para
el caso vectorial.

Sean AOR™", BOR™ y COR*", matrices de coeficientes (fijas). Se
define ([GIKT51], p. 319) el problema primal matricial, al que denotaremos

por PST™ como:
max{D/ Ax = By, Cxz Dy, xOR", yOR., } (3.21)
y el problema dual matricial, denotado por D™ | como:
min{D/u'A2 AC,u'BA'D,udR", AOR"} (3.22)

Cuando consideramos el caso especial k>1, r =1, podemos tomar, sin
pérdida de generalidad, y=1. Ahora, llamando b=BOR™ y a =DOR", los
problemas matriciales (3.21) y (3.22) se convierten, respectivamente, en los
siguientes problemas vectoriales:

max{a/Ax=b, Cxza,xO Rf} (3.23)
y en:
minfa /u' Az AC,u'b < X'a,uDR™, AR} (3.24)

A los problemas (3.23) y (3.24) los denotaremos, respectivamente, por
PGKT—V y DGKT—V.

Es claro que el problema (3.23) se reduce a:

max{Cx/ Ax = b, x DR} (3.25)
con lo cual el problema P es equivalente a un LVP en forma estandar.
En cuanto al problema D, en la seccion (1.9) hemos probado que (3.24)
es la formulacion lineal del problema que surge en el calculo de los supremos
eficientes de (3.25), verificAndose asi que ™ :S(P). Tenemos de esta

manera una elegante interpretacion geométrica de la definicion del
problema dual vectorial de Gale-Kuhn-Tucker.

Por ultimo, si el caso vectorial lo particularizamos para k=1, se
puede tomar, sin pérdida de generalidad, A =1 y, llamando c=COR", los
problemas que se obtienen coinciden, respectivamente, con las definiciones
clasicas (escalares) de los problemas primal:
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max{ctx/ Ax =D, xO Rf} (3.26)
y dual:
minfu'b/u'Azc'} (3.27)
para el caso escalar ([Mr83]).

Para simplificar la notacion sean, por el momento, P = P*"™ y D =
. Asimismo, denotaremos las regiones factibles de ambos problemas
por X? y XP, respectivamente.

DGKT—M

En primer lugar procederemos a caracterizar las soluciones eficientes
de los problemas primal y dual.

Teorema 3.4.1 ([GIKT51], Theorem 1) ()‘(, Y, 5)D E” si, y solo si, i)
(X, Y, S)DXP, ii) el sistema Ax=By, Cx=Dy, xOR", yOR!, no tiene
soluciodn.
Demostracion.
i
Supongamos por reduccion al absurdo que (i, Y, 5)D EP O
o 9 D)Jox®, D=D O Ck=Dy=Dy, AX=By, XOR!, YOR, O
absurdo con ii).
N
Por hipdtesis (i, Y, 5)D EP. Supongamos por reduccion al absurdo que
OkOR", OYyOR!, Cx>Dy, AXx=By.Sean X = X+X, y = y+y O CXx=Dy,
AX=By, XOR', yOR, O 0O0Of .., K, ¢X>d'y O Cualquier
elemento de d, se puede incrementar ligeramente manteniéndose la
desigualdad anterior. Sea D una matriz obtenida a partir de D cambiando
la fila | por otra ligeramente incrementada y tal que C)?2I5)7 [
(i, v, IS)DXP, D=D O #

[ |

Teorema 3.4.2 ([GIKT51], Theorem 1) (U, A, 5)D E® si, y sblo si i)
(@ X, D)axP®, ii) el sistema u'AzA'C, u'B<AD, uOR", AORY, no
tiene solucion.

Demostracion. Analoga a la demostracion anterior.
[

A partir de los resultados anteriores podemos obtener las siguientes
propiedades:

Corolario 3.4.3 i) Si (X, Y, 5)D E” entonces CX = Dy.
ii)Si [@, A, D)OE® entonces u'B=A'D.
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A continuacion daremos dos teoremas de la alternativa que nos seran
de bastante utilidad en breve.

Teorema 3.4.4 El sistema u'B<0, u'A=0, uOR™, no tiene solucion si, y
sélo si, el sistema Ax=By, xOR!, yOR,, tiene solucion.

Demostracion.

.

Sean XOR!, yOR],, AX=By. Supongamos por reduccion al absurdo que
OO0OR™, U'B<0, U'A20 O U'Ax=0>0'By, OxOR!, OyOR!,. Ahora
bien, como U'AX =U'By pues AX=By [0 #.

‘lD ”

Sea jO{L, ..., 1}, b’ columna j de B. Por hipétesis, u'B<0, u'A=0,
uOR™, no tiene solucion O u'b’ <0, u'B<0, u'A=0, uOR"™ no tiene
solucién, 0jOfL, ..., r}. Aplicando el lema de Farkas ([Mn69], p. 34) O

D%;E]Rf”, (A, —B)%Ezbj, ojofy, ..., ¢ O AEZxJ% Ezl E

ij.LIamando X = ij, y = Zy 0 Ax-By=Be 0 Ax=B(y+e) O
= IE
Ax=By, xOR!, yOR], tiene solucion.

[ |

Corolario 3.4.5 ([GIKT51], Lemma 3) El sistema u'B<0, u'A=0, uOR],
no tiene solucién si, y so6lo si, el sistema Ax<By, xOR], yOR|, tiene

solucidn.

Demostracion. Consecuencia directa del Teorema 3.4.4.
[

Ahora podemos caracterizar la factibilidad de los problemas primal y
dual de forma adecuada. Efectivamente:

Teorema 3.4.6 (x, y, D)OX" si,ysolosi, el sistema u'AzA'C, u'B<A'D,
uOR™, AOR¥, no tiene solucion.
Demostracion. (x, y, D)IX® = Ax=By, CxzDy, xOR, yOR, =

5 “H

0 Ax<O Bry, xOR!, yOR.,, tiene solucién. Aplicando el Corolario 3.4.5

FA4 §-8f
=il 5

B0, u'g ArR0, uOR", no tiene solucion - Uu'A=2A'C,

<
5 FA

= ut

I:J||:||:|
vs]
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u'B<A'D, uOR"™, AORY, no tiene solucién.
[

Teorema 3.4.7 (U, A, 5)DXD si, y solo si, el sistema Ax=By, Cx= Dy,
xOR!, yOR], no tiene solucién
Demostracion. _, A, DXD ~ U'AzA'C, u'B<A'D, UOR"™, AORY,

- EL EA EL E\ udR™, AORY, tiene solucion. Aplicando el
Corolario 3.45 < X E % E %0 xOR™ , no tiene solucion
- C D %% E %%0 xOR!, yOR!, no tiene solucion =

Ax =By, Cx=Dy, xOR", yOR!, no tiene solucion.
[

La siguiente propiedad es importante pues indica, entre otras cosas,
gue si el problema primal es acotado entonces también lo es el dual y
viceversa.

Teorema 3.4.8 ([GIKT51], Theorem 2) (i, Y, E)DEP si, y soélo si,
(@ x, D)oE°

Demostracion. ()‘(, Y, 5)D E°. Por el Teorema 341 = i)
(x, y, D)OXP, ii) Ax=By, Cx=Dy, xOR", yOR, no tiene solucion.
Utilizando el Teorema 3.4.6 y el Teorema 3.4.7 < i) u'A2A'C, u'B<A'D,
udR™, AORY, no tiene solucion, ii) (U, A, S)DXD. Ahora, aplicando el

Teorema3.4.2 - (a, A, D)DOEP.
n

Corolario 3.4.9 EF #0 si, ysolosi, E° #0.

Vamos a probar otra propiedad relevante en dualidad y enunciada de
la siguiente manera: P (D) es acotado si, y sélo si, P y D son factibles.

Teorema 3.4.10 ([GIKT51], Theorem 3) E°"#0 (E°#0) si, y sblo si,

OD OR* tal que los siguientes dos sistemas tienen solucion: i) Ax= By,
Cxz Dy, xOR", yOR',, ii) A2 A'C, u'B<A'D, uOR"™, AORX,.

Demostracion. Sean (X, Y, 5), (U, A, 5) soluciones de i) y ii),
respectivamente. Por definicion, < i) (X, Y, 5)D X", ii) (U, A, 5)D XP.
Aplicando el Teorema 3.4.7 < i) (X, Y, 5)DXP, ii) Ax=By, Cx=Dy,
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xOR", yOR!, no tiene solucion. Por el Teorema 3.4.1 - ()‘(, Y, 5)D EP.
]

Corolario 3.4.11 (X, Y, D)DEP ((U, A, E)DED) si, y solo si,
(x, v, D)ox®, [@ A, D)ax®.

Corolario3.4.12 EP 20 (E® #0)si,ysolosi, X" 20, X z0.

Teorema 3.4.13 ([GIKT51], Theorem 4) EP 20 (EP #0) si, y so6lo si, los
siguientes sistemas tienen solucion: i) Ax=By, xOR!, yOR.,, ii) u'A2A'C,
uOR™, AORY,.
Demostracion.
“p »
Inmediata por el Teorema 3.4.10.
wpy v
Sean XOR", yOR!,, UOR™, A0ORY tales que AX=By y U'A=A'C. Sean
también b = By, ¢' = A'C O iii) Ax=b, xOR" yiv) u'Axc', uOR™ tienen
solucién. Por dualidad escalar, 0 0OXOR!, AX=b, OGOR™, G'Axc',
Cxi'B _ el'B  Cxe
0 +

G'b Ale €y
U'b =0, respectivamente. En cualquier caso, Cx=Dy, G('B=A'D. Ahora,
aplicando el Teorema 3.4.10 O EF#0 (E°#0).

c'k=0'b O A'CX=0'By. Sea D = seguin sea G'b#0 o

Corolario 3.4.14 ([GIKT51], Theorem 5) E° 20 si, y sélo si, i) u'B<0,
u'A=0, uOR"™, no tiene solucién, ii) u'A=A'C, uOR™, AORYX, tiene
soluciodn.

Demostracion. Inmediata aplicando el Teorema 3.4.4 a la condicion i) del

Teorema 3.4.13.
[ ]

Teorema 3.4.15 El sistema u'AzA'C, uOR"™, AOR¥ tiene solucion si, y
sélo si, el sistema Cd >0, Ad =0, dOR?, no tiene solucién.

Demostracion. El sistema u'A=A'C, uOR"™, AORY tiene soluciéon -
- Aus-C'A, uOR™, AORX,, tiene solucién - (— A A‘)ug—C‘}\ , UOR™,
AORY,, tiene solucién. Ahora aplicando el Corolario 3.4.5 - d‘(— C‘)so,
d‘(—A‘, A‘);O, dOR! no tiene soluciéon < el sistema Cd=>0, Ad=0,

dOR, no tiene solucién.
[
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Corolario 3.4.16 ([GIKT51], Theorem 5) E” #0 si, y solo si, i) Ax= By,
xOR!, yOR],, tiene solucién, ii) Cd =20, Ad =0, d R, no tiene solucion.

Demostracion. Por el Teorema 3.4.13, EP #[ < Los siguientes sistemas
tienen solucion: i) Ax=By, xOR", yOR.,, ii) u'A2A'C, uOR", AORY,.

Ahora el resultado es directo aplicando a ii) el Teorema 3.4.15.
[

Veamos de que forma se particularizan, para el caso vectorial (k>1,
r =1), algunos de los resultados anteriores y que nuevas propiedades se
obtienen, al tratar con un problema mas sencillo y manejable, por haber
reducido la dimensionalidad del mismo.

Para poder desarrollar de forma adecuada la teoria primero daremos
una serie de herramientas preliminares.

Teorema 3.4.17 (X, a)OX™ " si, y solo si, A2 A'C, ub<Aa, ubOR",
AORY, no tiene solucién

PGKT -V

Demostracion. x a DX = Ax=b, Cxza, xOR], tiene solucion

- %r E@E % E XOR!, sOR‘. Aplicando el lema de Farkas
A O b
(IMn69]. p. 34) - ut’ ’\t)ErC I%O, (ut, At)%ﬁg<0 no tiene solucion

= U'AZA'C, u'b<Aa, udR™, AOR, no tiene solucidn.
|

El siguiente resultado es claro atendiendo a la definicion de solucion
eficiente.

Teorema 3.4.18 (X, a)OE"  si, y solosi, i) (x, a@)OX™ ", ii) Ax=bh,
Cx=a, xOR?, no tiene solucioén.

Como consecuencia tenemos:
- - f— I GKT - — —
Corolario 3.4.19 Si (x, @)JE™"  entonces Cx=a.

Una caracterizacion mas elaborada para las soluciones eficientes del
problema primal sigue a continuacion.

Teorema 3.4.20 (x, @)OE™" " si, y solosi, i) UAzZA'C, ub<Aa, uOR",
AORY, no tiene solucién, ii) u'AzA'C, u'b<Aa, uOR™, AORY, tiene
solucion.
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Demostracion. Sea (X, @)JE™ . Aplicando el Teorema 3.4.18 « i)

(x, @)Ox™"", i) Ax=b, Cx=za&, xOR' no tiene solucién. Ahora,
aplicando a i) el Teorema 3.4.17 y utilizando en ii) los teoremas de la
alternativa 1.7.1y 1.7.2 < i) U'A2A'C, u'b<A'a, uOR"™, AOR¥, no tiene
solucion, ii) U'A2A'C, u'b<A'a, uOR™, AORX

M+

tiene solucion.
[

Para el problema dual tenemos:

Teorema 3.4.21 (@, A, @)dx®"" si,y solo si, i)y Ax=b, Cx=a@, xOR",
no tiene solucién y ii) Cd =0, Ad =0, dOR! no tiene solucion.

Demostracion. (@, A, a@)Ox°™" <« u'AzAC, ubs<Aa, uOR",
AORY,, tiene solucion. Aplicando el Teorema de la alternativa de Tucker
(IMn69], p. 29) - Ax=by, Cx=ay, xOR!, yOR,, no tiene solucién. Ahora
distinguiendo los casos y>0 e y=0, tenemos = i) Ax=hb, Cx=a, xOR’,

no tiene solucién y ii) Cd =20, Ad =0, dJR! no tiene solucion.
[

Corolario 3.4.22 (U, A, cT)D X si, y solo si, i) Ax=b, Cx=a, xOR",
no tiene solucién y ii) 'AzZA'C, uOR™, AORX tiene solucion.

Demostracion. Directa utilizando el Teorema 3.4.21 y aplicando a ii) el

Teorema 3.4.15.
[ ]

Teorema 3.4.23 (w, A, a)OE™ " si ysolosi i) (@ A, a)ax®" ii)el
sistema U'A=A'C, u'b<A'ar, uOR™, AORY, no tiene solucion.
Demostracion.

“py

Supongamos por reduccion al absurdo que (U, A, (T)D EC™ O

D(a, A, o?)D X" g<ad O GAzAC, GbsAd<ANa, GOR™, AORY
0 #.

“D ”

Por hipétesis (U, A, cT)D EC™ O (U, A, cT)D X°*"™ . Supongamos por
reduccion al absurdo que OGOR™, OAORY, (‘AzAC, G'b<A@. Sean
G=U0+30R™, A=A+A0RY O {'AzA'C, Ub<A@. Evidentemente,
cualquier componente de @ se puede decrementar ligeramente
manteniéndose la desigualdad anterior. Sea a un vector obtenido a partir

de @ mediante el procedimiento descrito [J (J, A, &“)D X d<a O #
n
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Las siguientes propiedades nos seran de utilidad posteriormente:

Teorema 3.4.24Si [, A, @)IE™™" entonces X' =u'b
Demostracion. Si (@, A, a)IE™" 0x°" O

por reduccion al absurdo que A'a >u'b. Como A ORY,, podemos construir
G<a tal que XNa=ub O (@ X, 4)OX

(@ A @)de”™™ O # luego X'a =u'b.

Ao =2u'b. Supongamos

DGKT -V

a<a 0

Proposicion 3.4.25 Si X° #0 entonces D(ﬂ, A, d)D XP*"™ tal que
Ad =0b.

Demostracion. Si X 20 O D(ﬂ, A cT)DX 0 G'AZAC,
A =zd'b, GOR™, AORY .Si Aa =d'b ya estaria. En otro caso 0 A@ >i'b

0 OA0RY, d<a, g =0D.

DEKT-V DCKT-V

Ahora ya estamos en condiciones de obtener resultados de verdadero
interés:

DGKT -V

Teorema 3.4.26 (x, a)OE™" " si,ysolosi, [@, X, a)0E
Demostracion. Sea (X, @)JE™ . Aplicando el Teorema 3.4.20 - i)
UA2A'C, u'b<Aa, ulR™, AORY, no tiene solucién, ii) u'A=A'C,
ub<Aa, udR", AORY, tiene solucion ([T, A) = i) u'AzAC, ub<Ad,
uOR™, ADRY, no tiene solucién, ii) (@, A, @)dXx®"". Por el Teorema

3423 = (W, A, a)oE™"".
|

DGKT -V

Corolario 3.4.27 E™"" #0 si,ysolosi, E> #0.

DGKT -V PGKT -V

Teorema 3.4.28 E z0 (E #0) si, y s6losi, Oa OR" tal que tienen
solucién los siguientes dos sistemas: i) Ax=b, Cxza, xOR], ii)
uU'A-A'C20", Xa 2u'b, uOR™, AORK,.

Demostracion. Sean (x, @) y (@ A, @) soluciones de i) y ii)
respectivamente - i) (X, a@)OX ) (U, A, cT)DX Por el
Teorema 3.4.17 < i) U'A2A'C, u'b<Aa, uOR™, AORY, no tiene solucion,

i) (@, A, a)ox°™". Aplicando el Teorema3.4.23 ~ (@, A, a)oe™"".
n

PGKT -V DGKT -V
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DGKT -V

Corolario 3.4.29 (x, a)OE (@ X, @)oe™™) si, y solo si,

x, @)ox™"", [@ X a)ox

Para el caso vectorial, se prueba sin ninguna dificultad que el
Teorema 3.4.10 se concreta en:

Teorema 3.4.30 EP" 20 (E®" #0) si, y sélo si, los siguientes sistemas
tienen solucion: i) Ax=b, xOR", ii) \'AZA'C, uOR™, AORX,.

Obsérvese que este resultado no es mas que el Teorema 1.7.41.

Para finalizar este subapartado vamos a relacionar entre si las
soluciones eficientes de los problemas matriciales y vectoriales.

Teorema 3.4.31 Sean (x, y, D)OXx™ ™, (@, A, D)ox®" con By=b
y Dy=a. Entonces [, X, a)oeE™" vy (x a)oe™".

Demostracién. Como (@, A, D)OX°™™" O uwA2XC, uBsAD,
UOR", A0OR, O u'By<ADy O ub<Aa O (@ A, a)ox®"" . como
también (x, y, D)OX™" 0O Ax=b, CxzDy=a, xOR O
(x, @)OXx™"". Ahora, aplicando el Corolario 3.4.29 se obtiene el resultado

buscado.
[

El lema siguiente es ligeramente mas general que el enunciado por
Rodder ([Rd77], Lemma 1.5) y constituye una elegante y potente
herramienta teorica.

Lema 3.4.32 Dados uJR™, bOR™, AORY, y a OR* vectores fijos. Entonces,
el sistema u' =AU, a =Ub, U OR*™ tiene solucién si, y sélo si, A'a =u'b.
Demostracion.

Nk

Sea U OR“" talque u' =AU , a =Ub O u'b=AUb = Aa.

wpy

Distinguiremos dos casos: i) u'b# 0 yii) u'b=0.

Aaut _ u'bu' Ut

t
Caso i) Si u'b#0 definimos U = “T“bDkam 0 AU =
u

ub  ub

t
up = 2ub -

ub
Caso ii) Si u'b=0 O Aa=0. Como AORY, O a=0. Consideremos U =

t t t t

& pRen g yu =2 2y up=MP =g=g.
Ae Ae Ae
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Teorema 3.4.33 Si (u, A, a)0E™”, By=b, yOR, entonces
(@ X D)IE”™™, donde D=UB y UOR" es solucion de o' =AU,
a =Ub.
Demostracion. Si (@, A, @)JE™™", por el Teorema 3.4.24 0 Xa =u'b.
Teniendo en cuenta el Lema 3.4.32 0O OUOR"", U =AU, & =Ub.
Tomando D=UB O u'B=AUB=AD O (@ A, D)ox®"™". Ademas,
Dy=UBy=Ub=a. Supongamos por reduccion al absurdo que
@ X, D)oE™™ o ol A B)oX™" tal que D<D O GAzAcC,
G'B<AD, GOR™, AORY, AD<AD O (G(b=G'By<ADy<ADy=Aad.
Ahora bien, como [, A, a)OE™"", utilizando el Teorema 3.4.23 sabemos
que el sistema u'A2A'C, u'b<A'a@, uOR™, AORY, no tiene solucion O #.
Luego, ([, A, D)OE™™".

n

3.4.2 Concepto de Dualidad de Kornbluth

La teoria de la dualidad vectorial para el caso lineal desarrollada por
Kornbluth, en 1974, considera, en lugar de un problema primal y otro dual
fijos, una clase de problemas primales y duales multiparametrizados en los
recursos.

Sean AOR™", BOR™ y COR“". Las clases de problemas primales y
duales consideradas por Kornbluth (ver [Krn74], p. 603-604) y a las que
denotaremos, respectivamente, por P(y) y D(A), vienen dadas por:

max{Cx/ x0 X P} (3.28)
y

minfu'B/u0 x°¢} (3.29)
donde yOA?, XV = {xOR"/ Ax=By}, AOA2 y X°W = fudR" /u'AZ AT .

Kornbluth centra su atencion en la obtencion de soluciones eficientes
propias ([Krn74], p. 602), pero sabemos que para el caso lineal los conceptos
de solucion eficiente propia y de solucion eficiente coinciden (Corolario
1.7.17).

Obsérvese que cuando r=k=1 0 y=A=1y entonces P(1) y D(1) se
reducen al par de problemas primal y dual, respectivamente, del caso
escalar (problemas (3.26) y (3.27)). Sin pérdida de generalidad, podemos
considerar yOR!, y AOR,.
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Teorema 3.4.34 ([Krn74], Theorem 2) OyOR,, EPO) 20 i, y solo si,
DAORE, EPW 2.

Demostracion. Sean yOR.,, xOE?® - OXORY, XS, - Ahora, por
dualidad escalar - Ou0S,, , donde D(y); = D(X), = min{u'By/u' Az X'C}
~ mAor<, one™ - oxyore

Mt

E°W) 2.
||

Vamos a establecer las relaciones existentes entre el concepto de
dualidad de Gale-Kuhn-Tucker para el caso matricial y el concepto de
dualidad de Kornbluth.

Teorema 3.4.35 ([Rd77], Theorem 1.8, [Is78a], Theorem 4)
i) (x, y, D)OE™"" si,ysolosi, XOEPY,
i) @ X, D)OE™™ si,ysélosi, nOECH
Demostracion. Probaremos soélo i) por ser ii) su formulacién dual.
.
(x, vy, D)OE™™ O xOX"™, cx=Dy vy el sistema Cx=Dy, Ax=By,
xOR", yOR! no tiene solucion. En particular, para y=y, Cx=Dy,
Ax=By, xOR], no tiene solucion 0 Cx=Cx, Ax=By, xOR}, no tiene
solucién O XOE™Y).
“py v
Sea XOE?Y, yOR, O OXORY, XS, . Por dualidad escalar O
OuOR™, t'A-A'C=20', A'Cx=0'By. Llamando b= By, a =CXx y aplicando el
Lema3.4.32 0 OU OR*" talque ' =A'U, Cx=UBy. Llamando D =UB [
uUB=A'D,Cx=Dy 0 (x, y, D)OX™™, (@ A, D)ox>"". Aplicando
el Corolario3.4.11 0 (x, y, D)OE™""

[

Luego, en virtud del teorema anterior, los conceptos de dualidad de
Gale-Kuhn-Tucker y Kornbluth son equivalentes. Con lo cual, los resultados
obtenidos para el primero se aplican al otro de forma automatica.

3.4.3 Concepto de Dualidad de Isermann

Heinz Isermann ha sido uno de los investigadores que mas energia y
esfuerzo han dedicado al desarrollo de una teoria practica de la dualidad en
programacion vectorial lineal. A pesar de ello, no le fue posible conseguir
ningun algoritmo de tipo dual para resolver el LVP. Sin embargo, cuando
menos, sus ideas afaden una nueva e interesente perspectiva sobre el
problema que estamos tratando. En este subapartado vamos a desarrollar la
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teoria de la dualidad de Isermann, mostrando las conexiones existentes con
la nocion de dualidad propuesta por Gale, Kuhn y Tucker.

Consideremos el problema primal P = max{Cx/x0X}, donde X =
{xD Rf/Ax:b}. Isermann define, sin pararse en justificaciones de ningun

tipo, el problema dual de P, al que denotaremos por D', como (ver, por
ejemplo, [Is77b], p. 247):
min g(U)= Ub 8

| (3.30)
sa: UOX® ={UOR* /UAx< Cx xOR”, no tienesoluciorn} E

Aunque a primera vista tal definicion puede resultar artificiosa, es
posible obtenerla, como veremos en breve, a través de la generalizacion del
procedimiento conocido como dual lagrangiano para el caso escalar ([Mr83]).

Sea U OR“™ fija, denominada matriz de precios. Consideremos el
problema P'(U) dado por:

max Z'(x)=L(x, U)=Cx+U(b- Ax)=Ub+(C -UA)x

(=Ll U)=Cx+Up-A)=Ub+(C-UAN] o
sa: xUR, 0

al que denominaremos problema lagrangiano generalizado.

Es claro que OU OR“™, P'(U) es una relajacién de P, pues X 0 X' y
z(x)=L(x, U), OxOX.

Por ello, aplicando la Proposicion 1.10.2, Z(E”))0 B(P), es decir, si
xOEPY) 0 DxOX, z(x)=Z(x). Asi, una posibilidad para obtener cotas
eficientes de P consiste en obtener aquellos valores de U que hagan
EFV 20,

Ahora bien, llamando P"(U) a:

max (C —UA)xD
sa: xOR! %

sabemos que E”Y) = EPY) (Proposicion 1.3.14).

Ademas, por ser P"(U) un problema lineal que tiene como Unicas
restricciones las de no negatividad en las variables, podemos escribir:

i  EFY 20O si,ysélosi, DAORY,, A'(C-UA)<O.
(i) E"Y£0O entonces 0OE"Y).

Sea U tal que EPYV 20 < E”Yzp O ooEPY O DxOX,
z(x)= Z(0)=Ub. Con la intencién de ajustar esta cota superior lo mas
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posible, interesa minimizar g(U)=Ub sobre aquellos valores de U que
hacen que E”Y) 20 . Esto da lugar al problema:

minfUb/ A'(C -~UA)<0,A ORY,,U OR"} (3.32)
Ahora bien:

Proposicion 3.4.36 U 0X°' si, ys6losi, DA ORY,, A'(C-UA)<0.
Demostracion. U OX® < el sistema UAx<Cx, xOR", no tiene solucion.
Aplicando el teorema de la alternativa de Gale ([Mn69], p. 35) <

M(c-UA)<0, A ORY,, tiene solucion.
u

De esta forma, D' es equivalente al problema (3.32). Se tiene asi una
justificacion geométrica, aparentemente no conocida hasta ahora, de la
definicion de problema dual de Isermann.

Es interesante observar que:

« Para k=1, Py D' sereducen al par de problemas primal y dual del caso
escalar (problemas (3.26) y 3.27), respectivamente).

« Para k>1, la relacion de dualidad entre P y D' no es simétrica, en el
sentido de que el dual del dual no es el problema primal.

Veamos ahora que relaciones existen entre las soluciones eficientes
asociadas a los problemas duales propuestos por Isermann y por Gale-Kuhn-
Tucker, tanto para el caso vectorial como para el matricial.

En primer lugar estudiaremos como se relacionan entre si las
regiones factibles.

Proposicion 3.4.37 Si (A, U)0X® entonces (@', X, a) =
(fT, X, Tp)ox>.

Demostracion. (f, U)0x® 0O XORY,, X'(C-UA)<0. Tomando a' =AU
0  TAzAC. Ademas, wb=AUb=Ag 0O @, A, @) =
(rT, X, Tp)ox>.

n

Proposicion 3.4.38 Si ([m, X, @)0x°™" y Xa =u'b entonces OJ OR*"
tal que ot =0, @ =Ub, (X, T)ox®.
Demostracion. Inmediata.
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Como consecuencia:

Corolario 3.4.39 X°*"" #0 si, ysolosi, X° z0.

Demostracion.

“g »

X°“™ £0, por la Proposicion 3.4.25 0 O, A, a)dx°™", Xa =u'b.
Ahora, aplicando la Proposicién 3.4.38 0 U OR*™, U'=A'U, a =Ub,
(*, O)ox® o x® =z0.

wgy v

X® #0 O O, T)ox® . Aplicando Proposicion 3.4.37 O (@', A, ) =
(NT, X, Tp)ox®™ " 0o x° 20,

C

DGKT -V D GKT-V

El siguiente paso consiste en analizar las regiones eficientes.

Teorema 3.4.40 (Condicidon necesaria en [Is78a], Theorem 3)
si (*, U)OE® entonces (@, A, @)= (T, X, Ub)oe™".
Demostracion. Por la Proposicion 3.4.37, (/TtlT, A, LTb)D X%
Supongamos por reduccion al absurdo que (@ A, @)dE® O
D(ﬁ, A o?)D XP*" tal que A'd =d'b y @ <& . Aplicando el Lema 3.4.32 [
WoRrR, =40, a=Ub 0 (i U)ox® y Ub=ds<a=0b O
(x, O)oe”.

[

Corolario 3.4.41 Sean (X, U)OE®, By=b, yOR!, entonces (@', A, D)=
(vo, x, UB)oE™"
Demostracion. Si (A, U)OE®, por el Teorema 3.4.40 O (@, X, a) =
()TtU, A, Ub)D E®™™. Como By=b, yOR,, aplicando el Teorema 3.4.33
0 (WO, X, UB)OE™.

]

Teorema 3.4.42 (Condicién suficiente en [Is78a], Theorem 3)

Si @ A, a)0E™™ entonces OU OR“™ solucion de o' =AU, a =Ub, tal
que (x, T)oE”.

Demostracion. Si [@, A, a@)O0E™"", por el Teorema 3.4.24 O Xa =u'b
Aplicando la Proposicion 3.4.38 0 [OU OR“™ tal que t'=A'U, @ =Ub
(x, T)ox®'. supongamos por reduccion al absurdo que (¥, U)OE® O
D(}T, L])D X®, Ub<Ub. Sean (' =AU, @ =Ub. Evidentemente, i'd =('b [
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@ A aox>™ y a<a 0 (@ X @)oE™ O #  Luego
(x, O)oe®

|
Corolario 3.4.43 Sean (x, y, D)ax™ ", (@ A, D)ox®>™ con
By=Db. Entonces OU OR"™ soluciéon de u'=A'U, Dy=Ub, tal que
(x, O)oe”.

Demostracion. Si (x, y, D)Ox™ ™", (@ A, D)ox° con By=b,
aplicando el Teorema 3.431 0 (@, A, @) = [ A, Dy)OE™™ " . Por el
Teorema 3.4.42, 0 [OU OR"" solucién de u'=A'U, Dy=Ub, tal que
(x, O)oe”.

Luego, en términos de eficiencia los problemas D' y D®™ (D®™™)
se pueden considerar equivalentes. De esta forma, los resultados
presentados para el problema dual de Gale-Kuhn-Tucker son aplicables, de
forma automatica, al problema dual de Isermann y viceversa. No obstante,
dado que ciertos resultados de la teoria de la dualidad de Isermann fueron
publicados con errores, hemos creido de interés redactar correctamente y de
manera simplificada dicha teoria.

Proposicion 3.4.44 ([Is76], Lemma 3) (Teorema débil de dualidad vectorial)
O3 XP, 0, U)OX®, no se verifica Ub< Cx.
Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que OxOX7,
O(x, U)ox®, Ubscx O A'Ub<A'CX. Ahora bien, como (X, T)0X® O
X (c-UA)<0. Ademas, dado que xOR' 0O X(C-UAxk<o O
ACX<A'UAX =A'Ub O #,

[

Corolario 3.4.45 ([Is76], Lemma 4) Sean xOXP, ()T, LT)DXD' con
Cx =Ub. Entonces, xOE®, (X, U)OE® .

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que XOEP [
OxOXP, Ck=Cx=Ub O # con la Proposicion 3.4.44. Analogamente,
supongamos por reduccion al absurdo que (}T, LT)D E® O D():, U)D X,

Ub<Ub=Cx O #con la Proposicion 3.4.44.
[

Teorema 3.4.46 (Teorema fuerte de dualidad vectorial para el problema
primal) OxOE”, 0O(, U)OE® con Cx=Ub.



3.4. DUALIDAD 179

Demostraciéon. Sea xOE” O 0OAORY,, XDS%. Por dualidad escalar [
OuOR™, U'A-A'C=20', A'Cx=u'b. Llamando a=Cx O Xa=u'b.
Aplicando el Lema 3.4.32 0 00 OR"™, ' =20, a=0b 0 (A, U)ax®,

Cx =Ub. Ahora, por el Corolario 3.4.45 O (A, U)OE® .
]

Teorema 3.4.47 (Teorema fuerte de dualidad vectorial para el problema
dual) O(X, U)OE®, OXOE® con Cx =Ub.

Demostracion. Sea (X, U)OE®. Por el Teorema 3.4.40 O
()TtU, A, Ub)D E°™" . Aplicando Teorema 3.4.26 [ (‘, Ub)D EP™ . Por

el Corolario 3.4.19 0 XOEP, Cx=Ub.
n

Corolario 3.4.48 ([Is76], Lemma 7) i) Sea XOX". Entonces, XOE® si, y
s6losi, O(X, U)ox®, (JA-C)x=0.

i) Sea (A, U)Ix®. Entonces (X, U)OE® si, y s6lo si, OXxOXP,
(UA-C)x =0.

Corolario 3.4.49 ([I1s76], Theorem 3) E” 20 si, y sélosi, E® #0 .

Teorema 3.4.50 ([I1s78b], Proposition 4, (i)) Sea X" # 0. Entonces, P es no
acotado si, y solo si, D' es no factible.

Demostracion. Sabemos por el Corolario 1.7.41 que EP =0 < X" =0 6
Cd =0, Ad=0, dOR?, tiene solucion. Como X* # 0, por el teorema de la

alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) « A'C-u'A<0, AOR,, no tiene

solucién < A(C-UA)<0, A ORY,, no tiene solucién - X° =00.
m

Teorema 3.4.51 ([Is78b], Proposition 4, (ii)) Sea X° # 0. Entonces, D' es
no acotado si, y sélo si, P es no factible.

Demostracion. Por hipétesis, X® #0. Por el Corolario 3.4.39 -
X" 0. Aplicando el Teorema 3.4.21 ~ i) Do OR", el sistema Ax=b,
Cx=za, xOR!, no tiene solucion y ii) Cd=0, Ad=0, dOR] no tiene
solucién. En estas condiciones, E® =[0I, por el Corolario 3.4.49 - Ef =0
Utilizando el Teorema 1.7.48 resulta - X" =0 6 Cd=0, Ad=0, dOR’
tiene solucion. Como por hipétesis Cd =20, Ad =0, dOR! no tiene solucion,

- XP=0.
| |
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Corolario 3.4.52Si X" #0 y X° 20 entonces E* 20 (E® #0).
Demostracion. Por hipétesis, X" #0 y X° #0. Supongamos por

reduccion al absurdo que EP =0 . Por el Teorema 3.4.50 0 X° =0 O #.
n

Por altimo, consideremos una base factible arbitraria B para el
problema primal (3.25) y sea R = C®B*N-C" su matriz de costos reducidos
asociada.

Teorema 3.4.53 B es una base dual-eficiente si, y sélo si, OAORY,,
(r, ceBt)ox® .
Demostracion. Por la Definicion 1.6.14, B es una base dual-eficiente <
OAORY,, tal que AR20 - OADORY, tal que
M(ce-c®B?B, C"-C®B'N)<0, - [OAOR,, A(C-C°B'A)s0 -
(x, ceet)ox®.

[

Proposicion 3.4.54 ([Is78], Theorem 5) Si B es una base dual-eficiente
entonces X' = (x,x,) = ((B‘lb)t, OT)D E° y DAORY, (A, U) =
(A, ceBt)DE”.

Demostracién. Inmediata pues X0 X", (A, U)OX® y Cx=Ub.

3.4.4 Concepto de Dualidad de Hannan

Sea P el problema vectorial (3.25). En 1978, Edward Hannan propone como
problema dual de P la clase D" (/\"k) constituida por los programas lineales

escalares multiparametrizados en los recursos:
minfu'b/u'Az A'C} (3.33)
donde AOAS ([HNn78], p. 645). Evidentemente, esta clase coincide con la

clase de problemas duales de Kornbluth cuando r =1 y, por tal motivo, le
son aplicables automaticamente todos los resultados disponibles para la
dualidad de Kornbluth. Sin embargo, la formulacion dada en (3.33)
aparentemente es mas sencilla que la de Kornbluth. La intencion de
Hannan era dotar la teoria del LVP con una definicion de problema dual que
fuera abordable desde un punto de vista practico. Hannan plantea (sin
confirmarlo) que DH(/\?() se podria abordar utilizando técnicas de

programacion lineal escalar multiparamétrica o bien utilizando el método
del simplex dual escalar en conjuncion con técnicas desarrolladas para
resolver P ([HNn78], p. 645). Sin embargo, esto no es en absoluto trivial de
hacer y equivale, en dificultad, a la resoluciéon de la clase de problemas
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{F’A}mok, cuestion que, hasta la fecha, no ha podido ser resuelta
satisfactoriamente.

3.5 Optimizacion Lineal sobre la Region Eficiente

En esta seccidon nos proponemos estudiar diversos aspectos relacionados con
la maximizacion de una funcion lineal sobre el conjunto de soluciones
eficientes de un LVP. Este problema ha sido estudiado durante mas de
treinta afnos (ver, por ejemplo, [Ph72], p. 224) y surge, fundamentalmente,
cuando se dispone de una funcion que actla como un criterio para
discriminar entre, o medir la importancia de las soluciones eficientes. Sin
embargo, ésta no es su Unica aplicacién. En efecto, operaciones como la de
determinar los rangos de variacion de cada una de las funciones objetivo
sobre la region eficiente no son mas que especializaciones del problema bajo
estudio.

Sin  pérdida de generalidad, formularemos el problema de
optimizacion de una funcion lineal sobre la region eficiente de un LVP, como
el programa escalar lineal Q:

max{v'x/ x O EP} (3.34)
donde P = max{Cx/xOX} y X = {xOR'/Ax=b}# 0.

Q es un problema dificil de resolver pues, por lo comun:

)] EP es no convexo (aunque si conexo) y
i) EP no se conoce de forma explicita, ni se tiene una descripcion
apropiada (lineal) de forma implicita.

Mateméaticamente, el problema Q se puede clasificar como un

problema de optimizacion global (también denominado problema de
programacion no convexa). Tales problemas poseen, en general, éptimos
locales (frecuentemente en elevado numero), que no necesariamente son
optimos globales ([BnLee96], p. 78).

3.5.1 Propiedades Generales

A continuacion desarrollaremos un buen numero de propiedades que
resultan de interés para la resolucién de Q. Asimismo estudiaremos ciertas
relajaciones y otras variaciones relativas a dicho problema.

La siguiente propiedad nos indica que cuando Q es acotado, alguna
de las caras eficientes de P coincide con el conjunto de soluciones optimas

de Q.



182 3. TOPICOS SELECCIONADOS EN PROGRAMACION ...

Teorema 3.5.1 Si Q es acotado (S, # U ) entonces UF [ E7 tal que S =F.

|
Demostracion. Directa, por ser v'x funcion lineal y EP:UFJ., donde
j=1

0jO{L...1}, F, es una cara eficiente de P.
m

En particular, si Q es acotado algun vértice eficiente es optimo para

Q.

Corolario 3.5.2 ([Bn84], Theorem 4.5) Si Q es acotado entonces
P

SSNE, #0.

Demostracioén. Por la representacién tomada de X, se trata de un poliedro

apuntado [0 Cualquier cara de X contiene al menos un vértice. Ahora

basta aplicar el Teorema 3.5.1.
[

Teorema 3.5.3 Supongamos que EF #0. Entonces, Q es no acotado
(S, =0)si, ysolosi, OF 0 E{ tal que v'x es no acotada en F .
Demostracion.

1] D ”

Inmediata.

“D ”

Es claro por ser v'x funcion lineal y E® una unién finita de caras eficientes.
[

Corolario 3.5.4 ([Bn84], Theorem 3.2) Supongamos que E” # 0 . Entonces,
Q es no acotado si, y sélo si, Od O E’, tal que vid >0.

Demostracion.
“D kil
Inmediata.
“D kil
Si Q es no acotado, por el Teorema 3.5.3 0 OFOE{ tal que v'x es no
acotada en F. Teniendo en cuenta que F es un poliedro y aplicando la
teoria de la programacion lineal escalar 0 OdOF, tal que v'd>0.
Ademas, como FOE! 0 dOEL.

[ |

Sea R la siguiente relajacion del problema Q:
max{vtx/ x 0 X} (3.35)
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Evidentemente, la gran ventaja que presenta R sobre Q es que se

trata de un problema féacil de resolver por ser X un poliedro. Veamos que
relaciones se pueden establecer entre las solucionesde Ry Q.

El siguiente resultado enuncia una condicion suficiente para la
acotacion de Q.

Teorema 3.5.5 Si Q es factible (E” 20) y R acotado (S; # 0 ) entonces Q
es acotado (S, #0).

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que S, =0. Como

EP 20, por el Teorema 3.5.3 0 0OF carade X, F OE®, v'x es no acotada

en F.Como FOX 0O v'xesnoacotadaen X 0 S,=0 0O #.
[

Noétese que:

)] Q puede ser acotado (S, #0), aunque R no lo sea (S;=0). Ver
Figura 3.5.

i) Q puede ser no factible (E° =0), aunque R sea acotado (S, #0).
Ver Figura 3.6.

X, &

EP

Figura 3.5
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X, A

Figura 3.6

Proposicién 3.5.6 ([EcSn94], p. 544) S;NE" O S,.

Demostracion. Sea XOS;NE” O xOS,, XOE". Como EF O X O x0OS,.
u

Aungue la Proposicién 3.5.6 es sugerente, a priori no hay ninguna
garantia de que entre las soluciones 6ptimas de R tenga que haber alguna
solucion eficiente.

Una situacion facil de tratar es la que se presenta cuando todo S; es
eficiente. Efectivamente:

Proposicién 3.5.7 Si 0 # S; O E” entonces S, = S;.

Demostracion.
“D’l
Aplicando la Proposicion 3.5.6.
“l:]’l
Sea xUS,. Supongamos por reduccion al absurdo que x0OS; 0O
OXO0S; OE", vIiXx>Vv'x O #, luego S, U S;.
[ |

Veamos algunos ejemplos en los que se cumple la hipdtesis del
resultado anterior.

Sea V(C) el cono criterio de Py VO(C) su interior relativo, el cual
sabemos que viene dado por {xD R"/x' =A'C,A0 RL} :
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Proposicién 3.5.8 Si vOOV°(C) entonces S, O E”.

Otro caso sencillo se presenta cuando P es completamente eficiente.
Efectivamente:

Proposicion 3.5.9 Si P es completamente eficiente entonces S, [ E”.

Demostracion. Si P es completamente eficiente, por definicion O EP = X ..
[ |

También podemos considerar la siguiente situacion:

Proposicién 3.5.10 ([EcSn94], Lemma 2.1) Si vid>0, Odoc®-{g
entonces S, 0 EF.

Demostracion. Sea XUOS;. Supongamos por reduccion al absurdo que
xOE” O D, NX#{x} O 0O%OD,NX, X#x 0O 0OdOc*, d#0,
Xx+dOX O vix =Vv'X+Vvd>VvX O # pues XOS,. Luego, XOE".

X
]

Si relajamos la hipdtesis anterior imponiendo solamente la no
negatividad de v'd sobre C*-{G podemos escribir:

Teorema 3.5.11 ([Bn84], Theorem 4.7, [EcSn94], Lemma 2.2) Supongamos
que E* 20 y que R es acotado. Si v'd 20, 0dC* entonces S; NS, 20

Demostracion. Sea XxOS,. Si XOOE” ya estaria. En otro caso, como P es
lineal y EP 20, por el Corolario 1.10.10 0 OXOEP, Ckx=CX. Sea d =X—X
0 dOc*, x=x+dOX. Como vid=0 O v'x=v'x O XOS,, XOE” O
x0S,.

Podemos comprobar la hipotesis realizada en el Teorema 3.5.11
mediante el siguiente procedimiento:

Consideremos el problema: T = min{v'd/Cd 20}.

Proposicion 3.5.12 ([EcSn94], Lemma 2.3, (ii)) Si T es acotado entonces
vid>0, OdOC>.

Demostraciéon. Inmediata aplicando dualidad escalar y teniendo en cuenta
que el problema dual de T tiene como funcion objetivo la funcion constante

0.
[

Ciertamente, existen ademas otras situaciones especiales que
simplifican la resolucién de Q.
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Teorema 3.5.13 ([BnSy94], Theorem 3.2) Si P tiene alguna solucién
superior y v depende linealmente de las filas de la matriz criterio, entonces

S = EF.
Demostracion. Siempre ocurre que S, [ EP. Veamos el otro contenido. Si

P tiene alguna solucion superior O z(EP): z', donde Z' es el punto ideal.
Por otra parte, si v depende linealmente de las filas de la matriz criterio [
OAOR* tal que V! =A'C. En estas hipotesis, OxOE", vix = A'Cx = A'Z' [
E°OS,.

Bajo las hipotesis del Teorema 3.5.13, el valor objetivo 6ptimo de Q se
obtiene mediante v'X, siendo X OE" arbitraria.

La hipdtesis de que v sea linealmente dependiente con las filas de la
matriz criterio no se puede omitir. Efectivamente:

Ejemplo 3.5.14 ([BnSy94], Example 3.1) Sean X =

XOR/0<x <1,0j0{L23}, C = % (1) géy v=1(0 010 z-=

{z0R?10<2 <1,0j0{L3}, el punto ideal es 2 =@, 1f 0z, E® = S°=
{@& 1 a)/osa<3} (conjunto de soluciones superiores), S, = {, 1 1} y

S.={l, B, 1)/0<a<10<B<}.Evidentemente, E* #S,.
°

Para comprobar si existe dependencia lineal entre v y las filas de C
podemos usar el siguiente resultado:

Proposicién 3.5.15 El sistema V' = A'C, A OR", tiene solucion si, y sélo si,
max{v'd /Cd = 0} es acotado.

Demostracion. Por la teoria de la dualidad escalar.
]

Obsérvese que max{v‘d /Cd = 0} siempre es factible y que si es acotado
(por dualidad escalar) su valor 6ptimo es 0.

Otro resultado de interés es el siguiente:

Proposicion 3.5.16 ([Bn84], Theorem 4.6) Sea XDEXPp tal que cualquier
arista de X incidente en X es eficiente. Entonces si XUS, se verifica que

X0'S,.
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Demostracion. Consecuencia inmediata de la teoria de la programacion
lineal escalar.
[ |

Con el fin de enriquecer més la teoria, podemos estudiar las
relaciones existentes entre Q y otros problemas, no necesariamente

escalares. Como ejemplo hemos seleccionado uno propuesto por Benson
([Bn84], p. 570).

Sea
@ E] R(k+1)xn .

Teorema 3.5.17 ([Bn84], Theorem 4.1) Si XS, entonces X[J E”.

Demostraciéon. Supongamos por reducciéon al absurdo que XOE® [
OxOX, C'k=C'Xx 0 Cx=Cx.Como XOEP O Cx=Cx O XOEP. Ademas,
CX2CX, Ck=Cx O v'x>Vvx O # pues XUS,.

P el programa vectorial max{C'x/x0X}, donde C' =

Tenemos asi un condicion suficiente para la no acotacion de Q.

Corolario 3.5.18 ([Bn84], Remark 4.2) Si EP#0 y E” =0 entonces Q es
no acotado.

Figura 3.7
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En general, el reciproco del resultado anterior no es cierto.
Efectivamente:

Ejemplo 3.5.19 Sea X = {xOR?/x <1}, C Ei E Vo= (1, 1) (ver
Figura 3.7). Entonces EF = EF = {xD R?/x, = ]} Sin embargo, Q es no
acotado.

3.5.2 El Problema del Céalculo del Rango de Variacion
Eficiente de las Funciones Objetivo

Existen ciertas especializaciones de Q muy conocidas. Entre ellas figuran

los problemas a resolver cuando se pretende calcular el rango de variacion
de las funciones objetivo sobre la regién eficiente (rango de variacion
eficiente). Tales problemas han suscitado un interés especial (ver, por
ejemplo, [St86], p. 267-270, [IsSt87] y [RvRd88]) debido fundamentalmente
a las siguientes razones: (i) representan simplificaciones (con propiedades
especiales) del problema general Q que inducen a pensar que su resolucion
no debe ser tan complicada, (ii) proporcionan una estimacion sobre el
tamano de la region eficiente del problema que es utilizada por muchos
algoritmos (principalmente, técnicas de generacion parciales de soluciones
eficientes? e interactivos?) para mejorar su rendimiento.

Por tales motivos, creemos que merece la pena conceptualizar
adecuadamente el problema y examinar algunas de sus caracteristicas
particulares.

Dado el problema P = max{z(x)/x0d X} se define el rango de variacién
eficiente de P como el rango de variacion de z(x) sobre E”. En general, tal
rango se suele expresar como {zD R/ <7< zm}, donde OiO{L, ... K,
" = min{; (x)/ xO EP} y 2™ = max{zi(x)/xD EP}.

Que el computo de z*™ o z™™ sobre un LVP no es mas que un caso

particular del problema general de optimizacion de una funcion lineal sobre
la region eficiente resulta claro (v = -€'C, V' = €C, respectivamente).

Hallar z°™ no reviste dificultad, pues:

! Por gjemplo, el método NISE ([Ch78], p. 127-140).
2 Por gjemplo, el método STEP ([BMTL71]) o e método restringido ([Ch78], p. 115-121).
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Corolario 3.5.20 Si E” #0 entonces 0i O{L, ... K, z7™ = max{c'x/x0 X} .

Demostracion. Sean i Ofl, ..., K, v = €C y Q y R definidos seglin (3.34) y
3.35), respectivamente. Comprobemos en primer lugar que si R es no
acotado (S; =0) entonces Q también lo es (S, =0). Supongamos por
reduccion al absurdo que OXOE® tal que viX=cX=Vv'x=cx, OxOE".
Como S, =0 O 0OxOX tal que c'Xx>c'X. Solo pueden ocurrir dos casos: (i)
XOEP O #. (ii) XOEP. Por el Corolario 1.10.10 0 OXOEP tal que CX = CX
0 c¢X=c'Xx>c'x O #. Supongamos ahora que R es acotado (S, # 0). Como

vid = €Cd = 0, JdC?, aplicando el Teorema 3.5.11 0 S;NS,z0.
|

Sin embargo, con respecto a z™", la situacion cambia radicalmente.
Por suerte, para k=2, disponemos de cotas inferiores validas para
cualquier tipo de problema (no necesariamente lineal). Efectivamente, si
denotamos por P = max{z (x)/x0X} y 2 =2x'), 0iOft, ... &, se verifica:

1

Proposicion 3.5.21 Sean x* 0S, , x* OS, . Entonces, 0X E®, ' <z(x)<z

yzo<z(x)< 2.
Demostracién. Vamos a probar sélo z* <z(x) <z, pues la demostracion del
otro resultado es totalmente analoga. Por el Corolario 3.5.20, es cierto que
OxX1 EP, z(x) < z. Veamos, pues, que z° < z(x). Supongamos por reduccion
al absurdo que OxJ EP, Z2>7(X) O z222zx) O #, pues XOEP.

[

Corolario 3.5.22 En las condiciones de la proposicion anterior, si z* y z°
son no dominados entonces z*™" = (zl(xz), zz(xl)).

Aungue la Proposicion 3.5.21 no se puede generalizar para k> 2,
tradicionalmente se han utilizado las tablas de pagos como heuristicas para
proporcionar estimaciones sobre z°"".

La tabla de pagos se define como una tabla de kxk entradas, donde
la fila i corresponde a z(xi), siendo x' 0S,, Oi 01, ..., B ([Ch78], p. 118).

) - )
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La diagonal de la tabla da los valores maximos sobre la regién
eficiente:

2™ = 7(x) = max{z (x)/ x0 %}
Evidentemente, z™ = (zl”‘ax, zL“aX) es el punto ideal del problema.

Para estimar z™ se suele utilizar z"™", definido como el valor

pmin —

minimo de la columna i de la tabla de pago, es decir, z
min{; (x")/j D{L..., k}} A z"™" se le denomina valor pesimista o valor nadir
([Ws85], p. 23-24) asociado al objetivo i. Al vector z"™" = (zfmi”, zfmi”) se le
conoce como punto nadir.

Dado iO{L, ..., B, las dificultades con que nos podemos encontrar son
que Ziemin > Zipmin 0 que Ziemin < Zipmin.

El caso z™ >z se da, exclusivamente, cuando alguno de los
problemas P (i D{l, k}) tiene Optimos alternativos, con lo que las filas de

la tabla de pago pueden corresponder a vectores dominados. Esto se puede
prevenir maximizando lexicograficamente cada una de las funciones objetivo
(ver seccion 4.2.2), lo que haria que las filas de la tabla de pago sean no
dominadas. El otro caso, 2™ < z"™", en general, no se puede evitar.

La experiencia computacional ([IsSt87], p. 93-95) muestra que tales
estimaciones suelen ser bastante pobres (incluso aunque se utilicen filas no
dominadas en la tabla de pagos), poniendo en entredicho la idoneidad de
esta estrategias.

Proposicién 3.5.23 OxOEP, zx) puede tener, a lo sumo, k-2
componentes por debajo del punto nadir.

Demostracion. Sea xOEP. Supongamos por reduccion al absurdo que
0i0{1, ... 4 tal que OO .. K}, z()<z" O zx)22zx)0 #, pues

xOEP.
n

Con lo visto hasta ahora so6lo es posible abordar la resolucion de
ciertos casos especiales del problema Q. En lo que resta de este apartado
nos centraremos en algunos métodos de resolucion para el caso general.
Empezaremos analizando dos técnicas muy simples.

% No obstante, algunos autores, como Reeves y Reid (ver [RvRd88]) piensan que en la mayoria de las
situaciones reales, tal técnica representa un buen compromiso entre € esfuerzo computacional requerido y
la bondad de |as cotas obtenidas.
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3.5.3 Estrategias Basicas de Resolucion

Se puede considerar que existen dos planteamientos rudimentarios y de
utilidad muy limitada para la resolucion de Q. Ambos se distinguen por la

forma en que contemplan a la region eficiente: explicita o implicitamente.
Método Elemental ([IsSt87], p. 95)

Si se sabe que Q es acotado y que el nimero de vértices eficientes no es
demasiado grande, una técnica viable consiste en utilizar un algoritmo
generador de vértices eficientes (ver seccion 4.3) para calcularlos todos y
después evaluar sobre ellos v'x. Efectivamente, si suponemos que EXPp =

{xl, x'} y denotamos por v/ a v'x!, 0j0O{1..,I} entonces, aplicando el
Corolario 3.5.2, el valor objetivo 6ptimo v de Q vendra dado por

max{v’ / j O{L, ..., }} .

Las principales dificultades que presenta este procedimiento son: (i)
hay que garantizar a priori la acotacion de Q (cosa que no es sencilla de
verificar) y (ii) el tiempo requerido para el calculo de todos los vértices
eficientes puede ser prohibitivo.

Método No Lineal ([I1sSt87], p. 96)

Desde un punto de vista estrictamente tedrico el problema Q se puede

formular como un problema de programacién escalar no lineal.
Efectivamente:

max{v‘x/ Ax=b,AC+u'A+s =0,s'x=0,x=0,A ge,sgo} (3.36)

La justificacion del método se basa en el Teorema 1.7.9, el cual
permite garantizar que:
EP = {XD R'/AX=b,A'C+Uu'A+s' :O,stx:O,)\;e,s;d

Las principales dificultades que se observan para resolver (3.36) son
las dimensiones del problema y la complejidad del mismo. Efectivamente,
hay un incremento de n+k +1 restricciones y n+m+k variables respecto al
problema original Q y, por otro lado, el problema es altamente no lineal

debido a la restriccion s'x=0. En el estado actual del arte de la
programacion escalar no lineal, este planteamiento resulta poco practico.

Debido a las limitaciones que presentan estas estrategias basicas de
resolucion, en los altimos afios hemos asistido a una verdadera proliferacion
de algoritmos altamente complejos, en un intento de resolver el problema
general Q (ver, por ejemplo, [Bn91b], [Bn92], [DrFs95], ...), asi como
procedimientos especificos para situaciones particulares como: caso
bicriterio ([BnLee96]), dependencia lineal entre las filas de la matriz criterio
y la funcion objetivo de Q ([Bn93]), ... etc.
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Bajo el siguiente epigrafe presentamos el primer procedimiento con
espiritu préctico, para resolver el problema Q, del que tenemos constancia.

3.5.4 Método de Planos de Corte

Este método fue propuesto inicialmente por Philip ([Ph72], Method iv.2, p.
225) y redescubierto independientemente por Isermann y Steuer ([IsSt87],
p. 96) como una especializacion para el problema del calculo de valores
objetivos minimos sobre la region eficiente. Posteriormente, Ecker y Song
([EcSn94]) analizan y justifican ciertos detalles no del todo claros en el
esquema original. La importancia del procedimiento radica en que es un
procedimiento de tipo local (basado en vértices) geométricamente intuitivo vy,
aparentemente, sencillo de utilizar.

El método se fundamenta en que cualquier par de veértices eficientes
esta conectado a traves de un camino de aristas eficientes (ver seccion 1.7.4).
Asi, cualquier hiperplano H = {xD R”/v‘x:ﬁ}, con BD[V'“"‘, vmaXJ (donde
v = max{v‘x/xD EP} y v = min{vtx/xD EP}) intersecta, al menos, a una
arista eficiente de X.

Algoritmo P

Paso 1. (Inicializacion)
SiEP =0 O STOP, Q es no factible.
En caso contrario, elegir x° O E; . Hacer i =0.

Paso 2. (Exploracion)

¢Existe una arista eficiente de P, incidente en X', que mejore v'x, es decir, con un costo
relativo respecto a v menor que 0?

Sila respuesta es si, ir al paso 3.

En caso contrario, tenemos un optimo local. Ir al paso 4.

Paso 3. (Progresion local)
Sila arista es no acotada [1 STOP, Q es no acotado.

En otro caso, pivotar a lo largo de la arista hasta X
Volver al paso 2.

i+l

(vértice adyacente). Hacer i =i +1.

Paso 4. (Planos de corte)
Sea H' el hiperplano {x O R" /v'x = v'x} .
¢Existe un vértice de X (N H', que intersecte una arista eficiente de P y que mejore v'x?

Si la respuesta es si, sea x'** tal vértice. Hacer i =i +1e ir al paso 3.
En caso contrario, tenemos un optimo global. STOP. X[ S, .
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Obviamente, toda la dificultad del método se concentra en el paso 4,
ya que éste no es trivial a pesar de ser intuitivamente claro.

Supongamos, por simplificar, que X es un politopo y hagamos las
siguientes hipotesis:

Sean XUE, optimo local y no global de Q, X' = {xDX/vtxzv‘i} y
P' = max{Cx/xD X}. Por ser YDEXPp optimo local sabemos que no hay

aristas eficientes en P, incidentes en X, que incrementen el valor de v'x.
Sin embargo:

Teorema 3.5.24 ([EcSn94], Theorem 4.1) Existe una arista eficiente en P',
incidente en X, sobre el hiperplano H = {xD R"/V'x = V'X}.
Demostracion. Sea XOEPNX'. Por la Proposicion 1.10.3 O xOEP®.

Ademas, como xOS, O OXOE,, v'X > v'x O XOX'. Nuevamente, por la

Proposicion 1.10.3 O XOEP. Como E” es conexo (Teorema 1.7.40), debe
existir un camino de aristas eficientes en P’ entre X y X 0O Existe una
arista eficiente en P', incidente en X. Ademas tal arista esta sobre el
hiperplano H = {XD R”/vtx:vti}, pues si alguna arista eficiente en P,
incidente en X, incrementase el valor de v'x O Tal arista es eficiente en P
[0 #, pues X es un 6ptimo local de Q.

[ |

Utilizando un razonamiento parecido al anterior es posible probar
que:
Teorema 3.5.25 OXOE!

- ta — t— -
- Sobre el hiperplano H (vX = vX) y existe una

arista eficiente en P', incidente en X, que incrementa el valor de v'x.

Corolario 3.5.26 ([EcSn94], Corollary 4.1) Sean X[ EXPp optimo local de Q vy
G = XNH.Si OxOGN EXF; no existe una arista eficiente en P' que mejore el
valor de v'x entonces XOS,.

Los resultados anteriores indican que nos movamos de X, utilizando

las aristas eficientes de P', hasta lograr incrementar la funcion objetivo v.

Queda esbozado asi una rutina sistematica para calcular algun x[O EXF; tal

que Vv'x > v'X o concluir que Q es no acotado.

Sin embargo, para poder afirmar en una iteracion arbitraria que X es
un éptimo global de Q, necesitamos generar todo G() EXPF; y esto sigue siendo

una tarea computacionalmente costosa (aunque este conjunto, se debe
esperar que sea bastante mas reducido que Efp).
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3.5.5 Método de Maximizacion Facial Progresiva

A continuacion vamos a desarrollar un algoritmo novedoso e implementable
para resolver el problema general de optimizar una funcién lineal sobre la
region eficiente de un LVP. EIl procedimiento se fundamenta en dos ideas
sencillas. En primer lugar, el conjunto de soluciones eficientes de un LVP se
puede ver como una union finita de caras eficientes (Corolario 1.7.27). Por
otra parte, cada cara es un poliedro y podemos optimizar muy eficazmente
una funcién lineal v'x sobre ella (por ejemplo, a través del método del
simplex o del método de Karmarkar). EI método que proponemos, bautizado
como Maximizacién Facial Progresiva, o MFP para abreviar, pretende
generar una sucesion de caras eficientes estrictamente crecientes en el valor
de la funcion objetivo v. La gran dificultad que existe para explotar un
procedimiento con estas caracteristicas reside en como seleccionar caras
eficientes apropiadas sobre las que efectuar la optimizacion lineal. Esta
cuestién intentard ser dilucidada a lo largo de este apartado.

Sea J'0J :{l...,r'} . Empezaremos con una propiedad muy sencilla:

Proposicion 3.5.27 El problema dual de max{v'x/xOF(3')} es
minfu'b/u' A 2V, .

Los siguientes dos resultados nos permitiran caracterizar la no
acotacion de v'x sobre una cara no vacia F(J') de X . Efectivamente:

Teorema 3.5.28 Supongamos que F(J');t 0. Entonces, el problema
max{v‘x/ x [ F(J’)} es no acotado si, y s6lo si, u'A’™ =v}_,. no tiene solucion.

Demostracion. Por la teoria de la dualidad escalar.
[

Corolario 3.5.29 Supongamos que F(J')¢ 0. Entonces, el problema
max{v'x/xOF(3')} es no acotado si, y s6lo si, el sistema A’ d=0, v\_,d =1,
d =0, tiene solucion.

Demostracion. Utilizar el Teorema 3.5.28 y aplicar el teorema de la

alternativa de Gale ([Mn69], p. 33).
[

Vamos a caracterizar cuando, sobre una cara arbitraria F(J'), es
posible mejorar un nivel arbitrario aOR impuesto sobre una funcion
objetivo v'x.
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Teorema 3.5.30 El sistema:
Ax-by=0
vVix-ay>1
x=0, x; =0, yzl%

OooO

(3.37)

tiene solucién si, y sélo si, OXOF(J') tal que v'X>a .

Demostracion.

“p

Sea (%, y) solucién del sistema (3.37). Consideremos X=%/y O AX=b,
%20, %, =0y Vig2a+1/y>a O XOF()yVv'&>a.

“py "

Sea XOF(J') tal que v'ik>a O AX=b, %20, %, =0 y V'&>a. Sea
5D(O, 1] tal que V'X-d=a. Tomando X=%/d, y=1/=1 es claro que
(x, y) es solucién del sistema (3.37).

[
Teorema 3.5.31 El sistema:
u'A’ - v, 200
O
t
ub+wsoa E (3.38)
0+w>0 0

(|

o,w=0
no tiene solucién si, y sélo si, OXOF(J') tal que v'X>a.
Demostracién. Si OXOF(J') tal que v'X>a - el sistema (3.37) tiene
solucion < el sistema:
A A —b[ HOE

A" -A7 bDB< 0000 B f

E—v} -V, aDD»(J _y Dgu-lD [X,_, (20

O1 o0 ODBy | D om H H

E o 0 —1D D'l[
tiene solucion. Aplicando el teorema de la alternativa de Gale ([Mn69], p.
3) - u(a, A, -b) + (v, -vi,, a) + S(, 0 0) +
w(0, 0, -1)20, d+w>0, s20, ,w=>0, no tiene solucién - el sistema

(3.38) no tiene solucion.
[
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Consideremos ahora el problema:

min s'x

sa:
AC+U'A+s=0
Ax-by=0
vix-ay=1
X,520,A2¢e y=1]

(3.39)

MmOoOoOOoOOmOadO

El problema (3.39) es un problema de programacion bilineal,
genéricamente denotados como BLP (ver [HrTuy96], p. 20) vy,
evidentemente, esta acotado inferiormente por 0.

La importancia que presenta el problema (3.39) se debe al siguiente
resultado:

Teorema 3.5.32 El programa (3.39) es acotado con valor éptimo 0, si, y so6lo
si, OFOE] y OXOF tales que V'X>a.

Demostracion.

«py o

Por hipdtesis OF OE!. Sabemos que cualquier cara de un poliedro tiene
asociado un udnico descriptor maximal (Teorema 2.3.20). Luego
0J'0J={..,} descriptor maximal tal que F=F(J'). Como F(J')OJE},
aplicando el Corolario 2.9.11 O el sistema AC+u'A+s=0, s20, s, , =0,
Aze, tiene solucion (/T, u, §). Por otra parte, XOF(J') verifica que
v'X>a. Por el Teorema 3.5.30 = el sistema (3.37) tiene solucion (i, 7). Es
claro entonces que (/T, u, S, X, y) es una solucion factible de (3.39) tal

que §'X = §,X, +5,_,%X,_, = 0. Como el problema (3.39) estd acotado
inferiormente por O O el programa (3.39) es acotado, con valor éptimo 0.
“D ”

Por hipdtesis, el programa (3.39) es acotado con valor ¢ptimo 0. Supongamos
que {/\i U, S, X, y) es una solucion oéptima del mismo. Sea J' =
{i0Jd/s >0} y consideremos la cara F(J'). Por el Corolario 2.9.11 [
F(J')OE?. Ademas (X, y) es solucién del sistema (3.37), luego por el

Teorema 3.5.30 0 OXOF(J') tal que v'X>a.
m

Notese que la demostracion anteriormente hecha no solo justifica la
existencia de una cara eficiente con la propiedad deseada de incremento del
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valor objetivo, sino que también proporciona el mecanismo de construccién
de dicha cara. Este hecho sera utilizado posteriormente por el algoritmo.

Teorema 3.5.33 Si el programa (3.39) es acotado con valor ¢ptimo
estrictamente positivo entonces v'x<a, OxOEP.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que OxOE® tal que
vix>a O OFOE! tal que XOF. Aplicando el Teorema 3.5.32 - el

programa (3.39) es acotado con valor 6ptimo 0, lo cual es #.
[

Teorema 3.5.34 Supongamos EF # 0. Si el programa (3.39) es no factible
entonces [Ix X tal que v'x>a .

Demostracion. Como EF # 0, aplicando el Corolario 1.7.43 - el sistema
AC+U'A+s=0, s=0, A=e, tiene solucion. Dado que por hipdtesis el
programa bilineal (3.39) es no factible O el sistema Ax—-by=0, v'x-ay=>1,
x=20, y=1, no tiene solucién. Ahora, por el Teorema 3.5.30 0 [IxOX tal

que V'x>a.
|

Ahora estamos en disposicion de esquematizar un algoritmo para
resolver el problema Q basado en la generacion de una sucesion de caras

eficientes estrictamente crecientes en el valor objetivo de v.
Algoritmo MFP

Paso 0. (Inicializacion)
Haceri =0y a® =-M , siendo M una constante positiva arbitrariamente grande.

Paso 1. (Exploracion)

Resolver el siguiente problema de programacion bilineal T.:
min s'x
sa:
AC+Uu'A+s=0
Ax-by=0
vix-a'y=1
X,520,A=2¢e y=1]

(3.40)

MmOoOoOoOomoOodod

Paso 2. (Regla de parada)
Si el programa T. es no factible o acotado con valor objetivo Optimo estrictamente positivo,

STOP. El valor objetivo dptimo de Q es a' .
En otro caso (el programa (3.40) es acotado, con valor objetivo dptimo 0), continuar.
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Paso 3. (Avance)
sea (X', ©', §,

X', y') una solucion éptima de T, . Hacer J' = {j 0 J /8| >0}.
Resolver el problema Q' = max{vtx/ x [ F(J‘)}.
Si Q' es no acotado, STOP. El problema Q es no acotado.

t i+l

En otro caso, sea X! una solucion extrema 6ptima de Q'. Hacer a'™* = v'X'*™,
i =i+1eiralpasol.

Los siguientes resultados mostraran que los puntos extremos X'
generados por el algoritmo MFP tienen valores objetivos estrictamente
crecientes. Ademas veremos que el algoritmo sélo necesita un namero finito
de iteraciones para encontrar una solucién 6ptima global del problema Q o

concluir que éste es no acotado o no factible.
Primero debemos resaltar los siguientes hechos:

(@) Si T, es no factible podemos concluir que Q es no factible (Teorema

3.5.34).
(b) Si Q' es no acotado en alguna iteracion i entonces Q es también no
acotado (inmediato).

Una de las caracteristicas mas importantes del algoritmo propuesto
es que es monotono creciente. Efectivamente:

Proposicion 3.5.35 En cada iteracion del algoritmo MFP se mejora
estrictamente el valor la funcion objetivo.

Demostracion. Sea a' el nivel impuesto a la funcion objetivo v'x en la
iteracion i del algoritmo MFP. Por el Teorema 3.5.32, si el programa T, es

acotado con valor 6ptimo 0 O F(J')0E" y O%xOF(3') tal que v'&>a. Como

i+l

en el paso 3 calculamos a'** como el valor objetivo dptimo del problema Q' =
madvix/xOF(0'} 0 a*>a'.
[

El algoritmo MFP solo considera, por cada cara encontrada, un unico
descriptor (no necesariamente maximal) y descarta de posteriores
consideraciones todos aquellos descriptores correspondientes a caras
contenidas en alguna de las ya obtenidas. Antes de probar esta afirmacion
necesitamos un resultado preliminar:
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Proposicion 3.5.36 Sean J',J" 0 J tales que F(J")D F(J') y supongamos
que max{v‘x/xD F(J’} es acotado, con valor objetivo 6ptimo a. Sea B=a
una constante arbitraria. Entonces el sistema:
Ax-by=0 O
Vix-pBy=1 E (3.40)
N
[

no tiene solucion.
Demostracion. Por hipétesis, F(J")0 F(J'). Supongamos por reduccion al

absurdo que el sistema (3.40) es factible. Por el Teorema 3.5.30 [I
OXOF(Q")0F() tal que vV'x>B2a O #.
[

Ahora podemos probar el resultado deseado:

Teorema 3.5.37 Si J' es el descriptor obtenido en la iteracion i del

algoritmo MFP, entonces ningtn otro descriptor J' 0 J tal que F(3')0F(J')

serd usado en una iteracion posterior.

Demostracion. Sea J'0J tal que F(J')0F(3'). Sea a' el nivel utilizado

por el programa T, del algoritmo MFP en la iteracion i. Aplicando la

Proposicion 3.5.36 0 OB =a', el sistema:
Ax—-by=0
ViX-py=1
x20, X, =0, yzl%

(]
U
(]

no tiene soluciéon. Como este sistema es una especializacion de parte de las
restricciones del programa T, la Proposicion 3.5.35 y el Teorema 3.5.30

aseguran que J' no puede ser generado en una iteracién posterior j del

algoritmo.
[

Como consecuencia directa, combinando que P tiene un numero finito
de caras eficientes con el Teorema 3.5.37, es directo probar la convergencia
del algoritmo propuesto.

Corolario 3.5.38 El algoritmo MFP realiza un namero finito de iteraciones.

Notese que, en el caso peor, el numero de iteraciones realizadas por el
algoritmo MFP es: EXF;, +1. Para que se diese este caso tienen que concurrir

las siguientes hipdtesis: (i) v'x ha de ser estrictamente creciente en cada
vértice eficiente, (ii) todas las caras generadas por el algoritmo han de ser
vértices o aristas acotadas y estar ordenadas en valor creciente de v'x vy (iii)
el primer vértice generado ha de ser el de menor valor objetivo.
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Finalmente, teniendo en cuenta las propiedades anteriores podemos
probar que el algoritmo es valido. Efectivamente:

Corolario 3.5.39 Si EF 20, el algoritmo MFP encuentra una solucion
optima global exacta para el problema Q o concluye que éste es no acotado.

Demostracion. No tiene dificultad dado que P tiene un numero finito de
caras eficientes y que, por construccion, el algoritmo o bien encuentra una
cara eficiente que mejora estrictamente el valor de la funcion objetivo para
el problema o bien determina que no existe ninguna con la propiedad

requerida (Teorema 3.5.32)
[

A continuacién haremos unos breves comentarios sobre los detalles de
codificacion del algoritmo MFP.

Resulta claro que, excluyendo el paso 1, todos los demas pasos del
algoritmo son facilmente implementables. En particular, el paso 3 se puede
llevar a cabo aplicando técnicas tradicionales de la programacion lineal
escalar como el método del simplex (ver, por ejemplo, [Mr83]).

El paso 1 es el encargado de la obtencién de una cara eficiente, no
necesariamente adyacente a la obtenida en la iteracion anterior, en la que se
mejore estrictamente el valor de la funcién objetivo. Esta tarea es, sin lugar
a dudas, la mas cara en demanda computacional del algoritmo MFP,
requiriendo el calculo de un éptimo global de un programa BLP. Este tipo de
problemas ha sido estudiado extensivamente dentro del campo de la
optimizacion global durante mas de 30 afos, existiendo en la actualidad
diferentes técnicas bien establecidas, basadas casi todas ellas en la
propiedad de que un BLP es posible reformularlo como un problema de
minimizacién concava sobre un poliedro. Entre los procedimientos
disponibles podemos destacar: los métodos de planos de corte como el
propuesto por Konno (ver [HrTuy96], Algorithm 1X.1, p. 453), los métodos de
aproximacion poliédrica interior como el sugerido por Vaish y Shetty (ver
[HrTuy96], Algorithm 1X.2, p. 457), los métodos conicos que combinan
planos de corte y aproximacion interna como el de Gallo y Ulkucu (ver
[HrTuy96], Algorithm 1X.3, p. 460) o los métodos basados en aproximacion
exterior como el de Thieu (ver [HrTuy96], Algorithm 1X.4, p. 465). De todas
éstas, solo el algoritmo de Thieu tiene garantizada su convergencia en un
nuamero finito de iteraciones a un o6ptimo global bajo cualquier tipo de
circunstancias (acotacion o no de la region factible). Recientemente, Audet et
al. ([AHJS99]) han presentado un procedimiento para resolver de forma
exacta el BLP en el caso general. Se trata de un algoritmo basado en
ramificacién y acotacion, que utiliza las condiciones de monotonia y holguras
complementarias de reformulaciones equivalentes del problema en
programas lineales maxmin simétricos. Segun los autores, el algoritmo
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AHJS se ha usado con éxito para resolver problemas de hasta 200 variables
y 200 restricciones ([AHJS99], p. 591).

Ejemplo 3.5.40 Consideremos el problema:

18 5.0 B

0 1

55 o ]
Nos proponemos calcular el valor minimo del primer objetivo sobre la region
eficiente utilizando el algoritmo MFP. EIl problema Q a resolver se formula

como: mad(-1 0, Ofx/xOEP}. Con el fin de no perder la intuicion

geométrica hemos representado graficamente la region factible de P (ver
Figura 3.8).

Figura 3.8

Es claro que: E7 = CVH({x?, »?}), EP = {xz, x*} y que la solucién optima

de Q se alcanza en x°* = (2, 3 1)t siendo, el valor objetivo 6ptimo -2 (2
para el problema original de minimizacion). Para poder usar el algoritmo

MFP necesitamos una descripcion lineal de la region factible en forma
estandar. Ella se obtiene tomando:
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Paso 0.
i=0y a®=-M, (M una constante positiva arbitrariamente grande).

Iteracion 0.

Paso 1.

Resolver el BLP:
min s'x O

0

S.a. i
AC+u'A+s=0 %
Ax-by =0 0
ty _ 0 O
vx-a'y=1 0

X,520,A2e y=1H

Se comprueba que este problema es acotado, con valor 6ptimo 0, siendo una

de sus soluciones éptimas la dada por (_O, u’, s°% x° yo), donde:

=@ 14 1,a°=(-1 0, 0, -2),8=(0 0 0 1 0 0 1), x°=
B 2 1, 0 0 1 0fey’ =1

Paso 3.
={4.%.
Tenemos que resolver el problema Q° = max{vtx/xD F(JO} :
Se comprueba que una solucién éptima de Q° es x® = (2, 3, 1)‘, siendo el
valor objetivo 6ptimo a* = —2. Hagamos i =1.

Iteracion 1.

Paso 1.

Tenemos que resolver el problema:
min s'x O

O

sa: 5
AC+U'A+s=0 %
Ax-by =0 0
vix-aty =1 B
X,520,A2¢e y=1H
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Este problema se comprueba que es acotado con valor ¢ptimo global
estrictamente positivo e igual a 1, siendo una de sus soluciones optimas la
dada por (!, @, s, X', ¥') donde:

M= 1 2,at=(-1 0 0 -2,8=(0 0 0 1 0 0 12, x*=
L 3 11 2 0 0ey =1

Paso 2.
Stop, el valor objetivo 6ptimo de Q es a' = -2, alcanzandose este 6ptimo en
elpunto x* = (2, 3, 1).

°






Capitulo 4

Meétodos Generadores de
Soluciones Eficientes

4.1 Introduccion

Aunque el problema de identificar la region eficiente asociada a un LVP ha
sido estudiado extensivamente en la literatura, la gran mayoria de los
algoritmos publicados no son suficientemente claros en los detalles (que con
frecuencia se omiten), presentan numerosos cuellos de botella y suelen
suponer la no degeneracién y/o acotacion de la regién factible. Complicando
aun mas las cosas, debido a la propia estructura del problema, tales
procedimientos suelen ser grandes consumidores de recursos
computacionales. Todo ello ha ocasionado que, en la actualidad, siga
existiendo un considerable interés matematico en el desarrollo de nuevos y
mas eficaces algoritmos generadores de soluciones eficientes ([StPr98]). Este
capitulo aglutina nuestro esfuerzo en este sentido. Asi, después de analizar
cuidadosamente las cuestiones mas tradicionales (como el calculo de un
vértice eficiente inicial y la generacion del conjunto de vértices y/o aristas
eficientes), presentamos una clasificacion exhaustiva de los algoritmos de
resolucién para el LVP, incluyendo nuevos procedimientos para cada una de
las clases consideradas.

Una de las primeras acciones a realizar por la mayoria de los métodos
generadores de soluciones eficientes consiste en calcular un vértice eficiente
inicial. En la seccién 4.2 analizamos y relacionamos entre si las técnicas mas
conocidas. Entre otros detalles de interés mostraremos: i) que el método de
maximizacion lexicografica ([EvSt73]) sélo es valido cuando en cualquiera de
sus iteraciones es posible encontrar una funcion objetivo acotada, ii) que el
metodo de Isermann ([Is77a]) puede fallar sobre aquellos problemas que
verifican que la interseccion entre su conjunto criterio y el ortante no
negativo es vacio, iii) que el método de Benson ([Bn81]) puede ser visto como

205
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una extensién del método de Isermann, basada en una formulaciéon dual del
subproblema empleado por Ecker y Kouada, y iv) que el método de Hartley
([Hr83], [Hr85]) es el procedimiento valido mas sencillo de entre todos los
considerados.

Historicamente, los primeros algoritmos generadores de soluciones
eficientes soOlo calculaban vértices. La principal razén era su mayor
sencillez, tanto tedrica como practica. Dado que los vértices eficientes
constituyen una primera aproximacion de la regién eficiente, la idoneidad de
este tipo de herramientas nunca ha sido puesta en duda, existiendo en la
actualidad diversos métodos bien consolidados. En la seccion 4.3
presentamos un algoritmo genérico para el calculo del conjunto de vértices
eficientes de un LVP y analizamos con detenimiento las cuestiones mas
importantes relacionadas con su implementacion.

Los métodos generadores de vértices eficientes son susceptibles de ser
extendidos, sin apenas cambios, para que calculen también el conjunto
aristas eficientes. La informacion proporcionada de esta manera es
sustancialmente mas completa e interesante debido a su fuerte caracter
geométrico. A pesar de ello, por si sola, no es suficiente para determinar la
estructura facial de la region eficiente. Desafortunadamente, la posibilidad
de que existan direcciones extremas eficientes, confiere a la identificacion de
todas las aristas eficientes una mayor complejidad tedrica que la que supone
el calculo exclusivo de los vértices eficientes (Proposicion 4.4.3). Todos estos
hechos se analizan en la seccion 4.4.

En la seccién 4.5 estudiamos los métodos generadores de todo el
conjunto de soluciones eficientes. Atendiendo exclusivamente a su disefo,
tales procedimientos pueden ser agrupados en diversas categorias. Nosotros
proponemos una nueva clasificacion que resulta de combinar dos mas
generales sugeridas por Sayin ([Sy96]) y Armand ([Ar93b]),
respectivamente. Obtenemos asi cuatro clases perfectamente definidas y
mutuamente excluyentes: Ascendentes Globales (GBU), Ascendentes Locales
(LBU), Descendentes Globales (GTD) y Descendentes Locales (LTD). Después
de revisar exhaustivamente la literatura, parece ser que el disefio LTD es
inédito y representa, por tanto, un enfoque algoritmico no explotado
previamente.

Para cada una de las clases anteriores hemos hecho un estudio
similar, consistente en proporcionar un esquema genérico de organizacion
de tareas, una especificacion precisa de un nuevo algoritmo basada en el
esquema previamente reseflado, un analisis de propiedades y la resolucion
detallada de, al menos, un LVP con el procedimiento propuesto.

La seccibn 4.5.1 trata el intuitivo y legendario disefio GBU.
Basandonos en los resultados enunciados en el Teorema 4.5.4 para
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envolventes convexas eficientes, proponemos el procedimiento GBU-
COMBINATION para la etapa combinatoria de esta clase de esquemas.

En la seccion 4.5.2 analizamos el disefio LBU, el cual se ha revelado
como el mas ampliamente utilizado por la comunidad cientifica. Atendiendo
a la descripcion LBU hemos formulado el algoritmo LBU-FACES.
Basicamente, LBU-FACES constituye una extension del algoritmo
VERTICES dado en la seccion 4.3, en la cual se ha introducido, para el
calculo de las caras eficientes maximales incidentes en un vértice, una
nueva rutina ascendente (a la que hemos denominado BU-IFACES)
orientada al tratamiento de caras a través de sus descriptores y que puede
emplear como test de eficiencia cualesquiera de los propuestos en la seccion
2.8.

La seccion 4.5.3 estudia el disefio GTD. Este disefio es también de los
mas antiguos, habiendo sido utilizado por Yu y Zeleny en 1975 ([YuZzl75]). El
algoritmo planteado, al que hemos llamado GTD-COMBINATION, se basa
en otro mas general, TD-IFACES que permite calcular de manera
descendente las caras eficientes maximales incidentes en una cara
arbitraria especificada a través de un descriptor. Con esta implementacién,
es posible reutilizar la rutina en la seccion 4.5.4. Los test de eficiencia
empleados en TD-IFACES son los dados en la seccién 2.9.

Por ultimo, en la seccion 4.5.4 abordamos el disefio LTD mediante el
desarrollo de un algoritmo denominado LTD-FACES. En esencia hemos
combinado una versién extendida del algoritmo VERTICES (ver seccion 4.3)
con el procedimiento TD-IFACES presentado en el apartado anterior, pero
especializado adecuadamente con los tests de eficiencia de la seccién 2.8.

4.2 Calculo de un Vértice Eficiente Inicial

Encontrar un punto extremo eficiente inicial suele ser la primera tarea a
realizar por la mayor parte de los algoritmos que intentan determinar el
conjunto de soluciones eficientes de un LVP. A pesar de que este problema
esta bien resuelto (ver [Hr83] o [Hr85]) y su complejidad computacional es
claramente polinomial, se han publicado, de manera sorprendente, una gran
cantidad de articulos sobre el mismo. En esta seccion haremos una breve
revision de las ideas mas importantes que se han ido sugiriendo a lo largo
del tiempo.

Sea P un LVP dado de forma genérica como:
max{z(x)/ xO X} (4.1)
donde z(x) =Cx y la regién factible X es un poliedro descrito a través de:
{xOR"/Ax =D, x=0} (4.2)
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4.2.1 Método Parameétrico

El método paramétrico o ponderado quizas sea el procedimiento mas sencillo
y conocido, aunque por desgracia no siempre valido, para encontrar un
veértice eficiente inicial en un LVP. Una de las primeras referencias en que
se comenta este procedimiento es en [Ph72] (Method 11.1, p.218).

El método paramétrico se basa en que cualquier solucién 6ptima del
problema ponderado (P,) con pesos estrictamente positivos es eficiente

(Teorema 1.4.2). Asi, cualquier vertice 6éptimo de P, es un punto extremo

eficiente de P. Notese que el Teorema 1.4.2 no precisa la linealidad del
problema P, con lo cual este procedimiento puede ser utilizado para
encontrar soluciones eficientes arbitrarias de problemas no lineales.

Para la implementacion del algoritmo se selecciona un AORY,
arbitrario (por ejemplo, A =e) y se resuelve el problema P,. Claramente, el

numero de programas escalares lineales resueltos es 1 y su complejidad es
polinomial. Notese que si X es acotado siempre se verifica que S, #0 v,

por tanto, el algoritmo es valido. Sin embargo, si X es no acotado, puede
ocurrir que S, =0 Y, en consecuencia, el algoritmo puede fallar. Encontrar

un A adecuado que haga que P, sea acotado sobre regiones factibles no

acotadas puede no ser una tarea sencilla, especialmente cuando el
pardmetro A se selecciona al azar. Por suerte, para la gran mayoria de
LVP’s inspirados en el mundo real, sucede que tienen regiones factibles
acotadas y, por tanto, el método funciona correctamente.

En el curso de la resolucion de P, podemos pasar, de forma

inadvertida, durante las pivotaciones intermedias, por puntos extremos que
son eficientes para P (aunque no optimos para P,). Para evitar este hecho,

podemos considerar un refinamiento del método, en el que se utilice de
forma sisteméatica (después de cada pivotacion o un cierto nimero de ellas)
algun test adecuado de eficiencia para vértices (ver seccion 2.6).

Las ventajas del método mejorado con respecto al original son: (i) un
presumible ahorro de tiempo y, (ii) una disminucion de la probabilidad de
fracaso del método cuando X es no acotado ([St86], p.227). Hay que notar,
sin embargo, que los tests de eficiencia son consumidores de recursos
computacionales y, por tanto, el ahorro de tiempo depende en gran medida
de la implementacion precisa que se haga, pues en ella se establece cuando
deben comenzar las comprobaciones y con qué frecuencia. En [EvSt73], p.
68-70, hay unas interesantes tablas de resultados experimentales en las
gue, entre otras cosas, se comparan entre si el método ponderado original y
el mejorado con comprobacion de eficiencia en cada pivotacion (denotadas en
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el articulo como optionl y option 2, respectivamente), en las que el primero
domina claramente al segundo.

4.2.2 Método de Maximizacion Lexicogréafica

El método de maximizacion lexicografica o secuencial fue desarrollado
originalmente por Evans y Steuer (ver [EvSt73] p. 63-66). El procedimiento
consiste en ir optimizando, secuencialmente, cada una de las funciones
objetivo sobre el conjunto de soluciones 6ptimas del problema anteriormente
considerado. Es bien sabido el hecho de que aunque todas las funciones
objetivo sean no acotadas puede ocurrir que EF #0 y, en consecuencia,
EXF; # [0 (ver Ejemplo 4.2.1). Steuer afirma erroneamente que, obviando esta
circunstancia, el método es valido, es decir, proporciona un vértice eficiente
([St86], p. 231). Nosotros probaremos que para que el algoritmo sea valido se
necesita como hipdtesis que en cada iteraciéon alguna de las funciones
objetivo sea acotada sobre la region factible considerada. Si se relaja este
requerimiento (exceptuando el caso especial enunciado en la Proposicion
4.2.8), el método de maximizacion lexicografica puede fallar.

Ejemplo 4.2.1 Consideremos el problema lineal biobjetivo representado en la
Figura 4.1. Evidentemente, tanto ¢, como ¢, son no acotadas sobre X = R’

(ortante no negativo) y, sin embargo, E° = {XD RZ/x, :(}L{ XORZ/ X, :O}
(frontera del ortante no negativo).
°

X, A

v

G,
Figura 4.1

De manera pormenorizada, el algoritmo construye una sucesion de k
regiones factibles mono6tonamente encajadas, definidas de forma recursiva
de la siguiente forma:

Inicialmente, X°=X.
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Para construir X" se debe determinar j,0{L...K, tal que z, (x) sea

acotado sobre X°. Entonces X* se define como
xox°1z, (x)=max{z, (x)/ x0X°f}.

Para calcular X* se determina j,0{L,..KY{ } tal que z (x) sea
acotado sobre X*. Entonces X2 = {x0 X*/z, (x) = max{z, (x)/ xO X*}}.

En general, para | O{L,...k}, X' = {xOX'?/z, (x)=max{z, (x)/ x0 X'}}
donde j, O{L...K Y j;..... ;3 v tal que z, (x) sea acotado sobre X'*.

Si en alguna iteracion |0{L...k-3, X'#0O, pero todas las funciones

objetivo no utilizadas todavia en las definiciones de los X' anteriores,
i 0{1, ...,1}, son no acotadas sobre X', se hace X'* =...= X*=0.

El método de maximizacion lexicografica se fundamenta en los
siguientes resultados:

Proposicion 4.2.2 ([EvSt73], Lemma 4.4) Supongamos que E° z[0. Si
Ol O{L,...k}, X' #0 entonces X' NE® 0.

Demostracion. Sea xOX'. Si XOEP por el Corolario 1.10.10 tenemos que
O%3 EP tal que z(X) = 2z(X). Luego XxOX' NEP.
n

Proposicion 4.2.3 ([EvSt73], Lemma 4.7) Si X* #0 entonces X* OE".
Demostracion. Sea xOX* y supongamos por reduccién al absurdo que
XOEP O OxOX, z(X)=z(X) O #por la construccion de X*.

n

Proposicion 4.2.4 ([St86], Theorem 9.33) 01 0{L...,.K se verifica X, O X,;.
Demostracion. Es evidente, pues por la teoria de la programacién lineal
escalar ([Mr83]), X,, O X5, O10{L,... .

xp !
|

Combinando las dos proposiciones anteriores tenemos que:

Corolario 4.2.5 X OE.

Noétese que, en general, si X' =0 con 1 0{1...,K no podemos concluir
nada sobre E”. Efectivamente,
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Ejemplo 4.2.6 (Region eficiente no vacia)
Consideremos el LVP dado por z(x) = -2x, z,(X) = —-2x,+x,, z(x) =

X +% —2% Yy X = R*. Esclaroque (0, 0, 0)JE{ (basta utilizar el método

ponderado con A =e)y, sin embargo, X' = {xD R’/ % =O} y X?= X3*=0.
°

Ejemplo 4.2.7 (Region eficiente vacia)
Consideremos el LVP dado por z(x) = x, z(x) = %, z(x) = x, y X =
{XD R/ x, sl}. Es claro que E” =0 vy, sin embargo, X* = {XD R/ x, :1} y X?

=XxX3=0.
[ )

Hay un caso especial que merece interés:

Proposicion 4.2.8 Si X**#0 y X*=0 entonces E° =0.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que EF #0. Por la
Proposicion 4.2.2 se tiene X**NE" #0. Sea xOX**NE". Como X*=0 0O
OxOX*? tal que () =z(X) Oi0{L...k-} y z(R)>z((X) O zX)=2zXx) O

#, pues XOEP.
|

En funcién de los resultados anteriores, el método de maximizacién
lexicogréfica se concreta en el siguiente algoritmo:

Algoritmo ML

Paso 1
Calcular la secuencia {X‘}, con i O{L ..., K, de acuerdo al procedimiento descrito con
anterioridad.

Paso 2

Si X*¥#0O entonces X* O EP. En particular, cualquier punto extremo de X* es un punto
extremo eficiente de P.

En otro caso ( X * =), no podemos concluir que EF =0 ,salvosi X**#0.

Noétese que construir la sucesién de los X', i0{L...d no es tan

sencillo como parece y, aunque se pueda hacer, quizas se necesiten mas de k
optimizaciones escalares, en el supuesto de que algunas de las funciones
objetivo sean no acotadas.

Evidentemente, el nimero de programas lineales escalares que se
tienen que resolver, para el caso peor, al ejecutar el algoritmo es k(k +1)/2

y, por tanto, la complejidad del procedimiento es polinomial.
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Para reducir la posibilidad de fallo del método cuando algunas de las
funciones objetivo son no acotadas, se puede recurrir nuevamente a la
utilizacién de test de eficiencia para vértices como los dados en la seccion
2.6. Existen entonces varias implementaciones posibles: i) Testear el punto
extremo eficiente inicial y cada uno de los puntos extremos Optimos
encontrados al resolver los problemas de optimizacion escalar. ii) Testear de
forma sistematica (después de cada pivotacion o un cierto namero de ellas).

En las tablas de resultados computacionales que aparecen en
[EvSt73] (p. 68-70) se tienen datos referidos a las implementaciones del
método de maximizacion lexicografica y a las dos versiones mejoradas
anteriores i) y 1ii) (referidas como option 3, option 4 y option 52,
respectivamente, en el articulo [EvST73]). De esos experimentos se
desprende que el refinamiento descrito en i) mejora claramente a las otras
dos posibilidades.

4.2.3 Método de Ecker y Kouada

El método de Ecker y Kouada ([EcKd75]) constituyd, histéricamente, el
primer método valido para encontrar una solucién eficiente inicial (no
necesariamente un vértice) para el LVP o concluir que no habia ninguna.
Ademas su complejidad resulté claramente polinomial al precisar solo la
resolucion de un programa escalar lineal. Posteriormente, Ecker y Hegner
([EcHg78]) refinaron el método original con un nuevo paso, encaminado a
encontrar un punto extremo eficiente a partir de la solucidon eficiente
generada con el método inicial. Dado que esta nueva operacion, basada en
pivotaciones, también era polinomial, la complejidad teorica del
procedimiento no se veria afectada aunque, sin embargo, si se resintio la
implementabilidad del mismo.

A continuacién analizaremos el método primario de Ecker y Kouada y
veremos cémo se puede complementar, a través de un procedimiento
facilmente codificable, para generar un vértice eficiente.

El procedimiento de Ecker y Kouada se basa en el principio general
enunciado en el Corolario 1.4.36, a saber: Dado XOX y z=2(X)OR*. Si

(x',&)0s,, entonces XOE”, siendo P(z) el siguiente problema:
max{e's/ Ax= b,Cx = Is+ CX,x2 0, s> 0} (4.3)

Ademads, la validez del método queda garantizada por el siguiente
resultado:

! Con comprobacién de eficiencia después de cada pivotacion.
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Teorema 4.2.9 ([EcKd75], Theorem 2) Supongamos X # [0 . Entonces P(Z)
es no acotado si, y sélosi, EF =0.
Demostracién. Por hipétesis, P(z) es no acotado. Como X #[, por

minu'b+ A'CX
dualidad escalar el problema . ut, /\t% I% D es no

factible - min{u‘b—}\‘O‘(/utA—/\tC;O‘,/\ gé es no factible « EI sistema

u'A-A'C 20, A >0 no tiene solucion. Por el Corolario 1.7.46, « E° =0.
]

En funcion de lo visto, el algoritmo de Ecker y Kouada se formula
como:

Algoritmo EK

Paso 1.
Si X =0 entonces E¥ = 0. Stop.
En otro caso, sean X O X y z = z(X).

Paso 2.
Resolver P(z).

Si P(z) es no acotado entonces E” =[J.
En otro caso, [J ()?t, § )D Sy () setiene XOE”.

Como hemos mencionado anteriormente la solucion generada por el
algoritmo no necesariamente ha de ser un vértice. Seguidamente vamos a
dar un elegante y practico resultado propuesto por Benson en un contexto no
relacionado con el tema que nos ocupa que, sin embargo, proporcionara una
forma de obtener un punto extremo eficiente a partir de una solucion éptima
de P(2).

Sean A ORY, arbitrario, XOE, z=CX y consideremos los siguientes
problemas:
P, = max}\ Cx/ Ax=b,Cxzz, x>0}

Az

e

Notese que Dy, esel problema dual de B,

Teorema 4.2.10 ([Bn92], Lemma 2.1, [BnSy93], Theorem 4) Sea
(U‘, V‘)D S, . donde vV representa las variables duales asociadas a las

restricciones Cx=Z de Py, . Entonces, X[IS; , con A=X-v
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Demostracion. Como XOEF, por el Teorema 1.4.44 se tiene que XDS%.
Aplicando dualidad escalar, dado (@, v')O S, O ACx = u'b+v'Cx O
ACx = (/T‘ —V‘)CX = U'b, donde A =X -v. Evidentemente A ORX,. Como el
problema D, viene dado por min{u‘b/u‘A;)?C :(}Tt —v‘)C,uDRm} y
@ v')os, 0 @OX™.Ahorabien, como XOX y ACx = o'b O XOS, .
|

En funcion del resultado anterior es posible formular un
procedimiento para obtener un vertice eficiente a partir de un punto de

Sh(z)-
Algoritmo EV-CATCHER

Paso 1.
Sea ()“(‘, §‘)D Sr)-
Si X0 X,, entonces resolver D; ,, con A ORY, arbitrarioy Z = Z(%).

Sea (U‘, Vt)D Sp, , - (Notese que Dy, siempre es acotado por serlo P . ).

Paso 2.
Hacer A = A =V yresolver P;.

Cualquier vertice optimo de P; es un vértice eficiente de P .

4.2.4 Método de Isermann

En el afio 1977 Isermann propuso un nuevo procedimiento para encontrar
un punto extremo eficiente inicial de un LVP ([Is77a], p. 714). La propuesta
de Isermann era atractiva por los siguientes motivos: i) Era facilmente
implementable (sélo precisaba la resolucion de dos programas lineales
escalares). ii) Proporcionaba un vértice eficiente. iii) Fue proclamado como
valido bajo cualquier tipo de circunstancias.

Precisamente, la ventaja iii) del método estaba fundamentada en el
siguiente resultado:

Sea D" el problema dado por: minfu'b/u'A-A'C20',A > ¢}.

Teorema 4.2.11 (Ver [Is76], Theorem 5, [Is77a], Theorem 3) E7 #0 si, y
s6lo si, D" es acotado.

Notese que, en el teorema anterior, la implicacion hacia la izquierda
es clara. Efectivamente, si D" es acotado, dado (Ut, }Tt)D S, entonces Dj es
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acotado, siendo A ORY, . Por tanto, P, es acotado y, en consecuencia,
EF20.

En funcion del razonamiento anterior, es posible formular un
algoritmo de 2 etapas:

Algoritmo |

Paso 1.
Resolver D" . Si el problema es no factible 0 no acotado 0 E =0. Stop.
En otro caso, sea (U', A')0) S,

Paso 2.
Resolver P;. (0 #S, OE®).

Lamentablemente, el Teorema 4.2.11 no es cierto en general, como
pusieron de manifiesto Ecker y Hegner ([EcHg78]), mediante un
contraejemplo en el que se daba un problema P acotado, para el que D" era
factible y no acotado. De esta forma, el método de Isermann perdia su
importante caracteristica de validez bajo cualquier tipo de hipotesis.

Un sencillo analisis del Teorema 4.2.11 nos ayudara a ver qué se le
paso por alto a Isermann.

Como probamos anteriormente, siempre ocurre que si D° es acotado
entonces EF #0. Ademas, es claro que si D° es no factible entonces
E” =0. Ahora bien, queda por estudiar el caso (posible) en que D" sea no
acotado. En esta situacion Isermann concluyé erréneamente (como probaron
Ecker y Hegner) que E = 0. Veamos qué condiciones hacen que D" sea no
acotado. Si suponemos que D" es factible y no acotado, entonces
equivalentemente, aplicando dualidad escalar, el problema
max{ets/Ax:b, ngO,xgd debe ser no factible, es decir, {xOX/Cx=G =0,
Benson, en 1981, repard en éste hecho y establecié que el método de
Isermann es valido s6lo para la clase de problemas P para los que
{xoX/Ccx2@ #£0 ([Bn81], Theorem 1).

4.2.5 Método de Benson

En la misma tonica del método de Isermann, Benson propone un
procedimiento valido, estructurado en tres etapas, para encontrar un vértice
eficiente inicial en el LVP.

El método de Benson ([Bn81]) esta basado en el siguiente resultado:
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Sean XOX y z=2(X) y denotemos el problema dual de P(z), bajo
hipétesis de linealidad, por D(z).

Corolario 4.2.12 D(z) es acotado si, y sélo si, E” # 0.

Demostracién. D(z) es acotado — P(z) es acotado ~ EP # [,
|

Nétese que D(z) = min{u'b-ACx/u'A-AC20',A24. En realidad,
Benson considera en su articulo un problema ligeramente distinto a D(z),

pero equivalente a él, sin mas que hacer el cambio de variable A=A -e en
D(z).

Supongamos que D(Z) es acotado y sea (Ut, /T‘)DSD(Z). Entonces
OA ORY, tal que D, es factible. En consecuencia, si X #[ se tiene que P;

es acotado. Teniendo en cuenta este razonamiento, el método de Benson
gueda descrito de la siguiente forma:

Algoritmo B

Paso 1.
Si X =0 entonces E¥ = 0. Stop.
En otro caso, sean X O X y Z = Z(X).

Paso 2.
Resolver D(z).

Si D(z) es no acotado entonces E° = [ . Stop.
En otro caso, sea (T, A')0 Sy,

Paso 3.
Resolver P; . (D %S, O EP).

Se podria considerar que el método de Benson utiliza una formulacion
dual al de Ecker y Kouada, en el sentido de que el programa lineal
propuesto por Benson, D(z), es el dual del problema P(z) considerado por

Ecker y Kouada.

Obsérvese, ademas, que si X1 X es tal que Cx =0, el programa lineal
D(Z) propuesto por Benson coincide con el considerado por Isermann (D), y
ambos métodos son exactamente iguales.
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4.2.6 Método de Hartley

A comienzos de los afios 80 se disponia de un conjunto, mas o menos amplio,
de métodos para obtener un vértice eficiente inicial de un LVP. Sin embargo,
el problema habia sido resuelto, quizas por no realizar un planteamiento
adecuado del mismo, de una manera innecesariamente complicada. Este
hecho fue observado por Hartley, quién propuso, en 1983 (ver [Hr83], p. 9),
un nuevo procedimiento, valido bajo cualquier hipdtesis, que destacaba
frente a sus predecesores por su mayor sencillez, tanto teérica como
practica.

La fundamentacion del método de Hartley reside en el Corolario
1.7.46: “Si suponemos X z[O, entonces E” =0 si, y s6lo si, el sistema
u'A-A'C=0, A=e, no tiene solucion”.

Por otra parte, es claro que si UA-AC=0, A=e tiene solucion
entonces 0 ORY, tal que D, es factible. Si asumimos que X #[J entonces
P, es acotado.

Llamando Y = J{(ut, M)/uA-ACzecC, A ;(}, el algoritmo se concreta
en:

Algoritmo H

Paso 1.
Si X =0 entonces E” = 0. Stop.

Paso 2.
SiY =0 entonces EF = 0. Stop.
En otro caso, encontrar (U‘, /Tt)DY :

Paso 3.
y — P
Sea A =A +e. Resolver P;. (O ¢SPX OE").

Notese que encontrar soluciones factibles para X e Y o, en otro caso,
concluir que son vacios, no conlleva dificultad préactica. Ademas, si X 20 la
s.f.b. encontrada en el paso 1 puede utilizarse como vértice inicial para la
resolucion de P; en el paso 3.
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4.3 Calculo del Conjunto de Vértices Eficientes

Los algoritmos que calculan el conjunto de vértices (o bases) eficientes de
problema lineal vectorial P son importantes por varias razones:

(1) Son mas sencillos, desde un punto de vista tedrico, y rapidos, desde
un punto de vista computacional, que cualquiera de los métodos
generadores de E” .

(i)  Proporcionan una primera aproximacion de E". Es bien sabido
(Teorema 2.5.7) que, para el caso de que X sea un politopo, se verifica
que E” O CVH (Efp).

(iii)  Por lo regular, con ligeras modificaciones también proporcionan el
conjunto de aristas eficientes (ver seccion 4.4).

(iv) Constituyen el esquema algoritmico béasico (en el que insertar las
rutinas generadoras de las caras eficientes incidentes en un vértice
dado) de una clase muy importante de algoritmos generadores de
soluciones eficientes (ver el estudio de los métodos locales realizado
en las secciones 4.5.2 y 4.5.4).

Las consideraciones anteriores justifican que dediguemos parte de
nuestro esfuerzo al estudio de los métodos generadores de vértices
eficientes.

Resulta tentador pensar que para generar EXF; basta con determinar

todos los vértices de la region factible X y descartar aquellos cuyas
imagenes a través de z estén dominados por algun otro vértice. Esto es
falso, como pone de manifiesto el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.3.1 Consideremos el LVP: max{x/x X}, donde X es el poliedro
bidimensional representado en la Figura 4.2. Es claro que todos los veértices
de X (X,, = {xl, x?, x3}) son no comparables entre si y, sin embargo, EXF; =

{xl, xz}.

Aun en el caso de que mediante algun procedimiento o test
eliminasemos aquellos vértices que no fuesen eficientes, este método de
fuerza bruta resultaria, en la practica, costosisimo, debido a que el nimero
total de vértices de un poliedro puede ser enorme y, sin embargo, sélo ser
eficientes una reducida porcién de ellos.
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Figura 4.2

Sin duda, uno de los resultados méas importantes en la teoria LVP, y
piedra angular de la mayor parte de los algoritmos para resolver E”, es el
hecho de que el conjunto de vértices eficientes es conexo (Corolario 1.7.39).
Esta propiedad da lugar a un procedimiento, mucho mas sutil y practico que
el anteriormente resefiado, organizado en 3 etapas basicas: Una operacion
de inicializacion consistente en obtener un punto extremo eficiente inicial
(ver seccion 4.2). Un proceso de exploracion que determina los veértices
adyacentes a uno dado y descarta aquéllos no eficientes. Y un paso de
avance que elige (eliminando de posteriores consideraciones) un vértice
eficiente conocido para el cual no se haya estudiado su entorno. El
procedimiento se repite hasta que no queden mas vértices eficientes por
estudiar.

Zeleny ([ZI74], p. 99) vy Yu y Zeleny ([YuZl75], p. 450) utilizan esta
técnica (ya superada, aunque histéricamente importante) de obtener
vértices adyacentes, no obviamente ineficientes (ver Proposicion 4.3.6), y
luego comprobar su eficiencia.

Sin embargo, este procedimiento resulta aun bastante oneroso, debido
a que se generan mas vértices de los estrictamente necesarios y a que los
test de eficiencia requieren, por lo general, la resolucion de algun programa
escalar lineal (LP).

Ahora bien, se puede obtener un mayor rendimiento de esta técnica si
introducimos algin mecanismo que garantice que los vértices adyacentes
generados en un paso arbitrario del algoritmo son eficientes. Asi, un
bosquejo rudimentario de un algoritmo mas conveniente para generar el
conjunto de vértices eficientes consistiria en: Hallar un vértice eficiente
inicial y determinar todos los vértices eficientes adyacentes a él, para a
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continuacion elegir uno de ellos y repetir el proceso iterativamente. En
términos practicos, el empleo de este procedimiento debe traducirse en una
mejora del rendimiento computacional de aquellos métodos que la utilicen.
Los algoritmos generadores de vertices eficientes dados en [EvSt73], [St86],
[EcKd78], [Hr83] y [ArMI91] se enmarcan dentro de este enfoque.

Veamos un algoritmo genérico para el calculo de vértices eficientes
basado en esta idea mejorada. Utilizaremos la siguiente notacion:

\A Lista de vertices eficientes explorados.

V, Lista de vértices eficientes no explorados.
EV(X‘) Vértices E-adyacentes a X (Definicion 1.6.9).
Esquema VERTICES

Paso 0. Inicializacion.
Encontrar un vértice eficiente inicial x°. Si no hay ninguno, STOP. EXF; =0.

En otro caso, hacer V, « O, V, « {x°},i < 0.

Paso 1. Progresion, exploracion y registro.
Seleccionar un punto X' OV, . Hacer V, V1U{x‘} yV, « V, —{x‘}.
Calcular EV(X') = {XOEP /x~¢ X'} yhacer v, — V, U(EV(X)-V,).

Paso 2. Terminacion.
SiV, =0 O STOP. E{, =V,.En caso contrario, hacer i — i +1eiralpaso 1.

Analicemos algunas de las propiedades del esquema VERTICES:

Teorema 4.3.2 El esquema VERTICES es valido.
Demostracion. Por la conexidad del conjunto de vértices eficientes

(Corolario 1.7.39).
[ |

Teorema 4.3.3 El esquema VERTICES es finito.

Demostracion. Dado que en la literatura existen procedimientos finitos
para calcular EV(x') (ver, por ejemplo, [Is77a], [EcKd78], [ArMI91], [Ar93b])
la demostracion es clara pues: i) los vertices eficientes generados no se
repiten, ii) en cada iteracion se pasa un vértice distinto de V, a V, y iii) el

numero de vértices eficientes de P es finito.
[

Si denotamos por O(EV) la complejidad de la rutina que calcula el
conjunto de vértices E-adyacentes a uno dado, se tiene:
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Proposicion 4.3.4 ElI esquema VERTICES tiene una complejidad
E.|OO(EV).

Como

Ep
independientemente de O(EV) (que se suele dar en funcién del ntmero de
programas lineales escalares resueltos o del numero de aristas eficientes
incidentes en el punto extremo), el esquema VERTICES tiene una

complejidad no polinomial, por lo que problemas relativamente pequefios
requieren una gran cantidad de céalculo.

puede ser muy grande (exponencial en la entrada),

Es interesante notar que dado que existen politopos para los cuales el
grafo de aristas asociado es completo y como la eficiencia completa siempre
se puede lograr eligiendo adecuadamente la matriz de costos, resulta que
tales algoritmos tienen, en el peor de los casos, un comportamiento

cuadratico en |XXp para el niumero de LP’s resueltos.

Complicando aun mas la cuestion hay que decir que, hasta el
momento, No se conoce ningun algoritmo que enumere el conjunto de puntos
extremos de un politopo definido por un sistema de restricciones degenerado
en tiempo polinomial en el tamafo de la entrada y la salida ([MrCh95], p.
30).

4.3.1 Consideraciones Practicas

Aungque el esquema VERTICES es conceptualmente claro, su
implementacion no es trivial. En este subapartado intentaremos arrojar
cierta luz sobre este aspecto.

Sabemos que cuando X es no degenerado existe una correspondencia
biunivoca entre las bases factibles y los vértices de X (ver, por ejemplo,
[Hd62], p. 100 6 [Mr83], p. 121). Ademas, mediante el empleo de la tablas
canonicas podemos identificar facilmente todas las bases factibles
adyacentes a una dada y movernos a cualquiera de ellas a través de una
Unica operacion de pivotacion ([Mr83]). De acuerdo a esta idea en [EvSt73],
[Is77], [EcKd78], ... se proponen test para saber qué pivotes de las tablas
candnicas conducen a bases o direcciones eficientes. A esta organizacion de
datos basadas en tablas la denominaremos esquema de pivotaciones
(eficientes). Aunque esta metodologia de trabajo es la que tradicionalmente
se ha utilizado, la misma tiene serias dificultades para el caso en que X sea
degenerado, pues no se conoce ningun método que de forma eficaz enumere,
siquiera, los vértices adyacentes a uno degenerado ([Pr94], p. 48).
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Una alternativa a la utilizacion de un esquema de pivotaciones para
el caso degenerado, conocida como método de perturbaciones (ver, por
ejemplo, [Hd62], p. 175), propone perturbar X afadiendo pequefas
cantidades a las componentes del vector de recursos. Si esta operacion se
hace correctamente, obtendremos un poliedro X' no degenerado, para el
cual cada vértice del mismo corresponde a un vértice de X y cada vértice de
X tiene asociado al menos un vértice de X'. El método de perturbaciones
resulta prometedor dado que no hay mas, (en general, muchos menos)
vértices de X' que bases factibles de X. Sin embargo, Yy

desafortunadamente, |X'Xp puede ser exponencialmente mayor que |XXp L

En realidad, desde un punto de vista algoritmico, el método de
perturbaciones se corresponde con el establecimiento de algun orden
lexicogréafico sobre el conjunto de las bases factibles del problema, de tal
manera que solo se seleccionen algunas de las bases asociadas a un vértice
degenerado ([Ar93a], p. 250).

Este hecho fue explotado por Armand y Malivert (1991) ([ArMI91])
quienes proponen un método para generar los vértices y aristas eficientes,
esencialmente igual al de Isermann ([Is77a]), pero con un tratamiento
especial para la degeneracion ([ArMI91], p. 473) consistente en determinar
una base eficiente inicial y aplicar la regla de pivotacion lexicografica de
Dantzig, Orden y Wolfe ([Dn63]) en conjuncién con un test de eficiencia
(Corolario 2.6.11), para el calculo de las bases duales-eficientes adyacentes.

A continuacién realizamos una serie de consideraciones sobre la
implementacion de las tareas mas relevantes del esquema VERTICES.

Sean xOX,,, BOB(x), R la matriz de costos reducidos asociada a B

y r, lafilai de R.

Inicializacion.

El topico de encontrar un vértice eficiente inicial para un LVP fue tratado
en profundidad en la seccibn 4.2. Para no ser repetitivos, y muy
sintetizadamente, tenemos que: (i) Si X es un politopo basta con resolver el
problema paramétrico P, para obtener un punto extremo eficiente inicial.

(if) Para el caso general (X un poliedro no necesariamente acotado),
podemos utilizar diversos métodos a prueba de fallos, entre los que
destacamos, por ejemplo, el método de Hartley ([Hr83]). Este paso tiene
claramente una complejidad polinomial (se trata de resolver uno o dos LP’s)
y no reviste especial dificultad.

1 En[Ar93a], Theorem 4.4, p. 262, se dan cotas superiores e inferiores para el nimero de vérticesde X'
asociado auno degenerado de X , cuando X esun poliedro de dimension total.
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Con el fin de minimizar el nUmero de iteraciones necesarias en esta
etapa puede ser de utilidad el siguiente resultado:

Proposicion 4.3.5 ([Yuzl75], Remark 3.3) Si [ D{L...,n} tal que r; >0,
0jOJ, entonces xOEJ .
Demostracion. Inmediata, sin mas que observar que en las hipotesis

anteriores, X es la Unica solucion optima de P.
[

Progresion.
Consiste en elegir un cierto x 0V,. Entre las reglas mas usuales a
considerar tenemos (ver, por ejemplo, [HrSh78], Chapter 6):

0] busqueda primero en anchura. La lista V, se codifica como una cola
(regla FIFO).

(if)  busqueda primero en profundidad. La lista V, se codifica como una
pila (regla LIFO).

(iti)  Eleccion al azar.

En general, con cualquiera de las tres estrategias anteriores y
utilizando un esquema de pivotaciones eficientes, para pasar de la tabla
T(B‘) a la tabla T(B”l) se utiliza el crashing?, pues las bases y sus inversas

no se suelen almacenar de forma explicita por razones de espacio y
velocidad. En numerosas ocasiones, el crashing conlleva multiples
pivotaciones, puesto que las tablas de partida y llegada pueden diferir en un
gran numero de variables basicas. Desde el punto de vista computacional, si
se utiliza la busqueda primero en profundidad, resulta mas oportuno
descartar V, y almacenar en una pila de pivotaciones el par (fila, columna)

por cada pivote utilizado en las iteraciones realizadas hacia delante. De esta
manera, cuando una base ya ha sido estudiada (no conduce a ninguna base
eficiente adyacente sin explorar) elegir una base (no explorada) de V,, se

traduce en hacer un pop (sacar un elemento) de la pila y realizar la
pivotacion inversa correspondiente (el equivalente a una operacion de
backtracking), lo cual resulta ser en la practica computacionalmente menos
costoso que la técnica de crashing aplicada habitualmente (ver los
experimentos computacionales de Strijbosch et al. [StVS91]).

Exploracion (calculo de EV(xi )).

Se trata de la parte del esquema mas delicada y pesada (en recursos
computacionales). Basicamente, se trata de determinar cuales de las aristas
incidentes a un punto extremo eficiente dado son eficientes. Es ampliamente

2 Se conoce como crashing al proceso de moverse de una base a otra en un ndmero minimo de
pivotaciones ordinarias, sin tener en cuenta la factibilidad intermedia ([St86], p. 107).
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conocido que ya el calculo de las aristas incidentes en un vértice degenerado
es problematico (ver [Hr83], p. 8 o0 [Geue93]). Ademas, cualquiera que sea la
técnica elegida, ésta debe garantizar que no queden aristas sin explorar.

Como sabemos, las caracterizaciones mas importantes relacionadas
con la eficiencia de una arista incidente en un vértice eficiente dado, se
basan en la resolucion de algun LP (ver seccion 2.7) y tienen, por tanto,
complejidad polinomial.

Se puede reducir el niumero de LP’s resueltos si descartamos
ineficiencias obvias:

Consideremos J, = {j 03,16, >O} donde 6, es la razon minima del
meétodo del simplex primal asociada a la columna | (ver, [Mr83], p. 66).

Obsérvese si Xes no degenerado 3N = Jy, Y si X es degenerado J, =

{j ENNVAYA 50}, donde Y, denota las filas de Y asociadas a variables basicas
degeneradas.

Dado jOJ,, sean r' la columna j de Ry X' la nueva s.f.b. que se
obtiene cuando se introduce x; en la base, supuesto que 6, <.

Proposicion 4.3.6 ([Yuzl75], Theorem 3.1) Sea | DJN ,coN @, <.

(i)  Sir'<0entonces XOE.

(i)  Sir’=0entonces X' OE .

(iiiy Si OkOJy, 6;r' 26,r* entonces X' OE .

Demostracion. Sabemos que z' = Cx' = Cx-6,r'.

Sir's0o0 zZ=Cx!=Cx-6,r'=2Cx =2z 0 xOE].

Sirl200 Z/=Cx!=Cx-6r'sCx=z0 X OE;.

Si OkOJy, 6;r'=z6r 0 2z = Cx) = Cx-6;r's Cx-fr* = Cx* = Z*
X' DE, .

N

Interpretando el apartado (ii) de la proposicion anterior, resulta que
no interesa intentar meter en la base aquellas variables con r' >0.

La Proposicion 4.3.6 se puede extender sin dificultad al caso de
aristas no acotadas (ver Proposicion 4.4.4)

En el peor de los casos (eficiencia completa), para un problema no
degenerado, por cada vértice eficiente habria que resolver n—m LP’s. Luego,
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O(EV) = O(n)* O(LP). Evidentemente, un tratamiento unificado (aplicacién

de alguna técnica de postoptimalidad lineal) y una implementacion
cuidadosa de los test empleados puede ahorrar una gran cantidad de célculo
y mejorar considerablemente el rendimiento computacional (ver, por
ejemplo, [EcKd78] o [ArMI91]).

A titulo de ejemplo desarrollaremos una idea dada por Armand y
Malivert ([ArMI91], p. 479), que mejora sustancialmente el esfuerzo
computacional empleado en la determinacion de las variables no basicas
eficientes asociadas a una base B A -dual-eficiente dada.

Efectivamente, si R es la matriz de costos reducidos asociada a B
(base A -dual-eficiente no degenerada), para comprobar si x; (jUJy) es una

variable A -eficiente, por el Corolario 2.7.6, s6lo se necesita verificar la
factibilidad del sistema lineal:
{AR-s=0,5 =0,1>0,520} (4.4)
En orden a manejar computacionalmente desigualdades estrictas
como A >0 basta tener en cuenta que, por la homogeneidad del sistema (4.4)
podemos sustituir A >0 por A=a, con aOR¥, arbitrario pero fijo. En
términos de la programacion lineal escalar tal sistema es equivalente a que
el problema:
min{sj//\‘R—s:—atR,/\ >0,520} (4.5)
sea acotado con valor 6ptimo 0.

En la literatura, una eleccion comun consiste en tomar a =e, (ver, por
ejemplo, [EcKd78], Corollary 2), aunque en este caso no se puede garantizar
la no negatividad de €' R, lo que obligaria, en general, a tener que aplicar la
fase 1 del método del simplex. Sin embargo, como (4.5) hay que resolverlo
para cada jUJ,, esto puede suponer un coste no despreciable en absoluto,

habida cuenta que es ampliamente aceptado el hecho de que las fases | y 11
del método del simplex tienen, aproximadamente, la misma demanda
computacional ([Mr83]).

Ahora bien, si se toma a =2, por ser B A -dual-eficiente se verifica
que a'R=0. De esta manera se tiene una base factible inicial inmediata

para (4.5), pudiéndose empezar directamente con la fase Il del método del
simplex. Esto constituye una clara ventaja frente al proceso anteriormente
resefiado.

Registro.

En cada iteracion del esquema hay que clasificar los vértices eficientes
obtenidos (posiblemente en gran namero) en explorados y no explorados vy,
en el segundo caso, afiadirlos a V,. Ello implica busquedas continuadas,
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tanto en V, como en V,. Ademas, a medida que se generan vértices
eficientes, aumenta el tamario de V, y, constantemente, se modifica el de V, .

Por tales motivos, para aumentar el rendimiento computacional del
esquema es importante prestar atencion, entre otras cuestiones, a las
técnicas de codificacion y almacenamiento que se haga de los vértices y al
tipo de busqueda que se realice sobre los mismos.

Existen diferentes esquemas de codificacion de los vértices o bases,
siendo uno muy sencillo el consistente en almacenar solamente el conjunto
de variables basicas (0 no basicas) en formato de array desordenado. Ahora
bien, dado que el nimero de variables en el problema puede ser grande y

|EXPp elevado, con el fin de acelerar al maximo las velocidades de ejecucion y

disminuir los requerimientos de almacenamiento, es fundamental utilizar
un formato de datos debidamente compactado o comprimido3.

Una alternativa eficaz (a efectos de almacenamiento y comparacion)

de codificacion comprimida para un vértice X consiste en identificar el
vértice por un numero natural n.. Dado que cada vértice tiene asociada

alguna base, una estrategia posible se basa en asociar a cada base un unico
numero n, . En particular, el mecanismo de codificacion de bases empleado

por Steuer hace n; = ; 2! (ver [St86], p. 103-104).
o

Sin embargo, la implementacién de esta idea no es directa puesto que
el nimero n de variables del problema puede ser grande y, en principio, en
la base podrian estar cualesquiera m de ellas, por lo que n; puede tener un

valor enorme, que imposibilita almacenarlo, directamente, en ninguno de los
tipos de datos bésicos que ofrecen los lenguajes de programacion mas
habituales. Una solucion aceptable estriba en utilizar una cadena o vector
de bits, llamémosla bv, de, al menos, n elementos. Esta cadena, en general,
se puede implementar como un array (de dimensién conveniente) de enteros,
con todas sus componentes inicialmente iguales a 0. Entonces, para cada
j 0 Jg solo hay que poner a 1 la componente j de bv. Aunque esta operacion

no es inmediata (se necesita calcular previamente qué elemento entero de
bv contiene a j y luego obtener el desplazamiento apropiado), se puede
codificar sin dificultad. Las que si se pueden realizar muy eficientemente, y
esto es lo verdaderamente importante, son las comparaciones entre bases.

Debemos tener muy en cuenta que el énfasis no se pone tanto en la
reducciéon del costo de codificacion y decodificacion de las bases eficientes

% Desafortunadamente, |a utilizacion de estos formatos comprimidos complica el c6digo, haciéndolo més
dificil de entender y depurar.
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(pues sblo se codifican y decodifican una vez), sino en el ahorro de
almacenamiento que representan y, especialmente, en la facilidad con que
se puedan comparar entre si una vez comprimidas (pues el esquema realiza
un gran numero de budsquedas que, en dudltima instancia, acarrean
numerosisimas comparaciones entre vértices o bases).

Obsérvese que un codigo numérico como el anterior esta asociado a un
unico vértice pero, sin embargo, si el vértice X es degenerado, un mismo
vértice tiene asociados diferentes codigos. Esta dificultad puede ser evitada
en un algoritmo orientado a vértices si, en lugar de codificar Jg, se codifica

el descriptor maximal del vértice, J,; es decir, los indices asociados a
variables a nivel cero. Asi n, = n, = gzi :
Wz

Una vez decidida la codificacion de las bases o veértices (quizas
simultaneamente) tenemos que considerar la cuestion de la estructura de
almacenamiento de los mismos y la técnica de busqueda que se va a
emplear. Esto es importante pues los requerimientos de espacio suelen ser
cuantiosos debido a que el esquema VERTICES consiste, basicamente, en un
procedimiento de enumeracion de los nodos de un cierto grafo.

Entre las técnicas de almacenamiento (JAhHU74]) susceptibles de ser
utilizadas cabe destacar, desde una sencilla lista secuencial simple
desordenada, hasta listas doblemente enlazadas ordenadas, arboles, ... etc.
En funcion del almacenamiento elegido también podremos optar entre
diferentes posibilidades de busqueda, entre las cuales merece la pena citar
la busqueda secuencial, la binaria, ... 0 aquéllas otras mas elaboradas como
el hashing ([HrSh78], p. 82-93).

4.4 Calculo del Conjunto de Aristas Eficientes

El conjunto de las aristas eficientes de un LVP se considera de interés por
los siguientes motivos:

0] Afiaden informacion geométrica valiosa para la estructuracion de los
vertices eficientes. Este conocimiento puede ser utilizado
beneficiosamente por algoritmos mas complejos como los
correspondientes a los métodos ascendentes globales y locales, dados
en las secciones 4.5.1y 4.5.2, respectivamente.

(ii)  Proporcionan una aproximacion de EF mas detallada que la
suministrada por los vértices eficientes. Es bien sabido (Teorema
2.5.8) que para el caso general de que X sea un poliedro arbitrario
(no necesariamente acotado), se verifica que
E° OCVH(E?)+CNH(ED).
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El procedimiento de calculo de todas las aristas eficientes de un LVP
se puede considerar, desde un punto de vista algoritmico, muy parecido al
empleado con los vértices eficientes, aunque hay que hacer algunas
salvedades que apuntaremos mas adelante. Basicamente, el problema se
reduce a determinar, para cualquier vertice eficiente generado, en lugar de
los vértices eficientes adyacentes, el conjunto de todas las aristas eficientes
(acotadas y no acotadas) incidentes en el mismo (ver, [EcKd78]).

Desde esta perspectiva, el siguiente esquema proporciona un
algoritmo genérico para el calculo de todas las aristas eficientes de un LVP.

Utilizaremos la siguiente notacion:

\Y Lista de vertices eficientes hallados.
E Lista de aristas eficientes exploradas.

E, Lista de aristas eficientes no exploradas (uno de los puntos extremos
de la arista no ha sido generado).

Esquema EDGES

Paso 0. Inicializacion.
Encontrar un vértice eficiente inicial x°. Si no hay ninguno, STOP. EXF’p =0 yE’=0.

En otro caso, hacer V {xo}, E,«0,E, «0Oyi«0.

Paso 1. Exploracion.
Calcular los conjuntos Ekf;(x‘) y EUF’e(xi ) correspondientes a las aristas eficientes acotadas y

no acotadas, respectivamente, incidentes en X' .

Hacer E, — E UEL(X JU(EL(X)NE,)y E,  (E, UEL(X))-E..

Paso 2. Terminacion.
Si E, = O, STOP. Los conjuntos de vértices y aristas eficientes han sido generados. EXF; =V

y E; =E.

Paso 3. Progresion.
Seleccionar una arista e(1E,. Sea x'** punto extremo de e no generado (x"* OV ). Hacer

V < VU{x”l}, i —i+1,eiralpasol.

Merece la pena que hagamos unos breves comentarios sobre las
asignaciones que se realizan en el paso 1.

« Analicemos en primer lugar: E, « E U ELf’e(xi)U(Et;(xi)ﬂ Ez). Notese que
las aristas almacenadas en Eui(xi) al ser no acotadas, no pueden
proporcionar nuevos vértices no explorados. Por otra parte, los elementos
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de Ebpe(x‘)ﬂ E,, a pesar de ser aristas acotadas, inciden en vértices ya

explorados y, por tanto, pueden ser eliminadas de consideraciones
posteriores.

« La justificacion de la segunda de las asignaciones realizadas,
Ezﬁ(E2UEt';(x‘))—E1, es mas sencilla y se fundamenta en el

conocimiento de que entre las aristas obtenidas en la iteracion i del
esquema, solo las acotadas que no han sido previamente generadas
pueden proporcionar nuevas aristas eficientes.

El razonamiento anterior ayuda a justificar la validez del esquema.

Teorema 4.4.1 El esquema EDGES calcula todo el conjunto de aristas
eficientes.
Demostracion. Inmediata debido a la conexidad de la region eficiente

(Corolario 1.7.39).
[

Teorema 4.4.2 El esquema EDGES es finito.

Demostracion. En primer lugar notese que existen procedimientos finitos,
como los dados en [EcKd78] y [ArMI91], para calcular las aristas eficientes
incidentes en un vértice. Ahora la prueba es clara pues los vértices eficientes
generados en cada iteracién no se repiten y el nimero de vértices eficientes

de P es finito.
[

Con respecto a la complejidad del esquema, si denotamos por O(EE) la

complejidad de la rutina que calcula el conjunto de todas las aristas
eficientes incidentes en un veértice dado se tiene:

Proposicién 4.4.3 El esquema EDGES tiene una complejidad |EP | O(EE).

=]
Ew

A primera vista podria pensarse que la complejidad del esquema
EDGES es similar a la del procedimiento VERTICES dado que la dificultad
de identificar aristas incidentes en un vertice dado es comparable a la de la
enumeracion de los vértices adyacentes al mismo. Pero esta afirmacion solo
es cierta cuando X es un politopo. Lamentablemente, para el caso no
acotado, el numero de aristas puede que no crezca polinomialmente en el
nuamero de vértices (piénsese en un cono poliédrico con un solo vértice y un
numero arbitrariamente grande de aristas no acotadas incidentes en el
mismo). Por tal motivo, el calculo de todas las aristas eficientes de un LVP
es un problema estrictamente mas duro de tratar que el de generacion de
vertices eficientes, aln a pesar de ser muy parecidos.
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4.4.1 Consideraciones Practicas

Dadas las grandes similitudes que presentan los esquemas VERTICES vy
EDGES, las observaciones sobre implementacion hechas para el primero
pueden ser trasladadas sin dificultad al segundo. No obstante, es necesario
hacer algunas precisiones.

El problema de determinar el conjunto de todas las aristas incidentes
en un vértice degenerado es problemético, como ya se especificdé en el
capitulo 2. Ello obliga a tomar ciertas precauciones si no queremos perder
ninguna arista en la etapa de exploracién. En este sentido, las
investigaciones de Armand y Malivert (JArMI91]) han probado que, en orden
a generar todas las aristas eficientes incidentes en un vértice degenerado,
basta con considerar sélo aquellas bases degeneradas duales-eficientes que
sean lexicograficamente accesibles desde la base actual a través de pivotes
positivos. Este resultado esencial sera usado por los métodos locales que
estudiaremos en la seccion 4.5.

La codificacién tradicional de las aristas suele venir dada por un par
ordenado (u, v) donde, si la arista es acotada, se almacenan los puntos

extremos de la misma vy, si la arista es no acotada, u denota el vértice en el
que incide la arista 'y v la direccion de no acotacion.

En la etapa de progresion, dependiendo del método de seleccion de los
elementos de E, que deseemos usar, tendremos que implementar la lista

como una cola (busqueda primero en anchura), una pila (busqueda primero
en profundidad) o cualquier otra estructura apropiada. En cualquier caso,
notese que es posible (ver Ejemplo 4.4.5) que el estudio de una arista, en
una iteracion dada del algoritmo, conlleve la eliminaciéon de varios
elementos, no necesariamente adyacentes, de la lista E,.

Como sabemos (ver seccion 2.7), los mayoria de los tests existentes
para determinar la eficiencia de una arista incidente en un vértice dado se
basan en la resolucién de algun LP. Con el fin de ahorrar esfuerzo de
célculo, se pueden evitar ineficiencias obvias mediante la aplicacion de la
Proposicion 4.3.6 que, para el caso no acotado, puede ser extendida de la
siguiente manera:

Sean X0 X,,, BOB(X), R la matriz de costos reducidos asociada a B,
jOJ, tal que y' <0y &' la arista no acotada que se obtiene al incrementar

la variable x; . Es claro que:
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Proposicion 4.4.4 Si r’ >0 entonces §' OE .

Veamos una aplicacion del esquema EDGES sobre un ejemplo
concreto.

Ejemplo 4.4.5 Supongamos que el conjunto de aristas eficientes de un
problema arbitrario se puede representar mediante el grafo representado en
la Figura 4.3:

X 11
e
e3
e e?
X3
1 4
X e
X2
,
e
e5
eG
e9
10
e
x* e® x°
Figura 4.3

La traza del esquema, utilizando una busqueda primero en anchura
en la etapa de progresion, seria:

Iteracién 0.
Paso 0.

v={x} E=0yE-=0.
Paso 1.

EP () = {e.e?. e}y ER(x°)=0 O E =0y E, = {¢".¢%.¢*}.
Paso 2.
Como E, # [0, continuamos.
Paso 3.
Seleccionamos € OE, 00 X' es el punto extremo de € no generado.
v = {x°,x}.

Iteracion 1.
Paso 1.

EL(xt) = {el,e4,e5,e6} yEP()=0 0 E = {el} y E, = {e2.¢ ¢', ¢ ¢},
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Paso 2.
Como E, # [, continuamos.
Paso 3.
Seleccionamos e’ OE, O x* es el punto extremo de € no generado.

Vo= {xo,xl,xz}.

Iteracion 2.
Paso 1.

EP(x?) = {ete'ty ER(¢)=0 0 E ={e. e}y E, = {8 ¢ e
Paso 2.

Como E, # 0, continuamos.
Paso 3.

Seleccionamos €’ JE, O x° es el punto extremo de €* no generado.

V = {xo,xl,xz,x3}.

Iteracion 3.

Paso 1.
EL(¢) = {es,e7} y EP(¢) = {ell} O E = {el,ez,e4,e3,e11} y E, =
¢, e}

Paso 2.
Como E, # [, continuamos.

Paso 3.

Seleccionamos €’ 0E, O x° es el punto extremo de € no generado.
Vo= {x°, %, %2, %, X}

Iteracion 4.
Paso 1.

EL(¢) = {e°.¢".¢’} y EP(¢) = {elo} O E = {el,ez,e4,e3,e11,e5,e7,e1°} y
E, = {¢°.¢}
Paso 2.
Como E, # 0, continuamos.
Paso 3.
Seleccionamos e 0E, O x* es el punto extremo de €° no generado.
Vo= {0 %3¢, %8, x}

Iteracion 5.
Paso 1.

) = et oy El) = ) DB =

{el,e2,e“,e3,e11,e5,e7,e1°,e6,e8,e9} yE, =0.
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Paso 2.
Como E,=0 0O STOP. E; = DO e x y EP =
{el e ot & gl @8 o @0 @b B eg}
o

4.5 Calculo de Todo el Conjunto de Soluciones
Eficientes

La forma mas comoda y préactica de describir el conjunto (en general, no
convexo) de soluciones eficientes E” consiste en expresarlo como la union de
todas las caras eficientes maximales de P. Desde esta perspectiva, la
estructura de E° es relativamente sencilla, puesto que tiene la misma
complejidad que el conjunto de soluciones no dominadas de z(X) (Dauer y

Gallagher [DrGl96] han probado que existe una correspondencia biyectiva
entre las caras eficientes maximales de X y de z(X)).

Genéricamente, a los algoritmos que calculan todo EF se les
denomina meétodos generadores de soluciones eficientes. Suelen ser
complejos y grandes consumidores de recursos computacionales, por la
naturaleza combinatoria que presenta la determinacion de las caras
eficientes. Esta seccidn esta dedicada al estudio de los mismos.

Se podria afirmar (ingenuamente), que la determinacion de forma
exacta de todo E” es un problema resuelto, al menos desde un punto de
vista tedrico y para el caso lineal, pues E” se puede poner como U S,

B S
(Teorema 1.7.13). Sin embargo, disefiar un algoritmo basado en esta idea no
es trivial ni mucho menos, pues no estd nada claro como variar
paramétricamente el A.

Atendiendo a la manera en que se construye EF, algunos autores
como Serpil Sayin ([Sy96], p. 88), distinguen dos disefios algoritmicos
claramente diferenciados: ascendente (bottom-up) y descendente (top-down).

Los algoritmos generadores de soluciones eficientes con un disefio
ascendente calculan las caras eficientes de menor a mayor dimension,
mientras que los descendentes lo hacen en sentido inverso, es decir,
determinan las caras eficientes de mayor a menor dimensién.

Los métodos descendentes se pueden considerar, en cierta medida,
duales de los ascendentes, pues mientras que los ultimos van incrementando
la dimension sin perder la eficiencia, los primeros decrementan la dimension
hasta lograr la eficiencia. De esta manera, ambos disefios presentan
ventajas y desventajas complementarias. Efectivamente:
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e Si las caras eficientes maximales tienen, en general, una dimension
elevada, es de esperar un mayor rendimiento de los métodos
descendentes frente a los ascendentes. Por contra, si las caras eficientes
maximales tienen una dimension reducida, los algoritmos descendentes
realizaran un numero elevado de iteraciones, debido a la explosion
combinatoria que experimentan, mientras que los ascendentes se
mostraran muy eficaces.

* Los algoritmos ascendentes permiten determinar inmediatamente si la
region eficiente es vacia o no, pero descuidan (salvo que la comprobacion
se haga de forma explicita a través de un test especifico como los dados
en la seccion 3.2) la posibilidad de eficiencia completa. Con los métodos
descendentes la situacion se invierte, es decir, determinan
inmediatamente la eficiencia completa del problema, pero no son
adecuados cuando la region eficiente es vacia (salvo que se aplique algun
test especifico como los dados en la Seccion 1.7.5).

e Si paramos un algoritmo descendente antes de encontrar alguna cara
eficiente maximal, no habremos obtenido ninguna cara eficiente. Esto no
sucede con los algoritmos ascendentes.

* Mientras que los algoritmos ascendentes necesitan comprobar la
maximalidad de las caras eficientes generadas, los algoritmos
descendentes estan exentos de esta verificacion, pues su propia dinamica
de funcionamiento garantiza dicha propiedad.

Generalmente, tanto los métodos ascendentes como los descendentes,
evitan trabajar directamente con las dimensiones exactas de las caras
identificadas en cada iteracién, debido a la dificultad que conlleva este
conocimiento. En realidad, el dato de la dimension de la cara no es
algoritmicamente necesario, pudiendo ser empleados, por ejemplo,
procedimientos basados en la inclusién matematica, con complejidades muy
inferiores.

Otra clasificacion admisible para los métodos generadores de
soluciones eficientes fue propuesta por Armand ([Ar93b], p. 358). Este autor
distingue entre metodos locales y globales.

Los métodos de tipo local determinan las caras eficientes maximales a
medida que se obtienen nuevos puntos extremos y aristas eficientes, es
decir, para cada vértice considerado, calculan todas las caras eficientes
maximales incidentes en el mismo. Otras estrategias distintas a la anterior,
como la de generar primero todos los vértices y aristas no acotadas
eficientes, para después determinar las caras eficientes maximales, se
consideran enfoques globales.
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Nuevamente ambas posibilidades algoritmicas tienen puntos fuertes y
débiles, produciéndose una dicotomia. Merecen ser destacados los siguientes
aspectos:

» Los métodos globales suelen ser algoritmos muy intuitivos que se pueden
implementar facilmente. En general, evitan el inconveniente de la
degeneracion en la construccion de las caras eficientes maximales. Por
contra, tienen alguna etapa fuertemente combinatoria.

» Los métodos locales son mas complejos en sus detalles que los globales,
requiriendo implementaciones mas laboriosas, basadas casi siempre en
algun tipo de esquema de pivotacion. Por tal motivo han de resolver
adecuadamente el problema de la degeneracion de un vértice. Su
principal ventaja consiste en que la etapa combinatoria se reduce
notablemente, pues el nimero de caras incidentes en un determinado
veértice acostumbra a ser sensiblemente menor que el numero total de
caras del poliedro.

Es posible combinar las clasificaciones de Sayin y Armand, para
lograr una organizacion mas especifica compuesta por los siguientes tipos:
Ascendente Local, Ascendente Global, Descendente Global y Descendente
Local. Después de una revision bibliografica exhaustiva,
sorprendentemente, no hemos encontrado ningun algoritmo generador de
soluciones eficientes que se adapte al enfoque descendente local.

A lo largo de esta seccion realizaremos un estudio detallado, con
aportaciones algoritmicas concretas, para cada una de las clases de disefio
gue acabamos de especificar.

4 5.1 Métodos Ascendentes Globales

Los métodos ascendentes globales (Global Bottom Up o GBU, para abreviar)
atienden al siguiente esquema: En primer lugar determinan todo el conjunto
de vértices y aristas eficientes para, a continuacion, obtener el conjunto de
caras eficientes maximales mediante la generacion de combinaciones
convexas eficientes, progresivamente mayores, de los vértices y aristas no
acotadas generados en el paso anterior. Asi, podemos escribir el siguiente
procedimiento genérico:

Esquema GBU-FACES (Global Bottom Up)

Etapa I. Célculo.
Calcular el conjunto de todos los vértices y aristas eficientes del problema.
Si Ef,=0,STOP. E” =00.
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Etapa Il. Combinacion.
Obtener de manera creciente (en el sentido de la inclusion matematica) todas las combinaciones
convexas eficientes maximales de los vértices y aristas no acotadas generados en la Etapa |.

Entre los algoritmos publicados recientemente que se adaptan a este
esquema cabe destacar el de Armand-Malivert ([ArMI91]).

En la etapa | quizas haya que obtener informacion adicional para los
vértices y aristas obtenidos. Por ejemplo, si la regién factible es un politopo,
un procedimiento podria consistir en calcular la region de indiferencia
asociada a cada vértice. Después de realizada esta tarea, para identificar
todas las caras eficientes maximales, basta con simplemente agrupar en
conjuntos maximales aquellos puntos extremos eficientes que tengan en
comun, al menos, un mismo parametro.

La etapa Il es fuertemente combinatoria y la gran consumidora de
recursos computacionales, pues el numero de test de eficiencia a aplicar
puede ser enorme ([Ar93b], p. 358). A la hora de buscar las caras eficientes
maximales podemos utilizar tanto una busqueda primero en anchura
([HrSh78], p. 263), como primero en profundidad ([HrSh78], p. 268), sobre el
conjunto de vértices y aristas eficientes. Sin embargo, desde un punto de
vista computacional, parece mas eficaz el recorrido primero en profundidad,
pues permite hacer un mayor numero de eliminaciones de los nodos del
arbol de enumeracion.

Con el proposito de disminuir las combinaciones posibles, es util la
siguiente propiedad elemental:

Proposicion 4.5.1 Sean X y X dos vértices adyacentes, eficientes pero no E-
adyacentes (la arista que los une no es eficiente). Entonces, [1IF OE{ tal que

X, XxOF.
Aunque a lo largo de esta memoria hemos presentado diversos

resultados generales que permiten caracterizar la eficiencia de una
envolvente convexa (ver seccion 2.5), es posible dar algunos mas:

sean {x,...x"}O0X,, {d'..d}ox, y 6 = cwHfx... x})+
cNH ({a,....d9).

El siguiente test es una ligera modificacion de un resultado propuesto
por Armand y Malivert ([ArMI91], Theorem 4.1).
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S

Teorema 4.5.2 Sean XOG°, x° una s.f.b. de X y B® una base asociada.
Entonces, G' = CVH({x,...,x?,x*})+CNH{{d*,...,d°})O E® si, y solo si, el
sistema A'R° +Vv'YS >0, }\tRSXNS =0, A >0, v=0 tiene solucién.

Demostracion.

1] D ”

Como G'OEP O OAORY, GO S;, . Ahora es claro el resultado teniendo en
cuenta que x°* esunas.f.b.de X, x°0O S;, » XUS; y aplicando los Corolarios

2.4.7y2.4.8.
IID ”
Por hipétesis, A'R® +V'Y5 >0, /\‘RSXNS =0, A>0, v=0 tiene solucién. Por el

Corolario 2.4.8 se tiene que XS, . Como xG°, aplicando la Proposicion
2421, GOS,. Ademas, por el Corolario 2.4.7, xSDSPA y como S, es

convexo, G'0 S, v, por tanto, G' O E”.
|

A fin de complementar el Teorema 4.5.2, Armand y Malivert
distinguieron el siguiente caso:

Teorema 4.5.3 ([ArMI91], Theorem 4.2) Sean d°® una direccion extrema de
X obtenida a partir de x” a través de una base asociada B", G' =
cvH({xt,....x?)+enm(fat,...,d2,d}) y x0G™. Entonces, G' 0 E” si, y sélo si,
el sistema A'RP +Vv'YP >0, )\tRpKNp =0, A >0, v=0 tiene solucién.
Demostracion.
T
Como G' 0 EP entonces A OR¥, tal que G' O S;, . Ahora es claro el resultado
teniendo en cuenta que x” esunas.f.b.de X y XOUS; .
e
Por hipétesis, el sistema A'R"+Vv'YJ20, A'RXx , =0, A>0, v20 tiene
solucién O x"0S, y XOS, . Como xOG°® O G'OS, O G OE".

[

Sin embargo, para los propoésitos de este apartado, conviene tener a
mano caracterizaciones que permitan tratar de manera unificada la etapa
de combinacién de los métodos generadores con disefio GBU. Un ejemplo de
tales herramientas es la siguiente:
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Teorema 4.5.4 Sea X[OG°. Son equivalentes los siguientes resultados:
(i) GOE’
(i)  El problema
min{s/u'A-A'C20,u'b-s=ACX, Az e 520} (4.6)
es acotado, con valor 6ptimo O.
(iii)  El problema
max{ets/Cw—Is=O, AW:O,WJ.;O,sgo} 4.7)
es acotado, con valor 6ptimo 0, donde J' ={j 0J/%, =0}.

Demostracion. (i) = (ii) por el Teorema 2.5.9.
Veamos ahora (i) = (iii).
Por el Corolario, 2.5.1, GOE® - XOEP. Ahora, aplicando el Corolario

2.9.13, se obtiene el resultado deseado.
[

Obsérvese que el Teorema 4.5.4 trabaja directamente con vértices y
aristas en lugar de bases, desapareciendo, por tanto, el problema de la
degeneracion.

Cualquiera de los resultados anteriormente expuestos proporciona un
procedimiento para calcular iterativamente todas las caras eficientes
maximales de un LVP, en base a la generacion de envolventes convexas
eficientes progresivamente mayores. Basta empezar inicialmente con
G= xi} y repetir el procedimiento Ox' OE].

Veamos una codificacion de la etapa Il que utiliza un recorrido
primero en profundidad para el calculo de las envolventes convexas
eficientes maximales. Sin pérdida de generalidad y para simplificar la
exposicion haremos la descripcion para el caso de un politopo. Utilizaremos
para ello la siguiente notacion:

Vv Lista con el conjunto de vértices eficientes del problema.
L Lista con las caras eficientes maximales halladas.

Algoritmo GBU-COMBINATION(V )
Si |V| =1,STOP. L =V

En otro caso ([\/| =n, con n>1), hacer L =0 y para cada iD{L...,n—]} ejecutar BU-
CONVEX({i}).

La implementacion de la rutina BU-CONVEX seria:
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Algoritmo BU-CONVEX( 1)

Paso 1.
Sea m el maximo indice de 1 .
Si0JOL talque | U{m+1,...,4 O J, STOP.

Paso 2.
Si0jO{m+1....1} severiicaque CVH ({x /i 01 U{}}) @ E” iral paso 4.

Paso 3.

Para cada jO{m+1...} ta que CVH{x/iOIU{}})OE", ejecutar BU-
CONVEX(1 U{j}).

Ir al paso 5.

Paso 4.
SinJOL talque | O J,hacer L — LU{I}.

Paso 5.
STOP.

Notese que si se da la condicion del paso 2 del algoritmo anterior
entonces | es un conjunto de indices candidato a ser maximal.

Los siguientes resultados justifican la validez del procedimiento
propuesto.

Proposicion 4.5.5 El algoritmo BU-CONVEX es finito.

Teorema 4.5.6 El algoritmo BU-CONVEX(1 ) genera todas las envolventes
convexas eficientes maximales que contienen a {x /i I} y no contienen los
vértices {x /i OfL, ..., n} -1}, donde m=max(l).

Demostracion. Evidente por la construccion del algoritmo.
[

Corolario 4.5.7 El algoritmo GBU-COMBINATION es una propuesta finita
y valida de implementacion de la etapa Il del esquema GBU-FACES.

El siguiente resultado nos da la complejidad del algoritmo GBU-
COMBINATION.

Proposicion 458 En el caso peor (EF=X), el algoritmo GBU-
COMBINATION ejecuta el algoritmo BU-CONVEX (mediante llamadas

recursivas) 2V -1 veces.
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Utilizando como test de eficiencia para envolventes convexas el
programa (4.6), vamos a ilustrar el funcionamiento del algoritmo GBU-
COMBINATION.

Ejemplo 4.5.9 Consideremos el siguiente LVP degenerado propuesto por Yu
y Zeleny ([YuZzI75], p. 465):
H 4 1 ZH
max] 1l 3 -1x

H1 1 4H

S.a.

1 1H
2 2 13-

M o-10d HF

x=20

Etapa I. Calculo del conjunto de vértices eficientes.

Esta etapa no reviste dificultad. Para este problema los resultados son:

E, = {xl,xz,x3,x4,x5} y Ef, = O (ver la Figura 4.4 para una representacion
en el plano de la estructura de la region eficiente del problema), donde:
x'=(0,12), x*=1/21/2,2), x* =(0,20), x*=(0,0,3) y x* = (1,1,0).

Etapa 2. Algoritmo GBU-COMBINATION.
Utilizaremos la siguiente notacién: eff o eficiente, no eff - no eficiente.

Analisis de x'.

Inicialmente, L=0 .

Se traduce en una llamada a BU-CONVEX({]} ), obteniéndose los siguientes
resultados:

{1, 2 es eficiente, pues tomando X =1/2x*+1/2x*= (1/4,3/4, 2) y resolviendo
el programa (i) del Teorema 4.5.4, el valor 6ptimo es 0. Analogamente se
comprueba que: {1, 2,3 eff, {1,234 no eff, {1,2,33 eff, L = {1239},
{1,2,4 eff, como {1,2,4,93 noeff, L ={{1,233{12 4}, {123 noeff, {13
eff, {13, 4 noeff, {1,3 3 eff, {L4 eff, {143 noeff, {13 eff.

Analisis de x°.
L={r2353{12}}.
Se traduce en una llamada a BU-CONVEX({2 ), obteniéndose los siguientes

resultados:
{2,3 eff, {2,3,4 noeff, {2,3 3 eff, {2,4 eff, {2,4,9 noeff, {2, eff.
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Figura 4.4
Analisis de x°.
L={n23g{12}}.
Se traduce en una llamada a BU-CONVEX({E} ), obteniéndose los siguientes

resultados:
{3.4 noeff, 3,3 eff.

Analisis de x*.
L={t233{12}}.
Se traduce en una llamada a BU-CONVEX({4} ), obteniéndose los siguientes

resultados:
{4,3 no eff.

Luego, las caras eficientes maximales vienen dadas como CVH ({x*,x?, %, x°})
y CVH{x, %, x*}).
°

4.5.2 Métodos Ascendentes Locales

El modo de funcionamiento de los algoritmos con disefio ascendente local
(Local Bottom Up o LBU para abreviar) consiste en determinar
gradualmente, de menor a mayor tamafo, para cada vértice eficiente
encontrado, todas las caras eficientes incidentes en el mismo.

Por tal motivo, los algoritmos generadores de soluciones eficientes de
clase LBU se pueden considerar una generalizacion del esquema EDGES.

Esta propuesta representd un salto cualitativo importante con
respecto a otros esquemas mas sencillos (ascendente o descendente simple)
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empleados con anterioridad. No en vano, la mayor parte de los algoritmos
publicados en la literatura atienden a esta concepcion. Entre ellos podemos
destacar los de Isermann ([Is77a]), Gal ([Gal77]), Ecker-Hegner-Kouada
([EcHK80]), Murty ([Mr85]) y Armand ([Ar93b]).

La principal ventaja que presentan, frente a los métodos ascendentes
globales, es que la etapa combinatoria se reduce significativamente por
cuanto el numero de caras incidentes en un determinado vértice suele ser
sensiblemente menor que el nimero total de caras del poliedro.

Por otra parte, su principal inconveniente es la necesidad de dar un
tratamiento adecuado al problema de generar las caras eficientes maximales
incidentes en un vértice degenerado. Sorprendentemente, esta tarea ha sido
descuidada y/o obviada por la mayoria de autores ([Mr85], p.31). Hasta
donde sabemos, s6lo Murty [Mr85] y Armand ([Ar93b]) han resuelto
satisfactoriamente este aspecto.

Por otra parte, si las caras eficientes maximales tienen dimension
elevada, por la propia dinamica interna del algoritmo, se produce una
explosién combinatoria en cada vértice estudiado.

A continuacién se presenta el esquema tipico de un algoritmo con
disefio ascendente local. Utilizaremos la siguiente notacion:

\A Lista de vértices eficientes explorados (es decir, para los cuales
ya han sido generadas todas las caras eficientes incidentes en
los mismos).

V, Lista de veértices eficientes no explorados.

L Lista de caras eficientes maximales halladas.

EV (xi) Conjunto de vértices E-adyacentes a x' .

Esquema LBU-FACES

Paso 0. Inicializacion.
Encontrar un vértice eficiente inicial x°. Si no hay ninguno, STOP. E® =00
HacerV, « O,V, « {x°}, L - Oei < 0.

Paso 1. Progresion.
Seleccionar un punto x' 0V, .

Paso 2. Exploracién.
Determinar ascendentemente (en el sentido de la inclusion matematica) todas las caras

eficientes maximales incidentes en x'. Con la informacién obtenida hacer EV(x‘) =
{xD Ef /X~ x‘}.
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Paso 3. Registro.
Afiadir a L las caras eficientes maximales encontradas en el paso anterior.

Hacer V, « V,U{x}yV, « (v, -{x})u(BV(X)-V,).

Paso 4. (Terminacion)
Si V, = 0 O STOP. El conjunto de todas las soluciones eficientes ha sido generado.

EF = U F . En caso contrario, hacer i — i +1eiral paso 1.
FOL

Si se dispone de un procedimiento valido y finito para calcular
ascendentemente las caras eficientes incidentes en un vértice arbitrario,
entonces las siguientes propiedades son inmediatas:

Teorema 4.5.10 El esquema LBU-FACES es finito.
Teorema 4.5.11 El esquema LBU-FACES es valido.

El verdadero cuello de botella del algoritmo se produce en la etapa de
exploracion, pues el problema de determinar todas las caras eficientes
maximales incidentes en un vértice dado no es trivial.

Efectivamente, los métodos ascendentes locales construyen las caras
eficientes maximales incidentes en un vértice dado a partir de algun proceso
incremental que, descrito someramente, consiste en ir aumentando,
mientras se pueda, el tamafio de las caras sin perder la eficiencia de las
mismas. Este procedimiento aunque conceptualmente claro, no es trivial de
llevar a la practica, sobre todo bajo degeneraciéon, habiendo sido fuente de
numerosos errores publicados en la literatura. Por otra parte, una
implementacion cuidadosa, que intente tratar de manera unificada todos los
vértices, puede ahorrar una cantidad importante de esfuerzo computacional.

El siguiente resultado, aunque sencillo, resultara de gran utilidad:

Proposicién 4.5.12 Si F(J')JE] entonces 0J"0J' se verifica que
F(JMOE?.
Demostraciéon. 0J"0J O F(I')OF(3"). Ahora, como F(J')OE" O
F(I")OE?.

]

Conviene reparar en que, para sacarle el maximo rendimiento a la
propiedad anterior, interesa almacenar las caras no eficientes con la menor
dimension posible. La mejor situacion se presenta con vértices degenerados
no eficientes.
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Existen dos técnicas basicas de crecimiento o incremento para las
caras: primero en anchura y primero en profundidad ([HrSh78]). La regla de
primero en anchura crea en la primera iteracion las caras eficientes de
tamano (dimension) 1, en la segunda iteracion, mediante combinacion de las
caras eficientes obtenidas en el paso anterior, crea las caras de tamano
(dimension) 2 y asi sucesivamente hasta que en una iteracion arbitraria no
se generan mas caras eficientes o se genera el propio poliedro. Por el
contrario, una regla primero en profundidad, selecciona alguna cara
eficiente incidente en el vértice (en general una arista eficiente) y la
incrementa constantemente hasta hacerla maximal. A continuacion se
repite el procedimiento anterior sobre el conjunto de las caras restantes no
incluidas en la recién obtenida. Los algoritmos de Isermann ([Is77a]) y
Armand ([Ar93b], procedure S2) utilizan esta ultima técnica.

Seguidamente vamos a desarrollar un procedimiento novedoso, que
utiliza una busqueda primero en anchura, para calcular todas las caras
eficientes maximales incidentes en una cara eficiente (no necesariamente un
vértice) y dada a través de un descriptor. El atractivo que presenta el
método es que permite un tratamiento sistematico y unificado del problema
gue nos ocupa, tanto en situacion de no degeneracién como de degeneracion.
Utilizaremos la siguiente notacion:

L, Lista de caras eficientes maximales incidentes en la cara eficiente

F(3).

L, Lista de caras no eficientes incidentes en la cara eficiente F(J).
2’ Ppartes de J.

Algoritmo BU-IFACES(J)

Paso 0. Inicializacion.
Haceri « 1, n=[J|, 1"={3}, L ={} y L, =0.

Paso 1.
Calcular 1™ = {J' 02”113 = n—i}— L,

Paso 2. Terminacion.
Si I"™ =0 O STOP. El conjunto de todas las caras eficientes maximales incidentes en la
cara eficiente F(J) es | JF(3').
Joy
Paso 3.
Para cada J'OI1™, si F(J’)D E{ (aplicar, por ejemplo, Corolario 2.9.9) hacer

L =(, -{3"0vL, /3" 03})U{3} . En caso contrario, hacer L, = L, U{Z‘J"}.
Hacer i — i+1eiralpaso l.
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Analicemos el procedimiento anterior:

En la iteracion i se generan todos los descriptores de tamafio n—i
para las caras incidentes en F(J) gue no son ineficientes segun la lista L,

(paso 1). Es claro que si este conjunto es vacio no podremos encontrar mas
caras eficientes incidentes en F(J) gue las que ya tengamos (paso 2). En el

paso 3 es cuando se estudian individualmente los descriptores. Si es
eficiente, tenemos que eliminar de la lista L, todos aquellos elementos que

contengan al descriptor examinado. Por contra, si no es eficiente, cualquier
subconjunto de €l corresponde a una cara ineficiente (Proposicion 4.5.12) y
debemos afadirlos a la lista L,.

Nos queda solo tratar el aspecto de como determinar si una cara
especificada a través de un descriptor es eficiente o no. Este asunto ha sido
tratado con precision y rigor en la seccion 2.8, tanto para el caso no
degenerado como degenerado, siempre que el descriptor inspeccionado sea
maximal (ver, por ejemplo, los Corolarios 2.8.2 y 2.8.23, respectivamente).
Por otra parte, dado que sabemos que si un vértice es no degenerado, todas
las caras incidentes en él (inclusive el propio veértice) tienen asociado un
unico descriptor (maximal) (ver Teorema 2.3.26), este caso no presenta
inconvenientes. Afortunadamente, el caso degenerado también puede ser
abordado sin dificultad. Efectivamente, ahora puede ocurrir que el
descriptor asociado a una cara ya estudiada no sea maximal. Si no lo es, y
dado que usamos un esquema ascendente en el tamafio de las caras
(descendente en el tamanfo de los descriptores), al decrementar nuevamente
el descriptor puede ocurrir que, o bien sea maximal (correspondiendo a otra
cara distinta y pudiendo ser aplicado el test de eficiencia), o bien no lo sea,
en cuyo caso debemos volver a decrementar el descriptor.

De este modo, resulta inmediata la siguiente propiedad:
Teorema 4.5.13 El algoritmo BU-IFACES es finito y valido.

Si queremos que el algoritmo BU-IFACES saque provecho de la
informacidén generada con anterioridad por el esquema LBU-FACES, las
listas L, y L, deben ser pasadas como parametros. Asi, una llamada a la
rutina tendria ahora la forma:

BU-IFACES(J, L, L,)
debiendo contener el paso 0 de la misma las siguientes instrucciones:
Hacer i « 1, n=J|, I"={3} y L, = L U{J}.

Notese que con esta nueva especificacion todavia es posible calcular
las caras eficientes que contienen a una dada, sin utilizar ningun tipo de
informacién previa. Para ello basta realizar una llamada a la rutina BU-
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IFACES con los argumentos (J,[0, [0), donde J es un descriptor para la
cara considerada.

Lo que sigue es la descripcion detallada de un algoritmo basado en el
esquema LBU-FACES:

Algoritmo LBU-FACES

Paso 0. Inicializacion.
Encontrar una s.f.b. inicial x°. Si no hay ninguna, STOP 0 X =0J.
HacerV, « O, L « O ei « 1.

Comprobar si x° es eficiente o no.
En caso afirmativo, hacer V, « {xo}, L, — O.

. J L, . _ L .
En caso negativo, hacer L, = @2 Z°ﬁ y encontrar un vértice eficiente inicial x*. Si no hay

ninguno, STOP. E” = I En otro caso, hacer V, {xl}.

Paso 1. Progresion.
Seleccionar un punto x' OV, .

Paso 2. Andlisis de eficiencia para caras incidentes en x'.

Se trata de llamar a la rutina BU-IFACES(J_;, Ly, L,).

Almacenar en EV(xi) los vértices E-adyacentes a X' encontrados por el procedimiento BU-
IFACES.

Paso 3. Registro.

Hacer V, — V,U{x}, v, — {v, -{x} U (Bv(x)-V,).

Paso 4. Terminacion.
SiV, = 0 0O STOP. El conjunto de todas las soluciones eficientes ha sido generado.

EF = U F . En caso contrario, hacer i — i +1 eiral paso 1.
FOL,

A continuacion ilustraremos con un ejemplo el funcionamiento del
algoritmo LBU-FACES.
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Ejemplo 4.5.14 Consideremos el siguiente LVP:

max X
S.a:

1o o

x=0

Véase la Figura 4.5 para una representacion grafica de la region factible.

Figura 4.5

Paso 0. Inicializacion.
Evidentemente X # [0, pues a partir de los datos del problema se obtiene de

forma inmediata una tabla candnica factible.

v.Db. X, X, Xq X, Xg r.h.s.
x, | 1 1 2 1 0 4
1 2 2 0 1 6
1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0
T(BO). Tabla candnica asociada a X°.

x° es una s.f.b. no degenerada y no eficiente (basta aplicar, por ejemplo, el
Corolario 2.6.7, y comprobar que el programa (2.9) es no acotado), siendo J_,

={123.
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Sin embargo, la siguiente tabla si representa una s.f.b. (J, = {15}) eficiente

inicial (pues es solucién éptima del problema max{e‘Cx/ xO X}):

v.Db. X, X, Xq X, Xg r.h.s.
x | 1 1 2 0 | 4
x | 0 1 o -1 1 | 2

0 1 2 1 0 4

0 -1 0 0 0 0

0 0 -1 0 0 0
T(Bl). Tabla candnica asociada a X*.

Hacemos L =0, L, = {{1.2 3{1.{ 144, 38{HR. 3.0

Vv, =0, V, ={x}.
Iteracion 1.

Paso 1. Progresion.
Seleccionamos x' de V.

Paso 2. Analisis de eficiencia para caras incidentes en x.
1 21

Es evidente que x* es no degenerado, siendo Jg = {2,3,4} yR=r+1 0 0

Ho -1 oF

Ahora ejecutamos la rutina BU-IFACES(J,, L, L,).

Paso 0.
i=1, n=3, 1°={234, L= {234}
Ni vel 1.

12 = {24{3}}.

Par a J'={2,4} 0 Obtendrianps el vértice x°, especificado por
JZ2 = {:LZ,Z}. La base esta dada por JB2 = {35} Este vértice es

E-adyacente a X', conp pone de nmnifiesto la caracterizacion
enunci ada en el Corolario 2.8.2. Efectivanente:

2
r = R"Je = OE
= = gug

F17

La tabl a canonica asociada al test para J'={2,4} es:
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v.b X, a X, S, S, S, r.h.s.
S, 1 2 1 1 0 0 2
S, -1 0 0 0 1 0
S, 0 -1 0 0 0 1 -1

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se conprueba que este problema es acotado, con valor 6ptino nulo

(0) O F({24)oE!.

Par a J':{S,A} [l Obtendrianps el vértice X3, especi ficado por
Js = {3,4,5}. La base esta dada por J, = {ZL% Este vértice es

B

E-adyacente a X', conp se puede conprobar a partir del Corolario
2.8.2. Efectivamente:

Nk
r = Rv e = 103

7 of

La tabl a canoni ca asoci ada al test para J':{3,4} es.

v. b. X2 X3 X4 Sl SZ S3 r.h.s.
s 2 1 1 0 0 1
S, -1 0 0 0 1 0 -1
s, -1 0 0 0 1

0 -1 -1 -1

Se conprueba que este problema es acotado, con valor 6ptino nulo
(0) 0 F({34)oE’.

En funci 6n de los resultados anteriores: L, = {{24}{3]4}

Ni vel 2

1= {4}

La Unica cara a estudiar es |a dada por J'={4}.

1t 2 B
1 Ore = o1

jo -1§  Ha-

La tabl a canonica asoci ada al test para J'={4} es:

Para J’={4 O r = R"7e =



250 4. METODOS GENERADORES DE SOLUCIONES EFICIENTES

v. b. X, X, X, S, S, S, r.h.s.
S, 2 1 1 0 0 3
S, -1 0 0 0 1 0 -1
S, -1 0 0 0 1 -1

0 0 -1 -1 -1 0

Se conprueba que este problema es acotado, con valor 6ptino nulo

(0) O F({4)0E}.

En funci 6n de | os resultados anteri ores:

L= {4 v L = {t23{1} 134, 38{Hk 3.0

Evidentemente, ya no hay mas caras eficientes maximales incidentes en x'
gque estudiar, terminando por ello la rutina BU-IFACES y devolviendo el
control al procedimiento principal.

Paso 3. Registro.

V=il v =beoc) L=y L= {2 3{u B o4, 38{3{k. 3.0

Iteracion 2.

Paso 1. Progresion.
Seleccionamos x* de V,, cuya base B esta dada por J_, = {33.

La tabla canénica asociada a B? es:

v.b. X, X, Xq X, X5 | r.hs.
X3 1/2 1/2 1 1/2 0 2
Xg 0 1 0 -1 1 2

-1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0
1/2 1/2 0 1/2 0 2
T(BZ). Tabla canénica asociada a x*

Paso 2. Analisis de eficiencia para caras incidentes en x°.

Es evidente que Xx* es no degenerado, siendo J. = {124 y R =
H—l 0 OE
n o -1 oD

Hi2 12 1/2F

Ahora ejecutamos la rutina BU-IFACES(J ., L;, L,).
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Paso 0.
i=1, n=3 1°= {124} y L, = {4{12}}.
Ni vel 1.

= {Ld{23}.

Par a J':{LZ} [0 Ootendrianmops el vértice x*, especi ficado por

= {1,4,5}. La base esta dada por J, = {23} Este vértice es
E-adyacente a x* pues F({4)0E! y F{4)0F({L4) (por tanto, no
hay que aplicar ningln test).

Par a J’:{2,4} 0 (otendrianps el vértice ya explorado X

(vértice E-adyacente a X pues F({A})D F({Z,A})).

En funci6n de los resultados anteriores L = {{4}{],}1{ 2}4}

Ni vel 2
- {4}
La dGnica cara a estudiar es |a dada por J'={4}, la cual vya

sabenos que es eficiente.
En funci 6n de | os resultados anteriores:

= {4 v L= {n23{2}{ 44 38{HR. 3.0

Evidentemente, ya no hay mas caras eficientes maximales incidentes en x?
gue estudiar, terminando por ello la rutina BU-IFACES y devolviendo el
control al procedimiento principal.

Paso 3. Registro.
vo=peocl v =hex) - @y uL -

t23{1k 44, 38{HR. 3, D}

Iteracion 3.

Paso 1. Progresion.
Seleccionamos x* de V,, cuya base B* esta dada por J , = {13 .

La tabla canénica asociada a B® es:
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v.b. X, X, Xq X, X | r.hs.
1 0 2 -1 2
X, 0 1 0 -1 1 2
0 0 2 2 -1 2
0 0 0 -1 1 2
0 0 -1 0 0 0

T

—_

Bg). Tabla canénica asociada a x*

Paso 2. Analisis de eficiencia para caras incidentes en x°.

Es evidente que x* es no degenerado, siendo Js = {3,4,@ y R =
HZ 2 _1E
o0 -1 1

H1i o of

Ahora ejecutamos la rutina BU-IFACES(J ;, L, L,).
Paso O.

i=1, n=3, 1" = {349}, L = {{4{34}}

Ni vel 1.

12 = {84{3}b{ 45}

Par a J':{3,4} J Obtendrianps el veértice ya explorado X
(vértice E-adyacente a x° pues F({A})D F({S,Z})).

1

Par a J':{3,E} [0 Obtendrianos el vértice X, especi ficado por
Js = {ZLB,Q. La base esta dada por J., = {42 Este vértice es

E-adyacente a X3, conp pone de nmnifiesto el test enunciado en
el Corolario 2.8.2. Efectivanente:

12k

r = R"7e = r1p

7or

La tabl a canoni ca asoci ada al test para J':{S,S es.

B

v. b. X3 X4 X5 Sl SZ S3 r.h.s.
s, 2 2 -1 1 0 0 2
S, 0 -1 1 0 1 0 -1
S, -1 0 0 0 0 1

0 0 -1 -1 -1




4.5. CALCULO DE TODO EL CONJUNTO DE SOLUCIONES ... 253

Se conprueba que este problema es acotado, con valor 6ptino nulo
(0) 0O F({39)oE!.

Par a J'={4,E} 0 Ovotendrianos el vértice x* (vértice E-adyacente

a x* pues F{4)0F({43)).
En funci6n de los resultados anteriores L = {{4}{3}1{ 3}5[ 4}5}

Ni vel 2

1t = {4{k}.

La Unica cara a estudiar es |a dada por J'={§, pues para J'={Z}
ya sabenps que es eficiente.

H2 B B

Para J’={3 O r = R"7e =00 -1 = 10

1 o -

La tabl a canonica asoci ada al test para J'={§ es:

v. b. X3 X4 X5 Sl 52 83 r.h.s.
s 2 2 -1 1 0 0 4
S, 0 -1 1 0 1 0 -1
S, -1 0 0 0 0 1 -1

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se conprueba que este problema es acotado, con valor 6ptino nulo

(0) O F({3)oE?.

En funci 6n de | os resultados anteriores:

L= {4{b} v L = fn23{ak{ 44 38{H}k. 3.0

Evidentemente, ya no hay mas caras eficientes maximales incidentes en x°
gue estudiar, terminando por ello la rutina BU-IFACES y devolviendo el
control al procedimiento principal.

Paso 3. Registro.
vi=feoe ol vebeod, L= @B oy L =

t23{1k 44, 38{HRk. 3.00.

Iteracion 4.

Paso 1. Progresion.
Seleccionamos x* de V,, siendo B* una base asociada dada por J_, = {2.3.
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La tabla canénica asociada a B* es:

v.b. X, X, Xq X, X | r.hs.
X, 1/2 0 1 1 -1/2 1
X, 0 1 0 1 1 2

-1 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 1 2
1/2 0 0 1 -1/2 1

T(B“). Tabla candnica asociada a Xx*.

Paso 2. Analisis de eficiencia para caras incidentes en x*.
Evidentemente x* es no degenerado, siendo J. = {143 y R =
H_l 0 OE

n o0 -1 10

H/i2 1 -1/2f

Ahora ejecutamos la rutina BU-IFACES(J ., L;, L,).
Paso 0.

i=1, n=3, 1" = {{tag}. 1 = {4{H 145}

Ni vel 1.

12 = {14{1H{ 45}

Par a J'={l4} J Ootendriampbs el vértice ya explorado X
(vértice E-adyacente a x* pues F{4)O0F({L4)).

2

Par a J':{LQ [0 Ootendrianps el vértice Xx° (vértice E-adyacente

a x* pues F{3)oF{L3)).

Par a J’:{4,§ 0 Obtendrianps el veértice ya explorado X
(vértice E-adyacente a X' pues F({A})D F({4,E})).

3

En funci on de | os resul t ados anteriores L, =
{41kt 3. 36, 5

Ni vel 2

= {445}

Cono las caras dadas por J'={4 y J' ={8 ya sabenos que son
eficientes, no tenenps nada que estudiar.

En funci 6n de | os resultados anteriores:

L= {4{b} v L = fn23{2k{ 04 3B{H}k. 3.0
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Evidentemente, ya no hay mas caras eficientes maximales incidentes en x*
gue estudiar, terminando por ello la rutina BU-IFACES y devolviendo el
control al procedimiento principal.

Paso 3. Registro
vV, —{x X2, X3 x} v, ={x}, L,

{231 94, 380{R 3.0

Iteracion 5.

f4{p}. L =

Paso 1. Progresion.
Seleccionamos x° de V,, cuya base B® esta dada por J . = {2,4 .

La tabla canénica asociada a B® es:

v.b. X, X, Xq X, X | r.hs.
X, 1/2 0 1 1 -1/2 1
X, 1/2 1 1 0 1/2 3

-1 0 0 0 0 0
1/2 0 1 0 1/2 3
0 0 -1 0 0 0

T(B5). Tabla candnica asociada a x°.

Paso 2. Analisis de eficiencia para caras incidentes en x°.
Es evidente que x> es no degenerado, siendo Js = {13,3 y R =

-1 0 0
/2 1 1/20

Ho -1 of

Ahora ejecutamos la rutina BU-IFACES(J s, L, L,).

Paso O.
i~ n=3. 1° = fu3gh, L = {4{H{ 135}

12 = {fug {3k}

Par a J'={2LE} [J Ootendriamps el vértice ya explorado X
(vértice E-adyacente a X° pues F({E})D F({ZL,E})).

4

Par a J'={3,E} 0 Ootendrianos el vértice x° (vértice E-adyacente

a x* pues F(§)OF({33)).
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En funci6n de los resultados anteriores L = {{4}{}5{ ZLH 5]!5}

Ni vel 2

1= {{g

Comb la cara dada por J'={§ ya sabenps que es eficiente, no
tenenos nada que estudi ar.

En funci 6n de | os resultados anteriores:

L = {4{b} v L = {L23{2} 34, 38{Hk 3.0

Evidentemente, ya no hay mas caras eficientes maximales incidentes en x°
gue estudiar, terminando por ello la rutina BU-IFACES y devolviendo el
control al procedimiento principal.

Paso 3. Registro.
Vlz{xl,xz,x3,x4,xs}, vV, =0, L, = {4{5}. L,

f23{1 8 34, 38{HRk. 3.0

Paso 4. Terminacion.
Como V, =00 O EI conjunto de caras eficientes maximales se obtiene a partir

de L = {4{¥}. Asi, E° = F{4)UF({3). donde F{4) = cvH{x",x*,x*,x'}) y
F{3) = cvH x4, x)).

4 5.3 Métodos Descendentes Globales

Los métodos descendentes globales (Global Top Down o GTD para abreviar)
comprenden a todos aquellos algoritmos descendentes que perciben la region
eficiente como una unién de caras eficientes maximales arbitrarias, donde el
dato de si la cara es incidente en un vértice dado es irrelevante (0o no se
conoce, 0 se obvia).

Como sabemos, todos los métodos descendentes comprueban la
eficiencia de las caras de X utilizando un esquema de ordenacion de las
mismas de mayor a menor dimension. De esta manera, una vez que se
confirma la eficiencia de una cara se puede asegurar que es maximal,
evitandose el calculo de las caras eficientes de menor dimension.

Historicamente, el primer algoritmo generador de soluciones
eficientes para el LVP de tipo descendente global se atribuye a Yu y Zeleny
([Yuzl75]). Posteriormente han surgido otros como el de Sayin ([Sy96]).
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A continuacion presentamos el esquema algoritmico de un método
descendente global de tipo genérico. Utilizaremos la siguiente notacion:

L Lista de caras eficientes maximales generada por el algoritmo.
wW Lista de caras por estudiar.

X,  Conjunto de las caras de X de dimension i.

Esquema GTD-FACES

Paso 0. Inicializacion.
Hacer L « O, W < {X},i « 1y q « dim(X).

Paso 1. Exploracion y registro.
Para cada F OJW hacer:

w ~w-{F}.

Si FOE hacer L — LU{F}.

Paso 2. Progresion (Descenso).
W « {F'OX*"/OF OL,F' O F}.

Paso 3. (Regla de parada)
Si W=0, STOP. El conjunto de todas las soluciones eficientes ha sido generado.

EP=UF.

FOL
En otro caso, hacer i — i +1eiralpaso 1.

Obsérvese que el algoritmo utiliza una bdsqueda primero en anchura
([HrSh78], p. 263), pues estudia en primer lugar la eficiencia de todas las
caras de dimensidon q-i y después genera las caras de dimension g-i —1.

Teorema 4.5.15 El esquema GTD-FACES es finito.

Demostracion. Directa pues el niumero de caras de un poliedro es finito.
[

Veamos un resultado previo que sera de utilidad para probar la
validez del algoritmo.

q .
Proposicion 4.5.16 E° = (J|JF,, donde OJi0{0,....,d se tiene J' O

i=0 jOJ'

lirF,Oxi}.

a
Demostracion. Es claro teniendo en cuenta que E° :U X\ NEP.
i=0
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Teorema 4.5.17 El esquema GTD-FACES es valido.

Demostracion. Evidentemente, todas las caras almacenadas en L son
eficientes y maximales por la construccion de la lista W. Veamos ahora que
no puede ocurrir que una cara eficiente maximal del problema no haya sido
generada por el algoritmo. Efectivamente, basta tener en cuenta la
Proposicién 4.5.16 y observar que todas las caras de X son inspeccionadas
explicita o implicitamente, pues cuando una cara de dimension i no es
eficiente, automaticamente en el paso 2 se afiaden a la lista W todas sus
caras de dimension i —1 que no estan contenidas en alguna cara eficiente ya

generada.
[

Teorema 4.5.18 En el caso peor (EF =0), el esquema GTD-FACES genera
todas las caras de X.

Aunque la idea de descenso se formuld originalmente pensando en
representaciones implicitas de las caras, resulta claro que el mismo
principio sigue siendo igualmente valido cuando utilizamos representaciones
explicitas de las mismas (mediante combinaciones convexas de vértices y
aristas no acotadas). Asi, seria posible construir una rutina TD-CONVEX,
muy similar a la rutina BU-CONVEX dada en la seccion 4.5.1, que iria
analizando la eficiencia de envolventes convexas progresivamente mas
pequenas.

Habiendo dejado constancia del hecho anterior, vamos a precisar, un
algoritmo implementable basado en representaciones implicitas de las caras
mediante descriptores (ver capitulo 2).

El principal inconveniente que presenta el esquema GTD-FACES
consiste en que trabajar con dimensiones exactas resulta complicado cuando
la representacion lineal del poliedro es degenerada (ver seccion 2.2). Por tal
motivo, para obtener un algoritmo préactico de clase descendente global se
necesita recurrir a alguna técnica de enumeracion de caras que garantice el
decrecimiento de las nuevas caras generadas en términos de la inclusion (no
estricta) matematica y que permita aplicar algun tipo de test de eficiencia
relativamente sencillo. Afortunadamente, esto se puede conseguir cuando
caracterizamos las caras utilizando descriptores. Efectivamente, entre otros
resultados podemos utilizar el Corolario 2.9.9, el cual caracteriza la
eficiencia de una cara dada a través de un descriptor maximal en términos
de la acotacion del programa (2.54). En particular sabemos que si el
programa (2.54) es acotado entonces la cara es eficiente,
independientemente de la maximalidad del descriptor utilizado.

De esta manera, utilizando una técnica descendente no tenemos
porqué preocuparnos de si J'0J es un descriptor maximal para la cara.
Efectivamente, si J' no es maximal y la cara es eficiente, puede que no
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detectemos la eficiencia de la misma en ese momento (el programa (2.54)
resulta no acotado). Lo que si es seguro es que encontraremos, en alguna
iteracion posterior del algoritmo, otro descriptor asociado a la cara, J", tal

que J’

0J"0J yen el que el programa (2.54) seréa acotado.

Precisemos ahora un nuevo algoritmo de clase GTD basado en las

ideas anteriores. Utilizaremos la siguiente notacion:

L,
L2
|i

Lista con los descriptores de las caras eficientes maximales halladas.
Lista con los descriptores de las caras no eficientes halladas.

Subconjuntos de J de cardinal i que candidatos a describir una cara
eficiente maximal.

Algoritmo GTD-COMBINATION
Hacer L, « Oy L, « 0.

Encontrar una s.f.b. inicial x°. Sino hay ninguna, STOP O X =0.

. . . J
Comprobar si x° es eficiente o no. En caso negativo, L, = @2 z H

Llamar a TD-IFACES({L...,1} , L, L,)

Algoritmo TD-IFACES(J, L, L,)

Paso 0.
Hacer i

Paso 1.

Inicializacion.
< 0.

Caleular 1' = {3 0 3/9'| =i} - L.

Hacer |

Paso 2.
Sil'=

Paso 3.

= -{ronrooro, 30 ay.

Terminacion.
0, STOP.

Para cada J' 01", si F(J')OEP (aplicar, por ejemplo, Corolario 2.9.9) hacer L, = L, U{J} .

En caso contrario, hacer L, =L, U {2‘”}.

Hacer i

(i)

~i+1leiralpasol.
Merece la pena hacer las siguientes aclaraciones:

Como las caras asociadas a descriptores de la lista L, corresponden a
caras no eficientes, debemos eliminar de posteriores consideraciones
tales elementos. Por ello hacemos 1' = {J'0J NS =i}-L,. La

verdadera utilidad de este refinamiento quedara de manifiesto al
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estudiar los métodos descendentes locales (ver seccion 4.5.4). En el
procedimiento descendente global el Gnico elemento de L, que tiene

utilidad es J_,.

Cuando hacemos I' = | —{J’DI‘/DJ"DLl,J" DJ'} eliminamos
aquellos subconjuntos de J de cardinal i que son superconjuntos de
algun descriptor eficiente maximal previamente generado.

Evidentemente, para las caras correspondientes a tales descriptores
ya existe una cara eficiente maximal que las contiene.

Teorema 4.5.19 El algoritmo GTD-COMBINATION es finito y valido.

El motivo de dotar a la rutina TD-IFACES de argumentos especificos

es la necesidad de realizar un tratamiento unificado, que permita reutilizar
el cédigo y ahorrar esfuerzo computacional en aquellos procesos que la
Ilamen reiteradamente sobre problemas intimamente relacionados.

Veamos como se comporta el procedimiento GTD-COMBINATION

sobre varios ejemplos:

Ejemplo 4.5.20 Consideremos nuevamente el LVP enunciado en el Ejemplo

45.9:

54 1 ZH
max] 1l 3 —-1[x

H1 1 4

S.a:

3+ > BFh

? 2 IXsOO
g -1 0

x=0

Paso 0. Inicializacion.
L, =0 . Evidentemente X #[, pues a partir de los datos del problema se

obtiene de forma inmediata una tabla canoénica:

v.b. X, X, Xq X, Xs Xs | r.h.s.
X, 1 1 1 1 0 0 3
Xs 2 2 1 0 1 0 4
Xg 1 -1 0 0 0 1 0

4 1 2 0 0 0 0
1 3 -1 0 0 0 0
-1 1 4 0 0 0 0

T(BO). Tabla candnica asociada a X°.
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x° es una s.f.b. degenerada, siendo J_, = {1,2,3,8 . Sabemos, por el Corolario
2.9.13, que x° OEy si, y sélo si, el programa:

max{e's/Cw-1s=0, W, 20, Aw=0,s2 o}
es acotado, con valor 6ptimo 0.

Ahora bien, como el problema anterior es no acotado concluimos que x° 0 Expp.

L, ={L234, 123, {124, (134, {234, {13, 13, {14, {23, {24,
3¢ ..3.13. 8. o}

Iteracion O.

Se trata de estudiar los subconjuntos J' 0 J tal que |J'| = 0.
Dado que |° = O no hay nada que estudiar.

Iteracion 1.

1= {45}

Para J° = {4, el programa (2.54) se concreta en
max{e‘s/Cw— Is=0, Aw=0, s=20,w, 2 O}. Como este problema es acotado, con
valor 6ptimo 0, F({4)OE?.

Para J = {3, el oprograma (2.54) se concreta en
max{e‘s/Cw— Is=0, Aw=0, s=0, w, 2 O}. Nuevamente, este problema es
acotado, con valor 6ptimo 0. Luego F({3)OE!.

Asi, L = {{4{}}.
Iteracion 2.

Se trata de estudiar los subconjuntos J' [0 J —{4, E} , tales que |J| =2y queno

pertenezcan alalista L, O 12=0 O STOP. E", ={F({4) F({3}.
°

Veamos otro ejemplo:
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Ejemplo 4.5.21 Consideremos el siguiente LVP propuesto por Sayin ([Sy96],
p. 91):

Paso 0. Inicializacién.
L, =0 . Evidentemente X #[, pues a partir de los datos del problema se

obtiene de forma inmediata una tabla canoénica.

v.b. X, X, Xq X, X, | r.h.s.
x, | 2 3 4 1 0 | 12
4 1 1 0 1 8
1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0
T(B°). Tabla canénica asociada a X°.

x° es una s.f.b. no degenerada y no eficiente (aplicar, por ejemplo, el
Corolario 2.6.7), siendo J_, = {1,2,3 . Sin embargo, vamos a obviar este hecho

y no considerar la lista L, para complicar artificialmente el problema.

Iteracion 0.

Se trata de estudiar los subconjuntos J' 0 J tal que |J| = 0.

Para J’ = a, el programa (2.54) se concreta en
max{w, +w, +w,/ Aw=0, w,,w,,w, = . Como este problema es no acotado no

podemos concluir nada. (Noétese que si [0 fuese un descriptor maximal
entonces F(O)OE')

Iteracion 1.

Se trata de estudiar los subconjuntos de |I* dados por J' 0 J vy tales que |J| =
1

Asi, 1 = (G214} 8} 5.
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Para J = {#.{3 y {3, el test a aplicar se concreta en
max{w, +w, +w,/ Aw=0, w,,w,,w, = . Como este problema es no acotado no
podemos concluir nada.

Para J' = {4, e test a aplicar se concreta en
max{w, +w, +w,/ Aw=0, w,w,,w;,w, >G . Este problema es acotado, con
valor 6ptimo 0 O F({{4)0EP.

Para J = {3, e test a aplicar se concreta en
max{w, +w, +w,/ Aw=0, w;,,w,,w,,w, 24 . Este problema es acotado, con
valor 6ptimo 0 O F({3)0E!.

Asi, L = {{4{}}.
Iteracion 2.

Se trata de estudiar los subconjuntos J' 0 J-{4,3, tales que |J'| = 2. Asi, 1?

= {1 2{15{ 2j3}.

Para J' = {13, {13 y {23, el test a aplicar se concreta en
max{w, +w, +w,/ Aw=0, w,,w,,w, = . Como este problema es no acotado no
podemos concluir nada.

Iteracion 3.

Se trata de estudiar los subconjuntos J' 0 J -{4, 3, tales que [J'| = 3. Asi, I®

={r23.

Para J = {123, el test a aplicar se concreta en
max{w1 W, +w,/ Aw=0, W, W,, W, = C} . Como este problema es no acotado no
podemos concluir nada.

Iteracion 4.

Se trata de estudiar los subconjuntos J' 0 J -{4,3, tales que |J'| = 4.

como 1*=0 0O sToP. E, ={F({4) F(3}.



264 4. METODOS GENERADORES DE SOLUCIONES EFICIENTES

4.5.4 Un Nuevo Enfoque: Métodos Descendentes Locales

La técnica que proponemos a continuacion para generar el conjunto de
soluciones eficientes de un LVP intenta combinar las ventajas del analisis
local con las que presentan los métodos descendentes. Obtendriamos asi un
disefo de tipo descendente local (Local Top Down o LTD para abreviar), que
hasta donde sabemos, es inédito.

La idea basica de los algoritmos descendentes locales consiste en
calcular de forma descendente, para cada vértice eficiente, todas las caras
eficientes maximales incidentes en el mismo. EI método termina cuando no
guedan vértices eficientes por estudiar.

La posibilidad de desarrollar un algoritmo de este tipo esté
condicionada, principalmente, a la disponibilidad de caracterizaciones
adecuadas para caras eficientes incidentes en un  vertice,
independientemente de la degeneracion o no del mismo. Afortunadamente,
estos tests fueron obtenidos en el capitulo 2.

Desde un punto de vista algoritmico, los métodos generadores de
soluciones eficientes de clase descendente local constituyen una combinacién
de los algoritmos VERTICES (seccién 4.3) y TD-IFACES (seccion 4.5.3),
donde para cada vértice eficiente encontrado por la rutina VERTICES se
llama a TD-IFACES para que calcule las caras eficientes maximales
incidentes en dicho vértice.

Las principales ventajas que presenta el nuevo enfoque propuesto
son:

()] Frente a los métodos descendentes globales, reducen sustancialmente
las caras a examinar a base de estudiar localmente cada vértice
eficiente. De esta forma, se mantiene mas controlada una posible
explosion combinatoria puesto que el numero de caras incidentes en
un determinado vértice suele ser sensiblemente menor que el nimero
total de caras del poliedro.

(i)  Cuando las caras eficientes maximales tienen una dimension elevada,
los métodos descendentes locales deberian comportarse mejor que los
ascendentes locales.

Como inconvenientes podemos enumerar:

0] Cuanto menor sea la dimension de las caras eficientes maximales,
peor sera el comportamiento de los algoritmos de la clase LTD.
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(i)  Cuanto mayor sea el numero de vértices eficientes, mas esfuerzo
computacional serd necesario. Esta dificultad es comun a todos los
métodos locales.

Veamos el disefio genérico de un algoritmo descendente local.
Utilizaremos la siguiente notacion:

\A Lista de veértices eficientes explorados (es decir, para los cuales
ya han sido todas las caras eficientes incidentes en los mismos).

V, Lista de vertices eficientes no explorados.

L Lista de caras eficientes maximales halladas.

L, Lista de caras no eficientes halladas.

Ev(x) Conjunto de vértices E-adyacentes a X .

Esquema LTD-FACES

Paso 0. Inicializacion.
Encontrar un vértice eficiente inicial x°. Si no hay ninguno, STOP. E” =00.
Hacer V, — O,V, ¢_{x°}, L, -O0,L «Oei«0.

Paso 1. Progresion.
Seleccionar un punto X' OV, .

Paso 2. Exploracion.
Determinar descendentemente (en el sentido de la inclusion matematica) todas las caras

eficientes maximales incidentes en x'. A partir de esta informacion calcular EV(X‘) =
XOED Ix~, x}.

Paso 3. Registro.
Afiadir a L, las caras eficientes maximales encontradas en el paso anterior. Hacer lo propio con

las caras no eficientes y la lista L,.

Hacer V, « V,U{x}yV, « (v, -{x})u(BV(X)-V,).

Paso 4. Terminacion.
SiV, = 0 O STOP. El conjunto de todas las soluciones eficientes ha sido generado.

EF = U F . En caso contrario, hacer i — i +1 eiral paso 1.
FOL,

Las siguientes propiedades son inmediatas por ser LTD-FACES una
combinacion de los algoritmos VERTICES y TD-IFACES

Teorema 4.5.22 El esquema LTD-FACES es finito.

Teorema 4.5.23 El esquema LTD-FACES es valido.
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A continuacion entraremos en los detalles de un algoritmo especifico
basado en la tecnologia LTD.

Convendremos en que las listas L, y L, contendran, respectivamente,
los descriptores eficientes y no eficientes hallados por nuestro algoritmo.
Ademas, denotaremos por J, el descriptor maximal asociado al punto

extremo x'.
Algoritmo LTD-FACES

Paso 0. Inicializacion.

Encontrar una s.f.b. inicial x°. Sino hay ninguna, STOP O X =0.
HacerV, « O, L « O ei « 1.

Comprobar si x° es eficiente o no.

En caso afirmativo, hacer V, {xo}, L, « O.

. J ;o _ C .
En caso negativo, hacer L, = @2 Z[ﬂ y encontrar un vértice eficiente inicial x*. Si no hay

ninguno, STOP. EP = . En otro caso, hacer V,  {x}.

Paso 1. Progresion.
Seleccionar un punto X' OV, .

Paso 2. Exploracion.

Anélisis de eficiencia para caras incidentes en X' .

Se trata de llamar a TD-IFACES(J,,, L;, L), pero ahora aplicaremos los tests de eficiencia para
caras dados en los Corolarios 2.8.2 y 2.8.23, para los casos no degenerado y degenerado,

respectivamente, por ser mas adecuados que el Corolario 2.9.9 cuando se trabaja con un
enfoque orientado a tablas.

Anélisis de E-adyacencia relativo a X' .
Se trata de determinar los vértices E-adyacentes a x' (utilizando la informacion generada
previamente) y almacenarlos en EV(x' )

Para cualquier vértice x' adyacente a x' que descubramos como ineficiente, actualizaremos
convenientemente la lista L,.

Paso 3. Registro.
Hacer Vy — V,U{x}, v, « v, ~{})u BV x)-v).

Paso 4. Terminacion.
Si V, = 0 O STOP. El conjunto de todas las soluciones eficientes ha sido generado.

EF = U F . En caso contrario, hacer i — i +1eiral paso 1.
FOL,
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Conviene enfatizar que para poder aplicar un test como el Corolario
2.8.23 en la rutina TD-IFACES es preciso que el descriptor considerado sea
maximal (entre otras cosas, esta condicion se necesita para poder calcular el
vector r que aparece en el test).

Vamos a ilustrar el procedimiento propuesto aplicandolo a un ejemplo
concreto:

Ejemplo 4.5.24 Consideremos el siguiente LVP (coincidente con el dado en el
Ejemplo 4.5.9):
H 4 1 ZH
max 1l 3 -1x

Hi1 1 4f

S.a:

H 10 Bh

? 2 XSO
d -1 0 M

x=0

Tomaremos como s.f.b. inicial la misma que utilizé Isermann ([Is77a], p.
719).

Paso 0. Inicializacion.
Sea x' la s.f.b. asociada a la base B' dada por J, = {2,3,@, cuya tabla

candnica escribimos a continuacion:

v.b. X, X, Xq X, 5 Xs | r.h.s.
, 1 1 0 -1 0 1
5 0 0 1 2 -1 0 2
Xq 2 0 0 -1 1 1 1
-3 0 0 3 -1 0 5
2 0 0 -5 4 0 1
2 0 0 7 -3 0 9

T(B!). Tabla canénica asociada a X'

Se comprueba sin dificultad que x" es eficiente. Asi:
v,=0,V,={x}, L=0,L,=0.
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Iteracion 1.

Paso 1. Progresion.
Seleccionamos x* de V, .

Paso 2. Exploracion.

Es evidente que x' es no degenerado, siendo J, = {143 y R =
3 3 -1
N2 -5 40

H2 7 -3f

Analisis de eficiencia para caras incidentes en x'.
Se trata de ir revisando los subconjuntos J' 0 J, de menor a mayor cardinal

(ascendentemente) lo que implica un estudio (descendente) de las caras F(J’).

Como x' es no degenerado, aplicaremos como test de eficiencia el Corolario
2.8.2, a saber, F(J')0EP(X) - max{e's/Ru+Is=r,u=0,s=0} es acotado, con

valor éptimo igual a 0, donde r = R™ e,

Nivel 0. 1° = {C}
| 16
JJ=00 r=Re=013

16

La tabla candnica asociada al test para J' = O es:

v.b X, X, Xs S, S, s, |r.hs.
S -3 3 -1 1 0 0 -1
s, 2 -5 4 0 1 0 1
S, 2 7 -3 0 0 1 6

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor 6ptimo positivo (5.7).
Por tanto, X =F(0) no es eficiente (el problema no es completamente

eficiente).

Nivel 1.

1= {{H{ k}s}.

Las caras a estudiar son las dadas por J'={} , J'={4 y J'={3
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B B4
ParaJ'={} O r=R"’e=[35 4re=[F10
47 -3 Ha
La tabla canénica asociada al test para J' ={} es:
v.b X X, Xg S, S, s, |r.hs.
s -3 -1 1 0 0 2
s, 2 5 4 0 1 0 -1
s, 2 7 -3 0 0 1 4
0 0 0 -1 -1 -1 0
Se comprueba que este problema es acotado, con valor éptimo positivo (4) O
F(3)oEr.
B2 OB
ParaJ'={4 O r=R*Ye=g2 4e=0 60
d2 -3 H-1f
La tabla canénica asociada al test para J' ={4 es:
v.b X X, Xg S, S, s, |r.hs.
s -3 -1 1 0 0 -4
s, 2 5 4 0 1 0 6
s, 2 7 -3 0 0 1 -1
0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor 6ptimo nulo (0) O

F{4)0ETr.
- o B2 o B%
ParaJ'={3 O r=R"7e=Q 2 -5 =130
d2 79 Her

La tabla canénica asociada al test para J' ={g es:
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v.b X, X, Xs S, S, s; |r.hs.
S -3 -1 1 0 0 0
S, 2 -5 4 0 1 0 -3
S, 2 7 -3 0 0 1 9

0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor 6ptimo nulo (0) O

Fg)oEr.

Evidentemente, ya no quedan mas caras eficientes maximales incidentes en
x" por estudiar.

Analisis de E-adyacencia relativo a x.
A partir de los resultados anteriores y teniendo en cuenta a T(Bl), se obtienen

los siguientes vértices E-adyacentes a Xx':

Si metemos x, en la base 0 Obtenemos x* especificado por J_, = {456 . La
base esta dada por J, = {233 . (X’ OF({4)NF{3)).

Si metemos x, en la base O Obtenemos x* especificado por J_, = {133 .La
base esta dada por J ., = {2,4,6 . (xX* OF({3)).

Si metemos X, en la base O Obtenemos x* especificado por J,, = {12,486 .
Una base asociada es J,, = {536 . (Obsérvese que habia 2 variables

candidatas a salir de la base, x, 0 Xy, pero ambas conducen al mismo veértice
degenerado). (x* OF({4).

Paso 3. Registro.

vo={eh v, =t L= {4 (B L= 0.}
Iteracion 2.

Paso 1. Progresion.
Seleccionamos x* de V,, cuya base B esta dada por J_, = {2.33.

La tabla canénica asociada a B? es:
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v.b. X X, X, X, Xs Xs | r.h.s.
X, 0 1 0 -2 12 -1/2 | 172
Xy 0 0 1 2 -1 0 2

1 0 0 -1/2 172 1/2 1/2
0 0 0 3/2 1/2 32 | 13/2
0 0 0 -4 3 -1 0
0 0 0 8 -4 -1 8

T(BZ). Tabla candnica asociada a x°.

Paso 2. Exploracion.
Es evidente que X es no degenerado, siendo J. = {45 y R =

BS/Z 1/2 3/25
-4 3 10

Hs -4 -1f

Analisis de eficiencia para caras incidentes en x°.
Como sabemos, debemos revisar los subconjuntos J' [0 J , de menor a mayor

cardinal (ascendentemente) para realizar un estudio descendente de las
carasF(J').

Como x* es no degenerado, aplicaremos como test de eficiencia el Corolario
2.8.2.

Como sabemos que X = F() no es eficiente, pasamos directamente al nivel 1.

Nivel 1.

1= {4{bile}.

La Gnica cara a estudiar es la dada por, J'={g , pues sabemos que F({4),

F{3)OET.
B2 v2n gef

Para J'={¢ O r =R"’e=p-4 3@=[110

48 -4d Har

La tabla canénica asociada al test para J' ={g es:
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v.b X, Xs Xg S, S, s; |r.hs.
S 3/2 1/2 3/2 1 0 0 2
S, -4 3 -1 0 1 0 -1
S 8 -4 -1 0 0 1 4

0 0 0 -1 -1 -1 0

Se comprueba que este problema es acotado, con valor 6ptimo positivo (5.7)

0 F{8)oE?.

Analisis de E-adyacencia relativo a x°.
A partir de los resultados anteriores y de la tabla T(BZ), obtenemos los

siguientes vértices E-adyacentes a x°:

Si metemos X, en la base 0 Obtenemos un nuevo vértice x° E-adyacente a
x> (especificado por J, = {35 ). La base esta dada por J, = {243.

(x*0F({3)).

Si metemos X; en la base O Obtenemos x* (especificado por J_, = {1,2,4,¢),
vértice eficiente degenerado ya encontrado, pero aun no explorado.

(x*OF({4))

Si metemos x, en la base [ Obtenemos x' (especificado por J, = {L4,E}),
vértice eficiente ya explorado. (x* OF{4)NF({3)).

Paso 3. Registro.

vi={eoct v, =fe o, L= {@4F) v L= (0. 8{B).
Iteracion 3.

Paso 1. Progresion.
Seleccionamos x° de V,, cuya base B’ esta dada por J_, = {2,4.6 .

La tabla candnica asociada a B?® es:
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v.b. X X, X, X, Xs Xs | r.h.s.
X, 1 1 1/2 0 1/2 0 2
X, 0 0 1/2 1 -1/2 0 1
Xg 2 0 1/2 0 1/2 1 2
-3 0 -3/2 0 1/2 0 2
2 0 5/2 0 3/2 0 6
2 0 -7/2 0 1/2 0 2
T(B3). Tabla canénica asociada a x°.
Paso 2. Exploracion.
Es evidente que x* es no degenerado, siendo J. = {133 y R =

3 -3/2 1/2
02 5/2 3/2g
H2 -7/2 12¢

Notese que a la vista de la tabla T(B3), si metemos x; en la base
obtendriamos un nuevo vértice x° que es obviamente ineficiente (basta
observar que r°>=0 y aplicar la Proposicion 4.3.6). Como x° tiene como
descriptor maximal J,, = {1,236, hacemos L, :LZU%JZG@ Recuérdese

gue la deteccion de vértices ineficientes acelera el estudio de eficiencia para
las caras en los métodos LTD.

Analisis de eficiencia para caras incidentes en x°.
Revisando sistematicamente los subconjuntos J'01 J, ;, de menor a mayor

cardinal, tenemos:

Nivel 1.

1= {3 {pl)s}.

Sabemos que F({3)OE]. Como 0J . OL, tal que J . —{3 0J, ya no hay
mas nada que analizar.

Analisis de E-adyacencia relativo a x°.
A partir de los resultados anteriores y de la tabla T(B3), obtenemos los

siguientes vértices E-adyacentes a x°:

Si metemos x, en la base 0 Obtenemos x°, especificado por J . = {354,
vértice eficiente ya encontrado pero atin no explorado. (x* OF({3)).



274 4. METODOS GENERADORES DE SOLUCIONES EFICIENTES

Si metemos x, en la base 0 Obtenemos x' (especificado por J,. = {],4,5}),
vértice eficiente ya explorado. (x* OF{4)NF({3)).

Paso 3. Registro.
v1={x1,x2,x%}, v ={¢och L= {4{b) L = {L23d, 23, {L2d,
{L3¢.{234 . {12, 3. 114 . {23.{2¢.{36. 8. {3 . {3. {8 o}

Iteracion 4.

Paso 1. Progresion.
Seleccionamos x* de V,, siendo B! una base asociada dada por Jgo =

{534.

La tabla candnica asociada a B’ es:

v.b. X, X, Xq X, X5 Xs | r.h.s.
Xs 1 0 -1 1 0 1
X 1 1 1 0 0 3
Xs 1 -1 0 0 0 1 0

-2 1 0 2 0 0 6
-2 -4 0 -1 0 0 -3
5 3 0 4 0 0 12

T(B}). Tabla canénica asociada a X*.

Paso 2. Exploracion.

Evidentemente x* es degenerado, siendo J . = {124 , J . ={L24 y R =
2 1 2

2 -4 -1

Hs 3 4f

Analisis de eficiencia para caras incidentes en x°.
Debemos revisar los subconjuntos J'00J,, de menor a mayor cardinal.

Ademas, como x* es degenerado aplicaremos como test de eficiencia el
Corolario 2.8.23.

Nivel 1.
Como I* = O, pues {}{®{}6 OL, vy {40L, ya no hay mas nada que
analizar.
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Analisis de E-adyacencia relativo a x*.
A partir de los resultados anteriores y de T(Bl“) se tiene:

Si metemos x, en la base 0 Obtenemos de nuevo x*, pero ahora especificado
por 3., ={53%.

La tabla candnica asociada a B, es:

v.b. X, X, Xq X, Xs Xs | r.h.s
Xs 0 2 0 -1 1 -1 1
X 0 2 1 1 0 -1 3
X, 1 -1 0 0 0 1 0

0 -1 0 2 0 2 6
0 -6 0 -1 0 2 -3
0 8 0 4 0 -5 12

T(B;‘). Tabla canénica asociada a X*.
Si metemos x, en la base 0 Obtenemos x* (ya estudiado).

Si metemos x, en la base O Obtenemos x°, vértice no eficiente ya
encontrado.

A partir de T(B;‘) se obtienen los siguientes resultados:
Si metemos x, en la base 0 Obtenemos x° (ya estudiado).

Si metemos x, en la base [0 Obtenemos x°, vértice no eficiente ya
encontrado.

Si metemos X, en la base [ Obtenemos x*, especificado por J,. = {5,3.¢ .

Como ya no hay mas bases degeneradas lexicograficamente accesibles
a través de pivotes positivos asociadas a x*, concluimos el analisis de E-
adyacencia.

Paso 3. Registro

vi={eococod, v, =il L= {dB). L = {234, f23, f2g,
{34, {234 0.3, 3. {16} 23 {24, {36} #.{2.43.18. 0}
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Iteracion 5.

Paso 1. Progresion.
Seleccionamos x° de V,, cuya base B® esta dada por Js = {243 .

La tabla candnica asociada a B® es:

v.b. X, X, Xs Xy Xs Xg r.h.s.
X, 0 1 1/4 0 1/4 -1/2 1
X, 0 0 1/2 1 -1/2 0 1
X, 1 0 1/4 0 1/4 1/2 1

0 0 -3/4 0 5/4 3/2 5
0 0 2 0 1 -1 4
0 0 -4 0 0 -1 0

T(BS). Tabla candnica asociada a X°.

Paso 2. Exploracion.
Es evidente que x> es no degenerado, siendo Js = {3,5,@ y R =

H—3/4 5/4 3IZE
n 2 1 -1

H-4 o -1/

Analisis de eficiencia para caras incidentes en x°.
Al revisar los subconjuntos J'0J . ascendentemente en su cardinal

tenemos:

Nivel 1.
Como 1* = O, pues {3{ ¥ 0L, y {8 OL,, ya no hay mas nada que analizar.

Analisis de E-adyacencia relativo a x°.
A partir de los resultados anteriores y de T(BS) tenemos:

Si metemos x, en la base 0 Obtenemos x* (especificado por J,. = {4,5,6}),
vértice eficiente ya explorado.

Si metemos x, en la base [ Obtenemos x°, vértice no eficiente ya encontrado
(ndtese que también se da que r°> = 0).

Si metemos x, en la base 0 Obtenemos x* (especificado por J,: = {LS,E}),
vértice eficiente ya explorado.
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Paso 3. Registro.

v, ={doe e x ), v, =0, L = 4B}, L = {1234, {123, 124,
{tsg.{238. 03 .13 .L8.{23.{26.{3¢.{4.{3.{3.{8. 0O}.

Paso 4. Terminacion.
Como V, =0 O El conjunto de caras eficientes maximales se obtiene a partir

de L, = {{4{}b}. Asi, E° = F(4)UF(3). donde F({4) = cvH({x. x> x}) y
F(3) = cvH{{x. . ¢, x3). .






Capitulo 5

Programacion Vectorial
Lineal Entera

5.1 Introduccidon

A lo largo de esta memoria hemos venido tratando diversas cuestiones que
atafien a la programacion vectorial y, mas concretamente, a la programacion
vectorial lineal, como un caso particular de la anterior que se ocupa de la
maximizacion de k funciones objetivo lineales sobre un poliedro. Sin
embargo, es posible obtener otras especializaciones del modelo vectorial
profusamente utilizadas en la resolucion de problemas del mundo real.
Entre ellas, una muy conocida e intimamente relacionada (al menos en
apariencia) con el LVP, la constituye el problema de programacién vectorial
lineal entera, al que denotaremos, de manera genérica, como ILVP. Siendo
conscientes de este hecho, nuestra investigacion no podia darse por
finalizada sin explorar, siquiera someramente, las posibilidades que ofrecia
este nuevo planteamiento. Pronto nos dimos cuenta de que, tras su atractiva
apariencia, se escondian tremendos desafios que lo hacian aun mas
cautivante. Este capitulo representa nuestra aportacion en esta materia y
en él se estudian con rigor algunos de los aspectos tedricos y algoritmicos de
mayor interés relacionados con el ILVP.

En la seccion 5.2 se plantea el modelo ILVP en términos matematicos
y se ponen de manifiesto, mediante el uso de numerosos ejemplos, los
principales inconvenientes que presenta el mismo. Entre ellos, uno de los
mas probleméticos, es que no todas las soluciones eficientes del ILVP
necesariamente cumplen el Principio de Geoffrion, es decir, maximizan
alguna ponderacién de la funcion objetivo vectorial con pesos estrictamente
positivos. Este hecho indujo a Teghem y Kunsch ([TgKn86]) a distinguir dos
categorias mutuamente excluyentes de soluciones eficientes: soportadas y no
soportadas, segun verificasen 0 no, respectivamente, la propiedad

279
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anteriormente resefiada. Otra dificultad, bastante incomoda, es la falta de
conexidad de la region eficiente.

En la seccién 5.3 examinamos las principales propiedades tedricas del
ILVP. Para esta tarea, nos hemos apoyado, principalmente (pero no
exclusivamente), en el estudio de las relaciones existentes entre el problema
entero y sus relajaciones lineal y convexa. Entre otras cuestiones han sido
probados los siguientes resultados: (i) si el problema entero es acotado
entonces también lo es su relajacion lineal y viceversa (Proposiciones 5.3.19
y 5.3.18, respectivamente), (ii) entre el conjunto de soluciones eficientes del
ILVP siempre hay alguna solucién soportada (Teorema 5.3.12), (iii) todas las
soluciones eficientes soportadas son propias (Proposicion 5.3.1), (iv) el
problema entero es N-acotado (Teorema 5.3.22), (v) para cualquier solucion
eficiente no soportada siempre existe alguna solucion eficiente de la
relajacion lineal que la domina (Proposicion 5.3.23), (vi) el método de Ecker
y Kouada para generar una solucién eficiente inicial sigue siendo valido en
el caso entero (Teorema 5.3.21), ...

En la seccién 5.4 presentamos una serie de estimaciones novedosas
sobre la proximidad (en norma infinito) entre las soluciones eficientes del
problema entero y las de su relajacion lineal (Teoremas 5.4.3, 5.4.6 y 5.4.7).
Estas acotaciones aportan una informacion geométrica valiosa, tanto para el
analista como para el DM, pues indican si, en un entorno de una solucion
eficiente dada de la relajacion lineal, existe alguna solucion eficiente del
problema entero y viceversa. Ademas, mostramos que las cotas halladas son
las mejores posibles que se pueden obtener bajo las hipotesis hechas
(Ejemplo 5.4.4).

Desafortunadamente, no es posible conseguir, de manera directa,
métodos generadores de soluciones eficientes enteras para el ILVP,
mediante la simple mezcla de las técnicas existentes para el LVP con los
algoritmos de resolucién disponibles para el caso escalar entero ([TgKn86],
p. 95). Ello obliga a un replanteamiento completo del problema. En la
seccion 5.5 analizaremos en primer lugar, y sin pretender ser exhaustivos,
algunos de los métodos generadores de soluciones eficientes enteras para el
ILVP considerados como mas relevantes entre los publicados en la
literatura. Distinguiremos el caso general (con multiples objetivos) del caso
especial biobjetivo, debido a las simplificaciones que permiten las
propiedades de este ultimo. En general, para cada método damos una
especificacion algoritmica detallada del mismo y realizamos un andlisis
sobre sus propiedades mas relevantes: convergencia, validez y complejidad.
Esto nos permitira hacernos una idea del estado del arte sobre el tema. Los
algoritmos para el problema general que se abordan en este apartado son los
de Klein y Hannan ([KIHN82]), y Marcotte y Soland ([MrSI86]). Para el caso
biobjetivo prestaremos atencion al metodo NISE ([Ch78]), al algoritmo de
Chalmet, Lemonidis y Elzinga ([ChLE86]) y al método Restringido ([Ch78],
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p. 115-127). Casi todos los procedimientos expuestos han sido retocados
(manteniendo el espiritu original) de alguna manera, con la intencién de, o
bien hacerlos mas claros o bien poder extenderlos a situaciones para las que
originalmente no fueron pensados. En particular, este ultimo es el caso de
los métodos NISE y Restringido, los cuales fueron desarrollados para el caso
continuo.

Aunque no trataremos, por cuestiones de espacio, los numerosos
algoritmos de propésito especial publicados para el problema binario,
merece la pena destacar los métodos de enumeracion implicita dados por
Bitran ([Bi77] y [Bi79]), Deckro y Winkofsky ([DcWn83]) y el de Kiziltan y
Yucaoglu ([KzYc83]). Entre los diferentes articulos donde se realiza una
revision del estado del arte de los métodos generadores de soluciones
eficientes enteras destacamos el de Rasmussen ([Rs86]), en el que se
analizan los métodos para el problema binario, y el de Teghem y Kunsch
([TgKn86]), que hacen lo propio con el problema general y el problema
binario.

Sin embargo, el objetivo fundamental de la seccién 5.5 no consiste
tanto en hacer una exposicibon mas o menos precisa de algunos de los
procedimientos de resolucién més conocidos para el ILVP, sino en presentar
dos nuevos algoritmos generadores de soluciones eficientes enteras
desarrollados por nosotros. ElI primero de ellos, al que hemos denominado
método de Puntos Subeficientes, es un procedimiento aproximado por exceso
cuando se tienen en cuenta mas de dos objetivos (k >2) y exacto para el caso
biobjetivo. El segundo, al que nos referiremos como método de los Reticulos
Completamente Eficientes, es un método exacto. Ademas del estudio comun
para los procedimientos de esta seccion, ambos métodos han sido aplicados
sobre problemas concretos para ilustrar su funcionamiento.

El método de Puntos Subeficientes enumera de forma implicita las
soluciones factibles del ILVP generando, para cada nodo del &rbol de
enumeracion, separaciones validas formadas por subconjuntos disjuntos dos
a dos. Ello implica que no se recalculan soluciones previamente halladas.
Los puntos de corte para cada nodo se obtienen a través de una aplicacion
local del test de Ecker y Kouada (ver seccion 4.2.3), que garantiza que son
eficientes cuando k=2.

El método de los Reticulos Completamente Eficientes (RCE) utiliza un
enfoque radicalmente distinto (y, hasta donde sabemos, inusual en el campo
entero) al utilizado por los otros algoritmos analizados en esta seccion.
Efectivamente, mientras que todos los métodos estudiados hasta ahora
almacenan de forma explicita la region eficiente, el procedimiento RCE lo
hace de forma implicita. Basicamente, el algoritmo propuesto estudia la
eficiencia completa de las regiones activas, almacenandolas si son
completamente eficientes y separandolas en caso contrario. El principal
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inconveniente del algoritmo es que cuando k>2, los subconjuntos de la
separacion no tienen por qué ser disjuntos dos a dos, pudiendo ser
regeneradas algunas de las soluciones ya obtenidas. Evidentemente, cuanto
mayor sea la relacion entre el nimero de soluciones eficientes y el niumero
de soluciones factibles del problema, mejor sera el comportamiento del
meétodo propuesto.

5.2 EIl Problema de Programacion Vectorial Lineal
Entero

La formulacion estandar del problema de programacion vectorial lineal
entero mixto viene dada por:

max z(x) = Cx O
0 (5.1)

sa:x0OF =X N{xOR"/x, 02,0j03}7
siendo J'0J={,..1 vy X:{ x OR" / Ax:b}, donde supondremos que
A O 2™ es regular por filas, b 0 Z™y C O Z*".

Al modelo anterior lo denotaremos, abreviadamente, por MILVP,
acrénimo de Mixed Integer Linear Vector Program.

Cuando J' =J tenemos un problema de programacion vectorial entero
puro, denominado ILVP, el cual puede ser escrito como:

max{Cx/xOF = X N z"} (5.2)

Una especializaciéon de la formulacién dada en (5.2) la constituye
aquélla en la que los valores de las variables estdn restringidos a los
elementos del conjunto B = {0, 3} hablandose, en este caso, del problema de

programacion vectorial entero 0-1 (0-1ILVP).

Obsérvese que F no es un poliedro, mientras que X si lo es. En
realidad, para el problema entero puro, F es un reticulo.

Sea IP un ILVP dado. Siguiendo la nomenclatura utilizada a lo largo
de esta memoria, al conjunto de soluciones eficientes del problema IP lo
denotaremos por E'*.

El conjunto E'" se suele describir de forma explicita, dado que en la
mayor parte de problemas reales la region eficiente es finita.
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S ——

Figura 5.1
Ejemplo 5.2.1 Consideremos el problema IP dado por:

max z(X) = (2x, — X,, X, + 2X,) O
sa:x0OF ={xDZf/x1+x2s3,x252}S

La Figura 5.1 muestra la representacion grafica de la regién factible y del
cono de preferencias asociado. Claramente, el conjunto de soluciones
eficientes es E'= {(30),(21), (1.2} .

°

Igual que ocurre en el caso escalar, el modelo ILVP es mucho mas
duro de tratar que el LVP. A continuacion presentaremos algunas de las
razones que justifican esta afirmacion.

En primer lugar, existe una diferencia fundamental entre la
programacion vectorial lineal continua y la entera, pues mientras que en la
primera, cualquier punto XOE” tiene una region de indiferencia 1(x) =
{A OAS /X0 Sa} # [, es decir, verifican el Principio de Geoffrion ([TgKn86],

p. 96), en la segunda esto puede que no suceda, como pone de manifiesto el
siguiente ejemplo extraido de [Bt77], p. 122:
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X, A
C, * C2
< >
X
X
G
\/
Figura 5.2

Ejemplo 5.2.2 Sea IP el problema:
max{(x1 — 2X,,- X +3X,)/ x[O BZ}

La Figura 5.2 muestra la representacion de la region factible y del cono de
preferencias asociado al problema. Resulta claro que E'¥ = B?. Sin embargo,

para el punto x:(O, O) ocurre que JAOR® se verifica que XUSg . Luego
1(x) = 0AS/x0OS, } = 0.
[

Esta (desafortunada) caracteristica o0 anomalia consistente en que
algunas de las soluciones eficientes del problema IP pueden tener regiones
de indiferencia vacias, nos conducira a hacer distinciones dentro de E'”.

Definicién 5.2.3 ([TgKn86], p. 96) Sea X E'". Diremos que X es eficiente
soportada (supported efficient) si 1(X)# 0. En otro caso, X se dice que es
eficiente no soportada.

Obsérvese que esta definicion es muy parecida a la dada por Gabriel
Bitran ([Bt79], p. 381), donde en lugar de considerar AOAS se usa AOA, y

a las soluciones eficientes soportadas y no soportadas se les denomina,
respectivamente, soluciones eficientes fuertes y débiles.
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Los conjuntos de soluciones eficientes soportadas y no soportadas los
denotaremos, respectivamente, por E! y EF. Evidentemente, ambos

conjuntos forman una particion de E", es decir, E"=EFUEY vy
ElP ﬂ ElP - |:| ]

La siguiente conclusion es clara:

Proposicion 5.2.4 Ef = [ JS; .

A0AY,

Veamos qué se puede decir respecto a las regiones de indiferencia
asociadas a soluciones eficientes.

Corolario 5.2.5 ([Bt77], Theorem 3.6) Sea XOEF. Entonces I(X) =
oA/ xc(x-x)=0,0x OER}.

Demostracion. Directa a partir de la Proposicion 5.2.4.
[

Cuando se conoce E', pero no somos capaces de discriminar el
conjunto E'7, podemos utilizar el siguiente resultado:

Corolario 5.2.6 Sea XOEP. Entonces (%) =
oA ac(x-x)z0,0x OE®}.

Demostracion.

“py

Directa aplicando la definicion de I(X) y teniendo en cuentaque EF O F.
gy

Inmediata teniendo en cuenta el Corolario 5.2.5y que E.”" OE".

Ejemplo 5.2.7 Consideremos el problema IP:

max z(X) = (=X, + 2X,, 2%, — X,) O
sa:x0OF :{xDZf/x1+5x2325,x1+xzs7,3x1+x2s1é5

En la Figura 5.3 se representa graficamente el cono de preferencias y las
regiones factibles, tanto del problema continuo (relajacién lineal) como del
problema entero.

El problema IP tiene 27 soluciones factibles, de las cuales 11 son eficientes.
En particular,

E” = {(05),(04) (14). (24) (34).(33) (4.3).(4.2) (41). (51). (5.0} .
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Es facil discernir cuéales de las soluciones eficientes del problema entero son
soportadas o no si disponemos de la representacion grafica del conjunto
criterio (ver Figura 5.4). Resulta asi que:

ES ={(05)(34)(43) 51). (5.0}, E¢ = {(04) (14).(24).(33) (4.2) (4.1} .

Notese que en z(X) se encuentran una gran cantidad de puntos enteros que
no tienen inversa entera en X y que, por tanto, no son factibles para el
problema entero. Efectivamente, el punto (2,1)0z(X) es la imagen de
(4/3,5/3)0X, pero (4/3,5/3)0F .

[

El caracter discreto de la region factible del ILVP es méas un
inconveniente que una ventaja, pues al perderse la convexidad del problema
se anulan muchos importantes resultados que se daban en el caso lineal,
entre ellos la conexidad del conjunto de soluciones eficientes.
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Ademas, notese que el atractivo de poder listar de forma explicita la
region eficiente es bastante discutible. Cuando E' es no acotado, o acotado
pero con un cardinal elevado resulta imposible o poco practico, dar la
descripcion tradicional (en forma explicita) de E'". Por desgracia, tampoco
resulta facil dar una descripcion de forma implicita de E', aunque es
posible, como pondremos de manifiesto en la Seccion 5.5, con el método de
los Reticulos Completamente Eficientes.

Ejemplo 5.2.8 Consideremos el siguiente problema IP propuesto por Roger
Hartley ([Hr83], p. 19):
max{lx/etxgb,xgo,xDZ”},

+b-1
donde bOZ,,. La descripcion explicita de E' tiene cardinal g o E

(combinaciones con repeticion de n elementos tomados de b en b), lo que



288 5. PROGRAMACION VECTORIAL LINEAL ENTERA

para n y b moderados es desproporcionado. Sin embargo, de forma
implicita, E" = {xDF/etx:t}. La relajacion lineal de este problema tiene
una Unica cara eficiente con n vértices. Para el problema relajado, E” =
{xOxex=b}.

[

Por otra parte, cualquier problema de optimizacion escalar lineal
entera se puede escribir (aunque es bastante dificil de lograr) como un
problema de optimizacioén escalar lineal y, sin embargo, esto no se puede
extender al caso vectorial como han puesto de manifiesto los ejemplos
anteriores.

5.3 Preliminares Tedricos

En esta seccion obtendremos de manera rigurosa algunas de las propiedades
mas relevantes relacionadas con el ILVP.

Una cuestion interesante que, aparentemente no ha sido tratada con
anterioridad en la literatura, consiste en dilucidar si todas las soluciones
eficientes del problema entero son propias. A pesar de que este problema
aun permanece abierto, lo que si podemos garantizar son los siguientes
resultados:

Proposiciéon 5.3.1 E" OE] .
Demostraciéon. Sea XOES 0O OAOR{, tal que XOS, . Aplicando el

Teorema 1.4.7 O x0O E,')P.
n

Proposicién 5.3.2 Si X es un politopo entonces E™ = E .

Demostracion. Inmediata por tener F un numero finito de puntos.
[

5.3.1 Relaciones entre el Problema Entero y su Relajacion
Convexa

Definicion 5.3.3 ([Sc86], p. 230) Dado un poliedro X, se define la
envolvente entera X, de X, como la envolvente convexa de los puntos enteros

de X, es decir, X, = CVH(XNZ")= CVH(F).

Denotaremos por B el problema (lineal) vectorial continuo:
max{Cx/ x 0 X} (5.3)
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Al problema B lo llamaremos relajacion convexa de IP.

Estudiando la relacion existente entre los problemas IP y P es

posible obtener ciertas propiedades de utilidad para el problema entero.
Necesitaremos primero un breve repaso de resultados conocidos.

Dado que F O X, O X (en realidad F = X, N Z") podemos decir que P,
es una relajacion de IP.

Evidentemente, X, es un poliedro. Luego, por el Teorema de
Caratheodory ([NmWI88], p. 104-105), Tfx’,...x} OF, Cfd,...d"} O Z" tal
que X, = CVH(x, .., x?) + CNH(d?,....d").

Si se conocen explicitamente todos los puntos de F, es tedéricamente
posible (aunque dificil de llevar a cabo en la practica) obtener una
descripcion lineal de X,. Para cardinales reducidos se puede utilizar el

programa de libre difusion PORTA! desarrollado por Thomas Christof.
Para el caso 0-1, debido a la estructura especial del problema se tiene:

Proposicion 5.3.4 ([Sh75], p. 173) xOF si, y solo si, xO(X,),, .
Demostracion.

“D ”

Siempre se da pues X, = CVH (F).

“D ”

Sea xOF. Supongamos por reduccion al absurdo que xD(X,)Xp [

Ox, x*0OX,, x#x*, 0A0]0, 4, x=Ax'"+(1-A)x*. Ahora bien, como
0<A<ly 0i,j0{t3, 0sx'<1 0 si x=0 0 x=x*=0ysi x =10
X' =x? =1. Entonces, x=x"=x* O #, luego xO(X, ), .

n

Definicion 5.3.5 ([Sc86], p. 231) Sea X un poliedro. Cuando X, = X se
dice que X es un poliedro entero.

La conceptualizacion de este fenbmeno se debe a que, para muchos
problemas combinatorios (como los de transporte y asignacion), ocurre que
X es un poliedro entero y se tiene directamente una descripcion lineal de
X, .

! Disponible en:
http://wwv. i wr. uni - hei del berg. de/iw/conopt/soft/PORTA/ readne. ht m
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Figura 5.5

Teorema 5.3.6 ([NmWI88], Proposition 2.2, p. 541) Si A es totalmente
unimodular entonces X es entero.

Corolario 5.3.7 ([Sc86], p. 232) Sea X un poliedro racional apuntado.
Entonces X es entero si, y solo si, todos sus vértices son enteros.

Es bien sabido (ver, por ejemplo, [Sc86], p. 230 o [NmWI88], Theorem
6.3, p. 107) que DA OR" se verifica S = Spy, NZ".

Proposicién 5.3.8 E" Nz" O E".
Demostracion. Sea XOE" NZ". Evidentemente, XOF . Supongamos por
reduccion al absurdo que XxOE'"™ O 0OxOF, z(X)=z(X). Como FO X" O
OxOX", z(X)=z(X) O XOE" O #, luego XOE'™.

[

Sin embargo, en general, no coinciden E y Ef NZ", como pone de
manifiesto el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.3.9 Sea IP el problema 0-1:; max%‘z1 _;Ed 1 1)stxDZf§.
Véase la Figura 5.5 para una representacion grafica del cono de preferencias
y de las regiones factibles del problema entero y su relajacion lineal.
Como C* = CNH({( 2),(2 1}) se tiene que E®= {x', x>, x} = F
(el problema entero es completamente eficiente), E7 = CVH ({xz, x3}) y
EfNZ" = {xz, x3}.
°
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No obstante, es posible asegurar que el conjunto de soluciones
eficientes soportadas del problema entero coincide con el conjunto de
soluciones eficientes enteras del problema lineal P, . Efectivamente:

Teorema5.3.10 E" NZ" = EF.
Demostracion.

“D’]
OXOETNZ"OE® O OMA,, XOSg, . Como FOX, O xOS, O
XOE..
“D’l
Sea XOE!” O 0AOAS tal que xUSe O X0, NZ" O xOE"NZ".
[
De esta manera podemos concluir que:
Corolario 5.3.11 E} OE.
Demostracion. Directa, pues Ej OE" NZ".
[

El siguiente resultado es importante por cuanto indica que si el
problema entero es acotado entonces tiene soluciones eficientes soportadas.

Teorema 5.3.12 E” #0 si, ysolosi, E" 20.
Demostracion.
e
Directo.
wp)
Sea XOE'™. Supongamos por reduccion al absurdo que EF =0. Por el
Teorema 5.3.10 O E®=0. Como x0OX, O 0Od0O(X,),NZ" tal que
041 R,, severifica X=X+ 00X, y z(x+4d) 2 z(X) . En particular, tomando
60Z,, resulta que X=X+ 0OF y zX)=2zX) O XOE® O # luego
EF#0.

|

Es claro entonces que:

Corolario 5.3.13 E” =0 si,ys6losi, 00 R, S, =0.
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Corolario 5.3.14 Si E” #0 entonces E* N (X,), #0.
Demostracién. EP#0 O EF#0 0O DAIAL, S, = Sy, NZ"#0 O

S(F’|))\ﬂ(xl)><p;t|j O SPAH(XJXP#D a EIPﬂ(XI)Xp;tD'
|

Un vértice de X, puede ser no eficiente en P y, sin embargo, ser
eficiente en IP, como pone de manifiesto el Ejemplo 5.3.9. En él,
x*OE"N(X,),, v, sin embargo, x' DE" .

En términos de acotacion, los problemas IP y B son equivalentes.
Efectivamente:

Proposiciéon 5.3.15 E 20 si,ysolosi, E? 0.
Demostracion.

“D ”

EP#0 0 EF#0 0 OMA}, S, #0 0 S, #0 0 E? 20,
‘lD ”

Ef 20 O Ej#00 Ef#20 O ET=z0.

5.3.2 Relaciones entre el Problema Entero y su Relajacion
Lineal

Dado el problema IP = max{Cx/xDF :XﬂZ”}, se define su relajacion

lineal como el LVP P = max{Cx/x0X}, donde la restriccién de que xJZ"
ha sido eliminada.

Como F O X vy la funcion objetivo no ha sido cambiada, P es una

relajaciéon de IP vy, por tal motivo, se le aplican los resultados generales
desarrollados en la seccién 1.10.

Aungue, en general, no se da la igualdad entre los conjuntos EF N Z"
y E'™ (ver Ejemplo 5.3.9), podemos probar que EP () Z" constituye una
aproximacion por defecto de E'”. Efectivamente:

Proposicién 5.3.16 EFPNz" O E*.
Demostracion. Sea XOE"N Z". Evidentemente, XOF. Supongamos por
reduccion al absurdo que XOE'™ O OXOF=XNZ", z(8)=zX) O x0OX,
Z(X)=z(X) O #, pues XOE".

[ ]
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Proposicion 5.3.17 Si IP no tiene soluciones eficientes no soportadas y A
es totalmente unimodular entonces EP N 2" = E®.

Demostracion. Por el Teorema 5.3.10 sabemos que Ef NZ" = E. Si IP
no tiene soluciones eficientes no soportadas 0 E'” = E”. Ademas, por ser A

totalmente unimodular, aplicando el Teorema 5.3.6 U P = P. Ahora es

claro el resultado.
[

Kouvelis y Carlson proponen una clase especial de problemas enteros
biobjetivos, denominados programas unimodulares particionados en
variables (VPUP, Variable Partitioned Unimodular Programs) en los que,
siendo la matriz A totalmente unimodular, se puede garantizar, a priori,
que EF =0 ([KvCr92], Theorem 3.1). Para tales problemas, en funcién del

resultado anterior, bastaria resolver la relajacion lineal para tener resuelto
de forma implicita el problema entero.

Los siguientes dos resultados muestran la relacion existente entre la
acotacion del problema relajado y la del problema entero.

Proposiciéon 5.3.18 Si F#0 y E” # entonces E” 20 .
Demostracion. EP 20 O OAORY,, S, #U.Como U#FUX O §p #U
0 EP &

[

Proposicion 5.3.19 Si E” #0 entonces E” # .

Demostracion. Por hipotesis, E'™ 0. Aplicando el Teorema 5.3.12, O
EFf#0 O OAMDRY, IP, es acotado. Como, segun la formulacion dada en
(5.1), X es racional, aplicando [NmWI88], Corollary 6.8, c., p. 108 O P, es

acotado 0 E" #0.
n

Cuando se relaja la condicion de racionalidad del poliedro X, el
reciproco no es cierto en todos los casos, es decir, puede ocurrir que E” z0
y E” =0, como pone de manifiesto el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.3.20 Sea IP el problema max{lx/(a, ~1)x=0,x022}, donde a es
irracional. Para a =m la region factible de la correspondiente relajacion
lineal se muestra en la Figura 5.6. Claramente, E? =0 . Por otra parte, dado
que el Unico punto entero de la region factible es el (O, O), resulta que
E” ={(0,0}.

[
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X, A
L m

Figura 5.6

Uno de las conclusiones mas interesantes que pueden ser obtenidas
con los resultados de este apartado es que el método de Ecker y Kouada para
generar una solucién eficiente inicial (ver seccidn 4.2.3) sigue siendo valido
para el ILVP. Efectivamente, dados XOF , Z=z(X) y denotando por 1P(z) al
problema:

max{e's/ Ax=b,Cx = Is+ Cx,x0Z", sOR'}
el Corolario 1.4.36 garantiza que si (%', )0 Sp(») entonces XOE”.

Ademas:

Teorema 5.3.21 Si F # 0 entonces E™ =0 si, y s6lo si, IP(z) es no acotado.
Demostracion.

«py

Supongamos por reduccion al absurdo que IP(Z) es acotado. Por el Teorema
1.4350 Ef#20 O #

«py o

Supongamos por reduccion al absurdo que E'™ # 0. Por la Proposicion 5.3.19
0 EP#0. Por hipétesis, IP(z) es no acotado [0 P(z) es no acotado.

Aplicando el Teorema 4.29 0 EF =0 O #.
|

Al igual que ocurre en el caso lineal, el problema entero es N-acotado.
Efectivamente:
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Teorema 5.3.22 Si E® 20 entonces OxOF se verifica que xOE'™ o bien
OXOE'™ tal que z(X) = z(x).
Demostracion. Sean XOF y z = z(i). Supongamos que XOE'. Como por
hipotesis E"™ #0, aplicando el Teorema 5.3.21 O IP(z) es acotado [
D()Zt,é‘)D Se)- Ahora, por el Corolario 1.4.36 0O XOE" y, ademas,
Z(X) = z(X) .

|

Veamos que también se verifica que para cualquier solucién eficiente
no soportada del problema entero existe una solucion eficiente del problema
lineal relajado que la domina.

Proposicion 5.3.23 Si X JE!" entonces 0RO E” tal que z(X) = z(X).
Demostracion. En primer lugar obsérvese que si Ef#0 O E%=#0.
Aplicando la Proposicion 5.3.19 0 EP #0. Por hipdtesis xOE. 0 xOX.

Supongamos por reducciéon al absurdo que XOE”. Como P es un LVP,
aplicando el Teorema 1.7.13 O OAORY,, XS, . Teniendo en cuenta que

FOX O x0S, O XOES O # Luego XOE”. Ahora, por el Corolario

1.10.10 O 0RO E®, z(X) = z(X).
|

5.3.3 Eficiencia Completa

Intuitivamente (debido al caracter discreto de F) la posibilidad de
encontrarnos con una situacion de eficiencia completa para el problema
entero parece ser superior a la que presenta su relajacion lineal. Para
confirmar esta apreciacion basta tener en cuenta que I[P puede ser
completamente eficiente y, sin embargo, P o B, no serlo (ver Ejemplo 5.3.9)

pero no a la inversa, como garantiza el siguiente resultado:

Teorema 5.3.24 Si E” = X entonces E* =F .
Demostracion. Sabemos por la Proposicion 1.10.3 que EPNFOE"™. Si
EP=X 0 FOE®" O E"=F.

|

La consecuencia directa del resultado anterior es que cualquier
condicién suficiente para comprobar la eficiencia completa de P sigue
siendo valida para IP. En particular:

Proposicion 5.3.25 Si OAO A}, OuOR™ tales que A'C=u'A entonces
EP=F.
Demostracion. Basta aplicar el Corolario 3.2.22.
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El siguiente resultado es algo mas sutil que la aplicacion del Teorema
de la alternativa de Tucker ([Mn69], p. 29) a la Proposicién 5.3.25.

Proposicion 5.3.26 Si el sistema:
Ad =0,Cd =0 (5.4)
no tiene solucién en Z" entonces E'” =F.
Demostracién. Sea X[OF. Supongamos por reduccion al absurdo que
xOE"™ O OxOF, Ck=Cx O Od=%-x0OZ", Ad=0,Cd=0 O # Luego
FOE".
[

Curiosamente, si el sistema (5.4) tiene solucién entera no negativa, no
solo el problema entero no es completamente eficiente, sino que es no
acotado (no tiene ninguna solucion eficiente).

Proposicion 5.3.27 Si el sistema (5.4) tiene solucion en Z! entonces
ElP = D

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que OXOE'™. Por
hipétesis, Od0Z], Ad=0, Cd=0 O 0Oo00Z,,, x=x+dOF, Ckx=Cx [

XOE"™ O # Luego E* =0J.
|

Siempre es posible caracterizar la eficiencia completa del problema
entero en los términos enunciados en el Teorema 3.2.7. Asi, por ejemplo:

Teorema 5.3.28 IP es completamente eficiente si, y solo si, el siguiente
programa escalar entero mixto:

max{ets/z(x)—z(y)—s=0, X, yOF,s> O} (5.5)
es acotado, con valor 6ptimo igual a 0.

El resultado anterior nos sera de gran utilidad en la seccion 5.5.3 en
la que presentaremos un nuevo algoritmo generador de soluciones eficientes
para el problema entero basado en identificar subconjuntos completamente
eficientes de la regién factible F .

5.4 Distancias entre las Soluciones Eficientes del
Problema Entero y su Relajacion Lineal
En este apartado vamos a dar una serie de estimaciones sobre la proximidad

en norma infinito de las soluciones eficientes del problema entero y las de su
relajacion lineal.
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Consideremos el problema IP = max{Cx/xOF}, donde F =
{xDZ”/Axg b}, y su correspondiente relajacion lineal P = max{Cx/xD X},
donde X = {XD R”/Axgk}.

Como es habitual en la literatura, denotaremos la norma |, de un
vector xOR" por |X|_ = maxﬂx|/i ofL, .., r}}

Desde un punto de vista estrictamente matematico, los resultados que
presentamos constituyen una generalizacion de los siguientes dos
propuestos por Cook et al. ([CGST86]) para el caso escalar.

Seanc O R", Q = max{ctx/xD X}elQ = max{ctx/xD F}.

Teorema 5.4.1 ([CGST86], Theorem 1, p. 252) Sean dOR, y A O Z™", tal

gue cualquier menor de A, en valor absoluto, es menor o igual que J.
Supongamos que F £ y que Q es acotado. Entonces:

(i) OXOS, 0 OK0S,, [x-%|_<nd.
(i) DORXOS, O OXOS,, [x-%|_<nd.

Teorema 5.4.2 ([CGST86]), Theorem 6, p. 256) Sean SR, y A O Z™", tal

que cualquier menor de A, en valor absoluto, es menor o igual que o.
Entonces, LIXUF ocurre:
(1) XS, 0 bien,

(i) OXOF, |[x-X_ <ndyc'X>c'X.

Vistos estos resultados preliminares, estamos en condiciones de
estudiar las dimensiones que habria de tener un entorno de una solucion
eficiente arbitraria del problema relajado, al objeto de garantizar que
contiene, al menos, una solucion eficiente soportada del programa entero
original. La variante que surge, si eliminamos la condicion de que la
solucion sea soportada, aun no ha sido resuelta y permanece abierta.

Teorema 5.4.3 Sean dOOR,, A0 Z™", tal que cualquier menor de A, en

valor absoluto, es menor o igual que 6. Sea b 0 R™y C O R¥". Supongamos
que F#£0 y EP #0. Entonces, OXJ E” O OXKOES, [x-%| <nd.

Demostracion. Sea XxOE" O 0O RY,, X0US; . Aplicando el Teorema
54.1,(), 0 080 S,, |x-%, <né O OROEF, |[x-X|, <ns.
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La cota dada en el Teorema 5.4.3 es la mejor posible. Efectivamente:

max{Cx/xOF} con

Ejemplo 5.4.4 Consideremos el problema IP =
1 0 0 0 -- OE
0o

1

1 1 0 O
0 0
0-1 1 0 - 0
F=XNZ?y X = {xOR?/Axsb}, siendo A = O .8
00 0 . . . O
Jioor -1 1 o-
ﬁo 0 0 -11

b=g: gy C = 1,,donde | es la identidad de orden n. Es claro que se puede

Br

tomar 4 =1.
HP |
__[2B0O

Ademas, se comprueba sin dificultad, que O8] R, 0<B<1, X= 0. 0es la

et
Unica solucion eficiente de P y X=0 la Unica solucién eficiente (y, por tanto,
soportada, en virtud del Teorema 5.3.13) de IP. Como o6=1 [
X=-%_=nB=nBs3.

El ejemplo anterior constituye una generalizacion de otro debido a L.
Lovasz, formulado para el caso escalar con ¢ = (1, 1)t y descrito por
Schrijver ([Sc86], p. 241).

Por otra parte, en general no es cierto que para cualquier solucion
eficiente del problema entero exista una solucion eficiente del problema
relajado que diste, en norma infinito, a lo sumo nd. Efectivamente, esta
cuestion queda de manifiesto en el siguiente contraejemplo en el que n=2.

Ejemplo 5.4.5 Consideremos el problema I[P = max{Cx/xDF} con
| [ 0
il . lD EM/ 2D

F=XNZ2y X = {xOR?*/Axsbh}, siendo A= F+1 03, b=0 0 OyC =

Ho -1 Ho H

4 1
ELS 1% Obviamente, se puede tomar o =1. Ver la Figura 5.7 para la

representacion grafica del cono de preferencias de Pareto y de las regiones
factibles del problema entero y su relajacion lineal.
Como C* = CNH({(©, 4),(1, 5}), se tiene que:
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EP = cvH({{(0, 11/2),@1/2, 0})y E" = F-{(0, 0}.
Obsérvese que £=(0, 1) DE' vy, sin embargo, 0X1 E®, Ix=%_ >nd=2.

X, A
1172

CZ
4
p L] (]
p L] L] (]

Figura 5.7

Si sabemos que la solucion eficiente del programa entero es soportada
podemos obtener la siguiente conclusion:

Teorema 5.4.6 Sean d00R,, A 0 Z™", tal que cualquier menor de A, en
valor absoluto, es menor o igual que §. Sean b OR™ y C O R¥". Entonces,
OXx0OEF O OxJE®, ||X—§<||m <nd.

Demostraciéon. Sea XJE” O OAIRY,, XOS,. Como S, #0 por ser
A 0 Z™, aplicando el Teorema 5.4.1, (ii), O 0OxOS,, Ix-%|_<no O

Ox0 EF, [x-%|, <nd.
|

Si queremos tomar en consideracion cualquiera de las soluciones
eficientes (no solo las soportadas) del problema entero, podemos recurrir a:

Teorema 5.4.7 Sean 6 OR,, %E O z™9* tal que cualquier menor de esta

matriz, en valor absoluto, es menor o igual que &. Sea b 0O R™. Entonces,
O EP O OxdEP, ||X—>‘<||wsn5.
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Demostracion. Sean XOE" y 2 = z(X). Por el Teorema 1.4.44, 0 XOS; .
Como S, #0 por ser %ED Z(™k - gplicando el Teorema 5.4.1, (ii), O

OxOS,,, [X-%|,<nd. Nuevamente, aplicando el Teorema 1.4.44, [
XOE®, |[x-X|_<nd.
u

Notese que la cota dada para los teoremas anteriores es la mejor
posible. Para ello basta considerar otra vez el Ejemplo 5.4.4.

Por ultimo, el siguiente resultado nos proporciona una estimacion de
las dimensiones del entorno de una solucién no eficiente que garantice que
contiene, al menos, un punto que la domina.

Teorema 5.4.8 Sean 6 R, %E O z™9* tal que cualquier menor de esta

matriz, en valor absoluto, es menor o igual que 0. Sea b O R™. Sea XOF,
X OE'"™. Entonces, OXOF, CX2CX y [[X-X|_<nd.

Demostracion. Sean XOF, z = CX. Supongamos que XJE'. Por el
Teorema 1.4.44 0O XUOS; . Ahora, por el Teorema 54.2 O OXOF,

Cx2Cx, eCk>€'Cx, [x-X| <nd O DOXOF, CR2Cxy [x-%| <nd.
u

5.5 Métodos Generadores de Soluciones Eficientes
Enteras

Mientras que el LVP se ha estudiado extensivamente en la literatura,
obteniéndose una gran cantidad de resultados y algoritmos con
relativamente (dada la dificultad) buen comportamiento, el ILVP es
significativamente mas duro de tratar, presentando una elocuente escasez
de resultados.

En general, los métodos generadores de soluciones eficientes para el
problema entero son radicalmente distintos a los existentes para el caso
continuo ([Sh75], p. 171), necesitando la gran mayoria de ellos enumerar, de
forma implicita y/o explicita, todas las soluciones factibles y realizar
comparaciones entre las mismas para eliminar los puntos dominados
([KIHN82], p. 379).

Usualmente, a medida que se calculan las soluciones eficientes de un
ILVP, hay que resolver una serie de programas escalares enteros
intimamente relacionados entre si ([KIHN82], p. 381). En estos casos, se
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pueden conseguir importantes ahorros computacionales si tales problemas
son resueltos de manera unificada mediante técnicas de postoptimalidad
entera. Debido a esto, la gran mayoria de algoritmos que resuelven el ILVP
han sido implementados para el caso especial de variables 0-1, puesto que el
analisis de postoptimalidad para los problemas enteros escalares 0-1 es
relativamente sencillo.

Sea IP un ILVP arbitrario formulado como en (5.2).

5.5.1 Método Elemental

Es el algoritmo més sencillo e intuitivo para resolver un ILVP con un
nuamero finito de soluciones factibles y sirve, fundamentalmente, como
patrén de comparacion para estudiar el comportamiento de otros algoritmos
generadores de soluciones eficientes, proporcionando de esta manera un util
contraste.

El método elemental ([Bi77], Naive Algorithm, p. 129) se estructura en
dos etapas. En la primera se enumeran explicitamente todas las soluciones
factibles del problema y en la segunda se eliminan aquellas soluciones cuyas
imagenes, a través de z, estdn dominadas.

Intuitivamente, el método elemental trabaja razonablemente bien
cuando la relacién entre el numero de soluciones eficientes y el namero de
soluciones factibles (densidad de eficiencia) es relativamente alta (proxima a
uno).

Por otra parte, uno de sus principales inconvenientes radica en que
hasta que no finaliza el algoritmo no se puede garantizar la eficiencia de
ninguno de los puntos de la lista generada.

Veamos coémo se puede concretar la segunda etapa del método.

Consideremos una lista de puntos dados de forma explicita y
estudiemos el problema de determinar qué puntos de la lista son no
dominados.

El algoritmo ND (NonDominated) que vamos a dar a continuacion se
basa exclusivamente en la definicion de solucion eficiente. Recibe como
entrada una lista de puntos L y devuelve como salida la lista de puntos no
dominados. Para simplificar el proceso, la lista de salida es sobrescrita sobre
la de entrada.

Algoritmo ND( L)

Para cada zZ[L determinar los z[OL tales que Z = z vy, para cada uno de ellos,
hacer:L =L —{Z .
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Proposicion 5.5.1 El algoritmo ND tiene complejidad OQL|2) en el numero

de comparaciones vectoriales.
Demostracion. El caso peor se da cuando toda la lista L es no dominada.

Ahora es directo el resultado.
[

Definicion 5.5.2 Se denomina densidad de eficiencia de L, y la
denotaremos por (L), a la relacion |N(L)/|L|.

Evidentemente 0<5(L)<1.

La importancia del algoritmo ND viene dada porque, en general,
cualquier algoritmo aproximado por exceso para el ILVP, combinado con el
algoritmo ND, da lugar a un algoritmo exacto. El caso peor de algoritmo
aproximado por exceso es aquél que lista, de forma explicita, todo el
conjunto de soluciones factibles del problema (primera etapa del método
Elemental).

5.5.2 El Caso Biobjetivo

Cuando sélo se presentan dos funciones objetivos (k =2), tanto la teoria
como los algoritmos se simplifican notablemente ([BnLee96], p. 79). Esto es
debido las propiedades especiales que presenta el plano frente a espacios de
mayor dimension. A continuacién vamos a hacer un breve repaso de algunos
de los procedimientos mas conocidos englobados dentro de esta categoria.

(i) Meétodo NISE (Nonlnferior Set Estimation)

El método NISE ([Ch78], p. 127-140) fue desarrollado por Cohon et al. en
1978, como un método aproximado para el LVP bidimensional. Sin embargo,
es posible retocar ligeramente la version original, para que se pueda utilizar
en el caso entero con region factible acotada ([Bf95], p. 180). EIl algoritmo
modificado que presentamos aqui proporciona una aproximacion del
conjunto z(ES”’), el cual a su vez se puede considerar una aproximacion de

Z(E'P).

Consideremos dos puntos no dominados en el espacio objetivo,
72,22 02(E™). La idea en la que se fundamenta el método NISE consiste en

desplazar hacia afuera de la region factible el segmento que une los puntos
Z' y 7° (segun la perpendicular al mismo), es decir, en maximizar una cierta
combinacion lineal positiva de las funciones objetivo.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que z >2z’. Entonces
Z. < Z2. El vector direccion del segmento que pasa por z' y z° es z°-Z.
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Buscamos un cierto AOR? tal que A (z2 - zl): 0 O A/A, =
(2Z-2)/(z-2) . Luego, podemos tomar A = (A, A,) = (Z-2, 2 -2
Utilizaremos la siguiente notacion:

E Lista con las imagenes a través de z de las soluciones eficientes
generadas.
Q Conjunto de pares de indices asociados a soluciones no dominadas en

el espacio criterio candidatas a ser adyacentes en la lista E.
Algoritmo NISE

Paso 0. Inicializacion.
Si F =0 O STOP. Problema no factible.

En otro caso calcular z- = max{z,(x)/ xOF}, 22 = max{z, (x)/ xOF, z(x) = Z}.
Hacer E = {2} y calcular z2= max{z,(x)/ xO F} .

Si zZ2 =z, O STOP, el punto Z* es ideal.

En otro caso, calcular z2 = max{z,(x)/ xOF, z,(x) = 22}.

Hacer E = EU{z}, Q= {(1, 2} ys=3.

Paso 1. Regla de parada.
SiQ=0 0O STOP.

En caso contrario, seleccionar p = (r,t)0Q.

Hacer Q=Q-{g .

Paso 2. Busqueda.

r r

Hacer A° = (z; -2, -2 )y resolver IP, . Sean X’ IS, y z° = z(xs).

si (1) z2 > (x)z hacer E= EU{z?}, @ = QU{(r.5) (s.t} y s=s+1.
Ir al paso 1.

Proposicion 5.5.3 El algoritmo NISE es finito.

Demostracion. Directa, por ser F acotado.
[ |

Proposicion 5.5.4 Los pesos generados por el algoritmo NISE tienen todas
sus componentes estrictamente positivas.

Demostracion. Lo haremos por induccién. Es claro que se verifica para
(1L 2)0Q. Supongamoslo cierto para (r,t)0Q arbitrario y veamos que se
verifica el resultado para los pares (r,s),(s,t)0Q generados en el paso 2 del
algoritmo NISE a partir de z°. Esto es equivalente a probar que el punto z°
verifica que z >z’ >z y z, >z >z,. Ahora bien, esto es claro teniendo en

cuenta que si A",A'0OR? son los pesos utilizados por el algoritmo para
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generar a Z 'y Z', respectivamente O OzOz(X), ()\r)lzr 2(/\r)tz,
()\t)‘ztz()\t)tz. Denotando por A el punto de interseccién de las rectas
()\r)lz= ()\r)lzr y ()\‘)‘z: ()\‘)‘zt (ver Figura 5.8), es geométricamente claro que

la Unica posibilidad de desplazamiento hacia afuera del segmento que une a

Z" y 7', esta limitada por la envolvente convexa de los puntos z', z' y A.
[

Figura 5.8

Corolario 5.5.5 E 0 z(E?)

Demostracion. Para i =3 los puntos z' generados por el algoritmo son
soluciones 6ptimas de IP,. Como por la Proposicién 5.5.4, A" tiene todas sus

componentes estrictamente positivas 0 z [ z(ES'P).
Para i0{L, 3 es claro que Z DZ(E:;')), por haberse obtenido a través del

metodo lexicografico (ver seccion 4.2.2). Ahora por el Corolario 5.3.11 [0
Z 0 z(ES'P).
[

Proposicion 55.6 ElI numero de programas enteros resueltos por el
algoritmo NISE es 2E|+1.

Demostracioén. Para |E| =0 o0 |E| =1 es trivial. Ahora basta tener en cuenta

gque por cada nuevo punto no dominado generado hay que resolver 2
programas enteros.
[

Notese que el algoritmo NISE no se puede generalizar de forma
directa cuando k > 2 (ver [Ch78], p. 138).
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Para finalizar esta exposicién del método NISE, afadiremos que
también son posibles otras extensiones del mismo diferentes a la aqui
presentada. Efectivamente, en 1991, Solanki ([SI91]) propuso un algoritmo
aproximado, denominado ABIN (Algorithm to approximate the Biobjective
Integer Noninferior set), para el problema vectorial entero mixto biobjetivo,
gue también se basaba en una modificacion del método NISE, la cual, en
lugar de utilizar el problema ponderado IP, para obtener una solucion no
dominada entre los puntos x" y x' , con p:(r,t)DQ, usa un programa

basado en la métrica de Tchebycheff ponderada y aumentada ([S191], p. 4).

(i) Meétodo de Chalmet-Lemonidis-Elzinga

Se trata de un método exacto, basado en la técnica divide y venceras, para
calcular z(E'P), el cual necesita como hipotesis que F sea acotado y
z:R" - R? sea entera (ver [ChLES6]).

Utilizaremos la siguiente notacion:

E Lista con las imagenes a través de z de las soluciones eficientes
generadas.
Q Conjunto de pares de indices asociados a soluciones no dominadas en

el espacio criterio candidatas a ser adyacentes en la lista E.

El algoritmo se basa en que OAORY,, OaOR* se verifica que
S OE" (Teorema 1.4.43).

Algoritmo CLE

Paso 0. Inicializacion.
Si F =0 O STOP. Problema no factible.

En otro caso calcular z- = max{z,(x)/ xOF}, Z = max{z,(x)/ xOF, z(x) = z}.
Hacer E = {z'} y calcular z2= max{z,(x)/ x O F}.

Si zZ> =z, O STOP, el punto Z* es ideal.

En otro caso, calcular z2 = max{z,(x)/ x O F, z,(x) = 22}.
Hacer E = EU{ZZ} ,Q ={(x, 2} ytomar A @ ¢ arbitrario.

Paso 1. Regla de parada.
SiQ=0 0O STOP.

En caso contrario, seleccionar p = (r,t)0Q.
Hacer Q=Q-{g y a = (2 +1 Z +1).
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Paso 2. Busqueda.
Si IP, , esno factible, ir al paso 1.

En caso contrario, sean X° IS, , 2° = z(xs).
Hacer E= EU{z*}, Q = QU{(r. s). (s.t} eiral paso 1.

Proposicion 5.5.7 El algoritmo CLE es finito.

Demostracion. Directa por ser F acotado.
[

La siguiente propiedad es de utilidad para probar la validez del
algoritmo.

Proposicion 5.5.8 0(r,1)0Q, min{z, 2} =2, min{z, 2} =z
Demostracién. La prueba la haremos por induccién. Es claro que para
(L2)0Q se verifica que min{z',z} =22, min{z,z} =z. Supongamos el
resultado cierto para un (r,t)0Q arbitrario y veamos que los 2 nuevos pares
(r,s) y (s.t) creados a partir de él, en el paso 2 del algoritmo CLE, verifican
el enunciado. Para (r,s) se tiene que z >z, O min{z,z}=2. Como
2,208®) 0 zZ>z Omn{Z,z}=2 O El par (r,s) verifica el
enunciado. Para el par (s,t) se aplicaria un razonamiento analogo.

[

Teorema 5.5.9 E = z(E“’).

Demostracion.

«pym

Directa por el Teorema 1.4.43.

«pym

Supongamos por reduccién al absurdo que 0z= z(x)O z(E'P) tal que zOE (es
decir, no fue generado por el algoritmo) U Para cualquier problemalP, ,,
generado por el algoritmo, )‘(DSPM.

Sea IP,, el problema con region factible mas pequefia que contiene a X y
sea p = (r,t)0Q el par de indices asociado a tal problema O z>Z vy
z,>z,. Sean XS, , z° = Zx*). Como z, * DZ(E'P) podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que z; >z y z; <z, 0 X est& contenido en la region
factible del problema que tiene asociados el par de indices (s,t)DQ, la cual

es estrictamente mas pequefia que la del problema asociado a (r, t) 0Q O #.
[
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Proposicion 5.5.10 ElI numero de programas enteros resueltos por el
algoritmo CLE es 2E|+1.

Demostracion. Para |[E[=0 o |E| =1 es trivial. Ahora basta tener en cuenta

gue por cada nuevo punto no dominado generado hay que resolver 2
programas enteros.
[

Obsérvese que el algoritmo no se puede generalizar de forma directa
al caso k > 2, pues podrian quedar partes de z(E'P) sin generar.

(ii1) Método Restringido

Aunque el método restringido originalmente fue disefiado como un algoritmo
de tipo aproximado para el VP continuo (ver, por ejemplo, [Ch78], p. 115-
127), se probara que la version gque proponemos aqui es un método exacto
para el ILVP biobjetivo, bajo las hipotesis de acotacion de la region factible
F y de que alguna de las funciones objetivo sea entera.

Sin pérdida de generalidad supondremos que z,:R" - R entera.
Utilizaremos la siguiente notacion:

E Lista con las imégenes a traves de z de las soluciones eficientes
generadas.

Algoritmo R

Paso 0. Inicializacion.
2 = max{z,(x)/ xOF}.
F°:F, E=0,i=0.

Paso 1.
Calcular a! = max{z, (x)/ xOF'}y @), = max{z, (x)/ xOF, z,(x) = a'}.
Hacer E = EU{a'}.

Paso 2.
Sia,=2 O STOP, Z[E®)=E.
En otro caso, hacer F™ = {xOF' /z,(x)>al+%,i=i+1eiralpasol.

Proposicion 5.5.11 El algoritmo R es finito.

Demostracion. Directa, pues los valores de a, son enteros y crecientes en

U

cada iteracion y el valor de z, es finito por ser F acotado.
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Teorema 5.5.12 E = z{(E'").
Demostracion.
«ym
Sea a' OE y supongamos por reduccion al absurdo que o DZ(E'P). Como
a'0z(F) O OXOF, z=2X)2a'. Esclaro que XOF' pues (i) para i =0, F°
= F y (ii) para i21, z,2a,2a,'+1. Ahora, como Zz=a), por la
construccionde a, O z =a) O z,>a, O # por la construccién de a)
«pym
Supongamos por reduccion al absurdo que 0Oz= Z(X)D z(E'P) tal que zOE.
Sea F° la region factible més pequefia que contienea X 00 Zz,<a;, (pues si
no XOF$). Como a°0z(F), XOE®, zOED z>a’ O # por la
construccion de a;.

[ |

Proposicion 5.5.13 EI numero de programas enteros resueltos por el
algoritmo R es 2/E| +1.

Demostracion. Evidente pues en el paso 0 hay que resolver un programa
entero y por cada punto generado hay que resolver, adicionalmente, 2

programas enteros.
|

Notese que el algoritmo R es simétrico en el sentido de que el papel de
z, se puede sustituir por z, haciéndose entonces un barrido en abcisas en

lugar de en ordenadas.

5.5.3 El Caso General

Los algoritmos que generan E' cuando el problema tiene mas de dos
objetivos (k >2), son mucho méas complicados que los existentes para el caso
biobjetivo (k = 2). Esto es debido a la enorme complejidad que introducen los
espacios multidimensionales. Seguidamente vamos a analizar una serie de
procedimientos de utilidad para calcular la region eficiente de un ILVP.
Mientras que los métodos de Klein-Hannan y Marcotte-Soland son
ampliamente conocidos, los métodos de Puntos Subeficientes y de los
Reticulos Completamente Eficientes representan contribuciones originales
que resultan bastante prometedoras por ser intuitivos y facilmente
implementables.

Supondremos con caracter general que F es acotadoy que z:R" - R
es entera.
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(i) Meétodo de Klein y Hannan

El método que describimos a continuacion fue desarrollado por Klein y
Hannan ([KIHN82]) y, en palabras de los propios autores, se puede
considerar una extension del método aplicado por Pasternak y Passy al
problema biobjetivo 0-1 ([KIHNn82], p. 379). ElI fundamento tedrico del
procedimiento reside en una extensién del Corolario 1.4.15 que permite
generar puntos eficientes a través de la resolucion secuencial de una serie
de problemas escalares no convexos y enteros, con regiones factibles
sucesivamente encajadas.

Utilizaremos la siguiente notacion:

L max{z,(x)/ x O F'}

Yoo e 2s,)

E' « N(Y'), es decir, conjunto de soluciones no dominadas de Y'.

E ~ Imagenes a través de z de las soluciones eficientes encontradas.
Algoritmo KH

Paso 0. Inicializacion.
FC=F,E=0,i=0.

Paso 1. Regla de parada.
SiF'=0 O STOP, Z(E")=E.

Paso 2.
Resolver IR . Sean Y' = 2(S, ]y E' = N{Y').

Paso 3.
Hacer F'** = {xOF' /02 OE', z,(x)2 2 +16...67 ()=  +1}.
Hacer E= EUE', i=i+1eiralpaso 1.

Notese que para k=2, el algoritmo KH coincide con el algoritmo R
(método Restringido) dado en la seccién 5.5.2.

Veamos que el algoritmo es valido:

Teorema 5.5.14 ([KIHN82], Theorem 1, (b)) i se verifica que E' O z(E'P).
Demostracién. Sea Z:Z(X)D E'. Es claro que XOF'. Supongamos por
reduccion al absurdo que zOz([E"™) O OXOF, 2=2(X)=z. Como XOF' O
XOF'.Ademéas z 2z 0 zOY' O zOE' O #

|



310 5. PROGRAMACION VECTORIAL LINEAL ENTERA

Teorema 5.5.15 ([KIHN82], Theorem 2) z(E'P): E.

Demostracion.

«pym

Basta tener en cuenta que E = UEi y Ui, por el Teorema 5.5.14,

E'02E").
“ppn
Sea XxOE'"™ con z=2(X). Es claro que X[OF°. Sea F° la region factible mas
pequefa que contiene a X 0 2z <z, donde z es el valor 6ptimo de IR°. Si
Z <z, como z no puede estar dominado por ninglin zE® pues ZDZ(E'P)
0 XxOF™ O # Luego z=2 0 zOY®. Como zOZE®) O zOE® O
ZUE.

|

El siguiente resultado garantiza la convergencia del algoritmo:

Proposicion 5.5.16 El algoritmo KH es finito.
Demostracién. Directa, teniendo en cuenta que por ser F acotado [ |E'P|

es finito y que en cada iteracion se genera, al menos, una nueva solucion
eficiente, pues para i arbitrario, ninguno de los puntos eficientes generados
previamente es factible en F' y al ser F' acotado O Y' es finito y distinto
de vacio. Ahora por el Teorema 5.5.14, E' [J z(E“’).

[

Obsérvese que cuando k>2 e i=1, la relajacion lineal de F' es no
convexa, pues cada solucion eficiente genera una esquina (Ver Figura 5.9).

Por tal motivo, a las restricciones introducidas en el paso 3 del algoritmo
KH, Klein y Hannan las denominan restricciones esquina ([KIHNn82], p. 381).

Zay

F i

v
Figura 5.9. Regidn factible originada por 3 soluciones eficientes.
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La aplicabilidad del procedimiento KH depende de que el algoritmo de
programacion entera escalar que utilicemos en el paso 2 para resolver los
IP' sea capaz de manejar directamente las restricciones esquina

introducidas por las soluciones eficientes que se van generando. Ademas,
para mejorar la eficacia del algoritmo seria conveniente poder aplicar
alguna técnica de postoptimalidad entera. Estas dos restricciones han
reducido drasticamente la utilidad préactica del algoritmo.

No obstante, Klein y Hannan han aplicado con éxito su método al
problema de variables 0-1, utilizando una técnica de postoptimalidad entera
sugerida inicialmente por Roodman y aplicada al algoritmo aditivo de Balas
([KIHN82], p. 382).

Para finalizar nétense los siguientes aspectos:

(1) Todas las restricciones generadas por el algoritmo KH son del mismo
tipo.

(i)  Muchos de los puntos eficientes obtenidos pueden definir restricciones
redundantes, por lo que es conveniente eliminarlas.

(iii) En el paso 2 de una iteracion arbitraria i del algoritmo KH, el

problema IR’ se puede sustituir por IP', jO{L...,K, a condicion de

actualizar convenientemente F'** en el paso 3.

(iv) Paracalcular E' a partir de Y' se puede utilizar el algoritmo ND (ver
seccién 5.5.1).

(i) Meétodo de Marcotte y Soland

El método de Marcotte y Soland ([MrSI86]) es un procedimiento muy sencillo
e intuitivo que fue disefiado originalmente para ser usado de forma
interactiva en los casos continuos y discreto. No obstante, sus autores
apuntaron ([MrSI86], p. 70) que, sin excesivas modificaciones, se podria
obtener un procedimiento de cierta utilidad (su complejidad no es buena) en
programacion vectorial entera. Es esta ultima variante la que analizaremos
aqui.

Utilizaremos la siguiente notacion:

L ~ Lista con las regiones por estudiar.

E ~ Imagenes a través de z de las soluciones eficientes.
IP' o max{z(x)/xOF'}.

e - Punto ideal del problema IP'.

J. ~ Conjunto de separacion para el problema IP'.
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Algoritmo MS

Paso 0. Inicializacion.
L={F,E=0O,i=0.

Paso 1. Regla de parada.
SiL=0 O STop, z[E"®)=E.
En caso contrario, seleccionar F' L a través de la regla FIFO.

Paso 2. Eliminacion por no factibilidad.
Si F' =0 iral paso 6.

Paso 3. Busqueda del punto de separacion.
Sean X 0S,, y 7 =2(x).

Hacer E = EU{zi}.

Paso 4. Eliminacion por acotacion.
Calcular B' punto ideal del problema P'.Si B' = Z' iral paso 6.

Paso 5. Ramificacion.
sead = | O{L, ... ¥ /2 < B -1}.
0103, hacer F' ={xOF' /z(x)27 +1y L=LU{F"},, .

Paso 6. Cierre de bucle.
Hacer L=L-{F'}, i =i+1eiralpaso1l.

Veamos en primer lugar que el algoritmo es valido:

Proposicién 5.5.17 Si IP! es un descendiente de IP', entonces E™ 0 E™ .
Demostracion. Basta hacer la demostracion para el caso IP' padre e |P!
hijo. Sean x OS, Z =2(x), jOJ, tales que F' = {xO F'iz,(x)zzZ +1},

R

Entonces, es claro que E™ OE" .
n

Teorema 5.5.18 E = z{(E').

Demostracion.

[13 D 7

Sea 7 =2(x)J0E O xOs, O x OE™. Aplicando la Proposicion 5.5.17 [0
X OE® 0 ZOE",

[13 D’]

Supongamos por reduccion al absurdo que Oz= z(x)0z(E'"") tal que ZDE (es
decir, no fue generado por el algoritmo). Sea F° la regién factible mas
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pequefia que contienea X O F°# y z°# B° O F°® se ha de separar pero
como F° es la region factible mas pequefia que contiene a x O OIOJ,,

Z <z°.Como, ademés, 0I0J_, z<z°=8° 0 z<2z° 0O # pues ZDZ(E'P).
u

Proposicion 5.5.19 El algoritmo MS es finito.
Demostracion. Directa, teniendo en cuenta que por ser X acotado [ |E'P|

es finito y que la region factible asociada a un nodo arbitrario no contiene

ninguno de los puntos de separacion eficientes de sus ancestros.
[

Proposicion 5.5.20 ElI numero de programas enteros resueltos por el
algoritmo MS, en el caso peor, es O(k‘E‘) .

Demostracion. Efectivamente, en el peor de los casos el arbol de
enumeracion tiene profundidad |E| Como el numero de descendientes de un
nodo arbitrario (orden del arbol) puede ser k O Una cota superior para el
numero de nodos generados por el algoritmo es (k‘E‘“—l)/(k—l). Como por

cada nodo hay que comprobar su factibilidad y, en caso afirmativo, obtener
el punto ideal y determinar el punto de separacién [0 Por cada nodo, en el
peor caso hay que resolver (k+2) programas enteros. Ahora es claro el

enunciado.
[

Definicion 5.5.21 Una separacion de F', {F'}., se dice valida si

NEF)oUAF).

10J

El siguiente resultado se prueba sin dificultad:

Proposicion 5.5.22 La separacion de F' inducida por J, # 0 es valida.

Proposicién 5.5.23 F' se puede poner como {xDF/z(x)in}, con |I'ORX,
pudiendo tener algunas componentes de |' el valor — .
Demostracién. Basta tener en cuenta que las regiones factibles generadas
en una iteracion arbitraria del algoritmo heredan las restricciones de su
region factible padre F! y que las nuevas restricciones afiadidas son del tipo
z(x)=1". Asi, tras las oportunas simplificaciones, I' < z(x).

[

Comentarios 5.5.24
()] En cada iteracién se crean, a lo sumo, k nuevos nodos. Si k es
grande, el arbol de enumeracién crecera muy rapidamente.
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(i) En general, cuando k>2 puede ocurrir que las subregiones
generadas no sean disjuntas entre si. Esto constituye la principal
desventaja del algoritmo, pues no se puede garantizar la no
regeneracion de soluciones eficientes previamente halladas.

(iili)  El hecho de que FPNF9#0, con p,qOJ., provoca, en general, la

existencia de nodos superfluos en el arbol de enumeracion.

Efectivamente, consideremos los nodos N, y N,, los cuales

supondremos que son, respectivamente, el padre y el tio del nodo N..
Entonces, si F* 0 F', trivialmente, se puede suprimir el nodo N..

(iv)  Aunque la regla anterior se enuncio para el tio del nodo N, sigue
siendo valida para el hermano de cualquier ancestro del nodo N..

(V) Los ancestros de un nodo suprimido no se deben volver a utilizar para
suprimir otros nodos (por ejemplo, los descendientes de sus
hermanos) pues, en general, no se pueden garantizar separaciones
validas ([MrSI86], p. 67).

(vi)  Por ultimo, ndtese que la comprobacion de condiciones del tipo
F°0OF', basada en sus respectivas descripciones algebraicas, no es

demasiado tediosa (Proposicion 5.5.23).

(1i1) Método de Puntos Subeficientes

El algoritmo que damos en esta seccion es un meétodo aproximado por
exceso, basado en la técnica divide y venceras donde, para cada nodo del
arbol de enumeracion, se generan separaciones validas compuestas
exclusivamente por subconjuntos disjuntos entre si. De esta forma, no se
pueden regenerar puntos ya obtenidos. Los puntos de separacion para cada
nodo se obtienen mediante la aplicacion local (restringida al nodo) del
metodo de Ecker y Kouada (ver seccion 4.2.3). Estos puntos de corte los
hemos denominado puntos subeficientes porque, aunque no son
necesariamente eficientes para el problema original cuando k>2, si son
eficientes respecto a las subregiones de las que proceden.

Utilizaremos la siguiente notacion:

L ~ Lista de regiones por estudiar.
E - Imagenes a través de z de los puntos generados.
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Algoritmo PS

Paso 0. Inicializacion.
L={F,E=0O,i=0.

Paso 1. Regla de parada.
SiL=0 O STop, z[E®)DE.
En caso contrario, seleccionar F' O L.

Paso 2. Eliminacion por no factibilidad.

SiF'=0Oiral pasoS
En otro caso, sean X' O F' arbitrarioy Z ()‘(‘ )

Paso 3. Busqueda del punto de separacion.

Sea (()‘(' f, (& )t) solucion optima de max{e's/ xOF', z(x)-s= 7

Hacer E = EU{Z}

Paso 4. Ramificacion.
Crear k subregiones a partir de F' de la siguiente manera:

F'l-{xDF /zl(x)221+1}
F'2 = {xOF! /zl(x)si1 2,(x)= 2, +1}

Fi = xoF /21( )<2,2,(X)<2,....2(x)2 2 +1}
Hacer L:LU{F“}L.

Paso 5. Cierre de bucle.
Hacer L=L—{F'}, i =i+1eiralpaso .

315

Proposicion 55.25 F' se puede poner como {xOF/I'<z(x)<u'}, con

I',u’ OR*, pudiendo ser algunas componentes de |' (u') —o0 ().

Demostracion. Es claro pues las regiones factibles generadas en una
iteracion arbitraria i del algoritmo heredan las restricciones de su region

factible padre F' y como las nuevas restricciones afiadidas son del tipo

I'< z(x)< u', después de las oportunas simplificaciones |' < z(x)< U’

Proposicion 5.5.26 {F"}j:1 son disjuntos entre si.
Demostracion. Inmediata.
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Figura 5.10

Veamos una aplicacién del algoritmo anterior a un ejemplo concreto.
Se utilizara la regla FIFO para elegir las regiones de la lista L vy
convendremos en no almacenar en dicha lista aquellas regiones vacias.

Ejemplo 5.5.27 Consideremos el problema IP = max{(x,x,,x,)/ xOF} donde
F = {xDZf/x1 S2, % S2, X <2, % +X +X; < 4}. Véase la Figura 5.10 para

una representacion grafica de la region factible F. En total hay 23
soluciones factibles, de las cuales so6lo 6 son eficientes. En particular:

E® ={(20.2),112).(0,22),(1,21),(2,2,0), (211} .

La aplicacion del algoritmo PS daré los siguientes resultados:

Iteracion 0.
L:{F},FO:F,2 :)'ZO:(]_'Z,]_),E:{R}_
Fol = {XDF/X1231 Foz = {XDleislszzé — D, FO3 —

{xOF/Ix <six,<2x23.

Iteracion 1.
L = {F%’FOS}’ Fl - |:01,21 :)’il :(2’2’0)’ E :{)201)21}.
F11 = {XDF/X12:§: , Flz = {XDF/X1:2,X22:§ = 0O, F13 -

{xOFIx=2x,<2,x2>%.
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Iteracion 2.

L={F™ F4}, F2=F% 22 =52 = (112), E={%", %, %},

F2 = {xOF/2sx s1x,<2%23=0, F* = {xOF/x slx,=2,%23, F*
={xOFIx<slx<1%23 = 0.

Iteracion 3.
L = {F13,F22}, F3 = F13,23 =8 =(2’0,2)’ E ={)20,§(1,)22,)23}_
F> = {xOFIx =2, 23x,<2,x,23 = 0, F* =

{xOFIx =21<sx,<2,x 23}, F* = {xOF/Ix=2x,<2x 23 = 0.

Iteracién 4.
L = {FZZ,FSZ}, F4 = F22,24 = %4 = (0’2,2)’ E :{)20’)211)221)231)24}.
Fh=F%=F%=[].

Iteracion 5.
L = {F32}, FS = FSZ,ZS =5 = (2,l1), E :{)20')21’)22’)23,)24,)25}.
F51=F52:F53=|]_

Iteraciéon 6.

L=0 0O STOP.
[ ]

Obsérvese que en este ejemplo la aproximacién dada por el algoritmo
PS coincide exactamente con E'"”.

A continuacion estudiaremos la validez y convergencia del
procedimiento propuesto.

Teorema 5.5.28 El algoritmo PS es finito.
Demostracién. Como la region factible es acotada, contendrd un ndmero
finito de puntos. Ahora basta tener en cuenta que en cada iteracion se

descarta al menos un punto y que los puntos generados no se repiten.
[

Proposicion 5.5.29 ElI numero de programas enteros resueltos por el
algoritmo PS es (k +1)E|+1.

Demostracion. Inmediata teniendo en cuenta que para obtener un punto
de separacion hay que resolver un programa entero, que los puntos de
separacion no se repiten y que por cada uno de tales puntos se crean k

nuevos subproblemas para los que hay que estudiar su factibilidad.
[
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Denotemos por IP' el problema max{z(x)/xD F‘} y sea z el punto
obtenido en el paso 3 del algoritmo PS para el nodo F'. Entonces:

Teorema 5.5.30 z(E”" )D LKJZ(E'F"j )U {3.

=1
Demostracién. Sean ZDZ(E'P‘) con z=2z(x). Por el Corolario 1.4.36
sabemos que Z:Z(R)DZ(E“"). Si z#z2 0O 0O0Of..,8 tal que
0jofL..1-3,2z <2 yz>2 0 xOF 0 x0E™ 0 z0ZE™).
m

El algoritmo PS es un método aproximado por exceso. Efectivamente:

Teorema 5.5.31 z[E")OE.

Demostracion. Es inmediata pues E® =E'™.
]

Para k=2 el algoritmo PS es exacto. Efectivamente, esta afirmacion
aparece clara después de tener en cuenta los siguientes dos resultados:

Sea IP' el problema max{z(x)/xOF} .

Proposicién 55.32 Sean aOR y F' = {xOF/z(x)=a}. Entonces,
ElP'DElF’.

Teorema 5.5.33 Sean XOE"™, z=27X) y F' = {xOF/z(x)<z}. Entonces,
E" =E"NF".

Demostracion.

wpyn

Como F'OF, por la Proposiciéon 1.10.3 0 EFPNF' OE"™.

wppn

Sea XOE'™ O XOF'. Supongamos por reduccion al absurdo que XOE'"™ O

OXOF, Z22,donde 2=2(%) y Z=2(X) O (i) Z>Z =2, pues XOE"™, (ii)
Z, > 2,. Ahora bien, por (i) y por ser XOE"™ O 2Z,>7Z,. Luego, aplicando (i) y

(ii) O z=2 pero, evidentemente, X OF' O #, pues XOE'™ . Luego, XOE'.
|

Lamentablemente, cuando k>2 el algoritmo PS puede generar
soluciones que no son eficientes, como pone de manifiesto el siguiente
ejemplo en R®.
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3z, +3z2,+4z,<28

Figura 5.11. Soluciones Eficientes del Problema.

Ejemplo 5.5.34 Consideremos el problema IP = max{(x,, x,,x,)/ xOF} donde
F = {xDZf/3x1 +3X, +4X, <28, X, <4, X, <4, % < 4}. La Figura 5.11 muestra
los 13 puntos de la regién eficiente junto a la region factible del problema
relajado. En particular:
e _ 0404)(314)(224) 034)(044) (413)(323)0
" H2323),043),(4,2.2).(332) (2.4.2), (4,41) il
Tomando, por ejemplo, (332)0E"™ O F' ={xOF/z(x)<z} ={xOF/x<3.

Sin embargo, (341)0E" y (341)0E".
°

Afortunadamente, al ser el algoritmo PS un procedimiento
aproximado por exceso, siempre es posible combinarlo con el algoritmo ND
(ver seccion 5.5.1) para descartar las posibles soluciones dominadas que
hubiere y obtener asi z(E'"”) de forma exacta.

Comentarios 5.5.35

()] La ramificacion es lineal. Siempre se crean k subregiones.

(i)  Existen diferentes formar de elegir una subregién activa. Dos técnicas
extremas consiste en utilizar las reglas primero en anchura
([HrsSh78], p. 263) y primero en profundidad (HrSh78], p. 268).

(i) Las regiones activas se pueden separar utilizando -cualquier
permutacion de los k objetivos.
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(iv) Meétodo de los Reticulos Completamente Eficientes

El siguiente algoritmo que presentamos es exacto y almacena la region
eficiente de forma implicita a través de reticulos completamente eficientes
obtenidos a partir del problema original. Basicamente, el procedimiento
propuesto estudia la eficiencia completa de las regiones activas,
separandolas si no son completamente eficientes. El algoritmo es secuencial
en el sentido de que genera, en cada iteracion, al menos una solucion
eficiente. Lamentablemente, cuando k > 2, las soluciones generadas en una
iteracion pueden haber sido obtenidas previamente.

Utilizaremos la siguiente notacion:

L ~ Lista de regiones por estudiar.
R - Regiones de E” (en forma implicita).
Algoritmo RCE

Paso 0. Inicializacion.
L={F},R=0,i=0.

Paso 1. Regla de parada.
SiL=0 O sToP, E¥ = | V.

YOR
En caso contrario, seleccionar F' (L.

Paso 2. Eliminacion por no factibilidad.
Si F' =0 iral paso 5.

Paso 3. Eliminacién por eficiencia completa.
Sea ((yi )‘ (ii )t, (§‘ )l) solucion 6ptima del problema:
max{e's/x, yOF', z(y)- z(x)-s=0, s2¢ (5.6)
Si €'s' =0 hacer R= RU{F‘} e ir al paso 5.
En otro caso hacer Y' = {x OF' /z(x)= z[y' } y R=RU{¥'}.

Paso 4. Ramificacion.

Sea 7' = z(y ) Crear k subregiones a partir de F' de la siguiente manera:
0jofL .. B, F' ={xOF /1z,(x)= 2 +1.

Hacer L= LU{F'}"..

Paso 5. Cierre de bucle.
Hacer L = L—{Fi}, i =i+1eiralpaso 1.
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Veamos que el algoritmo RCE es valido y finito. Para ello necesitamos
una serie de resultados preliminares.

Proposicion 5.5.36 Los conjuntos {(y, X)OF'xF'/ z(y)-z(x)-s=0,520} y
(v, X)OF xF'/, z(y)- z(x)- s =0, s2 0} son idénticos.
Demostracion.
“gyn
Inmediata por ser F' O F.
[13 D,’
Sea yOF y XOF' tales que z(y)=z(X). Como por la Proposicién 5.5.23,
OI' OR tal que F' se puede poner como {xOF /z(x)=1'} O yOF'.
n

Proposicion 5.5.37 El programa (5.6) es acotado, con valor éptimo O si, y
s6losi, F' OE"™.
Demostracién. El programa (5.6) es acotado, con valor 6ptimo 0. Aplicando
la Proposicion 5.5.36 = El programa
max{e's/ yOF, xOF', z(y)-z(x)-s=0,s=0} es acotado, con valor 6ptimo O.
Ahora, por el Teorema 3.2.4 -« F' OE"™.

[

Ahora resulta claro que el paso 3 del algoritmo RCE comprueba si F'
presenta eficiencia completa o no. En caso afirmativo, no hay necesidad de
separacion. Ademas, siempre ocurre que:

Proposicion 5.5.38 Si ((7‘), k), (& )t) es solucion 6ptima del problema
(5.6) entonces y' OE'.

Demostracion. Si ((7 , : ')) solucmn optima del problema (5.6),

aplicando la Proposicion 5.5.36 0 ((y x s )) es solucion 6ptima del
problema max{e s/yOF,x0OF, (y)—z(x) s= O s20}. Ahora, por el Teorema

3250 yOE®.
|

Teorema5.5.39 | JYOE".

YOR
Demostracion. Directa teniendo en cuenta la Proposicion 5.5.37 y la

Proposicion 5.5.38.
[
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Teorema5.5.40 E* = JY.

YOR

Demostracion.
“D’]
Por el Teorema 5.5.39.
“D’]
Supongamos por reduccion al absurdo que OXOE'" tal que OYOR, xOY.
Sea F° la region factible mas pequefia generada por el algoritmo RCE que
contiene a X O F°®z[0. Sea (ys)t, (XS)‘, (§S)‘) solucion optima de (5.6).
Como OYOR, XOY O z(})#z 75) y FSE™ O F°® se ha de separar, pero
como F° es la regién factible mas pequefia que contiene a X [
0j0{t ..}, z(R)<z(y°). como 2R)22y°) 0 zR)<zy*) O #, pues
XOE™.

[

Teorema 5.5.41 El algoritmo RCE es finito.
Demostracion. Directa, teniendo en cuenta que por ser X acotado [ |E'P|

es finito y que la region factible asociada a un nodo arbitrario no contiene

ninguno de los puntos de separacion eficientes de sus ancestros.
[

Cualquiera de las observaciones hechas en Comentarios 5.5.24 se
puede trasladar sin dificultad al algoritmo RCE, debido a la estructura del
mismo. En particular, cuando k>2, las separaciones generadas por el
algoritmo RCE no tienen porque ser disjuntas. Por tal motivo se pueden
volver a regenerar soluciones eficientes previamente halladas.

Proposicion 5.5.42 El nuamero de programas enteros resueltos por el
algoritmo RCE es (k +1)R +1.

Demostracion. Inmediata teniendo en cuenta que para obtener un punto
de separaciéon hay que resolver un programa entero (problema 5.6) y que por
cada uno de tales puntos se crean k nuevos subproblemas para los que hay

gue estudiar su factibilidad.
[

Debemos esperar un buen tiempo de ejecucién del algoritmo RCE
cuanto mayor (mas proxima a 1) sea la densidad de eficiencia del problema.
Efectivamente, consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5543 Sea |IP max{(~ 4x, +x,,5x - %)/ xOF}, F =
{xDZf/2x1+2x2 sll}. En funcion de la representacion grafica dada en la
Figura 5.7 es claro que E” = F-{(0, 0} O |[E"|=20 O Con cualquiera de
los algoritmos anteriormente analizados se necesitarian, al menos 21,
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iteraciones. Sin embargo, con el algoritmo RCE s6lo se necesitan 4.
Efectivamente:

Iteracion O.

L={7. Fo=F. (). &), )= (@4).00)04). R=D, 2 = (02).
% {xDF/z 2°}, R={v }

Fo ={xDF/zl(x)2]}¢D, Fe ={x0OF/z(x)=23 20.

v

Iteracion 1.

L= ek e () @) 6)) - @00000) 0 F e

eficiente completo. R={Y°, F'}.

Iteracion 2.

L={Feh Fr=re, (7)) (), () = (00).@0).(00) O F? es eficiente

completo. R={Y°, F*, F?}.

Iteracion 3.
L=0 O STOP.






Conclusiones e
Investigaciones Futuras

En esta memoria hemos investigado con rigor y profundidad un buen
numero de aspectos de la programacion vectorial particularizados para los
casos lineal y entero. Con caréacter general se ha pretendido realizar un
tratamiento unificado e integrador de los diversos temas tratados,
incorporandose numerosas ideas originales que han derivado en nuevos
resultados, algoritmos y enriquecedoras perspectivas de enfoque. En este
sentido, las principales aportaciones de este trabajo han sido las siguientes:

1. Se presentan nuevos teoremas de la alternativa para sistemas de
desigualdades lineales. Estas eficaces herramientas, aparte de hacer mas
manejable los conceptos de solucion eficiente y débilmente eficiente, han
permitido simplificar un buen ndmero de desarrollos tedricos y obtener
nuevos resultados de utilidad practica ([JrGn01a], [Jr02c]).

2. Continuando con teoria basica, se proponen también diferentes tests
para determinar cuando el conjunto de soluciones eficientes de un LVP es
vacio o no.

3. Se introducen las nociones de cotas y supremos eficientes de un VP como
una extension posible de su contrapartida escalar y se prueba, entre otras
propiedades, que los conjuntos de todos los supremos y de las soluciones no
dominadas de un CVP coinciden. Este hecho nos proporciona una relacion de
polaridad para el CVP que, para el caso lineal, da lugar a la definicién de
problema dual propuesta por Gale-Kuhn-Tucker ([JrGn01la], [Jr02c]).

4. Se sugiere el concepto de descriptor maximal como un mecanismo
adecuado para describir, de manera Uunica, las caras de un poliedro,
considerandose separadamente los casos especiales que surgen cuando la
cara es incidente en un vértice degenerado y no degenerado. Asimismo, y
puesto que es posible que una misma cara tenga varios descriptores
asociados, fue necesario desarrollar tests que permitieran determinar su
maximalidad ([Jr02b]).

325
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5. Se realiza un amplio estudio sobre el conjunto de soluciones 6ptimas de
un problema lineal escalar arbitrario que, aparte de aglutinar los escasos
resultados existentes, permitié obtener nuevas caracterizaciones vy
propiedades.

6. Se proporciona un extenso conjunto de tests de eficiencia para caras y
puntos arbitrarios de la region factible, considerando independientemente
los casos especiales de caras incidentes en un vértice conocido no degenerado
y degenerado, respectivamente. La utilidad inmediata de tales resultados ha
guedado sobradamente demostrada a lo largo de esta memoria ([JrGn01b],
[JrGn01c], [Jr01c)).

7. Proponemos algunos tests, facilmente implementables, para detectar a
priori la eficiencia completa de un LVP ([JrO1d], [JrO2a]). Dado que
cualquier cara de un poliedro es, en si misma, un poliedro, los tests de
eficiencia completa también encuentran aplicacion en la caracterizacion de
la eficiencia de caras arbitrarias.

8. La identificacion de objetivos redundantes ha sido objeto de un estudio
concienzudo. Puesto que se sabe que los objetivos que se pueden poner como
una combinacion conica del resto son redundantes, se propone un método
general (algoritmo MSS) para calcular el sistema generador minimal de un
cono poliédrico.

9. Se incluye una reelaboracién completa y pormenorizada de algunos de los
conceptos de dualidad vectorial mas importantes propuestos a lo largo del
tiempo, examinandose las relaciones existentes entre las distintas nociones
consideradas.

10. En el contexto de la optimizacion de una funcion lineal sobre la region
eficiente se formula un nuevo método (algoritmo MFP) que genera una
sucesion de caras eficientes distintas sobre las que se evalla el objetivo de
interés. Dichas caras se obtienen a partir de la resolucion, en cada iteracion,
de un programa bilineal simplificado que puede ser abordado a través del
uso de métodos especificos bien conocidos de la programacion no convexa.
Las caracteristicas mas atractivas de este algoritmo son que las caras
generadas no necesitan ser adyacentes y que en cada iteracion se mejora
estrictamente el valor de la funcién objetivo ([JrOl1a]).

11. Sugerimos una nueva clasificacién para los métodos generadores de
soluciones eficientes de un LVP en funcién de su disefio algoritmico. La
organizacion propuesta consta de cuatro categorias mutuamente
excluyentes: Ascendentes Globales (GBU), Ascendentes Locales (LBU),
Descendentes Globales (GTD) y Descendentes Locales (LTD). Después de
una extensa revision bibliografica se comprob6 que, a pesar de su utilidad, el
disefio LTD no habia sido previamente explotado.



CONCLUSIONES E INVESTIGACIONES FUTURAS 327

12. Para cada una de las cuatro clases anteriores se desarrollaron nuevos
algoritmos generadores de soluciones eficientes. Las especificaciones
particulares emplean algunos de los tests de eficiencia para caras obtenidos
previamente en esta tesis. Ademas del correspondiente analisis de
propiedades realizado, se ilustr6 el comportamiento de los métodos
propuestos mediante la resolucidn de una serie de ejemplos.

13. Con respecto al ILVP, se examinaron con detenimiento las principales
dificultades que presenta y se realiz6 una justificacion rigurosa de
propiedades no triviales del mismo que la bibliografia especializada habia
descuidado sistematicamente. Gran parte de los resultados pudieron ser
obtenidos relacionando el ILVP con sus relajaciones lineal o convexa.

14.  Se proporcionan una serie de estimaciones, en norma infinito, sobre la
proximidad del conjunto de soluciones eficientes de un ILVP y las
correspondientes a su relajacion lineal. Ademas, se pudo probar (mediante
contraejemplos adecuados) que las estimaciones dadas, bajo las hipdtesis
realizadas, son las mejores posibles ([JrO1b]).

15. Se proponen dos algoritmos nuevos, basados en la técnica divide y
vencerds, para generar el conjunto de soluciones eficientes del problema
entero. Uno de los procedimientos (método PS) es un algoritmo exacto para
el caso biobjetivo y aproximado por exceso para el caso general (k >2). Su
mejor caracteristica es que no regenera soluciones previamente calculadas.
El segundo procedimiento (método RCE) es un algoritmo exacto para
cualquier dimension, que analiza en cada iteracion la eficiencia completa de
la regién activa considerada. Este ultimo enfoque, hasta donde sabemos no
utilizado previamente en la literatura, permite describir la region eficiente
del ILVP de forma implicita.

Indudablemente, el trabajo presentado en esta memoria no puede
calificarse de cerrado. Por el contrario, tanto la programacion vectorial
lineal como la entera, han demostrado tener buenas condiciones para llevar
a cabo fructiferas investigaciones. En mas de una ocasion los analisis y
reflexiones realizados nos condujeron hacia nuevos y excitantes derroteros
qgue, por limitaciones logicas de espacio y tiempo, no pudieron ser tratados,
dejando inevitablemente muchos aspectos que mejorar y direcciones hacia
donde avanzar. A titulo de muestra, algunas de las lineas de desarrollo que
pensamos acometer en un futuro préoximo son las siguientes:

1. Programacién vectorial en el espacio objetivo

En los ultimos afios se ha empezado a estudiar seriamente la posibilidad de
aplicar al LVP la metodologia vectorial directamente sobre el espacio de
consecuencias (en lugar de sobre el espacio de decision), obteniéndose
resultados verdaderamente prometedores (ver, por ejemplo, [BnSn00a],



328 CONCLUSIONES E INVESTIGACIONES FUTURAS

[BNSn0Ob], [Bn98a], [Bn98b], [Bn98c], [Jh97], ...). Esta nueva perspectiva
aporta, al menos dos grandes ventajas: La primera es que la estructura del
conjunto criterio es mucho mas simple que la de la region factible, debido
principalmente a que el nUmero de funciones objetivo es sensiblemente mas
reducido (frecuentemente en varios 6rdenes de magnitud), que el nUmero de
variables de decision. Este fendmeno de contraccion, usualmente conocido
como colapsamiento ([Dr87], p. 580), también afecta en la misma medida a
las caras eficientes ([Bn95], p. 244), provocando que muchos puntos de la
region eficiente tengan una misma imagen en el conjunto criterio (ver, por
ejemplo, [Dr87] o [Bn95]), y evitando calculos redundantes sin interés para
el DM ([Bn98a]). En segundo lugar, el DM prefiere basar la eleccion de la
solucion mas preferida en términos de sus consecuencias, mas que en los
niveles de las variables de decision (ver [Bn98a], [BnSy97], [DrLiu90] o
[DrSI190]). Dado que este tipo de investigacion esta todavia en su mas tierna
infancia, consideramos que constituye una prometedora linea de desarrollo
de evidente utilidad préctica.

2. Métodos aproximados y heuristicas en programacion vectorial

En nuestra opinidn, la programacion vectorial debe redirigir su interés a la
obtencion de subconjuntos, de tamafo adecuado, de soluciones
verdaderamente representativas (quizas en un sentido estadistico) de la
region eficiente. De esta manera es posible aliviar algunas de las debilidades
que presenta la metodologia vectorial ([BnSy97]). Esta sugestiva y apenas
explotada via de trabajo puede beneficiarse, por ejemplo, de los recientes
avances ocurridos en optimizacién global ([HrTuy96]) y en el campo de las
heuristicas ([McFg00], [MrMr99], [Pr84]).

3. Estudio de problemas combinatorios concretos

La optimizacion combinatoria multiobjetivo constituye una potente
herramienta para modelizar muchas situaciones del mundo real ([UITg94]).
Sin embargo, a pesar de que problemas combinatorios tales como los de la
mochila, arbol generador minimo, asignacién, transporte, flujo en redes,
recubrimiento y viajante de comercio, por citar algunos de los mas conocidos,
han comenzado a recibir una creciente atencion en la literatura desde una
dptica vectorial (ver, por ejemplo, [SAGN01], [RRCS99], [RASG98], [Is79]), la
realidad es que, debido a su enorme complejidad ([Sr86], [En98]), requieren
aun mucha investigacion en diversas direcciones: tebrica, por ejemplo
estudiando si existen caracterizaciones de soluciones eficientes especificas
para algunos modelos, metodologica, adaptando algunos de los métodos
existentes para el caso escalar al caso vectorial o reajustando algunas
técnicas vectoriales generales a problemas concretos, incluso préctica,
disefiando heuristicas que generen subconjuntos representativos de la
region eficiente en el sentido sefialado en el apartado anterior.



CONCLUSIONES E INVESTIGACIONES FUTURAS 329

4. Implementacion de los algoritmos propuestos y estudio
computacional

En general, la no implementacion de un algoritmo conlleva el riesgo de que
la comunidad cientifica no pueda apreciar su interés. Por otra parte la
verdadera utilidad de cualquier algoritmo se manifiesta cuando se puede
utilizar para resolver problemas practicos del mundo real. Con la voluntad
de aprovechar al méaximo todo el potencial desarrollado en esta tesis,
tenemos la intencion de implementar en C++ ([St00]) la totalidad de los
algoritmos propuestos, empleando como resolutor escalar para los problemas
lineales y enteros el CPLEX ([Cplex93]). Ademas, pensamos disefiar una
amplia serie de experimentos computacionales que nos permita analizar
numeéricamente los rendimientos de las rutinas creadas y compararlas entre
si. Nuestro objetivo ultimo es crear una libreria de procedimientos de la
programacion vectorial, robusta y de calidad, que pueda ser integrada en un
entorno de trabajo amigable y potente, desde el cual los diferentes usuarios
del sistema logren invocar de manera sencilla las distintas funciones
implementadas.

5. Paralelismo y Programacion vectorial

Hoy en dia, los ordenadores mas rapidos del mundo son maquinas paralelas,
los cuales permiten, entre otras cosas, dar respuesta en tiempo real a
problemas que han sido considerados previamente como intratables, debido
a su magnitud, por la tecnologia secuencial. Ademas, la disponibilidad de
tales instrumentos de calculo de altas prestaciones, se estid haciendo cada
vez mas habitual gracias al esfuerzo realizado por los diversos centros de
supercomputacion existentes (CEPBA!, EPCC2?, ..) para hacer mas
accesibles sus recursos. Teniendo en cuenta que resolver grandes problemas
multiobjetivos requiere con frecuencia largas etapas de computo intensivo y
enormes cantidades de espacio de almacenamiento y que, en estos casos, se
pueden producir importantes ahorros de tiempo cuando se emplean técnicas
paralelas ([AkI97]), una via interesante de investigacion serd la
implementacion, utilizando OpenMP ([CDKMO01]), de los procedimientos
presentados en esta memoria y su posterior analisis experimental de
rendimientos sobre sistemas paralelos de memoria compartida ([Akl89]). El
enorme potencial que posee esta linea de desarrollo ya ha sido percibido por
la comunidad cientifica, existiendo en la actualidad algunos trabajos (ver,
por ejemplo, [WczZh97] y [StPr98]) muy sugerentes e instructivos sobre el
uso del paralelismo en el campo de la programacidén vectorial lineal.

Thttp://ww.cccc. es/ esp/
2http://ww. epcc. ed. ac. uk/
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