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Proélogo.

El objetivo de esta Memoria es estudiar diferentes aspectos en relaciéon con la
transformacién integral de Fourier generalizada y la operacién de convoluciéon
asociadas a una clase de hipergrupos conocidos como de Chébli—Trimeche.

La nocién de hipergrupo surge con los trabajos clasicos de Frobenius, alrede-
dor de 1900. Los estudios de F. Marty y H.S. Wall, en los anos 30, recogen los
origenes de los hipergrupos algebraicos abstractos, mientras que el desarrollo del
analisis armoénico sobre hipergrupos comienza con las investigaciones de J. Del-
sarte ([42]) y B.M. Levitan entre 1938 y finales de la década de los 40. Afos més
tarde, en los 70, con objeto de desarrollar el andlisis armoénico estdndar, C.F.
Dunkl ([43]), R.J. Jewet ([74]) vy R. Spector ([99]), independientemente, pre-
cisan la definicién de hipergrupo. Como cabe esperar, los conjuntos de axiomas
presentados por cada uno de ellos no coinciden en su totalidad. La monografia
de W. Bloom y H. Heyer [32], junto a un elevado ntimero de trabajos (véase, por
ejemplo, [52], [81], [92], [96] y [106]), ha puesto de manifiesto las aplicaciones de
los hipergrupos en muy diferentes e importantes tépicos de la matematica.

Recordamos a continuacién la definicién hoy admitida de hipergrupo ([74]).

Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto y no vacio. Denotamos
por M®(X) el espacio de las medidas de Borel complejas y acotadas sobre X.
Un hipergrupo es un par (X, ) donde * es una aplicacién, usualmente llamada
convolucién, bilineal y separadamente continua de M®(X) x M®(X) en M*(X) y
que preserva el espacio de las medidas de probabilidad M*(X), esto es, M*(X)x
MY(X) Cc MY(X). Se verifican ademds las siguientes propiedades

Hi.- 6y % (6, % 6,) = (64 x6y) * b, x,y,2 € X, donde 8, denota la funcional
de Dirac soportada en el punto z, para cada x € X.

H, .- Existe e € X tal que 6. * 0, = 6, * 6o = 0., x € X.

Hj.- Existe una involucién continua x — = de X tal que e € sop(8, * ) si,
y s6lo si, z = y~, y la extensién canénica de esta involucién a M®(X) satisface
(0z ¥ 6y)" = 0y % 6y—, x,y € X.

H,.- La aplicacién (z,y) — 6, * 6, es débilmente continua de X x X en
M(X).

Hs .- El soporte de 6, * 8, es compacto y la aplicacién (z,y) — sop(d, *6,) de
X x X en el conjunto de los subconjuntos compactos de X es continua, donde
este espacio es dotado de la topologia de Michael ([108, pag. 45]).

Se dice que (X, *) es conmutativo cuando 8 * 6, = 6, * 65, x,y € X. Si
x~ = x, para cada z € X, se dice que el hipergrupo (X, *) es hermitico y, en
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8 Prélogo

ese caso, es siempre conmutativo.
Necesitamos también algunas otras definiciones. Una medida m sobre X se
llama de Haar para (X, %) si, para cada x € X, mx8, = §,*m = m. Una funcién

¢ continua y acotada en X es un cardcter de (X, ) cuando ¢(z7) = ¢(z), z € X,
v [ 66, 8,) = 6(2)9(y), .y € X.

La transformada de Fourier F asociada al hipergrupo (X, *) se define para
una medida p € M®(X) por

F(u) (o) = /XM du(z), ¢ cardcter de (X, *).

Notese que no se exige, en general, ninguna estructura algebraica en el espacio
topolégico X.

El algebra de las medidas sobre un grupo X con identidad es un ejemplo
de hipergrupo. La convolucién * se define por 6, x 6, = 65y, =,y € X, y la
involucién = = 27!, x € X, donde 2~ representa el inverso de = en el grupo
X.

Otro ejemplo interesante de hipergrupo aparece en la teoria de probabili-
dad y se debe a J.F.C. Kingman ([75]). Consideramos dos variables aleatorias
independientes X e Y sobre R?, con médulos X e Y, y con direcciones uni-
formemente distribuidas. La suma Z = X + Y es una variable aleatoria con
direccién uniformemente distribuida, su médulo Z sin embargo es un nimero
aleatorio en el intervalo [|X — Y|, X +Y]. Silos mddulos de X e Y tienen dis-
tribuciones de probabilidad u,v € M; (R ), respectivamente, entonces Z tiene
una distribucién de probabilidad dependiendo de p y v que denotamos por pov.
La operacién o se extiende a M°(R ). De este modo (M®(R.;),0) es un hiper-
grupo. Los caracteres son las funciones ¢, (z) = Jo(zy), y,& > 0. Aqui Ju,
como es usual, representa la funcién de Bessel de primera especie y de orden a.
Se tiene la siguiente férmula producto

/OOO dy(x) d(pov) = /000 by(z) du/oOo 6,(z) dv, 1€ 0,00).

Esto hace que el sustituto correcto de la funcién caracteristica de la variable
aleatoria X sea ®x(y) = fooo ¢ydu. Nétese que esta funcién ®x no es mas que
la transformada de Hankel de orden O de la medida p. Se tiene también la
siguiente propiedad fundamental

Oz = &x Dy,

cuando X e Y son variables aleatorias independientes sobre [0, 00).

J.F.C. Kingman realmente describe, sin usar nunca la palabra hipergrupo,
un continuo de hipergrupos hermiticos ([0, 00), 0, ). El elemento identidad es 0
y los caracteres, para cada o > —1/2, vienen dados por las funciones

¢y (@) = 2 T(a+1) (y) ™ Jalyz), € [0,00),

cuando y € [0, 00).
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No existe en el espacio topoldgico base [0, 00) ninguna estructura algebraica
util. Sin embargo J.F.C. Kingman pudo definir caminos aleatorios y movimiento
Browniano, y obtener una ley de los grandes niimeros, un teorema del limite
central, un teorema de recurrencia, asi como caracterizaciones para las distribu-
ciones infinitamente divisibles y estables.

El trabajo de J.F.C. Kingman sirvié de punto de partida e inspiracién a
numerosos estudios posteriores (véase, por ejemplo, [10], [52], [98], [104], [117]
y [118)).

La transformada de Fourier asociada al hipergrupo de Kingman de orden
« coincide con la conocida transformacién integral de Hankel h,, que se define
sobre el espacio L1 ((0,00), z2**1dx) por

ha(H)y) = / T (ay) ™ Jalay) f(z) 22 da,
€ (0,00), f € L1((0,00), z** " dz).

La convolucién o, fue investigada por I.I. Hirschman ([71]), D.T. Haimo
([67]) y F.M. Cholewinski ([39]) en los espacios L, ((0, o0), z**T1dz), 1 < p < oo,
y por A.L. Schwartz ([95]) sobre medidas acotadas en [0, 00).

En particular la convolucién f o, g de f,g € Li((0,00), 2%t 1dz) toma la
forma

2a+1

(foag)(x / fly ang()QaF(oH—l)d x € [0, 00),

donde el operador de traslacién o7, x € [0,00), se define mediante

2a+1
(ang)( fo a z 'Y, R ) g(z) m dz, z,y € (0, oo) .
g(y)v r=0, ye€ (0,00)

Aqui Dy (x,y, 2), z,y,2 € (0,00), es el nicleo de Delsarte y viene dado por

Da(l’, Y, Z) = (QO‘F(Q + 1))2 /OOO(xt)_aJa(mt)(yt)_ae]a(yt)(Zt)_aJLY(Zt)t2a+1dt7

x,y,2 € (0,00).

La transformacion integral de Hankel fue estudiada en espacios de distribu-
ciones de crecimiento lento y rdpido por A.H. Zemanian ([113], [114] y [115]),
G. Altenburg ([1]) y J.M. Méndez ([85] y [86]), entre otros. La convolucién o,
de Hankel distribucional ha sido definida por J.J. Betancor e I. Marrero ([25] y
[83]) ¥ J.J. Betancor y L. Rodriguez—Mesa ([27] y [28]).

El hipergrupo de Kingman es un caso particular de una clase de hipergrupos
sobre X = [0, 00) conocidos como hipergrupos de Chébli-Triméche en honor de
H. Chébli y K. Trimeche, quienes han estudiado sus principales propiedades.
Como muestra [53, Corollary 3.8] muchos de los hipergrupos definidos sobre
[0,00) estdn asociados a operadores diferenciales de segundo orden y son del
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tipo Chébli—-Trimeche. Una clasificacién completa de los hipergrupos unidimen-
sionales, y en particular de los hipergrupos sobre [0, c0), puede encontrarse en
[94] (véase también [41] y [116]).

La estructura de convolucién de un hipergrupo de Chébli-Trimeche esta
asociada a un operador diferencial de segundo orden que toma la forma

2 A d

A:A = ——_— — —_—
A dz?  A(z) dz’

donde la funcién A satisface las siguientes propiedades:

(i) A(z) = 2?**1B(x), x € [0,00), donde a > —1/2 y B € C*°(R) es par
tal que B(0) = 1.

(ii) A es creciente y no acotada en (0, 00).

(iii) ’% es una funcién decreciente y C* sobre (0, 00).

Noétese que esto implica que existe limg_, 4 oo %. En lo que sigue deno-
taremos por p el ntimero definido por

1 A
P=3 I T

(iv) Existen 7, M > 0 y una funcién C € C°°(0, 00) tal que C'¥) es acotada
sobre (0, 00), para cada k € N, siendo, cuando = € (M, c0),

Allx) [ 2p+e""C(x), sip>0 (1)
Alz) | 2 e C(z), sip=0

, /
(v) Existe § > 0 tal que (%T(;))) = e % D(z), x € [0,00), donde D es una

funcién continua y acotada sobre [0, c0).

Una funcién A verificando las propiedades anteriores se conoce como funcién
de Chébli.

Denotamos por ([0,00),#a) el hipergrupo de Chébli-Trimeche asociado al
operador A (o lo que es lo mismo, a la funcién A). Este hipergrupo es con-
mutativo con elemento neutro 0 y con la identidad como involucién. La me-
dida de Haar para el hipergrupo en cuestiéon es dm = A(z)dr. La medida
de probabilidad 6,§a6, es absolutamente continua respecto de m y tiene su
soporte contenido en el intervalo [|x — y|,x + y], esto es, existe una funcién
Da(z,y,2) >0, 2> 0, para la cual d(6,46,)(2) = Da(z,y, 2)A(z)dz, para cada
x,y € (0,00). El operador de traslacién a7, = € [0,00), estd definido en este
marco por

AT (f)(y) = /000 f(z2)Da(z,y,2)A(2)dz, p.ct. y € (0,00),y cada z € (0,00),

y

ato(f) =1,
donde f es, por ejemplo, una funcién en L1 ((0,00), A(z)dx). De la desigual-
dad de Jensen se deduce sin dificultad que el operador de traslacién AT, es
contractivo en Ly, ((0,00), A(z)dx), 1 < p < oo, para cada z € [0, 00).
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Los caracteres sobre ([0, 00), ) son las funciones @y soluciones del problema

{ Apa(z) = (X + pPea(z), >0 (2)
pA(0) =1, ¥4(0)=0

para cada A € C. Para cada A € C, la funcién ¢y estd en C°(R) y es par.
Ademds para cada x € R, la funcién A — @, (z) es entera. Las principales
propiedades de ¢y(z), * € Ry A € C, y sus derivadas estdn recogidas en
[33, Lemma 3.4 y Lemma 3.6] (véase también [105]). Se tiene la importante
propiedad de multiplicaciéon

ATz () (1Y) = ea(x) ealy), =,y €[0,00), A e C.

La convolucién fa se define sobre L1 ((0, 00), A(x)dz) como sigue

(ftag)(x) = / " 1) ame(@)w) AWw) dy,  z € [0,00),

para cada f,g € L1((0,00), A(z)dz). Para esta convolucién es véalida una de-
sigualdad de Young.

El estudio de la convolucién fa sobre medidas acotadas en [0, c0) fue reali-
zado por M.N. Lazhari y K. Trimeche ([78]).

Asociada al hipergrupo ([0, 00), ), la transformacién de Fourier generali-
zada Fa viene dada por

FaOIN = [ @) 1@) Alw) do, A€ C, | < p,
0
donde f € Li((0,00), A(x)dx). Esta transformacién la llamamos de Chébli-

Trimeche.
La inversa }"&1 de Fa viene dada por

o)) = [ oae) ) . € (0.0,

donde ¢(A) es una funcién continua y sin ceros sobre [0, 00). Esta funcién puede
ser vista como una funcién tipo Harish—Chandra en nuestro contexto.

Para la transformacion de Chébli-Trimeche vale la siguiente igualdad de
Plancherel ([32, Theorem 2.2.22])

oo ) B oo ) d\
| 1@ a@ @ = [T iE00F S

para cada f € L2((0,00), A(x)dz). Ya que |pa(z)| <1, A,z € (0,00), Fa aplica
continuamente L ((0, 00), A(z)dx) en Lo ((0, 00), ﬁ) Entonces, del teorema
de interpolacién de Riesz—Thorin se deduce que Fa puede extenderse continua-
mente a L, ((0,00), A(z)dz) como un operador acotado de L,((0, 00), A(x)dx) en
Ly ((0,00), ﬁ), para cada 1 < p < 2, siendo p’, como es usual, el exponente

conjugado de p.
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Como se comentd anteriormente, el hipergrupo de Kingman es un caso par-
ticular de hipergrupo de Chébli-Trimeche. Concretamente, este hipergrupo
surge cuando A(x) = 22! z € (0,00) y a > —1/2. En este caso el operador
A se reduce al operador de Bessel A, = 72" Dz2**+1 D y la transformacién
Fa es la transformacién de Hankel h,,.

Otro caso especial e importante de hipergrupo de Chébli-Trimeche es el
hipergrupo de Jacobi, que aparece cuando A(z) = (sinh )2+ (cosh z)?%+! 2 €
[0,00), donde « > 8 > —1/2 y a # —1/2. El operador y la transformacién de
Jacobi, los cuales fueron ampliamente estudiados por M. Flensted—Jensen y
T. Koornwinder ([49], [50] y [51]), se presentan en numerosos contextos. Por
ejemplo, la transformacién de Jacobi puede interpretarse, en ciertos casos, como
la transformada esférica sobre espacios simétricos no compactos de rango uno
(pueden consultarse, entre otros, los trabajos de L. Ehrenpreis y F.I. Mautner
[45], K. Trimeche [107] y la monografia cldsica de S. Helgason [68]). También,
J.P. Anker, E. Damek y C. Yacoub ([3]) y F. Astengo ([5]) hacen uso de las
funciones de Jacobi para estudiar andlisis esférico sobre grupos de tipo NA.

H. Chébli ([38]) y K. Trimeche ([105]) establecieron teoremas de tipo Paley—
Wiener para la transformacion Fa de Chébli-Trimeche.

Para cada a € (0,00), por D, , representamos el espacio de las funciones
¢ € C>*(R), pares y tales que ¢(z) = 0, |z| > a. Consideramos sobre D, ,
la topologia asociada a la familia {p,, }men de seminormas, donde, para cada
m € N,

™m

A )

€ Dig.
dx™ ¢ ’

Pm(¢) = sup
zER

El espacio unién D, = U,>0Ds.q se dota de la topologia inductiva.
Sia € (0,00), el espacio H, , estd constituido por las funciones ® enteras,
pares y tales que

pm’a(q)) _ sup(l + |)\|2>7n e—a|IIn)\| |(I)()\)| < 00,
reC

para cada m € N. Sobre H, , consideramos la topologia generada por la fa-
milia {py ¢ }men de seminormas. Por H, denotamos el espacio limite inductivo
Ua>OH*,a-

En [105, Théoreme 7.2, (i)] se establecié que la transformacién Fa es un
isomorfismo de D, , en H, 4, para cada a > 0, y, por tanto, de D, en H,.

La transformacién de Chébli-Trimeéche Fa se define sobre el dual D), de D,
por trasposicién, esto es, para cada T' € D}, la transformada F\T de T es el
elemento de H. dado por

< FN\T,Fap >=<T,¢p >, ¢eD,.

De este modo, Fj extiende la transformacién cldsica Fa. En efecto, si
Y € D, entonces ¢ define un elemento Ty, de D), mediante

< Ty >= /O V(@) 6(z) A(z) dz, 6 € D..
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Ademés, cada ¥ € H, genera un elemento Ty de H., el espacio dual de H,,
por

o0 d\
<T,<I>>=/ T D) —2 b e H..
v , TN e

Supongamos ahora que 1 € D,. Intercambiando el orden de integracién se
sigue que
ST Fad> = <Tuo>= [ 0@ o) Ale) de
0

e e dX
| @ [ A0 o) o Al) de

= [ RO [ @ e Aw) o

= < T}-A(w),}—Aqﬁ >, ¢€D,.

Por E, denotamos el espacio de las funciones pares en C*°(R). Sobre E, se
considera la topologia engendrada por el sistema {pm, 5 }m nen de seminormas,
donde, para cada m,n € N,

4 4

E,.
T » fe

pm,n(f) = Sup
lz|<m
De este modo FE, es un espacio de Fréchet y es el espacio de multiplicadores
puntuales en D,.
Recurriendo a [33, Lemma 4.18] puede verse que la topologia de E, coincide
con la generada por la familia {%%,n}nmeN de seminormas, siendo

Gmn(f) = sup |[A"f(z)|, f€E, mneN.

|z|<m

Es claro que D, es un subespacio denso de F,. Por tanto, el dual £, de E,
puede ser identificado con un subespacio de D.. La transformada de Chébli—
Trimeche FAT de T € E! coincide con la funcional generada en H por la
funcién Fr entera par definida por

FT()\) =< T?SD)\ >, )\ecv
esto es, si T € E’, se tiene que

d\

o ¢ € P

<FATFso>= [ Fr() (Fao))
La traslacién a7, define, para cada x € [0, 00), una aplicacién lineal y con-
tinua de D, en s{ mismo ([105, Théoreme 8.1, (1)]) y de E. en s{ mismo ([105,
Proposition 8.3]).
Definimos, para cada T € D, (respectivamente, T' € E.) y ¢ € D, (respec-
tivamente, ¢ € E,), la convolucién Tia¢ de T y ¢ como sigue

(T4ad)(x) =< T\a T >, x € [0,00).
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El dual E. de E. es el espacio de operadores de convolucién de D, esto es,
siT e E.y ¢ e D, entonces Thrd € D,. Ademds, si T € D, y Tir¢ € D,
para cada ¢ € D, necesariamente T € F..

La convolucién TS de T € D, y S € E., se define como el elemento de D,
dado por

<THAS, ¢ >=<T,58a00 >, ¢ € D..

Ademéds, es vélida la siguiente formula de intercambio distribucional
Fa(T4aS) = FA(T) Fa(S),

paracada T € D,y S € E..

Fl estudio distribucional de la transformacién integral y la convolucién aso-
ciadas al hipergrupo ([0,00),8a) de Chébli-Trimeche fue continuado por W.
Bloom y Z. Xu ([33]). Teniendo como motivacién, entre otras, el estudio reali-
zado por J.P. Anker ([2]) para el caso de espacios simétricos riemannianos (puede
verse también el trabajo de B. di Blasio [31]), W. Bloom y Z. Xu prueban que
la transformacién Fa de Chébli-Trimeche es un isomorfismo entre espacios de
tipo Schwartz generalizados.

Comentamos a continuacién algunos aspectos de la investigacion de W.
Bloom y Z. Xu que serdn de mucho interés en relacién con nuestro trabajo.

Sea 0 < p < 2. Denotamos por S,((0,00),4a) €l espacio constituido por
aquellas funciones ¢ € C°°(0,00), para las cuales existen » € C*°(R) pares
tales que ¢ = v, y verifican que

k
M0 = sw (+a) 77" (0) [ o) < kTN (o)

2€(0,00)

Se considera sobre S,((0,00),fa) la topologia generada por la familia de
seminormas {u} ;}r,ien. Es claro que i, depende de A (via o) pero para
simplificar la notacién preferimos escribir sélo /ﬂ,; I

En el caso de Hankel, esto es, cuando A(z) = 22! 2 € [0,00), a > —1/2,
entonces @o(r) = 1y S,((0,00),8a) coincide, para cada 0 < p < 2, con el
espacio Seyen de las funciones pares en la clase S de Schwartz. Por otra parte, si
consideramos A(z) = (sinh )2+ (cosh )2+, x € [0,00), a > 3> —1/2, a #
—1/2, que recordamos corresponde al hipergrupo de Jacobi, entonces

1 1
o) = 2F1(a+§+ ,a+§+ ;a+1,—sinh2m), r € R,

donde 5 F; representa a la funcion hipergeométrica de Gauss. En este caso el
espacio S,((0,00),8a) es, para ciertos valores de a y 3, el espacio de Schwartz
esférico sobre un espacio simétrico no compacto de rango 1.
En lo que sigue, para simplificar, escribiremos S, en lugar de S,((0, 00), fa).
La imagen por medio de la transformacién de Chébli-Trimeche del espacio S,
es el espacio H,, definido como sigue. Denotamos por 2, = {z € C: |[Imz| <

(% — 1) p}. Decimos que una funcién ® € H, cuando verifica las siguientes

propiedades
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(i) ® es holomorfa en {z € C : |Imz| < (% - 1) p} y, para cada k €

k . .
N, -L.®(x) se extiende continuamente a €,,.
) dx P

(ii) Para cada k,m € N,

d—tb(z) < 00.

i (®) = sup (14 2™ |

k
2EQ, ‘

El espacio H,, se dota de la topologia asociada a la familia {Tlf’m}k,meN de
seminormas.

La transformacién Fa de Chébli-Trimeche es un isomorfismo de S, en H,
([33, Theorem 4.27]). En [33, Section 5] se comienza el estudio de la convolucién
fa sobre el espacio \S), y su dual S;D. Uno de los objetivos en esta Memoria es
completar, en varias direcciones, las investigaciones de W. Bloom y Z. Xu.

Recordamos que el ntcleo de la transformacién integral de Chébli-Trimeche
es la funcién ¢y (x), = € [0,00) y A € C, cardcter del hipergrupo ([0, c0), fa).
Presentamos ahora algunas propiedades de ) a las que recurriremos con fre-
cuencia a lo largo de nuestro trabajo.

Para la funcién ¢, se tiene una férmula de tipo Mehler, ésta es ([105,
Théoréme 4.1]),

oa(t) = /0 K(t,y) cos(\y) dy, AeC, t € (0,00), 3)

donde K(t,-) es continua y par en (—t,t) y con soporte en [—t,t|, para cada
t € (0,00).

K. Trimeche ([103]) y A. Fitouhi ([48]) investigaron la convergencia de series
de Taylor asociadas al operador A. En estos estudios resulta fundamental que
la funcién ¢, admite el desarrollo siguiente

oo

90/\(1') = Z(_l)n bn(x) ()‘2 + pQ)n’ A€E C> HAAS (O’OO)’ (4)

n=0
donde, para cada n € N, b,, es una funcién par en C*°(R) definida por
u2n

(2n)!

bola) = [ KGew) duajplion) o s >0, (5)
0
donde
) 20 T(p+1) 27 Ju(2), siz#0
() =11 siz=0

y J,. es, como se precisé con anterioridad, la funcién de Bessel de primera especie
y de orden p. Suponemos que b_,, =0, cuando n € N\ {0}.

Las principales propiedades de las funciones b,,, n € N, fueron mostradas
en [48, Section 2.2]. En particular se tiene que

bo = 1, bn(o) =0, Abn = _b’n,—ly neN \ {O} (6)
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Ademés, en virtud de [48, Corollary 2.1], para cada n € N,

x?n
0 < bp(z) < G T € R, (7)
y
, :L,anl
0 S bn(l') S (2’”——1)!’ rz € R. (8)

Las funciones b,,, n € N, juegan en las series de Taylor generalizadas de K.
Trimeche ([103]) el papel de las funciones ™, n € N, en las series de Taylor
usuales.

La funcién K que aparece en la representaciéon de Mehler (3) se toma como
nucleo de una transformacién generalizada de Weyl, conocida como transfor-
macién de Abel y definida del modo siguiente

Aj@ = [ ") K@) Aly) dy, € (0,00),

Esta transformacién A es un isomorfismo de D, en si mismo ([33, Lemma
4.10, (i)]). Ademés, para cada a € (0,00), Af € D, , si, y s6lo si, f € Dy .

La transformacién de Abel nos permite obtener una 1til factorizacién de la
transformaciéon Fa de Chébli-Trimeche. Esta es

Faf=Fo(Af),

donde Fy representa la transformacién de Fourier euclidea sobre R dada por

—+oo
Folf)@) = = / e {4 dy. 1R

— 00

Hemos dividido esta Memoria en cinco capitulos. Pasamos a continuacién a
comentar el contenido de cada uno de ellos.

En [105, Théoreme 7.2, (i)] se demostrdé que la transformacién de Chébli-
Trimeche es un isomorfismo de D, , en H, 4, y, por tanto, de D, en H,. Este
resultado puede decirse que es de tipo Paley—Wiener, puesto que caracteriza
la imagen de una clase de funciones D, de soporte compacto. En el proce-
dimiento empleado en la prueba del mismo se recurre a argumentos comple-
jos (véase también [38]). En el Capitulo I probamos nuevos teoremas de tipo
Paley—Wiener para la transformacién Fa. Los resultados establecidos en la
Seccién 2, que estdn motivados por las ideas desarrolladas por H.H. Bang ([6])
y, mas recientemente, por Vu Kim Tuan ([110] y [111]), se prueban haciendo
uso unicamente de técnicas reales. En la Seccion 3 de este capitulo se presentan
teoremas tipo Paley—Wiener para la transformacién Fa en espacios de Lebesgue
con pesos. Los antecedentes de nuestros estudios se encuentran en los trabajos
de T.G. Genchev ([58] y [59]), T.G. Genchev y H.P. Heinig ([60]), relativos a
la transformacién de Fourier euclidea, y de J.J. Betancor, M. Linares y J.M.
Méndez ([21]) sobre la transformacién de Hankel. Los resultados fundamentales
de este capitulo estan recogidos en nuestro trabajo [18].
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En el Capitulo II estudiamos la hiperciclicidad y el caos de ciertos operadores
de convolucién fa.

Recordamos a continuacién las definiciones fundamentales en relaciéon con
estos conceptos.

Supongamos que X es un espacio vectorial topolégico y que T': X — X es
una aplicacion lineal y continua. Se dice que x € X es un vector hiperciclico para
T cuando la érbita de x respecto de T, esto es, Orb(T,z) = {T"x : n € N}, es
densa en X. Por tanto, si T  tiene un vector hiperciclico, entonces X es separable.
El operador T se llama hiperciclico si existe un vector € X hiperciclico para
T. En algunos textos se refieren a la hiperciclicidad como universalidad, y cabe
extender el concepto a aplicaciones lineales y continuas T': X — Y, donde X, Y
son espacios vectoriales topoldgicos, en general, diferentes.

G. Herzog ([69]) demostré una propiedad de universalidad en relacién con las
soluciones de la ecuacion del calor. Introdujo un espacio de Banach X separable
y probé que el conjunto de funciones ¢ tales que {ug(n,-)}nen es denso en el
espacio C'(R) de las funciones continuas de R en s mismo, es residual en X, esto
es, el complemento en X del conjunto citado es de primera categoria en X. Aqui
ug representa la solucién de la ecuacién del calor con valor inicial ¢. En [19]
J.J. Betancor y A. Bonilla, interpretando el resultado anterior como la iteraciéon
de un operador de convolucién, establecen la propiedad correspondiente para
otras operaciones de convolucién, entre las que se encuentran las asociadas a
los hipergrupos de Kingman, esto es, a las transformaciones h,, de Hankel. En
la Seccién 2 de este Capitulo II establecemos la propiedad de universalidad
presentada por G. Herzog ([69]), en el contexto de los hipergrupos de Chébli—
Trimeche.

Dado un espacio vectorial topolégico X se dice que un operador continuo
T : X — X es caotico si verifica las dos propiedades que siguen:

(i) T es topoldgicamente transitivo, o sea, para cada par de abiertos U y V
en X existe n € N tal que T"(U) NV # 0.

(ii) El conjunto de vectores periddicos de T' es denso en X. Decimos que
x € X es periddico para T cuando T"x = z, para algin n € N.

Senialamos que cada operador hiperciclico es topoldgicamente transitivo. G.
Godefroy y J.H. Shapiro ([61]) caracterizan los operadores de convolucién sobre
H(C™), el espacio de las funciones enteras en C", n € N \ {0}, hiperciclicos
y cadticos en H(C™). Su trabajo tenfa antecedentes en los ya cldsicos de G.D.
Birkhoff ([30]) sobre operadores de traslacién usuales, y de G.R. MacLane ([82])
sobre el operador derivada. Recientemente, J. Bonet ([34]) extendi6 los resulta-
dos de G. Godefroy y J.H. Shapiro a cierta clase de funciones ultradiferenciables
tipo Beurling, y M. Belhadj y J.J. Betancor ([9]) han estudiado la hipercicli-
cidad y el caos para operadores de convolucién de Hankel sobre el espacio de
las funciones enteras pares. En la Seccién 3 analizamos, motivados por las
investigaciones citadas, la hiperciclicidad y el caos para los operadores de con-
volucién en el contexto de los hipergrupos de Chébli-Trimeche, definidos por
elementos de E. sobre D, y E,. Establecemos que cada elemento de E’, que no
sea un multiplo escalar de la identidad, define un operador de convolucién fa
hiperciclico y cadtico sobre D, y E,.
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El Capitulo III lo hemos dividido en dos partes. Abordamos en él el estudio
distribucional de la transformacién Fa y la convolucién §o de Chébli-Trimeche.

El andlisis realizado en la primera parte estd motivado por los estudios de
B.J. Gonzélez y E.R. Negrin ([62] y [63]) y J.J. Betancor y B.J. Gonzéilez (]20]),
quienes tratan la transformacién de Fourier euclidea y la transformacién de
Hankel, respectivamente.

Consideramos, para cada m € Z, m < 0, el espacio A,, constituido por las
funciones ¢ € C'*°(0,00) que verifican las siguientes propiedades:

(i) Existe ¢ € C*°(R), par, tal que ¢(z) = ¢(x), = € (0,00).

(ii) Para cada k € N,

ai'(¢) = Sup )(1 +a)™

El espacio A,, se dota de la topologia asociada a la familia {a}"}ren de
seminormas. De este modo A4,, es un espacio de Fréchet. Denotamos por A,,
a la clausura de D, en A,,. El espacio A,, coincide con el subespacio de las
funciones pares en el espacio S, considerado por J. Horvath ([73]).

Probamos que la traslacién A7, z € [0,00), define una aplicacién continua
de A,, en sf mismo, y que si T € Al 'y ¢ € A, la convolucién Tiagp de T 'y ¢
definida por

(THad)(x) =< T,a T2 >, x € [0,00),

es también un elemento de A,,.
SiT,S e Al la convolucién T§aS de T y S se define mediante

<TYaS, ¢ >=<T,50r¢ >, ¢ € Anm.

De este modo, THaS € A.,,.

El espacio A,, contiene a S,, 0 < p < 2, por tanto el dual 51'7 de S, contiene
a Al,. La transformada de Chébli-Trimeche de una distribucién T € A, como
elemento de S, 0 < p < 2, o de Dy, coincide con la distribucién generada por la
funcién F(A) =< T, ¢\ >, X € [0,00), sobre A/ . Establecemos las principales
propiedades de la transformada de Chébli-Trimeche sobre A, entre las que
destacamos el teorema de unicidad, donde la densidad de D, en A,, es funda-
mental. Presentamos también una aplicacién de la transformada distribucional
considerada. En nuestro trabajo [15] recogemos el estudio realizado en esta
primera parte.

En la segunda parte de este capitulo completamos las investigaciones de W.
Bloom y Z. Xu ([33]). Si0<p <2, T €S,y ¢€ S, comoat.¢ €Sy, v €
[0,00) ([33, Lemma 5.2]), se define la convolucién T ¢ por

(TﬂA(,b)(x) =<TAT:00> «x€ [0, OO)

En general T§a ¢ no pertenece a S, para cada 1" € Sz/> y ¢ € 5,. En efecto,
consideramos la funcional T definida como sigue

<T,p>= /O " oo(@) 6(z) Ax) dz, d€ S,
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Observamos que, para cada ¢ € S, de [33, (3.5)] se deduce

|< T7¢ >| < Am|¢(x)| (1+,’1,‘)ﬁ+1 P dr

IN

| et e 5 o) da

Por tanto, si0 <p <2, T € Sz/)' Ademsds, si0 <p <2y ¢ €5, es tal que
155 wo(2)p(x) A(z)dz # 0, tenemos que

(Tiad)(x) = / " voly) (am0)(y) Aly) dy
- o2 / " o(y) Da(ey,2) Aly) dy A2) dz
0 0
= gpo(m)/ vo(2) ¢(z) A(z) dz #0, x € ]0,00).
0

Probamos asi que, en las condiciones precisadas, Ta¢ & S).

Nuestro objetivo es describir el subespacio de 51/1 constituido por aquellas
T € SZ’) tales que THa¢ € Sp, para cada ¢ € S,. En el estudio realizado
desempenan un papel béasico las soluciones fundamentales de los operadores del
tipo (1 + A)™, donde m € N.

En el Capitulo IV estudiamos la transformacion de Chébli-Trimeche y la
convolucién fa en la variante de los espacios W de B.L. Gurevitch ([66]) consi-
derados por S.J.L. van Eijndhoven y M.J. Kerkhof ([47]). Recurrimos al procedi-
miento desarrollado por J.P. Anker en [2] para probar que la transformacién Fa
es un isomorfismo de Wy , en WM 1 @, para cada a > 0, donde M pertenece a
una clase adecuada de funciones y M * representa la dual de Young de M. Los
resultados fundamentales de este capitulo estdn presentados en nuestro trabajo
[16].

El Capitulo V se dedica al andlisis de la hipoelipticidad de las ecuaciones
de convolucién fa sobre D,. Si S € E! decimos que S es A-hipoeliptica en D,
cuando se verifica la propiedad siguiente: T € FE, siempre que THAS € E. y
TeD.,.

En particular consideramos el hipergrupo de Jacobi. En este caso caracte-
rizamos la hipoelipticidad de una distribucién S € E. mediante el crecimiento
y la distribucién de los ceros de su transformada de Jacobi, y por la existencia
de una parametrix para S, esto es, que para ciertas R € F, y ¢ € D, se tenga
que 6 = RiAS + ¢, donde A representa el operador de Jacobi y 6 la funcional
de Dirac. Este resultado tiene sus antecedentes en los trabajos clasicos de L.
Ehrenpreis ([44]) y L. Hérmander ([72]).

La caracterizacion completa de la hipoelipticidad de las ecuaciones de con-
volucién que se alcanza en el caso de Jacobi, la podemos obtener también para
el hipergrupo de Kingman (caso de Hankel, puede verse [8] para un resultado
parcial), pero no la hemos podido conseguir en el caso general. La clave estd en
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que no hemos podido establecer la positividad de la funcién
b(>‘17 A2, )‘5) = / (28 (t) PA2 (t) PAs (t) A(t) dt, A1,A2,A3 € R,
0

que seria el ntcleo de la traslacién asociada a la convolucién para la transfor-
macién inversa Fx ' de la de Chébli-Trimeche.

Es una cuestion abierta el estudio de la convolucién para esta transformacién
Fa ! definida, como sabemos, por

Fi(@)(a) = / T oa(@) 2() % z € [0,00),

y donde @, por ejemplo, estd en L;((0, c0), ﬁ) En este caso no nos encon-
traremos con un hipergrupo en el sentido descrito al principio de este Prélogo
ya que, en general, la funcién b cuando p > 0 es holomorfa en una banda y, por
tanto, ya que no es nula idénticamente, no tiene soporte compacto.

Este problema se denomina, en muchas ocasiones, dual del problema original
y ha sido, en relaciéon con otras clases de hipergrupos, motivo de estudio por
parte de numerosos autores (véanse, por ejemplo [4], [13], [14], [51], [54], [55],
[70] y [100]). A excepcién del trabajo de M. Flensted—Jensen y T. Koorwinder
[51], en el que se refieren a la estructura dual del hipergrupo de Jacobi, no se ha
realizado ningun otro estudio sobre hipergrupos duales de Chébli-Trimeche no
triviales (casos de Hankel o Fourier euclidea, donde la estructura dual coincide
con la original). El resto de las investigaciones a las que haciamos referencia
anteriormente conciernen a hipergrupos asociados a familias numerables orto-
gonales, respecto al peso asociado a la medida de Haar, de funciones. Todas
ellas estan basadas en una férmula de linealizacion.

Por nuestra parte, y como paso previo a abordar el problema del anélisis de
la estructura dual del hipergrupo de Chébli-Trimeche, hemos estudiado en [17]
la traslacién y la convolucién para la transformacion de Jacobi discreta, dual
del hipergrupo de Jacobi sobre el intervalo compacto [—1, 1].

Consideramos los polinomios de Jacobi R%a ) (x) que, entendidos como una
funcién de la variable x € (—1,1), satisfacen la ecuacién diferencial siguiente,
con o, 3 > —1,

d? d
2 _ 1) Z_pp) _ 3] 2 pla,p)
(2 —1) e Ry (z) + [(a+08+2)z+a— 0] . Ry (x)
—n(n+a+6+1) R () = o0,

y respecto a la variable discreta m verifican la relacién de recurrencia a tres
términos

2(n+1) (n+a+6+1) 2n+a+p) R;‘ﬂf)(x)
=2n+a+0+1)[2n+a+B)2n+a+B+2)z+a® — 3% R (z)
—2(n+a) (n+8) @n+a+p8+2) R*D(@), neN.
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Resulta fundamental para definir la traslacién en este contexto la relacién
de linealizacién que sigue ([54])

R (2) RGP (x kamn (n) R (x), ze(~1,1), n,meN,
n=0

donde
1
y(k,m,n) = / R (2) R (2) RO (2) (1-2)*(1+2)°dz,  k,n,m e N,
-1

Y Cn+a+B+1)In+a+8+1)T(n+a+1)

2048+1 T(n +1) (I(a+1))° T(n+8+1)

Definimos entonces la traslacién T,(n P ), m € N, del modo siguiente

h(n) =

Tr(r?’ﬁ)((an )Jnen) Zan v(k,m,n) h(n), k,meN,

y la convolucién (4, gy viene dada por
((an)nEN *(aﬁ) (bn nEN Zak 7(7?’ n)nEN)(k) h(k)y m € N.

Aqui (an)nen ¥ (bn)nen estan en el espacio b(*%) constituido por las suce-
siones (¢, )nen complejas tales que Y7 |cn|h(n) < co.

No siempre el niicleo de la linealizacién v(k,m,n) es positivo. G. Gasper
([65, Theorem 1 y Theorem 2]) precisa condiciones en las que y(k,m,n) >
0, k,m,n € N, y otras en las que > ., |v(k,m,n)|h(k) < ¢, m,n € N, para
cierta constante ¢ > 0.

Las dificultades encontradas en el estudio de esta estructura dual asociada
al hipergrupo de Jacobi en un intervalo compacto, junto a la profundidad del
anglisis realizado en [51] sobre el caso no compacto de dicho hipergrupo, nos
hacen creer que la investigacién de la estructura dual del hipergrupo gene-
ral de Chébli-Trimeche es una cuestion dificil y que requerird previamente el
conocimiento de algunos casos particulares més, que nos permitan obtener una
clasificacién completa en base al operador considerado en cada caso.

Al objeto de simplificar la notacién, a lo largo de nuestra Memoria no hare-
mos referencia al operador A asociado al hipergrupo en cada situacién. As{
escribiremos F, 7., #, D, en lugar de Fa, ATz, fa, Da, respectivamente.

Ademis, siempre indicaremos por ¢ a una constante positiva adecuada, que
no serd la misma necesariamente cada vez que aparezca.
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Capitulo 1

Teoremas de tipo
Paley—Wiener para la
transformacion de

Chébli—Trimeche.

1.1 Introduccion.

H. Chébli [38] y K. Trimeche [105] establecieron un teorema de Paley—Wiener
para la transformacién de Chébli-Trimeche. Este resultado, que fue probado
empleando procedimientos complejos, extiende el clasico teorema de Paley—
Wiener [88] relativo a la transformacién de Fourier euclidea. Asimismo, apare-
cen como casos particulares del teorema de H. Chébli y K. Trimeche, los mostra-
dos por J.L. Griffith [64] (véase también A.H. Zemanian [115]) y T. Koornwinder
[76] para las transformaciones integrales de Hankel y de Jacobi, respectivamente.

Recientemente, Vu Kim Tuan probd nuevos teoremas tipo Paley—Wiener
para la transformacién de Hankel ([111]) y de Airy ([110]), entre otras. Este
autor, inspirado en las ideas de H.-H. Bang ([6]), demuestra sus resultados si-
guiendo un método real.

En la seccién 2 de este capitulo establecemos para la transformacion de
Chébli-Trimeche teoremas de tipo Paley—Wiener, dando una prueba real de
éstos. Nuestros resultados extienden algunos de los obtenidos por Vu Kim Tuam
en [111] para la transformacién de Hankel.

T.G. Genchev ([58] y [59]) mostré para la transformacién de Fourier teoremas
de Paley—Wiener en el marco de los espacios de Lebesgue pesados. J.J. Betancor,
M. Linares y J.M. Méndez probaron en [21] los correspondientes resultados para
la transformacion integral de Hankel.

En la Seccién 3 presentamos para la transformacion de Chébli-Trimeche
teoremas tipo Paley—Wiener sobre espacios L, con pesos.
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1.2 Teoremas de tipo Paley—Wiener para la trans-
formacion de Chébli—Trimeche.

El espacio S, coincide con el espacio Seyen(R) cuando p = 0. Como es usual,
la topologia de Seyen estd generada por el sistema {ft,, m }n,men de seminormas
donde, para cada n,m € N,

,Ufn,m(¢) = sup (1 + xz)m

‘ n
2€(0,00)

—QZS(I')} ) (b S Seven-

d.’L‘”

A continuacién obtenemos una nueva descripcién de la topologia de Seyen-
Este resultado, ademas de ser de interés en si mismo, nos serd muy util en lo
que sigue.

Lema 1.1 Sea 1 < q < o0o. Para cada m,n € N definimos la seminorma v}, ,,,
sobre Seyen pOT

’thm((b) = ||(1 + xQ)mAn(b”Lq((o)oo))A($)d$) ) (rb € Seven(R)

La topologia de Scyen coincide con la definida sobre él por la familia {{ ., }nmen
de seminormas.

Demostracién.
Consideramos, para cada n,m € N, la seminorma =, ,, dada por

mn

'Yn,m(¢> = sup ((1 + '7"2)"L¢(:L‘)) ) ¢ € Seven-

z€(0,00) dz”
El sistema {7 m }n,men de seminormas genera la topologia de Seyen,.

En efecto, observamos en primer lugar que de la regla de Leibniz se sigue
sin dificultad que la topologia definida sobre Seyen POT {fn.m tn,men € mas
fina que la que genera {7V, m }n,men sobre este espacio. Ademds, {7V, m tn,men
define una topologia Fréchet sobre Seyen(R). Para probar esto tomamos una
sucesion (¢, )veN C Seven(R) de Cauchy respecto de {¥nm}n.meNn ¥ vamos a
ver que converge en (Sepen(R), {Vn,m}n,men). Es claro que, para cada m € N,
la sucesién ((1 + 22)™¢, ) en es de Cauchy en E,. Por tanto, ya que E, es
Fréchet, para cada m € N, existe 1, € F, tal que (1 + 22)™¢, — 1,,, cuando
v — o0o. Definimos ¢,,(z) = (1+22)""¢,,(z), = €R, m € N. Observamos
que, en particular, ¢, — g, cuando v — oo, en F,, y ya que la convergencia
en E, implica la convergencia puntual, concluimos que ¢, (z) = ¢o(x), x €
R, m € N. Por tanto, para cada n,m € N, se tiene

Tnm(dy — o) — 0, cuando v — oo.

Ademds g € Sepen(R). En efecto, ya que ¢, € Sepen(R), para cada v € N,
podemos asegurar que 9y es una funcién par. También, ya que (¢,),eN es de
Cauchy en (Seyen(R), {¥n,m }n,men) existe, para cada n € N, ¢, > 0 tal que

mn

d:v—"qb"(m)

sup (1+2H)" ¢, (2)]<cn y  sup <c¢p, vEN.

2€(0,00) 2€(0,00)
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Por tanto, para cada n € N,

sup (1+2%)" [o(z)| <oo y  sup
2€(0,00) 2€(0,00)

T 1/)0(35)‘ < 00.
Teniendo en cuenta [40] se deduce ya que Yy € Seyen(R).

Una vez garantizada la completitud de la topologia que sobre Seyen(R)
genera {Yn,m }n,meN, €l teorema de la aplicacién abierta permite concluir que
{Yn,mIn,meN ¥ {ftn,m}n,men son familias de seminormas equivalentes sobre
Seven(R)'

Procediendo como en la prueba de [33, Proposition 4.24] podemos obtener,
para cadan,m € Ny ¢ € Sepen(R),

d" 2m > m d"
2 W (F)w)) = / A" (x)——(py(x))A(z)dz, y € (0,00).
y" 0 dy

Sea 1 < ¢ < co. Recurriendo a [33, Lemma 3.4, (iv) y (3.5)] y usando la
desigualdad de Hélder conseguimos

d7L
sup ’@(y””(f@(y))‘ <cl|+2*) A"@)| L (0,00 AGwyar)

¢ € Seven(R)7

para cierto [ € N que no depende de ¢ € Seyen(R).
Por tanto, de [33, Theorem 4.27] se deduce que, para cada n,m € N, existen
k y I € N tales que

sup (142%™

‘ n
z€(0,00)

—¢>($)’ <e omax s | P(F)W)

dxm Oga,ﬂgk €(0,00) dy

a AP
S COSH(lx,aﬁX ||(1 T ) A ¢ ||L ¢((0,00),A(z)dz) ’ ¢ € Seven( )

Esto muestra que la topologia definida por {’yg’m}n’meN es mas fina que la
generada sobre él por {tn,m }n,meN-

Por otra parte, a tenor de [33, Lemma 4.18 y (3.5)], para cada n,m € N
podemos escribir

nAm . NI AMm
11+ 2" A" S@)| 1 (0,00, a(0)a0) = 5(‘3120)(1 +27)" |[A"p(x)]
2m dj
2\l
< CZ :L’Gs(%zo)(l +x ) w(b(x) ) ¢ € Se'ven(R),
J=0 ’

para cierta | € N que no depende de ¢ € Seyen(R). Por tanto, {tn, m tn,men
define sobre Se,e,,(R) una topologia més fina que la asociada a {v ,,, }n.meN-
De este modo queda probado que las familias {it,,m }n,meN ¥ {7V m bn,meN
son equivalentes sobre Seycn, (R).
|
Establecemos a continuacion un teorema de tipo Paley—Wiener para la trans-
formacion de Chébli—Trimeche.
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Proposicién 1.2 Sean 0 < p <2, 1 < g< ooy ¢ € S,. Entonces, existe el
limite que sigue

. 1/2k
¢ = khjgo H(A - p2>k¢||Lq(((),oo),A(m)dm) :

Ademds, se tiene que

s =sup{ly| : y € sop(F¢)}, cuando ¢ #0

0, =0, cuando ¢ =0.
En particular, el soporte de F¢ estd contenido en [—o, 0] si, y sdlo si, oy < 0.

Demostracion.
Definimos

wg = sup{|y| : y € sop(F¢)}, cuando ¢ # 0,

y
we =0, cuando ¢ =0.
Suponemos inicialmente que wg = 0. En este caso ¢ =0y o4 = 0.

Nétese que, en virtud de [33, Theorem 4.27], si p > 0 la funcién F¢ es
holomorfa en la banda {z € C : |Im 2| < p(% —1)}. Por tanto, si p > 0y
wg < 00, sigue que ¢ = 0 siendo o4 = wy = 0. Luego cuando p > 0 sélo nos
resta por considerar el caso wg = +00.

Asumimos ahora que wg > 0. Una relacién que nos resultard muy util es la
siguiente

FUA =)o) (y) = y* F(9)(y), € (0,00), (1.1)
la cual es vélida para cada k € N. La férmula (1.1) puede ser establecida inte-
grando por partes y teniendo en cuenta que Apy,(z) = (y2 + p*)p,(x), v,z €
(0, 00).

Distinguimos a continuacién diferentes casos.
(i) Sea ¢ = 2. De la igualdad de Plancherel para la transformacién de
Chébli-Trimeche ([109, Theorem II.4]) inferimos que

k 2 k 2
||(A -’ ¢||L2((0,oo),A(w)dw) = |7 (a- ) (b)”Lg((O,oo),ﬁg
4k 2
= F , keN.
| v Fowe s
Cuando wy = +00, para cada k, N € N tenemos que
i dy Rl dy
4k 2 4k 2
y | F (o) (y > / y | F (o) (y
| tFrewrts = [ itiEew Pt
>

N“/mvwww dy

N le(y)[?
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Por tanto, en este caso,

1
1/2k > 5 dy ik
(A - ¢HL2((OOC ), A(z)dz) = N(/N |7 () ()l W) , k,NeN.
e d
y ya que /N |F(¢)(y)|2ﬁ > 0, para cada N € N, se concluye

1/2k >N, NecN.

lim inf {[(A = p%)*0]| (0,000, 400a0)

1/2k
L2((0,00),A(z)dz)

Supongamos en este punto que wy € (0,00). Entonces p = 0. Al ser F¢ una
funcién continua en R, para cada 0 < ¢ < wy tenemos que

Luego, klim ||(A ¢|| = +o00, cuando wg = +00.

wo 2 dy
/w O g > o

Sea 0 < € < wg. Procediendo como antes obtenemos

. o dy
AF o2 _ 4k 2
H ¢”L2((0,oo),A(:L’)dx) /0 y |‘7:(¢) (y)| |c(y) 2

|
/ T RE ) WP

e le(y)I?

> (oo™ [ IFOWE Ly keN

Y

Entonces
1/2k

hmklfcf)o A ¢||L2((o o), A(x)dz) = W €
La arbitrariedad de ¢ nos permite concluir que

. . k 1/2k
lim klﬁf,o ||A ¢||L2((o o0), A(z)dz) = Y-

(ii) Sea 2 < ¢ < oco. Como se comenté en el Prélogo, la inversa de la
transformacién generalizada de Fourier F viene dada por [33, pag. 91]

1@ = [ e @F N

cuando f se encuentra, por ejemplo, en S,. Definimos pues la transformacién
F~1 por

—1 _ [T x 4y o0 d!/
F (f)(l‘)—/o @y( ) f(y) |c(y)|2’ fELl((O, )s |c(y)|2)

Ya que |¢,(z)] < 1, 2,y € (0,00) ([33, Lemma 3.4, (i)], F~! es una apli-

cacién continua de L1 ((0, c0), k{iﬁ) en Lo ((0,00), A(z)dz). Ademés la iden-
tidad de Plancherel [109, Theorem 2.4] nos dice que F~! es una isometria de
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Ls((0, 00), chW> en Ly ((0,00), A(z)dx). El teorema de interpolacién de Riesz—
Thorin implica entonces que F~! puede ser extendida a L,.((0, c0), ‘((‘fﬁ) como
un operador continuo de L, ((0,c0), |C—dy%) en L, ((0,00), A(x)dzx), para cada
1 <r < oo. Aqui 7’ como es usual representa el exponente conjugado de r, esto
es, r' = —5, cuando 1 < r < oo.
Pretendemos probar que
. Nk 1/2k‘
lim k?illo)o (A = p?) ¢||Lq((0,oo)7A(:1:)d:1:) < W

Noétese que esto es claro cuando wg = 400. Suponemos pues, en lo que sigue,
que wy € (0,00) v que, por tanto, p = 0.
Sea k € N. De (1.1) sigue que
y*PF(9)(y) = F(A*9)(y), y € (0,00).

Ya que ¢ € S,, [33, Theorem 4.27] nos dice que F(A¥¢) € L1((0,00), |c(‘2“’)‘2).
Por tanto, podemos escribir

|77 > F (o
el

“AkQS“Lq((O,oo),A(w)dl') )(y)) ||Lq((0,oo),A(w)dw)

IN

¢)(y)||Lq,<(07w)vT$#z)

IN

2%k
cwy ||'F(¢)||Lq/((0,oo),ﬁz)'
Ademis, al ser wy > 0, [| (D)1, ((0,00), ) € (0,00), y concluimos que

1/2k

lim ;EEO ||Ak¢)||Lq((0,oo),A(a:)da:) S Wo-

(iii) Sea 1 < ¢ < 2. Supongamos que p =0y que wy € (0,00). Teniendo en
cuenta [33, (3.5)] podemos encontrar ¢ > 0y m € N tales que
0< A(z) <c(1+2%)™, z€(0,00).

Ademés, Sp = Seven(R) ¥ F(Seven(R)) = FSepen(R). Por tanto, en virtud del
Lema 1.1 existen ¢ > 0y 8 € N para las cuales

k 2\B A s( .2k
||A ¢||Lq((0,oo),A(m)dm) < Corgfgxﬁ”(l +27) A% (x f(¢)>||L2((o,oo),A(z)dx)'
(1.2)
De acuerdo con las hipdtesis impuestas a la funcién A tenemos que
Ax) 2a+1
= B
e . + B(z), z€(0,00),

donde ae > —1/2 y B es una funcién C'* sobre (0, c0) tal que, para cada s € N,
4B es acotada sobre (0, 00).
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Por tanto, el operador A puede ser escrito como sigue
> 2a+1d d
- BT
dz? x dx dx

y una correcta manipulaciéon conduce a

max ||(1+ 2P AS (22 F ()
0<s<p

A=—

2s
||L2((0 00, A(z)da) = € k W¢ ) (1.3)

siempre que k sea suficientemente grande.
De (1.2) y (1.3) se deduce que

1/2k

Lq((0,00), A(m)dm) Wo- (1.4)

lim sup HAng)H
k—oo

Por otra parte, si p > 0 y wy = +00, entonces (1.4) es obvia.
(iv) Sea 1 < ¢ < co. Para cada k € N, integrando por partes y aplicando la
desigualdad de Holder obtenemos

| 1= @t aws
-/ T (A= V@) B PR Ale)da

- / "D - () Ala)de

2k
<Nellz, ((0.00). A@)dx) (A = p*)*o(a ||Lq((0 o0), A(x)da) °
Por tanto, de (i) y (ii) (en el caso ¢ = 2) se sigue
1/2k
L2((0,00),A(z)dz)

1/4k
H ((0,00),A(z)dx) *

wy = hm ||A 0°) ()]

IN

lim mf H (A — p*)*p(x) (1.5)

Ademas, para cada k € N, podemos escribir

(A~ PP () ||L2((OOO)A(T)d.L)

< (A= pP)o(a) ?)H ()

||Lq/((0,oo),A(w)dx) ” A—p ||L 1((0,00), A(z)dz) *

Nétese que, al ser ¢ # 0, (A — p?)¢ # 0. En efecto, si (A — p?)¢ = 0 entonces,
de (1.1) se deduce que y*>F(¢) = 0 y la unicidad de la transformacién F ([33

Theorem 4.27]) conduce a que ¢ = 0.
Por tanto, usando nuevamente (i) y (ii), conseguimos

1/2(k+1)
we = hm HA P k+1¢ HLQ ((0,00),A(z)dx)
1/2k+1
= hm ||A P k+1¢ ||L2 ((0,00),A(x)dz) (1.6)

j2hH 1/2(2k+1
||L ¢((0,00),A(z)dx)

IN

lim klilgo (A = p?)
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De (1.5) y (1.6) se deduce que

o 1/2k
we Shmklilgo”(A_p HL 1((0,00),A(z)dz)

(v) Combinando los resultados anteriores concluimos que

. 1/2k
Wo = klggo (A - p2)k¢(x)||Lq((0,oo),A(a:)da:) ’

como querfamos ver.
[ ]
Sabemos que (véase [105, Proposition 7.1, (2)], [109, (IIL,3)] y [33, Lemma
4.11]) la transformacién de Chébli-Trimeche y la transformacién Fy de Fourier
euclidea sobre R se relacionan mediante la siguiente relacion

Fo = Fo(Ad), (L.7)

donde A representa la transformacién de Abel definida, para cada f € D,, por

/ Iy VA(y)dy, =€ (0,00).

Aqui, para cada y € (0,00), K(y,-) es una funcién continua, par, no negativa
que estd soportada en [—y,y] y que permite dar la siguiente representacién para
la funcién ¢,

oy () = /Ow K(z,t) cos(yt)dt, x € (0,00)eyecC.

([105, Théoreme 4.1], [109, (I1.2)] y [33, pag. 92]).

Proposicién 1.3 Sea ¢ = F(®), donde ® € D, = Uy»0Dq,«. Entonces, para
cada 1 < q < o0, se tiene que

-

da* ~ 7

L4((0,00),dx)

lim
k—oo

donde o4 = sup{y € (0,00) : y € sop®}, cuando ¢ # 0, y 0y = 0, cuando
¢ =0.

Demostracién.

En virtud de [33, Lemma 4.10] y [109, Theorem IIL.1, (iii)], ® € D, ., para
cierto a > 0, si, y sélo si, AP € D, ,.

Puede deducirse entonces de [6, Theorem 1], teniendo en cuenta (1.7), que

1/k

; (1.8)

—¢
k
42" "1, ((0,00) d2)

op = hm ‘



1.3. Teoremas de tipo Paley—-Wiener en espacios L, con pesos. 31

donde o es definido como en el enunciado de la proposicién. En efecto, de (1.7)
se sigue que:

AF () = F5 ' (9)-
Por tanto [6, Theorem 1] implica que

d
2’

sup{ly| : y € sopA(®)} = lim ‘ |
- L, ((0,00),dz)

Luego, a tenor de [33, Lemma 4.10], concluimos que (1.8) es cierto.
|

1.3 Teoremas de tipo Paley—Wiener para la trans-
formacion de Chébli—-Trimeche en espacios
L, con pesos.

Para cada o > 0 denotamos por E, el espacio de las funciones ® enteras, pares
y tales que, para cada ¢ > 0, existe c¢. > 0 para la cual

|®(2)] < et 2 e C.

Inspirados en los trabajos de T.G. Genchev ([58] y [59]) describimos subespacios
de E, constituidos por funciones que son transformadas de funciones de soporte
contenido en [0, o], mediante la transformacién de Chébli-Trimeche.

Proposicién 1.4 Seano >0y ® € E,. Supongamos que f0°° |B(z)[z2H dz <
00. Entonces existe una funcion ¢ continua y acotada en (0,00) tal que F(¢) =
D y siendo p(x) =0, = > 0.

Demostracion.
De [58, Lemma 3] se deduce que ® es una funcién acotada en R. Entonces
[58, Lemma 1] implica que existe M > 0 tal que

|®B(2)| < Me?™2l 2 e C. (1.9)

Para cada n € N elegimos una funciéon v,, € D, tal que

(1) ¢n($)=07 .Z‘¢ (%ﬂ?%%

(ii) Yn(xz) >0, x € (0,00),y

(i) [ v (2)A(z)dz = 1.

Veamos ahora que F(1,)(y) —n—oo 1, uniformemente en y € (0,Y), para
cada Y > 0. A tenor de la propiedad (iii) podemos escribir.

Fln)(y) 1= / " oy () () Alr) i — / " (@) Alx)da

1/n
- /1 (0(@) = Ln(2)A(z)dz, y € (0,00) yn € N.
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La funcién ¢, (z) es continua en {(z,y) : « € [0,00)xC}y ¢,(0) =1, y € C.
Por tanto, fijados ¢,y > 0, existe 6 > 0 tal que

|§0y(m)_1|<57 $6(0,6>8y6[07’7]-

Luego, para cierto ng € N se tiene que

1/n
|[F () (y) — 1] < 5/ Up(x)A(z)dr =€, n>mng, neNeyel0n]
1/n41
Definimos, para cada n € N, ¢, = F 1 ®F(n)). De (1.9) se sigue, en
virtud de [105, Théoreme 7.2], ®F(¢,) € H, , .1 ¥y, por tanto, ¢, € D, , 1,
para cada n € N. Asimismo consideramos la funcién

dy
le(y)[?”
De este modo, ya que m ~ y2e*l cuando y — oo ([109, pag. 99]), y que
loy(z)] <1, y,x € (0,00) ([33, Lemma 3.4, (i)]), ¢ es una funcién continua,

par y acotada en R.
Tenemos que, para cada n € N,

[y (@B (F (W) () — Dl oy Sc{ Bk (1,00)

z € (0, 00).

x € (0,00).

o(x) = / " () (y)

Por tanto, aplicando el teorema de la convergencia dominada conduce a
lim ¢, (z) = ¢(z), € (0,00).

Ademds, ya que ¢,(x) =0, © > o+ %, n € N, concluimos que ¢(x) =
0, z>o.
Finalmente, observamos que, para cada y € (0, 00),

O(y) = lim &(y)F(¢Yn)(y) = lim F(on)(y) =

o+1

—lim [ bu()py (@) Alx)dr = / " (20 (2) Alw)dr = F(B) (1),

n—oo 0

El intercambio del limite y la integral estd garantizado de nuevo por el
teorema de la convergencia dominada.

|

Sea u € L{, (0,00) una funcién medible no negativa sobre (0,00) y 1 < p <

oo. El espacio L,(u) de Lebesgue esté constituido por las funciones f medibles

sobre (0, 00) tales que

o0 1/p
”pru = {/ “($)|f($>|pd$} < 00, cuando 1l <p < oo,
0
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y7Sip:OOa

[/ lloo,u = supeseny|f| Ziﬂf{5>01 / u(x)dmzo} < 0.
’ {

2€(0,00): |f(z)|>€}

Cuando u = 1 escribimos, como es usual, L, ¥ || |lp,u Lp ¥ || |lp, respectiva-
mente. No es dificil ver que L, = L, para cada funcién u en las condiciones
especificadas.

Sean u,v € L{ (0,00) funciones medibles no negativas sobre (0,00) y 1 <
p,q < 0o. Decimos que el par (u,v) € Fp 4 cuando la transformacién inversa de
Chébli-Trimeche F~! definida por

F(f)(a) = / (@) W)

e £
d

para cada f € L;1((0,00), W), puede ser extendida a L,(u) como una apli-
cacién continua de L,(u) en Ly(v). A tenor de lo comentado en el apartado (ii)

de la prueba de la Proposicién 1.2 el par (m, A(y)) esté en F, v, para cada

p€l,2].
En la siguiente proposicién presentamos un teorema tipo Paley—Wiener en
espacios de Lebesgue pesados.

Proposicién 1.5 Sean 0 >0, 1 <p,q < o0 y (u,v) € F,, de manera que

(i) existan ¢, N > 0 tales que u(x) > ¢, x € (N,00), y

(ii) v'=9 € Li((0,0 + 1), dx).

Supongamos que & € E, N L,,,. Entonces existe ¢ € Ly, tal que ¢(z) =0,
para casi todo x > o y F(¢) = .

Demostracién

Consideramos, para cada n € N, una funcién ,, como en la prueba de la
Proposicién 1.4.

Sabemos que ®F(¢,,) € E(,Jr%7 para cada n € N.

Supongamos que 1 < p,q < co. En los otros casos se procede andlogamente.

Sea n € N.

Ya que, para ciertas ¢, N > 0 se tiene que u(z) > ¢, = € (IV,00), podemos
escribir que

/Noo v F () ()@ (y)| dy

<{ [ vl dy}w {r I@(y)lpdy}l/p

N

<1 { | iF dy}w { | ww e dy}w < oo

Cc

Hemos tenido en cuenta que F(¢,) € Ha.
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Por tanto

[ E e wewldy < . (1.10)
0

Atendiendo a la Proposicién 1.4, F(¢,) = F(v,)®, para una cierta funcién
¢n, continua y acotada en (0,00) tal que ¢, (z) =0, x>0+ 1.

Al ser m ~ y?**tl cuando y — oo ([109, pag. 99]), (1.10) implica

que F(¢n) € L1((0,00), k{lﬁ) Ademids ¢,, € L1((0,00), A(z)dz), y de [109,

Theorem I1.3] se sigue que

> d
0ue) = [ @F Py, e 0.0)
Podemos escribir, ya que (u,v) € F 4,
1P = Fmllaw < el (F(Wn) = F(¥m))®llpu,  nym e N. (1.11)

Por otra parte, para cada n € N,

() )] < / T hu@A@)dr =1, ye (0,00).

Sea ¢ > 0. Yaque ¢ € L, ,, existe § > 0 tal que

/ T IF W) ) — Fab) W [B@)P u(y)dy <2, mm e N.

Ademis, como establecimos durante la prueba de la proposicién anterior,

F () — 1 cuando n — oo, uniformemente en (0,Y"), para cada Y > 0. Luego,
existe ng € N, tal que

&
/0 W) (4) — FWa) @ [2)F uly)dy < e, n.m > no.

Concluimos pues que la sucesién (F(¢,)®)nen es de Cauchy en L, ,. De
(1.11) se infiere entonces que (¢,)nen €s una sucesiéon de Cauchy en Lg(v).
Al ser Ly(v) un espacio completo, existe ¢ € Lq(v) para la cual ¢, — o,
cuando n — 00, en Ly(v). Por tanto, para una cierta subsucesién (¢, ) en de
(Pn)neN; On,(x) — ¢(x), cuando j — oo, para casi todo x € (0,00). Ya que
¢n;(x) =0, x>0+ n%, para cada j € N, tenemos que ¢(x) = 0, para casi todo
T > 0.

Finalmente, observamos que

B(y) = lim @(y)F(¢n)(y) = lim Pn (@) iy (2) Az)dx

n—oo n—oo
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Para probar esta tltima igualdad aplicamos la desigualdad de Hélder como
sigue:

o+1
< / (6n() — ()] [0y (2)] A(w)dac

S {/OUH e v(x)dx}l/q {/OUH v(@)' 7 iy (@) A(m)q/dx}l/ql

o+1 , 1/‘1/
< { [ et dz} l6n—éll,,. neN, ye(0,0).
0 |

Hemos tenido en cuenta que |¢,(z)| < 1, z,y € (0,00) ([33, Lemma 3.4, (i)])
y que A(z) < A(o+1), x € (0,0+1). Por tanto, ya que v'=9" € L1((0,0+1), dz),
concluimos que

o+1
/0 (60(2) — 6(2))py (2) Alx)da

o+l o+1
Jm [ @ @A@d = [ s, @A, ye 0.5)
>Jo 0
|
Una consecuencia inmediata de la proposiciéon anterior es la propiedad que
sigue.

Corolario 1.6 Sean 0 >0y 1 < p < 2. §id € E, N Lp((O,oo),lcd#),
entonces existe ¢ € Ly ((0,00), A(z)dx) tal que ¢(x) = 0, para casi todo x €

(0,00), y siendo © = F(¢), siempre que fOUH A(z)17Pdr < o0.

Demostracion.
Como ya fue comentado, F~! puede ser extendida a L, ((0, o), Mgi#) como

un operador acotado de L, ((0,c0), Ic(dﬁ) en L, ((0,00), A(x)dz). Ademsds, se
tiene que W ~ y?**L cuando y — oo ([109, pag. 99]). Por tanto, existen
¢, N > 0 tales que m > ¢, y > N. Basta ahora recurrir a la Proposicién 1.5.
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Capitulo 2

Hiperciclicidad y caos para
operadores de convolucién

en hipergrupos de
Chébli—Trimeche.

2.1 Introduccién.

En este capitulo estudiamos la hiperciclicidad y el caos para operadores de
convolucién en hipergrupos de Chébli-Trimeche.

G. Herzog [69] probd una propiedad de universalidad para las soluciones de
la ecuacién del calor. Este autor introdujo, para cada 8 > 0, el espacio Ag
constituido por las funciones reales y continuas ¢ definidas sobre R tales que

lim e*ﬁ‘:”'gb(x) =0.

|| —o0
Fijamos 8 > 0. Definimos, para cadat > 0y ¢ € Ag, 7/¢ por

(z—s)2

* = 1 i T4
(17 0)(x) = 2—\/%/—00 e o(s)ds, z€R.

Nétese que, para cada t > 0, 77 es un operador de convolucién usual. En
[69, Theorem 1.1] se establecié que el conjunto

Us = {¢e As: {m7¢: neNj = O(R,R)}
es un conjunto residual de Ag, esto es, Ag \ U es de primera categoria en Ag.
Por C(R,R) denotamos el espacio de las funciones reales y continuas sobre R, el

cual es dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre cada compacto
de R.

37
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En la seccién 2 de este capitulo probamos, para ciertos operadores de con-
volucién de Chébli-Trimeche, el resultado correspondiente al mostrado en [69,
Theorem 1.1]. Nuestro resultado puede verse como una extensién del establecido
en [19] para los operadores de convolucién de Hankel.

La seccién 3 se dedica al estudio de la hiperciclicidad y el caos de los opera-
dores de convolucién de Chébli-Trimeéche definidos por elementos de E. sobre
D, y E,. Concretamente, motivados por los resultados mostrados en [34] y [61],
probamos que si un elemento de E’ no es un multiplo escalar de la funcional de
Dirac, entonces define un operador de convolucién hiperciclico y cadtico sobre
D yE.,.

2.2 Una propiedad de universalidad para ciertos
operadores de convolucion f.

Como en [19], consideramos el conjunto A que estd formado por las funciones
h definidas en [0,00) que son positivas, decrecientes, continuas en [0,00) y que
satisfacen la desigualdad que sigue

h(z+y) = ch(z)h(y), =,y € [0,00), (2.1)

donde ¢ es una constante positiva que no depende de z,y € [0, c0).

Si h € A, representamos por FEj el espacio de funciones constituido por
aquellas f continuas sobre [0, 00) tales que lim,_,o h(x)f(z) = 0. Sobre E}, se
define la norma | - ||, mediante

[flln = sup h(z)|f(z)]

z€[0,00)
Proposicién 2.1 Sea h € A. Ej es un espacio de Banach separable.

Demostracién.

Probamos en primer lugar que E} es un espacio separable.

Denotamos por P el espacio de polinomios en R con coeficientes racionales.

Sea n € N. Definimos el conjunto @),, como sigue. Una funcién g esta en
@, cuando toma la forma siguiente

p(z), x € [0,n]
g@)={ p)n+1-2), ve[mn+l) (2.2
0, HAS [n +1, OO)

para algin p € P. Es claro que ,, es numerable por serlo P. Llamamos @ a la
unién U521 Q. De este modo () es numerable y esta contenido en Ej,.

Vamos a ver ahora que @ es denso en Ej. Sean f € Ejp y € > 0. Ya que
lim, o0 A(2) f(z) = 0, existe n > 0 tal que |h(z)f(z)] < &, = > n. Elegimos
p € P de manera que |f(x) — p(z)] < &, « € [0,n]. Definimos la funcién ¢
asociada a p por (2.2). Tenemos que
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e Sizel0,n]: [h(z)(f(x) —g(2))| < h@)|f(x) = p(z)] < h(0).

e Sizenn+l): [a(x)(f(z)—g(@) < [h(x)f(z)| + h(z)lg(r)] < e+
h(n)lp(n)| < e+ h()Ip(n) — f(n)| + h(n)|f(n)] < (24 h(1))e.

e Sizeln+1,00): [h(@)(f() - g(x)] < [h(2)f(x)] <e.

~

Por tanto, para una cierta ¢ > 0 que no depende de ¢, conseguimos que

sup |h(x)(f(z) —g(x))| <ce.
z€[0,00)

Concluimos asi que @ es denso en Ej y que Ej, es separable.
Utilizando argumentos usuales podemos probar que Ej es un espacio de
Banach.
|
Sean 0 < p <2y ¢ €5, Definimos Ty como el operador de convolucién
asociado a ¢, esto es,

Ty(f) = ¢4f, f € En.

Para cada n € N, el operador T}y ,, es dado por

T@”(f) = (f)ﬁnﬂf? f € Eha

—~
donde ¢*" =¢f...4¢. Nétese que, atendiendo a [33, Lemma 5.2, (i)], ¢** € S, v,
entonces, Ty, = Ty, n € N.
A continuacién presentamos nuestro resultado de universalidad para el ope-
rador de convolucién Tg.

Proposicién 2.2 Sean ¢ € S1 y h € A. Supongamos que se verifican las
stguientes condictones:

(i) &/h € Ly((0,00), A(x)ds);

(i1) F(p)(ip) =1 y |F(¢)(x)| < 1, para casi todo x € (0,00);

(#4i) h(x) cosh(z) es una funcion acotada en [0,00);

(iv) la funcion F(z) = Y .° ,6,2" es holomorfa en D(0,7), donde r > 1 y
6n = [y bu(@)p(2)A(x)dz, n € N.

Entonces el conjunto

Us ={s e Bu: Tpnl): neNT = C(0,))}
es un conjunto residual en Ep, donde C(]0,00)) representa el espacio de las
funciones continuas en [0, 00) dotado de la topologia de la convergencia uniforme

sobre [0, a], para cada a > 0.

Demostracion.
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El operador Ty, es acotado de Ej, en C([0,00)). En efecto, sea f € Ej,.
Sabemos que, para cada z,y € (0,00), D(z,y,2)A(z)dz es una medida de pro-
babilidad sobre [0, c0) soportada en [|z — y|, |« + y|] ([38, pdg. 453] y [33, pag.
90]). Por tanto, podemos escribir

T+y x4y 1
N1 [ 1D 94 <1l [ D v A
e e
<y M < iy B e

Se sigue entonces que

To(f) ()] < / T 161 F) ()] Aly)dy

L7 o)l
<cllfll, m/ WA(y)dy, x € (0,00).

Atendiendo ahora a (i) obtenemos, para cada a > 0,

sup |Ty(f)(x)] < cl| flln,
x€[0,a]

siendo ¢ > 0 independiente de f.

Observamos que para que Ty sea acotado de Ej, en C([0,00)) es suficiente
con que se verifique la propiedad (i).

Probaremos a continuacién que Ty, es acotado de Ej en C([0,00)), para
cada n € N. De acuerdo con lo comentado, basta ver que, para cada n € N,
@ /h € L1((0,00), A(z)dw).

Tratemos el caso n = 2. A tenor de las propiedades ya comentadas para la
medida D(xz,y, 2)A(z)dz, z,y € [0,00), y ya que la funcién h es decreciente, se

tiene
)@,
e

oo [ee) T4y A(x)
<[ [ awiewl [ eIy Ay A4

ja—l z)
< [ [ 4w 1601 e o) meo/m) ) dy

Ademds, si 0 <z <y < o0, h(y) = h(y —z + x) > ¢ h(y — x)h(x). Por
tanto,

/0 " 16w h(lz — yl) 7 (6/AN) @) Aly)dy

_ ( / - / w) 16()] Kz — o]) To(6/h)(y) Aly)dy
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De aqui se deduce que

[y,
0

242
h(z) hh

L1((0,00),A(x)dx)

En virtud de [109, (I1.14)] y [33, Theorem 2.4, (iii)], concluimos que

@ € L1((0,0), A(x)dx).

De un modo andlogo puede probarse que si ¢*"/h € L;((0,00), A(x)dx),
para cierto n € N, entonces ¢!tV /h € L;((0,00), A(x)dx). Por tanto un
argumento inductivo nos da que ¢#"/h € L;((0, 00), A(x)dz), para cada n € N.

Denotamos por Eg el subespacio de E}, constituido por las funciones f € Ej,
verificando que f(z) =0, « > a, para algiin a > 0. Como puede comprobarse
sin dificultad EY es denso en E},.

Nuestro préximo objetivo es ver que, para cada f € EY,

lim Ty, (f)(z) =0,

n—oo

uniformemente en z € (0, 00).
Sea f € EY. De [33, Theorem 2.4,(ii)] y [109, Theorem 2.3] se sigue que

dy
le(y)]?”

Sabemos que m ~ g2t cuando y — oo [109, pag. 99]. Elegimos [ € N
tal que I > a+1. En virtud de [33, Theorem 4.27] (1+42)'F(¢)(y) — 0, cuando
y — oco. Existe entonces yo > 0 verificando que (1 +y2)!|F(¢)(y)| < 3, v > yo.
Por tanto, ya que f € EY) y que |p,(z)| <1, y,z € [0,00) [33, Lemma 3.4, (i)]
obtenemos

z € (0,00), n € N.

Tonlw) = [ T F W) FOW) ey@)

/ TFHG) FO@)" ey@) 2
<c / T I FQ ) L

1 n e} y2a+1
<c(= z__ : 2.
<o(y) [ it ve ) (23
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Por otra parte, podemos también escribir que

Yo n dy Yo "
| F(N) ) (F(@)w)" ¢y(=) EOE Sc/o IF(@)(W)]" dy, :EG(O,CZZ);L)

Combinando (2.3) y (2.4) y recurriendo al teorema de la convergencia domi-
nada, se sigue que

lim Ty ,(f)(xz) =0, uniformemente en = € (0, c0).

n—oo

Hemos tenido en cuenta que |F(¢)(y)| < 1, para casi todo y € (0,00)
(propiedad (ii) en el enunciado).
De este modo hemos probado que el conjunto

{f € Ey: lim Ty, f existe en C[0, oo)}

es denso en Fj,.
Por tanto, de acuerdo con [65, Proposition 6], nuestro resultado queda
probado cuando veamos que el conjunto Uy definido por

Us={s€Bn: Woulh): neNJ=C(l0,20))},

no es vacio.
Definimos ahora el espacio de Banach Fj, como sigue. Decimos que una
funcién f estd en el conjunto F' cuando admite la forma

x) = Z bn(z)ay,, x€][0,00), (2.5)
n=0

donde (an)nen € ¢o. Denotamos por ¢y al espacio de las sucesiones reales
convergentes a 0.

Podemos observar que la serie en (2.5) converge para cada z € (0,00), ya
que 0 < by(x) < %, x € R ([48, Corollary 2.1]). Ademds (6) garantiza la
unicidad de la representacién (2.5) para f.

Sobre F' definimos la norma p;, como sigue

pu(f) = sup  h(x)|APf(z)], feEF

pEN, z€(0,00)

Si feF, pp(f) <oo. En efecto, sea f € F definida por
x) = an(x)an, x € (0,00),
n=0

siendo (an)nen € co. Teniendo en cuenta (5), (6), (7), (8) y la propiedad (iii),
existe una constante C' de manera que

> 2n

h(z)|APf(z)| < ¢ h(z anp <ch()zaj !gch(ac)cosh(x)<0,
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para cada x € (0,00) y p € N. Luego, sup,en,ze(0,00) (@) AP f ()| < o0
Representamos por Fj, el espacio F' cuando es dotado de la topologia asociada
a la norma py,.
Sobre ¢y consideramos su norma usual, esto es, la generada por la norma
Il dada por

[(@n)nenlloc = sup lan|,  (an)nen € co.
neN

Probaremos ahora que la aplicacién L definida por

L((an)nen) Zan n x € (0, 00),

n=0

es un homeomorfismo de ¢y sobre Fj,.
Sea (an)neN € co. Recurriendo de nuevo a las propiedades de b,,n € N,
conseguimos

ph(L((an)nEN)) = sSup
pEN,z€(0,00)

) Z bn—p(7)a

n=p

||(an)n€N||oo sup h(fL’)COSh(fﬂ)
z€(0,00)

IN

Por tanto L es una aplicaciéon continua de ¢y en F},.
El carécter inyectivo de la aplicacién L sigue de (6).
Sea ahora f € F. Supongamos que f = L((ap)nen), donde (an)nen € co.
Entonces, de (6), para cada n € N, a, = (—=1)"A"f(0). Podemos pues
escribir

[(@n)nenllo = sup |an| = sup [A"f(0)] < s—=pn(f).
neN neN h( )
Probamos asi que L1, la inversa de L, es continua.

Ya que ¢ es un espacio de Banach separable, también lo es F},.
El espacio F' estd contenido en Ej. En efecto, sea f € F admitiendo la

representacion
o0
x) = Z anbp(x), x€]0,00),
n=0

donde (an)nen € co. Fijamos € > 0. Existe ng € N tal que |a,| < &, n > ng.
De (7) y teniendo en cuenta la propiedad (iii) se sigue

h(x) Z anbn ()| < ch(x Z bn(z) < eh(zx)cosh(z) < ce, z € (0,00).
n=no+1 n=no+1

(2.6)

2n — (), para cada

Recurriendo de nuevo a (iii), obtenemos que lim, - h(x)z
n € N. Ciertamente, si n € N,

m2(n+1)

M = b e

2(n +1))!
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< h(z)coshz 2(n+ 1) <c(2(n+1)), =ze(0,00).

Por tanto, para cierto xy > 0, se tiene

E ann

La arbitrariedad de € permite concluir de (2.6) y (2.7) que lim,_, h(z) f(z) =
0. Vemos asf que f € Ey,.

Ademds, el espacio F' es denso en C([0,00)). Para ver esto es suficiente
probar que, para cada k € N, pp(2) = 22*, 2 € [0,00), estd en la clausura en
C([0,a)) del espacio vectorial generado por {b,}nen, cuando a > 0. Esto es asi
ya que el espacio de los polinomios reales en 22 es denso en C([0,0)).

Sean £ € N y a > 0. Definimos una funcién g C> sobre R tal que
gr(x) =0, || > a+ 1, y gp(r) = pr(z), || < a. De este modo ¢ € D..
Por tanto, [105, Théoréme 7.1] implica que F(qx) € H. C L1((0,00), k{iﬁ) y
que

< h(z)z?"
< (@n)nenlloe Y o <& Tz (2.7)
n=0 ’

0@ = [ @R 2 Do)

Sea € > 0. En virtud de [33, Lemma 3.4] existe yo > 0 de manera que

oo dy
/yO @y(m)}—(%)(y) |c(y)|2

Por otra parte, al ser la funcién ¢, (2)F(gx)(y)/|c(y)|* uniformemente con-
tinua en {(x,y) : x € [0,a] x [0, yo]}, podemos escribir

/oyo ey (@) F(ar)(y) IcZ/yN2 = %jﬁ;%ﬂg(w) Flaw) <%) ‘c <%) ‘27

donde el limite es uniforme en x € [0, a]. Luego, existe ny € N, tal que

. "
g/ Fla )l i <= =€ [0.0)

Yo

-2

[ aoram s - ;ww( 0 Fa) () |o ()
<|[Ma@Fa >|C(dy)|2—y0;u ) #ao (%) | (W)

+

<2, n>ng, x€l0,al

/ @ ) )

En otras palabras,

n

n . . -2
sup |pr(x) — % ngﬂﬁi(:ﬁ) Flqr) (%) ‘c <@)‘ <2, n>ng.
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De este modo probamos que py estd en la clausura en C([0,a]) del espacio
vectorial generado por {¢y }ye(0,00)-
Ademés, de (4) tenemos que, para cada y € (0, 00),

oo

py(x) =Y (=1)"bn(2)(y* +p°)", z€R,

n=0

donde la serie converge uniformemente en [0, a]. Por tanto, para caday > 0, ¢,
pertenece a la clausura en C([0, a]) del espacio vectorial generado por {b, }nen.
Concluimos que py, estéd en la clausura en C([0,a]) del espacio vectorial ge-
nerado por {b, }neN-
Nuestro préximo objetivo es ver que, para cada f € F|

T (f) = Ko (f),
donde

oo

Ko(f) =) (=1)" 6, A"f(x), € (0,00),

n=0

Y 60 =6n(9) = [;~ bn(y)d(y)A(y)dy, para cada n € N. Nétese que de (7) y [33,
(3.5)] se deduce que, para cada n € N, la integral que define 6,, es absolutamente
convergente. En efecto, si n € N, para cierto § > 0, se tiene que

/Oo b, (y)P(y)| A(y)dy < c/oo 7 |(y)| e*Vdy < oo,
0 0

al ser ¢ € S7. Senalamos también que por hipétesis (propiedad (iv)) resulta que
D ont [6n] < oo

Supongamos que f(z) = >F_ayb,(x), z € [0,00), donde p € Ny a, €
R, n=0,1,...,p. Esclaro que f € F.

Teniendo en cuenta [103, Théoréme 4], podemos escribir

To(f)(x) = (o8f)(x)
_ / o) () () Aly)dy

_ / 6(y) S (~1)F bula) A*F(y) Aly)dy

0 k=0

= Yn [ T o) (1P an AFb,(y) Aly) dy
k=0 0 n=0

= Y bil2) Y an / h O(y) bu—r(y) Aly) dy
k=0 n=k 0

P P
= Zbk(x) Zan On—t, x € (0,00).
k=0

n=~k
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Ademas, se tiene

o0

Ey(f)) = Y (=1)"ba A”f(x)—z " 8 Zak A"y (x

n=0 n=0

Z 671, Z ag bk 71 Z bk Z 2% 6n—ka T e (07 OO)
n=~k

Por tanto Ky4(f) = To(f).
Definimos ahora el conjunto H como sigue

P
'H{fGF: f:Zanbn, donde p € Ny a, € R, nO,l,...,p}.
n=0

‘H es un subespacio denso de Fj,. En efecto, sea f € F' con la representacion

f(z) =30 g anbp(z), x € [0,00), para cierto (a,)nen € co. Teniendo presente

las propiedades de b,,, n € N, y considerando b_,, =0, n € N, sigue

p (Z bn(x)an>
n=~k

<supla,| sup h(z)coshz, k€& N.
n>k z€(0,00)

<swla] s h(@) Y bey(2)
n>k peEN, z€(0,00)

sup
pEN, z€(0,00)

Ya que (an)neN € co, de la propiedad (iii) se infiere que

"
kllrgo;an bn(z) = f(x),

en el sentido de la convergencia en F},.

De acuerdo con lo probado hasta ahora, para mostrar que K4 = Ty sobre
F, es suficiente ver que K4 es una aplicacién continua de F}, en C([0,00)).

Sea a > 0. Podemos escribir

Ko(F)@)] < D [6al|A"f(2)
n=0

IN

Sl s @A)
n=0

T) peN, z€(0,00)

1 oo
< == 671, ] ) 07 .
< h(a);| pn(f), x€[0,d]
Concluimos pues que K4 es continua de Fj, en C([0, 00)).
De este modo queda probado que Ty = K sobre F.
Supongamos que f(z) = > anb,(z), = € [0,00), donde (a,)nen € Co-
Tenemos que

Tof = Kof = Z DF6A% f = Zékzan n—k
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= Z Ok Z ik bn Z by Z Okn ik
k=0 n=0 n=0 =

Ademéds, si e > 0 existe ng € N tal que |a,| < &, n > ng, y entonces

[, n>ne.

Por tanto (3.2 0k@nik),eng €0 ¥ Tof € F.

Es inmediato ver que py,(Af) < pn(f), f € F,y teniendo en cuenta de nuevo
la propiedad (iv), se deduce que Ty es una aplicacién continua de F, en Fj,.

Nos proponemos ahora probar que

T¢(T¢f) = T¢’2f, f cF.

Sea k € N. En virtud de (4) podemos escribir

—1)k k
br(z) = (2"01]3! <%c%\) oA(®)r=ip, T € (0,00). (2.8)

Aplicando [33, Theorem 2.4, (i)] obtenemos

Ty(bx) ()

/0 " () () (W) Aly)dy

(=D
= Alﬂ?p ok k!

/0 oA ) (1) () Aly)dy

Luego, para cada z € (0, c0),

k J (o)
T¢<T¢<bk>><x>=zzbl / b)) Aly) dy / by ()o(w) A(y) dy.

=0 1=
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Por otra parte, procediendo de un modo similar conseguimos

Lo (br) ()

k o0
S by (@) / b (1) (686) (4) Aly) dy

—1)k—J d\FI
ot () FG0

: /0 N br—;(y) o(y) Ay) dy
Ty(Ty(bx))(x), =€ (0,00).

Por tanto Ty 2(f) = Te(To(f)), f € H.

Ademds, si probamos que la funcién ¢fi¢ satisface las propiedades (i), (ii) y
(iv) que imponemos a ¢ en el enunciado, entonces Ty o es continua de Fj, en Fy,
y al ser H denso en Fj, podemos concluir que

Tyo(f) =Tu(Tu(f)), f € F.

La propiedad (i) para ¢f¢ fue establecida con anterioridad. De [33, Lemma
2.4, (i)] se sigue que

F(ot9)(ip) = F(0)(ip) F(d)(ip) = 1

| F(0) ()| = |F () (@)||F(¢)(x)| <1, para casi todo x € (0, 00).
Probamos asi (ii) para ¢f¢.
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Veamos ahora (iv) para ¢f¢. Sean € N. De (2.8) y la férmula de intercambio
para la transformacién F inferimos

o) = [ b@oz0)e) A) de
= SR (G5) [ e e aw) a
= i S G (LY [T e o) ) o
o (3) [ o) o) A o
- > | 5 o) At dy [ bss0) 000) A) dy
- ioéjw)én_g(as)

También podemos escribir

(zékw)z”) > 650" =Z<Zék<¢>m<¢>) o
k=0 =0

n=0 \k=0

= Z(Sn(d)ﬁ(b)znv z€C.
n=0

Por tanto (iv) es védlido para ¢f¢.
Un argumento inductivo nos permite concluir que, para cada n € N,

—_—
Ton(f) =To(--(Ts(f))), [eF

El operador A es sobre en F}, (véase (6)). Ademas el conjunto H esta con-
tenido en U,enKer(A™), y, por consiguiente, U,enKer(A™) es un subconjunto
denso de Fj,. Ya que 69 = F(¢)(ip) y el espectro o(A) de A en F}, estd con-
tenido en el disco unidad cerrado D(0, 1), al ser pi(Af) < pn(f), f € F, [87,
Corollary 1] implica que T} es hiperciclico en F},. Esto es, €l conjunto

{rer: Wl neN}F"zF}

no es vacio. Teniendo en cuenta que la topologia de F} es mas fuerte que
la inducida sobre F' por la de C([0,00)) y que F es un subespacio denso de
([0, 00)), concluimos que el conjunto Uy, no es vacio.
De este modo la prueba estd completa.
|
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2.3 Operadores de convolucién de Chébli—Trime-
che hiperciclicos y caéticos en E, y D..

G. Godefroy y J. Shapiro caracterizaron las aplicaciones lineales y continuas de
H(C"), el espacio de las funciones holomorfas en C", que conmutan con las
traslaciones usuales [61, Proposition 5.2]. Como consecuencia de este resultado
los autores citados extienden trabajos cldsicos de Birkhoff ([30]) y MacLane
([82]) sobre la hiperciclicidad de la traslacién y la diferenciacién sobre H(C).
Concretamente, en [61, Theorems 5.1 y 6.2] establecen que cada operador difer-
encial sobre R™ que no es un multiplo escalar de la identidad es hiperciclico y
cadtico en C°(R"™). Recientemente, J. Bonet ([34]) mostré que los operado-
res de convolucion usuales que no son multiplos escalares de la identidad, son
hiperciclicos y cadticos sobre ciertos espacios de funciones ultradiferenciables de
tipo Beurling. En esta seccion presentamos versiones de los resultados de Bonet
para operadores de convolucién de Chébli-Trimeche sobre E, y D..

Comenzamos introduciendo un espacio de funciones que juega en nuestra
teoria el mismo papel que el espacio de las funciones enteras en la desarrollada
por G. Godefroy y J. Shapiro ([61]).

Denotamos por G el espacio constituido por las sucesiones complejas (a,)nen
tales que la serie Z,,OLO:O (‘;’{)I! z|™ < oo, para cada x € R. El espacio de funciones
H se define como sigue. Una funcion par f, definida sobre R, estd en H cuando
existe una sucesion (a,)nen € G tal que f(z) =Y " anby(z), € R. Nétese,
en virtud de (7), que si (an)nen € G entonces >~ |an|b,(z) converge uni-
formemente en z € [0, a], para cada a > 0.

Proposicién 2.3 Si f € H entonces f € E.. Ademds, si (an)nen € G en-
tonces la serie ZZO:O anb, converge en F,.

Demostracién.
La igualdad (5) podemos escribirla

u2n ) )
b, = X (Wﬂn%(lpll’)) , ne N7
donde y representa la transformada generalizada de Riemann—Liouville definida
por [105]

W(f)(@) = / "K(ey) f(y) dy, x € [0,00).

Aqui, como se sefialé en el Prélogo, para cada x € (0,00), K(z,-) es una
funcién par, no negativa, integrable y con soporte en [—x,z], y por j, repre-
sentamos la funcién j,(z) = 27#J,(2)2T(n + 1), z € (0,00), donde J, es la
funcién de Bessel de primera especie y de orden pu.

Ya que x es un automorfismo sobre E, ([105, Théoreme 5.1]), para cada
m&ENya>0existenl € Nyb>1 tales que

() (o)

sup
|z|<a

dm
—bn(x)‘ <c¢ max sup
dz™ 3=0Lecl g <b
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(i) (esom)

J
. 1
§ s _ _ 2(n—s) (; \2(j—s) .
= Cj:%}i)-(--al I?S;l\lﬁpb 5:02 n(n=1).-(n=st+1)y (ip)™ ]n—j—&-s—%(”}y) (271)'

J

1d\°
< ¢ max supz (Ed_y> yn

I=0L sy <b S5

1

(2n)!

b2n

SRCICE)IE
En la dltima desigualdad hemos usado [114, (7), Chapter 5] y que j,(iu) <
coshu, u € R ([48, pdg. 246]).
Sea (an)nen € G. De (2.9) se deduce que, para cada m € N, la serie
> a,,,d”‘i%bn(z) es uniformemente convergente en [—a,a], para cada a > 0.
Por tanto, la funciéon f definida por

neN, n>l. (2.9)

f@) =) anbu(x), z€R,

n=0

estd en E,. El argumento anterior prueba también que la serie converge en F,.
|

Proposicion 2.4 H es un subespacio denso de E,.

Demostracion.

Sea T € E,. La transformacién generalizada de Fourier F(T') se define por
(véase [105])

F(T)Y(N) =<T(z),oxr(z) >, AleC.

Supongamos que Tjy = 0. Entonces, ya que px € H, para cada A € C
(recordemos (4)), se tiene que (FT)(A) = 0, A € C. Por tanto T' = 0. El
teorema de Hahn—Banach nos permite concluir que H es denso en F,.

|

Consideramos sobre el espacio H la topologia inducida sobre él por el espacio
E.. De (6) sigue que el operador A es lineal y continuo de H en s{ mismo. En
efecto, sea f € H admitiendo la representacion

fz)= Zan by(z), z€R,
n=0
donde (an)nen € G. Tenemos que

Af(x) = - Z anbn—l(x) = - Z an—i—lbn(z)v r € R.
n=0 n=0

oo |a”+1|

Ademis, (ant1)nen € G ya que >~ B z[*" < oo, = € R, al ser

> % z|*™ < oo, ¥ € R. Por tanto A define una aplicacién de H en sf
mismo. La continuidad de A sobre H sigue de la continuidad de A en FE,.

A continuacién estudiamos el comportamiento del operador de traslacién
Tz, T € [0,00), sobre H.
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Proposicién 2.5 Sea x € [0,00). FEl operador de traslacion 7, es una apli-
cacidn lineal y continua de H en si mismo. Ademds, si f =Y~ anby, donde
(an)neN € G, entonces

mf =Y (=1)" bu(z) A™f,
n=0

donde la serie converge en E.,.

Demostracion.
Sea n € N. De (2.8) y (3) se sigue que

) = Gor (Gax) [ 9@ Deas) 46) dan,
- G (G35) @@am,

Supongamos que (a,)neNn € G y tomemos f(y) = ZZO:O anbn(y), v € R.
Esta tltima serie converge uniformemente en cada subconjunto compacto de R.
Por tanto, se tiene

|z+y| s
(o)) = /| F)D(@,y, 2)A(2)dz = S an(7:ba) (y)
n=0

z—y|
= Z an Z bi(y) br—k(x) = Z br(y) Z b—k(T)an
n=0 k=0 k=0 n==k
= Zbk(y) Z bn(x)antk, vy € (0,00). (2.10)
k=0 n=0

Observamos que (>~ 4 bn(2)anik)ren € G. En efecto, de (7) se sigue

ST bu(@)an s <D bal@)llantl
k=0 |n=0 (Qk)' k=0n=0 (2k)'
oS 2"yl e~ PR y|
< = e
= g;'““’“'(zn)! (2k)! §§|Q"|(z(n_k))! (2k)!
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|l,|2(n k) |y|k

|an|Z k) Z |an Z )'|x|2(n—k)|y|k
T k= 0 ’
( )| pemppe< 3 Lo (|x|+¢|?)

n,O

i
- Lol

ya que (an)neN S g
Probamos asi que 7, f € H.
De [105, Proposition 8.3, (1)] podemos deducir ahora que 7, define una

aplicacién continua de H en si mismo.
Teniendo en cuenta (6), (2.10) se reescribe

o0

(T H)Y) =Y balx) (=1)" A"f(y), y € [0,00). (2.11)

n=0
Sea m € N. Para cada l1,ls € N, 1 <o, de (2.10) se infiere

l2

AT (1) ba(w) A" f(y)| = |AY Z bo(2) D any; b;(y)
=0

n=lIy n=lIy

lo o lo %)
n=ly j=m n=l1 Jj=m+n
lo+m j—m )
S Z |aj| Z bn(x) bj—'m—n(y) + Z |aj| Z bn J m— rL( )
j=li+m n=l; j=la+m n=lI1
§ o)
<2 &g .Z G 30— i 20— m)!
j=li+m
|aj| 2(J m—n)
+ Z | Z 2n ] . — n)) (2(] - ))'
Jj= l2+m
lo+m
< QZ |aJ| Z ( ) 22n y2(j7m7n)
p )! 2(j —m— n)
Jj= 1+m
|aJ| 2n , 2(j—m—n)
T Z 12 _n) ™y
Jj= ngrm
= |a;| 2(j—m)
< Z m(ﬂH—y) , Yy €(0,00).

j=li+m
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Siy,e > 0existe lp € N tal que 322, |aj|/(2(j —m))! (z4y)20—m) < ¢
cuando [ > ly. Por tanto,

oo

AT D=1 bulw) A" (),

n=0

converge uniformemente en y € [0, a] para cada a > 0.
De este modo la prueba de la propiedad termina.
|
Diremos que una sucesién compleja (¢, )nen estd en P cuando existen ¢, 7 > 0
y I € N para los cuales

T2n

(2(n—=10)V"

Definimos, dada un sucesiéon compleja (c,)nen, €l operador T, ), . sobre
H como sigue

len] <c neN, n>l.

oo
Tienpwent = cu A", fe .
n=0
Procediendo como en la prueba de la Proposiciéon 2.5 podemos mostrar la
proxima propiedad

Proposicién 2.6 Sea (c,)nen € P. Entonces el operador Ti., ), . €s lineal y
continuo de H en si mismo. Ademds, la serie Y.~ c, A" f converge en E,,
para cada f € H.

|

Recurriendo a los teoremas de Hahn—Banach y de representaciéon de Riesz

establecemos el siguiente resultado. Este nos da una representacién muy til de
los elementos de E,.

Proposicion 2.7 Sea T un operador lineal de E, en C. Entonces, T € E., si,
y solo si, existen k € N y medidas requlares complejas g, 41, ..., i cON Soporte
compacto en [0,00), tales que

k oo
T f>= Z/O N () du;(z), | € E.. (2.12)
j=0

Demostracién.

Observamos en primer lugar que si 7' admite la representacién (2.12), para
ciertas medidas complejas regulares g1, o, ..., 4 con soporte compacto en [0, 00),
existe a > 0 tal que

k a
<T.f>| < 2/ A9 F ()] dlpas ()
7=0"0
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k

3 sup AT f(@)] [0, a])

=0 z€(0,a)

IA

k
< e) sw |Af(@)], feE.

j=0 7€ (0,a)

donde, como es usual, |u;| representa la medida variacién total de pj;, j =
0,...,k. Por tanto, T € E".
Supongamos ahora que T € E.. Existen k € N y a,c > 0 tales que

|<T,f><c¢ max sup ’Ajf(x)|, feE,. (2.13)
]:OV"Wk:EE[O#a]

Definimos las aplicaciones

k+1
J: E, — C([0,a]) x...x C([0,a])
f— (LAf . AR

k+1

L: J(B)co(0,a]) % ... x C([0,a]) — C
(f,Af,...,Akf) — <T,f>

donde J(F.) representa la imagen de E, por J.
La aplicacién J es inyectiva sobre F, lo que implica que L estd bien definida.
Ademids, de (2.13) se sigue que L es continua, cuando sobre J(E,) se considera
k+1

la topologfa producto de C([0,a]) x ... x C([0, a]).

k+1

El teorema de Hahn—Banach permite extender L a C([0,a]) X ... x C([0, a])
k+1

como un elemento del dual de C([0,a]) X ... x C([0,a]). Por tanto, del teorema
de representacion de Riesz se infiere que, para ciertas medidas complejas regu-
lares pu1, ft2, .., i, con soporte en [0, al

k 0o
<T,f>:L(f,Af,...,A"’f):Z/O N f(z) duy(z), f € E..
=0

|

A continuacién caracterizamos las aplicaciones lineales y continuas de H en

s{ mismo que conmutan con el operador de traslacién 7., para cada x € [0, 00).

Nuestro resultado corresponde en nuestra teoria al establecido por G. Godefroy

y J.H. Shapiro [61, Proposition 5.2] para operadores sobre el espacio de las
funciones enteras que conmutan con la traslaciéon usual.
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Proposicién 2.8 Supongamos que L es una aplicacion lineal y continua de E,
en st mismo. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) L conmuta con el operador de traslacion T, esto es, L, = 1, L, sobre
E., para cada x € [0,00).

(b) Existe T € E!, tal que Lf =T4f, f € E..

(c) Existen k € N y medidas complejas requlares po, fi1, ..., b, con soporte
compacto sobre [0,00), de manera que

k 0o
L@ =3 [ m& D) disl), 1€ By 2 € [0,00).
7=070

(d) Eziste una sucesion (cn)nen € P tal que Lig = T(c,), cn -
(e) L conmuta con el operador A, esto es, LA = AL sobre F..

Demostracién.

De la Proposicién 2.5 se sigue que los operadores A y 7., x € [0,00), con-
mutan. Por tanto, la Proposicién 2.7 implica que las propiedades (b) y (c) son
equivalentes.

(a) = (c). Definimos la funcional

<T,f>=(Lf)0), fe€kE.

De este modo T' € E.. Recurriendo de nuevo a la Proposicién 2.7, obtenemos
para T la representacién

k 0o
<T,f>:Z/ N f(z) dpy(z), [ € E.,
5=0"0

para ciertas medidas complejas regulares uq, 1, ..., 4 con soporte compacto
sobre [0, c0).
Asumiendo (a) concluimos que

L(f)(x)

T2(Lf)(0) = L7 f)(0) =< T, 72 f >

b o© .
> [0 dut). 1 ek,

y (¢) queda establecido.

(¢) = (d). Supongamos que (c) es cierto, esto es, que existen medidas
complejas regulares puo, i1, ..., 1 con soporte compacto en [0, c0) para las cuales
se tiene

k 0o
L@ = [ ml& N dustw). € B e [0.00)
j=070
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Sea f € H. En virtud de la Proposicién 2.5 podemos escribir, para cierto
a>1,

L)) = "N () ) iy (9)

S—

oo

- (-1 &) [ " Abu(y) diss (9)

j=0n=0

S

Hemos tenido en cuenta que (7, f)(y) = (7, f)(z), =,y € [0, 00).
Ademas, de (7) se infiere que

2(n—3) a2n

k
= ;m il((0.a]) < e ey neEN.

Luego, escribiendo

k 00
Cn = Z(_l)nij/o bn—j(y) dﬂj(y)7 n e N,
=0

la sucesion (¢, )nen estden P,y Lig = T(c,),en-
(d) = (a). Asumimos que Lz = T(c,),cn, Para una cierta (c,)nen € P.
Sabemos que la serie >~ (¢, A" f converge uniformemente en cada sub-
conjunto compacto de R, para cada f € H (Proposicién 2.6). Por tanto, se
tiene

Tty o
T+(Lf)(x) / D(z,y,2) Z cn A" f(z) A(z) dz

z—y| n=0

= o[ D) A A) d:

Il

o
S
g
—
>
~
N~—
—~
<
:_/

feH, z,y€l0,00).

Ya que Ay 75, x € (0,00), conmutan sobre H, obtenemos que 7,(Lf) =
L(rof), feH.

Al ser H un subespacio denso de F, (Proposicién 2.4), [105, Proposition 8.3,
(1)] permite completar la prueba de (a).
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(e) = (a). Si (e) es cierto, la Proposicién 2.5 implica que L y 7, = €
[0, 00), conmutan sobre H. Recurriendo de nuevo a la Proposicién 2.5 y a [105,
Proposition 8.3, (1)] concluimos que L7, = 7, L, x € [0,00), sobre E..

(d) = (e). Sea (cn)nen € P tal que Ly = Tc,), - En la Proposicién 2.6
se establecié que la serie Y7 ¢, A" f converge en E,, para cada f € H.

Entonces, ya que A es una aplicacién lineal y continua de H en si mismo,
obtenemos

AT ypenf = A (i cn Aﬂf) — icn AnHLf

n=0 n=0
= T(Cn)n,eNAfa f S H

Probamos asi que AL = LA sobre H. De la Proposicién 2.4 se sigue ya que
AL = LA sobre E,, en virtud de la continuidad, como operadores de E, en si
mismo, de L y A.

|

El principal resultado de esta seccién es el que sigue. Establecemos la hiper-

ciclicidad y el caos de ciertos operadores de convolucion sobre F,.

Proposicion 2.9 Sea L una aplicacion lineal y continua de E, en si mismo.
Supongamos que L no es un multiplo escalar de la identidad. Si L conmuta con
el operador de traslacion 1., x € [0,00), entonces L es hiperciclico y cadtico en
E., y existe un subespacio vectorial M de E, que es invariante respecto de L,
denso en E,, y tal que cada elemento no nulo de M es un vector hiperciclico
para L. Ademds, el conjunto de vectores hiperciclicos es residual en F,.

Demostracion.

Supongamos en primer lugar que V' es un subconjunto de C que tiene puntos
de acumulacién. Entonces, el espacio vectorial S generado por {¢x}rev es denso
en F,. En efecto, sea T € F. tal que < T,p) >= 0, para cada A\ € V. De
acuerdo con la Proposicion 2.7, existen medidas complejas regulares fig, ft1, ..., fk
con soporte compacto sobre [0, 00) tales que

k 00
<T, f>= Z/O A f(x) duj(z), f € E.. (2.14)
j=0

En particular, a tenor de (2), tenemos

k

<T,px>= Z()\Q + p2)j/ ox(x) dup;(z), XeC. (2.15)
=0 0

Entonces, la funcién F(\) =< T,px >, A € C, es entera y par. Ademds
F(\) =0, A € V,y V tiene puntos de acumulacién. Sigue ya que F(\) =0, A €
C.
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De (2.14) y (2.15) se deduce que, para cada m € N,

Luego, de (4) inferimos que

m m
<T,b, >=<T, % (%%) Oapr=ip >=0, meN.

En virtud de las Proposiciones 2.3 y 2.4, el espacio vectorial generado por
{bn}nen es denso en E,. Por tanto T' = 0.

El teorema de Hahn-Banach implica que S es denso en F,.

Supongamos que L es una aplicacién lineal y continua de F, en si mismo
que conmuta con las traslaciones 7., = € [0,00). De acuerdo con la Proposicién
2.8 podemos encontrar una sucesion (¢, )n,en € P tal que

Lf:icn A"f, feH.

n=0

Para cada )\ € C, se tiene entonces que

Loy =) cn ATpx = 02 @(N), (2.16)
n=0

donde ®(A\) = Y7 (A2 + p?)", A € C. Ya que (cp)nenw € P, P es entera y
par. ® no es idénticamente cero, ya que si asi fuera, tendriamos ¢, =0, n € N,
lo que implicaria L = 0, caso que no admitimos, al no ser L un multiplo escalar
de la identidad. Por tanto el conjunto

W={\eC: () #0}

es abierto y no vacio en C, y el espacio vectorial Sy, generado por W, es denso en
E,.. Ademés (2.16) dice que Sy estd contenido en el recorrido de L. Concluimos
pues que el recorrido de L es denso en F,.

Procediendo ahora como en la prueba de [61, Theorem 5.1] (véase también
[84, Proposicién 3.4] y [7, Theorem 2.2]) haciendo uso de las funciones ¢y,
podemos probar que existe un subespacio vectorial M denso en E,, que es
invariante respecto de L y tal que cada elemento no nulo de M es un vector
hiperciclico de L. Asimismo, recurriendo a [7, Lemma 2.1] obtenemos que el
conjunto de vectores hiperciclicos de L es residual en F,.
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Para probar que L es cadtico en E, es suficiente ver que el conjunto de
puntos peridédicos de L es denso en F,.

Sean (¢p)nen ¥ ® como antes. Ya que L no es un miltiplo escalar de la
identidad, ¢ no es constante en C. Por tanto, existe m € N de manera que

o(D(0,m)) N dD(0,1)

contiene un subconjunto abierto y no vacio de 9D(0, 1).

Definimos G = {z € D(0,m) : ®(2)! =1, para algtin [ € N}. G es infinito
y, por tanto, G tiene puntos de acumulacién en D(0,m). De aqui se deduce
que el espacio vectorial S generado por {y)}rcq es denso en E,.. Ademds, si
A € G, para algtin [ € N,

L'(px) = 2(\)' ¢x = @a.

De este modo probamos que cada elemento de S es un punto periédico para
L y que, por tanto, el conjunto de puntos periédicos de L es denso en F,.
La prueba de este modo termina.
]

Analizamos ahora los operadores de convolucién f sobre DY

Proposicion 2.10 Sea T € E... El operador de convolucién Lt definido sobre
D’ por

Lr(S) = StT, S €D,
es hiperciclico y cadtico, siempre que T no sea un multiplo escalar de la funcional

6 de Dirac.

Demostracién.

El espacio E, es denso en D, (véase [25]). Ademds si f € FE,. entonces
L1 (f) coincide con la distribucién generada por la funcién Ttf € E. ([105]).
En efecto, sea f € E.. La convolucién S¢fT" de Sy y T, donde Sy representa la
distribucién generada por f, viene dada sobre D, por

< ST, ¢ >=< 8¢, T >= /Oo f@) < T, 1p¢ > A(x) dz, ¢ € D,.
0

En virtud de la Proposicién 2.7, existen medidas complejas regulares po, p1,
.., It con soporte compacto en [0, 00) tales que

k 0o
<T,f>:Z/ AV f(2) duj(z), f € E..
j=0"0

Sea ¢ € Dy . Sabemos que TH¢ € D,. Luego, para cierto b > 0, se tiene
que

/Oof(x) <T, 1.0 > A(x) dx
0
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k b 50 .

= w (A7 dp;i(y) A(z) d
S [ 1 [ o) ) Aw)
koo poo

= JZO /0 /0 f(@) 7y (A ) () Aw) da dp;(y)
E oo poo

= ;0 /0 /0 f(x) Alry(¢)(x) Alz) d dp(y)

koo paty
=3[0 [ 8@ n6)@) Aw) do diso)

k o0 ')
=2 / / (A F)(@) élx) Az) do dysy(y)

= /0 o() (Z /0 A (1. f)(y) duj(y)) A(z) dx

=< STtifa¢ > .

Para establecer la validez de las igualdades anteriores hemos tenido en cuenta
que, para cada ¢ > 0, existe ¢ € D, tal que ¢ = f en (0, ¢).

El resultado enunciado en la proposicién sigue ahora como una consecuencia
del principio de comparacién [93, pdg. 11] (véase también [34, Lemma 3]) y la
Proposicién 2.9.

|
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Capitulo 3

La transformacién de
Chébli—Trimeche en
espacios de distribuciones.

3.1 Introduccién.

Como se comenté en el Prélogo, el estudio distribucional de la transformacion
integral de Chébli-Triméche fue comenzado por K. Trimeche ([105]). Este autor
prob6 que la transformacién F es un isomorfismo de D, en H, y defini6 la
transformacion en cuestién sobre el espacio D’,, dual de D,,, por trasposicién. La
transformacion distribucional la denotamos por F’ para indicar que actia sobre
duales de los espacios de funciones considerados. Concretamente, si T € D’ se
define la transformada F'T de T como sigue

<FT,Fop>=<T,p>, ¢cD,.

En particular, si T € FE., la transformada F'T de T coincide con la dis-
tribucién generada por la funciéon

F\) =<T,pox>, Xe€][0,00).
En otras palabras, si T € F. se tiene que

> dA
/0 F() (FOR) o =< T >, 6 €D..

Mas recientemente W. Bloom y Z. Xu ([33]) investigaron la transformacién
de Chébli-Trimeche sobre los espacios S,, 0 < p < 2, y los correspondientes
duales. En [33] también se comenzé el andlisis de la convolucién £ sobre los
espacios Sy, 0 < p <2,y sus duales.
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Este capitulo, que hemos dividido en dos partes, lo dedicamos al estudio
de la transformacion de Chébli-Trimeche en nuevos espacios de distribuciones,
completando en algunos aspectos los resultados de W. Bloom y Z. Xu.

Recordamos la definiciéon de los espacios considerados por W. Bloom y Z.
Xu en [33] a los que recurriremos a los largo de este capitulo.

Sea 0 < p < 2. El espacio S, consta de aquellas funciones ¢ € C'*°(0, 0o) para
las cuales existen funciones pares ¢ € C*°(R) tales que ¥ (x) = ¢(x), x € (0, 00),
y siendo

dk
wfﬁ(flf)

1y (6) = up )(1 + )" o(x)~H?
xe (0,00

< 00,

para cada [,k € N. S, es un espacio de Fréchet cuando se define sobre él la
topologia generada por la familia {x} ,}ren de seminormas.
Representamos por H,, el espacio constituido por la funciones ® que son

pares y holomorfas en la banda {/\ e C: |Im)| < p(% - 1)}, tales que %kk(b

puede ser continuamente extendida a {)\ € C: [Im)\| < p(% — 1)}, para cada
k € N, y que satisfacen

dk

(@) = sup (14 A ‘
[tmA|<p(2-1)

para cada k,l € N. Cuando p = 2 o p = 0 el espacio H, se entiende de la
forma natural. H), es dotado de la topologia asociada al sistema {7}, }r1en de
seminormas. As{ H, es un espacio de Fréchet. 7

La transformacién integral F de Chébli-Trimeche es un isomorfismo de S,
en H,, siendo la inversa F~! de F dada por

f—l(q))(x):/ooogp)\(x) () . 7€ (0.00)

([33, Theorem 4.27]).



Parte 1

En esta primera parte presentamos nuevos espacios de distribuciones, en los que
estudiamos la transformacion F de Chébli-Trimeche y la convoluciéon §. Esta
operacion de convolucién es cerrada en nuestros espacios. El estudio realizado
tiene como antecedentes los trabajos de B. Gonzélez y E. Negrin ([63] y [62]) ¥
de J.J. Betancor y B. Gonzélez (]20]), sobre las transformaciones integrales de
Fourier y de Hankel, respectivamente.

3.2 Los espacios de funciones A,,, m € Z, m <0
y sus duales.

En esta seccién introducimos nuevos espacios de funciones, sobre cuyos duales
analizaremos la transformacion de Chébli-Trimeche y la convolucién asociada
a la misma.

Sea m € Z, m < 0. Decimos que una funcién ¢ estd en A,, cuando existe
una funcién par ¢ € C°(R) tal que ¢(x) = ¢¥(x), x € (0,00), y se verifica que

m m dk
ap'(¢) = _GS(%P )(1 +z) ﬁﬁb(ﬂc) < 00,

para cada k € N.

Sobre A,, se considera la topologia generada por la familia {a}" }ren de semi-
normas. Siguiendo argumentos usuales podemos probar que A,, es un espacio
de Fréchet.

A continuacién damos una nueva descripcién del espacio A,, que nos seréd
muy util.

Proposicién 3.1 Sea m € Z, m < 0. Supongamos que ¢ estd en C*°(0,00)

y que existe una funcion par p € C°(R) tal que Y(x) = ¢(x), = € (0,00).
Entonces, ¢ € A, si, y sélo si, para cada k € N,

Bir(¢) = sup (1+2)"|A%¢(z)| < oo.
z€(0,00)

Ademds, el sistema {8) }ren de seminormas genera la topologia de A,,.
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Demostracion.

Asumimos inicialmente que ¢ € A,,. Entonces, teniendo en cuenta [33,
Lemma 4.18, (i) y (iii)] obtenemos que G;'(¢) < oo, para cada k € N. En
efecto, sea k € N. De [33, Lemma 4.18, (i)] se deduce que existe § > 0 tal que,
para cada k € N, podemos encontrar s € N y ¢, > 0 verificando la propiedad
que sigue: para cada z € [0, 6] existe §; = &;(x, k) € [0, z] para el cual

2k Sk

[Afg@)] < e | DD

=1 5=0

’L

dxt

1

d:ﬁ

¢(&))

+Z

Por tanto

N

2k sk —m i
(L+2)" [AMg()] < e ZZ(“@) <1+§j>m\%¢<gj>

i=1 j=0

| d
+Z(1+x) ‘dml

o(x)

< ¢ Z sup (1+x)™ ‘ddlqﬁ( )|, x€]0,6]. (3.1)
i—1 ©€(0,00)
Ademas, [33, Lemma 4.18, (iii)] implica que
2%k Ji
(I+2)™ |AR¢(z)| < c Z(l—l—x)m‘dxiaﬁ(x) , x>0 (3.2)

i=1

Combinando (3.1) y (3.2) concluimos que

2k
¢)<c Y a(¢), keN,
i=1

donde ¢ > 0 no depende de ¢. Luego {3} }ren genera sobre A,,, una topologia
menos fina que la que define {}}ren sobre él.

Supongamos ahora que 5} (¢) < oo, para cada k € N. Ya que ¢ admite una
extension par y C* en R podemos escribir

/0 " AG(t) A) dt = — /0 ’ % (A(t)%) B(t) dt
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Por tanto, ya que A es creciente, se deduce que

(1 a)" | (o)

< /O$<1+t>m|A¢<t>|dtswm), re(0,00). (33)

Asumimos en este punto que p = 0. Atendiendo a la propiedad (1) tenemos

que
_ ?  Alx) d
Agz) = - (dm2 + A(x) %) ¢()
£ 2a+1d d
- (% o @*"MD@%) o),z B4

donde 6,29 > 0y D es una funcién C*°(R) tal que ;SL—I,C,CD es acotada sobre R,
para cada k € N.

Ya que 877 (¢) < 00, de (3.3) y (3.4) se infiere que (1+x)mj—;2 (x) es acotada
sobre (0,00). También (1 4+ x)™¢(z) es acotada en (0,00). Teniendo en cuenta
que

2

x+1
(@) = ola) =0+ 1) = [ Gzo) @10 dt. a e (0.00),

podemos concluir entonces que (1 + z)™-L¢(z) es acotada sobre (0, 00).
Al ser %

de z ([33, pdg. 93]), un procedimiento inductivo nos permite ver que, para

Aj/ acotada en (0, 00), para cada k € N, y para valores grandes

cada k € N, (1+ x)"‘%(ﬁ es acotada sobre (0,00) o, en otras palabras, que
ap(p) < oo, ke N.
Sea ahora p > 0. La propiedad (1) nos da

d? d _ d
—Ad(z) = @Gb(x) +2p %Mﬂc) + e_élD(x)%Wx)a T 2> o,
para ciertos 6, xo > 0 y una funcién D que es C*°(R) y que tiene sus derivadas
acotadas sobre R.
De (3.3), ya que ({*(¢) < oo, se deduce que

2

sup (1+z)™ %qﬁ(m) +2p %(ﬁ(l‘) < o0. (3.5)

2€(0,00)

Definimos h(x) = %(f)(m) +2pLp(z), x € (0,00). Integrando obtenemos

dzx

%qb(m) s (/Ow et h(t) dt + ¢>’(0)> ;2 €(0,00).

Por tanto,

(v gpo) < e ([ aem e ) i 14076 0))

< c <e_2"‘”/ e2Pt dt + 1> <e, € (0,00).
0
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De (3.5) sigue entonces que (1 + x)m%ﬂx) estd acotado sobre (0, 00).

Procediendo de nuevo inductivamente probamos que o} (¢) < oo, para cada
k € N.

Por otra parte, argumentos ordinarios (véase, por ejemplo, [112] y [113, 6.3])
nos permiten probar que las familias {a]" }ren ¥ {8] }ren definen topologias
Fréchet sobre A,,. Ya que {a}'}ren genera una topologia més fina que la
inducida sobre A,, por {8} }ren, €l teorema de la aplicacién abierta implica
que {a7" tren ¥ {0 }ren son equivalentes sobre A,,.

|

Es inmediato ver que el espacio ), esta contenido en A,,, para cada 0 < p <
2.

Ahora bien, el espacio S, no es denso en A,,. En efecto, si ¢ estd en la
clausura de S, en A,,, existe una sucesién (¢;);en C Sp tal que ¢; — o,
cuando j — oo, en A,,. En particular (1 + x)™|¢;(z) — ¢(z)| — 0, cuando
Jj — oo, uniformemente en (0,00). Ya que lim, (1 + x)™¢;(xz) = 0, para
cada j € N, también lim, (1 + z)™¢(z) = 0. Consideramos una funcién
€ C*(0,00) tal que ¥(z) =0, z € (0,1), y ¥(x) = (1+2)"™, z € [2,00).
No es dificil ver que ¢ € A,, y, sin embargo, ¥(x)(1+z)™ =1, = € [2,00). Por
tanto, 1 no estd en la clausura de S, en A,,.

Definimos A,, ;, como la clausura de S, en A,,, para cada 0 < p < 2.

A continuacién probamos que el espacio A, ;, no depende de 0 < p < 2. Por
D., como en capitulos anteriores, denotamos el espacio de las funciones pares,
C* sobre R y que tienen soporte compacto en R.

Proposicion 3.2 Sean m € Z, m < 0, y 0 < p < 2. Supongamos que ¢ €
C>(0,00) y que existe una funcion par ¢ € C(R) tal que ¢(x) = YP(x), = €
(0,00). Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:

(0) 6 € Ay,

(b) para cada k € N,

: m dk:
Jm (1+0)" () =0, (3:6)
(c) Existe una sucesion (¢;)jen C Dy tal que ¢; — ¢, cuando j — oo, en

A77L .

Demostracién.

(a) = (b). Supongamos que ¢ € A, ,. Existe entonces una sucesion (¢;);jen
en S, tal que ¢; — ¢, cuando j — oo, en A,,.

Sean € > 0y k € N. Existe j € N de manera que

dF dk
(o) | peto)| < s ()" |00 - 6,(0)
SN
H1+ )" | o)
dk
< e+ (14+x)™ w(b](m) , x € (0,00).
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Al ser ¢; € Sp, (1+a)™
cierto xg > 0, se tiene

k
%qu (x)‘ — 0, cuando = — oo, y entonces, para

k

(1) | rote)

<2, x2> .

Por tanto, lim,_, o (1 + )™ d(ikk gb(m)‘ =0.

(b) = (c¢). Asumamos que se verifica (3.6), para cada k € N. Elegimos una
funcién £ € C*(R) tal que {(x) =1, 2 < 0,y £&(x) =0, = > 1. Para cada
n € N\ {0}, definimos

() =€&(x—n), z€R.

Noétese que ¢, € Di, n € N\ {0}. En efecto, para cada n € N\ {0}, existe
una funcién par i, € C*°(R) tal que ¥, = ¢&, sobre (0,00) y ¥, (z) =0, |z| >
n+ 1.

Sean ¢ > 0y k € N. La regla de Leibniz conduce, para cada n € N\ {0}, a

s k k—j j
Lo~ o) = 3 () 500 et

dk
+o (@) (Eale) — 1), 7€ (0,00)
T
Por consiguiente,

k k—j

(12)" | L2006 0) — (0| < céa wa)" | o)

)
(ol

teR

+1>, x € (0,00), n € N\ {0}

De acuerdo con la hipétesis, existe xg > 0 tal que

k

(1+z)™ M(

oe)en() - 6a))| <2 02 an, nE N (0}

Ademds, sin € Ny n > zy, ¢(x)é.(z) = ¢(z), = € (0,z0). Por tanto,
¢&n — ¢, cuando n — oo, en A,,.

(c) = (a). Basta observar que D, estd contenido en .S),.

|

De acuerdo con la Proposicién 3.2, el espacio A,, , no depende de 0 < p <
2. Escribimos, por ello, en lo que sigue A,, en lugar de A,,,. Ademads la
Proposicién 3.2 nos dice que el espacio A, puede ser identificado con el espacio
constituido por las funciones pares en el espacio S,,, considerado por J. Horvath
([73]).

Precisamos a continuaciéon condiciones bajo las cuales, para cada k € N, la

k

funcién aavgp,\ estd en A,,.
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Proposicién 3.3
k
(a) Sea p >0 ym € Z, m<O0. Para cada k € N, la funcidn %cpx € A,
cuando |Im\| < p. Ademds ¢y € Ay, si [Im)| = p.
(b) Sip=0yke N, entonces %¢A € A, siempre que m < —1—k y
AeR.

Demostracion.
(a) Supongamos que p > 0. Ya que la funcién A — @y(z) es entera, para
cada x € (0,00), podemos escribir, cuando k € N, x € (0,00) e [ImA| < p,

9" k! @y ()
EAAE) = o /cA mdﬁv (3.7)

donde c) es la circunferencia que tiene por parametrizacién n(t) = A\+ryeil, t €
[0,27] y A = 3(p— [Im)|). Nétese que de (3.7) se deduce que, para cada A € C
tal que [Im\| < p, la funcién %go)\(m) es par.
De (3.7) sigue que, para cada [,k € N, z € (0,00) e |Im)| < p,
ot o K o o)

9 o MW = 9 | Gt Gy — ayErr A

Sean k,l € N. En virtud de la Proposicién 3.1, que también es valida cuando
m =0, existen 5 € N y ¢ > 0 tales que

<cmax sup |A°g,(z)], necC.

81
sup ‘ Dl ©n(2)

z€(0,00) 0<s<j 2€(0,00)
Por tanto,
i 2, 2 j
sup | =y (@)| S e (Il +p" +1)7 sup gy(2)], 7€ C. (3.8)
z€(0,00) | OF 2€(0,00)

e (3.7), (3.8) y [33, Lemma 3.4] se deduce que

o oF
@ch,\(x)

‘ <c (P40 +1) (p— [tmA)~*,

cuando [ImA| < py x € (0,00).

Luego, lim, (1 + m)flaa—;%cpA(m) = 0, siempre que |Im\| < p.

Esto prueba ya, recordando [33, Lemma 3.1], que 88—;@A € A,,, cuando
Im\ < p,ymeZ, m<DO.

Ademsds, las Proposiciones 3.1 y 3.2 y [33, Lemma 3.4] implican que ¢, €
A, cuando [ImA| = py m € Z, m < 0, procediendo como en el caso anterior.

(b) Supongamos que p = 0. Sean k,l € N. En virtud de [33, Lemma 3.4,
(iv)] obtenemos

Alpr(z)| <c(+2)* 1+ \)*, 2€(0,00), Ae€R.  (3.9)

o
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Por tanto recurriendo de nuevo a las Proposiciones 3.1 y 3.2 concluimos que
%(p,\ € A,,, siempre que m < —1 — k.
[ |
El espacio dual de A,, se denota, como es usual, por A/ , para cada m €
Z, m<O.
Presentamos ahora una representacién para los elementos de A
serd de utilidad més adelante.

/
m

que nos

Proposicion 3.4 Sea m € Z, m < 0. Supongamos que T es una funcional
sobre A,,. Entonces T € Al si, y sdlo si, existen k € N y medidas complejas
requlares fuo, 41, ..., ik, Sobre [0,00), tales que

ko oo &
<T,¢>= Z/O (14 0)" =6() dus(e), &€ A (3.10)
=0

Demostracion.
Si T admite la representacién (3.10) para ciertas po, fi1, ..., i medidas com-
plejas regulares sobre [0, 00), entonces

k

|< T7¢>| SZLU‘JK[O’OO)) a;n(d))’ ¢6Am>

Jj=0

donde |p;| representa la medida variacién total de pj, 7 = 0,...,k. Por tanto
T € A,

Supongamos ahora que T € A
tiene

Existen k£ € N y ¢ > 0 para las cuales se

!/
m*

iqb(:v) , e Apn.

<T,6>| < ap (1+2)™ |&
| ¢ > <c max sup (1+z) e

0<j<k 2€(0,00)

Ademsds, para cada ¢ € A, lim, (1 +z)™ %jgzﬁ(x) =0, jeN.
Recurriendo a los teoremas de Hahn-Banach y de representacién de Riesz,
los argumentos empleados en la prueba de la Proposicién 2.7, nos permiten
concluir que T admite la representacién (3.10) para ciertas medidas complejas
regulares sobre [0, 00).
|

3.3 La transformacion de Chébli—Trimeche so-
bre los espacios tipo Schwartz S,, 0 < p <2
y sus duales.

Como se menciond en la Seccién 3.1, W. Bloom y Z. Xu ([33, Theorem 4.27])
probaron que la transformaciéon generalizada de Fourier F es un isomorfismo
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de S, en H,. El caso particular p = 2 fue estudiado por K. Triméche ([109,
Theorem 11.2]). La inversa F~! de F estd dada por

F @) (z) = /OOO D(N) pr(z) |C(d;\)|2, z € (0,00)y ® € Hy,

donde ¢ es una funcién continua y sin ceros en [0, 00).

La transformacién F de Chébli-Trimeche se define sobre el dual S;, de S,
por trasposicién. Esto es, si T' € S}, la transformada F'T de T es el elemento
de H,, dado por

<FT,Fp>=<T,p>, ¢ESI,. (3.11)

La transformacién distribucional definida por (3.11) extiende la definicién de
la transformacién de Chébli-Trimeche sobre S, cuando 0 < p < 2. Justificamos
ahora esta afirmacion.

Sean 0 < p < 2y f una funcién medible Lebesgue definida sobre (0, 00) tal
que

/OO e (L+2)7F |f(z)] A(z) dz < oo,
0

para algin [ € N. Entonces la funcional T’ definida sobre S, por

<Ty, 6 >= / f(z) 6(z) Ax) dx, € S,

estd en S). En efecto, tenemos que

_ 2pz

<Tpo > <ufo(@) [ e (140 @] A@) o, v,

En particular, S, puede ser visto como un subespacio de Sz/> cuando 0 < p <
2, ya que, a tenor de [33, (3.5)], tenemos

[ PO e [T o) L i S

1 +x)2ﬁ+1—%+l (1+x)25+1—%+z

00 B
S C/ 672/)1,(%71)% dx < oo.
0 (14 )25t

Aqui (3 es la constante positiva que aparece en [33, (3.5)] y Il € N, I > 2/p.
Supongamos ahora que F' es una funcién medible sobre (0, 00) tal que

) y dy -
| aen i) o <

para algin [ € N. Definimos la funcional 7 sobre H, por

<Tr,®>= | F(y) dly) ——, &€ H,.
F /0 (y) (y) |c(y)|2 P
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De este modo 7 € H1/> En efecto, tenemos que, para cada ® € Hp,

dy
le(y)[?

2a+1

< To @ 5| < /OM|F<y>| B(y)| < /OOO|F<y>|<1+y>—l W v (@)

Teniendo en cuenta que m ~y , cuando y es grande ([109, pag. 99]),

se sigue entonces que H,, puede identificarse con un subespacio de H),.
Sea ¢ € S, donde 0 < p < 2. Sabemos que F(¢) € H, ([33, Theorem 4.27]).
Intercambiando el orden de integracion obtenemos

dy
le(y)|?

= @ ([T e aw @)
| o ([T Fowe e o) A do

0
= - o(z) () A(z) dz, Y € 5.

0

< Trg > = / T (FOW) (F) )

Probamos asi que 7r, = F(Ty), y establecemos que la transformacién
distribucional de Chébli-Trimeche dada por (3.11) extiende la transformacién
clésica sobre .S),.

3.4 La transformacion de Chébli—Trimeéche so-
bre los espacios A/, m € Z, m < 0.

m?

Como se establecié en la Proposicion 3.3, o) € A,,, m € Z, m < 0, siempre
que [ImA| < p.

Teniendo esto presente, definimos la transformada F'T" de Chébli-Trimeéche
deTc A, mcZ, m <0, como sigue

(F'TY\) =< T,px >, [Im)\ <p.

Probamos a continuacién algunas propiedades de la transformacion genera-
lizada que acabamos de definir

Proposicién 3.5 (acotacion). Sea T € A!.. Entonces existe un polinomio @

tal que

/
(FT)YN| <QUA), AeCyl|ImAl <p.

Demostracién.
De acuerdo con la Proposicién 3.1 existen 7 € N y ¢ > 0 tales que

| < Ta¢) > | S c 01;1,?‘%{7'ﬂk (¢)7 ¢ S -A’m,-
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En particular, si A € Cy [ImA| < p, [33, Lemma 3.4] permite escribir

! ) m k
(FT)N)| < ¢ Olggg,_resggo)(lﬂ%) |AFox(2)]

< 2 2k< 2 27“.
< ¢ max (o7 AT < e (147 + AP

Proposicién 3.6 (regularidad). Sea T € A,,. Tenemos que

(i) Cuando p >0, F'T es holomorfa en |[Im\| < p.

(i) Si p =0, F'T es continua en R. Ademds, F'T es k veces diferenciable
siempre que m < —k — 1.

Demostracion.
Escribimos F' = F'T. Suponemos en primer lugar que p > 0.
Sea Ag € C tal que |Im\g| < p. Vamos a probar que

lim
A—0

F(Ao+ ) = F(X\o) 0
3 =<T, 62%( Nz=ro > - (3.12)

Notese que, a tenor de la Proposicién 3.3, %@,\ € A, cuando [Im)| < p.
Por tanto, la parte derecha de (3.12) tiene sentido.
Para mostrar (3.12) basta establecer que

_ d
‘p)\oJr)\(m)/\ PXo (:I"> N d—SOZ(x)Iz:AN cuando A — 0,
z

en A,,.
Elegimos 0 < r < R < p — [ImAg|. Ya que la funcién A — ¢,(z) es entera,
para cada x € (0, 00), la férmula de Cauchy nos permite escribir

Protr(@) —pro(@)  d _ L/ A
X e T A S E (RS YE Yl

(z)dn,

para cada x € (0,00) y |A\| < r, donde C denota la circunferencia centrada en
Ao y radio R.
Recurriendo a [33, Lemma 3.4], para cada k € N, z € (0,00) y |A| <,

‘Ak (%oﬂ(m))\— Prolr) %wz(w)p_m)‘ < c%.

Por tanto, para cada k € N,

ﬂ]’:}n (@)\O+>\()>\_ SO/\O() _ %@z(')lz/\o) — O7 Cuando )\ —_— O.

De este modo (3.12) queda probado.

Supongamos ahora que p = 0.

Sea Ag € (0,00). Para ver que F es continua en \g es suficiente mostrar que
©A = ©rg, cuando A — Ag, en A,,.
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Fijamos k € N. De [33, Lemma 3.4, (i)] se sigue

(L+2)™ [A%(palz) —ex,(@)] < (L+2)™ [N oa(x) = AFex, (2)]
< c¢(l4+2)™, ze€(0,00), 0<X<2A.

Entonces, para cada € > 0 existe R > 0 tal que
(14+2)™ |A"(pa(z) —prp ()| <&, 0<A< 2N, ©> R.
Ademss, ya que A\**p,(x) es una funcién uniformemente continua en
{(z,\): z€[0,R], A €[0,2\o]},

Moy () — A3Fpy, (7), cuando A — Ag, uniformemente en z € [0, R]. Luego, si
€ > 0 existe 6 > 0 para el cual

|)\2kg0>\(ac)—)\gk<p,\o(x)| <e, |[A=Xo|<é z€][0,R]
Los argumentos anteriores nos permiten concluir que
Bit(ox — ¢xr,) — 0, cuando A — Ao,

y, por tanto, que @y — @y,, cuando A — Ag, en A,,.

Consideramos en lo que sigue que m € Z, m < —2. Vamos a ver que F' es
una funcién diferenciable sobre (0, 00).

Sea Ag € [0,00). Para mostrar la diferenciabilidad de F en A\ tenemos que
ver que

<p>\0+,\(1‘) - <p/\0(x) _ 9 0

3 &‘Pﬂz:)\o — cuando A — 0,

en A,,.
Para cada x € (0,00) y A # 0 podemos escribir

Proia(@) —pro(@) 9 A
> h\ s - &@z )z=xo = N ) 290" ) dn du.

Entonces, si k € N, z € (0,00) y A # 0, sigue

PAo (x) — ¥ o(x) 0
Ak ( AotA B\ A - %‘pz(m)z)\())

Ao u
/ / (n** oy (x)) dn du
Ao
Ao
/ / (2k(2k — D)n* 2, (2)
Mo

. 0 0?
+4kn?* 18—77907,(95) + 77%3—172‘:077 (x)) dn du.
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Luego, de [33, Lemma 3.4, (iv)] se infiere que

‘Ak (@AOH(:E))\ pr () i%( )|2_>\0>‘

dz

Ao
/ / |2k(2k — D)n*" 2 + 4kn®* ' + n?*| dn du|, (3.13)
Ao

para cada k € N, z € (0,00) y A # 0.
De (3.13) se deduce que

A (@AOH(I))\— oxo(@) d%%( )|2—>\0>’

(1+a)"

k(N = N 4 2(u® = N + ———— du

/A+A0 a u2k+1 _ )‘(2Jk+1
Ny 2%+ 1

— (A4 Xo)? — )\gk — 2]4;/\(2)’“_1)\ + (A4 Ao) 2t — )\gk—i-l)

2k+1

1 .
(2k — 2((}\ + )\O)2k+2 _ /\gk+2) _ )\ngrl)\)‘ _

2k+1
<1+m>m+2|§| () gy X () e

J J
. 1 2’“2*2 2k +2Y y2rrz-
2k +1)(2k +2) = j 0

<c M1 +2)"2 € (0,00) y A€ (0,1),

para cada k = 1,2, .... Cuando k = 0 se procede andlogamente.
Por tanto,

g (sO,\o+A(-) — () d (')leo) 0, cuando A — 0,
A dz

para cada k € N siempre que m < —2.

Anélogamente, cuando Ay < 0 podemos razonar de la misma manera.

Un argumento similar nos permite probar que F' es k veces diferenciable
sobre R cuando m < —k — 1, para cada k € N, k > 1.

|

Para cada 0 < p < 2, el espacio S, estd continuamente contenido en A,,. Por
tanto el dual A7, estd contenido en S),. Si T' € Aj, podemos entonces definir la
transformada F'T de dos modos aparentemente diferentes: uno como elemento
de 5}, esto es, por

<FT,Fop>=<T,p> ¢Sy
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el otro, como elemento de A/, del modo siguiente
(F'TY\) =<T,px >, [Im)\ <p.
A continuacién veremos que ambas definiciones coinciden.
Proposicién 3.7 Sean 0 <p<2yT e Al . Si
F(y)=<T,py >, ye€(0,00),

se tiene que
<Tp,Fo>=<T,¢p>, ¢,

Demostracion.

De acuerdo con la Proposicién 3.5 existe un polinomio @ tal que |F(y)| <
Q(ly?), v € R. Por tanto, de acuerdo a lo comentado en la seccién 3.3, ya que
m ~ y?**1 cuando y es grande ([109, pdg. 99]), F define un elemento 7
en H, mediante

dy
<Tp,®>= | F(y) . ®eH,
r /0 (v) o) le(y)]? g

En particular, tenemos que, para cada ¢ € .S,
dy
le(y)[?’

En virtud de la Proposicién 3.4 existen medidas pug, f1, ..., 4 complejas re-
gulares sobre [0, 00) tales que

<o, Fé >= / ") F o)) bes,

k .
* m d]
<Tio>=3 | a0 How du@). oe .
Ya que ¢, € Ay, y € (0,00), podemos escribir que

<TF>-7:(¢) >

/ FO0 [ @ anw

_ k © m i dy |
= ;/0 (1+2) /0 %@y(x) F(o)(y) [EOE dpj ()

B k ) . dj oo dy
- > [Tarer s [T o i du
= <T7¢>7 ¢€Sp.

Noétese que, teniendo en cuenta [33, Lemma 3.4 y Theorem 4.27] junto a que
W ~ 2ot cuando y es grande ([109, pdg. 99]), el intercambio de orden de
integracién y la diferenciacion bajo el signo integral estan justificados.

|

Como una consecuencia de la Proposiciéon 3.7 obtenemos un teorema de

unicidad para la transformacion distribucional de Fourier generalizada.
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Proposicién 3.8 (unicidad). Sea T € Al,. Si (FT)(y) =0, y € (0,00),
entonces T' = 0.

Demostracién.
Es suficiente con recurrir a la Proposicién 3.7 y recordar que D, es un sub-
espacio denso de A,,. En efecto, para cada ¢ € D, se tiene que

0=<FT,Fop>=<T,0>.

Por tanto 7' = 0.
[ |

A continuacién establecemos una férmula de inversion para la transformacién
distribucional de Chébli—Trimeche.

Proposicién 3.9 (inversion). Sea 0 <p <2 y T € A.,. Entonces

m-*

= lim e . d_y
T=lim | (FT) ) o

en la topologia débil * de S,.

Demostracién.

Denotamos F' = F'T. Observamos inicialmente que, en virtud de la Proposi-
cién 3.6, la funcién F(y)p,(x)/|c(y)]? es integrable sobre [0, 7], para cada r > 0,
y la funcién F, definida, para cada r > 0, por

x € (0,00),
genera una distribucién en S). En efecto, de acuerdo con [33, Lemma 3.4] y la

Proposicién 3.5, podemos escribir, para cada r € (0, 00),

dy
le(y)[?

Por tanto, de [33, (3.5)] sigue, para cada r € (0, c0),

<c(l+z)e ™, xe(0,00).

IFy(z)] < / 1F )] Loy (@)

/ |Fo(@)] (1+2)74% 72007 A(x) da
0

> 2
< C/ 1+ z) 5 err(173) 28 dr < 00, sileN, 1>24+3+2
0 p

Luego, segin lo comentado en la seccién 3.3, F,. define un elemento en S]’y
por

<Fop>= /Oo Fi) 6(x) A(@) do, d€ Sy, >0,
0
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Sea ¢ € Sp. El teorema de Fubini nos permite, procediendo como en la
prueba de la Proposicién 3.7 (recurriendo a la representacién de T establecida
en la Proposicién 3.4), obtener

le()]

- = ' - X X X wi dy
/0 Fy(2) é() A(x) dx = / Fy) / 6(z) ¢y () Alx) de —
dy r>0. (3.14)

e, / " ou() FO))

>,
le(y)I?
Notese que [; ¢, (z) F()(y) % € A,,, para cada r > 0 (recuérdese que
m < 0).
Ademés, de [33, Lemma 3.4], sigue que, para cada k € N,

o (/ ") Fo)w) |<dTy>|>§/ TIF@O W) (P A~ g,

cuando r — oo.
Por tanto, aplicando [33, Theorem 4.27],

. " dy o
lim [ o,@) FO0) i = [ el@) FO) i = o)
T Jo le(y)] 0
en el sentido de la convergencia en A,,.
De (3.14) se deduce entonces que
T dy

Jm [ FD@) o) e =T

en la topologia débil * de S,
|
Noétese que, al ser S, un subespacio denso de A,,, la férmula establecida en
la proposicién anterior determina la funcional T € A7,.
Presentamos ahora una regla operacional para la transformacién distribu-
cional estudiada.
Previamente establecemos que el operador A es continuo de A, en s{ mismo.

Proposicién 3.10 El operador A es continuo de A,, en si mismo.

Demostracion.

Es claro, en virtud de la Proposicién 3.1, que A aplica continuamente A,,
7’ . 7 ! ., .
en si mismo. Notese que % es una funcién impar.

Sea ¢ € A,,. Sabemos que
a2  Al(x)

4
dz?  A(z) dx’

Luego, para cada k € N,

d* d*+? (kN & (A@) @t
o) = —grmoo)- Y (1) s (5) gmr(eta). « € 0.00)

=0 \J
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De aqui se deduce, al ser %l (,Z/((;;))) acotada en un entorno de infinito,

para cada I € N, que lim,_ (1 + x)m%Agb(x) = 0, para cada k € N. La
Proposicién 3.2 implica ya que A¢ € A,,.
De este modo la prueba estd completa.
|
Denotamos por A* el adjunto formal del operador A. Esto es, para cada
T e A, A*T es el elemento de A., definido por

<A'T,¢p>=<T,Adp >, ¢EA,.

El operador A* es continuo de A/, en s{ mismo, cuando sobre este espacio

se considera la topologia débil * o la fuerte.

Proposicion 3.11 Sea T € A’ . Entonces

FATT)N) = (\ + ) (FT)(N),  [ImA| < p. (3.15)

Demostracién.
Es suficiente tener en cuenta que A,px(x) = (A2 + p?)pr(x), = € (0,00) y
Ae C.
|
La igualdad (3.15) es también valida cuando 7' € S}, donde 0 < p < 2. En
este caso la igualdad es entendida en H,,.

3.5 Aplicaciones de la transformacion distribu-
cional de Chébli—Trimeche.

Como en los casos anteriores, suponemos que 0 < p < 2y m € Z, m < 0.
Nuestro objetivo ahora es encontrar una funcional T" € Szl> tal que

P(A")T = S, (3.16)

donde S € A!, es conocido y P es un polinomio tal que P(y) # 0, y > p*.

De la Proposicién 3.11 se sigue que si (3.16) se verifica, entonces
PO\ + pHF =G, (3.17)

donde F' y G representan las transformadas de Chébli-Trimeche de Ty 5,
respectivamente.
La igualdad (3.17) junto a la Proposicién 3.9 sugiere definir la funcional

. " Gy) dy
<T,¢ >= lim </ —_— D =, 0 >, € 5,.
P>= 1< ) P ) PO eE ® > €%

Veremos a continuacién que el limite anterior existe para cada ¢ € S,,.
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Sean m,n € N, m > n. Para cada polinomio @ sin ceros en [p?, 00), se tiene
que

" G(y) dy (™ G(y) o W
Q(A’/n P+ 00+ ) 2 TP */n Pl + ) ) e

De acuerdo con la Proposicién 3.5 podemos encontrar un polinomio @ sin
ceros en [p?, 00) tal que

G(y)
P(y* + p?)Q(y* + p?)

donde r > 2a 4 2.
Sea ¢ € Sp. Integrando por partes obtenemos

/0°° B </ P(y? + p(r“;)(g?)(y2 +p?) #u(o) |c(i,y>|2) () A() do

=O0(y™"), cuandoy — oo, (3.19)

- |& ([ rermtee >“”y( ) >¢(”““) A(x)]:ﬁom
! K/n /P (v* +p§)%)(y2+p ool ) L_O
// P(y? + p?) )(y+p)y()|(y)| p(x) A(x) dz.

2a+1

De [33, Lemma 3.6,(ii)], al ser W ~y , cuando y es grande ([109,

pag. 99]), se deduce que

i m G(y) . dy . U .
dx <~/n P(y2 +p2)Q(y2 +p2)<py( ) |C(y)|2>‘ < (1+ ) ) S [O, )

También

c(14+2)%e, x€l0,00).

/ " Gy) on(x) —2_| <
n P2 +p0)QW2 +02) 7" le()?| ~
Por tanto, inferimos de [33, (3.5)] que

i m G(y) T dy " .
dx (/n P(y? + p?)Q(y? +p2)@y( ) —|c(y)|2) o(z) Az)

c
1+

c(1+z)° el |p(x)| < e (1-3) 0, cuando z — oo,

donde @ > 0 es adecuado, y

‘ </m P(y* + p(j)(g?)(y2 ) (@) Icg/y)l2 A(m)%¢(m)> ‘
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c
T 1l+=x
Ademsds, ya que A(0) =

i m G(y) T dy " . _
dx (/n P(y? +P2)Q(y2+p2)¢y( ) |c(y)|2> () A(x)|p=0 =0

" G(y) dy A i _
(L orrmemrm™® e A )>M o

Se concluye entonces que

/ A < / — pG)%)(yZ %@ Jﬁ) é(z) A(z) da

d
/ / P(y? + p?) )(yz +p2)¢y($) ﬁ Ag(x) A(x) du.

Aplicando esta igualdad, (3.18) conduce a
" _GW) dy
< Gy 7¢ >
| 7t o0 w

(" G(y) #y() dy
- / P(y? + p?)Qy? + p?) [e(y)* QA)¢ > .

Recurriendo de nuevo a [33, (3.5) y Lemma 3.4] conseguimos

‘< L mep i @0 |cg/y>|2 a >‘

T EREIES >¢>]

1—2
err(1-3) 0, cuando x — oo.

, tenemos

g )
- ’</ P+ oV |c< )

dy S B8 -2/
W Lo (14 ) @@ 1A

" G(y)
= C/n ‘P(y2 +0p?)Q(y* + p?)

para cierto 8 > 0.

., n G d
Por tanto, la sucesién (fo P(yQ(i)pQ) ©y() \c(yy)|2 )nEN es de Cauchy en la topo-
logfa débil * de S,,. Existe entonces T' € S, tal que,

, " Gl dy
<T,¢>= lim </— y () 5,0 >, € S,.
PSP U T 085
Ademis, se tiene que
<PA" T, o> = <T,P(A)¢>

= lim ! & . dy
= lim </0 P2+ 02 ey() —|C(y)|2,P(A)¢>
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o E(()) W

= nlLrgo<P(A)/0 P2 + ) oy(+) |C(y)|2’¢( ) >
_ ! N W

= T}LHSO</O G(y)wy()|c(y)|2,¢>

= <8,¢>, ¢,

Probamos asf que 7' € S}, es una solucién de (3.16) en ).

3.6 La convolucién f sobre A’ .

En esta seccién estudiamos la convolucién ff asociada a la transformacion de
Chébli-Trimeche sobre el espacio A.,, m € Z, m < 0.

Recordamos que si f € L1([0,a], A(z)dz), para cada a > 0, la traslacién
Tz, T € [0,00), estd definida por

z,y,2) f(z) A(z) dz, € (0,00), x €
e ={ P el e

donde D(z,y, 2)A(z)dz es, para cada z,y € [0, 00), una medida de probabilidad
soportada en el intervalo [|z — y|, |z + y|].
Comenzamos analizando el operador de traslacién 7., € (0,00), sobre A,,.

0,
0 ;

Proposiciéon 3.12
(a) Sea x € (0,00). Entonces 7, define una aplicacion lineal y continua de

A, en st mismo.
(b) Sea ¢ € A,,. La aplicacion Fy definida por

Fy(x) =126, x€[0,00),
es continua de [0,00) en A,,.

Demostracion.

(a) Probamos en primer lugar que 7, aplica A,, en s{ mismo.

Sea ¢ € A,,. Existe una sucesién (¢;)nen C Ds tal que ¢; — ¢, cuando
j — 00, en A,, (Proposicién 3.2). Entonces, de [105, Corollaire 8.2 y Proposition
8.3.3] se sigue que (7,0;)jen C Dy. Ademids (1,0;)en es de Cauchy en A,,.
En efecto, sea k € N. Podemos escribir, para cada y € (0,00) y 4,1 € N,

AM((120,)(y) = (T200)(y)) = /OOO(A’“%’(Z) — AFgu(2)) D(x,y,2) A(2) d.
Por tanto, ya que m < 0, tenemos

(1 +9)™ AR () () — () ()]

<( er)m/l (Akd)j(z) — A*¢y(2)) D(x,y,2) A(z) dz
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|z+yl
<c +x)*m/ (14 2)™ [Af0;(2) — Abdy(2)| Dia,y ) A(z) dz

|z—y|
<c(l+2)"™ B o;—d), j,leN, ye(0,00).

Concluimos que
B (ratj — Tat) < c (L +2)™™ B (d; — ), J,l€N.

De este modo queda probado que (7,¢,)neN €s una sucesién de Cauchy en
A,,. Teniendo en cuenta que A,, es un espacio de Fréchet, existe ¢ € A,, tal que
Tz¢; — ¥, cuando j — oo, en A,,. Ademds, (1,¢,)(y) — ¥(y), cuando j — oo,
para cada y € (0,00), ya que la convergencia en A,, implica la convergencia
puntual. Aplicando ahora el teorema de la convergencia dominada obtenemos

|z+y|
(726;)() = /| 6;(2) D(x,y,2) Alz) dz

z—y|

[z+y|
— #(2) D(z,y,2) A(z) dz = (12¢)(y), cuando j — oo,
lz—yl
para cada y € (0,00). Por tanto, 7,¢ = 1.

Para probar que 7, define una aplicacién continua del A,,, en s{ mismo, recu-
rrimos al teorema del grafo cerrado. Supongamos que (¢;) en €s una sucesion
en A, tal que ¢; — ¢ y 7.¢; — 1, cuando j — oo, en A,,, para ciertas
¢, ¥ € A,,. Entonces, como acabamos de ver

(120)(y) = (=0)(y) v (720;)(y) = ¢(y), cuando j — oo,

para cada y € (0,00). De este modo probamos que 7,¢ = ¢ y la continuidad de
la aplicacién definida por 7.
(b) Sea zp € [0,00). Tenemos que ver que

Te® — Tugp — 0, cuando x — xg, (3.20)

en A,,, donde ¢ € D,.
De [105, Corollaire 8.2 y Proposition 8.3.3] se sigue que, para cada k € N,

dX
(V)P

A*(re9)(y) = (T2, ) (y)) = /OOO(%(JC) —pa(z0)) paly) F(A*9)(N)

para cada z,y € (0,00).
Sea ¢ > 0. Aplicando [33, Lemma 3.4 y Theorem 4.27] podemos encontrar
Ao > 0 tal que

/Oom(x)fw(xo)) ox(y) FARG)(N) —2 <&y e (0,00).
N <]
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Por otra parte, la funcién ¢yx(z) es continua en {(A\,z) : Az € [0,00)}.
Entonces, existe § > 0 tal que

loa(x) — oalzo)| <,

para cada x € (0,00), |z —zo| <&y A€ [0, Ao].
Teniendo en cuenta de nuevo [33, Lemma 3.4 y Theorem 4.27] obtenemos
que

Ao
/0 (2(x) — or(20)) @a(y) FAFS)N)|

siempre que x € (0,00) y |z — x| < 6.
De este modo probamos (3.20).
|
De acuerdo con la Proposicién 3.12 definimos la convolucién T8¢ de T' € A,
y ¢ € A, mediante

(T49)(x) =<T,72¢ >, x € [0,00).
Nuestro préximo objetivo es mostrar que T8¢ € A,,.

Proposicién 3.13 Sea T € A’
de A,, en si mismo.

m- Entonces la aplicacion ¢ — TH¢p es continua

Demostracion.

Sea ¢ € A,,. Existe una sucesién (¢;);en C Ds tal que ¢; — ¢, cuando
Jj — 00, en A,,. La sucesion (T'4¢;);jen es de Cauchy en A,,. Para probar esta
propiedad comenzamos estableciendo que

dr dr
dl‘k (TW)( ) 7%(7—11/]) >, xE€ (0700)7 (321)

para cada ¢ € D,y k€ N.
Sea 1) € D,. Noétese que, en virtud de la Proposicién 3.12,(a), T es una
funcién continua sobre (0, 00). Tomamos xy € (0,00). Para ver que

d d
%(Tﬁ"/})(‘r)lr:mo =<1, %(me)mzzo >,

debemos mostrar que

(Tatao )y )_(Two’(/))( ) _d

(Tz V)(y) Y)|z==0

xo+x
/ / T,,w ) dndu — 0,

cuando x — 0, en A,,.
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Sea k € N. Recurrimos ahora a (3.8) y (3.9). Teniendo en cuenta [33,
Theorem 4.27] conseguimos

28 ()| = |77 (3t F@ROW) )] <

para cada n € (4,20 +1) ey € (0,00).
Por tanto, ya que m < 0,

oo — Tao d ro+T U
o (et LW ) <2 [ [ dnu

xT

o+ c xT
:—/ (ufxg)du:—/udugcxﬂO, cuando z — 07.
X T Jo

xo
Para probar la férmula (3.21) para cada k € N podemos proceder inductiva
y analogamente.
De (3.21) se deduce inmediatamente que

A¥(THp)(2) =< T, 7. (AM)) >, 2 € (0,00), (3.22)

para cada v € D,y k € N.
Sea k € N. La igualdad (3.22) implica que, para ciertas ¢ > 0y r € N, si
JlEN,
|AM(TH(d5 — &) (2)] = |< T, (AFp; — Al gy) >|

< e max B (n (AR, - Arg)), @ € (0,00)

puesto que (7,¢)(y) = (r,¥)(x), z,y € (0,00), y ¢ € D,. Procediendo como en
la prueba de la Proposicion 3.12 obtenemos, para cada j,l € N,

| A% (Tt(d5 — ¢0) ()]

<c¢ max  sup (14y)" |7(A""0;)(y) — (A ") (y)|
0<n<r y€(0,00)

<c (1 +x)7m Orgfffﬁ’ﬁ”(% - ¢l)a T e (0,00)
Por tanto,

v (The; — Thdy) < g B (05 — d1), 4,1 € Nyxe(0,00).

De aqui se sigue ya que (T'#¢;) e~ es una sucesion de Cauchy en A,,.
Sea ¢ € D,. Probaremos a continuacién que T4y € A,,. Supongamos que
k € N. Al ser

() (y) = F~ 1 (oa(@)(FY)N) (), 2,y € (0,00),
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[33, Lemma 3.4 y Theorem 4.27] y la Proposicién 3.1 nos conducen a

dk dk dk
‘W(TW)(JJ) = ‘< T, w(fﬂ/)) >‘ <c ma_XT ﬁlm (T(qup))

oo dk
< ! - EE
<e g s |8 [0 Frlei) (VO

Aqui r es elegido adecuadamente.

La Proposicién 3.2 permite concluir que T € A,,.

Ya que (¢;)jen C Dy y que A, es Fréchet, existe ) € A,, tal que T#¢p; — 1),
cuando j — o0, en A,,. Entonces (T#¢,)(x) — ¥(z), cuando j — oo, para cada
x € (0,00).

Por otra parte, en virtud de la Proposicién 3.12, para cada x € (0, 00), 7,¢; —
Tz¢, cuando j — oo, en A,,. Luego, (T#¢;)(x) — (T#¢)(x), cuando j — oo,
para cada x € (0,00). Se sigue entonces que ¥ = Tt € A,p.

Hemos probado que la aplicacién ¢ — Tf¢ lleva A,,, en si mismo. El teorema
del grafo cerrado nos permite concluir, procediendo como en la prueba de la
proposicién anterior, que la aplicacién en cuestién es continua.

|

Definimos la convolucién TS de T'€ A}, y S € A, cuando m € Z, m < 0,

como la funcional sobre A,, dada por

<T4S,¢0 >=<T,54p >, ¢ € Ap.

Nétese que de la Proposicién 3.13 se sigue que T4S € A, para cada T, S €
Al

En la siguiente proposicién establecemos una férmula de intercambio para
la transformacién de Chébli-Trimeche distribucional.

Proposicién 3.14 Para cada T,S € A’

FUTES)(N) = F(T)(N) F(S)(A),  [ImA] < p.

Demostracion.
Es suficiente tener en cuenta que 7, (1) (y) = ox(x)ea(y), para cada z,y €
(0,00) y A € C tal que |Im)| < p [78, pag. 166].
|
Las principales propiedades algebraicas de la convolucién distribucional son
las siguientes

Proposicién 3.15 Para cada S, T, R € A, se tienen
(a) TH(SER) = (TES)ER,
(b) T4S = SiT,
(c) Si 6 es la funcional de Dirac, entonces 6 € Al yT46 =T,
(d) A*(T4S) = (A™T)4S.
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Demostracion.
(a) v (b) son consecuencias de las Proposiciones 3.8 y 3.14.
Es inmediato ver que ¢ € A/ . Ademds, ya que ¢, (0) =1, A € C, se deduce
que F(6) = 1. Recurriendo de nuevo a las Proposiciones 3.8 y 3.14 se sigue (c).
Finalmente (d) se deduce de las Proposiciones 3.8, 3.11 y 3.14.
|



Parte 11

En la segunda parte de este Capitulo III completamos en algunos aspectos la
teorfa distribucional para la transformacién y la convolucion de Chébli-Trimeche
desarrollada por W. Bloom y Z. Xu ([33]). J.J. Betancor e I. Marrero en una
serie de trabajos ([23], [24] y [25]) desarrollaron una teoria distribucional para
la convolucién de Hankel paralela a la clasica de L. Schwartz ([97]) para la con-
volucién usual. Estos autores consideraron distribuciones de crecimiento lento y
réapido. Més recientemente, J.J. Betancor y L. Rodriguez—Mesa ([27]) estudia-
ron la convolucién de Hankel sobre distribuciones de crecimiento exponencial.
A continuacién, inspirados en los trabajos senalados, continuamos las investiga-
ciones de W. Bloom y Z. Xu.

3.7 Sobre los espacios S, y H,, 0 <p <2.

En esta seccién presentamos nuevas propiedades de los espacios S, y Hp, 0 <
p < 2, introducidos por W. Bloom y Z. Xu en [33] (véase, por ejemplo, la
introduccién de este capitulo para las definiciones).

Comenzamos dando una nueva familia de seminormas que define la topologia
de Sp.

Proposicién 3.16 La topologia de S,, 0 < p < 2, es generada por el sistema
{n} }rien de seminormas, donde, para cada k,l € N,

My(0) = up )(HI)Z po(z) 2P |AR(z)], ¢ € S,
xe (0,00

Demostracién.

Sea 0 < p < 2. Teniendo en cuenta [33, Lemma 4.18] y procediendo como en
la prueba de la Proposicién 3.1, podemos ver que la familia {Uz,l}kJEN genera
sobre S, una topologia menos fina que la asociada a {4} ,}r1en-

Sean k,l € N. Como se prueba en [33, pdg. 99], para cada ¢ € 5,, se tiene
que

k oo k
%((Aum)lf(@u)) =/ Alg() %(gp,\(x))fl(x)dx, [ImA| < p (% - 1> _

0
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Por tanto, de [33, (3.5) y Lemma 3.4, (iii)], se sigue, cuando |Im)| <

p(%fl),

k

%((A2 +p2)‘f(¢>)(A))‘ < /OOO IALG(2)] (1 + )+ iAo g

< [ 1A56@)] o) 2 (14 ) A0E) gy
0
para cierta 0 > 0. Existe pues r € N de manera que

k
d—((A?wZ)lﬂ@(A))‘mf,l(sb), |1mA|§p(§—1),¢esp- (3.23)

Mostramos ahora que la familia {Q} ;}1 1en de seminormas define la topolo-
gia de H,,, donde

dk
Lo p2>l<1><A>>‘ . sem,

@)= s |5

[tmA|<p(2-1)

En efecto, no es dificil ver que {Qi,l}k,leN define sobre H, una topologia
menos fina que la asociada a {Ti,)’l}k,leN. Por otra parte H, dotado de la
topologia engendrada por {Qz,l}k,leN es Fréchet. Para probar esto, tomamos
una sucesién (®;);en de Cauchy respecto de {Q?l}k,lew Entonces, para cada
I € N, ((p> + A)!®;);en es una sucesiéon de Cauchy uniforme en [Im)| <

p (% = 1). Existe pues ® holomorfa y par en [Im)\| < p (% = 1) y continua en

ImA| < p (% - 1) tal que (p? + A\2)!'®; — (p* + A?)!®, cuando j — oo, uni-
formemente en [ImA| < p (% — 1), para cada k,l € N. De aqui se concluye que,

al ser, para cada [,k € N, (%Vk((p2 + )\2)l<I>j()\))> o Une sucesién de Cauchy
VIS

uniforme en [ImA| < p (12—) - 1) , dd_;((pZ + A2)D;(N) — %(@2 + A2)d(N)),
cuando j — oo, uniformemente en [ImA| < p (% - 1), para cada k,l € N. Por
tanto (Hp, {2 ;}x,1en) es un espacio Fréchet.

Del teorema de la aplicacién abierta se infiere ya que {73 }rien ¥y {Q ; }rien

son equivalentes sobre H,,.
Recurrimos ahora a [33, Theorem 4.27] para escribir que, para cada k,l € N,

pp(9) = pp (F-H(F@)) <e max QF (F¢), ¢ €Sy,

0<r,s<m
para ciertos m € N y ¢ > 0. Luego, de (3.23) se sigue que, para alguna m € N,

pipa(@) <c  max np (¢), ¢E€S,.
? 0<r,s<m
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Concluimos asf que {7}, ;}r,1en define sobre S, una topologia més fina que

la de {4 ;}x1en vy la prueba queda completa.
|
Como en el Capitulo I, denotamos por Se,en €l subespacio del espacio S de
Schwartz constituido por las funciones ¢ € S pares. Sobre Sey,e, consideramos
la topologfa inducida por S. Ademds, de [46, Corollary 4.8 y comentarios a
continuacién] se infiere que Seyen coincide con el espacio de las funciones ¢ €

C>°(R) pares tales que
1d\"
(1) o

para cada k,l € N. Por tanto, Seyen €s el espacio considerado por G. Altenburg
en [1].

La aplicacién L definida por L(¢) = cpo/ Po, ¢ € Sepen, €s un isomorfismo
de Seyen sobre S,. En efecto, sea ¢ € Seyen. Teniendo en cuenta [33, Lemmas
3.4,(1) y 3.6,(ii)], se sigue

Vea(¢) = sup (1+z)
z€[0,00)

< 00,

p ( 2/p 1 —2/p d* 2/p
oo = swp (1+2) o (@) | (¢ @)e()
2€(0,00) €Z
k . .
d’ 2/ dk—i
< ¢ sup (14 z)t e2re/p px‘ . ,.gbm‘
> s 1) ol || [ e
k dk_j
< ey swp (I+a) —.¢<w>"
JZ:%.LE(O’OO) dmk J

para cierto r € N. Luego, ya que ¢y € C*°(R) es par y no nula, la aplicacién
L es continua de Sepen €n Sp.
Supongamos ahora que ¢ € S,. Tenemos que, para cada k € N,
d* ~2/p(y oo 2P (x a7
i (70" @)o(@) | < CZ e a7 @)

k
= CZ doh—
=0

para algin r € N.
Por tanto, para cada k,l € N,

d* P
IES(%F;C)U +a)f ‘W (% (a )‘ < CZ“/@ o

e2re/p (I4+2)", ze€(0,00),

para cierto r € N.

Probamos asf que L~! es continua de Sp en Seyen-

Estamos en condiciones ya de mostrar la propiedad siguiente, que nos da
una caracterizaciéon de los multiplicadores de .S,,.
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Proposicién 3.17 Sean 0 < p < 2 y f wuna funcidn definida sobre (0,00).
Entonces, f es un multiplicador para S, si, y sélo si, f es un multiplicador para

Seven .

Demostracién.

Supongamos que f es un multiplicador para S,. Sea ¢ € Sepen. Tenemos
que fo = for/Pdpg /P = L=1(fL¢), donde L es la aplicacién definida arriba.
Por tanto f¢ € Scypen.-

Anélogamente podemos ver que si f es un multiplicador para Se., entonces
lo es para Sy,.

[ |

Recurriendo a [22, Theorem 2.3] se deduce de la tltima proposicién lo que
sigue

Proposicién 3.18 Sean 0 < p < 2 y una funcion f € C>*(R) y par. Son
equivalentes las propiedades que siguen:
(a) fo € S, para cada ¢ € Sy,

(b) la aplicacion ¢ — f¢ es continua de S, en s mismo,

(¢c) para cada k € N existe ni, € N tal que (1 + %)~

(2" f(@)] es
acotada en (0,00).
|

Denotamos por O el espacio de multiplicadores de S,,0 < p < 2. Como
hemos visto en la Proposicién 3.18, © no depende de p. No es dificil ver que S,
estd contenido en ©, para cada 0 < p < 2.

Nuestro préximo objetivo es estudiar diferentes topologias sobre ©.

Representamos por £(.Sy) el espacio de las aplicaciones lineales y continuas
de S, en sf mismo. £4(S,) y L£5(S,) denotan a £(S,) cuando se considera sobre
él la topologia de la convergencia puntual o la de la convergencia uniforme sobre
los acotados de S, respectivamente. Procediendo como en [26, Proposition 1]
podemos ver que L£4(5,) = Ly(S,).

Sean k,n € N. El espacio O, estd constituido por las funciones pares

f e C"(R) tales que
1d\’
<E%> f(x)

O,, 1, es dotado de la topologia definida por la norma a, ;. De este modo
©,, 1 es un espacio de Banach. Tenemos que © = N,,eNn Upen Oy, 1, donde la
igualdad se entiende algebraicamente.

ani(f)= s (14a?)h < o0

2€(0,00), 0<j<n

Proposicién 3.19 La topologia que Ls(Sy) (equivalentemente, Ly(S,)) define
sobre © coincide con la topologia proyectiva—inductiva de NpeN UkenN On, k-

Demostracion.
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Probaremos, en primer lugar, que la topologia que £(S,) induce sobre © es
més fuerte que la topologia proyectiva—inductiva sobre N, en UgeN O, k-

Supongamos que A es un conjunto acotado de © cuando se considera sobre
él la topologia de la convergencia puntual. Entonces, para cada n € N, existen
k € N y ¢ > 0 de manera que

sup (1 + 2?)
z€[0,00)

- G%)nm‘ <, fed

En efecto, supongamos que n € N es tal que, para cada k € N, existen
xy, € (0,00) y fi € A siendo
1d\"
—k
(32) Ao,

y, para cada j € N, 0 < j <n — 1, podemos encontrar kK € N y ¢ > 0 para los

cuales '
(1 ay
<;%> f(x)

Asumimos que podemos escoger la sucesion (zx)ren tal que g > 1/4 y
zr < xp41 — 1, k € N. Consideramos una funcién ¢ € C*°(R), par, cuyo
soporte estd contenido en [_Zv Z] y verificando que ¢(0) = 1. Definimos la
funcién 1 como sigue

(1+a3) >k, (3.24)

sup (14 2?%) <e, fe€A

z€(0,00)

ZSOWP Lf)’“) = [0,00),

y siendo 9(x) = ¥(—z), © € (—0,0). De este modo, 1) € C(R) y 9 es par.
Ademés, de [33, Lemma 3.4], para cada I, m € N, podemos escribir

sup oy /P(x) (1+a)!
2€(0,00)

()

dxm

<c sup

|lz|<1/4

i < ok + 1/4))—2/1“ (1+ (zx + 1/4)%)!
dﬂc

wo(zr) (L4 a3k

=0

d’fﬂ,
dx™

(Lt oy 41/
Z écl + az3)k

()

<c sup
lz|<1/4

< 00,

k=0
ya que x — 00, cuando k — oo. Por tanto, 3 € S5),.
Por otra parte, la regla de Leibniz conduce a

(1) ) @

o) (32) i)

—2/17(

Yo T)

2/19(

> ¢y (k)
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<1 i)j Tu(®) o=, (%D) " V(T) |5=as

2 dz
—c>k—c, keN,

€ i) -

soa”f’<xk>§j: (%)

> (14 22)7F
> (L+23) T dx

para una cierta ¢ > 0 que no depende de k € N.

Esto indica que si (3.24) se da, para una sucesién del tipo especificado, A
no es un conjunto acotado en © cuando se considera la topologia inducida por
L(Sp). Hemos tenido en cuenta que la familia de seminormas {w), ; }» ken,

donde
1 d n
(;%> P(x)
genera la topologia de S),.

Supongamos ahora que no podemos encontrar una sucesién (zj)geN €OmMO
ha sido indicada anteriormente. Existen entonces [ € N, «,c > 0 tales que

(1422 ‘(1i)nf<x>

wh 1 (0) = sup )(1 + )% po(z)"HP
xe|0,00

» P ESy,

<e¢, z>ayfeA

7 dx

Por tanto, z; € (0,«) cuando k es suficientemente grande. Elegimos una
funcién ¢ € C*(R), par, tal que ¥(z) =1, z € (0,a), y ¥(z) =0, x > a+ 1.
Es obvio que ¢ € S,. Ademds, si k es grande, recurriendo a [33, Lemma 3.4],

Y(zr) <%%) ' fi (@) 2=a,

(1 d >”—J V(T) |e=ay

= dx

0o /(@) 2r(

(24) () () e

> ¢y (k)

ey () ‘(%%) AT

Jj=0

> 80(;2/1)(»%) k(1 eri)k —e> e20Tk/P L (1 erz)kf 2/p

Esto no es compatible con que el conjunto A sea acotado en © cuando sobre
© se considera la topologia de la convergencia puntual.

Queda probado pues que A es acotado en el espacio inductivo Upen©On, i,
para cada n € N. Ya que O, dotado de la topologia de la convergencia puntual,
es bornolégico (véase [26, Proposition 2]), podemos concluir que la inclusién
i : 0 — UrenOn,; es continua, para cada n € N. Por tanto, la topologia
inducida por £(.S,) sobre © es més fuerte que la topologia proyectiva—inductiva
de Npen Uken On 1, al ser esta dltima topologia la topologia inicial asociada a
las inclusiones i : © — Upen©Onp i, n € N.

Para ver que la topologia proyectiva-inductiva de N,eN Uren O i €5 més
fuerte que la topologia que induce £4(S,) sobre ©, podemos proceder como en
[101, Proposition 2.20].

[ |
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Senialamos aqui que la prueba presentada para la Proposicion 3.19 es dife-
rente que la que aparece en [101, Corollary 3.37] en relacién con el espacio de
multiplicadores del espacio K{M,}.

Obtenemos a continuacién una caracterizacién de los elementos del espacio
S, dual de S,

Proposicién 3.20 Sea T una funcional sobre S,. Las siguientes propiedades
son equivalentes

(a) T €S,

(b) Existen r € N y funciones fo, f1,..., fr esencialmente acotadas (respecto
a la medida de Lebesgue) sobre (0,00), para las cuales

T e k
<To>=3 [ (e ¥ @) 0@ dn, oes,
k=070

dz*

Demostracion.
(a) = (b). Supongamos que 7' € S,. Existen ¢ >0y r € N tales que

<T,¢p>|<cd pf.(¢), ¢€ES, (3.25)

Jj=0

De [33, Lemma 3.4, (iii)] inferimos que, para cada j,r € N,

. @
Wa0) = s (4+a) ") | 560
= opasp | @
< ¢ sup (l4x)" P |—o(x)|, ¢€S,.
z€(0,00) dx)

Ya que %(b(x) — 0, cuando x — oo, para cada j € N, se sigue que

oo | i+l
P r 2px/
(@) < Cmes(légo)(l‘i‘x) e p L ‘dtjﬂ ¢(t)‘dt
00 41
< ¢ sup / (1 +1t)" e2rt/p (b(t)‘ dt, ¢€Sp, j,reN.

2€(0,00) dtitt

Recurriendo de nuevo a [33, Lemma 3.4, (iii)] obtenemos

P < > 1 r+ 2/p -2/p dj+1
’ujﬂ(d)) =c o ( + ZL') %o (l’) d.’L‘jJ’_l ¢(m)

de, ¢€8,, jreN,

y de (3.25) se deduce que

o0 _ d‘]
<T,6>| sCz/O (1+2)™ 27 o3P (2) | g(x)
=0

o dz, ¢cS,.
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Recordando que el dual de L1((0,00),dz) es Lo ((0,00),dx) y utilizando el
teorema de Hahn—Banach, podemos obtener, siguiendo los argumentos presen-
tados en la Proposicién 2.7, la representacién para T enunciada en (b).

(b) = (a). Es suficiente observar que si T' admite la representacién

dk

<Tp>=Y / (142)" 0™ (@) T (BN fule) da, 6 € 5y,
k=0

donde fi € Loo((0,00),dz) k=0,1,...,7, entonces

[ dx
|<T,¢ > SZ/O (EESE Ifillae Hiri2(0), @ €Sy,
=0

donde | - [ denota la norma en Lo ((0,00),dx). Por tanto T' € S,,.
|
Sabemos que S}, puede ser identificado con un subespacio de Sz’) (véase seccién
3.3). También el espacio © de multiplicadores de S, puede ser visto como un
subespacio de S, cuando p =00 p >0y 0 < p < 1. En efecto, sea f € O.
Existe n € N tal que

sup (1+23)7" |f(x)| < oco.
z€(0,00)

Por tanto, de [33, (3.5)] se sigue que, para cierto 8 > 0, y cada l € N,

o0

/ ey | f@)] (142) ! A(a) de < / e 0=3) (142%)" (1+2) 77 da.
0 0

Eligiendo [ suficientemente grande obtenemos que
/ e 2r7/P | f(z)| (1 + )7 A(z) dz < oo,
0

siempre que p=00p >0y 0<p < 1.

En [33] se considera el espacio S;, € > 0, definido como sigue. Sea £ >
0. Supongamos que ® es una funcién definida en la banda cerrada €. =
{Ae C: |Im)\| <e}. Decimos que ¥ estd en S cuando verifica las dos pro-
piedades siguientes:

(i) @ es holomorfa y par en {A € C: |Im)\| < e}, y para cada k € N, dd/\kkfb
puede ser extendida continuamente a €2..

(ii) Th,1e () = supyeq, (1+|A])! ‘%@(A)‘ < 00, para cada I, k € N.

S: se dota de la topologfa asociada a la familia {75 ;.c }11en de seminormas.
De este modo S; es un espacio de Fréchet.
Observamos que Sp(271) =H, 0<p<2
m

A continuacion caracterizamos los multiplicadores puntuales de S..
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Proposicién 3.21 Sea F' una funcion definida sobre Q.. Las siguientes pro-
piedades son equivalentes:
(a) F satisface la condicion (i) anterior y, para cada k € N, existe | € N
tal que
L |

sup (L+ [A) 7" [=—=F(\)| < o0,

sup (L4 ) [P0 < o0
(b) F® € S., para cada @ € S,
(¢) La aplicacion ® — F® es continua de S. en si mismo.

Demostracion.
(a) = (b). Sean k,m € N. Si (a) es cierto, existe | € N para la cual

dk
R (BF) = sup (14 )" | S (Fa)00)
i _ w
&’ dk—
< mo B
< CZ,\SugI; (L+1A) dAj‘I)(A)‘ ‘d)\ng()‘)‘
J:O e €
k dj
< ¢ sup (14 [\)™ —,<I>)\‘
> sup 1+ |80

k
< CZTj,erl;e(cI))) [ONS SE.
=0

Por tanto F'® € S,, para cada ¢ € S.. Nétese que asimismo hemos probado
que (a) = (c).

(b) = (c). Es una consecuencia del teorema del grafo cerrado. Supongamos
que (b) se verifica. Sea (®;),en una sucesién en S, tal que &; — ¢y F®; — U,
cuando j — oo, en S, para ciertos ® y ¥ € S.. Ya que la convergencia en S,
implica la convergencia puntual, se tiene que

D;(N) =2\ y F(A)®;(A) — ¥(N), cuando j — oo,

para cada A € C. Luego, F'® = W¥. Del teorema del grafo cerrado sigue ahora
que la aplicacion & — F'® es continua de S, en si mismo.

(¢) = (a). Consideramos la funcién ®(\) = e=*", A € Q.. Esta funcién ®
estd en S.. En efecto, tenemos que, para cada [, k € N, existe r € N, tal que

k
A+ PR | )] < e+ Py e
. <
d\
< (14 [ReAl + [ImA2)" e~ (ReN)*+(Imn)?*
< (14 ReN?)" BN <0 Nes..

Ademds es claro que ® es una funcién entera y par. Por tanto ® € S.. Si
(c) se verifica, F® € S.. Por tanto F satisface la propiedad (i) anterior.
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Supongamos ahora que, verificindose la antedicha propiedad (i), (a) no es
cierto. Podemos entonces encontrar k € N tal que

dk

sup (14 [A))™" I

A€,

F()\)’ = 00,
para cada n € N, y para el cual existe [ € N siendo

sup (1+ |A))~
AEQ.

d .
d)\JF()\)‘ <oo, j=0,1,2,....,k—1.

Por tanto, para cada n € N, existe A, € . tal que
k

(1+Anl) I

>n.

E(A)n=a,

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |Re),| < |ReA,11|—1, n €
N.

Definimos, para cada n € N, la funcién ®,, entera y par, mediante

(I)()‘ - )\n) + q)()\ + >\n)

A (e W T

A€ Q.

donde, como antes, ®(\) = e_’\z, A € C. Nétese que, para cada m, 3 € N, se
sigue

(L+ADP | dm
m,3;e (I)n < PN — )‘71,
(L+ A2 | am
+ su DN+ N\,
S APl o PO

IN

2

(L+ A+ AaD? | dm
: —d(N)
re. (L[ dAm

IN

0(1+|An|)"‘";€up (L+AD”? ‘d/\m ‘

Aqui ¢ no depende de n € N. Se deduce entonces que ®,, — 0, cuando
n — 0o, en Se.

Sin embargo, la regla de Leibniz conduce a

d* dk
sup W(F(Amu))\ > | e F s,
dr=i
‘d/\k JA=An Z( )‘d)d A)a=xn m‘bn()\)\xzxn
=0
k \2
> (L4 ) | (), -
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k

d 1
2 (L+ )™ |7 E N p=a, (1 - 6_4(RCA”)2+4(ImA”)2) —czgn-g

con n € N y n suficientemente grande. La constante positiva ¢ no depende de
n € N.

Por tanto, F'®,, - 0, cuando n — oo, en S..

De este modo probamos que si (a) no se verifica, tampoco lo hace (c).

La prueba queda ya completa.

|

En la siguiente proposicion presentamos algunos importantes multiplicadores

en S..

Proposicién 3.22 Para cada x € (0,00) y k € N, tenemos que %@A(:ﬁ)

es un multiplicador de S¢, siempre que 0 < € < p.

Demostracion.
Ya que la aplicacion A — ¢y (z) es entera, para cada z € (0,00), podemos
escribir

dr n! n(x)
- = — ————d N ).
A" PA(T) 2mi /C')\ (n—A)ntt M neNywze (o)

donde C') representa la circunferencia de centro A y radio r) orientada positi-
vamente, siendo 7y = p — [ImA|.

Procediendo ahora como en la prueba de la Proposicién 3.3 obtenemos, para
cada n,k € N,

dk dn

e < 1 m 1 -n (] —(p—|ImA|)z
A ex@)] < e (1 )™ (o= tmX) ™ (142 e ,

x € (0,00) y |ImA| < p.

Aqui ¢ >0y m € N no dependen de z € (0,00) y |Im\| < p. Entonces

sup (14 |A))™™ <c(l4z)e P97 2€(0,00). (3.26)

d* d
AEQ. ‘

aaF D )

Luego, de la Proposicién 3.21, se sigue que %w(.)(x) es un multiplicador
de S..
|

3.8 La convolucién distribucional de Chébli—Tri-
meéche sobre el espacio ).
W.Bloom y Z. Xu comenzaron recientemente en [33] el estudio de la convolucién

f sobre el espacio Sz/)' Concretamente, estos autores definen la convolucién de
una funcional 7' € S, y una funcién ¢ € 5,
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Asumimos, como siempre, que 0 < p < 2. En [33, Lemma 5.2] se probé6 que
oY € Sy, siempre que ¢, € Sp, y también se establecié que 7,¢ € S, para
cada ¢ € S, y € (0,00). La convolucién T¢ de T' € S} y ¢ € S, se define por

(T1p)(x) =< T, 7.0 >, € (0,00). (3.27)

Noétese que si ¢ € S, y Ty denota la funcional generada por % sobre S]’y se
tiene que

Tytp =to, P €S

W. Bloom y Z. Xu probaron en [33, Theorem 5.17] que T#¢ € C*(0,00),
para cada T' € S, y ¢ € S,. Asimismo, se mostré que si 7' € S, y 1 € ),
entonces

(Te)io = TH(e), ¢ € 5. (3.28)

De (3.28) se deduce sin dificultad, la féormula de intercambio que relaciona
la convolucién f y la transformacién F que sigue

F(T46) = FI(T) F(¢), T €S, ¢€S5,

A continuacién establecemos un resultado que mejora el recogido en [33,
Theorem 5.17]. Probamos que si '€ S} y ¢ € S, Th$ € O, para cada T' € 5},
yoeS,cuandop >0y 1<p<2

Proposicién 3.23 Sean T € 51’7 Yy ¢ € Sp, para cierto 1 < p <2y p > 0.
Entonces Ti¢p € O, esto es, THo es un multiplicador para Sy, para cada 0 < g <
2.

Demostracién.

Comenzamos probando que Tf¢ es una funcién par en C*°(R).

Sabemos que, para cada y,z € (0,00), (120)(y) = F~'(oa(2)F(4))(y). Al
ser la aplicacién @ — @, (x) par, para cada A € C, 7,¢ es una funcién par.

De acuerdo con la Proposicién 3.20, existen » € N y funciones fy, f1, ..., fx
esencialmente acotadas en (0, c0) tales que

r 50 Ly dk
<Tw>= Y [ AW+ ) S0 i, Ve,
k=070 Y
Entonces
N Y/ d*
)@ =Y [ 50 (+0) 6" 0) Trmow) di. o e 0,0),
k=070 y

Por tanto, inicamente tenemos que probar que

[e%) k
/0 F) L+ 9)" 5™ () %mxy) dy € C(0,00), (3.20)
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donde f € Lo ((0,00),dx) y r,k € N. Sean pues f € L ((0,00),dz) y r, k € N.
Podemos escribir que, para cada l € N y z € (0, 00),

da (/ f) At w)” W”’()%i(wxy) dy)

= [" 1) @y ) g (e @O ) W s 330

La diferenciacién bajo el signo integral en la ultima igualdad esta justificada
L
ya que, de acuerdo con la Proposicién 3.22, %cpz (x) es un multiplicador en H,,.
Tenemos que, si | € N,

k 1
) 270 e (e @FOE) ) ) a |

. / O (00 i (7 (gentiFona)) ) ay

<ol (77 (e @(FE)) . 2 0.20)

En virtud de [33, Theorem 4.27] y recurriendo de nuevo a la Proposicién
3.22 (concretamente a (3.26)) concluimos, gracias a (3.31), que, si I € N, al ser
1<p<2,

= (/ F) A +y) 052y )%;(TM)(?J) dy)‘ <c(l+4xz), ze(0,00).

(3.31)

Consecuentemente, [, f(y) (1 + y)" @JQ/p(y) %(qub)(y) dy € O, ya

que para cada [ € N, (1 d‘i)l Zk o ark(x )dfk, para ciertos polinomios
ahk(x), k= 0, 1, ceey l.

|

Nuestro préximo resultado es similar al anterior. Ahora el operador A susti-
tuye al operador d%.

Proposicién 3.24 Sea T € S’Z’,. Entonces, existe | € N tal que, para cada
9 €S, ykeN, tenemos

sup (1+a2)7" |A®(T89)(x)| < oo,
2€(0,00)

siempre que 0 <p <2y p>0.

Demostracion.
Como en la prueba de la Proposicién 3.23 es suficiente mostrar la propiedad
cuando 7' € S}, toma la forma

[e'e) _ ) dk
T, >= / F0) (+9) 95* ") S 0) v, V€S,
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donde f € Lo ((0,00),dx) y r,k € N.
En este caso, para cada ¢ € S, y x € (0,00), obtenemos

)
(T1o)(x /f 1+ 2/p(>%<w><y>d

A tenor de [33, Lemma 3.11] (véase también Proposicién 3.22), para cada
x € (0,00), %cp,\(x) es un multiplicador en H,, para j = 0, 1,2, siempre que
0<p<2yp=>0.

Por tanto, ya que A, (7:¢)(y) = 7.(Ad)(y), z,y € (0,00), se sigue

2 /m
AT = - (% + ’j((x)) &) o
k
= [0 a0 ) 0 . 2 0.00)

Al ser A un operador continuo de S, en si mismo, concluimos que, para cada
seN

k
AS(T36)(x / F) L+ 0527 (y) Lor(A*0) () dy, @ € (0, 50).

dy*

Teniendo en cuenta ahora [33, Theorem 4.27 y Lemma 3.4,(iv)], para cada
s € N, conseguimos

A (T T < Oo/ —~_ sup (1+42)"12
|AZ(Tt0) ()] (al  Tr g ze(O,oo)( )

L F (@ FEO)) (2)
< c(l+a), ze€(0,00),

—2
0o /P (2)

para cierta [ € N.
|
SiT e S]’g y ¢ € Sp no siempre se tiene que TH¢ € S,,. En efecto, considere-
mos la funcional T" definida sobre .S, por

<T,¢>= / 6(z) poly) Aly) dy, € S,.

Recordamos que A(y) < A(1)y?e?Y, cuando y es grande y para cierta 3 > 0
([33, (3.5)]). Aplicando [33, Lemma 3.4, (iii)] obtenemos

/ 672py/p (1 +y)7l SOO(y) A(y) dy‘ < C/ 6_(%_1)Py (1+y)7l+,3+1 dy < 00,
0 0

siempre que [ € N y [ > $+ 2. Entonces T' € S,,.
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Por otra parte, podemos escribir, para cada ¢ € S, y x € (0, 00),
T = [ o) (R A dy = Fro)0)

= o) F(6)(0) = pola) / " voly) $() Alw) dy.

Luego, si ¢ € 5, es tal que ¢ # 0,y ¢ > 0, se tiene

0o (@) |(TH0)(x)] =y /P () / " ooly) 6(y) Aly) dy - 0,

cuando  — oo. De este modo probamos que T'i¢ & S,,.

Nuestro préximo objetivo es describir los elementos de ), que definen ope-
radores de convolucién en S,,. Estamos motivados por resultados clésicos sobre
operadores de convolucién en el espacio de Schwartz ([97]) y por los estudios
sobre la convolucién para la transformacién de Hankel es espacios de distribu-
ciones presentados en [27] y [83].

Recordemos ahora que, para cada m € Z, como en la primera parte de este
capitulo, el espacio A, constituido por aquellas ¢ definidas en (0, 00) para las
cuales existe 1) € C°°(R) par y tal que ¢(x) = ¥(z), x € (0,00), y verifican

k
of($)= swp (1L+2)"

para cada k € N.

Nos restringiremos, como en la primera parte, a valores de m < 0.

En primer lugar, observemos que el espacio A,, estd contenido en ©. En
efecto, sea f € A,,. Para cada k € N se tiene que

L fa)

sup (1+z)™ s

2€(0,00)

k
‘ < 00.

Por tanto, f es un multiplicador para el espacio de Schwartz S. Ademas, ya
que f es par, f es un multiplicador para Seyen, €sto es, f € ©.

Sabemos que S, estd contenido en A,,, para cada 0 < p < 2. Denotamos
por A,, la clausura de S, en A,,, la cual no depende de 0 < p < 2 (Proposicién
3.2).

Mejoramos ahora el resultado establecido en la Proposicién 3.23.

Proposicion 3.25 Sea T € Sz/)' Entonces, cuando 1 < p < 2 y p > 0, para
cada ¢ € Sp, se tiene que THo € A_s.

Demostracion.
Sean ¢ € S, 1 <p <2y p>0. En virtud de (3.31), podemos escribir que,

para cada l € N,
dl
(10| <c(L+a). e 0.0)
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siendo T'¢ € C*°(R) una funcién par.
Por tanto, lim, .o (1 + )72 dd—;l(Tﬂ(b)(:L')‘ = 0, para cada [ € N, y la
Proposicién 3.2 implica que T¢ € A_s.
|
Damos a continuacién una representacion de los elementos de A/, el espacio
dual de A,,.

Proposicién 3.26 Sea T € A.,, donde m € Z, m < =2, y 0 < p < 2.
Entonces, existen r € N y funciones fy, f1, ..., fr esencialmente acotadas sobre
(0,00), tales que

<T,¢p>= Z/ fe() 1 +2)" 2 AF¢(x) de, ¢ € S).
k=00
Demostracion.

De acuerdo con la Proposicién 3.1, existen ¢ > 0 y r € N de manera que

[<T,¢><c max sup (1+2z)" |Akqb(ﬂc)| ) (3.32)
0<k<r z€(0,00)

para cada ¢ € A,,.
Sea ¢ € S),. Para cada k € Ny z € (0, 00), podemos escribir

(1+2)™ Arg(z) = — [OO % (L+t)™ A*Fg(t)) dt, (3.33)
ya que de (3.2) se sigue que lim, .. (1 + z)™AF¢(z) =0, y
d 1 v
000 = = /O A() A(t) dt, € (0,00). (3.34)

Combinando (3.33) y (3.34) obtenemos, para cada k € N y x € (0, c0),

|(1+2)™ AFg(x)] < /OC (m(l + )" AR + (L +8)™ ‘%A%(t)‘) dt
m >~ m—1 k
<m [0t Ak a

+/;O(1 +t)"”ﬁ (/Ot |AFg(2)] A(Z)dZ) dt

<c (/000(1 +6)" | AFg(t)] dt

+/O°O(1 +1)2 </Ot(1 12y | AR ()| dz> dt)
<¢ (/000(1 Lyt ARG ()] dt + /000(1 TR | AR ()| dt) .
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Luego, de (3.32) se deduce

T < 1+ t)mT2 Ak .
<To><e max [0 ao)] d

El teorema de Hahn—Banach y argumentos de dualidad, procediendo como
en la demostracién de la Proposicion 2.7, nos permiten terminar la demostracién
de este aserto.

|

Es claro que A,,11 estd continuamente contenido en A,,, m € Z, m < 0.
Dotamos al espacio unién A = Uynez, m<oAm con la topologia inductiva.

Nos proponemos ver que los elementos de A’, el espacio dual de A, definen
operadores de convolucién sobre .S,. Previamente damos algunas caracteriza-
ciones de las funcionales en A’'.

Proposicién 3.27 Sea T € S;’r Enunciamos las siguientes propiedades:

(a) T e A,

(b) F'T es un multiplicador de Hy,

(c) Para cadam € N, ezistel € N y funciones continuas f; sobre (0,00), j =
0,1,...,1, tales que

!
T=Y A (3.35)
j=0
y, para cada j € N, la funcién (1 + x)po(x)~2/P f; es acotada sobre (0, 00).
Entonces, (a) = (b), y (b) = (c), cuando p =0y 0<p<20p >0y
1<p<2. Ademds, sip=0y0<p<20p>0y0<p<1, setiene que (c)

= (a) y (c) = (b).

Demostracién.

Supongamos que p=0y0<p<20p>0y1<p<2

(a) = (b). Supongamos que T € A’. Entonces T' € A!,, para cada m €
Z, m < 0. En lo que sigue consideramos m < —3. De la Proposicion 3.26 se

sigue que, existen 7 € N y funciones esencialmente acotadas fy, f1, ..., f» sobre
(0, 00) para las cuales

<16>=3 [ fl) 19" Aol dy. o€,
k=0"0

Por tanto, para cada ¢ € S, aplicando el teorema de Fubini se llega a que

<FT,Fo>=3 / few) (L+5)™2 ARFY(Fo)(y) dy
k=0

-y / T fely) Lk g™ F(O2 4 2 FGN) (9) dy
k=0
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_ - > m+2 > 2 2\ k dA
=3 [ a2 ([T00 ) FOW er0) )

=3 [Toea 2 Fo ([ A a0 e dy)

Concluimos entonces que

r

(FT)(N) = 302 + ) / T ) L+ )™ oa(y) dy, TmA < p. (3.36)
k=0

Noétese que las integrales anteriores convergen absolutamente cuando [ImA| <
p-

La funcién FT es holomorfa y par en |Im\| < p (12—) — 1), cuando p > 0
y p # 2,y para cada k € N, %(}'T)()\) es continua en |ImA| < p (% — 1),

siempre que p > 0. En efecto, sea f € Lo((0,00),dz) y m < —5. En virtud de
[33, Lemma 3.4, (iv)], tenemos

/0 T 1) @t

d > ,
ﬁ@k(y>‘ dy < C/ (1 +y)rrz+4 e(|1m)\\—/’)y dy < 00,
0

cuando |ImA| < p (% - 1). La arbitrariedad de m (< —3) en (3.36) nos permite

establecer la regularidad de FT' enunciada anteriormente.

Sea | € N. Elegimos m € Z tal que m + 1 < —4. Consideramos para FT la
representacion en (3.36) asociada a esta m. Recurriendo de nuevo a [33, Lemma
3.4, (iv)] obtenemos

dl
Fecatel
r l dl*j 9 . o » .
se2.) A ) /0 fu(y)] (14 y)mHHs e(ImX=py g,
k=0 j=0

2
<c(L+ AR, A <p (5 - 1) .

Por tanto, T es un multiplicador de H, (Proposicién 3.21).

(b) = (c). Sea T' € S},. Supongamos que F' = F'T" es un multiplicador del
espacio H,. Entonces, a tenor de la Proposicién 3.21, para cada k& € N existe
ng € N tal que
L

d\k

sup (TN~
|ImA|§p(%—1)

F(/\)‘ < 0.

Denotamos por [ € N un nimero que serd especificado. Consideramos la
funcién G definida por

GO = (p+ 124227 F(V), [ImA| < p (% _ 1) .
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De este modo G es una funcién holomorfa y par en [ImA| < p (% — 1), y, para

cada k € N, %G puede ser extendida continuamente a |[Im\| < p (% — 1).
Ya que |c(\)|? ~ 221, cuando y — oo ([109, pdg. 99]), se tiene que

i d\ > o n
/0 GO (@)l o < / MBI gy < oo, e (0, 00),

cuando 2l > a + 1 4+ ng. Ademds, intercambiando el orden de integracién,
conseguimos

/ " o) FUG) (@) Alx) da

:/Ooccf)(m) </OOOG(>\) ox(2) ﬁ) A(x) da

= [T ([ o erio) ) ao) o

o0 d\
- / GO FOW) . 0 €5y

En otras palabras, hemos mostrado que la inversa de la transformacion de
Chébli-Trimeche F~1(G) de G, como un elemento de H,,, coincide con la trans-
formada inversa clasica de Chébli-Trimeche de G.

Para ciertos ¢;; € R, j =0,1,...,], podemos escribir

1 l
T=F" ((lp+ 1P+ NGO = D eudVFH(G) = 3 AV,
j=0 Jj=0

donde f]' = Cj’l]:il(G), 7=0,1,...,L

Fijamos m € N. Veremos ahora que si elegimos [ suficientemente grande,
(1 + 2)™po(z)~2/PF~1(G)(x) es acotada sobre (0,00).

Sea h = F~1(G) y definamos g = F; *(G), donde Fy denota la transformada
de Fourier euclidea sobre R. Tenemos pues que

Lt
Folg)(y) = 5/ e "™ g(z)dv, yeR,
y
L[t
F @) =ge) == [ Gy dy, ze R

Notese que si [ es suficientemente grande, la funcién g es absolutamente
integrable sobre R. En efecto,

(1+22)g(x) = l/m <1—j—;> () Gy) dy

T J -

1 +oo d2
= —/ ey (1 - 7) G(y) dy, z€R, (3.37)

T J—c0
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siendo la ultima integral absolutamente convergente. Por tanto la férmula de
inversién para la transformada de Fourier es vélida y Fy(g) = G. Luego h =
FH(Fog).

Consideramos ahora una sucesién (f,)nen de funciones C*°(R), pares y
tales que fp(x) =1, |z] < n, y fulx) =0, |z| > n+ 1, para cada n € N.
Suponemos también que, para cada k € N, existe ¢, > 0 verificando

dk
‘wfn(x) <ck, neNyzxe(0,0).

No es dificil encontrar una sucesién que satisfaga las propiedades anteriores.
Sea n € N. Consideramos la descomposicién

g=fag+ 1~ fu)g.

Escribimos g, = (1 — f,)g y definimos G,, = Fo(gn) v hn = FYHGn).
Noétese que f(z)g(x) = 0, |x| > n + 1. Por tanto, teniendo en cuenta [105,
Théoreme 7.2] F~1Fy(fng) =0, |z| > n+ 1. De aquf se deduce que

ho(x) = FHGw)(@) = F~' Folgn)(x) = F Folg) () = h(), |a] >n+1.

Sea 0 < j <m. Ya que |c(\)|? ~ |A|?*TL] cuando |A| es grande, se tiene

. —2/p j /oo G\ d\
sup x) x T) ——=| < 00,
16[0,1] (100 ( ) 0 ( ) SO)\( ) |C()\)|2
cuando 2] > ng + 2a + 2.
Ademés, podemos escribir
. —2/p j /OO G(\ d\
sup x) x ) oa(z) —
sy 0 D), CN AW R
<ent G0 sup (14227 GV, (3.38)
AE(0,00)

donde, r e N, r > a+ 1.
Supongamos ahora que hemos escogido [, 7 de manera que I —ng/2—a—1 >
r > a+ 1. Entonces, procediendo como en (3.37) podemos establecer que

L+ Gu() = = /m (1+d—2)7'(e“) gu(t) di

2 J dt2
1 +oo i d2 r
- 5/_00 ¢ <1+@) (gn(t)) dt, X € (0,00).

Esta ultima igualdad puede ser establecida integrando por partes. Cierta-
mente, para cada s € N, 0 < s < 2r, yaquel >ng/2+a+ 1+ r, se sigue

=L = [T ey, b
o =ge=12] Gy y, t> :




3.8. La convolucion distribucional sobre el espacio S;,. 109

siendo la funcién G(y)y® € L1((0,00),dz). Entonces, el lema de Riemann—

Lebesgue implica que lim;_o %gn(t) =0,j€eN, 0<j<2r.

Por tanto,
2 - o | d*
sup [(1+ X" G.(N)| <c sup (1+¢ —gnt‘. 3.39
o I( )" Ga(N)] ;te(oyw)( )7 |72 9n (1) (3.39)

Aqui ¢ no depende de n.
Teniendo presente las propiedades anteriormente mencionadas para las fun-
ciones f,, n € N, de (3.39) se deduce que

2r

- ds
sup |(1+A%)" Gn(N)| Schup(l—l—t)2 %g(t)’
A€(0,00) s—ot=n
Concluimos entonces que
. 2 l . 2 d?
eGP sup (14 A% Ga(V)] < e sup(1+4)i P elF 1)t Sg(t)‘ :
AE(0,00) >n dt

Ahora de (3.38) se infiere, ya que n € N es arbitrario, que

. —2/p j / G(\ d\
sup @ xXr) X OANT) T—V—5
ve[1,00] 0 ( ) o ( ) ( ) |C(>\)|2
2r (2 ) d?
<) sup(l+ eyt oot — t’. 3.40
> CS:OTZHS( ) e dtsg( ) ( )

Fijamos s € N, 0 < s < 2r. Recurriendo de nuevo a conocidas reglas
operacionales para la transformacién de Fourier euclidea, obtenemos

TEXANY R
1+ t)J+3%/ eV Gy) dy = (1 +t)]+3 _/ i (i) Gly) dy
Lo )
1 e tyt 1d J+s3 NG J
I /ﬂo ‘ <1 + Zd_y> ((iy)* G(y)) dy, te(0,00),

siempre que [ sea suficientemente grande.
Si ademds p > 0y 1 < p < 2, utilizando la féormula integral de Cauchy

obtenemos )
too 1d\’*"
vi (1 - 0\ S
/_OO € < + Z.dy> ((1y)* G(y)) dy

+ooti(2-1)p " 14\/"3 N
/w(zl)pe (1+35) (@i 6w @ re@e), @

P

cuando [ sea lo bastante grande.
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En efecto, para cada t € [0, 00),
R
) 1d
e (1+ ——) () @) dy
/RJri( %*l)p ( idy

siempre que [ sea adecuadamente grande

Ya que la funcién e*¥ (1 + %d%)

— 0, cuando |R| — oo,

(1y)*G(y)) es holomorfa en |ImA| <

(
P (% — 1) y continua en [Im\| < p (12—) — 1) para cada t € R, se tiene también

que
) 1d Jj+3
Lo (1e35) e di=o,
R

donde C'y es el rectangulo de vértices R, —R, —R—1 (% — 1) py R—1 (% — 1) 0,
orientado positivamente.

Concluimos, pues, que (3.41) se verifica.

Por tanto, podemos escribir

ds
dts

sup (141t)713 e(F=1)et
te(0,00)

(0] < .

cuando [ se elige suficientemente grande.
Combinando las estimaciones anteriores obtenemos que, cuando [ es ade-
cuadamente grande

sup )(1 +a)™ oy P(2) |[FHG)(2)] < oo
xe (0,00

De este modo (c¢) queda probado.
Supongamos ahora que p=0y0<p<20p>0y0<p<1.
(c) = (a). Seam € N. Asumamos que T' € S, admite la representacién

(3.35) donde f; es continua sobre (0,00) y (1 + x)™p, 2/p( )fj(x) es acotada
sobre (0, 00), para j =0, 1,...,{. Entonces

l o0
<T,p>=> / fi(x) Ag(x) Alx) de, ¢ €S, (3.42)
j=0"0
En virtud de [33, (3.5)], se sigue que, para cierto § > 0,

l oo
<T, 6> < cz/ @) (L+2)? 2 |ATg(a)| da
j=0"0

< e osup (L) [fi(@)] ey ()
= 0 *€(0,00)

sup (14 z)°~ mt2+3 | AT p(a)|, (3.43)
z€(0,00)
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para cada ¢ € S,.

Sea k € Z, k < 0. Tomamos m € N tal queﬂ—m+2+% < k. De (3.43)
se deduce que T' es continua en S, cuando se considera sobre .S, la topologia
inducida por Aj. Ademas, ya que S, es denso en Ay, T’ puede ser extendido de
forma tnica de S, a Aj;, continuamente, y esta extensién viene dada por (3.42).

De este modo concluimos que T' € A}, para cada k € Z, k < 0, y que, por
tanto, T € A'.

(¢) = (b). Supongamos que f es una funcién continua sobre (0, 00) tal que

1+ x)mwaz/p(m)f(x) es acotada sobre (0,00), donde m € N es tal que m >
1+08+ %, donde 3 > 0 es el exponente que aparece en [33, (3.5)]. Observamos
que

| e @ @) At da
<o [T a0 1) do
< c/oo e=20e(3-1) (14 )PP g < o
Por tanto, f deﬁn(j un elemento 7y de S, dado por (véase la seccién 3.3)
< Ty 6 >= /OOO (@) (x) Ax) de, €S,
Ademads f € L1((0,00), A(x)dz). En efecto,
[ @l a@ e < e [Cirel arn? e ds
< 0/00(1 + x)TmHAE2/p 2" (173) dy < oo.
0
También podemos escribir, intercambiando el orden de integracién,

<FTyp,Fop> = <Tf,¢>
/O F(@) 6(z) Alz) da

[ 1@ ([ o Fow s ) Al da

0
W ([ o) 1) 40) )

0

o© d\
- / FOW N

<F(f).F@)> deS,

Por tanto F'Ty = F(f).
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Sean k,l € N. Supongamos que 7' € 5}, admite la representacién (3.35)

donde, para cada j € N, j </, la funcién (1 + z)™y 2/p( x)f;j(x) es continua
y acotada sobre (0,00), siendom € Nym >2+4+ 6+ k +2 =. Tenemos entonces

que
l

FT =) (0" +X)Ff;
j=0
Derivando ahora bajo el signo integral y teniendo en cuenta [33, Lemma 3.4,
(ii) y (iv)] conseguimos

d* L&A ks ol | &
EETI| < DN e+ | S
k l k—s ) 0o ) 9
— (P2 + )\2)] (1 +$)ﬁ+87m+1+; dz, |Im)\| <p <_ _ 1> )
— | dA 0 D

Por tanto, 7'T es un multiplicador de H,,.
|

No es dificil comprobar (véase, por ejemplo, [83, Proposition 4.2]) que la
hipétesis (1 + x)™ 2/p( )fi(x), j = 0,1,...,1, es acotada sobre (0,00), que
aparece en la PI"OpOblClOH 3.27, puede ser sustituida, manteniendo cierto el re-
sultado enunciado en la proposicién anterior, por esta otra: (1+z)™ ¢, 2/p fi €
L,((0,00),dz), j=0,1,...,1, para algin ¢ € [1, 00).

Como consecuencia de la Proposicién 3.27 podemos describir ciertos elemen-
tos de S; que definen operadores de convolucién sobre 5.

Proposicion 3.28 Sea 0 < p < 2. Supongamos que T € 51/7 y que F'T es un
multiplicador de H,. Entonces la aplicacion ¢ — TH¢ es continua de S, en s
mismo.

Demostracién.
Sea T € S, tal que F'T es un multiplicador de H,. De la férmula de
intercambio distribucional para la transformacién F y la convolucion f se sigue

F(Ti¢) = F'(T) F(¢), ¢ € Sp,

en el sentido de la igualdad en Hz/>
Podemos entonces escribir que, para cada ¢,¢ € ),

<Tt,v >=< F(Tt9), F(¢) >

=< F'(D)F(¢), F(¥) >=< FHF(T)F(¢)),¢ > .

Por tanto, TH¢ = F~YF'(T)F(¢)), ¢ € Sp, vy [33, Theorem 4.27] implica
que la aplicacién ¢ — T'4¢ es continua de S, en si mismo.
|
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Para simplificar, en lo que sigue, escribiremos 7' € M,, 0 < p < 2, para
referirnos a que T' € S}, y F'T" es un multiplicador de H,,.

En virtud de la Proposicién 3.27, si se verifica una de las condiciones siguien-
tes

TeA, yp=0y0<p<20p>0y1l<p<2,

(ii) T € S, satisface la propiedad (c) en la Proposicién 3.27 y p = 0y
0<p<20p>0y0<p<l,
entonces 1I' € M,,.

Si T € M,, la Proposicién 3.28 nos dice que la aplicacién ¢ — Tf¢ es
continua.

Definimos la convolucién T4L de T' € S, y L € My, 0 < p < 2, como la
funcional sobre S, dada por

<THL,¢p >=<T,Li¢p >, ¢ €S, (3.44)

De este modo T{L € S,
W. Bloom y Z. Xu ([33, Theorem 5.17, (iii)] mostraron que, para cada T € S,
y ¥ € 5p, se tiene

<Tt, ¢ >=<T,Yflp >, P ES,.

Ya que ¢ € S, C S, y que F(¢) € Hy es un multiplicador de H),, 9 estd
en M, y la definicién (3.44) puede verse como una extensién de la definiciéon
(3.27).

Recogemos a continuacién las principales propiedades algebraicas de la con-
volucién que acabamos de definir.

Proposicion 3.29 Sea 0 < p < 2. Supongamos que T € 51/7 y Li,Ly € M,.
Entonces

(a) F/(THL1) = F'(T)F'(L1),

(b) La funcional 6 de Dirac estd en AN M, yT86 =T,

(¢) A*(THLy) = (A*T)EL, = TH(A"Ly),

(d) LlﬂLQ S Mp Yy LlﬁLQ = LQﬁLl,

(¢) TH(L1§L2) = (T4L1)4Lo.

Demostracion.
Para probar la férmula de intercambio en (a) basta observar que, para cada
¢ €S,
< F(THLy), Fop >=<TtL1,¢ >=<T,L1t¢ >

=< F(T), F(L1tp) >=< F(T), F (L1)F(¢) >=< F'(T)F'(L1),F(p) > .

Por otra parte, se tiene que, para cada m € Z, m < 0,

<60 >=1000)] < sup (14+2)" [p(x)], ¢ Anm.

z€[0,00)

Luego 6 € A, meZ, m <0,y se concluye que § € A’.

m?
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Ademés, para cada ¢ € 5p,

<F'6,Fp>=<6,¢>=¢(0) = /0 ©x(0) F(@)(N) |CdA =<1, F(¢) >,

(M
Por tanto, /6 =1 es un multiplicador de H,, y concluimos que § € M,,.
La férmula de intercambio en (a) permite ahora probar que T§6 = T..
Asimismo de (a) se infiere (c), teniendo en cuenta que F'(A*T) = (A% +

p*)F'(T), y también (d) y (e).
|
Nuestro préximo objetivo es probar un inverso de la Proposicién 3.28. Nece-
sitamos establecer previamente algunos resultados.
Obtenemos a continuacién una representacién para la soluciéon fundamental
del operador (14 A)", para cada r € N.

Proposicién 3.30 Sea l € N. La funcion h; definida por
hl(m)z/mga,\(x) (1402 + 27! A zeR
0 le(AN)[? ’

es par, acotada y continua sobre R, y estd en C=(R\ {0}) NS}, siempre que
l>a+1y0<p< 2. Ademds, para cada k € N, existe I, € N, tal que
h, € C*¥(R), cuando | > Ij.

Si, como es usual, denotamos por 6 a la funcional de Dirac, entonces

8= (1+ A",
en el sentido de la igualdad en SZ'), para cada 0 < p < 2, siempre que l > a+ 1.

Demostracién.

Ya que |pa(x)] <1, z,A € R ([33, Lemma 3.4,(i)]), teniendo en cuenta que
lc(V)[? ~ A2 cuando A — oo ([109, pag. 99]), podemos ver que, cuando
Il > a+1, la funcién h; es continua y acotada en R. La paridad de h; se sigue
de la misma propiedad para ).

Ademas, si k € N, de [33, Lemma 3.6, (ii)] se deduce que existe i, € N de
manera que h; € CF(R), para cada [ > Ij,.

Por otra parte, se tiene que, sil > a4+ 1,

1+ )\2a+1

—_— <ce (1 .
] dA<ce ™ (14+z), z¢€(0,00)

m@l< [~ e 4
Luego,
/000 ha(z)] e 207 (14 2)7% Ax) do < /000 e (1=3) (1 4 ) F+H1+8 g < oo,
cuando k > 2+ 3, siendo 3 dada en [33, (3.5)]. Concluimos asi que h; € S),.
Sabemos que F = FpA, donde A representa la transformaciéon de Abel

definida en [33, (4.9)] (véase también [105]). La inversa A~! de A fue obtenida
en [105, Théoreme 6.3].
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Sea xg € (0,00). Elegimos una funcién par x € C>*(R) tal que k(z) =
0, |z| < zo/4, vy k(z) =1, |x| > x9/2. Podemos escribir

hom(x) = Al (’{]:0_1((1 +p2 + )‘2)7m)) (), x> mo,

va que k(z) = 1, * > x9, y A71(f)(x) sélo depende de la funcién f en el
intervalo [z, +00) (véase [105, Théoreme 6.3]).

La funcién xF; *((1+p?+A2)~") es par. La integracién parcial nos permite
probar que la funcién Fy ' ((1+p?+A2)7!) estd en C>°(R—{0}) y que la funcién
kFo (14 p? + A2)71) estd en el espacio S de Schwartz.

En efecto, tenemos que

1 [T .
ﬁ%ﬂ+ﬁ+VVwm=—/ e (14 % 4+ 2%)~ dA

7T —00
1 e d A 2 2\—1
- (T 1
el d)\(e Y (14 p°+2%)7" dA
1 , oo
S (ezwA (1 +p2 + )\2)7l]iroo
mTr
+oo
+21/ AN (14 p* + AH) ! dA)
2 ee T\ 2 2\—1—1

Luego Fy (140> +22)~!) € C'(R\ {0}). Tterando el argumento, podemos
concluir que Fy (1 + p? +X2)71) € C=(R\ {0}). Ademds, para cada k € N,
%}"0_1((1 + p? + A?)7) esté acotada en R\ [-%2, £]. Por tanto, si k € N, al
ser k(z) =0, |z| < 2,y k(x) =1, |z| > 5, se sigue que

dk —1 2 2\—1
;gg‘@(ﬁfo (49" +A9)7) (2)
k—1

B F (14 2 ) (@)

10 % <w<2ao dx?

k
—|—:1€1§ /@(3:)% (,7:0_1((1 + 0% + )\2)71)) (z)

Por otra parte, se tiene que

1 [t~ d, .
o N )@ = o [ @) )T
_i N 2 2\ —11+o° oo iz 2 2y—I—1
=— (e QA+ + X)) +2 et N (14 p° + X\7) d\

™ —o0
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A

™

AN A+ 2+ 27" dN, zeR.

— 00
Anélogamente, podemos ver que para cada k € N,

sup |r(z) 2 FH((1+ A2+ p*) ) (2)] < oo
z€R

Recurriendo ahora a [40] concluimos que kF 1 ((1+A2+4p?)~!) estd en Sepen-

Por tanto, de acuerdo con [108, Corollary 6.11.4, (ii)], A=Y (s F1((1 + \? +
p?)~™)) pertenece a S. En particular h,, € C°°((zg,00)), y la arbitrariedad de
xg nos da que h,, € C>°(R\ {0}).

Sea ¢ € Sp, donde 0 < p < 2. Tenemos

< (L4 A"y, ¢ >=< b, (1 4+ A)'¢ >= / T hie) (14 A)Yé(x) Alx) de

= [T o et ) 04 AYot) A) do

= [Cass e ([T o a4 Ao A d)

0

_ /OOO 22(0) (/OOO or(z) (@) Az) dm) |C(d§)|2 —5(0) =< 6,6 > .

De este modo se termina la prueba.
|
Recordamos que, para cada a € (0,00), el espacio D, , estd constituido por
las funciones ¢ € C*°(R), pares y tales que ¢(z) =0, || > a. La topologia de
D, q esta definida por la familia {74 }ren de seminormas, donde

“Yk(fb) = sup s ¢ € D*,a-

zeR

dk
‘wﬂ@

D..q s un espacio de Fréchet. D, representa el limite inductivo Us0Dx q-

La imagen por la transformacién F de D, , es H, o, para cada a > 0 ([109,
Theorem 7.2]). Sia > 0, el espacio H,, estd formado por las funciones ®
enteras pares verificando que

PR(@) = sup(L+ AD* e @ (N)] < co,
AeC

para cada k € N. H, , es un espacio de Fréchet cuando se considera sobre él
la topologfa asociada a la familia {p{ }ren de normas, siendo F un isomorfismo
topolégico de D, , en H, ,, a > 0.

En la siguiente proposicién describimos la topologia de Dy 4, a > 0, mediante
otros sistemas de seminormas.
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Proposicién 3.31 Sean a >0 y 1 < g < oo. Para cada k € N, nl se define
sobre D, , por

ng((z)) = ||Ak¢HLq((Ooo)dm) ) ¢ 6 D*,an

El sistema {n{}ren de seminormas, es equivalente a {y;}ren sobre Dy 4.

Demostracion.

Procediendo como en la prueba del Lema 1.1, a partir de [33, Lemma 4.18]
podemos probar que la topologia que genera {7} ren €s més fina que la asociada
a {n{}ren sobre D, 4.

Por otra parte, para cada k € N, se tiene que

02+ FIO) = [ r(@) Ao(o) A(w) dz, A€ Cy o €D,

Entonces, [33, Lemma 3.4] conduce a
|2+ p)F (Fo)(V)] < c e™ A%, AeCy ¢ € Do

Por tanto,
Pu(Fo) <cni(¢), ¢ € Dua.

Esta desigualdad prueba que la transformacién F es continua de D, ,, cuando
se considera sobre él la topologia asociada a {n} }ren, en H, ,. Por tanto, [33,
Theorem 4.27] implica que las familias {yx}ren ¥ {n{}ren son equivalentes
sobre D, q.
|
Obtenemos ahora representaciones de los elementos del espacio dual D;ﬂ de
Dya, a > 0.

Proposicién 3.32 Sean a > 0 y 1 < ¢ < oo. Un subconjunto B' de D, ,
es débilmente (o, lo que es lo mismo, fuertemente) acotado si, y sdlo si, exis-
ten ¢ > 0 yr € N tales que, para cada T € B’ podemos encontrar fir €
L,((0,00),dz), k=0,1,...,r, para las cuales

<1.6>=3" [ fur(e) A¥o(@) da. 6 €D.
k=070

Y > peo I frrllL, ((0,00),d0) < €.

Demostracioén.
Sea B’ un subconjunto débilmente acotado en DLQ. En virtud de la Propo-
sicién 3.31 y [102, Theorem 3.7] existen ¢ > 0 y r € N tales que

< k !
|<T7¢>|_CO?]?§,HA ¢ TGB, ¢€D*7a7

q/7

donde ¢’ representa el conjugado de g.
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La prueba puede ser ya terminada siguiendo el procedimiento utilizado para
mostrar la Proposicién 3.4.
|
Sean a > 0 y m € N. Representamos por D}, el espacio de las funciones
¢ € C*™(R), pares y tales que ¢(z) = 0, |z| > a. Sobre D", se considera la
topologia asociada a la norma c, definida por

am(¢) = max y(¢), ¢ €Dl

Nétese que si b > a y ¢ € D', existe una sucesion {¢,}nen C Dayp tal
que ¢, — ¢, cuando n — oo, en DJ",. Para probar esto podemos recurrir a
regularizaciones.

Nuestro préximo resultado puede verse como un inverso de la Proposicién

3.28.

Proposicion 3.33 Sea T € SZ',, donde 0 < p < 2. SiT4¢ € S,, para cada
¢ € D, entonces, para cada m € N existen | € N y funciones continuas
fi, 3=0,1,...,1, tales que

l
T= ZA*jfjv
=0

y, para cada j € N, j = 0,1,...,1, (1+ x)mcpaz/p(m)fj(m) es acotada sobre
(0,00).

Demostracién.
Supongamos que m € N, m > 2. Sea ¢ € D,. Ya que T4¢ € S}, se tiene
que

sup (1+2)™ 0o /P () [(Te) ()]
z€(0,00)

= sup |<(l+z)™ @52/”(30) 1, ¢ >| < oo.
z€(0,00)

Aqui el operador de traslacién 7., = € (0,00), se define sobre SZ’, por
trasposicion.

Por tanto, el conjunto {(1 + x)mcpaz/p(x)TwT}m(om) es un subconjunto
débilmente acotado de D-.

Sea a > 0. De acuerdo con la Proposiciéon 3.32 existe § € N y ¢ > 0 tales
que, para cada x € (0, 00) existen f; » € Loo((0,00),dz), j=0,1,...,0, para las
cuales

0 oo
<40 7@ T 6 >=3 /0 () AIG(1) di, ¢ €D, (3.45)
=0

donde Z?:o | fiell Lo ((0,00),d2) < ¢. Por tanto, para cada z € (0,00), (1+

)"y 2/p (2)72T puede ser continuamente extendido a DY ,. Una de tales ex-
tensiones viene dada por (3.45).
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Supongamos que z € (0,00) y S € (DY,) para las cuales S = (1 +
x)mgoawp(x)TmT cuando actia sobre D, ,, entonces S es dado sobre Dib por la
parte derecha de (3.45), para cada 0 < b < a.

En efecto, sean 0 < b<ay ¢ € Df,b. Existe una sucesion (¢;) C Dy, tal
que ¢; — ¢, cuando j — oo, en Dfﬂ. Entonces

< 8,0 >=< (1+2)" ¢ /P (x) 7T, ¢; > Z/ Fialt) Aig(t) dt

0 o0
— Z/ fiz(t) Alp(t) dt =< S,¢ >, cuando j — oo.
i=0 V0

Elegimos ahora & € N de manera que la soluciéon fundamental hy del ope-
rador (1 + A)* (definida en el Proposicién 3.30) estd en C2?(R). También
escogemos una funcién ¢ € C(R), par, tal que ¢(z) = 0, [z| > 3¢, y

o(x) =1, |z| < §. La regla de Leibniz conduce a

(14 A" (i) = (1 + A% hy + ¢,
donde ((z) = 21221 pi(z )dszO( )d,;Thk(ac)7 x € R, para ciertas funciones
pi € C°(R\ {0}), i = 1,2,...,2k. Nétese que ((z) =0, |z| < o |z > 3¢,
y que, al ser hy € C"O(R\ {0})7 ¢ € Dy 4. Ademsds, de la Proposmlon 3.30 se
sigue que

O(1+ A hy, ¢ >=< (1 4+ A" hy, pp >
=¢(0)p(0) = ¢(0) =< 6,6 >, ¢€S5,.
Por tanto, podemos escribir
§=(1+A%*hre) —C. (3.46)

La funcién hip € Df 34 Luego hyp € Szl> y la transformada distribucional
04
de Chébli-Trimeche F'(hry) de hip viene dada por

F(hep)(N) = /OOO hi(y) v(y) ea(y) Aly) dy, [TmA| < p (% - 1) ,

y es un multiplicador de H,,. Ciertamente, para cada s € N, de [33, Lemma
3.4, (iv)] inferimos

‘dxf/(hkso)( )’ SC/Oalhk-(y)l le()l Ay) dy,  [TmA| Sp(% 1).

Concluimos pues que hyp € M,. Podemos entonces definir la convolucién
T4(hre) de T'y hip como el elemento de S, dado por

< T4(hip), ¢ >=<T, (hxp)ip >, ¢ € S)p.
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Nuestro préximo objetivo es ver que
(42" ™ (@) (TH(hup))( / Fialt) 9 (i) (1) dt, € (0,00).

Ya que hip € ’Df 3. €xiste una sucesion (¢, ),en C Dy tal que ¢, — hyo,
o

cuando v — 00, en Df#. Por tanto, al ser sup,¢ (g, | fjzll <00, 5=0,1,...,6,
se deduce, como se comentd anteriormente, que
(1+2)™ @y /P (z) (THp,) (x Z/ fix(t) AV (hyp)(t) dt, cuando v — oo,

(3.47)
uniformemente en z € (0, 00).
Ademéds, para cada ¢ € S, ¢,¢ — (hrp)t¢, cuando v — oo, en S,. En
efecto, sea ¢ € S,. Teniendo en cuenta [33, Lemma 3.4, (iv)] y que ¢, — hip,
cuando v — 00, en Dia, podemos ver que

(F(¢py) — F(hrp))F(p) — 0, cuando v — oo,

en H),. Luego, la férmula de intercambio nos permite, recordando [33, Theorem
4.27], obtener que

oo — (hrpp)ie, cuando v — oo,

en Sy,.
Concluimos pues que, para cada ¢ € Sp,

< Tto,,d >=<T, ¢, >—>< T, (hpp)id >=< T4(hrp), ¢ >, cuando v — co.

Por tanto,

2/P Y 1+z)™™ Z/ fia( hkﬁp)( ) dt = (T4(hkp)) (), (3.48)

en el sentido de la igualdad en SI’,, ya que, para cada ¢ € 5, tenemos, en virtud
de (3.47), que

‘/ e +x‘mZ/ Fia(t) A (hip)(t) dt
—T1¢,(x)) d(x) A(x) dzl

S/0 2/17 ]_—I—.T —m Z/ f]m hk‘P)()d
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¢ @)1+ @)™ (T20,)(2)| 16(2)] A(2) do

gc/o e (31 (14 2) Z/ Fia(t) A (hip)(2) dt

—0 (@) (1 + 2)" (T49,)(@)| dz — 0, cuando v — oc.

De (3.46), y teniendo en cuenta las reglas operacionales para la convolucién
f distribucional recogidas en la Proposicion 3.29, se sigue que

T = (1+A""TH(hwp)) — T4
k

> (4) av i) - i

s=0

Ya que ¢ € D, ,, ¢ € M, y, por tanto, T#¢ € S,. En particular

sup (1+2)™ g5 /P (x) |(T8)(2)] < oo
x€(0,00)

Ademas, de (3.48) inferimos que

sup (14 2)™ @y */P(2) |(Th(hie)) ()|

z€(0,00)
< sup Z/ [fia )] |A (hip)(t)] dt
ze(0 oo)J —0

% a ‘
gcjzo/o | AT (hip)(t)] dt < co.

De este modo la prueba queda completa.
|
De las Proposiciones 3.27, 3.28 y 3.33 se deducen las propiedades que siguen

Corolario 3.34 Sea T € S’Z’,, donde 0 < p <2 cuando p =0, y0O <p <1
cuando p > 0. Las dos propiedades que siguen son equivalentes

(a) La aplicacion ¢ — THo es continua de S, en st mismo.

(b) Para cada m € N, existen | € N y funciones continuas f;, j =0,1,...,1,

tales que
1
§=0

y, para cada j =0,1,....1, (1+ {L‘)m(pEQ/p((I:)fj es acotada sobre (0,00).
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Corolario 3.35 Sea T € SZ’), donde 0 < p <2 cuando p =0, y p =1 cuando
p > 0. Las siguientes propiedades son equivalentes.

(a) La aplicacion ¢ — TH¢ es continua de S, en st mismo.

(b) T e A.

(¢c) F'T es un multiplicador de H,,.

(d) Para cada m € N, existen | € N y funciones continuas f;, j =0,1,...,1,
tales que

l
T=Y AYf,
j=0

y, para cada j =0,1,...,1, (1+ x)mgo[;Q/p(x)fj es acotada sobre (0,00).



Capitulo 4

La transformacion de
Chébli—Trimeche sobre
espacios de tipo .

4.1 Introduccion.

En este capitulo estudiamos el comportamiento de la transformaciéon de Chébli—
Trimeche en espacios de tipo W.

Los espacios W fueron introducidos por B.L. Gurevich ([66]). I.M. Gelfand
y G.E. Shilov ([57]) presentaron las propiedades fundamentales de los espacios
W y analizaron la transformaciéon de Fourier euclidea sobre estos espacios. En
[47] (véase también [90]), S.J.L. Eijndhoven y M.J. Kerkhof investigaron la
transformacion integral de Hankel sobre las funciones pares en W.

Recordamos las definiciones de los espacios de tipo W considerados en [47].

Representamos por K el conjunto de las funciones M € C?([0,00)) tales que
M) = M'(0) =0, M'(00) =00y M"(z) >0, z € (0,0). Si M € K, M*
denota la funcién dual de Young de M. Las principales propiedades de las
funciones de K pueden encontrarse en [47] y [57, Chapter 1]. En particular,
serdn muy utiles las siguientes:

(i) M(z) + M(y) < M(z+y), x,y€0,00).

(if) zy < M(z) + M*(y), =z,y € [0,00).

Supongamos que M € Ky a > 0. El espacio Wy, , estd formado por aquellas
funciones ¢ € C*°(R), pares y tales que, para cada 0 < a<ayl €N,

sup (@) | Dlg(z)] < oo.
x€[0,00)

Wt se dota de la topologia generada por la familia {p, ;}nien de semi-
normas, donde

pua(¢) = sup MY |DIg(z)|, ¢ € Wi, n,l € N.
z€[0,00)

123
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De este modo Wy, es un espacio de Fréchet.

El espacio Wy, estd continuamente contenido en el espacio S, 0 < p < 2,
introducido por W. Bloom y Z. Xu ([33]). En efecto, sean m € N y a € (0,a).
En virtud de [33, Lemma 3.4, (iii)] y [47, Lemma 2.4], se tiene que

efM(ax) (1+1,)m QO(;Q/I)(JJ) < 67]W(am)+2p% (1+1,)m

S 6]\/[><(§)*(k‘73p3)a: (1+x)771 S c, o= (0700)7

donde k € N se escoge de manera que k > zpﬂ
Por tanto, de [33, Theorem 4.27] se deduce que, para cada ¢ € Wiy, Fo €
H,

p Y
e d\
b(z) = / ora) (FO)@) e o€ R

El espacio WM:@ 1o constituyen las funciones enteras y pares ® tales que,
paracada 0 >ayleN,

sup e M=) 203 ()| < co.
z€C

WM:@ g5 un espacio de Fréchet cuando se considera sobre él la topologia
generada por la familia {g, ;}nen de seminormas, donde, para cada n,l € N,

Qn,l(q)) = sup e—M(a%Hsz |221(I)(Z)|, b e WM’a.
zeC

El espacio WM:@ est4 continuamente contenido en el espacio Hy,, 0<p<2,
de W. Bloom y Z. Xu ([33]). Ciertamente, sean 0 < p <2y ® € W2 Ya que
® es entera, podemos escribir, para cada n,m € N,

d" n! WwmP(w)
Z (AP = il ol
d)\"()\ (A) o /CA PENEE dw, XeC,

donde C\ representa la circunferencia centrada en A y de radio 1, orientada
positivamente. Por tanto, para cada m,n € N, se tiene

< ¢ sup e M@zl m g2 A e Q,.
2€C

R
20 @(A»‘ <

Recordemos que 2, ={A € C: [Im)| <p (% - 1)}

En particular,

‘ dar

d)\n@(/\)‘ < ¢ sup e~ MmN 1H(2) 0 A e,

zeC
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Supongamos que, siendo [, k € N, se tiene que

o ‘
2\ d(\)| < ¢ sup o—M(2a|lmz|) (1+ |2])7 |®(2)),
d\t 2cC
AeEQ,, j=0,1,..,k i=0,1,..,1
Entonces,

d7

d di—i
B¢ < R (A AR — @
A (A)‘ = ‘d)\l()\ ‘JFZ( )‘d)d 7 o T
d -1 d]
)\k+1q) )\k+1 I+7 — PN
< e \M( ‘+J§‘a|| o)

< ¢ supe MEamzl) () 4 ML 9(2)|, A e Q,.
zeC

Este proceso inductivo nos permite concluir que, para cada n,m € N,

™m

A" —@(A)‘ < ¢ sup e M@allmzl) (1 4127 |B(2)).

su
DA D i

AEQ,

Por tanto, [33, Theorem 4.27] implica que, para cada ® € W4 la funcién

¢ definida por
°° dA
o@) = [ @ o) g, xR

estden S, 0<p<2y Fop=2.

Los espacios de tipo S fueron considerados por I.M. Gelfand y G.E. Shilov
([56]) v se reducen en algunos casos a espacios W.

Sia>0y A >0, el espacio S, 4 estd constituido por aquellas funciones
pares ¢ € C*°(R) verificando

sup —|$kDm¢(x)| < 00
z€R, keN (A + §)kkke ’

para cada 6 >0y m € N.

Sa,a coincide con el espacio Wy, cuando a =
(0, 00), siempre que 0 < a < 1 [56, pag. 172].

Para cada 8 > 0y B > 0, el espacio S%8 lo forman las funciones pares
¢ € C*°(R) tales que, para cada £ >0y k € N,

y M(z) = az'/*, x €

Ae>

sup ’kam¢(x)|
zeR, meN (B + f)mmmﬁ

Cuando M(z) = (1= 3z 2 >0y0< <1,y a= Be’, el espacio
WM.a coincide con 7B [56, pdg. 210].
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4.2 La transformacion de Chébli—Triméche en
espacios de tipo W.

Analizamos ahora el comportamiento de la transformaciéon F de Chébli—Trime-
che en los espacios W.

Comenzamos presentando una propiedad para la funcién ¢y, A € C, que
nos sera util en lo que sigue.

Lema 4.1 Para cada n € N existe ¢ > 0 tal que

<c (14 z)mtt eImA=r 4 e [0,00), A€ C.

877,
‘ o PA ()

Demostracion.
Esta propiedad puede ser probada como [33, Lemma 3.4, (iv)], aunque allf
la desigualdad fue establecida para [ImA| < p.
|

Proposicion 4.2 Sean M € K ya > 0. Entonces la transformacion de Chébli—
N . ., . X
Triméche define una aplicacion continua de Wy, en WwM*1/a,

Demostracion.

Sea ¢ € Wiy y definimos ® = F¢. La funcién ¢ es holomorfa en C. En
efecto, de acuerdo con el Lema 4.1 y [33, (3.5)], para cierto § > 0 podemos
escribir

/OOO ‘%%(fﬂ)

|¢@|A@MM§cAwa+wWém“WW|wm|m

Scﬂmu+mﬁdﬂ%>wwndx

< c/oo(l +x)ﬁ M) gy sup eM(%) lo(x)], AeC.
0

z€[0,00)
Notese que la ultima integral es finita, ya que

ar 4
) > —MX | = .
M(4)7 M <a>+x, z € (0, 00)

Esta propiedad ([47, Lemma 2.4]) fue usada también en la segunda desigual-
dad.
Sean € N. Al ser ¢ € S}, para cada 0 < p < 2, se tiene que

VB = (4R ) D))

Zn: <n> (=p*)" /OOC oA(@)AVp(z) A(z)dr, A€ C. (4.1)

=0 \J
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Fijado j € N, a tenor de [33, Lemma 4.18, (ii)], existen 6 > 0y s; € N, tal
que para cada x € (0,6) podemos encontrar x; € (0,z), { =0,1,...,s;, de modo

que

8j

|AT ()| < CZ <Z

=0

i

d
()

di
dx?

o) | +

Por tanto, el Lema 4.1 nos lleva, para cada a > 1, a

6
/0 loa(z) A p(z)| A(z) da

6 25 Sj i i
_ . (3 dZ
< C/O e(MmAl=p)z (1 —I—x)A(az)Z (Z wd)()@) + ‘dmid)(m) ) dx
i=1 \I=0
(= 2 ap) | &
< ¢ M (&1mA)) sup eM(a) -p(z)|, AeC. (4.2)
i—1 €(0,00) dx

Aqui ¢ no depende de ¢. Nétese que 6 tampoco depende de ¢ ([33, pag.
97]).
Ademds, teniendo en cuenta [33, Lemma 4.18, (iii), y (3.5)] obtenemos

/é_ " Jor(@) Ao(@)] Alx) da

i
i

2j oo
d
<c / e(TmA[+p)z (1+2)? ‘ dr

¢()

25 oo 7
M (2|ImA| M(ez) M(2%Htax e} d
< >Z/ QM (£2) M(2FHar) (1 4 1 ‘dmigb(x) ds
27 +1 d
< ¢ M7 (&1mA) sup M (S5taz) -p(z)|, AeC. (4.3)
izle(O,oo) dx

para cada « > 1 y para cierto 8 > 0.

Combinando ahora (4.1), (4.2) y (4.3) podemos concluir que si & > 1y
n € N, existe ¢ > 0 verificando

2n i
—MX(2(mA) [\2ng(y)| < M(%tkaz) | 4
sup e <c sup e -p(x)] .
AeC | ( )| ;J:E(O,oo) dx* ( )

De este modo probamos que la transformacién de Chébli-Trimeche es con-
tinua de Wy, en WwM*.1/a,
[ |
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Proposicion 4.3 Sean M € K y a > 0. Entonces la aplicacion G definida por

g(@)(@:/@ww(@ B(N) |C(d§)|2, TER,

es continua de W en W< 1/a-

Demostracién.

Para probar este resultado adaptamos un argumento desarrollado por J.P.
Anker ([2]) en su investigacién sobre la transformacién de Fourier esférica aso-
ciada a cierta clase de espacios de Lie semisimples.

Sea ® € WM y definimos ¢ = GP. Consideramos también la funcién
v =F L(®), donde F representa la transformacién de Fourier euclidea sobre
R, esto es,

L[t
Y(x) = —/ e d(y) dy, x€R.
— 00

Fijamos | € N y a € (0,1). Atendiendo a [33, Lemma 3.6, (ii)] podemos

escribir

dA

EOIE z € (0,00),

dl
‘@Wm)

<c(l+ax) e*f“/ A2+ %™ |2(N)|
0

para una cierta m € N. Ademds, de [109, pag. 99] se deduce que

dl
@ﬂx)

<c(l+a) e—pm/ A2 4 2™ B A%
0

S ¢ (1 +(L‘)3 e P (Sup efhf(ﬁa|lm>\|) |/\25(I)()\>| + sup efN[(BaHmM) |(I)(>\)|) ,
AeC AeC
donde s € N, s >m+a+1y > 1. El nimero § serd especificado més
adelante.
Por tanto, obtenemos para cada j € N, ¢; > 0 tal que

1
MX (gm) d
sp M (39| L
2€(0,5+1] da!
<g¢j (sup e~ M(BalTmAl) |)\25(I>()\)’ + sup e~ M(BallmAl) |<I>()\)|> . (4.4)
AeC AeC

Elegimos ahora una sucesién (w;)jen de funciones verificando
(i) w; € C=(R) es par, para cada j € N,
(i) wj(@) = 1, J2 < j, y wj(@) =0, [2] > j +1, para cada j € N,
ko
d:T]k(,I) <cp, x€eRyjeN.

(iii) para cada k € N, existe ¢ > 0 tal que ‘
Consideramos la siguiente descomposicion de :

Y =with+ (1 —wj),
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para cada j € N. Definimos las funciones ¢j, ®; y ¢; como sigue
Vi =1 —-w)y, & =Foby, ¢ =G%;, jeN.

Nétese que w;jp(z) = 0, |z| > j+ 1, j € N. Por tanto, recurriendo a
[33, Lemma 4.11], ya que F = FyA, donde A denota la transformada de Abel
definida en [33, (4.9)], se sigue que

d(z) = ¢j(x), |z|>j+1, jeN.

En efecto, sea j € N. Se tiene que

(0=¢5)(x) = G(2=®;)(x) = G(Fo(v) = Fo(v;)) () = A7 (¥—1;)(x), = €R.

Al ser (¢ —¢;)(z) =0, |z| > j+ 1, de [33, Lemma 4.10, (ii)] se infiere que
¢(x) = ¢j(x), [a| =5+ 1.
Fijamos ahora j € N \ {0}. Procediendo como antes obtenemos

dl

sup M (87) y —¢(z)| <c(j+2)° M (2(+2)—pi
JH1<e<j+2 x
. (Sup e~ M (BallmA|) |)\28(I)j()\)| 1 sup e~ M (Ba|lmA]) |(I)j()\)|> (4.5)
AeC AeC

Integrando por partes, se sigue

2s 1 e 7zt/\ d
A (I)J(A):§ tgs%() ) /\ECa

teniendo en cuenta que 1 € W= 1/, ([57, Theorem 2, pag. 21]).
Supongamos que § > 1 tal que aé < 1. En virtud de [57, Theorem 1, pég.
20] conseguimos

dQS

sup e~ MPaltmA) 329, ()| < ¢ sup M (31 s

AeC te(0,00)

¢j (t) ’

donde 0 < v < 1 depende de 5. En un andlisis cuidadoso de la demostracién de
[67, Theorem 1, pdg. 20] podemos ver que 3 puede ser elegido de manera que
ab+v <1

Entonces, las propiedades de w; nos conducen a

sup e~ M(BallmA) ’/\2“’@ <chupe (3t
AeC 1—o t27

)| et

Aprovechando el crecimiento de la funciéon M* obtenemos

(j+2)3 M (23G+2))—pj sup e —M(Ballm\]) |)\25<I> (/\)’
AeC
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<+ 2)3 eM*(325)=ri sup e~ M(BallmAl) |)\25<I)j(>\)|

Aec
3 (5204307 (30) ot |
<c sup 3 M (L) FHME(Tt)=pt | 2y ‘
< ; Sup prid Q)
2s ( st ) dl
<c sup M (57 |yt (4.6)
;te(o,m) dt!
siempre que j € N sea suficientemente grande.
Se concluye de [57, Theorem 2, pdg. 21] que
(et | d - M (ea|ImA k
sup e (=5=1) —=(t) SCZ sup e~ M(callmAD [N (N)], (4.7)
t€(0,00) dt k=0 EC

para cada |l = 0,1, ...,2s, y para cierto € > 1.
Combinando ahora (4.4), (4.5), (4.6) y (4.7) probamos que la transformacién
G aplica continuamente W*:¢ en W< 1/a-
|
Una consecuencia inmediata de las Proposiciones 4.2 y 4.3 junto a [33, Theo-
rem 4.27] es la que sigue

Corolario 4.4 Sean M € K y a > 0. Entonces la transformacion de Chébli—
Trimeéche es un isomorfismo de Wy o sobre wM*1/a,

[ ]
Un caso particular del Corolario 4.4 es el que presentamos ahora.

Corolario 4.5 Si0 < a <1y A > 0, la transformacion de Chébli-Trimeéche
es un isomorfismo de S, A sobre Sad

|

Es un problema ain no tratado el andlisis de la transformacién de Chébli—
Trimeche sobre el espacio W@ con M € Ky a > 0. El trabajo de A.
Pasquale [89], donde estudia teoremas de tipo Paley—Wiener para la inversa de
la transformacién de Jacobi, que es un caso particular de la transformacion que
nos ocupa, recoge ideas interesantes que pensamos que pueden ser de utilidad
en la investigacién del problema abierto citado.

Inspirados en los estudios de R.S. Pathak y S.K. Upadhyay ([91]), J.J. Be-
tancor y L. Rodriguez—Mesa ([29]) obtuvieron nuevas caracterizaciones de los
espacios W por medio del operador de Bessel. Nuestro préximo objetivo es
describir el espacio Wy, mediante el operador A.

Sea 1 < ¢ < co. Diremos que una funcién par ¢ € C*°(R) estd en Wf(/}f‘l si,

y solo si, e”"(1 4+ x)”ﬁ%Amaﬁ(x) — 0, cuando & — oo, para cada m € N y
j=0,1, donde 8 > 0 es la constante positiva que aparece en [33, (3.5)], esto es,
B > 0 es tal que

A(z) < A1) 27 €**,  cuando x es grande,
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y se verifica que

m,n

afi3 (9) = || M lemtre) amg)

L4((0,00),dx)

A . . . -
para cada m,n € N. Sobre W};*, consideramos la topologia asociada a la familia
{a%5 Y nen de seminormas.

Proposicion 4.6 Sea M € K y a > 0. Para cada 1 < g < o0, WI?/I"AG =WwMa,
donde la igualdad es algebraica y topoldgica.

Demostracion.
Sea 1 < ¢ < co. Supongamos que ¢ € Wi, vy m,n € N. A la vista de [33,
Lemma 4.18] podemos escribir, para ciertos ¢,§ > 0, que no dependen de ¢,

2m

n n 7
M) [Amo() < o3 eMeaE) | g, ae (600,
j=1
y
Mewtne) | AT ()|
2m s . .
— a5 X d' a—"—x !
<cy ZeM( =) ‘dxi¢(Xj) + eMlowtre) dxi¢($)‘ , x€[0,8],
=1 j=1

para ciertos s,, € Ny x; = x,(x,m) € [0,z], j =1,2, ..., 5.
Por tanto se deduce que

2m o
O[;I;LATL(QS) S Czp7l+1,i(¢) (/ e(M(a#fB)fz\/f(a%T))qu + 1)
i=1 6

2m

Cmeu(«é) (/ e MaTTnmEs o)y 4 1)
=1 o
2m s

Czpn+1,z‘(¢) (/ e dy + 1)
=1 6

2m

< ¢ an+17i(¢)-
i—1

IA

IN

Aqui [ representa una adecuada constante positiva, que surge de las propie-
dades de la funcién M € K.
Ademés, procediendo como en la prueba de [33, Lemma 4.18, (iii)], podemos

ver que
d 2m—+1
753

j=

EAmgb(x) , € (6,00). (4.8)
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Entonces, de [47, Lemma 2.4] y (4.8) se obtiene,

2m—+1

: d & za x (24
T B+1| 2 Am el M(Z2)4+M - B+1
e (142) T | A" (x) gc]; dquﬁ(x)‘ M) (4) (14 )
2m—+1 .
ac) | d? za
<o 3 M) | L g () (142
j=1
2m—+1 . 5
<c Z sup M (%) d—qb(t)‘ e (1+ )%t -0, cuando x — oo.
o3 te(0,) dt’

Aqui [ es un ntimero positivo que aparece teniendo en cuenta, como antes,
las propiedades de M.

, . . A
Probamos de este modo que Wy, estd continuamente contenido en WJ‘Q e

Supongamos ahora que ¢ € WI‘\’/[% y definamos & = F¢. La integracion
parcial nos permite escribir

Xd()) = / 7 Aulpa(a)) dlz) Alx) do — p? / " oa(@) 6lx) Alx) da

-/ (@) Ad(a) Alx) da — p? / " oa(@) 0(x) A(z) dr, A€ (0,00).
0 0

. q,A
Hemos tenido en cuenta que, al ser ¢ € Wy,

tim < (ox(2)) 6(x) A(r) = lim ox(x) - (8(2)) Ar) =0, A€ (0,00).

Jim (o0 (@) 6(r) Aw) = lim or() - (6(2)) Alx) =0, A€ (0,0).
(4.10)
Las igualdades en (4.9) se siguen de que A(0) = 0. Por otra parte, de
la Proposicién 3.1 junto a [33, Lemma 3.4 y (3.5)], al ser lim, . e”*(1 +
)L g(x) =0, j = 0,1, se deduce que (4.10) es cierto.
Iterando este argumento, para cada n € N, se tiene que

AP(N) = Z <n) (—pz)”_j/ oa(z) A (p(z)) A(z) dv, X € (0,00).
; J 0
7=0
(4.11)
Ademis, procediendo como en la prueba de la Proposicion 4.2 puede verse
que los dos términos de la igualdad (4.11) definen funciones holomorfas en C.
Por tanto, la igualdad en (4.11) es vélida para cada A\ € C.
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De (4.11),sin € Ny a > 1, concluimos que

Ao ()| < CZ/ e(mAlF+P)e (7 4 4)f |A p(x)| da

M (2]mmA)) Z/ M) (14 2)8 | Ad ()| d
1| Z/ (star)=M(S5tar) (14 2)8 |AJg(a)| da

<o) S e o

donde, como en otras ocasiones, [ es la constante positiva de [33, (3.5)].
Luego,

, AeC,
L4((0,00),dx)

AeC Lq((0,00),da) |

n
sup e (B |32 ()] < 03[ MO0 AT ()
§=0

De este modo establecemos que la transformacién de Chébli-Trimeche aplica
continuamente W]‘\I/}i en WM™:1/a,

Finalmente, la Proposicién 4.3 y [33, Theorem 4.27] permiten concluir que
W;{}ﬁ estd continuamente contenido en Wy 4.

|

Noétese que la dltima proposicién es una extensién del resultado recogido en

[29, Theorem 2.1].

4.3 La convolucién § sobre el espacio W), y su
dual.

Estudiamos ahora la convolucién asociada a la transformacién integral de Ché-
bli-Trimeche sobre el espacio Wiy, y su dual Wy, .

Comenzamos analizando el comportamiento de la traslacién 7., x € (0, 00),
sobre los espacios considerados.

Proposicién 4.7 Sean M € K y a > 0. El operador de traslacion 1, define
una aplicacion lineal y continua de Wy o en st mismo, para cada x € (0, 00).

Demostracién.
Sean z € (0,00) y ¢ € Warq. [33, Theorem 2.4, (i)] nos dice que

(r20)(y) = F ' (ea(@) F(@)(N) (v), v € (0,00).
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Por tanto, en virtud del Corolario 4.4, la prueba estard completa cuando
veamos que la aplicacién definida por
D — oy (2)P
es continua de WM ™:1/@ en sf mismo.
Sea ® € WM™ /2. Ya que py(z) es una funcién entera par, @ (z)®(z) es
también entera y par. Ademds, de [33, Lemma 3.4], para cada m,n € N, se
tiene que

oM (2252 1m)) |)\2m ox(2) <I>()\)|

1n+2

<c(l+ ;1;) e(\Im/\I*p)waX(a 2E2ImA|) |)\27”’(I)(,\)|

<c(l+a)e e|Im>\|:1:7MX(%%Hm)d)«k]wx(%Zig|1m/\|)7]v1x(%Zif|lm/\|) |)\2m¢(>\)|

<c (1 +.Z’) o Pt e|Im>\|r—MX(%m\TT2\E) e—MX(% Zig\lm)\\) |)\2'm(1)(/\)|

<c (1+$) e—pw+M(w<L('rL2+3’rL+2)) efMX(%Z—EHm/\\) |/\2'rnq)(>\)|

<ec (1 + {II> efpw+hf(wa(n2+3n+2)) aner((I))’ ) e C.

Por tanto, hemos conseguido
G (oA (@)PN) < ¢ (1+2) o—Pa+M(za(n®+3n+2)) Gni1m(®), m,neN.

De este modo completamos la prueba.
|
Estudiamos ahora la convolucién § sobre los espacios Way 4.

Proposicién 4.8 Sean M € K y a,b > 0. La aplicacion definida por (¢,v) —

oy es bilineal y continua de War,q X Warp en Wy e, siendo ¢ = aa—fb.

Demostracién.
Sean ¢ € Wyrq y ¥ € Wiy, La férmula de intercambio para la transfor-
macién de Chébli-Trimeche ([33, Theorem 2.4, (ii)]) da

F(ot) = F(9) F(@).

Por tanto, el Corolario 4.4 implica que la propiedad enunciada queda probada
cuando veamos que la aplicacién de multiplicacién (@, ¥) — @V es continua de
WM WMb _ JMatb  Sean m,n € N. Para cada ® € WMo y & ¢ WMb,
tenemos que

Gnn(@) = sup e M{HDERIA) 3209 (3 w()|
AeC
< sup e—M(a:iﬂImM) |)\2"(I)()\>| sup e—M(bﬁ—ﬁIIm/\I) |\I/(/\)|
reC AeC

De aqui se deduce la continuidad de la aplicacién multiplicacién citada, y
con ello la prueba de la propiedad termina.
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|
La Proposicion 4.7 nos permite definir la convolucién Tf¢ de T € WII\/L,a y
¢ € Wi, como sigue

(T4o)(z) =<T, 100>, z€R

Proposicion 4.9 Sean M €e K ya > 0. Si T € WJ,W,a y ¢ € Wy q, entonces
THp € E, y, para cada k € N existe m € N tal que

7 (T10)(x) Mma) g € [0, 00).

dk
‘ <ce

Demostracion.

Sean T € W}, , v ¢ € Warq. En virtud de la Proposicién 4.6 y recurriendo
al teorema de Hahn-Banach y argumentos de dualidad (procediendo como, por
ejemplo, en la prueba de la Proposicién 2.7), obtenemos para T la representacién
siguiente

<T,y>= Z/ ) AI(y) f(y) dy, b € Waga,

para ciertas n € N y funciones f; € Lo((0,00),dz), j =0,1,...,n
En particular, ya que A(7,¢)(y) = 7(AY)(y), z,y € (0,00), para cada
Y €8Sy, 0<p <2, se sigue que

(T1)(x Z / awtm) 1 (A G)(y) f(y) dy, € (0,00).  (4.12)

La funcién TH¢ es par, al ser 7, y € (0,00), y A7 aplicaciones continuas de
Sp en Sy, 0 < p < 2, espacio cuyas funciones son pares.
Veamos ahora que la aplicacién definida por

dk

D — T (a(2)B(),

es continua de WM ™:1/@ en sf mismo, para cada x € (0,00) y k € N.

Sean x € (0,00) y k € N. A tenor de [33, Lemma 3.6, (ii)] tenemos que,
para cierta m € N,

dk

@gp)\(x) <e (L4z)° (AP + p2)m ellmAl=rz X e C.

Por tanto, si s, € N, para cada A € C,

k

efMX(%%\ImM) 22 D(N) %@A(m)
T

c (1+$)3 €(|Im>\|—p)m—]v1><(%ﬁ%ﬂm)\\) (|/\|2+p2)m |>\2l (I)()\)|
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€ (1) empr M 8s1D) (=M RN (32 4 g2y |22 ()|
(4.13)
Concluimos que, para cada s,l € N,

dk —px az(s?+3s -
G <@<m<x>> @(A)) e (L) empr Mt Y g1 014().
j=0

Probamos asi que la aplicacién definida por & — %((p)\ (2))®(N), es con-

. X 7 .
tinua de WM™/ en si mismo.
Teniendo en cuenta el Corolario 4.4 establecemos que la aplicacién

dk
6 — T (1:(0)),

es continua de Wy, , en si mismo, para cada k € Ny z € (O oo).

Sea k € N. De (4.12) se sigue, eligiendo I € N tal que el + < 1, que
k
‘ (T36)(a Z/ ‘dk(Asﬁ ‘m ) dy
o [ () ualzr)) | L
<3 [Tt etz | o) 156 @
3=0

<o (L) erdonetions2) [ToM0H) gy o e (0,00)
0
para cierto s € N.
De aqui se deduce ya el resultado deseado.
]
Un resultado de naturaleza analoga a la propiedad enunciada en la ultima
proposicién es el siguiente, donde el operador A sustituye a %

Proposicién 4.10 Sean M € K ya > 0. SiT € Wy, , y ¢ € Wi, entonces
Th¢ € E. y, para cada k € N existe m € N tal que

| AR (T46) ()] < ¢ M), 2 € [0,00).

Demostracién.
Basta tener en cuenta que, en virtud de (4.12),

"(T1e) (= Z/ ) 1 (ARG fi(y) dy, @ € [0,00),

para ciertas n € N y f; € Loo((0,00),dx), j = 0,1,...,n, y recurrir a la
Proposicién 4.9.
|



Capitulo 5

Hipoelipticidad de
operadores de convolucién
de Jacobi sobre
distribuciones de Schwartz.

5.1 Introduccién.

En este capitulo se caracteriza la hipoelipticidad de los operadores de con-
volucién de Jacobi sobre distribuciones de Schwartz. Asimismo, estudiamos
la hipoelipticidad de ecuaciones de convolucién en el marco de los hipergrupos
de Chébli-Trimeche.

La motivacion para nuestro estudio se encuentra en los trabajos clasicos de
L. Ehrenpreis ([44]) y L. Hormander ([72]), y los mds recientes de J. Bonet, C.
Ferndndez y R. Meise ([35]) y M. Belhadj y J.J. Betancor ([9]).

El anédlisis arménico asociado al operador de Jacobi A, g dado por

1 d d
Aap=—-—==7|Aaslt)5 |,
7['} Aa,ﬁ(t) dt < 7ﬁ( )dt>

donde A, g(t) = 228+ (sinh t)22*+1 (cosh t)2°*! ¢t € [0,00), y a > 3 > —1/2,
fue desarrollado inicialmente por M. Flensted—Jensen y T.H. Koorwinder ([49],
[50], [51] y [77]). Nétese que el operador de Jacobi es un caso particular del
operador de Chébli-Trimeche.

Para cada a > —1/2 y § € R, la funcién de Jacobi gpg\a’ﬁ) estd definida por

o 1 1 . .
@E\' ’ﬁ)(t) = oF <§(p+2)\), §(p —i)\);a 4+ 1; —sinh? t) , te0,00), A€ C,

donde p = a+8+1y oF} representa, como es usual, la funcién hipergeométrica

de Gauss. Como se sabe gof\a’ﬁ ) es una funcién C>(R), par, que satisface el

137
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siguiente problema de valor inicial
Appu+ (N +pHu=0, u(0)=1yu'(0)=0. (5.1)

La transformacién de Jacobi viene dada como sigue

Fasl N == [ 10 670) Aas(t) dt, AR

cuando, por ejemplo, f estd en el espacio de Lebesgue Lq((0,00), Ay, g(t)dt).
En [49] M. Flensted—Jensen establecié un teorema de Paley—Wiener para la
transformacién F, g. Probé que la transformacién de Jacobi es un isomorfismo
de D, sobre H,. La aplicacién inversa f de la transformacién F, g es

dA

R — R
CapE T

\/ﬂ/ £ ()

siendo
2072 T (i) T'(a+ 1)
() ()

Ca,p(A) = , A€ C\{mi: meN}

Procediendo como en las pruebas de [89, Theorems 2.1 y 2.2] puede mostrarse
un teorema tipo Paley—Wiener para la transformacién F o, }j

Para valores particulares de o y § las funciones de Jacobi pueden ser in-
terpretadas como funciones esféricas sobre espacios simétricos no compactos de
rango real 1y, en esos casos, la transformacion de Jacobi se reduce a la corres-
pondiente transformada de Fourier esférica (véase, por ejemplo, [77]).

El operador de traslacién en el marco de Jacobi fue considerado por M.
Flensted-Jensen y H. Koorwinder ([51]). La trasladada de Jacobi 7&7f de
f € Li((0,00), Aa g(z)dz) por z € (0,00), se define por

(2 1)y / £(2) K(2,9,2) Aap(2) dz, 3,y € (0,00),

y Tgy’ﬂf = f, donde

277 T'(a + 1)(cosh  cosh y cosh 2)*~A~1
VA T (a+3) (sinhasinhysinh z)2®

K(2,y,2) = (1- B

2F1(0€+6,0[ ﬁaa—i_; ;(1_B))

cuando |z —y| < z<z+y, x,y € (0,00); y K(x,y,2) =0, en otro caso. Aqui
(cosh)? + (cosh y)? + (cosh 2)? — 1

= ) ) ) E 07 *
2 cosh x cosh y cosh z 29,2 € (0,00)
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La convolucién de Jacobi ff, g de f,g € L1((0,00), Aa p(z)dz) es dada
entonces por

(Finp)a) = [ 1) (50 9)(w) Aap(y) dy. € (0,00).

Recientemente, J. Liu ([80]) ha investigado funciones maximales en el con-
texto de Jacobi que incluyen la convolucion . 3.

Para cada x € [0,00), el operador 7&¥ define una aplicacién continua de E,
en sf mismo ([105, Proposition 8.3]) y de D, en si mismo ([105, Corollaire 8.2]).

Si T € D, (respectivamente, E.) y ¢ € D, (respectivamente, F,) la con-
volucién T, s¢ de T'y ¢ se define por

(Ta50)(x) =< T,75°P¢ >, 2 €[0,00).

De este modo f, 3 aplica D, x D, y E, x E, en E,.

El espacio E! puede caracterizarse como el espacio de operadores de con-
volucién sobre D, esto es, si T' € D), entonces T’ € E, si, y s6lo si, T#a 3¢ € D,
para cada ¢ € D,.

SiT €D,y S € E, la convolucién T, S de T'y S es el elemento de D,
dado por

< THapS, ¢ >=<T,58ap59 >, ¢ € D..

La convolucién #, 5 aplica E, x E en E.

La transformacién distribucional .7-'(;, 5 se define sobre D’ por trasposicién,
esto es,

< Fo 5T, Fapp >=<T,¢ > TeD,, ¢€D,.

En particular, si S € EY la transformada F, 5(5) coincide con el elemento

que define en H, la funcién Fy, g(\) =< T, <p?\"’3 >, A € C. En otras palabras,

se tiene que

) 00 A
< Fl 38, Fap = / Fos(N) (Fapd) (V)

[AWICIEN
El espacio F/, 5(E.), imagen de EY, puede ser caracterizado como el espa-
cio de las funciones enteras y pares con un cierto control de tipo exponencial.

Concretamente, una funcién I € F, 5(E;) si, y s6lo si, I es entera par y, para
ciertos a > 0y m € N, se tiene que

sup (1 + [A2)™™ |[F(N)]| e ™Al < o0,
xeC

¢ € D,.

SiT e D, yS e E., lasiguiente féormula de intercambio distribucional para
!
a,p
Feo3(Tha,pS) = Fo 5(T) Fi, 5(5) (5.2)
es vélida.
Estos resultados son casos particulares de los obtenidos por K. Trimeche
([105]) para la transformacién y la convolucién de Chébli-Trimeche.
Un operador de convolucién para la inversa .7-';1 de la transformacién de
Jacobi fue investigado por M. Flensted-Jensen y T.H. Koornwinder ([51]) y N.
Ben Salem y K. Trimeche ([12], [13] y [14]).
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5.2 Ecuaciones de convoluciéon de Jacobi hipoe-
lipticas sobre distribuciones de Schwartz.

Sea S € E.. Se dice que S es («, 3)-hipoeliptica cuando se verifica la siguiente
propiedad: T € E, siempre que T' € D!, y T1,,3S5 € E,.

A continuacién obtenemos una caracterizacién de la («, 3)-hipoelipticidad
por medio de la transformacion F, g de Jacobi.

Proposicién 5.1 Sean o > 8 > —1/2 y S € E. tal que Zg = {z € C :
0.3(8)(2) = 0} es infinito. Las siguientes propiedades son equivalentes:
(a) S es (a, B)-hipoeliptica.
(b) S satisface las dos propiedades que siguen:

. |[Imz]
(b]) hm|z|—>oo, 2€Zs Toglz] — e

(b.2) Existen A, R > 0 tales que |F,, 5(5)(x)| > ™4 »>R.

(¢) Existe una parametriz para S, esto es, existen R € FE, y ¢ € D, de
manera que 6 = Rfo 35+, donde 6§ representa, como es usual, la funcional de
Dirac.

Demostracién.

(a) = (b). Asumimos que S es (a, 3)-hipoeliptica. Entonces S # 0. En
efecto, si § = 0, tenemos que 84S = 0 € E, y, sin embargo, § € D, \ E..
Por tanto, ya que F (’X ﬁ(S ) es una funcién entera, el teorema de unicidad para la
transformacion F ('¥ 5 implica que el conjunto Zg no tiene puntos de acumulacion
en C, y, por tanto, que Zg es numerable y no acotado.

Supongamos también que la propiedad (b.1) no se verifica. Existen entonces
una sucesién no acotada (z;)jen de numeros complejos y un M > 0, tales que
Fio5(9)(z) =0, [2] > 1,y [Imz;| < Mloglz|, para cada j € N. De aqui
concluiremos una contradiccién usando un procedimiento desarrollado por J.
Bonet, C. Ferndndez y R. Meise ([35, en la prueba de la Proposicién 2.3]).

Sea ¢ € D,. En virtud del teorema de Paley—Wiener para la transformacién
de Jacobi ([49, Theorem 4, (i)]), existe s € N tal que, para cada n € N, podemos
encontrar ¢, > 0 para la cual se tiene

[Fa,6(0)(2)] < ¢ elmelmnlosHlzh -y e .

Tomamos n € N tal que n > sM + 1. Obtenemos

¢ oflmz;|—nlog(1+]2))

|Fa,5(¢)(2)]

s|Imz;|—nlog |z;|

<

< ce€
< ¢ elsM—n)loglz| < ¢, para cada j € N.
Denotamos por I', como es usual, el espacio constituido por las sucesiones

(an)nen complejas tales que Y0~ o |an| = ||(an)nen|lin < oo. I* es dotado de la
topologia asociada a la norma || - ||;:.
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Sea (a;)jen € l1. Podemos escribir

k
day <ol > < Ia | ‘/ Pl (E) G(t) Aa,p(t) dt

Jj=0

Q

k
< cZ|aj|, ke N.
=0

Hemos tenido en cuenta que F, g(¢) € H, ([49, Theorem 4, (i)]).

Por tanto, la serie > 7, ajgog‘;’ﬁ ) converge en la topologia débil * (o en

la topologia fuerte) de D). Ademds, la aplicacién definida por (a;)jen —
Py wg?ﬁ ) es continua de I! en D', cuando en D', se considera la topologia
deb11 * (o también la topologia fuerte), ya que F, s aplica continuamente D, en
H,.

Recurriendo a la férmula de intercambio (5.2) obtenemos

Za’] ‘p(a ) fa [35 P >=< Za] QO(Q A Sha,ﬂﬁb >

7=0
=> a; <@l™, 84 g >= Z / 0L () (Sfa,p0) () Aap(x) da
7=0
=" a; F5(9)(2) Fap(d)(2) =0, ¢€D,.
3=0

Luego, (Z] 0@ gpzj ) o859 = 0, y, al ser S hipoeliptico, se deduce que

Y04 Wg(jxﬂ) € Es.
Podemos concluir pues que la aplicacién £ definida por

a] jEN Za' W(aﬂ) a])jeN S lly

aplica ! en E,. Adem4s, ya que la convergencia en E, implica la convergencia
en D, del teorema del grafo cerrado se infiere que £ es continua de ! en E,.
En efecto sea {(a])jeN}nen una sucesion en I' tal que

(aj)jen — (aj)jen, cuando n — oo, en My

L((a})jen) — f, cuando n — oo, en E..

Entonces, de acuerdo con lo probado més arriba,
E((a?)jeN) — L((aj)jen), cuando n — oo,

en la topologfa débil * de D.,. Por tanto f = L((a;) en)-
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El operador de Jacobi A, g es continuo de E, en si mismo. Existe entonces
c > 0 tal que

oo o0
sup |Aas (Do a; o0 | (@) e lagl (aj)jen €1
z€[0,1] =0 =0

En particular, se tiene que

sup |Aagplt P (@) <o, jEN.
z€[0,1]
Ya que w(z?’ﬁ ) satisface (5.1) conseguimos

|27 + [l (0) < up (27 + PPl (@) < e, jeEN.
xze€)|0,

De este modo probamos que la sucesion (z;);en es acotada, lo que supone
una contradiccién con la eleccién de la misma. Por tanto, (a) = (b.1).

Supongamos ahora que (b.2) no es cierto. Podemos encontrar una sucesion
(zj)jen C (0,00) tal que z; > 27 y |F,, 5(5)(x;)| < z;7, para cada j € N.
Definimos la funcional T" sobre D, como sigue

<T,¢>=> Fap(®)(x;), ¢ €D
j=0

Nétese que, al ser F, 3(¢) € H,, la serie que define < T,¢ > converge
absolutamente. Ademds T' € D). En efecto, de acuerdo con [49, Theorem 4, (i)]
de nuevo, obtenemos, para cada m € N

D Fap@)@)| < D1 Fas(@)(@)))
=0 =0

1

< Y= swp Jz Fas@))
J

S C H’la,é{ pk((ﬁ), (,b € D*,ma

donde n € N depende de m. También T puede escribirse

T= i pleh),
=

La férmula de intercambio (5.2) conduce a

< THa,38, ¢ >=<T, 50,0 >= > Fop(Stas0)(x;)

J=0
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= Fas(9)(@)) Fap(@)(z;) = Zf&,ﬁ(b’)(wj)/o Pl (t) G(t) Aas(t) dt
j=0

=0

:/0 Zf,a z;) PSP () @(t) Aas(t) dt, & € Di.

La dltima 1gualdad se justifica por medio del teorema de la convergencia do-
minada ya que |g0>\ ”6)( t)] <ec, t,A € R ([49, Lemma 13]) y que |/, 5(5)(x;)| <
277, jeN.

Por tanto, Tfa,5S = 372 F, 5(S )(mj)goff;’ﬁ), y teniendo en cuenta [49,
Lemma 15] podemos ver que T, 35 € C>°(R). Ciertamente, para cada k € N,

(a [j) o +xj k‘+m
Z| xj d$k¢1J7 Z (1+$)v $€(0,00),
j=0 j
(o, 8)

para cierta m € N. Ademads, ya que gowj es par, para cada 7 € N, se concluye
que T, 35 € E..

Nuestro objetivo es mostrar que T ¢ F,. Supongamos que 1" es una funcién
C*(R). Sea k € N par. Elegimos una funcién ¢ € D, tal que ¢ > 0 sobre
R, ¢(0) =1,y Fa(¢) > 0, sobre R. Utilizando la convolucién f, 3 podemos
construir una funcién con estas caracteristicas. Tomamos una funcién ¢; > 0
en D,, siendo 91 no idénticamente cero. Definimos 12 = Y14 5%1. Se verifica
que

v) = / T i) (120 () Aap(y) dy > 0,
0

/ GH(y) A sly) dy 0.

La funcién ¢ = 15 /1)2(0) satisface las condiciones requeridas.
Una sencilla manipulacién nos permite escribir

<A @) A 4T (), o) >= /0 T(2) AL (") 0)(@) Aaslx) do

oo

Z o, Aaﬂ ’B)Qb )(;) Z T +0°) a,ﬂ(‘PE\ ’ﬁ)qﬁ)(%)-
7=0

7=0

Ademas, de acuerdo con [49, Theorem 4, (i)], obtenemos

< G (@) Ak 5T (), dlx) >

a,3

a,

= /000 <pg\ ’ﬁ)( ) AF 5(T(x))p(x) Aap(r) dr — 0, cuando A — oo, (5.3)

ya que A 5(T)¢ € D..
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Por tanto,
oo

lm Y (27 + p*)* Fap(el@Pe)(x;) =0

l—o00

7=0

e [51] se sigue que

dt

T 2 lv.] € N,
|Ca,p ()]

Fo s ) () = / a5 t) (1)
donde ® = F, 5(¢) y
a(x,y, z) = 27T/ @Sﬂaﬁ)(t) Spg(;ayﬁ)(t) Qogayﬁ)(t) Aa,ﬁ(t) dt, z,y,z € [O»OO)
0

Ya que a(z,y,2) >0, z,y,2z € [0,00), la eleccién de ¢ implica que
Fap(elyP0)(25) 20, 1,jEN.

Entonces

D (@F + ) Fas(@ls Do) (a)) = (27 + ) Fap(@ls?6) (@)
7=0

=@+ A [P o) Aual) . LEN. (54
0
La representacién de Mehler de la funcién <pg\ > es la siguiente ([13, (0.1)])
(a’ﬁ) / K, p(t,s) cos(As) ds, ¢>0,

donde K, g(t,-), t > 0, es una funcién positiva que es continua sobre (—t,¢) y
cuyo soporte es [—t, t].
En particular

t
@&?"ﬁ) ):/ Ko p(t,s) cos(zs) ds, t>0, 1 €N.
0
Por tanto, para cada [ € N, se infiere que
¢ 1
gpfp?’ﬁ)(t) > cosl/ Ko p5(t,s) ds = go(()a’ﬁ) (t) cosl>e, te (0, —> ,
0

para cierta ¢ > 0.
Entonces, al ser ¢ > 0 sobre R y ¢(0) = 1, se sigue

0o 1/
/0 POD (1) §(t) A p(t) dt > / PO (1) §(t) An p(t) dt
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I/CEZ
> c/ Agp(t) dt > c a2 (5.5)
0

cuando [ € N es suficientemente grande. En la tltima desigualdad hemos usado
que Ag g(t) ~ t2*T1 cuando t — 0.
Combinando (5.4) y (5.5) obtenemos

o0

@+ Faple D) (a)) > e af® oY, (5.6)

=0

siempre que [ sea suficientemente grande.
Si elegimos k > a + 1, se deduce de (5.6) que

D @+ ") FaplelsPe)(x;) = 00, 1 — oo
7=0

Esto contradice (5.3). Por consiguiente T' ¢ E.,.

Hemos establecido que si S no satisface (b.2), S no es hipoeliptica.

Queda probado asi que (a) = (b).

(b) = (c). Supongamos que S satisface las propiedades (b.1) y (b.2).

Teniendo presente [73, Theorem 2] podemos encontrar v,e > 0 tales que,
para cada m € N, existe ¢,, > 0 para la cual

|Fo.5(8)(2)| > |Rez|~Ye~sM™=l cuando |Imz| < (m+1)log(14|2|) v |2| > cm.
(5.7)
Asumamos que ¢y > R, donde R es la constante positiva que aparece en
(b.2), y que m < ¢, < ¢my1 — 1, para cada m € N.
Definimos la funcional P sobre D, como sigue

(x) dx

< P >= / . peD..
co (yﬂ £L'|Ca[«;( )|2

De este modo P € D). En efecto, sea a > 0. Para cada ¢ € D, ,, recurriendo
a (b.2) y [11, (1.10)] tenemos

/ 7,@ () dx
co Fo5(9)(@) [eap(@)?

IN

[ Tt Fap(@)@) —

o [Cap(2)[?

[ T A | p (6@ da

co

IN

< ¢ osup TS| F, 5(e)(2)].
z€(0,00)

Entonces, [49, Theorem 4, (i)] implica que, para un cierto n € N,

k

d
wdm)

(z) dx
co f& (@) [ca,p(2)]?

< c max sup

, ¢ €Dy,
0<kSn 2€(0,00)
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Por tanto P es continua de D, , en C. Concluimos pues que P € D,.
Por otra parte, (5.2) nos conduce, para cada ¢ € D,, a que

8(Sap0)(x)  dx
0s(5)(@)  [eap(@)?

< PiapS, 0> = <P, Siypp>= / Fa

 Fasl6)(@) %

B /OOfaﬁ(qb)( |Ca,ﬁ / Fapld |Ca7ﬁ( )2
o= [ o0 (/0 o ’”%%) *

En otras palabras, hemos probado que

PiopgS=6—-H (5.8)

donde ¢ representa la funcional de Dirac y H (¢ f §;X P ) |((‘ff)‘2, t € R.
Teniendo en cuenta las propiedades de las funcwnes de Jacobi podemos ver que
HcFE,.

Para cada a > 0 elegimos una funcién ¢, € D, tal que ¢,(z) =1, = € (0, a).
La distribucién ¢, P estd en E’, para cada a > 0, ya que tiene su soporte
acotado.

Nuestro préximo objetivo es probar que (1 — ¢,)P € E, cuando a es sufi-
cientemente grande.

Para cada ¢ € D, se tiene que

)P (@) dx

5@ Jeas@p “ 7

< (1-60)P,& >=< P,(1—$u) >= / Teup 1_¢’

Fijamos a > 0 que serd especificado més tarde.

Obtenemos ahora una nueva forma para la distribucién P cuando actia
sobre funciones ¢ € D, tales que ¢(z) =0, |z| < a.

Sea ¢ € D, tal que ¢(z) = 0, |z| < a. Atendiendo a [11, (1.8)] podemos
escribir

Fasl®e) = | T AOD () (1) Aap(t) de

0
= Caplo) / B () G(t) Aap(t) di
+co p(—2) /000 @&agﬂ)(t) o(t) Aap(t) dt, =z € (0,00),

donde _
e (1) = (¢! — ety

1 1 ' ' :
Ry (5(—a+ﬂ+1—m>7§(a+5+1_’x);l_m’_m>’
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para t € (0,00) y z € C, siendo Imxz > 0.
Entonces, ya que |ca,,3(x)|2 = Ca,p(T)Ca,p(—2),

_ = H(@h)
<Po> i ‘7:;4{3 e x)/o O (1) §(t) Aap(t) dt do

(7) /OOO q)(—af)(t) B(t) Aap(t) dt dx

o f&,ﬁ(s)(w) Ca,p(2

- (/—:0+/C:O> f;,ﬁ(g)zl;()mzaﬁ(_m) dz,

donde ¥(z) = [;° @ ’ﬁ) )(t)Aa,p(t)dt, © € R. Recordamos que F/, 5(5) es
una funcmn par.
Consideramos ahora un camino tipo Hérmander definido por

o0

F+ = Z (Xm + nm)

m=0

donde, para cada m € N,

Xm(t) = cm +it, ¢ € [mlog(l+cm), (m+1)log(l+ c¢p))

M () = £+ i(m + D) og(L+ ), £ € [ems cmra).

De acuerdo con [11, (1.5)] tenemos, para cada k € N,

W) = (044 ) [T B0 0) AL s0l0) da (0 dr
xz € C\{ip}, Imz > 0.

Ademids de [11, (1.6) y (1.7)] se deduce que

¢ 2|2 / e AR 3(6)] Aap(t) dt

< clx|?kemdme ke N, |z| > ¢y, Imz > 0. (5.9)

W ()]

IA

Por tanto, combinando (5.7), (5.9) y [11, (1.10)], obtenemos que
V()]

<ec |x|o¢+%+fy—2k e(e—a)hngr:7 ke N, |(L'| > ¢, Imz > 0.
F f(8)(@) cap(—a)|

Tomando a > ¢y k € N de manera que o + % — 2k 4+ v <0, se sigue

Br Fas(S)(@) cap(—2)

3

da| < =

RZCO

x| o
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donde Bp representa el arco de circunferencia de radio R que une el eje OX
con I'} en el semiplano superior.
El teorema de Cauchy permite concluir que

() B W(x) )
/ w0 Fi(S ca,ﬁex) A O Ce h

Ademas, recurriendo de nuevo a (5.7) y [11, (1.7) y (1.10)] podemos mostrar
que

1 = a,
/F+ Fo.p(9)(x) ca,,@(*x)‘ /0 ‘(I)g" m(t)‘ 6()] Aa,p(t) dt da| < oo,

siempre que a sea suficientemente grande.
Consecuentemente, para a grande,

/OO U(x) de
co Fop(9)(@) cap(—2)

_ [T o™ (1)
= [ ow e, T ) @) caplz) O Aenll)

De un modo similar podemos ver que

- v(x)
—oo Fop(9)(2) Cap(—2)

B 00 ¢§Ca,ﬁ) (t)
[ o0 ) 7)) cap(x) o Aws ) dh

cuando a es grande. Aqui I'_ representa el camino simétrico a I'; respecto al
eje OY.

En lo que sigue fijamos a suficientemente grande para que lo anterior se
verifique.

Hemos probado que si ¢ € D, es tal que ¢(x) =0, |z| < a, entonces

dx

B oo @(a,ﬁ)(t)
<po> = | ¢><t>< FLO@ canl0)

(o)
/ — c1> C(a)ﬁ(x) dm) Aq 5(t) dt.

Por tanto la distribuciéon P coincide con la funcional f definida por

q)(a»ﬁ)( CI)(a”H ( )
7 = v, i s(9)(@) cap(— j 4o +/ 7 (5@ cap(—2) dz, t € (a,00),

cuando P actia sobre funciones en D, que se anulan en [—a, a].
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A tenor de (5.7) y de [11, (1.6), (1.7) y (1.10)], f es una funcién C*°(a, o)
y, para cada n € N,

" 4 (ol
4 # (2 1)) .
iz v, FL(9)@) cap(—2)

ri (‘1’55“’5) (t))
+/F7 J-“(;;(S)(;p) Cap(—2) dz, te(a,00).

Ademas, f es una funcién par.
Concluimos que (1 — ¢,)P = (1 — ¢,)f € E..
Se sigue de (5.8) que

(¢ap)ﬁa,ﬁs =6—H— ((1 - ‘ba)P)ﬂa,ﬁS’
y escribiendo R = ¢, Py ¢ = H + ((1 — ¢o)P)fa S, tenemos
6= R]i(wS + .

De este modo ¢ € E,. Ademds, ya que R € E, y 6§ € E., se tiene que
¢ € D,. La prueba de (c) queda completa.
(c) = (a). Supongamos que (c) es cierto, esto es,

b= Rﬂa,ﬁs +¢

donde R € E. y ¢y € D,.
Sea T' € D, tal que T, 35 € E,. Recurriendo a las propiedades algebraicas
de la convolucién f,, 3 obtenemos

T= Tﬁa,ﬁé = Tﬁaﬁ(Rﬁaﬁs) + Tﬁa,ﬁw = (Tﬁa,ﬁR)ﬁa,ﬁS + Tﬁaﬁw‘

Ya que El o gE. y D, ta gD« estan contenidos en E,, concluimos que T’ € E,.
Por tanto S es (a, 3)-hipoeliptica.
|
Noétese que si S € E, y Zg es finito, entonces S es («, 3)-hipoeliptica. En
efecto, si S € E,, F, (S) es una funcién entera par de tipo exponencial. Por
tanto, cuando Zg es finito, F, g(S) es un polinomio par. S es entonces de la
forma S = P(A, ), donde P es un polinomio, y, puesto que F, g(5) admite
una parametrix, es (a, 3)-hipoeliptica.

5.3 Hipoelipticidad de ecuaciones de convolucién
de Chébli—Trimeche.

Como en el resto de la memoria, denotamos por # la convolucién asociada al
hipergrupo de Chébli—-Trimeche.

Decimos que una distribucién S € E/ es f-hipoeliptica si T € FE, siempre
que T € D, y TtS € E,.
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Siguiendo un procedimiento similar al empleado en la prueba de la Proposi-
cién 5.1, podemos obtener el siguiente resultado relativo a la hipoelipticidad de
las ecuaciones de convolucién f. Las propiedades necesarias de las funciones ¢y
y ¢(A) pueden ser encontradas en los trabajos de O. Bracco ([36] y [37]).

Proposicién 5.2 Sea S € F/, tal que Zs = {z € C: F'(S)(z) = 0} es infinito.
Enunciamos las siguientes tres propiedades para S.

(a) S satisface las dos condiciones que siguen:

: [Imz| _
(a.1) im,_ o sezq TogTa] = ©

(a.2) Ezisten A, R > 0 tales que |F'(S)(x)| > =4, x > R.
(b) S tiene una parametriz, esto es, existen R € E!, y1 € D, para las cuales

§ = RiS + .

(c) S es t-hipoeliptica.
Entonces, (a) = (b) = (c) = (a.1).
]

Cuando S € E! y Zg es finito, entonces, como en el caso de Jacobi, S es
f—hipoeliptica.

Si (c) = (a.2) es una cuestién abierta. Para probar esta implicacién, al
menos siguiendo el procedimiento usual, deberiamos conocer la operacién de
convolucién para la transformacién inversa F~! de F y establecer la positividad
del nicleo de la traslacién asociada a la misma, que viene dado por

Liz,y2) = / T ) polt) 0(t) Alt) dt, 2y, 2 € (0,00).

El operador de Bessel A, = g7+~ 1L (p20t1d) - > —1/2 es un caso
particular del operador A = ﬁ% (A(z)£). Como es claro, A, aparece
cuando se considera en A la funcién A(z) = 2?#*1, 2 € (0,00). En este caso

la transformaciéon F de Chébli-Trimeche se reduce a la transformacién b, de
Hankel definida por

hu(9)(x) = /Ooo(ffy)“ Ju(zy) o(y) v+ dy, x € (0,00).

La hipoelipticidad de las ecuaciones de convolucién de Hankel fue estudiada
por M. Belhadj y J.J. Betancor ([9]) sobre E.. El resultado obtenido en la
Proposicién 5.2 referido al caso de Bessel mejora el establecido en [9, Theorem
1].
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