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Prólogo 7

1 Teoremas de tipo Paley—Wiener. 23

1.1 Introducción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.2 Teoremas de tipo Paley—Wiener. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.3 Teoremas de tipo Paley—Wiener en espacios Lp con pesos. . . . . 31

2 Hiperciclicidad y caos para operadores de convolución. 37

2.1 Introducción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2 Una propiedad de universalidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3 Operadores de convolución hiperćıclicos y caóticos en E∗ y D′
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Prólogo.

El objetivo de esta Memoria es estudiar diferentes aspectos en relación con la
transformación integral de Fourier generalizada y la operación de convolución
asociadas a una clase de hipergrupos conocidos como de Chébli—Trimèche.

La noción de hipergrupo surge con los trabajos clásicos de Fröbenius, alrede-
dor de 1900. Los estudios de F. Marty y H.S. Wall, en los años 30, recogen los
oŕıgenes de los hipergrupos algebraicos abstractos, mientras que el desarrollo del
análisis armónico sobre hipergrupos comienza con las investigaciones de J. Del-
sarte ([42]) y B.M. Levitan entre 1938 y finales de la década de los 40. Años más
tarde, en los 70, con objeto de desarrollar el análisis armónico estándar, C.F.
Dunkl ([43]), R.J. Jewet ([74]) y R. Spector ([99]), independientemente, pre-
cisan la definición de hipergrupo. Como cabe esperar, los conjuntos de axiomas
presentados por cada uno de ellos no coinciden en su totalidad. La monograf́ıa
de W. Bloom y H. Heyer [32], junto a un elevado número de trabajos (véase, por
ejemplo, [52], [81], [92], [96] y [106]), ha puesto de manifiesto las aplicaciones de
los hipergrupos en muy diferentes e importantes tópicos de la matemática.

Recordamos a continuación la definición hoy admitida de hipergrupo ([74]).
Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto y no vaćıo. Denotamos

por Mb(X) el espacio de las medidas de Borel complejas y acotadas sobre X.
Un hipergrupo es un par (X, ∗) donde ∗ es una aplicación, usualmente llamada
convolución, bilineal y separadamente continua de M b(X)×Mb(X) enMb(X) y
que preserva el espacio de las medidas de probabilidadM1(X), esto es, M1(X)×
M1(X) ⊂ M1(X). Se verifican además las siguientes propiedades

H1.- δx ∗ (δy ∗ δz) = (δx ∗ δy) ∗ δz, x, y, z ∈ X, donde δx denota la funcional
de Dirac soportada en el punto x, para cada x ∈ X.

H2.- Existe e ∈ X tal que δe ∗ δx = δx ∗ δe = δx, x ∈ X.
H3.- Existe una involución continua x → x− de X tal que e ∈ sop(δx ∗δy) si,

y sólo si, x = y−, y la extensión canónica de esta involución a Mb(X) satisface
(δx ∗ δy)− = δx− ∗ δy− , x, y ∈ X.

H4.- La aplicación (x, y) → δx ∗ δy es débilmente continua de X × X en
M1(X).

H5.- El soporte de δx∗δy es compacto y la aplicación (x, y) → sop(δx∗δy) de
X ×X en el conjunto de los subconjuntos compactos de X es continua, donde
este espacio es dotado de la topoloǵıa de Michael ([108, pág. 45]).

Se dice que (X, ∗) es conmutativo cuando δx ∗ δy = δy ∗ δx, x, y ∈ X. Si
x− = x, para cada x ∈ X, se dice que el hipergrupo (X, ∗) es hermı́tico y, en
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8 Prólogo

ese caso, es siempre conmutativo.
Necesitamos también algunas otras definiciones. Una medida m sobre X se

llama de Haar para (X, ∗) si, para cada x ∈ X, m∗δx = δx∗m = m. Una función
φ continua y acotada enX es un carácter de (X, ∗) cuando φ(x−) = φ(x), x ∈ X,
y
∫
X
φd(δx ∗ δy) = φ(x)φ(y), x, y ∈ X.

La transformada de Fourier F asociada al hipergrupo (X, ∗) se define para
una medida µ ∈ Mb(X) por

F(µ)(φ) =

∫
X

φ(x) dµ(x), φ carácter de (X, ∗).

Nótese que no se exige, en general, ninguna estructura algebraica en el espacio
topológico X.

El álgebra de las medidas sobre un grupo X con identidad es un ejemplo
de hipergrupo. La convolución ∗ se define por δx ∗ δy = δxy, x, y ∈ X, y la
involución x− = x−1, x ∈ X, donde x−1 representa el inverso de x en el grupo
X.

Otro ejemplo interesante de hipergrupo aparece en la teoŕıa de probabili-
dad y se debe a J.F.C. Kingman ([75]). Consideramos dos variables aleatorias
independientes X e Y sobre R2, con módulos X e Y , y con direcciones uni-
formemente distribuidas. La suma Z = X + Y es una variable aleatoria con
dirección uniformemente distribuida, su módulo Z sin embargo es un número
aleatorio en el intervalo [|X − Y |, X + Y ]. Si los módulos de X e Y tienen dis-
tribuciones de probabilidad µ, ν ∈ M1(R+), respectivamente, entonces Z tiene
una distribución de probabilidad dependiendo de µ y ν que denotamos por µ◦ν.
La operación ◦ se extiende a Mb(R+). De este modo (Mb(R+), ◦) es un hiper-
grupo. Los caracteres son las funciones φy(x) = J0(xy), y, x ≥ 0. Aqúı Jα,
como es usual, representa la función de Bessel de primera especie y de orden α.
Se tiene la siguiente fórmula producto∫ ∞

0

φy(x) d(µ ◦ ν) =
∫ ∞

0

φy(x) dµ

∫ ∞

0

φy(x) dν, y ∈ [0,∞).

Esto hace que el sustituto correcto de la función caracteŕıstica de la variable
aleatoria X sea ΦX(y) =

∫∞
0

φydµ. Nótese que esta función ΦX no es más que
la transformada de Hankel de orden 0 de la medida µ. Se tiene también la
siguiente propiedad fundamental

ΦZ = ΦX ΦY,

cuando X e Y son variables aleatorias independientes sobre [0,∞).
J.F.C. Kingman realmente describe, sin usar nunca la palabra hipergrupo,

un continuo de hipergrupos hermı́ticos ([0,∞), ◦α). El elemento identidad es 0
y los caracteres, para cada α ≥ −1/2, vienen dados por las funciones

φ(α)
y (x) = 2α Γ(α+ 1) (yx)−α Jα(yx), x ∈ [0,∞),

cuando y ∈ [0,∞).
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No existe en el espacio topológico base [0,∞) ninguna estructura algebraica
útil. Sin embargo J.F.C. Kingman pudo definir caminos aleatorios y movimiento
Browniano, y obtener una ley de los grandes números, un teorema del ĺımite
central, un teorema de recurrencia, aśı como caracterizaciones para las distribu-
ciones infinitamente divisibles y estables.

El trabajo de J.F.C. Kingman sirvió de punto de partida e inspiración a
numerosos estudios posteriores (véase, por ejemplo, [10], [52], [98], [104], [117]
y [118]).

La transformada de Fourier asociada al hipergrupo de Kingman de orden
α coincide con la conocida transformación integral de Hankel hα, que se define
sobre el espacio L1((0,∞), x2α+1dx) por

hα(f)(y) =

∫ ∞

0

(xy)−α Jα(xy) f(x) x
2α+1 dx,

y ∈ (0,∞), f ∈ L1((0,∞), x2α+1dx).

La convolución ◦α fue investigada por I.I. Hirschman ([71]), D.T. Haimo
([67]) y F.M. Cholewinski ([39]) en los espacios Lp((0,∞), x2α+1dx), 1 ≤ p < ∞,
y por A.L. Schwartz ([95]) sobre medidas acotadas en [0,∞).

En particular la convolución f ◦α g de f, g ∈ L1((0,∞), x2α+1dx) toma la
forma

(f ◦α g)(x) =

∫ ∞

0

f(y) (ατxg)(y)
y2α+1

2α Γ(α+ 1)
dy, x ∈ [0,∞),

donde el operador de traslación ατx, x ∈ [0,∞), se define mediante

(ατxg)(y) =

{ ∫∞
0

Dα(x, y, z) g(z)
z2α+1

2α Γ(α+1) dz, x, y ∈ (0,∞)

g(y), x = 0, y ∈ (0,∞)
.

Aqúı Dα(x, y, z), x, y, z ∈ (0,∞), es el núcleo de Delsarte y viene dado por

Dα(x, y, z) = (2αΓ(α+ 1))2
∫ ∞

0

(xt)−αJα(xt)(yt)
−αJα(yt)(zt)

−αJα(zt)t
2α+1dt,

x, y, z ∈ (0,∞).

La transformación integral de Hankel fue estudiada en espacios de distribu-
ciones de crecimiento lento y rápido por A.H. Zemanian ([113], [114] y [115]),
G. Altenburg ([1]) y J.M. Méndez ([85] y [86]), entre otros. La convolución ◦α
de Hankel distribucional ha sido definida por J.J. Betancor e I. Marrero ([25] y
[83]) y J.J. Betancor y L. Rodŕıguez—Mesa ([27] y [28]).

El hipergrupo de Kingman es un caso particular de una clase de hipergrupos
sobre X = [0,∞) conocidos como hipergrupos de Chébli—Trimèche en honor de
H. Chébli y K. Trimèche, quienes han estudiado sus principales propiedades.
Como muestra [53, Corollary 3.8] muchos de los hipergrupos definidos sobre
[0,∞) están asociados a operadores diferenciales de segundo orden y son del
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tipo Chébli—Trimèche. Una clasificación completa de los hipergrupos unidimen-
sionales, y en particular de los hipergrupos sobre [0,∞), puede encontrarse en
[94] (véase también [41] y [116]).

La estructura de convolución de un hipergrupo de Chébli—Trimèche está
asociada a un operador diferencial de segundo orden que toma la forma

∆ = ∆A = − d2

dx2
− A′(x)

A(x)

d

dx
,

donde la función A satisface las siguientes propiedades:
(i) A(x) = x2α+1B(x), x ∈ [0,∞), donde α > −1/2 y B ∈ C∞(R) es par

tal que B(0) = 1.
(ii) A es creciente y no acotada en (0,∞).

(iii) A′

A es una función decreciente y C∞ sobre (0,∞).

Nótese que esto implica que existe limx→+∞
A′(x)
A(x) . En lo que sigue deno-

taremos por ρ el número definido por

ρ =
1

2
lim

x→+∞

A′(x)

A(x)
.

(iv) Existen η,M > 0 y una función C ∈ C∞(0,∞) tal que C(k) es acotada
sobre (0,∞), para cada k ∈ N, siendo, cuando x ∈ (M,∞),

A′(x)

A(x)
=

{
2ρ+ e−ηxC(x), si ρ > 0
2α+1

x + e−ηxC(x), si ρ = 0
(1)

(v) Existe δ > 0 tal que
(

B′(x)
B(x)

)′
= e−δxD(x), x ∈ [0,∞), donde D es una

función continua y acotada sobre [0,∞).
Una función A verificando las propiedades anteriores se conoce como función

de Chébli.
Denotamos por ([0,∞), �∆) el hipergrupo de Chébli—Trimèche asociado al

operador ∆ (o lo que es lo mismo, a la función A). Este hipergrupo es con-
mutativo con elemento neutro 0 y con la identidad como involución. La me-
dida de Haar para el hipergrupo en cuestión es dm = A(x)dx. La medida
de probabilidad δx�∆δy es absolutamente continua respecto de m y tiene su
soporte contenido en el intervalo [|x − y|, x + y], esto es, existe una función
D∆(x, y, z) ≥ 0, z > 0, para la cual d(δx�δy)(z) = D∆(x, y, z)A(z)dz, para cada
x, y ∈ (0,∞). El operador de traslación ∆τx, x ∈ [0,∞), está definido en este
marco por

∆τx(f)(y) =

∫ ∞

0

f(z)D∆(x, y, z)A(z)dz, p.c.t. y ∈ (0,∞), y cada x ∈ (0,∞),

y

∆τ0(f) = f,

donde f es, por ejemplo, una función en L1((0,∞), A(x)dx). De la desigual-
dad de Jensen se deduce sin dificultad que el operador de traslación ∆τx es
contractivo en Lp((0,∞), A(x)dx), 1 ≤ p ≤ ∞, para cada x ∈ [0,∞).
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Los caracteres sobre ([0,∞), �∆) son las funciones ϕλ soluciones del problema{
∆ϕλ(x) = (λ2 + ρ2)ϕλ(x), x > 0
ϕλ(0) = 1, ϕ′

λ(0) = 0
(2)

para cada λ ∈ C. Para cada λ ∈ C, la función ϕλ está en C∞(R) y es par.
Además para cada x ∈ R, la función λ → ϕλ(x) es entera. Las principales
propiedades de ϕλ(x), x ∈ R y λ ∈ C, y sus derivadas están recogidas en
[33, Lemma 3.4 y Lemma 3.6] (véase también [105]). Se tiene la importante
propiedad de multiplicación

∆τx(ϕλ)(y) = ϕλ(x) ϕλ(y), x, y ∈ [0,∞), λ ∈ C.

La convolución �∆ se define sobre L1((0,∞), A(x)dx) como sigue

(f�∆g)(x) =

∫ ∞

0

f(y) ∆τx(g)(y) A(y) dy, x ∈ [0,∞),

para cada f, g ∈ L1((0,∞), A(x)dx). Para esta convolución es válida una de-
sigualdad de Young.

El estudio de la convolución �∆ sobre medidas acotadas en [0,∞) fue reali-
zado por M.N. Lazhari y K. Trimèche ([78]).

Asociada al hipergrupo ([0,∞), �∆), la transformación de Fourier generali-
zada F∆ viene dada por

F∆(f)(λ) =

∫ ∞

0

ϕλ(x) f(x) A(x) dx, λ ∈ C, |Imλ| ≤ ρ,

donde f ∈ L1((0,∞), A(x)dx). Esta transformación la llamamos de Chébli—
Trimèche.

La inversa F−1
∆ de F∆ viene dada por

F−1
∆ (g)(x) =

∫ ∞

0

ϕλ(x) g(λ)
dλ

|c(λ)|2 , x ∈ (0,∞),

donde c(λ) es una función continua y sin ceros sobre [0,∞). Esta función puede
ser vista como una función tipo Harish—Chandra en nuestro contexto.

Para la transformación de Chébli—Trimèche vale la siguiente igualdad de
Plancherel ([32, Theorem 2.2.22])∫ ∞

0

|f(x)|2 A(x) dx =

∫ ∞

0

|F∆(f)(λ)|2
dλ

|c(λ)|2 ,

para cada f ∈ L2((0,∞), A(x)dx). Ya que |ϕλ(x)| ≤ 1, λ, x ∈ (0,∞), F∆ aplica
continuamente L1((0,∞), A(x)dx) en L∞((0,∞), dλ

|c(λ)|2 ). Entonces, del teorema

de interpolación de Riesz—Thorin se deduce que F∆ puede extenderse continua-
mente a Lp((0,∞), A(x)dx) como un operador acotado de Lp((0,∞), A(x)dx) en
Lp′((0,∞), dλ

|c(λ)|2 ), para cada 1 ≤ p ≤ 2, siendo p′, como es usual, el exponente

conjugado de p.
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Como se comentó anteriormente, el hipergrupo de Kingman es un caso par-
ticular de hipergrupo de Chébli—Trimèche. Concretamente, este hipergrupo
surge cuando A(x) = x2α+1, x ∈ (0,∞) y α > −1/2. En este caso el operador
∆ se reduce al operador de Bessel ∆α = x−2α−1Dx2α+1D y la transformación
F∆ es la transformación de Hankel hα.

Otro caso especial e importante de hipergrupo de Chébli—Trimèche es el
hipergrupo de Jacobi, que aparece cuando A(x) = (sinhx)2α+1(coshx)2β+1, x ∈
[0,∞), donde α ≥ β ≥ −1/2 y α 	= −1/2. El operador y la transformación de
Jacobi, los cuales fueron ampliamente estudiados por M. Flensted—Jensen y
T. Koornwinder ([49], [50] y [51]), se presentan en numerosos contextos. Por
ejemplo, la transformación de Jacobi puede interpretarse, en ciertos casos, como
la transformada esférica sobre espacios simétricos no compactos de rango uno
(pueden consultarse, entre otros, los trabajos de L. Ehrenpreis y F.I. Mautner
[45], K. Trimèche [107] y la monograf́ıa clásica de S. Helgason [68]). También,
J.P. Anker, E. Damek y C. Yacoub ([3]) y F. Astengo ([5]) hacen uso de las
funciones de Jacobi para estudiar análisis esférico sobre grupos de tipo NA.

H. Chébli ([38]) y K. Trimèche ([105]) establecieron teoremas de tipo Paley—
Wiener para la transformación F∆ de Chébli—Trimèche.

Para cada a ∈ (0,∞), por D∗,a representamos el espacio de las funciones
φ ∈ C∞(R), pares y tales que φ(x) = 0, |x| ≥ a. Consideramos sobre D∗,a

la topoloǵıa asociada a la familia {pm}m∈N de seminormas, donde, para cada
m ∈ N,

pm(φ) = sup
x∈R

∣∣∣∣ dmdxm
φ(x)

∣∣∣∣ , φ ∈ D∗,a.

El espacio unión D∗ = ∪a>0D∗,a se dota de la topoloǵıa inductiva.
Si a ∈ (0,∞), el espacio H∗,a está constituido por las funciones Φ enteras,

pares y tales que

ρm,a(Φ) = sup
λ∈C

(1 + |λ|2)m e−a|Imλ| |Φ(λ)| < ∞,

para cada m ∈ N. Sobre H∗,a consideramos la topoloǵıa generada por la fa-
milia {ρm,a}m∈N de seminormas. Por H∗ denotamos el espacio ĺımite inductivo
∪a>0H∗,a.

En [105, Théorème 7.2, (i)] se estableció que la transformación F∆ es un
isomorfismo de D∗,a en H∗,a, para cada a > 0, y, por tanto, de D∗ en H∗.

La transformación de Chébli—Trimèche F∆ se define sobre el dual D′
∗ de D∗

por trasposición, esto es, para cada T ∈ D′
∗, la transformada F ′

∆T de T es el
elemento de H ′

∗ dado por

< F ′
∆T,F∆φ >=< T, φ >, φ ∈ D∗.

De este modo, F ′
∆ extiende la transformación clásica F∆. En efecto, si

ψ ∈ D∗ entonces ψ define un elemento Tψ de D′
∗ mediante

< Tψ, φ >=

∫ ∞

0

ψ(x) φ(x) A(x) dx, φ ∈ D∗.
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Además, cada Ψ ∈ H∗ genera un elemento TΨ de H ′
∗, el espacio dual de H∗,

por

< TΨ,Φ >=

∫ ∞

0

Ψ(λ) Φ(λ)
dλ

|c(λ)|2 , Φ ∈ H∗.

Supongamos ahora que ψ ∈ D∗. Intercambiando el orden de integración se
sigue que

< F ′
∆Tψ,F∆φ > = < Tψ, φ >=

∫ ∞

0

ψ(x) φ(x) A(x) dx

=

∫ ∞

0

ψ(x)

∫ ∞

0

F∆(φ)(λ) ϕλ(x)
dλ

|c(λ)|2 A(x) dx

=

∫ ∞

0

F∆(φ)(λ)

∫ ∞

0

ψ(x) ϕλ(x) A(x) dx
dλ

|c(λ)|2
= < TF∆(ψ),F∆φ >, φ ∈ D∗.

Por E∗ denotamos el espacio de las funciones pares en C∞(R). Sobre E∗ se
considera la topoloǵıa engendrada por el sistema {pm,n}m,n∈N de seminormas,
donde, para cada m,n ∈ N,

pm,n(f) = sup
|x|≤m

∣∣∣∣ dndxn
f(x)

∣∣∣∣ , f ∈ E∗.

De este modo E∗ es un espacio de Fréchet y es el espacio de multiplicadores
puntuales en D∗.

Recurriendo a [33, Lemma 4.18] puede verse que la topoloǵıa de E∗ coincide
con la generada por la familia {q∆m,n}m,n∈N de seminormas, siendo

q∆m,n(f) = sup
|x|≤m

|∆nf(x)| , f ∈ E∗, m, n ∈ N.

Es claro que D∗ es un subespacio denso de E∗. Por tanto, el dual E
′
∗ de E∗

puede ser identificado con un subespacio de D′
∗. La transformada de Chébli—

Trimèche F ′
∆T de T ∈ E′

∗ coincide con la funcional generada en H ′
∗ por la

función FT entera par definida por

FT (λ) =< T,ϕλ >, λ ∈ C,

esto es, si T ∈ E′
∗, se tiene que

< F ′
∆T,F∆φ >=

∫ ∞

0

FT (λ) (F∆φ)(λ)
dλ

|c(λ)|2 , φ ∈ D∗.

La traslación ∆τx define, para cada x ∈ [0,∞), una aplicación lineal y con-
tinua de D∗ en śı mismo ([105, Théorème 8.1, (1)]) y de E∗ en śı mismo ([105,
Proposition 8.3]).

Definimos, para cada T ∈ D′
∗ (respectivamente, T ∈ E′

∗) y φ ∈ D∗ (respec-
tivamente, φ ∈ E∗), la convolución T�∆φ de T y φ como sigue

(T�∆φ)(x) =< T,∆ τxφ >, x ∈ [0,∞).
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El dual E′
∗ de E∗ es el espacio de operadores de convolución de D∗, esto es,

si T ∈ E′
∗ y φ ∈ D∗ entonces T�∆φ ∈ D∗. Además, si T ∈ D′

∗ y T�∆φ ∈ D∗,
para cada φ ∈ D∗, necesariamente T ∈ E′

∗.
La convolución T�∆S de T ∈ D′

∗ y S ∈ E′
∗ se define como el elemento de D′

∗

dado por
< T�∆S, φ >=< T,S�∆φ >, φ ∈ D∗.

Además, es válida la siguiente fórmula de intercambio distribucional

F ′
∆(T�∆S) = F ′

∆(T ) F ′
∆(S),

para cada T ∈ D′
∗ y S ∈ E′

∗.
El estudio distribucional de la transformación integral y la convolución aso-

ciadas al hipergrupo ([0,∞), �∆) de Chébli—Trimèche fue continuado por W.
Bloom y Z. Xu ([33]). Teniendo como motivación, entre otras, el estudio reali-
zado por J.P. Anker ([2]) para el caso de espacios simétricos riemannianos (puede
verse también el trabajo de B. di Blasio [31]), W. Bloom y Z. Xu prueban que
la transformación F∆ de Chébli—Trimèche es un isomorfismo entre espacios de
tipo Schwartz generalizados.

Comentamos a continuación algunos aspectos de la investigación de W.
Bloom y Z. Xu que serán de mucho interés en relación con nuestro trabajo.

Sea 0 < p ≤ 2. Denotamos por Sp((0,∞), �∆) el espacio constituido por
aquellas funciones φ ∈ C∞(0,∞), para las cuales existen ψ ∈ C∞(R) pares
tales que φ = ψ, y verifican que

µp
k,l(φ) = sup

x∈(0,∞)

(1 + x)l ϕ
−2/p
0 (x)

∣∣∣∣ dkdxk
φ(x)

∣∣∣∣ < ∞, k, l ∈ N \ {0}.

Se considera sobre Sp((0,∞), �∆) la topoloǵıa generada por la familia de
seminormas {µp

k,l}k,l∈N. Es claro que µp
k,l depende de ∆ (v́ıa ϕ0) pero para

simplificar la notación preferimos escribir sólo µp
k,l.

En el caso de Hankel, esto es, cuando A(x) = x2α+1, x ∈ [0,∞), α > −1/2,
entonces ϕ0(x) = 1 y Sp((0,∞), �∆) coincide, para cada 0 < p ≤ 2, con el
espacio Seven de las funciones pares en la clase S de Schwartz. Por otra parte, si
consideramos A(x) = (sinhx)2α+1(coshx)2β+1, x ∈ [0,∞), α ≥ β ≥ −1/2, α 	=
−1/2, que recordamos corresponde al hipergrupo de Jacobi, entonces

ϕ0(x) = 2F1

(
α+ β + 1

2
,
α+ β + 1

2
;α+ 1,− sinh2 x

)
, x ∈ R,

donde 2F1 representa a la función hipergeométrica de Gauss. En este caso el
espacio Sp((0,∞), �∆) es, para ciertos valores de α y β, el espacio de Schwartz
esférico sobre un espacio simétrico no compacto de rango 1.

En lo que sigue, para simplificar, escribiremos Sp en lugar de Sp((0,∞), �∆).
La imagen por medio de la transformación de Chébli—Trimèche del espacio Sp

es el espacio Hp definido como sigue. Denotamos por Ωp = {z ∈ C : |Imz| ≤(
2
p − 1

)
ρ}. Decimos que una función Φ ∈ Hp cuando verifica las siguientes

propiedades



Prólogo 15

(i) Φ es holomorfa en {z ∈ C : |Imz| <
(

2
p − 1

)
ρ} y, para cada k ∈

N, dk

dxkΦ(x) se extiende continuamente a Ωp.
(ii) Para cada k,m ∈ N,

τpk,m(Φ) = sup
z∈Ωp

(1 + |z|)m
∣∣∣∣ dkdzk

Φ(z)

∣∣∣∣ < ∞.

El espacio Hp se dota de la topoloǵıa asociada a la familia {τpk,m}k,m∈N de
seminormas.

La transformación F∆ de Chébli—Trimèche es un isomorfismo de Sp en Hp

([33, Theorem 4.27]). En [33, Section 5] se comienza el estudio de la convolución
�∆ sobre el espacio Sp y su dual S′

p. Uno de los objetivos en esta Memoria es
completar, en varias direcciones, las investigaciones de W. Bloom y Z. Xu.

Recordamos que el núcleo de la transformación integral de Chébli—Trimèche
es la función ϕλ(x), x ∈ [0,∞) y λ ∈ C, carácter del hipergrupo ([0,∞), �∆).
Presentamos ahora algunas propiedades de ϕλ a las que recurriremos con fre-
cuencia a lo largo de nuestro trabajo.

Para la función ϕλ se tiene una fórmula de tipo Mehler, ésta es ([105,
Théorème 4.1]),

ϕλ(t) =

∫ t

0

K(t, y) cos(λy) dy, λ ∈ C, t ∈ (0,∞), (3)

donde K(t, ·) es continua y par en (−t, t) y con soporte en [−t, t], para cada
t ∈ (0,∞).

K. Trimèche ([103]) y A. Fitouhi ([48]) investigaron la convergencia de series
de Taylor asociadas al operador ∆. En estos estudios resulta fundamental que
la función ϕλ admite el desarrollo siguiente

ϕλ(x) =
∞∑

n=0

(−1)n bn(x) (λ
2 + ρ2)n, λ ∈ C, x ∈ (0,∞), (4)

donde, para cada n ∈ N, bn es una función par en C∞(R) definida por

bn(x) =

∫ x

0

K(x, u) jn−1/2(iρu)
u2n

(2n)!
du, x > 0, (5)

donde

jµ(z) =

{
2µ Γ(µ+ 1) z−µ Jµ(z), si z 	= 0
1, si z = 0

y Jµ es, como se precisó con anterioridad, la función de Bessel de primera especie
y de orden µ. Suponemos que b−n = 0, cuando n ∈ N \ {0}.

Las principales propiedades de las funciones bn, n ∈ N, fueron mostradas
en [48, Section 2.2]. En particular se tiene que

b0 = 1, bn(0) = 0, ∆bn = −bn−1, n ∈ N \ {0}. (6)
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Además, en virtud de [48, Corollary 2.1], para cada n ∈ N,

0 ≤ bn(x) ≤
x2n

(2n)!
, x ∈ R, (7)

y

0 ≤ b′n(x) ≤
x2n−1

(2n− 1)!
, x ∈ R. (8)

Las funciones bn, n ∈ N, juegan en las series de Taylor generalizadas de K.
Trimèche ([103]) el papel de las funciones xn, n ∈ N, en las series de Taylor
usuales.

La función K que aparece en la representación de Mehler (3) se toma como
núcleo de una transformación generalizada de Weyl, conocida como transfor-
mación de Abel y definida del modo siguiente

Af(x) =

∫ ∞

x

f(y) K(y, x) A(y) dy, x ∈ (0,∞),

Esta transformación A es un isomorfismo de D∗ en śı mismo ([33, Lemma
4.10, (i)]). Además, para cada a ∈ (0,∞), Af ∈ D∗,a si, y sólo si, f ∈ D∗,a.

La transformación de Abel nos permite obtener una útil factorización de la
transformación F∆ de Chébli—Trimèche. Ésta es

F∆f = F0(Af),

donde F0 representa la transformación de Fourier eucĺıdea sobre R dada por

F0(f)(x) =
1

2

∫ +∞

−∞

e−ixy f(y) dy, x ∈ R.

Hemos dividido esta Memoria en cinco caṕıtulos. Pasamos a continuación a
comentar el contenido de cada uno de ellos.

En [105, Théorème 7.2, (i)] se demostró que la transformación de Chébli—
Trimèche es un isomorfismo de D∗,a en H∗,a, y, por tanto, de D∗ en H∗. Este
resultado puede decirse que es de tipo Paley—Wiener, puesto que caracteriza
la imagen de una clase de funciones D∗ de soporte compacto. En el proce-
dimiento empleado en la prueba del mismo se recurre a argumentos comple-
jos (véase también [38]). En el Caṕıtulo I probamos nuevos teoremas de tipo
Paley—Wiener para la transformación F∆. Los resultados establecidos en la
Sección 2, que están motivados por las ideas desarrolladas por H.H. Bang ([6])
y, más recientemente, por Vu Kim Tuan ([110] y [111]), se prueban haciendo
uso únicamente de técnicas reales. En la Sección 3 de este caṕıtulo se presentan
teoremas tipo Paley—Wiener para la transformación F∆ en espacios de Lebesgue
con pesos. Los antecedentes de nuestros estudios se encuentran en los trabajos
de T.G. Genchev ([58] y [59]), T.G. Genchev y H.P. Heinig ([60]), relativos a
la transformación de Fourier eucĺıdea, y de J.J. Betancor, M. Linares y J.M.
Méndez ([21]) sobre la transformación de Hankel. Los resultados fundamentales
de este caṕıtulo están recogidos en nuestro trabajo [18].
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En el Caṕıtulo II estudiamos la hiperciclicidad y el caos de ciertos operadores
de convolución �∆.

Recordamos a continuación las definiciones fundamentales en relación con
estos conceptos.

Supongamos que X es un espacio vectorial topológico y que T : X → X es
una aplicación lineal y continua. Se dice que x ∈ X es un vector hiperćıclico para
T cuando la órbita de x respecto de T , esto es, Orb(T, x) = {Tnx : n ∈ N}, es
densa enX. Por tanto, si T tiene un vector hiperćıclico, entoncesX es separable.
El operador T se llama hiperćıclico si existe un vector x ∈ X hiperćıclico para
T . En algunos textos se refieren a la hiperciclicidad como universalidad, y cabe
extender el concepto a aplicaciones lineales y continuas T : X → Y , donde X,Y
son espacios vectoriales topológicos, en general, diferentes.

G. Herzog ([69]) demostró una propiedad de universalidad en relación con las
soluciones de la ecuación del calor. Introdujo un espacio de Banach X separable
y probó que el conjunto de funciones φ tales que {uφ(n, ·)}n∈N es denso en el
espacio C(R) de las funciones continuas de R en śı mismo, es residual enX, esto
es, el complemento en X del conjunto citado es de primera categoŕıa en X. Aqúı
uφ representa la solución de la ecuación del calor con valor inicial φ. En [19]
J.J. Betancor y A. Bonilla, interpretando el resultado anterior como la iteración
de un operador de convolución, establecen la propiedad correspondiente para
otras operaciones de convolución, entre las que se encuentran las asociadas a
los hipergrupos de Kingman, esto es, a las transformaciones hα de Hankel. En
la Sección 2 de este Caṕıtulo II establecemos la propiedad de universalidad
presentada por G. Herzog ([69]), en el contexto de los hipergrupos de Chébli—
Trimèche.

Dado un espacio vectorial topológico X se dice que un operador continuo
T : X → X es caótico si verifica las dos propiedades que siguen:

(i) T es topológicamente transitivo, o sea, para cada par de abiertos U y V
en X existe n ∈ N tal que Tn(U) ∩ V 	= ∅.

(ii) El conjunto de vectores periódicos de T es denso en X. Decimos que
x ∈ X es periódico para T cuando Tnx = x, para algún n ∈ N.

Señalamos que cada operador hiperćıclico es topológicamente transitivo. G.
Godefroy y J.H. Shapiro ([61]) caracterizan los operadores de convolución sobre
H(Cn), el espacio de las funciones enteras en Cn, n ∈ N \ {0}, hiperćıclicos
y caóticos en H(Cn). Su trabajo teńıa antecedentes en los ya clásicos de G.D.
Birkhoff ([30]) sobre operadores de traslación usuales, y de G.R. MacLane ([82])
sobre el operador derivada. Recientemente, J. Bonet ([34]) extendió los resulta-
dos de G. Godefroy y J.H. Shapiro a cierta clase de funciones ultradiferenciables
tipo Beurling, y M. Belhadj y J.J. Betancor ([9]) han estudiado la hipercicli-
cidad y el caos para operadores de convolución de Hankel sobre el espacio de
las funciones enteras pares. En la Sección 3 analizamos, motivados por las
investigaciones citadas, la hiperciclicidad y el caos para los operadores de con-
volución en el contexto de los hipergrupos de Chébli—Trimèche, definidos por
elementos de E′

∗ sobre D′
∗ y E∗. Establecemos que cada elemento de E′

∗ que no
sea un múltiplo escalar de la identidad, define un operador de convolución �∆
hiperćıclico y caótico sobre D′

∗ y E∗.



18 Prólogo

El Caṕıtulo III lo hemos dividido en dos partes. Abordamos en él el estudio
distribucional de la transformación F∆ y la convolución �∆ de Chébli—Trimèche.

El análisis realizado en la primera parte está motivado por los estudios de
B.J. González y E.R. Negŕın ([62] y [63]) y J.J. Betancor y B.J. González ([20]),
quienes tratan la transformación de Fourier eucĺıdea y la transformación de
Hankel, respectivamente.

Consideramos, para cada m ∈ Z, m < 0, el espacio Am constituido por las
funciones φ ∈ C∞(0,∞) que verifican las siguientes propiedades:

(i) Existe ψ ∈ C∞(R), par, tal que ψ(x) = φ(x), x ∈ (0,∞).
(ii) Para cada k ∈ N,

αm
k (φ) = sup

x∈(0,∞)

(1 + x)m
∣∣∣∣ dkdxk

φ(x)

∣∣∣∣ < ∞.

El espacio Am se dota de la topoloǵıa asociada a la familia {αm
k }k∈N de

seminormas. De este modo Am es un espacio de Fréchet. Denotamos por Am

a la clausura de D∗ en Am. El espacio Am coincide con el subespacio de las
funciones pares en el espacio Sm considerado por J. Horváth ([73]).

Probamos que la traslación ∆τx, x ∈ [0,∞), define una aplicación continua
de Am en śı mismo, y que si T ∈ A′

m y φ ∈ Am, la convolución T�∆φ de T y φ
definida por

(T�∆φ)(x) =< T,∆ τxφ >, x ∈ [0,∞),

es también un elemento de Am.
Si T, S ∈ A′

m la convolución T�∆S de T y S se define mediante

< T�∆S, φ >=< T, S�∆φ >, φ ∈ Am.

De este modo, T�∆S ∈ A′
m.

El espacio Am contiene a Sp, 0 < p ≤ 2, por tanto el dual S′
p de Sp contiene

a A′
m. La transformada de Chébli—Trimèche de una distribución T ∈ A′

m, como
elemento de S′

p, 0 < p ≤ 2, o de D′
∗, coincide con la distribución generada por la

función F (λ) =< T,ϕλ >, λ ∈ [0,∞), sobre A′
m. Establecemos las principales

propiedades de la transformada de Chébli—Trimèche sobre A′
m, entre las que

destacamos el teorema de unicidad, donde la densidad de D∗ en Am es funda-
mental. Presentamos también una aplicación de la transformada distribucional
considerada. En nuestro trabajo [15] recogemos el estudio realizado en esta
primera parte.

En la segunda parte de este caṕıtulo completamos las investigaciones de W.
Bloom y Z. Xu ([33]). Si 0 < p ≤ 2, T ∈ S′

p y φ ∈ Sp, como ∆τxφ ∈ Sp, x ∈
[0,∞) ([33, Lemma 5.2]), se define la convolución T�∆φ por

(T�∆φ)(x) =< T,∆ τxφ >, x ∈ [0,∞).

En general T�∆φ no pertenece a Sp para cada T ∈ S′
p y φ ∈ Sp. En efecto,

consideramos la funcional T definida como sigue

< T, φ >=

∫ ∞

0

ϕ0(x) φ(x) A(x) dx, φ ∈ Sp.



Prólogo 19

Observamos que, para cada φ ∈ Sp, de [33, (3.5)] se deduce

|< T, φ >| ≤
∫ ∞

0

|φ(x)| (1 + x)β+1 eρx dx

≤
∫ ∞

0

eρ(1−
2
p)x (1 + x)β+

2
p
+1 ϕ

−2/p
0 |φ(x)| dx.

Por tanto, si 0 < p ≤ 2, T ∈ S′
p. Además, si 0 < p ≤ 2 y φ ∈ Sp es tal que∫∞

0
ϕ0(x)φ(x)A(x)dx 	= 0, tenemos que

(T�∆φ)(x) =

∫ ∞

0

ϕ0(y) (∆τxφ)(y) A(y) dy

=

∫ ∞

0

φ(z)

∫ ∞

0

ϕ0(y) D∆(x, y, z) A(y) dy A(z) dz

= ϕ0(x)

∫ ∞

0

ϕ0(z) φ(z) A(z) dz 	= 0, x ∈ [0,∞).

Probamos aśı que, en las condiciones precisadas, T�∆φ 	∈ Sp.
Nuestro objetivo es describir el subespacio de S′

p constituido por aquellas
T ∈ S′

p tales que T�∆φ ∈ Sp, para cada φ ∈ Sp. En el estudio realizado
desempeñan un papel básico las soluciones fundamentales de los operadores del
tipo (1 +∆)m, donde m ∈ N.

En el Caṕıtulo IV estudiamos la transformación de Chébli—Trimèche y la
convolución �∆ en la variante de los espacios W de B.L. Gurevitch ([66]) consi-
derados por S.J.L. van Eijndhoven y M.J. Kerkhof ([47]). Recurrimos al procedi-
miento desarrollado por J.P. Anker en [2] para probar que la transformación F∆

es un isomorfismo de WM,a en WM×,1/a, para cada a > 0, donde M pertenece a
una clase adecuada de funciones y M× representa la dual de Young de M . Los
resultados fundamentales de este caṕıtulo están presentados en nuestro trabajo
[16].

El Caṕıtulo V se dedica al análisis de la hipoelipticidad de las ecuaciones
de convolución �∆ sobre D∗. Si S ∈ E′

∗ decimos que S es ∆—hipoeĺıptica en D∗

cuando se verifica la propiedad siguiente: T ∈ E∗ siempre que T�∆S ∈ E∗ y
T ∈ D′

∗.

En particular consideramos el hipergrupo de Jacobi. En este caso caracte-
rizamos la hipoelipticidad de una distribución S ∈ E′

∗ mediante el crecimiento
y la distribución de los ceros de su transformada de Jacobi, y por la existencia
de una parametrix para S, esto es, que para ciertas R ∈ E′

∗ y ψ ∈ D∗ se tenga
que δ = R�∆S + ψ, donde ∆ representa el operador de Jacobi y δ la funcional
de Dirac. Este resultado tiene sus antecedentes en los trabajos clásicos de L.
Ehrenpreis ([44]) y L. Hörmander ([72]).

La caracterización completa de la hipoelipticidad de las ecuaciones de con-
volución que se alcanza en el caso de Jacobi, la podemos obtener también para
el hipergrupo de Kingman (caso de Hankel, puede verse [8] para un resultado
parcial), pero no la hemos podido conseguir en el caso general. La clave está en
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que no hemos podido establecer la positividad de la función

b(λ1, λ2, λ3) =

∫ ∞

0

ϕλ1
(t) ϕλ2

(t) ϕλ3
(t) A(t) dt, λ1, λ2, λ3 ∈ R,

que seŕıa el núcleo de la traslación asociada a la convolución para la transfor-
mación inversa F−1

∆ de la de Chébli—Trimèche.
Es una cuestión abierta el estudio de la convolución para esta transformación

F−1
∆ definida, como sabemos, por

F−1
∆ (Φ)(x) =

∫ ∞

0

ϕλ(x) Φ(λ)
dλ

|c(λ)|2 , x ∈ [0,∞),

y donde Φ, por ejemplo, está en L1((0,∞), dλ
|c(λ)|2 ). En este caso no nos encon-

traremos con un hipergrupo en el sentido descrito al principio de este Prólogo
ya que, en general, la función b cuando ρ > 0 es holomorfa en una banda y, por
tanto, ya que no es nula idénticamente, no tiene soporte compacto.

Este problema se denomina, en muchas ocasiones, dual del problema original
y ha sido, en relación con otras clases de hipergrupos, motivo de estudio por
parte de numerosos autores (véanse, por ejemplo [4], [13], [14], [51], [54], [55],
[70] y [100]). A excepción del trabajo de M. Flensted—Jensen y T. Koorwinder
[51], en el que se refieren a la estructura dual del hipergrupo de Jacobi, no se ha
realizado ningún otro estudio sobre hipergrupos duales de Chébli—Trimèche no
triviales (casos de Hankel o Fourier eucĺıdea, donde la estructura dual coincide
con la original). El resto de las investigaciones a las que haćıamos referencia
anteriormente conciernen a hipergrupos asociados a familias numerables orto-
gonales, respecto al peso asociado a la medida de Haar, de funciones. Todas
ellas están basadas en una fórmula de linealización.

Por nuestra parte, y como paso previo a abordar el problema del análisis de
la estructura dual del hipergrupo de Chébli—Trimèche, hemos estudiado en [17]
la traslación y la convolución para la transformación de Jacobi discreta, dual
del hipergrupo de Jacobi sobre el intervalo compacto [−1, 1].

Consideramos los polinomios de Jacobi R
(α,β)
n (x) que, entendidos como una

función de la variable x ∈ (−1, 1), satisfacen la ecuación diferencial siguiente,
con α, β > −1,

(x2 − 1)
d2

dx2
R(α,β)

n (x) + [(α+ β + 2)x+ α− β]
d

dx
R(α,β)

n (x)

−n(n+ α+ β + 1) R(α,β)
n (x) = 0,

y respecto a la variable discreta n verifican la relación de recurrencia a tres
términos

2 (n+ 1) (n+ α+ β + 1) (2n+ α+ β) R
(α,β)
n+1 (x)

= (2n+ α+ β + 1) [(2n+ α+ β)(2n+ α+ β + 2)x+ α2 − β2] R(α,β)
n (x)

−2 (n+ α) (n+ β) (2n+ α+ β + 2) R
(α,β)
n−1 (x), n ∈ N.
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Resulta fundamental para definir la traslación en este contexto la relación
de linealización que sigue ([54])

R
(α,β)
k (x) R(α,β)

m (x) =
∞∑

n=0

γ(k,m, n) h(n) R(α,β)
n (x), x ∈ (−1, 1), n,m ∈ N,

donde

γ(k,m, n) =

∫ 1

−1

R
(α,β)
k (z) R(α,β)

m (z) R(α,β)
n (z) (1−z)α(1+z)βdz, k, n,m ∈ N,

y

h(n) =
(2n+ α+ β + 1) Γ(n+ α+ β + 1) Γ(n+ α+ 1)

2α+β+1 Γ(n+ 1) (Γ(α+ 1))2 Γ(n+ β + 1)
.

Definimos entonces la traslación τ
(α,β)
m , m ∈ N, del modo siguiente

τ (α,β)m ((an)n∈N)(k) =
∞∑

n=0

an γ(k,m, n) h(n), k,m ∈ N,

y la convolución ∗(α,β) viene dada por

((an)n∈N ∗(α,β) (bn)n∈N)(m) =
∞∑
k=0

ak τ (α,β)m ((bn)n∈N)(k) h(k), m ∈ N.

Aqúı (an)n∈N y (bn)n∈N están en el espacio b(α,β) constituido por las suce-
siones (cn)n∈N complejas tales que

∑∞
n=0 |cn|h(n) < ∞.

No siempre el núcleo de la linealización γ(k,m, n) es positivo. G. Gasper
([55, Theorem 1 y Theorem 2]) precisa condiciones en las que γ(k,m, n) ≥
0, k,m, n ∈ N, y otras en las que

∑∞
k=0 |γ(k,m, n)|h(k) ≤ c, m, n ∈ N, para

cierta constante c > 0.
Las dificultades encontradas en el estudio de esta estructura dual asociada

al hipergrupo de Jacobi en un intervalo compacto, junto a la profundidad del
análisis realizado en [51] sobre el caso no compacto de dicho hipergrupo, nos
hacen creer que la investigación de la estructura dual del hipergrupo gene-
ral de Chébli—Trimèche es una cuestión dif́ıcil y que requerirá previamente el
conocimiento de algunos casos particulares más, que nos permitan obtener una
clasificación completa en base al operador considerado en cada caso.

Al objeto de simplificar la notación, a lo largo de nuestra Memoria no hare-
mos referencia al operador ∆ asociado al hipergrupo en cada situación. Aśı
escribiremos F , τx, �, D, en lugar de F∆, ∆τx, �∆, D∆, respectivamente.

Además, siempre indicaremos por c a una constante positiva adecuada, que
no será la misma necesariamente cada vez que aparezca.
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Caṕıtulo 1

Teoremas de tipo

Paley—Wiener para la

transformación de

Chébli—Trimèche.

1.1 Introducción.

H. Chébli [38] y K. Trimèche [105] establecieron un teorema de Paley—Wiener
para la transformación de Chébli—Trimèche. Este resultado, que fue probado
empleando procedimientos complejos, extiende el clásico teorema de Paley—
Wiener [88] relativo a la transformación de Fourier eucĺıdea. Asimismo, apare-
cen como casos particulares del teorema de H. Chébli y K. Trimèche, los mostra-
dos por J.L. Griffith [64] (véase también A.H. Zemanian [115]) y T. Koornwinder
[76] para las transformaciones integrales de Hankel y de Jacobi, respectivamente.

Recientemente, Vu Kim Tuan probó nuevos teoremas tipo Paley—Wiener
para la transformación de Hankel ([111]) y de Airy ([110]), entre otras. Este
autor, inspirado en las ideas de H.H. Bang ([6]), demuestra sus resultados si-
guiendo un método real.

En la sección 2 de este caṕıtulo establecemos para la transformación de
Chébli—Trimèche teoremas de tipo Paley—Wiener, dando una prueba real de
éstos. Nuestros resultados extienden algunos de los obtenidos por Vu Kim Tuam
en [111] para la transformación de Hankel.

T.G. Genchev ([58] y [59]) mostró para la transformación de Fourier teoremas
de Paley—Wiener en el marco de los espacios de Lebesgue pesados. J.J. Betancor,
M. Linares y J.M. Méndez probaron en [21] los correspondientes resultados para
la transformación integral de Hankel.

En la Sección 3 presentamos para la transformación de Chébli—Trimèche
teoremas tipo Paley—Wiener sobre espacios Lp con pesos.

23
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1.2 Teoremas de tipo Paley—Wiener para la trans-

formación de Chébli—Trimèche.

El espacio Sp coincide con el espacio Seven(R) cuando ρ = 0. Como es usual,
la topoloǵıa de Seven está generada por el sistema {µn,m}n,m∈N de seminormas
donde, para cada n,m ∈ N,

µn,m(φ) = sup
x∈(0,∞)

(1 + x2)m
∣∣∣∣ dndxn

φ(x)

∣∣∣∣ , φ ∈ Seven.

A continuación obtenemos una nueva descripción de la topoloǵıa de Seven.
Este resultado, además de ser de interés en śı mismo, nos será muy útil en lo
que sigue.

Lema 1.1 Sea 1 ≤ q ≤ ∞. Para cada m,n ∈ N definimos la seminorma γq
n,m

sobre Seven por

γq
n,m(φ) =

∥∥(1 + x2)m∆nφ
∥∥
Lq((0,∞),A(x)dx)

, φ ∈ Seven(R)

La topoloǵıa de Seven coincide con la definida sobre él por la familia {γq
n,m}n,m∈N

de seminormas.

Demostración.
Consideramos, para cada n,m ∈ N, la seminorma γn,m dada por

γn,m(φ) = sup
x∈(0,∞)

∣∣∣∣ dndxn
((1 + x2)mφ(x))

∣∣∣∣ , φ ∈ Seven.

El sistema {γn,m}n,m∈N de seminormas genera la topoloǵıa de Seven.
En efecto, observamos en primer lugar que de la regla de Leibniz se sigue

sin dificultad que la topoloǵıa definida sobre Seven por {µn,m}n,m∈N es más
fina que la que genera {γn,m}n,m∈N sobre este espacio. Además, {γn,m}n,m∈N

define una topoloǵıa Fréchet sobre Seven(R). Para probar esto tomamos una
sucesión (φν)ν∈N ⊂ Seven(R) de Cauchy respecto de {γn,m}n,m∈N y vamos a
ver que converge en (Seven(R), {γn,m}n,m∈N). Es claro que, para cada m ∈ N,
la sucesión ((1 + x2)mφν)ν∈N es de Cauchy en E∗. Por tanto, ya que E∗ es
Fréchet, para cada m ∈ N, existe ψm ∈ E∗ tal que (1 + x2)mφν → ψm, cuando
ν → ∞. Definimos ϕm(x) = (1+ x2)−mψm(x), x ∈ R, m ∈ N. Observamos
que, en particular, φν → ψ0, cuando ν → ∞, en E∗, y ya que la convergencia
en E∗ implica la convergencia puntual, concluimos que ϕm(x) = ψ0(x), x ∈
R, m ∈ N. Por tanto, para cada n,m ∈ N, se tiene

γn,m(φν − ψ0) → 0, cuando ν → ∞.

Además ψ0 ∈ Seven(R). En efecto, ya que φν ∈ Seven(R), para cada ν ∈ N,
podemos asegurar que ψ0 es una función par. También, ya que (φν)ν∈N es de
Cauchy en (Seven(R), {γn,m}n,m∈N) existe, para cada n ∈ N, cn > 0 tal que

sup
x∈(0,∞)

(1 + x2)n |φν(x)| ≤ cn y sup
x∈(0,∞)

∣∣∣∣ dndxn
φν(x)

∣∣∣∣ ≤ cn, ν ∈ N.
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Por tanto, para cada n ∈ N,

sup
x∈(0,∞)

(1 + x2)n |ψ0(x)| < ∞ y sup
x∈(0,∞)

∣∣∣∣ dndxn
ψ0(x)

∣∣∣∣ < ∞.

Teniendo en cuenta [40] se deduce ya que ψ0 ∈ Seven(R).
Una vez garantizada la completitud de la topoloǵıa que sobre Seven(R)

genera {γn,m}n,m∈N, el teorema de la aplicación abierta permite concluir que
{γn,m}n,m∈N y {µn,m}n,m∈N son familias de seminormas equivalentes sobre
Seven(R).

Procediendo como en la prueba de [33, Proposition 4.24] podemos obtener,
para cada n,m ∈ N y φ ∈ Seven(R),

dn

dyn
(y2m(Fφ)(y)) =

∫ ∞

0

∆mφ(x)
dn

dyn
(ϕy(x))A(x)dx, y ∈ (0,∞).

Sea 1 ≤ q ≤ ∞. Recurriendo a [33, Lemma 3.4, (iv) y (3.5)] y usando la
desigualdad de Hölder conseguimos

sup
y∈(0,∞)

∣∣∣∣ dndyn
(y2m(Fφ)(y))

∣∣∣∣ ≤ c
∥∥(1 + x2)l ∆mφ(x)

∥∥
Lq((0,∞),A(x)dx)

,

φ ∈ Seven(R),

para cierto l ∈ N que no depende de φ ∈ Seven(R).
Por tanto, de [33, Theorem 4.27] se deduce que, para cada n,m ∈ N, existen

k y l ∈ N tales que

sup
x∈(0,∞)

(1 + x2)m
∣∣∣∣ dndxn

φ(x)

∣∣∣∣ ≤ c max
0≤α,β≤k

sup
y∈(0,∞)

∣∣∣∣ dαdyα
(y2β(Fφ)(y))

∣∣∣∣
≤ c max

0≤α,β≤l

∥∥(1 + x2)α∆βφ(x)
∥∥
Lq((0,∞),A(x)dx)

, φ ∈ Seven(R).

Esto muestra que la topoloǵıa definida por {γq
n,m}n,m∈N es más fina que la

generada sobre él por {µn,m}n,m∈N.
Por otra parte, a tenor de [33, Lemma 4.18 y (3.5)], para cada n,m ∈ N

podemos escribir∥∥(1 + x2)n∆mφ(x)
∥∥
Lq((0,∞),A(x)dx)

≤ c sup
x∈(0,∞)

(1 + x2)l |∆mφ(x)|

≤ c
2m∑
j=0

sup
x∈(0,∞)

(1 + x2)l
∣∣∣∣ djdxj

φ(x)

∣∣∣∣ , φ ∈ Seven(R),

para cierta l ∈ N que no depende de φ ∈ Seven(R). Por tanto, {µn,m}n,m∈N

define sobre Seven(R) una topoloǵıa más fina que la asociada a {γq
n,m}n,m∈N.

De este modo queda probado que las familias {µn,m}n,m∈N y {γq
n,m}n,m∈N

son equivalentes sobre Seven(R).
�

Establecemos a continuación un teorema de tipo Paley—Wiener para la trans-
formación de Chébli—Trimèche.
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Proposición 1.2 Sean 0 < p < 2, 1 ≤ q ≤ ∞ y φ ∈ Sp. Entonces, existe el
ĺımite que sigue

σφ = lim
k→∞

∥∥(∆− ρ2)kφ
∥∥1/2k
Lq((0,∞),A(x)dx)

.

Además, se tiene que

σφ = sup{|y| : y ∈ sop(Fφ)}, cuando φ 	= 0

y
σφ = 0, cuando φ = 0.

En particular, el soporte de Fφ está contenido en [−σ, σ] si, y sólo si, σφ ≤ σ.

Demostración.
Definimos

ωφ = sup{|y| : y ∈ sop(Fφ)}, cuando φ 	= 0,

y
ωφ = 0, cuando φ = 0.

Suponemos inicialmente que ωφ = 0. En este caso φ = 0 y σφ = 0.
Nótese que, en virtud de [33, Theorem 4.27], si ρ > 0 la función Fφ es

holomorfa en la banda {z ∈ C : |Im z| < ρ(2p − 1)}. Por tanto, si ρ > 0 y
ωφ < ∞, sigue que φ = 0 siendo σφ = ωφ = 0. Luego cuando ρ > 0 sólo nos
resta por considerar el caso ωφ = +∞.

Asumimos ahora que ωφ > 0. Una relación que nos resultará muy útil es la
siguiente

F((∆− ρ2)kφ)(y) = y2kF(φ)(y), y ∈ (0,∞), (1.1)

la cual es válida para cada k ∈ N. La fórmula (1.1) puede ser establecida inte-
grando por partes y teniendo en cuenta que ∆ϕy(x) = (y2 + ρ2)ϕy(x), y, x ∈
(0,∞).

Distinguimos a continuación diferentes casos.
(i) Sea q = 2. De la igualdad de Plancherel para la transformación de

Chébli—Trimèche ([109, Theorem II.4]) inferimos que

∥∥(∆− ρ2)kφ
∥∥2
L2((0,∞),A(x)dx)

=
∥∥F ((∆− ρ2)kφ

)∥∥2
L2((0,∞), dy

|c(y)|2
)

=

∫ ∞

0

y4k|F(φ)(y)|2 dy

|c(y)|2 , k ∈ N.

Cuando ωφ = +∞, para cada k,N ∈ N tenemos que

∫ ∞

0

y4k|F(φ)(y)|2 dy

|c(y)|2 ≥
∫ ∞

N

y4k|F(φ)(y)|2 dy

|c(y)|2

≥ N4k

∫ ∞

N

|F(φ)(y)|2 dy

|c(y)|2
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Por tanto, en este caso,

∥∥(∆− ρ2)kφ
∥∥1/2k
L2((0,∞),A(x)dx)

≥ N

(∫ ∞

N

|F(φ)(y)|2 dy

|c(y)|2

) 1
4k

, k,N ∈ N.

y ya que

∫ ∞

N

|F(φ)(y)|2 dy

|c(y)|2 > 0, para cada N ∈ N, se concluye

lim inf
k→∞

∥∥(∆− ρ2)kφ
∥∥1/2k
L2((0,∞),A(x)dx)

≥ N, N ∈ N.

Luego, lim
k→∞

∥∥(∆− ρ2)kφ
∥∥1/2k
L2((0,∞),A(x)dx)

= +∞, cuando ωφ = +∞.

Supongamos en este punto que ωφ ∈ (0,∞). Entonces ρ = 0. Al ser Fφ una
función continua en R, para cada 0 < ε < ωφ tenemos que∫ ωφ

ωφ−ε

|F(φ)(y)|2 dy

|c(y)|2 > 0.

Sea 0 < ε < ωφ. Procediendo como antes obtenemos

∥∥∆kφ
∥∥2
L2((0,∞),A(x)dx)

=

∫ ∞

0

y4k|F(φ)(y)|2 dy

|c(y)|2

≥
∫ ωφ

ωφ−ε

y4k|F(φ)(y)|2 dy

|c(y)|2

≥ (ωφ − ε)4k
∫ ωφ

ωφ−ε

|F(φ)(y)|2 dy

|c(y)|2 , k ∈ N

Entonces
lim inf

k→∞

∥∥∆kφ
∥∥1/2k
L2((0,∞),A(x)dx)

≥ ωφ − ε.

La arbitrariedad de ε nos permite concluir que

lim inf
k→∞

∥∥∆kφ
∥∥1/2k
L2((0,∞),A(x)dx)

≥ ωφ.

(ii) Sea 2 ≤ q ≤ ∞. Como se comentó en el Prólogo, la inversa de la
transformación generalizada de Fourier F viene dada por [33, pág. 91]

f(x) =

∫ ∞

0

ϕy(x)F(f)(y)
dy

|c(y)|2 ,

cuando f se encuentra, por ejemplo, en Sp. Definimos pues la transformación
F−1 por

F−1(f)(x) =

∫ ∞

0

ϕy(x) f(y)
dy

|c(y)|2 , f ∈ L1((0,∞),
dy

|c(y)|2 ).

Ya que |ϕy(x)| ≤ 1, x, y ∈ (0,∞) ([33, Lemma 3.4, (i)], F−1 es una apli-

cación continua de L1((0,∞), dy
|c(y)|2 ) en L∞((0,∞), A(x)dx). Además la iden-

tidad de Plancherel [109, Theorem 2.4] nos dice que F−1 es una isometŕıa de
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L2((0,∞), dy
|c(y)|2 ) en L2((0,∞), A(x)dx). El teorema de interpolación de Riesz—

Thorin implica entonces que F−1 puede ser extendida a Lr((0,∞), dy
|c(y)|2 ) como

un operador continuo de Lr((0,∞), dy
|c(y)|2 ) en Lr′((0,∞), A(x)dx), para cada

1 < r < ∞. Aqúı r′ como es usual representa el exponente conjugado de r, esto
es, r′ = r

r−1 , cuando 1 < r < ∞.
Pretendemos probar que

lim sup
k→∞

∥∥(∆− ρ2)kφ
∥∥1/2k
Lq((0,∞),A(x)dx)

≤ ωφ.

Nótese que esto es claro cuando ωφ = +∞. Suponemos pues, en lo que sigue,
que ωφ ∈ (0,∞) y que, por tanto, ρ = 0.

Sea k ∈ N. De (1.1) sigue que

y2kF(φ)(y) = F(∆kφ)(y), y ∈ (0,∞).

Ya que φ ∈ Sp, [33, Theorem 4.27] nos dice que F(∆kφ) ∈ L1((0,∞), dy
|c(y)|2 ).

Por tanto, podemos escribir∥∥∆kφ
∥∥
Lq((0,∞),A(x)dx)

=
∥∥F−1(y2kF(φ)(y))

∥∥
Lq((0,∞),A(x)dx)

≤ c
∥∥y2kF(φ)(y)

∥∥
Lq′ ((0,∞), dy

|c(y)|2
)

≤ c ω2k
φ ‖F(φ)‖Lq′ ((0,∞), dy

|c(y)|2
) .

Además, al ser ωφ > 0, ‖F(φ)‖Lq′ ((0,∞), dy

|c(y)|2
) ∈ (0,∞), y concluimos que

lim sup
k→∞

∥∥∆kφ
∥∥1/2k
Lq((0,∞),A(x)dx)

≤ ωφ.

(iii) Sea 1 ≤ q < 2. Supongamos que ρ = 0 y que ωφ ∈ (0,∞). Teniendo en
cuenta [33, (3.5)] podemos encontrar c > 0 y m ∈ N tales que

0 ≤ A(x) ≤ c(1 + x2)m, x ∈ (0,∞).

Además, Sp = Seven(R) y F(Seven(R)) = FSeven(R). Por tanto, en virtud del
Lema 1.1 existen c > 0 y β ∈ N para las cuales∥∥∆kφ

∥∥
Lq((0,∞),A(x)dx)

≤ c max
0≤s≤β

∥∥(1 + x2)β∆s(x2kF(φ))
∥∥
L2((0,∞),A(x)dx)

.

(1.2)
De acuerdo con las hipótesis impuestas a la función A tenemos que

A′(x)

A(x)
=

2α+ 1

x
+B(x), x ∈ (0,∞),

donde α > −1/2 y B es una función C∞ sobre (0,∞) tal que, para cada s ∈ N,
ds

dxsB es acotada sobre (0,∞).
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Por tanto, el operador ∆ puede ser escrito como sigue

∆ = − d2

dx2
− 2α+ 1

x

d

dx
−B(x)

d

dx
,

y una correcta manipulación conduce a

max
0≤s≤β

∥∥(1 + x2)β∆s(x2kF(φ))
∥∥
L2((0,∞),A(x)dx)

≤ c k2s ω2k
φ , (1.3)

siempre que k sea suficientemente grande.
De (1.2) y (1.3) se deduce que

lim sup
k→∞

∥∥∆kφ
∥∥1/2k
Lq((0,∞),A(x)dx)

≤ ωφ. (1.4)

Por otra parte, si ρ > 0 y ωφ = +∞, entonces (1.4) es obvia.
(iv) Sea 1 ≤ q ≤ ∞. Para cada k ∈ N, integrando por partes y aplicando la

desigualdad de Hölder obtenemos∫ ∞

0

∣∣(∆− ρ2)kφ(x)
∣∣2A(x)dx

=

∫ ∞

0

(∆− ρ2)kφ(x)(∆− ρ2)kφ(x)A(x)dx

=

∫ ∞

0

φ(x)(∆− ρ2)2kφ(x)A(x)dx

≤ ‖φ‖Lq′ ((0,∞),A(x)dx)

∥∥(∆− ρ2)2kφ(x)
∥∥
Lq((0,∞),A(x)dx)

.

Por tanto, de (i) y (ii) (en el caso q = 2) se sigue

ωφ = lim
k→∞

∥∥(∆− ρ2)kφ(x)
∥∥1/2k
L2((0,∞),A(x)dx)

≤ lim inf
k→∞

∥∥(∆− ρ2)2kφ(x)
∥∥1/4k
Lq((0,∞),A(x)dx)

. (1.5)

Además, para cada k ∈ N, podemos escribir∥∥(∆− ρ2)k+1φ(x)
∥∥2
L2((0,∞),A(x)dx)

≤

≤
∥∥(∆− ρ2)φ(x)

∥∥
Lq′ ((0,∞),A(x)dx)

∥∥(∆− ρ2)2k+1φ(x)
∥∥
Lq((0,∞),A(x)dx)

.

Nótese que, al ser φ 	= 0, (∆− ρ2)φ 	= 0. En efecto, si (∆− ρ2)φ = 0 entonces,
de (1.1) se deduce que y2F(φ) = 0 y la unicidad de la transformación F ([33,
Theorem 4.27]) conduce a que φ = 0.

Por tanto, usando nuevamente (i) y (ii), conseguimos

ωφ = lim
k→∞

∥∥(∆− ρ2)k+1φ(x)
∥∥1/2(k+1)

L2((0,∞),A(x)dx)

= lim
k→∞

∥∥(∆− ρ2)k+1φ(x)
∥∥1/2k+1

L2((0,∞),A(x)dx)
(1.6)

≤ lim inf
k→∞

∥∥(∆− ρ2)2k+1φ(x)
∥∥1/2(2k+1)

Lq((0,∞),A(x)dx)
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De (1.5) y (1.6) se deduce que

ωφ ≤ lim inf
k→∞

∥∥(∆− ρ2)kφ(x)
∥∥1/2k
Lq((0,∞),A(x)dx)

.

(v) Combinando los resultados anteriores concluimos que

ωφ = lim
k→∞

∥∥(∆− ρ2)kφ(x)
∥∥1/2k
Lq((0,∞),A(x)dx)

,

como queŕıamos ver.
�

Sabemos que (véase [105, Proposition 7.1, (2)], [109, (III,3)] y [33, Lemma
4.11]) la transformación de Chébli—Trimèche y la transformación F0 de Fourier
eucĺıdea sobre R se relacionan mediante la siguiente relación

Fφ = F0(Aφ), (1.7)

donde A representa la transformación de Abel definida, para cada f ∈ D∗, por

(Af)(x) =

∫ ∞

x

f(y)K(y, x)A(y)dy, x ∈ (0,∞).

Aqúı, para cada y ∈ (0,∞), K(y, ·) es una función continua, par, no negativa
que está soportada en [−y, y] y que permite dar la siguiente representación para
la función ϕy

ϕy(x) =

∫ x

0

K(x, t) cos(yt)dt, x ∈ (0,∞) e y ∈ C.

([105, Théorème 4.1], [109, (I.2)] y [33, pág. 92]).

Proposición 1.3 Sea φ = F(Φ), donde Φ ∈ D∗ = ∪a>0Da,∗. Entonces, para
cada 1 ≤ q ≤ ∞, se tiene que

lim
k→∞

∥∥∥∥ dk

dxk
φ

∥∥∥∥1/k
Lq((0,∞),dx)

= σφ,

donde σφ = sup{y ∈ (0,∞) : y ∈ sopΦ}, cuando φ 	= 0, y σφ = 0, cuando
φ = 0.

Demostración.

En virtud de [33, Lemma 4.10] y [109, Theorem III.1, (iii)], Φ ∈ Da,∗, para
cierto a > 0, si, y sólo si, AΦ ∈ Da,∗.

Puede deducirse entonces de [6, Theorem 1], teniendo en cuenta (1.7), que

σφ = lim
k→∞

∥∥∥∥ dk

dxk
φ

∥∥∥∥1/k
Lq((0,∞),dx)

, (1.8)
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donde σφ es definido como en el enunciado de la proposición. En efecto, de (1.7)
se sigue que:

AF−1(φ) = F−1
0 (φ).

Por tanto [6, Theorem 1] implica que

sup{|y| : y ∈ sopA(Φ)} = lim
k→∞

∥∥∥∥ dk

dxk
φ

∥∥∥∥1/k
Lq((0,∞),dx)

.

Luego, a tenor de [33, Lemma 4.10], concluimos que (1.8) es cierto.
�

1.3 Teoremas de tipo Paley—Wiener para la trans-

formación de Chébli—Trimèche en espacios

Lp con pesos.

Para cada σ > 0 denotamos por Eσ el espacio de las funciones Φ enteras, pares
y tales que, para cada ε > 0, existe cε > 0 para la cual

|Φ(z)| ≤ cεe
(σ+ε)|z|, z ∈ C.

Inspirados en los trabajos de T.G. Genchev ([58] y [59]) describimos subespacios
de Eσ constituidos por funciones que son transformadas de funciones de soporte
contenido en [0, σ], mediante la transformación de Chébli—Trimèche.

Proposición 1.4 Sean σ > 0 y Φ ∈ Eσ. Supongamos que
∫∞
0

|Φ(x)|x2α+1dx <
∞. Entonces existe una función φ continua y acotada en (0,∞) tal que F(φ) =
Φ y siendo φ(x) = 0, x ≥ σ.

Demostración.

De [58, Lemma 3] se deduce que Φ es una función acotada en R. Entonces
[58, Lemma 1] implica que existe M > 0 tal que

|Φ(z)| ≤ Meσ|Im z|, z ∈ C. (1.9)

Para cada n ∈ N elegimos una función ψn ∈ D∗ tal que
(i) ψn(x) = 0, x /∈ ( 1

n+1 ,
1
n),

(ii) ψn(x) ≥ 0, x ∈ (0,∞), y
(iii)
∫∞
o

ψn(x)A(x)dx = 1.
Veamos ahora que F(ψn)(y) →n→∞ 1, uniformemente en y ∈ (0, Y ), para

cada Y > 0. A tenor de la propiedad (iii) podemos escribir.

F(ψn)(y)− 1 =

∫ ∞

0

ϕy(x)ψn(x)A(x)dx−
∫ ∞

0

ψn(x)A(x)dx

=

∫ 1/n

1/n+1

(ϕy(x)− 1)ψn(x)A(x)dx, y ∈ (0,∞) y n ∈ N.
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La función ϕy(x) es continua en {(x, y) : x ∈ [0,∞)×C} y ϕy(0) = 1, y ∈ C.
Por tanto, fijados ε, γ > 0, existe δ > 0 tal que

|ϕy(x)− 1| < ε, x ∈ (0, δ) e y ∈ [0, γ].

Luego, para cierto n0 ∈ N se tiene que

|F(ψn)(y)− 1| < ε

∫ 1/n

1/n+1

ψn(x)A(x)dx = ε, n ≥ n0, n ∈ N e y ∈ [0, γ].

Definimos, para cada n ∈ N, φn = F−1(ΦF(ψn)). De (1.9) se sigue, en
virtud de [105, Théorème 7.2], ΦF(ψn) ∈ H∗,σ+ 1

n
y, por tanto, φn ∈ D∗,σ+ 1

n
,

para cada n ∈ N. Asimismo consideramos la función

φ(x) =

∫ ∞

0

ϕy(x)Φ(y)
dy

|c(y)|2 , x ∈ (0,∞).

De este modo, ya que 1
|c(y)|2 ∼ y2α+1, cuando y → ∞ ([109, pág. 99]), y que

|ϕy(x)| ≤ 1, y, x ∈ (0,∞) ([33, Lemma 3.4, (i)]), φ es una función continua,
par y acotada en R.

Tenemos que, para cada n ∈ N,

|ϕy(x)Φ(y)(F(ψn)(y)− 1)| 1

|c(y)|2 ≤ c

{
|Φ(y)|, y ∈ (0, 1)
|Φ(y)| y2α+1, y ∈ (1,∞)

,

x ∈ (0,∞).

Por tanto, aplicando el teorema de la convergencia dominada conduce a

lim
n→∞

φn(x) = φ(x), x ∈ (0,∞).

Además, ya que φn(x) = 0, x ≥ σ + 1
n , n ∈ N, concluimos que φ(x) =

0, x ≥ σ.
Finalmente, observamos que, para cada y ∈ (0,∞),

Φ(y) = lim
n→∞

Φ(y)F(ψn)(y) = lim
n→∞

F(φn)(y) =

= lim
n→∞

∫ σ+1

0

φn(x)ϕy(x)A(x)dx =

∫ σ

0

φ(x)ϕy(x)A(x)dx = F(φ)(y).

El intercambio del ĺımite y la integral está garantizado de nuevo por el
teorema de la convergencia dominada.

�

Sea u ∈ L1
loc(0,∞) una función medible no negativa sobre (0,∞) y 1 ≤ p ≤

∞. El espacio Lp(u) de Lebesgue está constituido por las funciones f medibles
sobre (0,∞) tales que

‖f‖p,u =

{∫ ∞

0

u(x)|f(x)|pdx
}1/p

< ∞, cuando 1 ≤ p < ∞,
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y, si p = ∞,

‖f‖∞,u = sup esenu|f | = inf

{
ε > 0 :

∫
{x∈(0,∞): |f(x)|>ε}

u(x)dx = 0

}
< ∞.

Cuando u = 1 escribimos, como es usual, Lp,u y ‖ ‖p,u, Lp y ‖ ‖p, respectiva-
mente. No es dif́ıcil ver que L∞,u = L∞, para cada función u en las condiciones
especificadas.

Sean u, v ∈ L1
loc(0,∞) funciones medibles no negativas sobre (0,∞) y 1 ≤

p, q ≤ ∞. Decimos que el par (u, v) ∈ Fp,q cuando la transformación inversa de
Chébli—Trimèche F−1 definida por

F−1(f)(x) =

∫ ∞

0

ϕy(x)f(y)
dy

|c(y)|2 , x ∈ (0,∞),

para cada f ∈ L1((0,∞), dy
|c(y)|2 ), puede ser extendida a Lp(u) como una apli-

cación continua de Lp(u) en Lq(v). A tenor de lo comentado en el apartado (ii)
de la prueba de la Proposición 1.2 el par ( 1

|c(y)|2 , A(y)) está en Fp,p′ , para cada

p ∈ [1, 2].
En la siguiente proposición presentamos un teorema tipo Paley—Wiener en

espacios de Lebesgue pesados.

Proposición 1.5 Sean σ > 0, 1 ≤ p, q ≤ ∞ y (u, v) ∈ Fp,q de manera que
(i) existan c,N > 0 tales que u(x) ≥ c, x ∈ (N,∞), y
(ii) v1−q′ ∈ L1((0, σ + 1), dx).
Supongamos que Φ ∈ Eσ ∩ Lp,u. Entonces existe φ ∈ Lq,v tal que φ(x) = 0,

para casi todo x ≥ σ y F(φ) = Φ.

Demostración

Consideramos, para cada n ∈ N, una función ψn como en la prueba de la
Proposición 1.4.

Sabemos que ΦF(ψn) ∈ Eσ+ 1
n
, para cada n ∈ N.

Supongamos que 1 < p, q < ∞. En los otros casos se procede análogamente.
Sea n ∈ N.
Ya que, para ciertas c,N > 0 se tiene que u(x) ≥ c, x ∈ (N,∞), podemos

escribir que ∫ ∞

N

y2α+1 |F(ψn)(y)Φ(y)| dy

≤
{∫ ∞

N

y(2α+1)p′ |F(ψn)(y)|p
′

dy

}1/p′ {∫ ∞

N

|Φ(y)|p dy
}1/p

≤ 1

c

{∫ ∞

0

y(2α+1)p′ |F(ψn)(y)|p
′

dy

}1/p′ {∫ ∞

0

u(y) |Φ(y)|p dy
}1/p

< ∞

Hemos tenido en cuenta que F(ψn) ∈ H∗.
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Por tanto ∫ ∞

0

y2α+1 |F(ψn)(y)Φ(y)| dy < ∞. (1.10)

Atendiendo a la Proposición 1.4, F(φn) = F(ψn)Φ, para una cierta función
φn continua y acotada en (0,∞) tal que φn(x) = 0, x ≥ σ + 1

n .
Al ser 1

|c(y)|2 ∼ y2α+1, cuando y → ∞ ([109, pág. 99]), (1.10) implica

que F(φn) ∈ L1((0,∞), dy
|c(y)|2 ). Además φn ∈ L1((0,∞), A(x)dx), y de [109,

Theorem II.3] se sigue que

φn(x) =

∫ ∞

0

ϕy(x)F(ψn)(y)Φ(y)
dy

|c(y)|2 , x ∈ (0,∞).

Podemos escribir, ya que (u, v) ∈ Fp,q,

‖φn − φm‖q,v ≤ c‖(F(ψn)−F(ψm))Φ‖p,u, n,m ∈ N. (1.11)

Por otra parte, para cada n ∈ N,

|F(ψn)(y)| ≤
∫ ∞

0

ψn(x)A(x)dx = 1, y ∈ (0,∞).

Sea ε > 0. Ya que Φ ∈ Lp,u, existe δ > 0 tal que∫ ∞

δ

|F(ψn)(y)−F(ψm)(y)|p |Φ(y)|p u(y)dy < ε, n,m ∈ N.

Además, como establecimos durante la prueba de la proposición anterior,
F(ψn) → 1 cuando n → ∞, uniformemente en (0, Y ), para cada Y > 0. Luego,
existe n0 ∈ N, tal que∫ δ

0

|F(ψn)(y)−F(ψm)(y)|p |Φ(y)|p u(y)dy < ε, n,m ≥ n0.

Concluimos pues que la sucesión (F(ψn)Φ)n∈N es de Cauchy en Lp,u. De
(1.11) se infiere entonces que (φn)n∈N es una sucesión de Cauchy en Lq(v).
Al ser Lq(v) un espacio completo, existe φ ∈ Lq(v) para la cual φn → φ,
cuando n → ∞, en Lq(v). Por tanto, para una cierta subsucesión (φnj

)j∈N de
(φn)n∈N, φnj

(x) → φ(x), cuando j → ∞, para casi todo x ∈ (0,∞). Ya que
φnj

(x) = 0, x ≥ σ+ 1
nj
, para cada j ∈ N, tenemos que φ(x) = 0, para casi todo

x ≥ σ.
Finalmente, observamos que

Φ(y) = lim
n→∞

Φ(y)F(ψn)(y) = lim
n→∞

∫ σ+1

0

φn(x)ϕy(x)A(x)dx

=

∫ σ+1

0

φ(x)ϕy(x)A(x)dx, y ∈ (0,∞)
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Para probar esta última igualdad aplicamos la desigualdad de Hölder como
sigue:∣∣∣∣
∫ σ+1

0

(φn(x)− φ(x))ϕy(x)A(x)dx

∣∣∣∣ ≤
∫ σ+1

0

|φn(x)− φ(x)| |ϕy(x)|A(x)dx

≤
{∫ σ+1

0

|φn(x)− φ(x)|q v(x)dx
}1/q {∫ σ+1

0

v(x)1−q′ |ϕy(x)|q
′

A(x)q
′

dx

}1/q′

≤ c

{∫ σ+1

0

v(x)1−q′dx

}1/q′

‖φn − φ‖q,v , n ∈ N, y ∈ (0,∞).

Hemos tenido en cuenta que |ϕy(x)| ≤ 1, x, y ∈ (0,∞) ([33, Lemma 3.4, (i)])

y queA(x) ≤ A(σ+1), x ∈ (0, σ+1). Por tanto, ya que v1−q′ ∈ L1((0, σ+1), dx),
concluimos que

lim
n→∞

∫ σ+1

0

φn(x)ϕy(x)A(x)dx =

∫ σ+1

0

φ(x)ϕy(x)A(x)dx, y ∈ (0,∞).

�

Una consecuencia inmediata de la proposición anterior es la propiedad que
sigue.

Corolario 1.6 Sean σ > 0 y 1 ≤ p ≤ 2. Si Φ ∈ Eσ ∩ Lp((0,∞), dy
|c(y)|2 ),

entonces existe φ ∈ Lp′((0,∞), A(x)dx) tal que φ(x) = 0, para casi todo x ∈
(σ,∞), y siendo Φ = F(φ), siempre que

∫ σ+1

0
A(x)1−pdx < ∞.

Demostración.

Como ya fue comentado, F−1 puede ser extendida a Lp((0,∞), dy
|c(y)|2 ) como

un operador acotado de Lp((0,∞), dy
|c(y)|2 ) en Lp′((0,∞), A(x)dx). Además, se

tiene que 1
|c(y)|2 ∼ y2α+1, cuando y → ∞ ([109, pág. 99]). Por tanto, existen

c,N > 0 tales que 1
|c(y)|2 ≥ c, y ≥ N . Basta ahora recurrir a la Proposición 1.5.

�
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Caṕıtulo 2

Hiperciclicidad y caos para

operadores de convolución

en hipergrupos de

Chébli—Trimèche.

2.1 Introducción.

En este caṕıtulo estudiamos la hiperciclicidad y el caos para operadores de
convolución en hipergrupos de Chébli—Trimèche.

G. Herzog [69] probó una propiedad de universalidad para las soluciones de
la ecuación del calor. Este autor introdujo, para cada β > 0, el espacio Aβ

constituido por las funciones reales y continuas φ definidas sobre R tales que

lim
|x|→∞

e−β|x|φ(x) = 0.

Fijamos β > 0. Definimos, para cada t > 0 y φ ∈ Aβ, τ∗t φ por

(τ∗t φ)(x) =
1

2
√
πt

∫ +∞

−∞

e−
(x−s)2

4t φ(s)ds, x ∈ R.

Nótese que, para cada t > 0, τ∗t es un operador de convolución usual. En
[69, Theorem 1.1] se estableció que el conjunto

Uβ =
{
φ ∈ Aβ : {τ∗nφ : n ∈ N} = C(R,R)

}
es un conjunto residual de Aβ , esto es, Aβ \ Uβ es de primera categoŕıa en Aβ .
Por C(R,R) denotamos el espacio de las funciones reales y continuas sobre R, el
cual es dotado de la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre cada compacto
de R.

37
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En la sección 2 de este caṕıtulo probamos, para ciertos operadores de con-
volución de Chébli—Trimèche, el resultado correspondiente al mostrado en [69,
Theorem 1.1]. Nuestro resultado puede verse como una extensión del establecido
en [19] para los operadores de convolución de Hankel.

La sección 3 se dedica al estudio de la hiperciclicidad y el caos de los opera-
dores de convolución de Chébli—Trimèche definidos por elementos de E′

∗ sobre
D′

∗ y E∗. Concretamente, motivados por los resultados mostrados en [34] y [61],
probamos que si un elemento de E′

∗ no es un múltiplo escalar de la funcional de
Dirac, entonces define un operador de convolución hiperćıclico y caótico sobre
D′

∗ y E∗.

2.2 Una propiedad de universalidad para ciertos

operadores de convolución �.

Como en [19], consideramos el conjunto A que está formado por las funciones
h definidas en [0,∞) que son positivas, decrecientes, continuas en [0,∞) y que
satisfacen la desigualdad que sigue

h(x+ y) ≥ c h(x)h(y), x, y ∈ [0,∞), (2.1)

donde c es una constante positiva que no depende de x, y ∈ [0,∞).
Si h ∈ A, representamos por Eh el espacio de funciones constituido por

aquellas f continuas sobre [0,∞) tales que limx→∞ h(x)f(x) = 0. Sobre Eh se
define la norma ‖ · ‖h mediante

‖f‖h = sup
x∈[0,∞)

h(x)|f(x)|.

Proposición 2.1 Sea h ∈ A. Eh es un espacio de Banach separable.

Demostración.

Probamos en primer lugar que Eh es un espacio separable.
Denotamos por P el espacio de polinomios en R con coeficientes racionales.
Sea n ∈ N. Definimos el conjunto Qn como sigue. Una función g está en

Qn cuando toma la forma siguiente

g(x) =




p(x), x ∈ [0, n]
p(n)(n+ 1− x), x ∈ [n, n+ 1)
0, x ∈ [n+ 1,∞)

(2.2)

para algún p ∈ P . Es claro que Qn es numerable por serlo P . Llamamos Q a la
unión ∪∞

n=1Qn. De este modo Q es numerable y está contenido en Eh.
Vamos a ver ahora que Q es denso en Eh. Sean f ∈ Eh y ε > 0. Ya que

limx→∞ h(x)f(x) = 0, existe n > 0 tal que |h(x)f(x)| < ε, x ≥ n. Elegimos
p ∈ P de manera que |f(x) − p(x)| < ε, x ∈ [0, n]. Definimos la función g
asociada a p por (2.2). Tenemos que



2.2. Una propiedad de universalidad. 39

• Si x ∈ [0, n] : |h(x)(f(x)− g(x))| ≤ h(x)|f(x)− p(x)| ≤ εh(0).

• Si x ∈ [n, n + 1) : |h(x)(f(x) − g(x))| ≤ |h(x)f(x)| + h(x)|g(x)| < ε +
h(n)|p(n)| ≤ ε+ h(1)|p(n)− f(n)|+ h(n)|f(n)| ≤ (2 + h(1))ε.

• Si x ∈ [n+ 1,∞) : |h(x)(f(x)− g(x))| ≤ |h(x)f(x)| < ε.

Por tanto, para una cierta c > 0 que no depende de ε, conseguimos que

sup
x∈[0,∞)

|h(x)(f(x)− g(x))| ≤ c ε.

Concluimos aśı que Q es denso en Eh y que Eh es separable.

Utilizando argumentos usuales podemos probar que Eh es un espacio de
Banach.

�

Sean 0 < p ≤ 2 y φ ∈ Sp. Definimos Tφ como el operador de convolución
asociado a φ, esto es,

Tφ(f) = φ�f, f ∈ Eh.

Para cada n ∈ N, el operador Tφ,n es dado por

Tφ,n(f) = φn�f, f ∈ Eh,

donde φn =

n︷ ︸︸ ︷
φ�...�φ. Nótese que, atendiendo a [33, Lemma 5.2, (i)], φn ∈ Sp y,

entonces, Tφ,n = Tφ�n , n ∈ N.

A continuación presentamos nuestro resultado de universalidad para el ope-
rador de convolución Tφ.

Proposición 2.2 Sean φ ∈ S1 y h ∈ A. Supongamos que se verifican las
siguientes condiciones:

(i) φ/h ∈ L1((0,∞), A(x)dx);

(ii) F(φ)(iρ) = 1 y |F(φ)(x)| < 1, para casi todo x ∈ (0,∞);

(iii) h(x) cosh(x) es una función acotada en [0,∞);

(iv) la función F (z) =
∑∞

n=0 δnz
n es holomorfa en D(0, r), donde r > 1 y

δn =
∫∞
0

bn(x)φ(x)A(x)dx, n ∈ N.

Entonces el conjunto

Uφ =
{
f ∈ Eh : {Tφ,n(f) : n ∈ N} = C([0,∞))

}
es un conjunto residual en Eh, donde C([0,∞)) representa el espacio de las
funciones continuas en [0,∞) dotado de la topoloǵıa de la convergencia uniforme
sobre [0, a], para cada a > 0.

Demostración.
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El operador Tφ es acotado de Eh en C([0,∞)). En efecto, sea f ∈ Eh.
Sabemos que, para cada x, y ∈ (0,∞), D(x, y, z)A(z)dz es una medida de pro-
babilidad sobre [0,∞) soportada en [|x− y|, |x+ y|] ([38, pág. 453] y [33, pág.
90]). Por tanto, podemos escribir

|(τxf)(y)| ≤
∫ x+y

|x−y|

|f(z)|D(x, y, z)A(z)dz ≤ ‖f‖h
∫ x+y

|x−y|

1

h(z)
D(x, y, z)A(z)dz

≤ 1

h(x+ y)
‖f‖h ≤ c

‖f‖h
h(x)h(y)

, x, y ∈ [0,∞).

Se sigue entonces que

|Tφ(f)(x)| ≤
∫ ∞

0

|φ(y)| |(τxf)(y)|A(y)dy

≤ c ‖f‖h
1

h(x)

∫ ∞

0

|φ(y)|
h(y)

A(y)dy, x ∈ (0,∞).

Atendiendo ahora a (i) obtenemos, para cada a > 0,

sup
x∈[0,a]

|Tφ(f)(x)| ≤ c‖f‖h,

siendo c > 0 independiente de f .
Observamos que para que Tφ sea acotado de Eh en C([0,∞)) es suficiente

con que se verifique la propiedad (i).
Probaremos a continuación que Tφ,n es acotado de Eh en C([0,∞)), para

cada n ∈ N. De acuerdo con lo comentado, basta ver que, para cada n ∈ N,
φn/h ∈ L1((0,∞), A(x)dx).

Tratemos el caso n = 2. A tenor de las propiedades ya comentadas para la
medida D(x, y, z)A(z)dz, x, y ∈ [0,∞), y ya que la función h es decreciente, se
tiene ∫ ∞

0

|(φ�φ)(x)|
h(x)

A(x)dx

≤
∫ ∞

0

∫ ∞

0

A(y)|φ(y)|
∫ x+y

|x−y|

|φ(z)|D(x, y, z)A(z)dzdy
A(x)

h(x)
dx

≤
∫ ∞

0

∫ ∞

0

A(y) |φ(y)| h(|x− y|) τx(|φ/h|)(y) dy
A(x)

h(x)
dx.

Además, si 0 ≤ x ≤ y < ∞, h(y) = h(y − x + x) ≥ c h(y − x)h(x). Por
tanto, ∫ ∞

0

|φ(y)| h(|x− y|) τx(|φ/h|)(y) A(y)dy

=

(∫ x

0

+

∫ ∞

x

)
|φ(y)| h(|x− y|) τx(|φ/h|)(y) A(y)dy
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≤ c

(
h(x)

∫ x

0

|φ(y)|
h(y)

τx(|φ/h|)(y) A(y)dy

+h(x)

∫ ∞

x

|φ(y)|
h(y)

τx(|φ/h|)(y) A(y)dy
)

≤ c h(x)

(
φ

h
�
φ

h

)
(x), x ∈ (0,∞).

De aqúı se deduce que∫ ∞

0

|(φ�φ)(x)|
h(x)

A(x)dx ≤ c

∥∥∥∥φh�φh
∥∥∥∥
L1((0,∞),A(x)dx)

.

En virtud de [109, (II.14)] y [33, Theorem 2.4, (iii)], concluimos que

(φ�φ)

h
∈ L1((0,∞), A(x)dx).

De un modo análogo puede probarse que si φn/h ∈ L1((0,∞), A(x)dx),
para cierto n ∈ N, entonces φ(n+1)/h ∈ L1((0,∞), A(x)dx). Por tanto un
argumento inductivo nos da que φn/h ∈ L1((0,∞), A(x)dx), para cada n ∈ N.

Denotamos por E0
h el subespacio de Eh constituido por las funciones f ∈ Eh

verificando que f(x) = 0, x ≥ a, para algún a > 0. Como puede comprobarse
sin dificultad E0

h es denso en Eh.
Nuestro próximo objetivo es ver que, para cada f ∈ E0

h,

lim
n→∞

Tφ,n(f)(x) = 0,

uniformemente en x ∈ (0,∞).
Sea f ∈ E0

h. De [33, Theorem 2.4,(ii)] y [109, Theorem 2.3] se sigue que

Tφ,n(f)(x) =

∫ ∞

0

F(f)(y) (F(φ)(y))n ϕy(x)
dy

|c(y)|2 , x ∈ (0,∞), n ∈ N.

Sabemos que 1
|c(y)|2 ∼ y2α+1, cuando y → ∞ [109, pág. 99]. Elegimos l ∈ N

tal que l > α+1. En virtud de [33, Theorem 4.27] (1+y2)lF(φ)(y) → 0, cuando
y → ∞. Existe entonces y0 > 0 verificando que (1 + y2)l|F(φ)(y)| < 1

2 , y > y0.
Por tanto, ya que f ∈ E0

h y que |ϕy(x)| ≤ 1, y, x ∈ [0,∞) [33, Lemma 3.4, (i)]
obtenemos ∣∣∣∣

∫ ∞

y0

F(f)(y) (F(φ)(y))n ϕy(x)
dy

|c(y)|2

∣∣∣∣
≤ c

∫ ∞

y0

(
(1 + y2)l |F(φ)(y)|

)n y2α+1

(1 + y2)l
dy

≤ c

(
1

2

)n ∫ ∞

0

y2α+1

(1 + y2)l
dy, x ∈ (0,∞). (2.3)
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Por otra parte, podemos también escribir que∣∣∣∣
∫ y0

0

F(f)(y) (F(φ)(y))n ϕy(x)
dy

|c(y)|2

∣∣∣∣ ≤ c

∫ y0

0

|F(φ)(y)|n dy, x ∈ (0,∞).

(2.4)
Combinando (2.3) y (2.4) y recurriendo al teorema de la convergencia domi-

nada, se sigue que

lim
n→∞

Tφ,n(f)(x) = 0, uniformemente en x ∈ (0,∞).

Hemos tenido en cuenta que |F(φ)(y)| < 1, para casi todo y ∈ (0,∞)
(propiedad (ii) en el enunciado).

De este modo hemos probado que el conjunto{
f ∈ Eh : lim

n→∞
Tφ,nf existe en C[0,∞)

}
es denso en Eh.

Por tanto, de acuerdo con [65, Proposition 6], nuestro resultado queda
probado cuando veamos que el conjunto Uφ definido por

Uφ =
{
f ∈ Eh : {Tφ,n(f) : n ∈ N} = C([0,∞))

}
,

no es vaćıo.
Definimos ahora el espacio de Banach Fh como sigue. Decimos que una

función f está en el conjunto F cuando admite la forma

f(x) =
∞∑

n=0

bn(x)an, x ∈ [0,∞), (2.5)

donde (an)n∈N ∈ c0. Denotamos por c0 al espacio de las sucesiones reales
convergentes a 0.

Podemos observar que la serie en (2.5) converge para cada x ∈ (0,∞), ya

que 0 ≤ bn(x) ≤ x2n

(2n)! , x ∈ R ([48, Corollary 2.1]). Además (6) garantiza la

unicidad de la representación (2.5) para f .
Sobre F definimos la norma ph como sigue

ph(f) = sup
p∈N, x∈(0,∞)

h(x)|∆pf(x)|, f ∈ F.

Si f ∈ F, ph(f) < ∞. En efecto, sea f ∈ F definida por

f(x) =
∞∑

n=0

bn(x)an, x ∈ (0,∞),

siendo (an)n∈N ∈ c0. Teniendo en cuenta (5), (6), (7), (8) y la propiedad (iii),
existe una constante C de manera que

h(x)|∆pf(x)| ≤ c h(x)
∞∑

n=p

bn−p(x) ≤ c h(x)
∞∑

n=0

x2n

(2n)!
≤ c h(x) cosh(x) < C,
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para cada x ∈ (0,∞) y p ∈ N. Luego, supp∈N,x∈(0,∞) h(x)|∆pf(x)| < ∞.
Representamos por Fh el espacio F cuando es dotado de la topoloǵıa asociada

a la norma ph.
Sobre c0 consideramos su norma usual, esto es, la generada por la norma

‖ · ‖∞ dada por

‖(an)n∈N‖∞ = sup
n∈N

|an|, (an)n∈N ∈ c0.

Probaremos ahora que la aplicación L definida por

L((an)n∈N)(x) =
∞∑

n=0

anbn(x), x ∈ (0,∞),

es un homeomorfismo de c0 sobre Fh.
Sea (an)n∈N ∈ c0. Recurriendo de nuevo a las propiedades de bn, n ∈ N,

conseguimos

ph(L((an)n∈N)) = sup
p∈N,x∈(0,∞)

h(x)

∣∣∣∣∣
∞∑

n=p

bn−p(x)an

∣∣∣∣∣
≤ ‖(an)n∈N‖∞ sup

x∈(0,∞)

h(x) cosh(x).

Por tanto L es una aplicación continua de c0 en Fh.
El carácter inyectivo de la aplicación L sigue de (6).
Sea ahora f ∈ F . Supongamos que f = L((an)n∈N), donde (an)n∈N ∈ c0.
Entonces, de (6), para cada n ∈ N, an = (−1)n∆nf(0). Podemos pues

escribir

‖(an)n∈N‖∞ = sup
n∈N

|an| = sup
n∈N

|∆nf(0)| ≤ 1

h(0)
ph(f).

Probamos aśı que L−1, la inversa de L, es continua.
Ya que c0 es un espacio de Banach separable, también lo es Fh.
El espacio F está contenido en Eh. En efecto, sea f ∈ F admitiendo la

representación

f(x) =
∞∑

n=0

anbn(x), x ∈ [0,∞),

donde (an)n∈N ∈ c0. Fijamos ε > 0. Existe n0 ∈ N tal que |an| < ε, n > n0.
De (7) y teniendo en cuenta la propiedad (iii) se sigue∣∣∣∣∣h(x)

∞∑
n=n0+1

anbn(x)

∣∣∣∣∣ ≤ εh(x)
∞∑

n=n0+1

bn(x) ≤ εh(x) cosh(x) ≤ c ε, x ∈ (0,∞).

(2.6)
Recurriendo de nuevo a (iii), obtenemos que limx→∞ h(x)x2n = 0, para cada

n ∈ N. Ciertamente, si n ∈ N,

h(x)x2(n+1) = h(x)
x2(n+1)

(2(n+ 1))!
(2(n+ 1))!
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≤ h(x) coshx (2(n+ 1))! ≤ c (2(n+ 1))!, x ∈ (0,∞).

Por tanto, para cierto x0 > 0, se tiene∣∣∣∣∣h(x)
n0∑
n=0

anbn(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖(an)n∈N‖∞
n0∑
n=0

h(x)x2n

(2n)!
< ε, x ≥ x0. (2.7)

La arbitrariedad de ε permite concluir de (2.6) y (2.7) que limx→∞ h(x)f(x) =
0. Vemos aśı que f ∈ Eh.

Además, el espacio F es denso en C([0,∞)). Para ver esto es suficiente
probar que, para cada k ∈ N, pk(z) = z2k, z ∈ [0,∞), está en la clausura en
C([0, a)) del espacio vectorial generado por {bn}n∈N, cuando a > 0. Esto es aśı
ya que el espacio de los polinomios reales en z2 es denso en C([0,∞)).

Sean k ∈ N y a > 0. Definimos una función qk C∞ sobre R tal que
qk(x) = 0, |x| > a + 1, y qk(x) = pk(x), |x| < a. De este modo qk ∈ D∗.
Por tanto, [105, Théorème 7.1] implica que F(qk) ∈ H∗ ⊂ L1((0,∞), dy

|c(y)|2 ) y
que

qk(x) =

∫ ∞

0

ϕy(x)F(qk)(y)
dy

|c(y)|2 , x ∈ [0,∞).

Sea ε > 0. En virtud de [33, Lemma 3.4] existe y0 > 0 de manera que∣∣∣∣
∫ ∞

y0

ϕy(x)F(qk)(y)
dy

|c(y)|2

∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

y0

|F(qk)(y)|
dy

|c(y)|2 < ε, x ∈ [0,∞).

Por otra parte, al ser la función ϕy(x)F(qk)(y)/|c(y)|2 uniformemente con-
tinua en {(x, y) : x ∈ [0, a]× [0, y0]}, podemos escribir∫ y0

0

ϕy(x)F(qk)(y)
dy

|c(y)|2 = lim
n→∞

y0
n

n∑
j=1

ϕ y0j

n

(x) F(qk)

(
y0j

n

) ∣∣∣∣c
(
y0j

n

)∣∣∣∣−2

,

donde el ĺımite es uniforme en x ∈ [0, a]. Luego, existe n0 ∈ N, tal que∣∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

ϕy(x)F(qk)(y)
dy

|c(y)|2 − y0
n

n∑
j=1

ϕ y0j

n

(x) F(qk)

(
y0j

n

) ∣∣∣∣c
(
y0j

n

)∣∣∣∣−2
∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣
∫ y0

0

ϕy(x)F(qk)(y)
dy

|c(y)|2 − y0
n

n∑
j=1

ϕ y0j

n

(x) F(qk)

(
y0j

n

) ∣∣∣∣c
(
y0j

n

)∣∣∣∣−2
∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ ∞

y0

ϕy(x)F(qk)(y)
dy

|c(y)|2

∣∣∣∣ < 2ε, n ≥ n0, x ∈ [0, a].

En otras palabras,

sup
x∈[0,a]

∣∣∣∣∣∣pk(x)− y0
n

n∑
j=1

ϕ y0j

n

(x) F(qk)

(
y0j

n

) ∣∣∣∣c
(
y0j

n

)∣∣∣∣−2
∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ε, n ≥ n0.
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De este modo probamos que pk está en la clausura en C([0, a]) del espacio
vectorial generado por {ϕy}y∈(0,∞).

Además, de (4) tenemos que, para cada y ∈ (0,∞),

ϕy(x) =
∞∑

n=0

(−1)nbn(x)(y
2 + ρ2)n, x ∈ R,

donde la serie converge uniformemente en [0, a]. Por tanto, para cada y > 0, ϕy

pertenece a la clausura en C([0, a]) del espacio vectorial generado por {bn}n∈N.
Concluimos que pk está en la clausura en C([0, a]) del espacio vectorial ge-

nerado por {bn}n∈N.
Nuestro próximo objetivo es ver que, para cada f ∈ F ,

Tφ(f) = Kφ(f),

donde

Kφ(f) =
∞∑
n=0

(−1)n δn ∆nf(x), x ∈ (0,∞),

y δn = δn(φ) =
∫∞
0

bn(y)φ(y)A(y)dy, para cada n ∈ N. Nótese que de (7) y [33,
(3.5)] se deduce que, para cada n ∈ N, la integral que define δn es absolutamente
convergente. En efecto, si n ∈ N, para cierto β > 0, se tiene que∫ ∞

0

|bn(y)φ(y)|A(y)dy ≤ c

∫ ∞

0

yβ |φ(y)| e2ρydy < ∞,

al ser φ ∈ S1. Señalamos también que por hipótesis (propiedad (iv)) resulta que∑∞
n=1 |δn| < ∞.
Supongamos que f(x) =

∑p
n=0 anbn(x), x ∈ [0,∞), donde p ∈ N y an ∈

R, n = 0, 1, ..., p. Es claro que f ∈ F .
Teniendo en cuenta [103, Théorème 4], podemos escribir

Tφ(f)(x) = (φ�f)(x)

=

∫ ∞

0

φ(y)(τxf)(y)A(y)dy

=

∫ ∞

0

φ(y)

p∑
k=0

(−1)k bk(x) ∆
kf(y) A(y)dy

=

p∑
k=0

bk(x)

∫ ∞

0

φ(y) (−1)k
p∑

n=0

an ∆kbn(y) A(y) dy

=

p∑
k=0

bk(x)

p∑
n=k

an

∫ ∞

0

φ(y) bn−k(y) A(y) dy

=

p∑
k=0

bk(x)

p∑
n=k

an δn−k, x ∈ (0,∞).
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Además, se tiene

Kφ(f)(x) =
∞∑

n=0

(−1)n δn ∆nf(x) =
∞∑

n=0

(−1)n δn

p∑
k=0

ak ∆nbk(x)

=

p∑
n=0

δn

p∑
k=n

ak bk−n(x) =

p∑
k=0

bk(x)

p∑
n=k

an δn−k, x ∈ (0,∞).

Por tanto Kφ(f) = Tφ(f).
Definimos ahora el conjunto H como sigue

H =

{
f ∈ F : f =

p∑
n=0

an bn, donde p ∈ N y an ∈ R, n = 0, 1, ..., p

}
.

H es un subespacio denso de Fh. En efecto, sea f ∈ F con la representación
f(x) =

∑∞
n=0 anbn(x), x ∈ [0,∞), para cierto (an)n∈N ∈ c0. Teniendo presente

las propiedades de bn, n ∈ N, y considerando b−n = 0, n ∈ N, sigue

sup
p∈N, x∈(0,∞)

h(x)

∣∣∣∣∣∆p

(
∞∑

n=k

bn(x)an

)∣∣∣∣∣ ≤ sup
n≥k

|an| sup
p∈N, x∈(0,∞)

h(x)
∞∑

n=k

bn−p(x)

≤ sup
n≥k

|an| sup
x∈(0,∞)

h(x) coshx, k ∈ N.

Ya que (an)n∈N ∈ c0, de la propiedad (iii) se infiere que

lim
k→∞

k∑
n=0

an bn(x) = f(x),

en el sentido de la convergencia en Fh.
De acuerdo con lo probado hasta ahora, para mostrar que Kφ = Tφ sobre

F , es suficiente ver que Kφ es una aplicación continua de Fh en C([0,∞)).
Sea a > 0. Podemos escribir

|Kφ(f)(x)| ≤
∞∑

n=0

|δn||∆nf(x)|

≤
∞∑

n=0

|δn|
1

h(x)
sup

p∈N, x∈(0,∞)

h(x)|∆pf(x)|

≤ 1

h(a)

∞∑
n=0

|δn|ph(f), x ∈ [0, a].

Concluimos pues que Kφ es continua de Fh en C([0,∞)).
De este modo queda probado que Tφ = Kφ sobre F .
Supongamos que f(x) =

∑∞
n=0 anbn(x), x ∈ [0,∞), donde (an)n∈N ∈ c0.

Tenemos que

Tφf = Kφf =
∞∑
k=0

(−1)kδk∆
kf =

∞∑
k=0

δk

∞∑
n=k

an bn−k
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=
∞∑
k=0

δk

∞∑
n=0

an+k bn =
∞∑

n=0

bn

∞∑
k=0

δkan+k

Además, si ε > 0 existe n0 ∈ N tal que |an| < ε, n > n0, y entonces∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

δkan+k

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=0

|δk||an+k| < ε
∞∑
k=0

|δk|, n > n0.

Por tanto (
∑∞

k=0 δkan+k)n∈N
∈ c0 y Tφf ∈ F .

Es inmediato ver que ph(∆f) ≤ ph(f), f ∈ F , y teniendo en cuenta de nuevo
la propiedad (iv), se deduce que Tφ es una aplicación continua de Fh en Fh.

Nos proponemos ahora probar que

Tφ(Tφf) = Tφ,2f, f ∈ F.

Sea k ∈ N. En virtud de (4) podemos escribir

bk(x) =
(−1)k

2kk!

(
1

λ

d

dλ

)k

ϕλ(x)|λ=iρ, x ∈ (0,∞). (2.8)

Aplicando [33, Theorem 2.4, (i)] obtenemos

Tφ(bk)(x) =

∫ ∞

0

bk(y)(τxφ)(y)A(y)dy

= lim
λ→iρ

(−1)k

2kk!

(
1

λ

d

dλ

)k ∫ ∞

0

ϕλ(y)(τxφ)(y)A(y)dy

= lim
λ→iρ

(−1)k

2kk!

(
1

λ

d

dλ

)k

(ϕλ(x)F(φ(λ)))

= lim
λ→iρ

(−1)k

2kk!

k∑
j=0

(
k

j

)(
1

λ

d

dλ

)j

(ϕλ(x))

(
1

λ

d

dλ

)k−j

(F(φ(λ)))

= lim
λ→iρ

k∑
j=0

(−1)j

2jj!

(
1

λ

d

dλ

)j

(ϕλ(x))

· (−1)k−j

2k−j(k − j)!

(
1

λ

d

dλ

)k−j

(F(φ(λ)))

=
k∑

j=0

bj(x)

∫ ∞

0

bk−j(y) φ(y) A(y) dy, x ∈ (0,∞).

Luego, para cada x ∈ (0,∞),

Tφ(Tφ(bk))(x) =
k∑

j=0

j∑
l=0

bl(x)

∫ ∞

0

bj−l(y)φ(y)A(y) dy

∫ ∞

0

bk−j(y)φ(y)A(y) dy.
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Por otra parte, procediendo de un modo similar conseguimos

Tφφ(bk)(x) =
k∑

j=0

bj(x)

∫ ∞

0

bk−j(y)(φ�φ)(y) A(y) dy

=
k∑

j=0

bj(x)
(−1)k−j

2k−j(k − j)!

(
1

λ

d

dλ

)k−j

F((φ�φ)(λ))|λ=iρ

=
k∑

j=0

bj(x)

k−j∑
l=0

(−1)l

2ll!

(
1

λ

d

dλ

)l

F(φ(λ))|λ=iρ

(−1)k−j−l

2k−j−l(k − j − l)!

(
1

λ

d

dλ

)k−j−l

F(φ(λ))|λ=iρ

=
k∑

j=0

bj(x)

k−j∑
l=0

∫ ∞

0

bl(y) φ(y) A(y) dy

·
∫ ∞

0

bk−j−l(y) φ(y) A(y) dy

=
k∑

j=0

bj(x)
k∑

s=j

∫ ∞

0

bs−j(y) φ(y) A(y) dy

·
∫ ∞

0

bk−s(y) φ(y) A(y) dy

=
k∑

j=0

j∑
l=0

bl(x)

∫ ∞

0

bj−l(y) φ(y) A(y) dy

·
∫ ∞

0

bk−j(y) φ(y) A(y) dy

= Tφ(Tφ(bk))(x), x ∈ (0,∞).

Por tanto Tφ,2(f) = Tφ(Tφ(f)), f ∈ H.
Además, si probamos que la función φ�φ satisface las propiedades (i), (ii) y

(iv) que imponemos a φ en el enunciado, entonces Tφ,2 es continua de Fh en Fh,
y al ser H denso en Fh, podemos concluir que

Tφ,2(f) = Tφ(Tφ(f)), f ∈ F.

La propiedad (i) para φ�φ fue establecida con anterioridad. De [33, Lemma
2.4, (i)] se sigue que

F(φ�φ)(iρ) = F(φ)(iρ)F(φ)(iρ) = 1

y
|F(φ�φ)(x)| = |F(φ)(x)||F(φ)(x)| < 1, para casi todo x ∈ (0,∞).

Probamos aśı (ii) para φ�φ.
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Veamos ahora (iv) para φ�φ. Sea n ∈ N. De (2.8) y la fórmula de intercambio
para la transformación F inferimos

δn(φ�φ) =

∫ ∞

0

bn(x)(φ�φ)(x) A(x) dx

= lim
λ→iρ

(−1)n

2nn!

(
1

λ

d

dλ

)n ∫ ∞

0

ϕλ(x) (φ�φ)(x) A(x) dx

= lim
λ→iρ

n∑
j=0

(−1)j

2jj!

(
1

λ

d

dλ

)j ∫ ∞

0

ϕλ(x) φ(x) A(x) dx ·

· (−1)n−j

2n−j(n− j)!

(
1

λ

d

dλ

)n−j ∫ ∞

0

ϕλ(x) φ(x) A(x) dx

=
n∑

j=0

∫ ∞

0

bj(y) φ(y) A(y) dy

∫ ∞

0

bn−j(y) φ(y) A(y) dy

=
n∑

j=0

δj(φ)δn−j(φ).

También podemos escribir(
∞∑
k=0

δk(φ)z
n

) ∞∑
j=0

δj(φ)z
n


 =

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

δk(φ)δn−k(φ)

)
zn

=
∞∑

n=0

δn(φ�φ)z
n, z ∈ C.

Por tanto (iv) es válido para φ�φ.
Un argumento inductivo nos permite concluir que, para cada n ∈ N,

Tφ,n(f) =

n︷ ︸︸ ︷
Tφ(...(Tφ(f))), f ∈ F.

El operador ∆ es sobre en Fh (véase (6)). Además el conjunto H está con-
tenido en ∪n∈NKer(∆n), y, por consiguiente, ∪n∈NKer(∆n) es un subconjunto
denso de Fh. Ya que δ0 = F(φ)(iρ) y el espectro σ(∆) de ∆ en Fh está con-
tenido en el disco unidad cerrado D(0, 1), al ser ph(∆f) ≤ ph(f), f ∈ F , [87,
Corollary 1] implica que Tφ es hiperćıclico en Fh. Esto es, el conjunto{

f ∈ F : {Tφ,nf : n ∈ N}Fh

= F
}

no es vaćıo. Teniendo en cuenta que la topoloǵıa de Fh es más fuerte que
la inducida sobre F por la de C([0,∞)) y que F es un subespacio denso de
C([0,∞)), concluimos que el conjunto Uφ no es vaćıo.

De este modo la prueba está completa.
�
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2.3 Operadores de convolución de Chébli—Trimè-

che hiperćıclicos y caóticos en E∗ y D′
∗.

G. Godefroy y J. Shapiro caracterizaron las aplicaciones lineales y continuas de
H(Cn), el espacio de las funciones holomorfas en Cn, que conmutan con las
traslaciones usuales [61, Proposition 5.2]. Como consecuencia de este resultado
los autores citados extienden trabajos clásicos de Birkhoff ([30]) y MacLane
([82]) sobre la hiperciclicidad de la traslación y la diferenciación sobre H(C).
Concretamente, en [61, Theorems 5.1 y 6.2] establecen que cada operador difer-
encial sobre Rn que no es un múltiplo escalar de la identidad es hiperćıclico y
caótico en C∞(Rn). Recientemente, J. Bonet ([34]) mostró que los operado-
res de convolución usuales que no son múltiplos escalares de la identidad, son
hiperćıclicos y caóticos sobre ciertos espacios de funciones ultradiferenciables de
tipo Beurling. En esta sección presentamos versiones de los resultados de Bonet
para operadores de convolución de Chébli—Trimèche sobre E∗ y D′

∗.
Comenzamos introduciendo un espacio de funciones que juega en nuestra

teoŕıa el mismo papel que el espacio de las funciones enteras en la desarrollada
por G. Godefroy y J. Shapiro ([61]).

Denotamos por G el espacio constituido por las sucesiones complejas (an)n∈N

tales que la serie
∑∞

n=0
|an|
(2n)! |x|n < ∞, para cada x ∈ R. El espacio de funciones

H se define como sigue. Una función par f , definida sobre R, está en H cuando
existe una sucesión (an)n∈N ∈ G tal que f(x) =

∑∞
n=0 anbn(x), x ∈ R. Nótese,

en virtud de (7), que si (an)n∈N ∈ G entonces
∑∞

n=0 |an|bn(x) converge uni-
formemente en x ∈ [0, a], para cada a > 0.

Proposición 2.3 Si f ∈ H entonces f ∈ E∗. Además, si (an)n∈N ∈ G en-
tonces la serie

∑∞
n=0 anbn converge en E∗.

Demostración.

La igualdad (5) podemos escribirla

bn = χ

(
u2n

(2n)!
jn− 1

2
(iρu)

)
, n ∈ N,

donde χ representa la transformada generalizada de Riemann—Liouville definida
por [105]

χ(f)(x) =

∫ x

0

K(x, y) f(y) dy, x ∈ [0,∞).

Aqúı, como se señaló en el Prólogo, para cada x ∈ (0,∞), K(x, ·) es una
función par, no negativa, integrable y con soporte en [−x, x], y por jµ repre-
sentamos la función jµ(z) = z−µJµ(z)2

µΓ(µ + 1), z ∈ (0,∞), donde Jµ es la
función de Bessel de primera especie y de orden µ.

Ya que χ es un automorfismo sobre E∗ ([105, Théorème 5.1]), para cada
m ∈ N y a > 0 existen l ∈ N y b > 1 tales que

sup
|x|≤a

∣∣∣∣ dmdxm
bn(x)

∣∣∣∣ ≤ c max
j=0,1,...,l

sup
|y|≤b

∣∣∣∣∣
(
1

y

d

dy

)j (
y2n

(2n)!
jn− 1

2
(iρy)

)∣∣∣∣∣
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∗. 51

≤ c max
j=0,1,...,l

sup
|y|≤b

j∑
s=0

∣∣∣∣
(
1

y

d

dy

)s

y2n
∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(
1

y

d

dy

)j−s (
jn− 1

2
(iρy)

)∣∣∣∣∣ 1

(2n)!

≤ c max
j=0,1,...,l

sup
|y|≤b

j∑
s=0

2sn(n−1)...(n−s+1) y2(n−s) (iρ)2(j−s) jn−j+s− 1
2
(iρy)

1

(2n)!

≤ c
b2n

(2(n− l))!
, n ∈ N, n > l. (2.9)

En la última desigualdad hemos usado [114, (7), Chapter 5] y que jµ(iu) ≤
coshu, u ∈ R ([48, pág. 246]).

Sea (an)n∈N ∈ G. De (2.9) se deduce que, para cada m ∈ N, la serie∑∞
n=0 an

dm

dxm bn(x) es uniformemente convergente en [−a, a], para cada a > 0.
Por tanto, la función f definida por

f(x) =
∞∑

n=0

an bn(x), x ∈ R,

está en E∗. El argumento anterior prueba también que la serie converge en E∗.
�

Proposición 2.4 H es un subespacio denso de E∗.

Demostración.

Sea T ∈ E′
∗. La transformación generalizada de Fourier F(T ) se define por

(véase [105])
F(T )(λ) =< T (x), ϕλ(x) >, λ ∈ C.

Supongamos que T|H = 0. Entonces, ya que ϕλ ∈ H, para cada λ ∈ C

(recordemos (4)), se tiene que (FT )(λ) = 0, λ ∈ C. Por tanto T = 0. El
teorema de Hahn—Banach nos permite concluir que H es denso en E∗.

�

Consideramos sobre el espacioH la topoloǵıa inducida sobre él por el espacio
E∗. De (6) sigue que el operador ∆ es lineal y continuo de H en śı mismo. En
efecto, sea f ∈ H admitiendo la representación

f(x) =
∞∑

n=0

an bn(x), x ∈ R,

donde (an)n∈N ∈ G. Tenemos que

∆f(x) = −
∞∑

n=0

anbn−1(x) = −
∞∑

n=0

an+1bn(x), x ∈ R.

Además, (an+1)n∈N ∈ G ya que
∑∞

n=0
|an+1|
(2n)! |x|2n < ∞, x ∈ R, al ser∑∞

n=0
|an|
(2n)! |x|2n < ∞, x ∈ R. Por tanto ∆ define una aplicación de H en śı

mismo. La continuidad de ∆ sobre H sigue de la continuidad de ∆ en E∗.
A continuación estudiamos el comportamiento del operador de traslación

τx, x ∈ [0,∞), sobre H.



52 Caṕıtulo 2. Hiperciclicidad y caos para operadores de convolución.

Proposición 2.5 Sea x ∈ [0,∞). El operador de traslación τx es una apli-
cación lineal y continua de H en śı mismo. Además, si f =

∑∞
n=0 anbn, donde

(an)n∈N ∈ G, entonces

τxf =
∞∑

n=0

(−1)n bn(x) ∆
nf,

donde la serie converge en E∗.

Demostración.

Sea n ∈ N. De (2.8) y (3) se sigue que

(τxbn)(y) =
(−1)n

2nn!

(
1

λ

d

dλ

)n ∫ ∞

0

ϕλ(z) D(x, y, z) A(z) dz|λ=iρ

=
(−1)n

2nn!

(
1

λ

d

dλ

)n

(ϕλ(x)ϕλ(y))|λ=iρ

=
n∑

j=0

(−1)j

2jj!

(
1

λ

d

dλ

)j

(ϕλ(x))|λ=iρ

· (−1)n−j

2n−j(n− j)!

(
1

λ

d

dλ

)n−j

(ϕλ(y))|λ=iρ

=
n∑

j=0

bj(x) bn−j(y), y ∈ (0,∞).

Supongamos que (an)n∈N ∈ G y tomemos f(y) =
∑∞

n=0 anbn(y), y ∈ R.
Esta última serie converge uniformemente en cada subconjunto compacto de R.
Por tanto, se tiene

(τxf)(y) =

∫ |x+y|

|x−y|

f(z)D(x, y, z)A(z)dz =
∞∑

n=0

an(τxbn)(y)

=
∞∑

n=0

an

n∑
k=0

bk(y) bn−k(x) =
∞∑
k=0

bk(y)
∞∑

n=k

bn−k(x)an

=
∞∑
k=0

bk(y)
∞∑

n=0

bn(x)an+k, y ∈ (0,∞). (2.10)

Observamos que (
∑∞

n=0 bn(x)an+k)k∈N ∈ G. En efecto, de (7) se sigue

∞∑
k=0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

bn(x)an+k

∣∣∣∣∣ |y|k
(2k)!

≤
∞∑
k=0

∞∑
n=0

|bn(x)||an+k|
|y|k
(2k)!

≤
∞∑
k=0

∞∑
n=0

|an+k|
|x|2n
(2n)!

|y|k
(2k)!

=
∞∑
k=0

∞∑
n=k

|an|
|x|2(n−k)

(2(n− k))!

|y|k
(2k)!
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=
∞∑

n=0

|an|
n∑

k=0

|x|2(n−k)

(2(n− k))!

|y|k
(2k)!

=
∞∑

n=0

|an|
(2n)!

n∑
k=0

(2n)!

(2(n− k))!(2k)!
|x|2(n−k)|y|k

=
∞∑

n=0

|an|
(2n)!

n∑
k=0

(
2n

2k

)
|x|2(n−k)|y|k ≤

∞∑
n=0

|an|
(2n)!

(
|x|+

√
|y|
)2n

< ∞,

ya que (an)n∈N ∈ G.
Probamos aśı que τxf ∈ H.

De [105, Proposition 8.3, (1)] podemos deducir ahora que τx define una
aplicación continua de H en śı mismo.

Teniendo en cuenta (6), (2.10) se reescribe

(τxf)(y) =
∞∑
n=0

bn(x) (−1)n ∆nf(y), y ∈ [0,∞). (2.11)

Sea m ∈ N. Para cada l1, l2 ∈ N, l1 < l2, de (2.10) se infiere

∣∣∣∣∣∆m
y

l2∑
n=l1

(−1)n bn(x) ∆
nf(y)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∆m

y

l2∑
n=l1

bn(x)
∞∑
j=0

an+j bj(y)

∣∣∣∣∣∣
≤

l2∑
n=l1

bn(x)
∞∑

j=m

|an+j | bj−m(y) ≤
l2∑

n=l1

bn(x)
∞∑

j=m+n

|aj | bj−m−n(y)

≤
l2+m∑

j=l1+m

|aj |
j−m∑
n=l1

bn(x) bj−m−n(y) +
∞∑

j=l2+m

|aj |
l2∑

n=l1

bn(x) bj−m−n(y)

≤
l2+m∑

j=l1+m

|aj |
(2(j −m))!

j−m∑
n=l1

x2n

(2n)!

y2(j−m−n)

(2(j −m− n))!
(2(j −m))!

+
∞∑

j=l2+m

|aj |
(2(j −m))!

l2∑
n=l1

x2n

(2n)!

y2(j−m−n)

(2(j −m− n))!
(2(j −m))!

≤
l2+m∑

j=l1+m

|aj |
(2(j −m))!

j−m∑
n=l1

(
2(j −m)

2(j −m− n)

)
x2n y2(j−m−n)

+
∞∑

j=l2+m

|aj |
(2(j −m))!

l2∑
n=l1

(
2(j −m)

2(j −m− n)

)
x2n y2(j−m−n)

≤
∞∑

j=l1+m

|aj |
(2(j −m))!

(x+ y)2(j−m), y ∈ (0,∞).
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Si y, ε > 0 existe l0 ∈ N tal que
∑∞

j=l1+m |aj |/(2(j−m))! (x+y)2(j−m) < ε,
cuando l1 > l0. Por tanto,

∆m
y

∞∑
n=0

(−1)n bn(x) ∆
nf(y),

converge uniformemente en y ∈ [0, a] para cada a > 0.
De este modo la prueba de la propiedad termina.

�

Diremos que una sucesión compleja (cn)n∈N está en P cuando existen c, r > 0
y l ∈ N para los cuales

|cn| ≤ c
r2n

(2(n− l))!
, n ∈ N, n ≥ l.

Definimos, dada un sucesión compleja (cn)n∈N, el operador T(cn)n∈N
sobre

H como sigue

T(cn)n∈N
f =

∞∑
n=0

cn ∆nf, f ∈ H.

Procediendo como en la prueba de la Proposición 2.5 podemos mostrar la
próxima propiedad

Proposición 2.6 Sea (cn)n∈N ∈ P. Entonces el operador T(cn)n∈N
es lineal y

continuo de H en śı mismo. Además, la serie
∑∞

n=0 cn∆
nf converge en E∗,

para cada f ∈ H.

�

Recurriendo a los teoremas de Hahn—Banach y de representación de Riesz
establecemos el siguiente resultado. Éste nos da una representación muy útil de
los elementos de E′

∗.

Proposición 2.7 Sea T un operador lineal de E∗ en C. Entonces, T ∈ E′
∗ si,

y sólo si, existen k ∈ N y medidas regulares complejas µ0, µ1, ..., µk con soporte
compacto en [0,∞), tales que

< T, f >=
k∑

j=0

∫ ∞

0

∆jf(x) dµj(x), f ∈ E∗. (2.12)

Demostración.

Observamos en primer lugar que si T admite la representación (2.12), para
ciertas medidas complejas regulares µ1, µ2, ..., µk con soporte compacto en [0,∞),
existe a > 0 tal que

|< T, f >| ≤
k∑

j=0

∫ a

0

∣∣∆jf(x)
∣∣ d|µj |(x)
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≤
k∑

j=0

sup
x∈(0,a)

∣∣∆jf(x)
∣∣ |µj |([0, a])

≤ c
k∑

j=0

sup
x∈(0,a)

∣∣∆jf(x)
∣∣ , f ∈ E∗,

donde, como es usual, |µj | representa la medida variación total de µj , j =
0, ..., k. Por tanto, T ∈ E′

∗.

Supongamos ahora que T ∈ E′
∗. Existen k ∈ N y a, c > 0 tales que

|< T, f >| ≤ c max
j=0,...,k

sup
x∈[0,a]

∣∣∆jf(x)
∣∣ , f ∈ E∗. (2.13)

Definimos las aplicaciones

J : E∗ −→
k+1︷ ︸︸ ︷

C([0, a])× ...× C([0, a])
f −→ (f,∆f, ...,∆kf)

y

L : J(E∗) ⊂
k+1︷ ︸︸ ︷

C([0, a])× ...× C([0, a]) −→ C

(f,∆f, ...,∆kf) −→ < T, f >

donde J(E∗) representa la imagen de E∗ por J .

La aplicación J es inyectiva sobre E∗, lo que implica que L está bien definida.
Además, de (2.13) se sigue que L es continua, cuando sobre J(E∗) se considera

la topoloǵıa producto de

k+1︷ ︸︸ ︷
C([0, a])× ...× C([0, a]).

El teorema de Hahn—Banach permite extender L a

k+1︷ ︸︸ ︷
C([0, a])× ...× C([0, a])

como un elemento del dual de

k+1︷ ︸︸ ︷
C([0, a])× ...× C([0, a]). Por tanto, del teorema

de representación de Riesz se infiere que, para ciertas medidas complejas regu-
lares µ1, µ2, ..., µk con soporte en [0, a]

< T, f >= L(f,∆f, ...,∆kf) =
k∑

j=0

∫ ∞

0

∆jf(x) dµj(x), f ∈ E∗.

�

A continuación caracterizamos las aplicaciones lineales y continuas de H en
śı mismo que conmutan con el operador de traslación τx, para cada x ∈ [0,∞).
Nuestro resultado corresponde en nuestra teoŕıa al establecido por G. Godefroy
y J.H. Shapiro [61, Proposition 5.2] para operadores sobre el espacio de las
funciones enteras que conmutan con la traslación usual.
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Proposición 2.8 Supongamos que L es una aplicación lineal y continua de E∗

en śı mismo. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) L conmuta con el operador de traslación τx, esto es, Lτx = τxL, sobre
E∗, para cada x ∈ [0,∞).

(b) Existe T ∈ E′
∗ tal que Lf = T�f, f ∈ E∗.

(c) Existen k ∈ N y medidas complejas regulares µ0, µ1, ..., µk con soporte
compacto sobre [0,∞), de manera que

L(f)(x) =
k∑

j=0

∫ ∞

0

τx(∆
jf)(y) dµj(y), f ∈ E∗, x ∈ [0,∞).

(d) Existe una sucesión (cn)n∈N ∈ P tal que L|H = T(cn)n∈N
.

(e) L conmuta con el operador ∆, esto es, L∆ = ∆L sobre E∗.

Demostración.

De la Proposición 2.5 se sigue que los operadores ∆ y τx, x ∈ [0,∞), con-
mutan. Por tanto, la Proposición 2.7 implica que las propiedades (b) y (c) son
equivalentes.

(a) ⇒ (c). Definimos la funcional

< T, f >= (Lf)(0), f ∈ E∗.

De este modo T ∈ E′
∗. Recurriendo de nuevo a la Proposición 2.7, obtenemos

para T la representación

< T, f >=
k∑

j=0

∫ ∞

0

∆jf(x) dµj(x), f ∈ E∗,

para ciertas medidas complejas regulares µ0, µ1, ..., µk con soporte compacto
sobre [0,∞).

Asumiendo (a) concluimos que

L(f)(x) = τx(Lf)(0) = L(τxf)(0) =< T, τxf >

=
k∑

j=0

∫ ∞

0

τx(∆
jf)(y) dµj(y), f ∈ E∗

y (c) queda establecido.

(c) ⇒ (d). Supongamos que (c) es cierto, esto es, que existen medidas
complejas regulares µ0, µ1, ..., µk con soporte compacto en [0,∞) para las cuales
se tiene

L(f)(x) =
k∑

j=0

∫ ∞

0

τx(∆
jf)(y) dµj(y), f ∈ E∗, x ∈ [0,∞).
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Sea f ∈ H. En virtud de la Proposición 2.5 podemos escribir, para cierto
a > 1,

L(f)(x) =
k∑

j=0

∫ a

0

∆j(τxf)(y) dµj(y)

=
k∑

j=0

∞∑
n=0

(−1)n ∆nf(x)

∫ a

0

∆jbn(y) dµj(y)

=
∞∑

n=0

∆nf(x)
k∑

j=0

(−1)n−j

∫ a

0

bn−j(y) dµj(y), x ∈ [0,∞).

Hemos tenido en cuenta que (τxf)(y) = (τyf)(x), x, y ∈ [0,∞).
Además, de (7) se infiere que∣∣∣∣∣∣

k∑
j=0

(−1)n−j

∫ a

0

bn−j(y) dµj(y)

∣∣∣∣∣∣ ≤
k∑

j=0

∫ a

0

y2(n−j)

(2(n− j))!
d|µj |(y)

≤
k∑

j=0

a2(n−j)

(2(n− j))!
|µj |([0, a]) ≤ c

a2n

(2(n− k))!
, n ∈ N.

Luego, escribiendo

cn =
k∑

j=0

(−1)n−j

∫ ∞

0

bn−j(y) dµj(y), n ∈ N,

la sucesión (cn)n∈N está en P, y L|H = T(cn)n∈N
.

(d) ⇒ (a). Asumimos que L|H = T(cn)n∈N
, para una cierta (cn)n∈N ∈ P.

Sabemos que la serie
∑∞

n=0 cn∆
nf converge uniformemente en cada sub-

conjunto compacto de R, para cada f ∈ H (Proposición 2.6). Por tanto, se
tiene

τx(Lf)(x) =

∫ x+y

|x−y|

D(x, y, z)
∞∑

n=0

cn ∆nf(x) A(z) dz

=
∞∑

n=0

cn

∫ x+y

|x−y|

D(x, y, z) ∆nf(x) A(z) dz

=
∞∑

n=0

cn τx(∆
nf)(y), f ∈ H, x, y ∈ [0,∞).

Ya que ∆ y τx, x ∈ (0,∞), conmutan sobre H, obtenemos que τx(Lf) =
L(τxf), f ∈ H.

Al ser H un subespacio denso de E∗ (Proposición 2.4), [105, Proposition 8.3,
(1)] permite completar la prueba de (a).
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(e) ⇒ (a). Si (e) es cierto, la Proposición 2.5 implica que L y τx, x ∈
[0,∞), conmutan sobre H. Recurriendo de nuevo a la Proposición 2.5 y a [105,
Proposition 8.3, (1)] concluimos que Lτx = τxL, x ∈ [0,∞), sobre E∗.

(d) ⇒ (e). Sea (cn)n∈N ∈ P tal que L|H = T(cn)n∈N
. En la Proposición 2.6

se estableció que la serie
∑∞

n=0 cn∆
nf converge en E∗, para cada f ∈ H.

Entonces, ya que ∆ es una aplicación lineal y continua de H en śı mismo,
obtenemos

∆T(cn)n∈N
f = ∆

(
∞∑

n=0

cn ∆nf

)
=

∞∑
n=0

cn ∆n+1f

= T(cn)n∈N
∆f, f ∈ H.

Probamos aśı que ∆L = L∆ sobre H. De la Proposición 2.4 se sigue ya que
∆L = L∆ sobre E∗, en virtud de la continuidad, como operadores de E∗ en śı
mismo, de L y ∆.

�

El principal resultado de esta sección es el que sigue. Establecemos la hiper-
ciclicidad y el caos de ciertos operadores de convolución sobre E∗.

Proposición 2.9 Sea L una aplicación lineal y continua de E∗ en śı mismo.
Supongamos que L no es un múltiplo escalar de la identidad. Si L conmuta con
el operador de traslación τx, x ∈ [0,∞), entonces L es hiperćıclico y caótico en
E∗, y existe un subespacio vectorial M de E∗ que es invariante respecto de L,
denso en E∗, y tal que cada elemento no nulo de M es un vector hiperćıclico
para L. Además, el conjunto de vectores hiperćıclicos es residual en E∗.

Demostración.

Supongamos en primer lugar que V es un subconjunto de C que tiene puntos
de acumulación. Entonces, el espacio vectorial S generado por {ϕλ}λ∈V es denso
en E∗. En efecto, sea T ∈ E′

∗ tal que < T,ϕλ >= 0, para cada λ ∈ V . De
acuerdo con la Proposición 2.7, existen medidas complejas regulares µ0, µ1, ..., µk

con soporte compacto sobre [0,∞) tales que

< T, f >=
k∑

j=0

∫ ∞

0

∆jf(x) dµj(x), f ∈ E∗. (2.14)

En particular, a tenor de (2), tenemos

< T,ϕλ >=
k∑

j=0

(λ2 + ρ2)j
∫ ∞

0

ϕλ(x) dµj(x), λ ∈ C. (2.15)

Entonces, la función F (λ) =< T,ϕλ >, λ ∈ C, es entera y par. Además
F (λ) = 0, λ ∈ V , y V tiene puntos de acumulación. Sigue ya que F (λ) = 0, λ ∈
C.
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De (2.14) y (2.15) se deduce que, para cada m ∈ N,

< T,

(
1

λ

d

dλ

)m

ϕλ >=
k∑

j=0

∫ ∞

0

∆j

(
1

λ

d

dλ

)m

ϕλ(x) dµj(x)

=
k∑

j=0

(
1

λ

d

dλ

)m [
(λ2 + ρ2)j

∫ ∞

0

ϕλ(x) dµj(x)

]
=

=

(
1

λ

d

dλ

)m

F (λ) = 0, λ ∈ C.

Luego, de (4) inferimos que

< T, bm >=< T,
(−1)m

2mm!

(
1

λ

d

dλ

)m

ϕλ|λ=iρ >= 0, m ∈ N.

En virtud de las Proposiciones 2.3 y 2.4, el espacio vectorial generado por
{bn}n∈N es denso en E∗. Por tanto T = 0.

El teorema de Hahn—Banach implica que S es denso en E∗.
Supongamos que L es una aplicación lineal y continua de E∗ en śı mismo

que conmuta con las traslaciones τx, x ∈ [0,∞). De acuerdo con la Proposición
2.8 podemos encontrar una sucesión (cn)n∈N ∈ P tal que

Lf =
∞∑

n=0

cn ∆nf, f ∈ H.

Para cada λ ∈ C, se tiene entonces que

Lϕλ =
∞∑

n=0

cn ∆nϕλ = ϕλΦ(λ), (2.16)

donde Φ(λ) =
∑∞

n=0 cn(λ
2 + ρ2)n, λ ∈ C. Ya que (cn)n∈N ∈ P , Φ es entera y

par. Φ no es idénticamente cero, ya que si aśı fuera, tendŕıamos cn = 0, n ∈ N,
lo que implicaŕıa L = 0, caso que no admitimos, al no ser L un múltiplo escalar
de la identidad. Por tanto el conjunto

W = {λ ∈ C : Φ(λ) 	= 0}

es abierto y no vaćıo enC, y el espacio vectorial SW generado porW , es denso en
E∗. Además (2.16) dice que SW está contenido en el recorrido de L. Concluimos
pues que el recorrido de L es denso en E∗.

Procediendo ahora como en la prueba de [61, Theorem 5.1] (véase también
[84, Proposición 3.4] y [7, Theorem 2.2]) haciendo uso de las funciones ϕλ,
podemos probar que existe un subespacio vectorial M denso en E∗, que es
invariante respecto de L y tal que cada elemento no nulo de M es un vector
hiperćıclico de L. Asimismo, recurriendo a [7, Lemma 2.1] obtenemos que el
conjunto de vectores hiperćıclicos de L es residual en E∗.
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Para probar que L es caótico en E∗ es suficiente ver que el conjunto de
puntos periódicos de L es denso en E∗.

Sean (cn)n∈N y Φ como antes. Ya que L no es un múltiplo escalar de la
identidad, Φ no es constante en C. Por tanto, existe m ∈ N de manera que

Φ(D(0,m)) ∩ ∂D(0, 1)

contiene un subconjunto abierto y no vaćıo de ∂D(0, 1).

Definimos G =
{
z ∈ D(0,m) : Φ(z)l = 1, para algún l ∈ N

}
. G es infinito

y, por tanto, G tiene puntos de acumulación en D(0,m). De aqúı se deduce
que el espacio vectorial SG generado por {ϕλ}λ∈G es denso en E∗. Además, si
λ ∈ G, para algún l ∈ N,

Ll(ϕλ) = Φ(λ)l ϕλ = ϕλ.

De este modo probamos que cada elemento de SG es un punto periódico para
L y que, por tanto, el conjunto de puntos periódicos de L es denso en E∗.

La prueba de este modo termina.
�

Analizamos ahora los operadores de convolución � sobre D′
∗.

Proposición 2.10 Sea T ∈ E′
∗. El operador de convolución LT definido sobre

D′
∗ por

LT (S) = S�T, S ∈ D′
∗,

es hiperćıclico y caótico, siempre que T no sea un múltiplo escalar de la funcional
δ de Dirac.

Demostración.

El espacio E∗ es denso en D′
∗ (véase [25]). Además si f ∈ E∗ entonces

LT (f) coincide con la distribución generada por la función T�f ∈ E∗ ([105]).
En efecto, sea f ∈ E∗. La convolución Sf �T de Sf y T , donde Sf representa la
distribución generada por f , viene dada sobre D∗ por

< Sf �T, φ >=< Sf , T �φ >=

∫ ∞

0

f(x) < T, τxφ > A(x) dx, φ ∈ D∗.

En virtud de la Proposición 2.7, existen medidas complejas regulares µ0, µ1,
..., µk con soporte compacto en [0,∞) tales que

< T, f >=
k∑

j=0

∫ ∞

0

∆jf(x) dµj(x), f ∈ E∗.

Sea φ ∈ D∗,a. Sabemos que T�φ ∈ D∗. Luego, para cierto b > 0, se tiene
que ∫ ∞

0

f(x) < T, τxφ > A(x) dx
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=
k∑

j=0

∫ b

0

f(x)

∫ ∞

0

τx(∆
jφ)(y) dµj(y) A(x) dx

=
k∑

j=0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(x) τy(∆
jφ)(x) A(x) dx dµj(y)

=
k∑

j=0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(x) ∆j
xτy(φ)(x) A(x) dx dµj(y)

=
k∑

j=0

∫ ∞

0

∫ a+y

0

∆j
xf(x) τy(φ)(x) A(x) dx dµj(y)

=
k∑

j=0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

τy(∆
jf)(x) φ(x) A(x) dx dµj(y)

=

∫ ∞

0

φ(x)


 k∑

j=0

∫ ∞

0

∆j(τxf)(y) dµj(y)


 A(x) dx

=< STf , φ > .

Para establecer la validez de las igualdades anteriores hemos tenido en cuenta
que, para cada c > 0, existe ψ ∈ D∗ tal que ψ = f en (0, c).

El resultado enunciado en la proposición sigue ahora como una consecuencia
del principio de comparación [93, pág. 11] (véase también [34, Lemma 3]) y la
Proposición 2.9.

�



62 Caṕıtulo 2. Hiperciclicidad y caos para operadores de convolución.



Caṕıtulo 3

La transformación de

Chébli—Trimèche en

espacios de distribuciones.

3.1 Introducción.

Como se comentó en el Prólogo, el estudio distribucional de la transformación
integral de Chébli—Trimèche fue comenzado por K. Trimèche ([105]). Este autor
probó que la transformación F es un isomorfismo de D∗ en H∗ y definió la
transformación en cuestión sobre el espacio D′

∗, dual de D∗, por trasposición. La
transformación distribucional la denotamos por F ′ para indicar que actúa sobre
duales de los espacios de funciones considerados. Concretamente, si T ∈ D′

∗ se
define la transformada F ′T de T como sigue

< F ′T,Fφ >=< T, φ >, φ ∈ D∗.

En particular, si T ∈ E′
∗, la transformada F ′T de T coincide con la dis-

tribución generada por la función

F (λ) =< T,ϕλ >, λ ∈ [0,∞).

En otras palabras, si T ∈ E′
∗ se tiene que∫ ∞

0

F (λ) (Fφ)(λ)
dλ

|c(λ)|2 =< T, φ >, φ ∈ D∗.

Más recientemente W. Bloom y Z. Xu ([33]) investigaron la transformación
de Chébli—Trimèche sobre los espacios Sp, 0 < p ≤ 2, y los correspondientes
duales. En [33] también se comenzó el análisis de la convolución � sobre los
espacios Sp, 0 < p ≤ 2, y sus duales.

63
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Este caṕıtulo, que hemos dividido en dos partes, lo dedicamos al estudio
de la transformación de Chébli—Trimèche en nuevos espacios de distribuciones,
completando en algunos aspectos los resultados de W. Bloom y Z. Xu.

Recordamos la definición de los espacios considerados por W. Bloom y Z.
Xu en [33] a los que recurriremos a los largo de este caṕıtulo.

Sea 0 < p ≤ 2. El espacio Sp consta de aquellas funciones φ ∈ C∞(0,∞) para
las cuales existen funciones pares ψ ∈ C∞(R) tales que ψ(x) = φ(x), x ∈ (0,∞),
y siendo

µp
k,l(φ) = sup

x∈(0,∞)

(1 + x)l ϕ0(x)
−2/p

∣∣∣∣ dkdxk
φ(x)

∣∣∣∣ < ∞,

para cada l, k ∈ N. Sp es un espacio de Fréchet cuando se define sobre él la
topoloǵıa generada por la familia {µp

k,l}k,l∈N de seminormas.
Representamos por Hp el espacio constituido por la funciones Φ que son

pares y holomorfas en la banda
{
λ ∈ C : |Imλ| < ρ( 2p − 1)

}
, tales que dk

dλkΦ

puede ser continuamente extendida a
{
λ ∈ C : |Imλ| ≤ ρ( 2p − 1)

}
, para cada

k ∈ N, y que satisfacen

τpk,l(Φ) = sup
|Imλ|≤ρ( 2

p
−1)

(1 + |λ|)l
∣∣∣∣ dkdλk

Φ(λ)

∣∣∣∣ < ∞,

para cada k, l ∈ N. Cuando p = 2 o ρ = 0 el espacio Hp se entiende de la
forma natural. Hp es dotado de la topoloǵıa asociada al sistema {τpk,l}k,l∈N de
seminormas. Aśı Hp es un espacio de Fréchet.

La transformación integral F de Chébli—Trimèche es un isomorfismo de Sp

en Hp, siendo la inversa F−1 de F dada por

F−1(Φ)(x) =

∫ ∞

0

ϕλ(x) Φ(λ)
dλ

|c(λ)|2 , x ∈ (0,∞)

([33, Theorem 4.27]).



Parte I

En esta primera parte presentamos nuevos espacios de distribuciones, en los que
estudiamos la transformación F de Chébli—Trimèche y la convolución �. Esta
operación de convolución es cerrada en nuestros espacios. El estudio realizado
tiene como antecedentes los trabajos de B. González y E. Negŕın ([63] y [62]) y
de J.J. Betancor y B. González ([20]), sobre las transformaciones integrales de
Fourier y de Hankel, respectivamente.

3.2 Los espacios de funciones Am, m ∈ Z, m < 0

y sus duales.

En esta sección introducimos nuevos espacios de funciones, sobre cuyos duales
analizaremos la transformación de Chébli—Trimèche y la convolución asociada
a la misma.

Sea m ∈ Z, m < 0. Decimos que una función φ está en Am cuando existe
una función par ψ ∈ C∞(R) tal que φ(x) = ψ(x), x ∈ (0,∞), y se verifica que

αm
k (φ) = sup

x∈(0,∞)

(1 + x)m
∣∣∣∣ dkdxk

φ(x)

∣∣∣∣ < ∞,

para cada k ∈ N.
Sobre Am se considera la topoloǵıa generada por la familia {αm

k }k∈N de semi-
normas. Siguiendo argumentos usuales podemos probar que Am es un espacio
de Fréchet.

A continuación damos una nueva descripción del espacio Am que nos será
muy útil.

Proposición 3.1 Sea m ∈ Z, m < 0. Supongamos que φ está en C∞(0,∞)
y que existe una función par ψ ∈ C∞(R) tal que ψ(x) = φ(x), x ∈ (0,∞).
Entonces, φ ∈ Am si, y sólo si, para cada k ∈ N,

βm
k (φ) = sup

x∈(0,∞)

(1 + x)m
∣∣∆kφ(x)

∣∣ < ∞.

Además, el sistema {βm
k }k∈N de seminormas genera la topoloǵıa de Am.

65
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Demostración.

Asumimos inicialmente que φ ∈ Am. Entonces, teniendo en cuenta [33,
Lemma 4.18, (ii) y (iii)] obtenemos que βm

k (φ) < ∞, para cada k ∈ N. En
efecto, sea k ∈ N. De [33, Lemma 4.18, (i)] se deduce que existe δ > 0 tal que,
para cada k ∈ N, podemos encontrar sk ∈ N y ck > 0 verificando la propiedad
que sigue: para cada x ∈ [0, δ] existe ξj = ξj(x, k) ∈ [0, x] para el cual

∣∣∆kφ(x)
∣∣ ≤ ck


 2k∑

i=1

sk∑
j=0

∣∣∣∣ didxi
φ(ξj)

∣∣∣∣+ 2k∑
i=1

∣∣∣∣ didxi
φ(x)

∣∣∣∣

 .

Por tanto

(1 + x)m
∣∣∆kφ(x)

∣∣ ≤ c


 2k∑

i=1

sk∑
j=0

(
1 + ξj
1 + x

)−m

(1 + ξj)
m

∣∣∣∣ didxi
φ(ξj)

∣∣∣∣
+

2k∑
i=1

(1 + x)m
∣∣∣∣ didxi

φ(x)

∣∣∣∣
)

≤ c
2k∑
i=1

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)m
∣∣∣∣ didxi

φ(x)

∣∣∣∣ , x ∈ [0, δ]. (3.1)

Además, [33, Lemma 4.18, (iii)] implica que

(1 + x)m
∣∣∆kφ(x)

∣∣ ≤ c
2k∑
i=1

(1 + x)m
∣∣∣∣ didxi

φ(x)

∣∣∣∣ , x ≥ δ. (3.2)

Combinando (3.1) y (3.2) concluimos que

βm
k (φ) ≤ c

2k∑
i=1

αm
i (φ), k ∈ N,

donde c > 0 no depende de φ. Luego {βm
k }k∈N genera sobre Am una topoloǵıa

menos fina que la que define {αm
k }k∈N sobre él.

Supongamos ahora que βm
k (φ) < ∞, para cada k ∈ N. Ya que φ admite una

extensión par y C∞ en R podemos escribir∫ x

0

∆φ(t) A(t) dt = −
∫ x

0

d

dt

(
A(t)

d

dt

)
φ(t) dt

= − A(t)
d

dt
φ(t)

]x
0

= −A(x)
d

dx
φ(x), x ∈ (0,∞).

Luego,
d

dx
φ(x) =

−1

A(x)

∫ x

0

∆φ(t) A(t) dt, x ∈ (0,∞).
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Por tanto, ya que A es creciente, se deduce que

(1 + x)m
∣∣∣∣ ddxφ(x)

∣∣∣∣ ≤
∫ x

0

(1 + t)m |∆φ(t)| dt ≤ x βm
1 (φ), x ∈ (0,∞). (3.3)

Asumimos en este punto que ρ = 0. Atendiendo a la propiedad (1) tenemos
que

∆φ(x) = −
(

d2

dx2
+

A′(x)

A(x)

d

dx

)
φ(x)

= −
(

d2

dx2
+

2α+ 1

x

d

dx
+ e−δxD(x)

d

dx

)
φ(x), x ≥ x0, (3.4)

donde δ, x0 > 0 y D es una función C∞(R) tal que dk

dxkD es acotada sobre R,
para cada k ∈ N.

Ya que βm
1 (φ) < ∞, de (3.3) y (3.4) se infiere que (1+x)m d2

dx2φ(x) es acotada
sobre (0,∞). También (1 + x)mφ(x) es acotada en (0,∞). Teniendo en cuenta
que

d

dx
φ(x) = φ(x)− φ(x+ 1)−

∫ x+1

x

d2

dt2
φ(t) (x+ 1− t) dt, x ∈ (0,∞),

podemos concluir entonces que (1 + x)m d
dxφ(x) es acotada sobre (0,∞).

Al ser dk

dxk

(
A′

A

)
acotada en (0,∞), para cada k ∈ N, y para valores grandes

de x ([33, pág. 93]), un procedimiento inductivo nos permite ver que, para

cada k ∈ N, (1 + x)m dk

dxkφ es acotada sobre (0,∞) o, en otras palabras, que
αm
k (φ) < ∞, k ∈ N.
Sea ahora ρ > 0. La propiedad (1) nos da

−∆φ(x) =
d2

dx2
φ(x) + 2ρ

d

dx
φ(x) + e−δxD(x)

d

dx
φ(x), x ≥ x0,

para ciertos δ, x0 > 0 y una función D que es C∞(R) y que tiene sus derivadas
acotadas sobre R.

De (3.3), ya que βm
1 (φ) < ∞, se deduce que

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)m
∣∣∣∣ d2dx2

φ(x) + 2ρ
d

dx
φ(x)

∣∣∣∣ < ∞. (3.5)

Definimos h(x) = d2

dx2φ(x) + 2ρ d
dxφ(x), x ∈ (0,∞). Integrando obtenemos

d

dx
φ(x) = e−2ρx

(∫ x

0

e2ρt h(t) dt+ φ′(0)

)
, x ∈ (0,∞).

Por tanto,

(1 + x)m
d

dx
φ(x) ≤ e−2ρx

(∫ x

0

(1 + t)m e2ρt |h(t)| dt+ (1 + x)mφ′(0)

)

≤ c

(
e−2ρx

∫ x

0

e2ρt dt+ 1

)
≤ c, x ∈ (0,∞).
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De (3.5) sigue entonces que (1 + x)m d2

dx2φ(x) está acotado sobre (0,∞).
Procediendo de nuevo inductivamente probamos que αm

k (φ) < ∞, para cada
k ∈ N.

Por otra parte, argumentos ordinarios (véase, por ejemplo, [112] y [113, 6.3])
nos permiten probar que las familias {αm

k }k∈N y {βm
k }k∈N definen topoloǵıas

Fréchet sobre Am. Ya que {αm
k }k∈N genera una topoloǵıa más fina que la

inducida sobre Am por {βm
k }k∈N, el teorema de la aplicación abierta implica

que {αm
k }k∈N y {βm

k }k∈N son equivalentes sobre Am.
�

Es inmediato ver que el espacio Sp está contenido en Am, para cada 0 < p ≤
2.

Ahora bien, el espacio Sp no es denso en Am. En efecto, si φ está en la
clausura de Sp en Am, existe una sucesión (φj)j∈N ⊂ Sp tal que φj → φ,
cuando j → ∞, en Am. En particular (1 + x)m|φj(x) − φ(x)| → 0, cuando
j → ∞, uniformemente en (0,∞). Ya que limx→∞(1 + x)mφj(x) = 0, para
cada j ∈ N, también limx→∞(1 + x)mφ(x) = 0. Consideramos una función
ψ ∈ C∞(0,∞) tal que ψ(x) = 0, x ∈ (0, 1), y ψ(x) = (1 + x)−m, x ∈ [2,∞).
No es dif́ıcil ver que ψ ∈ Am y, sin embargo, ψ(x)(1+x)m = 1, x ∈ [2,∞). Por
tanto, ψ no está en la clausura de Sp en Am.

Definimos Am,p como la clausura de Sp en Am, para cada 0 < p ≤ 2.
A continuación probamos que el espacio Am,p no depende de 0 < p ≤ 2. Por

D∗, como en caṕıtulos anteriores, denotamos el espacio de las funciones pares,
C∞ sobre R y que tienen soporte compacto en R.

Proposición 3.2 Sean m ∈ Z, m < 0, y 0 < p ≤ 2. Supongamos que φ ∈
C∞(0,∞) y que existe una función par ψ ∈ C∞(R) tal que φ(x) = ψ(x), x ∈
(0,∞). Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) φ ∈ Am,p,
(b) para cada k ∈ N,

lim
x→∞

(1 + x)m
dk

dxk
φ(x) = 0, (3.6)

(c) Existe una sucesión (φj)j∈N ⊂ D∗ tal que φj → φ, cuando j → ∞, en
Am.

Demostración.

(a)⇒ (b). Supongamos que φ ∈ Am,p. Existe entonces una sucesión (φj)j∈N

en Sp tal que φj → φ, cuando j → ∞, en Am.
Sean ε > 0 y k ∈ N. Existe j ∈ N de manera que

(1 + x)m
∣∣∣∣ dkdxk

φ(x)

∣∣∣∣ ≤ sup
t∈(0,∞)

(1 + t)m
∣∣∣∣ dkdtk (φ(t)− φj(t))

∣∣∣∣
+(1 + x)m

∣∣∣∣ dkdxk
φj(x)

∣∣∣∣
< ε+ (1 + x)m

∣∣∣∣ dkdxk
φj(x)

∣∣∣∣ , x ∈ (0,∞).
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Al ser φj ∈ Sp, (1 + x)m
∣∣∣ dk

dxkφj(x)
∣∣∣ → 0, cuando x → ∞, y entonces, para

cierto x0 > 0, se tiene

(1 + x)m
∣∣∣∣ dkdxk

φ(x)

∣∣∣∣ < 2ε, x ≥ x0.

Por tanto, limx→∞(1 + x)m
∣∣∣ dk

dxkφ(x)
∣∣∣ = 0.

(b) ⇒ (c). Asumamos que se verifica (3.6), para cada k ∈ N. Elegimos una
función ξ ∈ C∞(R) tal que ξ(x) = 1, x ≤ 0, y ξ(x) = 0, x ≥ 1. Para cada
n ∈ N \ {0}, definimos

ξn(x) = ξ(x− n), x ∈ R.

Nótese que φξn ∈ D∗, n ∈ N \ {0}. En efecto, para cada n ∈ N \ {0}, existe
una función par ψn ∈ C∞(R) tal que ψn = φξn sobre (0,∞) y ψn(x) = 0, |x| ≥
n+ 1.

Sean ε > 0 y k ∈ N. La regla de Leibniz conduce, para cada n ∈ N \ {0}, a

dk

dxk
(φ(x)ξn(x)− φ(x)) =

k∑
j=1

(
k

j

)
dk−j

dxk−j
(φ(x))

dj

dxj
(ξn(x))

+
dk

dxk
φ(x) (ξn(x)− 1), x ∈ (0,∞).

Por consiguiente,

(1 + x)m
∣∣∣∣ dkdxk

(φ(x)ξn(x)− φ(x))

∣∣∣∣ ≤ c
k∑

j=0

(1 + x)m
∣∣∣∣ dk−j

dxk−j
φ(x)

∣∣∣∣ ·
·
(
sup
t∈R

∣∣∣∣ djdtj ξ(t)
∣∣∣∣+ 1

)
, x ∈ (0,∞), n ∈ N \ {0}.

De acuerdo con la hipótesis, existe x0 > 0 tal que

(1 + x)m
∣∣∣∣ dkdxk

(φ(x)ξn(x)− φ(x))

∣∣∣∣ < ε, x ≥ x0, n ∈ N \ {0}.

Además, si n ∈ N y n ≥ x0, φ(x)ξn(x) = φ(x), x ∈ (0, x0). Por tanto,
φξn → φ, cuando n → ∞, en Am.

(c) ⇒ (a). Basta observar que D∗ está contenido en Sp.
�

De acuerdo con la Proposición 3.2, el espacio Am,p no depende de 0 < p ≤
2. Escribimos, por ello, en lo que sigue Am en lugar de Am,p. Además la
Proposición 3.2 nos dice que el espacio Am puede ser identificado con el espacio
constituido por las funciones pares en el espacio Sm considerado por J. Horváth
([73]).

Precisamos a continuación condiciones bajo las cuales, para cada k ∈ N, la

función ∂k

∂λkϕλ está en Am.
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Proposición 3.3

(a) Sea ρ > 0 y m ∈ Z, m < 0. Para cada k ∈ N, la función ∂k

∂λkϕλ ∈ Am,
cuando |Imλ| < ρ. Además ϕλ ∈ Am si |Imλ| = ρ.

(b) Si ρ = 0 y k ∈ N, entonces ∂k

∂λkϕλ ∈ Am, siempre que m ≤ −1 − k y
λ ∈ R.

Demostración.

(a) Supongamos que ρ > 0. Ya que la función λ → ϕλ(x) es entera, para
cada x ∈ (0,∞), podemos escribir, cuando k ∈ N, x ∈ (0,∞) e |Imλ| < ρ,

∂k

∂λk
ϕλ(x) =

k!

2πi

∫
cλ

ϕη(x)

(η − λ)k+1
dη, (3.7)

donde cλ es la circunferencia que tiene por parametrización η(t) = λ+rλe
it, t ∈

[0, 2π] y rλ = 1
2(ρ−|Imλ|). Nótese que de (3.7) se deduce que, para cada λ ∈ C

tal que |Imλ| < ρ, la función ∂k

∂λkϕλ(x) es par.
De (3.7) sigue que, para cada l, k ∈ N, x ∈ (0,∞) e |Imλ| < ρ,

∂l

∂xl

∂k

∂λk
ϕλ(x) =

k!

2πi

∫
cλ

∂l

∂xl

ϕη(x)

(η − λ)k+1
dη.

Sean k, l ∈ N. En virtud de la Proposición 3.1, que también es válida cuando
m = 0, existen j ∈ N y c > 0 tales que

sup
x∈(0,∞)

∣∣∣∣ ∂l

∂xl
ϕη(x)

∣∣∣∣ ≤ c max
0≤s≤j

sup
x∈(0,∞)

|∆sϕη(x)|, η ∈ C.

Por tanto,

sup
x∈(0,∞)

∣∣∣∣ ∂l

∂xl
ϕη(x)

∣∣∣∣ ≤ c (|η|2 + ρ2 + 1)j sup
x∈(0,∞)

|ϕη(x)|, η ∈ C. (3.8)

De (3.7), (3.8) y [33, Lemma 3.4] se deduce que∣∣∣∣ ∂l

∂xl

∂k

∂λk
ϕλ(x)

∣∣∣∣ ≤ c (|λ|2 + ρ2 + 1)j (ρ− |Imλ|)−k,

cuando |Imλ| < ρ y x ∈ (0,∞).

Luego, limx→∞(1 + x)−1 ∂l

∂xl
∂k

∂λkϕλ(x) = 0, siempre que |Imλ| < ρ.

Esto prueba ya, recordando [33, Lemma 3.1], que ∂k

∂λkϕλ ∈ Am, cuando
|Imλ| < ρ, y m ∈ Z, m < 0.

Además, las Proposiciones 3.1 y 3.2 y [33, Lemma 3.4] implican que ϕλ ∈
Am, cuando |Imλ| = ρ y m ∈ Z, m < 0, procediendo como en el caso anterior.

(b) Supongamos que ρ = 0. Sean k, l ∈ N. En virtud de [33, Lemma 3.4,
(iv)] obtenemos∣∣∣∣ ∂k

∂λk
∆lϕλ(x)

∣∣∣∣ ≤ c (1 + x)k (1 + |λ|)2l, x ∈ (0,∞), λ ∈ R. (3.9)
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Por tanto recurriendo de nuevo a las Proposiciones 3.1 y 3.2 concluimos que
∂k

∂λkϕλ ∈ Am, siempre que m ≤ −1− k.
�

El espacio dual de Am se denota, como es usual, por A′
m, para cada m ∈

Z, m < 0.
Presentamos ahora una representación para los elementos de A′

m que nos
será de utilidad más adelante.

Proposición 3.4 Sea m ∈ Z, m < 0. Supongamos que T es una funcional
sobre Am. Entonces T ∈ A′

m si, y sólo si, existen k ∈ N y medidas complejas
regulares µ0, µ1, ..., µk sobre [0,∞), tales que

< T, φ >=
k∑

j=0

∫ ∞

0

(1 + x)m
dj

dxj
φ(x) dµj(x), φ ∈ Am. (3.10)

Demostración.

Si T admite la representación (3.10) para ciertas µ0, µ1, ..., µk medidas com-
plejas regulares sobre [0,∞), entonces

|< T, φ >| ≤
k∑

j=0

|µj |([0,∞)) αm
j (φ), φ ∈ Am,

donde |µj | representa la medida variación total de µj , j = 0, ..., k. Por tanto
T ∈ A′

m.
Supongamos ahora que T ∈ A′

m. Existen k ∈ N y c > 0 para las cuales se
tiene

|< T, φ >| ≤ c max
0≤j≤k

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)m
∣∣∣∣ djdxj

φ(x)

∣∣∣∣ , φ ∈ Am.

Además, para cada φ ∈ Am, limx→∞(1 + x)m dj

dxj φ(x) = 0, j ∈ N.
Recurriendo a los teoremas de Hahn—Banach y de representación de Riesz,

los argumentos empleados en la prueba de la Proposición 2.7, nos permiten
concluir que T admite la representación (3.10) para ciertas medidas complejas
regulares sobre [0,∞).

�

3.3 La transformación de Chébli—Trimèche so-

bre los espacios tipo Schwartz Sp, 0 < p ≤ 2

y sus duales.

Como se mencionó en la Sección 3.1, W. Bloom y Z. Xu ([33, Theorem 4.27])
probaron que la transformación generalizada de Fourier F es un isomorfismo
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de Sp en Hp. El caso particular p = 2 fue estudiado por K. Trimèche ([109,
Theorem II.2]). La inversa F−1 de F está dada por

F−1(Φ)(x) =

∫ ∞

0

Φ(λ) ϕλ(x)
dλ

|c(λ)|2 , x ∈ (0,∞) y Φ ∈ Hp,

donde c es una función continua y sin ceros en [0,∞).
La transformación F de Chébli—Trimèche se define sobre el dual S′

p de Sp

por trasposición. Esto es, si T ∈ S′
p la transformada F ′T de T es el elemento

de H ′
p dado por

< F ′T,Fφ >=< T, φ >, φ ∈ Sp. (3.11)

La transformación distribucional definida por (3.11) extiende la definición de
la transformación de Chébli—Trimèche sobre Sp, cuando 0 < p ≤ 2. Justificamos
ahora esta afirmación.

Sean 0 < p ≤ 2 y f una función medible Lebesgue definida sobre (0,∞) tal
que ∫ ∞

0

e−
2ρx
p (1 + x)−l+ 2

p |f(x)| A(x) dx < ∞,

para algún l ∈ N. Entonces la funcional Tf definida sobre Sp por

< Tf , φ >=

∫ ∞

0

f(x) φ(x) A(x) dx, φ ∈ Sp,

está en S′
p. En efecto, tenemos que

|< Tf , φ >| ≤ µp
l,0(φ)

∫ ∞

0

e−
2ρx
p (1 + x)−l+ 2

p |f(x)| A(x) dx, φ ∈ Sp.

En particular, Sp puede ser visto como un subespacio de S′
p cuando 0 < p ≤

2, ya que, a tenor de [33, (3.5)], tenemos∫ ∞

0

e−2ρx/p |φ(x)| A(x)
(1 + x)2β+1− 2

p
+l

dx ≤ c

∫ ∞

0

e−2ρx/p |φ(x)| xβe2ρx

(1 + x)2β+1− 2
p
+l

dx

≤ c

∫ ∞

0

e−2ρx( 2
p
−1) xβ

(1 + x)2β+1− 2
p
+l

dx < ∞.

Aqúı β es la constante positiva que aparece en [33, (3.5)] y l ∈ N, l > 2/p.
Supongamos ahora que F es una función medible sobre (0,∞) tal que∫ ∞

0

(1 + y)−l |F (y)| dy

|c(y)|2 < ∞,

para algún l ∈ N. Definimos la funcional TF sobre Hp por

< TF ,Φ >=

∫ ∞

0

F (y) Φ(y)
dy

|c(y)|2 , Φ ∈ Hp.
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De este modo TF ∈ H ′
p. En efecto, tenemos que, para cada Φ ∈ Hp,

|< TF ,Φ >| ≤
∫ ∞

0

|F (y)| |Φ(y)| dy

|c(y)|2 ≤
∫ ∞

0

|F (y)| (1 + y)−l dy

|c(y)|2 τp0,l(Φ).

Teniendo en cuenta que 1
|c(y)|2 ∼ y2α+1, cuando y es grande ([109, pág. 99]),

se sigue entonces que Hp puede identificarse con un subespacio de H ′
p.

Sea φ ∈ Sp, donde 0 < p ≤ 2. Sabemos que F(φ) ∈ Hp ([33, Theorem 4.27]).
Intercambiando el orden de integración obtenemos

< TFφ,Fψ > =

∫ ∞

0

(Fφ)(y) (Fψ)(y)
dy

|c(y)|2

=

∫ ∞

0

(Fψ)(y)

(∫ ∞

0

φ(x)ϕy(x) A(x) dx

)
dy

|c(y)|2

=

∫ ∞

0

φ(x)

(∫ ∞

0

(Fψ)(y)ϕy(x)
dy

|c(y)|2

)
A(x) dx

=

∫ ∞

0

φ(x) ψ(x) A(x) dx, ψ ∈ Sp.

Probamos aśı que TFφ = F(Tφ), y establecemos que la transformación
distribucional de Chébli—Trimèche dada por (3.11) extiende la transformación
clásica sobre Sp.

3.4 La transformación de Chébli—Trimèche so-

bre los espacios A′
m, m ∈ Z, m < 0.

Como se estableció en la Proposición 3.3, ϕλ ∈ Am, m ∈ Z, m < 0, siempre
que |Imλ| ≤ ρ.

Teniendo esto presente, definimos la transformada F ′T de Chébli—Trimèche
de T ∈ A′

m, m ∈ Z, m < 0, como sigue

(F ′T )(λ) =< T,ϕλ >, |Imλ| ≤ ρ.

Probamos a continuación algunas propiedades de la transformación genera-
lizada que acabamos de definir

Proposición 3.5 (acotación). Sea T ∈ A′
m. Entonces existe un polinomio Q

tal que

|(F ′T )(λ)| ≤ Q(|λ|2), λ ∈ C y |Imλ| ≤ ρ.

Demostración.

De acuerdo con la Proposición 3.1 existen r ∈ N y c > 0 tales que

| < T, φ > | ≤ c max
0≤k≤r

βm
k (φ), φ ∈ Am.
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En particular, si λ ∈ C y |Imλ| ≤ ρ, [33, Lemma 3.4] permite escribir

|(F ′T )(λ)| ≤ c max
0≤k≤r

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)m
∣∣∆kϕλ(x)

∣∣
≤ c max

0≤k≤r
(ρ2 + |λ|2)k ≤ c (1 + ρ2 + |λ|2)r.

Proposición 3.6 (regularidad). Sea T ∈ A′
m. Tenemos que

(i) Cuando ρ > 0, F ′T es holomorfa en |Imλ| < ρ.
(ii) Si ρ = 0, F ′T es continua en R. Además, F ′T es k veces diferenciable

siempre que m < −k − 1.

Demostración.

Escribimos F = F ′T . Suponemos en primer lugar que ρ > 0.
Sea λ0 ∈ C tal que |Imλ0| < ρ. Vamos a probar que

lim
λ→0

F (λ0 + λ)− F (λ0)

λ
=< T,

∂

∂z
ϕz(·)|z=λ0

> . (3.12)

Nótese que, a tenor de la Proposición 3.3, ∂
∂λϕλ ∈ Am, cuando |Imλ| < ρ.

Por tanto, la parte derecha de (3.12) tiene sentido.
Para mostrar (3.12) basta establecer que

ϕλ0+λ(x)− ϕλ0(x)

λ
→ d

dz
ϕz(x)|z=λ0

, cuando λ → 0,

en Am.
Elegimos 0 < r < R < ρ − |Imλ0|. Ya que la función λ → ϕλ(x) es entera,

para cada x ∈ (0,∞), la fórmula de Cauchy nos permite escribir

ϕλ0+λ(x)− ϕλ0(x)

λ
− d

dz
ϕz(x)|z=λ0

=
1

2πi

∫
C

λ

(η − λ0)2(η − λ0 − λ)
ϕη(x)dη,

para cada x ∈ (0,∞) y |λ| < r, donde C denota la circunferencia centrada en
λ0 y radio R.

Recurriendo a [33, Lemma 3.4], para cada k ∈ N, x ∈ (0,∞) y |λ| < r,∣∣∣∣∆k

(
ϕλ0+λ(x)− ϕλ0(x)

λ
− d

dz
ϕz(x)|z=λ0

)∣∣∣∣ ≤ c
|λ|

R(R− r)
.

Por tanto, para cada k ∈ N,

βm
k

(
ϕλ0+λ(·)− ϕλ0(·)

λ
− d

dz
ϕz(·)|z=λ0

)
→ 0, cuando λ → 0.

De este modo (3.12) queda probado.
Supongamos ahora que ρ = 0.
Sea λ0 ∈ (0,∞). Para ver que F es continua en λ0 es suficiente mostrar que

ϕλ → ϕλ0 , cuando λ → λ0, en Am.
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Fijamos k ∈ N. De [33, Lemma 3.4, (i)] se sigue

(1 + x)m
∣∣∆k(ϕλ(x)− ϕλ0(x))

∣∣ ≤ (1 + x)m
∣∣λ2kϕλ(x)− λ2k

0 ϕλ0(x)
∣∣

≤ c (1 + x)m, x ∈ (0,∞), 0 < λ < 2λ0.

Entonces, para cada ε > 0 existe R > 0 tal que

(1 + x)m
∣∣∆k(ϕλ(x)− ϕλ0

(x))
∣∣ < ε, 0 < λ < 2λ0, x ≥ R.

Además, ya que λ2kϕλ(x) es una función uniformemente continua en

{(x, λ) : x ∈ [0, R], λ ∈ [0, 2λ0]} ,

λ2kϕλ(x) → λ2k
0 ϕλ0

(x), cuando λ → λ0, uniformemente en x ∈ [0, R]. Luego, si
ε > 0 existe δ > 0 para el cual∣∣λ2kϕλ(x)− λ2k

0 ϕλ0(x)
∣∣ < ε, |λ− λ0| < δ, x ∈ [0, R].

Los argumentos anteriores nos permiten concluir que

βm
k (ϕλ − ϕλ0) → 0, cuando λ → λ0,

y, por tanto, que ϕλ → ϕλ0
, cuando λ → λ0, en Am.

Consideramos en lo que sigue que m ∈ Z, m < −2. Vamos a ver que F es
una función diferenciable sobre (0,∞).

Sea λ0 ∈ [0,∞). Para mostrar la diferenciabilidad de F en λ0 tenemos que
ver que

ϕλ0+λ(x)− ϕλ0
(x)

λ
− ∂

∂z
ϕz|z=λ0

→ 0, cuando λ → 0,

en Am.
Para cada x ∈ (0,∞) y λ 	= 0 podemos escribir

ϕλ0+λ(x)− ϕλ0(x)

λ
− ∂

∂z
ϕz(x)|z=λ0

=
1

λ

∫ λ+λ0

λ0

∫ u

λ0

∂2

∂η2
ϕη(x) dη du.

Entonces, si k ∈ N, x ∈ (0,∞) y λ 	= 0, sigue

∆k

(
ϕλ0+λ(x)− ϕλ0(x)

λ
− ∂

∂z
ϕz(x)|z=λ0

)

=
1

λ

∫ λ+λ0

λ0

∫ u

λ0

∂2

∂η2
(
η2kϕη(x)

)
dη du

=
1

λ

∫ λ+λ0

λ0

∫ u

λ0

(
2k(2k − 1)η2k−2ϕη(x)

+4kη2k−1 ∂

∂η
ϕη(x) + η2k

∂2

∂η2
ϕη(x)

)
dη du.
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Luego, de [33, Lemma 3.4, (iv)] se infiere que∣∣∣∣∆k

(
ϕλ0+λ(x)− ϕλ0(x)

λ
− d

dz
ϕz(x)|z=λ0

)∣∣∣∣
≤ c (1 + x)2

∣∣∣∣∣ 1λ
∫ λ+λ0

λ0

∫ u

λ0

∣∣2k(2k − 1)η2k−2 + 4kη2k−1 + η2k
∣∣ dη du

∣∣∣∣∣ , (3.13)

para cada k ∈ N, x ∈ (0,∞) y λ 	= 0.
De (3.13) se deduce que

(1 + x)m
∣∣∣∣∆k

(
ϕλ0+λ(x)− ϕλ0

(x)

λ
− d

dz
ϕz(x)|z=λ0

)∣∣∣∣
≤ (1+x)m+2 1

|λ|

∣∣∣∣∣
∫ λ+λ0

λ0

2k(λ2k−1 − λ2k−1
0 ) + 2(u2k − λ2k

0 ) +
u2k+1 − λ2k+1

0

2k + 1
du

∣∣∣∣∣
= (1+x)m+2 1

|λ|

∣∣∣∣(λ+ λ0)
2k − λ2k

0 − 2kλ2k−1
0 λ+

2

2k + 1
((λ+ λ0)

2k+1 − λ2k+1
0 )

−2λ2k
0 λ+

1

2k + 1

(
1

2k + 2
((λ+ λ0)

2k+2 − λ2k+2
0 )− λ2k+1

0 λ

)∣∣∣∣ =
= (1 + x)m+2 1

|λ|

∣∣∣∣∣∣
2k∑
j=2

(
2k

j

)
λ2k−j
0 λj +

2

2k + 1

2k+1∑
j=2

(
2k + 1

j

)
λ2k+1−j
0 λj

+
1

(2k + 1)(2k + 2)

2k+2∑
j=2

(
2k + 2

j

)
λ2k+2−j
0 λj

∣∣∣∣∣∣
≤ c |λ|(1 + x)m+2, x ∈ (0,∞) y λ ∈ (0, 1),

para cada k = 1, 2, .... Cuando k = 0 se procede análogamente.
Por tanto,

βm
k

(
ϕλ0+λ(·)− ϕλ0

(·)
λ

− d

dz
ϕz(·)|z=λ0

)
→ 0, cuando λ → 0,

para cada k ∈ N siempre que m < −2.
Análogamente, cuando λ0 ≤ 0 podemos razonar de la misma manera.
Un argumento similar nos permite probar que F es k veces diferenciable

sobre R cuando m < −k − 1, para cada k ∈ N, k ≥ 1.
�

Para cada 0 < p ≤ 2, el espacio Sp está continuamente contenido en Am. Por
tanto el dual A′

m está contenido en S′
p. Si T ∈ A′

m podemos entonces definir la
transformada F ′T de dos modos aparentemente diferentes: uno como elemento
de S′

p, esto es, por

< F ′T,Fφ >=< T, φ >, φ ∈ Sp;
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el otro, como elemento de A′
m del modo siguiente

(F ′T )(λ) =< T,ϕλ >, |Imλ| ≤ ρ.

A continuación veremos que ambas definiciones coinciden.

Proposición 3.7 Sean 0 < p ≤ 2 y T ∈ A′
m. Si

F (y) =< T,ϕy >, y ∈ (0,∞),

se tiene que
< TF ,Fφ >=< T, φ >, φ ∈ Sp.

Demostración.

De acuerdo con la Proposición 3.5 existe un polinomio Q tal que |F (y)| ≤
Q(|y|2), y ∈ R. Por tanto, de acuerdo a lo comentado en la sección 3.3, ya que

1
|c(y)|2 ∼ y2α+1, cuando y es grande ([109, pág. 99]), F define un elemento TF
en H ′

p mediante

< TF ,Φ >=

∫ ∞

0

F (y) Φ(y)
dy

|c(y)|2 , Φ ∈ Hp.

En particular, tenemos que, para cada φ ∈ Sp,

< TF ,Fφ >=

∫ ∞

0

F (y) F(φ)(y)
dy

|c(y)|2 , φ ∈ Sp.

En virtud de la Proposición 3.4 existen medidas µ0, µ1, ..., µk complejas re-
gulares sobre [0,∞) tales que

< T, φ >=
k∑

j=0

∫ ∞

0

(1 + x)m
dj

dxj
φ(x) dµj(x), φ ∈ Am.

Ya que ϕy ∈ Am, y ∈ (0,∞), podemos escribir que

< TF ,F(φ) > =

∫ ∞

0

F(φ)(y)
k∑

j=0

∫ ∞

0

(1 + x)m
dj

dxj
ϕy(x) dµj(x)

dy

|c(y)|2

=
k∑

j=0

∫ ∞

0

(1 + x)m
∫ ∞

0

dj

dxj
ϕy(x) F(φ)(y)

dy

|c(y)|2 dµj(x)

=
k∑

j=0

∫ ∞

0

(1 + x)m
dj

dxj

∫ ∞

0

ϕy(x) F(φ)(y)
dy

|c(y)|2 dµj(x)

= < T, φ >, φ ∈ Sp.

Nótese que, teniendo en cuenta [33, Lemma 3.4 y Theorem 4.27] junto a que
1

|c(y)|2 ∼ y2α+1, cuando y es grande ([109, pág. 99]), el intercambio de orden de

integración y la diferenciación bajo el signo integral están justificados.
�

Como una consecuencia de la Proposición 3.7 obtenemos un teorema de
unicidad para la transformación distribucional de Fourier generalizada.
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Proposición 3.8 (unicidad). Sea T ∈ A′
m. Si (F ′T )(y) = 0, y ∈ (0,∞),

entonces T = 0.

Demostración.

Es suficiente con recurrir a la Proposición 3.7 y recordar que D∗ es un sub-
espacio denso de Am. En efecto, para cada φ ∈ D∗ se tiene que

0 =< F ′T,Fφ >=< T, φ > .

Por tanto T = 0.
�

A continuación establecemos una fórmula de inversión para la transformación
distribucional de Chébli—Trimèche.

Proposición 3.9 (inversión). Sea 0 < p ≤ 2 y T ∈ A′
m. Entonces

T = lim
r→∞

∫ r

0

(F ′T )(y) ϕy(·)
dy

|c(y)|2 ,

en la topoloǵıa débil * de S′
p.

Demostración.

Denotamos F = F ′T . Observamos inicialmente que, en virtud de la Proposi-
ción 3.6, la función F (y)ϕy(x)/|c(y)|2 es integrable sobre [0, r], para cada r > 0,
y la función Fr definida, para cada r > 0, por

Fr(x) =

∫ r

0

F (y) ϕy(x)
dy

|c(y)|2 , x ∈ (0,∞),

genera una distribución en S′
p. En efecto, de acuerdo con [33, Lemma 3.4] y la

Proposición 3.5, podemos escribir, para cada r ∈ (0,∞),

|Fr(x)| ≤
∫ r

0

|F (y)| |ϕy(x)|
dy

|c(y)|2 ≤ c (1 + x) e−ρx, x ∈ (0,∞).

Por tanto, de [33, (3.5)] sigue, para cada r ∈ (0,∞),∫ ∞

0

|Fr(x)| (1 + x)−l+ 2
p e−2ρx/p A(x) dx

≤ c

∫ ∞

0

(1 + x)−l+ 2
p
+1 eρx(1−

2
p ) xβ dx < ∞, si l ∈ N, l >

2

p
+ β + 2.

Luego, según lo comentado en la sección 3.3, Fr define un elemento en S′
p

por

< Fr, φ >=

∫ ∞

0

Fr(x) φ(x) A(x) dx, φ ∈ Sp, r > 0.



3.4. La transformación sobre los espacios A′
m. 79

Sea φ ∈ Sp. El teorema de Fubini nos permite, procediendo como en la
prueba de la Proposición 3.7 (recurriendo a la representación de T establecida
en la Proposición 3.4), obtener∫ ∞

0

Fr(x) φ(x) A(x) dx =

∫ r

0

F (y)

∫ ∞

0

φ(x) ϕy(x) A(x) dx
dy

|c(y)|2

=< T,

∫ r

0

ϕy(·) F(φ)(y)
dy

|c(y)|2 >, r > 0. (3.14)

Nótese que
∫ r
0
ϕy(x) F(φ)(y) dy

|c(y)|2 ∈ Am, para cada r > 0 (recuérdese que

m < 0).
Además, de [33, Lemma 3.4], sigue que, para cada k ∈ N,

βm
k

(∫ ∞

r

ϕy(x) F(φ)(y)
dy

|c(y)|2

)
≤
∫ ∞

r

|F(φ)(y)| (y2 + ρ2)k
dy

|c(y)|2 → 0,

cuando r → ∞.
Por tanto, aplicando [33, Theorem 4.27],

lim
r→∞

∫ r

0

ϕy(x) F(φ)(y)
dy

|c(y)|2 =

∫ ∞

0

ϕy(x) F(φ)(y)
dy

|c(y)|2 = φ(x),

en el sentido de la convergencia en Am.
De (3.14) se deduce entonces que

lim
r→∞

∫ r

0

(F ′T )(y) ϕy(·)
dy

|c(y)|2 = T,

en la topoloǵıa débil * de S′
p.

�

Nótese que, al ser Sp un subespacio denso de Am, la fórmula establecida en
la proposición anterior determina la funcional T ∈ A′

m.
Presentamos ahora una regla operacional para la transformación distribu-

cional estudiada.
Previamente establecemos que el operador ∆ es continuo de Am en śı mismo.

Proposición 3.10 El operador ∆ es continuo de Am en śı mismo.

Demostración.

Es claro, en virtud de la Proposición 3.1, que ∆ aplica continuamente Am

en śı mismo. Nótese que A′

A es una función impar.
Sea φ ∈ Am. Sabemos que

∆ = − d2

dx2
− A′(x)

A(x)

d

dx
.

Luego, para cada k ∈ N,

dk

dxk
∆φ(x) = − dk+2

dxk+2
φ(x)−

k∑
j=0

(
k

j

)
dk−j

dxk−j

(
A′(x)

A(x)

)
dj+1

dxj+1
(φ(x)), x ∈ [0,∞).
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De aqúı se deduce, al ser dl

dxl

(
A′(x)
A(x)

)
acotada en un entorno de infinito,

para cada l ∈ N, que limx→∞(1 + x)m dk

dxk∆φ(x) = 0, para cada k ∈ N. La
Proposición 3.2 implica ya que ∆φ ∈ Am.

De este modo la prueba está completa.
�

Denotamos por ∆∗ el adjunto formal del operador ∆. Esto es, para cada
T ∈ A′

m, ∆∗T es el elemento de A′
m definido por

< ∆∗T, φ >=< T,∆φ >, φ ∈ Am.

El operador ∆∗ es continuo de A′
m en śı mismo, cuando sobre este espacio

se considera la topoloǵıa débil * o la fuerte.

Proposición 3.11 Sea T ∈ A′
m. Entonces

F(∆∗T )(λ) = (λ2 + ρ2)(FT )(λ), |Imλ| ≤ ρ. (3.15)

Demostración.

Es suficiente tener en cuenta que ∆xϕλ(x) = (λ2 + ρ2)ϕλ(x), x ∈ (0,∞) y
λ ∈ C.

�

La igualdad (3.15) es también válida cuando T ∈ S′
p, donde 0 < p ≤ 2. En

este caso la igualdad es entendida en H ′
p.

3.5 Aplicaciones de la transformación distribu-

cional de Chébli—Trimèche.

Como en los casos anteriores, suponemos que 0 < p ≤ 2 y m ∈ Z, m < 0.
Nuestro objetivo ahora es encontrar una funcional T ∈ S′

p tal que

P (∆∗)T = S, (3.16)

donde S ∈ A′
m es conocido y P es un polinomio tal que P (y) 	= 0, y ≥ ρ2.

De la Proposición 3.11 se sigue que si (3.16) se verifica, entonces

P (λ2 + ρ2)F = G, (3.17)

donde F y G representan las transformadas de Chébli—Trimèche de T y S,
respectivamente.

La igualdad (3.17) junto a la Proposición 3.9 sugiere definir la funcional

< T, φ >= lim
n→∞

<

∫ n

0

G(y)

P (y2 + ρ2)
ϕy(·)

dy

|c(y)|2 , φ >, φ ∈ Sp.

Veremos a continuación que el ĺımite anterior existe para cada φ ∈ Sp.
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Sean m,n ∈ N, m > n. Para cada polinomio Q sin ceros en [ρ2,∞), se tiene
que

Q(∆)

∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2 =

∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2 .
(3.18)

De acuerdo con la Proposición 3.5 podemos encontrar un polinomio Q sin
ceros en [ρ2,∞) tal que

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
= O(y−r), cuando y → ∞, (3.19)

donde r > 2α+ 2.
Sea φ ∈ Sp. Integrando por partes obtenemos∫ ∞

0

∆x

(∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2

)
φ(x) A(x) dx

= −
[
d

dx

(∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2

)
φ(x) A(x)

]x→∞

x=0

+

[(∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2

)
A(x)

d

dx
φ(x)

]x→∞

x=0

−
∫ ∞

0

∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2∆φ(x) A(x) dx.

De [33, Lemma 3.6,(ii)], al ser dy
|c(y)|2 ∼ y2α+1, cuando y es grande ([109,

pág. 99]), se deduce que∣∣∣∣ ddx
(∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2

)∣∣∣∣ ≤ c (1+x)3 e−ρx, x ∈ [0,∞).

También∣∣∣∣
∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2

∣∣∣∣ ≤ c (1 + x)3 e−ρx, x ∈ [0,∞).

Por tanto, inferimos de [33, (3.5)] que∣∣∣∣ ddx
(∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2

)
φ(x) A(x)

∣∣∣∣
≤ c (1 + x)β eρx |φ(x)| ≤ c

1 + x
eρx(1−

2
p) → 0, cuando x → ∞,

donde β > 0 es adecuado, y∣∣∣∣
(∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2 A(x)
d

dx
φ(x)

)∣∣∣∣
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≤ c

1 + x
eρx(1−

2
p ) → 0, cuando x → ∞.

Además, ya que A(0) = 0, tenemos

d

dx

(∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2

)
φ(x) A(x)|x=0 = 0

y (∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2 A(x)
d

dx
φ(x)

)
|x=0

= 0.

Se concluye entonces que∫ ∞

0

∆x

(∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2

)
φ(x) A(x) dx

=

∫ ∞

0

∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(x)

dy

|c(y)|2 ∆φ(x) A(x) dx.

Aplicando esta igualdad, (3.18) conduce a

<

∫ n

n

G(y)

P (y2 + ρ2)
ϕy(·)

dy

|c(y)|2 , φ >

=<

∫ m

n

G(y) ϕy(·)
P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)

dy

|c(y)|2 , Q(∆)φ > .

Recurriendo de nuevo a [33, (3.5) y Lemma 3.4] conseguimos∣∣∣∣<
∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)
ϕy(·)

dy

|c(y)|2 , φ >

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣<
∫ m

n

G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)
ϕy(·)

dy

|c(y)|2 , Q(∆)φ >

∣∣∣∣
≤ c

∫ m

n

∣∣∣∣ G(y)

P (y2 + ρ2)Q(y2 + ρ2)

∣∣∣∣ dy

|c(y)|2 sup
x∈(0,∞)

(1 + x)β ϕ0(x)
−2/p |Q(∆)φ(x)|,

para cierto β > 0.

Por tanto, la sucesión
(∫ n

0
G(y)

P (y2+ρ2)ϕy(·) dy
|c(y)|2

)
n∈N

es de Cauchy en la topo-

loǵıa débil * de S′
p. Existe entonces T ∈ S′

p tal que,

< T, φ >= lim
n→∞

<

∫ n

0

G(y)

P (y2 + ρ2)
ϕy(·)

dy

|c(y)|2 , φ >, φ ∈ Sp.

Además, se tiene que

< P (∆∗)T, φ > = < T,P (∆)φ >

= lim
n→∞

<

∫ n

0

G(y)

P (y2 + ρ2)
ϕy(·)

dy

|c(y)|2 , P (∆)φ >
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= lim
n→∞

< P (∆)

∫ n

0

G(y)

P (y2 + ρ2)
ϕy(·)

dy

|c(y)|2 , φ(x) >

= lim
n→∞

<

∫ n

0

G(y)ϕy(·)
dy

|c(y)|2 , φ >

= < S, φ >, φ ∈ Sp.

Probamos aśı que T ∈ S′
p es una solución de (3.16) en S′

p.

3.6 La convolución � sobre A′
m.

En esta sección estudiamos la convolución � asociada a la transformación de
Chébli—Trimèche sobre el espacio A′

m, m ∈ Z, m < 0.
Recordamos que si f ∈ L1([0, a], A(x)dx), para cada a > 0, la traslación

τx, x ∈ [0,∞), está definida por

(τxf)(y) =

{ ∫∞
0

D(x, y, z) f(z) A(z) dz, y ∈ (0,∞), x ∈ (0,∞)
f(y), y ∈ (0,∞), x = 0

,

donde D(x, y, z)A(z)dz es, para cada x, y ∈ [0,∞), una medida de probabilidad
soportada en el intervalo [|x− y|, |x+ y|].

Comenzamos analizando el operador de traslación τx, x ∈ (0,∞), sobre Am.

Proposición 3.12

(a) Sea x ∈ (0,∞). Entonces τx define una aplicación lineal y continua de
Am en śı mismo.

(b) Sea φ ∈ Am. La aplicación Fφ definida por

Fφ(x) = τxφ, x ∈ [0,∞),

es continua de [0,∞) en Am.

Demostración.

(a) Probamos en primer lugar que τx aplica Am en śı mismo.
Sea φ ∈ Am. Existe una sucesión (φj)n∈N ⊂ D∗ tal que φj → φ, cuando

j → ∞, enAm (Proposición 3.2). Entonces, de [105, Corollaire 8.2 y Proposition
8.3.3] se sigue que (τxφj)j∈N ⊂ D∗. Además (τxφj)j∈N es de Cauchy en Am.
En efecto, sea k ∈ N. Podemos escribir, para cada y ∈ (0,∞) y j, l ∈ N,

∆k((τxφj)(y)− (τxφl)(y)) =

∫ ∞

0

(∆kφj(z)−∆kφl(z)) D(x, y, z) A(z) dz.

Por tanto, ya que m < 0, tenemos

(1 + y)m
∣∣∆k((τxφj)(y)− (τxφl)(y))

∣∣
≤ (1 + y)m

∫ |x+y|

|x−y|

(∆kφj(z)−∆kφl(z)) D(x, y, z) A(z) dz
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≤ c (1 + x)−m

∫ |x+y|

|x−y|

(1 + z)m
∣∣∆kφj(z)−∆kφl(z)

∣∣ D(x, y, z) A(z) dz

≤ c (1 + x)−m βm
k (φj − φl), j, l ∈ N, y ∈ (0,∞).

Concluimos que

βm
k (τxφj − τxφl) ≤ c (1 + x)−m βm

k (φj − φl), j, l ∈ N.

De este modo queda probado que (τxφn)n∈N es una sucesión de Cauchy en
Am. Teniendo en cuenta que Am es un espacio de Fréchet, existe ψ ∈ Am tal que
τxφj → ψ, cuando j → ∞, en Am. Además, (τxφj)(y) → ψ(y), cuando j → ∞,
para cada y ∈ (0,∞), ya que la convergencia en Am implica la convergencia
puntual. Aplicando ahora el teorema de la convergencia dominada obtenemos

(τxφj)(y) =

∫ |x+y|

|x−y|

φj(z) D(x, y, z) A(z) dz

→
∫ |x+y|

|x−y|

φ(z) D(x, y, z) A(z) dz = (τxφ)(y), cuando j → ∞,

para cada y ∈ (0,∞). Por tanto, τxφ = ψ.
Para probar que τx define una aplicación continua del Am en śı mismo, recu-

rrimos al teorema del grafo cerrado. Supongamos que (φj)j∈N es una sucesión
en Am tal que φj → φ y τxφj → ψ, cuando j → ∞, en Am, para ciertas
φ, ψ ∈ Am. Entonces, como acabamos de ver

(τxφj)(y) → (τxφ)(y) y (τxφj)(y) → ψ(y), cuando j → ∞,

para cada y ∈ (0,∞). De este modo probamos que τxφ = ψ y la continuidad de
la aplicación definida por τx.

(b) Sea x0 ∈ [0,∞). Tenemos que ver que

τxφ− τx0φ → 0, cuando x → x0, (3.20)

en Am, donde φ ∈ D∗.
De [105, Corollaire 8.2 y Proposition 8.3.3] se sigue que, para cada k ∈ N,

∆k((τxφ)(y)− (τx0φ)(y)) =

∫ ∞

0

(ϕλ(x)− ϕλ(x0)) ϕλ(y) F(∆kφ)(λ)
dλ

|c(λ)|2 ,

para cada x, y ∈ (0,∞).
Sea ε > 0. Aplicando [33, Lemma 3.4 y Theorem 4.27] podemos encontrar

λ0 > 0 tal que∫ ∞

λ0

(ϕλ(x)− ϕλ(x0)) ϕλ(y) F(∆kφ)(λ)
dλ

|c(λ)|2 < ε, x, y ∈ (0,∞).
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Por otra parte, la función ϕλ(x) es continua en {(λ, x) : λ, x ∈ [0,∞)}.
Entonces, existe δ > 0 tal que

|ϕλ(x)− ϕλ(x0)| < ε,

para cada x ∈ (0,∞), |x− x0| < δ y λ ∈ [0, λ0].
Teniendo en cuenta de nuevo [33, Lemma 3.4 y Theorem 4.27] obtenemos

que ∫ λ0

0

∣∣(ϕλ(x)− ϕλ(x0)) ϕλ(y) F(∆kφ)(λ)
∣∣ dλ

|c(λ)|2 ≤ c ε,

siempre que x ∈ (0,∞) y |x− x0| < δ.
De este modo probamos (3.20).

�

De acuerdo con la Proposición 3.12 definimos la convolución T�φ de T ∈ A′
m

y φ ∈ Am mediante

(T�φ)(x) =< T, τxφ >, x ∈ [0,∞).

Nuestro próximo objetivo es mostrar que T�φ ∈ Am.

Proposición 3.13 Sea T ∈ A′
m. Entonces la aplicación φ → T�φ es continua

de Am en śı mismo.

Demostración.

Sea φ ∈ Am. Existe una sucesión (φj)j∈N ⊂ D∗ tal que φj → φ, cuando
j → ∞, en Am. La sucesión (T�φj)j∈N es de Cauchy en Am. Para probar esta
propiedad comenzamos estableciendo que

dk

dxk
(T�ψ)(x) =< T,

dk

dxk
(τxψ) >, x ∈ (0,∞), (3.21)

para cada ψ ∈ D∗ y k ∈ N.
Sea ψ ∈ D∗. Nótese que, en virtud de la Proposición 3.12,(a), T�ψ es una

función continua sobre (0,∞). Tomamos x0 ∈ (0,∞). Para ver que

d

dx
(T�ψ)(x)|x=x0

=< T,
d

dx
(τxψ)|x=x0

>,

debemos mostrar que

(τx+x0ψ)(y)− (τx0ψ)(y)

x
− d

dz
(τzψ)(y)|z=x0

=
1

x

∫ x0+x

x0

∫ u

x0

d2

dη2
(τηψ)(y) dηdu → 0,

cuando x → 0, en Am.
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Sea k ∈ N. Recurrimos ahora a (3.8) y (3.9). Teniendo en cuenta [33,
Theorem 4.27] conseguimos∣∣∣∣∆k

y

(
∂2

∂η2
(τηψ)(y)

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣F−1

(
∂2

∂η2
ϕλ(η) F(∆kψ)(λ)

)
(y)

∣∣∣∣ ≤ c,

para cada η ∈
(
x0

2 , x0 + 1
)
e y ∈ (0,∞).

Por tanto, ya que m < 0,

βm
k

(
τx+x0ψ − τx0ψ

x
− d

dz
(τzψ)(y)|z=x0

)
≤ c

x

∫ x0+x

x0

∫ u

x0

dηdu =

=
c

x

∫ x0+x

x0

(u− x0) du =
c

x

∫ x

0

u du ≤ c x → 0, cuando x → 0+.

Para probar la fórmula (3.21) para cada k ∈ N podemos proceder inductiva
y análogamente.

De (3.21) se deduce inmediatamente que

∆k(T�ψ)(x) =< T, τx(∆
kψ) >, x ∈ (0,∞), (3.22)

para cada ψ ∈ D∗ y k ∈ N.
Sea k ∈ N. La igualdad (3.22) implica que, para ciertas c > 0 y r ∈ N, si

j, l ∈ N, ∣∣∆k(T�(φj − φl))(x)
∣∣ = ∣∣< T, τx(∆

kφj −∆kφl) >
∣∣

≤ c max
0≤n≤r

βm
n (τx(∆

kφj −∆kφl)), x ∈ (0,∞).

puesto que (τxψ)(y) = (τyψ)(x), x, y ∈ (0,∞), y ψ ∈ D∗. Procediendo como en
la prueba de la Proposición 3.12 obtenemos, para cada j, l ∈ N,∣∣∆k(T�(φj − φl))(x)

∣∣
≤ c max

0≤n≤r
sup

y∈(0,∞)

(1 + y)m
∣∣τx(∆k+nφj)(y)− τx(∆

k+nφl)(y)
∣∣

≤ c (1 + x)−m max
0≤n≤r

βm
k+n(φj − φl), x ∈ (0,∞).

Por tanto,

βm
k (T�φj − T�φl) ≤ max

0≤n≤r+k
βm
k (φj − φl), j, l ∈ N y x ∈ (0,∞).

De aqúı se sigue ya que (T�φj)j∈N es una sucesión de Cauchy en Am.
Sea ψ ∈ D∗. Probaremos a continuación que T�ψ ∈ Am. Supongamos que

k ∈ N. Al ser

(τxψ)(y) = F−1 (ϕλ(x)(Fψ)(λ)) (y), x, y ∈ (0,∞),
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[33, Lemma 3.4 y Theorem 4.27] y la Proposición 3.1 nos conducen a∣∣∣∣ dkdxk
(T�ψ)(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣< T,

dk

dxk
(τxψ) >

∣∣∣∣ ≤ c max
0≤l≤r

βm
l

(
dk

dxk
(τxψ)

)

≤ c max
0≤l≤r

sup
y∈(0,∞)

∣∣∣∣∆l
y

∫ ∞

0

ϕλ(y)
dk

dxk
(ϕλ(x)) (Fψ)(λ)

dλ

|c(λ)|2

∣∣∣∣ ≤ c, x ∈ (0,∞).

Aqúı r es elegido adecuadamente.
La Proposición 3.2 permite concluir que T�ψ ∈ Am.
Ya que (φj)j∈N ⊂ D∗ y que Am es Fréchet, existe ψ ∈ Am tal que T�φj → ψ,

cuando j → ∞, en Am. Entonces (T�φj)(x) → ψ(x), cuando j → ∞, para cada
x ∈ (0,∞).

Por otra parte, en virtud de la Proposición 3.12, para cada x ∈ (0,∞), τxφj →
τxφ, cuando j → ∞, en Am. Luego, (T�φj)(x) → (T�φ)(x), cuando j → ∞,
para cada x ∈ (0,∞). Se sigue entonces que ψ = T�φ ∈ Am.

Hemos probado que la aplicación φ → T�φ lleva Am en śı mismo. El teorema
del grafo cerrado nos permite concluir, procediendo como en la prueba de la
proposición anterior, que la aplicación en cuestión es continua.

�

Definimos la convolución T�S de T ∈ A′
m y S ∈ A′

m, cuando m ∈ Z, m < 0,
como la funcional sobre Am dada por

< T�S, φ >=< T, S�φ >, φ ∈ Am.

Nótese que de la Proposición 3.13 se sigue que T�S ∈ A′
m, para cada T, S ∈

A′
m.
En la siguiente proposición establecemos una fórmula de intercambio para

la transformación de Chébli—Trimèche distribucional.

Proposición 3.14 Para cada T, S ∈ A′
m,

F ′(T�S)(λ) = F ′(T )(λ) F ′(S)(λ), |Imλ| ≤ ρ.

Demostración.

Es suficiente tener en cuenta que τx(ϕλ)(y) = ϕλ(x)ϕλ(y), para cada x, y ∈
(0,∞) y λ ∈ C tal que |Imλ| ≤ ρ [78, pág. 166].

�

Las principales propiedades algebraicas de la convolución distribucional son
las siguientes

Proposición 3.15 Para cada S, T,R ∈ A′
m se tienen

(a) T�(S�R) = (T�S)�R,
(b) T�S = S�T ,
(c) Si δ es la funcional de Dirac, entonces δ ∈ A′

m y T�δ = T ,
(d) ∆∗(T�S) = (∆∗T )�S.
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Demostración.

(a) y (b) son consecuencias de las Proposiciones 3.8 y 3.14.
Es inmediato ver que δ ∈ A′

m. Además, ya que ϕλ(0) = 1, λ ∈ C, se deduce
que F(δ) = 1. Recurriendo de nuevo a las Proposiciones 3.8 y 3.14 se sigue (c).

Finalmente (d) se deduce de las Proposiciones 3.8, 3.11 y 3.14.
�



Parte II

En la segunda parte de este Caṕıtulo III completamos en algunos aspectos la
teoŕıa distribucional para la transformación y la convolución de Chébli—Trimèche
desarrollada por W. Bloom y Z. Xu ([33]). J.J. Betancor e I. Marrero en una
serie de trabajos ([23], [24] y [25]) desarrollaron una teoŕıa distribucional para
la convolución de Hankel paralela a la clásica de L. Schwartz ([97]) para la con-
volución usual. Estos autores consideraron distribuciones de crecimiento lento y
rápido. Más recientemente, J.J. Betancor y L. Rodŕıguez—Mesa ([27]) estudia-
ron la convolución de Hankel sobre distribuciones de crecimiento exponencial.
A continuación, inspirados en los trabajos señalados, continuamos las investiga-
ciones de W. Bloom y Z. Xu.

3.7 Sobre los espacios Sp y Hp, 0 < p ≤ 2.

En esta sección presentamos nuevas propiedades de los espacios Sp y Hp, 0 <
p ≤ 2, introducidos por W. Bloom y Z. Xu en [33] (véase, por ejemplo, la
introducción de este caṕıtulo para las definiciones).

Comenzamos dando una nueva familia de seminormas que define la topoloǵıa
de Sp.

Proposición 3.16 La topoloǵıa de Sp, 0 < p ≤ 2, es generada por el sistema
{ηpk,l}k,l∈N de seminormas, donde, para cada k, l ∈ N,

ηpk,l(φ) = sup
x∈(0,∞)

(1 + x)l ϕ0(x)
−2/p |∆kφ(x)|, φ ∈ Sp.

Demostración.

Sea 0 < p ≤ 2. Teniendo en cuenta [33, Lemma 4.18] y procediendo como en
la prueba de la Proposición 3.1, podemos ver que la familia {ηpk,l}k,l∈N genera

sobre Sp una topoloǵıa menos fina que la asociada a {µp
k,l}k,l∈N.

Sean k, l ∈ N. Como se prueba en [33, pág. 99], para cada φ ∈ Sp, se tiene
que

dk

dλk
((λ2+ρ2)lF(φ)(λ)) =

∫ ∞

0

∆lφ(x)
dk

dλk
(ϕλ(x))A(x)dx, |Imλ| ≤ ρ

(
2

p
− 1

)
.

89
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Por tanto, de [33, (3.5) y Lemma 3.4, (iii)], se sigue, cuando |Imλ| ≤
ρ
(

2
p − 1

)
,

∣∣∣∣ dkdλk
((λ2 + ρ2)lF(φ)(λ))

∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

0

|∆lφ(x)| (1 + x)k+β e(|Imλ|+ρ)x dx

≤
∫ ∞

0

|∆lφ(x)| ϕ0(x)
−2/p (1 + x)k+β+1 e(|Imλ|+ρ(1− 2

p ))x dx

para cierta β > 0. Existe pues r ∈ N de manera que∣∣∣∣ dkdλk
((λ2 + ρ2)lF(φ)(λ))

∣∣∣∣ ≤ c ηpr,l(φ), |Imλ| ≤ ρ

(
2

p
− 1

)
, φ ∈ Sp. (3.23)

Mostramos ahora que la familia {Ωp
k,l}k,l∈N de seminormas define la topolo-

ǵıa de Hp, donde

Ωp
k,l(Φ) = sup

|Imλ|≤ρ( 2
p
−1)

∣∣∣∣ dkdλk
((λ2 + ρ2)lΦ(λ))

∣∣∣∣ , Φ ∈ Hp.

En efecto, no es dif́ıcil ver que {Ωp
k,l}k,l∈N define sobre Hp una topoloǵıa

menos fina que la asociada a {τpk,l}k,l∈N. Por otra parte Hp dotado de la

topoloǵıa engendrada por {Ωp
k,l}k,l∈N es Fréchet. Para probar esto, tomamos

una sucesión (Φj)j∈N de Cauchy respecto de {Ωp
k,l}k,l∈N. Entonces, para cada

l ∈ N, ((ρ2 + λ2)lΦj)j∈N es una sucesión de Cauchy uniforme en |Imλ| ≤
ρ
(

2
p − 1

)
. Existe pues Φ holomorfa y par en |Imλ| < ρ

(
2
p − 1

)
y continua en

|Imλ| ≤ ρ
(

2
p − 1

)
tal que (ρ2 + λ2)lΦj → (ρ2 + λ2)lΦ, cuando j → ∞, uni-

formemente en |Imλ| ≤ ρ
(

2
p − 1

)
, para cada k, l ∈ N. De aqúı se concluye que,

al ser, para cada l, k ∈ N,
(

dk

dλk ((ρ
2 + λ2)lΦj(λ))

)
j∈N

una sucesión de Cauchy

uniforme en |Imλ| ≤ ρ
(

2
p − 1

)
, dk

dλk ((ρ
2 + λ2)Φj(λ)) → dk

dλk ((ρ
2 + λ2)Φ(λ)),

cuando j → ∞, uniformemente en |Imλ| ≤ ρ
(

2
p − 1

)
, para cada k, l ∈ N. Por

tanto (Hp, {Ωp
k,l}k,l∈N) es un espacio Fréchet.

Del teorema de la aplicación abierta se infiere ya que {τpk,l}k,l∈N y {Ωp
k,l}k,l∈N

son equivalentes sobre Hp.
Recurrimos ahora a [33, Theorem 4.27] para escribir que, para cada k, l ∈ N,

µp
k,l(φ) = µp

k,l(F−1(Fφ)) ≤ c max
0≤r,s≤m

Ωp
r,s(Fφ), φ ∈ Sp,

para ciertos m ∈ N y c > 0. Luego, de (3.23) se sigue que, para alguna m ∈ N,

µp
k,l(φ) ≤ c max

0≤r,s≤m
ηpr,s(φ), φ ∈ Sp.
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Concluimos aśı que {ηpk,l}k,l∈N define sobre Sp una topoloǵıa más fina que

la de {µp
k,l}k,l∈N y la prueba queda completa.

�

Como en el Caṕıtulo I, denotamos por Seven el subespacio del espacio S de
Schwartz constituido por las funciones φ ∈ S pares. Sobre Seven consideramos
la topoloǵıa inducida por S. Además, de [46, Corollary 4.8 y comentarios a
continuación] se infiere que Seven coincide con el espacio de las funciones φ ∈
C∞(R) pares tales que

γk,l(φ) = sup
x∈[0,∞)

(1 + x)l

∣∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)k

φ(x)

∣∣∣∣∣ < ∞,

para cada k, l ∈ N. Por tanto, Seven es el espacio considerado por G. Altenburg
en [1].

La aplicación L definida por L(φ) = ϕ
2/p
0 φ, φ ∈ Seven, es un isomorfismo

de Seven sobre Sp. En efecto, sea φ ∈ Seven. Teniendo en cuenta [33, Lemmas
3.4,(i) y 3.6,(ii)], se sigue

µp
k,l(ϕ

2/p
0 φ) = sup

x∈(0,∞)

(1 + x)l ϕ
−2/p
0 (x)

∣∣∣∣ dkdxk

(
ϕ
2/p
0 (x)φ(x)

)∣∣∣∣
≤ c

k∑
j=0

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)l e2ρx/p
∣∣∣∣ djdxj

ϕ
2/p
0 (x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ dk−j

dxk−j
φ(x)

∣∣∣∣
≤ c

k∑
j=0

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)r
∣∣∣∣ dk−j

dxk−j
φ(x)

∣∣∣∣ ,
para cierto r ∈ N. Luego, ya que ϕ0 ∈ C∞(R) es par y no nula, la aplicación
L es continua de Seven en Sp.

Supongamos ahora que φ ∈ Sp. Tenemos que, para cada k ∈ N,∣∣∣∣ dkdxk

(
ϕ
−2/p
0 (x)φ(x)

)∣∣∣∣ ≤ c
k∑

j=0

∣∣∣∣ djdxj
ϕ
−2/p
0 (x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ dk−j

dxk−j
φ(x)

∣∣∣∣
≤ c

k∑
j=0

∣∣∣∣ dk−j

dxk−j
φ(x)

∣∣∣∣ e2ρx/p (1 + x)r, x ∈ (0,∞),

para algún r ∈ N.
Por tanto, para cada k, l ∈ N,

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)l
∣∣∣∣ dkdxk

(
ϕ
−2/p
0 (x)φ(x)

)∣∣∣∣ ≤ c
k∑

j=0

µp
k−j,r(φ),

para cierto r ∈ N.
Probamos aśı que L−1 es continua de Sp en Seven.
Estamos en condiciones ya de mostrar la propiedad siguiente, que nos da

una caracterización de los multiplicadores de Sp.
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Proposición 3.17 Sean 0 < p ≤ 2 y f una función definida sobre (0,∞).
Entonces, f es un multiplicador para Sp si, y sólo si, f es un multiplicador para
Seven.

Demostración.

Supongamos que f es un multiplicador para Sp. Sea φ ∈ Seven. Tenemos

que fφ = fϕ
2/p
0 φϕ

−2/p
0 = L−1(fLφ), donde L es la aplicación definida arriba.

Por tanto fφ ∈ Seven.
Análogamente podemos ver que si f es un multiplicador para Seven entonces

lo es para Sp.
�

Recurriendo a [22, Theorem 2.3] se deduce de la última proposición lo que
sigue

Proposición 3.18 Sean 0 < p ≤ 2 y una función f ∈ C∞(R) y par. Son
equivalentes las propiedades que siguen:

(a) fφ ∈ Sp, para cada φ ∈ Sp,
(b) la aplicación φ → fφ es continua de Sp en śı mismo,

(c) para cada k ∈ N existe nk ∈ N tal que (1 + x2)−nk

∣∣∣( 1x d
dx

)k
f(x)
∣∣∣ es

acotada en (0,∞).
�

Denotamos por Θ el espacio de multiplicadores de Sp, 0 < p ≤ 2. Como
hemos visto en la Proposición 3.18, Θ no depende de p. No es dif́ıcil ver que Sp

está contenido en Θ, para cada 0 < p ≤ 2.
Nuestro próximo objetivo es estudiar diferentes topoloǵıas sobre Θ.
Representamos por L(Sp) el espacio de las aplicaciones lineales y continuas

de Sp en śı mismo. Ls(Sp) y Lb(Sp) denotan a L(Sp) cuando se considera sobre
él la topoloǵıa de la convergencia puntual o la de la convergencia uniforme sobre
los acotados de Sp, respectivamente. Procediendo como en [26, Proposition 1]
podemos ver que Ls(Sp) = Lb(Sp).

Sean k, n ∈ N. El espacio Θn,k está constituido por las funciones pares
f ∈ Cn(R) tales que

αn,k(f) = sup
x∈(0,∞), 0≤j≤n

(1 + x2)−k

∣∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)j

f(x)

∣∣∣∣∣ < ∞.

Θn,k es dotado de la topoloǵıa definida por la norma αn,k. De este modo
Θn,k es un espacio de Banach. Tenemos que Θ = ∩n∈N ∪k∈N Θn,k, donde la
igualdad se entiende algebraicamente.

Proposición 3.19 La topoloǵıa que Ls(Sp) (equivalentemente, Lb(Sp)) define
sobre Θ coincide con la topoloǵıa proyectiva—inductiva de ∩n∈N ∪k∈N Θn,k.

Demostración.
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Probaremos, en primer lugar, que la topoloǵıa que Ls(Sp) induce sobre Θ es
más fuerte que la topoloǵıa proyectiva—inductiva sobre ∩n∈N ∪k∈N Θn,k.

Supongamos que A es un conjunto acotado de Θ cuando se considera sobre
él la topoloǵıa de la convergencia puntual. Entonces, para cada n ∈ N, existen
k ∈ N y c > 0 de manera que

sup
x∈[0,∞)

(1 + x2)−k

∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)n

f(x)

∣∣∣∣ ≤ c, f ∈ A.

En efecto, supongamos que n ∈ N es tal que, para cada k ∈ N, existen
xk ∈ (0,∞) y fk ∈ A siendo

(1 + x2
k)

−k

∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)n

fk(x)|x=xk

∣∣∣∣ ≥ k, (3.24)

y, para cada j ∈ N, 0 ≤ j ≤ n− 1, podemos encontrar k ∈ N y c > 0 para los
cuales

sup
x∈(0,∞)

(1 + x2)−k

∣∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)j

f(x)

∣∣∣∣∣ ≤ c, f ∈ A.

Asumimos que podemos escoger la sucesión (xk)k∈N tal que x0 > 1/4 y
xk ≤ xk+1 − 1, k ∈ N. Consideramos una función φ ∈ C∞(R), par, cuyo
soporte está contenido en

[
−1

4 ,
1
4

]
y verificando que φ(0) = 1. Definimos la

función ψ como sigue

ψ(x) =
∞∑
k=0

ϕ
2/p
0 (xk)

φ(x− xk)

(1 + x2
k)

k
, x ∈ [0,∞),

y siendo ψ(x) = ψ(−x), x ∈ (−∞, 0). De este modo, ψ ∈ C∞(R) y ψ es par.
Además, de [33, Lemma 3.4], para cada l,m ∈ N, podemos escribir

sup
x∈(0,∞)

ϕ
−2/p
0 (x) (1 + x)l

∣∣∣∣ dmdxm
ψ(x)

∣∣∣∣
≤ c sup

|x|<1/4

∣∣∣∣ dmdxm
φ(x)

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

(
ϕ0(xk + 1/4)

ϕ0(xk)

)−2/p
(1 + (xk + 1/4)2)l

(1 + x2
k)

k

≤ c sup
|x|<1/4

∣∣∣∣ dmdxm
φ(x)

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

(1 + (xk + 1/4)2)l+ 2/p

(1 + x2
k)

k
< ∞,

ya que xk → ∞, cuando k → ∞. Por tanto, ψ ∈ Sp.
Por otra parte, la regla de Leibniz conduce a

ϕ
−2/p
0 (xk)

∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)n

(fkψ)(x)|x=xk

∣∣∣∣
≥ ϕ

−2/p
0 (xk)

∣∣∣∣ψ(xk)

(
1

x

d

dx

)n

fk(x)|x=xk

∣∣∣∣
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−ϕ
−2/p
0 (xk)

n−1∑
j=0

(
n

j

) ∣∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)j

fk(x)|x=xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(
1

x
D

)n−j

ψ(x)|x=xk

∣∣∣∣∣
≥ (1 + x2

k)
−k

∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)n

fk(x)|x=xk

∣∣∣∣− c ≥ k − c, k ∈ N,

para una cierta c > 0 que no depende de k ∈ N.
Esto indica que si (3.24) se da, para una sucesión del tipo especificado, A

no es un conjunto acotado en Θ cuando se considera la topoloǵıa inducida por
Ls(Sp). Hemos tenido en cuenta que la familia de seminormas {ωp

n,k}n,k∈N,
donde

ωp
n,k(φ) = sup

x∈[0,∞)

(1 + x)k ϕ0(x)
−2/p

∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)n

φ(x)

∣∣∣∣ , φ ∈ Sp,

genera la topoloǵıa de Sp.
Supongamos ahora que no podemos encontrar una sucesión (xk)k∈N como

ha sido indicada anteriormente. Existen entonces l ∈ N, α, c > 0 tales que

(1 + x2)−l

∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)n

f(x)

∣∣∣∣ ≤ c, x ≥ α y f ∈ A.

Por tanto, xk ∈ (0, α) cuando k es suficientemente grande. Elegimos una
función ψ ∈ C∞(R), par, tal que ψ(x) = 1, x ∈ (0, α), y ψ(x) = 0, x ≥ α+ 1.
Es obvio que ψ ∈ Sp. Además, si k es grande, recurriendo a [33, Lemma 3.4],

ϕ
−2/p
0 (xk)

∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)n

(fkψ)(x)|x=xk

∣∣∣∣ ≥ ϕ
−2/p
0 (xk)

∣∣∣∣ψ(xk)

(
1

x

d

dx

)n

fk(x)|x=xk

∣∣∣∣
−ϕ

−2/p
0 (xk)

n−1∑
j=0

(
n

j

) ∣∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)j

fk(x)|x=xk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(
1

x

d

dx

)n−j

ψ(x)|x=xk

∣∣∣∣∣
≥ ϕ

−2/p
0 (xk) k (1 + x2

k)
k − c ≥ e2ρxk/p k (1 + x2

k)
k− 2/p

Esto no es compatible con que el conjunto A sea acotado en Θ cuando sobre
Θ se considera la topoloǵıa de la convergencia puntual.

Queda probado pues que A es acotado en el espacio inductivo ∪k∈NΘn,k,
para cada n ∈ N. Ya que Θ, dotado de la topoloǵıa de la convergencia puntual,
es bornológico (véase [26, Proposition 2]), podemos concluir que la inclusión
i : Θ → ∪k∈NΘn,k es continua, para cada n ∈ N. Por tanto, la topoloǵıa
inducida por Ls(Sp) sobre Θ es más fuerte que la topoloǵıa proyectiva—inductiva
de ∩n∈N ∪k∈N Θn,k, al ser esta última topoloǵıa la topoloǵıa inicial asociada a
las inclusiones i : Θ → ∪k∈NΘn,k, n ∈ N.

Para ver que la topoloǵıa proyectiva—inductiva de ∩n∈N ∪k∈N Θn,k es más
fuerte que la topoloǵıa que induce Ls(Sp) sobre Θ, podemos proceder como en
[101, Proposition 2.20].

�
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Señalamos aqúı que la prueba presentada para la Proposición 3.19 es dife-
rente que la que aparece en [101, Corollary 3.37] en relación con el espacio de
multiplicadores del espacio K{Mp}.

Obtenemos a continuación una caracterización de los elementos del espacio
S′
p dual de Sp.

Proposición 3.20 Sea T una funcional sobre Sp. Las siguientes propiedades
son equivalentes

(a) T ∈ S′
p,

(b) Existen r ∈ N y funciones f0, f1, ..., fr esencialmente acotadas (respecto
a la medida de Lebesgue) sobre (0,∞), para las cuales

< T, φ >=
r∑

k=0

∫ ∞

0

(1 + x)r ϕ
−2/p
0 (x)

dk

dxk
(φ(x))fk(x) dx, φ ∈ Sp.

Demostración.

(a) ⇒ (b). Supongamos que T ∈ S′
p. Existen c > 0 y r ∈ N tales que

|< T, φ >| ≤ c
r∑

j=0

µp
j,r(φ), φ ∈ Sp. (3.25)

De [33, Lemma 3.4, (iii)] inferimos que, para cada j, r ∈ N,

µp
j,r(φ) = sup

x∈(0,∞)

(1 + x)r ϕ
−2/p
0 (x)

∣∣∣∣ djdxj
φ(x)

∣∣∣∣
≤ c sup

x∈(0,∞)

(1 + x)r e2ρx/p
∣∣∣∣ djdxj

φ(x)

∣∣∣∣ , φ ∈ Sp.

Ya que dj

dxj φ(x) → 0, cuando x → ∞, para cada j ∈ N, se sigue que

µp
j,r(φ) ≤ c sup

x∈(0,∞)

(1 + x)r e2ρx/p
∫ ∞

x

∣∣∣∣ dj+1

dtj+1
φ(t)

∣∣∣∣ dt
≤ c sup

x∈(0,∞)

∫ ∞

x

(1 + t)r e2ρt/p
∣∣∣∣ dj+1

dtj+1
φ(t)

∣∣∣∣ dt, φ ∈ Sp, j, r ∈ N.

Recurriendo de nuevo a [33, Lemma 3.4, (iii)] obtenemos

µp
j,r(φ) ≤ c

∫ ∞

0

(1 + x)r+ 2/p ϕ
−2/p
0 (x)

∣∣∣∣ dj+1

dxj+1
φ(x)

∣∣∣∣ dx, φ ∈ Sp, j, r ∈ N,

y de (3.25) se deduce que

|< T, φ >| ≤ c
r+1∑
j=0

∫ ∞

0

(1 + x)r+ 2/p ϕ
−2/p
0 (x)

∣∣∣∣ djdxj
φ(x)

∣∣∣∣ dx, φ ∈ Sp.
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Recordando que el dual de L1((0,∞), dx) es L∞((0,∞), dx) y utilizando el
teorema de Hahn—Banach, podemos obtener, siguiendo los argumentos presen-
tados en la Proposición 2.7, la representación para T enunciada en (b).

(b) ⇒ (a). Es suficiente observar que si T admite la representación

< T, φ >=
r∑

k=0

∫ ∞

0

(1 + x)r ϕ
−2/p
0 (x)

dk

dxk
(φ(x))fk(x) dx, φ ∈ Sp,

donde fk ∈ L∞((0,∞), dx) k = 0, 1, ..., r, entonces

|< T, φ >| ≤
r∑

k=0

∫ ∞

0

dx

(1 + x)2
‖fk‖∞ µp

k,r+2(φ), φ ∈ Sp,

donde ‖ · ‖∞ denota la norma en L∞((0,∞), dx). Por tanto T ∈ S′
p.

�

Sabemos que Sp puede ser identificado con un subespacio de S′
p (véase sección

3.3). También el espacio Θ de multiplicadores de Sp puede ser visto como un
subespacio de S′

p, cuando ρ = 0 o ρ > 0 y 0 < p ≤ 1. En efecto, sea f ∈ Θ.
Existe n ∈ N tal que

sup
x∈(0,∞)

(1 + x2)−n |f(x)| < ∞.

Por tanto, de [33, (3.5)] se sigue que, para cierto β > 0, y cada l ∈ N,∫ ∞

0

e−2ρx/p |f(x)| (1+x)−l A(x) dx ≤
∫ ∞

0

e2ρx(1−
1
p) (1+x2)n (1+x)−l+β dx.

Eligiendo l suficientemente grande obtenemos que∫ ∞

0

e−2ρx/p |f(x)| (1 + x)−l A(x) dx < ∞,

siempre que ρ = 0 o ρ > 0 y 0 < p ≤ 1.

En [33] se considera el espacio Sε, ε ≥ 0, definido como sigue. Sea ε ≥
0. Supongamos que Φ es una función definida en la banda cerrada Ωε =
{λ ∈ C : |Imλ| ≤ ε}. Decimos que Φ está en Sε cuando verifica las dos pro-
piedades siguientes:

(i) Φ es holomorfa y par en {λ ∈ C : |Imλ| < ε}, y para cada k ∈ N, dk

dλkΦ
puede ser extendida continuamente a Ωε.

(ii) τk,l;ε(Φ) = supλ∈Ωε
(1 + |λ|)l

∣∣∣ dk

dλkΦ(λ)
∣∣∣ < ∞, para cada l, k ∈ N.

Sε se dota de la topoloǵıa asociada a la familia {τk,l;ε}k,l∈N de seminormas.
De este modo Sε es un espacio de Fréchet.

Observamos que Sρ( 2
p
−1) = Hp, 0 < p ≤ 2.

A continuación caracterizamos los multiplicadores puntuales de Sε.
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Proposición 3.21 Sea F una función definida sobre Ωε. Las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

(a) F satisface la condición (i) anterior y, para cada k ∈ N, existe l ∈ N

tal que

sup
λ∈Ωε

(1 + |λ|)−l

∣∣∣∣ dkdλk
F (λ)

∣∣∣∣ < ∞,

(b) FΦ ∈ Sε, para cada Φ ∈ Sε,
(c) La aplicación Φ → FΦ es continua de Sε en śı mismo.

Demostración.

(a) ⇒ (b). Sean k,m ∈ N. Si (a) es cierto, existe l ∈ N para la cual

τk,m;ε(ΦF ) = sup
λ∈Ωε

(1 + |λ|)m
∣∣∣∣ dkdλk

(FΦ)(λ)

∣∣∣∣
≤ c

k∑
j=0

sup
λ∈Ωε

(1 + |λ|)m
∣∣∣∣ djdλj

Φ(λ)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ dk−j

dλk−j
F (λ)

∣∣∣∣
≤ c

k∑
j=0

sup
λ∈Ωε

(1 + |λ|)m+l

∣∣∣∣ djdλj
Φ(λ)

∣∣∣∣
≤ c

k∑
j=0

τj,m+l;ε(Φ), Φ ∈ Sε.

Por tanto FΦ ∈ Sε, para cada Φ ∈ Sε. Nótese que asimismo hemos probado
que (a) ⇒ (c).

(b) ⇒ (c). Es una consecuencia del teorema del grafo cerrado. Supongamos
que (b) se verifica. Sea (Φj)j∈N una sucesión en Sε tal que Φj → Φ y FΦj → Ψ,
cuando j → ∞, en Sε para ciertos Φ y Ψ ∈ Sε. Ya que la convergencia en Sε

implica la convergencia puntual, se tiene que

Φj(λ) → Φ(λ) y F (λ)Φj(λ) → Ψ(λ), cuando j → ∞,

para cada λ ∈ C. Luego, FΦ = Ψ. Del teorema del grafo cerrado sigue ahora
que la aplicación Φ → FΦ es continua de Sε en śı mismo.

(c) ⇒ (a). Consideramos la función Φ(λ) = e−λ2

, λ ∈ Ωε. Esta función Φ
está en Sε. En efecto, tenemos que, para cada l, k ∈ N, existe r ∈ N, tal que

(1 + |λ|2)l
∣∣∣∣ dkdλk

(e−λ2

)

∣∣∣∣ ≤ c(1 + |λ|2)r
∣∣∣e−λ2

∣∣∣
≤ c(1 + |Reλ|2 + |Imλ|2)r e−(Reλ)2+(Imλ)2

≤ c (1 + (Reλ)2)r e−(Reλ)2 ≤ c, λ ∈ Sε.

Además es claro que Φ es una función entera y par. Por tanto Φ ∈ Sε. Si
(c) se verifica, FΦ ∈ Sε. Por tanto F satisface la propiedad (i) anterior.
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Supongamos ahora que, verificándose la antedicha propiedad (i), (a) no es
cierto. Podemos entonces encontrar k ∈ N tal que

sup
λ∈Ωε

(1 + |λ|)−n

∣∣∣∣ dkdλk
F (λ)

∣∣∣∣ = ∞,

para cada n ∈ N, y para el cual existe l ∈ N siendo

sup
λ∈Ωε

(1 + |λ|)−l

∣∣∣∣ djdλj
F (λ)

∣∣∣∣ < ∞, j = 0, 1, 2, ..., k − 1.

Por tanto, para cada n ∈ N, existe λn ∈ Ωε tal que

(1 + |λn|)−n

∣∣∣∣ dkdλk
F (λ)|λ=λn

∣∣∣∣ ≥ n.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |Reλn| ≤ |Reλn+1|−1, n ∈
N.

Definimos, para cada n ∈ N, la función Φn entera y par, mediante

Φn(λ) =
Φ(λ− λn) + Φ(λ+ λn)

(1 + |λn|)n
, λ ∈ Ωε,

donde, como antes, Φ(λ) = e−λ2

, λ ∈ C. Nótese que, para cada m,β ∈ N, se
sigue

τm,β;ε(Φn) ≤ sup
λ∈Ωε

(1 + |λ|)β
(1 + |λn|)n

∣∣∣∣ dmdλm
Φ(λ− λn)

∣∣∣∣
+ sup

λ∈Ωε

(1 + |λ|)β
(1 + |λn|)n

∣∣∣∣ dmdλm
Φ(λ+ λn)

∣∣∣∣
≤ 2 sup

λ∈Ω2ε

(1 + |λ|+ |λn|)β
(1 + |λn|)n

∣∣∣∣ dmdλm
Φ(λ)

∣∣∣∣
≤ c (1 + |λn|)β−n sup

λ∈Ω2ε

(1 + |λ|)β
∣∣∣∣ dmdλm

Φ(λ)

∣∣∣∣ .
Aqúı c no depende de n ∈ N. Se deduce entonces que Φn → 0, cuando

n → ∞, en Sε.
Sin embargo, la regla de Leibniz conduce a

sup
λ∈Ωε

∣∣∣∣ dkdλk
(F (λ)Φn(λ))

∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣ dkdλk

(F (λ)Φn(λ))|λ=λn

∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣ dkdλk

F (λ)|λ=λn

∣∣∣∣ |Φn(λn)| −
k−1∑
j=0

(
k

j

) ∣∣∣∣ djdλj
F (λ)|λ=λn

∣∣∣∣
∣∣∣∣ dk−j

dλk−j
Φn(λ)|λ=λn

∣∣∣∣
≥ (1 + |λn|)−n

∣∣∣∣ dkdλk
F (λ)|λ=λn

∣∣∣∣ ∣∣∣1 + e−4λ2
n

∣∣∣− c



3.8. La convolución distribucional sobre el espacio S′
p. 99

≥ (1 + |λn|)−n

∣∣∣∣ dkdλk
F (λ)|λ=λn

∣∣∣∣ (1− e−4(Reλn)
2+4(Imλn)

2
)
− c ≥ 1

2
n− c,

con n ∈ N y n suficientemente grande. La constante positiva c no depende de
n ∈ N.

Por tanto, FΦn � 0, cuando n → ∞, en Sε.
De este modo probamos que si (a) no se verifica, tampoco lo hace (c).
La prueba queda ya completa.

�

En la siguiente proposición presentamos algunos importantes multiplicadores
en Sε.

Proposición 3.22 Para cada x ∈ (0,∞) y k ∈ N, tenemos que ∂k+n

∂xk∂λnϕλ(x)
es un multiplicador de Sε, siempre que 0 < ε < ρ.

Demostración.

Ya que la aplicación λ → ϕλ(x) es entera, para cada x ∈ (0,∞), podemos
escribir

dn

dλn
ϕλ(x) =

n!

2πi

∫
Cλ

ϕη(x)

(η − λ)n+1
dη, n ∈ N y x ∈ (0,∞).

donde Cλ representa la circunferencia de centro λ y radio rλ orientada positi-
vamente, siendo rλ = ρ− |Imλ|.

Procediendo ahora como en la prueba de la Proposición 3.3 obtenemos, para
cada n, k ∈ N,∣∣∣∣ dkdxk

dn

dλn
ϕλ(x)

∣∣∣∣ ≤ c (1 + |λ|)m (ρ− |Imλ|)−n (1 + x) e−(ρ−|Imλ|)x,

x ∈ (0,∞) y |Imλ| < ρ.

Aqúı c > 0 y m ∈ N no dependen de x ∈ (0,∞) y |Imλ| < ρ. Entonces

sup
λ∈Ωε

(1 + |λ|)−m

∣∣∣∣ dkdxk

dn

dλn
ϕλ(x)

∣∣∣∣ ≤ c (1 + x) e−(ρ−ε)x, x ∈ (0,∞). (3.26)

Luego, de la Proposición 3.21, se sigue que ∂k+n

∂xk∂λnϕ(·)(x) es un multiplicador
de Sε.

�

3.8 La convolución distribucional de Chébli—Tri-

mèche sobre el espacio S′
p.

W.Bloom y Z. Xu comenzaron recientemente en [33] el estudio de la convolución
� sobre el espacio S′

p. Concretamente, estos autores definen la convolución de
una funcional T ∈ S′

p y una función φ ∈ Sp.
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Asumimos, como siempre, que 0 < p ≤ 2. En [33, Lemma 5.2] se probó que
φ�ψ ∈ Sp, siempre que φ, ψ ∈ Sp, y también se estableció que τxφ ∈ Sp, para
cada φ ∈ Sp y x ∈ (0,∞). La convolución T�φ de T ∈ S′

p y φ ∈ Sp se define por

(T�φ)(x) =< T, τxφ >, x ∈ (0,∞). (3.27)

Nótese que si ψ ∈ Sp y Tψ denota la funcional generada por ψ sobre S′
p se

tiene que

Tψ�φ = ψ�φ, φ ∈ Sp.

W. Bloom y Z. Xu probaron en [33, Theorem 5.17] que T�φ ∈ C1(0,∞),
para cada T ∈ S′

p y φ ∈ Sp. Asimismo, se mostró que si T ∈ S′
p y ψ ∈ Sp,

entonces

(T�ψ)�φ = T�(ψ�φ), ψ ∈ Sp. (3.28)

De (3.28) se deduce sin dificultad, la fórmula de intercambio que relaciona
la convolución � y la transformación F que sigue

F ′(T�φ) = F ′(T ) F(φ), T ∈ S′
p, φ ∈ Sp.

A continuación establecemos un resultado que mejora el recogido en [33,
Theorem 5.17]. Probamos que si T ∈ S′

p y φ ∈ Sp, T �φ ∈ Θ, para cada T ∈ S′
p

y φ ∈ Sp cuando ρ > 0 y 1 < p ≤ 2.

Proposición 3.23 Sean T ∈ S′
p y φ ∈ Sp, para cierto 1 < p ≤ 2 y ρ > 0.

Entonces T�φ ∈ Θ, esto es, T�φ es un multiplicador para Sq, para cada 0 < q ≤
2.

Demostración.

Comenzamos probando que T�φ es una función par en C∞(R).
Sabemos que, para cada y, x ∈ (0,∞), (τxφ)(y) = F−1(ϕλ(x)F(φ))(y). Al

ser la aplicación x → ϕλ(x) par, para cada λ ∈ C, τxφ es una función par.
De acuerdo con la Proposición 3.20, existen r ∈ N y funciones f0, f1, ..., fk

esencialmente acotadas en (0,∞) tales que

< T,ψ >=
r∑

k=0

∫ ∞

0

fk(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y)

dk

dyk
ψ(y) dy, ψ ∈ Sp.

Entonces

(T�φ)(x) =
r∑

k=0

∫ ∞

0

fk(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y)

dk

dyk
(τxφ)(y) dy, x ∈ (0,∞).

Por tanto, únicamente tenemos que probar que∫ ∞

0

f(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y)

dk

dyk
(τxφ)(y) dy ∈ C∞(0,∞), (3.29)
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donde f ∈ L∞((0,∞), dx) y r, k ∈ N. Sean pues f ∈ L∞((0,∞), dx) y r, k ∈ N.
Podemos escribir que, para cada l ∈ N y x ∈ (0,∞),

dl

dxl

(∫ ∞

0

f(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y)

dk

dyk
(τxφ)(y) dy

)

=

∫ ∞

0

f(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y)

dk

dyk
F−1

(
dl

dxl
ϕz(x)(Fφ)(z)

)
(y) dy (3.30)

La diferenciación bajo el signo integral en la última igualdad está justificada

ya que, de acuerdo con la Proposición 3.22, dl

dxlϕz(x) es un multiplicador en Hp.
Tenemos que, si l ∈ N,∣∣∣∣
∫ ∞

0

f(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y)

dk

dyk
F−1

(
dl

dxl
ϕz(x)(Fφ)(z)

)
(y) dy

∣∣∣∣
≤
∫ ∞

0

|f(y)| (1 + y)−2 µp
k,r+2

(
F−1

(
dl

dxl
ϕz(x)(Fφ)(z)

))
dy

≤ c µp
k,r+2

(
F−1

(
dl

dxl
ϕz(x)(Fφ)(z)

))
, x ∈ (0,∞).

En virtud de [33, Theorem 4.27] y recurriendo de nuevo a la Proposición
3.22 (concretamente a (3.26)) concluimos, gracias a (3.31), que, si l ∈ N, al ser
1 < p ≤ 2,∣∣∣∣ dldxl

(∫ ∞

0

f(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y)

dk

dyk
(τxφ)(y) dy

)∣∣∣∣ ≤ c (1 + x), x ∈ (0,∞).

(3.31)

Consecuentemente,
∫∞
0

f(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y) dk

dyk (τxφ)(y) dy ∈ Θ, ya

que para cada l ∈ N,
(
1
x

d
dx

)l
=
∑l

k=0 al,k(x)
dk

dxk , para ciertos polinomios
al,k(x), k = 0, 1, ..., l.

�

Nuestro próximo resultado es similar al anterior. Ahora el operador ∆ susti-
tuye al operador d

dx .

Proposición 3.24 Sea T ∈ S′
p. Entonces, existe l ∈ N tal que, para cada

φ ∈ Sp y k ∈ N, tenemos

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)−l |∆k(T�φ)(x)| < ∞,

siempre que 0 < p ≤ 2 y ρ ≥ 0.

Demostración.

Como en la prueba de la Proposición 3.23 es suficiente mostrar la propiedad
cuando T ∈ S′

p toma la forma

< T,ψ >=

∫ ∞

0

f(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y)

dk

dyk
ψ(y) dy, ψ ∈ Sp,
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donde f ∈ L∞((0,∞), dx) y r, k ∈ N.
En este caso, para cada φ ∈ Sp y x ∈ (0,∞), obtenemos

(T�φ)(x) =

∫ ∞

0

f(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y)

dk

dyk
(τxφ)(y) dy.

A tenor de [33, Lemma 3.11] (véase también Proposición 3.22), para cada

x ∈ (0,∞), dj

dxj ϕλ(x) es un multiplicador en Hp, para j = 0, 1, 2, siempre que
0 < p ≤ 2 y ρ ≥ 0.

Por tanto, ya que ∆x(τxφ)(y) = τx(∆φ)(y), x, y ∈ (0,∞), se sigue

∆x(T�φ)(x) = −
(

d2

dx2
+

A′(x)

A(x)

d

dx

)
(T�φ)(x)

=

∫ ∞

0

f(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y)

dk

dyk
τx(∆φ)(y) dy, x ∈ (0,∞).

Al ser ∆ un operador continuo de Sp en śı mismo, concluimos que, para cada
s ∈ N

∆s
x(T�φ)(x) =

∫ ∞

0

f(y) (1 + y)r ϕ
−2/p
0 (y)

dk

dyk
τx(∆

sφ)(y) dy, x ∈ (0,∞).

Teniendo en cuenta ahora [33, Theorem 4.27 y Lemma 3.4,(iv)], para cada
s ∈ N, conseguimos

|∆s
x(T�φ)(x)| ≤ ‖f‖∞

∫ ∞

0

dy

1 + y2
sup

z∈(0,∞)

(1 + z)r+2

ϕ
−2/p
0 (z)

∣∣∣∣ dkdzk
F−1 (ϕλ(x)F(∆sφ)(λ)) (z)

∣∣∣∣
≤ c (1 + x)l, x ∈ (0,∞),

para cierta l ∈ N.
�

Si T ∈ S′
p y φ ∈ Sp no siempre se tiene que T�φ ∈ Sp. En efecto, considere-

mos la funcional T definida sobre Sp por

< T, φ >=

∫ ∞

0

φ(x) ϕ0(y) A(y) dy, φ ∈ Sp.

Recordamos que A(y) ≤ A(1)yβe2ρy, cuando y es grande y para cierta β > 0
([33, (3.5)]). Aplicando [33, Lemma 3.4, (iii)] obtenemos∣∣∣∣
∫ ∞

0

e−2ρy/p (1 + y)−l ϕ0(y) A(y) dy

∣∣∣∣ ≤ c

∫ ∞

0

e−(
2
p
−1)ρy (1+y)−l+β+1 dy < ∞,

siempre que l ∈ N y l > β + 2. Entonces T ∈ S′
p.
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Por otra parte, podemos escribir, para cada φ ∈ Sp y x ∈ (0,∞),

(T�φ)(x) =

∫ ∞

0

ϕ0(y) (τxφ)(y) A(y) dy = F(τxφ)(0)

= ϕ0(x) F(φ)(0) = ϕ0(x)

∫ ∞

0

ϕ0(y) φ(y) A(y) dy.

Luego, si φ ∈ Sp, es tal que φ 	= 0, y φ ≥ 0, se tiene

ϕ
−2/p
0 (x) |(T�φ)(x)| = ϕ

1−2/p
0 (x)

∫ ∞

0

ϕ0(y) φ(y) A(y) dy � 0,

cuando x → ∞. De este modo probamos que T�φ 	∈ Sp.
Nuestro próximo objetivo es describir los elementos de S′

p que definen ope-
radores de convolución en Sp. Estamos motivados por resultados clásicos sobre
operadores de convolución en el espacio de Schwartz ([97]) y por los estudios
sobre la convolución para la transformación de Hankel es espacios de distribu-
ciones presentados en [27] y [83].

Recordemos ahora que, para cada m ∈ Z, como en la primera parte de este
caṕıtulo, el espacio Am constituido por aquellas φ definidas en (0,∞) para las
cuales existe ψ ∈ C∞(R) par y tal que φ(x) = ψ(x), x ∈ (0,∞), y verifican

αm
k (φ) = sup

x∈(0,∞)

(1 + x)m
∣∣∣∣ dkdxk

φ(x)

∣∣∣∣ < ∞,

para cada k ∈ N.
Nos restringiremos, como en la primera parte, a valores de m < 0.
En primer lugar, observemos que el espacio Am está contenido en Θ. En

efecto, sea f ∈ Am. Para cada k ∈ N se tiene que

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)m
∣∣∣∣ dkdxk

f(x)

∣∣∣∣ < ∞.

Por tanto, f es un multiplicador para el espacio de Schwartz S. Además, ya
que f es par, f es un multiplicador para Seven, esto es, f ∈ Θ.

Sabemos que Sp está contenido en Am, para cada 0 < p ≤ 2. Denotamos
por Am la clausura de Sp en Am, la cual no depende de 0 < p ≤ 2 (Proposición
3.2).

Mejoramos ahora el resultado establecido en la Proposición 3.23.

Proposición 3.25 Sea T ∈ S′
p. Entonces, cuando 1 < p < 2 y ρ > 0, para

cada φ ∈ Sp, se tiene que T�φ ∈ A−2.

Demostración.

Sean φ ∈ Sp, 1 < p < 2 y ρ > 0. En virtud de (3.31), podemos escribir que,
para cada l ∈ N, ∣∣∣∣ dldxl

(T�φ)(x)

∣∣∣∣ ≤ c (1 + x), x ∈ (0,∞),
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siendo T�φ ∈ C∞(R) una función par.

Por tanto, limx→∞(1 + x)−2
∣∣∣ dl

dxl (T�φ)(x)
∣∣∣ = 0, para cada l ∈ N, y la

Proposición 3.2 implica que T�φ ∈ A−2.
�

Damos a continuación una representación de los elementos de A′
m, el espacio

dual de Am.

Proposición 3.26 Sea T ∈ A′
m, donde m ∈ Z, m < −2, y 0 < p ≤ 2.

Entonces, existen r ∈ N y funciones f0, f1, ..., fr esencialmente acotadas sobre
(0,∞), tales que

< T, φ >=
r∑

k=0

∫ ∞

0

fk(x) (1 + x)m+2 ∆kφ(x) dx, φ ∈ Sp.

Demostración.

De acuerdo con la Proposición 3.1, existen c > 0 y r ∈ N de manera que

|< T, φ >| ≤ c max
0≤k≤r

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)m
∣∣∆kφ(x)

∣∣ , (3.32)

para cada φ ∈ Am.
Sea φ ∈ Sp. Para cada k ∈ N y x ∈ (0,∞), podemos escribir

(1 + x)m ∆kφ(x) = −
∫ ∞

x

d

dt

(
(1 + t)m ∆kφ(t)

)
dt, (3.33)

ya que de (3.2) se sigue que limx→∞(1 + x)m∆kφ(x) = 0, y

d

dx
φ(x) = − 1

A(x)

∫ x

0

∆φ(t) A(t) dt, x ∈ (0,∞). (3.34)

Combinando (3.33) y (3.34) obtenemos, para cada k ∈ N y x ∈ (0,∞),

∣∣(1 + x)m ∆kφ(x)
∣∣ ≤ ∫ ∞

x

(
m(1 + t)m−1

∣∣∆kφ(t)
∣∣+ (1 + t)m

∣∣∣∣ ddt∆kφ(t)

∣∣∣∣
)
dt

≤ m

∫ ∞

0

(1 + t)m−1
∣∣∆kφ(t)

∣∣ dt
+

∫ ∞

x

(1 + t)m
1

A(t)

(∫ t

0

∣∣∆k+1φ(z)
∣∣A(z)dz) dt

≤ c

(∫ ∞

0

(1 + t)m−1
∣∣∆kφ(t)

∣∣ dt
+

∫ ∞

0

(1 + t)−2

(∫ t

0

(1 + z)m+2
∣∣∆k+1φ(z)

∣∣ dz) dt

)

≤ c

(∫ ∞

0

(1 + t)m−1
∣∣∆kφ(t)

∣∣ dt+ ∫ ∞

0

(1 + t)m+2
∣∣∆k+1φ(t)

∣∣ dt) .



3.8. La convolución distribucional sobre el espacio S′
p. 105

Luego, de (3.32) se deduce

|< T, φ >| ≤ c max
0≤k≤r+1

∫ ∞

0

(1 + t)m+2
∣∣∆kφ(t)

∣∣ dt.
El teorema de Hahn—Banach y argumentos de dualidad, procediendo como

en la demostración de la Proposición 2.7, nos permiten terminar la demostración
de este aserto.

�

Es claro que Am+1 está continuamente contenido en Am, m ∈ Z, m < 0.
Dotamos al espacio unión A = ∪m∈Z, m<0Am con la topoloǵıa inductiva.

Nos proponemos ver que los elementos de A′, el espacio dual de A, definen
operadores de convolución sobre Sp. Previamente damos algunas caracteriza-
ciones de las funcionales en A′.

Proposición 3.27 Sea T ∈ S′
p. Enunciamos las siguientes propiedades:

(a) T ∈ A′,
(b) F ′T es un multiplicador de Hp,
(c) Para cada m ∈ N, existe l ∈ N y funciones continuas fj sobre (0,∞), j =

0, 1, ..., l, tales que

T =
l∑

j=0

∆∗jfj (3.35)

y, para cada j ∈ N, la función (1 + x)mϕ0(x)
−2/pfj es acotada sobre (0,∞).

Entonces, (a) ⇒ (b), y (b) ⇒ (c), cuando ρ = 0 y 0 < p ≤ 2 o ρ > 0 y
1 ≤ p ≤ 2. Además, si ρ = 0 y 0 < p ≤ 2 o ρ > 0 y 0 < p ≤ 1, se tiene que (c)
⇒ (a) y (c) ⇒ (b).

Demostración.

Supongamos que ρ = 0 y 0 < p ≤ 2 o ρ > 0 y 1 ≤ p ≤ 2.
(a) ⇒ (b). Supongamos que T ∈ A′. Entonces T ∈ A′

m, para cada m ∈
Z, m < 0. En lo que sigue consideramos m < −3. De la Proposición 3.26 se
sigue que, existen r ∈ N y funciones esencialmente acotadas f0, f1, ..., fr sobre
(0,∞) para las cuales

< T, φ >=
r∑

k=0

∫ ∞

0

fk(y) (1 + y)m+2 ∆kφ(y) dy, φ ∈ Sp.

Por tanto, para cada φ ∈ Sp, aplicando el teorema de Fubini se llega a que

< FT,Fφ >=
r∑

k=0

∫ ∞

0

fk(y) (1 + y)m+2 ∆kF−1(Fφ)(y) dy

=
r∑

k=0

∫ ∞

0

fk(y) (1 + y)m+2 F−1
(
(λ2 + ρ2)kF(φ)(λ)

)
(y) dy
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=
r∑

k=0

∫ ∞

0

fk(y) (1 + y)m+2

(∫ ∞

0

(λ2 + ρ2)k F(φ)(λ) ϕλ(y)
dλ

|c(λ)|2

)
dy

=
r∑

k=0

∫ ∞

0

(λ2 + ρ2)k F(φ)(λ)

(∫ ∞

0

fk(y) (1 + y)m+2 ϕλ(y) dy

)
dλ

|c(λ)|2 .

Concluimos entonces que

(FT )(λ) =
r∑

k=0

(λ2 + ρ2)k
∫ ∞

0

fk(y) (1 + y)m+2 ϕλ(y) dy, |Imλ| ≤ ρ. (3.36)

Nótese que las integrales anteriores convergen absolutamente cuando |Imλ| ≤
ρ.

La función FT es holomorfa y par en |Imλ| < ρ
(

2
p − 1

)
, cuando ρ > 0

y p 	= 2, y para cada k ∈ N, dk

dλk (FT )(λ) es continua en |Imλ| ≤ ρ
(

2
p − 1

)
,

siempre que ρ ≥ 0. En efecto, sea f ∈ L∞((0,∞), dx) y m < −5. En virtud de
[33, Lemma 3.4, (iv)], tenemos∫ ∞

0

|f(y)| (1 + y)m+2

∣∣∣∣ ddλϕλ(y)

∣∣∣∣ dy ≤ c

∫ ∞

0

(1 + y)m+4 e(|Imλ|−ρ)y dy < ∞,

cuando |Imλ| ≤ ρ
(

2
p − 1

)
. La arbitrariedad de m (< −3) en (3.36) nos permite

establecer la regularidad de FT enunciada anteriormente.
Sea l ∈ N. Elegimos m ∈ Z tal que m+ l < −4. Consideramos para FT la

representación en (3.36) asociada a esta m. Recurriendo de nuevo a [33, Lemma
3.4, (iv)] obtenemos ∣∣∣∣ dldλl

(FT )(λ)

∣∣∣∣
≤ c

r∑
k=0

l∑
j=0

∣∣∣∣ dl−j

dλl−j
(λ2 + ρ2)k

∣∣∣∣
∫ ∞

0

|fk(y)| (1 + y)m+l+3 e(|Imλ|−ρ)y dy

≤ c (1 + |λ|2)r, |Imλ| ≤ ρ

(
2

p
− 1

)
.

Por tanto, FT es un multiplicador de Hp (Proposición 3.21).
(b) ⇒ (c). Sea T ∈ S′

p. Supongamos que F = F ′T es un multiplicador del
espacio Hp. Entonces, a tenor de la Proposición 3.21, para cada k ∈ N existe
nk ∈ N tal que

sup
|Imλ|≤ρ( 2

p
−1)

(1 + |λ|)−nk

∣∣∣∣ dkdλk
F (λ)

∣∣∣∣ < ∞.

Denotamos por l ∈ N un número que será especificado. Consideramos la
función G definida por

G(λ) = ((ρ+ 1)2 + λ2)−l F (λ), |Imλ| ≤ ρ

(
2

p
− 1

)
.
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De este modoG es una función holomorfa y par en |Imλ| < ρ
(

2
p − 1

)
, y, para

cada k ∈ N, dk

dλkG puede ser extendida continuamente a |Imλ| ≤ ρ
(

2
p − 1

)
.

Ya que |c(λ)|2 ∼ y2α+1, cuando y → ∞ ([109, pág. 99]), se tiene que∫ ∞

0

|G(λ)| |ϕλ(x)|
dλ

|c(λ)|2 ≤ c

∫ ∞

0

λ−2l+2α+1+n0dλ < ∞, x ∈ (0,∞),

cuando 2l > α + 1 + n0. Además, intercambiando el orden de integración,
conseguimos ∫ ∞

0

φ(x) F−1(G)(x) A(x) dx

=

∫ ∞

0

φ(x)

(∫ ∞

0

G(λ) ϕλ(x)
dλ

|c(λ)|2

)
A(x) dx

=

∫ ∞

0

G(λ)

(∫ ∞

0

φ(x) ϕλ(x) A(x) dx

)
dλ

|c(λ)|2

=

∫ ∞

0

G(λ) F(φ)(λ)
dλ

|c(λ)|2 , φ ∈ Sp.

En otras palabras, hemos mostrado que la inversa de la transformación de
Chébli—Trimèche F−1(G) de G, como un elemento de H ′

p, coincide con la trans-
formada inversa clásica de Chébli—Trimèche de G.

Para ciertos cj,l ∈ R, j = 0, 1, ..., l, podemos escribir

T = F−1
(
((ρ+ 1)2 + λ2)lG(λ)

)
=

l∑
j=0

cj,l∆
∗jF−1(G) =

l∑
j=0

∆∗jfj ,

donde fj = cj,lF−1(G), j = 0, 1, ..., l.
Fijamos m ∈ N. Veremos ahora que si elegimos l suficientemente grande,

(1 + x)mϕ0(x)
−2/pF−1(G)(x) es acotada sobre (0,∞).

Sea h = F−1(G) y definamos g = F−1
0 (G), donde F0 denota la transformada

de Fourier eucĺıdea sobre R. Tenemos pues que

F0(g)(y) =
1

2

∫ +∞

−∞

e−ixy g(x) dx, y ∈ R,

y

F−1
0 (G)(x) = g(x) =

1

π

∫ +∞

−∞

eixy G(y) dy, x ∈ R.

Nótese que si l es suficientemente grande, la función g es absolutamente
integrable sobre R. En efecto,

(1 + x2)g(x) =
1

π

∫ +∞

−∞

(
1− d2

dy2

)(
eixy
)
G(y) dy

=
1

π

∫ +∞

−∞

eixy
(
1− d2

dy2

)
G(y) dy, x ∈ R, (3.37)
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siendo la última integral absolutamente convergente. Por tanto la fórmula de
inversión para la transformada de Fourier es válida y F0(g) = G. Luego h =
F−1(F0g).

Consideramos ahora una sucesión (fn)n∈N de funciones C∞(R), pares y
tales que fn(x) = 1, |x| ≤ n, y fn(x) = 0, |x| ≥ n + 1, para cada n ∈ N.
Suponemos también que, para cada k ∈ N, existe ck > 0 verificando∣∣∣∣ dkdxk

fn(x)

∣∣∣∣ ≤ ck, n ∈ N y x ∈ (0,∞).

No es dif́ıcil encontrar una sucesión que satisfaga las propiedades anteriores.
Sea n ∈ N. Consideramos la descomposición

g = fng + (1− fn)g.

Escribimos gn = (1 − fn)g y definimos Gn = F0(gn) y hn = F−1(Gn).
Nótese que fn(x)g(x) = 0, |x| ≥ n + 1. Por tanto, teniendo en cuenta [105,
Théorème 7.2] F−1F0(fng) = 0, |x| > n+ 1. De aqúı se deduce que

hn(x) = F−1(Gn)(x) = F−1F0(gn)(x) = F−1F0(g)(x) = h(x), |x| > n+ 1.

Sea 0 ≤ j ≤ m. Ya que |c(λ)|2 ∼ |λ|2α+1, cuando |λ| es grande, se tiene

sup
x∈[0,1]

ϕ
−2/p
0 (x) xj

∣∣∣∣
∫ ∞

0

G(λ) ϕλ(x)
dλ

|c(λ)|2

∣∣∣∣ < ∞,

cuando 2l > n0 + 2α+ 2.
Además, podemos escribir

sup
x∈[n+1,n+2]

ϕ
−2/p
0 (x) xj

∣∣∣∣
∫ ∞

0

G(λ) ϕλ(x)
dλ

|c(λ)|2

∣∣∣∣
≤ c nj+1 e(

2
p
−1)ρn sup

λ∈(0,∞)

∣∣(1 + λ2)r Gn(λ)
∣∣ , (3.38)

donde, r ∈ N, r > α+ 1.
Supongamos ahora que hemos escogido l, r de manera que l−n0/2−α−1 >

r > α+ 1. Entonces, procediendo como en (3.37) podemos establecer que

(1 + λ2)r Gn(λ) =
1

2

∫ +∞

−∞

(
1 +

d2

dt2

)r (
e−itλ

)
gn(t) dt

=
1

2

∫ +∞

−∞

e−itλ

(
1 +

d2

dt2

)r

(gn(t)) dt, λ ∈ (0,∞).

Esta última igualdad puede ser establecida integrando por partes. Cierta-
mente, para cada s ∈ N, 0 ≤ s ≤ 2r, ya que l > n0/2 + α+ 1 + r, se sigue

ds

dts
gn(t) =

ds

dts
g(t) =

1

π

∫ +∞

−∞

G(y) ys is etyi dy, t ≥ n+ 1,
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siendo la función G(y)ys ∈ L1((0,∞), dx). Entonces, el lema de Riemann—

Lebesgue implica que lim|t|→∞
dj

dtj gn(t) = 0, j ∈ N, 0 ≤ j ≤ 2r.
Por tanto,

sup
λ∈(0,∞)

∣∣(1 + λ2)r Gn(λ)
∣∣ ≤ c

r∑
s=0

sup
t∈(0,∞)

(1 + t)2
∣∣∣∣ d2sdt2s

gn(t)

∣∣∣∣ . (3.39)

Aqúı c no depende de n.
Teniendo presente las propiedades anteriormente mencionadas para las fun-

ciones fn, n ∈ N, de (3.39) se deduce que

sup
λ∈(0,∞)

∣∣(1 + λ2)r Gn(λ)
∣∣ ≤ c

2r∑
s=0

sup
t≥n

(1 + t)2
∣∣∣∣ dsdts g(t)

∣∣∣∣ .
Concluimos entonces que

nj+1 e(
2
p
−1)ρn sup

λ∈(0,∞)

∣∣(1 + λ2)r Gn(λ)
∣∣ ≤ c

2r∑
s=0

sup
t≥n

(1+t)j+3 e(
2
p
−1)ρt

∣∣∣∣ dsdts g(t)
∣∣∣∣ .

Ahora de (3.38) se infiere, ya que n ∈ N es arbitrario, que

sup
x∈[1,∞]

ϕ
−2/p
0 (x) xj

∣∣∣∣
∫ ∞

0

G(λ) ϕλ(x)
dλ

|c(λ)|2

∣∣∣∣
≤ c

2r∑
s=0

sup
t≥0

(1 + t)j+3 e(
2
p
−1)ρt

∣∣∣∣ dsdts g(t)
∣∣∣∣ . (3.40)

Fijamos s ∈ N, 0 ≤ s ≤ 2r. Recurriendo de nuevo a conocidas reglas
operacionales para la transformación de Fourier eucĺıdea, obtenemos

(1 + t)j+3 ds

dts

∫ +∞

−∞

etyi G(y) dy = (1 + t)j+3 1

π

∫ +∞

−∞

etyi (iy)s G(y) dy

=
1

π

∫ +∞

−∞

etyi
(
1 +

1

i

d

dy

)j+3

((iy)s G(y)) dy, t ∈ (0,∞),

siempre que l sea suficientemente grande.
Si además ρ > 0 y 1 ≤ p ≤ 2, utilizando la fórmula integral de Cauchy

obtenemos ∫ +∞

−∞

etyi
(
1 +

1

i

d

dy

)j+3

((iy)s G(y)) dy

=

∫ +∞+i( 2
p
−1)ρ

−∞+i( 2
p
−1)ρ

etyi
(
1 +

1

i

d

dy

)j+3

((+iy)s G(y)) dy, t ∈ (0,∞), (3.41)

cuando l sea lo bastante grande.
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En efecto, para cada t ∈ [0,∞),∣∣∣∣∣
∫ R

R+i( 2
p
−1)ρ

etyi
(
1 +

1

i

d

dy

)j+3

((iy)s G(y)) dy

∣∣∣∣∣→ 0, cuando |R| → ∞,

siempre que l sea adecuadamente grande.

Ya que la función eity
(
1 + 1

i
d
dy

)j+3

((iy)sG(y)) es holomorfa en |Imλ| <

ρ
(

2
p − 1

)
y continua en |Imλ| ≤ ρ

(
2
p − 1

)
, para cada t ∈ R, se tiene también

que ∫
CR

eity
(
1 +

1

i

d

dy

)j+3

((iy)sG(y)) dy = 0,

donde CR es el rectángulo de vértices R,−R,−R−i
(

2
p − 1

)
ρ y R−i

(
2
p − 1

)
ρ,

orientado positivamente.
Concluimos, pues, que (3.41) se verifica.
Por tanto, podemos escribir

sup
t∈(0,∞)

(1 + t)j+3 e(
2
p
−1)ρt

∣∣∣∣ dsdts g(t)
∣∣∣∣ < ∞,

cuando l se elige suficientemente grande.
Combinando las estimaciones anteriores obtenemos que, cuando l es ade-

cuadamente grande

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)m ϕ
−2/p
0 (x) |F−1(G)(x)| < ∞.

De este modo (c) queda probado.
Supongamos ahora que ρ = 0 y 0 < p ≤ 2 o ρ > 0 y 0 < p ≤ 1.
(c) ⇒ (a). Sea m ∈ N. Asumamos que T ∈ S′

p admite la representación

(3.35) donde fj es continua sobre (0,∞) y (1 + x)mϕ
−2/p
0 (x)fj(x) es acotada

sobre (0,∞), para j = 0, 1, ..., l. Entonces

< T, φ >=
l∑

j=0

∫ ∞

0

fj(x) ∆
jφ(x) A(x) dx, φ ∈ Sp. (3.42)

En virtud de [33, (3.5)], se sigue que, para cierto β > 0,

|< T, φ >| ≤ c
l∑

j=0

∫ ∞

0

|fj(x)| (1 + x)β e2ρx
∣∣∆jφ(x)

∣∣ dx
≤ c

l∑
j=0

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)m |fj(x)|ϕ−2/p
0 (x)

· sup
x∈(0,∞)

(1 + x)β−m+2+ 2
p

∣∣∆jφ(x)
∣∣ , (3.43)
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para cada φ ∈ Sp.
Sea k ∈ Z, k < 0. Tomamos m ∈ N tal que β −m+ 2 + 2

p < k. De (3.43)
se deduce que T es continua en Sp cuando se considera sobre Sp la topoloǵıa
inducida por Ak. Además, ya que Sp es denso en Ak, T puede ser extendido de
forma única de Sp a Ak continuamente, y esta extensión viene dada por (3.42).

De este modo concluimos que T ∈ A′
k, para cada k ∈ Z, k < 0, y que, por

tanto, T ∈ A′.
(c) ⇒ (b). Supongamos que f es una función continua sobre (0,∞) tal que

(1 + x)mϕ
−2/p
0 (x)f(x) es acotada sobre (0,∞), donde m ∈ N es tal que m >

1 + β + 4
p , donde β > 0 es el exponente que aparece en [33, (3.5)]. Observamos

que ∫ ∞

0

e−2ρx/p (1 + x)2/p |f(x)| A(x) dx

≤ c

∫ ∞

0

e−2ρx( 1
p
−1) (1 + x)β+2/p |f(x)| dx

≤ c

∫ ∞

0

e−2ρx( 2
p
−1) (1 + x)β+(4/p)−m dx < ∞

Por tanto, f define un elemento Tf de S′
p dado por (véase la sección 3.3)

< Tf , φ >=

∫ ∞

0

f(x) φ(x) A(x) dx, φ ∈ Sp.

Además f ∈ L1((0,∞), A(x)dx). En efecto,∫ ∞

0

|f(x)| A(x) dx ≤ c

∫ ∞

0

|f(x)| (1 + x)β e2ρx dx

≤ c

∫ ∞

0

(1 + x)−m+β+2/p e2ρx(1−
1
p) dx < ∞.

También podemos escribir, intercambiando el orden de integración,

< F ′Tf ,Fφ > = < Tf , φ >

=

∫ ∞

0

f(x) φ(x) A(x) dx

=

∫ ∞

0

f(x)

(∫ ∞

0

ϕλ(x) F(φ)(λ)
dλ

|c(λ)|2

)
A(x) dx

=

∫ ∞

0

F(φ)(λ)

(∫ ∞

0

ϕλ(x) f(x) A(x) dx

)
dλ

|c(λ)|2

=

∫ ∞

0

F(φ)(λ) F(f)(λ)
dλ

|c(λ)|2
= < F(f),F(φ) >, φ ∈ Sp.

Por tanto F ′Tf = F(f).
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Sean k, l ∈ N. Supongamos que T ∈ S′
p admite la representación (3.35)

donde, para cada j ∈ N, j ≤ l, la función (1 + x)mϕ
−2/p
0 (x)fj(x) es continua

y acotada sobre (0,∞), siendo m ∈ N y m > 2+ β+ k+ 2
p . Tenemos entonces

que

F ′T =
l∑

j=0

(ρ2 + λ2)jFfj

Derivando ahora bajo el signo integral y teniendo en cuenta [33, Lemma 3.4,
(ii) y (iv)] conseguimos

∣∣∣∣ dkdλk
(F ′T )(λ)

∣∣∣∣ ≤ c
l∑

j=0

k∑
s=0

∣∣∣∣ dk−s

dλk−s
(ρ2 + λ2)j

∣∣∣∣
∣∣∣∣ dsdλs

(Ffj)(λ)

∣∣∣∣
≤ c

k∑
s=0

l∑
j=0

∣∣∣∣ dk−s

dλk−s
(ρ2 + λ2)j

∣∣∣∣
∫ ∞

0

(1+ x)β+s−m+1+ 2
p dx, |Imλ| ≤ ρ

(
2

p
− 1

)
.

Por tanto, F ′T es un multiplicador de Hp.
�

No es dif́ıcil comprobar (véase, por ejemplo, [83, Proposition 4.2]) que la

hipótesis (1 + x)mϕ
−2/p
0 (x)fj(x), j = 0, 1, ..., l, es acotada sobre (0,∞), que

aparece en la Proposición 3.27, puede ser sustituida, manteniendo cierto el re-

sultado enunciado en la proposición anterior, por esta otra: (1+x)m ϕ
−2/p
0 fj ∈

Lq((0,∞), dx), j = 0, 1, ..., l, para algún q ∈ [1,∞).
Como consecuencia de la Proposición 3.27 podemos describir ciertos elemen-

tos de S′
p que definen operadores de convolución sobre Sp.

Proposición 3.28 Sea 0 < p ≤ 2. Supongamos que T ∈ S′
p y que F ′T es un

multiplicador de Hp. Entonces la aplicación φ → T�φ es continua de Sp en śı
mismo.

Demostración.

Sea T ∈ S′
p tal que F ′T es un multiplicador de Hp. De la fórmula de

intercambio distribucional para la transformación F y la convolución � se sigue

F(T�φ) = F ′(T ) F(φ), φ ∈ Sp,

en el sentido de la igualdad en H ′
p.

Podemos entonces escribir que, para cada φ, ψ ∈ Sp,

< T�φ, ψ >=< F(T�φ),F(ψ) >

=< F ′(T )F(φ),F(ψ) >=< F−1(F ′(T )F(φ)), ψ > .

Por tanto, T�φ = F−1(F ′(T )F(φ)), φ ∈ Sp, y [33, Theorem 4.27] implica
que la aplicación φ → T�φ es continua de Sp en śı mismo.

�
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Para simplificar, en lo que sigue, escribiremos T ∈ Mp, 0 < p ≤ 2, para
referirnos a que T ∈ S′

p y F ′T es un multiplicador de Hp.
En virtud de la Proposición 3.27, si se verifica una de las condiciones siguien-

tes
(i) T ∈ A′, y ρ = 0 y 0 < p ≤ 2 o ρ > 0 y 1 < p ≤ 2,
(ii) T ∈ S′

p satisface la propiedad (c) en la Proposición 3.27 y ρ = 0 y
0 < p ≤ 2 o ρ > 0 y 0 < p ≤ 1,
entonces T ∈ Mp.

Si T ∈ Mp, la Proposición 3.28 nos dice que la aplicación φ → T�φ es
continua.

Definimos la convolución T�L de T ∈ S′
p y L ∈ Mp, 0 < p ≤ 2, como la

funcional sobre Sp dada por

< T�L, φ >=< T,L�φ >, φ ∈ Sp. (3.44)

De este modo T�L ∈ S′
p.

W. Bloom y Z. Xu ([33, Theorem 5.17, (iii)] mostraron que, para cada T ∈ S′
p

y ψ ∈ Sp, se tiene

< T�ψ, φ >=< T,ψ�φ >, ψ ∈ Sp.

Ya que ψ ∈ Sp ⊂ S′
p y que F(ψ) ∈ Hp es un multiplicador de Hp, ψ está

en Mp, y la definición (3.44) puede verse como una extensión de la definición
(3.27).

Recogemos a continuación las principales propiedades algebraicas de la con-
volución que acabamos de definir.

Proposición 3.29 Sea 0 < p ≤ 2. Supongamos que T ∈ S′
p y L1, L2 ∈ Mp.

Entonces
(a) F ′(T�L1) = F ′(T )F ′(L1),
(b) La funcional δ de Dirac está en A′ ∩Mp y T�δ = T ,
(c) ∆∗(T�L1) = (∆∗T )�L1 = T�(∆∗L1),
(d) L1�L2 ∈ Mp y L1�L2 = L2�L1,
(e) T�(L1�L2) = (T�L1)�L2.

Demostración.

Para probar la fórmula de intercambio en (a) basta observar que, para cada
φ ∈ Sp,

< F ′(T�L1),Fφ >=< T�L1, φ >=< T,L1�φ >

=< F ′(T ),F(L1�φ) >=< F ′(T ),F ′(L1)F(φ) >=< F ′(T )F ′(L1),F(φ) > .

Por otra parte, se tiene que, para cada m ∈ Z, m < 0,

|< δ, φ >| = |φ(0)| ≤ sup
x∈[0,∞)

(1 + x)m |φ(x)| , φ ∈ Am.

Luego δ ∈ A′
m, m ∈ Z, m < 0, y se concluye que δ ∈ A′.
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Además, para cada φ ∈ Sp,

< F ′δ,Fφ >=< δ, φ >= φ(0) =

∫ ∞

0

ϕλ(0) F(φ)(λ)
dλ

|c(λ)|2 =< 1,F(φ) >,

Por tanto, F ′δ = 1 es un multiplicador de Hp, y concluimos que δ ∈ Mp.
La fórmula de intercambio en (a) permite ahora probar que T�δ = T .
Asimismo de (a) se infiere (c), teniendo en cuenta que F ′(∆∗T ) = (λ2 +

ρ2)F ′(T ), y también (d) y (e).
�

Nuestro próximo objetivo es probar un inverso de la Proposición 3.28. Nece-
sitamos establecer previamente algunos resultados.

Obtenemos a continuación una representación para la solución fundamental
del operador (1 +∆)r, para cada r ∈ N.

Proposición 3.30 Sea l ∈ N. La función hl definida por

hl(x) =

∫ ∞

0

ϕλ(x) (1 + ρ2 + λ2)−l dλ

|c(λ)|2 , x ∈ R,

es par, acotada y continua sobre R, y está en C∞(R \ {0}) ∩ S′
p, siempre que

l > α + 1 y 0 < p ≤ 2. Además, para cada k ∈ N, existe lk ∈ N, tal que
hl ∈ Ck(R), cuando l ≥ lk.

Si, como es usual, denotamos por δ a la funcional de Dirac, entonces

δ = (1 +∆∗)lhl,

en el sentido de la igualdad en S′
p, para cada 0 < p ≤ 2, siempre que l > α+ 1.

Demostración.

Ya que |ϕλ(x)| ≤ 1, x, λ ∈ R ([33, Lemma 3.4,(i)]), teniendo en cuenta que
|c(λ)|2 ∼ λ2α+1, cuando λ → ∞ ([109, pág. 99]), podemos ver que, cuando
l > α+ 1, la función hl es continua y acotada en R. La paridad de hl se sigue
de la misma propiedad para ϕλ.

Además, si k ∈ N, de [33, Lemma 3.6, (ii)] se deduce que existe lk ∈ N de
manera que hl ∈ Ck(R), para cada l ≥ lk.

Por otra parte, se tiene que, si l > α+ 1,

|hl(x)| ≤
∫ ∞

0

e−ρx (1 + x)
1 + λ2α+1

(1 + ρ2 + λ2)l
dλ ≤ c e−ρx (1 + x), x ∈ (0,∞).

Luego,∫ ∞

0

|hl(x)| e−
2
p
ρx (1 + x)−k A(x) dx ≤

∫ ∞

0

eρx(1−
2
p) (1 + x)−k+1+β dx < ∞,

cuando k > 2 + β, siendo β dada en [33, (3.5)]. Concluimos aśı que hl ∈ S′
p.

Sabemos que F = F0A, donde A representa la transformación de Abel
definida en [33, (4.9)] (véase también [105]). La inversa A−1 de A fue obtenida
en [105, Théorème 6.3].
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Sea x0 ∈ (0,∞). Elegimos una función par κ ∈ C∞(R) tal que κ(x) =
0, |x| < x0/4, y κ(x) = 1, |x| > x0/2. Podemos escribir

hm(x) = A−1
(
κF−1

0 ((1 + ρ2 + λ2)−m)
)
(x), x > x0,

ya que κ(x) = 1, x > x0, y A−1(f)(x) sólo depende de la función f en el
intervalo [x,+∞) (véase [105, Théorème 6.3]).

La función κF−1
0 ((1+ρ2+λ2)−m) es par. La integración parcial nos permite

probar que la función F−1
0 ((1+ρ2+λ2)−l) está en C∞(R−{0}) y que la función

κF−1
0 ((1 + ρ2 + λ2)−l) está en el espacio S de Schwartz.
En efecto, tenemos que

F−1
0 ((1 + ρ2 + λ2)−l)(x) =

1

π

∫ +∞

−∞

eixλ (1 + ρ2 + λ2)−l dλ

=
1

πix

∫ +∞

−∞

d

dλ
(eixλ) (1 + ρ2 + λ2)−l dλ

=
1

πix

(
eixλ (1 + ρ2 + λ2)−l

]+∞

−∞

+2l

∫ +∞

−∞

eixλ λ (1 + ρ2 + λ2)−l−1 dλ

)

=
2l

πix

∫ +∞

−∞

eixλ λ (1 + ρ2 + λ2)−l−1 dλ, x ∈ R \ {0}.

Luego F−1
0 ((1+ρ2+λ2)−l) ∈ C1(R\{0}). Iterando el argumento, podemos

concluir que F−1
0 ((1 + ρ2 + λ2)−l) ∈ C∞(R \ {0}). Además, para cada k ∈ N,

dk

dxkF−1
0 ((1 + ρ2 + λ2)−l) está acotada en R \ [−x0

4 , x0

4 ]. Por tanto, si k ∈ N, al
ser κ(x) = 0, |x| ≤ x0

4 , y κ(x) = 1, |x| ≥ x0

2 , se sigue que

sup
x∈R

∣∣∣∣ dkdxk

(
κF−1

0 ((1 + ρ2 + λ2)−l)
)
(x)

∣∣∣∣
≤ c


k−1∑

j=0

sup
x0
2 ≤x≤2x0

dj

dxj

(
F−1

0 ((1 + ρ2 + λ2)−l)
)
(x)

+ sup
x∈R

∣∣∣∣κ(x) dk

dxk

(
F−1

0 ((1 + ρ2 + λ2)−l)
)
(x)

∣∣∣∣
)

< ∞.

Por otra parte, se tiene que

x F−1
0 ((1 + ρ2 + λ2)−l)(x) =

1

πi

∫ +∞

−∞

d

dλ
(eixλ) (1 + ρ2 + λ2)−l dλ

=
1

πi

(
eixλ (1 + ρ2 + λ2)−l

]+∞

−∞
+ 2l

∫ +∞

−∞

eixλ λ (1 + ρ2 + λ2)−l−1 dλ

)
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=
2l

π

∫ +∞

−∞

eixλ λ (1 + ρ2 + λ2)−l−1 dλ, x ∈ R.

Análogamente, podemos ver que para cada k ∈ N,

sup
x∈R

∣∣κ(x) xk F−1((1 + λ2 + ρ2)−l)(x)
∣∣ < ∞.

Recurriendo ahora a [40] concluimos que κF−1((1+λ2+ρ2)−l) está en Seven.
Por tanto, de acuerdo con [108, Corollary 6.II.4, (ii)], A−1(κF−1((1 + λ2 +

ρ2)−m)) pertenece a S. En particular hm ∈ C∞((x0,∞)), y la arbitrariedad de
x0 nos da que hm ∈ C∞(R \ {0}).

Sea φ ∈ Sp, donde 0 < p ≤ 2. Tenemos

< (1 +∆∗)lhl, φ >=< hl, (1 +∆)lφ >=

∫ ∞

0

hl(x) (1 + ∆)lφ(x) A(x) dx

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

ϕλ(x) (1 + ρ2 + λ2)−l dλ

|c(λ)|2

)
(1 +∆)lφ(x) A(x) dx

=

∫ ∞

0

(1 + ρ2 + λ2)−l

(∫ ∞

0

ϕλ(x) (1 +∆)lφ(x) A(x) dx

)
dλ

|c(λ)|2

=

∫ ∞

0

ϕλ(0)

(∫ ∞

0

ϕλ(x) φ(x) A(x) dx

)
dλ

|c(λ)|2 = φ(0) =< δ, φ > .

De este modo se termina la prueba.
�

Recordamos que, para cada a ∈ (0,∞), el espacio D∗,a está constituido por
las funciones φ ∈ C∞(R), pares y tales que φ(x) = 0, |x| ≥ a. La topoloǵıa de
D∗,a está definida por la familia {γk}k∈N de seminormas, donde

γk(φ) = sup
x∈R

∣∣∣∣ dkdxk
φ(x)

∣∣∣∣ , φ ∈ D∗,a.

D∗,a es un espacio de Fréchet. D∗ representa el ĺımite inductivo ∪a>0D∗,a.
La imagen por la transformación F de D∗,a es H∗,a, para cada a > 0 ([109,

Theorem 7.2]). Si a > 0, el espacio H∗,a está formado por las funciones Φ
enteras pares verificando que

ρak(Φ) = sup
λ∈C

(1 + |λ|)k e−a|Imλ| |Φ(λ)| < ∞,

para cada k ∈ N. H∗,a es un espacio de Fréchet cuando se considera sobre él
la topoloǵıa asociada a la familia {ρak}k∈N de normas, siendo F un isomorfismo
topológico de D∗,a en H∗,a, a > 0.

En la siguiente proposición describimos la topoloǵıa de D∗,a, a > 0, mediante
otros sistemas de seminormas.
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Proposición 3.31 Sean a > 0 y 1 ≤ q ≤ ∞. Para cada k ∈ N, ηqk se define
sobre D∗,a por

ηqk(φ) =
∥∥∆kφ

∥∥
Lq((0,∞),dx)

, φ ∈ D∗,a.

El sistema {ηqk}k∈N de seminormas, es equivalente a {γk}k∈N sobre D∗,a.

Demostración.

Procediendo como en la prueba del Lema 1.1, a partir de [33, Lemma 4.18]
podemos probar que la topoloǵıa que genera {γk}k∈N es más fina que la asociada
a {ηqk}k∈N sobre D∗,a.

Por otra parte, para cada k ∈ N, se tiene que

(λ2 + ρ2)k (Fφ)(λ) =

∫ a

0

ϕλ(x) ∆
kφ(x) A(x) dx, λ ∈ C y φ ∈ D∗,a.

Entonces, [33, Lemma 3.4] conduce a∣∣(λ2 + ρ2)k (Fφ)(λ)
∣∣ ≤ c ea|Imλ|

∥∥∆kφ
∥∥
q
, λ ∈ C y φ ∈ D∗,a.

Por tanto,
ρak(Fφ) ≤ c ηqk(φ), φ ∈ D∗,a.

Esta desigualdad prueba que la transformaciónF es continua deD∗,a, cuando
se considera sobre él la topoloǵıa asociada a {ηqk}k∈N, en H∗,a. Por tanto, [33,
Theorem 4.27] implica que las familias {γk}k∈N y {ηqk}k∈N son equivalentes
sobre D∗,a.

�

Obtenemos ahora representaciones de los elementos del espacio dual D′
∗,a de

D∗,a, a > 0.

Proposición 3.32 Sean a > 0 y 1 < q ≤ ∞. Un subconjunto B′ de D′
∗,a

es débilmente (o, lo que es lo mismo, fuertemente) acotado si, y sólo si, exis-
ten c > 0 y r ∈ N tales que, para cada T ∈ B′ podemos encontrar fk,T ∈
Lq((0,∞), dx), k = 0, 1, ..., r, para las cuales

< T, φ >=
r∑

k=0

∫ a

0

fk,T (x) ∆
kφ(x) dx, φ ∈ D∗,a,

y
∑r

k=0 ‖fk,T ‖Lq((0,∞),dx) ≤ c.

Demostración.

Sea B′ un subconjunto débilmente acotado en D′
∗,a. En virtud de la Propo-

sición 3.31 y [102, Theorem 3.7] existen c > 0 y r ∈ N tales que

|< T, φ >| ≤ c max
0≤k≤r

∥∥∆kφ
∥∥
q′
, T ∈ B′, φ ∈ D∗,a,

donde q′ representa el conjugado de q.
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La prueba puede ser ya terminada siguiendo el procedimiento utilizado para
mostrar la Proposición 3.4.

�

Sean a > 0 y m ∈ N. Representamos por Dm
∗,a el espacio de las funciones

φ ∈ C2m(R), pares y tales que φ(x) = 0, |x| ≥ a. Sobre Dm
∗,a se considera la

topoloǵıa asociada a la norma αm definida por

αm(φ) = max
0≤k≤2m

γk(φ), φ ∈ Dm
∗,a.

Nótese que si b > a y φ ∈ Dm
∗,a, existe una sucesión {φn}n∈N ⊂ D∗,b tal

que φn → φ, cuando n → ∞, en Dm
∗,b. Para probar esto podemos recurrir a

regularizaciones.
Nuestro próximo resultado puede verse como un inverso de la Proposición

3.28.

Proposición 3.33 Sea T ∈ S′
p, donde 0 < p ≤ 2. Si T�φ ∈ Sp, para cada

φ ∈ D∗, entonces, para cada m ∈ N existen l ∈ N y funciones continuas
fj , j = 0, 1, ..., l, tales que

T =
l∑

j=0

∆∗jfj ,

y, para cada j ∈ N, j = 0, 1, ..., l, (1 + x)mϕ
−2/p
0 (x)fj(x) es acotada sobre

(0,∞).

Demostración.

Supongamos que m ∈ N, m > 2. Sea φ ∈ D∗. Ya que T�φ ∈ Sp, se tiene
que

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)m ϕ
−2/p
0 (x) |(T�φ)(x)|

= sup
x∈(0,∞)

∣∣∣< (1 + x)m ϕ
−2/p
0 (x) τxT, φ >

∣∣∣ < ∞.

Aqúı el operador de traslación τx, x ∈ (0,∞), se define sobre S′
p por

trasposición.

Por tanto, el conjunto {(1 + x)mϕ
−2/p
0 (x)τxT}x∈(0,∞) es un subconjunto

débilmente acotado de D′
∗.

Sea a > 0. De acuerdo con la Proposición 3.32 existe θ ∈ N y c > 0 tales
que, para cada x ∈ (0,∞) existen fj,x ∈ L∞((0,∞), dx), j = 0, 1, ..., θ, para las
cuales

< (1 + x)m ϕ
−2/p
0 (x) τxT, φ >=

θ∑
j=0

∫ ∞

0

fj,x(t) ∆
jφ(t) dt, φ ∈ D∗,a, (3.45)

donde
∑θ

j=0 ‖fj,x‖L∞((0,∞),dx) ≤ c. Por tanto, para cada x ∈ (0,∞), (1 +

x)mϕ
−2/p
0 (x)τxT puede ser continuamente extendido a Dθ

∗,a. Una de tales ex-
tensiones viene dada por (3.45).
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Supongamos que x ∈ (0,∞) y S ∈ (Dθ
∗,a)

′ para las cuales S = (1 +

x)mϕ
−2/p
0 (x)τxT cuando actúa sobre D∗,a, entonces S es dado sobre Dθ

∗,b por la
parte derecha de (3.45), para cada 0 < b < a.

En efecto, sean 0 < b < a y φ ∈ Dθ
∗,b. Existe una sucesión (φj) ⊂ D∗,a tal

que φj → φ, cuando j → ∞, en Dθ
∗,a. Entonces

< S, φj >=< (1 + x)m ϕ
−2/p
0 (x) τxT, φj >=

θ∑
i=0

∫ ∞

0

fi,x(t) ∆
iφj(t) dt

→
θ∑

i=0

∫ ∞

0

fi,x(t) ∆
iφ(t) dt =< S, φ >, cuando j → ∞.

Elegimos ahora k ∈ N de manera que la solución fundamental hk del ope-
rador (1 + ∆)k (definida en el Proposición 3.30) está en C2θ(R). También
escogemos una función ϕ ∈ C∞(R), par, tal que ϕ(x) = 0, |x| > 3a

4 , y
ϕ(x) = 1, |x| < a

2 . La regla de Leibniz conduce a

(1 +∆∗)k(hkϕ) = ϕ(1 +∆∗)khk + ζ,

donde ζ(x) =
∑2k

i=1 pi(x)
di

dxiϕ(x)
d2k−i

dx2k−ihk(x), x ∈ R, para ciertas funciones

pi ∈ C∞(R \ {0}), i = 1, 2, ..., 2k. Nótese que ζ(x) = 0, |x| < a
2 o |x| > 3a

4 ,
y que, al ser hk ∈ C∞(R \ {0}), ζ ∈ D∗,a. Además, de la Proposición 3.30 se
sigue que

< ϕ(1 + ∆∗)khk, φ >=< (1 +∆∗)khk, φϕ >

= φ(0)ϕ(0) = φ(0) =< δ, φ >, φ ∈ Sp.

Por tanto, podemos escribir

δ = (1 +∆∗)k(hkϕ)− ζ. (3.46)

La función hkϕ ∈ Dθ
∗, 3a4

. Luego hkϕ ∈ S′
p y la transformada distribucional

de Chébli—Trimèche F ′(hkϕ) de hkϕ viene dada por

F ′(hkϕ)(λ) =

∫ ∞

0

hk(y) ϕ(y) ϕλ(y) A(y) dy, |Imλ| ≤ ρ

(
2

p
− 1

)
,

y es un multiplicador de Hp. Ciertamente, para cada s ∈ N, de [33, Lemma
3.4, (iv)] inferimos∣∣∣∣ dsdλs

F ′(hkϕ)(λ)

∣∣∣∣ ≤ c

∫ a

0

|hk(y)| |ϕ(y)| A(y) dy, |Imλ| ≤ ρ

(
2

p
− 1

)
.

Concluimos pues que hkϕ ∈ Mp. Podemos entonces definir la convolución
T�(hkϕ) de T y hkϕ como el elemento de S′

p dado por

< T�(hkϕ), φ >=< T, (hkϕ)�φ >, φ ∈ Sp.
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Nuestro próximo objetivo es ver que

(1 + x)m ϕ
−2/p
0 (x) (T�(hkϕ))(x) =

θ∑
j=0

∫ ∞

0

fj,x(t) ∆
j(hkϕ)(t) dt, x ∈ (0,∞).

Ya que hkϕ ∈ Dθ
∗, 3a4

existe una sucesión (φν)ν∈N ⊂ D∗,a tal que φν → hkϕ,

cuando ν → ∞, en Dθ
∗,a. Por tanto, al ser supx∈(0,∞) ‖fj,x‖ < ∞, j = 0, 1, ..., θ,

se deduce, como se comentó anteriormente, que

(1+x)m ϕ
−2/p
0 (x) (T�φν)(x) →

θ∑
j=0

∫ ∞

0

fj,x(t) ∆
j(hkϕ)(t) dt, cuando ν → ∞,

(3.47)
uniformemente en x ∈ (0,∞).

Además, para cada φ ∈ Sp, φν�φ → (hkϕ)�φ, cuando ν → ∞, en Sp. En
efecto, sea φ ∈ Sp. Teniendo en cuenta [33, Lemma 3.4, (iv)] y que φν → hkϕ,
cuando ν → ∞, en Dθ

∗,a, podemos ver que

(F(φν)−F(hkϕ))F(φ) → 0, cuando ν → ∞,

en Hp. Luego, la fórmula de intercambio nos permite, recordando [33, Theorem
4.27], obtener que

φν�φ → (hkϕ)�φ, cuando ν → ∞,

en Sp.
Concluimos pues que, para cada φ ∈ Sp,

< T�φν , φ >=< T, φν�φ >→< T, (hkϕ)�φ >=< T�(hkϕ), φ >, cuando ν → ∞.

Por tanto,

ϕ
2/p
0 (x)(1 + x)−m

θ∑
j=0

∫ ∞

0

fj,x(t) ∆
j(hkϕ)(t) dt = (T�(hkϕ))(x), (3.48)

en el sentido de la igualdad en S′
p, ya que, para cada φ ∈ Sp, tenemos, en virtud

de (3.47), que∣∣∣∣∣∣
∫ ∞

0


ϕ2/p

0 (x)(1 + x)−m
θ∑

j=0

∫ ∞

0

fj,x(t) ∆
j(hkϕ)(t) dt

−T�φν(x))φ(x) A(x) dx|

≤
∫ ∞

0

ϕ
2/p
0 (x)(1 + x)−m

∣∣∣∣∣∣
θ∑

j=0

∫ ∞

0

fj,x(t) ∆
j(hkϕ)(t) dt
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−ϕ
−2/p
0 (x)(1 + x)m(T�φν)(x)

∣∣∣ |φ(x)| A(x) dx
≤ c

∫ ∞

0

e−2ρx( 2
p
−1) (1 + x)−2

∣∣∣∣∣∣
θ∑

j=0

∫ ∞

0

fj,x(t) ∆
j(hkϕ)(t) dt

−ϕ
−2/p
0 (x)(1 + x)m(T�φν)(x)

∣∣∣ dx → 0, cuando ν → ∞.

De (3.46), y teniendo en cuenta las reglas operacionales para la convolución
� distribucional recogidas en la Proposición 3.29, se sigue que

T = (1 +∆∗)k(T�(hkϕ))− T�ζ

=
k∑

s=0

(
k

s

)
∆∗s(T�(hkϕ))− T�ζ.

Ya que ζ ∈ D∗,a, ζ ∈ Mp y, por tanto, T�ζ ∈ Sp. En particular

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)m ϕ
−2/p
0 (x) |(T�ζ)(x)| < ∞.

Además, de (3.48) inferimos que

sup
x∈(0,∞)

(1 + x)m ϕ
−2/p
0 (x) |(T�(hkϕ))(x)|

≤ sup
x∈(0,∞)

θ∑
j=0

∫ ∞

0

|fj,x(t)|
∣∣∆j(hkϕ)(t)

∣∣ dt
≤ c

θ∑
j=0

∫ a

0

∣∣∆j(hkϕ)(t)
∣∣ dt < ∞.

De este modo la prueba queda completa.
�

De las Proposiciones 3.27, 3.28 y 3.33 se deducen las propiedades que siguen

Corolario 3.34 Sea T ∈ S′
p, donde 0 < p ≤ 2 cuando ρ = 0, y 0 < p ≤ 1

cuando ρ > 0. Las dos propiedades que siguen son equivalentes
(a) La aplicación φ → T�φ es continua de Sp en śı mismo.
(b) Para cada m ∈ N, existen l ∈ N y funciones continuas fj , j = 0, 1, ..., l,

tales que

T =
l∑

j=0

∆∗jfj ,

y, para cada j = 0, 1, ..., l, (1 + x)mϕ
−2/p
0 (x)fj es acotada sobre (0,∞).

�
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Corolario 3.35 Sea T ∈ S′
p, donde 0 < p ≤ 2 cuando ρ = 0, y p = 1 cuando

ρ > 0. Las siguientes propiedades son equivalentes.
(a) La aplicación φ → T�φ es continua de Sp en śı mismo.
(b) T ∈ A′.
(c) F ′T es un multiplicador de Hp.
(d) Para cada m ∈ N, existen l ∈ N y funciones continuas fj , j = 0, 1, ..., l,

tales que

T =
l∑

j=0

∆∗jfj ,

y, para cada j = 0, 1, ..., l, (1 + x)mϕ
−2/p
0 (x)fj es acotada sobre (0,∞).

�



Caṕıtulo 4

La transformación de

Chébli—Trimèche sobre

espacios de tipo W .

4.1 Introducción.

En este caṕıtulo estudiamos el comportamiento de la transformación de Chébli—
Trimèche en espacios de tipo W .

Los espacios W fueron introducidos por B.L. Gurevich ([66]). I.M. Gelfand
y G.E. Shilov ([57]) presentaron las propiedades fundamentales de los espacios
W y analizaron la transformación de Fourier eucĺıdea sobre estos espacios. En
[47] (véase también [90]), S.J.L. Eijndhoven y M.J. Kerkhof investigaron la
transformación integral de Hankel sobre las funciones pares en W .

Recordamos las definiciones de los espacios de tipo W considerados en [47].
Representamos por K el conjunto de las funciones M ∈ C2([0,∞)) tales que

M(0) = M ′(0) = 0, M ′(∞) = ∞ y M ′′(x) > 0, x ∈ (0,∞). Si M ∈ K, M×

denota la función dual de Young de M . Las principales propiedades de las
funciones de K pueden encontrarse en [47] y [57, Chapter 1]. En particular,
serán muy útiles las siguientes:

(i) M(x) +M(y) ≤ M(x+ y), x, y ∈ [0,∞).
(ii) xy ≤ M(x) +M×(y), x, y ∈ [0,∞).
Supongamos queM ∈ K y a > 0. El espacioWM,a está formado por aquellas

funciones φ ∈ C∞(R), pares y tales que, para cada 0 < α < a y l ∈ N,

sup
x∈[0,∞)

eM(αx) |Dlφ(x)| < ∞.

WM,a se dota de la topoloǵıa generada por la familia {pn,l}n,l∈N de semi-
normas, donde

pn,l(φ) = sup
x∈[0,∞)

eM(a n
n+1x) |Dlφ(x)|, φ ∈ WM,a, n, l ∈ N.

123
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De este modo WM,a es un espacio de Fréchet.
El espacio WM,a está continuamente contenido en el espacio Sp, 0 < p ≤ 2,

introducido por W. Bloom y Z. Xu ([33]). En efecto, sean m ∈ N y α ∈ (0, a).
En virtud de [33, Lemma 3.4, (iii)] y [47, Lemma 2.4], se tiene que

e−M(αx) (1 + x)m ϕ
−2/p
0 (x) ≤ e−M(αx)+2ρx

p (1 + x)m

≤ eM
×( k

α
)−(k− 2ρ

p )x (1 + x)m ≤ c, x ∈ (0,∞),

donde k ∈ N se escoge de manera que k > 2ρ
p .

Por tanto, de [33, Theorem 4.27] se deduce que, para cada φ ∈ WM,a, Fφ ∈
Hp y

φ(x) =

∫ ∞

0

ϕλ(x) (Fφ)(x)
dλ

|c(λ)|2 , x ∈ R.

El espacio WM,a lo constituyen las funciones enteras y pares Φ tales que,
para cada β > a y l ∈ N,

sup
z∈C

e−M(β|Imz|) |z2lΦ(z)| < ∞.

WM,a es un espacio de Fréchet cuando se considera sobre él la topoloǵıa
generada por la familia {qn,l}n,l∈N de seminormas, donde, para cada n, l ∈ N,

qn,l(Φ) = sup
z∈C

e−M(an+2
n+1 |Imz|) |z2lΦ(z)|, Φ ∈ WM,a.

El espacio WM,a está continuamente contenido en el espacio Hp, 0 < p ≤ 2,
de W. Bloom y Z. Xu ([33]). Ciertamente, sean 0 < p ≤ 2 y Φ ∈ WM,a. Ya que
Φ es entera, podemos escribir, para cada n,m ∈ N,

dn

dλn
(λmΦ(λ)) =

n!

2πi

∫
Cλ

ωmΦ(ω)

(ω − λ)n+1
dω, λ ∈ C,

donde Cλ representa la circunferencia centrada en λ y de radio 1, orientada
positivamente. Por tanto, para cada m,n ∈ N, se tiene∣∣∣∣ dndλn

(λmΦ(λ))

∣∣∣∣ ≤ c

∣∣∣∣
∫
Cλ

ωmΦ(ω)

(ω − λ)n+1
dω

∣∣∣∣
≤ c sup

z∈C

e−M(2a|Imz|) |z|m |Φ(z)|, λ ∈ Ωp.

Recordemos que Ωp = {λ ∈ C : |Imλ| ≤ ρ
(

2
p − 1

)
}.

En particular,∣∣∣∣ dndλn
Φ(λ)

∣∣∣∣ ≤ c sup
z∈C

e−M(2a|Imz|) |Φ(z)|, λ ∈ Ωp.
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Supongamos que, siendo l, k ∈ N, se tiene que∣∣∣∣λj di

dλi
Φ(λ)

∣∣∣∣ ≤ c sup
z∈C

e−M(2a|Imz|) (1 + |z|)j |Φ(z)|,

λ ∈ Ωp, j = 0, 1, ..., k, i = 0, 1, ..., l.

Entonces,

∣∣∣∣λk+1 dl

dλl
Φ(λ)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ dldλl

(λk+1Φ(λ))

∣∣∣∣+ l−1∑
j=0

(
l

j

) ∣∣∣∣ dl−j

dλl−j
λk+1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ djdλj

Φ(λ)

∣∣∣∣
≤ c


∣∣∣∣ dldλl

(λk+1Φ(λ))

∣∣∣∣+ l−1∑
j=0

|λ|k+1−l+j

∣∣∣∣ djdλj
Φ(λ)

∣∣∣∣



≤ c sup
z∈C

e−M(2a|Imz|) (1 + |z|)k+1 |Φ(z)|, λ ∈ Ωp.

Este proceso inductivo nos permite concluir que, para cada n,m ∈ N,

sup
λ∈Ωp

∣∣∣∣λn dm

dλm
Φ(λ)

∣∣∣∣ ≤ c sup
z∈C

e−M(2a|Imz|) (1 + |z|)n |Φ(z)|.

Por tanto, [33, Theorem 4.27] implica que, para cada Φ ∈ WM,a, la función
φ definida por

φ(x) =

∫ ∞

0

ϕλ(x) Φ(λ)
dλ

|c(λ)|2 , x ∈ R,

está en Sp, 0 < p ≤ 2 y Fφ = Φ.
Los espacios de tipo S fueron considerados por I.M. Gelfand y G.E. Shilov

([56]) y se reducen en algunos casos a espacios W .
Si α > 0 y A > 0, el espacio Sα,A está constituido por aquellas funciones

pares φ ∈ C∞(R) verificando

sup
x∈R, k∈N

∣∣xkDmφ(x)
∣∣

(A+ δ)kkkα
< ∞,

para cada δ > 0 y m ∈ N.
Sα,A coincide con el espacio WM,a cuando a = 1

Aeα y M(x) = αx1/α, x ∈
(0,∞), siempre que 0 < α < 1 [56, pág. 172].

Para cada β > 0 y B > 0, el espacio Sβ,B lo forman las funciones pares
φ ∈ C∞(R) tales que, para cada ξ > 0 y k ∈ N,

sup
x∈R, m∈N

∣∣xkDmφ(x)
∣∣

(B + ξ)mmmβ
< ∞.

Cuando M(x) = (1− β)x1/(1−β), x > 0 y 0 < β < 1, y a = Beβ, el espacio
WM,a coincide con Sβ,B [56, pág. 210].
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4.2 La transformación de Chébli—Trimèche en

espacios de tipo W .

Analizamos ahora el comportamiento de la transformación F de Chébli—Trimè-
che en los espacios W .

Comenzamos presentando una propiedad para la función ϕλ, λ ∈ C, que
nos será útil en lo que sigue.

Lema 4.1 Para cada n ∈ N existe c > 0 tal que∣∣∣∣ ∂n

∂λn
ϕλ(x)

∣∣∣∣ ≤ c (1 + x)n+1 e(|Imλ|−ρ)x, x ∈ [0,∞), λ ∈ C.

Demostración.

Esta propiedad puede ser probada como [33, Lemma 3.4, (iv)], aunque alĺı
la desigualdad fue establecida para |Imλ| < ρ.

�

Proposición 4.2 Sean M ∈ K y a > 0. Entonces la transformación de Chébli—
Trimèche define una aplicación continua de WM,a en WM×,1/a.

Demostración.

Sea φ ∈ WM,a y definimos Φ = Fφ. La función Φ es holomorfa en C. En
efecto, de acuerdo con el Lema 4.1 y [33, (3.5)], para cierto β > 0 podemos
escribir∫ ∞

0

∣∣∣∣ ∂∂λϕλ(x)

∣∣∣∣ |φ(x)| A(x) dx ≤ c

∫ ∞

0

(1 + x)β e(|Imλ|+ρ)x |φ(x)| dx

≤ c

∫ ∞

0

(1 + x)β eM(ax
4 ) |φ(x)| dx

≤ c

∫ ∞

0

(1 + x)β e−M( ax
4 ) dx sup

x∈[0,∞)

eM(ax
2 ) |φ(x)| , λ ∈ C.

Nótese que la última integral es finita, ya que

M
(ax

4

)
≥ −M×

(
4

a

)
+ x, x ∈ (0,∞).

Esta propiedad ([47, Lemma 2.4]) fue usada también en la segunda desigual-
dad.

Sea n ∈ N. Al ser φ ∈ Sp, para cada 0 < p ≤ 2, se tiene que

λ2nΦ(λ) = (λ2 + ρ2 − ρ2)n Φ(λ)

=
n∑

j=0

(
n

j

)
(−ρ2)n−j

∫ ∞

0

ϕλ(x)∆
jφ(x) A(x)dx, λ ∈ C. (4.1)
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Fijado j ∈ N, a tenor de [33, Lemma 4.18, (ii)], existen δ > 0 y sj ∈ N, tal
que para cada x ∈ (0, δ) podemos encontrar χl ∈ (0, x), l = 0, 1, ..., sj , de modo
que ∣∣∆jφ(x)

∣∣ ≤ c

2j∑
i=1

( sj∑
l=0

∣∣∣∣ didxi
φ(χl)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣ didxi

φ(x)

∣∣∣∣
)
.

Por tanto, el Lema 4.1 nos lleva, para cada α > 1, a∫ δ

0

∣∣ϕλ(x) ∆
jφ(x)

∣∣ A(x) dx

≤ c

∫ δ

0

e(|Imλ|−ρ)x(1 + x)A(x)

2j∑
i=1

( sj∑
l=0

∣∣∣∣ didxi
φ(χl)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣ didxi

φ(x)

∣∣∣∣
)
dx

≤ c eM
×(α

a
|Imλ|)

2j∑
i=1

sup
x∈(0,∞)

eM( a
α
x)
∣∣∣∣ didxi

φ(x)

∣∣∣∣ , λ ∈ C. (4.2)

Aqúı c no depende de φ. Nótese que δ tampoco depende de φ ([33, pág.
97]).

Además, teniendo en cuenta [33, Lemma 4.18, (iii), y (3.5)] obtenemos∫ ∞

δ

∣∣ϕλ(x) ∆
jφ(x)

∣∣ A(x) dx

≤ c

2j∑
i=1

∫ ∞

δ

e(|Imλ|+ρ)x (1 + x)β
∣∣∣∣ didxi

φ(x)

∣∣∣∣ dx

≤ c eM
×(α

a
|Imλ|)

2j∑
i=1

∫ ∞

δ

eM( a
α
x) eM(α−1

4α ax) (1 + x)β
∣∣∣∣ didxi

φ(x)

∣∣∣∣ dx

≤ c eM
×(α

a
|Imλ|)

2j∑
i=1

sup
x∈(0,∞)

eM(α+1
2α ax)

∣∣∣∣ didxi
φ(x)

∣∣∣∣ , λ ∈ C. (4.3)

para cada α > 1 y para cierto β > 0.

Combinando ahora (4.1), (4.2) y (4.3) podemos concluir que si α > 1 y
n ∈ N, existe c > 0 verificando

sup
λ∈C

e−M×(α
a
|Imλ|) ∣∣λ2nΦ(λ)

∣∣ ≤ c
2n∑
i=1

sup
x∈(0,∞)

eM(α+1
2α ax)

∣∣∣∣ didxi
φ(x)

∣∣∣∣ .
De este modo probamos que la transformación de Chébli—Trimèche es con-

tinua de WM,a en WM×,1/a.

�
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Proposición 4.3 Sean M ∈ K y a > 0. Entonces la aplicación G definida por

G(Φ)(x) =
∫ ∞

0

ϕλ(x) Φ(λ)
dλ

|c(λ)|2 , x ∈ R,

es continua de WM,a en WM×,1/a.

Demostración.

Para probar este resultado adaptamos un argumento desarrollado por J.P.
Anker ([2]) en su investigación sobre la transformación de Fourier esférica aso-
ciada a cierta clase de espacios de Lie semisimples.

Sea Φ ∈ WM,a y definimos φ = GΦ. Consideramos también la función
ψ = F−1

0 (Φ), donde F0 representa la transformación de Fourier eucĺıdea sobre
R, esto es,

ψ(x) =
1

π

∫ +∞

−∞

eixy Φ(y) dy, x ∈ R.

Fijamos l ∈ N y α ∈ (0, 1). Atendiendo a [33, Lemma 3.6, (ii)] podemos
escribir∣∣∣∣ dldxl

φ(x)

∣∣∣∣ ≤ c (1 + x)3 e−ρx

∫ ∞

0

∣∣λ2 + ρ2
∣∣m |Φ(λ)| dλ

|c(λ)|2 , x ∈ (0,∞),

para una cierta m ∈ N. Además, de [109, pág. 99] se deduce que∣∣∣∣ dldxl
φ(x)

∣∣∣∣ ≤ c (1 + x)3 e−ρx

∫ ∞

0

∣∣λ2 + ρ2
∣∣m |Φ(λ)| λ2α+1 dλ

≤ c (1 + x)3 e−ρx

(
sup
λ∈C

e−M(βa|Imλ|)
∣∣λ2sΦ(λ)

∣∣+ sup
λ∈C

e−M(βa|Imλ|) |Φ(λ)|
)
,

donde s ∈ N, s > m + α + 1 y β > 1. El número β será especificado más
adelante.

Por tanto, obtenemos para cada j ∈ N, cj > 0 tal que

sup
x∈(0,j+1]

eM
×(α

a
x)
∣∣∣∣ dldxl

φ(x)

∣∣∣∣
≤ cj

(
sup
λ∈C

e−M(βa|Imλ|)
∣∣λ2sΦ(λ)

∣∣+ sup
λ∈C

e−M(βa|Imλ|) |Φ(λ)|
)
. (4.4)

Elegimos ahora una sucesión (ωj)j∈N de funciones verificando
(i) ωj ∈ C∞(R) es par, para cada j ∈ N,
(ii) ωj(x) = 1, |x| ≤ j, y ωj(x) = 0, |x| > j + 1, para cada j ∈ N,

(iii) para cada k ∈ N, existe ck > 0 tal que
∣∣∣dkωj(x)

dxk

∣∣∣ ≤ ck, x ∈ R y j ∈ N.

Consideramos la siguiente descomposición de ψ:

ψ = ωjψ + (1− ωj)ψ,
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para cada j ∈ N. Definimos las funciones ψj ,Φj y φj como sigue

ψj = (1− ωj)ψ, Φj = F0ψj , φj = GΦj , j ∈ N.

Nótese que ωjψ(x) = 0, |x| ≥ j + 1, j ∈ N. Por tanto, recurriendo a
[33, Lemma 4.11], ya que F = F0A, donde A denota la transformada de Abel
definida en [33, (4.9)], se sigue que

φ(x) = φj(x), |x| ≥ j + 1, j ∈ N.

En efecto, sea j ∈ N. Se tiene que

(φ−φj)(x) = G(Φ−Φj)(x) = G(F0(ψ)−F0(ψj))(x) = A−1(ψ−ψj)(x), x ∈ R.

Al ser (ψ − ψj)(x) = 0, |x| ≥ j + 1, de [33, Lemma 4.10, (ii)] se infiere que
φ(x) = φj(x), |x| ≥ j + 1.

Fijamos ahora j ∈ N \ {0}. Procediendo como antes obtenemos

sup
j+1≤x≤j+2

eM
×(α

a
x)
∣∣∣∣ dldxl

φ(x)

∣∣∣∣ ≤ c (j + 2)3 eM
×(α

a
(j+2))−ρj ·

·
(
sup
λ∈C

e−M(βa|Imλ|)
∣∣λ2sΦj(λ)

∣∣+ sup
λ∈C

e−M(βa|Imλ|) |Φj(λ)|
)

(4.5)

Integrando por partes, se sigue

λ2sΦj(λ) =
1

2

∫ +∞

−∞

e−itλ d2s

dt2s
ψj(t) dt, λ ∈ C,

teniendo en cuenta que ψ ∈ WM×,1/a ([57, Theorem 2, pág. 21]).
Supongamos que δ > 1 tal que αδ < 1. En virtud de [57, Theorem 1, pág.

20] conseguimos

sup
λ∈C

e−M(βa|Imλ|)
∣∣λ2sΦj(λ)

∣∣ ≤ c sup
t∈(0,∞)

eM
×( γ

a
t)
∣∣∣∣ d2sdt2s

ψj(t)

∣∣∣∣ ,
donde 0 < γ < 1 depende de β. En un análisis cuidadoso de la demostración de
[57, Theorem 1, pág. 20] podemos ver que β puede ser elegido de manera que
αδ + γ < 1.

Entonces, las propiedades de ωj nos conducen a

sup
λ∈C

e−M(βa|Imλ|)
∣∣λ2sΦj(λ)

∣∣ ≤ c
2s∑
l=0

sup
t≥j

eM
×( γ

a
t)
∣∣∣∣ dldtlψ(t)

∣∣∣∣ .
Aprovechando el crecimiento de la función M× obtenemos

(j + 2)3 eM
×(α

a
(j+2))−ρj sup

λ∈C

e−M(βa|Imλ|)
∣∣λ2sΦj(λ)

∣∣
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≤ (j + 2)3 eM
×(αδ

a
j)−ρj sup

λ∈C

e−M(βa|Imλ|)
∣∣λ2sΦj(λ)

∣∣
≤ c

2s∑
l=0

sup
t≥j

t3 eM
×(αδ

a
t)+M×( γ

a
t)−ρt

∣∣∣∣ dldtlψ(t)
∣∣∣∣

≤ c
2s∑
l=0

sup
t∈(0,∞)

eM
×(αδ+γ

a
t)
∣∣∣∣ dldtlψ(t)

∣∣∣∣ , (4.6)

siempre que j ∈ N sea suficientemente grande.
Se concluye de [57, Theorem 2, pág. 21] que

sup
t∈(0,∞)

eM
×(αδ+γ

a
t)
∣∣∣∣ dldtlψ(t)

∣∣∣∣ ≤ c

p∑
k=0

sup
λ∈C

e−M(εa|Imλ|)
∣∣λkΦ(λ)

∣∣ , (4.7)

para cada l = 0, 1, ..., 2s, y para cierto ε > 1.
Combinando ahora (4.4), (4.5), (4.6) y (4.7) probamos que la transformación

G aplica continuamente WM,a en WM×,1/a.
�

Una consecuencia inmediata de las Proposiciones 4.2 y 4.3 junto a [33, Theo-
rem 4.27] es la que sigue

Corolario 4.4 Sean M ∈ K y a > 0. Entonces la transformación de Chébli—
Trimèche es un isomorfismo de WM,a sobre WM×,1/a.

�

Un caso particular del Corolario 4.4 es el que presentamos ahora.

Corolario 4.5 Si 0 < α < 1 y A > 0, la transformación de Chébli—Trimèche
es un isomorfismo de Sα,A sobre Sα,A.

�

Es un problema aún no tratado el análisis de la transformación de Chébli—
Trimèche sobre el espacio WM,a, con M ∈ K y a > 0. El trabajo de A.
Pasquale [89], donde estudia teoremas de tipo Paley—Wiener para la inversa de
la transformación de Jacobi, que es un caso particular de la transformación que
nos ocupa, recoge ideas interesantes que pensamos que pueden ser de utilidad
en la investigación del problema abierto citado.

Inspirados en los estudios de R.S. Pathak y S.K. Upadhyay ([91]), J.J. Be-
tancor y L. Rodŕıguez—Mesa ([29]) obtuvieron nuevas caracterizaciones de los
espacios W por medio del operador de Bessel. Nuestro próximo objetivo es
describir el espacio WM,a mediante el operador ∆.

Sea 1 ≤ q ≤ ∞. Diremos que una función par φ ∈ C∞(R) está en W q,∆
M,a si,

y sólo si, eρx(1 + x)1+β dj

dxj ∆
mφ(x) → 0, cuando x → ∞, para cada m ∈ N y

j = 0, 1, donde β > 0 es la constante positiva que aparece en [33, (3.5)], esto es,
β > 0 es tal que

A(x) ≤ A(1) xβ e2ρx, cuando x es grande,
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y se verifica que

αq,∆
m,n(φ) =

∥∥∥eM(a n
n+1x) ∆mφ

∥∥∥
Lq((0,∞),dx)

< ∞,

para cadam,n ∈ N. SobreW q,∆
M,a consideramos la topoloǵıa asociada a la familia

{αq,∆
m,n}m,n∈N de seminormas.

Proposición 4.6 Sea M ∈ K y a > 0. Para cada 1 ≤ q ≤ ∞, W q,∆
M,a = WM,a,

donde la igualdad es algebraica y topológica.

Demostración.

Sea 1 ≤ q ≤ ∞. Supongamos que φ ∈ WM,a y m,n ∈ N. A la vista de [33,
Lemma 4.18] podemos escribir, para ciertos c, δ > 0, que no dependen de φ,

eM(a n
n+1x) |∆mφ(x)| ≤ c

2m∑
j=1

eM(a n
n+1x)

∣∣∣∣ djdxj
φ(x)

∣∣∣∣ , x ∈ (δ,∞),

y

eM(a n
n+1x) |∆mφ(x)|

≤ c
2m∑
i=1


 sm∑

j=1

eM(a n
n+1χj)

∣∣∣∣ didxi
φ(χj)

∣∣∣∣+ eM(a n
n+1x)

∣∣∣∣ didxi
φ(x)

∣∣∣∣

 , x ∈ [0, δ],

para ciertos sm ∈ N y χj = χj(x,m) ∈ [0, x], j = 1, 2, ..., sm.
Por tanto se deduce que

αq,∆
m,n(φ) ≤ c

2m∑
i=1

pn+1,i(φ)

(∫ ∞

δ

e(M(a n
n+1x)−M(an+1

n+2x))qdx+ 1

)

≤ c
2m∑
i=1

pn+1,i(φ)

(∫ ∞

δ

e−M(a 1
(n+1)(n+2)x)qdx+ 1

)

≤ c
2m∑
i=1

pn+1,i(φ)

(∫ ∞

δ

e−lxdx+ 1

)

≤ c
2m∑
i=1

pn+1,i(φ).

Aqúı l representa una adecuada constante positiva, que surge de las propie-
dades de la función M ∈ K.

Además, procediendo como en la prueba de [33, Lemma 4.18, (iii)], podemos
ver que ∣∣∣∣ ddx∆mφ(x)

∣∣∣∣ ≤ c
2m+1∑
j=1

∣∣∣∣ djdxj
φ(x)

∣∣∣∣ , x ∈ (δ,∞). (4.8)
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Entonces, de [47, Lemma 2.4] y (4.8) se obtiene,

eρx (1 + x)β+1

∣∣∣∣ ddx∆mφ(x)

∣∣∣∣ ≤ c
2m+1∑
j=1

∣∣∣∣ djdxj
φ(x)

∣∣∣∣ eM(xa
4 )+M×( ρ4

a ) (1 + x)β+1

≤ c
2m+1∑
j=1

eM(ax
2 )
∣∣∣∣ djdxj

φ(x)

∣∣∣∣ e−M(xa
4 ) (1 + x)β+1

≤ c


2m+1∑

j=1

sup
t∈(0,∞)

eM( at
2 )
∣∣∣∣ djdtj φ(t)

∣∣∣∣

 e−lx (1 + x)β+1 → 0, cuando x → ∞.

Aqúı l es un número positivo que aparece teniendo en cuenta, como antes,
las propiedades de M .

Probamos de este modo que WM,a está continuamente contenido en W q,∆
M,a.

Supongamos ahora que φ ∈ W q,∆
M,a y definamos Φ = Fφ. La integración

parcial nos permite escribir

λ2Φ(λ) =

∫ ∞

0

∆x(ϕλ(x)) φ(x) A(x) dx− ρ2
∫ ∞

0

ϕλ(x) φ(x) A(x) dx

=

∫ ∞

0

ϕλ(x) ∆φ(x) A(x) dx− ρ2
∫ ∞

0

ϕλ(x) φ(x) A(x) dx, λ ∈ (0,∞).

Hemos tenido en cuenta que, al ser φ ∈ W q,∆
M,a,

lim
x→0

d

dx
(ϕλ(x)) φ(x) A(x) = lim

x→0
ϕλ(x)

d

dx
(φ(x)) A(x) = 0, λ ∈ (0,∞).

(4.9)
y

lim
x→∞

d

dx
(ϕλ(x)) φ(x) A(x) = lim

x→∞
ϕλ(x)

d

dx
(φ(x)) A(x) = 0, λ ∈ (0,∞).

(4.10)
Las igualdades en (4.9) se siguen de que A(0) = 0. Por otra parte, de

la Proposición 3.1 junto a [33, Lemma 3.4 y (3.5)], al ser limx→∞ eρx(1 +

x)1+β dj

dxj φ(x) = 0, j = 0, 1, se deduce que (4.10) es cierto.
Iterando este argumento, para cada n ∈ N, se tiene que

λ2nΦ(λ) =
n∑

j=0

(
n

j

)
(−ρ2)n−j

∫ ∞

0

ϕλ(x) ∆
j(φ(x)) A(x) dx, λ ∈ (0,∞).

(4.11)
Además, procediendo como en la prueba de la Proposición 4.2 puede verse

que los dos términos de la igualdad (4.11) definen funciones holomorfas en C.
Por tanto, la igualdad en (4.11) es válida para cada λ ∈ C.
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De (4.11), si n ∈ N y α > 1, concluimos que

∣∣λ2nΦ(λ)
∣∣ ≤ c

n∑
j=0

∫ ∞

0

e(|Imλ|+ρ)x (1 + x)β
∣∣∆jφ(x)

∣∣ dx

≤ c eM
×(α

a
|Imλ|)

n∑
j=0

∫ ∞

0

eM( a
α
x)+M(α−1

4α ax) (1 + x)β
∣∣∆jφ(x)

∣∣ dx
≤ c eM

×(α
a
|Imλ|)

n∑
j=0

∫ ∞

0

eM(α+1
2α ax)−M(α−1

4α ax) (1 + x)β
∣∣∆jφ(x)

∣∣ dx
≤ c eM

×(α
a
|Imλ|)

n∑
j=0

∥∥∥eM(α+1
2α ax)∆jφ(x)

∥∥∥
Lq((0,∞),dx)

, λ ∈ C,

donde, como en otras ocasiones, β es la constante positiva de [33, (3.5)].
Luego,

sup
λ∈C

e−M×(α
a
|Imλ|) ∣∣λ2nΦ(λ)

∣∣ ≤ c
n∑

j=0

∥∥∥eM(α+1
2α ax)∆jφ(x)

∥∥∥
Lq((0,∞),dx)

.

De este modo establecemos que la transformación de Chébli—Trimèche aplica
continuamente W q,∆

M,a en WM×,1/a.
Finalmente, la Proposición 4.3 y [33, Theorem 4.27] permiten concluir que

W q,∆
M,a está continuamente contenido en WM,a.

�

Nótese que la última proposición es una extensión del resultado recogido en
[29, Theorem 2.1].

4.3 La convolución � sobre el espacio WM,a y su

dual.

Estudiamos ahora la convolución asociada a la transformación integral de Ché-
bli—Trimèche sobre el espacio WM,a y su dual W ′

M,a.
Comenzamos analizando el comportamiento de la traslación τx, x ∈ (0,∞),

sobre los espacios considerados.

Proposición 4.7 Sean M ∈ K y a > 0. El operador de traslación τx define
una aplicación lineal y continua de WM,a en śı mismo, para cada x ∈ (0,∞).

Demostración.

Sean x ∈ (0,∞) y φ ∈ WM,a. [33, Theorem 2.4, (i)] nos dice que

(τxφ)(y) = F−1 (ϕλ(x)F(φ)(λ)) (y), y ∈ (0,∞).
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Por tanto, en virtud del Corolario 4.4, la prueba estará completa cuando
veamos que la aplicación definida por

Φ → ϕλ(x)Φ

es continua de WM×,1/a en śı mismo.
Sea Φ ∈ WM×,1/a. Ya que ϕλ(x) es una función entera par, ϕλ(x)Φ(x) es

también entera y par. Además, de [33, Lemma 3.4], para cada m,n ∈ N, se
tiene que

e−M×( 1
a

n+2
n+1 |Imλ|) ∣∣λ2m ϕλ(x) Φ(λ)

∣∣
≤ c (1 + x) e(|Imλ|−ρ)x−M×( 1

a
n+2
n+1 |Imλ|) ∣∣λ2mΦ(λ)

∣∣
≤ c (1+x)e−ρx e|Imλ|x−M×( 1

a
n+3
n+2 |Imλ|)+M×( 1

a
n+3
n+2 |Imλ|)−M×( 1

a
n+2
n+1 |Imλ|) ∣∣λ2mΦ(λ)

∣∣
≤ c (1 + x) e−ρx e

|Imλ|x−M×
(

1
a

|Imλ|

n2+3n+2

)
e−M×( 1

a
n+3
n+2 |Imλ|) ∣∣λ2mΦ(λ)

∣∣
≤ c (1 + x) e−ρx+M(xa(n2+3n+2)) e−M×( 1

a
n+3
n+2 |Imλ|) ∣∣λ2mΦ(λ)

∣∣
≤ c (1 + x) e−ρx+M(xa(n2+3n+2)) qn+1,m(Φ), λ ∈ C.

Por tanto, hemos conseguido

qn,m (ϕλ(x)Φ(λ)) ≤ c (1 + x) e−ρx+M(xa(n2+3n+2)) qn+1,m(Φ), m, n ∈ N.

De este modo completamos la prueba.
�

Estudiamos ahora la convolución � sobre los espacios WM,a.

Proposición 4.8 Sean M ∈ K y a, b > 0. La aplicación definida por (φ,ψ) →
φ�ψ es bilineal y continua de WM,a ×WM,b en WM,c, siendo c = ab

a+b .

Demostración.

Sean φ ∈ WM,a y ψ ∈ WM,b. La fórmula de intercambio para la transfor-
mación de Chébli—Trimèche ([33, Theorem 2.4, (ii)]) da

F(φ�ψ) = F(φ) F(ψ).

Por tanto, el Corolario 4.4 implica que la propiedad enunciada queda probada
cuando veamos que la aplicación de multiplicación (Φ,Ψ) → ΦΨ es continua de
WM,a ×WM,b → WM,a+b. Sean m,n ∈ N. Para cada Φ ∈ WM,a y Ψ ∈ WM,b,
tenemos que

qm,n(ΦΨ) = sup
λ∈C

e−M((a+b)m+2
m+1 |Imλ|) ∣∣λ2nΦ(λ)Ψ(λ)

∣∣
≤ sup

λ∈C

e−M(am+2
m+1 |Imλ|) ∣∣λ2nΦ(λ)

∣∣ sup
λ∈C

e−M(bm+2
m+1 |Imλ|) |Ψ(λ)| .

De aqúı se deduce la continuidad de la aplicación multiplicación citada, y
con ello la prueba de la propiedad termina.
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�

La Proposición 4.7 nos permite definir la convolución T�φ de T ∈ W ′
M,a y

φ ∈ WM,a como sigue

(T�φ)(x) =< T, τxφ >, x ∈ R.

Proposición 4.9 Sean M ∈ K y a > 0. Si T ∈ W ′
M,a y φ ∈ WM,a, entonces

T�φ ∈ E∗ y, para cada k ∈ N existe m ∈ N tal que∣∣∣∣ dkdxk
(T�φ)(x)

∣∣∣∣ ≤ c eM(mx), x ∈ [0,∞).

Demostración.

Sean T ∈ W ′
M,a y φ ∈ WM,a. En virtud de la Proposición 4.6 y recurriendo

al teorema de Hahn—Banach y argumentos de dualidad (procediendo como, por
ejemplo, en la prueba de la Proposición 2.7), obtenemos para T la representación
siguiente

< T,ψ >=
n∑

j=0

∫ ∞

0

eM(a n
n+1y) ∆jψ(y) fj(y) dy, ψ ∈ WM,a,

para ciertas n ∈ N y funciones fj ∈ L∞((0,∞), dx), j = 0, 1, ..., n.
En particular, ya que ∆(τxψ)(y) = τx(∆ψ)(y), x, y ∈ (0,∞), para cada

ψ ∈ Sp, 0 < p ≤ 2, se sigue que

(T�φ)(x) =
n∑

j=0

∫ ∞

0

eM(a n
n+1y) τx(∆

jφ)(y) fj(y) dy, x ∈ (0,∞). (4.12)

La función T�φ es par, al ser τy, y ∈ (0,∞), y ∆j aplicaciones continuas de
Sp en Sp, 0 < p ≤ 2, espacio cuyas funciones son pares.

Veamos ahora que la aplicación definida por

Φ → dk

dxk
(ϕλ(x))Φ(x),

es continua de WM×,1/a en śı mismo, para cada x ∈ (0,∞) y k ∈ N.
Sean x ∈ (0,∞) y k ∈ N. A tenor de [33, Lemma 3.6, (ii)] tenemos que,

para cierta m ∈ N,∣∣∣∣ dkdxk
ϕλ(x)

∣∣∣∣ ≤ c (1 + x)3 (|λ|2 + ρ2)m e(|Imλ|−ρ)x, λ ∈ C.

Por tanto, si s, l ∈ N, para cada λ ∈ C,

e−M×( 1
a

s+2
s+1 |Imλ|)

∣∣∣∣λ2l Φ(λ)
dk

dxk
ϕλ(x)

∣∣∣∣
≤ c (1 + x)3 e(|Imλ|−ρ)x−M×( 1

a
s+2
s+1 |Imλ|) (|λ|2 + ρ2)m

∣∣λ2l Φ(λ)
∣∣
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≤ c (1 + x)3 e−ρx+M(ax(s2+3s+2)) e−M×( 1
a

s+3
s+2 |Imλ|) (|λ|2 + ρ2)m

∣∣λ2l Φ(λ)
∣∣

(4.13)
Concluimos que, para cada s, l ∈ N,

qs,l

(
dk

dxk
(ϕλ(x)) Φ(λ)

)
≤ c (1 + x)3 e−ρx+M(ax(s2+3s+2))

m∑
j=0

qs+1,l+j(Φ).

Probamos aśı que la aplicación definida por Φ → dk

dxk (ϕλ(x))Φ(λ), es con-

tinua de WM×,1/a en śı mismo.
Teniendo en cuenta el Corolario 4.4 establecemos que la aplicación

φ → dk

dxk
(τx(φ)),

es continua de WM,a en śı mismo, para cada k ∈ N y x ∈ (0,∞).
Sea k ∈ N. De (4.12) se sigue, eligiendo l ∈ N tal que n

n+1 + 1
l < 1, que

∣∣∣∣ dkdxk
(T�φ)(x)

∣∣∣∣ ≤ n∑
j=0

∫ ∞

0

eM(a n
n+1y)

∣∣∣∣ dkdxk
τx(∆

jφ)(y)

∣∣∣∣ |fj(y)| dy

≤
n∑

j=0

∫ ∞

0

e−M(ay
l ) eM(a( n

n+1+
1
l )y)

∣∣∣∣ dkdxk
τx(∆

jφ)(y)

∣∣∣∣ |fj(y)| dy

≤ c (1 + x)3 e−ρx+M(ax(s2+3s+2))

∫ ∞

0

e−M( ay
l ) dy, x ∈ (0,∞).

para cierto s ∈ N.
De aqúı se deduce ya el resultado deseado.

�

Un resultado de naturaleza análoga a la propiedad enunciada en la última
proposición es el siguiente, donde el operador ∆ sustituye a d

dx .

Proposición 4.10 Sean M ∈ K y a > 0. Si T ∈ W ′
M,a y φ ∈ WM,a, entonces

T�φ ∈ E∗ y, para cada k ∈ N existe m ∈ N tal que∣∣∆k(T�φ)(x)
∣∣ ≤ c eM(mx), x ∈ [0,∞).

Demostración.

Basta tener en cuenta que, en virtud de (4.12),

∆k(T�φ)(x) =
n∑

j=0

∫ ∞

0

eM(a n
n+1y) τx(∆

j+kφ)(y) fj(y) dy, x ∈ [0,∞),

para ciertas n ∈ N y fj ∈ L∞((0,∞), dx), j = 0, 1, ..., n, y recurrir a la
Proposición 4.9.

�



Caṕıtulo 5

Hipoelipticidad de

operadores de convolución

de Jacobi sobre

distribuciones de Schwartz.

5.1 Introducción.

En este caṕıtulo se caracteriza la hipoelipticidad de los operadores de con-
volución de Jacobi sobre distribuciones de Schwartz. Asimismo, estudiamos
la hipoelipticidad de ecuaciones de convolución en el marco de los hipergrupos
de Chébli—Trimèche.

La motivación para nuestro estudio se encuentra en los trabajos clásicos de
L. Ehrenpreis ([44]) y L. Hörmander ([72]), y los más recientes de J. Bonet, C.
Fernández y R. Meise ([35]) y M. Belhadj y J.J. Betancor ([9]).

El análisis armónico asociado al operador de Jacobi ∆α,β dado por

∆α,β =
1

Aα,β(t)

d

dt

(
Aα,β(t)

d

dt

)
,

donde Aα,β(t) = 22(α+β+1)(sinh t)2α+1(cosh t)2β+1, t ∈ [0,∞), y α ≥ β ≥ −1/2,
fue desarrollado inicialmente por M. Flensted—Jensen y T.H. Koorwinder ([49],
[50], [51] y [77]). Nótese que el operador de Jacobi es un caso particular del
operador de Chébli—Trimèche.

Para cada α > −1/2 y β ∈ R, la función de Jacobi ϕ
(α,β)
λ está definida por

ϕ
(α,β)
λ (t) = 2F1

(
1

2
(ρ+ iλ),

1

2
(ρ− iλ);α+ 1;− sinh2 t

)
, t ∈ [0,∞), λ ∈ C,

donde ρ = α+β+1 y 2F1 representa, como es usual, la función hipergeométrica

de Gauss. Como se sabe ϕ
(α,β)
λ es una función C∞(R), par, que satisface el

137
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siguiente problema de valor inicial

∆α,βu+ (λ2 + ρ2)u = 0, u(0) = 1 y u′(0) = 0. (5.1)

La transformación de Jacobi viene dada como sigue

Fα,β(f)(λ) =
1√
2π

∫ ∞

0

f(t) ϕ
(α,β)
λ (t) Aα,β(t) dt, λ ∈ R,

cuando, por ejemplo, f está en el espacio de Lebesgue L1((0,∞), Aα,β(t)dt).
En [49] M. Flensted—Jensen estableció un teorema de Paley—Wiener para la
transformación Fα,β . Probó que la transformación de Jacobi es un isomorfismo
de D∗ sobre H∗. La aplicación inversa F−1

α,β de la transformación Fα,β es

F−1
α,β(F )(x) =

1√
2π

∫ ∞

0

F (λ) ϕ
(α,β)
λ (x)

dλ

|cα,β(λ)|2
, x ∈ R,

siendo

cα,β(λ) =
2ρ−iλ Γ(iλ) Γ(α+ 1)

Γ
(

ρ+iλ
2

)
Γ
(

ρ+iλ
2 − β

) , λ ∈ C \ {mi : m ∈ N}.

Procediendo como en las pruebas de [89, Theorems 2.1 y 2.2] puede mostrarse
un teorema tipo Paley—Wiener para la transformación F−1

α,β.
Para valores particulares de α y β las funciones de Jacobi pueden ser in-

terpretadas como funciones esféricas sobre espacios simétricos no compactos de
rango real 1 y, en esos casos, la transformación de Jacobi se reduce a la corres-
pondiente transformada de Fourier esférica (véase, por ejemplo, [77]).

El operador de traslación en el marco de Jacobi fue considerado por M.
Flensted—Jensen y H. Koorwinder ([51]). La trasladada de Jacobi τα,βx f de
f ∈ L1((0,∞), Aα,β(x)dx) por x ∈ (0,∞), se define por

(τα,βx f)(y) =

∫ ∞

0

f(z) K(x, y, z) Aα,β(z) dz, x, y ∈ (0,∞),

y τα,β0 f = f , donde

K(x, y, z) =
2−ρ Γ(α+ 1)(coshx cosh y cosh z)α−β−1

√
π Γ
(
α+ 1

2

)
(sinhx sinh y sinh z)2α

(1−B2)α−
1
2

· 2F1(α+ β, α− β;α+
1

2
;
1

2
(1−B)),

cuando |x− y| < z < x+ y, x, y ∈ (0,∞); y K(x, y, z) = 0, en otro caso. Aqúı

B =
(coshx)2 + (cosh y)2 + (cosh z)2 − 1

2 coshx cosh y cosh z
, x, y, z ∈ (0,∞).
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La convolución de Jacobi f�α,βg de f, g ∈ L1((0,∞), Aα,β(x)dx) es dada
entonces por

(f�α,βg)(x) =

∫ ∞

0

f(y) (τα,βx g)(y) Aα,β(y) dy, x ∈ (0,∞).

Recientemente, J. Liu ([80]) ha investigado funciones maximales en el con-
texto de Jacobi que incluyen la convolución �α,β.

Para cada x ∈ [0,∞), el operador τα,βx define una aplicación continua de E∗

en śı mismo ([105, Proposition 8.3]) y de D∗ en śı mismo ([105, Corollaire 8.2]).
Si T ∈ D′

∗ (respectivamente, E′
∗) y φ ∈ D∗ (respectivamente, E∗) la con-

volución T�α,βφ de T y φ se define por

(T�α,βφ)(x) =< T, τα,βx φ >, x ∈ [0,∞).

De este modo �α,β aplica D′
∗ ×D∗ y E′

∗ ×E∗ en E∗.
El espacio E′

∗ puede caracterizarse como el espacio de operadores de con-
volución sobre D∗, esto es, si T ∈ D′

∗ entonces T ∈ E′
∗ si, y sólo si, T�α,βφ ∈ D∗,

para cada φ ∈ D∗.
Si T ∈ D′

∗ y S ∈ E′
∗ la convolución T�α,βS de T y S es el elemento de D′

∗

dado por
< T�α,βS, φ >=< T, S�α,βφ >, φ ∈ D∗.

La convolución �α,β aplica E′
∗ ×E′

∗ en E′
∗.

La transformación distribucional F ′
α,β se define sobre D′

∗ por trasposición,
esto es,

< F ′
α,βT,Fα,βφ >=< T, φ >, T ∈ D′

∗, φ ∈ D∗.

En particular, si S ∈ E′
∗ la transformada F ′

α,β(S) coincide con el elemento

que define en H ′
∗ la función Fα,β(λ) =< T,ϕα,β

λ >, λ ∈ C. En otras palabras,
se tiene que

< F ′
α,βS,Fα,βφ >=

∫ ∞

0

Fα,β(λ) (Fα,βφ)(λ)
dλ

|cα,β(λ)|2
, φ ∈ D∗.

El espacio F ′
α,β(E

′
∗), imagen de E′

∗, puede ser caracterizado como el espa-
cio de las funciones enteras y pares con un cierto control de tipo exponencial.
Concretamente, una función F ∈ F ′

α,β(E
′
∗) si, y sólo si, F es entera par y, para

ciertos a > 0 y m ∈ N, se tiene que

sup
λ∈C

(1 + |λ|2)−m |F (λ)| e−a|Imλ| < ∞.

Si T ∈ D′
∗ y S ∈ E′

∗ la siguiente fórmula de intercambio distribucional para
F ′

α,β

F ′
α,β(T�α,βS) = F ′

α,β(T ) F ′
α,β(S) (5.2)

es válida.
Estos resultados son casos particulares de los obtenidos por K. Trimèche

([105]) para la transformación y la convolución de Chébli—Trimèche.
Un operador de convolución para la inversa F−1

α,β de la transformación de
Jacobi fue investigado por M. Flensted—Jensen y T.H. Koornwinder ([51]) y N.
Ben Salem y K. Trimèche ([12], [13] y [14]).
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5.2 Ecuaciones de convolución de Jacobi hipoe-

ĺıpticas sobre distribuciones de Schwartz.

Sea S ∈ E′
∗. Se dice que S es (α, β)—hipoeĺıptica cuando se verifica la siguiente

propiedad: T ∈ E∗ siempre que T ∈ D′
∗ y T�α,βS ∈ E∗.

A continuación obtenemos una caracterización de la (α, β)—hipoelipticidad
por medio de la transformación Fα,β de Jacobi.

Proposición 5.1 Sean α ≥ β ≥ −1/2 y S ∈ E′
∗ tal que ZS = {z ∈ C :

F ′
α,β(S)(z) = 0} es infinito. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) S es (α, β)—hipoeĺıptica.

(b) S satisface las dos propiedades que siguen:

(b.1) lim|z|→∞, z∈ZS

|Imz|
log |z| = ∞.

(b.2) Existen A,R > 0 tales que |F ′
α,β(S)(x)| ≥ x−A, x ≥ R.

(c) Existe una parametrix para S, esto es, existen R ∈ E′
∗ y ψ ∈ D∗ de

manera que δ = R�α,βS+ψ, donde δ representa, como es usual, la funcional de
Dirac.

Demostración.

(a) ⇒ (b). Asumimos que S es (α, β)—hipoeĺıptica. Entonces S 	= 0. En
efecto, si S = 0, tenemos que δ�S = 0 ∈ E∗ y, sin embargo, δ ∈ D′

∗ \ E∗.
Por tanto, ya que F ′

α,β(S) es una función entera, el teorema de unicidad para la
transformación F ′

α,β implica que el conjunto ZS no tiene puntos de acumulación
en C, y, por tanto, que ZS es numerable y no acotado.

Supongamos también que la propiedad (b.1) no se verifica. Existen entonces
una sucesión no acotada (zj)j∈N de números complejos y un M > 0, tales que
F ′

α,β(S)(zj) = 0, |zj | > 1, y |Imzj | ≤ M log |zj |, para cada j ∈ N. De aqúı
concluiremos una contradicción usando un procedimiento desarrollado por J.
Bonet, C. Fernández y R. Meise ([35, en la prueba de la Proposición 2.3]).

Sea φ ∈ D∗. En virtud del teorema de Paley—Wiener para la transformación
de Jacobi ([49, Theorem 4, (i)]), existe s ∈ N tal que, para cada n ∈ N, podemos
encontrar cn > 0 para la cual se tiene

|Fα,β(φ)(z)| ≤ cn es|Imz|−n log(1+|z|), z ∈ C.

Tomamos n ∈ N tal que n > sM + 1. Obtenemos

|Fα,β(φ)(zj)| ≤ c es|Imzj |−n log(1+|zj |)

≤ c es|Imzj |−n log |zj |

≤ c e(sM−n) log |zj | ≤ c, para cada j ∈ N.

Denotamos por l1, como es usual, el espacio constituido por las sucesiones
(an)n∈N complejas tales que

∑∞
n=0 |an| = ‖(an)n∈N‖l1 < ∞. l1 es dotado de la

topoloǵıa asociada a la norma ‖ · ‖l1 .
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Sea (aj)j∈N ∈ l1. Podemos escribir∣∣∣∣∣∣
k∑

j=0

aj < ϕ(α,β)
zj , φ >

∣∣∣∣∣∣ ≤
k∑

j=0

|aj |
∣∣∣∣
∫ ∞

0

ϕ(α,β)
zj (t) φ(t) Aα,β(t) dt

∣∣∣∣
≤ c

k∑
j=0

|aj |, k ∈ N.

Hemos tenido en cuenta que Fα,β(φ) ∈ H∗ ([49, Theorem 4, (i)]).

Por tanto, la serie
∑∞

j=0 ajϕ
(α,β)
zj converge en la topoloǵıa débil * (o en

la topoloǵıa fuerte) de D′
∗. Además, la aplicación definida por (aj)j∈N →∑∞

j=0 ajϕ
(α,β)
zj es continua de l1 en D′

∗, cuando en D′
∗ se considera la topoloǵıa

débil * (o también la topoloǵıa fuerte), ya que Fα,β aplica continuamente D∗ en
H∗.

Recurriendo a la fórmula de intercambio (5.2) obtenemos

<


 ∞∑

j=0

aj ϕ(α,β)
zj


 �α,βS, φ >=<

∞∑
j=0

aj ϕ(α,β)
zj , S�α,βφ >

=
∞∑
j=0

aj < ϕ(α,β)
zj , S�α,βφ >=

∞∑
j=0

aj

∫ ∞

0

ϕ(α,β)
zj (x) (S�α,βφ)(x) Aα,β(x) dx

=
∞∑
j=0

aj F ′
α,β(S)(zj) Fα,β(φ)(zj) = 0, φ ∈ D∗.

Luego,
(∑∞

j=0 aj ϕ
(α,β)
zj

)
�α,βS = 0, y, al ser S hipoeĺıptico, se deduce que∑∞

j=0 aj ϕ
(α,β)
zj ∈ E∗.

Podemos concluir pues que la aplicación L definida por

L((aj)j∈N) =
∞∑
j=0

aj ϕ(α,β)
zj , (aj)j∈N ∈ l1,

aplica l1 en E∗. Además, ya que la convergencia en E∗ implica la convergencia
en D′

∗, del teorema del grafo cerrado se infiere que L es continua de l1 en E∗.
En efecto, sea {(anj )j∈N}n∈N una sucesión en l1 tal que

(anj )j∈N → (aj)j∈N, cuando n → ∞, en l1, y

L((anj )j∈N) → f, cuando n → ∞, en E∗.

Entonces, de acuerdo con lo probado más arriba,

L((anj )j∈N) → L((aj)j∈N), cuando n → ∞,

en la topoloǵıa débil * de D′
∗. Por tanto f = L((aj)j∈N).
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El operador de Jacobi ∆α,β es continuo de E∗ en śı mismo. Existe entonces
c > 0 tal que

sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣∆α,β


 ∞∑

j=0

aj ϕ(α,β)
zj


 (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ c
∞∑
j=0

|aj |, (aj)j∈N ∈ l1.

En particular, se tiene que

sup
x∈[0,1]

∣∣∣∆α,βϕ
(α,β)
zj (x)

∣∣∣ ≤ c, j ∈ N.

Ya que ϕ
(α,β)
zj satisface (5.1) conseguimos

|z2j + ρ2|ϕ(α,β)
zj (0) ≤ sup

x∈[0,1]

|(z2j + ρ2)ϕ(α,β)
zj (x)| ≤ c, j ∈ N.

De este modo probamos que la sucesión (zj)j∈N es acotada, lo que supone
una contradicción con la elección de la misma. Por tanto, (a) ⇒ (b.1).

Supongamos ahora que (b.2) no es cierto. Podemos encontrar una sucesión
(xj)j∈N ⊂ (0,∞) tal que xj ≥ 2j y |F ′

α,β(S)(xj)| < x−j
j , para cada j ∈ N.

Definimos la funcional T sobre D∗ como sigue

< T, φ >=
∞∑
j=0

Fα,β(φ)(xj), φ ∈ D∗.

Nótese que, al ser Fα,β(φ) ∈ H∗, la serie que define < T, φ > converge
absolutamente. Además T ∈ D′

∗. En efecto, de acuerdo con [49, Theorem 4, (i)]
de nuevo, obtenemos, para cada m ∈ N∣∣∣∣∣∣

∞∑
j=0

Fα,β(φ)(xj)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=0

|Fα,β(φ)(xj)|

≤
∞∑
j=0

1

xj
sup

z∈(0,∞)

|z Fα,β(φ)(z)|

≤ c max
0≤k≤n

pk(φ), φ ∈ D∗,m,

donde n ∈ N depende de m. También T puede escribirse

T =
∞∑
j=0

ϕ(α,β)
xj

.

La fórmula de intercambio (5.2) conduce a

< T�α,βS, φ >=< T, S�α,βφ >=
∞∑
j=0

Fα,β(S�α,βφ)(xj)
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=
∞∑
j=0

F ′
α,β(S)(xj) Fα,β(φ)(xj) =

∞∑
j=0

F ′
α,β(S)(xj)

∫ ∞

0

ϕ(α,β)
xj

(t) φ(t) Aα,β(t) dt

=

∫ ∞

0

∞∑
j=0

F ′
α,β(S)(xj) ϕ

(α,β)
xj

(t) φ(t) Aα,β(t) dt, φ ∈ D∗.

La última igualdad se justifica por medio del teorema de la convergencia do-

minada ya que |ϕ(α,β)
λ (t)| ≤ c, t, λ ∈ R ([49, Lemma 13]) y que |F ′

α,β(S)(xj)| ≤
2−j , j ∈ N.

Por tanto, T�α,βS =
∑∞

j=0F ′
α,β(S)(xj)ϕ

(α,β)
xj , y teniendo en cuenta [49,

Lemma 15] podemos ver que T�α,βS ∈ C∞(R). Ciertamente, para cada k ∈ N,

∞∑
j=0

∣∣F ′
α,β(S)(xj)

∣∣ ∣∣∣∣ dkdxk
ϕ(α,β)
xj

(x)

∣∣∣∣ ≤ c
∞∑
j=0

(1 + xj)
k+m

xj
j

(1 + x), x ∈ (0,∞),

para cierta m ∈ N. Además, ya que ϕ
(α,β)
xj es par, para cada j ∈ N, se concluye

que T�α,βS ∈ E∗.
Nuestro objetivo es mostrar que T 	∈ E∗. Supongamos que T es una función

C∞(R). Sea k ∈ N par. Elegimos una función φ ∈ D∗ tal que φ ≥ 0 sobre
R, φ(0) = 1, y Fα,β(φ) ≥ 0, sobre R. Utilizando la convolución �α,β podemos
construir una función con estas caracteŕısticas. Tomamos una función ψ1 ≥ 0
en D∗, siendo ψ1 no idénticamente cero. Definimos ψ2 = ψ1�α,βψ1. Se verifica
que

ψ2(x) =

∫ ∞

0

ψ1(y) (τ
α,β
x ψ1)(y) Aα,β(y) dy ≥ 0,

y

ψ2(0) =

∫ ∞

0

ψ2
1(y) Aα,β(y) dy 	= 0.

La función φ = ψ2/ψ2(0) satisface las condiciones requeridas.
Una sencilla manipulación nos permite escribir

< ϕ
(α,β)
λ (x)∆k

α,βT (x), φ(x) >=

∫ ∞

0

T (x) ∆k
α,β(ϕ

(α,β)
λ φ)(x) Aα,β(x) dx

=
∞∑
j=0

Fα,β(∆
k
α,β(ϕ

(α,β)
λ φ))(xj) =

∞∑
j=0

(x2
j + ρ2)k Fα,β(ϕ

(α,β)
λ φ)(xj).

Además, de acuerdo con [49, Theorem 4, (i)], obtenemos

< ϕ
(α,β)
λ (x)∆k

α,βT (x), φ(x) >

=

∫ ∞

0

ϕ
(α,β)
λ (x) ∆k

α,β(T (x))φ(x) Aα,β(x) dx → 0, cuando λ → ∞, (5.3)

ya que ∆k
α,β(T )φ ∈ D∗.
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Por tanto,

lim
l→∞

∞∑
j=0

(x2
j + ρ2)k Fα,β(ϕ

(α,β)
xl

φ)(xj) = 0.

De [51] se sigue que

Fα,β(ϕ
(α,β)
xl

φ)(xj) =

∫ ∞

0

a(xl, xj , t) Φ(t)
dt

|cα,β(t)|2
, l, j ∈ N,

donde Φ = Fα,β(φ) y

a(x, y, z) = 2π

∫ ∞

0

ϕ(α,β)
x (t) ϕ(α,β)

y (t) ϕ(α,β)
z (t) Aα,β(t) dt, x, y, z ∈ [0,∞).

Ya que a(x, y, z) ≥ 0, x, y, z ∈ [0,∞), la elección de φ implica que

Fα,β(ϕ
(α,β)
xl

φ)(xj) ≥ 0, l, j ∈ N.

Entonces

∞∑
j=0

(x2
j + ρ2)k Fα,β(ϕ

(α,β)
xl

φ)(xj) ≥ (x2
l + ρ2)k Fα,β(ϕ

(α,β)
xl

φ)(xl)

= (x2
l + ρ2)k

∫ ∞

0

ϕ(α,β)
xl

(t)2 φ(t) Aα,β(t) dt, l ∈ N. (5.4)

La representación de Mehler de la función ϕ
(α,β)
λ es la siguiente ([13, (0.1)])

ϕ
(α,β)
λ (t) =

∫ t

0

Kα,β(t, s) cos(λs) ds, t > 0,

donde Kα,β(t, ·), t > 0, es una función positiva que es continua sobre (−t, t) y
cuyo soporte es [−t, t].

En particular

ϕ(α,β)
xl

(t) =

∫ t

0

Kα,β(t, s) cos(xls) ds, t > 0, l ∈ N.

Por tanto, para cada l ∈ N, se infiere que

ϕ(α,β)
xl

(t) ≥ cos 1

∫ t

0

Kα,β(t, s) ds = ϕ
(α,β)
0 (t) cos 1 ≥ c, t ∈

(
0,

1

xl

)
,

para cierta c > 0.
Entonces, al ser φ ≥ 0 sobre R y φ(0) = 1, se sigue∫ ∞

0

ϕ(α,β)
xl

(t)2 φ(t) Aα,β(t) dt ≥
∫ 1/xl

0

ϕ(α,β)
xl

(t)2 φ(t) Aα,β(t) dt
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≥ c

∫ 1/xl

0

Aα,β(t) dt ≥ c x−2α−2
l , (5.5)

cuando l ∈ N es suficientemente grande. En la última desigualdad hemos usado
que Aα,β(t) ∼ t2α+1, cuando t → 0.

Combinando (5.4) y (5.5) obtenemos

∞∑
j=0

(x2
j + ρ2)k Fα,β(ϕ

(α,β)
xl

φ)(xj) ≥ c x
2(k−α−1)
l , (5.6)

siempre que l sea suficientemente grande.
Si elegimos k > α+ 1, se deduce de (5.6) que

∞∑
j=0

(x2
j + ρ2)k Fα,β(ϕ

(α,β)
xl

φ)(xj) → ∞, l → ∞.

Esto contradice (5.3). Por consiguiente T 	∈ E∗.
Hemos establecido que si S no satisface (b.2), S no es hipoeĺıptica.
Queda probado aśı que (a) ⇒ (b).
(b) ⇒ (c). Supongamos que S satisface las propiedades (b.1) y (b.2).
Teniendo presente [73, Theorem 2] podemos encontrar γ, ε > 0 tales que,

para cada m ∈ N, existe cm > 0 para la cual

|F ′
α,β(S)(z)| ≥ |Rez|−γe−ε|Imz|, cuando |Imz| ≤ (m+1) log(1+|z|) y |z| ≥ cm.

(5.7)
Asumamos que c0 ≥ R, donde R es la constante positiva que aparece en

(b.2), y que m ≤ cm ≤ cm+1 − 1, para cada m ∈ N.
Definimos la funcional P sobre D∗ como sigue

< P, φ >=

∫ ∞

c0

Fα,β(φ)(x)

F ′
α,β(S)(x)

dx

|cα,β(x)|2
, φ ∈ D∗.

De este modo P ∈ D′
∗. En efecto, sea a > 0. Para cada φ ∈ D∗,a, recurriendo

a (b.2) y [11, (1.10)] tenemos∣∣∣∣∣
∫ ∞

c0

Fα,β(φ)(x)

F ′
α,β(S)(x)

dx

|cα,β(x)|2

∣∣∣∣∣ ≤ c

∫ ∞

c0

xA |Fα,β(φ)(x)|
dx

|cα,β(x)|2

≤ c

∫ ∞

c0

xA+2α+1 |Fα,β(φ)(x)| dx

≤ c sup
x∈(0,∞)

xA+2α+3 |Fα,β(φ)(x)| .

Entonces, [49, Theorem 4, (i)] implica que, para un cierto n ∈ N,∣∣∣∣∣
∫ ∞

c0

Fα,β(φ)(x)

F ′
α,β(S)(x)

dx

|cα,β(x)|2

∣∣∣∣∣ ≤ c max
0≤k≤n

sup
x∈(0,∞)

∣∣∣∣ dkdxk
φ(x)

∣∣∣∣ , φ ∈ D∗,a.
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Por tanto P es continua de D∗,a en C. Concluimos pues que P ∈ D′
∗.

Por otra parte, (5.2) nos conduce, para cada φ ∈ D∗, a que

< P�α,βS, φ > = < P,S�α,βφ >=

∫ ∞

c0

Fα,β(S�α,βφ)(x)

F ′
α,β(S)(x)

dx

|cα,β(x)|2

=

∫ ∞

c0

Fα,β(φ)(x)
dx

|cα,β(x)|2

=

∫ ∞

0

Fα,β(φ)(x)
dx

|cα,β(x)|2
−
∫ c0

0

Fα,β(φ)(x)
dx

|cα,β(x)|2

= φ(0)−
∫ ∞

0

φ(t) Aα,β(t)

(∫ c0

0

ϕ(α,β)
x (t)

dx

|cα,β(x)|2

)
dt.

En otras palabras, hemos probado que

P�α,βS = δ −H (5.8)

donde δ representa la funcional de Dirac y H(t) =
∫ c0
0

ϕ
(α,β)
x (t) dx

|c(x)|2 , t ∈ R.

Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones de Jacobi podemos ver que
H ∈ E∗.

Para cada a > 0 elegimos una función φa ∈ D∗ tal que φa(x) = 1, x ∈ (0, a).
La distribución φaP está en E′

∗, para cada a > 0, ya que tiene su soporte
acotado.

Nuestro próximo objetivo es probar que (1 − φa)P ∈ E∗ cuando a es sufi-
cientemente grande.

Para cada φ ∈ D∗ se tiene que

< (1−φa)P, φ >=< P, (1−φa)φ >=

∫ ∞

c0

Fα,β((1− φa)φ)(x)

F ′
α,β(S)(x)

dx

|cα,β(x)|2
, a > 0.

Fijamos a > 0 que será especificado más tarde.
Obtenemos ahora una nueva forma para la distribución P cuando actúa

sobre funciones φ ∈ D∗ tales que φ(x) = 0, |x| ≤ a.
Sea φ ∈ D∗ tal que φ(x) = 0, |x| ≤ a. Atendiendo a [11, (1.8)] podemos

escribir

Fα,β(φ)(x) =

∫ ∞

0

ϕ(α,β)
x (t) φ(t) Aα,β(t) dt

= cα,β(x)

∫ ∞

0

Φ(α,β)
x (t) φ(t) Aα,β(t) dt

+cα,β(−x)

∫ ∞

0

Φ
(α,β)
−x (t) φ(t) Aα,β(t) dt, x ∈ (0,∞),

donde
Φ(α,β)

x (t) = (et − e−t)ix−ρ·

· 2F1

(
1

2
(−α+ β + 1− ix),

1

2
(α+ β + 1− ix); 1− ix,− 1

(sinh t)2

)
,
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para t ∈ (0,∞) y x ∈ C, siendo Imx ≥ 0.
Entonces, ya que |cα,β(x)|2 = cα,β(x)cα,β(−x),

< P, φ > =

∫ ∞

c0

1

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

∫ ∞

0

Φ(α,β)
x (t) φ(t) Aα,β(t) dt dx

+

∫ ∞

c0

1

F ′
α,β(S)(x) cα,β(x)

∫ ∞

0

Φ
(α,β)
−x (t) φ(t) Aα,β(t) dt dx

=

(∫ −c0

−∞

+

∫ ∞

c0

)
Ψ(x)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx,

donde Ψ(x) =
∫∞
0

Φ
(α,β)
x (t)φ(t)Aα,β(t)dt, x ∈ R. Recordamos que F ′

α,β(S) es
una función par.

Consideramos ahora un camino tipo Hörmander definido por

Γ+ =
∞∑

m=0

(χm + ηm)

donde, para cada m ∈ N,

χm(t) = cm + it, t ∈ [m log(1 + cm), (m+ 1) log(1 + cm))

y
ηm(t) = t+ i(m+ 1) log(1 + t), t ∈ [cm, cm+1).

De acuerdo con [11, (1.5)] tenemos, para cada k ∈ N,

Ψ(x) = (−1)k(x2 + ρ2)−k

∫ ∞

0

Φ(α,β)
x (t) ∆k

α,βφ(t) Aα,β(t) dt,

x ∈ C \ {iρ}, Imx ≥ 0.

Además de [11, (1.6) y (1.7)] se deduce que

|Ψ(x)| ≤ c |x|−2k

∫ ∞

a

e−tImx
∣∣∆k

α,βφ(t)
∣∣ Aα,β(t) dt

≤ c |x|−2k e−aImx, k ∈ N, |x| ≥ c0, Imx ≥ 0. (5.9)

Por tanto, combinando (5.7), (5.9) y [11, (1.10)], obtenemos que

|Ψ(x)|∣∣∣F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

∣∣∣ ≤ c |x|α+ 1
2+γ−2k e(ε−a)Imx, k ∈ N, |x| ≥ c0, Imx ≥ 0.

Tomando a > ε y k ∈ N de manera que α+ 3
2 − 2k + γ < 0, se sigue∣∣∣∣∣

∫
BR

Ψ(x)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx

∣∣∣∣∣ ≤ c

R
, R ≥ c0,
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donde BR representa el arco de circunferencia de radio R que une el eje OX
con Γ+ en el semiplano superior.

El teorema de Cauchy permite concluir que∫ ∞

c0

Ψ(x)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx =

∫
Γ+

Ψ(x)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx.

Además, recurriendo de nuevo a (5.7) y [11, (1.7) y (1.10)] podemos mostrar
que ∫

Γ+

1∣∣∣F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

∣∣∣
∫ ∞

0

∣∣∣Φ(α,β)
x (t)

∣∣∣ |φ(t)| Aα,β(t) dt |dx| < ∞,

siempre que a sea suficientemente grande.
Consecuentemente, para a grande,∫ ∞

c0

Ψ(x)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx

=

∫ ∞

0

φ(t)

∫
Γ+

Φ
(α,β)
x (t)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx Aα,β(t) dt.

De un modo similar podemos ver que∫ −c0

−∞

Ψ(x)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx

=

∫ ∞

0

φ(t)

∫
Γ−

Φ
(α,β)
x (t)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx Aα,β(t) dt,

cuando a es grande. Aqúı Γ− representa el camino simétrico a Γ+ respecto al
eje OY .

En lo que sigue fijamos a suficientemente grande para que lo anterior se
verifique.

Hemos probado que si φ ∈ D∗ es tal que φ(x) = 0, |x| ≤ a, entonces

< P,φ > =

∫ ∞

0

φ(t)

(∫
Γ+

Φ
(α,β)
x (t)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx

+

∫
Γ−

Φ
(α,β)
x (t)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx

)
Aα,β(t) dt.

Por tanto la distribución P coincide con la funcional f definida por

f(t) =

∫
Γ+

Φ
(α,β)
x (t)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx +

∫
Γ−

Φ
(α,β)
x (t)

F ′
α,β(S)(x) cα,β(−x)

dx, t ∈ (a,∞),

cuando P actúa sobre funciones en D∗ que se anulan en [−a, a].
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A tenor de (5.7) y de [11, (1.6), (1.7) y (1.10)], f es una función C∞(a,∞)
y, para cada n ∈ N,

dn

dtn
f(t) =

∫
Γ+

dn

dtn

(
Φ

(α,β)
x (t)

)
F ′

α,β(S)(x) cα,β(−x)
dx

+

∫
Γ−

dn

dtn

(
Φ

(α,β)
x (t)

)
F ′

α,β(S)(x) cα,β(−x)
dx, t ∈ (a,∞).

Además, f es una función par.
Concluimos que (1− φa)P = (1− φa)f ∈ E∗.
Se sigue de (5.8) que

(φaP )�α,βS = δ −H − ((1− φa)P )�α,βS,

y escribiendo R = φaP y ϕ = H + ((1− φa)P )�α,βS, tenemos

δ = R�α,βS + ϕ.

De este modo ϕ ∈ E∗. Además, ya que R ∈ E′
∗ y δ ∈ E′

∗, se tiene que
ϕ ∈ D∗. La prueba de (c) queda completa.

(c) ⇒ (a). Supongamos que (c) es cierto, esto es,

δ = R�α,βS + ψ

donde R ∈ E′
∗ y ψ ∈ D∗.

Sea T ∈ D′
∗ tal que T�α,βS ∈ E∗. Recurriendo a las propiedades algebraicas

de la convolución �α,β obtenemos

T = T�α,βδ = T�α,β(R�α,βS) + T�α,βψ = (T�α,βR)�α,βS + T�α,βψ.

Ya queE′
∗�α,βE∗ yD′

∗�α,βD∗ están contenidos enE∗, concluimos que T ∈ E∗.
Por tanto S es (α, β)—hipoeĺıptica.

�

Nótese que si S ∈ E′
∗ y ZS es finito, entonces S es (α, β)—hipoeĺıptica. En

efecto, si S ∈ E′
∗, Fα,β(S) es una función entera par de tipo exponencial. Por

tanto, cuando ZS es finito, Fα,β(S) es un polinomio par. S es entonces de la
forma S = P (∆α,β), donde P es un polinomio, y, puesto que Fα,β(S) admite
una parametrix, es (α, β)—hipoeĺıptica.

5.3 Hipoelipticidad de ecuaciones de convolución

de Chébli—Trimèche.

Como en el resto de la memoria, denotamos por � la convolución asociada al
hipergrupo de Chébli—Trimèche.

Decimos que una distribución S ∈ E′
∗ es �—hipoeĺıptica si T ∈ E∗ siempre

que T ∈ D′
∗ y T�S ∈ E∗.
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Siguiendo un procedimiento similar al empleado en la prueba de la Proposi-
ción 5.1, podemos obtener el siguiente resultado relativo a la hipoelipticidad de
las ecuaciones de convolución �. Las propiedades necesarias de las funciones ϕλ

y c(λ) pueden ser encontradas en los trabajos de O. Bracco ([36] y [37]).

Proposición 5.2 Sea S ∈ E′
∗ tal que ZS = {z ∈ C : F ′(S)(z) = 0} es infinito.

Enunciamos las siguientes tres propiedades para S.
(a) S satisface las dos condiciones que siguen:

(a.1) limz→∞, z∈ZS

|Imz|
log |z| = ∞.

(a.2) Existen A,R > 0 tales que |F ′(S)(x)| ≥ x−A, x ≥ R.
(b) S tiene una parametrix, esto es, existen R ∈ E′

∗ y ψ ∈ D∗ para las cuales

δ = R�S + ψ.

(c) S es �—hipoeĺıptica.
Entonces, (a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇒ (a.1).

�

Cuando S ∈ E′
∗ y ZS es finito, entonces, como en el caso de Jacobi, S es

�—hipoeĺıptica.
Si (c) ⇒ (a.2) es una cuestión abierta. Para probar esta implicación, al

menos siguiendo el procedimiento usual, debeŕıamos conocer la operación de
convolución para la transformación inversa F−1 de F y establecer la positividad
del núcleo de la traslación asociada a la misma, que viene dado por

L(x, y, z) =

∫ ∞

0

ϕx(t) ϕy(t) ϕz(t) A(t) dt, x, y, z ∈ (0,∞).

El operador de Bessel ∆µ = x−2µ−1 d
dx

(
x2µ+1 d

dx

)
, µ > −1/2, es un caso

particular del operador ∆ = 1
A(x)

d
dx

(
A(x) d

dx

)
. Como es claro, ∆µ aparece

cuando se considera en ∆ la función A(x) = x2µ+1, x ∈ (0,∞). En este caso
la transformación F de Chébli—Trimèche se reduce a la transformación hµ de
Hankel definida por

hµ(φ)(x) =

∫ ∞

0

(xy)−µ Jµ(xy) φ(y) y
2µ+1 dy, x ∈ (0,∞).

La hipoeĺıpticidad de las ecuaciones de convolución de Hankel fue estudiada
por M. Belhadj y J.J. Betancor ([9]) sobre E′

∗. El resultado obtenido en la
Proposición 5.2 referido al caso de Bessel mejora el establecido en [9, Theorem
1].
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[7] L. Bernal—González y J.A. Prado—Tendero, Sequences of differential ope-
rators: exponentials, hypercyclicity and equicontinuity, Ann. Polon. Math.,
77 (2001), 169—187.

[8] M. Belhadj y J.J. Betancor, Hankel convolution operators on entire func-
tions and distributions, aparecerá en J. Math. Anal. Appl..
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[27] J.J. Betancor y L. Rodŕıguez—Mesa, Hankel convolution of distribution
spaces with exponential growth, Studia Math., 121 (1) (1996), 35—52.
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