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I ntroduccién

1 Introduccidén

La vision por ordenador basada en modelos [Pope 1994] es una de las
principales tendencias en el dmbito de la visién artificia y esta basada en resolver los
problemas computacionales que se presentan mediante modelos matematicos. En este
trabaj o se ha utilizado esta aproximacion para estudiar el problema del reconocimiento y
seguimiento de objetos. Este puede describirse como la identificacion y localizacion de
gué objetos estén presentes en una escena dada y su seguimiento en las siguientes
imagenes de una secuencia. Para ello se parte de algun tipo de informacion acerca de un
conjunto de objetos que podrian aparecer en una imagen, junto con una secuencia de
escenas que posiblemente los contenga. Este problema aparece generalmente en un
amplio espectro de aplicaciones y afecta a campos del conocimiento donde la
informacion visua es significante como dato (Medicina, Biologia, Comunicaciones,
Robdtica,...). La forma de resolver este problema difiere de acuerdo con la tipologia de
conocimiento gque se emplee. En este trabgjo lainformacion acerca de un objeto vendra
dada mediante primitivas que proporcionan un modelo geométrico de su forma, un
model o de deformacion y un model o de su evolucion temporal .

Fundamentalmente, el reconocimiento y seguimiento de los objetos presentes en
la escena, se lleva a cabo mediante el gjuste entre ciertas caracteristicas del objeto
presentes en la imagen y ciertas caracteristicas comparables en el modelo del objeto,
contando con una posible prediccién acerca de su localizacion y apariencia basada en el
analisistemporal de su comportamiento.

Para dar una solucion a este problema deben resolverse cuatro cuestiones
fundamentales:

1. El problema del modelado, es decir, cua eslaforma de abstraer |os elementos mas
significativos de la apariencia del objeto.

2. El problema del empare amiento, que proporciona el método de emparejamiento
entre el modelo del objeto y laimagen que o contiene.

3. El problema de la clasificacion, que indica en base a los resultados del proceso de
emparejamiento si el modelo esta presente en laimagen.

4. El problema del seguimiento, que utiliza la informacién tempora para realizar un
emparejamiento en imagenes sucesivas

Estos problemas no son independientes y la eleccién de un tipo de modelado condiciona
frecuentemente € tipo de emparejamiento debido a que éste se lleva a cabo entre las
representaciones del objeto y de la imagen. Es evidente que la eleccion del tipo de
emparejamiento condiciona también el método de seguimiento elegido.

En esta tesis se han abordado los problemas anteriores desde modelos geométricos
basados en contornos. Se utiliza la descripcién de curvas por medio de wavelets



Capitulo 1

[Chuang 1996] para proporcionar un conjunto de primitivas y soluciones basadas en
éstas para los problemas anteriores. En particular en estatesis se aporta:

- Unmodelo probabilistico parala descripcién de la deformacion de contornos basado
en wavelets.

- Unmodelo dindmico de la evolucion de contornos en el tiempo basado en wavelets.
- Laintegracion de estos dos model os en métodos de seguimiento basados en el filtro

de Kalman y propagacion de la densidad condicional “Condensation”.

En el marco de la representacion con wavelets se ha propuesto una extension a los
mismos. los multiwavelets [Chui 1996]. En este trabajo se ha propuesto también una
nueva representaci én de curvas basada en multiwavelets y se ha abordado el problema
de emparejamiento rigido con esta representaci on.

Esguemati camente estas aportaciones pueden describirse como:

Modelado Emparejamiento Clasificacion Seguimiento
Modelos rigidos Descripcion de Emparegjamiento de | Clasificacion de
curvas basadaen curvas basadaen curvas basadaen
multiwavelets multiwavelets multiwavelets
Modelos Modelo Ajuste de curvas Modelo dinamico
deformables probabilistico de para descripciones de deformacion
deformaciénpara | basadasen para descripciones
descripciones wavelets basadas en
basadas en wavelets
wavelets
Integracion con
varios métodos de
seguimiento

Tabla 1.1 Principales aportaciones de esta tesis.

Esta tesis consta de esta introduccion y cuatro capitulos més cuyos contenidos se
detallan a continuacién:

- En € segundo capitulo se expone una revision bibliogréfica de las aportaciones
propuestas por diversos autores a los problemas de modelado, emparejamiento,
clasificaciéon y seguimiento tanto para modelos rigidos como para modelos
deformables. Para ello se ha dedicado una seccién a cada uno de los problemas que
Se presentan.

Deestaforma:

- Enla Seccion 2.1 se aborda el problema de modelado haciendo énfasis en los
problemas comunes para modelos rigidos y modelos deformables (secciones
211, 21.2) y dedicando la Seccion 2.1.3 a los problemas especificos de
modelado de objetos deformables.
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- EnlaSeccién 2.2 se aborda €l problema del emparejamiento tanto para model os
rigidos (Seccién 2.2.1) como para model os deformables (Seccidn 2.2.2).

- EnlaSeccion 2.3 se aborda el problema de la clasificacion de objetos

- Enla Seccidon 2.4 se aborda el problema de seguimiento dedicando la Seccion
2.4.2 alos modelosrigidos y la Seccién 2.4.3 alos deformabl es.

En el tercer capitulo se exponen las aportaciones propuestas en este trabgjo en
distintos aspectos de la representaci on de curvas basada en wavelets y multiwavelets
y se proporciona un completo andlisis tedrico de aspectos fundamentales de esta
representacion como los model os de deformacion o model os dinamicos.

AsSi:

- En la Seccion 3.1 se aborda €l problema de la representacién de funciones
mediante wavelets partiendo de la transformada continua mediante wavelets y
llegando a andlisis a multiples resoluciones. Se detalla también la conexion
entre la descomposicién en series de wavelets y 1os espacios de suavidad.

- Enla Seccion 3.2 se aborda la representacion de curvas mediante wavelets y se
introduce su representacion mediante multiwavel ets haciéndose una comparativa
entre las distintas representaciones.

- En la Seccion 3.3 se proponen distintos modelos de deformacion para
representaciones de curvas basadas en wavelets en espacios de suavidad de
Besov y seresuelve el problemade gjuste de lacurvaalaimagen.

- En la Seccion 3.4 se proponen modelos dindmicos para la representacion
anterior y en particular se introducen los modelos autoregresivos de primer y
segundo orden.

En el cuarto capitulo se muestran |as aplicaciones de los model os de dinamicos y de
deformacién estudiados en e capitulo anterior a problemas de seguimiento de
formas tanto en ambientes controlados como en ambientes compleos. Se propone
ademas un algoritmo de emparejamiento basado en multiwavel ets que es robusto en
condiciones de oclusion parcia debido alautilizacion de informacion local.

Deestaforma:

- Enla Seccion 4.1 se aborda € problema de seguimiento mediante los model os
tedricos propuestos en e Capitulo 3. Para ello se expone la forma de utilizar l1os
model os dindmicos a priori en espacios de Sobolev mediante el filtro de Kalman
aborddndose problemas de seguimiento en ambientes controlados.
Posteriormente se introduce el problema de seguimiento en ambientes generales
mediante la utilizaciéon de los modelos dindmicos a priori sefialados
anteriormentey el filtro Condensation.

- Enla Seccién 4.2 se utiliza la representacion de curvas mediante multiwavel ets
presentada en el Capitulo 3 y se introduce un algoritmo de emparejamiento
robusto frente a oclusiones.
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- End Capitulo 5 se muestran las conclusiones de esta tesis y se hace un repaso alas
principales aportaciones de este trabgjo. Ademéas se sefialan posibles lineas de
investigacion que, a partir de los resultados presentados en esta tesis, completan o
extienden los procedimientos de representacion, reconocimiento y seguimiento

presentados.
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2 Reconocimiento y Seguimiento de objetos basado
en modelos

A continuacion se mostrara una vision global de los problemas de la visién por
ordenador basada en modelos y la aproximacion utilizada en este trabajo para su
resolucion. Ademas se introducirA una notaciébn comun correspondiente a la
formalizacién de estos problemas.

Se asumira que se dispone de un conjunto de modelos M;, M,..., M,. Cada modelo M;
esta definido por un conjunto de primitivas que tomara generalmente la forma de un
vector de parametros w sobre un espacio paramétrico Q. Asi cadavalor particular del
vector w proporciona un valor especifico del modelo que se denota como M;(w).

Por otra parte disponemos de una imagen en la que pretendemos determinar si el
modelo se encuentra presente en base a unos datos D que se extraen de ésta.

Asi, los problemas descritos en la Introduccién pueden enunciarse como:

1. El problemadel modelado, que necesita:

Determinar una representacién comun para el conjunto de model os mediante un
espacio paramétrico Q.

Para cada modelo, determinar el conjunto de posibles parametros de éste Wil Q.
En e caso rigido W; debe de permitir Unicamente movimientos rigidos del

modelo. En €l caso deformable generalmente W; = (' donde n es la dimension
del espacio de deformaciones.

Si se modela un objeto deformable, determinar que deformaciones son mas
preferidas o probables. Esto suele hacerse comparando el modelo M;(w) con un
modelo de referencia Mj(w ;) obteniéndose una funcion de costo o energia de
deformacion:

Eder = Eger(W, Mi, W ;) Ec.21

2. El problema del emparg amiento pretende determinar €l valor de w de forma que
el modelo especifico Mj(w) se gjuste a conjunto de datos D extraidos de laimagen

Determinar un criterio de gjuste implicito o explicito del modelo Mj(w) a la
imagen:
Eaju= Egju(w, M;, D) Ec.22

Determinar una funcién de gjuste combinado que, Si es necesario, utilice ambos
criterios:
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Caso deformable:

EtOt(Wa t! Mi! D! VTi ): Y (Eaju(W, Mi! D)vEdef(Wa Mi! VTi )1 t) EC_ 23

donde t es un parametro de regularizacion que define la importancia relativa del
término de gjuste y el de deformacién

- Casorigido:

EtOt(Wa t! Mi! D! VTi ): Eaju(W, Mi! D) EC. 24

(Esju no depende en estecaso det y W ., pero se mantiene |a notacion)

Resolver €l problema:

Hallar w =agming,(w,t,M,,D,w) Ec.25

tot

Es interesante sefidlar que & caso deformable se puede utilizar como una técnica
para resolver el caso rigido s se disefia una funcion Egerf(w, M, W, ) que actle
como funcién de penalizacion para buscar lafactibilidad (wi W;) del problema.

En general el problema de optimizacion global es muy complicado debido a
complejidad del término Egu(w, Mi, D) que provoca la presencia de un gran
nimero de Optimos locales. En determinadas circunstancias (por ejemplo en
problemas de seguimiento) es posible obtener un valor W~ cercano ala solucion

Optimay pueden utilizarse métodos de optimizacion local.

3. El problema de la clasificacion, que puede determinarse através de alguna funcién
Edas Qque mida e aguste dd modelo a la imagen a través de una funcién
discriminante Z:

Ecas= Z(W,t, M;, D, W) Ec.26

4. El problema del seguimiento, que utilizard distintos conjuntos de datos
D,,={b,,D,,..,D,,;,D,}. A continuacion se presenta un esquema general de
seguimiento:

2yreny

Determinar una prediccion w = de la posicion del modelo en funcién de la

estimacion en iméagenes anteriores del objeto mediante unafuncion F:
W = Fg (W) Ec.27
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Determinar una funcién de la deformacion de la prediccion w © en laimagen t

construida a partir de la evolucion temporal del objeto y el conjunto de datos
D1.t.
Edef 1) © Eder ey (We, Mi, W) Ec.28

Construir una funcion de ajuste combinado:

Etot () (Wi, te, Mi, Doy, W )= Ec.29
Y (Eajuy (We, Mi, D), Edef (i) (We, Mi, W), ty)

Resolver

A Ec.2.10
W, :argrqiva (w,t,M,,D

1 —tot(t)

W)

1.t?

en este caso es posible utilizar métodos locales de optimizacion, pues en general
W, estardenunentornode w ; .

ACtuallZar Edef, Eaju, Etot, t

N6tese que si hay una Unicaimagen con datosD; y laprediccionesw ; = W,
esta formulacion es equivalente a problema de deformacion.

A continuacién se pasaran adetallar los problemas anteriores y las soluciones mas
relevantes que se han aportado en este area.
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2.1 El Problema del Modelado de Objetos

En este apartado se describiran |as distintas técnicas de model ado de objetos, tanto
para objetos rigidos como para objetos deformables. De acuerdo con la aproximacion
anterior, podemos considerar que la diferencia entre un modelo rigido y otro deformable
es unicamente la presencia de una funcion de deformacion Eger(w, M;, W, ), por tanto

ambos presentan problemas comunes de modelado. De estaformaen la Seccién 2.1.1 se
planteara e problema de la representaciéon de modelos y en la Seccion 2.1.3 se
introduciran diversas formas de lafuncion de deformacion Eger,

2.1.1 Cuestiones basicas del Modelado de Objetos

Para proporcionar un modelo del objeto cuya presencia y seguimiento se desea
establecer en una secuencia de imégenes es necesario resolver dos cuestiones
fundamentales:

1. El problema de las caracteristicas, es decir, qué caracteristicas elegir, y como
calcularlas de forma eficiente.

2. El problema dela representacion, cuya solucién proporciona un modelo del objeto
basado en dichas caracteristicas.

2.1.1.1 El Problema de la elecciéon de caracteristicas

El problema de la eleccion de las caracteristicas en e esguema de la
representacion basada en modelos es un paso fundamental, pues en ellas estan basadas
las primitivas que son las componentes del modelo.

Caracteristicas de la imagen como: bordes, esquinas, curvas, agujeros y
curvatura de los contornos se suelen utilizar para describir los componentes de un
objeto. Estas caracteristicas y sus relaciones espaciales se combinan para generar las
representaciones de los objetos. Debido a que estas caracteristicas representan
elementos de alto nivel correspondientes a propiedades fisicas de la escena, son menos
sensibles a ruido que los datos en bruto a partir de laimagen; proporcionando ademéas
una elevada compresion de |os datos de entrada.

Generalmente la decision de qué caracteristicas usar, es subjetivay dependiente
de la aplicacion. De hecho, préacticamente cualquier funcion de la apariencia de un
objeto podria usarse como primitiva. Sin embargo, en la practica se buscan primitivas
gue tengan esencial mente las siguientes propiedades:

Las primitivas deberian hacer explicita cualquier informacion necesaria para
la tarea a realizar. Para una tarea particular de reconocimiento de objetos esto
significa que las primitivas deben capturar todas las distinciones necesarias para
diferenciar los mismos.
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Las primitivas deberian reflgar las regularidades y estructuras del mundo
externo. Las primitivas deberian, por gemplo, aprovechar las propiedades que son
invariantes con respecto a algunas transformaciones, ya sean de tipo geométrico o
debidas a cambios en lailuminacion de la escena.

El proceso de extraccion de caracteristicas generalmente empieza mediante la
segmentacion de la imagen en regiones de propiedades similares, de forma que estas
regiones pertenezcan a partes de un mismo objeto. Posteriormente, a partir de las
regiones, se extraen las caracteristicas que determinaran las primitivas utilizadas para
representar el modelo del objeto.

A partir de la forma de obtencién de las primitivas éstas pueden clasificarse en
dos grandes apartados:

Primitivas basada en car acteristicas globales.
En este tipo, las caracteristicas se calculan sobre todo € objeto. Las principales
ventajas de esta representaci én son:

- Caracteristicas definidas de formasimpley faciles de calcular.

- Generacién de model os de forma sencilla

- Utilizacién de herramientas estadisticas ampliamente utilizadas.

- Proceso de emparejamiento realizado de forma sencillay eficiente.

Por la propia naturaleza de las funciones de imagen implicadas en e coémputo, su
principal desventaja reside en que los objetos no deben tocarse u ocultarse unos a otros,
ni contener defectos.

Primitivas basadas en car acteristicas locales.

La especificidad de este método se establece por € hecho de que las caracteristicas
se calculan sobre determinadas zonas del objeto. Las principales ventgas de este
tipo de métodos son fundamental mente:

- Las caracteristicas se definen de forma local y por tanto son computables de
forma eficiente.

- Lacapacidad de trabagjar con objetos que tienen puntos de contacto, presentan
ocultamientos o bien contienen defectos.

L as principales desventgjas derivan del hecho de:
- Lautilizacién de métodos de emparejamiento generalmente heuristicos.

- Proceso de emparejamiento o “ matching” complejo.
- Generacion compleja de model os.

2.1.1.2 El Problema de la representacion

En e reconocimiento de objetos basado en modelos son necesarios dos
esguemas de representacion: uno para representar el modelo del objeto, y otro para
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representar €l contenido de la imagen. Ambas representaciones tienen habitualmente
significados distintos (generalmente el modelo describe la forma del objeto y laimagen
las manifestaciones visibles de dicha forma) sin embargo, para facilitar el problema del
empargjamiento entre modelo e imagen, las dos representaciones deberian estar
intimamente rel acionadas.

2.1.1.2.1 Caracteristicas deseables de una representacion

Las cualidades que deberia tener una correcta representacion de un objeto se
sintetizan en:

Generalidad y sensibilidad, esto es, la representacion debe ser capaz de describir
todos |os objetos relevantes y preservar las diferencias entre éstos.

Unicidad. Debe de haber una Unica descripcion para cada objeto. De esta manera,
elementos idénticos tendrédn descripciones idénticas, con lo que e problema de
comparacién se simplifica considerablemente.

Estabilidad. Los cambios pequefios en e objeto deberian generar cambios
pequefios en su descripcion.

Eficiencia. Debe ser posible € calcular de forma rdpida y sencilla la descripcion a
partir de los datos de entrada. También debe ser posible comparar distintas
descripciones de formas eficientemente.

2.1.1.2.2 La eleccidén de un sistema de coordenadas.

Para describir las posiciones relativas de las distintas primitivas, una
representacion debe emplear algin sistema de coordenadas. Hay principalmente dos
formas de definir este sistema de coordenadas para una representacion de un objeto
tridimensional:

Repr esentacion basada en €l objeto.

Este tipo de representacion describe al objeto 3D mediante sus coordenadas en el

espacio con respecto a un sistema de coordenadas [Dickinson 1992]. Asi se define a

objeto de forma exacta e independientemente del punto de vista, por 10 que permite
el trabajar con uno arbitrario y con un nivel de precisién también arbitrario. La
principal ventaja de este tipo de representacion es una descripcion del objeto més
concisay precisa. Mientras que su principal desventaja es la dificultad de comparar
las coordenadas de la proyeccion del objeto 3D con las del objeto en la escena.

Repr esentacion basada en varias vistas del objeto.

Este tipo de representacion describe el objeto 3D mediante un conjunto de vistas 2D
del objeto denominadas vistas caracteristicas. Cada vista caracteristica describe

10
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como aparece el objeto desde un punto de vista o0 desde varios puntos de vista que
generan vistas similares. Esta representacion es adecuada cuando € punto de vista
esta fijo y Unicamente son posibles un pequefio nimero de posiciones estables del
objeto. Este tipo de representacion trata cada una de las vistas de forma
independiente, reduciendo el problema del reconocimiento a un problema
bidimensiona mediante el uso de primitivas basadas en caracteristicas 2D y sus
relaciones. Para cada punto de vista, un conjunto suficiente de caracteristicas y sus
relaciones se utilizan paramodelar el objeto.

La principal ventgja de las representaciones basadas en vistas reside en que es
posible realizar el proceso de emparejamiento 2D/2D sin necesidad del calculo de la
proyeccion del objeto 3D. Este se lleva a cabo mediante la comparacion de
descripciones bidimensionales (Ver Seccién 2.2) y por tanto no es necesario €l
proyectar el modelo en el proceso de emparejamiento.

Entre sus principal es desventajas estan:

- La representacion es mas compleja debido a que deben de almacenarse varias
vistas del mismo objeto para su representacion.

- Larepresentacion del objeto es menos precisa. Si se quiere limitar la complejidad
de la representacion, es necesario limitar e ndmero de vistas, esto hace que se
pierda capacidad en la representacion.

- Mayor complgjidad en el reconocimiento. Esto es debido a que existen varios
modelos que aparecen adicionalmente asociados a las vistas que deben ser
considerados. Este hecho puede compensarse debido a que el emparejamiento de
cada modelo requiere una comparacion 2D/2D en vez de una 3D/2D o 3D/3D.
Ademés existen caracteristicas [Mundy 1992], que permanecen invariantes en
distintas vistas |o que facilita también el proceso de emparejamiento.

2.1.1.2.3 Invarianza

Debido a que es deseable identificar un objeto bajo diferentes condiciones de
posicion e iluminacion, es preciso contar con primitivas que sean invariantes con
respecto a cambios de dichas condiciones.

Por gemplo, si asumimos que un objeto esta representado por su siluetay se
mueve en un plano perpendicular a e Optico de la camara o en la direccién del gje,
modelo del objeto sufrird una similaridad euclidea, determinada por una rotacién,
traslacion y escalado. Si relajamos la hipétesis de perpendicularidad y permitimos que
el plano se incline, € efecto proyectivo se aproxima mediante una transformacion afin
determinada ademas por distintos val ores de deformaciones sobre dos gjes.

La invarianza frente a transformaciones puede llevarse a cabo de formaimplicita
mediante la definicion de un modelo invariante frente a dicha transformacion o de
forma directa mediante la estimacién de los pardmetros de la transformacion. Los
métodos implicitos requieren estimar menos parametros y por tanto son generalmente
mas eficientes que |os métodos explicitos puesto que éstos proporcionan la informacion
acercade laposicion del objeto después de resolver €l problemadel emparejamiento.
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Se ha realizado un considerable esfuerzo para intentar identificar y emplear
primitivas que sean completamente invariantes con respecto a punto de vista. Estas
primitivas estan basadas en estructuras geométricas, lamadas invariantes o invariantes
geométricos, que permanecen constantes frente a una clase de transformaciones (ver
Tabla2. 2). Estos invariantes pueden calcularse a partir de un conjunto de puntos como
la raz6n doble, mediante los coeficientes de curvas algebraicas, utilizando un conjunto
derivadas de orden superior calculadas en un punto de la curva, o a través de ciertas
combinaciones de las coordenadas de las primitivas. Sin embargo, su utilizacion es
complgja: el uso de un conjunto de puntos tiene el problema de su deteccion y
agrupamiento, mientras que el uso de los coeficientes de curvas o de derivadas genera el
problema de estimar de forma precisa que dichas cantidades.

Transformacion Grados Invariantes

delibertad
Proyeccion entre planos 8 Concurrenciay colinearidad
Orden de contacto: interseccion (orden 1);
tangencia (orden 2); inflexion (orden 3).
Discontinuidades en |a tangente
Razo6n doble

Transformacion afin 6 Paralelismo
Razén de longitudes de segmentos
colineares o paralelos
Razon de areas
Combinaciones lineales de vectores

Similaridad euclidea 4 Razén de longitudes de segmentos

Movimiento rigido 3 Longitudes, angulos, &reas

Tabla 2. 2 Propiedades geométricasinvariantes en transfor maciones entre planos [Mundy 1992].

2.1.1.2.4 Organizacion de las primitivas

En e caso general de trabajar con primitivas locales y una vez determinado €l
sistema de coordenadas las primitivas deben de organizarse en algun tipo de estructura.

M odel os basados en car acter isticas estructur ales.

Este tipo de modelos se construyen utilizando primitivas basadas en
descripciones abstractas y precisas, como por g emplo arcos, lineasy esquinas. Estas
caracteristicas son de naturaleza local y cada una describe una porcion del objeto. La
organizacion de estas caracteristicas esta altamente estructurada, como por g emplo
en una lista ordenada. Este tipo de métodos permite el uso de técnicas de
reconocimiento sintéctico. El empargjamiento se lleva a cabo entonces mediante
andlisis sintactico.

M odelos basados en grafos.
En este tipo de modelos, l0s objetos se representan estructuralmente mediante
grafos. Las relaciones geométricas entre las distintas primitivas definen la estructura
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relacional, representada mediante un grafo en el cua cada nodo representa una
caracteristica local, y estd4 etiguetado con una lista de propiedades o con la
pertenencia a una clase. Los arcos representan caracteristicas relacionales que unen
pares de nodos y estén etiquetadas con una lista de valores de relacién, como por
giemplo distancia y orientacion relativa. El reconocimiento del objeto se convierte
entonces en un problema de emparejamiento de grafos.

2.1.2 Representacion de modelos basados en contornos

En este trabgo, € conjunto de primitivas estar4 formado a partir de los

elementos de contorno extraidos utilizando los bordes de la imagen. Las razones por
las cuales e empleo de los bordes de una imagen es frecuente en diversas areas de la
vision artificial es debido al hecho de que los limites de los objetos tienden a mostrarse
como discontinuidades en la funcién de intensidad de la imagen. Los experimentos
realizados en personas muestran que la deteccion de contornos es un elemento
fundamental del sistema de vision humano [Yen 1996]. La razén por la cua los seres
humanos estan dotados con un sistema de vision capaz de trabgjar a partir de la
utilizacion de la informacion de los bordes puede ser debido a que la habilidad de
detectar discontinuidades en superficies bidimensionales da una ventaja competitiva.
Las discontinuidades en las superficies bidimensionales son en genera
unidimensionales, esto es, curvas. Tales curvas pueden representar la presencia de otro
objeto que se diferencia del fondo debido a la discontinuidad en sus texturas, cambios
en lageometrialoca delos objetos, 0 en e cambio de iluminacion debido aladistancia
Ademés una descripcion de una imagen en términos de bordes es mas concisa y
compacta que los valores en bruto de los elementos de la imagen. La elevada cantidad
de informacién que proporcionan los bordes de una imagen hace que una sefia
adecuadamente filtrada pueda ser reconstruida a partir de informacién extraida de sus
bordes [Hildreth 1987], [Mallat 1992].
Sin embargo, |a deteccidn precisa por un ordenador de los contornos de un objeto es una
tarea dificil debido a razones de naturaleza seméntica, pues la blusqueda de los
contornos de un objeto hace necesaria la definicién para el ordenador de un modelo del
objeto, y a razones de tipo fisico, debido a la presencia de ruido, y a las diferentes
fuentes que pueden haberlos generado. Esto ha hecho se utilicen diferentes tipos de
detectores de bordes, desde los més sencillos: operador de Roberts [Roberts 1965],
Sobel [Gonzalez 1987] y Prewitt [Prewitt 1970], hasta los mas sofisticados: Laplaciano
del Gausiano (LoG) [Marr 1980], operador de Canny [Canny 1986], (ver [Ziou 1998]
para una revision de las diferentes técnicas). Dependiendo de la complgidad de la
escena estos bordes pueden transformarse en contornos mediante andlisis local
[Gonzalez 1987], la transformada de Hough [Duda 1972], [Balard 1982], o
programacion dinamica[Martelli 1972]

2.1.2.1 Técnicas de representacién de contornos.

Entre los distintos métodos de descripcion de contornos, es una préctica
habitual distinguir entre dos familias de técnicas diferentes, aquellas que describen €l
interior de una region y aquellas que describen su frontera. Sin embargo, para ambos
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tipos de descriptores un requerimiento esencial es el de su invarianza frente a un cierto
tipo de transformaciones geométricas. En [Gonzalez 1987], [Sonka 1993], [Loncaric
1998] es posible encontrar un estudio sobre los distintos tipos de descriptores de
contornos. A continuacion se presentan |os métodos més significativos.

2.1.2.2 Descriptores de Contornos.

Los descriptores de contorno son Utiles cuando se pretenden caracterizar 1os
bordes extraidos de una escena. Algunas técnicas basadas exclusivamente en el
contorno de |os objetos, se describen a continuacion.

2.1.2.2.1 Cdbdigos de cadena.

Una forma de comprimir la descripcién exhaustiva de un contorno es utilizar los
codigos de cadena. [Freeman 1961]. Dado un punto del contorno, el siguiente punto se
busca en un conjunto de direcciones basado en el modelo de entornos de la imagen,
conectividad a 4 o conectividad a 8 (Ver Figura2. 1). En el caso de que los cédigos
representen contornos cerrados éstos puedan transformarse en invariantes frente a
traslacion mediante la eleccion de un punto de comienzo de forma que la sucesion
resultante de cédigos de cadena forme un entero de magnitud minima [Tsai 1985]. La
“derivada’ , (diferencia a médulo cuatro u ocho), del cédigo de cadena tiene la
propiedad de ser invariante frente a rotacion. Los codigos de cadena se utilizan
habitual mente para codificar lafrontera de objetos binarios en sistema de procesamiento
de imégenes. Su principal ventaja es la obtencidn de una representacion compacta de la
frontera de forma eficiente, mientras que su principal desventgja es la elevada
sensibilidad a ruido de la codificacién junto con € bajo contenido semantico de los
simbol os empleados en la representacion.

(a) (b) '\ /
2 » 0 < >

>

w
N

=

A

Figura 2. 1 Direcciones para conectividad a 4 (a) y conectividad a 8 (b)

2.1.2.2.2 Aproximaciones poligonales.

La representacion de un contorno por medio de segmentos con un determinado
tipo de propiedades es otra opcién para la descripcién de contornos. Si cada segmento
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tiene asociado un tipo o clase, €l contorno puede ser descrito como unacadena de tipos
de segmento, siendo entonces € codigo de cadena un caso particular de esta
representacion. Una aproximacion poligonal representa un contorno por medio de un
poligono. Esta técnica se basa en e hecho de que cualquier contorno puede ser
aproximado, con precision arbitraria por un sucesion de lineas rectas. (Ver Figura 2. 2)
Existen varias técnicas para la aproximacion de curvas, como puede encontrarse en
[Pavlidis 1977] y [Gonzalez 1987]. (Ver [Rosin 1997] para una comparativa). En la
préctica la aproximacién busca optimizar algun tipo de disimilaridad y el tiempo de
célculo es del orden O(n?logn) con n e nimero de puntos del contorno, para varios de
estos tipos [Imai 1988]. La principal ventgja de éstas aproximaciones es la elevada
compresién gque se obtiene en la descripcidn para contornos regulares, mientras que sus
principales desventajas son la sensibilidad frente a variaciones del contorno.

Figura 2. 2 Contorno de un objeto y aproximacion poligonal (en linea discontinua).

2.1.2.2.3 Firmas (Signatures)

Una firma es una representacion funcional unidimensional del contorno.
Ejemplos de firmas son: €l valor del arco de curva alaizquierda o sobre la tangente en
un punto [O’Rourke 1985] o la distancia del centroide de un contorno a los puntos de
éste [Gonzalez 1987] (Ver Figura 2. 3). En este caso, la principal ventagja de este tipo
de representacion es su capacidad de representar de forma concisa el contorno, mientras
que su principal desventgja radica en la dificultad en la normalizacion frente a
transformaciones del contorno. Los momentos unidimensionales y los descriptores de
Fourier [Peerson 1977] y [Gonzalez 1987] utilizan las firmas como representacion
intermedia, antes de calcular |os descriptores definitivos.

A ar

A

Figura 2. 3. Distancia d del contorno a su centroide en funcion del anguloq
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2.1.2.2.4 Transformadas de Fourier del contorno.

Los descriptores de Fourier permiten la codificacion, reconstruccion y
clasificacion de curvas bidimensionales. En [Balard 1982] y [Sonka 1993] puede
encontrarse diversos descriptores basados en la transformada de Fourier sobre el
contorno 0 sobre alguna de sus firmas. En [Zahn 1972] puede encontrarse la primera
definicion elaborada de los descriptores de Fourier, siendo ésta refinada més tarde por
[Persoon 1977]. Laformade calcular estos descriptores es la siguiente:

Sea un contorno cerrado C con representacion parameétrica C © r(u)= (x(u), y(u)). Se
reparametriza la curva de forma que ésta se recorra con velocidad unidad mediante un
nuevo pardmetro s

" . _dr
s =s(u)= dr(v)|dv conr = @ Ec.211

y se hace que €l pardmetro s varie entre 0 y 2p mediante el cambio de variable v = 2ps/
L , donde L eslalongitud de la curva. De esta forma se puede calcular la expansion de
Fourier de las funciones x e y obteniéndose:

(90 2@, 0 & ad, b, teeosks) .

g ::g :+ag g: 5 donde:

y(S)g &b, g = éC d, ksg Ec.2.12
F:)

2p

1 1
= A ksds b =— Fx(s)senksds
a, » g(s)cos s b, » 9‘()

2p 2

1 1
. =— cy(s)cosksds d, =— cy(s)senksds
C 2pg)y() 2pg)y()

Puesto que al trabajar con imagenes digitales las coordenadas de |os puntos del contorno
son discretas |os descriptores pueden calcularse mediante la transformada discreta de
Fourier. Los descriptores de Fourier pueden hacerse invariantes frente a traslacion
rotaciony reflexion [Jain 1989).

Otro tipo de descriptores de Fourier puede obtenerse a partir de una funcion
unidimensional x* (ver Ec. 2.14) obtenida del contorno de la siguiente forma:
Se reparametriza la curva de forma que ésta se recorra con velocidad unidad mediante
(Ec. 2.11). De esta forma se obtiene otra representacion de la curva que puede
expresarse en funcién del pardmetro s. Se denotard por q(s) aladireccion angular de la
curva C para € valor de la longitud de arco sy se definira la funcion de acumulacion
angular x(s) = q(s)-q(0) (Figura 2. 4):

q(S)/( \q(O)

Figura 2. 4. Definicion delasfuncionesq y x

»
»

16



Reconocimiento y Seguimiento de Objetos basado en Modelos

Esta funcién asi definida es periédica con periodo L, con L la longitud de la curva
Puesto que € periodo ideal para realizar la transformada de Fourier es 2p, x(s) se
normaliza usando un nuevo pardmetro u, que varia entre 0 y 20. Para compensar €l
hecho de que cuando se recorre la curva se aumula un angulo de -2p, se aflade un
término aditivo para obtener una funcién periédicay se define:

X*(U) :X(ﬂ)*'u Ec. 2.13
2p

Findmente se rediza la expansion de Fourier de x (s), lo cud nos lleva a los
descriptores (Ax, ax) :

¥
X (t) =m+ é, A cos(ku - ak) Ec.2.14
k=1

Los coeficientes Ac son las amplitudes arménicas de la expansién de Fourier y los
coeficientes ax son los angulos de fase. Puede demostrarse que los A son invariantes
frente a rotaciones y punto de inicio en el contorno. La normalizacion frente a cambio
de escala se obtiene dividiendo cada uno de los A¢ por A; que suele ser ademas el
coeficiente de mayor magnitud. El ruido debido a la discretizacion del contorno hace
que la capacidad de discriminacion de los ax sea pequefia [Gonzalez 1987] . Las
principales ventgjas de este método residen en la facilidad de normalizacién de los
descriptores y en el hecho de que sea posible reconstruir la curva a partir de los
coeficientes. La principal desventgja reside en que los contornos a procesar han de ser
cerrados.

2.1.2.2.5 Descripcion mediante b-splines

La representacion de curvas mediante splines [Boor 1978] para obtener curvas
se ha utilizado frecuentemente en |os gréficos por ordenador debido a su capacidad para
representar formas perceptualmente agradables debido a su suavidad. Un spline de
orden d es una funcion polinomial a trozos, consistente en la concatenacion de
segmentos polinomiales, donde cada polinomio tiene orden (nimero de coeficientes)
igual a dy se unen en un conjunto de puntos denominados nodos. Las curvas sencillas
pueden representarse con un nimero reducido de segmentos. Si son més complejas
puede aumentarse €l grado del polinomio igual a d-1, pero generamente es preferible
aumentar el nimero de segmentos. Generamente el grado del polinomio utilizado es
cuadrético (d=3) o cubico (d=4).

L os b-splines son una forma conveniente computacionalmente de representar |0s
splines. Mediante esta representacion una funcion spline x(u) puede construirse
mediante la combinacién lineal de N, funciones basicas j k(u). En e caso general, cada
funcién bésica consiste en d polinomios definidos sobre un segmento en € ge u.
Generalmente se toma cada segmento de longitud unidad y éstos se unen en los nodos
como se muestraenlaFigura2. 5
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Ed) 4
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Figura 2. 5 (lzquierda) Funcion spline cuadrética j o(u). Los Nodos en s=0,1,2,3,4 marcan la
transicion entre los segmentos polinomiales de la funcion. (Derecha) en € caso regular con
segmentos espaciados en los valor es enter os de u, cada funcién basica es una copia trasdadada dela
anterior

De estaformalafuncion puede expresarse como:

Np-1

8 Ec.2.15
x(u) = q aj  (u) ¢
k=0

Donde & son los pesos aplicados a las funciones basicas respectivas j (u). Esto puede
expresarse con notacién matricial como:

x(W) = @) @, W) =( o (W W) Ec.2.16
a*zz&g,aqpu,aQJ)T

Por convenio, las funciones béasicas se mnstruyen de forma que sumen la unidad en
todos | os puntos:

oo_Z

-1
" . _ Ec. 217
u aj =1

0

=
1

En el caso mas simple de un b-spline cuadrético con nodos regularmente espaciados en
intervalos de longitud unidad, la primerafuncion bésicatiene laforma:

i u?/2 Ofufl Ec. 218
13/4- (u-3/2)° 1Eu£?2
i (u-3%/2  2£u£3

{ 0 otro caso

j o)

Mientras que las siguientes son copias trasladadas:

j ) =j o(u-k) Ec.2.19
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En los casos préacticos, se trabgja siempre con un numero finito de funciones
basicas por o que es necesario generar bases finitas sobre un intervalo OE u £L. Estas
pueden ser periddicas o aperiddicas. En € caso periddico las funciones basicas son j o,
J 1,---» ] L-1 definidas de forma periddica sobre € intervalo [0,L]. Una base no periddica
es més dificil de construir requiriendo nodos “multiples’ en los extremos del intervalo
mediante la disminucion del grado de continuidad del spline a través de la repeticion de
su valor. Para obtener una representacion operativa es necesario obtener |os coeficientes
del modelo de b-splines para una funcién discretizada x(k). Para splines de grado 0

(constantes a trozos) y splines de grado 1 (lineales a trozos), es sencillo puesto que a, =

X(K). Para splines de orden superior, la situacion es més compleja. Tradicionalmente, e
problema de interpolacion mediante splines ha sido resuelto mediante técnicas de
dlgebra linea resolviendo un sistema con bandas diagonaes [Boor 1978].
Recientemente [Unser 1993] se han desarrollado técnicas més eficientes basadas en
filtrado digital y de complejidad lineal.

Para construir una representacion paramétrica de una curvaen e plano C © r(u)= (x(u),
y(u)), basta aplicar la representacion en b-splines a ambas funciones paramétricas
obteniendo:

Np-1

8 . « Ec.2.20
ru)=a aJj (u), a :(ak,aky)T ¢
k=0

La principal ventaja de esta representacion es la obtencidn de curvas suaves de forma
eficiente mientras que su principal inconveniente es la dificultad de representar curvas
con cambios bruscos en la orientacion.

La representacion de contornos basada en b-splines ha sido utilizada en
parametrizacion de contornos activos “snakes’ [Brigger 2000] o problemas de
seguimiento [Blake 1998].

2.1.2.2.6 Técnicas en el espacio de escalas

Este grupo de técnicas se basan en la representacion del contorno del objeto
mediante el espacio de escalas. En [Witkin 1983] se propone un filtrado en el espacio de
escalas que proporciona una representacion Util parala descripcion de las caracteristicas
significativas del objeto. La representacion se crea mediante € seguimiento de la
posicién de los puntos de inflexion en sefiales filtradas mediante filtros de paso bajo
gausianos con amplitudes variables. Los puntos de inflexion que se mantienen
presentes en la representacion se definen como caracteristicas significativas del objeto.

La técnica del espacio escalas puede utilizarse para la descripcion de formas
planas utilizando la imagen del espacio de escalas [Mokhtarian 1992]. Para ello se
calcula la curvatura alo largo del contorno y se suaviza mediante un filtro gausiano de
diferente amplitud. Los cruces con cero de la funcion de curvatura constituyen la
imagen de la funcion de curvatura en el espacio de escalas que se construye colocando
en un gje el valor del pardmetro del contorno y en el otro el valor s que define d filtro
gausiano. Se obtiene entonces una descripcion jerarquica de formas que invariante a
tradacion , escalado, y rotacion (ver Figura 2. 6).
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rem
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Figura 2. 6 Espacio de escalas de curvatura para un contorno (a), una rotacién de éste (b) y una
version ruidosa (c). (de [Mokhtarian 1996]).

La principa ventaja de esta representacion es su invarianza frente a similaridades
euclideas mientras que su principal inconveniente es su tiempo de calculo.

Esta representacion multiescalaha sido extendida a b-splines [Wang 1999] y wavelets
[Y oon 1998].

2.1.2.2.7 Transformada wavelet del contorno.

En este apartado se situard la representacion de contornos basada en wavelets en
el contexto de la representacion de contornos. Un estudio detallado de sus propiedades
serealizaraen la Seccion 3.1 del Capitulo 3.

La transformada mediante wavelets aparece como una solucion a la fata de
localizacion de la transformada de Fourier. Mediante la transformada de Fourier, una
funcion definida en e dominio tempora o espacia se transforma en una funcién en €l
dominio de frecuencias. La transformada de Fourier asume implicitamente que la
funcion original es de naturaleza periddica. Es por esta razdn que la transformada de
Fourier tiene problemas con las componentes de |a sefia localizadas en € espacio. En
los Ultimos afios, han sido descubiertas nuevas familias de funciones ortogonales
[Mallat 1989] que definen transformaciones de forma que este problema queda resuelto.
Estas funciones bésicas son las Ilamadas “wavelets’, y a contrario que los senos y
cosenos que forman las funciones basicas de la transformada de Fourier, no necesitan
tener soporte infinito. Este soporte compacto permite a la transformada wavelet el
trasladar una funcién en el dominio del espacio a otra funcion que esta localizada no
solo en frecuencia sino también en el dominio espacial.

Los wavelets que se utilizardn en este trabajo son funciones y (u) cuyas traslaciones 'y
dilataciones:

ol - '[9 ul R Ec.2.21

1
_y ] ]
\/ﬁ g S @st)iRr-{0y R

pueden ser usadas para la expansién de las funciones de L2(R). Asociado a una funcién
wavelet puede encontrarse una funcion de escala f que proporciona una aproximacion
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de lafuncion f auna escala determinada. La expansion de unafuncién f en este conjunto
de funciones forman su transformada wavel et.
Puede demostrarse que existen waveletsy (u) tales que:

(V2'y (2'u- K), 422 Ec. 222

forman un conjunto ortogonal. Esto permite utilizar dicho conjunto de funciones parala
descomposicion ortogonal de funciones (Ec. 2.23) obteniéndose entonces una
descripcion ortogonal de una funcién f mediante |a transformada wavelet diadica. Esta
transformada puede calcularse de forma eficiente mediante la transformada rapida de
wavel ets cuya compleidad eslineal [Mallat 1989].

Jo ¥ i .
f(w=ac,,22f(2°u- k)+§ ad,, 2% (2'u- k) Ec. 223

Kz j=doKi Z

De esta forma, la transformada wavelet permite estudiar la sefia origina a
distintos niveles de resolucién, dependiendo del valor del pardmetro de escala. Su
aplicacion a un contorno va mostrando los detalles del contorno a las diferentes escalas
en una representaci on a varias resol uciones.

—>—>—><7

Més detalle Menos detalle

Figura 2. 7 Descomposicion del contorno a varias escalas mediante wavelets

La utilizacion de wavelets para la descripciéon de contornos ha sido propuesta
por diferentes autores. Como egemplo de esta metodologia en [Pfeiffer 1995] se
utilizaron los descriptores basados en wavelets para compararlos con la Transformada
de Fourier eliptica mostrandose una mejor compresién de la informacion. En [Chuang
1996] puede encontrarse una teoria matematica de |os descriptores basados en wavelets
asi como algunas aplicaciones. En su trabajo demostraron que los descriptores basados
en wavelets tienen propiedades deseables tales como una representacion multiescala,
invarianza, unicidad, estabilidad y localizacién espacial .

Laprincipal ventagja de esta representacion es la elevada compresion de lainformacién y
la velocidad de célculo de la representacion (orden lineal) que proporciona, mientras
gue su principal inconveniente es la falta de invarianza frente a punto de comienzo del
contorno.

Otro tipo de aplicaciones incluyen: reconocimiento de caracteres [Wunsch 1995],
contornos activos “snakes’ basados en wavelets [Knoll 1999], [Yoshida 1997],
reconocimiento de objetos [Tieng 1997], [Cheick 2000], seleccion de escalas naturales
[Quddus 2000] y aplicaciones en sistemas multimedia [Gatica-Pérez 1999, [Muller
1999).
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2.1.2.3 Descriptores de regiones

A continuacion se mostrardn brevemente para ilustrar las diferencias con los
métodos de descripcidn de contornos, una serie de métodos que representan un objeto
por su extensién interior en lugar de por su contorno.

2.1.2.3.1 Momentos

El concepto de momentos como caracteristicas invariantes de la imagen fue
introducido en [Hu 1962]. La invarianza se consegue frente a cambios de escala,
trasacion, rotacion y reflexion. Estos invariantes fueron utilizados para €
reconocimiento de imagenes de diferentes tipos de aviones a partir de sus siluetas por
[Gonzalez 1987]. A continuacién se muestra la presentacion de los momentos
invariantes dada por [Khotanzad 1990].

Sea f(x,y) 3 0 unafuncion real en unaregion finita S. Se define el momento de orden
p+q como :

m,, = Of (x Y)xPyidxdy p,g=012.. Ec.2.24
S

0, en €l caso de que se tenga una imagen bidimensional de tamaiio M x M { f(xy); X, y=
0, ..., M-1} se define como:

M-1
o]
Moo= A

=0

1

Xpyq f (X, y) Ec. 2.25

Qo=

0

x
<
1

Para hacer estos momentos invariantes a la tradacion se define e momento central
como:

R . oMy oMy
Mg = (x-X)?(y-y)* f(xy) con: x=—"ey=—>
g) eo my, My

Ec.2.26

Los momentos centrales se pueden normalizar para que sean invariantes frente al
cambio de escala definiendo:

W= g =P, Ec.2.27

A partir de estos momentos se han desarrollado un conjunto de funciones no lineales
definidas sobre hpq que son invariantes alarotacion, traslacion y cambio de escala Son
las siguientes:
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Gi=ho+he

G = (hzo - hoz)2 + 4hf1
Ec. 2.28

Gi=(=- 3112)2+ (Fa- hos)2
G4=(h30+h12)2+ (hzr"hos)2

Gs=(hwn- he) (»+the) [(h30+h12)2- 3(h21+hos)2]
+(@z-he) (hathe)
>{3(h30 +h12)2- (h21+h03)2]

Gs=(hn- ha) [(ho+hi)? - (1 +he)? |+ dhs (o +h) (e +ha)

Los valores numéricos de G; hasta Gs son muy pequefios. Para solventar |os problemas
de precision, generamente se utiliza € logaritmo del valor absoluto de estas seis
funciones como caracteristicas para representar la imagen. La principal ventgja de este
método es su adecuacion para discriminar entre regiones sencillas, y su principal
desventaja es la existencia de informacion redundante entre los coeficientes |o que no
permite discriminar entre regiones complgjas.

2.1.2.3.2 Transformada de Fourier 2-D

Mientras que los métodos anteriores analizan € objeto en e dominio del
espacio, la transformada de Fourier analiza la sefial en e dominio de frecuencias. La
transformada de Fourier ha sido ampliamente utilizada como herramienta en el

procesamiento de iméagenes [Gonzalez 1978], [Bow 1992] y [Russ 1992].

Para ello se modela la imagen como una funcion f(x,y) definida en (¢ y se calcula su
transformada de Fourier como:

F ()} = Fu,v) = OOf (%, y)e ' dxdy Ec. 229

En general, la transformada de Fourier es una funcién compleja F(u,v) =YF (u,v)v2e %",
A % F(uVv) % se le llama espectro de Fourier y a q(u,v) se le llama fase de la
transformada de Fourier. Si la funcion continua estd discretizada en una matriz de

tamafio M~ M, latransformada discreta de Fourier se describe como:
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-1 - j2p (ux+vy)

1 f(x,y)e ™

F{f(x, )} = F(u,v) = é

x=0

Ec. 2.30

Qo2

0

~<
11

A la hora de trabgjar con representaciones invariantes es habitual el trabgar con el
maodulo ¥2F(u,v) ¥2debido a su invarianza frente a rotaciones y traslaciones, es decir, se
elimina la informacion de fase. Las principales ventgjas de este método residen en la
facilidad de normalizacién de los descriptores y en el hecho de que sea posible
reconstruir la imagen a partir de los coeficientes. La principal desventaja reside en que
el nmero de caracteristicas a utilizar es muy grande y en que €l valor de los valores de
F(u,v) paravalores proximos de u y de v contienen préacticamente la misma informacion
para propositos de clasificacion.

2.1.2.3.3 Desarrollos ortogonales

La transformada discreta de Fourier realiza la expansion de f(x,y) en un conjunto
de funciones ortogonales. Utilizando otros conjuntos de funciones ortogonales {f,m} se
pueden obtener otros tipos de expansiones. Asi por g emplo, en [Jain 1989] se utilizan
los polinomios ortogonales de Legendre, en [Teague 1980] se utilizan los polinomios
ortogonales de Zernike, en [Méndez 1984] se utilizan las funciones de Fourier-Bessel
La invarianza frente a rotaciones para estos métodos suele obtenerse a partir de una
descomposicién radial-angular de las funciones ortogonales en laforma:

fnm(X, y) = fnm(r ,CI) = an(r ) gl Ec. 231

Lo que permite que el modulo de los descriptores sea invariante frente a rotaciones. La
funcion radial podra expresarse de diferentes formas. Asi para la transformada de
Zernike setiene:

'"1’2 (- Dn- kg2 m Ec. 232

an(r)
B gl LA '”1 "

En € caso de utilizar la transformada de Fourier-Bessdl |la funcién radia tiene la
siguiente forma:

Ec.2.33
Jn(r )
r?

R, (1) = a0

o -

donde:
Jm eslafuncion de Bessel deordenm, y

jnm €s €l n-ésimo cero de lafuncién de Bessel de orden m.
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Otro tipo de funciones radiales que generan desarrollos ortogonales se caracterizan a
través de la transformada de Fourier-Laguerre. Esta transformada tiene una funcion
radia:

2

Rm(r ) = e? " L"(r ) Ec.2.34

con L] polinomio deLaguerredeordenesn,m

Otro tipo de representaciones ortogonales utilizadas incluyen la transformada wavel et
bidimensional [Mallat 1989] que es una generdizacion de la transformada wavelet
unidimensional y se genera a partir de una funcion de escala unidimensiona f y una
funcion wavelet unidimensional y mediante:

F (xy)=f(Xf (y) Ec.235
? 1% y) =f (xy (y)
? 2(xy) =y (f (y)
? (% y) =y Xy (y)

Los coeficientes asociados a la funcién de escala F proporcionan una aproximacion de
la funcién bidimensional, mientras que los asociados a Y?!, Y2 y Y* proporcionan
detalles asociados con la direccion horizontal, vertical y diagonal respectivamente como
seveenlaFigura2. 8

Figura 2. 8 (Izquierda) imagen original. (Derecha) transformada wavelet de laimagen

La transformada wavelet bidimensional ha sido utilizada para € reconocimiento de
caracteres [Tang 1996], andisis de imagenes médicas [Carmona 1995], compresion
[Lewis 1992], restauracion [Banham 1996] o emparejamiento[ Pan 1996].

La principal ventaja de este tipo de descripcion es que la condicion de ortogonalidad
permite una descripcion no redundante de las regiones mientras que su principal
inconveniente es su costo computacional.

25



Capitulo 2

2.1.3 Modelado de Objetos Deformables

Las distintas representaciones descritas hasta ahora representan la forma de un
modelo rigido cuya descripcion consiste en un conjunto de primitivas junto con sus
relaciones. Para extender el ambito de los métodos basados en modelos a reconocer
también objetos no rigidos, o bien se permite que varios modelos rigidos representen
cada objeto para ser capaces de detectar todas las posibles deformaciones, |o cua en
general no es factible debido a que seria necesario trabgjar con una enorme base de
model os, o0 bien permitimos que el modelo se deforme.

De esta forma se introducen los modelos deformables (ver [Mclnerney 1996],
[Cheung 1998] para una revision) que poseen la capacidad de representar objetos no
rigidos mediante la deformacion de su modelo asociado. Para ello se utiliza
generalmente unafuncion de deformacién Eqer (Ec. 2.1). También es posible utilizar un
conjunto de restricciones en los parametros libres que determinan la deformacion, en
este caso Wit (I". Las ventgjas que utilizar model os deformables son entre otros:

Capacidad de detectar objetos no rigidos de laimagen.
Mayor robustez frente aruido y oclusion.

Capacidad de segmentar la imagen basada en e conocimiento; es decir la
segmentacion se hace con el objetivo de extraer un objeto en vez de regiones
homogéneas.

2.1.3.1 Técnicas de modelado de objetos deformables

Las distintas aproximaciones a los model os deformabl es pueden dividirse en tres
grandes categorias [Cheung 1998]: modelos paramétricos, semi-paramétricos y modelos
No parametricos.

En la aproximacién paramétrica se asume que el modelo y su deformacion esta
caracterizada por un pequefio conjunto de parametros. Por el contrario, en la
aproximacion no paramétrica generamente el nimero de parametros que definen la
deformacion es muy grandey dificilmente interpretable.

Por ejemplo, la representacion de un circulo puede ser hecha paramétricamente
especificando ssimplemente la localizacion del centro y e radio o bien utilizando un
conjunto de puntos ordenados que seran interpolados para generar una aproximacion de
éste. La ultima representacion requieren un ndmero relativamente grande de puntos
como pardmetros comparado con la primera, la cua requiere Unicamente tres. En el
caso extremo donde el nimero de puntos seaigual a nimero de "pixeles' que forman el
circulo, la representacion se convierte en puramente no paramétrica. Esta perspectiva
sugiere que la distincion entre paramétrico y no paramétrico forma un continuo de dos
casos extremos en vez de dos clases claramente delimitadas. Sin embargo parafacilitar
la descripcion se [lamaran a los model os con muchos parametros como no paramétricos
y aquellos caracterizados con un conjunto compacto de parametros como parameétricos.
Los modelos con que combinan ambos tipos de representacion a diferentes niveles se
[lamaran semiparameétricos.
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En esta seccién se estudiaran las caracteristicas de deformacion de los model os,
mientras que la funcion de guste a la imagen y los métodos de optimizacion se
estudiardn en laSeccién2.2.2 .

Cad)  (empayH((-nib)=1 (k=-ael) a0
(XerY), o r b0
e I
" i @ k>m
e i .
(Xa1Ys) (x23Y2) (Y-M)?=b(X-N) Frin<r <[
Curvalineal Malla 2D Curva B-spline Elipse Plantilla de un ojo

atrozos
M odelo paramétrico
M odelosno paramétricos M odelossemiparamétricos M odelosparamétricos conrestriccionesexplicitas

Baja Eficiencia Alta >

<Alto Poder de Representacion Bajo |

Figura 2. 9 Ejemplos de modelos con difer entes niveles de parametrizacion [Cheung 1998].

2.1.3.1.1 Modelos no paramétricos

Los model os no paramétricos utilizan generalmente una funcién de deformacion
Eder que pendiza la falta de suavidad del modelo mediante la teoria fisica de la
elasticidad. Esta funcion de deformacién crece cuando € objeto se deforma de una
determinada posicion de reposo. Dos gjemplos clésicos son: |os snakes [Kass 1987] y la
arquitectura de enlaces dinamicos [Lades 1993].

213111 Snakes

Un buen gjemplo de los model os deformables no paramétricos es el modelo de
los contornos activos “ snakes’. Consiste en un conjunto de puntos ordenados |lamados
“snaxels’ y cada uno de ellos puede moverse (o deformarse localmente) libremente.
Con un nimero suficiente de snaxels, se puede representar cualquier forma de manera
precisa lo cual implica un gran poder de representacion. Sin embargo, ésta
representacion no es eficiente para representar formas suaves como circulos donde €l
nimero de snaxels para una descripcion precisa puede ser considerable.

Aunque los snakes admiten una representacion continua en la practica estan
representados por un conjunto de puntos ordenados. La deformacion puede ser medida
mediante la distancia entre los puntos que |lo componen y mediante la suavidad del
modelo, que se corresponden a la magnitud de la primera 'y segunda derivada espacial

con respecto alos puntos que representan el modelo.

Matematicamente estas deformaciones pueden ser formuladas como sigue: Sea p, =
(X, Yi)" las coordenadas del k-ésimo punto y w= ( P,, P, P, ...). Se definen entonceslas
siguientes funciones:
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Distancia entre puntos

2

Edefl(W;Mi’V\_li)zé,|pk- P Ec. 2.36
K
Suavidad
EdefZ(W;Mi’V\_Ii)zé.|pk-l_ 2pk+pk+12 Ec. 237
K

Las derivadas espaciales presentes en la funcién de deformacion puede ser
interpretadas como una fuerza interna del modeo, que tiende a unir los puntos 'y hacer

la variacion en la curvatura del contorno tan pequefia como sea posible. Estas dos
funciones se combinan en:

2

Ec. 2.38

Edef (W ;Mi!V\Ti) = é. hl(pk)| Pc - Py ’ +é. hz(pk)| P - 2pk * Pea
k k

P1 p2
P2

Ps Ps
p: Pz

Pa P4

Figura 2. 10 Snakes con baja (izquierda) y alta (der echa) energia de deformacion

El principal inconveniente de este modelo es debido a que e modelo de
deformacion es demasiado general ya que laformade la curva en reposo es un punto.

2.1.31.1.2 Arquitectura de enlaces dindmicos

Otra aproximacion que no utiliza contornos [Lades 1993] est4 basada en el
empargjamiento de grafos etiquetados mediante e uso de una malla regular
bidimensional en la cual los nodos se pueden mover libremente. A diferencia de los
snakes, cada nodo de la malla tiene un conjunto de atributos que se utilizan para
representar un objeto. La deformacion del modelo en este caso se mide con respecto a
una malla de referencia y se describe a partir de la distancia entre los nodos que lo

componen. Mateméticamente estas deformaciones pueden ser formuladas como se
describe a continuacion:

Sea p; = (%, yij)" las coordenadas del punto en lafilaiy columnaj delamalla

regular y sea w=(p,, py;, Pp--) Y un modelo de referencia W, = (q,,07;,0¢---)
entonces:

E.W:M, W)= §

k,l,m,n

(P~ Pon) - (@ - A )| Ec. 239
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Pron mn

Figura2.11 Modeo deenlacesdinamicos

Este modelo se ha aplicado al reconocimiento de caras con porcentgjes de
reconocimiento superiores a 80%.

2.1.3.1.2 Modelos paramétricos

Para superar las limitaciones de eficiencia de los modelos no paramétricos, se
han propuesto model os deformables con una representacion paramétrica. Los modelos
paramétricos pueden representar una gran variedad de formas con una escala arbitraria.
La deformacion de los modelos paramétricos generalmente se mide a través de una
distancia de los parametros del modelo a partir de su valores medios, obtenidos o bien a
priori 0 a través de entrenamiento. Para ello se suele contar con una matriz de
covarianzas que relaciona la variacion de sus distintas componentes y que puede ser
smplemente la matriz identidad s la deformacién de modelo es independiente
pardmetro a parametro 0 puede ser una matriz de covarianzas mas compleja S se
dispone de un conjunto de datos. En este caso, € criterio se convierte en la distancia de
Mahalanobis:

Eger(W;M,,W,)=(W -W,)" S (w -W,) Ec. 2.40

A continuacion se muestran una serie de g emplos basados en esta metodol ogia.

2.1.3.1.2.1 Curva eliptica deformable

La curva eliptica deformable [Staib 1992] est4 basada en la transformada eliptica
de Fourier del contorno (Ec. 2.12). A partir de los datos en bruto de la representacién
Whruto= (o, Co, a1, b1, C1, di,...) Sedefinen los semi-invariantes:

2 ' a, +1/ai2 - 4bi2 Ec.241

Ac +Bb g, :arcthiai_ Ad
Aa - Bd, Ac +Bd

a, =a’ +b’+c +df b, =ad; - bc

A= a, +.a’-4b? B = 2b?2
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con A positivo y B;j del mismo signo que b; para eliminar la ambigledad del signo.
Estos pardmetros se denominan refinados wye = (ao, Co, A1, B1, Q1, @1, ...). Por dltimo
para obtener pardmetros invariantes frente a similaridades se utiliza:

"k>1 0, =0 - U1 9 =09 -Oei- 9. A =AJA, B =B /A Ec24
a9, =0, 9,=0, A=A, B =B

lo que proporciona €l vector de pardmetros: w =(a,, c,, A, B,,0,,9,,.) Y lafuncion
de deformacion con respecto a contorno de referenciaw ., es la distancia de Mahalanobis

(Ec. 2.40) que puede interpretarse como una distribucion a priori (ver Figura
2. 12) del vector de parametrosw:

P(w |Mi1VTi) 1 exp((w 'VTi)T S-l(W 'VTi)) Ec. 243

Figura 2. 12 Realizaciones del modelo probabilistico (de [Staib 1992])

Aunque esta representacion es completa (es decir el niUmero de pardmetros coincide con
el nimero de puntos) en la préctica se utilizan los primeros armonicos por lo cud se la
considera una representacion paramétrica.

2.1.3.1.2.2 Contornos activos basados en B-splines

Una aproximacion similar ha sido desarrollada por [Blake 1998]. En este caso, la
descomposicién de la curva esta basada en la descomposicion de la funcién paramétrica
en b-splines (ver Seccidén 2.1.2.2.5). Una de las aportaciones de este trabgjo es la
introduccion de los espacios de formas en |os cuales el problema de lainvariancia puede
expresarse de manera precisa y general. Para obtener la invariancia de la funcion de
deformacion respecto a un cierto subespacio lineal (por eemplo e subespacio de
traslaciones S definido por una matriz de proyeccion R) se obliga a la funcion de
deformacién a operar fuera del subespacio, calculandose por tanto la deformacion frente
aun contorno de referenciaw ; como:

EwW;M, ,W,)=(w-W,)'"R" (W -W;,) R =(I-R)(I-R) Ec.244
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gue puede interpretarse como una distribucion a priori degenerada del vector de
pardmetros w:

Pw [M W)l exp((w -w,)'R" (w-w)) Ec. 245

Aunque esta representacion es completa en la préactica se utiliza una aproximacién a la
figurade interésy en base a ésta se determinan |os parametros.

2.1.3.1.2.3 Snakes basados en la descomposicion radial mediante wavelets

Un gemplo de la utilizacion de wavelets para la representacion de contornos
deformables puede encontrarse en [Knoll 1999]. En este caso, se parte de una
representacion radial del contorno C° r(u)= (x(u), y(u)) utilizando la parametrizacion
natural delacurva(Ec. 2.11) y su centroide (X, Yc):

r(9) =/(x(9)- %)% +(¥(9)- ¥)?, q(s)= arctgaegg : z; g Ec. 246

y se descompone |la parte radial mediante wavel ets obteniendo:
Jo

r()=ac,,22f(2"%s- k) +

Kz j

Qo

i
a d;,22% (2's- k) Ec. 247

okl Z

Il
[N

y por tanto el vector de parametrosw = (C; ,,...,d; ¢ ) -

La informacion de la fase q(s) solo se utiliza para la reconstruccion del contorno. En
este modelo, la deformacion frente a un modelo de referencia se lleva a cabo mediante
el anadido de un nuevo término alafuncion de deformacién clasica de los snakes:

Fs=14(r-rg) Ec. 248

donde r¢ es e contorno obtenido a partir de un emparejamiento inicial entre laimagen
y un objeto desde:
|d min(| d +U | dggeojnc ) 1> 0y Ec. 249

recj,k |_ modelo j k

donde U es un vaor de umbral. Es decir, se combina la utilizacion de funciones de
deformacion y restricciones sobre |0s pardmetros.

En [Yoshida 1997] puede encontrarse otra aproximacion basada en la descomposicién
de contornos en wavelets. En este caso la suavidad del mode o se obtiene mediante:

d; =0 >y Ec. 250

31



Capitulo 2

limitdndose por tanto la informacion a escalas finas en beneficio de una representacion a
baja escala. Sobre |os coeficientes no nulos propone un modelo probabilistico similar a
de (Ec. 2.43) pero a proponer una densidad a priori constante el modelo de deformacién
queda en realidad definido por (Ec. 2.50).

2.1.3.1.3 Modelos semiparamétricos

A pesar de la ventga de utilizar modelos paramétricos, éstos se usan
generalmente para representar formas suaves lo cual limita significativamente su poder
de representaciéon. Para aprovechar las ventgjas de los modelos paramétricos y no
paramétricos puede adoptarse una aproximacion que utilice ambos model os.

2.1.3.1.3.1 b-snakes

La utilizacién de snakes parametrizados mediante b-splines permite utilizar un pequefio
nimero de puntos de control (parte no paramétrica) y segmentos de curva generadas
mediante splines cubicos (parte paramétrica). De esta forma la curva se describe
mediante (ver Ec. 2.15- Ec. 2.20)

NB-l i X . .
rw=a ad (), ak:(ak,af)T Ec.251

k=0

utilizando la discretizacion mediante b-splines puede demostrarse que € término de
suavidad (Ec. 2.37) se define mediante :

a (b2 *d@ *r)(K)(d® *r)(k) Ec. 2.52

Kl z

donde * denota la convolucion discretay los nicleos b, ladiscretizacion del b-spliney

d® la segunda diferencia y puede por tanto calcularse de forma eficiente [Brigger
2000]. En dicho trabgjo se propone también controlar la suavidad de la representacion
de formaimplicitamediante el escalado de los b-splines:

Nt § . . 2.
rw=a aj'w, a=(@a), j"u=j,u/h-k) Ec.253
k=0

gue aporta resultados equivalentes alaformulacién de |os snakes con mayor eficiencia.

2.1.3.1.3.2 Modelos de elementos finitos

Este modelo semiparamétrico utiliza el método de elementos finitos (M.E.F.) y consiste
en una malla que se trata como s estuviera compuesta de material elastico. La técnica
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del Andlisis Modal proporciona un conjunto de deformaciones lineades del objeto
equivalentes a los modos resonantes de vibracion del objeto original. Méas
especificamente se define una funcion de forma polinomial de desplazamiento con

respecto a un conjunto nodos de referencia W, como
u(w) =H(w)U Ec. 2.54

gue permite calcular los desplazamientos de un punto w con respecto a conjunto de
nodos de referencia en w, por medio de una matriz de interpolacion H(w) y los
desplazamientos entre el conjunto de nodos de referencia presentes en la matriz U. Para

la mayor parte de las aplicaciones es necesario calcular latension e(w) debida a la
deformacion. Esta se calcula mediante:

ew)=B(w)U Ec. 2.55

donde B(w) es la matriz de desplazamientos debido a la tensién. Las filas de B se
obtienen mediante una combinacién adecuada de las filas de la matriz de interpolacion.
A partir de éstas se construye la matriz de masay rigidez:

M=qg HTHdV, K= c‘jBTCBdV Ec. 2.56
\Y \Y

donde r esladensidad delamasay C esla matriz de material que expresa laley de
esfuerzo-tension particular del material. De esta forma se pueden calcular los modos
naturales de vibracion del objeto mediante la resolucién del problema de autovectores
generalizado:

KT =MT H?, Q,H matrices de autovectoresy autovalores Ec. 257

y la energia de deformacion puede definirse como:

~

E, (W;M,,w,)=UTH2U, U=T"MU Ec. 258

donde U esta formada por |os desplazamientos entre el conjunto de nodos determinados
por w.

La malla proporciona un buen poder de representacion (debido a su naturaleza no
paramétrica) mientras que la matriz de interpolacion, que interpola un punto arbitrario
basado en los nodo de su entorno, actiia como un modelo paramétrico local que ayuda a
mantener el nimero de nodos en la malla pegquefio (debido a su natural eza paramétrica)
y mejorar la eficiencia del modelo.

2.1.3.2 Incorporacién de informacion a priori

La mayor parte de las representaciones mencionadas en la Gltima seccion estan
generadas a partir de modelos de deformacion local y permiten que € modelo se
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deforme con gran libertad. Sin embargo, para el reconocimiento de objetos es deseable
modelar cierto conjunto de formas y restringir su deformaciéon utilizando alguna
informacién del modelo. Por gjemplo, es deseable que un ojo deformado siga siendo un
0jo y no llegue a convertirse en otro objeto. Para ello es necesario afiadir restricciones
de forma explicita o implicita al modelo. Por giemplo en [Yuille 1992] se define una
plantilla paramétrica y especifica para dgunas formas. Por g emplo, una plantilla del ojo
consiste en dos curvas parabdlicas como la parte superior e inferior de este y un circulo
para € iris, y estd parametrizado por e centro y €l radio del circulo junto con los
coeficientes de la pardbola superior e inferior (Figura 2. 13). Bgo restricciones
generales, e modelo sigue siendo una plantilla del ojo aunque algunas realizaciones de
éste sean menos probables de ocurrir en la reaidad. Utilizando la misma idea, en
[Dubuisson 1996] puede encontrarse la utilizacién de un poligono deformable junto con
algunas restricciones para representar coches de distintos tipos.

1 Ejex
Irisy Pupila

/
ey (xy) | Ejey

Figura 2. 13 Plantilla deformable deun ojo [Y uille 1992]

En lugar de utilizar algiin conocimiento a priori para introducir restricciones en
el modelo, se puede utilizar el aprendizaje para automatizar este proceso. En [Cootes
1992] se encuentra el modelo de distribucién de puntos (MDP), que es basicamente un
vector formado mediante la concatenacion de las coordenadas x e y de un conjunto
ordenado de puntos. Basado en el MDP se genera una forma media 'y una matriz de
covarianzas del conjunto de modelos que aproximan de forma Gptima al conjunto de
muestras. Las componentes principales de la matriz de covarianzas con mayor
magnitud de los autovalores se extraen como los modos de deformacion posibley la
desviacion de la forma media del modelo se expresa entonces con una combinacion
lineal de dichas componentes principales. Adicionalmente, se pueden extraer perfiles de
intensidad del gradiente perpendiculares al modelo del contorno en los puntos
ordenados que forman el conjunto entrenamiento y obtener de estaformael perfil medio
del gradiente junto con su correspondiente matriz de covarianzas. Esto proporciona
atributos @l MDP'y lo hace un model o basado en caracteristicas. Este modelo asume una
distribucién unimodal de los pardmetros. En general, para un mejor modelado, se puede
utilizar una distribucion multimodal, como por €jemplo una mezcla de gausianas.

La mayor limitacion para construir modelos con aprendizaje es el requerimiento
de una gran cantidad de datos de entrenamiento. En el caso de tener un conjunto
limitado datos, la media y la matriz de covarianzas puede ser inicializadas utilizando
algin conocimiento a priori (sin entrenamiento). El entrenamiento se utiliza para gjustar
de formafinal modelo y por tanto se necesita mucho menos datos. Asi, se suele usar un
modelo MEF para la inicializacién y combinarlo con un modelo MDP durante el
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entrenamiento. De esta forma se obtiene un modelo hibrido que posee un mejor
rendimiento para conjuntos limitados de datos.
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Figura 2. 14 Uner entes cUNpUNENILES PITcIPales par é ulid Gar d | Luotes 1992)

2.1.3.3 Invarianza en modelos deformables

La invarianza de modelos deformables es un problema de considerable
importancia. La forma de lograr esta invarianza se lleva a cabo mediante la definicion
de un modelo implicito invariante o bien de forma explicita mediante la estimacién
directa de los parametros de la transformacion.

El modelo de contornos activos generalizados [Lai 1994] es un buen gemplo de la
utilizacién de modelos implicitos para conseguir la invarianza frente a transformaciones
afines. Utiliza una matriz de forma, definida de manera que sea invariante frente a
transformaciones afines, para representar los distintos objetos. Una aproximacion
similar [Blake 1998] utiliza el concepto general de espacio de formas para obtener
invarianzas sobre determinados subespacios lineales. En los métodos explicitos la
transformacion afin se estima directamente, aislando de esta forma la deformacion
global debida a la proyeccion para obtener la invarianza frente a punto de vista
Ejemplos de este tipo de métodos pueden encontrarse en [ Y uille 1992].
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2.2 Emparejamiento de Objetos basado en modelos

El proceso del emparejamiento de objetos intenta buscar una correspondencia entre
el modelo y la imagen. Para ello se dispone de una funcion de costo Eyu que
proporciona la bondad del ajuste del modelo especifico alaimagen. En el caso de tener
un modelo deformable la funcién de costo tiene un término de deformacién Eqer que se
une con el anterior para proporcionar una funcion de gjuste combinada. En general se
realizan algunos de | os siguientes pasos.

Deteccion de car acteristicas.
Se realiza un procesamiento de laimagen para detectar caracteristicas que seran
representadas.

Agrupamiento.

El objetivo de este proceso es el de producir grupos de caracteristicas que sean
mas informativos que las caracteristicas individuales, y por tanto produzcan un
mejor guiado en la seleccién y emparejamiento de model os.

I ndexado.

El problema de indexado consiste en seleccionar modelos para los que es
probable que se produzca un emparejamiento con las caracteristicas extraidas de la
imagen. El objetivo es evitar €l tener que realizar el proceso de emparejamiento para
cada uno de los model os.

Empar g amiento 0 “ matching”.

Dada una imagen y un modelo del objeto, ambas representados por sus
caracteristicas, €l objetivo es encontrar un emparejamiento entre los dos y estimar
como el modelo del objeto esta posicionado en la imagen. De todas las soluciones
factibles a problema del emparejamiento, se desea aquella que maximiza la medida
de gjuste alaimagen.

Aungue tanto € empargjamiento de modelos rigidos como el de modelos
deformables intentan optimizar una funcion de costo Ei. Los algoritmos de
empargjamiento utilizan diferentes técnicas. Esto es debido a hecho de que en el
emparejamiento de objetos rigidos, € espacio W; de valores del parametro w es un
espacio de pequefia dimensién coincidente con los grados de libertad de la
transformacion (ver Tabla 2. 2). Este espacio W, generalmente se define a través del
movimiento rigido definido en un espacio de formas S=L(H,w ) (ver Seccién 3.2.6)
definido por una funcion H y un modelo de referencia w . Asi puede escribirse de
formagenerd:

W ={w /w =H(x,w)} Ec. 2.59

Puesto que el espacio de pardmetros de la transformacion determinado por el vector x
es de bgja dimensionalidad €l emparejamiento rigido suele operar sobre dicho espacio.
Por tanto se separara el estudio del emparejamiento de modelos rigidosy deformables.
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2.2.1 Emparejamiento de modelos rigidos

En este caso, €l objetivo del proceso de emparejamiento es el intentar encontrar
en la imagen una transformacién rigida del modelo. Para ello se busca optimizar una
determinada funcion de gjuste Eqo: que en el caso rigido esigua aEgju(w, Mi, D).

2.2.1.1 Criterios de ajuste a la imagen

En € caso rigido es posible encontrar dos clases de criterios para la definicion
del gjuste del modelo alaimagen, el criterio de consistenciay |os basados en distancias.

Basados en consistencia
Este tipo de métodos estan basados en transformar el conjunto de primitivas del

modelo de referencia W, =(P1, P2 ,... Pn) mediante una transformacion rigida
H(X, W) =(H(X, P1), H(X, P2) ..., H(X, Pn)). Cada primitiva transformada se asigna
con una primitiva cercana de la imagen y la calidad del empargjamiento se evallia
mediante un escalar r ( H(X, P;)), generamente r vale 0 6 1. En este caso, S se
puede emparegjar la primitivar toma el valor 1y sino r toma € vdor 0. La
funcién de gjuste se define como:

Eaju(w, Mi, D)=max g r (H (x,R)) Ec. 2.60
i=1

Basados en distancia

Otro tipo de métodos de emparejamiento estén basados en el establecimiento de
métricas para conjuntos de puntos y por ello se suelen utilizar con primitivas
puntuales. Un gjemplo es la distancia dirigida de Hausdorff donde se parte de dos

conjuntos de puntos del modelo w=(p, , p,,... p,) €eimagen v =(q,,d, ,....q,) Y se
cacula

Equ(w, M;, D)=d(w ,v) = maxmind (p,q) Ec. 261
piw dv

con d una distancia entre puntos de ('. Otros tipos de distancias son posibles y se
revisaran en la Seccion 2.2.1.2.2.

2.2.1.2 Métodos de emparejamiento

Existe una gran cantidad de métodos en el caso rigido para € reconocimiento
basado en modelos. En esta seccion, se describiran los métodos mas importantes.
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2.2.1.2.1 Métodos basados en consistencia

L os métodos basados en consistencia se caracterizan por su énfasis en emparejar
de forma consistente las caracteristicas del modelo y la imagen. Este conjunto de
empargjamientos entonces determina la posicion del modelo. A continuacién se
discutirdn algunos métodos de emparejamiento junto con sus correspondientes
complgjidades. Para ello denotaremos por n a nimero de primitivas del modeloy ame
ndmero de primitivas de laimagen.

2.2.1.2.1.1 Arbol deinterpretacion

El méodo del arbol de interpretacion para el reconocimiento basado modelos
fue desarrollado por [Grimson 1987]. Este método usa modelos bidimensionales e
imégenes, cuyas primitivas son los segmentos de lineas, y busca rotaciones
bidimensionales y traslaciones en el espacio de transformaciones. EI método busca en
un arbol paraencontrar un conjunto emparejamientos ente las primitivas del modeloy la
primitivas de la imagen. El &bol de interpretacion es un arbol que tiene m+1 niveles,
donde cada nivel se corresponde con una de las primitivas de la imagen mas una
primitiva nula, y cada nodo en e arbol (excepto las hojas) tiene un factor de
ramificacion de n+ 1, correspondientes alas primitivas del modelo y alarama llamada
"primitiva nuld'. En cada nodo interno del &rbol, € agoritmo de busqueda intenta
encontrar un emparejamiento para la primitiva de la imagen correspondiente a nivel de
ese nodo. El camino desde ese nodo hasta laraiz corresponde a todos emparejamientos
ya se realizados. La busqueda intenta, en e caso de que sea posible, empargjar la
primitiva de la imagen con cada una de las primitivas del modelo. Para ello se verifica
cada primitiva del modelo para ver s es compatible con una primitiva de la imagen;
realizdndose un emparejamiento salvo en el caso de que no sean compatibles (por
giemplo, s sus longitudes son muy distintas). Si son compatibles, entonces se
comprueba ese emparejamiento, uno a uno, contra todos |os otro emparejamientos de la
solucién actual (es decir del camino de vuelta hacia la raiz). La forma de verificar que
dos emparejamiento son consistentes esta basado en la busqueda de una transformacion
gue lleve a las primitivas del modelo cerca de las correspondientes primitivas de la
imagen.

P nula

Ply

Pl

S . T8 0

Figura 2. 15 Arbol de interpretacion. Pl y PM denotan primitivas de la imagen y modelo
respectivamente.
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S el nuevo empargamiento es consistente (uno a uno) con todos
emparejamientos previos, se continua explorando el subarbol a partir de ese nodo. Si no
existe ninguna primitiva del modelo que pueda ser emparejada con la primitiva de la
imagen, debido a la inconsistencia con los emparejamientos previos, entonces la "
primitiva nuld" se empareja con la primitiva de la imagen. Siempre que se alcance una
hoja del arbol, se verifica € conjunto actual de emparejamientos para ver si existe una
consistencia global. La busqueda hasta ese momento solamente ha comprobado la
consistencia uno a uno, aunque esto no garantiza que todos los emparejamientos sean
consistentes bajo una determinada transformacion, ya que puede que no haya una
transformacion que lleve cada primitiva del modelo cerca de su correspondiente
primitiva en laimagen. Si no existe tal transformacion, entonces la hoja se rechazay la
busgueda vuele hacia atrés. La verificacion de la consistencia global no se realiza en
cada nodo debido a su poca potencia en la poda 'y su mayor costo computacional. La
principal desventgja de este método es que e peor caso su tiempo de egjecuciéon es
proporcional a tamafio de &rbol que es exponencial.

2.2.1.2.1.2 Alineamiento

El conjunto de técnicas de alineamiento se caracterizan por su estructura de
"hipotesis y verificacion". Esenciamente, estos métodos eligen un subconjunto (de
tamanio determinado) de las primitivas de la imagen y un subconjunto (del mismo
tamano) de las primitivas del modelo, y forman un empargjamiento entre dichos
conjuntos. Este emparejamiento se utiliza entonces para calcular un conjunto de
posibles transformaciones del modelo que lleva las primitivas elegidas sobre las
primitivas de la imagen. Los tamafios de los conjuntos de caracteristicas se eligen de
forma que e numero de posibles transformaciones sea una pequefia constante. Por
giemplo, si tanto el modelo y la imagen son conjuntos de puntos bidimensionales y el
espacio de transformaciones es €l espacio de rotaciones, traslaciones, y cambios de
escala, entonces los subconjuntos serian de tamafio dos. En este caso solamente existe
una transformacion que puede alinear el subconjunto de primitivas del modelo con el
subconjunto de las primitivas de la imagen. Una vez que se han elegido los
subconjuntos y se ha calculado el alineamiento, se verifican las transformaciones
mediante la proyeccion de las primitivas adicionales del modelo, para ver s estédn
suficientemente cerca de sus arrespondientes primitivas en la imagen. Si un nimero
determinado de primitivas del modelo est4 suficientemente cerca de algunas primitivas
de la imagen, entonces la transformacion se acepta; sino, se prueba con otro
subconjunto.

Hipotesis de transformacion Verificacion

Figura 2. 16 El método de alineamiento

39



Capitulo 2

El principal problema de este método es € de guste: pequefias variaciones la
posicién de los tres puntos emparejados puede |levar a grandes errores en la posicion de
los siguientes puntos del modelo. Su complejidad tiempo es también bastante elevada
on*m?).

2.21.21.3 Transformada de Hough

L os métodos basados en |a transformada de Hough, también llamados métodos
de agrupamiento de parametros, intentan calcular los pardmetros de la transformacion
del modelo mediante la generacion de un gran nimero de emparejamientos entre
subconjuntos del modelo y de la imagen, la determinacién del conjunto de
transformaciones que pueden haber generado tal emparejamiento (y a diferencia de los
métodos de alineamiento, este conjunto no tiene por qué contener un pequefio conjunto
de transformaciones sino que puede ser un subespacio del espacio de transformaciones
), y la construccion de un histograma en el espacio de parametros de transformacion
mediante la discretizacién de dicho espacio en celdas. Cada celda del subespacio
correspondiente a alguna transformacién de este conjunto se incrementa (se dice que
recibe un voto). Para buscar la transformacion Optima se busca en los maximos del
histograma (buscando |as transformaciones mas votadas).

A
3
o o0
o 00 2
() 00
[ )
%1 0 1 2

Figura 2. 17 Determinacion de la tradacién horizontal del modelo (izquierda) en laimagen (centro)
mediante € histograma (derecha) delatransformada de Hough.

Por gjemplo, en [Thompson 1987] puede encontrarse una aplicacion de esta técnica
se utiliza para resolver el problema de localizar un modelo tridimensional en un imagen
bidimensional, bagjo movimiento rigido en e modelo de perspectiva débil. Como
primitiva se utilizan pares de vértices. en este caso un par de vértice esta compuesto por
un vértice y dos de su aristas incidentes, junto con otro vértice (posiblemente distante y
no conectado). Un emparejamiento entre un par de vértices del modelo y de laimagen
determina una Unica transformacion que alinea esas dos primitivas. La imagen se
procesa para extraer aristas, y todos los posibles pares de vértices que se forman a partir
de esas aristas. Cada par de vértices del modelo se emparejan uno a uno con cada par de
vértices de la imagen; y se agrupan las transformaciones que se generan. Puesto que €l
espacio transformaciones es seis-dimensional, agruparlas en un histograma directamente
no es factible; en vez de ello, se agrupan en histogramas independientes: un histograma
bidimensional indexado por dos de los parametros rotacionales, un histograma
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unidimensional indexado por e tercer pardmetro rotacional y un histograma
tridimensional indexado por los tres parametros traslacién. Los histogramas se colocan
en cascada. Cada méximo por encima de un determinado umbral en e histograma
inicial bidimensional hard que se realice un histograma unidimensiona sobre las
transformaciones definidas por dicho méximo. Los méximos en ese histograma generan
finalmente, un histograma tridimensional cuyos méaximos se utilizan para determinar la
transformacion del modelo.

La principal desventaja de este tipo de métodos consiste en que no toda celda que
tenga un gran nimero de votos representa una solucion correcta. En algunos casos,
debido ala forma en la que se realiza la discretizacion del espacio de transformaciones,
una celda puede conseguir varios votos que no sean consistentes con una Unica
transformacion. Ademas, cuando la imagen contienen una gran cantidad de ruido, se
pueden generar agrupaciones aleatorias de votos, de forma que puede tenerse que
examinar una gran cantidad de maximos antes de que se encuentre una solucion
correcta. Por otra parte la complejidad computacional es también ata O(n*m?°) para
transformaciones afines.

2.2.1.2.1.4 Dispersion (Hashing) Geométrica

Laidea en la que se basa la dispersion geométrica parte de disponer de un modelo
bidimensional compuesto de puntos bajo la influencia de una transformacion afin,
entonces si se conoce la posicion de tres puntos del modelo en la imagen se puede
determinar dicha transformacion y por tanto la transformacién de los restantes puntos
del modelo. De hecho, si esos puntos se utilizan para definir el origen y una base para
localizacion de los restantes puntos del modelo y la transformacidn de esos tres puntos
se utiliza para definir el origen y una base en laimagen de para los restantes puntos del
modelo trasformado, entonces las coordenadas (en la base original) de un punto del
modelo son las mismas que las coordenadas (en la base transformada) de su posicion
transformada (Figura 2. 18). Estas coordenadas son por tanto invariantes bajo la
aplicacién de cualquier transformacion afin. N6tese que un punto cualquiera del modelo
puede tener varias coordenadas afines diferentes generadas a partir de bases distintas.

Esta invarianza de las coordenadas afines fue utilizada en [Lamdan 1988] para
localizar modelos bidimensionales en imégenes bidimensionales bajo la influencia de
una transformacion afin. También es posible utilizar este método para otro tipo de
transformaciones, por ejemplo para una similaridad solo se necesitan dos puntos para
definir unabase.

0.1
0.2) Q1,2) 12 o
o(11) oL
0.0
(0,0) (10) 10

Figura 2. 18 Invarianza de coor denadas frente a transfor macion de la base
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Utilizando la invarianza en las coordenadas, €l modelo es preprocesado para
producir una tabla de dispersion. Para ello se examina cada base y para cada una, se
determinan las coordenadas de todos |os demés puntos del modelo. Estas coordenadas
se introducen (convenientemente discretizadas) en unatablajunto con lainformacion de
que base los produjo. A continuacion se extraen primitivas basadas en puntos de la
imagen. Se eligen tres puntos de la imagen, y se calculan las coordenadas afines de los
restantes puntos de laimagen. Las coordenadas de cada punto se utilizan para buscar en
la tabla de dispersion y se determinan cuales son las bases correspondientes
incrementédndose una tabla de votacién (ver Figura2. 19). Si los 3 puntos de la imagen
fueron realmente las primitivas del modelo transformado, entonces la base que forman
serd una de las utilizadas para construir la tabla; y tal base deberia de ser determinada
siempre que uno de los restantes puntos del objeto se utilice para buscar en la tabla'y
por tanto deberia ser més votada que cualquiera de las otras.

Tablade dispersion Tablade votos
e > Base 0
1 [ [+ ... —>
....................................................................... >
——» e e
L ista dle votos paraun per de coordenadas> Base N

Figura 2. 19 Esquema de votacién para unabase

Si no todos los grupos de tres puntos de laimagen fueron parte del objeto, entonces
ninguna base se debe generar preferentemente; en este caso, se elige otra tripletay se
procede hasta que se localiza la base correcta. Los principales inconvenientes de este
método consisten en que |os errores en las coordenadas afines puede ser grandes incluso
con pequerios errores en las coordenadas de | as posiciones de | os tres puntos que forman
la base y que el niUmero de celdas en la tabla para buscar puede ser grande. Por otra
parte es posible tal y como ocurre en la transformada de Hough que se generen falso
positivos debidos a alineamientos aleatorios. La complejidad de este método es de
O(n*+m®) (asumiendo un costo unitario de examinar latabla de dispersion).

2.2.1.2.2 Métodos basados en distancias

Otra clase de agoritmos intentan optimizar una funcion de distancia (ver [Alt
1999], [Veltkamp 1999] para una revision y estudio de la complejidad computacional).
En esta seccion se asume que los elementos de w=(p, , p, ,... p,) Son un conjunto de

puntos del modelo que se desean empargjar con un conjunto de puntos

42



Reconocimiento y Seguimiento de Objetos basado en Modelos

v =(0,,9, .0, extraidos de laimagen D. El emparegjar los conjuntos de puntos
significaencontrar una correspondencia entre los puntos de w y los puntos de v.

2.2.1.2.2.1 Emparejamiento de cuello de botella

Supdngase que tanto w como v constan de n puntos y d(p,q) es la distanciaentre
dos puntos. La distancia de cuello de botella es e minimo de la distancia méaxima
d(p,f(p)) entre todas | as correspondenciasf uno auno entrew y v. Ladistancia puede ser
caculadaen tiempo O(n*2logn) s d esladistancia euclidea

Es de interés e caculo de la distancia minima para un grupo de
transformaciones para ello encontraremos la transformacion éptima fop: tal que d(f(w),
V) sea minimo. Para movimientos rigidos (traslacion y rotacion), se puede encontrar una
solucién en tiempo O(n®logn), mientras que para traslaciones Gnicamente, se puede
calcular el tiempo O(n°log?n).

En el caso de que sea posible la presencia de ruido, se considera el problema de
encontrar la distancia de cuello de botella menor entre todos emparejamientos uno a uno
entre k puntos de w y k puntos de v. Esta distancia puede ser calculada en O(m
logm+n®2logm).

2.2.1.2.2.2 Emparejamiento de minimo peso.

La distancia minimo total es e minimo de la suma de las distancias d(p,f(p))
entre todas las correspondencias f uno a uno entre w y v. Puede calcularse en tiempo

O(n?*®), donde e es la constante positiva que puede ser elegida arbitrariamente pequefia
mediante una el eccion apropiada de otras constantes del algoritmo.

2.2.1.2.2.3 Emparejamiento uniforme.

La distancia més uniforme es el minimo entre todas las correspondenciasf uno a uno
entrew y v de ladiferencia entre el maximo y e minimo de las distancias d(p,f(p)). Este
empargjamiento se [lama también emparejamiento balanceado. La distancia puede ser
caculada en tiempo O(n'*3logn). El problema de encontrar |a distancia uniforme més
pequefias entre todos emparejamientos uno a uno utilizando k puntos dew y k puntos de
v tiene lamisma complgidad

2.2.1.2.2.4 Emparejamiento de minima desviacion.

El empargamiento de minima desviacion es e minimo sobre todas las
correspondencias f uno a uno entre w y v de la diferencia entre el maximo y la distancia
media d(p,f(p)). Este emparejamiento puede ser calculado en tiempo O(n'?**¢).
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2.2.1.2.25 Distancia de Hausdorff

En muchas aplicaciones, no todos los puntos del conjunto w tienen que tener
correspondencia en v, debido a la oclusion y a ruido. Tipicamente, los dos conjuntos
tienen tamafo distinto, de forma que no existe una correspondencia uno a uno entre
todos los puntos. En este caso, una medida de disimiliaridad que se utiliza es la
distancia de Hausdorff. La distancia de Hausdorff para conjuntos de puntos finitos se
describe como sigue: la distancia dirigida de Hausdorff d (w,v) se define como e
maximo sobre todos los puntos de w de las distancias a un punto de v. La distancia de

Hausdorff d(w,v) esel maximo de d (w,v) y d (v,w):
dw ,v) =max(d(w ,v),d(v,w)}  dw,v)= maxmind(p,q) Ec. 262
plw gl v

esta distancia puede ser calculada utilizando diagramas de Voronoi en tiempo
O((n+m)log(n+my)).

La traslacion que minimiza la distancia de Hausdorff puede ser determinada en
tiempo O(mn(log(mn)?) si la métrica es L; 0 Ly. Para e uso de la métrica L, p=2,3...
puede ser calculada en tiempo O(mn(m+n)a(nm)log(n+m)) (a(n) es la inversa de la
funcién de Ackerman).

Dado un valor rea e, decidir s hay un movimiento rigido (traslacién y rotacion)
de forma que la distancia de Hausdorff sea menor que e, puede ser calcularse en tiempo
O((m+n)mn?log(mn)). El célculo del valor éptimo se hace en O(m+n)®log(m+n)). El
célculo la distancia éptima aproximada bajo movimiento rigido puede ser €l hecho en
tiempo: O(m+n)log(n+n))

Distanciade ::I-'-'*- ~~~~~ -,
Haussdorf

Figura 2. 20 Distancia de Haussdor f entre dos conjuntos

2.2.1.2.2.6 Subdivision del espacio de transformaciones

El empargamiento de conjuntos de puntos finitos, de imégenes, bajo
tradaciones y escaado se hace [Huttenlocher 1993] dividiendo e espacio de
transformaciones. En vez de utilizar la distancia de Hausdorff, se utiliza la distancia
parcial de Hausdorff, que es é maximo de las dos distancias parciales dirigidas de
Hausdorff:

d,w,v) = max(d, (W ,v),d, (v.w)) dw,v)=k- ésmomind(p,q) Ec. 263
pl w q v
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ladistancia parcial de Hausdorff no es una métrica puesto que no cumple la desigualdad
triangular. El tiempo de g ecucion depende de la profundidad en la division del espacio
de transformaciones.

2.2.1.2.3 Métodos de emparejamiento de contornos

El hecho de que un contorno esté compuesto de puntos hace que sea posible
aplicar para su reconocimiento cualquiera de los métodos anteriores. No obstante, los
conceptos de similitud entre puntos no son necesariamente buenas medidas de similitud
entre contornos. Por otra parte, €l alto costo computacional del empargjamiento de
puntos hace aconsgjable el desarrollo de técnicas especificamente dedicadas a
contornos. En esta seccion se hard un breve resumen de las principales técnicas, y su
dominio de aplicacion.

2.2.1.2.3.1 Cdbdigos de cadena

Debido a la alta sensibilidad al ruido del codigo de cadenay a hecho de que
cambios arbitrarios en escala y rotacion cambian su descripcion, esta representacion no
se suele utilizar en problemas de reconocimiento sino como un paso intermedio para la
utilizacion de otras técnicas. Sin embargo, es posible su utilizacion cuando los
contornos no tienen una excesiva complegjidad. Por gemplo en [Parizeau 1998] se
emplean los cédigos de cadena para el reconocimiento de digitos. El proceso de
reconocimiento esta basado en la comparacion de las cadenas correspondientes a los
diferentes digitos por medio de la distancia de edicion. Por medio de esta distancia se
comparan dos cadenas mediante la asignacion de un coste a las operaciones elementales
de insercién, borrado y cambio que permiten transformar una cadena en otra. Utilizando
algoritmos genéticos se calcula el costo Optimo de dichas operaciones obteniéndose
errores de reconocimiento del orden del 10%.

2.2.1.2.3.2 Aproximaciones poligonales

Unatécnica para el emparejamiento de aproximaciones poligonales es la basada
en la distancia de Hausdorff. Dados dos poligonos con n 'y m vértices respectivamente,
la distancia minima de Hausdorff bagjo traslaciones se calcula en tiempo O( (mn)?
(log(m+n)*)). Debido a la ata complejidad, tiene sentido implementar algoritmos de
aproximaciéon para encontrar una transformacion que proporcione una distancia de
Hausdorff a un nimero constante de veces la distancia Optima. Para emparejamientos
bajo traslaciones esto puede hacerse en tiempo O((ntn) log(m+n)) para un factor

1++/2 . La distancia minima de Hausforff incl uyendo rotaciones puede calcularse en
tiempo O( (mn)* (mtn) (log(mtn))), por tanto es de interés obtener también un
algoritmo aproximado. Este puede obtenerse en tiempo O( (mn) log(mn) log' (mn))™.

! La notacién O(log'(n)) es @ numero de veces que debe aplicarse e logaritmo a n para obtener un
ndmero menor que launidad y es una funcién de crecimiento muy lento.
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2.2.1.2.3.3 Firmas

Existen diferentes tipos de empargjamiento de firmas puesto que éstas pueden
ser definidas de formas distintas. Sin embargo todas ellas estdn basadas en la
minimizacion de alguna medida de disimilaridad entre funciones unidimensionales. Asi
por giemplo para la signatura de O’ Rourke (Ver Seccion 2.2.1.2.3.3), € algoritmo de
optimizacion esta basado en la deformacién de las signaturas para ajustar una a la otra
[Kruskal 1983]. Utilizando programacion dinamica puede llevarse a cabo en tiempo
O(nm).

2.2.1.2.3.4 Transformadas de Fourier del contorno

De las distintas formas de calcular la transformada de Fourier del contorno, las
més utilizada son los coeficientes de la transformada eliptica (Ec. 2.12). El
empargjamiento se lleva a cabo mediante la normaizacion previa frente a
transformaciones ( punto de inicio, rotacion, traslacion, escalado) de los coeficientes
para posteriormente calcular la distancia L, de las descripciones del contorno con los del
resto de los modelos mediante cualquier clasificador estandar. En [Park 1999] puede
encontrarse una aplicacion de esta técnica con un porcentgje de éxito del 80 a 90%. El
principal inconveniente consiste en que los coeficientes son globales y por tanto todos
los coeficientes son sensibles frente a oclusiones. No obstante se han realizado intentos
de emparejamiento con oclusiones [Gorman 1988], donde |os contornos se segmentan y
cada segmento es descrito mediante la transformada eliptica. Utilizando técnicas de
programacion dindmica se busca el emparejamiento 6ptimo con oclusiones.

2.2.1.2.35 Métodos basados en b-splines

Existen diversos métodos de emparejamiento basados en b-splines. EI més
sencillo consiste en € célculo de invariantes (Ec. 2.24) a partir de la representacion de
la curva mediante b-splines. En [Jacob 2000] puede encontrarse como redlizar éste
célculo de forma eficiente utilizando el teoremade Green.

Figura 2. 21 Puntos dominantes extraidos del contorno. Factor de compresion 15.17. Error medio
0.0057 (de [Wang 1997])
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Otra aproximaciéon a reconocimiento esta basada en la deteccion de puntos
dominantes en el contorno [Wang 1999] en el cual se calculalaimagen del espacio de
escalas de la curvatura (ver Seccién 2.1.2.2.6) utilizando una descripcion de la curva
mediante b-splines (Figura 2. 21). Posteriormente puede aplicarse cualquier técnica de
emparejamiento de puntos (Seccion 2.2.1.2) o emparejamiento en €l espacio de escalas.

2.2.1.2.3.6 Métodos en €l espacio de escalas

Este tipo de métodos de emparejamiento estan basados en la busqueda de una
correspondencia entre la informacion a varias escalas del contorno. En [Ueda 1993] se
propone una a goritmo basado en |os segmentos determinados por puntos de inflexion a
multiples escalas extraidos de un contorno. Utilizando esta informacion se redliza la
busqueda de la correspondencia entre | os di stintos segmentos de ambos contornos desde
la escala més fina a la mas gruesa mediante €l reemplazo de un nimero impar de
segmentos consecutivos en una escala més fina por otro en una escala mas gruesa. El
emparejamiento Optimo es equivalente ala busgueda de la correspondencia dptima entre
segmentos de forma que la suma de las diferencias a multiples escalas sea minimo y se
resuel ve mediante programacion dinamica.

Figura 2. 22 Empar g amiento a multiples escalas (de [Ueda 1993])

Otra aproximacion multiescala utiliza el espacio de escalas de curvatura [Moktharian
1996]. Para ello se extraen los maximos de los contornos determinados por los cruces
con cero de la curvatura 'y se determina la traslacion éptima entre los dos espacios de
escala de forma que el mayor nimero de méximos del modelo estén en un entorno de
los maximos de laimagen

+
+=
]

El

+ -+ +
+ B ok

Figura 2. 23 (lzquierda) Contornos a emparejar, (Derecha) Emparejamiento en € espacio de
escalas. (de[Moktharian 1996]).
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2.2.1.2.3.7 Transformadas wavelet del contorno

La transformada wavelet de contorno también puede utilizarse en problemas de
reconocimiento. En [Cheick 2000] se propone utilizar e médulo maximo de la
transformada en el espacio de escalas de la descomposicion mediante wavelets para el
reconocimiento. Para ello, en cada nivel de la transformada, se calcula un valor de
similitud en cada nivel de descomposicién basado en comparar si dos maximos estan
suficientemente cerca y la diferencia de sus magnitudes se sitlan por debajo de un
umbral. Para hacer robusto el proceso de emparegjamiento no se utilizan todos los
niveles de la transformacion sino Unicamente |os asociados a escalas mas burdas de las
funciones wavelets. Los autores obtienen resultados comparables a la descomposicién
del espacio de escalas (seccion anterior) en un tiempo menor.

Otras técnicas incluyen un algoritmo de emparejamiento basado en el célculo de
la transformada continua mediante wavelets [Yoon 1998] que permite abordar
problemas con cambio de escala y oclusion. Finamente en [Tieng 1997] puede
encontrarse un algoritmo de emparejamiento invariante frente a transformaciones afines
mediante wavelets utilizando una variacion de latécnica del médulo méaximo.

2.2.2 Emparejamiento de objetos deformables

A continuacion se exponen el conjunto de técnicas para el emparejamiento de
objetos deformables haciendo énfasis en las distintas formulaciones de la funcion de
gjuste y en los diferentes procedimientos de optimizacion.

2.2.2.1 Criterios de ajuste a la imagen

El criterio de guste a laimagen, que mide la discrepancia entre los datos 'y el valor
actual del modelo, proporciona una guia paraque la deformacion del modelo se gjuste a
los contenidos de la imagen. Existe muchos criterios diferentes para objetos
deformables en la literatura que puede ser simplificado en cuatro clases: basados en
imagen, basados en bordes, basados en regiones y basados en movimiento.

Basados en laimagen.
Este criterio busca € gjuste del modelo a “pixeles’ de ata intensidad. Para ello se
define unafuncion de gjuste a los datos como:

EajuL(W;Mi!D)z_é||(pk(W;D))| Ec.2.64
k

donde I(p ; D) denota laintensidad delaimagenD enpy { px(w)," k} denotala posicién
de las coordenadas del model o definidas por w.

Basados en bordes.
Se utiliza cuando los bordes de laimagen son las caracteristicas de interés, y se definen
utilizando el gradiente de lafuncion deintensidad:
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EajuZ(W M,,D) =- é. |G( P (W ;D))| Ec.2.65
k

donde G(p; D) denota el gradiente de laimagen D en p.
Si se desea utilizar también la direccion del gradiente puede definirse como:

Ejs(W;M;,D)=- é. |1' h,G(p, (w ;D))| Ec. 2.66
k

donde h, es e vector normal en p(w). Para hacer que e modelo favorezca regiones de
gradiente constante, puede definirse:

Eaju4(W ;M ;,D) :-é

k
con G € valor medio del gradiente sobre los puntos del modelo.

G(p,(w ;D)) - §| Ec. 2.67

Basados en regiones.
En este caso se busca llevar e modelo hacia regiones con niveles de gris homogéneos.
Este criterio puede definirse como:

EajuS(W M;,D) =- é. |H(pk(W ;D))| Ec.2.68
k

donde H esla funcion indicador de los “pixels’ de la region que pueden ser calculados
mediante algun algoritmo de segmentacion.

Basados en primitivas
Se pretende llevar a las primitivas hacia sus correspondientes posiciones en la imagen.
El criterio puede definirse como:

E.wW;M;,D)=-Q |r 4P (p,(W;D))| Ec. 2,60
kI

donde P, representa el mapa de distancias de las primitivas del tipo | y ry es €
coeficiente de pertenencia de la primitivalocalizada en pi(w) alaclase |.

Basados en movimiento
Se utilizan para el seguimiento de objetos deformables que se mueven en una secuencia.
Puede definirse como:

Eaju7(W M,,D) =- é. M, (pc(w ;D)) Ec.2.70
k

donde My es una funcion indicador delos“ pixeles’ que se mueven.

Términos adicionales
En algunos problemas se han utilizado algunos términos adicionales para mejorar €l
rendimiento. Por jemplo, optimizar Eqer1 SIN ninguna fuerza externa hace que el modelo
se colapse a un punto. Para evitarlo, puede utilizarse una fuerza de inflado que lo evita
como:
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E.u(W;M;,D) =- Aw) Ec.271

donde A(w) es € dreadel contorno del modelo definido por w.

2.2.2.2 Regularizacién

Ladeformacion del modelo Eqer Y € gjuste alos datos E4jy Son generalmente dos
criterios en conflicto y es necesario establecer un compromiso entre ambos. La forma
mas usua es definir una funcion criterio que sea una combinacién de ambas. Tal
técnica, se llama regularizacién, y se ha utilizo durante mucho tiempo para tareas en
Visién por Computador [Poggio 1985]. Para ello se suele recurrir por simplicidad a una
suma pesada de los términos de deformacién y guste mediante un pardmetro de
regularizaciontt .

Etot(w 1 ;Mi’D’V\_Ii) =t Edef (W ;Mi’\l\_li)+Eaju(W ’Mi7D) Ec.2.72

Desde € punto de vista de la regularizacion, la extraccion de contornos u objetos
de unaimagen, es un problema mal definido, es decir, tiene insuficientes restriccionesy
no tiene una tnica solucion. Eqe actlia como un regularizador para hacer que e proceso
de laextraccion o el emparegjamiento se convierta en un problema bien definido.

La determinacién del valor del pardmetro t es importante para un buen
empargamiento. Si t es muy pequefio, Eqer domina, 1o que implicaque el modelo no se
deformard mucho y el gjuste a los datos sera pobre. Por € contrario si t es muy grande
Eaju dominardy € resultado serd muy sensible al ruido. En la mayor parte de los casos,
el valor de t se determina de forma empirica. Para hacer e proceso mas robusto, se
varia de un valor grande a pequefio [Yuille 1992], se utiliza validacién cruzada
[Shahraray 1989] , o técnicas bayesianas [ Cheung 1995].

2.2.2.3 Métodos de emparejamiento

El emparejamiento de model os deformables se lleva a cabo mediante la optimizacion de
la funcion criterioE,,. Puesto que en la mayoria de los casos, la funcion criterio tiene

una gran cantidad de minimos locales, se necesita un agoritmo de optimizacion local
con unabuenainicializacion o en otro caso un buen algoritmo de optimizacion global.

2.2.2.3.1 Inicializacion

Tal y como se ha mencionado, una buena inicializacion es muy importante para
optimizar un mundo funcion criterio de gran complejidad y no lineal, que normal mente
contiene una gran cantidad de 6ptimos locales sin importancia. La mayor parte de las
aproximaciones asume que es la interaccién con el usuario la que permite que éste de
forma manua cologue e modelo cerca de las zonas de interés. Por gemplo en
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[Neuenschwander 1994] se comienza con una“snake” completa cuyos puntos finales se
localizan de forma precisa en algunas posiciones deseadas. Entonces, la fuerza de la
imagen entra en efecto progresivamente, comenzando a partir de los dos puntos finales.

Aungue estas aproximaciones evitan una gran cantidad de extremos locales,
fallan, sin embargo, en casos con una gran cantidad de ruido. Otras aproximaciones
incluyen la transformada generalizada de Gauss [Lai 1994] o los momentos del
contorno [Blake 1998].

2.2.2.3.2 Optimizacion

La parte principal en el proceso de emparejamiento de model os deformables es
lade la optimizacion. Se han desarrollado diferentes métodos de optimizacién con éxito
dispar. En generd, si € énfasis se hace en € meor rendimiento del emparejamiento,
deben elegirse métodos de optimizacion global. En otro caso, para reducir la
complejidad computacional con propositos précticos, es necesario utilizar métodos de
optimizacion local. Por otra parte, la optimizacion a multiples escalas se muestra como
un buen compromiso entre los métodos globalesy locales.

2.2.2.3.2.1 Optimizacion local

Los métodos de gptimizacion loca intentan determinar una mejora de la funcién de
gjuste a partir de la informacién proporcionada por una estimacién inicial. Pueden
dividirse en continuosy discretos.

M étodos de optimizacién continuos.

Para minimizar la funcion criterio para la emparejamiento del modelo, el método
mas simple con el que se puede empezar es € método del gradiente. Si se utiliza la
formulacién de los snakes, el proceso es equivaente a resolver la ecuacion de Euler-
Lagrange:

2
itwr) 9 (V\;zf) + RE =0 Ec.2.73
ﬂS ﬂS fuerzaexterna

fuerzasinternas

Para mejorar la convergencia, pueden utilizarse el método del gradiente conjugado
0 el método L evenberg-Marquardt [Xie 1994].

M étodos de optimizacion discretos

Los métodos mencionados anteriormente utiliza coordenadas bidimensionales x e y
como &l dominio del problema. De forma aternativa, algunos métodos trabajan en una
malla discreta sobre la imagen discretizada. Por gjemplo, en [Williams 1992] se utiliza
un modelo inicial del contorno, definido por unalista ordenada puntosy se colocan unas
ventana de blsgueda sobre cada punto. Utilizando un algoritmo “greedy” o avido, se
realiza una blsgueda secuencia en cada una de las ventanas se para optimizar la
funcion criterio.
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Figura 2. 24 Optimizacion discreta mediante ventanas de busqueda.

2.2.2.3.2.2 Optimizacién global

L os métodos de optimizacién local solo pueden dar soluciones subéptimas. Para
ser capaces de resolver e problema de forma Optima, se necesitan métodos de
optimizacion global, como por gemplo € “simulated annealing” [Kervrann 1994] o
algoritmos genéticos [Lanitis 1993] . De forma dternativa, utilizando una malla discreta
sobre la imagen se han utilizado también técnicas de programacion dinamica [Geiger
1995] o & algoritmo A* [Cooper 1979]. La optimalidad de estos algoritmos depende del
tamafio de la ventana de busqueday de laresolucion de lamalla.

2.2.2.3.2.3 Optimizacion multiescala

La optimizacion global es un problema computacionalmente costoso. La
optimizacién multiescala [Lai 1994], [Brigger 2000] parece una buena aproximacion
puesto que, por una parte, puede evitar una gran cantidad de minimo localesy al mismo
tiempo el costo computaciona que se requiere es mucho menor que el de los métodos
globales.

2.2.2.3.2.4 Soluciones analiticas

Es de resatar que algunas implementaciones son capaces de ofrecer soluciones
analiticas. Por ggemplo los MEF utilizados en [Pentland 1991] son capaces de obtener la
solucion siempre que los datos de entrada a la imagen estén distribuidos en los nodos a
la hora de la formulacion del modelo. En [Blake 1998] puede encontrarse otro g emplo
de solucion analitica mediante la definicion cuadrética de las funciones de deformacion
y guste.

2.2.2.4 Interpretacion Probabilistica

Es interesante sefidlar que tal y como han sefialado muchos investigadores [Staib
1992], [Dubuisson 1996], [Blake 1998], € empargamiento de modelos deformables
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puede ser formulado como la estimacion maximo a posteriori (MAP) con una adecuada
formulacién probabilistica.

Desde un punto de vista probabilistico, la deformacion de un modelo Mi(w),
cuantificado por Eqef(w, Mi, W), puede ser interpretado como la incertidumbre de que
se deforme de un modelo de referencia Mi(w ). El desgjuste a los datos Eaju(w, Mi, D)

puede ser interpretado como la incertidumbre de que los datos de la imagen D
provengan reamente del modelo Mi(w). Mediante la distribucion de Gibbs, estas
incertidumbres pueden ser representadas como probabilidades, siendo Ege una
distribucion a priori de los parametros del modelo y Egj, unafuncion de verosimilitud de
los datos de laimagen. Mediante la regla de Bayes, Eo: Se corresponde a la distribucion
aposteriori. Es decir:

Probabilidad a priori :

P(W It ;Mi!V\Ti ) M exp(-t Edef (W M i !V\Ti))
Funcién deverosimilitud Ec.2.74
P(D|w .M )t exp(- E,,(W:M,,D))

Distribuci 6n a posteriori
P(W ID,t M i 1VT|) M eXp(' Etot(W M i !D!V\Ti))

Por tanto hallar el minimo de Ei: es equivaente a hallar e estimador méximo a
posteriori (MAP) de P(w |D,t;M ,w ) conrespectoaw.
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2.3 Clasificaciéon de Objetos

La forma mas sencilla de redlizar la clasificacion basada en model os consiste en
realizar un emparejamiento de todos los model os con laimagen, calcular alguna funcién
discriminante Z para cada uno de ellos y elegir como candidato a aguel modelo que
proporcione un mejor valor.. En general las funciones discriminantes estén basadas en
cuatro tipos [Cheung 1998], funciones especificas, funciones de gjuste, probabilidad a
posteriori de los modelos y medidas basadas en clasificadores discriminantes.

2.3.1 Funciones especificas

Mediante e conocimiento de alguna de las caracteristicas del problema es
posible determinar algunas funciones de ajuste especificas. Por egemplo en [Burr 1981]
se utiliza una distancia basada en las incompatibilidades posicionales y direccionales
entre los modelos y los datos para la clasificacion. Otra aproximacion consiste en
analizar la distribucion espacia de las partes de los model os no emparejadas para inferir
unaoclusién por otro objeto [Breuel 1993].

2.3.2 Funciones de ajuste combinadas

Ladiferencia principal entre la utilizacion de la funcién de gjuste combinada Eqo
y una funcién especifica es que ésta ademés de para la clasificacion sirve también para
el empargiamiento. Esto proporciona € medio de integrar € emparegjamiento y la
clasificacién en un Unico médulo. Este es e método més utilizado en la practica [Lades
1993], [Dubuisson 1996], aungue no esta justificado tedricamente.

2.3.3 Probabilidad a posteriori de los modelos

Una forma de clasificacion justificada tedricamente es comparar las
probabilidades a posteriori para los distintos modelos P(M;| D). Si todas las clases son
iguamente probables e maximizar P(Mi| D) es equivalente a maximizar P(D| M;).
Utilizando laregla de Bayes este término puede expresarse como:

- PO Iw M )P [t:M,)
P(DIM,)_O P(WID,t;Mi)

P(t IM I)d.t Ec. 2.75

De la ecuacion puede inferirse que si se pudierareadlizar laintegral de forma analitica no
haria falta resolver e problema de empargamiento y halar € valor éptimo de los
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parametros presentes en w . En la préctica sin embargo o bien la integral no se puede
resolver analiticamente o bien es muy costoso resolverla computacionalmente. En
general se suele utilizar e valor optimo w . para calcular una aproximacion [MacK ay
1992].

2.3.4 Medidas basadas en clasificadores

Una forma de evitar que la falta de precision en e modelado y la formulacion de
la funcién discriminante afecte a rendimiento del clasificador es la utilizacion de los
valores de Eqer Y Eqju para distintos modelos y utilizarlos en unared neuronal [Williams
1994] o un clasificador estadistico. El rendimiento del clasificador se optimiza durante
la fase de entrenamiento de forma que pueden reducirse las imprecisiones en la
descripcion del modelo. Las limitaciones de esta metodol ogia consisten en la necesidad
de un gran conjunto de datos para entrenamiento y la necesidad de un reentrenamiento
de lared cadavez que se afiade un nuevo modelo.
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2.4 Seguimiento de Objetos basado en modelos

El movimiento es una fuente de gran importancia en la variacion temporal que se
encuentra en la secuencias de imagenes. Esta variacion es inducida por € movimiento
de los distintos objetos en una escena tridimensional y por €l movimiento dela camara.

Lavariacion temporal de la posicion de los objetos en una secuencia hace que en
muchas circunstancias sea necesario €l seguimiento de un objeto o nimero de objetos a
lo largo de dicha secuencia. Un gjemplo puede ser el seguimiento un objeto en tareas de
manipulacion, vigilancia, conduccion automética, etc.

Existen dos aproximaciones fundamentales a seguimiento de objetos. La
primera no utiliza modelos y esta basada en el campo de flujo Optico ( ver [Stiller 1999]
para una revision) es decir, un campo sobre la imagen que proporciona la velocidad de
cada punto de ésta. A partir de esa informacion se puede inferir el movimiento, la
estructura, 0 ambas para todos |os objetos de laimagen. La segunda aproximacion esta
basada modelos y puede definirse como la actualizacién de la configuracion, en e plano
de laimagen o en e espacio tridimensional, de valor especifico del modelo del objeto
Mi(w;) alo largo de una secuencia de imégenes. Dado que los modelos de los objetos
estdn compuestos de primitivas y de las relaciones entre éstas, € seguimiento de
primitivas, es un elemento fundamental en el problema del seguimiento de objetos
basado en modelos. Las relaciones entre las primitivas existentes en el modelo, como
por gemplo, que las primitivas pertenecen a un objeto rigido, o que las primitivas
determinan la forma de un contorno bidimensional, permiten una mayor consistencia en
la estimacion dado que las relaciones entre éstas restringen los posibles resultados del
problema.

De acuerdo a tipo de movimiento que realizan los objetos, su evolucion
temporal puede clasificarse de acuerdo a siguiente esquema [ Kambhamettu 1994]:

Movimiento

Rigido No Rigido

) Restringido Generdl
Articulado

Figura 2. 25 Tipos de movimiento (de[Kambhamettu 1994])

En esta seccién se abordarén los movimientos asociados a los tipos de modelos que se
han presentado en las secciones anteriores, e movimiento rigido (asociado al modelo
rigido) y el movimiento elastico (asociado a modelo deformable).
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2.4.1 Cuestiones basicas del seguimiento basado en modelos

En e proceso del seguimiento de un objeto basado modelos se pueden
identificar una serie de pasos que en todo o en parte presentan la mayoria de las
aplicaciones. Estos son, tal como puede verse en la siguiente figura, la prediccién,
deteccidn y emparejamiento, y actualizacion de los parametros del modelo.

. Deteccion y Actualizacion de
Prediccion | empargjamiento |—p]| los pardmetros del
de primitivas modelo _‘

Figura 2. 26 El bucle de seguimiento

o bien siguiendo la notacion de la Seccién 2:

Determinar HaIIarV\7t = Cdcular
Wt - F(t) (Wt'l) B ag minEtOt(t)(Wt’tt’Mi’Dl..t’WAt-) > F(t+l)'
i Etot(t+ 1), _‘

Figura 2. 27 Notacién del bucle de seguimiento

Cada uno se estos pasos realiza:

Prediccion delalocalizacion

Puesto que las primitivas son generalmente densas espacio-tempora mente,
mantener € seguimiento en la posicion y velocidad de una primitiva a lo largo del
tiempo Ileva generalmente a una mejor prediccién de la localizacién de la primitiva
en la siguiente imagen de la secuencia Existen muchos modelos para €
comportamiento dinamico de las primitivas, con € balance habitual entre calidad de
laprediccién y complejidad computacional .

Deteccion y seguimiento de primitivas

Independientemente del modelo que se utilice para la prediccion de la posicion
de las primitivas en la imagen, una vez que se calcule la posicion de las primitivas
en laimagen, debe haber alglin proceso para buscar |as primitivas correspondientes
en la imagen. El problema de la correspondencia se ve simplificado debido a la
presencia de la prediccion permitiendo técnicas locales de busgqueda. En efecto, la
prediccion limita e conjunto de posibles primitivas en la imagen con las que es
posible emparegjar una primitiva del modelo a una determinada region alrededor de
la posicion predicha simplificando por tanto €l proceso de emparejamiento.

Actualizacién de los par ametr os del modelo
El ultimo paso del bucle lo constituye la utilizacion de la nueva posicion del
objeto para realizar una actualizacién de los parametros que determinan la
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prediccion espacial de la primitiva, la funcion de gjuste total en la siguiente imagen
teniendo en cuenta la calidad de la solucion conseguida por € proceso de
empargjamiento y los parametros de regularizacion. En general para esta
actualizacion de utilizan técnicas probabilisticas (ver Seccién 2.4.1.1) como en filtro
de Kalman o similares.

2.4.1.1 Utilizacioén de técnicas probabilisticas

La utilizacion de técnicas probabilisticas es comin en lo métodos de
seguimiento porgque proporcionan un marco tedrico para la determinacién de las
incertidumbres inherentes al proceso de seguimiento y define una metodologia para
integrar el proceso de toma de medidas en laimagen con el modelo dindmico del objeto.

2.4.1.1.1 Esquema general

La aproximacion probabilistica del problema de seguimiento, al igual que en €
caso del estudio de deformaciones, asume que cualquier cantidad de interés debe
estimarse de la probabilidad a posteriori de w; que define un valor especifico del
modelo dada la secuencia de imégenes D, ; hasta tiempo t. Debe por tanto calcularse la
distribucién P(w; | D1:). El esquema que se muestra a continuacion permite una
estimacion recursiva de dicha distribucién de probabilidad. Paraello se asume:

1. Se dispone de una distribucion de probabilidad que describe la variacién del vector

de parametros en € tiempo. Ademas el conjunto de estados w; ; forman una cadena
de Markov, es decir

P(wt | W1_t-1)=P(W¢ | Wi.1) Ec. 2.76

2. Sedispone de unadistribucién de probabilidad que describe los datos observados de
laimagen Di: en funcion del vector wi . Ademés se asume que los datos de la
imagen son condiciona mente independientes de la evolucion de los parametros, es
decir:

PDwi|wi)= 0O PO, |w,) Ec.2.77

r=1.t

Entonces puede demostrarse que [ Doucet 2000]:
P(wi | D1.)u P(Dt [ wy) P(wi | D1 t-1)= Ec.2.78

P(Dt |Wt) C Wt |Wt-l)P(Wt-l|Dl..t-l)th-l

t-

lo que permite unaformulacion recursivadel proceso de estimacion.
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2.4.1.1.2 El filtro lineal de Kalman

En el caso de que las distribuciones anteriores sean lineales y gausianas aparecen las
ecuaciones del filtro de Kalman. Si el modelo dinamico y de medidas cumple:

Wi | We1 ~ N(Gwi.1, Uy), D] Wy~ N(Fewy, Vi) Ec. 2.79

entonces:

Wea| Dyta ~N(W _;,St1), Wi Dita~N(W |, Gt St G/) W, =GiW,, Ec 280

y por tanto:
Wi D1t ~N(W ;| + K&, Ri- KiFt Ry) Ec. 281

lo que permite una estimacion recursiva de |os parametros:

=Gw , ,+K.e Ec.2.82
= Rt - KtFth

W
S,

donde K; es |a “ganancia de Kaman”, & es €l error de predicciéon y R; esla covarianza
del vector de parametros antes de la observacion.

Estas cantidades se cal culan también de forma iterativa como:

_ T T)1

Kt = RtFt @t +Ft RtFt )

€ = Dt - FthW t-1 Ec. 2.83
Rt :GtSt-thT +Ut

Para aplicar estas ecuaciones es necesario conocer los parametros Gi, U, Fi, y Vi, Y
realizar una estimacion inicia de la media del vector de pardmetros y su matriz de

covarianzas, W , Y So. Después las ecuaciones proceden de formarecursiva.
En este caso, de acuerdo con lanotacion del inicio del Capitulo 2

Wt- = Fop (Wt-l) :Gtwt-l
Edet @) (We, Mi, W | ) =(We-W ; )T (Gt St G/ ) Hwew )T
Eajuy (W, Mi, D)= (Dr- wy) " Vit (D - wi)T

Ec.284

y no es necesaria definir ninguna constante de regularizacion puesto que esta implicita
en el modelo dinamico. Otra ventgja de esta formulacion es la posibilidad de calcular la
verosimilitud de los datos antes de realizar |os cambios en el modelo:

PO, |D,.,)=N[Fw _,, V,+F(GS G)F) Ec. 285

t-17
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En terminologia bayesiana esta verosimilitud es la evidencia del conjunto de datos D, .
Un conjunto de datos con poca evidencia corresponde con periodos en los cuaes la
estructura estadistica del proceso cambia (no estacionalidad) o a periodos con un ato
nivel de ruido. Este hecho suele utilizarse para descartar correspondencias en el
seguimiento de primitivas.

2.4.1.1.3 Otras aproximaciones.

El filtro de Kalman es € filtro lineal Optimo para la estimacion del vector de
parametros cuando las funciones de distribucion son gausianas. Existen otras
extensiones estéandar aeste filtro cuando aparecen distribuciones no gausianas como €l
filtro extendido de Kalman (FEK) [Gelb 1974] para el caso unimodal no lineal, € filtro
probabilistico de asociacién de datos (FPAS) [Bar-Shalom 1988] para € caso
multimodal mezcla de gausianas o €l filtro “ Condensation” [Isard 1998a] para funciones
de distribucion generales.

2.4.2 Seguimiento de modelos rigidos

L os métodos de seguimiento de objetos rigidos estén basados en la actualizacion
através de toda la secuencia de imégenes de la posicion tridimensional del objeto. Para
ello se basan en la resolucion del problema del emparegjamiento entre las primitivas del
modelo e imagen aprovechando la prediccion proporcionada por laimagen anterior. De
esta forma se restringe € conjunto de asignaciones entre primitivas del modelo y
primitivas de laimagen. A continuacién se muestran algunos ejemplos

2.4.2.1 Método integrado de Lowe

Este método [Lowe 1992] esta disefiado para €l seguimiento de modelos 3D
basados en segmentos. Para ello, en cada imagen se calcula la transformacion H(x,w )
que proyecta de forma 6ptima el modelo en laimagen. Dada una prediccién X, delos
parametros de la transformacion, se definen las funciones.

Ederp (Wi, M, W; ) =[|W (X, -X;)—dk) P Ec.2.86

con wy = H(x ,W ), W, = H(X;,w ), W una matriz de regularizacién y d; un
desplazamiento esperado en los parametros de la transformacion.

El término de guste Egjuw(Wi, M, Dy) se define como una medida del error entre el
modelo y laimagen. Estamedida se lineariza en laprediccion X, obteniéndose:

Eaju( We, M, D) =13 (X, -X; ) —&|P Ec. 2.87
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con J el jacobiano de la transformacién entre modelo e imagen evaluado en X, y e €
error de empargjamientoy se define lafuncién de gjuste combinado:

Eaju )( Wi, M, Dy) +t Egery (We, M, W ) Ec.2.88

Para su optimizacion globa se utiliza una variante del método de alineamiento (ver
Seccion 2.2.1.2.1.2). Esto es, se parte del niUmero de segmentos minimo en modelo e
imagen para definir de forma univoca una transformacion H(x,w ) del modelo en la
imagen y se proyectan el resto de |os segmentos determinandose la compatibilidad entre
todos los segmentos proyectados y 1os correspondientes en la imagen obteniéndose un
vector de error &.

En el método de Lowe se introducen dos variantes: En primer lugar, puesto que setiene
una prediccion de la posicion del modelo a partir de la imagen anterior, en la
determinacion del nimero de segmentos minimo se utilizan en primer lugar aquellos
segmentos de la imagen mas compatibles con la prediccion del modelo mediante una
busgueda primero en profundidad. Esta busqueda |o hace més robusto pero también
menos eficiente computacionalmente. En segundo lugar, una vez asignados los
segmentos del modelo se refina € parametro de la transformacién mediante la
optimizacion de Ec. 2.88. fijado €l valor de &. En este método no se asume la existencia
de un model o dindmico aunque puede llevarse a cabo utilizando un valor dit O.

2.4.2.2 Sistema RAPID

El método RAPID [Harris 1992] tiene caracteristicas similares a de Lowe sin
embargo el proceso de busqueda es més sencillo y por lo tanto es mas répido a costa de
cierta perdida de robustez. El proceso de busqueda esta basado en los llamados “ puntos
de control” sobre el contorno del objeto y la busqueda de correspondencias se limitaa
las direcciones perpendiculares a los bordes proyectados del modelo buscando €l borde
mas importante en laimagen (Ver Figura 2. 28)

Punto de control

Z L/

\.

Figura 2. 28 Medidas efectuadas en el método de Harris

Posteriormente, en base a estos errores se calcula una correccién en el vector de
transformacion y se calculalanueva posicion del objeto mediante un filtro de Kalman.
Este método ha sido mejorado para hacerlo més robusto utilizando técnicas de
deatorizacion para la eliminacion de emparejamientos incorrectos y para la utilizacion
de diversos model os de camaras en [Armstrong 1995].
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2.4.2.3 Método robusto de Marchand

Este método [Marchand 1999] utiliza también un conjunto de puntos de control
we=(p,, P, P, ...) (se omite el subindice temporal en los p, para simplificar |a notacion)
en los sobre el contorno pararealizar la blsqueda en direcciones normales a éste. En vez
de buscar € borde més importante, para cada p; se utiliza un nacleo M, donde v es la
direccion normal alaproyeccion del punto y se calcula su nuevaposicion ¢, como:

o =argrqqas><|lt*Mv(pi)+lt+1*Mv(qi)| Ec. 2.89

donde S es un segmento centrado en p; y 1* M, denota la convolucion de laimagen y €l
nucleo. Esta asignacion se realiza siempre que €l valor del maximo sea mayor que un
umbral | . A partir de este conjunto en bruto de transformaciones se evalla la
transformacion afin que transforma modelo a imagen por medio de un estimador
robusto y se obtiene una prediccion refinada del modelo en la imagen. Para obtener la
posicion definitivadel modelo en laimagen se utiliza como funcion de gjuste:

Eajuz(t)(Wt;M’Dt)z-é.|G(pk(Wt;Dt))| con Wt:H(Xta\A_/)v Ver EC.
k 2.65

0 hien;

EyusyW ;M ,D)=-§ fL- h,G(p,W ;D)) con we =H(,W ),  ver Ec.
k 2.66
sobre los puntos visibles del modelo.

A continuacion se realiza un proceso de optimizacion sobre la funcion de guste que
proporcionala posicion definitivadel objeto.

2.4.3 Seguimiento de modelos deformables

A continuacién se muestran algunas técnicas de seguimiento de modelos
deformables centrandonos en los modelos deformables descritos en la Seccion 2.1.3.
Dentro de éstos se describirdn con mas detalle los basados en modelos probabilisticos
yaque dichas técnicas seran utilizadas en €l capitulo 3.

2.4.3.1 Kalman snakes

Las “snakes’ ya fueron definidas en la Seccion 2.1.3.1.1.1 dentro de los modelos
deformables basados en contornos, la definicion estética de su comportamiento se hace
en base ala minimizacién de una funcién de energia representando las fuerzas elasticas
y de tension para asegurar que forma una curva suave, y un término dependiente de la
imagen que mueve a contorno hacia los puntos de interés. Matematicamente puede
expresarse como:
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2
iwr) 9 (V\gzr) + _NVE -0 \2/.(;r3 Ec.
ﬂS ﬂS fuerzaexterna

fuerzasinternas

Donde los coeficientes wi y W, representan constantes que pesan la elasticidad y tension
respectivamente y F representa una imagen gque asigna mayor peso a las caracteristicas
deinterés. En el caso dindmico, e comportamiento de la“snake’ cambiaa:

& qr ‘ﬂ(wlr) 12 (wzr)_+ RE Ec. 2.90

2
ég fit {is {is g fuerzaexterna

fuerzasinternas

{

fuerzal nercial

gue es laley de newton del movimiento para una*“snake” con masay bajo lainfluencia
de fuerzas externas e internas. Los nuevos coeficientes son r, la densidad de masay g
laresistencia viscosa del medio en € que se mueve la “snake”. Ademés en este caso la
fuerza externa F depende del tiempo.

La resolucion del sistema en Ec. 290 se hace mediante discretizacion utilizando
diferencias finitas 0 métodos numéricos de integracion en el tiempo aplicados a simular
el sistema resultante de ecuaciones diferenciales ordinarias. Cuando las ecuaciones de la
evolucién temporal del snake se interpretan de forma probabilistica aparece € “Kaman
snake” [Terzopoulos 1992].

2.4.3.2 Splines activos

En [Blake 1998] puede encontrarse un modelo probabilistico para redizar €
seguimiento de objetos mediante contornos basados en b-splines utilizando € filtro de
Kaman. Para ello se parte de una curva parametrizada como un b-spline y se define un
modelo de deformacion (ver Seccidn 2.1.3.1.2.2) como una probabilidad a priori sobre
los pardmetros.

P(W |M| ’VTi) H exp((w 'VTi)T R (W -VTi )) Ver Ec.
2.45

A partir de este modelo se define una probabilidad de guste del modelo a la imagen
como:

PD|w ,M)u expg?(én_ D, -r(w )i|29 Ec.291
€ ia [}

con r(w); € i-ésimo “punto de control” sobre la curva definida por |os pardametros del b-
spline, D; el punto correspondiente al borde mas importante sobre un segmento definido
sobre la normal a la curva en dicho punto. En caso de que dicho segmento no se
encuentre debido a ruido u oclusion se elimina dicho término de la suma en Ec. 2.91
(Ver Figura 2. 29).
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Borde en la
imagen

Contorno activo r(w)

Punto
emparejado
Di

Punto de control r(w);

Figura 2. 29 Empar g amiento en contor nos activos

Ademas se define e model o dindmico autoregresivo de segundo orden:
W, - VTi = AZ(Wt-Z - VTi)+A1(W 1 VTi)+ Bonw n, -~ N(01|) Ec.2.92

L as distribuciones gausianas de |as ecuaciones anteriores permiten hacer e seguimiento
mediante un filtro de Kalman. Este modelo tiene multiples ventgjas, por una parte €l
proceso de regularizacién entre las medidas tomadas de laimagen y el modelo dinamico
es realizado automaticamente por € filtro, por otra parte €l filtro de Kalman ofrece una
distribucién a priori de las medidas antes de realizar la blsqueda sobre la imagen (Ec.
2.85) 1o que permite determinar de forma tedricala amplitud del segmento de busqueda
alrededor de cada punto. Ademas se ofrecen métodos de aprendizaje para todas los
parametros del algoritmo.

2.4.3.3 Algoritmo “Condensation” (Conditional Density Propagation”)

El algoritmo desarrollado en la seccion anterior es capaz de redizar
seguimiento siempre que la cantidad de ruido en laimagen sea moderada. En el caso de
gue haya una cantidad sustancia de ruido la distribucién de probabilidad en Ec. 2.91 se
vuelve multimodal y por tanto se pierde la distribucion gausiana en la que se basa €l
filtro de Kalman. Para este caso genera la distribucion de probabilidad sigue laregla:

P(wt | D1.y)i P(Dy | wy) dD(Wt |w t-l)P(W t-1 | Dl..t-l)dW t-1 Ver Ec.
Wiq 2.78

para aproximar la distribucién P(w; | D1.¢) en el algoritmo “ Condensation” [Isard 19984]
se utilizan los llamados “filtros de particulas’ [Doucet 2000] que son un proceso de
estimacién recursiva con la siguiente formul acién:

Dado un conjunto de muestras Sc1 ={(W ; ,,p¢,),(W 2,,p2 ) W P}
con p,., la probabilidad de que w |, sea elegido y que aproxima el muestreo de la
distribucion P(Wt_l I Dl..t-l)

Paso 1: Elegir un elemento de W, , de S.; a azar utilizando los p,_, y generar una
muestra w | de ladistribucion P(w; | wi.1=w | ,) (Utilizando por gjemplo el modelo
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dindmico de Ec. 2.92). Esto genera un conjunto de muestras que aproxima la
distribucion de P(w; | D1.t-1).

Paso 2: Para cada muestra w | evauar: p; =P(Di| w; =w |) y normalizarlos de

forma que sumen uno:§ p! =1. Construir S= {(W5,pY),W 2,p2),...(Ww",p"},
i=1
incrementar t eir al paso 1.

Para estimar (ver Figura2. 30) la esperanza a posteriori E[g(w:)| D1.+] puede utilizarse:
Ec.2.93

E[g(wy)| D1.(] » 5_1 g(w ;)p! é_lpt‘

i=1 i=1

Figura 2. 30 (Izquierda) Muestras de la distribucion a posteriori de las curvas. El nivel de gris
representa la probabilidad. (Centro y derecha) Distribucién de curvasy estimacion de la media. (de
[Blake 1998]).

La principal ventaja del méodo Condensation es su generalidad pues permite utilizar
cualquier tipo de modelo dindmico o funcion de gjuste a los datos siempre que esté
formulada de forma probabilistica. Proporciona ademas una forma elegante de unir la
incertidumbre de las mediciones sobre la imagen con la incertidumbre de la dindmica
del objeto lo que lo hace practicamente libre de parametros. Este método se considera el
“estado del arte” en métodos de seguimiento. No obstante también presenta el
inconveniente de los métodos basados en muestreo: su costo computacional, aunque
modificaciones de éste método que incluyen muestreo por importancia (algoritmo
Icondensation) [Isard 1998b] son capaces de efectuar el seguimiento en tiempo real.

2.4.3.4 Otros métodos
Otros métodos de interés en el seguimiento de objetos deformables incluyen:

Seguimiento basado en elementosfinitos

Este método [Nastar 1994] esta basado en la extensién de la metodologia de
deformacion basada en elementos finitos (ver Seccidn 2.1.3.1.3.2) a deformaciones
temporales, para ello se define la evolucion de un sistema en el tiempo bajo un
conjunto de fuerzas exteriores mediante:

MU +CU +KU =R Ec. 2.94
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con M lamatriz de masa, K lamatriz de rigidez y C la matriz de amortiguamiento.
Mediante andlisis modal (ver Seccion 2.1.3.1.3.2) las amplitudes y velocidades
modales pueden ser estimadas dindmicamente mediante integracién tempora o
utilizando un filtro de Kalman

M étodos basados en la distancia de Hausdor ff

Estan basados en que el método de comparacion entre modelo e imagen se
realiza mediante la distancia parcia de Hausdorff (ver Seccion 2.2.1.2.2.5). El
movimiento del objeto se descompone en dos partes: un movimiento bidimensional,
correspondiente a un cambio de posicion del modelo y una deformacion
bidimensional [Huttenlocher 1992]. Su principal ventgja es la robustez y facilidad
de descripcién del modelo.

M étodo del subconjunto

Esta basado en la discretizacion del espacio de deformaciones de la curva
[Freedman 1999]. Es un método aproximado de optimizacion global y su
complejidad aproximada es O(nmDd ~°) donde n es el niimero de puntos de la curva,
m es el nimero de posibles correspondencias para cada punto de la curva, Dd esla
distancia a la solucion éptimay s esla dimension del espacio de deformacion. Su
principal ventgja es la robustez (al ser un algoritmo de optimizacién global). No
tiene modelo dindmico por lo que requiere que los desplazamientos entre imagenes
sucesivas sean pequefios
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3 Modelado de contornos deformables mediante
wavelets

En este capitulo se proponen nuevas técnicas para el modelado y emparejamiento
de curvas mediante representaci ones basadas en wavelets. En |las siguientes secciones se
presenta un estudio tedrico de las propiedades de dicha representacion para modelar las
posibles deformaciones de la curva en imégenes estéticas asi como su evolucién
temporal en secuencias de iméagenes. Estas deformaciones estan basadas en la extensién
de la representacion de funciones mediante wavelets en espacios de Besov (seccion
3.1.10) a la representacion de curvas en dichos espacios. Estos modelos a priori de
deformacion se contrastan con las medidas tomadas de la imagen mediante un proceso
de regularizacion (seccion 2.2.2.2). El proceso de optimizaciéon resultante se aborda
ofreciendo una solucion aproximada en € caso general y una solucién analitica en
espacios de Sobolev. Finalmente en este capitulo se presenta la definicion de modelos
dindmicos basados en wavelets y se analizan sus propiedades para los modelos
autoregresivos de primer y segundo orden. Estos model os dinamicos seran utilizados en
el capitulo 4 en problemas de seguimiento de objetos en imagenes.

3.1 Anaélisis de funciones mediante wavelets

En esta seccion se rediza una breve introduccién a andisis de funciones
unidimensionales mediante wavelets y multiwavelets. Para ello se parte del concepto
genera de transformada continua mediante wavelets y se analiza la forma de reducir su
redundancia mediante el concepto de series de wavelets. Seguidamente se introduce el
concepto de andlisis a muitiple resoluciones que permite llegar a una de las
caracteristicas mas importantes de las series de wavelets como es el calculo de los
coeficientes de la representacion mediante un algoritmo de complejidad lineal.
Posteriormente se introducen |os model os estadisticos basados en wavelets y su relacion
con los espacios de Besov y se finaliza con un estudio de |as propiedades de |as distintas
familias de wavelets.

3.1.1 Introduccidén

La teoria de los wavelets (ver [Jawerth 1994], [Wojtaszczyk 1997], [Resnikoff
1998] para una introduccién) esta basada en la representacion de funciones generales en
términos de otras funciones més ssimples a diferentes escalas y en distintas posiciones.
La idea de la representacion de funciones en base a otras més simples no es nueva: es
bien sabido a partir de la teoria de Fourier que una sefial puede ser expresada como una
suma, posiblemente infinita, de senos y cosenos. La gran desventaja de una expansion
de Fourier es que posee resolucion en frecuencia pero carece de resolucion espacial.

El andlisis mediante wavelets es la solucién més reciente a los inconvenientes de
la transformada de Fourier. En esta aproximacion, €l procedimiento empleado consiste
en la adopcién de una funcién wavelet prototipo, |lamada wavel et de andlisis 0 wavel et
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madre. De esta forma puede redizarse e andlisis espacial mediante una version
contraida de alta frecuencia del wavelet prototipo. Esto permite un andisis mas preciso
de funciones que tienen cambios bruscos | ocalizados espacia mente.

La versatilidad de este andlisis se demuestra en € gran niUmero de campos en €l
gue ha encontrado aplicacién, como por €y emplo: astronomia, acUstica, codificacion de
sefiales, procesamiento de sefides e imagenes, Optica, fisica aplicada o bien en
mateméti ca tedrica mediante su utilizacion en laresolucion de ecuaciones diferenciales.

3.1.2 Latransformada continua mediante wavelets

El punto de partida para la descomposicién de funciones mediante wavelets lo
constituye la transformada continua mediante wavelets (TCW). Para ello se parte de una
funcion wavelet prototipo y (u) T Lo(0). que se traslada y dilata de forma continua
mediante |os parametros de traslacién y dilataciont y s respectivamente:

-16 ~ Ec.3.1
Yy st(U)= -z ul a
N \/Eyg S Gsuye o

donde el factor de proporcionalidad asegura que sus normas en Ly(U0) sean
independientes de s. La TCW de unafuncion f1 Ly(() se define como:

WS =(fy )= O @Y () do Fe.3.2

Se asumira que €l wavelet prototipo y y su transformada de Fourier y son funciones
con centros U yw Yy radios D, y Dy finitos, definidos como:

u=

OJ'Y (U)| du, D, = d m] 'y(u)| du  con: Ec.3.3

y ||2
bl =l

y de forma similar para W y D,. Entonces de Ec. 3. 2y Ec. 3. 3 puede verse que la
TCW en (st) recoge informacion fundamentalmente sobre los intervalos [t+su -sD,
t+su +sDy] y del intervalo de frecuencias [(W -Dy)/s, (W +Dy)/s] que determinan el
ventana espacia y de frecuencias para(sit).

Si el wavelet prototipoy  satisface la condicién de admisibilidad [Jaweth 1994]:

v ln 2
W Ec. 3.4
Cy:c‘de<¥ ¢
x W

entonces laTCW tieneinversa:

Lo(R) < ’y>
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dsdt Ec.3.5
SZ

=g OV DY . )

la condicién de admisibilidad implica que y tiene que oscilar por lo que se comporta
COmo una onda.

La propiedad de la localizacion de los wavel ets permite que la TCW se pueda utilizar en
la deteccién de singularidades. Puede probarse [Jawerth 1994] que si una funcion f es
continua de Hélder (o Lipschitz) de orden O<a<l!, s y solo s la TCW tiene un
comportamiento asintético determinado por:

W(st) =0o(s**?) paras® 0 Ec.3.6

Un resultado similar puede obtenerse para a3 1; en este caso el wavelet prototipo debe
tener un nimero de momentos nulos mayor que a:

g’y (U)ydu=0 paraOf£pfa Ec.3.7

esta propiedad de decaimiento rgpido junto a las propiedades de onda hacen que y
recibe el nombre de wavelet u “onda pequefia’.

3.1.3 Series de Wavelets

Ladefinicién dela TCW permite el estudio tedrico de la transformacién pero posee una
gran redundancia. En genera es deseable una representacion con e menor nimero
posible de componentes. Para ello se introduce las series de wavelets (SW) en laque €
wavelet prototipo solo puede ser trasladado y escalado en pasos discretos. Esto se hace
mediante la modificacion de la representacidn en Ec. 3. 1 obteniéndose:

- st ko -
1 a- st 9 i kie Ec.3.8

Yik(u)= —= :
MEEYE s 5

donde s;>1 es un factor de dilatacion y t o>0 es €l paso espacia. Generamente se utiliza
=2y to=1 obteniéndose de esta forma un muestreo diadico. La SW queda entonces
definida mediante:

WS(j,K) =W(s!,kt,8)) = Of (u)y |, (u) du Ec.3.9

El resultado de la transformacion de una funcién f sera un conjunto de
coeficientes que se denominan descomposicion en la serie de wavelets. La utilidad de
esta descomposicion radica en que es posible reconstruir la funcién a partir de dichos

1 £ es continua de Hol der (o Lipschitz) de orden O<a<1, s y solo s [f(u+h)-f(u)| = o(h?)
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coeficientes (existe la inversa de la transformacion). Para ello debe cumplirse que la
energia de los coeficientes esté acotada entre dos constantes positivas:

(1Y)

Cuando esto ocurre, la familia de funciones basicasy jx se denomina marco o frame. En
el caso de que A=B lafamilia se comporta como una base ortogonal. Cuando At B la
reconstruccién también es posible pero en este caso €l wavelet de descomposicion es
distinto del de reconstruccion.

‘£ B|f| Ec. 3.10

Aff 24
N

En €l caso ortogona una funcion arbitraria puede reconstruirse mediante la suma de las
funciones bésicas pesadas por |os coeficientes de |a transformacion:

f(u)=a WS(j,Ky ;, (u) Ec.3.11

3.1.4 Analisis a multiples resoluciones

La descomposicion de unafuncion f en términos de series de wavel ets puede ser
reinterpretado dentro del marco del andlisis amuiltiples resoluciones [Mallat 1989].
Un andlisis multiresolucion, (AMR) de Ly(R) se define como una sucesién de
subespacios cerradosV; de Lx(R), jI Z , con las propiedades:

V | AVj+lA A Ec.3.12
fu)l V;0 fu)l Vj
flu)l VoU f(u+D) Vo

clausura| JV, =La(R) y [V, ={C}
j=-¥ j=-¥

5. Existe unafuncion de escalaj T Vo, con integral no nula de formaque el
conjunto{j (u-1),|1 Z} esunabasedeRiesz deVy ?

H wpdhPRE

Puesto que Vol Vi,j (u) puede escribirse como una combinacion lineal de {j (2u-1)}
gue son versiones escaladas y trasladadas dej (u). De formamas precisa:

j (=23 hj (2u- k) Ec.3.13
k

Es entonces inmediato comprobar que € conjunto de funciones { jj;, I Z }, con:
j ;) =j (2'u-1), j,IT Z esunabasedeRiesz deV;.

Se dice que los wavel ets tienen soporte compacto si Unicamente un nimero finito de los
hx son no nulos en larelacion anterior.

2 El conjunto {fi, Il Z} es una base de Riesz s es un marco o frame de vectores
linealmente i ndependientes
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Dado un conjunto de subespacios anidados Vj, la propiedad 1 del AMR implica que
existen subespacios Wy, que son el complemento de Vj en V.1, esdecir:

V.=V AW, jl Zz Ec.3.14

Puesto que | os subespacios V; estan anidados entonces:

i Ec.3.15
VJ = Vj A kA_O Wj+k! J <J y LZ(R):A WJ

itz
Ademés |os subespaciosW; cumplen: f(u)T W, 0 ful w,,

Dada una funcién de escalaj en Vo, €l principio basico del AMR eslaexistenciade otra
funcion y en W llamada wavelet de forma que el conjunto{ y (u-1), Il Z} esuna
base de Riesz de W, El conjunto de funciones wavelets
y )=y (2'u-1), j,IT Zesentoncesunabase de Riesz de La(R).

De esta forma, s P; es el operador de proyeccion en Vi y Q; es el operador de
proyeccion en W; una funcion f puede escribirse como:

fW=aQ,fw=ady,®u Ec.3.16

gue es la descomposicion de lafuncién f en series de wavelets.

3.1.5 Wavelets ortogonales

La clase de wavelets ortogonales es particularmente interesante e introduce el
concepto de andlisis multiresolucion ortogonal. Este es AMR en el que los subespacios
wavelet W; se definen como el complemento ortogonal de V; en Vj+1. En consecuencia,
los espacios W; con jI Z son todos mutuamente ortogonales.

Una condicion suficiente paraun AMR ortogonal es que los subespacios Voy W g sean
ortogonales. Unafuncién de escala ortogonal es unafunciénj definidadeformaquee
conjunto determinado por {j (u-l), T Z } sea una base ortogonal de Vo, y una funcién
wavelet ortogonal es una funcién y tal que el conjunto {y (u-l), I Z } es una base
ortogonal de Wy, puesto que los subespacios W; son ortogonales, e conjunto de
funciones: {y |, j,ll Z} esentonces unabase ortonormal defl Ly(R).

Esto permite que pueda escribirse paraunafuncionfl L(R):

PEW=a(fi, ), Qfw=a(fy,y,u Ec.3.17

Por tanto, para unafuncionfl L,(R) setiene:
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f (u) :ao. dj,ly il (u), dj,l :<f1y j,|> Ec.3.18

gue esla descomposicion def como serie de wavelets ortogonal es.

3.1.6 Wauvelets biortogonales
La condicién de ortogonalidad establece una fuerte limitacion en la construccion
de wavelets. Por gjemplo, Unicamente existe un wavelet (wavelet de Haar) que searedl,

de soporte compacto simétrico y ortogonal. Para ello se ha introducido la nocion de
wavelet biortogonal. En este andlisis se busca una funcién de escala dual |~ y una

funcion wavelet dual y~ que general un AMR dual con subespacios \~/J. yV~\/J. que
verifican:

VAW yVAW, Ec.3.19
por lo que:

WAW, jtj Ec.3.20
Puesto que | as funciones dual es definen un AMR deben cumplir:
=23 hj"(u-K) y y(u)=23 §j(2u-k) Ec.3.21
} }
por lo que en este caso el operador de proyeccion tomalaforma:

PEW=Q (f.i ) W, Qf(w=a(fy,y,Wu) Ec.3.22

f(u)= é (Fy .y, W Ec.3.23

noétese como la expresion anterior puede ser vista como una serie de wavelets donde las
condiciones impuestas sobrey son menos restrictivas que en el caso anterior.

En particular escribiendoj (2u-K) T V, enlasbasesdeV,y W, setiene:

ju-K) =& h,i U-D+§ TGy U-1) Ec.3.24

Aunque la funcion de escala y wavelet no sean ortogonales, e AMR puede ser
ortogonal. Cuando esto ocurre, la funcion de escala y wavelet biortogonal se [laman
semiortogonales.
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3.1.7 Aproximacion mediante wavelets

La descomposicion de una funcion f en series de wavelets permitieron
caracterizar las condiciones de regularidad en la seccion 3.1.2 hasta el orden a <M
donde M es el nimero de momentos nulos del wavel et. Otra consecuencia es que puede
derivarse la razén de convergencia de las aproximaciones mediante wavelets para
funciones suaves: Si f es derivable de ordenn (fi C") entonces [Jawerth 1994]:

"pjf - f"2 =o(h"), h=2'! Ec.3.25

El nimero de momentos nulos del wavelet prototipo estd también relacionado con su
regularidad [Wojtaszczyk 1997].

3.1.8 Latransformada rapida mediante wavelets

Una vez presentadas las caracteristicas principaes de los desarrollos de
funciones en series de wavelets es necesario mostrar como calcular los coeficientes de
la descomposicion. El resultado fundamental es que existe un algoritmo de orden lineal
que es capaz de redlizar la transformacion llamado la transformada rdpida mediante
wavelets (TRW).

El agoritmo esta basado en la descomposicion de subespacios siguiente: puesto
que V; = Vi1 A Wj.1, una funcién vl V; puede escribirse de forma univoca como la
sumade unafuncion vl Vj.1y otrafuncionwi.ql Wj.q:

VW=acd U=V u+w (u)= Ec. 3.26

= é- Cj-lvlj j-11 (U) +é. dj-l,ly j-1) (U)
| |
Utilizando Ec. 3. 21 se puede pasar entre las dos representaciones:

—_ o~ .~ o ~ Ec. 3. 27
Cj-l,l :<Vj | j-1,|> :\/E<Vj aak. hk.2|J j,k> =\/§8k. hk-2| Cjk ¢

y deformasimilar:

o ~
dj-l,l =" 28. Oi-2Cy, Ec.3.28
k

El paso en la otra direccion de andloga complejidad. Utilizando Ec. 3. 24 setiene
=23 h +/23 d
Cix a NGy a 9.0, Ec. 3. 29
k k

La aplicacion recursiva de éstas formulas proporcionan la TRW. Las ecuaciones
Ec. 3. 27 y Ec. 3. 28 definen la transformacion hacia delante y la Ec. 3. 29 la
transformacion hacia atrés (ver Figura3. 1)
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/dn-1,|/ On-2, / dy, / doy

Ch) —®» Cph.1) —®»Ch2) ...—»C1 ) —»Cp|

NONTONTN

Co, » Cy »C2| .. —»Chr1) —PCn)

Figura 3. 1 Esquema de descomposicion (arriba) y esquema de reconstruccion (abajo).

No obstante, se plantea € siguiente problema para una completa determinacion del
algoritmo: dada una funcién f, calcular con determinada precision y costo
computacional, los coeficientes ¢, de una funcion en el subespacio V, necesarios para
cacular laTRW. Unasolucion trivia (que seralaadoptadaen latesis) es.

c, =f(d/2") Ec.3.30

Aunque pueden utilizarse otros procedimientos basados en interpolacion o cuadraturas
[Walter 1992], [Sweldens 1994].

3.1.9 Wavelets en un intervalo

Hasta ahora se han discutido los wavelets sobre la recta real. Para muchas
aplicaciones es necesario restringirse a un conjunto compacto sobre el que esta definida
la funcion. Para ser més especifico € problema que se plantea sobre la recta real es la
definicion de los wavelets sobre un intervalo que sin pérdida de generalidad se asumira
e [0,1].

Dada una funcion f en el intervalo [0,1], la solucion mas obvia es extenderlaala
recta real definiendo la funcion f como f(u)=0 fuera del intervalo, y utilizar la teoria
anterior. Sin embargo en general, esta solucién provoca discontinuidades fuera en los
l[imites del intervalo.

Otra aproximacion (que sera la utilizada en esta tesis) esta basada en considerar
gue la funcion es periédica con periodo 1, f(u+1)=f(u). En este caso, los coeficientes a
una escala dada satisfacen:

(Y )= <f,y k2,>, ki ¢ Ec. 3.31

Esto permite reescribir |as expansiones de funciones en larectareal en €l intervalo [0,1]
mediante |a periodizacion de las funciones bési cas como:
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i W=cpywai ,u+m), 0£I£2,j30 Ec.3.32

De forma andoga se define y ;. Estas funciones periodizadas tienen las siguientes
propiedades:

Lafuncion de escalaen Vo verificaj , =1
Si el soportedey |, esta contenido en [0,1] entoncesy || =y |,

La primera propiedad sera utilizada al estudiar el comportamiento de la representacion
frente transformaciones lineales de la funcion. La segunda nos indica que para
resoluciones grandes |os wavelets son similares para el caso genera y € del intervalo lo
gue nos permite trasladar las propiedades entre ambos. En la préactica, hay un limite en
laresolucion de la sefia determinada por un cierto subespacio V, por tanto setienej £ n.

3.1.10 Wavelets y suavidad de funciones

La teoria de espacios de suavidad de funciones tiene cada vez mayor
importancia en e ambito del procesamiento de sefides e imégenes. En esta tesis se
consderara la familia de espacios de Besov B (L (1)) [Wojtaszczyk 1997], donde |

sera un dominio finito (generamente € intervalo [0,1]), y donde 0 < a <¥,0<p £ ¥,
0< q £¥. Puede decirse que estos espacios tienen “ a derivadas’ en Ly(1); €l parametro g
permite hacer mayores distinciones en la suavidad. Estos espacios se definen de la
siguiente forma:

Dada una funcién f de variable real se considera para r > 0y h>0 la r-ésima
diferenciade f como:

D;)f(u):égﬁ- D f(u+kh), ul I,::{uT | /u+rhl I} Ec.3.33
- eKg
el modulo de suavidad de Ly(l) paraO < p £ ¥ se define como:

w, (f,u), =sup|Dy f|| e 334

r
|n|£u Lo(ln)

Laseminorma’ de Besov de indice (a,p,q) se define parar>a, donde 1 £ p,q £ ¥ por:

3 Una seminorma es una norma excepto por el hecho de que un elemento de norma cero no es
necesariamente nulo
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Eaw (f,u) o dt9 Ec.3.35
|fBa(L(I)):§\ r(ta )p: %? J 0£Q£¥
q P 0 ﬂ B
aw (f,u) o
|f Bg(Lpu)):OS:'tjgé r(ta )pig’ q:¥
Lanorma para el espacio de Besov se define entonces como:
||f BS(LP(I)) :"f”Lp(l) +| BS(LP(I» Ec. 3. 36

El espacio de Besov B (L (1)) esentonces el conjunto de funciones que pertenecen a
Lp(l) y verifican |f

<
BF (Lp(1)

Una propiedad interesante de los wavelets es que proporcionan una caracterizacion
simple de los espaciosde Besov B} (L (1)), 0<a <¥,0<p£¥,0<q£¥:

Teorema 3. 1 [Wojtaszczyk 1997]

Dadas una funcion de escalaj y wavelety con M > a momentos nulos, entoncessi f es
una funcién de periodo 1 y admite la descomposicién en wavelets de la seccion 3.1.8 la

normade Besov | f %0, ESEquivalentea
P
®, oy’ 570" Ec.3.37
(Y LN
B (Lp(1) |00 8 g_ I
j20 @k=0 /] a

La interpretacion de los pardmetros es la siguiente: una p-norma de |os coeficientes de
la expansion se realiza en cada escala j, una g-normase tomaatravés delas escalas, y €l
pardmetro de suavidad a controla el decaimiento delosdjx através de las escalas.

En esta tesis se llevard a cabo una generalizacion de esta norma a caso de los
contornos.

3.1.11 Modelos estadisticos basados en wavelets

Los modelos estadisticos permiten el estudio de fenémenos en los cuales esta
presente laincertidumbre y ésta se puede expresar de forma probabilistica. Los modelos
estadisticos més simples para wavelets se obtienen asumiendo que cada coeficiente es
independiente de los demés. Utilizando la independencia de los coeficientes, el modelo
estadistico se reduce a especificar la distribucion marginal de cada uno de los
coeficientes. La distribucién marginal de los coeficientes suele ser aproximada por la
distribucion gausiana generalizada (DGG) que contiene entre otras a la distribucion
gausiana. Otra distribucion que suele utilizarse también es una mezcla de varias
distribuciones gausianas. En esta tesis se propondra una generalizacion de la DGG para
modelar |os coeficientes del contorno.
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La distribucién gausiana generalizada DGG;, (0,s%) de media 0, con pardmetro
deforman y varianzas? se define a partir de lafuncién de densidad:

nh(n) 1
2G1/n) s

G(3/n) Ec.3.38
G/n)

F(X) = expl- @) Ixl/s ) h@) =

donde G hace referenciaalafuncién gamma

El modelo DGG contiene las distribuciones gausiana y laplaciana como casos
especiales, usando n = 2 y n = 1 respectivamente.

1.2

0.5
0.5
0. 44
0.24

Figura 3. 2 Funcién de densdad GGD(0,1) para n = 2, n = 1,n = 0.7 de mayor a menor
achatamiento.

Una propiedad de la distribucion que serd utilizada més adel ante es la siguiente:

Proposicion 3. 1 [Box 1973]

Dada una variable aeatoria X distribuida como DGG, (0,s2) se verifica que la esperanza
de los momentos en valor absoluto verifican:

Ec.3.39

EQXH:D(”" )s', Dl ):?1?%19 G(}z%%(n)-'

En un modelo DGG independiente, cada coeficiente se genera de forma
independiente de acuerdo a la distribucion anterior. Para que €l modelo sea tratable,
todos los coeficientes en cada escaa se asumen independientes e idénticamente
distribuidos (iid). Este hecho se conoce como modelo iid en escala. Por tanto bajo el
modelo anterior setiene: d;, ~DGG, (0s2).

El par&metro de forma n; en laescalaj se determina para caracterizar laformaen pico y
las amplias colas de la distribucién (Figura 3. 2). En aplicaciones précticas, se
simplifica el modelo asumiendo que e pardmetro de escalan; es el mismo paratodas las
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escalas. La varianza sf representa la energia de la sefial en la escala j . Esta puede

estimarse de forma empirica a través de los datos o bien puede especificarse de forma
gue decaiga exponencialmente. Con este model o de decaimiento setiene:

dj,k i; DGGn (O,S JZ)’ S j = 2 jbs 0 Ec. 3. 40

Debido a que € decaimiento de los wavelets a través de las escalas determinan la
suavidad de la sefial, puede demostrarse que las realizaciones del modelo anterior
pertenecen alos espacios de Besov. De forma més precisa:

Teorema 3. 2 [Choi 1999]

Dada una funcién unidimensional f, supongamos que cada coeficiente de su expansion
se distribuye segin el modelo de Ec. 3. 40conb >0y so> 0. Entonces para0 < p,q <
¥, las redizaciones de dicho modelo estan casi seguro en BY(L (1)) siy solosi b >

a+1/2

Este teorema serd generalizado al caso de contornos en la seccion 3.3.1

3.1.12 Derivadas basadas en wavelets

A lo largo de la tesis sera necesario € evauar la derivada de los contornos para
calcular su orientacion local. En esta seccion se muestra como derivar una funcién dada
su expansion en V, Por simplicidad se abordard Unicamente € caso ortogona y
periédico que serd el utilizado en la tesis. De esta forma, si se tiene la descomposicion
defenVy:

Pn f (u) = é. Cn,kj n,k (u) Ec. 3.41
k
su derivada ser&
o dj u
dP, f(u) _ 8¢ 9 o (U) Ec.3.42
du ; du

esta derivada debe ser reproyectada en Vp,:

p dP_f (u)
du

dj ,.(u) . Ec.3.43
d ’J n,d (u)
u

=a culad W), T, =<

puede comprobarse que ry; = ry.». Por tanto parael calculo de la derivada Unicamente es
necesario conocer € conjunto de coeficientes ri). Los valores de los coeficientes ry

78



Modelado de Contor nos defor mables mediante Wavel ets

paralafamilia de wavelets de Daubechies utilizadas en esta tesis pueden encontrarse en
[Restrepo 1997]. El célculo de la derivada en otros subespacios Vj es similar.

3.1.13 Multiwavelets

Los multiwavelets constituyen una extensién de los wavelets basada en la
utilizacion de varias funciones de escala. Es sabido que mediante la utilizacion de un
unico wavelet (caso escalar) no es posible obtener simultaneamente las propiedades de
soporte compacto, ortogonalidad, simetria y momentos nulos. Los multiwavelets no
poseen dichas limitaciones y pueden por tanto ofrecer un rendimiento superior que los
wavelets escalares.

De la misma forma que en €l caso escalar, los multiwavel ets estén basados en la
idea del andlisis a multiples resoluciones (AMR) (ver Seccion 3.1.4). Para los
multiwavelets la nocién del AMR es la misma salvo que en este caso Vj esta generado
por traslaciones de r funciones basicas que de forma vectorial se escriben como:
F(u)=( *(u),...j "(u))". Dicho vector satisface una ecuacion (matricial) de dilatacion
analogaal caso escalar:

F(u=8 H,F(2u-k) Ec.3.44
k

donde ahora | os coeficientes Hy, son matrices de ordenr por r y no escalares.

Asociados con estas funciones de escala hay r wavelets basicas que de forma vectorial
se escriben como: ? (u) = 6/ W),y ' (u))Ty que satisfacen la ecuacion:

2 (U)=§ G.F (2u- k) Ec.3.45
k

donde de nuevo los coeficientes Gy son matrices de ordenr por r y no escalares.

De estaforma, una funcién f puede escribirse en el caso ortogona como:
f(y=a D\? ,(u, D, = (<f Y e{ fy ;‘|>) Ec.3.46
jul

Andlogamente al caso escalar, existe un algoritmo para el cdculo de los coeficientes de
complgjidad lineal.

3.1.14 Familias de wavelets

La eleccion del wavelet prototipo para redizar un andisis AMR no es Unica
Dependiendo de | as propiedades deseadas pueden encontrarse distintas familias:

79



Capitulo 3

3.1.14.1

Wavelets ortogonales

Algunas familias de wavel ets ortogonal es [ Jawerth 1994] son:

3.1.14.2

Wavelets de Haar
Su funcion de escala es la funcion indicador cpo1;. Su correspondiente
funcion wavelet es el wavelet de Haar y naar(U)=Co,1/2)(U) - Ca2,13(U).
Su interés es basicamente tedrico debido a la no continuidad de la
funcion de escala

Wavelet de Shannon
Su funcion de escala es la funcion de muestreo de Shannon sinc(u) y su
wavelet asociado €S Y shannon(U)=(Sen(2pu)-sen(pu))/( pu ). Tiene €
inconveniente de que su soporte no es compacto.

Wavelet de Meyer
Pertenencen a C* y tienen decrecimiento mayor que cualquier polinomio.
Su transformada de Fourier tiene soporte compacto. La funcion de escala
y wavelet son simétricos alrededor de 0 y %2 respectivamente y € wavelet
tiene un nimero infinito de momentos nulos.

Wavelets de Battle-Lemarié
Se construyen mediante la ortogonalizacion de un b-spline y tienen
decrecimiento exponencial. El wavelet con M momentos nulos es un
polinomio a trozos de grado M-1 que pertenece a CV2.

Wavelets de Daubechies

Es la familia de wavelets ortogonales méas ampliamente utilizada. Son
una familia de wavelets indizada por M, donde M es el nimero de
momentos nulos y se suele denotar por Dy. Su soporte lo constuye el
intervalo [0,2M-1]. Su principal desventgja es que salvo parael caso M=1
(wavelet de Haar) no puede ser simétrica. Su regularidad se incrementa
con Ny es aproximadamente igual a 0.2075M para M suficientemente
grande.

Las condiciones anteriores (soporte compacto y nimero de momentos
nulos) no determinan completamente la familia por lo que suelen
afiadirse mas condiciones para definirla univocamente. En esta tesis se
utilizaré la condicién de minima asimetria cuando se utilicen los wavelets
de Daubechies

Wavelets biortogonales

Algunas familias de wavel es biortogonal es [ Jawerth 1994] son |as siguientes:

Wavel ets biortogonal es basados en splines
Fueron construidos por Cohen, Daubechies y Feaveau. Las funciones de
escala son las funciones b-splines cardinales y los wavelets son también
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splines. Todas las funciones tienen soporte compacto y son simétricas. Su
principal desventaja es que para soportes pequefios tienen poca regularidad.

Wavel ets semiortogonal es basados en splines

Fueron construidos por Chui y Wang. Las funciones de escala son las
funciones b-splines cardinales de orden my los wavelets son splines con
soporte [0, 2n+1]. Todas las funciones tienen una expresiéon analitica. Su
principal desventaja es que las funciones duales no tienen soporte
compacto.

3.1.14.3 Multiwavelets
Algunas familias de multiwavel ets son [Strela 1996], [ Tham 2000]:

Multiwavelet GMH

Fue construida por Geronimo, Hardin y Massopust. Las dos funciones de
escala son simétricas y las funciones wavelet forman un par simétrico-
antisimétrico. Son ortonormalesy tienen orden 2 de aproximacion.

Multiwavelet CL

Fue construida por Chui y Lian. Las dos funciones de escala forman un par
simétrico (unafuncion de escala es lareflexion de la otra).

Las funciones wavelet forman un par simétrico-antisimétricas y ortonormales
y tienen también orden dos de aproximacion.

Multiwavelet SA

Fue construida por Shen, Tan y Tham, las funciones wavelet son simétricas o
antismétricas y tienen diferentes subfamilias con distintos érdenes de
aproximacion (desde orden 1 aorden 3) y soporte.
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3.2 Anaélisis de contornos mediante wavelets

En esta seccién se introduce la representacion de contornos mediante wavelets y
multiwavelets y se realiza una comparativa con las representaciones de contornos mas
importantes presentadas en la seccion 2.1.2. Ademés se introduce la definicion de
normas para curvas (lo que permite compararlas) y se extienden las normas en espacios
de Besov definidas en la seccion 3.1.10 a los contornos. Finalmente se introducen los
espacios de formas que permitiran estudiar la invarianza de estas normas frente a
transformaci ones geométricas.

3.2.1 Descomposicién de contornos mediante wavelets

De la misma forma que en €l caso de la descomposicion de funciones, la
descomposicién de contornos mediante wavelets esta basado en la idea del andlisis a
multiples resoluciones (AMR). Para el caso de los contornos, en vez de tener una
funcién se parte de una representacion paramétrica del contorno C © r(u)= (x(u), y(u))".

Lanocién del AMR (Figura 3. 3) esla misma salvo que en este caso €l espacio sobre €l
que se realiza es Ly(U)" Lo(0). El subespacio Vj esta generado por traslaciones de un
vector de funciones basicas que de forma vectoria se escribe como:
F(u)=( (u),j (u))". Asociados con estas funciones de escala hay un vector de

wavelets que se escribe como: ? (u) = (y (u).y (u))"

VRN

Pj+ar Pj+1r Pir Pj-1r
< 4

M s resolucion Menos resolucion

Figura 3. 3 Andlisisa multiplesresolucionesy proyeccion sobrelos distintos subespacios V;.

De estaforma, las funciones paramétricasx ey del contorno C pueden escribirse como:

xW=ad,y,u yw=3ad,y,u Ec. 3.47
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y el contorno C admite una descomposicion:

I'(U) = é dj,ly il (U), dj,l = (dj,lzx’dj,lzy)T Ec.3.48
il

Laformamaés genera de la descomposicion utilizando también funciones de escala es:

r (u) = é. Cjo,lj jo (u) + é. dj,Iy jl (u)’ Cjo,l = (CjO,I:X’CjO,I:y)T’dj,I = (dj,l:x’ dj,l:y)T Ec. 3. 49
|

i® Joll

En el caso periddico (contorno cerrado) se tiene la siguiente descomposicion:

rU) =G oo(U)+ & d,y , (U) Ec. 3.50
0
0fl <2/

que en el caso de tener un contorno con N=2 puntos muestreados toma la forma (Ec. 3,
30):
. &t
ru) =c,4 ,, W+ ady,u) Ec.3.51
=0
ogl<2)

Las anteriores relaciones (Ec. 3. 51) se pueden expresar de forma concisa como:

X(u) =G, (u)'w*, yu=G,(uw’ r(u)=F,(uw, con: Ec. 3.52
& J O,o(u) O & CO,O:X O e CO,O:y O
- (; - (; -
¢ Yoo (u) - G do,o;x + ¢ do,o:y -
¢ i ¢ ¢ i T
G, )= ' , W= o5 W= o+
W( ) g y J|(u) g dj.,l;x - g dj.,I:y -
g/ J-1,2J'1-1(u) ﬂ ng-l,Z‘]'l- 1x ﬂ ng-l,Z‘]'l-l'y ﬂ

. T 0 . o a
Fw(u)=|2AGN(u)T:§€\NéU) G (u)r%; w =§v§

Deformaandogaal caso de unaunicafuncion, el cdculo delos coeficientes del vector
w tiene complejidad lineal.

3.2.2 Descomposicion de contornos mediante multiwavelets

En [Pérez 19994] se introduce la descomposicion de contornos mediante multiwavel ets
siendo su desarrollo similar a la descomposicion de contornos mediante wavelets. Se
parte por tanto de un andlisis multiresolucion de L,(0)" Lo(0). En este caso Vp esta

83



Capitulo 3

generado por traslaciones de 2 funciones basicas que de forma vectorial se escriben
como: F (u) :G Y),..,j "(U),j T(U),....j r(u))T.Aszociada:scon estas funciones de escala
hay 2r wavelets bésicas que de forma vectorial se escriben como:

2 (U) =y Wy WY )y (W)

De estaforma, las funciones paramétricasx ey pueden escribirse como:
o T o T
X(u) = a D],I;X? jl (u)’ y(u) = a Di,l;y? jl (u) EC 3 53
il jol

y el contorno C admite una descomposicion:

_ab] .0 Ec.3.54

DTT

I’(U) :é Dj,l? il (U), Dj,l
il iy @

Laformamaés genera de la descomposicion utilizando también funciones de escala es:

r(u) = aCJOFJOI(u)+aD ; (u) Ec.3.55

i* jo!

En el caso periddico (contorno cerrado) se utilizara la siguiente descomposicion andloga
alade (Ec. 3. 51) para€l caso de loswavelets escalares.

r(u) =Coo oo(u)+ a D |(U) Ec. 3.56

Deformaandogaal caso escalar, laanterior relacion (Ec. 3. 53) se pueden expresar de
forma concisa como:

x(U)=G,(W'w*, yu)=G,uw”’ r()=F,(uyw, con: Ec.3.57
% 0,0 (U) O & CO,O:X 0 e CO,O:y 0
¢ - ¢ - ¢ -
C 1o(u) + c Dl,O:X - G Dl,o:y -
¢ N ¢ - ¢ 7
G, (u 4L W= . 4L wY= -
W (U) = g ? J|(U) : g D, I g D,., -
¢ ¢ I ; :
g) 1,2% 1-1(u)b gDJ-l,ZJ'l-l;x ﬂ gDJ-l,ZJ'l-l;y g

F,(W=1,AG, ()" _E@\Né) 0 0 _wva

Ay W = L
G,()'y gw%

Deformaandogaal caso de unaunicafuncion, € cdculo delos coeficientesde la
matriz w tiene complejidad lineal.
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3.2.3 Una comparativa entre distintas representaciones

Las propiedades de los wavelets las hacen un candidato atractivo para la

representacion de curvas. A la hora de establecer una comparativa entre las distintas
representaciones pueden establecerse varios criterios: costo computacional, error de
representacion o propiedades de los coeficientes. En cuanto al costo computacional, la
representacion basada en wavelets es dptima puesto que su costo es lineal. Por tanto
pasaremos a continuacion a realizar una comparativa entre los distintos errores de
aproximacion. Un inconveniente a la hora de realizar este estudio es el hecho de que no
hay ninguna representacién que sea siempre mejor gque otra. Esto es debido a que para
cada representacién puede construirse un contorno a medida de forma que €l error de
aproximacion sea nulo para dicha representaciéon y no nulo para € resto. Otra
aproximacién consiste en determinar un conjunto de contornos (por jemplo el conjunto
de contornos provenientes de imagenes) y evaluar el error medio sobre dicho conjunto.
Esta aproximacion tiene e inconveniente de que no existe ningin modelo para dicho
conjunto de contornos por lo que un estudio analitico no puede realizarse. La opcion
gue se ha tomado en esta tesis consiste en la seleccion de un conjunto de contornos
provenientes de imagenes naturales y llevar a cabo un estudio del error de
aproximacion sobre dicho conjunto [Pérez 2000b].
Como conjunto de imagenes se ha tomado un conjunto de siluetas que determinan un
conjunto de contornos en el plano (Figura 3. 4). Para cada silueta se ha tomado
Unicamente el contorno exterior de la figura. Todos los contornos se han remuestreado
para obtener un total de 256 puntos por contorno. Puesto que en las aplicaciones en las
gue se usard esta representaci én es de gran importancia el costo computacional, no se ha
realizado ningln preprocesamiento sobre el conjunto de puntos del contorno.

A0 9 A N M o

) Fagr et
e dand aPR

<YoHUmt ¥ v

Figura 3. 4 Conjunto deiméagenes de prueba

Dado este conjunto de imagenes se calcul6 e error medio entre la curva reconstruida a
partir del conjunto de coeficientes y la curva origina para diferentes familias de
wavelets ortogonales: Haar, D4 y Dg de Daubechies (minima asimetria), distintas

85



Capitulo 3

familias de multiwavelets: GMH de Gerénimo-Hardin y Massopoust, CL de Chuy Lian
y SA de Shen-Tany Tham (Ver Seccion 3.1.14). Pararealizar una comparacion con las
técnicas tradicionales se incluyen también los resultados para la transformada eliptica de
Fourier y los b-splines (Ver Seccién 2.1.2). Puesto que todas las transformaciones
(salvo los b-splines) son ortogonales se han tomado |os m coeficientes mas importantes
(coeficientes de maxima norma) con m=32, 64, 128. Para los b-splines el contorno se ha
remuestreado para los distintos valores de m y después se han calculado los

descriptores. Los resultados obtenidos del error cuadratico medio (en pixels) para €l
conjunto de imégenes han sido:

Fourier | b-splines | Haar | D4 | La8 | GMH | CL | SA(4)
n=32 4.0 39 6.1 | 28 | 24 25 2.7 2.3
n=64 1.8 21 33 | 12| 10 11 11 1.0
n=128 0.8 09 17 | 06 | 04 05 05 05

Tabla 3. 1 Errorescuadraticos medios para el conjunto deimagenes

L os resultados numeéricos muestran que en general la mejor compresién se obtiene con
el multiwvavelet SA(4) y e wavelet Dg. Después de estos, los mejores resultados se
obtiene con los multiwavelets GMH y CL, € wavelet D4, € descriptor eliptico de
Fourier y €l wavelet de Haar. En la Figura 3. 5 se muestra €l error cuadrético medio
(m=32) para los descriptores elipticos de Fourier (linea gruesa), € wavelet Dg y €
multiwavelet SA(4). En esta figura podemos observar como e multiwavelet SA(4)
obtiene resultados ligeramente superiores que &l wavelet Ds. El peor contorno tanto para
el Dgy SA(4) se muestraen la Figura 3. 5 donde & contorno origina (linea gruesa) se

muestra con la aproximacion mediante e wavelet Dg (linea discontinua) y el
multiwavelet SA(4) (lineafina)

[T
H LT
[T}

—

.
“lll'.-"‘
s

0 10 20 30 40
Figura 3.5 Comparacion del error cuadrético medio paratodaslasimagenes
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Figura 3. 6 Contorno de error maximo

En el procesamiento de imégenes no se busca Unicamente una descripcion con un error
cuadratico medio pequefio. Generalmente es (til obtener una pequefia distancia maxima
entre € contorno original y su aproximacion. Para comprobar la capacidad de la
descripcion basada en wavelets para obtener un bajo error de este tipo, se tomo el
percentil 95 de la distancia maxima para € wavelet Dg y multiwavelet SA(4) paratodas
las iméagenes de |a base de datos obteniéndose | os siguientes resultados (ver Tabla 3. 2)

n=32 |[n=64 |n=128
LA8 wavelet 414 1.72 0.76
SA(4) multiwavelet |4.09 1.80 0.79

Tabla 3. 2 El percentil 95 dd error maximo

L os resultados muestran que el error en ambas descripciones es similar. En este trabgjo
se utilizaran ambos tipos de wavelets. El de Daubechies en las secciones 4.1y € SA(4)
enla4.2

3.2.4 Normas para curvas

Una vez expuesta la representacion de curvas utilizando wavelets (Seccion
3.2.1), e siguiente paso es determinar la forma de evaluar normas y productos escalares
para curvas. La norma para curvas es especialmente interesante para compararlas, pues
para ello se suele utilizar la norma de su diferencia. Laforma usual de calcular la norma
deunacurvaenL,(l) L(0) eslasiguiente:
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Ir[} = ¢ (W[ du=gy(u)” + y(w*du Ec.3.58
o de forma equivalente:

I, =w™Fw , F,=¢F,UF,ud Ec. 3.59

dondew y F se definen como en (Ec. 3. 52) esta norma proporcionael producto escalar:
(wow,)=w,Fw,, Ec. 3. 60

la utilizacion de funciones ortogonal es, resulta especialmente interesante pues la norma
sesmplificaa

M =w™w =|w| Ec.3.61
2 2

La norma descrita anteriormente esta definida sobre L,(0)" Lo(0) y es la norma para
curvas generalmente utilizada para comparar curvas.

3.2.5 Normas para curvas en espacios de suavidad

Aprovechando la relacion existente en e caso unidimensional entre la
descomposicién en wavelets y |os espacios de suavidad se proponen en estatesis nuevas
normas sobre curvas en espacios de suavidad distintos de Lo(0)" L2(0). Al igual queen la
seccion 3.1.10 se considerara la familia de espacios de Besov B; (L (1)) dondel seraen
general un dominio finito (el intervalo [0,1]), y donde0 < a <¥,0<p £ ¥,0< q £¥..
Estos espacios se generalizardn para curvas de lasiguiente forma:

Dada una curva C °© r(u)= (x(u), y(u))" se considera para m > 0y h>0 la mésima
diferenciade f como:

am
k

m _ g Ec. 3.62
Dh ’r(u) - a

k=

g('l)kf(U‘Fkh), ul 17 ={ul 1/u+rhi 1}
@

o

se define entonces:

i Up
| Eedr”pdu% =§‘ X(u)? + y(u)?
o T e

g Ec. 3.63
duz p<¥
@

IFl.o,
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el modulo de suavidad de Ly(l) paraO < p £ ¥ se define como:

w,,(r,u), = sup|D"r |

ry 7
[hlEu Lo(ln)

Ec.3.64

La seminormade Besov de indice (a,p,q) se define param>a, donde 1 £ p,q £ ¥ por:

|r BS (Lp(1) :z\wm(;,u)pg$gq’ OLqL¥ meS
a
I B3 (Lp(1) :ﬁewg q=¥
Lanorma para el espacio de Besov se define entonces como:
Ir B (Lp(1) :”r"me *r B (Lp(1) Ec. 3.66

El espacio de Besov de curvasB; (L (1)) es entonces €l conjunto de curvas que
pertenecenalp()” Lo(l)y |r

B3 (Lp(1)

A continuacion se presentan algunas propiedades de esta norma:

Proposicion 3.2
DadaunacurvaC ° r(u)= (x(u), y(u))", las siguientes normas son equivalentes:

"r B (Lp(1) ° ”XI Ec. 3. 67

B3 (Lp (1) +||y| B (Lp (1)

Demostracion
La demostracion puede encontrarse en el Apéndice A

Corolario 3.1

Dada una curva C ° r(u)= (x(u), y(u))" entonces r 1 BI(L,(1)) sy solo s sus
funciones coordenadas x e y estén en dicho espacio.

Demostracion
Evidente aplicando & teorema anterior

Teorema3. 3
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Dada una curva C © r(u)= (x(u), y(u))" y su expansion en series de wavelets (Ec. 3. 49)
entonces:

"r Bg (Lp(1)) ° \/| 00X

Demostracion
La demostracion puede encontrarse en el Apéndice A

“legs| +9a ga 2wl ”&{/|dJ ox

La importancia del teorema anterior es que nos permite relacionar la norma de la curva
r(u) con su descomposicion mediante wavelets.

3.2.6 Modelos de espacio de formas

En la préctica es deseable distinguir entre el vector de coeficientes wi Q que
describe la forma de un objeto y €l vector de forma x T S. Donde S es un espacio de
formas. Mientras que Q tiene dimension ng = 2N donde N es el nimero de funciones en
la descomposicién mediante wavelets, S se construye a partir de un espacio vectoria de
dimension ns que suele ser considerablemente menor que ng. La razon de la
introduccion de este espacio de formas es la reduccion de grados de libertad en las
posibles deformaciones del objeto, siendo de esta forma mas fécil centrarse en aquellas
de interés como por gjemplo, traslaciones, similaridades euclideas o transformaciones
afines.

De forma precisa se define un espacio de formas, a través de un espacio de
transformaciones entre S y Q de maneraque w=H(x,w ), x T S. Cuando el espacio de
transformaciones es lineal puede escribirse como L(H,w ) que es & conjunto de
transformaciones lineales entre € vector del espacio de formas x T = ™ y € vector de
parametros w1 = ™ definidas mediante una“ matriz de forma’ H es ordenng” ns:

w =HX +w Ec. 3.68

El vector w representa una curva base que es transformada de forma lineal. A
continuacion se discuten los tres espacios de formas mas simples. e espacio de
traslaciones, el espacio de similaridades euclideas y € espacio de transformaciones
afines.

3.2.6.1 El espacio de traslaciones

El espacio de traslaciones de una curva base  con vector de pardmetros w- constituye
un espacio de formas 2-dimensional S con matriz de forma:
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_ad 00 Ec.3.69
“fo T3

T =(0,..0, 0=(00,..0)

T y 0son vectoresdetamafio N igual a nimer o de puntosdela curva

Sin pérdida de generalidad se asume que w tiene su centroide en € origen .De esta
forma el vector x=(a,b), desplaza la curva determinadapor w a unidadesen el ge xy
b unidadesen el gey.

3.2.6.2 El espacio de similaridades euclideas

El espacio de similaridades euclideas de una curvabase r con vector de pardmetros w-
constituye un espacio de formas 4-dimensional S con matriz de forma:

H_aa 0 W* -W’0 Ec.3.70
_§0 T W' W

T =(10,..0), 0=(00,..0)

QIO

Sin pérdida de generalidad se asume que w tiene su centroide en € origen de forma
gue las dos primeras columnas estén asociadas con la traslacion de la curva y las dos
Gltimas con rotacion y escalado.

De esta forma e vector x=(ab,k(cos(q)-1), k(sin(g))), desplaza la curva
determinada por w  a unidades en el ge x y b unidades en €l gje y, rotdndose también
lacurva con angulo q y escaldndose con factor de magnificacion k.

3.2.6.3 El espacio de transformaciones afines

El espacio de transformaciones euclideas de una curvabase r con vector de parametros
w  constituye un espacio de formas 6-dimensional y puede interpretarse como el
conjunto de transformaciones lineales que pueden aplicarsea 1 -

r=t+Mr Ec.3.71

donde t es un vector de traslacion bidimensional y M=(m;) es una matriz cuadrada de
orden 2.
El espacio generado S tiene como matriz de forma:

H_ag O wW* 0 0 W'
‘éo T 0 W w* 0
T =(0,..0, 0=(00,...0)

Ec.3.72

Q10
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Sin pérdida de generalidad se asume de nuevo que W tiene su centroide en el origen de
forma que las dos primeras columnas estan asociadas con la traslacion de la curvay las
cuatro ultimas con la transformacion afin.

De esta forma € vector x=(a,b,mi-1,mpe-1,mp1,my2), desplaza la curva
determinada por w a unidades en € ge xy b unidades en €l ge y, transformandose
también la curvacon lamatriz M=(my;).

3.2.6.4 Normas en el espacio de formas

Dado que siempre que sea posible se trabaja en el espacio deformasS es necesario que
las normas definidas sean consistente con el espacio paramétrico Q. Esto se consigue
definiendo:

[x[s =R, Ec.3.73

esto es, lanormasobre S seinduce a partir de lanorma sobre Q.

En el caso detrabgjar con la norma sobre L,(0) se smplificaa:
Ix[:=x"S\x, S,=HTFH Ec.3.74

De nuevo en € caso ortogonal lanormase simplificaa ser Fy (Ec. 3. 59) laidentidad.

3.3 Modelos de deformacion de contornos mediante wavelets

En esta seccién se estudia € proceso de regularizacion mediante wavelets
utilizando los modelos de deformacion definidos anteriormente. Ademés se extienden
los modelos probabilisticos de |os wavelets para generar un modelo probabilistico de
deformacion a priori de los contornos y se introducen técnicas para el emparejamiento
de dichos modelos. Estas técnicas consisten en un algoritmo aproximado de
emparejamiento en espacios de Besov y un algoritmo exacto para espacios de Sobolev.

3.3.1 Deformacion de contornos mediante wavelets

Los modelos de deformacién permiten determinar la curva C © r(u) que mejor se
gjusta a un conjunto de datos D de la imagen que en este caso tiene la forma de una
curvarp. Se definirdun criterio de gjuste de lacurvar alaimagen:

Eaju = Eaju(r, rD) Ec.3.75

gue se utiliza junto con lafuncion de deformacion aunacurva de referencia 1 :
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Eder = Edef(ra F) Ec.3.76

para determinar una funcién de ajuste combinado que, utilice ambos criteriosy que
tomaralaforma:

Etot(r, t, rp, )=t Eqer(r, ) + Egu(r, rp) Ec.3.77

dondet esun pardmetro de regularizacion.

Para definir la funcién de deformacion se utilizara la extension de la norma de
Besov a curvas propuesta en la seccion 3.2.5. De esta forma ademas de pendlizar la
diferencia con respecto a la curva de referencia 1 se hace especialmente @stoso las
deformaciones no suaves con respecto de la curva de referencia. Asi se define una
funcion de energia Eqef(r, ) que de forma explicita puede escribirse en funcion de los
coeficientes de la expansion de los contornos en wavelets como se muestra a
continuacion.

Dada una curva para la que se calculan los coeficientes de la expansion en
wavelets como se muestra en Ec. 3. 52:

xU) =G, U)'w”, yu) =G, (Ww” r(u)=F,(Ww, con:

ée J O,o(u) 9 ée CO,O:X 9 ée CO,O:y 9

cy 01,o(u) + ¢ do,o;x + ¢ do,o:y -

_¢ o ¢ T _e T
GW(U)_g y Jvl(u) :’ W _g dJ,I:x :’ we _g dJI:y :
S S S S
g/J-l,zJ'l-l(u)b ng-l,zJ'l-l-xb ng-12J'l l'yb

. T 0 & X s
Fu(U) =1,AG,u) =EGWC()U) G (u)T§ w =§awwv%u

entoncessi r(u)=Fw(u)w, F (U)=FWu)W ,y

e I):O 0;x O e CO 0;x O ® CO'O X 9

¢ Ddyoy = ¢ dope = € Yoo *

¢ T e o+ & 7

¢pd, T ¢d T $d,:

(; :J,|,X - (; J:|,X - (; J.hx —

¢ ¢ T -

Dw — gIJjJ-lzJ'l-J;xT ng-lzJ'l-l-xT gd\]-lzj'l-l'x;
=W -W = g -= g X . - X
(; I):O,O:y _ (; CO,O:y _ g E) 0y :

g Ich.),o:y : g dO,.O:y : (; dO,.O:y -

¢ o TS 4 T ¢

G by TG Oy = 6 ody, 7

¢ 1ore i v

éDdJ-LZM- 1:y5 édJ-MM- Ly B Saj.l,zu. Ly B

se define lafuncién de deformaci dn como:
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Eger(r, 7)° Eger(W, W )= Ec.3.78

p /P

| 20 =
0,0;y ikyl =
(4]

|DCO é ga 2a1p21(p/2 1)&}/|Dd

Q-0

de esta forma, € término de deformacion hace que la curva r tienda hacia la curva de
referencia 1 .

La definicion de la funciéon de deformacion en Ec. 3. 78 no es satisfactoria pues no es
invariante frente a transformaciones de la curva de referencia . En general, se desea
gue 1 influya solamente en la forma de r , pero no en su posicién u orientacion que
deben extraerse de la imagen. Una forma de conseguir esta invarianza frente a un
conjunto T de transformaciones es definir:

El (1, T)=min Eqe(r, T(7)) Ec. 3.79
de estaformasi por ggemplo T es el conjunto de traslaciones setiene:

p /P

Ec.3.80

0
Jky| 6

EL0 18 ga 22 Eod,, [

Q- -0

3.3.2 Ajuste de contornos mediante wavelets

Para establecer el modelo completo de guste mediante wavel ets es necesario
determinar lafuncién de gjuste E,j, ésta se define mediante:

Equ(r, T)=r - 1|} Ec.3.81

con lo cual el problema de guste queda definido como:

min tE (r, 7)+ Equ(r, o) Ec. 3.82

la solucion a problema en Ec. 3. 82 para un espacio de Besov general es muy compleja
(aunque se presentard una solucion general aproximada en la seccion 3.3.3.3), sin
embargo existen espacios de suavidad de interés para los que es posible encontrar una
solucién analitica. Mas concretamente en esta tesis se trabajara fundamentalmente en el

espacio de Sobolev WA(Lx(1)) es decir, e espacio de Besov B: (L,(1)) . En este espacio
setiene:
Eger(r, 7)° Eder(w, W )= Ec.3.83

3121
5 o O 2 2
DCo,o:x+ OOy +a a 2 (de,k:x +Dd1ky)
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gue de formamatricial puede expresarse como:

Eger(w, W )=(w-w )'S "t (w-w )", donde S se define mediante |a siguiente matriz
diagonal:

g 0 0 0 0 9
g0 2-2a0 0 0 0 N
G: : . : .+
S _gO 0 ... 220D 0 ... 0 : Ec.3.84
QO 0 0 0 2'230 0 =
G. . s .t
éo 0 0 0 0 2-2aJ(J-1)B

siendo J=log;N donde N es el nimero de puntos de |a curva discretizada.

De nuevo, esta definicion de la funcién de deformacion no es invariante frente a
transformaciones de |a curva de referencia determinada por €l vector de pardmetros w .
Es por tanto necesario calcular la funcién de deformacion E., (r, T) invariante para un
determinado conjunto de transformaciones. Para las transformaciones de la seccion
3.2.6.3 (transformaciones afines) & conjunto de transformaciones puede escribirse
como: T(r)=MT +t donde M es una matriz de orden 2" 2 y t esun vector de orden 2" 1.
Desarrollaremos a continuacién este caso (el resto es similar). La funcion de
deformacién se expresa como:

El (r, T)=min Eae(r, T(7)) =min Ege(r, MT +t) Ec.3.85

para calcular los valores de M y t Optimos para la transformacion podemos resolver €
problema de forma equivalente (utilizando los modelos de espacios de formas de la
seccién 3.2.6 como:

min Egel(r, MT +1) © minE,, (W, Hx +W) = Ec. 3. 86

def

mxin(w-vT-Hx)TS T(w-w -HX)"

y por tanto:

Proposicion 3. 3
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Dado e problema n“}itn Eqef(r, M T +t), que puede expresarse de forma equivaente

como: min(w-w- -Hx)'S " (w-W -Hx) entonces:

a) Lasolucion optimaal problemaes x = (H'S™H)'H'S ™ (w - w)

b) Se verifica EL (r, 7) = (w-w)'S V2P S V2 (w-W ) donde P es |la matriz de
proyeccion P=1 - SY?H(H'S*H) 'H 'S*?

Demostracion

a) Bastaderivar laformacuadréticay resolver :
Al
x

solucion delaecuaciones. X = (H'S™M)'H'S ™ (w - W)

(W-W -Hx)'ST(w-W -Hx)'=-2H'S Y (w-W ) + 2H'S *H (w-W )=0. La

b) Bastasustituir x =(H'S™"H)*H"S*(w - W) enlaformacuadrética.

Proposicion 3. 4

Dado el problema min tE_ (r, )+ Equ(r, 1)
a) Esequivalentea mint (w-w )'S 2P S Y2(w-w ) + (W- wp)'I (w- wp)"

b) Lasolucion Gptimadel problemaes: w = (I +tS *2PS ) (w , +tS“*PS VW)

Demostr acién
a) Evidente puesEqjy(r, rp) =(W- wp)' | (w- wp)'

b) De nuevo basta con calcular laparcial con respecto aw eiguaar a0

Proposicion 3.5

En las condiciones anterioressi S=I donde | eslamatriz identidad y que corresponde al
caso H=0. La solucion optima es

A et — 1 0
w =Pc—w +—w_ =+l - P
G oot P

Demostracion
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W=tP+1)'t PW +w, ) =(f +)P+1- P)'t PW +w )=

el pr(i- Pt P +w,) =
get +1g )

22l 0o rw )+(-Pw 2P i+ tw %( P
%%t +1g ° ° 5 G+l 1+l g °

La importancia de la proposicion anterior es que afirma que en el caso estandar
de que las curvas tengan su norma sobre Ly(l) la solucion Gptima puede encontrarse
gracias a la ortogonalidad de los wavelets sin tener que redizar ninguna inversion
matricial. Ademés la expresion anterior permite una interpretacion sencilla: en el
subespacio determinado por € conjunto de transformaciones toda la informacién se
obtiene de la imagen a partir de wp mientras que en el subespacio de deformacion se
toma una media ponderada entre la informacién de la imagen y la del contorno de
referencia w , siendo esta ponderacién funcion del pardmetro de regularizaciont.

A continuacién se muestra un experimento mostrando el proceso de gjuste. En la
Figura 3. 7 (de [Pérez 2000a]) se puede ver la posicion inicial del contorno que se toma
como contorno de referencia en la Figura 3. 8 puede verse el resultado del proceso de
ajuste.

Figura3.7 Posicion Inicial Figura 3.8 Ajustealaimagen

Una vez definido el procedimiento de ajuste basado en la funcion de deformacion
resulta de utilidad su interpretacion probabilistica pues proporciona la posibilidad de
interpretar el parametro de regularizacion del problema de gjuste para un espacio de
Besov genera y permitira dar alafuncion de ajuste su forma definitiva

3.3.3 Modelos probabilisticos de deformacion basados en wavelets

Ta y como se sefiald en la seccion 2.2.2.4, e empargjamiento de modelos
deformables puede ser formulado como la estimacion méximo a posteriori (MAP) con
una adecuada formulacion probabilistica.

Asi setiene:
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Probabilidad a priori :
P(w |t;W) p exp(-t E,, (W, W)

Funciondeverosimilitud Ec.3.87

PW, [w)u exp(- E,,(W,w5))

Distribuci 6n a posteriori
PW [W W) [t eXp(- (t Eqy (W, W) +E,, (W, W)

3.3.3.1 Formulacioén de la distribucion a priori

Utilizando laforma de la funcion de deformacion para espacios de Besov (Ec. 3. 78) se
tiene:

Pw [t;w) B exp(-t E, (w,W)) =
E 2 o = - 0 Q 3
eXp(;’_ t Q|DC00x |DC0 | +a % 2aJp2J(p/2-l)§/|mj' Jky| 9 : T_: Ec. 3.88
g 9 Jlogkzo g o i
€ @
% 1 p arp g .
exp(— ¢ QDCOVO:XZ +|[x0' | ))expg t qoékao 2a1p21(p/2 1)&‘/|Dd Jky| 5 5 :
(%]

Por tanto la funcion de probabilidad se divide en dos términos, € primero esté asociado
con latraslacion de lacurvay tiene distribucion normal:

Ec.3.89

2
?xOOx Nz( , ), D_as
DCOOyﬁ 0

donde s % representalaincertidumbre asociada con una posible traslacion de la
posicion delacurva.

Para €l estudio del segundo término se asumira g=p con lo que se éste queda definido
COmo Sigue:

Ec.3.90

expé t a a 2aJp21(p/2 1)6e\/|m

j20 k=0

oYe) expg t 2PpI 1>3e\/|Dd

20 k=0
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para el estudio de este segundo término se propone en estatesis una generalizacion de la
distribucion generalizada gausiana ( Ver 3.1.11), asi setiene:

Definicion

La distribucion gausiana generalizada bidimensional simétrica de media O,
DGGS,(0,5%) con pardmetro de formany varianza s se define a partir delafuncion de
densidad:

ho)” 1 [y + \2 g 3/ Ec.3.91
f(X’Y)zﬁpszengzQ‘l(n) X+y/s)% hn) = G(3/n) c

G/n)

donde Grepresentala funcion gamma.

0.12
0.1
0.0a
0.06
0.04
0.0z e
0 “1\\15555535521*
3 i
-2 eSS TN $‘~;ﬁ!§:=“* -2
IR e
SEr e

Figura 3. 9 Funcion de densidad GGD(0,1) paran = 2 (izquierda), n = 1(derecha).

De estaforma, el segundo término expresala distribucion conjuntade variables DGGS
independientes donde cada par de variables sigue la distribucién:

>

ad . 0 . Ec.3.92
o 270G, 057, s, =2 "
iky @

Por tanto el modelo probabilistico asociado a Ec. 3. 90 es la distribucion conjunta de
variables independientes con distribucion DGGS y varianzas decrecientes
exponencialmente. Este hecho puede formalizarse de forma rigurosa en el siguiente
teorema:
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Teorema 3. 4
Supongamos que dix = (d; kxdiky)" ~ DGGS;(0,s }) con s;=21so con b>0y s0>0

entonces para 0 <p,g<¥ las curvas redizaciones del modelo estan casi seguro en
BI (L, (1)) siysolosib>a+1/2.

Demostracion

La demostracion es sigue las lineas del caso unidimensional [Abramovich 1998] y
puede encontrarse en €l Apéndice A.

A continuacion se presentan algunas realizaciones del modelo probabilistico en un
contorno de prueba que se muestra en linea discontinua. Tal y como se predice por €l
modelo, cuando se incrementa b aparecen deformaciones méas suaves. Alrededor de la
figura se muestra también en gris claro un intervalo de confianza del 99% para los
puntos de lacurva.

Figura 3. 10 Realizaciones del modelo probabilistico. Los valores ddl parametro son b=0 para la
imagen delaizquierday b=1.6 paraladeladerecha. El valor dep esigual a 2.

Es importante sefidlar que con € modelo actua las varianzas debida a tradacién y a
modelo de deformacion s 7, y s 7, respectivamente estan ligadas a través del parametro

de regularizacion t. La interpretacion probabilistica permite que ambas cantidades sean
determinadas independi entemente proporcionando asi una mayor flexibilidad a modelo.

3.3.3.1.1 Modelos probabilisticos en el espacio de Sobolev

Un caso especialmente interesante se produce cuando p=2. En este caso las
realizaciones del modelo probabilisticos estan casi seguro en el espacio de Sobolev
WA (L2(1)). En este caso todas las distribuciones son gausianas e independientes lo que
permitira el desarrollo analitico del estimador MAP. Por tanto:
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dj,k ~N 2 (aj,k 12-2jbs EZ)EF l ) Ec.3.93

lo cual, junto con € coeficiente de traslacién independiente de los anteriores :

Coo = N,(C,0S l) Ec.3.94

determina completamente el modelo.
Todo o expuesto anteriormente puede establecerse de forma precisa como:

Pw |w)u exp? %(w -w)' 'St (w - VT)Q, Ec.3.95
€ o

W = (Cogyr G preons ool

’Covovy’d djvka""dJ-l,Z‘]'l-l,y)
j=0.J-1,k=0.2'-1

J-1,2711,x’

0,0,y1°""

(?BTZR 0 0 0 0 9
cO0 sz, 2%° 0 0 0 +
¢ : : : : : -
¢ : i
5 =& 0 0 2,200 0 0 +
g 0 0 0 s2 0 o
¢Oo 0 0 0 sz 2% 0o +
C . ) : ) +
¢ : "
&0 0 0 0 0 S22

donde N=2’ es el ntimero de puntos de |a curva discretizada.

3.3.3.1.2 Aprendizaje de los parametros

Se mostrard a continuacién dos métodos para la estimacién de los parametros del
modelo [Pérez  2001]. El primero estd basado en las ecuaciones de maxima
verosimilitud (EMV) que se aplicard en e caso gausiano mientras que € segundo esta
basado en el desplazamiento cuadratico medio y que puede aplicarse en € caso de la
distribucion gausiana generalizada.

Estimacion por maxima verosimilitud (EMV) en el caso gausiano
Proposicion 3. 6

Dado un conjunto de muestras de descriptores{w; W »,..., W i}, |as ecuaciones de
maximaverosimilitud son:
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= 2 — SOO + SNN
W =W R 2
logz N logy N Ec. 3.96
a 2 (- N(og,N-2)+2 _, al 24
= S ==
B (N-D 2N
i=1
donde:
_:lém. (Slj):_ém.(wi-w)(wi-VT)T’ri = glsjj+sj+nj+n
m- miz et

y N esel nimero de puntos de la curva discretizada.
Demostracion
Basta derivar con respecto alos parametros e iguaar a 0.

Todos |os pardmetros pueden cal cularse facilmente excepto b. Su ecuacion debe ser
resuelta numéricamente.

Estimacion por desplazamiento cuadr atico medio

En caso de tener unaestimacion de b y el desplazamiento cuadratico medio desde la
curva de referencia se puede utilizar € siguiente resultado:

Proposicion 3. 7

Sea una curva descritacomo en Ec. 3. 88 con S unamatriz de varianzas-covarianzas
arbitraria entonces el desplazamiento cuadrético medio r*alo largo de lacurvaviene
dado por:

2 _ 11az(S) Ec. 3.97
N

donde N es el nimero de puntos de la curva discretizada.
Demostracion
Basta adaptar |a demostracion de [Blake 1998]

Por tanto s’ ys Z. pueden ser estimadosapartir deb y e desplazamiento cuadrético
medio debido a translacion y deformacion 2 y pa. respectivamente utilizando la
siguiente proposicion.
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Proposicion 3. 8

Dado S esta definido como en Ec. 3. 95 entonces:

s? pi1p Ee3%

log,Ns2? b11/2

Demostr acién
Bastaaplicar la Proposicion 3. 7.

3.3.3.2 Formulacion de la funcién de verosimilitud

Para completar la formulacion probabilistica del problema de gjuste es necesaria
laformulacién de lafuncién de verosimilitud. Puesto que su definicion eslasiguiente:
P(w , |w) 1 exp(- E, (W, w,))=exp((w- wp)' | (w- wp)) entonces, ésta queda
expresada como:

e 1 o] Ec. 3. 99
PW , (W) expg ——5 W -w,) | (W-w,)z5
pg 2s D (%]
W = (CO,O,X’dO,O,X""’djvkvx"“d\]-l,zj'l-l,x’
c,,.,d d

jky ""dJ- 1,2‘]'1-1,y)

j=0.J-1k=0.2 -1

] Ovovyl O'O'yl"'l

donde s 2 eslavarianzadebidaal proceso de observacion e | lamatriz identidad.

3.3.3.3 El problema del calculo del estimador MAP

Una vez definida las funciones de probabilidad a priori y de verosimilitud el problema
de empargjamiento se convierte en e célculo del estimador MAP de la funcion de
probabilidad aposteriori P(w |w ;W) B exp(- (t E, (W ,W)+E_ (W,w)).

Este célculo se ve complicado por la necesidad de que la funcién de distribucion a priori
sea invariante frente a un determinado conjunto de transformaciones. A continuacion se
desarrolla €l caso de invarianzas frente a transformaciones afines. Se tiene entonces que
hallar el estimador MAP de:
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[SERE ek

e 1 2 2 513 2] 2 200
exp : 23 2 gco.o;x' CD.O.O;x +|Cj,k;y - CD,O,O;x +a. 2 | - dD,j,k;x +|dj,k;y- dD,j,k;x Z—_
D i=0 k= 20
i
;i & 1 _ 2 _ 20
rglp:, eXp 3 2 |C0.0;x - (CO.O;x +t1)| +|C0.0;y - (CO.O;y +t2)| ;X EC. 3 100
' { 2STR 7]
L1215 — — 20 2 i
expg' é é. g(p) J‘dlkx n‘hl jk;x +rnlz jky |d|ky ledj,k;x +m22dj.k;y| : = y
g %0 k0 i 2 g b
g]k S DEF2 .
noétese como el problema se descompone en:
Problemal
Hallar esestimador MAP para(c,,,C,,) apartir de
2 1 q 2 2)0
expg' 25_5 Coox ™ Co.00x +‘Cj,k:y = Co00x gx
i o a
| c 2 = 20 1
ml n| GX% OOx - OO:x +t1)‘ +‘CO,O:y - (CO,O:y +t2)‘ :X y
i 3 7
|
Problema 2
Hallar esestimador MAP para(d, . .d;,.,) apartir de
& 1 sty 2 200
expé- 2 ga a ‘dj,k;x - dD,j,k;x +‘dj,k;y - dD,j,k;x :
2s b @j=0 k=0 29
i
M e 12i.1
- 5% '8 (p) - . - -
rr’\]Aln.l' pg é ‘dj k;x rn]_]_dj,k;x + rnlzdj,k;y + ‘dj,k;y - mzldj,k;x + mZZdjvk:y
1 e j=0 k=0 ik
|
gjk - DEF2 "
Entonces se tiene:

Proposicion 3. 9

Dado €l Problema 1 definido anteriormente se tiene:

a) El valor éptimo det=(ty,t,) es: t =(c,, - C

0,0;x OOX’ 0,0;y CO,O;y)
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b) El estimador MAP paracoo=(C, ,,,C,, ) €S éo,o =(Co 0.0 Co.00:y)

Demostracion

a) El problema de ladeterminacién det es equivaente a

rrlin‘co,o;x - (Co,o;x +t1)‘2 +‘Co,o;y - (Co,o:y +t2)‘2

C

0,0y - CO,O;y)

y por tanto su valor éptimo es: t =(c,

,0;X - CO,O;X’

b) Dado €l valor det obtenido anteriormente el problema de la determinacion de coo €s
equivaente &

. 2
I’pl r‘Co,o:x - CD,o,O:x
0,0

y por tanto su valor optimo es: €, =(¢ Coov)

D,0,0;x ’ ~D,0,0;y

2

+‘c C

j.ky - D,0,0;x

El Problema 2 puede entonces formularse como:

mir{hw -w ) ming(w - (i +)}

h(w -w ) = expg

X 112 9B _ —_ 2 opQ
eng- éééﬂ\/‘dj,kx rr]lldjkx mzdjky ‘dJky ledJkX mZZdJVkV < —
é j=0 k=0 ik 4] o
con:
ée d0,0;x 9 ée CE)'O:X 9 ée dD,0,0:x 9
¢ dl,o; x g dl' .03 X : c dD, 1ox
¢ : N C = + ¢ : N
¢ d,. I ¢ dux =+ ¢ dyyn I
¢ T + ¢ M E
¢ : S ¢ :
ng 129711 _ — (;;dJ J-1 - gd Jo129 g _
W — - ,XT’ W — -iz 1x;, WD — D,J-1,2 -1,>(T
¢ dO oy _ g Cio oy _ ¢ de°~°?y _
g dl,f):y _ Q 1,0,y _ g dD,l.,O:y _
ca, 1 sg ot fal 1
¢ Yy T c d,., = ¢ Yoy T
¢ N c - ¢ N
%dJ-l,ZJ'l-l;yE g_J-l,zJ'l-lzyg édD,J-l,ZJ'l-l;yE
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(;‘;e CEO,O:X @)O:y 0 0 9

g dl,Ox dl,o;y 0 0 :

¢ o = . <

G dJ Iix dj,l:y 0 Q =

G : ' L= aam, §
_ Co - 0 0 = lez;
H :ng.l,ZJ'l-lzx 312711y a a + X :(; _

o 0 0 ao,o: y ao,o:y - (;}m21 _

A e A ¥

g 0 0 dJ'.~'?Y ILy :

¢ : : - : B : :

g 0 0 dJ'lvz‘]'l-l'y dJ-l,Z‘]'l-l;yg

nétese como para simplificar la notacién se mantiene e uso de w aungue éste no tiene
ahora la componente asociada a traslacion. La resolucion del Problema 2 es compleja
debido a la doble optimizacién en w y x. Por ello se formula de forma equivalente
como:

Teorema3.5

Sea €l problema mir{h(w -w_)ming(w - (Hx +W))( , entonces la solucién dptima

es w,+P(X +W -w,) con P=1-H(H"H)'H™ y x la solucién ¢ptima de
minh(P(x +w -w ,))g(x) (Problema3).

Demostracion

El problema a optimizar es equivalente a

rpixnf(w ,X), fw,x)=hw -w_)gWw - (Hx +W))

déscomponi endo h

h(w -w ) =h(P(w -w ;) +(l - P)(w -w,)) =h(P(w -w))h(l - P)(w -w;))
definiendo entonces X =w - (HX +W) setiene:

fw,x)=hw -w,)gWw - (Hx +W)) =h(P(x +W -w ,))h(l - P)(w -w ;)g(x)
*h(Px+w -w;))g(x)

por tanto :

rpixnf(w,x)3 mXinh(P(x +vT-wD))g(x):h(P(>€+vT-WD))g(>€):

=f(w, +PX+W - w,),-(H H)'"H X+W - w,)).

106



Modelado de Contor nos defor mables mediante Wavel ets

Desafortunadamente el problema: minh(P(x +w -w ,))g(Xx) es complejo de resolver

debido alapresencia de lamatriz de proyeccion Py alano linealidad de lafuncion g.

En esta tesis se dard un método de resolucion aproximada en la siguiente seccion. No
obstante existe un caso en los cuales la resolucién es posible de forma analitica: cuando
el proceso de optimizacién se hace sobre el espacio de Sobolev y que serd presentado en
la Seccion 3.3.3.5.

3.3.3.4 El caso general

Como se ha comentado anteriormente la solucién del problema de emparejamiento en €l
caso general es muy compleja debido a la complejidad de la funcién objetivo. A
continuacion se muestra un procedimiento aproximado para la optimizacion de la
funcion objetivo.

La base de dicho procedimiento es el Gltimo teorema de la seccién anterior junto con
una aproximacion suave de la norma en Ly(0) elevada a la p-ésima potencia [Belge
1999:

X" » & (x [ +e) - ) e 3 101

utilizando esta aproximacion e Problema 3 queda definido como:

mxinh(P(X - dw))g(x) =

éae 5%
mmexpg dW) ><exp

Q j=0 k= i

e

X 121 Op ) 0
minexpf® %(x-dw)TP(x dw ) expt- & 8 e P2 (e, +xz,, +e) - e
X 25D ﬂ g j=0 k=0 k @ g

dw =w - W

teniendo en cuenta que P es una matriz de proyeccion, derivando con respecto a x e
igualando a 0 se tiene que la solucion 6ptima x verifica:

e 2 7g

o= 09
G0 5
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{00) ool v
e =h"¢ >
“Th7 ¢ 0
g 0 0 (S o) - p—

=l S
5 Clkix + jky

%J'k

El sistemaen Ec. 3. 102 se puede resolver de formaiterativa como [Belge 1999]:

g:)-i-_pDA 992k+1:|:)dw ’
e 2 g

donde D, se obtiene sustituyendo X por la solucion actual >€k en Ec. 3. 102

Por tanto setiene:

Ll
><Ak+1:g?3+£DXA9 Pdw |,
e 2 g

Ec. 3.103

Ec. 3.104

Todos los resultados anteriores pueden expresarse por medio del siguiente teorema:

Teorema 3. 6
Dado €l problema de célculo del estimador MAP:

1 oee 1 2 210
n;l!)nl eXp&- o ? Coox ™ Co.00:x +‘Cj,k:y = Cooox| £
din | °
I\
|
1 b'%* 2 20
expg- 25 2 ao y o‘dj k;x - dD jkix +‘dj,k;y - dD,j,k;x I
D =0 k=
boe )
. _ 2 _ 2 G
m'tnl eng' g 2 ‘Co,o;x - (Co,o;x +t1)‘ +‘CO,O:y - (Co,o;y +t2) X
"1 R
I
x J-121-1ah( ) 2
o ‘o - - ] oy 2
expg- ao kaz)é g \/‘dj,k:x B rnlldj,k:x + rnlzdj,k:y +‘djvk:y ) m21dj~k?>< + rnzzdjvlcy
@ 0k jk
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entonces:
a) Lasolucion exactapara oo €S €, =(C, 461Co.00y)

D,0,0;x ’ ~D,0,0;y

b) El problema admite una solucion aproximada para
W :(do,o;x o d . d d .. d . d ] )r como:

X J-1,2% L 1% 0,0y ihy J-1,27- L1y

W +g— ( )+I— P(W w ) con P=1- F(ITTF)'lHT Y X verificando

8?3+EDX‘%€: P(w, - W) con D, definido en Ec. 3. 102.
o

Demostracion
Es consecuencia de | os resultados anteriores

Un subcaso interesante aparece cuando € conjunto de transformaciones para llevar a
cabo lainvarianza coincide con e conjunto de traslaciones.

Corolario 3.2

En las condiciones del problema definido en e problema anterior, si e conjunto de
transformaciones coincide con e conjunto de traslaciones se tiene:

@) Lasolucion exactaparacoo €s: €, =(C, 461 Co.00y)

D,0,0;x ? ~D,0,0;y

b) El problema admite una solucién aproximada para

w = (d0,0:x dJ'J:X dJ-l,zJ'l-l;x dO,O:y dj,I:y dJ_lsz-l_lzy)r como:.
dj,k;lejk DJkX+(1 IJk)dka
dj,k:yzle DJky+(1 IJk)dJky
~ 1-p/2
) @/ ph(@'g, 8K, [, +e2
I jk = L pl2

(2/ Ph(2)'g, "GK .|,

+el " +h(p)’s;

con:
Xj,k,;x =1 j,k(dD,j,k;x - dj,k:x)
Xy =1 ia(do iy = diey)

Demostracion

Puesto que en este caso P=I setiene:
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-1

W, +§%(Di)l+lg (W-w,) con D. definido en Ec. 3. 102, y x verificando
P

& +2p X=w, - w)
e 2 *g

Como D, esdiagonal setiene:

L 1 __ _
(W )i _(WD)i +(2/ p)(DXA_l)“+1(W WD)i
w (27 p)(D; ), .\ 1 @)

" (2/p)(D. M), +1 (2/p)(D. "), +1

Esinteresante sefialar que el problema anterior puede resolverse de forma exacta cuando
p=1 de lasiguiente forma:

Proposicion 3. 10
Dadalafuncion: p(s) = (st)?+ njs|. Entonces la solucién dptima es:

0 [tIE m/2

I
S=ji
%t- sgntym/2 [tP m/2

Demostracion
Evidente mediante optimizacion de funciones de unavariable.

Entonces setiene

Proposicion 3. 11

En las condiciones del problema anterior, si e conjunto de transformaciones coincide
con el conjunto detraslacionesy p=1 setiene:

a) Lasolucion exactaparaco €s: C,,=(¢ Coo0y)

D,0,0;x ? ~D,0,0;y

b) El problemaadmite una solucion exacta para

w :(do,o;x o dy e dy Ly, e d dJ_LZJ_l_l:y)f
como:

W, +(>2 +W - w,) con x definido de forma que dados x}k :(xAjvk;X,xAjvk;y) y
aw , =(d,, .- d,,.d

jk

et Oy c_ijvk;y) ambos vectores tienen lamisma direccion y:
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siow ], > V2 =5

DEF

|
|
I
1 0 en otro caso

Demostracion
Basta aplicar la proposicion anterior.

A continuacion pasamos a desarrollar un caso de especia interés como es €
emparejamiento en espacios de Sobolev y que tiene la particularidad de admitir una
solucion analitica.

3.3.3.5 El caso gausiano

El problema de emparejamiento en espacios de Sobolev se corresponde con el caso en
gue p esigua a2. Entonces setiene:

Teorema3.7
Dado €l problemadel cdlculo del estimador MAP para p=2 de Teorema 3. 6 entonces:

a) Lasolucion exacta paracoo €s: C,,=(¢ Coo0y)

D,0,0;x ? ~D,0,0;y

b) El problemaadmite una solucion exacta para

w = (d0,0:x dJ'J:X dJ-l,zJ'l-l;x dO,O:y dj,I:y dJ_lsz-l_lzy)r como:
W, +(PD'1 +1 )'1P(VT- w,) con P=1-H(HTH)*H" y D definida como matriz
D=sZS™

Demostracion

minh(P(x +vv-wD))g(x)=minexp§? Lo+ w-w ) P+ -w ) Zexpl %XTS"XQ
X X e g

2] 2
lasolucién éptimadel problema anterior es.

x=(P+s2s)'Pw, - w)=(P+D)*P(w, - W)

y por tanto la solucién éptimadel problemade gjuste es:
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w, +P((P+D) P, - W)+@W - w,))=
w,+{l - P(P+D)*JPW -w,)=

w, +(PD+1)'P@W - w,)

Notese como se obtiene la misma solucién que en el caso general salvo que en este caso
D.=D

Andlogamente a caso general si no hay invarianza frente a transformaciones P=I por lo
que lasolucion optimaces:

_ i
wD+(D1+|) W -w,) Ec.3.105
esto es.

-2jb 2 2
i =g 2 See L, So g
jkix D.j.kix 72ibg IZZ)EF +S§ 22bg IZZ)EF +Sc2> jokix Ec. 3. 106

2ba 2 2
q =d 2°"s DEF S D pr)
jkyy D,jkyy 2-2jbs 2 +s 2 2-2jbs 2 +s 2 Tikiy

DEF D DEF D

lo que indica que cuanto mayor es la escala menor es la influencia de los datos y por
tanto el efecto de regularizacion es mayor. En el caso de hacer laregularizacion en Ly(1)
setiene

q — S DEF S D q Ec. 3. 107
dj,k:y - dD,J,k:X 2 o2 + 2 g2 djvk:x
Soer 7Sy Sper tSp
~ s’ s2 =
d. . =d, L ] S—)
jkiy D,jkiy o 2 2 2 2 Tiky
Soer S5 S TS5

de forma que el contorno solucion es una media ponderada entre el contorno extraido de
los datos y €l contorno medio. Las ponderaciones se hacen en funcion de la
incertidumbre asociada tanto al modelo como alos datos.

3.3.4 Ejemplos de regularizacién

A continuacién se muestran algunos ejemplos de emparejamiento utilizando | as técnicas
anteriores:
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Figura 3. 11 Contorno de prueba (izquierda) y contorno con ruido unifor me afiadido (der echa)

Figura 3. 12 Proceso deregularizacion para p=1 para distintos valores de b. En linea discontinua se
muestra el contornoruidosoy € linea continua el resultado de la regularizacion
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. Figura 3. 13 Proceso de regularizacion para p=2 con distintos valores de b. En linea discontinua se
muestra el contorno ruidosoy el linea continua € resultado delaregularizacion

El ruido uniforme ha sido generado de forma que el desplazamiento cuadrético medio
sea igual a 1 unidad mientras que se asume que € desplazamiento cuadrético medio
debido a la regularizacion es de 2 unidades para poder realizar una comparacion
independientemente del valor de b. N6tese como a incrementar el valor de b (y por
tanto aportar lainformacién de que el contorno subyacente es suave se va produciendo
una eliminacién sucesiva del ruido uniforme)

114



Modelado de Contor nos defor mables mediante Wavel ets

3.4 Modelos dinamicos basados en wavelets

A continuacion se presentan varios model os dindmicos basados en wavelets para
la representacion de la evolucion temporal de la posiciéon espacial de contornos asi
como de su apariencia [Pérez 2001]. En particular se introducen los model os dindmicos
autoregresivos de primer y segundo orden que seran utilizados con la distribucion
gausiana generalizada como modelo de ruido estocastico y se discuten varias de sus
propiedades.

3.4.1 Introduccion

Las herramientas presentadas en la seccion 3.3 permiten el emparejamiento de
una curva en unaimagen estatica. En esta seccién se estudiaran procedimientos para el
seguimiento de curvas en secuencias de imagenes (ver seccién 2.4). Tal y como ocurre
con imagenes individuales es de gran importancia la presencia de modelos a priori para
el contorno a emparegjar, sin embargo dichos model os deben de extenderse para utilizar
la coherencia de los movimientos tipicos de contornos alo largo del tiempo.

Un modelo estadistico adecuado debe por tanto proporcionar no sélo un modelo
apriori paralaformadel contorno en la primeraimagen de la secuencia, similar al caso
estético de la seccion anterior, sino que ademas, debe proporcionar un modelo a priori
para los posibles movimientos del contorno. Este modelo dindmico a priori se aplicaréa
entre pares de iméagenes sucesivas. Debe de tener una parte deterministica, que genera el
desplazamiento esperado entre imagenes sucesivas junto con un componente estocastico
gue modele laincertidumbre asociada con dicho desplazamiento.

Se dispondra por tanto (ver seccion 2.4) de una distribucion de probabilidad que
describe la variacion del vector de parametros en el tiempo. Ademas, suele asumirse que
el conjunto de estadosw_; forman una cadena de Markov, es decir

P(wt | W1_t-1)=P(W¢ | Wt.1) Ec. 3.108

puesto que de esta forma el model o probabilistico queda simplificado. Lo que queda por
tanto es la expresién concreta de la funcion de probabilidad P(w; | wi1) que sera
estudiada en estatesis para curvas representadas mediante wavelets.

3.4.2 Modelos autoregresivos de primer orden (AR1)

Laforma méas simple de expresar la funcién de probabilidad P(w; | wi.1) es mediante un
modelo autoregresivo de primer orden (AR1) este modelo se pondra de forma:

Wi =A w1 +D+ Bny Ec. 3. 109
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donde n; es un conjunto de vectores independientes e igualmente distribuidos de media
0y matriz de covarianzas igual alaidentidad, A y B son matricesrealesy D un vector
de desplazamiento constante.

Unaformano tan general pero de fécil interpretacion es:

Wi- W =A (W.1- W) +Bng Ec.3.110

ambas formas se relacionan atravésde:

(I-A)w =D Ec.3.111
Estas definiciones nos llevan ala siguiente proposicion

Proposicion 3. 12

Dado e modelo de Ec. 3. 110 entonces:
a) E(Wt ):VT +A E(Wt_l -W )
b) Var(w;)=AVar(w;1) A" +BB'

Demostracion
Estrivial utilizando las propiedades de medias y varianzas.

Este resultado permite calcular la media y matriz de varianzas de la distribucion
asintética del proceso através del siguiente corolario

Corolario3.3

Dado el modelo de Ec. 3. 110. entonces s existen los limites
E, =limE(w,), V, =limVar(w ) setiene E, =W, V, =AV,A’ +BB’

Demostracion
Evidente utilizando las proposicion anterior.

3.4.2.1 Modelos con innovacion DGGS

Dado e empleo de la distribucion gausiana generalizada simétrica (3.3.1) en €l estudio
de problemas estéaticos au empleo en problemas dinamicos vendra dada a través de la
modelizacién de la incertidumbre aleatoria en Ec. 3. 110. Se define entonces € vector n;
como:

nt :( nl0,0;X 1 n0,0;X’ rll,O;X’ e nJ_lsz-l_ 1$X’ nIO,O;y 1 n0,0;y’ rll,o;y’ e nJ_lsz-l_ 1?)/) Con EC 3 112

nlo,o = (nlo,o;x ’nlo,o;y) - DGGSz 0,
n.= (nj,k;x’nj,k;y) - DGGSp (O,]—)

y donde las variables n; x son independientes.
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Para este modelo setiene:

Proposicion 3. 13
Dado €l vector definido en Ec. 3. 112 setiene paratodot E(n;)=0, Var(n:)=I

Demostracion
Evidente a partir de Proposicion 3. 1

Un subcaso especialmente interesante lo constituye cuando el vector de innovacion ny
esta en el espacio de Sobolev. Si ademés se asume que lamatriz B sigue €l modelo de
varianzas decrecientes setiene:

n~N(O, 1) Ec.3.113

En este caso, tanto la distribucion de w; como la distribucién asintética son normales.

3.4.2.2 Aprendizaje en modelos de primer orden

A continuacion se presentan dos métodos para la determinacién de |os pardmetros en los
modelos de primer orden. En primer lugar se presenta e método general para €l
aprendizaje en modelos separados por subespacios. Posteriormente se hace €l andlisis
parael caso de los espacios de Sobolev.

3.4.2.2.1 Aprendizaje en modelos separados en subespacios

Se presenta en esta seccion una solucion parcial para el problema del aprendizaje en
espacios de Besov para modelos de primer orden. Se asumira que el pardmetro p es
conocido (sus valores tipicos estan en el intervalo [0.5, 2]) o bien se ha estimado por
separado (por ejemplo mediante el método de los momentos [Mallat 1989]) y se pasara
aestimar el resto de |os parametros.

Para esta estimacion se utilizar4 el concepto de separacion en subespacios. Se dispone
por tanto de una serie de subespacios lineales ortogonales S; determinados por una
matriz de proyeccion P;. Se asume entonces:

A=3aP, B=3@hRs" abilu Ec. 3.114

donde se asumira que S es la matriz definida en Ec. 3. 84 con lo que e modelo
dindmico se descompone en |os distintos subespacios:
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P, wi- P W =a; (P Wea- P W) +by P, SY2n, Ec.3.115

entonces se verifica

Proposicion 3. 14

Dado el modelo de Ec. 3. 115 entonces si |a| < 1 setiene
_ b?
E¥i:PiW’ V¥i:ﬁpispi

donde Eyi y Vyi sonlamediay varianzas de ladistribucion limite en e subespacio.
Demostracion

Basta comprobar que Vy ; verifica la ecuacion b) del Corolario 3. 3 dentro del
subespacio.

A continuacion se presenta un resultado que permite determinar los parametros
asociados con la parte estocastica S se posee una estimacion del movimiento
deterministico y &l desplazamiento medio del contorno en el subespacio.

Corolario3. 4

Dado el modelo dinamico de Ec. 3. 115 supongamos que existe una distribucion limite
dentro del subespacio S;. Entonces para obtener un desplazamiento cuadrético medio 1
dentro del subespacio S;., & valor correspondiente de by debe ser:

N
b= [1-a%)—""
' \/( & )Traza(RS)
Demostracion

Bastaaplicar laProposicion 3. 14y la Proposicion 3. 7.

Uniendo |os resultados para todos | os subespacios se tiene:

Teorema3.8

Dado el modelo de Ec. 3. 110 entonces si |aj| < 1 paratodoi setiene:

Traza(Vy)=§ TrazaV, )
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Demostracion

Basta comprobar que la ecuacién b) del Corolario 3. 3 admite una solucion de laforma

2

V, =q!,PSP, I = b y aplicar lapropiedad Traza(AB)=Traza(BA)
ij

i 1 2

La importancia de este teorema es que permite descomponer el desplazamiento
cuadrético medio total como suma de los desplazamientos cuadraticos dentro de los
intervalos como seindicaen e siguiente corolario.

Corolario 3.5

Dado el modelo de Ec. 3. 110 entonces si |aj| < 1 paratodo i y ademés r? es €
desplazamiento cuadrédtico medio dentro del subespacio Siy 7’ es € desplazamiento
cuadrético medio total setiene:F? = § 7’

Demostracion

Es consecuencia evidente de la demostracin anterior.

Un caso de interés para € cual no existe distribucion limite es el caso de velocidad
constante ai=1. En esta situacion puede utilizarse €l siguiente teorema:

Teorema3.9

Dado & modelo dindmico sefidlado en Ec. 3. 110 . S a=1 no existe distribucién limite
en el subespacio S; . Entonces dado un valor exacto para wo € desplazamiento medio
r (k) en el subespacio S; en tiempo k verifica

r.(k)=h W%(RS) JK

Demostracion

Basta comprobar que Var(w; )=kVar(w.1)

3.4.2.2.2 Aprendizaje en espacios de Sobolev

L os espacios de Sobolev tienen la ventgja de que las distribuciones son gausianas. En
este caso se pasa a una estimacion por maxima verosimilitud cuyas ecuaciones dado un
conjunto de muestras { w1, W »,..., W}, SON:
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A= R'm(R'll)'l g2 = Cy *+ Cun Ec. 3.116
w=(-AD ™ 2
IO%ZN 26-1)6 12 log, N 205
ia;12 (l'l)pi:N(logzN'2)+2 ., :u
Iogz.nzz(i_l)B p (N _ 1) DEF 2(N _ 1)
i=1
donde:
R=aw,,, RFéWk,w[J, '”_:RJ_-LRRJT Ec. 3.117
k=2 k=2 m- 1
~ 1 ~
D=—I(R -
(R~ AR)
2o 1 AR . B ¥ .
C= (Roo B AlRIO DR(I) pP=acg +Cj+nj+n
m-1 S

Todas |as ecuaciones se resuel ven fécilmente excepto la ecuacion en b que tiene que ser
resuelta numéricamente. Este resultado es una adaptacion de [Blake 1998].

3.4.2.3 Limitaciones de los modelos de primer orden

Los modelos de primer orden, aunque poseen algunos de |os requerimientos de
los model os dinamicos, tienen importantes limitaciones.
En primer lugar, e modelo de Ec. 3. 110 aunque representa un movimiento direccional
con ruido, tiene una direccion media que es fija'y debe ser conocida a priori. Un buen
modelo, sin embargo deberia utilizar una distribucion a priori que favoreciera un
movimiento suave de velocidad aproximadamente constante pero con direccién
aribitraria y que permitiera que la velocidad cambiara lentamente en magnitud y
direccion. Un segundo requerimiento de un modelo dindmico es que sea capaz de
modelar oscilaciones que ocurren en muchos modelos dinamicos de interés. Sin
embargo |os model os de primer orden no tienen componentes oscilatorios por |o que no
pueden representar |os movimientos oscilatorios de forma adecuada. Por tanto es
necesario utilizar modelos de mayor complgjidad y ésta es la razén por la cua se
introducen los model os dindmicos autoregresivos de segundo orden.

3.4.3 Modelos autoregresivos de segundo orden (AR2)

Un modelo autoregresivo de segundo orden (AR2) es una extension natural del proceso
de primer orden donde ahora: P(w: | W1 t-1)=P(Wi | W1, Wt2) Y
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Wi- W =A1 (We1- W ) + Az (We2- W) +Bny Ec.3.118

donde n; es un conjunto de vectores independientes e igualmente distribuidos de media
0y matriz de covarianzasigua alaidentidad, A1, A, y B son matrices reales

Figura 3. 14 Dos simulaciones (contornos en linea discontinua) del modelo AR2 sobre un contorno
de prueba (en linea continua). Nétese como € modelo predice ademas de la posicién espacial del
contorno su apariencia debida a la defor macion.

Este model o admite la representaci on:

- W)+ Bf con Ec. 3.119

Proposicion 3. 15

Dado e modelo de Ec. 3. 118 entonces:
a E(W,)=w +AEW _ - W)

~ . V' O _ _
b) Var(w t): e " 1:! Vt,t = Var(W t)’ Vt,t-l = E((Wt - Wt)(W p1” W t-1)T)
Vt,t-l Vt,t 4]

¢) Va(w,)=AVar(W,  )AT+BB’
Demostr acién

Es similar ala demostracion de Proposicion 3. 12
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Proposicion 3. 16

Dado el modelo de Ec. 3. 118 entonces si existen los limites
E, :Iti@)TE(Wt)1 V, :Ité)rIlVar(wt) setiene

8 E, =w
b) V, =AY, A’ +AV,A”+ AV A +(AV A" +BBT con
v =AM + Ay,

Demostracion
Evidente utilizando la proposicion anterior.

3.4.3.1 Modelos con innovacion DGGS

Deformaandogaa caso del modelo AR1 se utilizardn en € modelo AR2 variables
aeatorias con distribucion DGGS. Se define entonces el vector i, como:

n, =(me,ny) Ec.3.120

donde m; y n; se definen como en Ec. 3. 112 siendo sus componentes mjx y nNjk
variables independientes.

De nuevo un subcaso especiamente interesante 1o constituye cuando e vector de
innovacion n; esta en el espacio de Sobolev. Si ademés se asume el modelo de varianzas
decrecientes setiene:

n~N(O, 1) Ec.3.121

En este caso, tanto la distribucidn de w; como la distribucién asintética son normales.

3.4.3.2 Aprendizaje en modelos de segundo orden

A continuacion se presentan dos métodos para la determinacién de |os pardmetros en los
modelos de segundo orden. En primer lugar se presenta el método general para €
aprendizaje en modelos separados por subespacios. Posteriormente se hace €l andlisis
parael caso de |los espacios de Sobolev.

3.4.3.2.1 Aprendizaje en modelos separados en subespacios

En esta seccién se presenta una solucién parcia para e problema del aprendizaje en
espacios de Besov para modelos de segundo orden. De nuevo se asumira que €l
pardmetro p es conocido (sus valores tipicos estan en €l intervalo [0.5, 2]) o bien se han
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estimado por separado (por ejemplo mediante el método de los momentos[Mallat 1989]
y se pasara es estimar €l resto de los pardmetros. Para esta estimacion se utilizard el
concepto de separacion en subespacios (Seccion 3.4.2.2). Se dispone por tanto de una
serie de subespacios lineales ortogonales S; determinados por una matriz de proyeccion
Pi. Se asume entonces:

A=3aP, A=3aP B=3hPs” a,a,hld Ec.3.122

donde se asumira que S es la matriz definida en Ec. 3. 84 con lo que € modelo
dindmico se descompone en los distintos subespacios determinados por las matrices de
proyeccion P:

Piwi-Piw =a, (Piwti-Piw )+ a, (Piwiz-Piw)+hbP St Ec.3.123

entonces se verifica

Proposicion 3.17

(1' az.)
(1+a2,i)(1- a; - a2,i)(1+a1,i - a?.)

Dado e modelo de Ec. 3. 123 entonces s 3 0 setiene

b'd- a,)

o= ) SP
(1+a2,i)(1- a; - az,i)(1+a1,i - a?.)

donde Eyi y Vyi sonlamediay varianzas de la distribucion limite en e subespacio
determinado por P;.

Demostracion

Basta comprobar que Vy; verifica la ecuacion b) en Proposicion 3. 16 dentro del
subespacio.

Teorema3. 10

Dado e modelo dinamico de Ec. 3. 123 supongamos que existe una distribucion limite
dentro del subespacio S;. Entonces para obtener un desplazamiento cuadratico medio
I, e valor correspondiente de by debe ser:

b =7 (1+a2,i )(1' al,i - az,i)(1+a1,i - az,i) N
L - a,,) Traza(P S)
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Demostracion

Basta aplicar Proposicion 3.17 y Proposicién 3. 10.

Este resultado nos permite determinar los parametros asociados con |la parte estocastica
S se posee una estimaciéon del movimiento deterministico y el desplazamiento medio
del contorno en el subespacio.

Teorema3. 11
Dado el modelo de Ec. 3. 118y Ec. 3. 123 entonces s se cumple paratodoi :

(1' az,i)

3 0 setiene:
(1+ a,; )(1' a; - az,i)(1+ a; - aZI)

Traza(Vy)=Q Traza(V,,)

Demostracion

Basta comprobar que la ecuacion b) en Proposicién 3. 16 admite una solucion de la
_ bi2 (1' az,i )

(1+ a,, )(1' a, - a,; )(1+ a, - az,i)
propiedad Traza(AB)=Traza(BA)

y aplicar la

foomaV, =§ 1 PSP, |
i

La importancia de este teorema radica en que tal y como ocurre en el caso de los
modelos de primer orden permite descomponer €l desplazamiento cuadratico medio
total como suma de los desplazamientos cuadréticos dentro de |os subespacios como se
indicaen e siguiente corolario.

Corolario 3.6
Dado el modelo de Ec. 3. 118y Ec. 3. 123 entonces s paratodoi severifica:
(1' az,i)
(1+ a, )(1' a, - a,; )(1+ a, - az,i)

3

y ademés 1 ? es el desplazamiento cuadrético medio dentro del subespacio S;y 7* es
el desplazamiento cuadratico medio total setiene:

— 5 o _ 5

r‘=qr,

Demostracion
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Es consecuencia evidente de la demostracion anterior.
Un caso de interés para € cual no existe distribucion limite es €l caso de velocidad
constante ayj=-1y a;;=2. En esta situacion puede utilizarse €l siguiente teorema:

Teorema3. 12

Dado el modelo dindmico sefidado en Ec. 3. 123. S api=-1 y a;,=2 ho existe
distribucién limite en e subespacio S; . Entonces dado un valor exacto para wp €
desplazamiento medio 1 *(k) en el subespacio S; en tiempo k verifica

r(k)»b TI%%ISPIS) \/F

Demostr acién
Lademostracion essimilar aladel Teorema 3.9

3.4.3.2.2 Aprendizaje en espacios de Sobolev

L os espacios de Sobolev tienen la ventgja de que las distribuciones son gausianas. En
este caso se pasa a una estimaci on por maxima verosimilitud cuyas ecuaciones son:

A

A = (R'OZ- R, (R'u)'lR'12 )R, - R'Zl(R'u)'lR'lz)'1 Ec.3.124
A1 = (Rlof AZRI21 )( Rlu )-1 §2 — éoo +6NN
A A A A TR
W=(l-A-A)'D 2
|0%2N R log, N .
2(i-1)b (i _ 23i-1)b
a 277(0-DP Niog N-2)+2 < ~az e
lOaN 22i-1b P (N-1 > 2(N-1)
i=1
donde:

RI:é.Wk-i! Rij:é,wk,W:j, Rlij:Rij'iRiR}— Ec. 3. 125
k=s k=3 m- 2
D=—= (R- AR - A
*_[R- AR- AR)
-~ 1 ( ~ A~ -~ T) _2(‘)-1}\ ~
C_m- 2 Ru - ARy~ AR, - DR P=ac +C. .,
J:2|1
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Todas las ecuaciones se resuel ven facilmente excepto la ecuacion en b que tiene que ser
resuelta numéricamente . Este resultado es una adaptacion de [Blake 1998].

A continuacién en el siguiente capitul o se presentan algunas aplicaciones obtenidas con
esta representacion y que son aplicacion directa de estos resultados tedricos.
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4 Aplicaciones

En este capitulo de mostrarédn algunas aplicaciones de las representaciones de
contornos basadas en wavelets y multiwavelets a problemas de reconocimiento y
seguimiento. En primer lugar, se mostraran las aplicaciones de | os resultados tedricos en
espacios de deformaciéon desarrollados en la seccion 3.3 y los resultados tedricos
obtenidos para modelos dinamicos en la seccién 3.4 como técnica para resolver el
problema del seguimiento de objetos. Para ello se mostraran los resultados de
seguimiento en espacios de Sobolev utilizando e filtro de Kalman y en espacios
generales utilizando €l filtro Condensation. Finalmente se muestra una aplicacion de las
representaciones de curvas basadas en multiwavelets para problemas de reconocimiento
bajo transformaciones afines y se muestra un algoritmo de emparejamiento basado en
esta representacion, que es capaz de redlizar € reconocimiento de utilizando
informacién local y permitiendo por tanto soportar oclusiones parcides de los
contornos.

4.1 Seguimiento de contornos

En la seccion 3.4.3 los model os dindmicos se caracterizaron mediante un modelo
autoregresivo de segundo orden que proporcionan una distribucion de probabilidad
P(wy), que evoluciona temporamente y que representa una distribucién a priori para €
vector w en cada instante de tiempo t. En esta seccion esta informacion a priori
generada por el modelo dindmico se unira con la proveniente de laimagen tal y como se
presentd en la seccién 2.4. El resultado es la fusion de lainformacion a priori del objeto
con la informacion obtenida a partir de las observaciones generadas a partir de la
imagen tal y como se realizo en la seccidn 3.2 para imégenes estaticas, pero extendido
ahora a secuencias de imagenes.

4.1.1 Seguimiento de contornos mediante modelos en el espacio de
Sobolev

Se presenta a continuacion una aproximacion al seguimiento de contornos
mediante modelos a priori en espacios de Sobolev |o que lleva aparejado la utilizacién
de la distribucion probabilistica gausiana y € filtro de Kaman. En esta seccién se
presenta el agoritmo de seguimiento utilizando los modelos dinamicos basados en
wavelets en espacios de Sobolev y se discuten algunos € emplos de su aplicacion.

4.1.1.1 Introduccion

El mecanismo natural para esta fusién de informacién generada por € modelo
dindmico cuando las distribuciones son gausianas tal y como ocurre en el espacio de
Sobolev (seccidn 3.4.3.1) es € filtro de Kalman. Este filtro, presentado en la seccién
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2.4.1 es una herramienta de amplia utilizacion en problemas de seguimiento (seccién
2.4.3). El filtro de Kalman permite determinar la evolucion de la funcion de densidad

gausiana para €l vector w que representa el contorno tal y como como se ilustra en la
Figura4.1.

Movimiento deterministico

P(W) A p(w)
W w
L T >
Difusioén estocastica
P(w) #WD - P(w)
w w
! { >

Efecto de las medidas

Figura 4.1 Filtro de Kalman como proceso de propagacion de densidad [Blake 1998]. En €l caso de
una distribucién a priori gausiana junto con un proceso estocastico y densidad de observacion
también gausiano y asumiendo una dnamica lineal, la densidad del estado tiene una distribucion
gausiana.

4.1.1.2 Elfiltro de Kalman
El filtro de Kaman es la forma de combinar el modelo de prediccion dinamica
con las observaciones obtenidas de la imagen en el caso gausiano y cuando el modelo
dindmico eslinea. Paraello necesita que el model o dindmico y de medidas cumpla:
We | W1 ~N(We1,Uy), Dl wi~N(wy, V) Ec.4.1

a continuacion se proporciona la forma exacta de ambas distribuciones para €l caso de
model os dindmicos en espacios de Sobolev.
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4.1.1.2.1 El modelo dinamico

En la seccion 3.4.2.3 ya se discutieron las limitaciones de los modelos
autoregresivos de primer orden y por esa razon se introdujeron los modelos
autoregresivos de segundo orden en la seccion 3.4.3. En esta secciOn se asumira por
tanto que e modelo dindmico se puede poner como un modelo autoregresivo de
segundo orden . Para poner el modelo dinamico en la forma de Ec 3.118, Unicamente
debe observarse la ecuacion 3.119 y trabajar con €l vector de estado extendido
w, =(w_,,w ) deformaqueel modelo autoregresivo de segundo orden quede escrito

como:

W, -W =AW, -W)+Bf con Ve Ec.
) ) ) 3.119
W (= W ~ &0 1¢ ~ adc
Wt: Z.W = 5 A= 5 B= x
W ¢ Wg A, Ay Bge

donde B esta definido en funcion de lamatriz S delaseccién 3.3.3.1.1 de formaquela
innovacién estocastica pertenezca al espacio de Sobolev y

§)|

W, -

|Vvt-1_ VT~ N('E‘(Vvt.l' VT)! é-é-T) y Gt = 'E\a Ut = §§T Ec. 4.2

con lo que los modelos dinamicos propuestos en la seccion 3.4.3 son por tanto
empleados en € filtro de Kalman.

Para finalizar la descripcion del filtro entonces solo queda determinar la forma del
modelo de observaciones

4.1.1.2.2 El modelo de observaciones
En laseccion 3.3.2 se definio el gjuste entre modelo y contorno como:

Eau(r, T)=r - .} ;/gl Ec.

donde rp es una curva extraidade laimagen y que constituye el conjunto de datosD. En
laseccion 3.3.3 sevio que este model o llevaba a la distribucion:

1 20 Ver Ec.
2 |r B rD”z;

%_
P(r, [r) u eng2s 3.87

D

o de forma equivalente:
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___ ee- 1 20 Ec. 4.3
P(r, -T|w - W) u expe—|(r, - ) - F, (W -W)|[ =»
i i
e-1 § _ 20
Pl s 7 alr, - Nw)- F,u)w -w)[z
p =l [1,]

donde F, eslamatriz definidaen laseccion 3.2.6.

Entonces si rp(u)=(xo(u), yo(u))', F(u)=(X(u),y(u)) T se tomara un conjunto de M
observaciones de la imagen que se pondran en €l vector de datos D; de la dguiente

forma:
De= (%, = X)(UL),eer (X5, = X)UM), (Yo, = TIUD s (Yo, - T)(UM)) T Ec.4.4

y se define lamatriz C como:

C=DQH con

°. Ec. 4.5
Q=12A (Gw(u1), GUy)..., Gw(un))", H=(02n 2,1 2n)
D=I,A (V1,---,VM)Ty v=0 ..0 1 0 - 0)
entonces el modelo de observacion queda como:
DthVt-VT~N(CVVt,L),L:Si2|MODtlwt_vv Ec.4.6

con lo que las matrices de filtro de Kalman toman la forma: F =C, V, =L y €
problema de seguimiento queda definido en el marco del filtro de Kalman.

De esta forma, con este modelo definido anteriormente, el filtro de Kaman de la
seccion 2.4.1.1.2 setransforma en:

Prediccion Prediccion
w, =Gw Calcular w,-w =AW, - W) ,esdecir:
W, =W +A1 (W, -W )+A(W, ,-W)
W =W,
—_ T —_
Rt _Gtst-let +Ut R[((— St-l

R(=AS(+AS,,
R =ASLA +ASLA +ASCAT +AS AT +B,B;

Obtencion de Dy Obtencion de Dy

Asimilacion Asimilacion
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K, =RF| 6/t +F, RtFtT)-1 K¢= th(DQ)T(L + DQRt(DQ)T)_l
K, =R(DQ)(L + DQR (DQ)")*

St = Rt - KtFth S{=R{- KDOR!
S¢=R¢ K, DQR¢
S, =R - K,DOQR

e=D,-FGW,_, e, =D, - DQW

W, =Gw,,+K.e W, =W, +K&

Tabla 4.1 Filtro de Kalman para € problema dinamico

A continuacion se pasa a determinar el vector D, a partir de laimagen.

41.1.2.21 El calculodeD;:El casoideal

Para acabar de desarrollar € filtro de Kalman es necesario definir la forma de
cacular rp a partir de los datos de la imagen. Para €ello, se calcula la predicciéon del

modelo dindmico W ; =G, w ., (Ver Tabla 4.1), se calcula la curva que define como
f,=F, W, vy, en el caso idea, se asume que en un entorno de los puntos
f (u).F (u,),...f (u,) es posible encontrar el punto correspondiente a cada elemento

del contorno mediante alguna regla como por gemplo € punto méas cercano en la
imagen de bordes (ver Figura4.2)

Imagen original

Prediccion dinamica

Figura 4.2 (Izquierda) Imagen de gemplo. (Derecha) Borde de la imagen en linea gruesa,
prediccién del contorno por €l filtro de Kalman en linea fina y calculo de rp a partir dela prediccion
sefialado mediante flechas.

Para acelerar €l proceso de busgueda de rp puede utilizarse la verosimilitud de
los datos a priori (Ec 1.85)
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PO, |D,.,)=NFW,,, V,+F(GS. G')FT)= Ec.4.7
NW,,L+DQR (DQ)")

gue permite calcular una region de confianza para la curva de datos en e plano a partir
de la distribucién de los datos ya encontrados en la secuencia y buscar Unicamente en
dicharegion.

41.1.2.2.2 Observacion con ruido

Cuando hay ruido en laimagen o bien ocultacién por otros objetos es inevitable
gue el proceso de busgueda definido en la seccion anterior falle para algunos puntos del

contorno predicho f (u),f (u,),...f, (u,) a no ser posible determinar el elemento
correspondiente para cada el emento del contorno predicho (ver Figura4.3)

Imagen origina
= 9 Borde Incompleto

Prediccion dinamica

Figura 4.3 (Izquierda) Imagen de g emplo. (Derecha) Borde incompleto de la imagen en linea
gruesa, prediccion del contorno por € filtro de Kalman en linea fina y calculo de rp a partir dela
prediccion sefialado mediante flechas con un elemento del contorno sin asignacion.

En ese caso, e algoritmo se modifica de la siguiente forma: en cada iteraciéon t habra un
subconjunto de indices de forma que para los puntos del conjunto
{1 U T (Uy), T (U )} T T ()T (), P (u,)} es posible encontrar
correspondencia. En ese caso basta redefinir:

1
Dt:(vtll"'a VtM(t))T yL= 5_2 I M(t) Ec. 4.8

D

en el caso de que no sea posible encontrar ninguna correspondencia el proceso de
observacion falla por completo en € instante t. En ese caso, basta con definir Ki=0y
=0y continuar con €l filtro en la siguiente iteracion.
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4.1.1.2.2.3 Busgquedas a través de la normal

Uno de los problemas de medir la diferencia de curvas utilizando normas es la
fata de invarianza frente a cambio de parametrizacion. Dos curvas similares pueden
tener una diferencia sustancial salvo que las parametrizaciones de las curvas sean
similares. Esto es un problema especialmente cuando la curva de datos rp esté obtenida
de la imagen utilizando las técnicas de la seccion anterior, puesto que su
parametrizacion se hereda de la curva predicha por € modelo dinamico. Una solucién a
este problema es redefinir el proceso de gjuste de forma que se tenga en cuenta el efecto
del cambio de parametrizacion. No obstante, el problema del gjuste dptimo teniendo en
cuenta la parametrizacion es muy complejo. Una solucidon aproximada consiste en
definir [Blake 1998] :

Equ(r, F)=r -1,

n(r) = d(l' (u) - o (W) m(u))z du Ec. 4.9

donde n(u) esd vector normal alacurvar. Por tanto del vector diferencia entre ambas
curvas se calculalanormade la proyeccion sobre el vector normal. (Ver Figura4.4)

ro(u)

(roW)- r(W)n(U)N(u)

Figura 4.4 Desplazamiento normal

Esta invarianza aproximada es |la base para que la blsqueda de la seccion anterior se
lleve acabo siguiendo las normales de la curva predicha por € modelo dinamico. Estas
normales son calculadas mediante las técnicas de derivacion de curvas basadas en
wavelets de la seccion 3.1.12.

Con la introduccién del desplazamiento normal la distribucion del vector de
observaciones queda definido como:

Dt= N d Ec. 4. 10
di=((% - X)(Uta) e (3% = X)(Um@)s (Vo = Y )(Ue2)seors (Vo - ¥ )(Ueme)

donde si se n(u)=( ny(u), ny(u))" es el vector normal ala curva predicha por e modelo
dinémico, se define lamatriz N; como:
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N, =(Diag(n, (u,), N, (u,)..--n, (U,e)), Diag(n,(u,).n (u,),...n (U,)) Ec.4 11

am (u,) 0 .. 0 ¢
| $0 nu) .. o0 =
Diag(n, (u,),n (u,),...n (u,)) = c : : -
é 0 0 oo N(Une)
an (u,) O 0 ¢
| 0 nu) 0o -
Dlag(ny(uu),ny(utz),...ny(utM)):Q : : .=
é 0 0 o NUuo)p

y el nuevo modelo de observacion se define através de la matriz C; definida como:

Ci=Nt12AD{QH con Ec.4.12
Q=12 A (Gw(u1), Gw (U2)..., Gw (Un)) ", H=(Oan 2n | 2n)

delasiguiente forma:

~ = 1 ~
DTIWt -W "'N(CtWt,Lt), Lt:S_ZIM(t) ° DTIWI' W Ec.4.13

D

y por tanto las matrices del modelo de observacion son ahora: F, =C,,V, =L, loque
permite de nuevo la aplicacion directadel algoritmo de Tabla 4.1

4.1.1.3 Inicializacion

El algoritmo de Tabla 4.1 genera un estimacion para el tiempo t a partir de la estimacion
para t-1. Por tanto, para el uso del algoritmo hace falta determinar las condiciones
iniciales parat=0. Es decir, losvaloresdew , =(w ,- W ,w - W) y So.

En [Blake 1998] se proporcionan tres métodos para iniciaizar € filtro de Kalman en
procesos de seguimiento:

4.1.1.3.1 Posicion inicial conocida y estética

En este caso, se posee una estimacion inicial del contorno del objeto r, que
define un vector de parametros w, del objeto de interés utilizandose entonces
W,=(W,-W ,w_ -W) y So generada a partir de una distribucién a priori del
contorno construida en la seccion 3.3.3. A partir de esta estimacion inicial se dejaiterar
el filtro de Kalman utilizando siempre como conjunto de medidas el contorno r, hasta
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gue se obtiene la convergencia. En ese momento se empiezan a tratar las nuevas
imagenes con nuevas medidas r,,

4.1.1.3.2 Posicion inicial desconocida

S la posiciéon inicid es desconocida se pate del  vector
W,=(W-w,w-wW)=(00) y So generada a partir de una distribucion a priori
similar ala de la seccién anterior. A partir de este punto inicial se dgjaiterar € filtro de
Kaman en ausencia de toda medida hasta que se obtiene la convergencia (por tanto este
método requiere la no utilizacién de los modelos de velocidad constante de la seccién
3.4.3.2.1). En ese momento, se empiezan a tratar las nuevas imagenes con nuevas
medidas r,,

4.1.1.3.3 Velocidad inicial conocida

En muchas aplicaciones es posible determinar una estimacion a priori de la
velocidad inicial del objeto vo. En este caso se utiliza como vaor inicia
W,=(W,-W ,w_ -V, -W) ylamatriz inicia de varianzas se obtiene como en la
seccién 4.1.1.3.1 . Una vez obtenida dicha matriz empiezan a tratar las nuevas iméagenes
con nuevas medidas r,,

4.1.1.4 Rendimiento

El costo computacional del algoritmo depende de la complejidad de la curva 'y
del modelo dinamico. Cuando los espacios de deformacion son sencillos €l filtro de
Kalman es capaz de realizar el seguimiento en tiempo real, sin embargo, en el peor caso
(deformacion libre) la complejidad computacional es de orden o(N®) donde N es €
nimero de puntos de la curva. Por tanto € incremento de la dimension del vector de
pardmetros w penaliza de forma importante el tiempo de computacion. Este costo viene
dado por la multiplicacién e inversion de varias matrices de orden N. La capacidad de
representacion de los wavelets (ver seccion 3.2.3) ofrece por tanto reducciones
sustanciales del tiempo de gjecucion en comparacion con otras representaci ones.

4.1.1.5 Ejemplos

A continuacién se presentan dos ejemplos de seguimiento de contornos
utilizando la representacion basada en wavelets y el algoritmo presentado en la Tabla
4.1.

Es necesario sefidar que la utilizacion de distribuciones gausiana limita € tipo
de secuencias que pueden ser tratadas por e algoritmo. En efecto, la del unimodalidad
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de esta distribucion no la hace apropiada para problemas de excesiva complejidad y
requiere ambientes controlados y con poco ruido.

El filtro Condensation que se presentard en la seccién 4.1.2 permitira abordar
problemas més generalesy complejos.

4.1.1.5.1 Ejemplo 1. Seguimiento de una mano

A continuacion se muestra un primer gjemplo de seguimiento utilizando € filtro
de Kalman. El problema que se pretende resolver es el seguimiento de una mano
manejando un raton sobre una alfombrilla situada en una mesa. Para ello se dispone de
una secuencia de iméagenes en color y se pretende detectar en cada instante la posicién
de la mano. El problema se ve complicado por la similitud entre el color delamesay el
color de la mano lo que provoca que las regiones de cambio de contraste sean laregion
mano-ropa y la mano-alfombrilla por 1o que las medidas del filtro de Kaman
provendran en exclusiva de esas dos regiones

Preprocesamiento de imagen

Puesto que e proceso de medidas del filtro de Kalman trabajara sobre la
informacion de bordes de la imagen es necesario preprocesar la imagen para realzar la
informacién relevante para el proceso de medidasy eliminar en lamedida de los posible
cualquier otra informacion que pudiera “distraer” al filtro de Kaman al redizar €
seguimiento. Para ello, tras leer laimagen en color y con € fin de detectar la mano, se
cacula la tonalidad a partir de las componentes de color y se aplica un filtro rapido y
sencillo como € filtro de Sobel [Ziou 1998] para detectar |os bordes (ver Figura 4.5)

Figura 4.5 Preprocesamiento de la imagen. Imagen original en color (impresa en blanco y negro) a
laizquierda. Imagen de tonalidad (centro). Detalle de la imagen de bordes con € contorno y region
de busqueda en color gris claro(derecha).

Con respecto a la imagen anterior es necesario hacer algunos comentarios. En
primer lugar, los cambios bruscos de negro a blanco que aparecen en la imagen central
son debidos a la circularidad de la tonalidad (est& definida como un angulo) y no son
bordes reales. Por esta razon no aparecen en la imagen de la derecha. Nétese como la
igualdad en tonalidad entre mesa'y mano hacen dificil el problema de seguimiento pues
como se ve en laimagen de la derecha no existen bordes (representados en negro) entre

136



Aplicaciones

lamano y lamesa. En esto consiste la potencia de la técnica de regularizacion bayesiana
gue es capaz de representar el contorno completo (representado en gris en laimagen de
la derecha) a partir de lainformacién parcia obtenida de laimagen y larepresentacion a
priori del modelo.

La capacidad de la representacion probabilistica de proporcionar una regién de
confianza para €l proceso de busqueda (Ec. 4. 7) se representa en la figura anterior
mediante las flecha en gris que salen del contorno en su direccion normal. ES en esta
region en la que & contorno busca informacion para actualizar la prediccion generada
por e modelo dindmico (contorno en gris) con la obtenida a partir de la imagen. Esta
region de confianza es el resultado de dos requerimientos contradictorios. una regién de
confianza muy pequefia puede hacer que e contorno no obtenga informacién de la
imagen y una region muy grande introduce informacion de otros objetos que “ distraen”
el filtro de Kalman. La regién de busgueda obtenida a partir del filtro ( que en este caso
un 95% de confianza) la generael filtro de Kalman a partir del modelo e imagen.

Parametros de seguimiento

La componente determinista del cambio en posicion y la deformacién de la
mano en este g emplo tiene dos componentes fundamentales, la primera componente es
un movimiento de traslacion mientras que la componente de deformacién se puede
modelar a través de una deformacion debida a una transformacion afin. Por otra parte,
dado que la mano est4 confinada en la afombrilla y debido a la naturaleza del
movimiento del ratbn se espera un movimiento lento tanto en su componente
traslacional como afin y con poca indeterminacion espacial en e subespacio &fin,
mientras que la indeterminacion espacial debida a la tradacion de cifie a movimientos
en e ambito de laafombrilla

Para la descripcion de los parametros deterministas se utiliza e modelo de
oscilador armonico cuyas caracteristicas de presentan en el Apéndice B y asi se tendrén
losvalores: ay=-exp(-2di), a;= 2exp(-2di)cos(2pf) con:

Tradacion d=1 |f=0 |r=30
Deformacion [d=0.1 |f=0 |r=3

Tabla 4.2 Par ametros dinamicos par a € g emplo del seguimiento dela mano

La eleccion de los parametros reflgja que no se espera movimiento oscilatorio (f=0) y
se espera mayor velocidad de movimiento en el subespacio de traslacion que en € de
deformacion. Ademés hay un desplazamiento medio de 30 pixeles en € subespacio de
traslacion mientras que & subespacio de deformacion tiene un desplazamiento medio
menor correspondiente al rango més reducido de transformaciones. La incertidumbre
debida alas medidas esde sp=2 pixelesy e parametro de deformacion en el espacio de
Sobolev ab=2.25. Como funcion wavelet se ha utilizado la Dg de Daubechies.

Resultados del seguimiento

En laFigura 4.6 se muestran |los resultados del proceso de seguimiento para este
giemplo
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Figura 4.6. Imagenes 1-15 de la secuencia de la mano. Resultados del proceso de
seguimiento. En negro se muestra la media dela distribucién gausiana.
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Puede verse que e agoritmo de seguimiento es capaz de seguir la mano en su
movimiento sobre la alfombrilla. Nétese que tal y como puede verse comparando las
imégenes 6 y 7 de la secuencia, e movimiento de la mano no tiene Unicamente una
componente traslacional sino que también tiene una componente afin que es capaz de
determinarse a través del modelo. Ocasionalmente el algoritmo de seguimiento se
“distrae” con otros bordes. Por gemplo en la imagen 4 |la parte inferior del contorno
duda entre el borde de lamano y el borde proveniente del borde entre laafombrillay la
mesa. Sin embargo, utilizando la informacién aportada por €l resto de los bordes de la
imagen, el algoritmo es capaz de seguir |la mano correctamente (imagenes5'y 6).

4.1.1.5.2 Ejemplo 2: Seguimiento de unratén

A continuacién se muestra el segundo €jemplo de seguimiento utilizando €l filtro
de Kalman. El problema que se pretende resolver es e seguimiento de un raton situado
sobre una celda en un entorno de laboratorio. Para ello se dispone de una secuencia de
imagenes en blanco y negro y se pretende detectar en cada instante el e cabeza
principio de la cola dél ratdn. En este caso, con respecto al modelado, la dificultad del
problema viene dada por la gran variabilidad de la forma del ratén. Con respecto a
proceso de medidas, a estar la secuencia tomada en un entorno controlado de
laboratorio se facilita la tarea de tomar medidas, siendo las principales fuentes de
distraccion del  algoritmo la cola del raton y € reflgjo de éste sobre las paredes de su
celda

Preprocesamiento de imagen

Al igua que en el gemplo anterior, puesto que el proceso de medidas del filtro
de Kaman trabgjara sobre la informacion de bordes de la imagen es necesario
preprocesar laimagen para realzar la informacion relevante para el proceso de medidas
y eliminar en la medida de los posible cualquier otra informacién que pudiera “ distraer”
al filtro de Kalman a redizar el seguimiento. Para ello, tras leer la imagen en blanco y
negro y con € fin de detectar € raton, se calcula la diferencia entre la imagen leiday
una imagen de las celdas sin € raton. Esta diferencia se umbralizay al resultado se le
aplicad filtro de Sobel para detectar los bordes (Figura4.7).

Figura 4.7 Preprocesamiento de la imagen. Imagen original en blanco y negro (a la izquierda.
Detalle delaimagen de bordes con € contornoy region de blsqueda en color grisclaro(der echa).
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La capacidad de la representacion probabilistica de proporcionar una region de
confianza para €l proceso de busqueda (Ec. 4. 7) se representa en la figura anterior
mediante las flecha en gris que salen del contorno en su direccion normal. Es en esta
region en la que e contorno busca informacién para actuaizar la prediccion generada
por el modelo dinamico (contorno en gris) con la obtenida a partir de laimagen.

Parametros de seguimiento

La componente determinista del cambio en posicion y la deformacién del ratén
en este giemplo tiene dos componentes fundamentales, la primera componente es un
movimiento de traslacion mientras que la componente de deformacion se puede model ar
através de unarotacion y una contraccion y expansion del e cabeza-coladel raton que
ser& aproximada por medio de una transformacién afin. Por otra parte dado que € rat6n
est4 confinada en la celda y a la naturaleza del movimiento del ratdn se espera un
movimiento lento tanto en su componente traslacional mientras que se prevé un
movimiento més &gil y con mayor indeterminacion espacia en el subespacio afin

Para la descripcion de los parametros deterministas se utiliza e modelo de
oscilador armonico del Apéndice B y asi se tendra a,= -exp(-2di), ai= 2exp(-
2di)cos(2pf) con:

Tradlacion d=2 [f=0 |r=20
Deformacion |d=5 |f=0 |r=6

Tabla 4.3 Parametros dinamicos para € g emplo del seguimiento del ratén

La eleccion de los parametros refleja que no se espera movimiento oscilatorio (f =0) y
se espera mayor velocidad de movimiento en el subespacio afin que en el de traslacion.
Ademas hay un desplazamiento medio de 20 pixeles en el subespacio de traslacion
mientras que el subespacio de deformacién tiene un desplazamiento medio menor
correspondiente al rango de transformaciones afines presentes en laimagen.

La incertidumbre debida a las medidas es de sp=2 pixeles y €l pardmetro de
deformacién en el espacio de Sobolev a b=2.25. Como funcién wavelet se ha utilizado
la Dg de Daubechies.

Resultados del seguimiento

En lafigura 4.8 se muestran los resultados del proceso de seguimiento para este
gjemplo. Puede verse que, el algoritmo de seguimiento sigue a ratdn en su movimiento
en la celda. Notese que tal y como puede verse comparando las imagenes 6 y 15 de la
secuencia, e movimiento de la mano no tiene Unicamente una componente traslacional
sino que también tiene una componente afin que es capaz de determinarse a traveés del
modelo.
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Figura 4. 8 Imagenes 1-15 de la secuencia del ratén. Resultados del proceso de seguimiento.
En negro se muestrala media de la distribucion gausiana.
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Este problema de seguimiento, sin embargo, es mucho mas complejo que €l
anterior. En efecto, la aproximacion de las transformaciones del raton por medio de una
transformacién afin solamente es vélida para ciertos momentos de la secuencia 'y no
reproduce en su totalidad todos los posibles movimientos del raton. Por otra parte, €l
modelo dinamico es silo una aproximacion alarealidad, pues el ratén se paray mueve
en ocasiones de forma brusca por 10 que seria necesario model os méas complejo tanto en
cuanto aforma como a dinamica pararealizar un seguimiento exento de fallos.

Figura 4.9 Problemas en la secuencia del ratén. Nétese e cambio en formaentrelasimagenes1y 2.
El cambio entre dichas imagenes ocurrié en 1/15 de segundo (velocidad de muestreo). En este caso
el algoritmo fue capaz derecuperar se.

Figura 4.10 Problemas en la secuencia del ratén. Nétese € cambio en forma entre lasimagenes 1y
2. El cambio entredichasimagenes ocurrié en 2/15 de segundo (dos veces la velocidad de muestr eo).
En este caso el algoritmo no fue capaz derecuperarse.
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Debemos sefidar, no obstante, que estrictamente hablando el contorno continua
siguiendo a raton. Sin embargo, la informacién de la posicién cabeza-cola no es la
correctay es en ese sentido en el que se dice que & agoritmo se pierde.

4.1.2 Seguimiento de contornos con modelos no gausianos

Se presenta a continuacion una aproximacion al seguimiento de contornos en
espacios generales donde ya no es vaida la utilizacion de la distribucion probabilistica
gausiana. En esta seccién, no obstante se utilizard la distribucién en e espacio de
Sobolev para el modelo a priori dinamico. La utilizacion de funciones de distribucion
generales sera realizada mediante el filtro Condensation. En esta seccién se presenta el
algoritmo de seguimiento utilizando los modelos dinamicos basados en wavelets y se
discuten algunos ejemplos de su aplicacion.

4.1.2.1 Introduccion

El filtro de Kaman como estimador lineal recursivo es un caso especidl,
aplicado a distribuciones gausianas, de un proceso més general de propagaciéon de
probabilidades. En el caso de que exista una gran cantidad de ruido en laimagen no es
razonable el asumir que la distribucion sea gausianay por tanto unimodal alo largo del

tiempo.
m
P(w) P(w)
W w
| > | >
Difusioén estocastica
P(w) D1 7 P(w)
D2
m ‘/\/\N
| L t >

Efecto de las medidas

Figura 4.11 Difusion estocastica para modelos no gausianos (De [Blake 1998])
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En este caso, aunque e modelo dinamico pueda mantener una distribucion
gausiana € efecto de las observaciones obtenidas a partir de laimagen sera el de obligar
a la funcién de densidad a aumentar la probabilidad en la vecindad de éstas. En
ambientes complgjos o ruidosos hay varias de estas observaciones que compiten entre si
(ver Figura 4.11) provocando funciones de densidad multimodales lo que promueve €l
uso de model 0s no gausianos.

4.1.2.2 El filtro Condensation

El filtro Condensation (ver seccion 2.4.3.3) se utiliza para aproximar una
distribucion arbitraria'y en general no gausiana P(w | D) para ello genera una variable
aleatoria w con distribucion P(w ) que aproxima a P(w | D). Primero se genera un

conjunto de muestras S-{s",i =1...N_} con probabilidad a priori P(w) y se elige un
indice n1 {1...N} con probabilidad p™ donde

p(n) — PD(S ) ’ PD(S(J)) — P(D].W — S(J)) Ec. 4. 14

4 P (s)

=1

los valores elegidos de esta forma tienen una distribucién que se aproximaa P(w | D) y
gue converge a ésta cuando el nimero de elementos de S tiende aiinfinito.

4.1.2.2.1 El modelo dindmico

El algoritmo Condensation es capaz de manejar cualquier modelo dindmico para
describir el desplazamiento del contorno entre imagenes. En esta seccion se emplearan
los modelos dinamicos autoregresivos de segundo orden basados en wavelets de la
seccion 3.4.3 y que fueron empleados anteriormente en el desarrollo del filtro de
Kaman. De estaforma se tendr&

W, -W =AW, -Ww)+Bf con Ver  Ec
aw ¢ aw ¢ a0 |¢ ad i am, § 349
_ L€ = ¢ ~ ¢ =~ ¢ - o]
W =g CIW =g I A= 5 B=go: =g
W ¢ W g A, Ay Bg N g
donde;
nt :( nIO,O:x’nO,O:x""nJ_lsz-l_IX’ nIO,O:y’nO,O:y""nJ_lsz-l_lzy) con: EC. 4. 15

nlo,o = (nlo,o;x g nlo,o;y) - DGGSz 0J)

nj,k = (njvk:X’ njvk:y) - DGGSD (0’1)

siendo las variables n; xy m;j k independientes.
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De esta forma se puede aprovechar la versatilidad del algoritmo Condensation para
trabajar no sdlo con distribuciones gausianas sino con distribuciones DGGS.

4.1.2.2.2 El modelo de observaciones

El efecto de las observaciones externas D; es el de proporcionar un efecto reactivo a
proceso de difusién que promueve que la funcién de densidad tenga maximos en la
vecindad de éstas. Se procederd por tanto a modelar la densidad de observacion P(D |

w). Para ello se procede a definirla en una dimension y se generaliza después a dos
dimensiones.

En una dimension las observaciones se reducen a un conjunto de posiciones escalares D

posicion escalar. Se utilizara entonces como funcién de densidad [Isard 1998a]

2 Ec.4.16
|o(D|x)ul+E1 ge =
Sa

donde s representa la incertidumbre en la posicion de los di y a equilibra la
distribucion en el caso de que ninguno de los d; del vector D sea la caracteristica
correspondiente a x.

Para dos dimensiones D es en principio todo el conjunto de caracteristicas detectadas en
la imagen. No obstante para reducir e tiempo computacional la densidad se evalla
como el producto de densidades unidimensionales a lo largo de la curva. Una mayor
velocidad se obtiene éigiendo Unicamente aquella caracteristica mas cercana a la
predicha por el modelo dinamico.

Se pasa por tanto a continuacién a explicar la forma del filtro Condensation [lsard
1998a] en el marco de los model os dinamicos autoregresivos de segundo orden basados
en wavelets.

Filtro “ Condensation”

Paso 0
Generar un conjunto de muestras S-{s\’,p{’,c,i =1..N_} parael tiempot=0
donde:
s esunamuestradela distribucién a priori dela curva
p " esla probabilidad dequeestacurva seedlija de S(iniciamentel/N,)

c!” esla distribucion deprobabilidad acumulativa paraS
Hacer t=1
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Paso 1
A partir de S (el conjunto previo de muestras) construir un nuevo conjunto de
muestras Spuevo COMO Sigue:
Haceri=1
Mientrasi £ Ns hacer

Paso 1.1 (Seleccion) _

Seleccionar unamuestras; " como sigue:

- Generar un numero daeatorio r uniformemente
distribuido en [0,1]

- Encontrar por busgueda binaria e menor j parael que
c 03 p

t-1
- Hacer S[’ (i): S[-l(J)

Paso 1.2 (Prediccion)
Generar una prediccion dinamica muestreando de:

O _ g = A _ )+ B
§’-W =A(s”-w)+Bn,

Paso 1.3 (Medicion)

Medir y obtener los pesos para esta nueva posicion en
términos de las medidas observadas D:.

p! =p(D, |w, =5")
Guardar esosvaores in Syeo.. INCrementar i

fin del mientras

Normalizar los pesos de formaque § p” =1, y evaluar las probabilidades

acumulativascomo: ¢ =0, ¢’ =c{"? +p{",i =1..Ng

Hacer S= Sqan. INncrementar t. Ir a Pasol

Tabla 4.4 Algoritmo Condensation

4.1.2.3 Inicializacion

La inicidizacion dd filtro Condensation es andoga a la iniciaizacion definida
parael filtro de Kalman en la seccion 4.1.1.3, es decir se selecciona entre cada una de
las tres posibilidades: posicion inicial conocida, posicion inicia desconocida o
velocidad inicial conociday se redlizan iteraciones del filtro Condensation hasta obtener
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la convergencia. La Unica diferencia es que en este caso la convergencia se estudia
sobre el conjunto S en lugar de sobre |os parametros de la distribucién normal.

4.1.2.4 Rendimiento

El estudio del rendimiento del filtro Condensation es complicado debido a que
su complegjidad es funcién de la dificultad en aproximar la funcién de probabilidad P(w
| D) por medio del conjunto de muestras en S. No obstante, la descripcién de curvas
basadas en wavelets ofrece varias caracteristicas que las hacen apropiadas para este
filtro. En primer lugar, la capacidad para representar la curva que evoluciona a lo largo
del tiempo con un pequefio nimero de coeficientes y la capacidad de cambio entre
modelo (vector de caracteristicas) e imagen (curva) con costo lineal provocan que esta
sea un descripcién Optima desde el punto de vista del tiempo computacional. Por otra
parte, la generalidad de la representacion que permite combinar la capacidad de
representar cambios bruscos en la curva junto con la definicion a medida de la suavidad
intrinseca de ésta permite una mayor amplitud de representacion que la que pueden
ofrecer otros modelos basados en b-splines o descripciones de Fourier. Esto permite
obtener seguimientos cercanos al tiempo real para modelos sencillos de deformacion y
entornos no demasiado complejos.

4.1.2.5 Ejemplos

A continuacién se presentan dos eemplos de seguimiento utilizando la
representaci dn basada en wavelets y el algoritmo presentado en la Tabla 4.4.
El filtro Condensation que se utiliza en esta seccion permite abordar problemas méas
generales y complejos. En primer lugar se presentara una secuencia de seguimiento de
una mano donde a diferencia de la seccion 4.1.1.5.2 el fondo de la imagen, que tiene
gran complejidad, no es estético y por lo tanto no puede eliminarse mediante el calculo
de la diferencia con una imagen de referencia. En el segundo caso, se muestra un
problema de seguimiento en exteriores donde de nuevo el fondo es complejoy el objeto
gue se sigue puede confundirse con otros objetos de laimagen.

4.1.25.1 Ejemplo 1. Seguimiento de una mano

A continuacion se muestra un primer gjemplo de seguimiento utilizando € filtro
Condensation. El problema que se pretende resolver es el seguimiento de una mano con
una lata que se mueve sobre un fondo complejo. Para ello se dispone de una secuencia
de iméagenes en blanco y negro y se pretende detectar en cada instante la posicion del
conjunto mano-lata. En este caso € preprocesamiento esté orientado a intentar eliminar
en lo posible la mayor cantidad de bordes no significativos de la imagen para lo cual
ésta se suavizara con un filtro gausiano tal y como se muestra en la siguiente seccién
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Preprocesamiento de imagen

Como en los anteriores gemplos, € filtro Condensation trabgjard sobre la
informacién de bordes de la imagen que es necesario preprocesar para eliminar en la
cualquier otra informacion que pudiera “distraer” al filtro a realizar € seguimiento.
Para €ello, tras leer la imagen en blanco y negro y con € fin de eliminar la mayor
cantidad posible de bordes espurios se realiza un suavizado de la imagen mediante un
filtro gausiano, y se aplicad filtro de Sobel para detectar |os bordes (Figura 4.12)

Figura 4.12 Preprocesamiento de la imagen. Imagen original en blanco y negro (a la izquierda.
Imagen de bordes con €l contorno en linea fina(der echa).

Notese como el suavizado gausiano permite obtener |os bordes més significativos. Adn
asi, existe unagran cantidad de bordes tanto dentro de lalata como en la pared .

Parametros de seguimiento

La componente determinista del cambio en posiciéon y la deformacion de la
mano en este ejemplo tiene dos componentes fundamentales, la primera componente es
un movimiento de traslacion mientras que la componente de deformacién se puede
modelar a través de una deformacién debida a una transformacion afin. Por otra parte
dado que es posible que la mano se mueva por toda la imagen se utilizara e modelo de
velocidad constante (seccion 3.4.3) para la componente traslacional, mientras que por €l
contrario se espera un movimiento lento y con poca indeterminacion espacial en el
subespacio afin.

Para la descripcion de los parametros deterministas se utiliza € modelo de
oscilador armonico del Apéndice B y asi se tendr& a,= -exp(-2di), a;= 2exp(-
2di)cos(2pf) con:

Tradacion d=0 |f=0 | =35
Deformacion |d=5 [f=0 |r=2

Tabla 4.5 Par dametros dinamicos para € g emplo del seguimiento de la mano

La eleccion de los parametros refleja que no se espera movimiento oscilatorio (f =0) y
se espera mayor velocidad de movimiento en € subespacio de traslacion que en € de
deformacion. Ademés hay un desplazamiento medio de 2 pixeles en d subespacio de
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deformacion correspondiente al rango reducido de transformaciones afines presentes en
laimagen.

La incertidumbre debida a las medidas es de sp=2 pixeles y € parametro de
deformacién en el espacio de Sobolev a b=2.25. La familia de wavelets utilizada ha
sido laDg de Daubechies.

Resultados del seguimiento

En lafigura4.14 se muestran los resultados del proceso de seguimiento para este
gjemplo. En este caso se ha utilizado una poblacion de Ns=100 elementos. En laimagen
se muestra una estimacion del méaximo a posteriori de la distribucién a partir de la
poblacién. Nétese que en este caso no puede utilizarse la media pues la distribucion
puede ser multimodal y en el mejor de los casos la media coincidiria Unicamente con
una de las modas de la distribucion. Para calcular € estimador MAP se ha examinado la
poblacion y se ha elegido e elemento de méxima probabilidad. Este es un
procedimiento rapido proporciona una estimacion burda del estimador (no utiliza por
gjemplo la coherencia temporal entre una estimacion y la siguiente). Aunque existen
métodos para mejorar dicha estimacion [Doucet 2000] no se han utilizado por su costo
computacional.

La multimodalidad de la distribucion puede verse en el siguiente ggemplo [Pérez
2000c] donde se representan los diez elementos de mayor probabilidad del conjunto S
en color blanco y se ve en la imagen central la aparicién de dos modas. La primera
aparece  adrededor de la mano, mientras que la segunda es consecuencia de una
alineacién accidental de bordes: la parte inferior de la mano la parte inferior del monitor
y la parte inferior del papel sobre la mesa. No obstante, a medida que € proceso de
seguimiento continla esta segunda moda desaparece y € conjunto S vuelve a
concentrarse arededor de la primeramoda.

Figura 4.13 Ejemplo de multimodalidad en la distribucién del contorno. En color blanco se
muestran los 10 elementos de mayor probabilidad del conjunto S.

En la figura 4.14 puede verse como se realiza un correcto seguimiento de la mano con
ocasionales distracciones (por eemplo en la imagen 2) y que son debidos
fundamentalmente a la eleccién de un conjunto S con un nimero pequefio de muestras.
Notese que este seguimiento se realiza a pesar de los cambios en iluminacidn presentes
en lasecuencia
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Figura 4.14 Iméagenes 1-15 de la secuencia de la lata. Resultados del proceso de seguimiento.
En negro se muestra la estimacion MAP del contorno.

150



Aplicaciones

4.1.2.5.2 Ejemplo 2: Seguimiento en exteriores

A continuacién se muestra el segundo ejemplo de seguimiento utilizando €l filtro
Condensation. El problema que se pretende resolver es e seguimiento de la cabeza de
una nifia gue se mueve sobre un fondo complejo. Para ello se dispone de una secuencia
de imégenes en blanco y negro y se pretende detectar en cada instante cual es la
posicion de la cabeza en la imagen. En este caso el preprocesamiento esta orientado a
intentar eliminar en lo posible la mayor cantidad de bordes no significativos de la
imagen para lo cua se realizard una segmentacion de la imagen mediante intervalos de
niveles de gristal y como se muestra en la siguiente seccion

Preprocesamiento de imagen

En este gemplo e seguimiento de la cabeza se realizard mediante la localizacion
en cada imagen de una region circular oscura correspondiente a cabello de la nifia
Para €llo, tras leer la imagen en blanco y negro y con € fin de eiminar la mayor
cantidad posible de bordes no esenciales se segmenta la imagen utilizando niveles de
grisy posteriormente se realiza un suavizado de la imagen mediante un filtro gausiano,
y se aplicae filtro de Sobel para detectar |os bordes (Figura 4.15)

Figura 4.15 Preprocesamiento de la imagen. Imagen original en blanco y negro (a la izquierda.
Imagen de bordes con €l contorno en linea fina(der echa).

Notese como el suavizado gausiano permite obtener |os bordes més significativos. Adn
asi, existe una gran cantidad de bordes que pueden despistar al algoritmo.

Parametros de seguimiento

La componente determinista del cambio en posicion y la deformacion en este
gemplo tiene dos componentes fundamentales, la primera componente es un
movimiento de traslacion mientras que la componente de deformacion se puede model ar
através de una deformacion debida a una transformacion afin. Por otra parte dado que
es posible que la cabeza se mueva por toda la imagen se utilizara el modelo de
velocidad constante (seccion 3.4.3) para la componente traslacional, mientras que por €l
contrario se espera un movimiento muy lento y con poca indeterminacion espacial en €l
subespacio afin.
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Para la descripcion de los parametros deterministas se utiliza € modelo de
oscilador armonico del Apéndice B y asi se tendr& a,= -exp(-2di), a;= 2exp(-
2di)cos(2pf) con:

Tradacion d=0 |f=0 |g=70
Deformacion |d=5 [f=0 |r=1

Tabla 4.6 Parametros dinamicos para el ggemplo del seguimiento dela nifia

La eleccion de los parametros reflgja que no se espera movimiento oscilatorio (f =0) y
se espera mayor velocidad de movimiento en € subespacio de traslacion que en e de
deformacion. Ademés hay un desplazamiento medio de 1 pixel en & subespacio de
deformacion correspondiente al rango reducido de transformaciones afines presentes en
laimagen.

La incertidumbre debida a las medidas es de sp=2 pixeles y € parametro de
deformacién en el espacio de Sobolev b=2.25. Lafamilia de wavelets utilizada ha sido
laDg de Daubechies.

Resultados del seguimiento

En lafigura4.17 se muestran los resultados del proceso de seguimiento para este
giemplo. En este caso, se ha utilizado una poblacién de Ns=100 elementos. En la
imagen se muestra una estimacion del maximo a posteriori de la distribucion a partir de
la poblacion. En este caso, una de las dificultades del algoritmo es la presencia de
movimientos bruscos en la imagen, paradas y movimientos repentinos que provocan
una mayor incertidumbre en el modelo. Esta mayor incertidumbre se ve reflgjada en la
mayor dispersion de los elementos del conjunto Stal y como seve en laFigura4.16.

Figura 4.16 Incertidumbre en la distribucion del contorno. En color blanco se muestran los 10
elementos de mayor probabilidad del conjunto S.

En lafigura 4.17 puede verse como se realiza un correcto seguimiento de la cabeza con
ocasionales distracciones (por gjemplo en la imagen 6). Notese que este seguimiento se
realiza a pesar de la presencia de otros objetos en movimiento en laescenay |os grandes
cambios de iluminacion en dentro de las imégenes.
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Figura 417 Iméagenes 1-15 de la secuencia de exteriores. Resultados ddl proceso de
seguimiento. En blanco se muestra la estimaciéon M AP del contor no.
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4.2 Emparejamiento de contornos

Una vez mostradas las aplicaciones de los modelos basados en wavelets para
problemas de seguimiento, se pasan a abordar aplicaciones de |los model os basados en
multiwavelets en problemas de reconocimiento. El problema del empargjamiento de
contornos y las técnicas para su resolucion ya ha sido abordado en la seccion 2.2. En
esta seccion se vuelve a examinar e problema en € contexto de la inicializacion del
proceso de seguimiento en uno de los casos no examinados anteriormente, esto es, en el
caso de que se conozca cua es laformadel contorno pero se desconozca su posicion y
en general cualquier otra transformacion geométrica que haya podido tener. Este
problema puede verse ademas complicado por la presenciade ruido y oclusion por otros
objetos. En la seccion 2.2.1.2.3.7 ya se han presentado técnicas para resolver este
problema utilizando representaciones del contorno basadas en wavelets para el caso de
las similaridades euclideas. A continuacién se presenta una extension de esta
metodologia basada en multiwavelets para € caso afin mediante un algoritmo que es
capaz de trabajar también bajo la presencia de oclusiones parciales del objeto de interés.

4.2.1 Introduccioén

Una de las principales dificultades para a la hora de reconocer objetos a partir de

imagenes es el hecho de que laformadel objeto depende del punto de vista. Es por tanto
necesario desarrollar descripciones geométricas que no se vean afectadas por un cambio
en la posicion relativa del objeto y la cAmara. Una representacion invariante frente a
tales transformaciones geométricas constituye entonces el problema basico que debe
resolverse.
La distorsion que sufre la forma de un objeto a ser observado mediante una camara
bajo una orientacion arbitraria puede ser modelada como una transformacion
proyectiva. (ver seccion 2.1.1.2.3). Sin embargo, cuando las dimensiones del objeto son
pequefias comparadas con la distancia de la camara a objeto, puede asumirse €l modelo
de perspectiva débil y se asume entonces que puede aproximarse la transformacién
proyectiva por medio de unatransformacion afin.

A la hora de construir una representacion invariante del objeto frente a
transformaciones afines se han utilizado dos tipos de técnicas fundamentales: técnicas
en el dominio espacia y técnicas en e dominio de alguna transformacién. Dada la
capacidad de las representaciones multiescala (secciones 2.1.1.2.6 y 2.1.1.2.7) para
representar de forma precisa los cambios ocurridos en el dominio espacial han aparecido
recientemente un nuevo tipo de técnicas basadas en estas representaciones [Tieng 1997].
Estas, sin embargo, necesitan alguna medida global del contorno (por gemplo e
centroide) para desarrollar un algoritmo de emparejamiento o cual las hace de poca
utilidad si no esta presente e contorno completo debido a oclusiones, cambios en la
condiciones de iluminacién o ruido.

En las siguientes secciones se muestra como estas limitaciones aparecen en el caso
afin debido a la utilizacién de una Unica funcion wavelet en la descomposicion del
contorno y se propondra el uso de un par de wavelets independientes, (es decir de
multiwavelets) para resolver esta limitacion. De esta forma se presentara también un
algoritmo de emparejamiento local basado en esta nueva formulacién y se demostrara su
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capacidad para emparejar contornos aun en la presencia de ocultamientos parciales por
otros objetos.

4.2.2 Representacion invariante de contornos mediante multiwavelets

En esta seccion se presentan los elementos bésicos para construir una

representacion afin invariante del contorno del objeto mediante multiwavelets.
Como se ha sefid ado anteriormente (seccion 2.1.1.2.3) las transformaciones afines en €l
plano constituyen un espacio de seis grados de libertad y pueden representarse mediante
una matriz cuadrada de orden 2 denotada por M=(m;) y un vector de traslacion
bidimensional t.

Dada entonces una curva: r(u) = (x(u), y(u))" la parametrizacién natura afin se
define como [Buchin 1983]:

Jdr d?r
S= y——
du d?u
donde | ,| denota el determinante de ambos vectores.
Esta parametrizacion es invariante frente a transformaciones equiafines ([M|=1) y

permite definir la longitud afin de forma andloga a la longitud usua de una curva en el
caso euclideo.

1/3

Ec. 4. 17
du

Entonces se elige una familia de mutiwavel ets ortogonal de orden dos obteniéndose una
representacion del contorno (seccion 3.2.2):

bl
r(s) =C,,F (9 + as D,?,,(9 ?_J/gr Ec. 3.
p

0£l<2]

y se definen los coeficientes:

N,, =|D,,|, dondeD,, estadefinido: Ec.4.18
= & X(S)!y 0;j.l (S) > < y(S),y 0l (S) >9
o < X(S),y L (S) > < y(S),y Ll (S) >B

Asi setiene:

Proposicién 4.1

Los coeficientes N;, definidos anteriormente son invariantes para la
transformacién equiafinr =Mrg +t con |[M|=1.

Demostracion
Basta comprobar que si [M|=1

1
Mr(s)+t=Cg&F () + é_ D¢?  (s), D&% =MD, entonces bastaaplicar |AB|=|A|B|
j=0

0l <2}
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4.2.3 Algoritmo de emparejamiento

El agoritmo de emparejamiento [Pérez 1999b] est& basado en la representacion
definida en la seccién anterior. Hace uso del hecho de que los coeficientes de la
representacion invariante del contorno se calculan de forma local para obtener un
algoritmo de empargamiento local. Esto lo hace apropiado para emparejamientos
parciales de formas u oclusiones. Este algoritmo hace uso de una generalizacion al caso
afin de los mapas de coeficientes [ Y oon 1998] provenientes de la transformada continua
mediante wavelets.

Algoritmo de empar g amiento
Dados dos contornosr; y r € agoritmo de emparejamiento procede como sigue:

Paso 1 (Parametrizacion afin)
Parametrizar r1 y roen su formanatural afin

Paso 2 (Calculo delos coeficientes)
Evauar los coeficientes N, para los contornos ri i=1,2. Estos coeficientes se
almacenan en los mapas de coeficientes Ci(j,)) = N! ,i=1,2,

jr?

Paso 3 (Busgueda de puntos de inter és)

Realizar una blsqueda de puntos de interés en ambos mapas. (Un punto P se
define como punto de interés para una medida L s L (P) es un maximo local en
el mapaC)

Paso 3 (Empar g amiento basado en puntos deinter és)

Dado €l conjunto de puntos de interés P={ Py, P,, ...,P} y Q={Q1, Q2, ....Qn} en
los mapas C1y Co.

Definir M={Mj;, i=1,..,n j=1,..m} como el conjunto de emparejamientos donde
M;; denota un emparejamiento entre un punto P en Py Q; en Q.

Para cada emparejamiento Mj;

Estimar |os coeficientes de la matriz de transformacion afin M y t apartir
delasfuncioneswaveletsy de escala.

Buscar €l conjunto de empargjamientos en M que soporten dicha
hipotesis Sop(M;j) (es decir que definan la misma transformacion afin)

Si el nimero de emparejamientos es suficientemente grande

Segmentar r; y r, basado en los emparejamientos (Ver Figura
4.18)
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Esto proporciona segmentaciones emparejadas:
Segmi={ Sy} y Segmz={ S;;i}
Para cada uno de los segmentos emparejados S Y S
Evauar €l error de emparegjamiento
Si e error de empargjamiento es mayor que un umbral
Retirar S;i y Sz de Segm; y Segm;

S (longitud afin de r; segmentado)/ (longitud afin de r1)> umbral del
modelo y (longitud afin de r, segmentado)/ (longitud afin de r2)> umbral
de laimagen entonces se ha encontrado un emparejamiento. Parar.

Tabla 4.7 Algoritmo de empar g amiento

Emparegjamiento
Punto de

Emparegjamiento
del soporte
Interés /’

Longitud > <-b—>: =
del sor)M?> ¢ Mapas de Coefici ent&/

Punto de
— Interés

< d >
Segmento_ i ndyci do por Segmento inducido por
el emparejamientoenr, el emparejamiento enr;

Figura 4.18 Segmentacién inducida por € empar g amiento

Para determinar de forma completa e agoritmo hay varios elementos que deben se
definidos de forma explicita:

LamedidadeinterésL

Esta medida se determina mediante una normalizacion en escala de los coeficientes
N', mediantelaféormula

L(N}Vl)=|Nj"| Ec. 4.19

4

S,
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donde | | denota el valor absoluto del coeficiente y s la longitud del soporte del
multiwavel et ortogonal en laescalaj.

Estimacion de latransformacion afin'y su comparacion

Dado un emparejamiento M;j es necesario estimar la transformacion &in entre P, y
Q. Puesto que la transformacion queda definida mediante una matriz cuadrada de
orden 2 M=(m;) y un vector de traslacion bidimensional t es necesariala estimacion
de 6 parametros. La estimacion se realiza de la siguiente forma: asumiendo que una
de las funciones de escala tiene integral nula, la matriz M se obtiene a partir de
dicha funcion de escalay una de las funciones wavelet. € vector t se estima a partir
de los coeficientes obtenidos de la funcién de escala con integral no nula.

Para obtener los emparejamientos soporte es necesario comparar transformaciones
afines. Esto se hace como sigue:

Lamatriz M se descompone como:
M =S(1)R@)D(@)R(m), donde: Ec. 4.20
0¢
S( ):aé gesunamatriz deescda
§0 15

aeos() - sn(@)o

R@)=¢ . = esunamatriz derotacion
fsin(@)  cos@) 5

O e
D@)= & gesuna matriz dedeformacion
g3
0 lagy

Laigualdad entre matrices se comprueba mediante la comparacién de los angulos g
y m asi como a partir de las diferencias entre los logaritmos de los parametros| y a
(en ambos casos la comparacion se hace contra un umbral de error).

Laigualdad entre los vectores de traslacién se comprueba mediante la comparacion
de sus componentes (también contra un umbral de error).

Evaluacion del error de emparejamiento.

Una vez que se define la transformacion entre modelo e imagen |os coeficientes de
la representacion del contorno en el modelo se transforman mediante la matriz
estimada M y e vector de tradacion estimado t. Puesto que se utilizan
multiwavelets ortogonales es posible calcular € error entre ambas representaciones
de forma sencilla mediante |a norma de su diferencia.

En la préctica para acelerar los calculos no se utiliza el conjunto completo de
coeficientes en e cédculo del error. En vez de esto se utiliza € coeficiente
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multiwavelet no utilizado en € cédculo de la transformacion afin para evaluar €
error. Puesto que esta comparacion se efectlia entonces a baja resolucion, paraevitar
problemas debido a una evaluacion por defecto del error se introduce €l concepto de
emparejamientos soporte en el algoritmo.

4.2.4 Ejemplos

A continuacion se presentan un conjunto de experimentos para evaluar €l
algoritmo. En primer lugar se presenta un gemplo libre de oclusiones que puede
resolverse mediante las formulaciones de emparejamiento afin previas. Posteriormente
Se presenta un ejemplo con oclusion que no puede resolverse mediante |os algoritmos de
emparejamiento previos basados en wavelets. La familia de multiwavelets utilizada ha
sido la SA(4) (seccién 3.1.14) y el nimero de puntos por contorno ha sido 256.

4.2.4.1 Ejemplo sin oclusiones

En este primer giemplo un conjunto de seis contornos de pgaros de le han
presentado al algoritmo (ver Figura4.19)

P~ e || |~

Figura 4.19 Contornosde las aves

Dichos contornos han sido transformados de forma aleatoria con los parametros
elegidos de forma uniformeen: | T [5/4,4/5] , qf [0,2p], al [4/3,3/4], mi [0,2p] de forma
gue se han generado un conjunto de 100 muestras. Los resultados del algoritmo de
clasificacion fueron:

Contorno 1 (2 |3 |4 5 |6
Clasificacion correcta |97 |92 |97 [100 |99 |95

Tabla 4.8 Resultados de clasificacion

Los resultados muestran que practicamente cada contorno pudo ser reconocido por €l

algoritmo. En la Figura 4.20 se muestran los mapas de coeficientes tanto para el modelo
como para el contorno de la imagen en uno de los emparejamientos del experimento.
Los puntos de interés se muestran en blanco y los valores de la medida de interés L se
muestran en niveles de gris.
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A

Figura 4.20 Contornos a empargjar (izquierda). Valoresdela medida deinterésy puntosde interés
(centro). Resultado del empargamiento con la posicién predicha por € algoritmo en linea
discontinua (derecha).

4.2.4.2 Ejemplo con oclusiones

Para comprobar la capacidad del algoritmo para € emparejamiento frente a
oclusiones parciales se han realizado un conjunto de experimentos. En la Figura 4.21 se
muestra el resultado de uno de dichos experimentos.

En la dicha figura pueden verse dos imagenes obtenidas a partir de hojas de

arbol. A continuacion se muestran los contornos deformados por una transformacién
afin con pardmetro de deformacion a=4/3y superpuestos el uno sobre el otro. Por Gltimo
en la derecha puede verse la locdizacion de los dos modelos (mostrado en linea
discontinua) en la imagen compuesta siendo e agoritmo capaz de recuperar la
transformacion afin entre modelo e imagen.
Es interesante sefidar que €l hecho de que la recuperacién de una transformacion afin
sea més compleja que la de una similaridad euclidea produce que sea necesario obtener
mas segmentos de contorno no ocultos de cada figura que en el caso euclideo para
recuperar latransformacion.

x4 ¥

Figura 4.21 Contornos a emparejar (izquierda). Contornostransformadosy superpuestos (centro).
Resultado del empargamiento con la posicion predicha por € algoritmo en linea discontinua
(izquierda).

L os resultados muestran que este algoritmo puede utilizarse para el proceso de
emparejamiento del contorno en una imagen inicial. Las utilizacion de multiwavelets
permite obtener una representacion invariante frente a transformaciones afines y una
descripcién local que lahace invariante frente a oclusiones.
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5 Conclusiones, principales aportaciones y posibles
extensiones

Las contribuciones més significativas de este trabajo se sitlan en dos aspectos
diferenciados. De una parte, €l soporte tedrico construido en e Capitulo 3 posibilita la
extension de las representaciones de curvas basadas en wavel ets a model os deformabl es.
Ademés la introduccion de las representaciones de curvas basadas en multiwavelets
proporciona la capacidad de obtener una nueva aproximacién a problema de
emparejamiento y reconocimiento de curvas basados en representaciones multiescala.
De otra parte, las procedimientos construidos en base a dicha representacion son
utilizados en problemas de seguimiento y reconocimiento lo que permite disponer de
elementos de utilidad préactica inmediata A continuacién se presentaran las
conclusiones y principales aportaciones de este trabajo. Posteriormente se propondran
algunas extensiones y mejoras futuras de las representaciones y procedimientos
desarrollados.

5.1 Conclusiones y principales aportaciones

Las conclusiones y principales aportaciones de este trabajo han sido las
siguientes:

1.- Con €l objetivo de orientar € desarrollo de este trabajo, se ha realizado previamente
una revision estructurada e integradora de |os problemas de modelado, emparejamiento,
clasificacion y seguimiento de objetos. Para ello se han revisado las cuestiones basicas
del modelado de objetos y examinado con detalle |as representaciones propuestas en la
literatura para e modelado de objetos basado en contornos haciendo hincapié en los
model os deformables que forman una de las bases de este trabajo. A continuacién se ha
abordado el problema del emparejamiento de objetos tanto para model os rigidos como
deformables haciendo una revision de las técnicas y métodos més importantes.
Posteriormente se ha abordado el problema de la clasificacion de objetosy por dltimo se
han mostrado las técnicas mas significativas de seguimiento de objetos basados en
modelos con énfasis en |os model os deformabl es y model os dinamicos.

2.- Para construir las representaciones de contornos basadas en wavelets y
multiwavelets se ha realizado un examen de los elementos mas importantes del andlisis
de funciones mediante wavelets. Para ello se ha tomado como punto de partida la
transformada continua mediante wavelets obteniéndose s series de wavelets con su
interpretacién por medio de los andlisis a multiples resoluciones o que permite obtener
la transformada répida mediante wavelets. Se han discutido las propiedades de
aproximacion mediante wavelets y se ha ligado la descomposicién de funciones
mediante esta representacion con los espacios de suavidad de Besov. Posteriormente se
ha examinado €l topico de derivacion mediante wavelets y se ha pasado a la extension
del concepto de wavelets a multiwavel ets.
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3.- Una vez introducida la representacion funcional mediante wavelets se introduce la
representacion de curvas mediante wavelets y se aporta la representacion de curvas
mediante multiwavelets realizandose una comparativa con otras representaciones
previas. Se han obtenido resultados que indican un poder de compresiéon similar a de
los wavelets con una mejor capacidad perceptual en la representacion debido a la
simetria de las funciones basicas.

4.- En esta memoria se aportan también los modelos de deformacion de contornos en
espacios de Besov mediante una generalizacion de los espacios de deformacion de
funciones. Se han discutido sus propiedades y resuelto el problema de guste de
contornos en |os espacios de Sobolev mediante técnicas de regularizacion dandose una
interpretacion de la solucién del problema de gjuste en |os distintos subespacios.

5.- Parainscribir e problema de regularizacion dentro del marco bayesiano se proponen
en esta tesis model os probabilisticos de deformacion basados en wavel ets mediante una
extension de la distribucién gausiana generalizada. En este marco se proporciona un
método de resolucion aproximada al problema de ajuste en espacios generales de Besov
mediante la aproximacién de Belge y se dan métodos exactos en espacios de Sobolev
gue permiten interpretar de forma probabilistica los pardametros de regularizacion del
apartado anterior. Este model o tedrico de gjuste se verifica experimentalmente mediante
una serie de gemplos sefialandose como el conocimiento del grado de suavidad de la
curva es una informacion de especial relevancia a la hora de resolver el problema de
ajuste.

6.- La generalizacion de los modelos anteriores a problemas dinamicos hace que se
propongan model os autoregresivos de primer y segundo orden con innovacion generada
por variables de distribucion gausiana generalizada para modelar € conocimiento a
priori de la dindmica del objeto. Ademas se proponen diversos métodos para €l
aprendizaje de los valores de los parametros tanto el método general de separacion en
subespacios, como el método de la méxima verosimilitud en espacios de Sobolev.

7.- La aplicacion de los modelos dindmicos anteriores en espacios de Sobolev
proporcionan la utilizacion del filtro de Kalman en problemas de seguimiento. Parala
resolucion de dichos problemas se adapta €l filtro de Kalman para la utilizacién de los
modelos autoregresivos de segundo orden y se muestran algunos resultados
computacionales. Estos muestran como en ambientes controlados y con modelos
precisos del objeto la utilizacion de filtro de Kaman permite seguir €l dojeto a lo
largo de la imagen. Se muestran también cuales son las limitaciones del método:
ambientes complejos 0 descripciones aproximadas del modelo de deformacion del
objeto.

8.- La aplicacion de los modelos dindmicos en espacios de medidas no gausianas que
aparecen cuando hay un ruido sustancial en el fondo hasido también objeto de estudio.
Se ha adaptado € filtro Condensation para la utilizacion de los model os autoregresivos
de segundo orden basados en wavelets y se muestran algunos resultados
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computacionales. Estos muestran como en ambientes complegjosy con model 0s precisos
del objeto la utilizacién del filtro Condensation con la representacion basada en
wavelets es capaz de seguir alos objetos alo largo de laimagen.

9.- Por Ultimo, se ha abordado € uso de la representacion basada en multiwavel ets para
problemas de reconocimiento. Se ha presentado un algoritmo que utiliza informacion
local pararealizar el problema de emparejamiento, capaz por tanto de ser robusto frente
a oclusiones, y se han discutido los resultados computacionales obtenidos sobre una
serie de imégenes de jemplo.

5.2 Posibles extensiones y lineas de desarrollo

A continuacion se presentan las principales extensiones y lineas de desarrollo de los
elementos presentados en esta memoria:

1.- Generalizar los model os de deformacién a multiwavel ets

L os model os de deformacion que se han presentado estan basados en descomposiciones
del contorno basados en wavelets. Dada la mejora en la representacion perceptual que
introducen los multiwavelets una posible linea de desarrollo de este trabajo seria la
extensién de dichos model os de deformacion alos multiwavel ets.

2.- Introducir los subespacios de deformaci én en |os model os de espacios de formas.
Los modelos de deformacion en espacios de formas proporcionan una forma potente de
precisar las deformaciones permitidas en el modelo. Una via interesante de trabajo es la
unién de los subespacios de traslacion , similaridades o afines con los subespacios que
provienen de la proyeccién de la curva de referencia mediante un andlisis a maltiples
resoluciones. De esta forma se dotaria a los espacios de forma de informaciéon de
deformacién ademas de la puramente geométrica.

3.- Estudiar model os dinamicos no lineales

Los modelos lineales autoregresivos presentados tienen dificultades a la hora de
modelar objetos que presentan cambios bruscos en su velocidad o direccion de
movimiento. Es por ello interesante €l estudio de otro tipo de modelos dindmicos que
sean capaces de abordar estas situaciones. Ademés la utilizacién de model os dinamicos
con distribucion asintética no gausiana puede ser una alternativa a explorar fuera de los
espacios de Sobolev.

4.- Utilizar técnicas de muestreo basadas en importanciaen €l filtro Condensation

El filtro Condensation ha sido enriquecido recientemente (filtro Icondensation [Isard
1998b]) con una variante cuya técnica de muestreo esta basada en muestreo por
importancia. Esta variante permite que €l filtro supere uno de sus principales problemas:
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Capitulo 5

la pérdida de diversidad en el conjunto poblacional S. La aplicacién de las técnicas
desarrolladas con este nuevo filtro deben de incrementar la robustez del model o.

5.- Utilizar métodos de seguimiento multiescala

Las técnicas multiescala, de amplia aplicacion en la Vision por Ordenador, permiten
incrementar la robustez y diminuir la velocidad de computo de los métodos que las
utilizan. La aplicacion de técnicas multiescala ligando la descomposicion a multiples
resoluciones del modelo con la descripcion a multiples resoluciones de laimagen deben
permitir incrementar €l rendimiento de | as técnicas presentadas.
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Apéndice A

Apéndice A
A continuacion se demuestran losteoremas 3.2, 3.3y 3.4

LemaA.l

Dadalafuncion:
(L+m)’

Trm? ,m30

g(m) =

Si p? 1 entonces 1£g(m) £2°1
Si p<1entonces 2”1£g(m) £1

Demostracion

Si p=1lademostracion estrivial, supongamos que pt 1

Lafuncion g estabien definiday es derivable en [0,¥) entonces puede comprobarse que
g (m=0U nr1queesun maximo parap>1y un minimo para p<1

Por tanto: si p> 1 g(m) £ g(1)=2"1,si p< 1g(m) 3 g(1)=2"1

Ademas:

limg(m) ~pimrm)’

=1y g(0)=1 con lo que se compl eta|la demostracion
m® ¥ 1+ m p

LemaA. 2

Dado p>0 existen C,,D, constantes positivas (que dependen de p) de forma que:
C,0xP +1yP)e(xI+1y) £D,(xI" +1yl)

Demostracion

S p=1 bastatomar C,=D,=1, supongamos entonces p* 1.
Si x|=0y |y|=0 cualquier valor de C,,D, es valido.

Si [x|=0 entonces cualquier valor C,£1, D3 1 esvalido.
Supongamos entonces |x|* 0

Definamos:
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fcy) = XY
Ix|” +|y[’

Por tanto (Lema A.1)

Si p>1 entonces 1£f(x,y) £2°1 si |x[t 0y la cota también es vélida para [x|=0 de acuerdo con

el caso anterior.

Si p<1 entonces 2 1£f(x,y) £1 9 |x[* 0y la cota también es vélida para [x|=0 de acuerdo con
el caso anterior.

(1+ | y/ x])°

, entonces f (X,y) =
(x,y) | y/xP

=9(ly/x])

LemaA.3

Severifica:
a) |xPE(x|+]yI\, [yPE(x|+]yI]
b) C(xP+IyP)E(xI+|y], C,=1/2

Demostracion

a) Evidente
b) Utilizando a) o bien € lema anterior.

LemaA4
Seveifica

Co.(xI +1y)EVIXF +IyF) £D,,(xI+Iy])
Demostracion

Basta tomar p=1/2 y sustituir [x?, |y|* en €l lemaA.2

LemaA.b5

Existen Ay,B, constantes positivas de forma que:

AlxP +1yP)e(IxE+TyE)) £8,(xP +1yp)

Demostracion

Por e lemaanterior: C,,( x| +|y|)£ (X +1yF) £D,,(x|+]y]|) entonces:

1/2
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VIXE+1yE)) £ (x1+1y) £(D,,)°D, (xI” +1yI)
C,C) (X +1y1P)E (€ (x] +1y ) £ (ixF +1yF)f

TeoremaA.l
L as siguientes normas son equival entes:

i ® P # ¥
Demostracion

El caso p=¥ saledeformatrivial utilizando el LemaA.3y A.4

Enel caso p<¥:

., =GR+

entonces utilizando el lema anterior:
A O [ xW) 1° +] y(u) IP)du £ o(J(| x(u) [F +1 y(u) F))”duﬁ B, 0 (I x(u) I” + y(u) |” Jdu

entonces:

. g
du=
2

1/ p Lp
2 2 0 1 hY 0
0 Wx@F 1y ) £, RO MO
| (%] | | (%]
%\ 61/ p &\ 61/ p 0
£(B,)"" nggd x(u) [Pduz + gd y(u) [Pduz T
8 I 7] I 2 g
laotra desigualdad se resuelve de manera andoga.
Proposicion A.l
Existen Eo.Fp constantes positivas de forma que:

+ JEW s JE Fl + )
B3 (Lyp(1) |y|Ba<Lp<|» B (Lp(1) pxlBﬁ‘(Lp(l)) |y|Ba<Lp<|»

Demostracion: Basta utilizar los la demostracion anterior sobre wy(r,u), y aplicar las
acotacionesdelosLemasA.2y A.3

EpUx

175



Apéndice A

Teorema 3.2

L as siguientes normas son equivalentes: |r|

Demostracion:

o 1 e H, (4
B (Lp(1) Lo() B3 (Lp (l» Lo (1)

maX(H P’ FP) |X|| B2 (Lp(1) "y"Bg(Lpu))
laotradesigualdad essimilar.

LemaA.6

Existen dos constantesK,L tal que:

TN L [
B (Lp(1) BS (Lp(1) B3 (Lp(1)

M o)+ FolXas oy * Vs o JE
L(l) PNTI83 (L) B (Lp(1)

,alp aip 3'9Q
KQ‘COOX +ga éa 2aJp2J(p 2) Pg ? ‘Cooy‘+ga ga 2aJp2J(p 2)‘djky g ? ;
g 5 5 5 55
i a/p
1/|cOOX +‘c00 ‘ +63 gélzajpzj(p-z)ae/‘djkx +‘djky‘ gpg ? £
k=0 g g o
2] -l Lalp ld i1 ,.a/p -”q('j
Lgco'w +§é§a 3P i (p- 2)‘d . P% ? +‘C00y‘+§éo g’—o 3P i (p- 2)‘djky‘p2 ? ;
o ! g g
Demostracion:
?/‘dj,k:x 2 +‘dj,k:y‘2 EE Dl/2qdj,k:x +‘dj,k:y‘)p
Byt » e Op Oq/p % 5 P éq/p
éa 2P i(p-2) \/‘djkx + djky‘ 5; ka 2P 9 i (p- )Dllqudj,k;x +‘dj,k;y‘) E £
,.a/p
ga 2a1p21(p 2)D1/2 deJ » p +‘dj‘k:y‘p)§
,.a/p ,.a/p
(Dp)q/p(D1/2)qD g?alzajsz(p 2)‘d . Pg ?a ajpzj(p-z)‘dj'k:y‘pg :ID
(4] k=0 g g
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alp q

%, o o o Y
gagk:OZaJpzj(pZ)%‘ e +‘djky‘2§§ _ c

(]
,al/p g0
CRRCWICINESY: - CET N Rl “,
&0 gl 4 20
('jq/p .1/q &o %_1 q,p(_jﬂq('j
(D )‘ 1/2 ( q/p)‘-/ 1/qgga ga 2a1p21(p 2) ka < : +ga g 22 (p- 2)‘dJ ky‘ : ;
ggﬁo g g 81'30 k=0 5 5

Puesto que Wﬁ D1/2q Co.0x

desigualdad se redlizade formasimilar

+[cs0y ‘) se verifica la desigualdad “£” . La otra

Teorema 3.3

DadaunacurvaC®© r(u)= (x(u), y(u))" entonces:
[ 2 2 & agt aipryi(p-2) B 2
Mlea .y ° ‘CQW +‘C0~0:V‘ +§% ggz rer 8\/‘dj,k;x

Demostracion

1/q

a8

Q- O
Q- o

Este teorema se demuestra utilizando el lema anterior y €l teorema 3.2 que indica que las
normas |r son equivalentes.

° I
By (Lp (1) By (Lp (1) B8 (Lp(1)

A continuacion sedemuestrael Teorema 3.4
Proposicion A.2

Dadas dos variables aleatorias X e Y que se distribuyen como DGGS,(0,s?)
entonces:

a) E§\/X2+Y2)pg:Dz(v,p+1)sjp, D,(v, p+ 1)—%[)(” p+1)

b) Va \/X2+Y2)pg£ D,(v,p+Ds *
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Demostracion

a)

2 2 pd_ ¥\2D\ p nhZ(n) 1 _ n _
Egé‘/x +Y ) 5_99 mps—zexp( h)r/s) )r drdq =

—a s, Nh*(N) 1 ] " 1h)GI/N) Y e nh(n) 1 ¢ B
Y 26(2/n)pszeXp( bor/s ¥ =S azm O ZG(lln)s_eXp( o) (rys) =
h{)G(L/n) , p

WD«] p+ls*=D,(n,p+Ds

b)

s --2 I --2 --2 I
Va X2+Y2)pg: Eg\/xzwz)pgg- 3\/X2+Yz)pg £EQ \/X2+Y2)pg9:
(%] (%]
E?x/X%YZ)ZpQ: D,(,2p+1)s °
(%]

Teorema 3.4

Supongamos que dix = (djkx0iky) ~ DGGS, (0,s ?) con s;=21°sq con b>0 y s¢>0
entonces para 0 <p,q<¥ las curvas realizaciones del modelo estan casi seguro en B] (L (1))
sysolos b >a+l.

Demostracion

SeazZ;=( 7o, Z 1. 4721'_1) conz, = 1/dj,k;x2 +djvk;y2 /S , entonces:
P _26-1 o 1 26-1 P P p(-j j
E‘ZJ“ _a- E(ij )__pa- Eg “dj,k:x +dj,k:y =2 Dz(n’p+1)
PT k0 S| ko 7]
201

p|l_ ‘o 1 ot o) :
valz [))=& va(z,) =%, %V""rﬁvdki ~d,7) 9£2'D,012p+1)
e

k=0

Dado un e > 0 ladesigualdad de Chebyshev implica que:
a P?Z HZ “ D,(, p+1)‘>e°£ D,(,2p+1)e’ a 2
j=0

por tanto aplicando el primer lemade Borel-Cantelli:

D,(n, p+1), entonces:

p cas S!_:]UTO

2z,
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2 g0 Faadon

o ipoyi(pl2-1 2 oY =
ga g 2&]92J p 8\/‘dj'k:x +‘dj,k;y‘ - i .
8130 k=0 g g ﬂ

1/q

& L aIPG
—Cc23 ajp o j(p/2-1) Y &}/ 20 O * _
=63 §2 2 ‘d + j‘k:y‘ 9: T =

8J 9 g o

o |

&2 24P iP/2 9inig PP O R [5aip5ipi2n9ig-ipe po- i Pt p9 _
ga 2 2'2 ZJ = gazz 2'2 SZZ = =

j20 P %] j%0 (%]

; 1/q

ga’ ( i@p+p/2-bp) g p2 J“Z Hp)q pg

i*0 o

entonces laserie converges y solo s p(a +1/2-b) <0 esdecirs b >a +1/2
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Apéndice B

L os model os autoregresivos mas simple que permite modelar tanto un movimiento
traslacional como un movimiento oscilatorio son los de segundo orden. Estos tienen una
estructura tipicamente resonante con una evolucion temporal tipica en la forma de una

oscilacion atenuada de la forma exp(-bt)cos(2pft).
Para describir un oscilador armonico con constante de atenuacion b y frecuenciade

oscilacion f [Blake 1998] es necesario expresar € modelo autoregresivo de segundo orden
con matrices Ay B definidas como:

& 16 _ado
A8 a2z Pl

con a,=-exp(-2bt) y a;=2exp(-bt)cos(2pft) donde t representa €l intervalo temporal de
muestreo.

Para obtener unavarianza asintéticar 2 se determina b, como:

b :r\/(1+a2)(1- a-a)l+a- a,)
i (1- &)

En el caso del modelo de velocidad constante en el que b = f =0 o de forma equivalente
a,=-1y a,=2 lavarianza asintética crece de forma semicubica como:

r (t)=got>? donde by=gpt %'

Para determinar los modelos armoénicos en los modelos separados por subespacios de la
seccion 3.4.3.2.1 se determinan los valores de a; y a, de laforma anterior y se determina el
vaor de by 0 g apartir de los resultados de dicha seccion:

Teorema 3. 10

Dado e modelo dinamico de Ec 3.123 supongamos que existe una distribucion limite
dentro del subespacio S;. Entonces para obtener un desplazamiento cuadratico medio 1, €
valor correspondiente de b; debe ser:

b=r |@t2)A-a,-a,)d+a,-a,) N
- (1-a,) Traza(P,S)
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Teorema 3. 12

Dado el modelo dinamico sefialado en Ec. 3.123. S a;=-1y a;;=2 no existe distribucion
l[imite en el subespacio S; . Entonces dado un valor exacto para wg € desplazamiento medio
r?(k) en €l subespacio S; en tiempo k verifica:

Traza(P,S) I

F (k) »b
(K> by

o de forma equivalente:
r—i (t) »git3/2, b - gi t 3/2

/Traza(RS)
3N
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