
Departamento de Análisis Matemático

Autor: Daruis Luis, María Leila

Director: Pablo González Vera

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Sobre polinomios de Szegö y fórmulas
de cuadratura en la circunferencia unidad
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Índice General

Prólogo v

1 Algunas notas sobre cuadratura, interpolación y ortogonalidad 1

1.1 Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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Prólogo

El objetivo de esta Memoria es el de calcular, de forma aproximada, integrales sobre la cir-

cunferencia unidad. Los métodos de integración aproximada más usuales están basados en

las llamadas Fórmulas de Cuadratura, cuya construcción, como se verá, está ı́ntimamente

relacionada con la interpolación y la ortogonalidad. Las fórmulas de cuadratura sobre la

circunferencia unidad que hemos considerado son, por un lado, las fórmulas de tipo inter-

polatorio exactas en ciertos subespacios de los llamados polinomios de Laurent y por otro

lado, las llamadas fórmulas de Szegő donde los polinomios ortogonales sobre la circunfe-

rencia unidad o polinomios de Szegő juegan un importante papel. Estas fórmulas, como

también se verá, son exactas en un cierto subespacio de Laurent de dimensión 2n − 1,

siendo n el número de nodos utilizados en la cuadratura.

En el Caṕıtulo 1 hemos hecho un resumen con los resultados que se han necesitado a

lo largo de la Memoria comenzando por analizar el caso de integrales sobre un intervalo

finito del eje real, para luego pasar a la aproximación de integrales sobre la circunferencia

unidad.

En el Caṕıtulo 2 nos hemos centrado en la interpolación de funciones definidas sobre la

circunferencia unidad. Para el caso de integrandos continuos se han tomado como inter-

polantes los polinomios de Laurent, sobre los que hemos estudiado tanto su convergencia

en norma L2 como en norma uniforme. En este Caṕıtulo también se verá una extensión

a la circunferencia unidad del teorema clásico de Hermite- Fejér.

v
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Para integrandos anaĺıticos se han elegido varias clases de interpolantes: sucesiones

de polinomios algebraicos o polinomios de Laurent o bien los llamados polinomios de

tipo quasi- Hermite, dependiendo del dominio de analiticidad de la función. En cada

uno de estos casos hemos estudiado su convergencia en norma uniforme y, para estas dos

últimas sucesiones de interpolantes, su aplicación a las fórmulas de cuadratura sobre la

circunferencia unidad. Las sucesiones de polinomios de Laurent interpolantes darán lugar

a las fórmulas de tipo interpolatorio y las sucesiones de polinomios de tipo quasi- Hermite

a las fórmulas de Szegő que ya hemos mencionado. En ambos casos se han dado cotas de

error y se ha obtenido convergencia geométrica.

En el Caṕıtulo 3 hemos estudiado por un lado, algunas propiedades y aplicaciones de

las fórmulas de Szegő en relación con los llamados polinomios para-ortogonales y con la

Teoŕıa del potencial, aśı como también, y con carácter ilustrativo, hemos calculado los

coeficientes de la fórmula de cuadratura de Szegő para varias familias de funciones peso,

y por otro lado, hemos visto que existe una conexión entre las fórmulas de Szegő y las

fórmulas de cuadratura Gaussianas para el intervalo [−1, 1].

En el Caṕıtulo 4, se han calculado expĺıcitamente fórmulas de cuadratura de Szegő. A

tal fin se han elegido casos particulares de las llamadas funciones peso de tipo Jacobi que

reciben el nombre de funciones peso de Chebyshev. Para dichas funciones obtendremos

también cotas de error para las correspondientes fórmulas de Szegő y con carácter ilus-

trativo se han elegido varios integrandos con el propósito de comparar, por un lado, el

valor exacto del error con tales cotas, y por otro, los resultados proporcionados mediante

las fórmulas de Szegő con la que ofrecen las fórmulas de Gauss- Legendre.

Al mismo tiempo, y haciendo uso del Caṕıtulo anterior donde se establece una conexión

entre las fórmulas tipo Gauss y las de Szegő, hemos aplicado toda esta teoŕıa a las funciones

peso de Chebyshev.
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En el Caṕıtulo 5 nos hemos centrado en construir fórmulas de cuadratura ahora de tipo

interpolatorio para las funciones peso de Chebyshev, tomando como nodos a las ráıces

n−ésimas de un complejo arbitrario unimodular. Para estos casos particulares también

hemos dado cotas de error y con carácter ilustrativo, se han comparado numéricamente

dichas fórmulas con las de Szegő obtenidas en el Caṕıtulo 4.

Aśımismo, en este Caṕıtulo se verá cómo aproximar integrales en el intervalo [−1, 1]

haciendo uso de las fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio sobre la circunferencia

unidad. Se ofrecen también varios ejemplos para los que se han obtenido, en algunos

casos, fórmulas de cuadratura en [−1, 1] bien conocidas.

Dado que las fórmulas de Szegő son exactas en un cierto subespacio de Laurent de

dimensión 2n−1 tal y como hab́ıamos mencionado en un principio, en el Caṕıtulo 6 se han

construido fórmulas de cuadratura con el máximo grado de precisión, es decir, exactas

en un subespacio de Laurent de dimensión 2n. Por esta razón las hemos denominado

Gaussianas. Para estas fórmulas de cuadratura hemos dado resultados sobre convergencia

y velocidad de convergencia analizando su conexión con las fórmulas de tipo interpolatorio

y ciertos aproximantes de Padé en dos puntos a la llamada transformada de Herglotz-

Riesz. También se ha hecho una comparación numérica con las fórmulas de Szegő.

En esta Memoria, por último, se han incluido también dos Apéndices. En el Apéndice

A hemos dado algunos resultados numéricos en los que se han comparado los aproximantes

de Padé en dos puntos, los llamados aproximantes modificados y los aproximantes tipo-

Padé en dos puntos a la transformada de Herglotz- Riesz con respecto a las funciones peso

de Chebyshev. También se ha obtenido, en estos casos, velocidad exacta de convergencia.

En el Apéndice B es donde se han incluido por un lado, algunos problemas abiertos

que podŕıan ser abordados en el futuro y por otro, se menciona una de las aplicaciones de

los polinomios de Szegő y de los para-ortogonales como es la teoŕıa de señales digitales.





Caṕıtulo 1

Algunas notas sobre cuadratura,

interpolación y ortogonalidad

1.1 Introducción

Como se ha dicho en el prólogo, el objetivo de esta Memoria se centra fundamentalmente

en el cálculo aproximado de integrales sobre la circunferencia unidad mediante fórmulas

de cuadratura donde, como veremos, la interpolación y la ortogonalidad van a jugar un

papel importante.

Para dar una idea genérica del problema, comenzaremos con el caso de integrales sobre

un intervalo finito [a, b] de la recta real, es decir, supongamos que queremos aproximar

integrales de la forma:

Jµ(f) =

∫ b

a

f(x)dα(x) (1.1)

donde [a, b] es un intervalo finito y dα una medida en general compleja. A efectos de las

reglas de integración, supondremos, mientras no se indique lo contrario, que dα es absolu-

tamente continua, es decir, que existe µ(x) tal que dα(x) = µ(x)dx y que
∫ b

a
|µ(x)|dx <∞.

1
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Las integrales dadas por (1.1) se aproximarán mediante una expresión del tipo

Jn(f) =
n∑

j=1

Aj,nf(xj,n) (1.2)

que recibe el nombre de Fórmula de cuadratura siendo {xj,n}n
j=1 los nodos o abscisas, y

{Aj,n}n
j=1 los coeficientes o pesos de la misma y donde n representa un natural arbitrario

pero fijo.

Si la función f es continua en el intervalo [a, b], por el Teorema de Weierstrass, parece

natural pensar que si en (1.1) reemplazamos el integrando f por el polinomio Ln(f, x)

que interpola a dicha función en los nodos {xj,n}n
j=1 elegidos convenientemente entonces

Jµ(Ln) nos puede proporcionar una estimación de (1.1) de fácil computación si suponemos

que las integrales
∫ b

a
xkµ(x)dx existen para todo entero k no negativo y se pueden calcular

expĺıcitamente. Esto dará lugar a una fórmula de cuadratura del tipo (1.2) donde, una

vez fijados los nodos, los coeficientes se pueden expresar de manera única en términos del

polinomio interpolador. Por tanto, los nodos siguen estando a nuestra disposición y es

aqúı donde la ortogonalidad nos va a proporcionar su elección más adecuada.

Si µ(x) es una función peso en [a, b], la mejor elección de nodos consistirá en tomar los

ceros del n−ésimo polinomio ortogonal respecto a µ(x), en el sentido que Jn(f) integra

polinomios hasta el mayor grado posible.

Sin embargo, y como ya hemos mencionado en un principio, en vez de integrales sobre

un intervalo finito de la recta real, nos ocuparemos de la aproximación de integrales sobre

la circunferencia unidad y a lo largo de este primer Caṕıtulo trataremos de establecer

un paralelismo entre las fórmulas de cuadratura en el eje real y las fórmulas sobre la

circunferencia unidad. En ambos casos estudiaremos la construcción de dichas fórmulas,

su convergencia y velocidad de convergencia donde aparecerá su relación, tanto con la

interpolación como con la ortogonalidad.

Por otro lado, este Caṕıtulo también tiene como objetivo dar los resultados que se van
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a necesitar a lo largo de la Memoria. Aśı pues, en la primera Sección haremos un resumen

de los resultados más relevantes en cuanto a la construcción de fórmulas de cuadratura

sobre el eje real, su convergencia y velocidad de convergencia, tal y como acabamos de

mencionar.

Antes de pasar a estudiar directamente las fórmulas sobre la circunferencia unidad, en

la Sección 2 empezaremos por definir los llamados polinomios de Szegő, los polinomios de

Szegő asociados y la transformada de Herglotz-Riesz que jugarán un papel fundamental

tanto en la Sección 3, donde estudiaremos la construcción de dichas fórmulas y su con-

vergencia, como en la Sección 4 donde nos ocuparemos de la velocidad de convergencia.

1.2 Fórmulas de cuadratura sobre un intervalo de la

recta real

Supongamos que queremos aproximar integrales de la forma (1.1), donde la función µ(x)

es en general compleja y tal que
∫ b

a
|µ(x)|dx < ∞, mediante una fórmula de cuadratura

como la dada en (1.2). A efectos de terminoloǵıa, cuando µ(x) ≥ 0 en [a, b] y
∫ b

a
µ(x)dx > 0

diremos que µ(x) es una función peso. Como ya se ha dicho a lo largo de la Memoria

también cabŕıa integrar respecto a una medida en general compleja o también respecto

a una función de distribución, esto es, una función real, no decreciente con infinitos

puntos de crecimiento. No obstante, desde el punto de vista de la cuadratura en el que

estamos mayormente interesados, es suficiente considerar funciones peso. (Obsérvese que

si µ, medida o distribución, es absolutamente continua, entonces dµ(x) = µ′(x)dx (en el

sentido de Radon Nykodin)).

Como se puede ver, la fórmula de cuadratura dada por (1.2) depende de 2n parámetros

los cuales fijaremos utilizando el criterio del “máximo grado de precisión”, es decir, los
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nodos {xj,n}n
j=1 y los coeficientes {Aj,n}n

j=1 serán determinados de forma que si Pn denota

el espacio de los polinomios de grado a lo sumo n :

Jµ(f) = Jn(f), ∀f ∈ PN

con N lo más grande posible.

Este criterio de determinación de dichos parámetros depende en gran medida del

conocido Teorema de Weierstrass como ya hemos mencionado en la Introducción, el cual

garantiza que cualquier función continua en [a, b] se puede aproximar uniformemente por

polinomios. Por tanto, si en (1.1) el integrando f se reemplaza por un polinomio P,

“apropiado”, entonces parece natural pensar que Jµ(P ) nos proporcionará una estimación

de (1.1) de fácil computación. Si tomamos como polinomio P el polinomio interpolador

de Lagrange Ln(f, x), es decir, el único polinomio de grado n que verifica las siguientes

condiciones:

Ln(f, xj,n) = f(xj,n), 1 ≤ j ≤ n,

entonces dicho polinomio vendrá dado por

Ln(f, x) =
n∑

j=1

lj,n(x)f(xj,n),

donde

lj,n(x) =
Wn(x)

(x− xj,n)W ′

n(xj,n)
, (1.3)

son los polinomios fundamentales de Lagrange, siendoWn(x) =
∏n

j=1(x−xj,n) el polinomio

nodal. Ahora bien, si en la integral (1.1) reemplazamos el integrando f por Ln(f, x),

obtendremos una fórmula de cuadratura Jn(f) =
∑n

j=1Aj,nf(xj,n) donde los coeficientes

{Aj,n}n
j=1 están uńıvocamente determinados y vienen dados, en términos de los polinomios

fundamentales de Lagrange, por:

Aj,n =

∫ b

a

lj,n(x)µ(x)dx; 1 ≤ k ≤ n. (1.4)
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Por tanto, se tiene que Jµ(Ln) =
∑n

j=1 Jµ(lj,n)f(xj,n) =
∑n

j=1Aj,nf(xj,n) = Jn(f). A

estas fórmulas, donde los coeficientes vienen dados por (1.4), se les denominan de tipo

interpolatorio y se puede ver ([34, p. 80]) que esta definición es equivalente a que la

fórmula sea exacta en Pn−1, es decir, a que Jn(f) = Jµ(f) para toda función f ∈ Pn−1.

Aśı pues, la estimación del error en las fórmulas de tipo interpolatorio está mayorada

por el error en la interpolación, es decir:

|Jµ(f) − Jn(f)| ≤
∫ b

a

|f(x) − Ln(f, x)| |µ(x)| dx, (1.5)

y la convergencia en norma Lp, p ≥ 1 respecto a |µ(x)| de estos interpolantes a la

función f nos proporcionará la convergencia en la fórmula de cuadratura. En particular,

si quisiéramos utilizar la norma uniforme, se sabe, (ver [50]), que dada una matriz X de

nodos, esto es, X = {xj,n; j = 1, . . . , n, n ∈ N, con xj,n 6= xk,n si j 6= k}, el polinomio

de Lagrange no converge en dicha norma para toda función continua. Por esta razón

se han considerado otros interpolantes, como pueden ser los polinomios de interpolación

de Hermite- Fejér. Dado que en el Caṕıtulo 2 extenderemos tales interpolantes a la

circunferencia unidad, conviene recordar brevemente que el problema de interpolación

de Hermite- Fejér consiste en encontrar un polinomio P2n−1(f,X, x) de grado a lo sumo

2n− 1 que verifique las siguientes condiciones:

P2n−1(f,X, xj,n) = f(xj,n)

P
′

2n−1(f,X, xj,n) = 0, j = 1, . . . , n.
(1.6)

En este caso, si X es la matriz de los nodos de Chebyshev, es decir, xj,n = cos(2j−1)π
2n

,

j = 1, . . . , n, n = 1, 2, . . ., a diferencia de la interpolación de Lagrange, Fejér probó el

siguiente:

Teorema 1.2.1. (Hermite-Fejér, [17, p.118]) En las condiciones anteriores, la sucesión

{P2n−1(f,X, ·)} converge uniformemente para toda función f continua en [−1, 1].
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Por otro lado, como hemos visto, las fórmulas de tipo interpolatorio son, en general,

exactas en Pn−1, donde todav́ıa existen n parámetros libres: los n nodos {xj,n}n
j=1. Parece

natural, entonces, preguntarse cómo se deben elegir los mismos para incrementar el grado

de precisión de la fórmula de cuadratura, es decir, para que Jn(f) = Jµ(f) para toda

función f ∈ PN con N > n− 1. Cuando µ(x) es una función peso en [a, b], se sabe, [34, p.

102], que el máximo grado de precisión que se puede alcanzar es 2n− 1, de modo que si

se eligen como nodos los ceros del n−ésimo polinomio ortogonal respecto a µ, los cuales

son simples y están en (a, b), obtenemos las fórmulas de cuadratura con el máximo grado

de precisión alcanzable. Éstas son las llamadas fórmulas Gaussianas cuyos coeficientes

{Aj,n}n
j=1 son positivos, y se demuestra que convergen al valor de la integral Jµ(f) para

toda función f integrable Riemann en [a, b]. Este resultado de convergencia se puede ver

como un caso particular del siguiente resultado más general (ver [47]) en el que la función

µ(x) no tiene por qué ser positiva:

Teorema 1.2.2. Sea Jn(f) =
∑n

j=1Aj,nf(xj,n) una fórmula de cuadratura de tipo inter-

polatorio donde los nodos {xj,n}n
j=1 son los ceros del n−ésimo polinomio ortogonal respecto

a una función peso ν(x) en [a, b]. Entonces, si

∫ b

a

|µ(x)|2
ν(x)

dx < +∞

se tiene que

lim
n→∞

n∑

j=1

Aj,nf(xj,n) = Jµ(f) =

∫ b

a

f(x)µ(x)dx

para toda función integrable Riemann en [a, b] siendo µ(x) una función absolutamente

integrable en [a, b] y además se tiene también que

lim
n→∞

n∑

j=1

|Aj,n| f(xj,n) =

∫ b

a

f(x) |µ(x)| dx
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Supongamos que µ(x) es una función peso en [a, b] y que En(f) denota el error en la

correspondiente fórmula de cuadratura Gaussiana. Nos centraremos ahora en estimar la

velocidad de convergencia de dichas fórmulas de cuadratura. Para ello, veremos que la

transformada de Cauchy y los aproximantes de Padé en el infinito juegan un papel funda-

mental, y que existe una conexión entre dichos aproximantes y los polinomios ortogonales

respecto a la función peso µ en [a, b]. La transformada de Cauchy aparece como solución

al problema de Riemann- Hilbert que consiste en que, dada una función continua µ en

[a, b], debemos encontrar una función F que verifique las siguientes propiedades:

(i) F es anaĺıtica en C\[a, b]

(ii) F+(x) − F−(x) = −2πiµ(x), x ∈ [a, b] (condición de salto) donde

F±(x) = limε→0 F (x± iε), (ε > 0).

(iii) limz→∞ F (z) = 0 (condición de crecimiento).

Se sabe que este problema tiene una única solución que se puede expresar de la forma

Fµ(z) =

∫ b

a

µ(x)

z − x
dx.

Esta fórmula es la conocida transformada de Cauchy de la función µ(x) en [a, b] y se puede

ver fácilmente que

Fµ(z) =
∞∑

j=0

cj
zj+1

, para |z| > max{|a|, |b|}

donde {cj}∞j=0 representa la sucesión de momentos respecto a µ, es decir cj =
∫ b

a
xjµ(x)dx,

j ≥ 0.

Por otro lado, podemos considerar a 1
z−x

como una función en la variable x siendo z

un parámetro y por tanto para la transformada de Cauchy se tiene Fµ(z) = Jµ

(
1

z−x

)
.

En estas condiciones se puede aproximar la integral Fµ(z) por medio de la fórmula

Gaussiana con n nodos respecto a la función peso µ y obtenemos

Jn

(
1

z − x

)
=

n∑

j=1

Aj,n

z − xj,n

=
Pn−1(z)

Qn(z)
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donde Pn−1(z) ∈ Pn−1 y Qn(z) =
∏n

j=1(z − xj). Es decir, el denominador Qn(z) coin-

cide con el n−ésimo polinomio ortogonal mónico respecto a µ. Como consecuencia de la

precisión de las fórmulas Gaussianas, la función racional Pn−1(z)
Qn(z)

verifica

Fµ(z) − Pn−1(z)

Qn(z)
= O

(
1

z2n+1

)
, (|z| → ∞).

Por tanto, Pn−1(z)
Qn(z)

representa el aproximante de Padé en el infinito a la transformada de

Cauchy, es decir, [n− 1/n]Fµ
(z) = Pn−1(z)

Qn(z)
. Además se tiene que la sucesión

{
Pn−1(z)
Qn(z)

}

converge uniformemente a Fµ(z) en compactos de C\[a, b].

Al polinomio Pn−1(z) se le denomina polinomio de segunda especie y se puede expresar

en términos del polinomio ortogonal Qn(z) de la siguiente manera: ([48, p. 151])

Pn−1(z) =

∫ b

a

Qn(z) −Qn(x)

z − x
µ(x)dx.

y el error Fµ(z) − Pn−1(z)
Qn(z)

se puede expresar como

Fµ(z) − Pn−1(z)

Qn(z)
=

1

Q2
n(z)

∫ b

a

Q2
n(x)

z − x
µ(x)dx. (1.7)

Supongamos ahora que f es una función anaĺıtica en un dominio G que contenga al

intervalo [a, b] y continua en Γ siendo Γ = ∂G. Entonces, haciendo uso de la fórmula

integral de Cauchy y del teorema de Fubini, se tiene que:

En(f) = Jµ(f) − Jn(f) =
1

2πi

∫

Γ

(
Fµ(z) − Pn−1(z)

Qn(z)

)
f(z)dz.

Por tanto, cuando el integrando f es anaĺıtico, el error en la fórmula de cuadratura

Gaussiana está “controlado” por el error del correspondiente aproximante de Padé.

Haciendo uso de la fórmula anterior, podemos conseguir la siguiente estimación del

error:

|En(f)| ≤M(Γ) max
z∈Γ

|f(z)|max
z∈Γ

∣∣∣∣Fµ(z) − Pn−1(z)

Qn(z)

∣∣∣∣
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donde M(Γ) = 1
2π

∫
Γ
|dz| es una constante positiva y se tiene que:

lim supn→∞ |En(f)|1/n ≤ lim supn→∞ maxz∈Γ

∣∣∣Fµ(z) − Pn−1(z)
Qn(z)

∣∣∣
1/n

≤ maxz∈Γ lim supn→∞

∣∣∣Fµ(z) − Pn−1(z)
Qn(z)

∣∣∣
1/n

.

Sea K un compacto de C\[a, b], si z ∈ K entonces, mediante (1.7), se puede ver que:

lim sup
n→∞

∣∣∣∣Fµ(z) − Pn−1(z)

Qn(z)

∣∣∣∣
1/n

≤
lim supn→∞

(∫ b

a
|Qn‖2 µ(x)dx

)1/n

lim infn→∞ |Qn(z)|2/n
. (1.8)

Observar que
∫ b

a
|Qn‖2 µ(x)dx ≤ ‖Qn‖2

[a,b]

∫ b

a
µ(x)dx, siendo ‖Qn‖[a,b] = maxx∈[a,b] {|Qn(x)|} .

Por tanto, cuando se desee estudiar la velocidad de convergencia de las fórmulas de

cuadratura Gaussianas, aparece de forma natural el comportamiento asintótico de la ráız

n−ésima en los polinomios ortogonales. En esta dirección se tiene el siguiente resultado:

(por comodidad tomaremos [a, b] = [−1, 1])

Teorema 1.2.3. ([48, p. 237]) Sea {Qn(x)} la sucesión de polinomios ortogonales

mónicos con respecto a una función peso µ(x) en [−1, 1]. Entonces

(i) limn→∞ ‖Qn‖1/n
[−1,1] = 1/2

(ii) lim infn→∞ |Qn(z)|1/n = 1
2

∣∣z +
√
z2 − 1

∣∣ uniformemente en compactos de C\[−1, 1].

De este teorema y de la fórmula (1.8) se deduce que si f anaĺıtica en un dominio G que

contenga a [−1, 1], siendo Γ su frontera, entonces si En(f) denota el error en la n−ésima

fórmula Gaussiana respecto a la función peso µ(x) en [−1, 1], se tiene que

lim sup
n→∞

|En(f)|1/n ≤ max
z∈Γ

{
1∣∣z +

√
z2 − 1

∣∣

}
< 1.

En resumen, hemos visto que las fórmulas Gaussianas convergen al valor de la integral

con velocidad al menos geométrica cuando el integrando es anaĺıtico en un entorno de

[−1, 1]. Para fz(x) = 1
z−x

, donde x es la variable y z una parámetro tal que z 6∈ [−1, 1],

se tiene que

lim sup
n→∞

|En(f)|1/n = max
z∈Γ

{
1∣∣z +

√
z2 − 1

∣∣

}
.
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1.3 Polinomios de Szegő

En esta Sección nos ocuparemos de dar algunas definiciones y propiedades que nos serán

de gran utilidad en la última Sección de este Caṕıtulo y en el resto de la Memoria.

Comenzaremos por definir los polinomios de Szegő. Para ello, supongamos que ω(θ) es

una función peso en [−π, π]. Entonces podremos definir el siguiente producto Hermitiano,

(f, g)ω =

∫ π

−π

f(eiθ)g(eiθ)ω(θ)dθ.

Aplicando el método de ortogonalización de Gram-Schmidt a {1, z, ..., zn}, se obtiene una

base ortogonal {Φk(z)}n
0 de polinomios mónicos. La sucesión {Φk(z)}n

0 representa un sis-

tema de polinomios ortogonales con respecto a la función peso ω(θ) sobre la circunferencia

unidad, verificando: (Φp,Φm)ω = Kpδp,m, Kp > 0. A estos polinomios se les denomina

polinomios de Szegő.

Ya que en el Caṕıtulo 3 estudiaremos la conexión entre fórmulas de cuadratura sobre

el eje real y sobre la circunferencia unidad, convendŕıa recordar ahora que existe una

ı́ntima relación entre los polinomios ortogonales mónicos sobre la circunferencia unidad

T = {z : |z| = 1} y los polinomios ortogonales mónicos sobre un intervalo finito del eje

real (ver [51, p. 94]) que por comodidad tomaremos [−1, 1].

En efecto, sean {pn(x)} y {qn(x)} las sucesiones de polinomios ortogonales mónicos

respecto a las funciones peso µ(x) y (1−x2)µ(x) sobre [−1, 1], respectivamente. Sea ω(θ)

una función peso en [−π, π] definida por

ω(θ) = µ(cos θ)|senθ| (1.9)

y {Φn(z)} la sucesión de polinomios ortogonales mónicos respecto a ω(θ). Entonces si

x = z+z−1

2
, z = eiθ, se tiene, para todo n ≥ 1 :

pn(x) =
1

2n(1 + Φ2n(0))

(
z−nΦ2n(z) + znΦ2n(z−1)

)
(1.10)
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y

qn(x) =
1

2n(1 − Φ2n+2(0))

(
z−n−1Φ2n+2(z) − zn+1Φ2n+2(z

−1)

z − z−1

)
. (1.11)

Es bueno hacer notar que se conocen pocas expresiones expĺıcitas de polinomios de

Szegő. Aśı por ejemplo, para la medida de Lebesgue es fácil ver que el polinomio de Szegő

viene dado por Φn(z) = zn. Si ahora consideramos modificaciones racionales de la medida

de Lebesgue, es decir, ω(θ)dθ = dθ
2π|h(eiθ)|2 donde h es un polinomio de grado k tal que

h(z) =
∏k

j=1(z − αj), |αj| 6= 1 y αi 6= αj si i 6= j, el correspondiente polinomio ortogonal

vendrá dado por Φn(z) = zn−kh(z), n ≥ k, ([28]). También se ha estudiado el caso de

modificaciones racionales de una medida dada sobre la circunferencia unidad, ([26].) Para

la familia de funciones peso de tipo Jacobi ω(θ), que se obtiene a partir de la fórmula

(1.9) tomando µ(x) = (1 − x)α(1 + x)β con α, β > −1, esto es,

ω(θ) = (1 − cos θ)α(1 + cos θ)β|senθ|

= (1 − cos θ)α+1/2(1 + cos θ)β+1/2,
(1.12)

también se conocen expĺıcitamente los polinomios de Szegő (ver [25],[36]). Pero, en gen-

eral, los polinomios ortogonales Φn(z) se calculan haciendo uso del llamado algoritmo de

Levinson ([6]) que está basado en las siguientes relaciones de recurrencia (forward) que

verifican los polinomios {Φn(z)} de Szegő:

Φ0(z) = Φ∗
0(z) = 1

Φn(z) = zΦn−1(z) + δnΦ∗
n−1(z) n = 1, 2, 3, ...

Φ∗
n(z) = δnzΦn−1(z) + Φ∗

n−1(z) n = 1, 2, 3, ...

(1.13)

donde δn = Φn(0) n = 1, 2, 3.. son los llamados coeficientes de reflexión y Φ∗
n(z) =

znΦn(1
z
) son los denominados polinomios rećıprocos. Estos coeficientes de reflexión se

pueden escribir en la forma:

Φn(0) = −(zΦn−1(z), 1)ω

(Φ∗
n−1(z), 1)ω

= −
∑n−1

j=0 r
(n−1)
j (zj+1, 1)ω

∑n−1
j=0 r̄

(n−1)
j (zn−j−1, 1)ω

= −
∑n−1

j=0 r
(n−1)
j µ−j−1

∑n−1
j=0 r̄

(n−1)
j µj+1−n

,
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donde Φn−1(z) =
∑n−1

j=0 r
(n−1)
j zj y µj =

∫ π

−π
e−ijθω(θ)dθ; j ≥ 0. Como Φ0(z) = Φ∗

0(z) = 1,

podemos calcular Φ1(0), Φ1(z) y Φ∗
1(z) (r

(1)
0 = r

(1)
1 = 1). Alternando estas fórmulas

sucesivamente finalmente podremos calcular {Φn(0)}, {Φn(z)} y {Φ∗
n(z)}.

Por último, y con respecto a la localización de los ceros de los polinomios de Szegő, se

sabe que para cada n, los ceros de Φn están en D = {z : |z| < 1} (ver [3, p. 184]) y que,

por tanto, los ceros del polinomio rećıproco Φ∗
n(z) están en E = {z : |z| > 1}.

Por otro lado, los polinomios de Szegő asociados de segunda especie, a los que deno-

taremos por Ωn(z), se definen en términos de los polinomios de Szegő Φn(z) en la forma

Ωn(z) :=





∫ π

−π
z+eiθ

z−eiθ

(
Φn(eiθ) − Φn(z)

)
ω(θ)dθ si n = 1, 2, 3, ...

−µ0 si n = 0.
(1.14)

Estos polinomios satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia:

Ω0(z) := −µ0, (dato inicial)

zΩn−1(z) − δnΩ∗
n−1(z) = Ωn(z), n = 1, 2, . . .

δnzΩn−1(z) − Ω∗
n−1(z) = −Ω∗

n(z), n = 1, 2, . . .

(1.15)

donde δn = Φn(0) son los coeficientes de reflexión y Ω∗
n(z) = znΩn(1/z̄). En base a estas

fórmulas de recurrencia dadas por (1.15), y por el Teorema de Favard ([30]) se puede

deducir que la sucesión {Ωn} de polinomios de Szegő asociados son también ortogonales

con respecto a una medida dω̃ a la que se le denomina medida de segunda especie asociada

a ω.

La medida de segunda especie se puede calcular haciendo uso de la llamada trans-

formada de Herglotz- Riesz que aparece como solución al problema de interpolación de

Caratheodory-Fejér el cual se enuncia como sigue: Dada una sucesión {µk}∞k=0 de números

complejos, consiste en encontrar una función F (z) definida en D con < (F (z)) > 0 para

todo z ∈ D y tal que

F (z) = µ0 + µ1z + µ2z
2 + . . . , ∀z ∈ D.
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Este problema está ı́ntimamente relacionado con el problema trigonométrico de los mo-

mentos, que consiste en lo siguiente: Dada una sucesión {µk}∞k=−∞ de números complejos,

encontrar una medida positiva dω(θ) en [−π, π] tal que

µk =

∫ π

−π

e−ikθdω(θ), k ∈ Z. (1.16)

Se sabe, ([30]), que este problema tiene solución śı y sólo si los determinantes de Toeplitz

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 · · · µn

...
. . .

...

µ−n · · · µ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

verifican ∆n > 0, n = 0, 1, 2, . . . y µk = µ−k, n = 0, 1, 2, . . . . Además dicha solución es

única. A la sucesión {µk}∞−∞ donde para cada k ∈ Z, los µk viene dado por la fórmula

(1.16), se le denomina sucesión de momentos.

Es fácil ver, ([3, p. 91]), que la solución F (z) al problema de interpolación de

Carathéodory-Fejér, siendo ω(θ) la solución al problema trigonométrico de los momentos,

se puede escribir de la forma

F (z) = Fω(z) =

∫ π

−π

eiθ + z

eiθ − z
dω(θ) + i=(Fω(0)), (1.17)

siendo =(z), en general, la parte imaginaria del complejo z. Esta fórmula es la llamada

transformada de Herglotz- Riesz para ω(θ). Observar que Fω(z) es una función anaĺıtica

en C\T que satisface la siguiente propiedad:

Fω(
1

z̄
) = −Fω(z). (1.18)

Como hemos dicho anteriormente, la transformada de Herglotz- Riesz nos va a permitir

calcular la medida de segunda especie respecto a la cual los polinomios de Szegő asociados

{Ωn(z)} son ortogonales. A tal fin enunciaremos el siguiente
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Teorema 1.3.1. ([38]) Sea F anaĺıtica en D y supongamos que F tiene polos simples en

{zk}n
k=1 con |zk| = 1 de forma que

lim
z→zk

(z − zk)F (z) = γk (1.19)

y z̄kγk ∈ R. Supongamos que los ĺımites no tangenciales

lim
z→eiθ

<
{
F (z) −

n∑

k=1

γk

z − zk

}

existen casi por todo en [−π, π] y son Lp−integrables en [−π, π] con p ∈ (1,+∞). (Aqúı

<(z) es, en general, la parte real del complejo z). Entonces

F (z) =

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
dω(θ) + i=(F (0))

con

dω(θ) =
(
<
(
F (eiθ)

))
dθ −

n∑

k=1

2πγk

zk

δ(eiθ − zk) (1.20)

donde <(F (eiθ)) = limz→eiθ <(f(z)) es el ĺımite no tangencial y donde

δ(eiθ − zk) =





1 si eiθ = zk

0 si eiθ 6= zk

Por otro lado, se puede probar, ver [39], que:

Teorema 1.3.2. Si F es la función de Carathéodory con respecto a ω y ω̃ es la función

peso de segunda especie asociada ω, entonces, G = 1
F

es la función de Carathéodory

asociada a ω̃.

En la última Sección se pondrá de manifiesto el papel que juega la transformada de

Herglotz- Riesz en relación con las fórmulas de cuadratura sobre la circunferencia unidad.
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1.4 Fórmulas de cuadratura sobre la circunferencia

unidad

Como ya se ha venido comentando a lo largo de la Memoria nos centraremos en el cálculo

aproximado de integrales, no sobre un intervalo [a, b] de la recta real como las dadas por

(1.1), sino sobre la circunferencia unidad T = {z : |z| = 1} , de la forma

Iσ(f) =

∫ π

−π

f(eiθ)σ(θ)dθ (1.21)

siendo f una función continua en T y σ(θ) una función en general compleja y L1−integrable

en [−π, π]. Aproximaremos dichas integrales mediante una fórmula de cuadratura

In(f) =
n∑

j=1

Ajf(xj) (1.22)

con nodos {xj}n
j=1 distintos y sobre T. Ahora, en vez de aproximar la función f por

polinomios algebraicos, utilizaremos los llamados polinomios de Laurent o L−polinomios

que se definen como sigue: Dados p y q enteros no negativos, denotaremos por Λ−p,q al

espacio de polinomios de Laurent o funciones de la forma L(z) =
∑q

j=−p αjz
j, αj ∈ C.

La razón por la cual se eligen tales funciones viene dada por el siguiente ([52, p. 39])

Teorema 1.4.1. Sea C una curva de Jordan y f(z) continua en C. Entonces f se puede

aproximar uniformemente en C por la suma de un polinomio en z y un polinomio en z̄.

Y como consecuencia se tiene

Corolario 1.4.2. Sea f(z) continua en T. Entonces f se puede aproximar uniformemente

en T por L−polinomios.

De la misma forma que en el caso real, una vez fijados los nodos {xj,n}n
j=1 distintos

y sobre T, existe un único polinomio de Laurent Rn(f, x) en Λ−p,q (p + q = n − 1) que
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interpola a la función f en dichos nodos. Además Rn(f, x) se puede escribir como

Rn(f, z) =
n∑

j=1

Lj,n(z)f(xj,n)

donde ahora Lj,n ∈ Λ−p,q con

Lj,n(x) =
xp

j,nWn(z)

zp(z − xj,n)W ′

n(xj,n)
(1.23)

siendo Wn el polinomio nodal, esto es Wn(z) =
∏n

j=1(z − xj,n).

Si en (1.21) reemplazamos f(eiθ) por Rn(f, eiθ) obtenemos la siguiente fórmula de

cuadratura:

Iσ(Rn(f, .)) =
n∑

j=1

Iσ(Lj)f(xj,n) =
n∑

j=1

Aj,nf(xj,n) = In(f)

donde los coeficientes {Aj,n}n
j=1 vienen dados por

Aj,n =

∫ π

−π

Lj,n(eiθ)σ(θ)dθ. (1.24)

A estas fórmulas de cuadratura donde los coeficientes vienen dados por (1.24) se les

denomina de tipo interpolatorio en Λ−p,q y claramente In(f) = Iσ(f) para toda función

f ∈ Λ−p,q, (p+ q = n− 1).

Existen otros interpolantes de Laurent que también tendremos en cuenta y son los

denominados de tipo quasi- Hermite que se definen de la siguiente forma: Sean {xj}n
j=1

n puntos distintos en T, entonces existe un único interpolante H2n−2 en Λ−(n−1),n−1, que

satisface las siguientes condiciones:

H2n−2(xj) = f(xj), j = 1, ..., n

H
′

2n−2(xj) = f
′

(xj), j = 1, ..., n, j 6= k
(1.25)

siendo k un número natural en {1, ..., n}. La razón de considerar estos interpolantes viene

dada por el hecho de que las fórmulas de cuadratura a las que darán lugar son las lla-

madas fórmulas de Szegő que a continuación definiremos y que se consideran, en cierta
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manera, como las análogas, en la circunferencia unidad, a las fórmulas Gaussianas sobre

un intervalo de la recta real.

Vamos a suponer que σ(θ) = ω(θ) es una función peso en [−π, π]. Como acabamos

de ver, fijados los {xj,n}n
j=1 en T, los coeficientes {Aj,n}n

j=1 vienen dados por (1.24) y la

correspondiente fórmula de tipo interpolatorio es exacta en Λ−p,q con p y q dos enteros

no negativos tales que p + q = n − 1. De igual forma que en el caso real, podŕıamos

preguntarnos cómo elegir los nodos distintos en T de manera que la fórmula sea exacta en

Λ−p,q con p y q lo más grandes posibles. Siguiendo los mismos pasos que en el caso real

podŕıamos pensar en los ceros de polinomios ortogonales respecto a ω, pero, a diferencia

de los polinomios ortogonales en la recta real, hemos visto que para cada n, los ceros de

Φn están en D por lo que no se pueden tomar como nodos de interpolación.

Con el fin de motivar la forma de encontrar los nodos para la fórmula de cuadratura,

vamos a analizar primero qué ocurre cuando tenemos integrales del tipo

I(f) =

∫ π

−π

f(θ)dθ

donde f es una función periódica de periodo 2π. En [34, p. 73-74], para aproximar estas

integrales, se toman fórmulas de cuadratura de la forma

In(f) =
n∑

j=1

Aj,nf(θj,n), θj ∈ [−π, π], j = 1, . . . , n (1.26)

donde los coeficientes y los nodos se determinan de manera que la fórmula sea exacta para

polinomios, en vez de algebraicos, trigonométricos de grado lo mayor posible, ya que la

función f es periódica. Como se sabe, tales polinomios, en general, se pueden escribir en

la forma (grado m):

Tm(θ) = a0 +
m∑

j=1

(aj cos jθ + bjsenjθ) . (1.27)

Entonces, es fácil comprobar que para cualquier elección de nodos {θj,n}n
j=1 y coefi-

cientes {Aj,n}n
j=1 la fórmula de cuadratura (1.26) no puede ser exacta para todo polinomio
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trigonométrico de grado n. Por tanto, el máximo grado de precisión que se puede alcanzar

es n−1. También se demuestra que este grado máximo de precisión se alcanza únicamente

cuando los coeficientes vienen dados por

Aj,n =
2π

n
, j = 1, . . . , n (coeficientes iguales)

y los nodos están equiespaciados, es decir

θj,n = α + (j − 1)h, j = 1, . . . , n

donde h = 2π
n

y α es −π o en su defecto es el nodo más cercano a −π. Entonces, podemos

expresar (1.26) como

In(f) =
2π

n

n∑

j=1

f

(
α + (j − 1)

2π

n

)

siendo In(f) exacta para cualquier polinomio trigonométrico T (θ) de grado menor o igual

que n− 1, es decir,
∫ π

−π

T (θ)dθ =
2π

n

n∑

j=1

T (θj,n). (1.28)

Por otro lado, como cos jθ = eijθ+e−ijθ

2
y senjθ = eijθ−e−ijθ

2i
, entonces (1.27) se puede

expresar como

Tm(θ) = a0 +
m∑

j=1

(aj cos jθ + bjsenjθ) =
m∑

j=−m

cje
ijθ, cj ∈ C, −m ≤ j ≤ m,

es decir, Tm(θ) = L(x) donde L ∈ Λ−m,m, (x = eiθ).

Por tanto, podemos reescribir (1.28) como

∫ π

−π

L(eiθ)dθ =
2π

n

n∑

j=1

L(xj,n), ∀ L ∈ Λ−(n−1),n−1

donde xj,n = ei(α+(j−1) 2π
n

), j = 1, . . . , n.

Observar que, como α ∈ R, entonces xj = τ 1/n con |τ | = 1.
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En resumen, dada la integral sobre la circunferencia unidad

Iω(f) =

∫ π

−π

f(eiθ)dθ, (ω(θ) = 1) (1.29)

podemos construir una fórmula de cuadratura con nodos distintos y sobre T, con coefi-

cientes positivos y exacta en Λ−(n−1),n−1.

En [28] se demuestra que si una fórmula de cuadratura tiene todos sus nodos distintos

y sobre T y además los coeficientes son reales, entonces dicha fórmula es exacta en Λ−r,r

donde r ≤ n− 1. Es decir, que el subespacio de polinomios de Laurent más amplio que se

puede esperar es precisamente Λ−(n−1),n−1. Por esta razón, al subespacio Λ−(n−1),n−1 se le

denomina dominio máximo de validez.

Una cuestión interesante seŕıa, si en vez de integrales como (1.29), tuviésemos inte-

grales de la forma

Iω(f) =

∫ π

−π

f(eiθ)ω(θ)dθ,

con ω(θ) una función peso arbitraria en [−π, π], ¿ podŕıamos construir en este caso una

fórmula de cuadratura con nodos distintos en T, con coeficientes positivos y exacta en

Λ−(n−1),n−1 ?

Con el fin de dar una respuesta, consideremos el polinomio nodal Wn(z) que en este

caso vendrá dado por

Wn(z) =
n∏

j=1

(z − xj), xj ∈ T, xi 6= xj, ∀i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n.

y veamos qué propiedades debe tener.

En primer lugar, si suponemos que la fórmula de cuadratura es exacta en Λ−(n−1),n−1

entonces, como Wn(z)
zj ∈ Λ−j,n−j se tiene que

(Wn(z), zj)ω = Iω

(
Wn(z)

zj

)
= In

(
Wn(z)

zj

)
= 0, si 1 ≤ j ≤ n− 1.
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Por otro lado, y haciendo uso de la propiedad de que los polinomios de Szegő respecto

a ω y sus rećıprocos tienen sus ceros en D y E respectivamente, se puede demostrar

fácilmente que (Wn(z), 1)ω 6= 0 y (Wn(z), zn)ω 6= 0.

En resumen, hemos demostrado que el polinomio nodal satisface las siguientes condi-

ciones de ortogonalidad respecto a ω :

(Wn(z), 1)ω 6= 0, (Wn(z), zj)ω = 0, 1 ≤ j ≤ n− 1, (Wn(z), zn)ω 6= 0.

En segundo lugar, es fácil ver también, teniendo en cuenta que los nodos están sobre

la circunferencia unidad, que el polinomio nodal Wn(z) verifica la siguiente propiedad:

W ∗
n(z) = knWn(z)

donde W ∗
n(z) = znWn(1/z) y kn = (−1)n

xn
j
.

En base a estas dos propiedades del polinomio nodal Wn(z), W. B. Jones et al. intro-

dujeron en [30] las siguientes definiciones:

Definición 1.4.3. Una sucesión {Xn} de polinomios se dice que es una sucesión de

polinomios para-ortogonales con respecto a ω si para cada n ≥ 1, Xn es de grado n y

satisface

(Xn, 1)ω 6= 0, (Xn, z
k)ω = 0 1 ≤ k ≤ n− 1, (Xn, z

n)ω 6= 0.

Definición 1.4.4. Para k ∈ C, k 6= 0, un polinomio X(z) se denomina k− invariante si

X∗(z) = kX(z) para todo z ∈ C.

Una sucesión de polinomios {Xn} se dice kn−invariante si Xn es kn−invariante para cada

n.

En [30] se tiene el siguiente resultado:
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Teorema 1.4.5. Sea {Xn} una sucesión de polinomios para-ortogonales y kn−invariantes

con respecto a ω. Entonces, para cada n ≥ 1, los ceros de Xn(z) son simples y están sobre

la circunferencia unidad T. Además Xn(z) es de la forma

Xn(z) = cn (Φn(z) + τnΦ∗
n(z)) , cn ∈ C\{0}, |τn| = 1

donde Φn(z) es el n−ésimo polinomio de Szegő respecto a ω.

Para cuestiones relativas a propiedades de los ceros de polinomios para-ortogonales,

tales como alternancia, separación o estimaciones de la distancia entre dos ceros con-

secutivos, véase el reciente trabajo [27].

Supongamos entonces que {ξj,n}n
j=1 son los ceros del polinomio para-ortogonal

Bn(z, τn) = Φn(z) + τnΦ∗
n(z), (|τn| = 1) con respecto a la función peso ω que sabemos,

por el teorema anterior, que son distintos y están sobre T. Entonces, (ver también [30]),

se obtiene el siguiente

Teorema 1.4.6. En las condiciones anteriores, existen números positivos λj,n, j =

1, ..., n tales que la fórmula de cuadratura Ĩn(f) =
∑n

j=1 λj,nf(ξj,n) integra exactamente

L− polinomios f ∈ Λ−(n−1),n−1, es decir Iω(f) = Ĩn(f), ∀f ∈ Λ−(n−1),n−1. Además, no

existen fórmulas de cuadratura con nodos sobre T que sean exactas en Λ−(n−1),n ó en

Λ−n,n−1.

Por otro lado, en [10] se tiene el siguiente teorema de caracterización:

Teorema 1.4.7. Una fórmula de cuadratura Ĩn(f) =
∑n

j=1 λjf(ξj) con nodos distintos

sobre T es exacta en Λ−(n−1),n−1 śı y sólo si

(i) Ĩn(f) es exacta en Λ−p,q siendo p y q enteros no negativos arbitrarios tales que

p+ q = n− 1.
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(ii) Existen complejos no nulos τ y C con |τ | = 1 y relacionados mediante C
(
1 + τΦn(0)

)
=

1, tales que

Wn(z) =
n∏

j=1

(z − ξj) = C (Φn(z) + τΦ∗
n(z))

siendo Φn(z) el n−ésimo polinomio mónico de Szegő.

Las fórmulas de cuadratura {Ĩn(f)}n∈N dadas en estos Teoremas, se denominan fórmulas

de cuadratura de Szegő. En [29] el autor introduce estas fórmulas bajo un enfoque dis-

tinto donde, los nodos aparecen como autovalores de ciertas matrices llamadas matrices

de Hessenberg.

Por otro lado, la conexión entre las fórmulas de Szegő y los interpolantes que hemos

llamado quasi- Hermite queda patente en el siguiente ([10])

Teorema 1.4.8. Sea

Ĩn(f) =
n∑

j=1

λj,nf(ξj,n)

la n-ésima fórmula de cuadratura de Szegő, entonces, para cualquier función f(z) anaĺıtica

en una región T ⊂ B, se tiene que:

∫ 2π

0

f(eiθ)ω(θ)dθ − Ĩn(f) =

∫ 2π

0

(
f(eiθ) −H2n−2(e

iθ)
)
ω(θ)dθ.

con H2n−2 dado por (1.25).

Con todo, se conocen pocos ejemplos de fórmulas de Szegő como es el caso de la medida

de Lebesgue que ya hemos analizado. También se conocen para la medida de Poisson [?],

para modificaciones racionales de la medida de Lebesgue ([28]) y para una cierta medida

que tiene que ver con funciones q−starlike [41]. Al respecto, en el Caṕıtulo 4 de esta

Memoria estudiaremos el caso de las llamadas funciones peso de Chebyshev que vienen a

ser casos particulares de las funciones peso de tipo Jacobi que ya hemos definido en la

Sección anterior.
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Por otro lado, conviene tener en cuenta que las fórmulas de Szegő se pueden ver como

un caso particular de las de tipo interpolatorio en el sentido de que, si σ(θ) = ω(θ)

es una función peso y tomamos los nodos que sean los ceros del n−ésimo polinomio

para-ortogonal con respecto a ω(θ), obtendremos automáticamente dichas fórmulas. Por

tanto, haciendo uso de la fórmula (1.24) y tomando p = 0 en el Teorema 1.4.7 obtenemos

la siguiente expresión para los coeficientes en la fórmula de Szegő:

λj,n =

∫ π

−π

Bn(eiθ, τ)

(eiθ − ξj,n)B′

n(ξj,n, τ)
ω(θ)dθ, 1 ≤ j ≤ n, (|τ | = 1).

donde Bn(z, τ) es el n−ésimo polinomio para-ortogonal con respecto a ω y ξj,n, 1 ≤ j ≤ n

son sus ceros.

De la misma forma que construimos los polinomios para-ortogonales Bn(z, τ) y con

el fin de dar otra expresión para estos coeficientes, podemos construir los llamados poli-

nomios asociados a Bn que denotaremos por An(z, τ) y que vienen expresados por

An(z, τ) = Ωn(z) − τΩ∗
n(z),

siendo Ωn(z) el n−ésimo polinomio asociado de Szegő que definimos en la Sección anterior.

De este modo, se obtiene la siguiente expresión para los coeficientes de la fórmula de

cuadratura de Szegő: ([28])

λj,n =
−1

2ξj

An(ξj,n, τ)

B′

n(ξj,n, τ)
, 1 ≤ j ≤ n (1.30)

donde ξj,n, 1 ≤ j ≤ n son los ceros de Bn(z, τ).

En [28] también se puede ver una expresión distinta para estos coeficientes en términos

de los polinomios ortonormales de Szegő {ϕn(z)} que viene dada por (véase también [29])

λj,n =
1

∑n−1
k=0 |ϕn(ξj,n)|2

siendo ξj,n, 1 ≤ j ≤ n los ceros de χn(z, τ) = ϕn(z) + τϕ∗
n(z), (|τ | = 1).
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En relación a la convergencia, (ver [10]), las fórmulas de Szegő convergen para toda

función f integrable en T. En general, cuando la función σ(θ) es compleja, en [11] se

prueba un resultado para un caso más general relativo a fórmulas de cuadratura basadas

en funciones racionales con nodos prefijados fuera de la circunferencia unidad y en el que

aparecen, como caso particular, los polinomios de Laurent. Enunciaremos aqúı el teorema

para el caso de los polinomios de Laurent:

Teorema 1.4.9. Sea σ(θ) una función compleja en [−π, π] y absolutamente integrable.

Sea ω(θ) una función peso en [−π, π] tal que
∫ π

−π
|σ(θ)|2
ω(θ)

dθ < +∞. Sean {xj,n}n
j=1 los ceros

del n−ésimo polinomio para-ortogonal con respecto a ω(θ). Sea In(f) una fórmula de

cuadratura de tipo interpolatorio en Λ−pn,qn siendo {pn} y {qn} dos sucesiones de enteros

no negativos que satisfacen pn + qn = n− 1 y limn→∞ pn = limn→∞ qn = ∞. Entonces

lim
n→∞

In(f) = Iσ(f) =

∫ π

−π

f(eiθ)σ(θ)dθ

para toda función f acotada en T y para la que la integral Iσ(f) exista como integral de

Riemann y además se tiene que

lim
n→∞

n∑

j=1

|Aj,n| f(xj,n) =

∫ π

−π

f(eiθ) |σ(θ)| dθ.

Sin embargo, y como cabŕıa esperar, númericamente se ha comprobado que la presencia

de singularidades del integrando f cerca de T afecta adversamente a la estimación de las

integrales, tanto cuando se toman las fórmulas de tipo interpolatorio como las de Szegő.

Al respecto, en [42] se estudia un método para sustraer dichas singularidades.

???????????referencia?????????
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1.5 Aproximantes a la Transformada de Herglotz-

Riesz

Recuérdese que en el caso real, y para integrandos anaĺıticos, hicimos uso de la trans-

formada de Cauchy donde las fórmulas Gaussianas estaban ı́ntimamente ligadas a los

aproximantes de Padé en el infinito a dicha transformada. En la circunferencia unidad

haremos uso de la transformada de Herglotz- Riesz para la que hemos considerado tres

tipos de aproximantes: los aproximantes de Padé bipuntuales (AP2), los aproximantes

modificados (APM) y los aproximantes tipo Padé bipuntuales (ATP2).

Empezaremos por definir los AP2. En general, supongamos que L0 y L∞ son dos

series formales dadas por

L0(z) =
∑∞

j=0 cjz
j | z |→ 0

L∞(z) =
∑∞

j=0 c
∗
−jz

−j | z |→ ∞

donde cj, c
∗
−j ∈ C, j ≥ 0. Sean k y n dos enteros tales que 0 ≤ k ≤ 2n + 1. Estamos

interesados en construir dos polinomios Pk,n(z) =
∑n

j=0 ajz
j y Qk,n(z) =

∑n
j=0 bjz

j de

grado a lo sumo n tal que

L0(z)Qk,n(z) − Pk,n(z) = O(zk)

L∞(z)Qk,n(z) − Pk,n(z) = O
((

1
z

)n−k+1
)
.

(1.31)

La función racional
Pk,n(z)

Qk,n(z)
que satisface (1.31) se llama aproximante de Padé en dos puntos

(AP2) para el par (L0, L∞) de orden (k, 2n+1− k) en sentido débil. Tal función racional

existe y es única, ver [19, p. 448] y se le suele denotar por [k/n]L0,L∞
(z).

Si Qk,n(z) tiene grado exacto n y Qk,n(0) 6= 0 entonces, de (1.31) se deduce que

L0(z) − Pk,n(z)

Qk,n(z)
= O(zk)

L∞(z) − Pk,n(z)

Qk,n(z)
= O

((
1
z

)2n−k+1
)
.

(1.32)
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Ahora, a la función racional
Pk,n(z)

Qk,n(z)
se le denomina aproximante de Padé en dos puntos

para el par (L0, L∞) de orden (k, 2n+ 1 − k) en sentido fuerte.

Es bien conocido (ver [24, Teorema 13.1, p. 20]) que Fω(z) admite los siguientes

desarrollos en el origen y en el infinito:

L0(z) = µ0 + 2
∑∞

k=1 µkz
k; |z| < 1,

L∞(z) = −µ0 − 2
∑∞

k=1 µ−kz
−k; |z| > 1.

En relación a los AP2, sean k y n dos enteros tales que 0 ≤ k ≤ 2n + 1, y veamos como

determinar los polinomios Pk,n(z) =
∑n

j=0 ajz
j y Qk,n(z) =

∑n
j=0 bjz

j de grado a lo sumo

n que verifiquen las ecuaciones dadas por (1.31). De dichas ecuaciones se puede deducir

fácilmente que
∑n

m=0 µ−(j+i)bm = 0 si n− k ≤ j ≤ 0

∑n
m=0 µj−ibm = 0 si 1 ≤ j ≤ k − 1.

Entonces, haciendo uso de (1.16), se tiene

∑n
m=0 bm

∫ π

−π
e(j+m)iθω(θ)dθ = 0 si n− k ≤ j ≤ 0

∑n
m=0 bm

∫ π

−π
e(m−j)iθω(θ)dθ = 0 si 1 ≤ j ≤ k − 1.

Por tanto,

∫ π

−π
e−i(n−k)θeijθQk,n(eiθ)ei(n−k)θω(θ)dθ = 0 si n− k ≤ j ≤ 0

∫ π

−π
e−i(n−k)θe−ijθQk,n(eiθ)ei(n−k)θω(θ)dθ = 0 si 1 ≤ j ≤ k − 1.

Finalmente,

∫ π

−π
e−i(n−k−j)θQk,n(eiθ)ei(n−k)θω(θ)dθ = 0 si n− k ≤ j ≤ 0

∫ π

−π
e−i(n−k+j)θQk,n(eiθ)ei(n−k)θω(θ)dθ = 0 si 1 ≤ j ≤ k − 1.

Sea p = n − k − j, como n − k ≤ j ≤ 0, entonces 0 ≤ p ≤ n − k. Por otro lado, si

q = j + n − k, como 1 ≤ j ≤ k − 1 se tiene que n − k + 1 ≤ q ≤ n − 1. Por tanto, el

polinomio Qk,n(z) satisface:

∫ π

−π

e−ilθQk,n(eiθ)ei(n−k)θω(θ)dθ = 0, 0 ≤ l ≤ n− 1. (1.33)
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En base a estas ideas, vemos que los polinomios de Szegő surgen de forma natural

como los denominadores de ciertos AP2. En efecto, por (1.33), se tiene que el polinomio

Qk,n(z) es ortogonal con respecto a la medida compleja variante dσn,k(θ) = ei(n−k)θω(θ)dθ.

Aśı pues, si tomamos k = n, entonces, el denominador Qn,n(z) verifica (Qn,n(z), zj)ω = 0,

0 ≤ j ≤ n−1, o lo que es lo mismo, el polinomio Qn,n(z) coincide, salvo por una constante

multiplicativa, con el n−ésimo polinomio mónico de Szegő Φn(z). Por otro lado, si ahora

elegimos k = n + 1, entonces, de la misma manera obtenemos que Qn+1,n(z) coincide,

salvo por una constante multiplicativa ahora con Φ∗
n(z).

Al respecto se sabe que si Ωn(z) es el n−ésimo polinomio asociado, (ver [30]), Ωn

Φn
es el

AP2 en sentido fuerte al par (L0, L∞) de orden (n, n + 1) śı y sólo si Φn(0) 6= 0 y que la

función racional −Ω∗
n

Φ∗
n

representa el AP2 en sentido fuerte a (L0, L∞) de orden (n + 1, n),

de nuevo, śı y sólo si Φn(0) 6= 0.

En [30], Jones et al., haciendo uso de ciertas fracciones continuas de tipo Perron-

Carathéodory, demostraron la convergencia uniforme de las sucesiones
{

Ωn

Φn

}
y
{

−Ω∗
n

Φ∗
n

}
a

la función Fω(z) en compactos de E y D respectivamente. Además, en [14], se probó la

convergencia geométrica haciendo uso, como en el caso real, de la siguiente expresión del

error:

Fµ(z) − Ωn(z)

Φn(z)
=

2zn

Φ2
n(z)

1

2π

∫ π

−π

Φ2
n(x)

xn−1(x− z)
dµ(θ); (x = eiθ). (1.34)

y del comportamiento asintótico de la ráız n−ésima para los polinomios ortonormales

respecto a una medida µ regular. Recordemos que si µ es una medida de Borel finita en

C con soporte compacto S(µ), Ω la componente no acotada de C\S(µ) y ∂Ω su frontera,

donde C = C
⋃{∞}, entonces, se tiene la siguiente:

Definición 1.5.1. Una medida µ se dice que es regular si

lim sup
n→∞

|ϕn(z)|1/n = 1
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en ∂Ω, salvo en un conjunto de capacidad logaŕıtmica cero, donde ϕn(z) es el polinomio

ortonormal con respecto a µ.

Para otras definiciones equivalentes ver [48, p. 60, Teorema 3.1.1]. Además, vale la

siguiente

Proposición 1.5.2. ([48, p. 59]) Sea {ϕn(z)} una sucesión de polinomios ortonormales

con respecto a una medida regular µ soportada sobre T. Entonces

lim
n→∞

|ϕn(z)|1/n = |z|

uniformemente en E = E
⋃

T.

Por otra parte, dado que la función Fω(z) es anaĺıtica en C\T, parece natural intentar

encontrar una función racional que aproxime a Fω(z) en C\T. Por tanto, los polos de tales

aproximantes, si existen, deben estar en T. Con el propósito de construir estos aproxi-

mantes con polos sobre la circunferencia unidad, tomaremos los aproximantes modificados

Rn(z, τn), |τn| = 1 (APM) que vienen dados por

Rn(z, τ) =
An(z, τ)

Bn(z, τ)
(1.35)

donde Bn(z, τ) es el n−ésimo polinomio para-ortogonal con respecto a la función peso ω

y An(z, τ) es su polinomio asociado.

Los APM satisfacen las siguientes relaciones: (ver [30])

Fω(z) −Rn(z, τn) = O(zn), (|z| → 0)

Fω(z) −Rn(z, τn) = O(z−n), (|z| → ∞).
(1.36)

Obsérvese que tales aproximantes no pueden ser de Padé bipuntuales, pues falta una

condición de interpolación en el origen o en el infinito. Además, por el Teorema 1.4.6, la

restricción de tener los polos sobre T hace tal condición inalcanzable.
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En cuanto a la convergencia, se tiene, ([30]), que la sucesión {Rn(z, τn)} converge

uniformemente a Fω(z) en subconjuntos compactos de C\T. En este caso también se

obtiene convergencia geométrica (ver [28]) haciendo uso de la expresión del error

Fω(z) −Rn(z, τn) =
2zn

Qn(z)

∫ π

−π

e−i(n−1)θQn(eiθ)

eiθ − z
ω(θ)dθ.

y del siguiente resultado que tiene que ver con el comportamiento asintótico de la ráız

n−ésima para los polinomios, ahora para-ortonormales: (ver [28])

Teorema 1.5.3. Si {ϕn} es la sucesión de polinomios ortonormales de Szegő y

χn(z) = χn(z, τn) = ϕn(z) + τnϕ
∗
n(z), (|τn| = 1)

entonces se cumple que

(1) limn→∞ |χn(z)|1/n = |z| uniformemente en subconjuntos compactos de E.

(2) limn→∞ |χn(z)|1/n = 1 uniformemente en subconjuntos compactos de D.

(3) Sea Mn = maxz∈T |χn(z)| , entonces limn→∞M
1/n
n = 1.

Aśı pues, hemos encontrado una función racional Rn(z, τn) que aproxima a Fω(z) en

subconjuntos compactos de C\T, (aproximantes modificados). Ahora bien, para computar

estos aproximantes necesitaremos primero calcular los polinomios de Szegő Φn(z). Como

ya se ha visto, resulta dif́ıcil obtener expresiones expĺıcitas para tales polinomios y, en

general, hay que hacer uso del algoritmo de Levinson. Por tanto, para la construcción de

los aproximantes modificados se necesita un coste computacional considerable. Por otro

lado, como hemos visto, los AP2 definidos anteriormente también requieren el cálculo de

los polinomios de Szegő. Además, tanto los AP2 como los modificados, tienen polos libres

y esto también puede resultar una desventaja si se sabe dónde están las singularidades

de la función a aproximar. Estas consideraciones nos llevaron a manejar los llamados

aproximantes tipo Padé bipuntuales.
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Tales aproximantes surgen cuando fijamos el denominador Qn(z) que aparece en la

definición de los AP2. En este caso, dado un polinomio Qn(z) de grado n con Qn(0) 6= 0,

se tiene que existe un único polinomio Pn(z) de grado a lo sumo n tal que

L0(z) − Pn(z)
Qn(z)

= O(zp+1), (|z| → 0)

L∞(z) − Pn(z)
Qn(z)

= O
((

1
z

)q+1
)

(|z| → ∞).

A la función racional Pn(z)
Qn(z)

se le denomina aproximante tipo Padé en dos puntos (ATP2)

de orden (p + 1, q + 1) para el par (L0, L∞), donde p + q = n − 1; 0 ≤ p ≤ n − 1. A los

ATP2 se les suele denotar también por (p/n)L0,L∞
(z).

En términos de convergencia, y con carácter general, si {pn} y {qn} son dos sucesiones

de enteros no negativos con pn+qn = n−1 y limn→∞
pn

n
= s, 0 < s < 1 y si {xj,n}n

j=1, n =

1, 2, . . . , son los ceros del polinomio para-ortogonal de grado n con respecto a una función

peso dada ω en [−π, π], entonces se puede probar, ([28]), que la sucesión de ATP2 de

orden (pn + 1, qn + 1) con denominador Qn(z) =
∏n

j=1(z − xj,n) converge uniforme y

geométricamente a Fω(z) en subconjuntos compactos de C\T. A tal efecto se considera

la siguiente expresión del error:

Fω(z) − (p/n)Fω
(z) =

2zp+1

Qn(z)

∫ π

−π

e−ipθQn(eiθ)

eiθ − z
ω(θ)dθ. (1.37)

y el Teorema 1.5.3, (ver [28]).

Una elección frecuente del polinomio Qn(z) es Qn(z) = zn − τn, donde |τn| = 1 y

cuyos ceros serán, por tanto, rotaciones de las ráıces de la unidad que son fácilmente

computables. En este sentido conviene hacer notar que este polinomio es el n−ésimo

polinomio para-ortogonal mónico con respecto a la medida de Lebesgue.

En conexión, tanto con las fórmulas de tipo interpolatorio como con las de Szegő, el

papel que juegan tanto los ATP2 como los APM es el siguiente: Consideremos la función

hz(w) = w+z
w−z

en la variable w siendo z un parámetro, es fácil ver, ([28]), que los ATP2 se
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pueden expresar en la forma:

(p/n)Fω
(z) = In (hz(w)) =

n∑

j=1

Aj
xj + z

xj − z

donde In(f) =
∑n

j=1Ajf(xj) representa la n−ésima fórmula de tipo interpolatorio en

Λ−p,q, (p+ q = n− 1) con nodos {xj}n
j=1 distintos y sobre T.

Supongamos que En(f) representa el error en la fórmula de tipo interpolatorio en Λ−p,q

con p+q = n−1, donde el denominador Qn(z) del ATP2 coincide con el polinomio nodal,

es decir, Qn(z) =
∏n

j=1(z − xj) con xj ∈ T, xi 6= xj, 1 ≤ i 6= j ≤ n. Entonces se tiene el

siguiente

Lema 1.5.4. (Ver [28]) Sea f una función anaĺıtica en un entorno G de T. Supongamos

que f(0) = 0 (de otra manera, trabajaŕıamos con la función f(z)− f(0)). Entonces, para

cada n = 1, 2, . . . se tiene que

En(f) =
1

2πi

∫

Γ

(
Fω(z) − (p/n)Fω

(z)
)
g(z)dz

donde Γ es la frontera de G, y g(z) = − f(z)
2z

que es también anaĺıtica en G.

Por tanto, es fácil ver que

|En(f)| ≤ 1

4π
max
ξ∈Γ

{∣∣∣∣
f(ξ)

ξ

∣∣∣∣
} ∫

Γ

∣∣Fω(z) − (p/n)Fω
(z)
∣∣ |dz|.

En [44] se calculan cotas de error en las fórmulas de tipo interpolatorio en Λ−pn,qn para

integrandos anaĺıticos salvo en un número finito de polos fuera de T. Además, para los

casos particulares en los que el integrando tiene todos sus polos fuera del disco unidad

cerrado o es una función racional, se determinan los valores de los parámetros pn y qn con

el fin de minimizar dicha cota de error.

En el caso de los APM, si tomamos de nuevo la función hz(w) = w+z
w−z

en la variable w

siendo z un parámetro, es fácil ver, ([30]), que estos aproximantes se pueden expresar en
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la forma

Rn(z, τ) = Ĩn (hz(w)) =
n∑

j=1

λj
ξj + z

ξj − z

donde Ĩn(f) =
∑n

j=1 λjf(ξj) representa la n−ésima fórmula de Szegő.

Si ahora Ẽn(f) denota el error en la fórmula de cuadratura de Szegő, se tiene que (ver

[28])

Ẽn(f) = Iω(f) − Ĩn(f) =
1

2π

∫

Γ

(Fω(z) −Rn(z, τn))g(z)dz (1.38)

donde f es una función anaĺıtica en un dominio G que contiene a la circunferencia unidad,

siendo Γ su frontera y g(z) = − f(z)
2z
. Entonces, se tiene la siguiente cota superior:

∣∣∣Ẽn(f)
∣∣∣ ≤ 1

4π
max
ξ∈Γ

{∣∣∣∣
f(ξ)

ξ

∣∣∣∣
} ∫

Γ

|Fω(z) −Rn(z, τn)| dz. (1.39)

Para cotas superiores del término |Fω(z) −Rn(z, τn)| , z ∈ D véase [33].

Como hemos podido ver, tanto para el caso de las fórmulas de tipo interpolatorio

como para las de Szegő, los errores en ambas fórmulas de cuadratura están dominados

respectivamente por el error en los aproximantes ATP2 y APM a la transformada de

Herglotz- Riesz. El papel que juegan los AP2 se pondrá de manifiesto en el Caṕıtulo 6, en

el que se estudian ciertas fórmulas sobre la circunferencia unidad que hemos denominado

Gaussianas.

Por otro lado, como la función hz(w) = w+z
w−z

es anaĺıtica en C\T, si el parámetro z está

suficientemente lejos de T, las fórmulas de tipo interpolatorio o las de Szegő darán buenos

resultados para aproximar Fω(z). Sin embargo, si z está muy cerca de T esto va a afectar

desfavorablemente a los resultados numéricos para ambas fórmulas. En [43] se propone

un método para aproximar Fω(z) cuando z está lo suficientemente cerca de T como para

que las fórmulas de tipo interpolatorio y de Szegő no puedan dar buenos resultados.

Además, también se estudia su aplicación a la aproximación de integrales de la forma
∫ π

−π
f(eiθ)ω(θ)dθ donde f es anaĺıtica en un dominio G que contiene a la circunferencia
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unidad dando lugar a fórmulas de cuadratura que, al compararlas númericamente con las

de Szegő y las de tipo interpolatorio basadas en las ráıces n−ésimas de la unidad, dan

mejores resultados.

Con todo, hemos de señalar que el cálculo aproximado de integrales sobre la circun-

ferencia unidad se ha revelado como un problema a su vez reciente y clásico, sumamente

interesante. Varios son los factores que han contribuido a tal interés. Por un lado está el

problema trigonométrico de los momentos y su conexión con el procesamiento de señales

digitales y, por otro, que integrales del tipo
∫ π

−π
f(eiθ)ω(θ)dθ surgen de modo natural en la

solución de ciertos problemas de contorno sobre la circunferencia unidad (integral de Poi-

sson). En tal sentido, estimamos que las fórmulas de Szegő u otras fórmulas de cuadratura

de tipo interpolatorio sobre la circunferencia unidad, ofrecen grandes posibilidades de es-

tudio, no sólo por su propia e intŕınseca naturaleza sino por su relación con otras parcelas

de la Matemática Aplicada. El profundizar sobre algunos aspectos de estas cuadraturas

es el objetivo fundamental de la presente Memoria.





Caṕıtulo 2

Interpolación con nodos sobre la

circunferencia unidad

2.1 Introducción

Como se dijo en el Caṕıtulo 1, una de las razones en la que estriba el interés de la in-

terpolación de funciones viene dado por el hecho de que ciertas fórmulas de cuadratura

que permiten estimar el valor exacto de la integral, se suelen construir a partir de poli-

nomios interpoladores, de modo que la convergencia en norma Lp, p ≥ 1 de sucesiones

de polinomios de interpolación de Lagrange nos asegura la convergencia de los procesos

de cuadratura de tipo interpolatorio. Pero se sabe, (ver [50]), que dada una matriz X,

la interpolación de Lagrange no converge en norma uniforme para toda función continua.

Por esta razón se ha considerado el problema de estudiar, por ejemplo, su convergencia en

norma L2, o bien pensar en otros interpolantes como son los polinomios de interpolación

de Hermite- Fejér.

En este caṕıtulo nos ocuparemos de funciones definidas no sobre un intervalo de la recta

real, sino sobre la circunferencia unidad T y en vez de tratar con polinomios algebraicos,

35
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dado que cualquier función continua sobre T se puede aproximar uniformemente por

polinomios de Laurent ó L-polinomios, consideraremos interpolantes de Laurent.

En la Sección 2 nos ocuparemos de la interpolación de funciones continuas sobre T. En

primer lugar estudiaremos la convergencia en norma L2 de sucesiones de interpolantes de

Laurent para una cierta familia de nodos y veremos que, bajo ciertas condiciones sobre la

función f y los nodos, se puede obtener un resultado de convergencia en norma uniforme.

En segundo lugar, veremos que para una elección muy particular de nodos e interpolantes

se obtiene una extensión, a la circunferencia unidad, del Teorema clásico de Hermite-

Fejér.

En la Sección 3 nos centraremos en la interpolación de funciones anaĺıticas en ciertas

regiones del plano complejo. Para funciones anaĺıticas en el disco unidad D y continuas

en D = D ∪ T, tomaremos como interpolantes sucesiones de polinomios algebraicos, ya

que bajo estas hipótesis la función se puede aproximar uniformemente en compactos de D

por tales polinomios. En este caso se obtendrá convergencia uniforme en compactos de D.

Consideraremos también funciones anaĺıticas en un anillo que contenga a la circunferencia

unidad. En este caso, elegiremos como interpolantes los polinomios de Laurent y también

los polinomios de Laurent de tipo quasi-Hermite, al que denotaremos por Hn(z). La razón

por la cual se han considerado estos interpolantes es el Teorema 1.4.8.

Tanto para los interpolantes de Laurent como para los de tipo quasi- Hermite, se

calcularán cotas de error y se darán resultados de convergencia en norma uniforme sobre T

utilizando como nodos los ceros de polinomios para-ortogonales. Además, en el caso de los

polinomios interpoladores de Laurent, veremos también que este dominio de convergencia

se puede ampliar a un anillo que contiene a T, bajo ciertas condiciones de simetŕıa sobre

dicho anillo y sobre los interpolantes.

En la Sección 4 continuaremos con funciones anaĺıticas en una región que tenga a
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T en su interior, dándose cotas del error de interpolación, tanto para los interpoladores

de Laurent como para los de tipo quasi-Hermite. Los primeros nos permitirán deducir

cotas de error y establecer la convergencia geométrica en las fórmulas de cuadratura de

tipo interpolatorio. Por otro lado, los polinomios de interpolación de Laurent de tipo

quasi-Hermite nos permitirán dar cotas de error y obtener convergencia geométrica, en

este caso, para las fórmulas de cuadratura de Szegő.

2.2 Interpolación de funciones continuas

A lo largo de esta sección vamos a considerar funciones f continuas sobre T construyéndose

sucesiones de interpolantes de Laurent convergentes a f en norma L2. A tal efecto, recorde-

mos que para el caso real vale el siguiente resultado clásico de convergencia: ([15])

Teorema 2.2.1. (Erdös-Turán) Sea f una función de periodo 2π y tn(θ) el único poli-

nomio trigonométrico de orden n que interpola a f en (2n+1) nodos equiespaciados sobre

un intervalo de longitud 2π. Entonces tn(θ) converge a f en norma L2 en dicho intervalo

con respecto a la medida de Lebesgue, es decir

lim
n→∞

∫ π

−π

|f(θ) − tn(θ)|2 dθ = 0. (2.1)

Un primer resultado, en el caso de interpoladores de Laurent, se puede deducir direc-

tamente del Teorema anterior de la siguiente forma: Sea f una función continua en T.

Entonces podemos escribir

f(x) = f(eiθ) = f1(θ) + if2(θ) (2.2)

donde fj una función de periodo 2π, (j = 1, 2). Tomemos θj,n = 2πj
2n+1

, j = 1, ..., 2n+ 1 y

xj,n = eiθj,n , j = 1, ..., 2n+ 1. Consideremos tj,n(θ), j = 1, 2 el correspondiente polinomio

trigonométrico de grado n que interpola a fj(θ) en los nodos θk,n, k = 1, ..., 2n+1, j = 1, 2.
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Sea Tn(x) = Tn(eiθ) = tn,1(θ) + itn,2(θ), entonces Tn ∈ Λ−n,n y claramente se verifica que

Tn(xj,n) = f(xj,n), j = 1, ..., 2n + 1. Por unicidad, Tn(x) coincide con el único polinomio

de Laurent en Λ−n,n que interpola a f(x) en los nodos xj,n, n = 1, ..., 2n+ 1. Además, se

tiene que

∫

T

|f(x) − Tn(x)|2 |dx| =

∫ π

−π

|f1(θ) − tn,1(θ)|2 dθ +

∫ π

−π

|f2(θ) − tn,2(θ)|2 dθ. (2.3)

Aplicando ahora el Teorema de Erdös-Turán se tiene finalmente que

lim
n→∞

∫

T

|f(x) − Tn(x)|2 |dx| = 0. (2.4)

Este resultado se puede generalizar para otras elecciones de nodos. En efecto, sean

{p(n)} y {q(n)} dos sucesiones no decrecientes de números enteros no negativos tales que

p(n) + q(n) = n, n = 1, 2, ... y

limn→∞ p(n) = ∞ y limn→∞ q(n) = ∞. (2.5)

Sea también ω(θ) una función peso en [−π, π] tal que
∫ π

−π
ω(θ)dθ = 1 (condición de

normalización) y consideremos el (n + 1)−ésimo polinomio para-ortogonal con respecto

a ω(θ), Bn+1(z, τn+1), donde {τn} es una sucesión de números complejos de módulo uno.

Sean {xj,n : j = 1, ..., n + 1} los ceros de Bn+1(z, τn+1), f una función continua sobre T

y Rn(f, z) ∈ Λ−p,q el L−polinomio que interpola a f en los nodos {xj,n : j = 1, ..., n+ 1}

donde p y q son enteros no negativos tales que p + q = n. El L−polinomio Rn(f, z) se

puede expresar en la forma Rn(f, z) =
∑n+1

j=1 Lj,n(f, z)f(xj,n) donde (ver fórmula (1.23))

Lj,n(f, z) =
xp

j,nBn+1(z, τn+1)

xpB
′

n+1(xj,n, τn+1)(z − xj,n)
j = 1, ..., n+ 1.

Es fácil ver que

∫

T

Lj,n(f, x)Lk,n(f, x)ω(θ)dθ = δj,kλj,n+1, (x = eiθ), (2.6)
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donde λj,n+1; j = 1, ..., n+ 1 son los coeficientes de la fórmula de cuadratura de Szegő.

Sea Tn el L−polinomio en Λ−p,q de mejor aproximación uniforme a f en T. Denotemos

por

rn(z) = f(z) − Tn(z) y En(f) = maxz∈T |rn(z)| . (2.7)

Sea Pn el L−polinomio en Λ−p,q que interpola a rn en los nodos {xj,n}n+1
j=1 . Entonces

Pn(z) = Rn(f, z) − Tn(z)

y, por tanto, si x = eiθ, se tiene

∫
T
|f(x) −Rn(f, x)|2 ω(θ)dθ =

∫
T
|rn(x) − Pn(x)|2 ω(θ)dθ

≤ 2
∫

T
|rn(x)|2 ω(θ)dθ + 2

∫
T
|Pn(x)|2 ω(θ)dθ

= I
′

n + I
′′

n .

Claramente se puede ver que I
′

n ≤ 2E2
n(f). Y para I

′′

n se tiene, utilizando la fórmula (2.6),

I
′′

n = 2
∫

T
|Pn(x)|2 ω(θ)dθ = 2

∫
T

∣∣∣
∑n+1

j=1 Lj,n(f, x)rn(xj,n)
∣∣∣
2

ω(θ)dθ

≤ 2
∑n+1

j=1

∑n+1
k=1

∣∣∣rn(xj,n)rn(xk,n)
∣∣∣
∣∣∣
∫

T
Lj,n(f, x)Lk,n(f, x)ω(θ)dθ

∣∣∣

≤ 2E2
n(f)

∑n+1
j=1

∑n+1
k=1

∣∣∣
∫

T
Lj,n(f, x)Lk,n(f, x)ω(θ)dθ

∣∣∣

= 2E2
n(f)

∑n+1
j=1 λj,n+1 = 2E2

n(f)
∫ π

−π
ω(θ)dθ = 2E2

n(f).

Por tanto, I
′′

n ≤ 2E2
n(f). Y finalmente

∫

T

|f(x) −Rn(f, x)|2 ω(θ)dθ ≤ 4E2
n(f). (2.8)

Como limn→∞En(f) = 0, concluimos que

lim
n→∞

∫

T

|f(x) −Rn(f, x)|2 ω(θ)dθ = 0. (2.9)

En otras palabras, hemos demostrado el siguiente

Teorema 2.2.2. Sea f una función continua sobre T y sean {xj,n : j = 1, ..., n + 1} los

ceros del (n+1)-ésimo polinomio para-ortogonal Bn+1(z, τn+1) con respecto a la función
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peso ω(θ) en [−π, π]. Denotemos por Rn(f, z) el L−polinomio en Λ−p,q que interpola a f

en los nodos {xj,n}n+1
j=1 con p = p(n) y q = q(n) verificando (2.5) y p + q = n. Entonces,

Rn(f, z) converge a f en norma L2,ω, es decir, se tiene que

lim
n→∞

∫

T

|f(x) −Rn(f, x)|2 ω(θ)dθ = 0.

Observación 2.2.3. El Teorema 2.2.2 fue probado con anterioridad por A. Bultheel et

al. en [8] (ver también [9]) en un contexto más general donde se consideran como in-

terpolantes ciertas funciones racionales con nodos prefijados fuera de T. Obsérvese que

los L−polinomios son funciones racionales con polos en el origen y en el infinito. Sin

embargo, la demostración aqúı dada es más constructiva en el sentido de que se dan cotas

de error como en la fórmula (2.8) para la norma L2,ω.

Bajo ciertas condiciones sobre la función f y eligiendo los nodos convenientemente,

veremos ahora que se puede obtener convergencia uniforme de los polinomios interpo-

ladores de Laurent.

Si consideramos la medida de Lebesgue, tal y como mencionamos en el Caṕıtulo 1, el

correspondiente n−ésimo polinomio de Szegő viene dado por Φn(z) = zn y, por tanto, el

polinomio para-ortogonal seráBn(z, w) = zn+w, (|w| = 1). Vamos a tomar entonces como

nodos los ceros del n-ésimo polinomio para-ortogonal respecto a la medida de Lebesgue,

es decir, rotaciones de las ráıces de la unidad.

Para esta elección de nodos, demostraremos, en primer lugar, el siguiente

Lema 2.2.4. Sea Lj,n(z) como en fórmula (1.23) y sean xj,n, j = 1, . . . , n + 1 las ráıces

(n+ 1)−ésimas de w con |w| = 1. Entonces

n+1∑

j=1

|Lj,n(z)|2 = 1, ∀z ∈ T
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Demostración: El polinomio nodal viene dado por Wn(z) = zn+1 − τn. Por la fórmula

(1.23), sigue:

Lj,n(z) =
xp

j,nWn(z)

zpW ′

n(xj,n)(z − xj,n)
∈ Λ−p,q, (p+ q = n− 1) j = 1, ..., n+ 1.

Por tanto, si z ∈ T, se tiene que

|Lj,n(z)|2 =
|Wn(z)|2

(n+ 1)2 |z − xj,n|2
.

Entonces,
n+1∑

j=1

|Lj,n(z)|2 =
|Wn(z)|2
(n+ 1)2

n+1∑

j=1

1

|z − xj,n|2
. (2.10)

Pero para todo z ∈ T,

|z − xj,n|2 = (z − xj,n)(z − xj,n) = −(z − xj,n)2

zxj,n

y
∑n+1

j=1
1

|z−xj,n|2
= −z∑n+1

j=1
xj,n

(z−xj,n)2
= z

∑n+1
j=1

(z−xj,n)−z

(z−xj,n)2

= z
(∑n+1

j=1
1

(z−xj,n)
− z

∑n+1
j=1

1
(z−xj,n)2

)
.

Por otro lado,
n+1∑

j=1

1

(z − xj,n)
=
W

′

n(z)

Wn(z)
=

(n+ 1)zn

zn+1 − τn

y

−∑n+1
j=1

1
(z−xj,n)2

= (n+ 1)nzn−1(zn+1−τn)−(n+1)z2n

(zn+1−τn)2

= − (n+1)zn−1(zn+1+nτn)
(zn+1−τn)2

.

Por tanto, se obtiene que:

0 <
∑n+1

j=1
1

|z−xj,n|2
= z

(
(n+1)zn

zn+1−τn
− z (n+1)zn−1(zn+1+nτn)

(zn+1−τn)2

)

= − τn(n+1)2zn+1

(zn+1−τn)2
= (n+1)2

|zn+1−τn|2 = (n+1)2

|τn(z)|2 .
(2.11)

Finalmente, por (2.10), y (2.11), para todo z ∈ T, se tiene
∑n+1

j=1 |Lj,n(z)|2 = 1. �
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Utilizando el Lema anterior, si definimos Hn(z) =
∑n+1

j=1 |Lj,n(z)| y ‖Hn‖T
=

maxz∈T Hn(z), entonces, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, resulta:

‖Hn‖T = max
z∈T

n+1∑

j=1

|Lj,n(z)| ≤
√
n+ 1, n = 1, 2, ... (2.12)

Observación 2.2.5. Recordemos que si X representa una tabla triangular de nodos en

un intervalo finito [a, b], es decir,

X = {xj,n : 1 ≤ j ≤ n, n = 1, 2, ...} ⊂ [a, b].

Entonces se sabe que λk+1(X, x) =
∑k+1

j=1 |lj,k+1(X, x)| es la llamada función de Lebesgue

de orden k + 1 para X, donde lj,k+1 son los polinomios fundamentales de Lagrange para

los nodos x
(k+1)
1 , x

(k+1)
2 , ..., x

(k+1)
k+1 y λk+1(X) = maxx∈[a,b] λk+1(X, x) es la constante de

Lebesgue de orden k + 1 para X.

Conviene, por tanto, observar que la cantidad ‖Hn‖T
que acabamos de definir, juega el

mismo papel que la constante de Lebesgue pero en este caso respecto al sistema de nodos

sobre T formado por las ráıces n−ésima de un complejo unimodular. Por otro lado, se

sabe que existe una estimación mejor que la que acabamos de obtener en la fórmula (2.12),

(ver [5]).

Otro resultado que vamos a necesitar es el siguiente

Teorema 2.2.6. (Teorema de Jackson [15]) Para toda función f ∈ C2π, se tiene que

γn(f) ≤ λ(f,
π

n+ 1
)

donde γn(f) = maxx∈[−π,π] |f(θ) − tn(θ)| , siendo tn(θ) el polinomio trigonométrico de

grado n de mejor aproximación y donde λ denota el módulo de continuidad de f.

Como consecuencia inmediata de este Teorema se tiene la siguiente
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Proposición 2.2.7. Sea f una función continua sobre T y p y q enteros no negativos

tales que p+ q = n. Entonces,

En(f) ≤ 2λ(f,
π

s+ 1
)

donde s = min(p, q) y En(f) dado en la fórmula (2.7).

Demostración: Podemos escribir f de la forma f(x) = f(eiθ) = f1(θ) + if2(θ), fj ∈

C2π, j = 1, 2 Por el Teorema 2.2.6,

γs(fj) ≤ λ(fj,
π

s+ 1
), j = 1, 2, s = min(p, q).

Aqúı, γs(fj) = maxx∈[−π,π] |fj(θ) − tj(θ)| = ‖fj − tj‖[−π,π], j = 1, 2, siendo tj el polinomio

trigonométrico de mejor aproximación de grado a lo sumo s en norma uniforme a fj,

j = 1, 2.

Sea L(x) = L(eiθ) = t1(θ) + it2(θ) ∈ Λ−s,s ⊂ Λ−p,q. Entonces,

En(f) ≤ ‖f − L‖T ≤ ‖f1 − t1‖[−π,π] + ‖f2 − t2‖[−π,π]

≤ λ(f1,
π

s+1
) + λ(f2,

π
s+1

) ≤ 2λ(f, π
s+1

).

�

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente

Teorema 2.2.8. Sea f una función continua sobre T y {p(n)} y {q(n)} sucesiones de

enteros no negativos tales que p(n) + q(n) = n, n = 1, 2, ... verificando

lim
n→∞

p(n)

n
= r; 0 < r < 1.

Supongamos que λ(f, δ) = O(δp); p > 1/2 si δ → 0. Denotemos por Rn(f, z) el polinomio

en Λ−p(n),q(n) que interpola a f en los nodos xj,n, j = 1, ..., n+1, que son las (n+1) ráıces

de τn, con |τn| = 1, n = 1, 2, .... Entonces,

lim
n→∞

Rn(f, z) = f(z)

uniformemente sobre T.
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Demostración: Sea Tn el L-polinomio en Λ−p(n),q(n) de mejor aproximación a f con

respecto a la norma uniforme. Entonces, para todo z ∈ T,

f(z) −Rn(f, z) = f(z) − Tn(z) + Tn(z) −Rn(f, z).

Como Tn ∈ Λ−p(n),q(n), se tiene que Rn(Tn, z) = Tn(z). Por tanto

f(z) −Rn(f, z) = f(z) − Tn(z) −Rn(f − Tn, z).

Recordar que Rn(f − Tn, z) =
∑n+1

k=1 Lk(z) (f(xk,n) − Tn(xk,n)) . Luego, para todo z ∈ T,

se obtiene

|f(z) −Rn(f, z)| ≤ En(f) +
∑n+1

k=1 |Lk(z)| |f(xk,n) − Tn(xk,n)|

≤ En(f)
(
1 +

∑n+1
k=1 |Lk(z)|

)
.

Utilizando la Proposición 2.2.7 y la fórmula (2.12), que como vimos se obtuvo como

consecuencia del Lema 2.2.4, se tiene, para todo z ∈ T,

|f(z) −Rn(f, z)| ≤ En(f)
(
1 +

√
n+ 1

)
≤ 2λ(f,

π

s(n) + 1
)
(
1 +

√
n+ 1

)
(2.13)

donde s(n) = min(p(n), q(n)) = 1
2
(p(n) + q(n) + |p(n) − q(n)|) . Se puede comprobar que

lim
n→∞

s(n)

n
=

1

2
+ |r − 1

2
| =





r si 0 < r < 1/2

1 − r si 1/2 < r < 1
. (2.14)

Finalmente, haciendo uso de (2.13) y (2.14), se obtiene lo que queŕıamos demostrar . �

Vemos que se ha probado, por un lado, la convergencia en norma L2 de los poli-

nomios interpoladores de Laurent para una cierta familia de nodos (ceros de polinomios

para-ortogonales respecto a una función peso en el intervalo [−π, π]), y por otro lado,

la convergencia en norma uniforme para una elección particular de nodos (rotaciones de

las ráıces n−ésimas de la unidad o, lo que es lo mismo, ceros de los polinomios para-

ortogonales respecto de la medida de Lebesgue). Vamos a considerar ahora otro tipo de

interpolantes como son los L−polinomios interpolantes de Hermite-Fejér.
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En tal sentido conviene recordar que en el caso real, los nodos que aparecen en el Teo-

rema clásico de Hermite- Fejér, son los nodos de Chebyshev anteriormente definidos.

Son, además, los ceros de los llamados polinomios de Chebyshev de primera especie

Tn(x) = cos(n arccos x), que son ortogonales en [−1, 1] respecto a la medida positiva

dµ(x) = dx√
1−x2 . Como en nuestro caso estamos considerando funciones definidas en T,

debemos elegir los nodos también sobre T. De forma similar, y ya que los ceros de poli-

nomios ortogonales (o polinomios de Szegő) no están en T, tomaremos como nodos los

ceros de ciertos polinomios para-ortogonales, más concretamente, los ceros del polinomio

para-ortogonal con respecto a la medida de Lebesgue, es decir, los nodos serán rotaciones

de las ráıces n−ésimas de la unidad. Esto viene motivado por lo siguiente: Supongamos

que µ es una medida de probabilidad en el intervalo [−1, 1], entonces podemos definir una

medida ω en [−π, π] dada por (1.9). Si tomamos dµ(x) = 1√
1−x2dx entonces, la medida

asociada en el intervalo [−π, π] es la medida de Lebesgue dω(θ) = 1
2π
dθ y los polinomios

para-ortogonales, tal y como hemos dicho, en este caso son Bn(z, τ) = zn + τ, |τ | = 1, ∀n.

Por tanto, se puede ver que los ceros de los correspondientes polinomios para-ortogonales

son rotaciones de las ráıces de la unidad.

Para esta elección de nodos y ciertos interpolantes de Laurent se obtiene una extensión,

a la circunferencia unidad, del Teorema clásico de Hermite- Fejér. Para construir dichos

interpolantes tomemos una función f diferenciable en T y xk ∈ T, k = 1, . . . n, con

xk 6= xj para k 6= j. Entonces sabemos que existe un único polinomio P ∈ P2n−1 tal que

P (xk) = f(xk)

P
′

(xk) = f
′

(xk), k = 1, . . . n,

pudiendo expresarse P (z) de la forma (fórmula de interpolación de Hermite, [49, p. 52-53])

P (z) =
n∑

k=1

Ak(z)f(xk) +
n∑

k=1

Bk(z)f
′

(xk) (2.15)
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donde

Ak(z) =
(
1 − 2(z − xk)l

′

k(xk)
)
l2k(z), k = 1, . . . n (2.16)

y

Bk(z) = (z − xk) l
2
k(z), k = 1, . . . n (2.17)

siendo lk los polinomios fundamentales de Lagrange.

Sean ahora p y q dos sucesiones no decrecientes de enteros no negativos tales que

p+ q = 2n− 1, n = 1, 2, . . . (2.18)

Entonces, se tiene la siguiente

Proposición 2.2.9. Si f una función diferenciable sobre T, entonces existe un único

polinomio L ∈ Λ−p,q,con p y q verificando (2.18), tal que

L(xk) = f(xk)

L
′

(xk) = f
′

(xk), k = 1, . . . n
(2.19)

donde {xk}n
k=1 son las ráıces de zn + τ = 0, (|τ | = 1). El L-polinomio se puede escribir

expĺıcitamente como

L(z) =
n∑

k=1

A∗
k(z)f(xk) +

n∑

k=1

B∗
k(z)f

′

(xk) (2.20)

con

A∗
k(z) =

xp+2
k (zn + τ)2

zpn2τ 2(z − xk)2
+

(p− n+ 1)xp+1
k (zn + τ)2

zpn2τ 2(z − xk)
(2.21)

y

B∗
k(z) =

xp+2
k (zn + τ)2

zpn2τ 2(z − xk)
. (2.22)

Demostración: La existencia y unicidad del L−polinomio que satisface (2.19) es una

consecuencia del hecho de que Λ−p,q es un sistema de Chebyshev en T, (ver [17, p. 31]).

Sea entonces L ∈ Λ−p,q dicha solución. Podemos escribir L(z) = P (z)
zp donde P ∈ P2n−1 y

L
′

(z) =
P

′

(z)zp − P (z)pzp−1

z2p
.
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Como L(xk) = f(xk), k = 1, . . . n entonces

P (xk) = xp
kf(xk).

Por otro lado, como L
′

(xk) = f
′

(xk), k = 1, . . . n entonces

P
′

(xk) = pxp−1
k f(xk) + xp

kf
′

(xk).

Sea g(z) = zpf(z), entonces g es diferenciable en T y g
′

(z) = pzp−1f(z) + zpf
′

(z).

Por tanto, se tiene que P ∈ P2n−1 y satisface,

P (xk) = g(xk)

P
′

(xk) = g
′

(xk), k = 1, . . . n.
(2.23)

Por la fórmula (2.15) se tiene P (z) =
∑n

k=1Ak(z)g(xk) +
∑n

k=1Bk(z)g
′

(xk), donde Ak(z)

y Bk(z) vienen dadas en (2.16) y (2.17), respectivamente. En este caso, como Wn(z) =

zn + τ,

lk(z) = − xk(z
n + τ)

nτ(z − xk)

y

l
′

k(z) = − xk

nτ

(
(n− 1)zn − nxkz

n−1 − τ

(z − xk)2

)
.

Entonces, aplicando la regla de l’Hpital dos veces,

l
′

k(xk) = − xk

nτ
limz→xk

(
n(n−1)zn−1−n(n−1)xkzn−2

2(z−xk)

)

= − xk

2nτ
limz→xk

(n(n− 1)2zn−2 − n(n− 1)(n− 2)xkz
n−3)

= − xk

2nτ

(
n(n− 1)2xn−2

k − n(n− 1)(n− 2)xn−2
k

)

= − xk

2nτ

(
n(n− 1)xn−2

k

)

= − (n−1)xn−1
k

2τ
= (n−1)τ

2xkτ
= n−1

2xk

y se tiene:

Ak(z) =
x2

k(zn+τ)2

n2τ2(z−xk)2
− (n−1)xk(zn+τ)2

n2τ2(z−xk)

Bk(z) =
x2

k(zn+τ)2

n2τ2(z−xk)
.

(2.24)
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Por tanto:

L(z) = P (z)
zp =

∑n
k=1

Ak(z)xp
k

zp f(xk) +
∑n

k=1
Bk(z)

zp

(
pxp−1

k f(xk) + xp
kf

′

(xk)
)

=
∑n

k=1

Ak(z)xp
k+Bk(z)pxp−1

k

zp f(xk) +
∑n

k=1

Bk(z)xp
k

zp f
′

(xk)

=
∑n

k=1A
∗
k(z)f(xk) +

∑n
k=1B

∗
k(z)f

′

(xk)

donde

A∗
k(z) =

x
p+2
k

(zn+τ)2

n2τ2(z−xk)2
− (n−1)x

p+1
k

(zn+τ)2

n2τ2(z−xk)
+

px
p+1
k

(zn+τ)2

n2τ2(z−xk)

zp

=
xp+2

k (zn+τ)2

zpn2τ2(z−xk)2
+

(p−n+1)xp+1
k (zn+τ)2

zpn2τ2(z−xk)
,

y

B∗
k(z) =

xp+2
k (zn + τ)2

zpn2τ 2(z − xk)
.

�

Supongamos ahora que p(n) y q(n) son dos sucesiones de enteros no negativos ve-

rificando (2.5), tales que p(n)+q(n) = 2n−1, n = 1, 2, . . . y la sucesión {p(n) − n+ 1}n∈N

está acotada. Entonces se tiene, finalmente, el siguiente Teorema análogo del caso polinómico

([17, p. 118])

Teorema 2.2.10. Sea f una función continua sobre T, es decir, f ∈ C(T) y sea Ln el

único elemento de Λ−p(n),q(n) verificando

Ln(xk) = f(xk)

L
′

n(xk) = 0, k = 1, . . . n
(2.25)

donde {xk}n
k=1 son las ráıces de zn + τn = 0, siendo {τn} una sucesión de números en T.

Entonces la sucesión Ln converge a f uniformemente en T.

Demostración: Por la Proposición 2.2.9 podemos escribir

Ln(z) =
n∑

k=1

A∗
k(z)f(xk)

con A∗
k como en fórmula (2.21). Por unicidad, se tiene que

∑n
k=1A

∗
k(z) = 1 y por lo tanto,

n∑

k=1

A∗
k(z)f(z) = f(z).
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Entonces,

|f(z) −
∑n

k=1A
∗
k(z)f(xk)| = |

∑n
k=1A

∗
k(z)f(z) −

∑n
k=1A

∗
k(z)f(xk)|

≤∑n
k=1 |A∗

k(z)| |f(z) − f(xk)| .

Como f ∈ C(T), debido a la continuidad uniforme, dado ε, existe δ > 0 tal que si

|z − xk| < δ entonces |f(z) − f(xk)| < ε. Por tanto

|f(z) −
∑n

k=1A
∗
k(z)f(xk)| ≤ ε

∑n
k=1,|z−xk|<δ |A∗

k(z)| +
∑n

k=1,|z−xk|≥δ |A∗
k(z)| |f(z) − f(xk)|

= I1,n + I2,n.

(2.26)

Si |z − xk| ≥ δ, por la fórmula (2.21) y como z, xk ∈ T, k = 1, . . . , n,

|A∗
k(z)| ≤

|zn + τn|2
n2δ2

+
|p(n) − n+ 1| |zn + τn|2

n2δ
.

Ahora bien, f ∈ C(T) y T es un compacto, existe entonces M > 0 tal que |f(z)| ≤

M, ∀z ∈ T. Por tanto,

|f(z) − f(xk)| ≤ 2M, ∀z ∈ T, ∀k = 1, . . . , n

y ya que para todo z ∈ T, |zn + τn|2 ≤ 4, se obtiene

I2,n ≤ 8M

nδ2
+

8M

δ

|p(n) − n+ 1|
n

.

Como {p(n) − n+ 1}n∈N
está acotada, I2,n < ε para n suficientemente grande.

Por otro lado,

I1,n = ε
∑n

k=1|z−xk|<δ |A∗
k(z)|

= ε
(

|zn+τn|2
n2

∑n
k=1

1
|z−xk|2

)
+ ε(|p(n) − n+ 1|) |zn+τn|2

n2

∑n
k=1

|z−xk|
|z−xk|2

≤ ε
(

|zn+τn|2
n2

∑n
k=1

1
|z−xk|2

)
+ εδ(|p(n) − n+ 1|)

(
|zn+τn|2

n2

∑n
k=1

1
|z−xk|2

)
.

Por el Lemma 2.2.4,

I1,n < ε+ εδ|p(n) − n+ 1| = (1 + δ|p(n) − n+ 1|)ε.
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De nuevo, como {p(n) − n+ 1}n∈N
está acotada, I1,n < ε. �

Veremos ahora un ejemplo muy sencillo donde para un cierto valor del parámetro

p = p(n), la expresión de A∗
k(z) resulta más manejable:

Ejemplo. Si p(n) = n− 1 entonces Ln ∈ Λ−(n−1),n y

Ln(z) =
n∑

k=1

A∗
k(z)f(zk)

donde ahora A∗
k(z) se simplifica de la siguiente forma:

A∗
k(z) =

zn+1
k (zn + τn)2

zn−1n2τ 2
n(z − zk)2

= − zk(z
n + τn)2

zn−1n2τn(z − zk)2
.

2.3 Interpolación de funciones anaĺıticas

En primer lugar consideraremos funciones f anaĺıticas en D y continuas en D. Se sabe

que, bajo estas condiciones, f se puede aproximar uniformemente por polinomios en

subconjuntos compactos de D.

El siguiente Lema nos va a permitir deducir la convergencia uniforme en compactos

de D de ciertas sucesiones de polinomios interpoladores con nodos sobre T.

Lema 2.3.1. En las condiciones anteriores sobre la función f, sea Tn,p el polinomio

de Laurent de mejor aproximación uniforme a f en Λ−p,n donde p y n son enteros no

negativos. Entonces,

lim
n→∞

‖f − Tn,p‖T = 0, (p fijo).

Demostración: Sea g(z) = zpf(z). Claramente g es una función anaĺıtica en D y

continua en D.
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Sea Pn el polinomio en Pn+p de mejor aproximación uniforme a g. Si

Rn(z) = z−pPn(z) ∈ Λ−p,n.

Entonces,

‖f − Tn,p‖T ≤ ‖f −Rn,‖T = ‖g − Pn‖T → 0 si n→ ∞.

�

Procediendo como en el Teorema 2.2.2 y usando el Lema 2.3.1 se puede deducir también

la siguiente

Proposición 2.3.2. Sea f una función anaĺıtica en D y continua en D. Sean {xj,n}n+1
j=1

los ceros de Bn+1(z, τn+1), el correspondiente polinomio para-ortogonal respecto a una

función peso ω(θ) en [−π, π]. Sea Rn(f, z) el polinomio de Laurent en Λ−p(n),q(n) que

interpola a f en los nodos {xj,n}n+1
j=1 , siendo {p(n)} y {q(n)} dos sucesiones no decrecientes

de enteros no negativos verificando p(n) + q(n) = n y limn→∞ q(n) = ∞. Entonces,

limn→∞
∫

T
|f(x) −Rn(x)|2 ω(θ)dθ = 0, x = eiθ.

Ahora podemos probar el siguiente

Teorema 2.3.3. Sea ω(θ) una función peso en [−π, π] tal que
∫ π

−π
dθ

ω(θ)
< +∞. Sea {τn}

una sucesión de números complejos de módulo unidad y sea

Bn(z, τn) = Φn(z) + τnΦ∗
n(z) n = 1, 2, ...

el polinomio para-ortogonal con respecto a ω(θ). Si {xj,n+1}n+1
j=1 son los ceros de

Bn+1(z, τn+1) y consideramos el polinomio Pn ∈ Pn que interpola a f en dichos nodos,

entonces:

lim
n→∞

Pn(z) = f(z)

uniformemente en subconjuntos compactos de D.
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Demostración: Por la fórmula integral de Cauchy, se tiene que

f(z) − Pn(z) =
1

2πi

∫

T

f(t) − Pn(t)

t− z
dt, z ∈ D.

Sea K un compacto en D tal que dist(K,T) = δ > 0. Entonces, para todo t ∈ K y para

todo z ∈ T, |t− z| ≥ δ :

|f(z) − Pn(z)| ≤ 1
2π

∫
T

|f(t)−Pn(t)|
|t−z| |dt|

≤ 1
2πδ

∫
T
|f(t) − Pn(t)| |dt|

= 1
2πδ

∫
T
|f(t) − Pn(t)|

√
ω(θ)√
ω(θ)

|dt|.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales, se obtiene

|f(z) − Pn(z)| ≤ 1
2πδ

(∫
T
|f(t) − Pn(t)|2 ω(θ)|dt|

)1/2
(∫ π

−π
dθ

ω(θ)

)1/2

.

Finalmente, utilizando la Proposicion 2.3.2 y tomando p(n) = 0, se tiene lo que queŕıamos.

�

Observación 2.3.4. Si ω(θ) = 1
2π
, ya hemos visto que Bn(z, τn) = zn + τn. Entonces, si

τn = −1, para cada n, se recupera el Teorema 1 en [53].

Hasta el momento se han venido manejando funciones anaĺıticas en D y continuas en D.

Vamos a suponer ahora que f(z) es anaĺıtica en el anillo {z : r < |z| < R} con 0 < r < 1 <

R. En este caso tomaremos dos clases de interpolantes: Los L−polinomios interpolantes

de Lagrange y los L−polinomios interpolantes de tipo quasi-Hermite. Demostraremos que

ambos interpolantes convergen uniforme y geométricamente a la función f en compactos

de T. A tal fin, haremos uso de ciertas expresiones del error en la interpolación tanto para

los interpolantes de Lagrange como para los interpolantes de tipo quasi-Hermite.

Aśı pues, sean {xk}n+1
k=1 (n+1) nodos distintos sobre T y sea Rn el polinomio de Laurent

en Λ−p,q (p + q = n, p ≥ 0, q ≥ 0) que interpola a f en dichos nodos (interpolante de
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Lagrange). Usando la fórmula de Hermite para el error en la interpolación polinómica

[52, p. 50], se tiene, para todo z ∈ B, z 6= 0, con B una región del plano complejo donde

f es anaĺıtica y que contiene a T :

f(z) −Rn(z) =
1

2πi

∫

C

(
t

z

)p
(z − x1)...(z − xn+1)

(t− x1)...(t− xn+1)

f(t)

t− z
dt. (2.27)

siendo C la frontera de B.

Para los interpolantes de tipo quasi-Hermite definidos por (1.25) en relación a n nodos

xj distintos sobre T, se tiene la siguiente expresión integral del error en la interpolación

para todo z ∈ B, z 6= 0 : ([52, p. 50])

f(z) −H2n(z) =
1

2πi

∫

C

(
t

z

)n
(z − x1)

2...(z − xn)2(z − xn+1)

(t− x1)2...(t− xn)2(t− xn+1)

f(t)

t− z
dt. (2.28)

Sean ahora {p(n)} y {q(n)} dos sucesiones de enteros no negativos tales que p(n) +

q(n) = n y limn→∞
p(n)

n
= s, 0 < s < 1. Sea ϕn(z) el n−ésimo polinomio ortonormal

con respecto a una función peso ω(θ) en el intervalo [−π, π]. Supongamos que {xj}n+1
j=1

son los ceros del polinomio para-ortogonal χn+1(z) = ϕn(z) + τϕ∗
n(z), (|τ | = 1). Para

cada n, denotaremos por Rn(z) el interpolante a f(z) en Λ−p(n),q(n) en los nodos {xj}n+1
j=1 .

Entonces se tiene el siguiente resultado de convergencia:

Teorema 2.3.5. En las condiciones anteriores se tiene que

lim sup
n→∞

|f(z) −Rn(z)|
1

n+1 ≤ λ < 1

uniformemente en T, donde λ = max(rs, 1
R1−s ).

Demostración: Por fórmula (2.27) y para todo z ∈ T, se tiene

f(z) −Rn(z) = 1
2πi

∫
Cr

(
t
z

)p χn+1(z)
χn+1(t)

f(t)
t−z

dt

+ 1
2πi

∫
CR

(
t
z

)p χn+1(z)
χn+1(t)

f(t)
t−z

dt

= I1 + I2.

(2.29)
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Entonces,

|f(z) −Rn(z)| ≤ |I1| + |I2| . (2.30)

Definamos Mr(f) = maxt∈Cr{|f(z)|}, MR(f) = maxt∈CR
{|f(z)|} y

Mn = maxz∈T |χn(z)| , entonces

|I1| ≤
Mr(f)

1 − r
rp(n)+1Mn max

t∈Cr

|gn(z)|

donde gn(z) = 1
χn+1(z)

. Por tanto,

|I1|
1

n+1 ≤
(
Mr(f)

1 − r

) 1
n+1

r
p(n)+1

n+1 M
1

n+1
n

(
max
t∈Cr

|gn(z)|
) 1

n+1

.

Como gn(z) es una función continua en Cr, maxt∈Cr |gn(t)| = |gn(tn)| , tn ∈ Cr. Entonces,
(

max
t∈Cr

|gn(t)|
)1/n

= |gn(tn)|1/n ≤ max
t∈Cr

|gn(t)|1/n .

Por (3) en Teorema 1.5.3 limn→∞M
1/n
n = 1 y en consecuencia,

lim supn→∞ |I1|
1

n+1 ≤ rs lim supn→∞

(
maxt∈Cr |gn(t)|1/(n+1)

)

≤ rs maxt∈Cr lim supn→∞ |gn(t)|1/(n+1)

= rs maxt∈Cr lim supn→∞

∣∣∣ 1
χn+1(t)

∣∣∣
1/(n+1)

≤ rs maxt∈Cr

{
1

lim infn→∞|χn+1(t)|1/(n+1)

}
.

Por (2) en Teorema 1.5.3 se tiene que

lim sup
n→∞

|I1|
1

n+1 ≤ rs < 1.

De forma similar, por (1) en Teorema 1.5.3 se puede deducir

lim sup
n→∞

|I2|
1

n+1 ≤
(

1

R

)1−s

< 1.

Ahora, utilizando (2.30), se llega a:

lim supn→∞ |f(z) −Rn(z)|
1

n+1 ≤ lim supn→∞ (|I1| + |I2|)
1

n+1

≤ max
{

lim supn→∞ |I1|1/(n+1) , lim supn→∞ |I2|1/(n+1)
}

= max
{
rs,
(

1
R

)1−s
}
.

�
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Corolario 2.3.6. En las condiciones anteriores, la sucesión {Rn(z)} de interpolantes

converge a f uniforme y geométricamente en T.

Para los interpolantes de tipo quasi-Hermite, utilizando (2.28) y procediendo de igual

forma que en la demostración del Teorema 2.3.5, se puede probar el siguiente

Teorema 2.3.7. En las condiciones anteriores, se tiene que

lim sup
n→∞

|f(z) −H2n(z)|1/(n+1) ≤ max(r,
1

R
) < 1

uniformemente en T. Por tanto, la sucesión {H2n} converge a f uniforme y geométrica-

mente en T.

Vemos pues que, para una función anaĺıtica en un anillo B = {z : r < |z| < R, 0 <

r < 1 < R}, se ha probado la convergencia uniforme y geométrica de los interpolantes en

T. Nos podŕıamos preguntar si este dominio de convergencia se puede ampliar, es decir, si,

bajo ciertas hipótesis se puede probar la convergencia uniforme y geométrica en un anillo

que contenga a T. Esto se puede conseguir si se cumplen ciertas condiciones de simetŕıa,

tanto para los interpolantes como para el anillo.

En efecto, sea ρ = min(R, 1
r
) de modo que el anillo Bρ = {z : 1

ρ
< |z| < ρ} ⊂ B y

por consiguiente f es anaĺıtica en Bρ. Sea R2n ∈ Λ−n,n el interpolante a f en los nodos

{xj,2n}2n+1
j=1 tales que xj,2n son las (2n+ 1)−ráıces de τ ∈ T. Entonces se tiene el siguiente

Teorema 2.3.8. La sucesión {R2n} converge a f uniforme y geométricamente en sub-

conjuntos compactos de Bρ = {z : 1
ρ
< |z| < ρ}.

Demostración: Sea K un subconjunto compacto de Bρ, entonces podemos escribir

K = K1

⋃
K2 dondeK1 yK2 están contenidos en {z : 1

ρ
< |z| ≤ 1} y en {z : 1 ≤ |z| < ρ},

respectivamente. Obsérvese que tanto K1 como K2 pueden ser conjuntos vaćıos. Cuando

los dos conjuntos son no vaćıos el análisis para K2 se reduce al de K1 haciendo el cambio

de variable x = 1
z
. Es decir, si z ∈ K2 entonces x ∈ K

′

2 ⊂ {x : 1
ρ
< |x| ≤ 1}.
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Sea R̃2n(x) = R2n( 1
x
) ∈ Λ−n,n y g(x) = f( 1

x
). Entonces

R̃2n(x̄j) = R̃2n(
1

xj

) = R2n(xj) = f(xj) = g(
1

xj

) = g(x̄j), j = 1, ..., 2n+ 1.

Por tanto,

sup
z∈K2

|f(z) −R2n(z)| = sup
x∈K

′

2

∣∣∣g(x) − R̃2n(x)
∣∣∣

siendo R̃2n el interpolante en Λ−n,n a g(x) en los nodos x̄j, j = 1, ..., 2n + 1 que son las

(2n+ 1)−ráıces de τ̄ . Observar que la función g es claramente anaĺıtica en {z : 1
ρ
< |z| <

ρ}.

Si K1 es un compacto y K1 ⊂ {z : 1
ρ
< |z| ≤ 1}, entonces existe r

′

> 0 tal que, para

todo z ∈ K1 :

1

ρ
< r

′ ≤ |z| ≤ 1.

Pero, para todo z ∈ K1 :

f(z) −R2n(z) =
1

2πi

z2n+1 − τ

zn



∫

C 1
ρ

tnf(t)

(t2n+1 − τ)(t− z)
dt+

∫

Cρ

tnf(t)

(t2n+1 − τ)(t− z)
dt


 .

Sea M(f) = supt∈C 1
ρ

⋃
Cρ

{|f(z)|} entonces:

|f(z) −R2n(z)| ≤ 2M(f)

(r
′
)n

(
1

ρn+1
1

1− 1
ρ2n+1

1
r
′− 1

ρ

+ ρn+1

(ρ2n+1−1)(ρ−1)

)

= 2M(f)
ρ

(
1

ρ(r
′− 1

ρ
)(1− 1

ρ2n+1 )

(
1

ρr
′

)n

+
(

1
ρr

′

)n
1

(1− 1
ρ2n+1 )(ρ−1)

)

y esto implica que, para todo z ∈ K1

lim sup
n→∞

|f(z) −R2n(z)|
1

2n+1 ≤ 1√
ρr′

.

Como ρr
′

> 1, se tiene lo que queŕıamos demostrar. �

Veamos ahora cómo se puede obtener un resultado similar considerando otra distribu-

ción más general de nodos, como son los ceros de polinomios para-ortogonales. En efecto,

teniendo en cuenta que en la demostración de este último Teorema se necesita la interpo-

lación en los nodos x̄j, j = 1, ..., 2n+1, asumamos que, en general, x1, ..., xn son los ceros
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del polinomio para-ortogonal Bn(z, τ) = Bn(z) = Φn(z) + τΦ∗
n(z), τ ∈ T, con respecto

a la función peso ω(θ) en [−π, π]. La cuestión ahora es: ¿ Son x̄1, ..., x̄n ceros de algún

polinomio para-ortogonal ?

Si suponemos que todos los momentos trigonométricos ck =
∫ π

−π
e−ikθω(θ)dθ son reales,

entonces el polinomio de Szegő Φn(z) tendrá coeficientes reales. Si

Qn(z) = (z − x̄1)...(z − x̄n),

entonces podemos escribir

Qn(z) = αnz
nBn(

1

z
) = αnτ (Φn(z) + τ̄Φ∗

n(z)) ; αn 6= 0.

Por tanto, Qn(z) es también para-ortogonal con respecto a ω(θ).

Haciendo uso del Teorema 1.5.3 se puede deducir fácilmente el siguiente

Teorema 2.3.9. Sea ω(θ) una función peso en [−π, π] con todos sus momentos

ck =
∫ π

−π
e−ikθω(θ)dθ reales. Sean {xj,2n}2n+1

j=1 los ceros de χ2n+1(z, τ2n+1), τ2n+1 ∈ T, sien-

do {χn(z, τn)} una sucesión de polinomios para-ortogonales con respecto a ω(θ), (|τn| = 1).

Sea f anaĺıtica en {z : 1
ρ
< |z| < ρ, ρ > 1} y sea R2n(z) el interpolante a f en Λ−n,n

en los nodos {xj,2n}2n+1
j=1 . Entonces, la sucesión {R2n(z)} converge a f uniforme y ge-

ométricamente en cualquier compacto K de {z : 1
ρ
< |z| < ρ, ρ > 1}.

Observación 2.3.10. Una familia de funciones peso con momentos trigonométricos

reales, se puede construir de la siguiente manera: Sea ν(x) una función peso en [−1, 1] y

definamos la función ω(θ) como en (1.9). Entonces, ω(θ) es una función peso, inducida

por ν(x), en [−π, π] que es simétrica en el sentido de que

z = eiθ :

∫ π

−π

zkω(θ)dθ =

∫ π

−π

z̄kω(θ)dθ; k ∈ Z.

Por lo tanto, los momentos trigonométricos son reales y vienen dados por

ck =

∫ π

−π

e−ikθω(θ)dθ = 2

∫ π

0

ω(θ) cos kθdθ
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Observación 2.3.11. Los últimos dos Teoremas son también válidos para los inter-

polantes quasi-Hermite dados en el Teorema 2.3.7.

Observación 2.3.12. Si f es una función entera, entonces ρ se puede tomar tan grande

como se quiera. Por tanto, la convergencia tanto uniforme como geométrica, se dará en

cualquier compacto K de C\{0}.

2.4 Cotas de error para las fórmulas de cuadratura

Las expresiones del error, que vienen dadas en las fórmulas (2.27) y (2.28), nos van a

permitir calcular cotas de error para las fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio

y para las fórmulas de cuadratura de Szegő, respectivamente. Al error en la fórmula

de cuadratura de tipo interpolatorio con n + 1 nodos, lo denotaremos por En+1(f) =

Iσ(f) − In+1(f) donde σ es, en general, una función compleja en [−π, π] y al error en la

fórmula de cuadratura de Szegő (también con n+1 nodos) por Ẽn+1(f) = Iω(f)− Ĩn+1(f),

donde ahora ω(θ) es una función peso en el intervalo [−π, π].

Se puede deducir fácilmente (recuérdese que supońıamos
∫ π

−π
|σ(θ)| dθ = 1) que:

|En+1(f)| = |Iω(f) − In+1(f)| ≤ max
x∈T

|f(x) −Rn(f, x)| = ‖f −Rn(f, .)‖
T
. (2.31)

Demostraremos ahora el siguiente Lema que vamos a necesitar después:

Lema 2.4.1. Sea Wn(t) =
∏n

j=1(t−xj,n) con xi,n 6= xj,n si i 6= j y |xj,n| = 1, j = 1, ..., n.

Definimos: CR = {z : |z| = R} y Cr = {z : |z| = r} con 0 < r < 1 < R. Entonces,

a)
∫

CR

|dt|
|Wn(t)|2 = 2π

R2n−1

∑n
j=1

xn−1
j,n

W
′

n(xj,n)Wn(
xj,n

R2 )

b)
∫

Cr

|dt|
|Wn(t)|2 = 2π

r

∑n
j=1

xn−1
j,n

W
′

n(xj,n)Wn(xj,nr2)

Demostración: Sólo probaremos a) ya que b) se demuestra de forma similar.
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Sea I =
∫

CR

|dt|
|Wn(t)|2 . Entonces, para todo t ∈ CR, dado que t = Reiθ, resultará

|Wn(t)|2 = (t− x1)...(t− xn)(R2

t
− 1

x1
)...(R2

t
− 1

xn
)

=
Wn(t)(−1)nWn( t

R2 )R2n

tnx1...xn
.

Como Wn(0) = (−1)nx1...xn, se tiene, |Wn(t)|2 =
R2nWn(t)Wn( t

R2 )

tnWn(0)
. Por tanto,

I = R
i

∫
CR

dt
t|Wn(t)|2 = Wn(0)

iR2n−1

∫
CR

tn−1dt
Wn(t)Wn( t

R2 )
entonces, I = 2πWn(0)

R2n−1

∑n
j=1Res(t = xj,n).

Ahora bien, Res(t = xj,n) = limt→xj,n

(t−xj,n)tn−1

Wn(t)Wn( t
R2 )

=
xn−1

j,n

W
′

n(xj,n)Wn(
xj,n

R2 )
. �

Teorema 2.4.2. Sea f(z) una función anaĺıtica en el anillo:

B = {z : r < |z| < R; 0 < r < 1 < R}

Sea In+1(f) =
∑n+1

j=1 Ajf(xj,n) una fórmula de cuadratura con n+ 1 nodos distintos sobre

T y exacta en Λ−p,q (p+ q = n). Sea Wn+1(x) = (x− x1)...(x− xn+1). Entonces,

|En+1(f)| ≤ M(f) ‖Wn+1‖T

(
(

1
R

)n−p 1
R−1

(∑n+1
j=1

xn
j,n

W
′

n+1(xj,n)Wn+1(
xj,n

R2 )

)1/2

+

+ rp 1
1−r

(∑n+1
j=1

xn
j,n

W
′

n+1(xj,n)Wn+1(xj,nr2)

)1/2
) (2.32)

donde M(f) = maxx∈C |f(x)| y ‖Wn+1‖T
= maxx∈T |Wn+1(x)| , siendo C la frontera de B.

Demostración: Dado que, C = ∂B = Cr

⋃
CR, entonces, para todo x ∈ T, podemos

escribir ([52, p. 50]) f(x)−Rn(f, x) = Wn+1(x)
xp2πi

∫
C

tpf(t)dt
Wn+1(t)(t−x)

siendo Rn(f, .) el L-polinomio

en Λ−p,q, (p+ q = n) que interpola a f en los nodos xj,n; j = 1, ..., n + 1. Aśı pues, para

todo x ∈ T,

|f(x) −Rn(f, x)| ≤ ‖Wn+1‖T

2π

∣∣∣
∫

C
tpf(t)dt

Wn+1(t)(t−x)

∣∣∣

≤ ‖Wn+1‖T

2π

(∫
CR

|tpf(t)||dt|
|Wn+1(t)||t−x| +

∫
Cr

|tpf(t)||dt|
|Wn+1(t)||t−x|

)

≤ M(f)‖Wn+1‖T

2π

(
Rp

R−1

∫
CR

|dt|
|Wn+1(t)| + rp

1−r

∫
Cr

|dt|
|Wn+1(t)|

)
.

(2.33)

Por otro lado, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

∫

CR

|dt|
|Wn+1(t)|

≤
(∫

CR

|dt|
|Wn+1(t)|2

)1/2(∫

CR

|dt|
)1/2

=
√

2πR

√∫

CR

|dt|
|Wn+1(t)|2

.
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De forma similar se tiene que:
∫

Cr

|dt|
|Wn+1(t)| ≤

√
2πr
√∫

Cr

|dt|
|Wn+1(t)|2 . De (2.33) y Lema 2.4.1

se puede deducir, para todo x ∈ T, que

|f(x) −Rn(f, x)| ≤ M(f) ‖Wn+1‖T

(
(

1
R

)n−p 1
R−1

(∑n+1
j=1

xn
j,n

W
′

n+1(xj,n)Wn+1(
xj,n

R2 )

)1/2

+

+ rp 1
1−r

(∑n+1
j=1

xn
j,n

W
′

n+1(xj,n)Wn+1(xj,nr2)

)1/2
)
.

Finalmente, por (2.31) se tiene lo que queŕıamos. �

Si f es anaĺıtica en {z : |z| < R; R > 1} y continua en CR = {z : |z| = R}, entonces

podemos hacer en (2.32) tender r a cero y se tiene el siguiente

Corolario 2.4.3. Sea In+1(f) =
∑n+1

j=1 Ajf(xj,n) una fórmula de cuadratura con n + 1

nodos distintos sobre T y exacta en Λ−p,q (p+ q = n). Sea f(z) una función anaĺıtica en

{z : |z| < R; R > 1} y continua en CR = {z : |z| = R}. Entonces:

|En+1(f)| ≤M(f) ‖Wn+1‖T

(
1

R

)n−p
1

R− 1

(
n+1∑

j=1

xn
j,n

W
′

n+1(xj,n)Wn+1(
xj,n

R2 )

)1/2

donde M(f) = maxx∈CR
|f(x)| .

Análogamente, si ahora f es anaĺıtica en {z : |z| > r; 0 < r < 1} y continua en

Cr = {z : |z| = r}, tomando R, en (2.32), suficientemente grande, se tiene:

Corolario 2.4.4. Sea In+1(f) =
∑n+1

j=1 Ajf(xj,n) una fórmula de cuadratura con n + 1

nodos distintos sobre T y exacta en Λ−p,q (p+ q = n). Sea f(z) una función anaĺıtica en

{z : |z| > r; 0 < r < 1} y continua en Cr = {z : |z| = r}. Entonces

|En+1(f)| ≤M(f) ‖Wn+1‖T
rp 1

1 − r

(
n+1∑

j=1

xn
j,n

W
′

n+1(xj,n)Wn+1(xj,nr2)

)1/2

con M(f) = maxx∈Cr |f(x)| .

Observación 2.4.5. Téngase en cuenta que, a partir de (n + 1) nodos distintos en T,

hemos obtenido una cota superior para |En+1(f)| . Esto es, por el Teorema 2.4.2 podemos
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escribir,

|En+1(f)| ≤M(f) ‖Wn+1‖T
(λn + γn)

donde el factor ‖Wn+1‖T
(λn + γn) depende de la elección de los nodos {xj,n}n+1

j=1 . La si-

guiente pregunta surge entonces de inmediato: ¿Cuándo se puede afirmar que

limn→∞ ‖Wn+1‖T
(λn + γn) = 0? Hay que tener en cuenta que tal sucesión depende ex-

clusivamente de los polinomios {Qn} y de los radios r y R. Ahora bien, si ϕn(z) es

el n−ésimo polinomio ortonormal con respecto a una función peso ω(θ) en el inter-

valo [−π, π] y si tomamos como nodos {xj}n+1
j=1 los ceros del polinomio para-ortogonal

χn+1(z) = ϕn(z) + τϕ∗
n(z), (|τ | = 1), entonces, se puede probar el siguiente resultado:

Corolario 2.4.6. Bajo las mismas condiciones del Teorema 2.3.5 se tiene que

lim sup
n→∞

|En+1(f)|
1

n+1 ≤ max

{
rs,

(
1

R

)1−s
}

= λ < 1,

es decir, En+1(f) converge a cero con velocidad geométrica.

Para los interpolantes de tipo quasi-Hermite se tiene, por (2.28), el Lema 2.4.1 y,

procediendo de igual forma que en la demostración del Teorema 2.4.2, el siguiente

Teorema 2.4.7. En las condiciones anteriores, sea f(z) una función anaĺıtica en el anillo

B = {z : r < |z| < R; 0 < r < 1 < R}, entonces:

∣∣∣Ẽn+1(f)
∣∣∣ =

∣∣∣Iω(f) − Ĩn+1(f)
∣∣∣

≤ ‖Sn+1‖T
M(f)

((
R+1
R−1

)
1

Rn+1

∑n+1
j=1

xn
j,n

W
′

n+1(xj,n)Wn+1(
xj,n

R2 )
+

+
(

r+1
1−r

)
rn−1

∑n+1
j=1

xn
j,n

W
′

n+1(xj,n)Wn+1(xj,nr2)

)

donde Sn+1(z) =
W 2

n+1(z)

z−x1
; y M(f) = supz∈C |f(z)| , C = CR

⋃
Cr.

Corolario 2.4.8. Bajo las condiciones del Teorema 2.4.7, se puede ver que

lim sup
n→∞

∣∣∣Ẽn+1(f)
∣∣∣

1
n+1 ≤ max

{
r,

1

R

}
< 1.
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Ejemplos

Sean xj,n las (n + 1) ráıces de τ ∈ T, es decir, xn+1
j,n = τ, j = 1, ..., n + 1. Entonces:

Qn+1(x) = xn+1 − τ y por tanto Sn+1(z) = (zn+1 − τ)(zn + x1z
n−1 + ... + xn−1

1 z + xn
1 ).

Como ‖Qn+1‖T
= 2, se tiene que ‖Sn+1‖T

≤ 2(n+ 1). Por otro lado,

0 <
n+1∑

j=1

xn
j,n

Q
′

n+1(xj,n)Qn+1(
xj,n

R2 )
=

1

n+ 1

n+1∑

j=1

1
xn+1

j,n

R2n+2 − τ
=

1

1 − 1
R2n+2

.

De la misma manera:

0 <
n+1∑

j=1

xn
j,n

Q
′

n+1(xj,n)Qn+1(xj,nr2)
=

1

1 − r2n+2
.

Aśı pues, si In+1 =
∑n+1

j=1 Ajf(xj,n) denota la fórmula de cuadratura de tipo interpo-

latorio en Λ−p,q, (p + q = n) basada en las (n + 1) ráıces de τ ; τ ∈ T, del Teorema 2.4.2

y Corolario 2.4.3 deducimos las siguientes estimaciones del error:

|En+1(f)| = |Iσ(f) − In+1(f)|

≤ 2M(f)

((
1
R

)q 1
R−1

(
1

1− 1
R2n+2

)1/2

+ rp 1
1−r

(
1

1−r2n+2

)1/2
) (2.34)

|En+1(f)| = |Iσ(f) − In+1(f)| ≤ 2M(f)

(
1

R

)q
1

R− 1

(
1

1 − 1
R2n+2

)1/2

(2.35)

siendo σ(θ) cualquier función L1−integrable en [−π, π] tal que
∫ π

−π
|σ(θ)| dθ = 1.

Por otro lado, teniendo en cuenta que el polinomio Qn+1(x) = xn+1 − τ, τ ∈ T es

para-ortogonal respecto a la medida normalizada de Lebesgue, podemos deducir para la

correspondiente (n+1)−ésima fórmula de cuadratura de Szegő, la siguiente acotación del

error:
∣∣∣Ẽn+1(f)

∣∣∣ =
∣∣∣Iω(f) − Ĩn+1(f)

∣∣∣

≤ 2(n+ 1)M(f)
((

R+1
R−1

)
1

Rn+1

(
1

1− 1
R2n+2

)
+
(

r+1
1−r

)
rn−1

(
1

1−r2n+2

))
.

(2.36)

Análogamente se tiene, por los Corolarios 2.4.3 y 2.4.4

∣∣∣Ẽn+1(f)
∣∣∣ =

∣∣∣Iω(f) − Ĩn+1(f)
∣∣∣ ≤ 2(n+ 1)M(f)

(
R + 1

R− 1

)
1

Rn+1

(
1

1 − 1
R2n+2

)
. (2.37)
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∣∣∣Ẽn+1(f)
∣∣∣ =

∣∣∣Iω(f) − Ĩn+1(f)
∣∣∣ ≤ 2(n+ 1)M(f)

(
r + 1

1 − r

)
rn−1

(
1

1 − r2n+2

)
. (2.38)

A continuación vamos a tomar las funciones:

f1(z) =
sen( 1

z
)

z−0.5
, f2(z) = sen(z)

4−z
y f3(z) = sen(z)

(4−z)(z−0.5)
.

Con carácter ilustrativo hemos calculado (2.36), (2.37) y (2.38) (ver Tablas 1,2,3 respecti-

vamente) para varios valores de n, r y R. Hemos calculado también (2.35) para la función

f2(z) anteriormente definida con R = 3.8, tomando n=10 y distintos valores de p. Los

resultados se muestran en la Tabla 4. Como puede observarse de las Tablas 2 y 4, la cota

(2.37) es peor que la dada en (2.35) debido al factor 2(n+ 1).

Tabla 1 (para f3)

R=3.8,r=0.55 cotas

n=30 1.9561E-05

n=35 1.14326E-06

n=40 6.55299E-08

n=45 3.70022E-09

n=50 2.06468E-10

Tabla 2 (para f2)

R=3.8 cotas

n=10 6.79759E-05

n=15 1.24785E-07

n=20 2.06702E-10

n=25 3.22984E-13

n=30 4.86017E-16

Tabla 3 (para f1)

r=0.55 cotas

n=30 3.0288E-05

n=35 1.77021E-06

n=40 1.01466E-07

n=45 5.72937E-09

n=50 3.19692E-10
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Tabla 4 (para f2)

R=3.8,n=10 cotas

p=0 4.892202821E-06

p=1 1.859037072E-05

p=2 7.064340874E-05

p=3 2.684449532E-04

p=4 1.020090822E-04

p=5 3.876345124E-03

p=6 1.473011147E-02

p=7 5.597442359E-02

p=8 2.127028097E-01

p=9 8.082706767E-01

p=10 3.071428571

Como se puede observar en la Tabla 4, el mejor resultado se obtiene para p = 0. Pero

es que si p = 0 el subespacio de Laurent Λ−p,q coincide con el subespacio Pq de polinomios

de grado a lo sumo q = n − 1 y sabemos que, como la función f2(z) es anaĺıtica en un

disco, se puede aproximar uniformemente por polinomios.



Caṕıtulo 3

Algunos resultados sobre fórmulas

de Szegő

3.1 Introducción

Las fórmulas de cuadratura de Szegő, como ya hemos mencionado en el Caṕıtulo anterior,

fueron introducidas por Jones et al. en [30] con el objetivo de aproximar integrales sobre

la circunferencia unidad del tipo

∫ π

−π

f(eiθ)ω(θ)dθ. (3.1)

De esta forma, si In(f) =
∑n

j=1 λjf(ξj) representa la n−ésima fórmula de Szegő, entonces

los coeficientes {λj}n
j=1 son todos positivos y los nodos {ξj}n

j=1 son los ceros del n−ésimo

polinomio para-ortogonal Bn(z, τ), (|τ | = 1) con respecto a ω(θ), que se sabe son distintos

y están sobre T. Además, tal fórmula de cuadratura es exacta en Λ−(n−1),n−1 siendo éste

su dominio máximo de validez.

En este Caṕıtulo estudiaremos algunas propiedades y aplicaciones de tales fórmulas.

Aśı pues, en la Sección 2 daremos algunos resultados sobre los polinomios para-ortogonales

65
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Bn(z, τ), (|τ | = 1) que nos van a permitir reducir el coste computacional de los mismos

y, en términos de la Teoŕıa del Potencial, demostraremos que el polinomio ortogonal

Φn(z) = zn respecto a la medida de Lebesgue y su correspondiente polinomio para-

ortogonal Bn(z, τ) = zn + τ, (|τ | = 1) son respectivamente, el polinomio de Chebyhev y

el de Chebyshev modificado para el compacto T. Finalmente, probaremos de forma más

sencilla, un resultado clásico haciendo uso de las fórmulas de Szegő.

En la Sección 3 y con carácter ilustrativo, calcularemos los coeficientes de la fórmula

de cuadratura de Szegő para varias familias de funciones peso. En el siguiente Caṕıtulo

haremos un estudio exhaustivo de las fórmulas de Szegő para las llamadas funciones peso

de Chebyshev, donde calcularemos los coeficientes y nodos de forma expĺıcita, aśı como

cotas superiores del error.

En la cuarta Sección veremos que existe una conexión entre las fórmulas de tipo Gauss

para el intervalo [−1, 1], que aproximan integrales de la forma Jµ(F ) =
∫ 1

−1
F (x)µ(x)dx,

y las fórmulas de cuadratura de Szegő que aproximan integrales, ahora de la forma dada

por (3.1) cuando las funciones peso µ(x) y ω(θ) se relacionan mediante la fórmula (1.9).

Obtendremos además relaciones ya conocidas entre los polinomios ortogonales respecto a

µ(x) y ω(θ) respectivamente utilizando dicha conexión. Las fórmulas de cuadratura sobre

[−1, 1] que vamos a considerar son las Gaussianas, las de Gauss- Lobatto y las de Gauss-

Radau que, como veremos, se deducen a partir de las de Szegő.

3.2 Preliminares

Como hemos mencionado en la Introducción, los nodos en las fórmulas de cuadratura de

Szegő son los ceros del n−ésimo polinomio para-ortogonal Bn(z, τ) = Φn(z) + τΦ∗
n(z),

|τ | = 1 con respecto a la función peso ω(θ), donde Φn(z) representa el n−ésimo polinomio

ortogonal o polinomio de Szegő respecto a ω(θ). Por tanto, el cómputo de los polinomios
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para-ortogonales Bn(z, τ) está ı́ntimamente relacionado con el cálculo de los polinomios de

Szegő Φn. Como ya hemos dicho en el Caṕıtulo 1, se conocen pocas expresiones expĺıcitas

de estos polinomios ortogonales y en general se calculan haciendo uso del algoritmo de

Levinson (ver fórmula (1.13)).

Seguidamente, y con carácter ilustrativo, daremos algunos ejemplos de polinomios

ortogonales y para-ortogonales respecto a ciertas funciones peso e ilustraremos la dis-

tribución de sus ceros en las Figuras 1-5.

Ejemplo 2.1: (Medida de Poisson) Tomemos la función peso ω(θ) = 1−r2

2π(1−2 cos θ+r2)
,

0 < r < 1. Como ω(θ) es una modificación racional de la medida de Lebesgue, los

polinomios de Szegő vienen dados por Φn(z) = zn−1(z − r) y por tanto

Bn(z, τ) = zn − rzn−1 + τ(1 − rz), (|τ | = 1).

Los ceros de los polinomios para-ortogonales se muestran en el siguiente gráfico para

diferentes valores del parámetro r y tomando siempre τ = 1 :

Figura 1
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Ejemplo 2.2: Consideremos ahora la función peso ω(θ) = sen2θ
2π

.

En este caso, los polinomios de Szegő se pueden computar recursivamente por el al-

goritmo de Levinson. Sin embargo, teniendo en cuenta las relaciones de recurrencia,

sólo necesitaremos calcular los polinomios de grado par, ya que en este caso, los poli-

nomios ortogonales verifican Φ2n−1(z) = zΦ2n−2(z). Para los rećıprocos se tiene que:

Φ∗
2n−1(z) = Φ∗

2n−2(z).

Los ceros de Φn(z) y Φ∗
n(z) para n = 4, 6, 8 se pueden ver en la siguiente Figura:

Figura 2

Para los correspondientes polinomios para-ortogonales de grado n = 4, 6, 8 y tomando

τ = 1 se tiene:



3.2. Preliminares 69

Figura 3

Ejemplo 2.3: Finalmente para la función peso ω(θ) = 1+cos θ
2π

, los ceros de Φn(z) y

Φ∗
n(z) para n = 5, 6, 7 se muestran en la Figura 4

Figura 4

y los ceros de los correspondientes polinomios para-ortogonales, ahora con τ = −i, para

n = 5, 6, 7 en la Figura 5
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Figura 5

A continuación veremos que el coste computacional para el cálculo de los polinomios

Bn(z, τ) se puede reducir fijando un punto ξ sobre T y eligiendo convenientemente el valor

del parámetro τ (en función de ξ). En efecto, se tiene la siguiente

Proposición 3.2.1. Si ξ es un cero de Bn(z, τn), entonces Bn(z, τn) = (z−ξ)Un−1(z, γn),

donde {Un−1(z, γn)} es para-ortogonal y γn−invariante con respecto a ϕ donde ϕ(θ) =

|eiθ − ξ|2ω(θ), y γn = −ξτn.

Demostración: Tenemos que

(Un−1(z, γn), zk)ϕ =
∫ π

−π
Un−1(e

iθ, γn)e−ikθ|eiθ − ξ|2ω(θ)dθ

=
∫ π

−π
Bn(eiθ, τn)e−ikθ(eiθ − ξ)ω(θ)dθ

= ξ−1
∫ π

−π
Bn(eiθ, τn)e−i(k+1)θ(ξ − eiθ)ω(θ)dθ

=
∫ π

−π
Bn(eiθ, τn)e−i(k+1)θω(θ)dθ − ξ−1

∫ π

−π
Bn(eiθ, τn)e−ikθω(θ)dθ.

(3.2)

Por tanto, como Bn(z, τn) es para-ortogonal, por (3.2) se tiene que:

(Un−1(z, γn), zk)ϕ = 0, si 1 ≤ k ≤ n− 2

(Un−1(z, γn), 1)ϕ = −ξ−1(Bn(z, τn), 1)ω 6= 0

(Un−1(z, γn), zn−1)ϕ = (Bn(z, τn), zn)ω 6= 0.

(3.3)
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Ahora bien, {Bn(z, τn)} es una sucesión de polinomios τn−invariantes y, por tanto,

B∗
n(z, τn) = τnBn(z, τn). Aśı pues, por un lado, tenemos

B∗
n(z, τn) = znBn(1/z, τn) = zn(1

z
− ξ)Un−1(

1
z
, γn)

= ξ−z
ξ
U∗

n−1(z, γn)
(3.4)

y, por otro,

τnBn(z, τn) = τn(z − ξ)Un−1(z, γn). (3.5)

Entonces

U∗
n−1(z, τn) = (−ξτn)Un−1(z, γn). (3.6)

En consecuencia, queda probado que Un−1(z, γn) es para-ortogonal y γn−invariante

con respecto a ϕ, donde γn = −ξτn y podemos escribir

Un−1(z, γn) = Φ̃n−1(z) + γnΦ̃∗
n−1(z) (3.7)

donde Φ̃n−1 es el n−ésimo polinomio de Szegő con respecto a ϕ. �

Observación 3.2.2. Si

ck =

∫ π

−π

e−ikθω(θ)dθ, k ∈ Z

son los momentos asociados a ω y

bk =

∫ π

−π

e−ikθϕ(θ)dθ, k ∈ Z

los asociados a ϕ, entonces es fácil comprobar que se verifica la siguiente relación entre

ambas familias de momentos:

bk = 2ck −
1

ξ
ck−1 − ξck+1.

Ahora veremos que cualquier complejo ξ sobre T es cero de algún polinomio para-

ortogonal. En efecto, vale la siguiente



72 Caṕıtulo 3. Algunos resultados sobre fórmulas de Szegő

Proposición 3.2.3. Sea ξ un número complejo sobre T, entonces podemos encontrar τn

(en función de ξ) tal que ξ es un cero de Bn(z, τn).

Demostración: Como Bn(z, τn) = Φn(z) + τnΦ∗
n(z) entonces

Bn(ξ, τn) = 0 sii τn = −Φn(ξ)

Φ∗
n(ξ)

pero ya que |ξ| = 1, Φ∗
n(ξ) = ξnΦn(1/ξ) = ξnΦn(ξ) por tanto τn = − Φn(ξ)

ξnΦn(ξ)
. Téngase en

cuenta que Φn(ξ) 6= 0 ya que los ceros de Φn están en D. �

Observación 3.2.4. Una vez que ξ ∈ T ha sido fijado en la Proposición 3.2.3 como cero

de Bn(z, τn), con el fin de calcular este polinomio, será suficiente computar recursivamente

Un−1(z, γn), que es un polinomio de grado n− 1, por el algoritmo de Levinson.

En la Proposición 3.2.3 cuando tomamos ξ = 1 se puede determinar una fórmula de

cuadratura de Szegő de forma que uno de los extremos del intervalo de integración sea

nodo en la fórmula de cuadratura.

Por tanto, se puede ver que la dependencia de las fórmulas de cuadratura de Szegő con

respecto al parámetro τ nos permite fijar uno de los nodos y la fórmula sigue teniendo el

máximo dominio de validez Λ−(n−1),n−1.

Estas ideas están ı́ntimamente relacionadas con el problema de construir fórmulas de

cuadratura con el máximo grado de precisión con nodos prefijados en intervalos [a, b] de

la recta real. Las dos reglas más comunes de este tipo, son las conocidas fórmulas de

Radau y de Lobatto. En la próxima Sección veremos que existe una conexión entre las

fórmulas de Szegő sobre la circunferencia unidad y las fórmulas de Gauss, Gauss-Radau

y Gauss-Lobatto sobre el intervalo [−1, 1].

Observación 3.2.5. Por las fórmulas de recurrencia en las que se basa el algoritmo

de Levinson ([6]), podemos deducir que si los coeficientes de reflexión δn := Φn(0) son
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reales entonces Φn(z) tiene coeficientes reales. Si tomamos ξ = 1 en la Proposición 3.2.3,

para τn se tiene τn = −Φn(1)

Φn(1)
= −1 para cada n = 1, 2, ... También obtenemos la misma

conclusión si la sucesión de momentos {ck}+∞
−∞ es real. Por tanto, seŕıa conveniente buscar

condiciones suficientes para que la sucesión {ck}+∞
−∞ sea real.

En primer lugar, sabemos que

ck =

∫ π

−π

e−ikθω(θ)dθ =

∫ π

−π

ω(θ) cos kθdθ − i

∫ π

−π

ω(θ)senkθdθ, k ∈ Z.

Entonces, si suponemos que ω satisface ω(θ) = −ω(2π − θ), se tiene

∫ π

−π

ω(θ)senkθdθ = 0, k ∈ Z,

y la sucesión {ck}+∞
−∞ es real.

Supongamos ahora que µ es una función peso positiva en el intervalo [−1, 1]. Entonces

podemos definir una medida ω en [−π, π] de la siguiente manera:

ω(θ) = µ(cos θ) |senθ| (3.8)

y como ya hemos visto en el Caṕıtulo anterior, la correspondiente sucesión de momentos

{ck}+∞
−∞ es real.

Por otro lado, la fórmula (3.8) nos va a permitir motivar y extender a la circunferencia

unidad, ciertas propiedades que se dan para los polinomios ortogonales en el intervalo

[−1, 1] del eje real. Aśı pues, sabemos que si µ(x) = 1√
1−x2 , el correspondiente polinomio

ortogonal de grado n respecto de µ es el n−ésimo polinomio de Chebyshev de primera

especie Tn(x) = 1
2n−1 cos(n arccos x) el cual satisface la siguiente propiedad: ([34, p. 28])

‖Tn‖[−1,1] := max
x∈[−1,1]

|Tn(x)| ≤ ‖P‖[−1,1] (3.9)

siendo P un polinomio mónico arbitrario de grado n.
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Para µ(x) = 1√
1−x2 y por la fórmula (3.8), la correspondiente función peso en T es

la medida de Lebesgue para la cual sabemos que Φn(z) = zn es el n−ésimo polinomio

mónico de Szegő. Escribiendo: T̃n(z) = zn se tiene el siguiente resultado análogo a la

fórmula (3.9) :

Teorema 3.2.6. El polinomio T̃n(z) = zn, con n ≥ 1, es el único que satisface

‖T̃n‖T = max
z∈T

|T̃n(z)| ≤ ‖P‖T

para todo polinomio mónico P de grado n.

Demostración: Sea Pn(z) un polinomio mónico de grado n. Entonces podemos escribir

Pn(z) = zn + an,n−1z
n−1 + ...+ an,1z + an,0, an,j ∈ C, j = 0, ..., n− 1.

Como ‖T̃n‖T = 1 veremos que ‖Pn‖T ≥ 1. Supongamos que a0 6= 0, caso contrario se

tendŕıa:

Pn(z) = z(zn−1 + ...+ an,1)

y haŕıamos todo el análisis para el polinomio Qn(z) = zn−1 + ...+ an,1.

Existen dos posibilidades para an,0:

Si |an,0| ≥ 1 entonces, por el Teorema del Módulo Máximo

‖Pn‖T = max
z∈T

|Pn(z)| > |Pn(0)| = |an,0| ≥ 1.

Supongamos ahora que 0 < |an,0| < 1, entonces podemos escribir

Pn(z) = an,0z
n

(
1

an,0

+
an,n−1

an,0z
+ ...+

an,1

an,0zn−1
+

1

zn

)
.

Por tanto, para todo z ∈ T

|Pn(z)| = |an,0|
∣∣∣∣

1

an,0

+
an,n−1

an,0z
+ ...+

an,1

an,0zn−1
+

1

zn

∣∣∣∣
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y

max
z∈T

|Pn(z)| = |an,0|max
z∈T

∣∣∣∣
1

an,0

+
an,n−1

an,0z
+ ...+

an,1

an,0zn−1
+

1

zn

∣∣∣∣ .

Si Q(w) = 1
an,0

+ an,n−1w

an,0
+ ... + an,1wn−1

an,0
+ wn y haciendo uso otra vez del Teorema del

Módulo Máximo, se tiene,

max
z∈T

|Pn(z)| = |an,0|max
w∈T

|Q(w)| = |an,0|max
|w|≤1

|Q(w)| > |an,0||Q(0)| =
|an,0|
|an,0|

= 1.

Demostremos ahora la unicidad:

Sea Pn(z) un polinomio mónico de grado n tal que

Pn(z) = zn +an,n−1z
n−1 + ...+an,1z+an,0 an,j ∈ C, an,j 6= 0 para algún j = 0, ..., n− 1.

Dado que ‖Pn‖T ≥ 1, tenemos que ver que ‖Pn‖T > 1. Por tanto, supongamos que

‖Pn‖T = 1. Sin pérdida de generalidad, podemos también suponer que an,0 6= 0 y tenemos

1 = max
z∈T

|Pn(z)| = |an,0|max
w∈T

|Q(w)| = |an,0|max
|w|≤1

|Q(w)| > |an,0||Q(0)| =
|an,0|
|an,0|

= 1.

lo cual es una contradicción. �

Por otro lado, un resultado similar al dado en el Teorema 3.2.6 se puede obtener para

el correspondiente polinomio para-ortogonal respecto a la medida de Lebesgue. En efecto,

se tiene el siguiente

Teorema 3.2.7. Sea P (z) un polinomio mónico de grado n con todos sus ceros sobre T,

es decir,

P (z) =
n∏

j=1

(z − αj), |αj| = 1 j = 1, ..., n.

Entonces ‖P‖T = maxz∈T |P (z)| ≥ 2. Además, si ‖P‖T = 2 entonces el polinomio P es

de la forma P (z) = zn + τn, siendo τn un número complejo de módulo uno.

Demostración: Supongamos que ‖P‖T = maxz∈T |P (z)| = r < 2. Podemos escribir

P (z) = zn + an−1z
n−1 + ...+ a1z + a0
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y entonces se tiene que

a0 = (−1)n

n∏

j=1

αj siendo |a0| = 1.

Definamos ahora, Q(z) = −2zn entonces |Q(z)| = 2 para todo z ∈ T. Como |P (z)| <

|Q(z)| para todo z ∈ T, por el Teorema de Rouché, (ver [16, p. 125]), podemos concluir

que el polinomio S(z) = P (z) +Q(z) tiene n ceros en D.

Ahora bien, S(z) = −zn + an−1z
n−1 + ... + a1z + a0. Sean γ1, ..., γn los n ceros de S,

entonces

−S(z) =
n∏

j=1

(z − γj) = zn + ...+ (−1)n

n∏

j=1

γj, |γj| < 1, j = 1, ..., n.

Por otro lado, como S(0) = a0, se tiene que (−1)n+1
∏n

j=1 γj = a0 y, por tanto,

∏n
j=1 |γj| = |a0| < 1 lo cual es una contradicción.

Supongamos que ‖P‖T = maxz∈T |P (z)| = 2. Sabemos que |a0| = 1. Supongamos, en

primer lugar, que a0 = 1, entonces

P (z) = zn + 1 + q(z)

donde q es un polinomio de grado a lo sumo n− 1 y q(0) = 0.

Sea q(z) =
∑n−1

j=1 qjz
j. Si tomamos ξ = e

2πi
n y si consideramos ξk para k = 0, ..., n− 1

tenemos que:

P (ξk) = 2 + q(ξk) = 2 + <(q(ξk)) + i=(q(ξk)) k = 0, ..., n− 1.

Entonces,

<(q(ξk)) = <(P (ξk)) − 2 ≤ |P (ξk)| − 2 ≤ 0.

Por tanto, <(q(ξk)) ≤ 0 k = 0, ..., n− 1.

Por otro lado,
n−1∑

k=0

q(ξk) =
n−1∑

k=0

n−1∑

j=0

qjξ
kj =

n−1∑

j=0

qj

n−1∑

k=0

(ξj)k.
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Pero,
n−1∑

k=0

(ξj)k =
ξ(n−1)jξj − 1

ξj − 1
= 0.

Entonces
∑n−1

k=0 <(q(ξk)) = 0 y como consecuencia <(q(ξk)) = 0, k = 0, ..., n− 1.

Ahora podemos escribir

P (ξk) = 2 + i=(P (ξk), k = 0, ..., n− 1.

Por tanto

|P (ξk)| =
√

4 + (=(P (ξk)))2 ≤ 2.

Entonces, (=(P (ξk)))2 ≤ 0 y =(P (ξk) = 0 k = 0, ..., n − 1, por lo que q(ξk) = 0, k =

0, ..., n− 1. Como q es un polinomio de grado n− 1 y como ξj 6= ξk si j 6= k, se tiene que

q ≡ 0 como queŕıamos demostrar

Supongamos ahora que a0 6= 1, entonces

Pn(z) = a0

(
zn

a0

+
an−1

a0

zn−1 + ...+
a1

a0

z + 1

)
.

Sea α una ráız n−ésima de a0, es decir, αn = a0, entonces

Pn(z) = a0

(( z
α

)n

+
an−1

α

( z
α

)n−1

+ ...+
a1

αn−1

( z
α

)
+ 1

)
.

Tomando x = z
α

y bj =
aj

αn−j j = 1, ..., n, se tiene

P (z) = a0

(
xn + bn−1x

n−1 + ...+ b1x+ 1
)

= a0P̃ (x).

Observar que cuando z ∈ T, entonces x ∈ T y por tanto

‖P‖T = ‖P̃‖T = 2.

Ahora podremos trabajar con el polinomio P̃ (z) = zn + bn−1z
n−1 + ...+ b1z + 1.

Hemos visto que bj = 0 j = 1, ..., n− 1 por lo que aj = 0 j = 1, ..., n− 1.
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Finalmente, se tiene que

P (z) = a0

(
zn

a0

+ 1

)
= zn + a0.

�

Observación 3.2.8. En realidad, el Teorema 3.2.7 es ya conocido. Se puede ver en [46,

p. 353, Teorema 2]. Sin embargo, aqúı hemos incluido una demostración que conside-

ramos más sencilla que la dada en dicha referencia.

Los Teoremas 3.2.6 y 3.2.7 guardan relación con algunos conceptos elementales de

la Teoŕıa del Potencial. Con el fin de establecer dicha relación, definiremos, para todo

compacto E de C :

∆n(E) := max
z1,...zn∈E

∏

1 ≤ i, j ≤ n

i 6= j

|zi − zj|.

A ∆n(E) se le denomina Diámetro transfinito. Entonces, la capacidad logaŕıtmica de E

se define de la siguiente manera: (ver por ejemplo [52], [4])

Cap(E) := lim
n→∞

(∆n(E))
1

n(n−1) .

Por otro lado, sea

Mn :=

{
p ∈ Pn : p(z) =

n∏

j=1

(z − zj), zj ∈ E

}

y definamos:

mn(E) := inf{‖p‖E : p ∈ Pn}

y

m̃n(E) := inf{‖p‖E : p ∈Mn}.
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Además, el ı́nfimo en tales definiciones es realmente un mı́nimo y los polinomios para

los que se alcanzan dichos mı́nimos, son los llamados polinomios de Chebyshev y los

polinomios de Chebyshev modificados para E respectivamente.

Por otro lado, los números

µ(E) := limn→∞(mn(E))
1
n y µ̃(E) := limn→∞(m̃n(E))

1
n

son, respectivamente, las llamadas constantes de Chebyshev y constantes modificadas de

Chebyshev asociadas a E, y se sabe que

Cap(E) = µ(E) = µ̃(E).

Supongamos que E = T. Entonces por Teorema 3.2.6,

mn(T) = inf{‖p‖T : p ∈ Pn} = ‖zn‖T = 1

y por el teorema 3.2.7,

m̃n(T) = inf{‖p‖T : p ∈Mn} = ‖zn + τn‖T = 2.

Entonces

µ(T) := limn→∞ 1
1
n = 1, µ̃(T) := limn→∞ 2

1
n = 1.

Por tanto, se concluye que

Cap(T) = µ(T) = µ̃(T) = 1.

En este sentido cabe recordar que Cap(E) = Cap(∂E) y que Cap(Dρ) = ρ, donde

Dρ = {z ∈ C : |z| < ρ}.

En resumen, hemos visto que el polinomio zn representa el polinomio de Chebyshev de

grado n para T mientras que zn + τn, τn ∈ T, es el polinomio de Chebyshev modificado

para T.
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Para finalizar esta Sección consideraremos algunas aplicaciones de las fórmulas de

Szegő. Se sabe, (ver [28]) que los coeficientes de la fórmula de cuadratura de Szegő

respecto a la medida normalizada de Lebesgue dθ
2π

vienen dados por λj = 1
n
, j = 1, . . . , n.

Entonces, se tiene el siguiente resultado:

Proposición 3.2.9. Sea f una función anaĺıtica en D y continua en T. Sea {τn} una

sucesión de números complejos sobre T y {ξj,n}n
j=1 las raices n−ésimas de τn, n = 1, 2, ...

Entonces,

lim
n→∞

1

n

n∑

j=1

f(ξj,n) = f(0).

Demostración: Por la fórmula integral de Cauchy, f(0) = 1
2πi

∫
T

f(z)
z
dz. Si z = eiθ

se tiene que f(0) =
∫ π

−π
f(eiθ) dθ

2π
. Haciendo uso de la convergencia de las fórmulas de

cuadratura de Szegő (ver [10]), podemos escribir

f(0) = lim
n→∞

n∑

j=1

λj,nf(ξj,n) = lim
n→∞

1

n

n∑

j=1

f(ξj,n).

�

Otra de las aplicaciones de las fórmulas de Szegő viene dada en la siguiente Proposición

en la que se obtiene directamente un resultado clásico que tiene que ver con la interpolación

de polinomios trigonométricos (ver por ejemplo [55]).

Proposición 3.2.10. Sea T (θ) un polinomio trigonométrico de grado n y θ1, θ2, ..., θ2n+1,

(2n+ 1) puntos equidistantes en el intervalo [−π, π). Entonces

∫ π

−π

|T (θ)|2dθ =
2n+1∑

k=1

|T (θk)|2∆θk, ∆θk =
2π

2n+ 1
.

Demostración: Consideremos las fórmulas de cuadratura de Szegő con (2n+ 1) nodos

para una función peso ω(θ) en [−π, π]. Entonces, si z = eiθ, podemos escribir

∫ π

−π

R(z)ω(θ)dθ =
2n+1∑

k=1

λ
(2n+1)
k R(ξ

(2n+1)
k ),
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para todo R ∈ Λ−2n,2n. Sean P,Q ∈ P2n. Si z = eiθ, tenemos

∫ π

−π

P (z)Q(z)ω(θ)dθ =
2n+1∑

k=1

λ
(2n+1)
k P (ξ

(2n+1)
k )Q(ξ

(2n+1)
k ).

En particular,

∫ π

−π

|P (z)|2ω(θ)dθ =
2n+1∑

k=1

λ
(2n+1)
k |P (ξ

(2n+1)
k )|2.

Como T (θ) es un polinomio trigonométrico de grado n, podemos escribir,

T (θ) =
n∑

j=0

(aj cos jθ + bjsenjθ) = z−nP (z), z = eiθ

siendo P (z) un polinomio de grado 2n. Por tanto, |T (θ)|2 = |P (z)|2. Tomando ω(θ) = 1
2π
,

se obtiene ∫ π

−π

|T (θ)|2dθ =
2n+1∑

k=1

|T (θk)|2∆θk, ∆θk =
2π

2n+ 1
.

�

3.3 Ejemplos ilustrativos

En esta Sección, y con carácter ilustrativo, calcularemos los coeficientes de la fórmula de

cuadratura de Szegő con respecto a las funciones peso de tipo Jacobi dadas por (1.12),

tomando en dicha fórmula p = α+ 1/2 y q = β + 1/2 con p y q dos enteros no negativos,

es decir,

ω(θ) = (1 + cos θ)p(1 − cos θ)q, p, q ∈ Z, p, q ≥ 0. (3.10)

Como hemos ya mencionado, el error en la fórmula de cuadratura de Szegő respecto a

una función peso ω, se puede escribir en términos de la diferencia entre la transformada

de Herglotz- Riesz y los aproximantes modificados para dicha función peso, es decir,

Fω(z) −Rn(z, τn).
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En este sentido computaremos dicha diferencia con respecto a las funciones tipo Jaco-

bi dadas por (3.10), aśı como para ciertas modificaciones racionales de la medida de

Lebesgue:

ω(θ) =
1

2π |h(eiθ)|2
(3.11)

donde h(z) =
∏k

j=1(z − αj) con |αj| < 1, 1 ≤ j ≤ k.

Para el caso particular en el que tengamos la medida de Lebesgue, ω(θ) = 1
2π
, de-

duciremos una cota superior para |Fω(z) − Rn(z, τn)| que compararemos con las cotas

dadas en [33]. Al propio tiempo utilizaremos dicha estimación para dar una cota superior

del error en la fórmula de Szegő respecto a la medida de Lebesgue y la compararemos con

el valor exacto para varios integrandos anaĺıticos.

Supongamos que ω viene dada por (3.10). Entonces si Bn(z, τn) es el n−ésimo poli-

nomio para-ortogonal respecto a dicha función peso y {ξj,n}n
j=1 son sus ceros, podemos

escribir

Bn(z, τn)

z − ξj,n
=

n−1∑

i=0

d
(j)
i zi (3.12)

donde d
(j)
i , i = 0, ..., n−1 se pueden calcular fácilmente utilizando el algoritmo de Horner.

Haciendo uso de la fórmula (1.30), tenemos que los coeficientes {λj,n}n
j=1 de la fórmula

de cuadratura de Szegő respecto a la función peso ω, vienen dados por:

λj,n =
1

B′

n(z, τn)

∫ π

−π

Bn(eiθ, τn)

eiθ − ξj,n

(1 − cos θ)p(1 + cos θ)q

2π
dθ j = 1, ..., n.

Sea x = eiθ entonces, podemos escribir

(1 − cos θ)p =

(
−(x2 − 2x+ 1)

2x

)p

= (−1)p (x− 1)2p

2pxp

y, de la misma forma,

(1 + cos θ)q =

(
(x2 + 2x+ 1)

2x

)q

=
(x+ 1)2q

2qxq
.
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Por tanto,

λj,n = 1
B

′

n(ξj,n,τn)

∫
T

Bn(x,τn)
x−ξj,n

(−1)p(x−1)2p(1+x)2q

2p+qxp+q+1 dx

= 1
B

′

n(ξj,n,τn)
1

2p+qRes(x = 0) j = 1, ..., n.

Sea

(−1)p(x− 1)2p =
∑2p

k=0(−1)p+k




2p

k


 xk y (1 + x)2q =

∑2q
j=0




2q

j


 xj.

Entonces,

(−1)p(x− 1)2p(1 + x)2q =
∑2p

k=0

∑2q
j=0(−1)p+k




2p

k







2q

j


 xj+k

=
∑2p+2q

i=0 bix
i,

donde

bi =
i∑

k=0

(−1)p+k




2p

k







2q

i− k


 i = 0, ..., 2p+ 2q.

Entonces, haciendo uso de (3.12), se tiene

(−1)p(x−1)2p(1+x)2qBn(x,τn)
xp+q+1(x−ξj,n)

= 1
xp+q+1

(∑2p+2q
j=0 bjx

j
)(∑n−1

i=0 d
(j)
i xi

)

= 1
xp+q+1

∑2p+2q+n−1
i=0 c

(j)
i xi,

donde

c
(j)
i =

i∑

k=0

bkd
(j)
i−k i = 0, ..., 2p+ 2q + n− 1. (3.13)

Por tanto,

Res(x = 0) = c
(j)
p+q =

p+q∑

k=0

bkd
(j)
p+q−k

y

λj,n =
c
(j)
p+q

2p+qB′

n(ξj,n, τn)
j = 1, ..., n.

En otra palabras, hemos probado la siguiente
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Proposición 3.3.1. Sea ω(θ) = (1−cos θ)p(1+cos θ)q

2π
, θ ∈ [0, 2π] una función peso con

p, q ≥ 0, p, q ∈ Z. Entonces, los correspondientes coeficientes {λj,n}n
j=1 de la fórmula

de cuadratura de Szegő vienen dados por

λj,n =
c
(j)
p+q

2p+qB′

n(ξj,n, τn)
j = 1, ..., n

donde Bn(z, τn) es el n−ésimo polinomio para-ortogonal con respecto a ω(θ), siendo

ξj,n j = 1, ..., n sus ceros y c
(j)
p+q como en (3.13).

Por otro lado, sabemos, por la fórmula (1.38), que el error en la fórmula de cuadratura

de Szegő con respecto a una función peso ω, se puede expresar en términos de la trans-

formada de Herglotz- Riesz Fω(z) y el aproximante modificado Rn(z, τ) = An(z,τ)
Bn(z,τ)

, |τ | = 1

donde Bn(z, τ) es el n−ésimo polinomio para-ortogonal con respecto a ω y An(z, τ) su

polinomio asociado. Además de dicha expresión del error, se puede deducir una cota

superior que viene dada por (ver fórmula (1.39)):

|En(f)| ≤ 1

4π

(
max{

∣∣∣∣
f(ξ)

ξ

∣∣∣∣ : ξ ∈ Γ}
)∫

Γ

|Fω(z) −Rn(z, τn)| |dz|.

Con el propósito de calcular la diferencia Fω(z) − Rn(z, τn), usaremos la siguiente

representación integral: (ver [28])

Fω(z) −Rn(z, τn) =
2zn

Bn(z, τn)

∫ π

−π

e−i(n−1)θBn(eiθ, τn)

eiθ − z
ω(θ)dθ, (3.14)

para varias elecciones de la función peso ω que se mostrarán en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3.1: Consideraremos, en primer lugar, las modificaciones racionales de la

medida de Lebesgue dada por (3.11).

En este caso, Bn(z, τn) = zn−kh(z) + τnh
∗(z) y por fórmula (3.14) se tiene que

Fω(z) −Rn(z, τn) = 2zn

Bn(z,τn)

∫ π

−π
e−i(n−1)θei(n−k)h(eiθ)

eiθ−z
dθ

2π|h(eiθ)|2

+ 2τnzn

Bn(z,τn)

∫ π

−π
e−i(n−1)θei(n−k)h∗(eiθ)

eiθ−z
dθ

2π|h(eiθ)|2 .
(3.15)
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Pero

h(eiθ)

|h(eiθ)|2 = (−1)keikθ

α1...αk
∏k

j=1(eiθ− 1
αj

)
y h∗(eiθ)

|h(eiθ)|2 = eikθ
∏k

j=1(eiθ−αj)
.

Por tanto,

Fω(z) −Rn(z, τn) = 2(−1)kzn

α1...αkBn(z,τn)
1
2π

∫ π

−π
eiθ

(eiθ−z)
∏k

j=1(eiθ− 1
αj

)
dθ

+ 2τnzn

Bn(z,τn)
1
2π

∫ π

−π
dθ

ei(n−k−1)θ(eiθ−z)
∏k

j=1(eiθ−αj)
.

(3.16)

Si x = eiθ entonces,

Fω(z) −Rn(z, τn) = 2(−1)kzn

α1...αkBn(z,τn)
1
2π

∫
T

dx

(x−z)
∏k

j=1(x− 1
αj

)
dθ

+ 2τnzn

Bn(z,τn)
1
2π

∫
T

dx

xn−k(x−z)
∏k

j=1(x−αj)
.

(3.17)

Si |z| < 1 entonces

Fω(z) −Rn(z, τn) = 2(−1)kzn

α1...αkBn(z,τn)
Res(x = z)

+ 2τnzn

Bn(z,τn)
(Res(x = 0) +Res(x = z) +

∑k
j=1Res(x = αj)).

(3.18)

Para la primera integral se tiene que Res(x = z) = (−1)kα1...αk

h∗(z)
. Para calcular el residuo

en x = 0 se tiene que

1
(x−z)(x−α1)...(x−αk)

= A0

x−z
+ A1

x−α1
+ ...+ Ak

x−αk

=
∑∞

j=0 −
(

A0

zj+1 + A1

αj+1
1

+ ...+ Ak

αj+1
k

)
xj.

Entonces

1

xn−k(x− z)
∏k

j=1(x− αj)
=

∞∑

j=0

−
(
A0

zj+1
+

A1

α1
j+1

+ ...+
Ak

αk
j+1

)
xj−n+k,

donde A0 = 1
h(z)

y Aj = 1
(αj−z)h′ (αj)

j = 1, ..., k y, por tanto,

Res(x = 0) = −
(

k∑

j=1

1

αn−k
j (αj − z)h′(αj)

+
1

zn−kh(z)

)
.

Para los residuos en x = z y x = αj j = 1, .., k tenemos lo siguiente:

Res(x = z) = 1
zn−kh(z)

Res(x = αj) = 1

αn−k
j (αj−z)h

′
(αj)

.
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Por tanto, Res(x = 0) +Res(x = z) +
∑k

j=1Res(x = αj) = 0 y

Fω(z) −Rn(z, τn) = 2(−1)kzn

α1...αkBn(z,τn)
Res(x = z)

= 2zn

h∗(z)Bn(z,τn)
.

(3.19)

Por otro lado, si |z| > 1, entonces

Fω(z) −Rn(z, τn) = 0 + 2τnzn

Bn(z,τn)
(Res(x = z) +

∑k
j=1Res(x = αj)

= −2τnzk

h(z)Bn(z,τn)
.

(3.20)

Por tanto

Fω(z) −Rn(z, τn) =





2zn

h∗(z)Bn(z,τn)
si |z| < 1

−2τnzk

h(z)Bn(z,τn)
si |z| > 1.

(3.21)

Si αj = 0 para todo j = 1, ..., k, entonces
∣∣h(eiθ)

∣∣2 =
∏k

j=1

∣∣eiθ
∣∣2 = 1 y ω(θ) = 1

2π
, que

es la medida de Lebesgue. En este caso sabemos que Bn(z, τn) = zn + τn y para (3.21) se

tiene

Fω(z) −Rn(z, τn) =





2zn

zn+τn
si |z| < 1

−2τn

zn+τn
si |z| > 1.

(3.22)

Ejemplo 3.2: Vamos a tomar, como segundo ejemplo, otra vez la función peso dada

por (3.10). Si hacemos x = eiθ en (3.14), para |z| > 1, se tiene que

Fω(z) −Rn(z, τn) = 2zn

Bn(z,τn)
1
2π

∫
T

(−1)p(x−1)2p(1+x)2qBn(x,τn)
2p+qxp+q+n(x−z)

dx

= 2zn

Bn(z,τn)
Res(fz, 0)

donde fz(x) = (−1)p(x−1)2p(1+x)2qBn(x,τn)
2p+qxp+q+n(x−z)

.

Sea Bn(x, τn) =
∑n

j=1 ajx
j, podemos expresar fz(x) en la forma

fz(x) =
1

2p+qxp+q

2p+2q+n∑

k=0

ckx
k

con

ck =
k∑

j=0

bjak−j =
k∑

j=0

j∑

i=0

(−1)p+k




2p

k







2q

j − k


 ak−j
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donde k = 0, ..., 2p+ 2q + n y aj = 0 si j > n ó j < 0.

Como |z| > 1, tenemos 1
x−z

= −∑∞
j=0

1
zj+1x

j, por tanto

fz(x) =
∞∑

j=0

2p+2q+n∑

k=0

−ck
2p+qzj+1

xj+k−n−p−q.

Entonces, Res(fz, 0) =
∑p+q+n

j=0
−cp+q+n−j

2p+qzj .

Supongamos ahora que |z| < 1. Entonces, dado que

Fω(z) −Rn(z, τn) = −(Fω(
1

z
) −Rn(

1

z
, τn)). (3.23)

podemos deducir la siguiente expresión:

Fω(z) −Rn(z, τn) =





2
B∗

n(z,τn)

∑p+q+n
j=1

cp+q+n−j

2p+q zj si |z| < 1

−2zn

Bn(z,τn)

∑p+q+n
j=1

cp+q+n−j

2p+q zj si |z| > 1.
(3.24)

Como caso particular, si tomamos p = q = 0 entonces ω(θ) = 1
2π

que es la medida

Lebesgue y

ck =
k∑

j=0

bjak−j = ak, k = 0, ..., n

El n−ésimo polinomio para-ortogonal viene dado por Bn(z, τn) = zn + τn y como

consecuencia B∗
n(z, τn) = 1 + τnz

n. Entonces

Fω(z) −Rn(z, τn) =





2
1+wnzn

∑p+q+n
j=0 an−jz

j si |z| < 1

−2zn

zn+τn

∑n
j=0 an−j

1
zj si |z| > 1.

(3.25)

Pero an = 1, a0 = τn y aj = 0, j = 1, ..., n− 1. Por tanto, volvemos a obtener

Fω(z) −Rn(z, τn) =





2zn

zn+τn
si |z| < 1

−2τn

zn+τn
si |z| > 1

(3.26)

Con el fin de dar una estimación del error en la fórmula de Szegő, definimos una cota

superior C1 para |Fω(z) −Rn(z, τn)| que viene dada por

C1 = max
0≤θ<2π

|Fω(z) −Rn(z, τn)| , z = reiθ, r > 0. (3.27)
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Compararemos dicha cota superior con las cuatro cotas superiores dadas en [33] y a

las que denotaremos por Ck, k = 1, 2, 3, 4. Dichas cotas, para |z| < 1, vienen dadas por

C2 =
2|z|nδ0

∏n
j=1(1−|δj |2)(|1+τngn(z)|z|2|+|z||1+τngn(z)|)
|Φ∗

n(z)|2)(1−|z|2|gn(z)|2)|1+τngn(z)|

C3 =
2|z|nδ0

∏n
j=1(1−|δj |2)(1+|z|)

|Φ∗
n(z)|2)(1−|zgn(z)|)|1+τngn(z)|

C4 = 2|z|nδ0(|1+τngn(z)|z|2|+|z||1+τngn(z)|)
(1−|z|2)|1+τngn(z)|

C5 = 8|z|n
1−|z|2

(3.28)

donde gn(z) = Φn(z)
Φ∗

n(z)
y siendo δj con 0 ≤ j ≤ n los coeficientes de reflexión. En [33] se

demuestra que las cotas satisfacen C2 ≤ C4 ≤ C5 y C2 ≤ C3.

A partir de ahora supondremos que τn = −1 para todo n.

Tomemos de nuevo la medida de Lebesgue. Entonces, en este caso, las cotas vendrán

dadas por

C1 = 2|z|n
1−|z|n

C2 = 2|z|n(|1−zn|z|2|+|z||1−zn|)
(1−|z|2n+2)|1−zn|

C3 = 2|z|n(1+|z|)
(1−|z|n+1)|1−zn|

C4 = 2|z|n(|1−zn|z|2|+|z||1−zn|)
(1−|z|2)|1−zn|

C5 = 8|z|n
1−|z|2 .

(3.29)

A continuación haremos una comparación entre las cotas dadas por (3.29) para varios

números complejos z con |z| < 1. Los resultados se pueden ver en las siguientes Tablas:

z=0.5+0.5i n=3 n=5 n=8

Error exacto 0.5547001 0.3123475 0.1333333

C1 1.0938363 0.4294744 0.1333333

C2 1.2030698 0.5916880 0.2179807

C3 1.2625766 0.6093835 0.2381385

C4 2.2557559 1.1648858 0.4351100

C5 5.6568542 2.8284271 1
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z=-0.8 n=5 n=7 n=8

Error exacto 0.4936129 0.3467183 0.4031880

C1 0.9747739 0.5307332 0.4031880

C2 1.2041689 0.7499063 0.6398581

C3 1.2041689 0.7499063 083824595

C4 3.1150529 2.0244399 1.7453653

C5 7.2817777 4.6603377 3.7282702

z=0.5i n=3 n=5 n=8

Error exacto 0.2480694 0.0624695 0.0078431

C1 0.2857142 0.0645161 0.0078431

C2 0.3746540 0.0937442 0.0117417

C3 0.3969111 0.0951916 0.0117877

C4 0.4975874 0.1249618 0.0156556

C5 1.3333333 0.3333333 0.0416666

z=-0.1i n=2 n=3 n=5

Error exacto 0.0198019 0.0019999 0.0000199

C1 0.0202020 0.0020202 0.0000200

C2 0.0218039 0.0021999 0.0000219

C3 0.0218039 0.0022002 0.0000220

C4 0.0220242 0.0022222 0.0000222

C5 0.0808080 0.0808080 0.0808080
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Como se puede observar en las tablas: C1 < Cj, j = 2, ..., 5.

Finalmente, para concluir esta Sección, haremos uso de la fórmula (1.39) para dar

estimaciones del error en la fórmula de cuadratura de Szegő Ĩn(f), siendo f una función

anaĺıtica en un dominio G que contenga a T. A tal efecto, utilizaremos la cota superior

C1.

Tomaremos de nuevo ω(θ) = 1
2π

(medida de Lebesgue), entonces, para τn = −1,

acabamos de ver que,

C1 =





2|z|n
1−|z|n si |z| < 1

2
|z|n−1

si |z| > 1.
(3.30)

Como integrandos elegiremos las siguientes funciones:

f1(z) = e
1
z

z− 1
2

, f2(z) = ez

z−2
, f3(z) = ez.

Obsérvese que f1(z) es anaĺıtica en el dominio G = {z ∈ C : |z| ≥ r, 1
2
< r}. Para f2(z)

tomaremos G = {z ∈ C : |z| ≤ r, 1 < r < 2} y para f3(z) consideraremos el dominio

G = {z ∈ C : |z| ≤ r, r > 1}. En lo que sigue Γ denotará la frontera de G.

En primer lugar, para f1(z) = e
1
z

z− 1
2

se tiene que

max
z∈Γ

∣∣∣∣
f1(z)

z

∣∣∣∣ =
e

1
r

r(r − 1
2
)

y por (1.39) podemos escribir

|En(f)| ≤ 1
4π

e
1
r

r(r− 1
2
)

∫
Γ
|Fω(z) −Rn(z,−1)| |dz|

≤ 1
4π

e
1
r

r(r− 1
2
)

∫
Γ

2|z|n
1−|z|n |dz|

= 1
4π

e
1
r

r(r− 1
2
)

∫ π

−π
2rn+1

1−rn dθ

= rne
1
r

(r− 1
2
)(1−rn)

.

Sea hn(r) = rne
1
r

(r− 1
2
)(1−rn)

. A continuación calculamos el mı́nimo de esta función (en la

variable r) para diferentes valores de n obteniéndose la siguiente Tabla:
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n Error Exacto mı́nimo hn(r)

10 0.0144451 r=0.552199 0.0879543

20 0.000014 r=0.52560733 0.000677

25 4.404227E-7 r=0.52039 0.0000271244

Para la función f2(z) = ez

z−2
tenemos que

max
z∈Γ

∣∣∣∣
f2(z)

z

∣∣∣∣ =
er

r(2 − r)

y, por tanto,

|En(f)| ≤ 1
4π

er

r(2−r)

∫
Γ
|Fω(z) −Rn(z,−1)| |dz|

≤ 1
4π

er

r(2−r)

∫
Γ

2
|z|n−1

|dz|

= 1
4π

er

r(2−r)

∫ π

−π
2r

rn−1
dθ

= er

(2−r)(rn−1)
.

En este caso, hn(r) = er

(2−r)(rn−1)
y ahora la tabla viene dada por:

n Error exacto mı́nimo hn(r)

10 0.0036114 r=1.78371 0.0846663

20 0.00001409 r=1.89531 0.00017767

25 1.101055E-7 r=1.91695 0.0000070455

Finalmente, para la función f3(z) = ez podemos escribir

max
z∈Γ

∣∣∣∣
f3(z)

z

∣∣∣∣ =
er

r
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y entonces

|En(f)| ≤ 1
4π

er

r

∫
Γ
|Fω(z) −Rn(z,−1)| |dz|

≤ 1
4π

er

r

∫
Γ

2
|z|n−1

|dz|

= 1
4π

er

r

∫ π

−π
2r

rn−1
dθ

= er

rn−1
.

Ahora hn(r) = er

rn−1
y se tiene la siguiente Tabla:

n Error exacto mı́nimo hn(r)

10 2.75573E-7 r=10 2.20265E-6

20 4.11031E-19 r=20 4.6269E-18

25 6.44695E-26 r=25 8.10703E-25

A partir de estas tres tablas se puede apreciar la “bondad” de las cotas de error,

constatándose numéricamente que se acercan bastante al error exacto para cada uno de

los integrandos.

3.4 Aplicación al intervalo [−1, 1]

En esta Sección analizaremos otra de las aplicaciones de las fórmulas de Szegő. En efecto,

estableceremos una relación entre las fórmulas Gaussianas para el intervalo [−1, 1], que

aproximan integrales de la forma Jµ(F ) =
∫ 1

−1
F (x)µ(x)dx, y las fórmulas de cuadratura

de Szegő que aproximan integrales, ahora de la forma, Iω(f) =
∫ π

−π
f(eiθ)ω(θ)dθ, cuando

las funciones peso µ(x) y ω(θ) se relacionan por la fórmula (1.9). En tal sentido, si tomamos

z = eiθ y x = z+z−1

2
= cos θ, podemos escribir

∫ 1

−1

F (x)µ(x)dx = −
∫ 0

−π

F (cos θ)µ(cos θ)senθdθ.
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Por otro lado, si ζ = −θ, se tiene que

∫ 1

−1

F (x)µ(x)dx =

∫ π

0

F (cos ζ)µ(cos ζ)senζdζ.

Por tanto,

2
∫ 1

−1
F (x)µ(x)dx = −

∫ 0

−π
F (cos θ)µ(cos θ)senθdθ+

+
∫ π

0
F (cos ζ)µ(cos ζ)senζdζ

=
∫ π

−π
F (cos θ)µ(cos θ)|senθ|dθ,

o lo que es lo mismo ∫ 1

−1

F (x)µ(x)dx =

∫ π

−π

f(eiθ)ω(θ)dθ (3.31)

donde f(eiθ) = 1
2
F
(

eiθ+e−iθ

2

)
= 1

2
F (cos θ).

Dada la simetŕıa de la función peso ω(θ), los momentos trigonométricos {ck} son

reales y, por lo tanto, también lo son los coeficientes de los polinomios de Szegő Φn(z).

Para que los coeficientes de los correspondientes polinomios para-ortogonales Bn(z, τ) =

Φn(z) + τΦ∗
n(z) sean reales, debemos tomar τ = ±1. Para tales valores de τ, los ceros

{ξj}n
j=1 de Bn(z, τ), que sabemos son distintos y están sobre T, cumplen también cierta

simetŕıa en el sentido que aparecen en pares conjugados o son reales (z = ±1).

Tomemos en primer lugar τ = 1. Entonces, como Φn(1) = Φ∗
n(1) 6= 0, (recuérdese

que los ceros de Φn(z) están en la región |z| < 1 y los de Φ∗
n(z) por tanto están en la

región |z| > 1 ) el punto z = 1 no puede ser un cero de Bn(z, 1). Aśı pues, para n par,

todos los ceros de Bn(z, 1) están sobre T en pares conjugados. Si por el contrario n es

impar, el único cero real es z = −1 y los (n−1) ceros restantes aparecen sobre T en pares

conjugados.

Si ahora tomamos τ = −1, claramente el punto z = 1 es un cero de Bn(z,−1) =

Φn(z)−Φ∗
n(z). Para n par el punto z = −1 seŕıa también un cero (observar que Φn(−1) =

Φ∗
n(−1)). Si n es impar, el punto z = 1 es el único cero real. En ambos casos, los restantes

ceros aparecen en pares conjugados sobre T.
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Teniendo en cuenta si n es par o impar y los valores del parámetro τ que elijamos (τ = 1

ó τ = −1), las correspondientes n−ésimas fórmulas de Szegő adquieren una determinada

expresión. En efecto, supongamos que In(f) =
∑n

j=1 λjf(ξj) es la n−ésima fórmula

de Szegő respecto a ω(θ). Entonces, sabemos, por la fórmula (1.30) que los coeficientes

{λj}n
j=1 vienen dados por:

λj = − 1

2ξj

An(ξj, τ)

B′
n(ξj, τ)

donde An(z, τ) = Ωn(z) − τΩ∗
n(z), siendo Ωn(z) el n−ésimo polinomio asociado a Φn(z).

Si τ = ±1 entonces, tanto An como Bn tienen coeficientes reales.

Por otro lado, si denotamos por λ̃j el coeficiente en la fórmula de cuadratura In(f)

correspondiente al nodo ξj, siendo ξj un cero de Bn(z,±1), entonces se tiene que

λ̃j = − 1

2ξj

An(ξj, τ)

B′
n(ξj, τ)

= − 1

2ξj

An(ξj, τ)

B′
n(ξj, τ)

= λj.

Como λj > 0, se tiene que λ̃j = λj = λj. Aśı pues, hemos probado la siguiente:

Proposición 3.4.1. Sea ω(θ) una función peso simétrica en el intervalo [−π, π] y sea

In(f) =
∑n

j=1 λjf(ξj) la n−ésima fórmula de Szegő respecto a ω(θ) donde sabemos que

los nodos son los ceros del polinomio para-ortogonal Bn(z, τ), |τ | = 1. Entonces

(1) Si τ = 1 se tiene

(a) Si n es par: In(f) =
∑n/2

j=1 λj

(
f(ξj) + f(ξj)

)
.

(b) Si n es impar: In(f) = λ−f(−1) +
∑(n−1)/2

j=1 λj

(
f(ξj) + f(ξj)

)
.

(2) Si τ = −1

(a) Si n es par: In(f) = λ+f(1) + λ−f(−1) +
∑(n−2)/2

j=1 λj

(
f(ξj) + f(ξj)

)
.

(b) Si n es impar: In(f) = λ+f(1) +
∑(n−1)/2

j=1 λj

(
f(ξj) + f(ξj)

)
, donde todos los

coeficientes λ+, λ− y λj son positivos.

Observación 3.4.2. Conviene señalar que debido a la simetŕıa de la función peso ω(θ),

sólo tendremos que calcular la mitad de los coeficientes y nodos en la fórmula de cuadratura
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de Szegő.

Haciendo uso de la conexión que existe entre los polinomios ortogonales sobre el inter-

valo [−1, 1] y sobre T se tiene, mediante la fórmula (1.10), que la expresión z−nΦ2n(z) +

znΦ2n(z−1) se puede escribir de la siguiente forma:

z−nΦ2n(z) + znΦ2n(z−1) =
Φ2n(z) + Φ∗

2n(z)

zn
=
B2n(z, 1)

zn
.

Por la Proposición 3.4.1 sabemos que los ceros de B2n(z, 1) aparecen sobre T en pares

conjugados. Sean ξ1, . . . , ξn, ξ1, . . . , ξn dichos ceros. Si ξj = eiθj , j = 1, . . . , n entonces los

ceros de pn(x) vienen dados por xj = cos θj, j = 1, . . . , n.

De forma similar se tiene, por fórmula (1.11), que:

z−n−1Φ2n+2(z) − zn+1Φ2n+2(z
−1)

z − z−1
=

Φ2n+2(z) − Φ∗
2n+2(z)

zn(z2 − 1)
=
B2n+2(z,−1)

zn(z2 − 1)

y otra vez, por la Proposición 3.4.1 sabemos que z = ±1 son ceros de B2n+2(z,−1) y el

resto aparecen sobre T en pares conjugados. Sean ξ1, . . . , ξn, ξ1, . . . , ξn dichos ceros. Si

ξj = eiθj , j = 1, . . . , n entonces los ceros de qn(x) vienen dados por xj = cos θj, j =

1, . . . , n.

Según los valores del parámetro τ (τ = 1 ó τ = −1) y según n sea par o impar, ob-

tendremos, partiendo de fórmulas de Szegő sobre la circunferencia unidad In(f), fórmulas

de cuadratura Jn(F ) en el intervalo [−1, 1], que serán fórmulas Gaussianas, fórmulas de

Gauss-Lobatto o bien de Gauss-Radau. Aśı pues, para τ = 1 y n par se obtendrán las

fórmulas Gaussianas. Si τ = −1 y n es par obtendremos las fórmulas de Gauss- Lobatto,

mientras que, para τ = ±1 y n impar, se tendrán las de Gauss-Radau.

Por tanto, dividiremos esta Sección en dos subsecciones con el fin de estudiar, por

un lado, la conexión con las fórmulas Gaussianas, y por otro lado, la conexión con las

fórmulas de Gauss-Lobatto y Gauss-Radau.
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3.4.1 Fórmulas de cuadratura Gaussianas

Supongamos que queremos aproximar integrales sobre el intervalo [−1, 1] de la forma
∫ 1

−1
F (x)µ(x)dx donde µ(x) es una función peso en [−1, 1]. Entonces si denotamos por

Jn(F ) =
∑n

j=1AjF (xj) a la correspondiente n−ésima fórmula Gaussiana, sabemos que

todos los coeficientes {Aj}n
j=1 son positivos y los nodos {xj}n

j=1 son los ceros del n−ésimo

polinomio ortogonal respecto a µ(x). Además, esta fórmula de cuadratura alcanza el

máximo grado de precisión que es 2n− 1, es decir, Jµ(F ) = Jn(F ), ∀F ∈ P2n−1.

Una conexión entre las fórmulas de cuadratura Gaussianas y las de Szegő, viene dada

en el siguiente

Teorema 3.4.3. Sea Jn(F ) =
∑n

j=1AjF (xj) la n−ésima fórmula Gaussiana para

Jµ(F ) =
∫ 1

−1
F (x)µ(x)dx. Sea xj = cos θj, j = 1, . . . , n y definamos {ξj}2n

j=1 y {λj}2n
j=1 de

la siguiente forma:

ξj = eiθj , ξn+j = zj; j = 1, . . . , n

y

λj = Aj, λn+j = Aj; j = 1, . . . , n.

Entonces In(f) =
∑2n

j=1 λjf(ξj) =
∑n

j=1 λj(f(ξj) + f(ξj)) es la 2n−ésima fórmula de

cuadratura de Szegő para Iω(f) =
∫ π

−π
f(eiθ)ω(θ)dθ donde ω(θ) y µ(x) están relacionadas

por la fórmula (1.9) y los nodos son los ceros de B2n(z, 1).

Demostración: Por la caracterización de las fórmulas de cuadratura de Szegő (ver

[30]), bastaŕıa con probar que In(L) = Iω(L) para todo L ∈ Λ−(2n−1),2n−1, o, lo que es lo

mismo, que In(zk) = Iω(zk), −(2n− 1) ≤ k ≤ (2n− 1).

Vamos a suponer que k ≥ 0 (el caso k < 0 es similar). Entonces

I2n(zk) =
n∑

j=1

λj(ξ
k
j + ξ

k

j ) = 2
n∑

j=1

λj cos kθj.
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Si Tk(x) es el k−ésimo polinomio de Chebyshev de primera especie, entonces podemos

escribir cos kθ = Tk(cos θ). Como 0 ≤ k ≤ 2n− 1 se tiene que

I2n(zk) = 2
n∑

j=1

λjTk(cos θj) = 2
n∑

j=1

AjTk(xj) = 2

∫ 1

−1

Tk(x)µ(x)dx.

Por (3.31) tendremos que

2

∫ 1

−1

Tk(x)µ(x)dx = 2

∫ π

−π

p(eiθ)ω(θ)dθ

donde p(eiθ) = 1
2
Tk

(
eiθ+e−iθ

2

)
= 1

2
Tk(cos θ) = 1

2
cos kθ. En resumen, hemos probado que

I2n(zk) =
∫ π

−π
cos kθω(θ)dθ.

Por otro lado,

Iω(zk) =

∫ π

−π

eikθω(θ)dθ =

∫ π

−π

ω(θ) cos kθdθ + i

∫ π

−π

ω(θ)senkθdθ.

Pero como ω(θ) es simétrica podemos escribir Iω(zk) =
∫ π

−π
cos kθω(θ)dθ, para 0 ≤ k ≤

2n− 1. �

El rećıproco también es cierto. En efecto, se tiene el siguiente

Teorema 3.4.4. Sea I2n(f) =
∑2n

j=1 λjf(ξj) la 2n−ésima fórmula de Szegő para Iω(f)

con ω(θ) dada en términos de µ mediante (1.9) y cuyos nodos son los ceros de B2n(z, 1).

Sea ξn+j = ξj y ξj = eiθj , j = 1, . . . , n. Entonces, si definimos xj = cos θj, j = 1, . . . , n,

la fórmula Jn(F ) =
∑n

j=1 λjF (xj) es la n−ésima fórmula Gaussiana para Jµ(F ).

Demostración: Hemos de ver que Jn(p) = Jµ(p), para todo p ∈ P2n−1, o, lo que es lo

mismo, que

Jn(xk) = Jµ(xk), 0 ≤ k ≤ 2n− 1

Como x = z+z−1

2
se tiene que

xk =

(
z + z−1

2

)k

= p(z) + p(z−1) = L(z) ∈ Λ−k,k, (3.32)
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donde p es un polinomio de grado k con coeficientes reales. Por tanto

L(z) = L(z) = L(z−1) = L(z), z = eiθ. (3.33)

Sabemos que λn+j = λj y ξn+j = ξj, j = 1, . . . , n. Entonces, como L ∈ Λ−k,k ⊂

Λ−(2n−1),2n−1,

Jn(xk) =
∑n

j=1 λjx
k
j =

∑n
j=1 λjL(ξj)

=
∑n

j=1
λj+λj

2
L(ξj) = 1

2

∑2n
j=1 λjL(ξj)

= 1
2

∫ π

−π
L(eiθ)ω(θ)dθ.

Por otro lado, por la fórmula (3.31) :

Jµ(xk) =

∫ 1

−1

xkµ(x)dx =
1

2

∫ π

−π

(cos θ)k µ(cos θ)|senθ|dθ =
1

2

∫ π

−π

L(eiθ)ω(θ)dθ = Jn(xk)

para 0 ≤ k ≤ 2n− 1. �

Observación 3.4.5. Supongamos que pn(x) =
∏n

j=1(x− xj) es el polinomio nodal en la

fórmula Gaussiana que sabemos coincide con el polinomio ortogonal mónico respecto de

la función peso µ(x). Como xj = cos θj siendo ξj = eiθj , j = 1, . . . , n podemos escribir

B2n(z, 1) = Φ2n(z) + Φ∗
2n(z) = (1 + Φ2n(0))

∏n
j=1(z − ξj)(z − ξj)

= (1 + Φ2n(0))zn
∏n

j=1(z − ξj)(1 − ξj/z).

Si x = z+z−1

2
, entonces (z − ξj)(z − ξj/z) = (z + z−1) − (ξj + ξj) = 2(x− xj). Por tanto,

B2n(z, 1) = (1 + Φ2n(0))zn2npn(x)

y obtenemos

pn(x) =
z−n

2n(1 + Φ2n(0))

(
Φ2n(z) + z2nΦ2n(z−1)

)
=
z−nΦ2n(z) + znΦ2n(z−1)

2n(1 + Φ2n(0))
.

Hemos deducido, por tanto, la fórmula (1.10) de una forma diferente y más sencilla,

haciendo uso simplemente de la conexión entre las fórmulas de cuadratura.
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3.4.2 Fórmulas de cuadratura de Gauss-Lobatto y Gauss-Radau

Supongamos inicialmente que se desea aproximar Jµ(F ) mediante una fórmula de cuadratu-

ra donde alguno de los nodos {aj}m
j=1 han sido prefijados y los restantes {xj}n

j=1 a deter-

minar de modo que

Jn(F ) =
m∑

j=1

BjF (aj) +
n∑

j=1

AjF (xj) (3.34)

tenga el máximo grado de precisión 2n + m − 1, es decir, Jµ(F ) = Jn(F ) para todo

F ∈ P2n+m−1. (Obsérvese que disponemos de 2n +m parámetros). Entonces, tenemos el

siguiente resultado de caracterización: ([18, p. 101 ])

Teorema 3.4.6. La fórmula de cuadratura Jn(F ) dada mediante (3.34) es exacta en

P2n+m−1 śı y sólo si

(1) Jn(F ) es de tipo interpolatorio en Pn+m−1.

(2) Los nodos {xj}n
j=1 son los ceros del n−ésimo polinomio ortogonal respecto a la

función ν(x)µ(x) donde ν(x) = (x − a1) . . . (x − am). Además, si ν(xk) 6= 0 para k =

1, . . . , n entonces los coeficientes {Bj}m
j=1 y {Aj}n

j=1 son positivos.

Obsérvese que en general ν(x) cambia de signo, por lo que no puede asegurarse que el

n−ésimo polinomio ortogonal tenga grado n y que sus ceros estén en [−1, 1], (ver [18, p.

106], (fórmulas de Gauss- Kronrod)).

Para m = 2, a1 = −1 y a2 = 1 se obtienen las fórmulas de Gauss- Lobatto. En este

caso, los nodos {xj}n
j=1 son los ceros del n−ésimo polinomio ortogonal con respecto a la

función peso (1 − x2)µ(x). Por la fórmula (1.10), los nodos vienen dados en términos de

los ceros del polinomio para-ortogonal B2n+2(z,−1), el cual tiene 2n ceros complejos que

aparecen en pares conjugados sobre T y los dos restantes son z = ±1. Sean ξ1, . . . , ξ2n

los 2n ceros complejos. Si ξn+j = ξj = e−iθj , j = 1, . . . , n, vemos que, por (1.11),

los ceros de qn(x) y por tanto los nodos {xj}n
j=1 en la fórmula (3.34) vienen dados por

xj = cos θj, j = 1, . . . , n.
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De forma análoga al Teorema 3.4.3 podemos demostrar el siguiente

Teorema 3.4.7. Sea Jn(F ) = A+F (1) +A−F (−1) +
∑n

j=1AjF (xj) la n−ésima fórmula

de Gauss- Lobatto para Jµ(F ) =
∫ 1

−1
F (x)µ(x)dx. Sea xj = cos θj y definamos {ξj}2n

j=1 y

{λj}2n
j=1 de la siguiente forma:

ξj = eiθ, ξn+j = ξj; j = 1, . . . , n

y

λ+ = A+, λ− = A−, λj = Aj, λn+j = Aj; j = 1, . . . , n.

Entonces:

In(f) = 2λ+f(1)+2λ−f(−1)+
2n∑

j=1

λjf(ξj) = 2λ+f(1)+2λ−f(−1)+
n∑

j=1

λj(f(ξj)+f(ξj))

es la (2n+2)−ésima fórmula de cuadratura de Szegő para Iω(f) =
∫ π

−π
f(eiθ)ω(θ)dθ donde

ω(θ) y µ(x) están relacionadas por (1.9) y los nodos son los ceros de B2n+2(z,−1).

Haciendo uso de las fórmulas (3.32) y (3.33), y procediendo igual que en el Teorema

3.4.4 se tiene:

Teorema 3.4.8. Sea I2n+2(f) =
∑2n+2

j=1 λjf(ξj) la (2n+ 2)−ésima fórmula de Szegő para

Iω(f) con ω(θ) dada en términos de µ como en la fórmula (1.9) y cuyos nodos son los

ceros de B2n+2(z,−1). Sea ξ2n+1 = 1, ξ2n+2 = −1 y ξn+j = ξj con ξj = eiθj , j = 1, . . . , n.

Entonces si definimos xj = cos θj, j = 1, . . . , n y tomando λ+ = λ2n+1 y λ− = λ2n+2, la

fórmula Jn(F ) = λ+

2
F (1) + λ−

2
F (−1) +

∑n
j=1 λjF (xj) es la n−ésima fórmula de Gauss-

Lobatto para Jµ(F ).

Observación 3.4.9. Supongamos que qn(x) =
∏n

j=1(x− xj) es el polinomio nodal en la

fórmula de Gauss- Lobatto, que sabemos que coincide con el polinomio ortogonal mónico
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respecto de la función peso (1 − x2)µ(x). Como xj = cos θj siendo ξj = eiθj , j = 1, . . . , n

podemos escribir

B2n+2(z,−1) = Φ2n+2(z) − Φ∗
2n+2(z) = (1 − Φ2n+2(0))(z

2 − 1)
∏n

j=1(z − ξj)(z − ξj)

= (1 − Φ2n+2(0))z
n(z2 − 1)

∏n
j=1(z − ξj)(1 − ξj/z).

Si x = z+z−1

2
, entonces (z − ξj)(1 − ξj/z) = (z + z−1) − (ξj + ξj) = 2(x− xj). Por tanto,

B2n+2(z,−1) = (1 − Φ2n+2(0))z
n2n(z2 − 1)qn(x)

y obtenemos

qn(x) =
z−n

2n(1 − Φ2n+2(0))

(
Φ2n+2(z) − z2n+2Φ2n+2(z

−1)

z2 − 1

)
=
z−n−1Φ2n+2(z) + zn+1Φ2n+2(z

−1)

2n(1 − Φ2n+2(0))(z − z−1)
.

Hemos deducido, por tanto, la fórmula (1.11) de una forma diferente y más sencilla,

haciendo uso, de nuevo, de la conexión entre las fórmulas de cuadratura.

Supongamos ahora que en (3.34) elegimos m = 1 y a1 = 1 ó bien a1 = −1. En ambos

casos obtendremos las fórmulas de Gauss- Radau donde los nodos {xj}n
j=1 son los ceros

del n−ésimo polinomio ortogonal con respecto a la función peso (1 + x)µ(x) (si a1 = 1)

y (1 − x)µ(x) (si a1 = −1). Dichos nodos vendrán dados en términos de los ceros de los

polinomios para-ortogonales B2n+1(z,−1), (si a1 = 1) y B2n+1(z, 1), (si a1 = −1). Para

fijar ideas, supongamos que a1 = 1. Entonces el polinomio B2n+1(z,−1) tiene un único

cero real que es el punto z = 1 y los 2n restantes aparecen sobre T en pares conjugados.

Podemos formular teoremas para el caso de las fórmulas de Gauss- Radau análogos a los

Teoremas 3.4.7 y 3.4.8 dados en el caso Gauss- Lobatto:

Teorema 3.4.10. Sea Jn(F ) = A+F (1) +
∑n

j=1AjF (xj) la n−ésima fórmula de Gauss-

Radau para Jµ(F ) =
∫ 1

−1
F (x)µ(x)dx. Sea xj = cos θj y definamos {ξj}2n+1

j=1 y {λj}2n+1
j=1 de
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la siguiente forma:

ξj = eiθ, ξn+j = ξj; j = 1, . . . , n, ξ2n+1 = 1

y

λj = Aj, λn+j = Aj; j = 1, . . . , n, λ+ = λ2n+1 = A+

Entonces In(f) = 2λ+f(1) +
∑2n

j=1 λjf(ξj) = 2λ+f(1) +
∑n

j=1 λj(f(ξj) + f(ξj)) es la

(2n+1)−ésima fórmula de cuadratura de Szegő para Iω(f) =
∫ π

−π
f(eiθ)ω(θ)dθ donde ω(θ)

y µ(x) están relacionadas por la fórmula (1.9) y los nodos son los ceros de B2n+1(z,−1).

Rećıprocamente se tiene también el siguiente

Teorema 3.4.11. Sea I2n+1(f) =
∑2n+1

j=1 λjf(ξj) la (2n + 1)−ésima fórmula de Szegő

para Iω(f) con ω(θ) dada en términos de µ a través de (1.9) y cuyos nodos son los

ceros de B2n+1(z,−1). Sea ξ2n+1 = 1 y ξn+j = ξj con ξj = eiθj , j = 1, . . . , n. Entonces

si definimos xj = cos θj, j = 1, . . . , n y tomando λ+ = λ2n+1, la fórmula Jn(F ) =

λ+

2
F (1) +

∑n
j=1 λjF (xj) es la n−ésima fórmula de Gauss- Radau para Jµ(F ).

Finalmente, veamos cómo puede deducirse una expresión para los polinomios orto-

gonales mónicos relativos a las funciones peso (1+x)µ(x) y (1−x)µ(x), respectivamente,

utilizando, nuevamente, la conexión entre las fórmulas de cuadratura. Aśı pues, tenemos

el siguiente Teorema:

Teorema 3.4.12. Sea µ(x) una función peso en el intervalo [−1, 1] y consideremos las

siguientes funciones peso asociadas a µ(x) en [−1, 1] :

µ+(x) = (1 + x)µ(x) y µ−(x) = (1 − x)µ(x).

Sean {Q+
n (x)} y {Q−

n (x)} las sucesiones de los polinomios mónicos respecto de µ+(x) y

µ−(x) respectivamente. Si definimos ω(θ) en [−π, π] como en (1.9), entonces si
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x = z+z−1

2
, (z = eiθ), se tiene que

Q±
n (x) =

1

2n(1 ± Φ2n+1(0))

(
z−nΦ2n+1(z) ± zn+1Φ2n+1(z

−1)

z ± 1

)
,

siendo como siempre {Φn(z)} la sucesión de polinomios mónicos de Szegő para ω(θ).

Demostración: Sea I2n+1(f) la (2n+1)−ésima fórmula de Szegő para Iω(f), donde los

nodos son los ceros del polinomio para-ortogonal B2n+1(z, 1). Sabemos que, en este caso,

el único cero real es el punto z = −1 y los 2n ceros restantes {ξj}2n
j=1 aparecen sobre T en

pares conjugados. Es decir,

I2n+1(f) = λ−f(−1) +
2n∑

j=1

λjf(ξj) = λ−f(−1) +
n∑

j=1

λj(f(ξj) + f(ξj)).

Entonces, si definimos xj = cos θj siendo ξj = eiθj , j = 1, . . . , n, se tiene que la fórmula

de cuadratura

Jn(F ) = λ−F (−1) +
n∑

j=1

λjf(xj)

para Jµ(F ) es exacta en P2n. Es decir, hemos obtenido la fórmula de Gauss- Radau (m = 1)

tomando ahora a1 = −1 en la fórmula (3.34).

Si Q+
n (x) =

∏n
j=1(x−xj), por el Teorema 3.4.6, sabemos que es el n−ésimo polinomio

ortogonal respecto a (1 + x)µ(x). Entonces

B2n+1(z, 1) = Φ2n+1(z) + Φ∗
2n+1(z) = (1 + Φ2n+1(0))(z + 1)

∏n
j=1(z − ξj)(z − ξj)

= (1 + Φ2n+1(0))z
n(z + 1)

∏n
j=1(z − ξj)(1 − ξj/z)

= (1 + Φ2n+1(0))2
nzn(z + 1)Q+

n (x).

El caso µ−(x) se demuestra de forma similar. �

En el Caṕıtulo siguiente ilustraremos la conexión exhibida entre fórmulas de cuadratu-

ra para [−1, 1] y T a través de diferentes ejemplos.





Caṕıtulo 4

Fórmulas de cuadratura de Szegő

para las funciones peso de

Chebyshev

4.1 Introducción

Con la finalidad de calcular expĺıcitamente fórmulas de cuadratura de Szegő, tomaremos

casos particulares de las funciones peso de tipo Jacobi que, como ya hemos indicado, se

pueden expresar en la forma:

ω(θ) = (1 − cos θ)α+1/2(1 + cos θ)β+1/2, α, β > −1. (4.1)

Más concretamente, nos centraremos en los siguientes casos:

α = −1
2
, β = 1

2
, ω1(θ) = 1 + cos θ

α = 1
2
, β = −1

2
, ω2(θ) = 1 − cos θ

α = 1
2
, β = 1

2
, ω3(θ) = sen2θ.

(4.2)

Tales funciones representan tres de las llamadas funciones peso de Chebyshev, es decir,
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funciones peso de tipo Jacobi donde α, β ∈ {± 1
2
}. El caso que falta es α = β = − 1

2
y da

lugar a la función ω4(θ) = 1 (medida de Lebesgue) para la que se conocen muy bien las

fórmulas de Szegő (ver por ejemplo [28]).

En la Sección 2 calcularemos, en primer lugar, para cada una de las funciones peso

ωk, k = 1, 2, 3, tanto los polinomios de Szegő Φn(z) como sus asociados Ωn(z).

Por otro lado, construiremos los polinomios para-ortogonales Bn(z, τ) para determi-

nados valores del parámetro τ aśı como los asociados An(z, τ) con el fin de dar fórmulas

expĺıcitas para los nodos y coeficientes de las correspondientes fórmulas de Szegő.

No en todos los casos se podrán construir estas fórmulas expĺıcitamente, pero en los

que esto sea posible, daremos también, en la Sección 3, cotas de error para la fórmula

de cuadratura de Szegő, basándonos en la cota superior dada por (1.39), aśı como las

medidas dω̃k, k = 1, , 2, 3 asociadas a ωk, k = 1, 2, 3, respectivamente, respecto de las

cuales se sabe que los polinomios Ωn(z) son ortogonales (medidas de segunda especie).

En la Sección 4, y con carácter ilustrativo, compararemos el error en las fórmulas

de Szegő con las conocidas fórmulas de Gauss- Legendre. También, con el propósito de

ver cómo se comportan las cotas de error, eligiremos varios integrandos y haremos una

comparación entre el valor exacto del error en las fórmulas de Szegő y dichas cotas.

Finalmente, en la Sección 5 aplicaremos toda la teoŕıa de la Sección 4 del Caṕıtulo

anterior a las funciones peso de Chebyshev, es decir, partiendo de las fórmulas de Szegő

deduciremos las correspondientes fórmulas de tipo Gauss en el intervalo [−1, 1].

4.2 Cálculo de nodos y coeficientes

Considerando las funciones peso (4.1) y tal y como hemos mencionado ya en la Introduc-

ción, para calcular las fórmulas de Szegő, (sus nodos y coeficientes), nos centraremos en

las funciones peso ωk, k = 1, 2, 3 dadas por (4.2).
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A la hora de computar los polinomios de Szegő Φn(z) a través de las relaciones de

recurrencia, se hace preciso determinar los coeficientes de reflexión δn := Φn(0). En este

sentido, cabe señalar que, teniendo en cuenta la conexión entre los polinomios ortogonales

sobre la circunferencia unidad y sobre el intervalo [−1, 1], en [36] se probó que para las

funciones peso de tipo Jacobi, los polinomios de Szegő mónicos satisfacen:

Φn(0) =
α + 1

2
+ (−1)n(β + 1

2
)

n+ α + β + 1
. (4.3)

En primer lugar, estudiaremos en detalle todo lo relativo a la función peso de Cheby-

shev normalizada ω3(θ) = sen2(θ)
2π

. En este caso la sucesión de momentos viene dada por

µ0 = 1/2, µ1 = 0, µ2 = −1/4 y µk = 0 ∀k ≥ 3. Por la fórmula (4.3) los coeficientes de

reflexión son δn := Φn(0) = 1+(−1)n

n+2
. Aśı pues, los polinomios de Szegő se pueden computar

recursivamente obteniéndose, para los primeros valores de n, lo siguiente:

Φ2(z) = 1
2

+ z2 Φ3(z) = z
(

1
2

+ z2
)

Φ4(z) = 1
3

+ 2
3
z2 + z4 Φ5(z) = z

(
1
3

+ 2
3
z2 + z4

)
.

Como regla general, hemos deducido la siguiente

Proposición 4.2.1. La sucesión {Φn}, donde

Φn(z) =





2
n+2

∑n/2
k=0(k + 1)z2k si n es par

z 2
n+1

∑(n−1)/2
k=0 (k + 1)z2k si n es impar

(4.4)

es la sucesión de los polinomios mónicos de Szegő con respecto a la función peso ω(θ) =

sen2(θ)
2π

, para todo n.

Demostración: Supongamos que n es par, entonces:

< Φn(z), zk >ω3 =
∫ π

−π
Φn(eiθ)e−ikθ sen2(θ)

2π
dθ

= 1
2πi

∫
T

(
−1

2n+4

∑n/2
j=0(j+1)z2j

)
(z2−1)2

zk+3 dz

= Res(h, 0)
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donde h(z) =

(
−1

2n+4

∑n/2
j=0(j+1)z2j

)
(z2−1)2

zk+3 . Por tanto:

h(z) =
−1

2n+ 4




n/2∑

j=0

j + 1

zk−2j−1
+

n/2∑

j=0

−2(j + 1)

zk−2j+1
+

n/2∑

j=0

j + 1

zk−2j+3


 .

Observar que, si k es impar entonces Res(h, 0) = 0. Si k = 0 se tiene

Res(h, 0) =
−1

2n+ 4
(−2 + 2) = 0.

Si 2 ≤ k ≤ n− 2

Res(h, 0) =
−1

2n+ 4

(
k − 2

2
+ 1 − 2

(
k

2
+ 1

)
+
k + 2

2
+ 1

)
= 0.

Si k = n

Res(h, 0) =
−1

2n+ 4

(n
2
− n− 2

)
=

n+ 4

4(n+ 2)
6= 0.

Si n es impar, se tiene:

< Φn(z), zk >ω3 =< zΦn−1(z), z
k >ω3

=< Φn−1(z), z
k−1 >ω3

=





0 si 1 ≤ k ≤ n− 1

n+4
4(n+2)

si k = n.

Si k = 0,

< Φn(z), 1 >ω3 = 1
2πi

∫
T

zΦn−1(z)(z2−1)2

−4z3 dz

= 1
2πi

∫
T

Φn−1(z)(z2−1)2

−4z2 dz

= Res(h, 0)

donde

h(z) =
−1

2(n+ 1)




(n−1)/2∑

j=0

(j + 1)(z2j+2) +

(n−1)/2∑

j=0

(−2(j + 1))(z2j) +

(n−1)/2∑

j=0

(j + 1)(z2j−2)


 .

Por tanto, Res(h, 0) = 0 y para todo n, tenemos que:

< Φn(z), zk >ω3=





0 si 0 ≤ k ≤ n− 1

n+4
4(n+2)

si k = n.

�
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Observación 4.2.2. La expresión (4.4) de los polinomios de Szegő con respecto a la fun-

ción peso ω3(θ) = senθ
2π

(y en general también para ω1 y ω2) ya ha sido obtenida con

anterioridad. Por ejemplo ver [26], teniendo en cuenta que senθ
2π

=
|1−z2|2

2
1
2π
, (modifi-

cación racional de la medida de Lebesgue). Ver también [25] y [36].

Los correspondientes polinomios asociados para los primeros valores de n vienen dados

por: (recuérdese que satisfacen la misma ley de recurrencia que los Φn(z))

Ω0(z) = −1
2

Ω1(z) = −1
2
z

Ω2(z) = 1
4
− 1

2
z2 Ω3(z) = z

(
1
4
− 1

2
z2
)

Ω4(z) = 1
6

+ 1
6
z2 − 1

2
z4 Ω5(z) = z

(
1
6

+ 1
6
z2 − 1

2
z4
)
.

Como regla general se tiene la siguiente

Proposición 4.2.3. La sucesión {Ωn}, donde

Ωn(z) = 1
n+2

1−zn

1−z2 − 1
2
zn para n par

Ωn(z) = z
(

1
n+1

1−zn−1

1−z2 − 1
2
zn−1

)
= zΩn−1(z) para n impar

(4.5)

es la sucesión de polinomios asociados con respecto a la función peso ω(θ) = sen2(θ)
2π

, para

todo n.

Demostración: Para n par:

zΩn−1(z) − δnΩ∗
n−1(z) = z2Ωn−2(z) − δnΩ∗

n−2(z)

= z2
(

1
n

1−zn−2

1−z2 − 1
2
zn−2

)
− 2

n+2

(
1
n

z2(1−zn−2)
1−z2 − 1

2

)

= 1
n

z2(1−zn−2)
1−z2 − 1

n(n+2)
z2(1−zn−2)

1−z2 + 1
n+2

− 1
2
zn−2

= 1
n(n+2)(1−z2)

((n+ 2)z2(1 − zn−2) − 2z2(1 − zn−2) + (1 − z2)n) − 1
2
zn

= 1
n(n+2)(1−z2)

((n+ 2)z2 − (n+ 2)zn − 2z2 + 2zn + n− nz2) − 1
2
zn

= 1
n(n+2)(1−z2)

(−nzn + n) − 1
2
zn

= 1
n+2

1−zn

1−z2 − 1
2
zn

= Ωn(z).
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Por otro lado,

δnzΩn−1(z) − Ω∗
n−1(z) = δnz

2Ωn−2(z) − Ω∗
n−2(z)

= 2
n+2

z2
(

1
n

1−zn−2

1−z2 − 1
2
zn−2

)
−
(

1
n

z2(1−zn−2)
1−z2 − 1

2

)

= 2
n(n+2)

z2(1−zn−2)
1−z2 − 1

n
z2(1−zn−2)

1−z2 − 1
n+2

zn + 1
2

= 1
n(n+2)(1−z2)

(2z2(1 − zn−2) − (n+ 2)z2(1 − zn−2) − (1 − z2)nzn) + 1
2

= 1
n(n+2)(1−z2)

(−nz2 + nzn − nzn + nzn+2) + 1
2

= 1
n(n+2)(1−z2)

(−nz2(1 − zn)) + 1
2

= − 1
n+2

z2(1−zn)
1−z2 + 1

2

= −Ω∗
n(z).

Para n impar, como δn = 0,

zΩn−1(z) − δnΩ∗
n−1(z) = zΩn−1(z) = Ωn(z)

δnzΩn−1(z) − Ω∗
n−1(z) = −Ω∗

n−1(z) = −Ω∗
n(z).

Acabamos de ver que los polinomios Ωn, definidos anteriormente, con Ω0(z) = −1
2
,

satisfacen las relaciones de recurrencia dadas por (1.14). �

Una vez deducida la sucesión {Φn(z)} de polinomios mónicos de Szegő dada por (4.4),

podemos construir los polinomios para-ortogonales Bn(z, τn) = Φn(z)+τnΦ∗
n(z) con |τn| =

1. Si tomamos τn = 1 y τn = −1, ∀n tenemos las siguientes expresiones para los polinomios

para-ortogonales:

Proposición 4.2.4.

B2n(z, 1) = (n+2)
n+1

1−z2n+2

1−z2 , B2n(z,−1) = 1
n+1

−n(1−z2n+4)+(n+2)z2(1−z2n)
(1−z2)2

(4.6)

y

B2n+1(z, 1) = (n+1)(1−z2n+4)+(n+2)z(1−z2n+2)
(n+1)(1−z2)(1+z)

B2n+1(z,−1) = −(n+1)(1−z2n+4)+(n+2)z(1−z2n+2)
(n+1)(1−z2)(1−z)

.

(4.7)
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Demostración:

B2n(z, 1) = 1
n+1

∑n
k=0(k + 1)z2k + 1

n+1

∑n
k=0(n− k + 1)z2k

= 1
n+1

∑n
k=0 ((k + 1) + (n− k + 1)) z2k = n+2

n+1

∑n
k=0 z

2k

= (n+2)
n+1

1−z2n+2

1−z2 .

De forma análoga se tiene

B2n(z,−1) = 1
n+1

∑n
k=0(k + 1)z2k − 1

n+1

∑n
k=0(n− k + 1)z2k

= 1
n+1

∑n
k=0 ((k + 1) − (n− k + 1)) z2k

= 1
n+1

∑n
i=0(2k − n)z2k

= 1
n+1

(
2
∑n

k=0 k(z
2)k − n

∑n
k=0(z

2)k
)

= 1
n+1

2z2−2(n+1)z2n+2+2nz2n+4

(1−z2)2
− n1−z2n+2

1−z2

= 1
n+1

2z2−2(n+1)z2n+2+2nz2n+4−n(−z2n+2)(1−z2)
(1−z2)2

= 1
n+1

(n+2)z2−(n+2)z2n+2+nz2n+4−n
(1−z2)2

= 1
n+1

−n(1−z2n+4)+(n+2)z2(1−z2n)
(1−z2)2

.

y

B2n+1(z, 1) = Φ2n+1(z) + Φ∗
2n+1(z) = zΦ2n(z) + Φ∗

2n(z)

= 1
n+1

∑n
k=0(k + 1)z2k+1 + 1

n+1

∑n
k=0(n− k + 1)z2k

= 1
n+1

(∑n
k=0(k + 1)z2k+1 +

∑n
k=0(n− k + 1)z2k

)

= 1
n+1

(z − 1)
∑n

k=0 k(z
2)k + (z + 1 + n)

∑n
k=0(z

2)k

= 1
n+1

(
(z − 1) z2−(n+1)z2n+2+nz2n+4

(1−z2)2
+ (1 + z)1−z2n+2

1−z2 + n1−z2n+2

1−z2

)

= 1
n+1

(
z2−(n+1)z2n+2+nz2n+4

(1+z)2(z−1)
+ 1−z2n+2

1−z
+ n 1−z2n+2

(1−z)(1+z)

)

= 1
n+1

(
z2−(n+1)z2n+2+nz2n+4−(1+z)2(1−z2n+2)−n(1+z)(1−z2n+2)

(z2−1)(1+z)

)

= 1
n+1

(
(n+1)z2n+4−(n+1)−(n+2)z+(n+2)z2n+3

(z2−1)(1+z)

)

= (n+1)(1−z2n+4)+(n+2)z(1−z2n+2)
(n+1)(1−z2)(1+z)

.
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B2n+1(z,−1) = Φ2n+1(z) − Φ∗
2n+1(z) = zΦ2n(z) − Φ∗

2n(z)

= 1
n+1

∑n
k=0(k + 1)z2k+1 − 1

n+1

∑n
k=0(n− k + 1)z2k

= 1
n+1

(∑n
k=0(k + 1)z2k+1 −∑n

k=0(n− k + 1)z2k
)

= 1
n+1

(z + 1)
∑n

k=0 k(z
2)k + (z − 1 − n)

∑n
k=0(z

2)k

= 1
n+1

(
(z + 1) z2−(n+1)z2n+2+nz2n+4

(1−z2)2
+ (z − 1)1−z2n+2

1−z2 − n1−z2n+2

1−z2

)

= 1
n+1

(
z2−(n+1)z2n+2+nz2n+4

(1−z)2(z+1)
− 1−z2n+2

1−z
− n 1−z2n+2

(1−z)(1+z)

)

= 1
n+1

(
z2−(n+1)z2n+2+nz2n+4−(z−1)2(1−z2n+2)+n(z−1)(1−z2n+2)

(z2−1)(z−1)

)

= 1
n+1

(
(n+1)z2n+4−(n+1)+(n+2)z−(n+2)z2n+3

(z2−1)(1+z)

)

= −(n+1)(1−z2n+4)+(n+2)z(1−z2n+2)
(n+1)(1−z2)(1−z)

.

�

De la misma manera podemos construir los polinomios, An(z, τn) = Ωn(z) − τnΩ∗
n(z),

tomando τn = ±1, ∀n. En efecto, si la sucesión {Ωn} es la dada por la fórmula (4.5), vale

la siguiente

Proposición 4.2.5.

A2n(z, 1) = n+2
2(n+1)

(1 − z2n), A2n(z,−1) = n(z2n+2−1)
2(n+1)(1−z2)

+ (n+2)z2(1−z2n−2)
2(n+1)(1−z2)

(4.8)

y

A2n+1(z, 1) = z(1−z2n)
2(n+1)(1+z)

+ 1
2
(1 − z2n+1), A2n+1(z,−1) = z(1−z2n)

2(n+1)(1−z)
− 1

2
(1 + z2n+1).

(4.9)
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Demostración:

A2n(z, 1) =
(

1
2n+2

1−z2n

1−z2 − 1
2
z2n
)
−
(

1
2n+2

z2(1−z2n)
1−z2 − 1

2

)

= 1
2(2n+2)(1−z2)

(2(1 − z2n) − 2z2(1 − z2n) + (1 − z2n)(2n+ 2)(1 − z2))

= 1
2(2n+2)(1−z2)

((2n+ 4) − (2n+ 4)z2 − (2n+ 4)z2n + (2n+ 4)z2n+2)

= n+4
2(2n+2)(1−z2)

(1 − z2 − z2n + z2n+2)

= 2n+4
2(2n+2)(1−z2)

((1 − z2)(1 − z2n))

= n+2
2(n+1)

(1 − z2n).

A2n(z,−1) =
(

1
2n+2

1−z2n

1−z2 − 1
2
z2n
)

+
(

1
2n+2

z2(1−z2n)
1−z2 − 1

2

)

= 1
2(2n+2)(1−z2)

(2(1 − z2n) + 2z2(1 − z2n) − (1 + z2n)(2n+ 2)(1 − z2))

= 1
2(2n+2)(1−z2)

(−2n− (2n+ 4)z2 − (2n+ 4)z2n + 2nz2n+2)

= n(z2n+2−1)
2(n+1)(1−z2)

+ (n+2)z2(1−z2n−2)
2(n+1)(1−z2)

.

Análogamente

A2n+1(z, 1) = Ω2n+1(z) − Ω∗
2n+1(z) = zΩ2n(z) − Ω∗

2n(z)

= z
(

1
2(n+1)

1−z2n

1−z2 − 1
2
z2n
)
−
(

1
2(n+1)

z2(1−z2n)
1−z2 − 1

2

)

= 1
2(n+1)(1−z2)

(z(1 − z2n) − z2(1 − z2n) + (1 − z2n+1)(n+ 1)(1 − z2))

= 1
2(n+1)(1−z2)

(z(1 − z2n)(1 − z) + (1 − z2n+1)(n+ 1)(1 − z2))

= z(1−z2n)
2(n+1)(1+z)

+ 1
2
(1 − z2n+1).

A2n+1(z,−1) = Ω2n+1(z) + Ω∗
2n+1(z) = zΩ2n(z) + Ω∗

2n(z)

= z
(

1
2(n+1)

1−z2n

1−z2 − 1
2
z2n
)

+
(

1
2(n+1)

z2(1−z2n)
1−z2 − 1

2

)

= 1
2(n+1)(1−z2)

(z(1 − z2n) + z2(1 − z2n) − (1 + z2n+1)(n+ 1)(1 − z2))

= 1
2(n+1)(1−z2)

(z(1 − z2n)(1 + z) − (1 + z2n+1)(n+ 1)(1 − z2))

= z(1−z2n)
2(n+1)(1−z)

− 1
2
(1 + z2n+1).

�

Una vez hechos estos cálculos preliminares, estamos ahora en disposición de determinar

los nodos y coeficientes de las fórmulas de Szegő. En efecto, sabemos que si {ξk}n
k=1
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denotan los ceros de Bn(z, τ) entonces, los coeficientes de la fórmula de cuadratura de

Szegő se pueden escribir en la forma λk = −1
2ξk

An(ξk,τ)
B′

n(ξk,τ)
, k = 1, . . . , n. De modo que si An y

Bn vienen dados por (4.8) y (4.6) respectivamente, para n par, obtenemos:

B
′

n(z, 1) = n+4
n+2

−(n+2)zn+1(1−z2)−(1−zn+2)(−2z)
(1−z2)2

= n+4
n+2

−(n+2)zn+1+(n+2)zn+3+2z−2zn+3

(1+z)2

= n+4
n+2

z
(

2−(n+2)zn+nzn+2

(1−z2)2

)
.

En este caso, los nodos son ξk = eiθk = e
2(k−1)πi

n+2 , k = 2, ..., n + 2, k 6= n
2

+ 2. Por tanto,

para estos valores del parámetro k y por fórmula (1.30) resultará:

λk = −1

2e
2(k−1)πi

n+2

1−
(
−e

2(k−1)πi
n+2

)n

2e

2(k−1)πi
n+2


−(n+2)


e

2(k−1)πi
n+2




n

+n+2





1−e

4(k−1)πi
n+2




2

= − 1

4e
2(k−1)πi

n+2

1−e
2(k−1)nπi

n+2

(n+2)(1−e
2(k−1)nπi

n+2 )

(
1 − e

4(k−1)nπi
n+2

)2

= − 1
4(n+2)

1−2e
4(k−1)πi

n+2 +e
8(k−1)πi

n+2

e
4(k−1)πi

n+2

= − 1
4(n+2)

(
−2 + 2<

(
e

4(k−1)πi
n+2

))

=
1−cos( 4(k−1)π

n+2 )
2(n+2)

= 2πω3(θk)
n+2

.

En resumen, hemos probado el siguiente

Teorema 4.2.6. Los coeficientes de la n−ésima fórmula de cuadratura de Szegő para n

par y τn = 1, con respecto a la función peso ω3(θ) = sen2θ
2π

, son:

λk =
2πω3(θk)

n+ 2
, k = 2, ..., n+ 2, k 6= n

2
+ 2

viniendo los nodos dados expĺıcitamente por ξk = eiθk = e
2(k−1)πi

n+2 , k = 2, ..., n+ 2,

k 6= n
2

+ 2.

Observación 4.2.7. Téngase en cuenta que la correspondiente n−ésima fórmula de Szegő
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calculada anteriormente se puede escribir como:

∫ π

−π
f(eiθ)ω3(θ)dθ ≈∑n+2

k=2,k 6= n
2
+2 λkf(eiθk)

=
∑n+2

k=2,k 6= n
2
+2

2πω3(θk)
n+2

f(eiθk)

= 2π
n+2

∑n+2
k=1 f(eiθk)ω3(θk)

con θk = 2(k−1)π
n+2

, k = 1, . . . , 2n+ 2.

Vemos pues que la n−ésima fórmula de Szegő con respecto a ω3 coincide con la (n+

2)−ésima fórmula de Szegő respecto a la medida de Lebesgue, si consideramos todo el

integrando f(eiθ)ω3(θ).

Cuando τn 6= 1 no hemos podido, en general, obtener fórmulas expĺıcitas para los

nodos y coeficientes. Con el objetivo de ilustrarlo, se han calculado los coeficientes y

nodos para algunos valores de n par siendo τn = −1. Si tomamos, por ejemplo, n = 4

entonces:

B4(z,−1) = 2
3
(z4 − 1) y A4(z,−1) = −1

3
(z4 − z2 + 1).

En consecuencia, los nodos {ξk}4
k=1 y los coeficientes {λk}4

k=1 vendrán dados por

ξ1 = 1 ξ2 = −1 ξ3 = i ξ4 = −i

λ1 = λ2 = 0.0625 λ3 = λ4 = 0.1875.

Si ahora n = 6 en este caso se tiene que

B6(z,−1) = 1
4
(3z6 + z4 − z2 − 3) y A6(z,−1) = −1

8
(3z6 − 2z4 − 2z2 + 3)

y los pesos {ξk =}6
k=1 y coeficientes {λk}6

k=1 serán

ξ1 = 1 ξ2 = −1

ξ3 = 0.408248 + 0.912871i ξ4 = 0.408248 − 0.912871i

ξ5 = −0.408248 − 0.912871i ξ6 = −0.408248 + 0.912871i
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λk = 0.025 si k = 1, 2

λk = 0.1125000066 si 3 ≤ k ≤ 6.

Como para el resto de las funciones peso de Chebyshev normalizadas, es decir, ω1(θ) =

1+cos θ
2π

y ω2(θ) = 1−cos θ
2π

, los cálculos son muy parecidos a los efectuados para ω3(θ), los

omitiremos y expondremos los resultados directamente.

En la Tabla 1 se puede ver la expresión de los polinomios de Szegő Φn(z) y de los

asociados Ωn(z) con respecto a ω1(θ) y ω2(θ).

Tabla 1

ω(θ) Φn(z) Ωn(z)

ω1(θ) Φn(z) = (−1)n

n+1

∑n
k=0(−1)k(k + 1)zk Ωn(z) = (−1)n

n+1
1+(−1)n−1zn

1+z
− zn

ω2(θ) Φn(z) = 1
n+1

∑n
k=0(k + 1)zk Ωn(z) = 1

n+1
1−zn

1−z
− zn

Observación 4.2.8. Procediendo de igual forma que en la demostración de la Proposición

3.1 , se puede comprobar que

< Φn(z), zk >ωj
= 0, 0 ≤ k ≤ n− 1, j = 1, 2.

Los polinomios para-ortogonales Bn(z, τ) y los asociados An(z, τ), (|τ | = 1), se han

calculado para τ = ±1. Los resultados se muestran en las Tablas 2 y 3:
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Tabla 2

ω(θ) Bn(z, τ)

ω1(θ)
Bn(z, (−1)n) = (−1)n(n+2)

n+1
1+(−1)nzn+1

1+z

Bn(z, (−1)n+1) = 1
n+1

n(zn+2−(−1)n)+(n+2)z(zn−(−1)n)
(1+z)2

ω2(θ)
Bn(z, 1) = (n+2)

n+1
1−zn+1

1−z

Bn(z,−1) = 1
n+1

n(zn+2−1)−(n+2)z(zn−1)
(1−z)2

Tabla 3

ω(θ) An(z, τ)

ω1(θ)
An(z, (−1)n) = (−1)n(n+2)

n+1
(1 − zn)

An(z, (−1)n+1) = (−1)nn(1−(−1)n+1zn+1)
(n+1)(1−z)

+ (−1)n(n+2)z(1+(−1)nzn−1)
(n+1)(1+z)

ω2(θ)
An(z, 1) = n+2

n+1
(1 − zn)

An(z,−1) = n(zn+1−1)
(n+1)(1−z)

+ (n+2)z(1−zn−1)
(n+1)(1−z)

Si en el caso de la función peso ω1 tomamos τ = (−1)n para el cual las expresiones

de Bn(z, (−1)n) y An(z, (−1)n) son más sencillas, obtenemos el siguiente teorema donde

se dan, tanto los nodos como los coeficientes de la fórmula de cuadratura de Szegő con

respecto a dicha función peso:

Teorema 4.2.9. Los coeficientes de la n−ésima fórmula de cuadratura de Szegő con

respecto a la función peso ω1(θ) = 1+cos θ
2π

tomando τn = (−1)n son:

λk =





2π
n+1

ω1(θk) si n es impar, 1 ≤ k ≤ n+ 1, k 6= n+1
2

+ 1

2π
n+1

ω1(θk) si n es par, 1 ≤ k ≤ n+ 1, k 6= n
2

+ 1
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y los nodos vienen dados por ξk = eiθk siendo

θk =





2(k−1)π
n+1

si n es impar, 1 ≤ k ≤ n+ 1, k 6= n+1
2

+ 1

(2k−1)π
n+1

si n es par, 1 ≤ k ≤ n+ 1, k 6= n
2

+ 1.
(4.10)

Si para la función peso ω2 elegimos τ = 1, tendremos el siguiente

Teorema 4.2.10. Los coeficientes de la n−ésima fórmula de cuadratura de Szegő con

respecto a la función peso ω2(θ) = 1−cos θ
2π

y τn = 1 son:

λk =
2π

n+ 1
ω2(θk)

y los nodos son ξk = eiθk con θk = 2(k−1)π
n+1

, k = 1, . . . , n.

Finalmente, digamos que para estas dos funciones peso, ω1 y ω2, se puede obtener un

resultado análogo al dado en la observación 4.2.7.

4.3 Estimación del error

En esta Sección daremos estimaciones del error para la fórmula de cuadratura de Szegő

respecto a las funciones peso ωk(θ), k = 1, 2, 3 definidas en la Sección anterior. También

calcularemos las medidas respecto de las cuales los polinomios de Szegő asociados {Ωn(z)}

son ortogonales (medidas de segunda especie).

Con el fin de obtener una cota superior como la dada en la fórmula (1.39) aśı como la

medida de segunda especie asociada a la función peso ω(θ) = sen2θ
2π

, vamos a calcular la

transformada de Herglotz-Riesz:

Fω3(z) =
∫ π

−π
eiθ+z
eiθ−z

sen2(θ)
2π

dθ

= 1
2πi

∫
T

−(w+z)(w2−1)2

4w3(w−z)
dw

=





Res(h, 0) +Res(h, z) si |z| < 1

Res(h, 0) si |z| > 1
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donde h(w) = −(w+z)(w2−1)2

4w3(w−z)
. Como

1

w − z
=

∞∑

j=0

( −1

zj+1

)
wj

y

−(w + z)(w2 − 1)2

4w3(w − z)
=

−w2

4
+

1

2
+

−1

4w2
+

−zw
4

+
z

2w
+

−z
4w3

entonces

Res(h, 0) = 1
4z2 + −z

2z
+ z

4z3 = 1−z2

2z2 y Res(h, z) = −2z(z2−1)2

4z3 = −(z2−1)2

2z2 .

Por tanto

Fω3(z) =





1−z2

2
si |z| < 1

1−z2

2z2 si |z| > 1.
(4.11)

Téngase en cuenta que como los únicos momentos no nulos son µ0 y µ2, entonces

Fω3(z) = µ0 + 2µ2z
2 =

1 − z2

2
, si |z| < 1.

En resumen, tenemos la siguiente

Proposición 4.3.1. La transformada de Herglotz-Riesz asociada la función peso ω3(θ) =

sen2θ
2π

, viene dada por

Fω3(z) =





1−z2

2
si |z| < 1

1−z2

2z2 si |z| > 1.
(4.12)

De aqúı podemos establecer inmediatamente el siguiente

Corolario 4.3.2. dω̃3(θ) = dθ + π
(
dδ(eiθ − z1) + δ(eiθ − z2)

)
es la medida de segunda

especie asociada a ω3(θ) = sen2θ
2π

donde z1 = 1 y z2 = −1.

Demostración: Por (4.11), si |z| < 1 entonces F (z) = 1−z2

2
es la función de Carathéodory

correspondiente a la función peso ω(θ)dθ = sen2θ
2π

dθ. Haciendo uso del Teorema 1.3.2, se
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tiene que G(z) = 2
1−z2 es la función de Carathéodory correspondiente a dω̃3 dada en el

Teorema 1.3.1. Por la fórmula (1.19),

z1 = 1, γ1 = −1

z2 = −1, γ2 = 1

y

G(eiθ) = 2 1
1−cos 2θ−isen2θ

= 21−cos 2θ+isen2θ
2−2 cos 2θ

= 1 + sen2θ
1−cos 2θ

i.

Por tanto, <(G(eiθ)) = 1 y, por fórmula (1.20), dω̃3(θ) = dθ+π
(
δ(eiθ − z1) + δ(eiθ − z2)

)

y la sucesión {Ωn}, dada en (4.5), es ortogonal con respecto a dω̃3. �

Por otro lado, si An y Bn vienen dados por (4.8) y (4.6) respectivamente, para n par,

podemos calcular los aproximantes modificados: Rn(z, 1) = An(z,1)
Bn(z,1)

y obtenemos

Rn(z, 1) =
(1 − zn)(1 − z2)

2(1 − zn+2)
.

Entonces, el error para la transformada de Herglotz-Riesz viene dado por

Fω3(z) −Rn(z, 1) =





zn(1−z2)2

2(1−zn+2)
si |z| < 1

(1−z2)2

2z2(1−zn+2)
si |z| > 1.

(4.13)

Por el Lema 2.1, si G = {z : r < |z| < R, r < 1, R > 1} , entonces δG = Γ = Γ1

⋃
Γ2,

donde

Γ1 = {z : |z| = r, 0 < r < 1} y Γ2 = {z : |z| = R, R > 1} . (4.14)

En este caso, por las fórmulas (4.13) y (1.39)

|En(f)| ≤ 1
4π

maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (∫

Γ1

|z|n|1−z2|2
2|1−|z|n+2| +

∫
Γ2

|1−z2|2
2|z|2(1−|z|n+2)

)

= 1
4π

maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (∫ π

−π
rn(1−2r2 cos 2θ+r4)

2(1−rn+2)
rdθ +

∫ π

−π
1−2R2 cos 2θ+R4

2R2(Rn+2−1)
Rdθ

)

= 1
4
maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (

rn+1(1+r4)
1−rn+2 + (1+R4)

R(Rn+2−1)

)
.

Por tanto, hemos probado el siguiente
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Teorema 4.3.3. Sea f anaĺıtica en G = {z : r < |z| < R, r < 1, R > 1} . Entonces, para

cada n par

|En(f)| ≤ 1
4
maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (

rn+1(1+r4)
1−rn+2 + (1+R4)

R(Rn+2−1)

)
. (4.15)

donde Γ = Γ1

⋃
Γ2, siendo Γ1 y Γ2 como en la fórmula (4.14).

Observación 4.3.4. Téngase en cuenta que si f(z) es anaĺıtica en {z : |z| < R; R > 1},

entonces podemos hacer r → 0 y

|En(f)| ≤ 1

4
max
ξ∈Γ2

{∣∣∣∣
f(ξ)

ξ

∣∣∣∣
}(

(1 +R4)

R(Rn+2 − 1)

)
.

Por otro lado, si f(z) es anaĺıtica en {z : r < |z| ≤ ∞; 0 < r < 1}, podemos ahora

hacer R → ∞ y se tiene

|En(f)| ≤ 1

4
max
ξ∈Γ1

{∣∣∣∣
f(ξ)

ξ

∣∣∣∣
}(

rn+1(1 + r4)

1 − rn+2

)
.

Con el propósito de calcular la medida de segunda especie y de dar cotas de error en

la fórmula de cuadratura de Szegő con respecto a las funciones peso ωk(θ), k = 1, 2 es

fácil ver que la transformada de Herglotz- Riesz viene dada, con respecto a ω1 por

Fω1(z) =





1 + z si |z| < 1

−1+z
z

si |z| > 1.
(4.16)

y con respecto a ω2 por

Fω2(z) =





1 − z si |z| < 1

1−z
z

si |z| > 1.
(4.17)

Como consecuencia y procediendo igual que en el Corolario 4.3.2, se tiene por un lado

que dω̃(θ)1 = 1
2
dθ+πδ(eiθ−z1) es la medida de segunda especie asociada a ω1(θ) = 1+cos θ

2π
,

donde z1 = −1.

Y por otro lado, que dω̃2(θ) = 1
2
dθ + πδ(eiθ − z1) es la medida de segunda especie

asociada a ω2(θ) = 1−cos θ
2π

, donde ahora z1 = 1.
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Veremos que las cotas de error que vamos a calcular, coinciden para ambas funciones

peso. Si para ω1 tomamos τ = (−1)n y para ω2, elegimos τ = 1, los aproximantes

modificados vienen dados por

Rn(z, (−1)n) =
(1 − (−1)nzn)(1 + z)

1 + (−1)nzn+1

y

Rn(z, 1) =
(1 − zn)(1 − z)

1 − zn+1
,

respectivamente.

Por tanto, el error para la transformada de Herglotz-Riesz, en el caso de ω1, vendrá

dada por

Fω1(z) −Rn(z, (−1)n) =





(−1)nzn(1+z)2

1+(−1)nzn+1 si |z| < 1

−(1+z)2

z(1+(−1)nzn+1)
si |z| > 1.

(4.18)

y con respecto a ω2 se obtiene

Fω2(z) −Rn(z, 1) =





zn(1−z)2

1−zn+1 si |z| < 1

(1−z)2

z(1−zn+1)
si |z| > 1.

(4.19)

Para ambas funciones peso tenemos el siguiente

Teorema 4.3.5. Sea f anaĺıtica en G = {z : r < |z| < R, r < 1, R > 1} . Entonces, para

cada n

|En(f)| ≤ 1
2
maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (

rn+1(1+r2)
1−rn+1 + (1+R2)

Rn+1−1

)
. (4.20)

donde Γ = Γ1

⋃
Γ2, siendo Γ1 y Γ2 como en fórmula (4.14) y denotando En(f) el error

en la n−ésima fórmula de Szegő para las funciones peso ω1(θ) y ω2(θ).

Obsérvese que para estas funciones peso también se obtiene un resultado similar al

dado en la Observación 4.3.4.
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4.4 Resultados numéricos

En esta Sección, y con carácter ilustrativo, compararemos el error exacto en las fórmulas

de Szegő con las cotas de error dadas por las fórmulas (4.15) y (4.20). Al propio tiempo,

los resultados numéricos referidos a las fórmulas de Szegő se compararán con los que se

obtienen aplicando las fórmulas de Gauss- Legendre. Tales fórmulas de cuadratura deben

entenderse en el siguiente sentido: (ver [23],[28]). Sea f(eiθ) = f1(θ) + if2(θ). Entonces,

Iω(f) =

∫ π

−π

F1(θ)dθ + i

∫ π

−π

F2(θ)dθ

donde Fi(θ) = fi(θ)ω(θ), i = 1, 2. Si aproximamos estas dos últimas integrales por la

n−ésima fórmula de cuadratura de Gauss-Legendre en [−π, π],
∑n

j=1AjFi(θj), i = 1, 2

podemos escribir:

Iω(f) ≈
n∑

j=1

Aj (F1(θj) + iF2(θj)) =
n∑

j=1

Ajf(eiθj)ω(θj) =
n∑

j=1

Bjf(eiθj),

con Bj = Ajω(θj) ≥ 0, j = 1, . . . , n.

A tal efecto elegiremos las siguientes funciones como integrandos:

f1(z) = sen(z)
4−z

, f2(z) =
sen( 1

z
)

z− 1
4

, y f3(z) = sen(z)

(4−z)(z− 1
4
)
.

Observar que f1(z)
z

es anaĺıtica en 0 ≤ |z| ≤ R para R < 4, la función f2(z)
z

es ahora

anaĺıtica en r ≤ |z| ≤ ∞ si r > 1
4

y, finalmente, la función f3(z)
z

es anaĺıtica en r ≤ |z| ≤ R

para 1
4
< r < R < 4.

Para estas funciones, hemos calculado el error exacto en las fórmulas de Szegő en base

a los Teoremas 4.2.6, 4.2.9 y 4.2.10, con respecto a las funciones peso ω3(θ) = sen2θ
2π

,

ω1(θ) = 1+cos θ
2π

y ω2(θ) = 1−cos θ
2π

, respectivamente.

Para ω3(θ) = sen2θ
2π

, tenemos los siguientes resultados que aparecen en las Tablas 1−3 :
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Tabla 1-f1(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Cota (R=3.8) Error exacto (Gauss-Legendre)

n=8 1.24397935E-06 2.431076E-05 1.71024787E-03

n=16 9.68002240E-12 5.591511E-10 1.48264889E-07

n=24 1.54390389E-16 1.286057E-14 1.18979947E-11

Tabla 2-f2(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Cota (r=0.27) Error exacto (Gauss-Legendre)

n=8 1.990366E-05 4.071163E-04 3.156266E-02

n=16 1.548800E-10 1.149814E-08 4.977121E-06

n=24 2.178812E-15 3.247415E-13 7.953741E-08

Tabla 3-f3(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Cota (R=3.8, r=0.27) Error exacto (Gauss-Legendre)

n=8 7.400192E-07 3.161199E-04 3.116131E-04

n=16 1.091954E-11 7.403863E-09 2.943992E-10

n=24 2.775557E-17 1.740482E-13 4.424738E-09

Para ω1(θ) = 1+cos θ
2π

, se tienen los siguientes resultados en las Tablas 4 − 6 :

Tabla 4-f1(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Cota (R=3.8) Error exacto ( Gauss-Legendre)

n=8 3.34996165E-06 5.174076E-05 3.50150187E-04

n=16 3.44166917E-11 1.190039E-09 1.43798826E-08

n=24 5.27355936E-16 2.737112E-14 1.26720897E-10
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Tabla 5-f2(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Cota (r=0.27) Error exacto (Gauss-Legendre)

n=8 6.462231E-05 8.689770E-04 1.718254E-02

n=16 5.506783E-10 2.454229E-08 9.102588E-07

n=24 8.409939E-15 6.931467E-13 8.015859E-07

Tabla 6-f3(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Eror bound (R=3.8, r=0.27) Error exacto (Gauss-Legendre)

n=8 2.614782E-06 6.729565E-04 1.895428E-04

n=16 3.882527E-11 1.576203E-08 1.192112E-07

n=24 4.996003E-16 3.705510E-13 9.867432E-08

Finalmente, para la función peso ω2(θ) = 1−cos θ
2π

, tenemos los correspondientes resul-

tados numéricos que vienen dados en las Tablas 7 − 9.

Tabla 7-f1(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Cota (R=3.8) Error exacto (Gauss-Legendre)

n=8 2.08782660E-06 5.174076E-05 9.61621164E-04

n=16 1.23908591E-11 1.190039E-09 3.25547073E-08

n=24 1.90819582E-16 2.737112E-14 2.32242974E-11
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Tabla 8-f2(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Cota (r=0.27) Error exacto (Gauss-Legendre)

n=8 2.238229E-05 8.689770E-04 6.482502E-03

n=16 1.982434E-10 2.454229E-08 8.908710E-07

n=24 2.955968E-15 6.931467E-13 5.565306E-08

Tabla 9-f3(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Cota (R=3.8, r=0.27) Error exacto (Gauss-Legendre)

n=8 9.413287E-07 6.729565E-04 1.330823E-04

n=16 1.397712E-11 1.576203E-08 2.980441E-08

n=24 2.220446E-16 3.705510E-13 7.450711E-08

A partir de estos resultados numéricos se puede ver que las cotas de error se aproximan

bastante al valor exacto y que las fórmulas de Szegő compiten favorablemente con las de

Gauss- Legendre.

4.5 Aplicación al intervalo [−1, 1]

En esta Sección aplicaremos toda la teoŕıa de la Sección 4 del Caṕıtulo anterior a las

funciones peso de Chebyshev. La relación entre µ y ω, que viene dada por la fórmula

ω(θ) = µ(cos θ)|senθ| se puede ver en la siguiente Tabla:
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Tabla 1

caso α β µ(x) ω

1 -1/2 1/2 µ1(x) =
√

1+x√
1−x

ω1(θ) = 1 + cos θ

2 1/2 -1/2 µ2(x) =
√

1−x√
1+x

ω2(θ) = 1 − cos θ

3 1/2 1/2 µ3(x) =
√

1 − x2 ω3(θ) = sen2θ

4 -1/2 -1/2 µ4(x) = 1√
1−x2 ω4(θ) = 1

Los polinomios ortogonales respecto a las funciones peso µk(x) y (1 − x2)µk(x), k =

1, 2, 3, 4 los hab́ıamos denotado en el Caṕıtulo anterior por pn(x) y qn(x) respectivamente.

Estos polinomios, en los diferentes casos dados en la Tabla anterior, tienen cierta relación.

Por ejemplo, en el último caso, sabemos que el n−ésimo polinomio de Szegő viene dado por

Φn(z) = zn y el polinomio ortogonal mónico pn(x) coincide con el polinomio de Chebyshev

de primera especie 2−nTn(x). Por la fórmula (1.11) podemos contruir el polinomio qn(x)

para el caso 4 el cual coincidirá con el polinomio pn(x) para el caso 3 que es precisamente

el polinomio de Chebyshev de segunda especie 2−nUn(x).

En el Caṕıtulo anterior, los polinomios ortogonales respecto a las funciones peso (1±

x)µk(x), k = 1, 2, 3, 4 se hab́ıan denotado por Q±
n (x) respectivamente y, haciendo uso del

Teorema 3.4.12 para la función peso del caso 4, se puede ver que los polinomios ortogonales

Q±
n (x) coinciden con los polinomios pn(x) para los casos 1 y 2.

Una vez se hayan calculado los coeficientes y nodos en las fórmulas de Szegő podremos

obtener las fórmulas de cuadratura de Gauss (G), Gauss- Lobatto (GL) o Gauss- Radau

bien cuando incluyamos el punto 1 (GR(1)) o bien el punto -1 (GR(−1)). Por ejemplo,

para la función peso ω1(θ) = 1+cos θ, los coeficientes de la (2n)−ésima fórmula de Szegő
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para τ = 1 vienen dados por

λk =
2π

2n+ 1

(
1 + cos

(
(2k − 1)π

2n+ 1

))
, 1 ≤ k ≤ 2n+ 1, k 6= n+ 1

y los nodos son los ceros del polinomio para-ortogonal B2n(z, 1) que vienen dados por

ξk = eiθk = e
(2k−1)πi

2n+1 , 1 ≤ k ≤ 2n+ 1, k 6= n+ 1.

Por tanto, los nodos para la fórmula de cuadratura de Gauss con respecto a µ1(x) =
√

1+x
1−x

son xk = cos (2k−1)π
2n+1

, 1 ≤ k ≤ n y la n−ésima fórmula de Gauss será

∫ 1

−1

F (x)µ1(x)dx ≈
n∑

k=1

(
2π

2n+ 1

(
1 + cos

(
(2k − 1)π

2n+ 1

)))
F

(
cos

(
(2k − 1)π

2n+ 1

))

que es exacta para todo polinomio de grado a lo sumo 2n− 1.

Como los cálculos son similares para las restantes funciones peso, haciendo uso de la

Sección anterior, en la siguiente Tabla daremos los correspondientes coeficientes y nodos

para los casos en los que estos se conozcan expĺıcitamente.

Tabla 2

caso
G

k = 1, . . . , n

GL

k = 0, . . . , n+ 1

GR(1)

k = 0, . . . , n

GR(-1)

k = 1, . . . , n+ 1

1
xk = cos (2k−1)π

2n+1

Ak = 2πω3(θk)
2n+1

[f]
xk = cos kπ

n+1

Ak = πω3(θk)
n+1

[g]

2
xk = cos 2kπ

2n+1

Ak = 2πω2(θk)
2n+1

[d] [e]
xk = cos kπ

n+1

Ak = πω2(θk)
n+1

3
xk = cos kπ

n+1

Ak = πω1(θk)
n+1

[a] [b] [c]

4
xk = cos (2k−1)π

2n

Ak = 1
n

xk = cos kπ
n+1

Ak = π
n+1

xk = cos 2kπ
2n+1

Ak = 2π
2n+1

xk = cos (2k−1)π
2n+1

Ak = 2π
2n+1
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Aqúı, las fórmulas de Gauss con n nodos serán denotadas por
∑n

k=1Akf(xk), las de

Gauss- Lobatto, por
∑n+1

k=0 Akf(xk), las de Gauss- Radau, incluyendo el 1, por
∑n

k=0Akf(xk)

y las de Radau, con el -1, por
∑n+1

k=1 Akf(xk).

En las casillas donde aparecen [a− d], no hemos podido deducir expresiones expĺıcitas

de los nodos o de los coeficientes. No obstante, se pueden establecer algunas relaciones

entre ellas y conclusiones acerca de la localización de los nodos.

Por ejemplo, para el caso [b] el numerador en la expresión obtenida para el polinomio

para-ortogonal B2n+1(z,−1) puede verse que es proporcional (haciendo z = eiθ), a:

(n+ 1)sen(n+ 2)θ − (n+ 2)sen(n+ 1)θ.

Si hacemos lo mismo para el caso [c], el polinomio para-ortogonal es B2n+1(z, 1) y el

numerador de la expresión que lo representa será proporcional a

(n+ 1)sen(n+ 2)θ + (n+ 2)sen(n+ 1)θ.

Haciendo uso de relaciones trigonométricas conocidas, se tiene que

(n+ 1)sen(n+ 2)(π − θ) − (n+ 2)sen(n+ 1)(π − θ) =

(−1)n+1 ((n+ 1)sen(n+ 2)θ + (n+ 2)sen(n+ 1)θ) .

Con lo cual, los nodos del caso [b] se obtienen de los de [c] reemplazando θj por π − θj.

Se puede ver fácilmente que la misma relación existe entre los casos [g] y [e].

Por otro lado, en el caso [d], el numerador B2n+2(z,−1) es proporcional a:

(n+ 1)sen(n+ 2)θ − (n+ 2)sen(n+ 1)θ.

Por tanto, si a las soluciones de [b] ((2n + 1) soluciones) le añadimos θ = π (z = −1)

obtendremos las soluciones de [d], ((2n+ 2) soluciones).
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De la misma manera, en el caso [f ] se tiene que el numerador, ahora de B2n+2(z,−1),

es proporcional a

(n+ 1)sen(n+ 2)θ + (n+ 2)sen(n+ 1)θ. (4.21)

Entonces, si a las soluciones de [c] ((2n + 1) soluciones) le añadimos θ = 0 (z = 1)

obtendremos las soluciones de [f ], ((2n+ 2) soluciones).

En cuanto a la localización de los nodos, estudiaremos sólo los casos [a], [e] y [f ] ya

que el resto se puede deducir a partir de éstos mediante las relaciones que acabamos de

establecer.

El caso [a] representa la fórmula de Gauss- Lobatto con respecto a la función peso

µ(x) =
√

1 − x2. Entonces necesitaremos los ceros del polinomio para-ortogonal

B2n+2(z,−1) con respecto a ω3(θ) = sen2θ. Si en la expresión de B2n+2(z,−1) hacemos

z = eiθ, se puede ver que el numerador es proporcional a

(n+ 1)sen(n+ 3)θ − (n+ 3)sen(n+ 1)θ.

Esta expresión se puede reducir, después de algunas manipulaciones trigonométricas, a

(n+ 2) cos(n+ 2)θsenθ = sen(n+ 2)θ cos θ.

Obsérvese que 0 y π son soluciones de la ecuación y que para n impar habŕıa que añadir

π/2. El resto de las soluciones son simétricas con respecto a π/2 y tienen que computarse

numéricamente. Para n impar dichas soluciones están muy cerca de π/2±jπ/(n+2), j =

0, . . . , (n− 1)/2 y para n par, π/2 no seŕıa solución y el resto están cerca de π/2 ± (2j +

1)π/(2n+ 4), j = 0, . . . , (n− 2)/2.

Para el caso [e], los nodos se corresponden con las soluciones de la ecuación

(2n+ 1)sen(
2n+ 3

2
)θ − (2n+ 3)sen(

2n+ 1

2
)θ = 0.

Una solución es θ = 0 y las restantes están muy cerca de

π/2 ± (2j + 1)π/(2n+ 2), j = −(n− 1)/2, . . . , (n− 1)/2, para n impar
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y

π/2 ± jπ/(n+ 1), j = −(n− 2)/2, . . . , n/2, para n par.

Finalmente, en el caso [f ] y haciendo uso de la fórmula (4.21), se tiene que dos solu-

ciones son 0 y π y el resto se encuentran cerca de 2jπ/(2n + 3), j = 1, . . . , n, para todo

n.





Caṕıtulo 5

Fórmulas de cuadratura de tipo

interpolatorio para las funciones

peso de Chebyshev

5.1 Introducción

En este caṕıtulo nos centraremos, de nuevo, en la aproximación de integrales sobre T de

la forma:

Iσ(f) =

∫ π

−π

f(eiθ)σ(θ)dθ

mediante una fórmula de cuadratura del tipo In(f) =
∑n

j=1Ajf(xj) con nodos {xj}n
j=1 a

ser posible distintos y sobre la circunferencia unidad y donde ahora σ(θ) puede ser una

función compleja absolutamente integrable. Como, en general, la función σ(θ) puede no

ser positiva, carece de sentido, en tal caso, utilizar las fórmulas de cuadratura de Szegő a

las que nos hemos referido en los dos Caṕıtulos anteriores. Como alternativa, tomaremos

fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio en Λ−p,q, (p+q = n−1) con nodos distintos

sobre T.

133
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Si los coeficientes {Aj}n
j=1 de la fórmula de tipo interpolatorio, son positivos y

limn→∞ p(n) = limn→∞ q(n) = ∞, tenemos garantizada la convergencia de las fórmulas

de cuadratura para toda función f acotada e integrable en [−π, π]. Por otro lado, la

positividad de los coeficientes es fundamental (véase por ejemplo [34]) a la hora de es-

tudiar la estabilidad numérica de los procesos de cuadratura. Aśı pues, en términos de

convergencia y estabilidad, nos interesa construir fórmulas de cuadratura con coeficientes

positivos. A tal fin, veremos que, con respecto a las funciones peso de Chebyshev, los

coeficientes de las correspondientes fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio In(f)

en Λ−p,q, (p+ q = n−1), cuyos nodos son rotaciones de las ráıces n−ésimas de la unidad,

son no negativos para casi todos los valores del parámetro p. Conviene recordar que las

funciones peso de Chebyshev son de la forma ω(θ) = (1+cos θ)α+1/2(1−cos θ)β+1/2, donde

α, β ∈ {±1/2}.

Aśı pues, en la Sección 2 calcularemos los coeficientes de dichas fórmulas de cuadratura.

Hay que tener en cuenta que para α = β = − 1
2

obtendremos la medida de Lebesgue dθ
2π

y se sabe ([28]) que si elegimos los nodos como las ráıces n−ésimas de un complejo τ,

de módulo uno, entonces la correspondiente fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio

coincide con la fórmula de Szegő, con lo cual nos ocuparemos sólo de las funciones peso

de Chebyshev normalizadas: ω1(θ) = 1+cos θ
2π

, ω2(θ) = 1−cos θ
2π

y ω3(θ) = sen2θ
2π

.

En la Sección 3 daremos cotas de error para las tres fórmulas de cuadratura construidas

en la Sección 2.2. A tal efecto, utilizaremos la transformada de Herglotz- Riesz con

respecto a las tres funciones peso y ciertos aproximantes tipo Padé en dos puntos a dicha

transformada.

En la Sección 4 y con carácter ilustrativo, compararemos numéricamente nuestras

fórmulas de tipo interpolatorio con las correspondientes fórmulas de Szegő. Comprobare-

mos también la efectividad de las cotas de error obtenidas en la Sección anterior.
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Finalmente, en la Sección 5 nos centraremos en aproximar integrales en el intervalo

[−1, 1] haciendo uso de fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio en Λ−p,q, (p + q =

n−1) cuyos nodos sobre T verifican ciertas hipótesis. Al final de esta Sección aplicaremos

los resultados obtenidos a nuestras tres funciones peso, dando lugar, en algunos casos, a

fórmulas de cuadratura en [−1, 1] bien conocidas.

5.2 Coeficientes de las fórmulas de cuadratura de

tipo interpolatorio

Como es sabido, una cuestión clave en la construcción de fórmulas de tipo interpolatorio,

bien sea sobre un intervalo [a, b] del eje real o sobre T, es suministrar una elección adecuada

de los nodos en los que se basan tales fórmulas en el sentido que los mismos sean de

fácil computación y permitan asegurar un cierto grado de exactitud, tanto teórica como

práctica, en los resultados proporcionados.

En esta Sección construiremos fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio con

respecto a las medidas de Chebyshev normalizadas, tomando como nodos las ráıces

n−ésimas de τ ∈ T. Aśı pues, el polinomio nodal será Wn(x) = xn − τ y si τ = eiφ,

los nodos vendrán dados por xj = e
φ+2(j−1)π

n
i, j = 1, . . . , n.

Solamente calcularemos de forma detallada los coeficientes de la fórmula de cuadratura

con respecto a la función peso ω1(θ), ya que para ω2(θ) y ω3(θ) los cálculos son muy

similares.

Por (1.24) se tiene que

Aj =

∫ π

−π

Lj(e
iθ)

1 + cos θ

2π
dθ
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donde Lj viene dado por (1.23). Entonces, podemos escribir:

Aj =

∫ π

−π

xp−n+1
j

n

einθ − τ

eipθ(eiθ − xj)

1 + cos θ

2π
dθ =

1

2πi

∫

T

xp−n+1
j (zn − τ)(z + 1)2

2nzp+2(z − xj)
dz = Res(f, 0)

donde f(z) =
xp−n+1

j (zn−τ)(z+1)2

2nzp+2(z−xj)
. Observar que τ = xn

j y, por tanto, zn−τ
z−xj

=
∑n−1

k=0 z
kxn−k−1

j .

El residuo entonces puede calcularse de la siguiente forma:

Aj =
xp−n+1

j

2n

1

(p+ 1)!

dp+1

dzp+1

{
(z + 1)2

n−1∑

k=0

zkxn−k−1
j

}

z=0

(5.1)

por lo que sólo habŕıa que encontrar el coeficiente que acompaña a zp+1 en la expresión

que está entre corchetes. Para ello tenemos que distinguir varios casos. Si p = 0 se tiene,

Aj =
x−n+1

j

2n

(
xn−1

j + 2xn
j

)
=

1

2n

(
2 +

1

xj

)
=

2xj + 1

2nxj

.

Si p = n− 1 :

Aj =
1

2n
(xj + 2) =

2 + xj

2n

y finalmente, si 1 ≤ p ≤ n− 2 entonces,

Aj =
xp−n+1

j

2n

(
xn−p−2

j + 2xn−p−1
j + xn−p

j

)

= 1
2n

(
xj + 2 + 1

xj

)
= 1

2n
(xj + 2 + xj) = 1

2n
(2 + 2<(xj))

=
1+cos(

φ+2(j−1)π
n

)

n

= 2π
n
ω1(θj),

donde xj = eiθj , j = 1, . . . , n, n ≥ 3. Hemos demostrado, por tanto, la siguiente

Proposición 5.2.1. Los coeficientes de la fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio

con respecto a la función peso ω1(θ) = 1+cos θ
2π

y donde los nodos {xj}n
j=1, (xj = eiθj , j =

1, . . . , n) son las ráıces n−ésimas de τ = eiφ, vienen dados por

Aj =





2xj+1

2nxj
si p = 0

2π
n
ω1(θj) si 1 ≤ p ≤ n− 2, j = 1, . . . , n, n ≥ 3.

2+xj

2n
si p = n− 1

(5.2)
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Análogamente, para ω2(θ) se obtiene:

Proposición 5.2.2. Los coeficientes de la fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio

con respecto a la función peso ω2(θ) = 1−cos θ
2π

y donde los nodos {xj}n
j=1, (xj = eiθj , j =

1, . . . , n) son las ráıces n−ésimas de τ = eiφ, vienen dados por

Aj =





2xj−1

2nxj
si p = 0

2π
n
ω2(θj) si 1 ≤ p ≤ n− 2, j = 1, ..., n, n ≥ 3.

2−xj

2n
si p = n− 1

(5.3)

Finalmente, para la función peso ω3(θ) se tiene

Proposición 5.2.3. Los coeficientes de la fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio

con respecto a la función peso ω3(θ) = sen2θ
2π

y donde los nodos {xj}n
j=1, (xj = eiθj , j =

1, . . . , n) son las ráıces n−ésimas de τ = eiφ, vienen dados por

Aj =





2x2
j−1

4nx2
j

si p = 0, 1

2π
n
ω3(θj) si 2 ≤ p ≤ n− 3, j = 1, ..., n, n ≥ 5.

2−x2
j

4n
si p = n− 2, n− 1

(5.4)

Observación 5.2.4. Por (5.2) y (5.3), se puede ver que los coeficientes son no negativos

para 1 ≤ p ≤ n − 2 y también, por (5.4) podemos garantizar lo mismo pero ahora para

2 ≤ p ≤ n− 3. Para propiedades relativas a la positividad de los coeficientes de fórmulas

de cuadratura de tipo interpolatorio sobre T, ver [45].

Observación 5.2.5. Conviene resaltar que para las funciones peso en consideración

ωk(θ), k = 1, 2, 3, la fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio en Λ−p,q (p + q =

n− 1), basada en las ráıces de τ (|τ | = 1), coincide con la n−ésima fórmula de Szegő si

1 ≤ p ≤ n− 2 para ωk(θ); k = 1, 2 y 2 ≤ p ≤ n− 3 para ω3(θ) cuando la aplicamos a todo

el integrando f(eiθ)ωk(θ); k = 1, 2, 3.
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Observación 5.2.6. Hay que tener en cuenta que, los casos n = 1, 2 no están contem-

plados en las fórmulas (5.2) y (5.3) ni tampoco en (5.4), para n = 1, 2, 3, 4. Consideremos

como ejemplo la función peso ω2. Entonces, para n = 1 y como p + q = 0, se tiene que

p = 0 y haciendo uso de (5.1), el coeficiente de la fórmula de cuadratura viene dado por

A1 = 1. Si n = 2, entonces p = 0 ó p = 1. Para p = 0 y utilizando de nuevo la expre-

sión dada por (5.1), los coeficientes son Aj =
2xj+1

4xj
, j = 1, 2 y para p = 1 obtenemos

Aj =
xj+2

4x2
j
, j = 1, 2.

5.3 Cotas de error

En esta Sección nos ocuparemos de calcular cotas de error para las fórmulas de cuadratura

respecto a las tres funciones peso ω1(θ), ω2(θ) y ω3(θ) introducidas en la Sección anterior.

A tal efecto vamos a calcular el error en la transformada de Herglotz- Riesz Fωk
(z), k =

1, 2, 3 con respecto a ciertos aproximantes tipo Padé asociadas a las mismas. Para ello,

sea ω(θ) una función peso en [−π, π] y supongamos que Wn(z) =
∏n

j=1(z − xj) es el

polinomio nodal de la fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio en Λ−p,q, con 0 ≤ p ≤

n− 1; q = n− 1 − p y nodos {xj}n
j=1 sobre T. Entonces, si

(p/n)Fω
(z) =

Qn(z)

Wn(z)
, 0 ≤ p ≤ n− 1

representa el aproximante tipo Padé a Fω(z) cuyo denominador coincide con el poli-

nomio nodal Wn(z), el papel que juegan Fω(z) y (p/n)Fω
(z) con respecto a la fórmula de

cuadratura de tipo interpolatorio, como ya hemos visto, viene dado por el Lema 1.5.4 y

como consecuencia se tiene la siguiente cota superior, siendo f anaĺıtica en un dominio

que contenga a T y Γ la frontera del mismo:

|En(f)| ≤ 1

4π
max
ξ∈Γ

{∣∣∣∣
f(ξ)

ξ

∣∣∣∣
} ∫

Γ

∣∣Fω(z) − (p/n)Fω
(z)
∣∣ |dz|. (5.5)
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Para calcular Fω(z) − (p/n)Fω
(z) utilizaremos la siguiente expresión integral: (ver

fórmula (1.37) del Caṕıtulo 1)

Fω(z) − (p/n)Fω
(z) =

2zp+1

Wn(z)

∫ π

−π

e−ipθWn(eiθ)

eiθ − z
ω(θ)dθ.

En la Sección anterior hab́ıamos elegido los nodos que fueran rotaciones de las ráıces

de la unidad por lo que el polinomio nodal, con el cual haremos todos los cálculos, será,

de nuevo, Wn(z) = zn − τ, donde |τ | = 1.

En primer lugar, para la función peso ω1(θ) = 1+cos θ
2π

, se tiene:

Fω1(z) − (p/n)Fω1
(z) = 2zp+1

zn−τ

∫ π

−π
e−ipθ(einθ−τ)

eiθ−z
1+cos θ

2π
dθ

= 2zp+1

zn−τ
1

2πi

∫
T

(wn−τ)(w+1)2

2wp+2(w−z)
dw

Sea h(w) = (wn−τ)(w+1)2

2wp+2(w−z)
, entonces

Fω1(z) − (p/n)Fω1
(z) =





2zp+1

zn−τ
(Res(h, 0) +Res(h, z)) si |z| < 1

2zp+1

zn−τ
Res(h, 0) si |z| > 1.

Como zn−τ
z−xj

=
∑n−1

k=0 z
kxn−k−1

j , el residuo se puede calcular de la siguiente manera:

Res(h, 0) =
2zp+1

zn − τ

1

(p+ 1)!

dp+1

dzp+1

{
1

2
(z + 1)2

n−1∑

k=0

zkxn−k−1
j

}

z=0

Tendremos que distinguir ahora varios casos según los valores del parámetro p. Aśı, si

p = 0, Res(h, 0) = 1
z1 + 1

2z2 = 2z+1
2z2 . Por tanto, si |z| < 1 :

Fω1(z) − (p/n)Fω1
(z) = 2z

zn−τ
(Res(h, 0) +Res(h, z))

= 2z
zn−τ

(
2z+1
2z2 + (zn−τ)(z+1)2

2z2

)

= zn(z+1)2−τz2+2(1−τ)z+1−τ
z(zn−τ)

.

Entonces, podemos escribir:

Fω1(z) − (p/n)Fω1
(z) =





zn(z+1)2−τz2+2(1−τ)z+1−τ
z(zn−τ)

si |z| < 1

2z+1
z(zn−τ)

si |z| > 1.
(5.6)
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Ahora, si 1 ≤ p ≤ n− 2, se tiene:

Res(h, 0) =
1

2zp
+

1

zp+1
+

1

2zp+2
=

(z + 1)2

2zp+2
.

Por lo que, si |z| < 1 :

Fω1(z) − (p/n)Fω1
(z) = 2zp+1

zn−τ
(Res(h, 0) +Res(h, z))

= 2zp+1

zn−τ

(
(z+1)2

2zp+2 + (zn−τ)(z+1)2

2zp+2

)

= (zn+1−τ)(z+1)2

z(zn−τ)

y por tanto:

Fω1(z) − (p/n)Fω1
(z) =





(zn+1−τ)(z+1)2

z(zn−τ)
si |z| < 1

(z+1)2

z(zn−τ)
si |z| > 1.

(5.7)

Finalmente, si p = n− 1, Res(h, 0) = 1
2z

+ (z+1)2

2zn+1 = zn+(z+1)2

2zn+1 . y si |z| < 1

Fω1(z) − (p/n)Fω1
(z) = 2zn

zn−τ
(Res(h, 0) +Res(h, z))

= 2zn

zn−τ

(
zn+(z+1)2

2zn+1 + (zn−τ)(z+1)2

2zn+1

)

= zn+(zn+1−τ)(z+1)2

z(zn−τ)
.

Entonces:

Fω1(z) − (p/n)Fω1
(z) =





zn+(zn+1−τ)(z+1)2

z(zn−τ)
si |z| < 1

zn+(z+1)2

z(zn−τ)
si |z| > 1.

(5.8)

Si tomamos como dominio el anillo G = {z : r < |z| < R, r < 1, R > 1} , entonces

Γ = Γ1

⋃
Γ2, donde

Γ1 = {z : |z| = r, 0 < r < 1} y Γ2 = {z : |z| = R, R > 1} . (5.9)

En consecuencia, por las fórmulas (5.7) y (5.5), se deduce la siguiente cota de error:

|En(f)| ≤ 1
4π

maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (∫

Γ1

(|z|n+1−τ |)|1+z|2
|z||τ−zn| |dz| +

∫
Γ2

|1+z|2
|z||τ−zn| |dz|

)

≤ 1
4π

maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (∫ π

−π
(rn+|1−τ |)(1+2r cos θ+r2)

r(1−rn)
rdθ +

∫ π

−π
1+2R cos θ+R2

R(Rn−1)
Rdθ

)

= 1
4π

maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (

2π(rn+|1−τ |)(1+r2)
1−rn + 2π(1+R2)

Rn−1

)

= 1
2
maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (

(rn+|1−τ |)(1+r2)
1−rn + (1+R2)

Rn−1

)
.

Hemos probado, pues, el siguiente
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Teorema 5.3.1. Sea f una función anaĺıtica en el anillo G = {z : r < |z| < R, r < 1,

R > 1} . Entonces, una cota del error para la fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio

anteriormente definida con respecto a ω1(θ) viene dada, para cada n, por (1 ≤ p ≤ n− 2)

|En(f)| ≤ 1
2
maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (

(rn+|1−τ |)(1+r2)
1−rn + (1+R2)

Rn−1

)
(5.10)

donde Γ = Γ1

⋃
Γ2. Siendo Γ1 y Γ2 como en (5.9). De forma similar se pueden obtener

las siguientes cotas para p = 0 y p = n− 1 respectivamente:

|En(f)| ≤ 1
2
maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (

rn(1+r2)+r2+(2r+1)|1−τ |
1−rn + (1+2R)

Rn−1

)

|En(f)| ≤ 1
2
maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (

rn(2+r2)+(r2+1)|1−τ |
1−rn + (1+R2+Rn)

Rn−1

)
.

Para las dos funciones peso ωk(θ), k = 2, 3, omitiremos los cálculos ya que son muy

similares a los ya hechos para ω1(θ).

Para ω2(θ) = 1−cos θ
2π

, si p = 0, se tiene que:

Fω2(z) − (p/n)Fω2
(z) =





−zn−1(z−1)2+τz2+2(1−τ)z+τ−1
z(zn−τ)

si |z| < 1

2z−1
z(zn−τ)

si |z| > 1.
(5.11)

Si 1 ≤ p ≤ n− 2, entonces:

Fω2(z) − (p/n)Fω2
(z) =





(zn+1−τ)(z−1)2

z(τ−zn)
si |z| < 1

(z−1)2

z(τ−zn)
si |z| > 1.

(5.12)

Finalmente, si p = n− 1,

Fω2(z) − (p/n)Fω2
(z) =





(zn+1−τ)(z−1)2+zn

z(τ−zn)
si |z| < 1

zn+(z−1)2

z(τ−zn)
si |z| > 1.

(5.13)

Por otro lado, es fácil ver que las cotas de error dadas en el Teorema 5.3.1 son las mismas

que para la función peso ω2(θ) = 1−cos θ
2π

.
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Para ω3(θ) = sen2(θ)
2π

tenemos la siguiente expresión del error para p = 0, 1 :

Fω3(z) − (p/n)Fω3
(z) =





−zn−2(z2−1)2+τz4+2(1−τ)z+1−τ
2z2(zn−τ)

si |z| < 1

2z2−1
2z2(zn−τ)

si |z| > 1.
(5.14)

Para 1 ≤ p ≤ n− 3, se tiene:

Fω3(z) − (p/n)Fω3
(z) =





(zn+1−τ)(z2−1)2

2z2(τ−zn)
si |z| < 1

(z2−1)2

2z2(τ−zn)
si |z| > 1

(5.15)

y si p = n− 2, n− 1,

Fω3(z) − (p/n)Fω3
(z) =





zn−(z2−1)2(zn+1−τ)
2z2(zn−τ)

si |z| < 1

zn−(z2−1)2

2z2(zn−τ)
si |z| > 1.

(5.16)

De forma análoga al Teorema 5.3.1, y usando las fórmulas (5.14), (5.15) y (5.16), se

puede deducir fácilmente el siguiente

Teorema 5.3.2. Sea f una función anaĺıtica en el anillo G = {z : r < |z| < R, r < 1,

R > 1} . Entonces, una cota de error para la fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio

anteriormente definida con respecto a ω3(θ) viene dada, para cada n, por (2 ≤ p ≤ n− 3)

|En(f)| ≤ 1
4
maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (

(rn+|1−τ |)(1+r4)
r(1−rn)

+ (1+R4)
R(Rn−1)

)
(5.17)

donde Γ = Γ1

⋃
Γ2, con Γ1 y Γ2 como en (5.9). Para p = 0, 1 y p = n− 2, n− 1 se tiene:

|En(f)| ≤ 1
4
maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (

rn(1+r4)+r4+(2r2+1)|1−τ |
r(1−rn)

+ (1+2R2)
R(Rn−1)

)

|En(f)| ≤ 1
4
maxξ∈Γ

{∣∣∣f(ξ)
ξ

∣∣∣
} (

rn+(r4+1)(rn+|1−τ |)
r(1−rn)

+ (1+R4+Rn)
R(Rn−1)

)

respectivamente.
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5.4 Resultados numéricos

Como hab́ıamos mencionado en el Caṕıtulo 1, las fórmulas de cuadratura de tipo inter-

polatorio sobre la circunferencia unidad han sido estudiadas desde un punto de vista más

general y donde las funciones racionales ortogonales con polos fuera de T juegan un im-

portante papel, (ver [7]). Sin embargo, e incluso en el caso de los polinomios de Laurent,

pocos experimentos numéricos se han hecho. Aśı pues, con carácter ilustrativo y para

evaluar la efectividad de nuestras fórmulas de cuadratura, vamos a tomar las siguientes

funciones anaĺıticas como integrandos:

f1(z) = sen(z)
4−z

, f2(z) =
sen( 1

z
)

z− 1
4

, y f3(z) = sen(z)

(4−z)(z− 1
4
)
.

Para estas funciones, hemos calculado los errores exactos en la fórmula de cuadratura

de tipo interpolatorio con respecto a las funciones peso ω1(θ) = 1+cos θ
2π

, ω2(θ) = 1−cos θ
2π

,

y ω3(θ) = sen2θ
2π

, aśı como las cotas de error dadas en (5.10) y (5.17). Como polinomio

nodal hemos elegido Wn(z) = zn − 1. Además, hemos calculado también el error para las

correspondientes fórmulas de cuadratura de Szegő que se han computado en el Caṕıtulo

anterior.

Como es usual, si se pretende llevar a cabo una comparación coherente entre las dos

fórmulas de cuadratura (la de Szegő y la de tipo interpolatorio), ambas deben tener el

mismo dominio de validez. Para ello, denotaremos por N el número de nodos en las

fórmulas de tipo interpolatorio, donde también hemos tomado p = q. Entonces se tiene

que N = 2n− 1, siendo n el número de nodos en las fórmulas de Szegő.

Para la función peso ω1(θ) = 1+cos θ
2π

, los resultados se pueden ver en las Tablas 1− 3.
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Tabla 1-f1(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación) Cota (R=3.8)

n=8,N=15 3.34996165E-06 5.50297488E-10 1.71841736E-08

n=10,N=19 1.30302390E-07 2.15101547E-12 8.24127231E-11

n=12,N=23 8.88161369E-09 8.42382595E-15 3.95239078E-13

Tabla 2-f2(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación) Cota (r=0.27)

n=8,N=15 6.462231E-05 8.80170097E-09 3.36656929E-07

n=10,N=19 1.984629E-06 3.44152206E-11 1.78913294E-09

n=12,N=23 1.427481E-07 1.31420252E-13 9.50818602E-12

Tabla 3-f3(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación) Cota (R=3.8, r=0.27)

n=8,N=15 2.614782E-06 6.21195594E-10 2.26498285E-07

n=10,N=19 1.585648E-07 2.42644793E-12 1.09713504E-09

n=12,N=23 9.941509E-09 9.43689570E-15 5.31953309E-12

Para ω2(θ) = 1−cos θ
2π

, se tiene los correspondientes resultados numéricos en las Tablas

4 − 6.

Tabla 4-f1(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación) Cota (R=3.8)

n=8,N=15 2.08782660E-06 1.97862407E-10 1.71841736E-08

n=10,N=19 3.889221E-08 7.74331987E-13 8.24127231E-11

n=12,N=23 3.24876996E-09 3.06699105E-15 3.95239078E-13
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Tabla 5-f2(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación) Cota (r=0.27)

n=8,N=15 2.238229E-05 3.16885709E-09 3.36656929E-07

n=10,N=19 7.224837E-07 1.23896171E-11 1.78913294E-09

n=12,N=23 5.133795E-08 4.84612350E-14 9.50818602E-12

Tabla 6-f3(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación) Cota (R=3.8, r=0.27)

n=8,N=15 9.413287E-07 2.23630447E-10 2.26498285E-07

n=10,N=19 5.708336E-08 8.73606742E-13 1.09713504E-09

n=12,N=23 3.578943E-09 3.41393581E-15 5.31953309E-12

Finalmente, para la función peso: ω3(θ) = sen2θ
2π

, los resultados aparecen en las Tablas

7 − 9.

Tabla 7-f1(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación) Cota (R=3.8)

n=8,N=15 1.24397935E-06 6.18749933E-10 3.06817398E-08

n=10,N=19 3.390497E-08 2.41981087E-12 1.47145029E-10

n=12,N=23 2.515530E-09 9.45077349E-15 7.05685524E-13
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Tabla 8-f2(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación) Cota (r=0.27)

n=8,N=15 1.990366E-05 1.00621216E-08 5.84166247E-07

n=10,N=19 5.424796E-07 3.87201659E-11 3.10449894E-09

n=12,N=23 4.024848E-08 1.51198498E-13 1.64985802E-11

Tabla 9-f3(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación) Cota (R=3.8, r=0.27)

n=8,N=15 7.400192E-07 6.99035468E-10 4.03349770E-07

n=10,N=19 4.456684E-08 2.72981637E-12 1.95328957E-09

n=12,N=23 2.796190E-09 1.05471187E-14 9.46804415E-12

De los resultados obtenidos en estas Tablas se puede ver, claramente, que las fórmulas

de tipo interpolatorio dan mejores resultados que las de Szegő. Por otro lado resulta

constatable, al menos numéricamente, la efectividad de las cotas de error calculadas en la

Sección anterior.

Seguidamente haremos una nueva comparación entre las fórmulas de Szegő y las de tipo

interpolatorio pero, ahora, utilizando el mismo número de nodos n en ambas fórmulas.

Tomaremos de nuevo p = q y como p + q = n − 1, el número n debe ser impar. Nos

restringiremos a la función peso ω2(θ) = 1−cos θ
2π

. Los resultados se dan en las Tablas

10 − 12.
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Tabla 10-f1(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación)

n=7 5.595611E-06 7.544544E-05

n=9 1.806210E-07 2.087826E-06

n=11 1.283448E-08 3.889221E-08

Tabla 11-f2(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación)

n=7 3.017841E-04 4.134759E-04

n=9 8.351297E-06 2.238229E-05

n=11 1.555688E-07 7.224837E-07

Tabla 12-f3(z)

Nodos Error exacto (Szegő) Error exacto (Interpolación)

n=7 2.394534E-06 1.199183E-05

n=9 2.408145E-07 9.413287E-07

n=11 1.423569E-08 5.708336E-08

Podemos ver que, utilizando el mismo número de nodos en ambas fórmulas de cuadratu-

ra, los resultados son muy similares. Además, hay que tener en cuenta que los nodos en

nuestras fórmulas de cuadratura son muy fáciles de calcular.

Finalmente, vamos a considerar otros integrandos f(z) con singularidades cerca de T

con el objetivo de apreciar en qué medida influye esto en los resultados numéricos para el

error en las fórmulas de tipo interpolatorio. Aśı pues, vamos a tomar como integrandos
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las siguientes funciones:

f4(z) = senz
1.25−z

y f5(z) =
sen 1

z

z−0.8
.

Los resultados se pueden ver en las Tablas 13 y 14 para las funciones f4(z) y f5(z)

respectivamente y en relación a las tres funciones peso ωk(θ); k = 1, 2, 3.

Tabla 13 -f4(z)

Nodos ω1 ω2 ω3

n=15 5.606342E-02 6.921411E-04 1.401585E-03

n=19 2.247958E-02 2.775257E-04 5.619896E-04

n=23 9.128829E-03 1.127016E-04 2.282207E-04

Tabla 14-f5(z)

Nodos ω1 ω2 ω3

n=15 8.759910E-02 1.081470E-03 2.189977E-03

n=19 3.512435E-02 4.336340E-04 8.781088E-04

n=23 1.426379E-02 1.760962E-04 3.565949E-04

Como parećıa previsible, de estas últimas Tablas se puede ver que la eficiencia numérica

de las fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio depende fuertemente de la presencia

de polos del integrando f cerca de T.

5.5 Aplicación al intervalo [−1, 1]

En esta Sección nos centraremos en aproximar integrales sobre un intervalo finito [a, b] del

eje real, el cual, para fijar ideas, se tomará como el [−1, 1], estableciéndose una conexión
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entre fórmulas de cuadratura con nodos sobre [−1, 1] y exactas en ciertos subespacios de

P y las de tipo interpolatorio con nodos sobre T y exactas en ciertos subespacios, ahora

del espacio Λ de los polinomios de Laurent.

En efecto, supongamos que deseamos aproximar la integral
∫ 1

−1
F (x)µ(x)dx siendo

µ(x) una función peso en [−1, 1]. Como ya se ha visto, podemos construir una función

peso simétrica ω(θ) en [−π, π] por medio de la relación dada en la fórmula (1.9).

Sea Iω(f) =
∫ π

−π
f(eiθ)ω(θ)dθ, siendo ω como en (1.9) y sea I2n(f) =

∑2n
j=1Ajf(zj)

una fórmula de cuadratura para Iω(f) exacta en Λ−p,q con p y q enteros no negativos tales

que p + q = 2n − 1. Supongamos que los nodos {zj}2n
j=1 están en T y aparecen en pares

conjugados, es decir, zn+j = z̄j; j = 1, . . . , n, donde zj = eiθj ; j = 1, . . . , n. Entonces se

tiene, como un primer resultado, la siguiente

Proposición 5.5.1. Definamos Bj = <(Aj); j = 1, . . . , n y xj = cos θj; j = 1, . . . , n.

Entonces, la fórmula de cuadratura Jn(F ) =
∑n

j=1BjF (xj) para Iµ(F ) =
∫ 1

−1
F (x)µ(x)dx

es exacta en Pr donde r = min(p, q) y µ(x) satisface (1.9).

Demostración: El polinomio nodal vendrá dado por W2n(z) =
∏2n

j=1(z − zj) =

∏n
j=1(z − zj)(z − z̄j). Por tanto, W2n(z) tiene coeficientes reales. Por otro lado, como

ω es simétrica, los momentos trigonométricos ck =
∫ π

−π
e−ikθω(θ)dθ; k ∈ Z son reales.

Entonces, el polinomio

Q2n(z) = Iω

{
W2n(z) +

2z

x− z

(
W2n(z) − zp

xp
W2n(x)

)}
; x = eiθ (5.18)

tiene también coeficientes reales.

Por fórmulas (3.13)-(3.14) en [28], sabemos que los coeficientes se pueden expresar

como

Aj = − 1

2zj

Q2n(zj)

W
′

2n(zj)
; j = 1, 2, . . . , 2n. (5.19)
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Por tanto,

An+j = − 1

2zn+j

Q2n(zn+j)

W
′

2n(zn+j)
= − 1

2z̄j

Q2n(z̄j)

W
′

2n(z̄j)
= Āj; j = 1, 2, . . . , n

Ahora veremos que Jn(p) = Iµ(p) para todo p ∈ Pr, (r = min(p, q)) o lo que es lo mismo,

Jn(xk) = Iµ(xk); k = 0, 1, . . . , r.

Sea z = eiθ ∈ T y x = cos θ, entonces

xk =

(
z + z−1

2

)k

= p(z) + p(z−1) = L(z) ∈ Λ−k,k

siendo p un polinomio de grado k con coeficientes reales.

Por tanto,

L(z) = L(z̄) = L(z−1) = L(z); z = eiθ

y podemos escribir

Jn(xk) =
∑n

j=1Bjx
k
j =

∑n
j=1

Aj+Āj

2
L(zj)

= 1
2

(∑n
j=1AjL(zj) +

∑n
j=1 ĀjL(zj)

)
= 1

2

∑2n
j=1AjL(zj)

= 1
2

∫ π

−π
L(eiθ)ω(θ)dθ

ya que L ∈ Λ−k,k ⊂ Λ−r,r ⊂ Λ−p,q.

Por otro lado, se tiene que

∫ 1

−1
xkµ(x)dx = 1

2

∫ π

−π
(cos θ)kµ(cos θ)senθdθ

= 1
2

∫ π

−π
L(eiθ)ω(θ)dθ

= Iµ(xk); k = 0, . . . , r

(5.20)

�

Analizaremos ahora el caso particular en el que r = min(p, q) = n − 1. Observar que

r = min(p, q) = n− 1 śı y sólo si p = n− 1 ó p = n (p + q = 2n− 1). Veremos que para

ambos valores del parámetro p se obtiene la misma fórmula de cuadratura para Iµ(F ).
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Supongamos en primer lugar que p = n − 1 (q = n) y sean {Aj}2n
j=1 los coeficientes

de la 2n−ésima fórmula de cuadratura exacta en Λ−(n−1),n. Esto da lugar a una fórmula

de cuadratura de tipo interpolatorio para Iµ(f) donde los nodos vienen dados por xj =

cos θj; j = 1, . . . , n y los coeficientes por Bj = <(Aj); j = 1, . . . , n, es decir

∀p ∈ Pn−1 : Iµ(p) =

∫ 1

−1

p(x)µ(x)dx =
n∑

j=1

Bjp(xj). (5.21)

Por otro lado, si p = n (q = n−1),podemos obtener otra 2n−ésima fórmula de cuadratura

exacta ahora en Λ−n,n−1. Sean {Ãj}2n
j=1 los coeficientes de dicha fórmula de cuadratura

(con los mismos nodos zj = eiθj , zn+j = z̄j; j = 1, 2, . . . , n.) Entonces si definimos

B̃j = <(Ãj), j = 1, 2, . . . , n, se puede deducir que

∀p ∈ Pn−1 : Iµ(p) =

∫ 1

−1

p(x)µ(x)dx =
n∑

j=1

B̃jp(xj). (5.22)

Como ambas fórmulas de cuadratura ((5.21) y (5.22)) son exactas en Pn−1 y tienen los

mismos nodos, se tiene que

Bj = B̃j, j = 1, 2, . . . , n.

Por tanto, <(Aj) = <(Ãj), j = 1, 2, . . . , 2n.

Por consiguiente, cuando los coeficientes {Aj}2n
j=1 y {Ãj}2n

j=1 son reales, podemos es-

cribir:

Iω(R) = I2n(R) =
2n∑

j=1

Ajf(zj) =
2n∑

j=1

Ãjf(zj) = Ĩ2n(R); ∀R ∈ Λ−n,n.

En general, se tiene la siguiente

Proposición 5.5.2. Sea In(f) =
∑n

j=1Ajf(zj) una fórmula de cuadratura para Iω(f)

exacta en Λ−p,q con p y q dos enteros no negativos tales que p+ q = n− 1 y siendo ω(θ)

simétrica en [−π, π]. Supongamos que z = 1 ó z = −1 ó ambos puedan ser nodos en

la fórmula de cuadratura y que el resto aparezca en pares conjugados sobre T. Entonces,
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si todos los coeficientes Aj; j = 1, . . . , n son reales, In(f) es exacta en Λ−s,s donde

s = max(p, q).

Demostración: Para fijar ideas, supongamos que z = ±1 son nodos en la fórmula de

cuadratura. En ese caso n tiene que ser un número par (n = 2m) y podemos escribir,

I2m(f) = A+f(1) + A−f(−1) +
m−1∑

j=1

Aj (f(zj) + f(z̄j)) .

Es suficiente ver que si para un cierto entero k, I2m(zk) = Iω(zk) entonces, I2m(z−k) =

Iω(z−k).

Sea k ≥ 0, como ω(θ) es simétrica, los momentos ck son reales. Por tanto,

∫ π

−π

eikθω(θ)dθ =

∫ π

−π

e−ikθω(θ)dθ.

Entonces:

I2m(zk) = Iω(zk) = Iω(z−k).

Por otro lado:

I2m(z−k) = A+ + A−(−1)k +
∑m−1

j=1 Aj

(
(zj)

−k + (z̄j)
−k
)

= A+ + A−(−1)k +
∑m−1

j=1 Aj

(
(zj)

−k + (zj)
k
)

= I2m(zk).

�

Como consecuencia inmediata de las Proposiciones 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 y (5.5.2) se tiene

el siguiente

Corolario 5.5.3. En las mismas condiciones que en la Proposición anterior, la fórmula de

tipo interpolatorio In(f) con respecto a las funciones peso ω1(θ) = 1+cos θ
2π

y ω2(θ) = 1−cos θ
2π

para p = n − 2, son exactas en Λ−(n−2),n−2. Por tanto, la fórmula de cuadratura Jn en

[−1, 1] dada en la Proposición 5.5.1 es exacta en P2n−2. La fórmula de cuadratura de tipo

interpolatorio con respecto a ω3(θ) = sen2(θ)
2π

para p = n − 3, es exacta en Λ−(n−3),n−3 y,

de nuevo, Jn es exacta en P2n−3.
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Observación 5.5.4. Convendŕıa señalar que las fórmulas de cuadratura de tipo inter-

polatorio con respecto a las tres funciones peso mencionadas anteriormente, están muy

cerca (en términos de dominio de validez) de las fórmulas de Szegő que son exactas en

Λ−(n−1),n−1. Esto explica los excelentes resultados numéricos de la Sección anterior. Por

otro lado, las correspondientes fórmulas de cuadratura Jn en [−1, 1] están, también, muy

próximas a las fórmulas de cuadratura Gaussianas que se sabe son exactas en P2n−1.

En la Proposición 5.5.1 hemos construido fórmulas de cuadratura en el intervalo [−1, 1]

con nodos {xj}n
j=1 en (−1, 1). Seŕıa interesante que uno de los dos extremos del intervalo,

o los dos, fuesen también nodos en la fórmula de cuadratura. En esta dirección se tiene

el siguiente resultado:

Proposición 5.5.5. Sea µ(x) una función peso en [−1, 1] y sea ω(θ), θ ∈ [−π, π) dada

por (1.9). Sea In(f) =
∑n

j=1Ajf(zj) con n par una fórmula de cuadratura para Iω(f)

exacta en Λ−p,q con p, q enteros no negativos tales que p + q = n − 1, y donde z = ±1

son nodos y el resto aparecen en pares conjugados sobre T de forma que se puede escribir:

In(f) = A+f(1) + A−f(−1) +
∑n−2

j=1 Ajf(zj) con zj = eiθj ; j = 1, . . . , n−2
2
, θj /∈ {−π, 0}.

Entonces, si xj = cos θj y Bj = <(Aj); j = 1, . . . , n−2
2
, se tiene que

Jn+2
2

(f) = B+f(1) +B−f(−1) +

n−2
2∑

j=1

Bjf(xj)

es una fórmula de cuadratura para Iµ(f), exacta en Pr, r = min(p, q) con B+ = A+

2
y

B− = A−

2
.

Demostración: Como n debe ser par, n = 2m. Tenemos que probar que

Jm+1(x
k) = Iµ(xk); k = 0, 1, . . . , r.

Por (5.19), y como el polinomio nodal W2m y el polinomio Q2m definido por (5.18), tienen

coeficientes reales, entonces Am+j = Āj; j = 1, . . . ,m y A+, A− ∈ R. Como ya hemos
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visto anteriormente, si z = eiθ ∈ T y x = cos θ, se tiene que

xk =

(
z + z−1

2

)k

= p(z) + p(z−1) = L(z) ∈ Λ−k,k

siendo p un polinomio de grado k con coeficientes reales.

Por tanto,

L(z) = L(z̄) = L(z−1) = L(z); z = eiθ.

Observar que L(±1) = (±1)k. Entonces, se tiene

Jm+1(x
k) = B+f(1) +B−f(−1) +

∑m−1
j=1 Bjx

k
j

= A+

2
L(1) + A−

2
L(−1) +

∑m−1
j=1

Aj+Āj

2
L(zj)

= 1
2

(
A+L(1) + A−L(−1) +

∑m−1
j=1 AjL(zj) +

∑m−1
j=1 ĀjL(zj)

)

= 1
2

(
A+L(1) + A−L(−1) +

∑2m−2
j=1 AjL(zj)

)

= 1
2

∫ π

−π
L(eiθ)ω(θ)dθ

= 1
2
Iω(L)

ya que L ∈ Λ−k,k ⊂ Λ−r,r ⊂ Λ−p,q. Finalmente, por (5.20) tenemos 1
2
Iω(L) = Iµ(xk),

k = 0, . . . , r. �

Observación 5.5.6. Supongamos n = 2m. Entonces, como r = min(p, q) = m − 1 śı y

sólo si p = m− 1 ó p = m (p+ q = 2n− 1), se tendrá en este caso que Jm+1 es exacta en

Pm−1 y en general no podemos asegurar que sea propiamente una fórmula de cuadratura

de tipo interpolatorio. Sin embargo, si los coeficientes Aj; j = 1, . . . , 2m son reales, Jm+1

automáticamente pasa a ser de tipo interpolatorio, es decir, exacta en Pm.

De forma análoga, se puede demostrar fácilmente la siguiente

Proposición 5.5.7. Sea µ(x) una función peso en [−1, 1] y ω(θ), θ ∈ [−π, π] dada

por (1.9). Sea In(f) =
∑n

j=1Ajf(zj) con n par una fórmula de cuadratura para Iω(f)

exacta en Λ−p,q siendo p, q enteros no negativos tales que p + q = n − 1, donde z = 1 ó
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z = −1 es uno de los nodos y el resto aparece en pares conjugados sobre T. Sea In(f) =

A±f(±1) +
∑n−1

j=1 Ajf(zj) con zj = eiθj ; j = 1, . . . , n−1
2
, θj 6=∈ {−π, 0}. Entonces, si

xj = cos θj; j = 1, . . . , n−1
2

y Bj = <(Aj); j = 1, . . . , n−1
2
,

Jn+1
2

(f) = B±f(±1) +

n−1
2∑

j=1

Bjf(xj)

es una fórmula de cuadratura para Iµ(f), exacta en Pr, r = min(p, q) con B± = A±

2
.

Observación 5.5.8. Escribamos n = 2m+1. Entonces como r = min(p, q) = m śı y sólo

si p = q = m, (p+ q = 2m), entonces Jm+1 es exacta en Pm y en ambos casos Jm+1 será

una fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio.

Supongamos que el polinomio nodal en la fórmula de cuadratura In(f) sobre T es

Wn(z) = zn − τ, con τ = ±1. Entonces, si τ = −1 el polinomio Wn(z) vendrá dado por

Wn(z) = zn +1. Para n par, sus ceros {zj}n
j=1 están en T y aparecen en pares conjugados.

Para n impar, z = −1 es un cero de Wn(z) y los n − 1 restantes aparecen en pares

conjugados sobre T.

Si ahora tomamos τ = 1, para n par, z = ±1, son ceros de Wn(z) y si n es impar,

z = −1 es la única ráız real. En ambos casos, el resto de las ráıces aparecen en pares

conjugados sobre T.

Aplicaremos toda esta teoŕıa a las tres funciones peso de Chebyshev ω1(θ) = 1+cos θ,

ω2(θ) = 1− cos θ y ω3(θ) = sen2θ. La relación entre µ y ω, que viene dada por la fórmula

(1.9), se puede ver en la Tabla 5.1 del Caṕıtulo 3 (recuérdese que ω(θ) = (1+cos θ)α+1/2(1−

cos θ)β+1/2, α, β ∈ {±1/2} y donde el caso α = β = −1/2 queda incluido en la Sección 5

del Caṕıtulo anterior).

Hemos tomado los valores de τ = −1 y τ = 1 para calcular, en ambos casos, tanto los

coeficientes de la 2n−ésima fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio como los de la
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(2n+ 1)−ésima fórmula con respecto a ωk, k = 1, 2, 3 haciendo uso de (5.2), (5.3) y (5.4)

respectivamente y donde la elección del parámetro p será especificado convenientemente.

Esto nos permitirá deducir las correspondientes fórmulas de cuadratura en [−1, 1] con

respecto a µk, k = 1, 2, 3.

Consideremos primero la función peso ω1(θ) = 1+cos θ
2π

.

Si τ = −1, entonces, por (5.2) y tomando p = 2n− 2, los coeficientes de la 2n−ésima

fórmula de cuadratura con respecto a ω1 vienen dados por:

Aj = π
1 + cos

(
(2j−1)π

2n

)

n
; j = 1, . . . , 2n

y por lo tanto Bj = <(Aj) = π
1+cos( (2j−1)π

2n )
n

; j = 1, . . . , n.

Para los nodos {xj}n
j=1 se tiene

xj = <(zj) = cos

(
(2j − 1)π

2n

)
; j = 1, . . . , n. (nodos de Chebyshev).

Entonces, por las Proposiciones 5.5.1 y 5.5.5

Iµ(p) =

∫ 1

−1

p(x)µ(x)dx =
n∑

j=1


π

1 + cos
(

(2j−1)π
n

)

2n


 p

(
cos

(
(2j − 1)π

2n

))
(5.23)

para todo p ∈ P2n−2 siendo µ(x) = 1
2π

√
1+x
1−x

.

Por otro lado, por (5.2) tenemos que los coeficientes de la (2n+ 1)−ésima fórmula de

cuadratura de tipo interpolatorio con respecto a ω1 serán (tomando ahora p = 2n− 1)

Aj = 2π
1 + cos

(
(2j−1)π
2n+1

)

2n+ 1
; j = 1, . . . , 2n.

A− = An+1 = 2π
1+cos( (2(n+1)−1)π

2n+1 )
2n+1

= 2π 1+cos π
2n+1

= 0.

Y los nodos {xj}n
j=1 vienen dados por

xj = cos

(
(2j − 1)π

2n+ 1

)
; j = 1, . . . , n.
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siendo xn+1 = −1.

Por tanto, por las Proposiciones 5.5.7 y 5.5.5

Iµ(p) =

∫ 1

−1

p(x)µ(x)dx =
n∑

j=1


2π

1 + cos
(

(2j−1)π
2n+1

)

2n+ 1


 p

(
cos

(
(2j − 1)π

2n+ 1

))
(5.24)

para todo p ∈ P2n−1, coincidiendo con la correspondiente n−ésima fórmula Gaussiana

para la función peso µ(x).

En el caso en el que τ = 1, los cálculos son muy similares. Dado que lo mismo ocurre

para las dos funciones peso restantes, omitiremos los detalles y simplemente expondremos

los resultados en las Tablas dadas a continuación.

Para ω1, los resultados se pueden ver en las Tablas 1 y 2 con τ = −1 (para el que ya

hemos hecho los cálculos) y τ = 1, respectivamente.

Tabla 1

τ = −1 p = 2n− 2 p = 2n− 1

ω1

Aj = π
n
ω1(θj), 1≤ j ≤ n

θj = (2j−1)π
2n

, 1≤ j ≤ n

Aj = 2π
2n+1

ω1(θj), 1≤ j ≤ n+ 1

A− = An+1 = 0

θj = (2j−1)π
2n+1

, 1≤ j ≤ n+ 1

Tabla 2

τ = 1 p = 2n− 2 p = 2n− 1

ω1

Aj = π
n
ω1(θj), 1≤ j ≤ n+ 1

A+ = A1 = 2π
n
, A− = An+1 = 0

θj = (j−1)π
n

, 1≤ j ≤ n+ 1

Aj = 2π
2n+1

ω1(θj), 0≤ j ≤ n

A+ = A0 = 4π
2n+1

θj = 2jπ
2n+1

, 0≤ j ≤ n

Para ω2 los resultados vienen dados en las Tablas 3 y 4.
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Tabla 3

τ = −1 p = 2n− 2 p = 2n− 1

ω2

Aj = π
n
ω2(θj), 1≤ j ≤ n

θj = (2j−1)π
2n

, 1≤ j ≤ n

Aj = 2π
2n+1

ω2(θj), 1≤ j ≤ n+ 1

A− = An+1 = 4π
2n+1

θj = (2j−1)π
2n+1

, 1≤ j ≤ n+ 1

Tabla 4

τ = 1 p = 2n− 2 p = 2n− 1

ω2

Aj = π
n
ω2(θj), 1≤ j ≤ n+ 1

A+ = A1 = 0, A− = An+1 = 2π
n

θj = (j−1)π
n

, 1≤ j ≤ n+ 1

Aj = 2π
2n+1

ω2(θj), 0≤ j ≤ n

A+ = A0 = 0

θj = 2jπ
2n+1

, 0≤ j ≤ n

Finalmente, para ω3, los coeficientes y nodos de la 2n−ésima fórmula de cuadratura

y la 2n + 1−ésima fórmula de cuadratura con p = 2n− 3 y p = 2n− 2 respectivamente,

aparecen en las Tablas 5 y 6.

Tabla 5

τ = −1 p = 2n− 3 p = 2n− 2

ω3

Aj = π
n
ω3(θj), 1≤ j ≤ n

θj = (2j−1)π
2n

, 1≤ j ≤ n

Aj = 2π
2n+1

ω3(θj), 1≤ j ≤ n+ 1

A− = An+1 = 0

θj = (2j−1)π
2n+1

, 1≤ j ≤ n+ 1
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Tabla 6

τ = 1 p = 2n− 3 p = 2n− 2

ω3

Aj = π
n
ω3(θj), 1≤ j ≤ n+ 1

A+ = A1 = 0, A− = An+1 = 0

θj = (j−1)π
n

, 1≤ j ≤ n+ 1

Aj = 2π
2n+1

ω3(θj), 0≤ j ≤ n

A+ = A0 = 0

θj = 2jπ
2n+1

, 0≤ j ≤ n

De las Tablas anteriores podemos ahora deducir las correspondientes fórmulas de

cuadratura para Iµj
(F ), j = 1, 2, 3 de forma análoga a (5.23) y (5.24). En particu-

lar, de la Tabla 4, cuando p = 2n − 1 obtenemos la correspondiente n−ésima fórmula

Gaussiana para Iµ2(F ). En los restantes casos obtenemos fórmulas de cuadratura muy

próximas a las del máximo grado de precisión, bien Gaussianas o bien del tipo Gauss-

Radau o Gauss-Lobatto.





Caṕıtulo 6

Fórmulas de cuadratura Gaussianas

6.1 Introducción

Sea µ una medida de probabilidad en [−π, π], es decir 1
2π

∫ π

−π
dµ(θ) = 1. A lo largo de este

Caṕıtulo seguimos interesados en aproximar integrales del tipo

Iµ(f) =
1

2π

∫ π

−π

f(eiθ)dµ(θ),

pero ahora mediante la siguiente fórmula de cuadratura:

In(f) =
s∑

m=1

αm−1∑

j=0

Am,jf
(j)(xn,m);

s∑

m=1

αm = n, (6.1)

que sea exacta en Λ−p,q, con p = p(n), q = q(n) y p ' q lo más grande posible.

Si se pretende que los nodos estén sobre T, entonces tomando éstos como los ceros

del n−ésimo polinomio para-ortogonal Bn(z, w) respecto de µ, llegamos a que la fórmula

de cuadratura In(f), dada por (6.1), (αj = 1; j = 1, . . . , s) coincide con la de Szegő

que, como se sabe, es exacta en Λ−(n−1),n−1, siendo éste, además, su dominio máximo de

validez. En tal fórmula de cuadratura se dispone de 2n parámetros, a saber, los n nodos y

los n coeficientes y, sin embargo, la dimensión del espacio Λ−(n−1),n−1 es 2n− 1. Aśı pues,

161
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cabŕıa preguntase por la existencia de fórmulas de cuadratura exactas en subespacios de

Λ de dimensión 2n. Por esta razón y una vez constatada su existencia, las llamaremos

fórmulas de cuadratura Gaussianas sobre la circunferencia unidad.

Más concretamente, en este Caṕıtulo, construiremos fórmulas de cuadratura como en

(6.1), tomando como nodos los ceros de los polinomios de Szegő. De forma similar se

pueden obtener fórmulas de cuadratura basados en los ceros de los polinomios rećıprocos

de Szegő.

Dado que los ceros de los polinomios de Szegő están en D y, en general, no son simples,

necesitaremos evaluar el integrando f(z) en puntos de D, aśı como sus derivadas. Estamos

forzados, por tanto, a considerar funciones f anaĺıticas en D.

Nuestro punto de partida será el siguiente resultado, (ver [22, p. 198]), que dice:

1

2π

∫ π

−π

P (x)dµ(θ) =
kn

2π

∫ π

−π

P (x)

|Φn(x)|2
dθ; x = eiθ (6.2)

para todo P ∈ Pn donde kn = (Φn(z),Φn(z))µ.

Esto nos permite tomar inicialmente como aproximación a Iµ(f) = 1
2π

∫ π

−π
f(x)dµ(θ),

x = eiθ, lo siguiente:

In(f) =
kn

2π

∫ π

−π

f(x)

|Φn(x)|2
dθ; x = eiθ. (6.3)

En la Sección 2, nos centraremos en fórmulas del tipo (6.1), donde los nodos son los

ceros de los polinomios de Szegő con respecto a µ. Caracterizaremos dicha fórmula de

cuadratura en términos de su máximo dominio de validez, dándose varias alternativas al

cálculo de sus coeficientes teniendo en cuenta su relación con (6.3).

En la Sección 3, estudiaremos, tanto la relación que existe entre estas fórmulas de

cuadratura y las de tipo interpolatorio, como la que existe con ciertos aproximantes de

Padé en dos puntos a la transformada de Herglotz-Riesz de µ.

En la Sección 4, analizaremos dichas fórmulas de cuadratura en términos de expresiones

del error, utilizando polinomios interpoladores de Laurent y Laurent-Hermite. En ambos
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casos daremos estimaciones de la velocidad de convergencia para integrandos anaĺıticos

en un dominio que contenga a D. Obtendremos también resultados de convergencia

considerando hipótesis más débiles para el integrando.

Finalmente, en la Sección 5 se hará una comparación numérica, con carácter ilustra-

tivo, entre las fórmulas Gaussianas y las fórmulas de Szegő para ciertas elecciones de la

medida µ.

6.2 Fórmulas Gaussianas

Consideremos la fórmula In(f) dada por (6.3) siendo Φn(z) el polinomio mónico de Szegő

de grado n con respecto a µ. Como todos sus ceros están en D podemos escribir Φn(z) =

zα
∏s

m=1(z − xn,m)αm con α = α(n), 0 ≤ α ≤ n,
∑s

m=1 αm = n − α y xn,m 6= 0, ∀ m =

1, . . . , s.

Supongamos, en primer lugar, el caso extremo α = n. Entonces Φn(z) = zn y para

todo j : 1 ≤ j ≤ n si x = eiθ, se tiene

Iµ(xj) =
1

2π

∫ π

−π

xjdµ(θ) =
kn

2π

∫ π

−π

xj

|Φn(x)|2
dθ =

kn

2π

∫ π

−π

eijθdθ = 0.

Por tanto, Iµ(xj) = Iµ(x−j) = 0; 1 ≤ j ≤ n.

Por otro lado, si j ≥ 1,

In(x−j) =
kn

2π

∫

T

1

xj+1
dx = 0.

Para j = 0 tenemos que Iµ(1) = In(1) = 1 y como consecuencia, si L ∈ Λ−n,n, es decir,

L(z) =
∑n

j=−n βjz
j, entonces Iµ(L) = In(L) = β0.

Vemos, pues, que In(f) dada por (6.3) es exacta en Λ−n,n (su dimensión es 2n+1) pero

no puede escribirse en la forma (6.1) con un único nodo en este caso z = 0. Ciertamente,

estamos trabajando con la medida de Lebesgue y la fórmula (6.2), en esta situación, carece
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de interés. Aśı pues, con objeto de evitar este caso trivial vamos a suponer de aqúı en

adelante que α 6= n, es decir,

Φn(z) = zαΦ̃n−α(z), 0 ≤ α ≤ n− 1 (6.4)

donde

Φ̃n−α(z) =
∏s

m=1(z − xm)αm , 0 < |xm| < 1 y
∑s

m=1 αm = n− α. (6.5)

Ahora, con carácter general y a efecto de dar una primera caracterización del polinomio

nodal para la fórmula (6.1), tenemos la siguiente

Proposición 6.2.1. Sea α un entero no negativo 0 ≤ α ≤ n− 1 y sea

In(f) =
s∑

m=1

αm−1∑

j=0

Am,jf
(j)(xm), xm 6= 0,m = 1, . . . , s

una fórmula de cuadratura exacta en Λ−(k−α),2n−k−1, 0 ≤ k ≤ 2n. Entonces, el polinomio

σn(z) = zα

s∏

m=1

(z − xm)αm

donde
∑s

m=1 αm = n− α, satisface las siguientes condiciones de ortogonalidad respecto a

la medida positiva µ :

(σn(z), zp)µ = 0 para todo k − n+ 1 ≤ p ≤ k, 0 ≤ k ≤ 2n. (6.6)

Demostración:

(σn(z), zp)µ =
∫ π

−π
σn(eiθ)eipθdµ(θ) =

∫ π

−π
1

ei(p−α)θ

∏s
m=1(e

iθ − xm)αmdµ(θ)

Sea σ̃n−α(z) =
∏s

m=1(z − xm)αm , entonces, como In(f) es exacta en Λ−(k−α),2n−k−1, para

todo k − n+ 1 ≤ p ≤ k, 0 ≤ k ≤ 2n, se tiene:

(σn(z), zp)µ =
∑s

m=1

∑αm−1
j=0 Am,j

dj

dzj

(
σ̃n(z)z−(p−α)

)
(xm)

=
∑s

m=1

∑αm−1
j=0 Am,j



∑j

l=0




j

l


 (z−(p−α))(j−l)(xm)σ̃

(l)
n−α(xm)


 .
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Como xm es una ráız de σ̃n−α de multiplicidad αm para todo m = 1, . . . , s, entonces

σ̃
(l)
n (xm) = 0, ∀l = 0, . . . , j, j = 0, . . . , αm − 1. Por tanto,

(σn(z), zp)µ = 0, ∀ k − n+ 1 ≤ p ≤ k.

�

En particular, para k = n− 1, In(f) es exacta en Λ−(n−α−1),n teniéndose σn ≡ Φn.

Por otro lado, si k = n, In(f) es exacta en Λ−(n−α),n−1 y en este caso σn ≡ Φ∗
n, donde,

como ya sabemos, Φ∗
n(z) = znΦn(1

z
).

Veamos ahora que In(f) dada por (6.3) se puede escribir como (6.1) al propio tiempo

que calculamos expĺıcitamente los coeficientes An,j en dicha fórmula. En efecto, conside-

remos primero el caso en el que la función f sea anaĺıtica en D y continua en D. Ahora

bien, si x ∈ T entonces Φ∗
n(x) = xnΦn(x). Aśı pues, poniendo x = eiθ y aplicando el

Teorema de los Residuos, se tiene:

In(f) = kn

2π

∫ π

−π
f(x)xn

Φn(x)Φ∗
n(x)

dθ = kn

2πi

∫
T

f(x)xn−1

Φn(x)Φ∗
n(x)

dx = kn

2πi

∫
T

f(x)xn−α−1

Φ̃n−α(x)Φ∗
n(x)

dx

= kn

∑s
m=1Res(z = xm) = kn

∑s
m=1

1
(αm−1)!

limz→xm

dαm−1

dzαm−1

(
(z−xm)αmzn−α−1

Φ̃n−α(z)Φ∗
n(z)

f(z)
)

= kn

∑s
m=1

1
(αm−1)!

limz→xm



∑αm−1

j=0




αm − 1

j


 dαm−1−j

dxαm−1−j

(
(z−xm)αmzn−α−1

Φ̃n−α(z)Φ∗
n(z)

dj

zj f(z)
)



=
∑s

m=1

∑αm−1
j=0

(
kn

(αm−1−j)!j!
limz→xm

dαm−1−j

dzαm−1−j

(
(z−xm)αmzn−α−1

Φ̃n−α(z)Φ∗
n(z)

))
f (j)(xm).

Por tanto,

In(f) =
s∑

m=1

αm−1∑

j=0

Am,jf
(j)(xm) (6.7)

donde

Am,j =
kn

(αm − 1 − j)!j!
lim

z→xm

dαm−1−j

dzαm−1−j

(
(z − xm)αmzn−α−1

Φ̃n−α(z)Φ∗
n(z)

)
. (6.8)

En particular si todos los ceros son simples y α = 0, entonces los coeficientes vienen
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dados por

Aj =
knx

n−1
j

Φ′

n(xj)Φ∗
n(xj)

; j = 1, . . . , n. (6.9)

Observación 6.2.2. Si α 6= 0, la fórmula (6.7) sigue siendo válida para una función f(z)

meromorfa en D, continua en T tal que z = 0 es el único polo con cierta multiplicidad.

Observación 6.2.3. Conviene remarcar que In(f) definida como en (6.3) se puede com-

putar para cualquier función integrable f en T. Sin embargo, sólo se obtiene una fórmula

como (6.1) cuando la función es anaĺıtica en D. Estamos interesados en esta discretización

ya que de otra forma tendŕıamos que calcular la integral (6.3).

Supongamos ahora que la función f es anaĺıtica en E y continua en E. Entonces

Φ∗
n(z) = znΦn(1/z) = zn

(
1

zα

s∏

m=1

(
1

z
− x̄m

)αm
)

=
s∏

m=1

(1 − zx̄m)αm .

Por lo tanto, los ceros de Φ∗
n(z) son zm = 1

x̄m
, m = 1, . . . , s con multiplicidades αm, m =

1, . . . , s. Entonces

In(f) = kn

2π

∫ π

−π
f(x)xn

Φn(x)Φ∗
n(x)

dθ = kn

2πi

∫
T

f(x)xn−1

Φn(x)Φ∗
n(x)

dx = kn

2πi

∫
T

f(x)xn−α−1

Φ̃n−α(x)Φ∗
n(x)

dx

= kn

∑s
m=1Res(z = zm) = kn

∑s
m=1

1
(αm−1)!

limz→zm

dαm−1

dzαm−1

(
(z−zm)αmzn−α−1

Φ̃n−α(z)Φ∗
n(z)

f(z)
)

= kn

∑s
m=1

1
(αm−1)!

limz→zm



∑αm−1

j=0




αm − 1

j


 dαm−1−j

dzαm−1−j

(
(z−zm)αmzn−α−1

Φ̃n−α(z)Φ∗
n(z)

dj

zj f(z)
)



=
∑s

m=1

∑αm−1
j=0

(
kn

(αm−1−j)!j!
limz→zm

dαm−1−j

dzαm−1−j

(
(z−zm)αmzn−α−1

Φ̃n−α(z)Φ∗
n(z)

))
f (j)(zm).

Por lo que los coeficientes vienen dados por

Am,j =
kn

(αm − 1 − j)!j!
lim

z→zm

dαm−1−j

dzαm−1−j

(
(z − zm)αmzn−α−1

Φ̃n−α(z)Φ∗
n(z)

)
.

Como estamos interesados en funciones f que sean anaĺıticas en D y continuas en D,

nos centraremos en el estudio de fórmulas de cuadratura In(f) dadas por (6.7) a las cuales
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denominaremos, como hemos dicho con anterioridad, fórmulas de cuadratura Gaussianas

sobre la circunferencia unidad.

A continuación probaremos el siguiente resultado que caracteriza dichas fórmulas de

cuadratura:

Proposición 6.2.4. Una fórmula de cuadratura In(f) es exacta en Λ−(n−α−1),n śı y sólo

si los coeficientes vienen dados por la fórmula (6.8) y los nodos son las ráıces no nulas

del polinomio mónico de Szegő Φn(z) con respecto a µ, donde Φn(z) = zαΦ̃n−α(z) y

Φ̃n−α(0) 6= 0.

Demostración:

” ⇒ ” Si In(f) es exacta en Λ−(n−α−1),n, entonces acabamos de demostrar que los

coeficientes Am,j , j = 0, . . . , αm−1, m = 1, . . . , s, vienen dados como en la fórmula (6.8).

Por la Proposición 6.2.1 (k = n − 1), sabemos que los nodos xm, m = 1, . . . , s son las

ráıces no nulas del polinomio mónico de Szegő con respecto a µ.

” ⇐ ” Si 0 ≤ p ≤ n, por (6.2), se tiene

1

2π

∫ π

−π

xpdµ(θ) =
kn

2π

∫ π

−π

xp

|Φn(x)|2
dθ; (x = eiθ).

Entonces

1

2π

∫ π

−π

x−pdµ(θ) =
kn

2π

∫ π

−π

x−p

|Φn(x)|2
dθ; 1 ≤ p ≤ n.

Sea 1 ≤ p ≤ n− α− 1. Como 1 ≤ α ≤ n− 1, se tiene

Iµ(x−p) = 1
2π

∫ π

−π
x−pdµ(θ) = kn

2π

∫ π

−π
x−p

|Φn(x)|2dθ

= kn

2π

∫
T

xn−p−1

Φn(x)Φ∗
n(x)

dx = kn

2π

∫
T

xn−p−α

xΦ̃n−α(x)Φ∗
n(x)

dx

= Res(z = 0) +
∑s

m=1Res(z = xm) = Res(z = 0) + In(x−p).

Pero, en este caso Res(z = 0) = 0, luego Iµ(x−p) = In(x−p). Sea n−α ≤ p ≤ n. Entonces,

se tiene de nuevo que

Iµ(x−p) = Res(z = 0) + In(x−p).
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Si q = p− n+ α + 1, entonces 1 ≤ q ≤ α y

Res(z = 0) =
kn

(q − 1)!
lim
z→0

dq−1

dzq−1

(
1

Φ̃n−α(z)Φ∗
n(z)

)
6= 0.

�

Hemos visto que los coeficientes de la fórmula de cuadratura In(f) se pueden expre-

sar mediante (6.8). Seguidamente proporcionaremos una alternativa al cálculo de dichos

coeficientes.

Sea pues,

Lp
l (z) =

Φn(z)

(z − xp)αp−l
, l = 0, . . . , αp − 1, p = 1, . . . ,m. (6.10)

Como Lp
l ∈ Λ−(n−1),n se tiene

1

2π

∫ π

−π

Lp
l (e

iθ)dµ(θ) =
m∑

k=1

αk−1∑

j=0

Ak,j lim
z→xk

dj

dzj

(
Φn(z)

(z − xp)αp−l

)
, l = 0, . . . , αp−1, p = 1, . . . ,m.

Sea

M q
j = lim

z→xk

dj

dzj

(
Φn(z)

(z − xk)q

)
.

dj

dzj

(
Φn(z)

(z−xk)q

)
=
∑j

l=0




j

l


 dj−l

dzj−l ((z − xk)
−q) dl

dzl (Φn(z))

=
∑j

l=0




j

l


 (−1)j−l(q)j−l(z − xk)

−(q+j−l)Φ
(l)
n (z)
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donde (q)j−l = q(q + 1) . . . (q + j − l − 1) es el śımbolo de Pochhammer. Entonces,

M q
j =

∑j
l=0




j

l


 (−1)j−l(q)j−l limz→xk

Φ
(l)
n (z)

(z−xk)q+j−l

=
∑j

l=0




j

l


 (−1)j−l(q)j−l

Φ
(q+j)
n (xk)
(q+j−l)!

=
∑j

l=0




j

l


 (−1)j−l Φ

(q+j)
n (xk)

(q+j−l)(q−1)!

= Φ
(q+j)
n (xk)
(q−1)!

∑j
l=0




j

l


 (−1)j−l 1

q+j−l
.

Por tanto, se tiene que

M q
j =

Φ
(q+j)
n (xk)

(q − 1)!

j∑

l=0




j

l


 (−1)j−l 1

q + j − l
. (6.11)

Para todos los coeficientes de la forma Ak,αk−1, ∀k = 1, . . . ,m, se obtiene

Ak,αk−1 =
1

M1
αk−1

1

2π

∫ π

−π

Lk
αk−1(e

iθ)dµ(θ), ∀k = 1, . . . ,m.

Para los coeficientes Ak,αk−2, ∀k = 1, . . . ,m, se tiene

M2
αk−2Ak,αk−2 +M2

αk−1Ak,αk−1 =
1

2π

∫ π

−π

Lk
αk−2(e

iθ)dµ(θ), ∀k = 1, . . . ,m.

Entonces

Ak,αk−2 =
1

M2
αk−2

(
1

2π

∫ π

−π

Lk
αk−1(e

iθ)dµ(θ) −M 2
αk−1Ak,αk−1

)
, ∀k = 1, . . . ,m.

Para Ak,αk−3, ∀k = 1, . . . ,m,

M3
αk−3Ak,αk−3 +M3

αk−2Ak,αk−2 +M3
αk−3Ak,αk−1 =

1

2π

∫ π

−π

Lk
αk−3(e

iθ)dµ(θ),

∀k = 1, . . . ,m. Por tanto,

Ak,αk−3 =
1

M3
αk−3

(
1

2π

∫ π

−π

Lk
αk−3(e

iθ)dµ(θ) −
(
M3

αk−2Ak,αk−2 +M3
αk−1Ak,αk−1

))
,
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∀k = 1, . . . ,m. Y en general

Ak,j =
1

Mαk−j
j

(
1

2π

∫ π

−π

Lk
j (e

iθ)dµ(θ) −
αk−1∑

r=j+1

Mαk−j
r Ak,r

)
, ∀j = 0, . . . , αk − 1,

∀k = 1, . . . ,m.

Si todos los ceros son simples, es decir, si αk = 1, ∀k = 1, . . . ,m, entonces por (6.10)

se tiene Lp
0(z) = Φn(z)

(z−xp)
y por (6.8)

Ak,0 =
1

M1
0

1

2π

∫ π

−π

Φn(z)

z − xk

dµ(θ) =
kn

M1
0

1

2πi

∫

T

zn−1

(z − xk)Φ∗
n(z)

dz.

Si aplicamos el Teorema de los Residuos, se obtiene

Ak,0 =
kn

M1
0

xn−1
k

Φ∗
n(xk)

.

Por (6.11)M 1
0 = Φ

′

n(xk) y volvemos a obtener la fórmula (6.9). Las integrales 1
2π

∫ π

−π
Lp

l (e
iθ)dµ(θ)

se pueden calcular de la siguiente forma:

1
2π

∫ π

−π
Lp

l (e
iθ)dµ(θ) = kn

2πi

∫
T

Lp
l (z)zn−1

Φn(z)Φ∗
n(z)

dz

= kn

2πi

∫
T

zn−1

(z−zp)αp−1Φ∗
n(z)

dz.

Por el Teorema de los Residuos, se obtiene finalmente que:

1

2π

∫ π

−π

Lp
l (e

iθ)dµ(θ) =
kn

(αp − l − 1)!
lim

z→xp

dαp−l−1

dzαp−l−1

(
zn−1

Φ∗
n(z)

)
.

6.3 Fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio y

Aproximantes de Padé en dos puntos

6.3.1 Fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio

Sea, como siempre, Φn(z) el n−ésimo polinomio mónico de Szegő con respecto a µ. Hemos

visto que Φn(z) se puede escribir como en (6.4) verificando las condiciones dadas en (6.5).
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Como los ceros {xm}s
m=1 de Φ̃n−α(z) son todos distintos de cero y {zj}q

j=−p (p + q =

n − α − 1) es un sistema de Chebyshev en cualquier conjunto A ⊂ C tal que 0 /∈ A, los

coeficientes Am,j ; 0 ≤ j ≤ αm − 1, m = 1, . . . , s se pueden determinar uńıvocamente de

forma que la correspondiente fórmula de cuadratura In(f) =
∑s

m=1

∑αm−1
j=0 Am,jf

(j)(xm)

satisface Iµ(f(z)) = In(f) para toda f ∈ Λ−p,q, (p + q = n − α − 1). Por otro lado, si

fijamos los nodos {xm}s
m=1, se puede probar que existe un único polinomio de Laurent

Ln(z) ∈ Λ−p,q tal que

L(j)
n (xm) = f (j)(xm); j = 0, . . . , αm − 1; m = 1, . . . , s.

Además, Ln(z) =
∑s

m=1

∑αm−1
j=0 L̃m,j(z)f

(j)(xm) donde L̃m,j ∈ Λ−p,q y

L̃
(l)
m,j(xk) = δm,kδj,l, l, j = 0, . . . , αm − 1; m, k = 1, . . . , s. (6.12)

Ahora, procediendo de forma análoga a [34, p. 80] se tiene

Iµ(Ln(z)) =
s∑

m=1

αm−1∑

j=0

Iµ(L̃m,j(z))f
(j)(xm) = In(f), j = 0, . . . , αm − 1, m = 1, . . . , s

donde Iµ(L̃m,j(z)) = Am,j, j = 0, . . . , αm − 1, m = 1, . . . , s. Por esta razón, la fórmula de

cuadratura In(f) definida anteriormente, se dice que es de tipo interpolatorio en Λ−p,q.

Paralelamente al caso polinómico (véase [34, p. 101]) daremos, en el siguiente resulta-

do, una conexión entre las fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio y las fórmulas

Gaussianas definidas en la Sección 2:

Teorema 6.3.1. Sea α un entero tal que 0 ≤ α ≤ n−1. Entonces la fórmula de cuadratura

In(f) =
s∑

m=1

αm−1∑

j=0

Am,jf
(j)(xm), xm 6= 0,m = 1, . . . , s

es exacta en Λ−(n−1−α),n śı y sólo śı

(i) La fórmula de cuadratura In(f) es de tipo interpolatorio en Λ−p,q donde p y q son

enteros no negativos tales que p+ q = n− α− 1.
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(ii) Los nodos {xm}s
m=1 con multiplicidades {αm}s

m=1,
∑s

m=1 αm = n − α, son las

ráıces no nulas de Φn(z), es decir, los ceros del polinomio Φ̃n−α(z).

Demostración:

” ⇒ ” El apartado (i) es trivial mientras que el apartado (ii) sigue por la Proposición

3.2.1.

” ⇐ ” Supongamos que In(f) =
∑s

m=1

∑αm−1
j=0 Am,jf

(j)(xm) es exacta en Λ−p,q (p+q =

n− α− 1).

Para cada L ∈ Λ−(n−α−1),n, sea

R(z) = L(z) −
s∑

m=1

αm−1∑

j=0

L̃m,j(z)L
(j)(xm) ∈ Λ−(n−α−1),n,

donde L̃m,j ∈ Λ−p,q satisface (6.12).

Como R ∈ Λ−(n−α−1),n y R(i)(xm) = 0, i = 0, . . . , αm − 1, m = 1, . . . , s, se tiene que

R(z) =
S(z)Φ̃n−α(z)

zn−α−1
=

P (z)

zn−α−1
; P ∈ P2n−α−1, S ∈ Pn−1

y L(z) = R(z) +
∑s

m=1

∑αm−1
j=0 L̃m,j(z)L

(j)(xm). Entonces, como Iµ(L̃m,j(z)) = Am,j , j =

0, . . . , αm − 1, m = 1, . . . , s,

Iµ(L) = Iµ(R) +
s∑

m=1

αm−1∑

j=0

Iµ(L̃m,j(z))L
(j)(xm) = Iµ(R) + In(L).

Sea x = eiθ entonces, teniendo en cuenta las condiciones de ortogonalidad de Φn(z).

Iµ(R) = 1
2π

∫ π

−π
R(x)dµ(θ) = 1

2π

∫ π

−π
S(x)Φ̃n−α(x)

xn−α−1 dµ(θ)

= 1
2π

∫ π

−π
xαS(x)Φ̃n−α(x)

xn−1 dµ(θ) = 1
2π

∫ π

−π
S(x)Φn(x)

xn−1 dµ(θ) = 0

Sólo faltaŕıa probar que In(f) no depende de la elección de p. Pero, esto se deduce

inmediatamente de la Proposición 6.2.4 y la fórmula (6.8). �
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6.3.2 Aproximantes de Padé en dos puntos

Para todo z 6∈ T, consideremos la transformada de Herglotz-Riesz de la medida µ, es decir

Fµ(z) =
1

2π

∫ π

−π

x+ z

x− z
dµ(θ); x = eiθ. (6.13)

Como ya vimos en el primer Caṕıtulo, Fµ(z) admite los siguientes desarrollos en serie en

el origen y en el infinito:

L0(z) = µ0 + 2
∑∞

j=1 µjz
j, |z| < 1

L∞(z) = −µ0 − 2
∑∞

j=1 µ−jz
−j, |z| > 1

con µk = 1
2π

∫ π

−π
e−ikθdµ(θ); k ∈ Z.

Sea Ωn(z) el n−ésimo polinomio de Szegő asociado con respecto a µ. Dicho polinomio

sabemos que viene dado por la expresión (1.14) en términos del polinomio mónico de

Szegő Φn(z) con respecto a µ. Observar que existe una diferencia en la notación para

dicho polinomio Ωn entre la dada en [30] y la tradicional de la teoŕıa de polinomios

ortogonales (ver por ejemplo [20]). A partir de [30], se comprueba que la función racional

Ωn(z)
Φn(z)

satisface

Φn(z)L0(z) − Ωn(z) = O(zn), Φn(z)L∞(z) − Ωn(z) = O
(

1
z

)
.

En otras palabras, esta función racional representa el aproximante de Padé en dos puntos

de orden (n, n+ 1) para el par (L0, L∞), en sentido débil (ver [30]).

Si Φn(0) 6= 0, es decir, α = 0, entonces se puede probar que

L0(z) − Ωn(z)
Φn(z)

= O(zn), L∞(z) − Ωn(z)
Φn(z)

= O
((

1
z

)n+1
)
.

En este caso, la función racional representa el aproximante de Padé en dos puntos de

orden (n, n+ 1) para el par (L0, L∞) en sentido fuerte.

Ahora, veremos cómo estos aproximantes se pueden deducir a partir de las fórmulas

Gaussianas. En efecto, consideremos la siguiente función, donde x es la variable y z un
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parámetro,

h(x, z) =
x+ z

x− z
; z ∈ E (6.14)

que es anaĺıtica en D.Aplicando nuestra fórmula de cuadratura In(f), exacta en Λ−(n−α−1),n,

se tiene

In(h(•, z)) =
Q̃n(z)

Pn(z)
(6.15)

donde Pn(z) =
∏s

m=1(z − xm)αm = Φ̃n−α(z) y Q̃n(z) es un polinomio de grado a lo sumo

n− α.

Por otro lado, sea Rn(x, z) ∈ Λ−p,q (siendo z un parámetro) el polinomio de Laurent

que interpola a h(x, z) en los nodos {xj}s
m=1, con multiplicidades αm, respectivamente,

(m = 1, . . . , s;
∑s

m=1 αm = n − α y p + q = n − α − 1). Entonces, por el Teorema 6.3.1

se tiene

Q̃n(z)

Φ̃n−α(z)
= Iµ(Rn(•, z)).

Además, se puede comprobar fácilmente que Rn(x, z) queda expresado como:

Rn(x, z) = 1 +
2z

x− z

(
1 − zpΦ̃n−α(x)

xpΦ̃n−α(z)

)
. (6.16)

Esto nos permite obtener la siguiente representación integral para el polinomio Q̃n(z), a

saber:

Q̃n(z) = Iµ

{
Φ̃n−α(z) +

2z

x− z

(
Φ̃n−α(z) − zp

xp
Φ̃n−α(x)

)}
; 0 ≤ p ≤ n− α− 1. (6.17)

Después de hacer algunos cálculos elementales y teniendo en cuenta la ortogonalidad de

Φn(x), se tiene que (x = eiθ)

Q̃n(z) = Iµ

{
z + x

z − x

(
zp

xp
Φ̃n−α(x) − Φ̃n−α(z)

)}

siendo p un entero no negativo tal que 0 ≤ p ≤ n− α− 1.
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Además,

Q̃n(z) = Iµ

{
z+x
z−x

(
zp

xp Φ̃n−α(x) − Φ̃n−α(z)
)}

= Iµ
{

z+x
z−x

(
zp

xp+α Φn(x) − 1
zα Φn(z)

)}

= 1
zα Iµ

{
z+x
z−x

(
zp+α

xp+α Φn(x) − Φn(z)
)}

; 0 ≤ p ≤ n− α− 1.

Entonces,

Qn(z) = zαQ̃n(z) = Iµ

{
z + x

z − x

(
zp+α

xp+α
Φn(x) − Φn(z)

)}
. (6.18)

Como 0 ≤ p ≤ n − α − 1, entonces α ≤ p + α ≤ n − 1, (0 ≤ α ≤ n − 1). Por tanto,

utilizando [30, Teorema 4.1] se deduce que:

Qn(z) = Ωn(z)

donde Ωn(z) viene dado en (1.14). Hemos probado entonces la siguiente

Proposición 6.3.2. La función racional

In(h(•, z)) =
Q̃n(z)

Pn(z)
=
zα

zα

Q̃n(z)

Pn(z)
=

Ωn(z)

Φn(z)

representa el aproximante de Padé en dos puntos de orden (n, n + 1) al par (L0, L∞) en

sentido débil. Si Φn(0) 6= 0, es decir, α = 0, entonces, la función racional representa el

aproximante de Padé en dos puntos de orden (n, n+ 1) al par (L0, L∞) en sentido fuerte.

En particular, si todos los ceros son simples y α = 0, los coeficientes {An,j}n
j=1 de la

fórmula Gaussiana vendrán dados por

An,j = − Ωn(xj)

2xjΦ
′

n(xj)
; 1 ≤ j ≤ n. (6.19)

Si tomamos p = 0 en (6.18), se tiene

Ωn(z) =

∫ π

−π

z + eiθ

z − eiθ

(
Φn(eiθ) − Φn(z)

)
dµ(θ).

Entonces, para 1 ≤ j ≤ n,

Ωn(xj) =
∫ π

−π

xj+eiθ

xj−eiθ Φn(eiθ)dµ(θ) = kn

2π

∫ π

−π

xj+eiθ

xj−eiθ Φn(eiθ)

|Φn(eiθ)|2 dθ = kn

2π

∫ π

−π

xj+eiθ

xj−eiθ
e(n−1)iθ

Φ∗
n(eiθ)

dθ.
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Por el Teorema de los Residuos

Ωn(xj) =
−2xjkn

Φ∗
n(xj)

, 1 ≤ j ≤ n.

Sustituyendo en (6.19), obtenemos, de nuevo, que

An,j = − Ωn(xj)

2xjΦ
′

n(xj)
=

knx
n−1
j

Φ′

n(xj)Φ∗
n(xj)

; 1 ≤ j ≤ n.

coincide con la fórmula (6.9).

Finalmente, convendŕıa observar que existe otra caracterización de las sucesiones de

polinomios ortogonales mónicos con respecto a una medida (ver [39] o [2]) en términos de

la sucesión {Ωn(z)} :

Proposición 6.3.3. Sean {Φn} y {Ωn} dos sucesiones de polinomios siendo Φn de grado

n. Entonces, {Φn} es la sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto a una

medida positiva µ śı y sólo si {Φn} y {Ωn} satisfacen

Φn(z)L0(z) − Ωn(z) = O(zn), |z| < 1

Φn(z)L∞(z) − Ωn(z) = O
(

1
z

)
, |z| > 1

donde Ωn es el polinomio asociado de Szegő dado en (1.14) y L0 y L∞ son los desarrollos

en serie en 0 y en ∞, respectivamente, de la transformada de Herglotz-Riesz con respecto

a µ.

El papel que juega la función racional Ωn(z)
Φn(z)

se pondrá de manifiesto claramente en la

siguiente Sección.

6.4 Estimación del error y convergencia

Estamos ahora interesados en dar diferentes expresiones del error en la fórmula de cuadratu-

ra, es decir, de Iµ(f) − In(f). A tal fin vamos a considerar, en primer lugar, la función
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h(x, z) dada en fórmula (6.14). De este modo, por (6.15), podemos escribir

In(h) =
∑s

m=1

∑αm−1
j=0 Am,jh

(j)(xm) =
∑s

m=1Am,0h(xm) +
∑s

m=1

∑αm−1
j=1 Am,jh

(j)(xm)

=
∑s

m=1Am,0
xm+z
xm−z

+ 2z
∑s

m=1

∑αm−1
j=1

(−1)jj!Am,j

(xm−z)j+1 = Ωn(z)
Φn(z)

.

(6.20)

Obsérvese que para j ≥ 1

h(j)(xm) = 2z
(−1)jj!

(x− z)j+1
;

(
x+ z

x− z
= 1 +

2z

x− z

)
.

Supongamos ahora que f(z) es anaĺıtica en un dominio acotado G que contenga a D.

Sea Γ la frontera de G. Supongamos que f(0) = 0 (de otra manera, trabajaŕıamos con

la función f(z) − f(0)). Entonces, por la fórmula integral de Cauchy y el Teorema de

Fubini,

1

2π

∫ π

−π

f(eiθ)dµ(θ) = Iµ(f) =
1

2πi

∫

Γ

Fµ(z)g(z)dz (6.21)

con Fµ(z) dada en la fórmula (6.13) y g(z) = −f(z)
2z

que es también anaĺıtica en G.

Por otro lado,

In(f) =
∑s

m=1

∑αm−1
j=0 Am,jf

(j)(xm) =
∑s

m=1Am,0f(xm) +
∑s

m=1

∑αm−1
j=1 Am,jf

(j)(xm)

=
∑s

m=1Am,0
1

2πi

∫
Γ

xm+z
xm−z

g(z)dz +
∑s

m=1

∑αm−1
j=1 Am,jf

(j)(xm).

Pero f (j)(xm) = j!
2πi

∫
Γ

f(z)
(z−xm)j+1dz. Por tanto,

In(f) =
∑s

m=1Am,0
1

2πi

∫
Γ

xm+z
xm−z

g(z)dz +
∑s

m=1

∑αm−1
j=1 Am,j

j!
2πi

∫
Γ

f(z)
(z−xm)j+1dz

=
∑s

m=1Am,0
1

2πi

∫
Γ

xm+z
xm−z

g(z)dz −∑s
m=1

∑αm−1
j=1 Am,j

j!(−1)j

2πi

∫
Γ

f(z)
(xm−z)j+1dz.

Entonces,

In(f) =
1

2πi

∫

Γ

(
s∑

m=1

Am,0

(
xm + z

xm − z

)
g(z) + 2z

s∑

m=1

αm−1∑

j=1

j!(−1)jAm,j

(xm − z)j+1

f(z)

−2z

)
dz

y finalmente, por (6.20), se puede deducir

In(f) =
1

2πi

∫

Γ

Ωn(z)

Φn(z)
g(z)dz. (6.22)

Por (6.21) y (6.22), hemos probado el siguiente resultado:
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Teorema 6.4.1. Sea f(z) una función anaĺıtica en un dominio acotado G que contenga

a D y sea Γ su frontera. Entonces,

Iµ(f) − In(f) =
1

2πi

∫

Γ

(
Fµ(z) − Ωn(z)

Φn(z)

)
g(z)dz (6.23)

donde g(z) = f(z)
−2z

.

Por tanto, el error en la fórmula de cuadratura está dominado esencialmente por

Fµ(z)− Ωn(z)
Φn(z)

. Como ya hemos dicho, la sucesión
{

Ωn(z)
Φn(z)

}
converge uniformemente a Fµ(z)

en cualquier compacto de E. Como la frontera Γ del dominio G, definido anteriormente,

está contenido en E, entonces In(f) converge a Iµ(f) donde f viene dada como en el

Teorema 6.4.2.

Para obtener una estimación de la velocidad de convergencia, consideraremos ahora

los polinomios de Laurent Ln en Λ−p,q; (p+q = n−α−1) que interpolan a f en los nodos

xm con multiplicidades αm respectivamente, para todo m = 1, . . . , s, pudiendo escribirse:

Ln(z) =
s∑

m=1

αm−1∑

j=0

L̃m,j(z)f
(j)(xm)

donde L̃m,j(z) satisface las condiciones dadas en la fórmula (6.12). Otra vez, por el Teo-

rema 6.3.1

In(f) = Iµ(Ln)

y, por tanto, Iµ(f) − In(f) = Iµ(f − Ln). Sea f, en general, una función anaĺıtica en

un dominio acotado G que contenga a D y sea Γ su frontera. Entonces por [52, p. 50],

tenemos la siguiente expresión del error en la interpolación:

f(z) − Ln(z) =
1

2πi

∫

Γ

(
t

z

)p
Φ̃n−α(z)

Φ̃n−α(t)

f(t)

t− z
dt =

1

2πi

∫

Γ

(
t

z

)p+α
Φn(z)

Φn(t)

f(t)

t− z
dt. (6.24)

Para demostrar la convergencia geométrica de estos interpolantes, además de la fórmula

(6.24), vamos a hacer uso de la Proposición 1.5.2 que vimos en el primer Caṕıtulo sobre

el comportamiento asintótico de los polinomios ortonormales de Szegő {ϕn(z)}.
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Aśı pues, se tiene el siguiente

Teorema 6.4.2. Sea f una función anaĺıtica en un dominio acotado G que contenga a

D y sea Γ su frontera. Si

lim
n→∞

p(n) + α(n)

n
= s; 0 < s < 1,

entonces,

lim
n→∞

|Iµ(f) − In(f)|1/n = r(Γ, s) = max
t∈Γ

{
1

|t|1−s

}
< 1.

Aqúı α(n), 0 ≤ α(n) ≤ n− 1 denota la multiplicidad de z = 0 en Φn(z) y {p(n)} es una

sucesión arbitraria de enteros no negativos tales que 0 ≤ p(n) ≤ n− α(n) − 1.

Demostración: Sea z ∈ T y t ∈ Γ. Entonces por (6.24)

|f(z) − Ln(z)| ≤ maxt∈Γ |t|p(n)+α(n) maxt∈Γ

{
1

|t|−1

}
1
2π

∫
Γ

∣∣∣ϕn(z)
ϕn(t)

∣∣∣ |f(t)| |dt|

= M(f)l(Γ) maxt∈Γ |t|p(n)+α(n) maxt∈Γ

{
1

|t|−1

}
maxz∈T |ϕn(z)|maxt∈Γ

∣∣∣ 1
ϕn(t)

∣∣∣ .

donde M(f) = maxt∈Γ |f(t)| y l(Γ) = 1
2π

∫
Γ
|dt|. Por otro lado, como ϕn es una función

continua en T, entonces maxz∈T |ϕn(z)| = |ϕn(zn)| , zn ∈ T. Por tanto,

(
max
z∈T

|ϕn(z)|
)1/n

= |ϕn(zn)|1/n ≤ max
z∈T

|ϕn(z)|1/n .

Por el Lema 1.5.2

lim supn→∞ (maxz∈T |ϕn(z)|)1/n ≤ lim supn→∞ maxz∈T |ϕn(z)|
1
n

≤ maxz∈T lim supn→∞ |ϕn(z)|1/n

= maxz∈T {|z|} = 1.

(6.25)

De forma análoga, se tiene que

lim sup
n→∞

(
max
t∈Γ

∣∣∣∣
1

ϕn(t)

∣∣∣∣
)1/n

≤ max
t∈Γ

{
1

lim infn→∞ |ϕn(t)|1/n

}
= max

t∈Γ

{
1

|t|

}
. (6.26)

Entonces, por (6.25) y (6.26),

lim sup
n→∞

|f(z) − Ln(z)|1/n ≤ max
t∈Γ

{
1

|t|1−s

}
< 1.
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Dado que Iµ(f) − In(f) = Iµ(f − Ln) se sigue el enunciado. �

Veremos ahora cómo se puede mejorar esta estimación de la velocidad de convergencia.

Para ello, obtendremos otra expresión del error en términos de polinomios interpoladores

de Laurent-Hermite. Dados los nodos xm, m = 1, . . . , s, (xm 6= 0) con multiplicidades

αm, m = 1, . . . , s, (
∑s

m=1 αm = n − α), entonces, existe un único polinomio de Laurent

Hn ∈ Λ−(n−2α−1),n tal que

H(j)
n (xm) = f (j)(xm); j = 0, . . . , 2αm − 1; m = 1, . . . , s.

Podemos escribir:

Hn(x) =
s∑

m=1

αm−1∑

l=0

Hm,l(x)f
(l)(xm) +

s∑

m=1

2αm−1∑

l=αm

H̃m,l(x)f
(l)(xm)

donde Hm,l, H̃m,l ∈ Λ−(n−2α−1),n. Estos L−polinomios verifican las siguientes condiciones:

H
(k)
m,l(xj) = δm,jδl,k; l = 0, . . . , αm − 1,

H̃
(k)
m,l(xm) = δm,jδl,k; l = αm, . . . , 2αm − 1,

para todo k = 0, . . . , 2αm−1 y m, j = 1, 2, . . . , s. Como H̃m,l ∈ Λ−(n−2α−1),n y H̃
(k)
m,l(xm) =

0; k = 0, . . . , αm − 1, se tiene

H̃m,l(x) =
Φn(x)

xn−α−1
S(x)

donde S ∈ Pn−α−1. Sea S(x) =
∑n−α−1

j=0 ajx
j. Entonces

S(x)

xn−α−1
=

n−α−1∑

j=0

an−α−1−jx
−j.

Por tanto,

Iµ(H̃m,l) =
∑n−α−1

j=0 an−α−1−j

(
1
2π

∫ π

−π
Φn(x)x−jdµ(θ)

)

=
∑n−α−1

j=0 an−α−1−j(Φn(z), zj)µ = 0.

Entonces,

Iµ(H̃m,l) = 0, ∀l = αm, . . . , 2αm − 1, m = 1, . . . , s.
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Definamos ahora

Ĩn(f) = Iµ(Hn) =
∑s

m=1

∑αm−1
l=0 Iµ(Hm,l)f

(l)(xm) +
∑s

m=1

∑2αm−1
l=αm

Iµ(H̃m,l)f
(l)(xm)

=
∑s

m=1

∑αm−1
l=0 Iµ(Hm,l)f

(l)(xm) =
∑s

m=1

∑αm−1
l=0 Bl,mf

(l)(xm).

Observar que Ĩn(f) es exacta en Λ−(n−2α−1),n y por tanto

Iµ(f) =
1

2π

∫ π

−π

f(eiθ)dµ(θ) = In(f) = Ĩn(f),

es decir,
s∑

m=1

αm−1∑

l=0

Al,mf
(l)(xm) =

s∑

m=1

αm−1∑

l=0

Bl,mf
(l)(xm).

En particular, si tomamos f = Hm,l, como H
(k)
m,l(xm) = δm,l; k = 0, . . . , αm − 1, se tiene

que Al,m = Bl,m; ∀l = 0, . . . , αm − 1; m = 1, . . . , s.

Hemos probado entonces la siguiente

Proposición 6.4.3. Sea Hn el único polinomio de interpolación de Hermite- Laurent en

Λ−(n−2α−1),n tal que

H(j)
n (xm) = f (j)(xm); j = 0, . . . , 2αm − 1; m = 1, . . . , s

donde xm; m = 1, . . . , s son las ráıces no nulas del polinomio ortogonal mónico Φn(z) con

respecto a la medida positiva µ. Entonces

In(f) = Iµ(Hn)

donde, In(f) denota la n−ésima fórmula de cuadratura Gaussiana dada en la Sección 2.

Por la Proposición anterior podemos obtener la siguiente expresión para el error en la

fórmula de cuadratura:

Iµ(f) − In(f) = Iµ(f) − Iµ(Hn) = Iµ(f −Hn).
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Sea ahora f una función anaĺıtica en un dominio acotado G que contenga a D y sea Γ su

frontera. Por [52, p. 50] tenemos de nuevo:

f(z) −Hn(z) =
1

2πi

∫

Γ

(
t

z

)n−2α−1 Φ̃2
n−α(z)

Φ̃2
n−α(t)

f(t)

t− z
dt =

1

2πi

∫

Γ

(
t

z

)n−1
Φ2

n(z)

Φ2
n(t)

f(t)

t− z
dt

Entonces, por el Teorema de Fubini (z = eiθ)

Iµ(f) − In(f) = Iµ(f −Hn) = 1
2π

∫ π

−π

(
1

2πi

∫
Γ

(
t
z

)n−1 Φ2
n(z)

Φ2
n(t)

f(t)
t−z

dt
)
dµ(θ)

= 1
2πi

∫
Γ

tn−1

Φ2
n(t)

(
1
2π

∫ π

−π
Φ2

n(z)
zn−1(t−z)

dµ(θ)
)
f(t)dt

= 1
2πi

∫
Γ

2tn

Φ2
n(t)

(
1
2π

∫ π

−π
Φ2

n(z)
zn−1(z−t)

dµ(θ)
)
g(t)dt

(6.27)

siendo g(z) = − f(z)
2z
.

Observación 6.4.4. Por (6.23) y (6.27) hemos obtenido, para todo z ∈ E, la siguiente

representación integral del error para el aproximante de Padé en dos puntos: (ver fórmula

(1.34)

Fµ(z) − Ωn(z)

Φn(z)
=

2zn

Φ2
n(z)

1

2π

∫ π

−π

Φ2
n(x)

xn−1(x− z)
dµ(θ); (x = eiθ). (6.28)

donde Ωn viene dado como en la fórmula (1.14). Obsérvese que la fórmula (6.28) se obtuvo

ya en [14] de diferente manera.

Igual que en el Teorema 6.4.2 pero sin la condición limn→∞
p(n)+α(n)

n
= s, 0 < s < 1,

podemos demostrar el siguiente

Teorema 6.4.5. Sea f una función anaĺıtica en un dominio acotado G que contenga a

D y sea Γ su frontera. Entonces, si Hn es el polinomio de Laurent-Hermite definido ante-

riormente, se tiene que

lim sup
n→∞

|f(z) −Hn(z)|1/n ≤ max
t∈Γ

{
1

|t|

}
< 1

uniformemente en T. Como consecuencia,

lim sup
n→∞

|Iµ(f) − In(f)|1/n = r(Γ) = max
t∈Γ

{
1

|t|

}
< 1.
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Observación 6.4.6. Si f es una función entera, entonces podemos tomar un valor de |t|

suficientemente grande de forma que limn→∞ |Iµ(f) − In(f)|1/n = 0.

En resumen, para una función anaĺıtica en un entorno de D, hemos demostrado que

las fórmulas de cuadratura Gaussianas convergen geométricamente. Seguidamente debi-

litaremos las hipótesis tomando, en primer lugar, funciones f anaĺıticas en D y continuas

en D, y, en segundo lugar, funciones f anaĺıticas en D e integrables en D. En ambos casos

se puede probar la convergencia de las fórmulas de cuadratura, aunque no ha sido posible,

por el momento, dar estimaciones de la velocidad de convergencia.

En efecto, tenemos la siguiente

Proposición 6.4.7. Sean µk = 1
2π

∫ π

−π
e−ikθdµ(θ), k ∈ Z los momentos normalizados con

respecto a la medida positiva µ. Sea f anaĺıtica en D y continua en D. Entonces,

lim
n→∞

In(f) = Iµ(f).

siendo {In(f)} la correspondiente sucesión de fórmulas Gaussianas.

Demostración: Como f es anaĺıtica en D y continua en D, se tiene ∀ε > 0,∃P ∈ P :

|f(x) − P (x)| < ε, ∀x ∈ T. Sea P (z) =
∑N

j=0 pjz
j. Entonces, para todo n ≥ N tenemos

|Iµ(f) − In(f)| = |Iµ(f) − Iµ(P ) + Iµ(P ) − In(f)| ≤ |Iµ(f − P )| + |In(P − f)| .

Entonces (recordar que µ0 = 1
2π

∫ π

−π
dµ(θ) = 1)

|Iµ(f − P )| =

∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π

(
f(eiθ) − P (eiθ)

)
dµ(θ)

∣∣∣∣ ≤
1

2π

∫ π

−π

∣∣f(eiθ) − P (eiθ)
∣∣ dµ(θ) < ε.

Por otro lado

|In(P − f)| = |kn|
2π

∣∣∣∣
∫ π

−π
f(eiθ)−P (eiθ)

|Φn(eiθ)|2 dθ

∣∣∣∣ ≤ kn

2π

∫ π

−π

|f(eiθ)−P (eiθ)|
|Φn(eiθ)|2 dθ

< εkn

2π

∫ π

−π
1

|Φn(eiθ)|2dθ = ε
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y, por tanto,

|Iµ(f) − In(f)| < 2ε.

�

En las condiciones anteriores, podemos obtener un resultado similar para funciones

integrables. En ese caso el siguiente Lema será de gran utilidad:

Lema 6.4.8. (Ver [51, p. 11, Theorem 1.5.3]) Sea f una función real acotada en [−π, π],

µ(θ) una medida positiva y supongamos que la integral de Riemann-Stieltjes
∫ π

−π
f(θ)dµ(θ)

existe. Entonces, para todo ε > 0, existen polinomios trigonométricos p(θ) y P (θ) tales

que

inf f − ε ≤ p(θ) ≤ f(θ) ≤ P (θ) ≤ sup f + ε y
1

2π

∫ π

−π

(P (θ) − p(θ)) dµ(θ) < ε.

Este resultado nos permite probar la siguiente

Proposición 6.4.9. Sea f anaĺıtica en D e integrable en D. Entonces, si

lim
n→∞

(n− α(n)) = ∞

se tiene que

lim
n→∞

In(f) = Iµ(f).

siendo como antes {In(f)} la sucesión de fórmulas Gaussianas.

Demostración: Podemos expresar la función f de la forma f(eiθ) = f1(θ) + if2(θ)).

Además, f1 y f2 son dos funciones reales en [−π, π], de modo que Iµ(f) = Iµ(f1)+ iIµ(f2).

Sea ε > 0. Entonces, por el Lema 6.4.8, existen polinomios trigonométricos p(θ) y P (θ)

tales que

p(θ) ≤ f1(θ) ≤ P (θ) y
1

2π

∫ π

−π

(P (θ) − p(θ)) dµ(θ) < ε. (6.29)
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Teniendo en cuenta las conocidas relaciones

cos kθ = eikθ+e−ikθ

2
, senkθ = eikθ−e−ikθ

2i
,

se tiene (z = eiθ)

p(θ) =
∑N

k=−N αkz
k = TN(z) ∈ Λ−N,N , y P (θ) =

∑M
k=−M βkz

k = TM(z) ∈ Λ−M,M .

Si n ≥ max{M + α + 1, N + α + 1}, por (6.29), obtenemos

1
2π

∫ π

−π

(
TM(eiθ) − f1(θ)

)
dµ(θ) < ε y 1

2π

∫ π

−π

(
f1(θ) − TN(eiθ)

)
dµ(θ) < ε.

Por tanto,

Iµ(f1) − ε < 1
2π

∫ π

−π
f1(θ)dµ(θ) − 1

2π

∫ π

−π

(
f1(θ) − TN(eiθ)

)
dµ(θ)

= Iµ(TN) = In(TN) = kn

2π

∫ π

−π
TN (eiθ)

|Φn(eiθ)|2dθ

< kn

2π

∫ π

−π
f1(θ)

|Φn(eiθ)|2dθ <
kn

2π

∫ π

−π
TM (eiθ)

|Φn(eiθ)|2dθ.

Entonces, como < (In(f)) = kn

2π

∫ π

−π
f1(θ)

|Φn(eiθ)|2dθ, se tiene

Iµ(f1)− ε < In(TN) < < (In(f)) < In(TM) = Iµ(TM) = Iµ(f1) + Iµ(TM − f1) = Iµ(f1) + ε.

Por lo tanto,

|Iµ(f1) −< (In(f))| < ε. (6.30)

De forma similar,

|Iµ(f2) −= (In(f))| < ε. (6.31)

Finalmente, por (6.30) y (6.31) se obtiene lo que queŕıamos demostrar. �

Observación 6.4.10. Cabe señalar que la Proposición 6.4.9 sigue siendo válida para toda

función f únicamente integrable en T. Además, se sabe, (ver [20]), que la Proposición 6.4.7

también sigue siendo válida para toda función continua f en T. La demostración dada en
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[20] utiliza los Teoremas de Helly ([22, p. 56]), siendo por tanto diferente a la dada aqúı.

Sin embargo, debemos usar en ambos casos, como definición de In(f), la integral (6.3)

ya que ahora In(f) dada en la fórmula (6.1) carece, en general, de sentido al fallar la

analiticidad de f.

6.5 Resultados numéricos

En esta Sección presentaremos algunos experimentos numéricos con las fórmulas Gaus-

sianas introducidas a lo largo del Caṕıtulo. Se trata de ver, con carácter ilustrativo,

la efectividad de las mismas. Aśı pues, consideremos las siguientes medidas positivas:

dµ1(θ) = 1+cos θ
2π

dθ, dµ2(θ) = 1−cos θ
2π

dθ y dµ3(θ) = sen2θ
2π

dθ.

Para n = 8 hemos calculado los nodos {xj}8
j=1 y coeficientes {Aj}8

j=1 con respecto a

las medidas anteriores. Dado que éstas son simétricas, los correspondientes polinomios

de Szegő tienen coeficientes reales y sus ceros aparecen en pares conjugados como puede

verse en las Tablas que siguen.

µ1(θ)

Nodos Coeficientes

x1 = −0.567289 − 0.570292I A1 = 0.0284838 + 0.0204506I

x2 = −0.567289 + 0.570292I A2 = 0.0284838 − 0.0204506I

x3 = −0.0792246 − 0.758031I A3 = 0.0940173 + 0.0345958I

x4 = −0.0792246 + 0.758031I A4 = 0.0940173 − 0.0345958I

x5 = 0.398567 − 0.625602I A5 = 0.165726 + 0.0318851I

x6 = 0.398567 + 0.625602I A6 = 0.165726 − 0.0318851I

x7 = 0.692391 − 0.24052I A7 = 0.211773 + 0.0128452I

x8 = 0.692391 + 0.24052I A8 = 0.211773 − 0.0128452I
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µ2(θ)

Nodos Coeficientes

x1 = −0.692391 − 0.24052I A1 = 0.211773 − 0.0128452I

x2 = −0.692391 + 0.24052I A2 = 0.211773 + 0.0128452I

x3 = −0.398567 − 0.625602I A3 = 0.165726 − 0.0318851I

x4 = −0.398567 + 0.625602I A4 = 0.165726 + 0.0318851I

x5 = 0.0792246 − 0.758031I A5 = 0.0940173 − 0.0345958I

x6 = 0.0792246 + 0.758031I A6 = 0.0940173 + 0.0345958I

x7 = 0.567289 − 0.570292I A7 = 0.0284838 − 0.0204506I

x8 = 0.567289 + 0.570292I A8 = 0.0284838 + 0.0204506I

µ3(θ)

Nodos Coeficientes

x1 = −0.644147 − 0.526397I A1 = 0.0357665 + 0.0212742I

x2 = −0.644147 + 0.526397I A2 = 0.0357665 − 0.0212742I

x3 = 0.644147 − 0.526397I A3 = 0.0357665 − 0.0212742I

x4 = 0.644147 + 0.526397I A4 = 0.0357665 + 0.0212742I

x5 = 0.232822 + 0.76944I A5 = 0.0892335 + 0.0139831I

x6 = 0.232822 − 0.76944I A6 = 0.0892335 − 0.0139831I

x7 = −0.232822 + 0.76944I A7 = 0.0892335 − 0.0139831I

x8 = −0.232822 − 0.76944I A8 = 0.0892335 + 0.0139831I

Sean ahora los integrandos:

f1(z) = sen(z)
1.5−z

, f2(z) = sen(z)
4−z

, f3(z) = sen(z)
10−z

.
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Para estas funciones hemos calculado el error exacto en la fórmula de cuadratura, tanto

para la Gaussiana como para la de Szegő, con respecto a las medidas µ1(θ), µ2(θ), y

µ3(θ), respectivamente. En cada uno de estos casos, y para n = 4, 6, 8, las ráıces de los

polinomios de Szegő son todas simples y diferentes de cero, es decir, α = 0 y los ceros de

Φ̃n−α(z) = Φn(z) son simples. Para la función f1(z) los resultados aparecen en las Tablas

1,2 y 3

Tabla 1

Nodos Error exacto (Szegő) µ1 Error exacto (Gauss) µ1

n=4 1.576456E-01 1.342812E-02

n=6 7.669225E-02 4.368393E-03

n=8 3.512272E-02 1.532380E-03

Tabla 2

Nodos Error exacto (Szegő) µ2 Error exacto (Gauss) µ2

n=4 4.261750E-03 4.485824E-03

n=6 3.543889E-03 1.267323E-03

n=8 1.478630E-03 4.088199E-04

Tabla 3

Nodos Error exacto (Szegő) µ3 Error exacto (Gauss) µ3

n=4 9.039074E-03 3.587872E-03

n=6 4.737054E-03 1.115100E-03

n=8 2.036738E-03 3.800699E-04

Para f2(z) tenemos los siguientes resultados en las Tablas 4, 5 y 6:
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Tabla 4

Nodos Error exacto (Szegő) µ1 Error exacto (Gauss) µ1

n=4 2.74201E-03 5.46331E-05

n=6 3.32082E-05 1.96088E-06

n=8 3.34996E-06 5.34858E-08

Tabla 5

Nodos Error exacto (Szegő) µ2 Error exacto (Gauss) µ2

n=4 3.65415E-03 3.6313E-05

n=6 7.54454E-05 1.3048E-06

n=8 2.0878E-06 2.10162E-09

Tabla 6

Nodos Error exacto (Szegő) µ3 Error exacto (Gauss) µ3

n=4 1.68592E-03 9.79090E-06

n=6 3.10834E-05 3.30104E-07

n=8 1.24397E-06 5.46841E-09

Finalmente, para la función f3(z) los resultados vienen dados en las Tablas 7, 8 y 9.

Tabla 7

Nodos Error exacto (Szegő) µ1 Error exacto (Gauss) µ1

n=4 7.291970E-05 7.302898E-05

n=6 2.010499E-05 1.065462E-06

n=8 5.016616E-07 3.728045E-08
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Tabla 8

Nodos Error exacto (Szegő) µ2 Error exacto (Gauss) µ2

n=4 1.426109E-03 6.218423E-05

n=6 4.625420E-05 9.036871E-07

n=8 7.913159E-07 2.536029E-08

Tabla 9

Nodos Error exacto (Szegő) µ3 Error exacto (Gauss) µ3

n=4 4.258231E-04 5.712364E-06

n=6 1.757401E-05 8.372155E-08

n=8 3.341328E-07 1.279191E-09

De los resultados numéricos anteriormente expuestos cabe inferir que las fórmulas de

cuadratura Gaussianas dan mejores resultados que las de Szegő y que ambas dependen de

la localización de las singularidades del integrando f(z) con respecto a la circunferencia

unidad. El coste computacional en ambas se puede decir que es similar ya que las dos

requieren el cálculo de los correspondientes polinomios de Szegő.



Apéndice A

Estimaciones numéricas de la

transformada de Herglotz- Riesz

En este Apéndice incluiremos algunos resultados numéricos con los que se pretende com-

parar la eficiencia de los aproximantes de Padé en dos puntos (AP2), los aproximantes

modificados (APM) y los aproximantes tipo Padé en dos puntos (ATP2) con denominador

Qn(z) = zn − τn, (|τn| = 1), a la transformada de Herglotz- Riesz para las funciones peso

de Chebyschev normalizadas, a saber ω1(θ) = 1+cos θ
2π

, ω2(θ) = 1−cos θ
2π

y ω3(θ) = sen2θ
2π

.

También daremos resultados que tienen que ver con la velocidad exacta de convergencia

para los APM con respecto a las tres funciones peso anteriores.

Recordemos que si ω(θ) es una función peso en [−π, π], la función de Carathéodory

Fω, asociada a dicha función viene dada por

Fω(z) =

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
ω(θ)dθ + i=Fω(0). (A.1)

Como hemos mencionado anteriormente, esta expresión se conoce como la transformada

de Herglotz-Riesz para la función peso ω.

En el primer Caṕıtulo vimos que Fω(z) admite los siguientes desarrollos en el cero y

191
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en el infinito:

L0(z) = µ0 + 2
∑∞

k=1 µkz
k; |z| < 1

L∞(z) = −µ0 − 2
∑∞

k=1 µ−kz
−k; |z| > 1

siendo {µk}∞−∞ la sucesión de momentos con respecto a ω, es decir,

µk =

∫ π

−π

e−ikθω(θ)dθ; k ∈ Z.

En cuanto a los AP2, si denotamos por Φn(z) al n−ésimo polinomio de Szegő respecto

a ω y Ωn(z) al n−ésimo polinomio asociado, se sabe, (ver [30]), que Ωn(z)
Φn(z)

es el AP2 en

sentido fuerte al par (L0, L∞) de orden (n, n+ 1) (si Φn(0) 6= 0) y que la función racional

−Ω∗
n

Φ∗
n

representa el AP2 en sentido fuerte a (L0, L∞) de orden (n + 1, n), (si Φn(0) 6= 0).

Tales aproximantes ya se han calculado previamente con respecto a las tres funciones peso

de Chebyshev ωk(θ), k = 1, 2, 3. En efecto, se pueden construir a partir de las fórmulas

expĺıcitas que hemos obtenido tanto para los polinomios de Szegő como para los asociados

en el Caṕıtulo 3. Para ω1 y ω2 la expresión de los polinomios de Szegő {Φn} y los asociados

{Ωn} se pueden ver en la Tabla 1 de la Sección 2 y para la función peso ω3, los polinomios

{Φn} y {Ωn} vienen dados por (4.4) y (4.5) respectivamente.

El error para los aproximantes modificados, es decir, |Fωk
(z) −Rn(z, τ)| , k = 1, 2, 3,

también se ha calculado para ciertos valores del parámetro τ en el Caṕıtulo 3 y vienen

dadas por la expresiones (4.18), (4.19) y (4.13) con respecto a la funciones peso ω1, ω2 y

ω3, respectivamente.

Por último, el error para los ATP2 con denominador Qn(z) = zn − τn, es decir:
∣∣∣Fωk

(z) − (p/n)Fωk
(z)
∣∣∣ , k = 1, 2, 3, se ha obtenido en la Sección 3 del Caṕıtulo 4. Para

cada una de las funciones peso se han calculado tres expresiones del error según el valor

que tome el parámetro p = p(n). Para las funciones peso ω1 y ω2 se tienen las fórmulas

(5.6) y (5.11) si p = 0, (5.7) y (5.12) para 1 ≤ p ≤ n − 2 y (5.8) y (5.13) si p = n − 1

respectivamente. Para la función peso ω3 se han obtenido las expresiones de error (5.14),
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(5.15) y (5.16) pero ahora para los valores de p = 0, 1, 2 ≤ p ≤ n − 3 y p = n − 2, n − 1

respectivamente.

A.1 Cotas de Error

En esta Sección daremos ciertas cotas de error para los aproximantes con respecto a las tres

funciones peso ωk, k = 1, 2, 3 para el caso de los APM y los ATP2, ya que las expresiones

del error en los AP2 no resultan muy manejables teniendo en cuenta las fórmulas que se

han obtenido tanto para los polinomios de Szegő como para los asociados. Por otro lado,

y como ya hemos mencionado en el primer Caṕıtulo, en [33] se dan cotas de error para

los APM válidas para cualquier función peso ω(θ) en [−π, π].

Las cotas de error para los aproximantes modificados respecto a las funciones ω1 y

ω2 coinciden y se han calculado atendiendo a las expresiones del error que acabamos de

referenciar. Tales cotas vienen dadas por

rn(1+r)2

1−rn+1 si |z| = r < 1

(1+R)2

R(Rn+1−1)
si |z| = R > 1.

Y con respecto a ω3, hemos obtenido:

rn(1+r2)2

2(1−rn+1)
si |z| = r < 1

(1+R2)2

2R2(Rn+1−1)
si |z| = R > 1.

Las cotas de error para los ATP2 respecto a las funciones peso ω1 y ω2 en este caso

también coinciden y vienen dadas por los siguientes casos:

Para p = 0 se tiene

rn(r+1)2+r2+2r|1−τn|+|1−τn|
r(1−rn)

si |z| = r < 1

2R+1
R(Rn−1)

si |z| = R > 1.
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Si 1 ≤ p ≤ n− 2

(rn+|1−τn|)(1+r)2

r(1−rn)
si |z| = r < 1

(1+R)2

R(Rn−1)
si |z| = R > 1.

Finalmente, si p = n− 1

rn+(rn+|1−τn|)(1+r)2

r(1−rn)
si |z| = r < 1

Rn+(1+R)2

R(Rn−1)
si |z| = R > 1.

Con respecto a la función peso ω3 valen las siguientes cotas de error:

Para p = 0, 1

rn(r2+1)2+r4+2r2|1−τn|+|1−τn|
2r2(1−rn)

si |z| = r < 1

Rn+(1+R2)2

2R2(Rn−1)
si |z| = R > 1.

Si 2 ≤ p ≤ n− 3

(rn+|1−τn|)(1+r2)2

2r2(1−rn)
si |z| = r < 1

(1+R2)2

2R2(Rn−1)
si |z| = R > 1.

Por último, para p = n− 2, n− 1

rn+(rn+|1−τn|)(1+r2)2

2r2(1−rn)
si |z| = r < 1

Rn+(1+R2)2

2R2(Rn−1)
si |z| = R > 1.

A.2 Ejemplos numéricos

En esta Sección nos ocuparemos de comparar numéricamente los tres aproximantes: AP2,

APM y ATP2 con respecto a las funciones peso ωk, k = 1, 2, 3. A tal fin, tomaremos los

siguientes puntos en D :

z1 = 0.8ei π
4 , z2 = 0.5ei π

4 , z3 = 0.3ei π
4 y z4 = 0.2ei π

4 .

En el caso de los ATP2 tomaremos las fórmulas (5.7), (5.12) y (5.15)) para τn = 1. Además

del valor exacto del error, computaremos también las cotas en cada caso. Los resultados
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se pueden ver en las Tablas 1 y 2 para ω1(θ), en las Tablas 3 y 4 para la función peso

ω2(θ), y en las Tablas 5 y 6 para ω3(θ).

Tabla 1

n=10 Error exacto(AP2) Error exacto(APM) Cota de error(APM)

z1 1.254574E-02 3.161567E-01 3.805842E-01

z2 6.039869E-05 1.911897E-03 2.198339E-03

z3 1.946261E-07 8.941589E-06 9.979298E-06

z4 2.114901E-09 1.354590E-07 1.474560E-07

Tabla 2

n=10 Error exacto(ATP2) Cota de error(ATP2)

z1 2.394273E-01 4.871755E-01

z2 9.556190E-04 3.054740E-03

z3 2.682473E-06 2.338551E-05

z4 2.709181E-08 5.537792E-07

Tabla 3

n=10 Error exacto(AP2) Error exacto(APM) Cota de error(APM)

z1 5.493869E-03 5.140215E-02 3.805842E-01

z2 3.322430E-05 5.299861E-04 2.198339E-03

z3 1.335696E-07 3.931099E-06 9.979298E-06

z4 1.639786E-09 7.753290E-08 1.474560E-07
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Tabla 4

n=10 Error exacto(ATP2) Cota de error(ATP2)

z1 4.394205E-02 4.871755E-01

z2 2.650847E-04 3.054740E-03

z3 1.179331E-06 2.338551E-05

z4 1.550658E-08 5.537792E-07

Tabla 5

n=10 Error exacto(AP2) Error exacto(APM) Cota de error(APM)

z1 6.445412E-03 7.081121E-02 1.579659E-01

z2 2.075189E-05 5.186721E-04 7.633312E-04

z3 4.440138E-08 2.976363E-06 3.507812E-06

z4 3.415078E-10 5.128191E-08 5.537795E-08

Tabla 6

n=10 Error exacto(ATP2) Cota de error(ATP2)

z1 1.948475E-01 2.527598E-01

z2 5.187990E-04 3.054740E-03

z3 1.071491E-06 3.897585E-05

z4 8.205107E-09 1.384448E-06

Como era de esperar, los mejores resultados se corresponden con los obtenidos para

los AP2. Sin embargo, no debe olvidarse que estos aproximantes pueden requerir, en

general, un coste computacional alto. Conviene resaltar los excelentes resultados que dan
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también los ATP2, siendo éstos mucho más fáciles de calcular. Las cotas de error, tanto

para los APM como para los ATP2, están bastante cerca del valor exacto. Por otro lado,

también era de esperar, debido a la definición de estos tres aproximantes, que los peores

resultados se corresponden con los puntos más cercanos a T. En general, para estimar

Fω(z) en puntos próximos a T, véase [43].

A continuación eligiremos puntos y1, y2, y3 y y4 en E.

Sean y1 = 1.1eiπ, y2 = 1.4ei π
4 , y3 = 3ei π

3 y y4 = 5ei π
3 . Con respecto a la función peso

ω1(θ) tenemos los siguiente resultados:

n=10 Error exacto(AP2) Error exacto(APM) Cota de error(APM)

y1 2.131222E-02 4.905740E-03 2.163431

y2 2.538000 7.594930E-02 1.041705E-01

y3 3.471700E-04 2.446172E-05 3.010699E-05

y4 1.680885E-06 1.269759E-07 1.474560E-07

n=10 Error exacto(ATP2) Cota de error(ATP2)

y1 5.704126E-03 2.515519

y2 1.057906E-01 1.473309E-01

y3 7.338475E-05 9.032199E-05

y4 6.348799E-07 7.372800E-07

Tomando ahora los puntos y1 = 1.1, y2 = 1.4ei 5π
6 , y3 = 3ei π

3 y y4 = 5ei π
3 , entonces, con

respecto a la función peso ω2(θ) se tienen las siguientes Tablas:
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n=10 Error exacto(AP2) Error exacto(APM) Cota de error(APM)

y1 2.131222E-02 4.905740E-03 2.163431

y2 1.251296 9.298596E-02 1.041705E-01

y3 1.402943E-04 1.317177E-05 3.010699E-05

y4 9.517895E-07 8.601600E-08 1.474560E-07

n=10 Error exacto(ATP2) Cota de error(ATP2)

y1 5.704126E-03 2.515519

y2 1.352502E-01 1.473309E-01

y3 3.951487E-05 9.032199E-05

y4 4.300799E-07 7.372800E-07

Finalmente, para la función peso ω3(θ) y tomando los puntos y1 = 1.1, y2 = 1.4ei 5π
6 ,

y3 = 3ei π
3 y y4 = 5ei π

3 , los resultados se pueden ver en las siguientes Tablas:

n=10 Error exacto(AP2) Error exacto(APM) Cota de error(APM)

y1 3.390675E-02 8.521744E-03 1.089096

y2 1.027767 7.358739E-02 1.265162E-01

y3 6.997824E-05 9.512937E-06 3.136145E-05

y4 3.798707E-07 5.332992E-08 2.768896E-07

n=10 Error exacto(ATP2) Cota de error(ATP2)

y1 1.143418E-02 1.266342

y2 1.146485E-01 1.674396E-01

y3 8.561555E-05 9.408541E-05

y4 1.333247E-06 1.384448E-06
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Como puede observarse, la presencia de polos en E para los AP2 hace que los resultados

obtenidos para dichos aproximantes no sean tan buenos. Sin embargo, tanto los APM

como los ATP2 siguen proporcionando estimaciones numéricas relativamente aceptables.

A.3 Velocidad de convergencia

Si consideramos una medida µ sobre el intervalo real [−1, 1], las velocidades exactas de

convergencia, tanto para los aproximantes de Padé como para los tipo Padé en el infinito

a su transformada de Cauchy

Fµ(z) =

∫ 1

−1

dµ(x)

z − x
; z 6∈ [−1, 1]

son bien conocidas (ver [13]) y aśı como para el caso de los aproximantes de Padé multi-

puntuales (ver [48, p. 149]). En general, dada una sucesión {Hn(z)}∞n=1, de aproximantes

racionales a la función Fµ(z), por velocidad exacta de convergencia entendemos que existe

una función λ(z) no negativa (z 6∈ [−1, 1]) de forma que:

lim
n→∞

|Fµ(z) −Hn(z)|1/n = λ(z).

Ahora, nos podŕıamos preguntar cuándo se pueden obtener resultados análogos si

reemplazamos la transformada de Cauchy por la de Herglotz-Riesz. En este aspecto,

se han dado estimaciones de la velocidad de convergencia en [28] para los APM y los

ATP2 y en [14] para los AP2. (Ver también [12] para el caso multipuntual). Con todo,

los resultados numéricos nos hacen sospechar que tales estimaciones de la velocidad de

convergencia podŕıan ser exactas. Esta conjetura se verifica para el caso de las funciones

peso ω1, ω2 y ω3 cuando se toman los APM como se verá a continuación. Demostrar esto

en general, hasta donde nosotros sabemos, sigue siendo un problema abierto. En [28] se
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obtuvieron las siguientes estimaciones para los APM:

lim supn→∞ |Fω(z) −Rn(z, τn)|1/n ≤ |z| si |z| < 1

lim supn→∞ |Fω(z) −Rn(z, τn)|1/n ≤ 1
|z| si |z| > 1.

Con respecto a la función peso de Chebyshev ω1(θ) se tiene el siguiente resultado:

Proposición A.3.1. Sea Rn(z, τn); n = 1, 2, . . . el aproximante modificado para la tran-

formada de Herglotz-Riesz con respecto a la función peso ω1(θ), donde τn = (−1)n. En-

tonces se tiene que

limn→∞ |Fω1(z) −Rn(z, τn)|
1
n = |z| si |z| < 1

limn→∞ |Fω1(z) −Rn(z, τn)|
1
n = 1

|z| si |z| > 1.
(A.2)

Demostración: Para |z| < 1 tenemos

|Fω1(z) −Rn(z, (−1)n)| =

∣∣∣∣
(−1)nzn(1 + z)2

1 + (−1)nzn+1

∣∣∣∣ =
|z|n|z + 1|2

|1 + (−1)nzn+1| .

Pero, |1+(−1)nzn+1| ≤ 1+ |z|n+1. Como |z| < 1, limn→∞ (1 + |z|n+1)
1/n

= 1 y, por tanto,

lim
n→∞

|1 + (−1)nzn+1| 1
n ≤ 1. (A.3)

Por otro lado, |1 + (−1)nzn+1| ≥ 1 − |z|n+1 y, de forma similar, se tiene

limn→∞ (1 − |z|n+1)
1/n

= 1. Por tanto

lim
n→∞

|1 + (−1)nzn+1| 1
n ≥ 1. (A.4)

Haciendo uso de (A.3) y (A.4)

lim
n→∞

|1 + (−1)nzn+1| 1
n = 1.

Entonces, por la fórmula anterior podemos escribir:

lim
n→∞

|Fω1(z) −Rn(z, (−1)n)|
1
n = lim

n→∞

|z||z + 1|2/n

|1 + (−1)nzn+1|1/n
= |z|.

Para |z| > 1 bastaŕıa cambiar z por 1
z̄
. �

De forma similar se puede demostrar la siguiente Proposición:
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Proposición A.3.2. Sea Rk
n(z, τn); n = 1, 2, . . . , (k = 2, 3) la sucesión de aproxi-

mantes modificados para la tranformada de Herglotz-Riesz con respecto a las funciones

peso ωk(θ), k = 2, 3 donde τn = 1. Entonces se tiene que, para k = 2, 3

limn→∞
∣∣Fωk

(z) −Rk
n(z, τn)

∣∣ 1
n = |z| si |z| < 1

limn→∞
∣∣Fωk

(z) −Rk
n(z, τn)

∣∣ 1
n = 1

|z| si |z| > 1.





Apéndice B

Problemas abiertos y aplicaciones

En este Apéndice se incluirán algunas cuestiones que podŕıan ser abordadas en el futuro

como continuación del trabajo llevado a cabo en esta Memoria. También incluiremos una

de las aplicaciones de los polinomios ortogonales sobre T y los para-ortogonales como es

la Teoŕıa de señales digitales.

B.1 Problemas abiertos

B.1.1 Constante de Lebesgue

En el Caṕıtulo 2 hab́ıamos obtenido una estimación de la constante de Lebesgue ‖Hn‖T

(ver fórmula (2.12)) donde los nodos eran los ceros de zn + τ, (|τ | = 1).

Como las ráıces de cualquier complejo unimodular son los ceros de polinomios para-

ortogonales respecto a la medida de Lebesgue, con el propósito de calcular estimaciones

de ‖Hn‖T, podŕıamos considerar otros sistemas de nodos, como pueden ser los ceros de

polinomios para-ortogonales con respecto a otras funciones peso. Para ello, hemos tomado

la medida dµ inducida por el núcleo de Poisson, esto es, dµ(θ) = (1−r2)dθ
2π(1−2 cos θ+r2)

, 0 ≤ r < 1.

Observar que para r = 0 se recupera la medida de Lebesgue. Con la finalidad de obtener

203
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estimaciones de ‖Hn‖T
, hemos calculado Hn(x) para varios valores de x ∈ T. Estos

resultados aparecen en la siguiente Tabla:

Tabla 1

r = 0.5, wn = 1 n = 3 n = 5 n = 7 n = 9 n = 11

x = 1 1.397784 1.57992 1.723141 1.910335 1.9392

x = −1 2.449491 2.373997 2.933358 3.029046 3.208695

x = e
π
2

i 1.962709 1.682776 2.397946 1.8378 2.645338

x = e
π
4

i 1.430733 1.933975 1.948278 1.359033 1.706982

x = e
π
6

i 1.056523 1.377201 1.803354 2.109312 1.144155

x = e
π
3

i 1.817217 1.923035 0.0372543 2.316734 2.323518

x = e
π
5

i 1.127013 1.657399 2.002495 2.039703 1.573344

x = e
3π
10

i 1.683758 2.00178 1.483753 1.756832 2.472193

x = e
π
7

i 1.143668 1.141888 1.560843 1.955481 2.11586

x = e
5π
14

i 1.89301 1.807811 1.441098 2.515929 1.893633

Si aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz aHn(x) se tiene que, para todo x ∈ T,

Hn(x) =
n+1∑

j=1

|Lj(x)| ≤
(

n+1∑

j=1

|Lj(x)|2
)1/2(n+1∑

k=1

1

)1/2

Hemos calculado también
∑n+1

j=1 |Lj(x)|2 para varios x ∈ T. Los resultados se pueden ver

en la siguiente Tabla :
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Tabla 2

r = 0.5, wn = 1 n = 3 n = 5 n = 7 n = 9 n = 11

x = 1 0.6969723 0.7441738 0.7819141 0.822225 0.8336556

x = −1 1.545455 1.383746 1.297395 1.218227 1.205489

x = e
π
2

i 1.121215 1.154252 1.091594 1.09958 1.069524

x = e
π
4

i 1.16407 1.090565 0.9031604 0.9434807 1.083503

x = e
π
6

i 0.96376 1.080369 1.051778 0.9604875 0.8898444

x = e
π
3

i 1.272731 0.9463865 0.001387876 1.163986 0.9842566

x = e
π
5

i 1.049032 1.11499 0.997557 0.8971838 0.9199576

x = e
3π
10

i 1.244905 1.004661 0.9151806 1.110349 1.078075

x = e
π
7

i 0.9034595 1.03289 1.05977 1.012111 0.932241

x = e
5π
14

i 1.278674 0.918635 1.079651 1.14263 0.9504793

A partir de las Tablas 1 y 2 cabŕıa conjeturar que existe una constante positiva K tal

que

‖Hn‖T
≤ K

√
n+ 1.

B.1.2 Convergencia en norma Lp de sucesiones de polinomios

interpoladores de Laurent

En el Caṕıtulo 2, (Teorema 2.2.2), vimos que para toda función f continua sobre T, si

{xj,n : j = 1, ..., n+ 1} son los ceros del n−ésimo polinomio para-ortogonal Bn+1(z, τn+1)

con respecto a la función peso ω(θ) en [−π, π] y Rn(f, z) el L−polinomio en Λ−p,q que

interpola a f en los nodos {xj,n}n+1
j=1 con p = p(n) y q = q(n) verificando (2.5) y p+ q = n,
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entonces, Rn(f, z) converge a f en norma L2,ω, es decir, se tiene que

lim
n→∞

∫

T

|f(x) −Rn(x)|2 ω(θ)dθ = 0.

La cuestión seŕıa si este resultado de convergencia en norma L2 se puede extender a

norma Lp con p > 2.

B.1.3 Convergencia uniforme de sucesiones de polinomios inter-

poladores de Laurent.

También en el Caṕıtulo 2, Teorema 2.2.8, demostramos que si f es una función continua

sobre T, {p(n)} y {q(n)} dos sucesiones de enteros no negativos tales que p(n) + q(n) =

n, n = 1, 2, ... verificando

lim
n→∞

p(n)

n
= r; 0 < r < 1,

y, si además, suponemos que el módulo de continuidad λ(f, δ) = O(δp); p > 1/2 si δ → 0

y Rn(f, z) es el polinomio en Λ−p(n),q(n) que interpola a f en los nodos xj,n, j = 1, ..., n+1,

que son las (n+ 1) ráıces de τn, con |τn| = 1, n = 1, 2, ..., entonces,

lim
n→∞

Rn(f, z) = f(z)

uniformemente sobre T.

Cabŕıa preguntarse si, por un lado, la hipótesis λ(f, δ) = O(δp); p > 1/2 pudiera

debilitarse, y por otro, si este resultado sigue siendo válido para otras elecciones más

generales de nodos, como pueden ser los ceros de polinomios para-ortogonales con respecto

a una función peso ω(θ) en [−π, π] arbitraria.

B.1.4 Velocidad exacta de convergencia

Acabamos de ver en el Apéndice A, que para los aproximantes modificados (AP2) Rn(z, τ),

(|τ | = 1) a la transformada de Herglotz -Riesz Fω(z) donde ω(θ) es una función peso
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arbitraria en [−π, π], se tiene la siguiente estimación de la velocidad de convergencia:

lim supn→∞ |Fω(z) −Rn(z, τn)|1/n ≤ |z| si |z| < 1

lim supn→∞ |Fω(z) −Rn(z, τn)|1/n ≤ 1
|z| si |z| > 1.

Vimos, que con respecto a las funciones peso de Chebyshev normalizadas: ω1(θ) =

1+cos θ
2π

, ω2(θ) = 1−cos θ
2π

y ω3(θ) = sen2θ
2π

, se obtuvo velocidad exacta de convergencia, es

decir, que para k = 1, 2, 3 se tiene,

lim supn→∞ |Fωk
(z) −Rn(z, τn)|1/n = |z| si |z| < 1

lim supn→∞ |Fωk
(z) −Rn(z, τn)|1/n = 1

|z| si |z| > 1.

¿ Seŕıa posible extender este resultado a cualquier función peso ω(θ) en [−π, π] ?

B.1.5 Fórmulas de cuadratura sobre la circunferencia unidad

con coeficientes iguales

En el caso de fórmulas de cuadratura sobre un intervalo [a, b] del eje real para la integral
∫ b

a
f(x)µ(x)dx, se sabe que la única fórmula de cuadratura con coeficientes iguales, es

decir, de la forma
∑n

j=1Ajf(xj) = A
∑n

j=1 f(xj) exacta en PN , (N ≥ n) es la correspon-

diente fórmula Gaussiana respecto a la función peso µ(x) = 1√
1−x2 , x ∈ (−1, 1) donde

A = π
n
. ([34, p. 183]).

Respecto a las fórmulas de cuadratura sobre T, sabemos que con respecto a la medida

de Lebesgue se obtiene una fórmula de cuadratura
∑n

j=1 λjf(ξj) con λj = 2π
n
, ∀j =

1, . . . , n. Nos podŕıamos plantear si, al igual que en el caso real, ésta seŕıa la única fórmula

de cuadratura sobre T con coeficientes iguales, exacta en Λ−p,q con p y q enteros no

negativos tales que p+ q = N, (N ≥ n).
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B.2 Aplicaciones

Es bien sabido que una de las aplicaciones de los polinomios de Szegő, los polinomios

para-ortogonales y las fórmulas de Szegő ha sido la llamada teoŕıa de señal.

Aśı pues, sea {x(m)}∞−∞ una sucesión de números reales. A esta sucesión la denomina-

remos con el término señal discreta. Nos centraremos en el estudio de señales periódicas

de la forma:

x(m) =





∑I
j=−I αje

imωj , m = 0, 1, . . .

0, m < 0
(B.1)

donde I es un entero positivo, las frecuencias ωj satisfacen ωj ∈ R, ω−j = −ωj,

0 = ω0 < ω1 < . . . < ωI < π y las amplitudes αj verifican α0 ≥ 0, α−j = −αj ∈ C.

El problema clásico del análisis de frecuencias consiste en determinar ω1, ω2, . . . , ωI a

partir de N observaciones de la señal (B.1), es decir,

xN(m) =





∑I
j=−I αje

imωj , 0 ≤ m ≤ N − 1

0, otro caso.
(B.2)

Existe un método para resolver este problema que viene a ser una reformulación del

llamado método de Wiener-Levinson ([35],[54]). El punto de partida de este método lo

constituyen los coeficientes de autocorrelación:

µ
(N)
k :=

N−1∑

m=0

xN(m)xN(m+ k), k ∈ Z.

Se puede ver fácilmente que la sucesión {µ(N)
k } es la sucesión de momentos con respecto

a la función de distribución

dψN(θ) :=
∣∣XN(eiθ)

∣∣2 dθ

donde

XN(z) =
N−1∑

m=0

xN(m)z−m.
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Es decir

µ
(N)
k =

1

2π

∫ π

−π

e−ikθdψN(θ), k ∈ Z.

Sea µ̃
(N)
k =

µ
(N)
k

N
. Entonces la función de distribución dψN(θ)/N da lugar a un producto

interior y por tanto a una sucesión de polinomios ortogonales mónicos {Φn(ψN ; z)}. Estos

polinomios {Φn(ψN ; z)} que, como sabemos, también se les llama polinomios de Szegő,

juegan un papel fundamental en la resolución del problema de análisis de frecuencias

cuando n ≥ n0, donde n0 = 2I + L, con L = 1 si α0 6= 0 y L = 0 en otro caso. En efecto,

si n0 es conocido, entonces se tiene que ([37],[32])

lim
N→∞

Φn0(ψN ; z) = (z − 1)L

I∏

j=1

(z − eiωj)(z − e−iωj)

uniformemente en compactos de C. Esto implica, haciendo uso del Teorema de Hur-

witz ([16, p. 152]), que los ceros del polinomio de Szegő se aproximarán a los puntos

e±iωj , −I ≤ j ≤ I.

Sin embargo, el número n0 de frecuencias suele ser desconocido. Supongamos, en

primer lugar, que n < n0, entonces ([37],[32])

lim
N→∞

Φn(ψN ; z) = Qn(z)

donde Qn es el polinomio de Szegő con respecto a la medida discreta

dψ(θ) =
I∑

j=−I

|αj|2δβj
, βj = eiωj , j = −I, . . . , I. (B.3)

y, por lo tanto, sus ceros están en D.

Por otro lado, si n > n0 entonces ([37],[32]) existe una subsucesión {Nk} tal que

lim
k→∞

Φn(ψNk
; z) = Qn−n0(z)(z − 1)L

I∏

j=1

(z − eiωj)(z − e−iωj).

De nuevo, haciendo uso del Teorema de Hurwitz, se tiene que n0 ceros del polinomio de

Szegő se aproximarán a los puntos e±iωj , −I ≤ j ≤ I y que el resto de los (n − n0)
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se aproximarán a los ceros del polinomio Qn−n0(z) que dependerá de la subsucesión que

se tome. Los (n − n0) ceros se denominan, a menudo, “uninteresting points” y se puede

demostrar ([37]) que estos ceros están en la región |z| < 1, es decir, que los “uninteresting”

ceros permanecen fuera de la circunferencia unidad. Entonces, si xN
j , j = 1, . . . , n−n0 son

los n− n0 ceros del polinomio Qn−n0(z), para todo n > n0 existe un número Kn ∈ (0, 1)

que depende de n y de la señal dada tal que

|xN
j | ≤ Kn < 1, j = 1, . . . , n− n0. (B.4)

Este método es, por tanto, muy útil a la hora de determinar las frecuencias. Sin embargo,

si bien sabemos que los “uninteresting points” se mantienen separados de los ceros que van

a aproximar los puntos e±iωj , −I ≤ j ≤ I, no se sabe calcular con exactitud el número

Kn ∈ (0, 1), ni siquiera se han podido obtener, hasta ahora, estimaciones del mismo.

Por este motivo, en vez de tomar los polinomios de Szegő {Φn(ψN ; z)} se han consi-

derado los polinomios para-ortogonales Bn(ψN , τ ; z) = Φn(ψN ; z) + τΦ∗
n(ψN ; z), |τ | = 1,

ya que, en este caso, se tiene el siguiente resultado: ([31])

Teorema B.2.1. Sea {Nk}∞k=1 una subsucesión arbitraria de la sucesión de números

naturales. Entonces existe una subsucesión {Nkν}∞ν=1 y la correspondiente sucesión de

polinomios {Wn(Nkν , τ ; z)} de grado a lo sumo n−n0, tal que, para cada n ≥ n0, |τ | = 1,

se tiene que

lim
ν→∞

Bn(ψNkν
, τ ; z) = Wn(Nkν , τ ; z)(z − 1)L

I∏

j=1

(z − eiωj)(z − e−iωj),

uniformemente en compactos de C.

Por tanto, estos polinomios también se pueden utilizar para resolver el problema de

análisis de frecuencias. Sin embargo, para los ceros de estos polinomios no se tiene ninguna

propiedad como la dada en la fórmula (B.4) que separe los “uninteresting” ceros de los

que se aproximan a los puntos eiωj , −I ≤ j ≤ I.
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En estos momentos se está investigando si los coeficientes λN
j , j = 1, . . . , n de la

n−ésima fórmula de cuadratura de Szegő respecto a dψN se podrán utilizar con el fin de

separar dichos ceros.
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