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Proélogo

El objetivo de esta Memoria es el de calcular, de forma aproximada, integrales sobre la cir-
cunferencia unidad. Los métodos de integracion aproximada mas usuales estan basados en
las llamadas Formulas de Cuadratura, cuya construccion, como se vera, esta intimamente
relacionada con la interpolacion y la ortogonalidad. Las férmulas de cuadratura sobre la
circunferencia unidad que hemos considerado son, por un lado, las formulas de tipo inter-
polatorio exactas en ciertos subespacios de los llamados polinomios de Laurenty por otro
lado, las llamadas formulas de Szegé donde los polinomios ortogonales sobre la circunfe-
rencia unidad o polinomios de Szegd juegan un importante papel. Estas féormulas, como
también se verd, son exactas en un cierto subespacio de Laurent de dimension 2n — 1,
siendo n el nimero de nodos utilizados en la cuadratura.

En el Capitulo 1 hemos hecho un resumen con los resultados que se han necesitado a
lo largo de la Memoria comenzando por analizar el caso de integrales sobre un intervalo
finito del eje real, para luego pasar a la aproximacion de integrales sobre la circunferencia
unidad.

En el Capitulo 2 nos hemos centrado en la interpolacion de funciones definidas sobre la
circunferencia unidad. Para el caso de integrandos continuos se han tomado como inter-
polantes los polinomios de Laurent, sobre los que hemos estudiado tanto su convergencia
en norma Ly como en norma uniforme. En este Capitulo también se vera una extension

a la circunferencia unidad del teorema clasico de Hermite- Fejér.
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Para integrandos analiticos se han elegido varias clases de interpolantes: sucesiones
de polinomios algebraicos o polinomios de Laurent o bien los llamados polinomios de
tipo quasi- Hermite, dependiendo del dominio de analiticidad de la funcién. En cada
uno de estos casos hemos estudiado su convergencia en norma uniforme y, para estas dos
ultimas sucesiones de interpolantes, su aplicacién a las férmulas de cuadratura sobre la
circunferencia unidad. Las sucesiones de polinomios de Laurent interpolantes daréan lugar
a las formulas de tipo interpolatorio y las sucesiones de polinomios de tipo quasi- Hermite
a las férmulas de Szegé que ya hemos mencionado. En ambos casos se han dado cotas de

error y se ha obtenido convergencia geométrica.

En el Capitulo 3 hemos estudiado por un lado, algunas propiedades y aplicaciones de
las formulas de Szeg6 en relacion con los llamados polinomios para-ortogonales y con la
Teoria del potencial, asi como también, y con cardcter ilustrativo, hemos calculado los
coeficientes de la férmula de cuadratura de Szegd para varias familias de funciones peso,
y por otro lado, hemos visto que existe una conexion entre las férmulas de Szegé y las

férmulas de cuadratura Gaussianas para el intervalo [—1, 1].

En el Capitulo 4, se han calculado explicitamente férmulas de cuadratura de Szegs. A
tal fin se han elegido casos particulares de las llamadas funciones peso de tipo Jacobi que
reciben el nombre de funciones peso de Chebyshev. Para dichas funciones obtendremos
también cotas de error para las correspondientes férmulas de Szegé y con carécter ilus-
trativo se han elegido varios integrandos con el propésito de comparar, por un lado, el
valor exacto del error con tales cotas, y por otro, los resultados proporcionados mediante

las férmulas de Szegd con la que ofrecen las formulas de Gauss- Legendre.

Al mismo tiempo, y haciendo uso del Capitulo anterior donde se establece una conexién
entre las férmulas tipo Gauss y las de Szegd, hemos aplicado toda esta teoria a las funciones

peso de Chebyshev.
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En el Capitulo 5 nos hemos centrado en construir férmulas de cuadratura ahora de tipo
interpolatorio para las funciones peso de Chebyshev, tomando como nodos a las raices
n—ésimas de un complejo arbitrario unimodular. Para estos casos particulares también
hemos dado cotas de error y con caracter ilustrativo, se han comparado numéricamente
dichas férmulas con las de Szeg6 obtenidas en el Capitulo 4.

Asimismo, en este Capitulo se verd cémo aproximar integrales en el intervalo [—1, 1]
haciendo uso de las formulas de cuadratura de tipo interpolatorio sobre la circunferencia
unidad. Se ofrecen también varios ejemplos para los que se han obtenido, en algunos
casos, férmulas de cuadratura en [—1, 1] bien conocidas.

Dado que las féormulas de Szegd son exactas en un cierto subespacio de Laurent de
dimensién 2n—1 tal y como habiamos mencionado en un principio, en el Capitulo 6 se han
construido féormulas de cuadratura con el méximo grado de precisiéon, es decir, exactas
en un subespacio de Laurent de dimensién 2n. Por esta razén las hemos denominado
Gaussianas. Para estas formulas de cuadratura hemos dado resultados sobre convergencia
y velocidad de convergencia analizando su conexion con las formulas de tipo interpolatorio
y ciertos aproximantes de Padé en dos puntos a la llamada transformada de Herglotz-
Riesz. También se ha hecho una comparaciéon numérica con las formulas de Szeg6.

En esta Memoria, por ultimo, se han incluido también dos Apéndices. En el Apéndice
A hemos dado algunos resultados numeéricos en los que se han comparado los aproximantes
de Padé en dos puntos, los llamados aproximantes modificados y los aproximantes tipo-
Padé en dos puntos a la transformada de Herglotz- Riesz con respecto a las funciones peso
de Chebyshev. También se ha obtenido, en estos casos, velocidad exacta de convergencia.

En el Apéndice B es donde se han incluido por un lado, algunos problemas abiertos
que podrian ser abordados en el futuro y por otro, se menciona una de las aplicaciones de

los polinomios de Szeg6 y de los para-ortogonales como es la teoria de senales digitales.






Capitulo 1

Algunas notas sobre cuadratura,

interpolacion y ortogonalidad

1.1 Introduccion

Como se ha dicho en el prélogo, el objetivo de esta Memoria se centra fundamentalmente
en el calculo aproximado de integrales sobre la circunferencia unidad mediante férmulas
de cuadratura donde, como veremos, la interpolacién y la ortogonalidad van a jugar un
papel importante.

Para dar una idea genérica del problema, comenzaremos con el caso de integrales sobre
un intervalo finito [a, b] de la recta real, es decir, supongamos que queremos aproximar

integrales de la forma:
b
IH = [ fadato) (11)

donde [a, b] es un intervalo finito y do una medida en general compleja. A efectos de las
reglas de integracion, supondremos, mientras no se indique lo contrario, que da es absolu-

tamente continua, es decir, que existe u(z) tal que da(z) = p(x)dz y que ff |p(z)|de < oo.

1
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Las integrales dadas por (1.1) se aproximaran mediante una expresién del tipo
Tn(f) = Ajnf(@n) (1.2)
j=1

que recibe el nombre de Férmula de cuadratura siendo {x;,}7_, los nodos o abscisas, y
{Aj,n};?zl los coeficientes o pesos de la misma y donde n representa un natural arbitrario
pero fijo.

Si la funcién f es continua en el intervalo [a, b], por el Teorema de Weierstrass, parece
natural pensar que si en (1.1) reemplazamos el integrando f por el polinomio L, (f, )
que interpola a dicha funcién en los nodos {xm}?:l elegidos convenientemente entonces
J,.(Ly) nos puede proporcionar una estimacién de (1.1) de facil computacién si suponemos
que las integrales ff 2 p(x)dx existen para todo entero k no negativo y se pueden calcular
explicitamente. Esto dard lugar a una férmula de cuadratura del tipo (1.2) donde, una
vez fijados los nodos, los coeficientes se pueden expresar de manera tnica en términos del
polinomio interpolador. Por tanto, los nodos siguen estando a nuestra disposicion y es
aqui donde la ortogonalidad nos va a proporcionar su eleccion mas adecuada.

Si p(x) es una funcién peso en [a, b, la mejor eleccién de nodos consistird en tomar los
ceros del n—ésimo polinomio ortogonal respecto a u(x), en el sentido que J,(f) integra
polinomios hasta el mayor grado posible.

Sin embargo, y como ya hemos mencionado en un principio, en vez de integrales sobre
un intervalo finito de la recta real, nos ocuparemos de la aproximacion de integrales sobre
la circunferencia unidad y a lo largo de este primer Capitulo trataremos de establecer
un paralelismo entre las férmulas de cuadratura en el eje real y las férmulas sobre la
circunferencia unidad. En ambos casos estudiaremos la construcciéon de dichas féormulas,
su convergencia y velocidad de convergencia donde aparecera su relacién, tanto con la
interpolacién como con la ortogonalidad.

Por otro lado, este Capitulo también tiene como objetivo dar los resultados que se van
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a necesitar a lo largo de la Memoria. Asi pues, en la primera Seccién haremos un resumen
de los resultados mas relevantes en cuanto a la construccién de férmulas de cuadratura
sobre el eje real, su convergencia y velocidad de convergencia, tal y como acabamos de
mencionar.

Antes de pasar a estudiar directamente las férmulas sobre la circunferencia unidad, en
la Seccién 2 empezaremos por definir los llamados polinomios de Szegd, los polinomios de
Szeqd asociados y la transformada de Herglotz-Riesz que jugaran un papel fundamental
tanto en la Seccion 3, donde estudiaremos la construccion de dichas féormulas y su con-

vergencia, como en la Seccion 4 donde nos ocuparemos de la velocidad de convergencia.

1.2 Foérmulas de cuadratura sobre un intervalo de la

recta real

Supongamos que queremos aproximar integrales de la forma (1.1), donde la funcién p(z)
es en general compleja y tal que f: |pu(z)|dx < oo, mediante una férmula de cuadratura
como la dada en (1.2). A efectos de terminologia, cuando u(x) > 0 en [a, b] y fab p(z)dr >0
diremos que p(z) es una funcién peso. Como ya se ha dicho a lo largo de la Memoria
también cabria integrar respecto a una medida en general compleja o también respecto
a una funcién de distribucién, esto es, una funcion real, no decreciente con infinitos
puntos de crecimiento. No obstante, desde el punto de vista de la cuadratura en el que
estamos mayormente interesados, es suficiente considerar funciones peso. (Obsérvese que
si pu, medida o distribucion, es absolutamente continua, entonces du(x) = p/(z)dz (en el
sentido de Radon Nykodin)).

Como se puede ver, la férmula de cuadratura dada por (1.2) depende de 2n pardmetros

los cuales fijaremos utilizando el criterio del “maximo grado de precisién”, es decir, los
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nodos {x;,}7_; y los coeficientes {A;,,}_, serdn determinados de forma que si I, denota

el espacio de los polinomios de grado a lo sumo n :

Ju(f) = Julf), Vf € Py

con N lo mas grande posible.

Este criterio de determinacion de dichos pardmetros depende en gran medida del
conocido Teorema de Weierstrass como ya hemos mencionado en la Introduccién, el cual
garantiza que cualquier funcién continua en [a, b] se puede aproximar uniformemente por
polinomios. Por tanto, si en (1.1) el integrando f se reemplaza por un polinomio P,
“apropiado”, entonces parece natural pensar que J,(P) nos proporcionard una estimacién
de (1.1) de facil computacién. Si tomamos como polinomio P el polinomio interpolador
de Lagrange L, (f,z), es decir, el inico polinomio de grado n que verifica las siguientes

condiciones:
Ln(f2jm) = f(2jn), 1 <5 <mn,
entonces dicho polinomio vendra dado por
Lo(f,2) = Lin(@) (1),
j=1
donde

o W, (z)
in(2) (@ — 2j0) Wy (@jn)

(1.3)

n
Jj=1

son los polinomios fundamentales de Lagrange, siendo W), (z) = [[_,(x—x; ) el polinomio
nodal. Ahora bien, si en la integral (1.1) reemplazamos el integrando f por L,(f,x),
obtendremos una férmula de cuadratura J,(f) = > 7_; A;j.f(2;,) donde los coeficientes
{Ajn}j—, estdn unfvocamente determinados y vienen dados, en términos de los polinomios

fundamentales de Lagrange, por:

b
Ajp = / Lin(z)p(z)de; 1<k <n. (1.4)
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Por tanto, se tiene que J,(Ln) = > 77| Ju(ljn) f(2j0) = D2 Ajnf(2j0) = Ju(f). A
estas férmulas, donde los coeficientes vienen dados por (1.4), se les denominan de tipo
interpolatorio y se puede ver ([34, p. 80]) que esta definicién es equivalente a que la
férmula sea exacta en P,_, es decir, a que J,(f) = J,(f) para toda funcién f € P,,_;.
Asi pues, la estimacion del error en las formulas de tipo interpolatorio esta mayorada

por el error en la interpolacion, es decir:

|[Ju(f) = In(f)] < / [f (@) = Ln(f, )| ()| do, (1.5)

y la convergencia en norma L,, p > 1 respecto a |u(z)| de estos interpolantes a la
funcién f nos proporcionara la convergencia en la formula de cuadratura. En particular,
si quisiéramos utilizar la norma uniforme, se sabe, (ver [50]), que dada una matriz X de
nodos, esto es, X = {z;,; j=1,...,n, n € N, con z;, # Ty, si j # k}, el polinomio
de Lagrange no converge en dicha norma para toda funcion continua. Por esta razén
se han considerado otros interpolantes, como pueden ser los polinomios de interpolacion
de Hermite- Fejér. Dado que en el Capitulo 2 extenderemos tales interpolantes a la
circunferencia unidad, conviene recordar brevemente que el problema de interpolacién
de Hermite- Fejér consiste en encontrar un polinomio P, 1(f, X, z) de grado a lo sumo

2n — 1 que verifique las siguientes condiciones:

Pon 1 (f, X, 2jn) = f(7)n)

(1.6)

Panl(f7X7$j,n) = O, ]: 1,...,71,
En este caso, si X es la matriz de los nodos de Chebyshev, es decir, z;, = w7
j=1,...,n, n =172 ... adiferencia de la interpolacién de Lagrange, Fejér probo el

siguiente:

Teorema 1.2.1. (Hermite-Fejér, [17, p.118]) En las condiciones anteriores, la sucesion

{Pon_1(f, X, )} converge uniformemente para toda funcion f continua en [—1,1].
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Por otro lado, como hemos visto, las formulas de tipo interpolatorio son, en general,
exactas en P,,_;, donde todavia existen n pardmetros libres: los n nodos {x;,}7_,. Parece
natural, entonces, preguntarse cémo se deben elegir los mismos para incrementar el grado
de precisién de la férmula de cuadratura, es decir, para que J,(f) = J,(f) para toda
funcién f € Py con N > n — 1. Cuando p(z) es una funcién peso en [a, b}, se sabe, [34, p.
102], que el maximo grado de precisién que se puede alcanzar es 2n — 1, de modo que si
se eligen como nodos los ceros del n—ésimo polinomio ortogonal respecto a u, los cuales
son simples y estan en (a, b), obtenemos las férmulas de cuadratura con el maximo grado
de precision alcanzable. Estas son las llamadas formulas Gaussianas cuyos coeficientes
{Ajn}j—, son positivos, y se demuestra que convergen al valor de la integral J,(f) para
toda funcién f integrable Riemann en [a, b]. Este resultado de convergencia se puede ver
como un caso particular del siguiente resultado més general (ver [47]) en el que la funcién

p(x) no tiene por qué ser positiva:

Teorema 1.2.2. Sea J,(f) = 3_7_, Ajnf(x;,) una férmula de cuadratura de tipo inter-
polatorio donde los nodos {x;,}}_, son los ceros del n—ésimo polinomio ortogonal respecto

a una funcion peso v(x) en [a,b]. Entonces, si

el
/a @) dr < +00

v

se tiene que
n b
li Y Ay f(a0) = (1) = [ Fla)alo)ds

para toda funcion integrable Riemann en [a,b] siendo p(z) una funcidn absolutamente

integrable en |a,b] y ademds se tiene también que

n b
lim Y Ay i) = [ Fa) ln(o)] da
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Supongamos que u(x) es una funcién peso en [a,b] y que E,(f) denota el error en la
correspondiente férmula de cuadratura Gaussiana. Nos centraremos ahora en estimar la
velocidad de convergencia de dichas formulas de cuadratura. Para ello, veremos que la
transformada de Cauchy y los aproximantes de Padé en el infinito juegan un papel funda-
mental, y que existe una conexion entre dichos aproximantes y los polinomios ortogonales
respecto a la funcién peso p en [a, b]. La transformada de Cauchy aparece como solucién
al problema de Riemann- Hilbert que consiste en que, dada una funcién continua p en
la, b], debemos encontrar una funcién F' que verifique las siguientes propiedades:

(i) F' es analitica en C\|a, b]

(i) Fi(x) — F_(x) = —2miu(x), z € [a,b] (condicién de salto) donde
Fi(x) =lim o F(x £ie), (e>0).

(iii) lim,—c F'(2) = 0 (condicién de crecimiento).

Se sabe que este problema tiene una unica solucién que se puede expresar de la forma

Fu(z) = / Cule) g

Z2—x
Esta férmula es la conocida transformada de Cauchy de la funcién p(z) en [a, b] y se puede

ver facilmente que
o

C.
Fu2) =30 <4, para 2] > max{lal, b}

J=0

donde {c;}52, representa la sucesion de momentos respecto a i, es decir ¢; = f; 2 p(z)de,
J=0.

Por otro lado, podemos considerar a ﬁ como una funcion en la variable x siendo z

un parametro y por tanto para la transformada de Cauchy se tiene F,(2) = J, (zia:) .

En estas condiciones se puede aproximar la integral F),(z) por medio de la férmula

Gaussiana con n nodos respecto a la funciéon peso p y obtenemos

1 . - Aj,n . Pn_l(Z)
In (z—x) N ;z—xj,n Qu(2)
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donde P,_1(2) € Po1 y Qu(2) = [[i-,(z — x;). Es decir, el denominador @, (z) coin-

Jj=1
cide con el n—ésimo polinomio ortogonal moénico respecto a . Como consecuencia de la

. , : L . P_ .
precision de las féormulas Gaussianas, la funcién racional %S) verifica
n

Bt o(de). -0

Por tanto, Pg;zg) representa el aproximante de Padé en el infinito a la transformada de
Cauchy, es decir, [n —1/n] F, (2) = ng;ié,g)' Ademads se tiene que la sucesién {P&ES)}

converge uniformemente a F,(z) en compactos de C\[a, b].
Al polinomio P,_1(z) se le denomina polinomio de sequnda especie y se puede expresar

en términos del polinomio ortogonal @, (z) de la siguiente manera: ([48, p. 151})

zZ—X

y el error F),(z) — ng‘ég) se puede expresar como

P 1 Q)
Q) BE) ) e

F,.(2) p(x)de. (1.7)

Supongamos ahora que f es una funcion analitica en un dominio G' que contenga al
intervalo [a,b] y continua en I" siendo I' = OG. Entonces, haciendo uso de la férmula

integral de Cauchy y del teorema de Fubini, se tiene que:

Bf) = 3u1) = 35 = 5 [ (Bt = 57 ptane

Por tanto, cuando el integrando f es analitico, el error en la féormula de cuadratura
Gaussiana esta “controlado” por el error del correspondiente aproximante de Padé.
Haciendo uso de la férmula anterior, podemos conseguir la siguiente estimacién del

€eITror:
Pn,1 (Z)
Qn(2)

|En ()] < M(T) max [ f(z)| max | F,.(2) —

zel zel
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donde M(T) = 5= [1.|dz| es una constante positiva y se tiene que:

1/n

limsup,,_,. |E.(f)[" <limsup, . max.cr ‘FM(Z) - P&;%S)
. Poa() V"

< max.er lim SUPy, 0 ‘FM(Z) - g;%z)

Sea K un compacto de C\[a,b], si z € K entonces, mediante (1.7), se puede ver que:

. b 2 1
o[£y Pra [ _ T (11001 (o)) .
im sup Z)— —— < : ‘
Pl e Qn(2) lim inf,, o0 |Qn(2)[*"

Observar que [,/ |Qul* p(w)dz < |Qullf, J; 1(x)dr, siendo [|Quly, y = maxeeias) {|Qu(2)]}

Por tanto, cuando se desee estudiar la velocidad de convergencia de las féormulas de

cuadratura Gaussianas, aparece de forma natural el comportamiento asintético de la raiz
n—ésima en los polinomios ortogonales. En esta direccién se tiene el siguiente resultado:

(por comodidad tomaremos [a, b] = [—1,1])

Teorema 1.2.3. ([48, p. 237]) Sea {Qn.(x)} la sucesion de polinomios ortogonales
mdnicos con respecto a una funcion peso u(x) en [—1,1]. Entonces

S 7 1/n

(i) Ty [ @ulli/] 1y = 1/2

(ii) lim inf,, s |Qn(2)|V" = 1|z + V22 = 1| uniformemente en compactos de C\[-1,1].

De este teorema y de la férmula (1.8) se deduce que si f analitica en un dominio G' que
contenga a [—1, 1], siendo I" su frontera, entonces si F,(f) denota el error en la n—ésima

férmula Gaussiana respecto a la funcién peso p(z) en [—1, 1], se tiene que

limsup |E, (f)|Y™ < max

1
_ 1.
n—00 z€l {‘z+\/z2—1‘}<

En resumen, hemos visto que las férmulas Gaussianas convergen al valor de la integral

con velocidad al menos geométrica cuando el integrando es analitico en un entorno de

[—1,1]. Para f.(z) = -1, donde x es la variable y z una parametro tal que z & [—1,1],

z—x’

se tiene que

1
. 1/n __ _—
i sup | ) —2%{V+¢??ﬂ}
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1.3 Polinomios de Szego

En esta Seccién nos ocuparemos de dar algunas definiciones y propiedades que nos seran
de gran utilidad en la ultima Seccién de este Capitulo y en el resto de la Memoria.
Comenzaremos por definir los polinomios de Szegd. Para ello, supongamos que w(f) es

una funcién peso en [—, 7]. Entonces podremos definir el siguiente producto Hermitiano,

(f7 g)w = /jr f(ela)Mw(H)dQ

Aplicando el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a {1, z, ..., 2"}, se obtiene una
base ortogonal {®,(2)}§ de polinomios ménicos. La sucesién {®y(2)}§ representa un sis-
tema de polinomios ortogonales con respecto a la funcién peso w(f) sobre la circunferencia
unidad, verificando: (®,, ®.,)w = Kp0pm, K, > 0. A estos polinomios se les denomina
polinomios de Szegd.

Ya que en el Capitulo 3 estudiaremos la conexién entre férmulas de cuadratura sobre
el eje real y sobre la circunferencia unidad, convendria recordar ahora que existe una
intima relacién entre los polinomios ortogonales ménicos sobre la circunferencia unidad
T = {z: |z| = 1} y los polinomios ortogonales ménicos sobre un intervalo finito del eje
real (ver [51, p. 94]) que por comodidad tomaremos [—1, 1].

En efecto, sean {p,(x)} v {¢.(z)} las sucesiones de polinomios ortogonales ménicos
respecto a las funciones peso u(z) y (1 —z?)u(x) sobre [—1, 1], respectivamente. Sea w(f)

una funcién peso en [—, 7] definida por
w(0) = p(cos)|send| (1.9)

y {®,(2)} la sucesién de polinomios ortogonales monicos respecto a w(f). Entonces si

z+z’1

—, z= e se tiene, para todon > 1:

xr =

1
27(1 + @,,(0))

pu(z) = (z_”d)gn(z) + z"(PQn(Z_l)) (1.10)
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. 1 Z_n_lq)2n+2(2) — Zn+1(b2n+2<2_1)
—27(1 = Byg,,,2(0)) z— 2zt '

Es bueno hacer notar que se conocen pocas expresiones explicitas de polinomios de

qn () (1.11)

Szegd. Asi por ejemplo, para la medida de Lebesgue es facil ver que el polinomio de Szegd
viene dado por ®,(z) = 2". Si ahora consideramos modificaciones racionales de la medida
de Lebesgue, es decir, w(0)df = W donde h es un polinomio de grado k tal que
h(z) = H?Zl(z — ), |ay| # 1y o # «j sii# j, el correspondiente polinomio ortogonal
vendrd dado por ®,(z) = 2" *h(z), n > k, ([28]). También se ha estudiado el caso de
modificaciones racionales de una medida dada sobre la circunferencia unidad, ([26].) Para
la familia de funciones peso de tipo Jacobi w(f), que se obtiene a partir de la férmula

(1.9) tomando p(x) = (1 — z2)*(1+ x)” con a, B > —1, esto es,

w(@) = (1—=cos®)(1+ cosb)?|send
0) =( )( )7 |send| (1.12)
= (1 — cos 0)+/2(1 + cos §)5+1/2,

también se conocen explicitamente los polinomios de Szegé (ver [25],[36]). Pero, en gen-
eral, los polinomios ortogonales ®,,(z) se calculan haciendo uso del llamado algoritmo de
Levinson ([6]) que esta basado en las siguientes relaciones de recurrencia (forward) que

verifican los polinomios {®,(z)} de Szegé:

Dy(z) = Di(2) =1

D, (2) = 2Pp1(2) + 6,95 1(2) n=1,2,3, ... (1.13)

D (2) = 0p2®p_1(2) + @5 _,(2) n=1,2,3, ...

donde 9, = ®,(0) n = 1,2,3.. son los llamados coeficientes de reflexion y @ (z) =

2"®,(£) son los denominados polinomios reciprocos. Estos coeficientes de reflexion se

pueden escribir en la forma:

n—1 _(n—1 j n—1 (n—1
8,(0) = _ 21 Do 2o ' E D, Y e
@@ e S e S g
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donde ®,,_1(2) = Z;:& r](-n_l)zj y = J" e w()df; j > 0. Como Py(z) = Pj(z) =1,
podemos calcular ®1(0), ®1(2) v Pi(2) (7"(()1) = rgl) = 1). Alternando estas férmulas
sucesivamente finalmente podremos calcular {®,,(0)}, {®,(2)} vy {®:(2)}.

Por ultimo, y con respecto a la localizacion de los ceros de los polinomios de Szeg0, se
sabe que para cada n, los ceros de ®, estan en D = {2z : |z| < 1} (ver [3, p. 184]) vy que,
por tanto, los ceros del polinomio reciproco ®}(z) estan en E = {z: |z| > 1}.

Por otro lado, los polinomios de Szegé asociados de sequnda especie, a los que deno-

taremos por €2,(z), se definen en términos de los polinomios de Szegé ®,(z) en la forma

™ Z"relje @n eie - ®n z w 0 d9 Si n = 17 27 37
Qn(z) = f—w z—et? ( ( ) ( >) ( ) (114)
— 1o si n=0.

Estos polinomios satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia:

Qo(z) := —po, (dato inicial)
2 1(2) — 0. _1(2) = Qu(2), n=1,2,... (1.15)

0nz1(2) = QF_1(2) = —Q(2), n=1,2,...

donde §,, = ®,,(0) son los coeficientes de reflexion y Q0 (z) = 2"§2,(1/2). En base a estas
férmulas de recurrencia dadas por (1.15), y por el Teorema de Favard ([30]) se puede
deducir que la sucesién {Q2,,} de polinomios de Szegé asociados son también ortogonales
con respecto a una medida dw a la que se le denomina medida de sequnda especie asociada
aw.

La medida de segunda especie se puede calcular haciendo uso de la llamada trans-
formada de Herglotz- Riesz que aparece como solucion al problema de interpolacion de
Caratheodory-Fejér el cual se enuncia como sigue: Dada una sucesién {puy }52, de nimeros
complejos, consiste en encontrar una funcién F(z) definida en D con R (F(z)) > 0 para

todo z € D y tal que

F(2) = po + p1z + ppz® + ..., ¥z €D,
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Este problema esta intimamente relacionado con el problema trigonométrico de los mo-
mentos, que consiste en lo siguiente: Dada una sucesion {pux}72 _ de nimeros complejos,
encontrar una medida positiva dw(f) en [—7, 7] tal que
™
iz :/ e ™ dw(9), k€ Z. (1.16)
—

Se sabe, ([30]), que este problema tiene solucién si y sélo si los determinantes de Toeplitz

MO ... Mn
A, =
R |
verifican A, > 0, n =0,1,2,...y uxr = f_s, n = 0,1,2,.... Ademas dicha soluciéon es

unica. A la sucesién {uy}>, donde para cada k € Z, los py viene dado por la férmula
(1.16), se le denomina sucesién de momentos.

Es facil ver, ([3, p. 91]), que la solucién F(z) al problema de interpolacién de
Carathéodory-Fejér, siendo w(f) la solucién al problema trigonométrico de los momentos,
se puede escribir de la forma

T e 4 o

e —

F(z) = Fl(z) = / d(6) + iS(F.(0)), (1.17)

siendo &(z), en general, la parte imaginaria del complejo z. Esta férmula es la llamada
transformada de Herglotz- Riesz para w(f). Observar que F,(z) es una funcién analitica

en @\']I‘ que satisface la siguiente propiedad:
1
F,(=)=—-F,(2). (1.18)
z

Como hemos dicho anteriormente, la transformada de Herglotz- Riesz nos va a permitir
calcular la medida de segunda especie respecto a la cual los polinomios de Szegd asociados

{Q,(2)} son ortogonales. A tal fin enunciaremos el siguiente
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Teorema 1.3.1. (/38]) Sea F' analitica en D y supongamos que F' tiene polos simples en

{zx}r_y con |zx| =1 de forma que

lim (2 — 2,)F(2) = 1% (1.19)

Z—ZL

y Zk vk € R. Supongamos que los limites no tangenciales

lim %{F(z) —zn: ZZka}

z—et?
k=1

existen casi por todo en [—m, | y son L,—integrables en [—m,m| con p € (1,4+00). (Aqui

R(z) es, en general, la parte real del complejo z). Entonces

it 4
F(z) = /0 2 (0) + iS(F(0))

con

dw(0) = (R (F(e"))) db — Y 27Wk(5(ei9 — 2k) (1.20)

=1 K
donde R(F(e?)) = lim,_.o R(f(2)) es el limite no tangencial y donde
1 si e =z

5(e? — z) = '
0 si e £z,

Por otro lado, se puede probar, ver [39], que:

Teorema 1.3.2. Si F' es la funcion de Carathéodory con respecto a w y W es la funcion

peso de sequnda especie asociada w, entonces, G = % es la funcion de Carathéodory

asociada a .

En la ultima Seccion se pondra de manifiesto el papel que juega la transformada de

Herglotz- Riesz en relaciéon con las féormulas de cuadratura sobre la circunferencia unidad.
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1.4 Formulas de cuadratura sobre la circunferencia
unidad

Como ya se ha venido comentando a lo largo de la Memoria nos centraremos en el célculo
aproximado de integrales, no sobre un intervalo [a, b] de la recta real como las dadas por

(1.1), sino sobre la circunferencia unidad T = {2z : |z| = 1}, de la forma

1(f) = / " F ()0 (6)d6 (1.21)

siendo f una funcién continua en T y o(€) una funcién en general compleja y L —integrable

en [—m, 7]. Aproximaremos dichas integrales mediante una férmula de cuadratura
L(f) = A;jf(z;) (1.22)
j=1

con nodos {r;}7_, distintos y sobre T. Ahora, en vez de aproximar la funcién f por
polinomios algebraicos, utilizaremos los llamados polinomios de Laurent o L—polinomios
que se definen como sigue: Dados p y ¢ enteros no negativos, denotaremos por A_,, al

espacio de polinomios de Laurent o funciones de la forma L(z) = a2, a; € C.

a
j==p

La razén por la cual se eligen tales funciones viene dada por el siguiente ([52, p. 39])

Teorema 1.4.1. Sea C una curva de Jordan y f(z) continua en C. Entonces f se puede

aproximar uniformemente en C por la suma de un polinomio en z y un polinomio en Z.
Y como consecuencia se tiene

Corolario 1.4.2. Sea f(2) continua enT. Entonces f se puede aproximar uniformemente

en T por L—polinomios.

De la misma forma que en el caso real, una vez fijados los nodos {;,}}_, distintos

y sobre T, existe un tnico polinomio de Laurent R,(f,z) en A_,, (p+¢ =n—1) que
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interpola a la funcién f en dichos nodos. Ademas R, (f,z) se puede escribir como

Bu(f2) = 3 Lin(2)f (i)

donde ahora L;,, € A_,, con

xian(z)

2P(z — 20) W, (25,0)

Lin(z) = (1.23)

siendo W, el polinomio nodal, esto es W,,(z) = [[/_, (2 — ;).

Si en (1.21) reemplazamos f(e) por R,(f,e") obtenemos la siguiente férmula de

cuadratura:

n

L(Ru(f,.) =Y I(L;) f(2jm) = ZAj,nf(ﬂfj,n) = 1.(f)

j=1
donde los coeficientes {A;,,}7_; vienen dados por
Ajp = / Ljn(e®)o(6)d6. (1.24)
—Tr
A estas férmulas de cuadratura donde los coeficientes vienen dados por (1.24) se les
denomina de tipo interpolatorio en A_,, y claramente I, (f) = I,(f) para toda funcién
feA g (PHg=n—1).
Existen otros interpolantes de Laurent que también tendremos en cuenta y son los
denominados de tipo quasi- Hermite que se definen de la siguiente forma: Sean {z;}}_,
n puntos distintos en T, entonces existe un tnico interpolante Hy, o en A_¢,_1),—1, que

satisface las siguientes condiciones:

H2n—2<xj) = f(xj)7 J=1..n

H;n72<'rj):f,<x])v j:17"'7n7 ]#k

(1.25)

siendo k£ un nimero natural en {1, ...,n}. La razén de considerar estos interpolantes viene
dada por el hecho de que las formulas de cuadratura a las que daran lugar son las lla-

madas férmulas de Szegd que a continuacion definiremos y que se consideran, en cierta
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manera, como las analogas, en la circunferencia unidad, a las férmulas Gaussianas sobre
un intervalo de la recta real.

Vamos a suponer que o(f) = w(f) es una funcién peso en [—m,w]. Como acabamos
de ver, fijados los {7;,}7_; en T, los coeficientes {A;,}7_, vienen dados por (1.24) y la
correspondiente férmula de tipo interpolatorio es exacta en A_,, con p y ¢ dos enteros
no negativos tales que p + ¢ = n — 1. De igual forma que en el caso real, podriamos
preguntarnos como elegir los nodos distintos en T de manera que la férmula sea exacta en
A_,, con py ¢ lo més grandes posibles. Siguiendo los mismos pasos que en el caso real
podriamos pensar en los ceros de polinomios ortogonales respecto a w, pero, a diferencia
de los polinomios ortogonales en la recta real, hemos visto que para cada n, los ceros de
®,, estan en ID por lo que no se pueden tomar como nodos de interpolacion.

Con el fin de motivar la forma de encontrar los nodos para la férmula de cuadratura,

vamos a analizar primero qué ocurre cuando tenemos integrales del tipo

1(f) = / " f(0)d6

donde f es una funcién periédica de periodo 27. En [34, p. 73-T74], para aproximar estas

integrales, se toman férmulas de cuadratura de la forma
L(f) =Y Ajnf(0in), 0 € [-m,7], j=1,....n (1.26)
j=1

donde los coeficientes y los nodos se determinan de manera que la férmula sea exacta para
polinomios, en vez de algebraicos, trigonométricos de grado lo mayor posible, ya que la
funcion f es periddica. Como se sabe, tales polinomios, en general, se pueden escribir en
la forma (grado m):

T (0) = ap + Z (a; cos jO + bjsenjb) . (1.27)
j=1

Entonces, es facil comprobar que para cualquier eleccién de nodos {Gj,n}jzl y coefi-

cientes {A;,,}7_, la férmula de cuadratura (1.26) no puede ser exacta para todo polinomio
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trigonométrico de grado n. Por tanto, el maximo grado de precision que se puede alcanzar
es n—1. También se demuestra que este grado maximo de precision se alcanza tinicamente

cuando los coeficientes vienen dados por

Ajp= — j=1,...,n (coeficientes iguales)

y los nodos estan equiespaciados, es decir

Hjn:a—l—(j—l)h,j:l,...,n

)

donde h = 27“ y a es —7 0 en su defecto es el nodo mas cercano a —7. Entonces, podemos

expresar (1.26) como
2T 2m
L) =L el
(== ;f<a+<y )n)
siendo I,,(f) exacta para cualquier polinomio trigonométrico 7'(#) de grado menor o igual

que n — 1, es decir,

/ " T(0)do = 2% iT(ej,n). (1.28)

—Tr

Por otro lado, como cos j# = M y senjf = %, entonces (1.27) se puede
expresar como
m m
T (0) = ap + Z (a; cos jO + bjsenjf) = Z c;e?? ¢; e C, —m < j <m,
=1 j=—m

es decir, T,,,(0) = L(x) donde L € A_,, n, (z = €'?).

Por tanto, podemos reescribir (1.28) como

4 , 2T
/7T L(e?)df = - ZL(%‘,n), VLeA (no1)n-1

J=1

donde z;, = eietG-130) j =1, ... n,

Observar que, como « € R, entonces x; = 7/ con || = 1.
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En resumen, dada la integral sobre la circunferencia unidad

L= [ " Fe@)d8, (w(6) = 1) (1.29)

podemos construir una formula de cuadratura con nodos distintos y sobre T, con coefi-
cientes positivos y exacta en A_,_1),—1.

En [28] se demuestra que si una férmula de cuadratura tiene todos sus nodos distintos
y sobre T y ademés los coeficientes son reales, entonces dicha férmula es exacta en A_,,
donde r < n — 1. Es decir, que el subespacio de polinomios de Laurent mas amplio que se
puede esperar es precisamente A_,_1),—;. Por esta razén, al subespacio A_(,_1),—1 se le
denomina dominio mdximo de validez.

Una cuestion interesante seria, si en vez de integrales como (1.29), tuviésemos inte-

grales de la forma
L= [ ste"wio)as

con w(#) una funcién peso arbitraria en [—7, 7], ; podriamos construir en este caso una

formula de cuadratura con nodos distintos en T, con coeficientes positivos y exacta en

A_(n—yn—1 ?

Con el fin de dar una respuesta, consideremos el polinomio nodal W, (z) que en este
caso vendra dado por
n
Wn(z):H(z—acj), v, €T, o #xj, Vi#j, 1<i,j<n.

7j=1
y veamos qué propiedades debe tener.

En primer lugar, si suponemos que la férmula de cuadratura es exacta en A_(,_1),—1

27

(Wo(2),27), = L, (W"—(Z)) =1, <W”—(Z)) =0,si1<j<n-—1

2J )

entonces, como € A_j,_; se tiene que
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Por otro lado, y haciendo uso de la propiedad de que los polinomios de Szeg6 respecto
a w y sus reciprocos tienen sus ceros en D y E respectivamente, se puede demostrar
facilmente que (W, (2),1), # 0y (W, (2),2"), # 0.

En resumen, hemos demostrado que el polinomio nodal satisface las siguientes condi-

ciones de ortogonalidad respecto a w :

(Wa(2), D)o # 0, (Wa(2),27)0 =0, 1<j<n—1 (Wn(z),2") #0.

En segundo lugar, es facil ver también, teniendo en cuenta que los nodos estan sobre

la circunferencia unidad, que el polinomio nodal W,,(z) verifica la siguiente propiedad:

donde W*(z) = 2"W,(1/2) y k,, = (_x%

J

En base a estas dos propiedades del polinomio nodal W,,(z), W. B. Jones et al. intro-

dujeron en [30] las siguientes definiciones:

Definicién 1.4.3. Una sucesion {X,} de polinomios se dice que es una sucesion de
polinomios para-ortogonales con respecto a w si para cada n > 1, X, es de grado n y

satisface
(Xn, 1) #£0, (X,,2M)0 =0 1<k<n-1, (X,,2"), #0.
Definicién 1.4.4. Para k € C, k # 0, un polinomio X (z) se denomina k — invariante si
X*(z) = kX(z) paratodo z € C.

Una sucesion de polinomios { X, } se dice k,—invariante si X,, es k,—invariante para cada

n.

En [30] se tiene el siguiente resultado:
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Teorema 1.4.5. Sea {X,,} una sucesion de polinomios para-ortogonales y k,—invariantes
con respecto a w. Entonces, para cadan > 1, los ceros de X, (z) son simples y estan sobre

la circunferencia unidad T. Ademds X, (z) es de la forma
X0 (2) = (Pr(2) + 1@ (2)), cn € C\{O}, || =1
donde ®,,(2) es el n—ésimo polinomio de Szegd respecto a w.

Para cuestiones relativas a propiedades de los ceros de polinomios para-ortogonales,
tales como alternancia, separacion o estimaciones de la distancia entre dos ceros con-
secutivos, véase el reciente trabajo [27].

Supongamos entonces que {é“j,n};‘:l son los ceros del polinomio para-ortogonal
B, (z,1) = ®n(z) + 1. P%(2), (J7n] = 1) con respecto a la funcién peso w que sabemos,
por el teorema anterior, que son distintos y estdn sobre T. Entonces, (ver también [30]),

se obtiene el siguiente

Teorema 1.4.6. En las condiciones anteriores, existen nimeros positivos \j,, j =

n
J=1

L— polinomios f € A_—1yn—1, €s decir 1,(f) = ]Nn(f), Vf € A p—1)n-1. Ademds, no

1,....,n tales que la férmula de cuadratura jil(f) = > Ninf(&n) integra exactamente

existen formulas de cuadratura con nodos sobre T que sean exactas en A_(,_1y, 6 en

Afn,nfl-
Por otro lado, en [10] se tiene el siguiente teorema de caracterizacién:

Teorema 1.4.7. Una férmula de cuadratura I,,(f) = > i1 Aif (&) con nodos distintos

sobre T es exacta en A_(,_1) -1 87y s6lo si

(i) I(f) es exacta en A_,, siendo p y q enteros no negativos arbitrarios tales que

ptqg=n-—1
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(i1) Existen complejos no nulos T y C' con |t| = 1 y relacionados mediante C (1 + T(I)n(O)> =

1, tales que

Wa(z) = [ [z = &) = C(@u(2) +72}(2))

Jj=1

siendo ®,,(z) el n—ésimo polinomio mdnico de Szegd.

Las férmulas de cuadratura {I,(f) }nen dadas en estos Teoremas, se denominan férmulas
de cuadratura de Szegd. En [29] el autor introduce estas férmulas bajo un enfoque dis-
tinto donde, los nodos aparecen como autovalores de ciertas matrices llamadas matrices
de Hessenberg.

Por otro lado, la conexiéon entre las formulas de Szeg6 y los interpolantes que hemos

llamado quasi- Hermite queda patente en el siguiente ([10])

Teorema 1.4.8. Sea
L(f) =D Ainf (&)
=1

la n-ésima formula de cuadratura de Szeqd, entonces, para cualquier funcion f(z) analitica

en una region T C B, se tiene que:

/0 " F(E)wB)d8 — T(f) = / " (F(E) — Hapole)) wl(6)d6.
con Ha, o dado por (1.25).

Con todo, se conocen pocos ejemplos de férmulas de Szeg6 como es el caso de la medida
de Lebesgue que ya hemos analizado. También se conocen para la medida de Poisson [?],
para modificaciones racionales de la medida de Lebesgue ([28]) y para una cierta medida
que tiene que ver con funciones g—starlike [41]. Al respecto, en el Capitulo 4 de esta
Memoria estudiaremos el caso de las llamadas funciones peso de Chebyshev que vienen a
ser casos particulares de las funciones peso de tipo Jacobi que ya hemos definido en la

Seccién anterior.
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Por otro lado, conviene tener en cuenta que las férmulas de Szeg6 se pueden ver como
un caso particular de las de tipo interpolatorio en el sentido de que, si o(f) = w(f)
es una funcién peso y tomamos los nodos que sean los ceros del n—ésimo polinomio
para-ortogonal con respecto a w(f), obtendremos autométicamente dichas férmulas. Por
tanto, haciendo uso de la férmula (1.24) y tomando p = 0 en el Teorema 1.4.7 obtenemos

la siguiente expresion para los coeficientes en la formula de Szego:

T B,(e,T) ,
)\~n:/ . g w(@dh, 1 <j<n, (|r|=1).
= ) =GB (irl=1)

donde B,,(z, ) es el n—ésimo polinomio para-ortogonal con respecto aw y &, 1 <j<n
SO SUS Ceros.

De la misma forma que construimos los polinomios para-ortogonales B, (z,7) y con
el fin de dar otra expresion para estos coeficientes, podemos construir los llamados poli-

nomios asociados a B,, que denotaremos por A,(z,7) y que vienen expresados por
Ap(z, 1) = Qu(2) — 7Q5(2),

siendo 2,,(2) el n—ésimo polinomio asociado de Szegd que definimos en la Seccién anterior.
De este modo, se obtiene la siguiente expresién para los coeficientes de la férmula de
cuadratura de Szegd: ([28])

_1An<£jn77—) :
in = —— ,1<53<n 1.30
"7 B G ) )
donde & ,,, 1 < j < n son los ceros de B,(z, ).

En [28] también se puede ver una expresién distinta para estos coeficientes en términos

de los polinomios ortonormales de Szeg6 {¢,(z)} que viene dada por (véase también [29])

1
>\'n = n—
’ o lon(En)l

siendo &;,, 1 < j < nlos ceros de x,(2,7) = ©n(2) + 795 (2), (7| =1).
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En relacién a la convergencia, (ver [10]), las férmulas de Szegé convergen para toda
funcién f integrable en T. En general, cuando la funcién o(6) es compleja, en [11] se
prueba un resultado para un caso mas general relativo a férmulas de cuadratura basadas
en funciones racionales con nodos prefijados fuera de la circunferencia unidad y en el que
aparecen, como caso particular, los polinomios de Laurent. Enunciaremos aqui el teorema

para el caso de los polinomios de Laurent:

Teorema 1.4.9. Sea o(0) una funcion compleja en [—m, 7] y absolutamente integrable.
Sea w(0) una funcion peso en [—m, 7] tal que 7 = loO)F 6)| df < +oo. Sean {;,}j_, los ceros
del n—ésimo polinomio para-ortogonal con respecto a w(f). Sea I,(f) una formula de
cuadratura de tipo interpolatorio en A_,, . siendo {p,} y {¢.} dos sucesiones de enteros

no negativos que satisfacen p, + ¢, =n — 1 y lim,_, p, = lim,_. ¢, = 0o. Entonces

lim 7,(f) /fw

para toda funcion f acotada en T y para la que la integral 1,(f) exista como integral de

Riemann y ademds se tiene que
1 S Ayl ) = [ FE) |0 (6)] do.
=1 -

Sin embargo, y como cabria esperar, nimericamente se ha comprobado que la presencia
de singularidades del integrando f cerca de T afecta adversamente a la estimacién de las
integrales, tanto cuando se toman las férmulas de tipo interpolatorio como las de Szegd.

Al respecto, en [42] se estudia un método para sustraer dichas singularidades.
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1.5 Aproximantes a la Transformada de Herglotz-
Riesz

Recuérdese que en el caso real, y para integrandos analiticos, hicimos uso de la trans-
formada de Cauchy donde las féormulas Gaussianas estaban intimamente ligadas a los
aproximantes de Padé en el infinito a dicha transformada. En la circunferencia unidad
haremos uso de la transformada de Herglotz- Riesz para la que hemos considerado tres
tipos de aproximantes: los aproximantes de Padé bipuntuales (AP2), los aproximantes
modificados (APM) y los aproximantes tipo Padé bipuntuales (ATP2).

Empezaremos por definir los AP2. En general, supongamos que Ly y L. son dos

series formales dadas por

Lo(z) = 372 ¢ | 2]=0

Loo(2) = Z;O:O c*_jz_j | 2 |— o0

donde ¢;, cij € C, 7 > 0. Sean k y n dos enteros tales que 0 < k < 2n + 1. Estamos
interesados en construir dos polinomios Py, (2) = >0 _ga;27 v Qealz) = D07 b;27 de

grado a lo sumo n tal que

Lo(2)Qkn(2) = Prn(z) = O(2")

" (1.31)
Loc(2)Qin(2) = Pral2) = 0 (1)),

Pk,n(z)
Qk,n(z)

(AP2) para el par (Lg, L) de orden (k,2n+ 1 — k) en sentido débil. Tal funcién racional

La funcién racional que satisface (1.31) se llama aproximante de Padé en dos puntos
existe y es unica, ver [19, p. 448] y se le suele denotar por [k/n|r, 1. (%)

Si Qrn(2) tiene grado exacto ny Q. (0) # 0 entonces, de (1.31) se deduce que

Lo(2) — Benld) o zk

P n(z 2n—k+1
La(2) = g2 =0 (")




26 Capitulo 1. Algunas notas sobre cuadratura, interpolacién y ortogonalidad

Pk,n(z)
Qk,n(z)

para el par (Lo, Lo,) de orden (k,2n + 1 — k) en sentido fuerte.

Ahora, a la funcién racional se le denomina aproximante de Padé en dos puntos
Es bien conocido (ver [24, Teorema 13.1, p. 20]) que F,(z) admite los siguientes

desarrollos en el origen y en el infinito:

Lo(2) = po + 23702, 2™ 2] <1,
Loo(2) = —po — 22572, poz ™y |2 > 1.
En relacion a los AP2, sean k y n dos enteros tales que 0 < k < 2n + 1, y veamos como
determinar los polinomios Py ,.(2) = > 7_;a;2’ y Qra(z) = 37 ;27 de grado a lo sumo
n que verifiquen las ecuaciones dadas por (1.31). De dichas ecuaciones se puede deducir
facilmente que
> o o b—(tiybm =0 si n—k<j<0
> o Mj—ibm =0 si 1<j<k-—1.
Entonces, haciendo uso de (1.16), se tiene
> o bm f G+mBy(0)dh =0 si n—k<j<0
Som b [T M u(0)dh =0 si 1<j<k—1.
Por tanto,
[T TR0, ()i RIu(0)d) =0  si n—k<j<0
I8 e in=k0e=ii60), ()l R0y(0)d) =0 si 1<j<k—1.

Finalmente,

[T emin=h=0)0Q, (€)™ R0u(0)d =0 si n—k<j<0
[T e kR0, L (€)M (0)dd =0 si 1< j<k-—1.
Seap=n—k—j, comon—k <7 <0, entonces 0 < p < n — k. Por otro lado, si
g=j+n—k,comol <j<k—1setienequen—k+1<qg<n—1. Por tanto, el

polinomio Q. (z) satisface:

/ e Qun(e?)e ™Ry (0)d) =0, 0 <1 < n — 1. (1.33)
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En base a estas ideas, vemos que los polinomios de Szeg6 surgen de forma natural
como los denominadores de ciertos AP2. En efecto, por (1.33), se tiene que el polinomio
Qr.n(2) es ortogonal con respecto a la medida compleja variante do,, (6) = e ™% (0)d6.
Asi pues, si tomamos k = n, entonces, el denominador Q,, ,(z) verifica (Qnn(2),2%), = 0,
0 <j <n—1,o0loque eslo mismo, el polinomio @, ,(z) coincide, salvo por una constante
multiplicativa, con el n—ésimo polinomio ménico de Szegé ®,,(z). Por otro lado, si ahora
elegimos k = n + 1, entonces, de la misma manera obtenemos que (),,+1,(2) coincide,
salvo por una constante multiplicativa ahora con @7 (2).

Al respecto se sabe que si §2,(2) es el n—ésimo polinomio asociado, (ver [30]), g—: es el

AP2 en sentido fuerte al par (Lo, L) de orden (n,n + 1) si y sélo si ®,,(0) # 0 y que la

-
7

funcion racional representa el AP2 en sentido fuerte a (Lg, L) de orden (n + 1,n),

de nuevo, si y sélo si ¢,,(0) # 0.

En [30], Jones et al., haciendo uso de ciertas fracciones continuas de tipo Perron-

, . : . —Q
Carathéodory, demostraron la convergencia uniforme de las sucesiones {%} y { (D*"} a
n n

la funcién F,(z) en compactos de E y D respectivamente. Ademés, en [14], se probé la
convergencia geométrica haciendo uso, como en el caso real, de la siguiente expresion del

error:

u(2) — g:gi; = @222(1)% /7T %du(ﬁ); (z = e). (1.34)

y del comportamiento asintotico de la raiz n—ésima para los polinomios ortonormales
respecto a una medida p regular. Recordemos que si i es una medida de Borel finita en

C con soporte compacto S(u), © la componente no acotada de C\S(u) y 99 su frontera,

donde C = C|J{oc}, entonces, se tiene la siguiente:

Definicién 1.5.1. Una medida i se dice que es reqular si

limsup | (2)] " = 1

n—oo
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en 0X), salvo en un conjunto de capacidad logaritmica cero, donde p,(z) es el polinomio

ortonormal con respecto a .

Para otras definiciones equivalentes ver [48, p. 60, Teorema 3.1.1]. Ademés, vale la

siguiente

Proposicién 1.5.2. (/48, p. 59]) Sea {pn(2)} una sucesion de polinomios ortonormales

con respecto a una medida reqular p soportada sobre T. Entonces
. 1/n
lim fion(2)"" = 2]
uniformemente en E=E(JT.

Por otra parte, dado que la funcién F,(2) es analitica en C\T, parece natural intentar
encontrar una funcién racional que aproxime a F,,(z) en C\T. Por tanto, los polos de tales
aproximantes, si existen, deben estar en T. Con el propédsito de construir estos aproxi-
mantes con polos sobre la circunferencia unidad, tomaremos los aproximantes modificados

R.(z,7,), |ta] =1 (APM) que vienen dados por

R,(z,7) = w (1.35)

(2, 7)

donde B,,(z,7) es el n—ésimo polinomio para-ortogonal con respecto a la funcion peso w
n )
y An(z,7) es su polinomio asociado.

Los APM satisfacen las siguientes relaciones: (ver [30])

F.(z) — R,(z,7,) = O(z"), (]z| = 0) (1.36)
Fo(z2) — Ry(z,7,) = O0(z™™), (]z] — o0).

Obsérvese que tales aproximantes no pueden ser de Padé bipuntuales, pues falta una
condicién de interpolacién en el origen o en el infinito. Ademas, por el Teorema 1.4.6, la

restriccion de tener los polos sobre T hace tal condicion inalcanzable.
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En cuanto a la convergencia, se tiene, ([30]), que la sucesién {R,(z,7,)} converge
uniformemente a F,(z) en subconjuntos compactos de C\T. En este caso también se

obtiene convergencia geométrica (ver [28]) haciendo uso de la expresién del error

Fo(z) — R.(z,7n) =

9 n T _—i(n—1)0 0
: /6 @nle) g)a0.

Qn(z) J_» e — 2
y del siguiente resultado que tiene que ver con el comportamiento asintético de la raiz

n—ésima para los polinomios, ahora para-ortonormales: (ver [28])

Teorema 1.5.3. Si {p,} es la sucesidn de polinomios ortonormales de Szegd y

Xn(2) = Xn(2,Tn) = 0u(2) + T (2), (ITal = 1)

entonces se cumple que
(1) limy, o |xn(2)|"/™ = |2| uniformemente en subconjuntos compactos de E.
(2) iMoo [Xn (2)[Y™ = 1 uniformemente en subconjuntos compactos de D.

(8) Sea M, = max et |xn(2)|, entonces lim,,_ Mp™ =1,

Asi pues, hemos encontrado una funcién racional R,(z,7,) que aproxima a F,(z) en
subconjuntos compactos de C\T, (aproximantes modificados). Ahora bien, para computar
estos aproximantes necesitaremos primero calcular los polinomios de Szegé ®,,(z). Como
ya se ha visto, resulta dificil obtener expresiones explicitas para tales polinomios y, en
general, hay que hacer uso del algoritmo de Levinson. Por tanto, para la construccion de
los aproximantes modificados se necesita un coste computacional considerable. Por otro
lado, como hemos visto, los AP2 definidos anteriormente también requieren el calculo de
los polinomios de Szegd. Ademas, tanto los AP2 como los modificados, tienen polos libres
y esto también puede resultar una desventaja si se sabe dénde estan las singularidades
de la funcién a aproximar. Estas consideraciones nos llevaron a manejar los llamados

aproximantes tipo Padé bipuntuales.
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Tales aproximantes surgen cuando fijamos el denominador @,(z) que aparece en la
definicién de los AP2. En este caso, dado un polinomio @, (z) de grado n con @,(0) # 0,

se tiene que existe un tnico polinomio P,(z) de grado a lo sumo n tal que

Lo(z) — 55 = 0(="*), (|2 —0)
P 1
Loo(2) = 523 =0 (()"™") (12l = o0),
Pn(2)

A la funcién racional a.() Se le denomina aproximante tipo Padé en dos puntos (ATP2)
de orden (p + 1,q + 1) para el par (Lo, Ly ), donde p+q¢=n—1; 0 <p <n—1. A los
ATP2 se les suele denotar también por (p/n); ; (2).

En términos de convergencia, y con cardcter general, si {p,} v {¢,} son dos sucesiones
de enteros no negativos con p, +¢, =n—1ylim, .2 =5, 0 <s <lysi{z;,}},, n=
1,2,..., son los ceros del polinomio para-ortogonal de grado n con respecto a una funcion
peso dada w en [—m, 7|, entonces se puede probar, ([28]), que la sucesién de ATP2 de
orden (p, + 1,¢, + 1) con denominador Q,(z) = [[;_,(¢ — ;) converge uniforme y

geométricamente a F,(z) en subconjuntos compactos de C\T. A tal efecto se considera

la siguiente expresion del error:

22p+1 /‘7T e—ipGQn<ei9)w<9)d9' (137)

Fo(z) — (p/n)Fw (2) = On(z) ] . € —z
y el Teorema 1.5.3, (ver [28]).

Una eleccién frecuente del polinomio @, (z) es Qn(z) = 2" — 7,, donde |7,| = 1y
cuyos ceros seran, por tanto, rotaciones de las raices de la unidad que son facilmente
computables. En este sentido conviene hacer notar que este polinomio es el n—ésimo
polinomio para-ortogonal ménico con respecto a la medida de Lebesgue.

En conexién, tanto con las férmulas de tipo interpolatorio como con las de Szegd, el

papel que juegan tanto los ATP2 como los APM es el siguiente: Consideremos la funcion

h.(w) = 22 en la variable w siendo z un pardmetro, es facil ver, ([28]), que los ATP2 se

w—=z
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pueden expresar en la forma:

.CC]'—Z

e/}, (2) = I () = Y- 4,2

donde I,,(f) = >_7_, A;f(x;) representa la n—ésima férmula de tipo interpolatorio en
A pg (p+gq=mn—1) connodos {x;}7_; distintos y sobre T.

Supongamos que E,(f) representa el error en la férmula de tipo interpolatorioen A_,, ,
con p+¢q = n—1, donde el denominador @,,(z) del ATP2 coincide con el polinomio nodal,
es decir, Qn(2) = [[}_,(z — z;) con x; € T, z; # x;, 1 < i # j < n. Entonces se tiene el

siguiente

Lema 1.5.4. (Ver [28]) Sea f una funcion analitica en un entorno G de T. Supongamos
que f(0) = 0 (de otra manera, trabajariamos con la funcion f(z) — f(0)). Entonces, para

cadan =1,2,... se tiene que

EA) = 5z [ (Bul) = 0/0)r, () g(2)ds
™ Jr
donde I es la frontera de G, y g(z) = f( ) que es también analitica en G.

Por tanto, es facil ver que

B0 < g {521 [ 1R - ), )b

En [44] se calculan cotas de error en las férmulas de tipo interpolatorio en A_, .. para
integrandos analiticos salvo en un numero finito de polos fuera de T. Ademas, para los
casos particulares en los que el integrando tiene todos sus polos fuera del disco unidad
cerrado o es una funcién racional, se determinan los valores de los parametros p, v ¢, con
el fin de minimizar dicha cota de error.

w+z

En el caso de los APM, si tomamos de nuevo la funcién h.(w) = **= en la variable w

siendo z un pardmetro, es facil ver, ([30]), que estos aproximantes se pueden expresar en
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la forma

Rer) =T Z 53

donde I,,(f) = > -1 Ajf (&) representa la n—ésima férmula de Szegd.
Si ahora E’n( f) denota el error en la férmula de cuadratura de Szegd, se tiene que (ver

[28])
~ 1

=g /F(Fw(z) — Ru(z,71))g(2)dz (1.38)

donde f es una funcién analitica en un dominio G que contiene a la circunferencia unidad,

siendo I" su frontera y g(z) = —%. Entonces, se tiene la siguiente cota superior:
‘E ‘ ! f /\F )| d (1.39)
— max (z,7,)| dz. :
41 ger

Para cotas superiores del término |F,(z) — R,(z,7,)|, z € D véase [33].

Como hemos podido ver, tanto para el caso de las féormulas de tipo interpolatorio
como para las de Szegd, los errores en ambas formulas de cuadratura estan dominados
respectivamente por el error en los aproximantes AT P2 y APM a la transformada de
Herglotz- Riesz. El papel que juegan los AP2 se pondra de manifiesto en el Capitulo 6, en
el que se estudian ciertas formulas sobre la circunferencia unidad que hemos denominado
Gaussianas.

Por otro lado, como la funcién h.(w) = 2+ es analitica en C\T, si el pardmetro z estd
suficientemente lejos de T, las formulas de tipo interpolatorio o las de Szegé daran buenos
resultados para aproximar F,(z). Sin embargo, si z estd muy cerca de T esto va a afectar
desfavorablemente a los resultados numéricos para ambas férmulas. En [43] se propone
un método para aproximar F,(z) cuando z estd lo suficientemente cerca de T como para
que las férmulas de tipo interpolatorio y de Szegdé no puedan dar buenos resultados.

Ademas, también se estudia su aplicacion a la aproximacion de integrales de la forma

f f(e?)w(0)dh donde f es analitica en un dominio G que contiene a la circunferencia



1.5. Aproximantes a la Transformada de Herglotz- Riesz 33

unidad dando lugar a formulas de cuadratura que, al compararlas nimericamente con las
de Szegé y las de tipo interpolatorio basadas en las raices n—ésimas de la unidad, dan
mejores resultados.

Con todo, hemos de senalar que el calculo aproximado de integrales sobre la circun-
ferencia unidad se ha revelado como un problema a su vez reciente y cldsico, sumamente
interesante. Varios son los factores que han contribuido a tal interés. Por un lado esta el
problema trigonométrico de los momentos y su conexion con el procesamiento de senales
digitales y, por otro, que integrales del tipo fjﬂ f(e?)w(f)dh surgen de modo natural en la
solucién de ciertos problemas de contorno sobre la circunferencia unidad (integral de Poi-
sson). En tal sentido, estimamos que las férmulas de Szeg6 u otras férmulas de cuadratura
de tipo interpolatorio sobre la circunferencia unidad, ofrecen grandes posibilidades de es-
tudio, no sélo por su propia e intrinseca naturaleza sino por su relacién con otras parcelas
de la Matematica Aplicada. El profundizar sobre algunos aspectos de estas cuadraturas

es el objetivo fundamental de la presente Memoria.






Capitulo 2

Interpolacién con nodos sobre la

circunferencia unidad

2.1 Introducciéon

Como se dijo en el Capitulo 1, una de las razones en la que estriba el interés de la in-
terpolacion de funciones viene dado por el hecho de que ciertas férmulas de cuadratura
que permiten estimar el valor exacto de la integral, se suelen construir a partir de poli-
nomios interpoladores, de modo que la convergencia en norma L,, p > 1 de sucesiones
de polinomios de interpolacion de Lagrange nos asegura la convergencia de los procesos
de cuadratura de tipo interpolatorio. Pero se sabe, (ver [50]), que dada una matriz X,
la interpolacién de Lagrange no converge en norma uniforme para toda funcion continua.
Por esta razon se ha considerado el problema de estudiar, por ejemplo, su convergencia en
norma Lo, 0 bien pensar en otros interpolantes como son los polinomios de interpolacion
de Hermite- Fejér.

En este capitulo nos ocuparemos de funciones definidas no sobre un intervalo de la recta

real, sino sobre la circunferencia unidad T y en vez de tratar con polinomios algebraicos,

35
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dado que cualquier funcién continua sobre T se puede aproximar uniformemente por

polinomios de Laurent 6 L-polinomios, consideraremos interpolantes de Laurent.

En la Seccién 2 nos ocuparemos de la interpolacion de funciones continuas sobre T. En
primer lugar estudiaremos la convergencia en norma Ly de sucesiones de interpolantes de
Laurent para una cierta familia de nodos y veremos que, bajo ciertas condiciones sobre la
funcién f y los nodos, se puede obtener un resultado de convergencia en norma uniforme.
En segundo lugar, veremos que para una eleccién muy particular de nodos e interpolantes
se obtiene una extension, a la circunferencia unidad, del Teorema clasico de Hermite-
Fejér.

En la Seccién 3 nos centraremos en la interpolacion de funciones analiticas en ciertas
regiones del plano complejo. Para funciones analiticas en el disco unidad D y continuas
en D = DU T, tomaremos como interpolantes sucesiones de polinomios algebraicos, ya
que bajo estas hipdtesis la funcién se puede aproximar uniformemente en compactos de D
por tales polinomios. En este caso se obtendra convergencia uniforme en compactos de D.
Consideraremos también funciones analiticas en un anillo que contenga a la circunferencia
unidad. En este caso, elegiremos como interpolantes los polinomios de Laurent y también
los polinomios de Laurent de tipo quasi-Hermite, al que denotaremos por H,(z). La razén

por la cual se han considerado estos interpolantes es el Teorema 1.4.8.

Tanto para los interpolantes de Laurent como para los de tipo quasi- Hermite, se
calcularan cotas de error y se daran resultados de convergencia en norma uniforme sobre T
utilizando como nodos los ceros de polinomios para-ortogonales. Ademas, en el caso de los
polinomios interpoladores de Laurent, veremos también que este dominio de convergencia
se puede ampliar a un anillo que contiene a T, bajo ciertas condiciones de simetria sobre

dicho anillo y sobre los interpolantes.

En la Seccién 4 continuaremos con funciones analiticas en una region que tenga a
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T en su interior, dandose cotas del error de interpolacién, tanto para los interpoladores
de Laurent como para los de tipo quasi-Hermite. Los primeros nos permitiran deducir
cotas de error y establecer la convergencia geométrica en las férmulas de cuadratura de
tipo interpolatorio. Por otro lado, los polinomios de interpolacién de Laurent de tipo
quasi-Hermite nos permitiran dar cotas de error y obtener convergencia geométrica, en

este caso, para las férmulas de cuadratura de Szego.

2.2 Interpolacién de funciones continuas

A lo largo de esta seccién vamos a considerar funciones f continuas sobre T construyéndose
sucesiones de interpolantes de Laurent convergentes a f en norma Ls. A tal efecto, recorde-

mos que para el caso real vale el siguiente resultado clédsico de convergencia: ([15])

Teorema 2.2.1. (Erdos-Turdn) Sea f una funcion de periodo 2w y t,(0) el tinico poli-
nomio trigonométrico de orden n que interpola a f en (2n+1) nodos equiespaciados sobre
un intervalo de longitud 2m. Entonces t,(6) converge a f en norma Ly en dicho intervalo

con respecto a la medida de Lebesque, es decir

™

Tim [ [£(6) ~ 1, (6)F d6 = 0. (2.1)

Un primer resultado, en el caso de interpoladores de Laurent, se puede deducir direc-
tamente del Teorema anterior de la siguiente forma: Sea f una funcién continua en T.

Entonces podemos escribir

fl@) = f(e”) = f1(0) +if2(0) (2.2)

donde f; una funcién de periodo 2, (j = 1,2). Tomemos 6;,, = 22:51, j=1,..,2n+1y

Tjn = ein_ j=1,..,2n+ 1. Consideremos tin(6), j =1,2 el correspondiente polinomio

)

trigonométrico de grado n que interpola a f;(0) enlos nodos 0y ,, k=1,...,2n+1, j =1,2.
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Sea Tp,(x) = T,,(e") = t,1(0) + it,2(0), entonces T,, € A_,,,, y claramente se verifica que
To(xjn) = f(xjn), j = 1,...,2n+ 1. Por unicidad, T},(z) coincide con el tinico polinomio
de Laurent en A_,,,, que interpola a f(z) en los nodos z;,, n =1,...,2n + 1. Ademds, se

tiene que

/ [ (@) = To(2) [ |da| = / |/1(6) — t1(0)|* d6 + / f2(0) = tao(0)[*d6.  (2.3)
T o -
Aplicando ahora el Teorema de Erdos-Turan se tiene finalmente que

lim ] |f(x) = T(x)]? |dz| = 0. (2.4)

n—oo

Este resultado se puede generalizar para otras elecciones de nodos. En efecto, sean
{p(n)} v {q(n)} dos sucesiones no decrecientes de niimeros enteros no negativos tales que

p(n) +qn)=n, n=1,2,...y
lim, 0o p(n) =00 y lim, . q(n) = occ. (2.5)

Sea también w(f) una funcién peso en [—m, 7] tal que " w(f)dd = 1 (condicién de
normalizacién) y consideremos el (n + 1)—ésimo polinomio para-ortogonal con respecto
aw(0), Byi1(2,Tas1), donde {7,} es una sucesién de nimeros complejos de médulo uno.
Sean {x;, : j=1,...,n+ 1} los ceros de By,+1(2,Ty+1), f una funcién continua sobre T
y R.(f,%) € A_,, el L—polinomio que interpola a f en los nodos {z;, : j=1,...n+1}
donde p y ¢ son enteros no negativos tales que p + ¢ = n. El L—polinomio R,(f,z) se

puede expresar en la forma R, (f,z) = Z;L;Lll L;.(f,2)f(z;,) donde (ver féormula (1.23))

x?,an-&-l (2, Tns1)

2P B, 1 (T, Ty ) (2 — Tjn)

Li.(f,2)= j=1,..,n+1.

Es facil ver que

/T Ly, ) TonF D)(0)d8 = 830X, (= ), (2.6)
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donde Aj,+1; 7 =1,...,n + 1 son los coeficientes de la férmula de cuadratura de Szegd.
Sea T;, el L—polinomio en A_, , de mejor aproximacion uniforme a f en T. Denotemos

por
r(2) = f(2) = Tn(2) vy E,(f)=max.cr|r.(z)|. (2.7)

Sea P, el L—polinomio en A_,, que interpola a r,, en los nodos {ac]n}’”rl Entonces

y, por tanto, si x = €%, se tiene

Jolf (@) = Ra(f,0) P w(0)d8 = [ |ru(z) — Pu(x)|” w(6)d
< 2 [r (@) w(0)dd + 2 [ | Pu(2)]* w(6)db
= I +1.
Claramente se puede ver que I, < 2E2(f). Y para I, se tiene, utilizando la férmula (2.6),

" w(6)d8

e Lin . 2) (> )0 ()0
5 e Lin(fy @) Lin(f, @) w( d@‘

= 2B2(f) S0 Njwrr = 2E2(f) [T w(0)d0 = 2E2(f).

I =2 [ |P@)w(®)dd = 2 [ |50 Lin(f.2)ra(zg)
b

2E2( ) Zn+1 n+1

IN

Tn(x]n Tn xkn

IN

Por tanto, I, < 2E2(f). Y finalmente

/T (@) = Ru(f,2)[2w(B)d0 < 4F3(f). (2.8)

Como lim,, o E,(f) = 0, concluimos que

lim |f( ) — Ro(f, z)> w(6)df = 0. (2.9)

n—oo

En otras palabras, hemos demostrado el siguiente

Teorema 2.2.2. Sea f una funcion continua sobre T y sean {x;,: j=1,...,n+ 1} los

ceros del (n+1)-ésimo polinomio para-ortogonal B,,1(z,Toy1) con respecto a la funcion
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peso w(B) en [—m,w]. Denotemos por R, (f,z) el L—polinomio en A_,, que interpola a f
en los nodos {x;,}7% con p = p(n) y q = q(n) verificando (2.5) y p+ q = n. Entonces,

R, (f,z) converge a f en norma La,, es decir, se tiene que

n—oo

lim j |f(@) — Ru(f,z)]*w(h)do = 0.

Observacién 2.2.3. El Teorema 2.2.2 fue probado con anterioridad por A. Bultheel et
al. en [8] (ver también [9]) en un contexto mds general donde se consideran como in-
terpolantes ciertas funciones racionales con nodos prefijados fuera de T. Obsérvese que
los L—polinomios son funciones racionales con polos en el origen y en el infinito. Sin
embargo, la demostracion aqui dada es mds constructiva en el sentido de que se dan cotas

de error como en la formula (2.8) para la norma Lo,

Bajo ciertas condiciones sobre la funcién f y eligiendo los nodos convenientemente,
veremos ahora que se puede obtener convergencia uniforme de los polinomios interpo-
ladores de Laurent.

Si consideramos la medida de Lebesgue, tal y como mencionamos en el Capitulo 1, el
correspondiente n—ésimo polinomio de Szegé viene dado por ®,(z) = 2" y, por tanto, el
polinomio para-ortogonal serd B,,(z, w) = z"+w, (|w| = 1). Vamos a tomar entonces como
nodos los ceros del n-ésimo polinomio para-ortogonal respecto a la medida de Lebesgue,
es decir, rotaciones de las raices de la unidad.

Para esta eleccion de nodos, demostraremos, en primer lugar, el siguiente

Lema 2.2.4. Sea L;,(z) como en formula (1.23) y sean xj,, j =1,...,n+1 las raices
(n+ 1)—ésimas de w con |w| = 1. Entonces

n+1

Y Lin(2))P =1, V2 €T
j=1
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Demostracién: El polinomio nodal viene dado por W,(z) = 2" — 7,,. Por la férmula

(1.23), sigue:

x?,an(2>
W (50)(2 = 2jn)

)

Ljn(z) =

Por tanto, si z € T, se tiene que

LG
(n+1)2]z — xj,n]2

|Ljn(2)* =

Entonces,

n+1 n+1
sin n+1) =

1 ‘Z - xj7n|2.

Pero para todo z € T,

2
P (s VT = _E T Tin)
‘Z x],n| (Z xjﬁ)('z x]v") 2Tjn
y
n+1 1 _ n+l  zj; n+1 (z—z; z
Z]:]_ |Z_33j,n‘2 - -z Z] 1 z ajjjnn)2 ZZJ 1 (Z ;7nn)

— n+1 1 _ n+1 1
= (T s - T )

Por otro lado,

eEN,,, (PHg=n—-1)j=1,..

1 CWo(2)  (n+1)2"
= (z—2jn) Wulz) 2ntl—1,
y
n+1 nz"" 1zt 7 ) —(n4+1)z2"
e
_ (gD )
- (Zn+1_7—n)2
Por tanto, se obtiene que:
n n 2n n—1(,n+1 n
0< Zjill |Z—-771jn|2 -7 (Z("illlm - Z(n+1)(22"+1(jm)2+n ))
o _Tn(n+1)22"+1 _ (m+1)2 (n41)2
- (znFl—m)? T o2 T [ (2) 2

Finalmente, por (2.10), y (2.11), para todo z € T, se tiene Z"H |Lin(2)] = 1.

(2.10)

(2.11)
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Utilizando el Lema anterior, si definimos H,(z) = Z;L:ll |Ljn(2)] v | Hllp =

max,et H,(2), entonces, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, resulta:

n+1

| H,||z = %;Z 1Lin(2)] < Vn+1, n=1,2,.. (2.12)
j=1

Observacion 2.2.5. Recordemos que si X representa una tabla triangular de nodos en

un intervalo finito [a,b], es decir,
X={z;,: 1<j<n,n=12.}Clab.

Entonces se sabe que A1 (X, ) = Z;tll Il k+1(X, )| es la llamada funcion de Lebesgue
de orden k 4+ 1 para X, donde ;11 son los polinomios fundamentales de Lagrange para
los nodos :z:gkﬂ),xékﬂ),...,x,(ﬁiﬁl) Y Aet1(X) = maxgepp Aes1(X, ) es la constante de
Lebesgue de orden k + 1 para X.

Conviene, por tanto, observar que la cantidad |H, ||t que acabamos de definir, juega el
mismo papel que la constante de Lebesque pero en este caso respecto al sistema de nodos

sobre T formado por las raices n—ésima de un complejo unimodular. Por otro lado, se

sabe que existe una estimacion mejor que la que acabamos de obtener en la formula (2.12),

(ver [5]).
Otro resultado que vamos a necesitar es el siguiente

Teorema 2.2.6. (Teorema de Jackson [15]) Para toda funcion f € Copr, se tiene que

™

%<f)§/\<f’n——|—1

)

donde v,(f) = maxzej—rq |f(0) —tn(0)], siendo t,(0) el polinomio trigonométrico de

grado n de mejor aproximacion y donde A denota el modulo de continuidad de f.

Como consecuencia inmediata de este Teorema se tiene la siguiente
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Proposiciéon 2.2.7. Sea f una funcion continua sobre T y p y q enteros no negativos
tales que p + g = n. Entonces,

T
"s+1

donde s = min(p, q) y E,(f) dado en la formula (2.7).

En(f) < 2Mf

)

Demostracion: Podemos escribir f de la forma f(z) = f(e¥) = f1(0) + if2(0), f; €

Cor, j = 1,2 Por el Teorema 2.2.6,

s , .
vs(f5) < A(f;, m% Jj=1,2, s =min(p, q).

Aqui, v5(fj) = maxaej—nq | f;(0) = t;(0)] = | f; — tjll=ns J = 1,2, siendo t; el polinomio
trigonométrico de mejor aproximacién de grado a lo sumo s en norma uniforme a f;,
j=1,2.

Sea L(x) = L(e?) = t1(0) + it2() € A5 C A_,,. Entonces,

En(f) < ||f - LHT < Hfl - t1||[,7mr] + ||f2 - t2||[f7r,7r]

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente

Teorema 2.2.8. Sea f una funcion continua sobre T y {p(n)} y {q(n)} sucesiones de

enteros no negativos tales que p(n) + q(n) =n, n = 1,2, ... verificando

lim]@:r;0<r<1.

n—oo n
Supongamos que \(f,6) = O(6?); p > 1/2 si § — 0. Denotemos por R, (f,z) el polinomio
en A_pn) q(n) que interpola a f en los nodos x;,, j =1,...,n+1, que son las (n+1) raices

de T, con |t,| =1, n=1,2,.... Entonces,

lim R,(f,z) = f(2)

n—oo

uniformemente sobre T.
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Demostracion: Sea T, el L-polinomio en A_p) ) de mejor aproximacién a f con

respecto a la norma uniforme. Entonces, para todo z € T,

f(2) = Ra(f,2) = f(2) = Tu(2) + T0(2) = Ru(f, 2).

Como T}, € A_p(n)q(n), se tiene que R, (T, z) = T,(2). Por tanto

f(2) = Ru(f, 2) = f(2) = To(2) — Ru(f — T, 2).

Recordar que R, (f — Ty, 2) = Sopit Li(2) (f(Thn) — To(2kn)) - Luego, para todo z € T,
se obtiene

En(f) + 050 L) f () = Talr)|

< B (f) (L4 22050 ILe(2)]) -

Utilizando la Proposicién 2.2.7 y la férmula (2.12), que como vimos se obtuvo como

£ (2) = Bu(f, 2)]

IN

consecuencia del Lema 2.2.4, se tiene, para todo z € T,

1£(2) = Ru(f, 2)] < Eulf) (1 vVt 1) < 2\(f, s(n;ﬁ) (1 vt 1) (2.13)

donde s(n) = min(p(n),q(n)) = 5 (p(n) + q(n) + [p(n) — ¢(n)|) . Se puede comprobar que

1 1 ro st 0<r<1/2
mnﬂ@:§+V—?: /. (2.14)
ree l—r si 1/2<r<1

Finalmente, haciendo uso de (2.13) y (2.14), se obtiene lo que querfamos demostrar . W

Vemos que se ha probado, por un lado, la convergencia en norma Lo de los poli-
nomios interpoladores de Laurent para una cierta familia de nodos (ceros de polinomios
para-ortogonales respecto a una funcién peso en el intervalo [—m,7]), y por otro lado,
la convergencia en norma uniforme para una eleccién particular de nodos (rotaciones de
las raices n—ésimas de la unidad o, lo que es lo mismo, ceros de los polinomios para-
ortogonales respecto de la medida de Lebesgue). Vamos a considerar ahora otro tipo de

interpolantes como son los L—polinomios interpolantes de Hermite-Fejér.
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En tal sentido conviene recordar que en el caso real, los nodos que aparecen en el Teo-
rema clasico de Hermite- Fejér, son los nodos de Chebyshev anteriormente definidos.
Son, ademas, los ceros de los llamados polinomios de Chebyshev de primera especie

T.(z) = cos(narccosz), que son ortogonales en [—1,1] respecto a la medida positiva

du(x) = \/%. Como en nuestro caso estamos considerando funciones definidas en T,
debemos elegir los nodos también sobre T. De forma similar, y ya que los ceros de poli-
nomios ortogonales (o polinomios de Szegd) no estén en T, tomaremos como nodos los
ceros de ciertos polinomios para-ortogonales, més concretamente, los ceros del polinomio
para-ortogonal con respecto a la medida de Lebesgue, es decir, los nodos seran rotaciones
de las raices n—ésimas de la unidad. Esto viene motivado por lo siguiente: Supongamos
que u es una medida de probabilidad en el intervalo [—1, 1], entonces podemos definir una
medida w en [—7, 7| dada por (1.9). Si tomamos du(x) = ﬁdw entonces, la medida
asociada en el intervalo [—7, 7] es la medida de Lebesgue dw(0) = id@ y los polinomios
para-ortogonales, tal y como hemos dicho, en este caso son B, (z,7) = 2"+, || = 1, Vn.
Por tanto, se puede ver que los ceros de los correspondientes polinomios para-ortogonales
son rotaciones de las raices de la unidad.

Para esta eleccién de nodos y ciertos interpolantes de Laurent se obtiene una extension,
a la circunferencia unidad, del Teorema clasico de Hermite- Fejér. Para construir dichos

interpolantes tomemos una funcion f diferenciable en T y x, € T, k = 1,...n, con

x # x; para k # j. Entonces sabemos que existe un tnico polinomio P € Py, tal que

Pleg) = f(ax)
Plzp) = f(x1), k=1,...n,

pudiendo expresarse P(z) de la forma (férmula de interpolacién de Hermite, [49, p. 52-53])

P(z) = ZAk(Z)f(xk) + Z Bi(2) f (k) (2.15)
=1 k=1
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donde

An(z) = (1 —2(r - xkﬂ;m)) B(z), k=1,...n (2.16)

Br(2) = (z —ap) 3(2), k=1,...n (2.17)

siendo [ los polinomios fundamentales de Lagrange.

Sean ahora p y ¢ dos sucesiones no decrecientes de enteros no negativos tales que
pHq=2n—1n=12 ... (2.18)
Entonces, se tiene la siguiente

Proposiciéon 2.2.9. Si f una funcion diferenciable sobre T, entonces existe un unico
polinomio L € A_, ,,con p y q verificando (2.18), tal que

L(zy) = f(xk)
L'(zy) = f(z), k=1,...n

(2.19)

donde {x}}7_, son las raices de 2" + 1 =0, (|7| = 1). El L-polinomio se puede escribir

explicitamente como

L(z) =Y Au(2)f (k) + > Bi(2)f () (2.20)
ey xi”(z” +7)? (p—n+ l)mzﬂ(z” +7)?
Apz) = 2Pn?712(z — )2 2Pn?7r2(z — xy,) (2:21)
y .
Bi(z) = S (ZHT) (2.92)

2Pn?r2(z — 1)
Demostracion: La existencia y unicidad del L—polinomio que satisface (2.19) es una
consecuencia del hecho de que A_, , es un sistema de Chebyshev en T, (ver [17, p. 31]).

Sea entonces L € A_, , dicha solucién. Podemos escribir L(z) = Pz(pz ) donde P € Py,_y y

L'(z) = P _sz(z)pzp_l.
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Como L(xg) = f(zx), k=1,...n entonces
P(xy) = of f ().
Por otro lado, como L'(z}) = f'(x1), k= 1,...n entonces
P'(xy) = pap fn) + 2 f ().

Sea g(z) = 2P f(z), entonces g es diferenciable en T y ¢'(2) = p2P~ ' f(2) + 2P f ().
Por tanto, se tiene que P € Py, 1 y satisface,

Plax) = g(xr)
Plzp) =g (zx), k=1,...n.

(2.23)

Por la férmula (2.15) se tiene P(2) = Y r_, Ax(2)g(xx) + >y Bi(2)g (z1), donde Ay (2)
y By(z) vienen dadas en (2.16) y (2.17), respectivamente. En este caso, como W, (z) =

2"+,
zp(2" 4 7)

h(2) = Cnr(z — a)

L(2) = _ Tk <(” —1)2" — nxpz"t — 7) |

nr (z — x)?

Entonces, aplicando la regla de ’'Hpital dos veces,

! Tk 13 n(n—1)2""1—n(n—1)zz" "2
lk(ffk) - _n_]:_hmz—xrk ( ( ) 2(273(%) )k )
= —5E lim,_,, (n(n —1)%2"2 —n(n —1)(n — 2),2""?)
= —5k (n(n — 1)%2‘2 —n(n—1)(n— 2).%2_2)
= 2%t i)
0D eDr
o 27 T 2xpT T 23

y se tiene:
_ G (D ()
Ak<Z) = nQI:'Q(szk)Q n272(z—xy) (224)

By(z) = HEmn?

n272(z—xp) "
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Por tanto:
z n A z xp n z — ’
L(z) =22 = yon | 2% p(ay) + S0 B (™ () + 2} f (k)
n  Ap(2)zP+By(2)pzP ! n Bi(2)xb
= Yoy, OB ) 4 STy B ()

= 2o A(2)f () + 25 Bi(2) f ()

donde
w£+2(zn+7')2 (7L71)w£+1(zn+7')2 pwi+l(zn+7)2
2.2 2 2,2 2.2
* _ neTe(z—xy) neT4(z—xy) neTe(z—xyp)
Ak‘(z) - 2P
. mz+2(z"+7)2 (pfnJrl)xszl(z"JrT)2
2Pn272(2—xy,)2 2Pn272(2—xy) )
y

xi”(z" +7)?

2Pn?7r2(2 — )

Bi(z) =

Supongamos ahora que p(n) y g(n) son dos sucesiones de enteros no negativos ve-
rificando (2.5), tales que p(n)+q(n) =2n—1, n =1,2,... y lasucesién {p(n) —n + 1}, .
estd acotada. Entonces se tiene, finalmente, el siguiente Teorema andlogo del caso polinémico

([17, p. 118))

Teorema 2.2.10. Sea f una funcion continua sobre T, es decir, f € C(T) y sea L, el

tnico elemento de A_p(n) qmn) verificando

Ly(z) = f(zx)
L,(z)=0, k=1,...n

(2.25)

donde {x}}_, son las raices de z" + 1, = 0, siendo {7,,} una sucesion de nimeros en T.

Entonces la sucesion L, converge a f uniformemente en T.

Demostracion: Por la Proposicién 2.2.9 podemos escribir

Lu(z) = ) Ai(2)f(xx)

con Aj como en férmula (2.21). Por unicidad, se tiene que > _;_, A5(z) = 1y por lo tanto,

> Ap(2)f(2) = f(2).
k=1
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Entonces,

1f(2) = 2oy A2 (@)l = 12252 A(2)f(2) = 2oy Ak(2) f (@)
< e AR (2) = fli)]-
Como f € C(T), debido a la continuidad uniforme, dado e, existe § > 0 tal que si

|z — xx| < 0 entonces |f(z) — f(zx)| < €. Por tanto

11(2) = 20 AR (@)l < €301 oo AR + D20kt oy 20 [AR (I (2) = f ()]

= [1,n + [2,71-
(2.26)

Si |z — x| > 6, por la férmula (2.21) y como z,2, € T,k =1,...,n,

|2 + Tn]2 N Ip(n) —n+1]|z" + Tn\2
n242 n2g )

[Ax(2)] <

Ahora bien, f € C(T) y T es un compacto, existe entonces M > 0 tal que |f(z)] <

M, Vz € T. Por tanto,
lf(z) = flzp)| <2M, Vz €T, Vk=1,...,n

v ya que para todo z € T, |2" + 7,|*> < 4, se obtiene

8M n 8M |p(n) —n+ 1]

Iy <
=062 ) n

Como {p(n) —n + 1}, estd acotada, I, < € para n suficientemente grande.

Por otro lado,

L, = EZZ_”Z o ]<5 | Az (2)|
= e (5 S ) + o) o+ DL T
<e€ (Iz 7l D ket = xk|2> +ed(Ip(n) —n + 1)) (\z 70l s - ka) '

Por el Lemma 2.2.4,

I, <e+edp(n) —n+1] = (1+d|p(n) —n+1))e.
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De nuevo, como {p(n) —n + 1}, esta acotada, I, < e. |

Veremos ahora un ejemplo muy sencillo donde para un cierto valor del parametro
p = p(n), la expresion de Aj(z) resulta mds manejable:

Ejemplo. Sip(n) =n — 1 entonces L, € A_(,_1)n ¥

L) = 3 Ai() f ()

donde ahora Aj(z) se simplifica de la siguiente forma:

. z"“(z" + 7n)? 21(2" + T)?
Ak(z) = : = 9

27 In272 (2 — z)? anlp

To(z — 21)%

2.3 Interpolacion de funciones analiticas

En primer lugar consideraremos funciones f analiticas en D y continuas en D. Se sabe
que, bajo estas condiciones, f se puede aproximar uniformemente por polinomios en
subconjuntos compactos de .

El siguiente Lema nos va a permitir deducir la convergencia uniforme en compactos

de D de ciertas sucesiones de polinomios interpoladores con nodos sobre T.

Lema 2.3.1. En las condiciones anteriores sobre la funcion f, sea T, el polinomio
de Laurent de mejor aprozimacion uniforme a f en A_,, donde p y n son enteros no

negativos. Entonces,

Tim |[f = Topllr =0, (p fijo).

Demostracion: Sea g(z) = zPf(z). Claramente g es una funcién analitica en D y

continua en D.



2.3. Interpolacién de funciones analiticas ol

Sea P, el polinomio en P, ., de mejor aproximacién uniforme a g. Si
R, (z) = 27 PP,(2) € A
Entonces,
If = Tupllr < [If = R llr = llg = Pallr — 0 si n — oo.

|
Procediendo como en el Teorema 2.2.2 y usando el Lema 2.3.1 se puede deducir también

la siguiente

Proposicién 2.3.2. Sea f una funcion analitica en D y continua en D. Sean {z;, ?ill
los ceros de Bpi1(z,Tny1), €l correspondiente polinomio para-ortogonal respecto a una

funcion peso w(f) en [—m,7w]. Sea R,(f,z) el polinomio de Laurent en A_pu)qm) que

interpola a f en los nodos {x;, 1], siendo {p(n)} y {q(n)} dos sucesiones no decrecientes
de enteros mo megativos verificando p(n) + q(n) = n y lim, . q(n) = oo. Entonces,

lim, oo f3 |f(2) = Ru(2)]?w(0)d0 =0, z=e”.
Ahora podemos probar el siguiente

Teorema 2.3.3. Sea w(f) una funcion peso en [—m, | tal que [* % < 400. Sea {7, }

una sucesion de numeros complejos de modulo unidad y sea
Bn(z,1) = ®,(2) + 2P (2) n=1,2,...

el polinomio para-ortogonal con respecto a w(f). Si {x]nﬂ};ill son los ceros de
B,i1(z,The1) y consideramos el polinomio P, € P, que interpola a f en dichos nodos,

entonces:

lim P,(z) = f(2)

n—oo

uniformemente en subconjuntos compactos de ID.
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Demostracion: Por la formula integral de Cauchy, se tiene que

f(2) = Pu( 2m/f dtze]D)

Sea K un compacto en D tal que dist(K,T) = 6 > 0. Entonces, para todo t € K y para

todoze T, |t —z>0:

IN

Pn
fT Lf@)—Pn(t) ||dt]

|t—z|

505 Jo 1£(£) = Pu(t)] |dt]

= r%fwlf(t)—Pn(t)I%wﬂ.

1£(2) = Pu(2)|

IN

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales, se obtiene

£ =P < g (1) = PuoPw@)la) (7, 22)".

Finalmente, utilizando la Proposicion 2.3.2 y tomando p(n) = 0, se tiene lo que queriamos.

Observacién 2.3.4. Siw(f) = 5-, ya hemos visto que By (z,7,) = 2" + 7,. Entonces, si

T, = —1, para cada n, se recupera el Teorema 1 en [53].

Hasta el momento se han venido manejando funciones analiticas en D y continuas en .
Vamos a suponer ahora que f(z) es analiticaen el anillo {z : r <|z| < R} con0 <r <1<
R. En este caso tomaremos dos clases de interpolantes: Los L—polinomios interpolantes
de Lagrange y los L—polinomios interpolantes de tipo quasi-Hermite. Demostraremos que
ambos interpolantes convergen uniforme y geométricamente a la funcién f en compactos
de T. A tal fin, haremos uso de ciertas expresiones del error en la interpolacién tanto para
los interpolantes de Lagrange como para los interpolantes de tipo quasi-Hermite.

Asi pues, sean {z;}7] (n+1) nodos distintos sobre T y sea R,, el polinomio de Laurent

en A_,, (p+¢qg=mn,p>0,qg>0) que interpola a f en dichos nodos (interpolante de
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Lagrange). Usando la férmula de Hermite para el error en la interpolacién polinémica
[52, p. 50], se tiene, para todo z € B, z # 0, con B una regién del plano complejo donde

f es analitica y que contiene a T :

f(z) = Ry(2) = L/C (£>p = o)z = an) S 4 (2.27)

2mi z) (t—x1).(t —xpp1) t—2

siendo C la frontera de B.
Para los interpolantes de tipo quasi-Hermite definidos por (1.25) en relacién a n nodos
x; distintos sobre T, se tiene la siguiente expresion integral del error en la interpolacién

para todo z € B, z # 0 : ([52, p. 50])

F(2) = Hon(2) = — /C (3>n (= a0)" (2 = 2a) (2 = @) SO ) (2.28)

271 z) (t—x1)? (=)t —xpy1) t — 2

Sean ahora {p(n)} y {q(n)} dos sucesiones de enteros no negativos tales que p(n) +
qn) =ny limn_,ooJ@ =35, 0 <s < 1. Sea p,(z) el n—ésimo polinomio ortonormal
con respecto a una funcién peso w(f) en el intervalo [—7, 7|. Supongamos que {z; }"+1
son los ceros del polinomio para-ortogonal x,+1(z) = @n(z) + 795 (2), (|7] = 1). Para

cada n, denotaremos por R, (z) el interpolante a f(z) en A_pm)q(m) en los nodos {z;}74].

Entonces se tiene el siguiente resultado de convergencia:

Teorema 2.3.5. En las condiciones anteriores se tiene que

A
>
—_

limsup |f(z) — Rn(z)|%+1

n—oo

uniformemente en T, donde A = max(r®, R%)

Demostracion: Por formula (2.27) y para todo z € T, se tiene

oy (7 B 229

Xn+1(t) ¢

= I + I
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Entonces,

[/ (2) = Bn(2)] < [L] + [ L] (2.30)

Definamos M, (f) = maxiec, {|f(2)[}, Mr(f) = maxiec, {|f(2)[} ¥

M,, = max,er |xn(2)|, entonces

M,(f)
< T p(n)+1
1] < 5==7rP T My max | g, (2)]
_ 1
donde ¢, (z) = - Por tanto,
1 1
_L Mr(f) ntl  pm)41 L n+1
n < PN 7 " n+1 .
[T < ( 1_T> rott My (gggfl%(@l)

Como ¢, (z) es una funcién continua en C,, maxiec, |gn(t)| = |gn(tn)|, tn € C,. Entonces,

1/n
(maclan(]) = lona)" < maxlan (0"
Por (3) en Teorema 1.5.3 lim,, M;™ =1y en consecuencia,

gn(t)|1/(n+l))

1 i
lim su LT < rflimsu maxsec,.
n—oo n—o00 teC;

: 1/(n+1)
< r*maxiec, limsup,,_, o [gn(t)]

1 1/(n+1)
— S 3
= r®maxec, limsup,_, o
< r®max { 1 } :
= teCr hminfn—»oo|Xn+1(t)‘l/(n+1)

Por (2) en Teorema 1.5.3 se tiene que

lim sup |11]%+1 <r® <l
De forma similar, por (1) en Teorema 1.5.3 se puede deducir
1-s
. 1 1
hin_)s;gp|]2|"+1 < (E) <1

Ahora, utilizando (2.30), se llega a:

limsup,, ., [f(2) — Ru(2)|™7 < limsup, . (|| + |T|)7
1/(n+1)}

< max {limsup, __ [L[YY limsup, |,
n o0 n o

= max {7“5, (%)1_8} .
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Corolario 2.3.6. En las condiciones anteriores, la sucesion {R,(z)} de interpolantes

converge a f uniforme y geométricamente en T.

Para los interpolantes de tipo quasi-Hermite, utilizando (2.28) y procediendo de igual

forma que en la demostracion del Teorema 2.3.5, se puede probar el siguiente

Teorema 2.3.7. En las condiciones anteriores, se tiene que

1
limsup | f(z) — H2n(2)|1/(n+1) < max(r, E) <1

n—oo
uniformemente en T. Por tanto, la sucesion {Ha,} converge a f uniforme y geométrica-

mente en T.

Vemos pues que, para una funcién analitica en un anillo B ={z: r < |z| < R, 0 <
r < 1 < R}, se ha probado la convergencia uniforme y geométrica de los interpolantes en
T. Nos podriamos preguntar si este dominio de convergencia se puede ampliar, es decir, si,
bajo ciertas hipotesis se puede probar la convergencia uniforme y geométrica en un anillo
que contenga a T. Esto se puede conseguir si se cumplen ciertas condiciones de simetria,
tanto para los interpolantes como para el anillo.

En efecto, sea p = min(R, 1) de modo que el anillo B, = {z : % <l|z| <p} CBy
por consiguiente f es analitica en B,. Sea Ry, € A_,, el interpolante a f en los nodos

{xjvgn}iffl tales que x;9, son las (2n + 1)—raices de 7 € T. Entonces se tiene el siguiente

Teorema 2.3.8. La sucesion {Ry,} converge a [ uniforme y geométricamente en sub-

conguntos compactos de B, = {z : % < |z| < p}.

Demostracion: Sea K un subconjunto compacto de B,, entonces podemos escribir

P>
K = K, |J Ky donde K, y K estan contenidos en {2z : % <l|z| <1}yen{z: 1 <|z| < p},
respectivamente. Obsérvese que tanto K; como K5 pueden ser conjuntos vacios. Cuando

los dos conjuntos son no vacios el anélisis para K, se reduce al de K; haciendo el cambio

de variable = 1. Es decir, si z € K entonces z € K, C {z : % <|z| <1}
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Sea Ry () = Ron(2) € Ay y g(z) = f(2). Entonces

Ron(7;) = Ean%) = Ron()) = f(x)) = g(xij) =g(z;), j=1,..,2n+1.

Por tanto,

sup | f(2) = Ran(2)] = sup |g(x) — Ron(2)

2€K> z€K,
siendo Rs, el interpolante en A_,, ag(z) enlos nodos z;, j=1,...,2n+ 1 que son las
(2n + 1)—raices de 7. Observar que la funcién g es claramente analitica en {z : % <|z| <
P}
Si K7 es un compacto y Ky C {z: % < |z| < 1}, entonces existe r' > 0 tal que, para
todo z € K :

1 /
-<r <]z <1
P

Pero, para todo z € K :

F(2) = Ron(s) = 2 =T /Cl( tnf(t)t—z)dH/Cp( rin

T 9ni an f2ntl — 1) 20+ — 7)(t — 2)

P

Sea M(f) = sup,ec, e, {[f(2)]} entonces:

2M s
|f(Z> - RQ”(Z>| S (T’S{L‘) pn1+1 1— 11 ’I"/i% + (p2"+f—1)(p—1))

p2n+1

_2M()) 1 (L)n + (L)n -1
p \ 0" =)= —mgr) \pr’ or' ) O ) (o=1)

y esto implica que, para todo z € K,

limsup | £(2) — Rau(2)[ 77 <
n—oo p’l"

Como p?“/ > 1, se tiene lo que queriamos demostrar. [ |

Veamos ahora como se puede obtener un resultado similar considerando otra distribu-
cién mas general de nodos, como son los ceros de polinomios para-ortogonales. En efecto,
teniendo en cuenta que en la demostracion de este tltimo Teorema se necesita la interpo-

lacion en los nodos Z;, j = 1,...,2n+ 1, asumamos que, en general, x, ..., z, son los ceros
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del polinomio para-ortogonal B, (z,7) = B,(z) = ®,(z) + 7®%(2), 7 € T, con respecto
a la funcién peso w(6) en [—m, 7. La cuestién ahora es: ; Son Zy,...,Z, ceros de algin
polinomio para-ortogonal 7

Si suponemos que todos los momentos trigonométricos ¢y = [ :r e~ w(6)dh son reales,

entonces el polinomio de Szegé ®,,(z) tendra coeficientes reales. Si

Qn(z) = (z=71)...(2 — Tp),
entonces podemos escribir

Qulz) = 0,2 Bu(2) = a7 (8,(2) 4 703(2) ;0 £0)

Por tanto, @, (z) es también para-ortogonal con respecto a w(f).

Haciendo uso del Teorema 1.5.3 se puede deducir facilmente el siguiente

Teorema 2.3.9. Sea w(f) una funcion peso en [—m, | con todos sus momentos

Cp = ffﬂ e~ w(0)dO reales. Sean {xj’gn}if{l los ceros de xon+1(2, Tont1), Tons1 € T, sien-
do {xn(z,Tn)} una sucesion de polinomios para-ortogonales con respecto aw(f), (|7, = 1).
Sea [ analitica en {z : % < |z| < p, p> 1} y sea Roy(z) el interpolante a f en A_,,
en los nodos {x;2,}3"1". Entonces, la sucesion {Ron(2)} converge a f uniforme y ge-

ométricamente en cualquier compacto K de {z : % <|z| <p, p>1}.

Observacion 2.3.10. Una familia de funciones peso con momentos trigonoméltricos
reales, se puede construir de la siguiente manera: Sea v(x) una funcion peso en [—1,1] y
definamos la funcion w(0) como en (1.9). Entonces, w(0) es una funcion peso, inducida

por v(x), en [—m, | que es simétrica en el sentido de que

z=e": / 2Fw(0)d = / Z*w(0)do; k € 7.
Por lo tanto, los momentos trigonométricos son reales y vienen dados por

Ck :/ e *00,(0)dh = 2/ w(8) cos kOdO
0

—T
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Observacién 2.3.11. Los ultimos dos Teoremas son también vdlidos para los inter-

polantes quasi-Hermite dados en el Teorema 2.3.7.

Observaciéon 2.3.12. Si f es una funcion entera, entonces p se puede tomar tan grande
como se quiera. Por tanto, la convergencia tanto uniforme como geométrica, se dard en

cualquier compacto K de C\{0}.

2.4 Cotas de error para las férmulas de cuadratura

Las expresiones del error, que vienen dadas en las férmulas (2.27) y (2.28), nos van a
permitir calcular cotas de error para las férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio
y para las férmulas de cuadratura de Szeg0, respectivamente. Al error en la férmula
de cuadratura de tipo interpolatorio con n + 1 nodos, lo denotaremos por F,1(f) =
I,(f) — I41(f) donde o es, en general, una funcién compleja en [—7, 7] y al error en la
férmula de cuadratura de Szegd (también con n+41 nodos) por En1(f) = I,(f) = Ini1(f),
donde ahora w(f) es una funcién peso en el intervalo [—, 7.

Se puede deducir facilmente (recuérdese que suponiamos [”_|o(0)|df = 1) que:

| Bnir ()] = [Lo(f) = Lnn (f)] < max[f(z) = Bu(f.2)| = |If = Ba(fs )z (2:31)

Demostraremos ahora el siguiente Lema que vamos a necesitar después:

Lema 2.4.1. Sea W,,(t) = [[[_,(t —xjn) con @iy # xjn sii # jylzja|=1,j=1,..n

Definimos: Cr={z: |2|=R} yC,. ={z: |z| =r} con 0 <r <1 < R. Entonces,

n—1

|dt] 27 n Zjn
a = J —
) Jen faior = m Xim i, ) Wi
n— 1
|dt‘ 271' ,n
b) fCr [Wa(t)]2 Z] LW, (x4n Wn(gcJ nr2)

Demostracion: Sélo probaremos a) ya que b) se demuestra de forma similar.
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Sea [ = fCR W, (l)|2 Entonces, para todo t € Cg, dado que t = Re?, resultard
Wa)]? = (t— 1)t —z) (2 = 1) (2 = 1)
W (t)(— 1)”Wn( 5 )R

thTy...Tn

R Wa () Wn(57)

Como W,(0) = (=1)"x1...,, se tiene, |[W,(t)]> = Ly - Por tanto,
_ R d . Wn n_ld _ 2 Wn _
I = TICR t|Wnit)\2 - ZRQ” 1 ‘fCR Wn(t)anL) entonces, I = 7];2n I 23 1R€8( — 'Tj,n)
n— 7_1,71
Ahora bien, ReS(t = xj7n) = limt—>xjn (t— g, n)t ! Tin _ .

W, (t)Wn(R2) Wé(xj,n)wn(%) .

Teorema 2.4.2. Sea f(z) una funcion analitica en el anillo:
B={z:r<|z|] <R, 0<r<l1<R}

Sea I,1(f) = Z"H A;f(xjn) una formula de cuadratura con n+1 nodos distintos sobre

T y ezacta en A_p, 4, (p+q=n). Sea Wyi1(z) = (x — 21)...(x — zp41). Entonces,

1/2
< 1ynp 1 [yl i
|Ena(f)] < M(f )I!WmlHT((R) o <Z;=1 W (28 )

y (2.32)
p_1_ ntl s
+ r 1—r <Z] 1 W (ijn)Wn+1($j,nr2)> )

n+1

donde M(f) = maxzec | f(x)] y [[Whtillp = maxzer [Wiii ()|, siendo C' la frontera de B.

Demostracion: Dado que, C' = 0B = C, | J Cg, entonces, para todo € T, podemos

escribir ([52, p. 50]) f(z)—R,(f,x) = mzlpglﬂ(f) o anf(%)(it_x) siendo R, (f,.) el L-polinomio

en A_,,, (p+ ¢ =n) que interpola a f en los nodos ;,; j = 1,...,n + 1. As{ pues, para

todo z € T,

Whn P
f(2) = Ro(f,2)] < Wl p o rild
W) LN 7 £ ()1t
= ) (fCR Wl T e, \WnH(t)ut—n) (2.33)
M)Wl dt| 7 e
o T< rJen Womm 1 Jo, \ant)\)'

Por otro lado, utilizando la desigualdad de Cauchy—Schwarz,

[ =/, |Wn|itl<t>|2)l/2 (/c . ¢—\/ Lirar

IN
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De forma similar se tiene que: fCr |W7|f1|(t)| <2rr fCT A |df‘(t . De (2.33) y Lema 2.4.1

se puede deducir, para todo z € T, que

1/2
1\"P 1 n+1 T,
@) = Rulla) £ M() [Wasils ((E) (S )+

1/2
v (S ) ).
—r =L W (@) Was1 (2),072)

n-+

Finalmente, por (2.31) se tiene lo que querfamos. W
Si f es analitica en {z: |z|] < R; R > 1} y continua en Cr = {z: |z| = R}, entonces

podemos hacer en (2.32) tender r a cero y se tiene el siguiente

Corolario 2.4.3. Sea I,.1(f) = Z"HA f(z;n) una formula de cuadratura con n + 1
nodos distintos sobre T y exacta en A_p,, (p+ q =n). Sea f(z2) una funcion analitica en
{z: |z] < R; R > 1} y continua en Cr = {z: |z| = R}. Entonces:

NP 1 n+1 - 1/2
Bua (D] < M) W (_) T
+ +1lT R R—-1 ; WnJrl(xjm)Wn_H(#)

donde M(f) = maxecy,, | f(x)].

Andalogamente, si ahora f es analitica en {z : |z| > 7, 0 < r < 1} y continua en

C,.={z: |z| =r}, tomando R, en (2.32), suficientemente grande, se tiene:

Corolario 2.4.4. Sea I,,.1(f) = Z"H A;f(z;,) una formula de cuadratura con n + 1
nodos distintos sobre T y exacta en A_,,, (p+ q =n). Sea f(z) una funcion analitica en

{z: |z]| >r; 0<r <1} y continua en C, = {z: |z| =r}. Entonces

1/2
1 n+1 In
E, < M) Wil r? . L
| Epa ()] < M) [[Wasallp 1_T(ZWH%W)WHH(%RTQ))

j=1 "

con M(f) = maxec, | f(x)|.

Observaciéon 2.4.5. Téngase en cuenta que, a partir de (n + 1) nodos distintos en T,

hemos obtenido una cota superior para |E,1(f)|. Esto es, por el Teorema 2.4.2 podemos
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escribir,
| Ene1 (/)] < M) IWarilly (A + )

ntl La si-

donde el factor Wy iillp (An + 7a) depende de la eleccion de los nodos {x;,};2
guiente pregunta surge entonces de inmediato: ;Cudndo se puede afirmar que

limy, oo [|Wasttllp (An +v0) = 07 Hay que tener en cuenta que tal sucesion depende ea-
clusivamente de los polinomios {Q,} vy de los radios r y R. Ahora bien, si ¢,(z) es
el n—ésimo polinomio ortonormal con respecto a una funcion peso w(f) en el inter-

valo [—m, 7| y si tomamos como nodos {ac]}”Jrl los ceros del polinomio para-ortogonal

Xn+1(2) = on(2) + 795 (2), (7] = 1), entonces, se puede probar el siguiente resultado:

Corolario 2.4.6. Bajo las mismas condiciones del Teorema 2.3.5 se tiene que

S 1 1-s
lim sup \EnH(f)\"Jlrl < max{rs, (E) } =<1,

es decir, E,.1(f) converge a cero con velocidad geométrica.

Para los interpolantes de tipo quasi-Hermite se tiene, por (2.28), el Lema 2.4.1 y,

procediendo de igual forma que en la demostracién del Teorema 2.4.2, el siguiente

Teorema 2.4.7. En las condiciones anteriores, sea f(z) una funcion analitica en el anillo

B={z:r<|z] <R; 0<r <1< R}, entonces:
Buni(N)] = L) = T ()
< [Snsalle M(f) ((Ri) RnHT Z;Hll W,’Lﬂ(mj,j)?{;n+1(z,§’§) +
b S )

donde S, 11(z) = M; y M(f) =sup,eo |f(2)|, C=CrlJC,.

z—x1

Corolario 2.4.8. Bajo las condiciones del Teorema 2.4.7, se puede ver que

T 1
< max<{r,—p <1
= X{ R}

s B

n—oo
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Ejemplos

Sean x;, las (n + 1) raices de 7 € T, es decir, I?Zl =17, j =1,..,n+ 1. Entonces:
Qni1(z) = 2™ — 7y por tanto S,y 1(2) = (2" — 7) (2" + 22" 4 L F e+ ad).

Como [[Qually = 2. se tiene que [[Sylly < 2(n +1). Por otro lado,

— i n+1
- =
’ Tjn poa - .
a Qn+1(xj7")Q”+1(J_2) ntl j=1 ;g;flz - T 1- R2nt2
De la misma manera:

J=1

Asi pues, si I,,41 = Z?;l A, f(z;,) denota la formula de cuadratura de tipo interpo-
latorio en A_,,, (p + g = n) basada en las (n + 1) raices de 7; 7 € T, del Teorema 2.4.2

y Corolario 2.4.3 deducimos las siguientes estimaciones del error:

|Eni1(H) = |I(f) = Lnsa(f)] (2.34)
. . 1/2 L 1o\1/2 '
2M (f) ((%) o (1— 1 ) 17k () )

R2n+2

IA

Bl = L0~ a0l <230 (1) 7 () )

- 1 ~ R2n+2

siendo o(6) cualquier funcién L;—integrable en [—m, 7] tal que [" |o(6)]d6 = 1.

Por otro lado, teniendo en cuenta que el polinomio @, 1(z) = 2" — 7, 7 € T es
para-ortogonal respecto a la medida normalizada de Lebesgue, podemos deducir para la
correspondiente (n + 1)—ésima férmula de cuadratura de Szeg6, la siguiente acotacién del

error:

Bva(h)] = |10 = Tua(F)]

< 2An+ M) () wier (i) + (5D 7 ()

T
R2n+2

(2.36)

Anélogamente se tiene, por los Corolarios 2.4.3 y 2.4.4

LU =T < 20+ 000 (355) g (7 ) - 297

‘En—&—l(f)‘ =
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’Enﬂ(f) =

LD = Toa)] < 2004 0010 (55) 7 (g ) - (239)

A continuacién vamos a tomar las funciones:

sen(L) sen(z sen(z
hz) =55 R(E)="F2 4y AE) = mhees-

Con caracter ilustrativo hemos calculado (2.36), (2.37) y (2.38) (ver Tablas 1,2,3 respecti-
vamente) para varios valores de n, r y R. Hemos calculado también (2.35) para la funcién
f2(z) anteriormente definida con R = 3.8, tomando n=10 y distintos valores de p. Los

resultados se muestran en la Tabla 4. Como puede observarse de las Tablas 2 y 4, la cota

(2.37) es peor que la dada en (2.35) debido al factor 2(n + 1).

Tabla 1 (para f3) Tabla 2 (para fs)
R=3.8,r=0.55 | cotas R=3.8 | cotas
n=30 1.9561E-05 n=10 | 6.79759E-05
n=35 1.14326E-06 n=15 | 1.24785E-07
n=40 6.55299E-08 n=20 | 2.06702E-10
n=45 3.70022E-09 n=25 | 3.22984E-13
n=>50 2.06468E-10 n=30 | 4.86017E-16

Tabla 3 (para f)

r=0.55 | cotas

n=30 | 3.0288E-05

n=35 | 1.77021E-06
n=40 | 1.01466E-07
n=45 | 5.72937E-09

n=>50 | 3.19692E-10
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Tabla 4 (para f3)
R=3.8,n=10 cotas

p=0 4.892202821E-06
p=1 1.859037072E-05
p=2 7.064340874E-05
p=3 2.684449532E-04
p=4 1.020090822E-04
p=H 3.876345124E-03
p=>6 1.473011147E-02
p=7 5.597442359E-02
p=8 2.127028097E-01
p=9 8.082706767E-01
p=10 3.071428571

Como se puede observar en la Tabla 4, el mejor resultado se obtiene para p = 0. Pero
es que si p = 0 el subespacio de Laurent A_, , coincide con el subespacio P, de polinomios
de grado a lo sumo ¢ = n — 1 y sabemos que, como la funcién f5(z) es analitica en un

disco, se puede aproximar uniformemente por polinomios.



Capitulo 3

Algunos resultados sobre féormulas

de Szego

3.1 Introduccion

Las formulas de cuadratura de Szeg6, como ya hemos mencionado en el Capitulo anterior,
fueron introducidas por Jones et al. en [30] con el objetivo de aproximar integrales sobre

la circunferencia unidad del tipo

/_ " () (0)d0. (3.1)

De esta forma, si 1,,(f) = >_7_; A; f(§;) representa la n—ésima férmula de Szegd, entonces
los coeficientes {\;}7_; son todos positivos y los nodos {§;}7_; son los ceros del n—ésimo
polinomio para-ortogonal B, (z,7), (|7| = 1) con respecto a w(f), que se sabe son distintos
y estan sobre T. Ademads, tal formula de cuadratura es exacta en A_¢,_1),—1 siendo éste
su dominio maximo de validez.

En este Capitulo estudiaremos algunas propiedades y aplicaciones de tales féormulas.

Asi pues, en la Seccién 2 daremos algunos resultados sobre los polinomios para-ortogonales

65
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Bn(z,7), (|7] = 1) que nos van a permitir reducir el coste computacional de los mismos
y, en términos de la Teoria del Potencial, demostraremos que el polinomio ortogonal
®,(z) = 2" respecto a la medida de Lebesgue y su correspondiente polinomio para-
ortogonal B, (z,7) = 2" + 7, (|7| = 1) son respectivamente, el polinomio de Chebyhev y
el de Chebyshev modificado para el compacto T. Finalmente, probaremos de forma mas
sencilla, un resultado clasico haciendo uso de las férmulas de Szegé.

En la Seccién 3 y con caracter ilustrativo, calcularemos los coeficientes de la férmula
de cuadratura de Szeg6 para varias familias de funciones peso. En el siguiente Capitulo
haremos un estudio exhaustivo de las férmulas de Szegé para las llamadas funciones peso
de Chebyshev, donde calcularemos los coeficientes y nodos de forma explicita, asi como
cotas superiores del error.

En la cuarta Seccién veremos que existe una conexion entre las férmulas de tipo Gauss
para el intervalo [—1, 1], que aproximan integrales de la forma J,(F) = fjl F(z)u(x)dx,
y las féormulas de cuadratura de Szegd que aproximan integrales, ahora de la forma dada
por (3.1) cuando las funciones peso p(x) y w(f) se relacionan mediante la férmula (1.9).
Obtendremos ademas relaciones ya conocidas entre los polinomios ortogonales respecto a
w(x) v w(f) respectivamente utilizando dicha conexién. Las férmulas de cuadratura sobre
[—1,1] que vamos a considerar son las Gaussianas, las de Gauss- Lobatto y las de Gauss-

Radau que, como veremos, se deducen a partir de las de Szego.

3.2 Preliminares

Como hemos mencionado en la Introduccion, los nodos en las férmulas de cuadratura de
Szeg6 son los ceros del n—ésimo polinomio para-ortogonal B, (z,7) = ®,(z) + 7P (2),
|7| = 1 con respecto a la funcién peso w(f), donde ®,,(2) representa el n—ésimo polinomio

ortogonal o polinomio de Szegé respecto a w(f). Por tanto, el cémputo de los polinomios
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para-ortogonales B, (z, 7) estd intimamente relacionado con el célculo de los polinomios de
Szegd @,,. Como ya hemos dicho en el Capitulo 1, se conocen pocas expresiones explicitas
de estos polinomios ortogonales y en general se calculan haciendo uso del algoritmo de
Levinson (ver férmula (1.13)).

Seguidamente, y con cardcter ilustrativo, daremos algunos ejemplos de polinomios
ortogonales y para-ortogonales respecto a ciertas funciones peso e ilustraremos la dis-

tribucion de sus ceros en las Figuras 1-5.

1—72

Ejemplo 2.1: (Medida de Poisson) Tomemos la funcién peso w(f) = T oo 0T}

0 < r < 1. Como w(f) es una modificacién racional de la medida de Lebesgue, los

polinomios de Szeg6 vienen dados por ®,,(z) = 2""!(z — r) y por tanto
Bu(z,7)=2" —r2" P+ 7(1 —rz2), (|7| = 1).

Los ceros de los polinomios para-ortogonales se muestran en el siguiente gréafico para

diferentes valores del parametro r y tomando siempre 7 =1 :

Figura 1

r=0.1,n=8 r=0.3,n=5

r=0.5,n=6
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senze

Ejemplo 2.2: Consideremos ahora la funcién peso w(f) = 5

En este caso, los polinomios de Szegd se pueden computar recursivamente por el al-
goritmo de Levinson. Sin embargo, teniendo en cuenta las relaciones de recurrencia,
s6lo necesitaremos calcular los polinomios de grado par, ya que en este caso, los poli-
nomios ortogonales verifican ®o,_1(2) = 2Py, 2(z). Para los reciprocos se tiene que:

;nfl(z) = (I)§n72<z)‘

Los ceros de ®,(z) y @} (2) para n = 4,6, 8 se pueden ver en la siguiente Figura:

Figura 2

Para los correspondientes polinomios para-ortogonales de grado n = 4,6, 8 y tomando

7 = 1 se tiene:
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Figura 3

n=4 n=g

Ejemplo 2.3: Finalmente para la funcién peso w(f) = 1+2C—7‘259, los ceros de ®,(z) y

*(z) para n = 5,6,7 se muestran en la Figura 4

Figura 4

n=s n=e

y los ceros de los correspondientes polinomios para-ortogonales, ahora con 7 = —i, para

n =>5,6,7 en la Figura 5
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Figura 5

w=-1,n=5 w=-1,n=6

w=-1,n="7

A continuacion veremos que el coste computacional para el cdlculo de los polinomios
By(z,7) se puede reducir fijando un punto & sobre T y eligiendo convenientemente el valor

del pardametro 7 (en funcién de £). En efecto, se tiene la siguiente

Proposicién 3.2.1. Si & es un cero de B,(z,7,), entonces B, (2, 7,) = (2—&)Upn_1(2, V),

donde {Un_1(2z,7v)} es para-ortogonal y ¥,—invariante con respecto a ¢ donde p(6) =
€ — EPw(B), y T = —Emn.
Demostracion: Tenemos que
(Unfl('z? 7n>7 zk><p = fjﬂ Un71(6i07 'Yn)e_ikqeie - 5’2“}(6)(19
— ffﬁ B,(e,7,)e 0 (e — &)w(0)do
= [T Ba(e?,m)e HI(E — e?)o(6)do
= [T B,(e", 1,)e k0w (0)dg — &1 [T B(e?, 7,)e 0w (6)d6.

Por tanto, como B, (z,7,) es para-ortogonal, por (3.2) se tiene que:

(Un-1(2,7),2")p =0, sil <k <n-—2
(Un-1(2,70), D = =§ (B2, 70), 1) # 0 (3.3)
(Un—l(z77n)a Zﬂil)tp = (Bn(Zan)v Zn)w # 0.
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Ahora bien, {B,(z,7,)} es una sucesiéon de polinomios 7,—invariantes y, por tanto,

B (z,7,) = TnBn(z, 7). Asi pues, por un lado, tenemos

By(z,1) =2"Bu(1/Z,7) = Zn(% - f)Unfl(%a”Yn)

(3.4)
= % n_1(2,7n)
y, por otro,
ToBn(2,7) = Tn(z — E)Un-1(2, 7). (3.5)
Entonces
Un-1(2,70) = (=€Tn)Un-1(2, n)- (3.6)

En consecuencia, queda probado que U, _1(z,7,) es para-ortogonal y 7, —invariante

con respecto a ¢, donde 7, = —£7,, y podemos escribir
Un-1(2,7m) = ®n1(2) + 1)1 (2) (3.7)
donde ®,,_; es el n—ésimo polinomio de Szegd con respecto a . [

Observacién 3.2.2. Si

cr = / e y(0)dl, keZ

—T

son los momentos asociados a w y
7r .
by, = / e *p(0)dh, ke
—T
los asociados a @, entonces es facil comprobar que se verifica la siguiente relacion entre

ambas familias de momentos:

1
b = 2¢;, — =Ci—1 — ECh1-

§

Ahora veremos que cualquier complejo & sobre T es cero de algiin polinomio para-

ortogonal. En efecto, vale la siguiente
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Proposicién 3.2.3. Sea & un numero complejo sobre T, entonces podemos encontrar T,

(en funcion de &) tal que & es un cero de B, (z,7,).

Demostracion: Como B, (z,7,) = ®,(z) + 7,9} (2) entonces

y ®,,(£)
B,(& 1) =0 s 7, =—
(&) 230
pero ya que |¢| = 1, (&) = €D, (1/€) = £"P,,(€) por tanto 7, = —53;7(5()5). Téngase en
cuenta que ®,,(£) # 0 ya que los ceros de ®,, estan en D. |

Observaciéon 3.2.4. Una vez que £ € T ha sido fijado en la Proposicion 3.2.3 como cero
de B, (z,7,), con el fin de calcular este polinomio, serd suficiente computar recursivamente

Un-1(2,7), que es un polinomio de grado n — 1, por el algoritmo de Levinson.

En la Proposicién 3.2.3 cuando tomamos £ = 1 se puede determinar una férmula de
cuadratura de Szeg6 de forma que uno de los extremos del intervalo de integracion sea
nodo en la formula de cuadratura.

Por tanto, se puede ver que la dependencia de las férmulas de cuadratura de Szegd con
respecto al parametro 7 nos permite fijar uno de los nodos y la férmula sigue teniendo el
maximo dominio de validez A_¢,_1)n_1.

Estas ideas estan intimamente relacionadas con el problema de construir formulas de
cuadratura con el maximo grado de precisién con nodos prefijados en intervalos [a, b] de
la recta real. Las dos reglas mas comunes de este tipo, son las conocidas féormulas de
Radau y de Lobatto. En la proxima Seccién veremos que existe una conexion entre las
formulas de Szegd sobre la circunferencia unidad y las férmulas de Gauss, Gauss-Radau

y Gauss-Lobatto sobre el intervalo [—1, 1].

Observacién 3.2.5. Por las formulas de recurrencia en las que se basa el algoritmo

de Levinson ([6]), podemos deducir que si los coeficientes de reflexion §, := ©,,(0) son
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reales entonces ©,(z) tiene coeficientes reales. Si tomamos & = 1 en la Proposicion 3.2.3,

@, (1
Pn(1)

—

para T, se tiene T, = — = —1 para cada n = 1,2, ... También obtenemos la misma

conclusion si la sucesion de momentos {cx} % es real. Por tanto, seria conveniente buscar

condiciones suficientes para que la sucesion {c,} % sea real.

En primer lugar, sabemos que
Ck = /_7T e *y(0)do = /_7T w(0) cos kOdO — i /_7r w(f)senkddd, k€ 7.
Entonces, si suponemos que w satisface w(f) = —w(2m — ), se tiene
/_7T w(@)senkddd = 0, k € Z,
y la sucesién {c} 7% es real.
Supongamos ahora que p es una funcién peso positiva en el intervalo [—1, 1]. Entonces

podemos definir una medida w en [—7, 7| de la siguiente manera:
w(f) = pu(cos ) |send| (3.8)

y como ya hemos visto en el Capitulo anterior, la correspondiente sucesion de momentos
{cx} T es real.

Por otro lado, la férmula (3.8) nos va a permitir motivar y extender a la circunferencia
unidad, ciertas propiedades que se dan para los polinomios ortogonales en el intervalo
[—1,1] del eje real. Asi pues, sabemos que si p(z) = \/1%7, el correspondiente polinomio

ortogonal de grado n respecto de u es el n—ésimo polinomio de Chebyshev de primera

especie T,,(x) = 5 cos(narccos z) el cual satisface la siguiente propiedad: ([34, p. 28])

I Tlli—1 gy 7= max [Tn(@)] < [Pl (3.9)

z€[—1,1]

siendo P un polinomio moénico arbitrario de grado n.
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Para u(x) = ﬁ y por la férmula (3.8), la correspondiente funcién peso en T es
la medida de Lebesgue para la cual sabemos que ®,(z) = z" es el n—ésimo polinomio
moénico de Szegd. Escribiendo: fn(z) = 2" se tiene el siguiente resultado analogo a la

férmula (3.9) :

n

Teorema 3.2.6. El polinomio fn(z) =2z", conn > 1, es el unico que satisface

[ Tollr = max | T, (2)| < || Pllr
z€T
para todo polinomio monico P de grado n.
Demostracion: Sea P, (z) un polinomio monico de grado n. Entonces podemos escribir
Pu(2)=2"+ ann 12"+ .+ Quiz + ang, an; €C, j=0,...,n—1.

Como ||T,||r = 1 veremos que || P,||z > 1. Supongamos que ag # 0, caso contrario se
tendria:

P,(z) = 2(2"M 4+ an1)

y harfamos todo el andlisis para el polinomio @, (z) = 2" ' + ... + a,1.
Existen dos posibilidades para a,, o:

Si |ano| > 1 entonces, por el Teorema del Médulo Maximo
1Pnllr = max[Pu(2)] > |Fu(0)] = [ano| = 1.

Supongamos ahora que 0 < |a, 0| < 1, entonces podemos escribir
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y
rilea%|P (2)| = ]ano\mea% aio —i—it’—t:;—%...#—ﬁ zi” .
Si Q(w) = Klo + fwnsl® o+ % + w" y haciendo uso otra vez del Teorema del
Modulo Méaximo, se tiene,
i | P(2)] = anol max Q)] = [anol mesx | Q(w) O = =1

Demostremos ahora la unicidad:

Sea P,(z) un polinomio ménico de grado n tal que
P,(z) = 2" +an7n_1z”_1 +..Fap1z+an an; €C, a,,; #0paraalginj=0,..,n—1

Dado que [|P,|lr > 1, tenemos que ver que ||P,|[r > 1. Por tanto, supongamos que

| P.|lr = 1. Sin pérdida de generalidad, podemos también suponer que a, o # 0 y tenemos

a
1= max| P ()] = Jano| max |Q(w)] = fanol max|Qw) (0)] = H 1.
lo cual es una contradiccién. [ |

Por otro lado, un resultado similar al dado en el Teorema 3.2.6 se puede obtener para
el correspondiente polinomio para-ortogonal respecto a la medida de Lebesgue. En efecto,

se tiene el siguiente

Teorema 3.2.7. Sea P(z) un polinomio monico de grado n con todos sus ceros sobre T,

es decir,

M
'.:13
—
l\l
|
Q
Q
S
<
|
—_
<
I
—_

Entonces ||P||r = max,er |P(2 )| > 2. Ademas, si |Pllt = 2 entonces el polinomio P es

de la forma P(z) = z" + 1,, siendo T, un nimero complejo de mddulo uno.

Demostracion: Supongamos que ||P|lr = max,er |P(2)| = r < 2. Podemos escribir

P(z) = 2"+ an_12" "+ ...+ a1z + ag
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y entonces se tiene que

ag = (—1)”ﬁaj siendo |ag| = 1.
j=1
Definamos ahora, Q(z) = —22" entonces |Q(z)| = 2 para todo z € T. Como |P(z)| <
|Q(z)] para todo z € T, por el Teorema de Rouché, (ver [16, p. 125]), podemos concluir
que el polinomio S(z) = P(z) + Q(z) tiene n ceros en D.

Ahora bien, S(z) = —2" + a,_ 12" ' + ... + a1z + ag. Sean 7, ...,7, los n ceros de S,

entonces

n

Sy =[Je-m) ="+ +=D)"][w <L i=1..n

j=1 j=1
Por otro lado, como S(0) = ag, se tiene que (—1)"*'J["_,v, = ao y, por tanto,
=1 1]
[T}—, [7;] = lao| < 1 lo cual es una contradiccién.

Supongamos que || Pt = max,er |P(2)| = 2. Sabemos que |ag| = 1. Supongamos, en
primer lugar, que ag = 1, entonces

P(z) = 2" +1+q(2)

donde ¢ es un polinomio de grado a lo sumo n — 1y ¢(0) = 0.
Sea q(z) = Z;:ll ¢;j7’. Si tomamos & = o5 y si consideramos & para k =0,...,n — 1

tenemos que:
P(E") =2+ q(€") = 2+ R(q(¢")) +iS(q(€")) k=0,..;n - 1.

Entonces,

R(g(€5) = R(P(EF) —2 < |P(EF) -2 <0.

Por tanto, R(¢(¢%)) <0 k=0,...,n — 1.

Por otro lado,
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Pero,
n—1 P
) é(n—l)aéfy -1
6'7 k - = 0
;( ) 71

Entonces 27— R(q(€*)) = 0 y como consecuencia R(g(£%)) =0, k=0,..,n — 1.

Ahora podemos escribir

Por tanto

[P(EM)] = VA + (S(P(EM))? < 2.
Entonces, (S(P(€¥)))2 <0y S(P(E*) =0 k=0,...,n—1, por lo que q(¢*) =0, k=
0,...,n — 1. Como ¢ es un polinomio de grado n — 1 y como & # £F si j # k, se tiene que
g = 0 como queriamos demostrar

Supongamos ahora que ag # 1, entonces

2" A1, a
Pn(z):ao(——i-—lz 1+...+—12+1).
Qo Qo Qg

Sea « una raiz n—ésima de ag, es decir, o™ = ag, entonces

Po(z) = aq <<§>n + af; G)n_l o+ ail_l (2) + 1) .

aj
a7

Tomando x = £ y b; =

= 7 =1 ...,n, se tiene

P(z) = ap (xn -+ bn_ll'n_l + ...+ b1I —+ ].) = aof)(f).
Observar que cuando z € T, entonces z € T y por tanto
[Pllr = [IPllr = 2.

Ahora podremos trabajar con el polinomio ]5(2) = 2"+ b, 12" P+ . 4+ bz+ 1.

Hemos visto que b; =0 j=1,...n—1porloquea; =0 j=1,...,n— 1.
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Finalmente, se tiene que

P(Z):CL0<Z—+1> :Zn+CLO.

Qo

Observacion 3.2.8. En realidad, el Teorema 3.2.7 es ya conocido. Se puede ver en [46,
p. 353, Teorema 2/. Sin embargo, aqui hemos incluido una demostracion que conside-

ramos mdas sencilla que la dada en dicha referencia.

Los Teoremas 3.2.6 y 3.2.7 guardan relacién con algunos conceptos elementales de
la Teoria del Potencial. Con el fin de establecer dicha relacion, definiremos, para todo

compacto E de C :

AL (E) = _max H |z — 2.
1<4,5<n
L7

A A, (E) se le denomina Didmetro transfinito. Entonces, la capacidad logaritmica de E

se define de la siguiente manera: (ver por ejemplo [52], [4])

Cap(F) := lim (An(E))ﬁ

n—oo

Por otro lado, sea

y definamos:

my(F) = inf{||p||g : p € Pn}

Fin(E) = inf{||p|ls : p € My},
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Ademas, el infimo en tales definiciones es realmente un minimo y los polinomios para

los que se alcanzan dichos minimos, son los llamados polinomios de Chebyshev y los
polinomios de Chebyshev modificados para E respectivamente.

Por otro lado, los niimeros

3=

((E) = lim, o (mn(E)n y J(E) = lim, (1, (E))s

son, respectivamente, las llamadas constantes de Chebyshev y constantes modificadas de
Chebyshev asociadas a E, y se sabe que

Cap(E) = p(E) = fi(E).

Supongamos que F = T. Entonces por Teorema 3.2.6,

My (T) = inf{{|pllz : p € P} = [[2"[[r =1

y por el teorema 3.2.7,

M (T) = inf{||pl|lr : p € M} = [|2" + Tullz = 2.

Entonces

(T :=limy oo 1w =1, Ji(T) := limy, o 2 = 1.

Por tanto, se concluye que

Cap(T) = u(T) = J(T) = 1.

En este sentido cabe recordar que Cap(E) = Cap(OF) y que Cap(D,) = p, donde
D,={z€C:|z| <p}.
En resumen, hemos visto que el polinomio 2" representa el polinomio de Chebyshev de

grado n para T mientras que z" + 7,, 7, € T, es el polinomio de Chebyshev modificado
para T.
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Para finalizar esta Seccién consideraremos algunas aplicaciones de las férmulas de
Szeg6. Se sabe, (ver [28]) que los coeficientes de la férmula de cuadratura de Szegd
respecto a la medida normalizada de Lebesgue % vienen dados por A\; = %, 7=1,...,n.

Entonces, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.2.9. Sea f una funcion analitica en D y continua en T. Sea {7,} una
sucesion de mimeros complejos sobre T y {&;n}j—, las raices n—ésimas de 7,, n = 1,2, ...

Entonces,

n—oo N <

lim — 37 f() = £(0).

Demostracion: Por la férmula integral de Cauchy, f(0) = ﬁfT @dz. Siz = ¢

se tiene que f(0) = fjﬂ f (ew)%. Haciendo uso de la convergencia de las férmulas de

cuadratura de Szegé (ver [10]), podemos escribir
RS N
F0) = Tim D A f(&in) = lim —> 7 f(€).
j=1 j=1

|
Otra de las aplicaciones de las formulas de Szegd viene dada en la siguiente Proposicién
en la que se obtiene directamente un resultado clasico que tiene que ver con la interpolacion

de polinomios trigonométricos (ver por ejemplo [55]).

Proposicién 3.2.10. Sea T'(6) un polinomio trigonométrico de grado n y 01,0s, ..., 02,1,

(2n + 1) puntos equidistantes en el intervalo [—m, ). Entonces

2n+1

| mreras =y [r60rse. a6 -

- k=1

27
2n+1

Demostracion: Consideremos las formulas de cuadratura de Szeg6 con (2n + 1) nodos

para una funcién peso w(f) en [—m, 7. Entonces, si z = €¥, podemos escribir

2n+1

/ " R(2)w(0)d0 = STAPTHIRETY),

-T k=1
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para todo R € A_y, 9,. Sean P, () € Py,. Si z = e’ tenemos

2n+1

/ P(Z)Wz)w(@)d@ — Z )\](CQnJrl)P(§£2n+1))Q(€](€2n+1)).
- k=1
En particular,
T 2n+1
/ |P(Z)]2w(«9)d9 — Z >‘1(c2n+1)|P< ](€2n+1))|2.
o k=1

Como T'(f) es un polinomio trigonométrico de grado n, podemos escribir,

T(0) = Z(aj cos j0 + bjsenjf) = 2 "P(z), z = "

=0

siendo P(z) un polinomio de grado 2n. Por tanto, |T(0)|?> = | P(z)|*>. Tomando w(f) = =~

27
se obtiene
e 2n+1 o
T(0)|%dh = T0)?PAb,, A, = .
[ roran =3 ronran, an =55

3.3 Ejemplos ilustrativos

En esta Seccién, y con cardcter ilustrativo, calcularemos los coeficientes de la formula de
cuadratura de Szeg6 con respecto a las funciones peso de tipo Jacobi dadas por (1.12),
tomando en dicha formula p = a+1/2y g = [+ 1/2 con p y ¢ dos enteros no negativos,
es decir,

w(@) = (14 cos@)P(1 —cos ), p,q € Z,p,q > 0. (3.10)

Como hemos ya mencionado, el error en la formula de cuadratura de Szegd respecto a
una funcion peso w, se puede escribir en términos de la diferencia entre la transformada

de Herglotz- Riesz y los aproximantes modificados para dicha funcién peso, es decir,

F,(z) — Ru(z, 7).
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En este sentido computaremos dicha diferencia con respecto a las funciones tipo Jaco-
bi dadas por (3.10), asi como para ciertas modificaciones racionales de la medida de

Lebesgue:
B 1
27 [h(e)|*

donde h(z) = H;C:l(z —qj) con |ay] <1, 1<j<k.

w(0) (3.11)

Para el caso particular en el que tengamos la medida de Lebesgue, w(f) = i, de-
duciremos una cota superior para |F,(z) — R,(z,7,)| que compararemos con las cotas
dadas en [33]. Al propio tiempo utilizaremos dicha estimacién para dar una cota superior
del error en la formula de Szeg6 respecto a la medida de Lebesgue y la compararemos con
el valor exacto para varios integrandos analiticos.

Supongamos que w viene dada por (3.10). Entonces si B,(z,7,) es el n—ésimo poli-

nomio para-ortogonal respecto a dicha funciéon peso y {gj,n}?:l son sus ceros, podemos

escribir
Bn(z Tn) ol (‘) .
—n\ n) dij 2t 3.12)
Z = S ;0 (

donde dgj ), 1 =0,...,n—1 se pueden calcular facilmente utilizando el algoritmo de Horner.
Haciendo uso de la formula (1.30), tenemos que los coeficientes {A;,}}_; de la formula

de cuadratura de Szego respecto a la funcién peso w, vienen dados por:

Ajn =

T 10 _ p q
: / Dol ) (L= cosOP U+ o8OV gy j—1,.m.

B (z,71,) J_, €9 =&, 2r

Sea z = € entonces, podemos escribir

2 2P

(1 —cosh)P = (_w)p — (_1)pw

y, de la misma forma,

2z - 2474

(14 cosf)? = (W—Hl))q M
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Por tanto,
Bnaj’rn —1P$_12p1 J:2q
Ajm - (5] nsTn) fT T— gﬂ,)( )257+q12:+q(+j— ) dx
= 5w les(@=0) j=1,..n
Sea
2 2q .
(=1)P(z —1)% = Zipzo(_l)p—i-k Py (14 2)% = ?io o
g J
Entonces,
2 52 p 2q |
(1) (x = D)*(A+ )% =357 35, (=1)P** itk
k j
= 22P+2q b
donde
i 2p 2q
bi:Z(—l)P+k 0ot
k=0 L ik

Entonces, haciendo uso de (3.12), se tiene

—1)P(2—1)2P(14x)24B,, (z, 7 2p+2 n—1 ;(4) 4
(=1) (ﬂgﬁg(;gm) @m) — 1 (Z]”Z gy ) (Zizo dfﬂ)x)

_ 2p+2q+n—1 j) i
= xp+q+1 Z i Ly

donde
D= "bd?, i=0,..2p+2+n—1.
Por tanto,
p+q )
Res(z = p+q Z b dp]+q k
y
€)
1
Nin = i G =1L

2p+an (gj,n ) Tn)

En otra palabras, hemos probado la siguiente

83

(3.13)
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(1—cos )P (14cos 0)2
2m

Proposicién 3.3.1. Sea w(f) = , 0 € [0,21] una funcion peso con

p,q > 0, p,q € Z. Entonces, los correspondientes coeficientes {)‘j,n}?:l de la formula

de cuadratura de Szegd vienen dados por

(J)
p+q

Aip =
B (&, )

j=1,..n

donde B, (z,7,) es el n—ésimo polinomio para-ortogonal con respecto a w(f), siendo

Ein J=1,...,n sus ceros y cgzq como en (3.13).

Por otro lado, sabemos, por la férmula (1.38), que el error en la férmula de cuadratura

de Szegd con respecto a una funcién peso w, se puede expresar en términos de la trans-

An(z,7
BH 7| =1

formada de Herglotz- Riesz F,(2) y el aproximante modificado R, (z,7) =
donde B, (z,7) es el n—ésimo polinomio para-ortogonal con respecto a w 'y A,(z,7) su
polinomio asociado. Ademas de dicha expresién del error, se puede deducir una cota

superior que viene dada por (ver féormula (1.39)):

Uy ' §EF}>/|F Rz, 7| 1d2].

Con el propdsito de calcular la diferencia F,(z) — R,(2,7,), usaremos la siguiente

1
B = 4= (max(|

representacion integral: (ver [28])

9 ™ e—z(n l)GBn(eiO T )
E — = , ~ 2 w(6)do 14
D)= Ruem) = g [ e, (14

para varias elecciones de la funcién peso w que se mostraran en los siguientes ejemplos:
Ejemplo 3.1: Consideraremos, en primer lugar, las modificaciones racionales de la
medida de Lebesgue dada por (3.11).
En este caso, B,(z,7,) = 2" *h(z) + 1,h*(z) y por férmula (3.14) se tiene que

—i(n—=1)0pi(n—k)p (oi0
Fw(z) - Rn(Z; Tn = Bn(z Tn) fﬂ 2 0, (e )27r|h[(1§i9) 2

27, 2" fﬂ- e—i(n—1)0 gi(n— k)h*( ) do
5. 7= (e

(3.15)
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Pero
h(eie) _ (71)keik6 h*(ew) _ eikt
|n(e®) > o H?:l(ew_%}.) Y |n(ei0) S I (e—ay)”
Por tanto,
. _ 2(71)]{32’1’1 L T eiG
Fw(2> Rn(Z, Tn) T aapBa(z,ma) 21 J =7 (eif—z) H§:1(ew—%j)d9 (3 16)
R do
By (2,m) 21 J =7 ei(n—k—1)6 (i _3) H?Zl(eig—aj) '
Si x = €% entonces,
Fw(Z) i Rn(Z, Tn) _ 2(—1)k2" dzx do

T 0% Bn(z,mm) 27 Jr (z=2)[1f_y(z—2)

) (3.17)
+ 22"

J‘ dx
Bu(zm) 27 IT gnh(a—2) [[F_, (s—ay)

Si |z| < 1 entonces

_ 2=k —
Fw(z) - Rn(’z?Tn) - WBH(ZJH)R&S(:U - Z) (318)
—l—BiT(*Z:n) (Res(x = 0) + Res(x = z) + Z§:1 Res(z = «j)).
Para la primera integral se tiene que Res(z = z) = % Para calcular el residuo

en x = 0 se tiene que

1 _ A A A
(z—2)(z—ai)...(z—ak) 0 + T— ({u +ot T— (I;k
= Z;io_ <Zg+1 + J+1 + ...+ g+1)
Entonces
1 > A A A ,
: -y (.—+01+ L )
ek —2)[To(z—ay) 2 oy’ oy’
donde Ay =

Res(zx =0) = — (Z — ! + ! ) .

= o oy =2k (ay)  2TMR(2)

Para los residuos en x = z y * = «; j = 1,.., k tenemos lo siguiente:

Res(z = z) = ﬁh(z) Res(z = a;) = m
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Por tanto, Res(x = 0) + Res(x = z) + Z?:l Res(x =a;) =0y

_1)kyn
Fo(2) = Ru(27) = s es(z = 2) (3.19)

_ 22™
T b (Z)Bn(zv‘rn) ’

Por otro lado, si |z| > 1, entonces

F,(z) — R,(z,7n) =0+ BiT(';ZTn (Res(x = z) + Z | Res(x = a;)

(3.20)
_ — 27, 2
" h(2)Bn(z,mn)"
Por tanto
*L S1 |Z’ < 1
Fw(z) - Rn(Z; Tn) = " (Z)Bn(:ﬁn) (321)
= si|z] > 1.

=TT, e =1y w(6) = £, que

es la medida de Lebesgue. En este caso sabemos que B, (z,7,) = 2" + 7, y para (3.21) se

Si a; = 0 para todo j = 1,..., k, entonces ‘h(e o)

tiene
2z |z| <1
F,(2) — Rp(z,7) =4 7™ (3.22)
ZZZTT:R si|z] > 1.

Ejemplo 3.2: Vamos a tomar, como segundo ejemplo, otra vez la funcién peso dada
por (3.10). Si hacemos = = €% en (3.14), para |z| > 1, se tiene que

o (=1)P(x—1)2P(14+2)29 By, (z, Tn)d
- Bn (z,mn) 27r T 2P+qx1’+q+”(m z)

- B7L(27Tn)Res(fZ, 0)

F,(z) — R.(z,mn)

dOIlde fz([L‘) = (-1)?(23_1)217(1_’_1.)2an(xﬂ_n)‘

2p+qpptaq+n (z—z)

Sea By (z,7,) = >

-1 @;x?, podemos expresar f,(z) en la forma

2p+2q+n

k
= — CL.l
20+q rpt+q Z k

k=0

con

P 2 2
C = ijak,j = Z Z(—l)erk b . 1 Qp—j
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donde k =0,..,2p+2¢+nya; =0sij>no6j<0.

Como

1 1 _j
- =—2 ;o 7, por tanto

oo 2p+2q+n

E E —Ck pItk—n—p—q
2p+qZJ+1
J=0 k=0

Entonces, Res(f.,0) = Y /10" —phatet,

Supongamos ahora que |z| < 1. Entonces, dado que

Fu(2) = Rul27) = —(Fu(2) — Rn(%,m)). (3.23)

Z
podemos deducir la siguiente expresion:

Zp totn Tzl s fz] <1

F,(2) — Ru(2,7) = n(zimn) (3.24)
LS Gt o] > 1.
Como caso particular, si tomamos p = ¢ = 0 entonces w(f) = % que es la medida

Lebesgue y
k
Cp = ijak_j =ar, k=0,...,n
5=0

El n—ésimo polinomio para-ortogonal viene dado por B,(z,7,) = 2" + 7,, y como

consecuencia B} (z,7,) = 1+ 7,2". Entonces

2 p+g+n -] .
= N, st |zl <1
Fu(z) = Ra(z,7,) = ¢ e =m0 § (3.25)

z;iz:n Z?:O a"_j% s1 |Z| > 1.

Pero a,, =1,a0 =7, ya; = 0,5 = 1,...,n — 1. Por tanto, volvemos a obtener

Fu(z) = Ralzm) =4 7 (3.26)
S st [z > 1

Con el fin de dar una estimacién del error en la formula de Szegd, definimos una cota

superior Cy para |F,(z) — R,(z,7,)| que viene dada por

C; = max |F (2) — R.(z,7,)|, z=7re? r>0. (3.27)

0<0<2m
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Compararemos dicha cota superior con las cuatro cotas superiores dadas en [33] y a

las que denotaremos por Cy, k = 1,2,3,4. Dichas cotas, para |z| < 1, vienen dadas por

C, — 2|2["0 171 (1=18;1*) (11 +7ngn (2) |2|*|+|2|[14Tngn (2)])
2= 127, (2)[?) (1=[2[2gn (2) ) [1+7ngn (2)]|
Co — 2|2 60 TT7—1 (1—16,1*) (1+]2])
3 7 125 )P (1-T2gn )1+ Tngn (2)]
C, = 2|2[" 80 (|14Tngn (2) |2 +]2[|1+7ngn (2)])
(1=1z[*)[1+7ngn(2)]

(3.28)

8[2|"
1—|z]?

05:

D, (2)
7%.(2)

demuestra que las cotas satisfacen Cy, < Cy < C5y Cy < Ch.

donde g,(2) =

y siendo d; con 0 < j < n los coeficientes de reflexién. En [33] se

A partir de ahora supondremos que 7, = —1 para todo n.
Tomemos de nuevo la medida de Lebesgue. Entonces, en este caso, las cotas vendran

dadas por

2 n
C, = |2|

1—|z|™

O — 20m 1=z 22+l -2
2= TR

_ __2[z"(A+]z])

Cs = - (3.29)
_ 202122 2] [1=2"))

Ca= (1—[z[%)[1—2"]

Cs = SIZ‘nz

A continuacién haremos una comparacién entre las cotas dadas por (3.29) para varios

nimeros complejos z con |z| < 1. Los resultados se pueden ver en las siguientes Tablas:

z=0.540.51 n=3 n=>os n=_y§

Error exacto | 0.5547001 | 0.3123475 | 0.1333333
Cy 1.0938363 | 0.4294744 | 0.1333333
Cy 1.2030698 | 0.5916880 | 0.2179807
Cs 1.2625766 | 0.6093835 | 0.2381385
Cy 2.2557559 | 1.1648858 | 0.4351100
Cs 5.6568H42 | 2.8284271 1
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z=-0.8 n=>»s n="7 n=_8

Error exacto | 0.4936129 | 0.3467183 | 0.4031880

Cy 0.9747739 | 0.5307332 | 0.4031880

Co 1.2041689 | 0.7499063 | 0.6398581

Cs 1.2041689 | 0.7499063 | 083824595

Cy 3.1150529 | 2.0244399 | 1.7453653

Cs 72817777 | 4.6603377 | 3.7282702
z=0.51 n=3 n=>»s n=_8

Error exacto | 0.2480694 | 0.0624695 | 0.0078431

Cy 0.2857142 | 0.0645161 | 0.0078431

Cy 0.3746540 | 0.0937442 | 0.0117417

Cs 0.3969111 | 0.0951916 | 0.0117877

Cy 0.4975874 | 0.1249618 | 0.0156556

Cs 1.3333333 | 0.3333333 | 0.0416666
z=-0.11 n=2 n=3 n=>»s

Error exacto | 0.0198019 | 0.0019999 | 0.0000199

Cy 0.0202020 | 0.0020202 | 0.0000200

Cy 0.0218039 | 0.0021999 | 0.0000219

Cs 0.0218039 | 0.0022002 | 0.0000220

Cy 0.0220242 | 0.0022222 | 0.0000222

Cs 0.0808080 | 0.0808080 | 0.0808080

89
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Como se puede observar en las tablas: C; < Cj, j =2,...,5.

Finalmente, para concluir esta Seccién, haremos uso de la férmula (1.39) para dar
estimaciones del error en la formula de cuadratura de Szeg6 1:;( f), siendo f una funcién
analitica en un dominio GG que contenga a T. A tal efecto, utilizaremos la cota superior
.

Tomaremos de nuevo w(f) = 5= (medida de Lebesgue), entonces, para 7, = —1,

acabamos de ver que,

o sz <1
Oy = (3.30)
|z| > 1.

Obsérvese que f1(z) es analitica en el dominio G = {z € C: |z| > r, 5 < r}. Para f5(2)
tomaremos G = {z € C : |z|] < r,1 < r < 2} y para f3(z) consideraremos el dominio
G={z€C:|z| <rr>1}. Enlo que sigue I' denotard la frontera de G.

1

En primer lugar, para fi(z) = =7

fi(z) er
max = :
zel | 2z r(r—s3)
y por (1.39) podemos escribir
BNl < smpmy Jr Fo(z) = Bal(z, —1)] |dz|
er 2‘Z|n
S ir fr 1-|z |n|dz|
e% m o gpntl
- ﬁr(r_%) JZ, Ao

__rter

(r—3)(1=r")’

Sea h,(r) = —5H¢— A continuacién calculamos el minimo de esta funcién (en la
==

variable r) para diferentes valores de n obteniéndose la siguiente Tabla:
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n | Error Exacto | minimo hon(7)

10 | 0.0144451 r=0.552199 0.0879543

20 | 0.000014 r=0.52560733 | 0.000677

25 | 4.404227E-7 | r=0.52039 0.0000271244

Para la funcién fo(z)

y, por tanto,

2
=
I

En este caso, h,(r) = (

_ e
= .— tenemos que

zel

IN

1 e’

e?"

f7r 2r de

Ar r(2—r) J—m rn—1

= T

eT
2—r)(rm—1

ﬁr@eir) fl" |F"J(Z) - RTL(27 _1)| |dZ|

1 e 2
ET(S—T) Jr \z|n—1|dz|

R ahora la tabla viene dada por:

Error exacto

minimo

hn (1)

10
20

25

0.0036114
0.00001409

1.101055E-7

r=1.78371
r=1.89531

r=1.91695

0.0846663
0.00017767

0.0000070455

Finalmente, para la funcién f3(z) = e* podemos escribir

91
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y entonces

N
=
| /\

4W r j}‘}? ( 7__1>”d2’
e Jr |z|371|dz|
=5 )0 Fdo

wrh—

IN

e’

rn—1°

Ahora h,(r) =

rf:1 y se tiene la siguiente Tabla:

n | Error exacto | minimo hon(7)

10 | 2.75573E-7 r=10 2.20265E-6
20 | 4.11031E-19 | r=20 4.6269E-18

25 | 6.44695E-26 | r=25 | 8.10703E-25

A partir de estas tres tablas se puede apreciar la “bondad” de las cotas de error,
constatandose numéricamente que se acercan bastante al error exacto para cada uno de

los integrandos.

3.4 Aplicacion al intervalo [—1, 1]

En esta Seccién analizaremos otra de las aplicaciones de las formulas de Szeg6. En efecto,
estableceremos una relacién entre las féormulas Gaussianas para el intervalo [—1, 1], que
aproximan integrales de la forma J,( f F(z)u(x)dx, y las féormulas de cuadratura
de Szegd que aproximan integrales, ahora de la forma, I, ( f f(e?)w(8)dh, cuando
las funciones peso p(z) y w(#) se relacionan por la férmula (1.9). En tal sentido, si tomamos

242!

z=elyqx=2=2 5— = cos ), podemos escribir

/_ F(z)u(x)dx = —/ F(cos 8)pu(cos 0)senfdb.

1 -
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Por otro lado, si { = —#, se tiene que

/_ F(z)p(x)dx = /O7r F(cos ¢)p(cos ¢)sendC.

1

Por tanto,
2 f_ll F(x)p(zx)de = — fir F(cos 0)u(cos 0)senfdb+
+ fO7r F(cos ¢)p(cos ¢)senld¢
= 7 F(cosf)u(cos 0)[send|do,
o lo que es lo mismo
/ | Fla)u(e)d = / " F(e)w(0)db (3.31)
-1 —
donde f(e?) =1F <%) = 1 F(cos?).

Dada la simetria de la funcién peso w(f), los momentos trigonométricos {c;} son
reales y, por lo tanto, también lo son los coeficientes de los polinomios de Szegé ®,,(2).
Para que los coeficientes de los correspondientes polinomios para-ortogonales B, (z,T) =
®,,(z) + 7P%(2) sean reales, debemos tomar 7 = £1. Para tales valores de 7, los ceros
{¢;}i=1 de By(z,7), que sabemos son distintos y estan sobre T, cumplen también cierta
simetria en el sentido que aparecen en pares conjugados o son reales (z = £1).

Tomemos en primer lugar 7 = 1. Entonces, como ®,(1) = ®:(1) # 0, (recuérdese
que los ceros de ®,(z) estan en la regién |z| < 1y los de @ (2) por tanto estdn en la
regién |z| > 1) el punto z = 1 no puede ser un cero de B,(z,1). Asi pues, para n par,
todos los ceros de B,(z,1) estan sobre T en pares conjugados. Si por el contrario n es
impar, el inico cero real es z = —1 y los (n — 1) ceros restantes aparecen sobre T en pares
conjugados.

Si ahora tomamos 7 = —1, claramente el punto z = 1 es un cero de B,(z,—1) =
®,,(2) — P! (z). Para n par el punto z = —1 seria también un cero (observar que ®,,(—1) =

¥ (—1)). Si n es impar, el punto z = 1 es el tnico cero real. En ambos casos, los restantes

ceros aparecen en pares conjugados sobre T.
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Teniendo en cuenta si n es par o impar y los valores del parametro 7 que elijamos (7 = 1
6 7 = —1), las correspondientes n—ésimas férmulas de Szegé adquieren una determinada
expresién. En efecto, supongamos que I,(f) = > 7 A;jf(§) es la n—ésima férmula
de Szegd respecto a w(f). Entonces, sabemos, por la férmula (1.30) que los coeficientes

{\j}j=; vienen dados por:
1 An(&,7)
2; By, (&, 7)

donde A, (z,7) = Q,(z) — 7Q%(2), siendo Q,(z) el n—ésimo polinomio asociado a ®,,(z).

A= —

Si 7 = +£1 entonces, tanto A, como B, tienen coeficientes reales.
Por otro lado, si denotamos por Xj el coeficiente en la férmula de cuadratura I,(f)

correspondiente al nodo Ej, siendo §; un cero de B, (z,£1), entonces se tiene que

Como A; > 0, se tiene que \; = Xj = ;. Asi pues, hemos probado la siguiente:

Proposicién 3.4.1. Sea w(f) una funcion peso simétrica en el intervalo [—m, | y sea
L(f) = Y0y Aif (&) la n—ésima formula de Szegd respecto a w(f) donde sabemos que
los nodos son los ceros del polinomio para-ortogonal By(z,7), |7| = 1. Entonces
(1) SiT=1 se tiene
(a) Sin es par: L(f) = 725 0 (F(&) + F(E))) -
(b) Sin es impar: I,(f) = A" f(=1) + V20 (F(&) + £E)) -
(2) SiT=-1
(a) Sin es par: L(f) = AT f(1) + A7 f(=1) + 5220 (£&) + F(E))) -
(b) Sin es impar: I(f) = M (1) + V20 (F(&) + f(E;)) . donde todos los

coeficientes AT, A7 y \; son positivos.

Observacion 3.4.2. Conviene senalar que debido a la simetria de la funcion peso w(0),

solo tendremos que calcular la mitad de los coeficientes y nodos en la formula de cuadratura
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de Szego.

Haciendo uso de la conexion que existe entre los polinomios ortogonales sobre el inter-
valo [—1,1] y sobre T se tiene, mediante la férmula (1.10), que la expresién z~"®y,(2) +

2"®y,(271) se puede escribir de la siguiente forma:

By (2) + B By, (2,1
27" Py, (2) +Zn(1)2n(271) =2 (Z); inl2) == z(: )

Por la Proposicién 3.4.1 sabemos que los ceros de Bs,(z,1) aparecen sobre T en pares
conjugados. Sean &, ...,&,,&,, ..., &, dichos ceros. Si § = e j=1,... n entonces los
ceros de p,(z) vienen dados por z; = cosf;, j=1,...,n.

De forma similar se tiene, por formula (1.11), que:

Zﬁnich)Qn-&-?(Z) - Zn+lq)2n+2(zil) _ q)ZnJr?(Z) B q)zn—i-Q(Z) _ B2n+2(z7 _1>
z—2z71 2n(22 = 1) 2n(22 = 1)

y otra vez, por la Proposicién 3.4.1 sabemos que z = +1 son ceros de By, 2(z,—1) y el
resto aparecen sobre T en pares conjugados. Sean i, ...,&,, &, ..., &, dichos ceros. Si
& =€, j=1,...,n entonces los ceros de g,(z) vienen dados por x; = cosb;, j =
1,...,n.

Segun los valores del pardmetro 7 (1 = 1 6 7 = —1) y segiin n sea par o impar, ob-
tendremos, partiendo de férmulas de Szegd sobre la circunferencia unidad I,,(f), férmulas
de cuadratura J,(F') en el intervalo [—1,1], que seran férmulas Gaussianas, féormulas de
Gauss-Lobatto o bien de Gauss-Radau. Asi pues, para 7 = 1 y n par se obtendran las
formulas Gaussianas. Si 7 = —1 y n es par obtendremos las férmulas de Gauss- Lobatto,
mientras que, para 7 = £1 y n impar, se tendran las de Gauss-Radau.

Por tanto, dividiremos esta Seccion en dos subsecciones con el fin de estudiar, por
un lado, la conexién con las férmulas Gaussianas, y por otro lado, la conexion con las

formulas de Gauss-Lobatto y Gauss-Radau.
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3.4.1 Formulas de cuadratura Gaussianas

Supongamos que queremos aproximar integrales sobre el intervalo [—1,1] de la forma
f F(z)p(x)dx donde p(z) es una funcién peso en [—1,1]|. Entonces si denotamos por
Jn(F) = Z?Zl A;F(x;) a la correspondiente n—ésima férmula Gaussiana, sabemos que
todos los coeficientes {A;}7_; son positivos y los nodos {x;}7_; son los ceros del n—ésimo
polinomio ortogonal respecto a u(x). Ademads, esta férmula de cuadratura alcanza el
méximo grado de precisién que es 2n — 1, es decir, J,(F) = J,(F), VF € Py,_;.

Una conexién entre las formulas de cuadratura Gaussianas y las de Szegd, viene dada

en el siguiente

Teorema 3.4.3. Sea J,(F) =37 A;jF(x;) la n—ésima formula Gaussiana para
f F(x)pu(z)dx. Sea x; = cosb;, j=1,....,n y definamos {ﬁj IPRTRPY } m, de

la siguiente forma:

Entonces I,(f) = Z?Zl /\jf(éj) = 2 N(f(&) + f(&;)) es la 2n—ésima formula de
cuadratura de Szegd para I,(f) = [ f(e®)w(0)d0 donde w(8) y u(x) estdn relacionadas

por la formula (1.9) y los nodos son los ceros de Bo,(z,1).

Demostracion: Por la caracterizacion de las férmulas de cuadratura de Szegé (ver
[30]), bastaria con probar que I,(L) = I,(L) para todo L € A_(2,-1),2n—1, 0, lo que es lo
mismo, que I, (%) = I,(zF), —(2n —1) <k < (2n —1).

Vamos a suponer que k > 0 (el caso k < 0 es similar). Entonces

L (z Z)\ £ —i—f —22)\ cos kO;.
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Si Ty(x) es el k—ésimo polinomio de Chebyshev de primera especie, entonces podemos
escribir cos k) = Ty (cosf). Como 0 < k < 2n — 1 se tiene que

Ln(2F) =2 Z ATy (cosb;) = QZ ATy (z)) = 2/ T (x)p(z)d.

j=1 !

Por (3.31) tendremos que
1 w
2/_1 Ty(x)p(z)de = 2/_7r p(e)w(6)do
donde p(e) = 1T;, (%) = 3Tk(cosf) = % coskf. En resumen, hemos probado que
Lon(2%) = 7 cos kOw(6)d6.
Por otro lado,

L(z5) = / eM0s(0)d = / (6) cos kOO + i / w(B)senkbdo.
Pero como w(f)) es simétrica podemos escribir I,,(z%) = ffﬂ cos kfw(0)dl, para 0 < k <

2n — 1. [ |

El reciproco también es cierto. En efecto, se tiene el siguiente

Teorema 3.4.4. Sea I, (f) = 21211 N f(&;) la 2n—ésima formula de Szegd para I,(f)
con w(0) dada en términos de p mediante (1.9) y cuyos nodos son los ceros de Ba,(z,1).
Sea &5 = Ej y& =e€%, j=1,...,n. Entonces, si definimos x; =cosf;, j=1,...,n,

la formula J,(F) = 327 \jF(x;) es la n—ésima formula Gaussiana para J,(F).

Demostracion: Hemos de ver que J,(p) = J,(p), para todo p € Py,_1, 0, lo que es lo
mismo, que

Ju(z") = J,(2%), 0<k<2n-1

z42z"1
2

Como = = se tiene que

—_1\ k
R (Z 2 ) =p(2) +p(z7") = L(2) € Ay, (3.32)
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donde p es un polinomio de grado k con coeficientes reales. Por tanto

L(z) = L(Z) = L(z7") = L(2), z=¢". (3.33)

Sabemos que At = Ay &gy = &, J = 1,...,n. Entonces, como L € A_j;, C

A @n-1)2n-1;
Ju(@®) =200 N =300 \L(E)
= S AL = 557 ML)
= 1 [ L(e*)w(6)db.

Por otro lado, por la férmula (3.31) :

Ju(2¥) = /_ o*p(x)de = %/W (cos 0)F pu(cos 0)[send|dd = %/ﬂ L(eP)w(0)do = J,(z*)

1 -7 -

para 0 < k < 2n — 1. [ |

Observacién 3.4.5. Supongamos que p,(z) = [[_,(x — x;) es el polinomio nodal en la

formula Gaussiana que sabemos coincide con el polinomio ortogonal ménico respecto de

la funcion peso p(x). Como x; = cosB; siendo &; = e, j=1,...,n podemos escribir

Bon(2,1) = Pan(2) + @5, (2) = (1+ 20 (0)) [T} (2 — &)(2 = ;)
= (1+ ©24(0))2" [T}y (= — §)(1 — &;/2).

Six = #, entonces (z — &) (z — &;/2) = (z+ 274) = (&§ + &) = 2(x — x;). Por tanto,
Bon(2,1) = (1 + ©5,(0))2"2"pn ()

y obtenemos

z7 " _1)) _ 27Dy, (2) + 2" Dy, (27)

Pl) = G o (Pl F P 2'(1+ 25,(0)

Hemos deducido, por tanto, la formula (1.10) de una forma diferente y mds sencilla,

haciendo uso simplemente de la conexion entre las formulas de cuadratura.
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3.4.2 Formulas de cuadratura de Gauss-Lobatto y Gauss-Radau

Supongamos inicialmente que se desea aproximar J,(F') mediante una férmula de cuadratu-
ra donde alguno de los nodos {a;}7., han sido prefijados y los restantes {x;}}_, a deter-

minar de modo que
Jo(F) =Y B;F(a;) + > A;F(x;) (3.34)
=1 =1
tenga el méximo grado de precisiéjn 2n +m — 1,j es decir, J,(F) = J,(F) para todo
F € Py, ypm_1. (Obsérvese que disponemos de 2n + m parametros). Entonces, tenemos el

siguiente resultado de caracterizacién: ([18, p. 101 |)

Teorema 3.4.6. La formula de cuadratura J,(F) dada mediante (3.34) es exacta en
Poyim—1 STy solo si

(1) J.(F) es de tipo interpolatorio en Py qp,_1.

(2) Los nodos {x;}7_, son los ceros del n—ésimo polinomio ortogonal respecto a la
funcion v(x)u(x) donde v(z) = (x — ay)...(x — an,). Ademds, si v(zy) # 0 para k =

1,...,n entonces los coeficientes { B;}7L, y {A;}7_; son positivos.

Obsérvese que en general v(x) cambia de signo, por lo que no puede asegurarse que el
n—ésimo polinomio ortogonal tenga grado n y que sus ceros estén en [—1, 1], (ver [18, p.
106], (férmulas de Gauss- Kronrod)).

Param = 2, a; = —1 y as = 1 se obtienen las férmulas de Gauss- Lobatto. En este
caso, los nodos {x;}7_; son los ceros del n—ésimo polinomio ortogonal con respecto a la
funcién peso (1 — z?)pu(x). Por la férmula (1.10), los nodos vienen dados en términos de
los ceros del polinomio para-ortogonal Bsg, 2(z, —1), el cual tiene 2n ceros complejos que
aparecen en pares conjugados sobre T y los dos restantes son z = +1. Sean &;,..., &,
los 2n ceros complejos. Si &,4; = Ej = e %, j =1,...,n, vemos que, por (1.11),
los ceros de g,(z) y por tanto los nodos {z;}7_; en la férmula (3.34) vienen dados por

xj=cosl;, j=1,...,n.
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De forma anéloga al Teorema 3.4.3 podemos demostrar el siguiente

Teorema 3.4.7. Sea J,(F) = ATF(1) + A=F(=1)+>_7_, A;F(z;) la n—ésima férmula
de Gauss- Lobatto para J,( f F(z)pu(x)dz. Sea x; = cosb; y definamos {&;}3" 1y

{\ 12, de la siguiente forma:

gjzeiev €n+j:€]’ jzla"'an

>\+:A+, )\_:A_, )\j:Aja )\n—l-j:Aj; j:]_,...,n

FEntonces:
L(f) = 2XTf(1) +2) f(— +2Af@ ) =2\t f(1)+2X f(— +ZA &)+ (E)))

es la (2n+2)—ésima formula de cuadratura de Szegd para I,(f) = [7_ f(e®)w(0)dO donde

w(f) y p(z) estdn relacionadas por (1.9) y los nodos son los ceros de Bapio(2z,—1).

Haciendo uso de las férmulas (3.32) y (3.33), y procediendo igual que en el Teorema

3.4.4 se tiene:

Teorema 3.4.8. Sea Io,5(f) = ZQ"“ A f(&) la (2n+2)—ésima formula de Szegd para

I,(f) con w(f) dada en términos de p como en la formula (1.9) y cuyos nodos son los

ceros de Baopyo(z, —1). Sea &app1 = 1, Eoppo = —1 y &y = Ej coné; =% j=1,...,n

Entonces si definimos x; = cosf;, j =1,...,n y tomando AT = Agpi1 Yy A7 = Aapqo, la

formula J,(F) = ’\;F(l) + A F(-1) + > o1 Al (x)) es la n—ésima formula de Gauss-

Lobatto para J,(F).

n

jzl(:c — ;) es el polinomio nodal en la

Observaciéon 3.4.9. Supongamos que g,(z) =[]

formula de Gauss- Lobatto, que sabemos que coincide con el polinomio ortogonal mdnico
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respecto de la funcion peso (1 — x?)u(x). Como x; = cosb; siendo & = €%, j=1,...,n

podemos escribir

Bonga(2,=1) = ®onpa(2) = ®5,45(2) = (1 = Ponr2(0))(2* = D [I7_, (2 = &) (2 = &)
= (1= ®on42(0))2"(2* = DT, (2 = §)(1 = €;/2).

Six = %, entonces (z — &) (1 —§&;/2) = (z+271) — (& + &;) = 2(x — x;). Por tanto,

Bany2(z,—1) = (1 = ®ay12(0))2"2" (2" — 1)ga ()

y obtenemos

gnlz) = z=" <‘1)2n+2(2) — Z2n+2q’2n+2(21)> _ 27"71©2n+2(2) + Z"+1¢’2n+2(271)

2”(1 - (I)2n+2(0)) 22 =1 2”(1 - q)2n+2<0))(2 - Z_l)

Hemos deducido, por tanto, la formula (1.11) de una forma diferente y mds sencilla,

haciendo uso, de nuevo, de la conexion entre las formulas de cuadratura.

Supongamos ahora que en (3.34) elegimos m =1y a; = 1 6 bien a; = —1. En ambos
casos obtendremos las férmulas de Gauss- Radau donde los nodos {z;}}_; son los ceros
del n—ésimo polinomio ortogonal con respecto a la funcién peso (1 + z)u(z) (si a3 = 1)
y (1 —2)u(x) (si @ = —1). Dichos nodos vendran dados en términos de los ceros de los
polinomios para-ortogonales Ba,1(z,—1), (si a3 = 1) y Bant1(2,1), (si a; = —1). Para
fijar ideas, supongamos que a; = 1. Entonces el polinomio By, 1(2z,—1) tiene un tnico
cero real que es el punto z = 1 y los 2n restantes aparecen sobre T en pares conjugados.
Podemos formular teoremas para el caso de las férmulas de Gauss- Radau anédlogos a los

Teoremas 3.4.7 y 3.4.8 dados en el caso Gauss- Lobatto:

Teorema 3.4.10. Sea J,(F) = A*F(1) + > 7, A;F(x;) la n—ésima formula de Gauss-

Radau para J,(F) = fjl F(x)pu(z)d. Sea xj = cosb; y definamos {171 y {1721 de
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la siguiente formas:

5] :ewa §TZ+] :gﬁ j: ]-a"‘)nv 52714—1 =1

)\j:Aja )\n+]:AJ7 jzla"'unu )\+:)\2n+1:14+

Entonces I,(f) = 2X*f(1) 4+ 370 A f(&) = 20T f(1) + ZJ () + [(E)) es la
(2n+1)—ésima férmula de cuadratura de Szegd para 1,(f) = ["_ f(e®)w(0)dl donde w(0)

y u(x) estdn relacionadas por la formula (1.9) y los nodos son los ceros de Ba,i1(z, —1).
Reciprocamente se tiene también el siguiente

Teorema 3.4.11. Sea Ip,1(f) = ZQ”H)\ J(&5) la (2n + 1)—ésima formula de Szegd
para 1,(f) con w(0) dada en términos de p a través de (1.9) y cuyos nodos son los
ceros de Bopy1(z,—1). Sea &1 = 1 y &y = 6 con & = €%, j =1,...,n. Entonces
si definimos x; = cosb;, j = 1,...,n y tomando \* = Aypi1, la formula J,(F) =

A F(1) 4 Y A (z5) es la n—ésima formula de Gauss- Radau para J,(F).

Finalmente, veamos cémo puede deducirse una expresién para los polinomios orto-
gonales monicos relativos a las funciones peso (1+x)u(z) y (1 —z)u(x), respectivamente,
utilizando, nuevamente, la conexion entre las formulas de cuadratura. Asi pues, tenemos

el siguiente Teorema:

Teorema 3.4.12. Sea pu(x) una funcion peso en el intervalo [—1,1] y consideremos las

siguientes funciones peso asociadas a p(z) en [—1,1] :

pr(z) = 1+a)u(x) v p(z)=(1—-2)u().

Sean {Q;(x)} y {Q,, (z)} las sucesiones de los polinomios mdnicos respecto de u*(x) y

= (z) respectivamente. Si definimos w(0) en [—m, 7] como en (1.9), entonces si
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—1 . .
=z (2 =€), se tiene que

Q, (z) = ! <Z_nq)2n+1(z) + Z"+1<I>2n+1(2_1)) ’

27(1 & By 41(0)) 41

siendo como siempre {®,(2)} la sucesion de polinomios mdnicos de Szegd para w(0).

Demostracion: Sea Is,11(f) la (2n+1)—ésima férmula de Szegd para I,,(f), donde los
nodos son los ceros del polinomio para-ortogonal B, 1(z,1). Sabemos que, en este caso,
el unico cero real es el punto z = —1 y los 2n ceros restantes {¢; }§Z1 aparecen sobre T en

pares conjugados. Es decir,
2n n
Lua(f) = A f(=1) + 3 NF(&) = A (=1 + X (f(&) + fE))-
j=1 j=1
Entonces, si definimos x; = cos; siendo &; = €, j = 1,...,n, se tiene que la férmula
de cuadratura

Jn(F) = A"F(=1) + Z Ajf ()

para J,(F') es exacta en Py,,. Es decir, hemos obtenido la férmula de Gauss- Radau (m = 1)
tomando ahora a; = —1 en la férmula (3.34).
SiQ(z) = H;Zl(x —x;), por el Teorema 3.4.6, sabemos que es el n—ésimo polinomio

ortogonal respecto a (1 + x)u(z). Entonces

Bont1(2,1) = Ponga(2) + 95,11(2) = (1 + Ponsa(0))(z + D [[11 (2 = §) (2 = &)
= (1 + Doy (0))2" (2 + D [T (2 = §)(1 = &;/2)
= (14 ®2041(0))272" (2 + 1)@ (2).
El caso p~(z) se demuestra de forma similar. |

En el Capitulo siguiente ilustraremos la conexién exhibida entre férmulas de cuadratu-

ra para [—1,1] y T a través de diferentes ejemplos.






Capitulo 4

Foéormulas de cuadratura de Szego

para las funciones peso de

Chebyshev

4.1 Introducciéon

Con la finalidad de calcular explicitamente férmulas de cuadratura de Szeg6, tomaremos
casos particulares de las funciones peso de tipo Jacobi que, como ya hemos indicado, se

pueden expresar en la forma:
w(f) = (1 — cos ) H2(1 4 cos 0)°T2, o, 8> —1. (4.1)

Maés concretamente, nos centraremos en los siguientes casos:

a=—3 B=131,  w(d)=1+cosb
a=3, [=-1 w(f)=1-cosb (4.2)
o= %, b= %, ws3(0) = sen?.

Tales funciones representan tres de las llamadas funciones peso de Chebyshev, es decir,

105
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funciones peso de tipo Jacobi donde «, § € {:I:%} El caso que falta es a = = —% y da
lugar a la funcién wy(f) = 1 (medida de Lebesgue) para la que se conocen muy bien las
férmulas de Szeg6 (ver por ejemplo [28]).

En la Seccién 2 calcularemos, en primer lugar, para cada una de las funciones peso
wk, k =1,2,3, tanto los polinomios de Szeg6 ®,,(z) como sus asociados €,(z).

Por otro lado, construiremos los polinomios para-ortogonales B, (z,7) para determi-
nados valores del pardmetro 7 asi como los asociados A,,(z,7) con el fin de dar férmulas
explicitas para los nodos y coeficientes de las correspondientes férmulas de Szego.

No en todos los casos se podran construir estas formulas explicitamente, pero en los
que esto sea posible, daremos también, en la Seccion 3, cotas de error para la férmula
de cuadratura de Szegd, basdndonos en la cota superior dada por (1.39), asi como las
medidas dwy, k = 1,,2,3 asociadas a wg, k = 1,2,3, respectivamente, respecto de las
cuales se sabe que los polinomios €2,,(z) son ortogonales (medidas de segunda especie).

En la Seccién 4, y con caracter ilustrativo, compararemos el error en las féormulas
de Szegd con las conocidas formulas de Gauss- Legendre. También, con el propdsito de
ver como se comportan las cotas de error, eligiremos varios integrandos y haremos una
comparacion entre el valor exacto del error en las formulas de Szeg6 y dichas cotas.

Finalmente, en la Seccion 5 aplicaremos toda la teoria de la Seccién 4 del Capitulo
anterior a las funciones peso de Chebyshev, es decir, partiendo de las formulas de Szeg6

deduciremos las correspondientes férmulas de tipo Gauss en el intervalo [—1, 1].

4.2 Calculo de nodos y coeficientes

Considerando las funciones peso (4.1) y tal y como hemos mencionado ya en la Introduc-
cién, para calcular las férmulas de Szegd, (sus nodos y coeficientes), nos centraremos en

las funciones peso wy, k = 1,2,3 dadas por (4.2).
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A la hora de computar los polinomios de Szegd ®,(z) a través de las relaciones de
recurrencia, se hace preciso determinar los coeficientes de reflexién 6,, := ®,(0). En este
sentido, cabe senalar que, teniendo en cuenta la conexiéon entre los polinomios ortogonales
sobre la circunferencia unidad y sobre el intervalo [—1, 1], en [36] se probd que para las

funciones peso de tipo Jacobi, los polinomios de Szeg6 monicos satisfacen:
a+3+(-D)"(B+3)
n+a+pB+1

®,(0) = (4.3)

En primer lugar, estudiaremos en detalle todo lo relativo a la funcién peso de Cheby-

senz (o)

5— - En este caso la sucesion de momentos viene dada por

shev normalizada ws(#) =
o =1/2, uy =0, s = —1/4y uxr = 0 Yk > 3. Por la férmula (4.3) los coeficientes de

+(=D"

reflexién son 6, := @,(0) = 2 . Asi pues, los polinomios de Szeg6 se pueden computar
n+2 8

recursivamente obteniéndose, para los primeros valores de n, lo siguiente:
Dy(2) = 5 + 2 ®3(2) = z (3 + 2?)
Dy(z) =14+ 222+ 20 B5(2) =2 (5 + 222+ 24).
Como regla general, hemos deducido la siguiente

Proposicién 4.2.1. La sucesion {®,}, donde

®,(2) = ZZfo(k + 1)z si n es par m
n\%) = ‘
Z%H 2’";51)/2(% +1)2%% si nesimpar

es la sucesion de los polinomios mdnicos de Szegé con respecto a la funcion peso w(f) =

sen2 (o)

5——, para todo n.

Demostracion: Supongamos que n es par, entonces:

<Pp(2), 28 >0, =7 @n(eie)e—ikesegj(e) do
=L Y2 (41)2%) (22—-1)2
_ ﬁ f'ﬂ‘ (2n+4 g_o(zjk‘:g) )( ) d»

= Res(h,0)
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(ks L2612 ) (2212

donde h(z) = = . Por tanto:
n/2 . n/2 . n/2 .
-1 j+1 —2(j+1) j+1
h(z) = o+ 4 ; Sk—2j—1 + ]Z_; Sk—2j+1 + ; Sk—2j+3

Observar que, si k es impar entonces Res(h,0) = 0. Si k = 0 se tiene

Res(h,0) = —24+2)=0.
es(h,0) = 5 2(-2+2)
Si2<k<n-2
-1 k—2 k k+2
Res(h,0) = 1-2(=-+1 — +1 0.
es(h, 0) 2n+4< > (2+ )+ S )
Sik=n
—1 n n+4
Res(h,0) = (—— —2):————— 0
esth0) =533~ nt2) 7
Si n es impar, se tiene:
< D,(2),2" >, =< 28, 4(2),2F >,
=< (I)nfl('z)?zk_l > w3
0 si 1<k<n-—1
n+4 : _
4(7;;2) si k=n.
Si k=0,
ZPn— 1 2
< (I)n(z)7 1 Zuy = 2m f'JI‘ 2 —4z5 Pl dz
n— z271
= 9m f']l‘ 174z2 dZ
= Res(h,0)
donde
hz) = 5—— (7 + 1)(z*?) + 205 +1))(=%) + (7 + 1Y)
2(n+1) = = =
Por tanto, Res(h,0) = 0 y para todo n, tenemos que:
X 0 si 0<k<n-—1
< P,(2), 2" >u=
4(7::;42) si k=n.
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Observacién 4.2.2. La expresion (4.4) de los polinomios de Szegd con respecto a la fun-

cion peso ws(0) = B (y en general también para wi y wy) ya ha sido obtenida con

o . . 1-22|? .
anterioridad. Por ejemplo ver [26], teniendo en cuenta que SS?‘L) = | 2Z | i, (modifi-

cacion racional de la medida de Lebesque). Ver también [25] y [36].

Los correspondientes polinomios asociados para los primeros valores de n vienen dados

por: (recuérdese que satisfacen la misma ley de recurrencia que los ®,,(z))

Qo(z) = —3 Qi(z) = —32
Q(z) = 1 — 322 Qs(z) = 2 (3 — 327)
Qu(z) = %+%Z2—%Z4 Qs5(z2) :z(é—i—%zQ—%zA)

Como regla general se tiene la siguiente

Proposicién 4.2.3. La sucesion {2,}, donde

_ 1 1-2" 1_n
Q(2) = 512 — 3% para n par (45)
_ 1 1-—zn—t 1, n-1Y) _ : '
Qu(z) =2z <n—+1 e — 52 > = 20,_1(2) para n impar
), . . . y: __sen?(9)
es la sucesion de polinomios asociados con respecto a la funcion peso w(f) = =5, para

todo n.

Demostracion: Para n par:
200 1(2) — 0,2 _1(2) = 22Q_2(2) — 6,2 _,(2)

_ 2 (l1=zn? _1on—2) _ 2 (1220277 1
- n 1—22 2 n+2 \ n 1—22 2
122(1_2,77,72) . 1 22(1_2,77,72) + 1 . lzn_2
n  1-22 n(n+2) 1—22 n+2 2

(n+2)22(1—2"2) = 222(1 — 2" + (1 — 2%)n) — %z"

2

n

(
(n+2)2% — (n+2)2" — 222 4+ 22" +n —n2?) — 12"
(
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Por otro lado,
6nZQn,1(Z) — Q;’;_l<2> = 677,2'297172(’2) - Q;—Q(Z)

_ 2 2(11-2"2  1.on-2) _ (122(0=2"7) 1
T ond2 n 1—z2 2 n 1—22 2

. 2 Z2(172n—2) . lZQ(lfzn_Q) . 1 Zn + l
 n(n+2 1—22 n  1—22 n+2 2

222(1—2""2) — (n+2)2%(1 — 2" %) — (1 — 2*)nz") +

[N

)

S S (

n(n+2)(1—z2)

- m (—712’2 4+ nz" —nz"™ + nzn+2> +
1
)

sy (—nP(1—2") + 3
2

! 22(1—2")
n+2 1—z

= —03(2),

Para n impar, como §,, = 0,

+3

20, 1(2) — 0,80 _1(2) = 2Q,1(2) = Qu(2)
5nZQn—1(z) - Q;—l(z) = _Q:,—l(z) = —Q;(z)

Acabamos de ver que los polinomios €2, definidos anteriormente, con Qy(z) = —3
satisfacen las relaciones de recurrencia dadas por (1.14). |
Una vez deducida la sucesién {®,,(z)} de polinomios ménicos de Szegé dada por (4.4),
podemos construir los polinomios para-ortogonales B,,(z, 7,) = ®,(z)+7,9%(2) con |7,| =
1. Si tomamos 7,, = 1 y 7, = —1, Vn tenemos las siguientes expresiones para los polinomios

para-ortogonales:

Proposicién 4.2.4.

n —z=n —n(1—z2nt4 n 22(1—2z2n
Bon(z,1) = USE02 0 Byy(z, —1) = Sy e =) (46)

o (n+1)(1722n+4)+(n+2)2(1722n+2)
B2n+1(z7 1) - (n+1)(1—22)(1+2)

(4.7)

_ =) (A =22" )+ (n+2)2(1—22"12)
Bonta(z,—1) = 1) (1—22)(1—2) :
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Demostracion:

Bgn(z, 1)

7 ok + 12 4 g 3 ((n = k4 1)2%F

= =Y (F+1)+(n—k+1)) 2% = Z—ﬁzzzoz%

() 1t
T on+l 1-22

De forma analoga se tiene

Ban(z,—1) = n+r1 ZZ:o(k + 1)2% - n+r1 ZZ:O(TZ —k+ 1)2%
= i1 2o (B +1) = (n =k + 1)) 2%
= n+r1 > izo(2k — n)z%

= 2 2Tk = n ()

1 2z2_2(n+1)z2n+2+2n22n+4 1_22n+2

= V3 —n 2

n+1 (1-22) 1—z
1 222-2(n41)22n 2 pop2nt e (22 t2)(1-22)
T on+l (1—22)2
1 (n42)22—(n42)22" 2 pn2ntt g
T on+tl (1—22)2
1 —n(1=22"TH 4 (n42)22(1-227)
T on+tl (1—22)2 :

Boni1(2,1) = Popi1(2) + 05,04 (2) = 2Pa,(2) + 035,(2)
— nLH Sor_o(k 4+ 1)22 1 4 n+r1 Soro(n—k+1)z%
= 5 (Choo(k + D)2 4 370 o (n— k+1)2%)

= (2= D) FED) + (2 1 4n) Yo (%)

. 1 22—(n+1)22"+2+n22n+4 1_Z2n+2 1_Z2n+2
= 1 ((z -1 1—22)2 + (L +2) T+ a5
. 1 z2—(n+1)22"+2+n22n+4 1—z2n+2 1—z2n+2

= 1+2)2(z-1) = T aaTs

1 22— (n+1)227 1240220t (142)2(1—22712) —n(142)(1—22"12)

T on+tl (22-1)(1+2)

1 (n+1)22" 14— (n4-1)—(n42) 24+ (n42) 227 +3

T on+tl (22-1)(1+2)

(n4+1)(1—22"1t4) 4 (n4-2) 2(1—22712)
(n+1)(1—22)(1+2)
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Bopia(z,—1)

= ®2n+1(z) - (I);n+1(2) - Z¢)2n(z) - CI);n(Z)

= n+L1 Zzzo(l{ + 1)Z2k+1 - ,#1 Zzzo(n —k+ 1)3%

L (gl D)2 = S (0 — e+ 1)27%)
L2+ D)X k(2 4+ (2 =1 —n) Y, (2D)*

1 ((Z + 1)22—(n+1)z2"+2+n22"+4 + (Z . 1) 1—z2n+2 . nl_zzn+z>

n+1 (1—22)2 1—22 1—22
S el G D i w N o e e POND T i

n+1 (1—2)2(2+1) 1—2z (1—2)(142)
1 22—(n+1)22"+2+nz2"+4—(z—1)2(1—22"+2)+n(z—1)(1—z2"+2)

n+1 (22-1)(2-1)

1 (n+1)22 T —(n41) 4 (n+2)2—(n+2) 2203

n+1 (22—-1)(1+2)

—(n+1)(1—22"t4) +(n+2)2(1—22712)
(n+1)(1—22)(1—2) :

De la misma manera podemos construir los polinomios, A,(z, 7,) = Q2,(2) — 7,825 (2),

tomando 7,, = £1, Vn. En efecto, si la sucesion {2, } es la dada por la férmula (4.5), vale

la siguiente

Proposicién 4.2.5.

Agn(z, ].) =

2(1—227)

n n n(z2"t2-1 n42)z2(1—z2n"2
2(n—‘fl)(1 — 2%, Agn(z,—1) =5 : + : (48)

(n+1)(1—22) 2(n+1)(1—22)

2(1—227)

Asn1(2,1) = osmaas + LA =22t Agpia(z,—1) = Ty — (1 4 22071,

(4.9)
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Demostracion:

_ 1 1-22" 1 _92p) 1 22(1=2) 1
Ag(z,1) = <2n+2 -2 — 27 ) <2n+2 1—22 2

= sy (2(1 = 27) = 22°(1 = 22") + (1 = 2*)(2n + 2)(1 = 27))
= W ((2n+ 4) (2n + 4)22 — (20 + 4)22" + (2n + 4)220+2)
= 2(2n+2 1 22) (1= 22— 2% +220%2)

= sty (1= 29)(1 = 2)

— _nt2 n
—2(7:;1)(1_2 )-

_ _ 1 1-22" 1 _2p 1 22(1=2) 1
Ag(z,-1) = (2n+2 1—2 27 )+ <2n+2 1—22 2

= oot (2(1 — 27") + 222(1 — 22") — (1 4 22")(2n + 2)(1 — 2?))

2(2n+2)(1—22)

= s (=20 — (2n + 4)2% — (2n + 4)22" + 2n2?H2)
2(2n+2)(1—22)

_on(22nt21) (n+2)22(1—227—2)

T 2(n+1)(1-22) 2(n+1)(1—22)

Analogamente

Asni1(2,1) = Qopya(2) — Q5 41(2) = 2020 (2) — 23,(2)
_ 1 1-22" 1.2 1 22(1=22") 1
=< (2(n+1) 3% ) - (2(n+1) 1—22 5)
WI(PZQ) (2(1—2%") = 22(1 = 2*") + (1 — 2" (n 4+ 1) (1 — 2%))

(
= s (F(L =22 (L = 2) + (1= 2 (n + 1)(1 - 2%))

2(1-2%7) 1 2n+1
D (145 (1 =27,

Appia(z,—1) = Qopi1(2) + 05,01 (2) = 2Q00(2) + 5, (2)
(1) (- 1)
sma=y (21— 2% +22(1 = 2°) — (L4 2 (n + 1)(1 - 2%))
5 (2(1 = 22) (14 2) — (14 22 ) (n + 1)(1 — 2?))

o z2(1-22M) 1 2n+1
= SrD(-2) (142,

2(n+1)(

|
Una vez hechos estos calculos preliminares, estamos ahora en disposicién de determinar

los nodos y coeficientes de las férmulas de Szegd. En efecto, sabemos que si {&x}i_;
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denotan los ceros de B, (z,7) entonces, los coeficientes de la férmula de cuadratura de

-1 An(&kﬂ’) k

%5 B e F=1...,n Demodo que si A, y

Szegd se pueden escribir en la forma A\, =

B,, vienen dados por (4.8) y (4.6) respectivamente, para n par, obtenemos:

’ g4 —(n42)2" (1 —22)—(1—2"12)(—22)
Bn(Z, ]') T on2 (1—22)2
_ ntd —(n42)2 T 4 (n42)2n T3 4222713
T n42 (142)2
_ nt4 2—(n+2)2"4+n2"12
T n+2 (1—22)2 )

. 2(k—1)7i
En este caso, los nodos son &, = €% =e 2 | k=2, .. n+2, k# 5 + 2. Por tanto,

para estos valores del parametro k y por férmula (1.30) resultara:

2(k—1)mwi\ ™
1—( —e nF2
)\ _ -1
kK — 2(k—1)mi 2(k—1)mi 2(k—1)mwi\ "
2e n+2 2¢ nt2 (—(n+2)<e n+2 ) +n+2)

4(k—1)7i \ 2
1—e nF2

2(k—1)nni o N2
1 s el SRt
- 2(k—1)me 2(k—1)nmi €
4e T2 (n+2)(l—e nt2

4(k=D7wi  8(k—1)wi
_ 1 1-2e n¥t2 4 nf2

T 4(n+2) 6402;12%1'

. 4(k—1)mi
= — 1D <—2+23% (e n2 ))
l—cos(%) _ 2mws3(0g)

2(n+2) T on42

En resumen, hemos probado el siguiente

Teorema 4.2.6. Los coeficientes de la n—ésima formula de cuadratura de Szegd para n

par y 7, = 1, con respecto a la funcion peso ws(0) = 862229, son:
2mws(6k) n
Ne=—"""7>=, k=2,.n+2, k# -+2
g n+2 7 2

. .. ; 2(k—1L)mi
viniendo los nodos dados explicitamente por &, = €% = e~ w32 | k=2 ..., n+ 2,

FA242.

Observaciéon 4.2.7. Téngase en cuenta que la correspondiente n—ésima formula de Szegd
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calculada anteriormente se puede escribir como:

SO (e)ws(0)do ~ EZIS,;#%H A f(e)

+2 2 6 0
= ZLZW%H %(gk)f(el £)

= 2 S (e )ws ()

con 0 = 2(1:;;)”, k=1,...,2n+ 2.

Vemos pues que la n—ésima formula de Szegd con respecto a ws coincide con la (n +
2)—ésima formula de Szegd respecto a la medida de Lebesque, si consideramos todo el

integrando f(e)ws(0).

Cuando 7, # 1 no hemos podido, en general, obtener formulas explicitas para los
nodos y coeficientes. Con el objetivo de ilustrarlo, se han calculado los coeficientes y
nodos para algunos valores de n par siendo 7, = —1. Si tomamos, por ejemplo, n = 4

entonces:
Bz, —1) = 2(z* = 1) y Ay(z,—1) = —A(z" =22+ 1).

En consecuencia, los nodos {&;}1_, v los coeficientes {\;}1_, vendran dados por

S=1 &=—-1 =1 §=—i

Si ahora n = 6 en este caso se tiene que

Bg(z,—1) = 1328+ 2" =22 =3) y Ag(z,—1) = —3(32° — 22* — 222 4 3)

y los pesos {& =}_, v coeficientes {\}S_, serdn

=1 §o=—1
&3 = 0.408248 + 0.9128714 &4 = 0.408248 — 0.9128714

& = —0.408248 — 0.9128717 & = —0.408248 + 0.9128714
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A = 0.025 si k=1,2

A = 0.1125000066 si 3 < k < 6.

Como para el resto de las funciones peso de Chebyshev normalizadas, es decir, wq(6) =

Licosh v )y (9) = 12222 los célculos son muy parecidos a los efectuados para ws(6), los

omitiremos y expondremos los resultados directamente.

En la Tabla 1 se puede ver la expresién de los polinomios de Szegb ®,(z) y de los

asociados €2, (z) con respecto a wy(6) y wa(0).

Tabla 1

w(f) ®,(2) 2,(2)

_1\n n _1\n _ nflzn n
wi(8) | ®a(z) = C S (1)F(k 4 1)2F | Q,(z) = CRHEDTT

w2(0) O, (2) = A5 S ok + 1)z On(z) = L 1= on

Observaciéon 4.2.8. Procediendo de igual forma que en la demostracion de la Proposicion

3.1, se puede comprobar que

< ®,(2),2" >,,=0, 0<k<n-—1,j=12

Los polinomios para-ortogonales B, (z,7) y los asociados A, (z,7), (|7| = 1), se han

calculado para 7 = £1. Los resultados se muestran en las Tablas 2 y 3:
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Tabla 2
w(0) B,(z,7)
ny _ (=1)"(n+2) 14(=1)"znt!
w1(0) Bulz, (1)) = n+l 1+z
n n(z" 2 —(=1)")+(n+2)z(z"—(=1)"
By(z, (—1)m+) = Ao >21++(z)+2)< (=D
n+2) 1—znt1
Bn(z’ 1) = (nil) : 1—z
w2(9) 1 n(z"+2—1)—(n+2)z(z"_1)
Bn(z7 _1) = n+1l (1—2)2
Tabla 3
w(8) An(z,7)
n —1)"(n+2 n
w1(6) Az, (=1)") = SRR (1 - 27)
1
ntly _ (D (- (=1 e (D) (n42)2(14(=D)"2" )
An<z7 (_1) + ) — (n+1)(1—2) —+ D (142)
() An(z1) = 31 = 2")
(%) A ( _1) _n(zntlol) (n+2)z(1—z"—1)
n(% =Y = Ganies) T eni-s)

117

Si en el caso de la funcién peso w; tomamos 7 = (—1)" para el cual las expresiones

de B,(z,(—1)") y A.(z,(—1)") son més sencillas, obtenemos el siguiente teorema donde

se dan, tanto los nodos como los coeficientes de la féormula de cuadratura de Szeg6 con

respecto a dicha funcion peso:

Teorema 4.2.9. Los coeficientes de la n—ésima formula de cuadratura de Szegd con

respecto a la funcion peso wy(0) = 228 tomando 7, = (—1)" son:

2Twi(6) simesimpar, 1 <k<n+1, k#"t+1

1
Ay = +

2T 01(0y) sinespar, 1 <k<n-+1, kE#%+1

n+1
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y los nodos vienen dados por &, = €% siendo

(k=D : n+1
- sinesimpar, 1 <k<n+1, k#2=+1
0, — +1 2 (4.10)

(2k—1)w . n
o sinespar, 1<k<n+1l k#3+1

Si para la funcién peso ws elegimos 7 = 1, tendremos el siguiente

Teorema 4.2.10. Los coeficientes de la n—ésima formula de cuadratura de Szegd con

respecto a la funcion peso wo(f) = =228 y 7, = 1 son:
2m
= wo (6
"+ 2(0)
y los nodos son &, = €% con ), = ’:L+11)7f k=1,

Finalmente, digamos que para estas dos funciones peso, wi y we, se puede obtener un

resultado andlogo al dado en la observacion 4.2.7.

4.3 Estimacion del error

En esta Seccion daremos estimaciones del error para la férmula de cuadratura de Szeg6
respecto a las funciones peso wy(#), k = 1,2,3 definidas en la Seccién anterior. También
calcularemos las medidas respecto de las cuales los polinomios de Szeg6 asociados {2, (z)}
son ortogonales (medidas de segunda especie).

Con el fin de obtener una cota superior como la dada en la férmula (1.39) asi como la

senzg
2

medida de segunda especie asociada a la funcién peso w(f) = , vamos a calcular la

transformada de Herglotz-Riesz:

Fw3(2> :fﬂ eerzSeIlQ d9

melf—z

o —(w+2) (w? 1)2
— 2mi f']T 4w3 (w—2z) dw

Res(h,0) + Res(h,z) si |z| <1
Res(h,0) si |z >1



4.3. Estimacién del error 119

donde h(w) = “lwr) w1 - Como

4w3 (w—2z)

=0
y
—(w+2)(w? =12  —w? 1 N —1 LTRw 2 2
4w (w — z) 4 2 Adw? 4 2w 4wd
entonces
Res(h,0) = 17 + 52 + 75 = % y Res(h,z) = _23(4223_1)2 — _(222221)2.
Por tanto
== sz <1
Fly(z) = (4.11)
4 s |zl > 1

Téngase en cuenta que como los tinicos momentos no nulos son g y 2, entonces

2
Z, si|z| < 1.

1 —
Fly(2) = po + 2p122° =
En resumen, tenemos la siguiente

Proposicién 4.3.1. La transformada de Herglotz-Riesz asociada la funcion peso ws(0) =

562229, viene dada por
1_222 si |zl <1
F,.(2) = (4.12)
5 st |z > 1

De aqui podemos establecer inmediatamente el siguiente

Corolario 4.3.2. dw3(0) = df + 7 (dd(e” — z1) + (e — 25)) es la medida de sequnda

senze

5 donde 21 =1y 20 = —1.

especie asociada a w3(0) =

1—22
2

Demostracion: Por (4.11), si |z| < 1 entonces F'(z) = es la funcién de Carathéodory

correspondiente a la funcién peso w(f)df = %d&. Haciendo uso del Teorema 1.3.2, se
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ﬁ es la funcién de Carathéodory correspondiente a dws dada en el

Teorema 1.3.1. Por la férmula (1.19),

tiene que G(z) =

21:1,”}/1:—1

22:—1, ’)/2:]_

y
0 _ 1 1—cos 20+iS€EN260
G(@ ) =2 1—cos 260—iS€1260 =2 2—2 cos 20
_ Senze
=1 + 1—cos 207’

Por tanto, R(G(e”)) = 1y, por férmula (1.20), dws(0) = df+ 7 (6(e” — 21) + 6(e” — 25))
y la sucesién {Q,}, dada en (4.5), es ortogonal con respecto a dws. |
Por otro lado, si A, y B, vienen dados por (4.8) y (4.6) respectivamente, para n par,

podemos calcular los aproximantes modificados: R, (z,1) = g"EzB y obtenemos

(1— )1 - 2
2(1 — znt2)

R.(z,1) =

Entonces, el error para la transformada de Herglotz-Riesz viene dado por

758(:522) si 2] <1
Fo.(2) = Ru(z,1) = (4.13)
-2
si|z] > 1.

222(1—2n+2)
Porel Lema 2.1, si G ={z:r <|z| < R, r <1, R > 1}, entonces G =T =T (JT,
donde

Ti={z:]z|=r,0<r<1} y To={z:|z2| =R, R>1}. (4.14)

En este caso, por las férmulas (4.13) y (1.39)

1 12" 1—222 |2 |1—2%]2
|En(f)| < 7 maxeer {‘ ’} (frl PIEEEl fr2 222 (12 |n+2)>
1 (&) T " (1—2r2 cos 2041%) T 1-2R2 20+ R%
= 3y MAX¢er {‘T‘} (f sty rdd + [ 2R2RS++21Rd0>

rrtl(14p4 1+R*
= ima‘xfél—‘ {‘%‘} ( 1,7(4ni2 ) + R((R:"Q*)l)) .

Por tanto, hemos probado el siguiente
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Teorema 4.3.3. Sea f analitica en G ={z:r < |z| < R, r <1, R > 1}. Entonces, para

cada n par

Tn+1 7,.4 4
Ba(f)] < dmaxeer { |22} (P25 + mii ) (4.15)

donde ' =T1 Ty, siendo 'y y Ty como en la formula (4.14).

Observacion 4.3.4. Téngase en cuenta que si f(z) es analitica en {z : |z| < R; R > 1},

entonces podemos hacer r — 0 y

En(f)] < 5 ?“{'f ‘} (Réfl%’:fj)ﬂ) |

Por otro lado, si f(z) es analitica en {z: r < |z| < 00; 0 <71 < 1}, podemos ahora

hacer R — oo y se tiene
E, < - .
T e

Con el propésito de calcular la medida de segunda especie y de dar cotas de error en

la férmula de cuadratura de Szegé con respecto a las funciones peso wg(f), k = 1,2 es

facil ver que la transformada de Herglotz- Riesz viene dada, con respecto a w; por

;

1+2z si |2/ <1
F, (2)= (4.16)
2 6 2] > 1.

y con respecto a wp por
1—2z si |z <1

F,,(2) = (4.17)
== 6 2] > 1.

Como consecuencia y procediendo igual que en el Corolario 4.3.2, se tiene por un lado

1+cosf

que dw(0), = 3d0+m6(e” —z1) es la medida de segunda especie asociada a wy (§) = 28,

donde z; = —1.

Y por otro lado, que dwy(#) = 3df + wo(e” — z;) es la medida de segunda especie

asociada a wy(f) = =22 donde ahora z; = 1.
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Veremos que las cotas de error que vamos a calcular, coinciden para ambas funciones
peso. Si para w; tomamos 7 = (—1)" y para wy, elegimos 7 = 1, los aproximantes

modificados vienen dados por

(1 —(=D"")( +2)

Rn ; -1)") =
(2, (=1)") 1+ (—1)nentl
y
(1—=2")(1-2)
Ra(z,1) = 1 _ ontt 0
respectivamente.
Por tanto, el error para la transformada de Herglotz-Riesz, en el caso de w;, vendra
dada por
(=)"2" (1+2)? :
T T nmontl si|z| <1
le(z) - Rn(Z, (_1)n) = e :1 | ’ (4'18)
—(14+=z .
—z(1+(£$")z"+1) si|z] > 1.
y con respecto a wy se obtiene
Zln_(lz;i)f si|z] <1
Fao() = Ralz,1) = 2 (119)
% s1 |Z| > 1.

Para ambas funciones peso tenemos el siguiente

Teorema 4.3.5. Sea [ analitica en G ={z:r <|z| < R, r <1, R > 1}. Entonces, para

cada n

,r,n+1 7,.2 2
Ba(f)] < S maseer {| 20|} (Z20H2 + 555 ). (4.20)
donde I' = T'1 |y, siendo I'y y T'y como en formula (4.14) y denotando E,(f) el error

en la n—ésima formula de Szegd para las funciones peso wi(6) y wa(0).

Obsérvese que para estas funciones peso también se obtiene un resultado similar al

dado en la Observacion 4.3.4.
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4.4 Resultados numéricos

En esta Seccion, y con caracter ilustrativo, compararemos el error exacto en las formulas
de Szegé con las cotas de error dadas por las férmulas (4.15) y (4.20). Al propio tiempo,
los resultados numéricos referidos a las féormulas de Szeg6 se compararan con los que se
obtienen aplicando las formulas de Gauss- Legendre. Tales formulas de cuadratura deben
entenderse en el siguiente sentido: (ver [23],(28]). Sea f(e%) = f1(0) + if2(6). Entonces,
L(f) = / Fu(0)d0 +i/ Fy(0)do

donde F;(0) = fi(0)w(0), i = 1,2. Si aproximamos estas dos tltimas integrales por la
n—ésima féormula de cuadratura de Gauss-Legendre en [—m, 7], Y27, A;Fi(0;), i = 1,2
podemos escribir:

n n n

L(f) = ZAj (F1(0;) +iFs(05)) = ZAjf(ewj)w(Qj) = Zij(eif’j)’

con B; = A;w(0;) >0, j=1,...,n.

A tal efecto elegiremos las siguientes funciones como integrandos:

o sen(i P
fiz) = 580E - po) =3By () = SNE
I (4—2)(2—3)

z—

fi(z) f2(2)

Observar que es analitica en 0 < |z| < R para R < 4, la funcién es ahora

analitica en < |z| < cosir > 1y, finalmente, la funcién f?’T(z) es analiticaenr < |z| < R

parai<r<R<4.

Para estas funciones, hemos calculado el error exacto en las férmulas de Szego en base

senzg

2

a los Teoremas 4.2.6, 4.2.9 y 4.2.10, con respecto a las funciones peso ws3(f) =

wi(0) = 28 v 0 (0) = 15228 respectivamente.

Para ws(0) = 862229, tenemos los siguientes resultados que aparecen en las Tablas 1—3 :
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Tabla 1-f1(z)
Nodos | Error exacto (Szegd) | Cota (R=3.8) | Error exacto (Gauss-Legendre)
n=8 | 1.24397935E-06 | 2.431076E-05 1.71024787E-03
n=16 9.68002240E-12 2.591511E-10 1.48264889E-07
n=24 1.54390389E-16 1.286057E-14 1.18979947E-11
Tabla 2-f5(z)
Nodos | Error exacto (Szegd) | Cota (r=0.27) | Error exacto (Gauss-Legendre)
n=y§ 1.990366E-05 4.071163E-04 3.156266E-02
n=16 1.548800E-10 1.149814E-08 4.977121E-06
n=24 2.178812E-15 3.247415E-13 7.953741E-08
Tabla 3-f3(2)
Nodos | Error exacto (Szegé) | Cota (R=3.8, r=0.27) | Error exacto (Gauss-Legendre)
n=_y 7.400192E-07 3.161199E-04 3.116131E-04
n=16 1.091954E-11 7.403863E-09 2.943992E-10
n=24 2.775557TE-17 1.740482E-13 4.424738E-09
Para wy(0) = 1+2C—T‘is‘9, se tienen los siguientes resultados en las Tablas 4 — 6 :
Tabla 4-f1(2)
Nodos | Error exacto (Szegd) | Cota (R=3.8) | Error exacto ( Gauss-Legendre)
n=38 3.34996165E-06 5.174076E-05 3.50150187E-04
n=16 3.44166917E-11 1.190039E-09 1.43798826E-08
n=24 5.27355936E-16 2.737112E-14 1.26720897E-10
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3.705510E-

Tabla 5-f5(2)

Nodos | Error exacto (Szegé) | Cota (r=0.27) | Error exacto (Gauss-Legendre)

n=_y 6.462231E-05 8.689770E-04 1.718254E-02

n=16 5.506783E-10 2.454229E-08 9.102588E-07

n=24 8.409939E-15 6.931467E-13 8.015859E-07

Tabla 6-f5(z)

Nodos | Error exacto (Szegé) | Eror bound (R=3.8, r=0.27) | Error exacto (Gauss-Legendre)
n==y§ 2.614782E-06 6.729565E-04 1.895428E-04
n=16 3.882527E-11 1.576203E-08 1.192112E-07
n=24 4.996003E-16

13

9.867432E-08

Finalmente, para la funcién peso ws(6)

2

1—cosé

, tenemos los correspondientes resul-

tados numéricos que vienen dados en las Tablas 7 — 9.

Tabla 7-f1(2)

Error exacto (Szegd)

Cota (R=3.8)

Error exacto (Gauss-Legendre)

2.08782660E-06
1.23908591E-11

1.90819582E-16

5.174076E-05
1.190039E-09

2.737112E-14

9.61621164E-04
3.25547073E-08

2.32242974E-11
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Tabla 8-f5(z)

Nodos | Error exacto (Szegé) | Cota (r=0.27) | Error exacto (Gauss-Legendre)

n==§ 2.238229E-05 8.689770E-04 6.482502E-03

n=16 1.982434E-10 2.454229E-08 8.908710E-07

n=24 2.955968E-15 6.931467E-13 5.565306E-08

Tabla 9-f3(2)

Nodos | Error exacto (Szegé) | Cota (R=3.8, r=0.27) | Error exacto (Gauss-Legendre)
n=8 9.413287E-07 6.729565E-04 1.330823E-04
n=16 1.397712E-11 1.576203E-08 2.980441E-08
n=24 2.220446E-16 3.705510E-13 7.450711E-08

A partir de estos resultados numéricos se puede ver que las cotas de error se aproximan
bastante al valor exacto y que las férmulas de Szegé compiten favorablemente con las de

Gauss- Legendre.

4.5 Aplicacion al intervalo [—1, 1]

En esta Seccién aplicaremos toda la teoria de la Seccion 4 del Capitulo anterior a las
funciones peso de Chebyshev. La relacién entre p y w, que viene dada por la férmula

w(f) = p(cosB)|senf| se puede ver en la siguiente Tabla:
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Tabla 1

—~

caso | « g wu(x) w

8

1Lo-1/2 | 1/2 | () = Y&
2 | 1/2 | -1/2 | pe(x) = Y=
3 1 1/2 | 1/2 | ps(z) =

4 1 -1/2 [ -1/2 | pg(x)

wi(f) =14 cosd

[l
8

8

wo(f) =1 — cosb

w3 (0) = sen?d

—_
I
HH
[N}

w4(9) =1

|

Los polinomios ortogonales respecto a las funciones peso up(z) v (1 — 2?)up(z), k =
1,2, 3,4 los habfamos denotado en el Capitulo anterior por p, () y ¢,(z) respectivamente.
Estos polinomios, en los diferentes casos dados en la Tabla anterior, tienen cierta relacion.
Por ejemplo, en el dltimo caso, sabemos que el n—ésimo polinomio de Szeg6 viene dado por
®,,(z) = 2™y el polinomio ortogonal ménico p,(x) coincide con el polinomio de Chebyshev
de primera especie 27T, (x). Por la formula (1.11) podemos contruir el polinomio g, ()
para el caso 4 el cual coincidird con el polinomio p,(z) para el caso 3 que es precisamente

el polinomio de Chebyshev de segunda especie 27U, (x).

En el Capitulo anterior, los polinomios ortogonales respecto a las funciones peso (1 4+
o)ur(z), k=1,2,3,4 se habfan denotado por QF () respectivamente y, haciendo uso del
Teorema 3.4.12 para la funcién peso del caso 4, se puede ver que los polinomios ortogonales

QF(z) coinciden con los polinomios p,(z) para los casos 1y 2.

Una vez se hayan calculado los coeficientes y nodos en las férmulas de Szeg6 podremos
obtener las férmulas de cuadratura de Gauss (G), Gauss- Lobatto (GL) o Gauss- Radau
bien cuando incluyamos el punto 1 (GR(1)) o bien el punto -1 (GR(—1)). Por ejemplo,

para la funcién peso wy () = 1+ cos 6, los coeficientes de la (2n)—ésima férmula de Szegd
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para 7 = 1 vienen dados por

P % — 1
T (1+cos(g>), 1<k<2n+1, k#n+1

2n+1

y los nodos son los ceros del polinomio para-ortogonal Ba,(z,1) que vienen dados por

i0 (2k—1)mi
¢p=e""=¢ it 1 <k<2n+1, k#n+1.

Por tanto, los nodos para la férmula de cuadratura de Gauss con respecto a 1 ()

2%k—1 - s .
son T = COoS (2n+1)7r7 1 <k <nylan—ésima férmula de Gauss sera

/1 F(z)p (z)dw ~ Zn: (%21 : (1 + cos (%))) F (cos (%))

1 k=1

que es exacta para todo polinomio de grado a lo sumo 2n — 1.

Como los calculos son similares para las restantes funciones peso, haciendo uso de la

Seccion anterior, en la siguiente Tabla daremos los correspondientes coeficientes y nodos

para los casos en los que estos se conozcan explicitamente.

Tabla 2
G GL GR(1) GR(-1)
caso
k=1,...,n k=0,....,n+1 k=0,....,n k=1,....,n+1
_ (2]{3—1)7‘1’ _ k7r
T) = COS 5 Tk = COS 77
1 f
A o 27TU.J3(9k) [ ] A _ 71'&)3(9k) [g]
k= Tont1 E— Tt
2km km
Tj = COS 3,75 Ty = COS 775
2 . [d] [e] o
_ 2mwa (b _ Tw2(Ug
A = 2n+1 Ay = n+1
km
T = COS el
3 - a b 3
Ak — TW1 k
n+1
A T = COS W T = COS nk—L T = COS 22152?1 T = COS (22kn_jl)7r
T 2 2
Ay = % Ay = n+l Ap = 2n+1 Ap = I+l
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Aqui, las férmulas de Gauss con n nodos serdn denotadas por Y ,_, Axf(z), las de
Gauss- Lobatto, por Y150 Ay f (21, las de Gauss- Radau, incluyendo el 1, por S7_ Ay f ()
y las de Radau, con el -1, por Zzg Arf(xp).

En las casillas donde aparecen [a — d], no hemos podido deducir expresiones explicitas
de los nodos o de los coeficientes. No obstante, se pueden establecer algunas relaciones
entre ellas y conclusiones acerca de la localizacion de los nodos.

Por ejemplo, para el caso [b] el numerador en la expresion obtenida para el polinomio

para-ortogonal Bs,1(2z, —1) puede verse que es proporcional (haciendo z = %), a:
(n+ 1)sen(n + 2)8 — (n + 2)sen(n + 1)0.

Si hacemos lo mismo para el caso [c], el polinomio para-ortogonal es Ba,.1(z,1) y el

numerador de la expresion que lo representa sera proporcional a
(n+ 1)sen(n + 2)0 + (n + 2)sen(n + 1)6.

Haciendo uso de relaciones trigonométricas conocidas, se tiene que

(n+ Dsen(n +2)(r —6) — (n+2)sen(n+ 1)(r — 0) =
(—=1)"* ((n+ 1)sen(n + 2)8 + (n + 2)sen(n + 1)0).
Con lo cual, los nodos del caso [b] se obtienen de los de [¢] reemplazando 6; por m — 6;.

Se puede ver facilmente que la misma relacion existe entre los casos [g] y [e].

Por otro lado, en el caso [d], el numerador B, (2, —1) es proporcional a:
(n+ 1)sen(n + 2)0 — (n + 2)sen(n + 1)0.

Por tanto, si a las soluciones de [b] ((2n + 1) soluciones) le anadimos # = 7 (z = —1)

obtendremos las soluciones de [d], ((2n + 2) soluciones).
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De la misma manera, en el caso [f] se tiene que el numerador, ahora de By, 2(z, —1),

es proporcional a

(n+ 1)sen(n +2)0 + (n + 2)sen(n + 1)6. (4.21)
Entonces, si a las soluciones de [¢] ((2n + 1) soluciones) le anadimos § = 0 (z = 1)
obtendremos las soluciones de [f], ((2n + 2) soluciones).

En cuanto a la localizacién de los nodos, estudiaremos sélo los casos [a], [e] v [f] ya
que el resto se puede deducir a partir de éstos mediante las relaciones que acabamos de
establecer.

El caso [a] representa la férmula de Gauss- Lobatto con respecto a la funcién peso
w(x) = /1 — 22 Entonces necesitaremos los ceros del polinomio para-ortogonal
Banio(z,—1) con respecto a ws(f) = sen?d. Si en la expresién de By, o(z, —1) hacemos

2z =€ se puede ver que el numerador es proporcional a
(n+ 1)sen(n + 3)0 — (n + 3)sen(n + 1)0.
Esta expresion se puede reducir, después de algunas manipulaciones trigonométricas, a
(n + 2) cos(n + 2)0send = sen(n + 2)6 cosb.

Obsérvese que 0 y 7 son soluciones de la ecuacién y que para n impar habria que anadir
7/2. El resto de las soluciones son simétricas con respecto a m/2 y tienen que computarse
numéricamente. Para n impar dichas soluciones estdn muy cerca de 7/2+jn/(n+2), j =
0,...,(n—1)/2y para n par, 7/2 no serfa solucién y el resto estéan cerca de m/2 £ (25 +
r/(2n+4), j=0,...,(n—2)/2.

Para el caso [e], los nodos se corresponden con las soluciones de la ecuacién

2 3 2 1
ny )0 — (2n + 3)sen( n2—i—

(2n + 1)sen( )6 = 0.

Una solucién es § = 0 y las restantes estan muy cerca de

7/2+ 2+ D)n/(2n+2), j=—(n—-1)/2,...,(n—1)/2, paran impar
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y
w/2+jn/(n+1), j=—(n—2)/2,...,n/2, paran par.
Finalmente, en el caso [f] y haciendo uso de la férmula (4.21), se tiene que dos solu-
ciones son 0 y 7 y el resto se encuentran cerca de 2j7/(2n + 3), j = 1,...,n, para todo

n.






Capitulo 5

Formulas de cuadratura de tipo
interpolatorio para las funciones

peso de Chebyshev

5.1 Introduccion

En este capitulo nos centraremos, de nuevo, en la aproximacion de integrales sobre T de
la forma:
™
L) = [ e

mediante una férmula de cuadratura del tipo 7,(f) = >_j_; A;f(x;) con nodos {z;}}_; a
ser posible distintos y sobre la circunferencia unidad y donde ahora ¢(f) puede ser una
funcién compleja absolutamente integrable. Como, en general, la funcién o() puede no
ser positiva, carece de sentido, en tal caso, utilizar las férmulas de cuadratura de Szegé a
las que nos hemos referido en los dos Capitulos anteriores. Como alternativa, tomaremos

férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio en A_, ,, (p+¢ = n—1) con nodos distintos

sobre T.

133
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Si los coeficientes {A;}%_; de la férmula de tipo interpolatorio, son positivos y
lim,, o p(n) = lim, . q(n) = 0o, tenemos garantizada la convergencia de las férmulas
de cuadratura para toda funcién f acotada e integrable en [—m, 7]. Por otro lado, la
positividad de los coeficientes es fundamental (véase por ejemplo [34]) a la hora de es-
tudiar la estabilidad numérica de los procesos de cuadratura. Asi pues, en términos de
convergencia y estabilidad, nos interesa construir férmulas de cuadratura con coeficientes
positivos. A tal fin, veremos que, con respecto a las funciones peso de Chebyshev, los
coeficientes de las correspondientes férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio I,,(f)
en A_,,, (p+¢=n—1), cuyos nodos son rotaciones de las raices n—ésimas de la unidad,
son no negativos para casi todos los valores del parametro p. Conviene recordar que las

funciones peso de Chebyshev son de la forma w(f) = (1+cos §)*+'/2(1 —cos §)?+1/2, donde

a, B € {£1/2}.

Asi pues, en la Seccién 2 calcularemos los coeficientes de dichas formulas de cuadratura.

Hay que tener en cuenta que para a = 3 = —% obtendremos la medida de Lebesgue %
y se sabe ([28]) que si elegimos los nodos como las raices n—ésimas de un complejo 7,
de médulo uno, entonces la correspondiente férmula de cuadratura de tipo interpolatorio

coincide con la formula de Szegd, con lo cual nos ocuparemos sélo de las funciones peso

de Chebyshev normalizadas: wy(f) = 258w, (0) = 1588 y wy(6) = S%—Ife.

En la Seccion 3 daremos cotas de error para las tres férmulas de cuadratura construidas
en la Secciéon 2.2. A tal efecto, utilizaremos la transformada de Herglotz- Riesz con
respecto a las tres funciones peso y ciertos aproximantes tipo Padé en dos puntos a dicha

transformada.

En la Seccién 4 y con caracter ilustrativo, compararemos numéricamente nuestras
formulas de tipo interpolatorio con las correspondientes férmulas de Szeg6. Comprobare-

mos también la efectividad de las cotas de error obtenidas en la Seccién anterior.
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Finalmente, en la Seccién 5 nos centraremos en aproximar integrales en el intervalo
[—1, 1] haciendo uso de férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio en A_,,, (p+q =
n— 1) cuyos nodos sobre T verifican ciertas hipdtesis. Al final de esta Seccion aplicaremos
los resultados obtenidos a nuestras tres funciones peso, dando lugar, en algunos casos, a

férmulas de cuadratura en [—1, 1] bien conocidas.

5.2 Coeficientes de las formulas de cuadratura de

tipo interpolatorio

Como es sabido, una cuestion clave en la construccion de formulas de tipo interpolatorio,
bien sea sobre un intervalo [a, b] del eje real o sobre T, es suministrar una eleccién adecuada
de los nodos en los que se basan tales férmulas en el sentido que los mismos sean de
facil computacion y permitan asegurar un cierto grado de exactitud, tanto tedrica como

practica, en los resultados proporcionados.

En esta Seccion construiremos férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio con
respecto a las medidas de Chebyshev normalizadas, tomando como nodos las raices
n—ésimas de 7 € T. Asf pues, el polinomio nodal serd W, (z) = 2" — 7 y si 7 = €%,

, ¢+2(G—Dm . .
los nodos vendran dados por z; =e~ » ', j=1,...,n.

Solamente calcularemos de forma detallada los coeficientes de la férmula de cuadratura
con respecto a la funcién peso wi(f), ya que para wy(f) y ws(f) los célculos son muy

similares.

Por (1.24) se tiene que
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donde L; viene dado por (1.23). Entonces, podemos escribir:

J dd=— [ -2
n o e(eif —x;) 2w 2mi Jp 2naPt(z — )

dz = Res(f,0)

4 /7r A I Y 12" = 1) (2 + 1)

o (a0 —7) (241)?
2nzPt2(z—x;)

donde f(z) =

_ n—1 _k n—k— l
. Observar que 7 = 2% y, por tanto, - - =D j0 2 T]

El residuo entonces puede calcularse de la siguiente forma:

p—n+1

xt 1 qr+1 n-l
A — j 1 2 k, n—k—1 5.1
77 on (p+1)ldert! { i ];Z ¢ (5:.1)

2=0

por lo que sélo habria que encontrar el coeficiente que acompaiia a P! en la expresién

que estd entre corchetes. Para ello tenemos que distinguir varios casos. Si p = 0 se tiene,

z; " 1 1 2, + 1
A= ("4 =— (24 =) =212
! 2n (277" +227) 2n< +xj> 2n;
Sip=n-—1:
1 24z
A = — 4 ="""J
J 2n(x]+) 2n

y finalmente, si 1 < p < n — 2 entonces,

— 1
Lt

T n—p—2 n—p—1 n—p)
A; = L (a:j + 2z, + ;

= d (2t 2) = A (24 T) = & (24 20(a)

1+Cos(—¢+2(f;1)ﬂ)

donde x; =€, j=1,...,n, n > 3. Hemos demostrado, por tanto, la siguiente

Proposicién 5.2.1. Los coeficientes de la formula de cuadratura de tipo interpolatorio

con respecto a la funcin peso wi(0) = 28y donde los nodos {oiy, (25 = =, j=
1,...,n) son las raices n—ésimas de T = €'*, vienen dados por
2x;+1 . .
2730%_ si p=0
Aj=9 Zuw(0;) si 1<p<n-2, j=1,...,n,n>3. (5.2)
2+, .
T% si p=n-—1
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Anélogamente, para ws(f) se obtiene:

Proposicién 5.2.2. Los coeficientes de la formula de cuadratura de tipo interpolatorio

con respecto a la funcion peso wo(f) = =258 COSG y donde los nodos {x;}}_,, (v; = =ei § =
1,...,n) son las raices n—ésimas de T = €', vienen dados por
2x;—1
27;%- si p=0
Aj =19 Zuy(;) si 1<p<n-2, j=1,.,n n>3. (5.3)
27 .
o si p=n-—1

Finalmente, para la funcién peso ws(f) se tiene

Proposicién 5.2.3. Los coeficientes de la formula de cuadratura de tipo interpolatorio

con respecto a la funcion peso ws(0) = sen20 y donde los nodos {x;}7_,, (z; = €, j =
1,...,n) son las raices n—ésimas de T = €', vienen dados por
2221
47Jm? si p=20,1
Aj=9 Zuy(0;) si 2<p<n—-3, j=1,...nn>5 (5.4)
2—z2
e si p=n—2,n—1

Observacion 5.2.4. Por (5.2) y (5.3), se puede ver que los coeficientes son no negativos
para 1 < p < n — 2 y también, por (5.4) podemos garantizar lo mismo pero ahora para
2 < p < n—3. Para propiedades relativas a la positividad de los coeficientes de formulas

de cuadratura de tipo interpolatorio sobre T, ver [45].

Observacién 5.2.5. Conviene resaltar que para las funciones peso en consideracion
wp(0), k = 1,2,3, la formula de cuadratura de tipo interpolatorio en A_,, (p + q =
n — 1), basada en las raices de T (|7| = 1), coincide con la n—ésima formula de Szegd si
1<p<n—-2parawi(0); k=1,2y2<p<n-—3 paraws(f) cuando la aplicamos a todo

el integrando f(e?)wi(0); k= 1,2,3.
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Observaciéon 5.2.6. Hay que tener en cuenta que, los casos n = 1,2 no estdn contem-
plados en las formulas (5.2) y (5.3) ni tampoco en (5.4), paran = 1,2,3,4. Consideremos
como ejemplo la funcion peso wo. Entonces, paran =1 y como p+ q = 0, se tiene que
p = 0 y haciendo uso de (5.1), el coeficiente de la formula de cuadratura viene dado por

A; =1. Sin =2, entoncesp =0 ¢ p=1. Para p = 0 y utilizando de nuevo la expre-

2z;+1
dx;

sion dada por (5.1), los coeficientes son A; = J = 1,2 y para p = 1 obtenemos

A =1t =12

7,
J 43

5.3 Cotas de error

En esta Seccion nos ocuparemos de calcular cotas de error para las formulas de cuadratura
respecto a las tres funciones peso wq (), wo(f) y w3(0) introducidas en la Seccién anterior.
A tal efecto vamos a calcular el error en la transformada de Herglotz- Riesz F, (2), k =

1,2,3 con respecto a ciertos aproximantes tipo Padé asociadas a las mismas. Para ello,

sea w(f) una funcién peso en [—7,7] y supongamos que W,(2) = [[[_;(z — 7;) es el
polinomio nodal de la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio en A_, 4, con 0 < p <

n—1; ¢g=n—1—pynodos {z;}"_, sobre T. Entonces, si

(p/n)p, (2) = gvz(é)) 0<p<n-—1

representa el aproximante tipo Padé a F,(z) cuyo denominador coincide con el poli-
nomio nodal W, (z), el papel que juegan F,,(2) y (p/n), (z) con respecto a la férmula de
cuadratura de tipo interpolatorio, como ya hemos visto, viene dado por el Lema 1.5.4 y
como consecuencia se tiene la siguiente cota superior, siendo f analitica en un dominio

que contenga a T y I' la frontera del mismo:

r

B0 < g { |52} [ 1R - ), )b 55
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Para calcular F,(2) — (p/n)p (2) utilizaremos la siguiente expresién integral: (ver

férmula (1.37) del Capitulo 1)

m&wmm@zﬁwfwwmﬁh@w

W(2) ), e —=z
En la Seccién anterior habiamos elegido los nodos que fueran rotaciones de las raices
de la unidad por lo que el polinomio nodal, con el cual haremos todos los calculos, sera,
de nuevo, W,,(z) = z" — 7, donde |7| = 1.

En primer lugar, para la funcién peso wq(6) = 1+20—7?59, se tiene:

Fop(2) = (p/n)g, (2) = B [T < e gy

2h—7 J—m 21

2zP+1 1 (w"—T)(w+1)2d
2"—1 215 JT 2wPt2(w—=z)

Sea h(w) = %, entonces

22" (Res(h,0) + Res(h,z)) si |2| <1

Fo(2) = (pfn)p, () =4 7
2,p+1 .
~—Res(h,0) si|z] > 1.
Como i L= ézkx” #=1 el residuo se puede calcular de la siguiente manera:

2:PFL 1 Pt . . k1
Res(h,())zZn_7<p+1)!dzp+1{ (z+1) sz
k=0

Tendremos que distinguir ahora varios casos segun los valores del pardmetro p. Asi, si

z=0

p =0, Res(h,0) = & + 55 = 251, Por tanto, si [z] < 1:

222

i (2) = (p/n)p,, (2) = 7% (Res(h,0) + Res(h, z))
— 2 (22+1+ (=" —72)(22+1)2>

2" (24 1)2—72242(1—7)2+1—7
z2(z"—T1) :

Entonces, podemos escribir:

2 (241)2—72242(1—7)2+1—7 & ‘Z’<1

Fo(2) = (p/n) g, (2) = e (5.6)

el siJo] > 1.



140 Capitulo 5. Férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio para las funciones peso de Chebyshev

Ahora, si 1 < p < n — 2, se tiene:

11 1 (z+1)
Res(h,0) = 59 + s + 5 = o

Por lo que, si |z] < 1:

Fo(2) = (p/n)g, (2) = %= (Res(h,0) + Res(h, 2))

2P+l z 2 2" —71)(2 2
-2 (g 4 gy
_ (2" +1-7)(2+1)?
- 2(zn—T)
y por tanto:
—(Zntl(z_ﬂ(f)ﬂ)Q |z < 1
() = /), (=1 (57)
P |z| > 1.
Finalmente, si p=n — 1, Res(h,0) = 5= + (;;;f,)f = Zn;rz(ffll)2. ysi|z| <1
Fu(2) = (p/n)p, (2) = 2= (Res(h,0) + Res(h, 2))
— (et o)
2" (2" 41— ‘r)(z+1)
o z(z"—1)
Entonces:
z”+(z’;(+zi::-))(z+l)2 2] < 1
(@) = /), (=1 (53)

Si tomamos como dominio el anillo G = {z:7r < |z| < R, r <1, R > 1}, entonces

=TIy, donde

={z:|z|=r, 0<r<1} y I'y={z:|2|=R, R>1}. (5.9)

En consecuencia, por las féormulas (5.7) y (5.5), se deduce la siguiente cota de error:

" 1—7|)|142|? 1+2|?
Balf)] < 2 maseer {| 42|} (fr, EEREL a2 + Jy, rEilaz))
1 JiG3) T (r"+]1—7|)( 1+2rcos€+r T 142Rcos 0+ R?
S Ema}(ger{ T } (f - r(1—rm) d9 + f 4+R(R” 1 Rde)
1 f 27 (r" +[1—7]) (1472 2m (14 R?)
= Emax&r{ 1€ } L |1 rn' )y én,l >

rn T 7.2 2
:%maner{‘(—‘}(( Hirit )+<}1;R1>)

Hemos probado, pues, el siguiente
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Teorema 5.3.1. Sea [ una funcion analitica en el anillo G = {z :r <|z| < R, r < 1,
R > 1} . Entonces, una cota del error para la formula de cuadratura de tipo interpolatorio

anteriormente definida con respecto a wy(0) viene dada, para cada n, por (1 <p <n-—2)

[Bu(f)] < §maxeer {| 42|} (1£li0e o G (5.10)

1—rn R"—1

donde I' = T'1 | 'y. Siendo I'y y 'y como en (5.9). De forma similar se pueden obtener

las siguientes cotas para p =0 y p =n — 1 respectivamente:

f(€ r(14r2)+r2+(2r+1)[1—7 14+2R
E,(f)] g%manep{‘ﬁ‘}( (Ltr?) o Cri1) |+<Rn_1>>

rn 1”2 ,',,2 —r 2 n
E.(f)] < %maxger{‘f(ﬁ)‘}< i)+ (Panlior) | (4R )).

Para las dos funciones peso wi(6), k = 2,3, omitiremos los cédlculos ya que son muy
similares a los ya hechos para wi(0).

Para wy(6) = 122¢ si p = 0, se tiene que:

21
fznfl(z71)22+(252_t)2(177')z+7'71 si ‘Z| <1
Fnl2) = (p/n), (2) = (5.11)
P si|z] > 1.
Sil<p<n-—2, entonces:
DR g [y < 1
Fiy(2) = (p/n)p,, (2) = \ (5.12)
(z—1) . 1
prCw si|z] > 1.
Finalmente, sip=n — 1,
A DE DS i 2] < 1
Fon(2) = (p/n)p,, ()= | ", (5.13)
ZZ?;'(%;")) si|z| > 1.

Por otro lado, es facil ver que las cotas de error dadas en el Teorema 5.3.1 son las mismas

1—cosf

que para la funcién peso wy(f) = =2
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Para w3(0) = SC*(0) tenemos la siguiente expresion del error para p = 0,1 :

2T
—z"*Q(z2—1%2—2i-(7'z4+2)(1—7)z+1—7— si |Z| <1
P = o), () =4 O | (5.14)
% S1 |Z’ > 1.
Para 1 < p <n — 3, se tiene:
R e |
(@) = o/, () =1 | (515)
222(T—2z") S |Z’ >1
ysip=n—2n—1,
TSR s e <1
Fon(2) — (p/n)p, (2) = " (5.16)
2" —(22-1) .
S si|z] > 1.

222(z"—T)

De forma andloga al Teorema 5.3.1, y usando las féormulas (5.14), (5.15) y (5.16), se

puede deducir facilmente el siguiente

Teorema 5.3.2. Sea [ una funcion analitica en el anillo G = {z :r <|z| < R, r < 1,
R > 1} . Entonces, una cota de error para la formula de cuadratura de tipo interpolatorio

anteriormente definida con respecto a ws(6) viene dada, para cada n, por (2 <p <n-—3)

r"4|1—7 rt 1+R*
Ba(f)] < 4 masger { |10} (bt 4 o) (5.17)

donde ' =T1JT2, con Ty y Ty como en (5.9). Parap=0,1 yp=mn—2,n—1 se tiene:

v (14+rH)+rt+(2r24+1)|1—7 14+2R?
|E.(f)] < §maxeer {)f@ ’} ( = )tu:(«n) Ol 1&2(271—1)))

rr4(rd4 1) (r 4|1 —7 1+R*+R™
EJ(f)] < imax@{‘ﬂ@’}( H (7411 +(§(Ri1))>

respectivamente.
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5.4 Resultados numéricos

Como habiamos mencionado en el Capitulo 1, las férmulas de cuadratura de tipo inter-
polatorio sobre la circunferencia unidad han sido estudiadas desde un punto de vista mas
general y donde las funciones racionales ortogonales con polos fuera de T juegan un im-
portante papel, (ver [7]). Sin embargo, e incluso en el caso de los polinomios de Laurent,
pocos experimentos numéricos se han hecho. Asi pues, con caracter ilustrativo y para
evaluar la efectividad de nuestras formulas de cuadratura, vamos a tomar las siguientes

funciones analiticas como integrandos:

o sen(i P
filz) = 5BQ 0 po) = SBE 0y f(r) = SBE
4 ( )( 4)

Para estas funciones, hemos calculado los errores exactos en la férmula de cuadratura

1+COSQ’ wz(e) _ 1—cosf

de tipo interpolatorio con respecto a las funciones peso wi(f) = =52 S

y ws(0) = 862229, asi como las cotas de error dadas en (5.10) y (5.17). Como polinomio
nodal hemos elegido W,,(z) = 2" — 1. Ademads, hemos calculado también el error para las
correspondientes formulas de cuadratura de Szegd que se han computado en el Capitulo

anterior.

Como es usual, si se pretende llevar a cabo una comparaciéon coherente entre las dos
férmulas de cuadratura (la de Szegé y la de tipo interpolatorio), ambas deben tener el
mismo dominio de validez. Para ello, denotaremos por N el nimero de nodos en las
formulas de tipo interpolatorio, donde también hemos tomado p = ¢. Entonces se tiene

que N = 2n — 1, siendo n el nimero de nodos en las formulas de Szegé.

Para la funcién peso wy(6) = 1+2C—7‘:Se, los resultados se pueden ver en las Tablas 1 — 3.



144 Capitulo 5. Férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio para las funciones peso de Chebyshev

Tabla 1-f1(z)

Nodos Error exacto (Szegd) | Error exacto (Interpolacién) | Cota (R=3.8)
n=8,N=15 3.34996165E-06 5.50297488E-10 1.71841736E-08
n=10,N=19 1.30302390E-07 2.15101547E-12 8.24127231E-11
n=12 N=23 8.88161369E-09 8.42382595E-15 3.95239078E-13

Tabla 2-f5(z)

Nodos Error exacto (Szegd) | Error exacto (Interpolacién) | Cota (r=0.27)
n=8,N=15 6.462231E-05 8.80170097E-09 3.36656929E-07
n=10,N=19 1.984629E-06 3.44152206E-11 1.78913294E-09
n=12,N=23 1.427481E-07 1.31420252E-13 9.50818602E-12

Tabla 3-f3(z)

Nodos Error exacto (Szegd) | Error exacto (Interpolacién) | Cota (R=3.8, r=0.27)
n=8 N=15 2.614782E-06 6.21195594E-10 2.26498285E-07
n=10,N=19 1.585648E-07 2.42644793E-12 1.09713504E-09
n=12 N=23 9.941509E-09 9.43689570E-15 5.31953309E-12

Para wo(f) = 1%;)59, se tiene los correspondientes resultados numéricos en las Tablas

4 — 6.
Tabla 4-f1(2)

Nodos Error exacto (Szegd) | Error exacto (Interpolacién) | Cota (R=3.8)
n=8,N=15 2.08782660E-06 1.97862407E-10 1.71841736E-08
n=10,N=19 3.889221E-08 7.74331987E-13 8.24127231E-11
n=12 N=23 3.24876996E-09 3.06699105E-15 3.95239078E-13
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Tabla 5-f5(z)
Nodos Error exacto (Szegd) | Error exacto (Interpolacién) | Cota (r=0.27)

n=8 N=15 2.238229E-05 3.16885709E-09 3.36656929E-07

n=10,N=19 7.224837E-07 1.23896171E-11 1.78913294E-09
n=12,N=23 5.133795E-08 4.84612350E-14 9.50818602E-12
Tabla 6-f5(z)

Nodos Error exacto (Szegd) | Error exacto (Interpolacién) | Cota (R=3.8, r=0.27)
n=8 N=15 9.413287E-07 2.23630447E-10 2.26498285E-07
n=10,N=19 5.708336E-08 8.73606742E-13 1.09713504E-09
n=12,N=23 3.578943E-09 3.41393581E-15 5.31953309E-12

Finalmente, para la funcién peso: ws(6) = 862229, los resultados aparecen en las Tablas
7—9.
Tabla 7-f1(z)

Nodos Error exacto (Szegd) | Error exacto (Interpolacién) | Cota (R=3.8)
n=8 N=15 1.24397935E-06 6.18749933E-10 3.06817398E-08
n=10,N=19 3.390497E-08 2.41981087E-12 1.47145029E-10
n=12,N=23 2.515530E-09 9.45077349E-15 7.05685524E-13
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Tabla 8-f(z)
Nodos Error exacto (Szegd) | Error exacto (Interpolacién) | Cota (r=0.27)

n=8 N=15 1.990366E-05 1.00621216E-08 5.84166247E-07

n=10,N=19 5.424796E-07 3.87201659E-11 3.10449894E-09
n=12,N=23 4.024848E-08 1.51198498E-13 1.64985802E-11
Tabla 9-f5(z)

Nodos Error exacto (Szegd) | Error exacto (Interpolacién) | Cota (R=3.8, r=0.27)
n=8 N=15 7.400192E-07 6.99035468E-10 4.03349770E-07
n=10,N=19 4.456684E-08 2.72981637E-12 1.95328957E-09
n=12 N=23 2.796190E-09 1.05471187E-14 9.46804415E-12

De los resultados obtenidos en estas Tablas se puede ver, claramente, que las formulas

de tipo interpolatorio dan mejores resultados que las de Szeg6. Por otro lado resulta

constatable, al menos numéricamente, la efectividad de las cotas de error calculadas en la

Seccién anterior.

Seguidamente haremos una nueva comparaciéon entre las férmulas de Szegé y las de tipo

interpolatorio pero, ahora, utilizando el mismo nimero de nodos n en ambas féormulas.

Tomaremos de nuevo p = ¢ y como p + ¢ = n — 1, el nimero n debe ser impar. Nos

restringiremos a la funcién peso ws(0)

10 — 12.

2

— 12288 105 resultados se dan en las Tablas
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Tabla 10-f1(2)

Error exacto (Szegd)

Error exacto (Interpolacién)

5.595611E-06
1.806210E-07

1.283448E-08

7.544544E-05
2.087826E-06

3.889221E-08

Tabla 11-f5(2)

Error exacto (Szegd)

Error exacto (Interpolacién)

3.017841E-04
8.351297E-06

1.555688E-07

4.134759E-04
2.238229E-05

7.224837E-07

Tabla 12-f3(2)

Error exacto (Szegd)

Error exacto (Interpolacion)

2.394534E-06
2.408145E-07

1.423569E-08

1.199183E-05
9.413287E-07

5.708336E-08

147

Podemos ver que, utilizando el mismo nimero de nodos en ambas féormulas de cuadratu-

ra, los resultados son muy similares. Ademas, hay que tener en cuenta que los nodos en

nuestras férmulas de cuadratura son muy faciles de calcular.

Finalmente, vamos a considerar otros integrandos f(z) con singularidades cerca de T

con el objetivo de apreciar en qué medida influye esto en los resultados numéricos para el

error en las férmulas de tipo interpolatorio. Asi pues, vamos a tomar como integrandos
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las siguientes funciones:

seni
Z

Sl Yy f5<2): 2—08"

1.25—2

fa(z) =

Los resultados se pueden ver en las Tablas 13 y 14 para las funciones fy(z) y f5(2)

respectivamente y en relacion a las tres funciones peso w(6); k= 1,2, 3.

Tabla 13 -f4(z)

Nodos wi W w3
n=15 | 5.606342E-02 | 6.921411E-04 | 1.401585E-03
n=19 | 2.247958E-02 | 2.775257E-04 | 5.619896E-04
n=23 | 9.128829E-03 | 1.127016E-04 | 2.282207E-04
Tabla 14-f5(2)
Nodos w1 ) w3
n=15 | 8.759910E-02 | 1.081470E-03 | 2.189977E-03
n=19 | 3.512435E-02 | 4.336340E-04 | 8.781088E-04
n=23 | 1.426379E-02 | 1.760962E-04 | 3.565949E-04

Como parecia previsible, de estas tltimas Tablas se puede ver que la eficiencia numérica
de las féormulas de cuadratura de tipo interpolatorio depende fuertemente de la presencia

de polos del integrando f cerca de T.

5.5 Aplicacién al intervalo [—1, 1]

En esta Seccién nos centraremos en aproximar integrales sobre un intervalo finito [a, b] del

eje real, el cual, para fijar ideas, se tomard como el [—1, 1], estableciéndose una conexién
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entre férmulas de cuadratura con nodos sobre [—1, 1] y exactas en ciertos subespacios de
P y las de tipo interpolatorio con nodos sobre T y exactas en ciertos subespacios, ahora
del espacio A de los polinomios de Laurent.

En efecto, supongamos que deseamos aproximar la integral f_ll F(z)pu(x)dx siendo
p(x) una funcién peso en [—1,1]. Como ya se ha visto, podemos construir una funcién
peso simétrica w(f) en [—m, 7] por medio de la relacién dada en la férmula (1.9).

Sea I,(f) = [T f(e®)w(#)dh, siendo w como en (1.9) y sea Ir,(f) = Z?Zl Aif(z)

una férmula de cuadratura para I, (f) exacta en A_,, con py g enteros no negativos tales

— 2n ’
que p + ¢ = 2n — 1. Supongamos que los nodos {z; i, estdn en T y aparecen en pares
conjugados, es decir, 2,,; = Z;; 7 = 1,...,n, donde z; = ¢%; j =1,... ,n. Entonces se

tiene, como un primer resultado, la siguiente

Proposicién 5.5.1. Definamos B; = R(A;); j=1,...,n yx; =cosb;; j =1,...,n.
Entonces, la formula de cuadratura J,(F) = 3°7_, BjF(z;) para I,(F) = f_ll F(z)u(x)dx

es exacta en P, donde r = min(p, q) y u(x) satisface (1.9).

Demostracion: El polinomio nodal vendra dado por Wa,(z) = H?Zl(z —zj) =

[[-,(z — 2j)(z — z;). Por tanto, Wy, (2) tiene coeficientes reales. Por otro lado, como

. s . . , . ™ —q
w es simétrica, los momentos trigonométricos ¢ = [~ _e *0,(0)dO; k € 7Z son reales.

Entonces, el polinomio

Q2n(2) = L, {W%(z) L = (WQn(z) — x—WM(m)) } o =e" (5.18)

tiene también coeficientes reales.
Por férmulas (3.13)-(3.14) en [28], sabemos que los coeficientes se pueden expresar

como

L QQn(Zj) .

A= — 7 )
’ 2Zj WQn('Zj)

i=1,2,....2n. (5.19)
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Por tanto,

Antj=— ! QQn(an): 1 Qa5 >=A-‘j=12...n
’ 22n+j W2ln<zn+j> 22] WQn( ) 7 o 7

Ahora veremos que J,(p) = 1,(p) para todo p € P,, (r = min(p, q)) o lo que es lo mismo,
Jo(2®) = L,(2%); k=0,1,...,r

Sea z =€ € T v = cos#, entonces
y )

z+ 271

k= < 5 )k =p(2) +p(z7") = L(2) € Ay

siendo p un polinomio de grado k£ con coeficientes reales.

Por tanto,

y podemos escribir

Jn(a®) =0, Biak = 0 AL (z))
5 (5 AL (z) + S5 A L(z) ) = 3 X0 AL(z))
= L [T L(e”)w(0)do
vaque L€ A, CA_,, CA_,.

Por otro lado, se tiene que

_1 oFp(z)dr =3 [T (cosB)Fu(cos 0)senddd
1 2J—m
—1 f”ﬂL 0)do (5.20)
= I,(z"); T

|
Analizaremos ahora el caso particular en el que r = min(p,q) = n — 1. Observar que
r=min(p,q) =n—1siysélosip=n—16p=mn (p+q=2n—1). Veremos que para

ambos valores del pardmetro p se obtiene la misma férmula de cuadratura para 1, (F).
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Supongamos en primer lugar que p = n — 1 (¢ = n) y sean {Aj}iil los coeficientes
de la 2n—ésima férmula de cuadratura exacta en A_¢,_1),. Esto da lugar a una férmula
de cuadratura de tipo interpolatorio para I,(f) donde los nodos vienen dados por z; =
cosl;; j=1,...,ny los coeficientes por B; = R(A4,); j=1,...,n, es decir

1
VpeP,_1: I,(p) = / x)dr = Z p(x). (5.21)

1

Por otro lado, si p = n (¢ = n—1),podemos obtener otra 2n—ésima férmula de cuadratura
exacta ahora en A_, ,_;. Sean {ﬁ] ?il los coeficientes de dicha féormula de cuadratura
(con los mismos nodos z; = €%, 2,.; = z;; j = 1,2,...,n.) Entonces si definimos
Ej = %(A}-), j=1,2,...,n, se puede deducir que

1

e L) = [ @i = Bptr,) (5.22)

1

Como ambas férmulas de cuadratura ((5.21) y (5.22)) son exactas en P,,_; y tienen los

mismos nodos, se tiene que
B;j=DB;, j=12,...,n.

Por tanto, R(4,) = R(4,), j =1,2,...,2n.
Por consiguiente, cuando los coeficientes {A "Ly {A ", son reales, podemos es-
cribir:

2n
IW(R = ]2n ZA f Z] ZAJf(ZJ) = ]2n(R), VR € A—n,n-

En general, se tiene la 51gu1ente

Proposicién 5.5.2. Sea I,(f) = >_7_, A;f(z;) una formula de cuadratura para I,(f)
ezacta en A_,, , con p y q dos enteros no negativos tales que p+q =mn —1 y siendo w(0)
simétrica en [—m,mw|. Supongamos que z = 1 6 z = —1 ¢ ambos puedan ser nodos en

la formula de cuadratura y que el resto aparezca en pares conjugados sobre T. Entonces,
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si todos los coeficientes A;; j = 1,...,n son reales, I,(f) es exacta en A_;s donde
s = max(p, q).

Demostracion: Para fijar ideas, supongamos que z = 41 son nodos en la féormula de

cuadratura. En ese caso n tiene que ser un numero par (n = 2m) y podemos escribir,
Lon(f) = ATf(1) + A f(=1) + Z A; (f(z) + £ ()

Es suficiente ver que si para un cierto entero k, Iy, (2*) = I,(2*) entonces, Iy, (27%) =
I,(27F).

Sea k > 0, como w(#) es simétrica, los momentos ¢ son reales. Por tanto,

/e"’f%(e)aw:/ e k00, (6)dh.

[2m(zk) = [w(zk) = Iw(z*k).

Entonces:

Por otro lado:
L(27F) = AT+ A7 (=1)F + 3700 A5 ()7 + (5)7)
= AT+ AT (DR + 0T A () 70+ ()")
= Iy (2%).
|
Como consecuencia inmediata de las Proposiciones 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 y (5.5.2) se tiene
el siguiente

Corolario 5.5.3. En las mismas condiciones que en la Proposicion anterior, la formula de

1—cosf

tipo interpolatorio I,(f) con respecto a las funciones peso wi(6) = 28 ¢ w,(0) = 1=

para p = n — 2, son eractas en A_(,_9),—2. Por tanto, la formula de cuadratura J, en
[—1,1] dada en la Proposicion 5.5.1 es exacta en Py, 5. La formula de cuadratura de tipo

senQ(e)

interpolatorio con respecto a w3(0) = para p =n — 3, es exacta en A_(,_3) -3 ¥,

de nuevo, J, es exacta en Py, _3.
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Observaciéon 5.5.4. Convendria senalar que las formulas de cuadratura de tipo inter-
polatorio con respecto a las tres funciones peso mencionadas anteriormente, estan muy
cerca (en términos de dominio de validez) de las formulas de Szegd que son exactas en
A_(n—1)n—1. Esto explica los excelentes resultados numéricos de la Seccién anterior. Por
otro lado, las correspondientes formulas de cuadratura J,, en [—1,1] estdn, también, muy

proximas a las formulas de cuadratura Gaussianas que se sabe son exactas en Py, 1.

En la Proposicién 5.5.1 hemos construido férmulas de cuadratura en el intervalo [—1, 1]
con nodos {z;}7_; en (=1, 1). Serfa interesante que uno de los dos extremos del intervalo,
o los dos, fuesen también nodos en la féormula de cuadratura. En esta direccién se tiene

el siguiente resultado:

Proposicién 5.5.5. Sea p(z) una funcion peso en [—1,1] y sea w(0), 6 € [—m,7) dada
por (1.9). Sea I,(f) = > 5_, Ajf(zj) con n par una férmula de cuadratura para I,(f)
exacta en A_p,, con p,q enteros no negativos tales que p+q = n — 1, y donde z = £1

son nodos 1y el resto aparecen en pares conjugados sobre T de forma que se puede escribir:

L(f)=ATf(1)+ A f(-1) + 27:_12 Ajf(z) con z; = e, j=1,...,%2, 0; ¢ {—m,0}.

Entonces, si x; =cosf; y B; =R(A;); j=1,..., ”T_Q, se tiene que

Jua (f) = BYf(1) + B~ f(-1) + Z B;f (x;)

es una formula de cuadratura para I1,,(f), evacta en P,, r = min(p,q) con B = A—; Y

Demostracion: Como n debe ser par, n = 2m. Tenemos que probar que
a1 (2% = L,(z"); k=0,1,...,7

Por (5.19), y como el polinomio nodal Wy, y el polinomio Qs,, definido por (5.18), tienen

coeficientes reales, entonces A,,.; = A;; j =1,...,my AT, A~ € R. Como ya hemos
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visto anteriormente, si z = ¢ € T y = cos 0, se tiene que

ok = (z +2Z_1)k =p(2) +p(z7") = L(2) € Ay

siendo p un polinomio de grado k£ con coeficientes reales.

Por tanto,

Observar que L(£1) = (£1)*. Entonces, se tiene

Tmia(a¥) = BTf(1 )+B F(=1)+ X7 B
= L) + A L(=1) + T AR L(z)
—1(arLa )+A L(=1) + 375 AL (z) + 275 A L(z))
(A+L )+ ATL(=1) + S0 AL (%))
I, L(e®)w(0)do
L(L)

1
2

D=

N =

yvaque L € Ay, C A_,, C A_,,. Finalmente, por (5.20) tenemos

N =

k=0,...,m. |

Observacién 5.5.6. Supongamos n = 2m. Entonces, como r = min(p,q) = m — 1 st y
sélosip=m—1dp=m (p+q=2n—1), se tendrd en este caso que J, 11 es exacta en
P,._1 y en general no podemos asequrar que sea propiamente una formula de cuadratura
de tipo interpolatorio. Sin embargo, si los coeficientes Aj; j =1,...,2m son reales, Jy,11

automdticamente pasa a ser de tipo interpolatorio, es decir, exacta en IP,.
De forma anéloga, se puede demostrar facilmente la siguiente

Proposicién 5.5.7. Sea p(z) una funcion peso en [—1,1] y w(f), 6 € |[—m, 7] dada
por (1.9). Sea I,(f) = 77, A;jf(zj) con n par una férmula de cuadratura para 1,(f)

exacta en A_,, siendo p,q enteros no negativos tales que p+q=n—1, donde z =1 ¢



5.5. Aplicacién al intervalo [—1,1] 155

z = —1 es uno de los nodos y el resto aparece en pares conjugados sobre T. Sea I,(f) =
AL f(£1) + Z;:ll Ajf(z) con zj = €®; j =1,...,%5L 0; #€ {—n,0}. Entonces, si
n—1

Juia (f) = BEf(£1) + Z B; f(x;)

2

es una formula de cuadratura para I,(f), ezacta en P, 7 = min(p,q) con B* = %.

Observacion 5.5.8. Escribamos n = 2m—+ 1. Entonces como r = min(p, q) = m sty sélo
sip=q=m, (p+q=2m), entonces Jy11 es exacta en P, y en ambos casos Jy, 11 serd

una formula de cuadratura de tipo interpolatorio.

Supongamos que el polinomio nodal en la féormula de cuadratura I,(f) sobre T es
W, (z) = 2™ — 7, con 7 = £1. Entonces, si 7 = —1 el polinomio W, (z) vendra dado por
W,(2) = 2" + 1. Para n par, sus ceros {2;}7_; estdn en T y aparecen en pares conjugados.
Para n impar, z = —1 es un cero de W,(z) y los n — 1 restantes aparecen en pares
conjugados sobre T.

Si ahora tomamos 7 = 1, para n par, z = £1, son ceros de W, (z) y si n es impar,
z = —1 es la tunica raiz real. En ambos casos, el resto de las raices aparecen en pares

conjugados sobre T.

Aplicaremos toda esta teoria a las tres funciones peso de Chebyshev wq(0) = 1+ cos ¥,
wy(0) =1 —cosf y ws(f) = sen®d. La relacién entre p y w, que viene dada por la férmula
(1.9), se puede ver en la Tabla 5.1 del Capitulo 3 (recuérdese que w(f) = (1+cos )**+1/2(1—
cos 0)1/2 o, 3 € {£1/2} y donde el caso o = f = —1/2 queda incluido en la Seccién 5
del Capitulo anterior).

Hemos tomado los valores de 7 = —1 y 7 = 1 para calcular, en ambos casos, tanto los

coeficientes de la 2n—ésima férmula de cuadratura de tipo interpolatorio como los de la
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(2n 4 1)—ésima férmula con respecto a wy, k = 1,2, 3 haciendo uso de (5.2), (5.3) y (5.4)
respectivamente y donde la eleccién del parametro p sera especificado convenientemente.
Esto nos permitird deducir las correspondientes férmulas de cuadratura en [—1,1] con

respecto a g, k=1,2,3.

Consideremos primero la funcién peso w; (f) = 8.
Si 7 = —1, entonces, por (5.2) y tomando p = 2n — 2, los coeficientes de la 2n—ésima

formula de cuadratura con respecto a w; vienen dados por:

1+ cos (Ljfl)w

2n
Aj=m ;o7 =1,....2n
n

2j—1)=

1+ :
—Cos(n 2 );j =1,...,n.

y por lo tanto B; = R(A4;) =7

n :
Para los nodos {z;}7_, se tiene

27 —1
z; = R(z;) = cos (%) ; j=1,...,n. (nodos de Chebyshev).

Entonces, por las Proposiciones 5.5.1 y 5.5.5

L) = [ @ =y e () p(eos (B5))

2n

para todo p € Pa,_s siendo pu(x) = 5=/ 12

Por otro lado, por (5.2) tenemos que los coeficientes de la (2n + 1)—ésima férmula de

cuadratura de tipo interpolatorio con respecto a w; seran (tomando ahora p = 2n — 1)

1+ cos (Ljfl)ﬂ)

2n+1 .
Aj=2rm o g=1,...,2n.
2n+1
— 1+COS( (Z(n;zllzl)ﬂ ) 14cosm
A" =A,1 =2m TS = 27?—2n+1 = 0.

Y los nodos {z;}}_, vienen dados por
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siendo x,11 = —1.

Por tanto, por las Proposiciones 5.5.7 y 5.5.5

L) = [ swuteyir =3 2w1+622<+(22]f3ﬂ> p(eos (BT)) 2w

j=1
para todo p € P,,_1, coincidiendo con la correspondiente n—ésima formula Gaussiana
para la funcién peso p(z).

En el caso en el que 7 = 1, los calculos son muy similares. Dado que lo mismo ocurre
para las dos funciones peso restantes, omitiremos los detalles y simplemente expondremos
los resultados en las Tablas dadas a continuacién.

Para wy, los resultados se pueden ver en las Tablas 1y 2 con 7 = —1 (para el que ya

hemos hecho los célculos) y 7 = 1, respectivamente.

Tabla 1

w1 . - A" =Ap1 =0
0, =80T 1<j<n |
o, = Gl 1<j<n+1
Tabla 2
r=1 p=2n-—2 p=2n-1
Aj=2wi(;), 1<j<n+1 Aj = 2211""109])’ Usj=n
w1 AT =A, = %’r, AT=A4,,1=0 AT = A 2;‘:11

0; = (]_1)7r7 I<j<n+1 0; 233:1’ 0<j<smn

Para ws los resultados vienen dados en las Tablas 3 y 4.
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Tabla 3

W2 n. B A™ = AnJrl = :—ﬂ
8] — (2];n1)ﬂ7 1<] <n (2j—1) i
0; = 2]n+1’ Isjsntl
Tabla 4
Aj=Twy(0)), 1<j<n+1 Aj = giqwa(0;), 0<j<n

) A+:A1:O, A_:AnJrl:Z% A+:A0:O

g, =" 1<j<n+1 0, = 2~ 0<j<n

n

Finalmente, para ws, los coeficientes y nodos de la 2n—ésima férmula de cuadratura
y la 2n + 1—ésima férmula de cuadratura con p = 2n — 3 y p = 2n — 2 respectivamente,

aparecen en las Tablas 5 y 6.

Tabla 5

y Aj=Tws(t;), 1<j<n . 2;;“ 0
3 ) = Ap41 —
0, = (2]2—n1)7r’ 1<j<n . .
0 = St 1<j<n+1
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Tabla 6
=1 p=2n—3 p=2n-2
Aj=Zws(0)), 1<j<n+1 | Aj=2ws(0)), 0<j<n
w3 AT =A4,=0, A~ =A,1=0 | At =A,=
Qj:¢7 I<j<n+l1 0; 2?1]:17 I<sjsn
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De las Tablas anteriores podemos ahora deducir las correspondientes férmulas de

cuadratura para [, (F), j = 1,2,3 de forma andloga a (5.23) y (5.24). En particu-

lar, de la Tabla 4, cuando p = 2n — 1 obtenemos la correspondiente n—ésima férmula

Gaussiana para [,,(F). En los restantes casos obtenemos férmulas de cuadratura muy

préximas a las del maximo grado de precision, bien Gaussianas o bien del tipo Gauss-

Radau o Gauss-Lobatto.






Capitulo 6

Formulas de cuadratura Gaussianas

6.1 Introducciéon

Sea 1 una medida de probabilidad en [—, 7], es decir 5= ["_du(f) = 1. A lo largo de este

Capitulo seguimos interesados en aproximar integrales del tipo

Lif) = 5= [ 1),

pero ahora mediante la siguiente férmula de cuadratura:

s am—1 S
m=1 j5=0 m=1

que sea exactaen A_, ., con p =p(n), ¢ =q(n) y p =~ q lo més grande posible.

Si se pretende que los nodos estén sobre T, entonces tomando éstos como los ceros
del n—ésimo polinomio para-ortogonal B,,(z,w) respecto de p, llegamos a que la férmula
de cuadratura I,(f), dada por (6.1), (a;j = 1; j = 1,...,s) coincide con la de Szegd
que, como se sabe, es exacta en A_(,_1),—1, siendo éste, ademads, su dominio maximo de
validez. En tal férmula de cuadratura se dispone de 2n parametros, a saber, los n nodos y

los n coeficientes y, sin embargo, la dimensién del espacio A_(,—1),—1 €s 2n — 1. Asf pues,

161
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cabria preguntase por la existencia de formulas de cuadratura exactas en subespacios de
A de dimensién 2n. Por esta razén y una vez constatada su existencia, las llamaremos
formulas de cuadratura Gaussianas sobre la circunferencia unidad.

Maés concretamente, en este Capitulo, construiremos férmulas de cuadratura como en
(6.1), tomando como nodos los ceros de los polinomios de Szegé. De forma similar se
pueden obtener férmulas de cuadratura basados en los ceros de los polinomios reciprocos
de Szego.

Dado que los ceros de los polinomios de Szegd estan en D y, en general, no son simples,
necesitaremos evaluar el integrando f(z) en puntos de D, asi como sus derivadas. Estamos
forzados, por tanto, a considerar funciones f analiticas en D.

Nuestro punto de partida serd el siguiente resultado, (ver [22, p. 198]), que dice:

L[ _k_n " Px) N
o /_ P(a)dn(0) = 3 /_ R (6.2)

para todo P € P, donde k,, = (9, (2), ®,(2)),.
Esto nos permite tomar inicialmente como aproximacién a I,,(f) = 5= [*_ f(x)du(6),
r = ¥, lo siguiente:

k@
In(f)_%/ﬂ@n(x)lzde, ) (6.3)

En la Seccién 2, nos centraremos en férmulas del tipo (6.1), donde los nodos son los
ceros de los polinomios de Szeg6 con respecto a u. Caracterizaremos dicha féormula de
cuadratura en términos de su méaximo dominio de validez, dandose varias alternativas al
célculo de sus coeficientes teniendo en cuenta su relaciéon con (6.3).

En la Seccién 3, estudiaremos, tanto la relacion que existe entre estas formulas de
cuadratura y las de tipo interpolatorio, como la que existe con ciertos aproximantes de
Padé en dos puntos a la transformada de Herglotz-Riesz de p.

En la Seccién 4, analizaremos dichas formulas de cuadratura en términos de expresiones

del error, utilizando polinomios interpoladores de Laurent y Laurent-Hermite. En ambos



6.2. Férmulas Gaussianas 163

casos daremos estimaciones de la velocidad de convergencia para integrandos analiticos
en un dominio que contenga a . Obtendremos también resultados de convergencia
considerando hipdtesis mas débiles para el integrando.

Finalmente, en la Seccién 5 se harda una comparacion numérica, con caracter ilustra-
tivo, entre las formulas Gaussianas y las formulas de Szeg6 para ciertas elecciones de la

medida .

6.2 Formulas Gaussianas

Consideremos la férmula I,,(f) dada por (6.3) siendo ®,,(z) el polinomio ménico de Szegd
de grado n con respecto a p. Como todos sus ceros estan en D podemos escribir @,,(z) =
2210 (2= zpm)® cona=a(n),0 <a<n, Y’ | an=n—ay Tn, #0, Vm=
1

ey S

Supongamos, en primer lugar, el caso extremo o = n. Entonces ®,(z) = 2" y para

0

todoj: 1<j<msiz=-e" setiene

) 1 L k 4 7 k L
I,(z7) o /_W:v du(0) o /_7r ’q)n@)’QdQ o /_Tre df = 0.

Por tanto, I,(27) = [,(z77) =0; 1 <j <n.

Por otro lado, si j > 1,

L(x77) = I;—; /1r leﬂd:c = 0.
Para j = 0 tenemos que [,(1) = I,(1) = 1 y como consecuencia, si L € A_,, ,, es decir,
L(z) =37, 32, entonces I,(L) = I(L) = Bo.
Vemos, pues, que I,,(f) dada por (6.3) es exacta en A_,,,, (su dimensién es 2n+1) pero

no puede escribirse en la forma (6.1) con un tinico nodo en este caso z = 0. Ciertamente,

estamos trabajando con la medida de Lebesgue y la férmula (6.2), en esta situacién, carece
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de interés. Asi pues, con objeto de evitar este caso trivial vamos a suponer de aqui en

adelante que o # n, es decir,
Bp(2) = 2P _o(2), 0<a<n-—1 (6.4)

donde

Ppo(z) =10 —1(z—=2m), 0<|zn|<ly D> _ om=n—a. (6.5)

m=1

Ahora, con caracter general y a efecto de dar una primera caracterizacion del polinomio

nodal para la férmula (6.1), tenemos la siguiente

Proposicién 6.2.1. Sea a un entero no negativo 0 < a <n—1 y sea

s am—1

L.(f) = Z Z Amvjf(j)(xm), T Z0m=1,...,s

m=1 35=0

una formula de cuadratura exacta en A_(,_q)2n—k—1, 0 < k < 2n. Entonces, el polinomio

S
on(2) = 2% H (2 — Tp)*™
m=1
donde " _ o =n — v, satisface las siguientes condiciones de ortogonalidad respecto a

la medida positiva p :
(0n(2),2"), =0 para todo k—n+1<p<k, 0<k<2n. (6.6)
Demostracion:

(00(2),2) = [T, 0u(e”)ePdn(0) = [ aitam [T (€ — 2m)*mdu(6)

Sea 0p—a(2) = [[[,—; (2 — 2,)*™, entonces, como I,(f) es exacta en A_(;_q)2n—k—1, Para

todok—n+1<p<k, 0<k<2n, se tiene:

(Un(z)v Zp)u = an:1 Z?go_l Am,j%ﬂ' (5"(’2)2_(p_a)) (xm)

=3 e A | L, (2= =)D (2,15 (2,0)
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Como z,, es una raiz de o,_, de multiplicidad «,, para todo m = 1,...,s, entonces

57(11)(%1):07 Vi=0,...,5,7=0,...,qa,, — 1. Por tanto,

(0n(2),2"), =0, VEk—n+1<p<k.

En particular, para k =n — 1, I,,(f) es exacta en A_,_q_1), teniéndose o, = ,,.
Por otro lado, si k = n, I,(f) es exacta en A_(,,_o)n—1 y en este caso o, = @}, donde,

)-

Veamos ahora que I,,(f) dada por (6.3) se puede escribir como (6.1) al propio tiempo

Wl

como ya sabemos, ®F(z) = 2"®,,(

que calculamos explicitamente los coeficientes A, ; en dicha férmula. En efecto, conside-
remos primero el caso en el que la funcién f sea analitica en D y continua en D. Ahora
bien, si # € T entonces ®7(r) = 2"®,(x). Asf pues, poniendo z = €? y aplicando el

Teorema de los Residuos, se tiene:

_ kn _ ko f(@)a"~ i
L(f) =4 |7 55 sdo = &= [ L& )<I>* =5 e NPT
am —1 Z— Ty )M gL
- k Zm 1 R€S(Z - .I'm) - k Zm 1( hmz—wm ddzam_1 <( &’n—i(2)<1>,’g(z) f(Z)>
am—1 Oém - 1 dam—l—j (Zixm)amznfafl dj
- k Zm 1( hmzﬂz’" ZjZO i dgom=1=J < &)n,a(z)é;‘l(z) Z_Jf(Z))
J

_ m,— 1 " . damflfj (Z—wm)amzn7a71 ()
B e 5 ()

Por tanto,
s am—1
L(F) =32 Y AnifP(wm) o0
m=1 j=0
donde
oom—1—j — am gn—a=1
Am,j = k” ~ . lim d —1—4 <Z~ xm) : . (68)
(am —1- ])'j' z—zm dzom J (I’n—a(z)q);kz<z)

En particular si todos los ceros son simples y o = 0, entonces los coeficientes vienen
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dados por

L S 6.9
T E ) T o

Observacion 6.2.2. Sia # 0, la formula (6.7) sigue siendo vdlida para una funcion f(z)

meromorfa en D, continua en T tal que z = 0 es el unico polo con cierta multiplicidad.

Observacién 6.2.3. Conviene remarcar que I,(f) definida como en (6.3) se puede com-
putar para cualquier funcion integrable f en T. Sin embargo, sélo se obtiene una féormula
como (6.1) cuando la funcion es analitica en D. Estamos interesados en esta discretizacion

ya que de otra forma tendriamos que calcular la integral (6.3).

Supongamos ahora que la funcién f es analitica en E y continua en E. Entonces
v = o = (S TL (2 o) ) = TL (- s
z) = zZ)=2" - —Tm = — ZT) ™.
" z* m=1 “ m=1

Por lo tanto, los ceros de ®(z) son z,, = j%, m =1,...,s con multiplicidades «,,, m =

1,...,s. Entonces

n—a—1

e

— kn ™ 7 " —f(z)a:"71
[n(f) T 2nJ—7m <I>n(a3)<1> de 2mi JT ®p(z)Pf () dx =

am —1 Z—2Zm amzn—a—l
— b Sy Res(z = 2n) = b iy oyl s (G520 (2))

Qpy — 1 . .
s 1 : Ocm—l m da'm—l—] Z—2Zm amzn—a—l dJ
= bn Eoes ey s | 55 | e (e )
j

_ Oém—l k'n . dam—l—j (Z*Zm)amzniail ()
= T T (i e, 500 (S520500) ) 19 G

Por lo que los coeficientes vienen dados por

kn damflfj (Z - Zm>amzn7a71
Amj = A 5 | T '
(am J)t ez dz D,_a(2)®%(2)

Como estamos interesados en funciones f que sean analiticas en D y continuas en D,

nos centraremos en el estudio de férmulas de cuadratura I,,(f) dadas por (6.7) a las cuales
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denominaremos, como hemos dicho con anterioridad, férmulas de cuadratura Gaussianas
sobre la circunferencia unidad.
A continuacion probaremos el siguiente resultado que caracteriza dichas féormulas de

cuadratura:

Proposicién 6.2.4. Una formula de cuadratura I,(f) es exacta en A__q_1yn STy solo
si los coeficientes vienen dados por la férmula (6.8) y los nodos son las raices no nulas
del polinomio ménico de Szegé ®,(z) con respecto a p, donde ®,,(z) = 2°®,_o(2) y

_a(0) £ 0.

Demostracion:
7 = 7 Si I,(f) es exacta en A_(,_o_1)n, entonces acabamos de demostrar que los
coeficientes A, ;, 7 =0,...,a,, —1, m =1,..., s, vienen dados como en la férmula (6.8).
Por la Proposicién 6.2.1 (k = n — 1), sabemos que los nodos x,,, m = 1,...,s son las

raices no nulas del polinomio ménico de Szegd con respecto a pu.

7«7 810 <p<n,por (6.2), se tiene
_/ "/ Ld@; (z = e).
—r |Pu(a)”

1 [ kn [T x7P
— x Pdu(0 . ——df; 1 <p<n.
r | =5 [ St 1 <p <

Seal<p<n—a—1. Como1l<a<n-—1,setiene

Entonces

—T

L(z?) =L [T aPdu(f) = &= f:r Lpgdé

'n.pl gn—P—a

- f’Jl‘ O, (2)Px( x) o fT 2P _o ()P (z)
= Res(z=0)+ )" _ Res(z =x,,) = Res(z =0)+ L,(z77).

—r — dx

Pero, en este caso Res(z = 0) = 0, luego [, (x7?) = I,(x7P). Sean—a < p < n. Entonces,
se tiene de nuevo que

I,(x7?) = Res(z = 0) + L,(z 7).



168 Capitulo 6. Férmulas de cuadratura Gaussianas

Sig=p—n+a+1,entonces 1 <¢g<ay

kn . dT 1
Res(z=0) = =y im 7= <5M<z)¢>2(z)) 0

Hemos visto que los coeficientes de la férmula de cuadratura I,,(f) se pueden expre-

sar mediante (6.8). Seguidamente proporcionaremos una alternativa al célculo de dichos

coeficientes.
Sea pues,
D, (2)
LV(z) = Gz, l=0,...,0p,—1, p=1,...,m. (6.10)
Como L] € A_(,—1), se tiene
IR U b ®,(2)
%/ Lf(ee)d,u(@)zz Akﬂzli)l’?k@(m), lZO,...,O[p—l, p:1,...,m.
- k=1 j=0 p

Sea

M = tim <(q’ﬁ>

I amme d2d \ (2 — )1

7 n{2 ] j j— B .
i ((j—agk;) =210 L (2= an) ™) L (@,(2))
l
. j ‘ |
= 2iso (=1)7"(g);-1(z — m4) " @H DB (2)
l
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donde (¢);—1 =q(qg+1)...(¢+j—1—1) es el simbolo de Pochhammer. Entonces,

; J . ) PO
M =30 (=177 @)y lim oy, i
[
j J j-t L) (a4)
=210 l (=1 )<=
' J 1 _ @i ()
=2l z S v
_ e ey s [ 1 _1
=~ =0 l (=1) a+j=l

Por tanto, se tiene que

@%ﬁﬂ) J j ) 1
4= RG] (=1 ——. (6.11)
(—1! =1\, q+j—1
Para todos los coeficientes de la forma Ay ,,—1, Yk =1,...,m, se obtiene

1 1 [7 ,
Ak,ak—l = Mlig/ L2k71<€19)du(9>7 Vk = 17 cee, M.

ap—1 -7
Para los coeficientes Ay q,—2, Vk=1,...,m, se tiene
1 T -
M2y Akap—2+ M2 Apap—1 = 7 LE _,(e”)dp(9), VE=1,...,m.

Entonces

1 1 [" ,
Ak,ak—Z = MQ— (%/ LZk_l(ele)du(Q) - Mzk—lA’ﬁOék—l) s Vk = 1, e, .

ap—2 -

Para Apo,—3, Vk=1,...,m,

1 T 4
Apap—2 + Msk_gAk,ak—l = g/ sz—3(€w)du(9),

—Tr

M3

ap—3

Ap.ap—3 + M?

ap—2

Vk =1,...,m. Por tanto,

1 1 i .
Ak -3 = Ve <§/ Lik—a(ele)du(e) - (Mik_gAk,aFQ + Mgk_lAk,akl)) ’

ap—3 -
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Vk=1,...,m. Y en general

1 1 " R ,
Ak’j - Mjak*j <%/ L ( )d:u(e) - Z Mr‘k ]Akﬂ“> ) \V/j = 07' coy O — 17

r=j+1
Vk=1,...,m.

Si todos los ceros son simples, es decir, si a, = 1, Yk = 1,...,m, entonces por (6.10)

se tiene LB(z) = ((D"( )) y por (6.8)

1 " (I)n(z) k” 1 2
ALg= —— du(f) = —— | ——d=.
PO Ml or /ﬂz—xk o) M} QWi/qr(Z—:Ek)CI);:(Z) ©

Si aplicamos el Teorema de los Residuos, se obtiene

n—1
k,

ALy = .
SO MG @ ()

Por (6.11) Mg = @, (x4) y volvemos a obtener la férmula (6.9). Las integrales ;& [7 LP(e™)dp(6)
se pueden calcular de la siguiente forma:

T i " LP ) n—1
% ffﬂ Li(e 9)d,u(0) = 2km T <I>n((z)<I>*(z) dz

nl

= 271'1 f']l‘ (z—2p) O‘P 1<I>*( )dZ

Por el Teorema de los Residuos, se obtiene finalmente que:

1 ™ ) k dapflfl anl
— | LP(e®)du(o u li .
o /7r [ (e7)du(0) = (ay — 1 — 1);ngp dzon—I—1 (CI’TL(Z))

6.3 Foérmulas de cuadratura de tipo interpolatorio y
Aproximantes de Padé en dos puntos

6.3.1 Formulas de cuadratura de tipo interpolatorio

Sea, como siempre, ®,,(z) el n—ésimo polinomio ménico de Szegé con respecto a p. Hemos

visto que ®,,(z) se puede escribir como en (6.4) verificando las condiciones dadas en (6.5).
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Como los ceros {zm,}5_, de ®,_,(z) son todos distintos de cero y (Y, (p+q=
n —a — 1) es un sistema de Chebyshev en cualquier conjunto A C C tal que 0 ¢ A, los
coeficientes A, ;; 0 < j < oy, — 1, m = 1,..., s se pueden determinar univocamente de
forma que la correspondiente férmula de cuadratura I,,(f) = >0 _, Z?‘jofl A i F9 (z)
satisface 1,(f(z)) = I,(f) para toda f € A_,,, (p +¢ = n — a — 1). Por otro lado, si
fijamos los nodos {x,,}:,_;, se puede probar que existe un tinico polinomio de Laurent

L,(z) e A_,, tal que
LO(2p) = f90): 7=0,...,am —1; m=1,...,s.
Ademds, Ly(2) = 325, 307" Linj(2) f9(2,) donde Ly € A_yq y
LY (1) = 0p0iay LG =0,y — 1 mk=1,...,s. (6.12)

Ahora, procediendo de forma andloga a [34, p. 80| se tiene

s am-—1

L(La(2)) = > )LL) f D @m) = Lo(f), 5=0,...,am =1, m=1,....s
m=1 j=0
donde [H(Zmﬂ-(z)) =A,,,7=0,...,0,,—1, m=1,..., 5. Por esta razon, la férmula de

cuadratura I,(f) definida anteriormente, se dice que es de tipo interpolatorio en A_,, .
Paralelamente al caso polinémico (véase [34, p. 101]) daremos, en el siguiente resulta-
do, una conexion entre las formulas de cuadratura de tipo interpolatorio y las férmulas

Gaussianas definidas en la Seccién 2:

Teorema 6.3.1. Sea o un entero tal que 0 < o < n—1. Entonces la formula de cuadratura

s am—1

L.(f) = Z Z ApifO(20), T #0,m=1,...,s

m=1 35=0
es exacta en N__1_q)n STy solo si
(i) La formula de cuadratura I,,(f) es de tipo interpolatorio en A_, , donde p y q son

enteros no negativos tales que p+q=n—a — 1.
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(i) Los nodos {x,}5,_; con multiplicidades {am}5,_1, >0 _ G = n — a, son las

raices no nulas de ®,(z), es decir, los ceros del polinomio ®,_,(2).

Demostracion:
” = 7 El apartado () es trivial mientras que el apartado (i) sigue por la Proposicién
3.2.1.
? <7 Supongamos que L,(f) = > 7 _, Zam_l Ap i f9(2,,) es exactaen A_,, (p+q =
n—a-—1).
Para cada L € A_(,_q—1)n, Sea
s am—1

ZZLm] )EAnal

m=1 35=0

donde ZmJ € A_,, satisface (6.12).

Como R € A_(_a—1), Wy RO(2,)=0,i=0,...,00 — 1, m=1,...,s, se tiene que

R(z) = S(Z)(T)n—a<z) _ P(2) PePy oy SEP,

on—a—1 n—a— l’

v L(z) = R(2) + 325,y 207" L (2) LU (2,). Entonces, como I,(Lyn(2)) = Amy, j =

0,....,am — 1, m=1,...,5,
(L) = L(R) + ) Z (L (2)) LY (2) = L,(R) + L(L).

Sea z = ¢ entonces, teniendo en cuenta las condiciones de ortogonalidad de ®,,(2).

L(R) =& 7, R@@)du(6) = & |7, 2Pl (p)

= L 7, ) gy ) = L [ S0 g ) = 0

27 J—m zn—1 2n J—m  an—l

Sélo faltaria probar que I,,(f) no depende de la eleccién de p. Pero, esto se deduce

inmediatamente de la Proposicién 6.2.4 y la férmula (6.8). |
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6.3.2 Aproximantes de Padé en dos puntos

Para todo z ¢ T, consideremos la transformada de Herglotz-Riesz de la medida pu, es decir

Fo(z) = — /ﬂ T ) x = e, (6.13)

2 J_x — 2
Como ya vimos en el primer Capitulo, F),(z) admite los siguientes desarrollos en serie en

el origen y en el infinito:

Lo(2) = po + 23272, 127, 2] <1
Lool2) = =ty = 25355 gz, [2] > 1
con p = 5= [7 e Mdu(9); k € Z.

Sea ,(z) el n—ésimo polinomio de Szeg6 asociado con respecto a p. Dicho polinomio
sabemos que viene dado por la expresion (1.14) en términos del polinomio ménico de
Szegd ®,,(z) con respecto a p. Observar que existe una diferencia en la notacién para
dicho polinomio €, entre la dada en [30] y la tradicional de la teoria de polinomios

ortogonales (ver por ejemplo [20]). A partir de [30], se comprueba que la funcién racional
g:—gg satisface

D, (2)Lo(2) — Qu(2) = O(2"), Pp(2)Loo(z) — Qu(2) =0 (%) :
En otras palabras, esta funcion racional representa el aproximante de Padé en dos puntos
de orden (n,n + 1) para el par (Lo, L), en sentido débil (ver [30]).

Si @,,(0) # 0, es decir, o = 0, entonces se puede probar que

Lo(2) = 28 = 0(="), Lou(z) - 2 =0 (1))

En este caso, la funcion racional representa el aproximante de Padé en dos puntos de
orden (n,n + 1) para el par (Lg, L) en sentido fuerte.
Ahora, veremos cémo estos aproximantes se pueden deducir a partir de las formulas

Gaussianas. En efecto, consideremos la siguiente funcion, donde z es la variable y z un
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parametro,

T+ z
xr—2z

h(z,z) =

z€E (6.14)

que es analitica en D. Aplicando nuestra férmula de cuadratura I,,(f), exacta en A_(n—a-1)ms

se tiene

Ly(h(s,2)) = (6.15)

donde P, (z) = [ _,(z — 2m)* = ®p_o(2) ¥y Q. (z) es un polinomio de grado a lo sumo
n—a.
Por otro lado, sea R, (z,z) € A_,, (siendo z un parametro) el polinomio de Laurent

que interpola a h(z, z) en los nodos {z;}$ _,, con multiplicidades c,, respectivamente,

m=1,...,5 > a,=n—« +qg=n—a—1). Entonces, por el Teorema 6.3.1
m=1 ybp

se tiene
Qn(2)

—— =[1,(R,(e,2)).

e u(Fn (e, 2))
Ademds, se puede comprobar facilmente que R, (x, z) queda expresado como:

2 D, ,
Row,2) = 14+ —2 1 Znal®) ) (6.16)
r—=z xP®,_,(2)

Esto nos permite obtener la siguiente representacion integral para el polinomio @n(z), a

saber:

Qu(z) =1, {5na(z) L2 (Cbna(z) — —5na(x)) } 0<p<n—a—1. (6.17)

T —z xP

Después de hacer algunos calculos elementales y teniendo en cuenta la ortogonalidad de

®,,(z), se tiene que (z = e%)

) =1 {25 (S8l - Bala)) |

z—x \ 2P

siendo p un entero no negativo tal que 0 < p <n—a —1.
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Ademas,

Gule) = 1 {22 (280 al0) - B0 al2)) b = 1 {22 (0 l0) - 20,(2))}
= &1, {22 (550.@) - 0.() ) }; 0<p<n-a-1.

Entonces,

Q) = @) = 1,

Como 0 <p<n-—a—1entonces a < p+a<n-1,(0<a<n-—1). Por tanto,

ctw (;ZZ B, (z) — @n(z)> } . (6.18)

Z—X

utilizando [30, Teorema 4.1] se deduce que:

donde 2, (z) viene dado en (1.14). Hemos probado entonces la siguiente

Proposicién 6.3.2. La funcion racional

Qn(2) _ i@n@) _ Q,(2)
P.(z)  z*P,(2) Pu(2)

representa el aproximante de Padé en dos puntos de orden (n,n + 1) al par (Lo, Ls,) en
sentido débil. Si ®,(0) # 0, es decir, o = 0, entonces, la funcion racional representa el

aprozimante de Padé en dos puntos de orden (n,n+1) al par (Lo, Ls,) en sentido fuerte.

En particular, si todos los ceros son simples y a = 0, los coeficientes {An,j}?zl de la

férmula Gaussiana vendran dados por

Wlz;) o jcn (6.19)

Apy = ——ti)
T T (xy)

Si tomamos p = 0 en (6.18), se tiene

Qn(2) = / T () — (=) du(0).

_ pib
s Z—€

Entonces, para 1 < j < n,

. f7r xj—o—e Ze)du(ﬁ) _ k_nfw mj_gw ." 2 d& _ k_nfﬂ l"j—i-e’:g e(n_1?i9d9.

™ asjfe“9 21 J—7 z;—e? &7 (e?)
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Por el Teorema de los Residuos

Sustituyendo en (6.19), obtenemos, de nuevo, que

Qn(‘%’) k”:E?_I .
ng — 7 = = * ; 1 S J S n.
’ 22;@, (75) @y (25) P (25)

coincide con la férmula (6.9).
Finalmente, convendria observar que existe otra caracterizacién de las sucesiones de
polinomios ortogonales ménicos con respecto a una medida (ver [39] o [2]) en términos de

la sucesién {€2,(2)} :

Proposicién 6.3.3. Sean {®,} y {Q,} dos sucesiones de polinomios siendo ®,, de grado
n. Entonces, {®,} es la sucesion de polinomios ortogonales mdnicos con respecto a una

medida positiva p sty solo si {®,} y {Qn} satisfacen

D, (2)Lo(2) — Q(2z) = 0(z"), 2| <1

D, (2)Lo(z) — Qu(2) = O (%) , 2z > 1
donde Q,, es el polinomio asociado de Szegd dado en (1.14) y Ly y Lo son los desarrollos
en serie en 0 y en 0o, respectivamente, de la transformada de Herglotz-Riesz con respecto
a .

El papel que juega la funcion racional 22—8 se pondra de manifiesto claramente en la

siguiente Seccion.
6.4 Estimacion del error y convergencia

Estamos ahora interesados en dar diferentes expresiones del error en la férmula de cuadratu-

ra, es decir, de I,,(f) — I,(f). A tal fin vamos a considerar, en primer lugar, la funcién
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h(z,z) dada en férmula (6.14). De este modo, por (6.15), podemos escribir

1(h) = S S0 A hO () = S5 1Amoh<xm>+zm L0 A gh ) ()

Ttz am—1 (=)' Am i Qu(z
=y Ay o tmts + —|—2sz 12 e z)]"’lj %Ezi.

(6.20)

Obsérvese que para j > 1

) —1)41
9 (z,,) = 22 ( 1)] : <x+z:1+ 2 )

(x —2)t17 \z—2z T —z

Supongamos ahora que f(z) es analitica en un dominio acotado G que contenga a D.
Sea I' la frontera de G. Supongamos que f(0) = 0 (de otra manera, trabajarfamos con
la funcién f(z) — f(0)). Entonces, por la férmula integral de Cauchy y el Teorema de
Fubini,

—/ F(e%)du(0) = L) =

con F,(z) dada en la férmula (6.13) y g(z) = %i) que es también analitica en G.

/ Fu(2)g(2)dz (6.21)

2m

Por otro lado,

I.(f) :Zm 1Zam 1Amjf(j)($m)22m 1 mOf(%n)‘i'Zm 1Zam 1Amjf(j)(xm)
:Zmzl m02m F§Z+§ dZ—I—Zm 1Zam_1 Amjfj (Tm).

Pero f0) = 2L Jr & 42 Por tanto,

2mi (z—zm )i T

m—1
]n(f) = Z m027rz F§:+z dZ+Zm lza Am927rz fl" (z—xm J+1dZ
m m—1
= anzl m027m I ;m""z dZ — Zm 1 Za Am] 271"L fl“ -Tm z)JJrl dZ

Entonces,
s s am—1
1 T + 2 (=D Ay f(2)
I,(f) = — A 2 J d
(f) 27Ti/r <m§1 0 (mm—z) g(z) + zm:1 ;:1 ooyt —g5 | %
y finalmente, por (6.20), se puede deducir
1 0,(2)
I(f)=— dz. 22
=57 [ 5el)i: (6.22)

Por (6.21) y (6.22), hemos probado el siguiente resultado:
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Teorema 6.4.1. Sea f(z) una funcion analitica en un dominio acotado G que contenga

a D y sea T su frontera. Entonces,

LD =10 = g [ (B = 325 ) a2 (623)

donde g(z) = {(sz)

Por tanto, el error en la féormula de cuadratura estd dominado esencialmente por

() — £2) Como ya hemos dicho, la sucesién {228 } converge uniformemente a F,(2)

E Do)

m

en cualquier compacto de E. Como la frontera I' del dominio GG, definido anteriormente,
esta contenido en E, entonces I,,(f) converge a I,(f) donde f viene dada como en el
Teorema 6.4.2.

Para obtener una estimacién de la velocidad de convergencia, consideraremos ahora

los polinomios de Laurent L, en A_, ,; (p4+¢ =n—a—1) que interpolan a f en los nodos

T,, con multiplicidades «,, respectivamente, para todo m = 1,...,s, pudiendo escribirse:
s am—1~
La(2) =) D Lni(2)f9 (@)
m=1 ;=0

donde Zm,j(z) satisface las condiciones dadas en la férmula (6.12). Otra vez, por el Teo-

rema 6.3.1

y, por tanto, I,(f) — I.(f) = I.(f — L,). Sea f, en general, una funcién analitica en
un dominio acotado G' que contenga a D y sea I' su frontera. Entonces por [52, p. 50],

tenemos la siguiente expresion del error en la interpolacién:

f(Z)—Ln(Z)—L/F(E)pM@dt— L <f)p+a Onl2) F) 4y (6.24)

- 2mi z) O, (t)t—= C o Jr \ 2 O, (t)t— =

Para demostrar la convergencia geométrica de estos interpolantes, ademéas de la férmula
(6.24), vamos a hacer uso de la Proposicién 1.5.2 que vimos en el primer Capitulo sobre

el comportamiento asintético de los polinomios ortonormales de Szegd {¢,(2)}.
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Asi pues, se tiene el siguiente

Teorema 6.4.2. Sea f una funcion analitica en un dominio acotado G que contenga a

D y sea I' su frontera. Si

L p(n) +a(n)

n—oo n

=5 0<s <1,

entonces,

lim |Iu(f)—ln(f)|1/":r(F,s):max{ ! }<1.

n—o00 tel |t|l—s
Aqui a(n), 0 < a(n) < n —1 denota la multiplicidad de z =0 en ®,(2) y {p(n)} es una

sucesion arbitraria de enteros no negativos tales que 0 < p(n) < n —«a(n) — 1.

Demostracion: Sea z € T y t € I'. Entonces por (6.24)

£() = La(2)] < masier |00 masier { i } & o[22 (o)

= M(f)I(T") maxer |¢[PM+M) max,cp {\tl%l} max.er |©n(2)| max,cr ‘%1(” .

donde M (f) = maxser |f(t)] y I(I') = 5= [, |dt]. Por otro lado, como ¢,, es una funcién

continua en T, entonces max,er |on(2)| = |¢n(2n)|, zn € T. Por tanto,

1/n
(maxlon(a)l) = lonlanl ™ < max o

zeT

Por el Lema 1.5.2

3=

limsup,, ., (max,er |90n(z)|)1/n < limsup,, ., max,er [pn(2)]
< max,er limsup,, ]gpn(z)jl/" (6.25)
= max,er {|2|} = L.

De forma anéloga, se tiene que

1\ 1 1
< max { —— T (= TAX o (6.26)
©n(t) tel | iminf,, o [pn(t)] et | [

Entonces, por (6.25) y (6.26),

lim sup (max

oo\ tel

limsup | f(2) — Ln(2)]" < max{L} <1.

n—o0 tell
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Dado que I,,(f) — I.(f) = 1.(f — L) se sigue el enunciado. [ |
Veremos ahora cémo se puede mejorar esta estimacion de la velocidad de convergencia.
Para ello, obtendremos otra expresién del error en términos de polinomios interpoladores
de Laurent-Hermite. Dados los nodos z,,, m = 1,...,s, (z,, # 0) con multiplicidades
Am, m=1,....s, (327 _, am = n — ), entonces, existe un tnico polinomio de Laurent

Hn S A—(n—Zoe—l),n tal que
Hy(Lj)(fL'm) - f(j)<xm); J=0,....20,, =1, m=1,...,s.

Podemos escribir:

s am—1 s 2am—1
Hy(2) =Y > Hut@)fOam) + >0 Y Hua(@)fO (wm)
m=1 [=0 m=1 l=am

Hr(wf,)l(m]) =0m0ik; 1=0,... 00, —1,
ﬁ?[@m) = Omj01k; | = Qm,y..o, 200, — 1,

paratodok =0,...,20,,—1ym,7=1,2,...,s. Como ﬁml €A _(n2a-1)n Y ﬁ[gl(xm) =

0; k=0,...,a,, — 1, se tiene

donde S € P,,_,_1. Sea S(x) = Z?;()O‘_l a;x’. Entonces

n—a—1
S(x) _ Z G127

gn—a—l =
Por tanto,
L) = 3525 a1y (5 7, @al@)aidu(6))
=202 na-1-5(Pa(2),27)u =0
Entonces,
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Definamos ahora

Mﬁ=wﬂm=2;1iﬁhmmmww+2;lﬁx%ﬂmwwh>
= Zom=1 ?”6 ! [,u(HmJ)f(l) (xm) = anzl ?:Wé)il Bl,mf(l)(xm)'

Observar que jz(f) es exacta en A_(,_2q_1), ¥ POr tanto

_%/:me@:umznux

es decir,
s am—1 Qm—
S At = 35 B f®
m=1 [=0 m=1 [=0
En particular, si tomamos f = H,,;, como Hﬁl)l( m) = Omi; k=0,... 0, — 1, se tiene

que Ay = By VI=0,...,0, —1; m=1,...,s

Hemos probado entonces la siguiente

Proposicién 6.4.3. Sea H,, el inico polinomio de interpolacion de Hermite- Laurent en

A_(n—2a—1),n tal que

HP (@) = [P (wm); §=0,.... 200 =L, m=1,....s

n

donde x,,; m=1,...,s son las raices no nulas del polinomio ortogonal ménico ®,(z) con

respecto a la medida positiva p. Entonces

donde, I,,(f) denota la n—ésima formula de cuadratura Gaussiana dada en la Seccion 2.

Por la Proposicion anterior podemos obtener la siguiente expresién para el error en la

formula de cuadratura:
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Sea ahora f una funcién analitica en un dominio acotado G que contenga a D y sea I' su

frontera. Por [52, p. 50] tenemos de nuevo:

o) )~ /F(3>"‘2"‘1Mf(t) ] (g) @) 1),

T omi z P2 ()t—= " omi Jr \ 2 P2(t)t — =

Entonces, por el Teorema de Fubini (2 = e%)

T n—1 &2 (»
LN =) = Lu(f = H) = 5= 7 (5% (9" 558 %t ) dp(o)
= o e b (i T du(9)> F(t)dt (6.27)

n T q;.% P
- ﬁ fr @225@) <% f_w z"_l((z)ft) dﬂ(9)> g(t)dt

f(z)

siendo g(z) = —5=.

Observacion 6.4.4. Por (6.23) y (6.27) hemos obtenido, para todo z € E, la siguiente

representacion integral del error para el aproximante de Padé en dos puntos: (ver formula

(1.34)

)= 0 = aaar | O =) (029

donde §,, viene dado como en la formula (1.14). Obsérvese que la férmula (6.28) se obtuvo

ya en [1]] de diferente manera.

Igual que en el Teorema 6.4.2 pero sin la condicién lim,,_, 2 (")Za(") =535 0<s <1,

podemos demostrar el siguiente

Teorema 6.4.5. Sea f una funcion analitica en un dominio acotado G que contenga a
D y sea I' su frontera. Entonces, si H, es el polinomio de Laurent-Hermite definido ante-

riormente, se tiene que

limsup | f(z) — H,(2)|"" < max{i} <1

00 ter

uniformemente en T. Como consecuencia,

n— o0 tel’

lim sup | L,(f) — L(f)|"™ = r(T) = max{i} < 1.
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Observaciéon 6.4.6. Si f es una funcidn entera, entonces podemos tomar un valor de |t|

suficientemente grande de forma que lim,,_. |1,(f) — In(f)\l/" = 0.

En resumen, para una funcién analitica en un entorno de D, hemos demostrado que
las férmulas de cuadratura Gaussianas convergen geométricamente. Seguidamente debi-
litaremos las hipdtesis tomando, en primer lugar, funciones f analiticas en D y continuas
en D, y, en segundo lugar, funciones f analiticas en D e integrables en D. En ambos casos
se puede probar la convergencia de las férmulas de cuadratura, aunque no ha sido posible,
por el momento, dar estimaciones de la velocidad de convergencia.

En efecto, tenemos la siguiente

Proposicién 6.4.7. Sean uy = i f:r e~ *0du(0), k € Z los momentos normalizados con

respecto a la medida positiva pi. Sea f analitica en D y continua en D. Entonces,

lim I,,(f) = L(f)-

n—oo

siendo {I,(f)} la correspondiente sucesion de formulas Gaussianas.

Demostracion: Como f es analitica en I y continua en D, se tiene Ve > 0,3P € P :

|f(z) — P(z)] <e€ Vo eT. Sea P(z) = ij:o p;z?. Entonces, para todo n > N tenemos

() = (D)l = Hu(f) = Lu(P) + Lu(P) = Lo ()] < Uu(f = P)| + [L(P = f)].

Entonces (recordar que po = 5= [*_du(f) =1)

s =Pl =z [ (e = P )] < o [ 15 - Pl auo) < e

—2m ).

Por otro lado

L(P- ) =%

2w

T I -P(e?) by [T |SE)=P(E)
I ) < g g, Ve

kn [T 1 _
< E% fiﬂ_ md& = €
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y, por tanto,

1L.(f) = L.(f)] < 2.

En las condiciones anteriores, podemos obtener un resultado similar para funciones

integrables. En ese caso el siguiente Lema sera de gran utilidad:

Lema 6.4.8. (Ver [51, p. 11, Theorem 1.5.3]) Sea f una funcion real acotada en [—7, ],
w(0) una medida positiva y supongamos que la integral de Riemann-Stieltjes fjﬁ f(0)du(0)
existe. Entonces, para todo € > 0, existen polinomios trigonométricos p(8) y P(6) tales

que
i f e <p(0) < 10) < PO) s f+e g 5 [ (PO) = p(0) dn(0) <«
Este resultado nos permite probar la siguiente
Proposicién 6.4.9. Sea f analitica en D e integrable en D. Entonces, si

lim (n —a(n)) = oo

n—oo

se tiene que

lim 1, (f) = 1.(f)-

n—oo

siendo como antes {I,,(f)} la sucesion de formulas Gaussianas.

Demostracién: Podemos expresar la funcién f de la forma f(e?) = f,(0) + if2(6)).
Ademss, f1y fo son dos funciones reales en [—m, ], de modo que I,,(f) = 1,(f1) +il.(f2).
Sea € > 0. Entonces, por el Lema 6.4.8, existen polinomios trigonométricos p(6) y P(6)

tales que

M@Sﬁ@SPwHWL/W@@—M®MM®<6 (6.29)

2 ) .
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Teniendo en cuenta las conocidas relaciones

eik& _,'_efikB

7,k9 —ik6
5 , senkf = &——==£

21 ’

cos kb =

se tiene (z = ')

p(@) = Ziv:—N Oéka = TN<Z> I~ A,N’N, Yy P(@) = nysz kzk = TM(Z) € AfM,M-

Sin > max{M +a+1,N +a+ 1}, por (6.29), obtenemos

5 S (T (€?) = £1(0)) dp(0) < ey 52 [0 (f1(8) — Tw(e?)) dp(B) < e

Por tanto,

L(fi)—¢ <& [T fi(0 o [T (f1(8) — T (e™)) du(6)

T etf
= L(Ty) = (T) = 3 [, ¥

kn _f1(6) T Tum(e?)
2w J— |q> 619) d9< f7r|¢,n(ew)2

Entonces, como R (I,,(f)) = & [T ﬁd@ se tiene

Iu(fl) —e < IL,(Tn) < R(L.(f)) < In(Tm) = IM(TM) = Iu(fl) "‘IM(TM —fi) = ]u(fl) te

Por lo tanto,

[ (f1) = R(L(f))] < e (6.30)
De forma similar,

[1u(f2) =S (In(f))] < e (6.31)
Finalmente, por (6.30) y (6.31) se obtiene lo que queriamos demostrar. [ |

Observaciéon 6.4.10. Cabe senalar que la Proposicion 6.4.9 sigue siendo valida para toda
funcion f anicamente integrable en T. Ademds, se sabe, (ver [20]), que la Proposicion 6.4.7

también sigue siendo vdlida para toda funcion continua f en T. La demostracion dada en
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[20] utiliza los Teoremas de Helly ([22, p. 56]), siendo por tanto diferente a la dada aqui.
Sin embargo, debemos usar en ambos casos, como definicion de I,(f), la integral (6.3)
ya que ahora I,(f) dada en la formula (6.1) carece, en general, de sentido al fallar la

analiticidad de f.

6.5 Resultados numeéricos

En esta Seccion presentaremos algunos experimentos numéricos con las formulas Gaus-
sianas introducidas a lo largo del Capitulo. Se trata de ver, con caréacter ilustrativo,
la efectividad de las mismas. Asi pues, consideremos las siguientes medidas positivas:
dpn(0) = L5246, dps(0) = 152246 y dps(0) = S5-2df.

Para n = 8 hemos calculado los nodos {z;}}_; v coeficientes {A4;}3_; con respecto a
las medidas anteriores. Dado que éstas son simétricas, los correspondientes polinomios

de Szegé tienen coeficientes reales y sus ceros aparecen en pares conjugados como puede

verse en las Tablas que siguen.

p11(0)

Coeficientes

Nodos

1 = —0.567289 — 0.5702921
x9 = —0.567289 + 0.5702921
x3 = —0.0792246 — 0.7580311
x4 = —0.0792246 4 0.7580311
x5 = 0.398567 — 0.6256021
x6 = 0.398567 + 0.6256021

x7 = 0.692391 — 0.240521

xg = 0.692391 + 0.240521

Ay = 0.0284838 + 0.02045061
As = 0.0284838 — 0.02045061
Az = 0.0940173 + 0.03459581
Ay =0.0940173 — 0.03459581
As = 0.165726 + 0.03188511
Ag = 0.165726 — 0.03188511
A7 = 0.211773 + 0.01284521

Ag = 0.211773 — 0.01284521
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p12(0)

Nodos

Coeficientes

r1 = —0.692391 — 0.240521
x9 = —0.692391 + 0.240521
x3 = —0.398567 — 0.6256021
x4 = —0.398567 + 0.6256021
x5 = 0.0792246 — 0.7580311
e = 0.0792246 + 0.7580311
x7 = 0.567289 — 0.5702921

xg = 0.567289 + 0.5702921

A; =0.211773 — 0.01284521
Ay = 0.211773 + 0.01284521
Az = 0.165726 — 0.03188511
Ay =0.165726 + 0.03188511
As = 0.0940173 — 0.03459581
Ag = 0.0940173 + 0.03459581
A7 = 0.0284838 — 0.02045061

Ag = 0.0284838 + 0.0204506.1

p3(0)

Nodos

Coeficientes

r1 = —0.644147 — 0.5263971
x9 = —0.644147 + 0.5263971
x3 = 0.644147 — 0.5263971
x4 = 0.644147 4 0.5263971
x5 = 0.232822 + 0.769441

e = 0.232822 — 0.769441
x7 = —0.232822 + 0.769441

rg = —0.232822 — 0.769441

Ay = 0.0357665 + 0.02127421
Ay = 0.0357665 — 0.02127421
Az = 0.0357665 — 0.02127421
Ay = 0.0357665 + 0.02127421
As = 0.0892335 + 0.01398317
Ag = 0.0892335 — 0.01398311
A7 =0.0892335 — 0.01398311

Ag = 0.0892335 + 0.01398311

Sean ahora los integrandos:

Sen(z)
1.5—2"

fi(z) = fa(2)

Sen(z)
4—z

Sen(z)

f3(2) = ==

187



188

Capitulo 6. Férmulas de cuadratura Gaussianas

Para estas funciones hemos calculado el error exacto en la férmula de cuadratura, tanto
para la Gaussiana como para la de Szegd, con respecto a las medidas p1(0), ua(0), y
u3(0), respectivamente. En cada uno de estos casos, y para n = 4, 6,8, las raices de los
polinomios de Szegd son todas simples y diferentes de cero, es decir, &« = 0 y los ceros de

®,,_o(2) = ©,(2) son simples. Para la funcién f;(z) los resultados aparecen en las Tablas

12y 3

Tabla 1

Nodos | Error exacto (Szegd) p; | Error exacto (Gauss) p

n=4 1.576456E-01 1.342812E-02

n=>6 7.669225E-02 4.368393E-03

n=y 3.512272E-02 1.532380E-03
Tabla 2

Nodos | Error exacto (Szegd) ug | Error exacto (Gauss) pug

n=4 4.261750E-03 4.485824E-03

n=>06 3.543889E-03 1.267323E-03

n=_y 1.478630E-03 4.088199E-04
Tabla 3

Nodos | Error exacto (Szeg6) us | Error exacto (Gauss) us

n=4 9.039074E-03 3.587872E-03

n=>6 4.737054E-03 1.115100E-03

n=y§ 2.036738E-03 3.800699E-04

Para f5(z) tenemos los siguientes resultados en las Tablas 4, 5 y 6:
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Tabla 4

Nodos | Error exacto (Szeg6) py | Error exacto (Gauss) p

n=4 2.74201E-03 5.46331E-05

n=6 3.32082E-05 1.96088E-06

n==8 3.34996E-06 5.34858E-08
Tabla 5

Nodos | Error exacto (Szeg6) pe | Error exacto (Gauss) po

n=4 3.65415E-03 3.6313E-05

n=6 7.54454E-05 1.3048E-06

n==y§ 2.0878E-06 2.10162E-09
Tabla 6

Nodos | Error exacto (Szeg6) us | Error exacto (Gauss) g

n=4 1.68592E-03 9.79090E-06

n=6 3.10834E-05 3.30104E-07

n==8 1.24397E-06 5.46841E-09
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Finalmente, para la funcién f3(z) los resultados vienen dados en las Tablas 7, 8 y 9.

Tabla 7

Error exacto (Szegd) 1

Error exacto (Gauss) pi

7.291970E-05
2.010499E-05

5.016616E-07

7.302898E-05
1.065462E-06

3.728045E-08
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Tabla 8
Nodos | Error exacto (Szegd) ug | Error exacto (Gauss) g
n=4 1.426109E-03 6.218423E-05
n=>6 4.625420E-05 9.036871E-07
n==_ 7.913159E-07 2.536029E-08
Tabla 9
Nodos | Error exacto (Szeg6) pus | Error exacto (Gauss) g
n=4 4.258231E-04 5.712364E-06
n=>06 1.757401E-05 8.372155E-08
n==y§ 3.341328E-07 1.279191E-09

De los resultados numéricos anteriormente expuestos cabe inferir que las formulas de
cuadratura Gaussianas dan mejores resultados que las de Szegd y que ambas dependen de
la localizacion de las singularidades del integrando f(z) con respecto a la circunferencia
unidad. El coste computacional en ambas se puede decir que es similar ya que las dos

requieren el calculo de los correspondientes polinomios de Szego.



Apéndice A

Estimaciones numéricas de la

transformada de Herglotz- Riesz

En este Apéndice incluiremos algunos resultados numéricos con los que se pretende com-
parar la eficiencia de los aproximantes de Padé en dos puntos (AP2), los aproximantes
modificados (APM) y los aproximantes tipo Padé en dos puntos (ATP2) con denominador

Qn(2) = 2" — Tn, (|ma] = 1), a la transformada de Herglotz- Riesz para las funciones peso

l—i-cose7 LUQ(@) _ 1-—cos@ (9) _ sen2e

de Chebyschev normalizadas, a saber w;(f) = 52 Y W3 o

También daremos resultados que tienen que ver con la velocidad exacta de convergencia
para los APM con respecto a las tres funciones peso anteriores.
Recordemos que si w(f) es una funcién peso en [—m, 7, la funciéon de Carathéodory

F,,, asociada a dicha funcién viene dada por

21 6
F(z) = /O ;fzw(e)dQH%Fw(O). (A1)

Como hemos mencionado anteriormente, esta expresion se conoce como la transformada
de Herglotz-Riesz para la funcién peso w.

En el primer Capitulo vimos que F,(z) admite los siguientes desarrollos en el cero y

191



192 Apéndice A. Estimaciones numéricas de la transformada de Herglotz- Riesz

en el infinito:
Lo(2) = po + 23272, pez"; 2| <1
Loo(2) = —po =25 a2l > 1
siendo {p}*°, la sucesién de momentos con respecto a w, es decir,
Ui = /7r e y(0)do; k € Z.

En cuanto a los AP2, si denotamos por ®,,(z) al n—ésimo polinomio de Szegd respecto

awy Q,(z) al n—ésimo polinomio asociado, se sabe, (ver [30]), que g:gg es el AP2 en
sentido fuerte al par (Lo, L) de orden (n,n+ 1) (si ,,(0) # 0) y que la funcién racional

}f}]ﬁ representa el AP2 en sentido fuerte a (Lo, Lo,) de orden (n + 1,n), (si ®,(0) # 0).

Tales aproximantes ya se han calculado previamente con respecto a las tres funciones peso
de Chebyshev wi(#), k = 1,2,3. En efecto, se pueden construir a partir de las férmulas
explicitas que hemos obtenido tanto para los polinomios de Szegdé como para los asociados
en el Capitulo 3. Para w; y ws la expresion de los polinomios de Szegé {®,, } v los asociados

{2, } se pueden ver en la Tabla 1 de la Seccién 2 y para la funcién peso ws, los polinomios
{®,} vy {Q,} vienen dados por (4.4) y (4.5) respectivamente.

El error para los aproximantes modificados, es decir, |F,, (2) — Rn(z,7)|, k= 1,2, 3,
también se ha calculado para ciertos valores del parametro 7 en el Capitulo 3 y vienen
dadas por la expresiones (4.18), (4.19) y (4.13) con respecto a la funciones peso wy, we y
ws, respectivamente.

Por ultimo, el error para los ATP2 con denominador @, (z) = 2™ — 7,, es decir:

F,, (z) — (p/n)ka (2)|, k =1,2,3, se ha obtenido en la Seccién 3 del Capitulo 4. Para
cada una de las funciones peso se han calculado tres expresiones del error segin el valor
que tome el pardmetro p = p(n). Para las funciones peso w; y wy se tienen las férmulas
(5.6) y (5.11) sip =0, (5.7) y (5.12) para 1 < p<n—2y (58) y (5.13)sip=n—1

respectivamente. Para la funcién peso w3 se han obtenido las expresiones de error (5.14),
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(5.15) y (5.16) pero ahora para los valoresde p =0,1,2<p<n—-3yp=n—2n—1

respectivamente.

A.1 Cotas de Error

En esta Seccién daremos ciertas cotas de error para los aproximantes con respecto a las tres
funciones peso wy, k = 1,2, 3 para el caso de los APM y los ATP2, ya que las expresiones
del error en los AP2 no resultan muy manejables teniendo en cuenta las formulas que se
han obtenido tanto para los polinomios de Szeg6é como para los asociados. Por otro lado,
y como ya hemos mencionado en el primer Capitulo, en [33] se dan cotas de error para
los APM vdélidas para cualquier funcién peso w(f) en [—7, 7]

Las cotas de error para los aproximantes modificados respecto a las funciones w; y
wy coinciden y se han calculado atendiendo a las expresiones del error que acabamos de

referenciar. Tales cotas vienen dadas por

r?(14-1)2

T si|z]=r<1
2 .
% si |z]=R>1.

Y con respecto a w3, hemos obtenido:

n1+22 .

% si|z]=r<1
1+ R2)2 .

W S1 ‘Z|:R>1

Las cotas de error para los ATP2 respecto a las funciones peso w; y wy en este caso
también coinciden y vienen dadas por los siguientes casos:

Para p = 0 se tiene

7 (r4-1) 2412 42| 1 — 7 [+ |1 =70 |
r(l—rn)

si|z]=r<1

2R+1
R(R"—1)

si |z|]=R>1.
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Sil<p<n-2

(r"+1-7n[)(141)?
r(l—rn)
(1+R)?
R(R"-1)

si|z]=r<1

si |[z]=R>1
Finalmente, sip=n —1

PP ("4 1—=7y ) (147)2
r(1—rm)
R"+(1+R)?
R(R"—1)

si|zl=r<1

si|z]=R>1.

Con respecto a la funcion peso ws valen las siguientes cotas de error:

Parap=0,1
P (r2 1) 24144202 1 -7 |+ [1— 70 | . o
52 (1) si |zl=r<1
R"+(1+R?)? . .
SR si |z|=R>1.

Si2<p<n-3

(rm 1= |) (1472)?
2r2(1—rm)
(1+R?)?
2RZ(R"-1)

siofzl=r<1
si |z|]=R>1.
Por ultimo, parap=n—2,n—1

PP (4 1—7 ) (1412)2
2r2(1—rn)
R7L+(1+R2)2
2RZ2(R"—1)

sifzl=r<1

si |z|=R>1.

A.2 Ejemplos numéricos

En esta Seccion nos ocuparemos de comparar numéricamente los tres aproximantes: AP2,
APM y ATP2 con respecto a las funciones peso wy, k = 1,2,3. A tal fin, tomaremos los

siguientes puntos en D :

2 = 0.8e"T, 2o =0.5¢'T, 2z3=03€7 y 24 =0.2¢1.

En el caso de los ATP2 tomaremos las férmulas (5.7), (5.12) y (5.15)) para 7,, = 1. Ademads

del valor exacto del error, computaremos también las cotas en cada caso. Los resultados
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se pueden ver en las Tablas 1 y 2 para wy(0), en las Tablas 3 y 4 para la funcién peso

wa(#), v en las Tablas 5 y 6 para ws(6).

Tabla 1

Error exacto(AP2)

Error exacto(APM)

Cota de error(APM)

21

22

Z3

24

1.254574E-02
6.039869E-05
1.946261E-07

2.114901E-09

3.161567E-01
1.911897E-03
8.941589E-06

1.354590E-07

3.805842E-01
2.198339E-03
9.979298E-06

1.474560E-07

Tabla 2

n=10

Error exacto(ATP2)

Cota de error(ATP2)

21 2.394273E-01
29 9.556190E-04
23 2.682473E-06

2y 2.709181E-08

4.871755E-01
3.054740E-03
2.338551E-05

5.537792E-07

Tabla 3

n=10

Error exacto(AP2)

Error exacto(APM)

Cota de error(APM)

21

2

z3

24

5.493869E-03
3.322430E-05
1.335696E-07

1.639786E-09

5.140215E-02
5.299861E-04
3.931099E-06

7.753290E-08

3.805842E-01
2.198339E-03

9.979298E-06

1.474560E-07
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Tabla 4
n=10 | Error exacto(ATP2) | Cota de error(ATP2)
21 4.394205E-02 4.871755E-01
29 2.650847E-04 3.054740E-03
23 1.179331E-06 2.338551E-05
24 1.550658E-08 5.537792E-07

Tabla 5

Error exacto(AP2)

Error exacto(APM)

Cota de error(APM)

21

zZ2

z3

24

6.445412E-03
2.075189E-05
4.440138E-08

3.415078E-10

7.081121E-02
5.186721E-04
2.976363E-06

5.128191E-08

1.579659E-01
7.633312E-04
3.507812E-06

5.537795E-08

Tabla 6
n=10 | Error exacto(ATP2) | Cota de error(ATP2)
21 1.948475E-01 2.527598E-01
29 5.187990E-04 3.054740E-03
23 1.071491E-06 3.897585E-05
24 8.205107E-09 1.384448E-06

Como era de esperar, los mejores resultados se corresponden con los obtenidos para
los AP2. Sin embargo, no debe olvidarse que estos aproximantes pueden requerir, en

general, un coste computacional alto. Conviene resaltar los excelentes resultados que dan
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también los ATP2, siendo éstos mucho mas faciles de calcular. Las cotas de error, tanto
para los APM como para los ATP2, estan bastante cerca del valor exacto. Por otro lado,
también era de esperar, debido a la definicién de estos tres aproximantes, que los peores
resultados se corresponden con los puntos més cercanos a T. En general, para estimar

F,(z) en puntos préximos a T, véase [43].
A continuacién eligiremos puntos y1, ¥, Y3 y ¥4 en [E.

Sean y; = 1.1€™, y, = 1.4€'1, y3 = 3e's y yy = 5e'3. Con respecto a la funcién peso

w1 (0) tenemos los siguiente resultados:

n=10 | Error exacto(AP2) | Error exacto(APM) | Cota de error(APM)
Y1 2.131222E-02 4.905740E-03 2.163431
Yo 2.538000 7.594930E-02 1.041705E-01
Ys 3.471700E-04 2.446172E-05 3.010699E-05
Y4 1.680885E-06 1.269759E-07 1.474560E-07

n=10 | Error exacto(ATP2) | Cota de error(ATP2)
Y1 5.704126E-03 2.515519
Yo 1.057906E-01 1.473309E-01
Y3 7.338475E-05 9.032199E-05
Y4 6.348799E-07 7.372800E-07

Tomando ahora los puntos y; = 1.1, yo = 1.4e'% , y3 = 3€'5 v y4 = He'5, entonces, con

respecto a la funcién peso ws(6) se tienen las siguientes Tablas:
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Error exacto(AP2)

Error exacto(APM)

Cota de error(APM)

n

Y2

Y3

Y4

2.131222E-02
1.251296
1.402943E-04

9.517895E-07

4.905740E-03
9.298596E-02
1.317177E-05

8.601600E-08

2.163431
1.041705E-01
3.010699E-05

1.474560E-07

n=10 | Error exacto(ATP2) | Cota de error(ATP2)
Y1 5.704126E-03 2.515519
Yo 1.352502E-01 1.473309E-01
Y3 3.951487E-05 9.032199E-05
Ya 4.300799E-07 7.372800E-07

Finalmente, para la funcién peso ws(6) y tomando los puntos y; = 1.1, yo = 1.4ei5?7r,

ys = 3€'3 y ys = He's, los resultados se pueden ver en las siguientes Tablas:

n=10 | Error exacto(AP2) | Error exacto(APM) | Cota de error(APM)
Y1 3.390675E-02 8.521744E-03 1.089096
Yo 1.027767 7.358739E-02 1.265162E-01
Y3 6.997824E-05 9.512937E-06 3.136145E-05
Ya 3.798707E-07 5.332992E-08 2.768896E-07
n=10 | Error exacto(ATP2) | Cota de error(ATP2)
Y1 1.143418E-02 1.266342
Yo 1.146485E-01 1.674396E-01
Ys 8.561555E-05 9.408541E-05
Ya 1.333247E-06 1.384448E-06
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Como puede observarse, la presencia de polos en E para los AP2 hace que los resultados
obtenidos para dichos aproximantes no sean tan buenos. Sin embargo, tanto los APM

como los ATP2 siguen proporcionando estimaciones numéricas relativamente aceptables.

A.3 Velocidad de convergencia

Si consideramos una medida p sobre el intervalo real [—1,1], las velocidades exactas de
convergencia, tanto para los aproximantes de Padé como para los tipo Padé en el infinito
a su transformada de Cauchy

Fu(z) = / W) g1

12_1;

son bien conocidas (ver [13]) y asi como para el caso de los aproximantes de Padé multi-

o)
n=1»

puntuales (ver [48, p. 149]). En general, dada una sucesion {H,(2)} de aproximantes
racionales a la funcién F),(2), por velocidad exacta de convergencia entendemos que existe
una funcién A(z) no negativa (z ¢ [—1,1]) de forma que:

lim |F,(2) — Ha(2)]"™ = A2).

n—oo

Ahora, nos podriamos preguntar cuando se pueden obtener resultados andlogos si
reemplazamos la transformada de Cauchy por la de Herglotz-Riesz. En este aspecto,
se han dado estimaciones de la velocidad de convergencia en [28] para los APM y los
ATP2 y en [14] para los AP2. (Ver también [12] para el caso multipuntual). Con todo,
los resultados numéricos nos hacen sospechar que tales estimaciones de la velocidad de
convergencia podrian ser exactas. Esta conjetura se verifica para el caso de las funciones
peso w1, we v w3 cuando se toman los APM como se vera a continuacién. Demostrar esto

en general, hasta donde nosotros sabemos, sigue siendo un problema abierto. En [28] se
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obtuvieron las siguientes estimaciones para los APM:

limsup,, ., |F(2) = Ru(z, )|/ < [2] si |2 <1

limsup, . |F.(2) — Ru(z, 7)™ < |—i‘ si|z] > 1.
Con respecto a la funcién peso de Chebyshev wy () se tiene el siguiente resultado:
Proposicién A.3.1. Sea R, (z,7,); n=1,2,... el aproximante modificado para la tran-

formada de Herglotz-Riesz con respecto a la funcion peso wy(0), donde 1,, = (—1)". En-

tonces se tiene que

1
lim, o |F,,(2) — R,(z,7,)|™ = |z| si |z| <1
| Foo, (2) (2, )" = |7] 2] (A2)

i, oo [Fly (2) = Rulz, )" = & si 2] > 1.

Demostracion: Para |z| < 1 tenemos

(=1)"2"(1 + 2)?
1+ (=1)nentt

R s
IS

(=) — Ru(z, (—1)")] = ]

Pero, |14 (—1)"2""| < 1+ |2|"*. Como |2] < 1, lim,, . (1 + |z|”+1)1/n = 1y, por tanto,

lim |1+ (—=1)"2" = < 1. (A.3)

n—oo
Por otro lado, |1 + (=1)"z""!| > 1 — |2|"*! y, de forma similar, se tiene

lim, oo (1 — |2["*1)"™ = 1. Por tanto

lim |1+ (=1)"2" s > 1. (A.4)

n—oo

Haciendo uso de (A.3) y (A.4)

lim |1+ (—1)"z" s = 1.

n—oo

Entonces, por la férmula anterior podemos escribir:

| TR P PR Tea
T}LH;O|Fw1(Z)_Rn<Z7(_1) )|n :nll_)Holo |1+(_1)n2n+1|1/n = |Z|
Para |z| > 1 bastarfa cambiar z por 1. |

De forma similar se puede demostrar la siguiente Proposicion:
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Proposicién A.3.2. Sea RF(z,7,); n = 1,2,..., (k = 2,3) la sucesién de aprozi-
mantes modificados para la tranformada de Herglotz-Riesz con respecto a las funciones

peso wi(0), k = 2,3 donde 1, = 1. Entonces se tiene que, para k = 2,3

1
lim,, 00 ’ka(z) — RE(z, )| = 2] si |zl <1

3l
|

lmy oo |[Fup(2) = RE(z, 7)) |" = si J2] > L

£






Apéndice B

Problemas abiertos y aplicaciones

En este Apéndice se incluiran algunas cuestiones que podrian ser abordadas en el futuro
como continuacion del trabajo llevado a cabo en esta Memoria. También incluiremos una
de las aplicaciones de los polinomios ortogonales sobre T y los para-ortogonales como es

la Teoria de senales digitales.

B.1 Problemas abiertos

B.1.1 Constante de Lebesgue

En el Capitulo 2 habfamos obtenido una estimacién de la constante de Lebesgue || H, ||t
(ver férmula (2.12)) donde los nodos eran los ceros de 2" + 7, (|7] = 1).

Como las raices de cualquier complejo unimodular son los ceros de polinomios para-
ortogonales respecto a la medida de Lebesgue, con el proposito de calcular estimaciones
de ||H, ||, podriamos considerar otros sistemas de nodos, como pueden ser los ceros de

polinomios para-ortogonales con respecto a otras funciones peso. Para ello, hemos tomado

(1—r2)df

sr—2eosorr?y V=T <L

la medida dy inducida por el nicleo de Poisson, esto es, du(0) =

Observar que para r = 0 se recupera la medida de Lebesgue. Con la finalidad de obtener

203
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estimaciones de |H,||;, hemos calculado H,(z) para varios valores de z € T. Estos

resultados aparecen en la siguiente Tabla:

Tabla 1

r=205 w, =1 n=3 n=>, n="7 n=29 n=11

x=1 1.397784 | 1.57992 | 1.723141 | 1.910335 | 1.9392
r=—1 2.449491 | 2.373997 | 2.933358 | 3.029046 | 3.208695
r=e2! 1.962709 | 1.682776 | 2.397946 1.8378 | 2.645338
r=eil 1.430733 | 1.933975 | 1.948278 | 1.359033 | 1.706982
T =eb! 1.056523 | 1.377201 | 1.803354 | 2.109312 | 1.144155
T =e3! 1.817217 | 1.923035 | 0.0372543 | 2.316734 | 2.323518
xr =e5’ 1.127013 | 1.657399 | 2.002495 | 2.039703 | 1.573344
T = el 1.683758 | 2.00178 | 1.483753 | 1.756832 | 2.472193
r=e7’ 1.143668 | 1.141888 | 1.560843 | 1.955481 | 2.11586
T = el 1.89301 | 1.807811 | 1.441098 | 2.515929 | 1.893633

Si aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz a H,,(z) se tiene que, para todoz € T,

n+1 n+1 1/2 n+1 1/2
Ha(w) = 3 L) < (Z|Lj<x>|2> (Z 1)

Hemos calculado también Z?:ll |L;(x)|* para varios = € T. Los resultados se pueden ver

en la siguiente Tabla :
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Tabla 2
r=205 w,=1 n=3 n=>5 n="7 n=29 n=11

x=1 0.6969723 | 0.7441738 | 0.7819141 0.822225 | 0.8336556
r=—1 1.545455 | 1.383746 1.297395 1.218227 | 1.205489
r=e?’ 1.121215 | 1.154252 1.091594 1.09958 1.069524
r=eil 1.16407 1.090565 | 0.9031604 | 0.9434807 | 1.083503
T = et 0.96376 1.080369 1.051778 | 0.9604875 | 0.8898444
T =e3! 1.272731 | 0.9463865 | 0.001387876 | 1.163986 | 0.9842566
r=e5' 1.049032 1.11499 0.997557 | 0.8971838 | 0.9199576
T =et’ 1.244905 | 1.004661 0.9151806 1.110349 | 1.078075
r=e7! 0.9034595 | 1.03289 1.05977 1.012111 | 0.932241
T = el 1.278674 | 0.918635 1.079651 1.14263 | 0.9504793

205

A partir de las Tablas 1 y 2 cabria conjeturar que existe una constante positiva K tal

que

|Hpllp < Kvn+ 1.

B.1.2 Convergencia en norma L, de sucesiones de polinomios

interpoladores de Laurent

En el Capitulo 2, (Teorema 2.2.2), vimos que para toda funcién f continua sobre T, si

{zjn: j=1,..,n+1} son los ceros del n—ésimo polinomio para-ortogonal By, 1(z, Ty41)

con respecto a la funcién peso w(f) en [—m, 7] y R,(f,2) el L—polinomio en A_,, que

interpola a f en los nodos {z;,}7%] conp = p

(n) y ¢ = q(n) verificando (2.5) y p+¢ =n,
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entonces, R, (f,z) converge a f en norma Lo, es decir, se tiene que

lim [ |f(z) — Ru(z)]> w(6)dd = 0.
n—oo T
La cuestion seria si este resultado de convergencia en norma Lo se puede extender a

norma L, con p > 2.

B.1.3 Convergencia uniforme de sucesiones de polinomios inter-

poladores de Laurent.

También en el Capitulo 2, Teorema 2.2.8, demostramos que si f es una funciéon continua
sobre T, {p(n)} vy {q(n)} dos sucesiones de enteros no negativos tales que p(n) + q(n) =
n, n = 1,2, ... verificando

lim]@:r; 0<r<l,

n—oo M

y, si ademds, suponemos que el médulo de continuidad A(f,d) = O(6P); p > 1/2sid — 0
y Rn(f, 2) es el polinomio en A_p () 4n) que interpola a f en los nodos x;,, 7 =1,...,n+1,

que son las (n 4 1) raices de 7,, con |1,| =1, n = 1,2, ..., entonces,

lim R,(f,2) = f(2)

n—oo
uniformemente sobre T.

Cabria preguntarse si, por un lado, la hipétesis A(f,d) = O(6?); p > 1/2 pudiera
debilitarse, y por otro, si este resultado sigue siendo valido para otras elecciones mas
generales de nodos, como pueden ser los ceros de polinomios para-ortogonales con respecto

a una funcién peso w(f) en [—m, 7] arbitraria.

B.1.4 Velocidad exacta de convergencia

Acabamos de ver en el Apéndice A, que para los aproximantes modificados (AP2) R,,(z, 7),

(|7 = 1) a la transformada de Herglotz -Riesz F,(z) donde w(f#) es una funcién peso
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arbitraria en [—m, 7|, se tiene la siguiente estimacion de la velocidad de convergencia:

)|1/n

IA

limsup,,_, |Fl.(2) — Ru(2, T |z| si |z| <1

limsup, o |Fu(2) = Ru(z,7)[" < & si [2] > L.

= |zl

Vimos, que con respecto a las funciones peso de Chebyshev normalizadas: wq(6) =
14cosf _ 1l—cos# __ sen?g : :
SOZ wy(0) = 2 y ws(f) = =5, se obtuvo velocidad exacta de convergencia, es

decir, que para k = 1,2, 3 se tiene,

limsup,, . |, (2) = Ru(z, m)|Y" = |2 si |z <1

limsup, ., |Fy, (2) = Ru(z, 7)Y =L si |z > 1.

||

i, Serfa posible extender este resultado a cualquier funcién peso w(f) en [—m, 7| ?

B.1.5 Foérmulas de cuadratura sobre la circunferencia unidad
con coeficientes iguales
En el caso de formulas de cuadratura sobre un intervalo [a, b] del eje real para la integral

fab f(z)u(x)dx, se sabe que la unica férmula de cuadratura con coeficientes iguales, es

decir, de la forma Y7 | A;f(z;) = AY 7, f(7;) exacta en Py, (N >n) es la correspon-

diente férmula Gaussiana respecto a la funcién peso p(z) = \/11_7, z € (—1,1) donde
A= ([34, p. 183)).

Respecto a las formulas de cuadratura sobre T, sabemos que con respecto a la medida

de Lebesgue se obtiene una férmula de cuadratura » 7| A;f(§;) con \; = o=

o
1,...,n. Nos podriamos plantear si, al igual que en el caso real, ésta seria la tinica féormula

de cuadratura sobre T con coeficientes iguales, exacta en A_,, con p y ¢ enteros no

negativos tales que p+q =N, (N > n).
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B.2 Aplicaciones

Es bien sabido que una de las aplicaciones de los polinomios de Szeg0, los polinomios
para-ortogonales y las férmulas de Szegd ha sido la llamada teoria de senal.

Asi pues, sea {x(m)}>°, una sucesién de nimeros reales. A esta sucesion la denomina-
remos con el término senal discreta. Nos centraremos en el estudio de senales periddicas

de la forma:

I Imw; _
ijflaje i, m=0,1,...

x(m) = (B.1)
0, m <0
donde I es un entero positivo, las frecuencias w; satisfacen w; € R, w_; = —wj,
0=wy <w <...<wr <7y las amplitudes o; verifican oy > 0, a_; = —; € C.
El problema clasico del anélisis de frecuencias consiste en determinar wi,ws,...,ws a
partir de N observaciones de la senal (B.1), es decir,
ij_lajeim“j, 0<m<N-1

0, otro caso.

Existe un método para resolver este problema que viene a ser una reformulacién del
llamado método de Wiener-Levinson ([35],[54]). El punto de partida de este método lo

constituyen los coeficientes de autocorrelacion:

N-1
ul(gN) = Z en(m)zn(m+ k), keZ.
m=0

. . . N Ny
Se puede ver facilmente que la sucesion {,u/,(€ )} es la sucesion de momentos con respecto
a la funcion de distribucion

dn (0) = | Xn(e?)|" do

donde
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Es decir
N 1 " —ik0
) )=§/_ﬂe Wy (), k€ Z.
(N)
Sea /],(CN) = ”’“T Entonces la funcién de distribucién diyy(6)/N da lugar a un producto

interior y por tanto a una sucesién de polinomios ortogonales ménicos {®,,(¢y; z)}. Estos
polinomios {®,(¢¥n;2)} que, como sabemos, también se les llama polinomios de Szegé,
juegan un papel fundamental en la resolucién del problema de andlisis de frecuencias
cuando n > ng, donde ng =2 + L, con L =1 si ag # 0y L = 0 en otro caso. En efecto,

si ng es conocido, entonces se tiene que ([37],[32])

I
i (i 2) = 2 = DF [ = e = )

j=1
uniformemente en compactos de C. Esto implica, haciendo uso del Teorema de Hur-
witz ([16, p. 152]), que los ceros del polinomio de Szegd se aproximaran a los puntos
efiwi ] <j<I.

Sin embargo, el nimero ng de frecuencias suele ser desconocido. Supongamos, en

primer lugar, que n < ng, entonces ([37],[32])

lim @, (¢ 2) = Qu(2)

donde @), es el polinomio de Szegd con respecto a la medida discreta

I
dp(0) = > |oyl?0s,, By =€, j=—1,.... 1. (B.3)

j=—1
y, por lo tanto, sus ceros estan en D.

Por otro lado, si n > ny entonces ([37],[32]) existe una subsucesiéon { Ny} tal que

I

Jim @, (Y5 2) = Qnono(2)(2 = DET[(z = e9)(z = e™).

j=1
De nuevo, haciendo uso del Teorema de Hurwitz, se tiene que ngy ceros del polinomio de

Szeg se aproximaran a los puntos e*™i, —J < j < I y que el resto de los (n — ng)
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se aproximaran a los ceros del polinomio @Q,,_n,(2) que dependera de la subsucesién que
se tome. Los (n —ng) ceros se denominan, a menudo, “uninteresting points” y se puede
demostrar ([37]) que estos ceros estdn en la regién |z| < 1, es decir, que los “uninteresting”
ceros permanecen fuera de la circunferencia unidad. Entonces, si xﬁv ,7=1,...,n—ngson
los n — ng ceros del polinomio @Q,,_,,(2), para todo n > ny existe un nimero K, € (0,1)

que depende de n y de la senal dada tal que
\x?{ISKn<1,j:1,...,n—n0. (B.4)

Este método es, por tanto, muy 1til a la hora de determinar las frecuencias. Sin embargo,
si bien sabemos que los “uninteresting points” se mantienen separados de los ceros que van
a aproximar los puntos e*™i, —J < j < I, no se sabe calcular con exactitud el niimero
K, € (0,1), ni siquiera se han podido obtener, hasta ahora, estimaciones del mismo.

Por este motivo, en vez de tomar los polinomios de Szegé {®,,(¥n; 2)} se han consi-

derado los polinomios para-ortogonales B, (¢¥n,T;2) = ®,(Yn; 2) + 705 (Un; 2), |7] =1,

ya que, en este caso, se tiene el siguiente resultado: ([31])

Teorema B.2.1. Sea {Ny}32, una subsucesion arbitraria de la sucesion de nimeros

o0

naturales. Entonces existe una subsucesion {Ny,}°2, y la correspondiente sucesion de

polinomios {W,(Ny,,7;2)} de grado a lo sumo n—ny, tal que, para cada n > ng, || =1,

se tiene que

I
lim B (i, 7 2) = Wa(Niy, 7 2) (2 = DF[[ (2 = 69) (2 = e7),

V—00
Jj=1

uniformemente en compactos de C.

Por tanto, estos polinomios también se pueden utilizar para resolver el problema de
andlisis de frecuencias. Sin embargo, para los ceros de estos polinomios no se tiene ninguna
propiedad como la dada en la férmula (B.4) que separe los “uninteresting” ceros de los

que se aproximan a los puntos e™i, —I < j < I.
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En estos momentos se estd investigando si los coeficientes )\j»v , 7 =1,...,n de la
n—ésima férmula de cuadratura de Szego respecto a diy se podran utilizar con el fin de

separar dichos ceros.
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