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El hombre atraviesa el presente con los ojos vendados.

Solo puede intuir y adivinar lo que de verdad estd viviendo.
Y después, cuando le quitan la venda de los ojos, puede
marar al pasado y comprobar qué es lo que ha vivido y

cudl era su sentido.

Milan Kundera
El libro de los amores ridiculos
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Introduccion

El objetivo de este trabajo consiste en estudiar el comportamiento asintotico
cuando A — 0 de la curvatura de la fibra de Milnor C'(\) = f~(A\)NB(0, €)
(]A\| << € << 1) asociada a un germen de curva analitica compleja plana
(C,0) C (C?%0) de ecuacién f(x,y) = 0, f € C{x,y}, segin el esquema
iniciado en el caso irreducible por B. Teissier en [Te5] a partir de los trabajos
de Langevin ([Lal],[La2],[La3]) .

El resultado principal es el siguiente : dado un germen de curva reducida
f(z,y) =0, para e suficientemente pequenio y |\ << €, describimos un

sistema de bolas '
B(&(N), A1)

cuyos radios son de la forma |A|?, con p; numeros racionales que dependen
unicamente de los invariantes topolégicos del germen (C,0) , es decir, de
los exponentes de Puiseux de las ramas de C en 0 y de los ntimeros de
interseccién dos a dos de estas ramas en el origen. Este sistema de bolas
tiene la propiedad siguiente :

lim / !K!dv—/ s . |Kldv|=2x(".0)
e,A—0,|\|<<e C(M)NB. c(a)N( B (\)

i,k,l,q Tk,l,q

donde K designa la curvatura de Lipschitz-Killing de la subvariedad

C(\) € C* y donde el segundo miembro también depende de la topologia
del germen y mide la parte "difusa” de la curvatura de C()\). En el caso
irreducible este segundo miembro es nulo.

Este resultado prueba la existencia de una concentracion asintética de esta
curvatura en las zonas evanescentes a varias escalas diferentes, escalas que

sélo dependen de la topologia de (C,0).

La idea de [Teb] es que esta concentracién de la curvatura refleja el contacto
con C' en 0 de las diferentes componentes irreducibles de la curva polar de

il



iv Introduccién

(C,0), definida por
of | of
P(C)=+—~+177—=0
+(C) dy ox
donde 7 parametriza la direccion de proyeccion a la que esta asociada
la curva polar. En efecto, si el contacto de una componente irreducible es
fuerte, variard poco cuando 7 varie, lo que, casi por definicién de curva
polar, implica una fuerte curvatura de C'(A) en el entorno de sus puntos de

interseccién con esta componente de la curva polar.

La principal dificultad es pues estimar el contacto con C' en 0 de las
diferentes componentes de la curva polar. Para ello, utilizamos un diagrama
debido a Eggers, que describe el contacto y los exponentes caracteristicos de
las diferentes ramas de C' en 0, para generalizar un teorema de H.J.S.
Smith y M. Merle sobre el contacto con C' de las diferentes ramas de la
curva polar, completando resultados del propio Eggers. La utilizacion de este
diagrama permite superar las nuevas dificultades que aparecen en el caso
reducible, debidas a los diferentes tipos de contacto que tienen entre si las
ramas de la curva, y también a la existencia de componentes "libres” de la
curva polar.

Damos a continuacién una descripcién més precisa del contenido de los dife-
rentes capitulos :

El capitulo I estda dedicado a la descripcién del diagrama de Eggers y a
dar un procedimiento explicito para comparar este diagrama con el grafo
de interseccién de las componentes del divisor excepcional de una resolucion
sumergida de la singularidad de (C,0). De esta forma, obtenemos una corres-
pondencia explicita entre el contacto de una curva con C' en 0 y la posicion
de su transformada estricta por el morfismo Z — C? que resuelve C con
respecto a las componentes del divisor excepcional. Esta comparacién entre
el diagrama de Eggers y el diagrama de resoluciéon no es indispensable para
nuestro objetivo, pero nos permite finalmente relacionar la concentracion de
la curvatura con el grafo de la resolucién sumergida de (C,0), que es un
invariante mas clasico y sobre todo, més facil de generalizar.

Es un hecho fundamental de la teoria de singularidades de curvas planas,
conocido al menos desde los trabajos de Zariski sobre la equisingularidad,
que el grafo de la resolucion no depende mas que del tipo topolégico de la
curva plana, y lo determina. Como ademas el diagrama de Eggers es una
representacion grafica comoda de los invariantes topoldgicos mencionados
mas arriba, el hecho que diagrama de Eggers y grafo de resolucién sean
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datos equivalentes no es nada nuevo. Hemos querido establecer aqui esta
correspondencia de una forma suficientemente algoritmica como para que se
pueda esperar sacar de ella un programa de calculo por ordenador.

El capitulo II introduce las principales propiedades de la curva polar y de-
muestra el Teorema de descomposicién de dicha curva en paquetes de com-
ponentes irreducibles segun el contacto con las ramas de (C,0). El primer
resultado que conocemos sobre el contacto entre las ramas de una curva po-
lar genérica y las ramas de la curva es obra de H.J.S. Smith ([S]). Un siglo
més tarde Merle ([Me]), que desconocia el trabajo de Smith, da en el caso
de una rama, un resultado preciso sobre una descomposicion en paquetes de
las componentes de la curva polar en funcion del contacto con la curva de
partida. Partiendo de motivaciones diferentes, Kuo y Lu estudian en [K-L]
el contacto de las raices de la ecuacion g—z + Tg—i = 0 de una curva polar
genérica con las raices de f(x,y) = 0, para una curva reducida cualquiera.
Un poco més tarde, Eggers [E] introduce el diagrama que estudiamos en el
capitulo I, para definir una descomposicién en paquetes de las componentes
de una polar genérica, con la idea de reconstruir a partir del contacto de
las componentes de esta polar con las ramas de la curva inicial la topologia
de esta ultima. Nosotros retomamos aqui, y completamos, una parte de sus
calculos para obtener el teorema de descomposicion de la curva polar que
necesitamos. Los resultados sobre el contacto de las diferentes ramas de una
curva polar general con las ramas de la curva estan contenidos en los trabajos
de Casas ([Call,[Ca2]), y Lé-Michel-Weber ([L-M-W]), pero necesitamos aqui
resultados expresados en términos de la variacion de los desarrollos de Pui-
seux de las ramas de la curva polar en funcién de la direccién de proyeccion
que sirve para definirla. Mas concretamente, necesitamos probar que ciertos
términos de estos desarrollos de Puiseux son independientes de la direccién
de proyeccién, precisamente porque la rama correspondiente de la curva polar
estd sujeta a un cierto contacto con una rama de la curva (C,0).

A partir de la relacién ([En],[Za2]) entre los desarrollos de Puiseux de las
ramas y los puntos infinitamente proximos por los que ellas pasan, es de
esperar que se pueda traducir los resultados dados aqui en términos de los
desarrollos de Puiseux al lenguaje de puntos infinitamente proximos, y vice-
versa. Por ejemplo, el resultado de [L-M-W] es menos preciso que el que se da
aqui, mientras que para una rama con un tipo analitico genérico en su clase
de equisingularidad, Casas da en [Cal],[Ca2] una descripcion de la topologia
de la curva polar mas precisa que la nuestra. Nuestro resultado de descom-
posicion es sin embargo optimal si no se le anade hipotesis suplementarias,
como lo demuestra el ejemplo 2.5.5.
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El capitulo III estudia la curvatura de C'(\) por medio de la aplicacién de
Gauss compleja v: C(\) — P! y prueba el teorema de concentracién enun-
ciado al principio.

Lo esencial del trabajo consiste en describir desarrollos de Puiseux en A\
con coeficientes que dependen analiticamente de 7 para las coordenadas de
los puntos de interseccién de la fibra de Milnor C(\) con una componente
irreducible de P, (C). Segtn el contacto con las ramas de C' de esta compo-
nente, un segmento mas o menos largo de estos desarrollos de Puiseux serd
independiente de 7, y es exactamente en este hecho en el que nos basa-
mos para obtener las zonas de concentracion de la curvatura. Un ingrediente
importante es el teorema de Langevin que expresa el limite de la curvatura
total de la fibra de Milnor :

lim / K|dv = 2(u® + D),
C(AN)NBe

e,A—0,| A\ <<e
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Le but de ce travail est d’étudier le comportement asymptotique lorsque

A — 0 de la courbure de la fibre de Milnor C()\) = f~1(\) N B(0,¢)

(]A] << e << 1) associée a un germe de courbe plane analytique complexe
(C,0) C (C%0) déquation f(z,y) = 0, f € C{x,y}, selon le schéma
initié dans le cas irréductible par B. Teissier dans [Teb] apres des travaux de
Langevin ([Lal],[La2], [La3]).

Le résultat principal est celui-ci : pour un germe de courbe réduite f(z,y) =
0, pour e assez petit et |A| << e, nous décrivons un systéme de boules

Pi)

dont les rayons sont de la forme |A|?) oules p; sont des nombres rationnels
ne dépendant que des invariants topologiques du germe (C,0) , c’est-a-
dire des exposants de Puiseux des branches de ' en 0 et des nombres
d’intersection deux a deux de ces branches a 'origine. Ce systeme de boules
a la propriété que 'on a une égalité

lim / |K|dv — / s
e,A—0,|\|<<e C(A)NBe c(AN(

ot K désigne la courbure de Lipschitz-Killing de la sous-variété C()\) C C?
et ou le second membre ne dépend lui aussi que de la topologie du germe et
mesure la portion "diffuse” de la courbure de C()). Dans le cas irréductible
ce second membre est nul.

B(&) (M), [A

)

|K| dv) = 27(I'?, C)
(N)

()
ike,l,a Brlg

Ce résultat montre l'existence d’une concentration asymptotique de cette
courbure dans des zones évanescentes a plusieurs échelles différentes, ces
échelles ne dépendant que de la topologie de (C,0).

L’idée de [Teb] est que cette concentration de courbure reflete le contact avec
C en 0 des différentes composantes irréductibles de la courbe polaire de

vii
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(C,0), définie par
of | of
P(C)=+—~+177—=0
+(C) dy ox
ou 7 parametre la direction de projection a laquelle est associée la courbe
polaire. En effet si le contact d’'une composante irréductible est fort, elle
variera lentement en fonction de 7, et ceci, presque par définition de la
courbe polaire, impliquera une forte courbure de C(A) au voisinage de ses

points d’intersection avec cette composante de la courbe polaire.

La principale difficulté est donc d’estimer le contact avec C' en 0 des
différentes composantes de la courbe polaire. Pour cela, nous utilisons un
diagramme du a Eggers, qui décrit le contact et les exposants caractéristiques
des différentes branches de C' en 0, pour généraliser un théoreme de H.J.S.
Smith et M. Merle sur le contact avec C des différentes branches de la
courbe polaire, complétant des résultats d’Eggers lui-méme. L’utilisation de
ce diagramme permet de surmonter les difficultés nouvelles qui apparaissent
dans le cas réductible, dues aux différents types de contact qu’ont entre elles
les branches de la courbe, et aussi a ’existence de composantes ”libres” de
la courbe polaire.

Voici une description plus précise du contenu des différents chapitres :

Le Chapitre I est consacré a la description du diagramme d’Eggers et a une
procédure explicite de comparaison entre ce diagramme et le graphe d’inter-
section des composantes du diviseur exceptionnel d’une résolution plongée
de la singularité de (C,0). Nous obtenons ainsi une correspondance explicite
entre le contact d’une courbe avec C' en 0 et la position de sa transformée
stricte par le morphisme Z — C? résolvant C' par rapport aux composantes
du diviseur exceptionnel. Cette comparaison entre le diagramme d’Eggers et
le diagramme de résolution n’est pas indispensable pour notre but mais per-
met de relier finalement la concentration de courbure au graphe de résolution
plongée de (C,0), qui est un invariant plus classique et surtout plus facile a
généraliser.

C’est un fait fondamental de la théorie des singularités des courbes planes,
connu au moins depuis les travaux de Zariski sur 1’équisingularité, que le
graphe de la résolution ne depend que du type topologique de la courbe
plane, et le détermine. Comme par ailleurs le diagramme d’Eggers est une
répresentation graphique commode des invariants topologiques mentionnés
plus haut, le fait que diagramme d’Eggers et graphe de résolution soient des
données équivalentes est loin d’étre nouveau. Nous avons voulu ici établir
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cette correspondance sous une forme suffisamment algorithmique pour que
I’on puisse espérer en tirer un programme de calcul pour ordinateur.

Le Chapitre IT introduit les principales propriétés de la courbe polaire et
démontre le Théoreme de décomposition de la courbe polaire en paquets de
composantes irréductibles selon le contact avec les branches de (C, 0). Le pre-
mier résultat sur le contact entre les branches d’une courbe polaire générique
et les branches de la courbe semble di a H.J.S. Smith ([S]). Un siecle plus tard
Merle ([Me]), qui ignorait le travail de Smith, donne dans le cas d’une branche
un résultat précis sur une décomposition en paquets des branches de la polaire
selon leur contact avec la courbe. Avec des motivations différentes, Kuo et Lu
étudient dans [K-L] le contact des racines de I’équation g—; + T% =0 d'une
polaire générique avec les racines de f(x,y) = 0, dans le cas d’une courbe
réduite quelconque. Un peu plus tard, Eggers [E] introduit le diagramme que
nous étudions au chapitre I, pour définir une décomposition en paquets des
composantes d’une polaire générique, dans le but de reconstruire a partir du
contact avec les branches de la courbe des composantes de cette polaire la
topologie de la courbe. Nous reprenons ici, et complétons, une partie de ses
calculs pour obtenir le théoreme de décomposition de la courbe polaire dont
nous avons besoin. Des résultats sur le contact des différentes branches d’une
courbe polaire générale avec les branches de la courbe sont déja contenus
dans les travaux de Casas ([Call,[Ca2]), et de Lé-Michel-Weber ([L-M-W]),
mais nous avons besoin ici de résultats exprimés en termes de la variation
des développements de Puiseux des branches de la courbe polaire en func-
tion de la direction de la projection qui sert a la définir. Plus précisément,
nous avons besoin de prouver que certains termes de ces développements de
Puiseux sont indépendants de la direction de projection, précisément parce
que la branche correspondante de la courbe polaire est astreinte a un certain
contact avec une branche de la courbe (C,0).

D’apres la relation ([En],[Za2]) entre les développements de Puiseux des
branches et les points infiniment voisins par lesquels elles passent, on s’at-

tend a pouvoir traduire les résultats donnes ici en termes de développements

de Puiseux dans le langage des point infiniment voisines, et vice-versa. Par
exemple, le résultat de [L-M-W] est moins précis que celui qui est donné

ici, tandis pour une branche d’'un type analytique générique dans sa classe
d’équisingularité, Casas donne dans [Cal],[Ca2] une description bien plus
précise que la notre de la topologie de la courbe polaire. Notre résultat de
décomposition est cependant optimal si l’'on ne fait pas d’hypothese supplémentaire,
comme le montre I'exemple 2.5.5.

Le Chapitre IIT étudie la courbure de C'(\) au moyen de l'application de
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Gauss complexe v: C(\) — P! et prouve le théoréme de concentration énoncé
au début.

L’essentiel du travail est de décrire des développements de Puiseux en A
avec des coefficients dépendant analytiquement de 7 pour les coordonnées
des points d’intersection de la fibre de Milnor C(\) avec une composante
irréductible de P,(C). Selon le contact avec les branches de C' de cette
composante, un segment initial plus ou moins long de ces développements
de Puiseux sera indépendant de 7 , et c’est de cela que l'on tire les zones
de concentration de courbure. Un ingrédient important est le théoreme de
Langevin exprimant la limite de la courbure totale de la fibre de Milnor

lim / K|dv = 27(u® + u ).
C(M)NB.

e,A—0,|\[<<e



Chapitre 1

Outils et calculs utiles.

1.1 Une branche : équation, développement
de Puiseux, semi-groupe.

Soit C{x,y} lanneau des séries complexes convergentes a deux indeter-
minées et soit f(x,y) € Cl{z,y} telle que f(0,0) = 0 . Alors, C =
f(z,y) = 0 définit un germe de courbe plane ( non nécessairement réduit)
en l'origine de C? d’équation f(z,y) = 0. L’anneau Oco = C{x,y}/(f)
est appelé anneau local de C'.

Comme il existe r € N tel que f(z,y) =2"g(z,y) ou ¢(0,y) Z 0 on pourra
d’ailleurs supposer f(0,y) #Z 0 apres un changement des coordonnées. On
réduit donc a I'étude des zéros de [ telle que f(0,0) =0 et f(0,y) Z0.

Théoréme 1.1.1 (de préparation de Weierstrass) Soit f(z,y) € C{z,y}
telle que f(0,y) # 0 et ord,(f(0,y)) = n . Alors il existe une unité
u(z,y) € C{x,y} et des éléments a;(x) dans l'ideal maximal de C{zx} tels
que

floy) = u(z,y)ly" + ar(@)y" " + - + an(2)]
De plus u(x,y) et {a;(x)}, sont uniques.

Le polynome y"+ay(z)y" '+ -+a,(x) est appelé polynome de Weierstrass
associé a f(x,y). La condition f(0,y) # 0 revient & supposer que l'axe des
y ne fait pas partie du lieu des zéros du germe C'.

1



2 Chapitre 1. Outils et calculs utiles.

Comme wu(x,y) est une unité elle ne s’annule pas au voisinage de 1'origine.
Ainsi pour étudier les zéros de f(x,y) ( c’est- a-dire C') on peut remplacer
f(z,y) par son polynéme de Weierstrass associé.

Définition 1.1.1 Soit C' un germe de courbe quelconque d’équation
f(:v,y) =0 et soit f(ma y) = fn(xa y) + fn+1(3:,y) +--- sa déCOIHpOSjtiOH en
composantes homogénes. On appelle cone tangent de C' a f,(x,y) =0.

Pour tout systeme de coordonées (z,y) tel que x =0 n’appartient pas au
cone tangent de C, l'entier n est appelé la multiplicité a ['origine de C',
m(C)=n.Si m(C) > 2 on dira que C est singuliere, en cas contraire (
m(C) =1 ) on dira que C est lisse ou réguliere.

Définition 1.1.2 Soit f(x,y) = Zai(:ﬁ)yi € C{z}ly] . On appelle dia-

gramme de Newton de [ a l’ensemble

D(f) = {(ords(ai(x),7) : ai(x) # 0}

Le bord de I'enveloppe convexe de D(f) + R3 est un polygone convexe
N (f) , appelé polygone de Newton de f .

Exemple 1.1.1 Soit f(z,y) = y® + (423 + 22)y* + 32%y* — 627 donc
D(f)=1{(0,5),(1,4),(2,2),(7,0)} et son polygone de Newton est

Théoréme 1.1.2 (de Newton) Soit f(z,y) € C{z,y} telleque f(0,0) =
0 et f(0,y) Z0. I existe p € C{z} = U C{zY"} , (0) = 0, telle que

{0}
fz,0)=0. o

L’élement ¢ est appelé racine de f(x,y) .
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Comme C{z,y} est un anneau factoriel, la série f(z,y) se décompose en
un produit qui(a:,y)”i ou o; € N, u(x,y) est une unité de C{z,y}

et les fi(x,y) sont irréductibles tels que f;(z,y) # f;(z,y) si i #j .
Par définition C' = f(z,y) =0 est réduite si les o; sont égaux a 1.

Si r =1 on dira que C est irréductible. Une branche est une courbe
irréductible et réduite.

Par définition les C; = f;(x,y) = 0 sont les branches du germe de courbe
plane f(z,y) =0.

Maintenant on va étudier les propriétés d’'une branche.

Proposition 1.1.1 (Puiseux) Soit C' = f(z,y) =0 une branche telle que
m(C) = n . Les racines ¢1,...,p, de f(zx,y) dans C{{xz}} sont toutes
distinctes et se déduisent de I'une quelconque d’entre elles par 'action du
groupe des racines n-émes de 'unité dans C .

Par définition une racine de f(x,y) dans C{{z}} s’appelle un développement
de Puiseux de la branche C' .
/) Z a;x"'™ est un développement de Puiseux de la branche

>n
C et w est une racine n-eme primitive de I'unité alors

gp(wjxl/”) = Z aiwjixi/”

>n

Ainsi si

ou j € {l,...,n}, sont tous les développements de Puiseux de C'.

D’apres la proposition ci-dessus on peut écrire

H y —p(wz'™)

Si 'on pose x = t" les développements de Puiseux de C s’expriment
comme des séries entieres en ¢t paramétrisant la courbe C' de la fagon
sulvante :
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z=1t"
y= Z a;t’
>n

A partir de maintenant on va supposer que nous sommes dans le cas trans-
verse, c¢’est-a-dire, x =0 n’est pas tangente a la courbe.

Définition 1.1.3 Soit C une branche et

r=1t"
Y= Z a;tt
>n

un développement de Puiseux de C'. On appelle exposants caractéristiques
de C lasuite {B,...,B3,} C N telle que

e 5y = m(C) =n est la multiplicité a I'origine de C'.

e 3, est le plus petit entier positif tel que ag, #0 et f; #0 (mod n).

e Soit I3 =p.g.c.d.(n, ).

Si ly=1 alors g=1.

Sily>1 soit fo=min{i € N : a; #0 et i # 0(mod [;)}.

e Soit Iy = p.g.c.d.(ly, Fa) .

A nouveau, si ly = 1 on s’arréte et {n, (1, F2} sont les exposants carac-
téristiques de C', sinon on itére le processus.

Celui-ci s’arréte nécessairement car il fait apparaitre une suite ly > lp > -+ >
l, =1 définie par récurrence par [; = p.g.c.d.(li—1,5;) (lo =m(C)=n).

B; est le plus petit entier tel que ag, #0 et 5; Z0 (mod [;—; ).

On appelle les paires caractéristiques de C' Pensemble {(m;,n;);} tel que :
e p.g.c.d.(my,n;) =1.
o B =myl; et li_1 =nl; .
Ainsiona n=mn;---n, et aussi
Bi m;

= — 1.1

pour tout i € {1,...,g}.
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Donc d’apres (1.1) et étant donné que p.g.c.d.(m;,n;) =1 pour tout
i€{l,...,g9} on voit que les exposants caractéristiques et les paires carac-
téristiques sont des données équivalentes; on peut calculer les exposants a
partir des paires et vice versa.

Remarque 1.1.1 Si C est non singuliére, [y = 1 et on convient que
1 = +o0.

Exemple 1.1.2 Soit une branche C' qui a un développement de Puiseux
de la forme suivante :

A
{y 412 T8 4420 4 Eg22 423 4 4480
Donc
o Go=12 /=18 B =20 [ =23.
o Ip=12 L, =6 l,=2 I3=1.
o (my,n1)=1(3,2) (mg,ng)=1(10,3) (ms,ng)=(23,2).

Définition 1.1.4 Deux branches analytiques C' et D ont le méme type
topologique, (on écrira C = D ), si et seulement si C et D sont
topologiquement équivalentes en tant que surfaces plongées dans C* ( ou
R* ), c’est-a-dire s’il existe des voisinages ouverts U et U’ de 'origine et
un homéomorphisme T : U — U’ | tels que :

1. C est définie dans U
D est définie dans U’

(cela a un sens car une branche est définie par une série qui converge
dans un voisinage de l'origine) et

2. T(CNnU)=DNnU’

On note [C] lensemble des branches D telles que C = D . Si D
et C' ont méme type topologique, on dit aussi que les deux branches sont
équisingulieres. [C] s’appelle la classe d’équisingularité de C'.

Théoréeme 1.1.3 (Zariski [Zal]) Deux branches sont équisingulieres si et
seulement si elles ont les mémes exposants caractéristiques.
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Définition 1.1.5 On dira que C et D sont analytiquement équivalentes
(C = D ) s’il existe un isomorphisme analytique T : U — U’ tel que :
1. C est définie dans U
D est définie dans U’

2. T(CNnU)=DnNnU

Proposition 1.1.2 Si C' et D sont analytiquement équivalentes si et
seulement si leurs anneaux locaux sont isomorphes, c’est-a-dire Oc o~ Op
comme C-algebres.

Trouver des invariants analytiques est plus difficile que trouver des invariants
topologiques. Zariski et Teissier ont donné des invariants analytiques dans
le cas de quelques classes d’équisingularité : c’est I'étude de l'espace des
modules.

D’apres la définition des exposants caractéristiques de C' on peut écrire un
développement de Puiseux de C de la fagon suivante :

(') = Z a; "+ ag P 4 Z a; ™ 4 agya®/"

i€n) i€ (ly)
Bi<i <[y
+ Z aixi/”+---—|—2aiﬂ/".
i € (ly) 126
Ba <1< f33

Lemme 1.1.1 Soient ¢(z'/") un développement de Puiseux de la branche
C et w une racine n-eme de I'unité. Alors on a :

1. ord,(p(z'/™) — p(wz'/™)) > @
n
2. Si (/") # p(wz™) et ord,(p(zt/™) — p(wzt/™)) > b alors
n

ord, ((2'/™) — p(wz/™)) > Pi pour tout i € {1,...,g—1}.
n
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Démonstration
iem) ie(ly)
01 < i< [y
alors

o(wzt™) = Z w'ar/ WP ag P/ Z wiar w2 ag, P
i€(n) i e (ll)
P <i<

Ainsisi i € (n) alors w' =1 et ord,(¢(z'/") — p(wrt/")) >

SHRSS

On va voir maintenant la deuxieme partie du lemme.

On procédera par récurrence sur i .

Si ord,(p(z'/™) — p(wz'/™)) > % alors ag, (1 —w") = 0.

Donc w" = w? =1 et comme [; = p.g.c.d.(n,3,) d’apres l'identité de
Bezout il existe 7,8 €Z : Iy =rn+sB3 et Wt =1.

Ainsi si ord,(o(z'/") — p(wz'/™)) > b alors ord,(¢(z'/") — p(wz'/™)) >
n

Be

—

On suppose que la proprieté est vraie pour 7 et on se propose de la montrer

pour 7+ 1.

Si ordg(p(z'/") — p(wzt/™)) > b alors on a ag, (1 —w’) = 0 pour
n )
tout k € {1,...,i} . Donc w" = w’ = ... =w =1 et comme [; =

p.g.c.d.(n,f,...,5;) d’apres I'identité de Bezout il existe 7,s1,...,8; € Z :

li = rn+s181+ 456 et wh =1.Donc ord,(p(z'/™)—p(wr'/™)) > Pint .
n

|

Corollaire 1.1.1 Soit ¢(x'/™) un développement de Puiseux de la branche
C et ge{l,...,g}. Alors

1. {lw e U, : @) # p(wzt/™et ord,(p(z'/™) — p(wzl/™)) > %} =l — 1.
2. ﬁ{w € Un : Ordx((p(xl/n> - ¢<wx1/n)) = %} - (nq - 1)nq+1 c Mg

Démonstration

D’apres le lemme ci-dessus on a :
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:ﬂ{wEUn : w”zwﬁl:...:wﬁq”:l}—l
—#(U, NUg, N---NBq) — 1
1

:ﬂUp.g.C.d.(n,ﬂl,“.,ﬂq,l) -
:p.g.c.d.(n,ﬁl, R ,6(1_1) —1= lq—l — 1.

Ainsi

ﬂ{w € U, /ord,(¢(x'/™) — p(wz/™)) = %} —

=t w € Uy/ord,(p(a'/") — p(wa'/™)) = &}

—fwe Un/ordm(gp(xl/”) — gp(wxl/")) > &}

= 1w € U, ord,(p(a'/") — plwz'/) > @}

—
S

o ord, (@) — p(watn)) > ﬁ—}
=lg—1— 14

= (nq - 1>nq—|rl T Ng.

Définition 1.1.6 On appelle semi-groupe de valeurs de la branche C' a
I’ensemble

P(C) = {ordy(g(x(1),y(1))) = g € Oco—{0}}

ou (x(t),y(t)) est une paramétrisation de C' .

Si g€ Ocyp tel que ¢(0,0) # 0 alors ord:(g(x(t),y(t))) =0 et 0€I(C).
De plus si aq, a2 € I'(C) alors il existe ¢1,92 € O tels que g1,92 € (f)
et aj + as = ordy(g192(x(t),y(t))) € I'(C) .

Ainsi on justifie le nom de semi-groupe.
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Théoreme 1.1.4 Si O¢y est I'anneau local d’une courbe plane irréductible
C' le systeme des

B, = inf{a € T(C) : an’est pas divisible par [, ;}

ot 1 <q<g augmenté de [y = inf{a € I'(C) : a # 0} est un systéme
minimal de générateurs de I'(C) .
De plus on a :

1. Bo = Bo = m(C)

b=

By =mn4 18,1+ By — B,-1 pour tout q € {2,...,g}
2. p.g.c.d.(ly_1,3,) =1, pour tout ¢ € {2,...,g}.

Ainsi le semi-groupe de valeurs de C' peut se calculer a partir des exposants
caractéristiques de la branche C' et aussi étant donné le semi-groupe de C
on peut retrouver ses exposants caractéristiques.

Exemple 1.1.3 Sion continue avec la branche de 'exemple(1.1.2) on trouve
que le systéeme minimal de générateurs du semi-groupe de valeurs de C' est

Bo=12 B =18 By =38 [ =117.

1.2 Multiplicité d’intersection et contact.

Définition 1.2.1 Soient C' = f(x,y) =0 irréductible et D = g(z,y) =0
une courbe quelconque. On définit la multiplicité d’intersection de C' et D
comme

(C, D) = ordy(g(x(1), y(t)))

ou (x(t),y(t)) est une paramétrisation de la branche C' .

Maintenant on va voir que la multiplicité d’intersection est indépendante de
I’équation de D et de la paramétrisation de C' choisie.

Lemme 1.2.1 Soit m(C) =n et {y;(t)}?_, I'ensemble des paramétrisations
de C' . Alorson a :

ords(g(t", yi(t))) = orde(g(t",y,(t))) pour tout i,7 € {1,...,n}.
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Démonstration

D’apres le théoreme de Newton-Puiseux il existe une racine n-eme de 1'unité
w telle que y;(t) = y;(wt) .

Soit m(D) = m . D’apres Weierstrass la courbe D a une équation de la
forme g(z,y) = y™ +ay(x)y™ L + - + an(z) .

Ainsisi g(t™, y;(t)) = Zaktk alors g(t",y;(t)) = g(t", yi(wt)) = Zakwktk
k k

a le méme ordre que Z apt
k

Définition 1.2.2 Soient C = f(z,y) = 0 et D = g(r,y) = 0 deux
courbes quelconques. On définit la multiplicité d’intersection de C' et D
comme

(C,D)=> (C;,D)

7

ou C' = U C; est la décomposition de C en composantes irréductibles.

7

Proposition 1.2.1 Soient C = f(x,y) =0 et D = g(z,y) = 0 deux
courbes quelconques. Alors on a

(C, D) = dim¢ C{z,y}/(f,9)

Démonstration
Soit O = C{z,y}/(f) et O = C{t} alors on peut écrire :

0o —O0
(2, y) — ((t), y(1))
Soit maintenant A = gO .
D’apres ([Bou]) on a :
L. ea(O) = dimc (O/2) = dime (C{z,y}/(f, 9))-

2. ea(0) = epp(0) = ordy(g(x(t), y(1)))-

Corollaire 1.2.1 La multiplicité d’intersection est symétrique.
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Corollaire 1.2.2 La multiplicité d’intersection de deux courbes est indé-
pendante du choix des équations des courbes.

Maintenant on va étudier le contact entre les branches C = f(x,y) =0 et
D =g(z,y)=0.

Définition 1.2.3 On définit le contact de la branche C avec la branche
D comme

_ (/N o 1/m
cont(C,D) =n_ max ford,((a"") ~ (")
ot m(C) =n,m(D) =m, {y(z/M)}2, est I'ensemble des paramé-
trisations de C et {z(x(/™)}™  est I'ensemble des paramétrisations de

D .

Exemple 1.2.1 Soient deux branches C' et D telles que les développements
de Puiseux de C' sont

Yo = —a%/? 4 2429/
Y5 = .1'3/2 _ 21.9/4
Yy = —ax3/? — 24ix%/*

et les développements de Puiseux de D sont

2 = a2 + 2
29 = —3x5/2 4 4O

donc cont(C, D) = 4.2 =6 et cont(D,C) = § = 3.

[\]

n
On voit que cont(C, D) = —cont(D,C) et en général le contact entre deux
m

branches n’est pas symétrique.

Ainsi 'ordre maximum de coincidence entre un développement de Puiseux
de C' et un développement de D est

cont(C, D)  cont(D,C)
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On appelle le nombre rationnel ci-dessus [’exposant de coincidence de C' et
D et il est symétrique.

Le contact entre C et D donne donc une mesure de la coincidence des
paramétrisations de C' et de D .

Soient y;(x'/") = Zarmr/” un développement de C et z;(z'/™) =
r>n

stxs/ ™ un développement de D . On peut voir ces développements

s>m

comme deux éléments de C{z'/""} de la facon suivante :

yz(xl/n) — ZaTxrm/nm

r>n

1/m Z b Isn/mn

s>m

Maintenant si on veut exprimer les développements ci-dessus comme des dé-
veloppements en la variable t il suffit prendre x =t"" et on a

m) — E artrm
r>n
tn) — E bstsn (12)

s>m

De plus on a

Lemme 1.2.2

cont(C,D) =+  max _ {ord,(y;(t™) — z;(¢"))} .

1<ign,1<j<m

Démonstration
Soient  y;(2'/™) Za x" Z a,x™™™ une paramétrisation de C
r>n r>n
et z( /) Zb x° stxs"/ "M une paramétrisation de D . Si
1 s>m dsZm
n 1/m _ .
ord, (yi(zY/™) — zj(z'/™)) = ——ona:

a, = by pour tout rm < a et sn < a et
ary # bs, OU ToM = Son = «
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Mais d’apres (1.2) on a :
y<tm —ZJ tn Zartrm thsn_ &To_bso)ta_‘_”'

r>n s>m £0

donc ord,(y;(t™) — z;(t")) = o et

ordy (yi(x'/") — 2;(a¥/™)) = Toord(yi(t™) — 2;(t"))

d’ou :
1/n 1/m
cont(C, D) =n _ max {ord,(yi(x'/") = z(z"/™))}
1 m n
= dmax  Jord,(yi(¢7) — 2 ("))}
]
Lemme 1.2.3
1. cont(C, D) =n max {ord,(y(z Yy — 2 (xt™)) )} ou y(z'/™) est une

1<j<m
paramétrisation fixe de C'.

2. cont(C, D) = n max {ord, (y;(z Lny — z(:cl/m))} ott z(z'™) est une

1<i<n
paramétrisation fixe de D .

Démonstration
D’apres le lemme précédent il faut démontrer que

max {ord,(y(t") — z; ("))} = _ max  ford(y:(t") — z(t"))}
et
e {ordy (™) = 2(E)} = | max{ordui(t”) — 5(1)}
Soient w(t Z a, t™ et w(t) = z(t") Z byt®" .
r>n s>m

Si Up ={£€C : & =1} = {& 7 on définit

on(t) = v(&t) = 3 anggmem

r>n

wilt) = w(&t) = 3 b,

s>m
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Ainsi on a :

{oe@) 3y = {w (™)}
et
{wr ()} = {2 1

De fait parce que si k€ {1,--- ,nm} et ™ =1 donc & €U, et

velt) =Y a gt =" a, () (1.3)

r>n r>n

Mais si y(z'/") = Zarrpr/”, les autres paramétrisations de C' sont de la

r>n

yz<x1/n> _ y pxl/n Za pr r/n

r>n

forme

ou p €U, donc y;(t™) Zarprtrm ou p e U,.

r>n

D’apres (1.3) ona {vi(t)} C{y:(t™)}, etsi y;(t™) ZanTt”m il existe

r>n

& € Uy tel que y;(t™) Zarf’;mtm € {vr(t)} ( prendre & = p'/™).
r>n

Ainsi {o(t)} = {w:(t™)} .

De facon analogue on montre que

{we(@) 32 = {2 (O}

donc il suffit de démontrer que

max {ord;(v(t) —w;(t))} = max {ord,(v:(t) — w;(£))}

1<5<nm 1<i,5<nm

et

max {ords(v;(t) —w(t))} = max {ord.(v;(t) —w;(t))}.

1<i<nm 1<i,5<nm

Soit p;(t) = v(t) —w;(t); ona p;(&t) = v(&kt) — w;(&kt) pour tout
ke{l,...,nm} et ordi(p;(t)) = ord(p;(&kt)) parce quesi ord.(p;(t)) = h
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alors p;(t) = Z cat® ol ¢, #0 donc p;(&t) = ané,?ta et el #£0,

a>h a>h
ainsi ord(p;(&kt)) = h .

Donc

max {ord;(v(t) —w;(t))} = max {ord:(p;(t))}

1<j<mn 1<j<mn

= max {ord(p;(&t))}

1<j5,i<mn

= max {ord,(v(&it) — w;(&it))}

1<i,j<mn

= max {ord;(v;(t) —w;(&t))}.

1<i,5<mn

Mais comme {w;(t)}7, = {w;(&t)}L, (parce que w;(t) = v(§;t) ,
w;(&it) = v(&€t) et comme &, € Uy, alors && € Uy, ) on a:

max {ord, (v;(t) —w;(&t))} = max {ford,(vi(t) —w;(t))}

1<i j<mn 1<i,j<mn

donc

max {ord(v(t) —w;(t))} = max {ord(v;(t) —w,;(t))}

1<j<mn 1<i j<mn

De fagon analogue on montre que

max {ord;(v;(t) —w(t))} = max {ord.(v;(t) —w;(t))}

1<i<nm 1<4,5<nm

D’apres le lemme ci-dessus, pour calculer le contact de C avec D il suffit de
comparer toutes les paramétrisations de D avec une paramétrisation fixe de
C, ou de fagon équivalente il suffit de comparer toutes les paramétrisations
de C avec une paramétrisation fixe de D.

Maintenant on va donner un lemme de comparaison entre les contacts de
trois branches.

Lemme 1.2.4 Soient C, D, F trois branches et soit
o = min {cont(C, D), cont(C, F)} .

Alors on a :
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m(F)
: F.D)>0c —=
1. cont(F, )_O’m(C)
, m(F)
2. Si cont(C, D) # cont(C, F) alors cont(F,D) =0 ——=
m(C)
Démonstration

Soient m(C)=n, m(D)=m et m(F)=r.

Il existe un développement 1;(2'/") de C et il existe un développement
zj(z¥™) de D tels que

ord, (y; (™) —z;(t")) = L ord, (y; (t™")—z;(t""))

cont(C, D) = m(D)m(F) )

1
m(D)
Mais il existe aussi un développement w; (/") de F tel que

ord, (y; (1) —w; (1)) = L ord, (y: (") —w; (1"™))

cont(C, F) = (D) (F) s

1
m(F)
De plus comme

wy(t™™) = (") = (™) = 25(E") — @) —wy ()

on a :

ordy (s ("™) = 25(t™) > min ford,(u (™) — 2 (™), ord (s (™) — wy (")}
=145 min {rm cont(C, D), mr cont(C, F)},

donc

% ord, (w;(£"™) — 2(£"™)) > min {cont(C, D), cont(C, F)}.  (1.6)

Mais
1 m ‘s
cont(F, D) = — max {ord,(wi(t") = z;(t"))}

> % ordg (w; (t™) — z;(t"))

1 mn rn
= ordy (w; (t™") — z; (™)) ,
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donc
n 1 mn ™m
; COHt(F, D) > % ordt(wj(t ) — Z](t )) (17)

Ainsi d’apres (1.6) et (1.7) on a

cont(F, D) > — min {cont(C, D), cont(C, F')}

_m(F)
=n(C min {cont(C, D), cont(C, F)} . (1.8)

3 SIS

~—

~—

Démontrons maintenant la deuxieme partie du lemme.

cont(F, D) = —— max {ord,(w(t”) — (¢)))

et il existe s € {1,...,7r} tel que

cont(F, D) = — ordy(w,(t™) — (1)) = —— ordy(ws(£™™) — 2 ("))

m mn
donc
% cont(F, D) = —— ordy(w, (1) — 2(t™)) (1.9)
— con = — ord,(w; -z . )
r ’ mr t J
De méme, il existe a € {1,...,n} tel que

cont(C, F') = % ordy(y,(t") — ws(t")) = % ord; (y,(t™) — ws(t™")) (1.10)

et comme

Ya(t) = 2 (") = (ws(t"™) = 2;(t™)) + (Ya(t™™) — ws(t"™))

on a :

ord; (Y, (™) — 2z; (")) > min {ord, (ws(t"™) — z;(t"")), ordy(ya (t™™) — ws(t"™))}
c’est-a-dire, d’apres (1.9) et (1.10)

ord (ya(t"™) — z;(t"")) > min {mn cont(F, D), rm cont(C, F')}
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donc

% ord (y,(t™) — z;(t"")) > min {; cont(F, D), cont(C, F)} . (1.11)

De plus

cont(C, D) > — ord(y,(t™) — 2;(t")) = % ords (y, (™) — 2z;(t™)) (1.12)

1
m
donc d’apres (1.11) et (1.12) on a :

cont(C, D) > min {; cont(F, D), cont(C, F)} . (1.13)

Mais comme

U177 = w(17) = (i (E7) = 25(17)) — (wa(£7) = 25(87)),

on a :

ord, (yi(¢") — w,(£7) > min ford; (4, (£77) — 2;(t"")), ordy(uw, () — z,(t""))}

et d’aprés (1.4) et (1.9) :

1 mr mn : ﬁ
pa ord (y;(t™") — ws(™") > min {cont(C, D), . cont(F, D)} . (1.14)

De plus d’apres (1.5) on a :

1
cont(C, F) = oo ord (y;(t™™) — w; (™))

1
> —ondy (i (t™) — ()

>(1.14) min{cont(C, D)vﬁ cont(F, D)} (1.15)

r

Donc on a :
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cont(C, D) 2(1'13)min{cont(C,F), cont(F,D)}
cont(C, F) 2(1'15)min{cont(C,D), cont(F,D)}
% cont(F, D) > min {cont(C, D), cont(C, F)}

r

RS

et si cont(C, D) # cont(C, F) alors ; cont(F, D) = min {cont(C, D), cont(C, F')}
c’est-a-dire cont(F, D) = " min {cont(C, D), cont(C, F) }.
n

Corollaire 1.2.3 L’application d définie par

_cont (C,D)
d(Cc,D)=c ™MOC)

est une distance ultramétrique dans I’ensemble des germes irréductibles de
courbes planes complexes.

Démonstration

Soient C', D, F trois germes irréductibles. Comme la fonction exponentielle
est toujours positive on a d(C,D) >0 .

cont(C, D)  cont(D,C)

De plus comme (@~ m(D)

ona d(C,D)=d(D,C).

Il reste a vérifier :

1. d(C,D)=0 <= C=D.
d(C,D)=0 < m:() <= cont(C, D) = oo
— C=D © e

2. d(F,D) < sup{d(F,C),d(C,D)}

D’apres le lemme ci-dessus on a

cont(F, D) S 1
_ min {cont(C, D) cont(C, F) }
— sup {_cont(C, D)  cont(C, F) }

min {cont(C, D), cont(C, F')}

m(C) " m(C)



20 Chapitre 1. Outils et calculs utiles.

et alors

_ cont(F, D) {_COHt(C, D) cont(C, F)}
m(F) m(C) " m(C)

donc étant donné que la fonction exponentielle est croissante on a

d(F,D) <sup{d(C,D),d(C, F)} =sup{d(F,C),d(C,D)}

Proposition 1.2.2 (Smith [S],Zariski [Za2],Merle [Me]) Soient C et
D deux germes de courbes irréductibles planes. Si « est un nombre rationnel
et les exposants caractéristiques de C' sont {f,...,[03,} tels que

By < a < fy41  (par convention [, = oo ) alors les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

1. a = cont(C, D).

2 (CvD): ﬁ_q + a_ﬁq

m(D) Ny Nge1  Np...nyg

ou par convention ng=n_1 =1 et ly =m(C).

La proposition ci-dessus donne la relation entre la multiplicité d’intersection
de deux branches et le contact entre elles. Donc tant le contact que la multipli-
cité d’intersection donnent une mesure de la coincidence des développements
de Puiseux de C' avec les développements de D .

1.3 Courbes réductibles.

Dans toute cette section C' sera (sauf précision contraire) un germe de

courbe réductible plane d’équation f(x,y) = u(z,y) H filz, ).

=1

Notons C; = fi(z,y) =0 ou I ={1,...,r} est 'ensemble des branches de
C, et Oc¢,o l'anneau local de la branche Cj .

On notera {f, ... ,5;1} les exposants caractéristiques de C; ol 3 = n,
est la multiplicité a l'origine de Cj .
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De la méme fagon {(m},n})}_, sera ensemble des paires caractéristiques

de C; ou Il =p.gcd (B ...,0.) avec ke {l,...,q}.

On notera I'(C;) le semi-groupe des valeurs de C; et {3),.... 0} sera
son systéme minimal de générateurs contruit en (1.1.4).

Si C; et C; sont deux branches différentes de C' on note «;; le contact
de C; avec C;, c’est-a-dire

Q5 = COHt(CZ', Cj>

Si C; est une branche de C' on définit ’ensemble S; de la fagon suivante :

S; =S} US? ou
Sli= {ﬁ,,i}
Tn; n;

52 = {%}
i )iz

L’ensemble S} ne dépend que de la topologie de la branche C; mais S?
dépend de la topologie de C'.

et

Définition 1.3.1 Soit C wune branche et W un germe de courbe lisse
plane a origine. On appelle exposant de contact de W avec C' a lorigine
le nombre

50(W C) = %

On doit remarquer que le contact et I'exposant de contact sont deux notions
différentes. Cependant d’apres la proposition (1.2.2) on peut obtenir I'un a
partir de 'autre et vice versa.

Soit 0p(C) = max {60(W,C)} ou G est I'ensemble de germes a 'origine de
S

courbes planes lisses.

Définition 1.3.2 Soit W un germe de courbe plane lisse a I'origine. On
dit que W a le contact maximal avec C' a l'origine s’il vérifie

oo (W, C) = do(C).
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Proposition 1.3.1 Soient C' un germe de courbe d’équation

flz,y) = u(z,y) H fi(z,y)?" et W une courbe lisse quelconque. Alors :
i=1
1. (C,W)>m(C)
On a égalité si et seulement si la droite tangente a W n’est pas dans
le cone tangent de C'.

2. (C,W) <ZUZﬁ1’ o i =00 si C; est lisse.

Démonstration
1. Soit
T = at
y=) at'
E>1

une paramétrisation de W et soit C = f(z,y) = 0 telle que sa
décomposition en composantes homogenes est

f(flf,y) = fn(xyy) + fn+1<$,y) —+ e

Donc

(C, W) =ords(f(at Zaktk

k>1
= ordt(fn(at7 Z aktk) —+ fn+1(at, Z aktk> + ... )
E>1 k>1
=ordy(fn(a,a))t" +---)

>n.

De plus (C,W) =n si et seulement si f,(a,a;) # 0, c’est-a-dire si
et seulement si la droite tangente a W n’est pas dans le cone tangent

de C.

T

2. On sait que (C,W) = Zai(Ci,W) . Soit W = g(x,y) =0 et soit

g(x,y) = q1(z,y) + ga(x,y) + -+ sa décomposition en composantes
homogenes ( g1(z,y) Z 0 parce que W est lisse). Doncsi (z(t;), y(t;))
est un développement de Puiseux de C; = fi(z,y) =0 on a
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(Cs, W) =ordy, (g(x(t:), y(t:)))
=ordy, (g1 (z(t:), y(t:)) + ga(z(ts), y(t:)) + -+ +)
—mln{ordtz (gi(z(t:),y(t:)))}
_Ordti(gl( (t1)7y(t2)))
Mais si
z(t;) = ;"
y(t;) = Z apt;

et comme ¢y(z,y) = pr + qy alors
qi(@(t:), y(t:) = (p+ qan )t + qan i ™ + -+ qagt] + -

Ainsi si on suppose (C;,W) > i donc p+ ga,, =0 et qag =0,
mais comme agi # 0 alors ¢ =p =0 qui est une contradiction parce
que ils ne peuvent pas étre simultanément zéro.

Donc (C;,W) < gt et (C,W) < Zaiﬁf .

=1

Remarque 1.3.1 La premieére partie du lemme ci-dessus donne une nouvelle
définition de la multiplicité a I'origine de C' en fonction de la multiplicité
d’intersection (C,W) pour une courbe lisse W assez général, c’est-a-dire
une courbe lisse W telle que sa droite tangente n’est pas dans le cone
tangent de C'.

Corollaire 1.3.1 Soient C' une branche plane et {f,...,03,} ses expo-
sants caractéristiques. Alors le contact maximal d’une courbe lisse W avec
C est

b

ol(C) = 3.

Remarque 1.3.2 D’aprés le remarque (1.1.1) si C est lisse alors o (C) = oc.

Corollaire 1.3.2 Une courbe lisse W a le contact maximal avec la branche

70)
mic) 27

C a lorigine si et seulement si
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Démonstration

" =" (Cest évident puisque % g7 .
0

. (W, C) By . [51]
" <" (est clair puisque e{l,2,...,h,—} ou h=|=—|.
puisque e { 50} i

Définition 1.3.3 Soit C' un germe de courbe réductible plane a l’origine
de C* d’équation f(z,y) = u(x,y)Hfi(x,y)‘”. On dira que C est un
i=1

germe de courbe réduite si 01 = ... =0, =1.

Ainsi si ' est réduite toutes ses branches sont différentes, c¢’est-a-dire, si
C; = filz,y) =0 alors C; # C; pour tout i # j .

Définition 1.3.4 Soient deux germes de courbes réduites planes a ’origine

C=flzy) =ufi--fret D=g(z,y) =vg--gs. Soit {C;=fi=0}_,
lensemble de branches de C et {D; = ¢g; = 0};_, l'ensemble de branches
de D . On dit que C' et D sont équisinguliéres si

1. r=s.

2. 1l existe une bijection ¢ : {C;}i_, — {D;}i_, telle que :

(a) »(Ci)=D;.
(b) Pour tout i, C; et D; sont des branches équisinguliéres, c’est-
a-dire elles ont les mémes exposants caractéristiques.

(c) Pour tout i,j: 1<4,j<r (C;,C;)=(D;,Dj).

La définition de I’équisingularité est facilement extensible a des germes des
courbes réductibles planes C = f(z,y) = ufi*--- f7 et

D = g(z,y) = vg®---¢% . 1l suffit ajouter la condition o; = & & la
définition ci-dessus.

Soit maintenant f(xy,...,x,) € C{xy,...,x,} réduite telle que
f(0,...,0) =0 et ord,, (f(0,...,0,2,)) =n<oo.

D’apres le théoreme de préparation de Weierstrass il existe une unité
w(zy, ..., Tm) € C{z1,..., 2} et deséléments a;(zy,...,2,—1) dansl'ideal
maximal de C{xy,..., 2,1} tels que
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n—1
flze, . om) =u(@y, .., 2m) (2 + Y ai(wr, ... Tpe1)Th,
=0
n—1
On notera ¢(z1,...,2,) le polynome z! + Z a;i(xr1, ..., Tym1)xy, -
i=0

Définition 1.3.5 On appelle x,,-discriminant de [ et on note A, (f) le
Tm-discriminant du polynéme ¢(z1,...,xy) .

Ainsion a A, (f) € C{zy,...,2m1}

On doit remarquer que on peut définir le z,,-discriminant d’une série non
réduite comme ci-dessus mais dans ce cas-la le x,,-discriminant est identi-
quement zéro.

Soit maintenant F = C(1) = f(z,y,7) = 0, f € C{z,y,7} une famille
de courbes réduites planes complexes a 1’origine, dépendent analytiquement
d’un parametre 7 telle que f(0,y,0)#0.

Soit C'= C(0) telle que = =0 n’est pas tangente a C'.

Ensuite on va rappeler le critere discriminant de Zariski pour savoir quand
toutes les courbes C(7) de la famille F' sont équisingulieres a C' .

Théoréme 1.3.1 (Zariski [Za3], Teissier [Tel])

1. 1l existe un voisinage I de O dans I'axe T tel que pour tout 7 € [
les fibres C(7) sont toutes équisinguliéres si et seulement s’il existe
une unité e(x,7) € C{x,7} et un nombre M tels que

Ay(f(z,y,7)) = aMe(z, 7)
2. De plus, si ces conditions sont réalisées, il existe un voisinage U de
0 dans la surfaces X = F =0 U=(UyxV)NX (ou Uy CC et
V C C? ) et un morphisme

(o H(C,O)Z X U0—>V X U()
=1
(ti77—> I (m(t%T)ay(tiuT)’T)

tels que I'image de ¢ soit X .
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1.4 Arbre d’Eggers et graphe de résolution.
1.4.1 Définition de I'arbre d’Eggers

Le diagramme d’Eggers [E] est une représentation graphique commode des
exposants caractéristiques des différentes branches de la courbe C' et aussi
du contact entre elles, ¢’est-a-dire qu’il est une représentation de la topologie
de C, puisque l'on sait que le type topologique de (C,0) C (C?%0) est
déterminé par ces nombres.

Définition 1.4.1 Soit C; une branche de C, on appelle chaine élémentaire
de C; le graphe K; défini comme suit :

1. Les sommets sont des points noirs et un point blanc; les points noirs
sont en correspondance bijective avec les éléments de S; par une
application v que nous appelons valuation.

2. Le sommet blanc n’a pas de valuation.

3. Les sommets sont reliés de la fagon suivante :
Le sommet blanc est relié au sommet noir de valuation la plus grande
par une aréte, qui est discontinue si la valuation est un élément de
S? — S Si on prend un sommet noir, disons Q, dont la valuation
n’est pas maximale, il est relié au sommet de valuation supérieure la
plus proche par une aréte, qui est discontinue si v(Q) est dans S?—S}.

Si on prend deux branches différentes C; ,C; de C, on appelle graphe
partiel K;; de C; et Cj, le plus petit sous-graphe connexe de K; qui

A .
contient les sommets @ € K; avec v(Q) < —L. Les graphes partiels Kj; et
1
Kj; sont égaux.
Finalement on définit le diagramme d’Eggers T(C') de C' comme le graphe
obtenu en identifiant les graphes partiels Kj;;, K;; dans la réunion disjointe
des chaines élémentaires K, ..., K,.

On voit aussitot que deux germes de courbes réduites sont équisinguliers si
et seulement si ils ont le méme diagramme d’Eggers.

Exemple 1.4.1 Soit C = f = fi.fo = [(y* — 23)% — dya® — 2°)[(y* — 23)% —
4yx® — 27 =0. Si C; = fi(x,y) = 0 alors

39 7
si=stust= {53 ULT
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e (BT 7
SQ_SQUSQ_{5,Z U i

Ainsi les chaines élémentaires sont

et

9/4

1

D 7/4 7/4
32 3/2

et le diagramme d’Eggers de C' est

O%

N
N
~

714

3/2
T(C)

On appelle point base de T'(C') le sommet de T'(C') de valuation la plus petite.

Remarque 1.4.1 En généralil n’y a pas de bijection entre les sommets noirs
de T'(C) et I'ensemble | J, S;. Pour voir un exemple il suffit de prendre deux
branches C et Cy équisinguliéres telles que cont(Cy, Cy) < ﬁ;l.

Maintenant on va associer trois nombres a chaque sommet noir @) de T'(C) :

d1(Q) :=nombre d’arétes discontinues de T'(C') qui sortent de () vers un
sommet noir de valuation plus grande ou vers un sommet blanc de 7'(C').

d2(Q) :=nombre d’arétes pleines de T'(C') qui sortent de () vers un sommet
noir de valuation plus grande ou vers un sommet blanc de T'(C).

k(Q) := nombre d’arétes pleines entre ) et le point base.
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Définition 1.4.2 Soit ) un sommet noir de T(C') . On dira que ) est un
sommet simple de T(C) si di(Q)+ da(Q) =1 (c’est-a-dire, di(Q) =0 et
d2(Q) =1 puisque do(Q) =0 et di(Q) =1 ala méme fois est impossible).
Dans le cas contraire on dira que () est un sommet de bifurcation.

Lemme 1.4.1

1. La courbe C' contients deux branches transverses si et seulement si la
valuation du point base de T'(C') est égale a 1.

2. Si @Q est un sommet de T(C) tel que v(Q) =1 (Q est le point
base de T'(C')) alors dy(Q)) =0 et di(Q) =t ou t est le nombre
des composantes tangentielles de C, c’est-a-dire le nombre de droites
tangentes distinctes de C'.

Démonstration
Il existe deux branches C;,C; de C telles que (C;,C;) = m(C;)m(C;) si
et seulement si (C..C)
I — (G = Gy 1.16
Mais d’apres la proposition (1.2.2) on sait que (1.16) est équivalent a cont(C;, C;) =
Bi. De plus cont(Cy, C;) = [ si et seulement §'il existe un sommet @ de

T(C) tel que v(Q) = %4 _ 1 et nécessairement @ doit étre le point base
n;

de T(C).

B

n.

ke{l,...,g}, donc ds(Q)=0. De plus si les chaines élémentaires K; de

D’autre part, comme v(Q) =1 # pour tout i € {1,...,r} et pour tout

C; et K; de C; sont séparées dans le sommet () alors

cont(Cy, C;)  cont(C;, Cy)

n; n;

=1

et d’apres la proposition (1.2.2) on a (C;,C;) = n;n;, c’est-a-dire que K;
et K sont séparées dans le sommet () siet seulement si C; et C; sont
transverses. Alors d;((Q) est égal au nombre de tangentes distinctes de C.

Remarque 1.4.2 La définition du diagramme d’Eggers est facilement ex-
tensible a un germe de courbe réductible plane C = f(x,y) = ufy'--- f7 .

11 suffit ajouter le nombre o; au sommet blanc qui correspond a la branche
C; = filx,y) =0 de C.
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1.4.2 Le graphe de la résolution.

On considére P'espace projectif P'(C) comme 'espace des droites passant
par l'origine dans C2 .

Si on choisit les coordonnées x,y dans C? 1'espace projectif est recouvert
par deux cartes affines

U={(z,y) : #0p  V=A{(zy) : y#0} (1.17)

Considérons maintenant la surface

Z ={(z,y,u:v) / 2v —yu =0} C C* x P}(C).
La premiere projection donne un morphisme algébrique II: Z — C2 .

La fibre II71(0) est I'espace projectif P!(C) tandis que la fibre II71(P)
ou P # 0 est un seul point.

Ainsi 'application II transforme l'origine de C? dans l'espace projectif
PY(C) .

L application II est appelée éclatement du point 0, et la fibre TT71(0) est
appelée diviseur exceptionnel de II .

Soit maintenant C = f(x,y) = 0 une courbe réductible quelconque de
multiplicité a l'origine égal a n ; on considére la composition
foll: Z —C* —C

L’image de foll est appelée la transformée totale de C' . Cette transformée
totale contient le diviseur exceptionnel de IT, D = II71(0), compté n fois.

On appelle transformée stricte de C' la courbe que 1'on obtient en enlevant
n fois le diviseur exceptionnel D a la transformée totale de C'.

Théoreme 1.4.1 Soit C' une courbe réduite quelconque. Il existe une suite
finie d’éclatements de points telle que la transformée stricte C' de C' par
la composition de ces éclatements est non singuliere.

Le morphisme €' — (€' induit par la composition de ces éclatements est
appelé résolution de la courbe C'. On peut énoncer un résultat meilleur :
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Théoreme 1.4.2 Soit C' une courbe réduite quelconque sur une surface
lisse F. Il existe une suite finie d’éclatements

FO - - FY L F

telle que si I : F© — F est sa composition alors I'image réciproque des
points singuliers de C ( le diviseur exceptionnel) est la réunion de courbes
non singuliéres qui se coupent transversalement sur la surface F©) et de
plus la derniére transformée stricte de C' par II, C'®), est une courbe non
singuliére qui coupe transversalement le diviseur exceptionnel de 1I .

La restriction de II ala courbe C' donne une résolution de C' qui s’appelle
résolution plongée.

Dans la suite, sauf mention du contraire, nous considérerons seulement des
résolutions plongées minimales, c’est-a-dire toute autre résolution plongée
C" — C se factorise par elle

C//_)c/_)c

De plus cette résolution est minimale dans le sens suivant :

1. La restriction de II a chaque branche C; de C est une résolution
de Cz

2. Les courbes qui apparaissent pendant la résolution ( des transformées
strictes et des diviseurs exceptionnels) sont non singuliéres et n’ont que
des croisements normaux.

Soit & le diviseur exceptionnel total de la résolution plongée Il de C'.

D’aprés le théoreme ci-dessus &€ est réunion de courbes lisses. Ces courbes
lisses sont les transformées totales dans F(©) de diviseurs qui apparaissent
pendant la résolution et apres les différents éclatements.

Donc € =D;U---UD, ou D, est la transformée totale dans F© du
diviseur qui apparait dans FU*Y quand on éclate le point O; dans F© .

Ainsi £ est un diviseur a croisements normaux connexe, c¢’est-a-dire que les
singularités sont au pire des points doubles ordinaires.
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L’ensemble {D;}5_, est appelée I'ensemble de diviseurs exceptionnels de
IT.

On peut définir un graphe qui représente comment se coupent les diviseurs
D; , c’est le graphe dual de la résolution de C'.

Définition 1.4.3 Soit Il la résolution plongée de la courbe C'. Le graphe
dual de la résolution Il de C consiste a représenter chaque diviseur excep-
tionnel de Il par un sommet et deux sommets sont reliés par une aréte si les
diviseurs correspondants se coupent dans F©). A chaque sommet est associé
le numéro d’ordre d’apparition du diviseur qu’il représente.

Une branche lisse de la transformée stricte de C' qui coupe transversalement
un diviseur D est notée par une fleche qui s’attache au sommet associé a D.

Appel au langage des géometres italiens

Soient O un point quelconque sur une surface lisse F' et
FO - o FY L F
une suite finie d’éclatements telle que IT : F(©) — F est sa composition.

Si O; € F® et i < j on notera par :
1. & le diviseur exceptionnel total du point O; dans la surface FU).

2. F,;; la transformée stricte du point O; dans la surface F' @),

On a alors
ij=EijUEi ;U UEj ;.

Définition 1.4.4 Soit ¢ < j. On dit que le point O; € FU) est un point libre
du point O; € F9 si O; est un point non singulier de &, ;.
Dans le cas contraire O; est appelé point satellite de O;.

¢

Maintenant on va exprimer un algorithme pour construire le graphe dual de
la résolution II d’une courbe réductible plane quelconque.

On va commencer avec une branche C'.
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1.4.3 Le graphe dual d’une branche.

Soit {Oy, Oy, ...,0._1} l'ensemble des centres d’éclatements de II (Oy = 0)
et {CM}¢_, D'ensemble des transformées strictes de C' (C©) = C).

On rappelle que si D est une autre branche qui passe par le point O; alors
la multiplicité d’intersection de C® et D en O; est

(C9, D)o, = (Y, D)o, +mo,(CD)mo,(D) (1.18)

i+1

ou D’ est la transformée stricte de D par la résolution II .

De plus mg,(CY) = (CCHV E)o,,,, ou E est le diviseur exceptionnel
dans FUtD qui apparait par éclatement du point O; dans F® .

On va fixer les notations.

Le diviseur exceptionnel qui apparait par éclatement du point O; dans
FHD est denoté Ej 4.

De plus, &;; est le transformé total dans F @) du diviseur E;;11; donc
& ;j est le diviseur a croisements normaux réduit

Eij=EijUEn;U---UE; 4

ou E; ; est la transformée stricte du point O; dans la surface F' ()

Ainsi si F® — ... - FO — [ est la résolution plongée de C alors
D; = Ei—l,e~

Notons par s; la multiplicité & O; de C®| c’est-a-dire, s; := mo,(CD).
Donc on vérifie :
Lemme 1.4.2 Soit i € {0,...,e — 2}.

Dit1N Dy # ) = mol(C(Z)) = mo (C(”Fl)) )

41

Démonstration

On doit démontrer

Ei,e N Ei—‘,—l,e - @ <~ S; > Sia1
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Mais Ei,e N Ei+17e = <= il existe l,i +l<l<e: O € Ez‘,l N Ei+1,l
parce que quand le point O, s’éclate le diviseur qui apparait Ej;4; , sépare
le diviseur E;; de E;ii;.

Ainsi il suffit démontrer qu’il existe [: i1+ 1 <[ < e tel que

O, € EZ‘J N Ei+1,l <~ S; > Si+1

i+1
Supposons s; = s, alors (CU+D), Eii+1)0i41 = Sit1-

Mais

(O(H_l) ) Ei,i-i—l)O

141

= (C(H—Q)a Ei,z‘+2)0¢+2 + Mo, (C(H—l)) MO; 14 (Eivi“‘l)
——
1
= (C"*?), E;i19)0,,, + Sin1

donc (CU* E,; 9)0,,, =0 et comme Oj;p € CU2) alors O;0 & Ejjipo -
Ainsi étant donné [ >i+2 ona O; & E;;.

Maintenant supposons que pour tout [, i+1 <l <e:O; & E;;NE;;1; ;donc
pour =1 +2 ona Oi+2 ¢ E@H_Q N Ei+1’z‘+2 y mais comme Oi+2 S Ei+1’z‘+2
donc Ojia & Eiive et (CU? E;i19)0,,, =0.

i+2

i1 _ s _
Alors (CU+D), Eiit1)0i — Moy, (Eiig1) = 0, cest-a-dire s; = s;41.

Remarque 1.4.3 On doit remarquer que si s; > s;y1 alors d’apres la
division Euclidienne il existe h > 1 et 0 < s’ < s;,1 telsque s; = hs; 1+5'.

Proposition 1.4.1 (Zariski [Za2]) Soit s; = hs;y1 +5 ou h>1 et
0<s <sj4q.Alorson a :

2. Si s #0 alors Siypi1 =5
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Démonstration
1. On procédera par récurrence sur Ah.
Si h =1 c’est évident.

On suppose que la propriété est vraie pour [ et on se propose de la
montrer pour [+ 1.

1

(CH Y Eiii)00, = (C“+ Eiis)o,,, — moy, (C™)ymo,, (Ei)
(C i z+l)0i+l — Sitl
= (C(H zz+1)O¢+1 — Si41 — Si42 — 0 T Sipl
= (C(Hl zz—l—l)OH_l —lsit1
= 8 —lsip
>t s = si4

donc
(CUH By ii101) 01000y > Sigt = (COTHY, Eitivi41)05,,,  (1.19)

Ainsi CUHHD et transverse & Fjy;441 parce que sinon Ejy 41
est tangente & CUH*D en Oy 41 et de plus comme CUFHY est
irréductible elle a une seule tangente donc FE,i;;1;11 est la droite
tangente & CUOH+Y en O, et comme FEj;v1 # Eigivie, la
droite Ej;i11 est transverse a CUHH) et on a

(C(HHD, Ei,i+l+1)0i+l+1 = m0¢+z+1(C(HHI))Znoi““(Ei’HlH)f

~
1

c’est-a-dire
( O+

B i4151) 04100 = it
et de plus

i+I+1 i+I+1 _
(C( )7 Ei+l,i+l+1>0¢+l+1 > MO, 141 (C( ))m0¢+z+1 (Ei+l,i+l+1) = Siti+1

ce qui est une contradiction d’apres (1.19).

Donc CUHFD est transverse & Eyiy 41 et
i+i+1) _ i+H+1) o
(C( EZ-‘rl Z+l+1)0i+l+1 - mOi+l+1 (C( )m0i+l+1 (E2+l,l+l+1)

c’est-a-dire S;1; = S;4i41-
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2. D’apres le raisonnement ci-dessus on a

i+h+1 _ o
(C( )7 Ei,i+h+1)oi+h+1 =8; —hsiy1 =8 < siq.

. +htl _ _ )
Mais comme (CU+h+1), Eithith+1)Oiines = Sith = Sit1, On @ :

8, = (C(i+h+1)a Ei,i+h+1)0 < (C(i+h+1)a Ei+h,i+h+1)o (120)

i+h+1 i+h+1

donc CU+h+1) et transverse & FEj; ;51 parce que sinon FEj;ypyp est
tangent & CUHh+D et

(C(i+h+1)a Ei,i+h+l)0i+h+1 > mOi+h+1<C(i+h+1)) = Sith+1 (1'21)

i+h+1)

De plus comme Ejipitpht1 # Eiivnyr alors Ct est transverse a

Ei+h’i+h+1 et on a :

(C’(”hﬂ), Eiihithi1)o = mo (C(Hhﬂ)) = Sith+1 (1.22)

i+h+1 i+h+1

Ainsi d’apres (1.21) et (1.22) on a :
(C(H}H—l)’ Ei,i+h+1)0¢+h+1 > (C(i+h+1)’ Ei+h,i+h+1)0i+h+17

ce qui est une contradiction d’apres (1.20).

Ainsi COHHY) et transverse & Ej ;41 et on a:

ith+1 _ i+h+1 —
(C Y Eini1)0nnss = M0y (CO" o (Briina) = sivni

c’'est-a-dire 8’ = s;1p41-

Appel au langage des géometres italiens

La proposition ci-dessus a un énoncé plus précis dans le langage des géometres
italiens.

Proposition 1.4.2 (Zariski[Za2]) Soit s; = hs;t1+ 8 ouh > 1 et 0 <
s’ < 8;41, alors on a :

1. 8ip1 = Siya =+ = Siqp-
2. Sih > 1 alors O;y9,0;43,...,0;., sont des points satellites de O; ( et
en conséquence de O).
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3. Si s #0 alors s;ypy1 = 8" et Oiypyq est un point satellite de O; (et en
conséquence de O).

4. Si s = 0 alors O;y 41 est un point libre de O;. De plus si 8 = 0 et
h > 1 alors O;; 441 est un point libre de O.

Remarque 1.4.4 Soit O; € FO_ Il existe p € Z* qui depend de i tel que
Si = Sit1 + -+ + Siy,. Plus précisément, si s; = hs;z1 + s ou h > 1 et
0 < s < i1, on a les cas suivants :

1. Si 8 = 0 alors s; = hs;,1 et d’aprés la proposition ci-dessus on peut
écrire :
8i = Sit1t Siv2 + 0 Sin,

donc p = h.

2. Si s’ # 0 alors s; = hs; 11 + § et d’aprés la proposition ci-dessus on
peut écrire :

Si = Siy1 T Siy2 T+ Sith T Sithtl,
donc p = h+ 1.

Les points O;1, ..., 04, tels que s; = s;41 + - -+ + S;4, sont appelés points
proches du point O;.

De plus tout point O; avec j > 0 (Oy = O) est un point proche d’au moins
un point (il suffit prendre O;_;) et O; est un point proche d’au plus deux
points (O;_1 et O; ott i = max{k € N / s, > s;_1}).

On peut caractériser les points libres de O a partir de la définition des points
proches, de la facon suivante :

Proposition 1.4.3 (Zariski [Za2])

O; (j > 0) est un point libre de O <= O; est seulement un point proche de O,_;.
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On va continuer maintenant avec la construction du graphe dual d’'un germe
de courbe irréductible plane.

Lemme 1.4.3 Ona s; > s;41 et s; = S;11+ -+ s;4y si et seulement si
Oi+j S Ei,i+j pour tout 1 S] S [ et Oi+l+1 € Ei,i-l-l-i-l‘

Démonstration

" =" On procédera par récurrence sur j.

Si j =1 c’est évident parce que O;y1 € F;41.

On suppose que la propriété est vraie pour j — 1 et on se propose de la
montrer pour j <.

Supposons que O;; € E;;.; alors (C(i+j),Ei7i+]) =0, donc

1+J

(C(iJrjil)? Ei,iJrj*l)O — mo (C(Prjil)) mOijl(Ei,iJrjfl) =0 (1‘23)

-~

1

itj—1 itj—1

o L B
c’est-a-dire (CU+—1), Eiivj—1)0s4,-1 — Sitj—1 = 0.

1+7—1
Mais on a aussi (CCOFD, E;i+1)0i Z mo, ( C’(r ) =0, donc
r=i+1
itj—1
= Z mo, (C™) et d’apres 'hypothese on a j — 1 =1, ce qui est une
r=i+1

contradiction puisque j <.

Il reste a démontrer que O;yi11 & Ej 41

i1+1 . :
Supposons que O;iy11 € Fjjyy1, done (CEHFD Eiit141)0,04, > 0; mais
ce n’est pas possible parce que
i+-l1+1 _ i+1)
(C( )7 Ei,i+l+1) Oitiv1 — (C i Z+l)01+l —m z+l(0( )mO'L«H (Ei,i-&-l)

= (C ) Ez z—l—l) Osq1 — Sitl

= (C i 1+1>O¢+1 = Sit1 T T Si

=5; — Si+1 — — S+ = 0.

" <" Comme Oij € Ejiyj pour tout j: 1<j <1 sionprend j=2
on a OZ'+2 S Em'_,.g donc (C(H_ “4_2)0 o > 0 et

(O(i+1)7 Ez’,z’+1)0 — mOM(C’(Hl))mom(Ez',z'+1) >0

i+1
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c’est-a-dire s; > S;11.

Ainsi d’apres la division Euclidienne et la proposition (1.4.1) on trouve le
résultat.

Lemme 1.4.4 Si s; > s;11 et s; =s;41+ -+ s;4y alors
Diy1 N Diyiq # 0.

Démonstration

Comme O;y € B et Oy & Eijpia alors Ejyi N B =P #
O;t141 , c’est-a-dire que les deux diviseurs se coupent dans un point différent
du nouveau point a éclater O;y;.1 , donc ils se couperont jusqu’a la fin de
la résolution et alors E;. N E;y. # 0.

Remarque 1.4.5 Il résulte du Lemme (1.4.2), de la Proposition (1.4.1) et
du Lemme (1.4.4) que I'on peut déterminer comment se coupent dans F©)
les diviseurs exceptionnels de la résolution a partir de la suite des multiplicités
des transformées strictes de la branche C.

Il reste a determiner les multiplicités des transformées strictes de la courbe

C.

Théoréme 1.4.3 (Zariski [Za2]) Soient C et C' deux branches telles
que

0; € CONC'D ot Oy € CHINCED (o C® (resp. C'®) est la
k-éme transformée stricte de C (resp. C')).

Soient s; = mp,(CY) s;11 = mo,,, (CEV) s =me, (C')

s;+1 = mo,, (Cl(i—i-l))'
/

141

s a
Supposons = ——=— ou p.gcd.(a,b) =1
Sit1  Siy1 D
a a
Si le développement en fractions continues de 7 est 7= [h1, ..., hy ,c’est-
a-dire
a = hlb + 7y

b= hQTl +T’2

hg—1 = hgrg
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ou r >1r9>--->1,>0 et ¢ >1 alors on vérifie :
1. Oip € CEFR N C'EHR pour tout k€ {2,...,(hy + ...+ hy)}.
2. Si s;=pb et s;=p'b de plus

i+k —
mOz‘+k1 (C(Hr 1)) - pb
i+h1+k _

mOi+h1+k2 (C(H_ i 2)> = pn

(i+h1+...+hg—1+kq)) —
mOi+h1+...+hq_1+kq (C / ! ) = Py

et
C’(z’+k1) — b
moi+k1< ) =P
' (i4+h1+k _

m0i+iL1+k2 (C (hat 2)) =P

"(ithi+...+hqg—1+ke)) — ,/
MOyt thg_ 1 +hq (O( ' ! q)> = PTq

ou k; € {1,...,h;} pourtout je {1,...,q}.

Ensuite on va exprimer la suite de multiplicités des transformées strictes a
partir des exposants caractéristiques de C'.

Si {n,B1,...,0,} sont les exposants caractéristiques de C', un développe-
ment de Puiseux de C' est de la forme :

B B B
C=y=az+ - +apz"+asacn + - +aprn +--+apzn +--- (1.24)

ou h= {&] ( c’est-a-dire, la partie entiere de &)
n n

D’apres (1.24) est évident que sy = mo(C®) = m(C) = n.
Pour tout i € {1,...,h — 1} la i-eme transformée stricte de C' a un

développement de la forme :

. . B1—in Bg—in
CY =y =ax+-+apa" " Fapa S dagx A (1.25)

n

et

B1—hn Bg—hn
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Ainsi d’apres (1.25) on a
S)p =81 = =8p,-1—="N

et de plus si
G =hn+r (1.27)

ol 0 <7, <n ona mg, (CW)=s,=r.

n

Donc si le développement en fractions continues de — est [hy,..., Ry ,
1

c’est-a-dire

n:h1T1+T2
r1 = hory + 13 (1.28)

Tg—1 = hgrg

d’apres le théoreme (1.4.3) on a

Sp = Sh41 = = Sh4h—1 =T
Sh+hy = Sh4+hi4+1 = *°° = Sh4hi+hy—1 = 172
Shthi+-+hg_1 = " = Shthi++hy—1 = Tq

Remarque 1.4.6 D’aprés (1.27) et (1.28) on a r, = p.g.c.d{n, 1} = 1.

Le point Opqpy4ogpn,—1 est d@noté O, et la transformée stricte
C(hthitethe=1) gt denotée C).

Le point O; est appelé par Zariski le premier point satellite terminal de O

en C.

Nous utiliserons sans le démontrer le théoreme suivant, qui donne des infor-
mations sur la suite des multiplicités des transformées strictes qui suivent

Ch.

Théoréme 1.4.4 (Zariski [Za2]) Il y a exactement g points satellites
terminaux de O en C :Oy,...,0,.

De plus si C; est la transformée stricte de C' qui passe par O, alors les
exposants caractéristiques de Cj sont {lj, Bj1— B + 1, ..., 8, — B + I}

ou je{l,...,q} et l; =pgecd(bo,...,0) (en particulier C, est une
branche non singuliére). n
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D’apres les théoremes (1.4.3) et (1.4.4) on peut construire la suite de multi-
plicités des transformées strictes de C. Cette suite vient donnée a partir des
exposants caractéristiques de C' de la fagon suivante :

Soit [k, hi,. .., h;l} le développement en fractions continues de @ ; cest-
n

a-dire

ﬁlzhén—i-r%
71,1 1
n=hyr; +r,

(1.29)
(S R |
Faio1 = hqqul
donc
50281:...28;1(1),1:71
1
Shl - Sh1+1 == ... = 8h1+h171 = Tl
0 0 0 1
) (1.30)
I S
Shthd bl T Shhehbetnl -1 = T =l
Maintenant spiqpiy.p1 1 = Sp = li et on recommence avec la branche
q

C; de multiplicité [;. Le premier exposant caractéristique de C; est

Bo — Bi + 1.

. . : : B2 — b1+
Si [hg, B3, ..., hgz] est le développement en fractions continues de 7 ;
1
c’est-a-dire
_ 32 2
52—ﬁ1+11 —h0l1+7”1
ll = h%?"% + T%
) (1.31)
2 32,2
T2l = hq27"q2
donc
St = Sgly] — ... = Sk1+h(2)—1 = ll
_ _ _ _ 2
Skl4h2 = Skl4h241 = -+ = Splgn24n2-1 = 11
X (1.32)
s =...=§ =2
k1+h§+h§+---+h§27l = = k1+h§+h§+---+h§271 =Ty

et comme p.g.c.d.(B2 — By +11,11) = p.g.c.d.(Ba, 1, 11) = p.g.c.d.(B2, 51, Bo)

on a 7’22 = [,.
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En général si [hé, h{, ceey h; ;] est le développement en fractions continues de
B4
Gi =Bt b . ¢’est-a-dire
lj—l

B = Bjm1 + 1oy = hglyr + 1]
lj—l = h‘{?“{ —|—7“%

(1.33)
J I N/
Tgi1 = hqj g
i
donc si t' = g k* (* =0) ona
a=1
Sti—1 = Sgi—-141 = ... = Stj—1+h%—1 = lj_l .
R o o
Sg—14h] = Sp-iqnier = o0 T Sy-igniprio1 = 1 (1.34)
Syi—14pdpd i = Sy dapd J =ij
L S e S Vb ethd -1 T T
¢t
\ j—1 _ Jj—1 Jo_ 7. _
ou kIt = E hy " =1 et r; =1l =pg.cd(bo,...,5)
1=0
En conclusion :
Proposition 1.4.4 (Suite des multiplicités [Za2])
Soit C' un germe de courbe irréductible plane. Si {n,[(i,...,3,} sont les
exposants caractéristiques de C', l; = p.g.c.d.(Bo, ..., 0;) et [k, hi, ..., hfl]-]
. . . B — Bi—1+ 1 <
est le développement en fractions continues de ——— I . c’est-a-dire
lj—l
Bj — B+l =hyli +7]
J j—1 T t—1 0vj—1 1
iy = W]+l
Jj—1 11 2
_ (1.35)
J _pJ d
pour tout j € {1,...,g} alors :
Sti—-1 = Sgi-141 = ... = Stj—l—i-hé—l = lj_l .
_ o R
Sti—14n!l = Sp-1gpi41 = o0 T Sp-igpiprio1 — 1 (1.36)
Syi—1pd 1 pd J =S, 1,373 j :Tj,
17 hy b kb B bbb B =1 ¢
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gi=t

ot tH:=>> "k (t"=0) K= "h"" =1 et vl =1,
a=1 =0

Ainsi d’apres (1.30) et le lemme (1.4.2) on peut construire les sous-chaines
suivantes, pour le premier algorithme d’Euclide (1.30) :

Dy D Dy
S0 = 51 = = Shi—1 1 2 ho Ky
Dy Dy K
= e e e — hO4>1 h0+hl
Sh(l) Shéﬁ-h%—l o o o @ 1

Dhé+---+h;171+l Dhé+---+h;1 K,

5h3+h}+---+h;1_ == 3h5+~~+h;1—1

1

Il reste a assembler les sous-chaines Ky, ..., K.
Mais sp1_ =n > s =1 et
Syl :h1T1+T1281+---—{—S1 11+ Splypt
hi—1 11T 7 h hi+hi—1 T Shlinl
s
donc d’apres le lemme (1.4.4) on a Dyy N Dyyypiiq # 0.

Ainsi le dernier sommet de la sous-chalne K, est relié au premier sommet
de la sous-chaine K.

De plus, comme  sp14p1_1 > Sp1pp0 €t

o111 1_
Spinio1 =Ty =hg Ty 4T3 =Spiipr o Spie g+ Splgnl

Snd+hl
ona Dyt N Dpiiptpnygn 7 0
Ainsi le dernier sommet de K; est relié au premier sommet de Ks3.

Alafin on a

Shb+-thl, -1 > Shbtthly |

N /

~ v~
1 1
T

ql



44 Chapitre 1. Outils et calculs utiles.

1 71,1
et ra —hqqul donc

Shitthly =1 T Shigethl, +eeet Shit-+hl; ~1

Ainsi le dernier sommet de K,1_; est relié au premier sommet de K, et
les sous-chaines se retrouvent en le dernier sommet de K.

Ce dernier sommet de K, est appelé point de rupture par I. Michel et
C. Weber ([M-W]). 11 correspond au diviseur qui apparait quand on éclate
le premier point satellite terminal. Le nouveau point a éclater qui est sur ce

diviseur est appelé par Zariski le premier point libre principal.

Le résultat de I'assemblage est le sous-graphe ci-dessus, ou par convention,
Ky est noté verticalement. La derniére sous-chaine est horizontale ou verti-
cale selon la parité de ¢'.

w
K|
Ko
De cette maniere, pour tout j € {1,...,¢9} on peut construire un sous-

graphe G;. Il provient du j-eme algorithme d’Euclide (1.34).

Il reste a assembler les sous-graphes G, --- ,G,. Mais si on regarde les deux
premiers algorithmes d’Euclide (1.30) et (1.32) on trouve que le sommet de
rupture du sous-graphe G, est le premier sommet du sous-graphe Gs et
ainsi de suite pour les autres sous-graphes.

Donc on a
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Gy

G

G

Remarque 1.4.7 Si on regarde le dernier algorithme d’Euclide on a

lg,1 = hgri’ + Tg

g —_ 19 .9
Tg9-1 = hqg L

donc

9 _
Tgo—1 = Sto=14hf+...+hly_ -1
= Sto-lphg4. 4hdy

— .. — Stg_l-i-h‘g'i‘.--'f‘hgg_l .

Mais si o =197 + h{+ ...+ h9,_; — 1 alors on a

1. M) est non singuliére.

(a+h?g) _ _
2. (C q ’Ea+hgg71va+h29)oa+hgg = Sa-l-hgg—l =1 donc

(1.37)



46 Chapitre 1. Outils et calculs utiles.

g 9 _
(C(a+hqg)’ Ea,a+hgg)0 — (C(a+hqg 1)7 Ea,a+hgg_1)o

a+hgg a+h‘gg—1

C(a+hgg—1)>

— Mo m0a+hgg_l(Ea,a+th—l)

[ J/
g
1

b
a+hqg —1

_ (a+h%g—1)
— (C q 5 Ea,a+hgg—1)oa+hgg_1 - Sa—l—hgg—l

o a+1

= (C( )7 an7a+l)Oa+1 — Sa+1 — Sa+2 — " — Sa+hggfl
=S8a — Sa4+1 — """ — Sa-i—hgg—l

_ g

=5q — (hgo — 1)Sa+1

_ .9 g 9 _ .9 _
—rqg_l—(hqg—l)rqg =715 =1

donc

Oa—i—hgg € C(a+hgg) m Ea,a—f—hgg (138>
Ainsi il y a trois courbes de la résolution qui passent par le point Oqqps,

Botht,~1.a+h?,

Ea,a—l—hgg

Ua+hgg

C(O‘JFth)

donc on doit éclater encore une fois pour obtenir la résolution plongée mi-
nimale, c’est-a-dire la résolution telle que les courbes qui apparaissent sont
non singulieres et n’ont que des croisements normaux.

En conséquence le nombre e du Théoreme (1.4.2) est exactement
e=hy+-+hp+(hi—1)+hi+---hh+-+(h)—1)+h{+---h%
ot bien, e = k' + --- 4+ k9 + 1. Le décalage avec les indices de la suite de

multiplicités provient de I'éclatement supplémentaire nécessaire pour éviter
la situation du dessin ci-dessus.
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Remarque 1.4.8 On doit noter que la suite des multiplicités commence
avec l'indice zéro qui provient de la multiplicité de la branche originale C' =
C©) mais le graphe dual commence avec 'indice 1 puisque il provient du
premier diviseur.

Il reste & voir ol s’assemble la derniere transformée stricte C© de la branche
C. Mais, puisque nous avons les égalités
1= Spg = (C(tg—‘,—l)’ Etg,t9+1)0tg+1
et
MOy 44 (C(tg+l))m0t9+1 (Etg,thrl) =1,

la courbe C**1) est non singuliére et transverse au diviseur D, en Oto1q.
Donc la fleche qui représente la derniere transformée stricte de C' dans le
graphe dual de la résolution s’attache au dernier point de rupture du graphe,
c’est-a-dire

G

G

le

Lemme 1.4.5 (Interprétation géométrique de la construction.) Soit
si=hsg1+1r, h>1 et 0<r<s;y1 (en particuliere s; > s;11). Alors le
diviseur FEj; ;i1 a le contact maximal avec CU*k)  au point O,y pour tout
ke{l,...,h}.

Démonstration

Souvenons nous que comme s; = hs; 11 +r d’apres la proposition (1.4.1) on
a

S; = Si+1 + Si+2 +...+ Si+h + Si+h+1
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ol Sitx = Siy1 pour tout k€ {1,... h} et s;ipy1 =1 # 0 par hypothese.

On procéde par récurrence sur k .

Si k=1 alors

(C(H—l)’ Ei,ifl)oi+1 _ S; 1 i 1 € Z,
Mo, 4 (C(ZJFI)) Si+1 Si

et d’apres le corollaire (1.3.2) le diviseur E;;+1 a le contact maximal avec
CUHD au point O;41.

On suppose que la propriété est vraie pour k£ — 1 et on se propose de la
montrer pour k < h :

(C(H-k)? Ei,i+k)0i+k — <C(i+k_1)7 Ei,i+k*1)01+k71 — MO 4 (C(H—k_l))
MO, 44, (O(H—k)) MO, 4 (C(H_k))
_ (COY Eyii11)0,, = Sit1 — Siya — =+ — Sih1
Sitk

S; — (k — 1)8i+1

Sitk
__k<h S; — (k’ — 1)82‘_’_1
Si+1
Si
= —(k-1)¢Z
Si+1
~~
2z

Remarque 1.4.9 Ce lemme affirme que, lorsque I’éclatement d’un point
O; fait baisser la multiplicité de la transformée stricte d’une branche C|
le diviseur E;;1; qu’il fait apparaitre non seulement est tangent a cette
transformée stricte, mais a le contact maximal avec elle. Ceci entraine que si
la multiplicité baisse a nouveau apres quelques éclatements, disons quand on
éclate le point O;, les diviseurs Fj;i1 et E,;j.1 se coupent, mais en un
point qui n’est pas sur la transformée stricte de la courbe. Ceci explique les
“sauts” des diviseurs sur le graphe dual de la résolution.

Ei,j+1

Ej i

Oj1
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Corollaire 1.4.1 Soient C et C' deux branches telles que
0, € CONC'D | sy =hsi1+71, si=hs+71 ot s =me, (CH),

2

sp, = mOL(C’/(k)), h,h'>1,0<7r<si41 et 0<7r' <sj . Alors:
1. Ojy, = O}, pour tout 1 <k < min{h,h'} + 1.
2. S8i h<h alors Oiipys 7# O o

Démonstration

Supposons que min{h,h'} =h < .

D’apres le lemme ci-dessus le diviseur E;;y; a le contact maximal avec
CU+F) au point O;1 pour tout 1 < k < h et de plus il a le contact
maximal avec C'*) au point O,; pour tout 1 <11 <H.

En particuliere, E;;y; est tangent a CU+F) au point O,4x et aussi il est
tangent & C'0+*F au point O.,, pour tout 1 < k < h. Mais comme
CU+R) et C'0HF) sont deux branches, elles ont une seule tangente donc elles
sont tangentes et Op4q = Oy, pour tout 1 <k < h=min{h,h'}.

De plus on a :

i+h+1 — (Clit+h
(C ), B ith41)0, 1 pi1 = (Ctth), B ivh)0ipn — Sith

_ (i1
= (C( )7 Eiit1)oi — Sit1 — 1 — Sitn
=Sithy1 =T > 0

donc Oiyny1 € Eijyny1 et

'(i+h+1 _ / /
(¢ ) Eiiihi1)o = ST Sy T T Sign

/N 0
> s;—hsi ;=1 >0
. ,
Ainsi Ojqpqa, Oi+h+1 € EiirnriNEithirner et comme Ejjpqg # Eiihithe

on a Ojipp1 = O, puisque deux droites différentes se coupent dans un
seul point.

e Si h<h ona:

i+h+2 _ _
(O( )a Ei1i+h+2)0i+h+2 =8 — Siy1 — * — Sithy1 =0
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donc Oi+h+2 Q/ El'7i+h+2 mais

(C/(Hhﬁ); Ei,i+h+2)0’ = S

/ /
- T Sip1 T T Sidh

/
[
/ /
= s;—(h+1)siy,
<h<h’ / h/ / 0 0
~ SZ‘ — S’H‘l =7r >

/ /
donc Of 9 € Eijrnyz et Oigni2 # Ofppio-

Corollaire 1.4.2 Soient C et C’ deux branches telles que
0, € CHN /C’/(i) , 8i=hsit1, s,=Ns_+71 ou s, =me (CP),
s}, :mo;c(C(k)), h>1, h">1 e 0<r' <s,,.Ona:
1. Si h <N alors O, = O;;, pour tout 1 <k <h et
Oitn1 # Ofypia-
2. Si W <h alors Oy, = O, pourtout 1 <k<h'+1 et

/
Oitni2 7 Oi+h+2'

Démonstration
D’apres le lemme (1.4.5) on sait que FEj, , a le contact maximal avec
C'"tR) au point O}, pour tout k € {1,...,h'} donc El,,, est tangent
a C'0*k) au point Of,,. En particuliere E!,., est tangent & C'0*1) au
point O, ;.
De plus comme s; > s;41 le diviseur E; ;4 = E{}Hl est tangent & C+1)
au point Ojyq, donc Oy = Of ;.
1. On suppose h < h'.
On procéde par récurrence sur k.
Le cas k=1 a été traité ci-dessus.

On suppose que la propriété est vraie pour h — 1 et on se propose de
la montrer pour h. Mais

(C(iJrh), Ei,i+h)0i+h = (C(Hhil)a Ei,i+h71)0i+h71 — Sith-1

i+1
= (C(H ); Ei,i—i—l)OH_l T Si41l T 0 T Sith—1
=38; = Si+1 — " — Sith-1
=8; — (h — 1)81'4_1 = S;iy1 > 0
donc Ojyp, € Ej iy et de plus

(Cl(H_h),Ei,i—‘rh)O =s;— (h—1)s,, > 0.

/
i+h ?
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. , , .
Ainsi Oiyp, O)yp € Eijpn N Eign14n et Oy = Oy, puisque
Eiivh # Eixh-1ith-

De plus 4
(C(l+h+1)> Eiivhi1)o

et comme h < h’

ihil S; _hsi+1 =0

'(i+h+1 7 / / ’ 1 o

’ S ’
donc Oi-l—h-‘rl g Ei,i+h+1 et Oi-i—h—i—l S Ez',i+h+1- Ainsi Oi+h+1 7é Oi+h+1‘

2. On suppose h' < h .
On procéde par récurrence sur k.
Le cas k=1 a été traité ci-dessus.

On suppose que la propriété est vraie pour h’ et on se propose de la
montrer pour A’ + 1. Mais

i+h 1 _ i+h'
(C( )a Ei,i+h’+1)0i+h/+1 = (C( )> Ei,i+h')oi+h, = Sit+n

= (C(Hl), Eiiv1)0i — Sit1 — 00— Sigw
=S8i = Sit1 — 0 T Sigw

=s5; — h'sip

>8; — hSZ'Jrl =0

donc Ojyp41 € Ejiyn+1 et de plus

"(t+h/+1) 0 /1 o

/ /
donc Oiyni1, Op iy € Eiivws1 N B ivw1 et Oipwgr = Oy
. . ,
Maintenant on va voir que Ojjpio 7 Oy o

Si h'+ 1 < h d’apres un raisonnement comme ci-dessus on a :

/

"(++h'+2) _ / /
(C Eiitn42)or 8; = Sit1 — T Sipw — Sith/41

i+h!+2 B
=S

/
i
/
i

>

I r

Sipr =7 =0
/

donc Oj 9 & Eiitnyo et

i+h'+2 _
(C( ), Ei,i+h’+2)0i+h/+2 =8; = Si41 — 0 T Sith T Sith/+1
!/
=8; — (h + 1)81'_;,_1 >0
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puisque A’ +1 < h. Donc Ojiphio # O pis -

N _ ’ ’ o
Si +1=hona s, >s8; ., et sigw =5, alors By iipi
est tangent a C7 ,,,, et transverse a Cjip41. Donc si on éclate le

. Ny 1 ’ ,
point O;ip41 les branches CUHFM+2) et C'(+h'+2) gont separées,

, N /
c’est-a-dire O;ipy2 # O p o .

Lemme 1.4.6 Soient C' et C' deux branches telles que
0, € CHONC'D | s, = hs;yq, s;=Ns; | ol s = mok(C(k)) ,

2

) = moa(C’/(k)), h,h/ >1 et h<h'. Alorson a :

1. Oy = Oj,, pour tout 1 <k < h.
2. Oi+h+1 7é Of/i+h+1'

Démonstration

On procéde par récurrence sur k.

eh=1

Comme h,h’ > 1 alors s; > s;1; et s; > s; , donc E;;y; est tangent
a CU*D au point Oy et tangent & C'0*D  au point OL,,. Ainsi
Ois1 = O;Jrl'

On suppose que la propriété est vraie pour h — 1 et on se propose de la
montrer pour h. Mais

(C(H—h); Ei,i+h>oi+h =S5 — (h - 1)Si+1 = Sit1 > 0

et
(OI(H_h)E'- ) _/—(h—l)/ >/_ 1 -0
s Liijith)or,, = Si Sit1 = S Si+1 =
/ /
donc Ojqp, Oi+h S Ei,i—i—h N Ei+h—1,i+h et Ojpp = i+he
De plus
i+h+1 _ _
(C( )’ Ei7i+h+1)0i+h+1 =8 — h3i+1 =0
et
'(i+h+1) o / / '

/
donc Oijppir # O s
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Exemple 1.4.2 Soit (C,0) Ia branche d’équation (y*>—x3)*—4yx®—z" = 0.
Ses exposants caractéristiques sont {4,6,7}. De plus |, = p.g.c.d{4,6} =2
et ly =p.g.cd{2,7} =1.

Le premier algorithme d’Euclide associé a C' est

B =6=14+2
4=22

donc le sous-graphe (G est

Le deuxieme algorithme d’Euclide associé a C' est

ﬁ2_/61_l1:3:12+1
2=21

donc le sous-graphe (G5 est

et le graphe dual de la résolution de C' est

5 4
39— 9
2
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Appel au langage des géometres italiens

Determination des points libres d’une branche.

D’apres les proposition 1.4.3 et 1.4.4 les points libres O de O tels que C
“passe par eux” (i.e., il existe une transformée stricte de C' qui contient au
point Oy) sont les points Oy ou

g—1
ke J{# +1,..., ¢/ + b} oubien k>t9+1.
j=0

Ainsi d’apres la construction du graphe GG de la résolution plongée minimale
de la branche C' on a :

g
{k / Oy, point libre de O} = {k / S € U KYU{k / S sommet de rupture de G}

=1

ot K| est la premiere sous-chaine du sous-graphe G; du graphe G et Sy
dénote le sommet avec le nimero k du graphe G.

On doit remarquer aussi que les sommets S, répresentent les diviseurs ex-
ceptionnels de la résolution plongée minimale de la branche C' et ils ne
répresentent pas les points Oy.

Définition 1.4.5 Soit P = O ou bien P un point libre de O. On dit que @)
est un point libre le plus proche a P si () est un point libre de O et il n’y a
pas d’autres points libres entre P et Q).

O

Projection d’une curvette et multiplicité d’intersection

Soit Dy, le diviseur numéro k£ du graphe dual G de la branche C. On dit que
L, est une curvette du diviseur D, si L, est une courbe lisse et transverse a
Dy, et de plus elle coupe Dy, en un point lisse du diviseur total de la résolution
plongée minimale 7 de C.
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La projection de Ly par m est une branche Ky telle que en particulier sa k-
eme transformée stricte est Ly, c¢’est-a-dire ICI(JC) = Ly et en plus K, est déja
résolue par .

Le but de ce paragraphe est de calculer la multiplicité d’intersection de la
branche K, avec la branche C' et de faire apparaitre les générateurs du semi-

groupe des valeurs de C.

Nous reprenons la notation utilisée ci-dessus.

Soit [hg, ..., hy| le développement en fractions continues de é, ie.
n

pr = hon + 11
n=hyry +ry

Tq—1 = hgry

Notons s; = mo,(CY) et s; = mg, (]Cl(cl)>'

Si Dy, est un diviseur de la sous-chaine K du graphe dual G alors le premier
développement en fractions continues associé a Ky est [hg, ..., h,_1,l] avec
[ <h.etk=ho+...+h._1+1

D’apres la remarque 1.4.4 sur les points proches d’un point et la proposition
1.4.4 de la suite des multiplicités on a que :

e Sil <k < hgalors sy =---=s,_, et comme s, =1 alors s; = -+ =
s, =1et
k-1 k—1
(C, Kk) :Zsl s, :anzkn:kﬁo
1=0 1=0

En conséquence fy = (C, K1), ¢’est-a-dire que 3, coincide avec la multiplicité
d’intersection de C' avec la projection d’une curvette du diviseur numéro 1
du graphe G.

e Sihy < k < hg—+ hy alors le premier développement en fractions continues

de Ky est [ho, ], donc :

r_ o / 0
So == Speo1 € Spy =0 = Spog g
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: / _ !/ _ _ o _ ! _ o —
Mais sj, ,,=1donc &) =---=3s) 1 =1,85,="--=3s), ;=1let

ho—1 ho+1—1
(C,Ky) = Zsjs]+25j]
Jj=ho
h0—1 ho+l—1
= Z nl + Z r
Jj=0 j=ho

:holn—f-l’f‘lzl(hon—l—Tl):lE

n conséquen | = hot1 -a-dire que 3, coinci v multipli-
En conséquence C\, Khy+1), ¢’est-a-dire que 3 coincide avec la multipl
cité d’intersection de C' avec la projection d’une curvette du diviseur numéro

ho+1 du G.

e Sihg+hy <k < hg+ hy+ hsy alors le premier développement en fractions
continues de Ky, est [ho, h1, 1], donc :

1 o

S0 = 1= Shy—1

ro_ o

Sho - = Sho-‘rhl—l

S/ — ... = S/

ho+h1 ho+h1+1-1

/ —
et comme sp ., ., =1ona

/ T e e e — / f—
Shothy = " = Shothi+i-1 = 1
/ e R S — / f—
Sho - - Sh0+h1—1 - l
!/ o —
SO —_ = Sho—l — hll + 1

/ _ / /
car sp 1 = hisj, + 8}, .p,, donc

ho—1 ho+h1—1 ho+hi+i—1

(C,Ky) = Zsjsj—i— Z 5585 + Z 55;

Jj= Jj=ho Jj=ho+h1
h (h l+1)n+h1lr1 +ZT2
(h

o(hil+1)+Dn

En répétant ce processus nous calculons la valeur de (C, i) pour toute valeur
de k.

En particulier si k = hg + -+ + hg, le sommet S coincide avec le premier
point de rupture du G et d’apres un calcul on a (C, Ky) = ny0;.

De plus si le j-eme sommet de rupture de G est S, alors (C,K,,) = njﬁ_j, et
finalement, si le sommet extremité de la j-eme “branche morte”de G est S,

alors (C,K.,) = B;
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1.4.4 Le graphe dual de la résolution d’une courbe
réduite avec deux branches.

Considérons la courbe CUC’ ou C et C’ sont deux branches différentes.

Soient {n,B1,...,Bs} (resp. {n',B},...,05,} ) les exposants caractéristiques
de C (resp.de C"), l; =p.g.c.d{fo,...,B;} (resp. I}, =p.g.c.d{F,...,0.})
on j € {l,....g} (resp. k€ {l,....g} ) et {(msn)}, ( resp.
{(m},n})}Y_; ) les paires caractéristiques de C' ( resp. de C").

Soit ~ — Cont(f, ") _ Cont(nC,”,C')'

On peut supposer qu'il existe k € {0,1,...,min{g,¢'}} tel que

B B B B
= <y < —, — 1.39
=t P <ming Dy (139)
ou par convention [f_; =, =0.
Supposons que min{%, i—’,f} = % Alors :
/ /

n n' - n n
Donc (m;,n;) = (m},n}) et % = % pour tout i € {1,...,k—1}.

Finalement, soient G; (resp. G ) le i-eme sous-graphe du graphe dual G (
resp. G') de la résolution plongée minimal de C' (resp. de C’) comme ci-
dessus, et soit {O;}i>0 (resp. {O}}i>o ) 'ensemble des centres d’éclatements
de II pour la branche C' ( resp. C').

Souvenons nous que II est une résolution plongée de C' et de C’ qui n’est
minimale ni pour C' ni pour C’

Nous utiliserons sans le démontrer le théoreme suivant, qui donne des infor-
mations sur les centres d’éclatements de II qu’ont en commun les branches

C et C.

Théoréme 1.4.5 (Zariski [Za2]) Soient k et ~ les nombres qui vérifient
(3.13). Alors si O (resp. O. ) est le a-éme point libre principal de C
(resp. de C" ) on a :
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1. O =0 pourtout a <k—1 et Of # O, .
En particulier si k = 1 les branches C et C' n’ont pas de points
libres principaux en commun. ( Ceci inclut le cas ou C, ou bien C',
est une branche non singuliére).

2.5 y< @ alors les branches C et C' ont exactement
n

(a) v—1 points en commun qui suivent O si k= 1.
Y — Br1
(b) ———

lr—1
Ces points sont des points libres de O.

— 1 points en commun qui suivent Oj_; si k> 1.

3. 51 yv= & alors les branches C et C' ont au moins,
n
(a) [é] points libres en commun qui suivent O si k= 1.
n

(b) {ﬁkl B~ 1] points libres en commun qui suivent O;_, si k> 1
k—

ot [] dénote la partie entiére. S’il existe d’autres points communs, ils
sont satellites.

Ainsi, si on connait les points d’éclatements que les branches C' et C’ ont
en commun on peut calculer aussi, les diviseurs exceptionnels qu’elles ont

en commun, donc on peut construire le graphe dual de la résolution pour la
courbe C'U(C".

<y <

s B _ BB

n n' n ~— n

Rappelons que

On va distinguer deux cas :

1. 7<&
2. vy @

n
Cas1: ’y<&

eSi k=1 d apres le théoreme (1.4.5) on sait que O; = O, pour tout
I1<i<y-1et O,#0..

Donc FEj 1; = Ej_;; pour tout 1 <i <7y —1 et quand on éclate le point

Oy = O;,l on trouve
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E

=1y —

E/

=1

QQO
Qe

et a partir de ce moment comme on éclate des points différents les nou-
veaux diviseurs qui apparaissent dans chaque branche se couperont de la
méme fagon qu’ils se coupent dans le graphe dual individuel de chacune des
branches.

Ainsi les deux branches C' et C’ ont en commun les v premiers diviseurs
exceptionnels, c’est-a-dire

D;=D, 1<i<~y.

Ainsi si & (resp. &) est le [-eme sommet du graphe G ( resp. G’ )
alors & =&'; pour tout 1 <1 <+~.

Soit P la plus petite chaine connexe du graphe de C' (resp. de C’ ) qui
contient les sommets &; pour tout 1 <1 <.

On doit remarquer que toujours le plus petit sous-graphe de G (resp. G’ )
qui contient les sommets §; pour tout 1 < [ <~ est connexe puisque

v < & donc
n
[7] =7< {E}

et si on regarde le premier algorithme d’Euclide associé¢ & C' ona v < h .

Ainsi le sous-graphe ci-dessus est toujours une sous-chaine de K, qui peut
étre égal a K.

Ainsi G —{S,} (resp. G' —{S,} ) a deux composantes connexes (sauf
dans le cas ou v =1).

Soit H (resp. H')la composante connexe de G—{S,} (resp. G'—{S,})
telle que HNP =0 (resp. H'NP =0).Si y=1 alors H (resp. H') est
G—{S,} (resp. G'—{S,}).

Alors le graphe dual de C'U (" est le graphe obtenu en attachant H et
H' au dernier sommet S, de P.
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Donc le graphe dual de C'UC” est, dans ce cas-la, la réunion disjointe des
graphes individuels de C et C’ ou est identifiée la composante connexe
qui relie le sommet S; au sommet S, dans chacune des branches.

Exemple 1.4.3 Soit la courbe CUC" telle que les exposants caractéristiques
de C sont {6,15,16} , les exposants caractéristiques de C' sont {4,14,15}
et v=2.

De plus comme 1; = p.g.c.d.{6,15} = 3 et les algorithmes d’Euclide associés

a C sont

15=26+3
6=2.3

et

16-154+3=4=13+1
3=31

alors le graphe dual de C' est

6 5
10—

3
2@
le

De plus I} = p.g.c.d.{4,10} =2 et les algorithmes d’Euclide associés a C’
sont

14 =34+2
4=22

et
15—-14+2=3=12+1
2=21

et le graphe dual de C" est
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61

6
506—e
4
30
20
le
donc la chaine P est
2 I
1
la composante connexe H est
7
6
4
3

la composante connexe H' est

30

et le graphe dual de C UC" est
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oule ¢ dénote le diviseur D, de C" pour faire la distinction avec le

diviseur D; de C.
e Maintenant on va continuer avec I’étude du cas v < @ mais avec k > 1.
n

D’aprés le théoreme (1.4.5) on a OF = OF pour tout 1 < a <k—1 et
Op #OF .

1 — Br_1

De plus C' et C’ ont exactement l
k—1

— 1 points en commun qui

suivent Oj_;.

Ainsi si 7 est le nombre qui vérifie O , = O, (donc OF , = O.)
c’est-a-dire, S, est le point de rupture du (k — 1)-éme sous-graphe Gj_;
(resp. G)._; ) du graphe dual de C' (resp. de C" ) et 7 = Wl_—ﬁk_l
k-1

alors le dernier point en commun de C' et C' est O, 51 = O, 5 et

Oriy # Oy

Donc E; y; = Ej_;; pour tout 1 <i <r+%—1 et quand on éclate le

. aY:
point O,15-1 =0, 5, on trouve

v
Er—‘r’y—l,’r-f-’? - ET—‘,—:/—I,T—&-’?

@ @
/

OT+”~/ r+5
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et a partir de ce moment comme on éclate des points différents les nou-
veaux diviseurs qui apparaissent dans chaque branche se couperont de la
méme fagon qu’ils se coupent dans le graphe dual individuel de chacune des
branches.

Ainsi les deux branches C' et C’ ont en commun les r + 4 premiers
diviseurs exceptionnels, c¢’est-a-dire

D;=D, 1<i<r+7.

Mais on peut dire un peu plus :

- ym—br1 cont(C,C") — Br
’}/ = =
lk—1 lk—1

et comme (1 < cont(C,C") < [ si on regard les développements de
Puiseux de C, il existe j € N tel que cont(C,C") = fx_1 + jlx_1, donc

Y=27-
Ainsi les branches C' et C' ont en commun les diviseurs
D;=D, 1<i<r+j.

ou S, est le sommet de rupture du (kK — 1)-éme sous-graphe Gj_;
(resp. G}, ) et j est le nombre entier qui vérifie

cont(C,C") — Br—1 = jle-1-

Ainsi si P est le plus petit sous-graphe du graphe de C' (resp. de C")
qui contient les sommets S&; pour tout [ € {1,...,r + j} (c’est-a-dire, P
est la réunion G; UGy U ---UGR_1 UL ou L estla plus petite chaine
connexe du graphe de C' ( resp. de C’) qui contient les sommets S; pour
tout e {r,...,r+j} );alors G—{S,4;} (resp. G’ —{S+;} ) a deux
composantes connexes.

Soit H ( resp. H' ) la composante connexe de G — {S,4+;} ( resp.
G —{S,+;}) telleque HNP =0 (resp. H' NP =10).

Alors le graphe dual de C'U (" est le graphe obtenu en attachant H et
H' au dernier sommet S,; de P.
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Donc le graphe dual de C'UC” est, dans ce cas-la, la réunion disjointe des
graphes individuels de C et C’ ou est identifiée la composante connexe
qui relie le sommet S; au sommet S,; dans chacune des branches.

Exemple 1.4.4 Soit la courbe CUC" telle que les exposants caractéristiques

de C sont {6,15,22}, les exposants caractéristiques de C' sont {6, 15,23},

15 — 21 22
et T <yv=%<7%-

De plus comme [} = 1} = p.g.c.d.{6,15} = 3 et les algorithmes d’Euclide
associés a C' sont

15=26+3
6=23

22-15+3=10=33+1
3=31

alors le graphe dual individuel de C' est

s

8 7
6e
5@
40—e@
3
20
le

Les algorithmes associés a C' sont

15=26+3
{6:2.3
et
23— 15+3=11=33+2
3=12+1
2=21

alors le graphe dual individuel de C" est
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s

7
8e
(X J
50
10—e@
3
20
1K)

De plus cont(C,C") — p; =21 —15=2.3, donc r =4 et j=2.

Ainsi P est, dans ce cas-la

(X )
50
10—e
3
20
1@
‘H est
9
8 7
H' est
9
7
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et le graphe dual de la résolution de C et C' est

20

le

/
e Maintenant on va étudier un peu plus le cas v > & et v > —5,’ , C’est-
n n

a-dire, le cas ou 7 est plus grand que le dernier exposant caractéristique de

C etde C".

Donc les deux branches, C' et €', sont équisingulieres, c¢’est-a-dire, 3; = [
pour tout i € {1,...,9=4¢}.

D’apres le théoreme (1.4.5) on a OF = O;* pour tout 1 <i < g=g¢, alors
le graphe dual individuel de C' est égal au graphe dual individuel de C’.

’Vn_ﬁg

lg

De plus le théoreme (1.4.5) on dit que C' et C’ ont exactement -1

’ . . li
centres d’éclatement en commun et qui suivent O* = O *.
g g

Mais comme [, =1 et v > & alors il existe 7 € N tel que ~yn =
n

ryn_ﬁg
[

g

cont(C,C") = B, + j donc —1=75-1.

Ainsi si S, est le dernier point de rupture du graphe de C' (resp.de C' )
on a:
0,=0, 1<i<r+j-1
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Donc FE; y; = E}_;; pour tout 1 <i<r+j—1 et quand on éclate le

s _ !/
point O,y;1=0,,,;_; on trouve

v
Ervjtrvi = Eryj1r4g

. »
OT+] OT’+]

Ainsi D; = D! pour tout i € {1,...,7+j}.

. o : N
De plus CU*9) et C'"+7) sont des courbes non singulieres et elles coupent
le diviseur D,y; en deux points différents, donc il n’y a que des croisements
normaux ; nous sommes donc parvenus a la résolution plongée minimal de

cuc.

Dans ce cas-la le graphe dual de C' U C” est le graphe formé par la réunion
des sous-graphes G; (= G, ) de G (= G’ ) ou on attache au dernier point
de rupture &, une chaine de j nouveaux sommets et, sur le dernier point
de cette chaine S,4; (quand on rénumérote les sommets), sont attachées les

deux fleches qui représentent les dernieres transformées strictes de C' et
C'.

Exemple 1.4.5 Soit la courbe CUC" telle que C' et C" sont équisinguliéres,
les exposants caractéristiques des deux branches sont {4,6,11} et = 3.

Donc le Iy = p.g.c.d.{4,6} =2 et comme les algorithmes d’Euclide dans ce
cas-la sont

6=14+2
4 =272

et

11-6+2=7=32+1
2=121

le graphe dual individuel de les deux branches est
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6
5@
4@
J30—e
2
le

De plus, comme yn =3.4=12=11+1 alors 7 =1.

Ainsi le graphe de résolution de C'UC" est

Cas 2 : 7:@.
n

Dans ce cas-la d’apres le théoreme (1.4.5) on sait que
O:Y:O;f pour tout 1 <a <k—1

et Of # O}

De plus les branches C' et C’ ont au moins {M} ([&] si k= 1)

lk—l n
points en commun qui suivent O;_, (O si k=1).
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Donc si 7 est le nombre tel que O, = Of_,(= O. = O, ) alors C et

C’ ont au moins 7 = r + {%} (Fr=r+ {&} si k=1) points en
- n

commun. i

Maintenant si on exprime r et 7 en fonction des développements en
fractions continues associés & C' et C' on a

k—1 ¢
T—Zh1+2hj—1+2ih
7j=2 =1
q* k-1 k—1 ¢’
F=Y 4> (hh—=1)+ Y > hl+(hf—1) =" +hf
=0 j=2 j=2 1=1

et si on regard le k-eme algorithme d’Euclide de C' on a s7_1 > s;.

Mais on peut distinguer les deux cas suivants :

/ .
e sig =2 2B o mam) = i) e 2= 2 pour out
, n n n n
1<i<Ek donc

Bi— s _ o= Bia

n n'

Be—Br1 BB

7 / /
nl"'nk—llk—l nl'..nk)—llk)—l

c’est-a-dire

et d’apres ci-dessus on a

Bi— s _ = Bi

lk—1 l;c—l

ou de fagon équivalente

Br — Bre—1 + lp—1 _ Be = By + 1y
Ikt U1

donc le k-eme développement en fractions continues associé a C' est égal
au

k-eme développement en fractions continues associé a C’, ¢’est-a-dire =
Si+1

s

/

ol 5; = mo,(CD) |, st =me/(C'D) et i <1,
Sit1 '
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Donc comme s;—1 > sz d’apres le théoreme (1.4.3) on trouve que le premier
point différent de C' et C’ est exactement le point Of # O} .

Mais si nous nous souvenons que si O; et le dernier point en commun de
C et C' alors le dernier diviseur en commun de C et C’ est D;,1, nous
voyons que dans notre cas le dernier diviseur en commun de C et C’ est le
diviseur D, ou O, = O; ( ou de facon équivalente O/, = O;), c’est-a-dire
S, est le k-eme sommet de rupture du graphe de C' ( resp. de ).

k

Ainsi si P = UG" ou G; est le i-eme sous-graphe de C' (resp. de C")
i=1

associé au i-eme algorithme d'Euclide de C (resp. de C' ) et H (resp.

H' ) est la composante connexe de G — {S,} (resp. de G’ — {S,}) telle

que HNP =0 (resp. H'NP =0 ) alors le graphe dual de C'UC" est le

graphe obtenu en attachant H et H’ au dernier sommet S, de P.

Donc le graphe dual de la résolution plongée minimal de C'U C” est, dans
ce cas-la, la réunion disjointe des graphes individuels de C' et C” ou sont
identifiés les k premiers sous-graphes Gi,Gs,...,G, de G avec les k
premiers sous-graphes G7,G,, ..., G} de G'.

Exemple 1.4.6 Soit la courbe CUC" telle que les exposants caractéristiques
de C sont {12,18,32,33}, les exposants caractéristiques de C’ sont
{12,18,32,35} et v = %

Les algorithmes d’Euclide associés a C' et C' sont

18=1.12+6
12=126,

32— 184+ 6=20=3.6+2
6=232,

33-324+2=3=12+1
2=21,

et
35—-32+2=5=22+1
2=21

Donc le graphe individuel de C' est
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9
7
5@
4@
30—eo
2
le

le graphe individuel de C' est

s

P est

‘H est

6

10
9@
80—?—0
50
4@
30—@

2
1@

7 6
5
4@
306—e
2
le
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10

H' est

11
10

et le graphe dual de la résolution plongée minimal de C'U C’ est

O/

5@

4

Jo—eo
2

1e

. B B : , . .
e Si v=— < — onsait que C et (" ont, au moins, 7 points en
n

n
commun et de plus sz_1 > s7.

On peut dire exactement combien des centres d’éclatements les branches C
et C" ont en commun. Cela s’obtient de la maniere suivante :

On sait que les (k — 1) premiers développements en fractions continues de
C et C' son égaux.
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On va étudier en détail les k-eémes algorithmes de C' et (.

Nous savons que pour la branche C' on a

B — Br—1 + l—1 = hlglkq + T’If
lk—l = h]fT]f +T’§

(1.41)
E _ 1k .k
a1 = hqk/qu
c’est-a-dire
Sk—1 = Stk71+1 = ...= Stk71+h(l§—1 = lk,l
_ _ _ _ Lk
Sth—1ypk = Sth=1ypkiy = - = Sgh-lyppkypk 1 = T
. (1.42)
Sik—1 hk hk hk = s = Sik—-1 hk hk hk_lzrkk.
e e I tE=Lth+hf 4Ry q
Pour la branche C’ on a :
/ / ! gtk y 1k
By — Bk—}g +klk:—1 - holl—y + 174
/ RN ’
l,_y = hr'y + 1y
_ (1.43)

1k itk gk
r L hq,kT 7"

et comme "1 = t'*~1 puisque les (k — 1) premiers développements en

fractions continues de C' et C’ sont égaux, on a :

/

/ o _ _ _
Stk—l - Stk—1+1 T e e T Stk—1+hl§_1 - lk—l
/ _ _ _ o _ 0k
Stk*1+h”5 - Stk*1+h"g+1 IR St’v*1+h"g+h"f—1 ="
(1.44)
5, = S/ = ’]"/kk
tk—1+h/é+h’lf+-"+h/:/k71 tk_1+h/§+h/lf+-"+h/];/kfl gk -

De plus comme

/ ) /
@<& et @:@ pour tout 1 <7<k —1 alors
n n' n n'

Br — Br—1 + l—1 < B — By + 1y
Ik k1

(1.45)

et
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hlg _ [5k — Br—1 + lk—1:| < {ﬁ;c — B+ l;cli| _ h'lg

bk let

k
donc hE < K.

. / « .
Si hk < hd alors s;_y > s; et sh_, = sk doncle divisear E; ;= E. | -

est tangent & C() et transverse & C' (7,

Ainsi, si on éclate le point Oz = O%, les branches CT+Y et C'+D sont
separées par le nouveau diviseur Ejj;i; qui vient d’apparaitre puisque

(CTY B 541)0myy = (C7 ey )0, — mo, (CT) =871 — 57 >0

1
donc 0774_1 S Ef_1’f+1, mais

(C'D, Er v p)or,, = (C'7 Eioy 7)o — mO%(C,(F)) =858

T

=0

e

/
T+1

donc Of, € Ei_15741 et en conséquence Ojyq # OF .

. . . /7 ~ .
Ainsi, si hf < h¢, les branches C et (' ont exactement 7 points
d’éclatements en commun, c’est-a-dire

O; =0 pourtout 1 <i<7
donc elles ont en commun les 7+ 1 premiers diviseurs
D; =D} pour tout 1 <i<7+1

On doit remarquer que le sommet S;y; est le premier sommet de la deuxieme
sous-chaine K¥* qui forme le sous-graphe Gj de G.

N 'k k / / / "k
Si hg = hy alors sp_q =lp_1 > s =717 et sp_; =11 > s.=1r{".

De plus s;_; = h¥sy +15 et sh | = hlsh+r) et d’apres (1.45) on a

k k Ry 'k
hle—1 + 17 ho'll_y + 7y
z T
k—1 k—1
k 'k /
T lk,1 k—1

< q- r
c’est-a-dire —— < /1 donc — > — et
lk;fl lk—l Tl 7”1
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ainsi hy® < B
D’apres le corollaire (1.4.1) pour i =7 —1=t*"14+hE—1 ona:

O; = O} pour tout 1<j < th=t 4 hl 4+ Bk
c’est-a-dire
D; = D;- pour tout 1< j < ¢F 14 hg“ + hllk +1

et si A < bk

/
Otk—1+hg’“+h’1’€+1 # Otkfl_’_hz)k_*_h’lk_’_l
c’est-a-dire

/
Dpiorinippnlpre # D b ht R 427

On doit remarquer que le sommet S, R4 est le premier sommet de

PRIEEN A / .
la troisi¢tme sous-chaine K,* qui forme le sous-graphe G}, de G'.

Maintenant si on continue la comparaison du k-eme développement en frac-

tions continues de C' [hE ... h%] avec le k-eme développement en frac-
0 » g

. . ’ ’ . ’

tions continues de C’ [h,. .., hq’fk] et on suppose que min{¢~ ¢*} =

¢" (en cas contraire on change le role de C' et C’ ) nous avons les cas

suivants :

1. Mlexiste a € {1,...,¢"} tel que

hf:h;k pour tout 1 <j<a—1

h # by
2. h¥ = hF pour tout 1<j <.
Dans ce cas-la on a ¢* < ¢'*, puisque en cas contraire [Af, ..., h’;k] =
[hé’“, e ,h:;fk], c’est-a-dire B — 51’:_11+ It _ B — 6112:2—_114’ lps1 qui

est une contradiction.
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On va étudier les deux cas :

o Cas 1
’ . N .
Comme hY = h® on sait d’apres ci-dessus que

O; =0) pourtout 1<j< UARIREY YRy

On a aussi deux possibilités sur o« :
1. a<q¢"—1
2. a=q¢"< q/k.

1. Si a<q¢®—1 et dapres plusieurs fois le corollaire (1.4.1) on trouve

0; =0, pour tout 1< j<t* ' Hhi+hi+-- +hE_ +min{hk hF}.
Soit u = tF"1 4+ hE 4+ B 4o+ BE |+ min{hE AFY.

Maintenant on peut distinguer 2 sous-cas :

(a) a<g®—1.
Comme h% # h* on peut avoir h* < hF ou bien h* < hE.

On doit remarquer que si « est un nombre pair 'inégalité qu’on
aest hP < hF etsi a est un nombre impair 'inégalité qu’on
trouve est hF < hE.

On peut supposer k¥ < h*¥ ( en cas contraire on change le role
de C et C)

Donc u = t*=1 + hE 4+ ... + hE.

D’apres la deuxieme partie du corollaire (1.4.1) on a :
Ou+1 7é O;-&-l'

Mais on peut détailler un peu plus.

On sait s, 1 > 8, , s, , = s, , puisque h* < h* donc
le diviseur E,_1, = E;L—l,u est tangent & C™ et transverse &
/.
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C’/(“) Eu—l,u =FE

u—1,u

De plus
_ .k _ 1k k k
Su—1 =Ty = ha+1,ra+1 + o2

ou r§+2 #0 puisque a < ¢* —1. Ainsi d’apres le lemme (1.4.5)
le diviseur FE, 1,14 a le contact maximal avec C®~'*) au
point O,_14; pour tout [ € {1,--- k% ;} donc il est tangent &
Cw=1D au point Oy_14.

Ainsion a :

i. Le diviseww FE,_ ;. = D, = D, ne coupe pas le diviseur
E,. =D, , = Dy, dans la surface finale F (©). Donc si on
regarde le graphe G de la résolution plongée minimale de
C'UC’ par rapport au graphe G’ de C’ nous avons séparé
dans le graphe G les sommets S, et S, ., qui sont reliés
dans le graphe individuel G’ de C'.

ii. A partir de ce moment les nouveaux diviseurs qui apparaissent
dans les éclatements de F#+Y se coupent dans F© comme
dans le graphe individuel de chaque branche.

Soit le sous-graphe P =G — (G U--- G UKFU---UKPF) de
G.

Le premier sommet &, de la sous-chaine K% , et le premier
sommet S, de la sous-chaine K% , sont des extrémités de P
qui appartiennent au sous-graphe G, de G.

Donc le graphe dual de la résolution plongée minimale de C'UC’
est, dans ce cas-la, le graphe G obtenu de la fagon suivante :

i. On sépare les sommets S;, et S/, dans le graphe individuel
G’ de C" (ils sont reliés toujours dans G’ d’apres la valeur
de u+ 1 par rapport au k-eme développement en fractions
continues de C’). D’apres cette opération on obtient G'.
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ii. On attache P & G’ en identifiant le sommet S, 4+ de G
avec le sommet S,41 de P et en attachant le sommet S
de G' au sommet S, de P ( on rappelle que S, = S,
est le dernier sommet de la sous- chaine KF¥, donc il est
relié au sommet S, de K%, , d’apres la construction des
sous-chaines K¥ qui forment le sous-graphe Gj,).

Exemple 1.4.7 Le graphe dual de la résolution plongée minimale
de la courbe d’équation (y° — z'?)(y" — 2**) = 0.

a=q¢"—1.

D’apres un raisonnement comme ci-dessus on peut supposer h’;k_l <
/
h% . donc u:tk*1+h’§+---+h’;k_l.

gk -1

D’apres la deuxieéme partie du corollaire (1.4.1) on a
Ous1 # Oy -

On va détailler un peu plus.
/
Comme h’;k_l < hq’i_l ona s,.1>5, et s, =s.

Mais dans ce cas-la

et
! 'k _ 'k
Su—1 = qu—l = qu

donc le diviseur FE,_;, est tangent a C®™  au point O, et
transverse & C'(®).

CI(U) Eu—l,u =FE!

u—1,u
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Si on éclate le point O, on trouve

Eu—l,u—i—l ,
Eu,u+1 = Eu,u+1

L
!
Out1 Ol 1

puisque

(C(qul), Eufl,u+1)o = (C(u)7 Eufl,u)Ou — Sy = Su—1— 8y >0

u+1

et
(C (u+1)7 Eu—l,u—l—l)O’ = —s5,=0.

w41 u—1 u

De plus le diviseur E,_1,+; passe par le point O,4; pour tout
le{l,... ,h’;k_l} puisque

u+l u+tl—1
(O( )7 Eu—l,u+l)0u+l - (O( )7 Eu—l,u—&—l—l)OuH,l — Suti-1

u
= (C( )a Eu—l,u)Ou — Sy 7 " T Suti-1
=8u_1 — s, .
Ainsi on trouve :
i. Le diviseww FE, ;. = D, = D, ne coupe pas le diviseur

Eye.= D, = Dy dans la surface finale F (¢). Donc si on
regarde le graphe G de la résolution plongée minimale de
C' U’ par rapport au graphe G’ de C’ nous avons séparé
dans le graphe G les sommets S, et S, qui sont reliés
dans le graphe individuel G’ de C'.

ii. A partir de ce moment les nouveaux diviseurs qui apparaissent
dans les éclatements de F(“*Y se coupent dans F®) comme
dans le graphe individuel de chaque branche.

Soit le sous-graphe P =G — (GiU-- G UK}FU---U K(fk—1)
de @G.

Le premier sommet S,,; de la sous-chaine K é‘“'k. et le sommet de
rupture S; de Gj; sont les extrémités de P qui appartiennent
au sous-graphe Gy de G.
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Donc le graphe dual de la résolution plongée minimale de C'UC’
est, dans ce cas-1a, le graphe G obtenu de la facon suivante :

1.

ii.

On sépare les sommets S, et S,.; dans le graphe individuel
G’ de C" (ils sont reliés toujours dans G’ d’apres la valeur
de u—+ 1 par rapport au k-eme développement en fractions
continues de C"). D’aprés cette opération on obtient G.

On attache P & G’ en identifiant le sommet S, 4 de G’
avec le sommet S,41 de P et en attachant le sommet S
de G’ au sommet S; de P (onrappelle que S, =S8,
est le dernier sommet de la sous- chaine K* = K 5’6—1’ donc
il est relié au sommet de rupture S; d’apres la construction
des sous-chaines K qui forment le sous-graphe Gy).

Exemple 1.4.8 Le graphe dual de la résolution plongée minimale de
la courbe d’équation (y* — x27)(y® — 2?°) = 0.

2. 51 a=

¢ <q*

On peut distinguer les deux sous-cas suivants :

(a) «

(b)

(a) Si

¢ <q*
¢ =q*

a = q¢" < ¢* comme hy = h;"“ pour tout 1 < j < ¢ —1

d’apres le corollaire (1.4.1) on a

O; =0} pour tout 1< j <" +h§+---+h§k_1.

Maintenant si ¢ =t*~" +hf+---+hb_ | —1 ona

k ko k
s;i=r = h%r

i gk —1 gk gk

r ke 1'kok k
Sp =Ty g = hqquk + Tt

ol 7‘;’,‘2 +1 # 0 puisque ¢* < ¢’*. Donc d’apres le corollaire (1.4.2)
on a
e Si h’;k < h;’z alors
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Oj:Og pour tout 1§j§tk*1+h’;+---+h’;k—1

M
/
Ou+l 7£ Ou+1

On va détailler un peu plus.
La situation est

Eu,u—l—l

@
/
Ou+1 Ou+1

mais

(C(u+1)> Eu—l,u+1)0 == (C(u); Eu—l,u)Ou — Sy = Syu—-1 — Su = 0

u+1

et
"(u+1 o r_
(C ( )7 EU*L’MﬂLl)O;_H =Su-1" Sy = 0
donc on a :
Eu—l,u+1
° ° Eu,u+1
/
OU+1 u+1

A partir de ce moment les nouveaux diviseurs qui apparaissent
dans les éclatements de F®+Y  se coupent dans F(© comme
dans le graphe individuel de chaque branche.

Le sommet S,41 = S, est le sommet de rupture &} du
sous-graphe G de G.

Si P =G-(GyU---UGy) le graphe dual de la résolution
plongée minimale de C' U C’ est, dans ce cas-la, le graphe G
obtenu identifiant le sommet S,;; de P avec le sommet S,

de G'.
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Exemple 1.4.9 Le graphe dual de la résolution plongée minimale
de la courbe d’équation (y" — x3%)(y* — 2%) = 0.
o hl <hk

Comme h;‘? = h;-k pour tout 1 < j < ¢*—1 dapres le corollaire
(14.1)on a:

Oj:O;. pour tout 1§j§tk71+h;}k+"'+h:ﬁ“—1

. .. _ ’ ’
Maintenant si i = t"' + h + - + hq]ftl — 1 on trouve
ok pk .k
S =Tk_1 = hqquk
ok pko)! 'k
Si=Tghy = hgirge + 74

oll r;’,‘iH £ 0 puisque ¢* +1 < ¢'*.

Donc comme h;’Z < h’;k d’apres le corollaire (1.4.2) on a

Oj209 pour tout 1§j§tk_1+hg“+---+h;]2

J

v~
u

Ou—H 7é O:H-l

On va détailler un peu plus. La situation est

Eu,u+1

@ @
/
Ou+1 u+1

mais comme s, _; > s, et s,.1 =s, alors

(C(qul)’ Eu—l,u+1>0u+1 = Su—1 — Su = 0

et
(Cl(u+1)7 Eufl,qul)O’ = -1 8; >0

u+1 u

donc on a :
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Eu—l,u—i—l
Eu,u—H

@
/
Ou+1 u+1

Ainsi le diviseur D, qui est relié a D, dans le graphe indivi-
duel G de C sont séparés dans le graphe G de C UC(C".

A partir de ce moment les nouveaux diviseurs qui apparaissent
dans les éclatements de F®+Y)  se coupent dans F(©) comme
dans le graphe individuel de chaque branche.

Soit ‘H la plus petite chaine connexe de G} qui contient le
sommet S,41 et le sommet de rupture S; (H est une sous-
chalne de la derniere chaine K (fk de Gy).

Soit P=HUGk 1 U---UG,.
Le graphe dual de la résolution plongée minimale de C'UC" est,

dans ce cas-la, le graphe obtenu en identifiant le sommet 5,11
de P avec le sommet S; , de G’

Exemple 1.4.10 Le graphe dual de la résolution plongée mini-
male de la courbe d’équation (y> — 27)(y" — 2*7) = 0.

a:qk:qlk

Dans ce cas-la on a :
hé‘?:h;k pour tout 1<j<grF—1
h’;k # h;’i
D’apres le corollaire (1.4.1) on a :
O; =0} pour tout 1< j <t* "4 hf+---+hh .

Maintenant si i = =1 + hE + ... + h’;k_l —1 ona:
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_ — hk Lk
S =Te_1 = hqquk
r_ 'k _ 'k, k
S =T 4 hqquk

donc d’apres le lemme (1.4.6) on a
Oitr = O;y, pour tout 1<k < h’;k
/
c’est-a-dire

Oj:O; pour tout 1§j§tk_1+h§+-~-+h';k—1

~
u—1

Oy # O,

On va détailler un peu plus :

Eu—?,u—l

L 4
Oy—1 =0,

u—1

et comme S, 9= 5,1 et s, , =35, |, ona:

(C(U)7 Equ,u)Ou = Sy-2 — Sy—-1 = 0

et

donc

Eu—Z,u

Eu—l,u
@ @
O, o
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A partir de ce moment les nouveaux diviseurs qui apparaissent
dans les éclatements de F® se coupent dans F(©) comme dans
le graphe individuel de chaque branche.

Le sommet S, =&, est le sommet de rupture S; du sous-graphe
Gk de G.

Si P=G—-(G—-1U---UGg) le graphe dual de la résolution
plongée minimale de C' U C’ est, dans ce cas-la, le graphe G

obtenu en identifiant le sommet S, de P avec le sommet S,
de G'.

Exemple 1.4.11 Le graphe dual de la résolution plongée minimale de la
courbe d’équation (y” — x3°)(y'° — 2%3) = 0.

o Cas2:
Dans ce cas-la on a
hf = h;-k pour tout 1< j <gF
et ¢F < q*.
En particuliere

h;“ :h;.k pour tout 1< j<g"—1.

De plussi ¢ =t*1+hf + -+ h*

o1 — 1 d’apres le corollaire (1.4.1) on a

— _ Lk .k
§i =Tk = hqquk
1k _ 'k, k k
S; = Tge_1 = hqquk + gk 41

oll ’I";IZ ., #0 puisque ¢F < ¢*.
Mais h¥, = h'% donc d’apres le corollaire (1.4.2) on a
q q

Oip1 = Oj pour tout 1 <[ < h’;k

!/
Oi+h§k +1 7& Oi+hkk+1
q
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c’est-a-dire
Oj:O} pour tout 1 Sjgtk_1+h’g+~-+hkk —1

Ou # O,

ol u:tk_1+h§+---+h’;k. Donc

D; = D; pour tout 1< j < u.

La situation dans ce cas-1a est

@ @
O o,

et a partir de ce moment les nouveaux diviseurs qui apparaissent dans les
éclatements de F se coupent dans F©) comme dans le graphe individuel
de chaque branche.

On doit remarquer que le sommet S, est le sommet de rupture du sous-

graphe Gj_; de G.

Donc si P =G — (Gy U---Gg_1) le graphe dual de la résolution plongée
minimale de C'U C" est le graphe G obtenu en attachant P au sommet
S’ du graphe individuel G’ de C'.

Exemple 1.4.12 Le graphe dual de la résolution plongée minimale de la
courbe d’équation (y" — 2%°)(y'" — 2™) = 0.

1.4.5 Le graphe dual de la résolution d’une courbe avec
r > 3 branches.

Soit C' une courbe réduite plane avec r branches C4,...,C, de facon
cont(Cr_y,Cy) . : : L
que ) soit maximal parmi les exposants de coincidence entre
m{Cr—

branches de C'.
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Par récurrence sur r, on peut supposer que l'on sait construire ’arbre de
résolution de n’importe quelle courbe plane réduite ayant au plus r — 1
branches.

. o COIlt(CZ',Oj) .
Soit a = {—m(CZ-) } et IT=A{1,...,r}.

t(C;, C;
Définissons J = {(i,j) c€l? i<jet M :a}.

m(C)
J n’est pas vide puisque (r —1,7) € J. Soit m = §J.
La construction du graphe de résolution de C' dépendra de la valeur de m.

Sim =1, alors J = {(r—1,r)}. Par récurrence, on a construit le graphe
de résolution de Cy; U ---UC,_;. On lui ajoute alors le graphe de (). en
faisant exactement les mémes identifications que si I’'on construisait le graphe
de C,_1UC,.

Maintenant si m > 1 pour tout (i,j) € J, définissons I’ensemble :

Li;={keN : (i,k) € J}.

On va distinguer les cas suivants :

o [l existe ¢; € N tel que :

cont(Cj, Cy) . B 51,
m(C;) 3 35

o =

pour tout k € L;;.

Donc d’apres I’étude de cas de deux branches faite dans le paragraphe 1.4.4,
notant D¢ (resp. DF) est le t-eme diviseur de la résolution plongée minimale
de C; (resp.de Cy) on a:

D; = Df

pour tout 1<t <wu ou S (resp. S¥) est le g-éme sommet de rupture du
graphe de la résolution plongée minimale de C; ( resp. de CY).
e Pour tout k€ L;; ona:

cont(C;, Cy)

T 7

By _ cont(Cy, C;)
& T e 7

8
;
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pour tout t € N.

Dans ce cas-la il existe ¢; € N tel que

i k i k
i i : i+1 i+1
4 — 4 < a < min 4 d .

B B G " B

Donc il existe j € N tel que

3. — cont(Cj, Cy) = jlt.

q
ﬁ!;i — cont(Cy, C;) = jlgz_
et d’apres le paragraphe 1.4.4 on a :
Di = DF

pour tout 1 <t <u+j oS! (resp. S¥) est le g-eme sommet de rupture
du graphe de la résolution plongée minimale de C; ( resp. de Cy).

o [l existe ¢; € N tel que :

cont(C;, Cy) :

— )

m(C;) 5
et il existe k € L;; tel que
cont(Cy, C;) y ﬁ_f
m(Cr) B

pour tout t € N.

Définissons les ensembles :

t(Cy, Ck) . K
L = kGLi-:a:COH—’: g _ P
’ { : m(C) B O

t(C, k
L?j:{keLij D= LT (G, ) —i<ﬁ}.

m(C;) B & 55

Dans ce cas-la et d’apres le théoreme (1.4.5) on vérifie :



1.4. Arbre d’Eggers et graphe de résolution.

89

1. Si ke L}, alors D = D; pour tout 1 <t <wu ot S, (resp. Sf)
est le ¢;- eme sommet de rupture du graphe de la résolution plongée

minimale de C; ( resp. de C).

2.5 k € L?j on compare le développement en fractions continues
(A, ..., hie;] associé au sous-graphe G! de Cj avec le développement
en fractions continues [Af,..., k] associé au sous-graphe G'q‘“'i de
C), comme nous avons fait dans le cas de deux branches. De plus le
l-eme diviseur D} de C; coincide avec le [-eme diviseur D] de
C; si et sculement s'il existe D € F© tel que m;(D) = D] et

71'67,'(D) = Dll
FO IR
He,i l
Fe,i

De cette facon on calcule le graphe dual de la résolution plongée minimale de
C' a partir des graphes de la résolution plongée minimale de chaque branche

de C.

1.4.6 Comparaison entre ’arbre d’Eggers et le graphe

dual de la résolution.

On commencera avec le cas d’une branche C.

Soit {fo,...,H,} l'ensemble des exposants caractéristiques de C.

Alors 'arbre d’Eggers de C' a g sommets noirs {Q®1}Y_, tel que

w(QW) = B omi

Bo  mi-emy

ou {(ms,n;)}_; est ensemble des paires caractéristiques de C.

Donc I'arbre d’Eggers de C est :
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On peut construire le graphe de la résolution de

d’Eggers de la forme suivante :

C a partir de l'arbre

1. A partir de v(QW) = LR puisque le p.g.c.d(mq,n1) =1 on trouve
n

1

la valeur du premier paire caractéristique (mq,n;) de C.
m
2. A partir de v(Q®) = —2

ning

(a) p.g.c.d(mg,ng) =1 et

et puisque :

(b) la valeur de n; est connue

on peut calculer la valeur du deuxieéme paire caractéristique (msq, ng)

de C. .
En général, a partir de v(Q®) = ——— et puisque :
nl DY ’,’Lz
1. pg.cd(mi,n;) =1 et
2. les valeurs de ny avec k€ {1,...,7— 1} sont connues

on peut calculer la valeur du i-éme paire caractéristique (m;,n;) de C.

De cette facon a partir des valuations des sommets noirs de ’arbre d’Eggers
de C on peut obtenir les valeurs des paires caractéristiques de C.

QY .
Q¥ 4
Q® s
QW s

ninans

ning
my

ny

— <m37n3)
E— (m27 77,2)

— (m1,n1)
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De plus, puisque pour tout ¢ € {1,...,¢g} on vérifie 'égalité :

By — Bg-1+ 141 _ Mg = Mg-17y 11
lq_1 Ng

pour tout ¢ € {1,...,g9} a

. : Byt 4lq—
nous pouvons obtenir les quotients %ﬁ“’l

partir de paires caractéristiques de C.

Donc si on calcule les développements en fractions continues de chaque quo-
tient

5q - ﬁq—l + lq—l

I

= (b, h%]

nous pouvons construire les g sous-graphes G qui constituent le graphe
dual G de la résolution plongée minimale de (', c’est-a-dire, on peut
construire le graphe dual de la résolution plongée minimale de C' a partir

de 'arbre d’Eggers de C.

De plus, on peut obtenir 'arbre d’Eggers de C' a partir du graphe dual de
la résolution plongée minimale de C' de la fagon suivante :

1. Des que on connait le graphe dual de la résolution plongée minimale
de G, on ales g sous-graphes Gj.

2. Pour tout k € {1,...,g} le graphe Gj donne le développement en
fractions continues [hE, ..., hfk] qui vérifie :

(a) Si k=1 alors [h,...,h}] estle développement en fractions

. my
continues de —.
ni

(b) Si ke {2,...,9} alors [hf,... ,hE] est le développement en
fractions continues de M = =17k + 1.
N

Ainsi nous pouvons obtenir les paires caractéristiques de C a partir des
développements en fractions continues [hf, ..., A%] ot ke {1,...,g} et
on peut reconstruire 'arbre d’Eggers de C.

Donc on a :

Proposition 1.4.5 Si C' est une branche alors I'arbre d’Eggers de C' et
le graphe dual de la résolution plongée minimale de C' sont équivalents,
puisque ils contiennent la méme information.

Le schéma graphique de la situation est :



()
QY o

®)
Q% o

@
"o

®
e

P
T = (mg,ng) = (my —my_1ng,ng) = (py,qy) ‘Q+HHFNT..,\&L —
ng--ny dg
P3
M (ma,ns) — (ms—mona,ng) = (p3,gs)  — 4 1=[hS,..., k]
ninang a3
D2
m2 3 (mayna) = (ma —ming,ne) = (p2,q2) > — +1=[h3,. a:wL —
n1Mn2 g2
P1 1
m s (my,ny) e (my,n1) = (p1,q1) — =+ 1=[h},...,hh]

ni q1

Gs

Ga

Gy
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Maintenant on va étudier le cas d'une courbe plane réduite C' avec deux
branches C7 et C5.

Soit {f, ... ,5;} I’ensemble des exposants caractéristiques de C; et soit
{(m},n})} Tensemble des paires caractéristiques de C; ou i € {1,2}.

Supposons connaitre I'arbre d’Eggers T(C) de C. Alors si {QW} est
I'ensemble des sommets noirs de 7'(C') on vérifie :

1. 11 existe Q® tel que Q® est un sommet de bifurcation tel que
H(QY) + Q) =2.
2. Pour tout [ # b alors Q) est un sommet simple de T'(C) .

Soit k= k(Q®) > 0. Comme d;(Q™) + dx(Q®) = 2, on peut distinguer

les cas suivants :
L di(Q®) =0 et dy(Q®)
2. di(Q®) =2 et dy(QW)
3. di(Q") =do(QW) =1.

On va détailler un peu plus chaque cas :

2
0.

Si di(Q®) =0 et do(Q®) =2 alors

Ci

c’est-a-dire, cont(Ch, Cy) = fi,, et cont(Cy, C1) = fi,, .
Donc on vérifie : . )

o B

B B
pour tout [ € {1,...,k+ 1} et alors on a

(my,n;) = (mf, nj)

ou le{l,...,k+1}.

Ainsi G} = G? pour tout 1 € {1,...,k+1} ou G} (resp. G?)estle [-eme
sous-graphe du graphe dual Gi(resp. Gq) de C (resp. de Cs).

De plus T(C) — {Q™} a deux composantes connexes L£; et L, telles que
L1 (resp. L) contient les sommets noirs de T'(C') tels que leur valuation est

414 _ [ B Bay _ B Bay
un élément de A; = B B (resp. Ap = o ).
0 0 0 0
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Ainsi a partir de Aj(resp. de Aj) on peut obtenir les paires caractéristiques
{md n) M (resp. {(m2,n?)}2, ) de Ci(resp. de C).

Alors nous pouvons construire les sous-graphes {G}}/%, ., (resp. {G7}{2,.5)
et obtenir le graphe dual de la résolution plongée minimale de C' de la fagon
suivante :

1. On fait la concaténation C des sous-graphes G} = G? avec 1 <[ <
k+1.

2. On fait la concaténation C; des sous-graphes Gzl ou k+2<I1<¢g
et on ajoute une fleche dans le sommet de rupture du sous-graphe G; -

3. On fait la concaténation C, des sous-graphes Gz2 ou k+2<1< g
et on ajoute une fléche dans le sommet de rupture du sous-graphe G§2.

4. On identifie le sommet de rupture du sous-graphe G, = G¢,, de C
avec le premier sommet de C; et avec le premier sommet de Cy. Le
graphe ainsi obtenu est le graphe dual de la résolution plongée minimale
de C.

Donc a partir de ’arbre d’Eggers on a construit le graphe de la résolution
plongée minimale de C.

Maintenant si on connait le graphe G de la résolution plongée minimale de
C' on peut reconstruire 'arbre d’Eggers T(C) de C' de la fagon suivante :
Soit @ le dernier sommet de rupture que C; et Cy ont en commun ( Q
est exactement le sommet ou C et Cy sont separées dans GG). Supposons que
Qe G, =G% alors G} =G} pour tout [ € {1,...,q}.

Alors, si [hg,...,ha] est le développement en fractions continues associé au
sous-graphe G} = G}, on vérifie :

mi  m? )
Py sif=1
n ny
[h07“‘)htl]: L L L ) ) )
mi —mb n m2 —m? .n
i -1 i -1 :
n n

Donc on obtient les g premieres paires caractéristiques (m},n}) = (m?, n?)

ou 1<i1<q de C; et Cs.

Ainsi T(C) a ¢ sommets noirs {Q1,...,Q,} tels que :
1. @, est le point base de T'(C).
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2. Q, = QW cest-a-dire, Q, est le sommet de bifurcation de T(C).
m} m?

3. = L — L ule{l,...,q}.
U(Ql) n%nll n%n% ou { q}

Soient P; et Py les deux sous-graphes de G qui partent de ) dans le
graphe dual de la résolution de C' et qui ont a () comme premier sommet.

Soit p; (resp. p2) le nombre des sommets de rupture de Py ( resp. Ps).
Alors :

q+p1 q+p2
=G P= G
l=q+1 l=q+1
Si [hg, ..., hy] (resp.[h, ..., hZ]) est le développement en fractions continues

associé & G| (resp. G7) on a :

1 1 1
m —m n
[ho, “y htl] — 1 + 1
Mgt

pour tout 1 <[ < p; et de plus

2 2 2
m —m n
+1 +1—1 +l1
[h(2)7 i) ht%] - 1 2q . +1
anrl

pour tout 1 <[ < py, donc on obtient les paires caractéristiques :

(Mg, ng)otl <1< p
(m2,,n% )oul <<
g+ "hq+l S0 P2

Maintenant on ajoute deux arétes pleines au sommet ().

De plus on ajoute a la premiere aréte pleine une chaine connexe avec p;
sommets noirs {@Q} }7*, et un sommet blanc dans l'extréme tels que

1
m
1y g+l
U(Ql) 1.1
M Mg
oun le{l,....,pm}
Finalement on ajoute a la deuxieme aréte pleine une chaine connexe avec py
sommets noirs {Q7}72, et un sommet blanc dans lextréme tels que

2

Mg+t
v(QF) = W
q+
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ou l e {1,...,p2}.

Le graphe ainsi construit est 'arbre d’Eggers de C.

Si di(Q®) =2 et dy(Q®) =0 alors

1 2 ) 51 62
i RECRELC o o

Donc on vérifie : ) ,
b_ B
By B

pour tout [ € {1,...,k}, cest-a-dire (mj,n}) = (m},n?) ou l € {1,... k}.

De plus il existe j € N tel que :
1. cont(Cy,Cy) — B = jl},
2. cont(Cy, Cy) — B} = jl2,
c’est-a-dire

mp+j  mi+4j

1 1~ 2 2 -
ny...n, nj...ng

COR

Alors Gf = G? pour tout [ € {1,...,k} ou G}(resp. G?) est le [-tme
sous-graphe du graphe dual Gj(resp. Ga) de Cy (resp. de Cb).

De plus T(C) — {Q®} a deux composantes connexes L£; et L, telles que
Ly (resp. L) contient les sommets noirs de T'(C') tels que leur valuation est

A1 A _ ﬁli-&-l 6;1 _ ﬁl%-&-l 632
un élément de A, = B B (resp. Ay = e (-
0 0 0 0

Ainsi a partir de Aj;(resp. de Aj) on peut obtenir les paires caractéristiques
{(m, ) iy (resp. {(mf,nf)}2,,,) de Ci(resp. de Cs).

Alors nous pouvons construire les sous-graphes {G]}/*, | (resp. {G}}2,,1)
et obtenir le graphe dual de la résolution plongée minimale de chaque branche

CZ' de C

Ainsi si 7 est le numéro associé au sommet de rupture de G} = G%, le
graphe dual de la résolution plongée minimale de C' est la réunion du graphe
G, de () avec le graphe G5 de C5 ou on a identifie les sommets Sll de
G avec les sommets 812 de Gy ou 1 <I<r+j.
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Donc a partir de I'arbre d’Eggers on a construit le graphe dual de la résolution
plongée minimale de C.

Maintenant si on connait le graphe G de la résolution plongée minimale de
C' on peut reconstruire 'arbre d’Eggers de C' de la fagon suivante :

Soit () le dernier sommet de rupture que C7; et (5 ont en commun.
Supposons que Q € G, = G alors G} = G} pour tout [ € {1,...,q}. (Si
Cy et Cy n’ont pas des sommets de rupture en commun alors ¢ = 0).

Donc si, [ho,...,ha] estle développement en fractions continues associé au
sous-graphe G} = G7, on vérifie :

1 2
m m .
—11:—21 sil=1
ny ny

[h/O""7h/tl:|: . ) ) ) ) )
m; —mi n mi —mi n

l -1 i -1 .
—1l+1:—2l+1 sil<l<gq
ny n

Donc on obtient les ¢ premieres paires caractéristiques de C; et Cy
(my,ng) = (mi,ni)
pour tout 1 <[ <gq.

Alors T(C) a g sommets {Q1,...,Q,} tels que :
1. @ est le point base de T'(C).

ml m2
2. = L — L ule{l,....q}
U(Ql) n%nll n%n? ou { q}

De plus on ajoute a (), une aréte pleine avec un sommet noir QWY dans
Pextréme. Q®) est le sommet de bifurcation de T(C) et on vérifie :

1 2
m,+r—s m;+r—s
v(@QY) = .l = 2

nl-..nq nl...nq

ol 7 est le numéro associé au sommet @@ de G o C; et C, sont separées
et s est le numéro associé au sommet @ de G. (Sig = 0 alors @ est le
premier sommet du graphe dual de la résolution plongée minimale G de C').
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Solent Pp et P, le deux sous-graphes de G qui partent de Q) dans le
graphe dual de la résolution de C' et qui ont () comme premier sommet.

Soit aussi £ la plus petite chaine connexe de G tel que ) est son premier
sommet et () est son dernier sommet.

On définie Py = LUP; (resp. Py =L Ufg) ou L et P (resp. L et
P, ) sont ajoutés en identifiant le sommet () que appartient & £ et Py
(resp. L et Py).

Si p; (resp. ps) est le nombre des sommets de rupture de P; ( resp. P)
alors :

q+p1 q+p2
Pi=|J G P= G
l=q+1 l=q+1
Si [hy, ... h}] (resp.[hd, ..., hZ]) est le développement en fractions continues

s 20N 1 2 .
associé a G (resp. G}) on a :

1 1 1
m —m n
1 1 g+l q+H1—-1""q+l1
[hO’ htl] = 1 +1
nQ+l

pour tout 1 <[ <p; et

2 2 2
m —m n
l -1 l
[hgv . 7h1521] = = = = +1

2
Mgt

pour tout 1 <[ < py, donc on obtient les paires caractéristiques :
(mé+l>n;+l) oul <I<p
(mgﬂvngﬂ) oul <Il<py

Maintenant on ajoute deux arétes pointillées au sommet Q®.

De plus on ajoute a la premiere aréte pointillée une chaine connexe avec p;
sommets noirs {Q] }12, et un sommet blanc terminal tels que

1

Mgt
v(Q)) = #ﬂll
q+

ou le{l,...,p}.
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Finalement on ajoute a la deuxieme aréte pointillée une chaine connexe avec
p2 sommets noirs {Q7}72, et un sommet blanc terminal tels que

2
m
2 +1
Q) = 55—
n]_ ... nq+l
ou [ e {1,...,]72}.
Le graphe ainsi construit est ’arbre d’Eggers de C.

Si di(QW) = dy(Q™) =1 alors

675 IG5

ou bien 2 g
(b)y — Zk+1l _ k1
@) =" < Tar

—%<%

On va supposer que v(QW®) = BT 7 (Pautre cas est similaire).
0 0

Donc cont(Cy,Ca) = By ;.-

Ainsi on vérifie : . )
B _ B
Gy G5

pour tout [ € {1,...,k}, clest-a-dire (mj,n;) = (m?,n}) ou l € {1,...,k}.

Alors G} = G? pour tout [ € {1,...,k} ol G} (resp. G?) estle l-eme
sous-graphe du graphe dual Gj(resp. Gi) de Cy (resp. de Cb).

|
Maintenant comme v(Q®)) = Bis on obtient la paire (mj_,,ni,;) et on

&

peut construire le graphe G, de Ci.

De plus T(C) — {Q™} a deux composantes connexes £; et L, telles que
Ly (resp. L) contient les sommets noirs de 7'(C') tels que leur valuation est

1 1 2 2
un ément de Ay = {2 2 d fresp. 4, = {2 T2y

CEN R

Ainsi a partir de Aj(resp. de As) on peut obtenir les paires caractéristiques

{(my, )} o (vesp. {(mi',ni)}iZiy1) de Ci(resp. de Cy).
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: 1191 2192
Alors nous pouvons construire les sous-graphes {Gj}72, 5 (vesp. {G7}2,.1)

et obtenir le graphe dual de la résolution plongée minimale de chaque branche

CZ' de C.

Maintenant pour obtenir le graphe dual de la résolution plongée minimale de
C' il suffit de comparer le développement en fractions continues [hg, ..., h}]
de Gj., et le développement en fractions continues [h§,...,h%] de Gi,,,
et d’appliquer 1'étude qu'on a faite pour construire le graphe dual de la
résolution d’une courbe C' avec deux branches.

Donc a partir de ’arbre d’Eggers on a construit le graphe dual de la résolution
plongée minimale de C.

Maintenant si on connait le graphe G de la résolution plongée minimale de
C' on peut reconstruire 'arbre d’Eggers T(C) de C' de la fagon suivante :

Soit @ le dernier sommet de rupture que C; et (3 ont en commun.
Supposons que Q € G = G alors G = G} pour tout [ € {1,...,q}. Si
C7 et Cy n’ont pas des sommets de rupture en commun alors ¢ = 0.

Dong, si |ho, ..., ha] est le développement en fractions continues associé au
sous-graphe G} = G7, on vérifie :

1 2
m m )
—11:—21 sil=1
[ho,...,htl] = . ) . ) ) )
mp — My 41y mp — My 41y .
n n

Donc on obtient les ¢ premieres paires caractéristiques de C; et Cy
(my,my) = (mf,ny)
pour tout 1 <[ <gq.

Alors T(C) a ¢q sommets {Q1,...,Q,} tels que :
1. @ est le point base de T'(C').

1 2
2. v(Q)

my my

= = ou le{l,... .
nlonl  nZon? {L...q}
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De plus on ajoute a (), une aréte pleine avec un sommet noir Q®  dans
Iextréme. Q® est le sommet de bifurcation de T/(C).

Soit P, (resp. P, ) le sommet de rupture de C) (resp. C5 ) qui suivre a
@ dans le graphe G. Alors P e Gy, et P, e G2, .

Soit p; (resp. p2) le nombre de sommets de rupture de Cy (resp. Cy ) dans

G.

Soit maintenant

L=G- (U GG —{epUJ@G. - {rhlUc . —{h U ¢ U G?) :

l=q+3 l=q+3

Le premier sommet de £ est @ (si ¢ =0 le premier sommet de £ est le
premier sommet de G) et aussi £ contient les sommets P; et P,; donc
L contient le sous-graphe Gy,, de Ci et le sous-graphe Gg 4 de Ch.

Si [ho,...,hu] (resp. [ho, ..., he]) est le développement en fractions conti-
nues associé & G, (resp. G,,) alors :

my .
— sig=20
ny
[ho,...,htl]: 1 11
gt - 9 41 sig>0
Ng+1
et
2
ml .
— sig=20
ny
[ho,...,ht2]:
Mgy — MgNy.
= L1 4+1 sig>0
Ngt1

donc on obtient la paire (m},,,n;.,) de Cy et la paire (m2,,,n2,,) de
Cs.

1 2
. ... m . Mgi1 My
Ainsi si — = min d d alors
n nk, .’ n?
q+1 q+1

®)y — m
v(Q™) i
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Soit Py (resp. P, ) le sous-graphe de G qui part de P, (resp. P») dans
le graphe dual de la résolution de C' et tel que son extréme est la fleche de
G qui represente la transformée stricte de C (resp. de Cb).

Alors
p1 D2
=G m=]ar
l=q+2 l=q+2
Si [hg, .-, hy] (resp.[h, ..., h7]) est le développement en fractions continues

s 20N 1 2 .
associé a G (resp. G}) on a :

1 1 1
m —-m n
1 1 g+l q+H1—1""q+1
[hgs .- hy] = - +1
L

pour tout 2 <[ <p; —q et
2 2 2
ms., —m ,_n
[h2,... 03] = —H el et g
Mgt

pour tout 2 <[ < py —q, donc on obtient les paires caractéristiques :
(méﬂ,n}l“)oﬁQ <Il<p—q
(2,2 ot 2 <1< ps— g

Maintenant on ajoute une aréte pleine et une aréte pointillée au sommet

QY.

: m m;+1 : -

Sion suppose que — = — (dans le cas contraire on change le role de
noong
q
et Cy), alors on ajoute a I’aréte pleine une chaine connexe avec p; —(g+1)
. —(g+1 .
sommets noirs {Q] 1] @) ot un sommet blanc terminal tels que
ml
1\ q+1+l1
v(Ql) - 1 1

g Mg

ot 1<1<p —(qg+1).

De plus on ajoute a I’aréte pointillée une chaine connexe avec py — ¢ sommets
noirs {Q?}2,? et un sommet blanc terminal tels que

2

Mgt
v(QF) = W
q+
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ou le{l,...,ps—q}.

Le graphe ainsi construit est ’arbre d’Eggers de C.

Remarque 1.4.10 Soit C' une courbe avec deux branches ou T(C') est
l’arbre d’Eggers de C' et G est le graphe dual de la résolution plongée
minimale de C.

Si @ est le sommet de bifurcation de T(C) et S, est le sommet de
bifurcation de G alors d’aprés ci-dessus on vérifie :

1. di(Q) =0 et dy(Q) = 2 si et seulement si S, est un sommet de
rupture de G.

2. di(Q) =2 et da(Q) =0 siet seulement si S, est un sommet de la
premiére sous-chaine d’un sous-graphe de G qui n’est pas un sommet
de rupture de G.

3. di(Q) = do(Q) = 1 si et seulement si S, n’est pas un sommet de
rupture de G et de plus ce n’est pas un sommet d’aucune premiere
sous-chaine d’un sous-graphe de G.

Maintenant si la courbe C' a r branches avec r > 3 on fera la comparaison
de la facon suivante :

Soit A={Q € T(C) : di(Q) + da(Q) > 2}, c’est-a-dire les sommets de
bifurcation de I'arbre d’Eggers de C'.

Soit ()1 le sommet de A tel que

v(Q1) = min{v(Q) : Q € A},

c’est-a-dire le premier sommet de bifurcation de T'(C).

A partir de @)1 on peut trouver les paires caractéristiques qu’ont en commun
tous les branches de C' ( le nombre de paires dépend de la valeur de v(Q1)).
La valeur de v(Q;) donne aussi la valeur du contact des branches de C
qui sont séparées dans (1.

Maintenant on regarde le prochain sommet de rupture )2 qui apparait dans
T(C).

La valeur de v((Q)3) donne le contact et les paires caractéristiques qu’ont en
commun des branches C; de C' telles que j € Ig, et qui sont séparées a
partir de ()s.
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On procéde de cette facon avec tous les sommets de A . On trouve ainsi on
trouve les paires caractéristiques et les contacts deux a deux des branches de
C'; donc on peut calculer la topologie de C.

Alors avec la topologie de €' on peut construire le graphe dual de la
résolution plongée minimale de C.

Maintenant si on connait le graphe dual G de la résolution plongée minimale
de C' on définit :

B={S,€G : S, est un sommet de bifurcation de G}.

Soit &, le premier sommet de bifurcation de G . A partir de §,, on
peut calculer le nombre des sous-graphes du graphe de la résolution plongée
minimale de chaque branche de C, qu’ont en commun toutes les branches
de la courbe.

Ainsi les développements en fractions continues de ces sous-graphes donnent
les premieres paires caractéristiques qu’ont en commun tous les branches de
C. De plus, la situation du sommet S,, dans le graphe dual donnera la
valeur du contact qu’ont les branches qui sont separées a partir de &,,.

Par récurrence sur tous les élements de B on calcule les valeurs des dévelo-
ppements en fractions continues associés a chaque sous-graphe de G et alors
on calcule les paires caractéristiques des branches de C'. De plus la position
dans le graphe dual de chaque élement de B donnera les valeurs des contact
des branches de C' deux a deux.

Ainsi avec les valeurs de paires caractéristiques et des différents contacts
entre les branches de C' on peut construire I'arbre d’Eggers de C.

Proposition 1.4.6 Si C' une courbe plane réduite avec r branches alors
l'arbre d’Eggers de C' et le graphe dual de la résolution plongée minimale
de C' sont équivalents puisque ils contiennent la méme information.



Chapitre 2

Calculs de courbes polaires.

2.1 Introduction.

Dans ce chapitre on va énoncer un théoreme de décomposition de la courbe
polaire d’une courbe plane réduite C' d’équation f(x,y) = 0. L’étude du
rapport entre la singularité de la courbe polaire d'une courbe C' et celle de
la courbe est un theme ”classique”. Cette étude est compliquée par le fait
que le type topologique de la polaire ne dépend pas seulement de celui de la
courbe, mais bien du type analytique de celle-ci.

Le premier travail dans cette direction est dit & Smith [S], pour une branche.
Un siecle plus tard, Merle décrit précisément dans son article [Me] les diffe-
rents paquets de la courbe polaire P,(C') associée a une branche.

Le cas d'une courbe a plusieurs branches est étudié par F. Delgado dans
[Del], et aussi dans [De2] ou il donne un théoréme de décomposition quand
C' a deux branches. La technique utilisée dans [De2] est de la méme nature
que [Me]. Enfin, dans [E], Eggers donne un théoreme de décomposition mais
ne calcule pas la multiplicité de tous les paquets.

D’autre part, E. Casas [Cal], [Ca2] fait I’étude de la courbe polaire d'une
branche génerale dans sa classe d’équisingularité, et il précise, dans ce cas-la
le type topologique de la courbe polaire.

Ici nous allons utiliser le diagrammme d’Eggers T(C) de C défini dans
le chapitre I. Plus précisément, on va définir une bijection entre les sommets
noirs de T'(C') et les différents paquets de la courbe polaire de telle fagon
que la valuation du sommet () associé au paquet Ag de la polaire, permet

105
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calculer les données (multiplicité a l'origine et contact avec les branches de
la courbe C') du paquet Ag.

De plus on exprime les développements de Puiseux des branches de la courbe
polaire a partir des développements de Puiseux des branches de C' et on
montre que les premiers coefficients du développement sont indépendants de
la direction de projection de la courbe polaire.

A la fin du chapitre on a écrit plusieurs exemples de divers courbes et la
décomposition de ses courbes polaires. Un des exemples montre que le résultat
est optimal.

2.2 Définition de la courbe polaire. Proprié-
tés d’invariance.

Définition 2.2.1 Soient C' une courbe d’équation f(x,y) =0 et l(z,y) =
0 une forme linéaire.

Considérons 'application

(f7 l) : (C27 O) - ((C27 O)
(.I, y) - (f(xa y)7 l((lf, y))
On appelle courbe polaire associée a la courbe C  d’équation f(z,y) =0

dans la direction [ le lieu des points critiques C; de (f,l), c’est-a-dire le
germe a l'origine de la courbe d’équation

of of
DTV ) I el B
= — —
Nz,y) | o1 o
dx dy
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Maintenant on va énoncer quelques propriétés, tres simples a vérifier, de la
courbe polaire.

Premieres propriétés de la courbe polaire.

1. Supposons C' réduite. Si P est un point de C; alors P est un point
singulier de C(\) = f(x,y) = A ou bien I[(z,y) = p est la droite
tangente & C(\) au point P, ou \ pu € C.

2. La définition de C; ne dépend pas des coordonnées choisies : si on
prend les coordonnés (z’,y’) 1’équation de la courbe polaire est

olf. 1) O(x,y)

o y) D)

3. Si on choisit les coordonnées

{ﬂf’ =l(z,y)

Yy =y

I’équation de la courbe polaire est

of _of _,

oy oy

4. La courbe polaire C; dépend de l'équation f(z,y) =0 de la courbe
C'. 1l suffit de voir que si u(x,y) € C{z,y} est une unité alors

ou.f,l) ul a(f,1) .
W— ( ’y)'—é(x,y) + f(z,9).

Nous utiliserons sans la démontrer les propositions suivantes, qui donnent
des informations sur la courbe polaire.

Proposition 2.2.1 (Zariski [Za3], Teissier [Tel]) Il existe un ouvert
dense de Zariski U de P! tel que la famille de germes de courbes (Cy, O)cyr
est équisinguliere. .
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Proposition 2.2.2 (Zariski [Za3], Teissier [Tel])

1. L'ouvert U est P! — A ou A est un ensemble fini contenant les
tangentes a C.

2. Le type d’équisingularité d’une courbe polaire générale défini ci-dessus
ne dépend pas des coordonnées choisies dans C2.

3. Si u(z,y) € C* est une unité le type d’équisingularité de la courbe
polaire associée a f(x,y) =0 et le type d’équisingularité de la courbe
polaire associée a u(z,y)f(z,y) =0 d’aprés (1) et (2) sont les mémes.
(C’est-a-dire que le type d’équisingularité de la courbe polaire ne dépend
pas du choix de I'équation de la courbe C.

4. Le type d’équisingularité de la courbe polaire est invariant par germe
d’isomorphisme analytique en 0. u

Par abus de langage et d’apres (3) de la proposition ci-dessus C; est appelée
“la” courbe polaire associée a C' puisque bien qu’elle dépende de 1’équation
de C son type d’équisingularité est indépendant de cette équation.

Considérons la surface P C P* x C? d’équation U g—g +T% =0.

Si I =(1:7) est un point de P! tel que la surface P soit équisinguliere
(au sens de Zariski [Za3]) le long de P! x {0} en I, C; est appelée courbe
polaire générale de C'. On écrira

of | _of
P.(C)=C=—+17-"-=
(©)=C =5 %75
et nous dirons, par abus de langage que P,(C) est une courbe polaire
générique.

0

2.3 Décomposition naturelle de la courbe
polaire.

2.3.1 Relation entre le polygone de Newton d’une
courbe plane réduite C et le polygone de Newton

de P.(C).

Commencerons pour rappeler une propriété générale du polygone de Newton
d’une courbe quelconque.
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Soient C' = f(x,y) = 0 une courbe quelconque passant par lorigine et
N(f) le polygone de Newton de C.

On va se déplacer dans un systeme de coordonnées (x,y) tel que C ne
contienne ni 'axe x =0 ni l'axe y = 0.

Si T' est un coté compact de N(f) la longueur I de la projection de
I’ sur 'axe horizontal est appelée largeur de I'. Respectivement la longueur
hr de la projection de T' sur ’axe vertical est appelée hauteur de T'.

De plus dénotons (ar,0) (resp. (0,0r)) le point d’intersection de la droite
qui contient le c6té I' avec I’axe horizontal (resp. I'axe vertical).

h
La pente de T est _Z_F = —&.

r ar

On peut définir une relation d’ordre dans I’ensemble des cotés compacts de
N(f) de la fagon suivante :

lFl ng

I'i<T <= .
1 2 hFl hF2

Le premier coté compact de N(f) a un point d’intersection avec 1'axe
vertical et le dernier coté a un point d’intersection avec 1’axe horizontal.

Lemme 2.3.1 ([Che]) Soient C = f(x,y) = 0 une courbe quelconque

passant par lorigine et T' un c6té compact du polygone de Newton N (f)

de C. Alors il existe hy racines de C d’ordre Z—F _ar "

he  Br
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Soit maintenant C' = f(x,y) = 0 une courbe plane réduite et soit P,(C)
une courbe polaire générique de C' dans la direction [ ou [ est une
droite dans C2. Aprés un changement linéaire de coordonnées nous pouvons
_9of
le polygone de Newton N(f) de f(z,y) avec le polygone de Newton N(f,)
de f,.

supposer que [ =z =0 donc P.(C) = 0. Ainsi il suffit de comparer

D’apres le théoreme de préparation de Weierstrass nous pouvons écrire
flx,y) =y™ + @ (2)y™ ™ + -+ Go()

donc,

fo(@,y) =my™ '+ (m = Dam-_1(2)y™ > + - + a(x)

ou le diagramme de Newton de f est D(f) = {(a,?)}§" avec a; = ord(a;(x))
et le diagramme de Newton de f, est D(f,) = {(a,i— 1)}

Ainsi on peut déduire le polygone de Newton de f, de celui de f de la
maniere suivante :

Soit (a,b) le sommet du polygone de Newton de la courbe C' d’ordonnée
positive la plus petite, alors (a,b—1) € D(f,).

Dénotons par :

e A={(z,y) eR*/0<z<a, b<y< oo},
eB={(r,y) eR?* /a<z<o00,0<y<b}

e A={(z,y) eR?/0<a<a,b-1<y< oo},
eB={(r,y) €eR?/a<zr<o00,0<y<b—1},
o C(f) = {T coté compact de N(f)} et

e C(f,) = {T coté compact de N(f,)}.
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Proposition 2.3.1

1. Il existe une correspondance bijective

ANC(f)— ANC(f,)
I —T={(zx,y—1)/ (z,y) e T'}.

2. 51 b=1 alors BNC(f,) =0 et I'ensemble des cotés compacts de
N(f,) est ANC(f,).

3.8 b>1 et P, = (ai,1) est un point du dernier c6té L de N(f)
alors BNC(f,) ={Q} ot Q est le segment de sommets (a,b—1) et
(«,0) . De plus I'ensemble des cotés de N(f,) est (ANC(f,))U{Q}

L o

¢ L=
“h T ho

4. Sib>1 etl' € BNC(f,) ona

Ly < L pour tout I' € C(f).

r

—

Démonstration

L. Si (c,d) est unsommet de N(f) avec d >0 alors (c,d—1) € N(f,),
doncsi 'e ANC(f) alors I'=T—(0,1) € ANC(f).

De plus, d’apres la définition du diagramme de Newton de f =0 et
de f,=0, si Le ANC(f) ilexiste I' ¢ ANC(f) tel que I' = L.

2. Si b=1 alors B={(z,0) /2 >a} donc BNC(f,) =10.

3. Comme (ay,1) € L alors (ay,0) € D(f,) donc le dernier coté de
N(fy) estlecoté @ desommets (a,b—1) et (aq,0); c’est-a-dire
Bnc(f,) ={Q}

4. Soit (¢,0) le sommet de N(f) qui vit sur I'axe horizontal et soit L
le coté de N(f) qui contient les sommets (a,b) et (c,0) (ie., L est
le dernier coté de N(f)). Ainsi Iy =c—a et hy =Db.
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Dénotons par @ le premier coté de C(f,) N B, (d’apres Uhypothese
C(f,)NB#( donc C(f,)N B a un petit élément).

Le point (a,b—1) est le sommet de ¢ d’ordonnée la plus grande. Soit
(m,n) lautre sommet de @, donc lg=m—a et hg=b—1—n.

Comme (m,n) € D(f,) alors (m,n+1) € D(f) et vit dans ou sur
la droite d’équation hr(z —a)+1.(y —b) =0 qui contient le coté L
de N(f).

Ainsi hp(m —a)+ 1 (n+1—10b) >0, c’est-a-dire hplg — Il hg >0 et

De plus comme L est le dernier coté de N(f) donc d’apres la relation
d’ordre dans I’ensemble C(f) on a

Z_F < l_L pour tout I' € C(f).
hr,

T

De la méme maniere, d’apres la relation d’ordre dans I'ensemble C(f,)
et la définition de @) on a
lo S o
— < = pour tout I' e BNC(f,)
Q  hp

ainsi d’apres les inégalités ci-dessus on peut conclure que étant donnée

I'e BNC(f,) on vérifie

l [
o <L pourtout I' € C(fy).

r r
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En conséquence, d’aprés le lemme (2.3.1) et la proposition (2.3.1), on a :
Corollaire 2.3.1
1. Pour tout coté T' € C(f) différent du dernier coté L de N(f) ona:
(a) Ip=1Ip et hp =hp ou ' =T —(0,1).
(b) t{racines de f d’ordre llz_rp} = f{racines de f, d’ordre ;L—FF}
2. 5i P, = (aq,1) est un sommet de L il existe une racine de f

qui a un ordre supérieur a I'ordre de toutes les racines de f,, plus

précisement cette racine est la racine associée au coté L et son ordre

est h_L > L pour tout T € C(f,) d’apres la relation d’ordre dans
L r

C(f) et la partie (1) de ce corollaire.

3. Si P, =(ay,1) est un point de L qui n’est pas un sommet alors

l l
f{racines de f d’ordre h—L} = f{racines de f,, d’ordre h_L} +1
L L

g

Z

ott I'ensemble Z coincide avec I’ensemble des racines de f, associées
au dernier coté () de C(f,).

4. Si P, = (ay,1) n’est pas un point de L alors les racines de f, qui
correspondant aux cotés de C(f,) N B sont d’ordre plus grand ou égal

que —. u

Remarque 2.3.1 Si I' est un coté compact de
f($7y) = yn + al(x)yn_l +-+ an(x)
on peut lui associer un polynéme

gty = > @

(4,5)€rND(f)

ou jo=min{j / (i,7) € 'ND(f)} (en particulier gr(0) #0 ) et
ag(z) = Zafxi.

i>1

D’aprés le théoréme de Newton on sait que le coefficient principal d’une
racine de f(x,y) = 0 (i.e. le coefficient de la puissance de plus bas degrée)
est une racine du polynéme gr(t).
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En général, si T' € ANC(f) il n'existe pas une relation entre gr(t) et
gr(t) comme on peut le voir dans I'exemple suivante :

flz,y) =y° +22%y* — 2"

3 7

alors Iy mD(f) = {(07 5)7 (372)}7 jO =2 et gF1<t) =t° + 2.

D’autre part f,(z,y) = by* + 42°y

3
alors T1ND(f) ={(0,4),(3,1)}, jo=1 et gp (1) =5t>+4.

Cependant, si L est le dernier c6té compact de N(f) (i.e. jo=0 ) et s’il
existe ) € C(f,) tel que L —(0,1) =), alorson a :

galt) = 220,
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Lemme 2.3.2 (Kuo-Lu [K-L]) Soient y;(z), y;(z) deux racines de
f(z,y) =0 ou i# j. Alors il existe une racine z,(z) de f,(z,y) =0 qui
vérifie :

ord(yi(z) — z(x)) = ord(y;(x) — zk(x)) = ord(yi(z) —y;(x))  (2.1)

Réciproquement, étant données une racine y;(xz) de f(x,y) =0 et une
racine zp(x) de fy(x,y) =0, il existe une racine y;(x) de f(xz,y) =0
vérifiant (2.1).

De plus, étant donnée une racine y;(z) de f(x,y) = 0 et un nombre
rationnel d >0 on a:

tHy;(x) € R(f) - ord(yi(z) — y;(x)) = d} =

= t{zr(x) € R(fy) : ord(yi(x) — z(x)) = d}  (2.2)
ou R(f) est 'ensemble de racines de f(x,y) =0.

Démonstration
Soient y;(x), y;(x) deux racines de f(z,y) =0 telles que
o 1= ord(yi(x) — yj(z).

Soit

a—1
v(z) = Z aixs/m + Exo/m

s>m
ou £ € C—{0} générique et
yi(x) = Z alazs/™m
s>m
est le développement de Puiseux de la racine y;(x) de C, l'entier m étant

la multiplicité de la branche de C' dont y;(x) est une racine.

Considérons le changement de coordonnées a exposants fractionnaires sui-
vant :

—N
NSRS
1l
< 8

—7(z)
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Avec ce changement de coordonnées f devient

f@y) = f@g++@) =0 +7@) - (7))
s=1
puisque f(z,y) = H(y —ys(x)) ou m est la multiplicité de la courbe C.

s=1

Alors, nous pouvons écrire :

s=1
Oil gsci‘) = ys(i‘) - ,Y(j)
On vérifie aussi
of of
By 25
donc si
n—1
fole,y) = [ —2(@))
k=1
on a
n—1
fo@9) =] - 2(@)
k=1

ou z(z) := z(z) — v(Z).
Mais comme & est générique on vérifie

ord(7:) = ord(;) > ord()
ot [ €{l,...,n} puisque si on prend & # a’, et & # al, ol al, estle
coefficient de la puissance « dans le développement de Puiseux de la racine

yj(x), nous avons ord(y;) = ord(y;) et pour toutes les autres racines y;(z)

de f(z,y)=0 si

ord(yi(x) — yi(x)) < ord(yi(z) — y;(z))
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c’est évident que
ord(y;) = ord(y;) > ord(y;)

et si

ord(y;(z) — yi(z)) > ord(yi(x) — y;(x))

il suffit de prendre £ # al, ou a!, est le coefficient de la puissance a dans

le développement de Puiseux de y;(z).

Comme 3; et y; sont des racines de f(z,y) =0 d’ordre maximum elles
sont associées au dernier coté L du polygone de Newton de f. De plus,
comme il y a au moins deux racines associées & ce coté de N(f), la hauteur
de ce dernier coté est différente de 1, par conséquent si (a,b) est le sommet

d’ordonnée positive de L (i.e., le sommet de N(f) d’ordonnée positive la
plus petite) on a que b > 1.

Voyons ce qui arrive dans différents cas :

1. Sl existe (u,1) € L alors le nombre de racines de f = 0 associées au

dernier coté de N(f) est le nombre de racines de f, = 0 associées au
dernier c6té de N(f,) plus 1 et comme il y a au moins deux racines
associées au dernier coté de N'(f) nous pouvons affirmer qu’il existe
une racine z, de f, =0 qui vérifie

ord(zx — y;) = ord(y;)
donc il existe une racine zj, de f,(z,y) =0 qui vérifie

ord(z;, — yi) = ord(y; — yj)-

l l _ -
2. S’il n’existe pas (u,1) € L alors h_L < h—r pour tout I' € BNC(f,).

L r
e 5 ; lp g .
Ainsi s'il existe @ € BNC(f,) tel que P alors le polynome
L Q

associé au coté () vérifie

() = 220

dont les zéros de ce polynome sont les coefficients principaux des racines
de f, =0 associées au coté @ de N(f,) et ainsi le nombre de zéros
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de g¢r(t) qui sont différents du coefficient principal b; de g; est égal
au nombre de zéros de gg(t) qui sont différents de b;, et comme de
plus

t{z € R(f,) : ord(z) = a} = #{ys € R(f) : ord(gs) =a} — 1 ,

on peut affirmer qu’il existe une racine Zz, de =0 qui vérifie
Yy

ord(zx — ;) = ord(y;)

et par conséquent il existe une racine z; de f,(z,y) =0 qui vérifie
ord(zx — y;) = ord(y; — y;).

Cependant s’il n’existe pas Q@ € BNC(f,) tel que ;L—L = ;Lﬁ alors

_ L Q
I'ordre de toutes les racines de f, associées aux cotés BNC(f,) sont

d’ordre strictement plus grand que « et comme le sommet (a,b) de
N(f) vérifie b> 1 il existe au moins une racine z, de f, =0 telle
que ord(zx) > a donc ord(z; — ;) = ord(y;) et il existe une racine
2z, de fy(z,y) =0 qui vérifie

ord(z, — y;) = ord(y; — y;)-

Si maintenant on prend une racine y;(z) de f(x,y) =0, une racine z(x)
de f,(z,y) =0 et le changement des coordonnées a exposants fractionnaires

{

a—1
")//(ZIZ') _ Zaixs/m +£f]3a/m

s>m

Kl
Il

y—7'(z)

<
Il

et « := ord(y;(x) — zx(x)) nous avons 'expression (2.1) en raisonnant de
maniere analogue a la précédente.

I nous reste a démontrer I'expression (2.2).
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Soit d > 0 nombre rationnel et soit y;(z) une racine fixée de C.

S’il n’existe pas de racine y; de C qui vérifie ord(y;(x) — y;(z)) = d,
d’apres l'expression (2.1) il n’existe pas de racine zi(z) de la courbe polaire
qui vérifie ord(y;(z) — zx(z)) = d.

Donc il suffit d’étudier le cas
Hyi(z) € R(f) : ord(yi(z) — y;(x) = d} # 0.

Il peut arriver :

1. La pente d'un des cotés du polygone de Newton de fy coincide avec

celle du dernier c6té du polygone de Newton de f et vaut —é.

Dans ce cas-la nous avons que :

{7y € R(f) - ord(y)) = d} = £{z € R(f,) s ovd(z) = d} — 1

donc

ﬂ{?/j € R(f) Y # Yi: Ord(yi_yj) =d} =t{= € R(fy) cord(y;—2i) = d}.

2. La valeur de d est telle que quand on fait la transformation de f en
[ la pente du dernier coté de f, —1 /d, c’est strictement plus petite
que la pente des cotés C(f,) N B.

Dans ce cas-1a et en rapport au dernier c6té du polygone de f et les
cotés C(f,) N B nous pouvons écrire :

Hy; € R()}Y =t{z € R(f,)} -1
et ord(y;) = d < ord(z;) = o, donc
Hg; € R(F) - 55 # 5y = H{z € R(f,)}

c’est-a-dire,

tHly; € R(f) y; # vi rord(yi —y;) = df =t{z € R(f,) : ord(2x — ) = 0}
=#{zr € R(f) s ord(z, — y;) = d}
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puisque seules peuvent contribuer a cet ensemble les racines de la
courbe polaire qu'on obtient a partir des racines Zz; associées a
C(f,) N B du polygone de f, car les racines qui restent ont ordre
strictement plus petit que d. n

Ensuite on va énoncer et démontrer un lemme qui donne des informations
sur la multiplicité des courbes qui sont la réunion de certaines branches d’une
courbe polaire générique d’une courbe réduite C' en fonction de la multipli-
cité des branches de C.

Lemme 2.3.3 (Eggers) Soit C; une branche de la courbe plane réduite
C et soit P,(C) une courbe polaire générique de C. Pour tout nombre
rationnel d >0 notons B¢ la courbe formée de toutes les branches T de
P.(C) telles que cont(Cy,T") = n;d.

Soit de plus D¢ la courbe formée de toutes les branches C; de C' telles
que «;; = cont(C;, C;) = nd

Alors
d i i i s
m(Df) +nf---nl_(nh—1) sid= n_j
m(B{) =
m(Df) sid#ﬂ Vk e {1,..., ¢}
n;
Démonstration

Soit f : U — C une fonction holomorphe définie dans un ouvert U de
lorigine de C? telle que C = f(z,y) =0 et P.(C)=C; ot [ est une
droite de C2.

Aprés un changement des coordonnées on peut supposer que [ =z =0 et

P.(C) = %Z’y) =0.

Soit f = fi--- f- la décomposition de f(z,y) en facteurs irréductibles ou
C;=filv,y)=0etjel={1,....,r}.

On sait que les racines de la fonction f;(x,y) =0 donnent le développement
de Puiseux de C; dans les coordonnées = et y. De la méme fagon les racines
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0
de w = 0 donnent les développements de Puiseux des branches de
Y
P.(C).

Soit pr(x) une racine fixée de f;(xz,y) =0 et soit g € {0,...,g; + 1} tel
que ,
By

i
it g< e
n; n;

ot f°,:=0 et F = oc.

Soit maintenant h : C> — C une fonction holomorphe avec une singularité
isolée & lorigine ott la courbe Y := h71(0) est différente de C; et telle que
la droite z =0 n’est pas tangente a Y.

On doit remarquer que la courbe polaire satisfait cette hypothése d’apres le
théoreme de transversalité (5.1) de [Te4].

Soit Z la courbe formée de toutes les branches Y; de Y telles que
cont(C;,Y;) = nyd. Alors

ni---nl_#{y € R(h) :ord(py — ) = d} sid# %
ny--ng iy € R(R) : ord(py — ) > d} |
ity € R ord(py —7) = df) si d=

\ 7

En fait puisque la multiplicité de Z vient en fonction des racines ~ de h
ou < est racine de certaine composante irréductible de Z c’est-a-dire, elle
vient en fonction des racines v de Y] telles que cont(C;,Y]) = n;d.

Donc si 7y est comme ci-dessus on a
ord(p(z) —~(z)) < d

pour tout p(x) € R(f;) et de plus il existe p/(z) racine de fi(z,y) =0
telle qu’on ait 1'égalité.

Soit
M = {v € R(h) : ord(p — ) > d  pour au moins une racine p de f;}
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et

N :={y € R(h) :ord(p —7) > d pour au moins une racine p de f;}.

C’est evident que N C M et en plus m(Z) =4§(M — N) =M — ¢N.
On calculera ensuite la cardinalité de M et de N.

Définissons dans l’ensemble des racines de f;(x,y) = 0 la relation d’équiva-
lence suivante :
pRp << ordlp—p)>d

Comme
’L

ord(p—p) >d> =L

alors d’apres le lemme (1.1.1)

ord(p —p') € {ﬁ,...,%}.

n; ny;

Mais si [p] est la classe d’équivalence de la racine p d’apres le lemme
(1.1.1) on a

i

[P]Z{/)’eR(fi) ord(p— p) > ;1}

= {p’ € R(fi) : ord(p—p') > %}
gi

=U{p’€R(fi) s ord(p —pf) = 61}

l=q v

donc d’apres le corollaire (1.1.1) on a

tiU{P € R(f;) : ord(p—p') = il}
l=q v

— i i i
= E (ng = Dnjyy -~ g,
l=q

i i

Mg Ny,
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de plus comme R(f;)/R1 = {[p] : p € R(fi)} est une partition de R(f;)

on a

et

donc

n;

BR(fi)/Ba) = —

T Mg,

c’est-a-dire, il y a exactement n'---n’ | classes d’équivalence de cardinalité
; )

q—1
)
nq ’I’Lgi.

Etant donnée une racine p de fi(z,y) =0 on définit 'ensemble

E(p) ={y € R(h) : ord(p — v) = d}.

On sait que p a un développement de la forme

pa) = 3

s=n;
et pour n’importe quelle racine p/(x) différente de p(z) ilexiste ¢ € {1,...,n; — 1}
qui satisfait
oo o
P) = ae s at/m)s
s=n;

Si on prend une racine y(z) de h(x,y) = 0 alors ~(z) est une racine
d'une Y, et si m(Y;) =m; on peut écrire :

y(w) = ba'lm

t=m;

et
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est une racine de Y, qui satisfait

ord(p —7') = ord(p — 7).

On définit une application ¥ : E(p) — E(p’) par ¥(y) =+".

Cette application est une injection puisque si on prend deux éléments différents
7,72 de E(p) on a

ord(v; — ) = ord(y1 — 72) < 00
puisque 71 # Y2 , donc 7y # ;.
De plus on a :

1. W est une bijection donc §E(p) = 4E(p').

2. Si p Ry p alors E(p) = E(p') et dans le cas contraire E(p)NE(p') =
0.

Ainsi on peut écrire

M = {~v € R(h) : ord(p—7) > d pour au moins une racine p de f;} = U E(p)
p

et
§M =ni---n,_#{y € R(h) : ord(px — ) > d}.

Pour calculer §N définissons une relation d’équivalence dans I’ensemble des
racines de f;(z,y) =0 de la fagon suivante :

pRyp <= ordlp—p)>d
et 'ensemble F(p) = {y € R(h) : ord(p — ) > d}.
Si p Ry p/ alors F(p) = F(p') et dans le cas contraire F(p) N F(p') = 0.

De plus #F(p) = #F(p') et d’apres le lemme (1.1.1) et le corollaire (1.1.1)
les n; racines de f;(z,y) =0 sont regroupées dans
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L. nf---nl_; classes d’équivalence si L g <L
n; n;
2. nj---n} classes d’équivalence si d = —
n;
donc
i i : By
ny-ong #{y € R(h) rord(py — ) > d} si d# -
in=t | Flo) =
PERLT) ny--ong #{y € R(h) rord(py —v) > d} si d=—+
et

ny g 8y € R(h) ord(py, — ) = d}

A ZEEN = g b € RO sord(pr =) > d)

Ainsi d’aprés la définition de Z, B¢ et D¢ on peut écrire

et

i) = ni---nl_[H{n € R(f) : ord(pr, — 1) > d}

ny-ng_#{n € R(f) rord(py —n) =d} si d#

si d#

By

n;

—nit{n € R(f) - ord(pr, —n) > d}] si d=—-

n;

—nit{y € R(h) : ord(pr — ) > d}] si d= %

7
%

51’

(2
&
n;

%

7

. 4 0 ‘
nﬁ---n;_ﬂi{’YGR(a—i)30Td(ﬂk—7):d} si d%i—j
m(B;) ni--ond [Jj {7 €ER <g—£) cord(pg — ) > d}
—nif {’y €R (%) cord(pg — 7y) > d} si
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D’apres le lemme (2.3.2) on a

0 si d# %
m(BY)—m(DY) =

(2 K3

nll .. .nfl_1[ﬁ{P S R(fi); pFE pPr: Ol"d(pk — p) > d} |
_nflﬁ{p € R(f), p# pr:ord(pr—p) >d}] si d= ﬁ

\ )

Mais si d = =% d’apres le corollaire (1.1.1)
;

Hp e R(f), p# pr:ord(pp —p) > d} =nl - -ni —1

et d’apres le lemme (1.1.1) et le corollaire (1.1.1) on a
t{p e R(f), p#pr:ord(pr —p) > d} =nlpy--onl —1

donc

m(BY)—m(D%) = n’ ---nf npeeong —l—nl(nl - nl —

et finalement

m(D%) siod#—= Vke{l,...,q}

2.3.2 Les arbres d’Eggers et la courbe polaire.

Soient C' = UC’i une courbe réduite ou [ = {1,...,r}, P.(C) une
iel
courbe polaire générique de C et P.(C) = UFl sa décomposition en

1
composantes irréductibles.
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Dans I'ensemble {I';}; définissons la relation d’équivalence suivante :

I'RT,, <= cont(C;,T))=cont(C;,T,,) pour chaque branche C; de C'
(2.3)
ou de maniere équivalent d’apres la proposition(1.2.2)
(Ci,T1) (G, Ty)

I'RT,, < = h b he C; de C.
! (T (T pour chaque branche e

Remarque 2.3.2 Avec cette derniére relation d’équivalence nous avons re-
groupé en paquets (classes d’équivalence) les branches de P,(C') ou le contact
de chaque branche C; avec un élément quelconque d’un paquet est le méme.

Soit T(C) larbre d’Eggers de la courbe C et I ={1,...,r}. Si @ est
un sommet noir de 7'(C) définissons

Io={iel/QeK}
et
Ag = {I'| composante irréductible de P.(C) : cont(C;, ') = nv(Q) Vi € Ig}.

Lemme 2.3.4 Si () est un sommet noir de T(C') alors Ag n’est pas
vide.

Démonstration

Soit @ un sommet noir de T(C) tel que Ag =0 et soit i € .

Alors il n’existe pas de branche I' de la courbe polaire P,(C) qui vérifie
cont(C;, I') = nw(Q).

Soit B @ la courbe formée de toutes les branches I' de P.(C) qui

vérifient cont(C;,I') = nv(Q) et soit de plus D;’(Q) la courbe formée de
toutes les branches C; de C telles que «;; = n;v(Q).

D’apres le lemme (2.3.3) on a :

%

m(DY?) +ni .. nl_y(nh—1) siv(Q) = n—? avec ¢ € {1,...,9:}

m(D!Y) si v(Q) # % Vk e {1,...,q:}
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Mais m(D"9) 4 ni ... n:_y(ni —1)# 0 puisque nj > 1 pour tout
k € {].,,gz}
Ainsi 0 = m(Df(Q)) et v(Q) # B pour tout k€ {1,...,¢9;}, cest-a-dire
n;
qu'il existe j € I tel que v(Q) = %5 done nv(Q) = ay; et m(DY?) #£0.
n

i
]

Nous verrons ensuite qu’il existe une correspondance bijective entre les classes
d’équivalence de R et les ensembles Ag.

Lemme 2.3.5 Soit () un sommet noir de T(C) et soit 'y un élément
de Ag; alors Ag = [Ig] ot [['g] est la classe d’équivalence de I'y dans la
relation R.

Démonstration

Si T, est un élément de la classe de 'y alors cont(C;, I'y) = cont(C;, I'y,)
pour tout i € I. Mais 'y € Ag donc cont(C;, ') = n;v(Q) pour tout
i€lg, donc T'y, € Ag et cont(Cy,T',,) = nw(Q) ou i € Io.

11 faut démontrer que cont(C;, I'y,) = cont(C;,T'g) pour tout i € I.

Si i€ Ig c’est évident. Dans le cas contraire on a

0(Q) > 1 =2

n; n;
pour tout j € Ig.
Alors on peut écrire

cont(C},I'y,) = cont(C}, T'g) = n;v(Q) > ay; = cont(C}, C;)

donc d’apres le lemme (1.2.4) cont(C;, I'g) = cont(C;, I'y,).

Lemme 2.3.6 Si Ag # Ag alors Ag N Ag est vide.

Démonstration
D’apres le lemme (2.3.5) il existe

FO S AQ : [Fo] = AQ
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et il existe

Si Ag # Ag alors [[o] # [I)] et d’apres les propriétés des classes
d’équivalence, [I'g] et [I'|] sont disjoints.

Lemme 2.3.7 Si A est une classe d’équivalence de la relation R il existe
un sommet noir ) de T(C) qui vérifie A = Ag.

Démonstration

Soit I'; un élément de A et soit C, une branche de C' telle que

cont(C,, I') {COHt(Cq, ) }

m(C,)  1%esr | m(C,)

D’apres le lemme (2.3.2) on sait que
cont(Cy, Ty) € {87121 U {ew }ierjzp
donc il existe ) élément de K, qui vérifie

cont(Cy, ') .
m(cp) - <Q>7

c'est-a-dire I'; € Ag.

L’autre inclusion est évidente.

Remarque 2.3.3 Avec les lemmes ci-dessus nous avons demontré qu’il existe
une correspondance bijective entre les classes d’équivalence de la relation R
et les ensembles Ag. Maintenant nous allons voir qu’il existe une correspon-
dance bijective entre les ensembles Ag et les sommets noirs de T'(C).

Lemme 2.3.8 Soient Q) et Q' deux sommets noirs de T(C'). Alors

Q:Q/ < AQ:AQ/
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Démonstration
Si Q = Q" clest evident que Ag = Ag.

Supposons maintenant que Ag = Ag et Q # Q.
S'il existe 1 € IgN1y et I' e Ag = Ay alors
cont(C;, T') = nw(Q) = nw(Q")
cest-a-dire v(Q) =v(Q') et comme Q,Q" € K;, ona Q = Q' .
Maintenant, on suppose IoNIg =0. Si i€y, jely et '€ Ag = Aj

on peut écrire

cont(I", C;) = m(I).v(Q)
et aussi cont(I', C;) = m(T).v(Q).
Mais
cont(Cy, Cj) = a5 < niv(Q)

et
cont(C;, C;) = ayi < njv(Q)

(puisque sinon i,j € I et I NIy #0).

Supposons que cont(I',C;) > cont(I', C;), alors d’apres le lemme (1.2.4)

cont(C;, C;) > cont (I, Cj)% = n,v(Q")

donc
cont(Cj,C;)  cont(Cj, Cj)

n; n;

>0(Q")

et Q" € K;NK; ce qui est une contradiction.

Ainsi le seul cas possible est I NIg # 0 et nous avons fini.

Remarque 2.3.4 Avec le lemme et la remarque ci-dessus nous avons de-
montré qu’il existe une correspondance bijective entre les classes d’équivalence
de la relation R et les sommets noirs de T(C').
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Proposition 2.3.2 (Eggers) Soit ) un sommet noir de T(C) et soit
Iy un élément de Aq alors

1. Chaque branche C; de C" avec () € K; vérifie :
(a) cont(C;, ') = nv(Q).
(b)

% si @ est simple et ou k = k(Q)

(CZ', Fl) ny Ny

min ¢ ———= ¢ si @ est de bifurcation et ¢q € I — {2
{ m(Cy) @t

2. Chaque branche C; de C telle que () ne soit pas un élément de K;
vérifie :
cont(C},I') = cont(C;, C;) pour i€ Ig

(Cj7 Fl) o (Cj7 Ci)

m(I)  m(C)

Démonstration
1. Soit I'; un élément de Ag et soit C; une branchede C' ou @ € K.

D’apres la définition de k(Q) on peut écrire
B < niv(Q) < 511#1
oun k:=k(Q)>1.
Mais cont(C;, I')) = n;v(Q) donc d’apres la proposition (1.2.2) on a

(Ci, 1) B+ nw(Q) — B

m(ly) ni -

(2.4)

Si k=0 on peut avoir 'égalité (. = n;v(Q) quand v(Q) =1 mais
dans ce cas-1a on a aussi I'égalité (2.4).

Etudions les différents cas :

(a) @ est un sommet simple de T'(C).

Dans ce cas-la il y a seulement une aréte qui est pleine puisque
si elle était pointillée, () serait relié au moins a deux sommets

blancs et alors dy(Q) + d2(Q) > 1.
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Alors v(Q) = ﬁk“, c’est- a-dire

cont(C;, ;) = nw(Q) = Bhq

et d’apres la proposition (1.2.2)

(CoT) _ B

m(ly)  nyeeem

(b) @ est un sommet de bifurcation de T'(C').
Dans ce cas-la () est un élément de au moins deux chaines

(677
élémentaires différentes K; et K; de T(C) et v(Q) < — =
n;
Qi . . N T
— (il y a deux valeurs de i et j ol on a I'égalité), alors
n

J
TLlU(Q) = COHt(Ci, Fl) < COIlt(OZ‘, Cj)
et d’apres la proposition (1.2.2) on trouve
(Ci, 1)
m(I)
ou j € Ig—{i}. Ainsi

@y {(CZ-,Cj)}

(Ch CJ)
m(Cy)

<

m(T)) ~ jelg—{i}

m(Cj)

En plus on a le minimum puisque il suffit de prendre p € (I—{i})
tel que i,p € Iy ol () estle sommet de valuation la plus grande
dans K; N K, (il toujours existe au moins un p qui vérifie la
derniére condition puisque sinon on aurait d;(Q) + do(Q) = 1.)

2. Si maintenant nous prenons j € I —{i} tel que j ¢ Iy on peut écrire
Qij Qg
o(@) > M=
n; n;
donc
cont(Cy, I'y) > cont(C;, Cj)
et en conséquence d’apres le lemme (1.2.4)

cont(C;,T) = cont(Cy, C;).
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Ainsi d’apres la proposition (1.2.2) on a

(€5, (C5,G)
m(Ty)  m(Cy)

pour tout j ¢ Ig.

Avec la proposition suivante on pourra calculer la multiplicité des différents
paquets des branches de la courbe polaire P,(C) de C qui nous avons
défini ci-dessus.

Proposition 2.3.3 (Eggers)

1. Si @ est un sommet noir du graphe de C' tel que dy(Q) > 0 et
1 € Ig tel que l'aréte qui sort de () dans la chaine K, vers un
sommet noir de valuation plus grande (ou au sommet blanc) est pleine,

on a ) ‘ '
> m(Ty) =ni-nk(d(Q) + da(Q)nkyy — 1)
FZGAQ

ou k:=k(Q).

2. Si @ un sommet noir du graphe de C tel que dy(Q) =0 et i€ Ig,

on a A .
> m(y) = (d(Q) — ni---nj
FZEAQ
ou k:=k(Q).
Démonstration
Soit I'g = U [';. On doit calculer sa multiplicité.
FZEAQ

Etant donné un graphe partiel 7' de T'(C') définissons

FT = U FQ

QeT

Maintenant considérons les composantes connexes de T(C) — Q) et soit Z
la composante connexe de T'(C') — @ qui contient le point base de T'(C)
(si @ est le point base de T'(C') disons que Zy :=0).
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C’est évident que le graphe T(C)—Q—Z, aexactement d = d;(Q)+d2(Q)
composantes connexes que nous appellerons Z,...,Z;. Supposons en plus
que Z1NK; #0 et Z;NK; =0 pour j€{2,...,d} (cest-a-dire, Z; est
la, composante connexe de T'(C') — Q — Zy qui contient les sommet de K;
qui sont dans T'(C) — Q — Zp).

Soit B (@ 1a courbe formée de toutes les composantes irréductibles T
de P,(C) qui vérifient cont(C;,I'}) = no(Q) et soit Df(Q) la courbe
formée de toutes les composantes irréductibles C; de C qui vérifient
cont(C;, C;) = n;v(Q). On peut écrire la décomposition disjointe suivante :

B'9 =ToUTly, U---UTy,

donc m(Tg) = m(B"?) —m(Ty) — - —m(Tz,).

Mais dans le cas (1) de I’énoncé d’apres le choix de C; on peut écrire

o) = i

n;

ou k:=k(Q). De plus d’apres le lemme (2.3.3) on a

3

=
Sy
=
S
Il

m(DY D) +nt -l (nd, — 1) (2.5)

et dans le cas (2) de 'énoncé d’apres le choix de C; on peut écrire

B o) < Bn

n; n;
ou k:=k(Q). De plus d’apres le lemme (2.3.3) on a

m(B{'?) = m(D{?). (2.6)

On reste calculer m(I'z,) quand i € {2,...,d}.

Soit Z une composante connexe de T(C) —Q — Zy. Si Z estrelié a @
dans T'(C) par une aréte pointillée alors

mT = Y e

G K024
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et si Z estrelié a @ dans T(C) par une aréte pleine alors

m(Ly) = Z nj—ni N,

{:K;NZ#0}

En fait puisque si C, est une branche de C qui vérifie K, N Z # ()
alors on peut écrire I'y = [JI'; ou la réunion est sur toutes les composantes
irréductibles I'; de P.(C') qui vérifient

cont(Cy, I')) > n,v(Q).

Définissons D comme la courbe formée de toutes les branches C; de la
courbe C' qui vérifient cont(Cy, C;) > n,v(Q), alors

et
Q'€EZNK,
ou Dg = UOj et la réunion est sur toutes les branches C; de C qui

J
vérifient cont(C,, C;) = n,v(Q'), alors

mT)= 3 m(Ag)

Q' eZNK,

et d’apres le lemme (2.3.3) on peut écrire

. 5y
m(Dg) + nf - -ng_l(n;‘ —1siv(@) = n_q
m(Aq) = )
m(Dg) (@) # 5 ke (1)
Mais si Z estrelié a ) dans T(C') par une aréte pleine on a v(Q) = Bins
Na

ou k:=k(Q) donc

v(KamZ):{%,...,i}u{%, KjﬂZ#Q)}

na na a
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et

mTz)= ) m(Ag)

Q'eZNK,
Ga
=Y m(Ag)+ Y m(Aw)
q=k-+2 " KGNZAD "
Ga Ga
:Zm(D@) + Z ny---ng_y(ng — 1)+ Z m(Dc;ﬂ)
k+2 na q=k+2 K;NZ#D ¢
9a
=m(D) + Z ny---ng_y(ng —1)

q=k+2

ol on a écrit A,py et Dyp) par Ap et Dp respectivement.

De plus si Z est relié & Q dans T(C) par une aréte pointillée alors

G @) < 2t

Ng Ng

ou k:=k(Q) donc

v(KamZ):{%,...,i}u{i“j, KmZ;«é(i)}

na na a

et d’apres un raisonnement comme ci-dessus on trouve

Ja
m(Tz) =m(D)+ Y nf---ni(ng —1).
q=k+1

De plus si a # ¢ comme K, est d’intersection non vide avec une certaine
composante connexe Z; ou s € {1,...,d}, alors cont(C;,C,) > nv(Q) >
B, et n}=n% quand 1< j <k, donc

Ja
a a a o a a __ 7 7
E ny---ng (ng —1)=mn, —ni---ng=n,—nj---ny.
q=k+1

Si () estrelié a Z par une aréte pleine alors

_Bin
Ng n;

o@) = T -
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et n;:nj quand 1 <j<k+1 donc

Jda
a a a _ a a o 7 7
E ni-ong_i(ng —1) =ng —ni- Ny =ng—ny-ny
q=k+2

c’est-a-dire

m(D) +m(C,) —ni---nl siQ estrelié & Z par une aréte pointillée
m(l'z) = o
m(D) +m(C,) — nj---nj,,si Q est relie a Z par une aréte pleine

Mais pour chaque branche C; de C telle que K;NZ #( on a

cont(Cy, C;) > n,0(Q)

donc

puc,= |J ¢

K;NZ#0

et

Pouvons écrire

Z n; —mnl---nj  siQ estrelié & Z par une aréte pointillée
K;NZ#p
Z nj —mny---nyqsi Q est relié a Z par une aréte pleine
K;nZ#p
(2.7)

Donc dans le cas (1) de ’énoncé et d’apres 1'égalité ci-dessus si on suppose
que dans 'ensemble {I'g,..., Ty} ily a r composantes qui sont reliées par
une aréte pointillée avec () et il y a s composantes qui sont reliées par une
aréte pleine, on a
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d
> m(Tz,) =m(D{Y) —rnl-ong — stk

= (DY) =i+ i)
=m(DYD) —ni -0l [di(Q) + (da(Q) — 1)ni, ]

et d’apres (2.5) on peut écrire

m(Tq) =m(B{'Y) =Y " m(Tz,) = ni - nj(di(Q) + do(Q)nf,, — 1).

Dans le cas (2) de I’énoncé comme toutes les arétes qui sortent de ) sont
pointillées d’apres 'égalité (2.7) on a

Y m(lz)=m(D}'?) = (d = 1)ni - nj

k=2

=m(D}'Y) — (d1(@Q) — L) -+ ni

)

et d’apres (2.6) on peut écrire

m(Tq) = m(B{'Y) =Y " m(lz,) = (d:1(Q) — L)n} -+ ni.

Remarque 2.3.5 D’apres la proposition ci-dessus on peut exprimer le nombre
pM = m(P,(C)) en fonction des invariants de T(C) de la fagon suivante :

i = 3 kil (d(Q) + Q) — 1)
)

QeT(C
ou i€ ly et k=k(Q).

Corollaire 2.3.2 Soit ) un sommet noir du graphe de C' tel que dy(Q) =
0 et soit i € Ig. Alors le nombre de branches de la courbe polaire qui sont
dans le paquet associé au sommet () est majoré par le nombre de branches

C; de C qui vérifient cont(C;, C;) = nv(Q).
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Démonstration
Si I € Ag alors cont(C;, I')) = nv(Q) et comme do(Q) =0 on a

ﬁlzc < an(Q) < Bli-u

ot k := k(Q). Donc les paires caractéristiques {(m,(I;),n.(I}))}*_, de
[, vérifient n' = n,(I';), mi =m,(I;) et on peut écrire

ou [(I'}) est le p.g.c.d. de premiers k exposants caractéristiques de la
branche I';. Mais comme m(Ig) = Zm(f‘l) ou la somme est sur les

1
branches Iy de Ag, donc d’apres la proposition (2.3.3) on a
ST () = di(Q) 1
1

de plus (I}) > 1 et
di1(Q) — 1 < #{C; branche de C' / cont(C;, C;) = n;v(Q)}

ainsi on a le résultat.

Corollaire 2.3.3 Si @) est un sommet noir de T'(C') tel que ds(Q) =0
et di(Q) = 2 alors le paquet de la courbe polaire T'g associé au sommet
() est irréductible.

Démonstration
Soit ¢ € Iy, d’apres la proposition ci-dessus on a

m(Cg) = (di(Q) — )’ -+ -nl, = nl - ni
ou k:=k(Q).
Si I' est une branche de I'g comme do(Q)) =0 on peut écrire

B < nv(Q) = cont(Ci,T') < Biyq, (siv(Q) =1 B =nw(Q))

donc nf =n;(I') pour tout 1 <j <k ot {(n;(I'),m;(I")}; sont les paires
caractéristiques de la branche I'. Mais

m(T) = ny(T) -+ ng(D).lp(T) = nt - nt (D) <m(Tg) =nl---ni  (2.8)
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ou x(I') = p.gc.d{Bo(l),...,0(I)} et [;(I') est le j-éme exposant
caractéristique de I'.

Ainsi [x(I') =1 et m(I') = m(['g), cest-a-dire que ' est irréductible.

Remarque 2.3.6 Un cas particulier du corollaire ci-dessus est celui ou la
courbe C' a seulement deux branches et le contact entre elles n’est pas un
exposant caractéristique.

2.4 Enoncé du théoréme principal

On considere la famille P(C) = {P.(C)}, parametrée par P}(C) des
courbes polaires de C.

D’apres les résultats généraux sur 'équisingularité de Zariski et Teissier (voir
la proposition (2.2.2)) on sait qu’il existe un ouvert de Zariski U = P!(C) —
#fini de points de P!'(C) tel que P(C) a une paramétrisation simultanée
au voisinage de tout point 7y € U, ce qui permet de décrire la variation de
(P;(C)) par la paramétrisation simultanée des branches.

De plus donnée que U est connexe le nombre des composantes irréductibles
de (P-(C)) est indépendant de 7 € U et au voisinage de chaque point de
U, chaque composante irréductible de (P.(C)), a une paramétrisation de

la forme suivante :
{:c =ty
y =y(ty, 7)

ou y(t,, 7)€ C{t,, 7}.

T
Théoréme 2.4.1 Soient C' = UCi une courbe plane réduite et P.(C)
i=1
une courbe polaire générique de C. Alors P.(C) se décompose en paquets
W, ... T
[t T61+s2)  qui ne sont pas nécessairement irréductibles, ot

Slzﬁosil SQZﬁU(Sz?_Sz’l)
i=1 i=1
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et qui vérifient :
1. Pour tout i € {1,...,s1} il existe une branche C;, de C et
10
QeT(C) ou v(Q) = by tels que :
LUZN
(a) m(TD)=ny - -ne (i (Q) + da(Q)ri? —1).
(b) Toute composante irréductible FS)
de Puiseux de la forme :

de T® a un développement

Q) (4) BiO
Y = amotzk + .+ a'sniotzmk + a zot’g 4+ aﬁio 12fkq—1_|_
-

O+l

\ J ZB;O

ou m,(;) = m(F,i)), t, est un parametre uniformisant, le tilde indique

que les exposants ont été divisés par % et ot

(@niys - - - Asmigs Qgios -+ Agio - 7a/8;0,1+hqfll;0,1) sont les coefficients
d’un développement de Puiseux de C};,, jusqu'au terme précédent
Bio

.
2. Pour tout i € {s;1+1,...,s1 + so} il existe une branche C;, de C
l

et Q€ K;, ou v(Q) # & pour tout j € {1,...,q} et pour tout
ny
le{l,...,r} tels que

(a) m(T'®) = (dy(Q) — 1)nl--- néo ou q:=k(Q).

(b) Toute composante irréductible F;:

de Puiseux de la forme :

) de T a un développement

(4) (i) 5i0 o
Y = aniotzlk R asnz tsmk + aﬁiotfl + .+ aﬁéotfgq et

i v(@-1)

ng, k ]m /nz
Fangu@tty 0+ Y My
\ JZ”%OU(Q)
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ou m,(:) = m(FS)), ty est un paramétre uniformisant, le tilde indique

que les exposants ont été divisés par ((;) et ot
m
. 2
(Angy s -+ - s Qsnig) Ugios 5 Qgios -+ 7ani0U(Q)_1) sont les coefficients d’un

développement de Puiseux de C;,, jusqu’au terme n;v(Q) — 1.

Démonstration
Soit P,(C) = U ¥; la décomposition de P,(C') en composantes irréductibles.

i
Alors toute classe d’équivalence A de la relation définie sur ’ensemble

{(¢3); € I} par
Y Ry, <= cont(Cy, ;) = cont(Cy, ;) pour toute branche Cj de C

est un ensemble Agp ou @ € T(C). Donc on peut distinguer les deux cas
suivants :

L. v(Q)elUS}! oniel.
2. v(Q) e U(S? —S}) ouiel.

Dans le premier cas il existe ig € I et g € {1,...,g;,} ot v(Q) == tels

que pour tout élément ¢ de A= Ay on a
cont(Ci,, ¥) = nv(Q) = ﬁ;o.

Donc si la branche C;, de C' a un développement de Puiseux de la forme

8,0 +51°

o o - “tagio T

h1
- S S1q . ﬁio/”io_}_ ;
yZO - aniox asniol‘ a/ﬂ;()x aﬁio‘i‘jll
j=1

le développement de Puiseux de v coincide avec le développement de Cj,

jusqu’au terme précédent [3°, c’est-a-dire

0/, 0 )
Yy = Qp, T N asmoxs + aﬁiolﬁl /mig ... aﬁ;o_lxﬁq—1/mo

io .0
By_1tilg_y

hg-1
—l—g Quio g T Mo+ E bk (7)a?/™io
ﬂq—1+jlq—l J
J=1

>80

Ou bien, si m(v)) = my, et t; est un parametre uniformisant, on peut écrire
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(Z)’Jw = t;nk

Yy = A, B+ Fagn, B+ a gty

0
my B0 KByl 1 /Mg

/m‘o + e+ aﬁf}llt:

mk(ﬂ 1+Jl 1)
Z w S0 mi/n;
+ a 10 + l’LO tk 0 _'_ b t 0
\ ]Zﬁqo
20 10
. ~. ﬁ my - mkl
Ainsi si nous notons 3, := —— et [} := ., alors
LN LN
io 790
m (B +36°) iJio
=G5+l
Ny,

et le développement de Puiseux de 1) sera :

( l"qp — tzlk
B2,

o
yiﬁ = aniot?k + -+ asniotzmk —+ aﬂiotkl 4+ aﬁ;(lltk

I’
—i—Za y tk Pt Z b (7)Mo
>80

\

De plus le nombre de classes d’équivalence qui vérifient les conditions ci-
dessus est exactement la cardinalité de I'ensemble |JS} ou i € I.
Donc chaque paquet I'”  de I’énoncé on ¢ € {I,...,s;} correspond
avec la réunion des éléments d’une de ces classes et sa multiplicité est une
conséquence immédiate de la proposition (2.3.3).

Dans le deuxieme cas la classe d’équivalence A est égale a Ag ou v(Q) #

5
n;
de C telle que @ € K;,. Alors tout élément ¢ de A vérifie

cont(Ciy, ¥) = n;,v(Q).

pour tout [ € {1,...,¢;} et ¢ € I. De plus il existe une branche Cj,

De plus .
ﬁéo < niUU(Q) < (Z](—]‘rl

ou ¢q:=k(Q). Doncsi C;, aun développement de Puiseux de la forme
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ﬁ10+1l10 ;

. ha
— s . ﬁlo/n' . . n; ) ﬁgo /"io
Yip = aniox+- . ~+asm0x +a5§°x 1770 4 aﬂioﬂl;ox o - '+CLB7,Q x 9 +...
j=1

le développement de Puiseux de v coincide avec le développement de Cj,
jusqu’au terme n;v(Q) — 1, c’est-a-dire

yw = aniox “+ .. +a/sni0x5 +a ioxﬁio/nio + -4 aﬁéox/géo/nm “+ .-

ninv(Q)—1 )
Fngu@t 0 Y (e
JZnZOU(Q)

Ou bien, si m(v)) = my, et t; est un parametre uniformisant, on peut écrire

( mg
mi B, mkﬁéo/nio T

O/n’i
yw — anio t;nk + o+ asnio tzmk + aﬂio tk 0 + o+ a’ﬁéotk‘

mk(niov(Q)—l)

tan @ity 0+ Y B

L ]anov(Q)
%0 10
. i B;°my, 7i mgl; . .
Si nous notons f° := —* et [0 = L. le développement de Puiseux
L UM
de v sera :
(
Ty = t;nk

30 0
Yyp = aniotznk 4+ 4 asniotimk + aﬁi‘otfl 4+ a/@éotgq + ..

my(niqv(Q)—1)

SRR U S S A (o [/
J>nigv(Q)

\

De plus le nombre de classes d’équivalence qui vérifient les conditions ci-
dessus est exactement la cardinalité de I'ensemble [ J(S} — S?) ol i € I.
Donc chaque paquet I'@ de I'énoncé ot i € {s; + 1,...,s + s} on
correspond avec la réunion des éléments d'une de ces classes et sa multiplicité
est une conséquence inmédiate de la proposition (2.3.3).
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Remarque 2.4.1 Le résultat de ce théoreme est optimal comme le montre
lexemple (2.5.5).

Remarque 2.4.2 Pour montrer le théoreme ci-dessus nous avons utilisé
que linformation contenue dans l'arbre d’Eggers de C, le résultat ob-
tenu ne dépend que cet arbre, qui lui méme ne dépend que de la classe
d’équisingularité de la courbe C'.

Remarque 2.4.3 D’aprés Merle ([Me]) nous savons que si on connait les

quotients o
tair |

ou C' est une courbe irréductible et {I'y}, sont les composantes irréductibles
d’une courbe polaire générique de C', on peut obtenir les exposants ca-
ractéristiques de la courbe C' et inversement, si on a les exposants ca-
ractéristiques de la courbe C' on peut en déduire les quotients précédents.

Cependant quand C' est une courbe plane réduite mais pas irréductible on

peut obtenir les quotients
{ (', ©) }
m(l'y)

a partir des exposants caractéristiques des différentes branches de C' mais
il n’est pas possible en général d’obtenir les exposants caractéristiques des
branches de C' a partir des quotients précédents.

Lemme 2.4.1 Soit ) un sommet simple de T(C). Alors dans le dévelo-

ppement de y sur la branche I' € Ag le terme #Pk1 n’apparait pas, ol
k:=kQ) et i€ lg.

Démonstration
Comme di(Q) +da(Q) =1 alors di(Q) =0 et da(Q) = 1.
Soit i € Ig donc
ﬁi
o) = A

n;

ot k= k(Q).
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Supposons que le terme P apparait dans le développement, alors

ﬁliwrlm(r)

5
Bt n;

est un nombre entier et on peut écrire

”i@iﬂ = Bipam(L). (2.9)
Mais N ‘ ‘
B _ b _m
. - -~ Im(D
donc m(T') =nt---nil; ou [} = em(l) et d’apres (2.9) on a :
Bt _ i

) NIRT T RN S ) : i i _ i
c’est-a-dire my I =y By et puisque p.ge.d.(my ) =1, ngy
divise [;, mais cela est impossible parce que I' € Ay donc

m() <Y m(ly) = nj - ny(nj, — 1)
ou I'y € Ag, c’est-a-dire
I, < M1 — 1 <7y

ot lj et nj,, sont des nombres positifs.

Remarque 2.4.4 Un cas particulier du lemme ci-dessus est quand la courbe
C est irréductible (voir [Teb]).

Lemme 2.4.2 Soit () unsommet noir de T(C) tel que di(Q)+da(Q) = 2
et dy(Q) # 0. Soit aussi C; une branche de C' telle que Q) € K; et en
plus @) est relié au sommet de K; de valuation plus grande le plus proche
( ou au sommet blanc) par une aréte pleine. Soit k := k(Q). Alors si dans le
développement de vy sur la branche 1" € Ag le terme tP+1 apparait, le
paquet de la polaire I'g = U I'; est irréductible.

Iiedg
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Démonstration
Comme le terme %+ apparait dans le développement de y sur la branche
I' alors A
Bi _ ﬁlﬁ:ﬂm(r)
BT T
est un nombre entier et on peut écrire
niﬁ/iﬂ = ﬁlichlm(F) (2.10)
Mais N ' '
G _ Ok _ M
. . -~ UIm(T
donc m(I') =n}---nili ou I = * @) et d’apres (2.10) on a :
B Bl

¢’est-a-dire mi L= ni, Bl et puisque p.g.p.d.(mz+1, ngq) =1, ni,
divise [}, donc il existe A € Z tel que [}, = Anj,.

De plus I" € Ag donc

m(T) <) m(I)

l

ou I'y € Ag. Mais d1(Q) +d2(Q) = 2 et da(Q) # 0 donc les deux
possibilités sont :

L di(Q) =d2(Q) = 1.

Dans ce cas-la ’ '

m(l) < Y m(Ty) =nj - ngy,
!
ou I'y € Ag, c’est-a-dire
ilzc = )‘n;chl < ”;ﬁtl

donc A =1, If =ni,, et m(T)=m(Ty).

2. dy(Q) = 2.

Dans ce cas-1a

() < S m() = ni om0k, — 1)
l
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ou I'y € Ag, c’est-a-dire
L = Mjsy < 2njyy

donc A\=1, [i = ny,; et m(I') =m(Typ).

2.5 Exemples.

Exemple 2.5.1 Le contact entre les deux branches de C est un ex-
posant caractéristique.

Soit C = f = fr.fo=[(s? %) — dya® — )[(4? — 2*)? — dys® — 7] = 0.

Les développements de Puiseux de fi(z,y) = (y? — 23)? — dya® — 2% = 0
sont

yr = 232 + 2%/

Yo = —a/2 4 g/
Yz = 23/2 _ p9/4
Yy = —1'3/2 - 7:1'9/4
donc
{Bé>ﬁ%>ﬁ21} = {47 6, 9}
I =pgcd{4,6}=2 nj=2 ml=3
Ih=pgcd{2,9}=1 ny=2 mj=9
et

sus-£2JU(2)

Sa chaine élémentaire est
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® —o
IN[%=}

NN

[\ [N}

Les développements de Puiseux de fy(z,y) = (y? — 23)? — dya® — 27 =
sont

Y = 232 4 g7/

Yo = — a2 1 g7/
ys = 23/2 — 27/
Yy = —Zlf3/2 _ i$7/4
donc
{ﬁgv 5%? 53} = {47 6, 7}
Z=pgcd{4,6}=2 nf=2 mi=3
5=pgcd{2,7}=1 nj=2 ms="7
et

sus-(3Uf7)

Sa chalne élémentaire est

S

[\

L’arbre d’Eggers C' est
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Qﬁ-

N
N
~

714

3/2
T(C)

donc d’aprés le théoreme (2.4.1) on sait que :
1. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =2 ona k:=k(Q) =0 et il existe

2
une composante vy, de P.(C) qui vérifie

m(y)=n—1=2—-1=1
cont(Cy,77) =m(Cy).v(Q) =4.2 =6

cont(Cy,77) = m(Cs).v(Q) =4.2 =6
pour chaque composante irréductible ] de ;.

2. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =1 onak:=k(Q)=1 et il existe une

composante v, de P.(C) qui vérifie :

m(ye) = n%(l + 1.n§ —-1) = n%ng =1
cont(Cy,75) =m(Ch).v(Q) =4.2 =7

cont(Cy,v5) = m(Cq).v(Q) = 4.% =7
pour chaque composante irréductible ~; de .

3. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =12 ona k:=k(Q)=1 et il existe

une composante 3 de P,(C) qui vérifie :
_ 1 1 o171 o o
m(vs) =ni(0+ny —1) =nj(ny —1) =21=2

cont(C,75) = m(Ch).v(Q) =4.5=9

O

cont(Cy,v3) = cont(Cy, C) =7

pour chaque composante irréductible 5 de 7s.
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Mais si on calcule les différentes branches de P.(C') on a

Py(C) = (%”;y) _ 0) o Jre|Jro

ol
F(l):{y:—ixz xS—i—%x + ..
LT Sy T
F(Q) _ Yoy = —T + 16':6 + = 256
ys = 3/2 — LgT/4 16362_ 1761,9/4
T zx7/4 n 1169[/,2 - zlgé 9/4
F(3) U1 _{E3/2+.T le 72 _ 185.T4+...
Yo = —a/2 4 2% 4 1357/2 185754"""
et
Of(z,y)  0f(z,y)
P.(C) = ’ o) =r®| |[T@| |T®
(©) <T Ox * dy U U
ol
r_Jy= (=g + 5727 + (—gp — 37 — 3677)°
+(m+%7‘—%7’2+33 3 3517‘ ){E4+
_.3/2  1.7/4 4 1 17 ,.9/4 11, 13..\,.5/2
yp =23 + LT Sp? 4 g (=i 4 Bt 4
o3 2T/4 R 256171 294 _ 25611 215\ 52
(2) Ya=—2 577+ 52t + (a6 T 5 T)" + .
| 2= ys = 232 _ ; /4 4 116x2_ 21576x9/4+(_%+;gT)xs)/Q%_m
ys = —a%2 4 zx7/4 n 116x2 - 21T7é$9/4 _ (_21516 1 égT)xs/z 4o

34372 — T—
+(252 +316 225 7)1.9/2‘”
y2:_x3/2+x3_<_%_’_77_)x7/2+( 15+ T+21 2) 4

_ ( 252734372-2257-7 )$9/2
6

e —

donc v; = '@ pour tout i € {1,2,3}.
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Exemple 2.5.2 Le contact entre les deux branches de C n’est pas
un exposant caractéristique.

Soit C' = f(‘rvy) = fl(x7y)f2(x>y> =0 ou
filx,y) = y* — 4°2® + (62° — 22°)y° + (42 — 82%)y — 2 + 2% + 52® — 227
et

folw,y) = y*+dyP a4+ (62* 203y 4+ (— 4’ +-42° — 42" )y — 42+ 2% 4-2® 207 —

Les développements de Puiseux de fi(z,y) =0 sont

y1 = %% + 2% + 294
Yy = —x3/? 4 22 + 29/
ys = 252 4 g2 — o/

Yy = —x3/? 4 22 — /4

donc
{6551, B2} = {4,6,9}
i =pgcd{4,6}=2 nj=2 m}=3

Iy=pgcd{2,9}=1 ny=2 my=9

et

Sa chalne élémentaire est

=
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Les développements de Puiseux de fo(x,y) =0 sont
gy = 232 — g2 4 g1/

Yy = 32 g2 g 11/4
Yz = 232 _ 2 _ o l1/4

Yy = _3/2 _ g2 ipll/4

donc
{65, 9%, 63} = {4,6,11}
Z=pgcd{4,6}=2 nf=2 mi=3

I5=pgcd{2,7 =1 ns=2 mj;=11

et

gugz{;%}U@}

Sa chaine élémentaire est

® —o
N[

N

L’arbre de C' est

\En /{/
\\ ,/ 4

4

.
7
o—0
N
ol DN Y
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donc d’aprés le théoreme (2.4.1)on sait que :

1. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =32 ona k:=k(Q)=0 et il existe
une composante vy, de P.(C) qui vérifie :

m(y)=n—-1=2—-1=1
cont(C,v7) = m(Cy).0(Q) = 4.

cont(Cy, 1) = m(Cs).v(Q) = 4.

pour chaque composante irréductible ~{ de 7.

2. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =12 ona k:=k(Q)=1 et il existe

une composante v, de P,(C) qui vérifie :
m(y2) =ni(0+ny—1) =ni(ny — 1) =2.1=2

cont(Ch,v5) = m(Ch).v(Q) = 4.% =9

cont(Cy,v5) = cont(Cy, Cy) = 8
pour chaque composante irréductible ~5 de ;.

3. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =% ona k:=k(Q)=1 et il existe

une composante 3 de P,(C) qui vérifie :
m(y3) =nj(0+n3—1)=ni(ny — 1) =2.1=2

cont(C4,v4) = cont(Cy, Cy) = 8

cont(Cy,v5) = m(Cy).v(Q) = 4.% =11

pour chaque composante irréductible ~; de .

4. Pour @ € T(C) tel que v(Q) =2 ona k:=k(Q)=1 et il existe
une composante 4 de P.(C) qui vérifie :

m() = (2= Dl = (2— 1) = 2

cont(Cy,vy) = m(Ch).v(Q) =4.2=38
cont(Cy,vy) = m(Cy).v(Q) =4.2=38

pour chaque composante irréductible ~y; de 7.
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Mais si on calcule les différentes branches de P.(C') on a

Ry(C) = <8f (az Y) _ ) o Jre | Jre | oo

ou

I = {y=—12%—22% - 32°+ .

@ _ yp = 23/% + 2 +1:c5/2+3x3—|—
Yo = —a3/% 4 22 —1 5/2+ 4.

e _ln= —¥2 g2 g LT/ Tyt 15972 4
= _gg3/2_$2_%x7/2+§x4+é_gx9/g+m

11(4)_{?/12353/2 1p3 4 Ip7/2 _dgd g
= 3 _ 4

y2:_w3/2_ 1. 7 7/2 éx + .

1
2 8

et

P(C) = <78féxxa y) L 3f(axy, y) _ 0) — 1O Jr@ | Jr@| Jr®

ou

y:%mﬂ—i—( 57 — 3)a’ + (-8 4 73 485 2—|—177’—2).1'—|—
(3675 _ 403 4+4173 Bl T 5yp5 g

r® —

—
+

) y1 =%+ 22+ 1252 4 3p +( — 5272 4 .

re® =
y2=—l‘3/2+x2—%x5/2+ (%7—4)957/2—1—...

W~

p@ _ =2 —a® 4 32T+ Lt — (7 + 15292 + ..
= y2:$3/2_372_1 7/2+7x4+( T+15) 9/2

= 2%+ (27' — D)3+ (B2 — 4537 + %)337/2
(6373 _ 120,07 29

4 — 16_ 16

4
1
= 8 )
T I MR L
+<§T — ET — 1_GT — 5)1’ 4+ ...

donc ~; = '@ pour tout i € {1,2,3,4}.
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Exemple 2.5.3 Le contact entre les trois branches de C n’est pas
un exposant caractéristique.

Soit C = f = fl.fg.fg =0 ou
filx,y) = y* — 4°2® + (62 — 22°)y° + (42° — 82%)y — 2 + 2% + 52® — 227

fo(x,y) = y*+dy o+ (621 —20%)y 2+ (—4a® +42° — 42" )y — 42 4-2% 2% — 227 —2

et
falz,y) = (v* — 2°)* — dya® — 2°.

Les développements de Puiseux de fi(z,y) = 0 sont
gy = 232 4 22 4 g9/
Yy = —x3/? 4 2% + 1294

ys = 232 4 g2 — O/
Yy = —x3/? 4 22 — 294

donc
{Bo. 81, B2} = {4,6,9}
i =pgcd{4,6}=2 nj=2 m} =3

IL=pgcd{2,9}=1 ng=2 my=9

et
SluSl_{2,4}| J{21.

Les développements de Puiseux de fo(z,y) =0 sont

Y = 232 _ g2 4 g11/4

Yo = 32 g2 4 gpt1/4
Yz = 232 _ g2 _ pl1/4
Yy = 32 g2 pll/4

donc

{06, 81, B3} = {4,6,11}
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?=pgcd{4,6}=2 nt=2 m?=3

2=pgcd{2,7}=1 ni=2 mi=11
et

Sy U S2 = {g%} {2}

Les développements de Puiseux de f3(x,y) =0 sont

Yy = 2/% 4 29/
Yy = —a%/? + iz
ys = 23/2 — 29/

yy = —a3/? 9/4

—ix
donc
(65,87, 35) = (4,6,9)

P=pgcd{4,6}=2 ni=2 mi=3

I5=pgcd{29}=1 ni=2 mi=9
et

39

L’arbre de C' est

_
%/
§

)

=[O

.

.
u:«\

vl DN Y

donc d’apres le théoréme (2.4.1)on sait que :
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. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =3 ona k:=k(Q)=0 et il existe

une composante vy, de P,(C) qui vérifie :
m(y)=n-1=2-1=1

3
cont(Cy,v7) = m(C;).v(Q) = 45 =6 pour tout i € {1,2,3}

pour chaque composante irréductible ] de 7.

Pour Q € Ky tel que v(Q) =195 ona k:=k(Q)=1 et il existe une

composante v, de P.(C) qui vérifie :
m(y2) =ni(ny —1) =2(2-1) =2
cont(Cy,v5) = m(Ch).v(Q) =9
cont(Cy, v5) = cont(Cy, C;) =8 pour tout i € {2,3}
pour chaque composante irréductible 5 de 7.

Pour Q € T(C) tel que v(Q) =1 ona k:=k(Q)=1 et il existe

une composante 3 de P.(C) qui vérifie :
m(y3) =ni(ny —1) =2(2-1) =2
cont(C;,v5) = cont(Cy, C;) = 8 pour tout ¢ € {1,3}
cont(Cy,v5) = m(Cq).v(Q) = 11
pour chaque composante irréductible ~; de .

Pour Q € K3 tel que v(Q) =9 ona k:=k(Q)=1 et il existe une

composante v, de P.(C) qui vérifie :
m(ya) =ni(ny —1) =2(2-1) =2
cont(Cs,v;) = m(C3).v(Q) =9
cont(C;, ;) = cont(Cs, C;) =8 pour tout i € {1,2}

pour chaque composante irréductible ) de 7,.
Pour @ € T(C) tel que v(Q) =2 ona k:=k(Q)=1 et il existe

une composante s de P.(C) qui vérifie :
m(ys) = (3—1)n} =22 =4
cont(Cy,v:) =8 pour tout i € {1,2,3}

pour chaque composante irréductible v de -s.
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Mais si on calcule les différentes branches de P.(C') on a

P.(C) := (T(()f(a:;, y) 4 8f(;?;’ y) = 0) — 1 U r® U ® U R U )

ou :

D={y=3a2 4 (-2 - 0r)3 ¢ (—1 487 — 157 Ay 4

+(—81 _ 1315697' + 1227‘ )$ + .

re — 23/2 2 _3,5/2 _ 113 203 437\ . 7/2
Y2 = — / +z — 3 / + ( 47-)1, /
2
+( 81 — 13597’ + 12£§T )37 +
g = 232 — 3% — §$7/2+3x4+(—3%+%)x9/2
623 _ 177 | 13572
= +(m37ﬂﬁ42— § 7)/x2 +3 4 9 _ 457)\,..9/2
TR A R
+(155 — g T g+
Y = 232 + %$3 + (—22—1— ‘1%7)%7/2 + (% _ % + 12272>x4
43r _ 26172 | 3877
pw _ ) R B 2
go = —a¥ 4 Jat 4 (2 S0y (U Er g 20
15 _ 437 | 26172 _ 387r
H( - BT 4 T B2

et TG =1PYUTY on

(y1 = 2%% +ax? + (—5 — 9272 + (& + 42) + 7)2?
= ) R

+ 92 4 (3 4 4le) 4 Ty
\ +((%887 o+ %)y (1 4 LTayy Ty T2 4 L

™)

(=232 — ax? + ( _|_ 4)x5/2 + ((% - %) n %T)x?’
1 a 1 1 a T
o +((—% + 1592) +7(—79 + é)T +3:T>f:/2 +..
i+ (4 = o4 (@ e 1 T

a a 7'2
+((% — Bay 4 (W ey T2 4

\

ot a= - donc v =T% pourtout i € {1,...,5}.



160 Chapitre 2. Calculs de courbes polaires.

Exemple 2.5.4 Soit C' = f = f1.fo.f3=0 ou
filz,y) = y* — 4y2% + (62 — 22°)y? + (42° — 82%)y — 2” + 2% + 5% — 227

fo(z,y) = y*+4yP 2 + (62" —20%) >+ (—42° +42° — 42" )y — 42420+ 28— 22" —2 !

et
fs(z,y) = (v° — 2°)* — dya® — 2"

Les développements de Puiseux de fi(z,y) =0 sont

yp = 23 4 22 + 294
Yo = —x3/? 4 % 4 294
ys = 232 + 3% — 9/

Yo = —3/2 4 g2 — 9/t

donc
{65, 51, B2} = {4,6,9}
i =pgcd{4,6}=2 nj=2 m}=3
IL=pgcd{2,9}=1 ny=2 my=9

39 7

Les développements de Puiseux de fo(z,y) =0 sont

Y = 232 _ 22 + p11/4
Yo = —3/2 _ 42 + jptl/4
Y3 = 232 g2 pl1/4
Yy = _:B3/2 — 2 2~$11/4
donc
{65, 87, B2} = {4,6,11}
Z=pgcd{4,6}=2 nP=2 mi=3

I5=pgcd{2,7}=1 ni=2 mj=11

3 11 7

Les développements de Puiseux de f3(z,y) =0 sont
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g = 23/ + 27/

Yo = —3/2 T4
Yy = 73/2 _ 47/
Yy = — 32 _ T4
donc
{06, 87, B3} = {4,6, 7}
P=pgcd{4,6}=2 ni=2 mi=3
Ib=pgcd{2,7T}=1 ni=2 mi="7
et

37
\2. /
4 \\ ,/

L’arbre de C' est

=
—_

____.\
[\]
W~

S [SURNIEN

donc d’aprés le théoreme (2.4.1) on sait que :

1. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =32 ona k:=k(Q)=0 et il existe
une composante v, de P.(C) qui vérifie :

my)=n—-1=2-1=1

cont(Cy,v1) = m(C;).v(Q) = 4; =6 pour tout i € {1,2,3}

pour chaque composante irréductible ] de ;.
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2. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =1 ona k:=k(Q)=1 et il existe
une composante v, de P,(C) qui vérifie :

m(y) =ni(l+ns—1)=2(1+2—-1)=4

cont(Ch,v5) = cont(Cs,Cy) =7

cont(Cy,v5) = cont(Cy,Cy) =7

cont(Cs,v5) = m(Cs).v(Q) =7
pour chaque composante irréductible v, de ;.

3. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =12 ona k:=k(Q)=1 et il existe

une composante 3 de P.(C) qui vérifie :
m(ys) =mi(ny — 1) =2(2 - 1) =2
cont(C,v3) = m(Cy).v(Q)

=9
cont(Cy,v5) = cont(Cy, C1) = 8
cont(Cs,v5) = cont(Cs,Cy) =7

pour chaque composante irréductible ~; de -ys.

4. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =14 ona k:=k(Q)=1 et il existe

une composante v, de P.(C) qui vérifie :
m(ys) =ni(ny — 1) =2(2—1) =2
cont(Ch,vy) = cont(Cy, Cp) =8
cont(Cy,v5) = m(Cs).0(Q) = 11
cont(Cs, ;) = cont(Cy, C5) =7

pour chaque composante irréductible ~; de ~y.

5. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =2 ona k:=k(Q)=1 et il existe
une composante s de P.(C) qui vérifie :

m(ys) = (2= 1)ng =2

cont(C;,v:) =8 pour i€ {1,2}
cont(Cs,v:) =7

pour chaque composante irréductible v de -s.
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Mais si on calcule les différentes branches de P.(C') on a

Of(z,y)  9f(z,y)
P.(C) = (T ;xy + ;yy :0) :p(l)Up(2)Up(3)Up(4)UF(5)

ou

_ 37 10 _ 1577 _ 137%\,..3
F(l) {y B ( 851_ ??4I13 N (217633 3 811 4 )1x17 4
_ 854 T T2 _ 73 _ T 4
+( 243 + 324 + 54 48 16 )l‘ +

12 14
24959a 29at 11/4 271 417 1371
o /J(% o D
Y2 = + 5T L + r
_24959a 29at 1211/4 64271 _ 41T 1%%7
@ — H=Tms T 55w U (G — 6 )
ys = 3% 4 aig/ £ 112x o ai llaz 9/4+( 25 137 ) 52
94950ai  20airy 11/4 | (971 dlr 137 3
+(ms — Sa )T M+ (864,_ 56 T 16, 5T +
Yo = %% — aiz™ + La? — %xg/‘l + (-2 + %) 5/2
24959ai | 29ait\.11/4 |, (271 _ 4lr | 1372
| (=% + 6 )m/+(@_%+ )z’
y1 =232 + 2?4 1057 4 o3 4 (2 4 2T T2
O +(1_56 St iyt ))f’f‘ + ..
5 797' 637’
+(1—6 -5+ ))w4 + ...
@ — —F(m—T-i- 27)1'4—
= 3/2

Yy = —a%/? — 22 —l— 1367/2 + 189364 + (—% — 117')91;9/2
E R

7 | Alr 43, 3317 237
92:_373/2_%1355/2"'(_1_6"' é)x +( 32+ 3; _116 )T+
donc ~; =T@ pour tout i€ {1,... 5}

N _ 2
ou a = 3

Exemple 2.5.5 Soit la courbe C' = f = f1.fo =0 telle que

filz,y) =y* — 2"

et
folz,y) = y* — 225 — 4ya® + 210 — 2
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Les développements de Puiseux de fi(z,y) =0 sont

y = pail/3

N 3
ou p° =1 donc
{Bo. By} = {3,11}
I =pgcd{3,11}=1 nj=3 m;=11

noa-3jufs

Les développements de Puiseux de fo(z,y) =0 sont

et

y = %2 4 g1/4
yo = %/ — g1/

ys = —a%2 4 g1/
Yy = —a%? — g1/
donc
{63’ 612’ g} = {4,10,11}
P =pgcd{4,10} =2 ni=2 mi=>5
5=pgcd{2,11} =1 nj=2 m;=11
et

sl {51 (f5
sus- U

L’arbre d’Eggers de C' est

k u
3 On 4
&5
2

donc d’apres le théoréme (2.4.1) on sait que :
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1. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =2 ona k=0 et il existe une
e

composante v, de P,(C) qui vérifi
m(y)=1+n]—1=n=2

cont(Cy,77) = m(C)u(@) = 32 =

cont(Ca, 1) = m(Cr)v(Q) = 4; =10

pour chaque composante irréductible ] de ;.

2. Pour Q € T(C) tel que v(Q) =% ona k=0 et il existe une

3
composante v, de P.(C) qui vérifie :

m(y)=0+n —1=3-1=2

—_
—_

cont(C1,v5) = m(Cy)v(Q) =3— =11

=10

wlm “|

cont(Cy,v5) = cont(Cy, C) =

pour chaque composante irréductible vy de ;.
U ona k=1 etil existe une

3. Pour Q € T(C) tel que v(Q) = 3
composante 3 de P,(C) qui vérifie :

m(y3) =nj(0+1n3 —1)=20+2—-1) =2

5 15
cont(Ch,v5) = cont(Cy, Cy) = 35 =3

cont(Cy, 1) = m(Ca)v(Q) = 4% — 1

pour chaque composante irréductible ~v; de 7s.

Mais si on calcule les différentes branches de P,(C') on a
C)=rW U r® U ®

ou

. .5/2 3, 427, 7/2 539
r® — {yl = az®’ —20° + Q_A‘z;g?x /7/—2i_ = 453?
Sraxr’? (=27

—|— e
|t
\]
SN~—
&
_|_

Yy = —ax®? — 2% —
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o a= /%
o {1 = G e
2 = = — \9 - P
Y ba?/ (26L S CLT)I /2 ¢
_ 2
ou b= N
@ == %2 +22% — %:ﬁ/? + 52_9554 + (_3112645 +97)2%2 ...
yp = —x/% 4 20% + T2 4 Bt — (B 4+ 97)a” -

donc ~; =T® pour tout i€ {1,2,3}.

On doit remarquer que dans le paquet T'?), d’aprés le théoréme (2.4.1) et le
lemme (2.4.1), le premier terme qui peut apparaitre apres le contact dépend
de 7. Ceci montre que le résultat du théoréme (2.4.1) est optimal.



Chapitre 3

Zones de concentration de
courbure.

3.1 Introduction.

Etant donnée une courbe analytique complexe réduite plane C, on va étudier
ce qui se passe au voisinage d’'une singularité isolée.

On peut se placer dans des coordonnées affines (x,y) dans lesquelles la
singularité est (x = 0,y = 0) et considérer le germe de la courbe en ce
point. Ce germe est représenté par une série f € C{x,y}, convergente au
voisinage de l'origine.

D’apres Milnor (voir [Mi]), on peut choisir des nombres réels positifs ¢, et
n tels que

1. Pour tout 0 < € < ¢y, la sphere S. de centre 0 et de rayon € est
transverse a la courbe C.

2. Pour 0 <e<g¢ ettout A€ C, 0 <|A <mn, lafibre de Milnor
Cc(N) = f~H(A\)NB, est une courbe non singuliere, ou B, est la boule
complexe de centre 1'origine et de rayon e.

Pour étudier la singularité en 0 nous allons fixer €, 0 < € < ¢ et
étudier comment ”évolue la forme” des fibres de Milnor ( courbes de niveau
) Ce(A\) = f(z,y) = A lorsque A tend vers 0. Pour avoir une image on
peut supposer € tres petit, et laisser A tendre vers 0, mais le résultat
est en realité asymptotique pour e, A — 0 au sens suivant : Il existe un
ouvert semianalytique A C Ri (le germe de A en 0 ne depend que du
germe de f en 0 ) contenant un intervalle [0,e5] de I'axe des € dans

167
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son adhérence, et tel que lorsque (€, A) tend vers 0 en restant dans A, le
comportement de C(A) NB, soit descriptible comme nous le faisons ici. La

notation A lirﬁ\l‘ signifiera toujours que (€, \) — (0,0) en restant dans
e,A—0,|\|<<e

A.On écrira C'(X) = Cc(\) (voir remarque 2.3.3 pag. 81 de [L-T)).

Pour étudier la courbure on utilisera ’application de Gauss complexe, qui a
tout point de C'(\) associe la direction de sa tangente complexe, vue comme
un élément de P'(C).

Les courbes polaires de C' que nous avons étudiées dans le chapitre deux
seront 1'outil essentiel de cette étude.

Nous allons montrer dans ce chapitre que beaucoup de courbure des fibres
C(A\) se concentre autour des points d’intersection entre ces fibres et les
courbes polaires de la courbe C.

Pour relier les courbes polaires a la courbure des courbes de niveau on utili-
sera l'intuition géométrique selon laquelle la ol il y a "beaucoup de courbure”
la direction de la tangente “change trés vite”, et le fait que la plupart des
composantes de la courbe polaire bougent ”assez lentement” en fonction de
la direction de projection.

3.2 L’application de Gauss.

Définition 3.2.1 Soit V une hypersurface complexe lisse de C"*.
L’application ~ : V. — P"(C) qui a chaque point P de V fait cor-
respondre la direction de I'espace tangent a V |, vue comme un élément de
P™(C) , est appelée application de Gauss complexe.

On doit remarquer que couramment, I’application de Gauss est définie sur la
sphere unité S?**!  mais ici nous prenons seulement la direction.

Définition 3.2.2 Si V est une hypersurface complexe lisse de C"*' on
appelle courbure gaussienne complexe de V' le jacobien de I’application de
Gauss associée a cette hypersurface.

Maintenant considérons une sous-varieté différentielle V' de dimension n
de R™P et un point P de V.
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Soit Tp(V) lespace tangent a P en V et Np(V) l'espace vectoriel des
vecteurs normaux a V' en P.

Si w € Np(V) on considére Tp(V)® < w >~ R alors la projection
orthogonale V,, de V sur Tp(V)® < w > est une hypersurface non
singuliere en P de Tp(V)® < w >, dont on peut calculer la courbure de
Gauss réelle k(P,w) en P.

Par définition, la courbure de Lipschitz-Killing de V en P est

K(P) = c(n,p) /N kP

L(3)T (3

L3I (=)

ou c¢(n,p) = est une constante qui dépend seulement des di-

mensiones.

Lorsque V est une hypersurface réelle de R"*?, la courbure de Lipschitz-
Killing est la courbure de Gauss.

Maintenant si V' est une hypersurface complexe de C"*!, c’est aussi une
sous-varieté de codimension 2 de R?"*2 et on peut calculer la courbure de
Lipschitz-Killing de V.

La proposition suivante relie la courbure gaussienne complexe et la courbure
de Lipschitz-Killing de V.

Proposition 3.2.1 (Langevin [La2]) Si V est une hypersurface com-
plexe plongée dans C*™' et P est un point de V, on a l'égalité :

K(P) = (—=1)" ¢(n,p)n |jacobieny(P)[?

ou vy est Iapplication de Gauss complexe de V.

Ainsi on peut définir simultanément I’application de Gauss de toutes les fibres
C(XA) de la fagon suivante :
Considérons I'application

v :B. — {0} — P}(C)

(a.0) — (aféz, b) | 8ng b))
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et oo = Vo)
Le graphe de v est ’ensemble

{(a, b, afg;, b afé‘;’ b)) } C (B, — {0}) x P(C).

Si Z est Padhérence dans B, x P1(C) du graphe de «, alors Z a pour
) . of of o
équation v— —u—=— =0 et on a les deux projections
dy ox
z S p(C)
]
B,

Ainsisi (1: —7) € P(C) ona:

- 9f(a,b) 0f(a,b)
1. 1)) — . (1 _
(G (1:—7)) {(a,b) €B./ ( or oy (1:—71)
B 9f(a,b) ~ 0f(a,b) _
~{anen 2t 2L ol
., ...of of o .
La courbe d’équation 8_3/ + T% = 0 est, par définition la courbe polaire

de I'application f : B, — C correspondant a la direction (1:—7) € P!,
nous dirons pour abréger ”correspondant a la direction 77.

Nous voulons montrer que la quantité globale de courbure des courbes de
niveau de C' est concentrée au voisinage des points d’intersection de ces
fibres et de la courbe polaire de C, c’est-a-dire dans 75(1/\)((1 D —T)) =
P.(CYNC(N).

Pour ce faire, on doit pouvoir relier la courbure mesurée sur C'(X\) et le
nombre de points ou la tangente a une direction donnée mesuré sur 1’espace
de ces tangentes, c’est-a-dire P!,

Langevin donne des résultats dans ce sens dans [Lal].

Soit V' un ouvert d’une courbe holomorphe lisse de C? |, v: V — P!(C)
I’application de Gauss complexe et K la courbure de Lipschitz-Killing de
C. Alors on vérifie :
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Proposition 3.2.2 (Langevin [Lal])

[t =2n [
Vv P1(C)

Remarque 3.2.1 D’aprés le lemme (**), pag. 42 de I'appendice de [Tt] il
existe une constante ¢ ne dépendant que de V, tel que #y~'(t) < ¢ pour
tout (1:—7) tel que vy (7) soit fini.

Rappelons que en général, si (X, 0) C (C**1 0) est un germe d’hypersurface
a singularité isolée et d’équation f(xq,...,x,) =0, le nombre de Milnor du
germe est :

M(n+1) <X07 O) — dimc(c{xo, e 7ﬂjn}/ (aa_fu . af )
Lo

" D

Ensuite, pour tout i <n on définit p¥(Xy,0) comme étant le nombre de
Milnor de I'intersection de (Xp,0) avec un i-plan général de (C"*1,0).

Alors on vérifie :

Théoréme 3.2.1 (Teissier) Posons M(C) = sup;(C, L)y lorsque L
parcourt les droites de C? passant par 0.
Lo p® 4+ M < (P(C),C) < pu® + M(C) — 1.
2. Si la droite D, n’est pas dans le cone tangent a C' en 0 et en
particulier si P,(C') est une polaire générique, alors
(P(0),C) = u® 4+ p® ot p™M =me(C) -1 et le membre de droite
on dépend que de la topologie de C'.

Remarque 3.2.2 Si C' contient des facteurs linéaires, M(C') = oo, mais
il est toujours possible par un changement analytique de coordonnées, de se
ramener au cas o m(C') < co. De plus, si toutes les branches sont singulieres

on a l'égalité M(C) = Zﬁ{
i=1
Démonstration

Soit P(C) = U I', la décomposition de la polaire en composantes irréductibles

q
et pour chaque ¢, (z(t,),y(t,)) une paramétrisation de T, .
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) -ordtq (8f(x(tq)7y(tq))) +1]
-l (), (), - (3).(3),)
o (), (%), (%) (2),)
e (60, (), (),) -
- q -ordtq (g—i)rq>+°r ( oty ), (gi)r>“
5o (), ) - ((252) )
_ q _ordtq (g_i)rq>+ord (z —Ty)p )]

(m?>+§ynw—n/
o (P(C),C) = (PT@%) LD

ou D, =x—71y=0.
Mais
af\ _ (9f of
(P02 5) = (2.90)
of

puisque si 7> = U®; est sa décomposition en composantes irréductibles on
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peut écrire :

de pl
(U0 ey (225)
oy’ 0x ) ey oy’ Oz — K

donc (P-(C),C)o = p® + (P-(C), Dyr)o.
Maintenant on va voir que put) < (P.(C),D,)o < M(C)—1.
On sait que
(P-(C), Dr) =2 m(P-(C))m(D;) = m(P-(C)) = m(C) - 1
mais

1Y =nombre de Milnor de (f(z,y) = 0N (z = 0))
=nombre de Milnor de (y" = 0)
=dimcC{z,y}/(ny" ™)
=m(C)—1

donc puM < (P.(C),D,).
Maintenant faisant le changement de variable affine

{:c =Ty + 14
Y=t
o _of _ _ af
ona D, =x1=0 et P(C)= Er 0 donc (Pr(C),D:) = (w1, 5,), et
h
on peut supposer que la droite x =0 est "générique”.
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Mais, a l'aide du théoreme de préparation de Weierstrass on peut écrire
flr,y) =y" +a(x)y" '+ ...+ a,(z) et ona ord(a;(z)) > pour tout i si
et seulement si = 0 est transverse en 0 a la courbe f(z,y) =0. On a :

af .
a—yl = ny; 1+--‘—|—an,1(x)
et
($1, g—yfl) =ordy(nt" ' 4 -+ + a,_1(0))
=n-—1
- <x17f> -1
<M(C)-1

donc on a aussi que (P.(C),D,) < M(C).

Il est tres facile de voir qu'un changement de coordonnés

r—X

y—y+az®

ol a est générique transforme [ en une équation sans facteurs linéaires. De
plus apres un changement de coordonnées le type topologique de la polaire
est conservé (voir [Ted]).

Maintenant on va a démontrer la deuxieme partie du théoreme.

On sait que
(Pr(C), Dr)o = mo(Pr(C))mo(Dr)o

et on a I'égalité si D, est transverse a P,(C) .

Mais si 7 est la direction de D, alors

_9f

P:(C) = oy (n—1y""+a(z)y" >+ + an_1(x).

Puisque la droite x = 0 est ”"générique”, elle est transverse a C en 0.
On a donc ord(a;(z)) > pour tout i, ce qui implique que = =0 est aussi
transverse a la courbe polaire FPy(C'), d’ou le résultat.

Ainsi Langevin ([Lal]) a démontré en utilisant le Théoreme (3.2.1)
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Théoréme 3.2.2 (Langevin) On a I’égalité :

lim / |K|dv = 2(u® + D) (3.1)
C\NBe

e,A—0,|\|<<e

Ces résultats sont la clé pour I'étude de la courbure que on va développer
ci-dessous.

3.3 Calculs préliminaires.

D’apres la définition de la relation d’équivalence (2.3) et le remarque (2.3.4),
pour chaque paquet de branches de la polaire, il existe un unique sommet
noir de I’arbre d’Eggers de C' qui détermine le contact de ces branches avec
C. Cette correspondance est bijective.

Le théoreme (2.4.1) exprime non seulement les développements de Puiseux
des composantes irréductibles de P, (C) en fonction des développements
de Puiseux des branches de C mais aussi leur variation avec la direction
(1:7) qui définit la courbe polaire.

Ainsi les premiers coefficients des développements des branches de la polaire
sont indépendants de la direction (1: 7).

En substituant ces développements dans I’'équation de C, on va calculer la
multiplicité d’intersection de la courbe originale C' avec chaque branche de
la courbe polaire et obtenir des paramétrisations dans C{7, A} des points
d’intersection des courbes de niveau C(A) de C avec les branches de la
polaire.

Pour chaque branche F,(;) du paquet T'® de la courbe polaire nous noterons
par :

1. QY le sommet de T(C) associé au paquet I'V.
2. ’y,(:) le plus petit exposant plus grand ou égal a U(Q(i))m(F,gi))
apparaissant dans le développement de Puiseux de y.u) en puissances
k

de tk



176 Chapitre 3. Zones de concentration de courbure.

Donc les coefficients des puissances dans ¢, plus petites que 'y,(f) de la

branche F,(f) de P,(C) sont indépendants de T puisque ils coincident avec
les coefficients des branches C; de C telles que j € Igm , cest-a-dire
les branches de C' telles que Q@ est un sommet de la chaine élémentaire
correspondante.

D’apres le théoreme (2.4.1) on sait qu’au voisinage de chaque point de {0} x
U on a une paramétrisation de F,(;) dans B, x U de la forme

(i) (@
y(te, 7) = anitzn’“ + -+ a'y,(f) (T)tzk 4+

Maintenant on va calculer la multiplicité d’intersection de la courbe originale
C avec chaque branche de la courbe polaire.

Soit F,(j) une branche du paquet I'®@ de la courbe polaire de C. Comme

(€, 1) > m(@)m(Ty) > m(T) == m{,

on peut écrire
)= mf) +

ou eg) e N.
Lemme 3.3.1 Avec les conditions précédentes on a l'inégalité :

m®
af<tk; r y Z/FI(:‘>)

ox

e,(f) > ordy,

Pour 1 générique on a égalité.

Démonstration
Puisque (C,T g)) = m,(;) + e,(;), d’apres la définition de la multiplicité d’in-
tersection, on a :

i i m?
m,(c) + e;) = Ordtk(f(tk k ’yFS)))
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donc
DR, ypo)
. . e Yp
m,(j) =+ eg) — 1=ordy, o, L
f )
. f(tx"* s ¥ro) (0 ., Of(ty"*  ypo) 1 ay
=0 —_— —_
Hh Oz D ) o dy O ) pio

Mais F,(;) est une branche de P,(C) donc elle vérifie I’équation T% + % -

0, c’est-a-dire
&)
dy F§j>_ ox FS‘)'

Alors
(@)

. : Of (8™ yrw) /o 0 0
@, @) ey x f y
+e€,’ —1=ord — -7 = —
my,’ + ey ordy, Ox (8tk>r§j> ! (3$)r§;> (8tk)rg)

=ord % @ -7 @
e\ \ oz £ Oty r® Oty r®
B of ox dy
=ordy, (3x>pg> + ordy, ((8tk ) o T (&fk ) Fg)) . (32)

. (4) _
On déduit d’apres <@>r(") = %= m’(j)t:”k 1 que

895 . (7)
OI‘dtk <<a_tk> ng)> = my 1. (33)

De la méme fagon comme ordy, (y.) > m(F,(f)) =m,’ ona
k

g ()
ordy, | = | >m,’ — 1. (3.4)

Oty

Alors si on remplace (3.3) et (3.4) dans (3.2) on a
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i i 0 i
mlg) —|—e](€) — 1> ordy, (a—£> . —i—m](c) -1
I—\/L

c’est-a-dire

()

. Of ",y )
e > ord,, ((%) (_)) = ordy, %
r,

Ainsi on a prouvé la premiere partie du lemme.

On va voir maintenant 1’égalité.

On sait que Y. = Z as(T)t
k
sZm,(:)

) Oy_(4) )
Si a_w(r) =0 alors ordy, (y.m») > mg) et ord, ( i > > mg‘) —1, donc
k k

Oty

8x 8y (4)
d — — - — 1
T (({%k)wj) g (atk>rgj)> "

et d’apres (3.2) on peut écrire

i of
6](6) = ord (%> o
ry

donc on a I'égalité.

Si Ozmgj)(T) # 0, c’est-a-dire si y = 0 n’est pas tangent a la courbe polaire,

alors

y (i) m{Y 1 )
— =my o (7)t, + termes de degré plus grand
atk Fg:) my,

et

0 0 ’ m® ,
(_x) -7 (_y) = (mé)(l—Ta @ (7))t " "Jtermes de degré plus grand.
Oty ng) Oty I‘fj) my,
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Ainsi

Oz dy 0 0

en particulier on a 1’égalité pour 7 = 0, c’est-a-dire pour toute direction
générique. (En fait le calcul montre que 1'égalité a bien dis que D, est
transverse a (). n
Ainsi (C, F,(:)) = e,(f) + m,(:) et
ordy, (f(x.i h)) = e 4+ ml?
tE Fgﬂ’b)a/yrgj) k k -

Finalement on peut écrire

m{? D) 4@
f(tk g ) ypgj) (tka T)) = le(:)+51(€i> (T)tk ke + - (35)

ou le(:)+el(:') (T) 75 0.

Nous allons maintenant chercher jusqu’a quel ordre les coefficients dans (3.5)
sont indépendants de 7.

Il faut calculer "
8f(t2;nk ) yp(ki) (tka 7—))

or

ordy,

Mais

()

Of(t™ v (7)) (ﬁ) (@) .\ (g) (@)
or -\ Ox r® or r® oy r® or ()

(4)

m
ot *
et comme (%)Fg) = —— =10 alors

©)

Of (™ s yp (tr, 7))
MEEY _ (—af > (@> . (3.6)
or dy r® or r®
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Puisque dans le développement de y. les puissances de t; de degré plus
k

petit que fy,ii) sont indépendants de 7 on a :

9 i
ordy, (_y) > 'y,(g) (3.7)
r

Lemme 3.3.2 Avec les conditions précédentes et si T est générique on a
I’égalité :
m(")
af(tk ) yrgj) (tk‘>7-))

d = .
or th ay €k
Démonstration
Comme
of of
—_— T—
dy i Ox |t
alors
of _ of
Ay r Oz
donc

et d’apres le lemme (3.3.1) on a 'égalité

of ()
d — p—
or 179 <8y |FI(:)> ek

pour tout 7 générique. n

Ainsi d’apres (3.6) et le lemme (3.3.2) on a trouvé

)
of (tp. ", Y (tr, 7))

or > e](;) + 71(;)

ordy,

(@)
c’est-a-dire que les termes de f(t, , Yt (te, 7)) de exposants plus petites
k

que e,(f) + ’y,(:) sont indépendants de 7 et on peut écrire
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e 1
m(® o o
O o tem) = Y it Y @i (38)

a:e](:)er;j) azegf)Jr'y,(:)

Maintenant on va en déduire des paramétrisations dans C{7, A} des points
dintersection de C'(A) avec I\

D’apres (3.8) les points de C'(A) N FS) vérifient

Z Catp + Z Co(T)tR = A

a:efj) +m](j) aZe](:) +'y,gi)

ou ¢ ¢, @ # 0. Donc on peut écrire
e, +my

NONING

tr V()= A

ou

{0

V(ty, ) = E Coteld fm® ty + E Cotel) fml® (T)te

a=0 a2y —m®

est une unité de C{t;, 7}.

Soit maintenant g(\,tg, 7) = tzg“)+m§“)V(tk, 7)—A. Nous allons calculer le -
discriminant de g(A, tx, 7). On peut voir le tg-discriminant comme 'image
dans le plan des (A, 7) du lieu critique de la projection dans ce plan de la
surface g(A,tg,7) =0, (on rappelle quun lieu est un ensemble algébrique).

Ce lieu est défini par les équations :

(z

e L (D
g()\7tk77—) = tkk "

k V(tk,T)—)\ZO

89()‘7 tka T)

=0
oty

Mais
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8 )\,t ,7— e(z) m(l)— 1 '3 avt ,7—
09\t 7) = ¢k e (e +m,§))V(tk,7)+tk—( b
8tk atk
Utim)
ou U(ty,7) est une unité de C{tg,7}.
Ag(\, tg, ) e pm()_1

Donc = 0 si et seulement si ¢, =0, c'est-a-dire t, =

Oty
0. Le discriminant de la projection dans le plan des (A, 7) de g(\, tg,7) =0
est définie par A = 0.

Ainsi il existe une unité n(\,7) € C{\,7} et un nombre M tels que

Ag (gt 7)) = AV (A, 7)
et, d’apres le théoreme de Zariski (1.3.1), on peut écrire

= Y da(T)A™ (3.9)
a=1

ou d(7) € C{r}, c’est-a-dire que les d,(7) sont des fonctions holomorphes
de 7.

Mais on peut dire un peu plus si on regarde combien des coefficients dans
(3.9) sont indépendants de 7.

Pour ce faire nous allons calculer la dérivée de la série (3.9) par rapport a
7, pour A fixé. L’ordre par rapport a A de cette dérivée nous donnera bien
la dépendence par rapport a 7 de la série. En fait, si nous fixons A\ assez

petit pour que, posant p = A ey , on ait

e =Y p*da(7) € C{r}

alors

O _ § e 0(7) (3.10)
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o)
Puisque f(t," , Y (t, 7)) = A on a:

(50 ) (50 (50 ) (50 o () | = 5 =0
ox NG Oty NG or r® oy r(® oty N or r® or NG or

c’est-a-dire

(@), | Go).p G (@), (@), (@), B =
or r® Ox £ Oty r® dy NG Oty £ oy r® or F](j)_

donc

(©)

N

(5),. ().,

oty B dy r® or r®

i (5n) ()t (5, ()
oxr N Oty r® oy r® oty r®

N

(3.11)

(D)

Mais d’apres le lemme (3.3.2), pour 7 générique on a :

of i
Ordtk ((8_y) Fl(;)> = el(ﬂ) (312)

et par définition du nombre 7,(;), on peut écrire

dy (i)
— > . .
ordy, <(a7'>r§j>> > Y (3.13)

mY 1
= m(z)t k on a :
, E Uk )
ri"

%
Oty

B of 1 [ Ox dy
Ordtk (D) - Ordtk ((ay)l“fj) [ T (atk)ﬂ(f) i (atk)rg)]>

=) e,(f) + m,(f) -1 (3.14)

De plus comme (
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pour 7 générique et ou on a (*) d’apres les lemmes (3.3.1) et (3.3.2) et le
i)

développement de Puiseux de F,(C )

Ainsi d’apres (3.11) on trouve

omu(G%)w>—mm«m—nm«m>

>e(z)+7(z) (e (z)+m§§)_1)
:’y,gf)—m,(c)—l—l

pour tout A € C assez petit.

Mais
atk o = aada(T)
o =2 o

a=1

donc

a=1

& Odq (T i i
ord, (Zpa%> > VI(C) - m,(g) +1

puisque s’il existe a € N | a < 7,(3) — m,(f) tel que 8d§—T(T) # 0 et en

choisissant «y minimal pour cette proprieté on a

. aada(T) Q0 adOéO(T) aadC'l(T)
> p =P+ Z p

or or
a=1 a>agp
)\e (Z) adao Z Ae Jrm(z) 8d ( )
a>oq
<z> <z> 3da T 0da(T)
:tao 0 ays

2 Vs, T)" . Zt or |
N~ a>ap N N~
A B

donc
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=, 0du(7) N @@ Od, (T)

ordy, (;p T) =ord,, (tkOV(tk,T) W Amy 8—07‘
—20

=ordy, (17°) + ordy, (V(tk, T) eS)*’"l(cZ))

:&0

Mais ap < 7,(:) - m,(:) < 7,(:) — m,(f) + 1, ce qui est une contradiction.

Ainsi
— 2 0da(7) (9) i)
ord, (5?21 PQT) > M m,g +1
donc
adoz 7 7
8(T) =0 pourtout 1 <a< yl(f) — mgg)
-

et d,(7) est indépendant pour tout 1 < a < 7,(:) - m,(;).

Ainsi les premiers 7,9) - m,(j) termes du développement de t; en puissances

de A\ sont indépendants de 7 et d’apres (3.9) on peut écrire

mgcz)_"_,yl(cz) .
M ,.0 ®, .0
te = E Ao A6 e+ E do(T)A™e Ter” (3.15)
a=1 a>m{P 4y 41

Si maintenant on substitue cette formule dans le développement de la branche
F,(;), étant donné que

_ (@)

(0 ,
1 ordy(x) = ordy (£ ) = mPordy (ty) = — i
my + e
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on a .

ordy (y(ty, 7)) >

donc

ROINO] .
o T AT o g i) 40

o (3.10
y= 3 ha(A T |
(@)

Maintenant on va voir combien des coefficients sont indépendants de 7 dans
(3.16).

Soit A € C fixé assez petit pour que les séries x,y convergent. Alors
1

;ﬂz) +e§;)

x,y € C{r} puisque, si p= A" on a:

(2= p"ga(r)
azmg)

Yy = Z P ha(T)

\ O‘Zmi(:)

donc
( Oz 0 00a(T)
or Z P or
aZm,(:)
ay o aaha(T)
or Z P or
a>m(1)
. =y,
Mais,

Or  Ox |0ty ON Oty | 8x%

o = ot |ox oz or | ~ ot o
0
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ainsi

ox ox ot
ordy, (E) = ordy, (6_tk) + ordy, (8_:>

>m,(f) -1+ V;Ef) - m,(f) +1

pour tout A assez petit et de facon similaire on a :
8y o 8y 8tk O\ 6tk i 6y atk

or ot |ON 01, Or | ot or
g

0 0 ot
ordy, (a—‘z) =ordy, (8_1531) + ordy, (a—f)

>m§f) -1+ 'y,(f) - ms) +1

donc

i

pour tout A assez petit.

Ainsi on a :

1. ordy, Z P J >%£)

8ha T i
2. ordy, Z p* (7) 2%9,

donc en raisonnant comme ci-dessus on trouve :

0 a\T )
1. ord, Z po‘g—() >%£)
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alors
09 (T) B Ohe(T)

or  Or =0

pour tout 1 < a < 'yk , donc g (7), ho(7) sont indépendants de 7 pour

tout 1 §a<7,g).

Ainsi d’apres (3.16) on a pour les points de C'(A)N FS) des développements
de Puiseux de x et y en fonction de A\ et 7 de la forme suivante :

( @)
v —1
x:Zg)\k+m —I—Zga Ak*m ou g« # 0
k
G NG
1O (3.17)
y= ho e+l 4 Z ho(r) A
N
\ a= 7rlk

donc la plus petite puissance de X\ dont le coefficient dépend de 7 est
N0

RO

Ak =l
Ainsi quand (1 : —7) varie dans U, les coordonnées des points ou la
tangente a la courbe de niveau a pour direction (1 : —7) ne dépendent

effectivement de 7 qu’a partir de I'exposant ’y,(:).

3.4 Concentration de courbure.

Ensuite on va voir que la courbure des courbes de niveau C(\) de C est
concentrée autour des points d’intersection de ces fibres avec les branches des
courbes polaires générales de C.

A partir de (3.17) on peut définir le point

(1) -1

&) = Zg)\ Ty ZhA e

m(® m (0
=y, =My,

dont les coordonées sont les parties indépendants de 7 des développements
de Puiseux (3.17).
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On note f,(fg()\) le point obtenu en remplacant A par w'A ol w est une

racine primitive (eg)—i-m,(f))— eme de 'unitéet [ € {0,1,..., (eg)—i-m,(f) -1)}.

On va voir maintenant qu’autour des points {,(Jg()\) se concentre beaucoup

de la courbure de C()).

Proposition 3.4.1 Soit T' C U un compact quelconque. Alors pour tout
T € T et pour tout € < ¢ il existe c(T) € RT tel que les points
d’intersection de C(X) et la branche F,(;) du paquet T'®) de P,(C) sont
(i)
B —
dans les boules fermées de centre f,(:g()\) et de rayon c(T)|)| "+ quand
A vers 0.

Démonstration

Soit (z,y) un point de C) N FS). Il existe [ € {0,..., (e,(f) + m,(f) —1)} tel
que

e o
() 1), (D) (@) 1), (D)

= E ga(T))\ek R E ha(T))\ek Ty

azay” azyy”

( ;YI(CZ) (2) ((1')77’?()') (Q;VIii()')
= AT S AT (A

>y azay”
p
5

= Ao 3.18
= dl (3.18)

Mais les g¢s(7), hs(7) sont holomorphes et restent donc bornées sur le com-
pact T. Ainsi quand A\ assez petit il existe une constante ¢(7) € RT et il
existe o(T) € RT tels que pour 7 € T et A plus petit que o(T) on ait
llpll < e(T) et donc

o)

S
M < (TN +m
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Maintenant on va affiner un peu plus. On peut regrouper les paquets {F(i)}
de la décomposition de la courbe polaire P.(C) décrit dans le théoreme
(2.4.1) en deux ensembles :

A= {TD / QW est un sommet simple de T(C)}
B :={I'D / QW est un sommet de bifurcation de T(C)}

Alors on distingue les cas suivants :

1. Le paquet T'® est dans A.
Dans ce cas-1a di(QW) + do(QW) =1 donc v(QW) = gﬁ pour tout
ig
io € Igw ot k(QW)=g¢—1, ainsi
i [ i ﬁio 7 oy
Wz o @)m(Ty) = Tmi? = G

20

et d’apres le lemme (2.4.1) la puissance Béo n’apparait pas dans le
(i

développement de y.. Alors vk) > B;O et en conséquence
k
Fpm(Ty)

Si '@ e A alors 7,?) > B;O =
L

(3.19)
pour tout g € Igu et E(QW) =q—1.

2. Le paquet I'® est dans B.
On peut distinguer aussi deux cas :

(a) On a dy(QW) = 0.

Dans ce cas-1a Q) est un sommet de bifurcation mais tous les
arétes qui sortent de Q® sont pointillées.

Soit k(Q®) = ¢. On va distinguer deux cas :

%

i. Si ¢>1 alors v(QW)> e

- nZO

pour tout ig € I -
ii. Si ¢=0 alors v(QW)>1 .
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Doncsig>1ona

; ﬁlom(r(z)> s
> 0(QV)m(T})) 2 =—-= = (3.20)
Ny,
pour tout ig € Igm et si ¢ =0 on peut écrire

71(:) >m(T}7) =my’ .

(b) On a dy(QM) #£ 0.
Dans ce cas, Q® est un sommet de bifurcation mais sa valua-
tion est en correspondance avec un exposant caractéristique d’une
branche C;, de C qui "passe” par Q¥ c’est-a-dire qu’il existe
une branche C;, de C telle que ig € Iow et v(QW) = iio ol
. 7/0
KQW) =q—1.

N 3i0 A ,
Comme dans ce cas-la le terme en t% apparaitre dans le développement
de Ypo en puissances de #; on a :

1) > 0(@QP)ym(Iy)) = “—E L = i (3.21)

ol ig € IQ(i) et k(Q(z)) =q-—1.

Remarque 3.4.1 Dans le cas d’une branche l'inégalité (3.19) remonte a
H.J.S. Smith ([S]), et pour une branche générique dans sa classe d’équisingularité,
Casas dans ([Cal], [Ca2]) a étudié en profondeur le contact de la polaire

P.(C) avec C' et en particulier déterminé la valeur de fy,(:).

Proposition 3.4.2 Soit T'C U un compact quelconque. Soit aussi re
un paquet de la courbe polaire et F,(f) une branche de ce paquet. Alors pour

tout 7 € T et pour tout || assez petit on a :

1. Si T@W € A les points d’intersection de F,(f) et C(A\) sont dans les
ﬁf})

boules B( ), A+ ot g € Tnw et K(QW) =g — 1.

2. 85i TW e B et dp(QW) #0, il existe ig € Igw tel que les points d’in-
ﬁ”ll
tersection de F,(f) et C(\) sont dans les boules B(ff( )y | Al (2)”0))
ot k(QW)=¢q—1.
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3. Si T e B tel que dy(QW) =0 et v(Q®W) > 1 Ies points d’intersec-
tion de T\" et C(\) sont dans les boules B(f,(;g(/\), A"+ o

19 € [Q(i) et k’(Q(l)) =q.
Remarque 3.4.2 S’il existe un sommet de valuation 1 ce ne peut étre que
le point base Q. Cela signifie que la courbe C' contient au moins deux

branches transverses. Si U(Q(O)) = 1, nous noterons I'®©) e paquet de
branches de la courbe polaire correspondant & Q.

Démonstration

D’apres la proposition ci-dessus on sait que les points d’intersection de T’ ,(f)
(i)
N
et C(\) sont dans les boules fermées B(&,(ﬁ()\), c(T)|\| ) +mi) ) quand ||

est assez petit.
1. Si T® € A alors 'y,(:) > Bg pour tout j € Inm et ou k(QW)=q—1.

Donc il existe n € N— {0} : ’ylgi) =n+ Bg

Ainsi d’apres la proposition (3.4.1) si (z,y) € C(A) N F,(f) il existe
1e{0,.... (e +m —1)} et ¢(T) € R tels que

< (T)| A+
EETEN
— (T A Ak

g
et pour |A| assez petit on a ¢ < 1, donc

A
M < |+

Ainsi

W) = BE). A

)

(@y) e () BEIN), A

Jel(Q®)
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%0

. q < g (i)
m(CS)_m(C'Z-O) ou g—1=Fk(QW).

En effet si ig,s € [(Q®) alors

Donc
s (4) 10 (4) ~
BS _ ﬁqm(]‘_‘k‘ ) ﬁ F ) — 20
I m(Cs) m(CZo) !
et

G By
m® 4@ 40

2. Dans ce cas-la T'W € B et dy(QW) # 0, donc il existe ip € 1(QW)
tel que 'y,(j) > B0 on k(QW)=¢g—1 (donc ¢ >1). Mais 8, < i

ainsi
(4) (4)
ﬁio lmk < 10 mkz
a N a UZN
et 6 < 510 Alors 719 > ﬁ ", et il existe n € N— {0} : ):
URSCARY

Donc si (z,y) € C(A)NTY il existe 1€ {0,..., (e’ +m{’) — 1)} et
c(T) € R" tels que pour tout 7€ T

M =||(z,y) — &)
)
< (T[4
5O,
=(T) R

g
et pour |\| assez petit on a o <1, donc

Jﬁ;,
M < A"+
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(Remarque : dans ce cas-la si k(Q®) =0 (c’est-a-dire ¢ = 1) alors

i i B (i i i

B, =6 = ﬁmé) et (0, = m](g))

3.8 I' € B et dy(QW) =0 alors 7,(3) > Bé pour tout j € Inwm et
ot ¢ = k(QWY).

On va distinguer deux cas :

(a) ¢ > L.
Dans ce cas-la 7,?) > Bg pour tout j € Igw et on obtient un
résultat de forme analogue au cas (a).

(b) ¢=0.
Dans ce cas-la 7,?) > m,(j) et comme v(Q®W) > 1 on trouve

’Yi(ci) > mg) et les points de C(\) N F,(f) sont dans les boules

(i)
_m o |
B(f‘,(;}, ’)\’e}:um;)) oll mfj) = 3, pour tout j € I(Q"). Donc
on a le résultat. n

Remarque 3.4.3 Pour tout compact T il existe o(T) tel que pour tout
A\, |A| < o(T) les points d’intersection (P.(C) —T©)NC()\) sont dans la
réunion des boules définies ci-dessus, pour tout 7 € T'.

Corollaire 3.4.1 Les exposants e qui apparaisent dans les rayons |A|°
des boules de la proposition (3.4.2) ne dépendent que de la topologie de C.

Démonstration

Le rayon d’une boule est de la forme

ﬁio
|k e

ou A assez petit, C;, est une branche de C' et

L e 4 mf) = (€10

i B
2. 6(10 = ﬁ?)m(C@ )
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Mais (C,T})) = (C;,T\) et si

J

G <p<Bl,

alors ' _ A
c, ) 8 p— B
I B R B
m(rk ) nl...nl_l nl...nl/
A

c’est-a-dire (C’j,l",(;)) = m(f‘,(j))Aj donc

)+ ) = (€. 1) = () 3 4

J

Ainsi

ﬁéio) 6{510)m(rl(;)) ﬁ(iO)

. q
i+ CIPmCy) m(C) YA,
J

Il suffit donc de prouver que les A; ne dépendent que de la topologie de C.
Mais on a :

ai J

A — B p— B
A S S B
nln-.nlil nl---nl

et il suffit de prouver que p = cont(C}, F,(j)) ne dépend que de la topologie
de C.

On considére deux cas :

1. Si jeI(QY) alors Cont(C’j,Fg)) = nv(QW) et

2. 81 j ¢ I(QW) alors cont(C’j,F,(;)) = cont(C;,C;) pour tout [ €
1Q).

donc p ne dépend que de la topologie de C' et on trouve le résultat.
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Remarque 3.4.4 En principe les centres des boules que nous avons définiees
dans la proposition (3.4.2) dépendent du type analytique de C et pas
seulement du type topologique.

Nous allons maintenant evaluer la quantité globale de courbure concentrée
dans ces boules, c’est-a-dire comparer :

A _ | K| dv
/cm Tt BED AL )

k,ig,q
et
/ | K |dv
C(A\)NB.
ol p,(j’)imq dénotera les différents rayons des boules que nous avons déja
définies.

Pour ce faire, les résultats de Langevin deja exposés sont indispensables.

On prendra garde que bien que les boules ne soient pas disjointes, a chaque
point d’intersection de la courbe polaire avec les courbes de niveau correspond
une boule bien définie.

Lemme 3.4.1 Soit I'®© e paquet de la courbe polaire P.(C') dont le
sommet associé Q) vérifie v(Q) = 1. Alors

0 s’il n’existe aucun sommet de valuation égale a 1
r®,c) -

(t — 1)m(C) sl existe un sommet de valuation égale a 1

ou t est le nombre de composantes tangentielles de C.

Cest-a-dire s’il existe un sommet de valuation égal & 1 alors T© est la
partie de P.(C') qui est transverse a C, et s’il n’existe pas ' est vide.

Démonstration

Sl n’existe aucun sommet de valuation égale & 1 alors TI'©  est vide et
(T, ) = 0.

Maintenant on va supposer qu'il existe un sommet Q© de valuation égale
al.
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On sait que (I'?,C) = Z(F,&O), C) . Mais
K

Y, o=@, c)

i€l
= > @.c)+ >0 @G,
lG[Q(O) Z¢IQ(O)

Donc comme v(Q®) =1 et Iy =1 ona

Yoy = > @ .

iEIQ(O)

Si on prend i € I alors

cont(C;, Féo)) = nw(Q(O)) =n; = é
et d’aprés (1.2.2) on peut écrire :

(Civ FI(cO))
m(TY)

:ni

donc (C;, T = (T ;) = nam(TV) et
(C, T = m(C)m(T?)

c’est-a-dire T'®  est transverse & C. Comme de plus chaque composante
qui est transverse & C est dans le paquet correspondant & Q©, I'® est 1a
partie de P,(C) qui est transverse a C.

De plus m(I'®) = d(Q®) —1=1¢—1 donc

(IO, ) = (t — Ym(C).

Théoréme 3.4.1 Reprenons la notation de la proposition (3.4.2). Soit T'(®)
le paquet de la courbe polaire P,(C) dont le sommet associé Q) vérifie
v(Q®) = 1. Alors
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1. Si T© est vide on a :

lim / |K|dv—/ s : [Kldv) =0 (3.22)
eA—0,|\|<<e C(N) cN( i,k,l,qu(cZ,;,q()\))

2. Si T n’est pas vide on a :

lim / | K[dv — / s
e,A—0,|\[<<e c(N) c(xN(

ou t est le nombre de composantes tangentielles de C'.

()
ikil,a Bhlg

| K| dv) =27 (t—1)m(C)
()
(3.23)

Démonstration
Soit V = B,Ef}q()\) = B(ﬁ,(:g()\), p,(é)m). D’apres (3.2.2) on a

/ _ |K|dv > 27
BY (nnc)

k,l,q

puisque dans chaque boule B,(ﬁ [N =18 (5,(3()\), p,(;)l ,) iy aau moins un
point de la courbe polaire. Mais

[omi= [ wl= [l [

c(N) cN-BY) ,(\) p1 T
- [ K
pL_T

S/ (u® + M —1)
PL-T
< (u® + M — 1)mesure(P' — T') (3.24)

et d’apres la remarque 3.4.3 si on somme sur toutes les boules, on trouve :

v T _ (70 '
/C(ms |K|dv > 27 [(P(C),C) — (', C)] (3.25)

i,k,l,q Bl(cz,;,q()‘)

Donc d’apres le théoreme (3.2.2) et (3.25) on a

lim / | K|dv — / s
A e—0,|A[<<e C(M)NB-. C(MN(

()
ik,la Brlg

|K]| dv) = 27(I'?, C)
(M)
(3.26)



3.4. Concentration de courbure. 199

Ainsi d’apres le lemme ci-dessus on trouve le résultat. .

Remarque 3.4.5 Dans la démonstration du théoréeme (3.4.1) on pourrait
remplacer I'inégalité (3.24) par celle de la remarque (3.2.1), et éviter d’avoir
a évoquer un changement de variables qui élimine d’éventuelles composantes
linéaires de la courbe.

Corollaire 3.4.2 On n’a aucune concentration de courbure si et seulement
si pu® = M2 cest-a-dire le point singulier est un n-uple ordinaire (i.e. t =
,u(l) +1). "

Corollaire 3.4.3 Si T(® est vide la courbure de C()\) se concentre as-
symptotiquement quand A\ — 0 dans les boules B,(j}’q()\) = B(f,gf?(/\), ,0,(;,)[7(1)
que nous avons définie dans la proposition (3.4.2).

Remarque 3.4.6 On doit remarquer que les boules o1l se concentre asymp-
totiquement la courbure de C(\) quand A — 0 sont indépendantes de T

et que leurs rayons dépendent seulement de A\ et de la topologie de C' mais
en principe leurs centres dépendent du type analytique de P,(C'). De toute
fagon bien que les centres dépendent du type analytique on peut controler la
"taille” de la région o1l se concentre asymptotiquement la courbure de C'(\)

quand X\ — 0 a partir de la topologie de la courbe C'.
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