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Introducci�on.

El concepto cl�asico de homotop��a en espacios topol�ogicos desarrollado por

J.H.C. Whitehead en 1950 [W2] se basa en el uso de un funtor cilindro para

obtener identi�caciones de aplicaciones continuas, dando lugar a grupos, suce-

siones exactas y otros entes algebraicos que permiten un conocimiento m�as

amplio de los espacios. A partir del cilindro topol�ogico, identi�cando una de

sus tapas a un punto, surge el funtor cono, que preserva los objetos algebraicos

obtenidos a trav�es del cilindro.

Otro procedimiento desde el punto de vista homot�opico para el estudio de

los espacios topol�ogicos consiste en de�nir un funtor con dominio esa cate-

gor��a y codominio una algebraica, en la cual se puede de�nir una homotop��a,

entendiendo por ello una relaci�on de equivalencia con propiedades similares a

las de la homotop��a cl�asica. La aproximaci�on simplicial introducida por D.W.

Kan en 1955 [Ka] es uno de los primeros y m�as importantes ejemplos en este

sentido.

Con la noci�on anterior de homotop��a en categor��as algebraicas, existen

tambi�en ejemplos que no se corresponden, en principio, con ning�un funtor

asociado desde los espacios topol�ogicos, entre los cuales destacan, entre otras

cosas por ser precursores en este sentido, las homotop��as proyectiva e inyectiva

creadas por B. Eckmann y P.J. Hilton para R-m�odulos entre los a~nos 1956 y

1958 [E] [Hi1] [Hi2].

En 1961 P.J. Huber intenta relacionar la homotop��a de Whitehead en es-

pacios topol�ogicos con las de Eckmann y Hilton para R-m�odulos [Hub2], uti-

lizando para ello las construcciones standard de�nidas por R. Godement en
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1958 [Go]. Huber asocia as�� a los espacios topol�ogicos y R-m�odulos complejos

semisimpliciales cuyos grupos y sucesiones exactas coinciden con los ya cono-

cidos. Pero de sus axiomas no se deduce que los complejos asociados sean

necesariamente de Kan, lo cual no permite, en general, la obtenci�on de gru-

pos y sucesiones exactas de homotop��a. El cono topol�ogico es un ejemplo de

construcci�on standard dual, pudi�endose considerar por ello la teor��a de Huber

como uno de los primeros intentos de axiomatizar la homotop��a a trav�es de un

funtor cono.

Posteriormente, H. Kleisli en 1962 [Kl1] y J.A. Seebach Jr. en 1972 [Se] in-

tentan generalizar el concepto de cono topol�ogico bas�andose en las homotop��as

ya mencionadas de Eckmann y Hilton para R-m�odulos, pero sus desarrollos

s�olo son v�alidos en categor��as muy particulares, aditivas con propiedades adi-

cionales en el primer caso y con objetos inyectivos en el segundo, lo cual hace

que dichas axiom�aticas sean muy pobres, pues incluso en categor��as aditivas

existen homotop��as no inyectivas ni proyectivas.

La axiom�atica de homotop��a funtorial sobre categor��as aditivas m�as amplia

desarrollada hasta el momento, pues engloba todos los ejemplos anteriormente

mencionados y da origen a otros no proyectivos ni inyectivos, es la introdu-

cida por S. Rodr��guez-Mach��n en 1990 [R] y [P-]. Usando axiomas similares

a los de categor��a con un cilindro natural descritos por H.J. Baues [B2] y un

funtor cono obtiene grupos de homotop��a, sucesiones exactas de homotop��a y,

a semejanza de lo hecho por Huber con las construcciones standard, �-grupos

abelianos cuyos grupos de homotop��a coinciden con los obtenidos a trav�es del

cono. En esta teor��a todos los grupos de homotop��a, incluido el primero, son

abelianos, y dado un cilindro en el sentido de Baues es posible asociarle un

cono del tipo de Rodr��guez-Mach��n, y viceversa, de forma que las teor��as de

homotop��a resultantes son coincidentes.

Existen diversas teor��as de homotop��a algebraica que no utilizan funtores,

destacando, pues la mayor��a de las homotop��as existentes en la actualidad

son ejemplos de ellas, las categor��as de modelo creadas por D.G. Quillen en

1969 [Q1] y m�as a�un, por no ser una teor��a autodual, las categor��as co�bradas

obtenidas por H.J. Baues en 1989 [B2]. La exigencia de l��mites y col��mites
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�nitos, as�� como el hecho de ser una teor��a autodual, posibilitan las existencia

de homotop��as que no sean categor��as de modelo. Adem�as, las di�cultades

que presentan ciertos c�alculos en el caso de teor��as no funtoriales, el hecho de

que gran n�umero de las homotop��as conocidas s�� lo sean y, por �ultimo, que las

categor��as co�bradas de Baues incluyan a las homotop��as cil��ndricas, sugiere

que una axiom�atica basada en un funtor cono, no necesariamante incluida en

dichas categor��as co�bradas y que englobe a la mayor��a de las homotop��as

es de gran importancia a la hora de simpli�car c�alculos y de obtener nuevos

ejemplos, as�� como para llegar a dar una axiom�atica de�nitiva en homotop��a.

La teor��a de homotop��a algebraica aqu�� presentada usa como cono la cons-

trucci�on standard dual de Huber [Hub2], junto con axiomas relativos a co�bra-

ciones deducidos de los respectivos dados por Baues en las categor��as con un

cilindro natural [B2]. Esto permite, por una parte, desarrollar la teor��a desde

el punto de vista cl�asico, sin asociar funtorialmente una categor��a algebraica,

y por otro lado usar las t�ecnicas de Huber para obtener complejos semisimpli-

ciales, que en este caso son de Kan, cuyos grupos y sucesiones exactas coinciden

con los obtenidos a trav�es del primer m�etodo.

An�alogamente a lo que sucede en categor��as co�bradas y a diferencia de

lo que ocurre en categor��as con un cilindro natural, s�olo se puede hablar de

homotop��a relativa a una co�braci�on, pues no se exige la existencia de objetos

co�brantes, ni siquiera de objeto inicial. Esto impide usar, a semejanza de lo

hecho con cilindro, las equivalencias de homotop��a como equivalencias d�ebiles,

pues no se puede asegurar su existencia y por ello, en principio, una categor��a

con cono natural no tiene por qu�e ser una categor��a co�brada.

No obstante, haciendo uso del concepto aqu�� denominado \homotop��a ge-

neralizada" se obtienen grupos de homotop��a relativa basados en un mor�smo

que, a su vez, dan lugar a sucesiones exactas cuando se tiene un par. La ho-

motop��a generalizada se obtiene para evitar las categor��as punteadas con su

funtor suspensi�on, tan necesarias en otras teor��as de homotop��a algebraica para

la obtenci�on de grupos, y que de esta forma resultan como un caso particu-

lar cuando se toma como mor�smo base del grupo al cero. Este concepto de
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homotop��a generalizada se puede tambi�en desarrollar de forma an�aloga en la

mayor��a de las teor��as que hacen uso de co�braciones, obteni�endose no s�olo los

grupos de homotop��a relativa basados en un mor�smo sino tambi�en, usando

las co�braciones de pares adecuadas, las sucesiones exactas correspondientes,

resultando los grupos y sucesiones exactas ya existentes como caso particular.

Las categor��as co�bradas y las categor��as con un cilindro natural son impor-

tantes ejemplos de lo anteriormente dicho.

El producto de los n�umeros reales induce una transformaci�on natural desde

el doble cilindro en el cilindro topol�ogico de forma que su composici�on con

las inclusiones asociadas a �este y consigo misma dan relaciones entre estas

transformaciones y la proyecci�on. Usando estas relaciones como de�nici�on de

producto natural en un cilindro, si se tiene una categor��a con objeto �nal y

un cilindro natural que admita un producto del tipo anterior, se induce una

estructura de cono, en el sentido axiom�atico aqu�� presentado, cuya homotop��a

relativa coincide con la asociada al cilindro. Este producto natural no s�olo

existe, como en un principio pudiera pensarse, para el cilindro topol�ogico, sino

que tambi�en est�a presente en otros que se relacionan de alguna forma con

�el, como por ejemplo el cilindro en la categor��a de espacios exteriores para el

estudio de la homotop��a propia, o sin ninguna relaci�on directa, como pueden

ser los cilindros de la homotop��a de los complejos de cadena sobre categor��as

aditivas.

El cono de Rodr��guez-Mach��n es tambi�en un caso particular de esta axio-

m�atica, pues en categor��as aditivas la operaci�on de los grupos de homotop��a

viene un��vocamente determinada por la suma de mor�smos existente en la

categor��a pudi�endose, cuando la categor��a tiene con�ucleos o las co�braciones

se de�nen por la propiedad de extensi�on de nulhomotop��a, reducir el n�umero y

la exigencia de los axiomas. De esta forma, homotop��as proyectivas e inyectivas

similares a las de�nidas por Eckmann y Hilton para R-m�odulos, as�� como otras

no de este tipo relacionadas con funtores Hom y productos tensoriales pueden

ser encuadradas dentro de esta axiom�atica.

El concepto dual de categor��a con un cono natural se ha denominado ca-

tegor��a con un cocono natural, y es el equivalente a los desarrollos usando
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�braciones en la homotop��a cl�asica, a las categor��as con un funtor caminos

naturales y a las construcciones standard de Huber. Como sucede con la teor��a

cilindro-caminos, en determinadas circunstancias una homotop��a puede venir

de�nida mediante un par de funtores adjuntos cono-cocono. Es m�as, todo par

de funtores adjuntos induce nuevas estructuras duales de este tipo a partir

de una dada, pudi�endose as�� crear homotop��as en categor��as relacionadas por

dichos funtores.

El trabajo que aqu�� se presenta est�a dividido en cuatro partes. La primera

es un cap��tulo introductorio donde se hacen constar los fundamentos categ�ori-

cos que se van a utilizar, as�� como la notaci�on. La parte segunda comprende los

cap��tulos II, III y IV, y en ella se desarrolla la teor��a de homotop��a algebraica

a trav�es de un cono, comenzando por el concepto de homotop��a relativa a una

co�braci�on, siguiendo con la creaci�on de los grupos de homotop��a y �nalizando

con las sucesiones exactas asociadas a un par. La tercera parte consta de un

cap��tulo que analiza el caso particular de las categor��as punteadas, expresando

su homotop��a en funci�on de la generalizada. La �ultima parte, cap��tulo VI, est�a

dedicada a la dualizaci�on de la teor��a y a la obtenci�on, a partir de desarrollos

te�oricos, de ejemplos concretos de homotop��as que veri�can la axiom�atica.

En el cap��tulo primero, como ya se ha dicho, se dan los fundamentos de

la teor��a de categor��as que se van a usar a lo largo del trabajo. Estos fun-

damentos son de�niciones y propiedades que poseen los distintos conceptos

de�nidos, y que se dar�an sin demostraci�on, pues �estas pueden encontrarse en

cualquier tratado general de teor��a de categor��as, salvo que dichas demostra-

ciones adopten un punto de vista no usual o sea preciso recurrir a ellas a lo

largo del desarrollo. Tambi�en se �jar�a la notaci�on categ�orica que se utilizar�a en

los siguientes cap��tulos. Se hace notar que el concepto de diagrama, al intro-

ducirse en el primer p�arrafo cuando a�un no se ha dado el de funtor, tiene una

de�nici�on poco usual aunque coincidente con la habitual. Asimismo sucede

con el concepto de col��mite,��ntimamente relacionado con el anterior. Por esto,

las demostraciones en estos casos s�� son indicadas.

Este cap��tulo consta de tres p�arrafos. En el primero se dan los principales
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conceptos categ�oricos, sin hacer uso de funtores ni transformaciones naturales,

presentando la teor��a de dualizaci�on. Cabe se~nalar que se trabaja en cate-

gor��as peque~nas, aunque la teor��a es f�acilmente extendible a categor��as en el

sentido amplio de la palabra, tambi�en denominadas por algunos autores meta-

categor��as. Esto se hace por considerar el concepto de categor��a peque~na lo

su�cientemente amplio para el prop�osito que se desea. En el segundo p�arrafo

se realiza un desarrollo similar al hecho en el anterior, para los conceptos de

funtor y transformaci�on natural. Por �ultimo, en el tercero se de�ne la ca-

tegor��a denominada de push outs, y se estudian algunas de sus propiedades,

que van a ser fundamentales en el cap��tulo V, dedicado a las categor��as pun-

teadas. En este caso, a diferencia de los p�arrafos anteriores, s�� se realizan las

demostraciones pertinentes.

El segundo cap��tulo tiene como objetivo principal de�nir homotop��a relativa

a una co�braci�on mediante la axiom�atica establecida. Consta de dos p�arrafos.

En el primero se da el concepto de categor��a con un cono natural, usando

la construcci�on standard dual de P.J. Huber [Hub2] como de�nici�on de cono

junto con axiomas (de push out, co�braci�on y cono relativo) similares, desde

el punto de vista de la nulhomotop��a, a los respectivos de las categor��as con

un cilindro natural dadas por H.J. Baues [B2].

El axioma de push out da un m�etodo para decidir cu�ando un mor�smo es

co�braci�on, permite extender la homotop��a relativa a co�braciones con codo-

minio contr�actil hasta otras no necesariamente de este tipo, y hace que el axio-

ma de cono relativo tenga sentido, obteni�endose de esta forma a partir de una

co�braci�on dada, mediante un proceso iterativo, una sucesi�on de co�braciones

que dar�a lugar a los grupos de homotop��a relativos a �esta. La transformaci�on

de los push outs co�brados en push outs por el funtor cono hace que los grupos

de homotop��a relativos a co�braciones relacionadas mediante push outs sean

indistinguibles.

El axioma de co�braci�on hace que los isomor�smos sean co�braciones, per-

mite crear la sucesi�on exacta asociada a un par as�� como los grupos de homo-

top��a esf�erica, da otro m�etodo de decisi�on sobre cu�ando un mor�smo es co�-
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braci�on y hace que la relaci�on de homotop��a sea de equivalencia, obteni�endose

as�� una estructura de grupo en los corchetes de homotop��a relativa.

El axioma de cono relativo, adem�as de permitir crear los grupos de homo-

top��a relativos a una co�braci�on, como ya se ha dicho, hace que el cono de una

co�braci�on tambi�en lo sea.

La propiedad de extensi�on de nulhomotop��a dada en el axioma de co�-

braci�on es equivalente, por tener una retracci�on el cono de la inclusi�on de un

objeto en su cono, a la propiedad de extensi�on de homotop��a para mor�smos

hom�otopos al cero en categor��as con un cilindro natural. Dicha retracci�on

siempre existe cuando el cilindro tiene producto natural.

Cuando el axioma de cono relativo se cumple para cualquier mor�smo que

veri�que la propiedad de extensi�on de nulhomotop��a y �estos tienen push outs,

entonces dichos mor�smos se pueden usar como co�braciones, y se dir�a que

la categor��a tiene \todas las co�braciones". En este caso las construcciones

standard duales de Huber, si el funtor cono transforma push outs co�brados

en push outs, son categor��as con un cono natural.

Cuando el mor�smo inicial en una categor��a con un cono natural es co�-

braci�on, esto es, todos los objetos son co�brantes, se puede suprimir, a seme-

janza de lo que ocurre en una categor��a con cilindro natural, en el axioma de

co�braci�on que las identidades e inclusiones en su cono de los objetos, sean

co�braciones.

En el segundo p�arrafo se de�ne homotop��a relativa a una co�braci�on cuyo

codominio sea un objeto contr�actil, haciendo uso del axioma de cono relativo

y de una retracci�on para la inclusi�on del objeto codominio en su cono, siendo

dicha de�nici�on independiente de la retracci�on elegida. Por la propiedad de

extensi�on de nulhomotop��a esta relaci�on de homotop��a es de equivalencia, y

compatible con la composici�on de mor�smos. Hay que observar que para la

compatibilidad a izquierda, al estar trabajando con homotop��a relativa, es

necesario un cuadrado conmutativo que relacione las co�braciones.

El tercer cap��tulo est�a totalmente dedicado a la creaci�on de los grupos de

homotop��a de un objeto relativos a una co�braci�on y basados en un mor�smo.
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En este sentido, en el primer p�arrafo se crea el grupoide de homotop��a de un ob-

jeto relativo a una co�braci�on cuyo codominio sea un contr�actil fundamental,

esto es, un objeto contr�actil que veri�que con alguna de las retracciones para

la inclusi�on en su cono una propiedad similar a la segunda del axioma de cono.

El m�etodo utilizado es bastante frecuente en homotop��a algebraica, usando las

propiedades re
exiva, sim�etrica y transitiva de la relaci�on de homotop��a para

las identidades, caminos inversos y composici�on de caminos, respectivamente.

De esta forma, el espacio de lazos basado en cualquier identidad adquiere es-

tructura de grupo, denominado primer grupo de homotop��a del objeto relativo

a la co�braci�on basado en el mor�smo que hace de identidad. Estos grupoides

tienen car�acter funtorial respecto a co�braciones y objetos, de forma que si la

co�braci�on o el objeto es contr�actil, los primeros grupos son triviales.

Cuando dos co�braciones fundamentales est�an relacionadas por push outs,

los grupoides de un objeto relativos a ellas son isomorfos. En consecuencia, si

dos co�braciones est�an relacionadas por un push out y una de ellas es funda-

mental se puede extender la de�nici�on de homotop��a relativa a la otra, usando

el isomor�smo anterior. Tambi�en existe un isomor�smo entre la homotop��a re-

lativa a una co�braci�on fundamental y la relativa a la composici�on de �esta con

la inclusi�on en el cono de su codominio, por lo que basta considerar homotop��a

relativa a co�braciones con codominio un cono.

Los grupos de homotop��a se de�nen en el segundo p�arrafo, usando la

sucesi�on de co�braciones procedente de la iteraci�on, por el axioma de cono

relativo, de una dada, y la proyecci�on natural que existe desde el doble cono

en el cono. En este sentido, el n-grupo de homotop��a relativo a una co�braci�on

de un objeto basado en un mor�smo coincide con el primer grupo de homo-

top��a relativo a la (n-1)-iteraci�on de la co�braci�on, de dicho objeto, basado en

la composici�on de la proyecci�on desde el n-cono con el mor�smo.

El cono relativo act�ua funtorialmente sobre las co�braciones, de forma que

relaciona mediante push outs las iteraciones de una co�braci�on relacionada

por push outs con otra con las iteradas de la segunda, produci�endose as�� un

isomor�smo entre los grupos relativos a dichas co�braciones.

Los grupos de homotop��a de�nidos tienen car�acter funtorial respecto a co�-
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braciones y mor�smos base, de forma que sobre co�braciones contr�actiles o

mor�smos con codominio contr�actil son triviales. En categor��as punteadas

existe un isomor�smo natural entre la homotop��a relativa al coproducto �nito

de co�braciones y el producto de los grupos relativos a ellas. Usando, en estas

categor��as, el mor�smo cero, surgen los grupos de homotop��a relativos a una

co�braci�on y los referidos a un objeto, siendo isomorfos al corchete de homo-

top��a desde la n-suspensi�on del objeto, como sucede en la mayor��a de las teor��as

de homotop��a conocidas. Es por esto que se ha denominado a la homotop��a

aqu�� introducida \generalizada". Para los grupos de homotop��a referidos a un

objeto es su�ciente la existencia de una retracci�on para la inclusi�on del cono

en el doble cono, pudi�endose as�� prescindir de la proyecci�on natural.

En el cap��tulo cuarto se crean las sucesiones exactas de grupos de homo-

top��a relativas a una co�braci�on de un par basados en un mor�smo. Consta de

dos p�arrafos. El primero est�a dedicado al estudio de la categor��a de pares, que

en este caso tiene como objetos co�braciones. La estructura de cono de la ca-

tegor��a original dota a la de pares de un cono natural, donde las co�braciones

son mor�smos de pares cuya componente entre los dominios es co�braci�on

y de forma que el mor�smo inducido desde el push out de �esta con la co�-

braci�on dominio, en el cuadrado conmutativo de dicho mor�smo sea tambi�en

co�braci�on. Obs�ervese que, de esta forma, la componente entre los codominios

es co�braci�on. Al tener la categor��a de pares una estructura de cono natural,

todo lo dicho en los cap��tulos II y III sigue siendo v�alido, pudi�endose as�� hablar

de grupos de homotop��a relativos a una co�braci�on de un par basados en un

mor�smo de pares.

Las sucesiones exactas asociadas a un par se crean en el segundo p�arrafo

de este cap��tulo, de�niendo el (n+1)-grupo de homotop��a relativo a una co�-

braci�on de un par basado en un mor�smo con codominio el dominio del par,

como el n-grupo de homotop��a relativo a la co�braci�on de pares con com-

ponentes la co�braci�on dada y su cono, del par mencionado, basado en el

mor�smo de componentes el dado, y la composici�on de la proyecci�on desde el

cono con dicho mor�smo y la co�braci�on asociada al par.
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Los homomor�smos de la sucesi�on se de�nen de forma similar a como se

hace en las distintas teor��as de homotop��a algebraica, necesitando para la exac-

titud, como tambi�en sucede en ellas, un isomor�smo que relacione el corchete

de homotop��a desde el n-cono de la inclusi�on con el corchete de homotop��a

desde el cono de la inclusi�on del (n-1)-cono.

Las sucesiones exactas asociadas a un par relativas a una co�braci�on y

referidas a un objeto son tambi�en casos particulares de las anteriores, cuando

se trabaja en categor��as punteadas y se utiliza como mor�smo base el cero.

Estas sucesiones dan lugar a las asociadas a un par de la homotop��a ordinaria.

Las sucesiones exactas de�nidas tienen car�acter funtorial respecto a las

co�braciones, a los pares y al mor�smo base.

En el cap��tulo V, a partir de una categor��a con cono natural se de�nen las

categor��as punteadas asociadas a dicho cono, y se relaciona, al poseer �estas

tambi�en un cono natural, su homotop��a con la generalizada en la categor��a

original. En el primer p�arrafo, dado un objeto arbitrario se de�ne la categor��a

punteada asociada a �este como la subcategor��a llena de la categor��a bajo el cono

del mismo que tiene como objetos co�braciones. Esta categor��a, de�niendo el

cono de un objeto co�braci�on como la inducida del cono de dicha co�braci�on

en el push out de �esta con la proyecci�on natural desde el doble cono en el

cono del objeto distinguido, y tomando como co�braciones los mor�smos de

la categor��a que lo sean en la original, tiene efectivamente una estructura de

categor��a punteada con cono natural, donde el punto es la identidad sobre el

cono del objeto distinguido.

En el p�arrafo segundo, usando las propiedades relativas a push outs vistas

en el p�arrafo tercero del cap��tulo I, se relacionan las construcciones punteadas

cono y cono relativo con las respectivas de la categor��a original, vi�endose de

esta forma que la homotop��a, grupos de homotop��a generalizada y sucesiones

exactas de �estos relativos a una co�braci�on, coinciden con los respectivos re-

lativos a otra en la categor��a primitiva. Como consecuencia de esto surgen los

grupos referidos a un objeto en la primera categor��a como grupos de homotop��a

esf�ericos en la punteada. Se destaca como caso particular la categor��a punteada
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asociada al objeto inicial, si �este existe, que da origen a los denominados grupos

de homotop��a standard, coincidentes en la categor��a de espacios topol�ogicos con

los grupos de homotop��a de un objeto basados en un punto.

El cap��tulo VI est�a dedicado a la dualizaci�on de la teor��a en el p�arrafo

primero y a la presentaci�on de ejemplos en los dos siguientes. La dualizaci�on

se hace �unicamente con dos objetivos, distinguir los resultados importantes

obtenidos en los cuatro cap��tulos precedentes y �jar la notaci�on y denominaci�on

que se dar�a a los conceptos duales.

En el p�arrafo segundo se estudian ejemplos generales de la teor��a axio-

m�atica. En este sentido se ve que es su�ciente tener un cono para que se

generen unas co�braciones de forma que, si dicho cono conserva push outs y

la inclusi�on natural es una de estas co�braciones, se tenga una categor��a con

cono natural. Esto tiene gran importancia, pues dado un funtor adjunto a

derecha (izquierda) de un cono (cocono) con la inclusi�on (proyecci�on) natural

una co�braci�on (�braci�on) generada, se induce un cocono (cono) de forma que,

si la categor��a posee pull backs (push outs), los grupos de homotop��a esf�ericos

coinciden con los respectivos coesf�ericos.

En categor��as aditivas, los grupos de homotop��a relativos a una co�braci�on

y los referidos a un objeto tienen su operaci�on coincidente con la inducida

por la suma de mor�smos, y en consecuencia no es necesario exigir que el cono

conserve push outs co�brados. Adem�as, dado un cono en una categor��a aditiva

con con�ucleos, con las co�braciones generadas se induce una estructura de

cono natural con todas las co�braciones en el sentido expresado anteriormente.

Esta estructura natural no depende del cono elegido, sino de la familia de

objetos contr�actiles generados por �el, esto es, a id�enticas familias estructuras

coincidentes. Lo que hace sospechar que, en cierta manera, son los objetos

contr�actiles los que van a determinar la homotop��a.

A semejanza de lo que ocurre en espacios topol�ogicos, donde el producto

num�erico real induce una aplicaci�on continua del cuadrado en el intervalo

unidad que se puede trasladar a otra desde el doble cilindro en el cilindro de

un espacio, dando lugar a la proyecci�on natural desde el doble cono en el cono,
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si una categor��a con cilindro natural tiene objeto �nal y una transformaci�on

natural del doble cilindro en el cilindro veri�cando propiedades similares a las

del producto anteriormente citado, con las inclusiones y proyecciones natu-

rales, se induce una estructura de cono natural con las mismas co�braciones y

homotop��a relativa coincidente.

Se termina esta memoria en el p�arrafo tercero, dando ejemplos concre-

tos de homotop��as que veri�can la axiom�atica. El par de funtores producto

tensorial - Hom, de�nidos de forma adecuada en ciertas categor��as aditivas

(grupos abelianos, R-casi m�odulos, R-m�odulos) es adjunto, y dota a �estas de

estructuras de cono y cocono naturales cuyos grupos esf�ericos coinciden con los

respectivos coesf�ericos. Tambi�en las homotop��as de los complejos de cadena

en categor��as abelianas y la ordinaria de los espacios topol�ogicos punteados

veri�can lo anterior.

La homotop��a proyectiva (inyectiva) de�nida por Eckmann y Hilton para R-

m�odulos es un ejemplo de categor��a con cocono (cono) natural que no conserva,

en general, pull backs (push outs), pero que al ser aditiva permite de�nir los

grupos de homotop��a relativos a una �braci�on (co�braci�on) y los referidos a

un objeto. Al no conservar pull backs (push outs), el funtor cocono (cono) no

tiene adjunto a izquierda (derecha), y se puede asegurar que dicha homotop��a

no puede ser obtenida por una estructura dual a la dada de cocono (cono).

Los espacios topol�ogicos, con su funtor cono, tienen estructura de categor��a

con cono natural, tanto con las co�braciones de�nidas por la propiedad de

extensi�on de homotop��a como con las co�braciones cerradas, coincidiendo la

homotop��a c�onica con la homotop��a ordinaria de los espacios topol�ogicos.

Por �ultimo, la homotop��a de los espacios exteriores tambi�en es una homo-

top��a c�onica, pues su cilindro tiene un producto natural.



Cap��tulo I

Teor��a de categor��as.

Uno de los soportes axiom�aticos de la homotop��a algebraica es la teor��a de

categor��as. En este sentido es conveniente conocer los principales elementos y

resultados de la misma. Aqu�� se expresan, haciendo hincapi�e en la notaci�on,

aqu�ellos que ser�an �utiles a lo largo del desarrollo de esta axiom�atica de homo-

top��a, dando las propiedades b�asicas sin demostraci�on, pues pueden hallarse

en cualquier tratado general de teor��a de categor��as, como por ejemplo \Cate-

gories for the Working Mathematician" de S. Mac Lane [M] o los \Handbook

of Categorical Algebra" de F. Borceux [Bo].

Estudios particulares se hacen de los col��mites en las categor��as de pares y

de push outs de una dada, relacion�andolos con los respectivos en la original.

Se obtienen as�� resultados interesantes que dar�an gran maniobrabilidad en el

desarrollo de la teor��a.

I.1 Categor��as.

El concepto b�asico donde se fundamenta la teor��a de categor��as es, como

15
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indica su nombre, el de categor��a. Partiendo del mismo se van introduciendo

otros nuevos, que se han denominado categ�oricos.

El proceso de dualizaci�on permite hacer el desarrollo de la teor��a relativa a

estos conceptos desde un punto de vista parcial, atendiendo s�olo a un aspecto

de ellos, pues su aspecto dual es garantizado por dicho proceso.

Se estudia la relaci�on entre los conceptos categ�oricos en la categor��a de

pares de una dada y los respectivos en �esta, usando para ello la noci�on de

col��mite. Surgen as�� teoremas relacionantes generales que tambi�en tienen su

versi�on en las categor��as bajo y sobre un objeto.

Dado un conjunto, siempre es posible obtener uno nuevo conteniendo al

primero propiamente y que tenga como elemento a un ente \elegido". Teniendo

en cuenta esto y, aunque existen otras de�niciones m�as generales donde la

teor��a que posteriormente se desarrolla ser��a cierta, se ha preferido utilizar

De�nici�on I.1.1 Una categor��a C es un conjunto cuyos elementos se deno-

minan objetos de C, con las siguientes propiedades

1. Todo par (X,Y) de objetos de C tiene asociado un conjunto notado por

HomC(X;Y), cuyos elementos se denominan mor�smos de C con do-

minio X y codominio Y, y se representan por f : X! Y. HomC(X;Y)

se representar�a tambi�en por Hom(X;Y) si no hay posibilidad de con-

fusi�on.

2. Existe una aplicaci�on c : Hom(X;Y) � Hom(Y;Z) ! Hom(X;Z), no-

tada por c(f; g) = gf , veri�cando (hg)f = h(gf). A c se le denomina

composici�on de mor�smos y (hg)f = h(gf) se notar�a simplemente por

hgf .

3. Para todo objeto X existe el mor�smo identidad 1X 2 Hom(X;X) ve-
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ri�cando 1Xf = f y g1X = g, para todo mor�smo f con codominio X

(codom f = X) y todo mor�smo g con dominio X (dom g = X).

Dados mor�smos f y g en C con codominios X e Y, respectivamente, se

notar�a HomC(X;Y)
g(f) = fh : X! Y tales que hf = gg.

Con la anterior de�nici�on los conjuntos con sus aplicaciones se pueden

considerar una categor��a, que se notar�a por Set, de forma que \elegido" un

conjunto siempre se puede suponer objeto de la misma. An�alogamente, se

pueden interpretar como categor��as:

Grp � Grupos con los homomor�smos de grupos.

Ab � Grupos abelianos con los homomor�smos de grupos.

RM � R-m�odulos a izquierda con sus homomor�smos.

MR � R-m�odulos a derecha con sus homomor�smos.

Top � Espacios topol�ogicos con las aplicaciones continuas.

De�nici�on I.1.2 Una categor��a S se dir�a subcategor��a de otra dada C cuando

el conjunto de objetos de S es subconjunto del conjunto de objetos de C,

HomS(X;Y) � HomC(X;Y) para todo par de objetos X, Y de S y se conservan

composiciones e identidades.

Atendiendo a propiedades b�asicas de las operaciones, se obtiene para mor-

�smos

De�nici�on I.1.3 Dado un mor�smo f : X! Y, se dir�a que f es

a) secci�on si tiene inversa a izquierda (existe g : Y! X tal que gf = 1X).

b) retracci�on si tiene inversa a derecha (existe g : Y! X tal que fg = 1Y).
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c) isomor�smo si es secci�on y retracci�on.

d) monomor�smo si es simpli�cable a izquierda (fg = fh) g = h).

e) epimor�smo si es simpli�cable a derecha (gf = hf ) g = h).

f) bimor�smo si es monomor�smo y epimor�smo.

Dos objetos X e Y se dir�an isomorfos (X �= Y) cuando exista un isomor�smo

f : X! Y. En este caso la inversa a izquierda y la inversa a derecha coinciden

y se notar�a por f�1.

De�nici�on I.1.4 Un grupoide es una categor��a en la cual todos los mor�smos

son isomor�smos.

Proposici�on I.1.1 Para todo objeto X de un grupoide G, Hom(X;X) tiene

estructura de grupo con la composici�on de mor�smos.

Referente a objetos se distinguen, por su utilidad y relaci�on con posteriores

conceptos

De�nici�on I.1.5 Un objeto X se dir�a

a) objeto inicial si Hom(X;Y) unitario, para todo objeto Y de C.

b) objeto �nal si Hom(Y;X) unitario, para todo objeto Y de C.

c) objeto cero si es inicial y �nal.

Los objetos anteriores se notar�an, respectivamente, por �, " y 0, y los �unicos

mor�smos existentes por �Y : �! Y, "Y : Y! " y 0 = �Z"Y : Y! Z.

N�otese que los objetos inicial, �nal y cero, en caso de existir, son �unicos

salvo isomor�smo, y que pueden existir objeto inicial y �nal pero en cambio

no existir objeto cero.
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La teor��a de dualizaci�on aplicada a la axiom�atica categ�orica permite, al

ser �esta autodual, estudiar s�olo un aspecto de los problemas planteados, pues

los resultados que se obtengan ser�an ciertos si y s�olo si lo son sus respectivos

duales.

Para el desarrollo de este concepto son necesarios otros previos.

De�nici�on I.1.6 Una sentencia categ�orica es cualquier a�rmaci�on que se pue-

da expresar usando �unicamente t�erminos representativos de los conceptos ob-

jeto, mor�smo, identidad, composici�on, dominio y codominio, part��culas conec-

tivas y cuanti�cadores. Dualizar una sentencia categ�orica consiste en inter-

cambiar dominios y codominios, adem�as del orden de las composiciones, en su

expresi�on.

Obviamente, la dual de una sentencia categ�orica dual coincide con la sen-

tencia categ�orica original.

De�nici�on I.1.7 Una sentencia categ�orica se dice autodual cuando su dual

coincide consigo misma.

En este sentido los axiomas de categor��a (asociatividad de la composici�on

e identidades) son autoduales. Por consiguiente, una sentencia categ�orica es

verdadera si y s�olo si lo es su dual (Principio de dualidad). En consecuencia,

a partir de aqu�� y hasta el �nal del presente cap��tulo, s�olo se indicar�a una de

ellas.

De�nici�on I.1.8 Un concepto categ�orico es el que se puede de�nir mediante

una sentencia categ�orica. Se entiende por concepto categ�orico dual el de�nido

por la sentencia categ�orica dual.
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Proposici�on I.1.2 La dual de una sentencia categ�orica expresada usando

conceptos categ�oricos es la que intercambia dominios y codominios, el orden de

las composiciones y los conceptos categ�oricos por sus duales en su expresi�on.

Obs�ervese que los pares de conceptos (secci�on , retracci�on), (monomor�smo,

, epimor�smo) y (objeto inicial , objeto �nal) son conceptos categ�oricos duales,

y que isomor�smo, bimor�smo y objeto cero son conceptos autoduales.

De�nici�on I.1.9 Dada una categor��a C se de�ne la categor��a opuesta de C,

notada por Cop, como la que tiene por objetos y mor�smos los mismos de C,

pero intercambiando dominios por codominios y el orden de las composiciones.

Proposici�on I.1.3 Una sentencia categ�orica en una categor��a C es equiva-

lente a la sentencia categ�orica dual en Cop.

A continuaci�on se dan algunos de los principales conceptos categ�oricos den-

tro de una categor��a. Para ello se parte de uno m�as general que ser�a base para

la obtenci�on de los mismos.

De�nici�on I.1.10 Un diagrama en una categor��a es cualquier representaci�on,

con posibles repeticiones, de objetos y mor�smos de la categor��a, respectiva-

mente mediante puntos y 
echas, usando 
echas consecutivas para las com-

posiciones, pudi�endose as�� obviar �estas. En general, I representar�a el conjunto

de puntos del diagrama. La representaci�on, conjunto de puntos y 
echas sin

asociaci�on de objetos y mor�smos, se denomina diagrama.

Dados dos puntos i; j de un diagrama D, se de�ne el subdiagrama con

origen i y �nal j, D(i; j), como el diagrama formado por todos los caminos de


echas en D con origen i y �nal j.

Un diagrama en una categor��a C se dir�a conmutativo cuando todo camino

de 
echas con el mismo origen y el mismo �nal represente el mismo mor�smo.
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N�otese que si D es conmutativo entonces D(i; j) tambi�en lo es para todo par

de puntos i; j de D.

De�nici�on I.1.11 Un cuadrado conmutativo

X Y

Z T

-
f

-
m?

g
?
n

se dir�a un push out cuando para todo par de mor�smos r; s tales que rf = sg

existe un �unico mor�smo h veri�cando hn = r y hm = s.

Y se denomina componente vertical del push out, Z componente horizontal,

X origen, f mor�smo horizontal, g mor�smo vertical, n mor�smo inducido

vertical notado en general por g, m mor�smo inducido horizontal notado en

general por f y T push out de f y g notado por Pff; gg. El �unico mor�smo

inducido h se notar�a por fr; sg, denominando a r y s componentes vertical y

horizontal del mor�smo h, respectivamente. Si r = fr1; r2g entonces fr; sg =

= ffr1; r2g; sg se notar�a simplemente por fr1; r2; sg, si no hay posibilidad de

error. An�alogamente, si s = fs1; s2g se notar�a por fr; s1; s2g.

En el caso de que f = g, se notar�a a g y f por f0 y f 1, respectivamente.

El concepto dual se denomina pull back y, en este caso, se usar�a la misma

notaci�on salvo los cambios de Pff; gg por P < f; g > y fr; sg por < r; s >.

Tambi�en se usar�a la misma denominaci�on para los conceptos duales, salvo que

P < f; g > se denomina pull back y X objeto �nal del pull back.

Proposici�on I.1.4.

a) Los push outs son �unicos salvo isomor�smo.
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b) Pff; gg �= Pfg; fg.

De�nici�on I.1.12 Se dir�a que una categor��a C tiene push outs cuando para

todo par de mor�smos f; g con el mismo dominio existe Pff; gg. Se dir�a que un

mor�smo g tiene push outs cuando para todo mor�smo f con dom f = dom g

existe Pff; gg. Dualmente se de�ne cu�ando una categor��a o un mor�smo tiene

pull backs.

Proposici�on I.1.5 Dados el push out D1 y el cuadrado conmutativo D2:

X Y Z

X' Y' Z'

D1 D2

-
f

-
g

-
f 0

-
g0

?
u

?
v

?
w

si se llama D3 al cuadrado composici�on de D1 con D2, diagrama sin la 
echa

v, entonces D2 es push out si y s�olo si D3 lo es.

Dados dos push outs Pff; gg y Pff 0; g0g, si existe un mor�smo v : X! X0

entre los or��genes de ambos veri�cando, para mor�smos u y w, que uf = f 0v

y wg = g0v entonces el mor�smo fg0u; f 0wg se notar�a por u [ w (dualmente

u \ w).

Proposici�on I.1.6 En un push out se cumple:

a) hfr; sg = fhr; hsg.

b) fr; sg(u [ w) = fru; swg.

c) (u [ w)(u0 [ w0) = uu0 [ ww0.

d) Si u, v y w son isomor�smos entonces u [ w tambi�en lo es.



I.1. Categor��as. 23

De�nici�on I.1.13 Un objeto C se dir�a el coproducto de X e Y con inclusiones

iX : X! C e iY : Y ! C cuando, para cualquier par de mor�smos f : X! Z y

g : Y! Z existe un �unico mor�smo h : C! Z veri�cando hiX = f y hiY = g.

C se notar�a por X tY.

El concepto dual se denomina producto de X e Y con proyecciones pX :

: C! X y pY : C! Y, y se nota por X�Y.

Obs�ervese que el coproducto de dos objetos es �unico salvo isomor�smo.

Proposici�on I.1.7 Si existe el push out, entonces Pf�X; �Yg = X tY.

En consecuencia, abusando de notaci�on, el �unico mor�smo h : X tY ! Z

de la de�nici�on anterior se notar�a por ff; gg (dualmente < f; g >), y el �unico

mor�smo fiX0u; iY0wg por u t w (dualmente u� w).

Corolario I.1.1 Una categor��a con objeto inicial y push outs para pares de

mor�smos iniciales tiene coproductos.

De�nici�on I.1.14 Dados dos mor�smos f; g : X! Y, se dir�a que h : Y ! Z

es el coigualador de f y g si hf = hg y para cualquier otro mor�smo h0 : Y! Z0

tal que h0f = h0g existe un �unico mor�smo h00 : Z! Z0 con h00h = h0.

El concepto dual se denomina igualador.

El objeto Z es �unico salvo isomor�smo.

De�nici�on I.1.15 Dado un mor�smo f : X! Y, se dice que p : Y! C es el

con�ucleo de f cuando pf = 0 y para todo p0 : Y! C0 tal que p0f = 0 existe un

�unico p00 : C! C0 tal que p0 = p00p. El objeto C se notar�a por coker f , �unico

salvo isomor�smo.

El concepto dual se denomina n�ucleo de f y se notar�a por ker f con mor-

�smo i : ker f ! Y (f : Y! X).
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Obs�ervese que para que existan con�ucleos la categor��a debe tener objeto

cero.

Proposici�on I.1.8 Dado un mor�smo f : X! Y

a) p : Y! coker f es el coigualador de f y 0.

b) Si existe el push out entonces Pff; 0g = coker f , donde 0 : X! 0.

Teniendo en cuenta que la de�nici�on de los conceptos anteriores lleva siem-

pre impl��cito el uso de alg�un diagrama, se puede generalizar el proceso obte-

ni�endose la noci�on de col��mite.

De�nici�on I.1.16 Un objeto C de C se dir�a col��mite de un diagrama D en

C cuando existen mor�smos ffi : Xi ! Cgi2I , con Xi objeto representado

por el punto i, veri�cando la propiedad de igualaci�on de caminos (PIC) para

D, esto es, que el nuevo diagrama D0 formado por D junto con 
echas con

origen en i y �nal en c representantes de los fi, tenga los subdiagramas D0(i; c)

conmutativos para todo i 2 I; y si fC0; f 0igi2I veri�ca PIC entonces existe un

�unico mor�smo f : C! C0 tal que ffi = f 0i , para todo i 2 I.

El col��mite de un diagrama D en una categor��a C, �unico salvo isomor�smo,

se notar�a por colim D = fC; figi2I o por colim D = C, seg�un conveniencia.

N�otese que si gfi = g0fi para todo i 2 I entonces g = g0.

El concepto dual es el de l��mite de un diagrama, notado por lim D.

De�nici�on I.1.17 Dado un diagrama D se dir�a que tiene col��mites en una

categor��a C, o que C tiene D-col��mites, cuando lo tiene independientemente

de los objetos y mor�smos de C representados.
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Proposici�on I.1.9.

a) Toda identidad 1X es el col��mite del diagrama X.

b) El objeto inicial es el col��mite del diagrama vac��o.

c) Pff; gg es el col��mite del diagrama
X

Z

Y-
f

?g .

d) El coigualador de f y g es el col��mite del diagrama X -
g
-f

Y.

e) coker f es el col��mite de los diagramas
X

0

Y-
f

?0 y X -
0

-f
Y.

f) El coproducto X tY es el col��mite del diagrama X Y.

Con los col��mites se pueden generalizar las de�niciones de coigualadores y

coproductos para mor�smos fk : X ! Y y objetos Xk, respectivamente (k 2

2 K � conjunto de ��ndices).

Proposici�on I.1.10 Una categor��a tiene coproductos y coigualadores si y s�olo

si tiene col��mites.

En el caso de coproductos �nitos se puede asegurar la existencia de col��mites

�nitos, esto es, col��mites de diagramas con un n�umero �nito de puntos y 
echas.

Existen categor��as en las cuales los conjuntos Hom(X;Y) tienen una es-

tructura aditiva suplementaria, que permite simpli�car las condiciones para

obtener los resultados b�asicos en teor��a de categor��as. Surgen as�� los conceptos

de categor��as aditiva y abeliana.

De�nici�on I.1.18 Una categor��a se dice aditiva cuando

1. Tiene objeto cero.

2. Tiene coproductos �nitos.
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3. Hom(X;Y) es un grupo abeliano para todo par de objetos X, Y.

4. La composici�on de mor�smos es distributiva respecto a la suma.

Proposici�on I.1.11 En categor��as aditivas

a) pX = f1; 0g : XtY ! X y pY = f0; 1g : XtY! Y hacen XtY �= X�Y.

b) ff; gg < f 0; g0 >= ff 0 + gg0.

En este caso, tanto el coproducto como el producto de objetos X e Y

se notar�a por X � Y. En consecuencia, el concepto de categor��a aditiva es

autodual.

Proposici�on I.1.12 Sea A una categor��a aditiva, entonces A tiene con�ucleos

si y s�olo si tiene col��mites �nitos.

De�nici�on I.1.19 Una categor��a abeliana es una categor��a aditiva veri�cando

1. Todo mor�smo tiene n�ucleo y con�ucleo.

2. Todo epimor�smo es el con�ucleo de su n�ucleo y todo monomor�smo es

el n�ucleo de su con�ucleo.

3. Todo mor�smo se puede expresar como la composici�on de un epimor�smo

y un monomor�smo.

Proposici�on I.1.13 En una categor��a abeliana

a) Si f = pi = p0i0, con p, p0 epimor�smos e i, i0 monomor�smos, entonces

existe h : dom i �= dom i0 con hp = p0 e i0h = i.

b) f es bimor�smo si y s�olo si f es isomor�smo.
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Proposici�on I.1.14 Toda categor��a abeliana tiene col��mites �nitos.

A partir de una categor��a dada se pueden crear otras relacionadas con ella,

entre las que cabe distinguir, por su frecuente utilizaci�on y propiedades, la

categor��a de pares y las categor��as bajo y sobre un objeto.

Proposici�on I.1.15 Dada una categor��a C, C(2) con objetos los mor�smos

de C y Hom(f; f 0) = f(g0; g1) = g1f = f 0g0g es una categor��a, denominada

categor��a de pares de C.

El concepto anterior es autodual, y permite extender la idea de isomor�smo

a mor�smos de una categor��aC, esto es, dos mor�smos de C se dir�an isomorfos

cuando lo sean como objetos de C(2). N�otese que los isomor�smos de pares

tienen como componentes isomor�smos.

Todo diagrama D en C(2) induce dos diagramas en C iguales a D:

- dom D, cuyos puntos representan el dominio de los objetos representados

enD, y cuyas 
echas representan la primera componente de los mor�smos

de pares representados en D.

- codom D cuyos puntos representan el codominio de los objetos represen-

tados en D, y cuyas 
echas representan la segunda componente de los

mor�smos de pares representados en D.

Teorema I.1.1 Dado un diagrama D en C(2).

a) Si colim D = ff; (hi0; hi1)gi2I entonces colim(codom D) = fcodom f;

; hi1gi2I . (codom(colim D) = colim(codom D)).

b) Si existen colim(dom D) y colim(codom D) entonces existe colim D, con

codom(colim D) = colim(codom D) y dom(colim D) = colim(dom D).
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Demostraci�on:

Consid�erense ffigi2I objetos de C(2) representados por los puntos de I,

con dom fi = Xi y codom fi = Yi.

(a) Sea fY; higi2I veri�cando PIC para codom D, entonces f1Y; (hifi; hi)gi2I

veri�ca PIC para D, luego existe (�0; �1) : f ! 1Y �unico tal que

(�0; �1)(hi0; hi1) = (hifi; hi), para todo i 2 I. En particular �1hi1 = hi,

y si �hi1 = hi entonces (�f; �)(hi0; hi1) = (�fhi0; �hi1) = (�hi1fi; hi) =

= (hifi; hi), de donde (�f; �) = (�0; �1) y por tanto � = �1.

(b) Sea colim(dom D) = fX; hi0gi2I y colim(codom D) = fY; hi1gi2I . En-

tonces fY; hi1figi2I veri�ca PIC para dom D, de donde existe un �unico

f : X! Y tal que fhi0 = hi1fi.

ff; (hi0; hi1)gi2I = colim D, pues si ff 0; (h0i0; h
0
i1)gi2I veri�ca PIC para D

entonces fdom f 0; h0i0gi2I y fcodom f 0; h0i1gi2I veri�can PIC para dom D y

codom D, respectivamente, de donde existen �unicas �0 : dom f ! dom f 0

y �1 : codom f ! codom f 0 tales que �0hi0 = h0i0 y �1hi1 = h0i1, y como

f 0�0hi0 = f 0h0i0 = h0i1fi = �1hi1fi = �1fhi0 para todo i 2 I, se concluye

que f 0�0 = �1f , siendo (�0; �1) : f ! f 0 el �unico mor�smo tal que

(�0; �1)(hi0; hi1) = (h0i0; h
0
i1).

2

Corolario I.1.2 Dado un diagrama D en C(2), si existe colim(dom D) y

colim D, entonces dom(colim D) = colim(dom D).

Demostraci�on:

Consecuencia inmediata de la unicidad de los col��mites y del teorema I.1.1

anterior.
2
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Corolario I.1.3 Dado un diagrama D, C(2) tiene D-col��mites si y s�olo si C

los tiene.

Demostraci�on:

()) Dado un diagrama D en C, consid�erese D en C(2) como el diagrama

cuyos puntos representan los mor�smos identidades de los objetos repre-

sentados en D y cuyas 
echas representan los mor�smos de pares cuyas

componentes, id�enticas, son los mor�smos representados en D. Por el

apartado a) del teorema I.1.1 anterior se concluye el resultado.

(() Consecuencia directa del apartado b) del teorema I.1.1 anterior.

2

Corolario I.1.4 � es objeto inicial en C si y s�olo si 1� es objeto inicial en

C(2).

Demostraci�on:

El objeto inicial en C(2) es el col��mite del diagrama vac��o D, que tiene por

codom D y dom D al mismo diagrama vac��o, de donde, por la demostraci�on

del apartado b) del teorema I.1.1 se concluye el resultado.
2

Corolario I.1.5.

a) C(2) tiene col��mites �nitos si y s�olo si C los tiene.

b) C(2) tiene col��mites si y s�olo si C los tiene.

De�nici�on I.1.20 Dado un objeto X de una categor��aC, se de�ne la categor��a

bajo el objeto X, CX, como la subcategor��a de C(2) que tiene como objetos
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los mor�smos con dominio X y como mor�smos los de C(2) cuya primera

componente sea 1X.

El concepto dual es el de categor��a sobre el objeto X, notado por CX:

Teorema I.1.2 Dado un diagrama D no vac��o en CX, D tiene col��mite si y

s�olo si codom D lo tiene.

Demostraci�on:

Consecuencia del teorema I.1.1 observando que dom D equivale al diagrama

X cuyo col��mite es (X; 1X).
2

Consecuentemente, para un diagrama D 6= �, CX tiene D-col��mites si y

s�olo si C los tiene.

N�otese que 1X es objeto inicial en CX, y por tanto CX tiene col��mites si y

s�olo si C los tiene para diagramas no vac��os.

I.2 Funtores y transformaciones naturales.

El principal concepto categ�orico relacionante de categor��as es el de funtor.

Su papel es semejante al de los mor�smos, de hecho las categor��as con los

funtores dan origen a la categor��a denominada Cat.

Los conceptos estudiados anteriormente adquieren ahora un signi�cado

especial, obteni�endose propiedades interesantes involucrando distintas cate-

gor��as.

A su vez, los funtores pueden ser relacionados entre s�� mediante el concepto

de transformaci�on, surgiendo interacciones entre ellos tan destacadas, por las

propiedades que conllevan, como la adjunci�on.
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De�nici�on I.2.1 Un funtor F desde una categor��a C en una categor��a D,

F : C ! D, es una aplicaci�on desde los objetos de C en los objetos de D

junto con otra desde los mor�smos de C en los mor�smos de D veri�cando

1. F1X = 1FX, para todo objeto X de C.

2. F (gh) = FgFh, para todo par de mor�smos g; h de C.

3. F (dom g) = dom Fg y F (codom g) = codom Fg, para todo mor�smo g

de C.

El concepto de funtor es autodual.

Proposici�on I.2.1 Cat, con objetos las categor��as y mor�smos los funtores,

es una categor��a.

N�otese que Cat tiene como identidades los funtores identidad 1C : C !

! C de�nidos mediante las aplicaciones identidad sobre objetos y mor�smos.

Un funtor F : C! D es isomor�smo si las aplicaciones asociadas para objetos

y mor�smos son biyectivas.

Dado un objeto X de C, se de�ne el funtor constante X : D ! C por

XA = X, para cualquier objeto A de D y Xf = 1X para cualquier mor�smo

f de D.

Dada una subcategor��a S de C, entonces I : S ! C de�nido por IX =

= X para cualquier objeto X de S e If = f para cualquier mor�smo f de S

determina el funtor inclusi�on I.

Un funtor con dominio y codominio la misma categor��a se puede iterar

dando origen a la siguiente notaci�on: si F : C ! C entonces F n = FF n�1,

con F 0 = 1C.
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De�nici�on I.2.2 Un funtor F :C!D se dir�a lleno cuando F :Hom(X;Y)!

! Hom(FX; FY) es un epimor�smo, para todo par de objetos X, Y de C.

El concepto dual se denomina funtor �el.

Una subcategor��a S de C se dir�a llena cuando lo sea el funtor inclusi�on I.

N�otese que I es siempre �el.

Cuando una subcategor��a S de C tiene una estructura m�as rica que la de

C, por ejemploAb como subcategor��a deGrp, el funtor inclusi�on se denomina

funtor olvido y se suele notar por U .

Proposici�on I.2.2 Dado un funtor F : C ! D, si S es una subcategor��a

de C entonces FjS = FI : S ! D es tambi�en un funtor que se denominar�a

restricci�on de F a S.

Entre los l��mites y col��mites que posee Cat se destacan algunos por su

importancia en numerosos desarrollos matem�aticos. De hecho el funtor Hom,

��ntimamente ligado al producto de categor��as, est�a presente en cualquier teor��a

algebraica en alguno de sus diversos aspectos.

Proposici�on I.2.3 La categor��a \vac��a" (sin objetos ni mor�smos) y la cate-

gor��a \punto" (con un �unico objeto y su mor�smo identidad) son objeto inicial

y �nal, respectivamente, en Cat.

Proposici�on I.2.4 Cat tiene productos.

Demostraci�on:

Dadas dos categor��as C1 yC2, C1�C2 es la categor��a que tiene por objetos

y mor�smos pares de �estos con la primera componente en C1 y la segunda en

C2. Los funtores proyecci�on se de�nen de forma obvia.
2
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Proposici�on I.2.5 Dada una categor��a C, C(2) es subcategor��a de C �C.

Un funtor F : C1 �C2 ! D suele tambi�en denominarse bifuntor.

Teorema I.2.1.

a) Si F : C1 � C2 ! D es un funtor, entonces FC
1
: C2 ! D y FC

2
:

: C1 ! D son funtores para todo par de objetos C1 y C2 de C1 y C2,

respectivamente. Adem�as se veri�ca la propiedad de compatibilidad (PC)

siguiente:

(PC) Para todo par de mor�smos f1 : C1 ! C0
1 y f2 : C2 ! C0

2 se tiene

FC1f2FC2f1 = FC2f1FC1f2.

b) Si para todo par de objetos C1 y C2 de C1 y C2 se tienen funtores FC1 :

: C2 ! D y FC2 : C1 ! D, respectivamente, veri�cando PC entonces

estos funtores determinan otro G : C1 � C2 ! D con GC1 = FC1 y

GC2 = FC2.

Corolario I.2.1 Dada una categor��a C, entonces Hom(�;�) : Cop � C !

�! Set de�nido por Hom(�;�)(X;Y) = Hom(X;Y) y Hom(�;�)(f; g) :

: Hom(X;Y)! Hom(X0;Y0) con Hom(�;�)(f; g)(h) = ghf , es un funtor.

El coproducto y el producto en una categor��a tienen una vinculaci�on fun-

torial con el producto de categor��as que permitir�a posteriores desarrollos en

homotop��a.

Proposici�on I.2.6 Dado el coproducto de dos objetos X e Y en una categor��a

C, entonces I : CXtY ! CX � CY de�nido por I(ff; gg) = (f; g) e I(h) =

= (h; h), es un funtor inyectivo sobre los objetos y �el que permite considerar

a CXtY subcategor��a de CX �CY.
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Proposici�on I.2.7 Dada D una categor��a con productos, y funtores F1 :

: C1 ! D, F2 : C2 ! D, entonces F1 � F2 : C1 � C2 ! D, de�nido

usando el producto de D, es un funtor.

Una cuesti�on que frecuentemente se plantea es cu�ando un funtor transforma

alg�un col��mite en col��mite. Los siguientes resultados responden en parte esta

pregunta, aunque m�as tarde se dar�a otra soluci�on adoptando un punto de vista

diferente.

De�nici�on I.2.3 Dado un funtor F : C ! D, se dice que F conserva el

col��mite de un diagrama D en C cuando F (colim D) = colim FD, donde FD

es el diagrama D considerado en D, representando las im�agenes por F de

los objetos y mor�smos representados por D en C. F se dir�a que conserva

col��mites cuando F (colim D) = colim FD para todo col��mite en C.

Teorema I.2.2 Dado un funtor F : C! D

a) Si C tiene coproductos y coigualadores y F los conserva entonces F con-

serva col��mites.

b) Si C tiene coproductos �nitos y coigualadores y F los conserva entonces

F conserva col��mites �nitos.

c) Cuando C y D son aditivas, si C tiene col��mites �nitos entonces F los

conserva si y s�olo si conserva con�ucleos.

Los funtores adjuntos tambi�en son soluci�on a la cuesti�on anteriormente

planteada. Antes de especi�car este concepto se da el de transformaci�on entre

funtores, pues facilita su comprensi�on.
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De�nici�on I.2.4 Una transformaci�on t desde un funtor F en otro G que

act�uan desde C en D, t : F ! G (C! D), es una aplicaci�on desde los objetos

de C en los mor�smos de D de forma que si A es un objeto de C entonces

tA : FA! GA.

Una transformaci�on t se dir�a natural cuando para todo mor�smo f : A! B

en C se veri�ca tBFf = GftA.

Una transformaci�on t se dir�a equivalencia cuando para todo objeto A de

C, tA : FA ! GA es un isomor�smo. En este caso t�1 : G ! F (C ! D)

de�nida de forma obvia tambi�en es una equivalencia.

Si no se presta a confusi�on, en general, se obviar�a el objeto sobre el que

act�ua la transformaci�on.

Proposici�on I.2.8 Si t es una transformaci�on natural con inversa entonces

t�1 tambi�en es natural.

Dado un funtor F : C ! D, existe siempre la equivalencia natural 1F :

: F ! F . La composici�on de transformaciones se de�ne de forma obvia. Si

son naturales su composici�on tambi�en lo es.

Proposici�on I.2.9 Dada una transformaci�on t : F ! G (B! C) y un funtor

H : C ! D, entonces Ht : HF ! HG (B ! D) de�nida por (Ht)B = HtB

es una transformaci�on.

Proposici�on I.2.10 Dada una transformaci�on t : F ! G (C ! D) y un

funtor H : B! C, entonces tH : FH ! GH (B! D) de�nida por (tH)B =

= tHB es una transformaci�on.
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Corolario I.2.2.

a) Si t es natural entonces Ht y tH tambi�en lo son.

b) Si t es una equivalencia entonces Ht y tH tambi�en lo son.

De�nici�on I.2.5 Dados dos funtores F : C ! D y G : D ! C, se dir�a que

(F,G) es un par adjunto de funtores cuando exista una equivalencia natural


 : Hom(F�;�)! Hom(�; G �) (Cop �D! Set).

En determinados casos el funtor Hom puede tener otra categor��a imagen

distinta de Set, por ejemplo Ab en el caso de que C y D sean categor��as adi-

tivas. Habr�a entonces que especi�car sobre qu�e categor��a se da la equivalencia

natural 
.

Si (F;G) es un par adjunto de funtores, entonces tambi�en se dice que F es

adjunto a izquierda de G y G es adjunto a derecha de F.

Teorema I.2.3 (F,G) es un par adjunto de funtores si y s�olo si existen trans-

formaciones naturales c : 1C ! GF y d : FG! 1D tales que (Gd)(cG) = 1G

y (dF )(Fc) = 1F .

Teorema I.2.4 Si (F,G) es un par adjunto de funtores entonces F conserva

col��mites.

I.3 Categor��a de push outs.

A semejanza de lo que ocurre en la homotop��a ordinaria de los Espacios

Topol�ogicos, que se puede extender a Espacios Topol�ogicos Punteados, se ver�a

que la homotop��a c�onica tambi�en se puede extender a una categor��a que hace
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la funci�on de la punteada. Para esto es b�asico el uso de los push outs y de sus

propiedades, por lo que un estudio de los mismos es necesario.

Teorema I.3.1 Dada una categor��a C, poC con objetos de la forma (X; f; g)

tales que X = Pff; gg en C y mor�smos (�0; �1; �2) : (X; f; g) ! (X0; f 0; g0)

veri�cando �1f = f 0�0 y �2g = g0�0, es una categor��a.

Demostraci�on:

Basta observar que la composici�on de mor�smos viene de�nida componente

a componente.
2

A poC se le denomina categor��a de push outs de C.

Proposici�on I.3.1 Para todo objeto A de C, poAC con objetos (X; f; g) don-

de codom f = A y mor�smos (�0; 1A; �2), es una subcategor��a de poC.

poAC se denomina categor��a de push outs de C con componente vertical

A. Obs�ervese que los mor�smos de poAC se pueden interpretar como pares

(�0; �2) veri�cando f = f 0�0 y �2g = g0�0.

Proposici�on I.3.2.

a) C se puede considerar una subcategor��a llena de poC.

b) CA se puede considerar una subcategor��a llena de poAC, para todo objeto

A de C.

Demostraci�on:

Se de�ne:

(a) I : C ! poC por IX = (X; 1X; 1X) e If = (f; f; f) : (X; 1X; 1X) !

! (Y; 1Y; 1Y).
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(b) I : CA ! poAC por I(X; x) = (X; 1A; x) e If = (1A; f) : (X; 1A; x) !

! (Y; 1A; y). N�otese que fx = y y 1A1A = 1A1A.

2

As�� como las categor��as anteriores se pueden considerar incluidas en la de

push outs tambi�en, desde el punto de vista de los mor�smos, existen isomor-

�smos relacionantes.

Proposici�on I.3.3.

HompoAC((X; f; g); (Y; 1A; y)) �= HomC(Z;Y)
yf(g).

Demostraci�on:

Sea i : HompoAC((X; f; g); (Y; 1A; y)) ! HomC(Z;Y)
yf(g) de�nida por

i(f; h) = h. i es sobre, pues si hg = yf , como 1Af = 1Af existe (f; h) :

: (X; f; g) ! (X; 1A; y). i es inyectiva, pues si h = i(t; h) = i(t0; h0) = h0

entonces t1A = f1A = t01A, de donde t = f = t0 y por consiguiente (t; h) =

= (t0; h0).
2

Proposici�on I.3.4.

(CA)(X;f;g) �= CX, donde A = codom f .

Demostraci�on:

N�otese que la categor��a (CA)(X;f;g) tiene sentido utilizando la inclusi�on

isom�or�ca de CA en poAC vista en el apartado b) de la proposici�on I.3.2.

Se de�ne F : (CA)(X;f;g) ! CX por F (f; h) = fy; hg para todo (f; h) :

: (X; f; g) ! (Y; y), y dado t : ((Y; y); (f; h)) ! ((Y0; y0); (f; h0)), Ft = t.

Obs�ervese que tfy; hg = fty; thg = fy0; h0g.

Se de�ne G : CX ! (CA)(X;f;g) por Gf�1; �2g = (f; �2) : (X; f; g) !

! (Y; �1), y dado t : f�1; �2g ! f�01; �
0
2g, Gt = t. N�otese que t�1 = �01 y que

t(f; �2) = (1A; t)(f; �2) = (f; t�2) = f� 02.
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FGf�1; �2g = F (f; �2) = f�1; �2g.

GF (f; h) = Gfy; hg = (f; h).
2

De la relaci�on existente entre los col��mites de poC y los de C nacen dife-

rentes interpretaciones de estos col��mites que simpli�car�an los c�alculos en la

ya mencionada categor��a \punteada".

Todo diagrama D en poC tiene asociados cuatro diagramas en C y otros

tantos en C(2), todos iguales a D:

- OD, cuyos v�ertices representan los or��genes de los push outs representa-

dos en D, y cuyas 
echas representan las primeras componentes de los

mor�smos representados en D.

- V D, cuyos v�ertices representan las componentes verticales de los push

outs representados en D, y cuyas 
echas representan las segundas com-

ponentes de los mor�smos representados en D.

- HD, cuyos v�ertices representan las componentes horizontales de los push

outs representados en D, y cuyas 
echas representan las terceras compo-

nentes de los mor�smos representados en D.

- PD, cuyos v�ertices representan las primeras componentes de los objetos

representados en D, y cuyas 
echas representan la uni�on de las segundas

y terceras componentes de los mor�smos representados en D.

- MHD, cuyos v�ertices representan las segundas componentes de los ob-

jetos representados en D, y cuyas 
echas representan los mor�smos de

pares formados por las primeras y segundas componentes de los mor�s-

mos representados en D.
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- MVD, cuyos v�ertices representan las terceras componentes de los ob-

jetos representados en D, y cuyas 
echas representan los mor�smos de

pares formados por las primeras y terceras componentes de los mor�smos

representados en D.

- IHD, cuyos v�ertices representan las inducidas de las segundas compo-

nentes de los objetos representados en D, y cuyas 
echas representan los

mor�smos de pares formados por las segundas componentes y la uni�on

de las segundas y terceras componentes de los mor�smos representados

en D.

- IV D, cuyos v�ertices representan las inducidas de las terceras compo-

nentes de los objetos representados en D, y cuyas 
echas representan los

mor�smos de pares formados por las terceras componentes y la uni�on de

las segundas y terceras componentes de los mor�smos representados en

D.

Teorema I.3.2 Dado un diagrama D en poC

a) Si colim D = f(X; f; g); (hi0; hi1; hi2)gi2I entonces colim PD = fX;

; hi1 [ hi2gi2I.

b) Si existen colim OD, colim MHD, colim MVD y Pfcolim MHD;

; colim MVDg, entonces colim D = (Pfcolim MHD; colim MV Dg;

colimMHD; colimMVD), con colimIHD= colimMHD y colimIVD=

=colimMVD.

c) Si existen colimOD, colimHD, colimVD y PfcolimMHD; colimMVDg,

entonces D = (PfcolimMHD; colimMVDg; colimMHD; colimMVD),

con colim IHD = colim MHD y colim IV D = colim MV D.
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Demostraci�on:

(a) Si fY; higi2I veri�ca PIC para PD, entonces (fY; 1Y ; 1Y ); (higifi; higi;

; hifi)gi2I veri�ca PIC para D, de donde existe un �unico (�0; �1; �2) :

: (X; f; g) ! (Y; 1Y; 1Y) tal que (�0; �1; �2)(hi0; hi1; hi2) = (�0hi0; �1hi1;

; �2hi2) = (higifi; higi; hifi), luego (�1[�2)(hi1[hi2) = higi[hifi = hi, y

si existe � : X!Y tal que �(hi1[hi2) = hi entonces (�gf; �g; �f)(hi0; hi1;

; hi2) = (�gfhi0; �ghi1; �fhi2) = (�(hi1 [ hi2)gifi; �(hi1 [ hi2)gi; �(hi1 [

[hi2)fi) = (higifi; higi; hifi), de donde se deduce que (�0; �1; �2) = (�gf;

; �g; �f), y en consecuencia �1 [ �2 = �g [ �f = �

(b) Obs�ervese que por el corolario I.1.2 dom(colim MHD) = colim OD y

dom(colim MV D) = colim OD, y si ff; (hi0; hi1)gi2I y fg; (hi0; hi2)gi2I

veri�can PIC paraMHD yMVD, respectivamente, entonces f(Pff; gg; f;

; g); (hi0; hi1; hi2)gi2I veri�ca PIC para D.

Si f(Y; f 0; g0); (h0i0; h
0
i1; h

0
i2)gi2I veri�ca PIC para D, entonces dom f 0 =

= dom g0 = X0, y fX0; h0i0gi2I veri�ca PIC para OD. Si colim OD =

= fX; hi0gi2I, existe un �unico �0 : X ! X0 tal que �0hi0 = h0i0 para

todo i 2 I. ff 0; (h0i0; h
0
i1)gi2I veri�ca PIC para MHD. Si colim MHD =

= ff; (hi0; hi1)gi2I, entonces existe un �unico (�; �1) : f ! f 0 tal que

(�; �1)(hi0; hi1) = (h0i0; h
0
i1) de donde �h

0
i0 = hi0, y por lo anterior � = �0.

An�alogamente con fg0; (h0i0; h
0
i2)gi2I y colimMVD=fg; (hi0; hi2)gi2I , por

lo que existe un �unico (�0; �2) : g! g0 con (�0; �2)(hi0; hi2) = (h0i0; h
0
i2),

luego (�0; �1; �2) es el �unico mor�smo tal que (�0; �1; �2)(hi0; hi1; hi2) =

= (h0i0; h
0
i1; h

0
i2), de donde colim D = f(Pff; gg; f; g); (hi0; hi1; hi2)gi2I .

Por el apartado a) anterior y lo demostrado en �este fPff; gg; hi1 [

[hi2gi2I = colim PD. Por el apartado b) del teorema I.1.1, fcodom g;
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; hi2gi2I = colim HD, y como fhi2 = (hi1 [ hi2)fi, se concluye que

ff; (hi1; hi1 [ hi2)gi2I = colim IHD. An�alogamente para g.

(c) Consecuencia inmediata del apartado b) anterior usando el b) del teorema

I.1.1.

2

Corolario I.3.1.

a) Si C tiene push outs, poC tiene D-col��mites si y s�olo si C(2) tiene

D-col��mites si y s�olo si C tiene D-col��mites.

b) poC tiene col��mites si y s�olo si C(2) tiene col��mites si y s�olo si C tiene

col��mites.



Cap��tulo II

Categor��a con cono natural.

El concepto de cono para espacios topol�ogicos es bien conocido, pero su

utilizaci�on en los desarrollos de la homotop��a ordinaria queda relegado a un

segundo t�ermino al poseer �estos una construcci�on cilindro. Las principales

axiom�aticas sobre teor��a de homotop��a han usado fundamentalmente este se-

gundo concepto, existiendo pocos estudios que usen como noci�on b�asica el

cono.

Aqu�� se inicia el desarrollo de una axiom�atica que tiene como soporte una

categor��a arbitraria y cuyo fundamento principal es la idea generalizada de

cono. A trav�es de ella se obtienen de forma an�aloga a la teor��a cl�asica los

conceptos de nulhomotop��a y objeto contr�actil con sus primeras propiedades.

Junto con el funtor cono se destacan los mor�smos que hacen de co�braciones

con su propiedad caracter��stica de extender nulhomotop��as, que jugar�a un pa-

pel primordial a lo largo de este trabajo. Como caso particular se analizan en

este sentido las categor��as punteadas, aunque posteriormente se ver�a que es

posible prescindir de ellas.

Por �ultimo se introduce el concepto de homotop��a relativa a co�braciones

con codominio contr�actil como un primer paso para una posterior generali-

43
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zaci�on, observando que veri�ca las propiedades comunes a la homotop��a rela-

tiva en las diversas teor��as.

II.1 Cono natural. C-categor��as.

Tras establecer los axiomas que se utilizar�an a lo largo de todo este trabajo,

se estudian las primeras propiedades derivadas de los mismos relativas a objetos

contr�actiles y nulhomotop��a.

La de�nici�on que a continuaci�on se presenta, de categor��a con cono natural,

es el resultado del estudio comparativo de diversas teor��as de homotop��a, entre

las que destacan la inyectiva de B. Eckmann y P.J. Hilton [E] [Hi1] [Hi2], las

construcciones standard duales de P.J. Huber [Hub2], las categor��as de mo-

delos de D. Quillen [Q1], las categor��as co�bradas de H.J. Baues [B2], y las

construcciones cono de S. Rodr��guez-Mach��n [R] [P-]. Sus axiomas son los

m��nimos exigibles que permiten obtener grupos, sucesiones exactas y dem�as

propiedades que debe poseer toda teor��a de homotop��a.

De�nici�on II.1.1 Una C-categor��a, o categor��a con cono natural es una cate-

gor��a C, con un funtor C : C! C denominado funtor cono, transformaciones

naturales k : 1 ! C y p : CC ! C, y una clase de mor�smos cof , llamados

co�braciones y representados por \�", veri�cando los axiomas (C1), (C2),

(C3) y (C4).

(C1) Axioma de cono.

p(kC) = p(Ck) = 1C y p(pC) = p(Cp).

(C2) Axioma de push out.

Para una co�braci�on i : B � A y un mor�smo f : B ! X, siempre existe
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el siguiente push out

B X

A Pff; ig

-
f

-
f

?

_
i

?

_

i

donde i es tambi�en una co�braci�on. A este tipo de push outs se les denominar�a

co�brados. Adem�as el funtor C transforma push outs co�brados en push outs:

C(Pff; ig) = PfCf;Cig.

(C3) Axioma de co�braci�on.

Para todo objeto X, 1X y kX son co�braciones. La composici�on de co�bra-

ciones es co�braci�on. Adem�as, toda co�braci�on i : B� A tiene una retracci�on

r para su cono (rCi = 1). A esto �ultimo se le denomina propiedad de extensi�on

de nulhomotop��a (PEN).

(C4) Axioma de cono relativo.

Para una co�braci�on i : B � A, el mor�smo i1 = fCi; kg, de�nido por el

siguiente push out, es una co�braci�on:

B CB

A �i

CA� -k

_

�

?

Ci

>->
k

->
k

?

_
i

?

_

i

@
@R

i1

El objeto �i se denomina cono relativo a la co�braci�on i.

Observaci�on II.1.1 Si el funtor C conservara push outs, evidentemente se
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dar��a la �ultima parte del axioma (C2), pero eliminar��a homotop��as c�onicas tan

importantes como la inducida en la categor��a de pares.

Consecuencia directa de la de�nici�on II.1.1 son las siguientes propiedades.

Proposici�on II.1.1 Los isomor�smos y el cono de toda co�braci�on son co�-

braciones.

Demostraci�on:

Todo isomor�smo f es co�braci�on por (C2) y (C3), observando que el

siguiente cuadrado es un push out.

X X

X Y

->
1X

->
f?

_
1X

?

_
f

Usando (C4) Ci = i1i. Por (C2) i es co�braci�on, y por tanto Ci es co�-

braci�on al ser composici�on de ellas (C3).
2

Corolario II.1.1 El cono de un push out co�brado es tambi�en un push out

co�brado.

Proposici�on II.1.2 Dados dos mor�smos isomorfos, uno es co�braci�on si y

s�olo si lo es el otro.

Demostraci�on:

Consecuencia de la proposici�on II.1.1 anterior y de que la composici�on de

co�braciones es co�braci�on.
2
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Proposici�on II.1.3 Cff; gg = fCf;Cgg y C(f [ g) = Cf [ Cg.

Demostraci�on:

Consecuencia de que el cono conserva push outs (C2).
2

Proposici�on II.1.4 kPff;gg = kY [ kZ y pPff;gg = pY [ pZ, donde Y y Z son

las componentes vertical y horizontal del push out, respectivamente.

Demostraci�on:

Consecuencia de la naturalidad de las transformaciones y de que el cono

conserva push outs.
2

Corolario II.1.2 CnkPff;gg = CnkY [ C
nkZ y CnpPff;gg = CnpY [ C

npZ

Los axiomas (C2), (C3) y (C4) proporcionan m�etodos para obtener co�-

braciones. Sin embargo, comprobar si un mor�smo dado es co�braci�on o no

veri�cando directamente si est�a en cof es, en ocasiones, muy dif��cil. El siguien-

te resultado es muy importante en este sentido, por su frecuente utilizaci�on

durante el desarrollo de esta teor��a.

Teorema II.1.1 Dado el siguiente cubo conmutativo:

X Y

Z Pff; gg

X' Y'

Z' Pff 0; g0g

-
f

-

-
f 0

-

?

_



?

_

�

?

_

�

?

� [ �

�
�	
g �

�	

�
�	
g0 �

�	
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donde las caras superior e inferior son push outs.

Si f�; g0g : Pfg; 
g ! Z0 o f�; f 0g : Pff; 
g ! Y0 son co�braciones,

entonces � [ � tambi�en lo es.

Demostraci�on:

N�otese que Pfg; 
g y Pff; 
g existen por (C2).

El siguiente diagrama es totalmente conmutativo, y todos sus cuadrados

son push outs, unos por construcci�on y otros por la proposici�on I.1.5.

X Y

Z Pff; gg

X' Pff; 
g Y'

Pfg; 
g Pfg; 
g Pfg; �g

Z' Pff; �g Pff 0; g0g

-f

-f

-~f -f�; f 0g

-� -�0

-bf -
�00

?

_




?

_




?

_

~

?

_




�
�	
g �

�	
g

�
�	

~g �
�	

g �
�	

bg
�

�	
f�; g0g �

�	
�0 �

�	
�00

�
��

?

� �
��

?

�

�

?

>
�

�

?

>
�

Obs�ervese que � = f
f ; g ~fg y por la proposici�on I.1.5 
 = ~
, g = ~g, � = ~f

y Pfg; 
g = Pff; ~
g:

Por otro lado �0 = f�; bgf�; f 0gg, �0 = f�; bff�; g0gg, �00 = f� [ �; f 0g y

�00 = f� [ �; g0g donde tambi�en �0 = f�; f 0g, �00 = �0, �0 = f�; g0g, �00 = �0,

por la proposici�on I.1.5.

Si f�; f 0g (resp. f�; g0g) es co�braci�on entonces �0 (resp. �0) es co�braci�on

por (C2), y por lo mismo �00 (resp. � 00) tambi�en. Luego � [ � = �00� (= �00�)

es co�braci�on por ser composici�on de co�braciones.
2
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El concepto de co�braci�on est�a ��ntimamente ligado al de extensi�on.

De�nici�on II.1.2 Dados una co�braci�on i : B � A y un mor�smo f : B !

! X, los mor�smos del conjunto Hom(A;X)f(i) se denominan extensiones de

f relativas a la co�braci�on i.

An�alogamente a como se hace en teor��a de homotop��a, se de�nen los con-

ceptos de mor�smo nulhom�otopo y objeto contr�actil.

De�nici�on II.1.3 Un mor�smo f : X ! Y se dice nulhom�otopo (f ' 0),

cuando tiene una extensi�on relativa a k, es decir, cuando Hom(CX;Y)f(k) 6= �.

Todo mor�smo F 2 Hom(CX;Y)f(k) se denomina una nulhomotop��a para f y

se nota por F : f ' 0.

De�nici�on II.1.4 Un objeto X se dice contr�actil cuando 1X ' 0, esto es,

cuando existe una retracci�on q para kX. Se notar�a por X ' 0.

Proposici�on II.1.5 Dados dos objetos isomorfos, uno es contr�actil si y s�olo

si lo es el otro.

Demostraci�on:

Sea g : A �= A0 y sea q una retracci�on para kA. Entonces q
0 = gqCg�1 es

una retracci�on para kA0 .

An�alogamente si A0 es contr�actil con g�1.
2

Propiedades cl�asicas relativas a los conceptos anteriores y que se utilizar�an

posteriormente son

Proposici�on II.1.6 Un mor�smo es nulhom�otopo si y s�olo si se factoriza a

trav�es de un objeto contr�actil.
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Demostraci�on:

()) Basta observar que el cono de todo objeto es contr�actil, pues por (C1)

1CX = p(kC).

(() Si f se factoriza a trav�es de un objeto contr�actil Z, f = rs, entonces:

f = rs = r1Zs = r(qkZ)s = (rqCs)kX.
2

Obs�ervese que por la proposici�on anterior, todo mor�smo con dominio o

codominio contr�actil es nulhom�otopo.

Corolario II.1.3 La composici�on de un mor�smo con otro nulhom�otopo es

nulhom�otopa.

Demostraci�on:

Como todo mor�smo nulhom�otopo se factoriza a trav�es de un objeto con-

tr�actil, la composici�on, sea a izquierda o a derecha, tambi�en.
2

Corolario II.1.4 Dados dos mor�smos isomorfos, uno es nulhom�otopo si y

s�olo si lo es el otro.

PEN es la propiedad b�asica que servir�a para extender la nulhomotop��a

a homotop��a. Es importante por ello obtener otras caracterizaciones de la

misma.

Teorema II.1.2 Dado un mor�smo i : B! A son equivalentes:

a) i veri�ca PEN.

b) Todo mor�smo nulhom�otopo tiene una extensi�on nulhom�otopa relativa a

i.
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c) Todo mor�smo nulhom�otopo tiene una extensi�on relativa a i.

d) k tiene una extensi�on relativa a i.

Demostraci�on:

a)) b) Dado f : B! X tal que F : f ' 0. Por a) se tiene r : CA! CB

con rCi = 1. ~f = Frk es la extensi�on buscada.

b)) c) Trivial.

c)) d) Evidente, pues k ' 0.

d) ) a) r = p(C~k) es la retracci�on buscada, donde ~k es una extensi�on de

k relativa a i, existente por d).
2

Corolario II.1.5 Hom(A;X)
f(i)

6= �, para todo objeto contr�actil X y todo

mor�smo f : B! X.

Demostraci�on:

Si X ' 0 entonces, por la proposici�on II.1.6 f ' 0, y por la parte c) del

teorema II.1.2 anterior se concluye el resultado.
2

Corolario II.1.6 Si existe objeto 0 en una C-categor��a, es contr�actil.

Demostraci�on:

10 se factoriza a trav�es de cualquier objeto, en particular los contr�actiles.

2

El concepto \contr�actil" se puede extender a co�braciones, que como se

ver�a en el cap��tulo IV son los objetos contr�actiles en la categor��a de pares.

De�nici�on II.1.5 Se denomina co�braci�on contr�actil a cualquier co�braci�on

con dominio y codominio contr�actiles.
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Proposici�on II.1.7 Si i : B � A es una co�braci�on contr�actil, entonces

Hom(A;X)
f(i)

6= � para todo f : B! X.

Demostraci�on:

Como B ' 0 entonces f ' 0, y por PEN se concluye el resultado.
2

Teorema II.1.3 Todo push out de co�braciones contr�actiles es contr�actil.

Demostraci�on:

Observando el siguiente diagrama

B A'

A Pfi0; ig

CB CA'

CA PfCi0; Cig

B A'

A Pfi0; ig

->
i0

->

->
Ci0

->

->
i0

->

?

_
k

?

_

k

?

_

k

?

_
k

?

r

?

q0

?

q

?

q0 [ q

��	
i

��	

��	

Ci
��	

��	
i

��	

donde i, i0 son las co�braciones contr�actiles, con rkB = 1B, pues B ' 0, y

q, q0 son extensiones de fir; 1g e fi0r; 1g relativas a las co�braciones i1 e i01,

respectivamente, existentes por el corolario II.1.5. Por la proposici�on II.1.4

q0 [ q es la retracci�on de k buscada.
2

Corolario II.1.7 Si i es una co�braci�on contr�actil, entonces �i e i1 son

contr�actiles.
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Demostraci�on:

Basta observar que si B ' 0 entonces kB es co�braci�on contr�actil.
2

Toda co�braci�on tiene que veri�car PEN, por (C3), pero puede suceder que

un mor�smo veri�que esta propiedad y no sea co�braci�on. Cuando la clase de

co�braciones viene de�nida por PEN, se dir�a que la C-categor��a tiene todas

las co�braciones. En este caso los axiomas que de�nen la categor��a con cono

se reducen.

De�nici�on II.1.6 Una C-categor��a con todas las co�braciones es una C-cate-

gor��a en la cual la clase de co�braciones viene de�nida por la propiedad de

extensi�on de nulhomotop��a, esto es, un mor�smo es co�braci�on si veri�ca PEN.

Teorema II.1.4 Una C-categor��a con todas las co�braciones es una categor��a

C, con un funtor C : C ! C, transformaciones naturales k : 1 ! C y p :

: CC ! C, donde los mor�smos que cumplen PEN se denominan co�braciones

y se veri�can los axiomas (C1), (C2)0 y (C4), donde:

(C2)' Axioma de push out.

Para una co�braci�on i : B � A y un mor�smo f : B! X, siempre existe

el siguiente push out:

B X

A Pff; ig

-
f

-
f

?

_
i

?

_

i

Adem�as el funtor C transforma push outs co�brados en push outs.
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Demostraci�on:

Basta demostrar que de (C1), (C2)' y (C4) se derivan (C2) y (C3), pues

en el otro sentido ya estar��a al ser (C2)' una restricci�on de (C2).

Para que se veri�que (C2) s�olo falta comprobar que i permite extender

cualquier mor�smo nulhom�otopo. Sea g : X ! Y con g ' 0. Entonces por el

corolario II.1.3 gf ' 0. Por PEN existe h : A! Y tal que hi = gf . fg; hg es

una extensi�on para g relativa a i.

Respecto a (C3), para todo objeto X, 1X permite la extensi�on de cualquier

mor�smo, en particular los nulhom�otopos, y todo mor�smo nulhom�otopo con

dominio X es extendible relativo a kX, por de�nici�on. Adem�as, dados i : B! A

y j : C ! B veri�cando PEN, si f : C ! X, f ' 0, entonces tiene una

extensi�on ~f ' 0 relativa a j y, por tanto, existe
e~f extensi�on de ~f relativa a i.e~fij = f .

2

Cuando la categor��a donde se desarrolla una teor��a de homotop��a tiene

objeto inicial, surge de forma natural la noci�on de objeto co�brante. Las

homotop��as en las cuales todos los objetos son co�brantes permiten desarrollos

menos complicados.

De�nici�on II.1.7 Un objeto X de una C-categor��a C, con objeto inicial �, se

dir�a �-co�brante o simplemente co�brante cuando �X : � � X es co�braci�on.

Proposici�on II.1.8 Dados dos objetos isomorfos, uno es co�brante si y s�olo

si lo es el otro.

Demostraci�on:

Consecuencia inmediata de la proposici�on II.1.2.
2
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Proposici�on II.1.9 En una C-categor��a con todos sus objetos co�brantes, se

puede suprimir en el axioma (C3): \Para todo objeto X, 1X y kX son co�bra-

ciones".

Demostraci�on:

1X es co�braci�on, por (C2) observando el siguiente push out:

� X

� X

->
�X

->
�X

?

_
1�

?

_
1X

Si se toma en (C4) i = �X se tiene que kX = (�X)1k�. k� = �C� es

co�braci�on, y por (C2) tambi�en lo es k�. Por tanto kX es co�braci�on al ser

composici�on de ellas.
2

Proposici�on II.1.10 En una C-categor��a con todos los objetos co�brantes se

veri�ca que Hom(A;C�)k�(�A) 6= �, para todo objeto A.

Demostraci�on:

Consecuencia del corolario II.1.5.
2

El concepto de \punto" es imprescindible para la obtenci�on de suspensiones

y �estas, a su vez, son necesarias para de�nir los grupos de homotop��a de obje-

tos punteados, �AnX = [SnA;X], a semejanza de lo que sucede en la homotop��a

ordinaria de los espacios topol�ogicos. En una C-categor��a se pueden obtener

grupos y sucesiones exactas de homotop��a para objetos no necesariamente pun-

teados, y conseguir C-categor��as punteadas cuyos grupos y sucesiones se reduz-

can a los anteriores haciendo innecesario el uso de suspensiones y el concepto
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de punto. No obstante, se introduce aqu�� dicha noci�on para posteriormente

con�rmar lo expresado.

De�nici�on II.1.8 Una C-categor��a punteada es una C-categor��a con todos

sus objetos co�brantes y tal que el cono del objeto inicial coincida con �el.

Se notar�a dicho objeto por � y se denominar�a punto. El mor�smo inicial

�X : � � X se notar�a simplemente por � cuando no lleve a error. Obs�ervese

que (�X)1 = kX. El coproducto de dos objetos X e Y se notar�a en este caso

X _Y.

Obs�ervese que por ser todos los objetos co�brantes el coproducto de dos

objetos siempre existe, y que por el cono conservar push outs C(X _ Y) =

= CX _ CY. Adem�as � es contr�actil, por ser un cono.

Proposici�on II.1.11 Dadas i : B � A e i0 : B0
� A0 co�braciones, entonces

i _ i0 : B _ B0
� A _A0 es tambi�en co�braci�on.

Demostraci�on:

Consecuencia del teorema II.1.1.
2

Proposici�on II.1.12 Si X y X' son objetos contr�actiles, entonces X _ X0 es

contr�actil.

Demostraci�on:

Consecuencia del teorema II.1.3, pues �X y �X0 son co�braciones contr�acti-

les.

2
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II.2 Homotop��a.

La de�nici�on de homotop��a relativa a una co�braci�on con codominio con-

tr�actil es un primer paso que permitir�a extender, en el cap��tulo siguiente,

dicha noci�on para una co�braci�on cualquiera. Esta veri�ca las propiedades

b�asicas comunes a todas las homotop��as: relaci�on de equivalencia, trivialidad

sobre objetos contr�actiles, transformaci�on de coproductos en productos y com-

patibilidades con la composici�on de mor�smos. En su de�nici�on se usa una

retracci�on de la transformaci�on natural k, y posteriormente se demuestra que

la homotop��a es independiente de la elecci�on de la misma.

De�nici�on II.2.1 Dada i : B � A co�braci�on, con A contr�actil, y dados

f0; f1 : A ! X, se dir�a que f0 es hom�otopo a f1 relativo a i cuando exista

una extensi�on H de ff0qCi; f1g relativa a i1, donde qkA = 1A. H se denomina

homotop��a relativa a i entre f0 y f1 (H : f0 ' f1 rel. i).

Obs�ervese que por existir ff0qCi; f1g se tiene que f0i = f1i.

Toda homotop��a entre mor�smos debe clasi�carlos mediante una relaci�on

de equivalencia.

Teorema II.2.1 Ser hom�otopo rel. i es una relaci�on de equivalencia.

Demostraci�on:

Por PEN existe una extensi�on � de kqCi[k = k(qCi[1) : �i ! Pfi; ig�

� C(Pfi; ig) = PfCi;Cig relativa a i1, con qkA = 1A.

- Re
exiva. fq : f ' f rel. i.

- Sim�etrica. Si H : f0 ' f1 rel. i, entonces H = fH; f0qg� : f1 ' f0 rel. i.
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- Transitiva. Si H : f0 ' f1 rel. i y G : f1 ' f2 rel. i, entonces H � G =

= fH;Gg� = ffH; f0qg�;Gg� : f0 ' f2 rel. i.

2

Las notaciones� y � usadas en la demostraci�on de este teorema se repetir�an

relacionando homotop��as a lo largo de este trabajo, siempre con el mismo

signi�cado.

De�nici�on II.2.2 Dados i : B � A co�braci�on, A contr�actil (qkA = 1A), y

u : B ! X, se de�ne el corchete de homotop��a de X relativo a i basado en u

por [A;X]u(i) = Hom(A;X)u(i)= ' , donde \'" es la relaci�on de equivalencia

\ser hom�otopo relativo a i". Cuando la categor��a tiene objeto inicial y A

es contr�actil y co�brante, [A;X]�X(�A) se notar�a simplemente por [A;X] y se

denominar�a corchete de homotop��a de X referido a A.

En homotop��a relativa, la compatibilidad con la composici�on a izquierda no

plantea di�cultades. En cambio, para la composici�on a derecha hay que exigir

la existencia de un cuadrado conmutativo que relacione las co�braciones.

Proposici�on II.2.1 Sea i : B � A co�braci�on, con A objeto contr�actil, en-

tonces [A; codom �]� (i) : CB ! Set, de�nido de forma obvia sobre los objetos

y dado h : u! v en CB [A; codom �]� (i)(h) = h�, es un funtor.

Demostraci�on:

Si [f0] = [f1] en [A;X]u(i) con H : f0 ' f1 rel. i, entonces hH : hf0 ' hf1

rel. i.
2

La actuaci�on de los corchetes de homotop��a sobre mor�smos con dominio

y codominio contr�actiles y de corchetes de homotop��a relativos a co�braciones

contr�actiles es bien conocida.
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Proposici�on II.2.2 Si i : B � A co�braci�on y u : B ! X, con A y X

contr�actiles, entonces [A;X]u(i) es un conjunto unitario.

Demostraci�on:

Al ser X ' 0, por la proposici�on II.1.6 para todos f0; f1 2 Hom(A;X)u(i),

ff0qCi; f1g ' 0, y aplicando PEN a i1 se obtiene una extensi�on.
2

Proposici�on II.2.3 Si i : B � A es una co�braci�on contr�actil, entonces

[A;X]u(i) es un conjunto unitario para todo objeto X y todo mor�smo u : B!

! X.

Demostraci�on:

Por el corolario II.1.7 i1 es contr�actil, y por la proposici�on II.1.7 ff0qCi; f1g

tiene una extensi�on relativa a i1.
2

Observaci�on II.2.1 Los precedentes resultados son equivalentes a decir que

si el objeto X o la co�braci�on i son contr�actiles entonces f0; f1 : A ! X son

hom�otopos relativo a i si y s�olo si f0i = f1i.

Corolario II.2.1 En una categor��a punteada, [A;X] es un conjunto unitario,

para todo objeto X.

Tambi�en en categor��as punteadas se observa, an�alogamente a lo que sucede

en otras homotop��as, que un corchete con un coproducto en la primera com-

ponente es equivalente a un producto de corchetes.

Proposici�on II.2.4 Dadas i : B � A, i0 : B0
� A0 co�braciones, con A, A'

contr�actiles, entonces [A; codom �]�(i) � [A0; codom �]�(i
0) : CB_B0 ! Set,

de�nido de forma obvia sobre los objetos y dado h : fu; u0g ! fv; v0g en CB_B0

[A; codom �]�(i) � [A0; codom �]�(i
0)(h) = h� � h�, es un funtor.
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Demostraci�on:

Basta aplicar las proposiciones I.2.2, I.2.6 y I.2.7.
2

Proposici�on II.2.5 Dadas i : B � A, i0 : B0
� A0 co�braciones, con A, A'

objetos contr�actiles, existe una equivalencia natural:

[A _ A0; codom f�;�g]f�;�g(i_i
0) ! [A; codom �]�(i) � [A0; codom �]�(i

0)

(CB_B0
! Set).

Demostraci�on:

Se de�ne 'fu;u0g : [A _ A0;X]fu;u
0g(i_i0) �! [A;X]u(i) � [A0;X]u

0(i0) por

'fu;u0g([ff; f
0g])=([f ]; [f 0]), y '�1fu;u0g :[A;X]

u(i)�[A0;X]u
0(i0)![A_A0;X]fu;u

0g(i_i0)

por '�1fu;u0g([f ]; [f
0]) = ([ff; f 0g]).

Usando que el cono conserva push outs y que C� = �, se tiene que

H : f0 ' f1 rel. i y H
0 : f 00 ' f 01 rel. i

0 si y s�olo si fH;H 0g : ff0; f
0
0g ' ff1; f

0
1g

rel. i _ i0, de donde se concluye que las transformaciones est�an bien de�nidas

y son inversas.

Para la naturalidad basta observar que el siguiente cuadrado es conmutativo

para cualquier mor�smo h : fu; u0g ! fv; v0g.

[A_A0; codom fu; u0g]fu;u
0g(i_i0) [A; codom u]u(i)�[A0; codom u0]u

0(i0)

[A_A0; codom fv; v0g]fv;v
0g(i_i0) [A; codom v]v(i)�[A0; codom v0]v

0(i0)

-
'fu;u0g

-
'fv;v0g?

h�
?

h� � h�

2

Para ver la compatibilidad con la composici�on a derecha se hace uso de

una equivalencia natural derivada de la transformaci�on k. La independencia

de la homotop��a respecto de la retracci�on usada en su de�nici�on permite crear

dicha equivalencia.
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Proposici�on II.2.6 Sean i : B � A co�braci�on, f : A! X y h0; h1 : CB!

! X tales que h0 ' h1 rel. k. Entonces fh0; fg tiene una extensi�on relativa a

i1 si y s�olo si fh1; fg la tiene.

Demostraci�on:

()) Si H0 es una extensi�on de fh0; fg relativa a i1 y G : h0 ' h1 rel. k,

entonces fG;H0grk es una extensi�on de fh1; fg relativa a i1, donde r es una

retracci�on para Ci1 existente por PEN.

(() An�alogo.
2

Teorema II.2.2 La homotop��a relativa a i es independiente de la retracci�on

para la transformaci�on natural k.

Demostraci�on:

Sean q; q0 : CA ! A tales que qkA = q0kA = 1. Por la proposici�on II.2.2

qCi ' q0Ci rel. k, por la proposici�on II.2.1 f0qCi ' f0q
0Ci rel. k, y por la

proposici�on II.2.6 anterior se concluye el resultado.
2

Observaci�on II.2.2 La independencia de la homotop��a respecto de la re-

tracci�on para la inclusi�on en el cono permite usar la transformaci�on natural p

como la retracci�on id�onea en homotop��a para kC.

Proposici�on II.2.7 Dada i : B � A co�braci�on, con A contr�actil, entonces

k� : [CA; codom�]� (ki) ! [A; codom �]� (i) (CB ! Set) es una equivalencia

natural.

Demostraci�on:

k�u : [CA;X]
u(ki)! [A;X]u(i) es una aplicaci�on, pues si H : f0 ' f1 rel. ki

entonces HCk es una extensi�on de ff0Ci; f1kg relativa a i1. Por la proposici�on
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II.2.2 kqCi ' Ci rel. k, y por la proposici�on II.2.1 f0kqCi ' f0Ci rel. k.

Aplicando ahora la proposici�on II.2.6 se obtiene H 0 : f0k ' f1k rel. i.

Para la naturalidad obs�ervese que el siguiente cuadrado es conmutativo

para cualquier mor�smo h : u! v.

[CA;X]u(ki) [A;X]u(i)

[CA;Y]v(ki) [A;Y]v(i)

-
k�

-k�?
h�

?
h�

Sea qkA = 1A. q�u : [A;X]u(i) ! [CA;X]u(ki) es una aplicaci�on, pues si

H : f0 ' f1 rel. i entonces HCq : f0q ' f1q rel. ki.

Evidentemente k�q� = 1; por la proposici�on II.2.2 1 ' kq rel. ki, y por la

proposici�on II.2.1 q�k� = 1. De la proposici�on I.2.8 se concluye el resultado.
2

Teorema II.2.3 Dado el siguiente cuadrado conmutativo:

B B'

A A'

-h

-
g?

_
i

?

_
i0

con i, i0 co�braciones y A, A' objetos contr�actiles.

a) g� : [A0; codom �]� (i0) ! [A; codom �]�h (i) (CB0 ! Set) es una trans-

formaci�on natural.

b) Si el cuadrado es un push out, entonces g� es una equivalencia natural.
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Demostraci�on:

a) Si [f0] = [f1] en [A0; codom u]u(i
0), por la proposici�on II.2.7 anterior

[f0q
0] = [f1q

0] en [CA0; codom u]u(ki
0), donde q0kA0 = 1A0 . Sea H : f0q

0 ' f1q
0

rel. ki0, entonces HC2g : f0q
0Cg ' f1q

0Cg rel. ki, y usando de nuevo la

proposici�on II.2.7 se tiene que f0q
0Cgk = f0g ' f1q

0Cgk = f1g rel. i.

La naturalidad es obvia, observando que el siguiente cuadrado es conmu-

tativo para cualquier mor�smo f : u! v en CB0 :

[A0; codom u]u(i
0) [A; codom u]uh(i)

[A0; codom v]v(i
0) [A; codom v]vh(i)

-
g�u

-
g�v?

f�
?
f�

b) Si H : f0 ' f1 rel. i, se tiene que H es una extensi�on de ff0qCi; f1g

relativa a i1. gqCi ' q0CgCi rel. k por la proposici�on II.2.2, donde qkA =

= 1A, y f0qCi = fu; f0ggqCi ' fu; f0gq
0CgCi rel. k por la proposici�on II.2.1.

Aplicando la proposici�on II.2.6 existe una extensi�on H 0 de ffu; f0gq
0CgCi; f1g

relativa a i1. Entonces ffu; f0gq
0Ci0;H 0g : fu; f0g ' fu; f1g rel. i

0.
2

Corolario II.2.2 Sea i : B � A co�braci�on, con A contr�actil. Si i �= i0,

entonces [A;X]u(i) �= [A0;X]u
0(i0), donde u0 es el mor�smo asociado a u por el

isomor�smo.

Demostraci�on:

Si i �= i0, existen isomor�smos g : A! A0 y h : B! B0 tales que gi = i0h.

Entonces, por las proposiciones II.1.2 y II.1.5 i0 : B0
� A0 es una co�braci�on

con A' contr�actil. El siguiente cuadrado
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B B'

A A'

-h

-
g?

_
i

?

_
i0

es un push out, y por el teorema II.2.3 anterior g�u0 : [A
0;X]u

0(i0) ! [A;X]u(i) es

un isomor�smo.

N�otese que u0 = uh�1.
2

Corolario II.2.3 Si A �= A0, entonces [A;X] �= [A0;X].

Demostraci�on:

Consecuencia inmediata de la proposici�on II.1.8 y del corolario II.2.2 ante-

rior.
2



Cap��tulo III

Grupos de homotop��a

generalizada.

Una vez establecida la noci�on de homotop��a relativa en una categor��a con

cono natural, el siguiente paso es obtener los grupos de homotop��a. Para

ello se introducen primeramente los grupoides de homotop��a relativos a una

co�braci�on y se estudia su car�acter funtorial sobre objetos y co�braciones. De

la actuaci�on de dichos funtores sobre push outs surge una generalizaci�on del

concepto de homotop��a relativa a una co�braci�on que no tenga, necesariamente,

codominio contr�actil como suced��a en el cap��tulo anterior. Es posible tambi�en

crear los grupoides superiores de homotop��a, que dar�an lugar a los grupos de

homotop��a relativos a una co�braci�on de un objeto basados en un mor�smo,

que tambi�en se denominar�an grupos de homotop��a generalizada relativos a una

co�braci�on.

Cuando se tiene una categor��a punteada, a trav�es del concepto de sus-

pensi�on y usando el mor�smo cero, se obtienen los grupos de homotop��a rela-

tivos a una co�braci�on y los referidos a un objeto como un caso particular de la

homotop��a generalizada, dando lugar a funtores que act�uan similarmente a los

65
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respectivos de la homotop��a ordinaria respecto a contr�actiles y coproductos.

III.1 Grupoides de homotop��a.

Usando el concepto \contr�actil fundamental" se crean los grupoides de ho-

motop��a relativos a co�braciones cuyo codominio sea un objeto de este tipo.

�Estos son creados mediante una extensi�on �ja, aunque posteriormente se de-

muestra que cualquier otra genera grupoides isomorfos.

Reiterando el proceso dado en el axioma de cono relativo se obtienen los

grupoides de orden superior para dichas co�braciones, permitiendo esta t�ecnica

la de�nici�on de �estos para una co�braci�on cualquiera. Generalizando el iso-

mor�smo que inducen los mor�smos push out entre la homotop��a relativa a

una co�braci�on y la relativa a su inducida, se extiende el concepto de grupoide

de primer orden para co�braciones cuyo codominio no sea contr�actil.

Para de�nir homotop��a relativa a una co�braci�on se ha exigido que el codo-

minio de �esta sea contr�actil. Aunque esto sea su�ciente para ver que la homo-

top��a es una relaci�on de equivalencia mediante el operador � introducido, no

basta para que se veri�quen las propiedades homot�opicas que dar�an lugar a la

estructura de grupoide. Para ello es necesario usar el concepto de contr�actil

fundamental.

De�nici�on III.1.1 Un objeto A de una C-categor��a se dice contr�actil funda-

mental cuando es contr�actil y posee una retracci�on q para kA haciendo conmu-

tativo el siguiente diagrama:
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C2A CA

CA A

-
Cq

-
q?

p
?
q

donde p es la transformaci�on natural del axioma de cono. q se denominar�a una

retracci�on fundamental de kA. Una co�braci�on i : B � A se dir�a fundamental

cuando A sea un contr�actil fundamental.

Proposici�on III.1.1 Dados dos mor�smos isomorfos, uno es co�braci�on fun-

damental si y s�olo si lo es el otro.

Demostraci�on:

Dada i : B � A co�braci�on fundamental. Sean g : A ! A0 y h : B ! B0

isomor�smos tales que gi = i0h, y q una retracci�on fundamental para kA.

Entonces q0 como en la proposici�on II.1.5 es una retracci�on fundamental para

kA0 , pues q
0p = gqCg�1p = gqpC2g�1 = gqCqC2g�1 = gqCg�1CgCqC2g�1 =

= gqCg�1C(gqCg�1) = q0Cq0.

La proposici�on II.1.2 concluye la demostraci�on.
2

Proposici�on III.1.2 Para cualquier objeto A de C, CA es un contr�actil fun-

damental.

Demostraci�on:

Por el axioma de cono, la transformaci�on natural p es una retracci�on fun-

damental.
2
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Observaci�on III.1.1 Por lo anterior kA es una co�braci�on fundamental. M�as

a�un, toda co�braci�on que llegue a un cono es fundamental. En particular, dada

una co�braci�on i : B � A, i1 : �
i
� CA es fundamental.

De�nici�on III.1.2 Dados i : B � A co�braci�on con A contr�actil (qkA = 1)

y f0; f1 : A ! X, se de�ne el conjunto de las clases de homotop��a relativa a i

entre f0 y f1 como:

Hi(f0; f1) = [CA;X]ff0qCi;f1g(i1)

Proposici�on III.1.3 Si codom f0 = codom f1 es un objeto contr�actil y f0i =

= f1i, entonces Hi(f0; f1) es un conjunto unitario.

Demostraci�on:

Por la observaci�on II.2.1 f0 ' f1 rel. i, y si F;F 0 : f0 ' f1 rel. i, al ser

Fi1 = F 0i1 tambi�en F ' F 0 rel. i1.
2

Proposici�on III.1.4 Si i es una co�braci�on contr�actil y f0i = f1i, entonces

Hi(f0; f1) es un conjunto unitario.

Demostraci�on:

An�aloga a la anterior, observando que por el corolario II.1.7 i1 es una

co�braci�on contr�actil.
2

Cuando i : B� A sea una co�braci�on fundamental, Hi(f0; f1) representar�a

el conjunto de mor�smos entre f0 y f1 en el grupoide de homotop��a que se va

a crear. Por ello a partir de aqu�� y hasta que se especi�que lo contrario se

considerar�a que i : B � A es siempre co�braci�on fundamental.
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La extensi�on � dada en el teorema II.2.1 establece una equivalencia natural

entre dos funtores, cuando �estos se de�nen sobre una co�braci�on fundamen-

tal, que simpli�car�a la demostraci�on de las propiedades homot�opicas de los

grupoides.

Lema III.1.1 [C(Pfi; ig); codom f�;�g]f�;�g(k), Hi(�;�) : C
Pfi;ig ! Set,

de�nidos de forma an�aloga a la proposici�on II.2.1, son funtores.

Demostraci�on:

Similar a la de la proposici�on II.2.1, pues

Hi(�;�) = [CA; codom �]f�qCi;�g(i1)

2

Obs�ervese que codom f�;�g = codom � = codom �.

Teorema III.1.1 �� : [C(Pfi; ig); codom �]f�;�g(k) ! Hi(�;�) (C
Pfi;ig

!

! Set) es una equivalencia natural.

Demostraci�on:

- �� est�a bien de�nida. SiH : F0 ' F1 rel. k entoncesH�
0 : F0� ' F1� rel.

i1, donde �
0 es una extensi�on de fCk�pCi1; k�g relativa a i2, existente

por ser fCk�pCi1; k�g ' 0, y donde i2 = (i1)1.

- �� es natural. El siguiente cuadrado es conmutativo, para cualquier

mor�smo h : ff0; f1g ! fg0; g1g de C
Pfi;ig.

[C(Pfi; ig); codom f0]
ff0;f1g(k) Hi(f0; f1)

[C(Pfi; ig); codom g0]
fg0;g1g(k) Hi(g0; g1)

-
��ff0;f1g

-
��fg0;g1g

?
h�

?
h�
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- �� tiene como inversa (��)�1ff
0
;f
1
g([F ]) = [ff0q; Fg].

- (��)�1 est�a bien de�nida. Si H : F0 ' F1 rel. i1, entonces

ff0qp;Hg : ff0q; F0g ' ff0q; F1g rel. k.

- (��)�1�� = 1: Si [fF;Gg] 2 [C(Pfi; ig);X]ff0;f1g(k), entonces

fFCq; fFp;GpgC�g : fF;Gg ' ff0q; fF;Gg�g rel. k.

- ��(��)�1 = 1: Usando que A es contr�actil fundamental se tiene

ff0qp; FpgC� : F ' ff0q; Fg� rel. i1.

2

Corolario III.1.1 [fq] = [fq] en Hi(f; f).

Demostraci�on:

Consecuencia inmediata del teorema III.1.1 anterior, ya que ffq; fqg� ' fq

rel. i1 si y s�olo si ffq; fqg ' ffq; fqg rel. k.
2

Proposici�on III.1.5 (Inverso homot�opico a derecha)

Si [F ]2Hi(f0; f1) entonces [F � F ] = [f0q] en Hi(f0; f0).

Demostraci�on:

Por el teorema III.1.1, fF;Fg� ' f0q rel. i1 si y s�olo si fF;Fg '

' ff0q; f0qg rel. k. H = fFCq; FCqg es la homotop��a relativa a k buscada.

2

Proposici�on III.1.6 (Identidad homot�opica a derecha)

[F � f1q] = [F ] en Hi(f0; f1).



III.1. Grupoides de homotop��a. 71

Demostraci�on:

Por el teorema III.1.1 F ' ffF; f0qg�; f1qg� rel. i1 si y s�olo si

ff0q; Fg ' ffF; f0qg�; f1qg rel. k. H = ffFp; f0qpgC�;FCqg es la ho-

motop��a relativa a k buscada.
2

Corolario III.1.2 [F ] = [F ] en Hi(f0; f1).

Demostraci�on:

Es consecuencia directa de la proposici�on III.1.6 anterior observando que

F = fF; f1qg� = F � f1q.
2

Proposici�on III.1.7 Si [F0] = [F1] en Hi(f0; f1) y [G0] = [G1] en Hi(f0; f2),

entonces [fF0; G0g] = [fF1; G1g] en [C(Pfi; ig);X]ff1;f2g(k).

Demostraci�on:

Si F : F0 ' F1 rel. i1 y G : G0 ' G1 rel. i1, entonces fF;Gg : fF0; G0g '

' fF1; G1g rel. k.
2

Corolario III.1.3 (Compatibilidad del inverso con la homotop��a)

Si [F ] = [G] en Hi(f0; f1), entonces [F ] = [G] en Hi(f1; f0).

Demostraci�on:

Por el teorema III.1.1 fF; f0qg� ' fG; f0qg� rel. i1 si y s�olo si fF; f0qg '

' fG; f0qg rel. k, lo cual se obtiene usando la proposici�on III.1.7 anterior.
2

Corolario III.1.4 (Compatibilidad del producto con la homotop��a)

Si [F0] = [F1] en Hi(f0; f1) y [G0] = [G1] en Hi(f1; f2), entonces [F0 � G0] =

= [F1 �G1] en Hi(f0; f2).
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Demostraci�on:

Por el teorema III.1.1, fF0; G0g� ' fF1; G1g� rel. i1 si y s�olo si fF0; G0g '

' fF1; G1g rel. k, lo que se deduce del corolario III.1.3 y la proposici�on III.1.7.

2

Corolario III.1.5 (Identidad homot�opica a izquierda)

[f0q � F ] = [F ] en Hi(f0; f1).

Demostraci�on:

Por el teorema III.1.1 ff0q; Fg� ' F rel. i1 si y s�olo si ff0q; Fg ' ff0q; Fg

rel. k, lo cual es cierto por el corolario III.1.1 y la proposici�on III.1.7.
2

Proposici�on III.1.8 (Inversa homot�opica a izquierda)

Si [F ]2Hi(f0; f1), entonces [F � F ] = [f1q] en Hi(f1; f1).

Demostraci�on:

Por el teorema III.1.1 fF;Fg� ' f1q rel. i1 si y s�olo si fF;Fg ' ff1q; f1qg

rel. k. Por el corolario III.1.2 y la proposici�on III.1.7 fF;Fg ' ff1q; f1qg rel.

k si y s�olo si fF;Fg ' ff1q; f1qg rel. k. H = fFCq; FCqg es la homotop��a

rel. k buscada.
2

Proposici�on III.1.9 Si [F ] 2 Hi(f0; f1) y [G] 2 Hi(f1; f2), entonces [G�F ] =

= [F �G] en Hi(f2; f0).

Demostraci�on:

Por el teorema III.1.1 fG;Fg� ' ffF;Gg�; f0qg� rel. i1 si y s�olo si

fG;Fg ' ffF;Gg�; f0qg rel. k. Por el corolario III.1.2 y la proposici�on

III.1.7 fG;Fg ' ffF;Gg�; f0qg rel. k. si y s�olo si fG;Fg ' ffF;Gg�; f0qg

rel. k. H = ffFp;GpgC�;FCqg es la homotop��a rel. k buscada.
2
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Proposici�on III.1.10 Si [F ]2 Hi(f0; f1) , [G] 2 Hi(f1; f2) y [H] 2 Hi(f1; f3),

entonces [F �H] = [(F �G) � (G �H)] en Hi(f0; f3).

Demostraci�on:

Por el teorema III.1.1 fF;Hg� ' fF �G;G � Hg� rel. i1 si y s�olo

si fF;Hg ' fF �G;G � Hg rel. k. Por las proposiciones III.1.7 y III.1.9

fF;Hg ' fF �G;G � Hg rel. k si y s�olo si fF;Hg ' fG � F;G � Hg

rel. k. Por el corolario III.1.2, la proposici�on III.1.7 y el teorema III.1.1

fF;Hg ' fG �F ;G �Hg rel. k si y s�olo si fF;Hg ' ffG;Fg�; fG;Hg�g rel.

k. K = ffGp;FpgC�; fGp;HpgC�g es la homotop��a rel. k buscada.
2

Corolario III.1.6 (Asociatividad homot�opica)

Si [F ] 2 Hi(f0; f1), [G] 2 Hi(f1; f2) y [H] 2 Hi(f2; f3), entonces [(F �G)�H] =

= [F � (G �H)] en Hi(f0; f3).

Demostraci�on:

Por el corolario III.1.5 H ' f2q � H rel. i1. Aplicando la proposici�on

III.1.10 f2q � H ' (f2q � G) � (G � H) rel. i1. Por los corolarios III.1.4 y

III.1.5 (f2q � G) � (G � H) ' G � (G �H) rel. i1. Luego, por la transitividad

de la relaci�on, H ' G � (G � H) rel. i1. Aplicando ahora el corolario III.1.4

(F � G) � H ' (F � G) � (G � (G � H)) rel. i1, y por la proposici�on III.1.10

(F �G) �H ' F � (G �H) rel. i1.
2

Teorema III.1.2 HiCX, con:

- Conjunto de objetos: Hom(A;X).

- Dados f0; f1 2 Hom(A;X): Hom(f0; f1) = Hi(f0; f1).
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- Mor�smo identidad: Sea f0 : A! X, 1f0 = [f0q].

- Mor�smo inverso: Dada [F ] 2 Hi(f0; f1), [F ] = [F ].

- Composici�on de mor�smos:

� : Hi(f0; f1)�Hi(f1; f2) ! Hi(f0; f2)

([F ]; [G]) ! [F ] � [G] = [F �G]

es un grupoide.

Demostraci�on:

Los corolarios III.1.3 y III.1.4 demuestran que la operaci�on y el inverso no

dependen de los representantes elegidos.

La proposici�on III.1.6 y el corolario III.1.5 prueban la existencia de identi-

dades.

Las proposiciones III.1.5 y III.1.8 demuestran la existencia de inversos.

El corolario III.1.6 prueba la asociatividad.
2

A lo largo de todo el proceso anterior se ha hecho uso de un elemento � 2

2 Hom(CA; C(Pfi; ig))kqCi[k(i1) para la obtenci�on de los grupoides de homo-

top��aHiCX. Otro elemento cualquiera de este conjunto va a generar grupoides

id�enticos, por lo que �estos son independientes de la elecci�on hecha.

Proposici�on III.1.11 Si �0; �1 son extensiones de kqCi [ k relativas a i1 y

F;G 2 Hom(CA;X)u(Ci), entonces [fF;Gg�0] = [fF;Gg�1] en Hi(Fk;Gk).

Demostraci�on:

Por la observaci�on II.2.1 �0 ' �1 rel. i1, y por la proposici�on II.2.1 se

concluye el resultado.
2
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Corolario III.1.7 Si �0; �1 son extensiones de kqCi [ k relativas a i1, en-

tonces el grupoide de homotop��a a que dan lugar es el mismo.

Demostraci�on:

Por la proposici�on III.1.11 anterior se tiene que, dada [F ] 2 Hi(f0; f1),

[F ] = [fF; f0qg�0] = [fF; f0qg�1].

Usando adem�as el teorema III.1.1 y la proposici�on III.1.7, dadas [F ] 2

2 Hi(f0; f1) y [G] 2 Hi(f1; f2), [F �G] = [ffF; f0qg�0; Gg�0] =

= [ffF; f0qg�0; Gg�1] = [ffF; f0qg�1; Gg�1].
2

La creaci�on de los grupoides permite introducir un concepto usual en ho-

motop��a como es el de conexidad por caminos.

Teorema III.1.3 Dados una co�braci�on i : B � CA y mor�smos f; g :

: CA ! X tales que H : f ' g rel. i, entonces �H : Hi(f; f) ! Hi(g; g)

de�nido por �H([F ]) = [H � F �H] es un isomor�smo de grupos.

Demostraci�on:

Consecuencia de la proposici�on I.1.1 al ser HiCX un grupoide.
2

Los grupoides de homotop��a pueden ser interpretados como bifuntores y sus

conjuntos de mor�smos como funtores con variaci�on sobre mor�smos �jada la

co�braci�on, o con variaci�on sobre ambos.

Proposici�on III.1.12 HiC� : C ! Cat, de�nido de forma obvia sobre los

objetos y dado f : X! Y en C HiC�(f) = f�, es un funtor.

Demostraci�on:

Simple comprobaci�on usando la proposici�on II.2.1.
2
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Corolario III.1.8 Si i es una co�braci�on contr�actil, HiC�(f) son funtores

�eles y llenos.

Demostraci�on:

Basta observar que para cualquier objeto X,HiCX tiene como conjunto de

mor�smos
[

u2Hom(B;X)

Hom(A;X)u(i) �Hom(A;X)u(i), pues por la proposici�on

II.1.7, al ser i contr�actil, para todo u : B ! X Hom(A;X)u(i) 6= �, y por la

proposici�on III.1.4 ya estar��a.
2

Corolario III.1.9 Hi(�;�) : C
A ! Grp, de�nido de forma obvia sobre los

objetos y dado h : f0 ! g0 en CA Hi(�;�)(h) = h�, es un funtor.

Demostraci�on:

Por el teorema III.1.2 Hi(f0; f0) es un grupo para todo f0 objeto de CA.

Adem�as por la proposici�on II.2.1 h�(1f0) = h�([f0q]) = [hf0q] = 1hf0 = 1g0

y h�([F ] � [G]) = h�([F � G]) = h�([fF;Gg�]) = h�([ffF; f0qg�;Gg�]) =

= [fhfF; f0qg�; hGg�]) = [ffhF; hf0qg�; hGg�]) = [fhF; hGg�]) =

= [hF � hG] = h�([F ]) � h�([G]), y por tanto h� : Hi(f0; f0) ! Hi(g0; g0) es

homomor�smo de grupos.
2

La categor��a de co�braciones de C, cof C, es la subcategor��a llena de C(2)

que tiene por objetos las co�braciones de C.

La categor��a de co�braciones fundamentales de C, co� C, es la que tiene

por objetos pares de la forma (i; q), donde i : B � A es co�braci�on fundamental

con retracci�on fundamental q, y por mor�smos los pares (g; h) : (i; q)! (i0; q0),

donde g, h son mor�smos en C con gi = i0h y gq = q0Cg.

La categor��a de co�braciones de C que tienen como codominio un cono,

cofC C, puede ser considerada subcategor��a llena de cada una de las anteriores,
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seg�un se consideren sus objetos de la forma i o (i; p), con p la transformaci�on

natural del axioma de cono.

En el teorema III.1.1 se usa la notaci�on (i1)1 = i2. De forma inductiva se

puede de�nir in = (in�1)1 para todo n 2 IN, considerando i0 = i. A veces es

conveniente prolongar hasta -1 la notaci�on y usar por convenio y �i�1 = B e

i�1 = 1B, aunque �
1
B = CB. Observar que in = (is)n�s para n; s 2 IN

�, s � n,

y que in es co�braci�on fundamental para todo n 2 IN, independientemente de

que lo sea i.

Si A representa una cualquiera de las categor��as de co�braciones de�nidas

anteriormente, APf�n;�mg, n;m 2 IN
�
[ f�1g, (n;m) 6= (�1;�1), es la cate-

gor��a que tiene como objetos pares de la forma (A; ff0; f1g), con A un objeto

de A y ff0; f1g un mor�smo de C con dominio Pfin; img, donde i es la co�-

braci�on de A, y como mor�smos (g; h) : (A; ff0; f1g) ! (A0; ff 00; f
0
1g) donde

(g; h) : A! A0 veri�cando f0 = f 00C
ng y f1 = f 01C

mg. Obs�ervese que cuando

n = �1 �o m = �1, ff0; f1g = f1 �o ff0; f1g = f0, respectivamente, y la ca-

tegor��a tambi�en se podr�a notar por Acodom �m o Acodom �n , respectivamente.

Cuando n = 0 �o m = 0, pueden suprimirse en la notaci�on de la categor��a.

De�nici�on III.1.3 Un mor�smo (g; h) en cualquiera de las anteriores cate-

gor��as se denomina mor�smo push out si el siguiente cuadrado lo es:

B B'

A A'

-h

-
g?

_
i

?

_
i0

(A�A)Pf�n;�mg_Pf�n0 ;�m0g es la subcategor��a llena deAPf�n ;�mg�APf�n0 ;�m0g

que tiene como objetos los pares de la forma ((A; ff0; f1g); (A
0; ff 00; f

0
1g)), con

codom ff0; f1g = codom ff 00; f
0
1g.
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Teorema III.1.4 H�CX : (co� C)op ! Cat, de�nido sobre los objetos de

forma obvia, y que dado (g; h) : (i; q) ! (i0; q0) en (co� C)op H�CX(g; h)

es el funtor que sobre los objetos act�ua como g� y sobre los mor�smos como

(Cg)�, es un funtor.

Demostraci�on:

- Si H : f0 ' f1 rel. i entonces, por ser (g; h) un mor�smo entre co�bra-

ciones fundamentales, HCg : f0g ' f1g rel. i
0, y observando el siguiente

cuadrado conmutativo:

�i0 �i

CA' CA

-
Ch [ g

-
Cg?

_
i01

?

_
i1

por el teorema II.2.3 se tiene que (Cg)� est�a bien de�nido.

- (Cg)�(1f ) = (Cg)�([fq]) = [fqCg] = [fgq0] = 1fg.

- (Cg)�([F ] �i [G]) = (Cg)�([F �i G]) = [(F �i G)Cg] =

= [fF;Gg�iCg] = [fF;Gg(Cg [ Cg)�i0 ] = [fFCg;GCgg�i0] =

= [ffF; f0qg�iCg;GCgg�i0] = [ffF; f0qg(Cg [ Cg)�i0; GCgg�i0 ] =

= [ffFCg; f0qCgg�i0; GCgg�i0] = [ffFCg; f0gq
0
g�i0 ; GCgg�i0] =

= [fFCg;GCgg�i0] = [FCg �i0 GCg] = [FCg] �i0 [GCg] =

= (Cg)�([F ]) �i0 (Cg)
�([G])

donde �i0 , �i son extensiones de kq0Ci0 [ k y kqCi[ k relativas a i01 e i1

y �i0, �i indican las composiciones en Hi0CX y HiCX, respectivamente.
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N�otese que por la observaci�on II.2.1 �iCg ' (Cg [ Cg)�i0 rel. i
0
1, pues

�iCgi
0
1 = �ii1(Ch [ g) = (kqCi [ k)(Ch [ g) =

= kqCiCh[ kg = kqCgCi0 [ kg = kgq0Ci0 [ kg =

= k(g [ g)(q0Ci0 [ 1) = (Cg [ Cg)k(q0Ci0 [ 1) =

= (Cg [ Cg)�i0i
0
1:

Se concluye que H�CX(g; h) :HiCX ! Hi0CX es un funtor.
2

Corolario III.1.10 Si X es contr�actil, H�CX(g; h) son funtores �eles y lle-

nos.

Demostraci�on:

Basta observar que para cualquier co�braci�on i : B � A, HiCX tiene como

conjunto de mor�smos
[

u2Hom(B;X)

Hom(A;X)u(i) �Hom(A;X)u(i), pues por el

corolario II.1.5, al ser X contr�actil, para todo u : B ! X Hom(A;X)u(i) 6= �,

y por la proposici�on III.1.3 ya estar��a.
2

Proposici�on III.1.13 H�C� : (co� C)op �C! Cat es un funtor.

Demostraci�on:

Por el teorema I.2.1 basta observar que dado f : X! Y y (g; h) : i0 ! i en

co� C se tiene, para todo f0 : A! X

H�CY(g; h)(HiC�(f)(f0)) = H�CY(g; h)(ff0) =

= ff0g =

= Hi0C�(f)(f0g) =

= Hi0C�(f)(H�CX(g; h)(f0))
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y para todo [F ] 2 Hi(f0; f1) se veri�ca

H�CY(g; h)(HiC�(f)([F ])) = H�CY(g; h)([fF ]) =

= [fFCg] =

= Hi0C�(f)([FCg]) =

= Hi0C�(f)(H�CX(g; h)([F ])):

2

Corolario III.1.11 H�(�; �
0) : ((co� C)

Pf�;�g
)op ! Set y H�(�; �) :

: ((co� C)
codom �

)op �! Grp, de�nidos de forma obvia sobre los objetos

y dado (g; h) : ((i; q); ff0; f1g) �! ((i0; q0); ff 00; f
0
1g) en ((co� C)

Pf�;�g
)op

H�(�;�
0)(g; h) = (Cg)�, son funtores que transforman los mor�smos push

out en isomor�smos.

Demostraci�on:

El hecho de ser funtores es consecuencia del teorema III.1.4 anterior. Ade-

m�as si (g; h) es un mor�smo push out, el cuadrado de la demostraci�on del

teorema III.1.4 es tambi�en un push out, pues si fF; fg : �i ! X y G : CA0 !

! X, con fF; fg(Ch [ g) = Gi01, en particular FCh = GCi0 y por conservar

el cono push outs existe fF;Gg : CA = PfCh;Ci0g ! X que es exactamente

ffF; fg; Gg : CA = PfCh [ g; i01g ! X. Aplicando ahora el teorema II.2.3 se

concluye la demostraci�on.
2

Lema III.1.2 Si (i; q) e (i0; q0) son objetos de co� C, entonces (i _ i0; q _ q0)

tambi�en lo es.

Demostraci�on:

Simple comprobaci�on usando las proposiciones II.1.3 y II.1.4.
2
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Los funtores grupoides de homotop��a act�uan sobre un coproducto de co�-

braciones como un producto de dichos funtores.

Teorema III.1.5.

 : H�_�0C� ! H�C� �H�0C� ((co� C)op � (co� C)
op
�C ! Cat)

de�nida por  ((i;q);(i0;q0);X) : Hi_i0CX ! HiCX �Hi0CX, con

 ((i;q);(i0;q0);X)(ff; f
0g) = (f; f 0)

 ((i;q);(i0;q0);X)([fF;F
0g]) = ([F ]; [F 0])

es una equivalencia natural.

Demostraci�on:

-  ((i;q);(i0;q0);X) est�a bien de�nida por la proposici�on II.2.5.

-  ((i;q);(i0;q0);X) conserva las identidades:

 ((i;q);(i0;q0);X)([ff0; f
0
0g(q _ q

0)]) =  ((i;q);(i0;q0);X)([ff0q; f
0
0q
0
g]) =

= ([f0q]; [f
0
0q
0]):

-  ((i;q);(i0;q0);X) conserva composici�on:

 ((i;q);(i0;q0);X)([fF;F
0
g] �i_i0 [fG;G

0
g]) =

=  ((i;q);(i0;q0);X)([fF;F
0
g �i_i0 fG;G

0
g]) =

=  ((i;q);(i0;q0);X)([fF �i G;F
0
�i0 G

0
g]) =

= ([F �i G]; [F
0
�i0 G

0]) =

= ([F ] �i [G]; [F
0] �i0 [G

0]) =

= ([F ]; [F 0]) �i_i0 ([G]; [G
0]) =

=  ((i;q);(i0;q0);X)([fF;F
0
g]) �i_i0  ((i;q);(i0;q0);X)([fG;G

0
g])
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pues por el teorema I.3.2 se tiene �i_i0 = �i _ �i0 y Pfi _ i0; i _ i0g =

= Pfi; ig_Pfi0; i0g. Como consecuencia de esto �i _�i0 es una extensi�on

de k(q_q0)C(i_ i0)[k relativa a (i_ i0)1 = i1_ i
0
1, por lo que fF;F

0g�i_i0

�i_i0fG;G
0g = fF �i G;F

0 �i0 G
0g.

-  es natural. Sean (g; h) : (j; r) ! (i; q) y (g0; h0) : (j0; r0) ! (i0; q0) en

co� C y sea f : X ! Y, entonces (g _ g0; h _ h0) : (j _ j 0; r _ r0) !

! (i _ i0; q _ q0), y el siguiente cuadrado conmutativo da la naturalidad:

Hi_i0CX HiCX �Hi0CX

Hj_j0CY HjCX �Hj0CY

-
 ((i;q);(i0;q0);X)

-
 ((j;r);(j0;r0);Y)?

H�_�0C�((g _ g0); (h _ h0); f)

?

H�C�((g; h); f)�H�0C�((g
0; h0); f)

- Un desarrollo an�alogo al realizado hasta ahora en la demostraci�on prueba

que  �1 : H�C� � H�0C� ! H�_�0C� ((co� C)op � (co� C)
op
!

�! Cat) de�nida por  �1((i;q);(i0;q0);X) : HiCX �Hi0CX �! Hi_i0CX, con

 �1((i;q);(i0;q0);X)(f; f
0) = ff; f 0g y  �1((i;q);(i0;q0);X)([F ]; [F

0]) = [fF;F 0g], es una

transformaci�on natural, que evidentemente es inversa de  .

2

Corolario III.1.12 La equivalencia natural  induce otras equivalencias na-

turales:

i) Hi_i0(f�;�
0g; f�;�0g) �= Hi(�;�)�Hi0(�

0;�0) (CPfi_i0;i_i0g ! Set).

ii) Hi_i0(f�;�
0g; f�;�0g) �= Hi(�;�)�Hi0(�

0;�0) (Ccodom i_i0 ! Grp).

iii) H�_�0(f�;�
0g; f�;�0g) �= H�(�;�)�H�0(�

0;�0)

(((co� C�co� C)Pf�;�g_Pf�
0;�0g)op!Set).



III.1. Grupoides de homotop��a. 83

iv) H�_�0(f�;�
0g; f�;�0g) �= H�(�;�)�H�0(�

0;�0)

(((co� C � co� C)codom �_codom �0)op ! Grp).

Dada una co�braci�on i : B � A no necesariamente fundamental, como se

ha hecho notar en la observaci�on III.1.1 in es siempre una co�braci�on funda-

mental. Por el teorema III.1.2HinCX es un grupoide, para todo n 2 IN. Por la

proposici�on III.1.12 HinC� : C! Cat es un funtor, y por el lema III.1.1 y el

corolario III.1.9, Hin(�;�) : C
Pfin;ing ! Set y Hin(�;�) : C

codom in ! Grp

tambi�en lo son.

Observaci�on III.1.2 Los funtores precedentes tambi�en pueden ser interpre-

tados como funtores que act�uan sobre la co�braci�on i. Como consecuencia de

ello, HinCX se denominar�a grupoide de homotop��a de orden n relativo a i del

objeto X.

Proposici�on III.1.14 �n : cof C ! C, de�nido por �n(i) = �in�1 y dado

un mor�smo (g; h) : i! i0 en cof C, �n(g; h) = Cnh [ Cn�1g [ :(n:::[ Cn�1g,

es un funtor para n 2 IN
�.

Demostraci�on:

Simple comprobaci�on usando que C es un funtor.
2

Obs�ervese que �n(g; h) = �n�m(Cmg;�m(g; h)), 0 � m � n, �n(1B) =

= CnB y (1B)n = 1CnB.

Corolario III.1.13 �n(k) : C! C, de�nido por �n(k)(A) = �n(kA) y dado

un mor�smo f : A! A0, �n(k)(f) = �n(Cf; f), es un funtor para n 2 IN
�.

Teorema III.1.6 In : cof C �! cofC C, de�nido por In(i) = (in; p) e

In(g; h) = (Cng;�n(g; h)), es un funtor que transforma mor�smos push out

en mor�smos push out, para todo n 2 IN.
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Demostraci�on:

Obs�ervese que:

- i0n�
n(g; h) = fCni0; Cn�1k; :::; kg(Cnh [ Cn�1g [ :(n::::[ Cn�1g) =

= fCn(i0h); Cn�1kCn�1g; :::; kCn�1gg =

= fCn(gi); CngCn�1k; :::; Cngkg =

= Cngin:

- Dados ffn; fn�1; :::; f1; f0g : �
in�1 ! X y f : CnA! X tales que fCsk =

= fsC
n�1f , 0 � s � n�1, y fCni = fnC

nh. Obs�ervese que fn : C
nB0 !

! X, y fs : Cn�1A0 ! X, 0 � s � n � 1, y por el cono conservar

push outs fs = ffs0 ; fs1g, con fs0C
n�1h = fs1C

n�1i. Adem�as fnC
sk =

= fsC
n�1i = fs0. Por otro lado fCsk = fsC

n�1f = fs1 , de donde

fs = ffnC
sk; fCskg.

Por ser fCni = fnC
nh existe una �unica F : CnA0 ! X tal que FCni = fn

y FCnf = f . Luego FCsk = ffn; fgC
sk = ffnC

sk; fCskg = fs.

De esto �ultimo se deduce que F es la �unica soluci�on posible.

2

Corolario III.1.14 In : (cof C)
codom �n

! (cofC C)
codom �, de�nido de for-

ma obvia, es un funtor.

Demostraci�on:

Basta observar que dado (g; h) : (i; f)! (i0; f 0), f 0Cng = f .
2

Observaci�on III.1.3 Para n = 1 el funtor anterior permite extender los fun-

tores de�nidos sobre (cofC C)
codom �

a (cof C)
codom �1 , pasando de co�bra-

ciones con codominio un cono a co�braciones totalmente arbitrarias, resultado

que ser�a muy �util a la hora de de�nir grupos de homotop��a generalizada.
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Corolario III.1.15 kn : �n(k) ! Cn+1 (C ! C) es una transformaci�on

natural.

Corolario III.1.16 kn(Pff; gg) = kn(Y) [ kn(Z), donde Y y Z son las com-

ponentes vertical y horizontal, respectivamente, del push out.

Demostraci�on:

Consecuencia de la naturalidad de la transformaci�on kn.
2

Considerando In : (cofC)
op
! (cofCC)

op
y como consecuencia del teorema

III.1.6 se tiene H�nC�=H�C�(In�1) : (cof C)
op
�C!Cat, esto es,

H�nC�(i;X) = H�C�((in; p);X)

H�nC�((g; h); f) = H�C�((C
ng;�n(g; h)); f)

Por otro lado se pueden de�nir H�n(�;�
0) : ((cof C)Pf�n;�ng)op ! Set y

H�n(�;�) : ((cof C)codom �n)op ! Grp por H�n(�;�
0)(i; ff0; f1g) =

= H�(�; �
0 )((in; p); ff0 ; f1g), H�n(�; �)(i; f) = H�(�; �)((in; p); f) y

H�n(�;�
0)(g; h) = H�(�;�

0)(Cng;�n(g; h)).

An�alogamente existen H�n_�0m
C� : (cof C)op � (cof C)op � C ! Cat,

H�n_�0m
(f�;�0g; f�;�0g) : ((cof C � cof C)Pf�n;�ng_Pf�

0

m;�
0

mg)op ! Set y

H�n_�0m
(f�;�0g; f�;�0g) : ((cof C� cof C)codom �n_codom �0m)op! Grp.

De lo anterior y por el teorema III.1.5 y el corolario III.1.12 existen equi-

valencias naturales:

H�n_�0m
C�

�= H�nC� �H�0m
C�

H�n_�0m
(f�;�0g; f�;�0g) �= H�n(�;�)�H�0m

(�0;�0)

H�n_�0m
(f�;�0g; f�;�0g) �= H�n(�;�)�H�0m

(�0;�0)
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Observaci�on III.1.4 (Homotop��a relativa a co�braciones con codo-

minio no contr�actil.)

La segunda parte del teorema II.2.3 y el teorema III.1.6 permiten una extensi�on

de la homotop��a relativa a co�braciones con codominio no contr�actil:

Dado el push out

B X

A Pff; ig

-
f

-
f

?

_
i

?

_

i

con i co�braci�on, se dir�a que f0 ' f1 rel. i si y s�olo si fu; f0g ' fu; f1g rel.

i. Esta equivalencia permite de�nir homotop��a relativa a una co�braci�on si

existe homotop��a relativa a la otra, obteni�endose como consecuencia obvia un

isomor�smo entre [A;Z]uf(i) y [Pff; ig;Z]u(i).

N�otese que la co�braci�on i es �unica salvo isomor�smo, y que el corolario

II.2.2 justi�ca la unicidad de la homotop��a as�� de�nida. Por otro lado, si alguna

de las co�braciones tiene codominio contr�actil, induce homotop��a relativa a la

otra, sin necesidad de que �esta lo tenga, pudi�endo as�� darse la circunstancia

de un push out co�brado con homotop��a relativa a ambas co�braciones sin

codominios contr�actiles.

Observaci�on III.1.5 Intuitivamente una co�braci�on fundamental es aqu�ella

cuyo codominio es un objeto contr�actil que se comporta de forma similar a un

cono. M�as a�un, toda co�braci�on fundamental puede ser sustituida por una con

codominio un cono, obteni�endose homotop��as relativas equivalentes y haciendo

as�� super
ua la relativa a co�braciones fundamentales.

Teorema III.1.7 Dada i : B� A co�braci�on fundamental:
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(Cnk)� : H(ki)n�1(�C
n�1q;�0Cn�1q) ! Hin�1(�;�

0) (CPfin�1;in�1g ! Set)

y (Cnk)� : H(ki)n�1(�C
n�1q;�Cn�1q) ! Hin�1(�;�) (C

Cn�1A ! Grp) son

equivalencias naturales.

Demostraci�on:

(Cnk)� es transformaci�on, como consecuencia del teorema III.1.4, pues por

el teorema III.1.6 (Cn�1k;�n�1(k; 1)) : in�1 ! (ki)n�1 en cofC C. Para la

naturalidad basta observar que el siguiente cuadrado es conmutativo, para

cualquier h : X! Y:

H(ki)n�1(f0C
n�1q; f1C

n�1q) Hin�1(f0; f1)

H(ki)n�1(hf0C
n�1q; hf1C

n�1q) Hin�1(hf0; hf1)

-
(Cnk)�ff0;f1g

-
(Cnk)�fhf0;hf1g

?
h�

?
h�

(Cnq)� : Hin�1(�;�) ! H(ki)n�1(�C
n�1q;� Cn�1q) es tambi�en transfor-

maci�on, pues (Cn�1q;�n�1(q; 1)) : (ki)n�1 ! in�1 en cofC C, y es inversa de

(Cnk)�, ya que (Cnk)�(Cnq)� = 1 y w(Cn+1kC) : HCnkCnq ' H rel. (ki)n,

donde [H] 2 H(ki)n�1(f0C
n�1q; f1C

n�1q) y w es una extensi�on de fHCn+1ip;

;HC(kC)n�2p(C
np);HCn+1q;HCnpg : �(C(ki))n ! X relativa a (C(ki))n+1

cuya existencia est�a garantizada por PEN, puesto que por la proposici�on II.1.7

�(C(ki))n es contr�actil. Para n = 1 el t�ermino HC(kC)�1p(Cp) desaparece.
2

III.2 Grupos de homotop��a.

Los grupoides introducidos en el p�arrafo anterior permiten ahora de�nir

los grupos de homotop��a relativos a una co�braci�on basados en un mor�smo y

estudiar su actuaci�on, pues pueden ser interpretados como funtores, sobre ob-
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jetos distinguidos, los contr�actiles, sobre las co�braciones contr�actiles y sobre

los coproductos.

En categor��as punteadas se crean a trav�es de funtores suspensi�on grupos

de homotop��a relativos a una co�braci�on y grupos de homotop��a referidos a un

objeto similares a los obtenidos en homotop��a ordinaria. Adem�as se analiza

su actuaci�on en los casos particulares ya rese~nados para grupos de homotop��a

generalizada.

De�nici�on III.2.1 Dada una co�braci�on i : B � A, se denomina n-grupo de

homotop��a relativo a im del objeto X basado en f : CrA! X, 1 � r � n+m�1,

al grupo Hin+m�1(fp
n+m�r�1; fpn+m�r�1), que se notar�a por �imn (X; f).

Observaci�on III.2.1 Al ser n � r�m+1, puede tomar valores no positivos.

Si A = CA0, entonces r tambi�en puede tomar el valor 0, existiendo �i1(X; f).

N�otese que por el teorema III.1.7 tambi�en existe dicho grupo para las co�bra-

ciones fundamentales. Por esto el 1�grupo de homotop��a recibir�a el nombre

de grupo fundamental de X relativo a i basado en f .

Obs�ervese que dada una co�braci�on i : B � A las co�braciones in son

�unicas, salvo isomor�smo, para todo n, y por ser funtores los grupos de homo-

top��a de un objeto relativos a im basados en un mor�smo son tambi�en �unicos

salvo isomor�smo.

Proposici�on III.2.1 �imn (X; f) = �imn (X; fps), 0 � s � n+m� r � 1.

Demostraci�on:

�imn (X; f) = Hin+m�1(fp
n+m�r�1 ; fpn+m�r�1) =

= Hin+m�1(fp
spn+m�r�s�1; fpspn+m�r�s�1) =

= �imn (X; fps):

2
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Proposici�on III.2.2 �imn (X; f) = �
im+s

n�s (X; f), �m � s.

Demostraci�on:

�imn (X; f) = Hin+m�1(fp
n+m�r�1 ; fpn+m�r�1) =

= Him+s+(n�s�1)
(fp(n�s)+(m+s)�r�1 ; fp(n�s)+(m+s)�r�1) =

= �
im+s

n�s (X; f):

2

Las proposiciones anteriores permiten reducir el desarrollo de la teor��a a

grupos de homotop��a de la forma �in(X; f), donde i es una co�braci�on con

codominio un cono y f es un mor�smo con dominio dicho cono.

Como sucede en la mayor��a de las teor��as de homotop��a, tambi�en en �esta

los funtores grupos de homotop��a act�uan de forma trivial sobre contr�actiles.

Proposici�on III.2.3 Si X es contr�actil, �in(X; f)
�= f0g, para toda co�braci�on

i y todo mor�smo f.

Demostraci�on:

Consecuencia inmediata de la de�nici�on de los grupos de homotop��a y de

la observaci�on II.2.1
2

Proposici�on III.2.4 Si i es una co�braci�on contr�actil, �in(X; f)
�= f0g, para

todo objeto X y todo mor�smo f.

Demostraci�on:

Consecuencia de la observaci�on II.2.1 y del corolario II.1.7 usando iteraci�on.

2

Los grupos de homotop��a se pueden considerar funtores actuando sobre

mor�smos, si la co�braci�on es �ja, o sobre ambos.
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Teorema III.2.1 Dada i : B � CA co�braci�on, �in : CCA ! Grp son fun-

tores, para n 2 IN.

Demostraci�on:

Dado f : CA ! X, �in(f) = �in(X; f). Dado h : f ! hf , evidentemente

por el corolario III.1.9 h� : �in(X; f) ! �in(X
0; hf) es un homomor�smo de

grupos.
2

Teorema III.2.2 ��n : ((cofC C)
codom �

)op!Grp, de�nido por ��n ((i; p); f) =

= �in(X; f) y dado un mor�smo (g; h) : ((i; p); f) ! ((i0; p); f 0), ��n (g; h) =

= (Cng)� : �in(X; f) ! �i
0

n(X; f
0), donde X = codom f , es un funtor que

transforma mor�smos push out en isomor�smos, para todo n 2 IN.

Demostraci�on:

Por el corolario III.1.11, (Cng)� es un homomor�smo de grupos, y si (g; h)

es mor�smo push out, un isomor�smo.
2

Corolario III.2.1 ��n : ((cof C)
codom �1)op ! Grp es un funtor que trans-

forma mor�smos push out en isomor�smos, para todo n � 2.

Demostraci�on:

Este funtor es la composici�on del funtor I1 del corolario III.1.14 con el del

teorema III.2.2 anterior, observando la proposici�on III.2.2.
2

Los funtores grupos de homotop��a tambi�en transforman el coproducto de

co�braciones en producto de grupos.

Proposici�on III.2.5 Existen equivalencias naturales, para n 2 IN:

��_�
0

n
�= ��n � ��

0

n (((cofC C � cofC C)codom �_codom �0)op ! Grp)
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y dadas i : B� CA e i0 : B0
� CA0

�i_i
0

n
�= �in � �i

0

n (CCA_CA0
! Grp)

Demostraci�on:

Usando la proposici�on II.1.4 y combinando el corolario III.1.12 y el teorema

III.1.6 se obtiene el resultado.
2

Una vez creados los grupos de homotop��a generalizada, esto es, los basa-

dos en mor�smos cualesquiera, se procede a estudiar en categor��as punteadas

el caso particular que tiene como mor�smo base al cero, dando origen a los

grupos de homotop��a ordinaria relativos a una co�braci�on o referidos a un ob-

jeto, similarmente a lo que sucede en la homotop��a ordinaria de los Espacios

Topol�ogicos Punteados. Para ello se comienza de�niendo el funtor suspensi�on.

De�nici�on III.2.2 Dada C una C-categor��a punteada con punto �, la cate-

gor��a C� se denominar�a categor��a basada de C. Dado un objeto � : A! � en

C� se dir�a que A es un objeto basado en � o que � es el mor�smo base de A,

y se notar�a tambi�en por (A; �).

Observaci�on III.2.2 Como consecuencia del corolario II.1.5, todo objeto de

una categor��a punteada tiene al menos un mor�smo base.

De�nici�on III.2.3 Dada C una categor��a punteada con punto �, la categor��a

(cof C)1� se denominar�a categor��a de co�braciones basadas de C.

Todo mor�smo basado i : (B; �) � (A; �) que sea co�braci�on en C se de-

nominar�a co�braci�on basada. Un mor�smo entre co�braciones basadas

i : (B; �) � (A; �) e i0 : (B0; �0) � (A0; �0) es un par de mor�smos basa-

dos (g; h) donde g : (A; �)! (A0; �0) y h : (B; �)! (B0; �0) tales que gi = i0h.
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Es f�acil ver que la categor��a as�� formada es isomorfa a (cof C)1� identi�cando

i con (�; �), y por ello se utilizar�a indistintamente una u otra categor��a.

Proposici�on III.2.6 C : C� ! C�, actuando como en los mor�smos de C,

es un funtor que transforma push outs en push outs y co�braciones basadas en

co�braciones basadas.

Demostraci�on:

Basta observar que tanto los objetos como los mor�smos de C� son mor-

�smos en C, y que C� = �.
2

Proposici�on III.2.7 �n : (cof C)1� ! C� de�nido como en la proposici�on

III.1.14 para mor�smos, es un funtor que transforma push outs en push outs

para n 2 IN
�.

Demostraci�on:

Tanto los objetos como los mor�smos de (cof C)1� son mor�smos de cof C.

Por ello y por la proposici�on III.1.14 es una simple comprobaci�on observando

que �n(1�) = � y que el cuadrado

�in�1 �i0n�1

�i00n�1 �(i0[i00)n�1

-
�n(g0; h0)

-
�n(g0; h0)

?

_
�n(g1; h1)

?

_
�n(g1; h1)

es un push out, por el apartado a) del teorema I.1.1, al tener los objetos push

out en la categor��a de pares por codominio un push out.
2
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Corolario III.2.2 �n(�) : C� ! C�, de�nido sobre mor�smos f : A! A0

por �n(�)(f) = �n(f; 1�) es un funtor que transforma push outs en push outs

y co�braciones basadas en co�braciones basadas, para n 2 IN
�.

Demostraci�on:

Obs�ervese que � : � ! 1 (C� ! C�) es una transformaci�on natural que

actuando sobre los objetos de C es una co�braci�on. Por otro lado, dada una

co�braci�on i : B � A se tiene:

- si n = 0: �0(i; 1�) = 1� : �� � co�braci�on.

- si n = 1: i = �1(i; 1�) = �0(Ci; i) : B � A co�braci�on.

- si n = 2: �2(i; 1�) = Ci [ Ci : �k
B
� �k

A es co�braci�on por el teorema

II.1.1, pues en el siguiente cubo conmutativo

B CB

CB �k
B

A CA

CA �k
A

->
k

->

-> k

->

?

_
i

?

_

Ci

?

_

Ci

?

_
Ci [Ci

��	
k

��	

��	
k

��	

fCi; kg = i1 es co�braci�on. N�otese que �1 = k.

- Suponiendo que �m+1(i; 1�) = �m(Ci; i) es co�braci�on y observando

el siguiente cubo conmutativo, por el teorema II.1.1 se concluye que

�m+1(Ci; i) = �m+2(i; 1�) es co�braci�on,
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�km�1 C�km�1

Cm+1B �km

�km�1 C�km�1

Cm+1A �km

->
k

->

->
k

->

?

_

�m(Ci; i)

?

_

C�m(Ci; i)

?

_

Cn+1i

?

_
�m+1(Ci; i)

��	
km

��	

��	
km

��	

pues fC�m(Ci; i); kg = (�m(Ci; i))1 que es co�braci�on.

2

Proposici�on III.2.8 Dada una co�braci�on i : B � A, el siguiente cuadrado

es un push out, para n 2 IN
�:

�kn�1 Cn+1B

�kn�1 �in

-
kn

-
finCin�1:::C

n�1i1C
nk; inCin�1:::C

n�2i2C
n�1k; :::; inCk; kg

?

_

�n(Ci; i)

?

_

inCin�1:::C
n�1i1C

ni

Demostraci�on:

inCin�1:::C
n�1i1C

niCmk =

= inCin�1:::C
min�mC

mkCmin�m�1C
n�1i =

= inCin�1:::C
m�1in�m+1C

mkCmin�mC
min�m�1C

n�1i =

= inCin�1:::::C
mkCni

0 � m � n, demuestra la conmutatividad del cuadrado.
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Dados H : Cn+1B! X y fgn; ::; g0g : �
kn�1 ! X tales que gmC

ni = HCmk,

0 � m � n. El mor�smo fH; gn; :::; g0g : �in = Pfk; ing ! X es la �unica

soluci�on.

Obs�ervese que fH; gn; :::gmg : C
m�in�m+1 ! X existe pues

gmC
min�m = gmfC

ni; Cn�1k; :::; Cmkg =

= fgmC
ni; gmC

n�1k; :::; gmC
mkg

(1)
=

= fgmC
ni; gnC

mk; :::; gm+1C
nkg =

= fHCmk; gnC
mk; :::; gm+1C

nkg =

= fH; gn; :::; gm+1gC
mk:

(1) Existencia de fgn; :::; g0g.
2

De�nici�on III.2.4 Dada una co�braci�on basada i : (B; �)! (A; �) se de�ne

la suspensi�on de i por el siguiente push out:

B �

A S(i)

-
�

-
�

?

_
i

?

_

Proposici�on III.2.9 S(�) : (cof C)1� ! C� de�nido para un mor�smo

(g; h) : i ! i0 por S(�)(g; h) = 1� [ g : S(i) ! S(i0) es un funtor que

transforma push outs en push outs.

Demostraci�on:

Un objeto (�; �) de (cof C)1� es un mor�smo (�; �) : i ! 1�, y S(1�) =

= �. Por ello la demostraci�on es una simple comprobaci�on observando que el

cuadrado
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S(i) S(i0)

S(i00) S(i0 [ i00)

-
S(�)(g0; h0)

-
S(�)(g0; h0)?

S(�)(g1; h1)

?

S(�)(g1; h1)

es un push out al tener, por el apartado a) del teorema I.1.1, los objetos push

out en la categor��a de pares como codominio un push out.
2

Corolario III.2.3 S(�n) : (cof C)1� ! C� de�nido para un mor�smo (g; h) :

: i! i0 por S(�n)(g; h) = S(Cng;�n(g; h)) : S(in)! S(i0n) es un funtor que

transforma push outs en push outs.

Corolario III.2.4 S(�n) : C� ! C� de�nido para un mor�smo f : (A; �)!

! (A0; �0) por S(�n)(f) = S(�)(Cnf;�n(f; 1�)) : S((�A)n) ! S((�A0)n) es

un funtor que transforma push outs en push outs y co�braciones basadas en

co�braciones basadas, para n 2 IN
�.

Demostraci�on:

Por los corolarios III.1.15 y III.2.2 y la proposici�on III.2.6, � : � ! 1

y �n+1 = kn : �n ! Cn+1 (C� ! C�) son transformaciones naturales que

actuando sobre los objetos de C son co�braciones. Adem�as por el teorema

II.1.1, observando el siguiente cubo conmutativo se tiene que S(�n+1)(i) =

= S(�)(Cn+1i;�n+1(i; 1�)) = S(�)(Cn+1i;�n(Ci; i)) = S(kn)(i) es co�bra-

ci�on,
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�kn�1 �

Cn+1B S((kB)n)

�kn�1 �

Cn+1A S((kA)n)

-

-

-

-

?

_

�n(Ci; i)

?

_

1�

?

_

Cn+1i

?

_
S(kn)(i)

��	
kn ��	

��	
kn ��	

pues por la proposici�on III.2.8 fCn+1i; kng : Pfkn;�
n(Ci; i)g ! Cn+1A coin-

cide con in+1 : Pfk; ing ! Cn+1A que es co�braci�on.

Obs�ervese que S(�)(i) = S(�)(i;�0(i; 1�)) = S(�)(i; 1�) = 1� [ i = i.
2

Por convenio se notar�a al funtor suspensi�on S(�1) = S(k) simplemente

por S resultando entonces S(kA) � SA y S(�)(Cf; f) � Sf . Para evitar

confusiones obs�ervese que S(i) 6= Si = S(k)(i).

Tambi�en por convenio se usar�a Sn(k)(S(�)(g; h)) = SnS(�)(g; h) �

� Sn+1(g; h) y Sn(k)(S(i)) = SnS(i) � Sn+1(i). El siguiente corolario justi�ca

en parte esta notaci�on.

Corolario III.2.5 Dada una co�braci�on basada i : (B; �) � (A; �), CS(i) =

= S(Ci) y SS(i) = S(Si).

Demostraci�on:

Consecuencia de que los funtores transformen push outs en push outs y

co�braciones basadas en co�braciones basadas.
2

De�nici�on III.2.5 Dado un objeto A basado en � y un objeto B, se de�ne
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el mor�smo cero entre A y B por 0 = �� : A! B.

La proposici�on III.2.6 y los corolarios III.2.2 y III.2.4 as�� como las proposi-

ciones III.2.7 y III.2.9 anteriores dotan a conos, �n(�) y S(�n) de objetos

basados, as�� como a �n y suspensiones de co�braciones basadas (n 2 IN
�) de

un mor�smo base. Cuando se usen estos objetos sin hacer referencia a un

mor�smo base se supondr�a que el utilizado es el mencionado anteriormente.

En particular el cero con dominio uno de estos objetos se considerar�a de esta

forma.

A partir de ahora y hasta el �nal del p�arrafo cuando se hable de objetos

basados se obviar�a en general el mor�smo base.

Teorema III.2.3 Existe una equivalencia natural entre los funtores S(�n) y

Sn+1 ((cof C)1� ! C�), para n 2 IN
�.

Demostraci�on:

Dada una co�braci�on basada i : B � A, el siguiente cuadrado es un push

out.

�n(i) �

CnA Sn+1(i)

-

-
Sn(�; �)CSn�1(�; �)::::Cn�1S(�; �)Cn�

?

_
in

?

_

pues dada h : CnA �! X tal que hin = 0 se puede de�nir f�; :(n+1::::::;

; �; hg : Sn+1(i) = SnPf�; ig �! X, �unico mor�smo que compuesto con

Sn(�; �)CSn�1(�; �)::::Cn�1S(�; �)Cn� da h.
2

Corolario III.2.6 Existe una equivalencia natural entre S(�n) y S
n (C� !

! C�) para n 2 IN
�.
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Demostraci�on:

Para n 2 IN es consecuencia inmediata del teorema III.2.3 anterior porque

S(�n) = S(kn�1) �= Sn(k) � Sn. Si n = 0 S(�) = 1 = S0.
2

Proposici�on III.2.10 Para todo objeto i de (cof C)1� (de (cofC C)1�),

[Sn(i);X] �= �in�1(X; 0) para n � 3 (para n � 2).

Demostraci�on:

Consecuencia de la observaci�on III.1.4, usando el push out del teorema

III.2.3.
2

Corolario III.2.7 Para todo objeto basado A, [SnA;X] �= ��An (X; 0), para

n � 2.

Observaci�on III.2.3 (Axioma de cono ordinario.)

Las propiedades que debe veri�car la transformaci�on p para que se pueda

de�nir la estructura de grupo en los corchetes de homotop��a anteriores pueden

ser obtenidas por PEN, asociando a toda co�braci�on i una transformaci�on pi

tal que piC
2i = Cip, haciendo as�� innecesaria para la homotop��a ordinaria la

existencia de la transformaci�on natural p y el axioma de cono, sin m�as que

sustituir �este por

(C1)' Axioma de cono ordinario.

Para todo objeto X de C, kCX tiene una retracci�on p: pkCX = 1CX.

N�otese que si A es contr�actil, por la observaci�on II.2.1 ��An (X; 0) �= f0g para

todo n, inclusive para n = 1 cuando A sea contr�actil fundamental. Se notar�a

a �in(X; 0) y �
�
A

n (X; 0) simplemente por �in(X) y �
A
n (X), respectivamente.
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De�nici�on III.2.6 Para toda co�braci�on basada i se de�ne el n-grupo de

homotop��a de un objeto X relativo a i por �in(X). Para todo objeto basado A

se de�ne el n-grupo de homotop��a de X referido a A por �An (X). (n � 2).

Las propiedades estudiadas anteriormente para los grupos de homotop��a

relativos a una co�braci�on de un objeto basados en un mor�smo adquieren

ahora nuevos signi�cados.

Proposici�on III.2.11 �in(X)
�= �irn�r(X), 0 � r.

Demostraci�on:

Consecuencia de la proposici�on III.2.2.
2

Proposici�on III.2.12 �An (X)
�= �S

rA
n�r (X) (0 � r � n� 2).

Demostraci�on:

Evidente por el corolario III.2.7 observando que Sn = Sn�rSr.
2

Observaci�on III.2.4 La proposici�on III.2.12 anterior permite por extensi�on

de�nir grupos de homotop��a referidos a objetos de orden no necesariamente

mayor o igual que 2, esto es:

De�nici�on III.2.7 Sea A = SrA0. Entonces �An (X) = �A
0

n+r(X), para n �

� 2 � r.

Proposici�on III.2.13 Si i : B� A es una co�braci�on basada y X contr�actil,

�in(X)
�= f0g, para todo n.

Proposici�on III.2.14 Si X es contr�actil, �An (X)
�= f0g, para cualquier objeto

basado A y todo n.
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Proposici�on III.2.15 Si i : B � A es una co�braci�on contr�actil basada,

�in(X)
�= f0g, para todo objeto X y todo n.

Proposici�on III.2.16 Si A es un objeto contr�actil, �An (X)
�= f0g, para todo

objeto X y todo n.

Proposici�on III.2.17 Dada una co�braci�on basada i, �in : C! Grp, es un

funtor.

Demostraci�on:

Consecuencia del teorema III.2.1.
2

Corolario III.2.8 Dado un objeto basado A, �An : C! Grp es un funtor.

Proposici�on III.2.18 Dado un objeto X, ��n (X) : (cof C)
op

1�
! Grp, de�-

nido de forma obvia, es un funtor que transforma mor�smos push out en iso-

mor�smos, para todo n.

Demostraci�on:

Consecuencia del teorema III.2.2.
2

Corolario III.2.9 Dado un objeto X, ��n (X) : C
op
� ! Grp es un funtor, para

todo n.

Proposici�on III.2.19 ��n : (cof C)
op

1�
�C!Grp, es un funtor.
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Demostraci�on:

Evidente por el teorema I.2.1 ya que dados (g; h) : i0 ! i en cof C y

f : X! Y en C, se veri�ca:

��n (Y)(g; h)(�
i
n(f)([F ])) = ��n (Y)(g; h)([fF ]) =

= [fFCng] =

= �i
0

n(f)([FC
ng]) =

= �i
0

n(f)(�
�
n (X)(g; h)([F ])):

2

Corolario III.2.10 ��n : Cop
� �C! Grp, es un funtor.

Proposici�on III.2.20 Existe una equivalencia natural:

�i_i
0

n
�= �in � �i

0

n (C! Grp).

Demostraci�on:

Consecuencia de la proposici�on III.2.5
2

Corolario III.2.11 Existe una equivalencia natural:

�A_A
0

n
�= �An � �A

0

n (C! Grp).

Corolario III.2.12 Existe una equivalencia natural:

��_=n
�= ��n � �=n ((cof C)

op

1�
� (cof C)

op

1�
�C! Grp).

Corolario III.2.13 Existe una equivalencia natural:

��_=n
�= ��n � �=n (Cop

� �Cop
� �C !Grp).



Cap��tulo IV

Sucesiones exactas de

homotop��a.

La mayor��a de las teor��as de homotop��a con co�braciones tienen como uno

de sus resultados m�as importantes la creaci�on de sucesiones exactas de grupos

de homotop��a asociadas a un par.

En las C-categor��as tambi�en existen dichas sucesiones. Considerando un

par (X,Y) en el sentido cl�asico homot�opico como una co�braci�on f : Y � X se

obtiene que la categor��a de estos pares es tambi�en una C-categor��a, pudi�endose

as�� de�nir los grupos de homotop��a relativos a pares de co�braciones de un par

basado en un mor�smo de pares como los grupos de homotop��a generalizada

de dicha categor��a. A trav�es de ellos se obtienen los grupos de homotop��a

relativos a una co�braci�on de un par basado en un mor�smo, que dan lugar

a distintas sucesiones exactas de grupos de homotop��a generalizaci�on de las

cl�asicas: la relativa a una co�braci�on basada en un mor�smo, la relativa a una

co�braci�on y la referida a un objeto.

103
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IV.1 Categor��a de pares.

Para la creaci�on de las sucesiones exactas de grupos de homotop��a es nece-

sario un estudio de la categor��a de co�braciones de una dada. Todo cono na-

tural en una categor��a se extiende a la categor��a de co�braciones, de forma que

conceptos como nulhomotop��a, contr�actiles, extensiones de mor�smos relati-

vas a co�braciones, totalidad de co�braciones, co�brantes, punto y homotop��a

pueden ser relacionados con los respectivos en la categor��a original. Asimismo,

a trav�es del funtor inyecci�on desde la categor��a de pares de la dada en el pro-

ducto de �esta por si misma se inducen transformaciones naturales entre los

distintos funtores de homotop��a ya vistos en los cap��tulos anteriores.

La categor��a de pares C(2) de una categor��a C tiene como objetos los

mor�smos de C. En homotop��a es frecuente exigir a dichos mor�smos que sean

tambi�en co�braciones, obteni�endose la categor��a de co�braciones de C, cof C,

ya de�nida en el p�arrafo III.1. En este caso los objetos de dicha categor��a se

representar�an por (X,Y), suponi�endose conocida la co�braci�on. En general a

los pares (X,Y), (X',Y'),... se les supondr�an asociadas co�braciones f : Y � X,

f 0 : Y0
� X0,... respectivamente, y a los pares de la forma (A,A) la co�braci�on

1A.

Si C tiene una estructura de cono natural entonces cof C tambi�en la tiene.

Para ello primeramente se obtienen un funtor cono C y transformaciones na-

turales k y p en funci�on de los respectivos en C, de forma que se veri�que el

axioma de cono.

Proposici�on IV.1.1 C : cof C! cof C de�nido por C(X;Y) = (CX; CY),

donde Cf : CY � CX es la co�braci�on asociada, y C(g; h) = (Cg;Ch), es un

funtor.
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Demostraci�on:

Consecuencia de ser C un funtor en C que transforma co�braciones en

co�braciones.
2

En general, dado (X,Y) se supondr�a que Cnf es la co�braci�on asociada a

(CnX,CnY), n 2 IN
�.

Proposici�on IV.1.2 k : 1 ! C (cof C ! cof C) de�nida por k(X;Y) =

= (kX; kY) y p : C
2 ! C (cof C ! cof C) de�nida por p(X;Y) = (pX; pY), son

transformaciones naturales.

Demostraci�on:

Consecuencia de que k y p son transformaciones naturales entre los respec-

tivos funtores en C.
2

Proposici�on IV.1.3 El funtor C y las transformaciones k y p veri�can el

axioma de cono en cof C.

Demostraci�on:

Consecuencia inmediata de veri�carse dicho axioma en C.
2

Para los restantes axiomas es preciso establecer qu�e mor�smos de pares van

a ser co�braciones.

De�nici�on IV.1.1 Un mor�smo de pares (u; v) : (X;Y) ! (X0;Y0) se dir�a

co�braci�on de pares cuando v : Y ! Y0 y ff 0; ug : Pfv; fg ! X0 son co�bra-

ciones en C.

N�otese que al transformar el cono deC co�braciones en co�braciones y push

outs co�brados en push outs, el cono de una co�braci�on de pares tambi�en es

co�braci�on de pares. Adem�as, u = ff 0; ugv es tambi�en co�braci�on.
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Proposici�on IV.1.4 Dada una co�braci�on (u; v) : (X;Y) � (X0;Y0) y un

mor�smo (g; h) : (X;Y) ! (X00;Y00), existe Pf(g; h); (u; v)g y (u; v) es una

co�braci�on.

Demostraci�on:

Por el axioma de push out en C y el apartado b) del teorema I.1.1, Pf(g; h);

; (u; v)g = (Pfg; ug;Pfh; vg). N�otese que f 00 [ f 0 : Pfh; vg � Pfg; ug es co�-

braci�on en C por el teorema II.1.1.

En el siguiente diagrama

X X"

Pfv; fg Pfv; f 00g

X' Pfg; ug

-
g

-
h [ g

-
g

?

_ ev
?

_ ev

?

_
ff 0; ug

?

_
ff 00 [ f 0; ug

donde ev es la inducida horizontal de Pfv; fg y ev es la inducida horizontal de

Pfv; f 00g, el cuadrado superior es un push out por la proposici�on I.1.5, usando

Pfh; vg, Pfv; fg y Pfv; f 00g. El cuadrado inferior es conmutativo y, como la

composici�on de ambos de�ne Pfg; ug, por la misma proposici�on I.1.5 es push

out. De donde ff 00 [ f 0; ug es co�braci�on por el axioma de push out en C.

Por el mismo axioma v es tambi�en co�braci�on en C, de donde (u; v) es

co�braci�on de pares.
2

Proposici�on IV.1.5 C transforma push outs co�brados en push outs en cof

C.
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Demostraci�on:

Consecuencia de este mismo hecho en C y de la obtenci�on de los push outs

co�brados vista en la proposici�on IV.1.4 anterior.
2

Observaci�on IV.1.1 Aunque el funtor cono transforme push outs en push

outs en C no se puede asegurar que lo haga en cof C, pues un push out en

cof C no necesariamente tiene como dominio un push out en C. De aqu�� la

importancia de que el axioma (C2) s�olo exija la conservaci�on de push outs

co�brados.

Proposici�on IV.1.6 1(X;Y) y k(X;Y) son co�braciones, para todo par (X,Y).

La composici�on de co�braciones de pares es tambi�en co�braci�on.

Demostraci�on:

1Y y ff; 1Xg = 1X son co�braciones, por ser identidades en C, luego

(1X; 1Y) : (X;Y) � (X0;Y0) es co�braci�on de pares. kY y fCf; kXg = f1

son co�braciones en C, luego (kX; kY) : (X;Y) � (CX; CY) es co�braci�on de

pares.

Dados (u; v) : (X;Y)� (X0;Y0) y (u0; v0) : (X0;Y0) � (X00;Y00) co�braciones

de pares, v0v : Y � Y00 es co�braci�on en C por ser composici�on de ellas.

ff 00; u0ug = ff 00; u0g(1[u) : Pfv0v; fg� Pfv0; f 0g � X00 es tambi�en co�braci�on

por el mismo motivo pues ff 00; u0g lo es por hip�otesis y 1 [ u tambi�en lo es

por el teorema II.1.1, sin m�as que observar ff 0; ug es co�braci�on, de donde se

concluye que (u0u; v0v) es co�braci�on de pares.
2

Observaci�on IV.1.2 Las co�braciones de pares aqu�� establecidas son pares

de co�braciones, pero no todo par de co�braciones es necesariamente una co�-

braci�on de pares, pues puede no veri�car PEN.
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Proposici�on IV.1.7 Las co�braciones de pares veri�can la propiedad de ex-

tensi�on de nulhomotop��a.

Demostraci�on:

Sea (u; v) : (X;Y) � (X0;Y0) co�braci�on de pares. Como v es co�-

braci�on en C, por PEN Cv tiene una retracci�on r. fCf 0; Cug = Cff 0; ug :

: PfCv;Cfg� CX0 es co�braci�on en C por serlo (u; v) en cof C. fCfr; 1g :

: PfCv;Cfg ! CX es nulhom�otopo, y por tanto existe una extensi�on q de

fCfr; 1g relativa a fCf 0; Cug. (q; r) es la retracci�on de pares que hace que

(u; v) veri�que PEN.
2

Proposici�on IV.1.8 Dada una co�braci�on de pares (u; v) : (X;Y)! (X0;Y0),

el mor�smo de pares (u; v)1 = fC(u; v); kg : �(u;v)
� (CX0; CY0) es una co�-

braci�on de pares.

Demostraci�on:

Obs�ervese que por el teorema I.1.1 (u; v)1 = fC(u; v); kg = f(Cu;Cv);

; (kX; kY)g = (fCu; kg; fCv; kg) = (u1; v1) : (�
u;�v) ! (CX0; CY0), donde la

co�braci�on asociada al par (�u;�v) es �(f 0; f).

Obs�ervese que el siguiente cuadrado es un push out

�v CY'

�u �ff 0;ug

-
v1

-
fff 0; ugCv; kg

?

_
�(f 0; f)

?

_
ff 0; ugCf

pues dados � : CY0 ! Z y f�; 
g : �u ! Z veri�cando �Cv = �Cf y

�k = 
f 0, el mor�smo ff�; �g; 
g : PfkY0 [ kX; ff
0; ugg ! Z coincide con

f�; f�; 
gg : PffCv; kg; Cf [ f 0g ! Z. Por tanto fCf 0; fCu; kgg coincide
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con ffCf 0; Cug; kg = fCff 0; ug; kg = ff 0; ug1 que es co�braci�on. Como v1

tambi�en lo es se concluye que (u; v)1 es co�braci�on de pares.
2

Teorema IV.1.1 Si C es una categor��a con cono natural, cof C tambi�en lo

es.

Demostraci�on:

Tomando como familia de co�braciones las co�braciones de pares, como

construcci�on cono la anteriormente de�nida y observando las proposiciones

previas al teorema en este p�arrafo se concluye el resultado.
2

Una vez obtenida esta construcci�on cono en cof C se tienen todos los resul-

tados conseguidos en los cap��tulos anteriores. Al ser obtenida la construcci�on

a trav�es de la existente en la categor��a original, se procede a relacionar los

conceptos y resultados en ambas categor��as.

Proposici�on IV.1.9 Dado un mor�smo de pares (g; h) : (X;Y) ! (X0;Y0),

si (g; h) ' 0 entonces g ' 0 y h ' 0.

Demostraci�on:

Obs�ervese que (g; h) ' 0 si existe (G;H) : (CX; CY)! (X;Y) haciendo el

siguiente prisma triangular totalmente conmutativo.

Y Y'

CY
X X'

CX

-h

-
g

��
��
�*H

��
��
�*G

@@R
k

@@R
k

?

_

f
?

_
f 0

?

_

Cf
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Las caras superior e inferior del prisma dan el resultado.
2

Obs�ervese que si g ' 0 y h ' 0 en C, la cara derecha del prisma no tiene

por qu�e ser conmutativa, esto es, (G;H) no tiene por qu�e ser un mor�smo de

pares y por tanto (g; h) no ser��a nulhom�otopo. En cambio

Proposici�on IV.1.10 Si (g; h) : (X;Y) ! (X0;Y0) con X' contr�actil, en-

tonces (g; h) ' 0 si y s�olo si h ' 0.

Demostraci�on:

()) Ya visto en la proposici�on IV.1.9 anterior.

(() Sea H : h ' 0 y sea G una extensi�on del mor�smo ff 0H; gg : Pfk; fg !

! X0 relativa a f1, cuya existencia est�a garantizada por ser X' contr�actil.

Entonces (G;H) : (g; h) ' 0.

2

Corolario IV.1.1 (X,Y) es contr�actil si y s�olo si Y y X son contr�actiles.

Demostraci�on:

()) Por la proposici�on IV.1.9, si (1X; 1Y) ' 0 entonces 1X ' 0 y 1Y ' 0.

(() Por la proposici�on IV.1.10 anterior, al ser X contr�actil, (1X; 1Y) ' 0 si y

s�olo si 1Y ' 0.

2

Proposici�on IV.1.11 Si (eg; eh) es una extensi�on del mor�smo de pares (g; h)

relativa a una co�braci�on de pares (u; v), entonces eg y eh son extensiones de g

y h relativas a u y v, respectivamente.
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Demostraci�on:

Basta observar el siguiente diagrama, totalmente conmutativo:

Y Y"

Y'
X X"

X'

-h

-
g

��
��
�*eh

��
��
�*eg

@@R
v

@@R
u

?

_

f
?

_
f 00

?

_

f 0

2

Corolario IV.1.2 Hom((X0;Y0); (X00;Y00))(g;h)((u;v)) est�a isom�or�camente con-

tenido en Hom(X 0;X 00)g(u) �Hom(Y 0; Y 00)h(v).

De que existan extensiones de g relativas a u y de h relativas a v no se

deduce, en general, que existan extensiones para el par (g; h) relativas a (u; v),

pero

Teorema IV.1.2 Si X" contr�actil y ff 0; ug : Pfv; fg ! X0 co�braci�on, en-

tonces Hom((X0;Y0); (X00;Y00))(g;h)((u;v)) 6= � si y s�olo si Hom(Y 0; Y 00)h(v) 6= �.

Demostraci�on:

()) Consecuencia de la proposici�on IV.1.11 anterior.

(() Sea ehu = h y sea eg una extensi�on de ff 00eh; gg relativa a ff 0; ug. Entonces
(eg; eh) =^(g; h).

2

Corolario IV.1.3 Si X" es contr�actil y ff 0; ug co�braci�on, entonces

Hom((X0;Y0); (X00;Y00))(g;h)((u;v)) �=
[

eh2Hom(Y 0;Y 00)h(v)

fehg �Hom(X 0;X 00)ff
00eh;gg(ff 0;ug)



112 Cap��tulo IV. Sucesiones exactas de homotop��a.

Las categor��as con cono natural distinguidas en los cap��tulos anteriores,

categor��as con todas las co�braciones, con objeto inicial y punteadas, tambi�en

se interrelacionan con las respectivas de pares.

Proposici�on IV.1.12 Si cof C tiene todas las co�braciones entonces C tam-

bi�en las tiene.

Demostraci�on:

Sea v : Y ! Y0 tal que existe r : CY0
! CY con rCv = 1. Entonces

(r; r) : (CY0; CY0) ! (CY; CY) es una retracci�on de pares para (Cv;Cv) :

: (CY; CY) ! (CY0; CY0), considerando 1Y y 1Y0 las co�braciones asociadas

a los pares (Y,Y) e (Y',Y'), respectivamente. Por hip�otesis (v; v) : (Y;Y) �

� (Y0;Y0) es co�braci�on de pares, y por tanto v es co�braci�on.
2

Proposici�on IV.1.13 C tiene objeto inicial si y s�olo si cof C lo tiene.

Demostraci�on:

Por el corolario I.1.4, si � es objeto inicial en C entonces 1� es objeto inicial

en C(2), y por ser objeto de cof C tambi�en lo es en esta subcategor��a.

Si (X,Y) es objeto inicial en cof C, entonces existe un �unico mor�smo

(g; h) : (X;Y) ! (Y;Y). Como (f; 1) : (Y;Y) ! (X;Y), entonces (fg; h) :

: (X;Y) ! (X;Y) tiene que ser el mor�smo inicial (1; 1). Se concluye que

fg = 1 = gf , por tanto f es isomor�smo y (X;X) �= (X;Y) es objeto inicial.

De donde X es objeto inicial en C, al poderse considerar como subcategor��a

de cof C mediante el funtor F : C ! cof C de�nido por FY = (Y;Y) y

Fh = (h; h).
2

Proposici�on IV.1.14 Un par (X,Y) es co�brante si y s�olo si X e Y son ob-

jetos co�brantes.



IV.1. Categor��a de pares. 113

Demostraci�on:

Basta observar el siguiente diagrama:

� Y

� X

->
�Y

->
�X

?

_
1

?

_
f

teniendo en cuenta que ff; �Xg = f : Y t � = Y � X.
2

Corolario IV.1.4 C es una categor��a punteada si y s�olo si cof C lo es.

Demostraci�on:

Consecuencia de las proposiciones IV.1.13 y IV.1.14 anteriores, observando

que C(�; �) = (C�; C�) = (�; �).
2

La homotop��a en cof C tambi�en est�a relacionada con la de C, obteni�endose

transformaciones naturales entre los diferentes funtores de homotop��a.

Proposici�on IV.1.15 Dada una co�braci�on de pares (u; v) : (X;Y)! (X0;Y0),

con (X0;Y0) contr�actil, si (g0; h0); (g1; h1) : (X
0;Y0) ! (X00;Y00) son tales que

(g0; h0) ' (g1; h1) rel. (u; v), entonces g0 ' g1 rel. u y h0 ' h1 rel. v.

Demostraci�on:

Si (G;H) : (g0; h0) ' (g1; h1) rel. (u; v), entonces

(G;H)(u; v)1 = f(g0; h0)(qX 0; qY 0)(Cu;Cv); (g1; h1)g =

= f(g0qX 0Cu; h0qY 0Cv); (g1; h1)g

de donde por el teorema I.1.1

(G;H)(u1; v1) = (Gu1;Hv1) =
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= (fg0qX 0Cu; g1g; fh0qY 0Cv; h1g)

luego G : g0 ' g1 rel. u y H : h0 ' h1 rel. v.
2

Proposici�on IV.1.16 Si en las hip�otesis de la proposici�on anterior adem�as

X" es contr�actil, entonces (g0; h0) ' (g1; h1) rel. (u; v) si y s�olo si g0 ' g1 rel.

u y h0 ' h1 rel. v.

Demostraci�on:

Consecuencia del teorema IV.1.2.
2

Teorema IV.1.3 Si X" contr�actil, [(X0;Y0); (X00;Y00)](g;h)((u;v)) �= [Y0;Y00]h(v).

Demostraci�on:

El isomor�smo viene dado asociando [(g0; h0)] con [h0].

- Si (g0; h0) ' (g1; h1) rel. (u; v), entonces por la proposici�on IV.1.15

h0 ' h1 rel. v.

- Si (g0; h0), (g1; h1) son tales que h0 ' h1 rel. v, por ser X" contr�actil

y veri�carse g0u = g1u = g se tiene, usando la observaci�on II.2.1, que

g0 ' g1 rel. u, y por la proposici�on IV.1.16 anterior (g0; h0) ' (g1; h1)

rel. (u; v).

- Dado h0 : Y0
! Y00 tal que h0v = h, por PEN, observando que X" es

contr�actil, existe g0 : X
0 ! X00 tal que g0ff

0; ug = ff 00h; gg.

2

Obs�ervese que si (u; v) : (X;Y) � (CX0; CY0) es una co�braci�on de pares,

entonces H(u;v)(cof C)(X00;Y00), HuCX00 y HvCY00 son grupoides.
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Teorema IV.1.4 Si (u; v) : (X;Y) � (CX0; CY0) es una co�braci�on de pa-

res, entonces J : H(u;v)(cof C)(X00;Y00) �! HuCX00 � HvCY00 de�nido por

J(g0; h0) = (g0; h0), y dado (G;H) : (g0; h0) ' (g1; h1) rel. (u; v), J([(G;H)]) =

= ([G]; [H]), es un funtor.

Demostraci�on:

Por la proposici�on IV.1.15, observando que (u; v)n = (un; vn) (n 2 IN
�) y

la de�nici�on de la transformaci�on p en pares, J est�a bien de�nida.

Observando de nuevo la de�nici�on de p en pares se conservan las identi-

dades, y como dada (�; �) extensi�on del mor�smo kpC(u; v) [ k = (kpCu [

[k; kpCv[k) relativa a (u; v)1 = (u1; v1), por la proposici�on IV.1.11 � y � son

extensiones de kpCu[k y kpCv[k relativas a u1 y v1 respectivamente, es una

simple comprobaci�on veri�car que [(G0;H0)]� [(G1;H1)] = [(G0 �G1;H0 �H1)].

2

Corolario IV.1.5 Si X" es contr�actil, entonces J es un funtor inyectivo y

lleno.

Demostraci�on:

J es inyectivo trivialmente sobre los objetos.

Por el teorema IV.1.3 observando que Hom((g0; h0); (g1; h1)) =

= [(C2X0; C2Y0); (X 00; Y 00)](fg0pCu;g1g;fh0pCv;h1g)((u1;v1)), y por el corolario III.1.10

J es �el y lleno.
2

Corolario IV.1.6 El funtor J permite crear transformaciones naturales:

i) � :H(�;=)(cof C)(�;�) !H�C� �H=C�

((co� (cof C))op � cof C! Cat).
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ii) � : H(u;v)((�;�); (�
0;�0))! Hu(�;�

0)�Hv(�;�
0)

((cof C)Pf(u;v);(u;v)g ! Set).

iii) � : H(u;v)((�;�); (�;�))! Hu(�;�)�Hv(�;�)

((cof C)(CX
0 ;CY0) ! Grp).

iv) � : H(�;=)((�;�); (�
0;�0))! H�(�;�

0)�H=(�;�
0)

(((co� (cof C))Pf�;�g)op ! Set).

v) � : H(�;=)((�;�); (�;�))! H�(�;�)�H=(�;�)

(((co� (cof C))codom �)op !Grp).

vi) � :H(�;=)_(�0;=0)(cof C)(�;�) !H�C� �H=C� �H�0C� �H=0C�

((co� (cof C))op � (co� (cof C))op � cof C ! Cat).

vii) � : H(u;v)_(u0;v0)(f(�;�); (�
0;�0)g; f(v;vv); (v0;vv0)g)!

! Hu(�;v)�Hv(�;vv)�Hu0 (�
0;v0)�Hv0(�

0;vv0)

((cof C)Pf(u;v)_(u
0;v0);(u;v)_(u0;v0)g

! Set).

viii) � : H(u;v)_(u0;v0)(f(�;�); (�
0;�0)g; f(�;�); (�0;�0)g)!

! Hu(�;�)�Hv(�;�)�Hu0(�
0;�0)�Hv0(�

0;�0)

((cof C)codom (u;v)_(u0;v0) ! Grp).

ix) � : H(�;=)_(�0;=0)(f(�;�); (�
0;�0)g; f(v;vv); (v0;vv0)g)!

! H�(�;v)�H=(�;vv)�H�0 (�
0;v0)�H=0(�

0;vv0)

(((co� (cof C)� co� (cof C))Pf�;�g_Pf�;�g)op ! Set).

x) � : H(�;=)_(�0;=0)(f(�;�); (�
0;�0)g; f(�;�); (�0;�0)g)!

! H�(�;�)�H=(�;�)�H�0(�
0;�0)�H=0(�

0;�0)

(((co� (cof C)� co� (cof C))codom �_codom �)op ! Grp).



IV.1. Categor��a de pares. 117

xi) � : �(u;v)n ! �un � �vn ((cof C)
(CX0;CY0)

! Grp).

xii) � : �(�;=)n ! ��n � �=n (((cofC (cof C))
codom �

)op ! Grp).

xiii) � : �(u;v)_(eu;ev)n ! �un � �vn � �eun � �evn
((cof C))(CX

0;CY0)_(C eX;CeY ) !Grp).

xiv) � : �(�;=)_(�
0;=0)

n ! ��n � �
=
n � ��

0

n � �=
0

n

(((cofC (cof C) � cofC (cof C))codom �_codom �)op ! Grp).

xv) � : �(�;=)n (�;�)! ��n (�)� �=n (�)

(cof C� cof (cof C)op !Grp).

xvi) � : �(�;=)n (�;�)! ��n (�)� �=n (�)

(cof C� cof C! Grp).

xvii) � : �(�;=)_(�
0;=0)

n (�;�)! ��n (�)� �=n (�)� ��
0

n (�)� �=
0

n (�)

((cof (cof C))op� � (cof (cof C))op� � cof C !Grp).

xviii) � : �(�;=)_(�
0;=0)

n (�;�)! ��n (�)� �=n (�)� ��
0

n (�)� �=
0

n (�)

((cof C)� � (cof C)� � cof C! Grp).

Demostraci�on:

La naturalidad se deduce de que la composici�on en cof C es componente a

componente. vi) es consecuencia del teorema III.1.5 y vii), viii), ix) y x) del

corolario III.1.12.

A partir de xv) tener en cuenta que dado (X,Y), se tiene que (SX; SY) =

= S(X;Y), (CX; CY) = C(X;Y) y (�(k
X
)n�1;�(k

Y
)n�1) = �(k

(X;Y))n�1 tienen

como co�braciones asociadas Sf , Cf y �n(Cf; f), respectivamente. Por otro

lado, dada una co�braci�on (u; v) : (X;Y) � (X0;Y0), con (X',Y') no nece-

sariamente un cono, (�un�1 ;�vn�1) = �(u;v)n�1 tiene como co�braci�on asociada
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�n(f 0; f). Obs�ervese que esto es cierto pues S, C, �n(�) y �n transforman

co�braciones en co�braciones, C por la proposici�on II.1.1 y S, �n(�), �n por

ser push outs en la categor��a de pares.
2

Corolario IV.1.7 Si � es contr�actil entonces son isomor�smos:

- En xv) y xvi) � : �(�;=)n (�;�)! �=n (�).

- En xvii) y xviii) � : �(�;=)_(�
0;=0)

n (�;�)! �=n (�)� �
=0

n (�)

Si codom � contr�actil, entonces son isomor�smos:

- En ii) � : H(u;v)((�;�); (�
0;�0))! Hv(�;�

0)

- En iii) � : H(u;v)((�;�); (�;�))! Hv(�;�)

- En iv) � : H(�;=)((�;�); (�
0;�0))! H=(�;�

0)

- En v) � : H(�;=)((�;�); (�;�))! H�(�;�)�H=(�;�)

- En vii) � : H(u;v)_(u0;v0)(f(�;�); (�
0;�0)g; f(v;vv); (v0;vv0)g)!

! Hv(�;vv)�Hv0(�
0;vv0)

- En viii) � : H(u;v)_(u0;v0)(f(�;�); (�
0;�0)g; f(�;�); (�0;�0)g)!

! Hv(�;�)�Hv0 (�
0;�0)

- En ix) � : H(�;=)_(�0;=0)(f(�;�); (�
0;�0)g; f(v;vv); (v0;vv0)g)!

! H=(�;vv)�H=0(�
0;vv0)

- En x) � : H(�;=)_(�0;=0)(f(�;�); (�
0;�0)g; f(�;�); (�0;�0)g)!

! H=(�;�)�H=0(�
0;�0)

- En xi) � : �(u;v)n ! �vn
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- En xii) � : �(�;=)n ! �=n

- En xiii) � : �(u;v)_(eu;ev)n ! �vn � �evn
- En xiv) � : �(�;=)_(�

0;=0)
n ! �=n � �

=0

n

Demostraci�on:

Consecuencia inmediata del corolario IV.1.5 sin m�as que usar las proposi-

ciones III.1.3, III.2.3, III.2.13 y III.2.14.
2

IV.2 Sucesiones exactas.

Una vez creados los grupos de homotop��a de pares se hace uso de ellos

para la obtenci�on de un resultado cl�asico en teor��a de homotop��a como son las

sucesiones exactas de grupos de homotop��a. No s�olo se obtienen las sucesiones

referidas a un objeto, sino que se extienden a homotop��a generalizada.

Para ello se introduce primeramente el concepto de grupo de homotop��a de

un par basado en un mor�smo y relativo a una co�braci�on.

De�nici�on IV.2.1 Dada una co�braci�on i : B� A y un mor�smo h : CA!

! Y, se de�ne:

�in+1((X;Y); h) = �(Ci;i)n ((X;Y); (fhp; h))

Proposici�on IV.2.1 Si i : B � A es una co�braci�on contr�actil, entonces

�in+1((X;Y); h) = f0g para todo n, par (X,Y) y h : CA! Y.

Demostraci�on:

Si i es una co�braci�on contr�actil, entonces (Ci; i) tambi�en lo es por el

corolario IV.1.1, y se obtiene el resultado aplicando la proposici�on III.2.4.
2
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Proposici�on IV.2.2 Si X es contr�actil, �in+1((X;Y); h)
�= �in(Y; h).

Demostraci�on:

Consecuencia de la de�nici�on IV.2.1 y del corolario IV.1.7.
2

Los grupos de homotop��a que intervienen en la sucesi�on, as�� como ella

misma se pueden expresar como funtores. Para ello es necesario crear la cate-

gor��a (cof C)2�, que tiene por objetos los triples de la forma (i; f; h), donde i,

f son objetos de cof C y h : C(codom i) ! dom f en C, y como mor�smos

(g0; g1; g2; g3) : (i; f; h) ! (i0; f 0; h0) donde (g0; g1) : i
0 ! i y (g2; g3) : f ! f 0

tales que g3hCg0 = h0. Obs�ervese que la composici�on de mor�smos se de�ne

(g00; g
0
1; g

0
2; g

0
3)(g0; g1; g2; g3) = (g0g

0
0; g1g

0
1; g

0
2g2; g

0
3g3).

Proposici�on IV.2.3 �codomn+1 : (cof C)2�!Grp, de�nido por

�codomn+1 (i; f; h) = ��n+1(i; fh)

�codomn+1 (g0; g1; g2; g3) = ��n+1(g0; g1)�
i
n+1(g2) =

= �i
0

n+1(g2)�
�
n+1(g0; g1)

donde �in+1 y �
�
n+1 vienen de�nidos en los teoremas III.2.1 y III.2.2, respecti-

vamente, es un funtor para n 2 IN.

Demostraci�on:

Basta aplicar los teoremas III.2.1 y III.2.2 ya mencionados.
2

Si g2 es un isomor�smo y (g0; g1) un mor�smo push out, es f�acil comprobar

que �codomn+1 (g0; g1; g2; g3) es un isomor�smo.

Proposici�on IV.2.4 �domn+1 : (cof C)
2�!Grp, de�nido por

�domn+1(i; f; h) = ��n+1(i; h)
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�domn+1(g0; g1; g2; g3) = ��n+1(g0; g1)�
i
n+1(g3) =

= �i
0

n+1(g3)�
�
n+1(g0; g1)

es un funtor para n 2 IN.

Demostraci�on:

An�aloga a la anterior.
2

Si g3 es un isomor�smo y (g0; g1) un mor�smo push out, entonces tambi�en

�domn+1(g0; g1; g2; g3) es un isomor�smo.

Proposici�on IV.2.5 �n+1 : (cof C)
2� ! Grp, de�nido por

�n+1(i; f; h) = �in+1((codom f; dom f); h)

�n+1(g0; g1; g2; g3) = �(�;=)n ((Cg0; Cg1); (g0; g1))�
(Ci;i)
n ((g2; g3)) =

= �(Ci
0;i0)

n ((g2; g3))�
(�;=)
n ((Cg0; Cg1); (g0; g1))

es un funtor para n � 2.

Demostraci�on:

Similar a las anteriores.
2

Si g2 y g3 son isomor�smos y (g0; g1) es un mor�smo push out, es f�acil

comprobar que �n+1(g0; g1; g2; g3) es un isomor�smo. Basta observar que el

cono transforma push outs en push outs.

Una vez obtenidos los funtores que determinan los t�erminos de la sucesi�on

se pasa a crear las transformaciones naturales que relacionan dichos t�erminos.

Proposici�on IV.2.6 �1n+1 : (cof C)
2� ! Grp, de�nido por

�1n+1(i; f; h) = �(i1;1)n ((codom f; dom f); (fhp; h))

�1n+1(g0; g1; g2; g3) = �(�;=)n ((Cg0; Cg1); (g0; g1))�
(i1;1)
n ((g2; g3)) =

= �(i
0

1
;1)

n ((g2; g3))�
(�;=)
n ((Cg0; Cg1); (g0; g1))
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es un funtor para n � 2.

Demostraci�on:

Semejante a las anteriores.
2

Proposici�on IV.2.7 id : �1n+1 ! �n+1 ((cof C)2� ! Grp), de�nida por

id(i;f;h)([(F;G)]) = [(F;G)] es una transformaci�on natural.

Demostraci�on:

Consecuencia inmediata del teorema III.2.2 aplicado al siguiente cuadrado

conmutativo en cof C

kB kA : A! �i

kA kA

->
(i; i)

->
(1; 1)?

_

(Ci; i)
?

_

(i1; 1)

Obs�ervese que fi1; kg = i1 : Pfk; 1g = �i ! CA, y por tanto (i1; 1) es una

co�braci�on en cof C.
2

Proposici�on IV.2.8 jn+1 : �
codom
n+1 ! �n+1 ((cof C)

2� ! Grp), de�nida por

jn+1(i;f;h)([F ]) = [(F; hpn�1)] es una transformaci�on natural.

Demostraci�on:

Basta tener en cuenta el apartado xii) del corolario IV.1.6 para observar

que existe una equivalencia natural � : �1n+1 ! �codomn+1 y que j = id ��1.

N�otese que �codomn+1 (i; f; h) = �in+1(codom f; fh) �= �i1n (codom f; fh) y que

�1An+1(dom f; h) �= f0g.
2
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Proposici�on IV.2.9 �n+1 : �n+1 ! �domn ((cof C)2� ! Grp), de�nida por

�n+1(i;f;h)([(F;G)]) = [G] es una transformaci�on natural.

Demostraci�on:

- �n+1(i;f;h) bien de�nida.

Consecuencia directa de la proposici�on IV.1.15.

- �n+1(i;f;h) homomor�smo de grupos.

�n+1(i;f;h)([(F;G)] � [(F
0; G0)]) = �n+1(i;f;h)([(F � F

0; G �G0)]) =

= [G �G0] = [G] � [G0] =

= �n+1(i;f;h)([(F;G)]) � �n+1(i;f;h)([(F
0; G0)]):

- Naturalidad.

�domn (g0; g1; g2; g3)�n+1(i;f;h)([(F;G)]) = �domn (g0; g1; g2; g3)([G]) =

= [g3GC
ng0] =

= �n+1(i0;f 0;h0)([(g2FC
n+1g0; g3GC

ng0)])

= �n+1(i0;f 0;h0)�n+1(g0; g1; g2; g3)([(F;G)]):

2

Proposici�on IV.2.10 un+1 : �domn+1 ! �codomn+1 ((cof C)2� ! Grp), de�nida

por un+1(i;f;h) = f� es una transformaci�on natural.

Demostraci�on:

Inmediata, usando el teorema III.2.1.
2

La exactitud en la composici�on de las transformaciones naturales anteriores

concluir�a el resultado principal de este cap��tulo.



124 Cap��tulo IV. Sucesiones exactas de homotop��a.

Proposici�on IV.2.11 El par (jn+1(i;f;h); �n+1(i;f;h)) es exacto.

Demostraci�on:

- Im jn+1(i;f;h) � Ker �n+1(i;f;h).

�n+1(i;f;h)jn+1(i;f;h)([F ]) = �n+1(i;f;h)([(F; hp
n�1)]) = [hpn�1].

- Ker �n+1(i;f;h) � Im jn+1(i;f;h).

Sea [(F;H 0)] tal que [H 0] = [hpn�1]. Entonces existe H : hpn�1 ' H 0 rel.

i. jn+1(i;f;h)([GCk]) = [(F;H 0)], donde G es una extensi�on del mor�smo

ffhpn+1Cn+2i; fH; fhpn; :::; fhpn; Fg relativa a la co�braci�on (Cin)1.
2

Proposici�on IV.2.12 El par (�n+1(i;f;h); un(i;f;h)) es exacto.

Demostraci�on:

- Im �n+1(i;f;h) � Ker un(i;f;h).

un(i;f;h)�n+1(i;f;h)([(F;G)]) = un(i;f;h)([G]) = [fG]. HCn+1k : fhpn�1 '

' fG rel. i, donde H es una extensi�on del mor�smo ffhpn+1Cn+2i; fhpn;

:::; fhpn; Fg relativa a la co�braci�on (Ci)n+1.

- Ker un(i;f;h) � Im �n+1(i;f;h).

Sea [G] tal que [fG] = [fhpn�1]. Entonces existe H : fhpn�1 ' fG rel.

i. [(Fk;G)] es un elemento de �in+1((X;Y); h), donde F es una extensi�on

del mor�smo ffhpn+1Cn+2i;H; fhpn; :::; fhpng relativa a la co�braci�on

C(in+1).

2

Para veri�car la exactitud del �ultimo par de transformaciones es necesario

crear un isomor�smo natural entre funtores de homotop��a.
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�codomn+1 , �domn+1 y �n+1, de�nidos en las proposiciones IV.2.3, IV.2.4 y IV.2.5,

se pueden componer con el funtor olvido desdeGrp en Set� y ser considerados

como funtores corchetes de homotop��a P codom
n+1 , P dom

n+1 y Pn+1 con codominio la

categor��a Set�, existiendo en este caso tambi�en para n = 0 en los dos primeros

casos y n = 1 en el tercero.

Proposici�on IV.2.13 Qn+1 : (cof C)
2� ! Set�, de�nido por Qn+1(i; f; h) =

= P2(in�1; f; hp
n�1) es un funtor para n � 1.

Teorema IV.2.1 Existe una equivalencia natural �n+1 : Qn+1 ! Pn+1

((cof C)2� ! Set�).

Demostraci�on:

Se de�nen �n+1(i;f;h) : Qn+1(i; f; h)!Pn+1(i; f; h) por �n+1(i;f;h)([(F;G)]) =

= [(F 0Ck;G)], donde F 0 es una extensi�on del mor�smo ffhpn+1Cn+2i; F; fhpn;

:::::; fhpng relativa a (Cin)1 y ��1n+1(i;f;h) : Pn+1(i; f; h) ! Qn+1(i; f; h) por

��1n+1(i;f;h)([(F;G)]) = [(F oCn+1k;G)]), donde F o es una extensi�on del mor�smo

ffhpn+1Cn+2i; fhpn; :::; fhpn; F; fhpng relativa a (Ci)n+1.

- �n+1(i;f;h) bien de�nida.

�n+1(i;f;h) no depende de la extensi�on, pues si F
0 y F 00 son dos extensiones,

entonces (HC2k;Gp) : (F 0Ck;G) ' (F 00Ck;G) rel. (Ci; i), donde H es

una extensi�on del mor�smo ffhpn+2Cn+3i; Fp; fhpn+1; :::;fhpn+1; F 0; F 00g

relativa a (Cin)2.

�n+1(i;f;h) no depende del representante, pues si ( bF; bG) : (F0; G0) '

' (F1; G1) rel. (Cin�1; in�1), entonces (HC
2k; bG) : (F 0

0Ck;G0) '

' (F 0
1Ck;G1)) rel. (Ci; i), donde H es una extensi�on del mor�smo

ffhpn+2Cn+3i; bF; fhpn+1; :::; fhpn+1; F 0
0; F

0
1g relativa a (Cin)2.
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- ��1
n+1(i;f;h) bien de�nida.

��1n+1(i;f;h) no depende de la extensi�on, pues si F o y F oo son dos exten-

siones, entonces (HCn+2k;Gp) : (F oCn+1k;G) ' (F ooCn+1k;G) rel.

(Cin�1; in�1), donde H es una extensi�on del mor�smo ffhpn+2Cn+3i;

; fhpn+1; :::fhpn+1; Fp; F o; F oog relativa a (Ci)n+2.

��1
n+1(i;f;h) no depende del representante, pues si ( bF; bG) : (F0; G0) '

' (F1; G1) rel. (Ci; i), entonces (HC
n+2k; bG) : (F o

0C
n+1k;G0) '

' (F o
1C

n+1k;G1) rel. (Cin�1; in�1), donde H es una extensi�on del mor-

�smo ffhpn+2Cn+3i; fhpn+1; :::; fhpn+1; bF;F o
0 ; F

o
1 g relativa a (Ci)n+2.

- ��1n+1(i;f;h)�n+1(i;f;h) = 1

��1
n+1(i;f;h)�n+1(i;f;h)([(F;G)]) = ��1

n+1(i;f;h)([(F
0Ck;G)]) =

= [((F 0Ck)oCn+1k;G)]:

(HCn+2k;Gp) : (F;G) ' ((F 0Ck)oCn+1k;G) rel. (Cin�1; in�1), donde H

es una extensi�on del mor�smo ffhpn+2Cn+3i; fhpn+1; :::; fhpn+1; F 0Ckp;

; F 0; (F 0Ck)og relativa a la co�braci�on (Ci)n+2.

- �n+1(i;f;h)�
�1
n+1(i;f;h) = 1

�n+1(i;f;h)�
�1
n+1(i;f;h)([(F;G)]) = �n+1(i;f;h)([(F

oCn+1k;G)]) =

= [((F oCn+1k)0Ck;G)]:

(HC2k;Gp) : (F;G) ' ((F oCn+1k)0Ck;G) rel. (Ci; i), donde H es una

extensi�on del mor�smo ffhpn+2Cn+3i; F oCn+1kp; fhpn+1; :::; fhpn+1; F o;

; (F oCn+1k)0g relativa a la co�braci�on (Cin)2.

- Naturalidad. Basta observar que g2F
0Cn+2g0 es una extensi�on del mor-

�smo ff 0h0pn+1Cn+2i0; g2FC
n+1g0; f

0h0pn; :::; f 0h0png relativo a (Ci0n)1.
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2

Obs�ervese que �2 es la equivalencia natural identidad.

Proposici�on IV.2.14 El par (un+1(i;f;h); jn+1(i;f;h)) es exacto.

Demostraci�on:

- Im un+1(i;f;h) � Ker �n+1(i;f;h).

jn+1(i;f;h)un+1(i;f;h)([F ]) = jn+1(i;f;h)([fF ]) = [(fF; hpn�1)]. Observando

que ffhpn+1Cn+2i; fhpn; :::; fF; fhpng = ffhpn+1Cn+2i; hpn; :::; F; hpng

se tiene que [((fF )o; hpn�1)] = [(fF o; hpn�1)], donde aqu�� F o es una

generalizaci�on, usando el mor�smo representante del neutro homot�opico

adecuado al corchete de homotop��a.

Entonces (fF oCn+1kCp; F oCn+1k) : (fF oCn+1k; hpn�1) ' (fhpn; hpn�1)

rel. (Cin�1; in�1), y por el isomor�smo natural �n+1(i;f;h) se veri�ca

[(fF; hpn�1)] = [(fhpn; fhpn�1)] en �in+1((X;Y); h).

- Ker jn+1(i;f;h) � Im un+1(i;f;h).

Sea [F ] tal que [(F; hpn�1)] = [(fhpn; hpn�1)]. Por el teorema IV.2.1 ante-

rior existe ( bF; bG) : (F oCn+1k; hpn�1) ' (fhpn; hpn�1) rel. (Cin�1; in�1).

Entonces (HC3k; hpn):(F oCn+1k; hpn�1)'(f bG;hpn�1) rel. (Cin�1; in�1),
dondeH es una extensi�on del mor�smo ffhpn+2Cn+3i; fhpn+1; :::; fhpn+1;

; F oCn+1kp; F oCn+1kCp; bFg relativa a la co�braci�on (Cin�1)3, y por el

isomor�smo natural �n+1(i;f;h) se veri�ca [(F; hp
n�1)] = [((f bG)0; hpn�1)] =

= [(f( bG)0; hpn�1)]. En particular, por la proposici�on IV.1.15, [F ] =

= [f( bG)0] = f�([(
bG)0]).

2
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SEGrp y SESet� simbolizan las categor��as que tienen como objetos suce-

siones exactas decrecientes de grupos y conjuntos punteados, respectivamente,

indizados sobre los n�umeros naturales. Los mor�smos de esta categor��a son

sucesiones de homomor�smos de grupos y aplicaciones punteadas, respectiva-

mente, entre los elementos de las sucesiones con el mismo ��ndice, que hacen

conmutativo el diagrama.

Teorema IV.2.2 � : (cof C)2� ! SEGrp, de�nido por:

� = :::::! �dom3
u
! �codom3

j
! �3

�
! �dom2

u
! �codom2

es un funtor.

Demostraci�on:

Evidente, por las proposiciones vistas anteriormente en este p�arrafo.
2

Teorema IV.2.3 P : (cof C)2� ! SESet�, de�nido por:

P = :::::! P dom
2

u
! P codom

2

j
! P2

�
! P dom

1
u
! P codom

1

es un funtor.

Demostraci�on:

N�otese que en la veri�caci�on de la exactitud de las transformaciones natu-

rales no se ha utilizado su condici�on de homomor�smos de grupos.
2

La categor��a (cof C)
CA

tiene como objetos los pares de la forma (f; h),

donde f 2 cof C y h : CA! dom f mor�smo de C, y como mor�smos pares

(g2; g3) : f ! f 0 en cof C veri�cando g3h = h0.

Teorema IV.2.4 Dada una co�braci�on i : B � A, �i : (cof C)
CA
! SEGrp,

de�nido por �i(f; h) = �(i; f; h) y �i(g2; g3) = �(1; 1; g2; g3) es un funtor.
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Demostraci�on:

An�aloga a la anterior.
2

Corolario IV.2.1 P i : (cof C)
CA

�! SESet�, de�nido por P i(f; h) =

= P (i; f; h) y P i(g2; g3) = P (1; 1; g2; g3) es un funtor.

En el caso de que C sea una categor��a punteada se tiene:

Teorema IV.2.5 � : ((cof C)1�)
op�cof C ! SEGrp, de�nido por �(i; f)=

= �(i; f; 0) es un funtor.

Demostraci�on:

Es el caso particular del teorema IV.2.2 para h = 0.
2

Corolario IV.2.2 P : ((cof C)1�)
op
� cof C �! SESet�, de�nido por

P (i; f) = P (i; f; 0) es un funtor.

Teorema IV.2.6 � : (C�)
op � cof C ! SEGrp, de�nido por �(A; f) =

= �(�A; f) es un funtor.

Demostraci�on:

Es el caso particular del teorema IV.2.5 para i = �A.
2

Corolario IV.2.3 P : (C�)
op � cof C ! SESet�, de�nido por P (A; f) =

= P (�A; f) es un funtor.

Corolario IV.2.4 Dado un objeto (i; f; h) de (cof C)2�, con f : Y � X.

a) Si Y es contr�actil, entonces jm(i;f;h) es un isomor�smo, para todo m.
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b) Si X es contr�actil, entonces �m(i;f;h) es un isomor�smo, para todo m.

N�otese que la transformaci�on natural � es la composici�on de la transfor-

maci�on natural � del corolario IV.1.6 con la transformaci�on natural proyecci�on,

y que el apartado b) del corolario IV.2.4 anterior viene expresado desde otro

punto de vista en el corolario IV.1.7 con � = �.

Si i es una co�braci�on contr�actil las sucesiones de homotop��a a que da

origen son todas nulas, por la proposici�on III.2.4, pudi�endose deducir tambi�en

la proposici�on IV.2.1 como consecuencia de esto.



Cap��tulo V

Categor��as punteadas.

En una C-categor��a existen, como se ha probado en los cap��tulos III y IV,

grupos de homotop��a relativos a una co�braci�on basados en un mor�smo, que

se han denominado grupos de homotop��a generalizada, y sucesiones exactas de

dichos grupos. Cuando la C-categor��a es punteada tambi�en existen los grupos

de homotop��a referidos a un objeto y los relativos a una co�braci�on, as�� como

las sucesiones exactas respectivas.

La categor��a de los espacios topol�ogicos es una C-categor��a no punteada,

como se ver�a en el siguiente cap��tulo, que tiene asociada una C-categor��a pun-

teada: la categor��a de los espacios topol�ogicos punteados.

Los conceptos de punto y de espacio topol�ogico punteado se pueden genera-

lizar en cualquier C-categor��a, asociando a �esta C-categor��as punteadas simi-

larmente a lo que sucede en espacios topol�ogicos. Se van a considerar distintos

puntos, los conos de objetos, que dan lugar a C-categor��as punteadas cuyos

grupos de homotop��a referidos a objetos y los relativos a una co�braci�on, as��

como sus sucesiones exactas, vendr�an expresados en funci�on de la homotop��a

generalizada de la C-categor��a primitiva, obteni�endose conceptos como los de

esfera punteada, grupos de homotop��a esf�ericos y sucesiones exactas de �estos
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que terminan en un grupo fundamental de Poincar�e.

Dada una C-categor��a C, se considerar�a al cono de cualquier objeto de C

como un objeto punto. A lo largo de todo este cap��tulo se supondr�a �jado un

punto Cr, y todo el desarrollo se har�a en funci�on del mismo.

V.1 Categor��a punteada CCOF Cr.

Fijado un punto se obtiene la C-categor��a punteada asociada, surgiendo

relaciones entre los conceptos de nulhomotop��a y contr�actil en ambas cate-

gor��as, la punteada y la primitiva.

De�nici�on V.1.1 La categor��a punteada CCOF Cr es la subcategor��a llena de

CCr que tiene como objetos los pares de la forma (X,x), con x : Cr � X

co�braci�on. A (X,x) se le denominar�a objeto punteado con punto x.

Proposici�on V.1.1 bC : CCOF Cr ! CCOF Cr de�nido mediante el siguiente

push out por bC(X; x) = ( bCX; Cx)
C2r Cr

CX bCX

-
p

-
p?

_
Cx

?

_

Cx

y dado un mor�smo f : (X; x)! (Y; y), bCf = 1[Cf : bC(X; x) = Pfp;Cxg !

! bC(Y; y) = Pfp;Cyg, es un funtor.

Demostraci�on:

Simple comprobaci�on de que 1 [ Cf existe pues CfCx = Cy1 y 1p = p1.

2
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Por la proposici�on I.3.2 CCOF Cr se puede considerar una subcategor��a

llena de poCrC, identi�cando un mor�smo f : (X; x) ! (Y; y) con el mor-

�smo 1 [ f : Pf1Cr; xg ! Pf1Cr; yg. De esta forma cualquier objeto

punteado de CCOF Cr se puede interpretar siempre como un push out co�-

brado de componente vertical Cr e inducida vertical el punto, aunque no

necesariamente del tipo anterior, dando sentido a notaciones de la forma

1[f : (X; x) = Pfs; jg ! (Y; y) = Pfs0; j0g. Cuando para un objeto (X; x) no

se especi�que el push out se supondr�a que es el asociado para la identi�caci�on

como subcategor��a de poCrC: (X; x) = Pf1Cr; xg.

Proposici�on V.1.2 bk : 1 ! bC (CCOF Cr ! CCOF Cr) de�nida por bk(X;x) =
= 1 [ kX : (X; x)! bC(X; x) = Pfp;Cxg es una transformaci�on natural.

Demostraci�on:

1 [ kX existe pues kXx = CxkCr y 1 = prkCr.

Para la naturalidad basta observar que el siguiente diagrama es conmuta-

tivo:

(X; x) bC(X; x) = Pfp;Cxg

(Y; y) bC(Y; y) = Pfp;Cyg

-
1 [ kX

-
1 [ kY?

1 [ f
?
1 [ Cf

2

Proposici�on V.1.3 bk(X;x) = prkX : (X; x)! ( bCX;Cx)
Demostraci�on:

Basta observar que 1 [ kX = fCx; prkXg = prkX.
2
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Al intentar relacionar los conceptos de la categor��a punteada con los de la

original es necesario expresar los nuevos desarrollos en funci�on de los primeros.

As��, partiendo de que el funtor bC viene de�nido en funci�on del C tambien bCn

se puede obtener de Cn.

Teorema V.1.1 El siguiente cuadrado es un push out

Cn+1r Cr

CnX bCnX

-
pn

-
pCp:::Cn�1p?

_

Cnx
?

_ (n

Cx

para todo n 2 IN
�, donde

(0

Cx= x y
(n

Cx= C
(n�1

Cx obtenido aplicando sucesiva-

mente el funtor bC.
Demostraci�on:

Sean f : Cr ! Y y g : CnX! Y tales que fpn = gCnx. Entonces fpn =

= fpn�1Cn�1p = gCnx = gCn�1(Cx), y existe por la propiedad de push

out ffpn�1; gg : Cn�1 bCX ! Y. ffpn�1; ggCn�2CCx = ffpn�1; ggCn�1Cx =

= fpn�1 = fpn�2Cn�2p, y aplicando de nuevo la propiedad de push out existe

ffpn�2; fpn�1; gg : Cn�2 bC2X �! Y. Reiterando el proceso existe ff; fp; :::

:::; fpn�2; fpn�1; gg : bCnX ! Y tal que ff; fp; :::; fpn�2; fpn�1; gg
(n

Cx= f y

ff; fp; :::; fpn�2; fpn�1; ggpCp:::Cn�1p = g. Si existiese h : bCnX ! Y tal

que h
(n

Cx= f y hpCp:::Cn�1p = g entonces h = fh0; h1; :::; hn�1; hng y por lo

anterior h0 = f y hn = g. Para que esta llave exista se tiene que veri�car h0p =

= fp = fh1; :::; hng
(n�1

Cx= h1. Reiterando el proceso se concluye el resultado.

2
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Corolario V.1.1.

a) bCnf = 1 [ Cnf : bCn(X; x) = Pfpn; Cnxg ! bCn(Y; y) = Pfpn; Cnyg,

para todo f : (X; x)! (Y; y).

b) bk bCn
(X;x) = 1 [ kCn

X : bCn(X; x) = Pfpn; Cnxg �! bCn+1(X; x) =

= Pfpn+1; Cn+1xg, para todo (X; x).

Demostraci�on:

(a) bCnf = 1 [ C bCn�1f =

= f

(n

Cy; pC bCn�1fg = f
(n

Cy; pCf
(n�1

Cy ; pC bCn�2fgg =

= f

(n

Cy; pC
(n�1

Cy ; pCpC2 bCn�2fg =

= f

(n

Cy;
(n

Cy p; pCpC2
f

(n�2

Cy ; pC bCn�3fgg = :::

= = f
(n

Cy;
(n

Cy p;
(n

Cy p2; :::;
(n

Cy pn�1; pCp:::Cn�1pCnfg
(�)
=

= f

(n

Cy; pCp:::Cn�1pCnfg = 1 [ Cnf:

(b) bk bCn
(X;x) = bkbCn(X;x) = pkbCnX =

= f

(n+1

Cx; pCpk
C bCn�1Xg =

= f

(n+1

Cx;
(n+1

Cx p; pCpC2pk
C2 bCn�2Xg = :::

= f

(n+1

Cx;
(n+1

Cx p; :::;
(n+1

Cx pn�1; pCp:::CnpkCnXg =

= f

(n+1

Cx;
(n+1

Cx p; :::;
(n+1

Cx pn�1; pCp:::CnpkCn
Xg

(�)
= :::

= f

(n+1

Cx; pCp:::CnpkCn
Xg =

= 1 [ kCn
X:

(�) Igualdad v�alida por el teorema V.1.1 anterior.
2

En particular, obs�ervese que bCnbk(X;x) = 1 [ CnkX.
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Proposici�on V.1.4 bp : bC2 ! bC de�nida por bp(X;x) = 1 [ pX : bC2(X; x) =

= Pfp2; C2xg ! bC(X; x) = Pfp;Cxg es una transformaci�on natural.

Demostraci�on:

1 [ pX existe, pues pC2x = Cxp y 1p2 = pp.

Para la naturalidad basta observar que el siguiente cuadrado es conmuta-

tivo.

bC2(X; x) = Pfp2; C2xg bC(X; x) = Pfp;Cxg

bC2(Y; y) = Pfp2; C2yg bC(Y; y) = Pfp;Cyg

-
1 [ pX

-
1 [ pY?

1 [ C2f
?
1 [ Cf

2

Proposici�on V.1.5 bp(X;x) = fCx; pr [ pXg : bC2(X; x) = Pfp;CCxg �!

! bC(X; x) = Pfp;Cxg.

Demostraci�on:

fCx; pr [ pXg = fCx;Cxpr; ppXg = fCx; ppXg = 1 [ pX : bC2(X; x) =

= Pfp2; C2xg ! bC(X; x) = Pfp;Cxg.
2

Corolario V.1.2 bp bCn
(X;x) = 1 [ pCn

X : bCn+2(X; x) = Pfpn+2; Cn+2xg !

! bCn+1(X; x) = Pfpn+1; Cn+1xg.

Demostraci�on:

bp bCn
(X;x) = bpbCn(X;x) = f(n+1Cx; pr [ pbCnXg =

= f

(n+1

Cx;
(n+1

Cx p; ppbCnXg =
= f

(n+1

Cx;
(n+1

Cx p;
(n+1

Cx p2; pCpp
C bCn�1Xg = :::
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= f

(n+1

Cx;
(n+1

Cx p;
(n+1

Cx p2; :::;
(n+1

Cx pn+1; pCp:::CnppCnXg =

= f

(n+1

Cx;
(n+1

Cx p;
(n+1

Cx p2; :::;
(n+1

Cx pn+1; pCp:::CnppCn
Xg =

= f

(n+1

Cx; pCp:::CnppCn
Xg =

= 1 [ pCn
X:

2

Obs�ervese que, como caso particular del apartado a) del corolario V.1.1,bCn bp(X;x) = 1 [ CnpX : bCn+2(X; x) = Pfpn+2; Cn+2xg �! bCn+1(X; x) =

= Pfpn+1; Cn+1xg.

Proposici�on V.1.6 El funtor bC junto con las transformaciones bk y bp veri�-

can el axioma de cono en CCOF Cr.

Demostraci�on:

Evidente, pues bp = 1[p, bp bC = 1[pC, bC bp = 1[Cp, bk = 1[k, bk bC = 1[kC

y bCbk = 1 [ Ck.
2

Una vez construido el cono es necesario decir qu�e mor�smos punteados van

a ser co�braciones adecuadas para tener una bC-categor��a.
De�nici�on V.1.2 Un mor�smo i : (B; b) ! (A; a) se dir�a una co�braci�on

cuando i : B ! A lo sea en C, es decir, las co�braciones en CCOF Cr son

precisamente las co�braciones punteadas.

Proposici�on V.1.7 Dados una co�braci�on i : (B; b) � (A; a) y un mor�smo

f : (B; b)! (X; x), existe Pff; ig en CCOF Cr, donde i es una co�braci�on.

Demostraci�on:

Usando el teorema I.3.2 para 1 [ i : (B; b) � (A; a) y 1 [ f : (B; b) !

�! (X; x) se tiene que Pff; ig = (Pff; ig; x [ a), con i : (X; x) �!
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! (Pff; ig; x [ a) la inducida i : X � Pff; ig y por tanto co�braci�on.

Obs�ervese que x [ a : Cr � Pff; ig es co�braci�on por el teorema II.1.1

al serlo i.
2

Proposici�on V.1.8 bC transforma push outs co�brados en push outs.

Demostraci�on:

Dado el push out

(B; b) (X; x)

(A; a) (Pff; ig; x[ a)

-
f

-
f

?

_
i

?

_

i

considerando el siguiente push out en la categor��a de push outs de C:

C2r Cr

CPff; ig Pfp [ p;Cx [ Cag

-
p [ p

-
p [ p?

Cx [ Ca

?

Cx [ Ca

por el teorema I.3.2 se tiene Pf bCf; bCig = Pf1 [Cf; 1 [Cig = Pfp [ p;Cx[

[Cag = bCPff; ig, con Cx [ Ca = Cx [ Ca, p [ p = p [ p, ^1 [ Cf = 1 [ Cf

y ^1 [ Ci = 1 [ Ci.
2

Proposici�on V.1.9 1(X;x) y
bk(X;x) son co�braciones, para todo objeto (X; x).

La composici�on de co�braciones tambi�en lo es.
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Demostraci�on:

bk(X;x) = 1 [ kX es co�braci�on por el teorema II.1.1, observando que x1

es co�braci�on al serlo x. El resto es evidente por ser co�braciones 1X y la

composici�on de ellas en C.
2

Proposici�on V.1.10 Las co�braciones veri�can la propiedad de extensi�on de

nulhomotop��a en CCOF Cr.

Demostraci�on:

bCi = 1[Ci : bC(B; B) = Pfp;Cbg ! bC(A; a) = Pfp;Cag. Entonces, 1[r :

: Pfp;Cag ! Pfp;Cbg es una retracci�on de bCi, donde r es cualquier retracci�on
que tenga i por veri�carse PEN en C. Obs�ervese que rCa = rCiCb = Cb.

2

Proposici�on V.1.11 Dada una co�braci�on i : (B; b) � (A; a), el mor�smo

ib1 = f bCi; bkg : (Pfbk; ig; Cb [ a)! ( bCA; Ca) es tambi�en co�braci�on.

Demostraci�on:

Por el teorema I.3.2, Pf1 [ k; 1 [ ig puede de�nirse mediante el siguiente

push out

(B; b) bC(B; b) = (Pfp;Cbg; Cb)

(A; a) (Pfp [ 1; Cb [ ag; Cb [ a)

->
1 [ k

->
i [ k

?

_
1 [ i

?

_
1 [ i

y se tiene b�i = Pf1[k; 1[ig = Pfp[1; Cb[ag, con 1 [ i = 1[i, 1 [ k = 1[k,

^Cb [ a=Cb[a y^p [ 1 = p[1, de donde f bCi; bkg= f bCi; 1[kg= f1[Ci; 1[kg=
= fCa; pi1g = 1 [ i1. Esta uni�on existe pues i1(Cb [ a) = fCiCb; kag =
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= fCa;Cakg = Caf1; kg = Ca(1Cr)1 = Ca1, y es co�braci�on por el teorema

II.1.1 al serlo i1 en C.
2

Teorema V.1.2 CCOF Cr es una bC-categor��a punteada.

Demostraci�on:

Por el comentario posterior al teorema I.1.2, (Cr; 1) es objeto inicial con

mor�smos iniciales x : (Cr; 1) � (X; x), de donde cualquier objeto es co�-

brante. Por otro lado, con ( bC; bk; bp) y las co�braciones punteadas, CCOF Cr

es una categor��a con cono natural, pues la proposici�on V.1.6 es el axioma del

cono, las proposiciones V.1.7 y V.1.8 dan el axioma de push out, las V.1.9 y

V.1.10 el axioma de co�braci�on y por �ultimo la proposici�on V.1.11 el axioma

de cono relativo. Adem�as bC(Cr; 1) = (Cr; 1).
2

Los conceptos homot�opicos de la categor��a punteada de una dada se van a

relacionar con los respectivos de la categor��a original. La relaci�on para nulho-

motop��a y contr�actil concluir�a este p�arrafo, dejando lo relativo a homotop��a

para el siguiente.

Proposici�on V.1.12 Dado f : (X; x) ! (Y; y) un mor�smo punteado, f es

nulhom�otopo en CCOF Cr si y s�olo si f es nulhom�otopo en C.

Demostraci�on:

()) Si f : (X; x)! (Y; y) es nulhom�otopo, existe F : ( bCX; Cx)! (Y; y) tal

que f = F bk(X;x) = FpkX, de donde Fp : f ' 0.

(() Observando que fFCxCp; Fg : fyp; fg ' 0, donde F : f ' 0, existe H

una extensi�on de fyp; fg relativa a x1. fy;Hg : f ' 0 en CCOF Cr.

2
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Corolario V.1.3 Dado (X; x) un objeto punteado, (X; x) es contr�actil en

CCOF Cr si y s�olo si X es contr�actil en C.

Demostraci�on:

Evidente, pues por la proposici�on V.1.12 anterior 1(X;x) ' 0 si y s�olo si

1X ' 0.
2

V.2 Homotop��a en categor��as de co�braciones

bajo un cono.

La homotop��a en categor��as punteadas puede expresarse como homotop��a

generalizada en la categor��a primitiva, obteni�endose de esta forma funtores

de homotop��a en la categor��a punteada equivalentes a otros en la original.

Para ello, usando teor��a de push outs, se expresan las distintas construcciones

homot�opicas punteadas en funci�on de las respectivas no punteadas.

Como consecuencia de lo anterior y similarmente a lo que sucede en la

homotop��a ordinaria de los espacios topol�ogicos surgen conceptos como esferas,

grupos de homotop��a esf�ericos, grupo fundamental de Poincar�e y sucesiones

exactas de estos grupos.

Un primer paso en este proceso consiste en relacionar, haciendo uso de las

co�braciones entre push outs, el cono relativo punteado con el cono relativo

original, mediante la extensi�on del concepto de cono de un objeto punteado a

sus push outs de de�nici�on, push outs co�brados con inducida vertical el punto

base.

En general, cuando se exprese (B; b) = Pfs; jg se supondr�a j : S � T . Por

otro lado, una co�braci�on 1 [ i : (B; b) = Pfs; jg � (A; a) = Pfs0; j0g tal que
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i : T � T0 co�braci�on con S = S0, s = s0 y j 0 = ij se dir�a co�braci�on de push

outs.

Proposici�on V.2.1 Dado un objeto punteado (X; x) = Pfs; jg, se veri�cabCn(X; x) = PfpnCns;Cnjg.

Demostraci�on:

Basta observar la siguiente composici�on de push outs

CnS Cn+1r Cr

CnT CnX bCnX

-Cns -
pn

-
Cns

-
pCp:::Cn�1p?

_
Cnj

?

_
Cnx

?

_
(n

Cx

Obs�ervese que por ser x = j entonces Cnj =

(n

Cj, que tambi�en se notar�a

simplemente por
(n

Cj, considerando j =
(0

Cj.
2

Proposici�on V.2.2 Dado un mor�smo punteado 1 [ f : (X; x) = Pfs; jg !

�! (Y; y) = Pfs0; j0g, se veri�ca bCn(1 [ f) = 1 [ Cnf : bCn(X; x) =

= PfpnCns;Cnjg ! bCn(Y; y) = PfpnCns0; Cnj0g.

Demostraci�on:

Basta observar el siguiente diagrama:
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CnS Cn+1r Cr

CnT CnX bCnX

CnS0 Cn+1r Cr

CnT' CnY bCnY

-Cns -pn

-Cns -pCp:::Cn�1p

-
Cns0

-
pn

-

Cns0
-

pCp:::Cn�1p

?
Cng

?

_

1
?

_

1

?

Cnf

?

Cn(1 [ f)

?

bCn(1 [ f)

��	
Cnj ��	

Cnx ��	

(n

Cx

��	 Cnj0 ��	 Cny ��	
(n

Cy

2

Proposici�on V.2.3 Dado un objeto punteado (X; x) = Pfs; jg, bk(X;x) =

= 1 [ kT : (X; x) = Pfs; jg � bC(X; x) = PfpCs;Cjg y bp(X;x) = 1 [ pT :

: bC2(X; x) = Pfp2C2s;C2jg ! bC(X; x) = PfpCs;Cjg.

Demostraci�on:

Basta observar

bk(X;x)x = pkXx = pCxkCr = CxprkCr = Cx = (1 [ kT)x.

bk(X;x)s = pkXs = pCskT = (1 [ kT)s.

bp(X;x) (2

Cx= Cx = (1 [ pT)
(2

Cx.

bp(X;x)pCpC2s = (1 [ pX)pCpC
2s = ppXC

2s = pCspT = (1 [ pT)pCpC
2s.
2

Proposici�on V.2.4 Dada 1 [ i : (B; b) = Pfs; jg � (A; a) = Pfs0; j0g co�-

braci�on de push outs, b�1[i = PfpCs;Cj [ j 0g y (1 [ i)b1 = 1 [ i1.

Demostraci�on:

Obs�ervese que pCs = pCs [ s : �1
S ! Cr.
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Usando la proposici�on V.2.1 y el teorema I.3.2 se tiene que b�1[i =

= Pf1[ k; 1[ ig = PfpCs;Cj [ j0g. (1[ i)b1 = f bC(1[ i); bkg = f1[Ci; 1[ kg.
Entonces f1[Ci; 1[kgpCs[s0 = f(1[Ci)pCs; (1[k)s0g = fpCs0Ci; pCs0kg =

= pCs0fCi; kg = pCs0i1 y f1[Ci; 1[kg
(1

Cj [
(0

Cj0= f(1[Ci)
(1

Cj; (1[k)
(0

Cj 0g =

= f

(0

Cj0;
(0

Cj0g =
(0

Cj 0, de donde \(1 [ i)1 = f

(0

Cj0; pCs0i1g = 1 [ i1, pues pCs1 =

= 1pCs y Cj01 = Cj0f1; kg = fCj0; Cj 0kg = fCiCj; kj 0g = fCi; kg(Cj[ j0) =

= i1(Cj [ j
0).

2

Obs�ervese que (1 [ i)b1 : b�1[i = PfpCs;Cj [ j 0g � bC(A; a) = PfpCs;Cj 0g

vuelve a ser una co�braci�on de push outs por el teorema II.1.1 y por tanto se

puede iterar el proceso.

Teorema V.2.1 Dada una co�braci�on de push outs 1[ i : (B; b) = Pfs; jg�

� (A; a) = Pfs0; j 0g, el siguiente cuadrado es un push out

Cn+1S Cr

�in b�(1[i)bn

-
pn+1Cn+1s

-
pCp:::CnpCn+1s [ pCp:::Cn�1pCns0 [ :(n+1::::::::[ pCp:::Cn�1pCns0

?

_

�n+1(j0; j)
?

_(n+1

Cj [

(n

Cj0 [:(n+1::::::::::[

(n

Cj0

que transforma (1 [ i)
[n+1 :

b�(1[i)bn ! bCn+1(A; a) = Pfpn+1Cn+1s;Cn+1j 0g en

1 [ in+1 : Pfp
n+1Cn+1s;�n+1(j0; j)g ! bCn+1(A; a) = Pfpn+1Cn+1s;Cn+1j0g.

Demostraci�on:

An�alogamente a lo que suced��a en la proposici�on V.2.4 anterior,

pn+1Cn+1s = pn+1Cn+1s [ pnCns [ :(n+1::::::::[ pnCns : Cn+1S = �(1
S
)n ! Cr

Conmutatividad:

(
(n+1

Cj [
(n

Cj0 [:(n+1::::::::[
(n

Cj0)pn+1Cn+1s =
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= (
(n+1

Cj [
(n

Cj 0 [:(n+1::::::[
(n

Cj 0)(pn+1Cn+1s [ pnCns [ :(n+1::::::[ pnCns) =

=
(n+1

Cj pn+1Cn+1s[
(n

Cj 0 pnCns [ :(n+1:::::::[
(n

Cj 0 pnCns =

= pCp:::::CnpCn+1sCn+1j [ pCp:::::Cn�1pCns0Cnj 0 [ :(n+1::::::::

::: [ pCp::::::Cn�1pCns0Cnj0 =

= (pCp:::CnpCn+1s [ pCp:::Cn�1pCns0 [ :(n+1::::::

::: [ pCp:::Cn�1pCns0)(Cn+1j [ Cnj 0 [ :(n+1::::::::[ Cnj 0) =

= (pCp:::CnpCn+1s [ pCp:::Cn�1pCns0 [ :(n+1::::::

::: [ pCp:::Cn�1pCns0)�n+1(j0; j):

Push out:

Dados f : Cr ! X y g = fgn+1; :::; g0g : �
in+1 ! X con fpn+1Cn+1s =

= g�n+1(j0; j), es decir ff; :::; fg(pn+1Cn+1s[pnCns[ :(n+1::::::::[pnCns) =

= fgn+1; :::; g0g(C
n+1j [ Cnj0 [ :(n+1::::::::[ Cnj0), se tiene:

ffpn+1Cn+1s; fpnCns;(n+1:::::; fpnCnsg = fgn+1C
n+1j; gnC

nj0;(n+1:::::; g0C
nj0g

de donde gn+1C
n+1j = fpn+1Cn+1s y giC

nj0 = fpnCns, 1 � i � n. Se

puede entonces de�nir fff; gn+1g; ff; gng; :::; ff; g0gg : b�(1[i)bn ! X que

es el �unico mor�smo soluci�on ff; gn+1; :::; g0g.

En consecuencia:

(1 [ i)
[n+1 = f bCn+1(1 [ i); bCnbk; :::; bkg =

= f1 [ Cn+1i; 1 [ Cnk; :::; 1[ kg =

= ff

(n+1

Ca ; pCp:::CnpCn+1s0Cn+1ig; f
(n+1

Ca ; pCp:::CnpCn+1s0Cnkg; ::

:::; f
(n+1

Ca ; pCp:::CnpCn+1s0kgg �

� f

(n+1

Ca ; pCp:::CnpCn+1s0fCn+1i; Cnk; :::; kgg =

= f

(n+1

Ca ; pCp:::CnpCn+1s0i1g = 1 [ in+1
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pues pn+1Cn+1s1Cn+1S = 1Crp
n+1Cn+1s y Cn+1j 01Cn+1S = Cn+1j0(1S)n+1 =

= Cn+1j0fCn+11S ; C
nk; :::; kg = fCn+1j0Cn+11S ; C

n+1j0Cnk; :::; Cn+1j 0kg =

= fCn+1iCn+1j; CnkCnj0; :::; kCnj0g = fCn+1i; Cnk; :::; kg(Cn+1j [ Cnj 0 [ :::

:(n+1:::::::[ Cnj0) = in+1�
n+1(j0; j):

2

Para simpli�car la notaci�on se usar�a

pCp:::CnpCn+1s [ pCp:::Cn�1pCns0(n+1::::::::[ pCp:::Cn�1pCns0 = ^pn+1Cn+1s:

Corolario V.2.1 Dada i = 1 [ i : (B; b)� (A; a) co�braci�on de push outs, el

siguiente cuadrado es un push out

Cn+2r Cr

�in b�ibn

-
pn+1

-
pCp:::Cnp [ pCp:::Cn�1p [ :(n+1::::::::[ pCp:::Cn�1p

?

_

Cn+1b [Cna [ :(n+1::::::::[Cna
?

_(n+1

Cb [

(n

Ca [:(n+1::::::::::[

(n

Ca

que transforma i
[n+1 : b�ibn ! bCn+1(A; a) = Pfpn+1; Cn+1ag en 1 [ in+1 :

: Pfpn+1; Cn+1b [ Cna [ :(n+1:::::::[ Cnag ! bCn+1(A; a) = Pfpn+1; Cn+1ag.

Corolario V.2.2 El siguiente cuadrado

�in b�(1[i)bn

Cn+1T 0 bCn+1A

-
^pn+1Cn+1s

-
pCp:::CnpCn+1s?

_
in+1

?

_
(1 [ i)

[n+1

es un push out.
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Demostraci�on:

Es evidente, por la proposici�on I.1.5, usando el teorema V.2.1 anterior y

observando que la composici�on de los siguientes cuadrados

Cn+1S Cr

�in b�(1[i)bn

Cn+1T 0 bCn+1A

-
pn+1Cn+1s

-
^pn+1Cn+1s

-
pCp:::CnpCn+1s

?

_
�n+1(j0; j)

?

_
(n+1

Cj [
(n

Cj 0 [:(n+1::::::::::[
(n

Cj0

?

_
in+1

?

_
(1 [ i)

[n+1

coincide con la composici�on de push outs.

Cn+1S Cr

Cn+1S Cr

Cn+1T 0 bCn+1A

-
pn+1Cn+1s

-
pn+1Cn+1s

-
pCp:::CnpCn+1s

?

_
1

?

_
1

?

_
Cn+1j 0

?

_
(n+1

Cj 0

2

Los mor�smos punteados considerados como mor�smos de push outs, sea

su dominio un push out de identi�caci�on o no, coinciden con los mor�smos

en C con dominio un push out del tipo anterior y componente vertical una

co�braci�on.

(CPfs;jg)cof y (CPfs;jg)cof representar�an las subcategor��as llenas de CPfs;jg

cuyas componentes vertical y horizontal de los objetos, respectivamente, son
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co�braciones.

Proposici�on V.2.5 Dado (A; a) = Pfs; jg,

(CCOF Cr)Pfs;jg �= (CPfs;jg)cof

Demostraci�on:

Consecuencia de la proposici�on I.3.4 observando que las componentes ver-

ticales de los mor�smos son puntos, y por tanto co�braciones.
2

Observando que dado un objeto de (CPfs;jg)cof , f�;�g : Pfs; jg ! X,

se tiene f� s;�g = � : Pf1; jg = T ! X y que dada una co�braci�on de

push outs 1 [ i : (B; b) = Pfs; jg � (A; a) = Pfs0; j 0g se veri�ca fj 0; ig = i :

: Pf1; jg = T! T0,

Proposici�on V.2.6 Dada una co�braci�on de push outs 1 [ i : (B; b) =

= Pfs; jg� (A; a) = Pfs0; j0g, existen equivalencias naturales

a) " : Hom((A; a); (�;�)) �= Hom(T0;�)�s(j
0) (CCOF Cr ! Set) de�nida

por
"(X;x) : Hom((A; a); (X; x)) ! Hom(T0;X)xs(j

0)

1 [ f ! f

b) " : Hom((A; a); (codom �;�))1[�(1[i) �= Hom(T0; codom �)f�s;�g(fj
0;ig)

((CPfs;jg)cof ! Set) de�nida por

"fx;ug : Hom((A; a); (X; x))1[u(1[i) ! Hom(T0;X)fxs;ug(fj
0;ig)

1 [ f ! f

Demostraci�on:

Son equivalencias por la proposici�on V.2.5 anterior, y naturales pues dado

un mor�smo g = 1[g : (X; x)! (Y; y), g�"(1[f) = g�(f) = gf = "(1[gf) =

= "(1 [ g)�(1 [ f).
2
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Corolario V.2.3 Dada 1 [ i : (B; b) = Pfs; jg � (A; a) = Pfs0; j0g co�-

braci�on de push outs y considerando bCn(A; a) = PfpnCns;Cnj0g y b�(1[i)bn =

= Pfpn+1Cn+1s;�n+1(j0; j)g, la equivalencia natural " induce equivalencias

naturales

a) " : Hom(b�(1[i)bn; (�;�)) �= Hom(�in ;�)�p
n+1Cn+1s(�n+1(j0;j))

(CCOF Cr ! Set)

b) " : Hom( bCn(A; a); (codom �;�))
1[�((1[i)bn) �=

�=Hom(CnT0; codom�)f�p
nCns;�g(fCnj0;ing) (CPfpnCns;�n(j0;j)g)cof !Set).

La relaci�on entre los conos relativos punteado y no punteado establecida

en el teorema V.2.1 permite extender la equivalencia natural de la proposici�on

V.2.6 a los distintos funtores de homotop��a. Para ello es necesario introducir

previamente la noci�on de push out contr�actil.

De�nici�on V.2.1 (A; a) = Pfs; jg se dir�a un push out contr�actil si kT tiene

una retracci�on q 2 Hom(CT;T)jq
0(Cj), con q0 : CS! S tal que sq0 = pCs.

Obs�ervese que si (A,a) es un push out contr�actil entonces (A,a) es un objeto

contr�actil, y por el corolario V.1.3 A es contr�actil. Tambi�en T es contr�actil.

Proposici�on V.2.7 Si (A; a) = Pfs; jg, entonces bC(A; a) = PfpCs;Cjg es

un push out contr�actil.

Demostraci�on:

q = pT y q0 = pS.
2

Proposici�on V.2.8 Dada 1 [ i : (B; b) = Pfs; jg � (A; a) = Pfs0; j0g co�-

braci�on de push outs y dado 1 [ f : (B; b) = Pfs; jg ! (X; x) = Pfs00; j 00g con
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(X; x) push out contr�actil, entonces existe 1[ ef : (A; a) = Pfs0; j0g ! (X; x) =

= Pfs00; j00g tal que (1 [ ef )(1 [ i) = 1 [ efi = 1 [ f .

Demostraci�on:

Sea ef una extensi�on de f relativa a i y sea g el mor�smo que permite

de�nir 1[f , entonces efj0 = efij = fj = j00g. Adem�as s00g = s, luego g permite

tambi�en de�nir 1 [ ef .
2

Teorema V.2.2 Dada una co�braci�on de push outs 1[ i : (B; b) = Pfs; jg�

� (A; a) = Pfs0; j0g, con (A; a) push out contr�actil, la equivalencia natural "

induce una equivalencia natural

" : [(A; a); (codom�;�)]1[�(1[i)�= [T0; codom�]f�s;�g(fj
0;ig) ((CPfs;jg)cof! Set)

Demostraci�on:

Por el apartado b) de la proposici�on V.2.6 basta comprobar que se conserva

la homotop��a.

1 [ f0 ' 1 [ f1 rel. 1 [ i en CCOF Cr si y s�olo si existe 1 [ F : bC(A; a) =
= PfpCs;Cj0g �! (X; x) tal que (1 [ F )(1 [ i)b1 = (1 [ F )(1 [ i1) =

= f(1 [ f0)(1 [ q) bC(1 [ i); 1 [ f1g = f(1 [ f0)(1 [ q)(1 [ Ci); 1 [ f1g =
= f1 [ f0qCi; 1 [ f1g = 1 [ ff0qCi; f1g, si y s�olo si F : f0 ' f1 rel. fj

0; ig en

C, por el apartado b) de la proposici�on V.2.6 pues si F : f0 ' f1 rel. fj
0; ig

entonces FCj0 = FCiCj = f0qCiCj = f0qCj
0 = f0j

0q0 = xsq0 = xpCs, por lo

que existe 1 [ F .

La naturalidad es evidente por la proposici�on II.2.1
2

Corolario V.2.4 Dada una co�braci�on de push outs 1[i : (B; b) = Pfs; jg�

� (A; a) = Pfs0; j 0g, se induce una equivalencia natural
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" : [ bCn(A; a); (codom �;�)]
1[�((1[i)bn) �=

�= [CnT0; codom �]f�p
nCns;�g(fCnj0;ing) ((CPfpnCns;�n(j0;j)g)cof ! Set).

Demostraci�on:

Por la proposici�on V.2.4, (1 [ i)bn = 1 [ in :
b�(1[i)

[n�1 =

= PfpnCns;�n(j 0; j)g � bCn(A; a) = PfpnCns;Cnj0g es una co�braci�on de

push outs, con bCn(A; a) un push out contr�actil por la proposici�on V.2.7.
2

Una vez establecida la equivalencia entre los corchetes de homotop��a pun-

teado y no punteado se procede a la de�nici�on de la categor��a cof poCrC para

extender dicha equivalencia a los grupos de homotop��a.

La categor��a cof poCrC es aquella que tiene por objetos las co�braciones

de push outs de�nidas en la introducci�on de este p�arrafo y como mor�smos los

pares de mor�smos de push outs que hacen conmutativo el diagrama. Los ob-

jetos de esta categor��a se representar�an por 1[ �. ` representar�a la co�braci�on

mor�smo vertical del push out dominio de 1[ �.

Teorema V.2.3 Dada una co�braci�on de push outs 1[ i : (B; b) = Pfs; jg�

� (A; a) = Pfs0; j0g y considerando bC(A; a) = PfpCs;Cj 0g, las equivalencias

naturales anteriores inducen equivalencias naturales

a) " : b�1[in (codom 1 [ �; 1 [ �) �= �fj
0;ig

n (codom �;�)

((CCOF Cr)bC(A;a) ! Grp)

b) " : b�1[�n (codom 1 [ �; 1 [ �) �= �f�`;�gn (codom �;�)

(((cof poCrC)bC(codom (1[�)))op !Grp)

Demostraci�on:

Dado un mor�smo 1 [ f : bC(A; a) = PfpCs;Cj0g ! (X; x)
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b�1[in ((X; x); 1 [ f) = [ bCn(A; a); (X; x)]
f(1[f)bpn�1bC(1[i)

[n�1
;(1[f)bpn�2g((1[i)bn) =

= [ bCn(A; a); (X; x)]f(1[f)(1[p
n�1)(1[Cin�1);(1[f)(1[p

n�2)g(1[in) =

= [ bCn(A; a); (X; x)]f1[fp
n�1Cin�1;1[fp

n�2g(1[in) =

= [ bCn(A; a); (X; x)](1[ffp
n�1Cin�1;fp

n�2g)(1[in)
"
�=

"
�= [CnT0;X]fxp

nCns;ffpn�1Cin�1;fp
n�2gg(fCnj0;ing) =

= [CnT0;X]ffp
n�1Cfj0;ign�1;fp

n�2g(fj0;ign) =

= �fj
0;ig

n (X; f):

Obs�ervese que por un procedimiento similar al de la demostraci�on de la

proposici�on IV.1.8 fCnj 0; ing = fj0; ign, y que por la proposici�on II.2.1 y el

teorema II.2.3 se tiene la naturalidad en el caso b).

Para concluir la demostraci�on basta comprobar que la equivalencia " con-

serva la operaci�on de grupo.

Ya se vio que si 1 [ i es co�braci�on de push outs (1 [ i)b1 = 1 [ i1 :

: b�1[i = PfpCs;�(j0; j)g � bC(A; a) = PfpCs;Cj0g tambi�en lo es. Entonces

1 [ i2 = (1 [ i)b2 = ((1 [ i)b1)b1 = ((1 [ i1)b1) : b�(1[i)b1 = Pfp2C2s;�2(j0; j)g �

�
bC2(A; a) = Pfp2C2s;C2j0g es co�braci�on de push outs.

Pf(1 [ i)b1; (1 [ i)b1g = PfpCs;Cj0 [ Cj 0g por el teorema I.3.2, de dondebCPf(1 [ i)b1; (1 [ i)b1g = Pfp2C2s;C2j0 [ C2j0g.

bk bp bC(1 [ i)b1 [ bk = (1 [ k)(1 [ p)(1 [Ci1) [ (1 [ k) = 1 [ (kpCi1 [ k), tiene

por codominio bCPf(1[ i)b1; (1[ i)b1g, que es contr�actil por la proposici�on V.2.7

y donde el mor�smo que permite la uni�on es kp : C2S! C2S. Al ser (1 [ i)b2
una co�braci�on de push outs, por la proposici�on V.2.8 existe una extensi�on

1 [ � de dicho mor�smo relativa a esta co�braci�on, es decir, (1 [ �)(1 [ i)b2 =
= (1 [ �)(1 [ i2) = 1 [ �i2 = 1 [ (kpCi1 [ k), y por la independencia de

la operaci�on respecto a la extensi�on (proposici�on III.1.11) � hace que �esta se

conserve. 2
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La equivalencia natural anteriormente establecida sigue siendo v�alida cuan-

do el mor�smo base es el \cero". Para analizar este caso hay que hacer uso de

objetos punteados basados.

Por la observaci�on III.2.2, todo objeto punteado (A; a) tiene al menos un

mor�smo base a0 : (A; a) ! (Cr; 1). Si (A; a) = Pfs; jg, un mor�smo a0 tal

que a0j = s induce un mor�smo base 1 [ a0 : (A; a) = Pfs; jg ! (Cr; 1). Por

abuso de lenguaje, pues en el caso del push out de identi�caci�on a0 = 1 [ a0,

se dir�a que a0 es el mor�smo base de (A; a) = Pfs; jg.

Proposici�on V.2.9 Dado (A; a) = Pfs; jg basado en a0, entonces 0 = 1 [

[xa0 : (A; a) = Pfs; jg ! (X; x). En particular en el caso de push outs de

identi�caci�on 0 = xa0 : (A; a)! (X; x).

Proposici�on V.2.10 Una co�braci�on de push outs 1 [ i : (B; b) = Pfs; jg�

� (A; a) = Pfs0; j0g, con b0 y a0 respectivos mor�smos base de (B; b) = Pfs; jg

y (A; a) = Pfs0; j0g, es basada si y s�olo si a0i = b0.

Proposici�on V.2.11 Dada una co�braci�on de push outs basada 1[i : (B; b) =

= Pfs; jg � (A; a) = Pfs0; j 0g, la equivalencia natural " induce una equiva-

lencia natural

" : b�1[�n (�;�)�=�f�`;�gn (�;� p(Ca0)) (((cofCCOF Cr)
op
1
(Cr;1)

�CCOF Cr)!Grp)

Demostraci�on:

Obs�ervese que si a0 es base de (A; a) = Pfs; j0g entonces p(Ca0) es base debC(A; a) = PfpCs;Cj0g.
2

Proposici�on V.2.12 La equivalencia natural " induce una equivalencia na-

tural

" : b�(�;�)n (=;�) �= ��n (=;� p(C �0)) (((CCOF Cr)
op

(Cr;1) �CCOF Cr)! Grp)
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La relaci�on existente entre la categor��a de pares cof C y la categor��a

cof CCOF Cr es similar a la existente entre C y CCOF Cr sin m�as que ob-

servar que cof CCOF Cr �= (cof C)COF C1r.

En este sentido se tiene que los objetos de la categor��a se pueden identi�car

con push outs de cof C f = 1 [ f : (X; x) � (Y; y), pero tambi�en estos

objetos pueden llevar asociado un push out con componente vertical 1Cr, no

necesariamente de identi�caci�on: 1[f : (X; x) = Pfs; jg � (Y; y) = Pfs0; j0g.

Como en el caso simple, cuando 1[f tiene asociados push outs de identi�caci�on

se puede hablar de grupos de homotop��a del par 1 [ f .

Las co�braciones de pares de push outs ser�an de la forma 11Cr [ (i0; i) =

= (1Cr; 1Cr) [ (i0; i) : 1 [ f0 � 1 [ f1, con 1 [ ft : (Xt; xt) = Pfst; jtg �

� (Yt; yt) = Pfs0t; j
0
tg, t = 0; 1, (i0; i) : f0 � f1 co�braci�on de pares, f 00 = f 01

(donde f 0t es el mor�smo que permite crear 1 [ ft), (s
0
0; s0) = (s01; s1), i

0j00 = j01

e ij0 = j1. De donde se tiene que 1 [ i : (X0; x0) = Pfs0; j0g � (X1; x1) =

= Pfs1; j1g y 1 [ i0 : (Y0; y0) = Pfs00; j
0
0g � (Y1; y1) = Pfs01; j

0
1g son co�bra-

ciones de push outs. Obs�ervese que f1[f1; 1[i
0g = 1[ff1; i

0g : Pf1[i; 1[f0g =

= Pfs00; j1 [ j
0
0g � (Y1; y1) = Pfs01; j

0
1g co�braci�on de push outs y por tanto

co�braci�on.

Aplicando los resultados obtenidos en CCOF Cr a este caso resultan equi-

valencias naturales, que se expresar�an entre los funtores adecuados sin hacer

menci�on de las categor��as involucradas, pues son f�aciles de deducir por analog��a

y en cambio su notaci�on es compleja.

Teorema V.2.4 Dada una co�braci�on de push outs 1[ (i0; i) : 1[f0 � 1[f1,

y considerando bC(1[f1) = 1[Cf1 : bC(X1; x1) = PfpCs1; Cj1g � bC(Y1; y1) =

= PfpCs01; Cj
0
1g, se inducen equivalencias naturales

a) " : b�1[(i0;i)n (codom (1 [ �0; 1 [ �); (1 [ �0; 1 [ �)) �=



V.2. Homotop��a en categor��as de co�braciones bajo un cono. 155

�= �
(fj0

1
;i0g;fj

1
;ig)

n (codom (�0;�); (�0;�))

b) " : b�1[(�0;�)n (codom (1 [ �0; 1 [ �); (1 [ �0; 1 [ �)) �=

�= �(f�
0
`

0;�0g;f�`;�g)
n (codom (�0;�); (�0;�))

Como consecuencia de este teorema resulta, para los funtores grupos de

homotop��a relativos a una co�braci�on de un par basado en un mor�smo

Teorema V.2.5 Se inducen equivalencias naturales

a) " : b�1[in+1(1 [ �; 1 [ _)
�= �

fj0
1
;ig

n+1 (�;_)

b) " : b�1[�n+1 (1 [ �; 1 [ _)
�= �

f�`;�g
n+1 (�;_)

Demostraci�on:

Si 1 [ i : (B; b) = Pfs; jg � (A; a) = Pfs0; j 0g es una co�braci�on de push

outs, entonces (1 [ Ci; 1 [ i) = 1 [ (Ci; i) : 1 [ k � 1 [ k es una co�braci�on

de pares, pues S0 = S y s0 = s, de donde CS0 = CS y pCs0 = pCs. Adem�as

1[ k : (B; b) = Pfs; jg � bC(B; b) = PfpCs;Cjg y 1[ k : (A; a) = Pfs0; j0g�

�
bC(A; a) = PfpCs;Cj0g existen por kS : S � CS, y (Ci; i) es co�braci�on

de pares al ser i e i1 = fCi; kg co�braciones. De donde se concluye que

(1 [ Ci; 1 [ i) es co�braci�on de pares push outs.

Aplicando el teorema V.2.4 anterior y la de�nici�on IV.2.1 de grupo de

homotop��a relativo a una co�braci�on de un par basado en un mor�smo se

concluye el resultado.
2

Combinando el teorema V.2.5 anterior con el teorema V.2.3 se obtienen

equivalencias naturales entre sucesiones exactas, observando que un mor�smo

de pares (1 [ f; 1 [ g) : 1 [ f0 ! 1 [ f1 es tal que (1 [ f; 1 [ g) = 1 [ (f; g)
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Teorema V.2.6 Existen equivalencias naturales

a) " : b�1[i(1 [ �; 1 [ _) �= �fj
0;ig(�;_)

b) " : b�(1[ �; 1 [ �; 1 [ _) �= �(f�`;�g;�;_)

Para una co�braci�on de push outs basada 1[i : (B; b) = Pfs; jg � (A; a) =

= Pfs0; j0g con b0 y a0 respectivos mor�smos base de (B; b) y (A; a), usando la

proposici�on V.2.11

Teorema V.2.7 Existen equivalencias naturales

a) " : b�1[i(1 [ �) �= �fj
0;ig(�;_pCa0)

b) " : b�(1[ �; 1 [ �) �= �(f�`;�g;�;_pCa0)

donde dom (1 [ �) = (�;_) push out de identi�caci�on.

Para objetos punteados basados, usando la proposici�on V.2.12

Teorema V.2.8 Existe una equivalencia natural

" : b�((�;�); (1 [ �)) �= �(�;�;_pC �0)

donde dom (1 [ �) = (=;_) push out de identi�caci�on.

A semejanza de lo que sucede en la categor��a de los espacios topol�ogicos

punteados, a partir de un punto se pueden crear las sucesivas esferas como

suspensiones de S0.

�kr es un objeto punteado basado con punto k y base f1; 1g : �kr ! Cr.

De�nici�on V.2.2 A bSn(�kr; k) se le denominar�a n-esfera y se le notar�a por

�nr, n 2 IN
�.
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Los grupos de homotop��a esf�ericos de los espacios topol�ogicos punteados se

de�nen por �n(X; x) = �S
0

n (X; x), de donde por similitud

De�nici�on V.2.3 Dado un objeto punteado (X; x), se de�ne el n-grupo esf�eri-

co de homotop��a ��
0r

n (X; x) = b�(�0r;k)n (X; x).

Proposici�on V.2.13 ��
0r

n (X; x) �= �krn (X; x), para n � 2.

Demostraci�on:

��
0r

n (X; x) = b�(�0r;k)n (X; x)
"
�= �kn(X; fxp; xpg)

�= (Teorema III.2.2) �=

�= �krn (X; x).
2

Observaci�on V.2.1 La anterior proposici�on V.2.13 y la observaci�on III.1.4

permiten extender la de�nici�on de los grupos de homotop��a esf�ericos para n = 1

y x no necesariamente co�braci�on:

��
0r

n (X; x) = �krn (X; x); n � 1

En particular, si la categor��a C tiene objeto inicial � se puede considerar

como punto C�. En este caso a �n� se le denominar�a n-esfera standard en

C y se notar�a por Sn y a ��
0�

n (X; x) se le denominar�a n-grupo de homotop��a

standard del objeto punteado (X; x) y se notar�a simplemente por �n(X; x). A

�1(X; x) tambi�en se le denomina grupo fundamental de Poincar�e del objeto X

con punto distinguido x.

Dados dos objetos X, Y de C, cof (X,Y) representar�a el conjunto de co�-

braciones con dominio X y codominio Y.

Obs�ervese que cof (Cr;X) es el conjunto de puntos del objeto X.
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De�nici�on V.2.4 Dados dos puntos x, x0 de X, un camino de x a x0 es un

mor�smo � : C2r ! X tal que �k1 = fx; x
0g.

N�otese que x ' x0 rel kr si y s�olo si existe un camino de x a x0, y que

por tanto la relaci�on \estar ligados por caminos", entre puntos de X, es una

relaci�on de equivalencia cuyas clases se denominan componentes conexas por

caminos de X.

De�nici�on V.2.5 Un objeto X se dir�a conexo por caminos si tiene una �unica

componente conexa por caminos.

Obs�ervese que si X es conexo por caminos entonces Hom(Cr;X) =

= Hom(Cr;X)xk(k), para todo punto x. Si r = � objeto inicial de C, siempre

Hom(C�;X) = Hom(C�;X)�X(�C�).

Teorema V.2.9 Dados dos puntos x y x0 de un objeto X, todo camino � de

x en x0 induce un isomor�smo �� : �
�0r
1 (X; x)! ��

0r
1 (X; x0).

Demostraci�on:

Consecuencia inmediata del apartado a) del teorema III.1.3 observando que

��
0r

1 (X; x) = Hk(x; x) y �
�0r
1 (X; x0) = Hk(x

0; x0).
2

El teorema V.2.9 anterior permite, para los objetos conexos por caminos,

hablar simplemente del grupo fundamental ��
0r

1 (X), al ser independiente del

punto �jado. En particular, para este caso, el grupo fundamental standard se

notar�a por �1(X).



Cap��tulo VI

Teor��a dual y ejemplos.

La teor��a de homotop��a c�onica desarrollada en los cuatro cap��tulos prece-

dentes tiene una dualizaci�on que da origen a una axiom�atica de la cual exis-

ten ejemplos bastante conocidos, como son la homotop��a proyectiva para R-

m�odulos [E] [Hi1], [Hi2] la homotop��a de complejos de cadena [K3] y la homo-

top��a de los espacios topol�ogicos punteados a trav�es de caminos punteados.

Como su dual, esta teor��a se puede desarrollar tomando como referencia la

homotop��a ordinaria de los espacios topol�ogicos. Un cono se obtiene mediante

el push out de la inclusi�on en el nivel cero de un espacio en su cilindro con la

proyecci�on de este espacio en el objeto �nal. El proceso dual da que el pull back,

de la proyecci�on punto inicial desde el cocilindro de un espacio (caminos) sobre

�este con la inclusi�on del objeto inicial en dicho espacio, es siempre el objeto

inicial. Por ello se ha preferido denominar a los conceptos duales que van a

intervenir anteponiendo el pre�jo \co": cocilindro, cocono, cosuspensi�on, etc.,

excepto en el caso de \co�braci�on" que ser�a \�braci�on" pues este concepto s��

es el dual en el caso de Top desde el punto de vista cilindro-caminos (ver [B2]),

en lugar de otros nombres no tan gen�ericos usados en determinados casos.

Procesos te�oricos a partir de otras estructuras axiom�aticas que dan origen a

159
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homotop��a, as�� como relaciones categ�oricas y funtoriales entre �estas, permiten

obtener ejemplos de homotop��a c�onica o coc�onica.

Por �ultimo se ver�an ejemplos conocidos de homotop��as que resultan ser

c�onicas o coc�onicas, y tambi�en se crear�an nuevos ejemplos de las mismas.

Cabe destacar entre las ya conocidas la cl�asica de los espacios topol�ogicos

y los espacios topol�ogicos punteados, las homotop��as proyectivas e inyectivas

[Hi2] y los complejos de cadena [K3]. Por su curiosidad y vigencia merece

especial consideraci�on la homotop��a propia a trav�es de los espacios exteriores

[G-].

VI.1 Teor��a de homotop��a con un cocono na-

tural. C 0-categor��as.

El proceso de dualizaci�on de una teor��a axiom�atica es f�acilmente reali-

zable, como ya se ha visto en el Cap��tulo I. Por ello, aqu�� se destacan, sin

demostraci�on, los principales conceptos y resultados duales de los vistos en los

cap��tulos precedentes para, posteriormente, hacer referencia a los mismos.

De�nici�on VI.1.1 Una C 0-categor��a, o categor��a con cocono natural es una

categor��a C, con un funtor C 0 : C! C denominado cocono, transformaciones

naturales k0 : C 0 ! 1 y p0 : C 0 ! C 02, y un subconjunto de mor�smos fib,

llamados �braciones y representados por \�", veri�cando los axiomas (C 01),

(C 02), (C 03) y (C 04).

(C 01) Axioma de cocono.

(k0C 0)p0 = (C 0k0)p0 = 1C 0 y (p0C 0)p0 = (C 0p0)p0.
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(C 02) Axioma de pull back.

Para una �braci�on q : A � B y un mor�smo f : X! B, siempre existe el

siguiente pull back

P < f; q > A

X B

-
f

-
f??

q
??
q

donde q es tambi�en una �braci�on. Adem�as el funtor C 0 transforma pull backs

�brados en pull backs: C 0(P < f; q >) = P < C 0f;C 0q >.

(C 03) Axioma de �braci�on.

Para todo objeto X, 1X y k0X son �braciones. La composici�on de �braciones

es �braci�on. Adem�as, toda �braci�on q : A � B tiene una secci�on s para su

cocono (C 0qs = 1). A esto �ultimo se le denomina propiedad de levantamiento

(o elevaci�on) de nulhomotop��a (PLN).

(C 04) Axioma de cocono relativo.

Para una �braci�on q : A � B, el mor�smo q1 =< C 0q; k0 >, de�nido por el

siguiente pull back, es una �braci�on:

C 0A

�0
q A

C 0B B

�k0

?

�
C 0q
-

-k
0

-
k0

??
q

??
q

@

@R

q1

Los isomor�smos y el cocono de toda �braci�on son �braciones. Asimismo



162 Cap��tulo VI. Teor��a dual y ejemplos.

el cocono de un pull back �brado es tambi�en un pull back �brado.

Proposici�on VI.1.1 Dado el siguiente cubo conmutativo:

P < f 0; g0 > Z'

Y' X'

P < f; g > Z

Y X

-

-f 0

-

-f

?

� \ �

??

�

??

�

??




�
�	

�
�	
g0

�
�	

�
�	
g

donde las caras superior e inferior son pull backs.

Si < �; g0 >: Z0 ! P < g; 
 > o < �; f 0 >: Y0 ! P < f; 
 > son

�braciones, entonces � \ � tambi�en lo es.

De�nici�on VI.1.2 Dada una �braci�on q : A � B y un mor�smo f : X! B,

todo mor�smo ~f : X ! A tal que q ~f = f se denomina una elevaci�on de f

relativa a la �braci�on q. El conjunto de elevaciones de f relativas a q se notar�a

Hom(X;A)f(q).

De�nici�on VI.1.3 Un mor�smo f : X ! Y se dice nulhom�otopo (f ' 0),

cuando tiene una elevaci�on relativa a k0, es decir, cuando Hom(X; C 0Y)f(k0) 6=

6= �.

Se usar�a la misma notaci�on que en las construcciones cono para nulho-

motop��as y objetos contr�actiles, los cuales mantienen la misma de�nici�on.

Tambi�en se tiene que un mor�smo es nulhom�otopo si y s�olo si se factoriza

a trav�es de un objeto contr�actil, y que la composici�on de un mor�smo con otro

nulhom�otopo es nulhom�otopa.



VI.1. Teor��a de homotop��a con un cocono natural. C0-categor��as. 163

Proposici�on VI.1.2 Dado un mor�smo q : A! B son equivalentes:

a) q veri�ca PLN.

b) Todo mor�smo nulhom�otopo tiene una elevaci�on nulhom�otopa relativa a

q.

c) Todo mor�smo nulhom�otopo tiene una elevaci�on relativa a q.

d) k' tiene una elevaci�on relativa a q.

Hom(X;A)
f(q) 6= �, para todo objeto contr�actil X y todo mor�smo f :

: X! B. Adem�as, si existe objeto 0 en una C 0-categor��a, es contr�actil.

De�niendo �braci�on contr�actil como aquella con dominio y codominio con-

tr�actiles se tiene que, para toda co�braci�on contr�actil q : A � B, �0
q y q1 son

contr�actiles y Hom(X;A)
f(q) 6= � para todo f : X ! B. Tambi�en todo pull

back de �braciones contr�actiles es contr�actil.

De�nici�on VI.1.4 Una C 0-categor��a con todas las �braciones es una C 0-cate-

gor��a en la cual el conjunto de �braciones viene de�nido por la propiedad de

elevaci�on de nulhomotop��a.

Proposici�on VI.1.3 Una C 0-categor��a con todas las �braciones es una cate-

gor��a C, con un funtor C 0 : C! C, transformaciones naturales k0 : C 0 ! 1 y

p0 : C 0 ! C 02, donde los mor�smos que cumplen PLN se denominan �braciones

y se veri�can los axiomas (C 01), (C 02)0 y (C 04), donde:

(C 02)' Axioma de pull back.

Para una �braci�on q : A � B y un mor�smo f : X! B, siempre existe el

siguiente pull back:
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P < f; q > A

X B

-
f

-
f??

q

??
q

Adem�as el funtor C 0 transforma pull backs �brados en pull backs.

De�nici�on VI.1.5 Un objeto X de una C 0-categor��a C, con objeto �nal ", se

dir�a "-�brante o simplemente �brante cuando "X : X � " es �braci�on.

En una C 0-categor��a con todos sus objetos �brantes, se puede suprimir en

el axioma (C 03): \Para todo objeto X, 1X y k0X son �braciones". Por otro lado

Hom(C 0";A)k0"("A) 6= �, para todo objeto A.

De�nici�on VI.1.6 Una C 0-categor��a punteada es una C 0-categor��a con todos

sus objetos �brantes y tal que el cocono del objeto �nal coincida con �el. El

producto de dos objetos X e Y se notar�a en este caso X ^ Y.

El producto de �braciones es �braci�on y el producto de objetos contr�actiles

es contr�actil.

De�nici�on VI.1.7 Dada q : A � B �braci�on, con A contr�actil, y dados

f0; f1 : X! A, se dir�a que f0 es hom�otopo a f1 relativo a q cuando exista una

elevaci�on H de < C 0qsf0; f1 > relativa a q1, donde k
0
As = 1A.

Proposici�on VI.1.4 Ser hom�otopo rel. q es una relaci�on de equivalencia.

Demostraci�on:

Dualmente al teorema II.2.1, por PLN existe una elevaci�on �0 de C 0qsk0 \

\k0 = (C 0qs \ 1)k0 : C 0(P < q; q >) � P < q; q >! �0
q relativa a q1, con

k0As = 1A. 2
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De forma dual a lo hecho con co�braciones se de�nen los corchetes de

homotop��a relativos a �braciones con dominio contr�actil por

[X;A]u(q) = Hom(X;A)u(q)= '

y los referidos a objetos contr�actiles, por

[X;A] = [X;A]"
X
("
A
)

En este sentido, si X �o q : A � B son contr�actiles, [X;A]u(q) es un conjunto

unitario. Si la categor��a es punteada, [X;A] es siempre unitario.

Proposici�on VI.1.5 [dom �;A]� (q) : (CB)
op
�! Set es un funtor tal que

[dom �;A]� (q)(h) = h�, donde h : u! v en (CB)
op

En categor��as punteadas, an�alogamente a lo que sucede en otras homo-

top��as, un corchete de homotop��a relativa con un producto en la segunda com-

ponente es equivalente a un producto de corchetes.

La homotop��a relativa a q es independiente de la secci�on para la trans-

formaci�on natural k0, haciendo de esta forma que k0� : [dom �; C 0A]� (qk0)
�=

�= [dom �;A]� (q) ((CB)
op ! Set) sea una equivalencia natural.

Proposici�on VI.1.6 Dado el siguiente cuadrado conmutativo:

A A'

B B'

-
g

-
h??

q

??
q0

con q, q0 �braciones y A, A' objetos contr�actiles.
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a) g� : [dom �;A]� (q) ! [dom �;A0]h� (q0) ((CB)
op ! Set) es una trans-

formaci�on natural.

b) Si el cuadrado es un pull back, entonces g� es una equivalencia natural.

De�nici�on VI.1.8 Un objeto A de una C 0-categor��a se dice contr�actil funda-

mental cuando es contr�actil y posee una secci�on s para k0A haciendo conmuta-

tivo p0s = C 0ss. Una �braci�on q : A � B se dir�a fundamental cuando A sea

un contr�actil fundamental.

Obs�ervese que el cocono de cualquier objeto es siempre un contr�actil fun-

damental.

De�nici�on VI.1.9 Dados q : A � B �braci�on y f0; f1 : X! A, se de�ne

Hq(f0; f1) = [X; C 0A]<C0qsf0;f1>(q1)

Obviamente si X �o q es contr�actil y qf0 = qf1 entonces H
q(f0; f1) es un

conjunto unitario.

Proposici�on VI.1.7 �0� : H
q(�;�)! [dom �; C 0(P < q; q >)]<�;�>(k0)

((CP<q;q>)
op ! Set) es una equivalencia natural.

Teorema VI.1.1 HqCX, con conjunto de objetos Hom(X;A), Hom(f0; f1) =

= Hq(f0; f1), 1f0 = [sf0], [F ] = [F ] = [�0 < F; sf0 >] y [F ] � [G] = [F � G] =

= [�0 < �0 < F; sf0 >;G >], donde [F ] 2 Hq(f0; f1) y [G] 2 Hq(f1; f2), es un

grupoide.

El grupoide anterior es independiente de la elevaci�on �0, pues distintas

elevaciones dan grupoides isomorfos. Adem�as, como sucede en muchas homo-

top��as, toda H : f ' g rel. q induce un isomor�smo �0H : Hq(f; f)! Hq(g; g).
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Iterando el axioma de cocono relativo se obtienen �braciones qn, n 2 IN
�,

a partir de una �braci�on dada q.

Se de�nen dualmente las categor��as �b C, �bf C y �bC
0

C. Asimismo,

si A representa una de las categor��as anteriores tambi�en se puede de�nir

AP<�n ;�m>, n;m 2 IN
�
[ f�1g, (n;m) 6= (�1;�1), resultando si n = �1

Adom �m y si m = �1 Adom �n .

Los mor�smos entre �braciones son pares (g; h) : q ! q0 tales que q0g = hq.

De�nici�on VI.1.10 Un mor�smo (g; h) en cualquiera de las anteriores cate-

gor��as de �braciones se denomina mor�smo pull back si el siguiente cuadrado

lo es:

A A'

B B'

-
g

-h??
q

??
q0

Las categor��as (A�A)P<�n ;�m>^P<�n0 ;�m0> se de�nen de forma dual a lo

hecho con cono.

De esta forma �0n : �b C! C, y �0n(k0) : C! C, son funtores.

Proposici�on VI.1.8 Qn : �b C �! �bC
0

C, de�nido por Qn(q) = (qn; p
0)

Qn(g; h) = (C 0ng;�0n(g; h)), es un funtor que transforma mor�smos pull back

en mor�smos pull back, para todo n 2 IN.

Como consecuencia de esta proposici�on se tiene que k0n : C 0n+1 ! �0n(k0)

(C! C) es una transformaci�on natural.
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Proposici�on VI.1.9.

a) H�nC� : �b C�Cop ! Cat

b) H�n^�
0

mC� : �b C� �b C �Cop ! Cat

c) Hq(�;�) : (CP<q;q>)
op ! Set

d) Hq(�;�) : (Cdom q)
op !Grp

e) Hq^q0(< �;�0 >;<�;�0>) : (CP<q;q>^P<q0 ;q0>)
op ! Set

f) Hq^q0(< �;�
0 >;< �;�0 >) : (Cdom q^ q0)

op ! Grp

g) H�n(�;�0) : (�b C)P<�n;�n> ! Set

h) H�n(�;�) : (�b C)dom �n ! Grp

i) H�n^�0m(<�;�0>;<�;�0>) : (�b C� �b C)P<�n ;�n>^<�0m;�0m>! Set

j) H�n^�
0

m(<�;�0>;<�;�0>) : (�b C� �b C)dom �n^dom �0m
! Grp

son funtores.

Proposici�on VI.1.10 Existen equivalencias naturales

a) H�n^�
0

mC� �= H�nC� �H�0mC�

b) H�n^�0m(<�;�0>;<�;�0>) �= H�n(�;�)�H�0m(�0;�0)

c) H�n^�
0

m(<�;�0>;<�;�0>) �= H�n(�;�)�H�0m(�0;�0)

Homotop��a relativa a �braciones con dominio no contr�actil.

El funtor de iteraci�on Qn y el hecho de que los funtores de homotop��a

transforman mor�smos pull back en isomor�smos permiten extender la homo-

top��a relativa a �braciones con dominio no contr�actil:
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Dado el pull back

A A'

B B'

-
g

-
h??

q
??
q0

con q0 �braci�on, q = q0 y g = h, se dir�a que f0 ' f1 rel. q si y s�olo si gf0 ' gf1

rel. q0. Esta equivalencia permite de�nir homotop��a relativa a una �braci�on si

existe homotop��a relativa a la otra, obteni�endose como consecuencia obvia un

isomor�smo entre [X;A]qf0(q) y [X;A0]hqf0(q0).

Teorema VI.1.2 Dada q : A � B �braci�on fundamental existen equivalencias

naturales

a) (C 0nk0)� : H
(qk0)n�1(C 0n�1s�; C 0n�1s�0)! Hqn�1(�;�0)

b) (C 0nk0)� : H
(qk0)n�1(C 0n�1s�; C 0n�1s�)! Hqn�1(�;�)

De�nici�on VI.1.11 Dada una �braci�on q : A � B, se de�ne el n-grupo de

homotop��a relativo a qm del objeto X basado en f : X ! C 0rA, 1 � r �

� n +m� 1, por

�qmn (X; f) = Hqn+m�1((p0)n+m�r�1f; (p0)n+m�r�1f)

De la de�nici�on anterior se deduce que �qmn (X; f) = �qmn (X; (p0)sf), para

0 � s � n+m� r � 1, y �qmn (X; f) = �
qm+s

n�s (X; f), para �m � s.

Teorema VI.1.3 Dada q : C 0A � B �braci�on

a) �qn : (CC0A)
op !Grp es un funtor, para n 2 IN.



170 Cap��tulo VI. Teor��a dual y ejemplos.

b) ��n : (�bC
0

C)
dom� ! Grp, de�nido por ��n ((q; p

0); f) = �qn(X; f) y

dado un mor�smo (g; h) : ((q; p0); f)! ((q0; p0); f 0), ��n (g; h) = (C 0ng)� :

: �qn(X; f) ! �q
0

n (X; f
0), con X = dom f , es un funtor que transforma

mor�smos pull back en isomor�smos, para todo n 2 IN.

c) ��n : (�b C)
dom �

1

! Grp es un funtor que transforma mor�smos pull

back en isomor�smos, para todo n � 2.

Del apartado j) de la proposici�on VI.1.9 se deduce que existe una equiva-

lencia natural, para n 2 IN, entre ��^�
0

n
�= ��n � ��

0

n

De�nici�on VI.1.12 Dada C una C 0-categor��a punteada con punto �, la ca-

tegor��a C� se denominar�a categor��a basada de C. La categor��a (�b C)
1� se

denominar�a categor��a de �braciones basadas de C.

En este sentido se pueden considerar C 0 : C�
! C�, �0n : (�b C)1� ! C�

y �0n(�) : C�
! C� como funtores, transformando pull backs en pull backs.

Adem�as C 0 y �0n(�) tambi�en transforman �braciones basadas en �braciones

basadas (n 2 IN
�).

De�nici�on VI.1.13 Dada una �braci�on basada q : (�;A) � (�;B), se de�ne

la cosuspensi�on de q por S0(q) = P < �; q >.

De esta forma surgen los funtores S0(�n) : (�b C)
1�
! C�, que transforma

pull backs en pull backs, y S 0(�n) : C
� ! C�, que transforma pull backs en

pull backs y �braciones basadas en �braciones basadas, para n 2 IN
�.

S0(�1) = S0(k0) se notar�a simplemente por S0 y S0nS0(�m) por S
0n+1(�m).

Obs�ervese que C 0S0(�n) = S0(C 0�n) y S
0S0(�n) = S0(S0�n).

De�nici�on VI.1.14 Dado un objeto A basado en � y un objeto B, se de�ne

el mor�smo cero entre B y A por 0 = ��.
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Proposici�on VI.1.11 Existen equivalencias naturales haciendo

a) S0(�n) �= S 0n+1(�), n 2 IN
�.

b) S0(�n) �= S0n, n 2 IN
�.

Proposici�on VI.1.12.

a) Para toda �braci�on basada q, [X; S 0n(q)] �= �
q
n+1(X).

b) Para todo objeto basado A, [X; S0nA] �= �An (X).

De la proposici�on VI.1.12 anterior y de las propiedades de los corchetes

de homotop��a ya vistas se tiene que �qn(X)
�= �

qr
n�r(X); para X �o q contr�actil

�qn(X)
�= f0g; �An (X)

�= �S
0rA

n�r (X); y para X �o A contr�actil �An (X)
�= f0g.

Asimismo se tienen los funtores ��n : (�b C)1� � Cop
! Grp y ��n :

: C�
�Cop

!Grp, as�� como la equivalencia natural ��^�
0

n
�= ��n � ��

0

n .

Dualmente a lo realizado en C-categor��as se puede considerar la categor��a

de pares �b C con una estructura de cocono inducida de forma an�aloga a lo

hecho para co�braciones, y �braciones de la forma (u; v) : (X0;Y0) � (X;Y),

donde v y < f 0; u > son �braciones en C. Las �braciones asociadas a los pares

(X,Y), (X',Y'),... se notar�an respectivamente por f , f 0,...

Observando que dada una �braci�on de pares (u; v) se tiene que (u; v)1 =

= (u1; v1)

Teorema VI.1.4 Si C es una C 0-categor��a entonces �b C tambi�en lo es.

�b C tiene as�� asociada una estructura de cocono a partir de la de C, y por

tanto se pueden asumir todos los resultados descritos para una C 0-categor��a

cualquiera. Entre ellos cabe destacar los grupos de homotop��a relativos a una
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�braci�on de pares basados en un mor�smo de pares y, teniendo en cuenta que

�b C es punteada si y s�olo si lo es C, en caso de que C lo sea, los grupos

de homotop��a relativos a una �braci�on de pares y los grupos de homotop��a

referidos a un par.

De�nici�on VI.1.15 Dada una �braci�on q : A � B y un mor�smo h : Y !

! C 0A, se de�ne:

�
q
n+1((X;Y); h) = �(C

0q;q)
n ((X;Y); (p0hf; h))

De la de�nici�on anterior se deduce que si q : A � B es contr�actil entonces

�
q
n+1((X;Y); h) = f0g, y si X lo es �

q
n+1((X;Y); h)

�= �qn(Y; h).

(�b C)2� se construye de forma dual a (cof C)2�. Sus objetos son los

triples de la forma (q; f; h), con q, f �braciones y h : codom f ! C 0(dom q),

y sus mor�smos cuaternas (g0; g1; g2; g3) : (q; f; h)! (q0; f 0; h0) donde (g0; g1) :

: q ! q0 y (g2; g3) : f
0
! f veri�cando C 0g0hg3 = h0.

Con esta categor��a se crean los funtores grupos de homotop��a que dar�an

lugar a la sucesi�on exacta de una �braci�on.

Proposici�on VI.1.13.

a) �domn+1 : (�b C)2� ! Grp, de�nido por

�domn+1(q; f; h) = ��n+1(q; hf)

�domn+1(g0; g1; g2; g3) = ��n+1(g0; g1)�
q
n+1(g2) =

= �q
0

n+1(g2)�
�
n+1(g0; g1):

b) �codomn+1 : (�b C)2� !Grp, de�nido por

�codomn+1 (q; f; h) = ��n+1(q; h)

�codomn+1 (g0; g1; g2; g3) = ��n+1(g0; g1)�
q
n+1(g3) =

= �
q0

n+1(g3)�
�
n+1(g0; g1):
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c) �n+1 : (�b C)2� ! Grp, de�nido por

�n+1(q; f; h) = �
q
n+1((dom f; codom f); h)

�n+1(g0; g1; g2; g3) = �
(�;=)
n+1 ((C 0g0; C

0g1); (g0; g1))�
(C0q;q)
n+1 ((g2; g3)) =

= �
(C0q0;q0)
n+1 ((g2; g3))�

(�;=)
n+1 ((C 0g0; C

0g1); (g0; g1))

son funtores.

Proposici�on VI.1.14.

a) j0n+1 : �
dom
n+1 ! �n+1, de�nida por j0n+1(q;f;h)([F ]) = [(F; (p0)n�1h)]

b) �0n+1 : �n+1 ! �codomn , de�nida por �0n+1(q;f;h)([(F;G)]) = [G]

c) u0n+1 : �
codom
n+1 ! �domn+1, de�nida por u0n+1(q;f;h) = f�

son transformaciones naturales.

Proposici�on VI.1.15 Los pares (j 0n+1(q;f;h); �
0
n+1(q;f;h)), (�

0
n+1(q;f;h); u

0
n(q;f;h)) y

(u0n+1(q;f;h); j
0
n+1(q;f;h)) son exactos.

Los funtores de�nidos en la proposici�on VI.1.13 considerados con codominio

Set se notar�an por P dom
n+1 , P

codom
n+1 y Pn+1, respectivamente. N�otese que en este

caso n puede tomar valores menores que en el caso de grupos.

La categor��a (�b C)C0A tiene por objetos los pares de la forma (f; h), donde

f 2 �b C y h : codom f ! C 0A, y como mor�smos (g2; g3) : (f; h) ! (f 0; h0)

los pares (g2; g3) : f
0 ! f veri�cando hg3 = h0.

Teorema VI.1.5.

a) � = ::::: ! �codom3
u0

! �dom3

j0

! �3
�0

! �codom2
u0

! �dom2 : (�b C)
2�
!

! SEGrp
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b) P = ::::: ! P codom
2

u0

! P dom
2

j0

! P2
�0

! P codom
1

u0

! P dom
1 : (�b C)

2�
!

! SESet�

c) �q : (�b C)C0A! SEGrp, de�nido por �q(f; h) = �(q; f; h) y

�q(g2; g3) = �(1; 1; g2; g3)

d) P q : (�b C)
C0A ! SESet�, de�nido por P q(f; h) = P (q; f; h) y

P q(g2; g3) = P (1; 1; g2; g3)

e) � : (�b C)1� � (�b C)op ! SEGrp, de�nido por �(q; f) = �(q; f; 0)

f) P : (�b C)1� � (�b C)op ! SESet�, de�nido por P (q; f) = P (q; f; 0)

g) � : C� � (�b C)op ! SEGrp, de�nido por �(A; f) = �(�A; f)

h) P : C� � (�b C)op! SESet�, de�nido por P (A; f) = P (�A; f)

son funtores.

A una categor��a C con una estructura de cocono se le pueden asociar dis-

tintas categor��as punteadas. Para todo objeto r deC se considera la categor��a

punteada CFIB C0r, cuyos objetos son de la forma (x,X), con x : X � C 0r

una �braci�on, y con mor�smos los de CC0r. A (x,X) se le denominar�a objeto

punteado con punto x.

Los objetos punteados pueden ser identi�cados, como se ve en el teorema

dual de I.3.2, con pull backs dentro de la categor��a de pull backs deC. Tambi�en

estos objetos pueden tener asociado un pull back distinto al de identi�caci�on,

esto es, un pull back �brado con codominio de la �braci�on inducida C 0r.

Sea cC 0(x;X) = (C 0x;cC 0X), donde cC 0X viene de�nido mediante el siguiente

pull back:
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cC 0X C 0X

C 0r C 02r

-
p0

-
p0??

C 0x
??
C 0x

y dado un mor�smo f : (x;X) ! (y;Y), cC 0f = 1 \ C 0f : cC 0(x;X) =

= P < p0; C 0x >! cC 0(y;Y) = P < p0; C 0y >, bk0(x;X) = k0Xp
0
r : (C 0x; dC 0X) !

! (x;X) y bp0(x;X) =< C 0x; p0r \ p
0
X >:

cC 0(x;X) = P < p0; C 0x >! cC 0
2
(x;X) =

= P < p0; C 0C 0x >.

Teorema VI.1.6 CFIB C0r, con (cC 0; bk0; bp0) y las �braciones punteadas es una
categor��a punteada con cocono natural cuyo objeto �nal es (1C0r; C

0r).

Proposici�on VI.1.16 Dado 1 \ f : (x;X) = P < s; j > �! (y;Y) =

= P < s0; j0 >

a) cC 0
n
(x;X) = P < C 0ns(p0)n; C 0nj >.

b) cC 0
n
(1\f) = 1\C 0nf : cC 0

n
(x;X) = P < C 0ns(p0)n; C 0nj >! cC 0

n
(y;Y) =

= P < C 0ns0(p0)n; C 0nj0 >.

c) bk0(x;X) = 1 \ k0T : cC 0(x;X) = P < C 0sp0; C 0j >! (x;X) = P < s; j >.

d) bp0(X;x) = 1 \ p0T : cC 0(x;X) = P < C 0sp0; C 0j >�! cC 0
2
(x;X) =

= P < C 02s(p0)2; C 02j >.

1 \ q : (a;A) = P < s0; j0 >� (b;B) = P < s; j > se dir�a �braci�on de pull

backs cuando q : T0
� T �braci�on, S = S0, s = s0 y j0 = jq .

Proposici�on VI.1.17 Dada 1\q : (a;A) = P < s0; j 0 >� (b;B) = P < s; j >

�braci�on de pull backs
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a) c�0
(1\q)bn = P < C 0n+1s(p0)n+1;�0n+1(j0; j) >.

b) (1 \ q)
[n+1 = 1 \ qn+1 :

cC 0
n+1

(x;X) = P < C 0n+1s(p0)n+1; C 0n+1j >�

�
c�0

(1\q)bn = P < C 0n+1s(p0)n+1;�0n+1(j0; j) >.

De�nici�on VI.1.16 (a;A) = P < s; j > se dir�a un pull back contr�actil si

k0T tiene una secci�on � 2 Hom(T; C 0T)�
0j(C0j), con �0 : S ! C 0S tal que

�0s = C 0sp0.

Seg�un esto resulta que el cocono de un pull back asociado a un objeto

punteado es un pull back contr�actil, y que toda �braci�on de pull backs veri�ca

PLN para todo mor�smo de pull backs con dominio un pull back contr�actil.

Observando que (CFIB C0r)P<s;j> �= (CP<s;j>)�b, considerando la cate-

gor��a �b pbC0rC de�nida de forma dual a cof poCrC y haciendo uso de

objetos y �braciones punteados basados:

Teorema VI.1.7 Dada 1 \ q : (b;B) = P < s; j >� (a;A) = P < s0; j0 >

�braci�on de pull backs. Existen equivalencias naturales

a) [(dom �;�); (A; a)]1\�(1\q) �= [dom �;T0]<s�;�>(<j0 ;q>).

b) b�1\qn (1 \ �; dom 1 \ �) �= �<j
0;q>

n (�; dom �).

c) b�1\�n (1 \ �; dom 1 \ �) �= �<`�;�>n (�; dom �).

d) b�1\�n (�;�) �= �<`�;�>n (�; C 0a0p0 �)

e) b�(�;�)n (=;�) �= ��n (=; C
0 �0 p0 �)

Teniendo en cuenta que �b CFIB C0r
�= (�b C)

FIB C01r
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Proposici�on VI.1.18.

a) b�1\(q0;q)n ((1 \ �0; 1 \ �); dom (1 \ �0; 1 \ �)) �=

�= �
(<j0

1
;q0>;<j1;q>)

n ((�0;�); dom (�0;�))

b) b�1\(�0;�)n ((1 \ �0; 1 \ �); dom (1 \ �0; 1 \ �)) �=

�= �(<`
0�0;�0>;<`�;�>)

n ((�0;�); dom (�0;�))

c) b�1\in+1(1 \ �; 1 \ _)
�= �

<j0
1
;q>

n+1 (�;_)

d) b�1\�n+1 (1 \ �; 1 \ _)
�= �

<`�;�>
n+1 (�;_)

e) b�1\q(1 \ �; 1 \ _) �= �<j
0;q>(�;_)

f) b�(1\ �; 1 \ �; 1 \ _) �= �(<`�;�>;�;_)

g) b�1\q(1 \ �) �= �<j
0 ;q>(�; C 0a0p0_)

h) b�(1\ �; 1 \ �) �= �(<`�;�>;�; C 0a0p0_)

i) b�((�;�); (1 \ �)) �= �(�;�; C 0 �0 p0_)

Dado un objeto r de C, �0
k0
r

es un objeto punteado basado con punto k0

y base < 1; 1 >: C 0r ! �0
k0
r

.

De�nici�on VI.1.17 cS 0n(�0
k0
r

; k0) se denominar�a n-coesfera y se notar�a por

�0nr, n 2 IN
�.

De donde los grupos de homotop��a coesf�ericos de un objeto punteado (x;X)

son ��
00r

n (x;X) = �
k0
r

n (x;X), n 2 IN.

En particular, si la categor��a C tiene objeto �nal " se obtienen las n-

coesferas standard S0n = �0n" y los grupos de homotop��a standard �n(x;X).

�1(x;X) se denomina grupo fundamental de Poincar�e del objeto X.
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fib(X; C 0r) es el conjunto de puntos del objeto X. Dados dos puntos x y

x0 de un objeto X, un camino de x a x' es un mor�smo � : X! C 02r tal que

k01� =< x; x0 >. X se dir�a conexo por caminos si fib(X; C 0r) posee una �unica

clase de equivalencia bajo la relaci�on \estar ligados por caminos".

Proposici�on VI.1.19 Dados dos puntos x y x' de un objeto X, todo camino

� de x en x0 induce un isomor�smo ��
00r

1 (x;X)
��
�! ��

00r
1 (x0;X).

En este caso se hablar�a simplemente de ��
00r

1 (X), y si r = " de �1(X).

VI.2 Ejemplos te�oricos.

Los funtores adjuntos tienen un cierto poder en el traslado de estructuras

de homotop��a. Es bien conocido que la homotop��a ordinaria de los espacios

topol�ogicos puede ser obtenida a trav�es de un cilindro o un cocilindro (fun-

tor caminos) y que �estos son funtores adjuntos que inducen isomor�smos en

las transformaciones naturales asociadas. Este proceso se puede desarrollar

tambi�en con conos y coconos, e incluso generalizar a funtores adjuntos no

necesariamente del tipo anterior, obteni�endose nuevas estructuras c�onicas o

coc�onicas a partir de una dada mediante dichos funtores.

Para el c�alculo de grupos esf�ericos, el uso de co�braciones (de �braciones)

es innecesario. Basta tener un cono (cocono) que transforme push outs en

push ots (pull backs en pull backs) y con kn veri�cando PEN y poseyendo

push outs (k0n veri�cando PLN y poseyendo pull backs). De esta forma surge

el concepto de E-categor��a (E 0-categor��a), que con ciertas co�braciones (�bra-

ciones) generadas por la estructura dan lugar a C-categor��as (a C 0-categor��as).

En el caso de una E-categor��a (E0-categor��a) con un funtor adjunto a derecha
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del cono (a izquierda del cocono) se obtiene que la E-categor��a es tambi�en una

E0-categor��a (que la E0-categor��a es tambi�en una E-categor��a) cuya homotop��a

coincide con la primitiva, obteni�endose el concepto de EE0-categor��a.

En el caso de categor��as aditivas los grupos de homotop��a basados en el cero

tienen ya determinada su estructura de grupo por la suma de mor�smos en la

categor��a, pudi�endose as�� hablar, por extensi�on, de los grupos de homotop��a

desde el orden cero, siendo siempre �estos abelianos. En este sentido, para estos

grupos no es necesario que los funtores cono y cocono transformen push outs

en push outs y pull backs en pull backs, respectivamente, surgiendo as�� los

conceptos de C0 y C
0
0-categor��as aditivas.

En la categor��a de los espacios topol�ogicos es conocido el m�etodo a trav�es

del cual, a partir de un cilindro, se obtiene un cono que conserva la homotop��a

cil��ndrica. Este proceso se generaliza con la noci�on de I-categor��a con producto

natural.

VI.2.1 Funtores adjuntos en homotop��a c�onica.

De�nici�on VI.2.1 Un triple (C; k; p) se dir�a un cono en C cuando C : C!

! C es un funtor, con transformaciones naturales k : 1 ! C y p : C2 ! C

veri�cando el axioma (C1). Dualmente se de�ne un cocono en C.

Dados U : A! C y V : C! A tales que (U; V ) es un par adjunto de fun-

tores con isomor�smo natural de adjunci�on 
 : Hom(U�;�)! Hom(�; V �),

se tiene

La demostraci�on de la siguiente proposici�on VI.2.1 as�� como de la VI.2.6

pueden ser vistas en [Hub2], aunque con una notaci�on diferente a la utilizada

en este trabajo, por lo que se repiten, para una mejor comprensi�on por parte

del lector, con la notaci�on adecuada.
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Proposici�on VI.2.1.

a) Si (C; k; p) es un cono en C, entonces

(V CU; (V kU)
(1U ); V (p(C

�1(1V C)))U) es un cono en A.

b) Si (C 0; k0; p0) es un cocono en A, entonces

(UC 0V; 
�1(1V )(Uk
0V ); U(C 0
(1UC0)p

0)V ) es un cocono en C.

Demostraci�on:

(a) Usando la naturalidad de las transformaciones intervinientes y el axio-

ma de cono se tiene:

(V (p(C
�1(1V C)))U)(((V kU)
(1U ))V CU) =

= (V (p(C
�1(1V C)))(V kUV C)
(1UVC))U =

= (V (p(C
�1(1V C))(kUV C))
(1UVC))U =

= (V (p(kC)
�1(1V C))
(1UVC))U =

= (V 
�1(1V C)
(1UVC))U =

= 

�1(1V C)U =

= 1V CU :

(V (p(C
�1(1V C)))U)(V CU((V kU)
(1U ))) =

= V ((pU)(C
�1(1V CU ))(CU((V kU)
(1U )))) =

= V ((pU)(C
�1(1V CU ))(CU
(kU))) =

= V ((pU)(C(
�1(1V CU )(U
(kU))))) =

= V ((pU)(C
�1
(kU))) =

= V ((pU)(C(kU))) =

= V (1CU ) =

= 1V CU :
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(V (p(C
�1(1V C)))U)(V CUV (p(C

�1(1V C)))U) =

= V (p(C
�1(1V C))(CUV (p(C

�1(1V C)))))U =

= V (p(C(
�1(1V C)(UV (p(C

�1(1V C)))))))U =

= V (p(C
�1(V (p(C
�1(1V C))))))U =

= V (p(C(p(C
�1(1V C))

�1(1V CUVC))))U =

= V (p(Cp)(C2
�1(1V C))(C

�1(1V CUVC)))U =

= V (p(pC)(C2
�1(1V C))(C

�1(1V CUVC)))U =

= V (p(C
�1(1V C))(pUV C)(C

�1(1V CUVC)))U =

= (V (p(C
�1(1V C)))U)(V (p(C

�1(1V C)))U)V CU:

(b) An�aloga a la anterior.
2

Corolario VI.2.1.

a) Si (C 0; k0; p0) es un cocono en Cop, entonces

(V C 0U; (V k0U)
(1U ); V (p
0(C 0
�1(1V C0)))U) es un cono en A.

b) Si (C; k; p) es un cono en Aop, entonces

(UCV; 
�1(1V )(UkV ); U(C
(1UC)p)V ) es un cocono en C.

Demostraci�on:

(a) Si (Cop; C 0; k0; p0; fib) es una C 0-categor��a entonces (C; C 0; k0; p0; cof =

= fib) es una C-categor��a.

(b) Si (Cop; C; k; p; cof) es una C-categor��a entonces (C; C; k; p; fib = cof)

es una C 0-categor��a.
2

Corolario VI.2.2 Todo par adjunto de funtores induce cono en A y cocono

en C.
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Demostraci�on:

Obs�ervese que (1D; 1; 1) es un cono y un cocono en cualquier categor��a D.

2

El rec��proco del corolario VI.2.2 anterior tambi�en es cierto (ver [Kl2]).

Dado un cono, se plantea la cuesti�on de qu�e condiciones debe cumplir un

mor�smo para que la clase de los mor�smos as�� caracterizados veri�que los

axiomas (C2), (C3) y (C4) como familia de co�braciones. Dicha cuesti�on se

resuelve mediante la siguiente de�nici�on, como se ver�a posteriormente.

De�nici�on VI.2.2 Dado un cono (C; k; p) en C, i : B ! A se dir�a una

co�braci�on generada por el cono cuando in tiene push outs y veri�ca PEN

para n 2 IN
�. El conjunto de co�braciones generadas por el cono se notar�a por

cofC(C).

Para la obtenci�on de los grupos de homotop��a esf�ericos basta tener un

cono (C; k; p) en C, con C transformando push outs en push outs y kA una

co�braci�on generada para todo objeto A de C.

De�nici�on VI.2.3 Una E-categor��a o categor��a con esferas naturales es una

categor��a C con un cono (C; k; p) tal que C transforma push outs en push outs

y kA es co�braci�on generada, para todo objeto A de C.

Proposici�on VI.2.2 Toda E-categor��a es una C-categor��a, con las co�bra-

ciones generadas.

Demostraci�on:

- (C1) Se veri�ca por ser (C; k; p) un cono.
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- (C2) Toda co�braci�on i : B � A tiene push outs por de�nici�on, y C

transforma push outs en push outs por hip�otesis.

Por el teorema III.1.6 (i)n = in en Pf�n(f ; f); ing, para n 2 IN
�, que

tiene push outs por la proposici�on I.1.5 pues Pfg; ing = Pfg�n(f ; f); ing.

Demostrando que si i veri�ca PEN entonces i tambi�en la veri�ca, por ser

(i)n = in se concluir��a que i es co�braci�on.

Por i veri�car PEN existe r retracci�on de Ci. CfrCi = Cf , de donde

existe f1; Cfrg tal que f1; CfrgCi = 1.

- (C3) Evidentemente las identidades son co�braciones, y kA lo es por

hip�otesis.

Dados j : C � B e i : B � A co�braciones, se tiene que (ij)n =

= in�
n(1; j).

Por un razonamiento similar al hecho en la proposici�on IV.1.8 se puede

considerar ��m = Pfkm;�
m(C�;�)g para toda co�braci�on � y m 2 IN,

de donde �n(1; j) �= Cnj [ 1. Hasta el �nal de la demostraci�on ��m ser�a

considerado de esta forma para toda co�braci�on �.

Al tener in push outs bastar��a, por la proposici�on I.1.5, ver que Cnj [ 1

los tiene para que (ij)n tambi�en tenga push outs.

Sea f = ff0; f1g : �
(ij)n�1 ! X. Entonces f0kn�1 = f1�

n�1(C(ij); ij) =

= f1�
n�1(Ci; i)�n�1(Cj; j), de donde existe ff0; f1�

n�1(Ci; i)g : �jn�1 !

! X. Como jn tiene push outs, consid�erese Pfff0; f1�
n�1(Ci; i)g; jng.

Observando que ff0; f1�n�1(Ci; i)gkn�1 = jnf1�
n�1(Ci; i) se puede de�-

nir fff0; f1�n�1(Ci; i)g; jnf1g : �in�1 ! Pfff0; f1�
n�1(Ci; i)g; jng. El

siguiente cuadrado



184 Cap��tulo VI. Teor��a dual y ejemplos.

�(ij)n�1 X

�in�1 Pfff0; f1�
n�1(Ci; i)g; jng

-
f

-
fff0; f1�n�1(Ci; i)g; jnf1g?

Cnj [ 1
?

jn

es un push out, pues si hf = fh0; h1g(C
nj [ 1) entonces hf0 = h0C

nj y

hf1 = h1 y, como h0kn�1 = h1�
n�1(Ci; i), h0jn = hff0; f1�

n�1(Ci; i)g,

luego existe fh; h0g : Pfff0; f1�
n�1(Ci; i)g; jng ! Y soluci�on de ambos

push outs.

Es evidente que la composici�on de dos mor�smos veri�cando PEN tam-

bi�en veri�ca PEN, sin m�as que componer las retracciones respectivas. De

donde es su�ciente demostrar que Cnj[1 veri�ca PEN para que tambi�en

(ij)n la veri�que.

fCf�n�1(C(ij); ij); kn�1�
n�1(Ci; i)gr; Ckn�1g : C�in�1 ! C�(ij)n�1 es

una retracci�on para Cnj [ 1, donde rCjn = 1, pues jn veri�ca PEN.

- (C4) es evidente por la de�nici�on de co�braci�on, observando que (i1)n =

= in+1, n 2 IN
�.

2

Observaci�on VI.2.1 En los espacios topol�ogicos punteados existe un isomor-

�smo natural haciendo que el par (�;
) sea adjunto, resultando una equiva-

lencia natural entre [�n�i;
m] �= [�n;
m�i], donde � y 
 representan res-

pectivamente los funtores suspensi�on y lazos [Hi2]. Este resultado puede ser

generalizado al caso de E-categor��as, de ah�� que ciertos autores denominen al

funtor cosuspensi�on como funtor lazos 
. Para ello es necesario hacer uso de

estructuras duales compatibles, como sucede en Top�.
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De�nici�on VI.2.4 Una EE'-categor��a es una E-categor��a y E0-categor��a tal

que (C;C 0) es un par adjunto de funtores mediante un isomor�smo natural 


que hace k� �= k0� y p
� �= p0�.

Proposici�on VI.2.3 Una EE'-categor��a es una categor��a con un cono (C; k; p)

y un cocono (C 0; k0; p0) tales que kA y k0A son co�braciones y �braciones genera-

das, respectivamente, y (C;C 0) es un par adjunto de funtores haciendo k� �= k0�

y p� �= p0�.

Demostraci�on:

Obvia, observando que al ser (C;C 0) un par adjunto, por la proposici�on

I.2.4 C conserva col��mites y C 0 conserva l��mites.
2

Proposici�on VI.2.4 En una EE'-categor��a ��
0A

n (X; f) �= ��
00X

n (A; 
(f)).

Demostraci�on:

Teniendo en cuenta que ��
0A

n (X; f) = [Cn+1A;X]ffp
nCkn�1 ;fp

n�1g(kn) y que

��
00X

n (A; 
(f)) = [A; C 0n+1X]<C0k0n�1(p0)n
(f);(p0)n�1
(f)>(k0n) se de�ne


0 : ��
0A

n (X; f)! ��
00X

n (A; 
(f)) por 
0([F ]) = [
n+1(F )]

Efectivamente

C 0n�ik0
n+1(F ) = 
n�i(k0
i+1(F )) = 
n�i(
i(F )k) =

= 
n�i(
i(FC ik)) = 
n(fpnC ik) =

= 
n(fpn�1) = 
n�2(
2((fpn�2)p))) =

= 
n�2(p0
(fpn�2)) = C 0n�2p0
n�1(fpn�2)) = ::::

= C 0n�2p0C 0n�3p0::::p0
(f) = (p0)n�1
(f) =

= C 0n�1k0(p0)n
(f)
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0 � i � n:

Si H : F0 ' F1 rel. kn entonces Hkn+1 = fF0pCkn; F1g. Sea H
0 elevaci�on

de < p0
n+1(F0); C
0np0C 0nk0p0
n+1(F0); :::; C

0np0C 02k0p0
n+1(F0); C
0np0
n+1(F0);

; 
n+2(H) > relativa a (k0C 0)n+1, entonces C
0n+1k0H 0 : 
n+1(F0) ' 
n+1(F1)

rel. k0n.

An�alogamente se de�ne 
0�1, que obviamente es inversa de 
0, al ser 


isomor�smo.
2

Proposici�on VI.2.5 Dada una EE'-categor��a con objeto cero, entonces

(S; S 0) es un par adjunto de funtores.

Demostraci�on:


0 : Hom(S�;�) ! Hom(�; S0 �), de�nido por 
0(f0; fg) =< 0; 
(f) >

es un isomor�smo natural.
2

Teorema VI.2.1 Dada una EE'-categor��a con objeto cero, entonces

[Sn�iA; S0mX] �= [SnA; S0m�iX]

Demostraci�on:

Al ser (C;C 0) un par adjunto de funtores, C conserva col��mites y C 0 con-

serva l��mites (proposici�on I.2.4). Como el objeto cero es un l��mite y un col��mite

entonces C(0) = 0 = C 0(0). Por otro lado, dado un objeto A, SA es co�brante

pues 0 = kA : 0! SA. Dualmente S 0A es �brante, por lo que los corchetes de

homotop��a expresados siempre existen.


0 conserva la homotop��a, pues f0; f0g ' f0; f1g si y s�olo si f0 ' f1 rel. k

si y s�olo si 
(f0) ' 
(f1) rel k
0 si y s�olo si < 0; 
(f0) >'< 0; 
(f1) > rel k0.

2
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Las relaciones vistas anteriormente entre pares adjuntos de funtores, conos

y coconos tienen ahora aplicaciones importantes en la construcci�on de estruc-

turas compatibles.

Proposici�on VI.2.6 Dado un cono (C; k; p), si (C;C 0) es un par adjunto

de funtores, entonces existe un cocono (C 0; k0; p0) tal que el isomor�smo de

adjunci�on 
 hace k� �= k0� y p
� �= p0�.

Demostraci�on:

Sean k0 = 
�1(1C0)kC
0 y p0 = 
2(
�1(1C0)pC

0)

(k0C 0)p0 = 
�1(1C02 )(kC
02)
2(
�1(1C0)pC

0) =

= 
�1(1C02 )C(

2(
�1(1C0)pC

0))(kC 0) =

= 
�1
2(
�1(1C0)pC
0)(kC 0) =

= 
(
�1(1C0)pC
0)(kC 0) =

= 
(
�1(1C0)(pC
0)C(kC 0)) =

= 

�1(1C0) =

= 1C0 :

(C 0k0)p0 = C 0(
�1(1C0)kC
0)
2(
�1(1C0)pC

0) =

= 
(
�1(1C0 )(kC
0)
(
�1(1C0)pC

0)) =

= 
(
�1(1C0 )C(
(

�1(1C0)pC

0))kCC 0) =

= 
(
�1(
(
�1(1C0)pC
0))kCC 0) =

= 
(
�1(1C0 )(pC
0)(kCC 0)) =

= 

�1(1C0 ) =

= 1C0 :
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(C 0p0)p0 = C 0(
2(
�1(1C0 )pC
0))
2(
�1(1C0)pC

0) =

= 
(
2(
�1(1C0 )pC
0)
(
�1(1C0)pC

0)) =

= 
(
2(
�1(1C0 )(pC
0)C2(
(
�1(1C0)pC

0)))) =

= 
(
2(
�1(1C0 )C(
(

�1(1C0)pC

0))pCC 0)) =

= 
(
2(
�1(
(
�1(1C0)pC
0)))pCC 0) =

= 
(
2(
�1(1C0 )(pC
0)(pCC 0))) =

= 
(
2(
�1(1C0 )(pC
0)C(pC 0))) =

= 
(
(
(
�1(1C0)(pC
0))(pC 0))) =

= 
2(
�1(
2(
�1(1C0)(pC
0)))(pC 0)) =

= 
2(
�1(1C02 )C(

2(
�1(1C0)(pC

0))(pC 0))) =

= 
2(
�1(1C02 )(pC
02)C2(
2(
�1(1C0)(pC

0)))) =

= 
2(
�1(1C02 )(pC
02))
2(
�1(1C0)(pC

0)) =

= (p0C 0)p0:

k0�(f) = k0f = 
�1(1C0)(kC
0)f
�1(1C0)Cfk = 
�1(f)k:

p0�(f) = p0f = 
2(
�1(1C0)pC
0)f =

= 
2(
�1(1C0)(pC
0)(C2f)) =

= 
2(
�1(1C0)Cfp) =

= 
2(
�1(f)p):

2

Corolario VI.2.3 En las condiciones de la proposici�on anterior, f es nulho-

m�otopo respecto de C si y s�olo si f es nulhom�otopo respecto de C 0.

Demostraci�on:

Evidente pues k� �= k0�.
2
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Proposici�on VI.2.7 Dada una E-categor��a C con pull backs y cono (C; k; p),

si (C;C 0) es un par adjunto de funtores entonces (�n(k);�0n(k0)) tambi�en lo

es.

Demostraci�on:

Por la proposici�on I.2.4 C 0 conserva l��mites, y por tanto transforma pull

backs en pull backs dando sentido a la notaci�on usada a continuaci�on.


0 : Hom(�n(k)�;�)! Hom(�;�0n(k0) �) de�nido por 
0(ffn; :::; f0g) =

=< 
n(f0); :::; 

n(fn) > es evidentemente un isomor�smo natural, pues


0(hffn; :::; f0g�
n(k)(g)) = 
0(fhfnC

ng; :::; hf0C
ngg =

= < 
n(hf0C
ng); :::; 
n(hfnC

ng) >=

= < C 0nh
n(f0)g; :::; C
0nh
n(fn)g >=

= �0n(k0)(h)
 0(ffn; :::; f0g)g:

2

Corolario VI.2.4 El isomor�smo inverso del natural de adjunci�on 
0 asocia-

do al par (�n(k);�0n(k0)) transforma mor�smos nulhom�otopos en mor�smos

nulhom�otopos.

Demostraci�on:

Sea f : A! �0
k0
n�1

nulhom�otopo. Entonces, por el corolario VI.2.3, existe

F : CA ! �0
k0
n�1

tal que Fk = f . Por la proposici�on VI.2.7 anterior 
 0 es

natural, y por la I.2.8 (
0)�1 tambi�en lo es, de donde (
0)�1(f) = (
0)�1(Fk) =

= (
0)�1(F )�n(k)(k) : �kn�1 ! �(kC)n�1 ! X, nulhom�otopo pues se factoriza

a trav�es de un objeto contr�actil.
2

Teorema VI.2.2 Si C es una E-categor��a con pull backs y cono (C; k; p) de

forma que (C;C 0) es un par adjunto de funtores, entonces C es una EE'-

categor��a.
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Demostraci�on:

Por las proposiciones VI.2.3 y VI.2.6 s�olo falta probar que k0n veri�can PLN.

Si f : A ! �0
k0n

es nulhom�otopo entonces (
0)�1(f) : �kn ! X tambi�en es

nulhom�otopo por el corolario VI.2.4 anterior, y por PEN existe F : Cn+2A!

! X tal que Fkn+1 = (
0)�1(f), de donde

f = 
0(Fkn+1) = �0n+1(k0)(F )
0(kn+1)
(�)
=

(�)
= �0n+1(k0)(F )k0n+1


n+2(1Cn+2A) =

= k0n+1C
0n+2(F )
n+2(1Cn+2A) =

= k0n+1

n+2(F ):

(�) Obs�ervese que


n+1(Cn+1�ik) = 
n+1(1Cn+2AC
n+1�ik) =

= 
i(
n+1�i(1Cn+2A)k)
(k��=k0

�
)

=

= 
i(k0
n+2�i(1Cn+2A)) =

= C ik0
n+2(1Cn+2A)

2

VI.2.2 Homotop��a c�onica en categor��as aditivas.

La aditividad de las categor��as caracteriza la operaci�on de los grupos de

homotop��a, obteni�endose en este caso una axiom�atica m�as simple que da lugar

a resultados an�alogos a los ya vistos en los cap��tulos precedentes.

Proposici�on VI.2.8 Si C es una categor��a aditiva con con�ucleos y tiene

un cono (C; k; p) con C transformando push outs en push outs, entonces

(C; C; k; p; cofC(C)) es una C-categor��a aditiva con todas las co�braciones.
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Demostraci�on:

- (C1) Se da por de�nici�on de cono.

- (C2) Al ser C aditiva y con con�ucleos existen, por la proposici�on I.1.12,

push outs para todo par de mor�smos. Por hip�otesis C transforma push

outs en push outs. La inducida de una co�braci�on en un push out co�-

brado es co�braci�on pues veri�ca PEN por la misma raz�on que en la

proposici�on VI.2.2.

- (C3) Obviamente las identidades son co�braciones. k es co�braci�on

pues pCk = 1 por de�nici�on de cono, y la composici�on de co�braciones

es co�braci�on pues si rCi = 1 y r0Cj = 1 entonces r0rC(ij) = 1.

- (C4) Si rCi = 1 entonces (Ckp + CiCr �CiCrCkp)fC2i; Ckg = 1.

2

Observaci�on VI.2.2 Las co�braciones generadas por un cono que transforme

push outs en push outs en una categor��a con con�ucleos son todas las co�bra-

ciones.

Proposici�on VI.2.9 Si C es una C-categor��a aditiva e i : B � CA es una

co�braci�on, entonces f0 ' f1 rel. i si y s�olo si f1�f0 es nulhom�otopo mediante

una nulhomotop��a F tal que FCi = 0.

Demostraci�on:

()) Si H : f0 ' f1 rel. i entonces F = H � f0p es una nulhomotop��a

para f1 � f0 veri�cando FCi = 0.

(() Rec��procamente, F + f0p : f0 ' f1 rel i.
2
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Corolario VI.2.5 f0 ' f1 rel. i si y s�olo si f1 � f0 ' 0 rel i.

N�otese que Hom(CA;X)0(i) es un subgupo de Hom(CA;X), y que por

tanto [CA;X]0(i) es tambi�en un grupo abeliano.

Teorema VI.2.3 Si C es una categor��a aditiva, existe una equivalencia na-

tural

id : ��n
�= [Cncodom �;�]0(�n) ((cof C)op �C!Grp)

Demostraci�on:

Dado un objeto (i;X), �in(X) = Hin�1(0p
n�2; 0pn�2) = Hin�1(0; 0) =

= [CnA;X]f0pCin�1;0g(in) = [CnA;X]0(in). Sean [F ]; [G] 2 [CnA;X]0(in),

[F ] + [G] = [F ] + [G] = [fF; 0g�] + [f0; Gg�] =

= [fF; 0g�+ f0; Gg�] = [(fF; 0g+ f0; Gg)�] =

= [fF;Gg�] = [F �G] =

= [F ] � [G]:

2

Corolario VI.2.6 Los grupos de homotop��a relativos a una co�braci�on en una

C-categor��a aditiva son abelianos.

Observaci�on VI.2.3 En categor��as aditivas, por el teorema VI.2.3 anterior,

se puede extender la de�nici�on de los grupos de homotop��a, usando como

operaci�on la inducida en los corchetes de homotop��a por la suma de la categor��a.

De�nici�on VI.2.5 Dada i : B � A co�braci�on en una C-categor��a aditiva,

�in(X) = [CnA;X]0(in), n 2 IN
�.

En particular, para un objeto A co�brante de una C-categor��a aditiva se

tiene �A0 (X) = [A;X] = �kA�1(X)
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Observaci�on VI.2.4 Esto permite obtener, en categor��as aditivas, los grupos

de homotop��a �in(X) sin necesidad de usar la propiedad de que el cono trans-

forma push outs en push outs, propiedad que s�olo ser�a necesaria para de�nir los

grupos �in(X; f) cuando f 6= 0. Una C-categor��a aditiva salvo esta propiedad se

llamar�a C0-categor��a aditiva, y una proposici�on an�aloga a la VI.2.8 se veri�ca.

Proposici�on VI.2.10 Si C es una categor��a aditiva con un cono (C; k; p) y

con con�ucleos, entonces (C; C; k; p; cofC(C)) es una C0-categor��a con todas las

co�braciones.

Demostraci�on:

Lo hecho en la demostraci�on de la proposici�on VI.2.8 sigue siendo v�alido

salvo en el caso de i e i1, ya que se utiliza que el cono transforma push outs

en push outs. Para estos casos:

- Dados f : B ! X y k : X ! CX, entonces kf = Cfk ' 0, y por

i : B� A veri�car PEN existe ef : A! CX tal que efi = kf . fk; efgi = k.

- (Ck + kir � C(irk))i1 = fCik;Ckkg = k.

2

Observaci�on VI.2.5 En una categor��a de homotop��a, los objetos contr�actiles

tienen gran importancia pues, con ciertas condiciones, estos objetos caracteri-

zan la homotop��a como se ve a continuaci�on.

Teorema VI.2.4 Si C es una categor��a aditiva con dos conos, (C; k; p) y

( eC; ek; ep), y que posee con�ucleos, entonces si los objetos contr�actiles mediante

(C; k; p) coinciden con los respectivos mediante ( eC; ek; ep) las estructuras de C0

y eC0-categor��a con todas las co�braciones de C son equivalentes.
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Demostraci�on:

Dado un mor�smo i : B ! A, al ser CB y eCB objetos contr�actiles para

ambos conos, i veri�ca PEN respecto a (C; k; p) si y s�olo si i veri�ca PEN

respecto a ( eC; ek; ep), y por tanto la familia de co�braciones coincide en ambas

estructuras.

Dada i : B � A co�braci�on, por PEN existe � : eCB ! CB tal que

�ek = k. Usando otra vez PEN existe e� : eCA ! A tal que e� ei1 = i1(� [ 1). Si

F : 0 ' f1 � f0 rel. i respecto a (C; k; p) entonces F e� : 0 ' f1 � f0 rel. i

respecto a ( eC; ek; ep).
Invirtiendo el proceso se concluye, por el corolario VI.2.5, que f0 ' f1 rel.

i respecto a (C; k; p) si y s�olo si f0 ' f1 rel. i respecto a ( eC; ek; ep).
2

Para m�as informaci�on sobre homotop��a funtorial en categor��as aditivas ver

[P-], [D-1], [D-2] �o [D-3].

VI.2.3 Homotop��a c�onica y cil��ndrica.

H.J. Baues, en su libro \Algebraic homotopy", da la noci�on abstracta de

categor��a de homotop��a a trav�es de cilindro o I-categor��a. Tomando como

ejemplo lo que sucede en espacios topol�ogicos, se generaliza el producto natural

en un cilindro y surge

De�nici�on VI.2.6 (I; �0; �1; �;  ) es un cilindro con producto natural en una

categor��a C cuando I : C ! C es un funtor con transformaciones naturales

�0; �1 : id! I, � : I ! id, y  : I2 ! I, veri�cando

(I1) Axioma de cilindro con producto.

��0 = ��1 = 1,  �0 =  (I�0) = �0�,  �1 =  (I�1) = 1 y  (I ) =  2.
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Proposici�on VI.2.11 Si C tiene push outs, objeto �nal " y un cilindro con

producto natural de forma que I transforma push outs en push outs, entonces

C tiene un cono.

Demostraci�on:

- Funtor cono. C : C ! C de�nido por CA = Pf"A; (�0)Ag, y dado

f : A! X, Cf = 1" [ If . Obs�ervese que (�0)A = C�A : " = C�! CA.

- Transformaciones naturales. k : 1 ! C de�nida por kA = qA(�1)A,

donde qA = "A : IA ! CA = Pf"A; (�0)Ag, y p : C
2 ! C de�nido por

pA = fC�A; C�A"I"; qA Ag.

- Axioma de cono.

p(kC) = fC�;C�"; q gqi1 =

= fC�"; q gi1 =

= fC�"i1; q i1g =

= fC�; qg = 1:

p(Ck) = fC�;C�"; q g(1[ I(qi1)) =

= fC�; fC�"; q gIqIi1g =

= fC�; q Ii1g =

= fC�; qg = 1:

p(Cp) = fC�;C�"; q g(1[ IfC�;C�"; q g) =

= fC�;C�"; q gfIC�; IC�I"; IqI g) =

= fC�;C�";C�"; q I g=

= fC�;C�";C�"; q 2g:



196 Cap��tulo VI. Teor��a dual y ejemplos.

p(pC) = fC�;C�"; q gfC�;C�"; q g=

= fC�;C�"; fC�"; q g g
(�)
=

= fC�;C�";C�"; q 2g:

(�) N�otese que al ser  una transformaci�on natural  C =  [  I.

2

De�nici�on VI.2.7 (C; I; �0; �1; �;  ; cof) es una I-categor��a con producto na-

tural cuando (I; �0; �1; �;  ) es un cilindro con producto natural y cof es una

familia distinguida de mor�smos en C veri�cando (I2), (I3), (I4) e (I5), esto

es, C es una I-categor��a cuyo cilindro tiene un producto natural.

(I2) Axioma de push out.

Para una co�braci�on i : B � A y un mor�smo f : B ! X, siempre existe

el siguiente push out co�brado:

B X

A Bfi; fg

-
f

-f
?

_
i

?

_

i

donde i es tambi�en una co�braci�on. Adem�as el funtor I transforma push outs

co�brados en push outs y I� = �.

(I3) Axioma de co�braci�on.

Para cualquier objeto X, el mor�smo inicial �X : �! X es una co�braci�on.

La composici�on de co�braciones es co�braci�on. Adem�as, cualquier co�braci�on

i : B� A veri�ca la siguiente propiedad de extensi�on de homotop��a (PEH) en

C:

Sea " 2 f0,1g, para cada diagrama conmutativo del tipo:
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B IB

A X

IA� -
�"

�

?

Ii

-
�"

-

f

?

_
i

?

H

@I

@

E"

Existe un mor�smo E" : IA! X tal que E"(Ii) = H y E"�" = f .

(I4) Axioma de cilindro relativo:

Para una co�braci�on i : B � A, el mor�smo i1, de�nido por el siguiente

push out, es una co�braci�on:

B t B IB

A t A T i

IA� -
f�0; �1g

�

?

Ii

-
f�0; �1g

-

f�0; �1g

?

i t i

?

i t i

@

@R

i1

(I5) Axioma de intercambio.

Existe una transformaci�on T : II ! II, veri�cando T (�"I) = I�" y T (I�") =

= �"I, para " 2 f0; 1g. Se llamar�a a T transformaci�on de intercambio.

De�nici�on VI.2.8 Una I-categor��a con producto natural C se dice que tiene

todas las co�braciones cuando cof es la familia de mor�smos de C que veri�can

PEH.

Proposici�on VI.2.12 (C; I; �0; �1; �;  ) es una I-categor��a con producto na-

tural y todas las co�braciones si y s�olo si (I; �0; �1; �;  ) es un cilindro con
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producto natural veri�cando (I5), transformando push outs en push outs, con-

servando el objeto inicial y de forma que todo mor�smo i que veri�que PEH

tenga push outs e i1 veri�cando PEH.

Demostraci�on:

Si (C; I; �0; �1; �;  ) es una I-categor��a con producto natural y todas las

co�braciones, evidentemente, por de�nici�on, se da la tesis.

Rec��procamente faltar��a ver que se cumplen los axiomas (I2), (I3) e (I4).

(I2) Consid�erese Pff; ig con i veri�cando PEH. Dado el siguiente cuadrado

conmutativo

X IX

Pff; ig Z

-
�"

-h?
i

?
H

" 2 f0; 1g, se tiene que hfi = hif = H�"f = HIf�". Como i veri�ca

PEH existe F : IA ! Z veri�cando FIi = HIf y F�" = hf . Por conser-

var el cilindro push outs existe fH;Fg : I(Pff; ig) ! Z, y fH;FgIi = H,

fH;Fg�" = fH�"; F �"g = fhi; hfg = hfi; fg = h.

(I3) Sean j : C ! B e i : B ! A veri�cando PEH. Si se tiene que

h(ij) = H�", " 2 f0; 1g, entonces (hi)j = H�", y por la PEH de j existe

F : IB ! X tal que FIj = H y F�" = hi. Por veri�car i PEH existe

G : IA! X veri�cando GIi = F y G�" = h, de donde GIiIj = FIj = H.

Al ser I� = �, dado un cuadrado conmutativo de la forma f�X = H,

fp : IX ! Y es una extensi�on de dicho cuadrado, y por tanto �X veri�ca

PEH, para todo objeto X.

El resto es dado por hip�otesis.
2
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Teorema VI.2.5 Si C es una I-categor��a con producto natural que tiene un

objeto �nal ", entonces C tiene inducida una estructura de cono natural cuya

homotop��a coincide con la cil��ndrica.

Demostraci�on:

Por la proposici�on VI.2.11 existe (C; k; p) cono en C. Tomando la familia

de co�braciones existente

- (C2) Axioma de push out.

Por (I2) las co�braciones tienen push outs en los cuales sus inducidas

son tambi�en co�braciones. CPff; ig = PfCf;Cig por el teorema I.3.2.

- (C3) Axioma de co�braci�on.

La composici�on de co�braciones es co�braci�on, por (I3).

1A = 1� en Pf1�; �Ag, y por (I2) es co�braci�on.

El siguiente cuadrado es un push out

A t A " tA

IA CA

-
" t 1

-
q?

_
f�0; �1g

?

_
fC�; kg

donde fC�; kg = f�0; �1g y j0 = �" : A � " t A son co�braciones por

(I2), y k = fC�; kgj0 es co�braci�on por (I3), al ser composici�on de ellas.

Para toda co�braci�on i el siguiente cuadrado conmutativo



200 Cap��tulo VI. Teor��a dual y ejemplos.

B IB

A CB

-
�0

-
C�"?

_
i

?

q

tiene, por PEH, una extensi�on F : IA ! CB tal que FIi = q y F�0 =

= C�". Entonces (F�1)i = FIi�1 = q�1 = k, de donde aplicando el funtor

cono y el axioma (C1) se tiene que p(CF )C�1 es una retracci�on para Ci.

- (C4) Axioma de cono relativo.

i1 es co�braci�on al ser la inducida de i1, co�braci�on por (I4), en el

siguiente push out

T i �i

IA CA

-
fiq; C�"[ 1g

-
q?

_

i1

?

_
i1

N�otese que el cuadrado es conmutativo, y dados ff0; f1g y H tales que

Hi1 = ff0; f1gfiq; C�"[ 1g, se tiene en particular que H�0 = f0C�", de

donde existe ff0C�;Hg �unica soluci�on de este push out.

En [D-1] se prueba que toda I-categor��a es una categor��a co�brada con

todos sus objetos �brantes, tomando como co�braciones las existentes y como

equivalencias d�ebiles las equivalencias de homotop��a.

Adem�as, para una co�braci�on i : B ! CA, se demuestra que el siguiente

push out es un cilindro relativo
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T i Pfi; ig

ICA Z i

-
f(i)0i�; 1 [ 1g

-
t?

_

i1

?

_

i1

con pi = f1; 1; �g : Z
i �

! CA la equivalencia d�ebil asociada.

Si Hi1 = ff0pCi; f1g entonces (ff0p;Hg
ekt)i1 = ff0i�; f0; f1g, donde

ek es

una extensi�on de k : Pfi; ig� PfCi;Cig relativa a la co�braci�on i1.

Rec��procamente, si Hi1 = ff0i�; f0; f1g entonces (ff0; f1;Hgd�)i1 =

= ff0pCi; f1g, donde d : PfCi;Cig ! Z i es la diagonal que en el cuadrado

conmutativo

Pfi; ig Z i

PfCi;Cig CA

-i1

-
fp; pg?

_
k

?

� pi

hace dk = i1 y pid ' fp; pg rel. i, existente por la estructura de categor��a

co�brada antes mencionada en C (ver [D-2]).
2

Todo lo hecho en este p�arrafo tiene una dualizaci�on obvia, parte de la cual

se ha hecho notar expl��citamente pues posteriormente se hace referencia a ella.

VI.3 Ejemplos.

A partir de los ejemplos te�oricos ya vistos se van a obtener otros concretos
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en categor��as conocidas.

VI.3.1 EE'-categor��as

La adjunci�on existente en muchos casos entre el funtor producto tensorial

y el Hom, hace surgir en determinadas categor��as EE 0�estructuras.

1. Grupos Abelianos.

Dado un anillo con unidad R, su estructura de grupo abeliano para la suma

permite de�nir el producto tensorial de un grupo por el anillo, G 
 R, como

producto de ZZ -m�odulos. Asimismo GR notar�a el conjunto de homomor�smos

de grupos con dominioR y codominio G. Se puede considerar de forma natural

(GR)R �= G(R
R).

Se de�ne

CG = G 
R C 0G = GR

Cf = f 
 1R C 0f = f�

k(g) = g 
 1 k0(�) = �(1)

p(g 
 r 
 s) = g 
 rs p0(�)(r 
 s) = �(rs)

g 2 G; r; s 2 R; � 2 RS

La categor��a posee push outs y pull backs y es aditiva. Por la proposici�on

VI.2.8 y el teorema VI.2.2, bastar��a probar que (C; k; p) es un cono y que

(C;C 0) es un par adjunto de funtores haciendo k� �= k0� y p
� �= p0�.

- Cono.

p(kC)(g 
 r) = p(g 
 r 
 1) = g 
 r:

p(Ck)(g 
 r) = p(g 
 1
 r) = g 
 r:
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p(pC)(g 
 r 
 s
 t) = p(g 
 r 
 st)

= g 
 rst

= p(g 
 rs
 t) =

= p(Cp)(g 
 r 
 s
 t):

- Isomor�smo de adjunci�on.

Dado f : G 
 R ! H, se de�ne 
(f) = f 0 : G ! HR por f 0(g)(r) =

= f(g 
 r), y dado f 0 : G! HR, 
�1(f 0) = f : G
R! H de�nido por

f(g 
 r) = f 0(g)(r).

- Naturalidad.

(nfCm)0(g)(r) = (nfCm)(g 
 r) = nf(mg 
 r) = (nf 0m)(g)(r), de

donde (nfCm)0 = C 0nf 0m.

- fk(g) = f(g 
 1) = f 0(g)(1) = k0f 0(g)

fp(g
r
s) = f(g
rs) = f 0(g)(rs) = p0f 0(g)(r
s) = 
�1(p0f 0(g
r
s).

Un grupo G es contr�actil cuando existe un homomor�smo � : G
R! G,

notado por �(g 
 r) = rg, con �k = 1, de donde G es contr�actil si existe una

operaci�on externa : : R �G! G veri�cando

a) r(g + g0) = rg + rg0, r 2 R, g; g0 2 G.

b) (r + r0)g = rg + r0g, r; r0 2 R, g 2 G.

c) 1g = g, g 2 G.

En este caso se dir�a que G es un R-casi m�odulo, pues �unicamente falta la

propiedad (rr0)g = r(r0g) para que sea un R-m�odulo.

Para mayor informaci�on sobre esta homotop��a puede consultarse [Her].
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2. R-casi M�odulos.

Los R-casi m�odulos forman una categor��a con los homomor�smos de R-casi

m�odulos, esto es, aplicaciones lineales: f(rg + r0g0) = rf(g) + r0f 0(g0).

La categor��a de R-casi m�odulos es aditiva, posee n�ucleos, con�ucleos y pro-

ductos tensoriales.

- Aditiva. Dados dos R-casi m�odulos G y G0, entonces G�G0 es un grupo

abeliano, y con la operaci�on r(g; g0) = (rg; rg0) es un R-casi m�odulo.

Esta operaci�on hace que G � G0 sea producto y coproducto de G y G0.

El grupo trivial f0g es evidentemente un R-casi m�odulo. Adem�as se

de�ne

(f + f 0)(rg + r0g0) = f(rg + r0g0) + f 0(rg + r0g0) =

= rf(g) + r0f(g0) + rf 0(g) + r0f 0(g0) =

= r(f(g) + f 0(g)) + r0(f(g0) + f 0(g0)) =

= r(f + f 0)(g) + r0(f + f 0)(g0)

y por tanto los homomor�smos de R-casi m�odulos forman grupos abelia-

nos que, evidentemente, tienen tambi�en estructura de R-casi m�odulo. Al

conservarse la suma de mor�smos de grupos abelianos a R-casi m�odulos

tambi�en se conserva la bilinealidad de la composici�on.

- Posee n�ucleos, con�ucleos y productos tensoriales. Ker f es grupo abeliano.

Entonces g 2 Ker f si y s�olo si f(g) = 0, de donde f(rg) = rf(g) =

= r0 = 0, y por tanto rg 2 Ker f y Ker f es un R-casi m�odulo.

Coker f es un grupo abeliano, y si [g] 2 Coker f se de�ne r[g] = [rg]

haciendo a Coker f un R-casi m�odulo, pues [g] = [g0] si y s�olo si g0� g 2

2 Im f si y s�olo si existe h tal que f(h) = g0 � g de donde rg0 � rg =

= r(g0 � g) = rf(h) = f(rh) con lo cual [rg] = [rg0].
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Se de�ne G 
 H como el grupo abeliano con conjunto de generadores

G � H y conjunto de relaciones f(g; h) + (g; h0) � (g; h + h0); (g; h) +

+(g0; h) � (g + g0; h); (rg; h) � (g; rh); g; g0 2 G;h; h0 2 H; r 2 Rg. Con

la operaci�on r(g 
 h) = rg 
 h, G 
H es un R-casi m�odulo.

Una estructura an�aloga a la de�nida anteriormente para grupos abelianos

hace de los R-casi m�odulos una EE0-categor��a.

Un R-casi m�odulo G es contr�actil cuando existe un homomor�smo � :

: G 
 R ! G, notado por �(g 
 r) = rg, con �k = 1, de donde (rs)g =

= �(g 
 rs) = �(r(g 
 s)) = r(�(g 
 s)) = r(sg), luego los R-casi m�odulos

contr�actiles son los R-m�odulos.

3. R- M�odulos a izquierda.

Sea f : R ! S un homomor�smo de anillos unitarios con f(1) = 1, S es

un R- m�odulo a derecha con la operaci�on sr = sf(r), de donde para cualquier

R-m�odulo M existen M 
 S y MS como R-m�odulos a izquierda.

De esta forma los R-m�odulos a izquierda con una estructura de�nida an�alo-

gamente las anteriores es una EE0-categor��a conR-m�odulos contr�actiles los que

tambi�en admiten una estructura de S-casi m�odulo.

� :M 
 S !M notado por �(m
 s) = sm veri�ca

a) s(m+m0) = sm+ sm0, s 2 S, m;m0 2M .

b) (s+ s0)m = sm+ s0m, s; s0 2 S, m 2M .

c) 1m = m, m 2 M .

Si f : R ! S es epimor�smo, entonces los R-m�odulos contr�actiles son los

que admiten una estructura de S-m�odulo

d) (ss0)m = �(m
 ss0) = �(m
 sf(r)) =
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= �(m
 sr) = �(rm
 s)

= s(rm) = s�(rm
 1) =

= s�(m
 1r) = s�(m
 1f(r)) =

= s�(m
 s0) = s(s0m)

donde f(r) = s0.

4. Complejos de Cadena de una Categor��a Abeliana.

La adjunci�on existente entre los complejos de cadena de la forma fXn �

�Xn�1g y fXn � Xn+1g da origen a una EE 0-categor��a bien conocida, que

genera la homotop��a de los complejos de cadena [K3].

Dada una categor��a abeliana A se de�ne la categor��a de complejos de

cadena de A, �A, como la que tiene por objetos pares (X; �), donde X =

= fXngn2ZZ con Xn objetos de A y � = f�ngn2ZZ con �n : Xn ! Xn�1 mor�s-

mos de A tales que y �n�1�n = 0, y por mor�smos f : (X; �)! (Y; �0) donde

f = ffn : Xn ! Yngn2ZZ veri�cando �0fn = fn�1�.

Por simpli�car notaci�on, en �n se suprimir�a el ��ndice cuando no lleve a

error.

Kamps, en [K3], de�ne una homotop��a en �A utilizando el siguiente cilin-

dro:

I(X; �) = (IX; I�), con (IX)n = Xn �Xn �Xn�1 e (I�)n =

0B@ � 0 1

0 � �1

0 0 ��

1CA,
y dado f : (X; �)! (Y; �0), If =

0B@ fn 0 0

0 fn 0

0 0 fn�1

1CA

�0 =

0B@ 1

0

0

1CA, �1 =
0B@ 0

1

0

1CA y � =
�
1 1 0

�
.
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Si se de�ne  : I2 ! I por

 =

0B@ 1 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1 0

1CA

entonces la categor��a �A tiene un cilindro con producto natural. Al ser A

categor��a abeliana �A tambi�en lo es. Por tanto posee objeto cero, push outs

y pull backs, y por la proposici�on VI.2.11 tiene el siguiente cono

C(X; �) = (CX; C�), con (CX)n = Xn � Xn�1 y (C�)n =

 
� �1

0 ��

!
, y

dado f : (X; �)! (Y; �0) Cf =

 
fn 0

0 fn�1

!

k =

 
1

0

!
, p =

 
1 0 0 0

0 1 1 0

!
.

En particular �A es aditiva y por la proposici�on VI.2.8, al veri�car k PEN

(pCk = 1) se tiene que kn tambi�en veri�ca PEN.

La homotop��a de Kamps en los complejos de cadena tambi�en es posible

obtenerla a trav�es de un funtor cocilindro con producto natural.

I 0(X; �) = (I 0X; I 0�), con (I 0X)n = Xn�Xn�Xn+1 e (I
0�)n =

0B@ � 0 0

0 � 0

1 �1 ��

1CA,
y dado f : (X; �)! (Y; �0) I 0f =

0B@ fn 0 0

0 fn 0

0 0 fn+1

1CA

�00 =
�
1 0 0

�
, �01 =

�
0 1 0

�
, y �0 =

0B@ 1

1

0

1CA
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 0 =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 0

1 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 1

0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCA
Obs�ervese que las matrices que de�nen las transformaciones naturales no

son otras que las traspuestas de las respectivas de cilindro, y por ser la traspues-

ta de un producto de matrices el producto en orden inverso de las traspuestas

se veri�ca (I'1).

Por la proposici�on dual de VI.2.11 se obtiene el siguiente cocono

C 0(X; �) = (C 0X; C 0�), con (C 0X)n = Xn �Xn+1 y (C 0�)n =

 
� 0

�1 ��

!
,

y dado f : (X; �)! (Y; �0) C 0f =

 
fn 0

0 fn+1

!

k0 =
�
1 0

�
, p0 =

0BBB@
1 0

0 1

0 1

0 0

1CCCA.

Razonando dualmente a lo hecho anteriormente, k0n veri�ca PLN.


 : Hom(C�;�)! Hom(�; C 0 �) de�nido por 

�
fn gn�1

�
=

 
fn
gn

!
,

donde gn : Xn ! Yn+1 y fn = �(�gn + gn�1�), es un isomor�smo natural.

Adem�as, �
fn gn�1

� 1

0

!
= fn =

�
1 0

� fn
gn

!

�
fn gn�1

� 1 0 0 0

0 1 1 0

!
=

�
fn gn�1 gn�1 0

�
=
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= 
�1
 
fn gn�1
gn 0

!
=

= (
�1)2

0BBB@
fn
gn
gn
0

1CCCA =

= (
�1)2

0BBB@
0BBB@

1 0

0 1

0 1

0 0

1CCCA
 
fn
gn

!1CCCA
de donde k� �= k0� y p� �= p0�, por lo que se tiene por el teorema VI.2.2 una

EE0-categor��a.

(X; �) es un complejo de cadena contr�actil si existe, para todo n 2 ZZ ,

gn : Xn ! Xn+1 veri�cando �gn + gn�1� = �1.

5. Espacios Topol�ogicos Punteados.

La homotop��a ordinaria de los espacios topol�ogicos punteados tambi�en

puede expresarse a trav�es de una EE0-estructura.

La relaci�on de homotop��a cl�asica de los espacios topol�ogicos es obtenida a

trav�es de un cilindro con producto natural:

IX = X � I, donde I = [0; 1], y dado f : X ! Y aplicaci�on continua

If = f � 1.

�0(x) = (x; 0), �1(x) = (x; 1), �(x; t) = x y  (x; t; s) = (x; ts).

Al tener Top push outs, objeto �nal �, y transformar I push outs en push

outs, se puede de�nir por la proposici�on VI.2.11 un cono en Top:

CX = Pf"X; (�0)Xg, y dada f : X! Y aplicaci�on continua, Cf = 1 [ If ,

esto es, si dom f 6= � entonces Cf([(x; t)]) = [(f(x); t)], y si dom f = �

entonces Cf(�) = [(x; 0)]. N�otese que si X 6= � entonces CX = X� I=X�f0g,

y C� = �.
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k(x) = [(x; 1)] y p([([(x; t)]; s)]) = [(x; ts)]. En el caso X = �, k y p son

�unicas, por ser � objeto inicial y C� = � objeto �nal.

Es evidente que el cilindro conserva push outs, y por el teorema VI.2.5 el

cono tambi�en los conserva. Por la proposici�on VI.2.12, los espacios topol�o-

gicos con este cilindro forman una I-categor��a con producto natural y todas

las co�braciones, pues evidentemente los mor�smos iniciales tienen la PEH y

se veri�ca (I4) (ver [B2], p�ag. 29) donde la transformaci�on de intercambio

T viene de�nida por T (x; t; s) = (x; s; t). Por el teorema VI.2.5 kn veri�can

PEN. Luego Top es una E-categor��a, y con estas mismas co�braciones, por el

teorema VI.2.5 una C-categor��a.

Por lo visto en el cap��tulo V anterior se tiene que, con estas co�braciones,

TopCOF � = TopCOF C� es tambi�en una C-categor��a y en particular una E-

categor��a:

C(X; x0) = (X � I)=(X� f0g) [ (fx0g � I), y dada f : (X; x0) ! (Y; y0),

Cf([(x; t)]) = [(f(x); t)].

k(x) = [(x; 1)], p([([(x; t)]; s)]) = [(x; ts)].

En general, si una categor��a C posee push outs y Cr es objeto �nal, se

puede extender la estructura c�onica de la subcategor��a llena CCOF Cr a CCr,

veri�c�andose todos los axiomas salvo que k tenga que ser co�braci�on. En el

caso de los espacios topol�ogicos, por poseer Top� una estructura de cilindro

con producto natural derivada de la de Top, ver [B2], y coincidir el cono de

TopCOF � con el cono originado por el cilindro punteado, s�� se puede asegurar

que k es siempre co�braci�on en Top�, dando as�� origen a una estructura de

C-categor��a y en particular E-categor��a.

Top� tambi�en tiene pull backs, y C 0 de�nido por C 0(X; x0) = (X; x0)
(I;0),

C 0f = f� es un funtor adjunto a derecha de C mediante el isomor�smo natural
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 : Hom(C�;�) ! Hom(�; C 0 �) de�nido por (
(f))(x)(t) = f([(x; t)]),

cuya inversa es 
�1(f 0)([(x; t)]) = (f 0(x))(t).

As��, de�niendo las transformaciones naturales k0(�) = �(1) y (p0(�))(t)(s)=

= �(ts), Top� es una EE 0-categor��a.

De esta forma surgen los grupos de homotop��a cl�asica �n(X; x0), n 2 IN,

como los denominados grupos de homotop��a standard de la categor��a pun-

teada TopC�, as�� como las correspondientes sucesiones exactas de homotop��a

asociadas a una tripleta.

(X; x0) es un espacio topol�ogico punteado contr�actil cuando fx0g es un

retracto por deformaci�on fuerte de X, pues existe F : C(X; x0) ! (X; x0)

veri�cando Fk = 1 si y s�olo si existe H : X� I ! X veri�cando H(x; 0) = x0,

H(x; 1) = x y H(x0; t) = x0.

VI.3.2 C-categor��as y C'-categor��as.

Primeramente se ver�an dos ejemplos de C 0
0-categor��a y C0-categor��a en R-

m�odulos que dan origen a la homotop��a proyectiva e inyectiva, respectivamente,

dadas por B. Eckmann y P.J. Hilton [E] [Hi1] [Hi2], que no son C 0-categor��a

ni C-categor��a.

6. Homotop��a proyectiva en R-m�odulos.

Sea L : Set� ! RM el funtor libre y U : RM ! Set� el funtor olvido,

entonces (L;U) es un par adjunto de funtores mediante el isomor�smo natural

de adjunci�on 
 : Hom(L�;�)! Hom(�; U �) de�nido por 
(f) = fi, donde

i es la aplicaci�on inclusi�on en el libre.

Considerando el cocono trivial en Set� se obtiene el respectivo en los R-

m�odulos por la proposici�on VI.2.1.
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C 0M = LM , donde LM representa el R-m�odulo libre sobre el conjunto

punteado (M; 0), C 0f = Lf es el �unico R-homomor�smo inducido por el funtor

libre, esto es, el �unico R-homomor�smo tal que icodom ff = Lfidom f , donde i

representa la aplicaci�on inclusi�on en el libre.

k0 es el �unico R-homomor�smo veri�cando k0i = 1 y p0 es el �unico R-

homomor�smo tal que p0i = i2, esto es, p0 = Li.

Al ser la categor��a abeliana tiene pull backs, pero en general el funtor libre

no transforma pull backs en pull backs (observaci�on VI.3.1). En particular, al

ser la categor��a aditiva se tiene que los R-m�odulos, con este cocono, es una

C 0
0-categor��a aditiva con todas las �braciones (proposici�on dual de VI.2.10).

Un R-m�odulo M es contr�actil cuando es proyectivo:

Sea P un R-m�odulo proyectivo, entonces k0 : LP ! P es un R-homomor-

�smo suprayectivo. Luego, por ser P proyectivo existe un R-homomor�smo

F : P ! LP tal que k0F = 1. Rec��procamente, si existe F : P ! LP tal

que k0F = 1, sean f : P ! C un R-homomor�smo y g : B ! C un R-

homomor�smo suprayectivo. Como todo R-m�odulo libre es proyectivo, existe

f 0 : LP ! B tal que gf 0 = fk0. Luego gf 0F = fk0F = f .

Un R-homomor�smo f : M ! N es una �braci�on si y s�olo si f es un

epimor�smo

()) Si f es �braci�on, existe ek0 : LN ! M tal que f ek0 = k0. Si gf = hf

entonces g = gk0i = gf ek0i = hf ek0i = hk0i = h.

(() Evidente, por coincidir los R-m�odulos contr�actiles con los proyectivos.

Observaci�on VI.3.1 Si se considera el anillo ZZ de los enteros, ZZM �= Ab.

Sea f : ZZ4 � ZZ2 ! ZZ2 de�nido por f(a; b) = a + b. Ker f �= ZZ4, Lf :

:L(ZZ4�ZZ2; (0; 0))�=
7M
i=1

ZZ !L(ZZ2; 0)�= ZZ viene de�nida por Lf(x1; ::; x7) =
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= x4+x5+x6+x7, donde ZZi �= ZZ est�an generados por los elementos de ZZ4�ZZ2

distintos de (0; 0) que van al neutro para 1 � i � 3 y por los restantes distintos

de (0; 0) para 4 � i � 7.

L(Ker f; 0) �= L(ZZ4; 0) �=
3M
i=1

ZZ 6= Ker Lf �=
6M
i=1

ZZ

Observaci�on VI.3.2 Por el teorema dual del I.2.4, la homotop��a proyectiva

no puede ser obtenida mediante una C-estructura adjunta a la libre, al no

conservar �esta l��mites �nitos.

7. Homotop��a inyectiva en R-m�odulos.

Sea Q1 el grupo aditivo de los racionales m�odulo los enteros. Entonces

Hom(�; Q1) : (RM)op !MR es un funtor adjunto a derecha deHom(�; Q1) :

:MR ! (RM)op, con isomor�smo natural de adjunci�on


 : Hom(RM)op(Hom(�; Q1);�)! HomMR
(�;Hom(�; Q1))

de�nido por 
(f(m)(n)) = f(n)(m).

Por el apartado a) del corolario VI.2.1 se tiene un cono:

CM = Hom(L(Hom(M;Q1)); Q1), y dado f : M ! N homomor�smo de

R-m�odulos, Cf(h)(s1g1 b+::: b+sngn) = h(s1(g1f) b+::: b+sn(gnf)), s1g1 b+::: b+sngn 2
2 L(Hom(N;Q1)), h 2 Hom(L(Hom(M;Q1)); Q1), .

k :M ! Hom(L(Hom(M;Q1)); Q1) se de�ne por k(m)(s1�1 b+::: b+sn�n) =
= s1�1(m) + :::+ sn�n(m).

p : Hom(L(Hom((Hom(L(Hom(M;Q1)); Q1)); Q1)); Q1) �!

�! Hom(L(Hom(M;Q1)); Q1) se de�ne por p(�)(s1�1 b+s2�2 b+::::: b+sn�n) =
= �(s1�1 +

0 s2�2 +
0 :::+0 sn�n), usando que todo elemento m de un m�odulo

M se puede interpretar como un elemento de Hom(Hom(M;Q1); Q1) de�nido

por m(�) = �(m).
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Haciendo un razonamiento dual al hecho en la homotop��a proyectiva se

tiene que los R-m�odulos, con este cono, es una C0-categor��a aditiva con todas

las co�braciones.

Los R-m�odulos contr�actiles son los inyectivos:

Hom(M;Q1) es inyectivo, para todo m�odulo M , por ser Q1 un grupo

abeliano divisible (ver [Hi-], p�ag. 35). SiM es un m�odulo contr�actil existe F :

: Hom(L(Hom(M;Q1)); Q1) ! M con Fk = 1. Consid�erese un homo-

mor�smo f : B ! M y un monomor�smo g : B ! C, entonces por ser

Hom(L(Hom(M;Q1)); Q1) inyectivo existe f
0 : C �! Hom(L(Hom(M;Q1));

Q1) con f
0g = kf . Ff 0 hace inyectivo a M . Rec��procamente, si I es inyectivo

entonces, al ser k :M ! Hom(L(Hom(M;Q1)); Q1) un monomor�smo existe

F : Hom(L(Hom(I;Q1)); Q1)! I tal que Fk = 1. Obs�ervese que si k(m) = 0

entonces �(m) = 0, para todo � 2 Hom(M;Q1), de donde m = 0.

Un R-homomor�smo f : M ! N es una co�braci�on si y s�olo si es un

monomor�smo:

()) Si f es co�braci�on existe ek : N ! Hom(L(Hom(M;Q1)); Q1) tal queekf = k. Si fg = fh entonces g = ikg = iekfg = iekfh = ikh = h, donde

i es una aplicaci�on inversa a izquierda para k, al ser k inyectiva.

(() Evidente, por coincidir los R-m�odulos contr�actiles con los inyectivos.

Observaci�on VI.3.3 Por el corolario VI.2.2, usando los funtoresHom(�; Q1)

anteriormente de�nidos, se puede de�nir el siguiente cono:

CM = Hom(Hom(M; Q1); Q1) y Cf(h)(g) = h(gf)

k(m)(�) = �(m) y p(�)(�) = �(�).

Por la misma raz�on expresada anteriormente el cono de todo m�oduloM es

un m�odulo inyectivo y kM es un monomor�smo, de donde se deduce que los
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m�odulos contr�actiles son tambi�en aqu�� los inyectivos, y por el teorema VI.2.4

se obtiene una estructura de C0-categor��a aditiva con todas las co�braciones

equivalente a la anterior.

Observaci�on VI.3.4 Tanto la homotop��a proyectiva como la inyectiva se

pueden de�nir independientemente de la lateralidad de los m�odulos.

8. C y C 0-categor��as aditivas.

Todos los ejemplos de EE 0-categor��as aditivas vistos anteriormente, grupos

abelianos, R-casi m�odulos, R-m�odulos y complejos de cadena, son tambi�en

ejemplos, por la proposici�on VI.2.8 y su dual, de C y C 0-categor��as con todas

las co�braciones y �braciones, respectivamente.

En las homotop��as tensoriales anteriormente de�nidas las co�braciones o

�braciones depender�an del anillo unitario elegido.

En los complejos de cadena, i : (B; �) ! (A; �0) es co�braci�on si y s�olo si

para todo n 2 ZZ existe rn : An ! Bn tal que rnin = 1.

Sea k =

 
1

0

!
: (B; �)! C(B; �), entonces existe ek =  

a1
a2

!
: (A; �0) �!

! C(B; �) tal que eki = k, de donde

 
(a1)n
(a2)n

!
in =

 
(a1)nin
(a2)nin

!
=

 
1

0

!
:

(a1)n es entonces una retracci�on para in, n 2 ZZ .

Rec��procamente, sea bkn =
 

rn
�rn � rn�1�

!
, entonces

 
rn

�rn � rn�1�

!
� =

=

 
rn�

�rn�

!
=

 
� �1

0 ��

! 
rn+1

�rn+1 � rn�

!
.
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Un razonamiento semejante da que las �braciones son los mor�smos que

tienen secciones en cada nivel.

En este caso las co�braciones y �braciones coinciden con las de�nidas por

Kamps en [K3], es decir, las co�braciones PEN y las �braciones PLN coinciden

con las co�braciones PEH y las �braciones PLH, respectivamente.

Por �ultimo, se ver�an ejemplos originados por cilindros o cocilindros con

productos naturales.

9. Espacios Topol�ogicos.

En el ejemplo 5 ya se vio que los espacios topol�ogicos, con las co�braciones

PEH, forman una C-categor��a.

Str�m prueba en [St2] que i : B ! A es co�braci�on si y s�olo si Pf�0; ig

es un retracto de IA. Por otro lado en, [St1], prueba que si i es co�braci�on

entonces i : B ! i(B) es un homeomor�smo, por lo que se puede siempre

suponer, identi�cando B con i(B), que B es un subconjunto de A, de donde

i : B� A co�braci�on es cerrada si y s�olo si i(B) es cerrado en A.

Existen co�braciones no necesariamente cerradas: Consid�erese B = fxg

y A = fy; zg con la topolog��a indiscreta, cualquier aplicaci�on i : B ! A

es una co�braci�on no cerrada. Luego las co�braciones cerradas forman un

subconjunto propio de las co�braciones PEH.

Los espacios topol�ogicos con su cilindro con producto natural y las co�-

braciones cerradas son tambi�en una I-categor��a con producto natural, pues

si i : B � A es co�braci�on cerrada entonces i tambi�en es co�braci�on, y ce-

rrada pues i
�1
(i(X)) = X cerrado y f (i(X)) = i(B) tambi�en cerrado. Evi-

dentemente la composici�on de aplicaciones cerradas es cerrada. Por �ultimo
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i1(T i) = (i � 1)(B � I) [ A � f0g [ A � f1g cerrado en A � I, de donde i1

adem�as de co�braci�on es cerrada.

Por el teorema VI.2.5 Top, con las co�braciones cerradas, tiene estructura

de C-categor��a.

Por la proposici�on VI.2.2, Top con las co�braciones generadas es una C-

categor��a. Por poseer Top push outs, las co�braciones generadas se reducen

a las aplicaciones continuas i : B ! A tales que in veri�ca PEN, para todo

n 2 IN
�. En particular, por el teorema VI.2.5 toda co�braci�on PEH es una

co�braci�on generada, sin embargo un mor�smo puede veri�car PEN y no PEH:

sea i : f0g ! A = f0g [ f 1
n
= n 2 INg, entonces i veri�ca PEN pero no

veri�ca PEH, pues (f0g � I) [ f 1
n
= n 2 INg no es un retracto de A � I,

condici�on equivalente a PEH (ver [St1]). No obstante este mor�smo i no es

una co�braci�on generada, pues i1 no veri�ca PEN.

La relaci�on de homotop��a cl�asica de los espacios topol�ogicos puede obte-

nerse tambi�en a trav�es de un funtor cocilindro con producto natural:

I 0X = XI = HomTop(I;X) con la topolog��a compacto abierta, donde I =

= [0; 1], y dado f : X! Y aplicaci�on continua I 0f = f�.

�00(�) = �(0), �01(�) = �(1), �0(x) = Cx donde Cx(t) = x, y  0(�)(t)(s) =

= �(ts), donde � 2 XI , x 2 X, t; s 2 I.

Al tener Top pull backs, transformar P pull backs en pull backs, conservar

el objeto �nal y poseer una transformaci�on de intercambio T 0 de�nida por

T 0(�)(t)(s) = �(s)(t), por la proposici�on dual de VI.2.12 se tiene que los

espacios topol�ogicos con este funtor cocilindro es una I 0-categor��a con producto

natural y todas las �braciones, pues evidentemente los mor�smos �nales tienen

la PLH y se veri�ca (I 04) (ver [B1], p�ag. 133).

Observaci�on VI.3.5 Por el dual del teorema VI.2.5, Top con estas �bra-
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ciones es una C 0-categor��a trivial, en el sentido de queC 0X = P < �X; (�
0
0)X >=

= � para todo espacio X, y no existen aplicaciones continuas con codominio

�, necesarias para poder de�nir homotop��a.

10. Espacios Topol�ogicos Punteados.

Ya se vio en el ejemplo 5 que Top� con:

C(X; x0) = (X� I)=(X� f0g) [ (fx0g � I), Cf([(x; t)]) = [(f(x); t)].

k(x) = [(x; 1)], p([([(x; t)]; s)]) = [(x; ts)].

y las co�braciones punteadas es una C-categor��a.

Top� con el cocono de�nido en el ejemplo 5:

C 0(X; x0) = (X; x0)
(I;0), C 0f = f�.

k0(�) = �(1), (p0(�))(t)(s) = �(ts),

y con las �braciones de Hurewicz es una C 0-categor��a.

11. Espacios Exteriores.

La categor��a P formada por los espacios topol�ogicos con las aplicaciones

propias no posee, en general, l��mites y col��mites. En particular no siempre

existen push outs, y es necesario extender esta categor��a a una m�as amplia

que la contenga como subcategor��a llena y que s�� los posea para poder as��

de�nir, a trav�es de un cilindro con producto natural, una estructura de cono

natural cuya homotop��a restringida a la subcategor��a llena P coincida con la

homotop��a propia de los espacios topol�ogicos (Ver [G-]).

Dado un conjunto X con una topolog��a � , una externolog��a " sobre X es

cualquier subconjunto de � veri�cando:

E1: Si E1; E2 2 " entonces E1 \ E2 2 ".
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E2: Si A 2 � y existe E 2 " con E � A entonces A 2 ".

A (X; "; � ) se le denomina espacio exterior. Una aplicaci�on f : (X; "; � )!

! (X 0; "0; � 0) se dir�a exterior cuando es continua y para todo E0 2 "0, f�1(E0) 2

2 ".

Los espacios exteriores con sus aplicaciones forman la categor��a E.

Se de�ne:

- I : E ! E por I(X; "; � ) = (X � I; "X�I; �X�I), donde I es el in-

tervalo unidad con la externolog��a fIg, �X�I es la topolog��a producto

y "X�I es la externolog��a producto "X�I = fA 2 �X�I = existen E 2

2 " y E 0 2 "I con E � E0 � Ag = fA 2 �X�I = existe E 2 " con

E � I � Ag e If = f � 1I , exterior pues si A 2 "X 0�I existe E 2 "X 0

tal que E � I � A, de donde f�1(E) � I = (f � 1I)
�1(E � I) �

� (f � 1I )
�1(A). Al ser f exterior y f � 1I continua, por de�nici�on

de externo se tiene el resultado.

- �r : X ! X � I por �r(x) = (x; r) (r 2 f0; 1g).

- � : X � I ! X por �(x; t) = x.

-  : X � I � I ! X � I por  (x; t; s) = (x; ts).

�r, �,  son continuas, y

- Dado E 0 2 "X�I existe E 2 " tal que E � I � E0, de donde E =

= ��1r (E � I) � ��1r (E0), y por E2 ��1r (E0) 2 ".

- Dado E 2 ", E � I = ��1(E) 2 "X�I

- Dado E0 2 "X�I existe E 2 " tal que E � I � E0, de donde E � I � I =

=  �1(E � I) �  �1(E0) 2 "X�I�I por de�nici�on.
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(I; �0; �1; �;  ) es as�� un cilindro con producto natural en E, pues las propie-

dades se siguen veri�cando como en Top.

E posee push outs: Sean f : X ! X 0 y g : X ! X 00 aplicaciones exteriores,

entonces Pff; gg = (Pff; gg; "Pff;gg; �Pff;gg), donde Pff; gg es el push out en

Set, �Pff;gg es la topolog��a asociada a Pff; gg en Top y "Pff;gg = fA �

� Pff; gg = f
�1
(A) 2 "00 y g�1(A) 2 "0g, pues si p : X ! Y es una aplicaci�on

cociente, "Y = fA � Y = p�1(A) 2 "Xg es una externolog��a para Y :

E1: Dados A1, A2 2 "Y , p
�1(A1 \A2) = p�1(A1) \ p

�1(A2) 2 "X.

E2: Sean E 2 "Y y A 2 �Y tales que E � A. Entonces p�1(E) � p�1(A) 2 "X

por ser un abierto conteniendo a un externo.

Evidentemente (�; f�g; f�g) es objeto inicial y (�; f�g; f�; �g) es objeto

�nal, pues X 2 "X para todo X, por E2.

El cilindro conserva push outs, pues lo hace en Top, y el objeto push out

en E coincide con el de Top con la externolog��a ya indicada.

T : X � I � I ! X � I � I de�nida por T (x; t; s) = (x; s; t) es exterior,

pues dado A 2 "X�I�I existe B 2 "X�I tal que B � I � A y existe C 2 "X

tal que C � I � B, de donde C � I � I � A. Se concluye que C � I � I =

= T�1(C � I � I) � T�1(B � I) � T�1(A) externo por de�nici�on.

Por �ultimo se consideran como co�braciones los mor�smos i que veri�can

PEH, o equivalentemente que fIi; �0g es una secci�on (ver [K3]):

Sea � : I � I ! I � I un homeomor�smo que sobre la frontera act�ue

enviando homeom�or�camente f0g � I �= [1
3
; 0] � f0g, I � f0g �= [1

3
; 2
3
] � f0g,

f1g � I �= [2
3
; 1] � f0g, [0; 1

3
] � f1g �= f0g � I, [1

3
; 2
3
] � f1g �= I � f1g y

[1; 2
3
]�f1g �= f1g�I, donde se ha dotado a los intervalos del sentido adecuado,

considerando I = [0; 1].
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Se de�ne t por el siguiente push out

S0 I t I

I t

->
�0 t �0

->

?

_
f�0; �1g

?

_

y �0 : I�I ! t es la proyecci�on desde el punto (1
2
; 3
2
) del cuadrado I�I sobre

t identi�cado con (f0g � I) [ (I � f0g) [ (f1g � I).

Sean

�1 = i1I(i t i)(1� ��1)T : IIB! Pf�0; i
1
g

�2 = fi1If�0; �1g; �0g(1� �0)(1� ��1)�0 : IA! Pf�0; i
1
g

1 � � : IIA ! IIA es un isomor�smo exterior con (1 � �)�1 = 1 � ��1

sin m�as que tener en cuenta que � : I � I ! I � I es un homeomor�smo y la

identidad env��a todo externo sobre s�� mismo. Por otro lado 1��0 : A�I�I !

! A� t tambi�en es exterior, considerando en el push out de de�nici�on de t

"� = f�g y "I = fIg, de donde "A�t = fO 2 �A�t = existe E 2 "A conE�t �

� Og.

Se concluye que �1 y �2 son exteriores, por ser composici�on de ellas. Adem�as

�2Ii = fi1If�0; �1g; �0g(1� �0)(1 � ��1)�0Ii =

= fi1If�0; �1g; �0g(1� �0)(1 � ��1)I2i�0 =

= fi1If�0; �1g; �0g(1� �0)I2i(1� ��1)�0 =

= fi1If�0; �1g; �0g(I(i t i) [ Ii)(1� �0)(1� ��1)�0 =

= fi1If�0; �1gI(i t i); �0Iig(1� �0)(1 � ��1)�0 =

= fi1I(i t i)If�0; �1g; �0i
1i t ig(1� �0)(1 � ��1)�0 =

= fi1I(i t i)If�0; �1g; i1�0i t ig(1� �0)(1 � ��1)�0 =
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= fi1I(i t i)If�0; �1g; i1I(i t i)�0g(1 � �0)(1� ��1)�0 =

= i1I(i t i)fIf�0; �1g; �0g(1� �0)(1 � ��1)�0
(�)
=

(�)
= i1I(i t i)(1 � �0)(1� ��1)�0 =

= i1I(i t i)(1 � �0)(1� ��1)TI�0 =

= �1I�0

(�) Obs�ervese que, en general, (1 � �0)A�t = 1A�t, donde la inclusi�on es

fIf�0; �1g; �0g : A� t ! IIA.

Luego existe � = f�1; �2g : IPf�0; ig ! Pf�0; i
1g.

La retracci�on para fIi1; �0g es �IrT (1��), donde r es una retracci�on para

fIi; �0g.

Por la proposici�on VI.2.12, (E; I; �0; �1; �;  ) es una I-categor��a con cilindro

natural y todas las co�braciones, y por el teorema VI.2.5, con estas mismas co�-

braciones y el cono (C; k; p) inducido, es una categor��a con cono natural cuya

homotop��a coincide con la obtenida mediante el cilindro anterior. Obs�ervese

que "CX = fO 2 �CX = existe E 2 "X con CE � Og.
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