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Introduccion.

El concepto clasico de homotopia en espacios topologicos desarrollado por
J.H.C. Whitehead en 1950 [W2] se basa en el uso de un funtor cilindro para
obtener identificaciones de aplicaciones continuas, dando lugar a grupos, suce-
siones exactas y otros entes algebraicos que permiten un conocimiento mas
amplio de los espacios. A partir del cilindro topoldgico, identificando una de
sus tapas a un punto, surge el funtor cono, que preserva los objetos algebraicos

obtenidos a través del cilindro.

Otro procedimiento desde el punto de vista homotopico para el estudio de
los espacios topoldgicos consiste en definir un funtor con dominio esa cate-
goria y codominio una algebraica, en la cual se puede definir una homotopia,
entendiendo por ello una relacién de equivalencia con propiedades similares a
las de la homotopia clasica. La aproximacion simplicial introducida por D.W.
Kan en 1955 [Ka] es uno de los primeros y mas importantes ejemplos en este

sentido.

Con la nocion anterior de homotopia en categorias algebraicas, existen
también ejemplos que no se corresponden, en principio, con ningun funtor
asociado desde los espacios topologicos, entre los cuales destacan, entre otras
cosas por ser precursores en este sentido, las homotopias proyectiva e inyectiva
creadas por B. Eckmann y P.J. Hilton para R-mdédulos entre los anos 1956 y
1958 [E] [Hil] [Hi2].

En 1961 P.J. Huber intenta relacionar la homotopia de Whitehead en es-
pacios topoldgicos con las de Eckmann y Hilton para R-mddulos [Hub2], uti-

lizando para ello las construcciones standard definidas por R. Godement en



1958 [Go]. Huber asocia asi a los espacios topoldgicos y R-mddulos complejos
semisimpliciales cuyos grupos y sucesiones exactas coinciden con los ya cono-
cidos. Pero de sus axiomas no se deduce que los complejos asociados sean
necesariamente de Kan, lo cual no permite, en general, la obtencion de gru-
pos y sucesiones exactas de homotopia. El cono topoldgico es un ejemplo de
construccion standard dual, pudiéndose considerar por ello la teoria de Huber
como uno de los primeros intentos de axiomatizar la homotopia a través de un

funtor cono.

Posteriormente, H. Kleisli en 1962 [KI1] y J.A. Seebach Jr. en 1972 [Se] in-
tentan generalizar el concepto de cono topolégico basandose en las homotopias
ya mencionadas de Eckmann y Hilton para R-moédulos, pero sus desarrollos
solo son validos en categorias muy particulares, aditivas con propiedades adi-
cionales en el primer caso y con objetos inyectivos en el segundo, lo cual hace
que dichas axiomaticas sean muy pobres, pues incluso en categorias aditivas

existen homotopias no inyectivas ni proyectivas.

La axiomatica de homotopia funtorial sobre categorias aditivas mas amplia
desarrollada hasta el momento, pues engloba todos los ejemplos anteriormente
mencionados y da origen a otros no proyectivos ni inyectivos, es la introdu-
cida por S. Rodriguez-Machin en 1990 [R] v [P-]. Usando axiomas similares
a los de categorfa con un cilindro natural descritos por H.J. Baues [B2] y un
funtor cono obtiene grupos de homotopia, sucesiones exactas de homotopia y,
a semejanza de lo hecho por Huber con las construcciones standard, A-grupos
abelianos cuyos grupos de homotopia coinciden con los obtenidos a través del
cono. Fn esta teoria todos los grupos de homotopia, incluido el primero, son
abelianos, y dado un cilindro en el sentido de Baues es posible asociarle un
cono del tipo de Rodriguez-Machin, y viceversa, de forma que las teorias de

homotopia resultantes son coincidentes.

Existen diversas teorias de homotopia algebraica que no utilizan funtores,
destacando, pues la mayoria de las homotopias existentes en la actualidad
son ejemplos de ellas, las categorias de modelo creadas por D.G. Quillen en
1969 [Q1] y mds ain, por no ser una teorfa autodual, las categorias cofibradas

obtenidas por H.J. Baues en 1989 [B2]. La exigencia de limites y colimites



finitos, asi como el hecho de ser una teoria autodual, posibilitan las existencia
de homotopias que no sean categorias de modelo. Ademas, las dificultades
que presentan ciertos calculos en el caso de teorias no funtoriales, el hecho de
que gran numero de las homotopias conocidas si lo sean y, por ultimo, que las
categorias cofibradas de Baues incluyan a las homotopias cilindricas, sugiere
que una axiomatica basada en un funtor cono, no necesariamante incluida en
dichas categorias cofibradas y que englobe a la mayoria de las homotopias
es de gran importancia a la hora de simplificar calculos y de obtener nuevos

ejemplos, asi como para llegar a dar una axiomatica definitiva en homotopia.

La teoria de homotopia algebraica aqui presentada usa como cono la cons-
truccién standard dual de Huber [Hub2], junto con axiomas relativos a cofibra-
ciones deducidos de los respectivos dados por Baues en las categorias con un
cilindro natural [B2]. Esto permite, por una parte, desarrollar la teoria desde
el punto de vista cléasico, sin asociar funtorialmente una categoria algebraica,
y por otro lado usar las técnicas de Huber para obtener complejos semisimpli-
ciales, que en este caso son de Kan, cuyos grupos y sucesiones exactas coinciden

con los obtenidos a través del primer método.

Analogamente a lo que sucede en categorias cofibradas y a diferencia de
lo que ocurre en categorias con un cilindro natural, sélo se puede hablar de
homotopia relativa a una cofibracion, pues no se exige la existencia de objetos
cofibrantes, ni siquiera de objeto inicial. Esto impide usar, a semejanza de lo
hecho con cilindro, las equivalencias de homotopia como equivalencias débiles,
pues no se puede asegurar su existencia y por ello, en principio, una categoria

con cono natural no tiene por qué ser una categoria cofibrada.

No obstante, haciendo uso del concepto aqui denominado “homotopia ge-
neralizada” se obtienen grupos de homotopia relativa basados en un morfismo
que, a su vez, dan lugar a sucesiones exactas cuando se tiene un par. La ho-
motopia generalizada se obtiene para evitar las categorias punteadas con su
funtor suspensién, tan necesarias en otras teorias de homotopia algebraica para

b
la obtencion de grupos ue de esta forma resultan como un caso particu-
b

lar cuando se toma como morfismo base del grupo al cero. Este concepto de



homotopia generalizada se puede también desarrollar de forma anéloga en la
mayoria de las teorias que hacen uso de cofibraciones, obteniéndose no sélo los
grupos de homotopia relativa basados en un morfismo sino también, usando
las cofibraciones de pares adecuadas, las sucesiones exactas correspondientes,
resultando los grupos y sucesiones exactas ya existentes como caso particular.
Las categorias cofibradas y las categorias con un cilindro natural son impor-

tantes ejemplos de lo anteriormente dicho.

El producto de los nimeros reales induce una transformacién natural desde
el doble cilindro en el cilindro topolégico de forma que su composiciéon con
las inclusiones asociadas a éste y consigo misma dan relaciones entre estas
transformaciones y la proyeccion. Usando estas relaciones como definiciéon de
producto natural en un cilindro, si se tiene una categoria con objeto final y
un cilindro natural que admita un producto del tipo anterior, se induce una
estructura de cono, en el sentido axiomatico aqui presentado, cuya homotopia
relativa coincide con la asociada al cilindro. Este producto natural no sélo
existe, como en un principio pudiera pensarse, para el cilindro topolégico, sino
que también esta presente en otros que se relacionan de alguna forma con
él, como por ejemplo el cilindro en la categoria de espacios exteriores para el
estudio de la homotopia propia, o sin ninguna relaciéon directa, como pueden
ser los cilindros de la homotopia de los complejos de cadena sobre categorias

aditivas.

El cono de Rodriguez-Machin es también un caso particular de esta axio-
matica, pues en categorias aditivas la operacién de los grupos de homotopia
viene univocamente determinada por la suma de morfismos existente en la
categoria pudiéndose, cuando la categoria tiene coniticleos o las cofibraciones
se definen por la propiedad de extensién de nulhomotopia, reducir el numero y
la exigencia de los axiomas. De esta forma, homotopias proyectivas e inyectivas
similares a las definidas por Eckmann y Hilton para R-moédulos, asi como otras
no de este tipo relacionadas con funtores Hom y productos tensoriales pueden

ser encuadradas dentro de esta axiomatica.

El concepto dual de categoria con un cono natural se ha denominado ca-

tegoria con un cocono natural, y es el equivalente a los desarrollos usando



fibraciones en la homotopia clasica, a las categorias con un funtor caminos
naturales y a las construcciones standard de Huber. Como sucede con la teoria
cilindro-caminos, en determinadas circunstancias una homotopia puede venir
definida mediante un par de funtores adjuntos cono-cocono. Es mas, todo par
de funtores adjuntos induce nuevas estructuras duales de este tipo a partir
de una dada, pudiéndose asi crear homotopias en categorias relacionadas por

dichos funtores.

El trabajo que aqui se presenta esta dividido en cuatro partes. La primera
es un capitulo introductorio donde se hacen constar los fundamentos categori-
cos que se van a utilizar, asi como la notacion. La parte segunda comprende los
capitulos II, IIT y IV, y en ella se desarrolla la teoria de homotopia algebraica
a través de un cono, comenzando por el concepto de homotopia relativa a una
cofibracion, siguiendo con la creacion de los grupos de homotopia y finalizando
con las sucesiones exactas asociadas a un par. La tercera parte consta de un
capitulo que analiza el caso particular de las categorias punteadas, expresando
su homotopia en funcién de la generalizada. La tltima parte, capitulo VI, esta
dedicada a la dualizacién de la teoria y a la obtencién, a partir de desarrollos

teoricos, de ejemplos concretos de homotopias que verifican la axiomatica.

En el capitulo primero, como ya se ha dicho, se dan los fundamentos de
la teoria de categorias que se van a usar a lo largo del trabajo. Estos fun-
damentos son definiciones y propiedades que poseen los distintos conceptos
definidos, y que se daran sin demostracion, pues éstas pueden encontrarse en
cualquier tratado general de teoria de categorias, salvo que dichas demostra-
ciones adopten un punto de vista no usual o sea preciso recurrir a ellas a lo
largo del desarrollo. También se fijara la notacién categérica que se utilizara en
los siguientes capitulos. Se hace notar que el concepto de diagrama, al intro-
ducirse en el primer parrafo cuando atin no se ha dado el de funtor, tiene una
definicion poco usual aunque coincidente con la habitual. Asimismo sucede
con el concepto de colimite, intimamente relacionado con el anterior. Por esto,

las demostraciones en estos casos si son indicadas.

Este capitulo consta de tres parrafos. En el primero se dan los principales



conceptos categoricos, sin hacer uso de funtores ni transformaciones naturales,
presentando la teoria de dualizacion. Cabe senalar que se trabaja en cate-
gorias pequenas, aunque la teoria es facilmente extendible a categorias en el
sentido amplio de la palabra, también denominadas por algunos autores meta-
categorias. Esto se hace por considerar el concepto de categoria pequena lo
suficientemente amplio para el propdsito que se desea. En el segundo parrafo
se realiza un desarrollo similar al hecho en el anterior, para los conceptos de
funtor y transformacion natural. Por ultimo, en el tercero se define la ca-
tegoria denominada de push outs, y se estudian algunas de sus propiedades,
que van a ser fundamentales en el capitulo V. dedicado a las categorias pun-
teadas. En este caso, a diferencia de los parrafos anteriores, si se realizan las

demostraciones pertinentes.

El segundo capitulo tiene como objetivo principal definir homotopia relativa
a una cofibracion mediante la axiomatica establecida. Consta de dos parrafos.
En el primero se da el concepto de categoria con un cono natural, usando
la construccion standard dual de P.J. Huber [Hub2] como definiciéon de cono
junto con axiomas (de push out, cofibracién y cono relativo) similares, desde
el punto de vista de la nulhomotopia, a los respectivos de las categorias con

un cilindro natural dadas por H.J. Baues [B2].

El axioma de push out da un método para decidir cuando un morfismo es
cofibracion, permite extender la homotopia relativa a cofibraciones con codo-
minio contractil hasta otras no necesariamente de este tipo, y hace que el axio-
ma de cono relativo tenga sentido, obteniéndose de esta forma a partir de una
cofibracion dada, mediante un proceso iterativo, una sucesion de cofibraciones
que dara lugar a los grupos de homotopia relativos a ésta. La transformacién
de los push outs cofibrados en push outs por el funtor cono hace que los grupos
de homotopia relativos a cofibraciones relacionadas mediante push outs sean
indistinguibles.

El axioma de cofibracion hace que los isomorfismos sean cofibraciones, per-
mite crear la sucesion exacta asociada a un par asi como los grupos de homo-

topia esférica, da otro método de decisién sobre cuando un morfismo es cofi-



bracion y hace que la relacion de homotopia sea de equivalencia, obteniéndose

asi una estructura de grupo en los corchetes de homotopia relativa.

El axioma de cono relativo, ademas de permitir crear los grupos de homo-
topia relativos a una cofibracién, como ya se ha dicho, hace que el cono de una

cofibracién también lo sea.

La propiedad de extension de nulhomotopia dada en el axioma de cofi-
braciéon es equivalente, por tener una retraccion el cono de la inclusion de un
objeto en su cono, a la propiedad de extension de homotopia para morfismos
hométopos al cero en categorias con un cilindro natural. Dicha retraccion

siempre existe cuando el cilindro tiene producto natural.

Cuando el axioma de cono relativo se cumple para cualquier morfismo que
verifique la propiedad de extension de nulhomotopia y éstos tienen push outs,
entonces dichos morfismos se pueden usar como cofibraciones, y se dira que
la categoria tiene “todas las cofibraciones”. En este caso las construcciones
standard duales de Huber, si el funtor cono transforma push outs cofibrados

en push outs, son categorias con un cono natural.

Cuando el morfismo inicial en una categoria con un cono natural es cofi-
bracién, esto es, todos los objetos son cofibrantes, se puede suprimir, a seme-
janza de lo que ocurre en una categoria con cilindro natural, en el axioma de
cofibracion que las identidades e inclusiones en su cono de los objetos, sean

cofibraciones.

En el segundo parrafo se define homotopia relativa a una cofibracion cuyo
codominio sea un objeto contractil, haciendo uso del axioma de cono relativo
y de una retraccion para la inclusion del objeto codominio en su cono, siendo
dicha definicion independiente de la retracciéon elegida. Por la propiedad de
extensién de nulhomotopia esta relacién de homotopia es de equivalencia, y
compatible con la composicion de morfismos. Hay que observar que para la
compatibilidad a izquierda, al estar trabajando con homotopia relativa, es

necesario un cuadrado conmutativo que relacione las cofibraciones.

El tercer capitulo esta totalmente dedicado a la creacion de los grupos de

homotopia de un objeto relativos a una cofibracion y basados en un morfismo.
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En este sentido, en el primer parrafo se crea el grupoide de homotopia de un ob-
jeto relativo a una cofibracién cuyo codominio sea un contractil fundamental,
esto es, un objeto contractil que verifique con alguna de las retracciones para
la inclusion en su cono una propiedad similar a la segunda del axioma de cono.
El método utilizado es bastante frecuente en homotopia algebraica, usando las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva de la relacion de homotopia para
las identidades, caminos inversos y composicién de caminos, respectivamente.
De esta forma, el espacio de lazos basado en cualquier identidad adquiere es-
tructura de grupo, denominado primer grupo de homotopia del objeto relativo
a la cofibracion basado en el morfismo que hace de identidad. Estos grupoides
tienen caracter funtorial respecto a cofibraciones y objetos, de forma que si la

cofibracion o el objeto es contractil, los primeros grupos son triviales.

Cuando dos cofibraciones fundamentales estan relacionadas por push outs,
los grupoides de un objeto relativos a ellas son isomorfos. En consecuencia, si
dos cofibraciones estan relacionadas por un push out y una de ellas es funda-
mental se puede extender la definicion de homotopia relativa a la otra, usando
el isomorfismo anterior. También existe un isomorfismo entre la homotopia re-
lativa a una cofibracion fundamental y la relativa a la composiciéon de ésta con
la inclusién en el cono de su codominio, por lo que basta considerar homotopia

relativa a cofibraciones con codominio un cono.

Los grupos de homotopia se definen en el segundo parrafo, usando la
sucesion de cofibraciones procedente de la iteracion, por el axioma de cono
relativo, de una dada, y la proyeccion natural que existe desde el doble cono
en el cono. En este sentido, el n-grupo de homotopia relativo a una cofibracién
de un objeto basado en un morfismo coincide con el primer grupo de homo-
topia relativo a la (n-1)-iteracion de la cofibracion, de dicho objeto, basado en

la composicién de la proyeccion desde el n-cono con el morfismo.

El cono relativo actia funtorialmente sobre las cofibraciones, de forma que
relaciona mediante push outs las iteraciones de una cofibracion relacionada
por push outs con otra con las iteradas de la segunda, produciéndose asi un

isomorfismo entre los grupos relativos a dichas cofibraciones.

Los grupos de homotopia definidos tienen caracter funtorial respecto a cofi-
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braciones y morfismos base, de forma que sobre cofibraciones contractiles o
morfismos con codominio contractil son triviales. En categorias punteadas
existe un isomorfismo natural entre la homotopia relativa al coproducto finito
de cofibraciones y el producto de los grupos relativos a ellas. Usando, en estas
categorias, el morfismo cero, surgen los grupos de homotopia relativos a una
cofibracion y los referidos a un objeto, siendo isomorfos al corchete de homo-
topia desde la n-suspension del objeto, como sucede en la mayoria de las teorias
de homotopia conocidas. Es por esto que se ha denominado a la homotopia
aqui introducida “generalizada”. Para los grupos de homotopia referidos a un
objeto es suficiente la existencia de una retraccién para la inclusiéon del cono

en el doble cono, pudiéndose asi prescindir de la proyeccién natural.

En el capitulo cuarto se crean las sucesiones exactas de grupos de homo-
topia relativas a una cofibracion de un par basados en un morfismo. Consta de
dos parrafos. El primero esta dedicado al estudio de la categoria de pares, que
en este caso tiene como objetos cofibraciones. La estructura de cono de la ca-
tegoria original dota a la de pares de un cono natural, donde las cofibraciones
son morfismos de pares cuya componente entre los dominios es cofibracién
y de forma que el morfismo inducido desde el push out de ésta con la cofi-
braciéon dominio, en el cuadrado conmutativo de dicho morfismo sea también
cofibracion. Obsérvese que, de esta forma, la componente entre los codominios
es cofibracion. Al tener la categoria de pares una estructura de cono natural,
todo lo dicho en los capitulos Iy 111 sigue siendo valido, pudiéndose asi hablar
de grupos de homotopia relativos a una cofibracién de un par basados en un

morfismo de pares.

Las sucesiones exactas asociadas a un par se crean en el segundo parrafo
de este capitulo, definiendo el (n+1)-grupo de homotopia relativo a una cofi-
bracién de un par basado en un morfismo con codominio el dominio del par,
como el n-grupo de homotopia relativo a la cofibracién de pares con com-
ponentes la cofibracion dada y su cono, del par mencionado, basado en el
morfismo de componentes el dado, y la composicién de la proyeccion desde el

cono con dicho morfismo y la cofibracion asociada al par.



12

Los homomorfismos de la sucesion se definen de forma similar a como se
hace en las distintas teorias de homotopia algebraica, necesitando para la exac-
titud, como también sucede en ellas, un isomorfismo que relacione el corchete
de homotopia desde el n-cono de la inclusién con el corchete de homotopia

desde el cono de la inclusion del (n-1)-cono.

Las sucesiones exactas asociadas a un par relativas a una cofibracién y
referidas a un objeto son también casos particulares de las anteriores, cuando
se trabaja en categorias punteadas y se utiliza como morfismo base el cero.

Estas sucesiones dan lugar a las asociadas a un par de la homotopia ordinaria.

Las sucesiones exactas definidas tienen caracter funtorial respecto a las

cofibraciones, a los pares y al morfismo base.

En el capitulo V, a partir de una categoria con cono natural se definen las
categorias punteadas asociadas a dicho cono, y se relaciona, al poseer éstas
también un cono natural, su homotopia con la generalizada en la categoria
original. En el primer parrafo, dado un objeto arbitrario se define la categoria
punteada asociada a éste como la subcategoria llena de la categoria bajo el cono
del mismo que tiene como objetos cofibraciones. Esta categoria, definiendo el
cono de un objeto cofibracién como la inducida del cono de dicha cofibracién
en el push out de ésta con la proyeccion natural desde el doble cono en el
cono del objeto distinguido, y tomando como cofibraciones los morfismos de
la categoria que lo sean en la original, tiene efectivamente una estructura de
categoria punteada con cono natural, donde el punto es la identidad sobre el

cono del objeto distinguido.

En el parrafo segundo, usando las propiedades relativas a push outs vistas
en el parrafo tercero del capitulo I, se relacionan las construcciones punteadas
cono y cono relativo con las respectivas de la categoria original, viéndose de
esta forma que la homotopia, grupos de homotopia generalizada y sucesiones
exactas de éstos relativos a una cofibracion, coinciden con los respectivos re-
lativos a otra en la categoria primitiva. Como consecuencia de esto surgen los
grupos referidos a un objeto en la primera categoria como grupos de homotopia

esféricos en la punteada. Se destaca como caso particular la categoria punteada
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asociada al objeto inicial, si éste existe, que da origen a los denominados grupos
de homotopia standard, coincidentes en la categoria de espacios topologicos con

los grupos de homotopia de un objeto basados en un punto.

El capitulo VI estd dedicado a la dualizacién de la teoria en el parrafo
primero y a la presentacion de ejemplos en los dos siguientes. La dualizacion
se hace tunicamente con dos objetivos, distinguir los resultados importantes
obtenidos en los cuatro capitulos precedentes y fijar la notacién y denominacion

que se dard a los conceptos duales.

En el parrafo segundo se estudian ejemplos generales de la teoria axio-
matica. En este sentido se ve que es suficiente tener un cono para que se
generen unas cofibraciones de forma que, si dicho cono conserva push outs y
la inclusién natural es una de estas cofibraciones, se tenga una categoria con
cono natural. Esto tiene gran importancia, pues dado un funtor adjunto a
derecha (izquierda) de un cono (cocono) con la inclusién (proyeccién) natural
una cofibracién (fibracion) generada, se induce un cocono (cono) de forma que,
si la categoria posee pull backs (push outs), los grupos de homotopia esféricos

coinciden con los respectivos coesféricos.

En categorias aditivas, los grupos de homotopia relativos a una cofibraciéon
y los referidos a un objeto tienen su operacién coincidente con la inducida
por la suma de morfismos, y en consecuencia no es necesario exigir que el cono
conserve push outs cofibrados. Ademads, dado un cono en una categoria aditiva
con conucleos, con las cofibraciones generadas se induce una estructura de
cono natural con todas las cofibraciones en el sentido expresado anteriormente.
Esta estructura natural no depende del cono elegido, sino de la familia de
objetos contractiles generados por él, esto es, a idénticas familias estructuras
coincidentes. Lo que hace sospechar que, en cierta manera, son los objetos

contractiles los que van a determinar la homotopia.

A semejanza de lo que ocurre en espacios topologicos, donde el producto
numérico real induce una aplicacion continua del cuadrado en el intervalo
unidad que se puede trasladar a otra desde el doble cilindro en el cilindro de

un espacio, dando lugar a la proyeccion natural desde el doble cono en el cono,
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si una categoria con cilindro natural tiene objeto final y una transformacién
natural del doble cilindro en el cilindro verificando propiedades similares a las
del producto anteriormente citado, con las inclusiones y proyecciones natu-
rales, se induce una estructura de cono natural con las mismas cofibraciones y

homotopia relativa coincidente.

Se termina esta memoria en el parrafo tercero, dando ejemplos concre-
tos de homotopias que verifican la axiomatica. El par de funtores producto
tensorial - Hom, definidos de forma adecuada en ciertas categorias aditivas
(grupos abelianos, R-casi médulos, R-mdédulos) es adjunto, y dota a éstas de
estructuras de cono y cocono naturales cuyos grupos esféricos coinciden con los
respectivos coesféricos. También las homotopias de los complejos de cadena
en categorias abelianas y la ordinaria de los espacios topologicos punteados

verifican lo anterior.

La homotopia proyectiva (inyectiva) definida por Eckmann y Hilton para R-
moédulos es un ejemplo de categoria con cocono (cono) natural que no conserva,
en general, pull backs (push outs), pero que al ser aditiva permite definir los
grupos de homotopia relativos a una fibracién (cofibracién) y los referidos a
un objeto. Al no conservar pull backs (push outs), el funtor cocono (cono) no
tiene adjunto a izquierda (derecha), y se puede asegurar que dicha homotopia

no puede ser obtenida por una estructura dual a la dada de cocono (cono).

Los espacios topologicos, con su funtor cono, tienen estructura de categoria
con cono natural, tanto con las cofibraciones definidas por la propiedad de
extensién de homotopia como con las cofibraciones cerradas, coincidiendo la

homotopia conica con la homotopia ordinaria de los espacios topologicos.

Por dltimo, la homotopia de los espacios exteriores también es una homo-

topia conica, pues su cilindro tiene un producto natural.



Capitulo 1

Teoria de categorias.

Uno de los soportes axiomaticos de la homotopia algebraica es la teoria de
categorias. En este sentido es conveniente conocer los principales elementos y
resultados de la misma. Aqui se expresan, haciendo hincapié en la notacién,
aquéllos que seran utiles a lo largo del desarrollo de esta axiomatica de homo-
topia, dando las propiedades basicas sin demostracién, pues pueden hallarse
en cualquier tratado general de teoria de categorias, como por ejemplo “Clate-
gories for the Working Mathematician” de S. Mac Lane [M] o los “Handbook
of Categorical Algebra” de F. Borceux [Bo].

Estudios particulares se hacen de los colimites en las categorias de pares y
de push outs de una dada, relacionandolos con los respectivos en la original.
Se obtienen asi resultados interesantes que daran gran maniobrabilidad en el

desarrollo de la teoria.

I.1 Categorias.

El concepto basico donde se fundamenta la teoria de categorias es, como

15
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indica su nombre, el de categoria. Partiendo del mismo se van introduciendo

otros nuevos, que se han denominado categoricos.

El proceso de dualizacion permite hacer el desarrollo de la teoria relativa a
estos conceptos desde un punto de vista parcial, atendiendo sélo a un aspecto

de ellos, pues su aspecto dual es garantizado por dicho proceso.

Se estudia la relacion entre los conceptos categéricos en la categoria de
pares de una dada y los respectivos en ésta, usando para ello la nocién de
colimite. Surgen asi teoremas relacionantes generales que también tienen su

version en las categorias bajo y sobre un objeto.

Dado un conjunto, siempre es posible obtener uno nuevo conteniendo al
primero propiamente y que tenga como elemento a un ente “elegido”. Teniendo
en cuenta esto y, aunque existen otras definiciones mas generales donde la

teoria que posteriormente se desarrolla seria cierta, se ha preferido utilizar

Definicién I.1.1 Una categoria C es un conjunto cuyos elementos se deno-

minan objetos de C, con las siguientes propiedades

1. Todo par (X,Y) de objetos de C tiene asociado un conjunto notado por
Homc(X,Y), cuyos elementos se denominan morfismos de C con do-
minio X y codominio Y, y se representan por f: X = Y. Homc(X,Y)
se representara también por Hom(X,Y) si no hay posibilidad de con-

fusién.

2. Existe una aplicacién ¢ : Hom(X,Y) x Hom(Y,7Z) — Hom(X,7Z), no-
tada por ¢(f,g) = gf, verificando (hg)f = h(gf). A ¢ se le denomina

composicion de morfismos'y (hg)f = h(gf) se notard simplemente por

hgf.

3. Para todo objeto X existe el morfismo identidad 1x € Hom(X,X) ve-
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rificando 1xf = f v glx = ¢, para todo morfismo f con codominio X

(codom f = X) y todo morfismo g con dominio X (dom ¢ = X).

Dados morfismos f y g en C con codominios X e Y, respectivamente, se

notard Home(X, Y)Y = {h: X = Y tales que hf = g}.

Con la anterior definicion los conjuntos con sus aplicaciones se pueden
considerar una categoria, que se notara por Set, de forma que “elegido” un
conjunto siempre se puede suponer objeto de la misma. Analogamente, se

pueden interpretar como categorias:

Grp = Grupos con los homomorfismos de grupos.

Ab = Grupos abelianos con los homomorfismos de grupos.
rM = R-médulos a izquierda con sus homomorfismos.
Mg = R-modulos a derecha con sus homomorfismos.

Top = Espacios topoldgicos con las aplicaciones continuas.

Definicién 1.1.2 Una categoria S se dird subcategoria de otra dada C cuando
el conjunto de objetos de S es subconjunto del conjunto de objetos de C,
Homg(X,Y) C Homc(X,Y) para todo par de objetos X, Y de S y se conservan

composiciones e identidades.

Atendiendo a propiedades basicas de las operaciones, se obtiene para mor-

fismos

Definicién I1.1.3 Dado un morfismo f: X — Y, se dird que f es
a) seccion si tiene inversa a izquierda (existe g : Y — X tal que ¢gf = 1x).

b) retraccion si tiene inversa a derecha (existe g : Y — X tal que fg = ly).
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¢) isomorfismo si es seccién y retraccion.
d) monomorfismo si es simplificable a izquierda (fg = fh = g = h).
e) epimorfismo si es simplificable a derecha (¢f = hf = g = h).

f) bimorfismo si es monomorfismo y epimorfismo.

Dos objetos X e Y se diran isomorfos (X = Y) cuando exista un isomorfismo
f:X = Y. En este caso la inversa a izquierda y la inversa a derecha coinciden

y se notard por f~!.

Definicién I.1.4 Un grupoide es una categoria en la cual todos los morfismos

son isomorfismos.

Proposicién 1.1.1 Para todo objeto X de un grupoide G, Hom(X,X) tiene

estructura de grupo con la composicion de morfismos.

Referente a objetos se distinguen, por su utilidad y relacion con posteriores

conceptos

Definicién I.1.5 Un objeto X se dira
a) objeto inicial si Hom(X,Y) unitario, para todo objeto Y de C.
b) objeto final si Hom(Y,X) unitario, para todo objeto Y de C.

¢) objeto cero si es inicial y final.

Los objetos anteriores se notaran, respectivamente, por ¢, € y 0, y los tinicos

morfismos existentes por ¢y : ¢ = Y, ey Y ey 0=dgey: Y — Z.

Notese que los objetos inicial, final y cero, en caso de existir, son tnicos
salvo isomorfismo, y que pueden existir objeto inicial y final pero en cambio

no existir objeto cero.
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La teoria de dualizacién aplicada a la axiomatica categorica permite, al
ser ésta autodual, estudiar solo un aspecto de los problemas planteados, pues
los resultados que se obtengan seran ciertos si y sélo si lo son sus respectivos

duales.

Para el desarrollo de este concepto son necesarios otros previos.

Definicién 1.1.6 Una sentencia categorica es cualquier afirmacién que se pue-
da expresar usando unicamente términos representativos de los conceptos ob-
jeto, morfismo, identidad, composicion, dominio y codominio, particulas conec-
tivas y cuantificadores. Dualizar una sentencia categoérica consiste en inter-
cambiar dominios y codominios, ademas del orden de las composiciones, en su

expresion.

Obviamente, la dual de una sentencia categoérica dual coincide con la sen-

tencia categérica original.

Definicién 1.1.7 Una sentencia categérica se dice autodual cuando su dual

coincide consigo misma.

En este sentido los axiomas de categoria (asociatividad de la composicion
e identidades) son autoduales. Por consiguiente, una sentencia categérica es
verdadera si y sélo si lo es su dual (Principio de dualidad). En consecuencia,
a partir de aqui y hasta el final del presente capitulo, sélo se indicara una de

ellas.

Definicién 1.1.8 Un concepto categorico es el que se puede definir mediante
una sentencia categorica. Se entiende por concepto categorico dual el definido

por la sentencia categérica dual.
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Proposiciéon 1.1.2 La dual de una sentencia calegorica expresada usando
conceptos categoricos es la que intercambia dominios y codominios, el orden de

las composiciones y los conceptos categoricos por sus duales en su exrpresion.

Obsérvese que los pares de conceptos (seccién , retraccion), (monomorfismo,
, epimorfismo) y (objeto inicial , objeto final) son conceptos categéricos duales,

y que isomorfismo, bimorfismo y objeto cero son conceptos autoduales.

Definicién 1.1.9 Dada una categoria C se define la categoria opuesta de C,
notada por C°P, como la que tiene por objetos y morfismos los mismos de C,

pero intercambiando dominios por codominios y el orden de las composiciones.

Proposicién 1.1.3 Una sentencia categorica en una categoria C es equiva-

lente a la sentencia categorica dual en C°P,

A continuacion se dan algunos de los principales conceptos categoricos den-
tro de una categoria. Para ello se parte de uno mas general que sera base para

la obtencién de los mismos.

Definicién 1.1.10 Un diagrama en una categoria es cualquier representacion,
con posibles repeticiones, de objetos y morfismos de la categoria, respectiva-
mente mediante puntos y flechas, usando flechas consecutivas para las com-
posiciones, pudiéndose asi obviar éstas. En general, [ representara el conjunto
de puntos del diagrama. La representaciéon, conjunto de puntos y flechas sin
asociacion de objetos y morfismos, se denomina diagrama.

Dados dos puntos i,7 de un diagrama D, se define el subdiagrama con
origen 1 y final j, D(7,j), como el diagrama formado por todos los caminos de

flechas en D con origen ¢ y final j.

Un diagrama en una categoria C se dira conmutativo cuando todo camino

de flechas con el mismo origen y el mismo final represente el mismo morfismo.



[.1. Categorias. 21

Noétese que si D es conmutativo entonces D(i,7) también lo es para todo par

de puntos 7,5 de D.

Definicién I.1.11 Un cuadrado conmutativo

J

X Y
Rt
m
7 T

se dird un push out cuando para todo par de morfismos r, s tales que rf = sg

existe un unico morfismo A verificando Ain = r y hm = s.

Y se denomina componente vertical del push out, 7. componente horizontal,
X origen, f morfismo horizontal, g morfismo vertical, n morfismo inducido
vertical notado en general por g, m morfismo inducido horizontal notado en
general por f y T push out de fy g notado por P{f,g}. El tinico morfismo
inducido h se notard por {r, s}, denominando a r y s componentes vertical y
horizontal del morfismo h, respectivamente. Si r = {ry,ro} entonces {r,s} =
= {{r1,r2}, s} se notard simplemente por {ry,rs, s}, si no hay posibilidad de
error. Andlogamente, si s = {s1, s2} se notard por {r, sy, s, }.

En el caso de que f = g, se notard a gy f por foy [y, respectivamente.

El concepto dual se denomina pull back y, en este caso, se usara la misma
notacion salvo los cambios de P{f, g} por P < f,g >y {r,s} por < r,s >.
También se usara la misma denominaciéon para los conceptos duales, salvo que

P < f,g > se denomina pull back y X objeto final del pull back.
Proposicién 1.1.4

a) Los push outs son inicos salvo isomorfismo.
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b) P{f,g} = P{g, [}.

Definicién I1.1.12 Se dira que una categoria C tiene push outs cuando para
todo par de morfismos f, g con el mismo dominio existe P{f, g}. Se dird que un
morfismo ¢ tiene push outs cuando para todo morfismo f con dom f = dom ¢
existe P{f, g}. Dualmente se define cuando una categoria o un morfismo tiene

pull backs.

Proposicién 1.1.5 Dados el push out Dy y el cuadrado conmutativo Dy:

)
X Y 7z
\u D1 \U D2 Jw
X’ Y’ 7’

si se llama Ds al cuadrado composicion de Dy con D, diagrama sin la flecha

v, entonces Dy es push out si y solo si D3 lo es.

Dados dos push outs P{f, g} v P{f’,q'}, si existe un morfismo v : X — X’
entre los origenes de ambos verificando, para morfismos v y w, que uf = f'v
y wg = ¢'v entonces el morfismo {g'u, f'w} se notard por u U w (dualmente

uNw).

Proposicién 1.1.6 En un push out se cumple:
a) h{r,s} = {hr hs}.
b) {r,s}uUw)={ru,sw}.
¢) (wUw)(u' Uw')=uu'Uww.

d) Siu, vy w son isomorfismos entonces u U w también lo es.
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Definicién 1.1.13 Un objeto C se dird el coproducto de X ¢ Y con inclusiones
1x : X = C ety 1 Y — C cuando, para cualquier par de morfismos f: X — 7y
g : Y — 7 existe un unico morfismo h : C — 7 verificando hix = f y hiy = g.
C se notara por XUU'Y.

El concepto dual se denomina producto de X e¢ Y con proyecciones px :

:C—=Xypy :C—Y, ysenota por X x VY.
Obsérvese que el coproducto de dos objetos es tinico salvo isomorfismo.
Proposicién 1.1.7 Si existe el push out, entonces P{¢x, oy} = XUY.

En consecuencia, abusando de notacién, el inico morfismo i : XUY — Z
de la definicién anterior se notara por {f, ¢} (dualmente < f,g >), y el tnico

morfismo {ix/u, iyw} por v U w (dualmente u x w).

Corolario 1.1.1 Una categoria con objeto inicial y push outs para pares de

morfismos iniciales tiene coproductos.

Definicién I1.1.14 Dados dos morfismos f,g: X = Y, se dirda que h : Y — 7
es el coigualador de f y g si hf = hg y para cualquier otro morfismo b’ : Y — 7/
tal que h'f = h'g existe un tinico morfismo A" : 7Z — 7/ con h""h = h'.

El concepto dual se denomina igualador.

El objeto 7 es tnico salvo isomorfismo.

Definicién I1.1.15 Dado un morfismo f: X — Y, se dice que p: Y — C es el
coniticleo de fcuando pf = 0y para todo p' : Y — (' tal que p'f = 0 existe un
unico p” : C — C' tal que p’ = p”p. El objeto C se notard por coker f, inico

salvo isomorfismo.

El concepto dual se denomina nucleo de [y se notara por ker f con mor-

fismoi:ker f =Y (f:Y — X).
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Obsérvese que para que existan conucleos la categoria debe tener objeto

Ccero.

Proposicién 1.1.8 Dado un morfismo f: X =Y

a) p: Y — coker f es el coigualador de [y 0.

b) Si existe el push out entonces P{f,0} = coker f, donde 0 : X — 0.

Teniendo en cuenta que la definicion de los conceptos anteriores lleva siem-
pre implicito el uso de algin diagrama, se puede generalizar el proceso obte-

niéndose la nocién de colimite.

Definicién 1.1.16 Un objeto C de C se dird colimite de un diagrama D en
C cuando existen morfismos {f; : X; — C}ies, con X; objeto representado
por el punto 7, verificando la propiedad de igualacién de caminos (PIC) para
D, esto es, que el nuevo diagrama D’ formado por D junto con flechas con
origen en 7 y final en ¢ representantes de los f;, tenga los subdiagramas D'(i, ¢)
conmutativos para todo ¢ € I;y si {C', f/};er verifica PIC entonces existe un

tnico morfismo f: C — C' tal que ff; = f!, para todo i € I.

El colimite de un diagrama D en una categoria C, unico salvo isomorfismo,

se notard por colim D = {C, f;}ier o por colim D = C, segiin conveniencia.
Notese que si gf; = ¢'f; para todo 7 € I entonces g = ¢'.

El concepto dual es el de [imite de un diagrama, notado por lim D.

Definicién 1.1.17 Dado un diagrama D se dird que tiene colimites en una
categoria C, o que C tiene D-colimites, cuando lo tiene independientemente

de los objetos y morfismos de C representados.
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Proposicién 1.1.9

a) Toda identidad 1x es el colimite del diagrama  X.

b) El objeto inicial es el colimite del diagrama vacio.

x—L.y
c) P{f,g} es el colimite del diagrama gl
’ /
d) FEl coigualador de fy g es el colimite del diagrama X :g: Y.
e) coker f es el colimite de los diagramas Ol y X ? Y.
0

f) El coproducto X UY es el colimite del diagrama X Y.

Con los colimites se pueden generalizar las definiciones de coigualadores y
coproductos para morfismos fr : X — Y y objetos Xy, respectivamente (k €

€ K = conjunto de indices).

Proposicién 1.1.10 Una categoria tiene coproductos y coigualadores si y solo

s1 tiene colimites.

En el caso de coproductos finitos se puede asegurar la existencia de colimites

finitos, esto es, colimites de diagramas con un niimero finito de puntos y flechas.

Existen categorias en las cuales los conjuntos Hom(X,Y) tienen una es-
tructura aditiva suplementaria, que permite simplificar las condiciones para
obtener los resultados basicos en teoria de categorias. Surgen asi los conceptos

de categorias aditiva y abeliana.

Definicién 1.1.18 Una categoria se dice aditiva cuando

1. Tiene objeto cero.

2. Tiene coproductos finitos.
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3. Hom(X,Y) es un grupo abeliano para todo par de objetos X, Y.

4. La composicion de morfismos es distributiva respecto a la suma.

Proposiciéon 1.1.11 En categorias aditivas
a) px ={1,0} : XUY = X ypy ={0,1} : XUY — Y hacen XUY = XX Y.

b) {figy < f,g>=ff+gd.

En este caso, tanto el coproducto como el producto de objetos X e Y
se notara por X ¢ Y. En consecuencia, el concepto de categoria aditiva es

autodual.

Proposicién 1.1.12 Sea A una categoria aditiva, entonces A tiene coniicleos

si y solo si tiene colimites finitos.

Definicion 1.1.19 Una categoria abeliana es una categoria aditiva verificando

1. Todo morfismo tiene nicleo y contcleo.

2. Todo epimorfismo es el conicleo de su nicleo y todo monomorfismo es

el nicleo de su contcleo.

3. Todo morfismo se puede expresar como la composicién de un epimorfismo

y un monomorfismo.

Proposicién 1.1.13 En una categoria abeliana

/

a) Si f=pi=pi, conp, p epimorfismos e i, i’ monomorfismos, entonces

existe h : dom 1 = dom ' con hp =p' e ’h = 1.

b) fes bimorfismo si y solo si f es isomorfismo.
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Proposiciéon 1.1.14 Toda categoria abeliana tiene colimites finitos.

A partir de una categoria dada se pueden crear otras relacionadas con ella,
entre las que cabe distinguir, por su frecuente utilizacion y propiedades, la

categoria de pares y las categorias bajo y sobre un objeto.

Proposicién 1.1.15 Dada una categoria C, C(2) con objetos los morfismos
de C y Hom(f, f") = {(90,01) /| nf = f'go} es una categoria, denominada

categoria de pares de C.

El concepto anterior es autodual, y permite extender la idea de isomorfismo
a morfismos de una categoria C, esto es, dos morfismos de C se diran isomorfos
cuando lo sean como objetos de C(2). Ndtese que los isomorfismos de pares

tienen como componentes isomorfismos.

Todo diagrama D en C(2) induce dos diagramas en C iguales a D:

- dom D, cuyos puntos representan el dominio de los objetos representados
en D,y cuyas flechas representan la primera componente de los morfismos

de pares representados en D.

- codom D cuyos puntos representan el codominio de los objetos represen-
tados en D, y cuyas flechas representan la segunda componente de los

morfismos de pares representados en D.

Teorema 1.1.1 Dado un diagrama D en C(2).

a) Si colim D = {f, (hio, hi)}ier entonces colim(codom D) = {codom f,
hittier. (codom(colim D) = colim(codom D)).

b) Si existen colim(dom D) y colim(codom D) entonces existe colim D, con

codom(colim D) = colim(codom D) y dom(colim D) = colim(dom D).
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Demostracién:

Considérense {f;}icr objetos de C(2) representados por los puntos de 1,
con dom f; = X; y codom f; =Y.

(a)

Sea {Y, hi}ies verificando PIC para codom D, entonces {1y, (hi fi, hi) et
verifica PIC para D, luego existe (ag,a1) : f — ly tnico tal que
(a0, 1) (hio, hir) = (i fis hi), para todo i € 1. En particular avhi = hy,
y si Bhy = h; entonces (Bf,3)(hio, hir) = (B fhio, Bhia) = (Bhii fis hi) =
= (hifi, hi), de donde (Bf,3) = (o, 1) ¥ por tanto 5 = ay.

Sea colim(dom D) = {X, hio}icr v colim(codom D) = {Y, hj }ier. En-
tonces {Y, hi1 fi }ies verifica PIC para dom D, de donde existe un dnico

f: X =Y tal que fhyo = hi fi.

{f, (hio, hi1) }ier = colim D, pues si {f', (hly, hly) }ier verifica PIC para D
entonces {dom ', hlyier v {codom f', k! }ieq verifican PIC para dom Dy
codom D, respectivamente, de donde existen unicas ag : dom f — dom [’
y oy : codom f — codom f' tales que aphio = hly y arthiy = hly, y como
flaghio = 'Ry = bl fi = cnhi fi = ag fhio para todo ¢ € I, se concluye
que f'ag = ayf, siendo (ag, 1) @ f — f' el dnico morfismo tal que

(040, 041)(hz’07 hil) = (h;'m h;l)-

Corolario 1.1.2 Dado un diagrama D en C(2), si existe colim(dom D) y

colim D, entonces dom(colim D) = colim(dom D).

Demostracién:

Consecuencia inmediata de la unicidad de los colimites y del teorema 1.1.1

anterior.

a
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Corolario 1.1.3 Dado un diagrama D, C(2) tiene D-colimites si y solo si C

los tiene.
Demostracién:

(=) Dado un diagrama D en C, considérese D en C(2) como el diagrama
cuyos puntos representan los morfismos identidades de los objetos repre-
sentados en D y cuyas flechas representan los morfismos de pares cuyas
componentes, idénticas, son los morfismos representados en D. Por el

apartado a) del teorema I.1.1 anterior se concluye el resultado.

(<) Consecuencia directa del apartado b) del teorema I.1.1 anterior.

Corolario 1.1.4 ¢ es objeto inicial en C si y solo si 1, es objeto inicial en

C(2).

Demostracién:

El objeto inicial en C(2) es el colimite del diagrama vacio D, que tiene por
codom Dy dom D al mismo diagrama vacio, de donde, por la demostracion

del apartado b) del teorema 1.1.1 se concluye el resultado. .

Corolario 1.1.5

a) C(2) tiene colimites finitos si y solo si C los tiene.

b) C(2) tiene colimites si y solo si C los tiene.

Definicién 1.1.20 Dado un objeto X de una categoria C, se define la categoria

bajo el objeto X, CX, como la subcategoria de C(2) que tiene como objetos
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los morfismos con dominio X y como morfismos los de C(2) cuya primera

componente sea 1x.

El concepto dual es el de categoria sobre el objeto X, notado por Cx.

Teorema 1.1.2 Dado un diagrama D no vacio en C*, D tiene colimite si y

solo st codom D lo tiene.

Demostracién:

Consecuencia del teorema [.1.1 observando que dom D equivale al diagrama

X cuyo colimite es (X, 1x). .

Consecuentemente, para un diagrama D # ¢, C¥ tiene D-colimites si y

sélo si C los tiene.

Nétese que 1x es objeto inicial en C*, y por tanto C* tiene colimites si y

solo si C los tiene para diagramas no vacios.

I.2 Funtores y transformaciones naturales.

El principal concepto categérico relacionante de categorias es el de funtor.
Su papel es semejante al de los morfismos, de hecho las categorias con los

funtores dan origen a la categoria denominada Cat.

Los conceptos estudiados anteriormente adquieren ahora un significado
especial, obteniéndose propiedades interesantes involucrando distintas cate-
gorias.

A su vez, los funtores pueden ser relacionados entre si mediante el concepto

de transformacion, surgiendo interacciones entre ellos tan destacadas, por las

propiedades que conllevan, como la adjuncién.
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Definicién 1.2.1 Un funtor F desde una categoria C en una categoria D,
F : C — D, es una aplicacion desde los objetos de C en los objetos de D

junto con otra desde los morfismos de C en los morfismos de D verificando

1. Flx = 1gx, para todo objeto X de C.
2. F(gh) = FgFh, para todo par de morfismos ¢, h de C.

3. F(dom g) = dom Fgy F(codom g) = codom Fg, para todo morfismo g
de C.

El concepto de funtor es autodual.

Proposicién 1.2.1 Cat, con objetos las categorias y morfismos los funtores,

es una categoria.

Noétese que Cat tiene como identidades los funtores identidad 1¢ : C —
— C definidos mediante las aplicaciones identidad sobre objetos y morfismos.
Un funtor ' : C — D es isomorfismo si las aplicaciones asociadas para objetos

y morfismos son biyectivas.

Dado un objeto X de C, se define el funtor constante X : D — C por

XA = X, para cualquier objeto A de D y X f = 1x para cualquier morfismo
f de D.

Dada una subcategoria S de C, entonces [ : S — C definido por [X =
= X para cualquier objeto X de S e [ f = f para cualquier morfismo f de S

determina el funtor inclusion I.

Un funtor con dominio y codominio la misma categoria se puede iterar
dando origen a la siguiente notacién: si F': C — C entonces F" = FF"™1,

con F° = 1¢.
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Definicién 1.2.2 Un funtor F': C — D se dird lleno cuando F': Hom(X,Y) —

— Hom(FX, FY) es un epimorfismo, para todo par de objetos X, Y de C.
El concepto dual se denomina funtor fiel.

Una subcategoria S de C se dira llena cuando lo sea el funtor inclusion [.

Notese que [ es siempre fiel.

Cuando una subcategoria S de C tiene una estructura mas rica que la de
C, por ejemplo Ab como subcategoria de Grp, el funtor inclusiéon se denomina

funtor olvido y se suele notar por U.

Proposiciéon 1.2.2 Dado un funtor F' : C — D, si S es una subcategoria
de C entonces Fig = I'l : S — D es también un funtor que se denominard

restriccion de I' a S.

Entre los limites y colimites que posee Cat se destacan algunos por su
importancia en numerosos desarrollos matematicos. De hecho el funtor Hom,
intimamente ligado al producto de categorias, esta presente en cualquier teoria

algebraica en alguno de sus diversos aspectos.

Proposicién 1.2.3 La categoria “vacia” (sin objetos ni morfismos) y la cate-
goria “punto” (con un inico objeto y su morfismo identidad) son objeto inicial

y final, respectivamente, en Cat.
Proposicién 1.2.4 Cat tiene productos.

Demostracién:

Dadas dos categorias Cy y Ca, Cy X C; es la categoria que tiene por objetos
y morfismos pares de éstos con la primera componente en C; y la segunda en

C,. Los funtores proyeccion se definen de forma obvia.
O
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Proposicién 1.2.5 Dada una categoria C, C(2) es subcategoria de C x C.
Un funtor F': C; x C3; — D suele también denominarse bifuntor.

Teorema 1.2.1

a) Si F': C; x C3 — D es un funtor, entonces Fo, : Co — D y Fe, :
: C1 — D son funtores para todo par de objetos Cy; y Cy de Cy y Cs,
respectivamente. Ademds se verifica la propiedad de compatibilidad (PC)

stgutente:

(PC) Para todo par de morfismos fi: Cy — C'y y fo: Cy — €'y se tiene
Fe, fakbe, i = Fo, iFc, [

b) Si para todo par de objetos C1 y Cy de Cy y Cq se tienen funtores Fo, :
:Cy = D y Fe, : C1 — D, respectivamente, verificando PC entonces
estos funtores determinan otro G : C; X C3 — D con Ggo, = Fe, y

Ge, = Fe,.

Corolario 1.2.1 Dada una categoria C, entonces Hom(—,~) : CP? x C —
— Set definido por Hom(—,~)(X,Y) = Hom(X,Y) y Hom(—,~)(f,g) :
: Hom(X,Y) = Hom(X",Y') con Hom(—,~)(f,g)(h) = ghf, es un funtor.

El coproducto y el producto en una categoria tienen una vinculacion fun-
torial con el producto de categorias que permitira posteriores desarrollos en

homotopia.

Proposiciéon 1.2.6 Dado el coproducto de dos objetos X e Y en una calegoria
C, entonces [ : CXIY — CX x CY definido por [({f,g}) = (f,g) e I[(h) =
= (h,h), es un funtor inyectivo sobre los objetos y fiel que permite considerar

a C*YY subcategoria de C* x CY.
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Proposiciéon 1.2.7 Dada D una categoria con productos, y funtores I
: Cy = D, Fy, : Cy; — D, entonces 1 x Fy, : C; x C3 — D, definido

usando el producto de D, es un funtor.

Una cuestion que frecuentemente se plantea es cuando un funtor transforma
algin colimite en colimite. Los siguientes resultados responden en parte esta
pregunta, aunque mas tarde se dara otra solucién adoptando un punto de vista

diferente.

Definicién 1.2.3 Dado un funtor F' : C — D, se dice que F conserva el
colimite de un diagrama D en C cuando F(colim D) = colim F' D, donde F' D
es el diagrama D considerado en D, representando las iméagenes por F' de
los objetos y morfismos representados por D en C. F' se dird que conserva

colimites cuando F'(colim D) = colim F'D para todo colimite en C.

Teorema 1.2.2 Dado un funtor F': C — D

a) Si C tiene coproductos y coigualadores y F los conserva entonces F con-

serva colimites.

b) Si C tiene coproductos finitos y coigualadores y F los conserva entonces

F conserva colimites finitos.

¢) Cuando C y D son aditivas, si C tiene colimites finitos entonces F los

conserva si y solo si conserva conicleos.

Los funtores adjuntos también son solucion a la cuestién anteriormente
planteada. Antes de especificar este concepto se da el de transformacion entre

funtores, pues facilita su comprension.
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Definicién 1.2.4 Una transformacion t desde un funtor F' en otro G que
actian desde Cen D, t: F' — G (C — D), es una aplicacién desde los objetos
de C en los morfismos de D de forma que si A es un objeto de C entonces

ta: FA — GA.

Una transformacion ¢ se dird natural cuando para todo morfismo f : A — B
en C se verifica tgF'f = G fta.

Una transformacion ¢ se dira equivalencia cuando para todo objeto A de

C, tao : FA — GA es un isomorfismo. En este caso t™!' : G — F (C — D)

definida de forma obvia también es una equivalencia.

Si no se presta a confusion, en general, se obviara el objeto sobre el que

actua la transformacion.

Proposicién 1.2.8 Si t es una transformacion natural con inversa entonces

t=1 también es natural.

Dado un funtor F': C — D, existe siempre la equivalencia natural 15 :
: F'— F. La composicién de transformaciones se define de forma obvia. Si

son naturales su composicién también lo es.

Proposicién 1.2.9 Dada una transformaciont : F — G (B — C) y un funtor
H :C — D, entonces Ht : HF — HG (B — D) definida por (Ht)g = Htp

es una transformacion.

Proposicién 1.2.10 Dada una transformacion t : F — G (C — D) y un
funtor H: B — C, entonces tH : FH — GH (B — D) definida por (tH)g =

= typ es una transformacion.
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Corolario 1.2.2

a) Sit es natural entonces Ht y tH también lo son.

b) Sites una equivalencia entonces Ht y tH también lo son.

Definicién 1.2.5 Dados dos funtores F': C — D y G : D — C, se dira que
(F,G) es un par adjunto de funtores cuando exista una equivalencia natural

v:Hom(F—,~)— Hom(—,G ~) (C°? x D — Set).

En determinados casos el funtor Hom puede tener otra categoria imagen
distinta de Set, por ejemplo Ab en el caso de que C y D sean categorias adi-
tivas. Habra entonces que especificar sobre qué categoria se da la equivalencia

natural ~.

Si (F, () es un par adjunto de funtores, entonces también se dice que F' es

adjunto a izquierda de Gy G es adjunto a derecha de F.

Teorema 1.2.3 (F,G) es un par adjunto de funtores si y solo si existen trans-
formaciones naturales ¢ : 1c — GF yd: FG — 1p tales que (Gd)(cG) = 1
y (dF)(Fe) = 1p.

Teorema 1.2.4 Si (F,G) es un par adjunto de funtores entonces F conserva

colimites.
I.3 Categoria de push outs.
A semejanza de lo que ocurre en la homotopia ordinaria de los Espacios

Topoldgicos, que se puede extender a Espacios Topolégicos Punteados, se vera

que la homotopia cénica también se puede extender a una categoria que hace
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la funcién de la punteada. Para esto es basico el uso de los push outs y de sus

propiedades, por lo que un estudio de los mismos es necesario.

Teorema 1.3.1 Dada una categoria C, poC con objetos de la forma (X, f,g)
tales que X = P{f,g} en C y morfismos (ao, 01, 02) : (X, f,9) = (X, [, ¢)

verificando oy f = flag y asg = ¢'ag, es una categoria.

Demostracién:

Basta observar que la composicién de morfismos viene definida componente

a componente.
O

A poC se le denomina categoria de push outs de C.

Proposicién 1.3.1 Para todo objeto A de C, po*C con objetos (X, f, g) don-

de codom f = A y morfismos (g, 1a, a2), es una subcategoria de poC.

po*C se denomina categoria de push outs de C con componente vertical
A. Obsérvese que los morfismos de po®C se pueden interpretar como pares

(v, arg) verificando f = flag y azg = ¢'ao.
Proposicién 1.3.2

a) C se puede considerar una subcategoria llena de poC.

b) C* se puede considerar una subcategoria llena de po*C, para todo objeto

A de C.

Demostracién:

Se define:

(a) [ : C — poC por IX = (X,1Ix,Ix) e If = (.1, f): (X 1x,1x) —
— (Y,ly,ly).
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(b) I:C* — po?C por I(X,2) = (X,1a,z) e [f = (1o, f): (X, 15,2) —

— (Y, 1a,y). Notese que fer =y y lala = 1ala.
O

Asi como las categorias anteriores se pueden considerar incluidas en la de
push outs también, desde el punto de vista de los morfismos, existen isomor-

fismos relacionantes.

Proposicién 1.3.3

HompoAC((Xv fvg)v (Yv 1A7 y)) = HomC(Z, Y)yf(g).

Demostracién:

Sea i : Hompeac((X, £,9), (Y, 1a,y)) — Homc(Z,Y)"@ definida por
i(f,h) = h. 1 es sobre, pues si hg = yf, como 1of = 15f existe (f,h) :
(X, f,9) = (X,1a,y). 7 es inyectiva, pues si h = i(t,h) = «(t',h) = K
entonces 11y = fly = t'l5, de donde ¢t = f =t y por consiguiente (¢,h) =
= (t',h').

() ]

Proposicién 1.3.4

(CMXoha) = CX | donde A = codom f.

Demostracién:

Nétese que la categorfa (C*)X49) tiene sentido utilizando la inclusién

isomérfica de CA en poAC vista en el apartado b) de la proposicién 1.3.2.

Se define F: (CM)XF9) 5 CX por F(f,h) = {y,h} para todo (f,h) :
(X fo9) = (Yiy), y dado ¢ 2 ((Y,y), (f,h) — (Y, 9), (f.h)), Ft =t
Obsérvese que t{y, h} = {ty,th} = {y/, h'}.

Se define G : CX = (CA)XL9) por B, Ba} = (f.52) + (X, [.g) —
— (Y, 3), vy dado t : {8y, B2} — {3, 8,}, Gt = t. Nétese que 13, = B, y que
t(f, B2) = (I, 1)(f, B2) = (f,15:2) = [ 135
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FG{ﬁl,ﬁz} = F(f7 52) = {51752}-

GF(f h) = Gly,h} = (f, h). 0

De la relacion existente entre los colimites de poC y los de C nacen dife-
rentes interpretaciones de estos colimites que simplificaran los célculos en la

ya mencionada categoria “punteada”.

Todo diagrama D en poC tiene asociados cuatro diagramas en C y otros

tantos en C(2), todos iguales a D:

- OD, cuyos vértices representan los origenes de los push outs representa-
dos en D, y cuyas flechas representan las primeras componentes de los

morfismos representados en D.

- VD, cuyos vértices representan las componentes verticales de los push
outs representados en D, y cuyas flechas representan las segundas com-

ponentes de los morfismos representados en D.

- HD, cuyos vértices representan las componentes horizontales de los push
outs representados en D), y cuyas flechas representan las terceras compo-

nentes de los morfismos representados en D.

- PD, cuyos vértices representan las primeras componentes de los objetos
representados en D, y cuyas flechas representan la unién de las segundas

y terceras componentes de los morfismos representados en D.

- M HD, cuyos vértices representan las segundas componentes de los ob-
jetos representados en D, y cuyas flechas representan los morfismos de
pares formados por las primeras y segundas componentes de los morfis-

mos representados en D.
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- MV D, cuyos vértices representan las terceras componentes de los ob-
jetos representados en D, y cuyas flechas representan los morfismos de
pares formados por las primeras y terceras componentes de los morfismos

representados en D.

- THD, cuyos vértices representan las inducidas de las segundas compo-
nentes de los objetos representados en D, y cuyas flechas representan los
morfismos de pares formados por las segundas componentes y la unién

de las segundas y terceras componentes de los morfismos representados

en D.

- IV D, cuyos vértices representan las inducidas de las terceras compo-
nentes de los objetos representados en D, y cuyas flechas representan los
morfismos de pares formados por las terceras componentes y la unién de

las segundas y terceras componentes de los morfismos representados en

D.

Teorema 1.3.2 Dado un diagrama D en poC

a) Si coim D = {(X, f,9), (hio, hi1, hi2) }ier entonces colim PD = {X,
shit U hia fier.

b) Si existen colim OD, colim MHD, colim MV D y P{colim MHD,
ccolim MV D}, entonces colim D = (P{colim MHD,colim MV D},
colim M H D, colim MVD), con colim IHD = colim MHD y colim IVD =
=colim MVD.

¢) Si existen colimOD, colim HD, colimV D y P{colim MHD, colim MVD},
entonces D = (P{colim MHD, colim MV D}, colim MHD, colim MV D),
con colim THD = colim MHD y colim IV D = colim MV D.
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Demostracién:

(a)

Si {Y, hivier verifica PIC para PD, entonces ({Y, 1y, 1y ), (higifis hidi,
hiF)Vier verifica PIC para D, de donde existe un dnico (ag, o1, ) :
(X, 1 g) = (Y, 1y, Iy) tal que (ap, a1, a2)(hio, hit his) = (aohio, arhi,
yashiz) = (hiGifi hiGis hif), luego (arUas)(hia Uhiz) = hiiUh: fi = hi, y
si existe # : X =Y tal que 3(h;1Uh;2) = h; entonces (8gf, 57, ﬁ?)(hio, hit,
shia) = (8Gfhio, Bghin, BFhia) = (B(hia U hia)Gifi, B(hin U hiz)Gi, 5(hiy U
Uhio) i) = (higi fi, higi, hifi), de donde se deduce que (g, a1, az) = (57 f,

, 37, [37), y en consecuencia oy U ay = BgU B[ = 3

Obsérvese que por el corolario 1.1.2 dom(colim MHD) = colim OD y
dom(colim MV D) = colim OD, y si {f, (hio, hi1) }ier v {9, (hio, hiz) }ier
verifican PIC para MHD y MVD, respectivamente, entonces {(P{f, g}, [,
2 9), (Rioy hiy hia) ier verifica PIC para D.

Si {(Y, [, q), (hly, hly, hly) bier verifica PIC para D, entonces dom f' =
= dom g = X', y {X,hly}ier verifica PIC para OD. Si colim OD =
= {X, hio}ier, existe un tnico ag : X — X' tal que agh,y = hl, para
todo ¢ € I. {f', (hly, hi))}ier verifica PIC para MHD. Si colim MHD =
= {f, (hio, hi1) }ier, entonces existe un unico (B,aq) : f — f' tal que
(8, 01)(hio, hir) = (hlg, hYy) de donde Bhy = hyg, y por lo anterior § = ay.
Anadlogamente con {¢', (hly, hiy) bicr y colim MVD =g, (hio, hi2) }icr, por
lo que existe un dnico (ag, az) 1 g — ¢ con (oo, as)(hio, hiz) = (hlg, hly),
luego (ap, a1, arg) es el tinico morfismo tal que (g, ay, az)(hio, hit, hiz) =

= (h;Ovh;'lvh;Q)v de donde colim D = {(P{fvg}vag)v (hi07hi17hi2)}i61-

Por el apartado @) anterior y lo demostrado en éste {P{f, g}, hi U
Uhis tier = colim PD. Por el apartado b) del teorema 1.1.1, {codom g,
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Jhitier = colim HD, y como fhyy = (hy U hip)fi, se concluye que
{F, (hi1, hi1 U hig) }ier = colim 1 HD. Analogamente para .

(c¢) Consecuencia inmediata del apartado b) anterior usando el b) del teorema

[.1.1.

Corolario 1.3.1

a) Si C tiene push outs, poC tiene D-colimites si y solo si C(2) tiene

D-colimites si y solo si C tiene D-colimites.

b) poC tiene colimites si y solo si C(2) tiene colimites si y solo si C tiene

colimites.
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Categoria con cono natural.

El concepto de cono para espacios topologicos es bien conocido, pero su
utilizacién en los desarrollos de la homotopia ordinaria queda relegado a un
segundo término al poseer éstos una construccion cilindro. Las principales
axiomaticas sobre teoria de homotopia han usado fundamentalmente este se-
gundo concepto, existiendo pocos estudios que usen como nocién basica el

cono.

Aqui se inicia el desarrollo de una axiomatica que tiene como soporte una
categoria arbitraria y cuyo fundamento principal es la idea generalizada de
cono. A través de ella se obtienen de forma analoga a la teoria clasica los
conceptos de nulhomotopia y objeto contréactil con sus primeras propiedades.
Junto con el funtor cono se destacan los morfismos que hacen de cofibraciones
con su propiedad caracteristica de extender nulhomotopias, que jugara un pa-
pel primordial a lo largo de este trabajo. Como caso particular se analizan en
este sentido las categorias punteadas, aunque posteriormente se vera que es

posible prescindir de ellas.

Por dltimo se introduce el concepto de homotopia relativa a cofibraciones

con codominio contractil como un primer paso para una posterior generali-

43
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zacion, observando que verifica las propiedades comunes a la homotopia rela-

tiva en las diversas teorias.

II.1 Cono natural. C-categorias.

Tras establecer los axiomas que se utilizaran a lo largo de todo este trabajo,
se estudian las primeras propiedades derivadas de los mismos relativas a objetos

contractiles y nulhomotopia.

La definicién que a continuacién se presenta, de categoria con cono natural,
es el resultado del estudio comparativo de diversas teorias de homotopia, entre
las que destacan la inyectiva de B. Eckmann y P.J. Hilton [E] [Hil] [Hi2], las
construcciones standard duales de P.J. Huber [Hub2], las categorias de mo-
delos de D. Quillen [Q1], las categorias cofibradas de H.J. Baues [B2], y las
construcciones cono de S. Rodriguez-Machin [R] [P-]. Sus axiomas son los
minimos exigibles que permiten obtener grupos, sucesiones exactas y demas

propiedades que debe poseer toda teoria de homotopia.

Definicién I1.1.1 Una C'-categoria, o categoria con cono natural es una cate-
goria C, con un funtor ' : C — C denominado funtor cono, transformaciones
naturales £ : 1 — C y p: CC — C, y una clase de morfismos cof, llamados

cofibraciones y representados por “—7, verificando los axiomas (C'1), (C2),

(C3) y (C4).
(C1) Axioma de cono.
p(kC) =p(Ck)=1C y p(pC) = p(Cp).
(C2) Axioma de push out.

Para una cofibracién ¢ : B — A y un morfismo f : B — X, siempre existe
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el siguiente push out

f

B
I
A P{f,}

donde 7 es también una cofibracién. A este tipo de push outs se les denominara

cofibrados. Ademas el funtor C' transforma push outs cofibrados en push outs:
C(P{f.i}) = PLCF,Ci.
(C3) Axioma de cofibracién.

Para todo objeto X, 1x vy kx son cofibraciones. La composiciéon de cofibra-
ciones es cofibracion. Ademas, toda cofibracién ¢ : B — A tiene una retraccién

r para su cono (rCv = 1). A esto dltimo se le denomina propiedad de extension

de nulhomotopia (PEN).

(C4) Axioma de cono relativo.

Para una cofibracién ¢ : B — A, el morfismo ¢; = {C4, k}, definido por el

siguiente push out, es una cofibracion:

k

C

El objeto ¥ se denomina cono relativo a la cofibracion i.

Observaciéon I1.1.1 Si el funtor C' conservara push outs, evidentemente se
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darfa la dltima parte del axioma (C2), pero eliminaria homotopias cénicas tan

importantes como la inducida en la categoria de pares.

Consecuencia directa de la definicion I1.1.1 son las siguientes propiedades.

Proposiciéon I1.1.1 Los isomorfismos y el cono de toda cofibracion son cofi-

braciones.

Demostracién:

Todo isomorfismo f es cofibracion por (C2) y (C3), observando que el

siguiente cuadrado es un push out.

Ix
X > X
Ix Tf
f
X >&@8 Y

Usando (C4) Ci = iyi. Por (C2) 7 es cofibracién, y por tanto C'i es cofi-

bracién al ser composicion de ellas (C'3).
O

Corolario II.1.1 FEl cono de un push out cofibrado es también un push oul

cofibrado.

Proposiciéon 11.1.2 Dados dos morfismos isomorfos, uno es cofibracion si y

solo st lo es el otro.

Demostracién:

Consecuencia de la proposicion I1.1.1 anterior y de que la composicién de

cofibraciones es cofibracion.
O
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Proposicién 11.1.3 C{f, g} ={Cf,Cg} y C(fug)=CfuUCy.

Demostracién:

Consecuencia de que el cono conserva push outs (C2).

Proposicién IL.1.4 kpgs = kyUky y ppysgy = py Upz, donde Y yZ son

las componentes vertical y horizontal del push out, respectivamente.

Demostracién:

Consecuencia de la naturalidad de las transformaciones y de que el cono
conserva push outs.
O

Corolario I1.1.2 C"kpys gy = C"ky U C kg y Cppysgy = C'py U Cpy

Los axiomas (C'2), (C3) y (C4) proporcionan métodos para obtener cofi-
braciones. Sin embargo, comprobar si un morfismo dado es cofibracién o no
verificando directamente si estd en cof es, en ocasiones, muy dificil. El siguien-
te resultado es muy importante en este sentido, por su frecuente utilizacion

durante el desarrollo de esta teoria.

Teorema I1.1.1 Dado el siguiente cubo conmutativo:

Y

/%
P{f.g} |a
‘aUﬁ

/ Y7
V v

7 P{f' ¢'}
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donde las caras superior e inferior son push outs.

Si {8,d'} : P{g,v} = 7" o {a, f'} : P{f,7} = Y’ son cofibraciones,

entonces oo U 3 también lo es.

Demostracién:
Noétese que P{g,v} v P{f,~} existen por (C2).

El siguiente diagrama es totalmente conmutativo, y todos sus cuadrados

son push outs, unos por construccion y otros por la proposiciéon 1.1.5.

(5.0 VL S

P UL

0=F

Q3

Obsérvese que § = {71,G/} y por la proposicién 1.L1.55 =73, § =
v P{g.7} = P{].7}.

Por ofto lado o = {&.d{a. /). & = (B.7{A.4}}, o = (a UB T}y
7 = {a U B,} donde también o’ = {a, P}, o = @, 7' = B,g}, 8" = 7,
por la proposicion 1.1.5.

Si {a, f'} (resp. {,¢'}) es cofibracién entonces o' (resp. ) es cofibracion
por (C2), y por lo mismo o (resp. 3”) también. Luego a U3 = o3 (= 3"a)

es cofibracion por ser composicion de cofibraciones.
O
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El concepto de cofibracion esta intimamente ligado al de extensién.

Definicién I1.1.2 Dados una cofibraciéon ¢ : B — A y un morfismo f : B —
— X, los morfismos del conjunto Hom(A,X)f(i) se denominan extensiones de

f relativas a la cofibracion 1.

Analogamente a como se hace en teoria de homotopia, se definen los con-

ceptos de morfismo nulhométopo y objeto contractil.

Definicién I1.1.3 Un morfismo f : X — Y se dice nulhomdtopo (f ~ 0),
cuando tiene una extensién relativa a k, es decir, cuando Hom(CX, Y )/ ®) =£ ¢,
Todo mortfismo I € Hom(CX,Y)!® se denomina una nulhomotopia para fy

se nota por F': f ~ 0.

Definicién I1.1.4 Un objeto X se dice contrdctil cuando 1x ~ 0, esto es,

cuando existe una retraccion ¢ para kx. Se notara por X ~ 0.

Proposiciéon 11.1.5 Dados dos objetos isomorfos, uno es contrdactil si y sélo

st lo es el otro.

Demostracién:

Sea g : A = A’ y sea ¢ una retraccién para ky. Entonces ¢ = gqCg™! es

una retraccion para ka:.

Andlogamente si A’ es contractil con g7!.

a

Propiedades clasicas relativas a los conceptos anteriores y que se utilizaran

posteriormente son

Proposicién I1.1.6 Un morfismo es nulhomdtopo si y solo si se factoriza a

través de un objeto contractil.
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Demostracién:

(=) Basta observar que el cono de todo objeto es contractil, pues por (C1)
lex = p(kC).

(<) Si f se factoriza a través de un objeto contractil Z, f = rs, entonces:

f=rs=rlzs =r(¢kz)s = (rqCs)kx. .

Obsérvese que por la proposicién anterior, todo morfismo con dominio o

codominio contractil es nulhomotopo.

Corolario I1.1.3 La composicion de un morfismo con otro nulhomdétopo es

nulhomotopa.

Demostracién:

Como todo morfismo nulhométopo se factoriza a través de un objeto con-

tractil, la composicién, sea a izquierda o a derecha, también.
O

Corolario II.1.4 Dados dos morfismos isomorfos, uno es nulhomdtopo si y

solo st lo es el otro.

PEN es la propiedad basica que servira para extender la nulhomotopia
a homotopia. Es importante por ello obtener otras caracterizaciones de la

misma.
Teorema I1.1.2 Dado un morfismo 1 : B — A son equivalentes:

a) i verifica PEN.

b) Todo morfismo nulhomdtopo tiene una extension nulhomdtopa relativa a

.
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¢) Todo morfismo nulhomdtopo tiene una extension relativa a i.

d) k tiene una extension relativa a i.

Demostracién:

a) = b) Dado f: B — X tal que F': f ~ 0. Por a) se tiene r : CA — CB

con rCi = 1. f = Frk es la extensién buscada.
b) = ¢) Trivial.
¢) = d) Evidente, pues k ~ 0.

d)=a)r= p(Cle) es la retraccién buscada, donde k& es una extensién de

k relativa a ¢, existente por d).
O

Corolario I1.1.5 Hom(A,X)f(i) # &, para todo objeto contractil X y todo
morfismo f: B — X.

Demostracién:

Si X =~ 0 entonces, por la proposicion 11.1.6 f =~ 0, y por la parte ¢) del

teorema II.1.2 anterior se concluye el resultado.
O

Corolario I1.1.6 Si existe objeto 0 en una C-categoria, es contractil.

Demostracién:

1o se factoriza a través de cualquier objeto, en particular los contractiles.
O

El concepto “contractil” se puede extender a cofibraciones, que como se

vera en el capitulo IV son los objetos contractiles en la categoria de pares.

Definicién I1.1.5 Se denomina cofibracion contrdctil a cualquier cofibracion

con dominio y codominio contractiles.
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Proposicién 11.1.7 Sii: B — A es una cofibracion contrdctil, entonces

Hom(A,X)f(i) # ¢ para todo f : B — X.

Demostracién:

Como B ~ 0 entonces f ~ 0, y por PEN se concluye el resultado.

O
Teorema I1.1.3 Todo push out de cofibraciones contrdctiles es contrdctil.
Demostracién:
Observando el siguiente diagrama
Z'/
B >@m A’
Vaar s
A >——— P{/,i} k
k
k Ci'
o CB >——F— CA’
i
/ r »/L
CA > P{CV,Ci} | ¢
q Y Z’/ q/Uq
B >—f/F— A’
| 4
A >——— P{,i}
donde 7, 7' son las cofibraciones contréactiles, con rkg = 1g, pues B ~ 0, y

q, ¢’ son extensiones de {ir,1} e {i'r, 1} relativas a las cofibraciones i; e 7},
respectivamente, existentes por el corolario II.1.5. Por la proposicion 11.1.4

¢’ U q es la retraccion de k buscada.
O

Corolario I1.1.7 Si ¢ es una cofibracion contrdctil, entonces X' e 11 son

contractiles.
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Demostracién:

Basta observar que si B ~ 0 entonces kg es cofibracion contractil.
O

Toda cofibracién tiene que verificar PEN, por (C3), pero puede suceder que
un morfismo verifique esta propiedad y no sea cofibracién. Cuando la clase de
cofibraciones viene definida por PEN, se dira que la (C-categoria tiene todas
las cofibraciones. En este caso los axiomas que definen la categoria con cono

se reducen.

Definicién I1.1.6 Una C-categoria con todas las cofibraciones es una C-cate-
goria en la cual la clase de cofibraciones viene definida por la propiedad de

extensiéon de nulhomotopia, esto es, un morfismo es cofibracion si verifica PEN.

Teorema I1.1.4 Una C-categoria con todas las cofibraciones es una categoria
C, con un funtor C' : C — C, transformaciones naturales k : 1 — C y p :

: C'C — O, donde los morfismos que cumplen PEN se denominan cofibraciones

y se verifican los axiomas (C1), (C2) y (C4), donde:

(C2)’ Axioma de push out.

Para una cofibracion 1 : B — A y un morfismo f : B — X, siempre existe

el siguiente push out:

P{f1}

Ademas el funtor C' transforma push outs cofibrados en push outs.
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Demostracién:

Basta demostrar que de (C1), (C2)" y (C4) se derivan (C2) y (C3), pues

en el otro sentido ya estarfa al ser (C2)’ una restriccién de (C2).

Para que se verifique (C2) sélo falta comprobar que 7 permite extender
cualquier morfismo nulhomoétopo. Sea g : X — Y con g ~ 0. Entonces por el

corolario 11.1.3 gf ~ 0. Por PEN existe h : A = Y tal que hi = gf. {g,h} es

una extension para ¢ relativa a 1.

Respecto a (C3), para todo objeto X, 1x permite la extension de cualquier
morfismo, en particular los nulhométopos, y todo morfismo nulhomoétopo con
dominio X es extendible relativo a kx, por definicién. Ademas, dados:: B — A
y 7 : C — B verificando PEN, si f : C — X, f ~ 0, entonces tiene una

extensién f ~ 0 relativa a j y, por tanto, existe f extensién de f relativa a i.

fij=1.

a

Cuando la categoria donde se desarrolla una teoria de homotopia tiene
objeto inicial, surge de forma natural la nocién de objeto cofibrante. Las
homotopias en las cuales todos los objetos son cofibrantes permiten desarrollos

menos complicados.

Definicién I1.1.7 Un objeto X de una C-categoria C, con objeto inicial ¢, se

dird ¢-cofibrante o simplemente cofibrante cuando ¢x : ¢ — X es cofibracion.

Proposiciéon 11.1.8 Dados dos objetos isomorfos, uno es cofibrante si y sélo

st lo es el otro.

Demostracién:

Consecuencia inmediata de la proposiciéon 11.1.2.
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Proposicién I1.1.9 En una C-categoria con todos sus objetos cofibrantes, se
puede suprimir en el axioma (C3): “Para todo objeto X, 1x y kx son cofibra-

ciones”.

Demostracién:

Ix es cofibracion, por (C2) observando el siguiente push out:

Tl(b 1x
ox
¢ >— X

Si se toma en (C4) i = ¢x se tiene que kx = (dx)iky. ks = Poy es
cofibracién, y por (C2) también lo es k,. Por tanto kx es cofibracién al ser

composicion de ellas.
O

Proposicién I1.1.10 En una C-categoria con todos los objetos cofibrantes se

verifica que Hom(A, C¢)*(92) £ ¢ para todo objelo A.

Demostracién:

Consecuencia del corolario I1.1.5. .

El concepto de “punto” es imprescindible para la obtencién de suspensiones
y éstas, a su vez, son necesarias para definir los grupos de homotopia de obje-
tos punteados, 72 X = [S"A, X], a semejanza de lo que sucede en la homotopia
ordinaria de los espacios topolégicos. En una (C'-categoria se pueden obtener
grupos y sucesiones exactas de homotopia para objetos no necesariamente pun-
teados, y conseguir C'-categorias punteadas cuyos grupos y sucesiones se reduz-

can a los anteriores haciendo innecesario el uso de suspensiones y el concepto
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de punto. No obstante, se introduce aqui dicha nocién para posteriormente

confirmar lo expresado.

Definicién I1.1.8 Una C'-categoria punteada es una C-categoria con todos
sus objetos cofibrantes y tal que el cono del objeto inicial coincida con él.
Se notara dicho objeto por * y se denominara punto. El morfismo inicial
*x : % — X se notara simplemente por * cuando no lleve a error. Obsérvese
que (*x); = kx. El coproducto de dos objetos X e Y se notard en este caso

XVY.

Obsérvese que por ser todos los objetos cofibrantes el coproducto de dos
objetos siempre existe, y que por el cono conservar push outs C(X VY) =

= CXVCY. Ademas * es contractil, por ser un cono.

Proposicién I1.1.11 Dadasi: B — A e’ : B — A’ cofibraciones, entonces

Vi BV B — AV A" es también cofibracion.

Demostracién:

Consecuencia del teorema I1.1.1.

Proposiciéon I1.1.12 Si X y X’ son objetos contrdctiles, entonces XV X' es

contractil.

Demostracién:

Consecuencia del teorema I1.1.3, pues *x y *x/ son cofibraciones contracti-

les.
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I1.2 Homotopia.

La definicién de homotopia relativa a una cofibracién con codominio con-
tractil es un primer paso que permitira extender, en el capitulo siguiente,
dicha nocién para una cofibracion cualquiera. Esta verifica las propiedades
basicas comunes a todas las homotopias: relacién de equivalencia, trivialidad
sobre objetos contractiles, transformacién de coproductos en productos y com-
patibilidades con la composicién de morfismos. En su definiciéon se usa una
retraccion de la transformacion natural k, y posteriormente se demuestra que

la homotopia es independiente de la elecciéon de la misma.

Definicién I1.2.1 Dada 7 : B — A cofibracion, con A contractil, y dados
fo, fi + A = X, se dird que fo es homotopo a fi relativo a ¢ cuando exista
una extensién H de { foqC't, f1} relativa a iy, donde gky = 15. H se denomina

homotopia relativa a i entre fo y f1 (H : fo >~ fi rel. 1).

Obsérvese que por existir { foqC't, fi} se tiene que foi = fie.

Toda homotopia entre morfismos debe clasificarlos mediante una relacion

de equivalencia.
Teorema I1.2.1 Ser homotopo rel. ¢ es una relacion de equivalencia.

Demostracién:

Por PEN existe una extensién g de kgCiUk = k(qCiU1): X' — P{7,i} —
— C(P{i,1}) = P{C1,Cui} relativa a iy, con gky = 14.

- Reflexiva. fq: f ~ f rel. 1.

- Simétrica. Si H : fo ~ fi rel. i, entonces H = {H, foq}p : fi ~ fo rel. 1.
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- Transitiva. St H : fo ~ firel. 1y G : fi ~ f; rel. ¢, entonces H * G =

= {Fv G}/“L = {{Hv fOQ}MvG}M : fO ~ f2 rel. 7.
O

Las notaciones — y * usadas en la demostracion de este teorema se repetiran
relacionando homotopias a lo largo de este trabajo, siempre con el mismo

significado.

Definicién I1.2.2 Dados i : B — A cofibracién, A contréactil (¢ka = 1a), ¥y
u: B — X, se define el corchete de homotopia de X relativo a i basado en u
por [A, X]“®) = Hom(A,X)*()/ ~  donde “~” es la relacién de equivalencia
“ser homotopo relativo a ¢”7. Cuando la categoria tiene objeto inicial y A
es contractil y cofibrante, [A, X]?*(#4) se notard simplemente por [A,X] y se

denominara corchete de homotopia de X referido a A.

En homotopia relativa, la compatibilidad con la composicién a izquierda no
plantea dificultades. En cambio, para la composicién a derecha hay que exigir

la existencia de un cuadrado conmutativo que relacione las cofibraciones.

Proposicién 11.2.1 Sea i : B — A cofibracion, con A objeto contractil, en-
tonces [A, codom —]~ ) : CB — Set, definido de forma obvia sobre los objetos

y dado h :u — v en CB  [A, codom —]~ O(h) = h., es un funtor.

Demostracién:

Si [fo] = [fi] en [A, X]“9) con H : fy ~ f, rel. i, entonces hH : hfy ~ hf;

rel. 1.
O

La actuacién de los corchetes de homotopia sobre morfismos con dominio
y codominio contractiles y de corchetes de homotopia relativos a cofibraciones

contractiles es bien conocida.
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Proposicién 11.2.2 Si ¢ : B — A cofibracion y u : B — X, con A y X

contrdctiles, entonces [A, X]"9 es un conjunto unitario.

Demostracién:

Al ser X ~ 0, por la proposicién I1.1.6 para todos fo, fi € Hom(A, X)),

{foqC1, f1} = 0, y aplicando PEN a i; se obtiene una extension.
O

Proposicién 11.2.3 Si ¢ : B — A es una cofibracion contrdctil, entonces
[A, X]“9) es un conjunto unitario para todo objeto X y todo morfismo u : B —

— X.

Demostracién:

Por el corolario I1.1.7 ¢ es contractil, y por la proposicion 11.1.7 { foqC1, f1}

tiene una extension relativa a ;.
O

Observacion I1.2.1 Los precedentes resultados son equivalentes a decir que
si el objeto X o la cofibracion ¢ son contractiles entonces fo, fi : A — X son

homotopos relativo a ¢ siy sélo si foi = fie.

Corolario I1.2.1 En una categoria punteada, [A,X] es un conjunto unitario,

para todo objeto X.

También en categorias punteadas se observa, analogamente a lo que sucede
en otras homotopias, que un corchete con un coproducto en la primera com-

ponente es equivalente a un producto de corchetes.

Proposiciéon 11.2.4 Dadas i1 : B — A, ' : B' — A’ cofibraciones, con A, A’
contrdctiles, entonces [A,codom —]~) x [A’ codom ~]~") : CBVE' 5 Set,
definido de forma obvia sobre los objetos y dado h : {u,u'}y — {v,v'} en CBVF'
[A, codom =]~ x [N/, codom ~]™")(h) = h, X h., es un funtor.
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Demostracién:

Basta aplicar las proposiciones 1.2.2, 1.2.6 y 1.2.7.

Proposiciéon 11.2.5 Dadas i : B — A, ' : B' — A’ cofibraciones, con A, A’
objetos contrdctiles, existe una equivalencia natural:

[A vV A, codom {—,~}]=~VD (A codom =]~ x [A’, codom — ~]~()
(CBVE — Set).

Demostracién:

Se define @, ¢ [A VAL XV TA XU (AL XY por
Pt (UL P = LD, ¥ @7 (A X]OX[AL X]E = [AVAY, XL TV
por ¢, ([f1, L) = (L, 113])-

Usando que el cono conserva push outs y que Cx = %, se tiene que
H:fo~ fivel iy H' : fo~ firel. i/ siysolosi {H,H'}: {fo, [o} ~{fi. fi}
rel. 1V ', de donde se concluye que las transformaciones estan bien definidas

y son inversas.

Para la naturalidad basta observar que el siguiente cuadrado es conmutativo

para cualquier morfismo h : {u,u’'} — {v,v'}.

P | o
[AVA/, codom {u,w'}]1 VD —— (A codom u]“)x [A!, codom u']* ()
D hy X hy
P’}

[AVA/, codom {v, o'}V —— A codom v]"Dx[A/, codom v']"'(")

O

Para ver la compatibilidad con la composicion a derecha se hace uso de
una equivalencia natural derivada de la transformacién k. La independencia

de la homotopia respecto de la retraccion usada en su definiciéon permite crear

dicha equivalencia.
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Proposiciéon 11.2.6 Sean i : B — A cofibracion, f : A — X y hg,hy : CB —
— X tales que hg ~ hy rel. k. Entonces {hg, f} tiene una extension relativa a

iy siy solo si {hy, f} la tiene.

Demostracién:

(=) Si Hy es una extensién de {hg, f} relativa a iy y G : hg >~ hy rel. k,
entonces {G, Hy}rk es una extension de {hq, f} relativa a i1, donde r es una

retraccién para C'1y existente por PEN.

(<) Analogo.

Teorema I1.2.2 La homotopia relativa a i es independiente de la retraccion

para la transformacion natural k.

Demostracién:

Sean ¢,q" : CA — A tales que gky = ¢’k4 = 1. Por la proposicion 11.2.2
qC1 ~ ¢'Ci rel. k, por la proposicion 11.2.1 foqCi ~ foq'Ct rel. k, y por la
proposicion 11.2.6 anterior se concluye el resultado.

O
Observacion 11.2.2 La independencia de la homotopia respecto de la re-
traccion para la inclusion en el cono permite usar la transformacion natural p

como la retraccién idénea en homotopia para kC'.

Proposiciéon 11.2.7 Dada i : B — A cofibracion, con A contrdctil, entonces
E* i [CA, codom —]~ 5) — [A, codom —]~ ) (CP — Set) es una equivalencia

natural.

Demostracién:
Ex: [CA, X0 5 [A, X)) es una aplicacién, pues si H : fo ~ f rel. ki

entonces HC'k es una extension de { foC'1, f1k} relativa a i;. Por la proposicién



62 Capitulo II. Categoria con cono natural.

11.2.2 kqCi ~ Ci rel. k, y por la proposicion 11.2.1 fokqCi ~ foC1 rel. k.

Aplicando ahora la proposicion 11.2.6 se obtiene H' : fok ~ fik rel. 1.

Para la naturalidad obsérvese que el siguiente cuadrado es conmutativo

para cualquier morfismo h : u — v.

k*

(CA, XJH) (A, X]H0
h. h,
[CA, Y] i (AL Y]

Sea gka = 1a. ¢ : [AX]"0) = [CA,X]"5) es una aplicacién, pues si
H: fo~ fi rel. 1 entonces HCq : foq ~ fi1q rel. k.

Evidentemente £*¢* = 1; por la proposicion 11.2.2 1 ~ kq rel. ki, y por la

proposicion 11.2.1 ¢*k* = 1. De la proposicion 1.2.8 se concluye el resultado.

Teorema I1.2.3 Dado el siguiente cuadrado conmutativo:

h

B B’
)

A A’

con 1, v cofibraciones y A, A’ objetos contrdctiles.

a) g° i [A!, codom —]~ ) — [A, codom —]" () (CP" — Set) es una trans-

formacion natural.

b) Si el cuadrado es un push out, entonces g* es una equivalencia natural.
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Demostracién:

a) Si [fo] = [fi] en [A’,codom u]*"), por la proposicién 11.2.7 anterior
[fod'] = [f1¢'] en [CA’, codom u]**), donde ¢'kyr = 1ar. Sea H : foq' ~ fi¢
rel. ki, entonces HC?qg : foq'Cqg ~ fiq'Cqg rel. ki, y usando de nuevo la
proposiciéon 11.2.7 se tiene que foq'Cgk = fog ~ f1¢'Cgk = f1g rel. 1.

La naturalidad es obvia, observando que el siguiente cuadrado es conmu-

tativo para cualquier morfismo f:u — v en CP':

*

Yy

[A’, codom u]“(i/) [A, codom u]“h(i)

f* f*
[A, codom v]"(¥)

[A, codomn v]""()

b) Si H : fo ~ fi rel. i, se tiene que H es una extensién de {foqC1, fi}
relativa a ¢;. gqCv ~ ¢'CgC1i rel. k por la proposicion 11.2.2; donde ¢ky =
= 1a, y foqCi = {u, fo}gqCi =~ {u, fo}q'CgCi rel. k por la proposicién 11.2.1.
Aplicando la proposicion 11.2.6 existe una extension H' de {{u, fo}¢'CgC1, f1}
relativa a 7;. Entonces {{u, fo}¢'C¢', H'} : {u, fo} ~{u, fi} rel. . .
Corolario I1.2.2 Sea ¢ : B — A cofibracion, con A contractil. Si 1 = 7/,
entonces [A, X]“0 = [A" X]¥) | donde u' es el morfismo asociado a u por el

isomorfismo.

Demostracién:
Si ¢ = ¢, existen isomorfismos g : A = A’y h: B — B’ tales que gi = ’h.
Entonces, por las proposiciones I1.1.2 y 11.1.5 ¢/ : B’ — A’ es una cofibracion

con A’ contractil. Fl siguiente cuadrado
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h

B B’
)

A A’

es un push out, y por el teorema 11.2.3 anterior ¢, : [A’, X]* () — [A, X]*() es

un isomorfismo.

Nétese que u' = uh™?.

Corolario I1.2.3 Si A = A’, entonces [A, X] = [A/, X].

Demostracién:

Consecuencia inmediata de la proposicion I1.1.8 y del corolario I1.2.2 ante-

rior.
O



Capitulo III

Grupos de homotopia
generalizada.

Una vez establecida la nocion de homotopia relativa en una categoria con
cono natural, el siguiente paso es obtener los grupos de homotopia. Para
ello se introducen primeramente los grupoides de homotopia relativos a una
cofibracion y se estudia su caracter funtorial sobre objetos y cofibraciones. De
la actuacion de dichos funtores sobre push outs surge una generalizacion del
concepto de homotopia relativa a una cofibracion que no tenga, necesariamente,
codominio contractil como sucedia en el capitulo anterior. Es posible también
crear los grupoides superiores de homotopia, que daran lugar a los grupos de
homotopia relativos a una cofibraciéon de un objeto basados en un morfismo,
que también se denominaran grupos de homotopia generalizada relativos a una

cofibracion.

Cuando se tiene una categoria punteada, a través del concepto de sus-
pension y usando el morfismo cero, se obtienen los grupos de homotopia rela-
tivos a una cofibracion y los referidos a un objeto como un caso particular de la

homotopia generalizada, dando lugar a funtores que actian similarmente a los

65
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respectivos de la homotopia ordinaria respecto a contractiles y coproductos.

I1I.1 Grupoides de homotopia.

Usando el concepto “contractil fundamental” se crean los grupoides de ho-
motopia relativos a cofibraciones cuyo codominio sea un objeto de este tipo.
Estos son creados mediante una extension fija, aunque posteriormente se de-

muestra que cualquier otra genera grupoides isomorfos.

Reiterando el proceso dado en el axioma de cono relativo se obtienen los
grupoides de orden superior para dichas cofibraciones, permitiendo esta técnica
la definicién de éstos para una cofibracion cualquiera. Generalizando el iso-
morfismo que inducen los morfismos push out entre la homotopia relativa a
una cofibracion y la relativa a su inducida, se extiende el concepto de grupoide

de primer orden para cofibraciones cuyo codominio no sea contractil.

Para definir homotopia relativa a una cofibracién se ha exigido que el codo-
minio de ésta sea contractil. Aunque esto sea suficiente para ver que la homo-
topia es una relacion de equivalencia mediante el operador p introducido, no
basta para que se verifiquen las propiedades homotopicas que daran lugar a la
estructura de grupoide. Para ello es necesario usar el concepto de contractil

fundamental.

Definicién ITI.1.1 Un objeto A de una C-categoria se dice contractil funda-
mental cuando es contractil y posee una retracciéon ¢ para ky haciendo conmu-

tativo el siguiente diagrama:
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C*A CA
P,
q
CA A

donde p es la transformacién natural del axioma de cono. ¢ se denominara una
retraccion fundamental de ky. Una cofibracion ¢ : B — A se dira fundamental

cuando A sea un contractil fundamental.

Proposiciéon I11.1.1 Dados dos morfismos isomorfos, uno es cofibracion fun-

damental si y solo si lo es el otro.

Demostracién:

Dada 7 : B — A cofibracion fundamental. Sean g : A =+ A’y h: B = B’
isomorfismos tales que gi = 'k, y ¢ una retraccion fundamental para kjy.
Entonces ¢’ como en la proposicion 11.1.5 es una retraccién fundamental para
kas, pues ¢'p = gqCg~"'p = gqpC?g~" = gqCqC%g~" = gqCg~'CgCqC%g~" =
=9qCg™'ClgqCg™") = ¢ C4q.

La proposicion 11.1.2 concluye la demostracion.

Proposiciéon II1.1.2 Para cualquier objeto A de C, C'A es un contractil fun-

damental.

Demostracién:

Por el axioma de cono, la transformacion natural p es una retraccion fun-

damental.
O
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Observacion II1.1.1 Por lo anterior ko es una cofibraciéon fundamental. Més
aun, toda cofibracion que llegue a un cono es fundamental. En particular, dada

una cofibracién 7 : B — A, 41 : ¥' — C'A es fundamental.

Definicién I11.1.2 Dados ¢ : B — A cofibracién con A contractil (gka = 1)
v fo, J1 : A — X, se define el conjunto de las clases de homotopia relativa a i

entre fo y fi como:

Hi( fo, i) = [CA, X]WorCifi}(in)

Proposiciéon II1.1.3 Si codom fo = codom fi es un objeto contrdctil y foi =

= fi1, entonces H;(fo, f1) es un conjunto unitario.

Demostracién:

Por la observacion 11.2.1 fo ~ f; rel. 1, y si [\ F' @ fo ~ f; rel. ¢, al ser

oy = 'y también F' ~ F' rel. 4.
O

Proposiciéon II1.1.4 Si ¢ es una cofibracion contrdctil y for = fit, entonces

H:(fo, f1) es un conjunto unitario.

Demostracién:

Analoga a la anterior, observando que por el corolario 11.1.7 7; es una

cofibracion contractil.
O

Cuando 7 : B — A sea una cofibraciéon fundamental, H;( fo, f1) representara
el conjunto de morfismos entre fy y f1 en el grupoide de homotopia que se va
a crear. Por ello a partir de aqui y hasta que se especifique lo contrario se

considerara que 7 : B — A es siempre cofibracion fundamental.
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La extension p dada en el teorema I1.2.1 establece una equivalencia natural
entre dos funtores, cuando éstos se definen sobre una cofibracion fundamen-
tal, que simplificara la demostracién de las propiedades homotopicas de los

grupoides.

Lema IILI.1.1 [C(P{i,i}), codom {—, ~}{=~®)  H(— ~) : CPlid — Set,

definidos de forma andloga a la proposicion I11.2.1, son funtores.

Demostracién:

Similar a la de la proposicion 11.2.1, pues

Hi(—,~) =[CA, codom —]{_invN}(il)

Obsérvese que codom {—,~} = codom — = codom ~.

Teorema I11.1.1 x* : [C(P{i,i}), codom —]{=~ 8 — H.(— ~) (CPEH —

— Set) es una equivalencia natural.
Demostracién:

- w* estd bien definida. Si H : Fy ~ F rel. k entonces Hu' @ Fop ~ Fyprel.
i1, donde ' es una extensiéon de {CkupCiy, ku} relativa a i, existente

por ser {CkupCiy, ku} ~ 0,y donde iy = (i1);.

- 1~ es natural. El siguiente cuadrado es conmutativo, para cualquier

morfismo h : {fo, f1} = {90, g1} de CPLHT,

I o0y
[C(P{i,1}), codom fo]{fo,fl}(k) {fo./1}

Hi(fo, f1)
h. h

Fg0.01
(C(P{3,}), codom go]taonH) tooa} Hi(go, g1)
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- p* tiene como inversa (/“L*){_flofl}([F]) = [{ foq, F'}].

- (@)™t estd bien definida. Si H : Fy ~ F, rel. i, entonces

{foqpv H} : {fOQ7 FO} =~ {fo(], F1} rel. k.

- ()t = 1S [{F,GY € [C(P{i,i}), X]We /B entonces

{FCq, {Fp.GptCu} : {F, G} ~{ foq, {F, G}u} rel. k.

- w ()™t = 1. Usando que A es contractil fundamental se tiene

{foqp, Fp}Cp: F ~{foq, F}u rel. i;.

Corolario II1.1.1 [fq] = [fq] en H,(f, f).

Demostracién:

Consecuencia inmediata del teorema I11.1.1 anterior, ya que { fq, fq}u ~ fq

rel. 41 siy sdlo si {fq, fq} ~{[fq, fq} rel. k.

a

Proposicién I11.1.5 (Inverso homotépico a derecha)

Si [F] € Hi( fo, f1) entonces [F « F| = [foq] en H;(fo, fo)-

Demostracién:

Por el teorema IIL.1.1, {F,F}u ~ foq rel. iy siy sélo si {F,F} ~

~ {foq, foq} rel. k. H = {FCq, F'Cq} es la homotopia relativa a k buscada.

a

Proposicién I11.1.6 (Identidad homotépica a derecha)
[F* flq] = [F] en Hi(fo,ﬁ)-
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Demostracién:
Por el teorema IIL.1.1 F =~ {{F, foq}u, figtp rel. 11 si y sélo si
{Joq, F'} ~ {{F, foqg}p. frq} rel. k. H = {{Fp, foqp}Cp, FCq} es la ho-

motopia relativa a k buscada. .

Corolario I11.1.2 [F]| = [F] en H;(fo, f1).

Demostracién:

Es consecuencia directa de la proposicion II1.1.6 anterior observando que
F={T fig}u = F'* fug. ]
Proposicién II1.1.7 Si [Fy] = [Fi] en Hi(fo, 1) y [Go] = [G1] en Hi(fo, f2),
entonces [{Fy, Go}] = [{F1,G1}] en [C(P{i,i}), X]{/u/23(0),

Demostracién:

Si F':Fy~ Fyrel. i1y G: Gy =~ Gy rel. iy, entonces {F, G} : {Fy,Go} ~
~{F, G l. k.
{ 1, 1} re 0

Corolario I11.1.3 (Compatibilidad del inverso con la homotopia)

Si [F] = [G] en Hi(fo, f1), entonces [F| = [G] en H;(f1, fo).

Demostracién:

Por el teorema I1.1.1 {F, foq}u ~ {G, foq}tp rel. iy siy sélo si {F, foq} ~

~ {G, foq} rel. k, lo cual se obtiene usando la proposicién III.1.7 anterior.

Corolario I11.1.4 (Compatibilidad del producto con la homotopia)
Si [Fo] = [F1] en Hi(fo, f1) y [Go] = [G1] en Hi(f1, f2), entonces [Fy * Go] =
= [F1* Gi] en Hi( fo, [2).
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Demostracién:

Por el teorema I11.1.1, {Fy, Go}p ~ {Fy, Gy e rel. 1y siy sélo si { Fy, G} ~

~ {Fy, G} rel. k, lo que se deduce del corolario 111.1.3 y la proposicién 111.1.7.
O

Corolario I11.1.5 (Identidad homotépica a izquierda)
[foq * F] = [F] en Hi( fo, f1).

Demostracién:

Por el teorema I11.1.1 { foq, F'}pu ~ F rel. iy siy sélo si { foq, F'} ~ { foq, F'}

rel. k, lo cual es cierto por el corolario III.1.1 y la proposicion 111.1.7.

Proposicién II1.1.8 (Inversa homotdpica a izquierda)

Si [F1€ Hi(fo, f1), entonces [F+ F1=[fiq] en Hi(f1, f1).

Demostracién:

Por el teorema I11.1.1 {?, F}lu~ figrel. iy siy sélo si {?, F} ~{fiq, f1q}
rel. k. Por el corolario I11.1.2 y la proposicion I11.1.7 {?, F} ~{fiq, frq} rel.
ksiy sblosi {F, F} ~{fiq, fig} rel. k. H = {FCq, FCq} es la homotopia

rel. k£ buscada.
O

Proposicién I11.1.9 Si [F] € H;(fo, f1) y [G] € Hi(f1, f2), entonces [G*F| =

= [F = G] en Hi( f2, fo).

Demostracién:

Por el teorema 1IL1.1 {G, Flu ~ {{F,Glu, foqtu rel. iy si y sélo si
{E, Y ~ {{F,G}u, foq} rel. k. Por el corolario I11.1.2 y la proposicién
L7 {G,F} ~ {{F, G}, foq} rel. k. siy sélo si {G.F} =~ {{F, G}, foq}

rel. k. H = {{Fp,Gp}Cu, FCq} es la homotopia rel. k buscada. .
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Proposicién II1.1.10 Si[F] € H(fo, f1), [G] € Hi(f1, f2) y[H] € Hi(f1, [3),
entonces [F x H) = [(F * G)* (G* H)| en Hi(fo, [3).

Demostracién:

Por el teorema III.1.1 {F,H}u ~ {F*G,G* H}u rel. i si y sélo
si {F,H} ~ {F+G G H} rel. k. Por las proposiciones I11.1.7 y II1.1.9
{F.H}Y ~ {FxG G+ H} rel. k siysélosi {F.H} ~ {Gx*F,Gx* H}
rel. k. Por el corolario III.1.2, la proposicion I11.1.7 y el teorema III.1.1
{F H} ~{G+F,G H} rel. ksiysélosi {F,H} ~{{G, Fyu,{G, H}u} rel.

k. K = {{Gp, Fp}Cu,{Gp, Hp}Cu} es la homotopia rel. k buscada. o

Corolario I11.1.6 (Asociatividad homotépica)
Si[F] € Hi(fo, 1), [G] € Hi(f1, f2) y[H] € Hi(fa, f3), entonces [(FxG)+ H] =

Demostracién:

Por el corolario 1II.1.5> H ~ f,q *« H rel. 1;. Aplicando la proposicion
HL.1.10 foq* H ~ (foq* G) x (G * H) rel. 1,. Por los corolarios 1I1.1.4 y
HL.1.5 (foq*x G) * (G* H) ~ G* (G * H) rel. 7;. Luego, por la transitividad
de la relaciéon, H ~ G x (G * H) rel. i;. Aplicando ahora el corolario II1.1.4
(FxG)x H~ (Fx*G)*(Gx*(Gx* H)) rel. 1y, y por la proposicién I1I1.1.10

(F+G)*x H~Fx*(Gx*H)rel. 1. .

Teorema 111.1.2 H,;Cx, con:

- Conjunto de objetos: Hom(A,X).

- Dados f07f1 € Hom(A,X) Hom(f07f1) = Hi(vafl)'
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- Morfismo identidad: Sea fo: A — X, 15, = [foq].

- Morfismo inverso: Dada [F] € H;(fo, f1), [F] = [F].

- Composicion de morfismos:

* 1 Hi(foafl)XHi(f17f2) — Hi(f(hf?)
([F1,16]) = [F]*[G] = [F* G]

es un grupoide.

Demostracién:

Los corolarios 1I1.1.3 y 1II.1.4 demuestran que la operacion y el inverso no
dependen de los representantes elegidos.

La proposicion II1.1.6 y el corolario II1.1.5 prueban la existencia de identi-
dades.

Las proposiciones I11.1.5 y III.1.8 demuestran la existencia de inversos.

El corolario II1.1.6 prueba la asociatividad. 5

A lo largo de todo el proceso anterior se ha hecho uso de un elemento p €
€ Hom(CA,C(P{i,i}))*CY (i) para la obtencién de los grupoides de homo-
topia H;Cx. Otro elemento cualquiera de este conjunto va a generar grupoides

idénticos, por lo que éstos son independientes de la eleccion hecha.

Proposiciéon IT1.1.11 Si g, iy son extensiones de kqCi U k relativas a i1 y
F,G € Hom(CA, X)) entonces [{F,G}uo] = [{F,G}pu1] en Hi(Fk,GE).

Demostracién:

Por la observacion 11.2.1 pg ~ py rel. 12y, y por la proposicién 11.2.1 se

concluye el resultado.
O
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Corolario IT1.1.7 Si g, py son extensiones de kqCi U k relativas a 11, en-

tonces el grupoide de homotopia a que dan lugar es el mismo.

Demostracién:

Por la proposicién III.1.11 anterior se tiene que, dada [F] € H;(fo, f1),

[F] = [{F} foq}tuo] = [{ I, foq}uu].
Usando ademés el teorema III.1.1 y la proposicién I11.1.7, dadas [F] €
S Hi(vafl) y [G] S Hi(flva)v [F* G] = [{{Fv fOQ}MovG}MO] =

= [{{Fv fOQ}Mov G}/“Ll] = [{{Fv fOQ}Mlv G}/“Ll] 0

La creacion de los grupoides permite introducir un concepto usual en ho-

motopia como es el de conexidad por caminos.

Teorema II1.1.3 Dados una cofibracion 1 : B — CA y morfismos f,g :
: CA — X tales que H : f ~ g rel. 1, entonces Ay : H,(f,f) — Hi(g,9)
definido por Ag([F]) = [H * F x H] es un isomorfismo de grupos.

Demostracién:

Consecuencia de la proposicion 1.1.1 al ser H;Cx un grupoide.
O

Los grupoides de homotopia pueden ser interpretados como bifuntores y sus
conjuntos de morfismos como funtores con variacion sobre morfismos fijada la

cofibracion, o con variacién sobre ambos.

Proposicién II1.1.12 H,C. : C — Cat, definido de forma obvia sobre los
objetos y dado f: X =Y en C H;C.(f) = f., es un funtor.

Demostracién:

Simple comprobaciéon usando la proposicion 11.2.1.
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Corolario II1.1.8 Si i es una cofibracion contractil, H;C.(f) son funtores

fieles y llenos.

Demostracién:

Basta observar que para cualquier objeto X, H;Cx tiene como conjunto de

morfismos UJ Hom(A,X)“(i) X Hom(A,X)“(i), pues por la proposicion
ueHom(B,X)
I1.1.7, al ser ¢ contractil, para todo u : B — X Hom(A,X)"") £ ¢,y por la

proposicion II1.1.4 ya estaria. .

Corolario I11.1.9 H;(—,—) : C* — Grp, definido de forma obvia sobre los
objetos y dado h : fo — go en C*  Hi(—,—)(h) = h., es un funtor.

Demostracién:

Por el teorema I11.1.2 H;(fo, fo) es un grupo para todo f; objeto de C*.
Ademas por la proposicién 11.2.1 h.(1;) = ho([foq]) = [hfoq] = 1ns = 1y,
y hl([F]+ [G]) = h([F * G]) = h([{F,G}e]) = hul[{{F" foqtp, G}u]) =
= [{1{F, foatp, hGYu)) = [{{RF. h foqtu, hGYu)) = [{RF, hGHu]) =
= [hF * hG] = h([F]) * h([G]), y por tanto h. : H;(fo, fo) = Hi(go,90) es

homomorfismo de grupos.
O

La categoria de cofibraciones de C, cof C, es la subcategoria llena de C(2)

que tiene por objetos las cofibraciones de C.

La categoria de cofibraciones fundamentales de C, coff C, es la que tiene

por objetos pares de la forma (7, ¢), donde ¢ : B — A es cofibracién fundamental

/

con retraccién fundamental ¢, y por morfismos los pares (¢, h) : (¢,9) — (7', ¢'),

donde ¢, h son morfismos en C con gi =i'hy gq = ¢'Cg.

La categoria de cofibraciones de C que tienen como codominio un cono,

cofo C, puede ser considerada subcategoria llena de cada una de las anteriores,
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segin se consideren sus objetos de la forma ¢ o (7, p), con p la transformacion

natural del axioma de cono.

En el teorema III.1.1 se usa la notacién (i1); = 2. De forma inductiva se
puede definir i, = (i,-1)1 para todo n € IN, considerando ig = i. A veces es
conveniente prolongar hasta -1 la notacién y usar por convenio y ¥'-' = B e
i_1 = lp, aunque X' = C'B. Observar que i, = (is),_s para n,s € IN", s < n,
y que 1, es cofibracion fundamental para todo n € IN, independientemente de

que lo sea 1.

Si A representa una cualquiera de las categorias de cofibraciones definidas
anteriormente, AP1=n=m} 5 m € IN“U{—1}, (n,m) # (=1,—1), es la cate-
goria que tiene como objetos pares de la forma (A, {fo, fi}), con A un objeto
de A y {fo, f1} un morfismo de C con dominio P{i,,1,}, donde i es la cofi-
bracién de A, y como morfismos (g,h) : (A, {fo, f1}) — (A", {f}, fi}) donde
(g,h) : A — A’ verificando fy = fiC"g vy fi = fiC™g. Obsérvese que cuando
n=—-16m=—1,{fo, i} = f1 6 {fo,f1} = Jfo, respectivamente, y la ca-
tegoria también se podrd notar por A™ ~m o A€M —n  regpectivamente.

Cuando n =0 6 m = 0, pueden suprimirse en la notaciéon de la categoria.

Definicién II1.1.3 Un morfismo (g,h) en cualquiera de las anteriores cate-

gorias se denomina morfismo push out si el siguiente cuadrado lo es:

h

B B’
)

A A’

(Ax A)Plmn=miVPi=ni=m} eg 1a subcategorfa llena de AT {n=mh AP{=n =i
que tiene como objetos los pares de la forma ((A, {fo, f1}), (A, {f}, fi})), con
codom { fo, fr} = codom {fi, £,
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Teorema II1.1.4 H_Cx : (coff C)°? — Cat, definido sobre los objetos de
forma obvia, y que dado (g,h) : (1,q) = (V',¢') en (coff C)°» H_Cx(g,h)
es el funtor que sobre los objetos actua como g* y sobre los morfismos como

(Cg)*, es un funtor.

Demostracién:

- Si H : fo ~ fi rel. @ entonces, por ser (g,h) un morfismo entre cofibra-
ciones fundamentales, HCg : fog ~ fi1g rel. i', y observando el siguiente

cuadrado conmutativo:

, ChUg
¥ ¥
o,k
Cg
CA’ CA

por el teorema I1.2.3 se tiene que (C'g)* estd bien definido.

- (Co)y(Ly) = (Co)([fa)) = [faCg] = [foq'] = 14,

- (Co)y([F]+: [G]) = (Cg)([F * G]) = [(F+ G)Cyg] =
= [{F.GhuCg) = {F,G}CgU Cg)ps] = [{FCg,GCg}ps] =
= [{{£ foa}uiCg, GCg}pir] = [{{F, foq}(Cg U Cg)pi, GCgypar] =
= [{[{F#Cyg; foqCyglpir, GCg}pir] = {{FCy, fogq bpir, GCg}par] =
= [{FCg.GCg}us) = [FCg*i GOg] = [FCg] % [GCg] =

= (Cg)"([F]) x (Cg)™([G])

donde s, p; son extensiones de k¢'Ci' Uk y kqCiU k relativas a ¢} e 4

y *;, *; indican las composiciones en H; Cx y H;Cx, respectivamente.



II1.1. Grupoides de homotopia. 79

Noétese que por la observacion 11.2.1 p;Cg ~ (CgU Cg)uy rel. i}, pues

wiCgiy = i (ChUg) = (kqCiUk)(ChUg) =
= kqCiChUkg = kqCgCi'Ukg = kgq'Ci' Ukg =
= k(gUg)(¢Ci'Ul)=(CgUCq)k(dCi'UL) =

Se concluye que H_Cx(g,h) : H;Cx — H;Cx es un funtor.

Corolario II1.1.10 57 X es contractil, H_Cx(g,h) son funtores fieles y lle-

nos.

Demostracién:

Basta observar que para cualquier cofibracién 7 : B — A, H;Cx tiene como

conjunto de morfismos UJ Hom(A, X)"“D x Hom(A,X)*® pues por el
ueHom(B,X)
corolario II.1.5, al ser X contractil, para todo u : B —+ X Hom(A,X)“(i) * ¢,

y por la proposicion 111.1.3 ya estaria. 5

Proposicién II1.1.13 H_C. : (coff C)°? x C — Cat es un funtor.

Demostracién:

Por el teorema 1.2.1 basta observar que dado f : X = Y y (¢g,h): ¢ — i en
coff C se tiene, para todo fo: A = X

H_Cy (g, h)(H:C.(f)(fo))

H_Cy(g,h)(ffo) =

= flg=

= H.C.(f)(fog) =

= H,C.(f)(H_Cx(g,h)(fo))
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y para todo [F] € H;(fo, f1) se verifica

H_Cy(g,h)(H,CL(f)([F])) = H_Cy(g,h)([fF]) =
= [fFrCg]=
= H.C.(/)([FCyq]) =

= HyC.(f)(H-Cx(g,h)([F])).

O
Corolario II1.1.11 H_(~,~") : ((coff C)P{_’_})Op — Set y H_(~,~):
: ((coff C)COdom )P — Grp, definidos de forma obvia sobre los objetos
y dado (g.h) = (i), {fo. i}) — ((7.4),{f5, 1}) en ((coff C)F 17 Hyer
H_(~,~")(g,h) = (Cg)*, son funtores que transforman los morfismos push

out en isomorfismos.

Demostracién:

El hecho de ser funtores es consecuencia del teorema II1.1.4 anterior. Ade-
mas si (g,h) es un morfismo push out, el cuadrado de la demostracién del
teorema I11.1.4 es también un push out, pues si {F, f} : ¥ = Xy G: CA' —
— X, con {F, fH{ChU g) = Gi, en particular FCh = GCv' y por conservar
el cono push outs existe {F, G} : CA = P{Ch,Ci'} — X que es exactamente
{{F,f},G}: CA=P{ChUg,i1} — X. Aplicando ahora el teorema 11.2.3 se

concluye la demostracion.
O

Lema II1.1.2 Si (i,q) e (¢,4¢") son objetos de coff C, entonces (1 Vi',qV (')

también lo es.

Demostracién:

Simple comprobaciéon usando las proposiciones I1.1.3 y 11.1.4.
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Los funtores grupoides de homotopia actian sobre un coproducto de cofi-

braciones como un producto de dichos funtores.

Teorema I1I1.1.5

Y:H_y_C. — H_C. x H_.C. ((coff C)°P x (coff C)°® x C — Cat)
deﬁnida por ¢((i,q),(i’,q’)7X) . Hi\/i’CX — HZCX X HZ'/CX, con
Do) {1 = 1)
Yiay ey x) ({5 FH]) = ([F], [£7])

es una equivalencia natural.
Demostracién:

- Y((i,9),(i"g"),X) esta bien definida por la proposicion I1.2.5.

- Y((i,9),(i"),X) conserva las identidades:

(i) (ing) ) (Lo, fo 3 @V @) = Pg.neyx)([{foq, fod'}]) =
= ([fogl, [f5d)-

- ¢((i,q),(i’,q’),X) conserva composicion:

D((ia),iran x) (LS FH #ivi [{GLG'H) =
= Pia) ) ([{F F} v {GLGTY]) =
= P ({F * G F 0 G'}]) =
= ([F* G [F' '« G']) =
= ([F]* [G], [I"] = [G7]) =
= ([FL.[F] #ivir ([GL[GT]) =

= Y((a)(ing)X) ({5 F'}]) *iver Vg x) ([HG, G'H)
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pues por el teorema 1.3.2 se tiene V' = X' v XY y P{ivi iV} =
= P{i,i} VP{/,/"}. Como consecuencia de esto y; V p; es una extension
de k(qV ¢ )C(iVi')UE relativa a (i Vi'); = i1 Vi, por lo que {F, F'} %y
kivil G, G = {F *; G, F' %y G'}.

Y es natural. Sean (g,h) : (j,r) = (i,q) y (¢ ") : (J',r") = (', ¢) en
coff Cysea f:X = Y, entonces (g Vg, hVAE): (GVj,rvre)—

— (1Vi',qV ),y el siguiente cuadrado conmutativo da la naturalidad:

V((i,a),(i",07) X)

Hi\/i’CX HZCX X Hi/CX
H_,_.C.((gVy), (V) f) H_C.((g,)h), f) x HL.C((¢", 1), f)
vaj,CY¢((j’r)’(j/’r/)’Y) H,Cx x H;Cy

Un desarrollo analogo al realizado hasta ahora en la demostracion prueba
que ' : H.C. x H..C. — H_,_C. ((coff C)°P x (coff C)** —
— Cat) definida por ;/)(_(2'17(1)7(2', 1X) - H,Cx x H;Cx — H,,#Cx, con

%/’(_(Z'l,q),(y,q/),x)(fa f’) = {fv f/} y ¢&37q),(i’,q/),x)([F]7 [F/]) = [{Fv F/}]v €5 una

transformacién natural, que evidentemente es inversa de .

Corolario III.1.12 La equivalencia natural ¢ induce otras equivalencias na-

turales:

1) Hivo({~, ~}, {m, ~)) &2 Hi(~, &) x Hy(~', &) (CPVEVTY 5 Set).

”) Hi\/i’({Nv N/}v {Nv N/}) = HZ(N7 N) X Hi/(N/, N/) (CCOdom v — GI‘p)

1i1) Hoyr({ro, ~Y [y A1) 2 H (o, ) % Hoo(~, 2

(((coff C x coff C)P{=—IVP{="="})op _; Get).
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w) Hoyor({rv ~h {1 2 Ho (v, ) X Hoo ()
(((coff C x coff C)codom —Veodom ="yop _y Gyp).

Dada una cofibracién 7 : B — A no necesariamente fundamental, como se
ha hecho notar en la observacién III.1.1 ¢, es siempre una cofibracién funda-
mental. Por el teorema I11.1.2 H; Cx es un grupoide, para todo n € IN. Por la
proposicion 111.1.12 H; C. : C — Cat es un funtor, y por el lema II1.1.1 y el
corolario 111.1.9, H;, (—,~) : CPlinin} s Set y H; (—,—): C®%™ n 5 Grp

también lo son.

Observacion I11.1.2 Los funtores precedentes también pueden ser interpre-
tados como funtores que actian sobre la cofibracién i. Como consecuencia de
ello, H; Cx se denominara grupoide de homotopia de orden n relativo a ¢ del

objeto X.

Proposicién I11.1.14 ¥" : cof C — C, definido por ¥"(1) = Lin-1 y dado
un morfismo (g,h) 11 — i’ en cof C, ¥ (g,h) = C"h U C"" g U (LU Cn g,

es un funtor para n € IN*.

Demostracién:

Simple comprobacién usando que C' es un funtor.
O

Obsérvese que Y"(g,h) = X" 7"(C"g, X" (g,h)), 0 < m < n, ¥*(lp) =
== CnB y (1B)n == 1C"B-

Corolario II1.1.13 ¥"(k) : C — C, definido por X" (k)(A) = ¥"(ky) y dado
un morfismo f: A — A", ¥M(k)(f) =X"(Cf, f), es un funtor paran € IN*.

Teorema II1.1.6 [, : cof C — cofc C, definido por I1,(i) = (in,p) €
Li(g,h) = (C"g,X"(g,h)), es un funtor que transforma morfismos push out

en morfismos push out, para todo n € IN.
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Demostracién:

Obsérvese que:

= {C"(i'h),C"kC" g, . kO™ g} =
= {C™(gi),CmgC" K, ..., C gk} =

= ("gip.

- Dados {fr, facty e f1, fod : St = Xy f: C"A — X tales que fC°k =
= f,C" T, 0<s<n—1,y fC"i = f,C"h. Obsérvese que f, : C"B’ —
— X,y fs : C" A" + X, 0 < s <n—1,y por el cono conservar
push outs f, = {fe. for}. con fo, C*'h = f,,C" Y. Ademas f,C°k =
= f,C" 7 = f,.. Por otro lado fC*k = f,C" ' = f,,, de donde
fs ={faC%k, Ok}

Por ser fC = f,C™h existe una tnica I : C"A’ — X tal que FC™ = f,
y FC"F = f. Luego FC*k = {f., f}Ck = {f,C°k, fC°k} = f,.

1

De esto ultimo se deduce que F' es la tnica solucion posible.

a

Corolario I11.1.14 I, : (cof C)“*™ ™" — (cofc C)*™™ =, definido de for-

ma obvia, es un funtor.

Demostracién:

Basta observar que dado (g,h) : (¢, f) — (¢, "), f'/C"g = f. .
Observacion I11.1.3 Para n = 1 el funtor anterior permite extender los fun-
tores definidos sobre (cofc C)COdom " a (cof C)COdom ~', pasando de cofibra-
ciones con codominio un cono a cofibraciones totalmente arbitrarias, resultado

que sera muy 1til a la hora de definir grupos de homotopia generalizada.
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Corolario IT1.1.15 k, : ¥*(k) — C"!' (C — C) es una transformacidn

natural.

Corolario I11.1.16 k,(P{f,g}) = k.(Y) U k,(Z), donde Y y Z son las com-

ponentes vertical y horizontal, respectivamente, del push out.

Demostracién:

Consecuencla de la naturalidad de la transformacion &,.
O

Considerando 1, : (cof C)°® — (cofc C)°? y como consecuencia del teorema

I11.1.6 se tiene H_, C.=H_C._(I, x 1) : (cof C)°® x C — Cat, esto es,
H_ C.(i,X) = H_Co((in,p), X)
H_,C.((g,h),f) =H_C.((C"g,X"(g,h)), f)
Por otro lado se pueden definir H_ (~,~') : ((cof C)P1mm=n})oP _ Set y

H_,(~~) + ((cof C)otom =)oP = Grp por H_,(~ ~)i,{fo./1}) =

= H-(~ ~) (G p)s L fo, fid)s Hoy(~, )0 ) = Ho(~s~)((nsp), f) y
He\ (~ ) g, h) = Ho(~,~)(C7g, 57 (g, 1))

Anélogamente existen H_ y_, C. : (cof C)°P x (cof C)°? x C — Cat,
H_ v ({~,~}{~,~}) @ ((cof C x cof C)PimnmniVPl=m=m})op _ GSet y
H_\yor ({~, ~"} {~,~}) i ((cof C x cof C)eodom —nVeodom —mjop _y Grp,

De lo anterior y por el teorema II1.1.5 y el corolario 1I1.1.12 existen equi-

valencias naturales:
H_ . C.=H_ C.xH_.C.
H_n\/—;n({N7 N/}v {%7 zl}) = H—n(Nv %) X H—in (va %/)

H—n\/—in({'\'v ~H A, N/}) = H—n(Nv N) X H—in (va N/)
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Observacién 1I1.1.4 (Homotopia relativa a cofibraciones con codo-

minio no contractil.)

La segunda parte del teorema I1.2.3 y el teorema I11.1.6 permiten una extensién

de la homotopia relativa a cofibraciones con codominio no contractil:

Dado el push out

f

B
[
A

P{f1}

con 1 cofibracién, se dirda que fo ~ fi rel. 7 siy sélo si {u, fo} ~ {u, fi} rel.
1. Esta equivalencia permite definir homotopia relativa a una cofibracién si
existe homotopia relativa a la otra, obteniéndose como consecuencia obvia un
isomorfismo entre [A, Z]*“/®) y [P{f, i}, Z]*O.

Noétese que la cofibracién ¢ es tinica salvo isomorfismo, y que el corolario
I1.2.2 justifica la unicidad de la homotopia asi definida. Por otro lado, si alguna
de las cofibraciones tiene codominio contractil, induce homotopia relativa a la
otra, sin necesidad de que ésta lo tenga, pudiéndo asi darse la circunstancia
de un push out cofibrado con homotopia relativa a ambas cofibraciones sin

codominios contractiles.

Observacion II1.1.5 Intuitivamente una cofibracién fundamental es aquélla
cuyo codominio es un objeto contractil que se comporta de forma similar a un
cono. Mas aun, toda cofibracién fundamental puede ser sustituida por una con
codominio un cono, obteniéndose homotopias relativas equivalentes y haciendo

asi superflua la relativa a cofibraciones fundamentales.

Teorema II1.1.7 Dada i : B — A cofibracion fundamental:
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(C"k)" + Hiy,,(=C"'q, ='C"q) — H;,_ (=, ~") (CPln-tinmth 5 Set)
y (C"k)* : Hpgy,_, (—=C" ¢, —C"'q) — H;,_ (—,—) (CC"'A 5 Grp) son

n—1

equivalencias naturales.

Demostracién:

(C™k)* es transformacion, como consecuencia del teorema I11.1.4, pues por
el teorema II1.1.6 (C" 'k, X" 1 (k,1)) : 1,-1 — (ki).—1 en cofc C. Para la
naturalidad basta observar que el siguiente cuadrado es conmutativo, para

cualquier o : X — Y:

(an)’{ﬂfmfl}

Hiy,_ (foC" g, 1C"1q) H;,_ (fo, f1)
. .
Hos (W oC = i) S (g
(C"q)* : Hi,_,(—,~) = Hy,_,(=C"'q,~ C"'q) es también transfor-
macién, pues (C" tq, X" (q,1)) : (ki),—1 — 1,1 en cof C, y es inversa de
(C™k)*, ya que (C"k)*(C"q)* = 1 y w(C"TkC) : HC"kC"q ~ H rel. (ki),,
donde [H] € Hiy,_, (foC" g, 1C"'q) y w es una extensién de {HC"ip,
CHCO(EC),_op(CTp), HC™ g, HO™p} = B(CEDn o X relativa a (C(ki))ny41
cuya existencia esta garantizada por PEN, puesto que por la proposicién 11.1.7

S(EEDn es contractil. Para n = 1 el término HC(kC)_ip(Cp) desaparece. .

I1I.2 Grupos de homotopia.

Los grupoides introducidos en el parrafo anterior permiten ahora definir
los grupos de homotopia relativos a una cofibracién basados en un morfismo y

estudiar su actuacién, pues pueden ser interpretados como funtores, sobre ob-
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jetos distinguidos, los contractiles, sobre las cofibraciones contractiles y sobre

los coproductos.

En categorias punteadas se crean a través de funtores suspension grupos
de homotopia relativos a una cofibracion y grupos de homotopia referidos a un
objeto similares a los obtenidos en homotopia ordinaria. Ademas se analiza
su actuacion en los casos particulares ya resenados para grupos de homotopia

generalizada.

Definicién II1.2.1 Dada una cofibracion ¢ : B — A, se denomina n-grupo de
homotopia relativo a i, del objeto X basado en f: C"A — X, 1 <r < n+4+m—1,

al grupo H;, . (fp ™t~ =1, fp*t™="=1), que se notard por (X, f).
Observacion I11.2.1 Alser n > r —m+ 1, puede tomar valores no positivos.

Si A = C'A’, entonces r también puede tomar el valor 0, existiendo 7{(X, f).
Notese que por el teorema II1.1.7 también existe dicho grupo para las cofibra-
ciones fundamentales. Por esto el 1—grupo de homotopia recibira el nombre

de grupo fundamental de X relativo a ¢ basado en f.

Obsérvese que dada una cofibracion 2 : B — A las cofibraciones 7,, son
unicas, salvo isomorfismo, para todo n, y por ser funtores los grupos de homo-
topia de un objeto relativos a i, basados en un morfismo son también tnicos

salvo isomorfismo.
Proposicién I11.2.1 7»(X, f) = a(X, fp*), 0<s<n+m—7r— 1.

Demostracién:

W;m (Xv f) = Hin+m—1 (fpn-l—m_r_l ’ fpn-l—m_r_l) =
— Hin+m_1 (fpspn—l—m—r—s—l , fpspn—l—m—r—s—l) —

= mr(X, fp°).
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Proposicién IIL2.2 7in(X, ) = 77+ (X, f), —m < s.
Demostracién:

W;m (Xv f) = Hin+m—1 (fpn—l—m_r_l ’ fpn—l—m_r_l) =

— Him+s+(n_s_1) (fp(n—s)—l—(m—l—s)—r—l 7 fp(n—s)—l—(m—l—s)—r—l) _

= ).

n—s

a

Las proposiciones anteriores permiten reducir el desarrollo de la teoria a
grupos de homotopia de la forma 7! (X, f), donde i es una cofibraciéon con

codominio un cono y f es un morfismo con dominio dicho cono.

Como sucede en la mayoria de las teorias de homotopia, también en ésta

los funtores grupos de homotopia actian de forma trivial sobre contréactiles.

Proposicién I11.2.3 Si X es contrdctil, 7 (X, f) = {0}, para toda cofibracion

i y todo morfismo f.

Demostracién:

Consecuencia inmediata de la definicion de los grupos de homotopia y de

la observacion 11.2.1 .

Proposicién I11.2.4 Si i es una cofibracion contrdctil, n' (X, f) = {0}, para
todo objeto X y todo morfismo f.

Demostracién:

Consecuencia de la observacion 11.2.1 y del corolario I1.1.7 usando iteracion.
O

Los grupos de homotopia se pueden considerar funtores actuando sobre

morfismos, si la cofibracion es fija, o sobre ambos.
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Teorema I11.2.1 Dada i : B — CA cofibracion, nt : CY* — Grp son fun-

tores, paran € IN.

Demostracién:

Dado f: CA — X, 7' (f) = 7.(X, f). Dado h : f — hf, evidentemente
por el corolario I1.1.9 A, : 7 (X, f) — 7 (X',hf) es un homomorfismo de

TUpOs.
grup 0

Teorema II1.2.2 7 :((cofc C)“%™ 7)P — Grp, definido por =7 ((i,p), f) =

= 1, (X, [) y dado un morfismo (g,h) : ((i,p), f) = ((¢',p), ['), 77 (g, ) =
= (Cmg)* = (X, f) = (X, f), donde X = codom f, es un funtor que

transforma morfismos push out en isomorfismos, para todo n € IN.

Demostracién:

Por el corolario III.1.11, (C™¢)* es un homomorfismo de grupos, y si (g, h)

es morfismo push out, un isomorfismo.
O

Corolario II1.2.1 7 : ((cof C)*“™™ 7)°P — Grp es un funtor que lrans-

forma morfismos push out en isomorfismos, para todo n > 2.

Demostracién:

Este funtor es la composicion del funtor I; del corolario I11.1.14 con el del

teorema II1.2.2 anterior, observando la proposicion I11.2.2. .

Los funtores grupos de homotopia también transforman el coproducto de

cofibraciones en producto de grupos.

Proposiciéon I11.2.5 Existen equivalencias naturales, para n € IN:

A= T X 7T7:/ (((cofy C x cof; C)codom —Veodom _/)Op — Grp)

n



II1.2. Grupos de homotopia. 91

ydadasi:B — CA e : B — CA’

Vil i i
w2 xm (

CCA\/CA/ s G'I'p)

Demostracién:

Usando la proposicién 11.1.4 y combinando el corolario 111.1.12 y el teorema

II1.1.6 se obtiene el resultado. .

Una vez creados los grupos de homotopia generalizada, esto es, los basa-
dos en morfismos cualesquiera, se procede a estudiar en categorias punteadas
el caso particular que tiene como morfismo base al cero, dando origen a los
grupos de homotopia ordinaria relativos a una cofibracion o referidos a un ob-
jeto, similarmente a lo que sucede en la homotopia ordinaria de los Espacios

Topolégicos Punteados. Para ello se comienza definiendo el funtor suspensién.

Definicién IT1.2.2 Dada C una C-categoria punteada con punto *, la cate-
goria C, se denominara categoria basada de C. Dado un objeto a: A — * en
C, se dira que A es un objeto basado en o o que « es el morfismo base de A,

y se notara también por (A, «a).

Observacién II1.2.2 Como consecuencia del corolario 11.1.5, todo objeto de

una categoria punteada tiene al menos un morfismo base.

Definicién IT1.2.3 Dada C una categoria punteada con punto *, la categoria

(cof C),  se denominard categoria de cofibraciones basadas de C.

Todo morfismo basado i : (B, 3) — (A, a) que sea cofibraciéon en C se de-
nominara cofibracion basada. Un morfismo entre cofibraciones basadas
i (ByB) — (Aya) ed = (B, 3) — (A',d) es un par de morfismos basa-
dos (g,h) donde g : (A,a) = (A',a') y h: (B,3) — (B, 3) tales que gi = i'h.
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Es féacil ver que la categoria asi formada es isomorfa a (cof C), identificando

i con (a, 3), y por ello se utilizard indistintamente una u otra categoria.

Proposicién II1.2.6 C : C, — C,, actuando como en los morfismos de C,
es un funtor que transforma push outs en push outs y cofibraciones basadas en

cofibraciones basadas.

Demostracién:

Basta observar que tanto los objetos como los morfismos de C, son mor-

fismos en C, y que C* = *.
O

Proposicién II1.2.7 ¥" : (cof C),;, — C. definido como en la proposicion

I1.1.14 para morfismos, es un funtor que transforma push outs en push outs

paran € IN*.

Demostracién:

Tanto los objetos como los morfismos de (cof C);, son morfismos de cof C.
Por ello y por la proposicion II1.1.14 es una simple comprobacion observando

que ¥"(1.) = * y que el cuadrado

| S(gohe)

Zln—l Zln—l
TE"(gl, hy) TE"(T, hy)
1 X" (‘g_o’ h_o) T

Nin_1 Z(z Ui o1

es un push out, por el apartado a) del teorema I.1.1, al tener los objetos push

out en la categoria de pares por codominio un push out.
O
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Corolario IT1.2.2 Y*(x) : C, — C,, definido sobre morfismos f : A — A’
por X()(f) = X"(f, 1.) es un funtor que transforma push outs en push outs

y cofibraciones basadas en cofibraciones basadas, para n € IN™.

Demostracién:

Obsérvese que * : * — 1 (C, — C,) es una transformacion natural que
actuando sobre los objetos de C es una cofibracién. Por otro lado, dada una

cofibraciéon 7 : B — A se tiene:

- sin=0: X0, 1.) = 1. : * — * cofibracién.
- sin=1:i=%4i1,) = X°%C4,7) : B — A cofibracién.
- sin =2 ¥4, 1) = CiU (7 : Xk — Yk es cofibracién por el teorema

I1.1.1, pues en el siguiente cubo conmutativo

B>—>CB

CF
CB Ci
CiuCi

% /
CA >——— Yk

{C1,k} =iy es cofibracion. Nétese que *; = k.

- Suponiendo que Y¥"t(i,1,) = X™(C4,1) es cofibracién y observando
el siguiente cubo conmutativo, por el teorema II.1.1 se concluye que

Yt (O, 1) = ¥™12(4, 1) es cofibracién,
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k-1 ‘ C'Xhm—
]y TE’”(CZ’,Z’) /
Omt1R S Cxm(Ci,d)
o { Em“(Ci,i)T
) Shm-t p J C'5hm=1
Cm“’A/ ka/

pues {CYX"(C1,1),k} = (X™(C1,1))1 que es cofibracion.

Proposiciéon II1.2.8 Dada una cofibracion i : B — A, el siguiente cuadrado

es un push out, paran € IN":

Shn-t B

S (C ) inCin_1...C" YO

(10 Cin 1. CP T O, in O 1 O 25 O R, L T CR R T
an—l Z'Ln

Demostracién:
1,C1,1...C" OOk =
= 1,Ci, 1..C"%,_.C"kC™,_ _C"1] =
= ECin_l...Cm_lin_mHkaCmin_mCmin_m_lC”_lz:

= 1,01, 1.....C"EC™

0 < m < n, demuestra la conmutatividad del cuadrado.
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Dados H : C"*'B — Xy {gn,.., g0} : ¥F»=1 — X tales que ¢,,C"1 = HC™k,
0 < m < n. El morfismo {H,g,,...,q0} : ¥ = P{k,i,} — X es la tnica

solucién.

Obsérvese que {H, g,,,...gm } : O™ Xin=m+1 3 X existe pues

G C e = gn{C"1,C" ks O} =
— LG O™, g O™y oy g O™ 2
= 49nC",9,C"k, ..., g 1C"k} =
= {HC"k,g,C"ky ..., g1 C"k} =

= {H7gn7"'7gm+1}cmk.

(1) Existencia de {gn,..., g0}

Definicién I11.2.4 Dada una cofibracién basada ¢ : (B, 3) — (A, «) se define

la suspension de i por el siguiente push out:

B

o — 3
—<

S(1)

Proposicién II1.2.9 S(—) : (cof C),, — C, definido para un morfismo
(g,h) : i — &' por S(=)(g,h) = 1. Ug : S) — S(@') es un funtor que

transforma push outs en push outs.

Demostracién:

Un objeto (a,3) de (cof C), es un morfismo (a,3) : 1 — 1.,y S(1,) =
= *. Por ello la demostracion es una simple comprobaciéon observando que el

cuadrado
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S(i) S(—)(g0, ho) S

es un push out al tener, por el apartado a) del teorema I.1.1, los objetos push

out en la categoria de pares como codominio un push out.
O

Corolario II1.2.3 S(—,) : (cof C), — C. definido para un morfismo (g,h) :
ci— 1 por S(—,)(g,h) = S(C"g,X"(g,h)): S(i,) = S(2)) es un funtor que

transforma push outs en push outs.

Corolario I11.2.4 S(x,) : C. — C. definido para un morfismo f : (A, a) —
= (A 0") por S(x,)(f) = S(=)(C"F, X (f,1.)) + S((ka)n) = S((kar)n) es
un funtor que transforma push outs en push outs y cofibraciones basadas en

cofibraciones basadas, paran € IN®,

Demostracién:

Por los corolarios III1.1.15 y I11.2.2 y la proposicion I11.2.6, * : * — 1
Y g1 = Kk, 0 X" — O™ (C, — C,) son transformaciones naturales que
actuando sobre los objetos de C son cofibraciones. Ademas por el teorema
II.1.1, observando el siguiente cubo conmutativo se tiene que S(#,41)(7) =
= S(=)(C", 2" (4 1,) = S(=)(C"T, X7(Ci,1)) = S(k,)(i) es cofibra-

cion,
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Shn—1 *
k.,
/ Tzn(czg i) /
B { S((ks)n) |1
. TS(kn)(i)
Shn—1 *
; |
/ /
CrHIA S((ka)n)

pues por la proposiciéon 111.2.8 {C"*Yi k,} : P{k,,X"(C1i,1)} — C"**A coin-
cide con 4,41 : P{k,i,} — C"T'A que es cofibracién.

Obsérvese que S(*)(z) = S(—=)(z, X%, 1,)) = S(—)(4, 1) = L. Ui = 1.

Por convenio se notard al funtor suspensién S(+1) = S(k) simplemente
por S resultando entonces S(ky) &~ SA y S(=)(Cf,f) ~ Sf. Para evitar
confusiones obsérvese que S(i) # Si = S(k)(3).

También por convenio se usaré S™(k)(S(=)(g,h)) = S"S(=)(g.h) ~
~ 8™ (g, h) y SM(k)(S(i)) = S™S(i) & S"1(i). Fl siguiente corolario justifica

en parte esta notacién.

Corolario I11.2.5 Dada una cofibracion basada i : (B, 3) — (A,a), CS(i) =
= S(Cu) y SS(1) = S(51).

Demostracién:

Consecuencia de que los funtores transformen push outs en push outs y

cofibraciones basadas en cofibraciones basadas.
O

Definicién II1.2.5 Dado un objeto A basado en « y un objeto B, se define
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el morfismo cero entre A y B por 0 = xa: A — B.

La proposicion I11.2.6 y los corolarios 111.2.2 y T11.2.4 asi como las proposi-
ciones II1.2.7 y 111.2.9 anteriores dotan a conos, ¥"(*) y S(x*,) de objetos
basados, asi como a Y™ y suspensiones de cofibraciones basadas (n € IN") de
un morfismo base. Cuando se usen estos objetos sin hacer referencia a un
morfismo base se supondra que el utilizado es el mencionado anteriormente.
En particular el cero con dominio uno de estos objetos se considerara de esta

forma.

A partir de ahora y hasta el final del parrafo cuando se hable de objetos

basados se obviara en general el morfismo base.

Teorema II1.2.3 Furiste una equivalencia natural entre los funtores S(—,) y

S5t ((cof C)y, — C.), paran € IN™.

Demostracién:

Dada una cofibracion basada ¢ : B — A, el siguiente cuadrado es un push

out.

X7 (1) *

[ .

S™ (@, B) CS" (@, B)....C*S(a@, B)C"
N (@,5) (@,5) (@ p)crp 1)

pues dada h : C"A — X tal que hi, = 0 se puede definir {x,.("F!

Jk b} oo STHE) = S*P{B,i} — X, tdnico morfismo que compuesto con
S*(@, 3)C S Y@, B)...C" LS (@, B)C" 3 da h. -
Corolario I11.2.6 Fuxiste una equivalencia natural entre S(*,) y S (C. —

— C,) paran € IN".
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Demostracién:

Para n € IN es consecuencia inmediata del teorema I11.2.3 anterior porque
S(xp) = S(kp1) 2 S™(k)~ S™ Sin=0 S(x)=1=5° 5

Proposicién II1.2.10 Para todo objeto i de (cof C);, (de (cofc C)y,),
[S™(2),X] = 7! (X,0) paran >3 (paran >2).

Demostracién:

Consecuencia de la observacion III.1.4, usando el push out del teorema

I11.2.3.
O

Corolario I11.2.7 Para todo objeto basado A, [S"A,X] = 72(X,0), para
n > 2.

Observacién 111.2.3 (Axioma de cono ordinario.)

Las propiedades que debe verificar la transformacion p para que se pueda
definir la estructura de grupo en los corchetes de homotopia anteriores pueden
ser obtenidas por PEN, asociando a toda cofibracion ¢ una transformacion p;
tal que p;C?% = Clip, haciendo asi innecesaria para la homotopia ordinaria la
existencia de la transformacion natural p y el axioma de cono, sin més que

sustituir éste por

(C1)’ Axioma de cono ordinario.

Para todo objeto X de C, k¢x tiene una retraccion p:  pkex = lox.

Noétese que si A es contréctil, por la observacion 11.2.1 7*4 (X, 0) = {0} para
todo n, inclusive para n = 1 cuando A sea contractil fundamental. Se notara

a 7 (X,0) y m:2(X,0) simplemente por 7 (X) y 72(X), respectivamente.
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Definicién II1.2.6 Para toda cofibracién basada ¢ se define el n-grupo de
homotopia de un objeto X relativo a i por 7' (X). Para todo objeto basado A
se define el n-grupo de homotopia de X referido a A por 72(X). (n > 2).

Las propiedades estudiadas anteriormente para los grupos de homotopia
relativos a una cofibracién de un objeto basados en un morfismo adquieren

ahora nuevos significados.
Proposicién I11.2.11 ¢ (X) = 7\

Demostracién:

Consecuencia de la proposicion 111.2.2.

O
Proposicién I11.2.12 72(X) 2 72A(X) (0<r <n—2).
Demostracién:
Evidente por el corolario II1.2.7 observando que 5™ = S™7"S". .

Observacion I11.2.4 La proposiciéon 111.2.12 anterior permite por extension
definir grupos de homotopia referidos a objetos de orden no necesariamente

mayor o igual que 2, esto es:

Definicién I11.2.7 Sea A = S"A’. Entonces m2(X) = Wﬁ_ll_r(X), para n >

n

>2—r.

Proposicién I11.2.13 Sii: B — A es una cofibracion basada y X contrdctil,

7' (X) = {0}, para todo n.

n

Proposicién I11.2.14 Si X es contrdctil, #2(X) = {0}, para cualquier objeto
basado A y todo n.
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Proposicién I11.2.15 Si ¢ : B — A es una cofibracion contrdctil basada,

7 (X) = {0}, para todo objeto X y todo n.

Proposicién I11.2.16 Si A es un objeto contrdctil, 72(X) = {0}, para todo

objeto X y todo n.

Proposicién I11.2.17 Dada una cofibracion basada i, ' : C — Grp, es un

funtor.

Demostracién:

Consecuencia del teorema [11.2.1.

Corolario I11.2.8 Dado un objeto basado A, 7 : C — Grp es un funtor.

Proposicién I11.2.18 Dado un objeto X, m;(X) : (cof C){¥ — Grp, defi-
nido de forma obvia, es un funtor que transforma morfismos push out en iso-

morfismos, para todo n.

Demostracién:

Consecuencia del teorema [11.2.2.

Corolario I11.2.9 Dado un objeto X, 7~ (X) : CSP — Grp es un funtor, para

todo n.

Proposicién I1L1.2.19 7, : (cof C){¥ x C — Grp, es un funtor.
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Demostracién:

-/

Evidente por el teorema 1.2.1 ya que dados (g,h) : i’ — i en cof C y
f: X =Y en C, se verifica:

T (V) (g, W)(m (D) = 7 (Y)(g, h)([fF]) =
= [fFCmg) =
= T (f)[FCg)) =
= (N (X)(g, )([FD)).

O
Corolario I11.2.10 7 : CP x C — Grp, es un funtor.
Proposiciéon I11.2.20 Ezxiste una equivalencia natural:
Vi i 7l (C — Grp).
Demostracién:
Consecuencia de la proposicion 111.2.5 5

Corolario III.2.11 FEziste una equivalencia natural:

mAVA > A o rA (C — Grp).

n

Corolario II1.2.12 FEziste una equivalencia natural:

V= 2 a; xa; ((cof C)P x (cof C)P x C — Grp).

n

Corolario II1.2.13 FEzxiste una equivalencia natural:

V= =, xomn (CP x CP x C — Grp).

n



Capitulo IV

Sucesiones exactas de
homotopia.

La mayoria de las teorias de homotopia con cofibraciones tienen como uno
de sus resultados mas importantes la creacién de sucesiones exactas de grupos

de homotopia asociadas a un par.

En las C-categorias también existen dichas sucesiones. Considerando un
par (X,Y) en el sentido clasico homotdpico como una cofibracién f:Y — X se
obtiene que la categoria de estos pares es también una ('-categoria, pudiéndose
asi definir los grupos de homotopia relativos a pares de cofibraciones de un par
basado en un morfismo de pares como los grupos de homotopia generalizada
de dicha categoria. A través de ellos se obtienen los grupos de homotopia
relativos a una cofibracion de un par basado en un morfismo, que dan lugar
a distintas sucesiones exactas de grupos de homotopia generalizacion de las
clasicas: la relativa a una cofibracién basada en un morfismo, la relativa a una

cofibracion y la referida a un objeto.

103
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IV.1 Categoria de pares.

Para la creacion de las sucesiones exactas de grupos de homotopia es nece-
sario un estudio de la categoria de cofibraciones de una dada. Todo cono na-
tural en una categoria se extiende a la categoria de cofibraciones, de forma que
conceptos como nulhomotopia, contractiles, extensiones de morfismos relati-
vas a cofibraciones, totalidad de cofibraciones, cofibrantes, punto y homotopia
pueden ser relacionados con los respectivos en la categoria original. Asimismo,
a través del funtor inyeccion desde la categoria de pares de la dada en el pro-
ducto de ésta por si misma se inducen transformaciones naturales entre los

distintos funtores de homotopia ya vistos en los capitulos anteriores.

La categoria de pares C(2) de una categoria C tiene como objetos los
morfismos de C. En homotopia es frecuente exigir a dichos morfismos que sean
también cofibraciones, obteniéndose la categoria de cofibraciones de C, cof C,
ya definida en el parrafo III.1. En este caso los objetos de dicha categoria se
representaran por (X,Y), suponiéndose conocida la cofibracién. En general a
los pares (X,Y), (X",Y),... se les supondran asociadas cofibraciones f : Y — X,
f Y — X', respectivamente, y a los pares de la forma (A,A) la cofibracion
Ia.

Si C tiene una estructura de cono natural entonces cof C también la tiene.
Para ello primeramente se obtienen un funtor cono 'y transformaciones na-
turales k y p en funcion de los respectivos en C, de forma que se verifique el

axioma de cono.

Proposicién IV.1.1 C : cof C — cof C definido por C(X,Y) = (CX,CY),
donde Cf : CY — CX es la cofibracion asociada, y C(g,h) = (Cg,Ch), es un

funtor.
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Demostracién:

Consecuencia de ser ' un funtor en C que transforma cofibraciones en

cofibraciones.
O

En general, dado (X,Y) se supondrd que C" f es la cofibracién asociada a

(C"X,C™"Y), n € IN".

Proposicién IV.1.2 k£ : 1 — C (cof C — cof C) definida por kxy) =
= (kx,ky) yp: C* = C (cof C — cof C) definida por pixyy = (px,py), son

transformaciones naturales.

Demostracién:

Consecuencia de que k y p son transformaciones naturales entre los respec-

tivos funtores en C.
O

Proposicién IV.1.3 El funtor C y las transformaciones k y p verifican el

axioma de cono en cof C.

Demostracién:

Consecuencia inmediata de verificarse dicho axioma en C.
O

Para los restantes axiomas es preciso establecer qué morfismos de pares van

a ser cofibraciones.

Definicién IV.1.1 Un morfismo de pares (u,v) : (X,Y) — (X', Y’) se dira
cofibracion de pares cuando v : Y — Y’y {f',u} : P{v, f} — X’ son cofibra-

ciones en C.

Notese que al transformar el cono de C cofibraciones en cofibraciones y push
outs cofibrados en push outs, el cono de una cofibracion de pares también es

cofibracion de pares. Ademas, u = {f’, u}v es también cofibracién.
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Proposicién 1V.1.4 Dada una cofibracion (u,v) : (X,Y) — (X, Y') y un
morfismo (g, h) : (X,Y) = (X", Y"), existe P{(g,h),(u,v)} y (u,v) es una

cofibracion.

Demostracién:

Por el axioma de push out en C y el apartado b) del teorema I.1.1, P{(g, h),
(u,v)} = (P{g,u},P{h,v}). Nétese que f" U f': P{h,v} — P{g,u} es cofi-
bracion en C por el teorema I1.1.1.

En el siguiente diagrama

X

X7
h
P{Uv f}—Ug P{@, f”}

{7/ u} {frof

P{g,u}

X7

donde ¥ es la inducida horizontal de P{v, f} y ¥ es la inducida horizontal de
P{w, "}, el cuadrado superior es un push out por la proposicién 1.1.5, usando
P{h,v}, P{v, f} v P{v, f"}. El cuadrado inferior es conmutativo y, como la
composicién de ambos define P{g, u}, por la misma proposicién 1.1.5 es push

out. De donde {f” U f',u} es cofibracién por el axioma de push out en C.

Por el mismo axioma v es también cofibracién en C, de donde (u,v) es

cofibracion de pares.
O

Proposicién IV.1.5 C transforma push outs cofibrados en push outs en cof

C.
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Demostracién:

Consecuencia de este mismo hecho en C y de la obtencién de los push outs
cofibrados vista en la proposicion IV.1.4 anterior. 5
Observacion IV.1.1 Aunque el funtor cono transforme push outs en push
outs en C no se puede asegurar que lo haga en cof C, pues un push out en
cof C no necesariamente tiene como dominio un push out en C. De aqui la

importancia de que el axioma (C2) sélo exija la conservaciéon de push outs

cofibrados.

Proposicién IV.1.6 1xy) y kx,y) son cofibraciones, para todo par (X,Y).

La composicion de cofibraciones de pares es también cofibracion.

Demostracién:

Iy y {f,1x} = lx son cofibraciones, por ser identidades en C, luego
(Ix,1y) : (X,Y) — (X,Y') es cofibraciéon de pares. ky y {Cf. kx} = f1
son cofibraciones en C, luego (kx,ky) : (X,Y) — (CX,CY) es cofibracion de
pares.

Dados (u,v) : (X,Y) — (X, YY)y (v, 0) : (X, Y") — (X", Y") cofibraciones
de pares, v'v : Y — Y” es cofibraciéon en C por ser composicion de ellas.
{f" v} ={f" }(1Uu) : P{o'v, f} — P{o’, f'} — X" es también cofibracion
por el mismo motivo pues {f”, u’'} lo es por hipétesis y 1 U u también lo es
por el teorema II.1.1, sin mds que observar {f’,u} es cofibracién, de donde se
concluye que (u'u, v'v) es cofibracién de pares. .
Observacion IV.1.2 Las cofibraciones de pares aqui establecidas son pares
de cofibraciones, pero no todo par de cofibraciones es necesariamente una cofi-

bracion de pares, pues puede no verificar PEN.
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Proposiciéon IV.1.7 Las cofibraciones de pares verifican la propiedad de ex-

tension de nulhomotopia.

Demostracién:

Sea (u,v) : (X,Y) — (X',Y’) cofibracién de pares. Como v es cofi-
bracién en C, por PEN Cv tiene una retraccion r. {C'f',Cu} = C{f" u} :
:P{Cv,Cf} — CX' es cofibraciéon en C por serlo (u,v) en cof C. {Cfr,1} :
: P{Cv,Cf} — CX es nulhométopo, y por tanto existe una extensién ¢ de
{Cfr,1} relativa a {C'f',Cu}. (q,r) es la retraccién de pares que hace que
(u,v) verifique PEN. .
Proposicién IV.1.8 Dada una cofibracion de pares (u,v) : (X,Y) = (X", Y'),
el morfismo de pares (u,v); = {C(u,v),k} : 3@ — (OX',CY') es una cofi-

bracion de pares.

Demostracién:

Obsérvese que por el teorema L.1.1 (u,v); = {C(u,v),k} = {(Cu,Cv),
J(kx kY)Y = ({Cu, k), {Cv, k) = (ug,v1) = (X%, 2Y) — (CX,CY’), donde la
cofibracién asociada al par (X%, X") es X(f', f).

Obsérvese que el siguiente cuadrado es un push out

v1
Y Y’
Tw',f) T—{f’,u}CT
' ulOv, k
e n

pues dados a : CY' — Z y {B,7} : ¥* — Z verificando aCv = Cf y
ak = ~f', el morfismo {{oa,B},v} : P{ky: U kx,{f',u}} — 7 coincide con
{a, {0,v}} : P{H{Cv,k},CfU f'} — Z. Por tanto {Cf',{Cu,k}} coincide
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con {{Cf",Cu},k} = {C{f u},k} = {f',u}1 que es cofibracién. Como v,

también lo es se concluye que (u,v); es cofibracién de pares.
O

Teorema IV.1.1 Si C es una categoria con cono natural, cof C también lo

€s.

Demostracién:

Tomando como familia de cofibraciones las cofibraciones de pares, como
construccion cono la anteriormente definida y observando las proposiciones

previas al teorema en este parrafo se concluye el resultado.
O

Una vez obtenida esta construccion cono en cof C se tienen todos los resul-
tados conseguidos en los capitulos anteriores. Al ser obtenida la construccion
a través de la existente en la categoria original, se procede a relacionar los

conceptos y resultados en ambas categorias.

Proposicién IV.1.9 Dado un morfismo de pares (g,h) : (X,Y) = (X", Y'),

si (g,h) >~ 0 entonces g ~ 0 y h ~0.

Demostracién:
Obsérvese que (g,h) ~ 0 si existe (G, H) : (CX,CY) — (X,Y) haciendo el

siguiente prisma triangular totalmente conmutativo.

Y h Y’
[ AT
X (Y 9 X’

=

CX
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Las caras superior e inferior del prisma dan el resultado.
O

Obsérvese que si g ~ 0y h ~ 0 en C, la cara derecha del prisma no tiene
por qué ser conmutativa, esto es, (G, H) no tiene por qué ser un morfismo de

pares y por tanto (g, ) no seria nulhométopo. En cambio

Proposicién IV.1.10 Si (g,h) : (X,Y) — (X,Y') con X’ contrdctil, en-
tonces (g,h) ~ 0 si y sélo si h ~ 0.

Demostracién:

(=) Ya visto en la proposicién 1V.1.9 anterior.

(<) Sea H : h ~ 0y sea (G una extensién del morfismo {f'H, g} : P{k, f} —

— X' relativa a fi, cuya existencia esta garantizada por ser X’ contractil.

Entonces (G, H) : (¢g,h) ~ 0.

Corolario IV.1.1 (X,Y) es contrdctil si y solo si Y y X son contrdctiles.

Demostracién:

(=) Por la proposicion 1V.1.9, si (1x,1y) ~ 0 entonces 1x ~ 0y 1y ~ 0.

(<) Por la proposicion 1V.1.10 anterior, al ser X contréctil, (1x,1ly) ~ 0 siy

solo si 1y ~ 0.

Proposicién IV.1.11 Si(g,h) es una extension del morfismo de pares (g, h)
relativa a una cofibracion de pares (u,v), entonces § y h son extensiones de q

y h relativas a u y v, respectivamente.
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Demostracién:

Basta observar el siguiente diagrama, totalmente conmutativo:

Y77

h
Y
g
X g X7
Wy
v

a

Corolario IV.1.2 Hom((X',Y"), (X", Y"))@Mw) estd isomorficamente con-
tenido en Hom(X’,X”)g(u) > Hom(Y’,Y”)h(U),

De que existan extensiones de ¢ relativas a u y de h relativas a v no se
deduce, en general, que existan extensiones para el par (g, h) relativas a (u,v),

pero

Teorema IV.1.2 Si X7 contrdctil y {f',u} : P{v, f} — X' cofibracion, en-
tonces Hom((X',Y'), (X", Y”))(g’h)((“’”)) + & si y solo si Hom(Y’,Y”)h(“) + &.

Demostracién:

(=) Consecuencia de la proposicién IV.1.11 anterior.

(<) Sea hu = h y sea § una extensién de {f”%, g} relativa a {f’, u}. Entonces

~ ——

(9,h) = (g,h).

Corolario IV.1.3 Si X7 es contrdctil y {f',u} cofibracion, entonces

Hom((X’, Y/), (X//7 Y//))(g,h)((u,u)) ~~ U {%} > Hom(X’, X”){f”%vg}({f’,u})
heHom(Y',Y)M®)
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Las categorias con cono natural distinguidas en los capitulos anteriores,
categorias con todas las cofibraciones, con objeto inicial y punteadas, también

se interrelacionan con las respectivas de pares.

Proposicién IV.1.12 Sicof C tiene todas las cofibraciones entonces C tam-

bién las tiene.

Demostracién:

Sea v : Y — Y’ tal que existe r : CY' — CVY con rCv = 1. Entonces
(r,r) : (CY',CY') = (CY,CY) es una retraccién de pares para (Cv,Cv) :
(CY,CY) = (CY',CY'"), considerando ly y lys las cofibraciones asociadas
a los pares (Y,Y) e (Y,Y’), respectivamente. Por hipdtesis (v,v) : (Y,Y) —

~ (Y',Y’) es cofibracién de pares, y por tanto v es cofibracion.
O

Proposiciéon IV.1.13 C tiene objeto inicial si y solo si cof C lo tiene.

Demostracién:

Por el corolario I.1.4, si ¢ es objeto inicial en C entonces 14 es objeto inicial

en C(2), y por ser objeto de cof C también lo es en esta subcategoria.

Si (X,Y) es objeto inicial en cof C, entonces existe un tnico morfismo
(g,h) : (X,Y) = (Y,Y). Como (f,1) : (Y,Y) = (X,Y), entonces (fg,h) :
: (XY) = (X,Y) tiene que ser el morfismo inicial (1,1). Se concluye que
fg=1=gf, por tanto f es isomorfismo y (X, X) = (X,Y) es objeto inicial.
De donde X es objeto inicial en C, al poderse considerar como subcategoria
de cof C mediante el funtor F' : C — cof C definido por FY = (Y,Y) y
Fh=(h,h).

(h.1) )
Proposicién IV.1.14 Un par (X,Y) es cofibrante si y sélo si X ¢ Y son o0b-

jetos cofibrantes.
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Demostracién:

Basta observar el siguiente diagrama:
o Y
[
¢ X

teniendo en cuenta que {f,ox}=f: YU =Y — X.

oy
—

ox
—

Corolario IV.1.4 C es una categoria punteada si y solo si cof C lo es.

Demostracién:

Consecuencia de las proposiciones 1V.1.13 y IV.1.14 anteriores, observando

que C(*v *) = (C*v C*) = (*7 *) 0

La homotopia en cof C también estd relacionada con la de C, obteniéndose

transformaciones naturales entre los diferentes funtores de homotopia.

Proposicién IV.1.15 Dada una cofibracion de pares (u,v): (X, Y)— (X, Y'),
con (X,Y') contrdctil, si (go,ho),(g1,h1) : (X,Y') = (X", Y") son tales que

(9o, ho) =~ (g1, h1) rel. (u,v), entonces go =~ g1 rel. w y ho =~ hy rel. v.

Demostracién:

Si (G, H) : (go, ho) =~ (g1, h1) rel. (u,v), entonces

(GvH)(uvv)l = {(govho)(QXHQY’)(CuvCU)?(glvhl)}:
= {(909x'Cu, hogy:Cv), (g1, h1)}

de donde por el teorema 1.1.1

(G, H)(up,v1) = (Guy, Hop) =
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= ({QOQX’Cuvgl}v{hOQY’Cvahl})

luego G': go ~ gy rel. wy H : hg >~ hy rel. v.

Proposicién IV.1.16 Si en las hipotesis de la proposicion anterior ademds
X7 es contrdctil, entonces (go, ho) >~ (g1, h1) rel. (u,v) siy solo si go =~ g1 rel.

u Yy ho >~ hy rel. v.

Demostracién:

Consecuencia del teorema [V.1.2.

Teorema IV.1.3 Si X7 contrdctil, [(X',Y'), (X", Y")]@m () = [y’ Y1),

Demostracién:

El isomorfismo viene dado asociando [(go, ho)] con [hg].

- Si (go,ho) =~ (g1,h1) rel. (u,v), entonces por la proposicion IV.1.15

ho >~ hy rel. v.

- Si (go, ko), (g1, h1) son tales que hg ~ hy rel. v, por ser X” contractil
y verificarse gou = giu = g se tiene, usando la observaciéon I1.2.1, que
go >~ g1 rel. wu, y por la proposicién IV.1.16 anterior (go, ho) =~ (g1, h1)

rel. (u,v).

- Dado hg : Y — Y” tal que hov = h, por PEN, observando que X” es
contractil, existe go : X’ — X" tal que go{f',u} = {f"h,g}.

O

Obsérvese que si (u,v) : (X,Y) — (CX',CY’) es una cofibracién de pares,

entonces H(uw)(cof C)(X//7Y//), H,Cx» y H,Cy~ son grupoides.
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Teorema IV.1.4 Si (u,v) : (X,Y) — (CX',CY’') es una cofibracion de pa-
res, entonces J : Hi,,(cof C)xnyn — H,Cxr x H,Cyn definido por
T, ho) = (go,ho), y dado (G, H) : (gorho) = (g1, hn) rel. (u,0), J((G, H)]) =
= ([G],[H]), es un funtor.

Demostracién:

Por la proposicién 1V.1.15, observando que (u,v), = (uy,v,) (n € IN*) y
la definicion de la transformacién p en pares, J estd bien definida.

Observando de nuevo la definicién de p en pares se conservan las identi-
dades, y como dada (u,r) extensién del morfismo kpC(u,v)Uk = (kpCu U
Uk, kpCvUk) relativa a (u,v); = (uy,v1), por la proposicion IV.1.11 gy v son
extensiones de kpCuUk y kpCv Uk relativas a u; y vy respectivamente, es una

simple comprobacion verificar que [(Go, Ho)|* [(G1, H1)]| = [(Go* G, Ho* Hy)l.
p p que [(Go, Ho)]*[(G1, Hi)] = [( ; )]
O

Corolario IV.1.5 Si X7 es contrdctil, entonces J es un funtor inyectivo y

lleno.

Demostracién:
J es inyectivo trivialmente sobre los objetos.

Por el teorema IV.1.3 observando que Hom((go, ko), (g1,h1)) =
= [(O2X!, 02Y"), (X", Yy HsorCugit{horCuu D{(wiv1)) "y por el corolario T11.1.10

J es fiel y lleno.
es fiel y lleno .

Corolario IV.1.6 FEl funtor J permite crear transformaciones naturales:

Z) L H(_;)(cof C)(N ) —H_C. x H:Cz

~
g~

((coff (cof C))°P x cof C — Cat).
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i) ¢ Hy (s %), (V&) = Hu(~, ) 5 Ho(52, &)

((cof C)PUu ()} s Set).

i) ¢ Hyy (=), (~, =) = Hy(~,~) x Hy(=,~)

((cof C)IEXEY) 5 Grp).

w) v HZ oy((~, =), (V&) = H_(~,~) x H_(~,~')

(((coff (cof C))P{=~1)°P 5 Set).

U) L H(_7_)((N,%), (Nv%)) — H—(Nv’\') X H—(% %)

= Y

(((coff (cof C))<dom =)°P — Grp).
Ui) L H(_7:)v(_l7:/)(cof C)(N,z) —H_C. x H:Cz x H_/.C. x H:/Cz
((coff (cof C))°P x (coff (cof C))°P x cof C — Cat).
U”) L H(u,v)\/(u’,v')({(N7 %)7 (va %/)}7 {(“"7 &), (Mlv al)}) —
— Hy(~, ) x Hy(~, %) x Hy(~,~") x Hy(~', &)
((COf C)P{(u,v)\/(u',v'),(u,v)\/(u',v')} s Set)

UZZZ) x H(“v“)\/(ulwl)({(’\'? %)7 (va %/)}7 {(Nv %)7 (va %/)}) —
- Hu(NvN) X Hv(%,%) X Hu/(wl N/) % HU/(%/ %/)

((COf C)codom (u,0)V(u' ) — Grp)
m) L H(—,Z)\/(—’,Z')({(Nv %)7 (va %/)}7 {(“"7 5:), (“"/7 al)}) —
— H—(Nv“") X H:(%,a) X H—’(va“"/) X H:/(%/7$/)
(((coff (cof C) x coff (cof C))F{=IVF{=—})op _; Get).
$) L H(—,Z)\/(—’,Z')({(Nv %)7 (va %/)}7 {(Nv %)7 (va %/)}) —
— H—(Nv'\') X H:(%,%) X H—’(va N/) X H:/(%/7%/)

(((coff (cof C) x coff (cof C))codom ~Veodom =jop _y Grp).
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CX',CY")

i) v = v x 7 ((cof C) — Grp).

i) o: 7% = xwT (((cofo (cof €)™ 7)°P 5 Grp).

witi) ¢z pEOVORY) gt s v s gl s gy
((cof C))(CX’,OY’)\/(C)?,OY/) s Grp).
ziv) ¢ wTIVEE) o o= o xon
(((cof¢ (cof C) x cof¢ (cof C))eodom —Veodom =)op _y Grp),
2v) 1T () = T () X TS (R)
(cof C x cof (cof C)°? — Grp).
wvi) ¢ (o R) = T (~) X TS (R)
(cof C x cof C — Grp).
zvii) o w(TIVE T (0 x) oo (~) xS (R) x o () x s (=)
((cof (cof C))2P x (cof (cof C))P x cof C — Grp).

:L‘vm) L Wg_’_)v(_l’:/)(w, %) — W;(N) X Wf(%) X W;/(N) X Wf(%)

((cof C), x (cof C). x cof C — Grp).

Demostracién:

La naturalidad se deduce de que la composicion en cof C es componente a
componente. vi) es consecuencia del teorema II1.1.5 y viz), viie), i) y x) del
corolario I11.1.12.

A partir de 2v) tener en cuenta que dado (X,Y), se tiene que (SX,SY) =
= S(X,Y), (CX,0Y) = C(X,Y) y (St $lvdn-1) = $kxv)In-t tienen
como cofibraciones asociadas Sf, C'f y ¥"(Cf, f), respectivamente. Por otro
lado, dada una cofibracion (w,v) : (X,Y) — (X,Y’), con (X",Y’) no nece-

sariamente un cono, (XUr-1, $n-1) = %(¥n-1 tiene como cofibracién asociada
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E7(f', f). Obsérvese que esto es cierto pues S, €', ¥"(x) y ¥" transforman
cofibraciones en cofibraciones, C' por la proposicion IL.1.1y S, ¥"(%), X" por

ser push outs en la categoria de pares.
O

Corolario IV.1.7 Si ~ es contrdctil entonces son isomorfismos:

- Enoav) yavi) o a7 (o) = 1T (R).

- En zvii) y aviii) oo 7nTIVE =) (N x) T (R) x 1T ()
St codom ~ contrdctil, entonces son isomorfismos:

- Bnoit) o Ha (v %), (~, &) = Ho(m, &)

i) Hp (e ) () > ()

CBniv) c H (s ) (M) > (%)

- Enwv) o He o((~, %), (~,~)) = H_(~,~) x H_.(~,~)

- En Uii) L H(u,u)v(u',u/)({(’\’, %)7 (va %/)}7 {(Mva)v (Mlval)}) —
— H,(=,2) x Hy(~,&")

- En UZ”) L H(u,u)v(u',u/)({(’\’, %)7 (va %/)}7 {(Nv %)7 (va %/)}) —
— Hy(=,~) x H, (=, &)
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- Enzii) o707 = oz

n

. . s \/ s -~
- En owiid) o w0V ogu g

. . — =)=t = — _
- En giv) o nEVESED op= s

Demostracién:

Consecuencia inmediata del corolario IV.1.5 sin mas que usar las proposi-

ciones 1I1.1.3, I11.2.3, T111.2.13 y I11.2.14. 5

IV.2 Sucesiones exactas.

Una vez creados los grupos de homotopia de pares se hace uso de ellos
para la obtencion de un resultado clasico en teoria de homotopia como son las
sucesiones exactas de grupos de homotopia. No sélo se obtienen las sucesiones

referidas a un objeto, sino que se extienden a homotopia generalizada.

Para ello se introduce primeramente el concepto de grupo de homotopia de

un par basado en un morfismo y relativo a una cofibracién.

Definicién IV.2.1 Dada una cofibracion 7 : B — A y un morfismo h : CA —

— Y, se define:
T (X Y), 1) = [ E9((XY), (Fhp, 1)

Proposiciéon IV.2.1 Si ¢ : B — A es una cofibracion contrdctil, entonces

T (X, Y), h) = {0} para todo n, par (X,Y) yh: CA =Y.

Demostracién:

Si ¢ es una cofibracién contractil, entonces (C4,7) también lo es por el

corolario IV.1.1, y se obtiene el resultado aplicando la proposiciéon I11.2.4.
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Proposicién IV.2.2 5i X es contrdctil, ' ((X,Y),h) = 7 (Y, h).

Demostracién:

Consecuencia de la definicién IV.2.1 y del corolario IV.1.7. 5

Los grupos de homotopia que intervienen en la sucesion, asi como ella
misma se pueden expresar como funtores. Para ello es necesario crear la cate-
goria (cof C)?*, que tiene por objetos los triples de la forma (1, f, k), donde 1,

f son objetos de cof Cy h : C(codom i) — dom f en C, y como morfismos

(90,91, 92,93) : (1, f, h) — (i, f',h') donde (go,g1) : 0" — 1y (g2,93) : [ — [

tales que gshC'go = h'. Obsérvese que la composicion de morfismos se define

(90+ 91> 92 95) (9o, 915 92, 93) = (GoGo> 9191+ 95925 9593)-
Proposicién IV.2.3 725%™ : (cof C)?* — Grp, definido por

W;iflfm(ivah) = 7T7:+1(i7fh)
Wﬁffm(gmghgzagza) = 7T7Z+1(90791)7T;+1(92) =
= 7T72:+1(92)7T;+1(90791)
donde 7T;_|_1 Y Toyq vienen definidos en los teoremas 111.2.1 y I11.2.2, respecti-

vamente, es un funtor paran € IN.

Demostracién:

Basta aplicar los teoremas I11.2.1 y II1.2.2 ya mencionados. .

Si g9 es un isomorfismo y (go, ¢1) un morfismo push out, es facil comprobar

que 755%™ (go, g1, g2, g3) es un isomorfismo.

Proposicién IV.2.4 7257 : (cof C)** = Grp, definido por

ﬂ-;l?l—wf(iv f7 h) = 7T7:+1(i7 h)
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dom

T (gos 91,92, 93) = Ty (g0, 1)1 (g3) =
7T7Z'z/+1 (93)77:4-1 (907 91)

es un funtor paran € IN.

Demostracién:

Analoga a la anterior.
O

Si g3 es un isomorfismo y (go, ¢1) un morfismo push out, entonces también

dom

T (90, g1, 92, g3) es un isomorfismo.

Proposicién IV.2.5 7, : (cof C)*>* — Grp, definido por
Rt foh) = mga((codom f,dom f),h)
Tog1(90, 91,92, 93) = 7T ((Cgo, Can), (90, 91))7 ) (g2, 95)) =
= 77 (92,937 H(Cg0, Cn),s (90, 91))

es un funtor para n > 2.

Demostracién:

Similar a las anteriores.
O

Si g2 y g3 son isomorfismos y (go, 1) es un morfismo push out, es facil
comprobar que 7,11(40, 91, g2, 93) es un isomorfismo. Basta observar que el

cono transforma push outs en push outs.

Una vez obtenidos los funtores que determinan los términos de la sucesiéon
se pasa a crear las transformaciones naturales que relacionan dichos términos.
Proposicién IV.2.6 «! ., : (cof C)** — Grp, definido por

Tai (i fh) = w(((codom f,dom ), (fhp,h))
Thi1(90:91,92,93) = 77T (Cgo,Can), (90, 91)7 5 (92, 95)) =

= 7Y (g2, 95)) 7T ((Cgo, Cn), (905 1))
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es un funtor para n > 2.

Demostracién:

Semejante a las anteriores.

Proposicién IV.2.7 id : 7)., — @41 ((cof C)*>* — Grp), definida por
idi gy ([(F,G)]) = [(F,G)] es una transformacion natural.

Demostracién:

Consecuencia inmediata del teorema I11.2.2 aplicado al siguiente cuadrado
conmutativo en cof C

(5, 9)

kg >—— ky: A=Y

(c@',@')l . l(@'l,m

Obsérvese que {i1,k} =iy : P{k,1} = %" — C'A, y por tanto (i1,1) es una

cofibracién en cof C.
O

Proposicién IV.2.8 j,. : 795™ — 1,41 ((cof C)* — Grp), definida por

Jnt1, 0y ([F]) = [(F, hp™ )] es una transformacion natural.

Demostracién:

Basta tener en cuenta el apartado xii) del corolario IV.1.6 para observar

que existe una equivalencia natural 0 : 7}, — Wg(flflfm y que j =1id 67",

codom

Nétese que 725%™ (i, f,h) = .

La(codom f. fh) = w (codom f.fh) y que
wi4, (dom f,h) = {0}.

a
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Proposicién IV.2.9 §,4; : 7,y — 7™ ((cof C)** — Grp), definida por

Sng16,1.0)([(F, G)]) = [G] es una transformacion natural.
Demostracién:

- Onti1(i,p,n) bien definida.

Consecuencia directa de la proposicion IV.1.15.

- Opt1(i,1,0) homomorfismo de grupos.
(i, gy (B, G [(F, GN)]) = S pmy ([(F o B, G+ G7)]) =
= [GxG]=[G]+[G] =

= 5n+1(i,f,h)([(F7 G)]) * 5n+1(i,f,h)([(F/v G/)])-

- Naturalidad.

dom

ﬂ-gom(907glv92793)5n+1(i,f,h)([(F7 G)]) =T, (90791792793)([G]) -

= [g:GC"g0] =
= 5n+1(i/,f',h')([(92F0n+190793G0n90)])

= 5n+1(i’,f’,h’)7rn+1(907glv92793)([(F7G)])'

Proposicién IV.2.10 u,y; : 7297 — 729%™ ((cof C)** — Grp), definida

POT Upy1(i g h) = f« €5 una transformacion natural.

Demostracién:

Inmediata, usando el teorema I11.2.1. .

La exactitud en la composicion de las transformaciones naturales anteriores

concluira el resultado principal de este capitulo.
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Proposicién IV.2.11 El par (Juq1(i,1,h) Onti(if,h)) €5 exacto.
Demostracion:

- Im jn—|—1(i,f,h) g Ker 5n—|—1(i,f,h)'
5n-|—1(i,f,h)jn-|—1(i,f,h)([F]) = 5n+1(i,f,h)([(Fv hpn_l)]) = [hpn_l]-

- Ker dpsi(igny © 1M Jutiin-
Sea [(F, H')] tal que [H'] = [hp"~!]. Entonces existe H : hp"~' ~ H’ rel.
i Jnt1(i,p0)([GCE]) = [(F, H')], donde (& es una extension del morfismo
{fhp™ T C" 20 fH, fhp", ..., fhp™, F'} relativa a la cofibracién (C'i,);. .

Proposicién IV.2.12 El par (6,41(,1,1), Un(i,f,n) €5 exacto.

Demostracién:

- Im dpqiipn) C© Ker upg g

Un(i, £y Onr1(i ) (B, G)]) = iy ([G]) = [fG]. HO™ k2 fhp ™ =
~ f(@ rel. i, donde H es una extensién del morfismo { fhp" T C" 2, fhp™,

ey JRp™, F'} relativa a la cofibracién (C'4),41.

- Ker Un(i, f,h) CIm 5n-|—1(i,f,h)-

Sea [(7] tal que [fG] = [fhp™']. Entonces existe H : fhp"™' ~ fG rel.

i. [(Fk,G)] es un elemento de 7, ((X,Y), ), donde F es una extensién

del morfismo {fhp" T C™*24 H, fhp™, ..., fhp"} relativa a la cofibracién
Cing1).

O

Para verificar la exactitud del ultimo par de transformaciones es necesario

crear un isomorfismo natural entre funtores de homotopia.
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codom dom

o™, Tl Y Tagt, definidos en las proposiciones 1V.2.3, IV.2.4 y IV.2.5,
se pueden componer con el funtor olvido desde Grp en Set” y ser considerados
como funtores corchetes de homotopfa P5%™, P¥m y P, con codominio la

categoria Set”™, existiendo en este caso también para n = 0 en los dos primeros

casos y n = 1 en el tercero.

Proposicién IV.2.13 @, : (cof C)** — Set”, definido por Q.41(1, f, 1) =

= Py(in_1, [, hp"™ ") es un funtor paran > 1.

Teorema IV.2.1 FEzxiste una equivalencia natural 8,11 : Qpi1 — Py

((cof C)** — Set™).

Demostracién:

Se definen B,41¢i,1,n) Quy1(i, [, h) = Py (1, f, h) por 5n+1(i,f,h)([(Fv G)]) =
= [(F'Ck,G)], donde F' es una extensién del morfismo { fhp"t*C" 2 F. fhp",

..... , fhp™} relativa a (Ci,); v 6n+1 2 Popi(t, fih) = Quyal(t, fLh) por

ﬁnil( w[(F,G)]) = [(£° C g, G)]), donde F? es una extensiéon del morfismo

{fhp™ T C" 20, fhp™, ..., fhp"™, F, fhp™} relativa a (Ci),41.

- Bugigi,gp) bien definida.

Brt1(i,1,n) Do depende de la extensién, pues si I y F'" son dos extensiones,
entonces (HC?k,Gp) : (F'Ck,G) ~ (F"Ck,G) rel. (C1,1), donde H es
una extensién del morfismo { fhp"t2C" 3 Fp, fhp™tt . fhp™t F' F"}

relativa a (C'i,,)s.

Brti(i,f,n) Do depende del representante, pues si (ﬁ, G) : (Fo,Go) ~
~ (Fy,Gy) rel. (Cipoq,i,-1), entonces (HCzk,é) : (F{Ck,Gy) ~

~ (F/Ck,Gy)) rel. (Ci,i), donde H es una extensién del morfismo
{fhp"t2C"+3q, E, fhp"tt, .. fhptt, F§, Fl} relativa a (C1y,)s.
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- ﬁn_il(i,f,h) bien definida.

ﬁn_il(i,f,h) no depende de la extension, pues si F° y F° son dos exten-
siones, entonces (HC"t*k Gp) : (F°C"MEk G) ~ (F*C" 'k, G) rel.
(Cip_i1,in_1), donde H es una extensién del morfismo {fhp"t?C"*3,
,fhp™ T L fhp™ T Fp, FO F0) relativa a (C1) 42

ﬁn_il(i,f,h) no depende del representante, pues si (ﬁ, G) : (Fo,Go) ~
~ (Fy,Gy) rel. (Ci,1), entonces (HC”"’zk,@) (FEO™ K Go) ~

~ (FrC™" e, Gy) rel. (Ci,_1,1,-1), donde H es una extensién del mor-

fismo { fhp"t2C™ 34, fhp"tt ... fhp"T! ﬁ, Fg, FY} relativa a (C1),42.
6;i1(i7f7h)6n+l(i,f,h) =1

BitirmPariesn((F G = Bl ((F'CR,G)]) =
= [((F'Ck)00n+1k,G)].

(HC" Pk, Gp) : (F,G) ~ (F'Ck)C™" kG vel. (Cipy,in_1), donde H
es una extensién del morfismo { fhp"T2C™ 34, fhp™tt, ..., fhp™tt, F'Ckp,
' (F'CE)°} relativa a la cofibracion (C1),,49.

5n+1(¢,f,h)5;1(¢,f,h) =1

Butiiot)Boa i p iy ((FS ) = Buga i gy ([(FOC™ Tk, G)]) =
= [((FOCnHk)’Ck, Gl

(HC?k,Gp) : (F,G) ~ ((F°C"E)Ck,G) rel. (C1,i), donde H es una
extensién del morfismo { fhp"T2C" T3¢, FoC™Hp, fhp™t ... fhp" Tt F°,
,(F°C™E)'} relativa a la cofibracién (C',,)s.

Naturalidad. Basta observar que g, F'C""2gy es una extensién del mor-

fismo { f'h/p" Tt C" T2 g FC" M go, f'R'p", ..., f'R'p"} relativo a (C'i!);.
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Obsérvese que 35 es la equivalencia natural identidad.
Proposicién IV.2.14 El par (wni1(i,1,k), Jnti(i,fh)) €5 exacto.
Demostracién:

- Im oy g © Ker 5n+1(i,f7h)'

16 my g ) ([E]) = Jnsagirny (LFF]) = [(fF hp"~")]. Observando
que {fhp" YO fhp™, . fF, fhp™} = f{hp" T C" 2 hp™, . F o hp™}
se tiene que [((fF)°, hp"™ )] = [(fF°, hp"™')], donde aqui F° es una
generalizacion, usando el morfismo representante del neutro homotdpico

adecuado al corchete de homotopia.

Entonces (fF°C" T kCp, F°C™ k) : (fFC"  k, hp™t) =~ (fhp™, hp"™1)
rel.  (Cin_y,tn-1), y por el isomorfismo natural [3,11¢ s se verifica

[(fF hp™=2)] = [(fhp", fhp"=)] en 7}, (X, Y), h).

- Ker jn+1(¢,f,h) CIm Un41(i,f,h)-

Sea [F'] tal que [(F, hp"~1)] = [(fhp™, hp"~')]. Por el teorema IV.2.1 ante-
rior existe (ﬁ, G) D (FeC™" Mk hp™) ~ (fhp™, hp"t) rel. (Cipoy,ine1)-

Entonces (HC?k, hp™): (F°C" 'k, hp”_l)z(fé, hp"~Y)yrel. (Cip_y,in_1),
donde H es una extensién del morfismo {fhp"T2C" 35, fhp™t! .. fhp™t!,
O™ ey, FoC™ T ECp, ﬁ} relativa a la cofibracion (Ci,-1)s, y por el
isomorfismo natural 3,,41(;,s,1) se verifica [(F, hp" )] = [((f@)’, hp"=1)] =

= [(f(G),hp"™")]. En particular, por la proposicion IV.1.15, [F] =
= [(GY] = L(GYD.
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SEGrp y SESet* simbolizan las categorias que tienen como objetos suce-
siones exactas decrecientes de grupos y conjuntos punteados, respectivamente,
indizados sobre los numeros naturales. Los morfismos de esta categoria son
sucesiones de homomorfismos de grupos y aplicaciones punteadas, respectiva-
mente, entre los elementos de las sucesiones con el mismo indice, que hacen

conmutativo el diagrama.

Teorema IV.2.2 7 : (cof C)** — SEGrp, definido por:

dom U, codom dom U, codom

J s
T = . = T D 0% S g D ™ S
es un funtor.

Demostracién:

Evidente, por las proposiciones vistas anteriormente en este parrafo.

Teorema IV.2.3 P : (cof C)?>* — SESet*, definido por:

— s P P ] 5
P ——— 2dom i> 2codom i> P2 Pldom U Plcodom
es un funtor.

Demostracién:

Notese que en la verificacion de la exactitud de las transformaciones natu-

rales no se ha utilizado su condicién de homomorfismos de grupos.
O

La categoria (cof C)CA tiene como objetos los pares de la forma (f,h),
donde f € cof C y h: CA — dom f morfismo de C, y como morfismos pares
(92,93) : f — f" en cof C verificando gsh = h'.

Teorema IV.2.4 Dada una cofibracioni: B — A, 7' : (cof C)OA — SEGrp,

definido por w(f.h) = 7(i, [.h) y 7(g2 9) = (1,1, g2, gs) es un funtor.
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Demostracién:

Analoga a la anterior.

Corolario IV.2.1 P! : (cof C)OA — SESet*, definido por P'(f,h) =
= P(i, f,h) y P'(g2,93) = P(1,1,92,93) es un funtor.

En el caso de que C sea una categoria punteada se tiene:

Teorema IV.2.5 7:((cof C)1,)°P? xcof C — SEGrp, definido porn(i, f)=

= (1, f,0) es un funtor.

Demostracién:

Es el caso particular del teorema IV.2.2 para h = 0.

Corolario IV.2.2 P : ((cof C);,)°® x cof C — SESet*, definido por
P(i, f)= P(i, f,0) es un funtor.

Teorema IV.2.6 7 : (C,)°? x cof C — SEGrp, definido por w(A, f) =

= m(*a, f) es un funtor.

Demostracién:

Es el caso particular del teorema IV.2.5 para 1 = *4.

Corolario IV.2.3 P : (C.)°? x cof C — SESet*, definido por P(A, f) =
= P(*a, f) es un funtor.

Corolario IV.2.4 Dado un objeto (i, f,h) de (cof C)**, con f:Y — X.

a) SiY es contractil, entonces jo(i zp) €5 un isomorfismo, para todo m.
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b) Si X es contrdctil, entonces 8,,(; 5y €5 un isomorfismo, para todo m.

Noétese que la transformacion natural ¢ es la composicion de la transfor-
macién natural ¢ del corolario IV.1.6 con la transformacion natural proyeccion,
y que el apartado b) del corolario 1V.2.4 anterior viene expresado desde otro

punto de vista en el corolario IV.1.7 con § = ¢.

Si 7 es una cofibracion contractil las sucesiones de homotopia a que da
origen son todas nulas, por la proposiciéon I11.2.4, pudiéndose deducir también

la proposicion IV.2.1 como consecuencia de esto.



Capitulo V

Categorias punteadas.

En una C-categoria existen, como se ha probado en los capitulos IIT y 1V,
grupos de homotopia relativos a una cofibracién basados en un morfismo, que
se han denominado grupos de homotopia generalizada, y sucesiones exactas de
dichos grupos. Cuando la C-categoria es punteada también existen los grupos
de homotopia referidos a un objeto y los relativos a una cofibracion, asi como

las sucesiones exactas respectivas.

La categoria de los espacios topoldgicos es una ('-categoria no punteada,
como se vera en el siguiente capitulo, que tiene asociada una C'-categoria pun-

teada: la categoria de los espacios topoldgicos punteados.

Los conceptos de punto y de espacio topoldgico punteado se pueden genera-
lizar en cualquier (-categoria, asociando a ésta (C-categorias punteadas simi-
larmente a lo que sucede en espacios topoldgicos. Se van a considerar distintos
puntos, los conos de objetos, que dan lugar a C'-categorias punteadas cuyos
grupos de homotopia referidos a objetos y los relativos a una cofibracion, asi
como sus sucesiones exactas, vendran expresados en funcion de la homotopia
generalizada de la C-categoria primitiva, obteniéndose conceptos como los de

esfera punteada, grupos de homotopia esféricos y sucesiones exactas de éstos

131
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que terminan en un grupo fundamental de Poincaré.

Dada una (-categoria C, se considerara al cono de cualquier objeto de C
como un objeto punto. A lo largo de todo este capitulo se supondra fijado un

punto C'V, y todo el desarrollo se hara en funcién del mismo.

V.1 Categoria punteada C“9F ¢V,

Fijado un punto se obtiene la C-categoria punteada asociada, surgiendo
relaciones entre los conceptos de nulhomotopia y contractil en ambas cate-

gorias, la punteada y la primitiva.

Definicién V.1.1 La categoria punteada CY°F ©V es la subcategoria llena de
C% que tiene como objetos los pares de la forma (X,z), con z : CV — X

cofibraciéon. A (X,x) se le denominara objeto punteado con punto .

Proposicién V.1.1 (' : COOF OV _, CCOF OV (efinido mediante el siguiente

push out por CA'(X,:L') = (@X,@)

C?V Ccv
TC:L' T@
D .
cX CX

y dado un morfismo f: (X, z) = (Y,y), Cf=1UCf: CA'(X,:L') = P{p,Cz} —
— G(Y,y) = P{p,Cy}, es un funtor.

Demostracién:

Simple comprobacion de que 1 U C'f existe pues C' fCz = Cyl y 1p = pl.
O
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Por la proposicién 1.3.2 CYOF Y se puede considerar una subcategoria
llena de po©VC, identificando un morfismo f : (X,2) — (Y,y) con el mor-
fismo 1 U f @ P{legv,2} — P{lev,y}. De esta forma cualquier objeto
punteado de CYOF €V se puede interpretar siempre como un push out cofi-
brado de componente vertical C'V e inducida vertical el punto, aunque no
necesariamente del tipo anterior, dando sentido a notaciones de la forma
LJf:(X,2)=P{s,j} = (Y,y) = P{s,5'}. Cuando para un objeto (X, ) no
se especifique el push out se supondra que es el asociado para la identificacion

como subcategoria de po©VC: (X,z) = P{lcv,z}.

Proposicién V.1.2 k:1 — ¢ (COOF OV _, COOF OV ) definida por E(Xw) =

=1Ukx: (X,2)— CA'(X,:L') = P{p,Cz} es una transformacion natural.

Demostracion:
1 U kx existe pues kxax = Cakev v 1 = pvkev.

Para la naturalidad basta observar que el siguiente diagrama es conmuta-

tivo:

1Ukx
(X, z) C(X,z) = P{p,Cz}
1uUf 1ucCf
1Uky
(Y,y) C(Y,y) = P{p,Cy}

Proposicién V.1.3 E(Xw) = pokx 1 (X, 2) = (CX,Cx)

Demostracién:

Basta observar que 1U kx = {Cz, pvkx } = pvkx.
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Al intentar relacionar los conceptos de la categoria punteada con los de la
original es necesario expresar los nuevos desarrollos en funcién de los primeros.
Asi, partiendo de que el funtor C' viene definido en funcion del C' tambien C”

se puede obtener de C™.

Teorema V.1.1 El siguiente cuadrado es un push out

v Y
[c- 3
onx pCp...C""'p fnx
(0 (n (n-1

para todo n € IN*, donde Cx= x y Cx= C Cx obtenido aplicando sucesiva-

mente el funtor C.

Demostracién:

Sean f:CV - Y yg:C"X =Y tales que fp” = gC"z. Entonces fp" =
= fp"tC"1p = gC"x = gC" ' (Cx), y existe por la propiedad de push
out {fp"~L g} : C"TIOX = Y. {fpt g} "0 Ca = {fp"t,g}C" 10w =
= fp"~t = fp"2C"?p, y aplicando de nuevo la propiedad de push out existe
{fp"=2, fp*t, g} : O 202X —» Y. Reiterando el proceso existe {f, I, ...

”‘7fpn—27fpn—17g} : CnX — Y tal que {fvfpv 7fpn 27fpn 179} Cl’— f y
{Fafpy oy 772, fpm Y, g}PCP...C" 5 = g. Si existiese b : C"X = Y tal

que h Ca= f y hpCp...C"'p = g entonces h = {ho, h1,...,hu_1,h,} vy por lo

anterior hg = f v h, = g. Para que esta llave exista se tiene que verificar hop =
(n—1

= fp={h1,....,h,} Cx= hy. Reiterando el proceso se concluye el resultado.
O
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Corolario V.1.1

a) C"f = 1UC"f: C"(X,2) = P{p",C"a} — C"(Y,y) = P{p",C"y},
para todo f: (X,2) = (Y,y).

b) kCl = 1UkRCE : C"(X,2) = P{p",C"a} — C"H(X,2) =
= P{p"*t!, C"*'a}, para todo (X, ).

Demostracién:

(a) C"f = 1UCC™'f=
(n (n (n—1

= {Cy,pCC" ' f} = {Cy,pC{Cy,pCC"2f}} =
G Gl
= {Cy,pC Cy,pCpC*C" 2 f) =
. (n (n-2
= {Cy,Cy p,pCpC*{ Cy,pCC" > f1} = ...
(n (n

<_<_ R )
(Cy.Cy p,Cy p.....Cy p"~ ' pCF..C" " f} 2
(n

= {C pCp..C"™ lpC”f}_lu(J”f

(0)  kClxwy = Fgnxa = Phgax =

(nt1

= {Ca,pCPkggniy} =
(nt1 (o1

= {Cz,Cx p,}_?C}_?CQ}_?kC25n_2X} = ..
(nt1 (nt1 (nt1

= {Caz,Cxyp,..,Cx p" ' pCPp...C"pkenx } =
s gpiis S e S 8

= {Cz,Czx p,....,Czx p" " pCp..C"PECY } = ...
(nt1

= {Cz,pCp..C"pkCY} =
= 1UkCE.

(*) Igualdad valida por el teorema V.1.1 anterior.

En particular, obsérvese que CA'”%(X@,) =1UC"kx.
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Proposicién V.1.4 j : (% — ( definida por Pxx) = LUpx : CA(X,z) =
= P{p*, C*x} — CA'(X,:L') = P{p,Cz} es una transformacion natural.

Demostracién:
1 U px existe, pues pC?z = Cxzp y 1p? = pp.

Para la naturalidad basta observar que el siguiente cuadrado es conmuta-

tivo.

LU px

~

C*(X,x) = P C)

~

C(X,z)= P{p,Cz}

1LuC?f 1ucCf

N 1 Upy N
C*(Y,y) = P{p*,C?%y} C(Y,y) = P{p,Cy}

a

Proposicién V.1.5 pix.) = {Cz,pv U px} : C*X,z) = P{p,CCz} —
— G(X,x) = P{p,Cz}.

Demostracién:

{C,pv Upx} = {Cx,Capy,ppx} = {Cx,ppx} = 1 Upx : C¥(X,z) =

= P{p?,C%x} — C(X,z) = P{p,Cx}. _

Corolario V.1.2 ]36*&71,) = 1UpCy¢ @”*2(}(,:1;) = P{p?, 0t}
— O™Y(X, z) = P{pmt!, Oz},

Demostracién:

) (n41
ﬁC(nX,x) = ﬁé"(X,x) = {Cl‘ s pv U pﬁnx} =
(41 (1
= {Cx,Cx p,Ppgay) =
(41 (41 (o]
= {mv Cx b, Cx p27}_70}_7p06n_1x} = .
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(41 (n41 (041 (nt1

= {mv Cu b, Cu p27 e Cu pn+17}_70}_7"'0n}_7p0")(} =
(nt1 (o4l (o1 (nt1

= {Cx,Cxp, Cx p?,..., Cx p"t pCP...C"ppCR} =
(nt1

= {Cz,pCp..C"ppCL} =
= 1UpCk.

a

Obsérvese que, como caso particular del apartado a) del corolario V.1.1,
énﬁ(xw) =1U Can . é”“(X,x) = P{p”“,C””x} — CAm_H(X,x) =
= P{p"tt, "z}

Proposicién V.1.6 El funtor C junto con las transformaciones k y p verifi-

can el arioma de cono en CCOF €V

Demostracién:
Evidente, pues p = 1Up, ﬁé’ = 1UpC, 6’}3: 1UCp, k= 1UK, kC =1UkC

Ck=1UCkE.
Y O

Una vez construido el cono es necesario decir qué morfismos punteados van

a ser cofibraciones adecuadas para tener una C-categoria.

Definicién V.1.2 Un morfismo i : (B,b) — (A,a) se dird una cofibracion
cuando 1 : B — A lo sea en C, es decir, las cofibraciones en CYOF ¢V son

precisamente las cofibraciones punteadas.

Proposiciéon V.1.7 Dados una cofibracion i : (B,b) — (A,a) y un morfismo
f:(B,b) = (X,2), existe P{f,1} en COT' Y donde i es una cofibracion.

Demostracién:

Usando el teorema 1.3.2 para 1 U7 : (B,b) — (A,a) y LU f : (B,b) —
— (X, z) se tiene que P{f,i} = (P{f,i},x Ua), con i : (X,2) —
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— (P{f,i},z U a) la inducida 7 : X — P{f,i} y por tanto cofibracién.
Obsérvese que @ U a : CV — P{f,i} es cofibracién por el teorema II.1.1

al serlo 1.
O

Proposicién V.1.8 C transforma push outs cofibrados en push outs.

Demostracién:

Dado el push out

(Aea) —

(P{f,i},2Ua)

considerando el siguiente push out en la categoria de push outs de C:

pUp
C?*vV cvV

CzUCa CzUCa

pUp

CP{f,i} P{pUp,Cz U Ca}

por el teorema 1.3.2 se tiene P{é’f, 6’@} =P{1UCf,1UCi} = P{pUp,CaU
UCa} = CP{f,i},con Ca UCa=CzUCa, pUp=pUP, 1UCS =1UCT
y1UCi=1UCT.

O
Proposicién V.1.9 1x,) y %(X@,) son cofibraciones, para todo objeto (X, ).

La composicion de cofibraciones también lo es.
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Demostracién:

~

kx.z) = 1 U kx es cofibracién por el teorema II.1.1, observando que x;
es cofibraciéon al serlo x. El resto es evidente por ser cofibraciones 1x y la

composicion de ellas en C.
O

Proposiciéon V.1.10 Las cofibraciones verifican la propiedad de extension de

nulhomotopia en CCOF €V,

Demostracién:

Ci=1UCi: CA'(B,B) = P{p,Cb} — CA'(A,a) = P{p,Ca}. Entonces, 1Ur :
: P{p,Ca} — P{p,Cb} es unaretraccién de Ci, donde r es cualquier retraccién

que tenga ¢ por verificarse PEN en C. Obsérvese que rC'a = rCiCb = Cb. .

Proposicién V.1.11 Dada una cofibracion i : (B,b) — (A,a), el morfismo
i = {6’@,%} : (P{%,i},%u a) — (CA'A,m) es también cofibracion.

Demostracién:

Por el teorema 1.3.2, P{1 U k,1 U i} puede definirse mediante el siguiente
push out

(B, b) >1—Uk» C'(B,b) = (P{p,Cb},Ch)

TM T—lui
Uk

(A,a) >———— (P{puUl,CbUa},CbUa)

y se tiene 3 = P{1Uk,1Ui} = P{pU1,CbUa},conT Ui = 1U7,TUk = 1UE,
CbUa=CbUaypUl=pUl, de donde {Ci,k}y={Ci, 10Uk} = {1UCi,1Uk} =
= {Ca,pi;} = 1 U 1. Esta unién existe pues 1;(CbU a) = {CiCb,ka} =
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={Ca,Cak} =Ca{l,k} = Ca(lev)1 = Cal, y es cofibracién por el teorema

1I.1.1 al serlo z; en C. .

Teorema V.1.2 CYOF Y ¢5 yuna CA'-categom/a punteada.

Demostracién:

Por el comentario posterior al teorema [.1.2, (C'V, 1) es objeto inicial con
morfismos iniciales x : (CV,1) — (X, ), de donde cualquier objeto es cofi-
brante. Por otro lado, con (é,%,ﬁ) y las cofibraciones punteadas, C“9F ¢V
es una categoria con cono natural, pues la proposicion V.1.6 es el axioma del
cono, las proposiciones V.1.7 y V.1.8 dan el axioma de push out, las V.1.9 y

V.1.10 el axioma de cofibracion y por ultimo la proposicion V.1.11 el axioma

de cono relativo. Ademds C(CV, 1)=(CV,1). .

Los conceptos homotopicos de la categoria punteada de una dada se van a
relacionar con los respectivos de la categoria original. La relacion para nulho-
motopia y contractil concluira este parrafo, dejando lo relativo a homotopia

para el siguiente.

Proposiciéon V.1.12 Dado f : (X,2) — (Y,y) un morfismo punteado, f es

nulhomdétopo en CYOF VY siy solo si [ es nulhomdotopo en C.
Demostracién:

(=) Si f:(X,2) = (Y,y) es nulhomédtopo, existe F : (éx,%) — (Y, y) tal
que f = F%(X@) = Fpkx, de donde Fp: f ~0.

(<) Observando que {FCxCp, F'} : {yp, f} ~ 0, donde F': f ~ 0, existe H
una extensién de {yp, f} relativa a x,. {y, H} : f ~ 0 en CYOF OV,
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Corolario V.1.3 Dado (X,x) un objeto punteado, (X,x) es contrdctil en

CUOF OV 51y s6lo si X es contrdctil en C.

Demostracién:

Evidente, pues por la proposicion V.1.12 anterior 1(x,) ~ 0 si y s6lo si

1)(20.
O

V.2 Homotopia en categorias de cofibraciones
bajo un cono.

La homotopia en categorias punteadas puede expresarse como homotopia
generalizada en la categoria primitiva, obteniéndose de esta forma funtores
de homotopia en la categoria punteada equivalentes a otros en la original.
Para ello, usando teoria de push outs, se expresan las distintas construcciones

homotépicas punteadas en funcion de las respectivas no punteadas.

Como consecuencia de lo anterior y similarmente a lo que sucede en la
homotopia ordinaria de los espacios topoldgicos surgen conceptos como esferas,
grupos de homotopia esféricos, grupo fundamental de Poincaré y sucesiones

exactas de estos grupos.

Un primer paso en este proceso consiste en relacionar, haciendo uso de las
cofibraciones entre push outs, el cono relativo punteado con el cono relativo
original, mediante la extension del concepto de cono de un objeto punteado a
sus push outs de definicion, push outs cofibrados con inducida vertical el punto

base.

En general, cuando se exprese (B,b) = P{s, j} se supondra j : S — T. Por
otro lado, una cofibracion 1 Ui : (B,b) = P{s,j} — (A,a) = P{s',j'} tal que
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i : T — T’ cofibracion con S =5, s = ¢’ y j/ = ij se dird cofibraciéon de push

outs.

Proposiciéon V.2.1 Dado un objeto punteado (X,x) = P{s,j}, se verifica
C™(X,z) = P{p"C"s,C"j}.

Demostracién:

Basta observar la siguiente composicién de push outs

C"S crtly CV(
C"s pCp...C" 5
T X X

.
Obsérvese que por ser x = j entonces C"j =(C'j, que también se notard
(n (0

simplemente por C'j, considerando j =C7.
O

Proposicién V.2.2 Dado un morfismo punteado 1U f: (X,z) = P{s,j} —
— (Y,y) = P{s,j'}, se verifica C*(1U f) = 1UC"f : C"(X,x) =
= P{p"C"s,C"j} — é”(Y,y) = P{p"C"s' C"j'}.

Demostracién:

Basta observar el siguiente diagrama:
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Vel

oS s L onny P — v
T C"X X
on Cng\ (LU f) 1{ Gr(1u f) 1
S oV ——; cv
ﬁmﬂ" \ ,/C”y J / é—”y
CmT” c"Y i
Corst pCp..C" 1p ey

Proposicién V.2.3 Dado un objeto punteado (X,z) = P{s,j}, E(Xw) =
= 1Ukr = (X,2) = P{s,j} — C(X,2) = P{pCs,Cj} y prxzy = 1 Upr
: C(X, 2) = P{p*C%s,0?%} = C(X,z) = P{pCs,Cj}.

Demostracién:
Basta observar
%(XJ)IE = ﬁk‘X{E = ﬁcwkcv = mpvk‘cv = m — (1 U kT)x
2(X,x)§ = pkxs = pCSkt = (1 U kt)5s.
G (2
Pxe) Co=Cx = (1Upy) Cu.

Px,PCPC?s = (1 U px)pCpC*s = ppx C*3 = pCspr = (1 U pr)pCpC7s. o

Proposicién V.2.4 Dada 1 Ui : (B,b) = P{s,j} — (A,a) = P{s', '} cofi-
bracién de push outs, S1Y = P{pCs,CyU '} y (1U1); =1U1;.

Demostracién:

Obsérvese que pC's = pCs U s : Nls — OV,
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Usando la proposicién V.2.1 y el teorema 1.3.2 se tiene que SV =
= P{1Uk,1Ui} = P{pCs,CjUj'}. (1Ui) = {C(1U7),k} = {1UCi, 1Uk}.
Entonces {1UC4, 1Uk}pCsUs" = {(1UCH)pCs, (1Uk)s'} = {pCs'Ci, pC's'k} =
::pC?{Cuk}:@%ﬁ%ly{luculuk}é%IJé%E:{QUC%)%%JlUkH%%}:
- {c(*(;c(*—;} :c(*(; de donde (1U7), = {C(*—(;",}_oC?il} = 1 U4y, pues pCsl =
=1pCsy Cj'1 = Cj{L,k} ={Cj",Cy'k} ={CiCj, kj'y = {Ci,k}(CjUJ") =

=u(CyUy).

a

Obsérvese que (1 U1); : SV = P{pCs,CjU '} — CA'(A,a) = P{pCs,Cj'}
vuelve a ser una cofibracién de push outs por el teorema II.1.1 y por tanto se

puede iterar el proceso.

Teorema V.2.1 Dada una cofibracion de push outs 1 Ui : (B,b) = P{s,j} —

— (A,a) = P{s, '}, el siguiente cuadrado es un push out

pn+lcn+18
Cn—l—lS CV
(n+1  (n o
Zin _i(lUZ);

pCP...C"pC" M5 UBCE...Ch—1pCs’ U (2t UBCH...Ch 1 pC™ s

que transforma (1 U 1) : sevn 6’”+1(A,a) = P{p"t'C"ts, O™} en

LU ipyy 2 P{pmHCmtls, Sot1 (5 )} — C"H(A, a) = P{prtiCtls, Ot}

Demostracién:

Analogamente a lo que sucedia en la proposicion V.2.4 anterior,

Conmutatividad:
(n+1 (n (n
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(ntl  (n G
= (Cyucy u.rty Cip"tortlsup s U ity piC"s) =
(n+1 (n (n

= Cj p"ttemtisu O phCrhs U MLU T ph s =

. UPCT...CP e N (5 5).

Push out:

Dados f: CV = Xy g = {gnt1, s go} : Tt — X con fprtiOntls =
= gu" (5, 7)), es decit {f, ..., FHp" P C"H s Upr Cs U EL U pPCOPs) =

de donde ¢, C"t'j = fprt C" sy ¢;C"5' = fp"C"s, 1 <1 < n. Se
puede entonces definir {{f, gos1}t,{fs 90}, - {f,90}} : SOU o X que

es el inico morfismo solucién {f, gny1, -, go}-

En consecuencia:

(MU = {C" (U0, C7%k, .k} =

= {1uC™™ 1UC™k, ..., 1Uk} =

(o1 _ (n+1 _
= {{Ca,pCp...C"pC" 5 C™ 5} { Ca, pCp...C"pC" SO KD, .
(nt1 _
o {Ca, pCp...C"pC" kY ~
(n+1 _
~ {Ca,pCp...C"pC " {C™ 5 C™k, ... k}} =
(n+1

= {Ca,pCp..C"pC" s/} = 1 U ipgy
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pues p"HC™ slonng = lovp™ ' C™ s y O™ jlgnng = O™ (1s)nta

= OO s, Ok, k) = {1 /O g, OO,

- {C”“i(]”“j, CrkO™ KO} = (O Ok,

Corolario V.2.1 Dada i =1U1:(B,b) — (A, a) cofibracion de push outs,

siguiente cuadrado es un push out

RO U U L

~IBCTST = prl Ontlg,

pn+1
crty
(n+1 (n
T C" U Cma U 2Ty CMa Ch UCau.lrtl y Ca
Sin

Corolario V.2.2 Ll siguiente cuadrado

pnﬁ@al B
i
in+1T
ot pCp...C"pC T3

es un push out.

i(lui);
T(1 i)y
CrHLA

7o OHU(A, a) = P, C" a} en 1 Uings
= P{p"*!,C"*a}.
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Demostracién:

Es evidente, por la proposicion 1.1.5, usando el teorema V.2.1 anterior y

observando que la composicién de los siguientes cuadrados

" n+1 CYn—I—lS Cv
s
(ntl (0 n_
Zn+1(j/7j)T TC] ucCy Ul U Cy’
n—I—/l_\_;—I—l
S priCtts $(1U0)~

@'WT T(l i)y
pCp...C"pC" s
Cn-I—IT/ Cn.|_1A

coincide con la composicién de push outs.

n+1 CYn—I—lS

Cntis (GAY
1 1
g — P g

(n+

Cn-l—lj/ C]/

pCp...C"pC Ty
Cn-I—IT/ Cn.|_1A

O
Los morfismos punteados considerados como morfismos de push outs, sea
su dominio un push out de identificacion o no, coinciden con los morfismos

en C con dominio un push out del tipo anterior y componente vertical una

cofibracion.

(CP{S’j})COf y (CP{S’j})COf representaran las subcategorias llenas de CF{s7}

cuyas componentes vertical y horizontal de los objetos, respectivamente, son
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cofibraciones.

Proposicién V.2.5 Dado (A,a) = P{s,j},

(CCOF CV)P{S,J‘} ~ (CP{s,j})cof

Demostracién:

Consecuencia de la proposicion 1.3.4 observando que las componentes ver-

ticales de los morfismos son puntos, y por tanto cofibraciones.
O

Observando que dado un objeto de (CFlsuhycot I 1 Pls i1 — X,
se tiene {~ s,—} = — : P{l,57} = T — X y que dada una cofibracién de
push outs 1 Ui : (B,b) = P{s,7} — (A,a) = P{s', 7'} se verifica {j’,1} =1 :
P{Lj =T =T,

Proposicién V.2.6 Dada una cofibracion de push outs 1 U : (B,b) =

= P{s,j} — (A,a) = P{s',j'}, existen equivalencias naturales

a) e : Hom((A,a),(—,~)) = Hom(T',—)~*(") (CEOF YV s Set) definida

por

exey: Hom((A,a),(X,2)) — Hom(T',X)"()
Luf — f
b) &+ Hom((A,a), (codom ~,~))""=U) 2 Hom(T', codom ~){~+= 1)
((CPsibyeot — Set) definida por
oy Hom((A,a), (X,2))" (%) — Hom(T’, X)trsui(t"i))
Luf — f

Demostracién:

Son equivalencias por la proposicion V.2.5 anterior, y naturales pues dado
un morfismo g = 1Ug : (X,2) = (Y, ), u=(1Uf) = .(f) = gf = £(1Ugf) =

=e(1Ug)(1U f). .
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Corolario V.2.3 Dada 1 Ui : (B,b) = P{s,j} — (A,a) = P{s',7'} cofi-
bracion de push outs y considerando é”(A,a) = P{p"C"s,C"j'} y SRS —
= P{p"ttC"tls, X5 9}, la equivalencia natural € induce equivalencias

naturales

a) e: Hom(i(wi)?, (—,~)) = Hmn(Zi"7 —)an+10"+15(2"+1(1"71'))

(CCOF CY _, Set)

b) e : Hom(C™(A, a), (codom ~, N))lu_((wi)ﬁ) =
o~ Hom(C”T’, codom N){Np"C"s,—}({C"]”jn}) (CP{pncns,En(]‘/J)})cof — Set)

La relacién entre los conos relativos punteado y no punteado establecida
en el teorema V.2.1 permite extender la equivalencia natural de la proposicién
V.2.6 a los distintos funtores de homotopia. Para ello es necesario introducir

previamente la nocién de push out contractil.

Definicién V.2.1 (A, a) = P{s,j} se dird un push out contrdctil si kr tiene
una retracciéon ¢ € Hom(CT,T)jq/(Oj), con ¢ : CS — S tal que s¢’ = pC's.

Obsérvese que si (A,a) es un push out contractil entonces (A,a) es un objeto

contractil, y por el corolario V.1.3 A es contractil. También T es contractil.

Proposicién V.2.7 Si (A, a) = P{s,j}, entonces CAY(A,a) = P{pCs,Cj} es

un push out contrdctil.
Demostracién:

q=pryq =Dps.

Proposicién V.2.8 Dada 1 Ui : (B,b) = P{s,j} — (A,a) = P{s', '} cofi-
bracion de push outs y dado 1 U f : (B,b) = P{s,j} = (X,z) = P{s",j"} con
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(X, ) push out contrdctil, entonces existe 1Uf: (Aya)=P{s,j'} = X, 2)=
= P{s",j"} tal que (1U YA Ui)=1U fi=1U /.

Demostracién:

Sea f una extensién de f relativa a ¢ y sea ¢ el morfismo que permite
definir 1U f, entonces f§' = fij = fj = j”g. Ademas s"g = s, luego g permite

también definir 1 U f .

Teorema V.2.2 Dada una cofibracion de push outs 1 Ui : (B,b) = P{s,j} —
— (A,a) = P{s', 7'}, con (A,a) push out contrdctil, la equivalencia natural ¢

induce una equivalencia natural

e [(A, a), (codom ~, ~)]P=OY) = [T/ codom ~]1~HUND ((CPisheof _ Get)

Demostracién:

Por el apartado b) de la proposicién V.2.6 basta comprobar que se conserva
la homotopia.

1U fo~1U fy rel. 1U7 en CYOF CV 5iy sélo si existe 1 U F - CA'(A,a) =
= P{pCs,Cy'y — (X, z) tal que (1U F)(1U1)y = (LU F)(1U ) =
= {1V MU QCIU,TU A} = {10 fo)(1Ug)(1UCi),1U fi} =
={1U foqCi,1U fi} = 1 U {foqC1, f1}, siy sélosi F: fo ~ fi rel. {j',1} en
C, por el apartado b) de la proposicién V.2.6 pues si F' : fo =~ f; rel. {j/,¢}
entonces F'Cy' = FCiCj = foqCiCj = foqC3 = foj'q = xsq’ = apCs, por lo
que existe 1 U [,

La naturalidad es evidente por la proposicion I1.2.1

Corolario V.2.4 Dada una cofibracion de push outs 1Ui : (B,b) = P{s,j} —

— (A,a) = P{s,j'}, se induce una equivalencia natural
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e [@”(A, a), (codom ~, N)]IU_((lw)?) &
o~ [CYnFIV7 codom N]{Np"C"S,—}({C" i in}) ((CP{p"C"S,E"(j',j)})cof — Set)

Demostracién:
Por la proposicion V.24, (1U¢); =1U1, : S
= P{p"C"s, X" (5", 1)} — é”(A,a) = P{p"C"s,C"j'} es una cofibracion de

push outs, con é”(A, a) un push out contractil por la proposicién V.2.7. 5

Una vez establecida la equivalencia entre los corchetes de homotopia pun-
teado y no punteado se procede a la definicién de la categoria cof po©V C para

extender dicha equivalencia a los grupos de homotopia.

La categoria cof po€V C es aquella que tiene por objetos las cofibraciones
de push outs definidas en la introduccién de este parrafo y como morfismos los
pares de morfismos de push outs que hacen conmutativo el diagrama. Los ob-
jetos de esta categoria se representaran por 1U ~. < representara la cofibracion

morfismo vertical del push out dominio de 1U ~.

Teorema V.2.3 Dada una cofibracion de push outs 1 Ui : (B,b) = P{s,j} —
— (A,a) = P{s,j'} y considerando @(A,a) = P{pCs,Cj'}, las equivalencias

naturales anteriores inducen equivalencias naturales

a) ¢: 7Y% (codom 1U—,1U =) =7l (codom —, —)

~

((COOF OV)O(A,a) — Grp)

b) e:7Y(codom 1 U —,1U —) = gi~~}(codom —,—)

(((cof pOCVC)a(codom (1u~)))op — Grp)

Demostracién:

Dado un morfismo 1 U f : CA'(A,a) = P{pCs,Cy'} = (X, )
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AIUZ((X z),1U f) = [én(A a), (X7x)]{(1Uf)p 1O (101) =, (1UF)p™ 2 H((1Ui)~ ~)
_ [én(A a ( )] {(tufH)(Lup™ Y (1UCip—1),(1Uf) (TUp™ =)} (1Uin) _

);
[én(A a)7( )]{lufp" Win 1, 1Ufp" 2 (1Uin)
);

[é”(A a), (X, )] (LU{fp" " Cin 1, P2} (10in) &

[

[c" T, X]{wp"(f"s,{fp"_lcl'n—l SoPTPHC S i)

[CnT/7 X]{fpn_lc{jlvi}n—l 7fpn_2}({j/7i}") —

7KL ).

Obsérvese que por un procedimiento similar al de la demostracion de la
proposicion IV.1.8 {C™5' i} = {j',1}n, y que por la proposicién 11.2.1 y el
teorema I1.2.3 se tiene la naturalidad en el caso b).

Para concluir la demostracion basta comprobar que la equivalencia ¢ con-

serva la operacion de grupo.

Ya se vio que si 1 Ui es cofibracién de push outs (1 U i)y = 1 U4y :
L SV = P{pCs,%(5',7)} — CA'(A,a) = P{pCs,Cy'} también lo es. Entonces
LUiy = (1Ui); = (LUK = (1Uig) : S0 = P{p?C2%, S2(7, )} —
— GQ(A,Q) = P{p*C*s,C?*j'} es cofibracién de push outs.

P{(1Ui);,(1 Ui} = P{pCs,Cy" U '} por el teorema 1.3.2, de donde
CP{(1U iy, (LUd)} = P{p*C?s,C?%5 U C?)'}.

kpC(1 Ui Uk = (LUK (IUp)(1UCH)U(1UE) = 1U (kpCiy Uk), tiene
por codominio éP{(l Ut)s, (1U17);}, que es contréactil por la proposicion V.2.7
y donde el morfismo que permite la unién es kp : C*S — C*S. Al ser (1 U1);
una cofibracién de push outs, por la proposicion V.2.8 existe una extension
1 Uy de dicho morfismo relativa a esta cofibracién, es decir, (1 U p)(1U1); =
= (1Uu)(1Uiy) = 1Uuis = 1U (kpCiy UEk), y por la independencia de
la operacién respecto a la extension (proposicion I11.1.11) u hace que ésta se

conserve. a
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La equivalencia natural anteriormente establecida sigue siendo vélida cuan-
do el morfismo base es el “cero”. Para analizar este caso hay que hacer uso de

objetos punteados basados.

Por la observacion 111.2.2, todo objeto punteado (A, a) tiene al menos un
morfismo base a’ : (A,a) — (CV,1). Si (A,a) = P{s,j}, un morfismo a’ tal
que a’'j = s induce un morfismo base 1 U da’: (A,a) = P{s,j} — (CV,1). Por
abuso de lenguaje, pues en el caso del push out de identificacion ¢’ = 1 U o,

se dird que @ es el morfismo base de (A, a) = P{s,j}.

Proposiciéon V.2.9 Dado (A,a) = P{s,j} basado en a', entonces 0 = 1 U
Uza' : (Aya) = P{s,5} — (X,z). En particular en el caso de push outs de
identificacion 0 = xzd’ : (Aya) — (X, 2).

Proposicién V.2.10 Una cofibracion de push outs 1 Ui : (B,b) = P{s,j} —
— (A,a) = P{s,j'}, conb' yda' respectivos morfismos base de (B,b) = P{s,j}

y (A,a) = P{s', 7'}, es basada si y sélo sia't = V.

Proposiciéon V.2.11 Dada una cofibracion de push outs basada 1U7 : (B,b) =
= P{s,j} — (A,a) = P{s', 7'}, la equivalencia natural € induce una equiva-

lencia natural

el (= )=l = x p(Cd')) ((cof COOF CV)oP )% CYoF V) - Grp)

n licva
Demostracién:

Obsérvese que si a’ es base de (A, a) = P{s, j'} entonces p(Cd’) es base de

~

C(A,a) = P{pCs,Cy'}. o

Proposicién V.2.12 La equivalencia natural € induce una equivalencia na-

tural

€ 7?7(1_’“’)(

Il
2
12
=)
Py
Il
X

p(C ~) (C7F TV)iEg ) x €771 V) — Grp)
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La relacién existente entre la categoria de pares cof C y la categoria
cof CY9F YV eg similar a la existente entre C y CPF €V gin més que ob-

servar que cof QUOF OV o~ (cof C)COF Cly

En este sentido se tiene que los objetos de la categoria se pueden identificar
con push outs de cof C f = 1U f : (X,2) — (Y,y), pero también estos
objetos pueden llevar asociado un push out con componente vertical 1¢v, no
necesariamente de identificacion: 1U f: (X, z) = P{s,7} — (Y,y) = P{s'.J'}.
Como en el caso simple, cuando 1U f tiene asociados push outs de identificacién

se puede hablar de grupos de homotopia del par 1 U f.

Las cofibraciones de pares de push outs seran de la forma 1., U (¢/,1) =
= (lev, lev) U (¢y0) : 1U fo — LU fi, con 1U fi + (X¢,20) = P{ss,ji} —
— (Ye,ut) = P{s}, 5/}, t = 0,1, (¢/,7) : fo — f1 cofibracion de pares, fj = f;
(donde f es el morfismo que permite crear 1 U f), (s(,80) = (81, 81), 1'J5 = 73
e 1jo = j1. De donde se tiene que 1 U : (Xo,20) = P{s0,Jo} — (X1, 21) =
= P{si, ity LU : (Yo,90) = P{sg,Jo} — (Y1,y1) = P{s}, 71} son cofibra-
ciones de push outs. Obsérvese que {1U f1, 1U'} = 1U{ f1,¢'} : P{1Ui, 1Ufo} =
= P{sp, 71 Ujot — (Yi,11) = P{s],ji} cofibraciéon de push outs y por tanto
cofibracion.

CUOF OV 4 este caso resultan equi-

Aplicando los resultados obtenidos en
valencias naturales, que se expresaran entre los funtores adecuados sin hacer
mencion de las categorias involucradas, pues son faciles de deducir por analogia

y en cambio su notacion es compleja.

Teorema V.2.4 Dada una cofibracion de push outs 1U(i',¢) : 1U fy — 1U f1,
y considerando é(lUfl) =1ulf;: é(thl) = P{pCs;,Cj1} — C(Yl,yl) =

= P{pCs|,C71}, se inducen equivalencias naturales

a) e: %lu(i/’i)(codom (Tu-"1U—),(1u-"1U—)) =

n
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~ 7T7(1{j{7i/}’{jl’i})(cod0m (=, =), (=, =)

b) e: %IU(NI’N)(codom (Tu-"1U—-),(lu-"1U—)) =

n

= "~ codomn (=), (=, )

Como consecuencia de este teorema resulta, para los funtores grupos de

homotopia relativos a una cofibracion de un par basado en un morfismo

Teorema V.2.5 Se inducen equivalencias naturales
. ~1ue 1 U — 1 UV ~ {]{72} —V
Cl) €: 7Tn-l—l( 9 ) - 7Tn-l—l ( 9 )

b) e:mY(1U— 1UV) =257 (=, V)

Demostracion:

Sil1Ui:(B,b) = P{s,j} — (A,a) = P{s,j'} es una cofibracién de push
outs, entonces (1 U Ci,1Ui) =1U (Ci,i): 1 Uk — 1 Uk es una cofibracién
de pares, pues &' = Sy ' = s, de donde CS' = CS y pCs’ = pCs. Ademas
1Uk : (B,b) = P{s,j} — C(B,b) = P{pCs,Cj} y 1Uk : (A,a) = P{s',j'} —
— C(A,a) = P{pCs,Cj'} existen por ks : S — CS, y (C1,i) es cofibracién
de pares al ser i e iy = {C4%,k} cofibraciones. De donde se concluye que

(LU Ci,1U1) es cofibracion de pares push outs.

Aplicando el teorema V.2.4 anterior y la definicién IV.2.1 de grupo de
homotopia relativo a una cofibraciéon de un par basado en un morfismo se

concluye el resultado.
O

Combinando el teorema V.2.5 anterior con el teorema V.2.3 se obtienen
equivalencias naturales entre sucesiones exactas, observando que un morfismo

de pares (1U f,1Ug): 1U fo = 1U fiestal que (1U f,1Ug)=1U(f,9g)
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Teorema V.2.6 FErxisten equivalencias naturales
a) e 7V(1U—,1UV) =gl (= v)

b) e: 71U ~,1U =, 1UV) Z a({~e,~}, =, V)

Para una cofibracién de push outs basada 1Ui : (B,b) = P{s,j} — (A,a) =
= P{s', 7'} con b' y @ respectivos morfismos base de (B,b) y (A, a), usando la
proposicion V.2.11

Teorema V.2.7 Existen equivalencias naturales
a) e:mY(1U—) = W{j/’i}(—, VpCa')
b) e:7(1U ~, 1U =) X a({~vw,~},—, VpCd)
donde dom (1 U —) = (&, V) push out de identificacion.
Para objetos punteados basados, usando la proposicion V.2.12

Teorema V.2.8 FEriste una equivalencia natural
e:m((r,~), (1U=)) = 7(~, =, VpC ~)

donde dom (1 U —) = (=,V) push out de identificacion.

A semejanza de lo que sucede en la categoria de los espacios topoldgicos
punteados, a partir de un punto se pueden crear las sucesivas esferas como

suspensiones de S°.

Y59 es un objeto punteado basado con punto k y base {1,1} : ¥*v — O'V.

Definicién V.2.2 A §”(ZkV,E) se le denominara n-esfera y se le notara por

¥V, n e IN".
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Los grupos de homotopia esféricos de los espacios topoldgicos punteados se

definen por 7,(X,z) = 73’ (X, z), de donde por similitud

Definicién V.2.3 Dado un objeto punteado (X, x), se define el n-grupo esféri-

co de homotopia WEOV(X,J}) = %(EOV’E)(X,:I;).

Proposicién V.2.13 72°V(X, z) = 759(X, z), para n > 2.

Demostracién:
WEOV(X,J}) = 7?<E°W>(X,x) = WE(X, {xp,xp}) = (Teorema 111.2.2) =

>~ rhv (X, z).

Observacién V.2.1 La anterior proposiciéon V.2.13 y la observacién I11.1.4
permiten extender la definicion de los grupos de homotopia esféricos paran = 1

y & no necesariamente cofibracién:
ik k
T V(X r)=m (X, ), n>1

En particular, si la categoria C tiene objeto inicial ¢ se puede considerar
como punto C'¢. En este caso a X"¢ se le denominara n-esfera standard en
C y se notara por S y a 7T7§0¢(X, x) se le denominard n-grupo de homotopia
standard del objeto punteado (X, x) y se notara simplemente por m,(X, ). A
(X, x) también se le denomina grupo fundamental de Poincaré del objeto X

con punto distinguido z.

Dados dos objetos X, Y de C, cof (X,Y) representara el conjunto de cofi-

braciones con dominio X y codominio Y.

Obsérvese que cof (CV,X) es el conjunto de puntos del objeto X.
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Definicién V.2.4 Dados dos puntos z, ' de X, un camino de v a 2’ es un

morfismo a : C?V — X tal que ak, = {z,2'}.

Noétese que x ~ 2’ rel ky si y sdlo si existe un camino de x a 2’, y que
por tanto la relacion “estar ligados por caminos”, entre puntos de X, es una
relacion de equivalencia cuyas clases se denominan componentes conexas por

caminos de X.

Definicién V.2.5 Un objeto X se dird conexo por caminos si tiene una tnica

componente conexa por caminos.

Obsérvese que si X es conexo por caminos entonces Hom(CV,X) =
= Hom(CV,X)"™ k) para todo punto x. Si V = ¢ objeto inicial de C, siempre
Hom(C¢,X) = Hom(Cp, X)?x{¢co),

Teorema V.2.9 Dados dos puntos x y x' de un objeto X, todo camino o de

x en ' induce un isomorfismo A, : WIEOV(X,:L') — WIEOV(X,:L").

Demostracién:

Consecuencia inmediata del apartado «) del teorema I11.1.3 observando que

V(X 2) = Hy(z, ) y iV (X, 2') = Hp(2/, 2'). o

El teorema V.2.9 anterior permite, para los objetos conexos por caminos,
hablar simplemente del grupo fundamental W%OV(X), al ser independiente del
punto fijado. En particular, para este caso, el grupo fundamental standard se

notara por my(X).



Capitulo VI

Teoria dual y ejemplos.

La teoria de homotopia cénica desarrollada en los cuatro capitulos prece-
dentes tiene una dualizacion que da origen a una axiomatica de la cual exis-
ten ejemplos bastante conocidos, como son la homotopia proyectiva para R-
médulos [E] [Hil], [Hi2] la homotopia de complejos de cadena [K3] y la homo-

topia de los espacios topologicos punteados a través de caminos punteados.

Como su dual, esta teoria se puede desarrollar tomando como referencia la
homotopia ordinaria de los espacios topologicos. Un cono se obtiene mediante
el push out de la inclusion en el nivel cero de un espacio en su cilindro con la
proyeccion de este espacio en el objeto final. El proceso dual da que el pull back,
de la proyeccién punto inicial desde el cocilindro de un espacio (caminos) sobre
éste con la inclusién del objeto inicial en dicho espacio, es siempre el objeto
inicial. Por ello se ha preferido denominar a los conceptos duales que van a
intervenir anteponiendo el prefijo “co”: cocilindro, cocono, cosuspension, etc.,
excepto en el caso de “cofibracion” que serd “fibracion” pues este concepto si
es el dual en el caso de Top desde el punto de vista cilindro-caminos (ver [B2]),

en lugar de otros nombres no tan genéricos usados en determinados casos.

Procesos tedricos a partir de otras estructuras axiomaticas que dan origen a

159
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homotopia, asi como relaciones categoricas y funtoriales entre éstas, permiten

obtener ejemplos de homotopia cénica o cocodnica.

Por ultimo se veran ejemplos conocidos de homotopias que resultan ser
cénicas o coconicas, y también se crearan nuevos ejemplos de las mismas.
Cabe destacar entre las ya conocidas la clasica de los espacios topologicos
y los espacios topologicos punteados, las homotopias proyectivas e inyectivas
[Hi2] y los complejos de cadena [K3]. Por su curiosidad y vigencia merece

especial consideracion la homotopia propia a través de los espacios exteriores

[G-].

VI.1 Teoria de homotopia con un cocono na-
tural. C’-categorias.

El proceso de dualizacion de una teoria axiomadtica es facilmente reali-
zable, como ya se ha visto en el Capitulo I. Por ello, aqui se destacan, sin
demostracion, los principales conceptos y resultados duales de los vistos en los

capitulos precedentes para, posteriormente, hacer referencia a los mismos.

Definicién VI.1.1 Una (’-categoria, o categoria con cocono natural es una
categoria C, con un funtor ¢’ : C — C denominado cocono, transformaciones
naturales £ : ¢/ — 1y p' : ' — C'* y un subconjunto de morfismos [1b,

llamados fibraciones y representados por “—”, verificando los axiomas (C’1),

(C"2), (C"3) y (C"4).
(C'1) Axioma de cocono.

(k/c/)p/ — (Clk/)p/ — 10/ y (plcl)p/ — (C/p/)p/‘
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(C’2) Axioma de pull back.

Para una fibracién ¢ : A — B y un morfismo f : X — B, siempre existe el

siguiente pull back

donde G es también una fibracién. Ademas el funtor C’ transforma pull backs

fibrados en pull backs: C'(P < f,q>)=P < C'f,C'q >.

(C'3) Axioma de fibracién.

Para todo objeto X, 1x y k' son fibraciones. La composicién de fibraciones
es fibracién. Ademas, toda fibracion ¢ : A — B tiene una seccion s para su
cocono (C’'qs = 1). A esto ultimo se le denomina propiedad de levantamiento

(o elevacién) de nulhomotopia (PLN).

(C'4) Axioma de cocono relativo.

Para una fibracion ¢ : A — B, el morfismo ¢; =< C’q, k' >, definido por el

siguiente pull back, es una fibracion:

7
C'A i N
\ q1
\ _
k/
q q
—— ("B B
C'q k!

Los isomorfismos y el cocono de toda fibracion son fibraciones. Asimismo
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el cocono de un pull back fibrado es también un pull back fibrado.

Proposiciéon VI.1.1 Dado el siguiente cubo conmutativo:

donde las caras superior e inferior son pull backs.

Si< B, > - P <gy>0<af >Y —P< fiy>son

fibraciones, entonces oo N 3 también lo es.

Definicién VI.1.2 Dada una fibracién ¢ : A - B y un morfismo f : X — B,
todo morfismo f : X — A tal que ¢f = f se denomina una elevacién de f

relativa a la fibracion g. El conjunto de elevaciones de f relativas a ¢ se notara

Hom(X, A) ().

Definicién VI.1.3 Un morfismo f : X — Y se dice nulhomdtopo (f ~ 0),

cuando tiene una elevacion relativa a k', es decir, cuando Hom(X, C'Y) ;) #

7 ¢

Se usara la misma notacién que en las construcciones cono para nulho-
motopias y objetos contractiles, los cuales mantienen la misma definicion.
También se tiene que un morfismo es nulhométopo si y sélo si se factoriza
a través de un objeto contractil, y que la composicién de un morfismo con otro

nulhomotopo es nulhométopa.
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Proposiciéon VI.1.2 Dado un morfismo q : A — B son equivalentes:

a) q verifica PLN.

b) Todo morfismo nulhomdtopo tiene una elevacion nulhomdotopa relativa a

q.
¢) Todo morfismo nulhomdtopo tiene una elevacion relativa a q.

d) k’ tiene una elevacion relativa a q.

Hom(X,A)f(q) # ¢, para todo objeto contractil X y todo morfismo f :
: X = B. Ademds, si existe objeto 0 en una C’-categoria, es contractil.
Definiendo fibracion contréactil como aquella con dominio y codominio con-

tractiles se tiene que, para toda cofibracion contractil ¢ : A — B, ¥} y ¢; son

contractiles y Hom(X,A)f(q) # ¢ para todo f : X — B. También todo pull

back de fibraciones contractiles es contractil.

Definicién VI.1.4 Una C'-categoria con todas las fibraciones es una C'-cate-
goria en la cual el conjunto de fibraciones viene definido por la propiedad de

elevacion de nulhomotopia.

Proposicién VI.1.3 Una C'-categoria con todas las fibraciones es una cate-
goria C, con un funtor C': C — C, transformaciones naturales k' : C' — 1 y

p : C"— C", donde los morfismos que cumplen PLN se denominan fibraciones

y se verifican los axiomas (C'1), (C'2) y (C'4), donde:

(C'2)’ Axioma de pull back.

Para una fibracion q: A — B y un morfismo f: X — B, siempre existe el

siguiente pull back:
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P<f,qg> f—» A

v,

X B

Ademds el funtor C" transforma pull backs fibrados en pull backs.

Definicién VI.1.5 Un objeto X de una C'-categoria C, con objeto final ¢, se

dira e-fibrante o simplemente fibrante cuando ex : X — ¢ es fibracion.

En una C’-categoria con todos sus objetos fibrantes, se puede suprimir en

el axioma (C’3): “Para todo objeto X, 1x vy ks son fibraciones”. Por otro lado

Hom(C'e, A)p(=,) # ¢, para todo objeto A.

Definicién VI.1.6 Una C’'-categoria punteada es una C’-categoria con todos
sus objetos fibrantes y tal que el cocono del objeto final coincida con él. El

producto de dos objetos X e Y se notard en este caso X A'Y.

El producto de fibraciones es fibracion y el producto de objetos contractiles

es contractil.

Definicién VI.1.7 Dada ¢ : A — B fibracién, con A contractil, y dados
fo, f1 : X = A, se dira que fy es homotopo a fi relativo a ¢ cuando exista una

elevacion H de < C'qs fo, fi > relativa a ¢, donde klys = 1,4.
Proposiciéon VI.1.4 Ser homdétopo rel. g es una relacion de equivalencia.

Demostracién:
Dualmente al teorema I1.2.1, por PLN existe una elevacién y’' de C'qsk’ N
Nk = (C'gs N DK = C'"(P < q,q >) - P < q,q >—= ¥ relativa a ¢, con

ijS:lA. O
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De forma dual a lo hecho con cofibraciones se definen los corchetes de

homotopia relativos a fibraciones con dominio contractil por
[Xv A]u(q) = Hom(X, A)u(q)/ =
y los referidos a objetos contractiles, por

(X, A] = [X,A]

Ex(EA)

En este sentido, si X 6 ¢ : A — B son contractiles, [X, A, es un conjunto

unitario. Si la categoria es punteada, [X, A] es siempre unitario.

Proposicién VI.1.5 [dom —,A]_ () : (Cg)°® — Set es un funtor tal que
[dom —,A]_ (y(h) = h*, donde h : uw — v en (Cg)°P

En categorias punteadas, analogamente a lo que sucede en otras homo-
topias, un corchete de homotopia relativa con un producto en la segunda com-

ponente es equivalente a un producto de corchetes.

La homotopia relativa a ¢ es independiente de la seccién para la trans-
formacién natural &', haciendo de esta forma que k} : [dom —, C'A]_ (g &

= [dom —,A]_ () ((Cg)°P — Set) sea una equivalencia natural.

Proposiciéon VI1.1.6 Dado el siguiente cuadrado conmutativo:

)

A A’
h

B B’

con q, ¢ fibraciones y A, A’ objetos contrdctiles.
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a) g« : [dom — A]_ () = [dom — A'[;_ () ((CB)°® — Set) es una trans-

formacion natural.

b) Si el cuadrado es un pull back, entonces g. es una equivalencia natural.

Definicién VI.1.8 Un objeto A de una C’-categoria se dice contrdactil funda-
mental cuando es contractil y posee una seccién s para ky haciendo conmuta-
tivo p’s = (’ss. Una fibracion ¢ : A — B se dird fundamental cuando A sea

un contractil fundamental.

Obsérvese que el cocono de cualquier objeto es siempre un contractil fun-

damental.

Definicién VI.1.9 Dados ¢ : A — B fibracién y fo, f1 : X — A, se define
Hq(fov fl) = [Xv C/A]<C”q8fo7f1>(q1)

Obviamente si X 6 ¢ es contractil y ¢fo = ¢f1 entonces H?( fo, f1) es un

conjunto unitario.

Proposiciéon VI.1.7 p) : Hi(—,~) — [dom —, C'(P < ¢,q >)]<_ ~s)

((Cp<yq> )P — Set) es una equivalencia natural.

Teorema VI.1.1 HYCX, con conjunto de objetos Hom(X,A), Hom(fo, f1) =

= H'(fo, 1), 1y = [sfo], [F]=[F] = [ < Fisfo>] y [F]+[G] = [FxG] =
= [/“Ll < /“L/ < F,Sfo >7G >]} donde [F] S Hq(fovfl) y [G] S Hq(flva); €s un
grupoide.

El grupoide anterior es independiente de la elevacién ', pues distintas
elevaciones dan grupoides isomorfos. Ademas, como sucede en muchas homo-

topias, toda H : f ~ g rel. ¢ induce un isomorfismo Ay : HA(f, f) — H(g,9).
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Iterando el axioma de cocono relativo se obtienen fibraciones ¢,, n € IN,

a partir de una fibracién dada gq.

Se definen dualmente las categorias fib C, fibf C y fib”’ C. Asimismo,
si A representa una de las categorias anteriores también se puede definir
Apc_, s, n,m € INNU{=1}, (n,m) # (—=1,—1), resultando si n = —1
Ao ., ysim=—1 Agop —,,.

n

Los morfismos entre fibraciones son pares (g,h) : ¢ — ¢ tales que ¢'g = hq.

Definicién VI.1.10 Un morfismo (g, /) en cualquiera de las anteriores cate-

gorias de fibraciones se denomina morfismo pull back si el siguiente cuadrado

lo es:
g
A A’
.
h
B B’

Las categorias (A X A)pc_, _,>ap<— , - > se definen de forma dual a lo

hecho con cono.

De esta forma X" : fib C — C, y (k') : C — C, son funtores.

Proposicién VI.1.8 @, : fib C — fib" C, definido por Q,(q) = (g, 7')
Qn(g,h) = (C™g,Y"(g,h)), es un funtor que transforma morfismos pull back

en morfismos pull back, para todo n € IN.

Como consecuencia de esta proposicién se tiene que k!, : C""t1 — ¥/ (k/)

(C — C) es una transformacion natural.
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Proposicién VI.1.9
a) HC~ : fib C x C°P — Cat
b) H»"=mC~ : fib C x fib C x C°P — Cat
¢) H¥(—,~): (Cpcgy>)°P — Set
d) Hi(—, =) : (Ciom 4)°° — Grp
e) Hq/\q/(< —, = >, <~ ~">) : (Cpegyonrcg g>)°P — Set
f) Hipng(< —, =" >, < =, =" >) : (Caomgn ¢)°® = Grp
g) H™"(~,~') : (fib C)pe, > — Set
h) H="(~,~): (fib C)gom -, = Grp
i) H"m(<mo, ~'> <me n'>) 1 (fib € x fib C)pe_, _ sacor 15 — Set
j) Honh=m (<o, > <no ') 0 (fib C X fib Caom —pndom -1 — GTP

son funtores.

Proposiciéon VI1.1.10 FEzisten equivalencias naturales

a) H"mC~ = [[7nC~ x H mC™

12

b) H_n/\_;n(<N7N/>7 <%7%/>) H_"(N,%) X H_;H(vazl)

12

H_n(N7 N) X H_;R(va N/)

¢) Hoh\"m(<mo n> <oy )

Homotopia relativa a fibraciones con dominio no contractil.

El funtor de iteracion @), y el hecho de que los funtores de homotopia
transforman morfismos pull back en isomorfismos permiten extender la homo-

topia relativa a fibraciones con dominio no contractil:
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Dado el pull back

)

A A’
h

B B’

con ¢ fibracién, g = ¢ v g = h, se dird que fo =~ f; rel. g siy sélo si gfo ~ gfi
rel. ¢'. Esta equivalencia permite definir homotopia relativa a una fibracion si
existe homotopia relativa a la otra, obteniéndose como consecuencia obvia un

isomorfismo entre [X, Al r o) v [Xo Alngso(a)-

Teorema VI.1.2 Dada q: A — B fibracion fundamental existen equivalencias

naturales
a) (C/nk/)* . H(qk/)n—l(cln—18_7Cln—lS_/) s an—l(_7_/)

b) (C™K'). : HOF o1 (C=tg— 0= Ys—) — HT=1(—, —)

Definicién VI.1.11 Dada una fibracion ¢ : A — B, se define el n-grupo de
homotopia relativo a q,, del objeto X basado en f : X — C"A, 1 < r <

<n+m—1, por
R, £) = O (7 ()

De la definicién anterior se deduce que wi™(X, f) = n2(X, (p')*f), para
0 S S S n+m-—r— 17 y W%m(X,f) = ﬂ-grﬁzs(xvf)v para —m S S.

Teorema VI.1.3 Dada q: C'A - B fibracion

a) 1 : (Ceia)°P — Grp es un funtor, paran € IN.
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b) m, (ﬁbcl C),,, . — Grp, definido por n; ((¢,p'), f) = 73X, f) y
dado un morfismo (g,h) : ((¢,p"), f) = (¢, p'), f'), 7 (g, h) = (C"g). :
cwi(X, f) = 7 (X, ), con X = dom f, es un funtor que transforma

morfismos pull back en isomorfismos, para todo n € IN.

¢) m;  (fibC),,. . — Grp es un funtor que transforma morfismos pull

back en isomorfismos, para todo n > 2.

Del apartado j) de la proposicion VI.1.9 se deduce que existe una equiva-

!

lencia natural, para n € IN, entre 7"~ = 7= x 7~
2 2 n T n

Definicién VI.1.12 Dada C una C’-categoria punteada con punto *, la ca-
tegoria C* se denominard categoria basada de C. La categoria (fib C)l* se

denominara categoria de fibraciones basadas de C.

En este sentido se pueden considerar C': C* — C*, ¥ : (fib C)!* — C*
y ¥"(%) : C* — C* como funtores, transformando pull backs en pull backs.

Ademas C’ y ¥(%) también transforman fibraciones basadas en fibraciones

basadas (n € IN¥).

Definicién VI.1.13 Dada una fibracion basada q : (o, A) — (3,B), se define

la cosuspension de q por S'(q) = P < [3,q >.

De esta forma surgen los funtores S'(—,) : (fib C)'* — C*, que transforma
pull backs en pull backs, y S'(+,) : C* — C*, que transforma pull backs en
pull backs y fibraciones basadas en fibraciones basadas, para n € IN".

S'(#1) = S'(K') se notara simplemente por S’y S™S'(—,,) por St (—,).
Obsérvese que C/5'(—,) = S'(C'—,) y S'S"(—,) = S'(5'—,).

Definicién VI1.1.14 Dado un objeto A basado en a y un objeto B, se define

el morfismo cero entre B y A por 0 = ax.
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Proposiciéon VI1.1.11 FEzisten equivalencias naturales haciendo

a) S'(—n) 2 S"™H(=), n e N,

b) S'(%,) = S™, neIN".
Proposicién VI.1.12

a) Para toda fibracion basada q, [X, 5 (q)] = 7} (X).

b) Para todo objeto basado A, [X, S™A] = 7A(X).

De la proposicion VI.1.12 anterior y de las propiedades de los corchetes
de homotopia ya vistas se tiene que 7Z(X) = 7/ (X); para X 6 ¢ contréctil
r4(X) = {0}; 72(X) = 73"A(X); y para X 6 A contréctil 72(X) = {0}.

Asimismo se tienen los funtores 7, : (fib C)!* x C°° — Grp y 7, :
. C* x C°P — Grp, asi como la equivalencia natural 77~ 2 7~ x 77

Dualmente a lo realizado en (-categorias se puede considerar la categoria
de pares fib C con una estructura de cocono inducida de forma analoga a lo
hecho para cofibraciones, y fibraciones de la forma (u,v) : (X, Y') — (X,Y),

donde v y < f',;u > son fibraciones en C. Las fibraciones asociadas a los pares

(X,Y), (X,Y"),... se notaran respectivamente por f, f’,...
Observando que dada una fibraciéon de pares (u,v) se tiene que (u,v); =

= (u1,v1)
Teorema VI.1.4 Si C es una C'-categoria entonces fib C también lo es.

fib C tiene asi asociada una estructura de cocono a partir de la de C, y por
tanto se pueden asumir todos los resultados descritos para una C’-categoria

cualquiera. Entre ellos cabe destacar los grupos de homotopia relativos a una
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fibracion de pares basados en un morfismo de pares y, teniendo en cuenta que
fib C es punteada si y solo si lo es C, en caso de que C lo sea, los grupos
de homotopia relativos a una fibracion de pares y los grupos de homotopia

referidos a un par.

Definicién VI.1.15 Dada una fibracién ¢ : A - B y un morfismo i : Y —
— C'A, se define:

T (X, Y),h) = ol (X,Y), (p'h S, )
De la definicién anterior se deduce que si ¢ : A — B es contractil entonces
T (X, Y), h) ={0}, ysi Xloes i ((X,Y),h) = 7l(Y,h).

(fib C)** se construye de forma dual a (cof C)**. Sus objetos son los
triples de la forma (q, f,h), con ¢, f fibraciones y h : codom f — C'(dom q),

y sus morfismos cuaternas (go, 91, 92, 93) : (¢, f,h) = (¢', f',h') donde (go, 1) :
:q—q v (g2,93) : f'— [ verificando C'gohgs = h'.
Con esta categoria se crean los funtores grupos de homotopia que daran

lugar a la sucesion exacta de una fibracion.
Proposicién VI.1.13
a) 7 (fib C)?* — Grp, definido por
;lj-wf(%fv h) = 7T;—|—1(Qahf)
7217?(90791,92793) = 7T;+1(90,91)7TZ+1(92) =
T (9207541 (90, 00)

b) meotem : (fib C)** — Grp, definido por

;?lfllom(%fv ) = 7T7:+1(Q7h)
T (g0 9192, 93) = Ty (g0, 91) T (gs) =

WZH (93)77:+1 (907 91)-



VI.1. Teoria de homotopia con un cocono natural. C’-categorias. 173

¢) Tur1 ¢ (fib C)** — Grp, definido por

Tat1(q, [, h) = 7T2_|_1((d0m f,codom f),h)
7Tn+1(907917927g3) = n-I-l ((Cgovcgl) (go?gl))ﬂ-gi/f’q)((g%gig)) =

T (g2, 99)) 7T (M0, C'a1)s (gos 1))

son funtores.

Proposiciéon VI.1.14

a) Tngt ng_”f — Tyt1, definida por j7/1+1(q,f,h)([F]) = [(F, (p")"'h)]
b) 57/1+ T4l — 7-[-codom deﬁnlda por 5n+1 (g.£,h) ([(F, G)]) = [G]

. codom dom *
¢) Wpy t YT = mRi, definida por gy p gy = f
son transformaciones naturales.

Proposiciéon VI.1.15 Los pares (j;H(q’f’h),57’1+1(q7f7h)), (5;+1(q7f7h),u;(q7f7h)) y

(U;+1(q7f7h),j7'1+1(q7f7h)) son exactos.

Los funtores definidos en la proposicion VI.1.13 considerados con codominio
Set se notaran por ng_T, ngflfm y P.i1, respectivamente. Nétese que en este
caso n puede tomar valores menores que en el caso de grupos.

La categoria (fib C)cra tiene por objetos los pares de la forma (f, h), donde
fefibCyh:codom f— C'A,y como morfismos (g2,93) : (f,h) = (f', 1)
los pares (g2,¢s) : f' — f verificando hgs = h'.

Teorema VI.1.5

-t

! !
2
a) ™= ... — qgodom Ly pdom Ly po 5 pgedom Ly gpdom - (fib C)FF —
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b) P = ... — Pgodom % pdom I p 5 peodom X pdom (Rl C)

— SESet”

¢) m@: (fib C), , — SEGrp, definido por n?(f,h) =m(q, f,h) y

T(g2,93) = m(1,1, 92, 93)

d) P?:(fib C),,, — SESet*, definido por P!(f,h) = P(q, f,h) y

Pi(g2,95) = P(1,1, 92, 95)
¢) m: (fib C)* x (fib C)°P — SEGrp, definido por n(q, f) = 7(q, f,0)
f) P:(fib C) x (fib C)°P — SESet*, definido por P(q, f) = P(q, f,0)
g) 7:C* x (fib C)°° — SEGrp, definido por w(A, f) = m(x4, [)

h) P:C* x (fib C)°? — SESet*, definido por P(A, f) = P(*a, f)
son funtores.

A una categoria C con una estructura de cocono se le pueden asociar dis-
tintas categorias punteadas. Para todo objeto V de C se considera la categoria
punteada Cprp cry, cuyos objetos son de la forma (x,X), con z : X - C'V
una fibracién, y con morfismos los de Cery. A (2,X) se le denominara objeto

punteado con punto .

Los objetos punteados pueden ser identificados, como se ve en el teorema
dual de 1.3.2, con pull backs dentro de la categoria de pull backs de C. También
estos objetos pueden tener asociado un pull back distinto al de identificacion,
esto es, un pull back fibrado con codominio de la fibraciéon inducida C'V.

Sea CA"(:L', X) = (C'z, CA"X), donde C'X viene definido mediante el siguiente
pull back:
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o~

C'X C'X
l% l C'x
C'v cr?v

y dado un morfismo f : (2,X) — (y,Y), C'f =1nC'f : CA"(:L‘,X) =
=P<p,C'z > CA”(y,Y) =P <p,Cy >, lg’(LX) = kipt : (C'x, 6’3() —
 (2,X) ¥ P o) =< O, e N >: O, X) = P < pl, C'e > O (2,X) =
=P <p,0Cx >.

Teorema VI.1.6 Cpp oy, con (CA",IQ’,};’) y las fibraciones punteadas es una

categoria punteada con cocono natural cuyo objeto final es (1¢y, C'V).

Proposiciéon VI.1.16 Dado 1 N f : (2,X) = P < 5,5 >— (y,Y) =

=P<s g >
a) C"(x,X) =P < C"s(p')", C"j >.

b) CT(INF) = 100" O (2, X) = P < C™s(p)", O >— O (y,Y) =
— P <O (), O >

¢) E’(x,x) =1Nk;: CA"(:L',X) =P <(Csp,C'5 > (2,X) =P < 5,5 >.

o~

Q) Pixoy = 100y C@,X) = P < Cspl,C' >— O7(,X) =
— P < 0/28(}?/)2,0/2j >,

INg:(a,A)=P < s, > (b,B) = P < 5,5 > se dira fibracién de pull

backs cuando ¢ : T — T fibracion, S =5, s =5y 3’ = jq .

Proposiciéon VI.1.17 DadalNg: (a,A)=P < s',j' > (b,B)=P < s,j >
fibracion de pull backs
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a) @(10(1)2 — P < C’”"’ls(p’)”"'l,Z’”‘H(j’,j) >,

b) (10 @)y =1 N uyr : O (2, X) = P < Crobl(pl )l 011 >,

N Z/(mq) — P < CY/n—I—IS(p/)n—I—l7 Zm—l_l(j/,j) >,

o~
n

Definicién VI.1.16 (¢, A) = P < 5,5 > se dirda un pull back contrdactil si
f tiene una seccién ¢ € Hom(T,C'T)" (€D con ¢ : S — ('S tal que

o's = C"sp'.

Segun esto resulta que el cocono de un pull back asociado a un objeto
punteado es un pull back contractil, y que toda fibracion de pull backs verifica

PLN para todo morfismo de pull backs con dominio un pull back contractil.

Observando que (Cprp 0/v)p<sj> = (Cpcs> )b, considerando la cate-
gorfa fib pbevC definida de forma dual a cof po©VC y haciendo uso de

objetos y fibraciones punteados basados:

Teorema VI.1.7 Dada 1 Ngq: (b,B) = P < 5,7 > (a,A) = P < s, >
fibracion de pull backs. Existen equivalencias naturales

a) [(dom ~,~), (A, a)]lﬁ—(lﬁq) = [dom ~, T/]<s~,—>(<j’,q>)'

b) 711N — dom 1N =)= x> (= dom —).

c) (N —,dom 1N =) x> (— dom —).

d) 7~ (— m) X g~ (=, Cld'p =)

e) 7 (=) 2w

12
=)
RS
I
Q

2\
’B\
2

Teniendo en cuenta que fib Crip oy = (fib C) )5 Cilo
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Proposicién VI.1.18

a) FNCD((1N =10 =), dom (1N—",1N~—))

7T7(1<j{,q’>,<j17q>)((_/7 —),dom (—',—))

112

b) 7O (1N = 1N =), dom (1N—/,1N—))=

2 <) () dom ()
o) AN = 10v) 2 ri (=, v)
d) T(1N = 1NV) =75 (=, V)
e) A1 N =, 1NV) =g (= V)
f) a(In ~ 1N —=1NV)Zr(<e~,~> — V)
g) 71N =) 2 <> (= OV
h) 71N~ 1N =) Za(<en, ~>, — Cldp'Vv)
1) (R, ~), (1N =) =7(~, =, 0"~ p'V)

Dado un objeto V de C, Z;,v es un objeto punteado basado con punto &’
y base < 1,1 >: C'V — Z’,v.

Definicién VI.1.17 @n( %,P) se denominara n-coesfera y se notara por

¥V, n € IN".

De donde los grupos de homotopia coesféricos de un objeto punteado (x, X)
son 2"V (z,X) = Wﬁlv(x,X), n € IN.
En particular, si la categoria C tiene objeto final ¢ se obtienen las n-

coesferas standard S = ¥'"¢ y los grupos de homotopia standard m,(x, X).

m1(x, X) se denomina grupo fundamental de Poincaré del objeto X.
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Fib(X,C'V) es el conjunto de puntos del objeto X. Dados dos puntos x y
2’ de un objeto X, un camino de x a 2" es un morfismo o : X — C"?V tal que
ko =< x,2" >. X se dird conexo por caminos si fib(X, C'V) posee una tnica

clase de equivalencia bajo la relacién “estar ligados por caminos”.

Proposiciéon VI1.1.19 Dados dos puntos x y x” de un objeto X, todo camino

. . 0 A 0
a de x en 2’ induce un isomorfismo 7w ¥ (z,X) =% w7 ¥ (2, X).

En este caso se hablard simplemente de 77°V(X), y si V = & de m(X).

V1.2 Ejemplos tedricos.

Los funtores adjuntos tienen un cierto poder en el traslado de estructuras
de homotopia. Es bien conocido que la homotopia ordinaria de los espacios
topoldgicos puede ser obtenida a través de un cilindro o un cocilindro (fun-
tor caminos) y que éstos son funtores adjuntos que inducen isomorfismos en
las transformaciones naturales asociadas. Este proceso se puede desarrollar
también con conos y coconos, e incluso generalizar a funtores adjuntos no
necesariamente del tipo anterior, obteniéndose nuevas estructuras conicas o

coconicas a partir de una dada mediante dichos funtores.

Para el calculo de grupos esféricos, el uso de cofibraciones (de fibraciones)
es innecesario. Basta tener un cono (cocono) que transforme push outs en
push ots (pull backs en pull backs) y con k, verificando PEN y poseyendo
push outs (k! verificando PLN y poseyendo pull backs). De esta forma surge
el concepto de E-categoria (E’'-categoria), que con ciertas cofibraciones (fibra-
ciones) generadas por la estructura dan lugar a C-categorias (a C’-categorias).

En el caso de una F-categoria (E’'-categoria) con un funtor adjunto a derecha
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del cono (a izquierda del cocono) se obtiene que la F-categoria es también una
FE’-categoria (que la E'-categoria es también una FE-categoria) cuya homotopia

coincide con la primitiva, obteniéndose el concepto de E E’-categoria.

En el caso de categorias aditivas los grupos de homotopia basados en el cero
tienen ya determinada su estructura de grupo por la suma de morfismos en la
categoria, pudiéndose asi hablar, por extension, de los grupos de homotopia
desde el orden cero, siendo siempre éstos abelianos. En este sentido, para estos
grupos no es necesario que los funtores cono y cocono transformen push outs
en push outs y pull backs en pull backs, respectivamente, surgiendo asi los

conceptos de Cy y Cj-categorias aditivas.

En la categoria de los espacios topoldgicos es conocido el método a través
del cual, a partir de un cilindro, se obtiene un cono que conserva la homotopia
cilindrica. Este proceso se generaliza con la nocion de [-categoria con producto

natural.

VI.2.1 Funtores adjuntos en homotopia conica.

Definicién VI.2.1 Un triple (C, k, p) se dird un cono en C cuando C': C —
— C es un funtor, con transformaciones naturales k : 1 — C y p: C* = C

verificando el axioma (C'1). Dualmente se define un cocono en C.

Dados U : A —- Cy V :C — A tales que (U, V) es un par adjunto de fun-
tores con isomorfismo natural de adjuncion v : Hom(U—,~) — Hom(—,V ~),

se tiene

La demostracion de la siguiente proposicion VI.2.1 asi como de la VI.2.6
pueden ser vistas en [Hub2], aunque con una notacién diferente a la utilizada
en este trabajo, por lo que se repiten, para una mejor comprensién por parte

del lector, con la notacion adecuada.
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Proposicién VI1.2.1

a) Si (C,k,p) es un cono en C, entonces

(VCU,(VEU)y(1p), V(p(Cy  (1ye)))U) es un cono en A.

b) Si (C'K',p') es un cocono en A, entonces

(UC'V,y Y1y )(UK'V),U(C'"y(1ye)p')V') es un cocono en C.

Demostracién:

(a) Usando la naturalidad de las transformaciones intervinientes v el axio-
ma de cono se tiene:

(V(p(Cy (lve))U)((VEU)y(1p))VCU) =
(V(p(Cy  (Lye))(VEUV O )y (love))U =
(V(p(Cy Qv ) (RUV Oy (Lpve))U =
(V(p(kC)yy ™ (lve)y(love))U =
(Vv Qve)y(love))U =
= 7 (lve)U =

= lveu.

V(p(Cy (lvo) D)V CU((VEU )y (1)) =

Lyer)(CU(VEU)Y(1p)))) =
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Q

(
(
(CyH (V(p(Cy H (lve U =
p(C(P(CYy™ (ve))y ™ (lveuve))))U =
(
(
(

(b) Andloga a la anterior.

Corolario VI1.2.1

a) Si (C',K',p') es un cocono en C°P, entonces

(VC'U, (VEU)y (1), V(P (C'y(1ve))U) es un cono en A.

b) Si (C,k,p) es un cono en A°P, entonces
(UCV,y Y (v )(UEV), U(Cy(1yc)p)V) es un cocono en C.

Demostracién:

(a) Si (COP,C' K p/, fib) es una C'-categoria entonces (C,C" k', p', cof =
= fib) es una C-categoria.

(b) Si (C°P,C,k,p,cof) es una C-categoria entonces (C, C, k, p, fib = cof)

es una C'-categoria.
O

Corolario VI.2.2 Todo par adjunto de funtores induce cono en A y cocono

en C.
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Demostracién:

Obsérvese que (Ip,1,1) es un cono y un cocono en cualquier categoria D.
O

El reciproco del corolario VI.2.2 anterior también es cierto (ver [KI2]).
Dado un cono, se plantea la cuestion de qué condiciones debe cumplir un
morfismo para que la clase de los morfismos asi caracterizados verifique los

axiomas (C2), (C3) y (C4) como familia de cofibraciones. Dicha cuestién se

resuelve mediante la siguiente definicién, como se vera posteriormente.

Definicién VI.2.2 Dado un cono (C,k,p) en C, ¢ : B — A se dird una
cofibracion generada por el cono cuando 1, tiene push outs y verifica PEN

para n € IN". El conjunto de cofibraciones generadas por el cono se notard por

cofc(C).

Para la obtencion de los grupos de homotopia esféricos basta tener un
cono (C,k,p) en C, con C transformando push outs en push outs y ky una

cofibracion generada para todo objeto A de C.

Definicién VI.2.3 Una FE-categoria o categoria con esferas naturales es una
categoria C con un cono (C, k, p) tal que C' transforma push outs en push outs

y ka es cofibracion generada, para todo objeto A de C.

Proposicién VI.2.2 Toda FE-categoria es una C-categoria, con las cofibra-

ciones generadas.

Demostracién:

- (C1) Se verifica por ser (C, k, p) un cono.
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- (C2) Toda cofibracién ¢ : B — A tiene push outs por definicién, y C

transforma push outs en push outs por hipotesis.

Por el teorema I11.1.6 (i), = 7, en P{X"(f, f),i.}, para n € IN*, que

tiene push outs por la proposicién I.1.5 pues P{g,i,} = P{g¥"(f, f),in}-

Demostrando que si 7 verifica PEN entonces 7 también la verifica, por ser

(1), = i, se concluirfa que 7 es cofibracién.

Por 1 verificar PEN existe r retraccion de Ci. C'frCi = C'f, de donde
existe {1,C fr} tal que {1,C fr}Ci = 1.

- (C3) Evidentemente las identidades son cofibraciones, y ka lo es por
hipotesis.

Dados j : C — B e : B — A cofibraciones, se tiene que (ij), =
=1, 2"(1,7).

Por un razonamiento similar al hecho en la proposicion IV.1.8 se puede
considerar X" = P{k,,,¥"(Ca, a)} para toda cofibracion o y m € IN,
de donde ¥*(1,7) = C"j U 1. Hasta el final de la demostracion £ serd

considerado de esta forma para toda cofibracion a.

Al tener 1, push outs bastaria, por la proposicién 1.1.5, ver que C"j U 1

los tiene para que (i7), también tenga push outs.

Sea f = {fo, fi} : 8-t = X. Entonces fok,_1 = 15" 1(C(ij),ij) =
= /YO, DS, 5), de donde existe { fo, 12" 1(Cd,4)} : Y-t —
— X. Como j, tiene push outs, considérese P{{fo, 12" "1 (Ci,i)},n}.
Observando que { fo, /15" 1(C1, 1) enoy = Ju f15771(C4, 1) se puede defi-
nir {{fo, 121 (C90)} g fi} 2 Bt — P{{fo, X" (C1i,0)}, jn}. El

siguiente cuadrado
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i) X
Crjul In
0, f1iXx"H(C,e 7._71 1 o )
SN A ELIR i CULN T TNy RS T I

es un push out, pues si hf = {ho, h1 }(C"j U 1) entonces hfy = hoC"j y
hfl = hl Yy, como hOkn—l = hlzn_l(oivi)v hO.]n = h{vaflzn_l(Civi)}v
luego existe {h, ho} : P{{fo, 1X"71(C4,1)}, 7.} — Y solucién de ambos

push outs.

Es evidente que la composicion de dos morfismos verificando PEN tam-
bién verifica PEN, sin mas que componer las retracciones respectivas. De
donde es suficiente demostrar que C"jU1 verifica PEN para que también

(17)n la verifique.

{C{E=1(C(i7),i5), kn 1 2O, 1) r, Oy} 2 OBt — OX)n-1 g
una retraccién para C"j U 1, donde rC'j, = 1, pues j,, verifica PEN.

- (C4) es evidente por la definicién de cofibracion, observando que (i1), =

:in+1,n€N.

Observacién VI.2.1 En los espacios topoldgicos punteados existe un isomor-
fismo natural haciendo que el par (X,€) sea adjunto, resultando una equiva-
lencia natural entre [¥77%, Q7] = [¥" Q™'], donde ¥ y  representan res-
pectivamente los funtores suspensién y lazos [Hi2]. Este resultado puede ser
generalizado al caso de F-categorias, de ahi que ciertos autores denominen al
funtor cosuspension como funtor lazos ). Para ello es necesario hacer uso de

estructuras duales compatibles, como sucede en Top™.



VI.2. Ejemplos tedricos. 185

Definiciéon VI.2.4 Una EFE™-categoria es una E-categoria y F'-categoria tal
que (C,C") es un par adjunto de funtores mediante un isomorfismo natural

que hace k* 2k y p* = pl.

Proposiciéon VI.2.3 Una EE-categoria es una categoria con un cono (C, k,p)
y un cocono (C' K, p') tales que ky y k', son cofibraciones y fibraciones genera-

das, respectivamente, y (C,C") es un par adjunto de funtores haciendo k* = k!

yp* = pl.

Demostracién:

Obvia, observando que al ser (C,C’) un par adjunto, por la proposicién

[.2.4 C' conserva colimites y C’ conserva limites.
O

Proposicién VI.2.4 En una EE -categoria 7>°*(X, f) = 72" X(A, v(f)).

n

Demostracién:

Teniendo en cuenta que 7> 4(X, f) = [C"HA, X]UP"Chna1ofp" 1 kn) ¢ que

TR A () = [A O X coms ()10 ) (k) se define

v el AN ) = m (AL () por Y ([F]) = [y ()]

Ffectivamente

C" Ky F) = A" Ry THR) =" (Y (k) =
= "T(FCE) =" (P Ck) =
= (P =" A p) =
= ) = O T =
= OO () = () =
= C"TK ()" ()
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0<:i<n.

Si H : Fy >~ Fy rel. k, entonces Hk, 1 = {FopCk,, F1}. Sea H' elevacién
de < p/y"TH(Fo), C"p' O Ry (Ey), o, C7p ORIy (B ), Oy (F),
,Y" T2 (H) > relativa a (K'C"),41, entonces C" T H' « " TH(Fy) ~ 4"t FY)
rel. k.

Andlogamente se define 47!, que obviamente es inversa de ', al ser v

isomorfismo.
O

Proposiciéon VI1.2.5 Dada una EE’-categoria con objeto cero, entonces

(5,57) es un par adjunto de funtores.

Demostracién:
vt Hom(S—,~) — Hom(—,S" ~), definido por v'({0, f}) =< 0,v(f) >

es un isomorfismo natural.
O

Teorema VI1.2.1 Dada una EE’-categoria con objeto cero, entonces

[Sn_iA, S/mx] o~ [SnA, S/m—ix]

Demostracién:

Al ser (C,C") un par adjunto de funtores, C' conserva colimites y C’ con-
serva limites (proposicién 1.2.4). Como el objeto cero es un limite y un colimite
entonces C'(0) = 0 = C’(0). Por otro lado, dado un objeto A, SA es cofibrante
pues 0 = ky : 0 — SA. Dualmente S’A es fibrante, por lo que los corchetes de

homotopia expresados siempre existen.
7' conserva la homotopia, pues {0, fo} =~ {0, fi1} si y solo si fo =~ fi rel. k
siy s6lo si y(fo) = v(f1) rel k' siy sélosi < 0,9(fo) >~=< 0,v(f1) > rel k. .
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Las relaciones vistas anteriormente entre pares adjuntos de funtores, conos
y coconos tienen ahora aplicaciones importantes en la construccion de estruc-

turas compatibles.

Proposicién VI.2.6 Dado un cono (C,k,p), si (C,C") es un par adjunto

de funtores, entonces existe un cocono (C', k' p') tal que el isomorfismo de

* ]

adjuncion v hace k* = k. y p* = pl.

Demostracién:
Sean k' = v~ (1c)kC" y p' = ¥* (v (1 )pC")
(k/C/)p/ — 7—1(10/2)(k0/2)72(7—1(10/)p0/) —

= 7 len) O (v (Len)pC))(KC') =
= 7 (v (Lo)pC)(kCT) =
)

= (77 (Lo)pC")(kC") =
= (7 (Lo )(pC)C(RCT)) =
= 77 (lo) =

S

(C'EY)Y = C'(yH1e)kC)y (v (1o)pC') =
Lo (KC)y (v~ (1er)pC")) =
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(C/p/)p/

C’(vz(v‘l(lc')p(f’)) 2( “H(lenpl’) =

Kf=y""1e)(kC) v (1e)C [k =571 (f)k.

pLf) = P =7 (" Le)pC)f =

= V(7 1e)(pC)(C ) =

a

Corolario VI.2.3 En las condiciones de la proposicion anterior, f es nulho-

mdtopo respecto de C si y solo si f es nulhomdtopo respecto de C’.

Demostracién:

Evidente pues k* = k.
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Proposiciéon VI.2.7 Dada una E-categoria C con pull backs y cono (C, k,p),
st (C,C") es un par adjunto de funtores entonces (X" (k), X" (k")) también lo

€s.

Demostracién:

Por la proposicién 1.2.4 C' conserva limites, y por tanto transforma pull
backs en pull backs dando sentido a la notacién usada a continuacion.
v Hom (X" (k)—,~) — Hom(—, X" (k") ~) definido por v'({f, ..., fo}) =

=< ¥"(fo), -, ¥ (fn) > es evidentemente un isomorfismo natural, pues

V(A fns s fo}E"(R)(9)) = Y ({RfC"gs . hfoC g} =
= <A"(hfoC"g),..; v " (hfuC"g) >=
= < O"hy"(fo)g, .., C"hy"(fn)g >=
= X))y far - fo})g.
O
Corolario VI.2.4 El isomorfismo inverso del natural de adjuncion v’ asocia-

do al par (X"(k),X"(k")) transforma morfismos nulhomdtopos en morfismos

nulhomotopos.

Demostracién:

Sea f: A — 222_1 nulhométopo. Entonces, por el corolario VI.2.3, existe
F:CA — 2/2_1 tal que F'k = f. Por la proposicion VI.2.7 anterior v/ es
natural, y por la 1.2.8 (4/)~! también lo es, de donde (7/)7*(f) = (/)" (Fk) =
= (Y)"HEYER(K)(E) : Bt — BCn-1 4 X nulhométopo pues se factoriza

a través de un objeto contractil.
O

Teorema VI.2.2 Si C es una F-categoria con pull backs y cono (C,k,p) de
forma que (C,C') es un par adjunto de funtores, entonces C es una FE’-

categoria.
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Demostracién:
Por las proposiciones VI.2.3 y V1.2.6 sélo falta probar que k!, verifican PLN.

Si f: A — Y}, es nulhométopo entonces (V)7 f) : TF» — X también es
nulhomdétopo por el corolario V1.2.4 anterior, y por PEN existe F': C"T2A —
— X tal que Fk,11 = (v/)7*(f), de donde

—_

Fo= Y (Fhu) = S ) F) () ©
S W (YK (Lo =

== k;+10/n+2(F)’)/n+2(1cn+2A) =

~—

= k;+17n+2(F)-
(*) Obsérvese que

7n+1(0n—|—1—ik) _ 7n+1(10n+2A0n—|—1—ik) _
: i k* k!
— ,Yz(,yn-l—l (10n+2A)k) ( = )

_ ’Yi(k/’ynﬂ_i(lcwm)) _

= Cik‘/"}/n—l—Q (1Cn+2A)

VI1.2.2 Homotopia conica en categorias aditivas.

La aditividad de las categorias caracteriza la operacion de los grupos de
homotopia, obteniéndose en este caso una axiomatica mas simple que da lugar

a resultados andlogos a los ya vistos en los capitulos precedentes.

Proposicién VI.2.8 Si C es una categoria aditiva con conicleos y tiene
un cono (C,k,p) con C transformando push ouls en push outs, entonces

(C,CLk,p,cofc(C)) es una C-categoria aditiva con todas las cofibraciones.
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Demostracién:

- (C1) Se da por definicién de cono.

- (C2) Al ser C aditiva y con conticleos existen, por la proposicién 1.1.12,
push outs para todo par de morfismos. Por hipétesis ' transforma push
outs en push outs. La inducida de una cofibracion en un push out cofi-
brado es cofibracion pues verifica PEN por la misma razén que en la

proposicion VI.2.2.

- (C3) Obviamente las identidades son cofibraciones. k es cofibracion
pues pCk = 1 por definiciéon de cono, y la composicion de cofibraciones

es cofibraciéon pues si rCi =1y r’Cj =1 entonces r'rC(ij) = 1.
- (C4) Si rCi =1 entonces (Ckp + CiCr — CiCrCkp){C?%,Ck} = 1.

a

Observacién VI.2.2 Las cofibraciones generadas por un cono que transforme
push outs en push outs en una categoria con contucleos son todas las cofibra-

ciones.

Proposicién VI.2.9 Si C es una C-categoria aditiva e 1 : B — CA es una
cofibracion, entonces fo >~ f1 rel. 1 st y solo si fi— fo es nulhomotopo mediante

una nulhomotopia F tal que FCiv= 0.
Demostracién:

(=) Si H: fo ~ firel. i entonces F' = H — fop es una nulhomotopia
para f; — fo verificando F'(C'1 = 0.

(<) Reciprocamente, F' + fop : fo >~ fi rel 1.
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Corolario VI.2.5 fo~ f rel. 1 si y sélo si fi — fo =0 rel .

Nétese que Hom(CA, X)) es un subgupo de Hom(CA,X), y que por

tanto [C'A, X]°() es también un grupo abeliano.

Teorema VI1.2.3 Si C es una categoria aditiva, existe una equivalencia na-
tural

id : 7 2 [C"codom ~,—]""") ((cof C)°P x C — Grp)

~
n b

Demostracién:
Dado un objeto (¢, X), 7' (X) = H;,_, (0p"~2,0p"~2) = H;,_,(0,0) =

= [C"A, X Cinn0}in) = [ A, X]O0). Sean [F], [G] € [CA, X]0n),

[Fl+(G] = [F]+[6] = [{F,0}u] + [{0,G}p] =
= [{F,0}u+{0,G}u] = [({F,0} +{0.G}H)p] =
= [{F,.Glu] =[F+G] =
= [F]* ]G]
O

Corolario VI.2.6 Los grupos de homotopia relativos a una cofibracion en una

C-categoria aditiva son abelianos.

Observacién VI.2.3 En categorias aditivas, por el teorema VI.2.3 anterior,
se puede extender la definicion de los grupos de homotopia, usando como

operacion la inducida en los corchetes de homotopia por la suma de la categoria.

Definicién VI.2.5 Dada ¢ : B — A cofibracién en una C-categoria aditiva,

T (X) = [C"A, X]%n) o N

n

En particular, para un objeto A cofibrante de una C-categoria aditiva se

tiene 78 (X) = [A, X] = 7™4(X)
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Observacién VI.2.4 Esto permite obtener, en categorias aditivas, los grupos
de homotopia 7' (X) sin necesidad de usar la propiedad de que el cono trans-
forma push outs en push outs, propiedad que sélo sera necesaria para definir los
grupos 7! (X, f) cuando f # 0. Una C-categoria aditiva salvo esta propiedad se

llamara Cy-categoria aditiva, y una proposicion analoga a la VI.2.8 se verifica.

Proposiciéon VI.2.10 Si C es una categoria aditiva con un cono (C,k,p) y
con conicleos, entonces (C,C, k,p,cofc(C)) es una Cy-categoria con todas las

cofibraciones.

Demostracién:

Lo hecho en la demostracion de la proposicién VI.2.8 sigue siendo valido
salvo en el caso de 7 e iy, ya que se utiliza que el cono transforma push outs

en push outs. Para estos casos:

- Dados f: B - Xy k: X — CX, entonces kf = Cfk ~ 0, y por
i+ B — A verificar PEN existe f : A = CX tal que fi = kf. {k,fv}Z: k.

- (Ch + kir — C(irk))iy = {Cik, Ckk} = k.

Observacién VI.2.5 En una categoria de homotopia, los objetos contractiles
tienen gran importancia pues, con ciertas condiciones, estos objetos caracteri-

zan la homotopia como se ve a continuacion.

Teorema VI.2.4 Si C es una categoria aditiva con dos conos, (C,k,p) y
(6’,%,@, y que posee contcleos, entonces st los objetos contrdctiles mediante
(C,k,p) coinciden con los respectivos mediante (6’,%,@ las estructuras de Cy

Y éo-categorfa con todas las cofibraciones de C son equivalentes.
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Demostracién:

Dado un morfismo 7 : B — A, al ser CB y (B objetos contractiles para
ambos conos, @ verifica PEN respecto a (C,k,p) si y sdlo si ¢ verifica PEN
respecto a (C~', %,ﬁ), y por tanto la familia de cofibraciones coincide en ambas

estructuras.

Dada i : B — A cofibracién, por PEN existe § : CB — CB tal que
0k = k. Usando otra vez PEN existe  : CA — A tal que 01, = i1(QU1). Si
F 0~ fi — forel. ¢ respecto a (C,k,p) entonces FO:0~ fi — forel. i
respecto a (C~', %,ﬁ)

Invirtiendo el proceso se concluye, por el corolario VI.2.5, que fo ~ f; rel.

i respecto a (C, k,p) siy s6lo si fo ~ fi rel. i respecto a (6’,%,@ .

Para mas informacion sobre homotopia funtorial en categorias aditivas ver

[P-], [D-1], [D-2] 6 [D-3].

VI.2.3 Homotopia conica y cilindrica.

H.J. Baues, en su libro “Algebraic homotopy”, da la nocién abstracta de
categoria de homotopia a través de cilindro o [-categoria. Tomando como
ejemplo lo que sucede en espacios topoldgicos, se generaliza el producto natural

en un cilindro y surge

Definicién VI.2.6 ([, .o, t1,p,%) es un cilindro con producto natural en una
categoria C cuando [ : C — C es un funtor con transformaciones naturales
to,ty s td — I, p: 1 —id, y o : I* — I, verificando

(I1) Axioma de cilindro con producto.

pLo = pt1 =1, g = Y(Lwo) = top, Y1 = v({1) = 1y ¥(IY) = 2
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Proposicién VI.2.11 Si C tiene push outs, objeto final e y un cilindro con
producto natural de forma que I transforma push outs en push outs, entonces

C tiene un cono.
Demostracién:

- Funtor cono. C : C — C definido por CA = P{ea,(w0)a}, y dado

F:A=X, Cf =1.UIf. Obsérvese que (19)a = Coy : e = Cp — CA.

- Transformaciones naturales. k : 1 — C definida por kx = ga(c1)a,
donde gy = &x : TA — CA = P{ea,(to)a}, y p: C* — C definido por
pa = {C0a, CPacie, qatda}.

- Axioma de cono.

p(kC) = {C¢,Cde,qib}qir =
= {O¢e,qp}ir =
= {Cdeur, qpis} =
= {Ud,q} = 1.

p(Ck)

{Co,Coe, qp}(1U I(qir)) =
{Co.{Coe,qv}iqli} =

= {Co,qvln} =

= {Co,q} =1.

p(Cp) {C, Coe,qp}(1U I{C, Cde, qib}) =
{Co,Coe,qv{ICh,1Co1e, Iqli)}) =
= {09, Cde, Uz, qplv} =

= {C¢,Cde,Cde,qv’}.
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p(pC) = {Co¢,Cde,q}{Coh,Coe,qv} =
= {C¢,Coz,{Ce,q}v} 2
= {C¢,Cge,Ce, qu?}.

(*) Notese que al ser ¢ una transformacion natural »C' = Upl.

Definicién VI.2.7 (C, [, w,t1,p, %, cof) es una [-categoria con producto na-
tural cuando (1, g, t1,p,%) es un cilindro con producto natural y cof es una
familia distinguida de morfismos en C verificando (12), (13), (14) e (I5), esto
es, C es una [-categoria cuyo cilindro tiene un producto natural.

(I2) Axioma de push out.

Para una cofibracién ¢ : B — A y un morfismo f : B — X, siempre existe

el siguiente push out cofibrado:

B
I
A

:

4 B{i, f}

donde 7 es también una cofibraciéon. Ademés el funtor / transforma push outs

cofibrados en push outs y 1o = ¢.

(I3) Axioma de cofibracién.

Para cualquier objeto X, el morfismo inicial ¢x : ¢ — X es una cofibracion.
La composicién de cofibraciones es cofibracion. Ademas, cualquier cofibracion
i : B — A verifica la siguiente propiedad de extension de homotopia (PEH) en
C:

Sea ¢ € {0,1}, para cada diagrama conmutativo del tipo:
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R

Existe un morfismo F. : IA — X tal que E.(Ii)=H y F... = f.

(I4) Axioma de cilindro relativo:

Para una cofibracién ¢ : B — A, el morfismo i', definido por el siguiente

push out, es una cofibracion:

{L07L1}
BUB

IB——
iui i

I
AUA —— T
{Loabl} \il
o
- IA
{L07L1}

(I5) Axioma de intercambio.

Existe una transformacion T': 11 — I'1, verificando T'(¢.]) = Tee y T(1e) =

= .1, para ¢ € {0,1}. Se llamara a T transformacion de intercambio.

Definicién VI.2.8 Una [-categoria con producto natural C se dice que tiene
todas las cofibraciones cuando cof es la familia de morfismos de C que verifican

PEH.

Proposicién VI.2.12 (C, [, g, t1,p,%) es una I-categoria con producto na-

tural y todas las cofibraciones si y solo si (I,t,t1,p,%) es un cilindro con
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producto natural verificando (15), transformando push outs en push outs, con-
servando el objeto inicial y de forma que todo morfismo i que verifigue PEH

tenga push outs e 11 verificando PEH.

Demostracién:

Si (C, 1, o, t1,p,%) es una I-categoria con producto natural y todas las

cofibraciones, evidentemente, por definicion, se da la tesis.
Reciprocamente faltaria ver que se cumplen los axiomas (12), (I3) e (14).

(12) Considérese P{f,i} con ¢ verificando PEH. Dado el siguiente cuadrado

conmutativo

le

X IX

b

P{f,i} —— 7

e € {0,1}, se tiene que hfi = hif = Hu.f = HIfi.. Como i verifica
PEH existe F' : IA — 7 verificando FIi = HIf y Fir. = hf. Por conser-
var el cilindro push outs existe {H, F'} : [(P{f,i}) — Z, y {H,F}Ii = H,
(M, Fhe = {Huey i = {007} = h{T, T} = h.

(I3) Sean j : C — B ei: B — A verificando PEH. Si se tiene que
h(ij) = Hi, ¢ € {0,1}, entonces (hi)j = Hi., y por la PEH de j existe
F : IB — X tal que FIj = Hy Fit. = hi. Por verificar 1 PEH existe
G : ITA — X verificando GIi = F' 'y Gi. = h, de donde GIilj = Flj=H.

Al ser I¢ = ¢, dado un cuadrado conmutativo de la forma fox = H,
fp : IX — Y es una extension de dicho cuadrado, y por tanto ¢x verifica

PEH, para todo objeto X.

El resto es dado por hipotesis.
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Teorema VI1.2.5 Si C es una [-categoria con producto natural que tiene un
objeto final ¢, entonces C tiene inducida una estructura de cono natural cuya

homotopia coincide con la cilindrica.

Demostracién:

Por la proposicién VI.2.11 existe (C, k,p) cono en C. Tomando la familia

de cofibraciones existente

- (C2) Axioma de push out.

Por (12) las cofibraciones tienen push outs en los cuales sus inducidas

son también cofibraciones. C' P{f,1} = P{C f,Ci} por el teorema 1.3.2.

- (C3) Axioma de cofibracién.
La composicion de cofibraciones es cofibracién, por (13).
la =14 en P{l,,os}, y por (I2) es cofibracién.

El siguiente cuadrado es un push out

sl
AUA e U A
T{Loa Ll} T{Cﬁba k}
q
IA CA

donde {Cp, k} = {t0,11} y jo = ¢ : A — ¢ U A son cofibraciones por

(12),y k ={Co, k}jo es cofibracién por (13), al ser composicién de ellas.

Para toda cofibracion i el siguiente cuadrado conmutativo
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Lo
B IB
T@- \q
C'oe
A CB

tiene, por PEH, una extension ' : [A — CB tal que Fli =qy Fig =
= C¢e. Entonces (Fu1)i = Flie; = qup = k, de donde aplicando el funtor
cono y el axioma (C'1) se tiene que p(C F)C'ty es una retraccién para C'1i.

- (C4) Axioma de cono relativo.

i1 es cofibracién al ser la inducida de i', cofibraciéon por (I4), en el

siguiente push out

{ig, Cé= U1}
T h3
Jr Ji

IA CA

Noétese que el cuadrado es conmutativo, y dados { fo, fi} v H tales que
Hi' = {fo, fiH{iq, Cpc U 1}, se tiene en particular que Hig = foCoe, de

donde existe {foC®, H} tnica solucién de este push out.

En [D-1] se prueba que toda [-categoria es una categoria cofibrada con
todos sus objetos fibrantes, tomando como cofibraciones las existentes y como

equivalencias débiles las equivalencias de homotopia.

Ademas, para una cofibracion ¢ : B — C'A, se demuestra que el siguiente

push out es un cilindro relativo
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T PA, i}
t .
ICA 7z

con p; = {1,1,p} : Z* = CA la equivalencia débil asociada.

Si Hiy = {fopCu, f1} entonces ({ fop, H}%t)il = {foip, fo, f1}, donde k es

una extension de k : P{i,i} — P{C4i,Ci} relativa a la cofibracion ¢*.

Reciprocamente, si Hi' = { foip, fo, f1} entonces ({fo, f1, H }du)i, =
= {fopC1, fi}, donde d : P{Ci,Ci} — Z' es la diagonal que en el cuadrado

conmutativo

=

P{i,i} d 7z

Tk ~| pi

pici.ciy PP CA

hace dk = il y pid ~ {p,p} rel. i, existente por la estructura de categoria

cofibrada antes mencionada en C (ver [D-2]). o

Todo lo hecho en este parrafo tiene una dualizacién obvia, parte de la cual

se ha hecho notar explicitamente pues posteriormente se hace referencia a ella.

V1.3 Ejemplos.

A partir de los ejemplos tedricos ya vistos se van a obtener otros concretos
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en categorias conocidas.

VI1.3.1 EE’-categorias

La adjuncion existente en muchos casos entre el funtor producto tensorial

y el Hom, hace surgir en determinadas categorias £ FE’'—estructuras.
1. Grupos Abelianos.

Dado un anillo con unidad R, su estructura de grupo abeliano para la suma
permite definir el producto tensorial de un grupo por el anillo, G @ R, como
producto de ZZ-médulos. Asimismo G notaré el conjunto de homomorfismos

de grupos con dominio R y codominio (&. Se puede considerar de forma natural

(GR)R o~ G(R®R) ]

Se define
CG=G®R C'G =GR
Cf=f®lg C'f = f.
kg)=g®1 K(a) = a(l)

plg@ras)=gors  pla)(r@s)=a(rs)
geG, rsER ac R
La categoria posee push outs y pull backs y es aditiva. Por la proposicion

VI.2.8 y el teorema VI.2.2, bastaria probar que (C,k,p) es un cono y que

/

(C,C") es un par adjunto de funtores haciendo k* = kI y p* = pl.

- Cono.

pkC)g@r) = plgral)=gar

pCE)g@r) = plglar)=gar
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p(pClg@r@s@t) = plg@r@ st)
= g®rst
= plg@rs@t) =

= p(Cp)g@rosat).

- Isomorfismo de adjuncion.

Dado f : G ® R — H, se define v(f) = f' : G — H" por f'(g)(r) =
= f(g@r),ydado f': G — HE 471 (f)= f: G® R — H definido por
flg@r)= fg)(r).

- Naturalidad.

(nfCm)'(g)(r) = (nfCm)(g @ r) = nf(mg @r) = (nf'm)(g)(r), de
donde (nfCm) = C'nf'm.

- fh(g) = flg@1) = fl(g)(1) =K f'(g)

folg@ras) = flgars) = f'(g)(rs) = p'f'(g)(r@s) =171 (p' ['(g@ros).

Un grupo G es contractil cuando existe un homomorfismo § : G @ R — G,
notado por (g @ r) = rg, con 8k = 1, de donde G es contractil si existe una

operacion externa .: R X G — (' verificando

a) r(g+g)=rg+rg,reR, g9 €C.
b) (r+r)g=rg+r'g, r.r' € R, g€G.
c) lg=yg,9€0G.
En este caso se dira que G es un R-casi modulo, pues unicamente falta la

propiedad (rr')g = r(r'g) para que sea un R-mddulo.

Para mayor informacién sobre esta homotopia puede consultarse [Her].
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2. R-casi Mdédulos.

Los R-casi modulos forman una categoria con los homomorfismos de R-casi

modulos, esto es, aplicaciones lineales: f(rg + r'g’) = rf(g) + ' f'(¢').

La categoria de R-casi mddulos es aditiva, posee nucleos, contcleos y pro-

ductos tensoriales.

- Aditiva. Dados dos R-casi médulos Gy G, entonces G x G' es un grupo

abeliano, y con la operacién r(g,g’) = (rg,rg’) es un R-casi mddulo.
Esta operacién hace que G x G’ sea producto y coproducto de G'y G'.

El grupo trivial {0} es evidentemente un R-casi médulo. Ademds se

define

(f+ g +r'd) = flrg+r'd)+ frg+r'd) =
= rf(g)+7'f(g)+rf(9)+7f(¢) =
= r(flg) + ['(9) +r'(f(d) + () =
= r(f+ )g)+r"(f+ )g)
y por tanto los homomorfismos de R-casi médulos forman grupos abelia-
nos que, evidentemente, tienen también estructura de R-casi médulo. Al

conservarse la suma de morfismos de grupos abelianos a R-casi médulos

también se conserva la bilinealidad de la composicion.

Posee niicleos, contcleos y productos tensoriales. Ker fes grupo abeliano.
Entonces g € Ker f siy sdlo si f(g) = 0, de donde f(rg) = rf(g) =

=7r0 =0,y por tanto rg € Ker f y Ker f es un R-casi modulo.

Coker f es un grupo abeliano, y si [g] € Coker f se define r[g] = [rg]
haciendo a Coker f un R-casi médulo, pues [g] = [¢/] si y s6lo si g/ — g €
€ Im f siy solo si existe h tal que f(h) = ¢ — g de donde rg’ — rg =
= (g — g) = rf(h) = f(rh) con lo cual [rg] = [rg].
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Se define G @ H como el grupo abeliano con conjunto de generadores
G x H y conjunto de relaciones {(g,h) + (¢,h') — (g,h + R'),(g,h) +
+(g'h) = (g+ 4 h),(rg,h) — (g,7h),9,¢' € G,h,h' € H,r € R}. Con
la operaciéon r(g @ h) =rg @ h, G @ H es un R-casi médulo.

Una estructura analoga a la definida anteriormente para grupos abelianos
hace de los R-casi médulos una EFE’-categoria.

Un R-casi médulo G es contractil cuando existe un homomorfismo 6 :
: G ® R — G, notado por (g @ r) = rg, con 0k = 1, de donde (rs)g =
=0(g@rs) =0(r(g @s)) =rllg®s)) = r(sg), luego los R-casi médulos

contractiles son los R-mddulos.
3. R- Mdédulos a izquierda.

Sea f: R — S un homomorfismo de anillos unitarios con f(1) =1, S es
un R- médulo a derecha con la operaciéon sr = sf(r), de donde para cualquier

R-médulo M existen M @ Sy M*® como R-médulos a izquierda.

De esta forma los R-moédulos a izquierda con una estructura definida andlo-
gamente las anteriores es una E FE’-categoria con R-mddulos contractiles los que

también admiten una estructura de S-casi médulo.

6:M®S — M notado por 8(m @ s) = sm verifica
a) s(m+m')=sm+sm’,seS, mm eM.

b) (s+s)m=sm+s'm,s,s"eS, meM.

c) Im=m, me M.

Si f: R — S es epimorfismo, entonces los R-mdédulos contractiles son los

que admiten una estructura de S-médulo

d) (sshm = O(m@ss’)=0m@sf(r)) =
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= O(m@sr)=0(rm®s)
= s(rm)=s0(rm® 1) =
= sO(m@lr) =s0(m@ Lf(r)) =

= s0(m®s') =s(s'm)
donde f(r)=s"
4. Complejos de Cadena de una Categoria Abeliana.

La adjuncién existente entre los complejos de cadena de la forma {X, @
DXty {X, @ X,41} da origen a una FE’-categoria bien conocida, que
genera la homotopia de los complejos de cadena [K3].

Dada una categoria abeliana A se define la categoria de complejos de
cadena de A, JA, como la que tiene por objetos pares (X,d), donde X =
= {X, }nez con X, objetos de Ay § = {6, }nez con 6, : X,, = X,,_; morfis-
mos de A tales que y §,,_16, = 0, y por morfismos f : (X,d) — (Y,d’) donde
F=A{f.: X, =Y, hey verificando ¢'f,, = f,_19.

Por simplificar notacion, en 4, se suprimira el indice cuando no lleve a

error.

Kamps, en [K3], define una homotopia en A utilizando el siguiente cilin-

dro:

50 1
[(X,8) = (IX, I8), con (IX), = X, & X, & X,_y e (18), = ( 0§ —1 )
00 —4§

fo 00
ydadof:(X,5)—>(Y,5’),[f( 0 f. O )
0 0 fn—l

(e
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Si se define ¢ : I? — I por

(i

entonces la categoria A tiene un cilindro con producto natural. Al ser A

1
0
0

o O =
o OO
o O =
o = O
_— o O
o OO
_— o O
o OO

categoria abeliana dA también lo es. Por tanto posee objeto cero, push outs

y pull backs, y por la proposiciéon VI.2.11 tiene el siguiente cono

dado [ : (X,8) = (Y,8) Cf = ( i fo )

L 1 (1 000
“\o )P o110
En particular §A es aditiva y por la proposicion VI.2.8, al verificar &k PEN

(pC'k = 1) se tiene que k,, también verifica PEN.

La homotopia de Kamps en los complejos de cadena también es posible

obtenerla a través de un funtor cocilindro con producto natural.

5§ 0 0
I'(X,8) = (I'X, I'6), con (I'X), = X, & X, B Xpyy € ('), = ( 0 & 0 )
1 -1 =6

fo 00
y dado f: (X,d) — (Y,d) [’f( 0 f. O )
0 0 fn-l—l

1
w=(100)4=(01 0),y,0’(1)

0
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v =

OO OO OO P O
OO OO R OO OO
O R O OO0 OO

Obsérvese que las matrices que definen las transformaciones naturales no
son otras que las traspuestas de las respectivas de cilindro, y por ser la traspues-
ta de un producto de matrices el producto en orden inverso de las traspuestas
se verifica (I'1).

Por la proposicién dual de VI.2.11 se obtiene el siguiente cocono

C'(X,§) = (C'X, C78), con (C'X)p = Xo @ Xpa1 v (C'8), = ( _51 Y )

y dado f:(X,d) = (Y,d") C'f = ( J;” an-l—l )

k’:(l 0),p’:

o OO =
O = = O

Razonando dualmente a lo hecho anteriormente, k!, verifica PLN.

v : Hom(C—,~) = Hom(—,C" ~) definido por ’y( frn g1 ) = ( ;n ),
donde ¢, : X;, = Yoq1 ¥ fo = —(8gn + gn—16), €s un isomorfismo natural.

Ademas,
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_ -1 fn In—-1 _
. (gn : ) _

_ —1\2 | Gn _
(v™) 0
0
1 0
_ —1\2 0 1 fn
=07 o1 | g
0 0

de donde k* =2 k. y p* = pl, por lo que se tiene por el teorema VI.2.2 una
FE E'-categoria.
(X,d) es un complejo de cadena contractil si existe, para todo n € Z,

Gn : X, = X411 verificando g, + g,_10 = —1.
5. Espacios Topolégicos Punteados.

La homotopia ordinaria de los espacios topoldgicos punteados también

puede expresarse a través de una F [/-estructura.

La relacion de homotopia clasica de los espacios topoldogicos es obtenida a
través de un cilindro con producto natural:

IX = X x I, donde I = [0,1], y dado f : X — Y aplicacién continua
If=fx1.

10(2) = (2,0), 6(2) = (,1), p(e,0) = 2 y Y2, 1,5) = (a,15).

Al tener Top push outs, objeto final %, y transformar I push outs en push
outs, se puede definir por la proposicion VI.2.11 un cono en Top:

CX = P{ex, (w)x}, y dada f: X — Y aplicacién continua, C'f =1 U [f,
esto es, si dom f # ¢ entonces C f([(x,t)]) = [(f(x),t)], y si dom f = ¢
entonces C f(*) = [(2,0)]. Nétese que si X # ¢ entonces CX = X x [/X x {0},
y C'op = x.



210 Capitulo VI. Teoria dual y ejemplos.

K@) = (2, D] ¥ ([, 0], 9)]) = [(,t5)]. Fn el caso X = 6, k y p son
unicas, por ser ¢ objeto inicial y C'¢ = * objeto final.

Es evidente que el cilindro conserva push outs, y por el teorema VI.2.5 el
cono también los conserva. Por la proposicion VI.2.12; los espacios topold-
gicos con este cilindro forman una [-categoria con producto natural y todas
las cofibraciones, pues evidentemente los morfismos iniciales tienen la PEH y
se verifica (14) (ver [B2], pag. 29) donde la transformaciéon de intercambio
T viene definida por T'(z,t,s) = (x,s,t). Por el teorema VI.2.5 k,, verifican
PEN. Luego Top es una F-categoria, y con estas mismas cofibraciones, por el

teorema VI.2.5 una C-categoria.

Por lo visto en el capitulo V' anterior se tiene que, con estas cofibraciones,

COF = COF C¢

Top = Top es también una C-categoria y en particular una FE-

categoria:

C(X,20) = (X x /(X x {0}) U ({xo} x I), y dada f: (X, 20) = (Y, v0),
Cr(l, )]) = [(f(z), )]

k(x) = (@, D), p([([(z, )], 5)]) = [(2, L5)].

En general, si una categoria C posee push outs y C'V es objeto final, se
puede extender la estructura cénica de la subcategoria llena C“9F OV 4 CEV,
verificandose todos los axiomas salvo que k tenga que ser cofibracién. En el
caso de los espacios topoldgicos, por poseer Top™ una estructura de cilindro
con producto natural derivada de la de Top, ver [B2], y coincidir el cono de

COF = con el cono originado por el cilindro punteado, si se puede asegurar

Top
que k es siempre cofibracion en Top™, dando asi origen a una estructura de
('-categoria y en particular F-categoria.

Top* también tiene pull backs, y C' definido por C'(X,zq) = (X, z0)19),

C'f = f. es un funtor adjunto a derecha de (' mediante el isomorfismo natural
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3+ Hom(C—,~) = Hom(—,C" ~) definido por (x(/))()(t) = f([(z, )
cuya inversa es 37! (f)([(z,1)]) = ('(x))(1).

Asi, definiendo las transformaciones naturales &' (o) = a(1) y (p'(a))(t)(s) =
= a(ts), Top™ es una FFE’-categoria.

De esta forma surgen los grupos de homotopia clasica m,(X,xg), n € IN,
como los denominados grupos de homotopia standard de la categoria pun-
teada Top“?, asi como las correspondientes sucesiones exactas de homotopia
asociadas a una tripleta.

(X, 20) es un espacio topolégico punteado contractil cuando {xo} es un
retracto por deformacion fuerte de X, pues existe F : C(X,x9) — (X, x0)
verificando F'k =1 siy sélo si existe H : X x [ — X verificando H(x,0) = xo,
H(x,1)=ay H(xo,t) = 0.

VI1.3.2 C-categorias y C’-categorias.

Primeramente se veran dos ejemplos de Cj-categoria y Cp-categoria en R-
modulos que dan origen a la homotopia proyectiva e inyectiva, respectivamente,
dadas por B. Eckmann y P.J. Hilton [E] [Hil] [Hi2], que no son C’-categoria

ni C-categoria.
6. Homotopia proyectiva en R-mddulos.

Sea L : Set™ — gM el funtor libre y U : gM — Set™ el funtor olvido,
entonces (L, U) es un par adjunto de funtores mediante el isomorfismo natural
de adjuncién v : Hom(L—,~) — Hom(—,U ~) definido por v(f) = fi, donde
2 es la aplicacién inclusion en el libre.

Considerando el cocono trivial en Set™ se obtiene el respectivo en los R-

modulos por la proposicion VI.2.1.
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C'M = LM, donde LM representa el R-mddulo libre sobre el conjunto
punteado (M, 0), C'f = Lf es el inico R-homomorfismo inducido por el funtor
libre, esto es, el inico R-homomorfismo tal que t.ogom ff = Lfigom 5, donde 2

representa la aplicacion inclusiéon en el libre.

k' es el inico R-homomorfismo verificando k2 = 1 y p’ es el unico R-

homomorfismo tal que p'z = 1%, esto es, p' = Li.

Al ser la categoria abeliana tiene pull backs, pero en general el funtor libre
no transforma pull backs en pull backs (observacion VI.3.1). En particular, al
ser la categoria aditiva se tiene que los R-mddulos, con este cocono, es una

C{-categoria aditiva con todas las fibraciones (proposicién dual de VI.2.10).
Un R-médulo M es contractil cuando es proyectivo:

Sea P un R-médulo proyectivo, entonces k' : LP — P es un R-homomor-
fismo suprayectivo. Luego, por ser P proyectivo existe un R-homomorfismo
F: P — LP tal que F'F = 1. Reciprocamente, si existe F' : P — LP tal
que k'F' = 1, sean f : P — (' un R-homomorfismoy ¢g : B — C un R-
homomorfismo suprayectivo. Como todo R-moédulo libre es proyectivo, existe
f'LP — B tal que gf' = fK'. Luego gf'F = fK'F = f.

Un R-homomorfismo f : M — N es una fibracion si y solo si f es un

epimorfismo

(=) Si f es fibracién, existe k' LN = M tal que fk' = k'. Si gf = hf
entonces g = gk'i = gfk'i = hfk'i = hk'i = h.

(<) Evidente, por coincidir los R-mddulos contractiles con los proyectivos.

Observacién VI.3.1 Si se considera el anillo ZZ de los enteros, M = Ab.

Sea [ : Zy & Xy — 7 definido por f(a,b) = a +0b. Ker f = Zy, Lf :
7
(246 7, (0,0)) = P Z — L(Z,0) = Z viene definida por Lf(zq,..,a7) =

=1
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= x4+x5+26+27, donde Z; = ZZ estan generados por los elementos de Z,F 7,
distintos de (0,0) que van al neutro para 1 < i < 3y por los restantes distintos

de (0,0) para 4 <i < T.
3 6
L(Ker f,0) % L(74,0) & @Z #+ Ker Lf = @Z
=1 =1

Observacion VI1.3.2 Por el teorema dual del 1.2.4, la homotopia proyectiva
no puede ser obtenida mediante una C-estructura adjunta a la libre, al no

conservar ésta limites finitos.

7. Homotopia inyectiva en R-moédulos.

Sea (), el grupo aditivo de los racionales médulo los enteros. Entonces
Hom(—,Q1) : (RM)°? — Mg es un funtor adjunto a derecha de Hom(—, Q1) :

: Mr — (rRM)°P, con isomorfismo natural de adjuncion
v+ Hommyor (Hom(—, Q1), ~) = Hommy (—, Hom(~, Q1))

definido por y(f(m)(n)) = f(n)(m).

Por el apartado ) del corolario VI.2.1 se tiene un cono:

CM = Hom(L(Hom(M,Q1)),Q1), y dado f : M — N homomorfismo de
R-médulos, C f(h
€ L(Hom(N, Q)

(5191 F5090) = h(s1(gLf) - Fsn(gnf))s s1914...F5ngn €
’ h € Hom(L(Hom(Mle))le)v .

~— e

k:M — Hom(L(Hom(M,Q1)),Q1) se define por k(m)(sia;+...Fspa,) =
= s1aq(m) + ... + span(m).

p: Hom(L(Hom((Hom(L(Hom(M,Q1)), @1)), @1)), Q1) —
— Hom(L(Hom(M,Q1)),Q1) se define por p(a)(sjaq+ssast..... 4 s,0,) =
= a(syo1 + s209 +' ... 4 s,0,), usando que todo elemento m de un mddulo
M se puede interpretar como un elemento de Hom(Hom(M,Q1), Q1) definido

por m(a) = a(m).
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Haciendo un razonamiento dual al hecho en la homotopia proyectiva se
tiene que los R-modulos, con este cono, es una Cy-categoria aditiva con todas

las cofibraciones.
Los R-médulos contractiles son los inyectivos:

Hom(M, Q1) es inyectivo, para todo médulo M, por ser (); un grupo
abeliano divisible (ver [Hi-], pag. 35). Si M es un médulo contractil existe F :
: Hom(L(Hom(M,Q4)),Q1) — M con Fk = 1. Considérese un homo-
morfismo f : B — M y un monomorfismo ¢ : B — (', entonces por ser
Hom(L(Hom(M, (1)), Q1) inyectivo existe f': ' — Hom(L(Hom(M, (1)),
Q1) con f'g = kf. Ff' hace inyectivo a M. Reciprocamente, si [ es inyectivo
entonces, al ser k: M — Hom(L(Hom(M,(1)),Q1) un monomorfismo existe
F:Hom(L(Hom(I,Q1)),@Q1) — I tal que Fk = 1. Obsérvese que si k(m) =0
entonces a(m) = 0, para todo a € Hom(M, @)1), de donde m = 0.

Un R-homomorfismo f : M — N es una cofibracion si y sélo si es un

monomorfismo:

(=) Si f es cofibracién existe k : N — Hom(L(Hom(M,Q,)),@:) tal que
kf =k. Si fg = fh entonces g = ikg = ik fg = ikfh = ikh = h, donde

7 es una aplicacion inversa a izquierda para k, al ser k inyectiva.

(<) Evidente, por coincidir los R-mddulos contractiles con los inyectivos.

Observacién VI.3.3 Por el corolario VI.2.2, usando los funtores Hom(—, ()1)
anteriormente definidos, se puede definir el siguiente cono:

CM = Hom(Hom(M,Q1), Q1) y Cf(h)(g) = h(gf)

k(m)(a) = a(m) y p(a)(3) = a(3).

Por la misma razén expresada anteriormente el cono de todo médulo M es

un modulo inyectivo y ky; es un monomorfismo, de donde se deduce que los
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modulos contréactiles son también aqui los inyectivos, y por el teorema VI.2.4
se obtiene una estructura de Cy-categoria aditiva con todas las cofibraciones

equivalente a la anterior.

Observacién VI1I.3.4 Tanto la homotopia proyectiva como la inyectiva se

pueden definir independientemente de la lateralidad de los moédulos.

8. (' y (’-categorias aditivas.

Todos los ejemplos de E E’-categorias aditivas vistos anteriormente, grupos
abelianos, R-casi médulos, R-mddulos y complejos de cadena, son también
ejemplos, por la proposicion VI.2.8 y su dual, de C' y ('-categorias con todas

las cofibraciones y fibraciones, respectivamente.

En las homotopias tensoriales anteriormente definidas las cofibraciones o
fibraciones dependeran del anillo unitario elegido.

En los complejos de cadena, i : (B,d§) — (A, d’) es cofibracién si y sélo si

para todo n € Z existe r, : A, — B, tal que r,z, = 1.

Sea k = ( (1) ) : (B,d) — C(B,d), entonces existe k= ( Z; ) (A —
— (B, d) tal que ki = k., de donde ( EZ;;: ) Iy = ( EZ;;:Z ) = ( (1) ) .

(a1), es entonces una retraccién para i,, n € 7.

Reciprocamente, sea %n = ( " ), entonces ( 5 " ) 6=

0Ty — rn_190 Ty — Tpe10

— Tn(s _ 6 —1 41
S\ drd ) V0 =4 Orpyr — 100 )7
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Un razonamiento semejante da que las fibraciones son los morfismos que

tienen secciones en cada nivel.

En este caso las cofibraciones y fibraciones coinciden con las definidas por
Kamps en [K3], es decir, las cofibraciones PEN y las fibraciones PLN coinciden

con las cofibraciones PEH y las fibraciones PLH, respectivamente.

Por dltimo, se veran ejemplos originados por cilindros o cocilindros con

productos naturales.
9. Espacios Topoldgicos.

En el ejemplo 5 ya se vio que los espacios topologicos, con las cofibraciones

PEH, forman una C-categoria.

Str¢gm prueba en [St2] que ¢ : B — A es cofibracién si y solo si P{c,1}
es un retracto de IA. Por otro lado en, [Stl], prueba que si ¢ es cofibracién
entonces ¢ : B — ¢(B) es un homeomorfismo, por lo que se puede siempre
suponer, identificando B con i(B), que B es un subconjunto de A, de donde

i : B — A cofibracién es cerrada si y sélo si ¢(B) es cerrado en A.

Existen cofibraciones no necesariamente cerradas: Considérese B = {x}
y A = {y,z} con la topologia indiscreta, cualquier aplicacion ¢ : B — A
es una cofibracion no cerrada. Luego las cofibraciones cerradas forman un

subconjunto propio de las cofibraciones PEH.

Los espacios topoldgicos con su cilindro con producto natural y las cofi-
braciones cerradas son también una [-categoria con producto natural, pues
sii: B — A es cofibracién cerrada entonces i también es cofibracién, y ce-
rrada pues Z_I(Z(X)) = X cerrado y f(7(X)) = #(B) también cerrado. Evi-

dentemente la composicién de aplicaciones cerradas es cerrada. Por ultimo
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HT) = (i x1)(BxT)UA x {0} UA x {1} cerrado en A x I, de donde 7!
ademas de cofibracién es cerrada.
Por el teorema VI.2.5 Top, con las cofibraciones cerradas, tiene estructura

de C-categoria.

Por la proposicion VI.2.2, Top con las cofibraciones generadas es una (-
categoria. Por poseer Top push outs, las cofibraciones generadas se reducen
a las aplicaciones continuas ¢ : B — A tales que 1, verifica PEN, para todo
n € IN*. En particular, por el teorema VI.2.5 toda cofibracién PEH es una
cofibracion generada, sin embargo un morfismo puede verificar PEN y no PEH:
sea i : {0} = A = {0} U{L /n € IN}, entonces i verifica PEN pero no
verifica PEH, pues ({0} x I) U{X / n € IN} no es un retracto de A x I,
condicién equivalente a PEH (ver [St1]). No obstante este morfismo ¢ no es

una cofibracién generada, pues ¢; no verifica PEN.

La relacién de homotopia clasica de los espacios topoldgicos puede obte-
nerse también a través de un funtor cocilindro con producto natural:

I'X = X! = Homrop(1,X) con la topologia compacto abierta, donde I =
=10,1], y dado f: X — Y aplicacién continua I'f = f..

() = a(0), 4(a) = a(1), p(z) = C, donde Cult) = 2, v ¥/(a)(t)(s) =
= a(ts), donde o € X!, z € X, t,s € I.

Al tener Top pull backs, transformar P pull backs en pull backs, conservar
el objeto final y poseer una transformacién de intercambio 7" definida por
T'(a)(t)(s) = a(s)(t), por la proposicién dual de VI.2.12 se tiene que los
espacios topoldgicos con este funtor cocilindro es una ['-categoria con producto

natural y todas las fibraciones, pues evidentemente los morfismos finales tienen

la PLH y se verifica (I'4) (ver [B1], pag. 133).

Observacién VI.3.5 Por el dual del teorema VI.2.5, Top con estas fibra-
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ciones es una C’-categoria trivial, en el sentido de que C'X = P < ¢x, (t5)x >=
= ¢ para todo espacio X, y no existen aplicaciones continuas con codominio

¢, necesarias para poder definir homotopia.

10. Espacios Topolégicos Punteados.

Ya se vio en el ejemplo 5 que Top™ con:
C(X,z0) = (X x )/ (X x{0}) U ({zo} x 1), Cf([(x,1)]) = [(f(x), )]
k(z) = [(=, D], p([([(=, )], 9)]) = [(2, ts)].
y las cofibraciones punteadas es una C-categorfa.
Top* con el cocono definido en el ejemplo 5:
C'(X,20) = (X, 20) 0, C'f = f..
K(a) = a(l), (p'(a))(t)(s) = alts),

y con las fibraciones de Hurewicz es una C’-categoria.
11. Espacios Exteriores.

La categoria P formada por los espacios topoldgicos con las aplicaciones
propias no posee, en general, limites y colimites. En particular no siempre
existen push outs, y es necesario extender esta categoria a una mas amplia
que la contenga como subcategoria llena y que si los posea para poder asi
definir, a través de un cilindro con producto natural, una estructura de cono
natural cuya homotopia restringida a la subcategoria llena P coincida con la
homotopia propia de los espacios topologicos (Ver [G-]).

Dado un conjunto X con una topologia 7, una externologia ¢ sobre X es

cualquier subconjunto de 7 verificando:

El: Si Ky, Ey € ¢ entonces F1 N Fy € ¢.
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E2: Si A€ 7 yexiste F€ccon E C A entonces A € ¢.
A (X,e,7) se le denomina espacio exterior. Una aplicacion f: (X,e,7) —
— (X', &', 7') se dird exterior cuando es continua y para todo E' € &/, f~H(E’) €

€e.
Los espacios exteriores con sus aplicaciones forman la categoria E.

Se define:

- I :E — E por I(X,e,7) = (X X I,exxs,7xx1), donde [ es el in-
tervalo unidad con la externologia {/}, 7x«; es la topologia producto
y exxs es la externologia producto exy; = {A € 7x«1 / existen K €
€Ecyl €creconExE C A} ={A € 7xy1 [ existe E € ¢con
Ex1C A}elf = [ x1y, exterior pues si A € exiyy existe £ € ex
tal que £ x I C A, de donde f~Y(F) x I = (f x 1;)7™Y(FE xI) C
C (f x 17)7%(A). Al ser f exterior y f x 1; continua, por definicién

de externo se tiene el resultado.
-t X = X x I por ¢.(x) = (x,r) (r € {0,1}).
- p: X x 1 — X por p(x,t) =x.
- X x I x T — X x I porp(x,t,s)=(x,ts).
try p, b son continuas, y

- Dado E' € exyy existe £ € ¢ tal que £ x I C E’, de donde £ =
=Y ExI)C Y (E"), y por E2 Y (E) € .

-Dado E€e, ExI=p ' (F)€cxxs

- Dado B’ € exyexiste B € e tal que E x [ C E',de donde - x [ x I =
= ¢"HE x I) C ™! (E') € exxixs por definicién.
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(1,t0,t1,p,%) es asi un cilindro con producto natural en E, pues las propie-

dades se siguen verificando como en Top.

E posee push outs: Sean f: X — X'y g: X — X" aplicaciones exteriores,
entonces P{f, g} = (P{f,g9}.€pr{s4> TP{s.4}), donde P{f, g} es el push out en
Set, Tpysq) es la topologia asociada a P{f,g} en Top y ep(ryy = {4 C
C P{f,q9}/ 7_1(14) €c’"yg'(A) €'}, puessi p: X — Y es una aplicacion

cociente, ey = {A CY [/ p7'(A) € £x} es una externologia para Y:

El: Dados Ay, Ay €cy, p (A1 N Ag) = p~ (A Np~t(Ay) € ex.

E2: Sean E € ey y A € 7y tales que E C A. Entonces p™'(F) C p~!(A) € ex

por ser un abierto conteniendo a un externo.

Evidentemente (¢,{¢},{®}) es objeto inicial y (*,{*}, {¢,*}) es objeto
final, pues X € ex para todo X, por E2.

El cilindro conserva push outs, pues lo hace en Top, y el objeto push out

en E coincide con el de Top con la externologia ya indicada.

T:X xIxI— X xIxIdefinida por T(x,t,s) = (x,s,t) es exterior,
pues dado A € exyyxy existe B € exyy tal que B x [ C Ay existe € € ey
tal que C' x I C B, de donde C' x I x I C A. Se concluye que C' x [ x [ =
=T O xIxI)CcT B x1I)CT(A) externo por definicién.

Por dltimo se consideran como cofibraciones los morfismos 7 que verifican

PEH, o equivalentemente que {/i,¢o} es una seccién (ver [K3]):

Sea o : [ x I — I x I un homeomorfismo que sobre la frontera actuie

enviando homeomérficamente {0} x I = [£0] x {0}, [ x {0} = [%, 2] x {0},

37 373
() % 12 ] s {00, 03] % (1) 2 {0} % 1, (5.2 % {1} = 1= (1} ¥
[1,2] x {1} = {1} x I, donde se ha dotado a los intervalos del sentido adecuado,

considerando [ = [0, 1].
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Se define LI por el siguiente push out

Lo L Lo
S0 rur
{L07L1}T T
I L

y o : [ x I — U es la proyeccién desde el punto (%, %) del cuadrado [ x [ sobre
U identificado con ({0} x [)U (I x {0}) U ({1} x I).

Sean

By = G0Nl x aHYT : [1B — P{,1'}

By = {itH{1o, 01}, H(1 x /) (1 x @™ Mg : TA = P{uo,i'}

I xa:IITA— IIA es un isomorfismo exterior con (I x a)™! =1 x a™*

sin mas que tener en cuenta que o : [ X [ — [ x [ es un homeomorfismo y la
identidad envia todo externo sobre si mismo. Por otro lado 1 x o/ : Ax I x [ —
— A x U también es exterior, considerando en el push out de definicion de U
ex={x}yer={l}, dedonde c4x, = {O € Tax, [ existe E € ¢4 conE x U C
C O}.

Se concluye que 31 y 32 son exteriores, por ser composicion de ellas. Ademas

62[@ = {Z._ll{bo,Ll},%} 1 x Oé/

( )
= {i" o, 01}, 1 x )1 x o™ Py =
= {0, a0 b1 x o) 1%(1 x a™ )i =
= {0, 0}, wHI(E U UL (1 x a')(1 x a™ g =

= {i"H{wo, ML), oL} (1 x o) (1 x a )y =

= {UGEUD)H{w,u}, i T U1 x /)1 x a™ i =

= GO {0}, iteor U1 x /)1 x a™ i =
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[T D) o, 013,71 U )0 H(1 x a’)(1 x o™y =
TITUD{ w0}, M1 x o)1 x a™ g 2

IGUDH( x oY1 x a M)y =

o~

—_
*
~—

.

AU (1 x o)1 x a™HT 1y =

ﬁlfbo

(*) Obsérvese que, en general, (1 x @')axy = laxy, donde la inclusion es
{Il{wo,t1}, 00}t Ax U — TTA.

Luego existe 8 = {1, 82} : [P{t0,i} — P{uo,1'}.

La retraccién para {Ii', 9} es BIrT(1 x a), donde r es una retraccién para
{11,100}

Por la proposicion VI.2.12, (E, I, o, t1,p, 1) es una [-categoria con cilindro
natural y todas las cofibraciones, y por el teorema VI.2.5, con estas mismas cofi-
braciones y el cono (C, k, p) inducido, es una categoria con cono natural cuya

homotopia coincide con la obtenida mediante el cilindro anterior. Obsérvese

que ecx =4{0 € 1ox [ existe B € ex con CE C O},
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