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Resumen

El objetivo de esta memoria es estudiar algunos algoritmos que permiten obtener la descomposicion
de un polinomio en una variable con coeficientes enteros como producto de factores irreducibles
sobre Z.

En primer lugar se introducen ciertas magnitudes asociadas a los polinomios que permiten acotar
el tamano de los factores. A continuacion se estudian el algoritmo de Berlekamp (1970) para la
factorizacion de polinomios con coeficientes en cuerpos finitos y el método de elevacion lineal dado
por Hensel (1918). Estos algoritmos basados en la aritmética modular son de gran utilidad para la
factorizacion de polinomios enteros.

En cuanto a la factorizacion de polinomios sobre Z, se estudian los algoritmos de Kronecker (1882)
y el de Berlekamp-Zassenhaus (1969). Ademds se describe el algoritmo dado por Lenstra-Lenstra
y Lovasz (LLL) (1981), sin entrar en la justificacidn del mismo ya que sobrepasa los objetivos del
trabajo. Todos los algoritmos han sido implementados en lenguaje SageMath.

Palabras Clave Factorizacién de polinomios enteros, Factorizacién de polinomios sobre cuerpos
finitos, Implementacién en SageMath.



Abstract

The purpose of this work is to study some algorithms to obtain the factorization of a polynomial
in one variable with integer coefficients as a product of irreducible factors over Z.

First, certain magnitudes associated with the polynomials allows to constrain the size of the factors
are introduced. Then we study the Berlekamp’s algorithm (1970) for factoring polynomials with
coefficients in finite fields and the linear lift method given by Hensel (1918). These algorithms
based on modular arithmetic are useful for integer factorization polynomials.

For the factorization of integer polynomials, on the one hand we study the Kronecker’s (1882) and
the Berlekamp-Zassenhaus (1969) algorithms. On the other hand, we describe the Lenstra-Lentra
and Lovész algorithm (LLL) (1981) without showing his justification as it exceeds the objectives
of this work. All algorithms are implemented in SageMath.

Keywords Factorization of integers polynomials, Factorization of polynomials over integers fields,
Implementacion en SageMath.
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Introduccion

La obtencién de formulas para el cdlculo de las raices de un polinomio fue durante mucho tiempo un
tema fundamental dentro del Algebra. El trabajo de Abel (1824), completado por Galois, puso de
manifiesto la imposibilidad de obtener una férmula que implicara sumas, restas, multiplicaciones,
divisiones y radicales, de los coeficientes del polinomio, que permitiera calcular dichas raices para
polinomios de grado mayor que 4. Una consecuencia de este trabajo fue el interés que cobré el
problema de factorizar polinomios, es decir descomponerlos como producto de factores de menor
grado.

Hoy en dia este interés se ha incrementado dada la importancia que los polinomios irreducibles,
es decir los no factorizables en el sentido antes expuesto, desempenan en la Teoria de Cédigos y
su relacién con la seguridad en la transferencia de informacién sensible por medio de la red, y
la necesidad de algoritmos cada vez més eficientes motivado por el incremento de la potencia de
célculo de los ordenadores actuales.

Newton en su obra Arithmetica Universalis (1707) dio un método para encontrar factores lineales
y cuadraticos de polinomios sobre los enteros. El método de Newton fue extendido por Schubert
(1793) para el célculo de factores de grado n en un nimero finito de pasos. El método de Schubert
fue redescubierto de forma independiente por Kronecker 90 afios mas tarde. Este método, en
la préactica, es poco usado ya que el coste computacional es exponencial respecto al grado del
polinomio.

Se obtienen muchos mejores resultados haciendo uso de los métodos de factorizacién médulo p (p
primo), y utilizando las técnicas de elevacién de Hensel para llegar a conseguir la factorizacién sobre
los enteros. Este planteamiento mejora los métodos clésicos y funciona bastante bien en la mayoria
de los casos, pero en los polinomios méas complicados tiene atiin un coste de tiempo exponencial.

A. K. Lenstra, H. W. Lenstra y L. Lovasz en 1982 aplicaron la teoria de reticulos a la factorizaciéon
de polinomios enteros, obteniendo un algoritmo mucho més eficiente denominado LLL o L3, cuyo
coste es polinomial.

Este trabajo aborda el estudio de algunos algoritmos para la factorizacién de polinomios en una
variable con coeficientes enteros en factores irreducibles sobre Z.

En el capitulo primero se introducen algunos conceptos relativos a polinomios que seran de utilidad
posteriormente. Se definen conceptos como la norma, la media, la longitud, altura, etc., y se estudian
algunas cotas y relaciones entre dichas medidas.

En el capitulo segundo se estudia el algoritmo dado por Berlekamp (1967) para la factorizacién de
polinomios sobre cuerpos finitos asi como el método de la elevacién lineal de Hensel.

En el tercer capitulo se estudian los algoritmos de factorizacién de Kronecker-Hausmann (1937) y
el de Berlekamp, Zassenhaus y Cantor (1969) para polinomios sobre los enteros. Se hace ademds
una descripcién del algoritmo LLL, si bien no se estudian sus fundamentos ya que exceden los
contenidos de este trabajo.
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Todos los algoritmos estudiados han sido implementados en SageMath, aportdndose el cédigo de
cada uno de ellos, lo que puede resultar de utilidad en diversas aplicaciones de los mismos. Ademas,
cada algoritmo se acompana de ejemplos para facilitar su comprension.



Capitulo 1

Algunos resultados sobre
polinomios

En este capitulo se introducen algunas magnitudes y resultados relacionados con el tamano de los
polinomios en una variable. Se muestran también varias desigualdades cruciales en la factorizacién
de los polinomios relativas al tamafio de los factores de los mismos. Se introducen ademsés los poli-
nomios estables, las diferencias finitas de una sucesién, la interpolacién polinémica y la resultante.
Todos los resultados expuestos seran de utilidad en los capitulos siguientes.

1.1. Definiciones basicas

Recogemos en primer lugar algunas nociones bésicas sobre la factorizacién.

Definicién 1.1.1. Un elemento a # 0 de un dominio de integridad A se dice que es irreducible
si no es una unidad (elemento inversible) y no se puede expresar como producto de dos elementos
que mo sean unidades.

Ejemplo 1.1.2. 5 es irreducible en Z pero 6 no.

Definicién 1.1.3. Un dominio A se denomina dominio de factorizacién tnica si todo elemento no
nulo se puede expresar como producto de una unidad y un numero finito de elementos irreducibles
y dicha representacion es unica salvo unidades y el orden de los factores.

Ejemplo 1.1.4. Si K es un cuerpo, el anillo de polinomios K[X] es un dominio de factorizacion
dnica, en particular Q[X] es uno de ellos.

Nota 1.1.5. La aplicacion ¢ : Z|X| — Zy[X] que hace corresponder a F(X) = ag + -+ + agX?
el polinomio p(F) = F(X) =ap + --- + agX? es un homomorfismo de anillos. Si p(F) = o(F")
escribimos F = F’ mod q.

Usamos la notacion F'= G mod H para indicar que H | F — G con F,G,H € Z,.
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Definicién 1.1.6. Sea A un dominio de factorizacidn dnica y F(X) € A[X] se dice que es primi-
tivo si el mdzimo comun divisor de sus coeficientes es 1.

1
Si d es el med de los coeficientes de F(X), se le puede asociar un polinomio Fy(X) = gF(X) €
Z|X] que es primitivo.

Lema 1.1.7 (Lema de Gauss). El producto de dos polinomios primitivos es primitivo.

Corolario 1.1.8. Sea A un dominio de factorizacion tnica y K su cuerpo de fracciones. Si
F(X) € A[X] tiene grado positivo y es irreducible en A[X] entonces F(X) es irreducible en K[X].

El polinomio F(X) = 5X + 10 es irreducible sobre @ pero no lo es sobre Z ya que el polinomio
F(X)=5(X +2), siendo 5 y 2 4+ 2 no unidades en Z[X], mientras que 5 si es una unidad de Q.

En esta memoria diremos que un polinomio F'(X) € Z[X] es irreducible si no se puede expresar
como producto de dos polinomios de grado mayor o igual a 1 con coeficientes en Z. Asi diremos
que el polinomio F(X) = 5X + 10 es irreducible sobre Z.

1.2. Magnitudes relacionadas con los polinomios

d
Definicién 1.2.1. Sea F'(X) = Zanj € C[X]. La norma cuadratica del polinomio F es
3=0

y la norma de F es |F| = méui |F(2)].

|z|=

Lema 1.2.2. Si F € C[X] y a € C, entonces

(X = ) F(X)|| = [[(@X = D) F(X)]|

)
(X —a)F(X)] = [(@X - 1)F(X)|.
d .
Demostracion. Se supone que F(X) = Z ¢; X7. Desarrollando el cuadrado del lado izquierdo de
j=0

la primera igualdad se obtiene

d+1 d

D (ej1—ac) (@1 —ae) = (1+ o) FI* = (ace; 1 +aeie; 1),

j=0 §=0

donde c_1 = c441 = 0. Y el desarrollo del lado derecho de la igualdad da el mismo resultado.

La segunda relacién se sigue de la siguiente identidad



Algunos algoritmos de factorizacién de polinomios con coeficientes enteros 5

|az — 1| = |z — af, para todo z € C, |z| = 1. (1.1)
Para verificar (T.1]) se toma z = ¢*?. Se tiene

@z =1 =laf —ae’ +1 y |z —af’ = |af* —@e” + 1. O

Definicién 1.2.3. Sea F' € C[X]. Se supone que
F(X) = adXd'Fadled_l +"'+a0 = ad(X—Zl)...(X—Zd),

con aqg # 0. La medida de F' se define por la férmula

d
M(F) = Jag| [] méx{L,]z1}.

j=1

Proposicién 1.2.4. Si F(X) = ag X%+ ag_1 X'+ +ao € C[X]\ C, entonces la medida de
F satisface la desigualdad
M(F)? + |agaal* M (F)~2 < ||F|1*.

Demostracion. Sean z1, ...,z las raices de F' que estan por fuera del disco unidad. Entonces la
medida de F' es
M(F) = lagl||z1 - - - zx|.

Se considera el polinomio

k d
RX)=aa[[ X -1 J] (X —2)=baX?+ - +bo.
j=l1 j=k+1

Aplicando k veces el Lema (1.2.2) se obtiene || F|| = ||R]|. Por lo que
IRI[* = [bal* + [bo|* = M(F)* + |aaaol* M (F)~*,

se tiene la desigualdad deseada. 0

Corolario 1.2.5. Si el polinomio F no es un monomio, entonces M(F) < ||F||.

Definicién 1.2.6. Si F(X) = agX%+---+ag es un polinomio con coeficientes complejos, se define
su longitud mediante la formula

d
L(F) = |a|
k=0
y se define la altura de F' como
H(F) = méx{|aol,|a1],...,|ad|}

Los siguientes resultados aportan algunas desigualdades que relacionan las medidas asociadas an-
teriormente a los polinomios sobre C.
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Lema 1.2.7. Si F' es un polinomio no constante con coeficientes complejos, entonces
la;| < <d> M(F), H(F)< < d )M(F)
A=) T E gy ) M

L(F) < 2¢M(F).
Demostracion. Sean z1,. .., zq las raices del polinomio F' € C[X], contadas con sus multiplicidades.
La férmula FI(X) = ag(X — 21) ... (X — z4) muestra que

dd=j _ (—1)%=7 Z Ziy---2i; para j=1,2....d.
1< <l

d
Por lo tanto |a,;| < ( )M(F), para j =1,2,...,d.
J

d
d
Las otras dos desigualdades se siguen de (?) < (Ld(;ZJ) , para todo j, y Z ( ) = 2% respecti-
=0
vamente. O

1.3. Cotas de los factores para polinomios enteros

Sera de utilidad en los capitulos siguientes conocer algunas cotas relativas a los factores de los
polinomios con coeficientes en Z.

Lema 1.3.1. Si F' es un polinomio de grado d sobre Z, entonces

H(F) < L(F) < Vd+1||F| < (d+ 1) H(F).

Demostracion. La desigualdad L(F') < v/d + 1||F|| se sigue de la desigualdad de Schwartz:

2
d d d
D lal ) < | X lal” )| D1
i=0 i=0 =0

Mientras que las otras dos desigualdades se siguen de la definicion. O

Dado un polinomio no constante F' € Z[X], se pueden calcular algunas cotas de los factores de F.

Teorema 1.3.2. Sea F' € Z[X] un polinomio no constante que admite la factorizacion
F=G{---Gpn, Gl,...,GmEZ[X]

Entonces
m

[[2(G;) <2°M(F), donde D = Zm:gr(Gj),

Jj=1 Jj=1
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v 112Gy <27|F).
j=1
Demostracion. Se tiene
m m
[z <2” T[] M@y
j=1 j=1
Entonces las desigualdades M (Gy) --- M(Gy,) < M(F) < ||F|| conducen a la conclusién. O

Proposicién 1.3.3. Sea F' € Z[X] un polinomio no constante y sea G un divisor de F' en Z[X].

Supdngase que G(X) = Z b X", Entonces

i=0
m .
|b;] < ( ; ) “||F|| para i=0,1,...,m.
Demostracion. Sean z1,...,zs las raices de G y sea a el coeficiente principal de F', entonces
|b;] < (":) |21 ... 2zs] - |bm| < (T) |21 ... 2] - |a| < (T) |- O

Proposicién 1.3.4. Si F € Z[X] y G es un divisor de grado m de F en Z[X], entonces
i. M(G) < M(F),
i, L(G) < 2" M(F),
i5i. L(G) < 2™||F].

Demostracion. Puesto que todas las raices de G son raices de F' y el coeficiente principal de G
divide a F, se tiene que M(G) < M(F).

Por el Lema se sabe que L(G) < 2™M(G), por tanto se tiene ii.

La tltima desigualdad se sigue de ii. y el Corolario [T.2.5] O

Un paso clave en los algoritmos de factorizacién de polinomios enteros es la determinacion de un
primo conveniente p y un entero positivo n tal que los valores absolutos de los coeficientes de todos
los posibles divisores del polinomio dado estén acotados por p™. En este sentido, si

F(X)=agX 4+ aq 1 X7+ +ag € Z[X]

G(X) =bpX™ + by 1 X™ b 4 by, € Z[X]
un divisor de F' en Z[X], por la Proposicién y el Lema se tiene que
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H(G)<2"M(F) vy H(G)<2™/d+ 1H(F),

Tomando p de forma que p" > 2H(G) podemos considerar que los coeficientes del divisor G estén
en el intervalo
pt—1 p"—1
2 72 '

Se denota por B(F) el menor entero positivo tal que B(F) > 2H(G) para cualquier divisor G de
F, gr(G) < gr(F)/2. Se tiene entonces que

Lema 1.3.5. Si F' € Z[X], entonces

B(F) < 2'*4/2 . \/d + 1H(F) y B(F) < 2142 . M(F).

Demostracion. Sea G un divisor del polinomio F' en Z[X]. Se puede suponer gr(G) < d/2. Luego

2H(G) <2-2¢2/d+1H(F) = 2'T42 . \/d+ 1H(F).

Por tanto B(F) < 2'+4/2.\/d + TH(F).

La otra estimacién se obtiene de H(G) < 28" () M (F). O

d
Proposicién 1.3.6. Si F(X) = ZaiXi € Z[X], entonces
=0

B(F)<2( [d/2] )~M(F) v B(F)<2< [d/2] >~||F|.

[d/4] [d/4]
d . m .
Demostracion. Sea F(X) = Z a; X" ysea G(X) = Z b; X7 un divisor de F' en Z[X]. Por el Lema
i=0 j=0

[[27 se tiene
R

La primera desigualdad se sigue de la siguiente relacién
. m _( Ld4/2]
md/2 < m/2] ) - < L4/4] ) '

La segunda desigualdad se obtiene de la primera por la desigualdad de Landau (Corolario|1.2.5)).
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1.4. Interpolacion polinémica

Definicién 1.4.1. Sea A un anillo y sea ® : A — A una funcidn. Se supone que la funcién ®(x) =
®(x;a9,a1,...,a,) depende de los n+ 1 pardmetros ag,ay,...,a, € A. Se tiene un problema de
interpolacién para ® si los pardmetros a; son tales que, para n + 1 parejas dadas (x;,7y;) € A2,
1=0,1,...,n, x; # x; parai # j, se tiene

(x5 a0,a1,- - a,) =y, 1=0,1,...,n.

Las parejas (x;,y;) se denominan puntos base.

Si ® es lineal con respecto a los pardmetros a;, es decir, existen funciones @y, P1, ..., P, tales que
®(x3a0,a1, ..., an) = agPo(2) + a1P1(2) + -+ + an Py (), (1.2)
para todo x € A, entonces se trata un problema de interpolacién lineal.

Si las funciones ®; en (1.2) son funciones polinomiales, entonces se tiene un problema de inter-
polacién polinémica.

Se supone que A es un dominio de integridad y sean K el cuerpo de fracciones y B = {bg, by, ...,b,}
una base de un K-espacio vectorial E,, de polinomios en K[X] de grado al menos n. Si F € E,,
existen ag,ai,...,a, € K tales que

F = (l()bo + a1b1 + anbn.

Obsérvese que la representacion corresponde a la interpolacién polinémica de la funcién polindmica
asociada a F'.

Teorema 1.4.2. Sean (z0,%0), (T1,%1)---,(Tn,yn) € K2, con xz; distintos. Entonces existe un
dnico polinomio F € E,[X] de grado n tal que

F(z;) =vy;, para i=0,1,...,n.

Demostracion. Consideremos

W(X) -
bi(X) = +— s donde W(X) = H)(X — ).
Si
n
Z)\ibi(X) =0 paratodo z € K,
i=0
entonces \;b;(z;) = 0, por tanto A\; = 0 para i =0,1,...,n. Con lo cual los polinomios
bO;blv"‘vbn
forman una base de E,,. Por otra parte los coeficientes a;, < 0 < i < n, vienen dados por
a; = 1
i = Yi b, (xl)

Si hubiera dos soluciones distintas F7 y F5 entonces F; — F5 seria un polinomio de grado n a lo
sumo con n + 1 raices, lo que es absurdo. O
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Interpolaciéon de Lagrange

El teorema anterior da el siguiente desarrollo conocido como la férmula de interpolacién de La-
grange

pex) =3 ) (x),

— bi(zi)

donde b;(X) = (X —zg)... (X —zi—1)(X —ziy1) .. . (X — xp).

Interpolacion de Newton

Se consideran xg, x1,...,T, € K distintos y sea
by = 1
bl(X) = X- o
bQ(X)Z (X—l‘o)(X—l’l)

bn = (X—CL'())(X—[IJl)...(X—LCn,l)

Entonces by, b, ..., b, es una base de E,,. Por tanto, dado F'(X) € A[X] se puede escribir como

n 1+1
F(X)= ZAi(yi;zo,...,xi)H(szj) 1.3)
i=0 j=0 .

= A0+A1(X—x0)+"'+An(X—$o)...(X—xn,1).

donde se sabe que los coeficientes A; se calculan por recursividad

ANivb—1(Ys Tig1, s Tigr) — D1 (Y5 Ty oo o, Tigio—1)
Tipk — T

Niyk(yy i, Tigr) =

El desarrollo (1.3) es conocido como la férmula de interpolacién de Newton.

1.5. Diferencias finitas

Definicién 1.5.1. Sea A un anillo y sean yq, . ..,yn € A. Se establecen

A1(Yo, - yn) = {1 — Yo, Y2 — Y1, Yn — Yn—1}

=V,

Ao(yo, - ym) = Mg, ul )
= {ygl) - yél),yél) - y§1)7 e »yr(Ll—)l - yle_)2
= {w? 02Dy,

Ai(yos- - ym) = Alyy oyl ).



Algunos algoritmos de factorizacién de polinomios con coeficientes enteros 11

La sucesion A;(yo, - . -,Yn) se denomina diferencia de orden i de la sucesion yo, ...,y y tabla de
diferencias a

A1(Yos---sYn)s Da(Yos--sYUn)s-os Di(Yoy-yYn)y----

Lema 1.5.2. Sea A un dominio de integridad y F' un polinomio en A[X] de grado d < n. Se con-
sidera la sucesion xg,T1 = Tg + a,...,T, = To +na de elementos distintos de A y sea y; = F(x;).
Entonces Aq(yd, - .- ,Yn) €s una constante y d es el menor entero con esta propiedad.

Demostracion. Sea d' el menor entero positivo tal que Ay (F) es una constante. Por induccién
sobre el grado de F' veamos que d’ < d. Para d = 1 es obvio.

Si gr(F) = d > 1, entonces el primer orden diferencial Aq(yo,...,yn) es la sucesién asociada a
F(X 4+ a) — F(X), que es un polinomio de grado d — 1. Entonces, por recurrencia

Ag_1(A1(Yo,---,yn)) = Aa(F) esconstante.

por lo tanto d’ < d.

Reciprocamente, se supone que Ay(F') es una constante. Entonces, por la interpolacién de Newton
(1.3), el polinomio F' queda univocamente determinado por la sucesién (A;(yo, ... ,Yn));>1)- Puesto
que

F(X) = F(xo) +A1(F;m0,x1)(X—xo)—|—...
+ Ap(Fi20, ..y x0) (X —x0) .. . (X — 2p—1)

+- o+ Ap(Fixoy. ., xn) (X —20) .. (X —2g-1),

se sigue que d < d’ y por tanto d = d'. O

Definicién 1.5.3. Sia = (ag,a,...,a,), entonces el orden diferencial de la sucesidon es el menor
entero positivo s tal que los miembros de orden s de la tabla de diferencias de a son todos iguales
a una constante distinta de cero.

Lema 1.5.4. Sean mg,m; =mo+a,...,m, =mog+na € A yag,a1,...,a, € A donde A es un
dominio de integridad. Entonces existe un polinomio QQ € A[X]| de grado d < n tal que

Q(m;) = a; paratodoi=0,1,...,n

sty sdlo si el orden diferencial de la sucesion (ag,a1,...,a,) es d.

Demostracion. Por la interpolacién de Newton, un polinomio @ tal que Q(m;) = a; para todo
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1=20,1,...,n estd representado inicamente por

Q(X) =Q(0) + A1(X —mg) + Ag(X — mo)(X —mo — a)+
o+ Ap(X —mo) (X —mp—a)... (X —mp— (n—1)a).

SiA;#0y Agyr == A, =0, entonces gr(Q) = d.

El reciproco es el Lema [1.5.2 O

1.6. Polinomios estables

Definicién 1.6.1. F € C[X] se dice que es un polinomio estable si cualquier raiz de F tiene una
parte real negativa.

Nota 1.6.2. Todos los coeficientes de un polinomio estable F' con coeficientes reales tienen el
mismo Signo.

Los polinomios estables son importantes en la localizacién de las raices del polinomio y la factori-
zaci6n de polinomios enteros. A. Hurwitz en [I4] da un criterio de estabilidad para polinomios con
coeficientes reales que simplifica la comprobacién.

Teorema 1.6.3 (A. Hurwitz). Sea F(X) = ag X%+ -+ a1 X +ag € R[X], a9 >0y

aj ap 0 N 0
as as al e 0
Ak — as Qy as ce 0 ,
a2x—1 QA2k—2 Q25-3 ... Qg
para k =1,2,...,d, con a; =0 si j > d. Entonces el polinomio F' es estable si y solo si

A >0,A2>0,...,A4 > 0.

Nota 1.6.4. Para convertir cualquier polinomio entero en un polinomio estable, se considera
F € Z[X] no estable y sea M € (0,00) tal que

|F(2)] >0 si|z| > M.
Entonces el polinomio S(X) = F(X + |M| + 1) es estable.

Los coeficientes del polinomio S pueden llegar a ser muy grandes, por lo que es recomendable
utilizar una cota M = méx|ag/aol, k =1,2,...,d.

1.7. Resultante

La resultante de dos polinomios en una variable F'y G con coeficientes en un dominio de integridad
A, que se denominard Res(F, @), fue introducida tratando de encontrar condiciones necesarias y
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suficientes para que F' y G tengan raices comunes en una extension del dominio A.

m n
Definicién 1.7.1. Sean F(X) = ZaiXi, G(X) = ZbiXi polinomios mo constantes en una
i=0 =0
variable con coeficientes en Q. La matriz de Sylvester asociada a ellos es la matriz (m+n) x (m+n)
stguiente:

apg A1 oee e Qm—1 G 0 0 0

0 a ay ... Am—1  Qm 0 0

0 0 ag  aq Am—1 U 0

0o ... 0 ap ai o Am—1 A, 0
. 0 0 0 ag aq Um—1  Am

SEG) = 4 boi bn O 0 0
0 bo b1 ... bn_1 bn, 0 0

0 0 bo b1 . ... bn_1 by, 0

0 0 bo b1 bn—l bn 0

0 0 0 bo by bp—1 by

La resultante de F'y G es el determinante de la matriz de Sylvester

Res(F,G) = det(S(F, G)).

Las propiedades basicas de esta resultante son las siguientes:

Proposiciéon 1.7.2.
1. Res(F,G) =0 si y sdlo si F(x) y G(z) tienen un factor comin en Q[z].
2. Res(F,G) es un polinomio en ag, ..., Gm, by, ..., by, con coeficientes enteros.

3. Ezisten polinomios A, B € Q[z] tales que AF + BG = Res(F, G).

Demostracion. La demostracién puede verse en [Cox, Little y O’Shea [5], apartado 3.5] O
m .

Definicién 1.7.3. Sea F(X) = Zain un polinomio no constante con coeficientes en Q. Se
i=0

denomina discriminante de F', y se denota por D(F), a

D(F) = (—1)™ 5 L pes(F, 7)

am

siendo F' la derivada de F.
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Se demuestra que si aq, ..., @, son las raices de F' en el cuerpo de los niimeros complejos, contando
cada raiz tantas veces como indica su multiplicidad, entonces

D(F) = al™ 2 [ (i — o)

1<j

y por tanto el discriminante se anula si y solo si F' tiene raices multiples.



Capitulo 2

Polinomios con coeficientes en un
cuerpo finito. Lema de Hensel

En este capitulo se estudia el algoritmo de factorizacion de polinomios en una variable sobre cuerpos
finitos dado por E. R. Berlekamp ([2], [3]) v el lema de Hensel en la versién constructiva de las
elevaciones lineales.

2.1. Cuerpos finitos

Los cuerpos finitos son importantes no sélo por su lugar clave en la teoria de cuerpos, sino por
sus fructiferas aplicaciones a campos como las comunicaciones electrénicas, combinatoria, teoria
de codificacién y criptografia. Algunos algoritmos algebraicos recurren a célculos realizados sobre
cuerpos finitos, como ocurre por ejemplo con la factorizacién de polinomios con coeficientes enteros.

Recogemos algunos resultados bésicos relativos a los cuerpos finitos que pueden encontrarse por
ejemplo en [g].

Definicién 2.1.1. Un cuerpo F es un cuerpo finito si tiene un numero finito de elementos.

Ejemplo 2.1.2. Sip es un nimero primo el anillo cociente ]% es un cuerpo finito con p elementos
que denotaremos por IF,.

Definicién 2.1.3. La caracteristica de un cuerpo finito F es el menor entero positivo m tal que
m-1=0.

La caracteristica es siempre un nimero primo p = car(F), y el ndmero de elementos de F es ¢ = p™

para algin n entero positivo.
Proposicion 2.1.4. Todos los cuerpos con ¢ = p™ elementos son isomorfos al cuerpo de descom-

posicion del polinomio F(X) = X? — X sobre F,. Por tanto podemos decir que existe un tnico
cuerpo, salvo isomorfismo, con q elementos y los denotaremos por Fy.

15
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2.2. Algoritmo de Berlekamp

Este algoritmo de factorizacion sobre cuerpos finitos se basa esencialmente en métodos de algebra
lineal.

Teorema 2.2.1. Si F' € F,[X] es un polinomio mdnico y H € F [X] es tal que H1 = H mod F,
entonces
F(X) =[] med(F(X),H(X) - ). (2.1)
celF,

Demostracion. Dado que los polinomios H(X) — ¢, con ¢ € F,; son primos dos a dos también lo
son los med(F(X), H(X) — ¢) y todos dividen a F. Por tanto el segundo miembro de la igualdad
divide a F'.

Por otra parte HY(X)— H = H (H(X)—c)=F- G, con GeF,[X].
ceFy

De aqui se obtiene que F'(X) divide al segundo miembro. Como ambos lados de la igualdad son
monicos, se tiene la igualdad. O

Nota 2.2.2. El teorema anterior da una factorizacion de F(X) pero no tiene que ser en factores
irreducibles pues el med(F(X), H(X) — ¢) puede ser reducible.

Mds ain, si H = c mod F para algin c € Fy el teorema anterior da una factorizacion trivial de
F.

Definicién 2.2.3. Un polinomio H € Fy[X] se dice que es un polinomio reductor de F si la
factorizacion dada en (2.1) no es trivial.

Si un polinomio H € Fy[X] verifica que HY = H mod F' y que 0 < gr(H) < gr(F), la factoriza-
cién (2.1)) no es trivial y H es un polinomio reductor de F'.

Se supone ahora que F(X) € F,[X] es ménico y no tiene factores irreducibles repetidos, es decir
F =F - Fy, F, € F [X] irreducibles, ménicos y distintos. Esto siempre se puede conseguir ya
Fy

ara tener un polinomio monico y luego Fh = —————.
P P Y e80T = ed(Fy, F))

que bastaria tomar F; = m
Fq[X]
(F)

se denota por B la formada por las clases de los { X"}

Si gr(F) = d entonces A = es un [Fg-espacio vectorial de dimensién d siendo una base que

i=0,...,d—1"
Definicién 2.2.4. Se llamard matriz de Berlekamp asociada a F', a la matriz

Bq(F) = (blj) 1<i<d—1

155<d—1

d—1
stendo, Zbinj el resto de dividir (X*)9 entre F, Vi,0 <i<d—1

=0
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En estas condiciones se tiene que

Teorema 2.2.5. La aplicacion lineal ¢ : A — A que tiene como matriz asociada respecto de B la

matriz By (F) —I € My(F,) tiene rango d —k, siendo k el nimero de factores irreducibles distintos
de F. Ademds

Ker(p) ={H € A/H? = H mod (F) Agr(H) < gr(F)}

Demostracion. Sea (c1,...,c,) € F’; una k-upla cualquiera de elementos de F,. Por el teorema
chino de los restos para polinomios (véase [18]) existe un unico H € F,[X] tal que

H(X)=¢; mod Fi(X), 1<i<k
con gr(H) < gr(F). Este polinomio H(X) verifica que
H(X)'=¢? = ¢; = H(X) mod Fi(X), 1<i <k

y por tanto
H(X)? = H(X) mod F(X), gr(H) < gr(F) (2.2)

Por otra parte, si H es solucién de (2.2]), por el teorema anterior, cada factor irreducible de F'
divide a algin polinomio H(X) — ¢, ¢ € F, y por tanto H(X) = ¢; mod F;,1 < i < k, para alguna
k-upla (c1,...,c;) € IF];.

Al poder formar g*-uplas de elementos de F, se tiene que la ecuacién tiene ¢* soluciones.

Por otra parte, p(X?) = (X1)? — Xi ydeaqui que VH € A @(H)=HI—Hy
Ker(p)={H?¢ A/H?= H mod (F) Agr(H) < gr(F)}

es decir, las soluciones de .

Al ser Ker() un espacio vectorial con ¢* elementos sobre un cuerpo de ¢ elementos se tiene que
dim(Ker(¢)) = k y por tanto dim(Im(y)) = rang(B] — 1) =d — k. O

Nota 2.2.6. Si k =1, es decir, F es irreducible, entonces dim(Ker(¢)) =1 y dado que H1(X) =
1 € Ker(yp) siempre, se tendria que el Ker(p) estard formado por las clases de los polinomios
constantes.

Si k > 2 existirdn polinomios Ha, ..., Hy tales que 0 < gr(H;) < gr(F) y tales que H; = H mod F.
Es decir son polinomios reductores de F'.

Algoritmo de Berlekamp

» Sea F' € F,[X] ménico y libre de cuadrados con d := gr(F).

= Se calcula By (F'), después se halla rang(Bj (d)—1I) = r. Asi el ntimero de factores irreducibles
de Fesd—r=kFk.Sir=d—1 entonces F es irreducible.
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s Sir <d-—1se calcula una solucién (ag,...,aq) € Fg tal que
ap 0
(B" - 1) : =1 : y (ag,...,aq) #(¢,0...,0),YceF,
Aq—1 0

Se tiene entonces Ho(X) = ag +a1 X + -+ +aq_1 X! que es un polinomio reductor de F' y
F(X) = ][ med(F(X), Ho(X) — c)
cely,

es una factorizacién no trivial de F'.

= Si se obtienen de esta forma los k factores, se tiene la factorizacién en polinomios irreducibles
de F.

= En caso contrario, se factoriza por el mismo método cada uno de los factores de F' que han
sido obtenidos hasta llegar a la factorizacion en irreducibles.

Ejemplo 2.2.7. Sea el polinomio F(X) = X* +2X3 +2X?% + X + 2 € F;[X].

La derivada de F es F'(X) = X® + X + 1, entonces el med(F, F') = 1 con lo que F es libre de
cuadrados. Se calculan ahora los restos de dividir X3' entre F para i =0,1,2,3 y resulta

X0 =1,

X3 =Xx3

X6 =2X34+X?2+2,
XY =2X3+42X.

La matriz de Berlekamp que se obtiene es:

100 0 0000
000 1 020 1
B=19 91 2| ¥ B=L=|9 ¢ ¢ 2
02 0 2 020 1

que tiene rango 2, con lo cual el nicleo de B — I, tiene dimension 2 y una base del nicleo de la
aplicacion ¢ es

{w17w2} - {(1’0707 O)a (07 1,0, 2)}

Se escoge G(X) = 2X3 + X el polinomio que le corresponde a wo y se halla g = med(F, G +1i) con
i€0,1,2.

» Parai=0, med(F,G) = med(X* + X3 +2X2+ X +2,2X3 + X) = X +1, entonces X + 1
divide a F'. Se cambia

F

= —X34+92X+2
) = (. G) ek

F(X
» Parai =1, med(F,G +1) = med(X3 + 2X +2,2X3 + X + 1) = X3 +2X + 2, entonces
X3+ 2X + 2 divide a F y se modifica

F

FX)= med(F, G + 2)

=1
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» Parai=2, med(F,G +2) = med(1,2X3 + X + 1) = 1, entonces no se aniade nada y se ha
terminado.

Se han obtenido 2 polinomios que dividen a F' y antes se tenia que el nicleo de ¢ era de dimension

2, por lo tanto ya se tiene la factorizacion de F sobre Fs.

F(X)=X*"42X342X? 4+ X4+2=(X+1) - (X?+2X +2)

2.3. Lema de Hensel

Se considera aqui una versién constructiva del resultado obtenido por K. Hensel ([12], [13]) que
hace posible refinar una congruencia de polinomios mod p* a una congruencia mod p*F+1.

Teorema 2.3.1 (Lema de Hensel). Sea F € Z[X], d=gr(F) > 1 yp > 2 un primo. Si G1,H; €
Z[X] son tales que
F=GHymodp y med(Gy,H) =1 mod p,

para cualquier k € N* entonces existen Gy, H, € Z[X] tales que

F = GpHj, mod p*,  gr(Gy) = gr(G1), gr(Hy) = gr(Hy),
Gi = Gj_1 mod pF1, H), = Hj,_, mod pF~1,
med(Gyg, Hi) = 1 mod p.

Los polinomios Gy, Hy son tinicos mod p*.

Demostracion. Se supone que se tienen construidos los polinomios G;, H; con las propiedades
necesarias para j < k — 1. Sea C € Z[X] tal que

F— Gy_1Heq =p"1C.

Se establecen
G = Gh_1 +p* 71U,
Hy=He_y + 971V,

donde U,V € Z[X], quedan determinadas por las condiciones gr(U) < gr(Gx_1), gr(V) < gr(Hy_1)

y
F = G Hj mod p”. (2.3)

Obvérvese que por esta construccion
Gr = Gi_1 mod p*~',  Hj, = Hy_1 mod p*~L. (2.4)
Puesto que 2k > k + 1, (2.3) es equivalente a

1
pk—l

VGr_1+UHy_1 = (F — Gg—1Hi—1) = C mod p. (2.5)
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Como med(Gg—1, Hy—1) = 1 podemos calcular por el algoritmo euclideo A, B € Z[X] tales que
AHy—1+ BGj—1 =1mod p, gr(A) <gr(Gy-1), gr(B) <gr(Hg-1).
Como [, es un cuerpo, la solucién general de es
U = (BC mod Gi_1) mod p, V = (AC mod Hj_1) mod p.

Por las condiciones de los grados, los polinomios U, V que satisfacen (2.3) y (2.4]) son inicos mod p,
por lo tanto Gy, y Hj, son tinicos mod p*. O

Nota 2.3.2. El teorema proporciona un método para elevar una factorizacion paso a paso,
es decir, de 7/pZ a 7)p*Z , de Z|p*Z a ZJ)p°Z , ..., de Z/p*'Z a Z/p*7Z . Este método
se llama elevacion lineal.

Descripcién del algoritmo para el levantamiento lineal

= Se tiene F' € Z[X], p un primo, y Gy_1 € Z[X] un divisor de F sobre Fx-1.
» Se calcula H € Z[X] tal que Hy_; = F/G.

= Se calcula b = 2 (i;g%ﬂ) | F]| 'y n = [log,(b)] + 2 que fijan los criterios de parada del

algoritmo.
s SiC = I;}# = 0 ya se tiene la factorizacion de F'.

s Si C' # 0, empleando la identidad de Bézout para Gy y Hy, se debe resolver la ecuacién
F = (Gg—1+ VpF 1) (Hy—1 + Up*~') en U y V para pasar de una factorizacién en Fx_; a
una factorizaciéon en Fx, siendo Gy = Gj_1 + Upt=ly Hy, = H,_, + VpF—1.

» Los criterios de parada se aplican con cada iteracién, comprobando que las alturas H(G) y
H(H) son menores que b o que el niimero de iteraciones no supera n.

El algoritmo se puede aplicar incluso sin que exista una factorizacién en Z[X].

Ejemplo 2.3.3. Se considera el polinomio ménico F(X) = X* +1 € Z[X] que es irreducible en
los enteros. Escogemos p = 5, entonces F(X) = X4 +1 = (X2 +2)(X?—2) siendo G1(X) = X?+2
y Hi(X) = X? -2

Mediante el algoritmo de division euclidea para AGy + BH1 =1 se hallan A=4 y B =1.

El algoritmo requiere que se tomen negativos los coeficientes que sean mayores que 5/2, entonces
Gi(X)=X?2+2y H{(X)=X?2-2.

Se halla C = (F — G1H;1)/5 = 5, como C # 0 se calculan U y V tales que Go = G1+5-U y
Hy; = Hy +5-V sean factorizacion de F en Fg2. Para ello se hace la division

CA 20

?1 = m sobre FS
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y se obtiene como cociente ¢ = 0 y como resto V- =4, entonces se halla U = CB+qG1 =1 en Fs.

Los nuevos polinomios que factorizan a F' en Fs2 son

Go(X) =G (X)+5-2=X*4+7 y HyX)=H(X)+54)=X>-T.

Se continua con el algoritmo, repitiendo los mismos pasos anteriores y los datos que se obtienen
se recogen en la siguiente tabla:

k G, H, C

1 X212 X2 -2 5

2| X247 X2—-7 |50

31 X2%24+57 X257 | 3250

4| X24+182 | X2-182 | 33125

5| X2 —-1068 | X2+ 1068 | 1140625

Al final de cada iteracion se cumple que G Hy, = F mod 5. Sin embargo, nunca se obtendrdn dos
factores tales que F = GH € Z[X].

Nota 2.3.4. Si no se emplean los criterios de parada, el algoritmo de un polinomio irreducible
sobre Z|X] como el anterior, seguiria calculando polinomios con coeficientes cada vez mayores.

Ejemplo 2.3.5. Se considera el polinomio ménico F(X) = X? +10X? — 432X 4 5040 € Z[X] y
p =75, entonces F(X) = X3 — 2X € F5[X]. La factorizacién en F5[X] es F(X) = X(X? —2) y se
definen G1(X) = X y Hi(X) = X2 — 2 primos entre si.

Se aplica el algoritmo euclideo y se hallan A(X) = —2X y B(X) = 2 tales que AG+ BH = 1. Las
iteraciones del algoritmo son

F—GpH
e | om C= i
1 X XZ_-2 10X2 — 430X + 5040
2| X+5 X2 45X -7 —450X + 5075
31 X430 X2-20X 443 | 125X + 3750
4| X+30| X?+20X+168 |0

Las iteraciones terminan cuando C = (F — GH)/5F =0 y F(X) = (X 4+ 30)(X? — 20X + 168) es
una factorizacidn en Z[X].

Nota 2.3.6. Si F' no es monico aparece el denominado problema del coeficiente principal.

Por ejemplo consideramos F(X) = 12X3 + 10X? — 36X + 35 € Z[X] cuya factorizacion en Z[X]
es F(X)=(2X +5)- (6X%—10X +7).

Se toma p =5 y se aplica el algoritmo de Hensel
F=2X%-X=2X(X?+2) mod 5
por tanto se eligen G1(X) =2X y H1(X) = X2 + 2.

Aplicando el algoritmo se obtiene
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‘ Gk ‘ Hk ‘ C
2X X242 10X2 +10X2 — 40X + 35
12X +5 X2_-10X -3 125X2 4+ 50X + 50
12X +30 | X%24+40X +22 | —500X2 — 1500X — 625
12X +30 | X2 —210X — 103 | 2500X2 + 7500X + 3125

=W N |

Como Hypy1 = Hy, + pFV y gr(V) < gr(Hy), entonces el coeficiente principal de Hyi 1 es igual al
coeficiente principal de Hy y siempre serd mdnico, Vk.

Por tanto nunca obtendremos la factorizacion en Z]X].

Nota 2.3.7. Sea o = lc(F) el coeficiente principal de F. Considerando F' = aF. Si F =
G Hy, mod p* con med(Gy, Hy) = 1 mod p* entonces

Gk Hk k Gk ch
I: / — —_— 4 frng —_— frng
F'= (alc(Gk> (alc(Hk)> mod p® y mecd (Gk alc(Gk’Hk alc(Hk)) 1

entonces para evitar el problema del coeficiente principal basta anadir al algoritmo de Hensel una
adaptacion de los coeficientes haciendo

G . Hy,
Gl = am y lo mismo con Hj, = alc(Tk)'
Ejemplo 2.3.8. Sean F(X) = 24X4 4 22X3i 29X2 4+ 16X +5 € Z[X] y p = 5, entonces
F(X)=4X*+2X3 +4X%2 + X y un divisor de F es G1(X) = X? +2X + 4.

Se calcula H1(X) = F(X)/G(X) = 4X2 4+ 4X en F5 y los valores de las cotas para los criterios

de parada
_ o ( lex(F)/2] 3 - )
b_2<Lgr(F)/4J>”F | = 18685 v n=llog,(b)] +2=5

Como F no es mdnico, se considera F'(X) = 24F(X) = 576X + 528X3 + 696 X2 + 384X + 120,
G1(X)=4X2+3X +1y Hi(X) =4X? 4+ 4X. Y ahora se hace un cambio para que el coeficiente
principal de G1 y Hy sea el mismo que el de F' y no hallan problemas al dar la factorizacion con
este coeficiente, ya que no se cambia a lo largo del algoritmo. Entonces se tiene

F(X) =576X" 4+ 528X" 4 696 X* + 384X + 120,

Gi(X)=24X?+3X+1 y H(X)=24X?+4X.

Ahora se hallan A y B de manera que cumplan que AGy + BH; =1 y se obtienen A(X) =3X +1
y B(X)=2X+1.

El algoritmo requiere que se tomen como negativos los coeficientes que sean mayores que 5'/2,
entonces G1(X) =24X? —2X +1 y H(X) =24X2 - X.

Se hallan C = (F — G1H1)/5 = 120X3 + 134X2 + 77X + 24, como C # 0 se tienen que calcular u
y v tales que Go = Gy + bu y Ho = Hy + 5v sean factorizacion de F' en Fs2. Para ello se hace la
division

CA 3X*+X+1

- bre F
H, 2X 11 o s
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y se obtiene como cociente ¢(X) = 3X +2 y como resto v(X) = X + 4, entonces se halla u(X) =
CB+qGy =4X +1 en F5.

Los nuevos polinomios que factorizan a F en Fs2 son

Go(X) = G1(X)+5(4X +1) =24X?+18X +6 y Ha(X) = H(X)+5(X+4) = 24X? +4X +20.

Se comprueba que no se han superado los criterios de parada calculando las alturas de Gy y Ha,
H(G2) = H(H3) =24 < b=128,85 y se continua con el algoritmo.

k| G, | H,, C

1] 24X2-2X +1 U4X?2 - X +1 [ 120X3+134X2 + 77X + 24
2| 24X2-7X 46 | 24X%24+4X -5 24X3 +28X2 +13X +6
3] 24X2+18X +6 | 24X2+4X +20 0

Se debe deshacer el cambio que se hizo al principio. Se halla el contenido de G y se hace m =

med(24, cont(G3)) y

Hs(X
—4X2 43X +1 y H(X)= 3X) _ox24 x4
24/m

Entonces se ha obtenido la factorizacion:

F(X)=24X"+22X° +29X* + 16X + 5 = (4X? +3X + 1)(6X? + X +5).

Ejemplo 2.3.9. Sea F(X) = 12X3 4+ 10X? — 36X + 35 € Z[X] y p = 5, entonces G1(X) = 2X
y Hi(X) = X2 +2 son dos divisores de F. Se definen los nuevos polinomios F(X) = 12F(X) =
144X3 4+ 120X2 — 432X + 420, G(X) = 12G(X)/2 = 2X y H(X) = 12H(X) = 2X% — 1. Y se
aplica el algoritmo de Hensel.

k| Ge | Hy | c

1 2X 2X2 -1 24X2% 84X + 84
2| 12X +5 | 12X2+5X —11 13X + 19
312X +30 | 12X2—-20X + 14 0

Termina la factorizacion y se deshace el cambio inicial

Gs(X)
cont(Gs)

H3(X)

— 2 —6X% - 10X + 7.
cont(Hs) +

G(X) = =2X+5 y H(X)=

Nota 2.3.10. Se debe tener en cuenta que el algoritmo de elevacion lineal no aumenta el grado de
los divisores de F', por lo que se debe introducir el polinomio de mayor grado en la factorizacion
sobre IF,.

Nota 2.3.11. El método de Hensel no siempre obtiene una factorizacion del polinomio. Por ejem-
plo, F(X) = X3+2X € Z[X], p=3 y los polinomios G(X) = X +1 y H(X) = X? — X divisores
de F sobre F3[X]
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Se hallan los criterios de parada b = 4,472 yn = 3. Empleando el algoritmo de la division euclidea
se calcula A(X) =X +1 y B(X) =2 tales que AG+ BH = 1.

Se calcula C = (F — GH)/3 = X, dado que C # 0 se halla la division

CA X*+X
H X2-X

donde el cociente es ¢ =1, el resto es V(X) = 2X y se tiene U(X) = 1.

Y la nueva descomposicion es G(X) = X +4 y H(X) = X2 —4X. Y se empieza de nuevo el
algoritmo.

Se halla C = (F — GH)/3%? = 2X entonces hallamos la division

CA _ 2X? 42X
H =~ X2-4Xx"

el cociente es ¢ = 2, el resto es V(X) = X y se halla U(X) = 2.
Entonces la nueva descomposicion es G(X) =X +22 y H(X) = X?> +5X

Se ha llegado al numero mdzimo de elevaciones n = 3 y no se ha encontrado la factorizacion.



Capitulo 3

Polinomios enteros

En esta seccién se estudiard la factorizacién de polinomios con coeficientes enteros, que es uno de
los principales problemas algoritmicos con polinomios.

El primer algoritmo de factorizacién lo realizé F. T. Schubert (1793) y lo desarroll L. Kronecker
(1882). Otros métodos de factorizacién més eficientes que se van a tratar son los introducidos por
A. Hausmann y L. Kronecker, E. R. Berlekamp, H. Zassenhaus y D. G. Cantor (1969) y A. K.
Lenstra, H. W. Lenstra y L. Lévasz (1982).

3.1. Meétodo de Factorizacion de Kronecker

Sea F' € Z, gr(F) = d > 1. Segun los resultados de la Seccién si F es reducible en Z[X],
entonces existe un divisor G de F en Z[X] de grado menor o igual que d/2 y L(G) < 2.

Sea s = |d/2]. Se fija una sucesién F'(dy), F'(d1),...,F(ds) donde do,ds,...,ds son enteros cua-
lesquiera distintos.

Si G | F, entonces G(dy) | F(do),...,G(ds) | F(ds). Dado que F(d;) tiene un numero finito de
divisores, existe s6lo un nimero finito de posibles valores para cada G(d;), con i € {0,1,...,s}. A
una combinacién fija de estos valores e = (eg, €1, ..., es), tal que e; divide a F(d;) para todo i, le
corresponde un unico polinomio H, € Z[X] tal que

H.(d;) = e;, para todo i € {0,1,...,s}.

El polinomio H. se obtiene por la interpolacién de Lagrange. Después de calcular el polinomio
H.,, se establece mediante la divisién de polinomios si es 0 no un divisor de F' en Z[X]. Si H, | F,
entonces se ha encontrado un divisor no trivial de F' en Z[X] y se aplica el mismo procedimiento
para el polinomio cociente F'/H.. Después de un ntmero finito de pasos se obtiene la factorizacién
en irreducibles de F' sobre Z.

Mediante induccién sobre el grado de F' se tiene:

Teorema 3.1.1 (L. Kronecker). La factorizacion en factores irreducibles de cualquier polinomio
en Z[X] se puede lograr por este método en un nimero finito de pasos.

25
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Descripcién del algoritmo de Kronecker

» Sea F € Z[X], se escogen s = |gr(F)/2] + 1 ntmeros, para simplificar se toman M =
{0,1,...,s} y se halla F(i), Vi € M. Se comprueba que ninguno sea raiz de F.

» Siexiste j € M tal que F(j) = 0, se modifica el polinomio F' = F/(X — j) tantas veces como
sea necesario. Y se obtiene otro conjunto M.

= Se hallan los divisores de F'(i) para ¢ € M y se calcula el polinomio de Lagrange Frq4
tomando M y F(i), i € M, (e, ..., €s)-

= Se comprueba si algtiin polinomio es entero y si divide a F' y se repite todo el proceso con
F/FLag yFLag'

= Si ningtn Fr., divide a F' o no es entero, entonces F' es irreducible.

Ejemplo 3.1.2. Sea F(X) = 24X*+22X3 +29X? + 16X + 5 € Z[X], con gr(F) = 4. Se escogen
lgr(F)/2] +1 =3 enteros i =0,1,2 en los que se evalia F(i) y se hallan sus divisores.

i | F(i) | Divisores

0| 5 | =1L, 45

1| 96 | 41, £2, 43, £4, +6, 48, +£12, +16, £24, +32, +48, +96
9| 713 | +1, 423, +£31, +713

Ahora se consideran las combinaciones de divisores de la forma e = (eg,e1,ez) tal que e; divide
a F(i) para i = 0,1,2. Para cada una de las combinaciones se tiene que calcular el polinomio
de Lagrange H. con H.(i) = e;, Vi € {0,1,2}. Algunas combinaciones con las que se obtienen
polinomios enteros son, entre otras, et = (1,1,23) con Ho1(X) = 11X2 — 11X + 1, ? = (1,2,31)
con Hp2(X) =14X%2 - 13X +1 03 = (1,8,23) con Hes(X) = —7X2% + 14X + 1.

Pero H, ademds de ser entero debe dividir a F. Asi con e = (1,8,23) obtenemos el polinomio
H.(X)=4X?+3X +1 que divide a F.

Entonces con el polinomio He(X) = 4X? +3X +1 se obtiene G.(X) = F/H, = 6X?>+ X +5 y se
aplica el algoritmo de Kronecker a los polinomios He y Ge.

Sea Ho(X) = 4X? +3X + 1, entonces igual que antes, se escogen los enteros i = 0,1 y se evahian
H,.(i).

i | He(i) | Divisores
0l 5 | =1 5
1| 12 | £1, 42, +3, +4, 46, £12

Se construyen de nuevo las combinaciones e = (eg,e1) y se halla el polinomio de Lagrange H. (i) =
e; para t = 0,1. En este caso de las 48 combinaciones que se obtienen ningun polinomio divide a
H,, por lo que H. es irreducible en Z[X].

Sea ahora Go(X) = 6X2 + X + 5, se escogen los enteros {0,1} y se evalia G.(i) coni=0,1.
| Ge(i) | Divisores
1 +1
8 | +1, 2, +4, £8

= O .

De nuevo se construyen las combinaciones y se hallan los polinomios de Lagrange. Tampoco se
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encuentra ninguno que divida a G, con lo cual, G es irreducible sobre Z[X].
Entonces la factorizacion en factores irreducibles de F(X) es

F(X)=24X*+22X3+29X? 4+ 16X +5 = (4X?+3X +1) - (6X*+ X +5)

3.2. El algoritmo de Kronecker-Hausmann

A. Hausmann obtuvo en 1937 [I0] una mejora del algoritmo de Kronecker. Este algoritmo se dife-
rencia del anterior en que a partir de la lista G(dy), G(d1), ..., G(ds), decide si el correspondiente
polinomio G(X) es o no un divisor de F(X) en Z[X] sin calcular el polinomio G(X).

Teorema 3.2.1. Sea F € Z[X], d = gr(F) > 1 y se considera a; = F(m;) parai=1,2,...,d+1,
con m; = mg + ia, a € Z, a; = bjc; para todo i, b;, ¢; € 7.

Sean G1,Gy € Z[X] tales que G1(m;) = b;, Ga(m;) = ¢; para todo i. Si el orden diferencial de la
sucesion (by,...,bgr1) es u y el orden diferencial de (cy,...,cqr1) €s v, entonces u+ v > d.

Por otra parte, si u+ v = d, entonces F = G1G>.

Demostracion. Se tiene (Gy - G2)(m;) = bic; = a; parai = 1,2,...,d + 1. Por los Lemas v
[[5.4ke tiene u + v > d.

Siu+4wv<d, sea G=F — G1Gs. Puesto que G se anula en d + 1 puntos y gr(G) < d, se deduce
que G = 0. Entonces F' = G1Gs. O

Se supone ahora que F' es estable, es decir, todas las raices de F' tendran una parte real negativa.
En principio este método trabaja con polinomios estables aunque como se vio en la Nota ésta
no es una limitacién real. Entonces se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2.2 (A. Hausmann [I0]). Sea F € Z[X] estable de grado d > 1, a; = F(m;), donde
mi,mo,...,Mgy1 son d + 1 enteros de una progresion aritmética creciente con my > 0. Sean
b, c; € Z satisfaciendo las condiciones:

i) a; = bic; para todoi=1,2,...,d+ 1;
i) by, co > 2;
1) by < by < ...<by;

) cg<cp <...<cq.

Entonces existen dos polinomios G1,Ge € Z[X] de grados u > 1 y v > 1 respectivamente, tales que
F = G1Gq, by = G1(m;) y ¢; = Ga2(m;) para todo i, siy sdlo si, las diferencias de orden u en la
tabla de diferencias de los b; son una constante no nula, las diferencias de los ¢; de orden v son
también una constante no nula y v+ v = d.

Demostracion. Se supone que existen los polinomios G1 y Ga del enunciado. Como F' es estable,
los polinomios G y G2 son estables. En particular, tienen coeficientes positivos.
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Por Lema m el orden diferencial de la sucesién (by,...,b411) es u y el orden diferencial de la
sucesién (c1,...,cq+1) es v. Por otro lado se tiene

u+v=gr(Gy)+gr(Gz) = gr(G1Ge) = gr(F) = d.

La implicacién contraria se deduce del Teorema |3.2.1 O

Descripcién del algoritmo de Kronecker-Hausmann

» Sea F € Z[X] con s := gr(F), se comprueba si es estable. En el caso de que no lo sea, se
modifica como se indica en la Nota [[.6.4l

= Se evaliia F en el conjunto M = {1,2,...,s 4+ 1}. Si alguno es raiz de F, se modifica el
polinomio y el conjunto y se repite el proceso. Si gr(F) = 1 ya se tiene la factorizacién.

» Sigr(F') # 1 entonces se halla el conjunto de los divisores de {F'(i), i € M} = {(a1,...,as+1)},
B={(b1,...,bs+1)} vy C={(c1,...,cs+1) tal que ¢; = a;/b;}.

= Se escogen las sucesiones de B y C de manera que cumplan las condiciones del Teorema|3.2.2
Si no se encuentran divisores que cumplan las condiciones, ya se tiene la factorizacion.

= Si se cumplen las condiciones del Teorema [3.2.2] se halla la tabla de diferencias de cada
b € B y el correspondiente ¢ € C. Si la suma de los érdenes diferenciales de b y ¢ no suman
s = gr(F), se toman otros valores.

= Si los 6rdenes suman s, se calculan los polinomios de Newton N, y N, y se repite el algoritmo
con cada uno.

Como se tienen las condiciones adicionales
bo<by <...<bs, cpg<c;<...<c¢q

en muchos casos se pueden considerar un nimero mucho menor de tablas diferenciales.

Ejemplo 3.2.3. Sea F(X) = 24X* 4 22X3 + 29X?% + 16X + 5 € Z[X]. Véase si es estable, para
ello se emplea el Teorema de Hurwitz[1.6.3 y se calculan los siguientes determinantes:

16 5

A= |22| > 0, Ay 0 0

-

Entonces, como Ay no es positivo, se tiene que F' no es estable. Aplicando las formulas de la
Nota se obtiene que Q(X) = F(X + 2) = 24X* + 214X3 + 737X?% + 1164X + 713 es un
polinomio estable.

Se escogen gr(Q)+1 enteros {1,2,3,4,5} y se evalda Q(i) coni =1,2,3,4,5. Se hallan los divisores
y se quitan los que no cumplan by < by < ... < bs, entonces se tiene
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i | Hy(i) | Divisores

1] 2852 | 2, 4, 23, 31, 46, 62, 92, 124, 713, 1426

2| 8085 | 3,5, 7,11, 15, 21, 33, 35, 49, 55, 77, 105, 147, 165, 231,
245, 385, 539, 735, 1155, 1617, 2695

3 [ 18560 | 4, 5, 8, 10, 16, 20, 29, 32, 40, 58, 64, 80, 116, 128, 145,
160, 232, 290, 320, 464, 580, 640, 928, 1160, 1856, 2320,
3712, 4640

4 | 37001 | 163, 227

5 | 66708 | 204, 218, 306, 327

Ahora, como en Kronecker, se deben hallar todas las combinaciones de divisores b = (by,...,bs) y
también de ¢ = (c1,...,c5), pero se hace de manera que cumplan que b; < biy1 y ¢; < ¢iy1, con

¢i = Q(i)/b; parai=1,2,3,4,5.

Se tienen las 5-uplas b = (23,55,116,163,204) y ¢ = (124,147,160, 227,327) que cumplen las
condiciones anteriores. Se halla la tabla de diferencias finitas y se obtiene:

23 55 116 163 204 124 147 160 227 327
32 61 47 41 23 13 67 100
29 —14 -6  y ~10 54 33

—43 8 —21 64

51 —85

con ordenes 4 los dos, entonces, como 4 + 4 # 4, esta combinacion no sirve, asi que se necesitan
otras combinaciones.

Se hallan las tablas de diferencias finitas de b = (46,77,116,163,218) y ¢ = (62,105, 160, 227, 306)

46 77 116 163 218 62 105 160 227 306
31 39 47 55 Y 43 55 67 79
8 8 8 12 12 12

y los ordenes en este caso st cumplen 2 + 2 = 4, entonces se calculan los polinomios de Newton
empleando las diagonales de las tablas anteriores y se obtienen Ny(X) = 4X? + 19X + 23 y
N.(X)=6X%+25X +31.

Con estos nuevos polinomios se aplica el algoritmo de Kronecker-Hausmann.

Sea Ny(X) = 4X?% + 19X + 23, repitiendo el mismo proceso se escogen gr(Ny) + 1 enteros {1,2, 3}
y se evalian Ny(i) con i = 1,2,3. Se hallan los divisores y se mantienen solo los que cumplan
b1 < by < ... < b3, entonces se tiene

i | Ha(i) | Divisores
1| 46 | 2,23

2| 77 |71

3| 116 |0

como no se tienen divisores que cumplan las condiciones, Ny(X) = 4X? + 19X + 23 es irreducible
en Z[X].

Ahora sea N.(X) = 6X2 + 25X + 31, se escogen gr(Np) + 1 enteros {1,2,3} y se evalian Ny (i)
coni=1,2,3. Se hallan los divisores y se dejan sdélo los que cumplan by < ba < ... < bs, entonces
se tiene
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i | Hy(i) | Divisores

1] 62 |231

21 105 | 3,5,7,15,21,35

3| 160 | 4,5,8,10,16,20,32,40

Se eligen las combinaciones de b y ¢ que cumplan las condiciones del Teorema [1.6.3 y se hallan
las tablas de diferencias finitas. Como ninguna combinacion cumple que los drdenes de las tablas
sumen el grado de N, se tiene que No(X) = 6X2 + 25X + 31 es irreducible.

Por tanto la factorizacidn de F en factores irreducibles sobre Z[X] seria

F(X)=24X*+22X3 +29X? + 16X +5 = (4X?+3X +1) - (6X? + X +5)

Nota 3.2.4. Si se aplicara el algoritmo de Kronecker, se obtendrian 49280 combinaciones que se
tendrian que probar una a una calculando el polinomio de Lagrange, sin embargo, con esta modifi-
cacion de Hausmann se tendrdn que comprobar exactamente la mitad haciendo tablas diferenciales.

3.3. El algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus-Cantor

Este algoritmo fue desarrollado por E. R. Berlekamp, H. Zassenhaus y D. G. Cantor en 1969
[4]. Estd basado en la factorizacién de polinomios sobre un cuerpo finito y emplea técnicas de
elevacién de Hensel. Concretamente dado un polinomio F € Z[X] se factoriza médulo un primo p
y a continuacién se eleva a una factorizacién médulo una potencia lo bastante grande de p, p*.

Algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus-Cantor

Si F € Z[X], d = gr(F) > 1, una factorizacién de F' en polinomios irreducibles sobre Z se obtiene
a través de los siguientes pasos.

» Si F(X) = ag X%+ ag_1 X% 144 ap no es ménico, se asocia por sustitucién un polinomio
monico F,on € Z[X], entonces la factorizacién de F sobre Z es equivalente a la factorizacién
del polinomio ménico

X
Fron(X) = agle (a) =Xt ag X 4.4 agﬁalX + agflao.
d

Para recuperar el polinomio original se deberd utilizar la transformacion inversa. Entonces

1
F(X) = ﬁFmon(adX),
aq

da una factorizaciéon de F' a partir de una factorizacion de F,,,,. Asi se puede suponer que
F' es ménico.

s Se factoriza Fy,.n, en un producto de polinomios ménicos libres de cuadrados en Z[X]. Se
puede suponer sin pérdida de generalidad que F' es libre de cuadrados. Para ello se calcula
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la derivada F”, el mdximo comun divisor med(F, F’) y se escribe

F

= med(F, 1) ey

El polinomio F/mcd(F, F') es libre de cuadrados.

= Se escoge un primo p > 2 tal que F' = F mod p es libre de cuadrados sobre Z/pZ = F,. Esta
condicidn se verifica si p no divide al discriminante de F. En efecto, med(F, F') =1 si y sélo
si Res(F,F") # 0.

= Se factoriza F en F,[X] con el algoritmo de factorizacién de polinomios Berlekamp sobre

T
cuerpos finitos, F = H G; mod p. Si r = 1 entonces es irreducible.
i=1

= Sir > 1, se agrupan los resultados de dos en dos de manera que F = GyH,. Aplicando el
lema de Hensel, se elevan a F,» cumpliendo /' = GH mod p*.

F
» Se comprueba si G/F o H/F. Si F = G’a se aplica el mismo método a G y F/G.
= Si G no divide a F' y H no divide a F, se prueba con otra particién de los G; dados por
Berlekamp.

Ejemplo 3.3.1. Sea F(X) = 24X*+22X3 +29X? + 16X + 5 € Z[X] con d := gr(F) = 4.

Se halla el contenido de F y cont(F) = 1, entonces no se modifica nada. Ahora se convierte F en
un polinomio monico

Fron(X) = 24*7 F(X/24) = X* +22X? 4+ 696 X2 + 9216 X + 69120

y se comprueba que es libre de cuadrados med(Fpon, ) .,) = 1.

Ahora se calcula la resultante Res(Fron, Fion) = 24461584537485312 y se busca el menor primo
que no la divida p = 5.

Con el algoritmo de Berlekamp se halla la factorizacion de Fp,o., en Fs y devuelve los siguientes
polinomios X, X +4 y X2 +3X + 4. Con estos se construye un conjunto con todas las posibles
combinaciones de divisores de F,

(X}, {X + 4}, {X2 43X +4}, {X, X2+ 3X + 4},
{X’X+4},{X2+3X+4,X+4},{X,X2+3X+47X_|_4}}

y con ayuda del algoritmo de Hensel se elevan a mod 5F.

Aplicando Hensel a X? + 3X + 4 en Zs[X] se obtiene X2 + 18X + 144 y X2 + 4X + 480. Ahora
se aplica a estos polinomios el algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus-Cantor.

Sea Fy(X) = X%+ 18X + 144, tiene contenido 1 y es un polinomio libre de cuadrados. El primo p
que no divide a la resultante Res(F1, F]) = 252 es p = 5.

Se halla la factorizacion en Fs de Fy con el algoritmo de Berlekamp sobre cuerpos finitos y se
obtiene X2 + 3X + 4. Como Berlekamp devuelve un solo polinomio, se asume que Fy(X) = X? +
18X + 144 es ya un divisor irreducible de F.
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Se toma ahora Fp(X) = X2 +4X +480, el contenido es 1 y también es libre de cuadrados. El primo
p que no divide a la resultante Res(Fy, F) = 1904 es p = 3. Se aplica el algoritmo de Berlekamp a
Fy5 y se obtienen los polinomios X y X +1, se crea igual que antes el conjunto de todas las posibles
combinaciones y se aplica Hensel a cada uno.

En este caso con el algoritmo de elevacion lineal no se obtiene ninguna factorizacion vdlida, el
polinomio Fy es irreducible.

Ahora que se tiene la descomposicion de F' en Fy y Fy, se deshace el cambio de mdnico que se hizo
al principio y queda

Fi(24X) = 576 X% + 432X + 144y F,(24X) = 576 X2 + 96X + 480.

Para terminar se dividen Fy y Fs entre el contenido de Fy y Fs respectivamente. Entonces se tiene
la siguiente factorizacion

F(X)=24X* 422X +29X? + 16X +5 = (4X? +3X + 1)(6X? + X +5)

3.4. El algoritmo de factorizacion LLL

El algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus-Cantor puede tener un coste exponencial, pero A. K. Lens-
tra, H. W. Lenstra y L. Lovész [I7] desarrollaron un método de factorizacién de polinomios enteros
que se puede llevar a cabo en tiempo polinomial.

Este algoritmo hace uso también de la factorizacion de Berlekamp sobre cuerpos finitos y el Lema
de Hensel.

Esencialmente calcula para un polinomio F' sobre Z, un primo p convenientemente pequeno y un
divisor irreducible H de F' en F),[X]. Después se busca un divisor irreducible Hy de F' en Z[X] que
sea divisible por H en F,[X].

La condicién de que H divida a Hj es equivalente al hecho de que H pertenece a un cierto reticulo
y que los coeficientes de H sean relativamente pequenos.

Definicién 3.4.1. Sea n € N*. A un subconjunto L de R™ se le denomina reticulo si existe una
base {by,...,b,} del espacio vectorial real R™ tal que

L:iZbii irjbj; T’jEZ,j:LQ,...,n
i=1

j=1

Se dice que by, ..., b, forman una base de L, o generan L. El entero n se denomina el rango del
reticulo L y el nimero d(L) = |det(by,...b,)| es el determinante del reticulo L.

Definicién 3.4.2. Una base by, ..., b, del reticulo L es una base reducida si siendo b}, 1 <i<n
la base ortonormal obtenida de la base por el método de Gram-Smidth se tiene

para 1 <j<i<n

DO =

|pig| <
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< b, b >

dond iy = ;
oM b b >

y

67 + pii—1bi_1|* = ZlIbi_y|I* para 1<i<n.

| oo

Sea p > 2 un primo, k € N* y sea F' € Z[X] de grado n > 1, mediante el algoritmo de Berlekamp y
la elevacién de Hensel se obtiene un polinomio H € Z[X] de grado d < n que satisface las siguientes
condiciones:

1. H es ménico,

2. H mod p* divide a F mod p* en (Z/p*Z)[X],
3. H mod p es irreducible en F,,[X],

4. (H mod p)? no divide a F mod p en F,[X].

Obsérvese que por [4 el polinomio F mod p debe ser libre de cuadrados.

Se fija ahora un entero m > d = gr(H) y se considera el conjunto
L={Q € Z[X];gr(Q) <m, H mod p* divide a Q mod p* en (Z/p*Z)[X]} .

L es un subconjunto del R-espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a m con
coeficientes reales el cual se identifica con R™*! por la aplicacién lineal

m
ZaiXi — (ag, a1y ..., am).
i=0

Entonces L es un reticulo y una base de L es

B={p"X"0<i<d} U{HX,0<j<m—d}.

El trabajo de Lenstra, Lenstra y Lovasz da un algoritmo para calcular una base reducida de un
reticulo. El resultado principal de este trabajo establece lo siguiente.

Teorema 3.4.3. Sea by, by ..., b, 11 una base reducida de L y j € {1,...,m+ 1} tal que
_ 1/n
sl < PHIFI—™) (3.1)

Sea t el mayor de los j € {1,...,m+1}. Entonces Hy = mecd(by, b, ..., by) es un factor irreducible
de F tal que gr(Hyg) =m+1—t y Hy mod p es divisible por H mod p.

Descripcién del Algoritmo LLL

El algoritmo LLL empieza calculando el menor primo p que no divide a la resultante de F' y F’, a
cada factor G se le calculan las cotas u, my k

0ol 0ol log,, (27/2 (22 ||t
u = |logy 7 S el k= 7 + 1.
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Se eleva a Gy € Z,+[X] mediante el algoritmo de Hensel. Se comprueba si G genera un factor de
F en Z|X] haciendo uso del algoritmo de reduccién de bases para el reticulo asociado a Gj,.

En concreto, si B = (By,...,Bn) es la base reducida del reticulo asociado a Gy y si ||Bo| >
(pkd||F||‘m)_l/ " entonces el polinomio G}, no genera ningiin divisor de F sobre Z[X]. En caso
contrario se buscan los primeros t elementos de B de manera que B, < (p™||F||=™) i y Bit1 >
(pkd||F||’m)_l/n. Se calcula el divisor de F en Z[X] como Hy = med(By, ..., B;),

Se eliminan de la factorizaciéon dada por el algoritmo de Berlekamp aquellos factores que dividan
a Hy y se continua igual con los restantes factores.

Ejemplo 3.4.4. Sea F(X) = 24X* + 22X? +29X? + 16X + 5 € Z[X] y su derivada F'(X) =
96 X3 + 66X2 + 58X + 16, se halla la resultante Res(F, F') = 3072050688 y se busca el menor
primo que no la divida, p = 5.

Ahora se calcula F(X) = 4X* +2X3 +4X? + X € F5[X] y con el algoritmo de Berlekamp se
obtiene la factorizacion de F sobre F), que es F(X) =X - (X2 +2X +4) - (X + 1).

Para cada polinomio de la factorizacion en Fs se aplica el siguiente proceso, que se describe para
el factor (X +1)

H(X)=X+1,p=5. Se calculan w =1 y las cotas m = 3 y k = 26 y se aplica la elevacion lineal
de Hensel a H de donde se obtiene H,.(X) = 24X + 1151326532802108409.

Como m > gr(H) se halla la base del reticulo

B = {(1490116119384765625, 0, 0,0), (1151326532802108409, 24, 0, 0),
(0,1151326532802108409, 24, 0), (0,0, 1151326532802108409, 24)}.

Por el algoritmo de reduccion de bases se obtiene la base reducida:

B* = {(—35,113, —18, 144), (160, 32, 192, 0), (460446812, —201696315, —350089676, 226428576),
(—2918389, 564556110, —91660695, —455186664)}.

Sea B* = {By,...,Bs} yt el mayor entero tal que | B|| < (pk"l||F||_7”)_1/n7 se calcula Hy como
el mdzimo comin divisor de By, ..., By. Se obtiene asi que Ho(X) = 6X2 + X + 5.

Se modifica F(X) = F/Hy = 4X? + 3X + 1 y se eliminan de la factorizacién de Berlekamp los
polinomios que sean divisores de Hy € F5[X] y queda X?+2X +4, se repite el proceso anterior para
H(X)=X2+2X+4 y como los grados de H y F son iguales, se devuelve F(X) = 4X?+3X +1.

Ya se tiene la factorizacion de F

F(X)=24X"+22X? +29X% + 16X + 5= (6X>+ X +5)- (4X*>+3X +1)



Conclusiones

En esta memoria se estudian esencialmente diversos algoritmos para la factorizaciéon de polinomios
en Z[X].

Se comienza por el algoritmo mds simple debido a Kronecker (1882) y la mejora de Hausmann
(1937). A continuacién se estudia el algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus-Cantor (1969) que hace
uso de la factorizacién sobre cuerpos finitos y finalmente se considera el algoritmo LLL (1982)
basado en la teoria de reticulos.

Si bien el algotirmo LLL tedricamente es el de menor coste computacional, no resulta ser muy
efectivo en muchos casos, por lo que las investigaciones recientes tienden a combinarlo con otros
de factorizaciéon moédulo p.

Desde el punto de vista personal, ha sido emocionante ir entendiendo cada paso de los algoritmos
e irlos reproduciendo en la plataforma SageMath, corrigiendo los abundantes fallos encontrados en
algunas referencias, asi como realizando algunas mejoras menores de los mismos. Cada uno de los
algoritmos implementados ha sido validado con numerosos elemplos, si bien nos queda pendiente
el anélisis de la complejidad de cada uno de ellos.

Consideramos que disponer de estos algoritmos en SageMath puede resultar de utilidad tanto en
la docencia del tépico tratado en la memoria, como en diversas aplicaciones de los mismos.

Por otra parte la implementacién del algoritmo LLL ha despertado en mi curiosidad por el estudio
de la teoria de reticulos cuyas aplicaciones van mas alld de los problemas de factorizacién.
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Apéndice A

Algoritmos

A.1. Algoritmo de Berlekamp sobre cuerpos finitos

""""""""""""""""""""""" Berlekamp.sage HHER R
import numpy as np
def Berlekamp(F):

Fact = []

R = F.parent()

Z_p = R.base_ring()

p = Z_p.cardinality()

with localvars(R, [’x’]):

F1 =F
mcd = gcd(F1,F1.diff())
if med !'= 1:

if mcd != F1:

F1 = R(F1/mcd)
Fact += Berlekamp(mcd)
else:
expo = F.exponents()
ee =0
gc = gcd(expo)
while p.divides(gc):
gc = ge/p
ee += 1
coef = F.coefficients()
F2 =0
for i in expo:
F2 += (coef.pop(0)) * x~(i/(p~ee))
return (p~ee)*Berlekamp(F2)
d = Fl.degree()
M = matrix(Z_p,d)
for i in range(0,d):
m = (( (x"(i*p)).quo_rem(F1) )[1]).coefficients(sparse=False)
M[i, O0:len(m)] = vector(m)

Q = M-matrix.identity(Z_p,d)

L = list( (Q.kernel()).basis() )
v = vector(Z_p,d)

v[0] =1

L.remove (V)

1 = d-Q.rank()
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if 1 1= 1:
Fact2 = []
v = L.pop(0)
G = R(list(v))
for i in range(0,p):
g = gcd(F1, G+i)
if g !'= 1:
Fact2 += [g]
F1 = R(F1/g)
if len(Fact2) != 1:
CFact2 = copy(Fact2)
for i in CFact2:
L = Berlekamp(i)
if len(L) != 1:
Fact2.remove (i)
Fact2 += L
if len(Fact2) == 1:
return Fact + Fact2
return Fact + Fact2
else:

return Fact + [F1]

Raquel Padrén Garcia

A.2. Algoritmo para el levantamiento lineal

HHEHEHEHEERHER R

def Hensel(F, G1, p, n = None, H1 = None):
Z_p = Integers(p)

= PolynomialRing(Z_p)

R = F.parent()

R2.<y>

nomonicos = (F.leading_coefficient() != 1)

with localvars(R, [’x’]):
if H1 == None:

H1 = R( R2(F).quo_rem(R2(G1)) [0] )

if n != None:

b = +oo

else:

b
n

floor(log(b,p)) + 2

lc = F.leading_coefficient()
if nomonicos:

F = Fxlc
Gl = R( 1c*(R2(G1)) .monic() )
H1 = R( lcx(R2(H1)) .monic() )

Levantamiento lineal.sage

HHEHEEEHERHREREE

2xbinomial (floor (F.degree()/2), floor(F.degree()/4)) * F.norm(2)

R( G1 + (1c - Gl.leading_coefficient()) * x"(Gl.degree()) )
R( H1 + (lc - Hl.leading_coefficient()) * x~(H1l.degree()) )

¢ =
H =

alt_H =0
alt_ G =0

mcd, A, B = xgcd(R2(G1), R2(H1))
for k in range(2,n+1):

Gc = G.coefficients(sparse=False)

for i in range(G.degree()):

if Ge[i]l >= floor((p~(k-1))/2):
G = G-(p~(x-1)) * R(x"i)

Hc = H.coefficients(sparse=False)
for i in range(H.degree()):

if Hcl[i]l >= floor((p~(k-1))/2):
H = H-(p~(k-1)) * R(x"i)

if b != oo:

alt_H = (vector(H.coefficients())).norm(oo)
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alt_G = (vector(G.coefficients())) .norm(oo)
if not(alt_H < b and alt_G < b):
break
C = (F-G*H)/p~(k-1)
if C == 0:
if nomonicos:
cont = gcd(lc, gcd(G.coefficients()))
G = G/(cont)
H = H/(1c/cont)
return True, [G,H]
(q,v) = R2(C)*(A)) .quo_rem(R2(H1)

u = (R2(C)*(B) + q*R2(G1))
v = R(R2(v))

u = R(R2(w))

G

R(G + p~(k-1)*u)
H = R(H + p~(k-1)*v)
if nomonicos:
cont = gcd(lc, gcd(G.coefficients()))
G = G/(cont)
H = H/(lc/cont)
return False, [G,H]

A.3. Algoritmo de Kronecker

Kronecker.sage

import numpy as np
def Kronecker (F):
R2.<y> = QQI]
R = F.parent()
with localvars(R, [’x’]):

list_G = []
Q=F
i=0
ev_Q = []
while i < floor( Q.degree()/2 ) + 1:
ev = Q(1)
if ev ==
list_G.append(x-1i)
Q = R(Q/(x-1))
i=0
ev_Q = []
else:
ev_Q.append (ev)
i+=1

s = floor( Q.degree()/2 )+1
ev_Q = np.array(ev_Q[0:s], dtype = sage.rings.integer.Integer)
if Q.degree() != 1:
lista_div = []
for i in range(0,s):
div = ( ev_Q[i]l.abs() ).divisors()
lista_div.append(div + list( -1*(vector(div)) ))
z = xmrange_iter(lista_div, tuple)
for i in z:
ff = R2.lagrange_polynomial(zip( range(0,s), i) )
if ff.denominator() == 1:
f_lag = R(ff)
if f_lag.divides(Q) and f_lag.degree() != O:
list_G = list_G + Kronecker(R(Q/f_lag)) + Kronecker(f_lag)
return list_G
return list_G + [Q]
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A.4. Algoritmo de Kronecker-Hausmann
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Kronecker-Hausmann.sage
import numpy as np
def diferencias(b):
s = len(b)
for j in range(0,s):
for k in range(s-1, j, -1):
blk] = blk]-b[k-1]
if ( b[j+1:s] == bls-1] ).all():
diff = b[0:j+2]
return j+1, diff

def newton(diff):

R2.<x> = QQI[]

P = diff[0]

Prod = (x-1)

for k in range(2, len(diff) + 1):
P += diff[k-1]*Prod
Prod *= (x-k)/k

return P

def is_stable(F):
for k in range(l, F.degree(D+1):
M = matrix(k)
cc = (F+x~(2xk)) .coefficients(sparse=False)
_= cc.pop()
if not((mp.array(cc) >= 0).all() or (mp.array(cc) <= 0).all()):
return False
cc.reverse()
v = vector(cc)
for i in range(k):
M[i,0:2%i+2] = v[2xk-(i)*(2)-2:min(2*k,2%k-(i)*(2)-2+k)]
if M.determinant() <= O:
return False
return True

def Hausmann(F):
R = F.parent()

Q=F
list_G = []
with localvars(R, [’x’]):
i=1
ev_Q = []
while i < Q.degree()+2:
ev = Q(i)
if ev ==
list_G.append(x-i)
Q = R(Q/(x-1))
i=1
ev_Q = []
else:
ev_Q.append (ev)
i+=1

s = Q.degree()
ev_Q = np.array(ev_Q[0:s+1], dtype = sage.rings.integer.Integer)
if Q.degree() != 1:
lista_div = []
cotal =1
for i in range(0,s+1):
div = (ev_Q[i].abs()).divisors()
1 = len(div)
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while 1 !'= 0 and div[0] <= cotal:
_=div.pop(1-1)

if 1 != 1:
_= div.pop(0)
1-= 2
if 1 !'= 0:
cotal = div[0]
else:

return list_G + [Q]
lista_div.append(div)
z = xmrange_iter(lista_div)
¢ = np.zeros(s+1l, dtype = sage.rings.integer.Integer)
for i in z:
c[0] = ev_Q[0]1/il0]
for k in range(0,s):
c[k+1] = ev_Q[k+1]/i[k+1]
if i[0] >= 2 and i[k+1] > i[k] and c[0] >= 2 and c[k+1] > c[k]:
if k == s-1:
ord_b, diffb = diferencias(np.array(i, dtype = sage.rings.integer.Integer))
ord_c, diffc = diferencias(c)
if ord_b+ord_c == Q.degree():
Gb = newton(diffb)
Gc = newton(diffc)
if Gb.denominator() == 1 and Gc.denominator() ==
return list_G + Hausmann(R(Gb)) + Hausmann(R(Gc))
else:
break
return list_G + [Q]

def Haus2(F):
R = F.parent()
with localvars(R, [’x’]):
if is_stable(F):
return Hausmann(F)

else:
n = max(floor( (F.norm(oo)) / abs(F.leading_coefficient()) ) + 1, 1)
Q = R(F(x+n))
L = Hausmann(Q)
L2 = []

for i in L:
L2.append(R(i(x-n)))
return L2

A.5. Algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus-Cantor

HH R HH# Berlekamp-Zassenhaus-Cantor.sage
def Zassenhaus(F):
P=F
R = F.parent()
d = P.degree()
with localvars(R, [’x’]):
cont = gcd(P.coefficients())
if cont != 1:
P = R(P/cont)
lc = P.leading_coefficient()

if 1c != 1:
P = R((1lc~(d-1))*P(x/1c))
Fact = []
mcd = ged(P,diff(P,x))
if med '= 1:
P = R(P/mcd)

Fact += Zassenhaus(mcd)
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Res = P.resultant(diff(P,x))
p=2
Primos = Primes()

while Reslp == 0:
p = Primos.next(p)
Z_p = Integers(p)
R2.<y> = PolynomialRing(Z_p)
Fact_B = Berlekamp(R2(P))
if len(Fact_B) == 1:
Fact += [P]
else:
bol = False
S = list( Subsets(Fact_B, submultiset=True) )
S.remove([])
for i in S:
if len(i) != len(Fact_B):

G=1
for j in i:
G *= j
bol, F_h = (Hensel(P,R(G),p))
if bol:
break
if bol:
Fact += Zassenhaus(F_h[0]) + Zassenhaus(F_h[1])
else:
return [F]
if 1c !'= 1:
Fact2 = []

for i in Fact:
j = R(i(x*1lc))
Fact2.append(j/(gcd(j.coefficients())))
Fact2[0] *= cont
return Fact2
Fact[0] *= cont
return Fact

A.6. Algoritmo de Lenstra, Lenstra y Lovasz
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LLL.sage

import numpy as np
def Reduccion(B):

n = len(B)
c =11
b =[]

Mu = matrix(QQ, n)
for i in range(n):
C.append(B[il)
for j in range(i):
Muli,j] = (vector(B[il)*vector(C[jl)) / (b[jl)
C[i] -= vector(Muli,jl*C[jl)
b.append ((C[i].norm(2))"2)
k=1
while k < n:
for i in range(k-1,-1,-1):
if abs(Mulk,i]) > 1/2:
r = floor Mulk,il+1/2)
B[k] -= rx*B[i]
Mulk,i] -=r
for j in range(i):
Mulk,j] -= r*Muli,j]
if b[k] < (3/4-(Mulk,k-11)"2) * bl[k-1]:
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def

def

def

k +=
return B

A1 (F, H,
R = Poly:
n = F.de
d = H.de
B =[]
in
.ap
for in
.ap;
B = Redu
if (B[O]
retu
t =0
while t
t +=
HO = gcd
for i in
HO =
return H

W o+ W o

A2(F, H,
n = F.de
d = H.de
if d ==
retu
u = floo
for i in
m =
k =
H2 =
if

return F

LLL(F):

(B[k-1], B[k]) = (B[k], B[k-11)
mu = Mulk,k-1]
bkl = blk]+(mu~2)*(b[k-11)
bk_k1 = b[k]/bkl
bkl_k1 = b[k-1]/bkl
c = mukxbkl_kil
for i in range(k+1l,n):
Muli, k-1:k+1] = [[(Mul[i,k]*(bk_k1)+c*Mul[i,k-1]), Muli,k-1]-mu*Mul[i,k]]]
for j in range(k-1):
[Mulk-1,j], Mulk,jl] = [Mulk,jl,Mulk-1,j]]
Mulk,k-1] = ¢
blk] = bl[k-11*b[k] / bkl
b[k-1] = bkl
k = max(0,k-2)
1

p, m, k):
nomialRing(ZZ,x)
gree()
gree()

range(d):

(p~k*x"i+x" (m+1)) .coefficients(sparse=False)
pend(vector(b[0:m+1]))

range (m+1-d) :

(H*¥x"i+x"~ (m+1)) .coefficients(sparse=False)

pend (vector (b[0:m+1]))

ccion(B)

) .norm(2) >= ( p~(kxd)*(F.norm(2))~(-m) )~ (1/n):
rn O

< len(B) and B[t].norm(2) < ( p~(k*d)*(F.norm(2))~(-m) )~ (1/n):
1

(F, R(vector(zZ, B[0]).1list()))

range(1,t):

gcd(HO, R(vector(ZZ, B[i]).list()))
0

p):
gree()
gree()
n:
rn F
r((n-1)/d) .exact_log(2)
range (u+1) :
floor((n-1)/2"(u-1))
floor( log(2” (m*n/2)*binomial (2*m,m) " (n/2)*F.norm(2) " (m+n+1), p)/d ) + 1
(Hensel(F, H, p, n = k))[1]1[0]
m >= d:
HO = A1(F, H2, p, m, k)
if HO !'= O:
return HO

R = F.parent()

F = R(F)
Fact = [
n = F.de
with loc

Res

]

gree()

alvars(R, [’x’]):

= F.resultant (diff (F,x))

if Res ==
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G = gcd(F, diff(F,x))
F = F/G
Fact += LLL(G)
Res = F.resultant(diff(F,x))
p=2
Primos = Primes()
while Res¥p == O:
p = Primos.next(p)
Z_p = Integers(p)
R2.<y> = PolynomialRing(Z_p)
F2 = R2(F)
L = Berlekamp(F2)
F_2 =F
while F_2 != 1 and F_2 != -1:
f = L.pop()
HO = A2(F_2, R(£), p)
Fact .append (HO)
F_2 = R(F_2/HO)
for i in L:

if R2(i).divides(R2(HO)):

L.remove (i)
return Fact

Raquel Padrén Garcia
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