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Resumen - Abstract

Resumen

Este trabajo abordard la aplicacion de los semigrupos para la reso-
lucion de dos problemas. El primero de ellos, lo llamaremos “Pro-
blema de la boda” y mos dird el niumero minimo de invitados asi
como el numero de mesas de cada tipo que debe tener una boda pa-
ra garantizar beneficio a la empresa organizadora. El sequndo serd
un problema cldsico de transporte. Para resolver ambos utilizaremos
herramientas propias de los semigrupos, de las bases de Grobner y
resolucion de inecuaciones diofanticas. Una vez finalizado nuestro
estudio algebraico, hemos comparado el mismo con la resolucion via
la programacion lineal entera.

Palabras clave: Semigrupos — Bases de Grobner — Inecuaciones
diofdnticas.

Abstract

In this project we will apply semigroups in order to solve two pro-
blems. The first one is called “the problem of the wedding” and our
goal will be to find the number of guests as well as the number of
each type of tables are needed to achieve the maximum profit of the
organizing company. The second one is a classic transportation pro-
blem. To solve them, we will use semigroups, Grobner basis and the
resolution of diophantine inequilities. Once we have the result, we
will verify the algebraic method with the solution applying integer
lineal programming.

Keywords: Semigroups — Grébner basis — Diophantine inequali-
ties
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Introduccién

En este trabajo hablaremos sobre Semigrupos. Los semigrupos son estruc-
turas algebraicas cuya simplicidad ha permitido formular diferentes problemas
en distintos ambitos que son faciles de entender pero cuya soluciéon estd muy
lejos de ser trivial. Este hecho atrajo a muchos matematicos como Frébenius
o Sylvester a finales del siglo XIX. Historicamente los semigrupos han estado
relacionados con el estudio de ecuaciones diofdnticas.

Retomamos esta relacién en esta memoria, pretendiendo dar una vision
aplicada de las matematicas y en concreto, para el estudio dos problemas: el
problema de la boda y el problema de transporte.

Ambos problemas se resolveran a través de la aplicacién de los semigrupos
en el campo de la resolucién de ecuaciones diofanticas. El primero de los proble-
mas tratard con semigrupos de N y el segundo, con semigrupos de N™*™,

Hemos estructurado la memoria en cuatro capitulos. Presentamos un pri-
mer capitulo con definiciones y conceptos basicos sobre semigrupos, monoides y
ecuaciones diofanticas y finalizamos el mismo con un algoritmo para calcular las
soluciones de una ecuacion diofantica homogénea.

En el capitulo 2 planteamos el problema de cémo distribuir a los invitados
de una boda de manera 6ptima. Obtendremos un algoritmo algebraico para su
resolucion.

El segundo de los problemas serd un problema clasico de transporte en el
que tendremos una serie de clientes y una lista de almacenes y debemos distri-
buir la mercancia pertinente de forma éptima. Para llevarlo a cabo nos hemos
basado en la combinacién de Bases de Grobner y semigrupos en N"*™. Las ba-
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ses de Grobner solo las usamos como herramienta y presentamos su definicién y
las propiedades necesarias en el capitulo 3.

En el capitulo 4 hacemos el estudio tedrico del problema de transporte.
En cuanto a la resolucién numérica, hemos necesitado de un algoritmo imple-
mentado en el lenguaje de programacién Python.

Dado que los dos problemas que estudiamos en esta memoria son objeto
de estudio con programacién lineal entera se incluird en cada problema una
breve comparacién del método algebraico con los cddigos que hemos elaborado
haciendo uso de Gusek usado en programacion lineal. El lenguaje elegido ha sido
GMPL. Intentamos por tanto combinar dos ramas diferentes de las Matematicas
y obtener una nueva visién de cada uno de los problemas.
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Primer Capitulo: Primeras definiciones

Comenzaremos definiendo algunos conceptos bésicos acerca de los semi-
grupos numéricos, los monoides y las ecuaciones diofanticas que necesitaremos
para el desarrollo del trabajo.

1.1. Semigrupos y monoides

Definicién 1.1 (Semigrupo). Un semigrupo es un conjunto no vacio G que
cuenta con una operacion binaria * que satisface las siguientes propiedades:

»  Clausura: Sia € G ybe G, luego axb € G.
v Asociatividad: Para todo a,b,c € G, se sigue que a* (bxc) = (ab) *c.

Definicién 1.2 (Monoide). Un semigrupo G es un monoide (G,x) si tiene
elemento neutro e, esto es, e xa = a*xe = a para todo a € G.

Definicién 1.3 (Submonoide). Un subconjunto N de un monoide (G, *) (con
neutro e) es un submonoide de G si es un subsemigrupo de G y e € N.

Consideramos monoides de N?, p € N\{0}, donde la operacién serd la
suma y el neutro el 0. En particular, para p = 1 tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.4 (Semigrupo Numérico). Un semigrupo numérico es un mo-
noide (S,4) de nimeros enteros no negativos cuyo complementario en N es
finito.

Sean a = (a1,...,ap),b = (b1,...,bp) € NP y «,8 € N. Definimos el
conjunto:

alxl+_,,_|_apxp+a§n§b1$1+...+bp$p_6
para algun (z1,...,2,) € NP

S(a,b,a, B) := {n eN:
(1.1)
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Lema 1.5. Seanm,n € N. Sim,n € S(a,b, a, B), entonces m+n € S(a,b, o, ).

Demostracion. Tenemos que demostrar que S es cerrado para la suma. Si
my n € S(a,b,a, ) esto quiere decir que existen (x1,...,2p), (y1,...,yp) € NP
tales que:

a1z1+--~+apxp+aSm§b1$1+"'+bl)xl’fﬂ’

1.2
alxl—’_""’_apxp"_a§n§b1x1+"'+bpxp_ﬁ' ( )

Sumamos ambas inecuaciones, sacamos factor comun y obtenemos:

ar(@zr+y1) 4+ Fap(zp+yp) 20 <m4n < bi(z1+y1)+- 0w, +yp) —26.
(1.3)
Por tanto, m+n € S(a,b, o, B), pues (x1 +y1,...,zp +yp) € NP, O

Proposicién 1.6. El conjunto S(a,b,a, ) U {0} es un submonoide de (N, +).

Demostracion. Tenemos que demostrar que S(a,b,«, 5) U {0} es un submo-
noide de (N, +). Para ello, verificaremos la Definicién 1.3. De la definicién de
S(a, b, a, B) recogida en (1.1) concluimos que S(a, b, a, §)U{0} estéd contenido en
N. A continuacién demostraremos que el conjunto es un semigrupo. Sabemos, por
el Lema 1.5, que S(a, b, a, ) es cerrado para la suma. Ademds, S(a, b, o, 8) U{0}
verifica la propiedad asociativa y tiene al 0 como neutro. a

Lema 1.7. Sean z € N\{0} y X un conjunto no vacio de N*. Entonces, el
conjunto

(Xy={Mz1+ -+ Xz :n e N\{0},21,...,2n € X, A1,..., 0y €N} (1.4)
es un submonoide de (N*, +).

Demostracion. Tenemos que demostrar que (X) es un submonoide de (N*,+).
Para ello, verificaremos la Definicién 1.3. De la definicién de (X) recogida en
(1.4) concluimos que (X) estd contenido en N*. A continuacién demostraremos
que el conjunto es un semigrupo. Sabemos que (X) es cerrado para la suma,
verifica la propiedad asociativa y tiene al 0 como neutro. O

Definicién 1.8 (Submonoide de (N*, +) generado por X). Sean k € N\{0}
y X un conjunto no vacio de N*. Denotamos (X) el submonoide de (N, +)
generado por X y definido en (1.4).

Definicién 1.9 (Submonoide finitamente generado). Un submonoide M
de (N*,4) estd finitamente generado si existe un conjunto finito X C N¥ tal que
M = (X). En tal caso, al conjunto X lo denominamos sistema de generadores

de X.
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Definicién 1.10 (Sistema Minimal de Generadores). Sean M un submo-
noide de (N¥.+) y X un sistema de generadores de M. Decimos que X es un

sistema minimal de generadores de M si ningun subconjunto propio de X genera
M.

Denotamos S* := S\{0}.

Lema 1.11. Sea S un submonoide de (N,4). Entonces S*\(S* + S*) es un
sistema de generadores de S. Ademds, todo sistema de generadores de S contiene
a S*\(S* + 5*).

Demostracion. Sea s un elemento de S*. Si s & S*\(S* + S*), entonces existen
z,y € S* tales que s =z +y. Si z,y € S*\(S* + 5*) hemos terminado. En caso
contrario, repetimos el procedimiento para x e y y después de un niimero finito de
pasos (z,y < s) encontramos sy, ..., s, € S*\(S*+5*) tales que s = s1+- - -+5p.
Esto prueba que dado s € S* siempre podremos expresar dicho elemento como
suma finita de elementos de S*\ (S*+5*), y por tanto, S*\(S*+5*) es un sistema
de generadores de S. Nos falta demostrar que todo sistema de generadores de
S contiene a S*\(S* 4+ S*). Sea A un sistema de generadores de S. Tomamos
x € S*\(5* 4+ 5*). Existe n € N\{0}, A\1,..., A\, € Ny ay,...,a, € A tales que
x = Aay + -+ Aa,. Como x & S* 4+ S*, existe ¢ € {1,...,n} tal que \; =1
y Aj = 0 para todo j # i. Deducimos que = = a; para algin i € {1,...,n}. O

Corolario 1.12. Si S es un submonoide de N, entonces S*\(S* + S*) es un
sistema minimal de generadores.

Definicién 1.13 (Conjunto de Apéry). Sean S un semigrupo numérico y n
uno de sus elementos distinto del cero. Se define el conjunto de Apéry de S con
respecto a m como:

Ap(S,n)={se€eS:s—n¢S} (1.5)

Ejemplo 1.14. Sea S un semigrupo numérico definido de la siguiente manera:
S =1{0,19,22, —} (donde el stmbolo — denota que todo elemento mayor que 22
pertenece a S). Calcularemos el conjunto de Apéry de S con respecto a 19 y 22.

Ap(S,19) ={s€S:s—19¢ S} = {0,22,...,37,39,40}.

1.6
Ap(S,22) = {s€S:s5s—22¢ S} ={0,19,23,...,40,42,43}. (16)

Lema 1.15. Sean S un semigrupo numérico y n un elemento de S distinto de
cero. Entonces, Ap(S,n) = {0 = w(0),w(1),...,w(n — 1)}, donde w(i) es el
elemento mds pequenio de S congruente con i mddulo n, para todo i € {0,...,n—

1}.
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Demostracion. Como S es un semigrupo numérico sabemos que existe ¢ € S
tal que para todon > ¢,n € S. Sea a ;= min{s € S : s > ¢: s = 0 mod n}.
Entonces a+1,a+2,...,a+n—1€Sya+i=imodnconie€ {1,...,n—1}.
Por tanto, para todo i € {0,...,n— 1}, definimos S(i) := {s € S : s =i mod n}
que es un conjunto distinto de vacfo y tiene infinitos elementos. Sea w(0) =
0y w(@) := min{s € S(i)\{0}} para 1 < i < n — 1. Tenemos que w(i) €
Ap(S,n) ya que en caso contrario, w(i) —n € S y obtendriamos w(i) — n =
w(i) mod n. Esto es una contradiccién ya que 0 < w(i) —n < w(i) y habriamos
encontrado un elemento mayor que el cero, menor que w(i) y congruente con
i mod n. Concluimos entonces que {0 = w(0),w(1),...,w(n — 1)} C Ap(S,n)
para algin ¢ € {1,...,n — 1}. Sea s € Ap(S,n), s = ¢ mod n. Supongamos
que s # w(i) y lleguemos a una contradiccién. Si s # w(i), entonces s > w(i).
Aplicando la divisién euclidea, reescribimos s = gn+i. Ademds, w(i) = kn+i € S
con k,q,n € N,y g > k. Como s € Ap(S,n) sabemos que s—n = (¢—1)n+i &€ S;
pero tenemos que s —n = (kn+1i)+ (¢—k)n—n = (kn+1i)+ (¢— k— 1)n, donde
ambos sumatorios pertenecen a S, y por tanto, la suma pertenece y llegamos a
una contradiccién. a

Lema 1.16. Sean S un semigrupo numérico y n € S*. Entonces, para todo
s €8, existe un unico (k,w) € N x Ap(S,n) tal que:

s=kn+ w. (1.7)
Demostracion. Atendiendo al Lema 1.15 sabemos que todo elemento s € S
es congruente médulo n con algin w(i),i € {0,...,n — 1}, esto es, s =
w(i) mod n,i € {1,...,n — 1}. Por tanto, s = kn + w siendo k¥ € Ny w un
elemento del Ap(S,n). O

Proposicion 1.17. Todo semigrupo numérico S admite un unico sistema mini-
mal de generadores. Ademds, ese sistema es finito.

Demostracion. Sabemos por el Corolario 1.12 que un sistema minimal de ge-
neradores de S es S*\(S* + S*). Tenemos que demostrar que dicho sistema es
finito y tnico. El Lema 1.16 nos dice que para cualquier n € S*, y, para todo
s € S existe un unico (k,w) € N x Ap(S,n) tal que s = kn + w. Por tanto,
reescribimos: S = (Ap(S,n) U {n}). Como Ap(S,n) U {n} es finito, cualquier
subconjunto también es finito y en particular, S*\(S* + S*) es finito. Para la
unicidad, suponemos que existe otro sistema minimal de generadores y llegamos
a una contradiccién. Sea S’ un sistema minimal de generadores de S, por el Le-
ma 1.11 sabemos que S’ C S*\(S* + S*). Esto es absurdo ya que S*\(S* + 5*)
es minimal. a

Lema 1.18. Sea A un subconjunto no vacio de N. Entonces, (A) es un semigrupo
numérico si y solo si med(A) = 1.
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Demostracidn. Supongamos en primer lugar que (X) es un semigrupo numérico.
Tenemos que demostrar que med(A) = 1. Sean d = med(A) y s € (A), se sigue
que d divide a s. Si (A) es un semigrupo numérico, N\(A4) es finito, por tanto,
existe un entero positivo x tal que d divide a x y d divide a z+1. Esto fuerza a que
d sea 1 pues dos niimeros naturales consecutivos son coprimos. Para demostrar el
reciproco, es suficiente probar que N\ (A) es finito. Como 1 = mcd(A), aplicando
la identidad de Bézout, existen enteros zi,...,z, v ai1,...,a, € A tales que
z1a1+- -+ 2zna, = 1. Moviendo los términos negativos al miembro de la derecha,
encontramos iy, ..., ik, j1,---,J1 € {1,...,n} tales que z;,a;, + -+ + 2, a;, =
1—2z,aj, —---—zja,,. Por tanto, existe s € (A) tal que s+ 1 también pertenece
a (A). Vamos a probar que si n > (s — 1)s + (s — 1), entonces n € (A). Sean ¢
y r enteros tales que n = gs +r con 0 < r < s. Tenemos que ¢ > s —1 > r.
Concluimos que n = (rs+7)+ (¢—r)s=r(s+ 1)+ (¢ — r)s € (A). O

Proposicién 1.19. Todo submonoide de (N,+) admite un dnico sistema mini-
mal de generadores. Ademds, ese sistema es finito.

Demostracion. Tenemos que demostrar que todo submonoide M de (N, +) ad-
mite un Unico sistema minimal de generadores que es finito.
Definimos d := mcd(M) y el conjunto T tal que:

T:{f:xeM}. (1.8)
d

Es claro que T' C N debido a que z € M C N y sabemos que d divide a .
Como los elementos de T son elementos de N entonces, se verifica la clausura
y la asociatividad. Ademas, el 0 es elemento neutro de T'. Concluimos entonces
que T es un submonoide de N, y, med(T') = 1. Aplicando el Lema 1.18 tenemos
que (T) es un semigrupo numérico, como (T') = T, entonces T es semigrupo
numérico. Asimismo, en la Proposicién 1.17 se demuestra que cada semigrupo
numeérico admite un sistema de generadores unico y finito. Por tanto, T admite
un sistema minimal de generadores unico y finito que denotaremos como A.
Concluimos que W = {da : a € A} es el sistema minimal de generadores de M.
Por tanto, hemos demostrado que M admite un sistema minimal tinico y finito
de generadores W, propiedades que hereda de A. a

Definicién 1.20 (D-monoide). Sean D,M C N. Decimos que M es un D-
monoide si M es un submonoide de (N, +) que satisface M\{0} + D C M.

Proposicién 1.21. Sea M un submonoide de (N,+) y sea A = {a1,...,an} C
N\{0} un sisterna de generadores de M. Entonces, M es un D-monoide si y sdlo

siA+D C M.

Demostracion. Suponemos que M es un D-monoide y M = (a1, ...,ap). Apli-
cando la Definicién 1.20 sabemos que: (M\{0}) + D C M. Ademés, A =
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{a1,...;am} C M\{0}, por tanto, A+ D C M. Por otro lado, si A+ D C M te-
nemos que demostrar que M es un D-monoide, es decir que, (M\{0})+D C M.
Tomamos z € (M\{0})+D C M, entonces z =m+d, conm € M\{0} y d € D.
Como A es un sistema de generadores de M, entonces existen Ai,..., A, € N
tales que m = Aja1 + -+ + Apap. Aplicaremos induccién sobre A; + -+ 4+ Ap.
Si A4+ X =1, existe i € {1,...,p} tal que \; = 1 y \; = 0 para to-
doje{l,....i—1,i+1,...,p}. Por tanto, z = m+d =a; +d € A+ D
y aplicando hipétesis z € M. Vamos a demostrarlo para A\ +--- + X, > 1
suponiéndolo cierto para el caso anterior por hipdtesis de induccién. Existe
i € {1,...,p} tal que \; # 0. Por hipétesis de induccién (m — a;) +d € M,
por tanto, z = (m —a;) +d+a; € M. O

Algoritmo 1. Construiremos un algoritmo al que le facilitaremos dos conjuntos
finitos C'y D de enteros positivos y nos dara como resultado el sistema minimal
de generadores del D-monoide més pequeno que contiene a C'. Sea M un sub-
monoide de (N, +), denotaremos por msg(M) al sistema minimal de generadores
de M.

1. X = msg((C)).

.Y=XU(X+D).

. Simsg((Y)) = X, devuelve X.

. X =msg((Y)) y vuelve al segundo paso.

N

1.2. Soluciones de una ecuacién diofantica homogénea

En esta seccién estudiaremos el conjunto de soluciones de una ecuacién
diofantica homogénea que serd necesario para el Capitulo 2.

Definicién 1.22 (Ecuaciones (inecuaciones) Diofanticas). Se llama ecua-
cion (inecuacidon) diofdntica a toda ecuacion (inecuacion) algebraica, de dos o
mas incognitas, con coeficientes enteros, cuyas soluciones tienen coordenadas en
el conjunto de los niumeros enteros.

En el siguiente capitulo estudiaremos el problema de la boda. La solu-
cién al mismo conlleva la resolucién de un sistema de ecuaciones e inecuaciones
diofanticas. En particular, sera necesario conocer las soluciones de una ecuacién
diofantica homogénea, que es lo que estudiaremos en esta seccién.

Sean (a1, ...,ap) € NP\{0} y
S={s=(s1,...,8p) e NP rays1 +---+apsp, =0} (1.9)

Obsérvese que (0,...,0) € NP es un elemento de S y ademéds si s, s’ € S entonces
s+ s € 5. Por tanto S es un semigrupo. Nuestro objetivo en esta seccién es
demostrar que S es un semigrupo finitamente generado.
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Definicién 1.23 (Vértice de S). Sea S como en (1.9) y s € S\{0}. Decimos
que s es un vértice de S si de tener v, € S tales que s = v+ entonces s =~y
0s=17J.

Denotemos por V(S) al conjunto de vértices de S.
Lema 1.24. El conjunto V(S) genera a S.
Demostracion. Es claro de la Definicién 1.23. ad

Definimos en NP la siguiente relaciéon de orden parcial: v, € NP, v < § si
y solo si § — v € NP,

Lema 1.25. V(S) es el conjunto de elementos no nulos de S que son minimales
para la relacion <.

Demostracion. Sea s € V(S) y supongamos que existe § € S tal que § < s.
Entonces s — § € NP\{0} y existe &' € NP\{0} : s = + ¢’, lo que es un absurdo
pues es un vértice. Reciprocamente, supongamos que s € S es elemento minimal
para la relacién < y que no sea vértice. Entonces existen v, € S\{0} : s = v+4¢
y tendriamos v, < s, lo que de nuevo es un absurdo pues s es minimal. a

Demostraremos a continuacién que si H C NP su conjunto de minimales
para la relacién <, que denotaremos M (H), es un conjunto finito y aplicando
dicho resultado a S concluiremos que S es un semigrupo finitamente generado.

Sean H C NP 1 <i<py aecN. Denotamos

HG,o)={v=(1,-..,%) € H:vi=a}. (1.10)

Si H # {0} definimos V(H) := {y € H\{0} : v es minimal para la relacién <}.
Si H = {0} definimos V(H) := {0}.

Lema 1.26. Sean H C NP, s = (s1,...,5,) € H\{0} y

P s;—1

Fe={s}|J | V(HG ). (1.11)

i=1 a=0
Entonces V(H) = V(F).

Demostracion. Obsérvese que F' C H. Por tanto para demostrar el lema es
suficiente demostrar que para todo § € H existe v € F tal que v < §. Sea § € H.
Si s < 6 tomando v = s hemos acabado. Supongamos s = (s1,...,5) > 6 =
(01,...,9,). Entonces existe i € {1,...,p} tal que s; > ;. Por tanto 6 € H(i,0;)
y existe v € V(H(i,0;)) con v < 6. O
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Ejemplo 1.27. Calculemos el conjunto de minimales de
H={(v,y,2) e N*: 24+ 2y — 2 =0} (1.12)

Fijamos s = (1,0,1) € H\{(0,0,0)}, entonces el conjunto F' definido en (1.11)

es:
3 Sifl

F={@0,0}J U VH(, ).
i=1 a=0

Para i = 1 se tiene ngo V(H(1,a)) =V (H(1,0)) = {(0,1,2)} donde H(1,0) =
{(z,y,2) € H:2 =0} ={(0,y,2) € N> : 2y = z2}.
Para i = 2 tenemos U;io V(H(1,a)) = 0.
Para i = 3 se tiene ngo V(H(3,a)) =V (H(3,0)) ={(0,0,0)} ya que H(3,0) =
{(z,y,2) € H:2=0} = {(z,9,2) € N3 : 2= -2y} = {(0,0,0)}.
Aplicando Lema 1.26, V(H) = V(F) = {(1,0,1),(0,1,2)}.

Sea la proyeccion

m; s NP — NP1

1.13
(acl,...7xp)—>(xh...,xi,l,xiﬂ,...,xp). ( )

conl<i<p.

Podemos identificar H (i, ) con m;(H(i,a)) € NP~! y aplicar el Lema
1.26 a m;(H(i,«)) para calcular V(H(i,«)). Por tanto, aplicando recurren-
cia, para determinar el conjunto de minimales de H basta responder, para
H' = H(i1,a1)(i2, ) ... (ir,00),1 <45 < p,a; € N,1 < j < r, las siguien-
tes preguntas:

1. Determinar si H' es el conjunto vacio, y en caso contrario encontrar s’ € H'.
2. Obtener V(H') para H' C N.

Corolario 1.28. (Lema de Dickson) El conjunto V(H) es finito.

Demostracion. Si H' C N, como N estd bien ordenado entonces V(H') = 0 o
V(H') tiene un unico elemento. Aplicando recursivamente el Lema 1.26 deduci-
mos que V(H) es finito. O

Corolario 1.29. El conjunto S definido en (1.9) es un semigrupo finitamente
generado.

Demostracion. Es consecuencia de los Lemas 1.24 y 1.26 y Corolario 1.28. O

Corolario 1.30. El conjunto de las soluciones enteras no negativas de una ecua-
cion diofdntica homogénea a1xy + --- + apx, = 0 es un semigrupo numérico
finitamente generado.
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La referencia seguida para el contenido de esta seccién es [5]. En di-
cho articulo se explicita un algoritmo para calcular las soluciones enteras no
negativas de un sistema de ecuaciones diofénticas general (no necesariamente
homogéneo). Nosotros en esta seccién presentamos el caso particular de una
ecuacién diofdntica homogénea, pero si sustituimos el S definido en (1.9) por
S ={s=(s1,...,8p) € N : As = 0}, siendo A una matriz de p columnas con
coeficientes en Z, los resultados aqui presentados siguen siendo ciertos.






2

Segundo Capitulo: Problema de la Boda

En este capitulo estudiaremos el problema de cémo distribuir de forma
optima los invitados de una boda. Esto nos conducira al estudio del conjun-
to T formado por los enteros n tales que el sistema de inecuaciones (2.1) con
coeficientes enteros no negativos,

a1x1+...+apxp+a§n§b1$1+"'+bp93p*6 (21)

tiene al menos una solucién en NP. Probaremos que 7'U {0} es un submonoide
de (N, +) y describiremos un algoritmo para calcular T'. Al final del capitulo,
resolveremos el problema de programacién lineal con computacién y compara-
remos resultados. Para ello, utilizaremos el lenguaje Gusek.

La referencia seguida mayormente para el desarrollo de este capitulo, en
lo relativo a semigrupos, es [8].

2.1. Introduccion

Nos interesa resolver el siguiente problema:
Un catering se encarga de organizar eventos y necesita saber cémo distribuir
los invitados de una boda en las mesas. Hay mesas pequenas y grandes, con
capacidad para cuatro y seis invitados respectivamente. Se deben cumplir las
siguientes restricciones:

= Kl coste que le supone al catering cada mesa es 600 euros las pequenas y 800
euros las grandes. En dicho presupuesto se incluye la comida, decoracién y
el servicio.

= Los clientes pagan 200 euros por invitado.

=  Ademads de los invitados previstos, el catering anade uno més para cubrir
posibles cambios de ultima hora.
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Si la compania considera que un servicio es rentable si tiene una ganancia
minima de 16000 euros, jcémo debemos distribuir a los invitados?
Para poder responder la pregunta, plantearemos un sistema de ecuaciones. De-
finimos & como el nimero de mesas pequenas e y como el nimero de mesas
grandes. Sea n el nimero de invitados al evento, obtenemos el siguiente plantea-
miento:

200n > 600z + 800y + 16000

2.2
n+1 < 4x 4+ 6y. (2:2)
Simplificando las inecuaciones (2.2) obtenemos:
> 4y + 80,
n > 3z + 4y + (2.3)
n <4z + 6y — 1.
Por tanto, la solucién a nuestro problema serfa el conjunto S = {n € N :

(2.3) tiene solucién en N?}. Llamaremos regidn factible del problema (2.3), para
n fijado, a los pares (,y) € N? verificando ambas inecuaciones. Gréaficamente la
representamos en la Figura 4.2.

Y Y
80 80
60 60
40 40
20 20
T
-Eo\ 20 40 60 -20 20 40 60
<20 -20 4z+6Yy
-40 -40
-60 4z+6y=1 -60
-80 -80
3z+4y=—80

Figura 2.1. Regién factible con n =0y n = 300.

T

3x4-4y=220

=301
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Observamos en la primera grafica de la Figura 4.2, que cuando n es cero,
es decir, la boda no tiene invitados, no hay regiéon factible del problema. En
la segunda gréfica, hemos representado el caso de que hayan 300 invitados, y
como podemos apreciar, existe regién factible, es decir, la empresa de catering
consigue beneficio. Para ser méas precisos, la regién factible serfan las soluciones
enteras dentro de la zona negra.

Modelicemos el problema en dimensién p arbitraria. Sean a = (a1, . .., ap),
b=(b1,...,by) € Ny a,B €N,y consideramos el conjunto S(a, b, o, 5) descrito
en (1.1).

Usando la Proposicién 1.6 sabemos que S(a, b, 0,0)U{0} es un submonoide
de (N,+). Ademds, la Proposicién 1.19 nos dice que todo submonoide admite
un Unico sistema minimal de generadores finito. Por tanto, nuestro principal
objetivo en este capitulo serd encontrar un algoritmo para calcular el sistema
minimal de generadores de S(a,b,0,0) U {0}. También caracterizaremos cuando
S(a,b,a, 8) U{0} es un semigrupo numérico.

2.2. Primeros resultados en el caso (a,3) = (0,0)

En esta seccién vamos a suponer que (o, ) = (0,0). Ya sabemos que
S(a,b,0,0) es un submonoide de (N, +) que admite un sistema minimal de ge-
neradores. Nuestro objetivo en esta secciéon serd determinar un sistema mini-
mal de generadores de dicho conjunto. Recordemos que a = (ai,...,ap),b =
(b1,...,bp) eNPy o, €N

Para z = (z1,...,2p) € ZP, definimos:
A(z) == {(x1,...,2p) E NP 2929 + - - - + 2zpzp, > 0} (2.4)
Teorema 2.1. A(z) es un submonoide finitamente generado de (NP, +).

Demostracion. Comprobaremos que A(z) verifica la Definicién 1.3. Es claro que
A(z) C NP. Ademds A(z) contiene al 0 y es cerrado para la suma. Para verificar
que A(z) estd finitamente generado, contruimos el conjunto:

A(z) = {(21,. . 2p,2p1) ENPPL gy + o zpm, —ap 0 =0} (2.5)

A(2) es el conjunto de las soluciones de la ecuacién dioféntica 2121+ - - + 2pa;, —
Zp+1 = 0y aplicando el Corolario 1.30 tenemos que A(z) estd finitamente genera-
do. Sean by, ..., b, un sistema de generadores de A(z). Entonces 7(b1), ..., m(b,)
es un sistema de generadores de A(z) donde
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7o NPHL 5 NP
(mla"'axpvmzﬂrl) — (mlau'axp)

va que 7(A(z)) = A(2). O

La prueba del Teorema 2.1 nos proporciona el siguiente algoritmo para la
busqueda de un sistema generador de A(z).

Algoritmo 2. Para calcular un sistema de generadores de A(z) debemos de
seguir los siguientes pasos:

1. Definimos A(2) := {(@1, .ce; Tp, Tpt1) € NPTL 1 2920 + o+ 2p2p + oo + 2pTp —
Tp+1 = 0}. A(z) es un submonoide finitamente generado de (NPF1, ).

2. Calcular el sistema de generadores, {b1,...,b,}, de A(2)\{(0,...,0)} ya que
coincide con el sistema de generadores de A(z).

3. Calcular {m(b1),...,m(bqg)} donde m(z1, ..., xp, Tpy1) = (z1, ..., Tp).

4. A(z) = {m(b1),...,m(by) }).

Describiremos a continuacién un sistema de generadores de S(a,b,0,0) U {0}.

Denotamos [—, —]y la interseccién del intervalo real [—, —] con el conjunto de los
numeros naturales.

Teorema 2.2. Seana,b € N y{m1,...,my} un sistema de generadores de A(b—
a), donde m; = (my1,...,m4p) para todo i € {1,...,q}. Entonces S(a,b,0,0) U
{0} es el submonoide de (N,+) generado por:

L= U gzl[almﬂ 4+ 4 apmip, blmﬂ + 4 bpmiph\;. (27)

Demostracion. Sabemos que {m1,...,m,} es un sistema de generadores de
A(b—a) y tenemos que demostrar que S(a, b, 0,0)U{0} es el submonoide generado
por L. Aplicando la Proposicién 1.6 con o = 0y 8 = 0 queda demostrado que
S(a,b,0,0) U {0} es un submonoide de (N, +).

Reescribiremos S(a,b,0,0) de la siguiente manera:

S(a,b,0,0) = U [ar121 + -+ apTp, b1y + -+ bpap]. (2.8)

Por construccidn, es evidente que S(a,b,0,0) C L, siendo L como en (2.7).
Para finalizar la demostracién, probaremos que si T' es un submonoide de (N, +)
que contiene a L, entonces S(a,b,0,0) C T. Para ello comprobaremos que si
(z1,...,2p) € A(b— a), entonces

[a1z1 + -+ apTp, b1z + - F bpzyln ST (2.9)

Si(z1,...,2p) € A(b— a), aplicando la hipdtesis sabemos que:
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(1,...,2p) = \imq + - - - + Agmy para ciertos Aq,...,A\; € N. (2.10)

Para demostrar (2.9) haremos induccién sobre A; +---+ A Si A +---+ X, =0,
entonces \; = 0 para todo i € {1,..., ¢}, por tanto, el resultado es trivial. Vamos
a suponer que se cumple para todos los A\;+-- -+, < 1 para todo i € {1,...,q} y
vamos a demostrarlo para A; +- -+ A, > 1. Sea A; # 0. Tomamos (y1,...,Yp) =
Aimq + -+ (A — I)my + -+ + A\gmy,. Por la hipétesis de induccién, tenemos
que [a1y1 + -+ + apYp, biyr + - + bpypln € T. Sabemos que (z1,...,zp) =
(y15---,Yp) + my. Por tanto, como [ar1ys + -+ + apyp,b1y1 + -+ + bpypln €T y
T monoide, [a1y1 + - - + apyp, biy1 + - - + bpyp] + [army, + - -+ apmy,, bymy, +
o bpmg,In C T, esto es, [ar(yr +miy) + -+ ap(yp + my,), bi(yr + ma,) +
oo+ by(yp +my,)]n C T, y por tanto, (2.9) queda demostrado. O

El Teorema 2.2 determina los generadores de S(a,b,0,0) U {0} a partir
de los generadores de A(z), y estos ultimos los podemos obtener mediante el
Algoritmo 2 que se encuentra en la pagina 14.

Ejemplo 2.3. Retomando el ejemplo determinado por (2.3), vamos a encontrar un
sistema minimal de generadores para el conjunto S = S((3,4), (4,6),0,0) U {0}.
Primero buscaremos un sistema de generadores para A(1,2) = {(x,y) € N? : z+
2y > 0}. Para ello, estudiaremos los elementos minimales de A(1,2)\{(0,0,0)}
donde A(1,2) = {(x,y,2) € N® : x + 2y — z = 0}. Para calcular sus mini-
males, nos percatamos de que el conjunto A coincide con el conjunto H defi-
nido en (1.12). Asi, por el Ejemplo 1.27 tenemos que sus elementos minima-
les son {(1,0,1),(0,1,2)} y por tanto, aplicando el Algoritmo 2, {(1,0),(0,1)}
es un sistema de generadores de A(1,2). Del Teorema 2.2, concluimos que
[3,4]ny U [4,6]y = {3,4,5,6} son generadores de S(a,b,0,0) U{0}. Y por tan-
to, S =4{0,3,4,5,—}, donde a = (3,4) y b = (4,6).

2.3. El caso (a,3) # (0,0)

Hemos demostrado en la Proposicién 1.6 que S(a,b, a, ) U {0} es un sub-
monoide de (N,+) y en la Proposicién 1.19 que posee un sistema minimal de
generadores Unico y finito. Por tanto, solo nos queda hallar un algoritmo para
encontrar dicho sistema de generadores.

Fijamos «, f € N. Para esta seccion definiremos el conjunto:
A —a) :={(z1,...,xzp) € NP : (by —ar)x1 + ... + (bp — ap)zp > a+ B}. (2.11)
Entonces, podemos expresar el conjunto S(a, b, o, ) como:

S(a,b,a, p) = U l[a1z1+ ... Fapzp+o, bizr+...+bpzp—Bln. (2.12)
(x1,..,xp)EA(b—a)
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Vamos a definir la relacién binaria <4_q) en A(b — a) como sigue:
T <A(h—q) Yy siy solosiy —z € A(b— a). (2.13)
Proposicién 2.4. La relacion <ap—q) es una relacion de orden en A(b — a).

Demostracion. Para comprobar que < 4(;_g) es una relaciéon de orden en A(b—a)
debemos de verificar tres condiciones. La relacién <4(_q) serd reflexiva si x
estd relacionado con z, esto es, si x — x € A(b — a). Dicha diferencia es 0 y
0 € A(b — a). Asimismo, también es antisimétrica ya que, si < 4-q) ¥ €
Y <A(b—a) T, entonces y —x € A(b—a) y —y € A(b—a), por lo que x = y. Por
tltimo, la relacién es transitiva ya que si & <gp-q) ¥ € ¥ <a@p—q) 2, €ntonces,
y—x€Alb—a)y z—y e A(b—a). Queremos demostrar que z —z € A(b— a),
pero z —x = z —y + y — x. Por tanto, como ambas diferencias pertenecen a
A(b — a), la suma permanece en A(b — a) y concluimos que  <4(p—q) 2. O

Para el estudio que haremos a continuacién, necesitamos considerar las
siguientes ecuaciones e inecuaciones:

(b1 —ar)zy 4 -+ + (bp — ap)rp > a + B, (
(bl —al)xl +--~+(bp—ap)xp—mp+1 :CV+B7 (215
(b1 —ar)zy + .. 4 (bp — ap)xp — Tpi1 — (@ + Bapi2 =0, (
(01 —a1)xr + ... + (b —ap)zp, =0, (
(01 —ar)xr + ... + (bp — ap)zp, > 0. (2.18
Con el fin de ayudar al lector, también definiremos a continuacién las
aplicaciones que utilizaremos para la demostracién de los siguientes resultados:

7 NPt 5 NP

2.19
(@1, Zp, Tptr1) — (T1,-- -, Tp), (2.19)
- Np+2 p+1
(1}1, . 7.’12p+1,.’lip+2) — (.Z’l, . 7.’L‘p,l’p+1),
. NP+2 P
mo ¢ N — N (2.21>
(xla sy xp+l7xp+2) — (1’1, sy xp)'
La referencia seguida para el desarrollo de esta seccién es [6, Section 2].
Lema 2.5. El elemento (s1,...,5p) € NP es una solucion de (2.14) si y solo si
existe sp+1 € N tal que (s1,...,Sp, Sp+1) es una solucion de (2.15).
Demostracion. Como (s1,...,8p) € NP es solucién de (2.14) existe r € N tal
que (by —a1)s1 + -+ (by — ap)s, —r = a+ . Por tanto, (s1,...,sp,r) s una

solucién de (2.15). Por otra parte, si (b1 —a1)s1+...+(bp —ap)sp—spy1 = a+f
con sp+1 € N, entonces (b1 —aq1)s1+ ...+ (bp —ap)sp > a+ 3, lo que finaliza la
demostracion. O
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Lema 2.6. Sea B = {au,...,a:} con o = (... ,q;,,,) un sistema de ge-
neradores del conjunto de soluciones no negativas de (2.16). Asumimos que
ai,...,aq son los elementos de B con la ultima coordenada igual a cero y
Od41,---,0q son los elementos en B con la dltima coordenada igual a uno, don-
de g < t. Sea 7, : NP2 — NPT g proyeccion de las p+1 primeras coordenadas,
definida en (2.20). Entonces, el conjunto de soluciones no negativas de (2.15)
es {7T1(Oéd+1), e 77r1(ag)} + <7T1(041), e 77T1(Oéd)>.

Demostracion. Si (s1,...,Sp+1) es solucién no negativa de (2.15), entonces (by —
ar)s1+- -+ (bp—ap)sp— Spr1 = a+ B, lo que implica que (by —az)s1+-- -+ (bp—
ap)Sp — Sp+1 — (v + ) = 0. Por tanto, (s1, ..., Sp+1, 1) es solucién no negativa de
(2.16). Existen aq,...,a; € N tales que (s1,...,8p+1,1) = a101 + - -+ + aqgaq +
Ag410q4+1 + -+ + ag0g + Ggr10941 + -+ + aroy. Como la tltima coordenada
de (81,...,8p, Spt+1,1) es uno, sabemos que existe un dnico a;, = 1 con i €
{d+1,...,9} y que a, = 0 para todo k > g+1. Luego, (s1,...,Sp+1,1) = ara1+
-4 aqgoq+ . Por tanto, (s1,...,8p41) = a1mi(aq) +- - +agmi(oq) +mi(ey) €
(ri(an),...,m1(aq)) + m(a;), coni € {d+1,...,g}. Ahora debemos demostrar
que todo elemento del conjunto {m(cgy1),...,m(ag)} + (mi(ea), ..., m(a))
es solucién no negativa de (2.15). Como {ag41,...,a4} son soluciones enteras
no negativas de (2.16) con a;,,, = 1 entonces m(c;) son soluciones enteras
no negativas de (2.15) para todo i € {d+1,...,¢}, es decir (by — aq,...,b, —
ap,—1) - m(e;) = a + B, donde - denota el producto escalar usual en RPF!.
Por otra parte, como {aq,...,aq} son soluciones enteras no negativas de (2.16)
con a;,,, = 0 entonces son soluciones no negativas de la ecuacién homogénea
asociada a (2.15), es decir, (b1 —a1,...,bp, —ap,—1) - mi(a;) =0,1 <i < dy

por tanto, (by — a1, ...,b, —a,, —1) - w = 0 para todo w € (m1(),. .., 71 (aq)).
Sea ahora z elemento de {m1 (vg+1), - - ., 1 (g) }+{(m1(a1),...,m1(aq)). Entonces
z = m(a;)+w paracierto i € {d+1,...,9} yw € (m(a1),...,m(aq)). Entonces
(bl—al,...,bp—ap,—1)~z: (bl—al,...,bp—ap,—l)om(ai)+(b1—a1,...,bp—
ap,—1) - w=a+p+0=a+p4. O
Proposicién 2.7. Sean {c, ..., o}, {ou,...,aa} y {egy1,..., a4} como en el

Lema 2.6 y sea my : NP*2 — NP la proyeccion de las primeras p coordenadas
definida en (2.21). Entonces, el conjunto de soluciones enteras no negativas de
(2.14) es:

.A(b — a) = {7T2(Ozd+1), ce ,7T2(Oég)} + <7r2(a1), R ,7T2(04d)>. (222)

Demostracion. Sabemos por el Lema 2.6 que el conjunto de soluciones de (2.15)
es {mi(ags1),...,mi(ag)} + (mi(o), ..., m(aq)). Ademds, el Lema 2.5 nos ca-
racteriza el conjunto de soluciones de (2.14) a partir del de (2.15) mediante la
proyeccién m : NPt! — NP sobre las p primeras coordenadas. Concluimos la
demostracion teniendo en cuenta que mo = 7 o 7] y 7y preserva la suma y el
producto por niimeros naturales. a
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Lema 2.8. Sean {ou,...,a:},{ou,...,aq} y {agi1,..., a9} como en el Lema
2.6. Entonces A(b — a) = (ma(aq),...,ma(ayq)), donde my : NP*2 — N es la
proyeccion sobre las p primeras coordenadas.

Demostracion. Tenemos que demostrar que el conjunto (ma(ay), ..., ma(aq)) son
soluciones enteras no negativas de (2.18). Los elementos aj, ..., a4 son las so-
luciones enteras no negativas de (2.16) con su tltima coordenada igual a cero,
por lo tanto, ma(as),...,ma(aq) € A(b —a) y (m2(a1),...,m2(aq)) C A(b — a).
Reciprocamente, si (s1,...,sp) € A(b — a), entonces existe sp11 € N tal
que (S1,...,8p,Sp+1,0) es una solucién de (2.16). Como {ai,...,a:} es un
sistema generador del conjunto de soluciones no negativas de (2.16), existen
ai,...,a; € Ntalesque (s1,...,5511,0) = aja1+- - -+asa;. Sabemos que o, es
cero para todo ¢ € {1,...,d}. Como la tltima coordenada de (s1,...,sp, Sp+1,0)
es cero, necesitamos que ay, sea cero para todo k > d. Luego, (s1,...,8p41,0) =
arar + -+ + aqoq. Por tanto, (s1,...,8p) = aima(oq) + -+ + agma(ag) €
<7'l'2(0(1)7 ce ,7T2(Ozd)>.

O

Denotaremos M< 4(y—q)(A(b — a)) al conjunto de elementos minimales de
A(b — a) respecto de < 4(p—q)-

Teorema 2.9. Sean A(b — a) el conjunto de soluciones enteras no negativas de
(2.14) y D un sistema de generadores del conjunto de las soluciones no negativas
de (2.18). Entonces, A(b— a) = C + (D), siendo C = M<a(p—a)(A(b — a)).

Demostracion. Sabemos por la Proposicién 2.7 y por el Lema 2.8 que A(b —
a) = (D) + {ma(®a+1),...,m(ag)}. Luego, tenemos que demostrar que C =
M<,_oyAlb — a) = {ma(@it1),...,m2(ag)}. Sea x € M<ca@p—a)(A(b — a)), en
particular, * € A(b — a). Por tanto, por la Proposicién 2.6 existen j € {d +
1,...,9} y a1,...,aq € N tales que = ma(a;) + arma(a1) + - -+ + agma(aq).
Concluimos x = m(a;) para algin j € {d+1,...,g}, ya que si algin a; con
i € {1,...,d} es distinto de cero, entonces x no pertenece a M<,,_ . A(b— a).

O

Observacion 2.10. Observamos de la demostracién del Teorema 2.9 que el con-
junto de minimales de A(b—a) con respecto al orden < 4(,—q) €8 M< o (p—q)(A(b—
a)) = {m2(aas1), ..., ma(ay)}, donde my : NP2 — NP es la proyeccién de las p
primeras coordenadas y ag+1,...,ay estdn definidos en el Lema 2.6.

Teorema 2.11. Sean

C= U l[arci + ... + apep + o, bicr + ...+ bpep — B (2.23)
(c1,...,cp)EC
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D= |J [aadi+ .. +apdybrdy + ...+ bpdyn. (2.24)
(dy,...,dp)ED

Entonces, S(a,b,a, 8) U{0} es el D-monoide mds pequerio que contiene a C.

Demostracion. Por definicién, sabemos que S(a, b, , 5) U {0} es un D-monoide
que contiene a C. Solo nos falta demostrar que es el mas pequenio. Para ello,
probaremos que si T es un D-monoide que contiene a C, entonces S(a, b, «r, 8) U
{0} C T. Es equivalente a probar que:

l[a1z1 + ... + apxp +a,bizr + ... + bpzp, — By C T, (21, ..., 7p) € A(b—a). (2.25)

Sabemos por el Teorema 2.9 que A(b—a) = C + (D); aplicando Proposicién 2.7,
D = {di,...,dq} para ciertos di,...,dq € N". Si (z1,...,2p) € A(b— a), entonces
existen ¢ € C y A1,...,A\; € N tales que (z1,...,2p) = ¢+ Aidi + ... + Agdg.
Finalizamos la demostracion procediendo por inducciéon de la misma manera
que en la demostracion del Teorema 2.2. |

Aplicando el Teorema 2.11 y el Algoritmo 1, que se encuentra en la pagina
6, podemos encontrar el sistema minimal de S(a, b, o, ) U{0}. No obstante, para
el Algoritmo 1 necesitamos conocer C' y D. Todo ello nos permite describir un
nuevo algoritmo donde también calcularemos C'y D.

Algoritmo 3. Serén conocidos a,b € NP y a, 8 € N tal que (o, 8) # (0,0). El
algoritmo nos proporcionard el sistema de generadores de S(a,b,«, 5) U {0} y
los pasos a seguir son los siguientes:

1. Calcular D, es decir el sistema de generadores de A(b — a). Para ello, apli-
caremos el Algoritmo 2.

2. Calcular C.

Calcular C'y D.

4. Devolver el sistema de generadores del D-monoide mas pequeno que contiene
a C. Para ello, aplicaremos el Algoritmo 1, explicado en la pagina 6.

©w

Observacion 2.12. Para aplicar la Proposicion 2.6 necesitamos el sistema de ge-
neradores del conjunto de soluciones enteras no negativas de (2.15). Explicare-
mos una manera ficil de obtenerlo. Definimos el conjunto F = {(z1, ..., zp42) €
NP2 (by —ay)zy + oo + (b — ap)zp — Tpi1 — (@ + B)zps2 = 0)}. Sabemos, apli-
cando el Corolario 1.30, que F es un monoide finitamente generado de (NP2, +).
Ademsds, de los Lemas 1.24 y 1.25 tenemos que el sistema de generadores de F
coincide con los elementos minimales de F\{(0, ...,0)}.

Ejemplo 2.13. Vamos a encontrar el sistema minimal de generadores de S =
S((3,4), (4,6),80,1) U {0} usando el Algoritmo 3.

1. El sistema de generadores D de A(b — a) es D = ({(1,0),(0,1)}), segin
calculamos en el Ejemplo 2.3.
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2. Calculamos los elementos minimales de F\{(0,0,0,0)} haciendo uso de la

Observacion 2.10.
F = {(x1, 72,73, 04) € N* : 2y + 229 — 23 — 8124 = 0}. (2.26)

Como solo nos interesan el conjunto de minimales de F cuya ultima coorde-
nada sea igual a 1, tenemos que x4 = 1 y obtenemos:

Fi = {(.%‘1,.132,%‘3) S N3 . x1 + 2x9 —x3 = 81}. (2.27)

Para encontrar los minimales de F1\{(0,0,0)} podriamos aplicar el Lema
1.26, pero la realizacion de los calculos resulta muy tediosa. Es por ello que
decimos acudir a la resolucién clésica de ecuaciones diofanticas fijando 3
como un parametro, en este caso rz = A, A € Z obteniendo asi una ecuaciéon
diofantica de dos variables:

x4+ 2 =81+ (2.28)

Es claro que (2.28) tiene solucién ya que med(1,2) =1y 1 divide a 81 + A
con A € Z. Tras su resolucién obtenemos que las soluciones de (2.28) son
{(=81 = A+2t,81+X—1t): A\t € Z}. Por tanto los elementos de F con
24 = 1 son de la forma (—81 — A+ 2t,81 + A — ¢, A\, 1) y los minimales de
F\{(0,0,0,0)} con tltima coordenada igual a 1 son:

minimales(F\{(0,0,0,0)}) = {(1,40,0,1), (0,41,1,1)}. (2.29)

Aplicando el Teorema 2.9, C = {(1,40), (0,41)}.

. Calculamos C definido en (2.23) y D definido en (2.24).
C = [243, 243 U [244, 245]y = {243, 244, 245} (2.30)
Yy
D = (3,45 U[4,6]y = {3,4,5,6}. (2.31)
. Finalmente, usando el Algoritmo 2, el {3,4, 5, 6}-monoide més pequeno que

contiene a {243,244, 245} es
S = {0,243, 244, -}, (2.32)

donde a = (374)ab: (4,6),@280}76: 1.

Los elementos no nulos del conjunto S dado en (2.32) constituye el conjunto de
soluciones al problema (2.3) que planteamos al inicio de este capitulo.

Esto significa que a partir de n = 243, esto es, 243 invitados la empresa de

catering va a conseguir beneficio, por tanto, a partir de dicho valor obtenemos
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regién factible.

Procedemos a calcular ahora el nimero de mesas de cada tipo que nece-
sitariamos con los 243 invitados. Para ello, representaremos nuestro sistema de
inecuaciones que seria el siguiente:

243 > 3x + 4y + 80,

2.33
243 < 4x + 6y — 1. ( )

Como podemos ver en la Figura 2.3, dentro de nuestra regiéon factible solo tene-
mos una solucién entera, el punto (1,40). Es por ello que finalmente la solucién
oOptima para nuestro problema, esto es, la que menos gastos le produzca a la
empresa de catering es una mesa pequena y 40 mesas grandes. Recordemos que
nos encontramos en el caso de n = 243 invitados.

60
50

1, 40)
30

20

3x+4y=163
4x+6y=244

10

x
-20  -10 \‘ﬁ 10 20 30 40

Figura 2.2. Regién factible con n = 243.

2.4. Semigrupos Numéricos

Por la Proposicién 1.6 sabemos que S(a, b, o, 5)U{0} es un submonoide de
(N, +). Para que un submonoide S de (N, +) sea semigrupo numérico es necesario
que N\S sea finito y esto no siempre ocurre. Vamos a estudiar los casos en los
que S(a,b,a, 8) U {0} es un semigrupo numérico.
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Teorema 2.14. Sean a = (a1, ...,ap),b = (b1,...,by) € NP y o, 8 € N. Ademds,
sean I; = {i € {1,...,p} 1 a; < b;},E={i € {1,..,p} : a; = b}, y A = {a; :
i € E}. Entonces el submonoide S(a,b,a, ) U {0} de (N,4) es un semigrupo
numérico si y solo si (I} Z0) o (I; = 0, F # 0, med(4) = 1, (o, 8) = (0,0)).

Demostracion. Vamos a distinguir tres casos.

Caso 1. Sean a; > b; para todo i € {1,....,p} v (a,3) € N? o sean a; > b;
para todo i € {1,...,p} v (a,8) € N2\{(0,0)}. Entonces, es obvio que ajz; +
oo Fapzy + > bz + ...+ bpx, — B para todo (21, ..,x,) € NP. Por lo tanto,
S(a,b,a,8) =0, S(a,b,a, 3) U{0} = {0} y S(a,b,a,8) U {0} no es semigrupo
numérico.

Caso 2. Sean a; > b; para todo ¢ € {1,...,p}, existe i* € {1,...,p} tal que
Aix = bi*a y (Oé,ﬂ) - (0,0) St E = {Z € {177p} La; = bl} y Ig = {7’ €
{1,...,p} : a; > b;}, entonces podemos decir que EUI, ={1,...,p} y ENI, = 0.
Por otro lado,

P
arz1+...+apty <bizi+...+byxp siy solosi 0 < Z(bifai)xi = Z(bifai)xi.
i=1 icly
(2.34)
Como b; —a; < 0 para todo ¢ € I y (x1,...,2p) € NP, tenemos que (2.34) se
verifica si y solo si x; = 0 para todo ¢ € I,. Por lo tanto,

S(a,b,0,0) = {n eN: Zaixi <n< Zbixi para algin (x;);eg € N’}
i€E i€k
(2.35)
donde r es la cardinalidad de E. Ahora, como ZiEE a;r; = ZiEE b;x; para
todo (z;)icr € NP, concluimos que S(a,b,0,0) es el submonoide generado por el
conjunto A = {a; : i € E}. Ademds, del Lema 1.18 tenemos que, S(a,b,0,0) es
un semigrupo numérico si y solo si med(A4) = 1.
Caso 3. Existe j € {1, ...,p} tal que a; < b;. Estd claro que (b;—a;)z;—8—a >0
para un adecuado x;. Entonces a;jz; + a < bjx; — Sy ajo; +a+1 < bjxy —
B. Por lo tanto, ajz; + a y ajz; + o+ 1 € S(a,b,a, ) U {0} (considerando
(z1,...,2j,...,xp) = (0,...,25,...,0)). Entonces S(a,b,c, ) U {0} contiene
dos enteros consecutivos y por tanto, dos enteros coprimos. Como consecuencia
del Lema 1.18, S(a,b, a, ) U {0} es un semigrupo numérico. O

Retomemos el Ejemplo 2.13. El conjunto solucién S es un semigrupo
numérico, puesto que S = {0,243, 244, —}, y su complementario en N es

N\S = {1,2,...,241,242} (2.36)

que es finito.
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2.5. Implementacién en Gusek

Podemos estudiar el problema de la boda desde el punto de vista de pro-
gramacién lineal entera. Para ello, vamos a implementar en Gusek un problema
de programacién lineal entera cuya funcién objetivo serd maximizar el beneficio
del catering. Gusek es un interfaz grafico libre para windows que utiliza el motor
de optimizacién de GLPK. GLPK (GNU Linear Programming Kit) estd desa-
rrollado para la resoluciéon de problemas de programacion lineal de gran escala,
problemas de programacion entera mixta y otros problemas relacionados. En
concreto, emplearemos el lenguaje de programacion GMPL. El cédigo utilizado
se incluye en el Apéndice.

El resultado que obtenemos por pantalla se muestra en la Figura 2.3. Co-
mo podemos observar, el problema es no acotado. Esto se debe a que, igual que
obteniamos con el método algebraico, a partir de un n, en concreto, n = 243,
la empresa siempre obtendra beneficio. A maés invitados, més beneficio obtendra
por tanto no existe una solucién 6ptima. Esto no significa que el problema no
sea factible sino que siempre podremos maximizarlo.

L U T T s
Model has been successTully generated
GLPE Integer Optimizer, w4.65
5 rows, 3 columns, 9 non-zeros
3 integer variables, none of which are binary
Preprocessing...
1 row, 3 columns, 3 non-zeros
3 integer variables, none of which are binary
Scaling...
A: min|aij| = 21.000e+00 max|aij| = 6.000e+00 ratioc =
Problem data seem to be well scaled
Constructing initial basis...
Size of triangular part is 1
Solving LP relaxation...
GLPE Simplex Optimizer, w4.65
1 row, 3 columns, 3 non-zZeros
0: obj = -0.000000000e+00 inf = 1.000e+00 (1)
1: obj = -1.333333333e+02 inf = 0. 000e+00 (0]
LP HAS UNBOUNDED PRIMAL SOLUTION
Time used: 0.0 secs
Memory used: 0.1 Mb (26600 bytes)
=Exit code: 0O Time: 0.238

Figura 2.3. Resultado por pantalla utilizando el Gusek

Paralelamente al método algebraico, ahora calcularemos con programacion
lineal el niimero de mesas que harian falta de cada tipo con n = 243 invitados,
en el sistema de inecuaciones (2.3). Recordemos que x era el nimero de mesas
pequenas e y el niimero de mesas grandes.

Como podemos observar en la Figura 2.4, el modelo ha sido procesado con
éxito. Debemos destacar que el tiempo de computacién, como se puede apreciar
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Time used: 0.0 secs

Memory used: 0.1 Mb (88578 bytes)
Display statement at line 17
z.val = 32600

Display statement at line 18

x.val = 1

v.val = 40

Model has been successTully processed
>Exit code: 0O Time: 0,231

Figura 2.4. Resultado por pantalla utilizando el Gusek

en la imagen, es practicamente despreciable. Efectivamente la solucién obteni-
da es la misma que en el desarrollo anterior, esto es, con n = 243 invitados,
necesitarfamos una mesa pequena y 40 mesas grandes. El gasto total por parte
del catering seria la variable z, en este caso, 32600 euros. El beneficio para la
empresa son 16000 euros. Este ultimo algoritmo, en cédigo Gusek para calcular
el nimero de mesas, también se incluye en el Apéndice.

Aunque con ambos procesos obtenemos los mismos resultados debemos
destacar que con los semigrupos numéricos somos capaces de obtener el conjunto
de invitados a partir del cual tenemos beneficio. No obstante, debemos destacar
la rapidez de respuesta que nos ofrece la programacion lineal. Como trabajo
futuro se podria comparar computacionalmente ambos métodos.
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Tercer Capitulo: Bases de Grobner

En este capitulo estudiaremos los conceptos necesarios que luego aplicare-
mos para resolver un problema de transporte. Para ello, tendremos que buscar
las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales, las cuales seran encon-
tradas a través de bases de Gribner. Dado un ideal I de un anillo de polinomios,
una base de Grobner es un sistema de generadores de I que satisface algunas
propiedades, que detallaremos méas adelante.

Cabe destacar que los conocimientos plasmados en este capitulo fueron
aprendidos en el curso [3] y [10].

3.1. Introduccién a las bases de Grobner

Denotaremos Clzy,...,z,] al conjunto de polinomios en las variables
Z1,...,&, con coeficientes en C. Sea F' el conjunto de polinomios {f1,..., fi} C
Clz1,...,20]. Si @ = (a1,...,a,) € N" denotaremos por X* al monomio
zitag? .. xlin.

Definicién 3.1 (Ideal de Polinomios). Dado un conjunto de polinomios I C
Clz1,...,xn], I es un ideal si verifica:

« Oel
= Sif,gel, entonces f+ge€l.
» SifelyheClxy,...,x,], entonces hf € I.

Lema 3.2. Sea F ={f1,..., ft} CClxy,...,z,]. El conjunto
{hlfl =+ - +htft : h17. ..,ht S (C[.’Eh...,{l?n]} (31)

es un ideal de Clx1, ..., x,] que llamaremos ideal generado por F y denotaremos

por (f1,..., ft).
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Demostracion. Para demostrar que el conjunto (3.1) es un ideal de polinomios
basta comprobar que verifica la Definicién 3.1. Si fijamos h; = 0 para todo
i€ {l,...t}, entonces 0 € I. Si f,g € I, entonces f = hyfi +--- + hef; tales
que, hi,...,hy € Clay,...,zn] y g = Rif1 + -+ + hif: tales que, h},... h} €
Clz1,...,xy]. Por tanto, f +g = (he + hY)f1 + -+ + (he + h})fe tales que,
hi+hy,...;he+h, €Clzy,...,xn]|y fHge€I.SifelyheClr,... a,
entonces hf = hhyfi + -+ hhify € I con hh},... hh, € Clzy,...,z,] y por
tanto, hf € I. O

3.2. Ordenes monomiales

En esta seccién estudiaremos los 6rdenes monomiales que seran necesarios
para introducir las bases de Grébner.

Definicién 3.3 (Orden monomial). Un orden monomial en Clxy,...,x,] es
una relacion < en N que satisface:

1. < es un orden total en N™.

2.5 a<pByvyeN" entoncesa+v<0+7.

3. < es un buen orden en N", esto es, todo subconjunto no vacio de N" tiene
un primer elemento.

Podemos definir una biyeccién entre el conjunto de monomios de Clz1, . . ., ;]
y sus exponentes de la siguiente manera:

X =a'ag?---apm e a=(a1,a,...,a,) € N,

Esto nos permitird definir un orden monomial con respecto a los exponentes
de los términos de los polinomios. Denotamos por < el siguiente orden en N™:
sean a = (ai,...,a,) y b = (b1,...,b,) € N, decimos que a < b si existe
i€ {l,...,n—1} tal que a; = b;, si j < iy a; < b;. En otras palabras,
a < b si la primera coordenada no nula de b — a, leida de izquierda a derecha, es
positiva. El orden monomial més utilizado es el lexicografico, el cual definiremos
a continuacion.

Definicién 3.4 (Orden lexicografico). Decimos que X es menor que X° y
lo denotamos X® <jep X°, sia < b.

Ejemplo 3.5. Tenemos que z1 232515 <je. 1257324 yaque, (1,2,3,5) < (1,5,3,1).

3.3. Teorema de la Division

En esta seccion presentaremos la division de polinomios en varias variables.
Para conseguir cierta unicidad, debemos fijar un orden monomial.



3.3 Teorema de la Divisién 27

Definicién 3.6 (Monomio lider). El monomio lider de un polinomio f serd
el mayor de los monomios con respecto al orden monomial fijado < y lo deno-
taremos in<(f).

Teorema 3.7 (Teorema de la divisién). Fijaremos un orden monomial en
N™. Sean F = {f1,..., ft} C Clz1,...,2,)\{0}. Para todo f € Clzy,...,xy]
existen qi,...,q, 7 € Clxy,...,x,], tales que:

(a) = 22:1 aifi+r.

(b) El resto de la division v es 0 o bien, ningin monomio de 1 es divisible por
ningun monomio lider de f;;1 <i <t.

(c) Ademds, si q;f; # 0, el monomio lider de cada producto q;f; es menor o
igual que el monomio lider de f.

Demostracion. Sea < el orden monomial fijado. Si f = 0 hemos terminado
tomando q; = --- = ¢¢ = r = 0. Supongamos f # 0; y consideramos ¢; = --- =
g =1r=0y p=f. Ahora consideramos 1 < i < t.

1. Siin<(f;) divide a in<(p) tomamos ¢q; = q; + ;::((;?) yp=p-— Z:j((ﬁ)) fi, es
decir, procedemos como dividimos polinomios en una variable.

2. Siningun in(f;) divide a in<(p) entonces r = r+in~(p) y p = p —in<(p).

Para demostrar que el algoritmo funciona hay que verificar que tenemos la igual-
dad:

f=afi+ afi+tp+r (3.2)
en cada paso del mismo. La igualdad (3.2) es obvia en el paso inicial del algo-
ritmo, es decir, cuando ¢ = --- = ¢¢ = r = 0y p = f. Supongamos ahora

que (3.2) es cierta en determinado paso del algoritmo y demostremos que sigue
siendo cierta en el siguiente paso. Si el siguiente paso es del tipo 1, entonces
algin in(f;) divide a in<(f) y la igualdad:

in<(p) _ing(p)
in<(fi) in<(fi)

demuestra que ¢; f; +p no ha cambiado en este paso y como los restantes suman-
dos de (3.2) no se han visto afectados entonces la igualdad (3.2) sigue siendo
cierta en este caso. Supongamos ahora que el siguiente paso es del tipo 2, en-
tonces p y r son modificados pero su suma p +r = p —in<(p) + r + in<(p) no
cambia, y como los restantes sumandos de (3.2) no se han cambiado, la igualdad
(3.2) sigue siendo cierta. El algoritmo finalizard si p = 0 y la igualdad (3.2) serd
entonces:

qifi+p=q+ fi+p

fi (3-3)

f=afi+ - +aqfi+r (3.4)

Demostramos que en efecto el algoritmo termina. Observamos que en cada paso
redefinimos el polinomio p. Si estamos en un paso del tipo 1 se tiene que
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; in<(p) N m<() .
= (im(fi)fl) <) n<(fi) = in<(p) (3.5)

y por tanto p y ;;“((Jf ) fi tienen el mismo monomio lider, por tanto la diferencia

l”L—<(ZD)
=) L :
diferencia no es nula, su término lider es menor que el de p. Si estamos en un

paso del tipo 2 la diferencia p —in<(p) es cero cuando p solo tenga un término o
bien su término lider serd menor que el de p. En todo caso, o bien llegamos a un
paso donde el polinomio p = 0 o bien tiene término lider de menor grado que el
de su precedente p, y dado que el orden monomial es un buen orden el algoritmo
debe devolver tras un ntimero finito de pasos el valor p = 0 y la igualdad (3.2)
pasa aser f=q f1 +- -+ qft + 7,y obtenemos el punto (a) del teorema.
Durante el algoritmo solo anadimos términos a r cuando los mismos no son
divisibles por ningin in<(f;), por tanto el polinomio r verifica las propiedades
requeridas en el punto (b). Para finalizar la prueba demostraremos que, cuando
q: fi # 0, entonces

fi es el polinomio nulo si p tiene un Unico término o bien si dicha

in<(qifi) < in<(f). (3.6)

Deducimos del algoritmo que hemos definido que todo término ¢; es de la forma
in<(p)
in<(fi) ; . , K
hemos demostrado que su término lider decrece a lo largo del algoritmo. Por

tanto in<(p) < in<(f) y por ser < un orden monomial, y de la construccién de
los g;, si g; f; # 0 entonces in<(q; f;) < in<(f). O

para cierto valor del polinomio p. El algoritmo comienza con p = f vy

Ejemplo 3.8. Vamos a mostrar el algoritmo de divisién de polinomios en un ejem-
plo. Dividiremos f = 23y +xy? + 1 entre F = {f; = 2® + 1, fo = vy — 3} usando
el orden lexicogréfico y como orden de variables, z > y en C[z,y|. Partimos de
p=fyq =q =r=0. Como ing(f;) = 2% divide a in<(f) = 23y entonces
@ =0+ 250 —ayyp=foay fi = 2Py+ay’ +1-2Py—ay = 2y? —ay+ 1.
Por tanto, en este paso del algoritmo la igualdad (3.2) es

f=zy-fi+0-fot+ay*—zy+1+0.

Ahora p = xy? —2y+1y in<(f1) no divide a in~ (p) = xy? pero in-(fs) = wy sf

lo divide. Entonces g = 0+9;—y; =yyp=p—yfo=ay’—ay+1—y(zy—3) =

—zy + 1+ 3y. En este nuevo paso del algoritmo la igualdad (3.2) es
f=zyfi+yfo+ (—zy+3y+1)+0.

Continuamos con p = —zy + 3y + 1 y in<(p) = —xy no es divisible por in<(f;)
pero sf por in<(f2). En este paso ¢ = y+ 7 =y—1yp= —ay+1+3y+1-fo =
—2 + 3y. La igualdad (3.2) se transforma en

f=zyfi+y—-1f2+ By —2)+0,
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y p = 3y — 2 donde su forma inicial no es divisible ni por in~(f1) ni por in<(f2).
Por tanto en este paso r =0+ in<(p) =0+3y=3yyp=3y—2—-3y=—-2,y
la igualdad (3.2) pasa a ser

f=ayfi+(y—1)fa+(-2)+3y.

Como p = in<(p) = —2 no es divisible ni por in<(f1) ni por in<(fz) en esta
iteracién obtenemos p = 0,7 = 3y — 2 y los ¢1,g2 no varfan con respecto al
paso anterior. Hemos finalizado el algoritmo y la igualdad (3.2) es finalmente

f=afi+aqfo+rdonde g =zy,q1 =y —1)yr=3y—2.

Hay diferencias entre la divisiéon de polinomios en una variable y en varias
variables. En particular, en varias variables el resto de la divisiéon no tiene por
qué ser inico como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.9. Si dividimos f = 2?y+y—3 entre F = {f; = 2%y —1, fo = 2%y +1}
obtenemos f =1 f; +0- fo +y — 2 si comenzamos dividiendo por f; o f =
0-f1+1-fy+y—4siempezamos dividiendo por f5. Por tanto, el resto en la
primera divisiéon es y — 2 pero en la segunda es y — 4.

Si queremos obtener unicidad en el resto, la respuesta pasa por las llamadas
bases de Grobner.

3.4. Bases de Grobner

Dado un ideal I de un anillo de polinomios, una base de Grébner es un
sistema de generadores de I que satisface algunas propiedades interesantes que
comentaremos a continuacion.

Sean I un ideal en C[zy,...,2,] y < un orden monomial fijado. Recorde-
mos que in<(f) se define como el monomio lider del polinomio f. Tenemos que
el conjunto

in<(I) = (in<(f) : f € I) (3.7)
es el ideal generado por los monomios lideres de todos los polinomios del ideal
1.

Definicién 3.10 (Base de Grébner). Sean G un subconjunto finito de I y <
un orden monomial fijado. Entonces G es una base de Grobner con respecto al
orden < si los monomios lideres de los elementos en G generan el ideal in4(I),
es decir,

in<(I) = (in<(g) : g € G). (3.8)

La definicién no nos garantiza que la base de Grobner sea minimal. Es por ello
que surgen las bases de Grobner reducidas.
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Definicién 3.11 (Base de Groébner reducida). Diremos que una base de
Grébner G es reducida si:

» para cada g € G, el coeficiente de in<(g) en g es 1,
» el conjunto {in<(g) : g € G} es un sistema minimal de generadores de in<(I),
v  para cualquier g € G ningdn termino de g — in<(g) se encuentra en in<(I).

Teorema 3.12. Fijado un orden monomial <, entonces todo ideal I en Clx1, ..., x,]
tiene una unica base de Gréobner reducida.

Demostracion. Ver ([2, Proposition 6, Chapter 2]). O

Para calcular una base de Grobner de un ideal I recurriremos al algebra compu-
tacional. El primer algoritmo para ello fue dado por Bruno Buchberger en 1995.
En este trabajo, el lenguaje de programacién escogido para calcular una base
de Grobner ha sido Python. El cédigo que nos proporciona la base de Grébner
reducida se encuentra en el Apéndice.

FEjemplo 3.13. La base de Grobner del ideal generado por 22 e x +y + 2+t €
Clz,y, 2, ] es:

G=(t+a+y+zt>+2y+ 2tz + 9> + 2z + 22).
Para calcularla, hemos utilizamos el cédigo nombrado anteriormente.

Las propiedades de bases de Grobner que necesitaremos se recogen en la
siguiente proposicién.

Proposicién 3.14. Sean G una base de Grobner del ideal I € Clxq,...,z,] y
feClzy,...,xy).

1. El resto de dividir f entre G es unico.
2. El polinomio f pertenece a I si y solo si el resto de dividir f entre G es cero.
3. La base de Grobner G es un sistema generador de I.

Demostracion. Ver (]2, Proposition 1, Chapter 2]), ([2, Corollary 2, Chapter 2])
y ([2, Corollary 6, Chapter 2]). O

Todo lo presentado en este capitulo sigue siendo cierto para cualquier anillo
de polinomios K[x1,...,z,] con K cuerpo arbitrario.
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Cuarto Capitulo: Problema de Transporte

En este capitulo utilizaremos los conceptos aprendidos en el capitulo an-
terior para resolver un problema de transporte, el cual presentaremos a conti-
nuacién.

Las referencias seguidas para el desarrollo de este capitulo han sido [5] y [3].

4.1. Introduccién

Un problema de transporte es un caso particular de problema de progra-
macién lineal en el cual se debe minimizar el costo del abastecimiento a una serie
de puntos de demanda a partir de un grupo de puntos de oferta (posiblemente
de distinto niimero al de demandas), teniendo en cuenta los distintos precios de
envio de cada punto de oferta a cada punto de demanda.

En particular desarrollaremos un problema de programacion lineal entera ya
que consideraremos que nuestra mercancia a transportar son unidades enteras.
Nuestro objetivo serd minimizar una funcion objetivo conocida como funcion de
costo sujeta a una serie de restricciones. Las restricciones que consideraremos
seran sistemas de ecuaciones lineales donde los coeficientes y los términos inde-
pendientes son nimeros enteros no negativos. Las soluciones a dichos sistemas
de ecuaciones se denominara region factible del problema. Ademads la suma total
de ofertas coincide con la suma total de demandas.

Interesa disenar una politica de transporte que minimice los costos glo-
bales atendiendo las demandas de los clientes y respetando las ofertas de los
distribuidores.
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Supongamos que tenemos n almacenes y m clientes. Expresaremos ahora
el problema en formato matricial y extraeremos el sistema de ecuaciones que re-
presenta las restricciones al mismo. Denotaremos como C = (¢;;) a la matriz de
costos, esto es, C' es una matriz de n filas y m columnas donde ¢;; € N es el costo
que supone trasladar una unidad del almacén 7 al cliente j. Asimismo denotare-
mos como u;; el nimero de unidades que trasladaremos del almacén i al cliente j.

Sabemos que, fijado un almacén 7, el sumatorio del nimero de unidades
que se trasladan de dicho almacén a todos los clientes debe ser igual a la oferta
del almacén, que denotaremos a;. Por otro lado, fijado un cliente j, el sumatorio
de las unidades que recibe de los distintos almacenes debe ser igual a la demanda
que necesitaba dicho cliente, que denotaremos b;.

Por ello, el planteamiento general del problema que queremos estudiar es
de la siguiente manera:

Funcién objetivo:

n m
min z = E E CijUig,

i=1j=1

sujeto a:

m
E uij:ai,z:l,...,n,
j=1

n
E uiijj,]:L...,m,
i=1

leEO,Z:L,n,j:L,m

Mostraremos un ejemplo del tipo de problemas que queremos resolver: tres
almacenes ofertan un producto que demandan tres clientes. Las cantidades ofer-
tadas en origen, las demandas de los destinos y los costos de transporte (euros por
unidad de producto) entre cada almacén y cada cliente, aparecen en la Tabla 4.1.

Cliente 1|Cliente 2|Cliente 3|Ofertas
Almacén 1 20 16 24 300
Almacén 2 10 10 8 500
Almacén 3 12 18 10 100
Demandas 200 400 300

Tabla 4.1. Datos del ejemplo
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La matriz de costos es,

20 16 24
c=1[10108 |, (4.2)
12 18 10

y el sistema de ecuaciones cuyas soluciones conforma la regién factible del pro-
blema es:
u11 + w12 + u1z = 300

Ug1 + U922 + U2z = 500
u31 + us2 + usz = 100
U1 + u21 + uzp = 200
U1 + Uge + uzo = 400
u13 + U23 + U3z = 300

, con u;; € N, (4.3)

4.2. Planteamiento del problema

La estrategia que seguiremos para resolver este problema de programacion
lineal entera usara grafos y algebra computacional. Necesitamos introducir nueva
notacién que explicaremos a continuacién. Recordemos que el problema involucra
n almacenes y m clientes. Denotemos N™*™ al conjunto de matrices de n filas y
m columnas con coeficientes enteros no negativos.

Definimos la aplicacién m como:

T Nnxm Nn+m

u = (uij) — (Z?L ULjy oo Doy Ungs Doy Uils -5 D iy uz‘m)-

La aplicacién 7 parte del conjunto N™*™ que identificamos con todas las
posibles combinaciones que se podrian hacer en una tabla del tipo m clientes
y n almacenes. La imagen de 7 son los vectores de N*™™ cuyas n primeras
coordenadas son las sumas de las componentes de cada una de las filas de la
matriz u y las siguientes m coordenadas son la suma de las componentes de
cada una de sus columnas. Es claro entonces que

(4.4)

Lema 4.1. La region factible del problema (4.1) es 7= Y(ay,...,an;b1,...,by) €

NnXm

A continuacién, utilizando todas estas distribuciones como vértices vamos
a definir un grafo. Para ello necesitamos la siguiente definicién.

Denotemos a = (a1, ...,a,), b = (b1,...,by). Asociamos a la aplicacién 7
el siguiente conjunto,

kerz(m) = {u e Z™"™ : mw(u) = (0,...,0)},
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que nos permite definir el siguiente grafo: para cualquier F' C kerz(w), denota-
mos por 7 *(a; b)r el grafo donde los nodos son los elementos de 7~ (a;b) y dos
nodos, u, v, formardn un arcosiu—v € Fov—u € F.

Ejemplo 4.2. Sean n =m =2, a = (2,3) y b= (3,2). Entonces
T N2><2 — N2+2=4

(gZ) — (a+b,c+d,a+c,b+d),

1(2,3); (3,2)) = {u1 _ @ 1) = (g g) g = G g) } (4.6)
Calculamos el kerz():
kerz () = {u € Z*** : w(u) = (0,0,0,0)} = {(tt _tt) te Z} : (4.7)

1 -1
-11

ug, Uy — ug ¢ Fj. Si ahora tomamos Fp = {(_11 11> ) (11 _11>}, en-

tonces u; — ug,u; — uz € Fy y ug — ug ¢ Fy. Por dltimo, fijamos F3 =

1 -1 -11 -2 2 ¢ _ _ _ cF
11 5 1 -1/ 9 _9 , entonces uj Ug, U7 us, u2 us 3.
U1 O——OU2 ulT’“Z ulv“&
ous us us

Figura 4.1. Grafos resultantes con F, F» y F3 respectivamente

Si consideramos F; = {( , entonces u; —us € F1 y u; —

Por otra parte, podemos identificar N™*™ con N de la forma siguiente:

u = (U”) e Nmxm (U117 ey UL, W21y e e e s U2y e o oy Uy - - - ,unm) e Nv™,
(4.8)
Para poder evaluar todas las posibles soluciones del problema en cuestién
y encontrar la éptima, necesitaremos que el grafo m=1(a;b)r sea conexo, es de-
cir, que cualesquiera dos nodos estén unidos por un camino (sucesién de nodos
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adyacentes distintos). Para ello, debemos escoger el conjunto F' suficientemente
grande, como muestra el Ejemplo 4.2.

Seani € {1,...,n}yj€{l,...,m}. Sean e¢; € N" cuya i-ésima coordena-
da es igual a 1 y las restantes son nulas; y €; € N™ cuya j-ésima coordenada es
igual a 1 y las restantes son nulas. Denotamos e; @ €; al vector de N cuyas
primeras n coordenadas coinciden con las de e; y las m tltimas coordenadas
coinciden con las de €;. Asi por ejemplo si n = 2 y m = 3 entonces e; = (1,0),
€y = (0,1), €1 = (1,0,0), €y = (0,1,0), e3 = (070,1), e1de = (1,0,1,0,0),
e1 ®eéex = (1,0,0,1,0), ey @ es = (1,0,0,0,1), ea®e; = (0,1,1,0,0), ex B &3 =
(0,1,0,0,1,0) y ea ® €3 = (0,1,0,0,1).

Observamos que las columnas de la matriz del sistema de ecuaciones (4.1)
son ey ey, e1Deay...,1 D Emy..., €y DE, €, DEs,...,e, D E,. Ademas si
u = (u;5) € N™*™ entonces

m(u) = uprer @er+- - Furme1 e+ - FUnien 1+ FUpmen Dém. (4.9)
Sea A el semigrupo generado por {e; @ e;};;. De (4.9) tenemos que A coincide

con el conjunto imagen de 7.

Se llama ideal asociado al semigrupo A a

Iq= <Xu - X" Zui]’ei be; = Zvijei S5 é]'>,
4,3 2%

donde u = (u;5),v = (v;;) € N™*™ pero mirados como vectores de N segiin

la identificacién (4.8).

Sea d = (dy,...,d,) € Z", definimos: d* := (max{dy,0},...,max{d,,0}) y
d-:=dt —d.

Ejemplo 4.3.Si d = (—1,3,4,—5,—6,8) entonces d* = (0,3,4,0,0,8) y d~ =
(1,0,0,5,6,0).

El ideal I 4 se puede reescribir
(X"" — XV v € kerg()). (4.10)

El siguiente teorema caracteriza los conjuntos F para los cuales el grafo
7~ (a;b)F es conexo, donde (a;b) € A.

Teorema 4.4. Sean A el semigrupo generado por {e; ® e;}ij, Ia el ideal del
semigrupo A y F C kerg(r). Entonces, el grafo 7=1(a;b)r, para todo (a;b) € A,

+

es conexo si y solo si, el conjunto {X* —X* u=wut—u" € F} es un sistema

generador del conjunto I 4.
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Demostracion. Sea F' el ideal generado por {X*" — X¥" : v € F}. De (4.10)
tenemos que T4 = (X" =XV : v € kerz(m)). Puesto que F C kerz(), entonces,
F’ C I4. Nos queda demostrar que la igualdad se cumple si y solo si el grafo
7~ Y(a;b)F es conexo para todo (a;b) € A. Comenzaremos suponiendo que el
grafo es conexo y probaremos que el conjunto {X“Jr - X" tu=ut—u" € F}
es un sistema generador del ideal I 4. Dado cualquier u € kerz (), tenemos que
demostrar que X* —X* € F’. Sea (a;b) = m(uT). Como u € kery(w) entonces
0=mnu) =nu"—u")=mnu") —m(u") y concluimos (a;b) = w(u™) =
7(u~). Como 7~ 1(a;b)F es un grafo conexo, existe un camino que une, u* con
u, esto es, ut = w@ M @ =D () = 4~ Esto que implica que
xuTY - xu® ¢ F’, de la definicién del grafo 7= (a;b)r. Por tanto,

xox =% (X"“"“ _ X“”)) cF.

i=1

Ahora vamos a suponer que el conjunto F’ = I 4 y demostrar que en ese caso,
7~ 1(a; b) p es conexo para cualquier (a;b) € A. Sean u y v’ dos nodos cualesquiera
del grafo m=1(a;b)r (para (a;b) fijado). Entonces m(u) = w(u’), es decir, u —
u’ € kerz(mw). Por tanto X* — X% € I4 = F' por hipétesis. Entonces existen
hi,...,h, € C[X]:

Py ih : (X”i+ - X”f) eF, (4.11)
=1

que podemos reescribir como

XU X =Y X (Xvi+ - Xv?) €F, (4.12)
i,k

para ciertos v; = v;r —v; € Fyw € N y donde quizés haya binomios
XXV que se repitan. Ahora vamos a proceder por induccién sobre el nimero
de sumandos de (4.12) que denotaremos N. Si N = 1, entonces u—u' € Fy uy
u’ estdn conectados por un camino. Si N > 1, el monomio X* debe ser igual a
uno de estos dos términos: X Wik XV o X Wik X Vi para ciertos k,i,1 <i < M.
Asumimos, sin pérdida de generalidad, que u = wy 1 + vf‘ . Esto implica que u

y wi,1 + vy estdn conectados por un arco en el grafo 7~ '(a;b)p. Simplificando
X" en (4.12), obtenemos X®r1tvr — Xu' = D i pn X (X”:r - X”i_) que

tiene N — 1 sumandos. Por tanto, aplicando induccién, wy 1 + vy y «’ estdn

conectados por un camino en 7 1(a;b)F y consecuentemente u y u’ también

estan conectados. Esto nos lleva a concluir que el grafo en cuestién es conexo.
O
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Observacion 4.5. Para calcular F de tal forma que el grafo 7 =1 (a; b)  sea conexo
debemos calcular un sistema de generadores del ideal asociado al semigrupo
generado por {e; & €;}; ;. Para ello emplearemos el Cédigo de Python para el
calculo del ideal asociado a un semigrupo que se detalla en el Apéndice.

A partir de la matriz de costos C' definimos el siguiente orden en N™*":
sean u,v € N**™_ diremos que u <¢ v si Cu < Cv donde C'u denota el producto
escalar C' - u entendidos como vectores de N™™ y < es el orden usual en N, o
bien si Cu = Cv entonces u <¢ v si u <., v. Para responder al problema de
transporte debemos minimizar dicho producto escalar.

261 325
Ejemplo 4.6. Sean v = [118],v = |837] y la matriz de costos C' =
251 184

20 16 24
10 10 8 |. Tenemos que: u = (2,6,1,1,1,8,2,5,1), v = (3,2,5,8,3,7,1,8,4)
12 18 10

y C = (20, 16,24, 10, 10,8, 12, 18, 10).

Obtenemos Cu = 368 y Cv = 574. Luego, Cu <¢ Cw.

Podemos orientar el grafo 7~!(a;b)r de la siguiente manera: el arco (u,v)
estard dirigido de u a v si v <¢ u.

Denotaremos por 7~ 1(a;b)r <. al grafo 7=1(a;b)r cuando lo considera-
mos orientado con respecto al orden <¢.

Ademss de necesitar que el grafo 77! (a;b)r sea conexo, necesitamos que
tenga un Unico punto final, es decir, que indistintamente del nodo que partamos,
todo los caminos lleguen al mismo nodo, que sera la solucién éptima del proble-
ma.

Recordemos que partimos de un grafo 7 ~*(a;b)r cuyos nodos representan
todas las soluciones factibles del problema y dos nodos v y v formardn un arco
siu—veF.

Teorema 4.7. Sea F C kery(m) un conjunto finito. El grafo m='(a;b)p <. tiene
un unico punto final si y solo si el conjunto G := {X“Jr —X* tu=ut—u" €F}
es una base de Grobner de 14 con respecto al orden <¢.

Demostracion. En primer lugar observamos que si u,v son nodos del grafo
7 1(a;b)p,<., entonces u — v € kerz(m) y X* — XV € I4. Supongamos que
G es una base de Grébner. Aplicando el segundo apartado de la Proposicién 3.14



38 4 Cuarto Capitulo: Problema de Transporte

obtenemos que el resto de dividir X* — XV es cero. Por tanto, cualesquiera dos
nodos u, v de la fibra 771 (a; b) r <. verifican que X* y X" tienen el mismo resto
al dividir entre G y que denotaremos X”. Ademds si G es una base de Grobner
de I 4, entonces por el tercer apartado de la Proposicién 3.14, G genera el ideal
I 4. Por el Teorema 4.4 tenemos que 71 (a; b)F,~. es conexo. Ademds el punto
final del mismo coincide con el nodo r. Obsérvese que la unicidad del punto final
solo se puede garantizar si G es base de Grobner. a

4.3. Resolucion del problema

Para la resolucion del problema debemos seguir los siguientes pasos:

1. Calculamos una solucién inicial, esto es, algin v € 7~ (a;b).

2. Calculamos una base de Grobner G reducida de I4 con respecto al orden
<c-

3. Calculamos la forma normal (resto) de X" con respecto a la base G calculada
en el punto 2.

Pasaremos ahora a la resolucién del ejemplo planteado al inicio del capitu-

lo cuya matriz de costos es (4.2). Nuestro objetivo serd minimizar Cu =
2016 24
Zi,j:1,2,3 Cijuij con C' = 1010 8
1218 10

Recordemos que las restricciones en este problema eran las siguientes:

u11 + w12 + w1z = 300
U1 + Uz + ugz = 500
U3 + ug2 + uzz = 100
u11 + U1 + uz1 = 200
U12 + Ugo + uze = 400
u13 + u23 + uszsz = 300

, con uz; € N.

Como hemos explicado anteriormente, consideramos el semigrupo A generado
por las columnas de la matriz:

111000000
000111000
000000111
100100100
010010010
001001001

(4.13)
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Calculamos la base de Grobner del ideal del semigrupo A con respecto al orden
<. Aplicando el Cdédigo de Python para el cédlculo del ideal asociado a un
semigrupo que se detalla en el Apéndice obtenemos:

Ia = (r11733 — 213731, ¥11723 — T13T21, T11T32 — T12731,
T11T22 — T12T21, T12T33 — T13T32, T12T23 — T13T22, (4.14)
T1733 — T23T31, T21T32 — T22T31, T22T33 — T23T32)-
Tenemos que buscar una solucién factible inicial. Para ello, hemos recu-
rrido a la programacion lineal entera, en concreto al método del costo minimo y

obtenemos v = (100, 200, 0, 0, 200, 300, 100, 0, 0) como solucién factible inicial a
la que asociamos el monomio:

v __ 100,200,200 ,.300,.100
X" =1y w1y w59 To3 T3y, (4.15)

cuya forma normal respecto a la base de Grébner calculada es

w __ ,.300,.100,,100,.300 ..100
X" = x5 @y Ty X3 T3y (4.16)

que a su vez determina la solucién 6ptima (0,300, 0,100, 100, 300, 100, 0,0) que
supondria un costo de 10.400 euros.

Representamos la solucién en el grafo de la Figura 4.3.

300
Almacénl @&——— @Cliente2

Clientel®

Almacén3 @ Cliente3

Figura 4.2. Solucién éptima

4.4. Implementacién en Gusek

En esta seccién usaremos conocimientos de Programacién Combinatoria
para resolver el problema. Aplicando el programa Gusek con el lenguaje de pro-
gramacién GMPL, obtenemos los resultados de la Figura 4.3, que efectivamente
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E1 coste total de transporte es 10400

origin Destination Trans. Cost/u. Total
1 300 16 4500
2 1 100 10 1000
2 2 100 10 1000
2 3 200 8 2400
3 1 100 12 1200
Total 10400

Model has been successfully processed
=Exit code: 0O Time: 0.234

Figura 4.3. Resultado por pantalla utilizando el Gusek

coinciden con nuestra soluciéon éptima.

Como se puede observar en la Figura 4.3, el tiempo de compilacién ha sido
solamente 0.234 segundos. Asimismo, para implementar este método no hemos
necesitado darle al programa ninguna solucién factible inicial. Un posible tra-
bajo futuro podria ser intentar optimizar el método algebraico para compilar la
solucién de una manera mas réapida y sin necesitar un calculo previo.

No obstante, el problema de transporte dentro de la programacién lineal
es un problema con complejidad polinomial, esto es, de resolucién en tiempo
polinomial, lo que nos indica que no es complicado. La facilidad de su resolucién
se debe a que como se puede comprobar en el cédigo del Apéndice, la variable
x no es necesaria definirla como entera. Es por ello, que lo 6ptimo seria intentar
aplicar Bases de Grobner a problemas que si que tengan restricciones enteras y
que esto les convierta en problemas de complejidad no polinomiales. Puede ser
que utilizando herramientas algebraicas consigamos reducir la complejidad de
dichos problemas.
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Apéndice

Incluimos en esta seccién los cédigos que hemos elaborado en Gusek asi
como los cédigos en Python estudiados en [3].

A.1. Coddigos del Problema de la Boda

A.1.1. Cddigo Gusek para maximizar el beneficio

/* Problema de la Boda x/

#Definimos wvariables
var x integer;
var y integer;
var n integer;

#Funcion objetivo
maximize z: 200xn—600%xx—800xy ;

#Restricciones
rl: n4+l<=4xx+6x%y;
r2: x>=0;

r3: y>=0;

rd: n>=0;

solve;
data ;
end ;
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A.1.2. Cddigo Gusek para calcular el namero de mesas

/* Problema de la Boda x/

#Definimos wvariables
var x integer;

var y integer;

param n, integer , >= 0;

#Funcidon objetivo
minimize z: 600xx4800x*y;

#Restricciones

rl: 600xx+4+800xy+16000<=200%n;
r2: n+l<=4s«x+6xy;

r3: x>=0;

rd: y>=0;

solve;
end ;

A.2. Coddigos del Problema de Transporte

A.2.1. Cddigo de Python para calcular una base de Grébner

import sympy
from sympy import symbols, groebner

groebner (fam, var , order=orden)

A.2.2. Cddigo de Python para calcular el ideal asociado a un
semigrupo

import numpy

from numpy import x

import sympy

from sympy import x*

import integerSmithNormalFormAndApplications

from integerSmithNormalFormAndApplications import x

def vMas(v):
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w= ]
for w in v:
if w>0:
vv.append (w)
else:
vv.append (0)
return vv

def vMenos(v):
vv = ]

for w in v:

if w<O0:
vv.append(—w)
else:
vv.append (0)
return vv

def exp(var,exp):

n = len(var)

f=1

for i in range(n):

f =f xvar[i]xxexp[i]
return f

def Generadorldeal(generadores):

ngen = len(generadores)
genT = generadores.transpose()
kernel = equationsToGeneratorsHomogeneusCase (Matrix (

numpyArray2sympyMatrix (genT) ) )
X = symbols ('x0:%d’ %igen)
y = symbols(’y’)
nfil = kernel.rows
anillo = []
for i in range(nfil):
vmm = vMenos(kernel .row (1))
vM = vMas(kernel .row (1))
anillo .append (exp (X,vM)—exp (X,vm) )

uno = [1 for x in X]

anillo .append(l—exp (X, uno)*y)

var = [x for x in X]

var.insert (0,y)

bg = groebner (anillo ,var,order="lex’)
ideal = []

for x in bg:

aux = str(x).find(’y’)
if aux < 0:
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ideal . append (x)
return ideal

A.2.3.

Cédigo Gusek para el Problema de Transporte

/* Problema de Transporte x/

#Parametros del problema:

# nimero de almacenes

param m, integer , > 0;

param n, integer, > 0; # numero de clientes
set I := 1..m; # conjunto de almacenes

set J := 1..n; # conjunto de clientes

param a{i in I}, >= 0; #suministro de los almacenes

param b{j in J}, >= 0; #demanda de los

param c{i in I, j in J}, >= 0;

unidad de producto del almacén i

#Variables:

clientes

# costo de transportar una
al cliente j

var x{i in I, j in J}, >= 0; # z[i,j] = cantidad de producto

que se transporta desde el

# var z{i in I, j in J}, >= 0,
#Modelo :

minimize obj: sum{i in I, j in
suministro{i in I}: sumf{j

s.t.
s.t. demanda{j in J}: sum{i in
/* The demand of destination j

solve;
end ;

almacén i al clientes j

<= 30;

J} eli,jl = x[i,j];
in J} x[i,j] = alil];
I} x[i,j] =b[jl;

is b[j] */
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N this project we will apply semigroups in order to solve two

problems. The first one is called “the problem of the wed-
ding” and our goal will be to find the number of guests as well
as the number of each type of tables are needed to achieve the
maximum profit of the organizing company. The second one is
a classic transportation problem. To solve them, we will use
semigroups, Grébner basis and the resolution of diophantine in-
equilities. Once we have the result, we will verify the algebraic
method with the solution applying integer lineal programming.

1. Semigroups of N and the problem of the wedding

semigroup is a nonempty subset S of N” that is closed under

addition and contains the zero element. Moreover, if n=1and
the complement of S in N is finite, we will say that S is a numerical
semigroup. Numerical semigroups live in the world of monoids.
A semigroup S is a monoid if it has an identity element, that is,
there is an element in S, denoted by 0, such that 0+a=a+0=0
forall ae M.
Let be a,beN. We will study the set:

S(a,b,a,p) = N:
(@ b,&:p) {ne for some (x;,...,x,) €NP

(1)
formed by the integers n such that the system of inequalities, with
non-negative integer coefficients,

MmXy+ -t QX+ @S NS biXy+--+ byx,— (2)

has at least one solution in N”. The set S(a, b, a, ) is a submonoid
of (N, +) and moreover, we present an algorithmic process to com-
pute it. We also characterize when the set S(a, b, a, f) is a numer-
ical semigroup.

The answer of the problem of the wedding will be a subset of
type (1).

We present this problem with the following example.

[ “The problem of the wedding” |
In this problem we will pretend to maximize the profit. We have a
catering that needs to know how many tables of each type (4—6
guests) are needed for a wedding. Each type of table has a differ-
ent price (600 — 800 euros) and we have n guests but we have to
be ready for n+1. At the end, we will have to solve the following
system of inequations:

n=3x+4y+80, @)
n<4x+6y-1,
where we want to obtain a profit of at least 16000 euros. So our
goal will be to find the set formed by the non-negative integers
such that the system (3) will be feasible.

2. Semigroups of N"*™ and the transportation problem

Finite subset ¢ of an ideal I = C[x;, ..., x,] is @ Grobner basis

of I with respect to a fixed monomial order < if the monomial

leaders, in<(g), of the elements g € ¢ are enough to generate the
initial ideal:

in.(I):=(in(g):g€%). (4)

We present the transportation problem with the following example.

I “The transportation problem” |
We will have three costumers and three factories. Each of the
costumers will have a particullary demand and each factory will

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Junio, 2019

a1x1+..-+apxp+(15n5b1x1+"'+bpxp_ﬁ}

have a capacity of production represented in the following table:

Costumer 1| Costumer 2| Costumer 3| Offer
Factory 1 20 16 24 300
Factory 2 10 10 8 500
Factory 3 12 18 10 100
Demand 200 400 300

Besides, we will have a cost matrix that indicates how much it will
cost to transport one unit from the factory to each costumer:
20 16 24
c=|1010 8 |. (5)
12 18 10
In general, we will have to solve the following problem:

m n

minz=Y"Y cijuij
i=1j=1
subject to:

n
Ywj=ani=1,..,m,
Jj=1
m
Yuij=bjj=1..,n, ©)
i=1

xij20,i=1,....mj=1,..,n,

where c;; will the unit cost of transport per unit from the factory i
to the destination j, u;; will be the units to transport to the factory
i to the costumer j, a; will be the production of i and b; will be the
demand of the costumer j.
To solve the problem, we will build a map 7 such that

TN g,

= () — (S gy 5y s iy ity Ky i)

where image of 7 is a semigroup of N"*™. The set of the solu-

tions of system (6) is 77!(a; b). So, in order to solve the problem,

we define a directed graph 7~!(a; b) <., where:

 Fis a finite subset of kerz(m).

= The nodes of the graph will be the elements of 7! (a; b).

= Two nodes u and «’ will be conected if u—u'e F or u'—ucF.

= The arrow (u, v) is directed from u to v if v <c u, where <¢is a
order defined using the cost matrix C.

The graph n7'(a; )<, is connected and has a unique sink if and

only if the set { X“— X":u,v € F} is a Grobner basis ¢ of the ideal

associated with the semigroup Im(n).

@)

The sink of the graph 77" (a; b)-. will be the optimal solution
of the transportation problem given in (6).
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