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ABSTRACT

We present a study of semiclassical approximations to quantum magnitudes in the
Bargmann representation. Firstly, a description of the WKB model in the coordinate
representation is given, including a quantitative validity condition for the approximation.
Subsequently, we define the coherent states and their main properties, as well as
the Bargmann states (non-normalized coherent states), which allows us to develop
the semiclassical approximations in the new representation. Both stationary and
time-dependent Schrodinger equations are solved, stablishing a comparison with the
results for the wavefunction coming from the coordinate representation formalism. The
energy spectrum is also studied.

As we will prove, the intrinsic complex structure of Bargmann representation leads us
to an extension to the complex plane, where the concept of analyticity plays a fundamental
role. Finally, we illustrate some advantages of the formalism we have introduced through
its application to a particular stationary system (the harmonic oscillator), achieving an
integral expression for the Hermite polynomials.
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1 Introducciéon

En los origenes de la Teoria Cuantica, los primeros sistemas y fenémenos se comenzaron
a estudiar mediante el establecimiento de analogias y reglas de asociacion entre ellos y su
homélogo clasico, siendo la mayoria de estos, en realidad, modelos semiclasicos.

El principio de correspondencia de Bohr (1923) establece que la Mecdnica Cuéntica
debe reproducir los resultados de la Mecanica Clasica en el limite de grandes numeros
cuanticos, lo que quiere decir que que algunos ntimeros cuanticos estan excitados a valores
muy altos o que el sistema es descrito por un conjunto grande de niimeros cuanticos, o
ambas cosas. Hoy en dia se suele formular de la siguiente manera: “en el limite A — 0 los
resultados cuanticos tienden a los clasicos”. Es precisamente en esta frontera en la que
se desarrollara este trabajo, entendiendo por supuesto que se trata de un limite formal
que debe interpretarse como “situaciones en las que el cociente adimensional entre una
magnitud clasica con dimensiones de accién dividido por A es muy grande”.

Si bien la antigua teoria cuantica fue un conjunto de procedimientos heuristicos que
ahora se entienden como las primeras correcciones cuanticas a la mecanica clasica, en la
actualidad los modelos semiclésicos (basados en su mayoria en desarrollos de magnitudes
cuénticas en potencias de k) constituyen una manera de conseguir comprender los procesos
cuanticos en si mismos, proporcionando una descripcién més intuitiva de los mismos. Una
de las propiedades mas destacables de estos tratamientos es la aproximacién a magnitudes
cuanticas en términos de parametros clasicos, revelando conexiones entre la dinamica
clasica de los sistemas y su comportamiento cuantico.

El objetivo prioritario ha sido obtener aproximaciones a la funcién de onda (tanto en el
caso estacionario como en el dependiente del tiempo) en la representacion de Bargmann,
para comparar los resultados con los del formalismo asociado a la representacion de la
coordenada y discutir la conveniencia de emplear una u otra. Ademds, la busqueda de
expresiones para la cuantizacion del sistema (que proporcionan el espectro de energias) y
el estudio de los rangos de validez de las aproximaciones planteadas han ocupado parte de
nuestro tiempo. Este trabajo pretende ser autocontenido, y es por ello por lo que se dedica
una parte importante del mismo a la obtencion de los resultados para la representacion
de la coordenada, asi como a la introducciéon y caracterizacién detallada de los estados
coherentes.

Una gran parte de este trabajo tiene un caracter fundamentalmente bibliografico, pues
si bien existen aportaciones propias puntuales, el contenido del mismo puede encontrarse
en la literatura, particularmente en las referencias citadas. Ha sido por tanto, en gran
medida, un ejercicio de comprension profunda, sintesis y estructuracion de la informacion
para exponer el contenido de una manera clara y rigurosa, adaptandolo en cada caso
a conveniencia atendiendo a nuestros objetivos. En una ultima parte de aplicacion del
formalismo presentado si que se hace un desarrollo propio para ejemplificar las ideas
planteadas a lo largo del trabajo y mostrar la adecuacién del método, asi como para obtener
algunas expresiones de interés como pueden ser la proyeccion de los estados de Bargmann
sobre la base de coordenadas, o una expresién integral para los polinomios de Hermite.



2 Aproximaciones semiclasicas: la representacion de
la coordenada

En esta seccion recogeremos los resultados fundamentales de los métodos semicldsicos
en la representacion de la coordenada. A pesar de que su demostracién no es uno de
los objetivos esenciales del trabajo, entraremos con cierto detalle en los calculos para su
obtencién, dado que muchas de las ideas empleadas seran rescatadas en la seccién 4.

Primero estudiaremos el caso estacionario, para el que obtendremos una aproximacién a
la funcion de onda, asi como los limites de aplicabilidad de nuestro modelo y la cuantizacion
de los niveles de energia a la que conduce. En una segunda parte abordaremos el caso no
estacionario, proporcionando una expresién semiclasica para la funcién de onda.

2.1 El caso estacionario: modelo WKB

La aproximacion WKB es un método que consiste en reescribir la funcién de onda como
una funciéon exponencial, cuya fase es lentamente variable en el tiempo, para desarrollarla
en serie de potencias del parametro h. La referencia seguida para este desarrollo es el texto
de L. D. Landau & E. M. Lifshitz L,

2.1.1 El ansatz WKB

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo en la representacion de la coordenada,
para una particula de masa m sometida a un potencial V(q), presenta la forma:

h2

5 Vva) + (B = V(a)i(a) =0 (2.1)
Ensayando un solucién del tipo v
U(q) = i@ (2.2)
se obtiene: 2
%V(V(e%”(q))) +(E—-V(q))ei’@ =0 . (2.3)

Desarrollando un poco los célculos y empleando la identidad vectorial V(A-B) = A(VB)+
B(VA), esta igualdad se puede expresar como
L (Vo(a)? ~ VPo(a) = £~ V(a) (24)
— (Vo — —V?i(q)=F — . .
2m q 2m 4 4
La solucién o(q) de la ecuacion 2.4 depende del parametro A, que por norma general serd
pequeno en comparacién con las acciones tipicas del problema. Si admitimos un desarrollo
formal en potencias de dicho parametro:

o(q) =Y h'ou(q) = 0o(q) + hoi(q) + h*oa(q) + ... , (2.5)

obtendremos una ecuacion para cada orden en A al sustituir 2.5 en 2.4. El método WKB
nos va a permitir obtener los dos primeros términos de este desarrollo (esto es, un término



més que en la aproximacion cldsica) para el caso monodimensional. De esta manera, el
desarrollo 2.5 queda expresado como

a(q) = a0(q) + ho1(g) + ..., (2.6)
y la ecuacién 2.4 se reduce a
1 [do(q)\® ik d*o(q)
_— - =F— . 2.
2m < dq ) 2m  dq? Vig) (27)

En primera aproximaciéon consideremos el término de orden mas bajo en 2.6, es decir,
o(q) = 00(q), por lo que prescindimos del término en A en la ecuacién anterior:

— (= ) _E-V(e), (23)

2m

que integrada de forma inmediata proporciona la solucién

oo(q) = i/p(Q)dq : (2.9)

donde p(q) = \/2m(E — V(q)) es el momento clésico.

Efectivamente es licito haber prescindido del término en A en 2.7, siempre y cuando sea
pequeno en comparacién con el primero del miembro izquierdo de la ecuacién. Esto impone
limitaciones a nuestro desarrollo, que mateméaticamente se traducen en la condicién

hlo(a)/(6(9)*] = |d(h/5(q))/dgl < 1. (2.10)

Teniendo en cuenta que a orden cero en h, segin 2.9, 6(q) = p(q), podemos reescribirla
como

|[d(A(q)/2m)/dgl < 1, (2.11)

donde A\(q) = 27h/p(q) es la longitud de onda de Broglie. Luego la longitud de onda de la
particula debe variar poco a lo largo de distancias de su mismo orden de magnitud.

Hemos de observar también que esta aproximacion semiclésica falla en los llamados
puntos de retroceso (E = V(q) = p(q) = 0), aquellos en los que cldsicamente la particula
se pararia para luego cambiar el sentido de su movimiento. Precisamente serd esta
circunstancia la que, a la postre, fije la condicién de cuantizacion de la energia, tal y como
veremos en el apartado siguiente.

Atendamos ahora al siguiente término en 2.6. Los términos de primer orden en A nos

conducen a la ecuacién )
doo(q) doi(q) | 1d7oo(q) _

2.12
dq dq 2 dg? (2.12)
Introduciendo el valor hallado para oy(q) y calculando sus respectivas derivadas:
doi(q) _ _170(61) _ 1 dp(q) (2.13)
dq 200(q)  2p(q) dg



y por lo tanto
1
o1(q) = —3 In(q) + Cy . (2.14)

Finalmente, hemos conseguido las expresiones 2.9 y 2.14 para oo(q) v 01(q)
respectivamente, que nos permiten expresar el ansatz 2.2 como la combinacion lineal
i S p(@)da Le—% [r(9)da (2.15)
p(q) p(q)

El factor 1/4/p(q) puede ser interpretado de la siguiente manera: la probabilidad de
encontrar a la particula entre ¢ y ¢+dq es proporcional a 1/p(g). Es un resultado que cabria
esperar para una “particula semiclasica”, ya que sabemos que clasicamente el tiempo que
pasa la particula en el segmento dq es inversamente proporcional a su momento.

2.1.2 La condicién de cuantizaciéon de Bohr-Sommerfeld

Determinada la forma general de nuestra funcién de onda en la aproximacion semiclésica,
dada por 2.15, desconocemos las constantes C, y C_, y tampoco hemos abordado
el problema de los puntos de retroceso. Nos encargaremos de ello a continuacion,
siguiendo una estrategia alternativa para obtener una forma compacta y normalizada de
la funcién de onda fuera de dichos puntos, asi como los estados estacionarios de la particula.

Sea ¢ = a un punto de retroceso (V(a) = E) y supongamos que V(q) > E V ¢ > a.
Entonces, la region a la derecha es clasicamente prohibida y por tanto la funcién de onda
ha de tender a cero en dicha regién, lo que se consigue quedandonos con el segundo término
en 2.15. Mientras, para la region izquierda la funcién de onda es directamente la que ya

tenfamos. Luego:
1] re
/ pld)dq

= ¢ exp (——
2v/1p(q)] h

U(q) = C;q)exp (% /aqp((/)dq’> + %&w (—% /aqp(Q’)ch’> g<a. (217)

) q>a (2.16)

Para obtener los coeficientes C', C_ y C habria que seguir la marcha de la funcién
desde la regién derecha (¢ > a) a la region izquierda (¢ < a). Sin embargo, esto implicaria
atravesar el valor x = a, para el que sabemos que nuestra aproximacién semiclasica es
inaplicable.

Es posible evitar este paso si consideramos formalmente 1)(¢) como una funcién de
la variable compleja q. En ese caso es posible cambiar de region bordeando el punto de
retroceso por un camino lo suficientemente alejado del mismo como para que se cumpla la
condicién de caracter semiclasico 2.10.

Estudiemos el transito de la region derecha a la izquierda a lo largo de una
semicircunferencia centrada en ¢ = a de radio grande, inscrita en el semiplano superior
de la variable compleja q. Al recorrer dicho camino, la funcién 2.16 debe transformarse
en el segundo término de 2.17, que es el dominante ya que el primero tiende a cero



exponencialmente a medida que penetramos en el semiplano. FEn este proceso la fase
de la diferencia V' (¢) — E' aumenta en m, lo que se puede recoger en la igualdad C_ =
%C’e‘i”/ 4. Andlogamente, si viajamos de la regién derecha a la izquierda a través de una
semicircunferencia en el semiplano inferior, la funciéon 2.16 debe transformarse en el primer
término de 2.17 con la relacién de coeficientes C'; = %C’e”/ 4. Considerando esto, 2.17
queda de la forma:

U(g) = %6@9 (% /aqp(Q’)dq’> + %el’p (—% /aqp(c/)dq’) g<a, (218)

que podemos reescribir como una funcion trigonométrica:

U(q) = %(q)cos GL /aqp(q/)dq’ + %)
g ) 1o

Los resultados hallados, conocidos como férmulas de conexion, nos conducen a una
funcién de onda que ahora depende de una tnica constante, a fijar posteriormente por
normalizacion. Asimismo, permiten deducir la condicién que fija los niveles de energia.
Para ello consideremos el movimiento unidimensional de la particula en un pozo de
potencial. Clasicamente el movimiento esta Conﬁnado en el dominio a < x < b, y es
de naturaleza periddica, con periodo T = 2m f dq/p(q). En virtud de 2.19 se tiene que

(2.19)

Y(q) = ]iq>sen (% /aqp(Q’)dQ’ + %) q¢>a (2.20)
o) = —esen i/ i +5) a<o. (2.21)

Necesariamente las expresiones 2.20 y 2.21 deben coincidir en el intervalo a < x < b,
por lo que la suma de las fases debe ser un multiplo entero de 7:

1

b
ﬁ/ P+ 5=+ nez, (2.22)

con C' = (—1)"C" para que la igualdad se cumpla para ¥V ¢ € [a, b]. Resulta:

%p(q)dq = 27h (n + %) : (2.23)

donde la integral ¢ p(q)dg = 2 f p(q)dq se extiende al periodo completo del movimiento
clasico de la particula. La expresion 2.23 es conocida como la regla de cuantizacion de
Bohr-Sommerfeld.

Finalmente, para normalizar la funcién de onda, tenemos que integrar |2(q)| entre
los puntos © = a y x = b, ya que fuera de ese intervalo disminuye exponencialmente.
Sustituyendo el cuadrado del seno por su valor medio:

“dg  wC*
/W )|dg =~ o0 o L (2.24)




donde w = 27/T. Concluimos que

P(q) = 2 e (£ qp(Q’)dq'JrE : (2.25)
(5[ s +5)

m(q)

Hemos conseguido una expresion para la funcién de onda cuantica que, en nuestra
aproximacion semiclasica, depende unicamente de ingredientes clésicos, a excepcién del
factor h, cuya magnitud relativa en términos de las demas acciones del problema da cuenta
del grado de cuantizacion del sistema.

2.2 El caso dependiente del tiempo: evolucién semiclasica

En el caso estacionario limitamos la resolucién al caso monodimiensional, dada la
complejidad de resolucién de las ecuaciones diferenciales del desarrollo WKB extendido a
varias dimensiones. Para el formalismo semiclasico dependiente del tiempo veremos que
pasamos de la ecuacion de Schrodinger a la ecuacion de Hamilton-Jacobi, cuya resolumon
es factible para cualquier dimension. Atenderemos a las ideas de Cvitanovié et al. en
esta parte del trabajo.

Sea una particula d-dimensional, con masa m y coordenadas q = (qi,¢q2, .-, qa)
moviéndose en un potencial externo V(q). Su funcién de onda 1(q,t) es la solucién de la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo:

m “v(a,t) (hQZ%—V )@/}(q,t):(), (2.26)

en la que se ha explicitado el operador laplaciano. Propongamos un ansatz analogo al del
caso estacionario, esto es:

b(q,t) = A(q, t) erf@D) (2.27)

en el que la amplitud A(q,t) es lentamente variable y la fase R(q,t)/h rédpidamente
variable, ambas funciones reales. Asumimos que A(qq,to) v R(qg, to) son conocidas, y por
tanto la funcién de onda 1(qy, o) en el instante inicial estd bien determinada.

Si A(q,t) # 0, al introducir nuestra propuesta 2.27 en 2.26, podemos separla en una
ecuacion para la parte real, que gobernara la evolucién temporal de la fase:

OR(q,;t) 1 zd: (3R(q, t)>2 +V(q) - s zd: FAt) _ , (2.28)

ot 2m q; 2mA(q,t) < Oq?

(2

y otra para la parte imaginaria, que describira la evolucion de la amplitud en el tiempo:

04(a.t) IA(a,1) DRla1) | Ala1) g~ O*R(a.1)
g 0q; 2m 0q?

(2

=0. (2.29)

i=1

Observemos que hemos pasado de una EDP para la funciéon de onda compleja a un par
de EDP’s acopladas no lineales para las funciones reales A(q,t) y R(q,t). Nétese asimismo
que el término de acoplamiento en 2.28 es de orden A%, y por consiguiente en nuestra



aproximacién semiclasica (h — 0) serd despreciable. Considerando esto, la ecuacién queda
reducida a la bien conocida en mecanica clasica ecuacion de Hamilton-Jacobi:

OR(q,1) _ OR(q,t)\
(a +H(q,p_ el L (2:30)

donde p(q,t) es el momento canénico conjugado y R(q,t) juega el papel de accién o

funcién principal de Hamilton (esto es, la funcién generatriz de la transformacion canénica).

Nuestro nuevo objetivo es resolver las ecuaciones 2.29 y 2.30. Asumiremos, de aqui en
adelante, que el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, por lo que la energia
del sistema se conserva.

2.2.1 La ecuacién para la fase R(q,t)

Comencemos por 2.30, que puede ser integrada empleando el método de las caracteristicas.
La fase R(q,t) es, como vemos, funcién de la variable dindmica q(t). Se tiene que

dt 6qz ¢ = —H(a(t), p(t) + p(t)alt) . (2.31)

=1

en la que para la segunda igualdad hemos usado 2.30. Para poder integrar ahora 2.31
necesitamos conocer cémo varia p(q, t), una funcién bien definida de las variables q(t) y t,
a lo largo de la direccién q(t) (que por ahora es arbitraria). Esta variacién viene dada por

(q7 t) 2 (q7 t) 2 <q7 t) hd (q7 p) p .

Desarrollando las derivadas parciales y agrupando términos:

H<q,p>:<q_m>a_p

) ) 0
p(q,q,t) + Toq p aq (2.33)

Para que esta evolucién sea independiente de 9 R/9q? = Op/dq, podemos escoger q (que
hasta ahora era arbitraria) de tal forma que el paréntesis del miembro derecho de 2.33 se
anule. Asi, R(q,t) podré ser calculada a lo largo de una trayectoria especifica (q(t), p(t))
integrando las ecuaciones diferenciales ordinarias

_ 9H(q,p)

0
P (2.34)
0H(q,p)

P:—a—q,

que reconocemos como las ecuaciones clasicas de Hamilton. Estamos en disposicion de
integrar la ecuacién 2.31 a lo largo de las caracteristicas (q(t), p(t)):

R(q,t) = R(qy,to) + R(q,t; qq, to) (2.35)
donde .
Rl t; o, fo) = / (r)p(r) — H(g(r), p(r)) dr . (2.36)

to



Tenemos dos condiciones de contorno referidas al tiempo. La primera es que para el
tiempo final ¢, q(t) = q, lo que fija el valor de p(t). En segundo lugar, si fijamos el
valor inicial ¢ty = 0, q(0) = q, vy p(0) = 9R(qy,0)/0q, = py- Conviene remarcar que no
conocemos con exactitud q, ni py, sino R(q,,0), que proporciona una relacién entre ambas
variables: py, = f(qq) = F(qy,Ppy) = 0.

Bajo estas condiciones, y dado que postulamos que la energia se conserva, esto es,
H(q,p) = E, la integral fot H(q,p)dr en 2.36 vale Et. Ademas, si para la primera integral
en dicha expresion hacemos el cambio de variable dr = dq/q, llegamos a que 2.35 puede
expresarse finalmente como

q

R(q,t) = R(qy,0) + R(q,q,t) = R(q,0) + / dqp(q) — Et . (2.37)

o

2.2.2 La ecuacién para la amplitud A(q,t). Funcién de onda

Conocida la fase, abordamos ahora el célculo de la amplitud A(q,t). Definamos p(q,t) =
A% = 9*(q,t)v(q,t). Si multiplicamos la ecuacién 2.29 por 2A4(q, t) y usamos la definicién
anterior, vemos que es posible expresarla como una ecuacién de continuidad:

dp(q,t)

S gy (@) <0, 239

donde v;(q,t) denota la componente i-ésima del campo de velocidades:
D 1 0

vi(q,t) = ¢; = m o mog

R(q,1) . (2.39)

Podemos entender p(q,t) como la densidad de un flujo de particulas hipotéticas en el
espacio fasico, cuyas trayectorias q(t) son soluciones de las ecuaciones de Hamilton 2.34.
Recordemos que q = (¢1,¢2, .--,q4) Y P = (p1, P2, --., Pa), por lo que cada grado de libertad
(gi, p;) puede ser considerado como una “particula”. Todas ellas contribuyen a construir
A(q, t) mediante las evoluciones q; o — ¢;(t) v pio — pi(t).

Si consideramos, en el espacio de fases, un volumen diferencial dq alrededor del punto
q a tiempo ¢, el nimero de particulas en él es p(q,t)dqg. Inicialmente, este conjunto de
particulas ocupaba un volumen dg, en torno a q,. La conservacién del nimero de particulas
nos lleva a escribir que

p(a,t)dg = p(qy,0)dgqy , (2.40)
(véase la figura 1). En consecuencia, finalmente obtenemos:
dq
pla.t) = (et 52 ) pla,0). (2.41)

donde el determinante es el Jacobiano de la transformacién q = q(qg,t), que podemos
computar al conocer las trayectorias (q(t), p(t)).

Los resultados 2.37 y 2.41 permiten dar la siguiente expresion para la funcién de onda
buscada en 2.27:

U(q,t) = /det%_?;A(qO’0)€ﬁ(R(q0,0)+R(q7q0,t)) — det%e};R(q,qO,t)¢(qojo) ) (2.42)

q
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Figura 1: Evolucién de la densidad de la hipersuperficie inicial (q,, py = 0q,R(qy,0)) a la
hipersuperficie (g, p) transcurrido un tiempo ¢, bosquejada en una dimensién.

Esta funcién de onda no es todavia la que buscamos. Debemos tener en cuenta aun
algunas consideraciones. Hemos establecido que nuestra funcién de onda inicial puede
ser escrita, segun 2.42; en términos de las funciones univaluadas A(qg,0) v R(q,,0), que
asumimos conocidas de partida. A tiempos cortos esto sera asi, pero a medida que el tiempo
avance el valor de la fase dejara de ser uinico. Es decir, existira mas de una trayectoria que
conecte qq y q, ya que estamos resolviendo un BVP (Boundary Value Problem).

Tenemos que recoger las contribuciones de cada trayectoria, con sus diferentes fases,
a la funcién de onda. Para ello las identificaremos con el indice j: R;(q,qq,t). También
haremos el siguiente cambio en el Jacobiano de 2.41:

det%

aCIO
det
oq ¢

_—imvj(q,q,t)
=€ J ——
dq

(2.43)

J J
donde el indice topoldgico v;(q, qq,t), conocido como indice de Maslov, recoge el niimero
de cambios de signo del determinante en la evolucién de la trayectotoria j-ésima en el
tiempo desde 0 a t. Con todo ello, segiin el principio de superposicién (consecuencia de la
linealidad de la ecuacién de Schrodinger 2.26), la funcién de onda serd la suma sobre todas
las posibles trayectorias, cada una ponderada en funcién de su correspondiente amplitud,
fase e indice de Maslov:

UERHED

J

1/2

det% 6%(Rj(‘LQO»t)_gth(qa<l07t))¢(q07 0) . (2.44)

dq

J

Por tltimo, hacemos notar que esta expresion seguird siendo vélida si tenemos un
Hamiltoniano dependiente del tiempo.
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3 Formalismo de los estados coherentes

Introduciremos los estados coherentes considerando la posibilidad de construir estados
cuanticos que, en el limite ~ — 0, nos conduzcan a los resultados clasicos para el
oscilador armoénico. Tomemos como punto de partida un oscilador armonico clésico,
monodimensional, de masa m y frecuencia w, cuyo Hamiltoniano es

2
P 1 k
H(q,p) = 5~ + §mw2q2 P w=/— (3.1)

y sus ecuaciones del movimiento vienen dadas por:

q(t) =—> 1 p(t)=—mwq(t) . (3.2)

Nos interesa escalar el Hamiltoniano, y para ello vamos a efectuar una transformacién
canénica (¢,p) — (@, P) mediante la funcién generatriz Fy(q, P) = /mwqP. Las
ecuaciones de transformacion son

8F2 .
(3.3)
Q= aFQ = /mwg .

Comprobamos que efectivamente 8(Q,P) /0(q,p) = 1 y por tanto se trata de una
transformacién canénica. El Hamiltoniano transformado adquiere la forma

1
K(Q,P)=H(q(Q, P),p(Q, P)) = §W(P2 +Q7), (3.4)
por los que las nuevas ecuaciones del movimiento se obtienen a partir de:
. oK . oK
=wP(t) ; P(t) = = — )
QD) =5 =wPl) : Pl)=-55 =—wQ() . (35)

Nétese que ahora, posicién y momento tienen las mismas dimensiones de v/, mientras
que K(Q, P) sigue teniendo dimensiones de energia.

3.1 Estados coherentes

Vamos a seguir el planteamiento de C. Cohen — Tannoujdi et al. (3] para definir los
estados coherentes. Utilizaremos para nuestro sistema clasico el Hamiltoniano escalado
que acabamos de obtener, pero con la intencién de trabajar de aqui en adelante con la
notacién usual, lo redenominamos como H y lo escribimos en términos de (g, p):

1
H =0+, (3.6)

con lo que las ecuaciones del movimiento son:

G(t) = wp(t)
(3.7)
p(t) = —wq(t) .
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Podemos definir una nueva cantidad adimensional compleja que incluya la informacién
de la posicién ¢(t) y el momento p(t):

a(t) = —=l[q(t) +ip(t)] , (3.8)

de tal forma que el par de ecuaciones 3.7 se reduce a una inica ecuacion:

d .
Ea(t) = —iwa(t) , (3.9)

cuya solucién es trivialmente
~ —iwt . ~

a(t) = dp e 5 @ = a(0) = —=[q(0) + ip(0)] . (3.10)

Asi, de acuerdo con 3.8 y 3.10:

(3.11)
h ~ iwt ~ iwt
p(t) =i §[ozoe —ag e |
y la energia 77 del sistema es una constante del movimiento de valor
1 e N
H = Sw (p(0)* + ¢(0)%) = hwagan = hw|ap|” . (3.12)

Buscamos un estado cudntico que verifique, para cualquier instante de tiempo, las
relaciones () (t) = q(t), () (t) = p(t) y (H)(t) = . Para el calculo de estos valores
medios haremos uso de las conocidas expresiones

G= \/é(cﬁ +a), (3.13)

p=iy/s(a' —a), (3.14)

5 1
H = hw <a*a + 5) . (3.15)

Aprovechamos para notar que, en este trabajo, todos los operadores serdan denotados
por acento circunflejo, a excepcién de los operadores de creaciéon y destruccion, a' y a.
Para un estado arbitrario normalizado [ (t)), la evolucién temporal del elemento de matriz
(a) = (YP(t)|al(t)) viene dada por el teorema de Ehrenfest:

m% (a) () = <[a, H]> (1), (3.16)

A

donde si tenemos en cuenta que [a, H] = hwa resulta que

(a) (t) = {a) (0) e™'(t) (3.17)
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e inmediatamente se obtiene que la evolucién de (a') = (¥(¢)]a’[¢(t)) se rige por la
ecuacion compleja conjugada:

(at) () = (a') (0) €™!(t) = (a)" (0) €“'(t) . (3.18)

Las ecuaciones 3.17 y 3.18 son andlogas a la ecuacion clasica 3.10 y su compleja
conjugada, respectivamente. Sustituyéndolas en las expresiones 3.13 y 3.14 resulta:

(@) (1) = /2 )" (0) ¢ + {a) (0) e
(3.19)
(9) (1) = 4/ 2 [(a)" (0) €1 — (a} (0) =]

Para hacer coincidir estos valores esperados con las cantidades clasicas del par de ecuaciones
3.11 es condicién necesaria y suficiente que en el instante inicial ¢ = 0 se cumpla:

(@) (0) = (4(0)lal(0)) = aq - (3.20)

Si nos atenemos ahora al valor medio del Hamiltoniano, se tiene que
- hw
(H) = hw (a'a) (0) + 5 (3.21)

en el que el término hw/2 es despreciable en el limite & — 0 (o equivalentemente |ag| > 1).
La igualdad con la expresién 3.12 proporciona una segunda condicién para nuestro vector
de estado:

(ala) (0) = ((0)]a’al¢p(0)) = |do|* . (3.22)

Nuestra hipotesis de partida nos ha conducido a las condiciones 3.20 y 3.22 que son,
como veremos a continuacién, suficientes para determinar el vector de estado normalizado
|1(0)). Para ello definimos el operador b(ag) como:

~

b(ag) =a — ayp . (3.23)
De esta definicion se tiene que
bt (@5)b(ap) = afa — apal — &a + aga, | (3.24)
lo que nos permite calcular el cuadrado de la norma del ket b(ap) |1(0)) como sigue:
(05 (@)b(@0)(0)) = (ala) (0) — ag (at) (0) — af (a) (0) + Ty . (3.25)
Sustituyendo en la expresién anterior las relaciones 3.20 y 3.22 obtenemos:
(1(0)[b (a5 )b(lo) [12(0)) = Ggdio — Giodiy — Gigdio + diodiy =0 . (3.26)
Por tanto, b(d) [1(0)) = (a — ) [¢(0)) = 0 y entonces

a|ip(0)) = ag [(0)) . (3.27)
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Llegamos a la conclusion de que el estado buscado verifica una ecuacién de valores
propios, en la que [1(0)) es un autovector del operador de destruccién a con autovalor o, un
parametro complejo que recoge la informacién de la dinamica clasica del sistema. Podemos
generalizar este resultado para el estado a cualquier valor de ¢, [1(t)), sin mayor dificultad
que tomar como autovalor a. Por tltimo, y en consonancia con lo dicho anteriormente,
reescribimos 3.27 a cualquier tiempo de la forma:

ala) =ala) , (3.28)

con lo que a partir de ahora identificaremos como {|a)} a los estados coherentes del oscilador
armoénico.

3.2 Caracteristicas de los estados coherentes

De aqui en adelante nos ceniremos, en gran medida, a la obra de E. Martin Fierro 4. La
definicién vista para los estados coherentes presenta el inconveniente de que, como refleja
3.12, la energia clasica depende del parametro de origen cuantico h. Podemos evitarlo
redefiniendo @ = A~/2a, con lo que 3.28 queda de la forma:

ala) = Y %ala) . (3.29)

Estos estados pueden escribirse en términos de los estados de Fock, |n), como

o) = eIl 5 \/Z_m In) (3.30)

(a] = e—la/%z% (n] | (3.31)

para lo que se ha establecido una relacion de recurrencia a partir de las actuaciones de
los operadores de creacién y destruccién sobre dichos estados, a' [n) = vVn+1|n+1) y
a|n) = v/n|n — 1), respectivamente.

Vemos a continuacién una serie de caracteristicas de especial interés de los estados
coherentes.

El operador desplazamiento D(av, o)

Los estados coherentes pueden construirse mediante la aplicacion de un operador
denominado operador desplazamiento, D(«,a*), al estado fundamental del oscilador
arménico |0). Se define:

f)(a’a*) = 6}371/2(@@1_0‘*@) — e&aT—&*a ’ (332)
de la que se comprueba que DT(a, a*) = ﬁ(—oz, —a*) = lA?*l(a, o) y por tanto se trata de
un operador unitario. R

~ La relacion Baker-Campbell-Hausdorff (BC’IE[ ) establece que para dos operadores A y
B que no conmutan y cumplen la relacién [A, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0 se verifica que

eATB — AgBe—3[AB] _ (BoA3IAB (3.33)
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Esta identidad nos permite reescribir el producto de exponenciales de la ecuaciéon 3.32
como:

A

D(a, o) = e 1Al /28" a g0l _ fal*/2-G"agdal (3.34)

Si tenemos en cuenta que un estado de Fock puede obtenerse por aplicacién sucesiva
del operador de creacién a' al estado fundamental |0) segiin

atm
V!

e introducimos esta expresién en 3.30, se comprueba que efectivamente:

n) = 10) (3.35)

la) = D(a, @) |0) . (3.36)

El producto escalar. Relacion de cierre

Los estados coherentes no son ortogonales. El producto escalar de dos de tales estados
puede obtenerse de forma inmediata de las expresiones 3.30 y 3.31, habida cuenta de la
ortonormalidad de los estados |n), y su valor es

El médulo de este producto escalar viene dado por |{a|3) |2 = 6_%|a_5|2, lo que prueba que
dos estados coherentes |a) y |3) tienden a ser aproximadamente ortogonales en el limite
la — B > 1.

No obstante, los estados coherentes constituyen una base sobrecompleta del espacio de
Hilbert, cumpliendo la relacién de cierre

para la que hemos definido el elemento de volumen (real). Este resultado que puede
probarse sustituyendo |«) y (| por sus expresiones asociadas 3.30 y 3.31, respectivamente,
y efectuando la integral en el plano complejo en coordenadas polares. Como consecuencia
del mismo, cualquier estado coherente puede desarrollarse en términos de los otros:

d20/ / / dQO/ ’ _ 1 a2 0/2 la/*a
o) = [ [ Sl @la) = [ [ SRy deriiiece - (3)

Valores medios y desviaciones cuadraticas

Calculemos los valores medios y las desviaciones cuadraticas medias de posicién,
momento y energia de nuestro sistema en un estado coherente |«) para el limite semiclasico
h—0 (lof >1).

Comenzando por la energia, en virtud de 3.15 y considerando 3.29 es inmediato llegar a
los resultados:

(H) = (a|H|o) =w <|oz|2 + %) ~ wlal? (3.40)

(AHL)? = <ﬁ2>a —{H) = wal?. (3.41)
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Notese que que % ~ ﬁ < 1, por lo que el valor relativo de la energia esta muy bien
definido. Si de la misma manera empleamos las relaciones 3.13 y 3.14 para la posicién y el

momento, respectivamente, concluimos que

(Ada)® = (§%),, — (@)% = (3.42)

(3.43)

Y

IS o o

(Apa)® = (p*), — (D)2 =

donde (@), y (p), denotan los valores medios de los observables ¢ y p en el estado |a):

1
o= (algla) =q0 3 o= —4=(a"+ 3.44
(@) = (aldla) =q q \/5( ) (3.44)
7
D) = {alpla) =pa ; pa=—4(" —a). 3.45
(P)o = (alple) =p p \/5( ) (3.45)
Entonces, el producto de las desviaciones cuadraticas medias de ¢ y p resulta
R h
AqocApoc = 5 ) (346)

que es el minimo valor permitido por el principio de indeterminaciéon de Heisenberg. Es
por ello por lo que los estados coherentes son conocidos también como estados de minima

incertidumbre (véase la figura 2).

fmilo) a

1 ) 3
k ' felo)

Figura 2: Circulo de incertidumbre para un estado coherente D(c, a*)|0), obtenido
desplazando el circulo de incertidumbre asociado al estado de vacio |0) una magnitud
a.

La funcién de onda W, (x,t)

De acuerdo con 3.46, la funcién de onda asociada a un estado coherente |a) en la
representacion de coordendas es un paquete gaussiano, que puede obtenerse a partir del
estado fundamental ¢g(z) del oscilador arménico:

U, () = (z[D(a,a)|0) = dolg — (@), )eh Prael® | (3.47)
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donde eife = e(@™?—a®)/4 — c=3r0aPa o5 un factor de fase global. Notese que simplemente

hemos efectuado una traslacién de la variable x una cantidad (g),, y un producto por la
exponencial e7?a®  Explicitando ¢o(z) obtenemos:

1 _(2={Dq 2+ L(p)  a+ifa 1 L (2—qo)2+ipaz—o
\I/a(x) —_ (QW(AQQ)2)1/46 ( 2AGa ) 7 \P (Wh)l/‘i T2n q 4 2r 9P 7 (3.48)
una funcién que se corresponde con un paquete gaussiano centrado en (@), = ¢a, modulado
por la onda plana ei(Pla® = e7Pa®,

La evolucién temporal de un estado coherente |ag) del oscilador arménico 3.15 viene
dada por

71Ent/h ’n>

a(B) = e fog) = el e

—mwt

_ age » »
— zwt/Z |evo)? /QEE o~ —e iwt/2 |Oz06 zwt)

v h™'n

para lo que se ha usado la ecuacion 3.30. Vemos que la evolucién temporal de un estado
coherente sigue siendo otro estado coherente. Con ello, los valores medios de ¢ y p en el
estado |a(t)) son:

(3.49)

9

(G), = V2Re (cg €7™") = go cos(wt) + po sen(wt) (3.50)

(p), = V2Im (cg e™") = pg cos(wt) — qo sen(wt) . (3.51)

Estos resultados son claramente similares a los obtenidos al integrar las ecuaciones
3.7 para las variables cldsicas de posicién y momento. Por otro lado, las desviaciones
cuadraticas medias de dichos observables son independientes del tiempo (A¢ = Ap =

h/2), lo que se traduce en que la anchura del paquete gaussiano no varfa. La funcién de
onda en cualquier instante

i 2
1 . — M L5 il
Vale,t) = o e (i) viemvin (3.52)
T
mantiene la forma gaussina, dado que
1 1 T <?>at
o, ) = |z — (@)a,)] = € 2( noe ) ~ (3.53)

Vrh

A modo de recopilacién de lo visto en este apartado, recalcamos que los estados
coherentes son estados cuanticos de minima incertidumbre cuya evolucién sigue la
dinamica clédsica del oscilador armoénico. Ademas, dada la igualdad y constancia de las
desviaciones cuadraticas medias Aq y Ap, el paquete de ondas no se deforma a lo largo
de dicha evoluciéon. Por estos motivos los estados coherentes suelen ser llamados estados
cuasicldsicos.

En nuestro limite & — 0, escogiendo un valor || > 1, obtenemos una dindmica cudntica
para la que energia, posicion y momento estan tan bien definidas como se quiera. Bajo
esas circunstancias, un estado coherente |«) describe de forma bastante exacta la dindmica
clasica del oscilador armoénico macroscopico, para el que la energia, posicion y momento
pueden ser consideradas magnitudes clasicas.
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3.3 Estructura algebraica

Presentamos a continuacion propiedades geométricas de los estados coherentes que
permiten, en el espacio de Hilbert, el desarrollo de cualquier estado u operador en
funcion de ellos en la base de estados coherentes. Definiremos asimismo el Z-dlgebra, una
correspondencia entre operadores cuanticos y formas diferenciales. También justificaremos
la introduccion de los estados coherentes no normalizados o estados de Bargmann, que
seran de vital importancia en la seccion 4.

3.3.1 Propiedades geométricas. Desarrollos en el espacio de Hilbert

La definicién 3.36 establece una correspondencia biunivoca entre los estados coherentes |a)
y los puntos del plano complejo . Esta aplicacién es continua, esto es, para un € dado
36/ ||y — )] <0 sija—d| <e.

El espacio en el que actia el operador ﬁ(oz, a*) es un espacio complejo que presenta
una estructura simpléctica, la cual proporciona un espacio de fases para un sistema
mecanico hamiltoniano. Esto tiene consecuencias muy importantes, como la conservacion
del volumen en el espacio fasico (teorema de Liouville).

Las precedentes propiedades geométricas, junto con la propiedad de sobrecompletitud
3.38, permiten desarrollar cualquier estado |¥) en funcién de los estados coherentes. En la
base de estados de Fock se tiene que

a™
T) =) enln) = ch\ﬁ 0) (3.54)

n

con 3 |ea|* = 1, lo que permite definir una funcién compleja f(2):

Zn
; vV h"n! ( )
La condicién de normalizacién para los coeficientes ¢, garantiza que la funcién f(z) es
analitica para todo el plano complejo z. Proyectando la ecuacion 3.54 sobre la base de
estados coherentes:
(a]W) = Z cn

para lo que se ha usado la expresién 3.31. Considerando esto, el desarrollo del vector de
estado en la base de estados coherentes resulta:

W= [ [Ty = [ [Sretopa (357)

por lo que existe una correspondencia unica entre las funciones f(a*), que juegan el papel
de amplitudes de desarrollo, y los vectores de estado | ).

= {al0) =€ P2 f(ar) (3.56)

Sea A un operador genérico, que en la base de estados de Fock puede expresarse en
términos de sus elementos de matriz A,,, = <n|A\m>

Z|n (n|Alm) (m| = ZAnm

a'™0) (0] a™ (3.58)
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Utilizando esta expresién para calcular el elemento de matriz que conecta los estados
coherentes |a) y |5) se tiene que

*nﬁm

VA plml (a|0) (0]8) = A(a”, 5)e_ﬁ(|0‘\2+|5\2) ’ (3.59)

(a]A|B) = ZAW

donde

*nm

=2 A

que converge en los planos complejos a* y § y por tanto es una funcién analitica de ambas
variables. Esta funcién determina de forma completa el desarrollo buscado, que puede

escribirse como
N d2 d )
:////w§£ (o410 ) A(a”, 8) (8] (3.61)

Reparemos ahora en la relacion 3.36, segin la cual, teniendo en cuenta que ﬁ(a, a*) es
unitario, (aja) = (0|D(a, o) D(e, a*)|0) = (0]0) = 1 y por tanto los estados coherentes
estan normalizados. Esto da pie a introducir los estados coherentes no normalizados o
estados de Bargmann mediante la definicion

(3.60)

la) =e2m |a) . (3.62)

Teniendo en cuenta 3.62 y 3.36 se consigue la siguiente relacion, que posibilita también su
obtencion a partir del estado fundamental del oscilador arménico:

o) = e "% |0y (3.63)
El producto escalar de dos de estos estados puede obtenerse a partir de 3.37 y resulta:
(al) = er"? . (3.64)

Podemos obtener desarrollos para un estado |¥) o un operador A en la base de estados de
Bargmann, analogos a 3.57 y 3.61:

mh

:////f?$ “H D) A, B)]6) © Ala®,8) = (o]A]B) . (3.60)

Obsérvese que, segun la definicién 3.62, las amplitudes de desarrollo f(a*) y A(a*, f)
son exactamente las mismas que calculamos para los estados coherentes normalizados. Sera
la representacion de estados de Bargmann {|a)} la que utilizaremos para obtener nuestras
expresiones semiclasicas de las magnitudes cuanticas. Enseguida veremos por qué.

m=/ 0 4o (0% ]a) | (3.65)
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3.3.2 9-algebra

Volvamos nuevamente a la expresion 3.36 y explicitemos en ella la expresion del operador
desplazamiento 3.34:

la) = elal’/2g=a"a gaal |0) = elal’ /2 aal 0), (3.67)

ya que %% |0) = |0). Derivemos parcialmente esta expresién respecto del parametro a:

M - (ia* + 1 aT) = alla) = K12 (a_ + hi) la) (3.68)

O 2h h—1/2 2 o

de donde vemos que podemos asociar a a! una expresién diferencial. Precisamente este es
uno de los aspectos mas interesantes de los estados coherentes: la posibilidad de transformar
las ecuaciones para operadores en ecuaciones diferenciales para ntimeros complejos. Segin
la ecuacién de valores propios 3.29 vy 3.68 , la actuaciéon de a y a' sobre los estados
coherentes:

ala) = Y2ala) ; (a]al = BY20" (af (3.69)
_ a* 0 _ a 0
CLT |Oé> =h 1/2 (7 + ha—a> |Oé> ) <Oé| a=~h 1/2 (E + haa*> <Oé‘ y (370)

permite definir el llamado Z-dlgebra, que establece la correspondencia entre observables
cuanticos y formas diferenciales de la que hablabamos antes, de manera que éstos actian
como operadores diferenciales en el espacio de estados coherentes.

Estas formas diferenciales se simplifican para los estados no normalizados que definimos
en 3.62:

ala) = h_1/20z|oz) : (oz|aT = h_l/Qa*(a| (3.71)
0 0
i _ p1/2 2 . —_ pl/2_ =
a'la) =h ('9a|a) : (ala=nh S (o , (3.72)

donde se observa que a y a' presentan una relacién de conjugacién a la manera usual de
la coordenada y el momento en Mecénica Cuantica. De ahi la idoneidad de trabajar en la
representacion de estados Bargmann.
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4 Aproximaciones semiclasicas: la representacion de
Bargmann

En la seccién anterior introdujimos los estados coherentes no normalizados o estados de
Bargmann {|a)}, destacando que proporcionaban un formalismo especialmente interesante
para el desarrollo de aproximaciones semiclasicas a la funcion de onda cuantica. Una de las
razones por las que es ventajoso se basa en las propiedades geométricas del espacio de los
pardmetros (a, a*) que caracterizan a un estado coherente, pues presenta una estructura
simpléctica que actia como un espacio de fases para el sistema. No obstante, la principal
ventaja de la representacion de Bargmann radica en sus propiedades de analiticidad, que
iremos desgranando a lo largo de las siguientes partes de la seccién.

La forma de proceder sera identificable con la seguida en la secciéon 2. Propondremos
un ansatz que constara igualmente de una amplitud y una fase, aunque en este caso seran
funciones complejas. Su desarrollo en potencias de h y posterior sustitucion en la ecuacion
de Schrodinger (estacionaria o dependiente del tiempo, segin el caso) nos conducira a una
jerarquia de ecuaciones para los distintos 6rdenes en h, de las que emplearemos las dos de
orden inferior.

Antes de entrar en materia conviene realizar ciertas puntualizaciones que nos seran
de gran ayuda posteriormente. Hasta ahora, en este trabajo hemos empleado para el
Hamiltoniano del oscilador armonico cuantico la definicién 3.15. Sin embargo, esta
definicion resulta no ser tnica. La no conmutatividad de los operadores impide asignar
a un Hamiltoniano clasico H un tnico operador cudntico H. Existe toda una familia
de Hamiltonianos cuanticos asociados a esta funcién, si bien las diferencias entre ellos
desaparecen en el limite A — 0. Reciprocamente, para un Hamiltoniano cuantico existe
también un conjunto de funciones clasicas asociadas.

De todos los Hamiltonianos cuanticos posibles nuestro interés se centrara, atendiendo
a la ordenacién de los operadores, en los tres siguientes:

— Ordenacion normal o de Wick: Todos los operadores de aniquilacion a se sitian a
la derecha de los operadores de creacién a'. Le corresponde una funcién clésica que
denominaremos simbolo Q del Hamiltoniano.

— Ordenacion antinormal: Los operadores de creacién a' se sitian a la derecha de
los operadores de aniquilacion a . Se le asocia una funcién clasica que llamaremos
simbolo P del Hamiltoniano.

— Ordenacion simétrica o de Weyl: Se efectiia una simetrizacion de operadores de
creacién a' y aniquilacién a . La funcién cldsica correspondiente la etiquetaremos
como simbolo W del Hamiltoniano.

La expresion del Hamiltoniano cuantico de una forma u otra es un procedimiento tedioso
pero trivial que consiste en emplear la relacién de conmutacién [a, af] = 1 cuantas veces sea
preciso para reordenar los operadores a v a' entre ellos. Dependiendo del problema a tratar
sera mas adecuada una u otra forma. Ndétese que, de acuerdo con la relaciéon de conmutacion
anterior, el Hamiltoniano cuantico 3.15 se puede expresar como H= %(aTa + aa'), por lo
que hemos venido trabajando con la combinacién simetrizada.
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4.1 La funcion de onda estacionaria

Partamos de la expresion para la funcién de onda en la representacion de Bargmann de
una dimesion ‘

U(a*) = (a|T) = A(a*)erd@) (4.1)
analoga a la de la teoria WKB, con la excepcién de que en este caso amplitud y fase son
funciones complejas. Podemos conseguir un desarrollo completo de la funcién de onda
U(a*) en potencias de & mediante un desarrollo de A(a*) y S(a*) en potencias pares de
dicho parametro:

A(®) = AO(0) + BRAD (o) + HAD (o) + .. (4.2)
S(a*) = SO(a*) + 128D (a*) + K@ (a*) + ... (4.3)

La ecuacién de Schrodinger estacionaria proyectada sobre la base {|a)} se escribe
(a|H |¥) = E(a|P) . (4.4)

Consideremos inicialmente Hamiltonianos con ordenacion normal o de Wick, que
pueden expresarse de forma genérica como

HY = chmh("+m)/2aT"am i Cam €ER (4.5)

Para los otros dos esquemas de ordenaciéon el procedimiento es idéntico, por lo que
desarrollaremos este caso y daremos las expresiones resultantes para los dos restantes al
final. Si introducimos 4.5 en 4.4 y utilizamos la correspondencia entre los operadores a y
a' y los operadores diferenciales dada por el Z-dlgebra 3.71 y 3.72, dicha ecuacién se puede
reescribir de la forma:

m

d
n; Camh™ 0" W (o) = EW(a’) . (4.6)
Explicitando la propuesta 4.1 para ¥(a*) resulta

chmhma*”di—ﬁm [A(oz*)eiﬁs(o‘*)} =F [A(oc*)eés(a*)} : (4.7)

n,m

y sustituyendo los desarrollos 4.2 y 4.3 obtenemos la jerarquia de ecuaciones que
adelantabamos al comienzo de la seccion, si identificamos los distintos términos de un
mismo orden en h.

A orden R° en 4.7 se tiene la igualdad
dS(O) * m
nzn;cnmoz*" (i%) =F. (4.8)
Definiendo la funcién clasica
]fIN /
Ho(a™, ') = (alH7|a’) = chmoz*"o/m : (4.9)

(o)

n,m
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la ecuacién 4.8 puede escribirse de la forma
dS(O) *
Ho (az&> - F, (4.10)

que inmediatamente reconocemos como la ecuacion de Hamilton-Jacobi estacionaria para
la accién S (a*). Si definimos la variable compleja «y como

dS© (a*)
=— 4.11
Y= (4.11)
la ecuacion de Hamilton-Jacobi queda de la siguiente manera:
g Com@"Y" = E | (4.12)

por lo que implicitamente 7 estd definida como una funcién (en general multivaluada) de
la variable o* y la energfa E. Tomando en cuenta 4.11 y 4.12, S (a*) puede obtenerse
mediante la integral

SO(a*) = —i / ve(a™)da (4.13)

Si quisiéramos que la accién estuviera bien definida, la integral deberia ser independiente
del camino de integracion escogido en el plano complejo para conectar un punto inicial
arbitrario con el punto «o*. Entonces, segin el teorema de Cauchy-Goursat (véase
S. Ponnusamy & H. Silverman [5]), la funcién yg(a*) tendria que ser analitica. Sin
embargo, lo que haremos sera imponer la condiciéon de analiticidad al global de la funcion
de onda, una vez hayamos calculado también el término de amplitud. De esta manera,
puede darse el caso (habitual) de que yg(a*) sea multivaluada mientras que al conjunto
de la funcién de onda se le exige que sea analitica y por tanto univaluada (como debe ser).
Esta restriccion determina las condiciones de cuantizacién de nuestro sistema, cuestion
que trataremos posteriormente.

Abordemos a continuacién la ecuacién que resulta de identificar los términos de orden

hoen 4.7:
o [ dAO(a") (dSO(ar)\"
chmoz m /)
do* do*

o o , (4.14)
m(m — 1) 2SO (a*) [ .dSO(a)\""
T 7T A0 -0 .
* 2 (a7)i da*? S 0
Si multiplicamos ambos miembros por 24 (a*) y definimos
pla”) = A ("), (4.15)

en virtud de las ecuaciones 4.9 y 4.11 se tiene:

dp( d
0= Z Crma'm p Ay Z Cnm@™ " m(m — 1)p(a*)dﬁlﬂm_2

_chm ~ m 1 *n chmmV ot 1:0< *) (416)

B 7 [87{9( ) 62HQ( )

| p(a*ﬂ - ERelen ) o).
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Excepto por el ultimo término de la derecha, se tiene la ecuacién de continuidad para un
fluido de densidad p(a*) en régimen estacionario. Si redefinimos la funcién p(a*) como

Oy

y la introducimos en 4.16 obtenemos una ecuacién diferencial para la fase ¢(a*):

do(a’) __ OHola*q) 1

da* Oa*Qy  9Helarn) 7 (4.18)
Oy
que al integrarla lleva a la expresién para p(«a*) siguiente:
a* 827{ ®/ 1
Q(O[ 9 7) - dOé*/
i} J 806*/8’)/ OHo (o )
p(Oé ) = W@ Oy . (419)
S
Por lo tanto, segtin 4.15, la amplitud de nuestra funcién de onda vendra dada por
, / PHola”y) 1,
1/ 2 aa*/a 87‘[Q(O¢*I,’Y)
A0y = — £ ¢ T (4.20)
<3H9(a*ﬁ)> /
Oy

Notese que no hemos puesto especial atencién a las distintas constantes de integracion,
dado que pueden ir siendo incorporadas a una constante genérica N que serd fijada
normalizando la funcién de onda ¥(a*).

Las expresiones para la fase S©(a*) y la amplitud A©®(a*) dadas por 4.13 y
4.20, respectivamente, permiten expresar la aproximacién a la funcion de onda en la
representacion de Bargmann buscada:

U(a*) ~ A(O)(a*)e%s(m(o‘*)
a* a2 *
1/ a %Q(Oé ,7 7) 1 dOé*/

2 *! OHo(a* ) * (421)
_ N e aa (9")/ QB—W’Y e%f& ’yE(OL*I)dOﬁ*I ’
<3H9(a*,v)>1/ 2
Oy

con N una constante de normalizacién. Observamos que fundamentalmente tenemos
integrales en el plano complejo de funciones de un parametro (a*) que recoge la informacién
de la dindmica clésica, mientras que el tnico rastro que queda de la Mecanica Cuantica es
el factor A, para el que trabajamos en el limite A — 0.

Para las otras dos ordenaciones del Hamiltoniano cudntico (antinormal y simétrica) el
procedimiento para la obtencion de la aproximacion a la funcion de onda es totalmente
analogo. Indicamos la forma genérica de estos dos operadores y sus funciones clasicas
asociadas, para luego mostrar el resultado para la funcién de onda ¥(a*) al que conducen
en cada caso:

(al £
(ale)

HA =3 b b2 by € R = Hpla®,al) = (4.22)
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(alH%]a)

HY =3 dpnS{p"G"} 5 dum €R = Hp(a®,d/) = (ala

n,m

(4.23)

donde S denota la ordenacién de Weyl (recuérdense las definiciones de los operadores de
posicién y momento en funcién de los operadores de creacion y destruccion dadas por 3.13 y
3.14). La funcién de onda ¥ (a*) para los Hamiltonianos 4.5, 4.22 y 4.23 puede condensarse
en una Unica expresion:

/a* PHoA" ) 1
I (0]
2 */ OHq(a*! 1) o )
P\ ar'dy  ZeFl A (e (4.24)
1/2
(am(a*,w)>
Oy

donde el subindice x denota los posibles simbolos Q, P o W asociados al operador
Hamiltoniano, y la constante x toma los valores:

1 siz=Q
k=4 0 siz=W (4.25)
-1 siz =P .

La ecuacion 4.24 es una expresion asintotica para la funcién de onda valida para los
tres esquemas de ordenacién vistos, siempre que se empleen adecuadamente los simbolos

Q, Py W, con k dada por 4.25.

Ahora lo que procede es discutir qué validez tienen las expresiones recién halladas,
asi como la problematica que pueden presentar. Iremos estableciendo también una
comparativa con los resultados obtenidos en la seccién 2 para la representacion de la
coordenada.

En primer lugar, es claro que esta funcién de onda debe ser diferenciable, y por tanto
tiene que ser analitica. Atendamos ahora a la expresién 4.24. Los argumentos de las
dos integrales que aparecen en dicha expresion pueden ser funciones multivaluadas, y asi
como el factor raiz cuadrada en la amplitud, pueden contribuir a dar una funciéon de onda
multivaluada. Por supuesto esto es fisicamente inaceptable, y tendremos que exigir que
sea univaluada. FEn ocasiones sera suficiente con la condicién de analiticidad, pero habré
otros casos en los que, dada la complejidad de las singularidades de las distintas funciones
(polos, ramas, etc.) que aparecen en la expresion, requiramos procedimientos adicionales,
a los que haremos referencia un poco mas adelante. Para ilustrar esta discusién vamos a
considerar la aproximacion global para un Hamiltoniano simétrico, dada segin 4.24 y 4.25
por

U(ar) ~ N B S m(ada (4.26)

6 b
(57'11/\1(01*77) ) 1/2
Oy

en la que la desaparicion del término integral central simplifica un poco las explicaciones.
Para los otros esquemas de ordenacién la idea es la misma, lo iinico que ocurrira es que la
funcion de onda tendra una contribucién mas proveniente de dicho término.

25



Si la funcién yg(a*) es univaluada, entonces la funcién de onda queda bien definida
con la condicién de analiticidad. Esto pone de manifiesto la utilidad de emplear las
ideas de la teoria WKB al formalismo de estados de Bargmann. Con la generalizacion al
plano complejo, las aproximaciones a la funcién de onda W(a*) son globales y uniformes,
mientras que en la representacién de la coordenada, segin vimos en la parte 2.1 de la
segunda seccion, es preciso recurrir a procedimientos extra de ajuste en los puntos de
retroceso (las denominadas férmulas de conexion).

Sin embargo, lo mas habitual es que la funcién yg(a*) sea multivaluada y presente
singularidades, en particular ramas. La aproximacién semiclasica falla en los puntos
de rama, por lo que seran necesarios mecanismos de ajuste, que en todo caso aparecen
de forma natural por el hecho de estar trabajando en el plano complejo, y no como
extensiones heterodoxas segin vimos para la representacién de la coordenada.

Para un sistema ligado en el que yg(a*) presente singularidades limitadas, tales como
un polo simple o dos puntos de rama, 4.26 debe ser univaluada con independencia del
camino de integracién elegido para evaluar la accién. Es decir, la funcién de onda ¥(a*)
resultante de efectuar dicha integral desde un punto inicial o hasta o* a lo largo de un
cierto camino C; debe ser idéntica a la obtenida al calcular la integral a lo largo de otro
camino Cy. Para que ¥(«*) permanezca univaluada cuando se efectia una vuelta a lo largo
de la curva cerrada C formada por C; y Cs, es preciso que este circuito cerrado encierre
las singularidades de vg(a*). Ademés, deben considerarse los cambios de signo que puede
sufrir el prefactor de amplitud (término de raiz cuadrada) a lo largo de este camino, de
forma que la condicion de analiticidad para la funcién 4.26 sera:

1 * * . .

7 ]iyE(oz Yda* —ivm =2min 3 n€Z. (4.27)
El pardmetro v, conocido como winding number (nimero de rotaciones o vueltas) es un
pardmetro topoldgico que da cuenta de los cambios de signo del gradiente OHyy/dvE a lo
largo de C, y depende en cada caso de la geometria del sistema. La condicién 4.27 puede
escribirse como

= —z’jl{vEn(a*)doz* = 27h (n + Z) ; neEZ, (4.28)
c 2

proporcionando los autovalores F, siempre que la integral 4.28 pueda invertirse. Esta
condicién corresponde a la condicién de cuantizacion WKB (que generaliza la condicién
de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld 2.23) si identificamos el pardmetro v con el indice de
Maslov.

En conclusién, en sistemas ligados con singularidades limitadas la funciéon de onda va
a ser analitica solo para determinados valores de la energia F. En sistemas no ligados que
presenten un unico punto de rama no es posible definir un camino de integracién cerrado
que rodee dicho punto, y la funcién de onda calculada sera univaluada para cualquier valor
de la energia E. En ambos casos, la funcién de onda ¥(a*) estard definida univocamente
para todo el plano complejo de o, excepto en los cortes de rama.

Para sistemas en los que yg(a*) posea una estructura de singularidades més compleja es
imposible que la funciéon de onda sea univaluada a partir de un tnico camino de integracion.
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En general, habra que incluir una suma a las distintas ramas fisicas del problema, de forma
que la soluciéon vendra dada por una combinacion lineal de soluciones tal que la funcion
de onda W(a*) resultante sea analitica. Las condiciones de contorno permitiran fijar los
coeficientes de la combinacion lineal, posibilitando recorrer las hojas de Riemann asociadas
a las distintas ramas de la funcién. Con todo esto,

N 1 o */ x/
U(a*) ~ en " rp(e)da” 4.29
1= 3 ()" (129
Oy

La eleccion de todos estos caminos de integracion posibles es dificil, por lo que la
generalizacion de 4.26 para sistemas con mayor nimero de grados de libertad se complica
considerablemente.

4.2 La funcion de onda dependiente del tiempo

Guiandonos por el articulo de E. M. Fierro & J. M. Géomez Llorente 6] estudiaremos el
caso dependiente del tiempo para un sistema con d grados de libertad. La extension del
formalismo de estados coherentes y de Bargmann introducido en las subsecciones 3.2 y
3.3 a las d—dimensiones es totalmente directa, por lo que simplemente explicitaremos la
adaptacion de las definiciones que vayamos necesitando en nuestro desarrollo. Comencemos
con la extensién de la expresion 3.63, que define los estados de Bargmann:

d

) = JJ e e j0) (4.30)

n=1

donde a y su compleja conjugada a* son vectores con componentes complejas a,, y
o respectivamente, y a y a’ son vectores cuyas componentes son respectivamente los
operadores a,, y a.

La representacion de Bargmann de un estado dado | V) perteneciente espacio de Hilbert
viene definida por el porducto escalar ¥(a*) = (a |¥), una funcién compleja analitica del

conjunto de variables {af; n=1,...,d}.
Queremos obtener la solucién a la ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo
d A
Zh% |W(t)) = H|V(t)) (4.31)

para un estado de partida |¥(0)) conocido. Al igual que en el caso estacionario, asumiremos
primero que el Hamiltoniano cudntico H (a¥,a) se obtiene como la forma normalmente
ordenada del Hamiltoniano clésico H(a*, o), esto es:

~

HN(at,a) = ¥ {H(a*, a)}

{imnsmn=1,...d} = 1 i

U

(4.32)

donde A es el operador de ordenacion mormal, que no definiremos de forma rigurosa
pero cuya actuacién consiste en reemplazar o por h'/%al v «, por h*/%a,, con todos los
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operadores a! a la izquierda de los operadores a,. En este caso la funcién hamiltoniana
clésica asociada (simbolo Q) se calcula de la forma:

(e ¥ ]a)
(afa)

Hg(a*, a) (4.33)

Para proyectar la ecuacién 4.31 sobre la representacién {|a)} necesitamos la extensién
de las proyecciones a la izquierda del Z-algebra 3.71 y 3.72, que proporciona una conexion
entre operadores cuanticos y formas diferenciales a través de las nuevas relaciones

0
(alal = ik (] ; (aa, = hlﬂw(od . (4.34)
Considerandolas, la proyeccién resulta:
5 a4,
g V(e )= 3 ey [T s [T 5 (e
{imsjnim,n=1,...d} m=1 n=1 " (4.35)

0
— * *
:%Q(O&,h% \I](Ot,t)
Para resolver esta ecuacion diferencial utilizaremos un ansatz cuya forma, a estas
alturas, nos resultara familiar:

U(ar,t) = Ala*, t)er Y@ (4.36)

con A(a*,t) y T(a*,t) funciones complejas que admiten expansiones en potencias pares
de h. Seran los términos de orden O(1) de ambos desarrollos los que nos proporcionen la
aproximacién semicldsica a la funcién de onda W(a*,t), como ocurria para la funcién de
onda estacionaria. No obstante, para simplificar la notacién, en este caso utilizaremos los
mismos simbolos A y T para referirnos a esos términos dominantes. Si identificamos los
términos a orden mas bajo en h obtenemos la ecuacién que permite determinar la fase:

oY (o, 1) Tt
Mo <a i) = 0. (4.37)

Se trata de la ecuacién de Hamilton-Jacobi, en la que la funcién T (a*, t) juega el papel
de la accién clésica. Conocido el estado inicial ¥(a*,0) , tenemos una expresion para
T(a*,0). Por tanto, podemos encontrar la solucién a la ecuacién 4.37 que satisface esa
condicién de contorno mediante el método de las caracteristicas, por integraciéon a lo largo
del camino p* = p*(7) desde el instante 7 = 0 al instante 7 = ¢. Si definimos

T(a*, )
oax

este camino representa una trayectoria general compleja cuya solucion es el sistena de
ecuaciones diferenciales complejas de Hamilton

. aHQ(IJ’:? V‘F)
’l/—
opy

M: — ZaHQ(IJ’T7VT> ,
ov,

via*,7) =1

(4.38)

U, =

(4.39)
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donde p* y v son consideradas como variables independientes. Las condiciones de contorno
las obtenemos del valor de a* en el que queremos calcular la funcién de onda a tiempo
T =t, y de la accién inicial T(a*,0). En concreto estas dos condiciones estan referidas al
tiempo y vienen dadas por los dos conjuntos de ecuaciones siguientes:

T *
v — iL#5:0) ph=at (4.40)

opg
A lo largo del conjunto de trayectorias (pu, v, ) se tiene:

dY(py,7) _ 0T(pym) | OT(m7,7)
dr B or op:

Py = —Ho(p;,vs) —iv pf (4.41)

para lo que hemos usado las ecuaciones 4.37 y 4.38. La ecuacién anterior puede ser
finalmente integrada, resultando que

t
V(a2 t) = V125.0) = [ (Hopsv) + v dr (1.42)
0

Agrupando los términos proporcionales a /i en 4.35 tenemos la ecuacion para la amplitud
A(a*,t). Si definimos la densidad compleja p(a*,t) = A*(a*,t) llegamos a la siguiente
ecuacion diferencial:

op(a*,t) N 0 PHo(ar,v)

O b (et ) f (e, 0] = iple, ) LS (1.3
OPHo(ar,v) _ a OPHo(a,v)
con la notacion oty Yoy W y donde
f(a*’t):ia’l—[g[a v =10Y(a*, t)/0a’*] (4.44)

ov

es el campo de velocidades complejo. La derivada segunda del tltimo término de la derecha
en 4.43 debe efectuarse considerando a v y a* variables independientes. Es precisamente
este término el que nos impide tener una ecuacién de continuidad. Sin embargo, si definimos
una nueva funcion

' 827'[9(0(:, V‘F)

S v dr , (4.45)

plar,t) = pla*, e F@ ) Flar,t) = /
0

donde la integral se efectiia a lo largo de la trayectoria compleja clasica que satisface las
condiciones de contorno 4.40, entonces p(a*,t) si satisface una ecuaciéon de continuidad:

plar,t) 0

pla”,t )] =0. 4.46
2 D [plar (e 1) (4.46)

La ecuacién anterior, al ser una ecuacién de conservacion
plog, t)op; = plag, 0)0pg (4.47)

permite escribir la densidad a tiempo ¢ en términos de la densidad en el instante inicial
t =0 como

plar, 1) = plui, 1) = Ty plus, 0) (4.48)
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donde el Jacobiano

. 0(#2)]

Jy(a*,t) = det {a(ﬂﬁ) (4.49)
estd asociado a la transformacién p* = p*(pg,t), y es un numero complejo cuya fase
acumulada puede ser obtenida exigiendo que Jg sea una funcién continua del tiempo 7
desde 7 = 0 hasta 7 = t [ndtese que Jy(a*,7 =0) = 1].

Con el resultado 4.42 para la fase y la expresion 4.48 llevada a 4.45, que permite
obtener el término de amplitud, podemos concluir que la solucion semiclasica a la ecuacion
de Schrodinger dependiente del tiempo para nuestro Hamiltoniano con ordenacién normal
en la representacion de Bargmann es

(o) = W(pa, 6)[ (@ )] /26 @2 Ml o vt (4.50)

con U(pk,t) ~ A(ph,0)en ™9, Esta solucién no es necesariamente tnica. Pueden
aparecer miultiples ramas, algunas de ellas no necesariamente soluciones fisicas, las cuales
deben ser descartadas. La identificacion de este tipo de ramas no es tarea sencilla, y no
entraremos en ella.

Por tltimo, vamos a dar cuenta de las otras dos ordenaciones que hemos venido
trabajando para el Hamiltoniano cuantico (asi como sus simbolos asociados):

) /\ alH|a
H%a' a) = o {H(a*,a)} — Hpla*,a)= % (4.51)
. ~ alH|a
H%(a' a)=S{H(a*a)} — Hw(a* a)= % (4.52)

Con todo, las funciones de onda asociadas a cada uno de ellos (4.32, 4.51 y 4.52) pueden
condensarse en una tnica expresion de la forma

U(a*, t) ~ (s, t>[J¢(a*7t)]—l/QemF(a*,t)/Qe—%fg[Hm(u;,uT)-&-z‘uTﬁlﬂdT (4.53)

donde {p*,v,;0 < 7 <t} y Jy son respectivamente la trayectoria clasica y el Jacobiano
correspondiente a la funcién clésica hamiltoniana H,(a*, ). Se tiene que Kk = 1 six = Q,
k=—-1lsiz=Pyr=0siz=W.
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5 Ejemplo de aplicacidon: sistemas estacionarios

Con la motivacion de ver cémo funciona nuestro modelo, las virtudes y defectos que
presenta, vamos a aplicarlo a un caso concreto: el oscilador arménico. Si consideramos
una particula de masa m que ejecuta un movimiento arménico simple de frecuencia w,
su Hamiltoniano clésico es H = %2 + %mw2q2. Nosotros, sin embargo, partiremos del
Hamiltoniano clasico escalado que obtuvimos al comienzo de la seccién 3:

1
H= §w(p2 +¢%) = waa* | (5.1)

donde las variables (p,q) y (o, a*) recordamos que estan relacionadas mediante las
ecuaciones

*

1
a=—(q+ip) ; o =

V2

Cuantizando nuestro sistema resulta que

(q—ip) . (5.2)

Sl

1
H = Sw(i*+4) , (5.3)

que a conveniencia expresaremos con ordenacién simetrizada, con lo que se tiene que
g ; 1
H> =hw|a'a+ 5) (5.4)

para lo que se ha utilizado el conmutador [a,a!] = 1 y las definiciones ya conocidas, y que
volvemos a explicitar aqui,

—(+ip) + o= —=(i— D) (5.5)
a=——=(¢+1p) ; o' =—=(@—1p). .
2h 2h

La funcién clasica asociada a este Hamiltoniano simétrico (simbolo W) en el espacio
de fases (g, p) del oscilador arménico (que puede identificarse con el plano complejo de la
variable o mediante las transformaciones 5.2) viene dada por

(al %))
(a]a)

Hw(a* a) = = waa” (5.6)
que en este caso coincide con el Hamiltoniano clasico de partida. Puesto que no depende
del parametro A, su valor en el limite semiclasico serd exactamente el mismo.

Dado que los calculos para la obtencién de la aproximacion a la funcién de onda no son
especialmente extensos, revisaremos aqui los pasos principales. La proyeccion de la ecuacion
de Schrodinger estacionaria H |¥) = E |¥) para nuestro Hamiltoniano en cuestién en la
representacion {|a)} resulta, en virtud del Z-algebra 3.71 y 3.72:

0 hw
hwa*—¥(a*) + —V(a*) = EV(a”) . (5.7)

da* 2
Nuestro ansatz es U(a*) = A(a*)ei@) en el que sabemos que tanto A(a*) como S(a*)
admiten desarrollos en potencias pares de h, siendo los términos relevantes en nuestro caso
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los de orden O(1). Por simplificar la notacién mantendremos los caracteres A y S para
referirnos a dichos términos. Sustituyéndolo en 5.7 se tiene, a orden 0 en A, que
dS(a*) E
iwa*——==F = Sa*)=—i—In(a"), 5.8
o (") = ~i— In(ar) (58)
mientras que a orden 1 en A, una vez multiplicada por el factor 2A(a*) y hecho el cambio
p(a*) = A*(a*), resulta la ecuacién

=__ = p(of‘) = — . (5.9)

Notese en que no hemos dado cuenta de las constantes de integracion porque simplemente
pueden ser recogidas en un factor de fase global, cuya influencia en la determinacién de la
dinamica del sistema es nula.

Segun los resultados 5.8 y 5.9 (tras restablecer el cambio para la amplitud), la expresién
para la funcion de onda en aproximacién semiclasica es

\I/(Ck*) ~ N<Oé*)—l/2€%ln(a*) :N(a*)%_% , (510)

con N una constante de normalizacién. Esta funcién serd analitica tinicamente si la
potencia de a* es un nimero entero, lo que conduce a la condiciéon de cuantizacion de
la energia para el oscilador armonico:

1
En:hw(n+§) ; NEZL. (5.11)

La autofuncion correspondiente tiene la forma
U, (a*) ~ Na* | (5.12)

que resulta ser un resultado exacto para la funcién de onda del oscilador arménico (puede
comprobarse que, al sustituirlo en la ecuacién 5.7 proporciona exactamente los autovalores
5.11). Por tanto, la utilizacién del formalismo de Bargmann es ventajosa en este sistema
porque, mas alla de que en este caso la solucion coincide con la exacta, su obtenciéon no
precisa de ninguna férmula de conexion. La condicién de analiticidad es suficiente para
conseguir una aproximacién global y uniforme.

Normalicemos a continuacién la funcién de onda. Para ello exigiremos que (¥|¥) = 1.
De la relacion de cierre para los estados coherentes 3.38 y la definicién de los estados de
Bargmann 3.62 se infiere que la relacién de cierre en {|a)} viene dada por:

/ = “Tla)a|=1 ; d’a=d(Rea)d(Ima) . (5.13)

Th ¢

Si la introducimos en el producto escalar resulta

2 * 2 *
1= / d—ae_ag (V| a)(a|T) :N/\/*//d—a(aa*)"e_m; =7, (5.14)
wh wh
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una integral en el campo complejo cuya resolucién podemos evitar con un cambio de
variables. Fijémonos en la definicién del elemento de volumen que hemos empleado en
5.13: d’a = d(Re a)d(Im «). Segin 5.2, podemos identificar dicho elemento de volumen
en el espacio de fases (¢, p):

d*o dqdp
1
Th  27h (5.15)
con lo que la integral Z se transforma en una integral real en el espacio fasico:
dqdp 2
:_NN*// qap iﬁp+q)(p2+q2)n‘ (516)

Podemos simplificarla con un nuevo cambio a variables de accion-angulo (J,0), con J =
%(p2 + ¢?). Segtn el teorema de Liouville, que tal y como vimos en la subseccién 3.3 se
cumple, la conservacién del volumen para una transformacién canénica (el Jacobiano tiene
valor unidad) reduce nuestro cambio a una sustitucién de la medida, resultando

djde J NN* 27 o0 J 1 [ J
T = * 5" — L _ . L
NN // o R s /0 d@/o dJe nJ NN h/o dJe nJ
(5.17)

Si tenemos en cuenta la integral tabulada fooo e Mdr = FSZLl ) [Re(p) > 0] que se

encuentraen I. S. Grandshteyn & I. M. Ryzhik [7}’ identificando en nuestro caso p = h™%:

NN*T(n+1)

:Z: =
h (h—l)n-‘,—l

= NN*h'nl . (5.18)

Finalmente, Z = 1 = N = (A"n!)~Y2 y la funcién de onda semicldsica adecuadamente
normalizada es

Uo(a') = —==(a")". (5.19)

A continuacién, sabiendo que las funciones de onda del oscilador armonico en la
representacion de la coordenada son conocidas, y vienen dadas como producto de una
Gaussiana por los polinomios de Hermite, intentaremos dar una expresién integral que
permita el calculo de los mismos. Se tiene que

(W) = (wh) ™4Vl e 5 H, (/%) | (5.20)

on/2

con H,(h™'/2¢) los polinomios de Hermite. La expresiéon anterior es una adaptacién a
nuestro sistema, definido por el Hamiltoniano 5.3, de la expresién para el Hamiltoniano
H = £+ %mwQQQ que usualmente se encuentra en la bibliografia (véase, por ejemplo,

L. D. Landau & E. M. Lifshitz [1]). Introduzcamos ahora la relacién de cierre para 5.13

en (q|¥,):
= [ [ S e (521

El término (« |¥,,) es justamente la funcién de onda semiclasica que acabamos de calcular
y normalizar, mientras que (g|a) es una proyeccién que desconocemos. Para calcularla
proyectamos la ecuacién de valores propios 3.71 para el operador de creacién a sobre {|q)}:

(qla la) = a(gla), (5.22)
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que usando la primera relacion 5.5 toma la forma
L (glq+ip |a) = —=a(gla)
q1q —1p |&) = a\g|a),
V2h Vh

La actuacién de los operadores ¢ y p en la base {|q)} es conocida, y viene dada por
qdla)y =qlq) yplg) = ihdiq |g). Considerando esto, la ecuacién 5.23 se reescribe como

(%q g @gg) () = Z=arlalo) (5:24)

por lo que se trata de una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden separable:

az(j’q(\;)x) _ %a ~ %q , (5.25)

(5.23)

cuya integracion en dq proporciona trivialmente la solucion

2 q2
(gl a) = Newor i | (5.26)

donde N es una constante de normalizacién genérica en la que hemos incluido la constante
de integraciéon. Esta nueva constante también tenemos que fijarla. Antes de eso,
aprovechamos para hacer notar que a las distintas constantes de normalizacién que han ido
apareciendo en esta seccion y en el propio trabajo las hemos denominado de forma genérica
N, si bien no hay lugar a confusién o ambigiiedad, pues para cada una de ellas ha quedado
bien indicada a la funcién a la que se refiere y en los casos en los que se ha requerido su
valor, ha sido calculado ordenadamente. Dicho esto, la estrategia para normalizar 5.26 sera
introducir la relacién de cierre para la coordenada [ dg|g) (g| = 1 en el producto escalar
de los estado de Bargmann definido en 3.64:

*
o

/ dg(a|q) (g @) = (ala) = 5. (5.27)

Si sustituimos la expresion 5.26 y su hermitica conjugada tenemos que:

NG 2 *

NN~ /dqeff‘I("”Lo‘*)e_qﬁ —eh. (5.28)

22
Utilizando la integral tabulada ffooo ee v dr = ﬁ\/l; e(a®d)/4 [b > 0] proporcionada
por la herramienta computacional Wol fram Alpha, en nuestro caso con los cambios a =

\;—?(a + o) y b = h, 5.28 resulta:

(0t+01*)2 aa™

NN*Vrhe 5 =t = NN*Vrhee®? =1, (5.29)

Queda asi determinada la constante de normalizacion, y por tanto el estado 5.26 escrito de
forma completa es

2
(gl @) = (xh) V4 e~ Foaf (5.30)
Insertando 5.30 en 5.21 y explicitando en esta expresion también 5.19, se tiene que
1 q2 d2OC aa* \/ﬁ 2
(q|¥,) = (mh)~Y4e 5 —e haMen T (5.31)
Vhrn! mh
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Finalmente, igualando la ecuacién 5.31 que acabamos de obtener con 5.20 y cancelando
los términos que se repiten en ambas, la expresién que buscabamos para los polinomios de
Hermite resulta ser

n TR

n/2 2
2 d aa* 2
H,(h™'?q) = (‘) / D e qme e (5.32)

Que sea una integral del producto de una potencia por exponenciales nos invita a
pensar que debe tener solucién exacta. Cambios a las variables (¢,p) o (J,6) como los
vistos en esta seccion podrian ser tomados en cuenta como estrategia de resolucién. No
obstante nosotros paramos aqui, postulando como teorema que, en virtud del formalismo
de Bargmann introducido, los polinomios de Hermite cumplen la igualdad anterior.

Como 1ultimo detalle, no hemos hecho referencia a que el estado 5.31 esta determinado
salvo por una fase arbitraria. Sin embargo, como en la expresién 5.32 el término izquierdo
es real y entonces el término derecho ha de serlo también, esto hace que la fase se anule,
por lo que directamente se ha optado por no indicarla.
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6 Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos utilizado la aproximacién WKB para la obtencién de la funcién de
onda, tanto en el caso estacionario (I-dim) como dependiente del tiempo (d-dim), en la
representacion de la coordenada. Hemos demostrado las limitaciones de la aproximacion
y la regla de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld tratando las divergencias en los puntos de
retroceso para el caso estacionario. Para el caso dependiente del tiempo hemos observado
que era preciso sumar las contribuciones de las distintas trayectorias.

A continuacién hemos introducido los estados coherentes como “los estados cuanticos
mas clasicos posibles”, construyéndolos bajo la premisa de que los valores esperados de las
magnitudes cuanticas coincidan con los valores clasicos en el limite & — 0. Entramos en
detalle en sus caracteristicas: obtencion a partir del operador desplazamiento, producto
escalar, relacion de cierre, valores medios e incertidumbres y funcién de onda. También
hemos estudiamos la correspondencia entre los estados coherentes |a) y los puntos del
plano complejo a, cuya estructura simpléctica es idénea para los tratamientos semiclasicos,
para acabar definiendo los estados de Bargmann y el Z-dlgebra.

En la parte central del trabajo, propuestas inspiradas en el ansatz WKB han sido
empleadas para la obtencion de la funciéon de onda semiclasica en la representacion de
Bargmann, en el caso estacionario (1-dim) asi como en el dependiente del tiempo (d-dim).
La bondad de estas funciones (esto es, la mayor o menor complejidad de sus singularidades)
determina la necesidad de incluir, o no, condiciones adicionales a la de analiticidad, que
siempre ha de cumplirse. La extension al plano complejo se muestra como una ventaja
frente a la representacion coordenada, pues los puntos de retroceso dejan de suponer un
problema y se consiguen aproximaciones globales y uniformes. A cambio, tenemos el
problema de los puntos de rama, pero sin duda es un marco mas natural para llevar a
cabo las extensiones que garanticen la univaluacién de la funcién de onda.

La resolucion del problema del oscilador armoénico ha puesto de manifiesto la
aplicabilidad del modelo, consiguiendo una expresion para la funcion de onda que presenta
una forma muy simple, a la que no es necesario hacerle ningin ajuste adicional. La
condicion de analiticidad ha fijado, efectivamente, el espectro de energias. También se
ha utilizado el formalismo introducido en las distintas secciones del trabajo para dar la
expresion integral para los polinomios de Hermite.

En definitiva, se han sentado sélidas bases para el estudio de los sistemas en el limite
semiclasico y se ha comprobado, para el caso del oscilador arménico, que es una tarea ttil.
Por delante queda todo un panorama de posibilidades. Desde la obtencién, haciendo uso
del formalismo dependiente del tiempo, de la aproximacion semiclasica al propagador en
la representacién de Bargmann y el estudio comparativo con el propagador de Van-Vieck
para la representacién de la coordenada, hasta el estudio de otros sistemas o problemas de
scattering (estados no ligados), tanto en el caso estacionario como dependiente del tiempo.
Terminamos descatando que el de las aproximaciones semiclasicas es un campo de absoluta
vigencia en el panorama investigador, pues estan siendo empleadas en temas punteros, como
la cuantizacion de sistemas cadticos y el estudio de los condensados de Bose-Finstein.
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7 Summaries in English

7.1 Introduction

In the origins of Quantum Theory, the study of first systems and phenomena was made
by analogy with their classical counterparts, so they can be considered as semiclassical
models. The Bohr’s correspondence principle states that the behavior of systems described
by the theory of Quantum Mechanics reproduces Classical Physics in the limit of large
quantum numbers. This limit can also be expressed as the formal limit &~ — 0. Nowadays,
semiclassical models are a way to get to understand the quantum processes in themselves,
providing a more intuitive description of them. One of the most remarkable properties
of these treatments is the approximation to quantum magnitudes in terms of classical
parameters, revealing connections between the system’s classical dynamics and their
quantum behavior.

The main goal of this work is to get semiclassical aproximations to the wavefunction
(both in the stationary and the time dependent case) in the Bargmann representation, in
order to make a comparison with the results coming from the coordinate representation.
We also look for validity conditions of the semiclassical approximation and quantization
rules. We intend to make this work self-contained, and that is the reason for that we
go deep in details related to coordinate representation and coherent states characterization.

Most of this project is essentially a bibliographical review, except the application section
where we show the formalism application to the harmonic oscillator problem, achieving
interesting expressions for the Bargmann states projection over the coordinate basis and
for the Hermite polynomials.

7.2 Semiclassical aproximations: the coordinate representation

In this section we show the fundamental results of the semiclassical methods in the
coordinate representation. Although its demonstration is not one of the essential objectives
of the work, we go into some detail in the calculations, since many of the ideas used
will be rescued in section 4. First we study the stationary case, for which we obtain an
approximation to the wavefunction, as well as the limits of applicability of our model and
the quantization of the energy levels to which it leads. In a second part we address the
non-stationary case, providing a semiclassical expression for the wave function where the
contribution of the different possible trajectories is taken into account.

7.3 Coherent states formalism

We introduce in detail the coherent states, defining them by imposing that, in the
semiclassical limit, the expected values of the quantum operators coincide with the classical
quantities. We study their main properties: obtaining through the displacement operator,
scalar product and closure relation, expected values and root-mean-square, wavefunction.
The algebraic structure of this states is also provided, defining the non-normalized coherent
states or Bargmann states. Finally, we define the Z-dlgebra, which gives us important
relations between operators and differential forms.
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7.4 Semiclassical aproximations: the Bargmann representation

Using ansatzs inspired in the WKB model we obtain semiclassical expressions for the
wavefunction in both stationary and time dependent cases. This expressions take different
forms depending on the ordenation scheme we choose for the quantum Hamiltonian. We
find that now we have to deal with complex functions that must be analytic. This
requirement fixes the quantization condition of the system, which is a generalization of
the Bohr-Sommerfeld quantization condition achieved in section 2.

7.5 Application example: stationary systems

In this section we show the applicability of our model by the resolution of the harmonic
oscillator problem, obtaining an expression for the wave function that presents a very
simple form and is an exact result. The analyticity condition effectively fixes the spectrum
of energies. The formalism introduced in the different sections of the work is also employed
to give an interesting integral expression for the Hermite polynomials.

7.6 Conclusions and perspectives

Solid bases have been established for the study of the systems in the semiclassical limit
h — 0, not only in the Bargmann representation but also in the coordinate representation,
giving expressions for the semiclassical wavefunction in both two representations. We have
explained in detail the algebraic structure of the Bargmann states, which justifies their
utilization for the development of our approximations. It has also been studied how the
condition that the wavefunctions to be square integrable in the coordinate representation
is substituted by the analyticity condition for the wavefunctions given by the Bargmann
representation, that guarantees the complex wavefunction to be single-valued, differentiable
and without singularities. We finally remark that semiclassical approximations are
currently important in frontier research topics as the quantization of chaotic systems or
the Bose-Einstein condensation.
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