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Resumen - Abstract

Resumen

En este trabajo recogemos algunos resultados cldsicos sobre series de Fou-
rier. Comenzaremos introduciendo el sistema trigonométrico y estable-
ciendo algunas de sus propiedades, como la desigualdad de Bessel. Acto
seguido, estudiaremos la convergencia de la serie de Fourier. Esta vendrd
recogida en resultados como el teorema de Bernstein o los teoremas de Fe-
jéry Dirichlet-Jordan. Ademds, veremos que la serie de Fourier aparece a
la hora de resolver la ecuacion del calor o la ecuacion de Laplace, y da-
remos una prueba de la desigualdad isoperimétrica para curvas planas.
Para acabar, mostraremos algunos resultados sobre velocidad de conver-
gencia, la féormula de sumacion de Poisson o el fenémeno de Gibbs.

Abstract

In this memoir we collect several classical results about Fourier series.
In order to that, we start introducing the trigonometric system and so-
me of its properties, such as the Bessel inequality. Right after, we study
the convergence of the Fourier series. This will be collected in Bernstein's
theorem or Fejer and Dirichlet-Jordan theorems. Besides, we will see that
some equations, like the heat equation or the Laplace equation, can be
solved with Fourier series. Also, we we give a proof of the isoperimetric
inequality for plane curves. To finish this work, we will relate the decay of
the Fourier coefficients to the speed of convergence of the Fourier series,
the Poisson sumation formula or the Gibbs phenomenon.
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Introduccion

Representar una funcién como una suma infinita resulta ser una tarea que ha
despertado el interés de grandes matematicos a lo largo de la historia. Dedicaremos
este trabajo a estudiar un caso particular de funciones, las periddicas, y un caso par-
ticular de desarrollos, en senos y cosenos. Este tipo de representacion en series esta
englobado en lo que se conoce como anélisis de Fourier, y resulta ser de gran utilidad
en otras muchas ramas de la ciencia, como ingenieria o fisica.

Para comenzar, introduciremos en el capitulo uno el sistema trigonométri-
co: {e,(x) = e2minx e 7% estableceremos algunas de sus propiedades, como la de-
sigualdad de Bessel, y estudiaremos el concepto de convolucion. En esta seccién,
destacard el teorema de Weierstrass, que establece que el conjunto de los polino-
mios trigonométricos, 2?(R/Z), es denso en el espacio de las funciones continuas y
Z-periédicas con la norma uniforme.

A continuacidn, estudiaremos la convergencia de la serie de Fourier, hecho
que hace de este capitulo el mds importante del trabajo. Para comenzar, probare-
mos el lema de Riemann-Lebesgue, que establece que los coeficientes de Fourier de
cualquier funcién tienden a cero cuando |n| tiende a infinito. Acto seguido, comen-
zaremos con el estudio la convergencia. Este andlisis consistird, esencialmente, en
encontrar qué propiedades deberd tener una funcién f para que la serie de Fourier
asociada converja a f. Entre ellas, veremos que para cualquier funcién de L2(R/Z),
su serie de Fourier converge en I%(R/Z) adicha funcién. También, quelasuavidad de
una funcién en un punto es condicién suficiente para asegurar convergencia pun-
tual de la serie de Fourier a ese punto y, cuando la funcién sea derivable en todo
[0,1), convergencia uniforme. Por otro lado, el teorema de Bernstein asegura la con-
vergencia absoluta de la serie de Fourier de una funcién f que cumple la condicién
de Holder

Ifx)=fI=sClx—yl% x#y,

paraalginC>0yl/2<a=<1.



VIII Introducciéon

Otra estrategia interesante para analizar la convergencia es reinterpretar el
concepto de sumabilidad. Para ello, introduciremos el concepto de sumabilidad Ce-
saro y veremos en el teorema de Fejér que la serie de Fourier de cualquier funcién
continua y periédica f es uniformemente sumable Cesaro a f. Si combinamos este
resultado con el teorema de Hardy-Littlewood, que establece condiciones sobre los
coeficientes de una serie numérica sumable en sentido Cesdro para que esta sea con-
vergente, obtendremos asi que la serie de Fourier de una cierta f sumable en sentido
Ceséro, y cuyos coeficientes se comporten como una O(1/n), cuando n — oo, serd
convergente a f donde esta sea continua. Como consecuencia, obtenemos que, si
la funcién es de variacion acotada y presenta una discontinuidad de salto finito en
un punto, la serie de Fourier converge al promedio de los limites laterales en dicho
punto. Este resultado se recoge en el teorema de Dirichlet-Jordan.

En el capitulo tres, presentamos algunas aplicaciones de la teoria de las se-
ries de Fourier. Entre ellas, destacamos la resolucién de la ecuacién del calor, ya que
las series de Fourier fueron introducidas por primera vez en un importante articulo
publicado en 1807 por Fourier con el fin de resolverla. Otra de las ecuaciones que
trataremos es la ecuacién de Laplace, también conocida como la ecuacién del ca-
lor estacionaria, y cuyas soluciones son funciones armoénicas. Para acabar con esta
seccién, daremos una prueba de la desigualdad isoperimétrica, que muestra que de
todas las curvas cerradas y simples con longitud dada, la que encierra mayor drea es
la circunferencia, es decir

Ay <05 /4m,

donde y denota la region acotada por la curva y, Ay su drea y ¢, su longitud. Para
ello, veremos que es equivalente, en cierto sentido, a la desigualdad de Wirtinger.

Por tltimo, el apéndice pretende completar la memoria con algunos aspectos
curiosos del anélisis de Fourier. Entre ellos, veremos una generalizacion del lema
de Riemann-Lebesgue, relacionaremos el decaimiento de los coeficientes de Fourier
con la suavidad de la funcién, y la férmula de sumacién de Poisson, que aparece
también en la resolucién la ecuacién del calor. Ademads, estudiaremos el fenémeno
de Gibbs, que cuantifica el ruido que existe al aproximar una funcién mediante series
de Fourier en un punto de discontinuidad de salto finito. Dicho ruido es constante
y se conoce como la constante de Gibbs. Este supone, aproximadamente, un 9% de
la longitud de salto. Para finalizar, presentaremos que, en general, la serie de Fourier
no converge ni siquiera puntualmente para la mayoria de las funciones integrables.
Asi, analizaremos un ejemplo de una funcién continua cuya serie de Fourier diverge
€n un punto.

Este trabajo abarca diversas materias estudiadas durante el Grado de Mate-
maticas, entre las que destacan Ecuaciones Diferenciales II o Andlisis Matematico
II, IV, V y VI, aunque emplearemos también otras ramas de las matemadticas, como
Ecuaciones en Derivadas Parciales o Teoria de la Medida.



1

Series trigonométricas

La importancia de las series de Fourier, tanto en mateméticas como en otras
ramas de la ciencia, es su capacidad para representar casi cualquier funcién pe-
riddica. En particular, trabajaremos a lo largo de esta memoria con funciones Z-
periddicas, es decir, funciones periddicas de periodo uno, de manera que nos basta-
rd saber como estan definidas en el intervalo [0,1) puesto que podremos extenderlas
periddicamente a todo R. Usaremos la notacién R/Z para denotar el grupo cociente
aditivo entre Ry Z. Por otra parte, € (R/Z) es el espacio de las funciones continuas y
Z-periddicas con valores en C, y emplearemos la notacién usual para el espacio de
las funciones peri6dicas que son p-integrables, 1 < p < co:

1 lp
L’%[R/Z):{f: [0,1] — C: f es Z — periddica y (f |f|p) <oo}
0

Notese que este espacio tiene estructura de espacio de Banach con la norma

1 lp
I fllp:= (f |f|p) ,1<p<oo, feLP(R/2).
0
entendiendo que si || /]|, = 0, entonces f = 0 en casi todo punto.

Alolargo de la memoria, trabajaremos mas concretamente con L' y L? , siendo
este dltimo un espacio de Hilbert con el producto interior:

1 —
<f»g>::f0 fxgxdx, f,gel*RIZ).

1.1. Elsistema trigonométrico

Llamamos sistema trigonométrico complejo a la familia {e;},ez, con e, (x) =

e2minx y e 10,1). Es bastante sencillo probar que este sistema es ortonormal [2([R/2Z):
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1 - 1 1, si n=m,
(en, em> — f e2ninx62nimxdx :f eZm’(n—m)xdx — {
0 0 0, si n#m.
Las combinaciones lineales finitas de los caracteres e, (x), esto es, ZI_VN Cnén,
para algiin entero N = 0y complejos (c,)", » s€ llaman polinomios trigonométricos.
La clase de todos los polinomios trigonométricos la denotamos por 2 (R/Z).

Ademids, se definen los coeficientes de Fourier complejos de f € L' (R/Z) como
fn) = fol f(x)e "% gy, connez,
yla serie de Fourier compleja de f € L' (R/Z)
S[f1(x) = i Fme?inx,

que representard a f cuando esta cumpla determinadas condiciones. El préximo ca-
pitulo lo dedicaremos a estudiarlas mas exhaustivamente.

Otro de los conceptos necesarios para el desarrollo de esta memoria es la con-
volucién de dos funciones. Se define la convoluciénde fy g, f * g, como:

1
(f*g)(x)=f0 fgkx-y)dy, xe€l0,1).

Obsérvese que esta definicion serd consistente siempre que la integral tenga sentido.
Veamos algunas propiedades:

Proposicién 1.1. Sean f, g € L' (R/Z) y a € R. Entonces:
(D) fxg=gx*f.

@ fxg+h=f*xg+fxh.

Q) fx(ag)=(af)xg=a(f*g).

@ frglk)=fkgk), keZ.

Demostracion. Las tres primeras propiedades se obtienen de la linealidad de la inte-
gral. Nos ocuparemos de demostrar la tiltima:

— 1 .
g = f (f * @) (x)e 2" g x
0

1 pl X
:f()ﬁf(Y)g(x_Y)e_znlnxdydx
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1 pl .
:fo fo fglx—y)e MMV gydx
1 . 1 .
— lf f(y)efzmny (f g(x_y)efzmn(xfy) dx) dy
0 0
1 . 1 )
=2f fye iy U g(t)efz’”’”dt) dy
0 0

1 .
:[) f(y)efmnnyg(n)dy
=f(mgn), nez.
O

Para acabar con los preliminares, veremos otra propiedad de la convolucién.
Paracada f € LY(R/Z) yneZ,setiene que

fxen(x) = f(n)ey(x).

Como consecuencia, tenemos que la convolucién de una funcién integrable con un
polinomio trigonométrico vuelve a ser un polinomio trigonométrico.

Corolario 1.2. Si f € LYR/Z) yp e PR/Z), entonces

N N
fxp=/[f= Z Cnén= Z cnf(n)e, e 2(R12).
N N

1.2. Ladesigualdad de Bessel
Una de las propiedades que cumple el sistema trigonométrico es la desigual-
dad de Bessel, dada en [18] . Para probarla, veremos que se cumple trivialmente
cuando la funcién es, en particular, un polinomio trigonométrico.
N
Proposicion 1.3. Sea f = Y cye, € 22(R/Z). Entonces, para cadane (-N,N),neZ
-N
cn={fren) = f(n).

Ademds, (f,ep) =0sineZ, n¢ (—N,N) y se tiene la identidad

N
1F15 =3 1f ()P (1.1)
-N

1 Basta con aplicar el teorema de Fubini [5, capitulo 4].
2 Por ser g Z-peri6dica.
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Demostracién. Para ver que (f,e,) =0sine€ Z, n¢ (-N, N), basta tener en cuenta
que f es un polinomio trigonométrico y que el sistema {e,}xez €s ortonormal. Por
otra parte, sin € Z, n € (—N, N), entonces

Cp = fl (% CmeZJIimx) e—2ninxdx — g" Cmfl eZnimxe—Zﬂinxdx — f(l’l)
0 \-N -N 0
Nos queda ver la tiltima igualdad:
N N N N N
IFI5=(F ) =Y. cnen Y cmem) =Y cnlmien,em) =Y cnCn =Y lcnl*.
-N -N -N -N -N

m}

De la proposicion 1.3 se deduce que, si f es un polinomio trigonométrico, entonces

N e}
=Y fme,=Y f(men.
—N —00

Ahora, pretendemos probar una de las desigualdades en la identidad (1.1) cuando
feL?R/2).

Proposicién 1.4 (Desigualdad de Bessel). Sea f € L?(R/Z). Entonces
[SSBIN
Y IfmPE=Ifl3.
—00
Demostracion. Probar el resultado es equivalente a ver que
N
Y IfmI*=<|fl5, paratodoNeN.
-N

Sea N e Ny consideramos la suma parcial de la serie de Fourier de f

N
Snf=) f(men.
-N
Tenemos que ver que
N
ISnfI5 =Y If P =<1 fI5.
-N
Afirmamos que f — Sy f es perpendicular a Sy f. En efecto,
f’:S\Nf(n) =0, siempre que |n| < N.
Entonces, f—Syf L ey, Inl < N,yportanto f—Syf L Sy f.Luego, como f € L?(R/Z)
IFIZ =10 =Sn)+Snflz=If = Snflz+ISnfl3 = 1SN fI3.
m]

Cabe mencionar que este resultado se tiene para cualquier sistema ortogonal
([13, chapter 4]). Como el sistema trigonomeétrico es completo, se cumple ademas la
igualdad. Esta se conoce como la igualdad de Plancherel y se establece mas adelante,
concretamente en el teorema 2.4.
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1.3. Teorema de Weierstrass
En esta seccién probaremos el teorema central del capitulo: el de aproxima-
cion de Weierstrass para polinomios trigonométricos. Para ello, serd necesario intro-

ducir el siguiente lema, que nos da condiciones suficientes para que una familia de
funciones se comporte como una aproximacién a la identidad.

Lema 1.5. Sea {¢,}nen € € (R/2Z) tal que:
i ¢on=0, neN;
1
(ii) f Pn(x)dx=1, neN;
0
(iii) Paracadad € (0,1/2)

wy(6) = max ¢,(x) — 0, cuando n — co.
x€[6,1-6)

Entonces, para cada f € € (R/Z)
lim || f=f*@nle =0.
n—oo

Demostracién. Sean f € €(R/Z)ye>0.Como f escontinua en [0,1], se tiene que f
es uniformemente continua en [0, 1], es decir, para algtin 6 > 0 se tiene que

If)—fMI<eg, silx—yl<é. 1.2)

Escribimos, para cada n e N,
If(xX) = f*pnx)] = ’f(x)—folf(y)wn(x—y)dy‘
=10 'fol(f(x) — fM@nx—y) dy'
s(i)fol |f(0) - f(x—2)|pn(2)dz

1-6 o 1
=(f +[ +f )|f(x)—f(x—z)|<p,,(z)dz, x€[0,1).
& 0 1-6

Veamos cada caso por separado: usando (1.2) y las propiedades del sistema {¢,} ,en

1-6
(@ fﬁ If(x) = f(x=2)lpn(2) dz < 20p(8)] flloo(1 = 26) = Crwn(5).

5 1]
(b) folf(x)—f(x—z)l(pn(z)dz<£f0 pn(z)dz<e.



6 1 Series trigonométricas

1
(©) Anélogoa(b):f If(x)— f(x—2)|py(z)dz<e.
1-6

Hemos llegado a que, para cierta C > 0,
|f(x) = f*@n(0)| < Cw,(6)+¢), paracadaneN,xe[0,1).
Luego
If = f*@nllco = Clwn(d) +e&).

Y como w,(6) — 0 cuando n — oo, existe 1y € N tal que

If=f*@nleo=Ce, n=ny.
[m]

Observacién 1.6. Cabe mencionar que este resultado también se cumple si tomamos
fe LY(R/Z) (en particular, también si f € I2(R/27)) tal que f es continua en algtin
punto xj € [0, 1], usando que las funciones continuas son densas en L' Esto tltimo
lo utilizaremos con bastante frecuencia a lo largo de la memoria, aunque omitiremos
su prueba.

Ejemplo 1.7 (Niicleos de Féjer). Consideramos, para cada N € N, los polinomios tri-
gonométricos

N In
Fyx) =) (1— W)en(x).

-N
Veamos que cumplen las condiciones del lema anterior. Para ello, observamos, en
primer lugar, que

N-1 |n|
Fn(x) = Z +Z (I—W)en(x)+1
-(N 1

N= n
- Z 1- ) [en () +e_n(x)] +1
1
N-1
=2y (1 - —)cos(Znnx) +1, x€l0,1).
1
Asi, observamos que Fy(x) es un polinomio trigonométrico real. También

sen?(mNx)
Nsen2(nx)’ x¢Z,

Fn(x) =
N, xXe”Z.

Veamos esto dltimo:
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(i) SixezZ ey(x)=1paracadaneZy

N-1

S (- (Nz‘l 1”2”)
Fny(x)=1+2 1-——|=1+2 1-— n
N 1 N 1 Nl

( 1 N(N- 1))
=1+42|IN-1- ——— N.
N 2
(i) Six¢zZ )
Fny(x)=— (1.3)
En efecto,
N-1 2

Z en(x)

0

N-1 N-1 N-1 N-1
=) en®) ) en) :(Z en(x))(z e_m(x))
0 0 0

0
=[ep(x) +... +en—1 ()] [e—nv-1)(X) +... + e_1(x) + ep(x)]

= (e—_(v-1) ten-1) +2(e—(n-2) +en—2) +...+ (IN—1)(e_1 + e1) + Neg

N-1 N-1
=Y (N-n)es+e-n)+(N-0e= Y (N—|nlep.
1 —(N-1)

Por tltimo, como la suma que aparece en (1.3) es una suma geométrica de razén
e1(x):
N-1

1
= N Z en(x)

0

2me 2

1 sen?(mNx)
N e2mx

Fn(x)

N sen? (rx)
Ya podemos probar que {Fy} yen cumple las condiciones del lema.

(1) FNeZ2R/Z) c€R/2Z).

©) Fr(x) = 1 sen?(7Nx)
N N sen2(mx)

1 N-1 | |
(3)[ Fy(x)dx= ) (1——)[ en(x)dx=1.
0 0

-l N
(4) Paracadad e (0,1), x€[5,1-6],

1
Fn(x)| < < .
IEn ()] Nsen?(rx) ~ Nsen?(md)
Luego
|[Fn(x)| = 4 ! < ! 0
X max < — 0.
e[a 6 N x€[6,1-6]) Nsen?(mx) ~ Nsen?(md) N—oo
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A%// \\>§?§®—<—>— ; x

-1/2 0 172

Figura 1.1. Ntcleo de Fejér

Asipues, ya tenemos las herramientas necesarias para probar el resultado cen-
tral del capitulo.

Teorema 1.8 (Weierstrass). 22 (R/Z) es denso en (6 (R/2), | - o), esto es
PRIZ) ™ =¢®RIZ).

Demostracién. Sea f € €(R/Z). Como ya hemos visto, el lema 1.5 nos dice que el
nucleo de Fejér es una aproximacién a la identidad y, por el corolario 1.2,

qn:=[f*Fn
es un polinomio trigonométrico. Por tanto

If-anlleo o 0.
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Convergencia de la serie de Fourier

En este capitulo pretendemos responder a la siguiente pregunta: sea f una
funcién integrable y consideramos su serie de Fourier

o0 R o
Z f(l’l)e mnx'
—00
;Representa esta serie a la funcién? ;De qué manera?

Estudiaremos condiciones suficientes para que la serie de Fourier de una fun-
cioén Z-periddica converja en distintos sentidos, como en media cuadrética, puntual
o incluso absolutamente, a la funcién. Entre estos resultados, destaca el teorema de
Bernstein. También, estudiaremos otras maneras de entender la sumabilidad que
nos ayudardn a cumplir nuestro cometido. Para comenzar, veamos un resultado re-
levante para el desarrollo de este apartado.

Lema 2.1 (Lema de Riemann-Lebesgue). Sea f € LY. Entonces

lim f(n) =0.

[n]—oo

Demostracién. Sea € > 0. Del teorema 1.8 y usando que las funciones continuas son
densas en L, se tiene que los polinomios trigonométricos son densos en L'. Luego,
existe p € Z(R/Z) tal que

If-plh<e.
Se tiene entonces que

Ifml=If () - pml+1pmI = | f - plh+1p(n)] <e+|pn)l.
Sea N el grado del polinomio p. Entonces, |p(n)| =0, |n| > N. Por tanto,

|f(m)l<e, Inl>N.
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Maés adelante, en la secciéon A.2 del apéndice, haremos un anélisis mds profun-
do del decaimiento de los coeficientes de Fourier. Este fenémeno estara relacionado
con la suavidad de la funcién. De hecho, sila funcién es analitica, dicho decaimiento
serd exponencial.

A continuacién, estudiaremos la convergencia para funciones de cuadrado in-
tegrable.

2.1. Convergenciaen L2.

En esta seccién veremos que, si f € L?(R/Z), entonces su serie de Fourier con-
verge en media cuadrética a f. Pero antes de presentar dicho resultado, serd necesa-
rio introducir el concepto de completitud de un sistema ortogonal.

Definicién 2.2. Dado un sistema ortogonal {9} nen en L?(R/Z), se dice que es com-
pleto (0 maximal) cuando, para cualquier v € L*(R/Z) no nula, v # ¢,, n € N,
{w} U{pntnen no es ortogonal.

Proposicion 2.3. El sistema {e,} ez es maximal.

Demostracion. Sea f € L*(R/Z) tal que f(n) =0, n € Z. Veamos que f = 0. Haciendo
uso del corolario 1.2, para cada N € N, se tiene

ul Inl ,
f*Fy= Z(l——)f(n)en =0,
U N

donde Fy es el nicleo de Féjer (ver ejemplo 1.7). Por tanto, usando la observacién
1.6, concluimos que f =0 en L?. O

Pues bien, esta caracteristica del sistema trigonométrico es la que nos permite
enunciar el resultado central de la seccién.

Teorema 2.4. Sea f € L?>(R/Z). Entonces
oo A
=Y fmey, en [*(R/2).
—00
Equivalentemente,

IfI5=Y 1fmI* (gualdad de Plancherel) 2.1)

Demostracién. Sean f € L>(R/Z) y Snf = ZZ_VNf(n)en, N €N, la suma parcial de la
serie de Fourier. Para ver que la convergencia de la serie de Fourier es equivalente a
laigualdad de Plancherel, basta con tener en cuenta que f —Sy f L Sy f, como se vio
en la proposicién 1.4. Nos queda por ver que
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—-Syfl? — o.
If=Snfl5 —

Observamos que, si N,M eN, N = M,

N s}
ISNf=Smflz= Y, |f(n)|zsz|f(n)|2N—»Z|f(n)|2.
N —0 —c0

M<|n|sN

Ya que, por la desigualdad de Bessel, la serie que aparece a la derecha es finita, la
sucesion {Sy f} nen es de Cauchy en I2(R/Z). Y como (L2(R/Z),] - |l2) es un espacio
de Banach, dicha sucesién converge en [%(R/Z7) auna cierta funcién F € L2(R/Z). De
esto se deduce

1 1 -
F(n) =f F(x)en(x)dx:f lim Sy f(x)e,(x)dx="1 lim Syf(n),
0 0 N—oo N—oo

Ademds, observamos que

- fm), Nz|nl,
Snf(n) =
0, N<|n|.

Luego, f——\f(n) =0y F-fLley neZ Como {e,},ez €s maximal, obtenemos que
F = f yhemos probado lo que queriamos. O

Observacién 2.5. La igualdad de Plancherel conduce trivialmente al resultado obte-
nido en el lema 2.1 cuando f € L*>(R/Z).

2.2. Convergencia puntual.

En esta seccion estudiaremos condiciones para asegurar la convergencia pun-
tual de la serie de Fourier de una funcién integrable. Para ello, serd necesario intro-
ducir el siguiente ntcleo.

2.2.1. Elnicleo de Dirichlet

Para cada N € N, el nticleo de Dirichlet se define como Dy (x) := ¥V N g2minx

(0 = x<1).Observamos que,
N ) 1 N )
Snfx) =) fme ™ = f F Y. "N ay = (f « Dy) (). 2.2)
-N 0 -N

1 Al ser el producto interior una funcién continua, podemos intercambiar el limite con la
integral.
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Este ntcleo, al no ser positivo, {Dx} yen NO S€ comporta como una aproxima-
ci6n a la identidad, pero posee propiedades muy interesantes. En primer lugar, ob-
servamos que la propia definicién ya nos dice que es un polinomio trigonométrico.
Ademas,

1/2 V2 (N N .
DN(x)dxzf Y e dx=) <& 1 >=1.
N o~

-1/2 -1/2

Por otro lado, si x € Z, entonces e, (x) =1, n €N, y por tanto Dy (x) =2N+1.Six ¢ Z,
se tiene que

. . . 1 : 1
—2miNx _ ean(N+1)x eZJn(N+§)x _ e—2m(N+§)x ~ sen[(2N + 1)7x]

Dy(x) = =

- - - 2.3
1 — e2mix enix _ p—mix sen(mx) (2.3)

También, se tiene la siguiente relacién entre este y el nticleo de Fejér:

lNEID _ e0+(e,1+e0+el)+...+(e,(N,1)+...+eN,1)
N4%G " N

N-1
Ney+ ; (N—-n)(e,+e_p) | N-1

=— ) (N-l|nle,=Fy.
N N _Ny

N

AN
NN AN 74
VAT

Figura 2.1. Nucleo de Dirichlet

Un resultado sobre convergencia puntual de la serie de Fourier es el que sigue.

Teorema 2.6. Sea f € L' (R/Z) y supongamos que f es derivable en xo € [0,1]. Enton-
ces, la serie de Fourier de f converge puntualmente a f(x).
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Demostracion. Consideramos, para cada N € N, la suma parcial de la serie de Fourier
de f, Snf, que, por (2.2), se puede expresar como Sy f (x) = (f * Dy) (x). Definimos

la funcién fy mediante
f(xO—x;—f(xo), x#£0,
fox) =

= f' (x0), x=0,

que, por hipétesis, es continua en x = 0y, en particular, estd acotada cerca de 0. Se
tiene entonces que

Snf(x0) — f(x0) = f(xo—x)Dn(x)dx— f(x0)

-/
-/

[f (xo —x) = f(x0) ] DN (x)d x

)xDN(x)dx
X

Il
—

[N T NS R TSP AU N S N

[sen(mx)Dn(x)] dx.

>

o
sen(mwx)

Por otro lado, definimos

Fox) = fol) ———, x#0
O O Sen(rx)’ '
Noétese que Fy(x) € LY pues fo(x) € e y la funcién f(x) = m estd acotada. Por

tanto, del lema 2.1,

N—oo

1
Snf(x0) — f(x0) =f21 Fy(x)sen[2N+ 1rxldx — 0.
2

[}

Observacion 2.7. Hemos puesto por hipoétesis que f sea derivable en xg € [0, 1], pero
esta condicién la podemos relajar a que f cumpla una condicién de tipo Hélder a,
0 < a <1, en xy, es decir, que exista C = C(xp) < oo tal que

P | f (%) = f (x0)] -C

X#X0 |x_-x0|a

En general, diremos que f € Ay, es decir, la clase de Holder homogénea de orden «,
0 < a < 1, cuando existe C > 0 de manera que

If(x)—f(y)|<
flla = L TV -
I/ ¢ iily) lx—yl*
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Ademas, A, denotarad la clase de las funciones de tipo Holder, dotado de estructura
de espacio de Banach con la norma || -ll5, = | - llo + Il - | .- Analizaremos este espa-
cio con més detalle en el apartado A.2 del apéndice, aunque también aparece en el
teorema 2.10.

Una consecuencia del teorema 2.6 es el siguiente resultado.

Teorema 2.8 (Principio de localizacién de Riemann). Sea x € [0, 1]. Si dos funciones
f,g € LY (R/Z) coinciden en un entorno de x,, entonces

Snf(x0) — Sng(xo) fomdl 0,

esto es, que sus series de Fourier tienen el mismo cardcter.

2.3. Convergencia uniforme

En esta seccion pretendemos estudiar condiciones para que la serie de Fourier
converja uniformemente. Denotaremos, para f € LY(R/2Z), Af:= ) B If(n)l. Obser-
vese que si Ay es finito, estariamos diciendo que la serie de Fourier de f converge
absoluta y uniformemente. Por ello, el interés recae en ver qué debe cumplir la fun-
cién para que Ay sea finito. Veamos una de ellas.

Proposicién 2.9. Si f € €1 (R/Z), entonces la serie de Fourier de f converge absoluta-
menteaf.

Demostracién. Como f es derivable, podemos calcular los coeficientes de Fourier
de la funcién derivada. Integrando por partes, obtenemos que, para cadan e Z

R 1 . . = 1 X A
f(n) =f0 flx)e 7 inxgy = e‘z’””xf(x)‘;(l)+27n'n‘[0 e 2MNX f(x)dx = 2minf(n)

donde el término de frontera se anula por ser f una funcién Z-periédica. Luego,

A _ 1 2
fn)= _Zninf (n), n#0
y por tanto R
NN O]
[f(m)]= il n#o0.

Queremos ver que Ay es finito. Aplicando la desigualdad de Holder y la igualdad de
Plancherel ((2.1))

Y 1= Y —infm)is (Z %

n#0 nzo 7] n#0

1= 1/2 /
SC(@%U“”N ) =CIlf N2,

1/2 1/2
(Z n2|f(n)|2)

n#0

para cierta C < co. Concluimos que Af = Cllf'lla+ If(O)I < oo. ]
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Un resultado més general es el teorema de Bernstein.

Teorema 2.10. Si f € Ay, 1/2 < a < 1, entonces la serie de Fourier de f converge abso-
lutamentea f.

Demostracioén. Sea f € Ay, a > 1/2. Queremos ver que A £ <oo. Escribimos
A oo A
Yfmi=Y, Y Ifml
n#0 Jj=02i<|n|<2j+1

Si j eNvy heR, tenemos que

Yooufmls Y ey £,

2J <|n|<2i+1 2/ <|n|<2i+1

siempre que |e?*"* — 1| = 1. Observamos que
i0 2
le —1|=|25en(6/2)|2;|9|, 0] <.

Luego, tomando n € Z y h € R tal que 2|nk| < 1, se tiene que |e¥""" — 1| = 4|nh]. Asi,
para cada j €N, escogiendo hj = 2]%, obtenemos

Yo ifmis X 1 -lIfmi= Y -0l
2/ <|n|<2i+1 2/ <|n|<2i+1 2/ <|n|<2i+1

siendo fj;(x) := f(x+ h;). Entonces, por la desigualdad de Holder y la igualdad de
Plancherel ((2.1)),

1/2 1/2
> lf(n)lf( > 1) ( > |ﬁ7—\f(n)|2) <212 fi, = fla.

2i<|n|<2i+! 2i<|n|<2i+! 2i<|n|<2]+!

Noétese que, como f € Ag4, para algin M > 0 independiente de j,

1
i =15 = [ 170 = F0de < Mimy

Por tanto,
2 lf(n)l<C2f’2|h-|“:C2f’2( ! )a:cz‘“—l
2 <|n|<2i+1 / 2J+1 2j(a-1/2)
Ya que @ > 1/2, se concluye que ¥ |f(n)| < oco. g
n#0

Observacién 2.11. El valor @ = 1/2 es 6ptimo en el teorema de Bernstein, pues existe
f € Ay/2 cuya serie de Fourier no converge absolutamente. Por ejemplo, la funcién
definida por la serie de Hardy y Littlewood ([18, chapter V, §4, pag. 197]).

oo pinlnn

f(x) :Z - eZm'nx.

1
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Ahora, veremos que la velocidad de convergencia tiene que ver con la suavidad
de la funcién. El objetivo serd, entonces, cuantificar este fenémeno.

Proposicion 2.12. Si f € %k([R/Z), k=1, entonces
1
ISNf = flloo = O(W)’ cuando N — oo.

Demostracién. Sea f € € k(R/2Z), k = 1. Ya hemos visto en la demostracién de la pro-
posicién 2.9 que los coeficientes de Fourier de f y de su derivada vienen relacionados
por

fl(n)=2ninf(n), nez.

Luego, se tiene que
f%n)=@rin*fn), nez.

Escribimos, para N = 1

]_ —
- |fk
SMZW ek !

Z ]?(n)ezmnx

|n|>N

1 1 1/2 . 1/2
] (5o
|

T emk\ N n>N

1/2
1 1
(I Y W) ISn(F %) = £,

- em* s

ISNf(xX) = f(0)l =

A

A

Notese que
1 1 +oo 1 c
_222—52f —dx:—k ,
i 12k s 2k N+1 x2k (N +1)2k-1

y, por tanto,

(N+ D V2SN f = flloo < S (F ) = fCll2 — o.

Corolario 2.13. Si f € €*°(R/2), entonces ISNf — flloo =0 (ﬁ), para cada k € N.

El siguiente resultado se debe a D. Jackson (ver [7, pag. 22]).
Corolario 2.14. Si f € Ay, 0 < a < 1, entonces

InN
N% N-oco ’

If=Snlloo S NS lA,

Observacién 2.15. Né6tese que, en virtud de este resultado y del teorema 2.10, la se-
rie de Fourier de una funcién f € A, (0 < a < 1) converge uniformemente pero, en
general, no absolutamente si @ < 1/2.
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2.4. Otros métodos de sumabilidad

Otra estrategia para estudiar la convergencia puede ser reinterpretando el li-
mite de las sumas parciales

i =
i S =1
de otra forma. Por ello, trataremos la sumabilidad Cesaro y la sumabilidad Abel.

oo
Definicion 2.16. Sea Y. a, una serie numeérica.
n=1

(o]
(a) Sedice que Y. a, es sumable Cesaro a o cuando

n=1
lim 0, =0,
n—oo
donde o, := w, n €N, es la media de Cesaro de ordenny S, = Y.} ai es la

suma parcial enésima de la serie.

o0
(b) Sedice que ). a, es sumable Abel a s € R si, para cada0 < r < 1, la serie
n=1

[e.°]
Y apr =1 Ar),
n=1

llamada media de Abel, converge y, ademds,
Iim A(r)=s.
r—1-

Se puede probar que
“Convergencia usual = Sumabilidad Cesaro = Sumabilidad Abel"

Para ello, basta con tener en cuenta que a, = S, — Sp—1, n =1 (entendemos Sy =0) y
Sp=no,—(n-1)o,-1, n=1 (entendiendo que o( = 0). En general, las implicaciones
en el sentido contrario son falsas: es sencillo ver que la serie Zflo:l(—l)” no es con-
vergente (oscila), pero si es sumable en sentido Cesaro, y que la serie Y.} -1)"'n
no es Cesaro sumable, pero si es Abel sumable.

Ahora, dada f € L' (R/Z), consideramos Sy f (x) = Z]_\’Nf(n)en, N eN, yquere-
mos calcular las medias de Cesaro asociadas a f. Vimos en la seccion 2.2.1 que, para
cada NeN,

1 N-1
N Y D,=F.
Entonces, usando (2.2), para cada N € N se tiene que

Sof(x) + ...SN_lf(x) _ f * Do(x) + ... +f* Dpn-1(x)
N B N

on(f)(x) = = f*Fy(x). (2.4)
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En la animacién 2.1 podemos observar c6mo convergen las primerfis medias de Ce-
saro o (x) ala funcién salto

—-1,si —-1/2<x<0,
s(x) =
1, si O0=sx<1/2.

Estudiaremos esta funcién m‘és profundamente en el apartado A.4[del apéndice.

L .

Animacién 2.1. Sumas de Cesaro para la funcién salto (Click para animar)

El caso de las medias de Abel es andlogo. Sean f € L' (R/Z) y r € (0,1). Enton-
ces,

(e’ (e} 1 .
AN =Y fFr'e, =Y (fo fye Zinray|ritle, (x)

1 00

=| fo Y e Vrngy xelo,1],
0 —00

o] .

pues la serie Y. e?™**~V) "l converge absolutamente y, por tanto, podemos con-
—00

mutar la integral con la serie. Asi, si r € (0,1) y x € [0, 1]

1
Ar(f)(x):= fO FfOP(x—y)dy=(f*P;)(x),

oo .
donde P, := ), rInleind ge conoce como el ntcleo de Poisson.
—00

rei® re-i0
— + -
1-reif 1-reif
_ 1- reie)(l - re‘ie) + reie(l - re_ie) + re‘ie(l - reie)
B (1-rel?y(1—rei9)

S5 .
Pr@) =) rMe® =1+
—00
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B 1-12
T 1-2rcosO+r?

P.(0)

i
eoe

Figura 2.2. Ntcleo de Poisson

Con todo esto, ya tenemos las herramientas necesarias para enunciar el si-
guiente teorema.

Teorema 2.17 (Teorema de Fejér). Sea f € L' (R/Z). Entonces

(i) La serie de Fourier de f es sumable Cesdaro en x i f es continua en xy.

(ii) Si f € € (R/Z), entonces la serie de Fourier de f es uniformemente sumable Cesdro

af.

Demostracién. Por (2.4), sabemos que on(f)(x) = (f * FN) (x). Asi, la prueba de (i)
se obtiene de la observacion 1.6. Para la convergencia uniforme, basta con aplicar
directamente el lema 1.5, pues sabemos que el niicleo de Fejér es una aproximaciéon
ala identidad. O

Corolario 2.18. Sean f € L' (R/Z) y xo € [0,1] tal que existen f(xg) y f(xg). Entonces
la serie de Fourier es sumable Cesaro al promedio de los limites laterales.

Demostracién. Definimos

[0 D1 [C0tD) |y e (~1/2,1/2)\ {0},
fo(x):= )

L )105) x=0.
Notese que fp € L1(R/Z) y, ademds, es continua en x = 0. Del teorema anterior, se
tiene
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X+ f(x3)
lim on(fo)(0) = fo(0) = %

Como fy y Fy son funciones pares,

1/2 1/2
o n(fo)(0) =f1/2fo(y)FN(—y)dy=fO (fxo—y) + f(xo+ ) Fn(»)dy,

y, por tanto,

1/2 0
on(f0)(0) = A f(xo—y)FN(y)dy+fmf(xo—y)FN(y)dy=f*FN(xo)=0N(f)(xo).

O

Hemos visto que la convergencia en sentido Cesaro no implica, en general,
la convergencia usual. Es natural, entonces, preguntarse si existen condiciones para
garantizar que una serie sumable Cesaro también sea convergente. En el afio 1897,
Alfred Tauber enuncié y prob6 el siguiente teorema.

Teorema 2.19. Sea 3" | a, una serie numeérica convergente en sentido Abel y cuyo
término general cumple que a,, = o(1/n), n — oco. Entonces, la serie es convergente.

Poco mas de una década después, Hardy y Littlewood? probaron una versién
maés general.

Teorema 2.20 (Teorema de Hardy-Littlewood). Sea} " | a,, una serie numérica con-
vergente en sentido Cesaro y cuyo término general cumple que a, = O(1/n), n — oo.
Entonces, la serie es convergente.

Demostracién. Sabemos que lim;,_.., 0, = s para cierta s € R, y que sup,,n lanl <
M, paraalgin M <oco.Sea0 < e <1yelegimos n; >0talque |o,—s|<eyM/2n<e,
paracadan=n;.Yaque S, =no,—(n—1)o,-1, n =1 (entendiendo que o = 0), si
nleN,

(n+00n1e—N0p=Spre+ .o+ Sns1 = (Spse = Sn) + .o+ (Snr1 = Sp) + €(Sn £ 9).
Esto implica que
4
((Sp—9)=n+00y¢—nop—Cls— Z(Sn+j_sn)
)

4
=(n+0)(Opie—9)—n0,—5)= ) (Sprj—Sn), nmleN.
j=1

2 De hecho, acufiaron con el término “teoremas tauberianos” a los resultados que imponen
condiciones a la funcién para que un método de sumabilidad garantice también su con-
vergencia.
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Tomamos n = n; y nos queda que

n+¢ n 1<
1Sp—sl < g+zg+ZZ|sn+j—Sn|, CeN.
j=1
Por otro lado, para cada n, ¢ € N,
£ £ LM M M1 +0)¢
Sn+i—Sul= +..+ i< +..+ < .
];l n+j nl j;|an+l an+]| ]; N+l n+]. 2+ 1)

Asi, sin=n,,

2n+¢ M1+9) 2n
£+ <e+—

Sp—sl= <e¢ £
|Sn =l ¢ 2n l 2n 2n

Notese que podemos elegir £ € N tal que 2nv/e < £ < 2ny/e+1, n € N. De esto tltimo,
obtenemos que 2n/¢ <1/y/€y que £/2n < /€ +1/2n. Por tanto, tomando n = n;,

€ M
1S, —s|<2e+ —=+MVe+—<3e+(M+1ve=<(M+4)Ve.
VE 2n

Combinando los teoremas 2.17 y 2.20, queda el siguiente teorema.

Teorema 2.21. Sea f € LYR/Z) tal que f(n) = 0(1/n), n — oco. Entonces, la serie de

Fourier converge en los puntos donde sea sumable Cesaro (al valor de dicha suma). De
hecho

(i)  La serie de Fourier es convergente en los puntos de continuidad de f .

(ii)  Siexisten f(xa'),f(xa), entonces:

flxg)+ flxg)

Y fmen(xo) = 5

(iii) Si f € €(R/Z), entonces la serie de Fourier de f converge uniformementea f.

No obstante, los limites laterales no siempre existen y, por ello, surge la si-
guiente definicion.

Definicién 2.22. Sea f una funcion Z-periédica. Se dice que f es de variacion acotada
Si

V()= sup Y If(xj+1) = f(xj) <oo,

Pez([0,1) j=1

donde el supremo se toma sobre el conjunto de todas las particiones de [0,1]. La clase
de las funciones Z -periédicas de variacién acotada se denota por BV (R/Z).
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Ademas, una funcién de variable real serd de variacion acotada en un inter-
valo [a, b] cualquiera si, y solo si, se puede expresar como diferencia de funciones
crecientes [1, Theorem 6.13]. Entonces, si f es de variaciéon acotada, existen los limi-
tes laterales y, por tanto, obtenemos el resultado que sigue.

Teorema 2.23 (Dirichlet-Jordan). Sea f una funcion Z -periédica de variacion acota-

da. Entonces, . ~
Y fmen(xo) = w X0 € [0,1].

En particular, Sy f(x) — f(x), cuando N — oo, en cualquier punto de continuidad de

f-
Demostracién. Es claro que f estd acotada pues
[fF =1 = fFOI+1F O <V (f)+1f 0.

Por tanto, f € L} (R/Z). Veamos ahora que If(n)l < C/|n|, n € Z\{0}. Para ello, usare-
mos la integral de Riemann-Stieltjes. La integral de Riemann-Stieltjes de la funcién
g €%([0,1]), respecto de una f dada, se define como

1 n
f g-df= sup Y gxp)(f(xj+1) - f(x)),
0 Pe2(10,1]) j=1

conP={xj:x=0<..<xy= 1};.’:1 una particién cualquiera del intervalo [0,1].
Ademas, por definicion (ver [1, Chapter 7])

1 n
foldflz sup Y |f(xje)) = F(xp)| =V ().

Pez([0,1])) i=1

Y usando la férmula de integracién por partes para esta integral,

folwdf:—folﬁu',

donde ue €' (R/2) y f es de variacion acotada, tenemos que

1 . 1 ,
f(n) :f f(x)e—Zmnxdx: f e—Zmnx df.
0 0

2nin

Concluimos que If(n)ls L flldflz V(f). O
Zninl Jo 27|n|
Sin embargo, y aunque hayamos dedicado todo un capitulo a la convergencia
de la serie de Fourier, la realidad es que esta no converge ni siquiera puntualmente
para la mayoria de funciones. Esto lo veremos mds profundamente en la secciéon A.5
del apéndice.
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Aplicaciones

3.1. Laecuacion del calor

La ecuacién del calor en dimensién uno es

u_ 0u (3.1)

ot ox? ‘
donde u = u(x, r) representa, para cada instante ¢ > 0, la temperatura del punto x
en un objeto unidimensional (podemos pensar en una barra aislada muy fina). La
constante ¢ se conoce como constante de difusién de calor y dependerd de las pro-
piedades térmicas del material aunque, sin pérdida de generalidad, supondremos
que es ¢ = 1. Imponer condiciones de frontera u(0, ) = u(1/2,t) = 0 corresponde
a mantener los extremos de dicha barra a temperatura cero, y la condicién inicial
u(x,0) = f(x) (0 = x < 1/2) representa la distribucién inicial de temperatura f(x). Si
reflejamos u sobre x = 0 como una funcién impar, u(-x, ) = —u(x, t), y la extende-
mos Z-periédica, podemos reemplazar la condicién de frontera original por la con-
dicién de periodicidad u(x+1,t) = u(x, ) =0.

Para que el problema sea consistente, supondremos que u = u(x, t) es 62 en
t>0ycontinuaen ¢ =0, siendo u(x,0) = f(x) -lo que implica que f es Z-periddica-.
Para t > 0 consideremos la serie de Fourier de la funcién continua u(:, t), con coefi-
cientes de Fourier

1/2 )
u, (1) =f u(x, e 2" qx.
-1/2

Derivando bajo el signo integral e integrando por partes, obtenemos, usando (3.1)

1/2 ) 1/2 72 .
Uy, (1) :f —u(x, t)e_Z”l”xdx=f _2”(xr e~ 2N gy
~1/2 0t 12 0x

172 _
= (—2nin)2f u(x, e 2" dx = —4m®n’u, (1), t >0,
-1/2
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ya que los términos de frontera se anulan al ser las funciones periédicas. De este mo-
do, hemos visto que los coeficientes u; = uy(t) satisfacen la ecuacién diferencial or-

. . . e s s o s e A , A A2 2
dinaria i1,, = —472n?u,,, con condicion inicial un(0) = f(n). Asi, u, (1) = f(n)e 4n°n"t
t > 0. Esto significa que si la ecuacién del calor, con condiciones de frontera periédi-
cas y condicién inicial u(x,0) = f(x), tiene solucién, entonces

u(r,n)= Y fme 7wt gAminy (3.2)

Ahora, se nos plantea preguntarnos si produce esta férmula una solucién de la ecua-
cién (3.1). Para ello, veremos que la férmula en si resuelve el problema, esto es, dada
una funcién continua f, consideramos sus coeficientes de Fourier y computamos
la serie (3.2). Lo primero que observamos es que los coeficientes estdn acotados:
If(n)l < | flloo, por lo que la serie (3.2) converge absolutamente en ¢ > 0 y la fun-
cién u = u(x, t) estd bien definida, es continua en ¢ > 0 y claramente periédica en
la primera variable. De esto se deduce que podemos derivar término a término (un
namero finito de veces) respecto de cualquiera de las dos variables y que, por tanto,
ues €2 (de hecho es €°°) y que basta con sustituir para ver que satisface la ecuacién
del calor. Ademds, hemos escogido la extension impar de u para que (3.2) cumpla las
condiciones de frontera. Quedaria ver que u(x, t) — f(x) cuando ¢t — 0*. Esto resul-
ta mds dificil de probar porque, en general, no sabemos que la serie de Fourier de f
converge y, por tanto, (3.2) no necesariamente tiene sentido en ¢ = 0. Sin embargo,
si suponemos que f € €' (R/Z) entonces, por la proposicién 2.9, su serie de Fourier
converge uniformemente a f y, como, para cada N € N,

u(x’ t) —f(x) — Z f‘(n)eZHil’LX(e—4n2n2[ _ l) — ( Z + Z )f(n)eZHiHJC(e—4T[2n2t_ 1)'

In|l<N |n|>N,
se tiene que,
N 422 N
lu(, D= f@)I< Y Ifmlle™™ ™ =11+2 Y |f(n)l.
[nlsN |n|>N

Por tanto,
limsup u(x, ) = f(W)lleo<2 Y If(n)l — 0
t—0 [n[>N
y u(-,t) — f(-) uniformemente cuando ¢ — 0". Sin embargo, suponer que f € €'
no es del todo natural. De hecho, la conclusién sigue siendo cierta sin ella. Si en
(3.2) sustituimos la expresion de los coeficientes de Fourier f(n) e intercambiamos
la integral con la serie, se obtiene

O ! i 2.2 .
u(x,t) = Z (f f(y)e’zan’dy) 6*471 n t62mnx

f Z —4n®n?t 27nn(x y))f(y)dy
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hecho que se puede justificar sin mas que apelar a la convergencia uniforme en la
variable x de la serie para ¢ > 0. Asi, hemos escrito # como un operador de convolu-
cién .
u(x, r) =f fH(x—y)dy,
0

donde el ntcleo del calor H; viene dado por
S —4n2n’t 2minx
Hi(x)=) e "M iesminy, (3.3)
—00

Y aunque H; no se puede calcular explicitamente, resulta que se comporta como una
aproximacion a la identidad (en este caso, el parametro es continuo ¢ — 0%). Esto da-
rd lugar a que u(-, t) — f(-) uniformemente cuando t — 0%, si f € €(R/Z;C).
En primer lugar, es f4cil ver que
1/2

H,(x)dx=H,0)=1, t>0,
—-1/2

ya que, de (3.3), ﬁt(n) = e‘4”2”2t. Ademés, H;(x) es real porque H;(x) = Hy(x) y Z-
periddica en x, pues se puede escribir de la forma

Hi(x) =Y Hi(x+n), (3.4)

que es la periodizacion del nticleo del calor en la recta real
e—x2/4t
vant

Esto prueba que H;(x) es positiva. Por otra parte, observamos que (3.5) cumple, para
cadad €(0,1/2),

SO (x) =

(3.5)

—x%/4t 1/2

e e L (ALNVTT g O _ el
2 ~ 16 )

Vant ViElx x|

con cy5, 25 € Ry 6 < x < 1/2. Andlogamente, se prueba que

1 _ 2 _ —ceon2 _
Z th(x+n): e (x+n) /4t501t 1/2 Z e con /tscle t:zlty

Inl=1 VAT |pz1 n=1
para ciertas constantes cj, ¢, >0, t € (0,1] y todo x € [-1/2,1/2]. Por tanto,

(,Ut((s): max Ht(x)s max %t(x)-FCle_Cz/ts0169_025/t+cle_02/f — 0.
0<|x|<1/2 0<|x|<1/2 t—0*

1 Usando que e * < C/x% con a = 1/2.
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Esto prueba que {Hy}+-¢ s una aproximacion a la identidad.

Nos queda probar (3.4). Sea h;(x) = Y% #;(x + n) el lado derecho de (3.4).
Notese que h;(x) estd bien definida para ¢ > 0 (la serie converge uniformemente), es
positiva, continua y periddica. Por ello, del teorema 2.17, bastard con ver que H; y
h; tienen los mismos coeficientes de Fourier, es decir, que fzr(n) = pminn’t
Para ver esto, obsérvese que

,sineZ.

“ 1/2 (o0 X oo rl/2 )
h(n) :f (Z T (X + k)) e ~2minx gy — Z o (x+ k)e—Zmnxdx
—1/2\-00 J-1r2

oo pl/2+k . [e9] .
— Zf Jﬁt(y)e—Zmnydy:f th(y)e_zm"ydy
—ood-1/2+k —00

= 4mt

o0 . o0 y \? (Y
:f efy2/4tefzmny dy e—ﬂ( ) e—ann(m)\Mm dy
—00

VAnt -0 vant
R TP 42,2
:f e X e Zmn\/4ntxdx:e 4n°n t'
—0o0

ya que (tomando ¢ = nv4nt en la siguiente proposicién)
Proposicion 3.1. Para todoé € R,
foo e—nx2 e—2ni€xdx — e—nfz
—00
Demostracion. Lafuncién
R 2 o2&
g@i= [ emetmitax, cew,
—00
es de clase € por ser la integral absolutamente convergente. Asi, derivando respec-
to a ¢ e integrando por partes, obtenemos que

X2 _oni °°d_2_2-f
g’(§)=—2nif xe ™ e ’”‘rxdxzif (—e ’”‘)e X dx

—oo —oo \dXx
_ _2”5‘/‘ e*ﬂxz efznifxdx — _ang(f)’

y por tanto g(¢) = g(O)e‘”’fz. Por ultimo, como [ e dx = 1, concluimos que
g =e". O
Asi pues, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.2. La tinica solucion de la ecuacion del calor uy = uy, con condiciones de
fronterau(—1/2,t) = u(1/2,t) = 0 y condicién inicial u(x,0) = f(x), f € €(R/2), es

u(x, ) = (f = Hy) (),

o0
. —_— 2 2 [ ’
siendo Hy(x) = )_ e~ "1 *™ " o] piicleo del calor.
—00
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3.2. Laecuacion de Laplacey el problema de Dirichlet

Tras un largo periodo de tiempo, en los procesos térmicos descritos por la va-
riante bidimensional de la ecuacién (3.1), es decir:

ou 2(62u 62u)
— ===+
ot 0xz  0y?

el sistema alcanza el equilibrio térmico cuando no existe transferencia de calor y

%—'; = 0. En este caso, se tiene la ecuacién de Laplace

%u  d%u

Au=

El operador A se llama Laplaciano y las soluciones de (3.6) funciones armoénicas [5].

Consideramos ahora el disco unidad en el plano D := {(x, Y E R?/ x2 + y2 < 1},
cuya frontera es la circunferencia unidad T = {(x, y) € R2/ x% + y2 = 1}. En coorde-
nadas polares (r,0) € [0,+00) x [0,27), D y T se describen, respectivamente, como,
{(r):0<sr<1}yi{(r,0):r=1}.

El problema, conocido como el problema de Dirichlet, consiste en resolver la
ecuacion de Laplace en el disco unidad sujeta a la condicién u = f en T. Fisicamen-
te, ésta corresponde a fijar una temperatura determinada en la frontera del disco,
esperar un largo periodo de tiempo, y observar la distribucién de temperatura en
su interior [14, pag. 20]. En coordenadas polares, resulta ser u(1,0) = f(0) (ver [14,
pag. 21]). Por otra parte, el operador laplaciano Au respecto de las variables (r,0) se
obtiene aplicando la regla de la cadena

Au= az_u + la_u + i az_u
or? ror r2o00%°
Ahora, multiplicamos a ambos lados en (3.6) por 2 yla ecuacién de Laplace en coor-
denadas polares es:

rzaz—”+ra—”:—62—” 3.7)

orz  or 002" ’

Aplicando el método de separacion de variables, suponemos que la solucién es del
tipo u(r,0) = R(r)©(0). Entonces

r*R'(N+rR() _ 0"
R(r) CION

Como cada lado depende de una variable distinta, ambos serdn constantes, ponga-
mos, iguales a un cierto A € R. Asi
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@"(6) +10(0) =0,

r2R"(r)+rR'(r) = AR(r) = 0.

Las soluciones 2r-periédicas para la primera de estas ecuaciones son de la forma
0(0) = e, con A = n?, n e Z. Por tanto, ©(@) = Ael!™? + B, e~i1"P Para este valor de
A, las soluciones de la otra ecuacién con n = 0 son R(r) = 1y R(r) = logr, aunque
descartamos esta tltima por no ser una funcién regular cuando r tiende a 0. Si n # 0,
es sencillo ver que las soluciones son R(r) = rlnl y R(r) = r~1" mas desechamos la
segunda porque, nuevamente, no es regular cerca del cero (no estd acotada cuando
r—07%).

inf

Luego, para cada n € Z, u,(r,0) := r'" e es solucién de la ecuacién de La-

place (3.7).
Ahora, observamos que (3.7) es una ecuacioén lineal, por lo que podemos es-
cribir
o) .
u(r,9) = Zanrlnle”’e, 0<r<1,0€]0,2n], (3.8)
—00
como “solucién general”. Notese que los “a,,” deberdn ser adecuados para que la

serie sea convergente. Ademads, queremos que se cumpla la condicién de frontera,
esto es

x .
u,0) =Y a,e =:f@O), 0<6<2n.
—00

Asipues,si f e €¢1(T), los coeficientes a, deben coincidir con la versién 2m-periddica
de los coeficientes de Fourier de f, para cada n € Z:

A

,_i g —ing
f(n):= o _nf(H)e deo.

Hemos probado asi el siguiente teorema.

Teorema 3.3. La tinica solucion de la ecuacién de Laplace (3.6) es (en coordenadas
polares)

e} .
ur,0) =Y fmr'™e™, re(o,1),0€l0,27l.
—00
Observaciéon 3.4. Dicha solucién se puede expresar como una convolucién
oo X 1 m (o] .
u(r,0) = Z f(n)rlnleznﬁ — _f f(X) Z rlnleln(ﬁ—x) dx = (P, *f)(H),
= 2n J-n ey

donde P; es el nticleo de Poisson (ver figura 2.2).
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3.3. Ladesigualdad isoperimétrica

La version clasica de la desigualdad isoperimétrica establece que, dada una
curva cerrada simple y derivable y : I = R — R?, entonces

Ay < 14, 3.9)

donde ¥ denota la regién acotada por y, A; su dreay £, su longitud. Ademads, habra
igualdad si, y solo si, dicha curva es una circunferencia (6 ¥ es un circulo). En otras
palabras:

“De entre todas las curvas cerradas simples con longitud dada, la que encierra mayor
drea es la circunferencia’.

Para probar este resultado, usaremos el siguiente lema, atribuido a Wirtinger (ver
(10D.

Lema 3.5 (Desigualdad de Wirtinger). Sea u = u(x) € €' (R/Z). Denotamos por ug =
i u(x)dx = 2(0). Entonces,

1 1 1
f|u(x)—u0|2dxs—2f W' (x)|* dx, (3.10)
0 4n= Jo

con igualdad si, y solo si, u(x) = ug + acos 2nx) + bsen (2nx), a, b € C. En particular,
si u es una funcién real, a y b son también valores reales.

Demostracién. Puesto que u es 61 (R/Z), sabemos que su serie de Fourier converge
uniformemente y ‘
u(x)—up =y a(n)e*™ ",
n#0
Ademas,
&1 .
W)=Y 2xini(n) e inx
—00
en L?(R/Z) ya que u' € L?>(R/Z). De la igualdad de Plancherel (2.1), obtenemos que
R IR N SN 2070012
Sl = Z [nlI"la(n)|” = Z [nl"la(m)|*,
an = n#0

ya que el término en n = 0 se anula. Por tanto, aplicando de nuevo (2.1)

2
[u 5.

lu—uol =Y lam)|= Y [nfPlamn)f® = —;

|
n#0 n#0 4m?
Observamos que solo podria haber igualdad si &i(n) =0, n = 2, y en tal caso

2ninx -2minx

u(x) = ug+ a(l)e +i(-1)e

El resultado se obtiene tomando a = @(1) + #i(-1) y b = i(@(1) — (-1)). m]
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Sabemos, del teorema de Green, que el drea de una curva se puede expresar
como una integral de linea (ver [5, cap. 5])

A=

/xdy‘. (3.11)
Y

Ademds, si y es cerrada, podemos parametrizarla como y(f) = (x(#),y()),0<t <1,
con x(t), y(t) funciones Z-periédicas. Luego,

1
A:'f x(t)y(t)dt‘. (3.12)
0

Por otra parte, observamos que

1 1
fox(t)j’(t)dt=f0 (x(2) — xo) y(1) dt,

por ser y(t) periddica. Asi

1
Asfo 1X(0) = xollj (D) dt.

Ahora bien, dados dos ntimeros reales cualesquiera a y b, se cumple que 2ab < a? +
b?, con igualdad si, y solo si b = a. Esto es equivalente a que 2ab < Aa® + b*/1, 1 >0,
teniendo igualdad si, y solo si, b = Aa. Si tomamos A =27, a = x(¢) —xo y b = y(1),

1! s 1 ., 1(2n (Y, o,
A< Ej; (27T|x(l')—X()| +§y(t) )dtsi(ll_ﬂ'z_/(; x(O)°dt+ gﬁ y(t) dt)
1! 2 2 2
=— v(t (1)) dt = ¢0°/4m,
4nf()(x()+y()) n
con igualdad si, y solo si, se da la igualdad en la desigualdad de Wirtinger. Luego,

x(t)=xp+pcos@rt+w), p>0,weR,

y como hayigualdad, y(t) = £2m(x(t) — x9) = 227w p cos(2m ¢ + w). Integrando, obtene-
mos que y(f) = yo = psen(2nt + w), esto es, (x(1), y(¢)) es la parametrizacién de una
circunferencia.

Ahora veremos que, en cierto sentido, la desigualdad isoperimétrica es equi-
valente al lema de Wirtinger. Consideramos u € % (R/Z) una funcién no nula y to-
mamos v(x) € €1 (R/Z). Entonces, la curva v (x) = (u(x), v(x)) es cerrada y suave. Su
longitud, por la desigualdad de Holder, cumple
1/2

)1/2

1 1
ly = f (W (@) +v' (%) " dx< f (W' (x0)?+v'(0)%) dx
0 0
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Por otra parte, si definimos el drea de la curva como en (3.12)2, de (3.9)
1 1
Ay < —/ (W' @)?*+v'(0%) dx, uve€ R/D).
47 Jo
Reemplazamos v por Avy se tiene que
1 1 1
<— (f u ()% dx+ /lzf v (x)? dx).
4 \Jo 0

que es una inecuacién de segundo grado. Esto implica que

1
A ‘f u(x) v (x)dx
0

2

1 1 1
U u(x)v' (x)dx sizf u’(x)zdxf v (x)?dx. (3.13)
0 477: 0 0

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que g = 0 (o, lo que es lo mis-
mo, que uUp € ‘601 = {u €€ RIZ): up = 0}) pues, si fuera ugy # 0, tomamos v de ma-
nera que v’ = u — uy. Asi, (3.10) queda probado.

3.3.1. Wirtinger vs Rayleigh. Un problema de autovalores asociado a la
desigualdad de Wirtinger.

Para acabar con esta seccién, veremos que el valor A = 472 estd asociado a un
problema de autovalores respecto del operador laplaciano. De hecho, el resultado es
algo més general, dado en [17].

Teorema 3.6. Si )
'3

n 5 =
uet /2y llulls

entonces A es el autovalor principal del problema de autovalores

V' +Av =0, (3.14)
conv e € (R/2).
Demostracion. Definimos el operador

I'113
v]=-—2, (3.15)
o2

conve <€02 (R/Z) no nula. Este se conoce como cociente de Rayleigh. Como es po-
sitivo, existe el infimo. Supongamos entonces que dicho infimo se alcanza en una
cierta funcién u € <€02 (R/Z), es decir, que existe A = A[u] tal que infv€<g01 ®ID) Alv] = A.

2 Esta definicién solo representard el 4rea geométrica de la curva cuando esta sea simple.
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En ese caso, tomamos ¢ € <€01 (R/Z) y T € Ry computamos el cociente de Rayleigh
sobre la funcién u+t¢p € ‘601 (R/Z). Se tiene que

)15

Alu+1] = . (3.16)
T o

Obsérvese que (3.16) es una funcién ¢! (como funcién de 1), que alcanza su minimo

en 7 =0, es decir, W = 0. Si calculamos esta derivada, nos queda que

7=0

1 Iw+1d)13 d
lu+zols  llu+toly dr

2 fl — ) 2) 2lu+Td)13 (fl — )
= Re(u'PpNdx+ 1| 5| - —————= Re(up)dx + 7|l
||u+u/)||§( 0 ¢ ¢l lu+zpld \Jo ¢ Plz

_4 (I (u+7)113) (lu+Tll3)

T dr

1(||(u+np)’||§)

dr \ lu+t¢ls

y, evaluando en 7 = 0, obtenemos

| n2

i(/1[u+r</>])| = iflRe(u'(x)</>’(x))dx— 2ty flRe(u(x)W)dx
dt =0 w2 Jo Huld Jo

Como % (Au+19)) |T:0 =0, se sigue que

e 13 —
fRe(u(x)(pl(x))dx: 2[ Re(u(x)(p(x))dx.
0 luls Jo
Ademas,
L p— 1 pp— w13 1 R
flm(u (x)gb’(x))dx:f Re(—zu(x)cp’(x))dx: 2[ Re(—zu(x)(p(x))dx
0 0 llulls Jo
Ilu’llgf1 —
= I dx.
Hul2 Jo m (u(90) dx
Luego
1 1
fu’(x)(p’(x)dxzitf u(x)p(x)dx (3.17)
0 0

Integrando por partes, obtenemos que

1 - 1 -
f u' ()¢ (x)dx=— f u’ (xX)p(x)dx
0 0

por ser ¢ una funcién Z-periédica. Asi,

1
f (" () + Au(x)) p(x)dx = 0.
0
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Esto nos dice que u”(x) + Au(x) =0y A es un autovalor asociado al operador lapla-
ciano L{v] = -v", con u € ‘602 (R/Z) autofuncién asociada a A o, lo que es lo mismo,
que u es solucién del problema de autovalores Lv = Av, con v € <g§ (R/2).

Por ultimo, veamos que si u es otro autovalor del operador L, entonces p = A.
Sea p otro autovalory v € <602([R/ Z) una autofuncién asociada. Tenemos que,

1 1 1
f v (x)2dx =f V(x)v' (x)dx = uf lv(x)|Pdx.
0 0 0

Entonces, u = || v/ |I§/ II vllg = A[v] = A. Concluimos asi que A es el autovalor principal
del operador laplaciano en el problema

{valv, (3.18)

veE, RIZ).
O

Observacién 3.7. La existencia y regularidad que se requiere de la funcién minimi-
zante u es algo mads dificil de demostrar y s6lo diremos que se basa, como siempre,
en un argumento de compacidad: aunque la bola unidad en L? no es compacta, cual-
quier sucesién minimizante del funcional A tiene derivadas uniformemente acota-
das en 1.2, es decir, pertenecen al espacio & = {u € <€01 A 7 PR AP 1}3. Esto, junto
con la ecuacion (3.18), implica que u € €2 (esto se puede ver directamente de (3.17));
la prueba de lemma 1.3.4 (pag. 10) en [9] sigue siendo valida si u’ € L2.

3 De lo que ya se desprende cierta regularidad puesto que & < A /5.
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Apéndice

A.1. Ellema de Riemann-Lebesgue revisado.

Consecuencia del lema de Riemann-Lebesgue es el siguiente
Corolario A.1. Si E c (0,1) es un conjunto medible y (wy) cualquier sucesion de nii-
meros reales, entonces

lim cos (nnx+a)n) dx= lim senz(nnx+a)n)dx= |E|/2.
In|—oco JE [nl—ooJE

Demostracion. Basta observar que

lim cos (nnx+wn)dx— lim

ei(nnx+w,,)+e—i(nnx+wn) 2
dx

Inl—coJE Inl—ooJE 2
= lim f(eanx+2lwn+ —2minx— 2“""+2)dx
|n|—oo 4
= lim —|E|+— ez’w"fez’””xdx
|nl—oo | 2 4 E

1
=S IEl
2

+e—21wnf e—2mnxdx)
E

ya que |e2i¥n| = |e=2iwn| = 1 y que, por el lema de Riemann-Lebesgue

‘llim e2iNX gy — hm f yE(X) 2" dx =0,
nl—ooJg |n|—oo

donde yr denota la funcién caracteristica de E.

Para finalizar, que lim oo [5 sen’(mnx+wy)dx = |E|/2 sigue de lo que hemos
probado sin mds que tener en cuenta que

|E|=fcosz(nnx+wn)dx+fsenz(zmx+wn)dx
E E

paratodo ne Z. O
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El siguiente resultado generaliza el lema de Riemann-Lebesgue.

Teorema A.2 (Lema de Fejér). Si a € LY (R/2Z) ¥y B € L*(R/2), entonces

1 1 1
limf a(x)ﬁ(nx)dxzf a(x)dx-f Bx)dx.
n—o0 Jo 0 0

Demostracién. Supongamos primero que a € 22(R/Z) es un polinomio trigonomé-
trico de grado < N. Entonces, si 8,,(x) = B(nx), por laigualdad de Parseval ([16, chap-
ter 16]),

1 N .
fo a(x)f(nx)dx=)_ak)Bn(-k). (A1)
-N

Ahora bien,

=~ Y omikx L (" omitkimye LI (I itk
,Bn(—k):f e ﬁ(nx)dx:—f e pde=—="> f e B(rydt
0 nJo nizoJdj

1 27n'(k/n)(r+j) 1 = 2nin(k/n)j ! 2mi(k/n)
=" — ﬁ(T)dT = — e J e RERITE Tﬁ(T)dT
n Z f Z o

pero,sif =kin

n-1 . 1_92nik _ .
Z 2l — ) T = 0, s% leZ,
n, sife”.

Asi, (A.1) se puede escribir como
1 1 1
/ a@)pnxdx= Y. alnp-n) =a)po) =f a(x)dx-f Bx)dx (A.2)
0 16|<N/n 0 0

sin>N.
Siae L' (R/2Z) y € > 0 existe un polinomio trigonométrico p tal que [la — pl; <
€. Por tanto,

A

1 ~
< fo (a(X)—p(X))ﬁ(HX)dx—(a—p)(O)ﬁ(O)’

= 2|Iflloot

1
+ j(; p(x)B(nx)dx — p(0)B(0)
ya que, por (A.2), el segundo sumando se anula tan pronto #n sea mayor que el grado

de p.
Alternativamente, como

1 n
fa(x)ﬁ(nx)dx:%f a(t/nm)B(Bdt=— Z ( )ﬁ(r)dr
0 0

1 B es Z-periddica
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1 ln—l + i
[t
0 nj:O n

por ser f una funcién Z-periédica, si a es continua.

)ﬁ(r)dr,

1 n—1 47 1
lim—Za’ L ])zf a(x)dx
Sy () n 0

uniformemente en 7 (el miembro de la izquierda representa la suma de Riemann).
Asi,

1 1 1 n-1 T+
lim | a(x)Bnxdx= lim = a(—) B(m)dr
n—o0 Jo n—oo Jo n j:0 n
n-1

1/ p1 1 1
:f (f a(x)dx)ﬁ(r)drzf a(x)dx-[ B(x)dx
o WJo 0 0

y el resultado sigue de la densidad de las funciones continuas en L' (R/Z). O

Obsérvese que el lema de Riemann-Lebesgue (lema 2.1) corresponde al caso especial
B(x) = ex1(x) = e*2"* Como ejemplo

1 2 1
lim a(x)|sen(2rnx)|dx = —f a(x)dx.

A.1.1. FEllema de Cantor-Lebesgue.

Consideremos la serie trigonométrica

1 o0 o0

S0+ )" (ancos(mnx) + bysen(mnx)) = Y An(x), (an by €R)
n=1 n=0

y sea B, (x) := apsen(mnx) — bycos(tnx), n =1,2,... La versién clédsica del lema de
Cantor-Lebesgue establece que

LemaA.3. Si
r}im (apcos(mnx)+ bysen(mnx)) =0
—00

para x en un conjunto E c (0,1) de medida positiva, entonces a,, b, — 0, cuando
n— oo.
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Demostracién. Seanp, =0yw, € Rtalesque A, = p, cos(mnx+w,)y B, = ppsen(rnx+
wp). Entonces, si o2 = a? + b2 no tiende a cero cuando 1 — oo existe € > 0y una su-
cesién ny < np < ... < ng — oo tal que g, = ¢ para todo k = 1,2,... Puesto que por
hipétesis Ay (x) — 0 cuando n — oo en E, cos(mngx +wpy,) — 0 si k — oo en E. Pero,
por el corolario A.1 y el teorema de la convergencia dominada

|E|/2 = lim cosz(nnkx+wnk)dx=0.
k—ooJE

Esta contradiccién prueba el lema. O

A.2. Decaimiento de los coeficientes de Fourier y regularidad.

En esta seccion investigaremos la relacién que existe entre la regularidad de
una funcién y el decaimiento de sus coeficientes de Fourier ( ver [6]). Veremos que
este decaimiento refleja de un modo cuantitativo su grado de regularidad.

A.2.1. Funciones suaves.

La regularidad de una funcién se puede medir estimando su tamaifio de varias
formas. Para ello volvemos a considerar algunos espacios de funciones relevantes
para esto.

Definicién A.4. Para0 < a <1 sea

o Lf ) = fO
Iflla, = Ozgygl PEsvra
x£y

y

Ag={f:R—C:f es Z-periddicay | fl < oo},
el espacio de Holder homogéneo de orden a. A sus elementos los llamaremos funciones
de Holder de orden a.

Aunque el funcional || - ”Aa es positivo (”f”Aa >0sife Ag) y satisface la de-
sigualdad triangular, no es una normaya que || f|| A, =0 si f es constante. Asi, | - || Aq
es una seminorma en A,. Sin embargo, si que resulta ser una norma en el espa-
cio A4 := A, /{constantes}, donde identificamos funciones en A si su diferencia es
constante. Ag = L®y A, € 6€(R/Z) c L para0 < a < 1 pero no existe ninguna cons-
tante C >0 tal que || flloo < CIIfIIAa paratoda f € Ag. A pesar deesto,si0<xy<1,la
aplicacion lineal A, — L* dada por f — f — f(xo) embebe A, en L. El nicleo de
esta aplicacion es el subespacio de todas las aplicaciones constantes y por tanto A,
se identifica con un subespacio de L™ (en sentido algebraico).

Esta discusion permite ver que el funcional || [[a, = Il lloo + - |l Au dotaa A, de
una estructura de espacio de Banach.

El siguiente resultado muestra cémo la regularidad se refleja en el decaimiento
de los coeficientes de Fourier.
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Proposicién A.5. Sean seN y f Z-periddica.
(a) Si f* existey es integrable para todo 0 < k < s, entonces

IFS ()

If(n)] = 2ainDs’

n#0.

(b) Si ademds suponemos que 'S € Ay, para algiin0 < a < 1, entonces

1 IfCI,
(ZH)SZ‘HI |n|s+a

| ()] < , n#0.

Demostracién. Hemos visto en la prueba de la proposicién 2.12 que

1

(Znin)sf(s(n)'

fm =

Asi, (A.3) sigue tomando mdédulo.
Para probar (b), basta con tener en cuenta que

1) 1 IfCl,

—_— S —_— ,
2|n| 2a+1 InI“

— 1
TRQIEST (
v (A.4) es consecuencia inmediata de (A.3).
Otra forma de reformular (A.3) y (A.4) en términos més generales es
méx{|l £, 1 FE 1|

[f(M)]<cs REAEDE

max{lfl, 1 f¢04,}
(1+[n)ste

para ciertas constantes cs, €5 >0, ytodo n€ Z.

|f(n)| = Cs,a

’

39

(A.3)

(A.4)

(A.2%)

(A.3%)

La siguiente proposicién nos da un reciproco parcial a la proposicién A.5. Sea
[Ls]] = max{k : k < s, k € Z} el mayor entero estrictamente méas pequefio que un nu-

mero real dado s.

Proposiciéon A.6. Sean s >0 y f una funcion Z-periddica integrable tal que

If(m)] <

(1+[nptts

para todo n € Z. Entonces, f tiene derivadas hasta orden ||s]) y f'*! € Ay para todo

O<a<s-—|ls]].

2 £(s wf(‘v(é)
IIf ”Aa =Ssup —zz y tomamos 6 = 1/2|n|.
6>0
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Demostracién. En primer lugar, sabemos que

o0 R o0 C
A= L I001= 2 Gyt <<

Luego, la serie de Fourier converge absolutamente y f(x) = Y% f(1n)e*"!"* para to-
do x € [0,1). Esta serie se puede derivar hasta orden [[s]] ya que

© dak . o) R .
Z fn - minx _ Z (2ﬂin)kf(n)62”’”x,
= dx =

y esta Ultima serie converge absolutamente para todo 0 < k < |[s]| a la vista de la
hipétesis de decaimiento de los coeficientes de Fourier de f. Ademas,

FUL () = 3 @i Y fmp2min,
—00
Ahora, si0 < a < s— || s]], entonces

|f(\.[SJJ (x— h) _f(\.[SJJ (.Xf)‘ -

o . .
Z @rin) LLsJJf(n)eZJtmx(eZmnh _ 1)‘

—00

<2m Y 1nBY| f(m)l sen(nah)|
<20m) s 7@ (Z |n|“s”+“|f(n)|) |h|

< ol+lisll llsl+a (i

—00

1 a a
|n|1+8—|_|_SJJ—IZ)|h| = Cs,alhl ’

ya que |sen x| < |x|%, para todo x,si 0 < @ < 1 (figura A.1). m]

FiguraA.l.|senx|<x% 0<a<]1.

CorolarioA.7. Sik=1,2,... esenteroy f una funcién Z -periédica e integrable tal que

A C
|f(n)|SW, nez,

entonces f*~1 € A, para todo0 < a < 1. En particular, f € €*71.
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Asi, podemos caracterizar con este corolario las funciones de clase €°° como
aquellas cuyos coeficientes de Fourier decaen rapidamente.

Corolario A.8. Sea f una funcién Z-periédica e integrable. Entonces f € € si, y solo
si, para todo k =1,2, ..., sup{(1 + Inl)klf(n)l In€Z} < +oo.

A.2.2. Funciones analiticas.

Recordamos que una funcién f : R — C es analitica si su serie de Taylor alre-
dedor de cualquier punto converge en algiin entorno de dicho punto, es decir, pa-

(k
ratodo xp € R, f(x) = Z‘]’C":O I k(!x(’) (x— xo)k converge en algtn intervalo |x — xg| < &

(6 = d(xp) > 0). Para funciones Z-periddicas tenemos

Proposicién A.9. Una funcion Z-periddica f es analitica si, y solo si, f es €*° y existen
constantes M >0y p > 0 tales que IIf(kIIOo < Mk!/p’c paratodok=0,1,2,...

Demostracién. Obviamente, f € € si f es analitica. Para el crecimiento de las de-
rivadas usaremos las estimaciones de Cauchy [13, theorem 10.26]. Si f es analitica, f
serd la restriccién (para algtn g > 0) de alguna funcién f holomorfa en una banda
[Imz| < gg (o es el radio uniforme de convergencia para la serie de Taylor centrada
en cualquier punto del intervalo [0, 1], por ejemplo). Si p < oo y x € R, como f es ho-
lomorfa en el disco de centro x y radio p, por [13, theorem 10.26], If(k(x)l < Mk!/p’C
(M = méx{lf(z)l /Imz| < p}). Asi, IIf(kIIOO < Mk!/gk sik=0,1,2,... Reciprocamente,

(k
es inmediato que la serie Z‘,’CO:O A k(,x o) (x—xo)k converge absolutamente en |x—xp| < o
silf(k(xg)ISMk!/pk parak=1,2,... ]

La caracterizacion de la analiticidad en términos de los coeficientes de Fourier
viene dada en el siguiente teorema.

Teorema A.10. Una funcion Z-periédica integrable f es igual (en casi todo punto) a
una funcion analitica si, y solo si, existen constantes M >0 y ¢ > 0 tales que

If ()] = Me=c" (A.5)
paratodoneZ.

Demostracion. Si f es Z-periédica y analitica, de las proposiciones A.5 y A.9 se tiene
que

RO A P

mmﬂmkwk—mmrnmmV

k=0,1,...

cuando n # 0. Es claro que f (0) es finito. Si elegimos k = |2mp|n|] y tenemos en
cuenta la férmula de Stirling para el factorial concluimos que | f ()| < Me™>™"| para
0< A <p.Estoes (A.5) con c =2rwA.



42 A Apéndice

Reciprocamente, si los coeficientes de Fourier de f tienen este decaimiento
exponencial, su serie de Fourier converge absolutamente (observacion A.11) y para
todo k=0,1,...

o0
1 Flleo = Y @mlnpFe 2 M < f
—00

o0

@rlthre 2 M g = AR/ A*HL

donde A = 1/n. De nuevo, la proposicién A.9 implica que f es analitica. O

Alternativamente, el decaimiento exponencial dictado en (A.5) también puede
verse usando técnicas de variable compleja. Como en la demostracién de la proposi-
cion A.9, toda funcién Z-periédica admite una extensién holomorfa (que seguiremos
denotando por f'y que, por el principio de identidad, atiin serd Z-periddica) a la ban-
da S:|Imz| < g.Si0<p <@g, >0y Yy, <Ses el borde del rectangulo con vértices
0, —ip, 1 —ipyl, por el teorema de Cauchy

A 1 . 1 ; .
f(n) :f e—2mnx]c(x)dx :f e—2mn(x—tp)f(x_ iQ)dx
0 0
4 e .
- f e 2ME f(—ix)dx + i/ e 2= (1 _jx)dx
0 0

1 . . 1 i
:f e—ann(x—lQ)f(x_ ip)dx — e—2ﬂ9n[ e—Zmnxf(x_ ip)dx,
0 0

ya que f es Z-periédicay e 27" = 1. Asi,

1
Lf ()] Se*Z”P"fO |f(x—ip)ldx <y e 2men,

El resultado para los coeficientes de Fourier negativos sigue de la misma forma sin
mads que reflejar y,, respecto al eje OX o tener en cuenta que f (=n)= ﬁ(n) paratodo
nezsif(x):= f(-x) (x e R) y aplicar lo que acabamos de probar a f_ en lugar de a
f.

Quiz4, mas elemental es la siguiente prueba debida a Bernstein ([12, Propo-
sition 18E.3, padg. 463]): partiendo también de la demostracién de la proposicién
A.9, f coincide en casi todo punto con una funcién analitica si, y solo si, la fun-
cion g(z) := Y2 f(n)z" (que viene caracterizada por la relacién g(e*™'%) = f(w))
es holomorfa en el anillo A: e™2" < |z| < ¢*™, La férmula de Cauchy-Hadamard
para el radio de convergencia implica que limsup) o, |f(m)['/"" < e72"¢ y de aqui
el decaimiento exponencial en la proposicién A.9.

Observacién A.11. Como cabe esperar, la velocidad de convergencia de la serie de
Fourier de funciones analiticas es mucho mayor que para funciones suaves (que por
la proposicién 2.12 sabemos que es de orden o(1/N*~1/2) si la funcién es de clase
%k). De hecho, si f es analitica, de (A.5) tenemos

k_ 2e~CN

If=Snfloo< Y IfmI< Y e €l <2 €W+ § p=¢

C _
n>N T k=0 ef—1

Es decir, Sy f — f exponencialmente cuando N — co.
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A.3. Laférmula de sumacion de Poisson.

La demostracion de la identidad (3.4) en la seccién 3.1 nada tiene que ver con
que se esté tratando del ntcleo del calor. La férmula de sumacién de Poisson ([13,
chapter 4] y [15, chapter 5]), que probaremos en este apartado, proporciona una re-
laci6n entre el andlisis de funciones periédicas y aquellas definidas en R.

Dada una funcién adecuada f definida en R, podemos considerar la funcién
Z-periédica

o0
Fx)=) f(x+n)
—00

sila serie converge (formalmente F(x+1) = F(x)). Como en laseccién 3.1 llamaremos
a F la periodizacién de f.
Otra forma de llegar a la ‘version peridédica’ de f usando anélisis de Fourier es

oo .
Gx) = Z f(n)QZHlnx
—00
si esta serie resulta convergente. Aqui,
A~ o0 .
fm =f f(x)e 2"y, nez,
—00

denota la ‘versién continua’ de los coeficientes de Fourier de f. Ademds, G también
es Z-peri6dica ya que los caracteres e, (x) = e2™"** 1o son.

El hecho fundamental es que estos dos procedimientos para periodizar f con-
ducen a la misma funcién, es decir, F = G.

o0
Proposicién A.12. Si f € L'(R), laserie Y. f(x+n) convergeen L' (R/Z) a una funcién
—00
F e L'(R/Z). Ademds,
F(n)=f(n), nez.
Demostracién. Como f € L' (R), tenemos

~ | f(x)|dx < oo.

1 oo [ 1
D e midx=} | |f(x+n)|dx:f

Asi, Y2 |f(x + n)| converge para casi todo x y la serie que define F converge en
L'(R/Z). Para los coeficientes de Fourier de F tenemos

1 . 1/ 00 )
F\(n) :[ F(x)efbrmxdx:f (Z flx+ k)) e 2minx g
0 0 \5%

oo prk+l

oo pl ' '
= Z flx+ k)e_zmnxdx = Z f(x)e—ZHzn(x—k)dx
—00J0 = Jk

oo prk+l

— Z f(x)e_ZHindeZIw f(x)e—Zm‘nxdx: f‘(n)
—00 k —00



44 A Apéndice

© L
Teorema A.13 (Férmula de sumaci6én de Poisson). Si f € LY(®) ¥y X 1f(n)] < +oo,
entonces =

i flx+n) = i f(n)e?rinx (A.6)

para casi todo x € R. En particular, F coincide en casi todo punto con una funcion
continua. Si escogemos f una funcién continua tal que (1+|x))" | f (x)| < 1, para algiin
m> 1, se tiene igualdad en (A.6) y tenemos (haciendo x = 0) la identidad de Poisson

Y rm=Y f. A7)

Cabe mencionar que la forma distribucional de escribir (A.6) es

Z 5()6— n) = Z e—Zninx,

donde 6 denota la ‘funcién’ de Dirac definida por (3, ¢) = ¢(0) para ¢ € €°(R).

Ejemplo A.14. En la seccién 3.1 ya hemos visto, en nuestro andlisis del nticleo del
calor, una aplicacion de la férmula de sumacién de Poisson. En este ejemplo recoge-
mos otra identidad, consecuencia de (A.7), que generaliza la conocida identidad de
Euler. La identidad 2 corresponde esencialmente a (3.4).

Ta, ,-na o
e " +e _a 1
1. e _g— na—;z i’ a>0.
—00

Para la funcién f(x) = e~2"%* el lado izquierdo de (A.7) es una serie geométrica

o) [eS) ze—2na 1+ e—27m % 4 o7
Y et =1 42) 7N = — = — = ,
= T 1—e2na 1 — e 2na ena _ p—na

mientras que

00 . )
fm =f 6_2”“‘x|e_2”’"xdx:2f e " cos(2nx)dx
—00 0

1 o —2Tax ! 2a [ -2nax
=— e (cos@nnx))'dx=— e sen(2rnx)dx
nn Jo n Jo
a o a 202 _
=-— e " (cos(2rnx)) dx = — e 2" cos(2nx)dx
nmnc Jo mn n 0
1 a £0
= —_——, n
7 n?+a? ’

y f (0) = 1/ma. No6tese que, en particular,

T + e—]’[(l

X1 1 , 1 (e 1
X::_z__l §—=hm—(m——)

2
2 a2 a—0t Sy n2+a? a0t ma na
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i 1(ef+e—f 1) . tlet+e ) —(ef-e™h)
=lim-|————|= lim
t—0+t t\ef—et t] oot (et —et)
LR+ ) -QRe+PI3+.) B3@2/3+..) 1
= lim m ———=—.
=0+ 2R+ 13/3+..) ot 32+ 12/3+..) 3
o0 1 2
Asi, este ejemplo generaliza el resultado de Euler }. 7 =%
. n=1
2. e-2man’ _ e%a , a>0.
by e

Esta identidad sigue de (3.3) y (3.5) haciendo a =27ty x =0 en (3.4).

A.4. Elfenomeno de Gibbs-Wilbraham.

Consideremos la funcién salto

-1,si-1/2<x=<0,
s(x) =
1, si 0sx<1/2.

Los coeficientes de Fourier de s son

1/2 i vz i
§(n) :f s(x)e” mnxdx:f (e— minx _ , mnx) dx
-1/2 0

si n es impar,

20
1/2 C(—D -1 -,
= —Zif sen(2rnx)dx = L (L) =
0 7 0

n :
, si mespar,
y, por tanto, la suma parcial de Fourier de s de orden N es
2i N eminy 4 UZ ) senenk+ 1)x)
i 7
Sys()=—-— Y == Z =
T %y T i=o 2k+1

n impar

En la animacién A.1 se puede apreciar como las sumas parciales de la serie de
Fourier Sys(x) aproximan el valor s(x) cuando x # 0, mientras que en x = 0 conver-
gen a la media de sus limites laterales (igual a 0 en este caso)?

Para analizar mas detalladamente el comportamiento de las sumas parciales

des, si 5, (x) = S2mo18(x) = 2 X7} %ﬂ“m, entonces
, m-1 sen(4mwmx)
s (X)=8 ) cos@m(2k+1)x)=4————, O0<x<l1/2. (A.8)
=0 sen(2mx)

3 Comparar con la convergencia de las correspondientes sumas de Cesaro en la animacioén
2.1



46 A Apéndice

Animacién A.1. Sumas parciales de Fourier para la funcién salto (Click para animar)

Nota:. La prueba de la identidad (A.8) sigue los mismos pasos que usamos para
computar el nticleo de Dirichlet en la seccién 2.2.1. Sif e Ry m = 1,2, ..., tenemos

que
m 2imo imO —imO
i@k-10 _ 2Kki6 _ 40 € -1 _ impe —e
Z e ¢! Z 201 ¢ T -
=0 =0 e’V —1 etV —e™!

por lo que

m—1 m—1_ .
2y cos(k+1)6) = Y (el(2k+1)0+e—z(2k+l)6) Z Pl @k+10 | Z i2k+1)0
k=0

k=0 k=0 k=0
3 (eime . e,img) sen(m0) sen(m0) : sen(2m0)

senf cos(m0) senf senf

Esto es (A.8) con 0 =2mx.

Asi,
X sen(dnmt 2 [2"X sen(2mt
2t 7 Jo sent
y por tanto
2 27X sen(2mt 2 [2mx 1 1
sm(x)——f (—)dtz—f sen(2mt)(———)dt
T Jo t 7w Jo sent

2nx t
= — 2mt)——y(Hdt,
n[) sen(2m )sen tw( )

donde ¥ (x) = (x—sen x)/ x2. Puesto que |x—sen x| ~ x3 setiene que |y (x)| < x. Luego

2 ["Xgent x?
sm(x/4m)——f —dt‘S—z,
T Jo t m

y tomando limite cuando m — oo
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, 2 (™sent
lim s,,(x/4m) = — —dt
m—oo T Jo t
Por otro lado, de (A.8), los maximos relativos de s, se encuentran en los puntos x, =
¢/4m para ¢ impar (si £ es par, los x, son minimos), y consecuentemente
™l sent

2
lim sm(£/4m):—/ —dt
m—oo T Jo r

Ademas, como

f el sen(2mt) (/”“” f”é””) sent
sent 2m 7l no+n ) sen(t/2m)
1 nl+n

1
— sent( -
2m Jxe sen(t/2m) sen((t+m)/2m)

es negativo si ¢ es impar, el maximo absoluto de s;,, ala derecha de x = 0 se encuentra
en el punto x = 1/4my ahi

2
lim s, (1/4m) = —Si(x) ~1,179...
m—oo T

donde Si:= [ L;”d t. Asi, la aproximacion de las sumas parciales de la serie de Fou-
rier s, a s exceden su valor a la derecha, es decir, a s(0*) = 1, en 0,179..., lo que
aproximadamente supone un 9% de la longitud del salto (que en este caso es igual a
2).

En general, se tiene el siguiente resultado debido a Bocher (ver [4]).

Teorema A.15. Sea f una funcioén real y Z-periddica tal que [ y [’ sean continuas
salvo en un niimero finito de discontinuidades de salto. Entonces, en cualquier punto
de discontinuidad xy, las grdficas de las sumas parciales de la serie de Fourier Sy f
convergen al segmento vertical de longitud L = %Si(n) lf (xg ) - f (x)I centrado en el
punto medio de los puntos (xy, f(xa—’)).

Para ver esto, basta observar que la funcién g(x) = f(x) — (A £ ss(x — xp)/2)
(dependiendo dessi f(x;) = f(x;)), donde A = (f(x5)+ f(xg)/2y s =1f(x5)— f(x)l,
es continua en Xxy.

A.5. Sobre divergencia de la serie de Fourier.

Hasta ahora, y principalmente en el capitulo 2, nos hemos centrado en la con-
vergencia de la serie de Fourier. Pero no queremos terminar esta memoria sin al me-
nos presentar la realidad sobre este tipo de cuestiones y es que, incluso para funcio-
nes continuas, genéricamente la serie de Fourier ni siquiera converge puntualmente.

3 La razén entre L y el salto s en la discontinuidad, cuyo valor es L/s = %Si(n) =1,179.., se
denomina constante de Gibbs.
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Por el teorema 2.4 sabemos que la serie de Fourier representa (en media cua-
drética) cualquier funcién en L? y por tanto, alguna subsucesién de sus sumas par-
ciales converge en casi todo punto (salvo en un conjunto de medida de Lebesgue
cero). Resulta que esto mismo sigue siendo cierto para funciones p-integrables si
1 < p < oo (la demostracién original usa la teoria de funciones de variable compleja
y més concretamente los espacios de Hardy) pero para p = 1 el resultado es falso. A.
Kolmogorov en 1923 (con 19 afios) construyé un ejemplo de una funcién integrable
cuya serie de Fourier diverge en casi todo punto®.

En general, aunque por el teorema 2.17 las medias de Cesaro de cualquier fun-
cién continua f convergen uniformemente a f, su serie de Fourier no necesariamen-
te converge. El argumento tipico usa la no acotacién de los nticleos de Dirichlet en
L', el principio de acotacién uniforme de Banach-Steinhaus y el teorema de Baire: en
[14, theorem 5.12] se prueba la existencia de una familia & c € (R/Z) que es residual
(interseccién numerable de abiertos densos en € (R/Z)) tal que para cada f € &, el
conjunto Ef = {x eR:supyISnf(x)]| = +oo} es residual en R. En este sentido, la con-
vergencia puntual de la serie de Fourier es atipica y, para la mayoria de las funciones
continuas, no converge en ningiin punto dado.

Por otro lado, en 1966, L. Carleson probé que (el hasta entonces conocido co-
mo problema de Luzin) la serie de Fourier de cualquier funcién en L? converge en
casi todo punto® y, en particular, también la de cualquier funcién continua. En ese
mismo afo, J. P. Kahane y Y. Katznelson ([8, pdg. 67]) probaron que para cualquier
conjunto de medida cero existe una funcién continua Z-periédica en el que su serie
de Fourier diverge (posiblemente en un subconjunto atiin mayor). Asi, combinado
con el teorema de Carleson, esto demuestra que existen funciones continuas cuya
serie de Fourier diverge en todos los puntos de un conjunto dado si, y solo si, el
conjunto tiene medida cero (nétese que este resultado no caracteriza los conjuntos
exactos de divergencia).

En cuanto a la velocidad de divergencia de la serie de Fourier, como conse-
cuencia del teorema 1.3 en [2], existe un conjunto residual « < € (R/Z) tal que para
toda fedyp<l1

para todo x en algtn conjunto E de dimensién de Hausdorff 1. La medida exterior
d-dimensional de Hausdorff de un subconjunto A c R se define como

F,(A) = lim inf ¥ r9,
a(d r—»0+Z€%rlgz€:z

4 posteriormente fue mejorado para que esto sucediera en todo punto

5 Aunque la extensién para L” (1 < p < o0), fue calificada en el propio articulo de Carlseson
como ‘bastante obvia), este resultado fue generalizado por R. Hunt en 1968 y actualmente
se conoce como el teorema de Carleson-Hunt. De hecho, este teorema establece que el
operador maximal S* f(x) = sup Sy f(x)| estd acotado en LP. La convergencia en casi
todo punto sigue facilmente (de hecho de estimaciones un poco més débiles).
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donde % ,denota el conjunto de todos los recubrimientos numerables de A por bolas
B de radio < r® y su dimension de Hausdorff es

dim_» A=sup{d >0:7;(A) >0} =inf{d > 0:.7,;(A) =0}.

Asi, aunque los conjuntos de divergencia tienen medida cero, por lo general tienen
dimensién (de Hausdorff) plena.

A.5.1. Unafuncién continua con serie de Fourier divergente.

En este apartado, siguiendo [14], recogemos un ejemplo de una funcién Z-
periddica continua cuya serie de Fourier diverge en un punto. Para su construccién
necesitaremos los ‘bloques bdsicos’

e . Se
fo= ¥ ?kyfn:ZTk (A.9)

1<|k|=n k=1
De ellos necesitamos las siguientes propiedades

) Il fllco < 1 uniformemente en n.
i) f,0=Inn.

Esta dltima sigue de

— ~Inn.

noq n k+1 dx n+1 dx
fl X

Para ver (i), podemos observar que f,’l =271 Y 1<|kj<n €k = 2mi(D;, — 1) y, de la expre-
sién (2.3) para el ntcleo de Dirichlet

S1+

el 2n+1)t
fz 1 sen((2n+ ))dt
0

x)| <1+
lfnI S son

f”x sen((2n+1)1) dt‘
0 sen t

+f sen((2n+1)t)dt.

2nﬂ+1 sent

Puesto que tanto el numerador como el denominador en el integrando de la primera
integral no son negativos,

SR = Zsin)
2 P 2 2

t

=i sen((2n+1)1) 7 [z sen((2n+1)1) T ["sent
" dt|<= ————dt=
0 sent 0 0

mientras que, para la segunda integral tenemos

6 Normalizada convenientemente, Fm(A) = |A| coincide con la medida de lebesgue m-
dimensional en R,
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_n_ sent T 2n+1

2n+1

fﬂx % (cos((2n + Dt))dt‘ 1

fﬂx sen(2n+1)0) dt' 1

n sent T 2n+1
2n+1

cos(2n+1)p) |77 X costcos((2n+ 1)t 1 X dt
(« )t) +/ (« ))dt§l+ f <1
sen t = Jom sen? ¢ 2n+1J. o ?
2n+1 2n+1 2n+1

Consideremos los polinomios trasladados (en frecuencia) p, = e2,fn v p;, =
ez f,; - Mientras que f, tiene coeficientes de Fourier no nulos cuando 1 < |k| < n,
pn los tendrd cuando n < k < 3n, k # 2n. Ademds, mientras k = 0 es el ‘centro de
simetria’ de f;, ahora k = 2n es el de p, (figura A.2). Consideramos ahora {rn;} una
sucesion creciente de enteros no negativos tal que 3n; < nj,1 (para que los soportes
en frecuencia de los p,;sean disjuntos) y {a;} una sucesion de términos positivos tal
que ) jaj <+oo.

AY C Py ) L AY

¢ 7 < 7 T 7
c Re-1 3ng_, R 2n, 3ng Rpe+1 3ng

Figura A.2. Soportes de los poniomios py,,.

Puesto que por (i) los polinomios p,, estdn uniformemente acotados (|p,| =
| fa]), si consideramos la funcién f = Z]- @jpn; € %€ (R/Z), se tiene que

55, £(0)] = Y @S, [Pu,)0) +agSz,, (pa,10)

jsl-1

j;a 7824, [Pn;1(0)
= a[fn_[(()) =aylnng

por (i) y la condicion en los soportes de las frecuencias de los p,;. Asi, si las suce-
siones {«a} y {n;} también cumplen que ajInn; — +oo cuando j — oo, la sucesién
de sumas parciales de Fourier de f no estd acotada en x = 0, pues hemos encontrado
una subsucesion que diverge.

7 . _ ) _ j3
Basta con tomar, por ejemplo, aj=1/jynj=3/.
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N this memoir we collect several classical results about the convergence and

summability for the Fourier series of periodic functions. As applications we
present detailed studies for the one dimensional heat equation, the Dirichet
problem in unit disc and give a proof of the isoperimetric inequality for plane
curves. Finally we study the relation between regularity and decay of Fourier
coefficients, present a proof of Cantor-Lebesgue lemma, prove Poisson sum-
mation formula and analyze the way the Fourier series converges for functions
with jump singularities (Gibbs-Wilbraham phenomenon). We finish with a short
discussion on negative results for the convergence of Fourier series to close
with a construction of a continuous function whose Fourier series diverges at a
given point.

2. Introduction

N previous courses such as Andlisis Matematico Il & Ill we have seen how

certain functions can be approximated by polynomials. In fact, in some oc-
casions, the functions to be approximated can be written exactly as an ‘infinite
polynomial’, or more precisely, as a power series.
These series are useful when referred to functions such as exponentials, holo-
morphic, harmonic and in general solutions to differential equations with ana-
Iytic coefficients (Frobenius theorem for ordinary differential equations or the
Cauchy-Kowalewski theorem for partial differential equations). However, under
some circumstances such series turn out to be no so useful: the Taylor expan-
sion for most C* functions does not converge and in some examples, if so, it
does not represent the function.
Fortunately there is another type of expansion in a function series known as
Fourier series that, used for other purposes, furnish a powerful tool in Analysis.
They can be used to analyze periodic (instead of smooth) functions, which
can be decomposed into trigonometric polynomials rather than ordinary ones.
Briefly, the theory of Fourier series states that any periodic function can be
decompose as an infinite sum of sine and cosine functions.

3. Outline of the first chapter

B ESIDE the introduction to the main objects and tools of study such as the
trigonometric polynomials, the L? inner product and the convolution, the
aim of this chapter is to prove the periodic version of Weierstrass’ approxima-
tion theorem to the extend that any continuous periodic function can be uni-
formly approximated by trigonometric polynomials. Although there are many
ways to do so, as in [16], we have chosen to use an approximation to the iden-
tity argument via Fejér's kernel.

4, e of the second chapter

HIs chapter is devoted to positive results on the convergence and summa-

bility of the Fourier series for some classes of periodic functions. After prov-
ing L?-convergence and Plancherel’s formula we apply the Riemann-Lebesgue
lemma to show pointwise convergence for differentiable functions and, as a
consequence, we present the so called Riemann localization principle which
states that the convergence of the Fourier series of an integrable function at a
given point is a local property, i.e., unexpectedly, only depends on its behavior
near the point and no on the whole interval of definition.
Then we turn to uniform convergence for sufficiently smooth functions. Here
the starred result is Bernstein's theorem which states that the Fourier series
of a Holder continuous function f of order a > 1/2 converges absolutely and
uniformly to f.
To finish the chapter we study the summability of Fourier series and prove
Fejér's theorem to the extend that Cesaro averages of Fourier’s partial sums
of continuous functions represents it uniformly (this was the way we proved
Weierstrass’s theorem in chapter 1). We also prove the corresponding result
for its Abel means and introduce the so called Poisson kernel which we use in
chapter 3 to solve the steady-state heat equation.
We finish with the Dirichlet-Jordan test on the convergence of the Fourier series
for functions of bounded variation.
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5. Outline of the third chapter

N this chapter we collect some applications. The first is the boundary value

problem for the Heat equation in one dimension for which we prove that it
is well posed for continuous initial data: after introducing the corresponding
heat kernel, this is (again) done by using an approximation to the identity ar-
gument.The second deals with the steady-state heat equation that reduces to
the well known Dirichlet problem for the Laplace equation: we prove that its
solution is giving by convolution with the Poisson kernel obtained in chapter 2
via Abel means. The third, and last application, is to the so called isoperimetric
problem that asks for the optimal plane domain enclosing the largest area for
given perimeter. As geometrically expected, it is shown that such domain is the
corresponding disc.

6. Outline of the appendix

0 complete this work, we have chosen some extra topics. The appendix

covers an interesting generalization of the Riemann-Lebesgue lemma (Fe-
jér's lemma), the so called Cantor-Lebesgue lemma, a detailed study of the
relation between smoothness (including real analyticity) of a function and de-
cay of its Fourier coefficients and the Poisson summation formula (essentially
used in chapter 3 when we dealt with the heat kernel). We also present the
so called Gibbs-Wilbraham phenomenon that describes the peculiar way in
which the Fourier series converges near jump discontinuities: the partial sums
presents an approximately 9% over/under shoots both on the right/left of the
discontinuity and this over/under shoots do not disappear for much close we
get to the discontinuity or as many terms of the Fourier series we use.
We finish with a discussion on negative results for convergence of Fourier se-
ries: essentially, the Fourier series of most continuos functions have a large
divergence set. To this respect, following [14], we close the appendix with a
‘semiexplicit’ example of a continuos function whose Fourier series diverges
unboundedly at a given point.
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