Secciéon de Matematicas
Universidad de La Laguna

Fduardo Hernandez Cérdoba

Selecciéon del mejor conjunto de
Regresion.
The Best Linear Regression Model.

Trabajo Fin de Grado
Grado en Matematicas
La Laguna, julio de 2019

DIRIGIDO POR /

Maria Mercedes Sudrez Rancel
Coromoto Leon Hernandez



mailto:alu0100884562@ull.edu.es
mailto:msuarez@ull.edu.es
mailto:cleon@ull.es

Maria Mercedes Sudrez Rancel
Departamento  de  Matemdticas,
Estadistica e Investigacion
Operativa

Universidad de La Laguna

38200 La Laguna, Tenerife

Coromoto Leén Herndndez
Departamento de Ingenieria
Informdtica y de Sistemas.
Universidad de La Laguna
38200 La Laguna, Tenerife


mailto:msuarez@ull.edu.es
mailto:cleon@ull.es

Agradecimientos

A mis tutoras Maria Mercedes Sudrez Rancel y Coromoto Leén Hernandez
por su dedicacién y constancia en la elaboracién de este TFG.

A mis padres y mi hermana por ser mis pilares fundamentales de inspira-
cién y gran apoyo en todos los proyectos que me planteo.

A mis amigos de toda la vida por regalarme momentos tinicos.

A mis amistades creadas en los anos de estudio del Grado de Matemédticas
que han sido clave para superar esta etapa.

En general a toda persona ya sea de la comunidad de la Universidad de
La Laguna o del ambito social, que me ha aportado algo contribuyendo asi a
conseguir realizar este trabajo y obtener el titulo de graduado en matemaéticas.

Eduardo Herndndez Cérdoba
La Laguna, 7 de julio de 2019






Resumen - Abstract

Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado realiza un estudio de la regresion lineal
maultiple implementada en el Software libre Rcommander y Rstudio
con la finalidad de encontrar el mejor conjunto de regresion. Pri-
meramente se estudia la regresion lineal multiple, la estimacion de
los parametros, y se estudian diferentes criterios que se usan pa-
ra la comparacion de modelos. Ademds, se estudia los algoritmos
de los métodos de seleccion de variables y se da una ampliacion de
los criterios de informacion de Akaike (AIC) y criterio de infor-
macion Bayesiano (BIC). A continuacion, se desarrolla el andlisis
de sensibilidad de la regresion lineal multiple, donde se estudia la
validacion del modelo e hipdtesis asociadas y el efecto de las obser-
vaciones anomalas. Por ultimo, se desarrolla la implementacion en
Rcommander y Rstudio.

Palabras clave: Regresion Lineal Multiple — Andalisis de sensibili-
dad — Rcommander — Rstudio — AIC y BIC — Modelos
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Resumen - Abstract

Abstract

This work performs a multiple linear regression study implemented
in the free Software Rcommander and Rstudio in order to find the
best linear regression model. Firstly multiple linear regression, the es-
timation of the parameters and the different criteria used to compare
models are studied. In addition, the algorithms of the variables se-
lection methods are studied and an extension of the Akaike informa-
tion criterion (AIC) and the Bayesian information criterion (BIC)
is made. Afterwards, the sensitivity analysis of the multiple linear
regression is developed, where the validation of the model and the
associated hypotheses and the effect of the anomalous observations
are studied. Finally, the implementation is carried out in Rcomman-
der and Rstudio.

Keywords: Multiple Linear Regression — Sensitivity Analysis —
Rcommander — Rstudio — AIC y BIC — Models
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Introduccién

La regresién lineal miltiple es una herramienta utilizada en la sociedad
para predecir y describir ciertos sucesos, acontecimientos, fenémenos, etc. Como
por ejemplo; predecir la altura de un cadaver en funcién las medidas de su tibia
y su fémur. El objetivo de la regresion es el de relacionar un variable dependiente
con un conjunto de variables independientes, todas ellas continuas.

Dichas relaciones pueden verse como algo lejano a la realidad, pero en mu-
chas ocasiones la modelizacién de esta funciéon puede acercarse tanto a la realidad
que la diferencia entre lo que sucede en la realidad y el modelo es despreciable a
la hora de predecir. Cabe destacar que, si se logra encontrar relaciones que con-
siguen predecir fenémenos que suceden en la realidad, estamos ante algo muy
practico y que nos permite simplificar y abordar problemas mayores.

El modelo de regresion lineal miltiple lleva consigo una serie de hipdtesis
que debe satisfacer a la hora de dar un modelo fiable. A lo largo de este trabajo,
desarrollaremos un estudio en profundidad de dichas hipétesis y abordaremos
situaciones que pueden ocasionar problemas a la hora de modelar nuestra ecua-
cién de regresion lineal multiple.

El hecho de encontrar una relacién entre la variable dependiente y el con-
junto de las variables independiente cumpliendo una serie de hipétesis y restric-
ciones, no siempre es facil de satisfacer. Seleccionar el mejor modelo de regresion,
bajo unas hipétesis, y que ademas con el mejor conjunto de variables el cual apro-
xime mejor los datos a la realidad, no es algo sencillo. Para ello existen diversas
técnicas y criterios que te permiten determinar cual es el mejor modelo de re-
gresién.



X Introduccién

La condicion de linealidad de linealidad del modelo es algo positivo, ya
que te permite realizar transformaciones en las variables y esto a su vez permite
englobar modelos que a priori no son lineales, transformarlos y convertirlos en
lineales. Ademds, en lo modelos lineales, los cdlculos son mucho mas sencillos
que otros modelos de regresion.

En la actualidad para llevar a cabo las pruebas que corroboran las hipétesis
se utilizan software especificos en estadistica y analisis multivariante. En este
caso utilizaremos un software de libre distribucién basado en el lenguaje R.
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Capitulo 1: Andlisis estadistico de la regresion
lineal.

En este primer capitulo estudiaremos en profundidad el modelo de la regre-
sion lineal multiple, la cual nos permitird predecir una variable dependiente en
funcién de un conjunto de variables independientes. Veremos como calcular los
estimadores de la ecuacién y estudiaremos criterios que nos permiten comparar
modelos.

1.1. Modelo tedrico de la regresion lineal.

La regresion trata de encontrar una relaciéon entre un conjunto de variables
independientes (Xg, X1, Xa, ..., Xx—1,) y una variable dependiente (Y). Existen
diversas técnicas de regresion en funcién del tipo de variable, en este caso noso-
tros estudiaremos las lineales, las cuales se desarrollan por variables continuas.
La regresion lineal es la mas importante entre las regresiones, ya que nos permite
hacer transformaciones en la variables y ademas sus calculos son muy sencillos.
El ejemplo mas basico es la regresiéon lineal simple, la cual relaciona la varia-
ble dependiente con una sola variable independiente. El modelo que describe la
regresion lineal simple es el siguiente:

Y=00+/X1+e¢

por ejemplo:

PESO =By + f1ALTURA + ¢

Este tipo de relacién es muy bésica a la hora de explicar sucesos que ocu-
rren en la vida, ya que la simplicidad de su ecuacién no permite aproximarnos a
la realidad de los sucesos. Es por eso que los modelos que mejor se aproximan a
la realidad (o ”modelo real”) son los modelos de regresién lineal multiples, donde
estos relacionan la variable dependiente con mas de una variable independiente.
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Por tanto en el modelo se introducirian mas variables que pueden describir un
mismo acontecimiento.

La ecuacion de la regresion lineal multiple se define de la siguiente manera:

Y:ﬁoXo+ﬁ1X1+52X2+...+ﬂk71Xk71 +¢€ (11)
Donde:

= Y = Variable dependiente.

s (3; = Coeficientes de regresién. V i=0,...,k-1
= X, = Variables independientes. V i=0,..., k-1
= ¢ = Error experimental.

El modelo de regresién lineal multiple debe de satisfacer una serie de
hipétesis. Estas hacen que encotnrar el modelo lineal de regresién sea comple-
jo,ya que si no se satisfacen no se puede aproximar el modelo estimado, al modelo
real. Las hipdtesis asociadas al modelo son:

1. E[e]=0. Esta hipdtesis no revoca en una nueva restriccién, ya que si no se
verifica bastaria con afadir un término constante al modelo.

2. La varianza del error es siempre constante y no depende de X (homocedésti-
ca).

3. Los errores son independientes entre si, es decir, (cov(g;,e;)=0; jo2) (Auto-
correlacion).

4. El error tiene una distribucién normal (Normalidad).

5. Multicolinealidad.

Estas hipétesis pueden expresarse también con respecto a la distribucién
de la variable dependiente de la siguiente manera:

Ele]=0

La varianza de Y es constante.

Las observaciones Y son independientes entre si.
La distribucién de Y es normal.
Multicolinealidad.

CU o=

1.2. El modelo muestral en la regresion lineal.

Al tomarse una muestra de n observaciones de n valores de las variables
independientes Xo, X1, Xo, ..., Xx_1,, y observando los valores que pertenecen a
Y1,Y5, ..., Y,, entonces se tiene que:
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Y = Bo+ 51 Xi1 + BoXio + ... + Br—1Xip—1 + & Vi=1,..,n

donde X;; es el i-ésimo valor de la variable X;. Estas ecuaciones se pueden
expresar de forma mas compacta como:

Y=XG+¢

teniendo que:

» Y matriz de orden (n x 1)

» X matriz de orden (n x k)

s [ es el vector de coeficientes desconocidos de orden (k x 1), y
» ¢ el vector aleatorio de errores.

El modelo matricial seria:

T T D Xp—
n 10 11 1k—1 Bo €1
Y2 To0 T21 1 Tok-1 1 €2
= +
Yn . ﬂk*l En
Tno Tnl - Tpk—1
Con x19 =290 = ... = Tpo =1

1.3. Estimacién de los pardametros 3; y de o?2.

Antes de empezar a hacer uso del modelo, debemos realizar previamente
la estimacién de los coeficientes de regresién y de o2.

. Estimacién de 3 y o2 por el método de minimos cuadrados.

Supongamos que el modelo (1.1) verifica las hipdtesis salvo la normalidad.
El método que se utiliza en este caso para la estimacion de los parametros es
el 7 criterio de minimos cuadrados”. El criterio estd basado en minimizar las
perturbaciones del modelo, es decir:

n
min &' Ezmz’nzg? =min (Y — XB)'(Y — XB) (1.2)
i=1
La estimacién de los valores de 3 que minimizan efe viene dado de resolver la
siguiente expresiéon:

—ele =0

op
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se sigue que: —2X'Y + 2X'X3 = 0 = X'Y = X'X}. Por tanto se tiene que,
como rg((X*X)™1) = rg(X) = k, entonces:

f=(X'X)"'XtY

El cual se demuestra que es un minimo de (1.2).

El inconveniente de minimizar la suma de cuadrados de €’e, es que no pro-

porciona un estimador de o2, por lo que se debe proponer el siguiente estimador:

Y - XB)'(Y — XB) Y- X(X'X)"'X")Y
n—=k - n—=k

% =

Previamente a estudiar las propiedades de los estimadores MCO en el

modelo de regresion lineal miultiple, definimos un conjunto de supuestos muy
simples donde los estimadores, bajo estos supuestos, poseen muy buenas propie-
dades. Definimos el conjunto de supuestos:

1.

ot

La relacién entre la variable dependiente, las variables independientes y el

error es lineal.

La matriz X, no contiene errores de medicién.

La matriz X, tiene rango igual a k, rg(X) = k (Recordar que la dimensién

de X es de n x k). Para este supuesto ademads se debe de tener que:

= El ntimero de observaciones, n, debe ser igual o mayor que el niimero de
variables.

= Las variables predictoras deben ser independientes. Asi evitaremos el
problema de multicolinealidad.

Los parametros 3; son constantes.

La media de los residuos son 0, es decir, E(e) = 0.

Los residuos tienen una varianza constante (supuesto de homocedasticidad),

var(e;) = 02 Vi =1,2,...,n,

Los residuos no estdn correlacionados entre si (supuesto de no autocorrela-

cién), E(g;e;) =01 # j.

Una vez visto los supuestos, veamos ahora las propiedades que tienen los

estimadores bajo esto supuestos:

El estimador B, es linealmente insesgado. Por 1) tenemos que § se puede
expresar en funcién de €, es decir:

B=[X'X]"IXtY = [X!X] XU XB +¢] = B+ [XIX]1Xle
Tomando las esperanza y por el supuesto 6 tenemos:
BB = 8+ [X'X] ' X'E[e] = B

Por tanto se tiene que B es un estimador insesgado.
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Aceptados los supuestos anteriores, definimos la varianza del estimador mimi-
mo cuadrado:

var(B) = E[B — E[B))[3 - B[] = E[3 - B][3 - 8)'
por tanto se tiene que :
var(B) = E[[X'X] "' Xtee! X[ X' X] 1] = [X'X] "' X! Elee!| X[ X' X] !
por 7) y 8)
var(B) = o[ X' X]?

Entonces se tiene que var(3) = 02[X*X]~! es la matriz de covarianzas del
vector B

Bajo los supuestos 1) a 6), el estimador de minimo cuadrado, B es consistente.
Hagamos la prueba que verifica esta hipétesis.

Expresamos (8 de la siguiente manera:

. 1o, N\ /1o,
=0+ |-X"'X —X'e
n n
Definimos el limite siguiente:

1
lim —X'X =Q
n—oo n
Como X es fija, de acuerdo con 2), entonces se tiene que @ = %XtX. De
acuerdo con 3) entonces existe inversa de @, Q™. Por tanto, se tiene que:

A .1
lm f=F+Q ! lim —X'e
n—00 n—oo N
se tiene que: + Xte = L 3" 1,e; = T;8; donde z; es el vector de la col
que: - X'e = 37" xig; = T;g; donde z; es el vector de la columna
correspondiente a la observacién i-ésima. Veamos ahora la esperanza y la
varianza de T;g;.
= — 1§ N [ B e . 1= 1yt —
E[TE] = Y o Eleies] = o > i1 wiBlei] = s X'E[e] =0

2

var(T;g;) = Elwiei(wie;)t] = 5 X' Elee'] X = 2-Q

7 e 7 2
Se observa que : 1imy, o var(T;g;) = lim, 500 %-Q =0

dado que la esperanza de T;g; es 0 y la varianza converge a 0, T;&; converge
en media cuadratica a 0. Entonces lim,, _, - T;2; = 0. Por tanto:
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. 1
Im f=3+Q ' lim —Xe=3+Q ' lim Tg; =8+Q '20=7
n—oo N, n— oo

n—oo

Se concluye entonces que, [ es consistente.

- Estimacién de 3 y o2 por el principio de maximo verosimilitud.

Suponiendo que el modelo cumple las hipdtesis asociadas, en este caso, uti-
lizaremos el método del principio méximo verosimil para estimar (51, 8a, ..., Bx—1
y 02. La funcién de verosimilitud se define de la siguiente manera:

L(e: B, 02) = (%;)xp < 6%) S S ( (Y = XB)H(Y — Xﬂ))

202 ) (2m02) %2 202

Aplicando logaritmos en ambos miembros de la ecuacion, se tiene que:

Y - XB)'Y - Xp)
202

InL(s; B,0%) = —%anﬂ' — %11102 —

Los estimadores méximo verosimiles de 3 y o2 se obtienen derivando la funcién
In L(g; B,02) con respecto de 3y o

%[lnL(s;ﬂ,a%] =0
%[lnL(s; B,0%)] =0
es decir,
%(Xty - Xp)=0

—_— t —
_#"‘W:O

Por lo cual, se obtiene B y 62 de:

X'XpB=X'X 6% = (1.3)

n

y como el rg(X) = k, se tiene que rg(X*X) = k por tanto:
B=(X'X)"'XtY

se observa que el estimador de 8 por minimo cuadrético y el de maximo verosimil
coinciden, esto se da ya que es equivalente minimizar el exponente de la funcién
de minimo cuadrético a maximizar la funciéon de maximo verosimil.

Los estimadores 3 y 02 por ser mdximo verosimiles cumplen las siguientes
propiedades:
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Consistentes.

Eficientes. )

Se demuestra que f3 y S? = ~-0? son insesgados.
Suficientes.

B y S? son independientes

CU o=

1.4. Contraste de la regresion.

Es importante conocer antes de modelar nuestro problema mediante una
regresion lineal multiple, si nuestras variables independientes tienen o no influen-
cia en el modelo. Asi se conoce si las variables son o no significativas.

Primero definimos las siguientes sumas de cuadrados:

SSY =30 (yi —9)%  SSX =30 (¢ —7)°
SXY = 2?:1(351‘ —I)(y; —y); SSR= Z?:l(yi — )2

Ademss se define S5,y = SSY — SSR =", (9; — §)*.

Para ello, es necesario realizar un test de hipotesis en el cual se contraste
los siguiente:

Hy:81=p=..=8,=0
H, : Existe al menos un ; # 0

Si se acepta la hipotesis nula Hy, el modelo no es explicativo, es decir,
ninguna de las variables independientes influye en la variable dependiente Y.

Por el contrario, si se rechaza la hipétesis nula, el modelo es explicativo,
es decir, al menos una de las variables independientes influye en la variable de-
pendiente Y.

El estadistico que se utiliza para este contraste es el F-test, el cual se define
de la siguiente manera:

SSreg/k  _ (SSY = SSR)/k _ i (@i —9)*/k

P = SSRI—k—1) T SSRIn—k—1) S0 - )0 — k1)

donde n es el tamano de la muestra y k los grados de libertad.
Bajo la hipétesis nula el estadistico F sigue una distribucion Fy, ,— (k1)
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1.5. Test de bondad de ajuste.

A la hora de discutir sobre la bondad de ajuste del modelo, es necesario
hablar antes de la dispersién del error residual y como se relaciona con la varianza
de Y.

5 <8

Figura 1.1. Dispersion error residual frente variable Y

Se observa graficamente que la dispersién del error residual es mas pequena
que la dispersién original de Y. Por tanto cuanto menor sea la dispersién del error
residual el ajuste de regresion es mucho mejor.
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Capitulo 2: Seleccién de modelos.

En este capitulo se estudiaran diferentes estadisticos que se usan para la
comparacion de modelos, los algoritmos de los métodos de seleccion de variables
y ampliaremos los conceptos AIC y BIC y determinaremos diferencias entres
ambos criterios. Los criterios de informacion de Akaike y Bayesiano son utilizados
de forma usual para la comparacién y seleccién de modelos. Existe discrepancia
entre diferentes autores en cual de los dos criterios es més efectivo a la hora de
determinar el mejor conjunto de regresion. Es fundamental conocer que dichos
criterios estan basados en el método de maxima verosimilitud, el cual se rige por
que las variables observadas siguen una distribuciéon normal.

2.1. Eligiendo el mejor modelo de regresion.

El mejor modelo de regresién es aquel que proporciona los mejores valores
predichos. Por ello debemos utilizar un estadistico que nos permita comparar
modelos con diferente nimero y diferentes variables. Existen multitud de es-
tadisticos de los cuales estudiaremos los siguientes:.

2.1.1. Comparacién de diferentes modelos.

a) Coeficiente de determinacién o de correlacién miltiple R2.
El 7 coeficiente de determinacion o de correlacion maultiple” se define como:

_ SSRyey _ | SSR _ ¥(4:—7)°

SSY SSY S (yi — )2

R2

El coeficiente de determinacion se utiliza para comparar distintas regresio-
nes. Pero el coeficiente R? tiene consigo una serie de desventaja a la hora de
compararse con otros modelos ya que aumenta su valor al introducir nuevas
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b)

d)

2 Capitulo 2: Seleccién de modelos.

variables en el modelo. Por tanto el valor se puede incrementar de manera
artificial.

El coeficiente de determinacién tiene una serie de propiedades:

1. |R| < 1. Cuando R = 1 existe una relacién funcional exacta entre la
respuesta y las variables explicativas.

2. 100 (1 — R?) representa el % de variabilidad no explicada por el modelo.

Coeficiente de determinacion ajustado o corregido.

Este coeficiente se define como un cociente de varianza, en lugar de un cocien-

te de sumas de cuadrados, el cual sirve para evitar que R? aumente siempre

al anadir nuevas variables.

E1” coeficiente de determinacion ajustado o de correlacion maltiple ajustada”

se define como:

Varianza Residual (SSR)/(n — k) n
21— 1= 1 -(1-R?
R Varianza de' Y (SSY)/n (1-F7) n—k

Este coeficiente, segin se define, es independiente del nimero de variables
independientes y al nimero de casos que existan. De esta manera, podemos
comparar dos modelos totalmente independientes entre si.

Criterio de informacién Akaike (AIC).
El criterio de informacién Akaike (AIC) se define mediante la siguiente fun-
cién:

AIC(k) = —2In L[O(k)] + 2k
donde L[O(k)] es la funcién de méxima verosimilitud de las observaciones,
O(k) la estimacién maximo verosimil del vector de parametros © y k el n°
de parametros independientes estimados dentro del modelo.

El primer termino de AIC puede ser interpretado como una medida de bondad
de ajuste, mientras el segundo término es una penalizacion creciente conforme
aumenta el nimero de parametros. El mejor modelo que se ajusta, segun
AIC, es aquel con menor valor. Este criterio no pretende identificar el modelo
verdadero, sino el mejor modelo entre los modelos candidatos.

Criterio de informacién Bayesiano (BIC). Schwarz (1978) sugirié un
criterio de informacién alternativo a partir de un enfoque bayesiano, el crite-
rio de informacién bayesiano (BIC). Con este criterio, se penaliza el numero
de parametros con In n en lugar de 2k. Luego, el BIC se define de la siguiente
manera:

BIC(k,n) = —2In L[O(k)] + klnn

donde L[O(k)] es la funcién de maxima verosimilitud de las observaciones,
O(k) la estimacién maximo verosimil del vector de parametros © y k el n°
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de pardmetros independientes estimados dentro del modelo,mientras n es el
tamano de la muestra.

2.1.2. Métodos Paso a Paso.

Los métodos paso a paso que se estudian a continuacién son técnicas sis-

tematicas para examinar solo algunos subconjuntos de cada tamano. En los
diferentes métodos se parte de un modelo inicial y se anadirdn o eliminaran va-
riables hasta alcanzar un modelo satisfactorio.

Estudiaremos tres algoritmos basicos para la selecciéon de modelos:

Seleccién hacia delante (Forward Selection): Las variables independien-
tes se van anadiendo en cada paso en un modelo vacio inicialmente.
Seleccién hacia detras (Backward Selection): Las variables indepen-
dientes se van eliminando en cada paso en un modelo completo inicialmente.
Modo paso a paso (Stepwise Selection): donde las variables indepen-
dientes se anaden, se eliminan, o se intercambian.

2.2. Algoritmos métodos de seleccién hacia delante y
hacia detras.

Como estudiamos en el capitulo 1, exiten diferentes métodos de seleccion

de variables. Estos métodos se utilizan en la practica para determinar los mejo-
res conjuntos de varriables que determinen el mejor modelo posible.

A continuacién mostraremos los algoritmos de los métodos de seleccién.

Forward Selection:

Paso 0: Se parte del modelo vacio de regresiéon. Y = By + ¢.

Paso 1: Entra la variable mas significativa al modelo segin el criterio que
estemos utilizando, es decir, el modelo queda de la forma: Y = o+ 51 X1 +¢
y se realizan los siguientes contrastes:

{HQZBOZO {Hoiﬁlzo
Hy:po#0 Y \Hi:pi#0

Paso 2: Entra la segunda variable mas significativa. El modelo queda de la
forma: Y = By + 1 X1 + B2X2 + €. Y se realizan los siguientes constrastes
nuevamente:

Hy:B0=0 Hy:81=8=0
Hy:80#0 y Hi : Otro caso.
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= Se va realizando este proceso tantas veces hasta que encontremos una variable
que no es significativa.

Backward Selection:

=  Paso 0: Este modelo parte con todas las variables a estudiar, es decir,
Y = foXo+ 81 X1 + BaXo + .. + B Xy + €.

= Paso 1: Se identifica la variable menos significativa en el modelo. Se realiza
un contraste de hipétesis, si al variable es no significativa, se elimina.
El modelo quedaria de la siguiente manera: Y = o Xg+ 1 X1 + B2 Xo + ... +
Br—1Xp—1 +e-

= Se va realizando este proceso tantas veces hasta que todas las variables del
modelo sean significativas.

Stepwise selection: Este procedimiento es una combinacién de los dos ante-
riores.

= Paso 0: El modelo empieza vacio, Y = 8y + €.

=  Paso 1: Introduce la primera variable en el modelo y comprueba si es signi-
ficativa. Si lo es entra en el modelo. Y = By + 51X + ¢.

= Paso 2: Se elimina o anaden mas variables segun los test de hipotesis.

=  En cada paso se va comprobando si el modelo es significativo y las variables
que no lo sean se eliminan.

= Kl proceso termina cuando no haya mejoras significativas a la hora de anadir
o eliminar alguna variable.

A la hora de aplicar estos algoritmos se debe de tener en cuenta la condi-
cién para suprimir o incluir un término. Se pueden utilizar diferentes criterios.
Por ejemplo, el criterio de significacién de cada coeficiente. También se pueden
utilizar criterios globales, es decir, una medida global de cada modelo de modo
que tenga en cuenta el ajuste y el exceso de parametros. Dos criterios globales
pueden ser el AIC y el BIC, los cuales con valores AIC y BIC pequetios son los
mejores modelos.

2.3. Criterio de informacién de Akaike (AIC).

El motivo fundamental de la selecciéon de modelos mediante el criterio
de informacion de Akaike es estimar la perdida de informacién al aproximar el
modelo real con una funcién de densidad g, mediante una funcién de densidad
f. Por tanto de aqui que se obtenga la relacién con la informacién de Kullback-
Leibler.

El criterio de informacién Akaike (AIC) es un estimador muestral de la
esperanza de la log-verosimilitud. El AIC se define mediante la siguiente funcién:
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A~

AIC(k) = —2In L[O(k)] + 2k

donde L[O(k)] es la funcién de méxima verosimilitud de las observaciones, O (k)
la estimacion maximo verosimil del vector de parametros @ y k el n° de parame-
tros independientes estimados dentro del modelo.

El primer termino de AIC puede ser interpretado como una medida de
bondad de ajuste, mientras el segundo término es una penalizacién creciente
conforme aumenta el nimero de pardmetros, de acuerdo al Principio de Parsi-
monia, es decir, cuanto mas aumenta el numero de parametros aumenta el valor
de AIC. El mejor modelo que se ajusta, segin AIC, es aquel con menor valor.
Este criterio no pretende identificar el modelo verdadero, sino el mejor modelo
entre los modelos candidatos. El modelo al que se ajusta puede cambiar en fun-
cién al tamano muestral, al aumentarlo los pardmetros se pueden estimar de una
manera mas fiable. Las ventajas que posee el AIC son su simplicidad y facilidad
a la hora de implementarse. AIC es ua medida global de la bondad de ajuste del
modelo.

Cuando obtenemos muestras pequenas el AIC deja de ser tan fiable a la
hora de determinar un modelo, por ello se define nuevo concepto denominado
AIC corregido y se denota por AIC.. Este criterio determina mejores estima-
ciones que AIC cuando las muestras son pequenas. Para muestras grandes el
comportamiento de ambas son similares.

El AIC, queda definido de la siguiente manera:

2%(k + 1)

AIC, = AIC
+nfk:fl

2.4. Criterio de informacién Bayesiano (BIC).

El criterio de informacién Bayesiano(BIC) es propuesto por Schwarz
(1978), argumentando que el AIC no es justificable asint6ticamente y por ello
present6 una modificién de AIC, donde en BIC se penaliza el nimero de parame-
tros con In n, en vez de 2. Luego, el BIC se define de la siguiente manera:

BIC(k,n) = —2In L[O(k)] + klnn

donde L[O(k)] es la funcién de méxima verosimilitud de las observaciones, O (k)
la estimacion maximo verosimil del vector de pardametros © y k el n° de pardme-
tros independientes estimados dentro del modelo,mientras n es el tamano de la
muestra.

Este criterio posee muchas caracteristicas semejantes al AIC como por
ejemplo: que el objetivo fundamental es el de estimar la perdida de informacién
de aproximar un modelo real con un modelo estimado, es decir, cuanto menor
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sea el valor BIC mejor modelo obtendremos, al aumentar el tamano muestral la
estimacién es mucho mas fiable, es una medida global de la bondad del ajuste,...

En cambio, este modelo hace una mayor restriccién en los parametros ya
que se penaliza con el valor de In(n)k. Por tanto, si se introducen mas pardme-
tros en el modelo, mejorara el ajuste y disminuira la desviacién que es medida

por —21In L[O(k)]. Esto supone una compensacién entre la desviacién y la pena-
lizacién.

2.5. Diferencias entre el criterio AIC y el BIC.

Los criterios de informacién AIC y BIC son de los mas usado a la hora de
determinar que modelo es el que mejor se ajusta al modelo real, pero existe la
discrepancia de cual de los dos criterios encuentra el mejor modelo de regresién.
Para ello en esta seccién del capitulo veremos algunas diferencias notorias entre
ambos criterios.

La primera diferencia que se observa, la cual ya hemos citado, es la del
termino de penalizacién donde el BIC penaliza el nimero de parametros con
el In del nimero de observaciones tomadas. Por el motivo anterior, al tomar
una restriccién mas fuerte en la penalizacién usando el criterio BIC, este aborda
modelos con menor dimensiona que AIC. Cuando el tamano muestral es grande,
existe diferencias entre AIC y BIC.

Anteriormente se comenté que ambos criterios tienen la misma finalidad,
encontrar el modelo que minimice la perdida de informacién en ajustar el mo-
delo estimado a uno real. Pero el BIC trata de acercarse mas al modelo real,
asumiendo asi que el modelo real esta incluido entre los posible modelos. En
cambio el criterio AIC trata de obtener modelos que proporcione mejores pre-
dicciones entre todos los modelos dados, no asume que entre los posibles modelos
se encuentre el modelo real. EL criterio BIC se demuestra que es un modelo con-
sistente, es decir, el error de medida o sesgo se aproxima a cero cuando el tamano
de la muestra tiende a infinito. Y que AIC es un modelo eficiente, es decir, si
comparamos dos modelos estimados insesgados por AIC, se dice que 1 es mas
eficiente que 2 si y solo si la varianza de 1 es menor que 2. Por el contrario,
cuando el tamano muestral es pequeno, AIC tiende a seleccionar modelos con
mas parametros de los necesarios.

En consecuencia de las diferencias entre ambos criterios, es dificil deter-
minar cual de los dos es mejor que el otro. Todo depende de las condiciones en
las que se encuentre la estimacion del modelo. Pero la diferencia basica entre
ambos criterios es que BIC penaliza mas los modelos con un mayor numero de
pardametros que AIC, de tal manera que se obtienen modelos de orden inferior a
los de AIC. Ademas de que los modelos que selecciona AIC se ajusta mejor para
tamanos muestrales grandes.
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Capitulo 3: Analisis de sensibilidad en la
regresion lineal.

A lo largo del tiempo se ha descubierto que la regresién lineal multiple
es una herramienta que permite realizar predicciones de ciertos acontecimientos
que suceden en la realidad. Bien es cierto que a priori, se puede tratar de un
estudio simple, pero nada mas lejos de la realidad ya que dicho modelo requiere
del cumplimiento de ciertas condiciones e hipétesis para poder hacerse uso de
él. En este capitulo se llevard a cabo un seguimiento de lo importante que debe
satisfacer un estudio de la regresion y como se puede diagnosticar, resolver e
implementar.

3.1. Validacion del modelo e hipdtesis asociadas

El modelo de regresion lineal multiple, como ya vimos en el capitulo 1,
lleva consigo unas hipétesis asociadas que debe de satisfacer. Es importante
saber como diagnosticar las hipdtesis y en caso que no se satisfagan saber que
solucién abordar.

3.1.1. Distribucion normal de la variable dependiente

En el capitulo 1 estudiamos que satisfacer las hipétesis asociadas al error
eran equivalentes a satisfacerlas para la variable dependiente. Entonces, la va-
riable dependiente elegida en el modelo debe de seguir una distribuciéon normal.

Existen diferentes maneras de diagnosticar si la variable dependiente sigue
0 no una distribuciéon normal, en este capitulo estudiaremos las siguientes:

=  Gréficos: Graficamente no se puede diagnosticar si la variable dependiente
sigue una distribucién normal o no con rigurosidad, ya que no deja de ser
una prueba visual. Sin embargo, nos permite tener una aproximacion. Para
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ello los graficos mas usados son es el histograma con la campana de Gauss
superpuesta, la funciéon de densidad de la variable y los graficos P-P 6 Q-Q.

20 25
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= - |
e T
0 2 e 6 8 10 12 14 00 02 04 06 08 10 12
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Figura 3.1. Histograma de una Figura 3.2. Histograma de una
posible variable que sigue una dis- posible variable que no sigue una
tribucién normal. distribucién normal.
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Figura 3.3. Funcién de densidad Figura 3.4. Funcién de densidad
de una posible variable que sigue de una posible variable que no si-
una distribucién normal. gue una distribucién normal.

En las graficas anteriores se observa que la variable puede asemejarse a la
curva de la distribucién normal.
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Normal Q-Q

Standardized residuals
0
1
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Theoretical Quantiles

Figura 3.5. Gréfica Q-Q plot

Lo que se espera que ocurra en el grafico Q-Q plot es que los residuos estan-
darizados estén lo mas cerca posible a la linea punteada que aparece en el
grafico.

s Teorema Central del Limite: Téngase una variable aleatoria cuyas obser-
vaciones se miden en promedio, como por ejemplo: uso medio del teléfono.
Entonces si se toman las medias en una muestra aleatoria de més de 30 ele-
mentos, se tiene que la distribucién de la medias de la muestra es normal. Por
tanto, podemos garantizar que al ser la distribucién de las medias normal, la
distribucién de la poblacién de la variable aleatoria es normal.

s Test de normalidad Kolmogorov-Smirnov: El test de Kolmogorov-Smirnov
se utiliza para contrastar si un conjunto de datos se ajustan o no a una dis-
tribucién normal. Este test diagnostica la normalidad de la variable a nivel
poblacional. El contraste de hipdtesis que se platea en este test es el siguiente:

Hy:Y ~ NORMAL
H,:Y # NORMAL

El estadistico de prueba que se emplea en el test Kolmogorov-Smirnov es la
maxima diferencia:
D = maz|F,(z) — F,(x)|

siendo F),(x) la funcién de distribucién muestral y F,(x) la funcién teérica o
correspondiente a la poblacién normal.

En el supuesto caso que la variable dependiente de nuestro modelo no
siguiese una distribucién normal, entonces se tendria que salir de la estadistica
paramétrica e irnos a una estadistica no paramétrica.
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3.1.2. Homocedasticidad y linealidad

El modelo de regresion lineal miltiple debe asumir que la varianza de los
errores es constante a lo largo de las observaciones. La homocedasticidad es una
cualidad del modelo necesaria para que en un modelo los coeficientes estimados
sean eficientes, lineales e insesgado. En el caso de no cumplirse se habla de
heterocedasticidad.

Una forma de diagnosticar la homocedasticidad del modelo es mediante el
grafico de residuos frente a predichos. En dicho gréfico lo ideal es observar que
los residuos no muestren ningiin patron, ya que si observamos por ejemplo que el
tamano de los residuos aumenta o disminuye a medida que lo hace los predichos
entonces no se cumple la condicién de homocedasticidad.

Figura 3.6. Gréfica residuos vs. predichos
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En la gréfica se observa como en este caso existen minimas perturbaciones
en el modelo, por tanto se tiene una banda “casi” rigida y constante por lo que
el modelo se puede describir como homoceddstico. A continuacién veremos un
caso en el cual no se tiene homocedasticidad.
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Figura 3.7. Gréfica residuos vs. predichos
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En el supuesto caso que se obtuviese heterocedasticidad, como se da en
el grafico anterior, entonces se debe de realizar transformaciones en el modelo
para obtener homocedasticidad. Una de las transformaciones mas conocidas es
la transformacién de Box & Cox. Esta transformacion se introduce en 1964 con
el objetivo de satisfacer las condiciones de normalidad y homocedasticidad. Esta
trata de aplicar una transformacién de la variable Y, la cual ajusta el modelo.

La transformacién de Box & Cox es la siguiente:

072D G A#£0
W =
InY siA=0

3.1.3. Autocorrelacién, Independencia de errores

El modelo de regresion lineal multiple debe de satisfacer que los errores
del modelo sean independientes, es decir, que los valores no dependan unos de
otros.

La no verificacién de esta hipdtesis supone un gran problema para el mo-
delo, ya que:

= Los estimadores dejan de ser eficientes, es decir, de varianza minima.

= Los contraste de significacién dejan de ser validos tendiendo a detectar mo-
delos inexistentes.

= Los predictores son ineficientes.

= La falta de independencia se suele dar en situaciones donde las observaciones
son recogidas secuencialmente en el tiempo. Esto ocurre en el estudio de
muchas variables econdmicas, sociales y demograficas.

La existencia o no de autocorrelaciéon en el modelo se puede detectar de
las siguiente manera:

= Grafico de los residuos de la estimacién en el tiempo. Es importante
conocer el comportamiento de los errores en el tiempo ya que si existen
patrones de comportamiento sisteméatico en la distribucién en el tiempo de
los residuos, entonces podemos determinar autocorrelacion en el modelo.
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Ejemplo de residuos no autocomelacionados ‘ Ejemplo de residucs autocorrelacionados
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—— Residuos estandarizados — Residuos estandariazados

Figura 3.8. grifica de los residuos de la estimacion en el tiempo

En el grafico anterior vemos un ejemplo de autocorrelaciéon, y otro donde no.

Test de Durbin-Watson. El test de Durbin-Watson sirve como diagnostico
de la autocorrelacién del modelo. Dicho test realiza el siguiente contraste de
hipétesis:

Hy:p=0 [ErroresIndependientes]
Hy:p#0 [ErroresDependientes]

El estadistico que se utiliza en el test, siendo e; el residual asociado a la
observacion en el tiempo t, donde la varianza y la media de e; son constante,
independientemente de t. Se tiene que e; = pe;_1 + 2, donde z; ~ N(0,02),
y es independiente de e;_1,€e;_o,... y de z;_1, 2;_2. Ademads para el contraste
de hipétesis anterior se debe asumir que e; ~ N(0,02). Entonces una ves
calculados los e;, podemos definir el estadistico de Durbin-Watson:

d—= Zl;g(et - 6t—1)2
Y€t

donde n es el niimero de observaciones.
El valor de d siempre esta entre 0 y 4. En dicho test se tiene de calcular
una cota inferior (”lower-tailed”) y una cota superior (iipper-tailed”) en fun-
cién del valor de probabilidad o = 0.05,0.025,0.01, denominadas dy, y dy
respectivamente, tal que son los valores criticos que determinaran, segun se
encuentre el valor del estadistico d, si existe autocorrelaciéon o no.
Sid < dy, el test es significativo, rechazamos H por tanto existe dependencia
de los errores a un nivel 2«, si d > dy se concluye que d no es significativo,
por lo que no se puede rechazar Hy y existe independencia de errores a un
nivel 2a, y si d, < d < dy no se puede determinar nada. Es importante
destacar de que los valores de los estadisticos son todos a nivel muestral.
Cuando existe autocorrelacién, el método de minimos cuadrados deja de ser
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eficiente, por lo cual el modelo no se puede estimar bajo las condiciones
de minimos cuadrados. Un método alternativo para estimar los coeficientes
puede ser el de minimos cuadrados generalizados.

3.1.4. Multicolinealidad

La multicolinealidad es un problema del tipo muestral, debido a que esta
asociado con la matriz X. Por tanto, la no existencia de multicolinealidad es una
hipétesis que debe satisfacer el modelo, pues si no estamos ante una situacién
grave a la hora de calcular los estimadores minimos cuadraticos, ya que si exis-
te multicolinealidad la matriz X'X es no singular. Este hecho es dificil que se
presente en la practica, lo que si es usual es encontrarse entre las variables una
alta correlacion, por lo que los estimadores que se calculan son pocos precisos.
Es decir, las varianzas de los estimadores son elevadas.

Para detectar la multicolinealidad se han desarrollados numerosas reglas
que determinan en cuanto afecta la multicolinealidad a la estimacién y contraste
del modelo.

La regla que nosotros veremos es factores de inflacién de varianza (VIF),
la cual se define de la siguiente manera:

N 1
VIFG) =
donde Bj es el estimador j del modelo y Rjz es el coeficiente de determinacion
obtenido al efectuar la regresién de la variable X; sobre el resto de las variables
del modelo.

El FIV determina en que grado aumenta la varianza del estimador como
consecuencia de la no ortogonalidad de las variables. Muchos autores coinciden
en que existe un problema grave de multicolinealidad cuando el FIV de algin
estimador es mayor de 10.

El problema de multicolinealidad, una vez detectado, se puede solucionar
de diferentes maneras, entre ellas:

= Eliminar variables del modelo. Es decir, las variables que mas estén afec-
tadas por la multicolinealidad se pueden eliminar y asi evitar este problema.
Para ello se puede acudir a los procesos de seleccién de variables visto en el
capitulo 1.

= Aumentar el tamano de la muestra. Esto podria llevar consigo la reduc-
cién de la varianza.

= Utilizar informacion extramuestral, ya sea estableciendo restricciones
sobre los parametros del modelo, o bien aprovechando estimadores proceden-
tes de otros estudios.
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3.2. Efecto de algunas observaciones en el modelo

El objetivo nuestro es encontrar un modelo de regresién que se ajuste lo
maximo posible a los datos reales, pero esto puede verse afectado por ciertas
observaciones que influyen en el modelo, que se recogen en la muestra. Es ne-
cesario saber identificar estas posibles observaciones, en este caso estudiaremos
tres tipo: outliers, alto potencia influyentes.

3.2.1. Outliers, Alto Potencial, e Influyentes

= Outliers: Tenemos una observacién outliers cuando la magnitud de su resi-
dual, en valor absoluto, es superior al resto. Este tipo de datos suelen tener
una alteracién en el comportamiento con respecto al resto de datos. Por lo
tanto es importante su deteccién para estudiar su posible eliminaciéon si es
un error en la toma de los datos o también puede indicar que el modelo no
es el correcto.
Graficamente los outliers pueden presentarse ocultos, o podemos encontrar-
nos ”falsos” outliers. Esto es mas conocido como las técnicas de:
”Masking”: dado un punto ”z;” outliers de forma que este tira de la recta
de regresién hacia él obteniendo asi un error residual pequeno.
”»Swamping”: de la forma que la recta se aproxima al punto ”x;”, entonces
existird un punto ”x;” que obtiene un valor del error residual alto.
En consecuencia, existen medidas basadas en los residuales que son mas re-
sistentes a los fenémenos de masking y swamping, que detectan los outliers.
En este caso veremos las siguientes medidas basada en los residuales:

e; , e
V1 — pii ’ oV 1 —pii
donde (1) se denomina el i-ésimo residual estudentizado interno y (2) el i-ési-
mo residual estudentizado externo.

(1) ri = (2) ri =

= Alto potencial: Un punto de alto potencia es aquel con un gran valor de p;;,
comparandolo con el resto. En el espacio X los puntos alto potencial pueden
ser reconocidos como outliers. Una posibilidad comtn de que una observacion
sea alto potencial es que el rango de X este mal considerado, por lo que se
tendria que aumentar el tamano muestral.

Existen varias medidas para localizar los datos alto potencial de las observa-
ciones recogidas, entre ellas vamos a ver los valores de p;; = xf(X tx )_1:102»

vV =1,2,...,n, que son los elementos de la diagonal de P, matriz vista en el
capitulo 1. Los datos alto potencial son aquellos que tienen un valor mucho
mas alto de los p;; con respecto al resto de observaciones.
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Influyentes: Son las observaciones que de una manera considerada influyen
en la ecuacién de regresién en comparacion a las otras observaciones acorde
con alguna medida de influencia.

La influencia de las observaciones no siempre influyen de la misma manera
en la ecuacién de regresion, ya que estos pueden influir en B, en la varianza
de B, en los valores predichos, en la bondad de ajuste,...

Para detectar los valores influyentes, entre otras medidas, se utiliza la dis-
tancia de Cook. Cook propone que la influencia i-ésima debe ser medida
por:

(Y = Y)Y = Y5)

Ci=
k67

donde :

e Y = Xb = vector valores predichos.

) )A/(i) = Xb(;y = vector de los valores predichos cuando el i-ésimo punto es
eliminado.

® b = es el correspondiente estimador de minimos cuadrados del vector
de parametros § cuando el i-ésimo punto es eliminado.

como Y — Y(i) = X{b —b(;)}, entonces C; se pede escribir de la siguiente

manera;

(B = By (X' X)(B — By)

ko2
Una tercera manera de presentar la distancia de Cook es combinando el i-
ésimo residual estudentizado interno y los valores p;;:

Ci =

Ci:|: €i r pi L _ o pi 1

oI —=pii| 1=puk ‘"1—puk

donde :

e ¢; = es el residual i-ésimo.

e p;; = es el elemento i-ésimo de la diagonal de la matriz P.

Por tanto las observaciones con un alto valor de C; con respecto a las deméas
observaciones, se consideran observaciones influyentes en la ecuacién de re-
gresion.
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3.2.2. Graficos.

A continuacién observaremos algunos graficos donde podemos observar
este tipo de observaciones anémalas:

031 ° ® o
< - . a
=E : T £
= o o 7 o
[= T P ©
R A J . J <
g ° F
R . g
. g o
t 4o
T T T T T T T T T T T
5 6 7 8 9 10 -2 -1 0 1 2
fitted.RegModel.1 t Quantiles
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Figura 3.11. Grafica de los valores, de las medidas utilizadas, de las observaciones.
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Capitulo 4: Regresion lineal miiltiple en R
Studio y R commander.

Hoy en dia para el desarrollo de todo lo estudiado en capitulos anteriores,
existen infinidad de paquetes informéticos que nos permite aplicar esos conoci-
mientos. Entre los més comunes hemos elegido R, R studio y R commander, ya
que es de cédigo abierto y software libre. En este capitulo haremos un recorri-
do completo de como realizar un estudio de regresién lineal mitliple (RLM) en R.

En este desarrollo vamos a intentar elegir el mejor subconjunto de regresion
que se ajuste a lo publicado en el paper por JR. Arévalo "Manejo de pasturas
en pastoreo de cabras en Canarias”[1].

4.1. Objetivo.

El objetivo de este estudio es el de predecir la riqueza (spc_rich) del suelo
por una RLM en funcién de las variables independiente: MO: % materia orgénica,
Ca, Na, Mg, K, P,C.I.C: complejo de intercambio cationes, pH, C.E: intercambio
de cationes y Sat: % saturacion del suelo.

4.2. Background.

En el Departamento de Ecologia de la ULL se ha realizado un estudio de
las comunidades vegetales en zonas con presencia de cabras de la peninsula de
Teno para estudiar el comportamiento de parcelas de suelo recogido de 0,5x0,5
m en 10 areas aleatoriamente seleccionadas en 1992, 1993,1994 y 1999. En el
paper publicado por el departamento se realizan dos partes:

1. Predecir la riqueza y la biomasa del suelo por una RLM en funcién de las
variables independiente: MO: % materia orgdnica, Ca, Na, Mg, K, P,C.I1.C:
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complejo de intercambio cationes, pH, C.E: intercambio de cationes y Sat: %
saturacién del suelo.

2. Realizar un andlisis de componentes principales para las variables MO: %
materia organica, Ca, Na, Mg, K, P,C.I.C: complejo de intercambio cationes,
pH, C.E: intercambio de cationes y Sat: % saturacién del suelo

En este caso solamente nos centraremos en el objetivo indicado anterior-
mente.

4.3. Naturaleza de los datos.

Los datos vienen dados por un paper publicado por JR Arévalo (ULL),
del estudio de las comunidades vegetales en zonas de presencias de cabra en
la peninsula de teno. Las parcelas de suelo recogido de 0,5x0,5 m en 10 areas
aleatoriamente seleccionadas en 1992, 1993,1994 y 1999. Las variables a utilizar
son todas cuantitativas y continuas.

4.4. Modelo.

El modelo que se empleara en este caso, es el que hemos estudiado en los
capitulos 1 y 2. Es decir, regresién lineal multiple.

Y =poXo+ 1 X1+ faXo+ .. + Bp—1 X1 + €
Con las siguientes hipdtesis asociadas:

= Normalidad en la variable Y.

= Independencia de los errores.

= Homocedasticidad y linealidad.
= Multicolinealidad.

4.5. Estudio Piloto.

En este caso en concreto no procede realizar un estudio piloto ya que
los datos los hemos heredado del profesor JR Arévalo (ULL) a través de la
profesora Marfa Mercedes Suarez Rodriguez. Si hubiésemos participado en el
equipo de diseno, se debiera hacer el estudio piloto el cual nos permite ver ciertas
conclusiones del estudio final.
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4.6. Tamano y diseno muestral.

Dado que no hemos participado en el andlisis de la toma de la muestra
a determinar y los datos nos vienen dados, no conocemos la manera que se ha
llevado a cabo para la obtencién de la muestra. El tamano muestral del que
disponemos es de 39 observaciones. La poblacién son todas las parcelas en la
peninsula de Teno con presencia de cabras.

4.7. Andlisis de los datos.

En este apartado del capitulo realizaremos el analisis de los datos obteni-
dos por el profesor JR Arévalo. Este andlisis lo realizaremos en R Commander
vy R Studio como ya se comento anteriormente.

R Commander, también conocido como Remdr, es una libreria que perte-
nece y se instala directamente de R, siendo una interfaz grafica la cual propor-
ciona una forma visual donde los usuarios se familiariza con los comandos de R,
y asi poder desarrollar su conocimiento y experiencia en el uso de la linea de
comandos.. Dicha interfaz permite realizar estudios estadistico como paquetes
como el SPSS, basdndose en el lenguaje de programaciéon de R. En nuestro ca-
s0, mostraremos los comandos utilizados por R para realizar cualquier prueba o
estudio en Remdr.

Para la realizacién del estudio que queremos abordar debemos de introdu-
cir o genera los datos en Remdr o Rstudio. Existen muchas formas de generar o
introducir los datos en Remdr y Rstudio pero nosotros los importaremos desde
SPSS ya que es el formato que tiene. Entonces en Recmdr debemos seguir la
siguiente ruta:

‘Datos — Importar Datos — Desde datos SPSS. ‘

y la sentencia de R que debemos usar es:

» TENO <- readSPSS(” C:/Users/Eduardo Hernandez/Desktop/TFG Eduar-
do/Datos/teno.sav”, rownames=FALSE, stringsAsFactors=TRUE, tolower=FALSE)

4.7.1. Estadistica descriptiva.

La estadistica descriptiva en Remdr la realizamos en:

Estadistico — Restimenes — Restmenes numéricos.
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donde podemos seleccionar los estadistico que queremos estudiar de la variable
selecionada, como por ejemplo: la media, la desviacién tipica, error tipico de la
media, rango intercuartilico, coeficientes de variacién, frecuencia por intervalos,
asimetria, apuntamiento, cuantiles,...

Las sentencias utilizadas son:

= numSummary(TENO/,”spc_rich”, drop=FALSE], statistics=c(”mean”, 7sd”, "se(mean)”,
IQR”, ”quantiles”, “cv”, "skewness”, "kurtosis”), quantiles=c(0,.25,.5,.75,1), ty-
pe:772”).

»  binnedCounts(TENO],”spc_rich”, drop=FALSE]).

Observamos el resultado de las sentencias:

®  mean sd se(mean) IQR cv skewness kurtosis 0% 25% 50%
7.512821 3.136137 0.5021839 4 0.4174381 0.0627248 -0.355313 1 6 7
75% 100% n
10 14 39

= Binned distribution of spc_rich
Count Percent

0, 2] 2 5.13
(2, 4] 5 12.82
(4, 6] 7 17.95
(6, 8] 11 28.21
(8, 10] 8 20.51
(10, 12] 3 7.69
(12, 14] 3 7.69
Total 39 100.00

De esta manera obtenemos los estadistico que queremos a la hora de mos-
trar una estadistica descriptiva de la variable que se desea. En nuestro caso
hemos estudiado la que sera nuestra variable dependiente del modelo, spc_rich
(riqueza del suelo).

Se observa que se tiene una media de 7.51, con desviacién tipica 3.13.

Ademas debemos de realizar un histograma para ver graficamente como
se agrupan las observaciones de la variable dependiente.

En Remdr debemos ir a:

‘ Graficas — Histogramas

La sentencia R a utilizar es:

»  with(TENO, Hist(spc_rich, scale="frequency”, breaks="Sturges”, col="darkgray”))
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destacar de que en la sentencia se observa que la escala usada es la frecuencia y
la separacién de los puntos es la de Sturges, que a diferencia de SPSS que hay
que exigirselo, en Remdr viene predeterminada.

El resultado de la sentencia es:

10

frequency

spc_rich

Figura 4.1. Histograma Spc_rich

4.7.2. Correlacion entre las variables.

De manera orientativa e informativa realizamos la matriz de correlacién
pero 1 a 1, ya que esta no muestra la correlacion multiple de las variables. En
esta matriz veremos la correlacién entre todas las variables, una frente a otra.

Para ello debemos de utilizar la ruta siguiente:

Estadisticos — Resumenes — Matriz de correlaciones.

La sentencia de R es:

n COT,(TENO[} C(H C‘E”’ “ C‘I. 077, “ OA 77, 77K77; 77Mg”7 77MO”7 77Na/”, 77P77} ”PH”, 77SAT”7 ”SpC,T‘iCh”)],
use= “complete”)

y el resultado de la sentencia es:

C.E c.1.c CA K Mg
C.E 1.000000000 0.534865759 0.35861513 -0.036646052 0.515242238
c.1.c 0.534865759 1.000000000 0.84622227 -0.097149931 0.930303555

CA 0.358615125 0.846222270 1.00000000 0.072844513 0.653104496
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K -0.036646052 -0.097149931 0.07284451 1.000000000 -0.272022455
Mg 0.515242238 0.930303555 0.65310450 -0.272022455 1.000000000
MO 0.005452799 -0.045073004 -0.15360189 0.035435377 -0.116767949
Na 0.410531629 0.442150077 0.40713810 -0.237526663 0.377365726
P -0.317981184 -0.342687414 -0.15580486 -0.024925384 -0.454240546
PH -0.049523292 0.179649303 0.49004931 0.157509172 0.178129885
SAT -0.112258215 0.318019852 0.33354480 0.005770965 0.309291416
spc_rich -0.371487666 -0.008803347 0.06315516 0.076236105 0.001267852
MO Na P PH SAT

C.E 0.005452799 0.41053163 -0.31798118 -0.04952329 -0.112258215
C.I.C -0.045073004 0.44215008 -0.34268741 0.17964930 0.318019852
CA -0.153601886 0.40713810 -0.15580486 0.49004931 0.333544801

K 0.035435377 -0.23752666 -0.02492538 0.15750917 0.005770965
Mg -0.116767949 0.37736573 -0.45424055 0.17812988 0.309291416
MO 1.000000000 -0.28264667 0.06315284 -0.58446177 0.142855457
Na -0.282646669 1.00000000 -0.13252447 0.15798371 -0.103466213

P 0.063152843 -0.13252447 1.00000000 -0.23944759 0.095851353
PH -0.584461770 0.15798371 -0.23944759 1.00000000 0.158648089
SAT 0.142855457 -0.10346621 0.09585135 0.15864809 1.000000000
spc_rich 0.008186121 -0.09089026 -0.19437832 0.18963533 0.216399843
spc_rich

C.E -0.371487666

C.I.C -0.008803347

CA 0.063155160

K 0.076236105

Mg 0.001267852

MO 0.008186121

Na -0.090890258

P -0.194378316

PH 0.189635326

SAT 0.216399843

spc_rich 1.000000000

4.7.3. F-test o Anova de RLM.

Para ver si el modelo de regresién lineal miltiple tiene sentido o no, de-
bemos realizar el F-Test o anova de regresion, el cual realiza un contraste de
hipotesis entre:

Ho:ﬂlzﬂgz...:ﬂnzo
H, : Existe al menos un 3; # 0

En Remdr una vez que generamos el modelo directamente muestra mucha
informacion que a continuacién detallaremos, y entre ella aparece el F-test. Para
generar el modelo debemos de seguir la siguiente ruta en Remdr:

Estadisticos — Ajuste de modelos — Regresién lineal.
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donde la sentencia R es:

»  RegModel.1 <-Im(spc_rich ~ C.E+C.I.C+CA+K+Mg+MO+Na+P+PH+SAT,
data=TENO)
»  summary(RegModel.1)

y cuyo resultado es:

Call:
Im(formula = spc_rich ~ C.E + C.I.C + CA + K + Mg + MO + Na +
P + PH + SAT, data = TENO)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-5.9852 -1.2547 -0.3902 1.1764 4.7972

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 113.05557 56.49337 2.001 0.05515 .
C.E -11.94712 3.92323 -3.045 0.00502 *x*
C.I.C -4.05158 2.17609 -1.862 0.07315 .
CA 4.90722 2.55909 1.918 0.06542 .
K 3.56083 2.01642 1.766 0.08831 .
Mg 4.23040 2.31370 1.828 0.07816 .
MO 0.07184 0.33217 0.216 0.83033
Na 3.71237 2.26433 1.640 0.11230

P -0.14138 0.06167 -2.293 0.02959 *
PH -14.85626 8.20600 -1.810 0.08098 .
SAT 0.01407 0.06059 0.232 0.81802
Signif. codes: O ’**%’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’%’ 0.05 ’.” 0.1’ * 1

Residual standard error: 2.866 on 28 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.3847, Adjusted R-squared: 0.1649
F-statistic: 1.751 on 10 and 28 DF, p-value: 0.1181

En el resultado de la sentencia se obtienen los siguientes estadisticos: error
residual estdndar, R? multiple, el R? ajustado, el F-test y su p-valor. Ademas
de los coeficientes de regresién, estos se calculan en Rcommander por el método
de minimos cuadrados.

Como se observa el p-valor es 0.118 por tanto es mayor que alfa igual a 0.01
y 0.05 y por tanto no existen evidencias para rechazar Hy por tanto el modelo es
no significativo. Por tanto, el modelo propuesto utilizando las 10 variables inde-
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pendiente no tiene sentido por lo que debemos hacer una selecciéon de variables
y asi elegir el mejor subconjunto de regresion que se ajuste al problema inicial.

Como hemos estudiado en capitulos anteriores existen varios métodos de
seleccién de variables. Nosotros utilizaremos seleccién hacia delante (forward
selection) y seleccién hacia detrds (barckward selection). Ademas hemos visto
también que existen dos criterios de informacién Akaike y Bayesiano, AIC y BIC
respectivamente. Remdr utiliza uno u otro criterio, el que nosotros elijamos, para
determinar la seleccién de las variables. Entonces utilizaremos ambos criterios
por tanto debemos de obtener 4 subconjuntos de regresion.

La ruta que debemos seguir es:

‘Modelos — Seleccién de modelo paso a paso.

La sentencia de R a utilizar seran:

1. Backward Selection BIC: stepwise(RegModel.1, direction="backward’,

criterion="BIC")

2. Forward Selection BIC: stepwise(RegModel. 1, direction="forward’, crite-

rion="BIC"’)

3. Backward Selection AIC: stepwise(RegModel.1, direction="backward’,

criterion="AIC")

4. Forward Selection AIC: stepwise(RegModel.1, direction="forward’, crite-

rion="AIC")

Los resultados de cada sentencia son los siguientes:

1. Direction: backward

Criterion:

Start: AIC=109.5
spc_rich ©~ C.E + C.I.

Df Sum of Sq
- MO 1

- SAT 1

- Na
<none>
- K

- PH
_Mg

- C.I.C
- CA

- P

- C.E

[N

e

BIC

25.
26.
27.
28.
30.
43.
76.

RSS
0.
0.

22.

384
443
o077

612
919
457
471
200
170
163

C +

CA

AIC

230
230
252
229
255
256

258

.35
.41
.04
.97
.58
.89
257.
.44
260.
273.
306.

42

17
14
13

+ K

105.
105.
109.
109.
109.
110.
110.
110.
110.
112.
116.

+ Mg + MO + Na + P + PH + SAT

90
91
41
50
95
15
23
39
65
55
99
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Step: AIC=105.9
spc_rich “ C.E + C.I.C + CA + K+ Mg + Na + P + PH + SAT

Df Sum of Sq RSS AIC

- SAT 1 0.795 231.15 102.37
- Na 1 21.767 252.12 105.76
<none> 230.35 105.90
- K 1 25.354 255.71 106.31
- Mg 1 27.182 257.53 106.59
- C.I.C 1 28.350 258.70 106.76
- PH 1 28.707 259.06 106.82
- CA 1 30.402 260.75 107.07
- P 1 50.399 280.75 109.95
- C.E 1 75.780 306.13 113.33

Step: AIC=102.37
spc_rich " C.E+ C.I.C + CA+K + Mg + Na + P + PH

Df Sum of Sq RSS AIC
<none> 231.15 102.37

- Na 1 22.987 254.13 102.41
- K 1 31.849 263.00 103.74
- Mg 1 35.079 266.23 104.22
- PH 1 35.147 266.29 104.23
- C.I.C 1 35.286 266.43 104.25
- CA 1 38.094 269.24 104.66
- P 1 49.605 280.75 106.29
- C.E 1 89.742 320.89 111.50
Call:

lm(formula = spc_rich " C.E + C.I.C + CA + K + Mg + Na + P +
PH, data = TENO)

Coefficients:

(Intercept) C.E Cc.I.C CA

121.2593 -12.2755 -4.2630 5.1893 3.7443
Mg Na P PH

4.4594 3.6969 -0.1433 -15.9250

. Direction: forward

Criterion: BIC

Start: AIC=91.8
spc_rich 7 1
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Df Sum of Sq RSS

+CE 1  51.578
<none>

+ SAT 1 17.502
+P 1 14.121
+ PH 1 13.440
+ Na 1 3.088
+ K 1 2.172
+ CA 1 1.491
+C.I.C 1 0.029
+ MO 1 0.025
+ Mg 1 0.001

Step: AIC=89.68
spc_rich © C.E

Df Sum of Sq RSS

+ P 1 40.605
<none>

+ Mg 1 18.889
+ C.I.C 1 18.877
+ CA 1 16.540
+ SAT 1 11.552
+ PH 1 10.986
+ Na 1 1.707
+ K 1 1.468
+ MO 1 0.039

Step: AIC=88.09
spc_rich © C.E + P

Df Sum of Sq RSS
<none>

+ SAT 1 14.5426
+ CA 1 14.2158
+ C.I.C 1 9.2615
+ Mg 1 4.9066
+ PH 1 2.7509
+ Na 1 1.6686
+ K 1 0.9335
+ MO 1 0.4033

AIC

322.
.74
.24
.62
.30
.66
.57
.25
.71
.72
.74

373
356
359
360
370
371
372
373
373
373

17

AIC

281

303
303
305
310

320
320

.56
322.
.28
.29
.63
.61
311.
.46
.70
322.

17

18

13

AIC

281
267
267
272
276
278
279
280

.56
.02
.35
.30
.65
.81
.89
.63
281.

16

89.
91.
93.
93.
94.
95.
95.
95.
95.
95.
95.

88.
89.
90.
90.
91.
91.
91.
93.
93.
93.

88.
89.
89.
90.
91.
91.
91.
91.
91.

676
804
597
965
039
144
240
312
464
465
467

085
676
983
984
284
915
986
132
161
335

085
681
728
445
063
366
517
619
693
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Call:
Im(formula = spc_rich ~ C.E + P, data = TENO)

Coefficients:
(Intercept) C.E P
15.57031 -9.21101 -0.09817

. Direction: backward

Criterion: AIC

Start: AIC=91.2
spc_rich " C.E+ C.I.C + CA+ K + Mg + MO + Na + P + PH + SAT

Df Sum of Sq RSS AIC

- MO 1 0.384 230.35 89.266
- SAT 1 0.443 230.41 89.276
<none> 229.97 91.200
- Na 1 22.077 252.04 92.775
- K 1 25.612 255.58 93.319
- PH 1 26.919 256.89 93.518
- Mg 1 27.457 257.42 93.599
- C.I.C 1 28.471 258.44 93.753
- CA 1 30.200 260.17 94.013
- P 1 43.170 273.14 95.910
- C.E 1 76.163 306.13 100.357

Step: AIC=89.27
spc_rich " C.E + C.I.C + CA + K + Mg + Na + P + PH + SAT

Df Sum of Sq RSS AIC

- SAT 1 0.795 231.15 87.400
<none> 230.35 89.266
- Na 1 21.767 252.12 90.787
- K 1 25.354 255.71 91.338
- Mg 1 27.182 257.53 91.616
- C.I.C 1 28.350 258.70 91.792
- PH 1 28.707 259.06 91.846
- CA 1 30.402 260.75 92.100
- P 1 50.399 280.75 94.982
- C.E 1 75.780 306.13 98.358

Step: AIC=87.4
spc_rich “ C.E + C.I.C + CA + K + Mg + Na + P + PH
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Df Sum of Sq RSS AIC
<none> 231.15 87.400

- Na 1 22.987 254.13 89.098
- K 1 31.849 263.00 90.434
- Mg 1 35.079 266.23 90.910
- PH 1 35.147 266.29 90.920
- C.I.C 1 35.286 266.43 90.941
- CA 1 38.094 269.24 91.350
- P 1 49.605 280.75 92.982
- C.E 1 89.742 320.89 98.194
Call:

Im(formula = spc_rich ~ C.E + C.I.C + CA + K + Mg + Na + P +
PH, data = TENO)

Coefficients:

(Intercept) C.E C.I.C CA

121.2593 -12.2755 -4.2630 5.1893 3.7443
Mg Na P PH

4.4594 3.6969 -0.1433 -15.9250

. Direction: forward

Criterion: AIC

Start: AIC=90.14
spc_rich 7 1

Df Sum of Sq RSS AIC
+ C.E 1 51.578 322.17 86.349
<none> 373.74 90.140

+ SAT 1 17.502 356.24 90.270
+ P 1 14.121 359.62 90.638
+ PH 1 13.440 360.30 90.712
+ Na 1 3.088 370.66 91.817
+ K 1 2.172 371.57 91.913
+ CA 1 1.491 372.25 91.984
+ C.I.C 1 0.029 373.71 92.137
+ MO 1 0.025 373.72 92.138
+ Mg 1 0.001 373.74 92.140

Step: AIC=86.35
spc_rich © C.E
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Df Sum of Sq RSS AIC

+ P 1 40.605 281.56 83.095
+ Mg 1 18.889 303.28 85.992
+ C.I.C 1 18.877 303.29 85.994
+ CA 1 16.540 305.63 86.293

<none> 322.17 86.349

+ SAT 1 11.5562 310.61 86.925
+ PH 1 10.986 311.18 86.996
+ Na 1 1.707 320.46 88.142
+ K 1 1.468 320.70 88.171
+ MO 1 0.039 322.13 88.344

Step: AIC=83.09
spc_rich © C.E + P

Df Sum of Sq RSS AIC

+ SAT 1 14.5426 267.02 83.026
+ CA 14.2158 267.35 83.074
<none> 281.56 83.095

[EY

+ C.I.C 1 9.2615 272.30 83.790
+ Mg 1 4.9066 276.65 84.409
+ PH 1 2.7509 278.81 84.712
+ Na 1 1.6686 279.89 84.863
+ K 1 0.9335 280.63 84.965
+ MO 1 0.4033 281.16 85.039

Step: AIC=83.03
spc_rich © C.E + P + SAT

Df Sum of Sq RSS AIC
<none> 267.02 83.026

+ CA 1 5.8938 261.12 84.156
+ Na 1 2.3601 264.66 84.680
+ C.I.C 1 1.9481 265.07 84.741
+ PH 1 0.9884 266.03 84.882
+ K 1 0.9032 266.12 84.894
+ Mg 1 0.1679 266.85 85.002
+ MO 1 0.0099 267.01 85.025
Call:

Im(formula = spc_rich ~ C.E + P + SAT, data = TENO)

Coefficients:
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(Intercept) C.E P SAT
12.13535 -8.86519 -0.10193 0.06046

Al realizar los métodos de seleccién de variables utilizando los criterio BIC
y AIC, el resultado obtenido es:

(1) BACWARD : spcrich~CE+CIC+CA+ K+ Mg+ Na+
(1) BIC = +P+ PH
(2) FORWARD : spc.rich ~C.E+ P

(1) BACWARD : spcrich~C.E+CI.C+CA+ K+ Mg+ Na+
(2) AIC = +P+ PH
(2) FORWARD : spcrich ~C.E+ P+ SAT

De los dos modelos obtenido para cada criterio, el de minimo BIC es el
modelo (1.2) y el de minimo AIC es el modelo (2.2).

4.7.4. Bondad de ajuste.

Hemos de elegir un criterio para elegir el mejor subconjunto de regresién.
Como el modelo inicial estaba constituido de una variable dependiente y de
diez variables independientes elegiremos el criterio de informacion Bayesiano
(BIC), ya que este penaliza mds los modelos con un nimero mayor de pardmetros
estimados. Ademds de que nos encontramos ante un tamano muestral pequeno.

Lo cual, por lo visto en el apartado anterior, segtin el BIC el mejor modelo
de ajuste serie el siguiente:

spce_rich ~ C.E + P

4.7.5. Modelo predicho.

En este caso debemos de repetir el proceso para obtener los coeficientes
del modelo obtenido. Seguimos la ruta:

‘Estadisticos — Ajuste de modelos — Regresién lineal.

donde la sentencia R es:

»  RegModel.1 <- Im(spc_rich ~ C.E + P, data=TENO)
»  summary(RegModel. 1)

y cuyo resultado es:
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Call:
Im(formula = spc_rich ~ C.E + P, data = TENO)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-6.896 -1.304 -0.392 1.398 b5.515

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)

(Intercept) 15.57031 2.40375 6.478 0.000000161 ***
C.E -9.21101 2.91557 -3.159 0.0032 **
P -0.09817 0.04308 -2.279 0.0287 *

Signif. codes: O ’*¥x’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x> 0.05 ’.” 0.1 > > 1

Residual standard error: 2.797 on 36 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2466,Adjusted R-squared: 0.2048
F-statistic: 5.893 on 2 and 36 DF, p-value: 0.006109

El error residual estandarizado es: 2.797, el R?: 0.2466, el R? ajustado:
0.2048, el F-test: 5.893 y su p-valor: 0.006.

Como se observa el p-valor es 0.006 por tanto es menor que alfa igual a
0.01 y 0.05 y por tanto se rechaza H, por tanto el modelo es significativo.

El modelo predicho que se ha obtenido es el siguiente:

spc_rich= 15.57 - 9.21 CE - 0.098 P

4.7.6. Diagnostico de las hipdtesis asociadas al modelo.

Para que el modelo tenga sentido y podamos utilizarlo, este debe de cum-
plir una serie de hipétesis asociadas al modelo. Las hipétesis asociadas al modelo
de regresion lineal multiple son:

La varianza de Y es constante. (Homocedasticidad)

Las observaciones Y son independientes entre si. (Autocorrelacién)

La distribucién de Y es normal. (Normalidad de la variable dependiente)
Multicolinealidad

=W

Normalidad.

Una de las hipétesis mas rigidas del modelo es la normalidad del error o
de la variable dependiente. Una de las pruebas mas utilizadas para diagnosticar
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normalidad de una variable es la prueba de Kolmogorov-Smirnov, la cual realiza

el siguiente test de hipétesis:

Hy:Y ~ NORMAL
Hy:Y # NORMAL

La ruta que debemos seguir en Remdr es:

‘Estadl'sticos — Restimenes — Test de normalidad. ‘

La sentencia de R es:
v normalityTest(™ spc_rich, test="lillie.test”, data=TENO)
y el resultado de la sentencia es el siguiente:
Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: spc_rich
D = 0.12905, p-value = 0.09994

Como podemos observar en el p-valor obtenido del test es 0.0999 por tanto mayor
que 0.01 y 0.05, por lo que no existen evidencias para rechazar Hy. Por lo tanto
se puede concluir con que la variable dependiente sigue una distribuciéon normal.

Linealidad y homocedasticidad.

Para estudiar la homocdedasticidad se realizara el test de hipdtesis de
Box&Cox:
HU A=1
Hl 2\ 7& 1

En nuestro caso, para diagnosticar homocedasticidad, debemos obtener un
p-valor mayor que 0.01 y 0.05.
La ruta que debemos seguir en Remdr es:

Modelos — Diagnésticos numéricos — Transformaciones de las respuesta.

La sentencia de R es:
v summary(powerTransform(RegModel. 1, family="bcPower”))
y el resultado de la sentencia es el siguiente:

bcPower Transformation to Normality
Est Power Rounded Pwr Wald Lwr Bnd Wald Upr Bnd
Y1 0.896 1 0.384 1.408

Likelihood ratio test that transformation parameter is equal to O
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(log transformation)
LRT df pval
LR test, lambda = (0) 14.44782 1 0.0001441

Likelihood ratio test that no transformation is needed
LRT df pval
LR test, lambda = (1) 0.1544995 1 0.69427

Como se observa en el LR test, lambda = (1), el p-valor es 0.69 por tanto

no existen evidencias para rechazar Hj, por lo tanto nuestro modelo es ho-
mocedastico. En el caso que fuese heteroceddstico tendriamos que realizar la
transformacién de Box&Cox.

Autocorrelacién.

Debemos conocer también la independencia de los errores, autocorrelacién.

Para ello observaremos la grafica de los residuos de la estimacién en el tiempo,
la cual nos permitird tener una estimacién de si los errores son independiente.
Y realizaremos el test de Durbin-Watson que determina la independencia de
errores.

19

N

1 i

residuals.RegModel.1
-2

-4
|

-6

T T T T T
0 10 20 30 40

Observation Index

Figura 4.2. grifica de los residuos de la estimacion en el tiempo

En la gréfica no se observa ningtin patréon por lo que podemos intuir que

los errores son independientes.



42 4 Capitulo 4: Regresién lineal multiple en R Studio y R commander.
El test de D-W realiza el siguiente test de hipdtesis:

Hy:p=0 [ErroresIndependientes]
Hy:p+#0 [ErroresDependientes]

La ruta que debemos seguir en Remdr es:

‘Modelos — Diagnésticos numéricos — Test de Durbin-Watson para autocorrelacion.

La sentencia de R es:
v duwtest(spc_rich C.E + P, alternative="two.sided”, data=TENO)
y el resultado de la sentencia es el siguiente:

Durbin-Watson test

data: spc_rich " C.E + P
DW = 1.5014, p-value = 0.07729
alternative hypothesis: true autocorrelation is not 0O

Lo observado en la sentencia de Rcommander es que el p-valor es: 0.077,por
tanto mayor que 0,01 y 0,05. Entonces no existen evidencias para rechazar H.
De esta manera, nuestro modelo los errores son independiente.

Multicolinealidad.

La multicolinealidad de las variables se determina si los valores de facto-
res de inflacién de varianza (VIF) son altos (por encima de 10), esto indicara
multicolinealidad en el modelo. Para resolver dicho problemas debemos realizar
de nuevo una seleccién de variables.

La ruta que debemos seguir en Remdr es:

‘Modelos — Diagnésticos numéricos — Factores de inflacién de varianza.

La sentencia de R es:
»  vif(RegModel.1)
y el resultado de la sentencia es el siguiente:

C.E P
1.112486 1.112486

Pero observamos que en este caso no existe multicolinealidad entre las
variables, ya que los valores de la VIF son pequenos.
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4.7.7. Diagnoéstico de las observaciones andémalas.
Outliers, Alto potencia, Influyentes.

Como hemos visto en el capitulo 2, existen ciertas observaciones en la
muestra que pueden interferir en los resultados de nuestro modelo. En Rcom-
mander se realiza una grafica donde se proporciona diagramas de indice de las
distancias de Cook (” Cook”) el cual nos indica datos influyentes en el modelo,
los apalancamientos (”hat”) que nos indica las observaciones con un alto poten-
cial y los residuos de Student (”Studentized”) en cual determina los outliers.

La ruta que debemos seguir en Remdr es:

‘Modelos — Graficas — QGrafica de indice de influencia. ‘

La sentencia de R es:

v influencelndexPlot(RegModel. 1, id=list(method=""y”, n=2), vars=c(” Co-
ok”, ”Studentized”, "hat”))

y el resultado de la sentencia es la siguiente grafica:

Diagnostic Plots

%% 4 20
A R BT RN Aeoen | oL
2" 90
;j "llj""'I]lI'L]"J""'IH‘J]'IJ'I"I]'A']"J"IJ"]'[]"
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Index

Figura 4.3. Gréfica de indice de influencia.
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Como podemos observar existen varias observaciones que interfieren nega-
tivamente en los resultados obtenidos en el problema.

= Las observaciones consideradas outliers son la 3, la 4 y la 20.
= Las observaciones consideradas alto potencia es la 32.
= Las observaciones consideradas influyentes son la 4, la 20 y la 31.

Para subsanar la influencia de dichas observaciones anémalas existen diver-
sas soluciones, entre ellas, rectificar errores en los datos, eliminar observaciones,
usar estimadores alternativos, modificar el modelo, recoger mas datos, etc.

4.8. Conlclusién, Valoracion personal y Acciones futuras..

La aplicacion de los conocimientos aprendidos y estudiados en este traba-
jo, en el paquete informatico Rcommander y Rstudio, ha sido, cuanto menos,
laborioso. Hemos tenido que realizar una comparativa de los resultados obteni-
dos con diferentes paquetes como por ejemplo SPSS, ya que al tratarse de un
Sofware Libre, debiamos asegurarnos de que los paquetes que utilizaban, verda-
deramente realizaba lo que nosotros desedbamos. Verificando todos los paquetes
que ibamos a utilizar, estudiando el codigo R intero, etc, llegamos a la conclu-
sion que Rcommander era una herramienta que si nos serviria para el desarrollo
de nuestro trabajo. Decidimos realizarlo en Rcommander ya que se trata de un
software de libre acceso, del que cualquiera puede usarlo. En mi opinién, Rcom-
mander se trata de una herramienta muy util, facil de aprender y de usar, la
cual te permite desarrollar infinidad de calculos estadisticos.

Una vez pasamos a la fase de calcular todo lo necesario para nuestra imple-
mentacion de la regresion lineal multiple en el paquete informatico Rcommander,
donde hemos querido ajustar un modelo de regresion lineal multiple relacionan-
do la variable dependiente spc_rich en funcién de las variables : MO: % materia
orgéanica, Ca, Na, Mg, K, P,C.I.C: complejo de intercambio cationes, pH, C.E:
intercambio de cationes y Sat: % saturacién del suelo, hemos desarrollado los
métodos de seleccién de variable bajo los criterios AIC y BIC, hemos diag-
nosticados las hipdtesis asociadas al modelo y diagnosticado las observaciones
andémalas, hemos concluido que a pesar de que todos los test para verificar cada
hipétesis han dado correctamente, de que hemos ajustado un modelo significa-
tivo, etc, no considero que sea el mejor modelo que se ajustaria en la realidad,
dado que el tamano muestral del que se disponia era pequeno. Este, se podria
considerar un estudio piloto del cual podemos sacar conclusiones positivas pe-
ro creo que con un aumento del tamano muestral, podriamos considerar otros
modelos ya que el criterio de informacién de Akaike funciona mejor para mues-
tras grande. Es este uno de los motivos por lo que nos decantamos por el mejor
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modelo ajustado por BIC. Ademads podriamos elaborar o encontrar un paquete
en Rcommander o Rstudio, que calculase el criterio de informacion de Akaike
corregido, visto en el capitulo 2. Este criterio ajusta modelos mejores que BIC
y AIC para muestras pequenas.

Por dltimo decir que en una futura ampliacién del estudio empezado por el
profesor J.R. Arévalo, aparte de ampliar el tamano muestral, podriamos aplicar
transformaciones en las variables que permitan obtener resultados diferentes
que puedan mejorar nuestra estimacién. Es importante conocer cuantos modelos
podemos ajustar, de que manera y con cuantas variables, ya que al utilizar un
criterio podemos elegir el mejor conjunto de variables que ajusta nuestro modelo.
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HIS work performs a multiple linear regression study imple-

mented in the free Software Rcommander and Rstudio in or-
der to find the best linear regression model. Firstly multiple linear
regression, the estimation of the parameters and the different cri-
teria used to compare models are studied. In addition, the algo-
rithms of the variables selection methods are studied and an ex-
tension of the Akaike information criterion (AIC) and the Bayesian
information criterion (BIC) is made. Afterwards, the sensitivity
analysis of the multiple linear regression is developed, where the
validation of the model and the associated hypotheses and the
effect of the anomalous observations are studied. Finally, the im-
plementation is carried out in Rcommander and Rstudio.

1. Statistical analysis of linear regress

HE linear regression tries to find a linear relation between a

set of independent variables (X, Xj, X5, ..., Xx-1) and a depen-
dent variable (Y). The most basic example is simple linear re-
gression, which relates the dependent variable to an independent
variable. The model that describes the simple linear regression is
the following one:

Y =B+ piXi+e.

Since the previous model is very basic we study the multiple linear
regression model. The model is defined as follows:

Y = BoXo+ f1X1 + PoXo+ ... + Pro1 Xx—1 + €.

The multiple linear regression model must satisfy a serie of hy-
potheses. The hypotheses are the following: Normality, Ho-
moscedasticity, Autocorrelation and Multicollinearity.

By taking a sample of n observations of n values of the indepen-
dent variables Xy, X, Xy, ..., Xk-1,, and observing the values belong-
ing to v3,Y,,...,Y,, then you have:

Y;=Po+ PrXin + PoXio+ ... + Pro1 Xik-1 + € Vi=1,.,n

where X;; is the ith value of the variable X;. These equations can
be expressed more compactly as follows:

Y=XB+e.

where Y order matrix (n x 1), X order matrix (n x k), g (kx 1), & (k
x1).
In order to define the regression equation, it is necessary to cal-
culate the parameters. We will use two methods: least squares
and maximum likelihood.
- Estimation of g and o2 by the method of least squares: The
estimator of g is: = (X'X)"'X'Y. This method does not pro-
vide a o? estimator, so the following is proposed:
§2 = W=XB'Y-XP) _ ¥'U-XX'X)"'X)Y

n—k n—, N
- Estimation of § and o? by the principle of maximum
likelihood: The estimator of g is: B=X'X)"'X'Y. an the o>
estimator is: §2 = YXA XD,
To know if the estimate of the model is significant, we will perform
the following hypothesis test:

{ Hy:pr=po=...= =0

H,:Existe al menos un B; #0

The statistic used for this contrast is the F-test, which is defined
as follows:

SSreglk  (SSY-SSR)/k YL,k
SSRI(n—k—-1) SSRI(n—k-1) X! ,(yi-*(n-k-1)

F=

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Julio, 2019

2, Selection of Models.

HERE are statistics that allow us to compare models with dif-
ferent numbers and different variables, of which we will study
the following:
= Coefficient of determination or multiple correlation:

R2 =SSR _ | _ SSR _ XU=V?

SSY SSY T X0i-?

= Coefficient of determination adjusted or corrected:
Ry = 1 - Yegme hedil - | - S0 = 1 - (1 B (1)
= Akaike information criterion (AIC):
AIC(k) =—-2InL(B(K)] + 2k
= Bayesian information criterion (BIC):
BIC(k,n) = —2InL[O(K)] + kInn
We will study three basic algorithms for the selection of models:
= Forward Selection, Backward Selection and Stepwise Selection

3. Sensitivity analysis in linear regression.

HE regression model requires the fulfillment of certain condi-
tions and hypotheses to use it.
= Normal distribution of the dependent variable.
= Homocedasticity and linearity.
= Autocorrelation, Independence errors.
= Multicollinearity.
Our goal is to find a regression model that fits the real data as
much as possible, but this can be affected by certain observations
that influence the model, which are collected in the sample. It is
necessary to know how to identify these possible observations,
we will study three types: Outliers, High Power and Influential.

4. Multiple linear regression in Rcommander and Rstudio.

RegModel.1 <- Im(spc_rich ~ C.E + P, data=TENO)
summary(RegModel.1)

call:

Im(formula = spc_rich ~ C.E + P, data = TENO)
Residuals:
Min 1Q Median 30 Max

-6.896 -1.304 -0.392 1.398 5.515

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 15.57031 2.40375  6.478 0.000000161 **x

C.E -9.21101 2.91557 -3.159 0.0032

P -0.09817 0.04308 -2.279 0.0287

Signif. codes: 0 ’%xx’ 0.001 "+’ 0.01 "%’ 0.05 ’.” 0.1 * / 1

Residual standard error: 2.797 on 36 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2466,Adjusted R-squared: 0.2048
F-statistic: 5.893 on 2 and 36 DF, p-value: 0.006109
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