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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo de esta memoria es desarrollar la teoria del grado to-
poldgico y algunas de sus principales aplicaciones en andlisis y topo-
logia. En primer lugar, construimos el grado de una aplicacion con-
tinua en espacios de dimension finita, que es lo que se conoce como
el grado de Brouwer, y presentamos sus propiedades fundamenta-
les. Posteriormente, utilizamos el grado de Brouwer para estudiar
la existencia de soluciones de ecuaciones de la forma p(x) = b y
para demostrar algunos resultados cldsicos de topologia. Por ultimo,
probamos la unicidad del grado de Brouwer.

Palabras clave: Teoria del grado topolégico — Grado de Brouwer.

Abstract

The aim of this memory is to develop the topological degree theory
and some of its main applications in analysis and topology. First,
we construct the Brouwer degree for continuous mappings in finite
dimensional spaces, and we state its fundamental properties. Next,
we use the Brouwer degree both to study the existence of solutions of
equations of the form @(x) = b and to prove some classical results
in topology. Finally, we show the uniqueness of the Brouwer degree.

Keywords: Topological degree theory — Brouwer degree.
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Introduccién

Uno de los problemas méas importantes de la matemética sigue siendo la
resolucién de ecuaciones. En las aplicaciones la generalidad de estas ecuaciones
adopta la forma ¢(z) = b, en donde incégnitas = y datos b varfan en espacios
apropiados. Resulta natural exigir que tales espacios estén dotados de una nocién
de convergencia (topologia) y que la aplicacién ¢ sea al menos continua. El grado
topolégico, creado a principios del siglo XX, se ha desarrollado como una técnica
para analizar el conjunto de soluciones de estas ecuaciones. Especialmente estu-
diar su existencia, numero y dependencia respecto de los diversos parametros.
A partir de los anos sesenta del siglo pasado, esta teoria se ha convertido en
una de las herramientas destacadas de lo que ahora se denomina el “andlisis no
lineal”. Su uso se ha generalizado en el estudio de ecuaciones diferenciales, tanto
ordinarias como en derivadas parciales.

Supongamos que {2 es un abierto de un espacio normado X (RY en el
contexto de esta memoria), ¢ : {2 — X es una aplicacién continua y b es un punto
de X, verificando que b ¢ (912). Esta tltima condicién previene la acumulacién
de soluciones en la frontera. El objetivo de la teoria consiste en definir un entero
d(p, 2,b), el grado de ¢ relativo a {2 en el punto b, que cumple las siguientes
propiedades:

dl) Sib e 2 eI esla aplicacién identidad en X, entonces d(I, §2,b) = 1.

d2) d es aditiva en {2, es decir, si 21, {22 son abiertos disjuntos de {2 tales que
b ¢ ©(0£21) U p(022), entonces d(p, £2,b) = d(p, 21,b) + d(p, 22,).

d3) d es invariante frente a “deformaciones continuas”. M&s precisamente, si
H: 0 x[0,1] = X es continua y b ¢ H(d{2,t) para todo t € [0, 1], entonces
el grado d(H(-,t), {2,b) es constante en [0, 1].

d4) d(p, £2,b) = d(p — b, £2,0).

La primera propiedad es una mera “normalizacién”. La misién de la segun-

da es permitir la localizacion del grado. La tercera permite analizar una ecuacién
complicada mediante una “deformacién continua” a otra méds sencilla. A titulo
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de ejemplo, la ecuacién polinémica:
24 a2 M4 a1zt an, =0 z€C,

se deforma en la ecuacién 2™ = 0 usando H(z,t) = 2" +ta1 2" 1+ - ta,_1z+tay,
t € [0,1]. La ultima propiedad nos permite considerar el grado de ¢ en cualquier
punto b como el grado de ¢ — b en cero.

En el primer capitulo de este trabajo establecemos la definicién y principa-
les propiedades del grado topoldgico en espacios normados de dimensién finita,
es decir, tomando X = RY. Este se conoce como grado de Brouwer, ya que fue
L. E. Brouwer el primero en dar una definicién de grado para aplicaciones con-
tinuas en un articulo publicado en 1912. Brouwer utilizé conceptos de topologia
algebraica para desarrollar la teoria. Sin embargo, la memoria ha sido elaborada
desde el punto de vista proporcionado por M. Nagumo en 1951. Este tratamiento
del tema suele denominarse el enfoque diferencial o analitico.

En el segundo capitulo nos ocupamos de diversas aplicaciones del gra-
do de Brouwer en andlisis y topologia. En primer lugar, demostramos que si
d(p, £2,b) # 0, entonces existe al menos una solucién de la ecuacién p(z) = b en
2. Siguiendo esta linea, damos una extensién del Teorema de Bolzano al caso de
un numero finito de variables. En segundo lugar, presentamos algunos resultados
clasicos en topologia que pueden ser probados usando el grado de Brouwer. Estos
comprenden el teorema del punto fijo de Brouwer y el teorema de separacién de
Jordan.

Finalmente, en el tercer capitulo, probamos la unicidad del grado de Brou-
wer partiendo de una aplicacién

d:{(p,$2,b): 2 C RY abierto y acotado, ¢ € C(2,RN), b ¢ 0(02)} = Z

que satisface las propiedades d1), d2), d3) y d4). Esta prueba se basa en el hecho
de que si A € Myxn(R), con det A # 0, entonces d(A, B:(0),0) = sgn (det A)
para todo € > 0. Curiosamente, la unicidad del grado no fue demostrada hasta
1973 por H. Amann y S. Weiss ([5]).

La presente memoria no ha perseguido objetivos de investigacién. El tra-
bajo se ha centrado en el estudio de las monografias [1], [2] complementado con
la lectura de [3] y [5].
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El grado topolégico y sus propiedades

En este capitulo desarrollamos la teoria del grado topolégico con el objetivo
de construir el grado de Brouwer. En primer lugar, se define el grado topolégico
para funciones de clase C' y para valores regulares. En una segunda etapa,
tratamos con funciones de clase C2 con el fin de suprimir la restriccién de que
el valor sea regular. Por ultimo, definimos el grado topolégico para funciones
continuas y para cualquier tipo de valores, conocido como el grado de Brouwer,
y presentamos las propiedades del mismo.

1.1. Notaciones y definiciones previas

Comenzamos con una serie de definiciones previas y fijando la notacion.
Denotamos por 2 CORN un abierto acotado de RY. Dado un conjunto D, D
designa su clausura, D su interior y D su frontera. La bola abierta la represen-
tamos B,.(c) = {r € RN : |z — ¢| < r}. Dado b € RY y un conjunto D C RY la
distancia d(b, D) de b a D se define como d(b, D) = inf,cp |b — z|. La medida de
Lebesgue de un conjunto medible D C RY la denotamos por |D|.

Definicién 1.1. Definimos los siguientes espacios de funciones:

» C(Q,RN)={p: 2= RN : ¢ continua}.

» CF(2,RN) ={p: 2 = RN : todas las componentes p; de ¢ admiten deriva-
das parciales continuas hasta el orden k}.

» CF(O,RYN) = {p € CK(2,RYN) : las derivadas parciales de ¢ se extienden de
forma continua hasta 0€2}.

Frecuentemente, empleamos la notacién ék( 2, RY) para designar el espa-
cio C(2,RN) nCk(02,RY).
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Definicién 1.2. Sea ¢ € C(2,RY). Definimos la norma ||-||o en C(2,RYN) co-
mo:
[¢lloo = sup |o(z)].
€N

Definicién 1.3. Sea p € C*(2,RY). La norma ||-||1 en C*(2,RY) se define:

0p;
el = su leio) + s |52
zeN zeN J

1<i<N 1<i,j<N

Definicién 1.4. El soporte de una aplicacion ¢ se define como:
sop ¢ = {z : p(x) # 0}.
Si sop ¢ es acotado se dice que la aplicacion ¢ tiene soporte compacto.

Denotamos por C&(£2) al subespacio de C*(£2) de las aplicaciones con so-
porte compacto en 2.

Definicién 1.5. Se define la funcidn signo, sgn : R — {—1,0,1}, de la siguiente
manera:

-1 stax <0,
sgnr =140 six =0,
1 st x> 0.

Designamos ¢’ (x) a la matriz Jacobiana de ¢ en x y a su determinante
Jacobiano por J,(z) = det ¢’ ().

Definicién 1.6. Sea o € C1(2,RY). Se dice que x € £2 es un punto critico de
@ st Jy(x) =0.

El conjunto S representa el conjunto de punto criticos de la aplicacién ¢,
es decir, S = {z € 2: J,(z) = 0}.

Definicién 1.7. Sea ¢ € C1(2,RN). Se dice que b € RN es un valor regular de
@ si, o bien p~1(b) es vacio, o bien no existen puntos criticos en p~(b). Un
punto que no es valor reqular de ¢ se denomina valor critico de .

1.2. El grado topoldégico para valores regulares

El siguiente resultado constituye un paso previo para la demostracién del
teorema del cambio de variable en integrales multiples (véase [1]).
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Lema 1.8. Sean ¢ € C*(2,RY). Entonces, para todo A C (2 medible Lebesque
se tienen:

i) ©(A) es medible Lebesgue.
i) [p(A)] < [ 1o (@)l da.

Teorema 1.9 (Teorema de Sard). Sean ¢ € C}(£2,RN) y S su conjunto criti-
co. Entonces, |o(S)| = 0.

Demostracion. Tomamos A = S y aplicamos el Lema 1.8. Obtenemos asi que
0<p(S) < /S | J(2)|dz = 0,

ya que J,(x) = 0 para todo x € S. Luego, |¢(S)| = 0. O

A continuacién, introducimos la definicién de grado topoldgico para valores re-
gulares y funciones de clase C*.

Definicién 1.10. Sean ¢ € El(Q,RN) y b ¢ o(002)Up(S). Se define el grado
topoldgico de la aplicacion ¢ relativo a §2 en el punto b como:

d(‘Pa Qab) - Z Sgn (Jcﬂ(g))a (11)
E€p1(b)
donde se entiende que el valor es 0 si = 1(b) = {).

Con el siguiente lema, comprobamos que la suma de la definicién anterior
no puede tener infinitos términos.
Lema 1.11. Sean ¢ € gl(Q,RN) y b p(02)Up(S). Entonces, p~1(b) =0 ¢
0~ 1(b) es finito.
Demostracion. Supongamos que @~ 1(b) # ). Tenemos que ¢~ 1(b) C §2. Co-

mo ¢~ 1(b) es cerrado y acotado, entonces ¢~ !(b) es compacto. Ademds, por el
teorema de la funcién inversa, o~ !(b) solamente tiene puntos aislados. Luego,

0 1(b) es compacto y discreto = ¢! (b) es finito.
O

Ejemplo 1.12. Sea ¢ € @1((74, 4),R), p(r) = sinz. Tenemos que 0 es un valor
regular de ¢ y que 0 ¢ @(£4). Asi, el grado topoldgico de ¢ relativo a (—4,4)
en 0 es:

d(SDﬂ(7474)30) - Z Sgn (‘LD(&)) =
£€p™1(0)
= sgn (cos(—m)) + sgn (cos(0)) +sgn (cos(w)) = —1+1—-1=—1.

Notese que, en este caso, es facil calcular el grado topolédgico de ¢ observando la
Figura 1.1.
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Figura 1.1. Gréfica de ¢(z) = sinx

Sea ¢~ 1(b) = {&,...,&}. Por el teorema de la funcién inversa, existe
€0 > 0tal que para 0 < € < &g, existe un entorno N;(§;) paracadai =1,...,k tal
que ¢ : N;(&;) — B(b) es un difeomorfismo de clase uno. Nétese que €y se puede
elegir de forma que J,(z) # 0 para todo x € N;(&) y que N;(&) N N; (&) =0
para todo i,7 =1,... k.

Introducimos ahora una familia auxiliar {p.} de funciones. Tomamos:

1
e -7 siz| <1,
pla) = el <
0 si |z > 1,

donde sop p = B1(0), p € C§°(RY). Definimos ahora la funcién:
x N
pe(z) =cp (g) , con ¢ # 0, sop p. = B.(0).

Elegimos c tal que [px pe(z)dz = [5 ) p<(2)dz = 1. Para ello,

x N x\ dx N
cpl—)dr=c¢ / cp|l—)—~=c¢ c/ p(y)dy,
/Bg<o> (€> B.(0) (5) e e

donde hemos hecho el cambio de variable y = ¢!

uno si ¢ = x5, I = fBl(O) p(y)dy > 0.

x. Por tanto, la integral vale

Definicién 1.13. Toda familia de funciones {p.} tal que:

Z) Pe € CSO(RN)a SOppe = BE(O);
it) pe =0,
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i) frn pe =1,

se denomina una familia de nicleos reqularizantes.

Teorema 1.14 (Representacién integral del grado). Sean ¢ € KI(Q,RN)
y b p02)Up(S). Entonces Jeg > 0 tal que Y0 < € < gg se puede representar
el grado como:

. 20) = [ pule(o) = D) (w)e (12)
Demostracion. Se tienen las siguientes igualdades:

fg pe(p(z) = b)Jy(z)dr = f{xeg;|¢(z)_b|<g} pe(p(x) = b)Jy(x)dx =
= [y, pelo(@) = b)Jp(@)da + - + [ pe(p(x) —b)J,(v)dz,

donde para cada ¢ = 1,...,k, N; es el entorno de &; introducido mas arriba.
Tenemos asi que:

Sy pe(p(@) = D)o (@) = [y, pe(ip() = D) (725 | (@) i =
= s (T (6)) [, 0y P=(y — D)y,

donde hemos realizado el cambio de variable y = ¢(x). Se sigue que:

pe(y — b)dy = sgn (Jo(&)) / pe(2)dz = san (Jo(£)),

sgn (J, (&
en (5))/ .

<(b)
donde hemos hecho el cambio de variable z = y — b. Por tanto,
k
/Q pe(p(x) — ) p(@)dz = 3 sen (J,(€)) = (g, 2,b).
i=1

O

Presentamos ahora dos resultados auxiliares para demostrar el Teorema
1.17.

Lema 1.15. Sean X un espacio de Banach y ¢ : B.(0) = X tal que ¥(x) =
x4+ T(z), donde T es una aplicacién a—contractiva, es decir:

T(x) = T(y)| < alz —y|

para todo x,y donde 0 < a < 1. Supongamos que se verifica T(0)=0. Entonces,

i) Para todo y € B(1_q),(0), existe x € B,(0) tal que ¥(x) = y.
it) 1 es inyectiva en By(0).
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Demostracion (i). Queremos ver que para todo y € B(1_4)-(0), existe z € B,.(0)
tal que ¥(z) =z + T'(x) =y, es decir, x =y — T(z).

Definimos T} : B,(0) — B,(0), Ti(z) = y — T(x). Veamos primero que
T} es una aplicacién contractiva. Sean x1,x2 € B.(0), tenemos que |T7(x1) —
T (z2)| = |T(z1) — T'(x2)| < a|z1 — z2|. Luego, T1 es a—contractiva.

Veamos ahora que si © € B,(0), entonces T1(z) € B,(0). Sea |z| < r,
se tiene que |z — 0] < 7, por lo que |T(z) — T(0)] = |T(x)] < ar. De esta
forma, |T1(z)| = |y — T(z)] < (1 —a)r +|T(z)] < (1 — a)r + ar = r. Luego,
T (aj) € B’!‘(O) - Br(o)'

Finalmente, por el teorema del punto fijo de Banach ([1]), T} tiene un tnico
punto fijo en B,.(0) y se cumple que para todo y € B(1_4),(0), existe 2 € B,.(0)
tal que Ty (z) = x.

Demostracion (i). Suponemos que (1) = P(x2), x1,22 € B,.(0). Luego, se
tienen las siguientes igualdades: 1 + T'(z1) = 22 + T'(x2), es decir, ©1 — x5 =
T(x2) —T(x1), por lo que |z1 — 22| = |T(22) —T'(z1)]. Como T' es a—contractiva,
se sigue que |z — x| < ajxy —x3|. Por tanto, |z1 — 23| = 0, es decir, 1 = 25. O

En la préactica, usaremos el siguiente lema cuando demostremos que una
funcién es contractiva.

Lema 1.16. Sean T € CY(2,RY), B.(0) C 2 y |T"(z)| < M en B,(0). Enton-
ces, se tiene que |T(x) — T(y)| < M|z — y| para todo x,y € B,(0).

Teorema 1.17. Sean p € CH(2,RN) yb & p(02)Up(S), donde S es el conjunto
critico de . Entonces, existe U = {1 € C*(2,RN) : ||th — ¢||1 < €} tal que para
todo ¥ € U:

i) b¢Y(092).

i) x € YpHb) = Jy(z) #0.

iii) d(1, 2,b) = d(p, 2,).

Demostracion (i). Definimos p = d(b,(952)) = inf,con|e(x) — b|. Luego,
lp(x) — b > p siz € 2. Tomamos 0 < g1 < p. Sea x € OS2, se tiene que:

b=(x) =b—p(2) + p(x) = 9(2),
b= y(@)] > [b—p(@)| = [p(z) = P(x)| = p—e1 > 0.

Por tanto, b ¢ (012).

Demostracion (ii). Sabemos que ¢~ 1(b) = {1, ..., & }. Existe 7 > 0 tal que:

" Q|B, (¢, es un difeomorfismo para todo i =1,... k.
» J () # 0 para todo x € B,(&;).
w (@& (@ (2) = ¢(&))] < 5 paratodo @ € Br(&), i =1,... k.

. @f&xe%f?&) |J, ()| > 1, donde n = %1rgr1if£1k|J¢(fi)|-
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Sea el compacto K = 2\ U¥_, B,.(&). Tenemos que b ¢ p(K). Definimos
p=db,e(K)).Sixze Ky eU, se tiene que:

P(x) =b=19(x) = o(z) + () b,
() = b = |p(2) = b] = [¢(2) = p(z)] > p =22 >0,

siempre que €9 < min{ey,d(b, p(K))}. Por tanto, si || — ¢||1 < €2, entonces
b ¢ Y(K). Esto quiere decir que si 9(z) = b, entonces x € B.(£1) U -+ - U B.(&).
Ahora tomamos 0 < g3 < €5 tal que:

e — |1 < ez = |J(x) — Jy(z)| < n para todo x € £2.

Como |J,(x)| > nen Bp(&1)U---UB, (&), se sigue que J,(z) >n 6 J,(z) < —n
en cada B,(&;). Por otro lado, se tiene que J,(z) — n < Jy(z) < Jo(z) + 71 en
cada B, (&;). Obtenemos asi que:

si J,(z)>0 en B.(), entonces Jy(x)>0 en B.(&;),
sl J.(x)<0 en B.(&;), entonces Jy(z)<0 en B,.(&;).

Concluimos que para todo ¥ € C*(£2, RY) tal que ||7) — ¢||1 < €3,
sgn (Jy(x)) = sgn (J,(z)) para todo « € B,(§;), i=1,...,k. (1.3)

Sabemos que J,(z) # 0 para todo z € B.(§;),i=1,...,k, por lo que Jy(z) # 0
para todo x € B,.(§), i = 1,...,k. En particular, Jy(z) # 0 para todo = €
1~1(b), aunque no sabemos todavia si 1) ~1(b) es o no vacfo.

Demostracion (iii). Hemos visto que si fuese ¢)(z) = b, entonces x € B,.(§;) para
algini =1,...,k. Sea LO_1 = (¢")71(&), tenemos que resolver () = b equivale
a resolver:
Y(z) —v(&) =b—v(&),
Lyt ((x) = (&) = Ly (b — ¢(&)).

Podemos escribir = z + &;, con lo que z € B.(0) & x € B,.(§;). De esta forma,
se tienen las siguientes identidades:

Lyt ((z+ &) — (&) = Ly 1( — (&),
2+ Ly (2 + &) — w( i) — o (b= (&),
2+ T(z) =Ly (b w(m)

T'(z) =Ly (2 + &) — I, z€ B,(0),

en donde T(z) = Ly ' ((2 + &) — 9(&)) — 2. Sabemos que |(¢'(&)) (¢ (z) —
©'(&))| < & para todo € B(&), i = 1,...,k. Tomamos 0 < g4 < &3 lo
suficientemente pequeno como para que:
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6 — ol < ea = 10 (6) ™ (@) — ¥/ (€)] < =

Tomamos o = 2. Luego, |T"(z)| < «, con z € B,(0). Por el Lema 1.16, tenemos

que [T(2) - T(3)| < alz — .
Queremos ver que | Ly (b —(&))| < (1 —a)r. Desarrollando se tiene que:

Lo (b= (&) = [('(&)) " (&) — v(&))] < 1(W'(&)) (&) — ¥(&)l-
Sea a = max |(¢/(&)) 71| Como || — ¢ll1 < &4, se sigue que:

3 r

W) (&) — w(€] < allp = Plloo < acr < (1= Jr =1,

siempre que ep < . Por ello, elegimos e = min{ey, 1~ }. El € considerado es
EF.

Definimos ¢(z) = z + T(z), donde se recuerda que T'(0) = 0. Luego, por
el Lema 1.15, existe un tinico 2 € B,.(0) tal que ¢(z) = Ly ' (b — (&), es decir,
existe un unico n; € B,(§;) tal que ¥(n;) = b para cada ¢ € {1,...,k}. En

consecuencia, Y1 (b) = {n1,...,m}.
Concluimos que, por el resultado (1.3),

d(4, £2,b) ngn (Jy () ngn = d(p, £2,b).

O

A continuacién, presentamos cuatro resultados auxiliares para demostrar
el Teorema 1.24.

Lema 1.18. Sean ¢ € @1(Q,RN), bé¢ p(00R)ya=db,e0)). Entonces, para
todo by,ba € B, (b) valores regulares de ¢, se tiene que

d(p, Q. by) — d(p, 2, by) = /Q div o (p(x)) ], (x)de,

donde w(y) = (by — ba) fol pe(y — by)dt y e se toma 0 < e < min{a — |b—b;|} =
a —méx{|b—b;|}, i =1,2. Ademds, w(p(x)) =0 para todo x € I12.

Demostracion. Segun el Teorema 1.14, podemos representar el grado topoldgico
de la siguiente forma:

d(p, Q,bi):/(Zps(w(x)—bi)Jw(x)dx, i=1.2,

por lo que
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d(p, 2.b3) — d(p, 2,by) = /Q [pe(p(2) — b2) — pelip(@) — b)] (@) da

Sea x; = p(x) — by, i = 1,2. Tomamos ¢(t) = pe(x1 +t(x2 —2x1)), 0 <t < 1. Por
el segundo teorema fundamental del calculo integral, tenemos que:

1 1
pe(2) — pe(ar) = g(1) — 9(0) = / J(t)dt = / Vo) (s — ),
donde z; = p(x) — by y by = by +t(by — b1), 0 < ¢ < 1. Luego,
/ [pe(p(2) — b2) — pelip() — by)] () de

/ [/ Vpe(o(@) = be) (br — bg)dt} J,(x)dz.

Sean ¢(y fo pe(y — by)dt y @ = by — by. Tomamos w(y) = ¢(y)u. Luego,
divw(y ) Vé(y)a. De esta forma,

diva(y) = V (/01 ooy — bt)dt) (b — by) =
i_v: (/1 - bt)dt) (b1 —ba)i = </01Vpe(y—bt)dt) (b1 — by).

Si tomamos y = (x), tenemos que

d(p, £2,b3) — d(p, 2,b1) = /Q divw(e(z))J,(x)d.

Por otro lado, p(xz) —b; ¢ Be(b) si x € 912. Luego, por definicién, p.(p(z)—b;) =
0 para todo x € 9f2. Concluimos asi que w(¢(x)) = 0 para todo = € 952. O

Observacion 1.19. El soporte de ¢ es sop ¢ = Uyeo,1)B:(bt), por lo que sop ¢ N

©(092) = 0. Por la continuidad de ¢, existe g9 > 0 tal que p({x € 2:d(z,00) <
€0}) Nsop ¢ = 0. Esto implica que sop (¢(¢(z))) C £2. De hecho, ¢(p(x)) = 0 si
d(x,00) < eg y por tanto w(p(z)) = 0 si d(z,d2) < &.

Lema 1.20. Sean ¢ € @1(Q7RN), D(x) la matriz adjunta de ¢'(z) y d; la fila i
de D(x),i=1,...,N. Entonces,

1 sii=k,

ok kido(x), donde o {0 si i # k.
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Demostracion. Sea i € {1,...,N}. Se tienen las siguientes identidades:
91 9p1
oxr1 "' Ozn
_loee e | _ O Opi

Jo(x) = dy vt Oan | T Gy 1d21+ +8 e zN:vSoi(dilawwdiN):vSDiJi

9pN OpN
Oxr, ' Ozn

Luego, V;d; = J,(z). Nétese que Vrd; = 0 si k # i. Por tanto, Vird; =
5]“'[]@(1‘). O

Lema 1.21. Sean ¢ € C?(£2,R?), D(x) la matriz adjunta de ¢'(z) y d; la fila i
de D(z),i=1,...,N. Entonces, divd;=0.

Demostracion. Desarrollando, tenemos que:

7 d; d; d; ;
ledl:dIV(dzl,,diN):a 1+.. 0 N Za J

oy oz N oz’
N odi; _ Oy i _
Veamos que ijl oo = 0. Sea ¢, = 55,7 =1,...,N. Podemos represen-
J ' hat)
tar ¢'(x) por columnas como ¢'(x) = (¢z,,---sPa,s-- -, Pey)- De esta forma,

dij = (=1)"" det[(pgys- -, Pays-- - Pay)]s donde @y significa que se elimina la
columna ¢, ;. Se tiene asi que:

8d1 i+ A~
81:7 = (=1)" > " det[(@a, - - Paya, - - Pay - - Pun )]+
J

k<j
z-‘r] Zdet (,0951 Ce - Pryzy - QDIN)] =
k>j
— (1)t Z(_l)k—l det[(Para; Poy - - P - Pay - - Pay )]+
k<j
1)i+i Z )5=2 det[( [(Parz; Py - Pay - - - Page - - - Pany )]
k>j

Sea cpj = det|[(Qzyz; Par - Pay -+ Pa; - - - Py )]- NOtese que cpj = cjp, para todo
J,k€{1,...,N}. Tenemos asi que:

ad;; i
8xj- =(-1) Z( ]-‘rk? 1Ck +Z ]-‘rk 1. Chi
J

k<j k>j

Definimos
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(=171 sk < g,
Ykj = 0 sik= j,
—(=1)7FF= sk > .

Nétese que yi; = —7;% para todo j, k € {1,..., N}. Finalmente, tenemos que:

ad;
8:1:] = Z’ijck]

Nétese que yijck; = —Yjrcjk Para todo j, k € {1,..., N}. Por tanto,

N 5. N N
7 iy i ) o
divd; = Z ij =(-1) ZZ’Yk]Ck] =0.

j=1k=1

Lema 1.22. Sean ¢ € C?(2,RY) y v(x) = w(p(z))D(z). Entonces, divv(z) =
div w(p()) Iy ().

Demostracion. Sea © = (vi,...,vn), con vj(z) = Zi\il w;(p(x))dij, 7 =
1,..., N. Tenemos que:
N N
o v, wi(p(z)) 9d;;
divd(z) = Z o, = Z Z {a%dij + w;(p(z)) Bz
Jj=1 j=114i=1
N N N N
ow; (p(x ad;;
PRI SRS AT o
j=11i=1 J i=1 j=1 "7
. N 9d;
Por el Lema 1.21, se tiene que Z] 1 (%J = 0. Luego,
dw;
div o(z ZZ wil
j=1:i=1

Sea yr = pr(z). Por el Lema 1.20, se sigue que:

i 0 Ow; o 0
wwwzzzﬁgk zz; Sk
Jj=

Concluimos asi que:
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N

divo(z) = J,(x) Z g‘; = J,(z)div w(p(z)).

O

Observacion 1.23. Nétese que sopd C £2 y que el campo ¥ se puede extender C'
por 0 a todo R,

Teorema 1.24. Sean ¢ € éz(Q,RN), b ¢ p092) ya=db,e0Q2)). Enton-
ces, para todo by, by € By (b) valores regulares de o, se tiene que d(p, $2,b1) =
d(g&, 'Qa bQ) .

Demostracion. Veamos que d(p, 2,b3) —d(p, £2,b1) = 0. Aplicando el Lema 1.18
y el Lema 1.22, tenemos que:

div@(m)dmz/ div o(x)dx,

d(SD7 Qa bg)_d(@, Qa bl) = /
(251

(9]

divw(e(z))J,(x)de = /

2

donde 2; D {2 es un dominio con frontera de clase C'. Aplicando el teorema de
la divergencia en {27, se sigue que:

d(p, £2,b2) — d(p, §2,b1) = /

o div o(z)dx = / o(x)ndS.

o1

Sabemos que w(p(x)) = 0 si z € 0f2;. Luego, v(x) = 0 para todo x € 0f2;. Por
tanto,

d(p, 2.by) — d(p, 2,b1) = / 3(2)7dS = 0.
o,

O

Observacion 1.25. Es necesario usar {21 D {2 porque en principio la frontera del
conjunto original {2 no tiene por qué ser una hipersuperficie regular cerrada.

1.3. Primera extensién del grado topoldégico

El Teorema 1.17 y el Teorema 1.24 nos permiten extender el grado to-
polégico, para permitir que b sea incluso un valor critico.

Definicién 1.26. Sean ¢ € 52(Q,RN) yb ¢ p(092). Se define el grado topoldgi-
co como:

d(p, 02,0) = d(p, 2,') W' € B,(b), V' ¢ ¢(5), (1.4)
donde p = d(b, (012)).
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Las siguientes propiedades se cumplen para la primera extensién del grado
topoldgico.

Lema 1.27. Sean ¢ € KQ(Q,RN) y b ¢ p(012), entonces d(p, £2,b) es constante
sobre las componentes conezas de RN \ p(912).

Demostracion. Sean by, by € C, donde C' es una componente conexa de RY \
»(012). Sabemos que C' es conexa y abierta. Luego, existe una curva I" C C con
origen en by y extremo en bs.

Sabemos que para todo b € I, existe B, (b) C C, donde p = d(b, p(912)).
Tenemos asf que I" C UperB,(b). Luego, por ser I' compacta, I" C Bpl(bl)
B,,(b2) U---UB, (by), donde by = by, by, = by, b; € T, p; = d(bs, p(302))
para todo i = 1,...,m. Ademads, por ser I' conexa, se pueden elegir de forma
que B; N Biy1 # 0, donde B; = B, (b;) para todo i € {1,...,m — 1}.

Por el Teorema 1.24, d(p, (2,b") es constante para todo b € B;,i €
{1,...,m}. Por tanto, d(y, 2,b) = d(p, 2,b"), con ¥ € By y V' € By,. En
particular, d(p, £2,b1) = d(p, 2,b2). O

Lema 1.28. Sean ¢ € C?(2,RN) y b ¢ ©(812), existe e > 0 tal que d(¢, 2,b) =
d(p, £2,b) para toda v € C?(2,RN) tal que || — |1 < €.

Demostracion. Para el caso b ¢ ¢(S) basta con aplicar el Teorema 1.17.

Supongamos ahora que b € (S). Tomamos 1 € C2(£2,RY) tal que
[ — ¢llc < 4. Se tiene asi que Bg(b) N (952) = (. Luego, Bz (b) estd
en la componente conexa de RM — 1(9f2) que contiene a b. Por el Teore-
ma 1.9, existe b’ € Bg(b) tal que b' ¢ ¢(S). Luego, segtin la definicién 1.26,

d(p, 2,0) = d(, 2,1').

Finalmente, por el Teorema 1.17, existe ¢ > 0 tal que para toda ¢ €
C2(2,RYN) tal que || — o|1 < &, d(p,$2,b') = d(¢,2,b). De esta forma,
d(, 2,V) = d(¢, £2,b) para toda ¢ € C*(£2,RY) tal que ||¢ — ¢||1 < min{e, £},
pues b’ y b estan en la misma componente conexa de R™ \ 1(942). O

Lema 1.29 (Invariancia frente a homotopias). Sean H(z,t) € C*(f2 x
LRN), I =10,1], yb ¢ HOR x I), es decir, b ¢ H(0£2,t) para todo t € I.
Entonces, d(H(-,t),$2,b) es constante en el intervalo I.

Demostracién. Sabemos que d(1, £2,b) = d(yp, §2,b) para toda 1 € C2(£2,RY)
tal que ||¢ — ¢|l1 < € por el Lema 1.28. Sea Hi(x) = H(x,t). Veamos que
d(Hy, £2,0) = d(Hy, 2,b) si |t — t'| < 0, es decir, |t — t'| < ¢ implica que || H;, —
Hylly < g, por lo que d(Hy, £2,b) = d(Hy, £2,b).

Como H(x,t) € C2(2 x I,RN) y 2 x I es compacto, tenemos que:

s H, es uniformemente continua en {2 x I para todoi=1,...,N.

gf? es uniformemente continua en 2 x I para todo i,5 =1,...,N.
J
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Sea € > 0. Entonces existe § = min{d1,...,dnyn2} > 0 tal que para |z — y| +
[t —t'| < ¢ se cumple:

. . (1.5)
9H,; (l'7t) — g{b{; (l'7t/)| < ﬁ

{ ‘Hi(xvt)_Hi(yﬂf/” < Wa
oz

Sizx=yy |t —1t]<? del resultado (1.5) se sigue que:

{ Sup|Hi($7t) - Hi(yatl)| < ﬁa

sup %I;; (x7t) - (?QII—I; (x7tl)| < W

para todo x € £2. Luego,

Ne+ N2? (N4 N?)e

H, — Hy < =
1 = Hee N + N2 N + N2

Hemos probado que para todo t € I, existe 6 > 0 tal que d(Hy, £2,b)
es constante en Iy = (¢t — 0,t + 0). Ademds, por compacidad se cumple que
[0,1] C Is,(t1) U---U s, (tm), con t; € I, i = 1,...,m, y por conexidad,
L5, (t;) N Is,,, (tiv1) # 0. Por tanto, d(Hy, £2,b) es constante para todo t € I. O

i+1

1.4. Grado de Brouwer

Finalmente, damos la tercera y ultima extensiéon de la nocién de grado
topoldgico que da lugar a lo que se conoce como el grado de Brouwer.

Definicién 1.30. Sean ¢ € C(£2,RY) y b ¢ ©(912). Se define el grado de Brou-

wer como.
(i, 2,0) = (), 2,b) Vi € T (2,RY) tal que || — ¢lloo < p,  (1.6)
donde p = d(b, p(912)).

Con el siguiente lema, comprobamos que el grado de Brouwer estd bien
definido.

Lema 1.31. Sea p € C(£2,RY). Se tiene que:

i) Siempre ezisten funciones ¢ € 62(Q,RN) tales que || — ¢|lo < p-

i) Si b ¢ p(092) y 1,9 € @2(Q7RN) satisfacen ||; — ¢l < p, © = 1,2,
entonces d(1, £2,b) = d(12, £2,b).
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Demostracion (i). El teorema de Stone-Weierstrass establece que toda funcién
f € C(K,R), donde K es un compacto de R, puede ser aproximada uniforme-
mente por polinomios. Como {2 es un compacto de RV, aplicando este teorema

. . . . =2
componente a componente, verificamos la existencia de funciones 1 € C™(£2, RY)
tales que [|1) — @[l < p.

Demostracion (ii). Sabemos que B () = {¢ € C(2,RY) : | — ¢[loc < p} es
convexa. Definimos H(z,t) = (1 — )iy + tibo, H(x,t) € C2(£2 x I,RY). Luego,
|H(-,t) — ¢lloo < p para todo t € I =10, 1].

Como b ¢ p(002) y H(-,t) € BX(p) sit € I, se tiene que b ¢ H(d12,1)
para todo t € I. Por el Lema 1.29, tenemos que d(H (-, %), £2,b) es constante para
todo ¢t € I. Haciendo ¢t = 0 y ¢t = 1 se tiene que d(¢1, 2,b) = d(v2, £2,b). 0

La siguiente propiedad nos permite considerar el grado de ¢ en cualquier
punto b como el grado de ¢ — b en cero.

Lema 1.32. Sean ¢ € C(2,RY) y b ¢ p(002). Entonces, d(p,2,b) = d(p —
b, £2.,0).

Demostracion. Supongamos que @ € El(Q,RN) y que b es un valor regular.
Como b no influye en la matriz jacobiana, se tiene que d(p, 2,b) = d(¢—b, 2,0).

Supongamos ahora que ¢ € C(£2,RY). Segiin la Definicién 1.30, d(i, 2,b) =
d(v, £2,b) para toda ¢ € 52(Q7RN) tal que || —plleo < p, donde p = d(b, p(012)).
Como d(b, p(0£2)) = d(0, (p—b)(012)), se tiene que d(p—b, £2,0) = d(¢—b, 2,0).

Veamos que d(¢ — b, £2,0) = d(¢, £2,b). Si b es un valor regular para v,
yva se ha demostrado. Si b es un valor critico para 1, entonces 0 es un valor
critico para ¥ — b. Sea € > 0, tomamos un valor regular ¥ tal que |V — b| <
d(b,¥(012)). Tenemos asi que d(, £2,b) = d(¢, 2,0') = d(¢ =V, 2,0). Falta ver
que d(tp — b,$2,0) = d(¢ — V', £2,0). Se tiene que

(¥ =b) = (¥ = V)[ec = b/ — b < d(b,¥)(82)) = d(0, (¥ — b)(912)).
Luego, d(v — b,£2,0) = d(yp — ', 2,0) y, por tanto, d(p, 2,b) = d(¢, 2,b) =
d( —b,02,0) =d(p —b,,0). O

Presentamos ahora las propiedades fundamentales del grado de Brouwer.

Teorema 1.33 (Propiedades fundamentales del grado de Brouwer).
Sean o € C(2,RN) y b ¢ p(012). Se tienen las siguientes propiedades:

d1)[Normalizacién] Si b € (2, entonces d(I,$2,b) = 1, donde I es la funcion
tdentidad.

d2)[Continuidad del grado en | Eriste € > 0 tal que para toda x € C(§2,RY)
cumpliendo ||x — ¢|loo < €, se tiene que d(p, 2,b) = d(x, £2,b).
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d3)[Invariancia por homotopias] Sean H(z,t) € C(2 x I,LRN), I = [0,1], y
b ¢ H(002,t) para todo t € I. Entonces, d(H(-,t),{2,b) es constante en el
intervalo 1.

d4)[Continuidad del grado en b] Sea b’ € Cy, donde Cy es la componente conexa
de RN\ 0(902) a la que pertenece b. Entonces, d(p, 2,b) = d(p, 2,b').

d5)[Aditividad] Sean £2, £21, 25 abiertos acotados tales que 2 = 1 U 29, 21N
D =0yb¢ p(021)Up(d2) = p(012). Entonces, d(p, 2,b) = d(p, 21,b)+
d((p, QQ, b) .

Demostracion (d1). Basta con aplicar la Definicién 1.10.

Demostracion (d2). Segin la Definicién 1.30,

d(p,2,b) = d(1), 2,b) Vi € C(2,RY) tal que | — pllos <p,  (L7)

d(x, 2,b) = d(, 2,b) Vi € C (2,RY) tal que ||t — x[|oo < d(b,x(afz)(). |
1.8

Tomamos k > 1y suponemos que ||x — ¢|loc < £. Para todo x € 02 tenemos
que:

b= x@)] 2 b plo)] = (a) = x@)| 2 = £ = (1= 1) o0

Luego, d(b, x(92)) = (1 - 1) p. i 4 — X[l < (1~ 1) p < d(b, x(912)), enton-
ces

1 p
1% = @lloo < 1% = Xlloo + IX = Plloo < (1—k>p+k=p

Luego, para toda x € C(£2,RY) tal que ||x — ¢||oc < = £, las funciones ¢ que
cumplen (1.7) también cumplen (1.8) y, por tanto, d(p, £2,b) = d(x, §2,b).

Demostracion (d3). Sea t € I fijo. Veamos que d(H (-, t),$2,b) = d(H(-,t'), £2,b)
si |t —t| < §. Como H(z,t) € C(2 x I,RY) y 2 x I es compacto, entonces
H(x,t) es uniformemente continua en 2 x I. Sea £ > 0, existe § > 0 tal que
|x—y|+[t—t'| < & implica que |H (z,t)—H(y,t')] < e. Siz =y, entonces [t—t'| <
4 implica que |H (z,t)— H(z,t’)| < ¢, 1o que supone que | H (-, t)—H(-, )] < €.
Aplicando la propiedad d2), tenemos que d(H(-,t),2,b) = d(H(-,t'), £2,b).

Hemos probado que para todo ¢ € I, existe § > 0 tal que d(H (-, t), £2,b) es
constante en Is(t) = (t — d,¢ + §). Usando la compacidad y conexidad de I igual
que en la demostracién del Lema 1.29, se sigue que d(H (-, t), 2,b) es constante
para todo t € I.

Demostracion (d4). Sea ¢ > 0, tomamos b € B.(b). Tenemos que (¢ —b) —
(¢ —b)]lco = |b—b|] < €. Por la propiedad d2), se sigue que d(p — b, £2,0) =
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d(¢ — b,£,0), lo que implica que d(p, 2,b) = d(¢p, 12, b). Hemos probado que
d(p, 2 b) = d(y, 2,b) para todo b € B.(b).

Sea b’ € Cy, donde Cj, es la componente conexa de RV \ ¢(9£2) que contiene
a b. Como Cj, es conexa y abierta, existe una curva I" con origen en b y extremo
en b’ contenida en Cjp. Usando la compacidad y conexidad de I" igual que en la
demostracién del Lema 1.27, obtenemos que d(p, 2,b) = d(p, 2,V').

Demostracion (d5). Supongamos que ¢ € @1(Q,RN) y b es un valor regular.
Tenemos que ¢ 1(b) = {&1,.. ., &myM1y---5Mn), donde & € 21, i=1,....,m,y
n; € $29, j =1,...,n. Luego,

d(p, 2,b) = ngn (&) +ngn ) = d(, £21,) + d(p, £25,b).

Supongamos ahora que ¢ € C(£2,RYN). Sea p = d(b, p(021) Up((2s)), tomamos
(NS éz(Q,RN) que cumpla || — ¢||oo,2 < p. Entonces,

[ = @lloc.2; <Y = @lloc,a < p < d(b, 0(062;)), i=1,2,

y ademds, [|¢ — ¢|lco,2 < d(b, (042)). De esta forma, d(p, £2,b) = d(, £2,b) y
(907 th) - d(w ‘Qlab) para i= 1 2.

Si b es un valor regular para v, se tiene que d(v, 2,b) = d(¢, 21,b) +
d(1, £25,b), por lo que d(p, £2,b) = d(p, £21,b) + d(p, £22,D).

Por otro lado, sabemos que b ¢ ¥(9821)U(922) D ¥(912). Si b es un valor
critico para 1, existe e > 0 tal que B.(b) N ¢ (912) = 0. Tomamos b' € B.(b) no
critico. Por el Teorema 1.24, se sigue que d(v, 2,b) = d(v, 2,V') y d(, 2;,b) =
d(¢, 2;,0), para i = 1,2. Ademds, d(¢, 2,b') = d(v, 21,b") + d(¥, 22, V'), por
lo que d(p, 2,b) = d(p, 21,b) + d(p, 22,b). O

Corolario 1.34. Sean H : 2x[0,1] = RY yb:[0,1] — RY funciones continuas
tales que b(t) ¢ H(082 x [0,1]) para todo t € [0,1]. Entonces, d(H(-,t),$2,b(t))
es constante para todo t € [0,1].

Demostracion. Por el Lema 1.32, podemos escribir que d(H(-,t),2,b(t)) =
d(H(-,t)—b(t), £2,0). Definimos ahora la funcién continua Hy(-,t) = H(-,t)—b(t).
Noétese que 0 ¢ H1(92 x [0,1]). Luego, por la propiedad d3) del Teorema 1.33,
d(Hy(-,1),12,0) es constante en [0, 1] y, por tanto, también lo es d(H (-, ), £2,b(¢)).

Lema 1.35 (Propiedad de escisién). Sean K C 2 un compacto, ¢ €
C(2,RN) yb¢ p(KUIN). Entonces, d(p, 2,b) = d(p, 2\ K,b).

Demostracion. Suponiendo que ¢ € él(Q,RN) vy que b es un valor regular, el
resultado es trivial.
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Supongamos ahora que ¢ € C(£2,RY). Sea 2’ = 2\ K. Tomamos v €
@2(Q,RN) tal que [|1) — ¢/, < d(b, p(012) U ¢(K)). Entonces,

1 = @lloo,2r < 1Y — @lloo, 2 <
< d(b, p(912) U p(K)) < min{d(b, p(912)), d(b, p(852'))},

pues 92" C 92 U K. De esta forma, d(p, 2,0) = d(¢,2,b) y d(p, 2',0) =
d(, ' b).

Si b es un valor regular para v, ya lo hemos demostrado. Si b es un valor
critico, existe e > 0 tal que B:(b) N (¢(92) U p(K)) = (). Tomamos b’ € B.(b)
regular. Por el Teorema 1.24, se sigue que d(v, £2,b) = d(1, 2,V) y d(, £2,b) =
d(y, £2',V"), y concluye la demostracion. O

Lema 1.36. Sean ¢ € C(2,RY), {£2;}ier una familia de abiertos en 2 disjuntos
dos a dos y b ¢ (012), con ¢~ 1(b) C Uier82;. Entonces, d(p,2;,b) = 0, salvo
en un numero finito de indices i € I, y se tiene que:

el

Demostracion. Nétese en primer lugar que d(ip, 2;,b) estd bien definido para
todo i € I, ya que b ¢ p(9£2;). En efecto, como los abiertos (2; son disjuntos dos
a dos, tenemos que 2; N 9¢2; = () para todo i, j € I.

Sabemos que ¢~ (b) es compacto, por lo que estd recubierto por un niimero
finito de abiertos £2;. Sea p~1(b) C Uies, 2, Io C I finito, entonces b & ¢(§2;) y
d(p, $2;,b) = 0 para todo i € I\ I.

El conjunto K = 2\ Ujes,§2; es un compacto contenido en 2 tal que
b ¢ ¢(K). Por la propiedad de escisién (Lema 1.35), se sigue que d(y, £2,b) =
d(p, Uie1,$2i,b). Ademds, d(p,Uier,2i,0) = >, d(¢, £2;,b) por la propiedad

de aditividad (Teorema 1.33). Por tanto, d(p, £2,0) = >, d(¢, £2;,b). O
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Aplicaciones del grado de Brouwer

En el presente capitulo nos ocupamos de algunas de las principales aplica-
ciones del grado en anélisis y topologia.

2.1. Existencia de soluciones

El grado de Brouwer constituye, por construccion, una potente herramien-
ta en el estudio de la existencia de soluciones de ecuaciones de la forma ¢(x) = b.
En este contexto ¢ € C(£2, RN) y b es un punto de RV que no pertenece a la
imagen de la frontera de {2 por .

Proposicién 2.1. Sean ¢ € C(2,RN) y b ¢ ©(§2). Entonces, d(p, £2,b) = 0.

Demostracion. Supongamos que ¢ € @1(Q,RN) y b es un valor regular. Como
b ¢ p(02), d(p, 2,b) = 0 segiin la Definicién 1.10.

Supongamos ahora que ¢ € C(£2,RY). Tomamos 1 € 62(Q,RN) tal que
[ — ¢lloo < d(b,(£2)) < d(b, p(042)). Si b es un valor regular, d(¢, £2,b) = 0.
Luego, d(p, £2,b) = 0 segin la definicién del grado de Brouwer. Si b es un valor

critico tomamos b’ regular tal que |b — b'| < d(b,9(2)). Luego, d(¢, 2,V) =
d(v, £2,b) = 0 por definicién, y se concluye que d(p, £2,b) = 0. O

Teorema 2.2 (Teorema de existencia de soluciones). Sean ¢ € C(£2,RY)
ybé p(002). Sid(p, 2,b) #0, entonces existe x € (2 tal que p(x) =b.

Demostracion. Sea d(<p,7!2,b) # 0. Suponemos que no existe x € {2 tal que
p(z) = b. Luego, b ¢ ¢(2). Por la proposicién anterior, se tiene que d(p, 2,b) =
0, pero esto no es posible. O

Observacion 2.3. En el caso regular el grado topolégico da una cota inferior de
la cantidad de ceros de la ecuacién p(z) = b.
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Observacion 2.4. Si d(p, £2,b)
tencia de soluciones de ¢(z

= 0, no podemos afirmar nada acerca de la exis-
b.

que d(p,(—3,3),0) = d(v 3) 0) = 0. Sin embargo hay dos soluciones de
©(z) = 0 y ninguna de ¥ (z Véanse las Figuras 2.1 y 2.2.

) =

Ejemplo 2.5. Sean ¢, € C([-3,3],R), p(z) = 22 — 1, ¢(x) = 2% + 1. Tenemos
(=3
)

—'3—2—\/25; -3 -2 -1 1 2 3
h 14

Figura 2.1. Gréfica de ¢(x) = 2° — 1 Figura 2.2. Gréfica de ¢(z) = 2% + 1

Proposicién 2.6. Sean p € C(2,RYN) y b & p(002). Si d(p, 2,b) # 0, entonces
existe € > 0 tal que B:(b) C ¢(2).

Demostracion. Si d(p, 2,b) # 0, se tiene que d(p, 2,0') # 0 para todo b’ €
B.(b). Luego, por el Teorema 2.2, existe x € {2 tal que ¢(x) = b’ para todo
b € Be(b). Por tanto, B.(b) C ¢(£2). O

Proposicién 2.7. Sean p € C(2,RYN) y b ¢ ©(012). Si p(£2) estd contenido en
un subespacio propio de RN, entonces d(yp, 2,b) = 0.

Demostracion. Si p(§2) C E, dim E < N, no existe ¢ < 0 tal que B.(b) C ¢(£2).
Luego, d(p, £2,b) = 0 por la Proposicién 2.6. O

Proposicién 2.8. Sean ¢,v € C(2,RY) tales que p(x) = (x) para todo x €
002 y b ¢ (012). Entonces, d(p, 2,b) = d(, £2,b).

Demostracion. Como 1 = ¢ en 012 se tiene (042) = 1(042). Definimos H €
C(2 x ILRN), I =[0,1], H(z,t) = (1 — t)p(x) + ti(x). Sea x € 3f2. Tenemos
que H(z,t) = ¢(x) = ¢(x) para todo ¢ € I. Luego, como b ¢ p(912) = 1(012),
se sigue que b ¢ H(92 x I). Concluimos asi que d(y, £2,b) = d(¢, £2,b) por la
propiedad d3) del Teorema 1.33. a
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Damos a continuacién una versién del teorema de Bolzano para aplica-
ciones de varias variables. Recordemos que el teorema de Bolzano afirma que
si f: [a,b] = R es una funcién continua tal que f(a)f(b) < 0, entonces existe
algin elemento ¢ € (a,b) satisfaciendo f(c) = 0.

Hemos de tener en cuenta que para funciones de una variable, las pro-
piedades fundamentales que permiten probar el teorema de Bolzano son dos: la
existencia de supremo de un subconjunto de niimeros reales no vacio y acotado
superiormente y la conservacién local del signo para funciones continuas no nu-
las. Como ninguna de estas propiedades tienen sentido para funciones con maés
de una variable haremos uso del grado de Brouwer.

Teorema 2.9 (Teorema de Poincaré-Miranda). Sean Q = Hilil[ai,bi] y
f:Q — RY una funcién continua tal que filzi=a; < 0 < fijz,=p, para todo
€ [1, N]. Entonces, existe xg € Q tal que f(zg) =0.
Observacion 2.10. En las hipdtesis del teorema anterior, basta con que f; tenga
signos opuestos en los “lados”z; = a; y x; = b; para todo ¢ € [1, N].
Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 0 € 602, pues en
caso de que 0 ¢ @, tomamos Q1 = Q — yo con yo € Q v g(x) = f(z + yo) — Yo
para todo x € Q1. De esta forma, se tiene que a; <0< b;, i =1,...,N.
Definimos H(z,t) = (1 —t)f(z) + tx continua paraz € Q y t € I = [0,1].
Veamos que H(x,t) # 0 para todo x € 0Q y t € 1. Como fij,—q, <0 < fijz,=b,
va; <0<b,i=1,...,N, tenemos que:

(1 = 1) fijw,=a, (7) +ta; <0 < (1 —1)fije,=p, (¥) +tb;, Vt € Ii€[l,N]

por lo que H(z,t) # 0 para todo z € 9Q y t € I. Por tanto, d(H(-,1),Q,0)
es constante en I, lo que implica que d(f,Q,0) = d(I,Q,0) = 1. Luego, existe
xo € Q tal que f(zg) = 0. O
Corolario 2.11. Sean Q = Hilil[ai, bl y f: Q — RY una funcion continua tal
que fijg,—a; <0 < fijz,=p, para todo i € [1, N]. Entonces, existe xo € Q tal que
F(wo) = 0.

Demostracion. Igual que en la demostracion anterior, suponemos sin pérdida
de generalidad que 0 € Q Sea f.(z) = f(x) + ez una perturbacién de f en
donde ¢ > 0. Definimos H(x,t) = (1 —t)f.(z) + tx que es continua para € Q

yt €1 =][0,1]. Veamos que H(z,t) # 0 para todo x € 9Q y t € I. Como
fi\a:i:ai < 0 < fi\a:i:bi ya; < 0< bia 1= la .. '7N7 tenemos que:
(1 ()i (2) + t5 = (1 ) fia () + (1 — D) +ta; <0 <
< (1 —=1t) fijg,=p, () + (1 = t)eb; +tb; = (1 — ) (fe)i|w,=b, (x) + by,
paratodotel i € [1, N], por lo que H(z, t);éOparatodoxeﬁQytel
Elegimos € = E Por el teorema anterior existe J;n IS Q tal que f (xn) + = xn =0.

Por la compacidad de Q, existe una subsucesién x), de z,, tal que z/, —> To € Q.
Tomando limites, concluimos que f(zo) = 0. O
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2.2. Resultados clasicos de Topologia

En esta seccién, demostraremos algunos teoremas clésicos de topologia.
Entre ellos el teorema del punto fijo de Brouwer.

Definicién 2.12. Sean X,Y espacios topoldgicos, Y C X. Una retraccion de X
sobre Y es una aplicacion continuar: X —'Y tal que r(y) =y para todoy €Y.

Proposicién 2.13. No eziste una retraccién de B1(0) sobre SV=1 := 9B, (0).

Demostracion. Supongamos que existe una retraccién r : By (0) — 0B1(0). En-
tonces, r|5p, (0) = Id, por lo que 0 ¢ 7(0B(0))UI(9B1(0)). Aplicando la Propo-
sicién 2.8, se tiene que d(r, B1(0),0) = d(Id, B1(0),0) = 1. Por el Teorema 2.2,
se sigue que existe 2 € B1(0) tal que r(x) = 0, lo que no es posible. O

Teorema 2.14 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Sea

[ €C(B1(0), B1(0)).

Entonces, f tiene al menos un punto fijo en B1(0)), es decir, existe x € B1(0)
tal que f(z) ==z

Demostracion. Supongamos que f(x) # x para todo z € B1(0). Queremos cons-
truir una retraccién de B;(0) sobre SV1. Sea x# € B;(0). Consideramos la
semirrecta con origen en f(z) que pasa por = y que interseca a SV !, Esta in-
terseccion se da en un Unico punto r( ) de SN-1 donde r(z) = f(x)+t(x— f())
cont = (z — f(x), f(z)) + /{x — f( (x))? +1f|f( )|2, donde (-, -) designa
el producto escalar

De esta forma, hemos construido una funcién continua r : By (0) — SN—1
tal que 7(x) = z para todo x € SN¥~!. Concluimos asi que 7 es una retraccién
de B1(0) sobre SN~1, lo que no es posible por la Proposicién 2.13. O

La siguiente proposicién establece la equivalencia entre el teorema del pun-
to fijo de Brouwer y la no existencia de retraccién de Bj(0) sobre S™V~1.

Proposicion 2.15. El teorema del punto fijo de Brouwer implica que no existe
una retraccion de By(0) sobre SN~1

Demostracion. Suponemos que existe una retraccién 7 : By (0) — SN~1. Consi-
deramos f € C(B1(0), B1(0)), f = —r. Luego, si f(x) = x, entonces z € SN~1.

Sin embargo, f(x) = —x para todo x € S¥~1 por definicién. Por tanto, f no
tiene ningin punto fijo, lo que no es posible por el teorema del punto fijo de
Brouwer. a

Definicién 2.16. Un espacio topoldgico X posee la propiedad del punto fijo si
toda funcion f € C(X,X) admite un punto fijo.
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Lema 2.17. Sea X un espacio topolégico homeomorfo a B1(0). Entonces, X
tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean f € C(X,X) y h: B1(0) = X un homeomorfismo. Defini-

mos f € C(B1(0),B1(0)) como f = h~!o foh. Por el teorema del punto fijo
de Brouwer, existe y € B1(0) tal que f(y) = h™1(f(h(y))) = y. Tenemos asf
que f(h(y)) = h(y), con h(y) € X. Por tanto, X tiene la propiedad del punto

fijo. a

Seguidamente, introducimos el funcional de Minkowski y sus propieda-
des para demostrar posteriormente que todo compacto convexo de RY tiene la
propiedad del punto fijo.

Definicién 2.18. Sea K C RY un compacto convexro y 0 € K. Se define el
funcional de Minkowski asociado a K como la funcién p : RN — [0, +00) definida
asi:

plx) =mf{A>0:2 € \K}.

Proposicion 2.19. El funcional de Minkowski asociado a K cumple las siguien-
tes propiedades:

i) p(tz) =tp(x) para todo t > 0, p(0) = 0.
i) p(z+y) < p(x) + py)-

iii) p(z) < % si Br(0) C K.

)z € K si, y sdlo si, p(x) < 1.

v) Para todo x € RN, exziste k € K tal que x = p(x)k.
vi) p(x) es continua en RV,

Demostracion (i). Es inmediata aplicando la definicién.

Demostracién (). Supongamos que )\1_133 eKy )\Q_ly € K. Se tiene que

_ Mooz Aoy
M+ A) Nz +y) = - v €K,
( ! 2) (I y) A+ Ao A A1+ Ao Ao

por lo que z +y € (A1 + A2)K. Luego, p(z +y) < A1 + A2. Tomando primero
infimo en A1 y después en \g, tenemos que p(z +y) < p(z) + p(y).

Demostracion (ii). Definimos pr = inf{\ > 0: 2 € ABg(0)} para todo x € RY.
Si Br(0) C K, entonces p(z) < pr(z). Ademds, si z € ABg(0), tenemos que
|z| < AR, es decir, ‘iRl < A. Luego, pr(x) = % Como ABr(0) C AK para todo

A > 0, concluimos que p(z) < pr(z) = %

Demostracion (iv). Se sigue de la propiedad v).
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Demostracion (v). Si z € RY| existe una sucesién decreciente \, > 0 tal que
p(x) = lim \,. Ademds, x = A\,k, para k, € K. Tomando una subsucesién
convergente de k, se tiene que k;, — k € K y A, — p(z), lo que implica que

x = p(x)k.

Demostracién (vi). Por la propiedad iii), es claro que p es continua en z = 0.
Sean, por tanto, z # 0 y x,, — «. Entonces, z,, =  + y, con y,, — 0. De esta
forma, p(x,,) = p(z + yn) < p(x) + p(y,) por la propiedad i). Tomando limites
superiores, tenemos que lim sup p(x,) < p(x).

Supongamos ahora que p(x]) — [ para alguna subsucesién z], de z,. Se
tiene que z, = p(«)k!, para k], € K. Tomando ahora una subsucesién k!! de k],
tal que k]l — k € K, se sigue que ], = p(z!')k!!. Tomando limites, obtenemos
que x = lk. Luego, I > p(z), lo que quiere decir que liminf p(x,) > p(x). Por
tanto, 1fm p(z,,) = p(x), probando que p(x) es continua en RY. O

Teorema 2.20. Todo compacto convero K de RN es homeomorfo a B1(0).

Demostracion. Queremos construir un homeomorfismo h : K — B;(0). Sin
pérdida de generalidad, suponemos que 0 € K. En caso de que 0 ¢ K, to-
mamos K’ = K —{zg} con g € K. Ademds, podemos suponer que K # 0y que
0 € K. Sean M = rango K = max{m > 1: 3{1}1, ...y U} C K sistema libre} y

el sistema libre {wy,...,wy} C K C Ej = span {wy,...,wy}. Consideramos
la envolvente convexa de {w1,...,wyr}, que podemos expresar como:
M

Co({wl,...,wM}) :{t1w1++tmwmztl = ].,ti 2077,:1,,M}
=1

De esta forma, tenemos que Co({ws,...,wy}) C K C Ejp y que

Co({ws, ..., wp}) # 0

en Ej;. Podemos reemplazar Ej; por RM pues son espacios isomorfos. Por tanto,
en caso de que K = ) en R, continuamos la prueba en RM, pues K # ) en
RM . Ademds, 0 € K, pues en caso de que 0 ¢ K, tomamos K' = K — {zo} con
zo € Co({ws, ..., wam}).

Definimos h(z) = p(z )Ifr\ para x € K. Se tiene que h(z) € B1(0) porque
p(x) < 1en K. Para ver que h es homeomorfismo, basta probar que h es continua
y biyectiva. Tenemos asi que:

» hes continua en K C RY porque p es continua en R¥.

= h es inyectiva. En efecto h(z) = h(y). Entonces p(z)% = p(y )Iyl Tomando

Ta] —
moédulos, se tiene que p(z) = p(y), por lo que ﬁ = ﬁ Luego, y = tuz,
t e RT, y p(z) = p(tz), es decir, p(x) = tp(x), por lo que t = 1. Concluimos
asi que = = y.
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= h es sobreyectiva pues dado z € B;(0) existe x = tz, t > 0, de forma que

x € K y que h(z) = z. Para verlo usamos la definicién de h y esto requiere

que p(tz) = tp(z) = |z|. Por tanto, t = %. Como p(z) = p(tz) = |z| <1, se
tiene que x € K.

O

Corolario 2.21. Sean K un compacto convezo de RY y f : K — K una funcion
continua. Entonces, [ tiene un punto fijo en K, es decir, existe x € K tal que

fz) ==.

A continuacién, como consecuencia de este importante resultado presen-
tamos el teorema de Perron—Frobenius.

Teorema 2.22 (Teorema de Perron—Frobenius). Sea A € Myxn(R), A =
(aij), con a;; > 0 para todo i,j. Entonces, existen X > 0 y x # 0 tales que
Ax = Az y x; > 0 para todo i. En otras palabras, A tiene un autovector de
componentes no negativas asociado a un autovalor no negativo.

Demostracion. Sea D = {z € RN : x; > 0 Vi, Ef\il x; = 1}. Si Az = 0 para
algin z € D, ya tendriamos un autovector no negativo asociado a A = 0. En
caso de que Az # 0 para todo x € D, existe a > 0 tal que Zf\il(Ax)i > aenD.

Por tanto, la aplicacién f(z) = Am/(zi]\il(Ax)i) es continua en D. Asimismo,
se tiene que f(D) C D, ya que a;; > 0 para todo i,j. Por el Corolario 2.21 se
sigue que f tiene un punto fijo en D, es decir, existe xg € D tal que Axg = Az,
con A = Zf;l(Ax)Z

Por dltimo, recordamos la definicién de campo de vectores tangentes en
SN, que es la frontera de la bola unidad en RY*! y procedemos a dar una
prueba del as{ denominado teorema de la “bola peluda” (o del “erizo”).

Definicién 2.23. Un campo de vectores tangentes en S™ consiste en una aplica-
cion continua F : SN — RN tal que (x, F(x)) = 0 para todo x € S™. Diremos
que I es no nulo si F(x) # 0 para todo x € SV .

Teorema 2.24 (Teorema de Brouwer-Poincaré). Ezxiste un campo de vec-
tores tangentes no nulo en SN si y sdlo si N es impar.

Demostracion. Supongamos que N es impar. Definimos la aplicacién continua
F: SN — RN+ tal que F(21,...,on41) = (=T, 21,...,—TN41,2N). Tenemos
asi que {x, F(z)) = 0 para todo z € SV. Luego, F es un campo de vectores
tangentes no nulo en SN,

Supongamos ahora que existe un campo de vectores tangentes F' : SN -
RN*! 1o nulo en SV. Queremos ver que N es impar. Para ello, definimos f :

SN — SN tal que f(z) = % Tenemos as{ que (x, f(x)) = 0 para todo
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x € SN, Definimos asimismo H : S¥ x I — SN I = [0,1], tal que H(x,t) =
cos(mt)x + sin(nt) f(x). Comprobemos que H estd bien definida. Se tiene que:

|H(z,t)|* = H(x,t)H(z,t) = cos?(wt)|z|* + 2sin(nt) cos(mt)x f(z)+
+sin?(t) | f (z)|* = cos?(nt) + sin?(7t) = 1,

por lo que |H(x,t)| = 1. Luego, H(z,t) € SV. Ademss, es claro que H es
continua y que H(z,t) # 0 para todo z € SV y t € I. Por tanto, d(H (-, t), SV, 0)
es constante en I. Como H(x,0) =z y H(z,1) = —z para todo x € SN, tenemos
que 1 =d(I,SN,0) = d(—1,5V,0) = (=1)N+1. Por consiguiente, N es impar.
O

Teorema 2.25 (Teorema de la “bola peluda”). Sea F : SV — RN*!
un campo de vectores tangentes con N par. Entonces, existe xg € SN tal que

Demostracion. Supongamos que F(x) # 0 para todo z € SV. Luego, F es un
campo de vectores tangentes no nulo en SV. Por el Teorema 2.24, se sigue que
N es impar, lo que contradice la hipétesis sobre N. a

2.3. Teorema de separaciéon de Jordan

Abordamos ahora la prueba del teorema de separacién de Jordan con
ayuda del grado de Brouwer, obteniendo como corolario el célebre teorema de la
curva de Jordan. Para ello, presentamos la propiedad multiplicativa, que expresa
el grado de la aplicacién compuesta 1 o ¢ como suma de productos de grados en
pyen.

Recordemos que, segiin el Lema 1.27, el grado d(y, £2,b) es constante so-
bre cada componente conexa C' de R \ (92), por lo que lo denotaremos como
d(p, 2,C) cuando b € C. Ademds, como ¢(9f2) es compacto, hay una compo-
nente conexa no acotada Cy, de RN \ (942). Ya que Cy contiene puntos que
no pertenecen a ({2), tenemos que d(g, 2,Cs) =0

Proposicién 2.26 (Propiedad multiplicativa). Sean ¢ € C(£2,RY), ¢
C(RN,RYN), {Ci}ien las componentes conezas acotadas de RN \ o(92) y b
(¢ 0 p)(0£2), es decir, v=1(b) N (02) = 0. Entonces,

€
¢

d(W o, 2,b) =Y _d(p, 2,C;)d(3, Ci,b), (2.1)
€N

en donde solamente hay un nimero finito de sumandos no nulos.



2.3 Teorema de separacién de Jordan 27

Demostracion. Si b ¢ (¢ o ¢)(2), es decir, ¢(£2) N~1(b) = 0, se tiene que
d(¢ o @, 2,b) =0y ademés, d(y, 2,C;)d(¢p, C;,b) = 0 para todo i € N. Luego,
la igualdad (2.1) se verifica.

Si b € (Yop)(), existe R > 0 tal que p(2) C Br(0). Sea M =
¥~1(b) N Br(0), que es un compacto. Como ¢~1(b) N p(82) = 0, M C
(RN \ ¢(02))NBr(0) C (UienC;)U(Coo N Br+1(0)). Existe entonces un nimero
finito de indices i = 1,...,p tal que UY_,C; y Cpy1 = Coo N Bry1(0) recubren
M. Luego, d(p,$2,Cpy1) = 0y d(¢,C;,b) = 0 para todo j > p + 2 porque
C;Np(2) =0 para todo j > p+ 2. De esta forma, se demuestra que la suma en
(2.1) es finita.

Veamos que (2.1) es cierta para ¢ € zl(Q,RN), P € él(RN,RN) y b un
valor regular de ¢ op. En efecto, se tiene que (o)’ (z) = ' (p(x))¢'(x). Luego,

dpop,2,0)= Y sendueg(e)= Y sendy(e(a))sgny(z) =
w€ (o) 1 (b) we (o) 1 (b)

= Z sgn Jy(2)sgn J,(x) = Z sgn Jy () Z sgnJy(x)| =

z€p~1(2) zep~1(b) z€p 1 (2)
z€y 1 (b) z€p(92)
= Z sgn Jy (2)d(p, 12, 2).
z€9 71 (b)
2€p(£2)

Como las componentes {C}; };en son disjuntas, obtenemos que:

d(p o, £2,b) = Z Z sgn Jy (2)d(p, 2,2) =

zeC;
zep 1 (b)

p
Z (0, 2,Ci) | > sendy(z)| =Y dlp, 2,C:)d(y, C;,b).

z€C; iEN

zep ™ (b)

Por tanto, la igualdad (2.1) se cumple para ¢ € al(Q,RN), (VNS 61(RN7RN) y
b un valor regular de 1 o ¢. El caso b no regular se demuestra de forma anéloga.
Finalmente, la prueba del caso general, donde ¢ € C(2,RY) y ¢ € C(RV,RYN),
se puede encontrar de forma detallada en [1]. O

La propiedad multiplicativa del grado resulta fundamental para demostrar
el teorema de separacién de Jordan.
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Teorema 2.27 (Teorema de separacién de Jordan). Sean Q1,Q2 C RY
compactos homeomorfos, entonces RN \ Q1 y RN \ Q4 tienen el mismo nimero
de componentes conexas.

Demostracion. Sean h : ()1 — Q2 un homeomorfismo, h una extensién continua
de ha RN y h~! una extensién continua de h~! a RV. La existencia de tales
extensiones estd garantizada por el teorema de Tietze (ver [1]). Llamaremos C}
a las componentes conexas de RV \ Q1 y L; a las de RY \ Q5. Asimismo, para j
fijado denotaremos por G, a las componentes conexas de RY \ h(9C;). Nétese
que 9C; C Q1 y que 0L; C Qo.

Dado j, se tiene que:

JZi =RY\ Q2 c RY\ h(0C;) = | G, (2.2)

q

Veamos que para todo i, existe ¢ tal que L; C Gy. Sea yg € RN\ Qo, existe ig
tal que yo € L;,. De (2.2) se sigue que yo € R \ h(0C}), por lo que existe qo tal
que yo € Gg,. Luego, L;, C Gy,. En particular, Lo, C G

Sea y € C}, se tiene que d(h= 1o B,Cj,y) =1, pues h lo iL\BCjCQl =1.
Aplicando la propiedad multiplicativa, se sigue que:

1= d(ﬁ71 °© }vacjay) = Zd(ﬁ,Oj,Gq)d(hfl,Gq,y).
q

Sea N, = {i : L, C G}, entonces d(ﬁ_l,Gq,y) = ZieNq d(ﬁ_l,Li,y), ya que
y ¢ B*l(@\uieNqLi), y d(iL, C;,Gq) = d(ﬁ, Cj, L;) para todo i € N,. Por tanto,

1= " d(h,Cj,Li)d(h™", Li,y) ZdhCJ,L )d(h™Y, Li, C}),  (2.3)

q 1€EN,

yaque y € C; C RN\ 2= 1(Q) € RN \ A=1(dL;). Fijemos ahora i en vez de j.
De forma andloga, obtenemos:

1—Zdh Cj, Li)d(h~t, Ly, C;). (2.4)

Suponemos que hay m componentes C;. De las igualdades (2.3) y (2.4) se sigue
que:

= zm:l = Zm:Zd(ﬁ,cj,Li)d(ﬁfl,Li,cj) =
= =4
:Zi d(h, Cj, Li)d(h™ ', L;, C;) = > 1.
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Como ), 1 = m, el nimero de componentes L; es m. Nétese que este razona-

miento también es vélido cuando el nimero de componentes C; es infinito.
Concluimos asi que RY \ Q; y RV \ Q3 tienen el mismo ntimero de com-

ponentes conexas. O

Definicién 2.28. Un conjunto C C R? es una curva de Jordan si C = {¢(t) :
t € [0,27]} donde:

i) ¢:[0,27] = R? es continua.

i) $(0) = ¢(2m).

iii) ¢ es inyectiva en [0, 27).

Lema 2.29. Un espacio topolégico C C R? es una curva de Jordan si y sélo si
es homeomorfa a S*.

Demostracion. Veamos que si h: S — C es un homeomorfismo, entonces C es
una curva de Jordan. Sea 1 : [0,27] — S, ¥(t) = €. Definimos ¢ : [0, 27] — R?,
@(t) = (h o) (t). Tenemos que:

= ¢ es continua porque es una composicién de funciones continuas.

= 6(0) = 6(2r) porque ¥(0) = (27).

= ¢ es inyectiva en [0,27) porque es una composicién de funciones inyectivas
en [0,2m).

Por tanto, C' es una curva de Jordan.

Supongamos ahora que C' = {¢(t) : t € [0,27]} es una curva de Jordan.
Queremos construir un homeomorfismo h : C' — S1. Definimos h(4(t)) = e para
todo t € [0,27]. Es claro que h es sobreyectiva e inyectiva porque ¢(0) = ¢(2).
Por otro lado, puede probarse que es continua. Al ser C y S compactos se
concluye que h es un homeomorfismo. O

Por 1ultimo, presentamos el teorema de la curva de Jordan, un teorema
clasico cuyo enunciado es simple e intuitivo, pero cuyas demostraciones son largas
y complicadas.

Teorema 2.30 (Teorema de la curva de Jordan). Sea C C R? una curva
de Jordan, entonces R?\ C tiene exactamente dos componentes conexas, una de
las cuales es no acotada.

Demostracion. Sabemos que C es homeomorfa a S* y que R?\ S tiene dos com-
ponentes conexas, una acotada y otra no acotada. Por el teorema de separacion
de Jordan, R?\ C tiene el mismo niimero de componentes que R?\ S! y ademas,
una de ellas es no acotada.
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Unicidad del grado de Brouwer

En este capitulo probaremos que existe una tnica aplicacion:
d: {(p,92,b) : 2 C RY abierto y acotado, ¢ € C(2,RY), b ¢ p(002)} — Z

que cumple las siguientes propiedades:

dl) d(I,£2,b) =1 para todo b € 2.

d2) d(p, £2,b) = d(p, £21,b) + d(p, 2,b) si 21, {25 son abiertos disjuntos conte-
nidos en 2 tales que b & (2 \ (£21 U £22)).

d3) d(H(-,t), 2,b(t)) es constante en [0,1] si H : 2 x [0,1] = RY y b:[0,1] —
R¥ son funciones continuas tales que b(t) ¢ H(9£2x[0,1]) para todo t € [0, 1].

3.1. El grado calculado por aproximacién mediante
aplicaciones regulares

En primer lugar presentamos dos resultados necesarios para demostrar la
unicidad del grado. El primero es un caso particular del teorema de extensién
de Tietze.

Lema 3.1. Sean A C RN un_congunto compacto y f € C(A,RN). Entonces,
existe f € C(RN,RYN) tal que fia=f.

Nos remitimos a [1] para su demostracién. El que sigue es un resultado
clésico de aproximacién cuya demostraciéon incluimos.

Lema 3.2. Se tiene que:

a) Sea f € C(2,RN). Dado 1 > 0, existe una aplicacion f € C® (RN, RN) tal
que: A
If = flloc.2 < -
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b) Sea f € @I(Q,RN). Dados 1 > 0 y 6 > 0, existe una aplicacion f €
C>® (RN, RY) tal que:

Hf - f||oo,.Q + ||Vf - foOQQ(S <,
donde 25 = {x € 2 :d(x,00) > §}.

Demostracion (a). Consideramos la familia {p.} de niicleos regularizantes defi-
nida en el primer capitulo. Se tiene que p. € C5°(RY), sop p. = B-(0), p. >0y

f]RN pe(2)dz = 1. ~ ~
Por el Lema 3. 1 existe f E C(RN,RY) tal que f(z) = f(z) para todo
z € 2. Definimos f(z) = [pn pe(® —y) f(y)dy con z € RY. Como p.(z) = 0 si

|z| > €, tenemos que:
(x) = (T — F(y)dy = flz — 2
f-() /Bs@'” (& — ) F(v)dy /BE(O) () (e — 2)dz
Veamos ahora que f-(x) — f(x) cuando ¢ —» 0. Se tiene que:
fo() - fla) = /B pe()(F( — 2) — Fla))dz
L@ -F@l< [ p@Ife-2) - fw)ld <

B:(0)

< sup |fl@—z2) = f@) —0

si ¢ — 0. En particular,

|fo(@) = f(2)] < sup [f(z —2) = f(x)]

|z|<e

para todo x € £2. Luego,

sup | f-(z) = f(2)] < sup sup |f(z —2) = f(2)| < sup [f(y) — f(x)].
xeR ze |z|<e ly—z|<e
Como f es uniformemente continua en el compacto
B(,e) ={z:d(z,2) < &}

para € > 0 lo suficientemente pequeno, se cumple que:

sup |f(y) = f(x)| <n, n>0.
ly—z|<e

Ya que f = f en §2, concluimos que ||f — felloo,2 < m para ¢ lo suficientemente
pequeno. Por tanto, basta elegir f = f-. a
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Demostracion (b). Ya hemos probado que || f — felloo,0 < 3 conn >0y e >01lo
suficientemente pequefio. Veamos ahora que [|Vf — V fe||c,2; < 4. Sea x € §25,
derivando bajo el signo integral se tiene que:

Ofe (= [ 9re (x —y)f(y)dy = / O (z — ) f(y)dy.

al’i = 0 8;102 B.(z) 8.’13’1

Tomamos 0 < € < §, por lo que B:(z) C {2 y se sigue que:

ofe _ Ope 7 _ _3,05 _
0= [ Gre—wiwy= [ e

Aplicando la férmula de integracién por partes, obtenemos:

ofe o dpe N
b= [ sy -

_ af _ of
= /Bg(x) pe(z —y) oz, (y)dy = / pe(2) 7, (z — 2)dz.

Luego,

0l of = z of a?fzfafx z
axi@axi“)/&m)”f( (5ot - @) a

para todo x € {25. Tenemos ahora que:

— < _ _
Iz (@) Ox; ()] < Ii1|1<pe Ox; (@=2) Ox; @)
y que
8fa 8f 8f (9f n
. B < . B 7
rbeuga Oz; @) 0x; ()] < \yiﬁ)«: Ox; 2 Ox; @)] < 2’

0 : . =
pues a—f es uniformemente continua en 25_. C 2. Por tanto, |V f—V f¢|lco,2s <
.

K3
7. Concluimos asi que || f — felloo,2 + [IVf = Vfelloo, 2, <1 O
El que sigue es un resultado auxiliar que empleamos con frecuencia.

Lema 3.3. Sean ¢ € C(2,RN) y b ¢ p(02). Si ¢~ 1(b) = 0, entonces
d(p, 2,b) = 0.

Demostracion. Podemos escribir 2 = 2 U (). Como 2\ (2 U 0) = 912, tenemos
que b ¢ o(2\ (2U0)). Luego, por d2), d(p, 2,b) = d(y, 2,b) +d(p, D, b), lo que
implica que d(p,0,b) = 0.

Sea §2; = £2; U C 2 un abierto cualquiera. Se sabe que b ¢ ¢(£2\ ;). Por
d2), se tiene que d(p, 2,0) = d(p, 21,b) +d(p,0,b) = d(p, 21,b). En particular,
si 21 = 0, d(g, 2,b) = (e, 0,b) = 0. 0
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En la siguiente proposicion probamos que el valor de la aplicacién d para
una aplicacién continua coincide con el valor de d para una aproximacién regular.

JRY) y b ¢ p(092). Entonces, eviste 1 €
(¥, 92,0).

Demostracion. Sea pg = d(b, ¢(0£2)). Tomamos ¢ € C® (RN RY) tal que [[1) —
¢lloo,2 < po. Definimos H(z,t) = tip(x) + (1 — t)p(z) = p(x) + t((x) — (x))
para (x,t) € £2 x [0,1]. Veamos que H(z,t) # b para todo (z,t) € 92 x [0, 1].
Sean x € 92 y t € [0,1], se tiene que:

b= H(x,t)| = |b—p(x) + t((z) — ¢(z))| =
2 [b— (@) = tl(x) = p(@)] = po = [ = ¢lloe > 0.

Luego, b ¢ H(0£2 x [0,1]). Por la propiedad d3), d(H(-,t),§2,b) es constante
para todo t € [0, 1]. Por tanto, d(p, £2,b) = d(v, £2,b). O

Proposicién 3.4. Sean ¢ € C(f2
C>® (RN, RN) tal que d(p, 2,b) =d

Concluimos la seccién probando que en el célculo de la aplicacién d pa-
ra una aplicacion regular siempre se puede suponer que b es un valor regular.
Recordemos la Definicién 1.7.

Proposicién 3.5. Sean ¢ € él(Q,RN), b ¢ p(002) yp=db, e012)). Enton-
ces, existe b/ € B,(b) regular tal que d(p, 2,b) = d(p, 2,V').

Demostracion. Por el teorema de Sard (Teorema 1.9), existe b’ € B,(b) regular.
Definimos b : [0,1] — B,(b), b(t) = b+ t(b —V'). Como B,(b) N p(012) = 0, se
tiene que b(t) ¢ (012) para todo t € [0,1]. Por d3), d(y, £2,b(t)) es constante
en [0, 1]. Por tanto, d(p, £2,b) = d(p, £2,V'). O

3.2. Localizacién del grado: calculo por linealizacién

En la siguiente proposicién se prueba que el cédlculo de la aplicacién d =
d(p, 2,b) se puede localizar en bolas centradas en las contraimdgenes de b, con
un radio tan pequefio como se desee. A tales efectos podemos considerar que
©eCT(2,RY) y que b ¢ o(d12) es un valor regular tal que ¢~ (b) # 0.

Proposicién 3.6. Sea p=1(b) = {&1,...,&m )}, entonces existe € > 0 tan pequerio
como se quiera tal que d(p, 2,b) = > 1" d(p, B-(&),b).

Demostracion. Sea € > 0 lo suficientemente pequeno como para que B¢ (&) N
B.(§;) = 0 para todo i # j, i,j € {1,...,m}, y Bc(§) C 2 para todo i €
{1a s 7m}' Tenemos que b ¢ 90(“(2 \ U;rllBe(gl))a ya que Qpil(b) = {517 s ,gm}
Luego, por d2), d(y, 2,b) = >, d(p, B:(&),b). 0
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Ahora se demuestra que el cédlculo de la aplicacién d para ¢ en la bola
B.(&;) se reduce al de la aplicacién lineal ¢'(&;). En otras palabras, d se calcula
por “linealizacion”.

Proposicién 3.7. Sea A; = ¢'(&;), entonces d(p, B:(&;),b) = d(A;, B(0),0)
para todo i € {1,...,m}.

Demostracion. Sea i € {1,...,m}. Se tiene que

o(z) =b+ A;(xz — &) + g(x), xg(az) —0
cuando x — &;. Como b es un valor regular, det A; # 0 y, por tanto, existe A;l.

Tenemos asi que:

|z — &| = |A7 T Ai(z — &)| < |ATH|Ai(z — &),
|[Ai(z — &)| > clz — &,

g(z)

con ¢ una constante positiva. Ademads, como ] 0 cuando = — &;, se
cumple que ‘lf( 5)” < § cuando |z — & <.

Definimos Hl(x,t) =b+ A;(x — &) + tg(x) para (z,t) € B(&) x [0,1].
Sean z € 9B.(&;) y t € [0,1], se tiene que:

[Hy(z,t) = b = [Ai(z = &) +tg(x)| = |Ai(z — &)| — lg(2)] =

C
> o~ &l - gla — &l = o — &l = 5o > 0.

Luego, b ¢ H1(0B:(&;) x [0,1]). Por d3), se sigue que d(¢, B:(&;),b) = d(b+
Ai(z — &), B:(&),b).

Definimos ahora Hy(z,t) = bt + A;(x — &) para (z,t) € B.(&) x [0, 1]. Se
tiene que Hy(x,t) # bt para todo (x,t) € 0B:(&) x [0, 1], ya que bt+ A;(z—&;) =
bt implica que x = &;. Luego, por d3), d(b+ A;(z —&;), Be(&),b) = d(bt + A;(x —
Ei>7B€(§i>7b ) - d( ( gz) 6(€i)’0)'

Tomamos R > |&]| + €. Por d2), tenemos que d(A;(z — &), B:(&),0)

d(Ax — A&;, Br(0),0). Definimos Hs(z,t) = A;x — tA;& para (z,t) € Br(0)

Ihx x|

[0,1]. Como A;x—tA;& = 0 implica que = € [0,&;], se tiene que 0 ¢ H3(OBRr(0)
0.1]). Luego, por d3), d(A, — A&, B(0).0) = d(A; — 1A, Br(0).0)
d(A;, Br(0),0).

Finalmente, por d2), se sigue que d(A;, Br(0),0) = d(A;, B:(0),0), don-
de £ es tan pequefio como se quiera. Concluimos asi que d(p, B:(&;),b) =
d(A;, B:(0),0) para todo i € {1,...,m}. O
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3.3. El grado para aplicaciones lineales

Los préximos resultados requieren algunos hechos bésicos de algebra li-
neal como la siguiente proposicién. Su demostracién es consecuencia de la teoria
espectral elemental que se recoge en [4].

Proposicién 3.8. Sean A € Mnxn(R), det A # 0, y A1, ..., Ay, los autovalores
negativos de A cuyas multiplicidades algebraicas son a1, ..., anm. Entonces, RY
se puede expresar como la suma directa de dos subespacios X eY, RN = X @Y,
tales que:

i) X eY son invariantes respecto de A, es decir, AX C X y AY CY.
ii) A|x tiene como autovalores exactamente los autovalores negativos de A y

Ay tiene como autovalores exactamente los autovalores no negativos de A.
w)dim X =Y " oy

El siguiente es el resultado fundamental del capitulo.

Teorema 3.9. Sea A € Myyxn(R), det A # 0, entonces d(A,B:(0),0) =
sgn (det A) para todo € > 0.

Observacion 3.10. Si Aq,..., Ay, son los autovalores negativos de A, A\ppi1, ..., Ak
los autovalores no negativos y u1, i, - - -, s, fbs los autovalores complejos, tene-
mos que det A:

det A = AT - ASP AR+ AT (i)™ - ()

donde «; es la multiplicidad algebraica de A;, 1 <14 < k, y 7; es la multiplicidad
algebraica del par p;, 17, 1 < j < s. Luego:

s (det A) = sgn (A1 - Xq) = (~1)°*,
donde v, = 3" .

La demostracion del Teorema 3.9 se sigue de los siguientes resultados au-
xiliares.

Lema 3.11. Si a,. = 0, entonces d(A, B:(0),0) = sgn (det A) = 1.

Demostracidn. Si A no tiene autovalores negativos, sgn (det A) = 1. Veamos que
d(A, B.(0),0) = 1. Definimos H(xz,t) = tAx + (1 — t)z para (x,t) € B.(0) x

[0,1]. Si H(z,t) = 0, entonces Az = —1+z y, como A no tiene autovalores
negativos, x = 0. Luego, 0 ¢ H(9B.(0) x [0,1]). Por d1) y d3), obtenemos que
d(A, B(0),0) = d(I, B:(0),0) = 1. O

Lema 3.12. Si o, = 2p, p > 1, entonces d(A, B:(0),0) = sgn (det A) = 1.
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Demostracion. Si A tiene un nimero par de autovalores negativos, sgn (det A) =
1. Veamos que d(A, B.(0),0) = 1. Por la Proposicién 3.8, tenemos que RV =
XaY.Sean P : RN -5 X yP=1-P: RY Y las proyecciones asociadas.
Se observa que P; + P, = I. Entonces, A = AP, + AP,, ya que AX C X y
AY CY.

Definimos Hi(z,t) = tAz+(1—t)(— P+ P2)(z) para (z,t) € B:(0) x [0,1].
Si Hi(z,t) =0, entonces

Hy(z,t) =t(AP1(2) + APy (2)) — (1 = t)P1(2) + (1 — t) Pa(2) = 0,
tAP(z) — (1 —t)Py(2) + tAPy(2) + (1 — t) Py(2) = 0.
Esta expresién es de la forma x +y =0,z € X, y € Y. Luego, x = y = 0. Asi,

1-¢
p Pl(Z),

1—
4

tAP|(2) —(1—t)Pi(2) =0 = AP(2) =

LAPy(2) + (1= )Py(2) =0 = APy(2) = ———LPy(2).

Como A solamente tiene autovalores negativos en X y no tiene autovalores nega-
tivos en Y, se sigue que Py (z) = P»(z) = 0, por lo que z = 0. Luego, Hy(z,t) #0
para todo (z,t) € 9B:(0) x [0, 1]. Por d3), d(A, B:(0),0) = d(— P, + P», B:(0),0).

Como a,, = 2p, p > 1, podemos encontrar una aplicacién lineal B : X — X
con matriz B € M, xa, (R) tal que B? = —Ix. Por ejemplo, si p = 1, es decir,

a, = 2, podemos tomar B : X — X con matriz B = (_01 é), pues se cumple
9 -1 0 .

que B = 0 -1) = —Ix. Un ejemplo para a, = 2p, p > 2, se construye

formando la matriz diagonal por bloques donde todos los bloques son _01 (1) .

Noétese que B carece de autovalores reales, pues si A es autovalor de B, se tiene
que:

Br=M = B>x=)Bx = -—-z=XNz = XN=-1.

Definimos ahora Hy(z,t) = t(—Py + P2)(z) + (1 = t)(BP1 + P)(2) = —tPi(2) +
(1 — ¢t)BPy(2) + P2(z). Veamos que Hy(z,t) # 0 para todo (z,t) € 9B.(0) x
[0,1]. Tenemos que Ha(z,t) = —tPi(z) + (1 — t)BPy(z) + P2(z) = 0 implica
t

que Py(z) = 0y BPi(z) = = tPl(z). Como B no tiene autovalores reales,
necesariamente P (z) = 0. Luego, 0 ¢ H5(0B:(0) x [0, 1]) y por d3), se sigue que
d(—Py + Py, B:(0),0) = d(BP; + P>, B-(0),0).

Definimos finalmente Hs(z,t) = t(BP; + P2)(2) + (1 — t)(P1 + P2)(2)
tBPi(z) + (1 — t)Pi(2) + Pa(z). Si Hs(z,t) = 0, entonces Pa(z) = 0y
q

t . . .
BPi(z) = — ; Pi(z). Por el mismo razonamiento anterior, obtenemos que
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Pi(z) = 0. Luego, 0 ¢ H3(0B:(0) x [0,1]) y por d3), d(BP + P», B(0),0) =
d(Py + Py, B.(0),0).
Por d1), concluimos que

d(A, B(0),0) = d(Py + P», B-(0),0) = d(I, B:(0),0) = 1.
O
Lema 3.13. Si ., =2p+ 1, p > 1, entonces d(A, B:(0),0) = sgn (det A) = —1.

Para demostrar este lema necesitamos el siguiente resultado. Debe notarse
que se emplean tnicamente las propiedades d1), d2) y d3).

Lema 3.14. Sea £2 C R un abierto, 0 € 2, entonces d(—1I,(2,0) = 1.

Demostracion. Como {2 es un abierto de R que contiene a 0, existe € > 0 tal que
2. = (—¢,e) C 2. Sean 1 = 2N(—00, —¢) y 25 = 2N(e, +00), se tiene que 21U
Q.U 25 C 0. Por d2), d(—1I,2,0) = d(—1, 21,0 + d(—1, 2.,0) + d(—1I, £2,,0).
Como 0 ¢ —I(f21 U {)), se sigue que d(—1,82,0) = d(—I,£2.,0). Ademis,
d(—1I,$2.,0) = d(—1,2g,0) para todo R > 0. En particular, d(—1I, {2;,0) =
d(—1, 2,0).

Tomamos ¢(z) = |z| — 1 definida para x € [—2,2]. Definimos Hy(z,t) =
to(z)+ (1 —t) para (z,t) € [—2,2] x [0,1]. Como H(£2,t) =1 # 0, tenemos que
d(p,(—2,2),0) = d(1,(-2,2),0) = 0 por d3).

Aplicando d2), se sigue que d(y, (—2,2),0) = d(p, (—2,0),0)+d(p, (0,2),0)
d(—z—-1,(-2,2),0)+d(z—1,(—2,2),0). Definimos ahora Hy(z,t) = t(—z—1)+
(1 —-t)(—x) = —x —t para (z,t) € [-2,2] x [0,1]. Como H(%2,t) # 0, se tiene
que d(—z — 1,(-2,2),0) = d(—=z,(—2,2),0) por d3). Andlogamente, se prueba
que d(z — 1,(-2,2),0) = d(z, (—2,2),0) = 1 por d1).

Finalmente,

0=d(-z,(-2,2),00+1 =  d(—I,2,0)=—1.

Procedemos ahora a demostrar el Lema 3.13.

Demostracion (Lema 3.13). Vamos a probar que si A tiene un niimero impar
de autovalores negativos, entonces d(A, B.(0),0) = sgn (det A) = —1. Para ello,
descomponemos X = X; @ X5, con dim X; =1 y dim X5 = 2p. Sean Q7 : X —
X1y Qy=1-@Q;: X — Xo las proyecciones asociadas a la suma directa.
Entonces, P, = Q1P + Q2.

Sabemos que d(A, B:(0),0) = d(—P; + P2, B-(0),0)). Tomamos una apli-
cacién lineal B : X — X5 con matriz asociada B € My, %o, tal que B? = —I|x,-
Definimos Hl(',t) = t(—P1 + Pg) + (1 — t)(—lel + BQ2 P, + PQ) = —tP +
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(]. — t)(—lel + BQQPl) 4+ P, = —-Q1P, —tQ2 P, + (]. — t)BQgPl + P5. Sean
z € B.(0) y t € [0,1]. Si Hy(z,t) = 0, entonces —@Q1P1(z) =0, Po(2) =0y

t
B(Q2Pi(2)) = 1—_tQ2P1(2). Como B carece de autovalores reales, Q2P (z) = 0.

Luego, Hi(z,t) = 0 implica que z = 0, por lo que 0 ¢ H;(0B.(0) x [0,1]). Por
d3),

d(=Py + P2, B:(0),0) = d(—Q1P1 + BQ2Py + P>, B(0),0)).
Definimos ahora HQ(,t) = t(_QIPI + BQQP:[ + Pg) + (1 - t)(_lel + Q2P1 +
P) = —Q.P, + tBQsP, + (1 — t)QuP, + Py. Sean z € B.(0) y ¢ € [0, 1].
Tenemos que Ha(z,t) = 0 implica que —Q1P1(2) =0, P2(2) =0y B(Q2P1(z)) =
t—1
TQgPl(z). Por el mismo razonamiento anterior, se sigue que Q2P (z) = 0.

Luego, 0 ¢ H2(0B:(0) x [0,1]). Por d3),
d(=Q1P1 + BQ2Py + P, B.(0),0)) = d(—Q1P1 + Q2P + P2, B(0),0).

Tomamos la descomposicion RY = X; @ (Xo @ Y). Sean @1 RN = Xy
Qs : RV — X, @Y las proyecciones asociadas. Entonces, se tiene que Q; =
Q1 P1; mientras Q2 = Q2P + Po. Asl, —Q1 P + Q2P + P, = —Q1 + Q2 y por

consiguiente,
d(~Q1Py + Q2P1 + P2, B:(0),0) = d(~Q1 + Q2. B=(0),0).

Sea z € B.(0). Si (—Q1 + Q2)(z) = 0, necesariamente —Q1(z) = 0y Q2(z) =
0. Luego, z = 0 es la tnica solucién de (—@vl + @)(z) = 0. De esta forma,
podemos reemplazar B (0) por cualquier abierto acotado que contenga a z = 0
sin modificar el valor de la aplicacién d. Tomamos B; = B:(0) N X; y By =
B.(0)N(X2@Y). Tenemos que d(—Q1+Q2, B:(0),0) = d(—Q1 +Q2, B1 + B>, 0),
donde By 4+ By = {21 + 22 : 21 € Bj,29 € By}. Ahora vamos a trabajar en
dimensién uno, por lo que precisamos definir una aplicacion dg en R.

Sean X; = {te : t € R}, 2 C R un abierto acotado, ¢ € C(2,R) y
b ¢ p(012). Definimos dr(p, 2,b) = d(p, 21 + By, be), donde 2y = ey p(§) =
P(z1+(22+y)) = @1(z1)+a2+y, p1(te) = p(t)e, paratodo £ = a1 +za+y € RV,
Se puede comprobar que dg cumple las propiedades d1), d2) y d3) de la aplicacién
d. Los detalles se omiten por brevedad. Finalmente, se concluye que:

-1 = dR(—I, (—E,E),O) = d(—@; + @,Bl + B270) = d(AvBa(O)vo)

Demostracion (Teorema 3.9). Se sigue de los lemas precedentes.

Una vez probado el Teorema 3.9 concluimos el capitulo demostrando que
toda aplicacién d que cumple las propiedades d1), d2) y d3) da lugar, en la
clase de las aplicaciones regulares ¢, a la expresién con la que se definié el grado
topoldgico en el Capitulo 1.



40 3 Unicidad del grado de Brouwer

Teorema 3.15. Sean ¢ € El(Q,RN)7 b ¢ 0(00) un valor regular y p=(b) =
{&,...,&n}. Entonces,

d(p, 2,b) ngn

Demostracion. Empleando las Proposiciones 3.6 y 3.7 junto con el Teorema 3.9
se concluye que:

m

d(ip, £2,b) zm:d ) = d(4;, B:(0),0) =

i=1
i sgn (det A;) Z sgn (J,
i=1

a

De esta forma, hemos demostrado que la tinica aplicacién d : {(¢, £2,b) :
2 C RY abierto y acotado, p € C(2,RN), b ¢ ¢(02)} — Z que cumple las
propiedades d1), d2) y d3) es el grado de Brouwer. Este resultado de unicidad
se debe a H. Amann y a S. Weiss [5].
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Let ¢(x) = b an abstract equation. From its inception, “degree the-
ory” is a mathematical device designed to discuss the existence,
number and “stability” (with respect to perturbations) of solutions
to these equations. The aim of this memory is to develop the topo-
logical degree theory and some of its main applications in analysis
and topology.

1. Topological degree and its properties

To construct the so called Brouwer degree is the main concern of
the first chapter. Topological degree is first defined for class ¢!
mappings and relative to “regular values” of these mappings. For
q)e%l(n,n@"’) and b ¢ ¢(0Q) one of its regular values, the degree
d(p,Q,b) of ¢ with respect b in the domain Q is defined as

dp,Q,b)= Y sgn (detg/(&)).
Sep'(b)
In a second step, the restriction “b is a regular value” is removed.

To this proposal we deal with class €2 mappings ¢ € %Z(Q,IRN)
and arbitrary values b ¢ ¢(0Q). We define the degree

d(p,Q,b) =d(p,Q,b) b €B,(b) aregular value,

where p = dist (b, ¢(3€2)). The crucial points here are both showing
that this definition is coherent together with the existence of reg-
ular values b’ close to b. In a final stage, the topological degree
d is defined for continuous mappings ¢ € €(Q,R") and arbitrary
values b ¢ ¢(09). This is achieved by setting
dg,Q,b) =dw,Q.b) vy e@ (@RY) such that [y - gl < p,
with p = d(b,¢(0Q)). Again, the coherence of the definition re-
quires the corresponding checking. In addition, next fundamental
properties are shown:
d1) [Normalization] If be Q then d(1,Q,b) =1, where I is the identity
mapping.
d2) [Additivity] For Q,9,;,Q, bounded open sets such that Q =Q,u
D, Q1N Q, =0 and b ¢ p(0Q;) Up(0Q,) the relation d(p,Q,b) =
d(p,Q,b) +d(p,Qy,b) holds.
d3) [Homotopy Invariance] Assuming H(x, t) € €(Q x I,RY), I =1(0,1]
and b¢ H(0Q, 1) for all € I then d(H(, 1),Q, b) keeps constant in
I
d4) [Continuity with regard ¢] d((&ﬂ,b) =d(y,Q,b) provided y is a
small perturbation of ¢ in €(Q,R").
d5) [Continuity on b] d(g,Q, b) = d(g,Q,b") for b’ close to b in RV.

2. Applications of the Brouwer degree

Some relevant applications of Brouwer degree are addressed in
Chapter 2. The fact that d(p,Q, b) # 0 entails the existence of a
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solution to equation ¢(x) = b in Q is shown. This feature turns
the degree into a powerful tool in “nonlinear analysis”. Next, a
N—dimensional version of the well-known Bolzano’s theorem in
Calculus is proved. In addition some few classical results in topol-
ogy are derived from Brouwer fixed point theorem, a further fact
whose proof is managed by means of the topological degree. An-
other appealing consequence of the theory is the “Jordan sep-
aration theorem”. Its proofs first requires proving the multiplica-
tive property of the degree. If ¢ € €(Q,R"), v € €¢®R",RY) and
{Ci}ien Stands for the family of bounded components of RN \ ¢(02)
(b ¢ (wop)(0Q)) this property states that:

dyop,Q,b)=) d(p,Q,C)dy,C;,b).
ieN

Jordan’s Curve theorem is a paradigm of an “easy—to—state” but
“hard-to —prove” assertion in mathematics. Above results permit
us to provide a direct proof of this famous theorem.

3. Uniqueness of the Brouwer degree

One of the conspicuous features of the theory is the fact that
there only exists a “degree” d exhibiting the properties d1), d2)
and d3) listed above. This well known and recent result is due
to H. Amann and S. Weiss (1973). The third chapter is just
devoted to show this assertion. We assume that “a mapping”
d: {(g,Q,b): Q < RN bounded open ¢ € €(Q,RY), b ¢ p(0Q)} — Z
fulfills d1), d2) and d3) and first prove that d(p,Q,b) can be
computed by employing ¢ € € and b a regular value. A sec-
ond remark reveals that the computation of d can be reduced
to that of d(¢,B;,b), 1 =i < m, B; being a small ball centered
at & where ¢71(b) = {&y,..., &} A further perturbation argument
shows that d(¢, B;,b) = d(¢'(;),B,0) where B is an arbitrary ball
centered at 0. The main result of the chapter then states that
d(¢'(&), B,0) = sign(det(¢'(£:)). Therefore we arrive at:

d(p,Q,b) =Y d(p,B;,b) =) d(¢'(¢),B,0) =) sgn(¢').
i=1 i=1 i=1
We find in this way the starting definition of degree introduced in
the first stage of Chapter 1.
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