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Resumen - Abstract

Resumen

El Andlisis Topolégico de Datos es un campo reciente de la ma-
temdtica aplicada cuyo objetivo es determinar, mediante técnicas
topologicas, propiedades cualitativas de conjuntos de datos. En es-
te trabajo se desarrollan los fundamentos topoldgicos y algebraicos
de la Homologia Persistente, una de las herramientas principales
del Andlisis Topoldgico de Datos. La homologia persistente mide la
evolucion de las caracteristicas topoldgicas de una filtracion de com-
plejos simpliciales. Dicha evolucion puede ser representada mediante
una coleccion de segmentos, conformando el denominado cddigo de
barras. A partir del cédigo de barras se puede decidir qué datos pue-
den ser considerados como ruido y cudles son fundamentales. En la
ultima parte de la memoria se proporciona un algoritmo que calcu-
la el cdodigo de barras de una filtracion de complejos simpliciales de
forma eficiente.

Palabras clave: Andlisis Topoldgico de Datos — Complejo Simpli-
cial — Filtracion — Homologia Persistente — Cddigo de Barras

Abstract

Topological Data Analysis is a recent field in applied mathematics
whose goal is to determine —through topological techniques— quali-
tative properties of data sets. This memoir expands on the topolo-
gic and algebraic foundations of Persistent Homology — one of the
principal tools of Topological Data Analysis—. Persistent Homology
measures the evolution of topological features of a filtration of a sim-
plicial complex. This evolution can be represented by a collection of
segments, forming the so-called barcode. From the barcode it is pos-
sible to decide which features can be considered as moise and which
ones are essential. The last part of the memoir provides an algorithm
that calculates the barcode of a simplicial complex efficiently.

Keywords: Topological Data Analysis — Simplicial Complex — Fil-
tration — Persistent Homology — Barcode
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Introducciéon

En la actualidad, debido a las mejoras de la computaciéon y las nuevas
técnicas experimentales, se estd generando de forma constante una cantidad ma-
siva de datos. Dichos datos son mucho méas complejos y por lo general de mayor
dimensién que en el pasado, lo que dificulta tanto su tratamiento como su vi-
sualizacién. Para este tltimo fin, una de las técnicas usadas mas recientes es el
Anélisis Topoldgico de Datos (o ATD, para abreviar), la cual permite extraer
informacién a partir de conjuntos de datos métricos, también denominados nu-
bes de puntos. El objetivo del ATD es determinar propiedades cualitativas o
estructuras a través del estudio topoldgico de su forma. Una de las herramientas
principales del ATD es la Homologia Persistente, introducida en el ano 2002 por
Edelsbrunner, Letscher y Zomorodian [7] y poco més tarde, en el ano 2005, por
el trabajo de Zomorodian y Carlsson [14]. La Homologia Persistente estd sien-
do utilizada en diversos campos interdisciplinares como, por ejemplo, el estudio
del cdncer de mama [13], el estudio de la actividad en la corteza visual en pri-
mates [3] o el procesamiento de imdgenes [4]. La idea detras de la Homologia
Persistente se basa en la construccién de una sucesiéon anidada de complejos sim-
pliciales, denominada filtracién, cuyo conjunto de vértices es la nube de datos
original. Concretamente, mide cémo evoluciona la forma (desde el punto de vista
topoldgico) de los complejos simpliciales a lo largo de la filtraciéon mediante la
homologia simplicial, una poderosa herramienta usada en Topologia Algebrai-
ca. Esta herramienta detecta las etapas en la que (la clase de) un ciclo nace y
muere. Los ciclos que duren poco podran ser considerado ruido y mientras mas
persistan en la filtraciéon mejor representaran ciertas propiedades de la nube de
puntos. La forma original de representar graficamente la Homologia Persistente
es mediante los Diagramas de Persistencia. No obstante, la mas usada y exten-
dida esta determinada por los Cddigos de Barras, que se basan en representar
la persistencia de los ciclos mediante segmentos. En su trabajo, Zomorodian y
Carlsson dan un algoritmo para calcular los diagramas por Cddigos de Barras
de forma eficiente.

En esta memoria hemos realizado un estudio de los fundamentos topoldgi-
cos y algebraicos en los que estd basada la Homologia Persistente, asi como la
de su Cédigo de Barras asociado. Para este estudio nos hemos basado en los
trabajos antes citados de Edelsbrunner, Letscher, Zomorodian y Carlsson.

En el primer capitulo de la memoria, se hard una introducciéon de las
cuestiones méas importantes de los complejos simpliciales adaptado al Andlisis
Topolégico de Datos. En particular, haremos un breve andlisis de los complejos
de Cech y de los complejos de Vietoris-Rips. Finalmente, se vera la nocién de
filtracién de un complejo simplicial. En el segundo capitulo, revisaremos ciertas
cuestiones de la homologia simplicial. Generalmente la homologia simplicial se
construye usando grupos abelianos, sin embargo, usaremos coeficientes en un
anillo R, obteniéndose R-mdédulos. Por consiguiente empezamos viendo generali-
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dades sobre R-moédulos. Es de destacar el Teorema de Estructura para R-médulos
finitamente generados cuando R es un dominio de ideales principales. Para la
demostracion de dicho teorema serd fundamental la nocién de Forma Normal
de Smith de una matriz con coeficientes el dicho anillo. Ademads, se proporcio-
na un algoritmo de célculo para dicha forma cuando el anillo sea un dominio
euclideo. Se finaliza el capitulo comprobando que la homologia simplicial es al-
goritmicamente computable. El tercer y tltimo capitulo constituye el corazén de
la memoria. En él se introducird la Homologia Persistente y, después de ver sus
propiedades més relevantes, veremos la construccién de su Cédigo de Barras aso-
ciado y la forma de representarla. La Homologia Persistente viene asociada a una
filtracién de complejos simpliciales originada por una nube de puntos. A su vez
dicha filtracién de complejos simpliciales determina una sucesion de R-médulos
de homologia junto con homomorfismos de transicién que los conectan. En esta
construccién algebraica se detectan los momentos de la filtracion en que los ele-
mentos de la homologia nacen y mueren. Son estos intervalos, comenzando con
el nacimiento y acabando con la muerte de cada elemento, los que conforman el
Cédigo de Barras de la filtracién y, por ende, de la nube de datos original. Con el
fin de dar un algoritmo de calculo del Cédigo de Barras, se presenta a continua-
cién una generalizacién de la construcciéon anterior, los médulos de persistencia
(de tipo finitamente generado sobre un anillo R) y se ve que son, en cierto sen-
tido, equivalentes a los R[t]-mddulos graduados (finitamente generados), donde
RJt] denota el anillo de polinomios en una variable ¢ y con coeficientes en R. Es-
ta equivalencia vendra dada por el Teorema de Representacién de Zomorodian
y Carlsson. Haciendo uso de una versién graduada del Teorema de Estructura
obtendremos el Cddigo de Barras para cualquier médulo de persistencia de ti-
po finitamente generado. Finalizamos la memoria presentando un algoritmo de
calculo del Cédigo de Barras, establecido por Zomorodian y Carlsson.



Complejos simpliciales en el Analisis Topoldégico
de Datos

En este capitulo revisaremos las nociones béasicas y necesarias de los com-
plejos simpliciales. Veremos también dos de los complejos simpliciales més usa-
dos en el Analisis Topolégico de Datos: el Complejo de Cech y el Complejo
de Vietoris-Rips. Con estos se originaran filtraciones de complejos simplicia-
les importantes para la determinacién de la Homologia Persistente. Puesto que
ciertas nociones de este capitulo estdn ya vistas en el Grado de Matematicas,
esencialmente en la asignatura de Topologia Algebraica y Aplicaciones, solo de-
mostraremos aquellas que no estén recogidas dentro del mismo o las que se vean
con més profundidad. Para més detalles se recomienda el libro de Munkres [12]
y el de Ayala, Dominguez y Quintero [1].

1.1. Complejos simpliciales geométricos

Comenzamos introduciendo los complejos simpliciales desde un punto de
vista geométrico. Una primera nocién viene dada por los simplices, que podria
decirse que son los “bloques de construccion” del complejo simplicial. Instintiva-
mente hablando son puntos, segmentos, tridAngulos, tetraedros y sus andlogos de
dimensién superior. Diremos que un conjunto {ag, ..., a,} de puntos en RY es
geométricamente independiente si los vectores a; — ag, ..., a, — ag son li-
nealmente independientes. Un n-simplice en RY generado por {ao, ..., a,}, de-
notado por o = (ag, ..., a,), es la envolvente convexa del conjunto {ag, ..., a,},
es decir, o es el conjunto de puntos de RY de la forma:

n n
T = Ztiai, donde Zti =1yt; >0, paratodoi=0, ..., n
i=0 i=0

Los puntos ag, ..., a, se denominan vértices de o, y a n se le denomina
dimensidn del simplice o, denotado como dim(o) = n. Todo simplice T genera-
do por un subconjunto no vacio de {ao,...,a,} se dice que es una cara de o, y
se denota por 7 < ¢. En particular, las caras que sean distintas a ¢ se denominan
caras propias y se usa la notacién 7 < 0.

Como se comentd, los simplices construyen a los complejos simpliciales.
Estos no son mas que una familia de simplices que cumplen unas ciertas condi-
ciones de compatibilidad:
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Definicién 1.1. Un complejo simplicial geométrico K en RN consiste en
una coleccion finita de simplices en RN que cumplen dos condiciones:

. Sioe Kyt <o entoncesT € K.
it. Dados o, 0’ € K entoncescNo’ =0 o bienocNo’ <ocyono <o’

La dimensidon de K se define como el maximo de las dimensiones de todos
los simplices que componen el complejo. Un subcomplejo simplicial de K (o
simplemente denominado subcomplejo) consiste en un complejo simplicial L en
el que todo simplice de L es simplice de K. Se usard la notacién L C K para
decir que L es subcomplejo de K. Un subcomplejo relevante es el p-esqueleto,
denotado K (). El p-esqueleto estd compuesto por todo los simplices de K de
dimensién menor o igual que p. Obsérvese que K (9 estd compuesto por todos
los vértices de K.

Observacion 1.2. La nocién de complejo simplicial se puede extender al caso
infinito. Se puede considerar en la definicién un nimero infinito de simplices,
incluso pudiendo aumentar indefinidamente la dimensién de estos. Ademads, se
hace la distincién de si el complejo simplicial es finito o no. Hay toda una teoria
que considerar, la cual presenta sus diferencias al caso finito. No obstante, en
esta memoria solamente consideraremos complejos simpliciales con un ntmero
finito de simplices, denominandose simplemente complejos simpliciales, sin hacer
uso del adjetivo “finitos”.

El poliedro asociado a K, definido como |K| := |J,cx @, es un espacio
topolégico con la topologia inducida por la usual de RY. Ademds, es un espa-
cio compacto y de Hausdorff. Los complejos simpliciales geométricos se suelen
representar mediante su poliedro asociado, pues es mucho mas facil que conside-
rar toda la lista de simplices por separado. Diremos que un espacio topolégico
X es triangulable si existen un complejo simplicial K y un homeomorfismo
h:|K| — X. Entonces se dice que el par (K, h) es una triangulacién de X.

Ejemplo 1.3. El siguiente complejo simplicial geométrico en R?

K :{<a'0>’ <a1>’ <a2>7 <a3>7 <a4>7 <a5>’ <a0’ a1>v <a07 a2>a <a07 a5>) <a07 a4>7

<a1, a2>, <a2a a3>, <a2, a5>, <a3, a4>, <<l37 a5>7 <a07 ag a5), <G2, as a5>}

donde ag = (0,0), a3 = (—0.5,0.5), az = (0,1), a3 = (1,1), ays = (1,0) ¥
as = (0.5,0.5), queda representado en la Figura 1.1
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a2 a3
ai as
ao aq

Figura 1.1. Representacién grafica del complejo simplicial K en R? mediante su po-
liedro |K|.

Una forma de comparar dos complejos simpliciales K y L es mediante las
denominadas aplicaciones simpliciales. Una aplicaciéon simplicial ¢ : K — L
no es mas que una aplicacién ¢ : K© — L de tal forma que para cada
o = {ag, ..., ap) € K, los vértices ¢(ag), ..., p(a,) pertenecen a un mismo
simplice de L. Es inmediato comprobar que la identidad en K, 1 : K — K,
determinada por la identidad en K9 es una aplicacién simplicial. Por otro lado,
dadas dos aplicaciones simpliciales ¢ : K — L y ¢ : L — M, su composicién,
1 o @, viene dada por la composicién de sus correspondientes aplicaciones entre
vértices, y es una aplicaciéon simplicial. Un isomorfismo simplicial es una
aplicacién simplicial ¢ : K — L en la que existe otra aplicacién simplicial
¥ L — K verificando ¥ o o = 1 y p o = 1. En este caso se dice que K y
L son simplicialmente isomorfos.

Toda aplicacién simplicial ¢ : K — L induce una aplicacién continua
lo| : |K| — |L|. En efecto, dado x = 1 t;a; € o con o = {(ao, ..., an) € K,
se define |p|(z) :== D1 tip(a;).

No es dificil comprobar que [1x| =1 ysip: K — Ly :L— M son
aplicaciones simpliciales entonces |t o | = || o |¢|. Teniendo en cuenta esto, es
facil de ver que si K y L son complejos simpliciales isomorfos entonces | K|y |L|
son espacios topoldgicos homeomorfos.

1.2. Complejos simpliciales abstractos

Todo lo visto anteriormente se puede extraer del ambito geométrico y
llevarlo a uno de naturaleza abstracta combinatorial. Serd mucho més facil y
cémodo de manejar y ademds de ser mds practico. En este nuevo ambito defi-
niremos los denominados complejos simpliciales abstractos, los cuales veremos
que en realidad son equivalentes a los complejos simpliciales geométricos.

Definicién 1.4. Un complejo simplicial abstracto K consiste en un conjun-
to finito Vic junto a una coleccion Si de subconjuntos no vacios de Vi tal que
cumplen:

i. {v} € Sk, para todo v € Vi
1. Sio € Sc yT C o entonces T € Sk



4 1 Complejos simpliciales en el Anélisis Topolégico de Datos

A Vi se le denomina conjunto de vértices de K y a Sk conjunto de
simplices. Para un simplice 0 € Sk se define su dimension como dim(c) :=
card(c) — 1. Por otro lado, la dimensidn del complejo simplicial se define como
dim(K) = mazx{dim(c) | o € K}. Un subcomplejo L de K es un complejo
stmplicial abstracto para el que todo simplice de L es simplice de K.

Observacion 1.5. Al igual que con los complejos simpliciales geométricos, existe
una nocién mas general de complejo simplicial abstracto donde el nimero de
simplices puede ser infinito (por tanto, también el de vértices). Esta memoria
trabajaremos con el caso finito, es decir, con la Definicién 1.4. Ademds, por
simplicidad se identificard K = S y v = {v}. Asi, o € K significa o € Sk.

La nocién de aplicacion simplicial también esta presente en los comple-
jos abstractos y se define de forma andloga al caso geométrico. En efecto, una
aplicacién simplicial abstracta ¢ : L — L consiste en una aplicacion ¢ : Vig — V¢
tal que para cada o = {ag, ..., a,} € K, los vértices ¢(ayp), ..., p(a,) pertene-
cen a un mismo simplice de L.

Es 1égico plantearse cémo se relacionan los dos tipos de complejos simpli-
ciales. A todo complejo simplicial geométrico K se le puede asociar un complejo
simplicial abstracto A(K), denominado esquema de K. El conjunto de vértices
de A(K) es K© y {ag, ..., an} € A(K) siy solo si ¢ = {aq, ..., a,) € K. Por
otro lado, una realizacién geométrica de un complejo simplicial abstracto I
es un complejo simplicial geométrico K en RY para algtin N, de tal manera que
A(K) y K son simplicialmente isomorfos. Esta construccién siempre existe:

Proposicion 1.6. Todo complejo simplicial abstracto KC admite una realizacion
geométrica K. Ademds, dos complejos simpliciales geométricos K y L son sim-
plicialmente isomorfos si y solo si A(K) y A(L) son también simplicialmente
isomorfos.

Demostracion. Sea K un complejo simplicial finito. Si Vic = {wvg, ..., v,} es su
conjunto de vértices, definimos una aplicacién inyectiva ¢ : Vi — R, tomando
N > n, como ¢(v;) := a; donde {a;}, es un conjunto geométricamente inde-
pendiente de RY. Entonces definimos el complejo simplicial geométrico K, donde
(p(vig), -5 @(vi,)) € K siy solosi {vg,, ..., v, } € K. La segunda afirmacién
del enunciado de la proposiciéon se demuestra con una simple comprobacién. O

Teniendo en cuenta la proposicién anterior, trabajar con complejos sim-
pliciales abstractos es esencialmente lo mismo que con complejos simpliciales
geométricos.

Observacion 1.7. En esta memoria usaremos la notacién K para hablar de com-
plejos simpliciales abstractos y se omitira la palabra la palabra “abstracto” cuan-
do no haya lugar a confusién. Por otro lado, si K es un complejo simplicial abs-
tracto se podrd hablar de su poliedro asociado |K| sin més que considerar el
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poliedro asociado a su realizacién geométrica. Teniendo en cuenta la proposicion
anterior, |K| estd inicamente determinado salvo homeomorfismo.

1.3. Complejos simpliciales notables para el Analisis
Topolégico de Datos

Para crear un complejo simplicial en base a una nube de datos primero
se suele tomar como conjunto de vértices el conjunto de datos. Luego existen
diferentes formas de relacionar los datos para crear los simplices. En esta seccién
veremos algunas maneras de crear complejos simpliciales que aproximan a los
datos y cémo se relacionan unos con otros. Los complejos simpliciales que se
veran son el complejo de Cech [2], el cual es de bastante provecho tedricamente
aunque no es eficiente en la parte computable, y el complejo de Vietoris-Rips
2], que es més eficaz computacionalmente que el de Cech. Como veremos ambos
complejos estan fuertemente relacionados. En particular, en el Anélisis Topolégi-
co de Datos se podria trabajar con nubes de datos en un espacio métrico (X, d),
aunque usaremos RY con la distancia usual al ser el més comiin y amigable al
momento de llevarlo a la computacion.

Nervio de un recubrimiento

Con el fin de ver ciertas propiedades de algunos de estos complejos se ne-
cesita la nocién de nervio de un recubrimiento. Se trata de una construccién
fundamental que nos permite asociar un complejo simplicial a todo espacio to-
poldgico con un recubrimiento. En este sentido, dado un recubrimiento finito
U = {U;};cr de un espacio topolégico X (podemos suponer que U; # () para
todo i € I) el nervio de U, denotado N (U), es el complejo simplicial que tiene
a I como conjunto de vértices y o = {ig,%1...,%,} C I es un simplice de N ()
siy solo si (Vi_o Ui, # 0. En efecto, N(U) es un complejo simplicial abstracto
ya que por un lado U; # () implica que {i} € N(U) para todo ¢ € I; por otro
lado, si o € N(U) con 7 C o, entonces ;. U; # 0, es decir, 7 € N(U).

Para el siguiente resultado conviene recordar la nocién de equivalen-
cia de homotopia. Dadas dos aplicaciones continuas f,g : X — Y se dird
que son homodtopas, denotado por f ~ g, si existe una aplicaciéon continua
H: X x[0,1] = Y de tal manera que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z) para
todo z € X. Esta nocién de homotopia verifica las propiedades de una relacién
de equivalencia, la cual es compatible con la composicién de aplicaciones conti-
nuas. Una aplicacién continua f : X — Y se dice que es una equivalencia de
homotopia si existe una aplicacién continua g : ¥ — X tal que go f ~1x y
fog ~ 1y. En este caso diremos que X e Y son homotépicamente equivalen-
tes. En particular, un espacio X es contractil si es homotopicamente equivalente
al espacio unipuntual.
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Lema 1.8 (Teorema del Nervio). Sean X un espacio métrico yU = {U; }ier
un recubrimiento finito y abierto de X tal que toda interseccion de elementos de
U es vacia o contrdctil. Entonces, |N(U)| es homotdpicamente equivalente a X .

Observacion 1.9. En realidad, el enunciado del Teorema del Nervio es bastante
mas general. En dicho enunciado general el espacio X se requiere que sea pa-
racompacto (nocién que engloba a la de ser métrico); ademds el recubrimiento
abierto U no es necesariamente finito, pero debe cumplir que cualquier inter-
seccién finita de elementos del recubrimiento sea vacia o contractil. Notese que
entonces el nervio puede resultar un complejo simplicial no necesariamente fi-
nito. Una prueba para el Teorema del Nervio se puede consular en el libro de
Hatcher [8]. En la Figura 1.2 se puede observar un grafico que ilustra el uso de
este lema.

U Us 1 2
4

Figura 1.2. A la izquierda se puede ver una circunferencia y un recubrimiento U
que tiene la propiedad del Lema 1.8. A la derecha, el poliedro asociado al nervio del
recubrimiento /. Nétese que el recubrimiento U es la intersecciéon de los U; con la
circunferencia.

1.3.1. Complejos de Cech y Vietoris-Rips

El primer complejo en dar uso al nervio es el complejo de Cech asociado
a un subconjunto finito S de RV y un pardmetro £ > 0. Este complejo se define
como el nervio

C.(S) := N(U)

siendo U recubrimiento dado por el conjunto de bolas abiertas { B(z,€)}zes-
Nétese que la interseccién de bolas es vacia o convexa y por ende contractil.
Entonces por el Teorema del Nervio se tiene que X = U,ecsB(z,¢) vy |N(U)| son
homotoépicamente equivalentes.
El segundo complejo es el denominado complejo de Vietoris-Rips aso-
ciado a un subconjunto finito S de RY y un pardmetro ¢ > 0, definido como:

VR.(S) :={o C S|d(zi,z;) <e, paratodo x;, z; € o}

siendo d la métrica usual en RY. Es inmediato demostrar que es un complejo
simplicial abstracto, pues d(z,2) = 0 < ¢ para todo z € S y por lo tanto
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{z} € VR.(5); ademds, si 0 € VR.(S) es trivial que cualquier subconjunto
también pertenece a VR.(S) pues ya se sabe que la distancia entre todos los
vértices es menor o igual que €.

De la definicién se puede intuir que los complejos de Cech y Vietoris-Rips
estan relacionados de alguna forma pues ambos tienen el mismo conjunto de
vértices y estan determinados por las distancias entre estos vértices.

Proposicién 1.10. Sean S C RY finito y ¢ > 0. Entonces
C:(S) C VR.(S) € Cc(9)

Demostracion. Sea 0 = {xg,&1,...,Tm} € C’%(L) Por definicién B(z;, 5) N
B(xz;,5) # 0; por lo tanto existe x € B(z;,5) N B(z;, 5) v asi d(z;,z;) <
d(zs, ) +d(z,z;) < 5+ 5 =e¢.

Por otro lado, si ¢ = {zg, ..., ,} € VR:(S) entonces d(x;,z;) < ¢ para
todo z; y x;, con lo cual B(x;,e) N B(z;,e) # 0. Asi es, ya que en el caso que
d(z;,z;) < € entonces x;, x; € B(x;,¢) N B(z;,¢). En el caso que d(z;,x;) = ¢,
entonces x; ¢ B(x;,e) y x; ¢ B(zj,¢). Sin embargo, ¢t -z, + (1 —t) - x; €

B(z;,¢) N B(z;,¢) para todo t € (0,1). 0
a ai a1
. as i j as wS
a.o a.g ao as ag az

Figura 1.3. El complejo de la izquierda es el complejo de Vietoris-Rips para e. El del
centro es el complejo de Cech para el mismo e. Finalmente, el complejo de la derecha
es el de Vietoris-Rips para 2e.

Como se puede observar en la Figura 1.3, para formar un simplice en el
complejo de Cech basta con que las circunferencias tengan interseccién, mientras
que para los del complejo de Vietoris-Rips se necesita que los vértices del simplice
estén dentro de dicha interseccién (tomando las bolas cerradas). En general, para
el mismo € > 0 el complejo de Vietoris-Rips suele tener menor dimensiéon que el
de Cech, aunque se puede dar la igualdad en alguna de las inclusiones y por lo
tanto tener la misma dimension.

1.3.2. Filtraciones en un complejo simplicial

Para la construccién de la Homologia Persistente, que veremos en el
Capitulo 3, sera necesario considerar filtraciones de complejos simpliciales. Una
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filtracién en un complejo simplicial (abstracto) K consiste en una familia de
subcomplejos de K

F={K;}icr

indexada sobre un conjunto totalmente ordenado I tal que si ¢ < j, entonces
K, C K;. Ademas, debe cumplirse también que 0, K € F.

Noétese que al tener K un ntmero finito de simplices, en la filtraciéon habra
siempre un numero finito de subcomplejos de K distintos. De este modo la
filtracion se puede reescribir como una cadena finita de inclusiones estrictas de
subcomplejos de K:

@CKZ'OCK“C...K =K

in

Ejemplo 1.11. Continuando con el Ejemplo 1.3 podemos considerar la siguiente
filtracién del complejo simplicial K = K.

2 as az as az as az as az as az as
. . . .

ai \ ay *as ay as ai ay Qs| ai as|
. .

KO ao Kl ao aq K2 ag aq KS ap aq K4 ag ay K5 ag aq

Figura 1.4. Filtracién sobre un complejo simplicial K.

Se pueden considerar filtraciones en base a los complejos de Cech y
Vietoris-Rips. Al variar el pardmetro ¢ del complejo de Cech asociado a Sy
recopilar los distintos complejos resultantes se obtiene una filtracién del comple-
jo simplicial P(S) formado por todos los posibles subconjuntos de S (partes de
S). Esta es la filtracién de Cech asociada a S del complejo P(S) y se escribe
como

C(S) = {C=(S)}ex0

Si los radios de dos bolas centradas en el mismo punto z cumplen que
¢’ < e, entonces B(z,e’) C B(x,e) y por tanto si B(x,e’) se interseca con otra
bola distinta, también lo hacen las respectivas bolas con radio € y por lo tanto un
stmplice de C./(S) tiene que estar en C.(S). Si € = 0, por convenio Cy(S) = 0.
Ademas, a partir de cierto € suficientemente grande todas las bolas se intersecan
y se obtiene constantemente el complejo simplicial P(S).

De la misma forma que con los complejos de Cech se tiene una filtracién
de Vietoris-Rips, VR, asociada a S del complejo simplicial P(S). De nuevo,
por convenio VR (S) = 0:

VR(S) = {VR(5)}ex0



R-moédulos de homologia simplicial

La herramienta principal de la Topologia Algebraica que usard la Ho-
mologia Persistente es la Homologia Simplicial. Esta iltima estd definida para
complejos simpliciales con una orientacién definida. La idea intuitiva es detectar
los agujeros n-dimensionales que tiene su poliedro asociado (mds generalmente
un espacio triangulable). Como se ha visto en el Grado de Matemadticas, con-
cretamente en la asignatura de Topologia Algebraica y Aplicaciones, se suele
considerar homologia con coeficientes enteros, obteniéndose grupos abelianos.
Sin embargo, en esta memoria se considerard homologia con coeficientes en un
anillo general R, obteniendo asi R-mddulos. Estos son una generalizacion de los
grupos abelianos y los espacios vectoriales. Se supondra que el lector esta fa-
miliarizado con la teoria bésica de R-mdédulos. No obstante, para favorecer la
comprensién de la memoria se repasara algunos conceptos y resultados de esta
teoria algebraica. Entre estos resultados se destacan la Forma Normal de Smith y
el Teorema de Estructura. Como veremos, la homologia simplicial es algoritmica-
mente computable. Este resultado se vera de forma mas general para complejos
de cadenas de R-mddulos cumpliendo ciertas condiciones no muy restrictivas.

2.1. Generalidades sobre R-mddulos

Comenzamos este capitulo viendo algunas propiedades bésicas sobre R-
médulos. Para una lectura mds profunda de esta teoria se recomienda [6]. Fija-
remos R un anillo conmutativo y unitario fijo. Un grupo abeliano M se llama
R-médulo si existe una operacién externa

TRxM— M
(rym) —r-m

con las siguientes propiedades:

w r-(mp+mg)=7r-mq+r-ms, paratodor € Ry mi,me € M
= (ri47re)-m=r;-m+rqe-m, paratodor;,ro € RymeM
(ry-r2)-m =1y - (re-m), para todo ri,7ro € Ryme M

= 1-m=m, paratodomée M

A los elementos de R se le denominan escalares.
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Observacion 2.1. La definicién anterior de R-médulo se suele denominar R-
moédulo a izquierda. Si el anillo R no es conmutativo tiene sentido hablar de
R-médulo a derecha, donde la multiplicacién por el escalar es por la derecha.
No obstante, cuando R es conmutativo ambas nociones coinciden. Es por ello
que se ha optado por usar la denominacién de R-médulo. Por otro lado, es facil
comprobar que el elemento neutro tanto de M como el de R son el elemento
neutro para la operacién externa, de modo que r-0p; = Ops, Og-m = 0py. Indis-
tintamente se denotard como 0. En consecuencia, —(r-m) = r-(—m) = (—=r)-m,
paratodor € Ry m & M.

Un subgrupo N de M se dice que es un R-submddulo sir-n € N para
todo r € Ry n € N. Se define el R-médulo cociente M/N como el conjunto
de las clases de equivalencia con la relaciéon m ~ m’ si y solo sim —m’ € N. La
operacién externa en M induce una operacién externa que dota al cociente de
estructura de R-médulo..

Una aplicacién f : M — M’ es un homomorfismo de R-mddulos si
es homomorfismo de grupos y para todo m, n € M y r, s € R se cumple que
f(r-m) =r-f(m). Si ademds es biyectivo, se dice que es un isomorfismo de
R-mdédulos, o simplemente isomorfismo si no hay lugar a confusién. En este
caso se dice que M y M’ son isomorfos. Dado un homomorfismo de R-mddulos
f: M — M’ se define la imagen de f como Im(f) == {y € M’ : existe z €
M, f(z) = y} y el nicleo de f como Ker(f) := {x € M : f(x) = 0}. Se
tiene el Primer Teorema de Isomorfia para R-médulos, cuya demostracién
es andloga al de grupos abelianos: Si f : M — M’ es un homomorfismo de
R-médulos entonces M/Ker(f) = Im(f).

Ejemplo 2.2.

i. Todo grupo abeliano G' puede considerarse como Z-médulo. La operacion
externa se define para todon € Zy g € G comon-g:= g+ .". +gsin > 0,
n-g=0sin=0yn-g:=(—g)+ .7 +(—g) sin <O0.

ii. Es inmediato que, si R es un cuerpo K, entonces la nociéon de K-modulo
coincide con la de K-espacio vectorial.

iii. Un ideal I de un anillo conmutativo y unitario R es un R-mdédulo donde la
operacion externa es la propia multiplicacién del anillo. En particular, R es
un R-médulo.

Otra construccién usual es el producto directo de una familia {M;};cr
de R-médulos, denotada [, ; M;. Los elementos de [[,.; M; son tuplas (1m;)icr
tales que m; € M; para todo ¢ € I. Las operaciones de Hiel M son las siguientes:
i (mg)ier + (m})ier = (mi +m})ier
. r- (mi)iej = (T . mi)iej
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Para cada j € I existe un homomorfismo de R-médulos m; : [,.; M; —
M; llamado j-proyeccién y definido como 7;((m;)icr) = m;. Por otro lado, la
suma directa (externa) de dicha familia es el R-submédulo de [, M; formado
por aquellas tuplas que tienen todas sus componentes nulas salvo para un niimero
finito de ellas. Este R-submédulo se denota por P;.; M;. Si la familia de R-
modulos { M} es finita, el producto se puede denotar como My X My x - - -x My,
y coincide trivialmente con su suma directa M; & My @ --- & M,,. En el caso
particular que M; = M para todo i € {1, ..., n} se usard la notacién M™.

Observacion 2.3. Como @, ; M; es un submédulo de [, ; M;, la forma habitual
de representar un elemento m € @, ; M; es por tuplas, m = (m;)ics. Sin
embargo, otra forma de representar a m es mediante sumas, m = ) .., m;. En
esta memoria usaremos indistintamente las dos notaciones.

2.2. Teorema de Estructura sobre dominio de ideales
principales

Uno de los resultados més importantes para la Homologia Simplicial, y
concretamente en la teoria de R-mddulos, es el Teorema de Estructura para R-
modulos finitamente generados, donde R es un dominio de ideales principales.
Antes de llegar a este teorema se introducen varias nociones:

Diremos que un R-médulo M estd generado por un subconjunto A =
{m;}ier de M sitodo x € M se puede poner como una combinacién lineal finita
T = Z?:l rymy;, donde r; € Ry m; € A. Al conjunto A se le denomina sistema
generador de M. Si M estd generado por A = {m;};c; usaremos la notacién
M = (my);cr. Diremos que M estd finitamente generado si tiene un sistema
generador finito. Un sistema generador de M se dice que es base si es linealmente
independiente, es decir, toda combinacién lineal finita igualada a cero implica
que los escalares deben ser nulos. Diremos que un R-moddulo es libre si tiene
una base. En este caso, el rango de M es el cardinal de una base, denotado
rang(M). Como en dlgebra lineal, este nimero no depende de la base elegida
y es invariante por la clase de isomorfismo de M. A continuacién veremos un
resultado 1til que caracteriza a los R-mddulos finitamente generados y libres.

Lema 2.4. Un R-mddulo M estd finitamente generado por n elementos si y solo
si existe un homomorfismo sobreyectivo y : R — M. Ademds, M es libre si y
solo si p es una biyeccion.

Demostracion. Si M estd finitamente generado por {m,}?_; entonces se puede
n

definir el homomorfismo de R-médulos o : R™ — M como pu( (7)) == >, 75-
m;, el cual es trivialmente sobreyectivo. Por otro lado, dado un homomorfismo
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sobreyectivo cualquiera p : R™ — M, todo © € M se puede poner como x =

K3
i rip(e;), donde e; = (0, ..., 1g, ..., 0). Es trivial que M es libre si y solo
si v es también inyectivo. O

En el caso particular que Ker(u) esté también finitamente generado enton-
ces M se dice que estd finitamente presentado. Por este lema y por el Primer
Teorema de Isomorfia es obvio que R™/Ker(y) = M. Para poder descompo-
ner M en R-médulos més sencillos necesitaremos considerar, para las siguientes
nociones y resultados, que R sea un dominio de ideales principales. Recorde-
mos que un anillo R es un dominio de ideales principales (o DIP, para abreviar)
si todo ideal de R estd generado por un tnico elemento.

Proposicién 2.5. Sea M un R-mddulo libre de rango n. Entonces todo R-
submodulo N de M es libre y de rango menor o igual que n.

Una demostracién de este resultado se puede consultar en [6]. En virtud
de esta proposicion, todo R-submoddulo de R™ tiene una base. En particular, nos
interesa encontrar la base de Ker(u). Esto se conseguird mediante las siguientes
nociones:

Todo homomorfismo f : M; — M, entre dos R-médulos libres y finita-
mente generados se puede representar matricialmente. Sean Ay = {ey, ..., ey}
y Ao = {ws, ..., wy} bases de My y My, respectivamente. Entonces f(e;) =
Z;’;l a;;w; para todo j =1, ..., n. Se define la matriz asociada a f relativa
a las bases de A; y Ay como la matriz con coeficientes en R siguiente:

air a1 ... Aip
a21 a22 ... QA2p
Aml Am2 - .. AQmn

Denotaremos por M, (R) al conjunto de matrices cuadradas de orden n
con coeficientes en R.

Definicién 2.6. Sea A una matriz m x n con coeficientes en R. La forma
normal de Smith de A es una matriz S de tamano m X n en la que existen
matrices invertibles P € M, (R) y Q € M,(R) verificando que S = PAQ vy
ademds es de la forma

sp-- 0
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donde s; # 0, para todo 1 < i <r, y cada s; divide a s;11. Los elementos s; son
tnicos salvo multiplicacion por unidades (elementos invertibles).

Toda matriz A con coeficientes en un dominio de ideales principales admi-
te una forma normal de Smith S. Existe un procedimiento para hallar S en un
dominio de ideales principales general. No obstante, en esta memoria expondre-
mos un algoritmo que permite encontrarla en el caso particular de los dominios
euclideos (por simplicidad y ademds de ser utilizados en el Capitulo 3). Recor-
demos que un dominio euclideo R es un dominio de integridad junto a una
aplicacién ¢ : R\ {0} — N, llamada norma, que verifica que si a, b € R, con
ab # 0,entonces se tiene que 1(ab) > 1(a); ademds para todo par de elementos
a, b€ R, conb+# 0, existen ¢q, 7 € R tales que a = q-b+r y r = 0 o bien
¥(r) < ¢ (b). Debido a esta propiedad de la norma existe un algoritmo de divi-
sion en los dominios euclideos. Obsérvese que estamos considerando a N como
al conjunto de los niimeros naturales con el 0 incluido.

Si f; denota la fila i-ésima y ¢; denota la columna i-ésima de la matriz,
entonces podemos considerar las siguientes operaciones elementales por filas:

1. Intercambiar f; por f;. Esta operacién es equivalente a multiplicar por
la izquierda la matriz invertible definida por la matriz identidad con f; y
f; intercambiadas. En el lenguaje de homomorfismo de R-médulos asociado,
equivale a intercambiar w; por w; en la base As.

2. Reemplazar f; por uf;, donde u es una unidad de R. Esta operacién
es equivalente a multiplicar por la izquierda la matriz invertible definida por
la matriz identidad con f; reemplazada por uf;. En el lenguaje de homomor-
fismo de R-médulos, equivale a reemplazar w; por uw; en la base As.

3. Reemplazar f; por f;+kf;, con k un elemento cualquiera de R. Esta
operacion es equivalente a multiplicar por la izquierda la matriz invertible
definida por la matriz identidad con f; reemplazada por w; — kw;. En el
lenguaje de homomorfismo de R-médulos, equivale a reemplazar w; por w; —
kw; en la base As.

También se tienen las correspondientes operaciones elementales por co-
lumnas:

1’. Intercambiar ¢; por c;. Esta operacién es equivalente a multiplicar por
la derecha la matriz invertible definida por la matriz identidad con ¢; y ¢;
intercambiadas. En el lenguaje de homomorfismo de R-mddulos, equivale a
intercambiar e; por e; en la base A;.

2. Reemplazar c; por uc;, donde u es una unidad de R. Esta operacién
es equivalente a multiplicar por la derecha la matriz invertible definida por
la matriz identidad con ¢; reemplazada por uc;. En el lenguaje de homomor-
fismo de R-médulos, equivale a reemplazar e; por ue; en la base Aj.

3’. Reemplazar ¢; por ¢; +kc;, con k un elemento cualquiera de R. Esta
operacion es equivalente a multiplicar por la derecha la matriz invertible
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definida por la matriz identidad con ¢; reemplazada por c¢; + kc;. En el
lenguaje de homomorfismo de R-moédulos, equivale a reemplazar e; por e; +
ke; en la base A;.

Observacion 2.7. Cuando R sea un dominio de ideales principales general, el si-
guiente procedimiento es algo diferente al no tener por qué existir un algoritmo
de la divisién. En este caso general es necesaria una cuarta operacién no elemen-
tal por filas y por columnas que no veremos en esta memoria. El procedimiento
general puede ser consultado en [9)].

ALGORITMO:

Paso 1. Elegir un pivote a;;, siendo este el elemento de la matriz de menor norma.
Paso 2. Mejorar el pivote; se dan varios casos:
a) Si el pivote divide a todo elemento de la matriz A entonces se pasa
directamente al siguiente paso.
b) Si el pivote no divide a algin elemento a;; de su misma fila entonces se
aplica la operacién ci — ¢ - ¢; para cierto ¢ € R tal que r = a;, — q - a;5.
Ahora r es el nuevo pivote. Si r divide a todo elemento de la matriz se
pasa al siguiente paso, en el caso contrario se realiza el Paso2 a r.
¢) Si el pivote no divide a algin elemento ay; de su misma columna entonces
se aplica la operacién f, —q- f; para cierto ¢ € R tal que r = ap; —q- aq;.
Ahora r es el nuevo pivote. Si r divide a todo elemento de la matriz se
pasa al siguiente paso, en el caso contrario se realiza el Paso2 a r.
d) Si el pivote divide a todo elemento de su misma fila o columna pero no
a algin otro elemento ay: entonces se aplica fs —¢q- f; para cierto ¢ € R
tal que as; — ¢ - a;; = 0. Luego a la matriz resultante se realiza f; + fs.
En consecuencia, a;; se ve inalterado y no divide a un elemento de su
misma fila y asi continuar con el caso a) del Paso2, con a;; como pivote.
Paso 3. El pivote es trasladado mediante intercambios de filas y columnas a la posi-
cién (1,1).
Paso 4. Se realizan las operaciones 3 y 3’ oportunas con el fin de anular todo elemento
de la misma fila y columna del pivote.
Paso 5. Sesigue con el Paso 1 para el menor resultante de eliminar la fila y la columna
en la que pertenece el pivote. Si no existe dicho menor o es nulo, el algoritmo
termina.

Es inmediato ver que el pivote obtenido al final del segundo paso, deno-
tado s1, divide al siguiente pivote, so. Al dividir a todo elemento de la matriz
esto seguird siendo cierto al aplicar las operaciones elementales. El mismo argu-
mento funciona para los siguientes pivotes. La demostracién de la unicidad de
los coeficientes s; puede consultarse en [9] (viéndose para el caso general de que
R sea DIP).



2.2 Teorema de Estructura sobre dominio de ideales principales 15

Observacion 2.8. Existe software para calcular la forma normal de Smith. Por
ejemplo, en MATLAB existe el comando smithForm(A) para calcular la forma
normal de Smith de una matriz cuadrada A con coeficientes enteros, aunque hay
funciones creadas por diferentes usuarios que permiten calcular la forma normal
de Smith para matrices no necesariamente cuadradas.

Ejemplo 2.9.
Consideremos la matriz con coeficientes en el dominio euclideo Z:

4515
A= <3 52 7>
Siendo la norma el valor absoluto, el procedimiento seria:

cas—5-c1

c3—4-c
A (4515 aoe, (1545 a=sa (1 0 0 0) woe (1 0 0 0
3527 "\2537) an  lo-5-5-3 "\0-2-5-3

cq4 — 2 Co
ca—les. (1 0 0 0 caevesa (1 0 0 O\ c2=5-c2 (1 0 0 O g
0-2-5-1 0—-1-5-2 0-1 0 0)
Asi queda que s; =1y so = —1. Nétese que s y So son unicos salvo mul-
tiplicacién por unidades, es decir también se podria haber dado que s; = 1 = ss.

Consideremos ahora la matriz con coeficientes en el dominio euclideo Zs|t],
el anillo de polinomios de una variable con coeficientes en Zs:

t
B_<t3t3+1>

Siendo la norma el grado del polinomio, el procedimiento seria:

o (t t? fott2fa [t 12 fitfe [t B+ +2+1
B*(t3t3+1> "0 Bt "0 B4
co— (467 +t)-c1 t 1 c14rca 1 t
R — E Ty P
0 t*+t3+1 t+83+1 0

f2+(t4+t3)‘f1 1 t co+t-cy 1 0 =
EN L, - =
(1 5+ t4) fat (0 5+t + t) S

Asf queda que 5, =1y 5y =15 +t* 4+ ¢.

La Forma Normal de Smith serd utilizada en el siguiente lema. Esto permi-
tird demostrar el Teorema de Estructura para R-mdédulos finitamente generados.

Lema 2.10. Sea M un R-mddulo libre de rangon y sea N un R-submddulo de M
de rango m < n. Entonces existe una base {e1, ..., e,} de M y existen elementos
S1y---58m € R, verificando que cada s; divide a s;y1, y {s1€1, ..., Smem} es base
de N.
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Demostracion. Se considera una base {e1, ..., e, } de M y una base {wy, ..., w,}
de N de tal modo que la matriz asociada a la inclusién i : N < M esta en la
forma normal de Smith. Asf i(w;) = sje;, donde s; divide a s;41 para todo
i=1,..., m. Como i(w;) = wj, se tiene que {s1€1, ..., Smem} es base de N.

O

Teorema 2.11 (Teorema de estructura para R-mdédulos). Sea M un R-
mddulo finitamente generado por n elementos, siendo R un dominio de ideales
principales. Entonces existen sy, ..., s, elementos de R para algin 0 < r < n
tales que

M= R/(s1) ® R/(s2) ®--- ® R/(s,) ® R"™"

y cumpliéndose que (s;) C (sp—1) C --- C (s1). Aqui (s;) denota al ideal de R
generado por s; € R. Cada s; es tnico salvo multiplicacion por unidades.

La parte libre de M, denotada por Ly, es R*™" y B := n—r es el nimero
de Betti de M. La parte de torsion de M es R/{s1) ® R/{(s2) ®--- ® R/(s;)
y se denota por Thy.

Demostracion. Como consecuencia del Lema 2.4, sabemos que M = R"™/Ker(u).

A su vez, por el Lema 2.10, Ker(u) tiene una base {sie1, ..., sre,} don-

de {e1, ..., emn} es base de R™. Como {ej, ..., e,} es base de R", se tie-

ne que R"™ = @, (e;) pues existe el isomorfismo ¢ : R" — @ _,(e;) de-

finido como (Y. | rie;) = Ti€1,7T2€2,...,Tpey). Por el mismo argumento,

Ker(pu) = @~ (sie;). Por lo tanto M =~ R™/Ker(u) = @, (e:)/ B (siei).
Por otro lado, consideramos el homomorfismo

b @<€i> — @<€i>/@<8i€i>

definido como ¢(rieq,...,rhe,) = (rie1+{(s1€1), - -, 'mem + (Smem),0, ..., 0).
Aplicando el Primer Teorema de Isomorfia se tiene:

n

@<€i>/@<8i€i> = (e1)/(s1€1) ® -~ @ (em)/(smem) & R

=1

Aplicando una tltima vez el Primer Teorema de Isomorfia al homomor-

fismo 0; : R — (e;)/(s;e;), definido como 0;(r) = re; + (s;e;), se tiene que
(e;)/(siei) = R/(s;). Finalmente, recopilando todo lo anterior se tiene el isomor-
fismo M = R/(s1)®---®R/(sm) ®R"™™ O

Observacion 2.12. Realmente la parte de torsién de un R-mdédulo arbitrario M
consiste en el siguiente submédulo de M:

Ty ={me M| exister € R\ {0} :r-m =0}

En el Teorema 2.11, lo que se esta diciendo en realidad es que existe un
isomorfismo de R-mddulos Thy = R/(s1) G R/{(s2) & --- & R/(s,.)
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2.3. Algoritmo de calculo de la homologia en complejos
de cadenas

La homologia simplicial, que se vera en la Seccién 2.4, se basa en la ho-
mologia de ciertos complejos de cadenas. Es por ello que empezaremos viendo
previamente nociones basicas sobre complejos de cadenas.

Un complejo de cadenas de R-médulos es un par (C,0) donde C' =
{Chr}nez es una coleccién de R-médulos y § = {8, : C,, = Cp_1}nez €s una
familia de homomorfismos de R-mdédulos tal que d,,_1 0 d,, = 0 para todo n € Z.
Un complejo de cadenas se suele representar por el diagrama

On On On— 5 5 5_ 5_
I O 2 Oy P S 0 S o, 0, B

y si no hay lugar a confusién se le puede denotar simplemente por C. Los ele-
mentos de C,, se denominan n-cadenas y el homomorfismo §, se denomina
operador borde de dimensién n. Para cada n € Z consideramos los siguientes
R-submédulos de C), dados por los homomorfismos 6, y §p,41:

Zn(C) == Ker(b,)

B, (C) := Im(6n41)

denominados R-médulo de n-ciclos y R-médulo de n-bordes, respectivamente.
Como 0,1 04, = 0, esté claro que B,,(C) es también R-submédulo de Z,,(C) y
se puede hacer su cociente:

Hy(C) := Zy(C)/Bn(C)

que denominaremos R-médulo de homologia de dimensién n de C (o sim-
plemente n-homologia de C, si no hay lugar a confusién. Es posible relacio-
nar dos complejos de cadenas C'y C’' mediante un homomorfismo de com-
plejos de cadenas, esto es, una coleccién de homomorfismos de R-médulos
f=A{fn:Cn— Cl}nez tal que, para cada n € Z, el cuadrado

C, —I—

6{ |5

Cn_l f'nfl C;l_l
es conmutativo. La notacién utilizada para tal coleccién es f : C — C'. El ejem-
plo mas claro es la coleccién formada por la identidad en cada C,,, la cual se
denota por 1o y se denomina identidad en C. La composiciéon de dos homo-
morfismos de complejos de cadenas f : C — C' y g : ¢! — C” es la familia
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gof:={(gof), :Cn— Cllrcz. Es ficil comprobar que también es un homo-
morfismo de complejos de cadenas. Los homomorfismos de complejos de cadenas
inducen homomorfismos entre los correspondientes R-moddulos de homologia. El
homomorfismo en dimensién n inducido por f : C — C’ se define como

Hyo(f) : Hy(C) — Ho(C")
el [fa(2)]

Para comprobar su buena definicién, basta con tener en cuenta que f,,(Z,(C)) C
Zn(C") y fn(Bn(C)) C B,(C"). Ademés se comprueba sin dificultad que, fijado
n € Z:

i. Hy(go f) = Hyp(g) o Hy(f) para todo f : C — C’, g : C" = C” homomor-
fismos de complejos de cadenas.
ii. H,(1¢) = 1g,(c), para todo C' complejo de cadenas.

Por simplicidad, a H,(f) también se le suele denotar por f,, siempre que
no haya lugar a confusion con la dimensién considerada.

A continuacién veremos una serie de resultados que desembocarin en el
algoritmo de célculo de la homologia de un complejo de cadenas de R-médulos
libres y finitamente generados, con R un dominio de ideales principales. Para
simplificar notacién consideraremos Z,, := Z,,(C), B,, :== B,(C)y H,, := H,(C).

Para el primer resultado consideraremos el R-médulo de los n-bordes
débiles. Este consiste en el conjunto W,, := {c € C,, | existe A € R\ {0}, A-c€
B, }. Se tiene que W, es un R-submdédulo de Z,, pues todo elemento de W,, es un
n-ciclo y la operacion externa esta bien definida. Obsérvese que si cada C), es libre
y finitamente generado, al ser W,, un R-submédulo de Z,, y este es un R-moédulo
libre finitamente generado, entonces W,, también es libre y finitamente generado.
Finalmente, hacemos notar también que el cociente Z,, /W, es libre y finitamente
generado. Este hecho se demostrara en el teorema siguiente, independientemente
del préximo lema, al comprobarse que, en realidad Z,, /W,, es isomorfo a la parte
libre de H,,.

Lema 2.13. Se consideran bases Ay = {c1 + Wy, ...,cx + Wo} de Z,,/W,, y
Ay ={dy,...,d;} de W,,. Entonces A ={c1,...,cp,d1,...,d;} es base de Z,,.

Demostracion. Es necesario ver que A es tanto sistema generador de Z,, como
linealmente independiente. Si z € Z,, entonces z + W,, € Z,,/W,,. Por lo tanto,
z + W,, se puede poner como combinacién lineal de elementos de A;:

k k
2 Wn =Y Nl +Wa) = O Nie) + Wy,
i=1 =1
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Por definicién z — Zi:l Aic; € W, el cual se escribe como combinacién
. K l o
lineal de elementos de Ay: z—>"." | X\ic; = ijl 1;d;. Entonces z es combinacién
lineal de elementos de la base A:

k l
z = ZlAlcl + Zujdj
i= j=1

Ahora supongamos que Zl 1 Aici + Z _1 i5d; = 0. Entonces se tiene
Zle Aic; = — ijl pid; € Wy, y por lo tanto

k

k
(Z Aici) + Wy, = Z)\i(ci +W,)=0+W,
i=1

i=1

Puesto que Ay es base de Z,,/W,, y Ay base de W,, concluimos que \; =
pj =0paratodoi=1,....kyj=1,...,1L a

Cuando en un complejo de cadenas todos los R-mddulos son libres y fini-
tamente generados con R un DIP es posible desarrollar un algoritmo de cédlculo
de sus R-moédulos de homologia. El siguiente resultado asi como Teorema de
Estructura 2.11 seran primordiales para este fin.

Teorema 2.14. Sea C' un complejo de cadenas de R-mdodulos libres y finita-
mente generados donde R es un DIP. Entonces, para cada n € Z, existen R-
submdodulos Uy, V,,, W,, C C,, tales que

Ch.2U, eV, oW,

Zn =V @ W,

Ademds si L, y T, denotan, respectivamente, la parte libre y de torsion

de H,, entonces L,, =2 Z,,/W,, y T,, 2 W,,/B,.
Demostracion. Sea la siguiente sucesién exacta de R-mddulos

On

0 Z, <", B, 1 0

Esto es, i, es inyectiva, §, sobreyectiva y Ker(d,) = Im(i,). Entonces se
afirma que existe un homomorfismo s,, : B,,—1 — C, tal que C,, = Z, ® Im(s,).
En efecto, para d,, : C,, - Bp—1y 1p,_, : Bh—1 — B,_1 podemos encontrar
un homomorfismo s,, : B,—1 — C,, tal que d, 0s, = 1p,_,. Esto es asi pues al
ser B, libre y §,, sobreyectiva, para cada elemento e de la base A,,_1 de B, _1
existe ¢, € Cy, tal que d,(c.) = e = 1p,_,(e). Si definimos s, : B,—1 — Cj,
como s,(e) = ce y se extiende por linealidad para todo elemento de B,_1,
entonces 0y (sp(e)) = 1p,_,(e). De la igualdad d,, o s, = 1p,_, se deduce que

n—1
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Cn = Z,, ® Im(sy,) pues para todo ¢ € Cp, ¢ = ¢ — $,(0n(c)) + sn(0n(c)) con
¢ —$n(0n(c)) € Ker(6,) = Im(in) = Zn y $n(dn(c)) € Im(sp).

Definimos U, := Im(s,) y V,, := <{ci}f:1> donde {¢; + V[/n}f:1 es base de
Zn /Wy Es obvio entonces que Z,, = V,, ®W,, por la Proposicién 2.13 y teniendo
en cuenta el isomorfismo C,, =2 V,, & W,, ® U,,.

Para demostrar los correspondientes isomorfismos de la parte libre y de
torsiéon témese primero los homomorfismos

m Ly — Hy, fl(z> = [Z]
7ot Hy — Hy/To, fo([2]) = [£] + T

y el isomorfismo h : H, /T, =Y L,,. Si consideramos el homomorfismo sobre-
yectivo g := h o mp o 71, entonces por el Primer Teorema de Isomorfia se tiene
Zn/Ker(g) = L. Ademés se puede afirmar que Ker(g) = W,,. Efectivamente,
si z € Ker(g) entonces h([z] +T,) = 0 y al ser h un isomorfismo necesariamen-
te [z] + T, = [0] + T},; equivalentemente [z] € T;,. Esto quiere decir que existe
A € R/{0} tal que A[z] = [Az] = [0] y asl Az € B,, y, por definicién, z € W,,.
Es obvio que por un procedimiento andlogo, todo z perteneciente a W, tam-
bién pertenece a Ker(g). Para el isomorfismo T,, = W,,/B,, se toma el n-ésimo
R-médulo de homologia H,, = Z,,/B,, y desarrollamos

H, = Zp/Bp = (Vo ® W,,) /B, 2 V,, & (W, /By)
= (Zn/Wn) © (Wn/Bp) & Ly ® (Wn/By)

Necesariamente, W,,/B,, 2 T,,. O

Si se halla la forma normal de Smith del operador borde §,, : C,, — C,,_1,
la matriz resultante deja tres hechos que permiten construir las bases de Z,,
Bn—l Yy Wn—1~

Proposicién 2.15. Sea M (6,,) la matriz asociada a o, respecto de las respecti-
vas bases {e1,...,eq} y{ey,... e} de Cp y Co1 que hacen que M(6,) esté en

la forma normal de Smith. Si s1, ..., s son los elementos no nulos de M(d,),
entonces:

1. {ext1,...,eq} es base de Z,.

2. {s1€],...,spe}} es base de B,_1.

3.{e},..., e} es base de W,_1.

Demostracion.
Sea ¢ = Y1 | \je; € Cy; aplicdndole el operador borde a ¢ tenemos que

Sn(c) = X9_, \id(e;). Por definicién de la matriz asociada, 8, (c) = S0, \id(e;)
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e, 1<i<k
5ues) = sie; _z_.
0, k+1<i<gq

1. Sea ¢ € Z,. Por la matriz asociada, d,(c) = 0 si y solo si \; = 0
para todo 1 < ¢ < k. Esto significa que ¢ = Zg:kﬂ Aiei. Como {ext1,...,¢€4}
es un sistema generador de Z, y ademds es linealmente independiente (al ser
subconjunto de una base), vemos que es base de Z,.

2. Todo b € B,,—1 es de la forma b = §,(c) = Zle Ai(si€}). En particular,
0n(c) = 0 siy solo si A;s; = 0 para todo 1 < i < k. Como los s; 20y R es un
dominio de integridad, necesariamente \; = 0. Asi {sq€],...,sge)} es base de
B,_1.

3. Sabemos que d,(e;) = s;e; € By,—1 para todo i € {1,...,k}, y por defi-
nicién de W, _1, también que e, € W,_. Solo tenemos que ver que {€/,..., e}
genera a todo elemento de W, _1. En efecto, si ¢ € W,,_; entonces existe un
A € R\ {0} tal que A - ¢ € B,_;. Por tanto existe ¢ = Y7, Ne; € Cp
tal que 0,(¢) = A - c. Gracias a la demostracién de la segunda afirmacidn,
Ac = Zle Aisiel. Como ¢ pertenece a C,_1 se tiene que ¢ = Y7 el y
Aoe = 3"  Ape}. Usando la anterior ecuacién obtenemos que Ay; = 0 pa-
ra todo ¢ = k41, ..., p. Al ser A no nulo, necesariamente, p; = 0 para todo
i:k+1,...,p.Asi,sicEWn_l,c:Zleu,;e;. O

Esta proposicién nos garantiza que con solo saber la forma normal de Smith
de las matrices asociadas al operador borde en dimensién n y n+ 1 obtenemos la
n-homologia del complejo de cadenas. El nimero de columnas cero de la matriz
nos dice el rango de Z,, y el nimero de filas no nulas nos dice tanto el rango de
Wp—1 como el de B,,_1. Con esto obtenemos un algoritmo sencillo para calcular
H,.

ALGORITMO:

Paso 1. Se toman M(d,,) y M(d,+1) las matrices asociadas a los operadores bordes
respecto a unas bases arbitrarias fijadas de Cp, 41, Cp, y Chr—1.

Paso 2. Se le halla a cada una su forma normal de Smith, S(8,) y S(d,+1). Entonces:
a) El ndmero de Betti 3, de H,, es:

Bn = rang(Zn/Wy) = rang(Zy,) — rang(Wy,)
= card(columnas cero de S(4,)) — card(filas no nulas de S(dp+1))
b) Los coeficientes de torsién sy, . .., s son las entradas no nulas de S(6,+1)

y distintas a las unidades.
Paso 3. Finalmente, H, = R°» & R/(s;) ®--- @ R/(s1).
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2.4. Homologia simplicial

En esta seccién se hard una breve descripcién de la homologia simplicial.
Esta se origina a partir de los denominados complejos de cadenas simpliciales.
Esta descripcién, si bien se dio en el Grado de Matematicas con coeficientes
enteros, aqui la veremos con coeficientes en un anillo unitario cualquiera. Ya
que las demostraciones son totalmente analogas al caso entero ya visto, hemos
decidido omitirlas. Lo primero que se necesita es orientar los simplices de un
complejo simplicial abstracto K. Esto se lleva a cabo mediante una relacion
de equivalencia sobre el conjunto de las ordenaciones de los vértices de cada
simplice ¢ = {vg,..., v,} € K. El simplice {vo,...,v,} estd relacionado con
{vr(0), -+ Vr(ny} si y solo sim:{0,1,...,n} = {0,1,...,n} es una permutacién
par. Esta relacién, cuando n > 1, da a lugar a dos clases de equivalencia para
cada simplice. Cada una de las clases se llama orientacion de o. Nétese que

cuando n = 0 solo existe una tnica clase. Un simplice o = {vg,...,v,} junto
con una orientacién elegida se denomina simplice orientado y se denotard por
[vg, ..., vp]. Cuando esté claro el contexto, se usard la notacién o para designar

tanto el simplice como al simplice orientado. Por otro lado denotaremos por —o
al simplice con la orientacién opuesta a la elegida. Si a cada simplice de un
complejo simplicial K se le ha elegido una orientacién, entonces K se dice que es
un complejo simplicial orientado. En este caso se define, para cada n > 0, el
R-médulo de n-cadenas simpliciales orientadas de dimensiéon n, denotado
por

Cn(K; R)

cuyos elementos, denominados n-cadenas, son aplicaciones ¢,, desde el conjunto
de los m-simplices orientados de K a R que verifican ¢,(—0) = —c¢,(0) con o
una orientaciéon de un simplice. Si o es un n-simplice orientado, la n-cadena
elemental ¢, asociada a o estd definida como c¢,(0) = 1, ¢,(—0) = =1y
¢, (7) = 0 para cualquier otro simplice orientado 7. Claramente, toda n-cadena
¢, se puede poner como combinacion lineal de n-cadenas elementales. Adem4s,
es inmediato comprobar que C,,(K; R) es un R-mdédulo libre con base el conjunto
de sus n-cadenas elementales.

Observacion 2.16. Si K = () entonces C,(K;R) = 0. Del mismo modo, si
n > dim(K), o bien n < 0, entonces Cp(K;R) = 0. Ademas, si o es un 0-
simplice, o tiene solo una orientaciéon y Co(K; R) es el R-mdédulo libre generado
por los vértices de K. En esta memoria, abusando un poco del lenguaje, usare-
mos indistintamente la notacién ¢ tanto para un simplice orientado como para
su cadena elemental asociada, siempre que no haya lugar a confusién.

Sea el homomorfismo 4, : C,,(K; R) — Cp—1(K; R) definido como la ex-
tensién lineal de
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n

(Sn([U(], e ,UnD = Z(—l)i[U(), N ,@Z‘, . ,Un]

=0

donde ©; significa que se elimina el vértice v;. No es dificil comprobar que
Op—1 00, = 0 (véase, por ejemplo, [1]). Entonces, se define el complejo de ca-
denas simplicial con coeficientes en R, denotado por C(K; R). La homologia de
este complejo de cadenas origina la homologia simplicial del complejo simplicial
(orientado) K. Usaremos la notacién H,(K;R) := H,(C(K;R)). No es dificil
comprobar que la homologia simplicial es independiente de la orientaciéon elegida
para el complejo simplicial K.

Observacion 2.17. También cabe destacar que Ho(K; R) es igual, salvo isomor-
fismo, a una suma directa de tantas copias de R como componentes conexas por
caminos tenga el poliedro asociado a K [8]. Ademds, a grosso modo, podemos
decir que, sin > 1, H,(K; R) captura el niimero de agujeros n-dimensionales del
poliedro asociado a K. Finalmente, observamos que H,(K; R) es un R-médulo
finitamente generado. Por tanto, si R es un dominio de ideales principales, se
puede descomponer en una parte libre y otra de torsién.

Ejemplo 2.18. Sea el complejo simplicial K representado por el diagrama

a2 as
®
ai ) s
ao Qg

donde las flechas representan la orientacién de cada simplice. Por ejemplo,
[ao, as, as] = [as, ao, as] ¥ [ao, az, as] = —[ao, as, as]. Los elementos de las
bases de C1(K; R) y Co(K; R) son los simplices orientados de la correspondiente
dimension. Como solo hay una componente conexa por caminos, entonces

H()(K,R) =R

Hallemos Hy(K; R) y H2(K; R) mediante el algoritmo presentado al final
de la seccién anterior. Primero hay que hallar las matrices asociadas a d1 y Js.
Aplicando §; a cada elemento bésico tenemos que

52([@0, al]) = a1 — aop, 52([%, az]) = a2 — aop, 52([&1, CLQD = a2 — ai,
(52([@0, (15]) = a5 — ap, (52([@2, a5]) = a5 — as, (52([&0, a4]) = a4 — Qop, (21)

52([a3, a4]) = a4 — as, 52([a3, as]) = a5 — as, 52([6127 asD = a3z — a2

del mismo modo tenemos que

d2([ao, az, as]) = [az, as] — [ao, as] + [ao, az]
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d2([az, as, as]) = [as, as] — [az, as] + [az2, a3]

Asi, las matrices asociadas son:

w1 w2
€1 0 0
‘ €1 €2 €3 €4 €5 € €7 €8 €9 es 1 0
| -1 -1 0 -1 0 -1 0 0 0
| 1 0-1 0 0 0 0 0 0 s (1) 8
MG)=| al|l 0 1 1 0-1 0 0 0 -1]|,M@é)= 24 I
as| 0 0 0 0 0 0 -1 -1 1 5
| 00 0 0 0 1 1 0 0 “ 8 8
as| 0 0 0 1 1 0 0 1 0 2; 0 1
€9 0 1

donde los e; corresponden a las 1-cadenas a las que en (2.1) se les aplica el
operador borde d2 por orden de lectura (por ejemplo eq = [ag,as]), vy w1 =
[ag, az, as] y wa = [ag, a3, as]. A estas matrices se les calcula su forma normal
de Smith, resultando en:

Wi wh
!
| el eh e & b cp e e b ol
| 1 0 0 0 0 0 0 0 0 20 o
@4/ 0 1. 0 0 0 0 0 0 0 o1l o0 o
S@)=1{a| 0 0 1 0 0 0 0 0 0, S&m)=| 1,
| 0 0 0 1 0 0 0 0 0 el o o
¢4/ 00 0 0 1 0 0 0 0 el o o
/ -7
| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |l 0 o
eg| 0 0

donde e;, w} y aj, son elementos de las las nuevas bases que se obtienen al realizar
las operaciones elementales para obtener la forma normal de Smith.

Finalmente, se examina estas matrices para hallar la estructura de Hy (K; R).
En este caso, $1 = (card(columnas cero de S(d1)))—(card(filas no nulas de S(d2))) =
4-2=2ys;=1,paratodoi=1,...,5 Como R/(1) =0, obtenemos que

H,(K;R) = R?

Para Ho(K; R) solo necesitaremos Jz, puesto que no existen 3-simplices y
por lo tanto 63 = 0. Asi, fo =0y s; =1 = s5. Por lo tanto,

Ademas, los R-médulos de homologia de dimensiéon menos que 0 o mayor
que 2 son triviales.

Toda aplicacién simplicial ¢ : K — L induce un homomorfismo de
complejos de cadenas simpliciales 4 : C(K; R) — C(L; R). En efecto, para
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cada n > 0, el correspondiente homomorfismo viene definido como la extensién
lineal de la aplicacién (px) : C,(K;R) — C,(L; R) definida como

n

_ Jlp(wo), - o(vn)]  sip(vi) # ¢(v;), para todo i j
(Qp#)n([UOv""vn]) = .
0 en el resto de los casos.

Noétese que, segin esta definicién, (¢4)o : Co(K;R) — Co(L; R) viene
dado por (px)o(v) = ¢(v), para cada vértice v de K.

Por otro lado, es sencillo comprobar que (1x) 4 = lox;r) y dadas dos
aplicaciones simpliciales ¢ : K — Ly ¢ : L — M entonces (3 o <p)# = (Yg) o
(o).

Teniendo en cuenta esta descripcion y la seccién anterior, toda aplicacién
simplicial ¢ : K — L induce un homomorfismo de R-mddulos en homologia para
cada entero n > 0:

Hn((p) = Hn(@#) : Hn<K7R> - Hn(LvR)

Se suele denotar también por .. Es inmediato comprobar que se verifican
las siguientes propiedades:

L (1k), = 1u,(x)
2. heop.=(Yop),

A todo espacio triangulable se le puede considerar sus R-mddulos de ho-
mologia. Si K es una triangulaciéon de X, entonces se puede definir, para una
orientacién cualquiera de K

H,(X;R):= H,(K;R)

Esta definicién no depende de la triangulacién escogida. Es més, si
dos espacios triangulables X e Y son homotdépicamente equivalentes, entonces
H,(X;R) y Hy(Y;R) son R-médulos isomorfos, para cada entero n > 0. Pa-
ra una demostracién més detallada de este resultado se puede consultar [1] o
también [8].

Observacion 2.19. Como es de esperar, y habida cuenta de todo lo visto en este
capitulo, existe una variedad de software para calcular la homologia simplicial de
cualquier complejo simplicial (abstracto). Un ejemplo es el paquete para GAP,
un programa de computacion para algebra discreta, llamado Simplicial Homology
el cual hace uso de la forma normal de Smith.



Homologia Persistente

En este ultimo capitulo de la memoria se introducira la homologia persis-
tente asociada a una filtracién de complejos simpliciales originada por una nube
de datos. Como ya se ha comentado en la introduccién, la homologia persistente
mide la evolucién de la homologia en dicha filtracién. Todo ciclo nace en una
etapa de la filtracién y puede desaparecer en alguna otra y, como veremos, esto
se puede codificar de cierta manera.

Originalmente la representacion gréfica de la homologia persistente venia
dada por los diagramas de persistencia. Pero més tarde, Zomorodian y Carls-
son introducen una nueva representacion, los cédigos de barras, asi como un
algoritmo para determinarlos. Fue esta ultima la que se impuso de forma maés
contundente, y hoy en dia es la mas extendida, aunque se siguen usando las dos.
Es por esto que se ha decidido desarrollar en este capitulo central de la memoria
el articulo de Zomorodian y Carlsson [14].

Empezaremos viendo la descripcién de la homologia persistente, asi como
los diagramas de persistencia y los cédigos de barras. Para ello, a toda filtraciéon
de complejos simpliciales se le va a asociar un objeto algebraico, denominado
modulo de persistencia, sin mas que aplicar la homologia a dicha filtracién. Con
el fin de obtener de forma algoritmica los cédigos de barras, veremos que todo
médulo de persistencia de tipo finitamente generado sobre un anillo R puede
verse como un R[t]-médulo graduado finitamente generado. Aqui R debe ser
un anillo conmutativo, unitario y noetheriano y RJ[t] denota al correspondiente
anillo de polinomios. Tomando como caso particular un cuerpo F, F[t] es un
dominio euclideo por lo que se podra usar el teorema de estructura para el caso
graduado. Es en este teorema de estructura donde se podra codificar los cédigos
de barras de la filtracién original. Para acabar el capitulo y con él la memoria,
veremos el algoritmo de calculo de los cédigos de barras dado por Zomorodian
y Carlsson.

3.1. Homologia Persistente

Partimos de una filtracién de complejos simpliciales complejos simpliciales,
presumiblemente una filtracién de Cech o de Vietoris-Rips construida a partir
de una nube de datos (ver Capitulo 1 de la memoria):

F=0cKyCcK,C---CK,=K
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Para cada entero p > 0y todo 0 < ¢ < j < n, podemos considerar la familia
de los R-mdédulos de homologia de dimension p en cada complejo simplicial
de la filtracién junto a la familia de homomorfismos f7 : Hy,(K;) — Hp(K;)
inducidos por las inclusiones p; ; : K; — H;. Claramente f;;j tiene las siguientes
propiedades:

f” fﬂ ofW' ( )—)Hp(Kl) sii<j <l

Obsérvese que esta construccién esta perfectamente definida por la siguien-

te sucesion:

0 1 n—1
0 — Hy(Ko) % H(K) 22 - 7 1K) = Hy(K)

donde f} := fu'tl.
Definicién 3.1. Dados p > 0 y 0 < i < j < n, se define el (i,j)-ésimo R-
modulo de homologia persistente de nivel p de la filtracion F a

Hy(F) = Im(£37)

Ademds, B9 = rang(H} (F)) es el (i,j)-nidmero de Betti de nivel p de
F y en el caso especifico (i,1) coincide con el nimero de Betti de Hy(K;).

El R-médulo de homologia persistente H’/(F) se puede reescribir consi-
derando p-ciclos y p-bordes, de tal forma que se pueda apreciar cémo son los
elementos de estos:

Proposicién 3.2. Sea F una filtracion de complejos simpliciales. Entonces se
tiene un isomorfismo de R-mddulos

Hy/(F) 2 Z,,(Ky) [ (By(K) N Zy(K3))

Demostracion. En primer lugar, Z,(K;)/(Bp(K;) N Z,(K;)) estd bien definido
pues tanto B,(K;) como Z,(K;) son submédulos de C,(K;) y, por consiguiente
B,(K;) N Z,(K;) es submédulo de Z,(K;). Luego por el Primer Teorema de
Isomorfia, si tomamos el homomorfismo de R-médulos

i Zp(Ki) — Hp(Kj)

tenemos que Z,(K;)/Ker(n;) = Im(n;). Pero se tienen las siguientes igualdades:

Ker(ni) = {z € Zp(Ki) [ mi(2) = [0]} = {z € Z,(K,) | [2] = [0]}
={z € Z,(Ki) | z € By(K;)} = Bp(K;) N Zp(K;)
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Im(fy7) = {7 (1)) | [e] € Hp(K:)} = {[pi;(2)] | = € Zy(K)}
= {2l € Hy(K;) | z € Z,(Ki)} = Im(m:)

con lo que finalmente Z,(K;)/(By(K;) N Zy(K;)) = HL (F). O

Usando homologia persistente podemos ir viendo la evolucién de las clases
de homologia a lo largo de la filtracién:

Definicién 3.3. Sean F una filtracion y un elemento no nulo o € H,(K;). Di-
remos que a nace en K; si

ag Hi Y ()

y que muere entrando en K; si se dan las siguientes condiciones:

[ a) ¢ HW97HT) y fi(a) € Hi M ()

Hy(Ki)  H(K)  H(K)  Hy(K)

bk

Figura 3.1. Esquema del nacimiento y muerte del elemento «, el cual nace en K; y
muere entrando en K.

En este caso el indice de persistencia de o es pers(a) = j —i. Pue-
de suceder que a munca muera y por lo tanto su indice de persistencia seria
pers(a) = co.

La forma original de representar la homologia persistente de una filtracion
F es mediante los diagramas de persistencia. Para ello fijamos un sistema gene-
rador para cada H)(K;) (recordemos que es un R-médulo finitamente generado).
Si o € H,(K;) es una clase generadora que nace en ¢ y muere entrando en j > i,
se considera el punto (i,5) € N x NU {+oo} (j puede tomar el valor +o0o si «
no muere nunca). Nétese que como i < j todo punto (4,7) estd por encima de
la diagonal, ademas el indice de persistencia de « coincide con la distancia ver-
tical del punto (i, 7) a la diagonal. Es posible que existan otros generadores con
punto asignado (i,j). Es por esto que (¢,7) viene dado con una multiplicidad.
Concretamente, la multiplicidad u;j de (i,7) es el nimero de clases generadoras
independientes que nacen en 7 y mueren entrando en j.
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Observacion 3.4. No es dificil ver que la multiplicidad también se puede obtener
con la siguiente féormula:

b = (B = ) = (871 — gy
donde la primera diferencia del segundo miembro de la igualdad es el nimero
de clases generadoras independientes que nacen en, o antes de, K; y mueren
entrando en K. La segunda es el nimero de clases generadoras independientes
que nacen en, o antes de, K;_; y mueren entrando en Kj;. Asi, la diferencia
de estas dos diferencias da el nimero de clases generadoras independientes que

nacen en K; y mueren entrando en K;. Para todo par de indices 0 <k <1 <n
y para todo p > 0, el (k,l)-nimero de Betti verifica

=22 m

i<k j>I
Para mayor comodidad y evitar elementos de torsién se suele considerar
homologia con coeficientes en un cuerpo F', obteniéndose F-espacios vectoriales.
Se puede considerar asi una base para cada H,(K;). Otra razén para tomar
F-espacios vectoriales es con el fin de aplicar el teorema de estructura a F[t]-
modulos (debido que F[t] es dominio de ideales principales al ser F' un cuerpo).
Esto se vera mas claramente en las siguientes secciones.

Mientras mayor sea el indice de persistencia de o, mas tiempo persiste «
en la filtracién. Si el indice de persistencia es pequefio, la clase se puede llegar a
considerar "ruido”. En el diagrama de persistencia, mientras mas cerca esté el
punto de la diagonal D mas pequeno es el indice de persistencia.

(1,400) (3,4+0)

5 5 .
4 1
3¢ e 3
21 2
1 1
Bo 53713 L T N NP

Figura 3.2. Diagramas de persistencia en dimensién p = 0 (a la izquierda) y en
dimensién p = 1 (a la derecha) de la filtracién del Ejemplo 1.11. A lo largo de la
filtracién se puede observar cémo van apareciendo partes conexas y uniéndose hasta
quedar una sola. Esto queda reflejado por el diagrama de persistencia en dimensién
0. Lo mismo se puede apreciar con los agujeros 1-dimensionales, en las etapas 1, 3 y
4 aparecen estos agujeros, aunque solo uno se “rellena”, muriendo entrando en 5. En
particular, aqui la multiplicidad es 1 para todos los puntos.
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Como hemos comentado, la otra forma de representar la homologia per-
sistente es mediante los Cédigos de Barras. La idea es la misma, representar las
etapas de nacimiento y muerte de las clases generadoras, pero usando segmentos
en vez de puntos. Claramente, las clases que mas persisten son las que tienen
segmentos mas largos. Tiene la ventaja de poder representar en el mismo grafico
homologias de diferentes dimensiones y ademéds de poder observar las distintas
clases que nacen y mueren en las mismas etapas.

Hy

2 g

1 2 3 4 5

Figura 3.3. Cédigo de barras del Ejemplo 1.11. En rojo se representa el cédigo de
barras 0-dimensional y en verde el 1-dimensional. Se puede observar las mismas parti-
cularidades que en el diagrama de persistencia.

Los cédigos de barras tienen una base algebraica implicita importante.
Esto se vera en las siguientes secciones mediante los denominados médulos de
persistencia sobre R, o sus R[t]-mddulos graduados asociados.

3.2. Moébdulos de Persistencia

Podemos tomar una generalizacién de la homologia persistente si en lugar
de los R-médulos de homologia y la inclusién inducida consideramos una colec-
cién general de R-médulos y una coleccién de homomorfismos que cumpla las
propiedades analogas.

Por motivos que se veran claramente més adelante, en esta seccién y en las
siguientes haremos uso de teoria de categorias a un nivel elemental. Apareceran
términos como categoria, funtor o isomorfismo de categorias. Para el lector que
no esté familiarizado con esta terminologia puede consultarse el libro de Saunders
MacLane [11].

Observacion 8.5. Es importante hacer notar que en realidad se ha estado con-
siderando la teoria de categorias de forma implicita en esta memoria, en los
Capitulos 1 y 2. A partir de esta seccién serd ineludible su uso explicito.
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Definicién 3.6. Un mddulo de persistencia sobre R consiste en un par

M= ({Mi}Zo {wijto<i<))

donde cada M; es un R-mddulo y, para cada @ < j, @; 5 + M; — M; es un
homomorfismo de R-mddulos que satisface las siguientes propiedades:

1. pii=1pm, : My — M;, para todoi=0,1, 2, ...
2. pjrowi; =@k sit<j<k.

Obsérvese que todo médulo de persistencia estd perfectamente determina-
do por la sucesién
M : My 2% My 25 My 225 ...

donde ¢; = @;i+1 : M; — M;;4q1. Esto es evidente teniendo en cuenta que
Pig = PO OP—1.

Podemos relacionar los médulos de persistencia entre si mediante homo-
morfismos.

Definicién 3.7. Un homomorfismo de modulos de persistencia & : M —
M’ consiste en una familia de homomorfismos de R-mddulos &€ = {& : M; —
MI}2 que hace el siguiente diagrama conmutativo para todo ¢ < j:

Pi,j
Mi BLALEN Mj

sl lfj

le — M/
J
Pij

La identidad en M, 1y, consiste en la familia de identidades {14, : M; —
M;}22,. No hay dificultad en ver que para dos homomorfismos de médulos de
persistencia £ : M — M y & : M — M”, la aplicacién £ o & : My — M3 definida
como la familia & o & = {&, o &; : M; — M”} es un homomorfismo de médulos
de persistencia. Con esto tenemos la categoria de mddulos de persistencia sobre
R, denotada por R-PersMod.

Definicién 3.8. Un mddulo de persistencia M se dice que es de tipo finito si
existe D € N tal que, para todo D <14 < 3, ;5 : M; 5 M; es un isomorfismo de
R-mddulos. Ademds, M es de tipo finitamente generado si es de tipo finito
y cada M; es finitamente generado. En el caso de que cada M; estd finitamente
presentado entonces se dice que M es de tipo finitamente presentado.

3.3. R-moédulos graduados

En esta seccion veremos una forma diferente, pero equivalente, de repre-
sentar los médulos de persistencia. Esta forma serd a través de los llamados
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R-médulos graduados. Como veremos en secciones posteriores esto sera de gran
importancia a la hora del calculo de los cédigos de barras. Comenzamos con la
definicién de anillo graduado.

Definicién 3.9. Un anillo unitario R se dice que es N-graduado, o simple-
mente graduado, si R admite una descomposicion

donde cada R; es un grupo abeliano y ademds se cumple que r; -1; € Ry, para
todor; € R; yr; € R;.

Los elementos de R son pues de la forma r = Efio r; conr, € Ry
r; = 0 excepto un nimero finito de ellos. A todo elemento de R; se le denomina
elemento homogéneo de grado i. Un ideal graduado es un ideal generado
por elementos homogéneos.

Observacion 3.10. Obsérvese que hemos considerado a N como el conjunto de
los niimeros naturales con el 0 incluido.

Ejemplo 3.11. Sea R un anillo arbitrario. El anillo de polinomios con coeficientes
con coeficientes en R de una variable, R][t], es un anillo graduado donde

Ri=R-t'={r-t'|r€R}
De forma similar los médulos también pueden ser graduados:

Definicién 3.12. Sea un anillo graduado R. Un R-mddulo M se dice que es un
R-mddulo graduado si admite una descomposicion por grupos abelianos:

tal que para todo r; € R; y mj; € Mj se tiene que r;-mj € My ;. A todo m; € M;
se le dice que es un elemento homogéneo de grado i.

Observacion 3.13. Notese que, por definicién, todo R-médulo graduado es, en
particular, un R-mddulo.

Si M y N son R-médulos graduados, un homomorfismo de R-moédulos
graduados f : M — N es un homomorfismo de R-mddulos tal que conserva
la graduacién, es decir, f(M;) C N;, para cada i. En particular, la identidad
en un médulo graduado y la composicién entre homomorfismos de R-médulos
graduados estdn bien definidas. Esto nos da la estructura de la categoria de
R-médulos graduados, que denotaremos por R-Gr-Mod.
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Las condiciones de finitud en moddulos graduados es la misma que pa-
ra R-médulos generales. Es decir, M se dice finitamente generado si M es
finitamente generado como R-médulo, al igual que si estd finitamente pre-
sentado. Un R-mdédulo graduado M es libre si lo es como R-mddulo. Si todos
los elementos de la base de M son homogéneos esta se dice que es una base
homogénea. Cabe decir que finitamente presentado implica que es finitamente
generado, pero no se asegura la otra implicacién, salvo que R sea noetheriano
como se indica en el siguiente lema. Recordemos que un anillo unitario R se
dice que es noetheriano si se satisface la condicién de cadena ascendente para
toda cadena de ideales; equivalentemente, si todo ideal de R estd finitamente
generado.

Lema 3.14. Si R es un anillo unitario y noetheriano, entonces todo R-mddulo
finitamente generado es finitamente presentado. Si ademds R es conmutativo,
entonces el anillo de polinomios R[t] es también noetheriano.

La demostracién de la primera afirmacién puede ser consultada en [10].
Mientras que la segunda es el Teorema de la Base de Hilbert y se puede ver una
demostracién en [6].

3.4. Relacion entre Mdédulos Graduados y Médulos de
Persistencia

Veremos en esta seccién que las categorias R-PersMod y R[t]-Gr-Mod
son isomorfas. Asi, trabajar con médulos de persistencia sobre un anillo R serd
equivalente a trabajar con R[t]-mdédulo graduados. Ademds las condiciones de
finitud se “trasladan” entre las categorias. Esto nos permitira, mediante el teo-
rema de estructura en el caso particular graduado, conectar con el célculo de los
codigos de barras.

Sera de gran importancia las propiedades que verifique el anillo R. En el
trabajo de Zomorodian y Carlsson [14], se introduce un teorema sin demostra-
cién (aunque hacen referencia a la teorfa de Artin-Rees en dlgebra conmutativa)
en el que se relacionan mediante un isomorfismo la categoria de los médulos
de persistencia de tipo finitamente generado y la categoria de los R[t]-mddulos
graduados finitamente generados. Sin embargo, el enunciado de dicho teorema
no es rigurosamente cierto puesto que al anillo R le faltan propiedades para que
se verifique. En [5], Corbet y Kerber dan con el enunciado correcto al exigir que
el anillo R, ademas de conmutativo y unitario, tenga que ser noetheriano. Si no
se le exige nada al anillo (solamente ser unitario), Corbet y Kerber dan un enun-
ciado alternativo sustituyendo finitamente generado por finitamente presentado.
A continuacién veremos un resultado general.
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Proposicién 3.15. Para R un anillo unitario, las categorias R-PersMod y
R[t]-Gr-Mod son isomorfas.

Demostracion. En primer lugar, definiremos un funtor « : R-PersMod —
R[t]-Gr-Mod. Si M = ({M;}2y,{¢i,j}o<i<;) es un médulo de persistencia, se

define
(o)
- &
i=0
La estructura de R[t]-mdédulo graduada viene dada con la siguiente férmula

obsérvese que se extiende de forma evidente para cualquier polinomio p € RJ[t]
y cualquier elemento de ;- , M;, dando lugar a una operacién externa.

Por otro lado, si £ : M — M’ es un homomorfismo de médulos de persis-
tencia sobre R entonces se define o(§) : a(M) — a(M’) como:

) (Zmz> = Zfi(mi)
i=0 i=0

No es dificil ver que (&) es un homomorfismo de R[t]-médulos graduados.
En efecto, por un lado se comprueba que es un homomorfismo de grupos. Ademas
es homomorfismo de R[t]-mdédulos:

a(§)(t-mi) = a(€)(pi(mi)) = &ira(i(mi)) = @i (&i(mi))
=t &i(mi) =t - a(§)(mi)

Finalmente, se tiene que a(§)(M;) C M/ pues a(&)(M;) = &(M;) C M.
Una rapida comprobacién demuestra que a(1yt) = 1oy y si §: M — M’
y & M — M” son homomorfismos de médulos de persistencia, entonces

a(g' o) = a(f’) o a(f).

A continuacién se define otro funtor 8 : R[t]-Gr-Mod — R-PersMod, que
serd el inverso de o. Si M = @;°, M; es un R[t]-médulo graduado, entonces se
considera el siguiente médulo de persistencia:

B(M) := My 2% My £5 My 22 -

donde ¢; : M; — M;yq1 es el homomorfismo de R-médulos definido como
wi(m;) :=t-m;.

Dado un homomorfismo de R[t]-médulos graduados n : M — M’ se con-
sidera la restriccién n; = 7, My M; — M/ (recordemos que por definicién
n(M;) € M]). Asi podemos construir 8(n) = {n; : M; — M/}2, y como
n(t-m;) =t-n(m;), el siguiente cuadrado es conmutativo para cada i:
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Pi
Mi —_— Mi+1

ml J/"]H—l

! !
M; o » Mijy

Finalmente, una simple comprobacién demuestra que

B o = 1R persiod y «o /6 = lR[t]—Gr—Mod
y por tanto R-PersMod y R[t]-Gr-Mod son categorias isomorfas. a

Con el lema siguiente veremos que las condiciones de finitud se trasladan
entre las categorias mediante el isomorfismo anteriormente descrito. Aunque no
es complicada, por motivos de extensién la demostracién del siguiente lema se
omite, pero puede ser consultada en el trabajo de Corbet y Kerber [5].

Lema 3.16. Sea R un anillo unitario. Si un mddulo de persistencia M sobre
R es de tipo finitamente presentado, entonces (M) es finitamente presenta-
do. Reciprocamente, si un R[t]-mddulo graduado M es finitamente presentado,
entonces B(M) es de tipo finitamente presentado.

El siguiente resultado es la version corregida del teorema que enunciaron
Zomorodian y Carlsson en el trabajo [14]:

Teorema 3.17 (Representacién de Zomorodian-Carlsson). Sea R un ani-
llo unitario. La categoria de los R[t]-mddulos graduados finitamente presentados
es isomorfa a la categoria de los mddulos de persistencia sobre R de tipo finita-
mente presentados.

Demostracion. Por la Proposicién 3.15, a : R-PersMod — R[t]-Gr-Mod es
isomorfismo, por lo que teniendo en cuenta el Lema 3.16, la restriccién de « entre
los correspondientes objetos finitamente presentados es un funtor bien definido.
De forma andloga se razona para 3. El resto de la demostracion es evidente. 0O

Un enunciado alternativo es el siguiente (que por el Lema 3.14 y el Teorema
3.17 la demostracién es también inmediata):

Teorema 3.18. Sea R un anillo conmutativo y noetheriano. Entonces la ca-
tegoria de los R[t]-mddulos graduados finitamente generados es isomorfa a la
categoria de los modulos de persistencia de tipo finitamente generados.

3.5. Cdbdigos de barras asociado a un médulo de
persistencia sobre un cuerpo

Dado M un modulo de persistencia finitamente generado sobre un anillo
conmutativo, unitario y noetheriano, vimos en el Teorema 3.18 que a(M) es un
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R[t]-médulo graduado finitamente generado. El siguiente paso es hacer uso del
teorema de estructura para el caso graduado. Sin embargo RJ[t] en general no es
un dominio de ideales principales. Una condicién suficiente para que se de esta
condicion es que el anillo R sea un cuerpo. Concretamente, si denotamos por
F a tal cuerpo entonces es bien conocido que F[t] es un dominio euclideo y en
particular un dominio de ideales principales.

Comenzamos viendo el enunciado del teorema de estructura para el ca-
so graduado. Para su demostracién se aplica el teorema de estructura general
ajustando de modo adecuado las graduaciones. Por tanto no insistimos en dar
muchos mas detalles para su demostracion.

Teorema 3.19 (Teorema de estructura para médulos graduados). Sea
M wun F[t]-mddulo graduado finitamente generado. Entonces M se puede des-
componer de forma unica salvo isomorfismos como

M = (nggt‘“ -F[t]) ® étbf : g[ﬂ

i=1
con ai,bj,c; €N yc; > 0.

Demostracion. Al aplicar a M el Teorema de Estructura 2.11, este se descom-
pone en la parte libre y en la de torsion.
La parte libre estd formada por un nimero de copias de F[t]. La parte

de torsion es otro ntimero de copias de %’ en los que el ideal (s;) es un ideal

graduado y por lo tanto estd generado por elementos homogéneos asf que (s;) =
(t¢) para cierto ¢ € N. Para que el isomorfismo mantenga la graduacién hay que
ajustar los grados. Esto se consigue con los elementos de la forma t% y t%. Se
dejan los detalles al lector. a

Observacion 3.20. El teorema de estructura para R-moédulos graduados se puede
generalizar mas para un R-moédulo graduado M sobre un dominio de ideales
principales graduado D, descomponiéndose de forma tnica en la forma:

n m D
2D s
(©=0)e (&35

donde d; € D son elementos homogéneos de tal manera que d; divide a djy1,
o, B; € Z'y X* denota la correspondiente traslacién de grado por o.

Esta descomposicién es la que nos permitird mas adelante obtener los mo-
mentos de nacimiento y muerte de las clases de homologia persistente. Primero
introduciremos un médulo de persistencia particular: el intervalo de persistencia.
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Definicién 3.21. Un intervalo de persistencia, o P-intervalo, es un par
ordenado (m,n) € NxNU{+o00} con m < n. Para cada intervalo de persistencia
se define su mdédulo de persistencia asociado, denotado por I(m,n), como el par

{I(m,n)i}20, {wi}2y) donde:

F ssm<i<n lp ssim<i<n
I(m,n); = , Y=
0 en el resto de casos 0 en el resto de casos

siempre que n < +00. Para el caso que n = +00 se define:

F sim<i {1F sim <i

I(m,4o00); = { Y =

b)
0 en el resto de casos 0 en el resto de casos

Observacion 3.22. Como se puede entrever, los intervalos de persistencia son
cada uno de los segmentos del cédigo de barras asociado a un médulo de persis-
tencia de tipo finitamente generado.

Definicién 3.23. La suma directa entre dos mddulos de persistencia se define
como
Mo N :=({M; & Ni}ig {pi; ®ijti<s)
Andlogamente, se define para una familia arbitraria de mdodulos de persistencia.
Si M =N@N y ninguno de los dos es nulo se dice que M es descom-
ponible. Por otro lado, se dice que M es indescomponible si no es posible
ponerlo como suma directa de dos modulos de persistencia no nulos.

Los tres siguientes lemas nos permitirdn asociar a un médulo graduado
finitamente generado una coleccién de intervalos de persistencia indescomponi-
bles.

Lema 3.24. I(m,n) y I(m,+00) son mddulos de persistencia indescomponibles
para naturales cualesquiera n, m con n < m.

Demostracion. Si I(m,n) o I(m,4oc0) fueran descomponibles entonces en par-
ticular se tendria una descomposicién

FXA®B

para ciertos F-espacios vectoriales A y B. Necesariamente, al ser espacios vecto-
riales, no existe parte de torsién y por lo tanto A = FPy B = F9. Asi, F' =~ FP+4
y por criterios de dimensién p =1y ¢ =0, 0o bien, p=0y ¢=1. a

Para el siguiente lema se recuerda que la suma directa de dos R-mddulos
graduados M y N es un R-médulo graduado M & N = @;° (M @ N); donde

(M@®N); =M, dN;
y la operacién externa viene definida por

r-(mg,n;) = (r-my,r-n;), o equivalentemente, r - (m; + n;) =7 -m; +r-n;
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Lema 3.25. El funtor « : F-PersMod — F[t]-Gr-Mod y su inverso conservan
las sumas directas finitas, salvo isomorfismos.

Demostracion. Basta ver el resultado para las sumas directas binarias. Sean dos
moédulos de persistencia

N=Ny 2% N, 25 N, 22 ...

N = N. Fo, ©0 N/ @4 N L2 @5
[ 2
Definimos la aplicacién f: a(N & N') = a(N) & a(N’) como
i=0

Es sencillo comprobar que esta aplicacién es biyectiva, conserva el grado y
es un homomorfismo de grupos. Ademds, es un homomorfismo de F[t]-médulos
puesto que

f <t~2(m7n2)> =f <Z(% @ ;) (ni,m )) =f <Z(%(m)7<ﬂ2(n§))>

=0 =0 i=0
- (Z pi(ni), Z @2(”;)) = (Zt “ Ny, Zt . ni)
=0 i=0 i=0 i=0
=t- (Zerﬂ) =t-f (Z(ni,ng)>
=0 =0 i=0

El hecho que 3 conserve las sumas directas finitas es consecuencia de que
« las conserva y uno es funtor inverso del otro. O

Observacion 3.26. Notese que el lema es igualmente valido si se trabaja para
cualquier anillo R.

Lema 3.27. Se tienen los siguientes isomorfismos de F[t]-mddulos graduados.

Flt]

a(I(ma n)) = <tn—m>

a(I(m,400)) = t™ - F[t]

Demostracion. Por definicién,
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[t]

{pr=my Son de la forma

Hacemos notar que los elementos de t™ -

t"™(ag 4 ar t+ .. 1t =ag " Far -t a1t

Por tanto existe el isomorfismo de F[t]-médulos graduados

n—m—1 . F[t}
f: EPO F—t Gy

definido como f(ag,...,@n_m_1) =ao-t™ +ay -t . an g t"TL
De forma anéloga también se puede ver que

a(I(m,+o0)) @ImeOOq—@FNtm' [t]

O

Teniendo en cuenta los lemas anteriores, se tiene que todo médulo de per-
sistencia de tipo finitamente generado y sobre un cuerpo, tiene una descomposi-
cién singular. Dicha descomposicién determina los cédigos de barras del médulo
de persistencia original:

Teorema 3.28. Sea M un mddulo de persistencia sobre F de tipo finitamente
generado. Entonces M se descompone en una suma directa finita de modulos de
persistencia indescomponibles de la forma I(m,n) y I(m,+00). La multiplicidad
de cada mddulo indescomponible estd unicamente determinada.

Demostracion. Sea un médulo de persistencia M. Teniendo en cuenta el Teorema,
3.19 aplicado al R[t]-médulo graduado a(M) y los lemas 3.25 y 3.27, se tiene
que:

a(V) = (G_B e ) EBtb tq
= (@ a([(al,+00))> @ @a(I(ijcj + b]))
i=1 J=1

IR

(@ I(a;, +oo)> e | EPIb).c;+1b;)
i=1 j=1

Aplicando el funtor § a ambos miembros del isomorfismo, y teniendo en
cuenta que todo funtor conserva isomorfismos, obtenemos el isomorfismo
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M= (@I(%+OO)> o | DIy c;+1b;)
i=1 =1

O

Observacion 3.29. Notese que si en el teorema anterior M es el médulo de persis-
tencia proveniente de aplicar homologfa simplicial (con coeficientes en un cuerpo)
a una filtraciéon de complejos simpliciales, entonces cada uno de los médulos de
persistencia indescomponibles que conforman a M se corresponde exactamente
con un segmento de su cédigo de barras asociado. Asi, por el teorema anterior
se puede definir de forma obvia el cédigo de barras de cualquier médulo de per-
sistencia (sobre un cuerpo) de tipo finitamente generado. Evidentemente, este
c6digo de barras es un invariante por la clase de isomorfismo del médulo de
persistencia M.

3.6. Algoritmo de calculo para los cédigos de barras

En esta seccién expondremos un algoritmo, introducido por Carlsson y
Zomorodian, que nos permitird calcular el cédigo de barras (o intervalos de per-
sistencia) de un médulo de persistencia originado al aplicar homologia simplicial
(con coeficientes en un cuerpo) a una filtracién de complejos simpliciales. No
obstante, lo haremos con un poco méas de generalidad, comenzando a partir de
los denominados complejos de persistencia. Estos no son més que una sucesién
de complejos de cadenas junto con homomorfismos de transicién entre ellos. Al
comenzar a partir de un complejo de persistencia (sobre un cuerpo F') podre-
mos ser capaces de construir un complejo de cadenas de F[t]-médulos graduados
especifico, cuya homologia coincide exactamente con el F[t]-mdédulo graduado
asociado a la homologia del complejo de persistencia original. Por tanto, para
calcular los cédigos de barras deberemos hallar la parte libre y la parte de torsiéon
de este F[t]-mddulo de homologia. Aqui, el algoritmo visto en la Seccién 2.3 del
Capitulo 2 entrard en juego. Sin embargo no haremos uso de la forma normal
de Smith del operador borde. En su lugar calcularemos su Forma Escalonada
por Columnas. Como veremos, esta es una forma equivalente pero mucho menos
costosa computacionalmente que la forma normal de Smith. Terminaremos la
memoria dando un ejemplo ilustrativo de este algoritmo.

Seguiremos suponiendo que el anillo R es un cuerpo F, aunque se hace
notar que ciertos resultados funcionan igualmente para un anillo conmutativo y
unitario R arbitrario.

Definicién 3.30. Un complejo de persistencia consiste en un par

C = ({(C"6")}20, {9 bo<i<y)
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donde (C*,6%) es un complejo de cadenas de F-espacios vectoriales y o9 : C* —
C7 es un homomorfismo de complejos de cadenas que cumple

i. ' = 1ci, para todo i =0,1,2....
i, pIF o = ik 5 0<i<j<k.

Al complejo de persistencia se le dice que es de tipo finitamente genera-
do si para cada complejo de cadenas C* se tiene que C’; es un F-espacio vectorial
de dimension finita para todo j y existe m > 0 tal que ¢’ := @H 1 . CF — O
es isomorfismo de complejos de cadenas, para todo i > m. Se dice que C' es de
tipo no negativo si cada C]i» =0 para todo j <0 ev > 0.

Un complejo de persistencia puede representarse graficamente por un dia-
grama de la forma siguiente:

5gl 5‘% 5%
1 2

0 Pa 1 Pa 2 P2
& & &

%) | |
0

@ ® ®
cy s o s 072

| st |st
0 1 2

0 Po 1 ¥o 2 ®o
Co Co Co

| |as &

o de forma més compacta
2

c=c0 2o o2 S

donde ¢! := "1 para todo entero i =0, 1, 2, ....

Nétese que C? no es F-espacio vectorial sino un complejo de cadenas.
Asi, al no ser C' un médulo de persistencia no se puede aplicar el funtor . Sin
embargo, fijando cada nivel j del complejo de persistencia si existe un moédulo
de persistencia determinado por

Y o} 5
o _ 0 Pi_ 1 Pii 2 P
Cy=C; —C; —C; — ...

y ast a cada C7} se le puede aplicar el funtor o

a(CF) = @c;i, tem; = @l(m;) € Cit
=0
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Ademds podemos considerar el homomorfismo de médulos de persistencia
definido como 47 = {5; 20 v por lo tanto a(d5) = ;= 6; Obsérvese que como
a(d3_1) o a(d5) = a(d5_; 0 d%) = a(0) = 0, la familia formada por cada «(C7)
constituye un complejo de cadenas de F[t]-médulos graduados. Por abuso de
lenguaje denotaremos a dicho complejo de cadenas por «(C):

a(83)

*(%,

(8% y)
_) ..

a(C) = - "8 a(cg) 1 a(ep) W a(cg) T a(ey)

donde el nivel p de a(C) estd definido como
a(C)y i= a(C3)

Observacion 3.31. Al ser F un anillo noetheriano, se tiene como consecuencia
del Teorema 3.18 que, si C es un complejo de persistencia de tipo finitamente
generado sobre F entonces a(C) es un complejo de cadenas de F[t]-mddulos
(graduados) libres de rango finito. En efecto, si para cada p € Z, tomamos la
uniéon de las bases de CZ’; y eliminamos los elementos que pertenezcan a I m(cpfg)
para todo 4, tenemos asi una base de a(C),.

Por otro lado, la homologia de dimensién p de cada complejo de cadenas
del complejo de persistencia obtenemos el siguiente médulo de persistencia de
F-espacios vectoriales:

1 f Iy
H,(C) = Hy(C°) =5 Hy(Ch) = Hy(C?) =55 -
donde f} := Hy(¢}).

Observacion 3.32. Si el complejo de cadenas esta determinado por una filtracién
de complejos simpliciales, con 4,0; siendo la inclusién p; ;+1, tenemos la cons-
truccién que se dio al comienzo de capitulo que desemboca en la homologia
persistente. Por esta razén, los complejos de persistencia que nos interesan seran
de tipo finito y de tipo no negativo.

A este médulo de persistencia se le puede aplicar el funtor a construyendo
asf el F[t]-médulo graduado a(H,(C)). Un sistema generador de o(H,(C')) con-
siste en la unién de las bases de cada H,(C;). Podemos detectar el nacimiento
y muerte de estas clases en la homologia persistente si vemos el grado de es-
tos elementos y si tienen o no torsién. Esto es posible mediante el Teorema de
Estructura graduado junto a lo ya probado en la seccién anterior.

Como veremos en el siguiente resultado, es indiferente hallar primero
a(Hp(C)) que hallar la homologia a a(C), es decir, Hy(a(C)).

Proposicion 3.33. Si C es un complejo de persistencia sobre F' yp > 0 enton-
ces se tiene un isomorfismo de F[t]-mddulos graduados:

Hy(a(C)) = a(Hp(C))
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Demostracion. Es sencillo establecer la siguiente cadena de isomorfismos de F'[t]-
modulos graduados:

Hy(a(C)) = Zp(a(C))/By(a(C)) = Ker(a(dy))/Im(a( ;+1))

7“(69(51’;)/1771(69(5;j ) 2 ( @Ker (65)) @Im 1))
=0 i=0

= D(Ker(5})/Tm(84.1)) = a(H,(C))
=0

O

Observacion 3.34. Por comodidad y evitar mas engorro en la notacion identifi-
caremos «(d) con § a partir del siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.35. Sea C' el complejo de persistencia asociado a la filtracién de com-
plejos simpliciales del Ejemplo 1.11. Podemos construir la siguiente tabla donde
especificamos los elementos generadores e indicamos la graduacién de cada ele-
mento. Nétese que si un generador a aparece por primera vez en la posicion ¢ de
la filtracién (es decir, aparece por primera vez en C'(K;)) entonces tiene grado i.
Por consiguiente, el generador t - a de C'(K;41) tendra grado i + 1. Ademés, por
motivos de espacio en este ejemplo haremos uso de una notacién mas compacta
para los generadores en la filtracién, de tal modo que a ¢ - [a1, as] lo denotaremos
por tajas y asi para el resto de los generadores.

C(Ko) C(K1) C(K2) C(K3) C(K4) C(Ks)
tag, tay, 1,2/1,(, t2u,1 31‘,(1,0 txa,l t* ao, tt ay t°ao, t° ai,
- ao, a1, > tay, > ) s , , s
(1) cadenelms e tas, tas, Paz, Pay, | tas, tPay, | tlas, thas, t°az, t°as,
elementales as, as tas, tas ay, t2as t3aq, t3as thay, thas
5 4
taoas. 2000 . faa t2apas taoal tagag t(l(](ll‘ta(l(lZ‘
I-cadenas o |, tooan (e, oot i, o e i
apay ‘a2, 102, @005, |\ “ta0a5) agaa, | U-a20as, tlloaal tazas, ] aoa.],
elementales araz asas asaq, asas | tasas,taszas, | t2asas,t’asas,
azas tazas
_ . t3a0, a as
e%efr?edhetr;alfzs apazas taoazas t2agazas a(;agés ’

Con esta tabla podemos ver las bases de cada complejo de cadenas sim-
plicial y como se comportan los simplices con la graduacién. Se construyen las
bases de a(C)g, a(C)1 y a(C)2 a partir de esta tabla, denotadas A(a(C);) con
1 =1, 2, 3. Los elementos de las bases son las p-cadenas elementales de la tabla
que no tienen coeficiente en t, es decir,

A(a(C)o) = {ao, a1, az, a3, a4, as}
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Ala(C)y) = {aoa1, apaz, ajas, apas, asas, apay,
asas, azas, azas}
A(a(C)2) = {apazas, azazas}
Los F[t]-médulos graduados a(C)g, a(C)1 vy a(C)z forman un complejo

de cadenas «(C') junto al operador borde ¢ definido a partir del operador borde
de cada complejo C(K;). Asi, por ejemplo, d3 : a(C)2 — a(C); seria

d2(apazas + azazas) = 6§(a0a2a5) + 5g(a2a3a5)

siendo
2
(52 (a0a2a5) = asas — apas + tagas

5§(a2a3a5) = t2a3a5 — t3a2a5 + tagag

son los operadores bordes de dimensién 2 para los complejos C(K3) y C(K5),
respectivamente.

Para hallar la homologia de dimensién p de a(C') procederemos a hallar
lo que denominaremos la Forma Escalonada por Columnas de d,. Veremos pre-
viamente unos lemas necesarios para ello.

Lema 3.36. Sea f : A — B un homomorfismo de F[t]-mddulos graduados libres
de rango finito y sean {e;}7_; y {&;}{2; bases homogéneas de A y B respectiva-
mente. Entonces todos los elementos de la matriz asociada M = (M; ;) a f son
homogéneos. Ademds se tiene que

deg(e;) = deg(M;;) + deg(é;)

Demostracion. Por definicién, para cada j se tiene
m
fleg) =Y Mijé;
i=1

Como f es un homomorfismo de F[t]-mddulos graduados, se tiene por
conservacién de grados que deg(f(e;)) = deg(e;). Por lo tanto > ;" M;;é; es
homogéneo de grado deg(e;) pues no es posible que ningtin sumando tenga un
grado diferente. Asi, necesariamente todo M;; es homogéneo y ademas

deg(ej) = deg(MUél) = d@g(MZJ) + deg(él)
O

Lema 3.37. Con las condiciones del lema anterior, la homogeneidad de la base
de A y de los elementos de la matriz no se ve afectada por operaciones elemen-
tales por columnas de tipo 1 y 3, donde la operacion de tipo 3 tiene que eliminar
un elemento de la otra columna.

Ademds, las mismas operaciones de tipo 1 y 3, pero por filas, mantienen
la homogeneidad de la base de B.
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Demostracion. En ambos casos (columnas o filas) la operacién de tipo 1 se tiene
el resultado trivialmente pues no afecta a los grados.
Por cémo es la operacién de tipo 3 existe un polinomio ¢ € F[t] homogéneo
tal que My; = —q- My;. Entonces deg(My;) = deg(q- My;) = deg(q) + deg(Mg;).
Es decir,
deg(q) = deg(My;) — deg(My;)

Si el elemento e; se sustituye por e; + ¢ - e;, entonces este nuevo elemento
es homogéneo:

deg(qe;) = deg(q) + deg(e;) = deg(My;) — deg(My;) + deg(e;)
= (deg(e;) — deg(éx)) — (deg(e;) — deg(éx)) + deg(ei)
= deg(e;)

Por el mismo procedimiento:

deg(gM,;) = deg(q) + deg(M;;) = deg(My;) — deg(Myi) + deg(My;)
= (deg(ej) — deg(ér)) — (deg(e;) — deg(ér)) + (deg(e;) — deg(ér))
= deg(e;) — deg(é;) = deg(M;)

Finalmente, operando por filas con la operacién 3 tenemos que deg(q) =
deg(M;i,) — deg(M;i) pues M, + qM;; = 0 y el elemento é; se sustituye por
é; — qé;. Asi que comprobemos finalmente que es homogéneo:

deg(qé;) = deg(q) + deg(é;) = deg(M,1,) — deg(M;1) + deg(é;)
= (deg(ex) — deg(é;)) — (deg(ex) — deg(é;)) + deg(é;)
= deg(é;)

a

Si ordenamos la base de B por orden decreciente de grados entonces, cla-
ramente, los elementos de una misma columna se ordenan por orden creciente de
grados. Como veremos a continuacién, esta matriz se puede transformar en su
Forma Escalonada por Columnas, que es una forma equivalente a la forma
normal de Smith y menos costosa que ésta computacionalmente. De hecho solo
se usan operaciones por columnas y no hay necesidad de anular todo elemento
de la misma columna del pivote. La segunda parte de lema anterior nos sirve
para comprobar que la Forma Escalonada por Columnas nos proporciona toda
la informacion suficiente para obtener la Forma Normal de Smith.

El algoritmo para transformar la matriz en la Forma Escalonada por Co-
lumnas es el siguiente. Destacamos de nuevo que todas las operaciones elemen-
tales que se realizan son por columnas de tipo 1 y 3 segin el Lema 3.37:
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1. Elegir un pivote buscando el elemento de menor grado de la primera fila e
intercambiar la columna en la que esté con la primera columna. Si se da
el caso que no hay elemento no nulo en la primera fila se pasa al siguiente
menor eliminando esta y la primera columna.

2. Eliminar los elementos de la misma fila mediante las operaciones de tipo 3
adecuadas, a la columna c; se le resta la columna ¢ - ¢;, donde

q=ai;- a1_11 %=1 donde d; = deg(My;) y di = deg(Mi1)

3. Una vez anulada la primera fila, excepto el pivote, se sigue con el siguiente
menor del mismo modo hasta que no se pueda seguir mas.

Al aplicarle este método a una matriz M asociada a un homomorfismo de
F[t]-m6dulos graduados libres de rango finito, la matriz final M quedaria de la
forma:

donde los asteriscos son elementos no nulos y los que estan dentro de los cua-
drados son los pivotes.

Lema 3.38. Los pivotes de la matriz escalonada por columnas, que son el primer
elemento no nulo de cada columna, coinciden con los elementos de la diagonal
de la forma normal de Smith. Ademds los elementos de las bases tienen el mismo
grado en ambas matrices.

Demostracién. Como el orden de la base {é;} es decreciente por grados, al fijar
una columna j el grado de los elementos de esa columna aumenta ya que deg(e;)
es también fijo. Por tanto

deg(M;;) = c — deg(é;)

es mondtona creciente, donde ¢ = deg(e;) estd fijo. Con operaciones elementales
por filas de tipo 3 se eliminan todos los elementos que estén por debajo del pivote
ya que son todos elementos homogéneos de F[t] con mayor grado y existe algin
g € F[t] homogéneo que los anulen. Aseguramos que ¢ es de la forma

q= b . a71 . t(]fk)
donde a - t* es el pivote, b -t/ es un elemento arbitrario de la columna, y a~'
es el elemento inverso de a € F' que existe al ser F' cuerpo. Finalmente usando
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operaciones de tipo 1 (tanto por filas como columnas) se ordenan los pivotes en
la diagonal y de tal manera que dividan al siguiente. Por el Lema 3.37 sabemos
que la homogeneidad y el grado de los elementos bésicos se mantienen. O

Sea C' el complejo de persistencia asociado a una filtracién de comple-
jos simpliciales de K al tomar los complejos de cadenas simpliciales correspon-
dientes. Consideremos el operador borde 4, : a(C), — Z,_1(a(C)) . Obsérve-
se que podemos suponer que el codominio de 6, es Z,_1(a(C)) puesto que
9p,((a(C))p) = Bp-1(a(C)) € Zp_1(a(C)). La base estandar de a(C), es
la base homogénea determinada por la coleccién de las p-cadenas elementales
de K, siendo K el mayor complejo de la filtracion. El grado de una p-cadena
elemental es el grado en el que aparece por primera vez.

Proposicion 3.39. Sea C' un complejo de persistencia de tipo finitamente ge-
nerado y no negativo sobre F', si p > 0 entonces 6, se puede representar matri-
cialmente en forma homogénea respecto de la base estdndar de a(C), y una base
homogénea de Z,_1(a(C)).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre p y usaremos los lemas ante-
riores. Para p = 1,
01 : a(C)y — a(C)o = Zo(a(C))

es trivial pues la base estdndar de «(C)g funciona como base homogénea de
Zy(a(C)). Supongamos que MP es la representacién matricial de J, respecto a
una base estandar de «(C), y una base homogénea de Z,_1(a(C)).

Calcularemos una base homogénea de Z,(a(C)) a partir de la base
estdndar de «(C)p. Primero se ordena la base de Z,_1(a(C)) por orden de-
creciente de grados y tomamos la matriz M? (la representacién matricial de d,,)
y se transforma en su forma escalonada por columnas MP?. Por el Lema 3.38
tenemos que los elementos béasicos correspondientes a las columnas sin pivotes,
es decir nulas, de M? son los elementos bésicos de las columnas no nulas de la
forma normal de Smith de M? y por la Proposicién 2.15 estos elementos forman
la base de Z,(a(C).

Finalmente, para representar d,41 respecto a la base estandar de o(C)p41
y la base de Z,(a(C) es suficiente con eliminar las filas de MP! que se correspon-
den a las columnas pivotes de MP?. En efecto, nétese que al tenerse dpodpy1 =0
se tiene que el correspondiente producto matricial es cero: M? - MP+! = 0. Esta
relacién se mantiene para toda operacién elemental de tipo 1 y 3 que se aplique
y por lo tanto a toda base. Supongamos que se sustituye ¢; por ¢; + ¢ - ¢;. En-
tonces el elemento e; se sustituye por e; + ¢ - ;. Pero al ser el dominio de ¢, el
codominio de dp4+1, en M P+1 ge aplica una operacién por filas que sustituye fi
por f; —q- f;. Estas operaciones ademas cancelan las filas correspondientes a las
columnas pivotes. m]



48 3 Homologia Persistente

Figura 3.4. Esquema de la relacién entre las matrices M? y MPHL.

Con todo esto, podemos finalmente hallar la estructura de Hy(a(C)) la
cual nos dard los intervalos de persistencia (o cédigos de barras).

Proposicion 3.40. Sea C' un complejo de persistencia de tipo finitamente ge-
nerado y de tipo no negativo sobre un cuerpo F. Sea M? la matriz en forma
escalonada por columnas asociada a 6, respecto de la base estdndar de a(C), y
una base homogénea {&;}!_, de Z,_1(a(C)). Si la fila i tiene un pivote de grado
n; > 0 entonces esta contribuye a la descripcion de Hp_1(a(C)) mediante

FIf
(v

en caso de que no tenga pivote, esta contribuye con

tdeg(éi)

pdeg(é) | F[ﬂ
FEquivalentemente, tenemos los intervalos de persistencia:
[deg(é:), deg(éi) +ni) o [deg(é;), +00)

Demostracion. Interpretando el Teorema 2.14, la Proposicion 2.15 y el Lema
3.38 tenemos que H,_1(a(C)) 2 L,—1 & T,—1 donde

q

Ly-1 2 Zn1((0))/Waa(a(C)) = €D (&)

j=k+1
q q
~ (P () = (tdegwj). F[t])
j=k+1 j=k+1
Tr1 = Wi (a(C))/Br-a( g@ €j)/(s5€;)
j=1

1%

=1 j=1

<.
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Es inmediato comprobar que (t%€9(%3)) = ¢deg(é) . F[t] para todo j. Del
t2°9(&5) p[)

riTdeaten gy COMO

mismo modo, se ve sin dificultad que los elementos tanto de
de tdes(é) . % son las clases con representante los polinomios de la forma
tde9(ei) g ... gdeg(@)tni=1 g Finalmente, por el Teorema 3.28 se tienen
los correspondientes intervalos de persistencia.

[deg(é:), deg(é:) +ni) y [deg(é:),+o0)
O

Ejemplo 3.41. Hallemos las matrices correspondientes a las bases que se cons-
truyeron en el Ejemplo 3.35 para contrastar el cédigo de barras de la Figura
3.3. Construyamos la matriz asociada a é; y hallemos su forma escalonada por
columnas para hallar los intervalos de persistencia. Para eso veamos la imagen
de los elementos de la base de a(C);:

(52(&0&1) = a1 — ap, (52(&0@2) = tCLQ — tao, (52(@10,2) = tag — tal,

Sa(apas) = tas — t2ag, da(azas) = tas — t2az, dz(apas) = t*as — t3ay,

(52(0,3664) = t2a4 — t?’ag, (52(&3@5) = t2a5 — t3a37 52(@2@3) = t4a3 — t4a2

luego,

apay agaz a103 Agas (205 AgGs (304 (305 203

as| 0 0 0 ¢t t 0 0 ¢ 0

as| 0 0 O 0 O ¢ ¥ 0 0

M= a3l O 0O O 0 0 0 —t3 —3 4

a| O ¢t t 0 —t* 0 0 0 —t

ags| 1 0 —t 0 O O 0 0 0

ap | -1 —t 0 —t>2 0 —t> 0 0 0

Aplicando el algoritmo de eliminacién gaussiana por columnas tenemos la
matriz escalonada

Apas GpG4 Q304 — ApG4 ApG2 Q0A1 21 22 23 24

as 0 0 0 0 0 0 0 0

) as | 0 0 0 0 0 0 0 0
Mi=1| a5l 0 0 |- 0 0 0 0 0 0
az| 0 0 0 0 0 0 0 0

ai| 0 0 0 0 0 0 0 0

ap |—t* —t? t3 -t -1 0 0 0 0
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donde los elementos metidos en las cajas son los pivotes y los z; son los elementos
de la base de Z;(a(C)) definidos como

21 = a2as5 + tagas — agas, 22 = a1a9 + tagay — agas

3
23 = aszas — tagas + apaq — azay, 24 = aga3 + t°agaz — tagayg + tasay

Los intervalos de persistencia en dimensién 0 segin el Teorema 3.40 son
los siguientes:

[1,2), [1,3), 0,3), [0,2), [0,0), [0, +00)

Noétese que al intervalo [0,0) le corresponde % =0 con lo que no aporta

nada a Hyo(«(C)) y se obvia. Por tultimo, la matriz asociada a d2 es

apQ20a5 A20305 apaz0s5 a2a30as5
as2a3 0 t asay — apayg 0 0
asas 0 t2 agay 0 0
asay 0 0 apas 0 0
0 0 apa2 0 0
M2 — aoGy N M2 _
G205 1 —t3 apay 0 0
apas -1 0 Z4 0 t
a1a9 0 0 zZ3 0 tz
apas t 0 29 0 0
apaq 0 0 Al 1 —f,g
ApQ20a5 (20305
B Z4 0 t B
M? =| 2z 0 t2 — M? =
V) 0 0
Z1 1 —t3

Los intervalos son
[2v 2)7 [47 5)’ [17 +OO)7 [3’ +OO)

pues deg(z1) = 2y deg(z4) = 4 junto a los respectivos pivotes 1 y t, ademds
deg(z2) = 1, deg(z3) = 3 que no tienen pivotes. Coincidiendo también con el
cédigo de barras para Hy de la Figura 3.3.

Observacion 3.42. En la actualidad existe una variedad de software para el cdlcu-
lo de la homologia persistente que estd al alcance de los usuarios. Como por
ejemplo: The Perseus Software Project for Rapid Computation of Persistent Ho-
mology, Plex y TDA: Statistical Tools for Topological Data Analysis.
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Foundations of persistence homology and its
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Topological Data Analysis is a recent
field in applied mathematics whose goal
is to determine —through topological
techniques— qualitative properties of data
sets. This memoir expands on the topo-
logic and algebraic foundations of Per-
sistent Homology — one of the principal
tools of Topological Data Analysis—. Per-
sistent Homology measures the evolution
of topological features of a filtration of a
simplicial complex. This evolution can be
represented by a collection of segments,
forming the so-called barcode. From the
barcode it is possible to decide which fea-
tures can be considered as noise and
which ones are essential. The last part
of the memoir provides an algorithm that
calculates the barcode of a simplicial com-
plex efficiently.

1. Filtrations of simplicial complexes

The most basic notion is the one of n-
simplex that can be intuitively viewed as
the n-dimensional analogous of a triangle.

Figure 1: A 1-simplex, 2-simplex and a
3-simplex, respectively. The points a;, b;
and c; are the vertices of the simplices. A
0-simplex its formed only by a point.

By grouping simplices that follows some
specifics rules of compatibility we get a
simplicial complex. A topological space
can be associated to a simplicial complex
and its usually used as a visual represen-
tation. This space is usually called a poly-
hedron if the simplicial complex is finite.

ag

Figure 2: Polyhedron homeomorphic to a
Mbbius strip (also known as a Mébius strip
triangulation).

A simplicial complex can be associated to
adata cloud (a set of data points in R") but
there are many ways to make this associ-
ation, two of the best known are the Cech
Complex and the Vietoris-Rips Complex.

associated barcode
Oscar Andrés Diaz Sanchez

Facultad de Ciencias - Seccién de Matemaéticas

Universidad de La Laguna
alu0100848595Qull.edu.es

®.. B

e A
Figure 3: Left: Cech complex, a simplex
is formed if the intersection of all balls cen-
tered in the vertices with radius € > 0 is
not empty. Right: Vietoris-Rips complex,
a simplex is formed if the vertices are in
intersection of all balls centered in the ver-
tices with radius € > 0.

To find the topological space that best rep-
resents the data cloud, a filtration J of
simplicial complex (a nested sequence of
simplicial complexes) is needed.

ay a a

ag ag a ag

ag ay @ az ag ' az

Gogaz

Figure 4: A Cech filtration associated to
the points ao, a,, a, and as.

2. Si

cial homology

The intuitive idea behind the simplicial ho-
mology is to detect the holes of dimension
n in a polyhedron associated to a simpli-
cial complex K. The first step is to orien-
tate all its n-simplices, ordering the ver-
tices to obtain a specific R-module C,(K)
for each n, with R-modules being a gener-
alization of vector spaces. Together with
certain homomorphisms called boundary
operators the next sequence is given:

25 G () 22 CyK) 22 € (R) 22

The n-simplicial homology R-modules are
the quotients between the images and
kernels of the boundary operators:

H,(K) := Z,(K)/ B,(K) Where

Zy(K) := Ker(5,,) and B, (K) := Im(8,41)

For finite simplicial complexes, H,(K) is
the finite product of certain submodules of
R.

Theorem 1 Let R be a principal ideal do-

main and let M be any finitely generated

R-module. Then
MERI(s;)®RI(s;)®---®RI(s,) ® R"™"

for some s; satisfying s; divides s.,.

This gives an algorithm to calculate the n-

homology R-modules.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Septiembre, 2019

3. Persistent homology

Given JF a filtration of simplicial com-
plexes, H,(K;) can be calculated for each
of the simplicial complexes in the filtration
denoted as K;, with i € I. Using this the
n-persistent (i, j)-homology module is de-
fined as:

@) =im(fy)
where f,7: K,(K;) — H,(K;) is the homo-
morphism defined as the induced injection
pi,j: Ki— Kj.
This allows one to obtain the birth -first
appearance- and death -last appearance-
of elements in the homology modules of
g.

Hy(Ki1)

Hy(K)  Hy(Kja)  Hy(K;)

Figure 5: Representation of birth and
death of the element a. The element a is
born at K; and dies entering K;. It would
be possible that a never dies.

The birth and death of the elements can
be represented by barcodes as follows:

7 [ )
=k

Source: Robert Ghrist (2008). gamodes The Persistent Topology of
)ata.

While calculating the homologies of all
simplicial complexes can be difficult and
a long process, using the algebraic struc-
ture of the barcodes allows to obtain an al-
gorithm with the use of persistence mod-
ules and graded R-modules.
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