PoLINOMIOS ORTOGONALES
PROPIEDADES Y APLICACIONES

Orthogonal Polinomaials
Properties and applications
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Resumen

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado ha sido introducirnos en una de las teorias
mas relevantes y fecundas de la Matemdtica Aplicada: los Polinomios Ortogonales. Este
tema, aunque se introduce brevemente como parte de la asignatura Métodos Numéricos
11, del actual Grado en Matemadticas de la Universidad de La Laguna, se caracteriza
por su naturaleza esencialmente multidisciplinar, tanto en lo referente a su desarrollo
teorico como a su amplio y variado campo de aplicaciones.

En el presente trabajo, hemos sintetizado algunas de las propiedades mds representa-
tivas de las familias generales de Polinomios Ortogonales (norma cuadrdtica minima,
comportamiento de ceros, relacion de recurrencia), para tratar con mds detalle el caso
particular de los denominados Polinomios Ortogonales Cldsicos, entre los que destaca
especialmente el caso de los Polinomios de Chebyshev de primera especie.

Finalmente, se desarrollan brevemente algunas de las principales aplicaciones de estas
familias de polinomios (interpolacion, integracion numérica) para concluir mostran-
do una interesante conexion con las aplicaciones fisicas, a través de la interpretacion
electrostdtica de los ceros, debida originariamente a T. J. Stieltjes (1856-1894). Este
ultimo aspecto, especialmente, permite conectar este trabajo con un posible tema futuro
de investigacion de Mdster y Doctorado por nuestra parte.

Palabras clave: Polinomios ortogonales, Polinomios de Chebyshev, Interpolacion, Formu-
las de Cuadratura, Interpretacion electrostatica.



Abstract

The main purpose of this report has been introducing one of the most important
and fruitful theories of the Applied Mathematics, namely, the theory of Orthogonal
Polynomials. It is well known that this issue, though formally introduced within the
contents of “Métodos Numéricos II” (Third Course of the Degree in Mathematics at
ULL), is essentially interdisciplinary by its theoretical development as well as its wide
range of applications.

The current report starts summarizing some of the most basic and useful properties of
these families of polynomials (minimal quadratic norm, behavior of zeros, recurrence
relations). Then, the particular case of the so-called Classical Orthogonal Polynomials,
amongst them the case of the first kind Chebyshev polynomials deserves special atten-
tion, is analyzed with more detail.

Finally, some of the most important applications of the Orthogonal Polynomials (in-
terpolation, numerical integration) are handled, to end showing a very interesting con-
nection with the physical applications: the electrostatic interpretation of the zeros of
certain families of Classical Orthogonal Polynomials, due to some seminal papers by
T. J. Stieltjes (1856-1894). Moreover, we hope that this last topic may be the link with
further researchs in the context of a Master or Doctorship in Mathematics.

Keywords: Orthogonal Polynomials, Chebyshev Polinomials, Interpolation, Quadrature
Formulas, Electrostatic Interpretation.
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Capitulo 1
Motivacion y objetivos

Como suele ser habitual, no existe una tinica razoén para elegir este tema para la rea-
lizacion del Trabajo de Fin de Grado en Mateméticas. No obstante, entre el conjunto
de posibles argumentos en favor de esta eleccién hemos considerado oportuno destacar
los siguientes:

o Se trata de un tema claramente transversal en cuanto a contenidos de muchas
asignaturas y materias del actual Grado. Si bien, se introduce brevemente en
los contenidos de la asignatura de Métodos Numéricos II (tercer curso), tanto
en su desarrollo tedrico como en sus aplicaciones conecta con gran cantidad de
materias: desde Algebra a todos las asignaturas de Andlisis Matematico (I-VI),
pasando por las de Ecuaciones Diferenciales, las restantes materias de Métodos
Numéricos, la Fisica y la asignatura de Modelizacion, por citar solamente las
conexiones mas evidentes. Este caracter marcadamente interdisciplinar creemos
que convierte a este tema en un magnifico candidato para poner broche de oro
final al Grado en Matematicas con un TFG.

o Por otra parte, y aunque sus contenidos estan claramente encuadrados dentro
de las capacidades y destrezas adquiridas durante la realizaciéon del Grado en
Matematicas, creemos que este estudio introductorio, cuya naturaleza y caracter
global nos ha permitido a su vez analizar algunos aspectos concretos con més
detalle, posibilita el puente hacia el inicio en tareas de investigacion por nuestra
parte en un futuro a corto plazo.

En cuanto a los objetivos de presente trabajo, cabe destacar:

o Conocer la definicion de los polinomios ortogonales, asi como sus propiedades
basicas.
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o Conocer los distintos tipos de polinomios ortogonales clasicos, entre ellos los po-
linomios de Chebyshev de primera especie.

o Aplicar los conocimientos en otros dmbitos de la ciencia, tanto mateméticos (in-
terpolacion y férmulas de cuadratura) como fisicos (electrostatica).



Capitulo 2

Definicién y propiedades generales

Comenzamos dando la definicion de los polinomios ortogonales para luego extraer de
ella algunas propiedades. Para mas detalles sobre el contenido de este capitulo pueden
consultarse las referencias [1],[2] y [3].

2.1. Definicion

Sea [a,b] C R, donde —oo < a < b < o0, contemplando, por tanto, también los
intervalos no acotados. Sea w(x) una funcién peso en [a, b, que verifica las siguientes
propiedades:

o w(xz)>0en (a,b).
b
o w(z) es integrable en (a,b), es decir, w(z) € L1(x): / w(z)dr < .

A partir de esta funcién peso se define un producto escalar para el espacio vectorial
de los polinomios P. Sean p,q € P,

b
Q) = / p(2)q(@)w(z)dz

y su correspondiente norma:

il = \/ / p(2)? w(a)d,

que es clave para definir los polinomios ortogonales.
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Definicién 2.1.1 (Polinomios ortogonales) {p,(x)}°, es una sucesion de po-
linomios ortogonales con respecto del peso w si verifica:

1. ¥n € Z;,deg(p,(x)) = n.

2. {PnyPm)w = 0 <= n # m.

Esta definicién es equivalente a la siguiente condicién, debido a la estructura de
espacio vectorial de P,, que admite como base {p,(z)}7_y:

b pr—
<pnaxk>w = / pn(.ilﬁ)ka(.%)d.% = Cnénk = { gﬂJ Z ; Z7 ,k - 07 17 27 T 7”7

donde C), # 0 es una constante arbitraria. Esta tltima determina un sistema de ecua-
ciones con n ecuaciones y n + 1 incognitas que son los coeficientes del polinomio. Esto
indica que estos ultimos estan determinados salvo una constante multiplicativa. Todo
lo dicho anteriormente se recoge en el siguiente teorema de existencia y unicidad.

Teorema 2.1.1 (Existencia y unicidad de polinomios ortogonales) Para
cada w funcion peso, existe una unica Ssucesion de polinomios ortonormales
Do, D1, Pn,- -, con coeficiente principal positivo. Es decir:

1. deg(pp(x)) =n,Vn € Z,.

2. pn(x) = Y™ + - -+ + Y, donde 7, > 0.

3. Py Pm)w = / Pr(@)pm (2 )w (@) dx = by -

[DEMOSTRACION]: Veamos la existencia y la unicidad.

o EXISTENCIA.
Razonamos por induccién:

¢ k = 0. Basta tomar el polinomio constante 7 claramente veri-
[ w(z)d
fican las tres propiedades.

o Supongamos cierto esto para k < n. Es decir, Vk < n, existe pg(z) que
cumple las propiedades. Formamos el conjunto {po(z), -+ ,pn_1(x)}.
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¢ Veamos para el caso k = n. Utilizamos un argumento parecido a la orto-
gonalizacion de Gram- Schmidt. Construimos el polinomio de grado n + 1:

n b
phyi(x) =™t — Z a;p;(x), donde a; = / 2" pi(2)w(z)da.
i=0 a

La primera propiedad es evidente que la verifica, pues tiene un término de
grado n + 1 que no se anula con los demas. La segunda propiedad también
es evidente que se satisface, puesto que 7, = 1 > 0. Solo hace falta com-
probar que se dé la ltima, pues:

(Drs1s i) = / P (2)pi(2)w(x)dr = / [zt — Zajpj (2)]pi(@)w(z)dx

a

-/ * i (e ho(a)de — Z o [ pi@mieyetes

=a;,—a; =0,Yie{0,--- ,n}.

b
Por otro lado, (p}, 1, P 1)w = / (piy1(2))’w(z)de = I > 0 al ser la inte-

gral de un polinomio no negativo y no nulo.

) — pv*@+1($>

Por tanto, si tomaramos p,1(z , obtendriamos un polinomio

que verifica las tres propiedades y, por tanto, concluimos la prueba por
induccion, justificando asi la existencia.

o UNICIDAD.
Supongamos que {p,(z)}>°, es una sucesién de polinomios ortogonales que ve-
rifica las propiedades y sea {g,(z)}5%, otra sucesién de polinomios que satisface
las mismas. Veamos entonces que p,, = ¢,, Vn € N:

Sea n € N. Como {qo,q1," - ,¢,} forma una base del subespacio P,,:

Ela07a17 e, O € R/pn(x) = ZO”LQ’L(‘T)
=0

Por verificar la propiedad 2 se tiene que:
Vi <n,0=(pn qj)u = <Z a;qi(%), ¢j)w = aj.
i=0
Con lo cual se tiene p,(x) = a,q,(x). Por otro lado,

1= <pn7pn>w = <anQn7 anQn>w - a727, = ap = 1a
al ser una sucesion de polinomios que verifica la primera propiedad. Con esto
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tenemos que p,(z) = g,(x),Vn € N <= {pn(2)}32={q.(2)}2,, luego se
verifica la unicidad.

A continuacién veremos algunas propiedades importantes que satisfacen los polino-
mios ortogonales.

2.2. Propiedades

1. NORMA CUADRATICA MINIMA

Los polinomios ortogonales tienen la norma || - ||, definida en la seccién 2.1 mini-
ma, como se refleja en la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.1 (Norma cuadratica minima) Sea p,(x) el enésimo
polinomio ortogonal monico. Entonces, para cualquier q,(x) polinomio mdnico
de grado n se tiene:

@nllw > 11Pn]]w-

O lo que es equivalente, ||p,|l, = min ||gn||-
n=1"+--

[DEMOSTRACION]: Sea g,(z) = 2" + a,_12" ' + -+ - ag un polinomio mdénico de
grado n y sea p,(x) el polinomio de grado n ortogonal ménico. Esté claro que
Tty € Pyt gn(x) = pp(x) + t,—1(x). Ahora bien:

HQnHZ = <pn>pn>w = <pn7pn>w + 2<pn7 tn71>w + <tn717 tn71>w~
Por ortogonalidad se tiene que (p,,t, 1)z, = 0, luego:
19nllZ = (s Pa)es + (tamtstn-1)e = |[Pall + [[tn-1ll5 > [pallZ-

Tomando raices cuadradas en la desigualdad anterior obtendriamos que:

Vgn ="+ llanlle = llpnllo == llpallo = min |lgall
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2. FORMULA DE RECURRENCIA

Teorema 2.2.1 (Férmula de recurrencia a tres términos) Sea la fun-
cion peso w Y {pn}y su sucesion de polinomios ortonormales asociados. En-
tonces, se verifica:

Vn > 1, xpn(x) = an—i—lpn—i-l(x) + bnpn(x> + anpn—1<x>7 (21>

b
siendo pu(x) = 3a" + -+, an = 2L 50, b, = / 22 (2)w(x)da.

Tn
[DEMOSTRACION]: Observamos que, por ser {pg,- - ,p,} una base de IP,, existen
Co,C1," -+ ,Cp € R tales que:
n Tn -
wpn(z) = Y™+ = —pan + > (). (2.2)
Yn+1 0

A esto se aflade que si j < n = deg(zp;(x)) < n+1, y como consecuencia de
la ortogonalidad:

b b
0 / wpa(@)py(2)w(a)de = ¢, / P(@)wdz = ¢|lpllo = ¢,

lo que nos ayuda a reducir nuestra expresion (2.2):

Yn
xpy(z) = > +1pn+1($) + Capn(®) + cr1pn-1(2). (2.3)

Si multiplicamos por p,(z)w(z) en ambos lados de la igualdad e integramos
respecto de z:

b b b
[ a@ts = 2 [ @@t + o [ o @)

Yn+1

—l—cnl/ Pn—1(2)pn(x)w(x)dx

Tn
= Vi1 <pn+17pn>w + Cn(pnapn>w + Cn—1<pn—17pn>w =Cp = bn
n+

Haciendo lo mismo, esta vez multiplicando por p,_1(z) en ambos miembros de
la igualdad, se tendria que:
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/ab Pp—_1(2)pn(2)w(x)de = i /ab Prn1(2)ppi1(v)w(z)dz + ¢, /abpn(x)pn_1(x)

TYn+1

b
—i—cn_l/ TPn—1(T)pp_1(z)w(x)dz

n

= <pn—1)pn+1>w + Cn(pn;pn—1>w + cn—1||pn—1||i = Cp—1-
Yn+1

Utilizando ahora la igualdad

n+1
Tn—1 Tn—1
app1(r) = . Pa(®) + > kpr(z) = m Pa(@) + apn1 + Bpn2
n k=0 n

y la ortogonalidad, obtenemos:

b b
s = [ aps(@pa)e(@ids = [ pa(o) + apaoi(o)

n

= M b 2 rywlr)ar = a
+ Bpn-a(o)lpula)i(a)de = 22 / P2 (2)(z)dz = ay.

Sustituyendo estos coeficientes en la ecuacion (2.3) se obtiene el resultado pe-
dido.

Ademas, existe un resultado de tipo inverso que incluimos seguidamente sin
demostracion. Si cierta sucesion de polinomios satisface esta relacion de recur
rencia serd ortogonal, resultado que se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Favard) Sea {p,}5°, una sucesion de polino-
mios que satisface la relacion de recurrencia a tres términos, con ag > 0, con

2 1
las condiciones iniciales po(x) = —;p1(x) = ——(x — b,). Entonces, eziste
Qo a1 a

una funcion w(zx) tal que la sucesion es ortonormal respecto de dicha funcion
peso.

3. CEROS DE LOS POLINOMIOS ORTOGONALES

Teorema 2.2.3 Dos polinomios ortogonales consecutivos no tienen ceros co-
munes. Es decir, Yn € N, C,, N C,, ., = 0, donde C, denota el conjunto de
ceros de un polinomio q.

n+41
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[DEMOSTRACION]: Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe
n € N,zg € [a,b]/pn(x0) = pnt1(zo) = 0. Utilizando la férmula de recurrencia:

0= Iopn(fbo) = an—l—lpn—i-l(xo) + bnpn(ﬁo) + anpn—l(xﬂ) = anpn—l(xo) = pn—l(x()) =0,

0 = zop1(xo) = ag + bapa(xo) + a1po(xo) = po(zo) = 0.

Lo cual es claramente un absurdo puesto que py = — > 0.
ao

Proposicion 2.2.2 p,, el enésimo polinomio ortogonal respecto de la funcion
peso w, tiene exactamente n ceros en el intervalo (a,b).

[DEMOSTRACION]: Supongamos, por reduccién al absurdo, que C,,, = {1, -+ , 2},

m < n es el conjunto de ceros de p, en (a,b). Construimos el polinomio
m

H(x — x;), que es de grado m. Por ortogonalidad se tendria entonces que:

=1
m

b m
/ H (x — x)pn(z)w(z)dr = <H($ — 23), pu)e = 0.

1=1

Por otro lado, al ser:
m

Cpn = {iL‘l, e 7$m} —> Jgn-m € Pn_m/pn(x) = H(iL‘ — aji)qn_m(:z:).

i=1

Ademss, C,, , N]a,b] = (. Sustituyendo esto en nuestra ecuacién:

n—m

b m b m
/ H (x — z;)pn(z)w(x)de = / H (z — 2;)*qn(z)w(x)dz = 0.

Lo cual es un absurdo puesto la integral un polinomio que no cambia de signo
en [a, b, un intervalo de medida no nula, se anula #.

Por 1ltimo, otro teorema nos asegura que los ceros de dos polinomios ortogonales
estan “entrelazados”. Para ello, denotemos por z,, el k- ésimo cero de p,,(z),
y supongamos que ordenamos en forma decreciente los ceros de los polinomios

DPns Pnt1, €SO es:

Tnn < Tnn—1 << Tn,1,

Tnit1,n41 < Tniin << Tni1,1-
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Entonces, se tiene:

Proposicién 2.2.3 (Separacion de ceros) Sean pp,p,+1 dos polinomios
ortogonales consecutivos respecto de la funcion peso w. Entonces, sus ceros
estdn ordenados de modo que verifican las inecuaciones:

Tpitgtl < Tnk < Tpgrh, K=1,--- ,n.

La idea de la proposicién queda recogida en la siguiente imagen.

(] X ® X ([ ] X ® X ([ ] X (]
X X X X X

n+1,n+1 Xn,n Xn+1,n Xn,n—l Xn+1,n-1 XX} n+1,3 n,2 n+1,2 n,1 n+1,1

Figura 2.1: Distribucién de los ceros de dos polinomios ortogonales consecutivos, de
grados n y n + 1, respectivamente, en el intervalo (a, b).



Capitulo 3

Polinomios ortogonales clasicos

Hablaremos en esta seccion sobre algunos de los polinomios ortogonales clésicos que
tuvieron una importancia no soélo en el desarrollo de esta teoria sino también en las
aplicaciones a otras ciencias. Para mayor informacion, pueden consultarse, entre otras,
las referencias [4] y [6].

Se clasifican en tres grandes familias: Jacobi, Laguerre y Hermite. En funcién de las
caracteristicas del intervalo de definicién [a, b], segin se trate de un intervalo acotado
la, b], semi- infinito [a, c0) o infinito (R).

Haciendo uso, si fuese necesario, de transformaciones lineales elementales, basta
estudiar los intervalos [—1,1],[0,00) y R = (—00, +00), quedando asi cubiertos todos
los casos posibles.

3.1. Polinomios de Jacobi

En este caso el intervalo de soporte es [—1, 1]. Dependen de dos parametros
(> —1,5 > —1), a partir de los cuales se construye la funcién peso
w(zr) = (1 —2)*(1+2)% 2 € (=1,1). Surgen de la necesidad del estudio del movimien-
to de los planetas en trabajos de Legendre y de Gauss, quienes introdujeron el caso
particular (a = 5 = 0). El enésimo polinomio de Jacobi se denota por P,Ea’ﬁ ),

Satisfacen las siguientes propiedades:

11
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1. RELACION DE ORTOGONALIDAD

1

(P (z), P (1)), = / P8 (1) P () ) d

" 1
20+ I(n+a+DI(n+pB+1)
) n = m7
=4 nl@2n+a+p5+1) Fn+a+p+1)
0, n # m.
2. FORMULA DE RODRIGUES
1 "

P = i = e+ 0P do

que, mediante la regla de Leibniz permite obtener una expresion explicita:

[(1 =)™ (1 + @)%,

e =3 (220 (" Y-t

k=0

3. COEFICIENTE PRINCIPAL O DIRECTOR

k'gaﬁ) 1 <2n+a—|—ﬁ).

:2_n n

4. SOLUCION DE UNA E.D.O.
El polinomio de Jacobi de orden n es soluciéon de la ecuacion diferencial de se-
gundo orden con coeficientes polinémicos:

(¢? = Dy"(2) +[2+a+ Bz +a—Bly(z) —nln+1+a+ Blylz) =0. (3.1)

Cuando los parametros cumplen la igualdad o = 3 se denominaran Polinomios de
Gegenbauer o Polinomios Ultraesféricos. Entre ellos se encuentran las siguientes
subfamilias de polinomios:

1
o Polinomios de Chebyshev de primera especie (a = 8 = —5) Se denotan por

T, (z). A estos les dedicaremos un estudio mas profundo por la riqueza de sus
propiedades.

1
o Polinomios de Chebyshev de segunda especie (v = = 5) Se denotan por U, (z).

o Polinomios de Legendre (aw = = 0). Se denota por P,(z).
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3.1.1. Polinomios de Chebyshev (Primera especie)

Como ya mencionamos en el apartado 3.1, se trata de un caso particular de los

polinomios de Jacobi con a = = —3 Con lo cual nuestra funcién peso queda:

1
V1—a?

Estos polinomios los introduciremos de un modo diferente para probar seguidamente
su ortogonalidad respecto de la funcién peso anterior.

w(x) =

Empecemos haciendo uso de las identidades trigonométricas para deducir las ecua-
ciones explicitas de estos polinomios.

1. Usando la expresion del coseno de la suma de dos angulos:

cos ((n + 1)t) = cos () cos (nt) — sin (t) sin (nt). (3.2)

2. Usando la expresiéon del coseno de la diferencia de dos angulos:

cos ((n — 1)t) = cos (t) cos (nt) + sin () sin (nt). (3.3)

Sumando los ecuaciones (3.2) y (3.3), y despejando cos ((n + 1)t), se tendria que:

cos ((n 4 1)t) = 2cos (t) cos (nt) — cos ((n — 1)t). (3.4)

Como la aplicacién:
cos: [0,2n] — [—1,1]
t —  cos(t)

es una biyeccién de conjuntos, haciendo el cambio de variable
x = cos (t) <=t = arccos(z) en la ecuacién (3.4), si denotamos por
Ti(x) = cos(karccos(z)), se tendria que Tj(x) es un polinomio en la variable x y
obtendriamos la siguiente formula de recurrencia:

Toi1(x) = 22T, (x) — Ty (), Vo € [—1,1]. (3.5)

Utilizando dicha férmula de recurrencia (3.5), podemos calcular los primeros térmi-
nos:

o n=0= Ty(z) = cos(0arccos (z)) = cos(0) = 1.
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o n=1= Ti(z) = cos(arccos ) = .
Y asi sucesivamente, aplicando la recursividad:
o n=2= Ty(x)=22T(z) — To(z) = 22* — 1.

o n=3= Ty(x) =22T(z) — T1(x) = 42> — 3u.

e}

n =4 = Ty(z) = 22T3(z) — To(z) = 8z* — 8z% + 1.

on=k= Ti(x) =22T)_1(x) — Tp_o(x).

Por tanto, se tiene que Vn € N:

o T, es un polinomio de grado n.
o El coeficiente principal es 2771,

o T, es par <= n es par.
T, es impar <= n es impar.

Th(=2) = (=1)"Tu(x)

[DEMOSTRACION]: Procedemos por induccién:

o Para k = 1,T}(z) = x, que es un polinomio de grado 1, su coeficiente principal
es 2171 = 1 y ademds la funcién es impar como lo es k = 1.

o Supongamos cierto para k < n:
T}, es un polinomio de grado k, su coeficiente principal es 27!, y ademds su
paridad coincide con la del nimero k:

o deg(Ty) = k.
o Ty(z) =28 1ok 4 ...
o Ti(—2) = (=1)*Ty(x).
o Veamos para el caso k = n. Usando la formula de recurrencia a tres términos
(3.5) y las hipétesis de induccién,obtenemos:

Tpi1(z) = 22T, (2) =Ty (2) = 20 (2" ta™ .. ) 42" 22 = 2mp™ T
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Luego es trivial que verifica las propiedades 1 y 2, pues claramente es un polino-
mio de grado n+ 1 y ademés su coeficiente principal es 2% = 2(**D=1  Ademss,
usando otra vez la formula de recurrencia a tres términos se comprueba que
conserva la simetria:

Thir(—2) = —20T,(—2) — T,,_1(—2) = —22(—1)"T,(x) — (=1)"'T,,_1 ()
= (1) (22T (2) — Tues(@)) = (1) g (2).
Con esto concluimos por induccién que las tres propiedades se verifican.

Estamos en condiciones para dar una definicién de los polinomios de Chebyshev de
primera especie.

Definicién 3.1.1 (Polinomios de Chebyshev de primera especie) La suce-
sion de polinomios {T,,(z)}°2, que verifican la formula de recurrencia (3.5) con las
condiciones iniciales Ty = 1,T)(x) = x se denominan polinomios de Chebyshev de
primera especie.

Ademas, si x € [—1,1], los polinomios de Chebyshev se representa por:

T, (z) = cos(n arc cos(z)).

T () L o . .
Denotamos por t,(x) := = al enésimo polinomio monico de dicha sucesion.

Ademas otra representacion de Ty, (z), |z| > 1, se describe en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1.1 Sea = € C,|z| > 1. Entonces, el polinomio de Chebyshev de
primera especie puede ser representado mediante la expresion:

T (z) = %[(I VI ZD) = (2= VA = 1)"] Vn € Z,. (3.6)

Desarrollando (3.6), usando el binomio de Newton, se tiene la formula explicita de
los polinomios de Chebyshev de primera especie:

I
8
i
[\
I
~—~
8
(]
|
—_
~—
x>
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Veamos ahora que {T},(x)}2, definidos en el (3.1.1), son efectivamente una sucesién

de polinomios ortogonales. Para ello, es suficiente hacer el cambio de variable x = cos 6
en las integrales correspondientes.

Proposicién 3.1.2 (Ortogonalidad) Para todos n,m € Z,, los polinomios
definidos en 3.1.1 cumplen que:

Tt = [ T Tle)

n
1 Viee 2"l
0, n#m.
Por tanto, ademds:
1Tl = VT, n=m=0,
e VvV, n=m>0.

A continuacién, daremos mas propiedades de los polinomios ortogonales de Chebys-
hev: la localizacion de ceros y la norma uniforme minima.

Proposicién 3.1.3 (Localizacién de ceros del polinomio de Chebyshev)
El enésimo polinomio de Chebyshev T, (x) tiene n ceros simples en los puntos:

2k 4+ 1
xk:cos< + 7T>,k:0,1,2,...,n—1,
2n

todos ellos en el abierto (—1,1).

[DEMOSTRACION]: En (—1,1) los polinomios de Chebyshev se representan por:

T, (z) = cos(n arc cos(z)).

Luego, los posibles ceros de T,, en (—1,1) verifican:

T, (z) = 0 <= cos (narccos(z)) = 0 <= narccos(x)

T
cnl+ —
™ +2
2k +1
<:>E|k€Z:x—cos< + 7T).
2n
Ahora bien, observamos que para k =0,...,n — 1, se tiene
{ <7T> (2n —1)
xo=cos|—]),...,x,_1 = COs
2n

5, 7| (rdueesun conjunto de n ceros dis-
n
tintos para T,,. Aplicando el teorema fundamental de dlgebra, T,, tiene exactamente
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n ceros en C, luego el nimero de ceros de T, en (—1,1) es a lo sumo n. Por tanto,
concluimos que

2n —1
CT" = § Lo = COS <1> yeowy,Tp_1 = COS w
2n m

del polinomio ortogonal de Chebyshev de grado n.

W)} constituyen todos los ceros

Proposicién 3.1.4 (Maximos del polinomio de Chebyshev) FEl eneésimo
T, ,
polinomio mdnico de Tchebyshev t,(z) = 2n(xl) verifica que:

, 1
tall-1 = mix [tn(2)] = 5o,n €N.

71]

Ademas, dicho mdximo se alcanza en los puntos:

k
Tk = COS <—7T),k::0,1,...,n,
n

situados en el abierto (—1,1).

[DEMOSTRACION]: .

1. COTA SUPERIOR
Basta usar la definicién de los polinomios de Chebyshev:

] B ISI=% B | cos(n arc cos(z))] < 1
nll[-1,1] = 2n—1 o 2n—1 — 2n—1'

2. EXTREMOS

Veamos que los puntos en los que se alcanzan dicho maximo son efectivamente
los citados.

1
[t ()] = P [T (x)| =1 <= |cos(narccos(x))| =1
<:>3kEZ:x:cos<k—7r).
n

Pero teniendo en cuenta la periodicidad de la funcién cos(x), se tiene la igual-
dad de conjuntos:

{cos ('%T) /k?EZ}:{cos (’jl—ﬂ)/k:o,... 7n—1}.
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El lema anterior nos ayudara a demostrar el siguiente teorema de suma importancia.

Teorema 3.1.1 (Norma uniforme minima) La norma wuniforme (en el in-
tervalo [—1,1], denotado por || - ||i-11) de un polinomio de Chebyshev monico
de grado n es minima en relacion a todos los polinomios monicos de grado n. Esto es:

VP.(z) ="+ ..., ||Palli=1y 2 [[talli=1y,
donde la desigualdad es estricta salvo el caso de igualdad P, =t,.

De manera equivalente, se tiene:

¥n e N, min (1Pl = [lall-10 (3.7)

El significado de esta proposicién consiste en que los polinomios ortogonales de
Chebyshev mdnicos de grado n tienen la menor desviacion en [—1,1] respecto de la
métrica uniforme.

[DEMOSTRACION]: Sea P,(z) = 2" + a,_12" ' + ... + ag # t,(x) un polinomio ménico
arbitrario de grado n. Supongamos que, por reduccién al absurdo:

Pl =11 < [|tnllj=1,1-

Estd claro que existe [, 1 € P, tal que P,(z) = t,(z) + l,_1(x). Consideremos
k n—1
ahora {xk = coSs (—W) } . Evaluando en dichos puntos obtenemos que:
n k=0
(=DF

on—1 :

Pn(l'k) = tn(ZL’k) + ln—l(xk) — ln—l(xk) = Pn(xk) — (38)

Multiplicando ambos lados de la igualdad (3.8) por (—1)* obtendrfamos, usando
nuestra hipédtesis:

(1 aa() = (DR Pale) + gy = lallionn + (-1 Palae)

Acotando la expresién anterior por la desigualdad triangular y usando nuestra hipote-
sis:
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(DM s () = el lay+ (~DFPalan) > lalloig =Pl > 0,k = 0. n—1.
(3.9)

La ecuacién (3.9) nos dice que:

k ln—l(xk> > 07 /{:par,
(=1 (we) > 0 = { ln—1(z) <0, kimpar.
Esto viene a decir que el polinomio /,,_; € P,_; cambia de signo al menos n veces en
[—1, 1], concretamente en cada uno de los subintervalos (g, xg41),k =0,...,n — 1.
Por el teorema de Bolzano, para cada k, Jex, € (g, xpy1) : loo1(zy) = 0,k =
0,...,n — 1. Luego se tendria un polinomio de grado a lo sumo n — 1 que se anula
n veces en [—1, 1], de donde concluimos que I,,_1(z) =0 = t,, = P,#. Esto ultimo
es un absurdo puesto que supusimos t,, # P,. Asi concluimos que:

Pl =10 = [[Enlli=1,1-

3.2. Polinomios de Laguerre

El intervalo de soporte en este caso es (0,00), es decir, semi- infinito. La funcién
peso depende de un pardmetro, o > —1, siendo w(x) = z% *, x € (0,00). El enésimo
polinomio de Laguerre se denota por L.

Verifican las siguientes propiedades:

1. RELACION DE ORTOGONALIDAD

00 F(TL + o + 1) .
(Ly(x), Ly (7)) = / Ly(z) Ly, (v)w(x)dr = { n! y =T
0 0, n # m.
2. FORMULA DE RODRIGUES
e(E dn
L — [,z .nta
n() nlz® dx”[ v

de donde, utilizando la férmula de Leibniz:

L =Y ( e ) Sl
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3. COEFICIENTE PRINCIPAL

4. SOLUCION DE E.D.O.
El enésimo polinomio de Laguerre es solucién de la ecuacion diferencial de segun-
do orden:

vy (x) + (a+1—x)y'(z) +ny(xr) = 0.

3.3. Polinomios de Hermite

Fueron utilizados por Laplace, en su “Tratado de Mecanica Celeste”. También fueron
objeto de estudio para Chebyshev y Hermite, cuyo nombre se emple6 para bautizarlos.
La notacién habitual es, para estos polinomios, H,(z), para cada n € Z,. Cumplen las
siguientes propiedades:

1. RELACION DE ORTOGONALIDAD

[ [ V2"l n=m,
(t(e). Hola)) = [ Hoo)Hnla)otade = { Y7002
2. GENERACION POR LA FORMULA DE RODRIGUES

22 d" 2

dzm [

H,(z) =(—-1)"e

Utilizando la regla de Leibniz obtenemos que:

(3]

3. COEFICIENTE PRINCIPAL
k, =2".

Resumimos las principales propiedades de los polinomios ortogonales clasicos en la
siguiente tabla.
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Tipo Notacién | Dominio Peso w(z) Cte. principal
‘ 1 e
P (@) (1-a) -2, | 5 ( e )
2n n
a,f>—1
L 1 (2n—1
Chebyshev 1 T,(x) N o .
_ T :
Jacobi| Chebyshev 2 U, () (=11 Vi 2 M < 2111;5—1 )
1
Gegenbauer Cp(x) (1—22)%a>—1 = ( 2n JT; 200
1 [/ 2n
Legendre P,(z) 1 2n< !
. L (71)71
Laguerre L2 (z) (0, 00) 2% a > —1 '
n
Hermite H,(x) R o7’ on

Cuadro 3.1: Principales tipos de polinomios ortogonales y sus propiedades.
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Capitulo 4
Aplicacion a la interpolacién

Una de las aplicaciones de los polinomios ortogonales es el uso de sus ceros como
nodos de interpolacion. Empezaremos por describir brevemente el problema de inter-
polacién de Lagrange. Para més detalles, véanse las referencias [1] y [2].

Queremos aproximar funciones mediante polinomios. El problema consiste en, dado
un vector = (xg,x1,Ta, - ,%,)" de nodos y una funcién f, con el correspondiente

vector de imdgenes y = (yo = f(20),y1 = f(x1),92 = f(22), - ,yn = f(22))", hallar
el polinomio p,(z) = a,z™ + -+ + ag, o, lo que es lo mismo, el vector coeficientes
a = (ag,ai,as, - ,a,)", p, € P, de manera que:

pn(l'[)) =Y < ayg+a1xg+---+ anxg = 1,

pn(ﬂh) =1 <:>a0+a1x1+"'+anl‘?:y1,

De manera matricial, este ultimo sistema quedara:

Ma =y. (4.1)
Siendo:
1 zg zy
1z 22 z
M =V ANDI|zg,x1, -+ ,x,] = .
Esta tltima es una matriz de Vandermonde, y como ademas los nodos zg, x1, -+, x,

23
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son distintos, det(M) = det(VAND[xg, 1, -+ ,T,]) = H(x] — x;) # 0, y concluimos
i<j

por el teorema de Rouché- Frobenius que existe una tnica solucién para el sistema

(4.1). Luego, al ser P, un espacio vectorial isomorfo a R™, tendriamos que el polinomio

pn(x) también es tnico.

Ahora bien, sabemos que el polinomio obtenido p,(x) = a,z™ + - - - 4+ a¢ interpola a
la funcién f(z) en los puntos nodos escogidos x, - - - , x,,. Nos interesa estudiar cémo se
comporta dicho polinomio en el resto de los puntos, y para ello, procedemos a estimar
el error que comete nuestra aproximacion, es decir, hallar el “tamano” de f(x) —p,(x),
que viene dado por la norma del maximo. Nuestra meta es encontrar una matriz trian-
gular de nodos, que corresponderd a una sucesion de polinomios, de modo que dicha
sucesion converja a la funcién f uniformemente, esto es, si denotamos x;; al j -ésimo
nodo del polinomio interpolador de grado :

x070 O e e O p0<x)
r19 w11 0 .- 0 pi(z)
Tno Tpi - o Tpn pn(x)

De modo que p,, — f uniformemente, o lo que es equivalente, lim ||f — p,|loc = 0.
n—oo

Utilizamos para estimar el error, un resultado conocido: la formula de Lagrange para
estimar el error.

J D (e(x)) T
f() —pu(x) = NCESE le(ﬁ — ;).

Donde a < €(z) < b. Tomando normas en ambos lados de la igualdad, encontramos
la siguiente cota del error:

1/ (e(@)loc
1f (@) = pu()]|oc = (n+1)!

= (n+1)!

H(x — ;)

[e.9]

(1.2)
Siendo M,, = ||f™*Y(e(2))|]so-

De esta ultima observamos que el término que depende tinicamente de la eleccion de
n

H(x — ;)

i=0 0o
que una buena eleccién de nodos disminuira dicho término, y consiguientemente, el
error. Cuanto mejor es la elecciéon de nodos, mejor aproximacién conseguiremos para

la funcién f(z) y por tanto mayor rapidez para la convergencia. Aqui es donde entran

nodos es , pues la otra depende de cada funcién concreta. De manera
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en juego los polinomios ortogonales.

Este término calcula la norma del maximo de un cierto polinomio ménico de grado
n+ 1. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que estamos trabajando en el intervalo
[—1,1]. Sabemos que el polinomio de Chebyshev ménico de grado n+ 1 es el que tiene
la norma del maximo minima entre todo los polinomios moénicos de grado n + 1. Por
tanto, si tomamos los nodos como los ceros del n + 1 -ésimo polinomio de Chebyshev,

21+ 1
s ) € Cr,,,, la igualdad (4.2) quedara:

es decir, para cada 1, x; = cos ( 3 +1)
- ( 22 + 1 H
x — cos
0

1"V (e(@) o
|

17) = pale)loo = Hm T

21 +1

los z; = cos 5 ——
¥y como 1os * COSs 2(n+ 1)

son los ceros del polinomio (n+1) -ésimo, se tendra por

definicién que:

A [ M (Vi
1£@) = palallloo = e STl = 0

Esta tltima cota parece muy razonable para nuestro propodsito de controlar el error
de aproximacion. En la practica, se observa que obtiene resultados realmente intere-
santes. [lustraremos lo anterior con un ejemplo: utilizando estos nodos se obtiene una

aproximacién la funciéon de Runge f(z) = € [—1,1]. Dado que utilizamos

—
1+ 2522’
9 nodos en cada caso, denotamos por ps(f) el polinomio obtenido por interpolacién y

por gs(f) usando los nodos de Chebyshev. Los graficos mostrados a continuacién han
sido realizados con la ayuda del programa Mathematica.

f(x)
py(fix)
q,(fix)

Figura 4.1: Comparacién entre los polinomios interpoladores obtenidos mediante dos
clases de nodos, equiespaciados y nodos de Chebyshev.
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La Figura 4.1 refleja la enorme calidad de aproximacién mediante el uso de los ce-
ros de los polinomios de Chebyshev como nodos. Observamos claramente que pg(f) es
una buena aproximacion en el centro del intervalo, pero ésta va empeorando conforme
nos acercamos a los extremos: —1 y 1. El polinomio ¢g(f), por su parte, realiza una
buena aproximacion tanto en los extremos como en los centros del intervalo. Podemos
observar que en el centro del intervalo es ligeramente mejor usando los nodos equies-
paciados que los de Chebyshev, pero dicha “pequena ventaja” no compensa la mala

aproximacién en los extremos.

Si representamos los errores de aproximacion, véase la Figura 4.2, observamos atn
mejor este comportamiento.

‘ 0.4f ——— Errorp,(fx) |
| ___ Error qg(‘f;x) ‘

Figura 4.2: Comparaciéon entre los errores de los polinomios interpoladores con nodos
equiespaciados y nodos de Chebyshev para aproximar la funcién de Runge.

Observamos que los errores del polinomio gg(f) se pueden acotar y se distribuyen
méas o menos uniformemente a lo largo del intervalo [—1, 1]. Mientras tanto, los errores
de aproximacién de gg(f) se disparan conforme nos acercamos a los extremos.



Capitulo 5

Aplicacion a las férmulas de
cuadratura

El contenido de este capitulo trata sobre las denominadas férmulas de cuadratura.
Para una mayor informacién sobre este tema puede consutarse, por ejemplo, la refe-
rencia [2].

En los cursos elementales de andlisis hemos utilizado las sumas de Riemann para
aproximar las integrales definidas. Esto es, dado una funcion integrable f en un inter-
valo (a,b),—00 < a < b < c0:

b n
/ f@)de = $u(7) = 3 ) i = wi0),

fyY
fly .1)

fly,)

Figura 5.1: Idea de la suma de Riemann.

27
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donde {[zg, 1], [x1, 22|, -, [Xn_1,Z,]} constituye una particién del intervalo (a,b),
y Vie {l,--- ,n},y; € [z;_1,7;], una eleccién arbitraria de n puntos. Al aumentar n,
la aproximacion se vuelve mejor hasta converger al valor de la integral cuando n — oc.

Las férmulas de cuadratura tienen el mismo objetivo que esta tltima: aproximar el
valor de una integral definida.

Para su introduccién nos basaremos en un caso mas general, incluyendo una funcion
peso w(x) como factor en el integrando, cuya utilidad se basa en absorber las posibles

singularidades del integrando. Es decir, estudiaremos aproximar la integral
b

L,(f) = / f(z)w(z)dx. Esta ultima recibe el nombre de integral de Riemann- Stieltjes.

a
La funcién peso w ha de verificar ciertas propiedades:

1. w(z) >0, ctp..

b
2. / w(t)dt < oo.

3. Ademas queremos que permita integrar cualquier polinomio, esto es,

b
/ f (t)w(t)dt‘ < 00,V f € P. Para ello, es equivalente exigir que los momentos

b
de orden s, ju,, sean finitos, esto es, g := / tsw(t)dt‘ < o0,Vs € Z7.

Empecemos nuestro estudio dando una definicion.

Definicién 5.0.1 (Férmula de cuadratura lineal) Es una formula de cuadra-
tura del tipo:

L(f) =) wef (t).

Luego podemos escribir la integral como:

b n
/fwmmzhm+&m=2pmm+&m. (5.1)

La férmula (5.1) nos proporciona una aproximacién de la integral:

JRCECIED V)
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Claramente, la bondad de ésta tltima depende del término de error E,,(f). Un buen
criterio para evaluar la bondad de una formula de cuadratura consiste en valorar el
grado maximo de polinomios que es capaz de integrar exactamente. Nuestro objetivo
es conseguir F,(f) = 0 para los polinomios de hasta cierto grado. Esta idea se recoge
en la siguiente definicion:

Definicién 5.0.2 (Exactitud de la férmula de cuadratura) La formula
de cuadratura tiene grado de exactitud o precision mayor o igual que d Si

En(f) = O,Vf € ]P)d-

Una vez hecho esto, podremos caracterizar un caso particular y muy importante de
las férmulas de cuadratura, aquellas que se consiguen por medio de la interpolacién.
Sea P, 1(f;t1,--- ,ty;t) el polinomio interpolador de grado n — 1 de f en los nodos
t1,to, - - t, € [a,b] y sea G,(f) el error. Entonces:

b b b
/ F(w(t)dt = / (Pacr(t) + Gl f))(t)dt = / Py (Dw(t)dt + E,(f).

Definicién 5.0.3 (Férmula de cuadratura interpolatoria) Sea I,(f) una
formula de cuadratura. Decimos que es interpolatoria si es obtenida integrando el
polinomio interpolador de f en n nodos del intervalo.

Histéricamente, las primeras formulas interpolatorias consideradas fueron las llama-
das férmulas de Newton- Cotes, que corresponden al caso particular cuando w = 1y
los nodos son equiespaciados. Los casos mas conocidos son los casos n = 2y n = 3,
que reciben el nombre de Regla del trapecio y la Regla de Simpson, respectivamente.

Para deducir los coeficientes wy, recordemos la expresion del polinomio interpolador:

Pnfl(f;tla to 7tna t) = Zpk(t)W(t),
k=1

ottt
donde p(t) = H (tk — éz)

1=1,1£k
b

Luego deducimos que wy = pe(t)w(t)dt,k = 1,---n. Podemos establecer una

a
caracterizacion para este tipo de férmula.
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Proposicién 5.0.1 (Caracterizacién de las interpolatorias) Dada una
formula de cuadratura I,(f), son equivalentes:

1. I,(f) es interpolatoria.

2. El grado de exactitud de I,(f) es al menos n — 1.

[DEMOSTRACION]: Probemos la equivalencia.
1) = 2): Sabemos que:

b b
erIP’n_l,Pn_l(f;t):f:>/ f(t)w(t)dt:/ Poi(t) = E,(f) = 0.
b

2) = 1): Basta ver que w, = / pr(w(t)dt,r = 1,---n. Sabemos que la férmula

tiene grado de exactitud magfor o igual que n — 1. Para cada r = 1,--- ,n to-
memos f(t) = p.(t) y por exactitud se tiene que:

b n
/ pr(tw(t)dt = " wipr(t) = wr.

Notemos ademas que para la demostracion de este resultado no hemos utilizado
ninguna restriccion sobre la eleccion de los nodos, de aqui que ésta es independiente
de ellos.

Afrontamos el reto de mejorar el grado de exactitud obtenido en la proposicién, y
para ello, pondremos condiciones sobre los nodos ty,--- ,t, con el fin de obtener un
n

grado de exactitud d > n — 1. Definimos w,(z) = H(t —1;), siendo {t;}!_; el conjunto
i=0
de nodos. La siguiente proposicién da respuesta a nuestro problema.

Proposicion 5.0.2 Dada una formula de cuadratura obtenida por interpolacion,
son equivalentes:

b
1. wy(t) satisface la ecuacion / wp(Op(t)w(t)dt =0,Yp € Pp_y, k=1, ,n.

2. El grado de exactitud de la formula es exactamenten —1+k, k=1,--- n.

[DEMOSTRACION]: Probemos la equivalencia.

1) = 2):
Sea p € P,,_1,. Por el algoritmo de la divisién en el anillo de los polinomios
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concluimos que:

dg € Py_1,7 € Py p(x) = q(z)wp(x) + 7(2).

Apoyandonos en esta divisién podemos concluir que:

b b b
/p(t)w(t)dt:/ wn(t)q(t)w(t)dt+/ r(t)w(t)dt. (5.2)

Ahora bien, el primer término de (5.2) es claramente nulo mientras que el segun-

do podemos escribirlo de otra manera, utilizando la interpolacién. Supongamos
n

que P,_1(r(t);t) = Zr(ti)pi(t) es el polinomio interpolador de r(t) € P,_,

i=1
entonces,

/ () (t)dt = / paa(r(0); e = 3 o) / plt)lt)de = 3 wr(t)

Ahora utilizando la definicién del resto:

> wir(t:) Zwk (tk) — q(te)wn(te)] Zwkptk
i=1 k=1

Donde la tltima igualdad se concluye por w,(tx) =0,k =1,--- ,n

2) = 1) :

Sea p € Pr_1 = pw, € P,,_1.%, luego por exactitud se tiene que:

/ wn(Opw(t)dt = 3 wrwn(t)p(ty) =0,

donde concluimos utilizando otra vez la definicién de w,,.

Este teorema nos dice que si queremos obtener grados de exactitud mayores tendriamos
que imponer condiciones sobre los nodos {t1,- - - ,,}. Ademds, nos da informacién para
saber el mayor grado de exactitud que podemos obtener. Concluimos que, cualesquiera
n nodos que tomemos, el grado de exactitud es como maximo 2n — 1. Esto se debe a
que si fuera exacto para 2n, entonces 2) se verificaria para k = n. Como w, € P,_1,

b
/ w2(t)w(t)dt = 0, es decir, (wy,wn)e = 0, por tanto, w, Lw, respecto a la funcién
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peso no negativa w, lo cual es un absurdo.

Trataremos de conseguir este maximo nivel de exactitud, d = 2n — 1. Aplicando la
equivalencia, se ha de verificar que:

b
VpeP, . / won (OB (t) = 0 <= Vp € Po_1, (wn pho = 0.

Esta condicién nos indica que en realidad w,(t) = 7,(t;w) es el enésimo polinomio
ortogonal respecto a la funcién peso w(t). Esto significa, por construccién, que los no-
dos que debemos tomar son los ceros del enésimo polinomio ortogonal. La férmula de
cuadratura con el grado de precision, maxima, 2n — 1, recibe el nombre de cuadratura
gaussiana, pues fue Gauss quien primero descubrié para el caso w = 1 y mas tarde
Christoffel lo extendié. Ademaés, podemos hallar la expresion de los coeficientes wy.:

b om(tw)
Wi = /a = tk)ﬂg(tk;w)dt’Vk e{l,---,n}.

Concluimos el capitulo comentando algunas caracteristicas de la cuadratura gaus-
siana.

1. Los nodos de interpolacion ¢, son distintos, fruto de que éstos son los ceros del
polinomio ortogonal correspondiente.

2. Los pesos wy son todos positivos. Esto tltimo se prueba facilmente gracias a una
observacion realizada por Stieltjes. En efecto, como ,0? € Py, o y el grado de
exactitud es 2n — 1:

b n
/ p?W(t)dt:ZWkpg(tk) :wj7vj S {]-7 ,TL}.
a k=1

De esta ultima igualdad se observa claramente que w; son mayores que cero pues
constituyen la integral de una funciéon no negativa.

3. Convergencia uniforme para toda funciéon continua. La férmula de cuadratura
de Gauss converge para cualquier funcién continua. En realidad, esto es una
consecuencia del teorema de aprorimacion de Weierstrass. Este tltimo permite
deducir que si po,_1(f;.) denota el polinomio de grado 2n— 1 que mejor aproxima
a f en [a,b] en el sentido de la norma uniforme, entonces: h;m I|f — pan—-1lloc = 0.

n—oo
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Para justificarlo, bastarfa estudiar el comportamiento asintético del error E, (f).
Teniendo en cuenta que el grado de exactitud es d = 2n — 1, se sigue que, utili-
zando la definicién del error:

‘En(f)’ = ‘En(f _p2n71)’ = ‘I(f _p2n71) - Ll(f _p2n71)"

Aplicando la desigualdad triangular:

\En ()] S VI(f = pon—1)| + [ In(f — pon—1)]

/ 7(0) — poes (73 )+ Skl 7 (68) — poncs (F: )],
k=1

donde esta ultima nos da una cota del error:

b n
|En(H)] < I1f = p2n-allo [/ w(t)dt + Zwk] — 0.
@ k=1

El tltimo razonamiento se ha hecho en virtud de la positividad de los wy, esta-
b
blecidos en la propiedad 2) y de la integral / w(t)dt, que se trata del drea que

a
encierra la funcién peso w en el intervalo (a,b).

Para completar el capitulo incluimos un ejemplo practico. Utilizaremos las formu-
las de cuadratura para aproximar ciertas integrales.

1
Sean w(x) = ———,z € (—1,1), y sea f(z) la funcién a integrar. Vamos a

\/1—$217
dx
aproximar I, = r)——— por medio de
prox (f) /_1f( )mp

zwkf ) = chos D),

la formula de cuadratura de Gauss- Chebyshev. Haremos para cada funcién una
tabla con los errores. Los cdlculos han sido realizados con la ayuda de MatLab.

0 flx) =

Los resultados obtenidos son magnificos: con sélo 10 puntos el error es des-
preciable para el ordenador. Sin embargo, esto invita pensar que la razon
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n | |L(f) = In(f)]
2 | 0,0155606

41 502-107

6 | 3141012
8 | 444.10°1°
10 0.

Cuadro 5.1: Tabla de errores de la férmula gaussiana para f(x) = e”.

para dicha convergencia es debido a que f(z) = e* € C es una funcién

regular y muy suave.

Probemos con una funcién que no es derivable para ver su bondad.

o fz) = |z|

n_ | |1,(f) = In(f)]
4 0,0523443
8 0,0129091
16 0,00321638
30 0,000914145
60 0,000228481
80 0,000128516
100 | 0,0000822491

Cuadro 5.2: Tabla de errores de la férmula Gaussiana.

A pesar de que no sea una funcién derivable siquiera, la convergencia tam-
bién se da en este caso, aunque de forma mas lenta. Es decir, necesitamos
tomar un mayor numero de puntos para obtener errores cada vez menores.
No obstante, podemos concluir que la estimacion es bastante buena.



Capitulo 6

Aplicacion fisica: interpretacion
electrostatica de ceros

En este capitulo trataremos de aplicar lo aprendido sobre los polinomios ortogonales
para estudiar un tema conocido de la fisica: el campo eléctrico. En un curso elemental
de fisica, se han introducido las primeras nociones de fuerza eléctrica entre dos cargas
q1, g2 de la forma:

(x,,q,)

Figura 6.1: Fuerza electroestatica entre dos cargas.

siendo k la constante de Coulomb, r la distancia entre ambas cargas. Dicha fuerza
lleva asociado un potencial eléctrico, dado por la expresién:

35
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(x,9,)
(x,.9,)
O OZ 2 C (Xn’vqnq)c
(x,q,) (x5a;)

:(Xn/qn) O (Xn-z’qn-z)

Figura 6.2: n cargas distribuidas aleatoriamente en el plano complejo.

Vig = leQZ — q1G2
|71 —$2|

Ahora bien, supongamos que nuestro estudio se desarrolla en un espacio donde reina
un modelo diferente, en el cual la expresion de la fuerza eléctrica entre dos cargas ¢, ¢o
(con posiciones x; e xo respectivamente) es, en médulo:

|Q1€12|
|971 - 502|’

|Fio| = k
siendo su correspondiente potencial asociado:

Vig = —kqiga log |21 — 2.

Trabajaremos en el plano complejo. Para simplificar nuestro estudio, normalizando
si fuese necesario, obtendriamos el potencial como:

Vis = —qiq2 log |x1 - $2|-

Si en lugar de 2 disponemos de n cargas ¢, - - - ,@,, con sus respectivas posiciones
x1,- -+, Xy, podemos establecer la energia mutua del sistema como:

E(Jfl,"';xn): Z Vij = Z %%log Z %%loglxz_

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
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A continuacién, describiremos algunos de los problemas clasicos planteados en las
condiciones anteriormente citadas y utilizaremos los polinomios ortogonales clasicos
para estudiar uno de ellos. El contenido del siguiente epigrafe esta basado en el trabajo
original de T. J. Stieltjes [5], asi como en la revisién realizada posteriormente por G.
Szegd [6] y G. Valent — W. Van Assche [7].

6.1. El problema de Stieltjes

Supongamos que dejamos n cargas unitarias (¢; = 1,Vi = 1,--- ,n) moverse libre-
mente en el intervalo [—1, 1], en cuyo extremo situamos dos cargas positivas a,b > 0.
Definimos la energia total como la suma de la energia mutua entre las cargas qi,-- - , ¢,
y la energia debida a los extremos:

(-1,a) (1,b)
(9, =+1) (x,q,=+1) (x,q,=+1) (x_,q_=+1) (x 9 =+1)

Figura 6.3: n cargas positivas en [—1,1].

ET(xlv"' 7I7L) - E('Ib“' 7I’n) +Zvia+zv’ib
i=1 i=1

= — Z log |z; — x| —ailogmi — 1] —bilog\xi—l—l\.

1<i<j<n i=1 i=1

Nuestro propésito es describir las posiciones de equilibrio de nuestro sistema. Esto
es, trataremos buscar las posiciones z1, - - - x,, para las cuales se verifican que la energia

total es minima. Esto es, queremos hallar ~ min  Ep(xy,---x,). Si ordenamos las
(z1,zn)EK

cargas, podemos observar que el subconjunto K C R™ donde se buscar dicho minimo
es:

K:{(xlavxn)/_lgxlggxngl}
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Figura 6.4: Subconjunto K en el caso n = 2.

No es dificil justificar la existencia de dicho minimo. Para ello, es equivalente probar
que la funcién L(zy,--- ,z,) = e~ Fr@21) alcanza un méximo absoluto en K. Pero
esto es evidente dado que:

1. K es compacto, al ser cerrado y acotado.

2. L(xy, - ,x,) es una funcién continua en K.
Luego existird al menos una n -upla: (z3,--- ,2¥) € K tal que:
* * z.
Er(zy,---,x2)= min  Ep(zq, -, x,).
($17“' 7xn)€K

Observamos que, de hecho, el maximo de L, es decir, el minimo de nuestra energia
ET, no se alcanza en la frontera de K. Esto es debido a que:

oSidi#j:a, =x; = L(x1, -+ ,2,) = 0.
oSiFed{l,2, - ,n}:|r;|=1= Ep(x,---,2,) =0.

Luego ha de alcanzarse en el interior de K. Esto implica que en realidad hablamos
de un minimo absoluto y a la vez local. Por tanto, en dicho punto (xy,--- ,x,) el vector
gradiente de FEr ha de ser nulo, esto se traduce en:

E
VET:O<:>8—T:O,Vk:1,~~-,n. (6.1)
E)xk
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1 —_—
[z =y Ty

Teniendo en cuenta que e log , sustituyendo esto en la igualdad
x

(6.1) obtenemos:

0 1 a b
o Bp(af, 1) = ) v —OVk=1,---,n, (6.2
Oxy, 7] ) = Ty — T} +IL‘]:—1 xp+1 n o (62)

que se trata de un sistema no lineal de n ecuaciones y n incognitas. Ademads, si
n

denotamos por p(z) = H(x — x7) al polinomio cuyos ceros son las posiciones de las

Jj=1
cargas que optimizan la energia total, no es dificil comprobar que:

G T
Con esto podemos reescribir (6.2):
1p" (k) p q

2p(er) w1 w1
Quitando los denominadores, multiplicando por el producto de los mismos, nos que-
da:

((z3)? — D)p"(x}) +2(a(z; + 1) + bz} — 1)p'(z}) =0,Vk =1,--- ,n. (6.3)

Si denotamos por Q(z) = (2% — 1)p"(z) + 2(a(z + 1) + b(z — 1))p/(x), la condicién
(6.3) es equivalente a que Q(z}) = 0,Vk =1,--- ,n. Como deg(p) = n:

o d@g(Q) Sn:>Q€Pn
o Q(zy)=0,Vk=1,--- n.

Luego en realidad @) es igual a p salvo un factor escalar, es decir, X € R : QQ = Ap.
Para determinar A bastaria igualar los coeficientes de los monomios de mayor grado a
ambos lados de la igualdad:

A=2(a+bn+n(n—1). (6.4)
Sustituyendo esta informacién (6.4) en la ecuacién (6.3) tenemos que:

(z® — 1)p"(x) + 2(a(z + 1) + b(x — 1))p’ = Ap. (6.5)

Que es una ecuaciéon diferencial ordinaria de segundo orden con coeficientes po-
linémicos. Sabemos que los polinomios de Jacobi P constituyen una solucion para
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la ecuacién ya estudiada en (3.1):

(2 -1y +[(a+B+2)z—B—a)y —nn+a+B+1)y=0.

Ajustando los pardmetros de manera adecuada, comparando (6.5) y (3.1), se obtie-
nen:

a=2a—1>—1.
B=2b—1>—1.

Se tiene, asi, que el polinomio enésimo ortogonal de Jacobi P}f)"ﬁ ), con @ = 2a — 1,
B = 2b— 1 es una solucion para nuestra ecuacion diferencial.

Es decir, las posiciones éptimas de las cargas vienen dadas en términos de los ceros
. . . 5(2a—1,2b—1) . ., . -
del polinomio de Jacobi P, . Ademas, esta solucion es tnica por construccion,
dado que hay un unico punto critico, puesto que la ecuacién diferencial (3.1) tiene una
unica solucién polinémica; concluimos, asi, que se trata minimo absoluto buscado.

En trabajos posteriores, T. J. Stieltjes extendio este andlisis al caso de varias cargas
repulsivas fijas en el eje real (problema de Heine- Stieltjes), y al caso de intervalos no
acotados (Laguerre y Hermite). No obstante, més de un siglo después de los trabajos
pioneros de Stieltjes sigue habiendo numerosos e interesantes problemas abiertos en el
campo de la interpretacién electrostatica de ceros de polinomios.
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