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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo principal de esta memoria es tratar de profundizar en algu-
nos conceptos de la Teoria de Galois. En primer lugar, comenzaremos
probando la existencia de numeros trascendentes de forma no construc-
tiva utilizando la equipotencia de conjuntos y de forma constructiva,
demostrando explicitamente que el numero de Fuler es trascendente.
Luego usaremos la resultante de dos polinomios para demostrar de
forma constructiva que la suma y el producto de elementos algebrai-
cos es también algebraico. También presentamos un método alternati-
vo de resolucion de las ecuaciones de tercer y cuarto grado gracias a
las Transformaciones de Tschirnhaus. Finalmente, clasificaremos los
grupos de Galois de cubicas y cudrticas y caracterizaremos cudando un
polinomios de grado cinco es resoluble.

Palabras clave: Teoria de Galois — Numeros trascendentes -
Resultante — Polinomio minimo — Transformaciones de Tschirnhaus.
Abstract

The main goal of this memory is to delve into the study of some con-
cepts in Galois Theory. Firstly, we prove the existence of transcenden-
tal numbers both with a non-constructive arqument, applying equinu-
merosity, and explicitly, proving that Fuler’s number is transcendental.
Afterwards, we use the resultant of two polynomials to prove construc-
tively that the addition and product of algebraic elements is algebraic.
We also see an alternative method to solve the third and fourth-degree
equations by means of the Tschirnhaus transformations. Finally, we
classify the Galois groups of cubic and quartics and characterize when
a quintic s solvable.

Keywords: Galois theory— Trascendental numbers —Resultant — Mi-
nimal polynomial — Tschirnhaus transformation.
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Introduccién

La resoluciéon de ecuaciones algebraicas ha sido objeto de estudio desde la
Antigiiedad. Los Babilonios ya conocian desde el 1700 a. de C. la férmula para las
ecuaciones de segundo grado. Hubo que esperar al Renacimiento para encontrar
los métodos de resolucién para ecuaciones cibicas, descubierto por Tartaglia y
publicada por Cardano, y cudarticas, que se lo debemos a Ferrari. Pero la quintica
seguia sin estar resuelta. En 1824 el mateméatico noruego Abel demostrd que para
polinomios de grado mayor o igual que cinco no existe una formula general para
obtener las raices de un polinomio mediante sumas, productos, potencias o raices;
el denominado Teorema de Abel-Ruffini: “El polinomio universal de grado mayor
e tqual a 5 no es resoluble por radicales”.

Gracias a la teoria desarrollada por Evariste Galois, antes de su prematura
muerte a causa de un duelo en 1832 cuando solo tenia 20 anos y que conocemos
gracias a las cartas que escribié antes de morir, podemos determinar cuando un
polinomio sera resoluble por radicales o no.

El objeto de central de la Teoria de Galois es el denominado grupo de Galois
de un polinomio. Mas concretamente, a cada polinomio de grado n se le asocia
un subgrupo del grupo simétrico S,, de tal forma que el polinomio es resoluble
por radicales si y solo si el correspondiente grupo de Galois es resoluble. Este
resultado explica perfectamente por qué los polinomios de grado menor o igual
a 4 son siempre resolubles, ya que los subgrupos de S, con n < 4 son siempre
resolubles. Asimismo, da una elegante prueba alternativa del Teorema de Abel-
Ruffini: como para todo n hay un polinomio de ese grado cuyo grupo de Galois es
S, v este grupo no es resoluble para n > 5, entonces no puede haber una férmula
general (por radicales) para las raices de un polinomio de grado > 5.

El objetivo de esta memoria es profundizar en algunos aspectos de la Teoria
de Galois, haciendo especial énfasis en la Teoria de Galois sobre los racionales.
Este trabajo lo hemos estructurado en cinco capitulos.

En el primero probamos la existencia de elementos trascendentes sobre Q
mediante una prueba no constructiva, es decir, demostramos que hay nimeros
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trascendentes sin aportar un elemento trascendente explicito. La prueba que pre-
sentamos estd basada en el estudio de la relacién de equipotencia entre conjuntos
iniciada por Cantor, quién, probd en 1874 que el conjunto de los ntimeros alge-
braicos es numerable y que el de los nimeros complejos no lo es pudo concluir,
concluyendo que hay més trascendentes que algebraicos. También aportamos una
prueba constructiva, pues demostramos que el niimero e es trascendente. La prueba
original es de Hermite, pero nosotros hemos incluido una de David Hilbert.

En el segundo capitulo introducimos la resultante como herramienta para de-
terminar polinomios que se anulan en la suma y el producto elementos algebraicos
de los que conocemos su polinomio minimo. Esto aporta una demostracién alter-
nativa a la usual y constructiva de que la suma y el producto de algebraicos es
algebraico.

En el tercer capitulo, como otra aplicaciéon del uso de la resultante vemos
como resolver las ecuaciones de tercer y cuarto grado mediante cambios de varia-
ble polinomiales. El matematico aleman Tschirnhaus descubrié en el siglo XVII
un método para reducir polinomios con el creyd haber resuelto la ecuacion quinti-
ca; aunque mas tarde Leibniz encontrd errores en sus argumentos. No obstante,
las transformaciones de Tschirnhaus si permiten resolver las ecuaciones cibicas
y cuarticas. Con ello proponemos una alternativa a los métodos de Cardano y
Ferrari.

En el capitulo cuarto clasificamos el grupo de Galois de cibicas y cuarticas
de polinomios con coeficientes racionales en funcion de estos. Ademas, vemos como
esto aporta una solucién al problema inverso de Galois sobre Q para polinomios
de grado tres y cuatro.

En el quinto capitulo estudiaremos como determinar si un polinomio de quinto
grado es resoluble o no, ademéds de presentar una familia de quinticas que si es
resoluble por radicales.

Nuestra principal aportacién a la memoria ha sido el estudio de la bibliografia,
asi como su estructuracion y presentacion de forma ordenada. Debemos destacar
la forma de detallar algunas pruebas que en la bibliografia aparecian de forma
muy escueta. En el plano matematico cabe mencionar que, en el segundo capitulo
presentamos una variante de la prueba del Teorema del elemento primitivo que
describe otros elementos primitivos. Haciendo uso de esta variante, aportamos en
la Proposicion 2.24 condiciones suficientes para que cierto polinomio sea irreducible
y, por ende, el polinomio minimo de sus raices. En el cuarto y quinto capitulo
resaltamos que hemos reescrito las pruebas encontradas en la literatura para no
tener que utilizar la teoria de accién de grupo sobre un conjunto.
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Elementos trascendentes

Vamos a comenzar demostrando la existencia de elementos trascendentes so-
bre Q. Para ello recurriremos a un argumento no constructivo basado en el concepto
de cardinal de un conjunto, concepto que generaliza el de nimero de elementos
de un conjunto finito. Posteriormente veremos relaciones entre conjuntos segin su
cardinal, para terminar dando una prueba constructiva de que e es trascendente.

1.1. Cardinal de un conjunto

En esta seccion estudiaremos la equipotencia de conjuntos para luego clasifi-
car estos segtin su cardinal en numerables o no numerables. En buena medida los
conceptos basicos de esta seccion provienen de [12].

1.1.1. Relacion de equipotencia entre conjuntos

Empecemos definiendo la relacién de equipotencia entre conjuntos resaltando
que dos conjuntos finitos son equipotentes si tienen el mismo nimero de elementos.
Para generalizar la equipotencia a conjuntos infinitos nos sera de ayuda el Teorema
de Cantor-Bernstein-Schroder.

Definicién 1.1. Sean A y B conjuntos. Decimos que Card(A) < Card(B) si eziste
una aplicacion inyectiva f : A — B.

Podemos apreciar que la relacion binaria que acabamos de definir cumple
las propiedades reflexiva y transitiva, pues tanto la aplicacion identidad como la
composicion de aplicaciones inyectivas son inyectivas; por lo tanto, estamos ante
una relacion binaria de preorden.

Proposicién 1.2. Sean A, B dos conjuntos. Eziste una aplicacion f : A — B
inyectiva si y solo si existe una aplicacion g : B — A sobreyectiva.
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Demostracion. Sea f : A — B una aplicacion inyectiva, Fijamos by € B y defini-
mos la aplicacién g : B — A tal que para todo b € B,

fHb) st b= [f(a)

b sib¢ Im(f).

g(b) =

Como f es inyectiva, se tiene que g esta bien definida, ademds, es evidentemen-
te sobreyectiva. Reciprocamente, si ¢ : B — A es una aplicacién sobreyecti-
va, entonces, para todo a € A existe b € B tal que g(a) = b. Sabemos que
g '(a) ={be Blg(b) = a} # 0. Elegimos, mediante el Axioma de Eleccién, para
cadaa € Aun b, € g~'(a) y obtenemos que la aplicacién f : A — B con f(a) = b,
es inyectiva. O

Gracias a la proposicion que acabamos de demostrar obtenemos una definicién
equivalente a la primera: existe una aplicacién sobreyectiva entre B y A, si y solo
si Card(A) < Card(B). A continuacién, nos centraremos en probar el Teorema de
Cantor-Bernstein-Schroder, para ello demostraremos el siguiente lema, que afirma
que toda aplicacién entre las partes de un conjunto A que preserva la relacién de
inclusion tiene un punto fijo.

Lema 1.3. Sea A conjunto, K : P(A) — P(A) cumpliendo que para todo X,Y
tales que X CY C A, se tiene que K(X) C K(Y). Entonces, existe Z € P(A) tal
que K(Z) = Z.

Demostracion. Sean C:={X € P(A)| X C K(X)} y Z = |J X. Para terminar
XecC
la prueba veamos que K (Z) = Z. Tomamos un X € C, como K preserva la relacion

de inclusién y X C Z, entonces X C K(X) C K(Z) por lo tanto, Z = |J X C
XeC
K(Z). Veamos ahora la otra inclusién. Como Z C K(Z) = K(Z) C K(K(2)),

entonces K(Z) € C'luego K(Z) C |J X =Z. 0
Xec

Teorema 1.4 (Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder). Sean A, B conjun-

tos. Existen f : A — B y g: B — A aplicaciones inyectivas si y solo si existe una

aplicacion h : A <> B biyectiva.

Demostracion. Sean f : A — B,g : B — A inyectivas. Definimos primero K :
P(A) — P(A) con K(C) C A—g(B— f(C)). Se aprecia que K esta bien definida.
Veamos que preserva la relacién de inclusién, para ello, tomamos Cy,Cy € P(A)
con C7 C O y como f y g son aplicaciones

K(C)) = A—=g(B - [(C1)) =A=g(B=[(Cy)) = K(C).
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Aplicando el lema anterior existe D C A tal que K (D) = D, por lo tanto

A—D=yg(B - f(D))
Definimos ahora la aplicacién H : A — B

f(z) sixeD
H(x) =
gl (z)siz ¢ D.

Se aprecia H que esta bien definida pues si « # D entonces, € Im(g) y g es
inyectiva. Comprobemos la inyectividad de H. Para ello tomamos z,y € A tales
que H(z) = H(y); distinguimos tres casos:

1. Si z,y € D tenemos que H(z) = f(z),Vz € D y como f es inyectiva z = y.

2.Siz,y¢ D, g (x) =97 (y).

3.Siz€Deyé¢ D.Si H(z) = H(y) entonces f(x) = g~'(y) lo que es contradic-
torio porque g~ (y) ¢ f(D) v f(z) € f(D).

Luego H es inyectiva. Comprobemos que es sobreyectiva. Sea b € B. Siy € f(D)
entonces y es imagen de algin elemento de A. Siy ¢ f(D) entonces y € B — f(D)
por lo tanto serd la imagen de algin elemento, g(y) € A — D. Concluimos de esta
manera que H es una biyeccion. O

Dos conjuntos infinitos son equipotentes si existe una biyeccién entre ambos.
Luego que A y B sean equipotentes equivale a probar, gracias a el teorema anterior,
que Card(A) < Card(B) y Card(B) < Card(A).

Teorema 1.5 (Teorema de Cantor). Sea A un conjunto cualquiera, entonces
Card(A) < Card(P(A)), pero no son equipotentes.

Denotaremos Card(A) < Card(B) cuando dos conjuntos no sean equipotentes pero
existe una aplicacién inyectiva entre ambos.

Demostracion. Como la inclusién es una aplicacion inyectiva de A a P se tiene que
Card(A) < Card(P). Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que
Card(P(A)) < Card(A) entonces existe f : A — P(A) aplicacién sobreyectiva.
Consideramos el conjunto B := {a € A|a ¢ f(a)} € A. Como f es sobreyectiva
entonces, B € Im(f) luego existe a € A tal que f(a) = B.Sia € f(a) = B tenemos
que a ¢ f(a) lo que es contradictorio. Por lo tanto Card(A) < Card(P(A)). 0

1.1.2. Conjuntos numerables y no numerables

Definicién 1.6 (Conjunto numerable). Sea A un conjunto, A es numerable si
existe una aplicacion inyectiva f : A — N.
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A continuacién veremos algunos ejemplos de conjuntos numerables: los niime-
ros racionales, la uniéon numerable de numerables o el anillo de polinomios con
coeficientes racionales y no numerables como los reales o los complejos.

Proposicion 1.7. La union numerable de conjuntos numerables es numerable.

Demostracion. Sean (A;);en, conjuntos numerables, entonces existen aplicaciones
inyectivas f; : A; — N. Sea p; el i-ésimo niimero primo. Definimos g : |J 4; = N

ieN
donde g(z) = p{"(m)ﬂ con i = min{j € N|z € A,}. Se puede apreciar que g es

inyectiva, puesto que Z es un dominio de factorizacién tinica. Luego Card( ] 4;) <
ieN
Card(N). Por lo tanto, |J A; es numerable. O
ieN
Proposicién 1.8. Sean A, B conjuntos numerables, entonces A x B también es
numerable.

Demostracion. Como A, B son numerables existen f: A — N, g : B — N aplica-
ciones inyectivas. Definimos h : A x B — N? tal que h(a,b) = (f(a), g(b)). Como
h es inyectiva y N* = [J{(i,7) |7 € N} por la Proposicién anterior se tiene que
ieN
A X B es numerable. ad
Cantor demostré que los niimeros racionales son numerables, a continuacion
propondremos una prueba de este hecho.

Corolario 1.9. El conjunto de los nimeros racionales es numerable.

Demostracion. Como Z es numerable, por la proposicién anterior, Z x (Z \ {0})
es numerable. Podemos definir, f : Q — Z x (Z \ {0}) tal que para z € Q \ {0}
f(a/b) = (a,b), siendo a € Z, b € Z", med(a,b) = 1 y si z = 0 entonces f(0) =
(0,1). Se tiene que f es una inyeccién, luego Q es numerable. O

Proposicién 1.10. El anillo de polinomios Q[z] es numerable.

Demostracion. Como Q es numerable entonces existe f : Q — N aplicacion inyec-
tiva ademds podemos suponer sin pérdida de generalidad que f(0) = 0. Definamos
la aplicacién ¢ : Q[z] — N tal que

n n
f (Z aixi> = Hp{ @) Jonde p; es el i-ésimo nimero primo.
i=1

=1

Como hay un nimero finito de a; # 0y f(0) = 0, la aplicacién g esta bien definida,
yva que el producto de finitas potencias de primos por finitos p{ © — 1 es finito y
como la descomposicién en factores primos es tinica entonces g es inyectiva. Por lo
tanto Q[z] es numerable. O
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Proposicion 1.11. El conjunto de los niumeros reales no es numerable.

Demostracion. Supongamos que R es numerable, entonces como (0,1) C R se
tiene que Card((0,1)) < Card(N) y sea f : N — (0,1) aplicacién sobreyectiva,
escribimos

f(i) = Qi+ 1070+ = 0, apai1a4s ... con a;; € 10,...,9}.
J J
jEN

Elegimos x = 0,bgb1bs ... con b; # a; y by # 9. Se puede apreciar que x es un
ntmero real distinto a f(7) para cualquier ¢ € Ny no aparece el periodo 9, entonces
f no es sobreyectiva, por lo tanto Card(N) < Card((0, 1)) en consecuencia R no es
numerable. O

Observacion 1.12. El producto cartesiano no finito de conjuntos numerables no es,
en general, numerable. Por ejemplo A := {(ag,a1,...)[a; € {0,1}} = (a;),cn-
Veamos que Card(P(N)) = Card(A), para ello definamos f : P — A tal que

a;=1sii€ A

f(A) = (1) ;e con
a; =0sii¢ A

Se aprecia que f estd bien definida y es biyectiva, por lo tanto A no es numerable.
Proposicién 1.13. Los nimeros complejos son equipotentes a los reales.

Demostracion. Como la inclusién es una aplicaciéon inyectiva de R — C entonces
Card(R) < Card(C). Definimos f: C — R

f(( .. 0100.01,1012 - - ) + Z( .. blbo.blelyQ o )) = ..blalboao.b171a171b172a1’2 e

aplicacién inyectiva. Por lo tanto Card(C) = Card(R). O

1.2. Numeros trascendentes

Nuestro objetivo ahora seré probar de manera no constructiva la existencia de
numeros trascendentes haciendo uso de las nociones sobre cardinalidad recogidas
en la seccion anterior.

Definicién 1.14 (Elemento algebraico). Sea K — L una extension de cuerpos.
Se dice que o € L es algebraico sobre K si existe p(x) € K[z]\{0} tal que p(a) = 0.

Si un elemento no es algebraico se denomina trascendente. A un niimero complejo
trascendente sobre Q se le denomina ntumero trascendente.
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Definicién 1.15 (Clausura algebraica). Sea K un cuerpo, eziste un cuerpo K
K es algebraico sobre K 1y algebraicamente cerrado.

Observacion 1.16. La clausura algebraica es unica salvo isomorfismo de cuerpos.

Cantor demostré que existian infinitos nimeros trascendentes probando pri-
mero que el cardinal del conjunto de los ntimeros algebraicos es numerable. Como
el conjunto de los nimeros complejos no lo es entonces el conjunto de los niimeros
trascendentes tampoco es numerable, lo que quiere decir que hay “m&as”nimeros
trascendentes que algebraicos.

Proposicion 1.17. El conjunto de los numeros trascendentes no es numerable.

Demostracion. Podemos ver C como @U T, donde Q es la clausura algebraica de
Q y T el conjuntos de los elementos trascendentes sobre Q. Sabemos también, por
la Proposicion 1.1.2 que Card(N) < Card(R) = Card(C), luego C no es numerable.
Veamos entonces que Q es numerable. Para ello definimos

R, = {a € C|3p(x) € Q[z],p(er) = 0, con deg(p(x)) =n}.

Resulta facil ver que Q = U R., ademds si comprobamos que R,, es numerable
neN

para todo natural, por la Proposicién 1.7, tendremos que Q serd numerable. De-
mostremos que los R, son numerables.

Sabemos que @, [z], el conjunto de los polinomios de grado n con coeficientes racio-
nales es numerable. Sea p(x) € Q,[z] mediante el Teorema fundamental del Alge-
bra tiene n raices en C, contando multiplicidades. Sea el conjunto {ay,...,a,}
las raices de p(x) ordenadas tomando primero las de menor médulo y si hay
dos con el mismo moédulo pondremos primero la que tenga menor argumento
principal, definimos ahora la aplicacién f : Q,[x] x {1,2,...,n} — R, donde
f(p(x),i) = a;. Se aprecia que f es sobreyectiva por construccién, por lo tanto
Card(R,) < Card(Q,[z] x {1,2,...,n}) = Card(N). Hemos obtenido que R, es
numerable y como la unién numerable de numerables es numerable (1.7) entonces
Q es numerable y por lo tanto Card(Q) < Card(C) lo cual prueba que T no es
numerable. ad

Dado que los ntimeros algebraicos son un conjunto numerable dentro de C,
buscar niimeros trascendentes deberia ser tarea facil, como “buscar una paja en
un pajar”. No obstante, decidir sobre la trascendencia de un elemento explicito
es, a priori, un problema mas complicado. Probaremos ahora que el ntimero e es
trascendente. Hemos de recalcar que el primer ntmero trascendente descubierto

oo
. . — Il . ’
fue la Constante de Liouville .Z = > 107% en 1850 y que Lindemann demostré
i=1
que 7 es trascendente en 1873 solucionando asi el problema de la cuadratura del
circulo que permanecia irresoluto desde la antigiiedad.
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Teorema 1.18. El numero e es trascendente.

La prueba original es de Hermite (1873) pero nosotros expondremos una de Hilbert.
[2, Teorema 20]

Demostracion. Sea k € 77", definimos J;, := fooo r¥e~*dx que es convergente para
todo k. Si integramos por partes obtenemos que

A—00

Jy = lim [—a*e ™)) + & / e e = k- iy
0
Por lo tanto
Je=h-Jea=k(k=1)-Jyo=...=kl-Jy =kl (1.1)

Como consecuencia, si p(z) € Zlz] y m > 0, se tiene que
/ 2"p(x)e " dz = p(0)m! méd (m + 1)! (1.2)
0

Supongamos ahora que e es algebraico. Entonces existe un polinomio en Z[z] cum-
pliendo que:
ap+are+...+a,e” =0. (1.3)

Sea r € Z* definimos:
I = / 2 [(z—=1)... (x—n)" e dx
b

con 0 < b < ¢ < oo. Es facil ver que la integral /§° converge pues si tomamos
f(x):=a"[(x—1)...(x —n)]"" e nos basta con elegir g(z) := aMrTD++1e—z
que mayora a f(z) y como hemos visto anteriormente (1.1) fooo g(x)dx converge y
por lo tanto I5°. Definamos ahora P, y P, a partir de (1.3):

P =agl® +ael® + ...+ ae"I*°

P, = alelol + ...+ ayely.

Ademas podemos apreciar que P, + P, = 0 pues en este caso I;° = I} + I.°.

Veamos que es contradictorio, para ello vamos a probar que existe un r € Z* tal
P > | P :
que —- es un entero distinto de cero y que e < 1. Comprobemos en primer
lugar que P; # 0. Para ello integramos haciendo el cambio de variable y = = — k.
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o0
aretI° = ak/ g [(x—1)... (z—n)] T e N =
k

Zak/ (y+k) [(y+k—1).. . (y+k—n)] e Vdy =
k

ao fooo y'po(y)e™ si k=0

ag f,:o y"“pk(y)e‘y 510 <k <n,
donde p;(y) € Z[y],0 <i <n.

Hemos demostrado que todos lo términos de P; son enteros, ademas las integrales
que resultan son de la forma (1.2) donde todos los términos menos el primero son
multiplos de (m + 1)!. Por consiguiente:

Py = agpo(0)r! = ag(—1)"CHD () 1yl méd (r+ 1)1 =
= P = ap(—1)"U () el A+ 1), A EZ
Luego P; es multiplo de r! y si P, = 0 tenemos que
ao(—1)"" D () L A\ (r +1) = 0.

Pero esto no puede ser cierto si r + 1 contiene un factor primo no comun con agn!.
Luego si tomamos un r suficientemente grande que cumpla lo anteriormente citado
para r + 1 entonces P; # 0.

Busquemos ahora una cota superior de |P;|. Para ello definimos:

Mzogxagxn’x(x_l)'“(x_n)’? Nzorgjgxn ($—1)...(aj—n)e |

Sea k € [1,n] gracias a M y N podemos mayorar

k
/0 e [(x—1)...(x—n)" e da

‘aklgf} = |ak|

k
< |ak|/ M Ndz = k |ag| MTN.
0

Luego obtenemos que
|P2| = ‘alefé —+ ... —I—anenfg‘ < (’(Il’@‘f’ ce +n‘an| en)MTN~

Como M es una constante
(s

lim =0 por lo tanto, si elegimos r suficientemente grande |Py| < rl.

r—oo 1!

Tomamos 7 suficientemente grande que ademas satisfaga que r + 1 contenga un
factor primo no comun con agn!. Entonces terminamos la demostracién pues hemos
llegado a un absurdo. O
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Veamos a continuacion dos resultados que nos permitiran probar, de forma
rapida, la trascendencia de nuevos nimeros a partir de otros ya conocidos.

Proposicién 1.19. Sean «, 8 dos numeros trascendentes y v € C. Se tiene que:

i)+ 0o a—r es trascendente.
i1) B+ « o Pa es trascendente.

Demostracion. Sabemos que «, 8 son trascendentes.

i) Supongamos que tanto « + v como « — 7 son algebraicos, entonces ambos
pertenecen a Q. Como Q es un cuerpo entonces (o + ) + (a — ) = 2a € Q.
Luego, 2a es algebraico, lo que es contradictorio.

ii) Consideramos el polinomio (z—a«)(x— ) = 2*—(8+a)z+Ba que tiene tanto a
« como a [ como raiz y apreciamos que o a3 o [+ « son trascendentes, porque
si ambos fueran algebraicos S y « lo serian, esto se debe a que la extension
Q(ap,a+ p) — Q(a, B) serfa algebraica.

O

Observacion 1.20. Utilizando a la proposicion anterior y el Teorema 1.18 se tiene
que o e+m 0 e — es trascendente y o w4 e o 7e es trascendente. Hemos de anadir
que se desconoce si ™+ e, T — e, me o € son racionales o irracionales.

Entre los 23 problemas que Hilbert propuso en el Congreso Internacional
de Matematicas de 1900, el ntimero siete trata sobre la trascendencia de algu-
nos nimeros. El Teorema de Gelfond-Schneider (1934) es la solucion al séptimo
problema.

Teorema 1.21 (Teorema Gelfond-Schneider). Sean «, 5 algebraicos sobre Q,
cona ¢ {0,1} y B & Q, entonces o’ es un mimero trascendente.

Gracias a este resultado podemos saber que V5, \/5\/?: son trascendentes. Sorpren-

dentemente, también se prueba que e” es trascendente pues it = e~ “tos(l) = 7

=e .






2

Elementos algebraicos

Tras haber probado la existencia de elementos trascendentes nos centraremos
en los nimeros algebraicos. No es dificil demostrar que si K < L es una extension
de cuerpos entonces el conjunto {a € L |« algebraico sobre K} es un cuerpo in-
termedio, recordaremos una prueba en la primera seccién de este capitulo. Como
consecuencia de este resultado, si a, 3 € L son elementos algebraicos sobre K,
entonces tanto « + 5 como a3 también lo son. No obstante, conocidos polinomios
en K[x] que se anulen en a y en 5 (como, por ejemplo, sus polinomios minimos
sobre K), no es tan facil determinar un polinomio que se anule en a + 5y en af.
En este capitulo abordaremos una solucién para este problema utilizando como
herramienta la resultante. Hemos empleado [7], [8], [9] como bibliografia de apoyo
en la elaboracion de este capitulo.

2.1. Extensiones algebraicas y separables

En esta seccion abordaremos algunas definiciones y resultados que nos seran
utiles mas adelante. Ademas aportaremos una variante a la demostracién usual
del Teorema del elemento primitivo, que nos dard nuevas formas de encontrar el
elemento primitivo de una extension finita y separable.

Definicién 2.1 (Extensién algebraica). Una extension de cuerpos K < L es
algebraica si todos los elementos de L son algebraicos sobre K.

Definicién 2.2 (Extensién finita). Una extension de cuerpos K — L es finita
si L es un K-espacio vectorial de dimension finita. Se llama grado de la extension
[L: K] ala dimension de L como K-espacio vectorial.

Teorema 2.3. Sea K — L una extension de cuerpos. Entonces K — L es finita
sty solo si K — L es algebraica y finitamente generada

Proposicién 2.4. Dada la extension de cuerpos K — L. El conjunto de los ele-
mentos de L que son algebraicos sobre K es un cuerpo intermedio.
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Demostracion. Sea M = {«a € L |« algebraico sobre K}. Es evidente que K C
M C L. Para probar que es cuerpo tomamos x,y € M y veamos que tanto x — y
como xy~! con y # 0 pertenecen a M. Tenemos la siguiente torre de cuerpos

K — K(z,y) — L.

Como x, y son algebraicos sobre K la extension K — K (z,y) es algebraica y finita,
por lo tanto x — y, ry~! € K(x,y) son algebraicos y pertenecen a M. O

Esta prueba no es constructiva, pues no nos indica cémo calcular los polino-
mios que se anulan z —y, xy~*. El los objetivo principal de este capitulo es obtener
una prueba constructiva de este resultado; es decir, una prueba que describa cémo

obtener un polinomio que se anule en  — y y otro en xy !

Definicién 2.5 (Separabilidad). Sea K un cuerpo:

i) Un polinomio en K[x] es separable si todas sus raices son simples (de multipli-
cidad uno). El siguiente enunciado sirve como caracterizacion:

f es separable si y solo si med(f, f') = 1.

ii) Sea o € K, a es separable sobre K si lo es su polinomio minimo.
ii1) Una extension K — L diremos que es separable si es algebraica y todo elemento
de L es separable sobre K.

Observacion 2.6. Si K es un cuerpo de caracteristica 0, toda extension algebraica
de K es separable.

Reproducimos a continuacion la prueba del Teorema del elemento primitivo
de [7, Teorema 5.4.1].

Teorema 2.7 (Teorema del elemento primitivo). Toda extension finita y se-
parable es simple.

Demostracion. Sea K — L una extension finita y separable. Distinguiremos entre
cuerpos finitos e infinitos.

Si K es finito se tiene que L debe ser finito entonces, (L*,+) es un grupo ciclico
que estard generado por un elemento «. Por lo tanto L = K(«).

Si K es infinito la extension sera algebraica y estara finitamente generada. Supon-
gamos que L = K(,~) puesto que si estuviera generada por un solo elemento el
resultado seria evidente y por induccion basta solo verlo para dos. Consideramos
los polinomios minimos de 3 y 7 con raices {B1,..., Bu} {71, -+, Vm} Tespectiva-
mente, siento § = [, y v = 7, para ciertos r,s. Tomamos un a € K no nulo tal
que
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a#ﬁ BJ conz#j,kaél (2.1)
Ve —

Como K (B + ay) € K(8,7) solo faltarla demostrar el otro contenido. Probemos

que v € K(f+ av). Sean f(x) := mgk(x),g(x) := m, x(z) y tomamos h(z) :=

f(B+ay—azx)yq(x) :=med(g,h) € K(f+ ay)[z]. Se puede apreciar que 7 es

rafz de ¢(x) pues hace cero tanto a g como a h y que no tienen méds raices comunes

ya que si 0 fuera una raiz comin

g(0) =0 3j tal que v, =9 L
= :azﬁz 5.
h(6) = f(B + ay — ad) Ji tal que 3; = B+ ay — ad T

Lo que lleva a contradiccion (2.1). En conclusién, como ¢ tiene una raiz tinica y -y es
separable ¢(x) tiene una raiz inica entonces q(z) = x—~, luego v € K(S+a~). Solo
faltaria ver que 5 € K(+av), esto es facil de ver pues f = f+ay—ay € K(S+avy).

O

En esta demostracion se describe cémo obtener el elemento primitivo. En
la siguiente observacién encontramos, basdndonos en la misma idea de la prueba
anterior, otros elementos primitivos.

Observacion 2.8. Sea la extensién K — K(f3,v) donde K es un cuerpo de carac-
teristica 0. Sea a € K, {cudndo es el elemento 5(y + a) primitivo?
Basta con tomar a, de forma andloga a (2.1),

0; — 0
——7 coni#j,k#L
Ve — N

donde los d;, yi, son las raices de mg, k (z) y m., () respectivamente. Es facil ver
que los siguientes cuerpos son iguales.

K(B,7) = K(8,87) = K(aB + Bv) = K(B(y + a)).

2.2. Resultante de dos polinomios

Estudiaremos ahora la resultante de dos polinomios. La utilizaremos como
herramienta para, dados un polinomio que se anula en « y otro que se anula en [,
obtener polinomios que se anulen en o + 5 y af.

Lema 2.9. Sean f,g € K|x] con deg(f) = n y deg(g) = m positivos. Entonces, f
y g tienen un divisor comun no unidad si y solo si existen dos polinomios A, B €
K[z] \ {0} cumpliendo que deg(A) < m,deg(B) <n y Af+Bg=0
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que n < m. Como f y
g tienen un factor comun no unidad existe un h € Klz| con 0 < de (h) <n
cumpliendo que f = h- f; y g = h- ¢ donde deg(fi) < n y deg(fz) < m.
Comog-f—fi-g=qg -h-fi—fi-h-gt =0 Tomamos A = g1 y B =
— f1. Reciprocamente, supongamos por reduccién al absurdo que f y g no tienen
un factor comin, entonces med(f,g) = 1, luego existen C,D € KJz| tal que

Cf+ Dg =1 entonces
B=BCf+DBg=BCf—DAf = f(BC—DA).

Luego f divide a B con B no nulo, luego deg(B) > m, lo que no es posible,
entonces f y g tienen un factor comun. O

Definicién 2.10 (Matriz de Sylvester). Sean f(x) = > fiz', g(z) = > g;a?
i=0 =0

polinomios, de grado n y m respectivamente, en K[x]. Se denomina matriz de
Sylvester de f y g respecto a x a la matriz cuadrada de orden n +m

fo 0 -0 gy O --- 0
fl f() .. 0 g go - 0
fo i 09 g -0
SyL(fig) =1 " " " gmGmer e (2.2)
JoSor 0 0 0 g T
0 fu - 50 0
00 10 0

0 0 - f, 0 0 - gn

Definicién 2.11 (Resultante). La resultante de dos polinomios f y g respecto a
una variable x es el determinante de la matriz de Sylvester de f y g respecto a x.
Es decir,

Res, (f, g) := det(Syl,(f, 9))-

Proposicién 2.12. Sean dos polinomios f,g € K[z| con deg(f),deg(g) > 0. En-
tonces, med(f,g) =1 si y solo si Res,(f,g) # 0.

Demostracion. Sean [ = Zfzx g = Zgzx € Klz]. Sabemos que tienen un

factor comun en K|x] siy solo si existen A B e K[x] \ {0} tal que Af + Bg=0
con deg(A) < m,deg(B) < n, por el Lema 2.9.
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n+m 7
Af+Bg=>_ ( (a; fij + bjgi_]-)) @,

i=0 \j=0

donde se entiende que a;, bj, fi, ¢; vale 0 cuando el subindice sea negativo o ma-
yor que el grado de A, B, f, g respectivamente. Si escribimos matricialmente esta
igualdad, se tiene:

Qo 0

Ay
SyL.(f, 9) bol =

bn—l 0
Tenemos que Res,(f,g) = det(Syl,(f,g)) = 0 si y solo si el sistema planteado es

compatible indeterminado, lo que es equivalente a que existan A, B en las condi-
ciones del Lema 2.9, por lo tanto, f, g tienen un factor comun no unidad. O

Veremos ahora que la resultante se puede escribir en funcion de las raices de
los polinomios. Para ello utilizaremos una proposicién y un lema técnico.

Lema 2.13. Sea D un dominio de factorizacion unica. Sean f(x) € Dlz] yd € D.
Entonces, f(d) = 0 siy solo si (x—d) divide a f. En particular, sig € K|xq,...,2,]
con K un cuerpo, se tiene que g(x1,...,Ti ..., Tj_1,Ti, Tj41, ..., Tn) = 0 si y solo
si (x; — x;) divide a g.

Demostracion. Sea d € D, definimos ¢ : D[z] — D]z] el tinico homomorfismo de
anillos tal que
ola)=a,a €D

o(z) =d.

Veamos que ker(yp) = (z — d). Como = — d € ker(p) entonces (z — d) C ker(yp).
Sea p(x) € ker(y) entonces

Hemos obtenido que (x — d) divide a p(z). Para terminar la prueba basta con
tomar D(z;] = K[z1,...,2,] y d = ;. 0
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En el siguiente resultado vamos a considerar la resultante de dos polinomios
f v g genéricos como polinomio en los coeficientes de f y g y como polinomio en
las raices de f y g y vamos a calcular su grado en cada caso. Recordamos que un
polinomio es homogéneo si todos sus términos tienen el mismo grado.

Proposicién 2.14. Sean f(x) = Y fia', g(x) = > g;a7 polinomios en K[z] con
i=0 j=0
raices aq, . .., 0,01, . .., Bm respectivamente. Entonces:

i) Res,(f,9) € Z[fo,-- -, fasGo,-- -, gm] de grado n + m.
ii) Res,(f,9) € Zlon, ..., an, b1, ..., Bn] homogéneo de grado n - m.

Demostracion. Probaremos por orden.

i) A partir de la férmula general del determinante para una matriz A cuadrada
de orden k.

det(A) = Z SgIl(O')aU(l)l < Ao (k)k- (23)

Como Res,(f,g) = det(Syl,(f,g)), la matriz de Sylvester es de orden n + m
y las entradas de la matriz son o bien 0 o bien f; o g;, entonces, la resultante
considerada como polinomio en las variables fo, ..., fu, 90, - - -, gm, tendra grado
menor o igual que n + m. Al ser la identidad la tnica permutacion con la que
se obtiene la diagonal principal en (2.3) se tiene que fi"g!" solo aparece una vez
en el sumatorio (2.3) y con coeficiente 1. Por lo tanto, el grado de la resultante
esn—+m.

it) Sea s;; el elemento (7,7) de Syl,(f,g), con 1 <i,j <n+m. Sij < m entonces

sij = fi—; 510 < i—j < n, mientras que s;; = 0 en cualquier otro caso. Ademas,
n

n
como f =Y fizl = f, [1(z — ;) se tiene que
7=0

fo="fa > (=) (H k>

Card}(A)=n—k ap€A
AC{1,..., n}
es un polinomio homogéneo en ay, ..., o, de grado n — k. Por lo tanto, s;; es 0

o un polinomio homogéneo de grado n —i+ 7, para todo j < m. Ahora, cuando
m < j < n+m entonces S;; =;_jrm S1 M < ¢ — 7 < n+ m, mientras que en
cualquier otro caso s;; = 0. Procediendo como antes obtenemos que s;; es 0 o un
polinomio homogéneo de grado m —i+j—m = j—1i, paratodom < j < m+n.

Sea 0 € Sy, entonces sqy(1)1 - - - So(ntm)ntm €8 0 0 un polinomio homogéneo de
n+m m—+n

grado > deg(sqqiyi) = > deg(sq();) + > deg(so(y;) = Zln —o(j)+J+
j:

=1 j=1 J=m+1
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m n+m n+m
j—oj)=n-m— Z o(j)+ . j =n-m. En conclusién, Res,(f, g) es una
=1 j=1

suma de polinomio homogeneos de grado n-m y por lo tanto, es un polinomios
homogéneo de grado n - m.
g

’:]S

Proposicién 2.15. Sean f(z) = f, [[(x — a;) v 9(x) = gm

=1 J

(x — Bj) con f.g €
1

K|[z], entonces

Res.(f,g9) = (=1)"" f"g" HH —B) = —1)nmf£nH9(Oéi) :ggqnf(ﬁj)-

=1 j=1

Demostracion. Probaremos primero los dos primeros miembros de la igualdad.
Hemos demostrado en la Proposicion 2.14 que la resultante es un polinomio ho-
mogéneo de grado n - m en las raices. Si existen 4,7 tal que a; = 3; se tiene que
f y g tienen una raiz comtn, entonces Res,(f,g) = 0. Aplicando el Lema 2.13

tenemos que (o; — f;) divide a Res,(f, g), luego [[[[(cz — 5;) divide a Res,(f, g).
v g

n m
Es fécil ver que [[[[(c; — ;) es homogéneo de grado nm puesto que (a; — ;) es
2]
un polinomio homogéneo y el producto de homogéneos también lo es. Ademaés, por
la Proposicién 2.14 la resultante es homogénea en las raices. Como el producto de
las raices divide a la resultante y ambos del mismo grado, entonces se diferencian

en una unidad, es decir

Res.(f,g) = CH H(a

i=1j=1

Evaluamos en los polinomios f(z) = f,(x — 1)" y g(x) = g,x™ cuyas raices son 1
y 0 respectivamente y obtenemos que la diferencia del producto de las raices es 1
y que la matriz Sylvester es triangular, luego el determinante es el producto de la
diagonal principal, es decir
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(=)™ fn 0 -0 0 0---0
kh  (=1)"f,--- 00 0 0
ko ky .00 0 .0
Res,(f,9) = : o g, 0 T = (=)™ g
0 fo -2 00
0 0 o0 0 .
0 0 - f,00--g

de esta forma hemos demostrado la igualdad. Para comprobar los otros de miem-
bros veamos que

- 3) = gt = 1y g [T s~ ) = (-7 22 L otew)

=1 j=1

.
Il
—

n

a; = Bj) = (=1)"™f(8;) = (=1)"™" fg" HH =gn [T/

=1 j=1 =1

<
Il
-

O

La resultante no solo es 1util para conocer si dos polinomios tienen una raiz
comun, sino que se puede utilizar, por ejemplo, para determinar cuando un polino-
mio tiene raices dobles, como veremos en la Seccion 2.4. Nosotros la emplearemos
en la proxima secciéon para obtener el polinomio minimo de la suma y el producto
de dos elementos conociendo previamente el polinomio minimo de estos.

2.3. El polinomio minimo de la suma y el producto de
elementos algebraicos.

Definicién 2.16 (Polinomio minimo). Sea K < L una extension de cuerpos y
sea a € L algebraicos sobre K. Sea ¢ : K[x] — K(«), donde ¢(p(z)) = p(a). Se
denomina polinomio minimo de o sobre K al generador mdénico del ker .

Como K[z] es un dominio de ideales principales, el polinomio minimo estd bien
definido.. El polinomio minimo se denota por mg k() y es el polinomio de grado
més pequenio ménico e irreducible en K[z] del que « es una raiz.

Proposicién 2.17. Sean f, g dos polinomios en K[z| de grados n y m con raices
a y B respectivamente. Entonces:
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i) Tanto Res,(f(z —y),q(y)) € K[z] como Res,(y"f(z/y),9(y)) € K|[z] tienen

grado nm.

ii) Resy (f(z — ), 9(y)) es un polinomio en Klx| que se anula en o + f3.
iii) Res, (y" f(z/v), 9(y)) es un polinomio en K[x] que se anula en af.

Demostracion. Sean {aq,...,an} v {f1,...,0n} las raices de f y g respectiva-
mente. Se deduce inmediatamente que las resultantes de (ii) y (ii7) estan en K|[z]
puesto que las filas correspondientes a f en la matriz de Sylvester se forman con
monomios pertenecientes a K [z], mientras que las filas correspondientes a ¢ tiene
elementos de K y su determinante serd un polinomio en K[z].

i)

i)

i)

Determinaremos el grado de Res,(f(z — ), g(y)) € K[z]. Vemos que los coefi-
cientes de g(y) no dependen de x, por lo tanto serdn constantes en K. Se tiene
que

fa—y)=> al@-y)'=> a [Z(—l)’“(Z) xi"“y’“] = ijyj,

i=1 i=1 k=0

=)
i=j J
Se aprecia que deg, (f;) < n—jy que deg,(fy) = n, es decir, el f; es el monomio
con mayor grado. Al introducir los coeficientes a la matriz de Sylvester y cal-
cular el determinante, se puede comprobar que el mayor grado lo obtendremos
al multiplicar los monomios que estan en la diagonal principal (2.2) y que este
es exactamente g, f', polinomio en K[z| de grado exactamente n-m. Nos que-
daria garantizar que no obtenemos otro coeficiente de grado n - m que anule al
anterior. Esto se debe a que el término de grado n-m se consigue al multiplicar
fo m veces y esto solo ocurre al multiplicar la diagonal principal, pues la 1inica
permutacion que multiplica todos los elementos de la diagonal principal es la
identidad. Procedemos de la misma forma con Resy( "f(z/y),9(y)). Hemos de
mencionar si f(z) = Z a;z', entonces y" f(z/y) = Z a;x'y"" € K|z, y.
=0 =0
Ya demostramos (Proposicién 2.15) que

Res, (f(x =), 9(y)) = (=1)"" f"gn HH(a z) —

Donde a;(x) = z—q; son las raices de f(x —y). Haciendo x = a+ [ se tiene que
a;(z) — p; = 0 para ciertos 4, j. Luego Res,(f(x —y), g(y)) se anula en o + f.
Aplicando el mismo procedimiento que hemos utilizado para demostrar (i7) pero
considerando a;(x) = z/a; llegamos a que a8 anula a Res, (y" f(z/y), g(y)).
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O

Utilizando las resultantes expuestas en la proposicién anterior enunciaremos
dos resultados que nos permitiran obtener multiplos del polinomio minimo de la
suma y el producto de dos algebraicos conociendo previamente sus polinomios
minimos.

Corolario 2.18. Sean « y [ algebraicos sobre K tales que f(x) = max(x) y
g(x) = mp k(z). Entonces, Res,(f(z —y),g(y)) se anula en a+ B. En particular,

Matp ik (x) divide a Res,(f(x —vy),9(y)).

Demostracion. Gracias a la Proposicién 2.17 Res,(f(z —y), g(y)) es un polinomio
en K[z] que se anula en o + (. Luego, por la definicién de polinomio minimo

Mat8),x () divide a Resy(f(x —v), g(y))- O

Veamos a continuaciéon dos ejemplos de célculo del polinomio minimo de la
suma. Primero uno donde el polinomio buscado coincide con la resultante. En
segundo lugar veremos cémo la resultante obtenida no es irreducible y, por tanto,
el polinomio minimo es uno de sus factores irreducibles.

Ejemplo 2.19. Veamos cémo calcular el polinomio minimo de a := v/2 4+ /3 en
Q[z]. Sean f(x) :==m s5q(7), g(x) :=m zo(). Se tiene que

fla—y)=y*—2zy—2* -2  g(y) = -3+

2-2 0 =30
2z 2—2 0 -3

Res, (f(x —v),9(y)) = 1 or 1 01T r* — 1022 +1 € Q[a].
0 1 0 1

Se puede apreciar que el polinomio obtenido es moénico y se anula en «. Aplicando
el Teorema del elemento primitivo (Teorema 4.17) a la extensién Q — Q(v/2,v/3)
de grado 4 se obtiene que Q(v/2,v/3) = Q(a). Al ser el polinomio de grado 4 seré
el minimo.

Ejemplo 2.20. Veamos un ejemplo de cémo el método propuesto no siempre nos
da el polinomio minimo de a + . Para ello tomamos « := V2 +43 y (= —/3.
Tenemos que f(z) :=m 5, 50(), 9(x) :=m_ z4(z). Calculando la resultante

Res, (f(z —y), g(y)) = 2° — 3225 + 2162* — 51222 + 400
= (2% — 2)%(z* — 2822 + 100).

El polinomio obtenido es multiplo del polinomio minimo de a + § = /2.



2.3 El polinomio minimo de la suma y el producto de elementos algebraicos. 21

Corolario 2.21. Dados « y [ algebraicos sobre K. Si f(x) = max(z) y g(x) =
mp.x (7). Entonces, af es raiz de Res,(y*eY) f(x/y), g(y)). En particular, mags i ()
divide a Res, (y**V f(x/y), 9(y)).

Demostracién. Sabemos por la Proposicién (2.15) que Res, (y48) f(x/y), g(y)) es
un polinomio en K|z] que se anula en af. Luego, por la definicién de polinomio
minimo Mg x (z) divide a Res, (y3) f(x/y), g(v)). O

Presentamos ahora dos ejemplos de calculo del polinomio minimo del producto.

Ejemplo 2.22. El polinomio minimo de v/2-w en Q[z], donde w es una rafz primitiva
tercera de la unidad. Sean f(z) = 2? —2, g(z) = z*> + 2+ 1 los polinomios minimos
de v/2 y w respectivamente. Mediante el Corolario 2.21 se obtiene:

Vlafy)=2>=2" gly)=1+y+y°

22 0 10
0 2211

Res, (y*f(z/y),9y) = | 5"y 11| =" +22° +4
0 -201

No es dificil comprobar que este polinomio es irreducible y, por tanto, el polinomio
minimo de v/2 - w.

Ejemplo 2.23. El polinomio minimo de af8 en Q[z]. Donde a := v/3 y 3 := v/2w
con w es una raiz primitiva tercera de la unidad. Sean f(x) := mqo(z), g(x) ==
mgo(x). Tenemos que

Res, (v*f(z/y), g(y)) = 2° — 1825 + 1082> — 216 = (2* — 6)°
El polinomio obtenido es multiplo del polinomio minimo, que es 23 — 6.

Tras un proceso de experimentacién observamos que en la mayoria de casos
los polinomios obtenido en los Corolarios 2.18 y 2.21 son el polinomio minimo de
la suma y el producto respectivamente. A continuacién daremos una condicion
suficiente para que el polinomio obtenido sea el polinomio minimo de la suma y/o
el producto.

Proposicion 2.24. Sean o, 3 elementos algebraicos sobre K cuyos polinomios
minimos f(x),g(x) tienen grados m, m respectivamente. St med(n,m) = 1, en-
tonces el polinomio minimo de o+ af3 es a™Res,(f(x—vy), g(y/a)) y el polinomio
minimo de o3 + a) es Res,(y" f(x/y), 9(y — a)) salvo para un nimero finito de

n m

valores de a, que no exceden a (2) (2 .
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Demostracion. Tenemos que [Q(a) : Q] =n y [Q(B) : Q] = m, podemos construir
las siguientes torres de cuerpos.

/\
\/

Se tiene que A < my 0 < n, ademas, n- A = m -9, entonces n divide a m -9 y
como tenemos que § < n y med(n,m) = 1 por lo tanto § = n lo que no lleva a
que m = A con lo que demostramos que [Q(«, ) : Q] = n - m. Falta ahora por
determinar si bajo nuestras hipétesis, Q(«, 5) = Q(« + ). Para ello recurrimos
a la demostracion del Teorema del elemento primitivo. Se tiene que Q(a, f) =

a,p3)

Q(a+ap) con a # gi Y B fAcil comprobar, aplicando la Proposicién 2.15 y el
Corolario 2.18, que el polinomio minimo de a + af es a"Res,(f(z — y),g(y/a))

salvo cuando no la igualdad de cuerpos no sea cierta para ese a, cosa que ocurre
como maximo para () (") elementos. Procedemos andlogamente para a(S + a)
(]

2.4. El discriminante de un polinomio

Veremos ahora una segunda aplicacién de la resultante, el calculo del discri-
minante, el cual emplearemos en el Capitulo 4 para determinar como son las raices
y el grupo de Galois de algunos polinomios.

Definicién 2.25 (Discriminante). Dado un polinomio f(x) =Y f;x con coefi-

cientes en un cuerpo, el discriminante es

A(f) = %Resxu, )

Veremos a continuacién otra forma de definir el discriminante y probaremos
que son equivalentes utilizando la Proposicién 2.15.

n(n—1)

Proposicién 2.26. Sea f(z) = f, [[(x—«;) € K[z] se tiene la siguiente igualdad:
=1

A(f) = fin? <H(Oéi - Oéj)) -

1<j
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Demostracion. Sabemos que f'(z) = f, > [[(x — «;), por lo tanto f'(a;) =
i=1 ji
fn I1(c; — @;). Obtenemos de la Proposicién 2.15:
J#i

Reso(f, f/) = (1" D = T /(o) = (=0)" 0 2 ] T [(H(@k - ai)) fn]
h=1

k=1 | \izk
= (-1)(&) p2n1 (H(ak - ai)) :

1<k

Ajustando las constante tenemos que

A(f) = fa" (H(az — ak)> :

i<k
(|

Una de las utilidades del discriminante es la de proporcionar un método para
saber si un polinomio es separable, como indica el siguiente Corolario.

Corolario 2.27. Sea f un polinomio en Klx]. Entonces, A(f) =0 si y solo si f
tiene una raiz maultiple.

Demostracion. Por la Proposicién 2.12 se tiene que A(f) = Res,(f, f') =0siy
solo si f y f’ tienen un factor en comtn, luego no son coprimos, por lo tanto f
tiene una raiz multiple. O

Ejemplo 2.28. En la tabla a continuacién, describimos explicitamente el discrimi-
nante de varias familias de polinomios de grado < 5 en funcién de sus coeficientes.

Polinomio Discriminante (A)
2+ ax® + bxr +c a’b? — 4b® — 4a’c + 18abc — 27¢?
> +bxr+c —4b3 — 27¢?
2 + ax? + bx + c|16a’c — 4a’b? — 128a°c? + 144ab’c — 21b* + 256¢°
rt+ar? +c 14c(4e — a?)*
2t +br+c 256¢ — 27b*
> +ar+b 256a° + 3125b%
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Resolucion de ecuaciones utilizando
transformaciones de T'schirnhaus

Ehrenfried Walther von Tschirnhaus publicé en 1683 un método para reducir
polinomios, las trasformaciones de Tschirnhaus. Utilizando este método se pueden
resolver ecuaciones de tercer y cuarto grado. Tschirnhaus creyé que sirviéndose
de estas transformaciones podria convertir cualquier polinomio de quinto grado en
y° + a, eligiendo la transformacién y = x* + Azx® + Ayx? + Az + Ay adecuada.
No obstante, Leibniz probé que encontrar los A; precisos con los que convertir
cualquier quintica en la forma anteriormente mencionada requeria, como paso in-
termedio, obtener una solucién explicita de una ecuacién de quinto grado general,
y como bien sabemos eso no es siempre posible, por el Teorema de Abel-Ruffini.
Sin embargo, Bring y mas tarde Jerrard probaron usando las ideas de Tschirnhaus
que cualquier quintica se puede reducir a la forma z° 4+ ax + b. Ademds, por el
Teorema 5.9 (que veremos en el capitulo 5) sabemos cudndo estas seran resolubles.

En este capitulo veremos como resolver las ecuaciones de tercer y cuarto grado
utilizando transformaciones Tschirnhaus. Esto supone una alternativa a los méto-
dos clasicos de Cardano y Ferrari y esbozaremos cémo demostrar los resultados
de Bring y Jerrard usando las mismas ideas (no incluimos la demostracién entera
puesto que requiere de muchos célculos intermedios).

La idea principal del método de Tschirnhaus es que para calcular las raices
de un polinomio p(z) € Q|z], vamos a hacer transformaciones del tipo y = h(z)
para cierto polinomio h(z). Ademas elegiremos h(x) de tal forma que el polinomio
p(z) transformado sea mucho més simple. Por ejemplo, en caso de que p(z) tenga
grado 3, conseguiremos que el polinomio transformado sea x® + ¢. De esta forma,
si B, ..., B, son las raices del polinomio p(x) transformado, entonces las raices de
p(z) se obtienen resolviendo f§; = h(x) para todo i € {1,...,r}. Para hacer las
citadas transformaciones nos serviremos de la resultante introducida en el capitulo
anterior. Para elaborar este capitulo nos hemos basado en [1] y [L1].
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3.1. Ecuacién cubica

El objetivo de esta seccion es mostrar el método alternativo de Tchirnhaus
para resolver la cibica. Para ello partimos de una cibica (ménica) general p(z) =
3 + pz? + qr + r € Q[z]. Realizando una transofrmacién lineal del tipo z —

xr — g, podemos suponer que el polinomio es de la forma f(z) = x3 + ax + b.

Si a = 0, entonces la resolucién de la cublica f(z) es directa y las raices son
V/—b-w',i € {0,1,2} siendo w = €*™/3, Supondremos a partir de ahora que a # 0.
Utilizaremos la transformacién y = x? +max +n con n, m bien elegidas tales que el
polinomio resultante y2 4 Asy? + Ay + Ay tenga coeficientes Ay = A; = 0. Es decir,
obtendermos un polinomio ¢(y) = y* + Ay, del que podremos conocer fcilmente
sus raices. Para realizar este cambio de variable utilizaremos la resultante y la
Proposicién 2.15; veamos cémo.

Sea f(x) € Q[z] un polinomio de tercer grado con raices ai, as, g se tiene
que

Res,(f(x),y — (2° + mx +n)) = H(y —a? —a;m —n)

=1
=y° + Ay’ + A1y + Ao = q(y),

(3.1)

donde los A; € Q[ay, as, az, m,n).

Por lo tanto, si conocemos las raices (; de ¢(y) podremos conocer las raices
de f que se obtendran al resolver la ecuacién 3; = o? + aym +n . No obstante,
para cada f3; obtendremos dos posibles «;, es decir, seis posibles raices. Debemos
comprobar cudles son las verdaderas raices de f.

Veamos entonces cémo encontrar el polinomio ¢(y) adecuado. Para ello cal-
culamos la resultante (3.1) y obtenemos los coeficientes

Ay =2a — 3n Ay = a® + am? — 4an + 3bm + 3n?.

Haciendo A; = As; = 0 y sustituyendo n en la segunda ecuaciéon obtenemos una
ecuacion de segundo grado en m. Tras haber obtenido n, m adecuados

4a?
_ 2 _
% 3b % 4/ 9b% + 5

n:? me= 2a

ya podemos obterner las raices de ¢(y) facilmente. Vale la pena comentar que no
siempre m sera racional; no obstante, siempre sera raiz de un polinomio de grado
2 con coeficientes en Q (y, por tanto, expresable por radicales).
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Ejemplo 3.1. Consideramos el polinomio f(x) = 23 — x — 1. Se tiene que los
2 -9+ v69
coeficientes adecuados para la transformaciéon son n = —3 ym = +TO
—9 — /69
m = ————. Al elegir el primer m obtenemos

6

1
a(y) =y° + 575(2116 - 276v/69).

Calculamos las raices de g. A partir de las raices de ¢, calculamos las de f resol-
-9+ /69 2
viendo B3; = 2 + +—x ~ 3 bara i € {1,2,3}. Y obtenemos, para 3, las

raices a; y f. Se puede comprobar que a; no es raiz de f mientras que «} si lo
es. Procedemos de forma andloga para 5, y B3 y se obtiene lo siguiente (hemos
puesto en color verde las raices de f y en rojo las que no lo son).

g
5 _ 14/69v69 529 <
PV 2 2

1 2
Bz = 3§/23<3¢69 — 23) <
oy & 0.77792 — 0.56228i
21 ./2
fs = (=15 S EVE -2 <

~ —1.2092

aly ~ 0.77792 + 0.56228i

3.2. Ecuacién cuartica

Hay varias formas de resolver una cuartica por medio de transformaciones de
Tschirnhaus, nosotros proponemos aqui la siguiente astucia: mediante una trans-
formacion cuadrética bien elegida, trasnformaremos una cuértica en una cuarti-
ca bicuadrada, que es facil de resolver. Cabe destacar que para elegir los coefi-
cientes de la trasformacion cuadractica que nos conviene, hemos de resolver una
ecuacion cubica. Asi que, en resumen, podemos resolver una ecuaciéon de gra-
do cuatro resolviendo una cubica y una ecuaciéon de grado 4 bicuadratica. Sea
f(x) = 2* 4+ ax?® 4+ bx + ¢ € Q[z], como en el caso anterior comenzaremos aplicando
la transformacién cuadratica y = 22 + ma + n al polinomio f, es decir,

Res,(f(2),y — (2% + ma +n)) = y* + Asy® + Ayy? + Ay + A,.

Nos interesara ahora elegir la transformaciéon adecuada para que A; = Az = 0,
donde:



28 3 Resolucién de ecuaciones utilizando transformaciones de Tschirnhaus

As =2a — 4n
Ay = bm?® + (4¢ — 2an)m? + (ab — 6bn)m — 2a*n + 2ac + 6an® — b* — 4en — 4n’.

Observamos que para obtener Az = 0, basta con tomar n = a/2. Luego, al sustituir
este valor de n en la expresién de A; tenemos un polinomio de grado a lo sumo 3 en
la variable m, que podemos resolver (mediante Cardano o resolviendo la ctibica con
el método de Tschirnhaus propuesto anteriormente). Al igual que antes, se observa
que tanto m como n se pueden calcular explicitamente y son expresables por
radicales. Tras elegir estos valores de m y n obtendremos el polinomio bicuadrado
q(y) = y*+ Asy® + Ay. Si obtenemos las cuatro raices 3; podremos despejar resolver
la ecuacién 3; = af + ma; + n para cada i, obteniendo asi ocho candidatos a raiz
de f. Finalmente, debemos elegir los «; que, efecctivamente, sean raices de f.

3.3. Ecuacién de quinto grado

Si siguiendo las ideas de las secciones anteriores, pudiéramos llegar a un po-
linomio de la forma 73° + Ay entonces, toda quintica serfa resoluble por radicales.
Dado que no es este el caso, nos conformaremos con transformar toda quintica a
la forma de Bring-Jerrard.

Definicién 3.2 (Forma de Bring-Jerrard). Decimos que un polinomio de grado
5 estd en forma de Bring-Jerrard si es de la forma x® + ax + b.

Teorema 3.3 (Teorema de Bring-Jerrard). La equacion x° + cyx? + c32® +
cox® 4 c1x + cg = 0 es equivalente a una ecuacion x° + ax +b =0, donde a,b son
expresiones radicales en Qcy, . .., c4).

No probaremos este Teorema por falta de espacio, pero la demostracion esta
en [11]. La forma de Bring-Jerrard de un polinomio f(x) de grado 5 se puede
obtener mediante una trasnformacién y = h(z) donde h(x) es un polinomio con-
veniente de grado 4. Para la eleccién de los coeficientes de h(z), buscamos que
Res,(f(z),y — h(x)) = y° + ay + b; es decir, que los coeficientes de 3%, 4% e y* sean
cero. Las demostraciones de que se puede elegir un h(zx) con la propiedad anterior
que se encuentran en la bibliografia son largas, no son tan directas como en los
casos de la cubica y la cuartica y suelen hacer uso de las formulas de Newton. En
el Capitulo 5 veremos cuando una quintica en forma Bring-Jerrard es resoluble por
radicales.
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El grupo de Galois de cubicas y cuarticas

El objetivo de este capitulo es proporcionar resultados que caractericen el
grupo de Galois de polinomios ctibicos y cudrticos en Q[z] a partir de sus coefi-
cientes. Los principales resultados obtenidos en este sentido son el Teorema 4.24,
para polinomios de tercer grado y el Teorema 4.32, que servird como clasificacion
de los grupos de Galois para polinomios de cuarto grado. Finalmente comenta-
remos brevemente la relacién de los resultados de este capitulo con el problema
inverso de Galois, pues las clasificaciones obtenidas en estos teoremas nos permiten
encontrar todos los subgrupos de S5 y de S4 como grupos de Galois de polinomios
de grado a lo sumo 4. Hemos seguido como bibliografia de referencia para este
capitulo [5], [6] v [7].

4.1. El grupo de Galois

En esta primera seccién recordaremos algunas definiciones y teoremas a los
que nos referiremos mas adelante. Ademdas demostraremos algunos resultados
técnicos que nos seran de utilidad para determinar los grupos de Galois en las
siguientes secciones de este capitulo.

Definicién 4.1 (Grupo de Galois). Sea K — L una extension de cuerpos,
el grupo de Galois de L sobre K es el conjunto de los automorfismos de L que
restringidos a K son la inclusion, es decir,

Gal(L : K) = {0 € Aut(L) |o|x = i}.
La operacion de este grupo es la composicion de aplicaciones.

Definicién 4.2 (Cuerpo de descomposicion). Sea f(z) € Klz|, el cuerpo de
descomposicion de f sobre K es el menor cuerpo que contiene a K y a todas las
raices de f.
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Definicién 4.3 (Extensién normal). Una eztension K < L algebraica, es nor-
mal si todo polinomio irreducible f(x) € Klx] con una raiz en L tiene todas sus
raices en L.

Teorema 4.4 (Caracterizaciéon de extensiones normales finitas). Sea K —
L una extension finita. Entonces, es normal si y solo si existe un polinomio en
f(z) € K|x] tal que L es su cuerpo de descomposicion de f sobre K.

Definicién 4.5 (K-inmersién). Sea K — L una extension algebraica. Se deno-
mina K-inmersién de L a cualquier monomorfismo ¢ : L — K tal que ¢\ g =1
(es decir, ¢ restringida a K es la inclusion).

El siguiente resultado describe las K-inmersiones de una extension algebraica
simple.

Proposicién 4.6. Sea o algebraico sobre K y sea mq k() su polinomio minimo.
Entonces la siguiente aplicacion es biyectiva.

{B|B es raiz de mq x(x)} — {¢: K(a) — K\ ¢ es una K — inmersion}
B — ¢p: K(a) — K con ¢p(a) =0

En consecuencia hay tantas K-inmersiones de K (o) como raices tenga me k().

También nos sera util la proposiciéon siguiente, que afirma que toda K-
inmersién de un cuerpo intermedio se puede extender

Proposicién 4.7. Sea K — L una extension algebraica y M un cuerpo inter-
medio. St v : M — K es una K-inmersion, entonces existe una K-inmersion
o: L — K que extiende a vy, es decir, ojpr = 7.

Veamos que se puede caracterizar la normalidad de una extensiéon por medio
de las K-inmersiones.

Teorema 4.8. Sea K — L una extension algebraica. Entonces, K — L es normal
sty solo si las imdgenes de todas las K-inmersiones de L estan contenidas en L

Definicién 4.9 (Extensién de Galois). Una extension se dice de Galois si es
finita normal y separable.

Proposicién 4.10. Sea K — L una extension finita, entonces |Gal(L : K)| <
[L: K]. Ademds, si K — L es de Galois se tiene que |Gal(L : K)| = [L : K].

Si f(x) € Klz] es un polinomio con raices {aq,...,a,} y L su cuerpo de
descomposicion sobre K| se tiene que todo elemento del grupo de Galois se corres-
ponde con una permutacion de las raices de f. Como consecuencia, podemos definir
un monomorfismo de grupos entre Gal(L : K) — S,,, de forma que o(o;) = o),
donde 0 € Gal(L : K) y 7 € S,,.
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Proposicién 4.11. Sea f(z) € Klz] un polinomio de grado n y L el cuerpo de
descomposicion de f sobre K. Entonces

Gal(L: K)~ H < S,

Como consecuencia de las Proposiciones 4.6, 4.7 y del Teorema 4.8 se tiene
el siguiente resultado.

Proposicién 4.12. Sea K — L una extension de Galois y sea x € L. Entonces
x € K siy solo si para todo o € Gal(L : K) se cumple que o(z) = x.

Definicién 4.13 (Extensién radical y resoluble). Una extension K — L es
radical st existen los cuerpos

K=KyCcKyC...CK,=1L

donde dado un ~; € K; se tiene que K; = K;_1(;) con " € K;—1,m; > 0, Vi.
Una extension K — L es resoluble si existe otra extension L — M tal que K — M
es radical.

Definicién 4.14 (Polinomio resoluble por radicales). Sea f(x) € K[z| y L
su cuerpo de descomposicion sobre K. Diremos que [ es resoluble por radicales si
K — L es resoluble.

Que un polinomio sea resoluble por radicales es equivalente a que las raices se
puedan expresar en términos de los coeficientes usando sumas, restas, productos,
divisiones, potencias y raices. Ahora ya podemos presentar el Gran Teorema de
Galois, que reduce el problema de decidir si un polinomio (separable) es resoluble
por radicales a un problema de teoria de Grupos.

Teorema 4.15 (Gran Teorema de Galois). Sea K — L una extension de
Galois, son equivalentes:

i) K < L es una extension resoluble.
i1) Gal(L : K) es un grupo resoluble.

Nuestro siguiente objetivo es el de demostrar el Teorema 4.17 que caracteriza
los polinomios (separables) irreducibles de grado n como aquellos cuyo grupo de
Galois es un subgrupo transitivo de S,,.

Definiciéon 4.16. Sea H un subgrupo de S,,, decimos que es transitivo si para todo
par de elementos i,j € {1,...,n} existe T € H tal que 7(i) = j.

Teorema 4.17. Sea f(z) € K|x] separable de grado n y L su cuerpo de descompo-
sicion. Entonces, f es irreducible si y solo si Gal(L : K) es un subgrupo transitivo
de S,
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Demostracion. Sea 2 = {a,...,a,} el conjunto de las raices de f. Sabemos que
L=K(a,...,a,). Dado un a € {2 arbitrario, podemos plantear la siguiente torre
de cuerpos.

K— K@) —L—K

Definimos, 7, : K(a) — K la K-inmersién tal que 7(a) = 3 € f2. Extendemos
7, para cada 3, es decir, gracias a la Proposicién 4.6 podemos definir 7 : L — K
monomorfismo de cuerpos tal que 7 restringido a K es la inclusion. Ademé&s como
la extensién es normal, mediente el Teorema 4.8 se tiene que Im(7) C L luego existe
o : L — L en las mismas condiciones de 7, con 0 € Gal(L : K). Luego o(o;) = o,
para todo i, 7. Por lo tanto el grupo de Galois es transitivo. Reciprocamente, sea
h un factor irreducible de f con deg(h) < n. Entonces existe al menos una raiz
a; de f comin a h. Sea «; otra raiz de f, como Gal(L : K) es transitivo existira
o € Gal(L : K) tal que o(o;) = o, como o es K-inmersién, entonces «; también
debe ser raiz de h. Se tiene entonces que h tiene al menos n raices, por lo tanto
deg(h) > n, de lo que concluimos que h = a- f, con a € K \ {0}. Por lo tanto, que
f es irreducible. a

Nuestro siguiente objetivo es presentar un criterio para decidir cuando el grupo de
Galois de un polinomio separable f € Q[z] de grado n es un subgrupo del grupo
alternado A,,. Para ayudarnos primero probaremos este Lema técnico.

Lema 4.18. Sea o0 = (ab) € S,, una trasposicion con 1 < a < b < n entonces, el
siguiente conjunto tiene numero impar de elementos.

{(a,0)[1 <0 <j<no(i)>0())}

Demostracion. Es facil ver que si ¢ < j, entonces o(i) > o(j) si y solosii =a <
j<boa<i<j=by estoocurre 2(b—a)— 1 veces. O

Proposicién 4.19. Sean f(x) € Q[x] un polinomio separable de grado n, su dis-
criminante A y sea L su cuerpo de descomposicion sobre Q. Entonces, Gal(L :
Q) < A, siy solo si VA € Q.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que f(x) es un polinomio

moénico. Sea 6 = [[  (a; — o), por la Proposicién 2.26 se tiene que § € K y
1<i<j<n

62 = A € Q. Tomamos ¢ € Gal(L : Q) < S, como pertenece al grupo de Galois

permuta las raices de f, luego tenemos, por el lema anterior, y gracias al hecho de

que todo ciclo se puede descomponer en trasposiciones que

() = H (0(a;) —o(ej)) = 0(d) = sgn(o)o.

1<i<j<n
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Que aparezca la signatura en la expresion anterior se debe a que, como consecuencia
del Lema 4.18, cada trasposiciéon produce un niimero impar de cambios de signo.
Por lo tanto, 0(d) = £J y como f es separable, entonces d # 0y se tiene que 0 € A,
si y solo si sgn(d) = 1. Es decir, el grupo de Galois Gal(L : Q) es un subgrupo de
A, siy solosi g(d) = 0) para todo § € Gal(L : Q) y, por la Proposicién 4.12,esto
es equivalente a que § = VA € Q. O

En las siguientes secciones, para clasificar el grupo de Galois, necesitaremos
ser capaces de detectar las raices racionales y saber el nimero de raices reales de
un polinomio. Para ello usaremos los siguientes resultados.

n .

Proposicién 4.20. Sea f(x) = > a;z* € Zx]. Si o = g € Q con med(B,y) =1,
i=1

es raiz de f, entonces B divide a ag y v divide a a,,.

Teorema 4.21 (Teorema de Sturm). Sea f(x) € Q[z], definimos la siguiente
cadena

fo=f(z), fi=f(x), ysifi1 ¢ K entonces frp = —Resto(fr—2, fr-1).

Si f. € K obtenemos las sucesiones de signos. Sy = (fo,...,fF) vy S_ =
(fos---, f7), donde g es el signo (+ o —) del coeficiente lider de g(x) y g~
es el signo del coeficiente lider de g(—x). Si denotamos por o, (respect. o_) el
nimero de cambios de signo en Sy (respect. S_), entonces el niumero de raices
reales de f es |o_ —oy].

Una prueba del teorema de Sturm puede encontrarse en [3, Teorema 2.55].

4.2. Grupo de Galois de una ecuacién cubica

Para determinar el grupo de Galois un polinomio f(z) = 23 + az® + bx + ¢
de la expresiéon del discriminante dada en el Ejemplo 2.28.

Proposicién 4.22. Sea f(x) € Q[z] un polinomio de grado 3. Sea o una raiz
cualquiera de f y sea A su discriminante. Entonces el cuerpo de descomposicion
de f sobre Q es Q(a, \/Z) Como consecuencia, si f tuviera una raiz racional el
cuerpo de descomposicion el cuerpo de descomposicion de f sobre Q es Q(\/Z)

Demostracion. Supongamos que f(x) moénico con raices {a, g, a3}. Sea L =
Q(a, ag, a3) el cuerpo de descomposicién de f sobre Q. Podemos expresar f(z) =
(x—a)g(x), con g(z) = (x—ag)(x —a3z) y g(a) # 0. Mediante la férmula cuadréti-
ca para g(z) en Q(«) se tiene que L = Q(a)(az,a3) = Q(a)(y/A(g)). Al ser
A= A(f) = (a1 — az)* (a1 — a3)*(azy — a3)* = g(a)?A(g) hemos probado que
L = Q(a,v/A). Si f es reducible tiene al menos una raiz racional. Si tomamos o
como esa rafz en el razonamiento anterior, tenemos que Q(a, VA) = Q(vA). O
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Determinemos el grupo de Galois de un polinomio cibico, para ello tomemos
un f(z) € Q[z] ménico, con raices {ay, as, az}. Distingamos 4 casos.

(1) Si todas las raices son racionales, el cuerpo de descomposicién serd Q, luego
Gal(Q: Q) = {1}.

(2) Si f(x) tiene una sola raiz «; racional y dos que no lo son, el polinomio sera
reducible con un factor de grado dos g(x) irreducible. Ademés una raiz se puede
expresar en funcién de la otra, ay = Aag L'con X € Q. Por lo tanto, el cuerpo
de descomposicién del polinomio sobre Q es Q(awp) y como s es raiz de un
polinomio moénico e irreducible [Q(aw) : Q] = 2, luego Gal(Q(az) : Q) = Zo.

(3) Si posee una raiz real no racional a; y dos complejas no reales as, as. el poli-
nomio es irreducible. Como [L : Q] < 3! con L el cuerpo de descomposicién de
f sobre Q, tenemos la siguiente torre de cuerpos y los siguiente grados.

QS Qo) = Q(au, az) = Q(ay, an, )

Luego el cuerpo de descomposicion sera Q(aq, ) y como la extension es de
grado 6 el grupo de Galois es isomorfo a Sj.

(4) Si todas las raices son reales no racionales el polinomio es irreducible, luego su
grupo de Galois debe ser transitivo, por el Teorema 4.17, y los tinicos subgrupos
transitivos de S3 son el propio S3 y As. Distinguimos dos casos:

(4.1) Si VA € Q por la Proposicién 4.19 tenemos que el grupo de Galois es
subgrupo de As, entonces Gal(L : Q) = As.

(4.2) Si VA ¢ Q nuevamente por la Proposicién 4.19 tenemos que no es subgrupo
de As, entonces Gal(L : Q) = S;.

Para distinguir entre los casos estudiaremos cémo son las raices en funcién
de los coeficientes del polinomio. Si queremos determinar las raices racionales uti-
lizamos la Proposicién 4.20 y asi distinguimos cuéndo estamos ante el caso (1) o
(2).

En caso de que f(z) sea irreducible, para diferenciar entre Az y S3 haremos
uso de la siguiente proposicién.

Proposicién 4.23. Sea f(z) € Q[z] un polinomio ménico e irreducible de tercer
grado. Si v A € Q entonces f tiene tres raices reales no racionales.

Demostracion. Sean aq, as, a3 las raices de f. Supongamos por reduccion al ab-
surdo que ag, a3 € C\ R. Como VA = (a1 — as)(ay — as)(as — as) € Q. Al ser
ay el conjugado de o, entonces VA = \-2i-Im(ay) ¢ Q, para cierto A € R. Esto
supone una contradiccion. O

Teorema 4.24 (Clasificacién del grupo de Galois de una cibica). Sean
flx) =23+ ax? + bx + c € Q, A el discriminante de f y L el cuerpo de descom-
posicion de f sobre Q, se tiene que:
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i) Si f se descompone en Q entonces Gal(L : Q) = {1}.

it) Si f tiene una sola raiz racional entonces Gal(L : Q) = Zs.
ii) Si f es irreducible con VA € Q, entonces Gal(L : Q) = As.
i) En cualquier otro caso, se tiene que Gal(L : Q) = Ss.

Veamos a continuacién ejemplos de polinomios de grado 3 y sus grupos de
Galois.

Ejemplo 4.25. Daremos un ejemplo para cada uno de los 4 casos que describimos
antes.

f(x) Irreducible] A |a? — 3b Raices Gal(L : Q)
3 — 622+ 11z — 6/ No 3en Q {1}
x> — 22 —2x+2 No lenQ,2en R\ Q Zo
- —1 St —-23| 3 |[lenR\Q,2enC\R Ss
23+ 22% — br + 1 St 19 | 19 3en R\ Q Az
23 + 622 — 272 + 3 Si 93393 117 3en R\ Q Ss3

Segtin el Teorema 4.24 no hace falta calcular ni A ni a®> — 3b para determinar el
grupo de Galois de los polinomios ciibicos reducibles.

4.3. Grupo de Galois de un polinomio de cuarto grado

Estudiamos ahora las raices y el grupo de Galois de una cuartica, que es
subgrupo de Sy, luego podrd ser isomorfo a {1}, Zo, Zs, Zy, Zo X Zao, S3, Dy, Ay, S4.
Gracias al Teorema 4.17 sabemos que si f es irreducible en Q su grupo de Galois
serd transitivo. Los subgrupos transitivos de Sy son Zy, V, Dy, Ay v Sy.

Observacion 4.26. Sy tiene tanto subgrupos isomorfos a Zs X Zs transitivos como no
transitivos. Por ejemplo, el subgrupo {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} es transitivo
e isomorfo a Zy X Zs, pero {1, (12), (34), (12)(34)} es también isomorfo pero no es
transitivo. Denotaremos por V' al subgrupo transitivo de S4 isomorfo a Zs X Z,.

Para determinar el grupo de Galois, distinguiremos si el polinomio es reducible o
irreducible.

4.3.1. Caso reducible

Si f(z) € Q es un polinomio de grado 4 reducible con al menos una raiz
racional podemos descomponerlo como f = gh, donde el grado de g es 3. Ademas
el grupo de Galois de f y g coinciden y, aplicando el Teorema 4.24 a g se obtiene el
grupo de Galois de f. Sin embargo, si f es reducible pero no tiene raices racionales
se descompone como producto de dos polinomios de grado dos irreducibles, es
decir, f(x) = g(x)h(z). Veamos qué grupo de Galois tiene mediante la siguiente
proposicion.
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Proposicién 4.27. Sea f(x) € Q[z] un polinomio reducible de grado 4 tal que
f(z) = g(x)h(z) donde g y h son irreducibles. Sea L su cuerpo de descomposicion

A
sobre Q. Entonces Gal(L : Q) = Zy si y solo si | ——+ € Q. En caso contrario
Gal(L . @) = ZQ X ZQ.

Demostracion. Sea f = gh, como g, h son irreducibles no tiene raices en Q. Sean
«, (B raices cualesquiera de g y h respectivamente. Entonces ambas son raices de f y
por lo tanto el cuerpo de descomposicién de f es L = Q(«, 3). Gracias a la férmula

cuadrética se tiene que L = Q(/A(g), v/ A(h)). Entonces, | % € Qsiy solo si

existe A € Q tal que \/A(g) = A\\/A(h) y afirmamos que esto es equivalente a que
VAh) € Q(4/A(g)). Como una implicacién es evidente, solo vamos a justificar

la otra. Si \/A(h) € Q(\/A(g)) entonces existen A, B € Q tales que A(h) =
A% 4+ B%2A(g) + 2AB+\/A(g). Como g es irreducible {1,1/A(g)} es Q-linealmente
independiente, ademds A(h) € Q. Entonces, se tiene que A(h) = A% + B?A(g) y
2AB+/A(g) = 0, como g es separable su discriminante no puede ser 0 y B # 0

pues A(h) serfa cuadrado perfecto y eso es contradictorio al ser un polinomio de
grado dos irreducible. Por lo tanto, A = 0, entonces \/A(g) = B*\/A(h). Se

tiene ahora que /A(h) € Q(y/A(g)) equivale a que L = Q(y/A(g)) y como
[@( Ag)) : Q] = 2 se tiene que Gal(L : Q) = Zs. Si \/A(h) ¢ Q(\/A(g))

A
el grupo de Galois no podria ser Zy pues [L: Q] # 2. Si % ¢ Q entonces
[L: Q] =4y al ser f reducible, por el Teorema 4.17 tenemos que su grupo de
Galois no puede ser transitivo, entonces no puede tener 4-ciclos por lo que debe

ser isomorfo a Zgy X Zo. O

4.3.2. Caso irreducible

Sea f(y) = y* + A3y® + Xoy® + My + Ao € Q[y] un polinomio ménico de
cuarto grado irreducible. Mediante la transformacion de Tschirnhaus y = x — %
obtenemos el polinomio f(z) = z* + ax® + bz + ¢, para ciertos a,b,c € Q, que
sabemos que es irreducible si y solo si f(y) lo es. Ademads las raices de f(x) serdn
una traslacién de las de f(y) por un racional, por lo que ni el grupo de Galois ni el
discriminante (por la Proposicién 2.15) variard. Para saber c6mo serdn sus raices
utilizaremos el Teorema de Sturm sobre el polinomio sin coeficiente de grado 3 y

la expresiéon del discriminante dada en el Ejemplo 2.28. Distinguiremos dos casos:

1. Sia#0y —2a®+ 8ac — 9b? # 0 obtenemos los coeficientes
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i = ar?  3bx b= (—2a® + 8ac — 9*)x  ba® + 12bc
D s ¢ 5T a? a?
a’A

Ja= 4(—2a? + 8ac — 9b?)?

Estudiando los cambios de signo obtenemos donde estan las raices segin las
condiciones siguientes:

Numero de raices reales Condicién
2 A <0
4 a<0,—2a>+8wc—9* >0y A>0
Ninguna En cualquier otro caso

.Sia#0y —2a®+ 8ac — 9b? = 0 se tiene que

ba® + 12bc
e

fs =

Al estudiar los cambios de signos se observa que f no tendra ninguna raiz real.
. Sia=0yb+#0 se tiene que A = 256¢% — 27b* y que los coeficientes dados por
Sturm son

3bx A

h==p=c h=gp

Si A > 0 las raices del polinomio seran complejas, mientras que si A < 0
tendra solamente dos raices reales. Observamos del estudio de los signos que el
polinomio reducido con coeficiente a = 0 no puede tener 4 raices reales.

. Sia=0yb=0 tendremos que fy = —c. Si ¢ < 0 entonces f tiene dos raices
reales, mientras que si ¢ > 0 f no tendrd ninguna raiz real.

Procedamos a determinar el grupo de Galois, para ello introducimos el resol-

vente ctibico de un polinomio de grado 4. Debemos mencionar que en general los
siguientes resultados son ciertos para cuerpos con caracteristica distinta a 2.

Definicién 4.28 (Resolvente ciibico). Sea f(z) € Q[z] un polinomio mdnico
de grado 4 con raices oy, o, iz, ay. Se llama resolvente cibico de f al polinomio

Rs3(z) = (2 — (g + azay))((x — (naz + asay)) (. — (1o + asaz))  (4.1)

Si f(z) = 2* + M\2® + ax? + bx + ¢, el resolvente es

Rs(z) = 2* — ax® + (\b — 4e)z — (Nc + b* — 4ac)

Veamos esto con detenimiento. Desarrollando el polinomio (4.1) se tiene que

—(ag + azay + aqas + asay + agay + asag) = —a
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Qdanas + apasay + apazay + ...+ ajasal + ajaszay = (Ab — 4c)
—(anan + azay)(as + asay) (aray + asas) = —(A%c + b? — dac)
La resolvente podra ser reducible o irreducible. Ademas, realizando el cambio
de variable x = z — T podemos suponer sin pérdida de generalidad que el coefi-

ciente de grado 3 de f(x) es 0y f(x) = 2* 4+ ax?® + bx + ¢ . Asi, la resolvente queda

Rs(7) = 2° — ax® — 4cx — (b* — 4ac) (4.2)

Lema 4.29. Sea f(x) un polinomio mdnico de grado 4, y Rs(x) su resolvente.
Entonces ambos tienen el mismo discriminante. Por lo tanto, f(x) es separable si
y solo si Rs(x) también lo es.

Demostracion. De (4.1) sabemos cémo son las raices de R3(x), luego se tiene que

(as + azay) — (as + asay) = (o — ay) (e — as)
(g + agay) — (aray + asas) = (o — an)(ag — ay)

(&1042 + 063064) — (OqOé4 —+ a2a3) = (Oél — ag)(a2 — 044)

Mediante la Proposicién 2.26, multiplicando las igualdades y elevando al cuadra-
do obtenemos que los discriminantes son iguales. Ademas, f es separable si su
discriminante es distinto de 0 y al haber probado que son iguales, R3(z) tendrd
discriminante no nulo si f lo tiene. Por lo tanto, f es separable si y solo si Rs(x)
es separable. O

Veamos unos lemas técnicos que nos ayudaran a probar el Teorema de clasi-
ficacion del grupo de Galois de una cuartica.

Lema 4.30. S5 y Z3 no son subgrupos transitivos de Sy. Ademds los unicos sub-
grupos transitivos de Sy con un 3-ciclo son el propio Sy y Ay.

Demostracion. Para probar que Ss no es un subgrupo transitivo de S, supondremos
que lo es y demostraremos que si f(123) = (123), entonces no existe o € Im(f) tal
que o(4) # 4, donde f : S3 — S4 es un monomorfismo. Como f es monomorfismo
quede bien definido el orden de la imagen de los generadores de S3 debe ser el
mismo que el de estos. Como f(123) = (123) ya conocemos la imégen de todos los
tres ciclos. Si S3 fuese transitivo existirfa una trasposicién (ab) tal que f(ab) € Syy
mueve al 4. Vamos a suponer que (ab) = (12), si no la prueba es andloga. Separemos
dos casos puesto que la imagen del (12) puede ser un 2-ciclo o el producto de dos
trasposiciones. Supongamos los siguientes casos, si no la prueba es anédloga.

1. Si f(12) = (14), entonces (123)(12) = (23) mientras que f((123)(12)) = (1234),
luego f no es inyectivo.
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2. Si f(12) = (14)(23), entonces (123)(12) = (23) mientras que f((123)(14)(23)) =
(134), luego tampoco f no es inyectivo.

Se puede facilmente que Zs no es transitivo. Ademés como los subgrupos que
contienen 3-ciclos son Zs, Sz, A4, S4 v S5y Z3 no son transitivos, entonces los tinicos

subgrupos transitivos de S; con un 3-ciclo son el propio Sy y A4. No obstante, A4
es transitivo pues (12)(34), (13)(24), (14)(34) € A,. 0

Lema 4.31. Sean f(x) € Q[x] un polinomio de grado 4 irreducible, R3(x) su re-
solvente cibico y sea L su cuerpo de descomposicion sobre Q. Si Rs(x) tiene una
raiz racional entonces el grupo de Galois de f no contiene ningin 3-ciclo.

Demostracion. Sean ay, ..., ay las raices de f(z), r1 = ajag + azay, 9 = ajay +
Qa0 y T3 = aazt+asay las raices de R3(z) y supongamos que r; € Q. Supongamos
que el grupo de Galois tiene un 3-ciclo, que supondremos sin pérdida de genera-
lidad que es (123). Entonces existe 7 € Gal(L : Q) tal que 7(a1) = oo, T(2) =
as, T(a3) = a; y 7(ay) = ay. Aplicando 7 a r tenemos que 7(r1) = 19, 7(12) = 13
y 7(rs) = 7. Luego, como r; € Q tenemos que 7(r1) = ro = 7(7(r1)) = r3, es
decir, R3(z) no es separable, entonces A(R3) = 0 por lo tanto, A(f) = 0 lo que
implica que f(x) no es separable. Pero f es irreducible en Q[z] por lo tanto es
separable. O

Teorema 4.32 (Clasificacién del grupo de Galois de una cudrtica). Sean
f(z) € Qlz] un polinomio de grado 4 irreducible, A su discriminante, L el cuer-
po de descomposicion de f sobre Q y Rs(x) su resolvente cibico. Se tienen los
stguientes casos:

i) Si Rs(z) es irreducible en Q[z] y VA ¢ Q, entonces Gal(L : Q) = S,.
i) Si Rs(x) es irreducible en Q[z] y VA € Q, entonces Gal(L : Q) = A,.
iii) Si Rs(x) tiene una raiz en Q, entonces o Gal(L : Q) = Dy o Gal(L : Q) = Zy.
i) Si Rs(x

[a)

) se descompone completamente en Q, entonces Gal(L : Q) = V.

Para hacer mas visual este resultado lo ilustraremos en la siguiente tabla.

VAeQ Rs(x) Gal(L : Q)
No Irreducible Sy
Si Irreducible Ay
Una raiz racional | D4 0 Zy
Se descompone en Q V

Demostracion. Probaremos por orden el teorema anterior.

i) Como R3(z) es irreducible en Q[z], entonces todas sus raices estaran en L.
Sea 1 raiz de R3(x), como r ¢ Q, entonces [Q(r) : Q] = 3. Luego 3 divide a
[L:Q] = |Gal(L : Q)|, por lo tanto existe un 3-ciclo en el grupo de Galois y
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i)

i)

iv)
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sabemos, Lema 4.30, que los tinicos subgrupos transitivos con un elemento de
orden 3 son Sy y Ay, pero como VA ¢ Q por la Proposicion 4.19 tenemos que
Gal(L : Q) = 54.
En este caso, como en el anterior, podemos razonar que en el grupo de Galois
habra un 3-ciclo, pero como VA € Q se tiene que Gal(L : Q) = A,.
Como R3(x) tiene una raiz racional, por la Proposicién 4.22 tenemos que su
cuerpo de descomposicion sobre Q es Q(/A(Rs)). Por lo tanto, como f y Rs(x)
tienen el mismo discriminante tenemos que v/A ¢ Q lo que por la Proposicién
4.19 implica que Gal(L : Q) € Ay, entonces solo podra ser isomorfo a Sy, Dy,
o Zy4. La diferencia entre estos 3 grupos es que en Sy hay 3-ciclos, pero como
R3(z) tiene una raiz racional, aplicando el Lema 4.31, el grupo de Galois de f
no posee ningun 3-ciclo. Por lo tanto Gal(L : Q) = D, o Gal(L : Q) = Zy.
Al descomponerse R3(z) completamente en Q se tiene que su discriminante y
por lo tanto el de f es un cuadrado perfecto en Q, entonces Gal(L : Q) < Ay y
por lo tanto, Gal(L : Q) = A4 o Gal(L : Q) = V. Siguiendo el mismo razona-
miento que en el caso (iii) y dado que en A, hay 3-ciclos, llegamos nuevamente
a una contradiccién, por lo tanto Gal(L : Q) = V.

O

Ejemplo 4.33. Grupos de Galois de polinomios de grado 4 irreducibles.

f(x) A Rs(x) Gal(L : Q)
xt =2 —x— 1| =731 22 +22%2+4x+7 S,y
2t +8x+12 | 576° 23 — 48z + 64 Ay

ot — 227 —2 |—4608] (z+2)(z* +38) Dy o Zy
z*+5x+5 [15125|(z —5)(2* +5x+5)| Dyo Zy
ot +527+2 9248 | (x —5)(x? —8) Dyo07Z4
T 52215 | 2000 | (2 +5)(%—20) | DyoZy
xt— 22?4+ 9 | 384% |(x +2)(z — 6)(z + 6) 1%

Para completar con éxito nuestro proposito debemos de poder diferenciar

cuando el grupo de Galois sera Z4 o D,4. Teorema 4.35 hace esta distincion, aunque
por falta de espacio en esta memoria no incluimos la demostracion que puede
encontrarse en [5]. No obstante, lo que si incluimos es el siguiente resultado que
aporta condiciones suficientes para que el grupo de Galois sea Zy 0 Dy.

Proposicién 4.34. Bajo las mismas hipdtesis que en el Teorema 4.32 si R3(x) es

reducible en Qz] y VA ¢ Q.
i) Si Gal(L : Q) = Zy entonces A > 0.

ii) Si f tiene dos raices en R\ Q y otras dos complejas conjugadas, entonces

Gal(L : Q) = Dy.

Demostracion. Probaremos por orden.
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i) Como el grupo de Galois tiene orden 4 entonces [L : Q] = 4. Distinguimos dos
Casos.
a) Si f tiene una raiz real «, entonces tiene todas sus raices reales, ya que
podemos plantear la siguiente torre de cuerpos

QS Qa) > L

y como Q(a) C Ry Q(a) = L, todas las raices son reales. Luego, 6 =

I[I (o —«;) € R por lo tanto, 6> = A > 0.
1<i<j<n

b) Si f tiene dos pares de raices complejas conjugadas «, @, 3, 5. Entonces,
Q(a) C C, luego todas las raices son complejas. Por lo tanto tenemos

6 = (a—a)(a—B)(a—B)(@—B)(@—B)(8-B) = |a — B |a = B|” (a—a) (8-7),

con (@ — @), (B — ) imaginarios puros, por lo tanto § € Ry 62 = A > 0.
i1) Sabemos que el orden del grupo de Galois es 4 u 8. Sean las raices reales de
f, a, By 7,7 las complejas conjugadas, como « € R se tiene que Q(a) C R y
[Q(a) : Q] = 4. Ademas, v ¢ Q(«) puesnoesrealy [L: Q] = 8, con L el cuerpo
de descomposicién de f sobre Q. Planteamos la siguiente torre de cuerpos

QS Q) S Qa,7) = L

y concluimos que Q(a, ) = L, por lo tanto |Gal(L : Q)| = 8, entonces Gal(L :

Q) = Dy.
O

Teorema 4.35. Sean f(z) = 2* + az® 4+ bx + ¢ € Q[z], L su cuerpo de descompo-
sicion y A su discriminante. Supongamos que v A ¢ Q y que R3(x) es irreducible
con una unica raiz r € Q. Si —(a —1)A y (r? — 4¢) A son cuadrados perfectos en
Q, entonces Gal(L : Q) = Z4. En caso contrario, Gal(L : Q) = Djy.

Gracias a los Teoremas 4.32 y 4.35 podemos al fin distinguir cual es el grupo
de Galois de un polinomio de grado 4 irreducible. Resumiremos toda la informacion
en la siguiente tabla.

VAEQ Rs(x) V—(a—1AcQy/(r?—4c)A € Q|Gal(L : Q)
No Irreducible Irrelevante Sy
Si Irreducible Irrelevante Ay
No Una raiz r € Q Si Zy
No Una raiz r € Q No Dy
Si  [Se descompone en Q Irrelevante Vv
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Ejemplo 4.536. Distincién entre los grupos Dy v Z4 de el Ejemplo 4.33.

f(z) A Rs(x) —(a —1)A|(r?* — 4c)A|Gal(L : Q)
2~ 227 —2-4608] (2 + 2)(2 1 8) 0 755296 | Dj
z* + 5z + 515125 |(x — 5)(z* + 5xr +5)| 2757 4275% Z4
T 152212 9248 | (2 - 5) (% —8) 0 157216 Da
' —5x? + 5| 2000 | (2 +5)(z* — 20) 0 1002 Ly

Hemos de anadir que existe un software matematico llamado Magma [4] que
calcula el grupo de Galois de un polinomio. Para ello se puede utilizar la funcion
GaloisGroup(F), que recibe un polinomio y devuelve su grupo de Galois.

4.4. El problema inverso de Galois

Una de las principales preguntas abiertas desde el siglo XIX en Teoria de
Galois y sobre la que atun se investiga intensamente a dia de hoy, es la siguiente:

Todo grupo finito G es grupo de Galois de una extensién finita Q — K.

Esto es lo que se conoce como problema inverso de Galois sobre Q. El grupo
mas pequeno G del que del que no se ha encontrado ninguna extensién finita
Q — K tal que Gal(K : Q) = G es el grupo de Mathieu Myg, cuyo orden es
10.200.960. En otras palabras, no se ha encontrado un polinomio en Q[z] cuyo
grupo de Galois sea Mag (ver [14, Seccién 5.2.8])

Si cambiamos Q por otro cuerpo K, el andlogo problema inverso de Galois
sobre K puede tener respuesta afirmativa o negativa. Asi por ejemplo, para cuer-
pos finitos solo los grupos ciclicos aparecen como grupos de Galois (ver [13]). Por
otra parte, desde el siglo XIX se sabe que para K = C(x), el cuerpo de funciones
racionales sobre C, la respuesta al problema inverso de Galois es afirmativa. Tam-
bién este es el caso de K = Q(z); la demostracién, nada facil, de este hecho se la
debemos a Hilbert (1892). Lo que si es facil de demostrar es que para todo grupo
finito G, existe una extensién de Galois K — L tal que Gal(L : K) = G (ver, por
ejemplo, [7, Teorema 7.4.5)).

Volviendo al problema inverso de Galois sobre Q. En esta memoria, con la
clasificaciéon de los grupos de Galois de la cubica y la cuartica de este capitulo,
aportamos una prueba elemental para del problema inverso de Galois sobre Q para
los subgrupos de S3 y Sy.
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Resolubilidad de la quintica

En este capitulo estudiaremos cémo determinar si un polinomio de quinto
grado es resoluble por radicales, en este sentido el Corolario 5.8 nos permitira
decidir sobre la resolubilidad de las quinticas. Sabemos que como S5 no es resoluble
y hay polinomios irreducibles de grado 5 con grupo de Galois S5, entonces no todos
lo polinomios de quinto grado irreducibles seran resolubles por radicales. Como
consecuencia del Gran Teorema de Galois (Teorema 4.15) y del Teorema 4.17, los
polinomios irreducibles de grado 5 que son resolubles son exactamente aquellos
cuyo grupo de Galois es un subgrupo transitivo resoluble de S5. En el Teorema 5.9
se presenta un criterio que determina cuando los polinomios racionales en forma
Bring-Jerrard son resolubles por radicales, encontrando como consecuencia una
familia resoluble de quinticas. Ademas, gracias a los resultados vistos en el Capitulo
3, como todo polinomio se puede reducir a esta forma podremos determinar cuando
seran resolubles por radicales. Como bibliografia de referencia hemos utilizado [7].

5.1. Subgrupos transitivos de Sy

El grupo de Galois de un polinomio de quinto grado irreducible sera isomorfo
a un subgrupo transitivo de S5 por el Teorema 4.17. Veamos cuales son.

Lema 5.1. Sea H un subgrupo de Ss. Las siguientes condiciones son equivalentes

i) H es transitivo.
it) |H| es divisible por 5.
iii) H contiene un 5-ciclo.

Demostracion. (i) = (ii). Sea H < S; un subgrupo transitivo, entonces existe

7 € H tal que 7(i) = j, para todo i,5 € {1,...,5}. Definimos H; := {0 €
5 5

H|o(1) =i}. Es facil ver que H = | | H;, y por lo tanto |H| = > |H;|. Veamos
i=1 i=1

que |H;| = |H||, paratoi,j € {1,...,5}. Para ello definimos la aplicaciéon H; — H;
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tal que 0 — 7 o 0. Es facil probar que estan bien definida y que es inyectiva.
Ademsds, como 77! € H la aplicacién es sobre. Por lo tanto, |H;| = |H,|, luego

5
|H|:;\Hi|:5-sty.

(i) = (ZZZ) Consecuencia directa del Teorema de Cauchy para grupos y del hecho
de que los tinicos elementos en S5 de orden 5 son los 5-ciclos.
(7i1) = (7). Es evidente. O

Aplicando el Lema anterior a la lista de subgrupos de S5 (ver [10]) obtenemos
que los subgrupos transitivos de S5 son el propio S5 ademas de todos los grupos
isomorfos a Zs, Ds y el grupo General Afin de orden 20, al que denotaremos por
AGL = {0 € S5|044(i) =ai+b mdd 5,a # 0}. Veamos que es subgrupo de S5 y
algunas propiedades que posee en el siguiente lema.

Lema 5.2. El grupo AGL es un subgrupo de orden 20 de Ss resoluble y generado
por ((12345)(1243)). Ademds, cualquier subgrupo de orden 20 de Ss es conjugado
a AGL.

Demostracion. Es evidente que la identidad estd en AGL, pues coincide con o .
Si tomamos dos elementos cualesquiera o, 5, 0.4 Se tiene que 04, 00cq = Oacadt+b €
AGL. Finalmente, como o, = 01 © 040 tendriamos que el inverso a;; = 04-100
01,4 = 0a-1—aq-15 € AGL. Por lo tanto, AGL < S5. Ademas, como tenemos cuatro
posibilidades para a y cinco para b se tiene que |AGL| < 20. Por otro lado, tenemos
que ((12345), (1243)) < AGL, pues 011 = (12345) y 09 = (1243). Como AGL po-
see un 5-ciclo y un 4-ciclo, 5 y 4 dividen al orden del grupo, entonces 20 divide al or-
den, por lo tanto |AGL| = 20. También, debemos mencionar que AGL es resoluble
[7, Teorema 8.1.8 (De Burnside)]. Por tltimo, es conocido que S tiene exactamen-
te 6 subgrupos de orden 20 y todos ellos son conjugados a AGL (ver, por ejemplo
groupprops.subwiki.org/wiki/Subgroup _structure of symmetric_group:S5).

O

AGL N As = ((12345), ) = Dj

T

((12345)) (5.1)
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El diagrama anterior nos muestra que subgrupos transitivos de S5 contienen
a otros. Hemos de mencionar que AGL ¢ As pues en A5 hay 3-ciclos y en AGL no.
Las siguiente proposicion es consecuencia directa del diagrama y de este hecho.

Proposicién 5.3. Sea H un subgrupo de Sy transitivo. Entonces

i) H<AGL 0 A; < H.
it) H es resoluble si y solo si H < AGL.

5.2. El resolvente séxtico

Para estudiar la resolubilidad de un polinomio de quinto grado necesitaremos
definir el resolvente séxtico. Sea f(x) = 2° — cyz + 313 — cu2* + 12 — ¢ € Q|x]
un polinomio irreducible. Consideramos h € Q[z1, ..., z5] tal que h = u?, donde

U = T1X9 + Toly + T3Ty + T4Ts + T5X1 — XT3 — T3ls — Tsly — Taly — T421. (5.2)

Si ahora a cada elemento o € S5 lo hacemos corresponder con un f, que envia
T; — To(;) observamos que fr19345)(4) = u, mientras que fr1243)(u) = —u. Se aprecia
que h queda fijo por estas dos permutaciones, luego h permanece invariante me-
diante todas las permutaciones de ((12345), (1243)), es decir, tenemos el siguiente
contenido entre lo grupos, AGL C {o € S5|c(h) = h}. Veamos que se cumple
también el otro contenido.

Lema 5.4. Sea h = u?, donde u se define como en (5.2). Entonces se tiene que

AGL = {0 € Ss| f,(h) = h}.

Demostracion. Llamemos H := {o € S5| f,(h) = h}. Ya vimos que AGL < H <
Ss. Como el orden de AGL es 20 se tiene que 20 divide a |H| y que |H| divide a
120, luego tenemos que el orden de H puede ser 20, 40, 60 o 120. Si el orden de H
fuese 60 o 120, entonces H seria As o Sy respectivamente. Sin embargo, tomando
(15) € A5 C S5, se tiene que f,(h) # h. Por tanto H # As, H # S5. Por otro lado,
el orden no puede ser 40 pues S5 no posee subgrupos de ese orden [10]. Luego la
unica posibilidad es que el orden de H sea 20 y como AGL C H, se debe tener la
igualdad. O

Para calcular la érbita de h en S5, {o(h) | o € S5}, nos serd de utilidad calcular los
representantes de las clases de equivalencia a la izquierda en el cociente S5/AGL:

Id, (123), (234), (345), (145), (125). (5.3)

Como h queda fijo por (12345), (1243) tenemos que la 6rbita de h en S5 es

{h1 = h,hy = fazs)(h), hs = frsay(h), ha = fzas)(h), hs = faasy(h), he = fa2s)(h)}-
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Definicién 5.5 (Resolvente séxtico). Sea f(z) = 2% — cyz + 32 — cor? + 1w —

co € Q|x] irreducible y sean oy, . .., a5 sus raices.. Se denomina resolvente séxtico

de f al polinomio
6

Ry(x) = [J(x — 5.

i=1
donde 3; = hi(aq, ..., as).

Proposicién 5.6. Sea f(x) = 2° — cya* + c32® — o0 + 10 — ¢o € Q[z] irreducible

y A su discriminante. Entonces el resolvente séxtico es
R(;(I) = (133 + b2I2 + b437 + b6)2 - 210A.

No demostraremos esta proposicion por ser la prueba demasiado larga, pero
esta puede encontrarse en [7, Teorema 13.2.5]. En ella podemos ver también quienes
son los b; en funcion de los coeficientes del polinomio.

by = 8cic3 — 3ca — 20cy, (5.4)

by :303 — 16616363 + 16c§c§ + 160263 + 1c§cgc4 — 80304 — 112¢qc3¢4
+ 24ch1 — 640:{’05 + 240c¢1coc5 — 400c¢3cs,

bs =8cicycs — 5 — 16¢3cacs — 16¢3cs + 6dccacs — 64cs — 16cicey + 28¢5¢y
+ 640?026304 — 11201030304 — 1280%0%04 + 224020304 — 640110121 + 2240%020?1
— 1766%0?1 — 64010303 + 32002 + 48610305 — 192C%C20305 — 80030305 + 640010305
+ 384cicycs — 640c; cacycs — 1600csc4c5 — 1600cics + 4000coc:.

Demostraremos como consecuencia del siguiente teorema que un polinomio
de quinto grado irreducible con coeficientes racionales es resoluble por radicales si
y solo si Rg(z) tiene una raiz en Q. Recordemos que que por la Proposicién 4.19
el grupo de Galois de la quintica serd subgrupo de As si v solo si VA € Q.

Teorema 5.7. Sean f € Q[z] un polinomio mdnico irreducible de quinto grado y
L su cuerpo de descomposicion. Entonces, Gal(L : Q) es conjugado a un subgrupo
de AGL si y solo si Rg(x) tiene una raiz en Q.

Demostracion. Como Gal(L : Q) es subgrupo transitivo de S5, por tanto puede
ser isomorfo a AGL, a D5 o a Zs. Si es isomorfo a AGL vimos que es conjugado de
AGL, si es isomorfo a Dj, entonces se sabe que es conjugado a ((12345), (14)(23))
que es subgrupo de AGL y si es Zs, es facil ver que es conjugado a ((12345)) (que
es subgrupo de S;). Podemos suponer que Gal(L : Q) < AGL. Sea 0 € Gal(L : Q)
entonces

o(p1) =o(h(aq,...,a5)) = h(o(a),...,o(as)).
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Como o pertenece al grupo de Galois y este es un subgrupo de AGL aplicando el
Lema 5.4 se tiene que

ho(aq),...,0(as)) = (fooh(aq,...,a5)) = h(aq,...,a5) = [i.

Al ser la extension Q — L de Galois se tiene que 5, € Q, ya que f; queda
fijo por todos los elementos del grupo de Galois (ver Proposicion 4.12), de lo
que se deduce que Rg(z) tiene una raiz en Q. Reciprocamente, si Rg(x) tiene
una raiz 51 € Q. Supongamos por reduccién al absurdo que Gal(L : Q) no es
conjugado a un subgrupo de AGL. Como el grupo de Galois es transitivo, por la
Proposicion 5.3 y el diagrama 5.1, deberd contener a As. Sean 7; un 3-ciclo en (5.3)
con fr -h=h;yo; € Gal(L: Q). Entonces, procediendo como anteriormente, se
tiene que o;(f1) = f;, para todo i. Como (; es racional y o; € Gal(L : Q) llegamos
aque 3 = ... = 3, es decir Rg(r) = (x — 31)®. De la Proposicién 5.6 tenemos
que
Re(7) = (z — B1)% = (2% + bya® + byz + bs)* — 2104,

donde A es el discriminante de f. Comparando los coeficientes en la igualdad
anterior obtenemos que by = —33;,by = 33%, b = —3}. Tras sustituir y simplificar
se tiene que

(z— 1) = (x — f1)° — 24,

es decir, A = 0, lo que es contradictorio ya que f € Q[z] es irreducible y por lo
tanto es separable. O

Corolario 5.8. Sea f(x) € Q[x] un polinomio de grado 5 mdnico e irreducible. f
es resoluble por radicales si y solo si Re(y) tiene al menos una raiz en Q.

Demostracion. Por la Proposicién 5.3 se tiene que un subgrupo de S es resoluble
si es subgrupo de AGL lo que es equivalente a ser conjugado a un subgrupo de
AGL. Por el Teorema 5.7, el grupo de Galois serd resoluble si Rg(z) tiene una raiz
en Q. O

5.3. Resolubilidad de la quintica en forma de
Bring-Jerrard

En esta seccién demostraremos cuando los polinomios en forma Bring-Jerrard
son resolubles por radicales. Recordamos que un polinomio de grado 5 esté en forma
de Bring Jerrard si es de la forma 2° + az +b. Ademés, como vimos en el Capitulo
3, a toda quintica se le puede asociar otra en forma de Bring-Jerrard de forma que
la primera es resoluble si y solo si lo es la segunda.
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Teorema 5.9. Sea f(r) = 2° 4+ ax + b € Q[z]. Supongamos que f es irreducible
en Q[z]. Entonces, f(x) es resoluble por radicales si y solo si existe A\ € Q\ {1}

cumpliendo que

3125\
b= 5.5
CT D)2 —6) +25) (5:5)

Demostracion. Si a = 0, entonces f es evidentemente resoluble y tomando A = 0
se tiene el resultado. Supongamos a partir de ahora que a # 0. Sabemos que f sera
resoluble si y solo si Rg(x) tiene al menos una raiz en Q. Mediante (5.4) y usando
la férmula del discriminante del Ejemplo 2.28 obtenemos que

Re(z) = (2° — 20az” + 240a*r + 320a*)* — 2'°(256a° + 3215b%)x.

b
Supongamos que o € Q es raiz de Rg(x). Sean \ = g, pw=— € Q. Como « es
a a

raiz de Rg(z) tenemos que
Rg(a) =0 = ((aN)® — 20a(a/\)2 + 240a”(aX) + 320a”)? — 2'°(256a” + 3215(ap)*)(al)

= 2265 ((A® — 10)\° + 55" — 140\% 4+ 17502 — 106\ + 25)a — 3125 \u*)
=22a%((A — 1)*(A\? — 6\ + 25))a — 3125 u%).

Al ser a # 0 y b = ap obtenemos que
3125 5 312504

(A— 1)%(\2 — 6 + 25) (A — 1)*(\2 — 6 + 25)

O

Ejemplo 5.10. El polinomio 2° —5x — 12 es resoluble por radicales ya que se cumple
la igualdad (5.5) si tomamos A\ = —5. Ademas, utilizando Magma [4] obtenemos
que el grupo de Galois de este polinomio es isomorfo a Ds.
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T

he goal of this memory is to delve into of some concepts in Galois Theory. Firstly, we use the resultant to prove constructively that
he addition and product of algebraic elements is algebraic. We also see an alternative method to solve the third and fourth-degree

equations by means of the Tschirnhaus transformations. Finally, we classify the Galois groups of cubic and quartics and characterize

when a quintic is solvable.

1. The main tool: the resultant

he Resultant of two monic polynomials f, g € K[z] of degrees
n and m is

n o m

Res.(f,9) = (=1)"™ T II (e = ;)

i=1j=1

where «;, B; € K are the roots of f, g respectively.

Proposition. If f, g € K|z], then Res,(f,g) € K.
Moreover, Res;(f,g) can be computed by means of the coeffi-
cients of f and g.

2. Minimal polynomial

complex problem in Galois theory is to find the minimal
polynomial of the addition and product of algebraic elements
knowing, their minimal polynomials.

Proposition. If f, g are the minimal polynomials of « and 3, re-
spectively. Then,

a+f is aroot of Resy (f(z—y),9(y)) € K[z]

a-Bis aroot of Resy (y" f(x/y), 9(y)) € Klz]

As the following result shows, sometimes these polynomials are
the actual minimal polynomials.

Theorem. If o, 3 are algebraic elements over K, with minimal
polynomials f(x), g(x) of coprime degree. Then, the minimal poli-
nomial of o+ a3 is a"™Resy(f(x —y), g(y/a)) and the minimal poli-
nomial of o3 + a) is Resy(y" f(x/y).g(y — a)), except for a finite
number of values of a € K.

3. Solving cubic equations with Tschirnhaus transformations

L et f(z) € Q be a monic cubic polynomial, by performing a lin-
ear transformation we can asume that f(z) = 2° — az + b. We
can obtain the roots of f in the following way:

1. Perform a Tschirnhaus transformation y = 22 + ma + n with

% _ —3bty/op2 4422

n= m= 2a

Thatis
q(y) = Res,(f(z),y — (2 +mz +n))
The above choice of m, n implies that ¢(y) = y° — Ay.

2. Compute the roots of ¢(y), these are 8, = /—A - ¢2*7/3, for
E=0,1,2.

3. Compute ay, ; the solutions of 5, = 22+ zm +n.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Junio, 2020

4. Verify which of the six «;, ; are roots of f.
A similar method can be applied to solve quartic equations.

4. Galois group of irreducible cubics

G iven an irreducible cubic f(z) = 23 + az® + bz + ¢ € Q[z] we
can determine its Galois group with the following diagram.

Is VA € Q?

Az Ss

In this diagram, A = a2b? —4b> —4a®c+18abc—27¢? denotes
the discriminant of f.

5. Galois group of irreducible quartic

G iven an irreducible quartic f(z) = 2! +az? + bz + ¢ € Q[z], we

can determine its Galois group using its cubic resolvent
Rs(z) = 2® — ax? — dcx — (b — dac)

and this diagram

Has R3(x) a root

in Q?
Yes No
Does Rg(x) split Ae
completely in Q7 vAeQ
NS {
Ly X Ly Zy or Dy Ay S1

In this diagram, A = 16a*c — 4a*b? — 128a%c? + 144ab’c —
21b% + 256¢® denotes the discriminant of f.

6. Solvable quintics

gintics are not solvable by radicals in general, as Abel
proved.

Theorem (Abel-Ruffini). If n > 5, then the universal polynomial
f € K|z] of degree n is not solvable by radicals over K.

To determine when a given quintic is solvable, we associate to it
a degree six polynomial, called the sextic resolvent and have the
following:

Theorem. If f € Q[z] is a monic and irreducible quintic. Then, f
is solvable if and only if its sextic resolvent has a root in Q.
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