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Resumen - Abstract

Resumen

En esta memoria se introducird al lector en la Teoria de Juegos Combi-
natorios. La herramienta que nos permitird modelizar los juegos com-
binatorios serd un grafo dirigido: el grafo de estados. En particular, ve-
remos que en estos grafos existe un conjunto de vértices caracteristico,
llamado nicleo y que serd fundamental para describir estrategias gana-
doras en un juego. Usaremos la teoria vista previamente para estudiar
juegos como el NIM y el Chomp. A partir de dos juegos combinato-
rios, se puede definir uno nuevo denominado suma de los anteriores.
Para el estudio de la suma de juegos veremos uno de los teoremas mds
importante de esta rama de las matemdaticas: el Teorema de Sprague-
Grundy. Generalizaremos los resultados obtenidos para la suma de dos
juegos al caso de la suma de cualquier niumero de juegos combinato-
rios. Finalmente, trataremos la complejidad computacional que tiene
el problema de encontrar estrategias ganadoras para los juegos combi-
natorios.

Palabras clave: Juegos combinatorios — Grafo de estados — Nicleo
de un grafo — Suma de juegos — Complejidad computacional
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Resumen - Abstract

Abstract

In this text we will introduce the reader in the Combinatorial Games
Theory. The tool that will let us model combinatorial games will be
a directed graph: the state graph of a game. We will see that these
graphs have a distingished set of vertices, called kernel that will be
fundamental to describe winning strategies in a game. We will use the
theory studied before to analize games like NIM and Chomp. Starting
from two combinatorial games, one can define a new game called the
sum of the previous games. To study the sum of two combinatorial
games we will see one of the most important theorems of this part
of mathematics: the Sprague-Grundy Theorem. We will generalize the
results obtained for the sum of two games to the case where we have
any number of combinatorial games. Finally, we wil study the compu-
tational complexity of the problem of finding winning strategies for the
combinatorial games.

Keywords: Combinatorial games — States graph — Kernel of a graph
— Sum of games — Computational complexity
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Introduccién

La Teoria de Juegos Combinatorios es una disciplina académica relativamen-
te reciente. Los primeros andlisis de juegos individuales aparecieron publicados en
1902, pero fue en 1930 cuando independientemente R. Sprague y P. M. Grundy
desarrollaron una teoria para los juegos imparciales, que posteriormente fue am-
pliada por R. K. Guy y C. A. B. Smith. Desde entonces el interés por los juegos
combinatorios va en aumento en una gran variedad de ramas: matematicas, compu-
tacion, inteligencia artificial, etc. Actualmente quedan muchos problemas abiertos
y hay muchas investigaciones en este area de las matematicas.

Los juegos combinatorios son juegos de dos personas con informacién per-
fecta, sin movimientos aleatorios y en los cuales no hay empates. En estos juegos
se parte de una posicién inicial y los jugadores se turnan para hacer su jugada,
la cual conduce a una nueva posicion. El juego prosigue hasta que se llega a una
posicién final, es decir, una situacion en la que ningin movimiento es posible. Las
reglas del juego establecen las caracteristicas de un movimiento legal, el criterio
de terminacion y quién es el ganador en la posicién final.

Para describir los juegos combinatorios y definir estrategias ganadoras hare-
mos uso de la Teoria de Grafos. Dedicaremos el Capitulo 1 a describir los conceptos
fundamentales de esta teoria que usaremos a lo largo de esta memoria. Entre estos
conceptos destaca el de nicleo de un grafo dirigido, que usaremos constantemente
para describir estrategias ganadoras. Otro concepto interesante que también vere-
mos en este capitulo es el de sucesion de nicleos, y que estd relacionado estrecha-
mente con la llamada funcién de Sprague-Grundy, que trabajaremos en capitulos
posteriores.

En el Capitulo 2 introducimos el concepto de juego combinatorio finito. A
todo juego de este tipo se le asocia un grafo de estados y aqui es donde entran en
juego los resultados expuestos en el Capitulo 1. Uno de los teoremas méas importan-
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tes de esta teoria es el Teorema de Zermelo, que afirma la existencia de estrategia
ganadora en todo juego combinatorio finito. Enunciar y demostrar este teorema
sera nuestro cometido principal en el Capitulo 2. Ademas, introduciremos la fun-
cién de Sprague-Grundy de un juego combinatorio, la cual asigna a cada estado
de un juego combinatorio un valor numérico y que nos aportara una informacion
adicional sobre el estado del juego que explotaremos en el Capitulo 4.

También veremos, en el Capitulo 3, algunos ejemplos de juegos combinatorios
como el NIM, el Chomp en grafos y los llamados poset games, los describiremos y
trataremos de disenar una estrategia ganadora para el jugador que la posea. Todo
ello se hard con los fundamentos tedricos introducidos en los dos capitulos previos.

A partir de dos juegos, se puede definir un nuevo juego denominado suma
de juegos. Este es un juego en el que cada jugador puede elegir moverse en un
juego u otro en cualquier punto del juego, y un jugador gana cuando su oponente
no tiene movimientos posibles en ninguno de los juegos. El estudio de la suma de
juegos lo llevaremos a cabo en el Capitulo 4. Para determinar qué jugador tiene
una estrategia ganadora en la suma de juegos, resultara crucial el andlisis de la
funcion Sprague-Grundy introducida en el Capitulo 2, asi como el analisis del jue-
go NIM hecho en el Capitulo 3. Mas concretamente, se demostrara que la suma
de dos juegos es equivalente al juego de NIM con dos filas de palillos con a y b
palillos, siendo a y b los valores de la funcién Sprague-Grundy de cada juego uno
de los juegos involucrados en la suma. Finalmente, generalizaremos los resultados
obtenidos a la suma de n juegos combinatorios.

En el Capitulo 5 estudiaremos el problema de determinar qué jugador tiene
una estrategia ganadora como un problema de complejidad computacional. Como
consecuencia de los resultados del Capitulo 3, determinar quién gana en juegos co-
mo el NIM estéd en la clase de complejidad P (de problemas polinomiales o faciles).
No obstante, este problema en muchos juegos combinatorios (en particular, todos
los incluidos en esta memoria) se enmarcan en la clase de complejidad PSPACE.
Ademas, se proponen ejemplos de juegos combinatorios tales que determinar qué
jugador tiene una estrategia ganadora es PSPACE-completo (de los problemas
mas dificiles dentro de los problemas que se pueden solucionar con un tamano de
memoria polinomial).

Por 1ltimo, presentaremos un codigo de un programa que se ha implementado
en el lenguaje de programacion C que determina qué jugador tiene estrategia gana-
dora en una partida del juego Chomp en grafos. Curiosamente, la implementacion
se sirve de los resultados de la Secciéon 3 para resolver el problema rapidamente
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cuando el grafo es bipartito. En cambio, cuando el grafo no es bipartito, se sigue
el algoritmo esbozado en el Capitulo 5, que si bien usa un tamano de memoria
polinomial, su tiempo de ejecucién es exponencial en el tamano de la entrada.

Las principales aportaciones en esta memoria son:

= La eleccion de la bibliografia y los juegos a tratar.

= La eleccion de la informacion, la distribucion de la misma y la relacion entre
los capitulos.

» El de reescribir muchos resultados conocidos de teorfa de juegos (como por
ejemplo la estrategia en el juego de NIM) en términos de teoria de grafos. El
objeto que permite este interfaz es el grafo de estados del juego y el concepto
de nicleo de un grafo.

» Ligeras variaciones de las demostraciones de los resultados que se enuncian a lo
largo del trabajo.

= Introduccién del concepto de sucesion de nicleos y la Proposiciéon 2.4.1 donde
se demuestra la relacién entre una sucesién de nucleos y el valor de la funcion
Sprague-Grundy del grafo de estados de un juego.

» La implementacién del cédigo en el lenguaje de programaciéon C de un progra-
ma que determina qué jugador tiene una estrategia ganadora para el juego de
Chomp en grafos






1

Conceptos previos sobre la teoria de grafos
dirigidos

Usaremos la teoria de grafos como herramienta para estudiar y modelizar los
juegos combinatorios. En este primer capitulo veremos los conceptos bésicos de
esta teoria que utilizaremos mas adelante. Los materiales de esta seccién se han
obtenido de [1] y [2].

1.1. Definiciones y propiedades

En esta seccion estudiaremos una serie de definiciones para introducirnos en
la teoria de grafos y una serie de propiedades que utilizaremos a lo largo de este
trabajo.

Muchas situaciones del mundo real se pueden describir convenientemente por
medio de un diagrama que consiste en un conjunto de puntos junto con lineas
que unen ciertos pares de estos puntos. Por ejemplo, los puntos o vértices podrian
representar personas con lineas que unen pares de amigos o ciudades conectadas
por una red de carreteras. La abstraccion matematica de situaciones de este tipo
da lugar al concepto de grafo. Hay dos tipos de grafos en funcion de las lineas
que unen los vértices. Cuando las lineas no tienen una direccién concreta, se les
denomina aristas y dan lugar a los grafos no dirigidos. Por otro lado, cuando las
lineas son unidireccionales, es decir, hay estrictamente un vértice de origen y un
vértice de destino, estas lineas se llaman arcos y dan lugar a los grafos dirigidos.
En este primer capitulo y en la mayor parte de este escrito trabajaremos con grafos
dirigidos, pues son aquellos que nos permitiran modelizar los juegos combinatorios.

Definicién 1.1 Un grafo dirigido es un par G = (V, A) donde V = {vy,vq, ..., 0,}
es un conjunto finito y A = {ay,as,...,an} es un subconjunto de V-x V. Cada
elemento (u,v) € A, donde u y v son vértices del grafo, se denomina arco. En
ocastones por simplicidad suele denotarse por uv € A y suele representarse como
una flecha que parte del vértice u y llega al vértice v, como vemos en la Figura 1.1.



2 1 Conceptos previos sobre la teoria de grafos dirigidos

Figura 1.1. Representaciones graficas de grafos dirigidos

Definicién 1.2 Se llama camino a una secuencia de vértices C' = (ug, uq, . . ., us)
dentro de un grafo tal que exista un arco entre cada vértice y el siguiente, pudiendo
aparecer vértices o arcos repetidos. La longitud del camino es s, esto es, el nimero
de arcos por los que se pasa en el camino, contando repeticiones. Se dice que un
vértice u estd conectado con un vértice v si existe un camino que empieza en u Y
termina en v. Se dice que un camino es cerrado si empieza y acaba en el mismo
punto y, st solo pasa una vez por cada vértice excepto el primero, se denomina ciclo.

Definicién 1.3 La distancia entre dos vértices u y v es la longitud del menor ca-
mino de u a v, es decir, el menor numero de arcos que debemos recorrer para llegar
desde u hasta v. Cuando no exista un camino de u a v diremos que d(u,v) = oo.
Cabe mencionar que no siempre se cumple que d(u,v) = d(v,u).

T Y 7

'3 44

Figura 1.2. Grafo en el que destacamos en rojo la existencia de un camino de v7 a vo

En el grafo de la Figura 1.2 vemos que distancia de v; a vy es 3. También

vemos que d(vy,v7) = 00 ya que no existe ningin camino que comience en vy y
acabe en vy.

La presencia de caminos cerrados en un grafo dirigido supone la existencia
de ciclos en el mismo, como veremos en el siguiente lema.
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Lema 1.4 Si un grafo G = (V, A) tiene un camino cerrado, entonces tiene un
ciclo. Ademds, si tiene un camino cerrado de longitud impar, entonces tiene un
ciclo de longitud impar.

Demostracién

Sea C' = (ug,uy,. .., Us, ug) un camino cerrado. Si fuera un ciclo, ya tendriamos la
prueba. De no serlo, sabemos que ese camino pasa al menos dos veces por algin
vértice intermedio. Sea R uno de los vértices que se repiten, el camino es C' =

(Uo, Uy« ooy U1y Ry Upey 1y« ooy U1, Ry Uit - - -, Us, Ug). De aqui, podemos extraer
dos caminos cerrados de menor longitud: Cy = (ug, U1, ..., ug—1, R, upi1,. .., s, Up)
y Cy = (R, Up41, Ugt2, - - -, Up—1, R). Si estos dos caminos fueran ciclos, ya tendriamos

la prueba; pues la suma de sus longitudes es la longitud del camino inicial y como
esta es impar, uno de los dos ciclos deberia tener longitud impar. Si no fueran ci-
clos, aplicariamos el razonamiento anterior, es decir, buscamos en ambos un vértice
que se repita y dividimos cada camino en dos subcaminos de la forma en la que
hicimos antes. El proceso se repite sucesivamente hasta que hayamos dividido el
camino inicial en ciclos disjuntos. Como la suma de las longitudes de estos ciclos
es igual que la del camino inicial, la cual es impar, necesariamente uno de los ciclos
debe tener longitud impar.

Definicién 1.5 Sea v un vértice de un grafo, el grado de v, deg(v), es el nimero
de arcos que inciden en él. En particular, se llama grado de entrada de v, deg™ (v),
al nimero de arcos que tienen a v como vértice final y grado de salida, deg™ (v),
al numero de arcos que tienen a v como vértice inicial. FEstd claro que el grado
de un vértice es la suma de su grado de entrada y de su grado de salida. Un tipo
de vértice especial son aquellos que tienen grado de salida igual a cero, es decir,
aquellos que no tiene vértices sucesores y que se denominan vértices terminales.

En la Figura 1.2 vemos que deg® (v4) = 3, ya que a este vértice llegan tres
arcos, y vemos también que deg™ (v4) = 1 ya que de este vértice sale un arco.

Una propiedad caracteristica de los grafos dirigidos aciclicos, es decir aquellos
que no tienen ciclos, es la siguiente.

Lema 1.6 Todo grafo dirigido G = (V, A) aciclico tiene un vértice terminal, es
decir, un vértice sin arcos salientes.

Demostracién
Supongamos por reduccion al absurdo que G no tiene vértices terminales. Sea
V = {v1,vs,...,v,} el conjunto de vértices del grafo, como deg®(v) > 1 Vv € V,

existe un camino de n arcos y, por tanto, de n+1 vértices C' = (v;,, Vs, . . . Vi, Vi, )-
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Como el grafo solo tiene n vértices, en el camino anterior hay un vértice que se
repite; luego, existe un camino cerrado y, por el Lema 1.4, un ciclo. Esto contradice
la hipétesis de que el grafo sea aciclico y, por lo tanto, llegamos a un absurdo.

Veamos que con un subconjuntos de vértices y un subconjunto de arcos de
un grafo G = (V, A) podria llegar a formarse un grafo contenido en el anterior.

Definicién 1.7 Sean G = (V, A) y G' = (V', A’) dos grafos, se dice que G’ es un
subgrafo de G si verifica que V! CV y A" C A.

Definicién 1.8 Sea G' = (V' A") un subgrafo de G = (V, A), se dice que G’ es el
subgrafo de G inducido por V', si A" = (V' xV')NA, es decir, G' contiene todos las
arcos de G que conectan vértices de V'. La notacion que se utiliza es G' = G[V].
Ademds, sea W C V, denotaremos como G — W al subgrafo inducido G[V — W].

Veamos ahora una familia especial de grafos determinada por la existencia de
caminos entre cualquier par de vértices del mismo.

Definicién 1.9 Un grafo fuertemente conexo es aquel en el que para cualesquiera
dos vértices u y v, existe un camino de u a v y uno de v a u.

Ademds, las componentes fuertemente conexas de un grafo son sus subgrafos ma-
ximales fuertemente conexos. Cabe mencionar que la relacion binaria uRv si, y
solo si, u y v estan en la misma componente conexa es una relacion de equivalen-
cia. Como consecuencia de ello, las componentes fuertemente conexas de un grafo
forman una particion del conjunto de vértices.

En la Figura 1.3 se muestra un grafo en el que dado cualquier par de vértices
existe un camino de ida y uno de vuelta entre ambos.

b e

Figura 1.3. Ejemplo de grafo dirigido fuertemente conexo

Definicién 1.10 Sea G = (V, A) un grafo con s componentes fuertemente conezxas
FyFs, ... F;. Llamaremos grafo de componentes fuertemente conexas de G al
grafo cuyos vértices son Fy, Fy, ..., Fy y cuyos arcos son (F;, F;) si, y solo si,
Jv; € F;,v; € F; tal que (v;,v;) € A.
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Lema 1.11 El grafo de componentes fuertemente conexas de un grafo G = (V, A)
es aciclico.

Demostracion

Supongamos, por reduccién al absurdo, que hay ciclos en el grafo de componentes
fuertemente conexas de G. Consideremos que hay un ciclo en el grafo de componen-
tes fuertemente conexas (Fy, Fy, ..., Fy, F1), esto es, de s componentes fuertemente
conexas que son distintas y, por lo tanto, disjuntas. Esto implica que hay un vértice
de Fi que estd conectado con un vértice de Fy y como todos lo vértices de una
componente conexa estan conectados por un camino, desde cualquier vértice de
I} existe un camino de ida a cualquier vértice de Fy. Aplicando este razonamiento
sucesivamente, desde cualquier vértice de Fj, existe un camino de ida a un vértice
de F§. Pero recordemos que estamos en un ciclo y Fy estd conectada con la F
cerrando el ciclo. Por tanto, desde cualquier vértice de F» existe un camino de ida
a cualquier vértice de F). Esto implica que dado un vértice cualquiera de F) y
uno cualquiera de la F§, existe un camino de ida y otro de vuelta. Luego, ambas
componentes son iguales, es decir, tienen los mismos vértices; con lo cual llegamos
a un absurdo, pues todas las componentes deberian ser disjuntas.

1.2. Ntcleo de un grafo. Teorema de Richardson

En este apartado estudiaremos la definicién de nicleo de un grafo dirigido y
dos resultados previos que nos serviran para demostrar el Teorema de Richardson
(ver [8] para la prueba original de Richardson y [2, Theorem 2.1] para una de-
mostraciéon mas simple), que afirma la existencia de nicleo en grafos sin ciclos de
longitud impar. Ademas, también demostraremos que todo grafo aciclico tiene un
unico nucleo.

Definicién 1.12 Un conjunto independiente de un grafo es un subconjunto de sus
vértices tal que ninguno de ellos es adyacente a otro del mismo subconjunto. Es
decir, dado G = (V, A) un grafo dirigido, un subconjunto V' C V de vértices se
dice que es independiente si ¥(u,v) € A,u g V' 6v g V',

Definicién 1.13 Un conjunto absorbente de un grafo es un subconjunto de vértices
del grafo tal que para cualquier vértice no perteneciente a este conjunto, existe un
arco que va de ese vértice a uno de ese subconjunto. Es decir, sea G = (V, A) un
grado dirigido, un subconjunto V' C V de vértices se dice que es absorbente si

Vw & V' Ju eV’ tal que (w,u) € A.

Definicién 1.14 Un nicleo de un grafo es un conjunto de vértices independiente
y absorbente.
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El grafo de la Figura 1.2 tiene dos ntcleos, que son Ky = {vy,v4,v7} v Ko =
{vq,v3, 5,06}, ya que ambos son subconjuntos independientes (dentro de cada
subconjunto no hay ningin par de vértices conectados) y absorbente (cualquier
vértice no perteneciente a uno de estos subconjuntos, esta conectado con un vértice
del mismo).

K3 )3

Figura 1.4. Grafo sin nitcleos

Es facil observar que no todo grafo tiene ntucleos, como el grafo de la Figura
1.4. Por ejemplo, si vy estuviese en un nicleo K, vy no podria estarlo al ser sucesor
de v1. Pero w3, al ser el tnico sucesor de vy, tendria que estar en K, lo cual es
absurdo porque vy es sucesor de vs y v; € K. Este razonamiento es valido empe-
zando desde cualquiera de los otros dos vértices dado que la situacion es simétrica.

Comenzaremos demostrando la existencia de nticleos en aquellos grafos sin
ciclos de longitud impar que sean fuertemente conexos, pues su prueba es més
sencilla.

Lema 1.15 Sea G = (V, A) un grafo dirigido fuertemente conexo sin ciclos de
longitud impar y sean u,v € V, entonces d(u,v) es par si, y solo si, d(v,u) es par.

Demostracion

Sean u,v € V supongamos por reduccién al absurdo que d(u,v) es par y d(v,u) es
impar. Entonces, tendriamos un camino 7 de u a v de longitud par y un camino
7' de v a u de longitud impar. Si concatenamos los caminos 7 y 7’ tendriamos
un camino cerrado de longitud impar. Por el Lema 1.4, sabemos que esto implica
que hay un ciclo de longitud impar, lo cual contradice la hipdtesis y llegamos a un
absurdo.

Proposicién 1.16 Si G = (V, A) es un grafo dirigido fuertemente conexo sin
ciclos de longitud impar y fijamos un vértice u € V, entonces K = {v € V /
d(u,v)es par} es un nicleo.

Demostracién
Veamos que K es un ntucleo.
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1. Sea v € K, supongamos por reduccién al absurdo que existe w € K tal que
(v,w) € A. Sea m un camino minimo de u a v (par) y sea 7’ un camino minimo
de w a u, que sabemos que tiene longitud par por el Lema 1.15. Si concate-
namos 7 con la arista (v,w) y después con el camino 7', tenemos un ciclo de
longitud impar. Esto contradice la hipétesis de que el grafo no posee ciclos de
longitud impar. Por lo tanto, K es independiente.

2. Seav € V — K, como d(u,v) es impar, por el Lema 1.15, d(v,u) es impar. Sea
C = (v,wy,ws, ..., w = u) un camino minimo de v a u. Vemos que w; es un
seguidor de v en C'y, por lo tanto, C" = (wy, ..., wr = u) es un camino minimo
de wy a w 'y, por lo tanto, d(wy,u) es par. Por el Lema 1.15, d(u,w,) es par y,
por lo tanto, wy, € K; luego, K es absorbente.

Definicién 1.17 Dado un grafo G = (V, A), y un subconjunto de vértices W C V,
denotaremos el conjunto de vértices predecesores a W como pred(W) = {u €
V /) JweW: (u,w) € A} y el conjunto de sucesores a W como suc(W) = {u €
V / Jwe W : (w,u) € A}. Por simplicidad, si W = {w} (conjunto unitario)
usaremos la siguiente notacion: suc(W) = suc(w) y pred(W) = pred(w).

Teorema 1.18 (Teorema de Richardson) Todo grafo dirigido sin ciclos de
longitud impar tiene un nicleo.

Demostracion

Sea G = (V, A) un grafo dirigido. Por la Proposicién 1.16, sabemos que si el grafo
fuera fuertemente conexo tendria al menos un nicleo. Veamos ahora qué pasa si
es grafo no fuese fuertemente conexo. Este caso procederemos a estudiarlo por
induccién sobre el nimero de vértices del grafo.

Sin=|V|=1, V es su propio nicleo.

Supongamos ahora que todo subgrafo de GG tiene un nicleo. Consideramos el grafo
de componentes fuertemente conexas de G, que sabemos por el Lema 1.11 que
no tiene ciclos. Como consecuencia de ello, sabemos que existe, al menos, una
componente fuertemente conexa que es vértice terminal (Lema 1.6). Ahora, sea
C} una de esas componentes terminales y sea K7 un nicleo de dicha componente
(como es un subgrafo fuertemente conexo sin ciclos de longitud impar, por el Lema
1.11 sabemos que tiene un nicleo), consideramos el subgrafo G — K; — pred(K), el
cual, por hipétesis de induccién, tiene un ntcleo, que llamaremos K,. Afirmamos
que K = K; U K5 es un nicleo de GG. En efecto:

1. Sea v € K, entonces v € K; 6 v € Ky. Separamos dos casos:
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= Siv € Ky, como K; es un nucleo de ('} y esta componente es un vértice
terminal en el grafo de componentes fuertemente conexas, todo sucesor de
v debe estar en C y fuera del nicleo K. Luego, fw € K; U K, tal que
(v,w) € A.

» Siv e Ky yseaw € G tal que (v,w) € A. Como v ¢ pred(K;) (por
construccién), w ¢ Kj. Si w € pred(K;), entonces w ¢ Ks. Y si w &
pred(K), entonces w € V — K; — pred(K7) (conjunto de vértices de G’) y
como K3 es un nucleo de G, entonces w € K. Luego, w & K; U K.

Por lo tanto, Vv € K, pw € K tal que (v,w) € A (K independiente).

2. Sea w € V — K veamos que Jv € K tal que (w,v) € A.

= Siw € C}, como K, es un nucleo de C, entonces existe v € K7 C K tal que
(w,v) € A.

= Siw € pred(K),Jv € K; C K tal que (w,v) € A.

» Siw eV —C —pred(K;) (conjunto de vértices de G'), como K3 es nicleo
de G, existe v € K tal que (w,v) € A.

Por lo tanto, Yw € G — K, Jv € K tal que (w,v) € A (K es absorbente).

Luego, como K es independiente y absorbente, K = K; U K5 es un ntcleo de G.

Observamos que la condicion que exige que el grafo no tenga ciclos de longitud
impar es fundamental para la demostracién del teorema. Por ejemplo, en la Figura
1.4 se muestra un grafo con un ciclo de longitud impar que no tiene nucleos. Sin
embargo, puede haber grafos con ciclos de longitud impar que si tengan nticleo,
como se muestra en la Figura 1.5.

Figura 1.5. Con cuadrados aparecen representados los vértices del nicleo, ya que estos forman un
subconjunto de vértices independiente y absorbente

En virtud del Teorema de Richardson los grafos aciclicos tienen nicleos. El
resto de la seccion la vamos a dedicar a ver que en este caso, ademas, el niicleo es
unico.
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Lema 1.19 Sea G = (V, A) un grafo dirigido aciclico y v € V' un vértice terminal.
Definimos V! =V — {v} — pred(v) . Entonces, K es nicleo de V de si, solo si,
K'= K — {v} es un nicleo de G' = G[V"]

Demostracién

(=) Como el grafo es aciclico posee al menos un vértice terminal (Lema 1.6). Los
vértices terminales han de estar en un ntcleo, pues desde ellos no se puede llegar
a ningun otro vértice.

1. Seau € K — {v}, como u € K y K es nticleo de G, fw € K(D K — {v})) tal
que (u,w) € A. (independiente)

2. Sea w € V! — K' € V como K es un ntcleo de G, existe u € K tal que
(w,u) € A. Como en V' no estan los predecesores de v y w € V', entonces

u € K — {v}. (absorbente)

Luego, K’ es nicleo de V.

(<) Por hipdtesis K — {v} es niicleo de V'. Veamos que K es nticleo de V.

1. Sea u € K, veamos que este u no tiene sucesores en K.

= Siwu = v se cumple, pues v es vértice terminal y no tiene sucesores; luego,
no puede tener sucesores en el nticleo.

» Siu#v,u€e K—{v}ycomoK — {v} es independiente, Vw € V tal que
(u,w) € A se verifica que w ¢ K — {v}. Ademads, como u & pred(v), w # v.
Luego, w € K.

Por tanto, K es un conjunto independiente en V.

2. Siw eV — K,. Veamos que Ju € K tal que (w,u) € A.

Siw ¢ K, entonces w ¢ K—{v} y como K —{v} es absorbente, Ju € K —{v} C

K tal que (w,u) € A.

Por tanto, K es un conjunto absorbente en V.

Luego, K es nucleo de V.

Teorema 1.20 (Unicidad del nicleo) Todo grafo aciclico tiene un inico nicleo.

Demostracion

Por el Teorema de Richardson ya tenemos garantizada la existencia de ntcleo.
Falta ver la unicidad. La probaremos por induccién sobre |V| =n

Para n =1,V tiene un tnico nicleo (el formado por el tinico vértice del grafo).
Supongamos cierta la propiedad para cualquier subgrafo de G con menos de n
vértices y veamos que la propiedad se cumple también para G.

Sean Ky Ky nicleos de V' y v € V un vértice terminal, se tiene que v € Ky y v €
K. Por el lema anterior, K1—{v} y Ks—{v} son nicleos de V' = V —{v}—pred(v).
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El subgrafo inducido en G por V' tiene como mucho n — 1 vértices y podemos apli-
car hipétesis de induccién (cualquier subgrafo de G tiene un unico nicleo). Por
tanto, K7 — {v} = Ky —{v} . Luego, K; = K, es decir, V tiene un tinico nicleo.

Veamos ahora un ejemplo de un grafo que tiene ciclos (de longitud par) y que
tiene mas de un nicleo (ver Figura 1.6).

Figura 1.6. Ejemplos de grafo con ciclos y que presenta dos ntcleos

Los nucleos de este grafo son K7 = {vy,vy4,v7} vy Ko = {ve, v3,v5, 6}

1.3. Sucesion de nucleos

En este apartado introduciremos un concepto que generaliza al que hemos
visto en el apartado anterior. Este es el concepto de sucesion de nticleos, el cual
permitira hacer una particion del conjunto de vértices y, posteriormente, asignar
un valor numérico a cada una de las posiciones de un juego combinatorio, dis-
tinguiendo asi los diferentes tipos posiciones a las que podremos movernos en un
movimiento.

Definicién 1.21 Una sucesion de nicleos de un grafo G = (V, A) es una particion
de los vértices del grafo en subconjuntos no vacios e independientes Ky, K1, ..., K,

de forma que siw € K; cont € {1,2,...,r}, entonces tiene arcos que van a vértices
de K;,¥j€{0,1,...,i—1}.

En particular, en la definicién anterior se tiene que Ky es nucleo de G. Es maés, se
tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.22 Sea G = (V, A) un grafo dirigido. Entonces, Ko, K1, ..., K, es
sucesion de nicleos de V < K; es nicleo de G — (Ko U Ky U ... UK; 1),Vi €
1,2,...,r.
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Demostracion
(=) Veamos que K; es nucleo de G — (KoUK U...UK; 1),Vie {1,2,...,r}.

1. Por hipétesis, K; es un conjunto independiente (Ky, K1, ..., K, son todos con-
juntos independientes por definicién de sucesién de nicleos).

2. Seai€ {0,1,2,....r— 1} yw e G- (KoUK, U...UK;), entonces w € K,
conse{i+1,i+2,...,r} (pues Ky, K1, ..., K, forman una particién de G y,
por tanto, w tiene que estar en alguno de ellos). Ahora, por hipdtesis, w tiene
arcos que van a K;, Vj € 0,1,2,..., 4. En particular, w tiene arcos que van a
K;, esto es, Ju € K; tal que (u,w) € A.

Si ¢ = r, entonces G — ( ;ZOKJ») = () , por tanto, K, también es absorbente.
Por tanto, K; es absorbente Vi € {0,1,2,...,r}.

Luego, K; es nicleo de G — (KoUK U...UK; ),Vie€ {0,1,...,r}.

(<) Por hip6tesis, K; es nticleo de G—(K UK U. . .UK;_1),Vi € {1,2,...,r}. Porlo
tanto, los conjuntos K; son no vacios e independientes en G— (KoUK U. . .UK; 1) C
G. Falta ver que Yw € K;, Ju; € K;,Vj € {0,1,...,i— 1} tal que (w,u;) € A. Sa-
bemos por hipdtesis que K, j < i, es nticleo de G— (KoUK, U...UK,_;), por tanto,
K es absorbente en G— (KoUK U...UK;_4), estoes, Vv € G—(Ko(UK;U...UKj),
Jv; € K; tal que (v,v;) € A. En particular, w € G — (Ko U K3 U ... U Kj), por lo
tanto, Ju; € K; tal que (w,u;) € A.

Luego, Ky, K1, ..., K, es sucesion de nicleos.

Teorema 1.23 (Existencia de la sucesién de nticleos) Todo grafo dirigido sin
ciclos de longitud impar tiene una sucesion finita de nicleos.

Demostraciéon

Sea GG un grafo en las condiciones anteriores, como G no tiene ciclos de longitud
impar, por el teorema de Richardson, G tiene al menos un nicleo. Denotemos como
Ky a uno de esos nucleos. Si consideramos el grafo por G — K, vemos claramente
que no tiene ciclos de longitud impar y, por el razonamiento anterior, también tie-
ne un nucleo, denotando como K; a uno de ellos. Ahora, si consideramos el grafo
G — Ky — K, el grafo resultante tampoco tiene ciclos de longitud impar y, por lo
tanto, tiene un nicleo, que denotaremos como K. Repetimos el proceso hasta que
G—Ky—K;—---— K, =0, es decir, hasta que no queden vértices y, por lo tanto,
haber construido una particién del grafo. La sucesién de grafos G — U]_; K; tiene
cada vez menos vértices y, por lo tanto, el proceso termina en un nimero finito de
pasos, obteniendo como resultado una sucesion finita de nicleos.
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Finalizamos el capitulo con el siguiente resultado, que es consecuencia directa
del los Teoremas 1.20 y 1.23.

Corolario 1.24 Si G = (V, A) es un grafo dirigido aciclico, entonces tiene una
unica sucesion de nucleos.

Demostracion

Por el teorema de unicidad del ntcleo en grafos aciclicos sabemos que G tiene
un unico nucleo. A partir de él construimos la sucesién de ntcleos utilizando el
razonamiento del teorema previo y teniendo en cuenta que cada subgrafo obtenido
en el proceso es aciclico y, por ende, tiene un tnico nicleo.

\

U4 )5

A
\

Jd
U3 V2 .

Figura 1.7. Ejemplos de grafo con ciclos pares que presenta dos sucesiones de nicleos finitas

Si G es un grafo no aciclico puede ser que tenga més de una sucesion de
nicleos. En la Figura 1.7 puede verse un grafo dirigido que admite méas de una
sucesion de ntcleos. Mas concretamente, tiene dos sucesiones de nicleos que son
las dos siguientes:

Ko = {U17U3,U5} , Koo = {U27U4,U6}
K1 = {v1, 01,06} , K12 = {v2}, K13 = {vs, 05}

Los juegos combinatorios que veremos en el proximo capitulo se van a re-
presentar con grafos aciclicos y que, por lo tanto, tendran una tnica sucesién de
nucleos.
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. Qué es un juego combinatorio?

En esta seccién comenzamos con la definicién de juego combinatorio y de
su grafo de estados que, como veremos, es un grafo dirigido aciclico y, por tanto,
podemos aplicar los resultados del capitulo anterior en este contexto. También ve-
remos el Teorema de Zermelo, que garantiza la existencia de estrategias ganadoras
para estos juegos. Finalmente, introduciremos la funcién de Sprage-Grundy, muy
importante en la bisqueda de estrategias ganadoras.

2.1. Definicién

Los juegos combinatorios finitos se definen como aquellos que cumplen las
siguientes propiedades:
P1. Hay dos jugadores que alternan sus movimientos, llamaremos A (Alice) al
primero en jugar y B (Bob) al segundo.
P2. Hay un conjunto finito de posibles posiciones en el juego.
P3. Las reglas del juego especifican cuéles son los movimientos legales y son las
mismas para los dos jugadores (es lo que se llama un juego imparcial).
P4. El juego termina cuando un jugador no puede hacer un movimiento. Aqui
diferenciamos dos casos:

» Reglas normales: El dltimo jugador en mover gana.
» Reglas misere: El dltimo jugador en mover pierde.

P5. El juego termina en un numero finito de movimientos, independientemente de
las acciones de los jugadores.
P6. No se permiten movimientos al azar ni simultaneos ni escondidos.

Observacién 1: Como consecuencia de P4 y P5 se tiene que no hay empates, es
decir, la partida siempre finaliza y uno de los dos jugadores gana.
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Observacién 2: Las propiedades P2 y P6, que son condiciones de finitud, se pue-
den quitar, dando lugar a una familia mayor de juegos combinatorios en las que
puede haber partidas infinitamente largas y/o un nimero infinito de estados. No
obstante, este trabajo se centrara en los juegos finitos.

Observacién 3: La propiedad P3 se puede relajar y se puede permitir que las re-
glas del juego sean diferentes para cada jugador. Esto da lugar a los juegos no
simétricos o partisanos. Estos juegos se analizan con pequenas variaciones de las
herramientas que vamos a presentar en esta memoria. No obstante, en este trabajo
nos centraremos en los juegos simétricos.

2.2. Grafo de estados de un juego combinatorio

Dado un juego combinatorio finito, asociamos un grafo dirigido al juego sien-
do cada vértice del grafo una posicion o estado del juego y dos estados E; v Fs
estan conectados por un arco si desde la posicién E; un jugador puede pasar a
la posicién E con un solo movimiento. Con las reglas normales, el jugador que
esta en una posicion terminal en su turno, pierde. Por el contrario, con las reglas
misere, el jugador que en su turno esta en una posicion terminal, gana.

Proposicion 2.1 El grafo de estados de cualquier juego combinatorio finito es
aciclico.

Demostracion

En el grafo de estados, un ciclo representaria que en algiin momento del juego
es posible volver a una posiciéon por la ya se ha pasado, lo cual dard lugar a la
posibilidad de que el juego fuese infinito y esto contradice la propiedad P5.

Definicién 2.2 (Notacién) Denotaremos la posicion inicial del juego como xq y
las posiciones finales o terminales como xy,, Vi € {1,2, ..., k}, siendo k el nimero
de posiciones terminales del juego. Se observa que las posiciones finales se corres-
ponden exactamente con los vértices terminales del grafo de estados del juego.

2.3. Teorema de Zermelo

En esta seccién trataremos el Teorema de Zermelo (ver [11]), que afirma que
en cualquier juego combinatorio finito existe una estrategia ganadora. Llamaremos
estrategia ganadora a una secuencia de movimientos, de la cual dispone uno de los
jugadores, que le llevard a este a la victoria independientemente de lo que haga el
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otro jugador. Diremos que “A gana” (respectivamente, “que B gana”) si el primer
jugador (respectivamente el segundo) tiene una estrategia ganadora. Otro término
importante y que usaremos con frecuencia es el de posicion ganadora o sequra;
decimos que una posiciéon p es ganadora si al modificar el juego y cambiar la
posicién inicial a p, entonces en el nuevo juego B tiene una estrategia ganadora.
El término de posicion ganadora viene de que esta es un estado del juego al cual
se puede mover el jugador que tiene la estrategia ganadora para conservar esta
condicién. Veremos que el ntcleo del grafo de estados de un juego combinatorio
representa el conjunto de posiciones ganadoras del juego y, por lo tanto, A gana
si, y solo si, el estado inicial del juego no pertenece al nicleo del grafo de estados.
Luego, la estrategia ganadora, para el jugador que disponga de ella, consistira
en moverse a una posicion del nicleo, que contendra a los vértices terminales o
posiciones finales, en cada uno de sus movimientos.

Teorema 2.3 (Teorema de Zermelo) En cualquier juego combinatorio finito
uno de los dos jugadores posee una estrategia ganadora.

Demostraciéon

Con reglas normales:

Sea G = (V, A) el grafo de estados del juego y sean x,,zy,,...,xy las posiciones
terminales del juego. Por la Proposicién 2.1, tenemos que G es aciclico y por el
Teorema 1.20 tiene un tnico nicleo K. Ademas, al ser K un nicleo, debe contener
todos los vértices terminales de . Si al principio del juego A se encuentra en un
estado del juego no perteneciente al nicleo, debera efectuar el movimiento que lo
deje en una posicién o vértice del niicleo (esto es posible pues el niicleo es un con-
junto absorbente). En el siguiente turno, B, que se encuentra un estado del juego
que pertenece al nicleo, no tendra otra opcién que moverse a una posicién fuera
del nicleo (pues el niicleo es un conjunto independiente). Esta situacion se repetird
a lo largo del juego, por lo que B nunca tendra la posibilidad de moverse al ntcleo
(donde se encuentran la posiciones ganadoras o terminales) con un movimiento
suyo y serd A quien la tenga. Como el juego es finito, en algiin momento se llegara
a una posicion terminal, que serd A quien acceda a ella y, por lo tanto, ganara.
Por otro lado, si al principio de la partida A se encuentra en una posiciéon del
nicleo, no tendra otra opcidn que irse a una posicion que este fuera de este y en el
siguiente turno B podra acceder al niicleo con un movimiento, situacion que, como
en el caso anterior, se ira repitiendo hasta que finalice la partida, con victoria de B.

Con reglas misere:

Ahora, como G es aciclico, sabemos que H := G — {zp,,zp,,..., 25} es aciclico
y, por el Lema 1.6, que este nuevo grafo tiene vértices terminales, a los cuales
denotaremos como z. Estos vértices terminales de H estan conectados en G con
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algunos de los z, y solamente tienen a estos como sucesores. Es decir, el jugador
que se mueva a una posicién z; obligara al otro jugador a moverse a una posicion
terminal en Gy, por lo tanto, a perder. Hemos demostrado que el juego misere es
equivalente al juego normal con grafo de estados H. Entonces, la estrategia gana-
dora ahora consistira en moverse al nicleo del grafo H.

Corolario 2.4 Sea G = (V,A) el grafo de estados de un juego combinatorio
y consideramos K el unico nicleo de G y K' el unico nicleo de H = G —
{zp,xp,..., x5} Entonces:

. Con las reglas normales, A gana < xvo € K
» Con las reglas misére, A gana < xo & K’

Como consecuencia se tiene que todo juego misere es equivalente a uno con
reglas normales en el que ha modificado ligeramente el grafo de estados.

2.4. La funcién de Sprage-Grundy

Esta funcién fue introducida independientemente por R.P. Sprague y por
P.M. Grundy en dos articulos, [10] y [5], respectivamente, para el estudio de juegos
combinatorios con reglas normales. La funciéon Sprague-Grundy de un juego con
reglas normales y con grafo de estados G = (V, A), que denotamos como sg, es una
funcién definida en V' y tomando valores enteros no negativos de manera que:

sg(z) = min{n € N / n # sg(y),Vy € suc(z)}

Veamos que la funcion sg esta bien definida. Para ello, demostremos que todo
vértice del grafo tiene un valor sg; esto es, Vo € V,3dn € N tal que sg(z) =n

Como G es aciclico, por el Lema 1.6, tiene al menos un vértice terminal. A
estos vértices terminales se les asocia el valor sg igual a 0, ya que estos vértices
no tienen sucesores. A aquellos vértices que tengan como tnico sucesor uno de los
vértices terminales, se les asigna el valor sg igual a 1. Posteriormente, a aquellos
vértices cuyos sucesores ya tengan valor sg asignado, se les asocia el menor natural
que no haya sido a ninguno de sus sucesores. Asi, de forma recursiva se va asignan-
do un valor sg a cada vértice hasta que todo el conjunto de vértices tengan valor sg.

Nota: Es fundamental que el grafo de estados de los juegos combinatorios sea
aciclico para poder empezar a asignar valores sg a sus vértices terminales y, a par-
tir de ellos, al resto de vértices.
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U5(2) U4(O)

21(0)

vs(0) v2(1)

Figura 2.1. Ejemplo de asignacién de la funcién Sprague-Grundy a un grafo dirigido aciclico

En la Figura 2.1 empezamos asignando valor sg igual a 0 al unico vértice
terminal del grafo, v;. Posteriormente, asignamos valor sg igual a 1 su unico pre-
decesor, v9. Luego, nos fijamos en aquellos que tienen a v9 como Unico sucesor, que
son vz v vy v les asignamos el valor sg igual 0. Por tltimo a v5 le asignamos valor
sg igual 2, pues esta conectado con vértices que tiene valor sg igual a 0y 1, y el 2
es el menor natural aun no asignado a sus sucesores.

Como el grafo de estados de un juego combinatorio es aciclico, vimos en el
Corolario 1.24 que tiene una unica sucesion de ntcleos. En el siguiente resultado
vemos como la funciéon Sprague-Grundy esta estrechamente relacionada con la
sucesion de nicleos.

Proposicién 2.5 Sea G = (V, A) el grafo de estados de un juego combinatorio
finito y sea Ky, K1, Ko, ..., K, la unica sucesion de nicleos de G. Entonces, Vx € V
sg(x) =i e K;

Demostracion
Definimos Ay = {z € V' / sg(x) = 0} y veamos que es el tnico nicleo de G.

1. Independiente. Si sg(z) = 0, por la definicién de la funcién sg se tiene directa-
mente que v € suc(z) tal que sg(x) = 0.

2. Absorbente. Si v € V' y sg(v) # 0 (sg(v) > 0), por definicién de la funcion sg,
Jw € suc(v) tal que sg(w) = 0, esto es, w € Ay .

Por lo tanto, Ag es el inico nicleo de V. Luego, Ay = Ky

Siguiendo un argumento similar al anterior, veamos que, en general, A; =
{z €V / sg(x) =i} es el tnico nicleo de G — U;;%)K j, es decir, demostremos que
A; = K,. Para ello, supongamos por induccién que A; = K;,Vj < iy veamos que
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1. Independiente. Sea u € A; (sg(u) = i), por la definicién de la funcién sg,
Bv € suc(u) tal que sg(v) = i; esto es, Vv € suc(u),v € A;.

2. Absorbente. Sea z € V — U;;%K ; vy« & A;, por hipétesis de induccién, se tiene
que z € V — U._yA;. Por tanto, sg(z) € {0,1,2,...,i} y, por definicién de
funcién sg, Jv € suc(z) tal que sg(v) = i, es decir, v € A;.

Por lo tanto, A; es nucleo de G — Ué';lon Vi € {0,1,2,...,r}. Luego, A; = K;
(sg(z) =iz e K;)

Hemos visto que la estrategia ganadora de un juego combinatorio finito con-
siste en hacer un movimiento tal que el estado resultante del juego sea una posi-
cion del nicleo del grafo de estados. También hemos visto que los vértices de este
nicleo tienen valor Sprague-Grundy igual a cero. Por tanto, la estrategia ganadora
consiste en terminar después de cada movimiento en un vértice con valor Sprague-
Grundy igual a cero. Esto puede comprobarse facilmente al ver las condiciones
siguientes:

1. Si z es una posicién terminal, sg(z) = 0.
2. A la posicién x para el cual sg(z) = 0, todo seguidor y de z es tal que sg(y) # 0.
3. A la posicién x para el cual sg(x) # 0, existe al menos un seguidor y tal que

sg(y) = 0.

Como se puede observar, para determinar las posiciones seguras, basta con
saber si la funcién Sprague-Grundy vale cero o no. No obstante, la esta funcion
nos da una informacién maés fina, la cual explotaremos en el futuro cuando veamos
la suma de juegos.
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Algunos ejemplos de juegos combinatorios y
bisqueda de la estrategia ganadora

En este capitulo describiremos algunos ejemplos de juegos combinatorios, co-
mo son el NIM, el Chomp en grafos y juegos del tipo “poset games”, y buscaremos
una estrategia ganadora para ellos. Evidentemente, aplicaremos los conocimien-
tos presentados en los dos capitulos anteriores en la bisqueda y descripcién de
estrategias ganadoras para estos juegos combinatorios.

3.1. NIM

3.1.1. ;En qué consiste el NIM?

El NIM es un juego combinatorio de dos jugadores (A y B) en el que, sobre
la mesa, hay dos, tres o mas filas de palillos o fichas y en el que, por turnos, los
jugadores deben quitar tantos palillos como quieran de una fila que ellos escogen.
En cada turno se ha de retirar al menos un palillo. El objetivo del juego es quitar
el ultimo palillo de la mesa, dejandola “limpia”; es decir, dejar a tu oponente sin
movimientos posibles en el siguiente turno. Cabe recordar que este es un caso de
juego combinatorio con reglas normales. El estudio original del juego de NIM y la
descripcién de la estrategia ganadora se pueden encontrar en [3]. Nosotros estu-
diaremos aqui este mismo juego con las herramientas de los capitulos anteriores.

Figura 3.1. Ejemplo de una partida de NIM
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3.1.2. NIM con dos filas

Empezaremos analizando el caso en el que hay dos filas de fichas o palillos,
pues es el més simple y, de hecho, es un buen ejercicio para principiantes encontrar
la estrategia ganadora para este juego. Definimos NIM : N x N — {A B} donde
NIM(a,b) = A si A tiene la estrategia ganadora para el juego del NIM con a pa-
lillos en la primera fila y b palillos en la segunda. En caso contrario, NIM(a, b) = B.

En este caso, vamos a demostrar que ganara el primer jugador que tenga la
posibilidad de dejar a su oponente con el mismo ntimero de palillos en ambas filas;
es decir, ganara A si al principio de la partida las dos filas tienen distinto nimero
de palillos, y ganara B si al comienzo del juego ambas filas tienen igual niimero de
palillos. Esto se debe a lo siguiente: si el jugador A se encuentra con las dos filas
desiguales, siempre podra quitar en la fila mas numerosa los palillos suficientes para
igualar el nimero de palillos en las dos filas, dejandole a B la tnica posibilidad de
volver a desigualar las filas. Como A siempre se encuentra con un nimero desigual
de palillos en las dos filas, siempre podra jugar. No obstante, como el juego es
finito, en algiin momento B se encontrarda ambas filas con cero palillos y, por lo
tanto, perdera la partida. Concluimos este apartado con el siguiente teorema, del
cual hemos esbozado la demostracién, para el NIM con dos filas:

Teorema 3.1 Sean a,b € N, entonces:

A sia#b

NIM(a, b) = {B sta=1"b

3.1.3. NIM con n filas

En este apartado introduciremos un teorema que determinara qué jugador tie-
ne la estrategia ganadora en funcion de las condiciones iniciales del juego. Igual que
en el apartado anterior, definimos NIM : N* — {A, B} donde NIM(ay,...,a,) =
A si A tiene la estrategia ganadora para el juego del NIM con a; palillos en la
primera fila, as palillos en la segunda, ... y a,, palillos en la n-ésima fila. En caso
contrario, NIM(ay, ag, ..., a,) = B.

Para describir la estrategia ganadora, antes vamos a definir una nueva opera-
cion en los nimeros naturales, la suma NIM, que denotaremos con el simbolo .
Esta suma se realiza algoritmicamente a partir de la escritura binaria de los enteros
involucrados. Dado un nimero z € N, denotaremos por z = (b, ... bg)a si (bg ... bo)
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es la estructura binaria de z, es decir, si by, ..., by € {0,1} y 2 = >, b;2". Colo-
caremos los n nimeros alineados por columnas de derecha a izquierda. Posterior-
mente, sumaremos estos ntimeros por columnas con la suma en Zs, sin considerar
acarreos. Veamos un ejemplo de suma NIM:

Vamos a hacer la suma NIM de 6,9 y 15. Como se describié anteriormente,
escribimos estos nimeros en notacion binaria. Se tiene que 15 = (1 11 1)y, 9 =
(1001)2y6=(0110)s. Posteriormente, los colocamos ordenados y hacemos la
suma por columnas en Zs sin acarreos.

1111 —15
1001 —9
011 0—6
0000—=0

Por lo tanto, la suma NIM de 6, 9 y 15 vale cero.

Se observa que para dos nimeros naturales a y b la suma NIM vale cero si,
y solo si, a = b. Teniendo en cuenta esto, podemos reescribir el Teorema 3.1 de la
siguiente forma:

NIM(a,b) = B a@b=0

Ahora, describimos el grafo de estados para este juego combinatorio. Si te-
nemos un juego NIM con n filas (n € N) y sean ay,as,...,a, el nimero de pa-
lillos en cada una de las filas, el grafo de estados de este juego es G = (V, A),
donde V. = {(z1,...,2,) / 0 < 2y < a;}, A = {(21,...,2) (Y1, Yn) /
x; = y; Vi # j,y; < xz;}. Se observa que el grafo de estados tiene [[I_,(a; + 1)
vértices.

Como ya demostramos en el capitulo anterior, la estrategia ganadora, para el
jugador que disponga de ella, consiste en moverse a una posicion o estado perte-
neciente al nicleo del grafo de estados del juego combinatorio. Por lo tanto, lo que
necesitamos para encontrar la estrategia ganadora del NIM es describir el nicleo
de su grafo de estados.

Teorema 3.2 El nicleo del grafo de estados del NIM estd compuesto por aquellas
situaciones en las que la suma NIM del numero de palillos en cada una de las filas
es tgual a 0.

Demostraciéon
Veamos que el conjunto de vértices K = {(ay,a9,...,a,) €V [ a1 Bas®---Da, =
0} es un conjunto independiente y absorbente.
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= Independiente. Supongamos, por reduccion al absurdo, que desde una posicién
(ay,as,...,a,) € K existe un movimiento a una posicién (ai,as, ..., al) tam-
bién en K. Entonces, 3j € {1,2,...,n} tal que a; < a} y aj = a;, Vi # j.
Como a1 Das ® - PDa, =0 =0a,D -+ P a; @ --- B ay,, se tiene que
a169'--@a;@'--@an@al@ag@-u@an = 0. Entonces a;@aj =0y,
por lo tanto, a; = aj; lo cual es absurdo, ya que hemos considerado que eran
distintos.

s Absorbente. De no darse que la suma NIM sea cero, quitando palillos de una
fila elegida estratégicamente se puede conseguir que esto suceda. Veamos la
estrategia para elegir esa fila. Recorremos las columnas de izquierda a derecha
hasta encontrar en el resultado de la suma el primer 1, hecho que se produce
debido a que en la columna en cuestiéon hay un ntimero impar de unos. En esta
columna, elegimos una de la filas que tenga un 1 y cambiamos ese 1 por un 0,
obteniendo asi un nimero par de unos y, por ende, un 0 en esa columna del
resultado final. El resto de elementos de la fila elegida se irdn cambiando de
forma conveniente para que en todas las columnas restantes haya un nimero
par de unos. En las columnas que no se verifique esto, de haber un 0 en la
fila elegida, lo cambiaremos por un 1 y de haber 1, lo cambiaremos por un 0.
Esto siempre puede hacerse, ya que se hace al quitar un determinado niimero
positivo de palillos, lo cual es factible en cada turno.

Veamos un ejemplo de una partida de NIM que se encuentra en una situacion
con suma NIM distinto de cero y veamos qué fila seleccionar y cudl es el nimero
de palillos a eliminar de la misma, esto es, veamos un movimiento ganador para
este juego. Consideremos una partida de NIM con tres filas de 10, 17 y 21 palillos.
La suma NIM se efectia de la siguiente manera:

01010 —10
10001 — 17
10101 =21
01110—14

Buscamos de izquierda a derecha en el resultado final la primera columna con
un uno, que es la segunda columna. Vemos que de los sumandos de esta columna,
solo uno de ellos es un uno y los demas son cero, por tanto, modificaremos la fila en
la que se encuentra ese uno, que es la primera fila. Primero, en la segunda columna
cambiaremos el uno mencionado por un cero. Revisando el resto de columnas a
la derecha, vemos que en la tercera columna hay un 1 en el resultado final, por
lo que cambiaremos en la primera fila el cero de la tercera columna por un uno,
obteniendo un cero en el resultado final. En la cuarta columna vemos que también
hay un uno en el resultado final, por lo que cambiaremos en la primera fila el uno
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de la cuarta columna por un cero. Finalmente, como en la columna restante hay un
cero en el resultado final, dejamos ese columna como estaba. En definitiva, lo que
hemos hecho es cambiar el nimero (0 1 0 1 0); de la primera fila, por el nimero
(0010 0)y, que se traduce en pasar de tener en la primera fila 10 palillos a tener
4 palillos. Concluimos que la tnica estrategia ganadora en este estado del juego
consiste en quitar seis palillos de la primera fila.

El Teorema 3.2 se puede reescribir de la siguiente manera:
Teorema 3.3 Sea (ay,as,...,a,) € N". Entonces:

NIM(ay,a9,...,a,) =B < a1 ®as®---da, =0

Para acabar esta seccion, vamos a calcular explicitamente la funcién Sprague-
Grundy de este juego combinatorio.

Teorema 3.4 La funcion Sprage-Grundy para un juego NIM de n filas con un
nimero de palillos por fila ay,as, ..., a, es sg(a,as,...,a,) =a1 Bas® -+ D ay,

Demostracién
Para demostrar este resultado, usaremos los siguientes tres resultados que ya hemos
demostrado anteriormente:

(1) El Teorema 3.3. Es decir, NIM(ay, as,...,a,) =B < a; ®ay® -+ ®a, = 0.
Como ya sabemos que NIM(aq,as,...,a,) = B, que es equivalente a que se
cumpla que sg(ay, as, ..., a,) =0, se tiene que sg(ay,as,...,a,) = 0 si, y solo
si, a1 ®as®---Pa, =0.

(2) Si NIM esta en el estado (ay,as,...,a,), entonces tras un movimiento es-
tard en el estado (a},al,...,a),) donde 35 € {1,2,...,n} : a; = a, Vi €

r'n

{1,2,...,n} = {j} vy @} < aj.

3)Siz,beN,bpr=0&<b=x

Hacemos la demostracién por induccion.
Sia = ay = ... = a, = 0, entonces el resultado es claramente cierto porque
sg(ai,ag,...;a,) =0y a3 Bag®- - Da, =0.

Supongamos que el resultado es cierto para todo (a},al,...,a) tal que a, < a;
Vi e {1,2,...,n} v (ai,as,...,a,) # (a},a,,...,a,) y veamos que se cumple
también para (ai,ag,...,a,).

Caso 1. Sia; ®ay®---Da, = 0, entonces por (1) tenemos que sg(ay, as, ..., a,) =

O:afl@CLZ@"'@an
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Caso 2. Sia; ®ays @ -+ P a, = b # 0. Para demostrar que sg(ay,as,...,a,) =b
tenemos que ver que:

a) Después de cualquier movimiento la funcién Sprague-Grundy no va-
le b.

En efecto, supongamos por reduccion al absurdo que tras un movi-
miento la funcién Sprague-Grundy vale b. Entonces, 35 € {1,2,...,n}
tal que a; < a} y sg(as,...,d},...,a,) = b; pero, por hipétesis de
induccién sg(a, ..., a5, ...,a,) =a1 ® - D a; D D ay.

Como a; ®as ® --- D a, = b:al@---@ag@---@an, se tiene que
@@ 0a; D Da, arDagd - Da, = bDb = 0. Entonces
a; @ a; = 0y, por lo tanto, a; = aj; lo cual es absurdo, ya que hemos
considerado que eran distintos.

b) Si ¢ < b, existe un movimiento tal que la funcién Sprague-Grundy
vale ¢. Consideramos el juego NIM(aq, as, ..., a,,c), como a; & ay P
@ a, ®c=0bac#0 tenemos por (1) que NIM(ay,as,...,an,c) =
A. Entonces, existe un movimiento ganador para A. Hay dos opciones:
1) El movimiento es en una de las primeras n filas. Entonces, 3j €

{1,2,...,n} y aj < a; tal que NIM(ay,...,a},...,a,,c) = By,
por (3), tenemos que a; ® --- ® a; D - S a, ¢ = 0. Aplican-

do hipétesis de induccién, tenemos que a; @ ---a; & -+ D a, =
sg(ay, ..., a5 ... ,a,) = c.

2) El movimiento es en la tltima fila. Veamos que esto no es posible.
Si esto fuera posible, existiria d < ¢ tal que NIM(ay, as, . .., ap,d) =

B. Por (1), esto supone que a1 @ as B --- D a, Bd = 0y, por lo
tanto, a; ®as ®---Da, = b =d, lo cual es imposible ya d < ¢ < b.

3.2. Chomp en grafos

3.2.1. ;En qué consiste el Chomp?

El Chomp es un juego de dos jugadores que juegan sobre un grafo no dirigi-
do GG. Cada uno de ellos, en su correspondiente turno, debe quitar o bien una arista
o bien un vértice junto con todas sus aristas adyacentes. El objetivo final del juego
es ser el jugador que quite el tltimo vértice del grafo, dejando asi a su rival sin
movimientos posibles (reglas normales). Hasta ahora no se conoce una estrategia
general para ganar en este juego. Sin embargo, si son conocidos resultados que
determinan el ganador y la estrategia que debe seguir para ganar la partida en
el caso de grafos bipartitos, cuya definicion vemos inmediatamente. El estudio del
Chomp en grafos bipartitos se puede encontrar en [6].
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3.2.2. Estrategia ganadora para grafos bipartitos

En este juego vamos a trabajar con grafos no dirigidos, que son grafos G =
(V,E), donde V' es un conjunto de vértices y £ = {{u,v} / u,v € V} es un
conjunto de aristas.

Definicién 3.5 Un grafo se dice bipartito si existe una particion del conjunto
vértices en dos subconjuntos U y W, de tal forma que si {u,v} € E, entonces
uvelUyveW.

Vemos un ejemplo de este tipo de grafos en la Figura 3.2.

Figura 3.2. Ejemplo de grafo bipartito. Los conjuntos U y W de la particiéon estdn formados por los
vértices azul y rojo, respectivamente

Como ya vimos en el Capitulo 2, la estrategia ganadora de un juego combi-
natorio, como el que estamos tratando, consiste en moverse a las posiciones del
nucleo del grafo de estados del juego. Por lo tanto, para definir la estrategia ga-
nadora, en primer lugar, debemos describir el grafo de estados de nuestro juego vy,
posteriormente, su ntcleo.

Para describir el grafo de estados del Chomp en un grafo G, debemos tener
en cuenta que al hacer un movimiento legal (quitar un vértice o una arista), lo que
hacemos es pasar de un subgrafo de GG a otro diferente. Por tanto, los estados del
juego son cada uno de los posibles subgrafos de G. Luego, dado un grafo bipartito
G = (V, E), el grafo de estados del Chomp en G es G, = (V,, A.), donde V, = {G
/ G’ es un subgrafo de G} y A, = {(G, G}) / podemos pasar de G a G, quitando
un vértice o una arista}.

Para dar una idea del tamano del grafo de estados de este juego, si G es el
grafo completo con n vértices (es decir, cada par de vértices estan conectados con
una arista), entonces el grafo de estados tiene tantos vértices como subgrafos tiene

G, que en este caso es > o (" 2(2) una cantidad exponencial en n.
» 4 1=0 \¢ )

Antes de enunciar el principal resultado de este apartado, en el que se describe
el nicleo del grafo de estados de este juego y, por tanto, la estrategia ganadora,
enunciaremos unos resultados previos que nos serviran para su demostracion.
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Teorema 3.6 (Teorema de los apretones de manos) Dado un grafo G = (V, E)
con m aristas, se tiene Y, . deg(u) = 2m. Ademds, si G es bipartito y U y W
son los subconjuntos de vértices que constituyen la particion del grafo, se verifica

que ey deg() = 3, cyp deg(u) = m,

Demostracion

Esta claro que sumar los grados de los vértices es sumar las aristas con las que
estan conectados cada uno de ellos y que cada arista se cuenta dos veces (una por
cada vértice). Luego, esa suma es el doble del niimero de aristas. En el caso de que
G fuese bipartito, como todas las aristas del grafo conectan un vértice de U con
uno de W y viceversa, se tiene que el nimero de aristas conectadas con vértices
de U es m y el nimero de aristas conectadas con vértices de W es m; es decir,

Y uer deg(u) = 32 oy deg(u) = m.

Proposicién 3.7 (Corolario de los apretones de manos) Sea G = (V, A) un
grafo con un numero impar de vértices, entonces existe un vértice de grado par.

Demostracion

Sea V' = {uy,us,...,u,} el conjunto de vértices de G siendon =2k+1con k € N
y m el nimero de aristas de G. Por el Teorema 3.6 sabemos que ) deg(u) =
> deg(u;) = 2m. Ahora, supongamos por reduccién al absurdo que todos los
vértices son de grado impar, es decir, deg(u;) = 2k; +1,Vi € {1,2.,...,n}. Enton-
ces, > ey deg(u) = deg(uy) +deg(ug) +- - -+deg(u,) = (2k; +1)+ 2k +1) +-- -+
(2kn+1) =2(k1+ko+- - +kp)+1(2k+1) = 2(ky + ko +- -+ k,+h)+1=2m  #
Llegamos a un absurdo y, por lo tanto, a la conclusion de que debe haber, al menos,
un vértice de grado par.

Lema 3.8 Sea G = (V, E) un grafo bipartito con un nimero impar de vértices y
de aristas, entonces existe un vértice de grado impar.

Demostracion

Sea m el nimero de aristas del grafo y supongamos por reduccion al absurdo que
todos los vértices son de grado par. Como G es bipartito, existen dos subconjuntos
de vértices, U y W, tales que UUW =V, UNW = 0y si {u,v} € E entonces
uvelUyveW

De la hipétesis de que G es bipartito, por el Teorema 3.6, tenemos que

Y owey deg(u) =57, oy deg(u) + > o deg(u) = 2m = Y, -, deg(u) = m, lo cual
es absurdo, pues por hipdtesis tenemos que m es impar y hemos supuesto que
todos los vértices son de grado par.

Luego, debe haber, al menos, un vértice de grado impar.
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Ahora ya podemos describir qué jugador tiene una estrategia ganadora en el
juego de Chomp en un grafo bipartito. Denotaremos Chomp(G) = A si el juga-
dor que empieza tiene una estrategia ganadora y Chomp(G) = B en caso contrario.

Teorema 3.9 Sea G = (V, E) un grafo bipartito, el nicleo del grafo de estados
del Chomp en G estd formado por todos los subgrafos de G que tienen un nimero
par de vértices y de aristas.

Demostracion
Veamos que el conjunto

K ={G" | G' es un subgrafo de G con un nimero par de vertices y aristas}

es el unico nucleo del grafo de estados del Chomp en G; es decir, veamos que es
un conjunto independiente y absorbente.

Independiente. Si nos encontramos en un estado del juego en el que el nimero
de vértices y de aristas son pares, cualquiera que sea nuestro movimiento legal
elegido nos lleva a romper esta paridad y, por lo tanto, a movernos a un estado
que no esta en el conjunto K.

Absorbente. Supongamos ahora que nos encontramos en un estado G’ con n’ vérti-
ces y m’ aristas y que no pertenece a K. Veamos que desde G’ es posible efectuar un
movimiento que lleve a un estado perteneciente a K. Hay tres situaciones posibles:

1. n/ impar y m' impar:
Por el Lema 3.8, sabemos que en el grafo existe, al menos, un vértice de gra-
do impar. Eliminando uno de estos vértices, estariamos quitando ademas un
nimero impar de aristas, quedando, por tanto, un niimero par de vértices y un
nimero par de aristas.

2. n/ par y m/ impar:
Eliminando una arista pasamos a un estado con un nimero par de vértices y
aristas.

3. n’ impar y m/ par:
Por la Proposicion 3.7, como el nimero de vértices es impar, entonces ha de
existir al menos un vértice de grado par. Quitando uno de esos vértices, es-
tariamos eliminando un ntimero par de aristas y, por lo tanto, pasariamos a un
estado con un numero par de vértices y un numero par de aristas.

Finalmente, damos la estrategia ganadora en el siguiente Teorema, que es
consecuencia directa del Teorema 3.9 y el Corolario 2.4.
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Teorema 3.10 Sea G = (V| E) un grafo bipartito con n vértices y m aristas.
Entonces:

A, si n impar 6 m impar

B, st n par y m par

Chomp(G) = {

En la Figura 3.3 vemos un grafo bipartito con 5 vértices y 5 aristas. Por
el Teorema 3.10, sabemos que A tiene la estrategia ganadora, la cual consistira
en eliminar un vértice de grado impar. Luego, las estrategias ganadoras para el
jugador A son: eliminar el vértice v, 6 eliminar el vértice vs.

2 4

Figura 3.3. Ejemplo de Chomp en un grafo bipartito

Es un hecho sorprendente que decidir la estrategia ganadora en el juego de
Chomp en el caso particular de un grafo bipartito solo depende del ntimero de
vértices y aristas y no de la estructura del grafo.

Como ya mencionamos anteriormente, para el caso del Chomp sobre grafos
no bipartitos no se conoce una estrategia ganadora. Para ver en cada turno qué
movimientos son ganadores, tendriamos que simular todas las posibles jugadas del
juego y ver qué camino nos lleva a la victoria. Al final de esta memoria, propondre-
mos un cédigo de programaciéon en lenguaje C para simular una partida de Chomp
en cualquier tipo de grafo, en la que el programa sugiera al jugador un movimiento
ganador si existiese un movimiento asi. La idea es que el programa simula todas las
posibles jugadas del juego y reconoce qué jugadas son buenas para el jugador que
tiene que jugar, esto es, aquellas jugadas que dejan a su rival sin buenas opciones
en el siguiente turno.
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3.2.3. Funcién Sprague-Grundy para el juego de Chomp

En funcion de la paridad del nimero de vértices y del nimero de aristas,
el valor de la funcién Sprage-Grundy en cada caso aparece reflejado en el Teore-
ma 3.11.

Teorema 3.11 Sea G = (V, E) un grafo bipartito con n vértices y m aristas. FEl
valor de la funcion Sprague-Grundy del Chomp en G en funcion den y m se recoge
en la siguiente tabla:

n \ m|par{impar|
par o 2
impar| 1| 8

Demostracién

Procedamos a demostrarlo por induccién sobre el par de valores (n, m). Claramente
para el caso (n,m) = (0,0) se cumple. Ahora, supongamos el resultado cierto para
cualquier grafo bipartito con n’ < n vértices y m’ < m aristas y (n’,m’) # (n,m)
y veamos que se cumple para G.

Veamos cada uno de los casos:

1. n par y m par
Esta es la posicién segura del juego (ya se demostré anteriormente) y estd,
por lo tanto, en el nicleo del grafo. Luego la funcion Sprage-Grundy en esta
situacién del juego vale 0 (ver Proposicién 2.5).

2. n impar y m par.

» Desde esta posicién podemos eliminar un vértice de grado par (Lema 3.7),
dejando asi un nimero par de vértices y de aristas; es decir, una situacién
cuyo valor Sprage-Grundy vale 0.

= No podemos pasar a una posicién con valor sg igual a 1, ya que estas po-
siciones son aquellas en las que n’ es impar y m’ es par, igual que la que
estamos estudiando, por lo que quitando un vértice o una arista pasamos a
situaciones diferentes a esta.

Como esta situacion tiene sucesores con valor Sprague-Grundy igual a 0 y no

se puede pasar a una con valor 1, tiene valor Sprague-Grundy igual 1.

3. n par y m impar
= Desde esta posicion podemos eliminar una arista, dejando asi un niimero
par de vértices y aristas, situacién que recibe el valor sg igual 0.
= También podemos eliminar un vértice de grado impar (Lema 3.8), dejan-
do asi un nimero impar de vértices y un nimero par de aristas, situacion
etiquetada en el subgrafo resultante con el valor sg igual a 1.
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= No podemos pasar a una posicién con valor sg igual a 2, ya que es una
posicién con n’ par y m’ impar, igual a la que estamos estudiando.

Como esta situacion tiene sucesores con valores Sprague-Grundy 0 y 1 y desde

esta no se puede pasar a una situacion con valor 2, esta tiene valor Sprague-

Grundy igual a 2

4. n impar y m impar

Desde esta posicién tenemos garantizada la existencia de tres movimientos:

» Eliminar un vértice de grado impar (Lema 3.8), dejando asi un nimero par
de vértices y de aristas, situacién que recibe el valor sg igual a 0.

= Eliminar una arista, dejando asi un nimero impar de vértices y un nimero
par de aristas, situacion que catalogada en el subgrafo resultante con el valor
sg igual a 1.

» Eliminar un vértice de grado par (Proposicién 3.7), dejando asi un nimero
par de vértices y un nimero impar de aristas, situacion etiquetada en el
subgrafo resultante con el valor sg igual a 2.

Como los seguidores de esta situacion ya reciben los valores sg 0, 1 y 2, la

situacién "n y m impares”debe tener el valor Sprague-Grundy igual a 3.

3.3. Poset games

3.3.1. Introduccion

Un conjunto parcialmente ordenado (también llamdo poset) formaliza el con-
cepto intuitivo de un orden, secuencia o disposicion de los elementos de un conjun-
to. Un poset consiste en un conjunto junto con una relacion binaria que indica que,
para ciertos pares de elementos del conjunto, uno de los elementos precede al otro
en el orden. La relacién en si misma se llama “orden parcial”. La palabra parcial en
los nombres “orden parcial” y “conjunto parcialmente ordenado” se utiliza como
una indicacién de que no todos los pares de elementos deben ser comparables. Es
decir, puede haber pares de elementos para los cuales ninguno de los elementos
precede al otro en el poset. Formalmente, un orden parcial es cualquier relacion
binaria que es reflexiva (cada elemento es comparable a si mismo), antisimétrica
(no hay dos elementos diferentes que se precedan entre si) y transitiva (el inicio
de una cadena de relaciones de precedencia debe preceder al final de la cadena).

Los poset se representan mediante su diagrama de Hasse. Un diagrama de
Hasse es una representacién grafica simplificada de un conjunto parcialmente or-
denado finito. Esto se consigue eliminando informacién redundante. Para ello se
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dibuja una arista ascendente entre dos elementos solo si uno sigue a otro sin ha-
ber otros elementos intermedios. Més adelante, cuando veamos el desarrollo de
los poset games, veremos algunos ejemplos de estos juegos y sus correspondientes
diagramas de Hasse.

3.3.2. Desarrollo del juego

En la teoria de juegos combinatorios, los juegos poset son juegos matemati-
cos de estrategia, que generalizan muchos juegos conocidos como NIM y Chomp.
En tales juegos, dos jugadores comienzan con un poset y se turnan para elegir un
punto en el poset, eliminarlo y todos los puntos que son mayores.

Dado un conjunto parcialmente ordenado (P, <), denotamos como P, = P —
{a|z = a} el poset obtenido por la eliminaciéon de x en P. Un juego poset entre
dos jugadores, A y B, es el siguiente:

= A elige un punto z € P; reemplazando asi P por P, y luego le pasa el turno a
B, que juega en P, y luego le pasa el turno a A.

= Con las reglas normales, pierde el jugador que “come” el ultimo punto, mientras
que con las reglas misere un jugador pierde si en su turno ya no hay puntos
para elegir.

—

Figura 3.4. Ejemplo de poset game y movimiento

Para verificar que el NIM y el Chomp en grafos son poset games propongamos
el poset en ambos casos.

= NIM. El poset del NIM jugado con n filas de ay,as,...,a, palillos es el par
(Pnia, =), donde Py = {(i,7) /0<i<n, 0<j<a}y(i,j) 2 (7, 5)sly
solosi, i =14y 7 < j'. El elemento (7, j) € Py representa el palillo j-ésimo en
la i-ésima fila. Por lo tanto, consiste en n cadenas de longitudes aq, as, ..., a,.
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Se ve claramente que si eliminamos el palillo (7, j) también quitamos todos los
palillos de la fila i-esima que estan en las posiciones k£ > j. En la Figura 3.5
vemos el diagrama de Hasse del poset para el caso particular de NIM con tres
filas, una con tres palillos, una con dos y la otra con cuatro.

{3,4)
(1,3) 13,3)
{1,2) {2,2) 3,2)
(1,1) (2,1) 3,1

Figura 3.5. Diagrama de Hasse de NIM(3,2,4)

= Chomp. El poset del Chomp jugado en un grafo G = (V,FE) es un par
(Pehomps =), donde Pepompy = VU E y v; < e si, y solo si, el vértice v; € V
estd conectado con la arista e; € E. En el poset de este juego vemos claramente
que al eliminar un vértice, eliminamos también todas las aristas conectadas con
el vértice eliminado. En la Figura 3.6 vemos el diagrama de Hasse del poset
para el Chomp sobre el grafo de la Figura 3.3.

’Ul ’02 ’03 ’04 ’05

Figura 3.6. Diagrama de Hasse del poset del Chomp sobre el grafo de la Figura 3.3.

En general no se conoce una descripcion de una estrategia general que funcio-
ne para todos los poset games. De hecho, en el caso particular de Chomp en grafos
no se conoce una estrategia ganadora cuando el grafo en cuestion no es bipartito.



3.3 Poset games 33

3.3.3. Poset finitos con un maximo

Como caso particular y curioso dentro de los poset games, estan los poset
finitos con un maximo y reglas tanto normales como misere.

Definicién 3.12 Dado un poset (P, <), un mdximo es un elemento M € P tal
que para todo x € P se verifica que x < M.

Cuando (P, <) un maximo, veamos que siempre gana A.

Teorema 3.13 Si (P, <) es un poset finito con un mdzimo M y al menos dos

vértices, entonces el jugador A tiene una estrategia ganadora para el poset game
en P.

Demostracion

Supongamos por reduccién al absurdo que A no tiene una estrategia ganadora,
entonces es B quien la tiene. Por tanto, sea cual sea el movimiento de A, lo que
queda no es una posicion ganadora. Digamos que A juega el méximo M, sien-
do el poset restante Pyy = P — {M} = P’. Ahora, como B tiene una estrategia
ganadora, existe un movimiento ganador, digamos que jugar x € P’. Entonces,
P, =P —{y € P |y >z} es una posicién segura. No obstante, se observa que
que P, = P, porque P' = P — {M} y M es el maximo, por tanto, M > z. Como
consecuencia, se tiene que si el jugador A hubiese jugado x, estaria en una posicion
segura y, por tanto, seria A quien tiene una estrategia ganadora, lo cual es absurdo.

Esta demostracién no es constructiva y usa la técnica del robo de estrategia
(strategy stealing en inglés). Si bien la prueba demuestra que A tiene una estrategia
ganadora, no dice cudl es ni como llegar a ella.

El juego de la tableta de chocolate

Un ejemplo famoso de poset game finito con un maximo y reglas misere es el
llamado juego de la tableta de chocolate. Este juego se desarrolla en una tableta
de chocolate rectangular con a cuadrados de alto y b cuadrados de ancho, los juga-
dores se suceden comiendo en la tableta y pierde el jugador que se como el iltimo
cuadrado (usualemente se dice que este cuadrado esta envenenado). Cuando un
jugador “muerde” un cuadradito, se come todos los cuadraditos que estan en filas
superiores y en la misma columna o en columnas a la derecha del cuadradito mor-

dido.

Sea a el numero de filas de la tableta de chocolate y b el niimero de columnas
de esta, el poset de este juego es el siguiente:
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&

Figura 3.7. Representacion gréfica del juego de la tableta de chocolate

(1,1)

P={(z,y) /1<2<al<y<b};(zy) <(@y) v, y<y

Se puede observar que (1, 1) es el minimo y (a, b) el méximo y por el Teorema
3.13, el jugador que empieza tiene una estrategia ganadora. No es dificil descubrir
esta estrategia cuando b = 2 o cuando a = b; no obstante, este problema esta
abierto en general. En particular, no se conoce una descripciéon del movimiento
ganador cuando b =3y a € N.

Como curiosidad, la estrategia ganadora para el caso en el que a = b consiste
en comer el cuadradito (2,2), dejando asi la tableta en forma de “L” simétrica
(en cada lado hay el mismo niimero de cuadrados) y, posteriormente, se basard en
“Imitar” los movimientos de B; es decir, si B elimina el cuadradito (x,1), A debe
eliminar el cuadradito (1, x). Por su parte, para el caso en el que b = 2, al principio
A debe comer el maximo del poset y, posteriormente, ir dejando una fila con un
cuadradito més que la otra.
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Suma de juegos combinatorios

Con varios juegos combinatorios con reglas normales se puede formar un
nuevo juego combinatorio al que llamaremos suma de juegos. Dadas posiciones
iniciales en cada uno de los juegos, los jugadores alternan movimientos, los cuales
consisten en seleccionar cualquiera de los juegos y hacer un movimiento legal solo
en el juego escogido. El juego contintia hasta que todos los juegos alcanzan una
posicién terminal. Gana el jugador que hace el tltimo movimiento.

Cuando todos los juegos involucrados son finitos, el denominado Teorema de
Sprague-Grundy da una bonita solucién al problema de determinar qué jugador
tiene una estrategia ganadora. Esta solucién se basa en el valor de la funcion
Sprague-Grundy de cada uno de los juegos involucrados y estd profundamente
inspirada en la solucion del juego de NIM que presentamos en Teorema 3.4.

4.1. Grafo de estados para la suma de juegos

Supongamos que tenemos n juegos combinatorios finitos con reglas norma-
les y que llamamos Jy,...,J,. Sea G; = (X;, A;) el grafo de estados de J; para

todo i € {1,...,n}. Sea J = J; + --- + J, el juego suma, vamos a describir el
grafo G = (X, A) de J, que denotaremos por G = G + -+ + G,. El conjunto
X de vértices es el producto cartesiano X = X; x ... x X,,. Para los vértices

= (1,..., %),y = (Y1,...,yn) € X, se tiene que (x,y) € A siy solo si existe
un k € {1,...,n} tal que (xy,yx) € Ar x; = y; para todo i # k.

Si y; es la posicién inicial del juego J;, entonces (yi,...,y,) es la posicién
inicial de la suma de juegos. De igual forma, si Fi, ..., F}, son los estados finales de
cada uno de los juegos, el conjunto de estados finales del juego suma es el producto
cartesiano de estos, es decir, F} X ... X F},.
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Dado que el grafo de estados G; de cada juego combinatorio es finito, en-
tonces el grafo de estados de la suma G también es finito. El nimero maximo de
movimientos desde un estado z = (z1,...,z,) es la suma del maximo nimero de
movimientos en cada uno de los juegos.

4.2. El teorema de Sprage-Grundy

Sean J; y Jo dos juegos combinatorios finitos y sea J = J; 4+ J5 la suma de
estos dos juegos. La siguiente tabla resume quién tiene estrategia ganadora en J

Ji1 \ Jo| gana A|gana B
gana Al|depende|gana A
gana B| gana A|gana B

Se puede dar una prueba directa de lo expuesto en esta tabla, no obstante,
en esta memoria obtendremos esto como consecuencia del Teorema 4.1.

Como se puede observar en la tabla, cuando A gana tanto en J; como en Js,
pueden darse las dos opciones para J = J; + J,. El Teorema de Sprague-Grundy
da una solucién elegante a determinar quién gana en este caso. Este resultado se
basa en el estudio de la funcién de Sprague-Grundy que recordemos que no solo
determina qué jugador gana el juego, si no que da una informacién mas precisa:
vale 0 si gana B o un valor diferente de 0 si gana A.

Ahora ya podemos enunciar y demostrar el Teorema de Sprague-Grundy.

Teorema 4.1 (Teorema de Sprague-Grungy) Sean J; y Jo dos juegos combi-
natorios con reglas mnormales y x1 y xo los respectivos estados de los juegos Jy y
Jo. Entonces, para la suma de juegos: sg(xy,x2) = sg(x1) ® sg(z2)

Demostracion

Sean sg(z1) = a, sg(x2) = by sg(x1) & sg(xe) = a B b = ¢, queremos ver que
sg(z1,x9) = c. Para ello, utilizaremos el método de induccién y probaremos las
dos propiedades siguientes:

1. Vd < ¢, 32’ seguidor de x = (x1,x9) tal que sg(z') = d
2. No existe ningtn seguidor 2’ de z tal que sg(z’) = ¢

Veamos que la propiedad se cumple para xy = (x19,Z20) una posicién final
de Ji + J5 y, por tanto, siendo x19 v x99 las posiciones terminales de los juegos
1 y 2 respectivamente. Obviamente, sg(z19) = sg(x2) = 0. Ademds, como en
ambos juegos ya no hay movimientos posibles y nos encontramos, por tanto, en
una posicién terminal de J; + Jo, entonces sg(z19, T20) = $9(x10) @ sg(x2) = 0.
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Ahora, supongamos cierta la igualdad para cualquier 2/ = (2}, z}) seguidor de
x = (x1,79) € X y veamos que se cumple para (x1,xs); es decir, veamos que x
satisface las propiedades 1 y 2.

(1) Sea e = c@® d y sea k el numero de digitos de la expresién binaria de e; es-
to es, 2871 < 2% entonces e tiene un 1 en la posicién k (desde la derecha).
Ya que d < ¢, c tiene un 1 en la posicién k y d tiene un 0 ahi. Puesto que
c = sg(x1) & sg(xs), existe un x; tal que su expresion binaria tiene un 1 en
la posicién k. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢ = 1. Entonces
e ® sg(r1) < sg(xq). Por lo tanto, existe un movimiento de x; a algin zj, con
sg(z}) = e® sg(x1). Entonces, el movimiento de x = (x1,25) a 2’ = (2], z2) es
legal y utilizando la hipétesis de induccién tenemos:
sg(a') = sg(a), 1) = sg(x]) ® sg(x2) = e ® sg(a1) ® sg(x2) = e® e =d

(2) Supongamos por reduccién al absurdo que existe un z’ tal que sg(z’) = ¢. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que este sucesor afecta al primer juego;
esto es, ' = (7, x2) siendo 7 sucesor de z;. Ahora, utilizando la hipdtesis
de induccién, ¢ = sg(z),z2) = sg(x]) ® sg(z2) = sg(x1) & sg(x2), entonces
sg(z}) = sg(x1). Esto es absurdo, ya que z; no puede tener el mismo valor sg
que un sucesor.

Figura 4.1. Suma de juegos del Chomp de la Figura 3.3 y un NIM(3,2).

Ahora veremos un ejemplo de suma de juegos combinatorios, determinaremos
qué jugador tiene la estrategia ganadora y diremos cudles son los movimientos
ganadores. Consideremos la suma de juegos de la Figura 4.1. Lo primero que
tenemos que hacer es calcular el valor de la funcién Sprague-Grundy para ambos
juegos por separado. Para el NIM, se demostré en el Teorema 3.4 que el valor sg
es la suma NIM del nimero de palillos en cada una de las filas; por tanto, el valor
sg del NIM(3,2) es sg(3,2) = 3@ 2 = 1. Por su parte, en el otro juego tenemos
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un Chomp con 5 vértices y 5 aristas, es decir, con un nimero impar de vértices y
de aristas, estado para el cudl se demostré en el Teorema 3.11 que tiene valor sg
igual 3. Ahora que ya tenemos el valor de la funcién de Sprague-Grundy de ambos
juegos, para obtener el valor sg de la suma de juegos, por el Teorema 4.1, hacemos
la suma NIM de los valores anteriores:

11— 3
01 —1
10—2

Vemos que la suma de los juegos mencionados tiene valor sg distinto de cero.
Por lo tanto, el jugador A tiene la estrategia ganadora, que consistira en hacer
un movimiento que deje el valor sg de la suma igual a 0. Para ello, al igual que
haciamos para buscar la estrategia ganadora del NIM en general, localizamos el
primer uno en el resultado final de izquierda a derecha. Este se corresponde a la
primera columna, en la que hay un uno, procedente del valor sg del Chomp, y un
cero, procedente del valor sg del NIM. Por lo tanto, para obtener un cero en el
resultado final, debemos transformar el uno de esa columna en un cero, lo cual
supone cambiar el valor sg del Chomp a 1, que, por el Teorema 3.11, sabemos que
esto se corresponde con una situacién en la que el niimero de vértices es impar y
el nimero de aristas es par. Como estamos en una situacién en la que el nimero
de vértices y de aristas son impares, la estrategia ganadora es eliminar una arista
cualquiera. Luego, los movimientos ganadores para el jugador A en la suma del
NIM(3,2) y el Chomp de la Figura 3.3 deben efectuarse en el juego del Chomp y
son: eliminar la arista ey, eliminar la arista e, ... y eliminar la arista es.

Ahora vamos a ver que el resultado anterior se generaliza de forma natural
para la suma n juegos combinatorios. En efecto, sean Jy, Js, ..., J, n juegos combi-
natorios y x1, T, ..., T, las respectivas situaciones (vértices del grafo de estados) en
cada uno de los juegos. Entonces, la funcion sg de la suma de juegos J; + ... + J,
es:

sg(z) = sg(x1, xa, ..., x,) = sg(x1) ® sg(x2) ® ... ® sg(z,)

Este resultado se obtiene directamente por induccién; en efecto, en el Teorema
4.1 estudiamos el problema para n = 2 y, para valores mayores, basta con observar
que el juego Jy + - - - + J, es el mismo que ((J; + J3) + J3) + -+ + Jy..
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Complejidad

Los juegos proporcionan muchos ejemplos de problemas que, aunque en teoria
son resolubles, parecen estar mas alla de los limites de la computacion practica.
Por ejemplo, determinar si un jugador esta ganando una partida de ajedrez y qué
estrategia debe seguir para acabar ganando, es un problema que aunque a priori
puede llegar a ser resuelto por un ordenador, llevaria una cantidad de tiempo as-
tronomica. En términos de complejidad computacional, uno sospecha que los juegos
combinatorios son intrinsecamente dificiles y se desea obtener resultados tedricos
que confirmen esta sospecha. Comparado a la abundancia de juegos que parecen
ser dificiles, los resultados en esta direccién hasta ahora son bastante escasos.

5.1. Clases de complejidad

Definicién 5.1 Una clase de complejidad es el conjunto de los problemas de de-
cision (aquellos donde la respuesta es si 6 no) que pueden ser resueltos por una
maquina M utilizando una cota superior asintdtica O(f(n)) del recurso R, donde
n es el tamano de la entrada. El recurso R suele ser generalmente el tiempo de
computacion o el tamano de memoria necesario.

5.1.1. Clasificacién de las clases de complejidad

No es un objetivo de este trabajo el de adentrarse formalmente en la Teoria
de la Complejidad, sino introducir las clases de complejidad que nos haran fal-
ta en el desarrollo de este capitulo. Para un estudio en profundidad de la Teoria
de Complejidad por medio del concepto de maquina de Turing, ver por ejemplo [7].

En nuestro contexto de teoria combinatoria de juegos, vamos a tratar el pro-
blema de decision siguiente: dado un juego combinatorio finito jtiene el jugador A
una estrategia ganadora? Y la entrada seran las especificaciones del juego.
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Considerando la Teoria de la Complejidad Computacional, las clases de los
problemas de decisiéon que vamos a trabajar en esta memoria son:

1. P. Contiene aquellos problemas de decisiéon que se pueden resolver en tiempo
polinémico en el tamano de la entrada del algoritmo. Los problemas de com-
plejidad polinémica son tratables, es decir, en la practica se pueden resolver en
un tiempo razonable y suelen denominarse problemas faciles.

2. PSPACE. Contiene aquellos problemas de decisién que pueden ser resueltos
haciendo uso de una cantidad polinomial de memoria y en un tiempo ilimitado.

Claramente P C PSPACE, ya que en un tiempo polinomial no se puede usar
mas que una cantidad polinomial de memoria. Si bien estas dos clases parecen
bien diferentes, sigue siendo un problema abierto el determinar si estas dos clases
son iguales o no. En el siguiente esquema (ver Figura 5.1) se presentan estas
y otras clases de complejidad ordenadas por contencion; los interrogantes en la
figura indican que no se ha demostrado que las clases sean distintas ni iguales. No
obstante, se sabe que son estrictos NL. C PSPACE C EXPSPACE.

EXPSPACE
2
EXPTIME
va

PSPACE

Figura 5.1. Principales clases de complejidad ordenadas por contencién

Dentro de cada clase de complejidad existe una serie de problemas que los son
mas dificiles de la clase. A estos problemas se les llama completos. Por ejemplo, a
los problemas PSPACE mas dificles de la clase se les llama PSPACE-completos.

5.2. Complejidad de juegos combinatorios

En el Teorema 3.3 vimos cémo se puede decidir quién gana NIM(a4, ..., a,),
haciendo la suma NIM de a4, ..., a,. Es facil comprobar cémo esta suma se puede
hacer en tiempo polinomial. Como consecuencia se tiene que:

Proposicion 5.2. El problema de decision de determinar qué jugador tiene una
estrategia ganadora en NIM(aq, ..., a,) estd en la clase de complejidad P

También vimos en el Teorema 3.10 como se puede decidir qué jugador gana
en el juego de Chomp con un grafo bipartito solo mirando la paridad del ntimero
de vértices y de aristas del grafo en cuestién.
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Proposicion 5.3. El problema de decision de determinar qué jugador tiene una
estrategia ganadora en el juego de Chomp en un grafo bipartito estd en la clase de
complejidad P

En esta secciéon veremos cémo todos los juegos expuestos (y alguno mas)
estan en la clase mas general PSPACE vy, en particular, que hay algunos que son
PSPACE-completos. Los resultados a continuacién estdn extraidos de [9].

5.2.1. Juego de las férmulas booleanas

Definicién 5.4 En logica booleana, una formula esta en forma normal conjuntiva
(ENC) si corresponde a una conjuncion de cldusulas, donde una cldusula es una
disyuncion de literales.

La entrada de este juego es un par (F,¢), donde F' es una férmula FNC y
£ = (&,&, ..., &) es una lista de variables, incluyendo todas aquellas que aparecen
en F. El movimiento i-ésimo consiste en asignar a &; el valor 1 (verdadero) 6 0 (fal-
s0). Tras n movimientos, el jugador A (el que empieza) gana si las asignaciones de
las variables han hecho que F' sea verdadero; B gana en caso contrario. Por conve-
niencia se suelen escribir las entradas de este juego como (3&;)(VE€2)(3E3)...(QE,) F,
donde los cuantificadores son alternativamente 3y V.

Ejemplo 5.5 Un ejemplo de una entrada de este juego es (Ix1)(Vas)(Ixs)((z1 A
(xg V —xg) A (mx1 V —xo V x3)). No es dificil ver en este ejemplo que A puede
ganar: él tiene una estrategia ganadora que consiste en dar a x1 el valor 1 en el
movimiento 1 y a x3 el mismo valor que tiene x5 en el movimiento 3.

El problema de decidir si una férmula booleana en FNC es cierta es el pro-
blema PSPACE completo por antonomasia (no lo demostraremos aqui), asi que
como consecuencia se tiene que su version juego combinatorio también lo es.

Teorema 5.6 El juego de las formulas booleanas en FNC es PSPACE-completo.

Si bien este juego esta disenado para ser PSPACE-completo y parece poco

natural como juego, veremos que hay otros juegos combinatorios que también son
PSPACE-completos.

5.2.2. NODE KAYLES

La entrada del juego es un grafo no dirigido. Un movimiento consiste en eli-
minar un vértice del grafo (que no haya sido eliminado previamente) y sus vértices
adyacentes. El primer jugador que se quede sin movimientos, pierde.
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El resultado principal de este capitulo es que determinar qué jugador posee
una estrategia ganadora en el juego NODE KAYLES es un problema PSPACE-
completo. Para ello, primero veremos que estd en la clase de complejidad PSPA-
CE. Es mas, probaremos que todos los juegos combinatorios mencionados en esta
memoria: NIM, Chomp (en grafos bipartitos o no), poset games, el juego de las
formulas booleanas y NODE KAYLES; estan en la clase PSPACE. Este es un
hecho, quizas, sorprendente, porque como hemos visto en cada caso, el grafo de
estados del juego tiene un tamano exponencial. Por tanto, la estrategia general
de buscar un nucleo expuesta en el Capitulo 1, necesita un tamano en memoria
exponencial. En la siguiente demostracion veremos como caracterizar si un vértice
del grafo de estados esta en el nicleo sin almacenar en memoria todo este grafo.

Teorema 5.7 Sea J un juego combinatorio cualquiera de los mencionados en esta
memoria. El problema de decidir qué jugador tiene una estrategia ganadora en J

esta en PSPACE.

Demostracion

Sea J uno de esos juegos y sea G = (V, A) su grafo de estados, siendo zq € V el
estado inicial. Sabemos que (ver Teorema 2.4) A gana si, y solo si, o € K siendo
K el tinico ntcleo de G si J es un juego con reglas normales, o el Unico ntcleo
del grafo inducido por el conjunto de vértices no terminales si J es un juego con
reglas misere. Veamos que dado y € V podemos determinar usando un espacio
polinomial en el tamano de la entrada del juego si y € K o no.

= Sisuc(y) =0, entonces y € K.

» Sisuc(y) ={z1,29,...,2}, entonces, y € K & 2z, ¢ K, Vi€ {1,2,...,k} . Por
lo tanto, se puede implementar una funcién recursiva que verifique si cualquier
vértice del grafo de estados estd en el nicleo. En efecto, en cada momento
solo hay que guardar en la memoria la sucesion de vértices del grafo que se ha
visitado hasta llegar a uno dado. Este valor esté acotado por el maximo nimero
de movimientos en la partida, que es a lo sumo n+m para el Chomp en grafos,
el nimero de vértices para poset games, el niimero de variables para el juego de
las formulas y el nimero de vértices del grafo para NODE KAYLES. En todos
los casos, un numero polinomial en el tamano de entrada.

Ahora ya podemos demostrar el resultado més importante del capitulo:

Teorema 5.8 Determinar qué jugador tiene una estrategia ganadora en NODE
KAYLES es un problema PSPACE-completo.

Demostracion
Por el Teorema 5.7, NODE KAYLES esta en PSPACE. Veamos, pues, que NODE
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KAYLES es PSPACE-completo. Para ello, veremos que NODE KAYLES es mds
dificil que el juego de la férmulas booleanas. Es decir, que si conocemos una estra-
tegia ganadora para el juego NODE KAYLES de cualquier grafo, entonces también
sabriamos ganar al juego de las formulas booleanas. Sea, por tanto, F’ una férmula
de entrada al juego de las férmulas booleanas. Asumimos sin pérdida de genera-
lidad que F' = (3¢,)(V€n-1)...(3&)(B1 A ...B,,) donde cada B; es una disyuncién
de literales, n es impar y By = (x1 V 77). Esta ultima suposicién es asumible pues
al anadirlo a la férmula no afecta al resultado final y ademés, nos va a servir co-
mo “comodin” para que n sea impar, hipdtesis fundamental en el razonamiento
posterior. Definimos el grafo G = (V, E)) como sigue V = U!" , X}, siendo

v Xo=A{zor:1<k<m}

E = Uogign[Xi]z uDU D/ U (U0§j<i§n(]ij), donde

. [XZ]QZ{{.T,y}J},yEXZ,{L'?éy}
» D= {{zi,xox}:x; aparece en B} U{{Z;,x0x} : T; aparece en By}
L] Cz'j = {{y”,’LU} W E UOSkS’i,k;ﬁij}a 7, = 1,2, ... ny j = 0, 1, P ,i —1

i
AW/

Figura 5.2. Grafo correspondiente al juego de las férmulas FNC del Ejemplo 5.5.

Diremos que el juego NODE KAYLES es jugado legalmente si para i =
1,2,..,n, el vértice jugado en el movimiento ¢ es x, ;41 6 Tp,_;11. El grafo G que
hemos construido obliga a los jugadores a jugar legalmente: si en alguno de los
n primeros movimientos un jugador no juega legalmente, entonces dicho jugador
perdera inmediatamente. Para ver esto, fijamos un entero i, 1 < ¢ < n, y supone-
mos que los n — ¢ primeros movimientos han sido legales. Asi los nodos jugados
son uno de cada par x,, Ty, ..., Tii1, T;11- Dentro de cada conjunto X, cualquier
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par de vértices son adyacentes; por tanto, como mucho podemos jugar un vértice
dentro de cada conjunto. Asi todos los vértices de X,, U X,, 1 U ... U X;11 ya no
estan disponibles para jugar. Supongamos que uno de los jugadores en n — i + 1
juega ilegalmente, esto es, juega algiin vértice de X; U X, 1 U...U X; U X, distinto
de x; 6 T;. Si juega algin vértice en Xy para k < 7, entonces su oponente puede
ganar jugando y; x, esto deja la partida sin vértices, puesto que todo vértice de Xj,
es adyacente al nodo jugado ilegalmente y cualquier nodo de (XoUX;U...X;) — X
es adyacente a y;,. Por otra parte, si el movimiento ilegal es en X;, debe ser en un
Yik, con k < i. En este caso, el oponente puede ganar jugando xj si & > 0 6 x
si k = 0 (el vértice zo; estd disponible por la definicién de B;). Nuevamente, la
respuesta deja la partida sin vértices.
Completamos la prueba viendo que si A tiene la estrategia ganadora en el juego de
las formulas FNC, entonces puede ganar en NODE KAYLES sobre GG. Suponga-
mos que A tiene una estrategia ganadora para el juego de las férmulas con entrada
F. Entonces, el jugador A puede ganar NODE KAYLES en G como sigue. En los
primeros n movimientos del juego, A juega legalmente mientras B lo haga, y usa
su estrategia ganadora por la correspondencia a jugar x; a 0 6 1 en el juego de las
formulas correspondiente a jugar x; 6 T; en NODE KAYLES sobre G, respectiva-
mente. Si B juega ilegalmente alguno de esos n movimientos, A claramente gana
por lo expuesto anteriormente. Si B juega siempre legalmente, tras n movimientos
no hay vértices disponibles: ningun vértice de X; U ... U X, es jugable, puesto que
un vértice de X; ha sido elegido para ¢ > 0; y dado que A tiene la estrategia gana-
dora, estd claro que todo vértice z¢; de Xy es adyacente a algin vértice jugado,
es decir, todos los vértice g han sido eliminados (si algin vértice xqx no hubiera
sido eliminado, entonces la disyuncion By seria falsa, es decir, igual a 0; por lo
tanto, el resultado final serfa falso y eso contradice la hipotesis que afirma que A
tiene la estrategia ganadora). Como en el movimiento n-ésimo se elimina el tltimo
vértice del grafo (puesto que n es impar, serd el jugador A quien juegue en X vy,
por lo tanto, quien gane.

Se razona de manera similar si el jugador B tiene la estrategia ganadora en
el juego de las formulas para ver que entonces puede ganar en NODE KAYLES.

Como consecuencia, tenemos que hay juegos combinatorios en los que el pro-
blema computacional de decidir qué jugador tiene una estrategia ganadora es
PSPACE-completo. Por ello, se cree que no habra un algoritmo polinomial que
determine qué jugador gana en este juego. Haciendo uso de que NODE KAY-
LES es PSPACE-completo, en [4] se demuestra que los poset games son también
PSPACE-completos, no incluimos aqui esta demostracién por falta de espacio.
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Implementacién del Chomp en C

Siguiendo los resultados y métodos expuestos en esta memoria, se ha im-
plementado en el lenguaje de programacion C un programa que determina qué
jugador tiene una estrategia ganadora para el juego de Chomp en un grafo. En
esta seccion vamos a describir brevemente la implementacién realizada.

El algoritmo implementado recibe como pardametro de entrada la matriz de
adyacencia del grafo con el que vamos a jugar, procedente de un fichero que el
programa debe leer.

Definicién A.1 La matriz de adyacencia de un grafo no dirigido G = (V, E) con
V ={v1,...,v,} es una matriz cuadrada de orden n tal que el elemento (i,7) de
la matriz vale 1 si {v;,v;} € E y 0 en caso contrario.

El algoritmo extrae todos los datos del grafo (vértices, aristas, grados de los
vértices, ...) y con ellos comprueba si el grafo es bipartito o no. Si fuera bipar-
tito, usa el Teorema 3.9 para decir qué jugador dispone de una estrategia ga-
nadora. Por el contrario, si no fuera bipartito, usa el algoritmo recursivo que se
esbozé en la demostracién del Teorema 5.7. En cualquiera de los dos casos, cuan-
do un jugador tiene al menos una estrategia ganadora, el programa también lista
todos los primeros movimientos ganadores. El cédigo se encuentra completo en

https://bit.ly/2KWDBSO0.

Cuando el grafo de entrada es bipartito, el algoritmo devuelve de forma inme-
diata qué jugador tiene una estrategia ganadora. No obstante, como cabe esperar,
cuando el grafo no es bipartito, el tiempo de ejecucién es mayor.

Asi por ejemplo, para el grafo de Petersen (ver Figura A.1), el programa
recibe como entrada el siguiente fichero:
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10 10

0100110000
1010001000
0101000100
0010100010
1001000001
1000000110
0100000011
0010010001
0001011000
0000101100

Figura A.1l. Ejemplo de grafo no bipartito: grafo de Petersen.

Para el Chomp sobre este grafo, la estrategia ganadora la tiene jugador A
y dispone de un total de quince movimientos ganadores en su primer turno, que
consisten en quitar cualquiera de las quince aristas que tiene el grafo. El programa
tarda 216 segundos en determinar el primer movimiento ganador. En total, tarda
unos 40 minutos en dar todos los movimientos ganadores.
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Combinatorial games are two-players games (Alice and Bob) with perfect information, without random movements and in which there are
no ties. Some examples of combinatorial game are NIM, Chomp in graphs and poset games. These games can be modeled by a graph:
the states graph of a game. In these graph there is a distinguished set of vertices, called kernel. We will see that kernel contains the
information about the winning strategy of the game. In this poster we will use the game "Chomp” as an example to illustrate the results.

1. Chomp in graphs

HOMP is a two-player game played on an undirected graph G.

Each of them, in its corresponding turn, must remove either
one edge, or one vertex together with all its adjacent edges. The
ultimate goal of the game is to be the player who removes the last
vertex of the graph.

Figure 1: Triangle graph.

2. State graph

HE STATE GRAPH OF A GAME is a directed graph where each
vertex is a position or state of the game and two states £ and
E, are connected by an arc if from position E; a player can move
to E» position in one movement.
Let G = (V, E) an undirected graph, the state graph of Chomp on
Gis Ge = (Ve, Ac), Where V, = {G’ / G’ is a subgraph of G} and
Ac = {(G},G,) | we can go from G/ to G, removing a vertex or an

-
o
@tgtfe&a

Figure 2: States graph of Chomp on the triangle graph

3. Kernel of a graph

Definition 1 A kernel of a directed graph G = (V, A) is a subset
K C V which is independent and absorbent.

= { C V isindependent ifVu € K, Av € K such that (u,v) € A.
= { C V is absorbent ifYu ¢ K, 3v € K such that (u,v) € A.

Theorem 1 The state graph of every combinatorial game has only
one kernel.

Figure 3: Kernel (in red color) of the graph of Figure 2

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Junio, 2020

4. Winning strategy

Theorem 2 Let G = (V, A) be the state graph of a combinatorial
game, x € V the starting position of the game and we consider
K the unique kernel of G. Then, Alice has a winning strategy
Srné K

Corollary 1 (Zermelo’s Theorem) In every finite combinatorial
game one of the players has a winning strategy.

In Chomp on the triangle graph, the initial state of the game is in
K, so Bob has a winning strategy. Indeed, whatever Alice moves,
she will move to a state out of the kernel (because the kernel it is
independent) and Bob can reply with a move to a state in the ker-
nel (because it is absorbent). This behaviour eventually implies
Bob's victory.

When the graph G where we play Chomp is bipartite there is a
nice description of the kernel which leads to the following result

Theorem 3 Let G be a bipartite graph. Bob has a winning strat-
egy playing Chomp on G if and only if both the number of edges
and vertices of G are even.

5. Implementation of Chomp

When G is not bipartite, Theorem 3 does not hold (the example in
Figure 3 shows). Nevertheless, we have the following:

Theorem 4 Alice has a winning strategy in Chomp on G if and
only if 3x € V U E such that Bob has a winning strategy in Chomp
onG —{z}.

This result suggests a recursive algorithm for determining which
player has a winning strategy in Chomp on a given graph.

Corollary 2 Given a graph G, determining which player has a win-
ning strategy in Chomp on G is PSPACE problem.

We have implemented a C language program to simulate Chomp
game and obtain winning strategies:

u [f the graph is bipartite, it uses Theorem 3.

u [f the graph is not bipartite, it uses Theorem 4 and simulates all
possible games.

The complete code can be found at https://bit.ly/2KWDBSO0.
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