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A.4. Fórmulas de cuadratura en la circunferencia unidad con nodos prefijados . . 164

B. Trabajos contenidos 167



Agradecimientos

Es para mi una satisfacción personal el dar en este párrafo mi más sincero agrade-
cimiento a mi director de Tesis, el profesor Dr. D. Pablo González Vera, Catedrático de
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Prólogo

La Teoŕıa sobre Polinomios Ortogonales con respecto a una medida soportada en com-
pactos del eje real, y que en España se ha convertido en las últimas décadas en un campo
de investigación importante, encuentra en los aproximantes de Padé a la trasformada de
Cauchy de la medida en cuestión, o más generalmente, en el cálculo aproximado de integra-
les respecto a esta medida, una de sus más directas aplicaciones. En efecto, es bien sabido
que las llamadas fórmulas de cuadratura con el máximo grado de precisión algebraico o
fórmulas de cuadratura Gaussianas basan su construcción y computación en los ceros de la
correspondiente familia de polinomios ortogonales. La importancia y aplicabilidad de tales
fórmulas, basadas en “integrar exactamente” polinomios con el mayor grado posible han
motivado la construcción de fórmulas alternativas para aquellas situaciones en las que el
uso de polinomios no parece el más adecuado y como pudiera suceder cuando se integra en
presencia de singularidades próximas al intervalo de integración. Surgen aśı las llamadas
fórmulas de cuadratura racionales “tipo-Gauss” donde el papel de los polinomios (funcio-
nes racionales con todos sus polos en el infinito) es reemplazado por el de otras funciones
racionales con polos dados. Aqúı surge la Teoŕıa de las Funciones Racionales Ortogonales
o alternativamente la de los Polinomios Ortogonales con respecto a una medida variante,
poniéndose de manifiesto la estrecha relación entre los términos “cuadratura” y “ortogo-
nalidad”. Sin duda alguna, en este contexto, la elección de los polos prefijados depende
en buena medida de las singularidades del problema que estemos tratando. No obstante,
existe una situación muy genérica y que al propio tiempo parece que sea el primer paso que
debe darse cuando pasamos de los polinomios a otras funciones con polos prefijados más
generales. Nos estamos refiriendo al caso de los polos exclusivamente fijados en el infinito y
en otro punto finito del plano complejo, que por comodidad y sencillez, se toma el origen.
Aparecen aśı los polinomios de Laurent como la herramienta apropiada en el cálculo apro-
ximado de integrales con singularidades en el origen y en el infinito. De modo análogo a
los polinomios ortogonales y como caso particular de las funciones racionales ortogonales,
surge la Teoŕıa de los Polinomios de Laurent Ortogonales con respecto a medidas sopor-
tadas principalmente en el semieje real positivo. Su conexión con el llamado “problema
fuerte” de los momentos de Stieltjes y con los aproximantes de Padé en dos puntos ha
conferido a este tema una gran imporancia investigadora, habiéndose llevado a cabo una
notoria aportación por parte del grupo de “Teoŕıa de Aproximación” del Departamento de
Análisis Matemático de la Universidad de La Laguna, donde al mismo tiempo, se ha venido
investigando sobre la computación de integrales de funciones periódicas. Es precisamente
en este punto donde arranca nuestra Tesis Doctoral, con un doble objetivo. A saber, por
un lado unificar la Teoŕıa de los Sistemas Bi-ortogonales de Polinomios Trigonométricos
introducidos por Szegő en 1963 como herramienta fundamental en la construcción de las
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llamadas “fórmulas de cuadratura con el máximo grado de precisión trigonométrico” y por
otra parte, poner de manifiesto que las sucesiones de polinomios de Laurent ortogonales
sobre la circunferencia unidad representan la herramienta fundamental en el estudio y
diseño de las fórmulas anteriores, también conocidas como fórmulas de Szegő cuando pa-
samos a la circunferencia unidad por ser los polinomios ortogonales respecto a una medida
soportada en la circunferencia unidad, o polinomios de Szegő, el elemento clave tanto en
la construcción de los sistemas bi-ortogonales (eje real) como en la de los polinomios de
Laurent ortogonales (circunferencia unidad).

En base a estas consideraciones, la Memoria ha quedado dividida en cuatro caṕıtulos
incluyendo al final un apéndice donde se recogen algunos problemas que han quedado
abiertos durante el desarrollo de ésta. Aśı, en el caṕıtulo primero establecemos resultados
preliminares necesarios sobre ortogonalidad y fórmulas de cuadratura. Tras una breve in-
troducción analizamos en la segunda sección, y con el fin de establecer tanto analoǵıas como
diferencias con lo que ocurre en la circunferencia unidad, los aspectos ya conocidos y más
relevantes del caso real. Fundamentalmente enunciamos algunas propiedades de los ceros
de polinomios ortogonales, la ley de recurrencia a tres términos, fórmula de Christoffel-
Darboux y teorema de Favard, aśı como la construcción de las fórmulas tipo-Gauss, anali-
zando expresiones expĺıcitas para los pesos y mostrando un procedimiento alternativo para
computar tales fórmulas mediante el cálculo de los autovalores y autovectores de ciertas
matrices tridiagonales conocidas como matrices de Jacobi. En la tercera sección fijamos
una medida positiva de Borel con soporte en la circunferencia unidad y estudiamos, por un
lado, algunas propiedades básicas de los polinomios de Szegő y para-ortogonales, leyes de
recurrencia, la función núcleo reproductor y la fórmula de Christoffel-Darboux, y por otro
lado, la construcción y caracterización de las fórmulas de Szegő. Para finalizar el caṕıtulo
consideramos en la cuarta sección la computación de las fórmulas de Szegő junto a una
conexión con las fórmulas tipo-Gauss para el intervalo [−1, 1]. Dos algoritmos son anali-
zados: el de Levinson, introducido en el contexto del procesamiento de señales digitales y
que computa polinomios de Szegő basándose esencialmente en su ley de recurrencia, y el
de split Levinson en sus versiones simétrica y antisimétrica, que computa directamente en
el caso de una medida positiva de Borel cuyos momentos trigonométricos sean reales, poli-
nomios para-ortogonales con parámetros reales ±1. El coste computacional de este nuevo
procedimiento se reduce aproximadamente a la mitad en comparación con el algoritmo
clásico de Levinson y efectuamos diversos ejemplos numéricos considerando las funciones
peso particulares de Legendre y de Chebyshev de primera y segunda especie. Tras analizar
estos resultados concluimos con algunas propiedades sobre lo que ocurre al tratar con una
función peso en la circunferencia unidad con ciertas condiciones de simetŕıa.

Tal y como se comenta en el primer caṕıtulo, W. B. Jones, O. Nj̊astad y W. J. Th-
ron introdujeron y caracterizaron en el año 1989 las fórmulas de Szegő. Por otro lado,
G. Szegő en el año 1963 introdujo los denominados sistemas bi-ortogonales de polinomios
trigonométricos y construyó fórmulas de cuadratura para integrandos periódicos con máxi-
mo grado de precisión trigonométrico alcanzable, con el inconveniente de que éstas sólo
pod́ıan contener un número par de nodos. Siguiendo esta ĺınea proponemos en el segundo
caṕıtulo recuperar las fórmulas de Szegő realizando las modificaciones técnicas adecuadas
a las introducidas por G. Szegő de manera que podamos elegir un número arbitrario de
nodos. En la segunda sección presentamos el espacio de funciones trigonométricas con el
que vamos a trabajar durante todo el caṕıtulo, que dependen de un parámetro γ ∈ {0, 1/2}
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y de manera que cuando γ = 0 recuperamos las funciones polinómicas trigonométricas.
Un resultado crucial es la relación existente entre este tipo de funciones trigonométricas y
ciertos polinomios de Laurent generalizados dependientes también del mismo parámetro
γ. Como aplicación establecemos un resultado sobre los ceros de este tipo de funciones
y una generalización del conocido teorema de Riesz-Féjer. Dado que nuestro propósito
es construir fórmulas de cuadratura basadas en este espacio de funciones trigonométri-
cas, analizamos en la tercera sección el problema de interpolación de tipo Lagrange y de
tipo Hermite. A partir de este momento consideramos una medida positiva de Borel en
(−π, π] y definimos el concepto de sistema bi-ortogonal de funciones trigonométricas, que
depende también del parámetro γ ∈ {0, 1/2} y que generaliza al introducido por G. Szegő.
El resultado más notable es la conexión existente entre este sistema y la familia de los
correspondientes polinomios de Szegő, lo que nos permitirá justificar que, al igual que en el
enfoque introducido por W. B. Jones, O. Nj̊astad y W. J. Thron, lo que esencialmente ne-
cesitamos para construir este tipo de fórmulas de cuadratura es la familia de polinomios de
Szegő. En relación con estos sistemas bi-ortogonales probamos algunas propiedades sobre
ceros, una fórmula de Christoffel-Darboux para la correspondiente función reproductora
y una ley de recurrencia. En la quinta sección abordamos la construcción de fórmulas de
cuadratura con máximo grado de precisión trigonométrico alcanzable, válido ahora tanto si
el número de nodos es par como impar, caracterizando tales fórmulas y dando expresiones
expĺıcitas para la computación de los pesos. En la sexta sección establecemos una conexión
entre sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas y polinomios para-ortogonales,
es decir, una conexión con la circunferencia unidad, para finalizar en la séptima sección con
la computación aproximada de un cierto tipo de integrales definidas en el intervalo [−π, π]
y con los que ilustrar la efectividad numérica de las fórmulas de cuadratura consideradas
en el caṕıtulo.

En la segunda parte de esta Memoria, los caṕıtulos tercero y cuarto, nos centramos en
el estudio de familias de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad,
necesarias para la obtención de bases del espacio de funciones definidas en la circunferen-
cia unidad de cuadrado integrable con respecto a una medida de Borel positiva, y con el
fin de construir fórmulas de cuadratura en la circunferencia unidad que sean exactas en
subespacios de Laurent de dimensión lo más grande posible. Por analoǵıa al papel que
juega en el caso polinómico la familia de subespacios de polinomios con un cierto grado,
será necesario en esta situación inducir un ordenamiento de subespacios de polinomios de
Laurent. Los ordenamientos que parecen más “naturales”, conocidos como los equilibrados,
se corresponden con un crecimiento paralelo de potencias tanto positivas como negativas
de la varizble z, y son a los que dedicamos nuestro estudio en el tercer caṕıtulo. Tras una
breve introducción, definimos en la segunda sección el concepto de familia de polinomios
de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad con respecto a una medida y a un orde-
namiento. Una relación directa entre estas familias de polinomios de Laurent y la familia
de polinomios de Szegő permite establecer leyes de recurrencia para tales familias y una
conexión entre polinomios de Laurent ortogonales y los sistemas bi-ortogonales de funcio-
nes trigonométricas definidas en el caṕıtulo anterior. Al igual que en el caso polinómico
ordinario, como nuestro fin es el de construir fórmulas de cuadratura, dedicamos la si-
guiente sección a enumerar los aspectos más relevantes y ya conocidos cuando la medida
positiva de Borel tiene su soporte en el semieje real positivo. Las analoǵıas y diferencias
con la circunferencia unidad quedan de manifiesto en la sección cuarta, en la que se re-
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cuperan las fórmulas de Szegő. Estas quedan caracterizadas en términos de polinomios
de Laurent ortogonales, y en cuanto a la computación se establece una conexión con el
algoritmo split Levisnson introducido en el primer caṕıtulo. En la siguiente sección se en-
cuentra una fórmula de Christoffel-Darboux y se demuestra un teorema de Favard para
familias de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad y con respecto
a un ordenamiento equilibrado. Finalizamos el caṕıtulo con la sexta sección dedicada a
poner en práctica algunos ejemplos numéricos ilustrativos para evaluar un cierto tipo de
integrales definidas en el intervalo [−1, 1].

En el cuarto y último caṕıtulo consideramos familias de polinomios de Laurent ortogo-
nales en la circunferencia unidad con respecto a un ordenamiento arbitrario, generalizando
pues tanto el caso polinómico ordinario como los casos equilibrados. Tras una breve in-
troducción, dedicamos la segunda sección a un análogo de la segunda sección del caṕıtulo
previo: establecer una relación entre estas familias de polinomios de Laurent y la familia
de polinomios de Szegő, lo cual nos permite generalizar tanto las leyes de recurrencia a
tres términos como establecer un teorema general de Favard. En la tecera sección ana-
lizamos el operador multiplicación en el espacio de polinomios de Laurent, recuperando
cuando trabajamos en el caso polinómico ordinario la matriz de representación de Hessen-
berg aśı como cuando trabajamos con una situación equilibrada la reciente representación
penta-diagonal establecida por el grupo M.J. Cantero, L. Moral y L. Velázquez y que
ha dado origen a la teoŕıa CMV. En nuestro enfoque se toma un ordenamiento fijo pero
arbitrario y se prueba a partir de las condiciones de ortogonalidad el resultado ontenido
por el citado grupo usando técnicas de Teoŕıa de Operadores: la matriz penta-diagonal es
la representación del operador multiplicación en el espacio de polinomios de Laurent más
estrecha. En la sección cuarta consideramos la construcción de fórmulas de cuadratura
en la circunferencia unidad en este contexto general, demostrando que los ordenamientos
equilibrados que parecen más naturales son los óptimos a la hora de construir tales fórmu-
las, exactas en subespacios de Laurent lo más grandes posibles. Tras caracterizar en estos
términos las fórmulas de Szegő establecemos el problema análogo de cálculo de autovalores
y autovectores de matrices tri-diagonales de Jacobi en el eje real, ahora en la circunferencia
unidad, a partir de las matrices de Hessenberg o penta-diagonales. Las demostraciones que
presentamos, basadas en condiciones de ortogonalidad, son alternativas a las establecidas
también recientemente por el grupo CMV empleando técnicas de Teoŕıa de Operadores.
Para finalizar, consideramos en la quinta sección algunos ejemplos numéricos con los que
ilustramos los resultados deducidos en el caṕıtulo y donde consideramos la función peso
definida en el intervalo (−π, π] que da lugar a los denominados q-polinomios ortogonales
de Rogers-Szegő.

Esta Memoria contiene dos apéndices. En el primero, como ya hemos comentado, se
plantean algunos problemas abiertos relacionados que podŕıamos abordar en el futuro y
en el segundo citamos los trabajos contenidos que ya han sido publicados o aceptados en
diferentes revistas.



Sólo se llega a lo general partiendo de lo particular.
H. Poincaré
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Índice de śımbolos más frecuentes

T := {z ∈ C : |z| = 1}, circunferencia unidad
D := {z ∈ C : |z| < 1}, interior de la circunferencia unidad
E := {z ∈ C : |z| > 1}, exterior de la circunferencia unidad
P := C[z], espacio vectorial complejo de polinomios en la variable z con coeficientes

complejos.
Pn := span{1, z, . . . , zn}, subepacio vectorial de polinomios con grado menor o igual

que n
P−1 := {∅}, subespacio trivial
Λ := C[z, z−1], espacio vectorial complejo de polinomios de Laurent en la variable z
Λm,n := span{zm, zm+1, . . . , zn} (m ≤ n;m, n ∈ Z), subespacio vectorial de Λ
T γ

n := span {cos(k + γ)θ, sen(k + γ)θ}n
k=0 (γ ∈ {0, 1/2}), espacio de funciones trigono-

métricas
T γ := ∪n∈NT γ

n

Λγ
n := span

{
z−(n+γ), . . . , zn+γ

}
(γ ∈ {0, 1/2}), extensión del espacio de polinomios de

Laurent
Λγ := ∪n∈NΛγ

n = C[z1−γ , zγ−1]
(Λγ

n)H := {L ∈ Λγ
n : L Hermitiano}.

Ln := Λ−p(n),q(n) = span{zj : −p(n) ≤ j ≤ q(n)}
f∗(z) := f (1/z), conjugación sub-estrella de la función f
Q∗

n(z) := znQn∗(z), polinomio rećıproco del polinomio Qn ∈ Pn\Pn−1

σ medida positiva de Borel en [−1, 1]
ω medida positiva de Borel en T
σ̃ función peso en [−1, 1]
ω̃ función peso en T
〈·, ·〉σ producto interior inducido por σ
〈·, ·〉ω producto interior inducido por ω
pn(x) n-ésimo polinomio ortogonal mónico con respecto a σ en [−1, 1].
Pn(x) n-ésimo polinomio ortonormal con respecto a σ en [−1, 1].

:= anzn + · · ·+ Pn(0)
ρn(z) n-ésimo polinomio de Szegő (ortogonal mónico) con respecto a ω en T
ςn(z) n-ésimo polinomio de Szegő asociado o de segunda especie

xv
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ϕn(z) n-ésimo polinomio ortonormal con respecto a ω en T
:= κnzn + · · ·+ ϕn(0)

Bn(z, τ) n-ésimo polinomio para-ortogonal con respecto a ω en T y parámetro τ ∈ T
An(z, τ) n-ésimo polinomio para-ortogonal asociado o de segunda especie
p(n) sucesión generadora
q(n) := n− p(n) para todo n ≥ 0, sucesión generadora
s(n) := p(n)− p(n− 1) ∈ {0, 1} para todo n ≥ 1
λ(n) := p(n)− p(n− 2) ∈ {0, 1, 2} para todo n ≥ 2
φn(z) n-ésimo polinomio de Laurent mónico ortogonal en T con respecto a la medida

ω y al ordenamiento inducido por p(n) = E
[

n+1
2

]
si el contexto es equilibrado

y respecto al ordenamiento inducido por p(n) si el contexto es general.
φ̃n(z) n-ésimo polinomio de Laurent mónico ortogonal en T con respecto a la medida

ω y al ordenamiento inducido por p(n) = E
[

n
2

]
χn(z) n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal en T con respecto a la medida ω y al

ordenamiento inducido por p(n) = E
[

n+1
2

]
si el contexto es equilibrado y res-

pecto al ordenamiento inducido por p(n) si el contexto es general.
χ̃n(z) n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal en T con respecto a la medida ω y al

ordenamiento inducido por p(n) = E
[

n
2

]
ψn(z) n-ésimo polinomio de Laurent ortogonal en T (no necesariamente mónico u or-

tonormal) con respecto la medida ω y a un ordenamiento inducido por p(n)
δm,n función delta de Kronecker
E[·] función parte entera
δn := ρn(0), n-ésimo coeficiente de Verblunsky
ηn :=

√
1− |δn|2

Iσ(f) :=
∫ 1
−1 f(x)dσ(x)

Iω(f) :=
∫ π
−π f(eiθ)dω(θ)

In(f) :=
∑n

k=1 Akf(xk), n-ésima fórmula de cuadratura Gaussiana para Iσ(f)
:=

∑n
k=1 λkf(zk), n-ésima fórmula de cuadratura de Szegő para Iω(f)

{f (γ)
n , g

(γ)
n }n≥0 sistema bi-ortogonal de funciones trigonométricas con respecto a ω

(γ ∈ {0, 1/2})
{A(γ)

n , B
(γ)
n }n≥0 sistema bi-ortonormal de funciones trigonométricas con respecto a ω

(γ ∈ {0, 1/2})
Sn(x, y) n-ésimo núcleo reproductor en [−1, 1] con base ortonormal {Pn(x)}n≥0

Kn(z, ξ) n-ésimo núcleo reproductor en T con base ortonormal {ϕn(z)}n≥0

Pn(z, ξ) n-ésimo núcleo reproductor en T con base ortonormal {χn(z)}n≥0

Rn(α, θ) n-ésimo núcleo reproductor en [−π, π] con base bi-ortonormal {A(γ)
n , B

(γ)
n }n≥0

cn :=
∫ 1
−1 xndσ(x), n-ésimo momento respecto a σ

µn :=
∫ π
−π e−inθdω(θ), n-ésimo momento trigonométrico respecto a ω

∆n determinante de Toeplitz de orden n
Jn matriz de Jacobi de orden n
Hn(δ) matriz de Hessenberg de orden n
Cn(δ) matriz CMV de orden n



Caṕıtulo 1

Algunos resultados preliminares
sobre polinomios ortogonales y
fórmulas de cuadratura

1.1. Introducción

Consideremos en general una medida µ positiva de Borel1 en el plano complejo, el
espacio de Hilbert Lµ

2 de las funciones medibles φ(z) para las cuales
∫ |φ(z)|2dµ(z) < ∞

y el producto interior inducido

〈φ, ψ〉µ =
∫

φ(z)ψ(z)dµ(z) , φ, ψ ∈ Lµ
2 .

Supongamos que {φk(z)}∞k=0 es un sistema linealmente independiente de funciones en
Lµ

2 . Frecuentemente es conveniente transformar este sistema en otro {ϕk(z)}∞k=0 también
linealmente independiente de manera que ϕn(z) sea una combinación lineal de las n + 1
funciones φ0(z), . . . , φn(z) y además,

〈ϕn, ϕm〉µ =
∫

ϕn(z)ϕm(z)dµ(z) = 0 , n 6= m.

Este nuevo sistema de funciones diremos que es ortogonal con respecto a µ. Si además

‖ ϕn ‖2
µ=

∫
|ϕn(z)|2 dµ(z) = 1 , n ≥ 0 ,

diremos que el sistema es ortonormal. Una expresión cerrada para tales funciones ortogo-
nales se obtiene en términos de las funciones originales {φk(z)}∞k=0 y la matriz de Gram

Gn :=




〈φ0(z), φ0(z)〉µ 〈φ1(z), φ0(z)〉µ · · · 〈φn(z), φ0(z)〉µ
〈φ0(z), φ1(z)〉µ 〈φ1(z), φ1(z)〉µ . . . 〈φn(z), φ1(z)〉µ

...
...

. . .
...

〈φ0(z), φn(z)〉µ 〈φ1(z), φn(z)〉µ · · · 〈φn(z), φn(z)〉µ


 ,

1Entenderemos en toda la Memoria que una medida positiva de Borel es estrictamente positiva salvo
que sea nula en un conjunto de medida nula.

1
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Caṕıtulo 1. Algunos resultados preliminares sobre polinomios ortogonales y
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que es Hermitiana y definida positiva dado que 〈φk(z), φl(z)〉µ = 〈φl(z), φk(z)〉µ y como

(α0, . . . , αn)Gn (α0, . . . , αn)T =
n∑

k=0

n∑

l=0

αkαl〈φl(z), φk(z)〉µ ,

escribiendo ψn(z) =
∑n

k=0 αkφk(z) obtendremos que

(α0, . . . , αn)Gn (α0, . . . , αn)T = 〈ψn(z), ψn(z)〉µ =‖ ψn(z) ‖2
µ ,

que es siempre no-negativo y que se anula únicamente cuando ψn(z) es cero en casi todo
punto. Como consecuencia se tiene que

∆n := det(Gn) > 0 , n = 0, 1, . . . ; ∆−1 := 1 ,

y es fácil comprobar (véase por ejemplo [101, pág. 6]) que las funciones ortonormales
vienen expĺıcitamente dadas para n ≥ 0 por

ϕn(z) =
1√

∆n∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈φ0(z), φ0(z)〉µ 〈φ1(z), φ0(z)〉µ · · · 〈φn(z), φ0(z)〉µ
〈φ0(z), φ1(z)〉µ 〈φ1(z), φ1(z)〉µ . . . 〈φn(z), φ1(z)〉µ

...
...

. . .
...

〈φ0(z), φn−1(z)〉µ 〈φ1(z), φn−1(z)〉µ · · · 〈φn(z), φn−1(z)〉µ
φ0(z) φ1(z) · · · φn(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

(1.1)
Nuestro primer interés en esta Memoria será el considerar como sistema de funciones

linealmente independiente los monomios 1, z, z2, z3, . . ., obteniendo por tanto a partir de
esta base un sistema de polinomios ortogonales con respecto a la medida µ. Además,
el sistema de polinomios ortonormales es único si imponemos que el coeficiente director
sea positivo. Denotando por P := C[z] el espacio vectorial complejo de polinomios en la
variable z con coeficientes complejos, por Pn = span{1, z, . . . , zn} el subespacio vectorial
complejo de polinomios con grado menor o igual que n y por δm,n la función delta de
Kronecker definida según

δm,n =
{

0 si m 6= n
1 si m = n

, (1.2)

tendremos por tanto un sistema de polinomios {ϕn(z)}∞n=0 verificando

1. ϕn(z) = κnzn + · · · con κn > 0 para todo n ≥ 0,

2. ∫
ϕn(z)ϕm(z)dµ(z) = δm,n , m, n ≥ 0.

Se sigue además de (1.1) que κn =
√

∆n−1

∆n
para todo n ≥ 0 y si denotamos por ρn(z) el

n-ésimo polinomio ortogonal mónico, es decir, ρn(z) := ϕn(z)
κn

, entonces ‖ ρn(z) ‖µ= 1
κn

.
Unas de las cantidades más relevantes cuando trabajamos con polinomios son sus ce-

ros. El Teorema Fundamental de Álgebra establece que un polinomio de grado exacto n
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tiene exactamente n ceros, contando multiplicidades, pero cuando trabajamos con polino-
mios ortogonales podemos decir aún mucho más sobre la localización de éstos. En efecto,
consideremos el soporte de la medida µ, definido por

supp(µ) := {z ∈ C : µ(Bz,ε) > 0 , ∀ ε > 0} ,

donde Bz,ε es el disco abierto con centro z y radio ε (puede comprobarse fácilmente que
se trata de un conjunto cerrado). Un conjunto A ⊂ C se dice que es convexo si dados dos
puntos x, y ∈ A, entonces la ĺınea que los une es un subconjunto de A. Denotemos por
Co(A) al hoyo convexo de A, es decir, al menor conjunto convexo que lo contiene:

Co(A) =
⋂

A⊂G⊂C
G convexo

G.

Entonces se tiene el siguiente resultado (véase [36, págs. 65-66]):

Teorema 1.1.1 (Féjer) Si ϕn(z) es el n-ésimo polinomio ortogonal con respecto a µ
entonces sus ceros se encuentran en Co (supp(µ)). Además, si Co (supp(µ)) no es un
segmento, entonces los ceros de ϕn(z) están en su interior.

2

Con esta breve introducción general consideraremos en esta Memoria una medida po-
sitiva de Borel ω en [−π, π], la cual induce una medida que denotaremos también por ω
en la circunferencia unidad T := {z ∈ C : |z| = 1} según

∫

T
f(z)dω(z) =

∫ π

−π
f(eiθ)dω(θ).

Denotaremos por D := {z ∈ C : |z| < 1} y E := {z ∈ C : |z| > 1} el interior y exterior de
la circunferencia unidad respectivamente.

La organización de este primer caṕıtulo es la siguiente: como muchos de los resultados
que vamos a estudiar tienen ciertas analoǵıas y a la vez diferencias con lo que sucede cuando
trabajamos con una medida cuyo soporte es un intervalo de la recta real queda justificado
que dediquemos la segunda sección a analizar los aspectos más relevantes de esta situación.
En la tercera sección fijaremos una medida positiva de Borel en la circunferencia unidad
y estudiaremos los aspectos más relevantes en lo referido a ortogonalidad y construcción
de fórmulas de cuadratura, cuya computación es el tema a abordar en la cuarta y última
sección. Más concretamente, consideraremos los algoritmos de Levinson y split Levinson
que computan polinomios de Szegő y para-ortogonales respectivamente y de una conexión
entre la circunferencia unidad y el intervalo [−1, 1] analizaremos también con detalle la
computación de fórmulas tipo-Gauss en tal intervalo.

1.2. El eje real

Sin pérdida de generalidad consideremos una medida positiva de Borel σ definida en
[−1, 1] y supongamos que los monomios xk son integrables con respecto a σ en [-1,1] para
todo k ≥ 0. Consideremos también el producto interior inducido

〈F,G〉σ =
∫ 1

−1
F (x)G(x)dσ(x) , F, G ∈ Lσ

2 ([−1, 1]) . (1.3)
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Nuestro objetivo será el cálculo aproximado de integrales mediante fórmulas de cua-
dratura, y como veremos, van a jugar un papel crucial en la construcción de tales fórmulas
tanto la interpolación como la ortogonalidad. Si aplicamos el proceso de ortogonalización de
Gram-Schmidt en los subespacios Pn (n ≥ 0) a los monomios 1, x, x2, x3, . . . con respecto al
producto interior (1.3) obtendremos el correspondiente sistema de polinomios ortogonales,
único salvo factor multiplicativo, que puede ser particularmente elegido de manera que el
sistema sea ortonormal con coeficientes directores todos positivos o que constituya una fa-
milia de polinomios mónicos. En lo que sigue denotaremos por {Pn(x)}∞n=0 y {pn(x)}∞n=0 a
tales familias respectivamente, por cn al n-ésimo momento dado por cn =

∫ 1
−1 xndσ(x) ∈ R

para todo n ≥ 0 y por Tn al determinante

Tn :=

∣∣∣∣∣∣∣

c0 · · · cn
...

. . .
...

cn · · · c2n

∣∣∣∣∣∣∣
> 0 , n ≥ 0 ; T−1 := 1. (1.4)

(en cuanto a la positividad de Tn, véase por ejemplo [31, págs. 13-16]).
Los siguientes resultados clásicos establecen propiedades cruciales en la Teoŕıa de Poli-

nomios Ortogonales sobre intervalos finitos del eje real. Las demostraciones pueden verse,
por ejemplo, en [31, págs. 18-28], [42, págs. 28-31] ó [79, págs. 18-23].

Teorema 1.2.1 (Ceros) Para todo n ≥ 1, los n ceros de pn(x) son reales, distintos y
contenidos en el intervalo abierto (a,b).

2

Teorema 1.2.2 (Ley de recurrencia) La familia {pn(x)}∞n=0 puede ser computada re-
cursivamente según la ley a tres términos

pn+1(x) = (x− αn) pn(x)− βnpn−1(x) , n ≥ 0 ; p−1(x) ≡ 0 , p0(x) ≡ 1

αn := 〈xpn(x),pn(x)〉σ
〈pn(x),pn(x)〉σ , βn := 〈pn(x),pn(x)〉σ

〈pn−1(x),pn−1(x)〉σ = Tn−2Tn

T 2
n−1

> 0 , β0 :=
∫ 1
−1 dσ(x).

(1.5)

2

Del Teorema 1.2.2 se sigue el siguiente

Teorema 1.2.3 (Christoffel-Darboux) Escribiendo Pn(x) = anxn + · · · con an > 0
para todo n ≥ 0 se sigue la identidad

n∑

k=0

Pk(x)Pk(y) =
an

an+1

Pn+1(x)Pn(y)− Pn(x)Pn+1(y)
x− y

, x, y ∈ R , x 6= y. (1.6)

2

El Teorema 1.2.3 puede probarse de manera alternativa. Supongamos, que tenemos
en general un espacio de Hilbert H de funciones complejas definidas en X con producto
interior 〈·, ·〉. Diremos que Sω(z) = S(z, ω) es un núcleo reproductor si

1. Sω(z) ∈ H para todo ω ∈ X,
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2. < f,Sω >= f(ω) para todo ω ∈ X y f ∈ H.

Es bien sabido (véase por ejemplo [18] y las referencias ah́ı citadas) que si el espacio
de Hilbert es separable y {φk(z)}k∈Γ es una base ortonormal, entonces el único núcleo
reproductor viene dado por

S(z, ω) =
∑

k∈Γ

φk(z)φk(ω). (1.7)

Cuando tomamos H = Pn y el producto interior inducido por σ, se sigue de (1.7) que

S(x, t) = Sn(x, t) =
n∑

k=0

Pk(x)Pk(t) (1.8)

satisface

〈f(x),Sn(x, t)〉σ =
∫ 1

−1
f(x)Sn(x, t)dσ(x) = f(t) , ∀t ∈ R , ∀f ∈ Pn . (1.9)

Sea q(x) un polinomio con grado máximo n−1. Entonces, de (1.9) y para cualquier y ∈ R
podemos escribir

∫ 1
−1(x− y)q(x)Sn(x, t)dσ(x) = (t− y)q(t). Haciendo t = y se sigue que

∫ 1

−1
(x− y)q(x)Sn(x, y)dσ(x) = 0 , ∀q ∈ Pn−1. (1.10)

Por otro lado, (x− y)Sn(x, y) ∈ Pn+1 y de ah́ı que (x− y)Sn(x, y) =
∑n+1

j=0 γj(y)Pj(x). De
(1.10) tenemos que γj(y) = 0 para todo j = 0, 1, . . . , n− 1, y por tanto se cumple que

(x− y)Sn(x, y) = γn(y)Pn(x) + γn+1(y)Pn+1(x). (1.11)

Igualando finalmente los coeficientes de los monomios xn y xn+1 en ambos lados de la
expresión (1.11) se concluye finalmente (1.6).

Haciendo tender ahora y a x en (1.6) se sigue la fórmula confluente

Sn(x, x) =
n∑

k=0

P 2
k (x) =

an

an+1

[
P
′
n+1(x)Pn(x)− P

′
n(x)Pn+1(x)

]
, (1.12)

que permite demostrar (véase por ejemplo [31, pág. 28]) la siguiente propiedad:

Teorema 1.2.4 (Entrelazamiento de ceros) Si {xi,n}n
i=1 denota el conjunto de ceros

de pn(x), entonces xi,n+1 < xi,n < xi+1,n+1, para i = 1, . . . , n y n ≥ 1.

2

A lo largo de esta Memoria consideraremos ejemplos numéricos particulares corres-
pondientes a medidas de Borel absolutamente continuas, lo que nos permite escribir
dσ(x) = σ̃(x)dx siendo σ̃(x) > 0 casi por todo en [−1, 1] (función peso). Entre las fa-
milias de polinomios ortogonales más estudiadas cabe citar las de Jacobi, que surgen de
la familia bi-paramétrica de funciones peso

σ̃(x) = (1− x)α(1 + x)β , α, β > −1. (1.13)
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Como casos particulares α, β ∈ {±1
2} se obtienen las familias de polinomios ortogonales

de Chebyshev de primera a cuarta especie, con funciones peso respectivas:

σ̃1(x) =
1√

1− x2
, σ̃2(x) =

√
1− x2 , σ̃3(x) =

√
1− x

1 + x
, σ̃4(x) =

√
1 + x

1− x
.

(1.14)
También como caso particular α = β = 0 recuperamos la medida de Lebesgue dσ(x) ≡ dx
en [−1, 1].

Volviendo a nuestro objetivo, supongamos ahora que queremos estimar la integral

Iσ(f) =
∫ 1

−1
f(x)dσ(x) (1.15)

por medio de una fórmula de cuadratura, es decir, una combinación lineal de valores del
integrando

In(f) =
n∑

j=1

Ajf(xj) (1.16)

donde el conjunto {xk}n
k=1 y {Ak}n

k=1 con xk = xk,n y Ak = Ak,n son los nodos y coe-
ficientes o pesos respectivamente. Nuestro problema será elegir convenientemente estos
2n parámetros de In(f) de manera que se minimize en algún sentido el error Rn(f) =
Iσ(f)− In(f). Si partimos de un conjunto de nodos {xk}n

k=1 prefijado y si la función f es
continua en [−1, 1], por el teorema de aproximación de Weierstrass para funciones conti-
nuas parece natural pensar que si reemplazamos en (1.15) el integrando f por el polinomio
Ln(f ;x) que interpola a dicha función en {xk}n

k=1 (es decir, Ln(f ; xk) = f(xk) para todo
k = 1, . . . , n), entonces (1.16) nos debe proporcionar una estimación de (1.15) de fácil
computación. A Ln(f ; x) se le conoce como polinomio interpolador de Lagrange, que viene
dado expĺıcitamente por

Ln(f ;x) =
n∑

k=1

lk(x)f(xk) ∈ Pn−1 ; lk(x) :=
πn(x)

(x− xk)π
′
n(xk)

, πn(x) :=
n∏

k=1

(x− xk)

(1.17)
(a πn(x) se le conoce como el polinomio nodal). Puede probarse (véase [79, pág. 80]) que
tales fórmulas denominadas de tipo interpolatorio poseen grado de precisión igual a n− 1,
es decir, que Iσ(P ) = In(P ) para todo P ∈ Pn−1, permitiendo deducir además la siguiente
expresión integral para los pesos

Ak =
∫ 1

−1

πn(x)
(x− xk)π

′
n(xk)

dσ(x) , k = 1, . . . , n , (1.18)

sin más que observar que Iσ(lk(x)) = In(lk(x)) =
∑n

j=1 Ajlk(xj) = Ak.
Dado que no hemos impuesto condición alguna al conjunto de nodos, nuestro siguiente

paso será demostrar que la ortogonalidad permite incrementar el grado de precisión de
tales fórmulas haciendo una adecuada elección de éstos. En cualquier caso, éste siempre
será inferior a 2n dado que es fácilmente comprobable que π2

n(x) ∈ P2n nuncá podrá ser
integrado exactamente. En efecto, se tienen los siguientes resultados (véase por ejemplo,
[42, págs. 109-112]):
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Proposición 1.2.5 Sea In(f) una fórmula de cuadratura para Iσ(f) con grado de pre-
cisión n + k siendo 0 ≤ k ≤ n − 1. Entonces, el polinomio nodal πn(x) satisface las
condiciones de ortogonalidad

∫ 1
−1 xjπn(x)dσ(x) = 0 para todo j = 0, 1, . . . , k.

2

Teorema 1.2.6 Sea In(f) una fórmula de cuadratura para Iσ(f). Entonces, In(f) tiene
grado de precisión n + k, con 0 ≤ k ≤ n− 1, śı y sólo śı,

1. In(f) es de tipo interpolatorio,

2. El polinomio nodal πn(x) satisface las codiciones
∫ 1
−1 xjπn(x)dσ(x) = 0 para todo

j = 0, 1, . . . , k.

2

Como consecuencia de este último resultado tomando k = n− 1 surge el siguiente (véase
también [51]):

Corolario 1.2.7 Una fórmula de cuadratura In(f) para Iσ(f) tiene grado de precisión
2n− 1 (el máximo alcanzable), śı y sólo śı,

1. In(f) es de tipo interpolatorio,

2. El polinomio nodal πn(x) coincide, salvo factor multiplicativo, con el n-ésimo poli-
nomio ortogonal con respecto a σ en [−1, 1].

2

Finalmente, para los pesos, que según el Corolario 1.2.7 y (1.18) vienen dados por

Ak =
∫ 1

−1

Pn(x)
(x− xk)P

′
n(xk)

dσ(x) , k = 1, . . . , n

se deduce, a partir de la fórmula de Christofel-Darboux (1.6) y de la fórmula confluente
(1.12) el siguiente (véase [79, págs. 103-104])

Teorema 1.2.8 Sea In(f) la fórmula de cuadratura para Iσ(f) de máximo grado de pre-
cisión alcanzable. Entonces, los pesos Ak vienen dados para k = 1, . . . , n por

Ak =
1

Sn−1(xk, xk)
=

1
Sn(xk, xk)

> 0 , (1.19)

siendo Sn(x, t) la función núcleo reproductor dada por (1.8), o equivalentemente por

Ak =
an

an−1P
′
n(xk)Pn−1(xk)

=
−an+1

anP ′
n(xk)Pn+1(xk)

> 0 , (1.20)

donde {Pn(x)}∞n=0 denota la familia de polinomios ortonormales respecto a σ en [−1, 1]
con Pn(x) = anxn+· · · y an > 0 para todo n ≥ 0. 2
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En una fórmula de cuadratura interesa que los errores que pudieran aparecer al evaluar
la función f en los nodos permanezcan acotados. Esto motiva la definición de estabilidad
de una fórmula de cuadratura, en el sentido de que exista una constante M > 0 que
cumpla

∑n
j=1 |Aj | ≤ M , y del Teorema 1.2.8 se deduce que la fórmula de cuadratura de

máximo grado de precisión alcanzable es estable, dado que el que ésta integre exactamente
a constantes y el que los pesos sean positivos implica que

n∑

j=1

|Aj | =
n∑

j=1

Aj =
∫ 1

−1
dσ(x) = c0.

Las fórmulas de cuadratura caracterizadas por el Corolario 1.2.7 y el Teorema 1.2.8 (las
de máximo grado de precisión) se denominan fórmulas Gaussianas o fórmulas de Gauss-
Christoffel y han sido ampliamente estudiadas en estos últimos años: véanse los trabajos
de Gautschi [51], [53] y [54] aśı como [15], [55], [60], [65], [81], [89] y [90]). Para los casos
particulares de las funciones peso de Jacobi, tipo-Chebyshev y Lebesgue, véanse también
las expresiones expĺıcitas para los nodos y pesos dadas en [79, Caṕıtulo 7].

Consideremos ahora fórmulas de cuadratura con nodos preasignados, es decir, reglas
del tipo ∫ 1

−1
f(x)dσ(x) ≈

m∑

l=1

alf(yl) +
n∑

k=1

bkf(xk) (1.21)

donde los nodos yl están fijos y las m + 2n constantes al, bk y xk (k = 1, . . . , n y l =
1, . . . , m) deben ser determinadas para que la regla tenga el máximo grado de precisión
(en este caso, m + 2n− 1). Definiendo los polinomios r(x) = (x− y1)(x− y2) · · · (x− ym)
y s(x) = (x−x1)(x−x2) · · · (x−xn) se tiene el siguiente resultado que caracteriza a tales
fórmulas (véase [42, págs. 101-102]).

Teorema 1.2.9 La fórmula de cuadratura (1.21) tiene grado de precisión m+2n−1, śı y
sólo śı,

1. Es exacta en el espacio de polinomios de grado menor o igual que m + n− 1,

2.
∫ 1
−1 r(x)s(x)p(x)dσ(x) = 0 para todo p(x) polinomio de grado menor o igual que

n− 1.

2

Los casos más utilizados en la literatura se corresponden con:

1. m = 1, y1 = −1 ó y1 = 1: integración de Gauss-Radau,

2. m = 2, y1 = −1 e y2 = 1: integración Gauss-Lobatto.

A tales fórmulas junto con las Gaussianas nos referiremos como fórmulas de tipo-Gauss.
Además, de acuerdo con el Teorema 1.2.9, tales fórmulas existen en el sentido que los
nodos son todos distintos, dado que son los ceros de polinomios ortogonales respecto
a las medidas positivas (x + 1)dσ(x), (1 − x)dσ(x) ó (1 − x2)dσ(x), siendo además los
pesos positivos. Con todo hemos de reseñar que el término integración de Gauss-Radau
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ó integración de Gauss-Lobatto se aplicó inicialmente al caso de la medida de Lebesgue en
[42, págs. 102-105].

Una vez caracterizadas las fórmulas de cuadratura Gaussianas nos centramos en el
problema de la inestabilidad numérica que se plantea a la hora de computarlas. El proce-
dimiento descrito requiere el cálculo previo de los ceros de unos determinados polinomios,
lo que puede llevar a la aparición de errores de redondeo cuando el número es elevado.
Tenemos por tanto la necesidad de encontrar métodos eficientes que nos permitan compu-
tar tales fórmulas. El procedimiento usual, que describimos a continuación, consiste en
re-escribir el problema como un problema de cálculo de autovalores de ciertas matrices
tri-diagonales. En efecto, de la ley de recurrencia para la familia de polinomios ortogonales
mónicos (1.5), se deduce la ley para la correspondiente familia ortonormal

Pk+1(x)
√

βk+1 = (x− αk)Pk(x)−
√

βkPk−1(x) ,

o equivalentemente,

xPk(x) = Pk+1(x)
√

βk+1 + αkPk(x) +
√

βkPk−1(x).

Si procedemos para k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 tendremos que

JnP̂ (x) +
√

βnPn(x)en = xP̂ (x) ,

donde

Jn =




α0
√

β1 0 0 · · · 0√
β1 α1

√
β2 0 · · · 0

0
√

β2 α2
√

β3 · · · 0
...

...
. . . . . . . . .

...
0 0 0

√
βn−2 αn−2

√
βn−1

0 0 0 0
√

βn−1 αn−1




(1.22)

y

P̂ (x) = (P0(x), P1(x), · · · , Pn−2(x), Pn−1(x))T ∈ Rn , en = (0, 0, . . . , 0, 1)T ∈ Rn.

La matriz Jn de dimensión n, tridiagonal y simétrica es conocida como Matriz de Jacobi, y
aparece originalmente en [68] en el contexto de formas cuadráticas y fracciones continuas.
Cuando x = xj para j = 1, . . . , n se tiene que JnP̂ (xj) = xjP̂ (xj), siendo además

P̂ (xj) = (P0(xj), P1(xj), · · · , Pn−2(xj), Pn−1(xj))
T 6= 0 ,

pues en particular, P0(xj) = p0(xj)
‖p0‖σ

= β
−1/2
0 . Esto demuestra que los nodos de la n-ésima

fórmula Gaussiana son los autovalores de Jn. Además, los pesos se expresan en términos
de las primeras componentes de los vectores propios normalizados asociados a cada valor
propio. Si para j = 1, . . . , n, vj = (vj,1, . . . , vj,n)T ∈ Rn es tal autovector (cumpliendo

‖ vj ‖2=
√

v2
j,1 + · · ·+ v2

j,n = 1
)
, entonces vj,1 = 1

‖ bP (xj)‖2
P0(xj) = 1√

β0‖ bP (xj)‖2
y por tanto

del Teorema 1.2.8 se sigue que β0v
2
j,1 = 1

‖ bP (xj)‖22
= Aj .

Vemos pues que una alternativa para computar las fórmulas Gaussianas es la de con-
vertir el problema en otro de cálculo de autovalores y autovectores. Se suele aconsejar
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para ello el algoritmo QR de Francis (véase [6, págs. 612-613] y las referencias ah́ı citadas)
basado en la desomposición QR de toda matriz real, siendo Q una matriz ortogonal y R
una matriz triangular (superior o inferior).

Para finalizar esta sección dedicada a los aspectos más relevantes del eje real, veremos
un resultado rećıproco a la ley de recurrencia a tres términos (1.5), conocido como el
teorema de Favard. Para ello, consideremos previamente lo siguiente: sea {cn}∞n=0 una
sucesión de números reales o complejos y F : P→ C definido por

F [xn] = cn n ≥ 0 ,

F [α1π1(x) + α2π2(x)] = α1F [π1(x)] + α2F [π2(x)] , ∀α1, α2 ∈ C , ∀π1, π2 ∈ P.

A F se le denomina funcional de momentos determinado por {cn}∞n=0, y diremos que es
definido positivo si F [π(x)] > 0 para todo π(x) ∈ P, π(x) ≥ 0 no idénticamente nulo. Por
otro lado, diremos que el funcional es cuasi definido si Tn dado por (1.4) verifica Tn 6= 0
para todo n ≥ 0. Entonces, puede probarse el siguiente (véase [31, págs. 20-21])

Teorema 1.2.10 Sea F el funcional de momentos asociado a la sucesión {cn}∞n=0. En-
tonces, si F es cuasi definido existe una sucesión de polinomios {Pn}∞n=0 cumpliendo

1. el grado de Pn es exactamente n,

2. para todo k = 0, 1, . . . , n− 1 se tiene que F [xkPn] = 0.

Además, F será definido positivo, śı y sólo śı, Tn > 0 para todo n ≥ 0.

2

La sucesión {Pn}∞n=0 obtenida en el teorema previo constituye una sucesión de polinomios
ortogonales con respecto al funcional F (o equivalentemente, a la sucesión {ck}∞k=0). Con
esto estamos ya en condiciones de enunciar el resultado mencionado y cuya demostración
puede verse en [31, págs. 21-22]:

Teorema 1.2.11 (Favard) Sean {cn}∞n=1 y {λn}∞n=1 dos sucesiones arbitrarias de núme-
ros complejos, y {Pn}∞n=1 la familia de polinomios que se computa de la ley de recurrencia





Pn(x) = (x− cn) Pn−1(x)− λnPn−2(x) , n ≥ 1

P−1(x) ≡ 0 P0(x) ≡ 1
.

Entonces, existe un único funcional F tal que F [1] = λ1 y

F [Pm(x)Pn(x)] = 0 , m 6= n , m, n ≥ 0.

Además,

1. F es cuasi definido, śı y sólo śı, λn 6= 0 para todo n ≥ 1,

2. F es definido positivo, śı y sólo śı, λn > 0 y cn ∈ R para todo n ≥ 1.

2
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1.3. La circunferencia unidad

Supongamos que deseamos aproximar la integral I(f) =
∫ π
−π f(θ)dθ, donde f(θ) es

una función periódica de periodo 2π. En comparación con lo hecho en la sección anterior,
parece natural ahora estimar I(f) reemplazando f(θ) por un polinomio trigonométrico (y
no algebraico) de un cierto grado m, es decir, una función de la forma

Tm(θ) = ao +
m∑

k=1

[ak cos kθ + bk sen kθ] ,

siendo a0, ak y bk constantes para k = 1, . . . ,m (recordemos que toda función continua y
periódica de periodo 2π se puede aproximar uniformemente por polinomios trigonométri-
cos, véase [41]). En [79, págs. 73-74] se consideró por primera vez aproximar I(f) por una
fórmula de cuadratura del tipo In(f) =

∑n
j=1 Ajf(θj) con el mayor grado de precisión

trigonométrico, siendo éste n − 1 (al igual que en el caso real se comprueba en este caso
que existe un polinomio trigonométrico de grado exacto n que no es integrado exacta-
mente). Dicha fórmula queda caracterizada tomando nodos equiespaciados θk = a + kh
para k = 0, . . . , n − 1 siendo a un número arbitrario, h = 2π

n y pesos constantes Aj = h
para todo j = 1, . . . , n. Además, debemos observar que realmente tenemos una familia
uniparamétrica de fórmulas de cuadratura, dado que éstas dependen del parámetro a y
se comprueba además que cuando tomamos a = −π entonces In(f) coincide precisamente
con la Regla Trapezoidal.

Como aplicación, supongamos que deseamos computar integrales de la forma

I(a,b)(f) =
∫ π

−π

f(θ)
cosh(b)− cos(θ − a)

dθ , −π ≤ a < π , b ∈ R\{0} , (1.23)

donde f es una función real 2π periódica. Este tipo de integrales aparecen con frecuencia
en la solución de problemas en la circunferencia unidad con valores en la frontera (véase
por ejemplo, [29], [91] y [106]). Debido al carácter periódico del integrando, podŕıamos
intentar estimar (1.23) por medio de la fórmula de cuadratura comentada, la cual integra
exactamente a polinomios trigonométricos de grado n − 1 (el máximo posible), y que
coincide con la Regla Trapezoidal aplicada a In(f). Esto implica la siguiente estimación
de (1.23):

I(a,b)(f) ≈ In(f) =
2π

n

n∑

k=1

f(θk)
cosh(b)− cos(θk − a)

, (1.24)

con θk = −π + (k − 1)2π
n , k = 1, . . . , n. Ahora bien, para b suficientemente lejos de cero,

esta regla proporciona estimaciones satisfactorias. Sin embargo, si b es próximo a cero,
las estimaciones son extremadamente pobres. Como alternativa en [29] se introduce una
modificación apropiada de la Regla Trapezoidal.

La integral I(a,b)(f) es un caso particular de la integral definida ahora sobre la circun-
ferencia unidad

Iω(f) =
∫

T
f(z)dω(z) =

∫ π

−π
f(eiθ)dω(θ) (1.25)

(con un ligero abuso en la notación escribiremos dω(z) = dω(θ)), siendo ω una medida
positiva de Borel en [−π, π] que para I(a,b)(f) coincide con dω(θ) = dθ

cosh(b)−cos(θ−a) y cuyas
técnicas de aproximación más usuales serán revisadas a lo largo de la sección.
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fórmulas de cuadratura

Siguiendo con la analoǵıa del caso real, supondremos que las funciones e−ikθ son in-
tegrables en [−π, π] con respecto a ω para todo k ∈ Z, lo que nos permite definir por un
lado el k-ésimo momento trigonométrico como el número complejo µk :=

∫ π
−π e−ikθdω(θ)

y por otro lado para n ≥ −1 el n-ésimo determinante de Toeplitz

∆n :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 µ2 · · · µn

µ−1 µ0 µ1 · · · µn−1

µ−2 µ−1 µ0 · · · µn−2
...

...
... · · · ...

µ−n µ−n+1 µ−n+2 · · · µ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, n ≥ 0 ; ∆−1 := 1. (1.26)

También diremos que una sucesión de números complejos {µn}∞n=−∞ es Hermitiana si
µn = µ−n para todo n ≥ 0.

El ingrediente básico cuando trabajamos con cuestiones de aproximación en la circun-
ferencia unidad es el espacio vectorial complejo de polinomios de Laurent en la variable z:
Λ := C[z, z−1], es decir, Λ := span{zk : k ∈ Z} y consideremos Λm,n := span{zm, . . . , zn},
subespacio vectorial de Λ donde m,n ∈ Z siendo m ≤ n. Obsérvese además que Λ0,n = Pn

para todo n ≥ 0. Si bien hemos comentado ya la densidad del espacio de polinomios P sobre
el espacio C[a, b] de funciones continuas sobre un intervalo finito [a, b] respecto a la norma
uniforme, el resultado deja de ser válido en general cuando reemplazamos tal intervalo por
la circunferencia unidad. Sin embargo, cualquier función continua en T puede aproximarse
uniformemente en T por polinomios de Laurent (véase [41, págs. 304-305] ó [103, pág. 39]).
Por tanto, en la estimación de (1.25) parecerá razonable reemplazar ahora f(z) por un
apropiado polinomio de Laurent. Para más detalles sobre problemas de aproximación en
la circunferencia unidad véase [78].

Szegő estudió en [98, Caṕıtulo 11] los polinomios ortogonales en T con respecto al
producto interior inducido

〈f, g〉ω =
∫ π

−π
f(eiθ)g(eiθ)dω(θ) , f, g ∈ Lω

2 (T). (1.27)

Aplicando el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt a los monomios 1, z, z2, z3, . . .
obtenemos una base {ρn(z)}∞n=0 formada por polinomios (mónicos) verificando

1. ρn(z) = zn + · · ·+ δn ∈ Pn\Pn−1 para todo n ≥ 0,

2. ρn(z) es ortogonal a span{1, z, . . . , zn−1} con respecto al producto interior (1.27).

A tal familia de polinomios mónicos ortogonales en T con respecto a (1.27) se le conoce
como la familia de polinomios de Szegő, y a la sucesión de términos independientes {δn}∞n=0

la familia de coeficientes de Verblunsky2. Dado un polinomio p(z) = anzn + · · · + a0 ∈
Pn\Pn−1, definimos el polinomio rećıproco según p∗(z) := znp(1/z̄), es decir, p∗(z) =
a0z

n + · · · + an ∈ Pn (se observa claramente que el grado no tiene por qué ser ahora
exactamente n). Estas definiciones van a jugar un papel crucial a lo largo de toda la
Memoria.

2Aunque existen al menos otras cuatro terminoloǵıas, coeficientes de Schur, Schur-Szegő, de refrexión
o de Geronimus (véase [95]), nos referiremos en esta Memoria a tales cantidades como coeficientes de
Verblunsky.
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De (1.1) se deducen las siguientes expresiones determinantales para los polinomios de
Szegő y sus rećıprocos en términos de los momentos trigonométricos:

ρ0(z) ≡ 1 , ρn(z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 · · · µ−n

µ1 µ0 · · · µ−n+1
...

...
...

...
µn−1 µn−2 · · · µ−1

1 z · · · zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, n ≥ 1 (1.28)

y

ρ∗0(z) ≡ 1 , ρ∗n(z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 · · · µn−1 µn

µ−1 µ0 · · · µn−2 µn−1
...

... · · · ...
...

µ−n+1 µ−n+2 · · · µ0 µ1

zn zn−1 · · · z 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, n ≥ 1 , (1.29)

con ∆n dado por (1.26). De la construcción de estos polinomios y de (1.28)-(1.29) se
deducen las siguientes condiciones de ortogonalidad:

< ρn(z), zs >ω=< ρ∗n(z), zt >ω= 0, s = 0, 1, . . . , n− 1 , t = 1, 2, . . . , n ,

< ρn(z), zn >ω=< ρ∗n(z), 1 >ω= ∆n
∆n−1

> 0.
(1.30)

En cuanto a la correspondiente familia ortonormal, que denotaremos por {ϕn(z)}∞n=0, se

sigue de la introducción de este caṕıtulo que ϕn(z) = κnρn(z) con κn =
√

∆n−1

∆n
para n ≥ 0

y de ah́ı junto a la definición de ρ∗n(z) que

‖ ρn(z) ‖ω=‖ ρ∗n(z) ‖ω=

√
∆n

∆n−1
. (1.31)

El siguiente resultado sobre la localización de los ceros de los polinomios de Szegő es
una consecuencia del Teorema 1.1.1 y fundamental en lo que sigue (véase [1, pág. 184]
ó [98, págs. 292-293]):

Teorema 1.3.1 (Ceros de polinomios de Szegő) Los ceros de ρn(z) se encuentran
en D para todo n ≥ 1.

2

Como consecuencia se deduce por un lado que los ceros de ρ∗n(z) se encuentran en E
para todo n ≥ 1, y por otro lado la siguiente propiedad fundamental que cumplen los
coeficientes de Verblunsky: |δn| < 1 para todo n ≥ 1 (nótese que δ0 = 1 y si ω es
una medida de probabilidad, entonces también µ0 = 1). Definimos a continuación una
sucesión de números comprendidos en el intervalo (0, 1], que denotaremos por {ηn}∞n=1 y
que aparecerán con suma frecuencia:

ηn :=
√

1− |δn|2 , n ≥ 1. (1.32)
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También será conveniente conocer un caso de simetŕıa para la cual los polinomios de
Szegő tengan coeficientes reales. En efecto, dado que

µk =
∫ π

−π
e−ikθdω(θ) =

∫ π

−π
cos kθdω(θ)− i

∫ π

−π
sen kθdω(θ) , k ∈ Z ,

si suponemos que ω es absolutamente continua y podemos escribir dω(θ) = ω̃(θ)dθ con ω̃(θ)
función peso tal que ω̃(θ) = ω̃(−θ), tendremos entonces que µk = 2

∫ π
0 coskθω̃(θ)dθ ∈ R y

por tanto, de (1.28) se sigue que ρn(z) tendrá coeficientes reales. En este caso se establece
en [98, págs. 294-295] la siguiente relación: sea σ̃(x) una función peso en [−1, 1] y sea ω̃(θ)
la función peso en [−π, π] dada por

ω̃(θ) = σ̃(cos θ) |sin θ| , (1.33)

o lo que es lo mismo, ω̃(θ)dθ = σ̃(x)|dx| con x = cos θ, entonces las respectivas familias
de polinomios ortonormales vienen relacionadas por

pn(x) = 1√
2π(1+δ2n)

[
z−nϕ2n(z) + znϕ2n

(
1
z

)]

= 1√
2π(1−δ2n)

[
z1−nϕ2n−1(z) + zn−1ϕ2n−1

(
1
z

)]

donde x = z+z−1

2 , ó equivalentemente, x = cos θ con z = eiθ.
Al trabajar en la circunferencia unidad considerando la base ortonormal de polinomios

{ϕn(z)}∞n=0 se sigue de (1.7) que la función núcleo reproductor viene ahora dada por

Kn(z, ξ) =
n∑

k=0

ϕk(z)ϕk(ξ) , z, ξ ∈ C , (1.34)

la cual satisface la siguiente propiedad reproductora:

〈p(z),Kn(z, ξ)〉ω =
∫

T
p(z)Kn(z, ξ)ω(θ)dθ = p(ξ) , z = eiθ , ∀p ∈ Pn , ∀ξ ∈ C. (1.35)

De (1.35) se deducen las relaciones (véase [101, pág. 27])

Kn(z, 0) =
n∑

k=0

ϕk(z)ϕk(0) = κnϕ∗n(z) (1.36)

y

Kn(0, 0) =
n∑

k=0

|ϕk(0)|2 = κ2
n. (1.37)

Por un lado, de (1.37) se comprueba la relación
(

κn−1

κn

)2
= η2

n, y dado que estamos
considerando κn > 0 para todo n ≥ 0, se concluye junto a (1.31) que

ηn =
κn−1

κn
=

‖ ρn(z) ‖ω

‖ ρn−1(z) ‖ω
=
√

∆n∆n−2

∆n−1
, n ≥ 1, (1.38)
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lo cual implica

‖ ρn(z) ‖2
ω= η2

n

∆n−1

∆n−2
, n ≥ 1. (1.39)

Por otro lado, como consecuencia de (1.36) se puede probar la siguiente ley de recurren-
cia para polinomios de Szegő y los correspondientes ortonormales, la cual fue demostrada
por primera vez por Szegő en [98, págs. 293-294] (véase también [56]), y que podŕıa in-
terpretarse como una ley de recurrencia a tres términos si consideramos los polinomios
de Szegő y sus rećıprocos ordenados de la forma ρ0(z), ρ∗0(z), ρ1(z), ρ∗1(z), ρ2(z), ρ∗2(z), . . .
(análogamente con la sucesión ortonormal):

Teorema 1.3.2 (Ley de recurrencia) Las familias {ρn(z)}∞n=0 y {ϕn(z)}∞n=0 de poli-
nomios mónicos y ortonormales de Szegő respectivamente con respecto a la medida ω en
T satisfacen las leyes de recurrencia

(
ρn(z)
ρ∗n(z)

)
=

(
z δn

δnz 1

)(
ρn−1(z)
ρ∗n−1(z)

)
, n ≥ 1 (1.40)

y (
ϕn(z)
ϕ∗n(z)

)
=

1
ηn

(
z δn

δnz 1

)(
ϕn−1(z)
ϕ∗n−1(z)

)
, n ≥ 1 (1.41)

con condiciones iniciales

ρ0(z) = ρ∗0(z) ≡ 1 , ϕ0(z) = ϕ∗0(z) ≡ 1√
µ0

, (1.42)

siendo {δn}∞n=0 la familia de coeficientes de Verblunsky para la medida ω, {ηn}∞n=1 la
sucesión definida en (1.32) y µ0 :=

∫ π
−π dω(θ).

2

Las relaciones (1.40) y (1.41) (forward) pueden de manera equivalente ser reemplazadas
por las siguientes (backward):

(
zρn−1(z)
ρ∗n−1(z)

)
=

1
η2

n

(
1 −δn

−δn 1

)(
ρn(z)
ρ∗n(z)

)
, n ≥ 1 (1.43)

y (
zϕn−1(z)
ϕ∗n−1(z)

)
=

1
ηn

(
1 −δn

−δn 1

)(
ϕn(z)
ϕ∗n(z)

)
, n ≥ 1 (1.44)

respectivamente. Además, la relación (1.40) establece cómo computar el n-ésimo parámetro
de Verblunsky a partir del polinomio ρn−1(z) y de la familia de momentos trigonométricos
{µ−k}n

k=0. En efecto, si ρn−1(z) =
∑n−1

k=0 rkz
k, entonces se deduce

δn = −〈zρn−1(z), 1〉ω
〈ρ∗n−1(z), 1〉ω = −

∑n−1
k=0 rk〈zk+1, 1〉ω∑n−1

k=0 rn−1−k〈zk, 1〉ω
= −

∑n−1
k=0 rkµ−(k+1)∑n−1
k=0 rn−1−kµ−k

. (1.45)

Al igual que en el caso real, también podemos establecer un resultado de tipo Favard,
rećıproco al Teorema 1.3.2 (véanse los detalles en [71] y también [2] y [50]). Sin embar-
go, omitiremos su enunciado dado que en el caṕıtulo 4 estableceremos una demostración
alternativa de una generalización de este resultado (Teorema 4.2.7).
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Los polinomios de Szegő de segunda especie, que denotaremos por {ςn(z)}∞n=0, se definen
en términos de los polinomios de Szegő según

ςn(z) :=

{ ∫ π
−π

z+eiθ

z−eiθ

(
ρn(eiθ)− ρn(z)

)
dω(θ) si n ≥ 1

−µ0 si n = 0
,

comprobándose (véase [71]) que satisfacen la misma ley de recurrencia que la familia de
polinomios de Szegő {ρn(z)}∞n=0 pero con la condición inicial ς0(z) ≡ −µ0.

A continuación estableceremos dos conceptos que serán también de vital importancia.
Por un lado, decimos que un polinomio p(z) es k-invariante (invariante) con k ∈ C\{0}
si p∗(z) = kp(z). En el siguiente caṕıtulo tendrán especial importancia los polinomios
1-invariantes, conocidos como autorrećıprocos (véase [99]); no obstante, se verá que poli-
nomios invariantes son “esencialmente” autorrećıprocos. Por otro lado, Jones et. al. dieron
en [71] la siguiente definición: un polinomio Bn(z) ∈ Pn\Pn−1 se dice que es para-ortogonal
con respecto a la medida ω en [−π, π] si cumple las condiciones de ortogonalidad:

〈Bn(z), zk〉ω = 0 , 1 ≤ k ≤ n− 1 ; 〈Bn(z), 1〉ω 6= 0 , 〈Bn(z), zn〉ω 6= 0. (1.46)

Por propia definición es fácil verificar que tanto ρn(z) como ρ∗n(z) ni son invariantes ni son
para-ortogonales. Los dos siguientes resultados (véase [71]) caracterizan a tales funciones
y nos indican la localización de sus ceros.

Teorema 1.3.3 Si {ρn(z)}∞n=0 representa la sucesión de polinomios mónicos de Szegő con
respecto a la medida ω, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

1. Bn(z) es un polinomio de grado exacto n ≥ 1, para-ortogonal e invariante.

2.
Bn(z) = Cn [ρn(z) + τρ∗n(z)] , Cn 6= 0 , τ ∈ T. (1.47)

3.
Bn(z) = C̃n

[
zρn−1(z) + τ̃ ρ∗n−1(z)

]
, C̃n 6= 0 , τ̃ ∈ T. (1.48)

Además, la equivalencia entre (1.47) y (1.48) viene dada por las siguientes relaciones:
C̃n = Cn(1 + τδn) y τ̃ = τ+δn

1+τδn
.

2

Teorema 1.3.4 (ceros de polinomios para-ortogonales) Todo polinomio de grado e-
xacto n ≥ 1, para-ortogonal e invariante, tiene sus n ceros distintos y localizados en T.

2

Más propiedades relacionadas sobre los ceros de polinomios para-ortogonales en relación
con la alternancia, separación, distribución y distancia entre ceros consecutivos han sido
estudiadas en [59]. Comentamos también que si ϕn(z) = κnzn + · · · con κn > 0 para todo
n ≥ 0 y consideramos Bn(z, τ) = C [ϕn(z) + τϕ∗n(z)] con C ·τ ∈ C\{0} (no necesariamente
τ ∈ T) y κn + τϕn(0) 6= 0 (para garantizar grado exacto n), entonces Bn(z, τ) cumple las
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condiciones de para-ortogonalidad (1.46), y será k-invariante, śı y sólo śı, τ ∈ T (y en tal
caso, k = C

Cτ
∈ T).

Antes de establecer el papel fundamental que va a jugar la familia de polinomios
{Bn(z)}∞n=0, consideremos de nuevo la función reproductora (1.34). Si tomamos pn(z) =
(z − ξ)qn−1(z) ∈ Πn con qn−1(z) ∈ Πn−1, y ξ un número complejo arbitrario, entonces de
(1.35) se tiene que

pn(z) =
∫

T
Kn(z, η)pn(η)dω(η) =

∫

T
Kn(z, η)(η − ξ)qn−1(η)dω(η) ,

y por tanto,
∫
TKn(ξ, η)(η − ξ)qn−1(η)dω(η) = pn(ξ) = 0, lo que significa que

∫

T
Kn(ξ, z)(z − ξ)qn−1(z)dω(θ) = 0 , z = eiθ , ∀qn−1 ∈ Πn−1.

Ahora, dado que z ∈ T se sigue que
∫
TKn(z, ξ)

(
z̄ − ξ

)
z̄zqn−1(z)dω(θ) = 0 para todo

qn−1 ∈ Πn−1, esto es,
∫

T
Kn(z, ξ)(1− zξ̄)zqn−1(z)dω(θ) = 0.

De esta última relación se sigue que Kn(z, ξ)(1 − zξ) ⊥ span{z, · · · , zn}. Observamos
además que Kn(z, ξ)(1 − zξ) es un polinomio de grado exacto n + 1 en la variable z. Si
suponemos por un lado que 〈Kn(z, ξ)(1−zξ), 1〉ω 6= 0, es decir

∫
TKn(z, ξ)(1−zξ)dω(θ) = 0

entonces Kn(z, ξ)(1 − zξ) ⊥ span{1, z, · · · , zn}, por lo que debe existir una constante
Cn+1 = Cn+1(ξ) 6= 0 tal que Kn(z, ξ)(1− zξ) = Cn+1(ξ)ϕn+1(z). De aqúı se concluye una
contradicción, dado que esta relación implica que ϕn+1

(
1/ξ

)
= 0 para cualquier ξ ∈ C\{0}.

Por otro lado, si suponemos que 〈Kn(z, ξ)(1− zξ), zn+1〉ω = 0 entonces Kn(z, ξ)(1− zξ) ⊥
span{z, · · · , zn, zn+1} y de nuevo existe Cn+1 = Cn+1(ξ) 6= 0 tal que Kn(z, ξ)(1 − zξ) =
Cn+1(ξ)ϕ∗n+1(z), concluyendo una contradicción similar. Hemos probado pues el siguiente
resultado:

Proposición 1.3.5 Sea n ≥ 0 y Kn(z, ξ) la función núcleo reproductor definida en (1.34).
Entonces, para todo ξ ∈ C\{0} se tiene que Kn(z, ξ)(1−zξ) es un polinomio de grado exacto
n + 1 para-ortogonal con respecto a ω.

2

Veamos lo que ocurre cuando ξ ∈ T:

Proposición 1.3.6 Para todo ξ ∈ T y n ≥ 0, sea Bn+1(z) = Kn(z, ξ)(1 − zξ) donde
Kn(z, ξ) es la función núcleo reproductor definida en (1.34). Entonces, Bn+1(z) es −ξn+1-
invariante.

Demostración.- Veamos primero que K∗n(z, ξ) = ξnKn(z, ξ). En efecto, si ξ ∈ T entonces
K∗n(z, ξ) = znKn (1/z, ξ) ∈ Πn y podremos escribir

K∗n(z, ξ) =
n∑

k=0

ak(ξ)ϕk(z)
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fórmulas de cuadratura

donde
ak(ξ) =

∫

T
K∗n(z, ξ)ϕk(z)dω(θ) , z = eiθ , k = 0, 1, . . . , n.

Tenemos por tanto que

ak(ξ) =
∫

T
znKn (1/z̄, ξ) · ϕk(z)dω(θ) =

∫

T
Kn(z, ξ)znϕk(z)dω(θ) , z = eiθ.

Si z ∈ T y para k ≥ 0 se sigue que znϕk(z) ∈ Πn y por tanto, de (1.35) entonces
ak(ξ) = ξnϕk(ξ). Aśı pues,

K∗n(z, ξ) =
n∑

k=0

ξnϕk(ξ)ϕk(z) = ξnKn(z, ξ).

Ahora bien, dado que 1/ξ = ξ entonces

B∗
n+1(z) = zn+1Bn+1(1/z̄) = zn+1

(
1− 1

z ξ
) Kn (1/z̄, ξ) = (z − ξ)znKn(1/z̄, ξ)

= (z − ξ)K∗n(z, ξ)

y tendremos finalmente que

B∗
n+1(z) = ξnKn(z, ξ)

−(1− zξ)
ξ

= −ξn+1Kn(z, ξ)(1− zξ) = −ξn+1Bn+1(z).

2

Del Teorema 1.3.4 y las Proposiciones 1.3.5 y 1.3.6 se deduce el siguiente

Corolario 1.3.7 Para todo ξ ∈ T, sea Bn+1(z) = Kn(z, ξ)(1− zξ) con Kn(z, ξ) dado por
(1.34). Entonces, Bn+1(z) tiene exactamente n + 1 ceros distintos en T, siendo ξ uno de
ellos.

2

De este Corolario vemos que el núcleo reproductor Kn(z, ξ) tiene n ceros distintos en T
para todo ξ ∈ T, por lo que cabŕıa esperar que Kn(z, ξ) fuera también un polinomio para-
ortogonal e invariante con respecto a una cierta medida ω̃. Una respuesta positiva viene
dada por la siguiente

Proposición 1.3.8 Para cualquier ξ ∈ T, la función reproductora Kn(z, ξ) es ξn-invariante
y para-ortogonal con respecto a la medida positiva de Borel

dµ(θ) = |ξ − eiθ|2dω(θ).

Demostración.- La propiedad ξn-invariante se sigue de la demostración de la Proposi-
ción 1.3.6. En cuanto a la para-ortogonalidad, tomando z = eiθ se sigue que

〈Kn(z, ξ), zk〉µ =
∫
TKn(z, ξ)z−k |ξ − z|2 dω(θ) =

∫
TKn(z, ξ)z−k

∣∣1− ξz
∣∣2 dω(θ)

=
∫
TBn+1(z)z−k(1− ξz)dω(θ) =

∫
TBn+1(z)z−(k+1)(z − ξ)dω(θ)

=
∫
TBn+1(z)z−kdω(θ)− ξ

∫
TBn+1(z)z−(k+1)dω(θ).
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Dado que Bn+1(z) es para-ortogonal con respecto a la medida ω, deducimos finalmente
que

〈Kn(z, ξ), zk〉µ = 0 , 1 ≤ k ≤ n− 1 ,

〈Kn(z, ξ), 1〉µ =< Bn+1(z), 1 >ω 6= 0 ,

〈Kn(z, ξ), zn〉µ = −ξ < Bn+1(z), zn+1 >ω 6= 0 .

2

Basándonos en estos resultados previos estableceremos a continuación una demostra-
ción alternativa de la fórmula de Christoffel-Darboux para el núcleo reproductor (1.34)
(véase [98, págs. 293-294] ó [56]), tratándose realmente de un problema propuesto en [101,
pág. 35]:

Teorema 1.3.9 (Christoffel-Darboux) Si {ϕn(z)}∞n=0 representa la familia de polino-
mios ortonormales respecto a la medida ω en T, entonces

Kn(z, ξ) =
n∑

k=0

ϕk(z)ϕk(ξ) =
ϕ∗n+1(z)ϕ∗n+1(ξ)− ϕn+1(z)ϕn+1(ξ)

1− zξ
. (1.49)

Demostración.- De (1.47) y la Proposición 1.3.5 se sigue que existen Cn+1(ξ) 6≡ 0 y
τn+1(ξ) 6≡ 0 tales que

Bn+1(z) = Kn(z, ξ)(1− zξ) = Cn+1(ξ)
[
ϕn+1(z) + τn+1(ξ)ϕ∗n+1(z)

]
. (1.50)

Si comparamos en esta última relación los coeficientes de los monomios zn+1 obtenemos
la relación

−κnξϕn(ξ) = Cn+1(ξ)
[
κn+1 + ϕn+1(0)τn+1(ξ)

]
, (1.51)

mientras que evaluando también en (1.50) para z = 0,

Kn(0, ξ) = Cn+1(ξ) [ϕn+1(0) + κn+1τn+1(ξ)] . (1.52)

De la relación (1.36) tenemos que Kn(0, ξ) = κnϕ∗n(ξ), por lo que de (1.51)-(1.52) deduci-
mos el siguiente sistema de dos ecuaciones con las dos incógnitas Cn+1(ξ) y τn+1(ξ):

{
κnϕ∗n(ξ) = Cn+1(ξ) [ϕn+1(0) + κn+1τn+1(ξ)]
−κnξϕn(ξ) = Cn+1(ξ)

[
κn+1 + ϕn+1(0)τn+1(ξ)

] . (1.53)

De (1.49)-(1.50) quedaŕıa completa la demostración si probamos que Cn+1(ξ) = −ϕn+1(ξ)

y τn+1(ξ) = −
(

ϕ∗n+1(ξ)

ϕn+1(ξ)

)
son las soluciones del sistema (1.53), es decir, si se cumple

κnϕ∗n(ξ) = −ϕn+1(ξ)

[
ϕn+1(0)− κn+1

(
ϕ∗n+1(ξ)
ϕn+1(ξ)

)]
= κn+1ϕ∗n+1(ξ)− ϕn+1(ξ)ϕn+1(0)

(1.54)
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y

−κnξϕn(ξ) = −ϕn+1(ξ)

[
κn+1 − ϕn+1(0)

(
ϕ∗n+1(ξ)
ϕn+1(ξ)

)]
= ϕn+1(0) ·ϕ∗n+1(ξ)−κn+1ϕn+1(ξ).

(1.55)
Concluimos finalmente el resultado dado que, al ser κn, κn+1 > 0 es fácil comprobar de
(1.36) que las expresiones (1.54)-(1.55) son equivalentes a la ley de recurrencia (1.41).

2

Haciendo tender ahora ξ a z se obtiene la fórmula confluente

Kn−1(z, z) =
|ϕ∗n(z)|2 − |ϕn(z)|2

1− |z|2 ,

la cual permite dar una demostración alternativa de que los ceros de ϕn(z) caen en D.
Como aplicación de esta identidad consideremos los siguientes ejemplos particulares

correspondientes a medidas absolutamente continuas, donde dω(θ) = ω̃(θ)dθ siendo ω̃(θ)
una función peso positiva.

1. Medida de Lebesgue. Es bien sabido (véase [98, pág. 290] ó [101, pág 32]) que
los polinomios ortonormales de Szegő normalizados con respecto a la función peso
ω̃(θ) ≡ 1

2π vienen dados por

ϕn(z) = zn , n ≥ 0. (1.56)

De (1.49) se deduce la siguiente expresión para la función reproductora:

Kn(z, ξ) =
1− (zξ)n+1

1− zξ
=

n∑

j=0

(zξ)j .

2. Modificación racional de la medida de Lebesgue. Consideremos la función
peso

ω̃(θ) =
1

2π |h(eiθ)|2
, (1.57)

siendo h(z) un polinomio de grado m sin ráıces en T (si m = 0, entonces h(z) ≡ 1 y
recuperamos la medida de Lebesgue). Los polinomios ortonormales de Szegő (véase
[98, págs. 289-290]) vienen dados por

ϕn(z) = zn−mh(z) , n ≥ m. (1.58)

En este caso, para obtener la familia completa de polinomios ortonormales se compu-
taŕıan éstos recursivamente para n < m según (1.41). Dado que ϕ∗n(z) = h∗(z) se
cumple entonces que

Kn(z, ξ) =
h∗(z)h∗(ξ)− (zξ)n+1−mh(z)h(ξ)

1− zξ
, n ≥ m.
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Cuando tomamos m = 1 y haciendo h(z) = z−r√
1−r2

con 0 < r < 1 aparece la medida
asociada con el núcleo de Poisson, es decir

ω̃(θ) =
(1− r2)

2π (1− 2rcosθ + r2)
, r ∈ (0, 1). (1.59)

La familia de polinomios ortonormales vendrán dados por

ϕn(z) =
zn − rzn−1

√
1− r2

, n ≥ 1 (ϕ0(z) ≡ 1) , (1.60)

y de (1.49) que la función núcleo reproductor sea

Kn(z, ξ) =
(1− rz)(1− rξ)− (

zn+1 − rzn
) (

ξ
n+1 − rξ

n
)

(1− r2)(1− zξ)
=

p(r)− (zξ)np∗(r)
(1− r2)(1− zξ)

,

siendo p(r) = 1− r(z + ξ) + r2(zξ).

3. Funciones peso de tipo Chebyshev. Por la función peso de tipo Jacobi en la
circunferencia unidad entendemos la familia bi-paramétrica de funciones peso que
resulta de la transformación (1.33) considerando σ̃(x) dada por (1.13). En otras
palabras,

ω̃(θ) = (1− cosθ)α+1/2(1 + cosθ)β+1/2 , α, β > −1 , θ ∈ (−π, π]. (1.61)

En [98] se calcularon expĺıcitamente los correspondientes coeficientes de Verblunsky:

δ2n =
α + β + 1

2n + α + β + 1
∈ R , δ2n+1 =

α− β

2n + α + β + 2
∈ R. (1.62)

Cuando α, β ∈ {±1
2} obtenemos las correspondientes funciones peso de tipo Chebys-

hev (de primera a cuarta especie respectivamente), que consideraremos normalizadas
(de probabilidad):

ω̃1(θ) ≡ 1
2π

, ω̃2(θ) =
sin2θ

2π
, ω̃3(θ) =

1− cosθ

2π
, ω̃4(θ) =

1 + cosθ

2π
(1.63)

(obsérvese que ω̃1(θ) coincide con la medida de Lebesgue en la circunferencia unidad).
Para obtener expresiones del núcleo reproductor para esta familia de funciones peso
a partir de (1.49) podemos aplicar los resultados de [40], donde se han deducido
expresiones expĺıcitas para las correspondientes familias de polinomios ortonormales.
De este modo obtenemos las siguientes relaciones, donde sólo mostramos de manera
detallada los cálculos para la función peso ω̃4(θ).

Función peso ω̃4(θ):

ϕn(z) = (−1)n

√
2

(n + 1)(n + 2)

n∑

j=0

(−1)j(j + 1)zj .
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Kn(z, ξ) = 2
(n+2)(n+3)

1
1−zξ

×

×
[(∑n+1

j=0 (−1)n+1−j(n + 2− j)zj
)(∑n+1

j=0 (−1)n+1−j(n + 2− j)ξj
)

−
(∑n+1

j=0 (−1)j(j + 1)zj
)(∑n+1

j=0 (−1)j(j + 1)ξj
)]

= 2
(n+2)(n+3)(1−zξ)

[(∑n+1
s,t=0(−1)s+t(n + 2− s)(n + 2− t)zsξ

t
)

−
(∑n+1

s,t=0(−1)s+t(s + 1)(t + 1)zsξ
t
)]

.

= 2
(n+2)(n+3)

1
1−zξ

∑n+1
s,t=0(−1)s+t [(n + 2− s)(n + 2− t)− (s + 1)(t + 1)] zsξ

t

= 2
(n+2)(n+3)

1
1−zξ

∑n+1
s,t=0(−1)s+t

[
n2 + n(4− s− t) + 3(1− s− t)

]
zsξ

t
.

Función peso ω̃3(θ):

ϕn(z) =

√
2

(n + 1)(n + 2)

n∑

j=0

(j + 1)zj .

Kn(z, ξ) =
2

(n + 2)(n + 3)
1

(1− zξ)

n+1∑

s,t=0

[
n2 + n(4− s− t) + 3(1− s− t)

]
zsξ

t
.

Función peso ω̃2(θ):

ϕn(z) =





4
n+2

√
n+2
n+4

∑n
2
j=0(j + 1)z2j n par

4z
n+1

√
n+2
n+4

∑n−1
2

j=0 (j + 1)z2j n impar

K2k(z, ξ) = 4(2k+3)
(k+1)2(2k+5)

1
1−zξ

×

∑k
s,t=0

[
k2 + k(2− s− t) + (st + 1)(1− zξ)− (s + t)(1 + zξ)

]
z2sξ

2t
.

K2k−1(z, ξ) = 4
(k+1)(k+2)

1
1−zξ

∑k
s,t=0

[
k2 − k(s + t− 2)− 2(s + t)

]
z2sξ

2t
.
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Para finalizar este primer caṕıtulo abordamos la construcción de fórmulas de cuadra-
tura sobre la circunferencia unidad, tema principal de esta Memoria, y con el que comen-
zamos de manera introductoria esta sección. Aśı pues, consideremos como estimador de
(1.25) la siguiente combinación lineal de valores del integrando (fórmula de cuadratura en
la circunferencia unidad):

In(f) :=
n∑

j=1

λjf(zj) ; zj 6= zk , j 6= k , zj ∈ T , ∀j = 1, . . . , n , (1.64)

siendo f una función continua en T. Como ya mencionamos anteriormente, el hecho de
que cualquier función continua en T se pueda aproximar uniformemente por polinomios
de Laurent nos plantea buscar nodos {zj}n

j=1 en T y pesos {λj}n
j=1 de manera que In(f)

sea exacta en subespacios de Λ de la forma Λ−p,q con p = p(n), q = q(n) y con suma p+ q
lo más grande posible (obsérvese que dim (Λ−p,q) = p + q + 1). Para nuestros propósitos,
intentaremos primero buscar exactitud en subespacios de la forma Λ−p,p, con el fin de
buscar pesos positivos en (1.64) dado que en este caso la estabilidad y convergencia de
la sucesión {In(f)}∞n=1 quedaŕıa garantizada. Debemos notar también que una fórmula
de cuadratura de la forma (1.64) y con pesos reales, que sea exacta en Λ−p,q es también
exacta en Λ−r,r, donde r = max{p, q}. Por otro lado, puede probarse de manera inmediata
que no puede existir una fórmula de cuadratura In(f) del tipo (1.64) que sea exacta en
Λ−n,n: basta considerar la función Qn(z)Qn∗(z) ∈ Λ−n,n siendo Qn(z) el polinomio nodal,
es decir, Qn(z) :=

∏n
j=1(z − zj). Nuestro siguiente paso será considerar p = n − 1, y

obsérvese que de existir tal fórmula de cuadratura exacta en Λ−(n−1),n−1, ésta tendŕıa
pesos λj positivos: basta tomar lj(z) = Qn(z)

(z−zj)
para j = 1, . . . , n, siendo Qn(z) el polinomio

nodal y considerar
∣∣lj(eiθ)

∣∣2 ∈ Λ−(n−1),n−1.
Un hecho fundamental debemos tener en cuenta: si bien hemos visto en la sección an-

terior que para construir fórmulas de cuadratura en [−1, 1] con máximo grado de precisión
alcanzable, los n nodos deben ser elegidos como los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal
con respecto a la medida σ, al trabajar en la circunferencia unidad la situación cambia ra-
dicalmente, dado que como ya hemos visto, los ceros del polinomio ρn(z) se encuentran en
D, y por tanto no pueden ser elegidos como nodos de In(f). Va a ser ahora donde jueguen
un papel fundamental los polinomios para-ortogonales e invariantes definidos anteriormen-
te. A continuación probamos las siguientes condiciones necesarias para el polinomio nodal
Qn(z) (véase una demostración alternativa en [20]).

Teorema 1.3.10 Para n ≥ 1, sea In(f) =
∑n

j=1 λjf(zj) con zj ∈ T para todo j =
1, . . . , n, exacta en Λ−(n−1),n−1. Entonces, el polinomio nodal Qn(z) =

∏n
j=1(z − zj) es

para-ortogonal y k-invariante, con k = (−1)n

z1···zn
∈ T.

Demostración.- La exactitud en el espacio Λ−(n−1),n−1 nos lleva al siguiente sistema
no lineal de 2n incógnitas z1, . . . , zn, λ1, . . . , λn y 2n− 1 ecuaciones:

n∑

j=1

λjz
k
j =

∫ π

−π
eikθdω(θ) = µ−k , −(n− 1) ≤ k ≤ n− 1. (1.65)

Sea Qn(z) =
∑n

j=0 cjz
j con cn = 1. Procediendo algebraicamente como en [42, págs.

109-112] en relación con las fórmulas de cuadratura Gaussianas deducimos, tomando las



24
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primeras (n + 1) ecuaciones en (1.65), es decir, −(n− 1) ≤ k ≤ 1, que

c0µn−1 = c0λ1z
−(n−1)
1 + · · ·+ c0λnz

−(n−1)
n

c1µn−2 = c1λ1z
−(n−2)
1 + · · ·+ c1λnz

−(n−2)
n

...
cn−1µ0 = cn−1λ1 + · · ·+ cn−1λn

cnµ1 = cnλ1z1 + · · ·+ cnλnzn.

Entonces, por un lado,

c0µn−1 + c1µn−2 + · · ·+ cn−1µ0 + cnµ−1 = λ1

(
c0z

−(n−1)
1 + · · ·+ cn−1 + cnz1

)
+ · · ·

+λn

(
c0z

−(n−1)
n + · · ·+ cn−1 + cnzn

)

= λ1z
n−1
1 Qn(z1) + · · ·+ λnzn−1

n Qn(zn)
= 0 ,

mientras que por otro lado,

c0µn−1 + c1µn−2+ · · · +cn−1µ0 + cnµ−1

=
∫ π
−π

[
c0e

−i(n−1)θ + c1e
−i(n−2)θ + · · ·+ cn−1 + cneiθ

]
dω(θ)

=
∫ π
−π

(∑n
j=0 cje

−i(n−1−j)θ
)

ei(n−1)θe−i(n−1)θdω(θ)

=
∫ π
−π

(∑n
j=0 cjz

j
)

zn−1dω(θ) = 〈Qn(z), zn−1〉ω = 0 (z = eiθ).

Tratando las (n + 1) ecuaciones en (1.65) desde k = −(n − 2) hasta k = 2, obtenemos
c0µn−2 + c1µn−3 + · · · + cnµ−2 = 0, lo cual implica 〈Qn(z), zn−2〉ω = 0. Procediendo de
manera similar, tomando de manera consecutiva en (1.65) las ecuaciones correspondientes
a −(n− 3) ≤ k ≤ 3, . . . ,−1 ≤ k ≤ (n− 1) obtenemos 〈Qn(z), zj〉ω = 0 para 1 ≤ j ≤ n− 1.
Además, si 〈Qn(z), 1〉ω = 0, entonces claramente se sigue que Qn(z) = ρn(z) y los nodos
{zj}n

j=1 caeŕıan en D, mientras que 〈Qn(z), zn〉ω = 0 implica que Qn(z) = γnρ∗n(z) con
γn 6= 0 y los nodos caeŕıan en E. Finalmente, dado que zj ∈ T para todo j = 1, . . . , n,
obtenemos

Q∗
n(z) = znQ

(
1
z

)
= zn

n∏

j=1

(
1
z
− zj

)
= zn

n∏

j=1

(
1
z
− 1

zj

)
=

(−1)n

z1 · · · zn

n∏

j=1

(z−zj) = kQn(z).

2

Del Teorema 1.3.10 se deduce el siguiente sistema de (n − 1) ecuaciones con incógnitas
c0, . . . , cn−1 (cn = 1)

c0µn−1 + c1µn−2 + · · ·+ cn−1µ0 = −µ−1

c0µn−2 + c1µn−3 + · · ·+ cn−1µ−1 = −µ−2
...

c0µ1 + c1µ0 + · · ·+ cn−1µ−(n−2) = −µ−(n−1).

(1.66)
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Dado que ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µn−2 · · · µ0

µn−3 · · · µ−1
...

. . .
...

µ0 · · · µ−(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

(n−1)(n−2)
2 ∆n−2 6= 0 ,

se sigue que el sistema (1.66) debe ser resuelto para las constantes c1, . . . , cn−1 en términos
del parámetro c0. De este modo vemos, tal y como era de esperar por el Teorema 1.3.3, que
Qn(z) no queda uńıvocamente determinado y depende esencialmente de un parámetro.

Las condiciones de para-ortogonalidad e invarianza del Teorema 1.3.10 son también
condiciones suficientes. En efecto, W.B. Jones, O. Nj̊astad y W.J. Thron probaron en [71]
el siguiente

Teorema 1.3.11 Sea Qn(z) un polinomio de grado exacto n, para-ortogonal con respecto
a ω e invariante. Sean z1, . . . , zn sus ceros (distintos y en T, de acuerdo con el Teorema
1.3.4). Entonces, existen números reales positivos λ1, . . . , λn tales que

In(f) =
n∑

j=1

λjf(zj) = Iω(f) , ∀f ∈ Λ−(n−1),n−1. (1.67)

2

Además, diremos que la fórmula (1.67) es la que tiene el máximo dominio de validez en el
sentido de que también se prueba (véase [71]) el siguiente:

Teorema 1.3.12 No existe una fórmula de cuadratura In(f) de la forma (1.64) para
Iω(f) que sea exacta en Λ−n,n−1 ó en Λ−(n−1),n.

2

Tenemos pues que Λ−(n−1),n−1 es el dominio de validez maximal (véase al respecto [92]).
El siguiente resultado de caracterización fue probado también en [71] y se trata del análogo
en la circunferencia unidad del Corolario 1.2.7.

Teorema 1.3.13 Para todo n ≥ 1, la fórmula de cuadratura In(f) dada por (1.64) tiene
máximo dominio de validez, śı y sólo śı,

1. In(f) = Iω(f) para todo f ∈ Λp,q siendo p y q enteros no negativos arbitrarios
cumpliendo p + q = n− 1.

2. Si Qn(z) =
∏n

j=1(z − zj) (polinomio nodal) entonces Qn(z) es para-ortogonal y k-
invariante.

2

La fórmula de cuadratura In(f) dada por (1.67) aparece inicialmente en [63] y tam-
bién impĺıcitamente en [64, Caṕıtulo 4]. Sin embargo, fue en el trabajo de W.B. Jones, O.
Nj̊astad y W.J. Thron [71] donde aparece un tratamiento unificado de este tipo de cua-
draturas que denominaron fórmulas de Szegő y que representan el análogo a las fórmulas
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Gaussianas para intervalos del eje real. Éstas han sido estudiadas en los últimos años por
diferentes autores: véanse [9], [13], [14], [20], [34], [35], [37], [38], [40], [62], [69], [77], [91] y
[102], aśı como [7] en donde se analiza un procedimiento general válido tanto para medidas
con soporte en subconjuntos del eje real como en la circunferencia unidad. Sin embargo,
debemos hacer notar dos grandes diferencias en la construcción de ambas:

Eje real:

1. Los nodos {xj}n
j=1 son los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal con respecto a σ.

2. Tenemos una única fórmula de cuadratura, exacta en P2n−1, cuya dimensión es 2n.

Circunferencia unidad:

1. Los nodos {zj}n
j=1 son los ceros del n-ésimo polinomio para-ortogonal con respecto

a ω, que depende de un parámetro τ ∈ T.

2. Disponemos de una familia uni-paramétrica de fórmulas de cuadratura, exactas en
Λ−(n−1),n−1, cuya dimensión es 2n− 1.

Para que tales fórmulas queden completamente caracterizadas debemos proceder al cómpu-
to de sus pesos; por ahora sólo sabemos que éstos son positivos. El siguiente resultado
probado en [62] establece un análogo del Teorema 1.2.8 para intervalos del eje real.

Teorema 1.3.14 Sea {ϕn(z)}∞n=0 la familia de polinomios ortonormales en T con respecto
a la medida ω en [−π, π] e In(f) la fórmula de cuadratura de n puntos (1.67) con máximo
dominio de validez. Entonces, los coeficientes vienen dados por

λj =
1

Kn−1(zj , zj)
=

1∑n−1
k=0 |ϕk(zj)|2

, j = 1, . . . , n. (1.68)

2

Como acabamos de indicar, obsérvese que a pesar de que las fórmulas (1.19) y (1.68)
tienen la misma naturaleza, en la primera {xk}n

k=1 son los ceros del n-ésimo polinomio
ortogonal p(x) con respecto a σ en [−1, 1] mientras que en la segunda {zk}n

k=1 son los
ceros del n-ésimo polinomio para-ortogonal Bn(z, τ) con respecto a ω en [−π, π] y τ ∈ T.

Una expresión alternativa para el cómputo de los pesos puede establecerse mediante la
familia de polinomios para-ortogonales asociados o de segunda especie (véase [71] ó [77]),
definidos por

An(z, τ) = ςn(z)− τς∗n(z). (1.69)

Los polinomios An(z, τ) y Bn(z, τ) se relacionan mediante la siguiente fórmula que em-
plearemos en la siguiente sección:

An(z, τ) =
∫ π

−π

z + t

z − t

(
zk

tk
Bn(t, τ)−Bn(z, τ)

)
dω(t) , ∀ k = 1, . . . , n− 1, (1.70)

y se prueba en [62] la siguiente expresión alternativa para el cómputo de los pesos:

λj = − 1
2zj

An(zj , τ)
B′

n(zj , τ)
, j = 1, . . . , n. (1.71)
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Una tercera expresión, integral en este caso, se establece en términos de los polinomios
fundamentales, definidos para 1 ≤ j ≤ n y τ ∈ T por

Lj(z, τ) :=
Bn(z, τ)

(z − zj)B′
n(zj , τ)

=
(z − z1) · · · (z − zj−1)(z − zj+1) · · · (z − zn)

(zj − z1) · · · (zj − zj−1)(zj − zj+1) · · · (zj − zn)
. (1.72)

En efecto, tales funciones satisfacen Lj(zk) = δj,k para todo 1 ≤ j, k ≤ n y se cumple

λj =
∫ π

−π
Lj(z, τ)dω(θ) , j = 1, . . . , n , τ ∈ T. (1.73)

Tomando ahora ξ = zj ∈ T en (1.49) y de (1.68) resulta

1
λj

= Kn−1(zj , zj) = ĺım
z→zj

ϕ∗n(z)ϕ∗n(zj)− ϕn(z)ϕn(zj)
1− zzj

.

Este ĺımite produce una indeterminación que resolvemos mediante la regla de L’Hôpital,
obteniendo

1
λj

=
(ϕ∗n)′ (zj)ϕ∗n(zj)− ϕ′n(zj)ϕn(zj)

−zj

es decir,

λj =
zj

ϕ′n(zj)ϕn(zj)− (ϕ∗n)′ (zj)ϕ∗n(zj)
, (1.74)

(compárese con la fórmula (1.20) para el eje real). Por otro lado, de la definición de la
operación super-∗ y de (1.74) también se cumple que

λj =
zj

1
zn
j
ϕ∗n(zj)ϕ

′
n(zj)− 1

zn
j
ϕn(zj) (ϕ∗n)

′
(zj)

=
zn−1
j

ϕ∗n(zj)ϕ
′
n(zj)− ϕn(zj) (ϕ∗n)

′
(zj)

. (1.75)

Hemos probado por tanto de (1.74) y (1.75) el siguiente resultado:

Teorema 1.3.15 Sea ϕn(z) el n-ésimo polinomio ortonormal en T, zj el j-ésimo cero del
n-ésimo polinomio para-ortogonal y λj el j-ésimo coeficiente de la fórmula de Szegő de n
puntos (1.67) con respecto a ω. Entonces,

λj =
zj∣∣∣∣∣∣

ϕn(zj) ϕ∗n(zj)

(ϕ∗n)′ (zj) ϕ′n(zj)

∣∣∣∣∣∣

=
zn−1
j∣∣∣∣∣∣

ϕ∗n(zj) ϕn(zj)

(ϕ∗n)′ (zj) ϕ′n(zj)

∣∣∣∣∣∣

, j = 1, . . . , n. (1.76)

2

Como aplicación de la fórmula (1.76) concluimos esta sección considerando las funciones
peso particulares analizadas anteriormente.

1. Medida de Lebesgue.

λj =
zj∣∣∣∣∣∣

zj
n 1

0 nzn−1
j

∣∣∣∣∣∣

=
zj

nzj
nzn−1

j

=
1

nzj
n−1zn−1

j

=
1

n|zj |2(n−1)
=

1
n

, (1.77)

resultado independiente de j (compárese con [62] ó [79, págs. 73-74]).
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2. Modificación racional de la medida de Lebesgue.

De (1.58) escribimos

ϕn(z) = zn−mh(z) = zn−m
s∏

k=1

(z − αk)rk , n ≥ m,

con |αk| 6= 1 para todo k = 1, . . . , s y r1 + . . . + rs = m. Dado que ϕ∗n(z) = h∗(z)
deducimos (ϕ∗n)

′
(z) = (h∗(z))

′
y ϕ

′
n(z) = (n − m)zn−m−1h(z) + zn−mh

′
(z). Por

tanto, de (1.76) se sigue para j = 1, . . . , n que

λj =
zn−1
j

h∗(zj)
[
(n−m)zn−m−1

j h(zj) + zn−m
j h′(zj)

]
− zn−m

j h(zj) (h∗)
′
(zj)

.

Ahora bien, dado que h∗(zj) = zm
j h(zj), entonces

λj =
zn−1
j

(n−m)zn−1
j |h(zj)|2 + zn

j h(zj)h
′(zj)− zn−m

j h(zj) (h∗)
′
(zj)

. (1.78)

Por otro lado, como h(z) =
∏s

k=1(z − αk)rk podemos escribir h
′
(z)

h(z) =
∑s

k=1
rk

z−αk
.

Además, h∗(z) =
∏s

k=1(1 − αkz)rk , y se sigue de manera similar que (h∗)
′
(z)

h∗(z) =

−∑s
k=1

αkrk
1−αkz . Entonces, de (1.78) deducimos finalmente que

λj =
zn−1
j

(n−m)zn−1
j |h(zj)|2 + zn

j |h(zj)|2
(∑s

k=1
rk

zj−αk

)
+ zn

j |h(zj)|2
(∑s

k=1
αkrk

1−αkzj

)

=
1

|h(zj)|2
[
n−m + zj

(∑s
k=1

rk
zj−αk

+
∑s

k=1
αkrk

1−αkzj

)]

=
1

|h(zj)|2
[
n−m +

∑s
k=1

rk(1−|αk|2)

|zj−αk|2
] , j = 1, . . . , n. (1.79)

Debemos hacer notar que la fórmula (1.79) fue anteriormente obtenida en [62] para
el caso particular rk = 1 para todo k = 1, . . . , s = m, mostrando sólo los detalles en
los cálculos para m = 2. La situación general fue considerada en [39] haciendo uso
del Teorema de los Residuos y tras un elevado número de operaciones. Obsérvese
que en el caso particular m = 0 (medida de Lebesgue) recuperamos la fórmula (1.77)
mientras que para el núcleo de Poisson (1.59) (tomando m = s = 1) se cumple de
(1.79) que

λj =
1

1− r2
× zj

r(1− n)
(
1 + z2

j

)
+ zj(n− r2)

, j = 1, . . . , n

(compárese con los resultados deducidos en [102]).
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3. Funciones peso de tipo Chebyshev.

Función peso ω̃4(θ):

λ−1
j = 2

(n+1)(n+2)zj
×

∣∣∣∣∣∣

∑n
s=0(−1)s(s + 1)zj

s
∑n

s=0(−1)n−s(n + 1− s)zj
s

∑n−1
s=0 (−1)n−1−s(n− s)(s + 1)zs

j

∑n−1
s=0 (−1)s+1(s + 1)(s + 2)zs

j

∣∣∣∣∣∣

y de ah́ı que

λj =
(n+1)(n+2)z−1

j

2
Pn

s=0

Pn−1
t=0 [(−1)s+t+1(s+1)(t+1)(t+2)−(−1)n−s+n−1−t(n+1−s)(t+1)(n−t)]zj

szt
j

= (n+1)(n+2)

2zj
Pn

s=0

Pn−1
t=0 (−1)s+t+1(t+1)[(s+1)(t+2)−(n+1−s)(n−t)]zt−s

j

= (n+1)(n+2)

2
Pn

s=0

Pn−1
t=0 (−1)s+t(t+1)[n2−n(s+t−1)−2(s+t+1)]zt+1−s

j

, j = 1, . . . , n.

Para las otras dos funciones peso, los cálculos son similares y sólo mostramos el
resultado final:

Función peso ω̃3(θ):

λj =
(n + 1)(n + 2)

2
∑n

s=0

∑n−1
t=0 (t + 1) [n2 − n(s + t− 1)− 2(s + t + 1)] zt+1−s

j

, j = 1, . . . , n.

Función peso ω̃2(θ):

Fijado j = 1, . . . , n, si n = 2k entonces

λj =
(k + 1)(k + 2)

2
∑k

s=0

∑k−1
t=0 (t + 1) [−k2 + k(s + t− 1) + 2(s + t + 1)] z2(t+1−s)

j

mientras que para n = 2k − 1,

λj =
k2(2k + 3)

4(2k + 1)
∑k−1

s,t=0(t + 1)
[
(s + 1)(2t + 1)z−1

j + (s− k)
]
z
2(t−s)+1
j

(compárese también con los resultados dados en [40], donde sólo se consideran casos
particulares del parámetro τ en (1.47)).

1.4. Computación de las fórmulas tipo-Gauss y de Szegő:
algoritmos de Levinson y split Levinson

Aparte de los ejemplos vistos en la sección anterior, cabe decir que se conocen pocas
medidas que den lugar a expresiones expĺıcitas para los polinomios de Szegő. En general,
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la información necesaria para computarlos es la sucesión de momentos trigonométricos
{µn}n∈Z: partiendo de la condición inicial (1.42) que determina siempre que δ0 = 1 compu-
tamos δ1 de la relación (1.45) y de ah́ı ρ1(z) y ρ∗1(z) de (1.40). Procediendo de manera
recursiva se computa de (1.45) y (1.40) la familia completa {ρn(z)}∞n=0.

Este procedimiento es conocido como el algoritmo de Levinson (véase [83]), introduci-
do por Norman Levinson en el año 1946 (véanse también los trabajos [3], [11], [12], [22],
[33] y [45]). Este algoritmo surgió en un contexto diferente como técnica fundamental para
resolver algunos problemas relacionados con el procesamiento de señales digitales. Se trata
de un procedimiento numérico que permite el cálculo de la solución de sistemas de ecua-
ciones lineales con estructura de Toeplitz computando el vector solución de tal sistema de
manera recursiva considerando subsistemas de Toeplitz de dimensión creciente. Aśı pues,
por ejemplo, en [43] se considera el problema lineal de predicción por mı́nimos cuadrados
de un proceso estocástico estacionario, probando que si {x(t) : t = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}
es un proceso estocástico estacionario de tiempo discreto con media cero y covarianzas µk

para todo k, entonces el problema de encontrar un predictor ξn(t) de la variable aleatoria
x(t) de la forma ξn(t) = −an,1x(t− 1)− an,2x(t− 2)− · · · − an,nx(t− n), de manera que
el error de predicción en(t) = x(t)− ξn(t) sea mı́nimo implica las ecuaciones

ak,i = ak−1,i + δkak−1,k−i , i = 1, 2, . . . , k, (1.80)

σk = σk−1(1− |δk|2), (1.81)

con ak−1,0 = 1 , δk un apropiado número complejo definido por

σk−1δk = −
k−1∑

i=0

µk−iak−1,i , (1.82)

y σk el valor mı́nimo de la varianza del error de predicción (independente de t). El al-
goritmo de Levinson resulta de aplicar recursivamente las ecuaciones (1.80)-(1.82) para
k = 1, 2, . . . , n con los datos iniciales a0,0 = 1 y σ0 = µ0. Si definimos el polinomio
ak(z) = 1+ak,1z+ak,2z

2+· · ·+ak,k−1z
k−1+ak,kz

k y su rećıproco bk(z) = a∗k(z) = zkak(1/z̄)
se comprueba de (1.80) la relación

bk(z) = zbk−1(z) + δ̄kb
∗
k−1(z). (1.83)

Por tanto, del teorema de Favard se concluye que debe existir una medida µ tal que los
polinomios mónicos {bk(z)}n

k=0 son los de Szegő ortogonales en T con respecto a µ. Una
comparación entre (1.80) y (1.83) implica que el algoritmo de Levinson es de hecho una
implementación numérica de la ley de recurrencia de Szegő. En la literatura de la Teoŕıa
de Señales, al polinomio ak(z) se le denomina polinomio predictor progresivo y a bk(z)
polinomio predictor regresivo.

Nuestro objetivo en esta última sección es el de computar las fórmulas de tipo-Gauss
y de Szegő. Una vez hemos computado el polinomio ρn−1(z) obtenemos de (1.48) el n-
ésimo polinomio para-ortogonal Bn(z, τ) cuyos ceros van a ser los nodos de la n-ésima
fórmula de cuadratura In(f) y donde τ ∈ T. Inicialmente, un procedimiento apropiado para
calcular los ceros de éste cuando sus coeficientes son reales (por ejemplo, si los momentos
trigonométricos son reales y τ = ±1) es el método de Jenkins-Traub (véase [70]). En
cuanto a la computación de la familia de pesos tenemos de la sección anterior varias
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propuestas: (1.68), (1.71), (1.73) ó (1.76). De (1.70), tomando k = 1, de la relación zk−tk

z−t =
zk−1 + tzk−2 + · · ·+ tk−2z + tk−1 y escribiendo Bn(z, τ) = b0 +b1z + · · ·+bnzn y An(z, τ) =
a0 + a1z + · · · + anzn , podemos escribir los coeficientes de An(z, τ) en términos de los
coeficientes de Bn(z, τ) y de la familia de momentos trigonométricos, obteniendo





a0 = µ0b0

a1 = µ1(b0 − b2)− µ2b3 − · · · − µn−2bn−1 − µn−1bn

a2 = −µ0b2 − 2µ1b3 − 2µ2b4 − · · · − 2µn−2bn

a3 = −µ0b3 − 2µ1b4 − 2µ2b5 − · · · − 2µn−3bn
...

an−1 = −µ0bn−1 − 2µ1bn

an = −µ0bn.

(1.84)

Ejemplo 1.4.1 Es bien sabido que los polinomios de Szegő para la función peso de Chebys-
hev de primera especie (1.63) vienen dados por ρn(z) = zn para todo n ≥ 0 (relación
(1.56)), por lo que ρ∗n(z) ≡ 1 y Bn(z, τ) = zn + τ . Tomando los valores particulares
τ = 1 y τ = −1 tendremos que los nodos de la n-ésima fórmula de cuadratura In(f) son
las ráıces de −1 y 1 respectivamente. Como en este caso particular también se tiene que
µ0 = 2π y µk = 0 para todo k ≥ 1, de las relaciones dadas por (1.84) tendremos que
An(z, τ) = 2π(−zn + τ) y por tanto aplicando (1.71) se comprueba que los pesos vienen
dados por λk = 2π

n para todo n ≥ 1, independentes de k y τ (compárese con (1.77)).

En [37] se muestran los ceros de polinomios para-ortogonales para otras funciones peso
particulares.

Tomemos ahora una función peso ω̃(θ) positiva y simétrica definida en [−π, π], esto
es, ω̃(−θ) = ω̃(θ) para todo θ ∈ [−π, π] y ω̃(θ) ≥ 0 en tal intervalo. Recordemos que en
este caso los momentos trigonométricos son reales y también de ah́ı los coeficientes de
los polinomios de Szegő. En lo que sigue consideremos también los valores particulares
τ = ±1, por lo que los polinomios para-ortogonales Bn(z,±1) tendrán coeficientes reales.
En cuanto a sus ceros (nodos de las fórmulas de Szegő), que sabemos que son simples y
localizados en la circunferencia unidad (Teorema 1.3.4), podremos decir:

1. Si τ = 1, dado que ρn(1) = ρ∗n(1) 6= 0, z = 1 no podrá ser un cero. Si n es par, los
ceros de Bn(z, 1) aparecerán en pares conjugados en T y si n es impar, z = −1 será el
único cero real y los (n− 1) restantes también aparecerán en pares conjugados en T.

2. Si τ = −1, por definición, z = 1 será siempre un cero, concluyendo que si n es par,
z = −1 será también un cero mientras que si n es impar, z = 1 será el único cero
real. En ambos casos, los restantes ceros aparecerán en pares conjugados.

Si denotamos por λ̂j el coeficiente de In(f) correspondiente al nodo zj , siendo zj un cero
de Bn(z,±1), entonces de (1.71) se sigue que

λ̂j = − 1
2zj

An(zj ,±1)
B′

n(zj ,±1)
= − 1

2zj

An(zj ,±1)

B′
n(zj ,±1)

= λ̄j .

Como sabemos que λj > 0 debe cumplirse pues λ̂j = λ̄j = λj , lo que establece el siguiente
resultado (véase [13]) que demuestra que en estos casos de simetŕıa, la computación de las
fórmulas de Szegő se reduce a la mitad.
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Teorema 1.4.2 Sea ω̃(θ) una función peso simétrica en [−π, π] e In(f) =
∑n

j=1 λjf(zj) la
fórmula de Szegő de n puntos, tomando como nodos los ceros del polinomio para-ortogonal
Bn(z, τ).

1. Si τ = +1, entonces:

a) si n es par: In(f) =
∑n/2

j=1 λj [f(zj) + f(z̄j)].

b) si n es impar: In(f) = Bf(−1) +
∑(n−1)/2

j=1 λj [f(zj) + f(z̄j)].

2. Si τ = −1, entonces:

a) si n es par: In(f) = Af(1) + Bf(−1) +
∑(n−2)/2

j=1 λj [f(zj) + f(z̄j)].

b) si n es impar: In(f) = Af(1) +
∑(n−1)/2

j=1 λj [f(zj) + f(z̄j)].

Además, todos los coeficientes A,B y λk son positivos.

2

Interesémonos ahora por las fórmulas de cuadratura de tipo Gauss en [−1, 1] conside-
radas en la sección segunda. Partiendo de una función peso σ̃(x) en el intervalo [−1, 1], de-
finamos la función peso simétrica ω̃(θ) en [−π, π] según (1.33). Entonces, haciendo z = eiθ

y x = 1
2(z + z−1) = cosθ obtenemos

∫ 1

−1
F (x)σ̃(x)dx =

∫ π

−π
f(eiθ)ω̃(θ)dθ , f(eiθ) =

1
2
F

(
eiθ + e−iθ

2

)
.

Con esta relación enunciamos a continuación tres resultados demostrados en [13] que
conectan las fórmulas de cuadratura de tipo-Gauss con las de Szegő, y que serán necesarios
en lo que resta de sección.

Teorema 1.4.3 Sea In(F ) =
∑n

k=1 AkF (xk) la fórmula de cuadratura Gaussiana de n

puntos para Iσ̃(F ) =
∫ 1
−1 F (x)σ̃(x)dx. Sea xk = cosθk y definamos {zk}2n

k=1 y {λk}2n
k=1

según
zk = eiθk , λk = Ak

zn+k = e−iθk , λn+k = Ak

}
j = 1, . . . , n.

Entonces, Ĩ2n(f) =
∑2n

j=1 λjf(zj) =
∑n

j=1 λj [f(zj)+f(zj)] coincide con la fórmula de cua-
dratura de Szegő de 2n puntos para Iω̃(f) =

∫ π
−π f(eiθ)ω̃(θ)dθ, donde ω̃(θ) = σ̃(cosθ)|senθ|,

θ ∈ (−π, π] y tomando como nodos los ceros de B2n(z, 1). Rećıprocamente, sea Ĩ2n(f) =∑2n
j=1 λjf(zj) la fórmula de cuadratura de Szegő de 2n puntos para Iω̃(f) con ω̃(θ) =

σ̃(cosθ)|senθ|, y cuyos nodos son los ceros de B2n(z, 1). Sea zn+j = zj y zj = eiθj con
j = 1, . . . , n. Entonces, tomando xj = cosθj para j = 1, . . . , n se tiene que la fórmula
In(F ) =

∑n
j=1 λjF (xj) coincide con la fórmula de cuadratura Gaussiana de n puntos para

Iσ̃(F ) =
∫ 1
−1 F (x)σ̃(x)dx.

2
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Teorema 1.4.4 Sea AF (1) + BF (−1) +
∑n

k=1 AkF (xk) la fórmula de cuadratura de
Gauss-Lobatto de n puntos para Iσ̃(F ), siendo σ̃(x) una función peso en [−1, 1]. Sea
xk = cosθk, zk = eiθk y λk = Ak para k = 1, . . . , n. Entonces, 2Af(1) + 2Bf(−1) +∑n

k=1 λk[f(zk) + f(zk)] representa la fórmula de cuadratura de Szegő de (2n + 2) pun-
tos para Iω̃(f) con ω̃(θ) = σ̃(cosθ)|senθ|, θ ∈ (−π, π] y cuyos nodos son los ceros de
B2n+2(z,−1). Rećıprocamente, sea Ĩ2n+2(f) =

∑2n+2
k=1 λkf(zk) la fórmula de cuadratura

de Szegő de (2n + 2) puntos para Iω̃(f), tomando como nodos los ceros de B2n+2(z,−1).
Sean z2n+1 = 1, z2n+2 = −1 y zn+k = zk, k = 1, . . . , n con zk = eiθk , θk 6∈ {−π, 0}.
Tomando A = λ2n+1 y B = λ2n+2, entonces

A

2
F (1) +

B

2
F (−1) +

n∑

k=1

λkF (xk) , xk = cosθk , k = 1, . . . , n

coincide con la fórmula de cuadratura de Gauss-Lobatto de n puntos para Iσ̃(F ).

2

Teorema 1.4.5 Sea 1
2AF (±1)+

∑n
k=1 AkF (xk) la fórmula de cuadratura de Gauss-Radau

de n puntos para Iσ̃(F ), siendo σ̃(x) una función peso en [−1, 1]. Sea xk = cosθk, zk = eiθk

y λk = Ak para k = 1, . . . , n. Entonces, Af(±1) +
∑n

j=1 λj [f(zj) + f(zj)] representa la
fórmula de cuadratura de Szegő de (2n + 1) puntos para Iω̃(f) con ω̃(θ) = σ̃(cosθ)|senθ|,
θ ∈ (−π, π] y cuyos nodos son los ceros de B2n+1(z,±1). Rećıprocamente, sea Ĩ2n+1(f) =∑2n+1

k=1 λkf(zk) la fórmula de cuadratura de Szegő de (2n+2) puntos para Iω̃(f), tomando
como nodos los ceros de B2n+1(z,−1) (B2n+1(z,+1)). Sean z2n+1 = 1 (z2n+1 = −1) y
zn+k = zk para k = 1, . . . , n con zk = eiθk y θk 6∈ {−π, 0}. Tomando A = λ2n+1, entonces

A

2
F (±1) +

n∑

k=1

λkF (xk) , xk = cosθk , k = 1, . . . , n

coincide con la fórmula de cuadratura de Gauss-Radau de n puntos para Iσ̃(F ).

2

Volviendo con el algoritmo de Levinson, tomemos el polinomio ak(z) computado y
bk(z) = a∗k(z) su rećıproco. Considérense ahora los polinomios pk(z) = ak−1(z) + za∗k−1(z)
y p̃k(z) = ak−1(z) − za∗k−1(z), que en la literatura de la Teoŕıa de Señales se denominan
primer y segundo polinomio predictor singular respectivamente. Por definición, pk(z) y
p̃k(z) son {1}-invariante (autorrećıproco) y {−1}-invariante respectivamente. Además, se
cumple el siguiente

Teorema 1.4.6 Los polinomios pk(z) y p̃k(z) son ambos para-ortogonales.

Demostración.- Directa de la caracterización (1.48) haciendo C̃k = τ̃ = 1 para pk(z) y
C̃k = τ̃ = −1 para p̃k(z).

2
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Observamos que de la equivalencia entre (1.47) y (1.48) dada en el Teorema 1.3.3 se
deducen las expresiones alternativas

pk(z) =
1

1 + τa∗k(0)

[
a∗k(z) +

a∗k(0)− 1

a∗k(0)− 1
ak(z)

]
,

p̃k(z) =
−1

1 + τa∗k(0)

[
a∗k(z)− a∗k(0) + 1

a∗k(0) + 1
ak(z)

]
.

Haciendo ahora uso del Teorema 1.3.4 tendremos el siguiente

Corolario 1.4.7 Ambos polinomios pk(z) y p̃k(z) tienen exactamente k ceros distintos en
T.

2

El algoritmo split Levinson (Levinson partido), introducido en [44] se basa en la compu-
tación directa de los polinomios pk(z) y p̃k(z) (versiones simétrica ó {1}-invariante y
antisimétrica ó {−1}-invariante respectivamente)3 a partir de los momentos trigonométri-
cos. El procedimiento se resume en el siguiente esquema recursivo donde empleamos la
notación

pk(z) =
k∑

i=0

pk,iz
i , p̃k(z) =

k∑

i=0

p̃k,iz
i.

Ã Versión {1}-invariante:

p0(z) ≡ 2 , p1(z) = 1 + z , τ0 = µ0 ,

τk =
∑k

i=0 µipk,i , k ≥ 1 ,

αk = τk
τk−1

, k ≥ 1 ,

pk+1(z)− (1 + z)pk(z) + αkzpk−1(z) = 0.

Ã Versión {−1}-invariante:

p̃0(z) ≡ 1 , p̃1(z) = 1− z , τ̃0 = µ0 ,

τ̃k =
∑k

i=0 µip̃k,i , k ≥ 1 ,

α̃k = τ̃k
τ̃k−1

, k ≥ 1 ,

p̃k+1(z)− (1 + z)p̃k(z) + α̃kzp̃k−1(z) = 0.

Observamos que la única diferencia entre ambos procedimientos radica en las condiciones
iniciales. La mejoŕıa de este nuevo algoritmo es que a partir de los primeros n momentos

3Existen otras dos versiones donde pk(z) es {γk}-invariante con γk = (−1)k ó γk = (−1)k+1 (véase [44]
y las referencias ah́ı citadas para los detalles).
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trigonométricos µ0, . . . , µn−1 podemos computar, con aproximadamente la mitad de núme-
ro de operaciones que el clásico algoritmo de Levinson, los polinomios para-ortogonales
Bn(z,±1) salvo factor multiplicativo, que son realmente los que nos interesan a la hora
de computar las fórmulas de Szegő. En cuanto a la computación de las fórmulas tipo-
Gauss, de las conexiones dadas en los Teoremas 1.4.3, 1.4.4 y 1.4.5, y a partir de {µk}n−1

k=0

distinguimos las siguientes situaciones:

1. Cuadratura Gaussiana: Tomando n = 2s computamos Bn(z, 1) con la versión
{1}-invariante del algoritmo split Levinson. Si denotamos por {zl, zl}s

l=1 los ceros de
este polinomio, entonces

{xj = Re(zj) : j = 1, . . . , s}

representa el conjunto de nodos de la correspondiente fórmula Gaussiana de s puntos
para σ(x) en [−1, 1].

2. Cuadratura Gauss-Radau (x = −1 preasignado): Tomando n = 2s+1 compu-
tamos Bn(z, 1) con la versión {1}-invariante del algoritmo split Levinson. Si deno-
tamos por {−1} ∪ {zl, zl}s

l=1 los ceros de este polinomio, entonces

{x0 = −1 , xj = Re(zj) : j = 1, . . . , s}

representa el conjunto de nodos de la correspondiente fórmula para σ(x) en [−1, 1].

3. Cuadratura Gauss-Radau (x = 1 preasignado): Tomando n = 2s + 1 compu-
tamos Bn(z,−1) con la versión {−1}-invariante del algoritmo split Levinson. Si
denotamos por {1} ∪ {zl, zl}s

l=1 los ceros de este polinomio, entonces

{xj = Re(zj) , xs+1 = 1 : j = 1, . . . , s}

representa el conjunto de nodos de la correspondiente fórmula para σ(x) en [−1, 1].

4. Cuadratura Gauss-Lobatto (x = ±1 preasignados): Tomando n = 2s compu-
tamos Bn(z,−1) con la versión {−1}-invariante del algoritmo split Levinson. Si
denotamos por {±1} ∪ {zl, zl}s−1

l=1 los ceros de este polinomio, entonces

{xj = Re(zj) : j = 1, . . . , s− 1, xs = −1, xs+1 = 1}

representa el conjunto de nodos de la correspondiente fórmula para σ(x) en [−1, 1].

En todas las situaciones, los pesos pueden calcularse con cualquiera de los procedimientos
ya comentados. Como aplicación numérica de las fórmulas de cuadratura de Szegő y tipo-
Gauss computamos el algoritmo split Levinson en lenguaje FORTRAN para las funciones
peso particulares de Legendre y Chebyshev de primera y segunda especie. Los resultados
obtenidos son los siguientes:
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Nodos Pesos
n=4 ±0,7071067812 ± 0,7071067812i 1,5707963268

n=6
±0,8660254038 ± 0,5000000000i

0,0000000000 ± 1,0000000000i
1,0471975512
1,0471975512

n=8
±0,3826834324 ± 0,9238795325i
±0,9238795325 ± 0,3826834324i

0,7853981634
0,7853981634

n=10
±0,9510565163 ± 0,3090169944i
±0,5877852523 ± 0,8090169944i

0,0000000000 ± 1,0000000000i

0,6283185307
0,6283185307
0,6283185307

n=20

±0,9876883406 ± 0,1564344650i
±0,8910065242 ± 0,4539904997i
±0,4539904997 ± 0,8910065242i
±0,7071067812 ± 0,7071067812i
±0,1564344650 ± 0,9876883406i

0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654

n=4 ±0,5000000000 ± 0,7853981634i 1,5707963268

n=6
±0,7071067812 ± 0,7071067812i

0,0000000000 ± 1,0000000000i
0,3926990817
0,7853981634

n=8
±0,8090169944 ± 0,5877852523i
±0,3090169944 ± 0,9510565163i

0,2170787134
0,5683194500

n=10
±0,8660254038 ± 0,5000000000i
±0,5000000000 ± 0,8660254038i

0,0000000000 ± 1,0000000000i

0,1308996939
0,3926990817
0,5235987756

n=20

±0,6548607339 ± 0,7557495744i
±0,9594929736 ± 0,2817325568i
±0,4154150130 ± 0,9096319954i
±0,1423148383 ± 0,9898214419i
±0,8412535328 ± 0,5406408175i

0,1631221775
0,0226689425
0,2363135602
0,2798149423
0,0834785409

n=4 ±0,5773502692 ± 0,8164965809i 1,0000000000

n=6
±0,7745966692 ± 0,6324555320i

0,0000000000 ± 1,0000000000i
0,5555555556
0,8888888889

n=8
±0,8611363116 ± 0,5083741269i
±0,3399810436 ± 0,9404322889i

0,3478548451
0,6521451549

n=10
±0,5384693101 ± 0,8426451223i
±0,9061798459 ± 0,4228925240i

0,0000000000 ± 1,0000000000i

0,4786286705
0,2369268851
0,5688888889

n=20

±0,9739065285 ± 0,2269494959i
±0,8650633667 ± 0,5016626073i
±0,6794095683 ± 0,7337592511i
±0,1488743390 ± 0,9888561226i
±0,4333953941 ± 0,2692667193i

0,0666713443
0,1494513492
0,2190863625
0,2955242247
0,2692667193

Tabla 1: Szegő - Chebyshev de primera, segunda especie y Legendre respectivamente.
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Nodos Pesos

n=4
±0,3826834324
±0,9238795325

0,7853981634
0,7853981634

n=5
±0,5877852523

0,0000000000
±0,9510565163

0,6283185307
0,6283185307
0,6283185307

n=6
±0,7071067812
±0,9659258263
±0,2588190451

0,5235987756
0,5235987756
0,5235987756

n=8

±0,9807852804
±0,8314696123
±0,5555702330
±0,1950903220

0,3926990817
0,3926990817
0,3926990817
0,3926990817

n=10

±0,9876883406
±0,8910065242
±0,7071067812
±0,4539904997
±0,1564344650

0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654

Nodos Pesos
±1,0000000000
±,5000000000

1,0471975512
1,0471975512

±1,0000000000
0,0000000000

±0,7071067812

0,7853981634
0,7853981634
0,7853981634

±1,0000000000
±0,8090169944
±0,3090169944

0,6283185307
0,6283185307
0,6283185307

±1,0000000000
±0,6234898019
±0,9009688679
±0,2225209340

0,4487989505
0,4487989505
0,4487989505
0,4487989505

±1,0000000000
±0,7660444431
±0,9396926208
±0,1736481777
±0,5000000000

0,3490658504
0,3490658504
0,3490658504
0,3490658504
0,3490658504

Tabla 2: Gauss y Gauss-Lobatto - Chebyshev de primera especie respectivamente.

Nodos Pesos

n=4
±0,8090169944
±0,3090169944

0,2170787134
0,5683194500

n=5
±0,8660254038
±0,5000000000

0,0000000000

0,1308996939
0,3926990817
0,5235987756

n=6
±0,6234898019
±0,9009688679
±0,2225209340

0,2743330561
0,0844886909
0,4265764164

n=8

±0,7660444431
±0,9396926208
±0,5000000000
±0,1736481777

0,1442256008
0,0408329477
0,2617993878
0,3385402271

n=10

±0,9594929736
±0,8412535328
±0,6548607339
±0,4154150130
±0,1423148383

0,0226689425
0,0834785409
0,1631221775
0,2363135602
0,2798149423

Nodos Pesos
±1,0000000000
±,4082482905

0,1570796327
0,7068583471

±1,0000000000
±0,6123724357

0,0000000000

0,0785398163
0,4188790205
0,6544984695

±1,0000000000
±0,7274123897
±0,2662164819

0,0448798951
0,2615075568
0,5014506591

±1,0000000000
±0,5643994810
±0,8447506035
±0,1981873233

0,0186999563
0,2738393748
0,1187009291
0,3835078814

±1,0000000000
±0,9000684637
±0,7142615701
±0,4585752933
±0,1580146786

0,0095199777
0,0628248683
0,1570580875
0,2512667667
0,3094884621

Tabla 3: Gauss y Gauss-Lobatto - Chebyshev de segunda especie respectivamente.



38
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Nodos Pesos

n=3
−1,0000000000

0,809016994
−0,309016994

1,2566370614
1,2566370614
1,2566370614

n=4

−1,0000000000
0,9009688679

−0,6234898019
0,2225209340

0,8975979010
0,8975979010
0,8975979010
0,8975979010

n=5

−1,0000000000
0,5000000000

−0,7660444431
0,9396926208

−0,1736481777

0,6981317008
0,6981317008
0,6981317008
0,6981317008
0,6981317008

n=6

−1,0000000000
0,6548607331

−0,4154150130
0,9594929736
0,1423148383

−0,8412535328

0,5711986643
0,5711986643
0,5711986643
0,5711986643
0,5711986643
0,5711986643

n=8

0,5000000000
−0,9135454576
−0,3090169944

0,9781476007
0,1045284633

−1,0000000000
−0,6691306064

0,8090169944

0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205

n=10

0,6772815716
−1,0000000000
−0,5469481581

0,8794737512
0,4016954247

−0,7891405094
−0,2454854871

0,9863613034
0,0825793455

−0,9458172417

0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635

Nodos Pesos
1,0000000000
−0,809016994

0,309016994

1,2566370614
1,2566370614
1,2566370614

1,0000000000
−,9009688679

+0,6234898019
−0,2225209340

0,8975979010
0,8975979010
0,8975979010
0,8975979010

1,0000000000
−0,5000000000

0,7660444431
−0,9396926208

0,1736481777

0,6981317008
0,6981317008
0,6981317008
0,6981317008
0,6981317008

1,0000000000
−0,6548607331

0,4154150130
−0,9594929736
−0,1423148383

0,8412535328

0,5711986643
0,5711986643
0,5711986643
0,5711986643
0,5711986643
0,5711986643

−0,5000000000
0,9135454576
0,3090169944

−0,9781476007
−0,1045284633

1,0000000000
0,6691306064

−0,8090169944

0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205
0,4188790205

−0,6772815716
1,0000000000
0,5469481581

−0,8794737512
−0,4016954247

0,7891405094
0,2454854871

−0,9863613034
−0,0825793455

0,9458172417

0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635

Tabla 4: Gauss-Radau(-1) y Gauss-Radau(+1) - Chebyshev de primera especie
respectivamente.
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Nodos Pesos

n=3
−1,0000000000

0,6076252185
−0,2742918852

0,2243994753
0,5808719931
0,8777245960

n=4

−1,0000000000
0,7601573405

−0,5379862044
0,1528288639

0,1047197551
0,2989098938
0,5229149549
0,6966116005

n=5

−1,0000000000
0,8385964119
0,6827529986
0,4056256275

−0,1614690409

0,0571198664
0,1710432225
0,3209532315
0,4828765509
0,5673633887

n=6

−1,0000000000
0,1100274225
0,8840882653

−0,7695413220
−0,3708136309

0,5629059318

0,0345229962
0,4825915882
0,1062186206
0,2072833088
0,4247512827
0,3326900283

n=8

−1,0000000000
0,7371931739

−0,8631857652
−0,6138099722

0,9320024629
0,4418817729

−0,2825626625
0,0859506602

0,0152999640
0,1694136259
0,0989968050
0,2344900766
0,0487292859
0,2988638929
0,3433878878
0,3692147707

n=10

−1,0000000000
0,6217762960

−0,5068337774
0,9553706328
0,8254480244

−0,2280875011
0,3624524217
0,0705181610

−0,9096861124
−0,7409581449

0,0081599809
0,1840415098
0,2243901302
0,0261709074
0,0955729264
0,2853039785
0,2607600249
0,2989755311
0,0542004225
0,1373009054

Nodos Pesos
1,0000000000

−0,6076252185
0,2742918852

0,2243994753
0,5808719931
0,8777245960

1,0000000000
−0,7601573405

0,5379862044
−0,1528288639

0,1047197551
0,2989098938
0,5229149549
0,6966116005

1,0000000000
−0,8385964119
−0,6827529986
−0,4056256275

0,1614690409

0,0571198664
0,1710432225
0,3209532315
0,4828765509
0,5673633887

1,0000000000
−0,1100274225
−0,8840882653

0,7695413220
0,3708136309

−0,5629059318

0,0345229962
0,4825915882
0,1062186206
0,2072833088
0,4247512827
0,3326900283

1,0000000000
−0,7371931739

0,8631857652
0,6138099722

−0,9320024629
−0,4418817729

0,2825626625
−0,0859506602

0,0152999640
0,1694136259
0,0989968050
0,2344900766
0,0487292859
0,2988638929
0,3433878878
0,3692147707

1,0000000000
−0,6217762960

0,5068337774
−0,9553706328
−0,8254480244

0,2280875011
−0,3624524217
−0,0705181610

0,9096861124
0,7409581449

0,0081599809
0,1840415098
0,2243901302
0,0261709074
0,0955729264
0,2853039785
0,2607600249
0,2989755311
0,0542004225
0,1373009054

Tabla 5: Gauss-Radau(-1) y Gauss-Radau(+1) - Chebyshev de segunda especie
respectivamente.
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Nodos Pesos

n=3
−1,0000000000

0,6898979486
−0,2898979486

0,4444444444
0,7528061254
0,7528061254

n=4

−1,0000000000
0,8228240810
0,1810662711

−0,5753189235

0,2500000000
0,4409244224
0,7763869377
0,6576886400

n=5

−1,0000000000
0,8857916078
0,4463139727

−0,1671808647
−0,7204802713

0,1600000000
0,2874271216
0,5627120303
0,6236530460
0,4462078022

n=6

−1,0000000000
0,9203802859
0,6039731643
0,1240503795

−0,3909285467
−0,8029298284

0,1111111111
0,2015883853
0,4169013343
0,5209267832
0,4853871885
0,3196407532

n=8

−1,0000000000
0,9550412271
0,7706418937
0,4684203544
0,0943072527

−0,2947505658
−0,6395186465
−0,8874748789

0,0625000000
0,1145088147
0,2496479013
0,3470147956
0,3915721675
0,3765175454
0,3041306206
0,1853581548

n=10

−1,0000000000
0,9711751807
0,8512252206
0,6477666877
0,3806648401
0,0760591978

−0,2362344694
−0,5256460304
−0,7638420424
−0,9274843742

0,0400000000
0,0736170055
0,1643760127
0,2391934317
0,2906101648
0,3135824572
0,3058592877
0,2681948378
0,2042701319
0,1202966706

Nodos Pesos
1,0000000000

−0,6898979486
0,2898979486

0,4444444444
0,7528061254
0,7528061254

1,0000000000
−0,8228240810
−0,1810662711

0,5753189235

0,2500000000
0,4409244224
0,7763869377
0,6576886400

1,0000000000
−0,8857916078
−0,4463139727

0,1671808647
0,7204802713

0,1600000000
0,2874271216
0,5627120303
0,6236530460
0,4462078022

1,0000000000
−0,9203802859
−0,6039731643
−0,1240503795

0,3909285467
0,8029298284

0,1111111111
0,2015883853
0,4169013343
0,5209267832
0,4853871885
0,3196407532

1,0000000000
−0,9550412271
−0,7706418937
−0,4684203544
−0,0943072527

0,2947505658
0,6395186465
0,8874748789

0,0625000000
0,1145088147
0,2496479013
0,3470147956
0,3915721675
0,3765175454
0,3041306206
0,1853581548

1,0000000000
−0,9711751807
−0,8512252206
−0,6477666877
−0,3806648401
−0,0760591978

0,2362344694
0,5256460304
0,7638420424
0,9274843742

0,0400000000
0,0736170055
0,1643760127
0,2391934317
0,2906101648
0,3135824572
0,3058592877
0,2681948378
0,2042701319
0,1202966706

Tabla 6: Gauss-Radau(-1) y Gauss-Radau(+1) - Legendre respectivamente.
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Nodos Pesos

n=4
±0,8611363116
±0,3399810436

0,3478548451
0,6521451549

n=5
±0,9061798459
±0,5384693101

0,0000000000

0,2369268851
0,4786286705
0,5688888889

n=6
±0,9324695142
±0,6612093865
±0,2386191861

0,1713244924
0,3607615730
0,4679169346

n=8

±0,9602898565
±0,7966664774
±0,5255324099
±0,1834346425

0,1012285363
0,2223810345
0,3137066459
0,3626837834

n=10

±0,9739065285
±0,8650633667
±0,6794095683
±0,4333953941
±0,1488743390

0,0666713443
0,1494513492
0,2190863625
0,2692667193
0,2955242247

Nodos Pesos
±1,0000000000
±0,4472135955

0,3333333333
0,8333333333

±1,0000000000
±0,6546536707

0,0000000000

0,2000000000
0,5444444444
0,7111111111

±1,0000000000
±0,7650553239
±0,2852315165

0,1333333333
0,3784749563
0,5548583770

±1,0000000000
±0,8717401485
±0,5917001814
±0,2092992179

0,0714285714
0,2107042271
0,3411226925
0,4124587947

±1,0000000000
±0,9195339082
±0,7387738651
±0,4779249498
±0,1652789577

0,0444444444
0,1333059909
0,2248893421
0,2920426837
0,3275397612

Tabla 7: Gauss y Gauss-Lobatto - Legendre respectivamente.

De los resultados numéricos mostrados en la Tabla 2 y correspondientes a la función
peso de Chebyshev de primera especie, se observa, como cabe deducir del Ejemplo 1.4.1 y
del Teorema 1.4.3, que los pesos de la fórmula Gaussiana son todos iguales. En cuanto a
las Tablas 4 a 6 se aprecia que los nodos de las fórmulas de cuadratura de Gauss-Radau
con nodo x = −1 prefijado coinciden con los obtenidos al prefijar el nodo x = +1 con signo
opuesto, conservándose incluso los pesos. La explicación de este hecho se sigue del Teorema
1.2.9: como η1(x) = σ̃(x)(x + 1) y η2(x) = σ̃(x)(x− 1) son las funciones peso cuyos ceros
de polinomios ortogonales nos proporcionan los nodos de las fórmulas de Gauss-Radau
prefijando los nodos x = −1 y x = 1 respectivamente, si p(x) es un polinomio ortogonal
en [−1, 1] con respecto a η1(x) y aprovechando la simetŕıa de la función σ̃(x), se deduce
tras el cambio de variable x = −t,

0 =
∫ 1
−1 p(x)η1(x)dx =

∫ 1
−1 p(x)σ̃(x)(x + 1)dx =

∫ −1
1 p(−t)σ̃(−t)(−t + 1)(−dt) =

= − ∫ 1
−1 p(−t)σ̃(t)(t + 1)dt = − ∫ 1

−1 p(−t)η2(t)dt ,

concluyendo que p(−x) es un polinomio ortogonal a η2(x) en [−1, 1]. La igualdad de los
pesos se sigue de la expresión (1.19). Nótese también que los pesos de las fórmulas de
Gauss-Lobatto y Gauss-Radau para la función peso de Chebyshev de primera especie son
también siempre constantes, como cabe deducir del Ejemplo 1.4.1 y de los Teoremas 1.4.4
y 1.4.5.

Dos hecho deben ser resaltados de la tabla 1: la aparición de nodos de la forma
{z, z̄,−z,−z̄} y la igualdad de los pesos correspondientes a tales nodos. Motivados por
este fenómeno, analizaremos a continuación que en ciertos casos de simetŕıa de la función
peso, esto va a ser siempre cierto. Comenzamos con el siguiente:
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Teorema 1.4.8 Sea ω̃(θ) una función peso en [−π, π] y asumamos ω̃(θ) = h(eiθ) con
h(eiθ) = h(−eiθ) para todo θ ∈ [−π, π]. Entonces, el n-ésimo polinomio para-ortogonal
Bn(z, τn) dado por (1.47) con |τn| = 1 para todo n ≥ 0 satisface:

1. B2n(−z, τn) = B2n(z, τn) , n ≥ 0,

2. B2n+1(−z, τn) = −B2n+1(z,−τn) , n ≥ 0.

Demostración.- Sea {ρn(z)}∞n=0 la familia de polinomios de Szegő respecto a ω̃(θ). De
las condiciones de ortogonalidad tenemos que

∫ π

−π
ρn(z)z̄kω̃(θ)dθ = 0 , z = eiθ , k = 0, 1, . . . , n− 1 ,

o equivalentemente,

−i

∫

T
ρn(z)z−(k+1)h(z)dz = 0 , k = 0, 1, . . . , n− 1.

Dado que h(−z) = h(z) se sigue que
∫

T
ρn(−z)z−(k+1)h(z)dz = 0 , k = 0, 1, . . . , n− 1.

Por tanto, ρn(−z) = λnρn(z) con λn 6= 0, y dado que el polinomio es mónico se sigue para
n ≥ 0 que ρn(−z) = (−1)nρn(z). Por otro lado,

ρ∗n(−z) = (−1)nznρn

(
1
z̄

)
= znρn

(
1
z̄

)
= ρ∗n(z).

Distinguimos pues los siguientes casos:

1. Si n = 2m,

Bn(z, τn) = ρ2m(z) + τnρ∗2m(z)
Bn(−z, τn) = ρ2m(−z) + τnρ∗2m(−z) = ρ2m(z) + τnρ∗2m(z) = B2m(z, τn).

2. Si n = 2m + 1,

B2m+1(−z, τn) = ρ2m+1(−z) + τnρ∗2m+a(−z) = −ρ2m+1(z) + τnρ∗2m+1(z) =
= −[ρ2m+1(z)− τnρ∗2m+1(z)] = −B2m+1(z,−τn).

Esto concluye la prueba.

2

Corolario 1.4.9 Sea σ̃(x) una función peso simétrica definida en el intervalo [−1, 1],
esto es, σ̃(−x) = σ̃(x). Sea ω̃(θ) = σ̃(cosθ)|senθ| , θ ∈ [−π, π]. Entonces, los polinomios
para-ortogonales Bn(z, τn) con respecto a ω̃(θ) satisfacen

1. B2n(−z, τn) = B2n(z, τn) , n ≥ 0,
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2. B2n+1(−z, τn) = −B2n+1(z,−τn) , n ≥ 0.

Demostración.- Es suficiente comprobar que ω̃(θ) = h(eiθ) satisface h(−eiθ) = h(eiθ).
En efecto,

ω̃(θ) = σ̃(cosθ)|senθ| = σ̃

(
eiθ + e−iθ

2

)√
1−

(
eiθ + e−iθ

2

)2

= h(eiθ).

Luego, claramente se cumple que h(−eiθ) = h(eiθ) con θ ∈ [−π, π], dado que σ̃(−x) =
σ̃(cosθ) = σ̃(cosθ) = σ̃(x).

2

Ahora veamos para τn ∈ T qué ocurre con los ceros de Bn(z, τ), que como sabemos
son distintos y se encuentran en T. A partir de aqúı asumiremos que ω̃(θ) = h(eiθ) =
h(−eiθ) = h(ei(θ+π)) = ω̃(θ + π).

1. Para n = 2m, los ceros de B2m(z, τn) aparecen en T en pares opuestos: si z es un cero,
entonces −z también lo será. Por tanto, los ceros de B2m(z, τn) podemos ordenarlos
como {z1, z2, . . . , zm,−z1,−z2, . . . ,−zm}. Si tomamos los casos particulares τn = ±1
para todo n, dado que B2m(z,±1) tienen coeficientes reales, sus ceros aparecerán en
T en pares conjugados.

Caso τ = 1:

a) Consideremos un primer caso tomando m = 2k (esto es, n=4k). En es-
ta situación, los ceros de B2m(z, +1) = B4k(z, +1) podemos ordenarlos
como {z1, . . . , zk, z̄1, . . . , z̄k,−z1, . . . ,−zk,−z̄1, . . . ,−z̄k}. Notemos también
que B4k(±i, 1) = 2ρ4k(±i).

b) Consideremos un segundo caso tomando ahora m = 2k + 1. Es fácil com-
probar que ±i son ceros de Bn(z, 1) = B2m(z, 1) = B4k+2(z, 1). De hecho,
por definición tenemos B2m(±i,+1) = ρ2m(±i) + ρ∗2m(±i). Sea

ρ2m(z) =
m∑

j=0

ajz
2j (am = 1).

Entonces,

ρ2m(±i) =
m∑

j=0

aj(±i)2j =
m∑

j=0

aj(−1)j

y por tanto,

ρ∗2m(±i) =
m∑

j=0

an−j(−1)j =
m∑

j=0

aj(−1)n+j = (−1)m
m∑

j=0

aj(−1)j .

Aśı,

B2m(±i, 1) = ρ2m(±i) + ρ∗2m(±i) =




m∑

j=0

(−1)jaj


 (1 + (−1)m) ,
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y cuando m = 2k +1 se cumple B4k+2(±i, 1) = ρ4k+2(±i)−ρ4k+2(±i) = 0.
Concluimos finalmente que los ceros de B4k+2(z, 1) podemos ordenarlos
como {±i, z1, . . . , zk, z̄1, . . . , z̄k,−z1, . . . ,−zk,−z̄1, . . . ,−z̄k}.

Caso τ = −1:
Sabemos que ±1 son ceros de B2m(z,−1). Ahora,

B2n(±i,−1) =
m∑

j=0

(−1)jaj

(
1 + (−1)m+1

)
.

Distinguimos pues dos situaciones:

a) Consideremos un primer caso tomando m = 2k. Ahora se cumple que
B2m(±i,−1) = 0 y los ceros de B4k(z,−1) podemos ordenarlos, para k ≥ 2,
como: {±i,±1, z1, . . . , zk−1, z̄1, . . . , z̄k−1,−z1, . . . ,−zk−1,−z̄1, . . . ,−z̄k−1}.
Además, para el caso particular k = 1 tenemos el siguiente
Corolario 1.4.10 Sea ω̃(θ) una función peso tal que ω̃(θ) = ω̃(θ+π) para
todo π ∈ [−π, π]. Entonces, el polinomio para-ortogonal de grado cuatro

B4(z,−1) = λ4 [ρ4(z)− ρ∗4(z)] , (λ4 6= 0)

viene dado por B4(z,−1) = z4 − 1.

2

b) Consideremos un segundo caso tomando m = 2k+1. Dado que B4k+2(±i,−1) 6=
0, sus ceros los ordenamos como

{±1, z1, . . . , zk, z̄1, . . . , z̄k,−z1, . . . ,−zk,−z̄1, . . . ,−z̄k}.

2. Para n = 2m+1 tenemos que B2m+1(z, τ) = ρ2m+1(z)+ τρ∗2m+1(z). Ahora podemos
escribir

ρ2m+1(z) = z

m∑

j=0

ajz
2j , (am = 1 , aj ∈ R 0 ≤ j ≤ m− 1),

por lo que

ρ∗2m+1(z) =
m∑

j=0

am−jz
2j

y de ah́ı que B2m+1(±i, τ) = [(−1)mτ ± i] (∓i)ρ2m+1(±i). Como ρ2m+1(±i) 6= 0 se
sigue que

B2m+1(i, τ) = 0 ⇔ τ = (−1)m+1i ,
B2m+1(−i, τ) = 0 ⇔ τ = (−1)mi.

Cuando m = 2k tenemos que B4k+1(i,−i) = 0 y B4k+1(−i, i) = 0 mientras que
cuando m = 2k + 1 se obtiene B4k+3(i, i) = 0 y B4k+3(−i,−i) = 0.

Finalmente nos restringimos a los casos particulares τ = ±1.

Caso τ = 1. Sabemos que B2m+1(−1, 1) = 0, por lo que los ceros podemos
ordenarlos como {−1, z1, . . . , zm, z̄1, . . . , z̄m}.
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Caso τ = −1. Del Corolario 1.4.9 aplicado al caso previo concluimos que los
ceros de B2m+1(z,−1) son precisamente los opuestos de B2n+1(z, 1), es decir,
{+1,−z1, . . . ,−zm,−z̄1, . . . ,−z̄m}.

Resumimos finalmente esta clasificación en la siguiente tabla:

Caso τ = 1 τ = −1

n = 2m,
m = 2k

z1, . . . , zk, z̄1, . . . , z̄k,
−z1, . . . ,−zk,−z̄1, . . . ,−z̄k

±i,±1, z1, . . . , zk−1, z̄1, . . . , z̄k−1,
−z1, . . . ,−zk−1,−z̄1, . . . ,−z̄k−1

n = 2m,
m = 2k + 1

±i, z1, . . . , zk, z̄1, . . . , z̄k,
−z1, . . . ,−zk,−z̄1, . . . ,−z̄k

±1, z1, . . . , zk, z̄1, . . . , z̄k,
−z1, . . . ,−zk,−z̄1, . . . ,−z̄k

n = 2m + 1 −1, z1, . . . , zm, z̄1, . . . , z̄m +1,−z1, . . . ,−zm,−z̄1, . . . ,−z̄m

Tabla 8: Distribución de ceros de polinomios para-ortogonales Bn(z,±1) con respecto a
la función peso periódica ω̃(θ) = ω̃(θ + π).

Para concluir el caṕıtulo demostramos a partir de la fórmula (1.71), y tal y como apre-
ciamos en los ejemplos numéricos, que los pesos correspondientes a los nodos {z, z̄,−z,−z̄}
son iguales. En efecto, si denotamos por λj , λ̂j , λ̃j ,

ˆ̃
λj a los pesos correspondientes a los

nodos zj , z̄j ,−zj ,−z̄j respectivamente, comprobamos que λj = λ̂j = λ̃j = ˆ̃
λj :

1.

λ̂j = − 1
2z̄j

An(z̄j ,±1)
B′

n(z̄j ,±1)
= − 1

2z̄j

An(zj ,±1)

B′
n(zj ,±1)

= λj = λj ∈ R.

2. Si n es par, el polinomio An(z,±1) sólo contiene potencias pares mientras que el
polinomio B

′
n(z,±1) sólo potencias impares, por lo que

λ̃j = − 1
2(−zj)

An(−zj ,±1)
B′

n(−zj ,±1)
= − 1

−2zj

An(zj ,±1)
−B′

n(zj ,±1)
= − 1

2zj

An(zj ,±1)
B′

n(zj ,±1)
= λj .

Si n es impar, en este caso el polinomio An(z,±1) sólo contiene potencias impares
mientras que el polinomio B

′
n(z,±1) sólo potencias pares, y de ah́ı que

λ̃j = − 1
2(−zj)

An(−zj ,±1)
B′

n(−zj ,±1)
= − 1

−2zj

−An(zj ,±1)
B′

n(zj ,±1)
= − 1

2zj

An(zj ,±1)
B′

n(zj ,±1)
= λj .

En ambos casos se cumple λ̃j = λj .

3. Combinando las pruebas 1. y 2. obtenemos

ˆ̃
λj = − 1

2(−z̄j)
An(−z̄j ,±1)
B′

n(−z̄j ,±1)
= − 1

−2zj

An(−zj ,±1)
B′

n(−zj ,±1)
= − 1

2zj

An(zj ,±1)
B′

n(zj ,±1)
= λj .

Con esto quedan finalmente justificados los resultados mostrados en la tabla 1.



Caṕıtulo 2

Sistemas bi-ortogonales de
funciones trigonométricas y
fórmulas de cuadratura para
integrandos periódicos

2.1. Introducción

Como ya hemos comentado en el caṕıtulo anterior, en el año 1989 W.B. Jones, O.
Nj̊astad y W. Thron introdujeron y caracterizaron en [71] las fórmulas de Szegő que die-
ron origen a una nueva área activa de investigación. Por otro lado, G. Szegő publicó en
1963, y a los 68 años de edad, el art́ıculo [99], de tan sólo 18 páginas pero con un contenido
extremadamente denso y en el que analizó las fórmulas de cuadratura para integrandos
2π-periódicos con máximo grado de precisión trigonométrico alcanzable. Un inconvenien-
te que plantearon tales fórmulas de cuadratura era el hecho de que sólo pod́ıan tener
un número par de nodos. Szegő introdujo para la construcción de éstas los denominados
sistemas bi-ortogonales de polinomios trigonométricos. El propósito de este caṕıtulo es
presentar ambos trabajos en un lenguaje unificado, estableciendo un procedimiento para
construir fórmulas de cuadratura con máximo grado de precisión trigonométrico alcan-
zable y un número arbitrario de nodos, tanto par como impar. Con este nuevo enfoque
general veremos que lo esencialmente necesario en la construcción de estas fórmulas es
la correspondiente familia de polinomios de Szegő, tal y como ocurre en [71], dado que
se establecerá una relación directa entre éstas y ciertos sistemas bi-ortogonales de fun-
ciones trigonométricas. Una conexión inicial entre los conceptos de bi-ortogonalidad y
para-ortogonalidad fue establecida en [24].

Aunque el desarrollo del caṕıtulo se basa en los dos citados art́ıculos, existen otros
tantos en la literatura que tratan sistemas de polinomios bi-ortogonales e incluso sistemas
de polinomios de Laurent. Algunos están relacionados con nuestro enfoque (véase por
ejemplo [85] ó [87]) mientras que otros no (véase [10] y los dos recientes trabajos [8] y
[80]).

La organización del caṕıtulo es la siguiente: en la sección segunda definiremos la nota-
ción y el espacio de funciones trigonométricas con el que vamos a trabajar en todo el

47
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caṕıtulo, obteniendo algunos resultados preliminares. Como es bien sabido, la interpola-
ción juega un papel crucial en la construcción de fórmulas de cuadratura, y dado que ese es
nuestro interés, dedicaremos la siguiente sección al problema de interpolación en el espacio
de funciones trigonométricas. Es a partir de la sección cuarta cuando consideraremos una
medida positiva de Borel ω en [−π, π]. Por un lado, definiremos el concepto de sistemas
bi-ortogonales de funciones trigonométricas, analizando sus propiedades y estableciendo
una relación con la familia de polinomios de Szegő respecto a la medida ω. Por otro lado,
aprovecharemos esta relación y la ley de recurrencia que satisfacen los polinomios de Szegő
para construir leyes de recurrencia para tales sistemas bi-ortogonales. La quinta sección
abordará el tema central del caṕıtulo: la construcción de fórmulas de cuadratura para
integrandos periódicos, exactas en espacios de polinomios trigonométricos lo más grandes
posibles, y con un número natural arbitrario de nodos. En la sexta sección estableceremos
una conexión con la circunferencia unidad, o más concretamente, entre los sistemas bi-
ortogonales de funciones trigonométricas y los polinomios para-ortogonales. Concluimos
el caṕıtulo con una última sección en la que se ilustra numéricamente las fórmulas de
cuadraturas introducidas en la sección quinta.

2.2. Espacios de funciones trigonométricas

Comenzamos recordando por un lado el siguiente concepto ya comentado en el caṕıtulo
anterior e introducido en [71]: un polinomio P (z) de grado exacto n es k-invariante con
k ∈ C\{0} si P ∗(z) = kP (z), siendo P ∗(z) := znP (1/z̄) el polinomio rećıproco. Por otro
lado, en [99] se dice que un polinomio P (z) es autorrećıproco si es {1}-invariante, es decir,
si P (z) = P ∗(z). El siguiente resultado, cuya demostración es inmediata, establece algunas
consecuentas directas de estas definiciones.

Lema 2.2.1 Sea P (z) un polinomio invariante. Entonces,

1. z = 0 no es un cero de P (z),

2. Los ceros de P (z) aparecen en pares de la forma (α, 1/ᾱ),

3. Si P (z) es de grado impar (par), entonces el número de ceros de P (z) en T (contando
multiplicidades) es también impar (par).

2

Tal y como prueba el siguiente resultado, los polinomios invariantes son “esencialmente”
autorrećıprocos.

Lema 2.2.2 Si P (z) es un polinomio k-invariante, entonces existe una constante λ =
λ(k) ∈ C\{0} tal que Q(z) = λP (z) es autorrećıproco.

Demostración.- Sea P (z) =
∑n

j=0 cjz
j = cn

∏n
k=1(z − zk). Como |P (0)| = |c0| =

|cn|
∏n

k=1 |zk|, y teniendo en cuenta que
∏n

k=1 |zk| = 1 se sigue que |c0| = |cn|. Consecuen-
temente, cn = kc0 con |k| = 1. Sea k = eiω, ω ∈ R, y definamos Q(z) = λP (z), λ 6= 0.
Entonces, Q∗(z) = λkP (z) = λ

λkQ(z), esto es, Q(z) es λ
λk-invariante. Haciendo ahora
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λ = Reiγ , se tiene λ
λk = ei(ω−2γ). Por tanto, tomando γ ∈ R de manera que γ = ω

2 + mπ,
con m ∈ Z, se tiene λ

λk = 1 y por tanto Q(z) será autorrećıproco. 2

Durante este caṕıtulo trabajaremos con el espacio de funciones trigonométricas

T γ
n := span {cos(k + γ)θ, sen(k + γ)θ}n

k=0 , γ ∈ {0, 1/2} , (2.1)

cuya dimensión es 2(n + γ) + 1 y definimos T γ :=
⋃

n∈N T γ
n . Una función Tn(θ) ∈ T γ

n

tendrá pues la forma

Tn(θ) =
n∑

k=0

[ak cos(k + γ)θ + bk sen(k + γ)θ] (2.2)

y escribiremos Tn ∈ T γ
n (C) cuando ak y bk son números complejos ó Tn ∈ T γ

n (R) cuando
éstos son reales. Si no se indica de manera expĺıcita, por Tn ∈ T γ

n entenderemos una
función trigonométrica real de la forma (2.2).

Obsérvese que cuando γ = 0 recuperamos los polinomios trigonométricos usuales de
grado n, es decir, funciones de la forma

T (0)
n (θ) = a0 +

n∑

k=1

[ak cos kθ + bk sen kθ] ; a0, ak, bk ∈ C , k = 1, . . . , n. (2.3)

Decimos que Tn(θ) dado por (2.2) es de grado exacto n si |an| + |bn| > 0. La siguiente
propiedad de simetŕıa se satisface:

T (γ)
n (θ) = (−1)2γT (γ)

n (θ + 2π) , (2.4)

es decir, funciones de la forma (2.2) son 2π-periódicas y 4π-periódicas para γ = 0 y γ = 1/2
respectivamente y además, T

(1/2)
n (θ) = −T

(1/2)
n (θ +2π). Por tanto, en todo el caṕıtulo nos

restringiremos a intervalos de longitud 2π, digamos la banda −π < θ ≤ π.
A continuación extendemos también el espacio de polinomios de Laurent ya introdu-

cidos en el primer caṕıtulo. Para n ≥ 0 definimos el subespacio vectorial

Λγ
n := span

{
z−(n+γ), . . . , zn+γ

}
,

esto es, Λ0
n = Λ−n,n mientras que Λ1/2

n = span
{
z−(n+1/2), . . . , z−1/2, z1/2, . . . , zn+1/2

}
, y

por tanto dim (Λγ
n) = dim (T γ

n ) = 2(n + γ) + 1. Denotaremos también Λγ :=
⋃∞

n=0 Λγ
n =

C[z1−γ , zγ−1]. Recordando que una doble sucesión {µk}∞k=−∞ de números complejos se dice
“Hermitiana” si µ−k = µk, diremos que una función L ∈ Λγ

n es Hermitiana si la sucesión
de sus coeficientes lo es, permitiéndonos definir (Λγ

n)H := {L ∈ Λγ
n : L Hermitiano}.

Estas definiciones nos permiten demostrar la siguiente

Proposición 2.2.3 Para todo Tn(θ) ∈ T γ
n (C) de grado exacto n, Tn(θ) = P2(n+γ)(z)

zn+γ con
z = eiθ y P2(n+γ)(z) un polinomio ordinario de grado exacto 2(n + γ). Además, Tn(θ) es
real, śı y sólo śı, P2(n+γ) es autorrećıproco.
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Demostración.- Consideremos Tn(θ) =
∑n

k=0 ak cos (k + γ) θ+bk sen (k + γ) θ ∈ T γ
n (C).

Entonces, de la fórmula de Euler se obtiene

Tn(θ) =
∑n

k=0
ak
2 [exp (i(k + γ)) θ + exp (−i(k + γ)) θ]

+ bk
2i [exp (i(k + γ)) θ − exp (−i(k + γ)) θ]

=
∑n

k=0
ak−ibk

2 exp (i(k + γ)) θ + ak+ibk
2 exp (−i(k + γ)) θ.

Además, si Tn(θ) es real, entonces {ak, bk}n
k=0 son reales y tomando ck = ak−ibk

2 para
k = 0, . . . , n y z = eiθ se deduce que

Tn(θ) =
n∑

k=0

ckz
k+γ + ckz

−(k+γ) =
z2γQn(z) + Qn∗(z)

zγ
, Qn(z) =

n∑

k=0

ckz
k ∈ Pn , cn 6= 0.

Aśı, podemos escribir Tn(θ) = P2(n+γ)(z)

zn+γ con z = eiθ y

P2(n+γ)(z) = zn
[
z2γQn(z) + Qn∗(z)

] ∈ P2(n+γ)\P2(n+γ)−1,

que es autorrećıproco.

2

Como consecuencia tenemos el siguiente

Teorema 2.2.4 Para todo Tn ∈ T γ
n (C) existe Ln ∈ Λγ

n tal que Tn(θ) = Ln(eiθ). Además,
Tn es real, śı y sólo śı, Ln ∈ (Λγ

n)H , y como consecuencia

T γ
n (R) =

{
T (θ) : T (θ) = L(eiθ) , L ∈ (Λγ

n)H
}

. (2.5)

2

Veamos ahora que la relación entre funciones trigonométricas de T γ
n y polinomios ordina-

rios autorrećıprocos nos permite deducir cierta información sobre los ceros de elementos
de T γ

n .

Teorema 2.2.5 Sea n = 2(k +γ) con k un entero no negativo y γ ∈ {0, 1/2}. Sea T (θ) =∏n
j=1 sen

(
θ−θj

2

)
donde {θj}n

j=1 ⊂ (−π, π] son constantes dadas. Entonces, T (θ) ∈ T γ
k .

Demostración.- Dado que sen
(

θ−α
2

)
sen

(
θ−β

2

)
representa un polinomio trigonométrico

de grado uno para α y β constantes arbitrarias, se prueba fácilmente por inducción que
la función T (θ) =

∏k
j=1 sen

(
θ−θ2j−1

2

)
sen

(
θ−θ2j

2

)
representa un polinomio trigonométrico

de grado k, probando aśı el caso γ = 0. Esto nos permite hacer la demostración para el
caso γ = 1/2, en la que debemos probar que T (θ) =

∏2k+1
j=1 sen

(
θ−θj

2

)
∈ T 1/2

k . En efecto,
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escribiendo θ2k+1 = α se sigue que T (θ) = S(θ)× sen
(

θ−α
2

)
con S(θ) ∈ T 0

k y por tanto,

T (θ) =
(
a0 +

∑k
j=1 aj cos jθ + bj sen jθ

) [
sen

(
θ
2

)
cos

(
α
2

)− cos
(

θ
2

)
sen

(
α
2

)]

= a0

[
sen

(
θ
2

)
cos

(
α
2

)− cos
(

θ
2

)
sen

(
α
2

)]

+cos α
2

{∑k
j=1

aj

2

[
sen

(
θ
2 − jθ

)
+ sen

(
θ
2 + jθ

)]

+ bj

2

[
cos

(
θ
2 − jθ

)− cos
(

θ
2 + jθ

)]}

− sen α
2

{∑k
j=1

aj

2

[
cos

(
jθ − θ

2

)
+ cos

(
θ
2 + jθ

)]

+ bj

2

[
sen

(
jθ − θ

2

)
+ sen

(
θ
2 + jθ

)]} ∈ T 1/2
k .

2

En el Teorema 2.2.5 probamos que una función que consista en el producto de 2(k + γ)
factores de la forma sen

(
θ−α

2

)
pertenece al espacio T γ

k con k un número natural y γ ∈
{0, 1/2}. Veamos un resultado rećıproco.

Teorema 2.2.6 Una función Tn(θ) ∈ T γ
n de grado exacto n tiene exactamente 2(n + γ)

ceros contándolos como es usual con sus multiplicidades y restringiéndonos a la banda
−π < θ ≤ π. Además, los ceros no reales aparecen en pares conjugados.

Demostración.- Recordemos previamente que, para el caso γ = 1/2, aunque Tn(θ) es
una función 4π-periódica, nos podemos restringir a intervalos de longitud 2π dado que de
(2.4), si α es un cero de Tn(θ) en (0, π] entonces α − 2π será también un cero de Tn(θ)
en (−2π,−π] y de manera similar, si α es un cero de Tn(θ) en (−π, 0] entonces α + 2π
será también un cero de Tn(θ) en (π, 2π]. De la proposición 2.2.3 podemos escribir

Tn(θ) = Ln(eiθ) =
P2(n+γ)(z)

zn+γ
, z = eiθ , Ln ∈ (Λγ

n)H ,

donde P2(n+γ)(z) ∈ P2(n+γ)\P2(n+γ)−1 es autorrećıproco. Aśı,

P2(n+γ)(z) = K
2n∏

j=1−2γ

(z − zj) , K 6= 0 , zj 6= 0 , j = 1− 2γ, . . . , 2n.

Además, podemos escribir

P2(n+γ)(z) = K
2m∏

j=1−2γ

(z − zj)
n−m∏

k=1

(z − z̃j)
(
z − 1/z̃j

)
, K 6= 0 , (2.6)

donde zj = eiθj ∈ T con θj ∈ R para j = 1− 2γ, . . . , 2m, y los pares
(
z̃k, 1/z̃j

)
representan

los ceros que no están en T (tomamos z̃k = eiωk con ωk ∈ C\R para todo k = 1, . . . , n −
m y de ah́ı que 1/z̃j = eiωk). Ahora bien, puede probarse fácilmente que eiθ − eiω =
2i sen

(
θ−ω

2

)
ei( θ+ω

2 ) y por tanto,

P2(n+γ)(eiθ) = K
∏2m

j=1−2γ

(
eiθ − eiθj

)∏n−m
k=1

(
eiθ − eiωk

) (
eiθ − eiωk

)

= K(−1)n+γi22(n+γ)
∏2m

j=1−2γ sen
(

θ−θj

2

)
e
i
h

θ−θj
2

i
×

∏n−m
k=1 sen

(
θ−ωk

2

)
sen

(
θ−ωk

2

)
e
i
h
θ+

ωk+ωk
2

i
.
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Entonces, si sigue que

P2(n+γ)(e
iθ) = λnei(n+γ)θ

2m∏

j=1−2γ

sen
(

θ − θj

2

) n−m∏

k=1

sen
(

θ − ωk

2

)
sen

(
θ − ωk

2

)

con λn 6= 0, y como consecuencia

Tn(θ) = Ln(eiθ) = P2(n+γ)(e
iθ)

ei(n+γ)θ

= λn
∏2m

j=1−2γ sen
(

θ−θj

2

)∏n−m
k=1 sen

(
θ−ωk

2

)
sen

(
θ−ωk

2

) (2.7)

donde λn 6= 0, θj ∈ R para todo j = 1− 2γ, . . . ,m y ωk ∈ C\R tal que <(ωk) = ψk + 2tπ,
ψk ∈ (−π, π], t ∈ Z y k = 1, . . . , n−m.

2

Para finalizar esta sección introductoria establecemos a ráız del resultado previo el
siguiente conocido teorema (véase [49] ó [99]) presentando una demostración alternativa
y una generalización del mismo para γ ∈ {

0, 1
2

}
.

Teorema 2.2.7 (Riesz-Féjer) Una función trigonométrica real Tn(θ) ∈ T γ
n presenta

exactamente 2γ cambios de signo en (−π, π], śı y sólo śı, puede ser escrito de la forma

Tn(θ) =
(

z − z0

2i
√

zz0

)2γ

|g(z)|2 , z = eiθ ,

donde g(z) es un polinomio algebraico de grado n y z0 = eiα con α ∈ (−π, π] únicamente
determinado.

Demostración.- Veamos primero la demostración para el caso γ = 0: asumimos que
Tn(θ) es un polinomio trigonométrico de grado n y de la Proposición 2.2.3 escribimos
Tn(θ) = e−inθP2n(eiθ) con P2n(z) un polinomio algebraico de grado 2n. Si Tn(θ) ≥ 0 para
todo θ ∈ R, entonces los posibles ceros reales de Tn(θ) deben tener multiplicidad par.
Además, si θ = α es un cero real de Tn(θ) entonces z = eiα es un cero de P2n(z) en T. Por
tanto, de (2.6) podemos escribir

P2n(z) = λnp2
m(z)qn−m(z)q∗n−m(z) , λn 6= 0 ,

donde pm(z) ∈ Pm con 0 ≤ m ≤ n y qn−m(z) ∈ Pn−m. Dado que Tn(θ) ≥ 0 para todo
θ ∈ R,

Tn(θ) = |T (θ)| =
∣∣∣P (eiθ)

einθ

∣∣∣ = |λn|
∣∣p2

m(eiθ)
∣∣ ∣∣qn−m(eiθ)

∣∣
∣∣∣qn−m(eiθ)

∣∣∣
= |λn|

∣∣p2
m(eiθ)

∣∣ ∣∣qn−m(eiθ)
∣∣2 =

∣∣g(eiθ)
∣∣2 ,

donde g(z) =
√
|λn|pm(z)qn−m(z) ∈ Pn.

Rećıprocamente, si g(z) un polinomio algebraico de grado n, entonces haciendo z = eiθ

se sigue que

|g(z)|2 = g(z)g(z) = g(z)g∗(z) =
g(z)g∗(z)

zn
=

P2n(z)
zn

,
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donde P2n(z) = g(z)g∗(z) es claramente un polinomio {1}-invariante de grado 2n, por lo
que |g(z)|2 = Ln(z) ∈ ΛH

n , y del Teorema 2.2.4, |g(z)|2 representa un polinomio trigo-
nométrico de grado n que es claramente no negativo para todo θ ∈ R.

Finalmente, de esta demostración para el caso γ = 0, del Teorema 2.2.6 que nos
garantiza que cualquier elemento de T 1/2

n tiene al menos un cero real de multiplicidad
impar en −π < θ ≤ π (implicando que tales funciones siempre cambian de signo en tal
intervalo), teniendo en cuenta la relación sen

(
θ−θ0

2

)
= z−z0

2i
√

zz0
donde z = eiθ y z0 = eiθ0 y

haciendo uso de (2.7) se concluye el resultado.

2

Como aplicación directa de este resultado para el caso γ = 0, y de acuerdo con [82], en
la estimación de la integral I(a,b)(f) dada por (1.23) nos encontramos con un integrando
fraccionario cuyo denominador es un polinomio trigonométrico positivo de grado uno. Del
Teorema 2.2.7 podemos escribir pues

cosh(b)− cos(θ − a) = λ
∣∣∣h(eiθ)

∣∣∣
2

, λ > 0 , h(z) = z − α , |α| < 1.

De este modo, I(a,b)(f) podrá ser re-escrita como I(a,b)(f) =
∫ π
−π f(θ)dω(θ) con dω(θ) =

dθ
λ|h(eiθ)|2 , una modificación racional de la medida de Lebesgue.

2.3. Interpolación por funciones trigonométricas

Como es bien sabido, las fórmulas de cuadratura representan una de las aplicaciones
más inmediatas de la interpolación. Dado que estamos interesados en fórmulas de cuadratu-
ra basadas en elementos de T γ

n , estableceremos en esta sección resultados de interpolación
a partir de la relación (2.5). Comenzamos con el siguiente

Teorema 2.3.1 (Lagrange) Dados n nodos distintos {θj}n
j=1 ⊂ (−π, π] y tomando p(n) =

E[n2 ] (donde E[·] denota, como es usual, la función parte entera), entonces existe un único
T γ

p(n−1) ∈ T γ
p(n−1) (R) tal que:

T γ
p(n−1)(θj) = yj , j = 1, . . . , n, (2.8)

siendo {yj}n
j=1 un conjunto de números reales y γ =

{
0 si n es impar
1
2 si n es par

. Además,

T γ
p(n−1) queda caracterizado por

T γ
p(n−1)(θ) =

n∑

j=1

lj(θ)yj (2.9)

donde

lj(θ) :=
Wn(θ)

2W ′
n(θj) sen

(
θ−θj

2

) ∈ T γ
p(n−1) (R) , Wn(θ) :=

n∏

k=1

sen
(

θ − θk

2

)
, j = 1, . . . , n.

(2.10)
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Demostración.- Para la primera parte, por conveniencia, en vez de n consideremos
2(n + γ) + 1 nodos y sea T γ

n (θ) =
∑n

k=0 ak cos (k + γ) θ + bk sen (k + γ) θ. Veamos primero
que las constantes {ak, bk}n

k=0 quedan únicamente determinadas de las condiciones (2.8).
En efecto, T γ

n (θ) = Ln(eiθ) con Ln ∈ (Λγ
n)H verificando (2.8) es equivalente a

Ln(zj) = yj , zj = eiθj , j = 1, . . . , 2(n + γ) + 1. (2.11)

Haciendo ahora Ln(z) = P2(n+γ)(z)

zn+γ donde P2(n+γ)(z) ∈ P2(n+γ), (2.11) implica

P2(n+γ)(zj) = ỹj , ỹj = zn+γ
j yj , j = 1, . . . , 2(n + γ) + 1. (2.12)

Dado que zj 6= zk, P2(n+γ)(z) queda únicamente determinado por (2.12) y por tanto
T γ

n (θ) posee las deseadas condiciones de interpolación. Faltaŕıa comprobar que T γ
n (θ) tiene

coeficientes reales, lo cual haremos verificando que P2(n+γ)(z) es autorrećıproco, es decir,
viendo que P ∗

2(n+γ)(z) satisface también las condiciones de interpolación (2.12). Como
yj ∈ R,

P ∗
2(n+γ)(zj) = z

2(n+γ)
j P2(n+γ) (1/zj) = z

2(n+γ)
j P2(n+γ)(zj) = z

2(n+γ)
j zn+γ

j yj

= zn+γ
j yj , j = 1, . . . , 2(n + γ) + 1.

Por tanto, en virtud de la unicidad del polinomio P2n+1(z) se sigue que P ∗
2n+1(z) =

P2n+1(z), completando aśı la primera parte de la demostración.
Para la segunda parte tenemos, por un lado, del Teorema 2.2.5 que la función nodal

Wn(θ) dada en (2.10) pertenece al espacio T γ
p(n) con γ = 0 si n es par ó γ = 1/2 si n es

impar, mientras que por otro lado, se comprueba fácilmente que lj(θk) = δj,k para todo
j, k = 1, . . . , n, siendo δj,k la función delta de Kronecker (1.2) y concluyendo aśı que la
solución del problema viene dada por (2.9).

2

El siguiente resultado será requerido cuando tratemos la construcción de ciertas fórmu-
las de cuadratura que integren exactamente funciones trigonométricas del mayor grado
posible.

Teorema 2.3.2 (Hermite) Sea {θj}n+1
j=1 un conjunto de (n+1) nodos distintos en (−π, π].

Entonces, existe un único Hγ
n ∈ T γ

n (R) verificando

Hγ
n(θj) = yj , j = 1, . . . , n + 1 ; (Hγ

n)
′
(θk) = ỹk , k = 1, . . . , n + 2γ, (2.13)

donde {yj}n+1
j=1 ∪ {ỹk}n+2γ

k=1 es un conjunto de (2(n + γ) + 1) número reales y γ ∈ {0, 1/2}.
Además, Hγ

n queda caracterizado como sigue: definiendo

Wn+1(θ) :=
n+1∏

k=1

sen
(

θ − θk

2

)
,

entonces

Hγ
n(θ) =

n+1∑

j=1

[
t
(γ)
j (θ)yj + s

(γ)
j (θ)ỹj

]
(2.14)
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donde para 1 ≤ j ≤ n + 1,

s
(1/2)
j (θ) :=

1

2 sen
(

θ−θj

2

)
[

Wn+1(θ)
W

′
n+1(θj)

]2

∈ T 1/2
n , (2.15)

t
(1/2)
j (θ) :=

[
Wn+1(θ)

2W
′
n+1(θj) sen

h
θ−θj

2

i

]2

×
{

cos
(

θ−θj

2

)
− 2W

′′
n+1(θj)

W
′
n+1(θj)

sen
(

θ−θj

2

)}
∈ T 1/2

n ,

(2.16)

mientras que para 1 ≤ j ≤ n,

s
(0)
j (θ) :=

1

2 sen
(

θ−θj

2

)
[

Wn+1(θ)
W

′
n+1(θj)

]2

sen

(
θj−θn+1

2

)

sen
(

θ−θn+1

2

)

 ∈ T 0

n , (2.17)

t
(0)
j (θ) :=

[
Wn+1(θ)

W
′
n+1(θj)

]2

sen−2
(

θ−θj

2

)
sen−1

(
θ−θn+1

2

){
1
4 sen

(
θj−θn+1

2

)
cos

(
θ−θj

2

)

+
[
2 sen

(
θj−θn+1

2

) (
1− W

′′
n+1(θj)

W
′
n+1(θj)

)
+ cos

(
θj−θn+1

2

)]
sen

(
θ−θj

2

)}
∈ T 0

n

(2.18)
y

t
(0)
n+1(θ) :=

[
Wn+1(θj)

2W
′
n+1(θn+1) sen

h
θ−θn+1

2

i

]2

∈ T 0
n , s

(0)
n+1(θ) ≡ 0. (2.19)

Demostración.- Sea Hγ
n(θ) = Ln(eiθ) ∈ (Λγ

n)H . Procediendo como en el Teorema previo,
Hγ

n(z) = P2(n+γ)(z)

zn+γ donde z = eiθ y P2(n+γ)(z) ∈ P2(n+γ). Luego, nuestro problema de
interpolación trigonométrica de tipo Hermite (2.13) se reduce a encontrar P2(n+γ)(z) ∈
P2(n+γ) tal que

P2(n+γ)(zj) = zn+γ
j yj , j = 1, . . . , n + 1

P
′

2(n+γ)(zk) = zn+γ−1
k [(n + γ)yk − iỹk] , k = 1, . . . , n + 2γ .

(2.20)

Ahora, dado que zj 6= zl para j 6= l, es bien sabido que el problema de interpolación
(2.20) tiene solución única P2(n+γ)(z) y Hγ

n(θ) = Ln(eiθ) = e−i(n+γ)θP2(n+γ)(eiθ) será la
solución única de (2.13). Para concluir la primera parte de la demostración faltaŕıa probar
que Hγ

n(θ) tiene coeficientes reales, y al igual que en el Teorema 2.3.1, se comprueba
después de algunos cálculos elementales y teniendo en cuenta que

(
P

)′
(z) = (P ′)(z), que

P2(n+γ)(z) es autorrećıproco.
Para la segunda parte de la demostración se sigue por un lado del Teorema 2.2.5 que

s
(γ)
j , t

(γ)
j ∈ T γ

n (R) para 1 ≤ j ≤ n + 2γ y t
(0)
n+1 ∈ T 0

n (R), dados todos por las relaciones
(2.15)-(2.19), mientras que por otro lado se comprueba tras cálculos elementales que

t
(1/2)
j (θr) = δj,r ,

(
t
(1/2)
j

) ′
(θr) = 0

s
(1/2)
j (θr) = 0 ,

(
s
(1/2)
j

) ′
(θr) = δj,r

, 1 ≤ j, r ≤ n + 1 (2.21)
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y
t
(0)
j (θr) = δj,r 1 ≤ j, r ≤ n + 1,(
t
(0)
j

)′
(θr) = 0 1 ≤ j ≤ n + 1 , 1 ≤ r ≤ n,

s
(0)
j (θr) = 0 1 ≤ r ≤ n + 1 , 1 ≤ j ≤ n,(
s
(0)
j

)′
(θr) = δj,r 1 ≤ j, r ≤ n,

siendo δj,k la función delta de Kronecker (1.2).

2

Para concluir esta sección consideraremos un problema de interpolación usando un
número par 2n de nodos en subespacios de T 0

n , digamos T 0
n ª span{sennθ} ó T 0

n ª
span{cosnθ}, ó usando un número impar 2n+1 de nodos en subespacios de T 1/2

n , digamos
T 1/2

n ªspan{sen(n+ 1
2)θ} ó T 1/2

n ªspan{cos(n+ 1
2)θ}. Al respecto cabe recordar que un siste-

ma de funciones continuas {f0, . . . , fm} en un intervalo [a, b] representa un sistema de Haar
en [a, b], śı y sólo śı, para cualquier k, 1 ≤ k ≤ m, {f0, . . . , fk} es un sistema de Chebyshev
en [a, b]. Claramente, fijado γ ∈ {0, 1

2}, T γ
n dado por (2.1) no puede ser un sistema de Haar

en (−π, π] (compruébese simplemente que {1, cos θ} ó
{
cos

(
θ
2

)
, sen

(
θ
2

)}
no son sistemas

de Chebyshev). Por tanto, no podemos asumir inicialmente que dados 2(n + γ) nodos
{θj}2(n+γ)

j=1 en (−π, π] exista T̃ γ
n ∈ T γ

n ª span{cos (n + γ) θ} ó en T γ
n ª span{sen (n + γ) θ}

tal que T̃ γ
n (θj) = yj para todo j = 1, . . . , 2(n + γ).

Teorema 2.3.3 Sean γ ∈ {0, 1
2}, {θj}2(n+γ)

j=1 ⊂ (−π, π] tales que θj 6= θk para j 6= k y

{yj}2(n+γ)
j=1 números reales arbitrarios. Consideremos el siguiente problema de interpola-

ción: Hallar T γ
n ∈ T̃ γ

n tal que

T γ
n (θj) = yj , j = 1, . . . , 2(n + γ) , (2.22)

siendo T̃ γ
n un subespacio de T γ

n de dimensión 2(n + γ). Entonces, (2.22) tiene solución
única tanto en T̃ γ

n = T γ
n ª span{sen (n + γ) θ} como en T̃ γ

n = T γ
n ª span{cos (n + γ) θ}.

Además, definiendo αk :=
∑2(n+γ)

j=1,j 6=k θj para todo k = 1, . . . , 2(n + γ), λn =
∑2(n+γ)

j=1 θj

y Wn(θ) :=
∏2(n+γ)

j=1 sen
(

θ−θj

2

)
∈ T γ

n , entonces una expresión expĺıcita para la solución
única viene dada por

T γ
n (θ) =

2(n+γ)∑

j=1

s̃j(θ)yj , (2.23)

donde para j = 1, . . . , 2(n + γ),

s̃j(θ) := 1
2W ′

n (θj) sen(λn
2 ) sen

(
θ+αj

2

)
sen−1

(
θ−θj

2

)
Wn(θ) ∈ T γ

n ª span{sen (n + γ) θ}
(2.24)

ó

s̃j(θ) := 1
2W ′

n (θj) cos(λn
2 ) cos

(
θ+αj

2

)
sen−1

(
θ−θj

2

)
Wn(θ) ∈ T γ

n ª span{cos (n + γ) θ} .

(2.25)
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Demostración.- Intentemos encontrar primero T γ
n (θ) ∈ T γ

n ª span{sen (n + γ) θ} veri-
ficando (2.22). Podemos escribir

T γ
n (θ) =

n−1∑

j=0

aj cos (j + γ) θ + bj sen (j + γ) θ + an cos (n + γ) θ = Ln(eiθ)

donde aj , bj ∈ R para j = 0, . . . , n − 1, an 6= 0 y Ln ∈ (Λγ
n)H . De la demostración de la

Proposición 2.2.3 podemos escribir

Ln(z) =
n∑

k=0

ckz
k+γ + ckz

−(k+γ) ,

donde ck = ak−ibk
2 para k = 0, . . . , n− 1 y cn = an

2 ∈ R. De ah́ı,

Ln(z) = z−γ
n+2γ∑

k=−n

dkz
k ,

donde d−k = ck para k = 1 − 2γ, . . . , n, dl = cl−2γ para l = 1, . . . , n + 2γ y d0 = a0 si
γ = 0. Ahora, haciendo como es usual zj = eiθj para todo j = 1, . . . , 2(n + γ), (zj 6= zk si
j 6= k), (2.22) se convierte en

T γ
n (θj) = Ln(eiθj ) = Ln(zj) = yj , j = 1, . . . , 2(n + γ) ,

dando lugar al siguiente sistema lineal

z−γ
j

n+2γ∑

k=−n

dkz
k
j = z−γ

j

n−1+2γ∑

k=−(n−1)

dkz
k
j + dn+2γ

(
z−n
j + zn+2γ

j

)
= yj . (2.26)

Ahora, el sistema (2.26) tiene una solución única, śı y sólo śı, Dn 6= 0, donde

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z
−(n−1+γ)
1 z

−(n−2+γ)
1 · · · zγ

1 · · · zn−1+γ
1

(
z
−(n+γ)
1 + zn+γ

1

)

...
...

...
...

...
z
−(n−1+γ)
2(n+γ) z

−(n−2+γ)
2(n+γ) · · · zγ

2(n+γ) · · · zn−1+γ
2(n+γ)

(
z
−(n+γ)
2(n+γ) + zn+γ

2(n+γ)

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Introduciendo el determinante de Vandermonde asociado a z1, . . . , z2(n+γ), es decir,

V2(n+γ) = V2(n+γ)(z1, . . . , z2(n+γ)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 · · · z
2(n+γ)−1
1

1 z2 · · · z
2(n+γ)−1
2

...
...

...
1 z2(n+γ) · · · z

2(n+γ)−1
2(n+γ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0 ,

y definiendo ξ :=
∏2(n+γ)

j=1 zj = eiλn , puede fácilmente comprobarse que

Dn = ξ−(n−1+γ)
[
1− (−1)2γξ

]
V2(n+γ). (2.27)
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Por otro lado, si consideramos nuestro problema de interpolación en T γ
n ªspan{cos (n + γ) θ},

el determinante D̃n asociado del correspondiente sistema verifica

D̃n = ξ−(n−1+γ)
[
1 + (−1)2γξ

]
V2(n+γ). (2.28)

Si λn 6= kπ para cualquier número entero k, entonces claramente ξ 6= ±1, y dado que
V2(n+γ) 6= 0, de (2.27)-(2.28) deducimos que ambos determinantes Dn y D̃n no se anulan,
lo que implica que el problema de interpolación (2.22) tiene solución única tanto en T γ

n ª
span{sen(n+γ)θ} como en T γ

n ª span{cos(n+γ)θ}. Si asumimos que λn = kπ para algún
número entero k, concluimos de (2.27)-(2.28) que

Dn =
{

0 (k par, γ = 0) y (k impar, γ = 1/2)
6= 0 (k par, γ = 1/2) y (k impar, γ = 0) ,

(2.29)

D̃n =
{

0 (k par, γ = 1/2) y (k impar, γ = 0)
6= 0 (k par, γ = 0) y (k impar, γ = 1/2).

(2.30)

Por ejemplo, si Dn 6= 0 y γ = 0, habremos encontrado un único Ln ∈ Λ−n,n, Ln(z) =∑n
j=−n cjz

j tal que c−n = cn y verificando Ln(zj) = yj para todo j = 1, . . . , 2n. Por tanto,
T 0

n(θ) = Ln(eiθ) ∈ Tnª span{sennθ} y T 0
n(θj) = yj para todo j = 1, . . . , 2n. Para concluir

la demostración de la primera parte se procede como en el Teorema 2.3.1 para verificar
que las correspondientes funciones trigonométricas son reales.

Para la segunda parte de la demostración queda claro que (2.23) es la única solución del
problema si vemos que s̃j(θ) ∈ T γ

n ªspan{sen (n + γ) θ} y s̃j(θ) ∈ T γ
n ªspan{cos (n + γ) θ},

expresiones dadas por (2.24) y (2.25) respectivamente, y s̃j(θk) = δj,k, siendo δj,k la función
delta de Kronecker (1.2) para j = 1, . . . , 2(n + γ). Supongamos que Dn 6= 0, es decir, de
(2.29) que λn 6= kπ para todo k número entero ó λn = [2(k − γ) + 1]π para algún número
entero k. Fijemos j ∈ {1, . . . , 2(n+γ)} y definamos αj :=

∑2(n+γ)
k=1,k 6=j θj = λn−θj . Podemos

escribir s̃j(θ) = e−i(n+γ)θ l̃j(eiθ) donde l̃j(z) ∈ P2(n+γ) tal que l̃j(zk) = zn
j δj,k donde, como

es usual, zk = eiθk para k = 1, . . . , 2(n+γ). Dado que s̃j ∈ Tnªspan{sennθ}, el coeficiente
director de l̃j(z) debe coincidir con l̃j(0), y tenemos que l̃j(z) = cj(z − wj)

∏2(n+γ)
k=1,k 6=j(z −

zj) = cjz
2(n+γ) + · · ·+ l̃j(0). Pero l̃j(0) = cj = cjwj

∏2(n+γ)
j=1,j 6=k zj , por lo que

wj =
1

∏2(n+γ)
j=1,j 6=k zj

=
2(n+γ)∏

j=1,j 6=k

zj = e−
P2(n+γ)

j=1,j 6=k θj = e−iαj .

Por tanto, de (2.7) se sigue que

s̃j(θ) = c̃j sen
(

θ + αj

2

) 2(n+γ)∏

j=1,j 6=k

sen
(

θ − θj

2

)

donde c̃j debe determinarse de manera que s̃j(θj) = 1. Como

s̃j(θ) = c̃j sen
(

θ + αj

2

)
Wn(θ)

sen
(

θ−θj

2

)
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tendremos que

1 = limθ→θj c̃j sen
(

θ + αj

2

)
Wn(θ)

sen
(

θ−θj

2

) = 2c̃j sen
(

θj + αj

2

)
W

′
n (θj).

Observamos en este caso que 1
2(θj + αj) = 1

2λn 6= kπ para todo número entero k, por lo

que sen
(

θj+αj

2

)
= sen

(
λn
2

) 6= 0 y queda aśı deducida la fórmula (2.24). El procedimiento
para obtener la fórmula (2.25) es análogo.

2

2.4. Sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas

En lo que resta de caṕıtulo consideraremos una medida positiva de Borel ω en [−π, π]
y 〈·, ·〉ω el producto interior inducido (1.27). Nuestro propósito en esta sección será gene-
ralizar los resultados obtenidos en [99] en relación con propiedades de bases ortogonales
para el espacio de polinomios trigonométricos con respecto al producto interior (1.27) en
T 0, extendido ahora a T γ con γ ∈ {0, 1/2}.

Comenzamos considerando la base de T 0
n dada por {1, cos θ, sen θ, . . . , cosnθ, sen nθ}

y la base de T 1/2
n dada por

{
cos θ

2 , sen θ
2 , . . . , cos

(
n + 1

2

)
θ, sen

(
n + 1

2

)
θ
}
. Ambas bases

son claramente ortogonales cuando dω(θ) ≡ dθ, la medida de Lebesgue en [−π, π], y nos
interesa ahora extender esta propiedad para una medida ω arbitraria. Esto puede ser
realizado ortogonalizando las funciones elementales de las bases correspondientes en orden
lineal de acuerdo con el proceso de ortogonalización de Gram Schmidt. Generamos pues
un conjunto {f (0)

0 , f
(0)
1 (θ), g(0)

1 (θ), . . . , f (0)
n (θ), g(0)

n (θ)} de elementos de T 0 (siendo f
(0)
0 una

constante no nula) ó un conjunto {f (1/2)
0 (θ), g(1/2)

0 (θ), . . . , f (1/2)
n (θ), g(1/2)

n (θ)} de elementos
de T 1/2 verificando:

f
(0)
1 (θ) ∈ span{1, cos θ} , g

(0)
1 (θ) ∈ span{1, cos θ, sen θ} , . . . ,

f
(0)
n (θ) ∈ T 0

n ª span{sennθ} , g
(0)
n (θ) ∈ T 0

n ,
(2.31)

f
(1/2)
0 (θ) ∈ span{cos θ

2} , g
(1/2)
0 (θ) ∈ span{cos θ

2 , sen θ
2} , . . . ,

f
(1/2)
n (θ) ∈ T 1/2

n ª span
{
sen

(
n + 1

2

)
θ
}

, g
(1/2)
n (θ) ∈ T 1/2

n ,
(2.32)

y también para j, k = 0, 1, . . . , n (g(0)
0 ≡ 0):

〈f (γ)
j (θ), f (γ)

k (θ)〉ω = κjδj,k , κ
(γ)
j > 0

〈g(γ)
j (θ), g(γ)

k (θ)〉ω = κ̃jδj,k , κ̃
(γ)
j > 0 ; j, k 6= 0 si γ = 0

〈f (γ)
j (θ), g(γ)

k (θ)〉ω = 0.

(2.33)

Si repetimos el proceso para todo n ∈ N, entonces {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}∞k=0 con f
(0)
0 6= 0 y

g
(0)
0 ≡ 0 representa una base ortogonal para T γ con respecto a ω. Escribiendo

f
(γ)
k (θ) =

∑k
j=0

[
a

(γ)
k,j cos(j + γ)θ + b

(γ)
k,j sen(j + γ)θ

]

g
(γ)
k (θ) =

∑k
j=0

[
c
(γ)
k,j cos(j + γ)θ + d

(γ)
k,j sen(j + γ)θ

] (2.34)
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entonces se sigue que b
(γ)
k,k = 0, a

(γ)
k,k 6= 0 y |c(γ)

k,k|+ |d(γ)
k,k| > 0. Además, debido a la indepen-

dencia lineal se sigue claramente que d
(γ)
n,n 6= 0 para todo n ≥ 1. De acuerdo con Szegő en

[99], estamos ahora en condiciones de establecer la siguiente:

Definición 2.4.1 Dos funciones trigonométricas de la forma

f(θ) = a cos(n + γ)θ + b sen(n + γ)θ + · · ·
y

g(θ) = c cos(n + γ)θ + d sen(n + γ)θ + · · ·
se dice que son linealmente independientes, śı y sólo śı,

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0.

Definición 2.4.2 Con respecto a la medida ω en [π, π], un sistema {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}∞k=0

con f
(0)
0 6= 0 y g

(0)
0 = 0 de funciones trigonométricas reales verificando (2.34) para todo

k ≥ 1, se denominará sistema bi-ortogonal con respecto a ω si se cumple lo siguiente:

1. Para todo n ≥ 1, f
(γ)
n (θ) y g

(γ)
n (θ) son linealmente independientes.

2. El sistema es ortogonal con respecto al producto interior inducido por ω, es decir, se
cumple (2.33).

Además, el sistema será bi-ortonormal si
∣∣∣f (0)

0

∣∣∣ = 1 y

‖ f
(γ)
k (θ) ‖ω = ‖ g

(γ)
l (θ) ‖ω= 1 ; k, l = (1− 2γ), (1− 2γ) + 1, . . . .

Con tales definiciones establecemos el siguiente resultado (véase la demostración en [99]
para el caso γ = 0 y se procede de manera similar para el caso γ = 1/2):

Proposición 2.4.3 Consideremos el sistema {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}∞k=0 de funciones trigonomé-
tricas con f

(0)
0 6= 0, g

(0)
0 ≡ 0 y de la forma (2.34). Entonces, {f (γ)

k (θ), g(γ)
k (θ)}∞k=0 es una

base para T γ si ∣∣∣∣∣
a

(γ)
k,k b

(γ)
k,k

c
(γ)
k,k d

(γ)
k,k

∣∣∣∣∣ 6= 0 , k ≥ 1.

2

En relación con la unicidad de sistemas bi-ortogonales para ω tenemos el siguiente resul-
tado cuya demostración es una aplicación directa de un resultado ya conocido de Análisis
Matricial (véase también [99]).

Proposición 2.4.4 Sean {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}∞k=0 y {f̃ (γ)
k (θ), g̃(γ)

k (θ)}∞k=0 dos sistemas bi-orto-
normales respecto a ω con f

(0)
0 · f̃ (0)

0 6= 0 (ambas constantes) y g
(0)
0 = g̃

(0)
0 ≡ 0. Entonces,

para todo n ≥ 1 se cumple que
(

f̃
(γ)
n (θ)

g̃
(γ)
n (θ)

)
= Mn

(
f

(γ)
n (θ)

g
(γ)
n (θ)

)
, (2.35)

siendo Mn una matriz ortogonal de orden 2× 2.
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Demostración.- Dado que f̃
(γ)
n (θ) ∈ T γ

n y {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}n
k=0 es una base para T γ

n ,

tenemos que f̃
(γ)
n (θ) =

∑n
j=0

[
αjf

(γ)
j (θ) + βjg

(γ)
j (θ)

]
. Pero 〈f̃ (γ)

n (θ), T (θ)〉ω = 0 para to-

do T ∈ T γ
n−1, implicando f̃

(γ)
n (θ) = αf

(γ)
n (θ) + βg

(γ)
n (θ). De manera similar, g̃

(γ)
n (θ) =

af
(γ)
n (θ) + bg

(γ)
n (θ), y ambas relaciones podemos expresarlas en forma matricial como

(
f̃

(γ)
n (θ)

g̃
(γ)
n (θ)

)
= Mn

(
f

(γ)
n (θ)

g
(γ)
n (θ)

)
, Mn =

(
α β
a b

)
,

donde

α =
〈f̃ (γ)

n (θ), f (γ)
n (θ)〉ω

‖ f
(γ)
n (θ) ‖2

ω

, β =
〈f̃ (γ)

n (θ), g(γ)
n (θ)〉ω

‖ g
(γ)
n (θ) ‖2

ω

,

a =
〈g̃(γ)

n (θ), f (γ)
n (θ)〉ω

‖ f̃
(γ)
n (θ) ‖2

ω

, b =
〈g̃(γ)

n (θ), g(γ)
n (θ)〉ω

‖ g̃
(γ)
n (θ) ‖2

ω

.

Cambiando los papeles de ambos sistemas, se sigue que
(

f
(γ)
n (θ)

g
(γ)
n (θ)

)
= M̃n

(
f̃

(γ)
n (θ)

g̃
(γ)
n (θ)

)
, M̃n = M−1

n .

Finalmente, cuando trabajamos con sistemas bi-ortonormales, es decir, si

‖ f (γ)
n (θ) ‖ω=‖ g(γ)

n (θ) ‖ω=‖ f̃ (γ)
n (θ) ‖ω=‖ g̃(γ)

n (θ) ‖ω= 1,

se observa que MT
n = M̃n = M−1

n , es decir, la matriz Mn es ortogonal.

2

A continuación veremos cómo la familia de polinomios ortonormales de Szegő {ϕn(z)}∞n=0

con respecto a ω nos permite construir sistemas de funciones trigonométricas bi-ortogonales
para ω. Nuestro primer paso será partir de la subsucesión de polinomios de grado impar.

Teorema 2.4.5 Sea {ωn}∞n=0 una sucesión de números complejos en T tal que ω2
nδ2(n+1−γ)

es un número real para todo n ≥ 0, siendo {δn}∞n=0 la sucesión de coeficientes de Verblunsky
asociada a ω. Sea f

(0)
0 (θ) ≡ c 6= 0, g

(0)
0 ≡ 0 y

ωne−i(n+γ)θϕ2n+1(eiθ) = f
(γ)
n+1−2γ(θ) + ig

(γ)
n+1−2γ(θ) , n ≥ 0 , γ ∈ {0, 1/2} (2.36)

con f
(γ)
n+1−2γ(θ) y g

(γ)
n+1−2γ(θ) reales y ϕ2n+1(z) el polinomio de Szegő ortonormal de gra-

do 2n + 1. Entonces, el sistema {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}∞k=0 representa un sistema de funciones
trigonométricas bi-ortogonal en T γ.

Demostración.- Sea ωn = αn + iβn para n ≥ 0 y ϕ2n+1(z) = κ2n+1z
2n+1 + · · ·+ l2n+1

(κ2n+1 > 0 y l2n+1 = κ2n+1δ2n+1). El análisis de la independencia lineal de f
(γ)
n+1−2γ(θ) y

g
(γ)
n+1−2γ(θ) la estudiamos por separado en dos partes en función de γ, comenzando por el

caso γ = 1/2. La relación (2.36) se convierte pues en

ωne−i(n+ 1
2)θϕ2n+1(eiθ) = f (1/2)

n (θ) + ig(1/2)
n (θ) , n ≥ 0.
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Haciendo l2n+1 = pn + iqn y e−i(n+ 1
2
)θϕ2n+1(eiθ) = f̃

(1/2)
n (θ) + ig̃

(1/2)
n (θ) tendremos que

f̃ (1/2)
n (θ) = (κ2n+1 + pn) cos

(
n +

1
2

)
θ + qn sen

(
n +

1
2

)
θ + · · · ∈ T 1/2

n

g̃(1/2)
n (θ) = qn cos

(
n +

1
2

)
θ + (κ2n+1 − pn) sen

(
n +

1
2

)
θ + · · · ∈ T 1/2

n .

Dado que
∣∣∣∣

κ2n+1 + pn qn

qn κ2n+1 − pn

∣∣∣∣ = κ2
2n+1 − |l2n+1|2 =

η2
2n+1

‖ ρ2n+1(z) ‖2
ω

> 0 ,

vemos que f̃
(1/2)
n (θ) y g̃

(1/2)
n (θ) son linealmente independentes. Entonces,

ωne−i(n+ 1
2
)θϕ2n+1(eiθ) = (αn + iβn)

[
f̃ (1/2)

n (θ) + ig̃(1/2)
n (θ)

]
= f (1/2)

n (θ) + ig(1/2)
n (θ)

donde,

f (1/2)
n (θ) = αnf̃ (1/2)

n (θ)− βng̃(1/2)
n (θ) , g(1/2)

n (θ) = βnf̃ (1/2)
n (θ) + αng̃(1/2)

n (θ).

Ahora, dado que f̃
(1/2)
n (θ) y g̃

(1/2)
n (θ) son linealmente independientes y

∣∣∣∣
αn −βn

βn αn

∣∣∣∣ = |ωn|2 = 1 ,

se deduce claramente que f
(1/2)
n (θ) y g

(1/2)
n (θ) son también linealmente independientes

para todo n ≥ 0. La demostración para el caso γ = 0 es más directa. La relación (2.36) se
convierte ahora en

ωne−inθϕ2n+1(eiθ) = f
(0)
n+1(θ) + ig

(0)
n+1(θ) ,

y se deduce directamente que

f
(0)
n+1(θ) = κ2n+1 [αn cos(n + 1)θ − βn sen(n + 1)θ] + · · · ∈ T 0

n+1 ,

g
(0)
n+1(θ) = κ2n+1 [βn cos(n + 1)θ + αn sen(n + 1)θ] + · · · ∈ T 0

n+1 .

Dado que

κ2
2n+1

∣∣∣∣
αn −βn

βn αn

∣∣∣∣ = κ2
2n+1|ωn|2 = κ2

2n+1 > 0

se concluye que f
(0)
n+1(θ) y g

(0)
n+1(θ) son también linealmente independientes para todo n ≥ 0.

A continuación tomemos z = eiθ y escribamos

f (γ)
n (θ) =

1
2zn+γ

[
ωnϕ2n+1(z) + ωnϕ∗2n+1(z)

]
,

g(γ)
n (θ) =

1
2izn+γ

[
ωnϕ2n+1(z)− ωnϕ∗2n+1(z)

]
.

De las condiciones de ortogonalidad (1.30) se cumple que

〈f (γ)
n (θ), f (γ)

m (θ)〉ω = knδn,m , 〈g(γ)
n (θ), g(γ)

m (θ)〉ω = k̃nδn,m , kn · k̃n 6= 0
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y
〈f (γ)

n (θ), g(γ)
m (θ)〉ω = 0 , n 6= m.

Sin embargo, no podemos asegurar en general que 〈f (γ)
n (θ), g(γ)

n (θ)〉ω = 0 para que se
cumpla (2.33). Para todo n ≥ 0 tenemos, por un lado, que

In :=
∫ π
−π

[
ωn

ϕ2n+1(eiθ)

ei(n+γ)θ

]2
dω(θ) =

∫ π
−π

[
f

(γ)
n (θ) + ig

(γ)
n (θ)

]2
dω(θ)

=
∫ π
−π

(
f

(γ)
n (θ)

)2
dω(θ)− ∫ π

−π

(
g
(γ)
n (θ)

)2
dω(θ) + 2i

∫ π
−π f

(γ)
n (θ)g(γ)

n (θ)dω(θ).
(2.37)

Por otro lado, de (1.30) y haciendo z = eiθ para γ = 1/2 se sigue que

In = ω2
n

∫ π

−π
ϕ2n+1(z)

ϕ2n+1(z)
z2n+1

dω(θ) = ω2
n

∫ π

−π
l2n+1

ϕ2n+1(z)
z2n+1

dω(θ) = ω2
nδ2n+1 (2.38)

mientras que de (1.30), (1.41) y haciendo γ = 0, entonces

In = ω2
n

∫ π
−π ϕ2n+1(z)ϕ2n+1(z)

z2n dω(θ) = ω2
nκ2n+1

∫ π
−π zϕ2n+1(z)dω(θ) =

= κ2n+1ω
2
n〈zϕ2n+1(z), 1〉ω = κ2n+1ω

2
n〈η2n+2ϕ2n+2(z)− δ2n+2ϕ

∗
2n+1(z), 1〉ω

= −δ2n+2κ2n+1ω
2
n〈ϕ∗2n+1(z), 1〉ω = −δ2n+2κ

2
2n+1ω

2
n

∆2n+1

∆2n
.

(2.39)
Por comparación entre (2.37) y (2.38)-(2.39) se sigue que la restante condición de ortogo-
nalidad se verifica, śı y sólo śı, ω2

nδ2(n+1−γ) es real.

2

Nota 2.4.6 Aqúı debemos hacer notar que podemos obtener un sistema bi-ortogonal par-
tiendo de cualquier familia de polinomios de Szegő {Pn(z)}n≥0 cuyos coeficientes directores
sean reales para todo n ≥ 0.

En general, el sistema anterior no es bi-ortonormal. Para obtener un sistema bi-
ortonormal procedemos como sigue. Primero, de (2.37) y (2.38) deducimos

‖ f
(γ)
n+1−2γ(θ) ‖2

ω − ‖ g
(γ)
n+1−2γ(θ) ‖2

ω= (−1)1−2γω2
nδ2(n+1−γ). (2.40)

Por otro lado, de (2.36) también tenemos

‖ f
(γ)
n+1−2γ(θ) ‖2

ω + ‖ g
(γ)
n+1−2γ(θ) ‖2

ω= 1. (2.41)

Ahora, sin pérdida de generalidad podemos escoger ωn ∈ T tal que ω2
nδ2(n+1−γ) ≥ 0. Por

tanto, de (2.40) y (2.41) obtenemos

‖ f
(γ)
n+1−2γ(θ) ‖2

ω = 1
2

[
1 + (−1)1−2γ

∣∣δ2(n+1−γ)

∣∣] ,

‖ g
(γ)
n+1−2γ(θ) ‖2

ω = 1
2

[
1− (−1)1−2γ

∣∣δ2(n+1−γ)

∣∣] .
(2.42)
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Tenemos pues que el sistema {A(γ)
n (θ), B(γ)

n (θ)}∞n=0 dado por B
(0)
0 ≡ 0, A

(0)
0 ≡ 1√

µ0
y

A
(γ)
n+1−2γ(θ) =

√
2

[
1 + (−1)1−2γ

∣∣δ2(n+1−γ)

∣∣]−1/2
f

(γ)
n+1−2γ(θ) ,

B
(γ)
n+1−2γ(θ) =

√
2

[
1− (−1)1−2γ

∣∣δ2(n+1−γ)

∣∣]−1/2
g
(γ)
n+1−2γ(θ) ,

(2.43)

para n ≥ 0 constituye un sistema bi-ortonormal para T γ con respecto a la medida ω.
Observamos también que

√
2ωne−i(n+γ)θϕ2n+1(eiθ) =

[
1 + (−1)1−2γ

∣∣δ2(n+1−γ)

∣∣]1/2
A

(γ)
n+1−2γ(θ)

+i
[
1− (−1)1−2γ

∣∣δ2(n+1−γ)

∣∣]1/2
B

(γ)
n+1−2γ(θ).

(2.44)

Por lo tanto, cuando γ = 0 tenemos que para todo n ≥ 0:
√

2ωne−inθϕ2n+1(eiθ) = [1− |δ2n+2|]1/2 A
(0)
n+1(θ) + i [1 + |δ2n+2|]1/2 B

(0)
n+1(θ) (2.45)

(compárese con el Teorema 2 en [99]) y cuando γ = 1/2 se obtiene
√

2ωne−i(n+ 1
2)θϕ2n+1(eiθ) = [1 + |δ2n+1|]1/2 A(1/2)

n (θ) + i [1− |δ2n+1|]1/2 B(1/2)
n (θ). (2.46)

En el siguiente resultado establecemos un segundo paso en la costrucción de sistemas
bi-ortogonales, partiendo de la subsucesión de polinomios ortonormales de Szegő de grado
par. Omitimos la demostración para el caso γ = 1/2 dado que el procedimiento es análogo
a la del Teorema 2.4.5. La demostración para el caso γ = 0 puede verse en [99].

Teorema 2.4.7 Sea {ωn}∞n=0 una sucesión de números complejos en T tal que ω2
nδ2(n+γ)

es un número real para todo n ≥ 0, siendo {δn}∞n=0 la sucesión de coeficientes de Verblunsky
asociada a la medida ω. Sea

ωne−i(n−γ)ϕ2n(eiθ) = f (γ)
n (θ) + ig(γ)

n (θ) , n ≥ 0 , γ ∈ {0, 1/2}. (2.47)

Entonces, {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}∞k=0 representa un sistema bi-ortogonal en T γ con respecto a ω.

2

De nuevo el sistema anterior no es, en general, bi-ortonormal. Asumiendo que ω2
nδ2(n+γ) ≥

0 se cumple ahora que

‖ f
(γ)
n (θ) ‖2

ω − ‖ g
(γ)
n (θ) ‖2

ω = (−1)2(1−γ)|δ2(n+γ)|,
‖ f

(γ)
n (θ) ‖2

ω + ‖ g
(γ)
n (θ) ‖2

ω = 1.
(2.48)

Por tanto, tenemos

‖ f
(γ)
n (θ) ‖2

ω = 1
2

[
1 + (−1)2(1−γ)|δ2(n+γ)|

]
,

‖ g
(γ)
n (θ) ‖2

ω = 1
2

[
1− (−1)2(1−γ)|δ2(n+γ)|

]
.

(2.49)

Aśı, tomando B
(0)
0 ≡ 0, A

(0)
0 ≡ 1√

µ0
y para n ≥ 1,

A
(γ)
n (θ) =

√
2

[
1 + (−1)2(1−γ)

∣∣δ2(n+γ)

∣∣]−1/2
f

(γ)
n (θ) ,

B
(γ)
n (θ) =

√
2

[
1− (−1)2(1−γ)

∣∣δ2(n+γ)

∣∣]−1/2
g
(γ)
n (θ) ,

(2.50)
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entonces {A(γ)
k (θ), B(γ)

k (θ)}∞k=0 representa un sistema bi-ortonormal para T γ con respecto
a la medida ω. Además, se cumple que

√
2ωne−i(n−γ)θϕ2n(eiθ) =

[
1 + (−1)2(1−γ)

∣∣δ2(n+γ)

∣∣]1/2
A

(γ)
n (θ)

+i
[
1− (−1)2(1−γ)

∣∣δ2(n+γ)

∣∣]1/2
B

(γ)
n (θ).

(2.51)

Aśı, para γ = 0 deducimos (compárese con la fórmula (3.5) en [99]):
√

2ωne−inθϕ2n(eiθ) = [1 + |δ2n|]1/2 A(0)
n (θ) + i [1− |δ2n|]1/2 B(0)

n (θ) (2.52)

y para γ = 1/2,

√
2ωne−i(n− 1

2)θϕ2n(eiθ) = [1− |δ2n+1|]1/2 A(1/2)
n (θ) + i [1 + |δ2n+1|]1/2 B(1/2)

n (θ). (2.53)

Ejemplo 2.4.8 Consideremos la medida de Lebesgue dω ≡ dθ. Sabemos que ρn(z) = zn

y por tanto δn = 0 para todo n ≥ 1. Entonces, la sucesión {ωk}∞k=0 en el Teorema 2.4.5
podemos tomarla como ωn = 1 para todo n ≥ 0. Por tanto, del Teorema 2.4.5 y de la Nota
2.4.6 tenemos

e−i(n+γ)θei(2n+1)θ = f
(γ)
n+1−2γ(θ) + ig

(γ)
n+1−2γ(θ)

implicando para n ≥ 0 que

f
(γ)
n+1−2γ(θ) = cos(n + 1− γ)θ , g

(γ)
n+1−2γ(θ) = sen(n + 1− γ)θ. (2.54)

Aśı, para γ = 0 tenemos f
(0)
n (θ) = cosnθ y g

(0)
n (θ) = sennθ para n ≥ 1 mientras que

para γ = 1
2 resulta f

(1/2)
n (θ) = cos

(
n + 1

2

)
θ y g

(1/2)
n (θ) = sen

(
n + 1

2

)
θ para n ≥ 0.

Además, tomando a y b números reales no ambos nulos, puede comprobarse fácilmente que
af

(0)
n (θ) + bg

(0)
n (θ) para n ≥ 1 tiene 2n ceros distintos mientras que af

(1/2)
n (θ) + bg

(1/2)
n (θ)

para n ≥ 0 tiene 2n+1 ceros reales distintos ambos en cualquier intervalo de longitud 2π.

A continuación nos centramos en analizar propiedades de los ceros de sistemas bi-
ortogonales, comenzando con una generalización para una medida ω arbitraria de la pro-
piedad verificada en el Ejemplo 2.4.8 para la medida de Lebesgue.

Teorema 2.4.9 Sea {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}∞k=0 con f
(0)
0 6= 0 y g

(0)
0 ≡ 0 un sistema bi-ortogonal

para ω y a y b números reales no ambos nulos. Entonces, la función trigonométrica Tn(θ) =
af

(γ)
n (θ)+ bg

(γ)
n (θ) tiene 2(n+γ) ceros reales y distintos en cualquier intervalo de longitud

2π con γ ∈ {0, 1/2}.

Demostración.- Para fijar ideas nos restringimos al intervalo [−π, π]. Del Teorema 2.2.6
sabemos que Tn(θ) tiene 2(n + γ) ceros en la banda −π < <(θ) ≤ π. Además, los ceros
no reales aparecen en pares conjugados. Sea p = 2(k + γ) el número de ceros de Tn(θ) en
(−π, π] con multiplicidad impar (0 ≤ k ≤ n). Asumamos que k < n y definamos

Uk(θ) =
(

θ − θ2k+1

2

)2γ k∏

j=1

sen
(

θ − θ2j

2

)
sen

(
θ − θ2j−1

2

)
∈ T γ

k ,
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siendo {θj}2(k+γ)
j=1 los ceros de Tn(θ) en (−π, π] con multiplicidad impar. Entonces, podemos

escribir
Tn(θ) = afn+2γ(θ) + bgn+2γ(θ) = Uk(θ)Vn−k(θ)

donde Vn−k(θ) ∈ T 0
n−k y con signo constante en (−π, π]. Dado que k < n, en virtud de la

ortogonalidad se sigue por un lado que

I =
∫ π

−π
Tn(θ)Uk(θ)dω(θ) = a

∫ π

−π
fn(θ)Uk(θ)dω(θ) + b

∫ π

−π
gn(θ)Uk(θ)dω(θ) = 0,

mientras que por otro lado I =
∫ π
−π (Uk(θ))

2 Vn−k(θ)dω(θ) 6= 0, dado que ω es una medida
positiva de Borel en (−π, π]. De esta contradicción se sigue que k = n.

2

Consideremos ahora un sistema bi-ortonormal para ω, {A(γ)
k (θ), B(γ)

k (θ)}∞k=0 con A
(0)
0 6=

0 y B
(0)
0 ≡ 0. De (1.7) definimos la función núcleo reproductor para T γ

n como

Rn(α, θ) =
n∑

ν=0

[
A(γ)

ν (α)A(γ)
ν (θ) + B(γ)

ν (α)B(γ)
ν (θ)

]
, α, θ ∈ R. (2.55)

De la Proposición 2.4.4 es obvio que cada término A
(γ)
ν (α)A(γ)

ν (θ)+B
(γ)
ν (α)B(γ)

ν (θ) será in-
variante si multiplicamos el vector

(
A

(γ)
ν (θ), B(γ)

ν (θ)
)

por una matriz ortogonal arbitraria
Mν

2 de orden 2 × 2 con elementos reales constantes. La función núcleo (2.55) posee la
propiedad reproductora

1
2π

∫ π

−π
Rn(α, θ)t(θ)dω(θ) = t(α) , ∀t ∈ T γ

n . (2.56)

Además, puede ser expresado tanto en términos de la función núcleo reproductor (1.34)
como en términos de la familia de polinomios ortonormales en la circunferencia unidad
con respecto a ω:

Proposición 2.4.10 Sea {ϕn(z)}∞n=0 la familia de polinomios ortonormales en la circun-
ferencia unidad y {A(γ)

n (θ), B(γ)
n (θ)}n≥0 un sistema bi-ortonormal con A

(0)
0 6= 0 y B

(0)
0 ≡ 0,

ambos con respecto a ω. Sean Kn(a, z) y Rn(α, θ) las funciones núcleo reproductor en Pn

y T γ
n dadas por (1.34) y (2.55) respectivamente. Tomemos a = eiα y z = eiθ. Entonces,

1.
Rn(α, θ) = (az)n+γK2(n+γ)(a, z). (2.57)

2.

Rn−1(α, θ) =
=

[
(az)n− 1

2
+γϕ2(n− 1

2
+γ)(a)ϕ2(n− 1

2
+γ)(z)

]

= [
(az)1/2

] . (2.58)
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Demostración.- Para la primera parte comprobamos que la expresión de la derecha
de (2.57) posee la propiedad reproductora. Escogiendo t(θ) = zν = eiνθ para ν ∈ {−n −
γ, . . . , n + γ}, entonces

1
2π

∫ π
−π(az)n+γK2(n+γ)(a, z)t(θ)dω(θ) = 1

2π

∫ π
−π an+γK2(n+γ)(a, z)zn+γ−νdω(θ)

= an+γaν−n−γ = aν = t(a) , z = eiθ.

Para la segunda parte usamos la relación (2.57) y la identidad de Christoffel-Darboux
(1.6). Aśı pues,

Rn−1(α, θ) = (az)n−1+γK2(n−1+γ)(a, z)

= (az)n−1+γ
ϕ∗

2(n+γ− 1
2)

(a)ϕ∗
2(n+γ− 1

2)
(z)−ϕ

2(n+γ− 1
2)

(a)ϕ
2(n+γ− 1

2)
(z)

1−az

=
(az)n− 1

2+γϕ
2(n+γ− 1

2)
(a)ϕ

2(n+γ− 1
2)

(z)−(az)n− 1
2+γϕ

2(n+γ− 1
2)

(a)ϕ
2(n+γ− 1

2)
(z)

(az)
1
2−(az)

1
2

=
=
�

(az)n− 1
2+γϕ

2(n− 1
2+γ)(a)ϕ

2(n− 1
2+γ)(z)

�

=[(az)1/2] .

2

Ahora estamos en condiciones de establecer una identidad de Christoffel-Darboux para
la función núcleo reproductor en T γ

n .

Teorema 2.4.11 (Christoffel-Darboux) Sea {A(γ)
k (θ), B(γ)

k (θ)}∞k=0 un sistema bi-orto-
normal para la medida ω con A

(0)
0 6= 0 y B

(0)
0 ≡ 0, {δn}∞n=0 la sucesión de coeficientes de

Verblunsky asociados a ω y {ηn}∞n=1 la sucesión de números reales (1.32). Entonces, la
función núcleo reproductor en T γ

n dada por (2.55) satisface para todo n ≥ 1,

Rn−1(α, θ) = 1
2

{
η2(n+γ) cot

(
θ−α

2

) [
A

(γ)
n (α)B(γ)

n (θ)−A
(γ)
n (θ)B(γ)

n (α)
]
−

[
(1− |δ2(n+γ)|)A(γ)

n (α)A(γ)
n (θ) + (1 + |δ2(n+γ)|)B(γ)

n (α)B(γ)
n (θ)

]}
.

(2.59)

Demostración.- Sea a = eiα y z = eiθ. Teniendo en cuenta la relación (2.45) y dado
que (az)1/2 = cos

(
θ−α

2

)
+ i sen

(
θ−α

2

)
, se sigue de (2.58) para γ = 0 que

=
[
(az)1/2 ϕ2n−1(a)

an−1

(
ϕ2n−1(z)

zn−1

)]
= 1

2

{
η2n cos

(
θ−α

2

) [
A

(0)
n (θ)B(0)

n (α)−A
(0)
n (α)B(0)

n (θ)
]

+sen
(

θ−α
2

)×[
(1− |δ2n|)A(0)

n (α)A(0)
n (θ) + (1 + |δ2n|)B(0)

n (α)B(0)
n (θ)

]}
,

implicando que

Kn−1(α, θ) = 1
2

{
η2n cot

(
θ−α

2

) [
A

(0)
n (α)B(0)

n (θ)−A
(0)
n (θ)B(0)

n (α)
]

−
[
(1− |δ2n|)A(0)

n (α)A(0)
n (θ) + (1 + |δ2n|)B(0)

n (α)B(0)
n (θ)

]}
.
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De manera similar cuando γ = 1/2, de las relaciones (2.53) y (2.58) se sigue que

=
[
(az)1/2 ϕ2n(a)

a n− 1
2

(
ϕ2n(z)

z n− 1
2

)]
=

1
2

{
η2n+1 cos

(
θ−α

2

) [
A

(1/2)
n (θ)B(1/2)

n (α)−A
(1/2)
n (α)B(1/2)

n (θ)
]

+ sen
(

θ−α
2

)×
[
(1− |δ2n+1|)A(1/2)

n (α)A(1/2)
n (θ) + (1 + |δ2n+1|)B(1/2)

n (α)B(1/2)
n (θ)

]}
,

y por tanto

Kn−1(α, θ) = 1
2

{
η2n+1 cot

(
θ−α

2

) [
A

(1/2)
n (α)B(1/2)

n (θ)−A
(1/2)
n (θ)B(1/2)

n (α)
]

−
[
(1− |δ2n+1|)A(1/2)

n (α)A(1/2)
n (θ) + (1 + |δ2n+1|)B(1/2)

n (α)B(1/2)
n (θ)

]}
.

2

Haciendo tender α a θ en la fórmula (2.59) deducimos la fórmula confluente

Rn−1(θ, θ) = η2(n+γ)

[
A

(γ)
n (θ)

(
B

(γ)
n

)′
(θ)−

(
A

(γ)
n

)′
(θ)B(γ)

n (θ)
]

−
[

1−|δ2(n+γ)|
2

(
A

(γ)
n (θ)

)2
+ 1+|δ2(n+γ)|

2

(
B

(γ)
n (θ)

)2
] (2.60)

que nos permite probar el siguiente

Teorema 2.4.12 Bajo las mismas condiciones que en el Teorema 2.4.9, los ceros de
af

(γ)
n (θ) + bg

(γ)
n (θ) y −bf

(γ)
n (θ) + ag

(γ)
n (θ) se entrelazan para todo n ≥ 1.

Demostración.- Como estamos considerando propiedades de ceros, podemos asumir
sin pérdida de generalidad que el sistema {f (γ)

n (θ), g(γ)
n (θ)}n≥0 es bi-ortonormal. Dado que

η2(n+γ) > 0 para todo n ≥ 0 y γ ∈ {0, 1/2}, que por definición Rn−1(θ, θ) > 0 y que

M (γ)
n (θ) :=

1− |δ2(n+γ)|
2

(
f (γ)

n (θ)
)2

+
1 + |δ2(n+γ)|

2

(
g(γ)
n (θ)

)2
> 0 ,

se deduce de (2.60) la relación

f (γ)
n (θ)

(
g(γ)
n

)′
(θ)−

(
f (γ)

n

)′
(θ)g(γ)

n (θ) =
1

η2(n+γ)

[
Rn−1(θ, θ) + M (γ)

n (θ)
]

> 0 ,

probando aśı que los ceros de f
(γ)
n (θ) y g

(γ)
n (θ) se entrelazan. Finalmente, considerando

C(γ)
n (θ) = af (γ)

n (θ) + bg(γ)
n (θ) , D(γ)

n (θ) = −bf (γ)
n (θ) + ag(γ)

n (θ) , |a|+ |b| > 0

completamos la prueba, dado que

C
(γ)
n (θ)

(
D

(γ)
n

)′
(θ) −

(
C

(γ)
n

)′
(θ)D(γ)

n (θ) =

(a2 + b2)
(

f
(γ)
n (θ)

(
g
(γ)
n

) ′
(θ)−

(
f

(γ)
n

) ′
(θ)g(γ)

n (θ)
)

> 0 .

2
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Nota 2.4.13 Los Teoremas 2.4.9 y 2.4.12 fueron probados por Szegő en [99] para el caso
γ = 0 haciendo uso de la propiedad fundamental de que los ceros de cualquier polinomio
de Szegö ρn(z) se hallan en D, mientras que las demostraciones alternativas presentadas
involucran propiedades de bi-ortogonalidad. Como consecuencia inmediata, tenemos que
para cualquier sistema bi-ortogonal {f (γ)

n (θ), g(γ)
n (θ)}n≥0 se verifica en cualquier intervalo

de longitud 2π y para n ≥ 1 lo siguiente:

1. Ambas funciones trigonométricas f
(γ)
n (θ) y g

(γ)
n (θ) tienen 2(n + γ) ceros distintos.

2. Los ceros de f
(γ)
n (θ) y g

(γ)
n (θ) se entrelazan.

Para finalizar esta sección estudiamos la ley de recurrencia que satisface un sistema
bi-ortogonal para ω. De la Proposición 2.4.4 podemos restringirnos, sin pérdida de genera-
lidad, a los sistemas bi-ortogonales dados por el Teorema 2.4.5. Sin embargo, para nuestros
propósitos y de la Nota 2.4.6, haremos uso de la sucesión {ρn(z)}n≥0 de polinomios mónicos
de Szegő. Partiendo de (1.43) reemplazando n por 2n + 1 se tiene que

zρ2n(z) =
1

η2
2n+1

[
ρ2n+1(z)− δ2n+1ρ

∗
2n+1(z)

]
(2.61)

y de (1.40) reemplazando n por 2n,

zρ2n = z2ρ2n−1(z) + δ2nzρ∗2n−1(z). (2.62)

Tomemos
ωn = eiαn , δn = |δn|eiβn , αn, βn ∈ R. (2.63)

La fórmula que define f
(γ)
n+1−2γ(θ) y g

(γ)
n+1−2γ(θ) es

ωne−i(n+γ)θρ2n+1(eiθ) = f
(γ)
n+1−2γ(θ) + ig

(γ)
n+1−2γ(θ). (2.64)

Por tanto,

ωnρ2n+1(eiθ) = ei(n+γ)θ
[
f

(γ)
n+1−2γ(θ) + ig

(γ)
n+1−2γ(θ)

]
,

y aśı,

ωnρ∗2n+1(e
iθ) = ei(n+1−γ)θ

[
f

(γ)
n+1−2γ(θ)− ig

(γ)
n+1−2γ(θ)

]
. (2.65)

Ahora, de las fórmulas (2.61), (2.64) y (2.65) encontramos que

eiθρ2n(eiθ) = 1
η2
2n+1

{
ωnei(n+γ)θ

[
f

(γ)
n+1−2γ(θ) + ig

(γ)
n+1−2γ(θ)

]
−

δ2n+1ωnei(n+1−γ)θ
[
f

(γ)
n+1−2γ(θ)− ig

(γ)
n+1−2γ(θ)

]}

y por tanto

ωne−i(n+γ)θeiθρ2n(eiθ) = 1
η2
2n+1

{[
ωnωn − ω2

nδ2n+1e
i(1−2γ)θ

]
f

(γ)
n+1−2γ(θ)

+i
[
ωnωn + ω2

nδ2n+1e
i(1−2γ)θ

]
g
(γ)
n+1−2γ(θ)

}
.

(2.66)
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Tenemos que |ωn| = 1 y ω2
nδ2n+1 = |δ2n+1| (obsérvese que la suposición ω2

nδ2n+1 ∈ R
implica ω2

nδ2n+1 = ±|δ2n+1| y no hay pérdida de generalidad en tomar aqúı signo positivo).
Luego,

ωne−i(n+γ)θeiθρ2n(eiθ) = 1
η2
2n+1

{[
1− |δ2n+1|ei(1−2γ)θ

]
f

(γ)
n+1−2γ(θ)

+i
[
1 + |δ2n+1|ei(1−2γ)θ

]
g
(γ)
n+1−2γ(θ)

}
.

De las fórmulas (2.62), (2.64) y (2.65) deducimos que

eiθρ2n(eiθ) = e2iθ
{

ωn−1e
i(n−1+γ)θ

[
f

(γ)
n−2γ(θ) + ig

(γ)
n−2γ(θ)

]

+δ2neiθωn−1e
i(n−γ)θ

[
f

(γ)
n−2γ(θ)− ig

(γ)
n−2γ(θ)

]}

y por tanto,

ωne−i(n+γ)θeiθρ2n(eiθ) =
{[

ωnωn−1e
iθ + δ2nω2

nei(1−2γ)θ
]
f

(γ)
n−2γ(θ)

+i
[
ωnωn−1e

iθ − ωnωn−1δ2nei(1−2γ)θ
]
g
(γ)
n−2γ(θ)

}
.

(2.67)

Igualando (2.66) y (2.67) se sigue que

[
1− |δ2n+1|ei(1−2γ)θ

]
f

(γ)
n+1−2γ(θ) + i

[
1 + |δ2n+1|ei(1−2γ)θ

]
g
(γ)
n+1−2γ(θ)

= η2
2n+1

{[
ωnωn−1e

iθ + δ2nωnωn−1e
i(1−2γ)θ

]
f

(γ)
n−2γ(θ)

+i
[
ωnωn−1e

iθ − δ2nωnωn−1e
i(1−2γ)θ

]
g
(γ)
n−2γ(θ)

}
,

(2.68)

y nuestro propósito ahora es encontrar expresiones reales para f
(γ)
n+1−2γ(θ) y g

(γ)
n+1−2γ(θ)

en términos de f
(γ)
n−2γ(θ) y g

(γ)
n−2γ(θ). Aśı, de (2.63), definiendo ζn(θ) = θ + αn − αn−1 y

ξn(θ) = (1− 2γ) θ + αn + αn−1 + β2n, y tomando

an+1(θ) = 1− |δ2n+1| cos(1− 2γ)θ (2.69)

bn+1(θ) = −|δ2n+1| sen(1− 2γ)θ (2.70)

cn+1(θ) = 1 + |δ2n+1| cos(1− 2γ)θ (2.71)

An(θ) = cos ζn(θ) + |δ2n| cos ξn(θ) (2.72)

Bn(θ) = − sen ζn(θ)− |δ2n| sen ξn(θ) (2.73)

Cn(θ) = sen ζn(θ) + |δ2n| sen ξn(θ) (2.74)

Dn(θ) = cos ζn(θ)− |δ2n| cos ξn(θ) (2.75)

se sigue por igualación de las partes real e imaginaria de (2.68) que

an+1f
(γ)
n+1−2γ(θ) + bn+1g

(γ)
n+1−2γ(θ) = η2

2n+1

(
Anf

(γ)
n−2γ + Bng

(γ)
n−2γ

)

bn+1f
(γ)
n+1−2γ(θ) + cn+1g

(γ)
n+1−2γ(θ) = η2

2n+1

(
Cnf

(γ)
n−2γ + Dng

(γ)
n−2γ

)
.
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El determinante de este sistema es

Tn+1 =
∣∣∣∣

an+1 bn+1

bn+1 cn+1

∣∣∣∣ = η2
2n+1 6= 0 ,

y resolviendo con respecto a fn+1−2γ(θ) y gn+1−2γ(θ) encontramos la relación matricial

(
fn+1−2γ(θ)
gn+1−2γ(θ)

)
=

(
cn+1 −bn+1

−bn+1 an+1

)(
An Bn

Cn Dn

)(
fn−2γ(θ)
gn−2γ(θ)

)
(2.76)

donde los coeficientes an+1,bn+1,cn+1,An,Bn,Cn y Dn vienen dados por (2.69)-(2.75). Fi-
nalmente, de (2.76) se obtiene para γ = 1/2

f
(1/2)
n (θ) = (1 + |δ2n+1|)×{

[cos(θ + αn − αn−1) + |δ2n| cos(αn + αn−1 + β2n)] f (1/2)
n−1 (θ)

− [sen(θ + αn − αn−1)− |δ2n| sen(αn + αn−1 + β2n)] g(1/2)
n−1 (θ)

}
,

g
(1/2)
n (θ) = (1− |δ2n+1|)×{

[sen(θ + αn − αn−1) + |δ2n| sen(αn + αn−1 + β2n)] f (1/2)
n−1 (θ)

+ [cos(θ + αn − αn−1)− |δ2n| sen(αn + αn−1 + β2n)] g(1/2)
n−1 (θ)

}
,

mientras que para γ = 0,

f
(0)
n+1(θ) =
{(1 + |δ2n+1| cos θ) [cos(θ + αn − αn−1) + |δ2n| cos(θ + αn + αn−1 + β2n)]
−|δ2n+1| sen θ [sen(θ + αn − αn−1) + |δ2n| sen(θ + αn + αn−1 + β2n)]} f

(0)
n (θ)

+ {− (1 + |δ2n+1| cos θ) [sen(θ + αn − αn−1)− |δ2n| sen(θ + αn + αn−1 + β2n)]
−|δ2n+1| sen θ {cos(θ + αn − αn−1)− |δ2n| cos(θ + αn + αn−1 + β2n)}} g

(0)
n (θ),

g
(0)
n+1(θ) =
{(1− |δ2n+1| cos θ) [sen(θ + αn − αn−1) + |δ2n| sen(θ + αn + αn−1 + β2n)]
−|δ2n+1| sen θ [cos(θ + αn − αn−1) + |δ2n| cos(θ + αn + αn−1 + β2n)]} f

(0)
n (θ)

+ {(1− |δ2n+1| cos θ) [cos(θ + αn − αn−1)− |δ2n| cos(θ + αn + αn−1 + β2n)]
+|δ2n+1| sen θ {sen(θ + αn − αn−1)− |δ2n| sen(θ + αn + αn−1 + β2n)}} g

(0)
n (θ).

Ejemplo 2.4.14 Consideremos dω(θ) ≡ dθ en [−π, π]. Entonces, de (2.54) y haciendo
ωn ≡ 1 para todo n ≥ 1 concluimos que las leyes de recurrencia anteriores se convierten
en las conocidas fórmulas trigonométricas

cos(n + 1)θ = cos θ cosnθ − sen θ sen nθ ,
sen(n + 1)θ = sen θ cosnθ + cos θ sennθ ,
cos

(
n + 1

2

)
θ = cos θ cos

(
n− 1

2

)
θ − sen θ sen

(
n− 1

2

)
θ ,

sen
(
n + 1

2

)
θ = sen θ cos

(
n− 1

2

)
θ + cos θ sen

(
n− 1

2

)
θ .
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2.5. Fórmulas de cuadratura para integrandos periódicos

El principal propósito tanto de esta sección como de este segundo caṕıtulo es el cálculo
aproximado de integrales de la forma:

Iω(f) =
∫ π

−π
f(θ)dω(θ) , (2.77)

siendo ω una medida positiva de Borel en [−π, π] y f ∈ Lω
1 [−π, π] una función periódica

de periodo 2π. Iω(f) va a ser aproximada por una fórmula de cuadratura con n puntos:

In(f) =
n∑

j=1

λjf(θj) ; θj 6= θk , j 6= k , θj ∈ (−π, π] , j = 1, . . . , n. (2.78)

Los nodos {θj}n
j=1 y pesos {λj}n

j=1 deben determinarse de manera que In(f) sea exacta en
un cierto subespacio de T γ con dimensión lo mayor posible, esto es, debe cumplirse que
Iω(T γ) = In(T γ) para todo T γ ∈ T γ

m(n,γ) ⊂ T γ con m(n, γ) tan grande como sea posible.
Debemos tener en cuenta las siguientes consideraciones preliminares:

Lema 2.5.1 No puede existir una fórmula de cuadratura de n puntos In(f) como (2.78)
que sea exacta en T γ

n , es decir, m(n, γ) < n.

Demostración.- Asumamos que In(f) dada por (2.78) existe verificando Iω(T γ) =
In(T γ) para todo T γ ∈ T γ

n . Sea T 0
n(θ) =

∏n
j=1 sen2

(
θ−θj

2

)
∈ T 0

n y T 0
n(θ) ≥ 0. Enton-

ces, Iω(T 0
n) > 0 y In(T 0

n) = 0, dado que T 0
n(θj) = 0 para todo j = 1, . . . , n. Además,

haciendo T
1/2
n (θ) = sen

(
θ+π

2

)
T 0

n(θ) ∈ T 1/2
n se obtiene una contradicción similar para el

caso γ = 1/2 dado que Iω(T 1/2
n ) > 0 y In(T 1/2

n ) = 0.

2

Haciendo uso de los Teoremas 2.3.1 y 2.3.3 en la sección 2 probamos el siguiente:

Lema 2.5.2 Dados n nodos distintos {θj}n
j=1 ⊂ (−π, π] y γ ∈ {0, 1/2}, entonces existe un

cierto subespacio T̃ γ
n de T γ

n con dimensión n de manera que un conjunto de pesos {λj}n
j=1

quedan únicamente determinados verificando

In(T γ) =
n∑

j=1

λjT
γ(θj) = Iω(T γ) , ∀ T γ ∈ T̃ γ

n .

Demostración.- Se cumple tomando λj = Iω(lj(θ)) con lj(θ) dado por (2.10) en los
casos n par con γ = 1/2 y n impar con γ = 0 ó λj = Iω(s̃j(θ)) con s̃j(θ) dado por (2.24)
ó (2.25) en los casos n par con γ = 0 y n impar con γ = 1/2.

2

Lema 2.5.3 Si existe una fórmula de cuadratura de n puntos In(f) =
∑n

j=1 λjf(θj) que
sea exacta en T γ

n−1, entonces λj > 0 para todo j = 1, . . . , n.
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Demostración.- Tomemos t0j (θ) =
∏n

k=1,k 6=j sen2
(

θ−θk
2

)
∈ T 0

n−1 para γ = 0 y t
1/2
j (θ) =

sen
(

θ+π
2

)
t0j (θ) ∈ T 1/2

n−1. Entonces, tγj (θ) ≥ 0 y por lo tanto 0 < Iω(tγj ) = In(tγj ) = λjt
γ
j (θj).

Dado que tγj (θj) > 0 se concluye la demostración.

2

Dado que estamos interesados en la construcción de fórmulas de cuadraturas que inte-
gren exactamente polinomios trigonométricos hasta el mayor grado posible, investigaremos
el siguiente problema: “Dado n ≥ 1, encontrar θ1, . . . , θn con θj 6= θk si j 6= k en (−π, π]
y números reales λ1, . . . , λn tales que

In(f) =
n∑

j=1

λjf(θj) = Iω(f) , ∀f ∈ T 0
n−1.

′′ (2.79)

Como dim
(T 0

n−1

)
= 2n− 1, la relación (2.79) nos lleva a un sistema no lineal con 2n− 1

ecuaciones y 2n incógnitas: θ1, . . . , θn;λ1, . . . , λn. En vez de atacar directamente el siste-
ma que surge de (2.79), procederemos como en el caso polinómico ordinario, analizando
propiedades de los elementos de T γ

n cuyos ceros son los nodos de In(f). En este instan-
te aparece una gran diferencia con respecto a [99]: nuestra modificación técnica sobre el
art́ıculo de Szegő manejando espacios de la forma T γ

n nos permitirá considerar un número
arbitrario de nodos mientras que en el citado art́ıculo sólo era posible tomar un número
par de nodos. Comencemos pues con la siguiente condición necesaria:

Teorema 2.5.4 Sea n un número natural tal que n = 2(k+γ) con k un entero no negativo,
γ ∈ {0, 1/2} e In(f) =

∑n
j=1 λjf(θj) una fórmula de cuadratura tal que In(T ) = Iω(T )

para todo T ∈ T 0
n−1. Sea Tk(θ) =

∏2(k+γ)
j=1 sen

(
θ−θj

2

)
y {f (γ)

j (θ), g(γ)
j (θ)}∞j=0 un sistema

bi-ortogonal para ω con f
(0)
0 6= 0 y g

(0)
0 ≡ 0. Entonces, existen números reales ak y bk no

ambos nulos tales que Tk(θ) = akf
(γ)
k (θ) + bkg

(γ)
k (θ).

Demostración.- Dado que estamos tomando n = 2(k +γ) con k ≥ 0, del Teorema 2.2.5
se sigue que Tk(θ) ∈ T γ

k . Además, puede comprobarse que Tk(θ) ⊥ T γ
k−1. De hecho, si

S(θ) ∈ T γ
k−1, entonces Tk(θ)S(θ) ∈ T 0

n−1 y aśı

〈Tk(θ), S(θ)〉ω = Iω(Tk(θ)S(θ)) = In(Tk(θ)S(θ)) =
n∑

j=1

λjTk(θj)S(θj) = 0. (2.80)

Ahora, de la Proposición 2.4.3, como {f (γ)
ν (θ), g(γ)

ν (θ)}k
ν=0 es una base para T γ

k , podemos
escribir

Tk(θ) =
k∑

ν=0

[
aνf

(γ)
ν (θ) + bνg

(γ)
ν (θ)

]
,

donde

aν =
〈Tk(θ), f

(γ)
ν (θ)〉ω

‖ f
(γ)
ν (θ) ‖2

ω

, bν =
〈Tk(θ), g

(γ)
ν (θ)〉ω

‖ g
(γ)
ν (θ) ‖2

ω

, ν = 0, 1, . . . , k.

Finalmente, de (2.80), as = bs = 0 para s = 0, 1, . . . , k − 1 y se concluye la demostración.

2
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Rećıprocamente, podemos probar el siguiente

Teorema 2.5.5 Sea n un número natural tal que n = 2(k + γ), con k ≥ 0 y γ ∈ {0, 1
2}.

Sea {f (γ)
j (θ), g(γ)

j (θ)}∞j=0 un sistema bi-ortogonal para ω con f
(0)
0 6= 0 y g

(0)
0 ≡ 0, y sean

a y b números reales no ambos nulos. Consideremos T γ
k (θ) = af

(γ)
k (θ) + bg

(γ)
k (θ) ∈ T γ

k y
sean {θj}n

j=1 sus ceros. Entonces, existen números positivos λ1, . . . , λn tales que

In(T ) =
n∑

j=1

λjT (θj) = Iω(T ) , ∀ T ∈ T 0
n−1.

Demostración.- Escribimos n = 2(k + γ) para k ≥ 0, γ ∈ {0, 1/2} y empezamos
considerando el subespacio de polinomios trigonométricos

An :=
{ T̃ 0

k si γ = 0
T 0

k si γ = 1/2
, (2.81)

donde T̃ 0
k denota un subespacio de polinomios trigonométricos que coincide, bien con

T 0
k ªspan{cos kθ} o bien con T 0

k ªspan{sen kθ}, de manera que dim (An) = n y claramente
An ⊂ T 0

n−1. Entonces, del Lema 2.5.2 al tomar γ = 0, existen pesos λ1, . . . , λn, únicamente
determinados tales que

In(f) =
n∑

j=1

λjf(θj) = Iω(f) , ∀ f ∈ An.

Nuestro propósito es comprobar que In es también exacta en T 0
n−1. Aśı, tomemos T 0(θ) ∈

T 0
n−1 y Ln ∈ An tal que Ln(θj) = T 0(θj) para todo j = 1, . . . , n. Entonces,

(
T 0 − Ln

)
(θ) ∈

T 0
n−1 y

(
T 0 − Ln

)
(θj) = 0 para todo j = 1, . . . , n. Por tanto, T 0(θ)−Ln(θ) = T γ

k (θ)V γ
k−1(θ),

con V γ
k−1(θ) ∈ T γ

k−1. Ahora, dado que T γ
k (θ) ∈ T γ

k y por definición, T γ
k (θ) ⊥ T γ

k−1, se sigue
que

Iω(T 0) =
∫ π

−π
Ln(θ)dω(θ) +

∫ π

−π
T γ

k (θ)V γ
k−1(θ)dω(θ) = Iω(Ln).

Además,

Iω(T 0) = Iω(Ln) =
n∑

j=1

λjLn(θj) =
n∑

j=1

λjT
0(θj) = In(T 0).

Finalmente, el carácter positivo de los pesos {λj}n
j=1 se deduce del Lema 2.5.3.

2

Podemos establecer una representación integral expĺıcita para los pesos. En efecto, si
hacemos

lj(θ) =
T γ

k (θ)

2
(
T γ

k

)′
(θj) sen

(
θ−θj

2

) , j = 1, . . . , n ,

encontramos que lj(θk) = δj,k y (lj(θ))
2 ∈ T 0

n−1. Aśı,

Iω

(
(lj(θ))

2
)

= In

(
(lj(θ))

2
)

=
n∑

k=1

λk (lj(θk))
2 = λj ,
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lo cual implica que

λj =
∫ π

−π


 T γ

k (θ)

2
(
T γ

k

)′
(θj) sen

(
θ−θj

2

)



2

dω(θ) , j = 1, . . . , n. (2.82)

El Teorema 2.5.4 y la demostración del Teorema 2.5.5 podemos resumirlas en el siguiente
resultado de caracterización

Corolario 2.5.6 Sea In(f) =
∑n

j=1 λjf(θj) tal que θj 6= θk si j 6= k y {θj}n
j=1 ⊂ (−π, π].

Supongamos que n = 2(k + γ) con k ≥ 0 y γ ∈ {0, 1/2}. Entonces, In(T ) = Iω(T ) para
todo T ∈ T 0

n−1, śı y sólo śı,

1. In(f) es exacta en un cierto subespacio An de T 0
n−1 con dimensión n,

2. Existen números reales a y b no ambos nulos tales que {θj}n
j=1 son los ceros de

T γ
k (θ) = af

(γ)
k (θ)+bg

(γ)
k (θ) ∈ T γ

k , siendo {f (γ)
j (θ), g(γ)

j (θ)}∞j=0 un sistema bi-ortogonal

para ω con f
(0)
0 6= 0, g

(0)
0 ≡ 0.

Además, cuando se cumplen tales condiciones, los pesos {λj}n
j=1 son positivos.

2

De acuerdo con la fórmula de cuadratura introducida por Szegő en [99], diremos que la
fórmula de cuadratura caracterizada en el Corolario 2.5.6 es la “fórmula de cuadratura con
el máximo grado de precisión trigonométrico”. El siguiente resultado establece una repre-
sentación expĺıcita para los pesos {λj}n

j=1 en términos de sistemas bi-ortonormales análoga
a las expresiones (1.19) y (1.68) para las fórmulas Gaussianas y de Szegő respectivamente.

Teorema 2.5.7 Sea n un número natural, n = 2(k + γ) con k ≥ 0 y γ ∈ {0, 1
2}.

Sean {A(γ)
j (θ), B(γ)

j (θ)}∞j=0 un sistema bi-ortonormal para ω con A
(0)
0 6= 0, B

(0)
0 ≡ 0 e

In(f) =
∑n

j=1 λjf(θj) una fórmula de cuadratura de n puntos y máximo grado de preci-
sión trigonométrico alcanzable. Entonces, para j = 1, . . . , n,

λj =
1

∑k−1
ν=0

[(
A

(γ)
ν

)2
(θj) +

(
B

(γ)
ν

)2
(θj)

]
+

(
1−|δn|

2

)(
A

(γ)
k

)2
(θj) +

(
1+|δn|

2

)(
B

(γ)
k

)2
(θj)

,

(2.83)
siendo {δk}∞k=1 la sucesión de coeficientes de Verblunsky asociados a ω y {θj}n

j=1 los ceros

de T γ
k (θ) = aA

(γ)
k (θ) + bB

(γ)
k (θ) con |a|+ |b| > 0.

Demostración.- Sea T
(γ)
k (θ) =

∏2(k+γ)
j=1 sen

(
θ−θj

2

)
= aA

(γ)
k (θ) + bB

(γ)
k (θ) ∈ T γ

k , con

|a|+ |b| > 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a 6= 0, por lo que A
(γ)
k (θj) =
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−b
a Bk(θj). De la identidad de Christoffel-Darboux (2.59) se deduce que

Rn−1(θ, θj) = 1
2η2(n+γ)ctg

(
θj−θ

2

) [
A

(γ)
n (θ)B(γ)

n (θj)−A
(γ)
n (θj)B

(γ)
n (θ)

]

−
[

1−|δ2(n+γ)|
2 A

(γ)
n (θ)A(γ)

n (θj) + 1+|δ2(n+γ)|
2 B

(γ)
n (θ)B(γ)

n (θj)
]

= 1
2aη2(n+γ)B

(γ)
n (θj)ctg

(
θj−θ

2

)
T

(γ)
k (θ)

−
[

1−|δ2(n+γ)|
2 A

(γ)
n (θ)A(γ)

n (θj) + 1+|δ2(n+γ)|
2 B

(γ)
n (θ)B(γ)

n (θj)
]

y por tanto:

Rn−1(θ, θj) +
[

1−|δ2(n+γ)|
2 A

(γ)
n (θ)A(γ)

n (θj) + 1+|δ2(n+γ)|
2 B

(γ)
n (θ)B(γ)

n (θj)
]

= −1
2a η2(n+γ)B

(γ)
n (θj)ctg

(
θ−θj

2

)
T

(γ)
k (θ).

(2.84)

Haciendo tender θ a θj obtenemos

Rn−1(θj , θj) + 1−|δ2(n+γ)|
2

(
A

(γ)
n (θj)

)2
+ 1+|δ2(n+γ)|

2

(
B

(γ)
n (θj)

)2

= −1
a η2(n+γ)B

(γ)
n (θj)

(
T

(γ)
k

)′
(θj)

(2.85)

y de las condiciones de ortogonalidad se deduce de (2.84) que

1 =
−1
2a

η2(n+γ)B
(γ)
n (θj)

∫ π

−π
cos

(
θ − θj

2

)
T

(γ)
k (θ)

sen
(

θ−θj

2

)dω(θ). (2.86)

La combinación de las expresiones (2.85) y (2.86) implican

[∑k−1
ν=0

[(
A

(γ)
ν

)2
(θj) +

(
B

(γ)
ν

)2
(θj)

]
+

(
1−|δn|

2

)(
A

(γ)
k

)2
(θj) +

(
1+|δn|

2

)(
B

(γ)
k

)2
(θj)

]−1

=
[
2

(
T

(γ)
k

)′
(θj)

]−1 ∫ π
−π cos

(
θ−θj

2

)
T

(γ)
k (θ)

sen
h

θ−θj
2

idω(θ).

(2.87)
Por otro lado, podemos expresar los pesos para j = 1, . . . , n por λj =

∫ π
−π s̃j(θ)dω(θ),

donde s̃j(θ) vienen dados por (2.24) ó (2.25). Partiendo de (2.24) se sigue que

s̃j(θ) =
[
2

(
T

(γ)
k

)′
(θj) sen

(
τn
2

)]−1

sen
(

θ+αj

2

)
T

(γ)
k (θ)

sen
h

θ−θj
2

i , j = 1, . . . , n ,
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con τn =
∑n

j=1 θj y αj = τn−θj para j = 1, . . . , n. Entonces, sen
(

θ+αj

2

)
= sen

(
θ−θj

2 + τn
2

)
=

sen
(

θ−θj

2

)
cos τn

2 + cos
(

θ−θj

2

)
sen τn

2 y podemos escribir para j = 1, . . . , n,

λj =
[
2

(
T

(γ)
k

)′
(θj) sen

(
τn
2

)]−1

×

{
cos τn

2

∫ π
−π T

(γ)
k (θ)dω(θ) + sen τn

2

∫ π
−π cos

(
θ−θj

2

)
T

(γ)
k (θ)

sen
h

θ−θj
2

idω(θ)

}

=
[
2

(
T

(γ)
k

)′
(θj)

]−1 ∫ π
−π cos

(
θ−θj

2

)
T

(γ)
k (θ)

sen
h

θ−θj
2

idω(θ).

(2.88)

Claramente, si partimos de (2.25) obtenemos la misma representación, y comparando
(2.87) y (2.88) se concluye la prueba.

2

Del Corolario 2.5.6 y del Teorema 2.5.7 obtenemos inmediatamente el siguiente

Corolario 2.5.8 Sea {A(γ)
j (θ), B(γ)

j (θ)}∞j=0 un sistema bi-ortonormal para ω, k un entero
no negativo, γ ∈ {0, 1/2} y sea n = 2(k + γ). Entonces, In(f) =

∑n
j=1 λjf(θj) con θj 6= θl

si j 6= l y {θj}n
j=1 ⊂ (−π, π] es exacta en T 0

n−1, śı y sólo śı, los nodos son los ceros de

T
(γ)
k = aA

(γ)
k +bB

(γ)
k (θ) con |a|+ |b| > 0 y los coeficientes {λj}n

j=1 vienen dados por (2.83).

2

Finalmente, establecemos el siguiente resultado que involucra el problema de interpo-
lación de tipo Hermite establecido en el Teorema 2.3.2 y que podŕıa ser usado para dar
una estimación del error para In(f).

Teorema 2.5.9 Supongamos que k es un entero no negativo y tomemos n = 2(k + γ)
con γ ∈ {0, 1/2}. Sean θ1, . . . , θn los ceros de T

(γ)
k (θ) = af

(γ)
k (θ) + bg

(γ)
k (θ), siendo

{f (γ)
j (θ), g(γ)

j (θ)}∞j=0 un sistema bi-ortogonal para ω con a y b números reales ambos no
nulos. Sea Hn ∈ T 0

n−1 tal que Hn(θr) = f(θr) para r = 1, . . . , n y H
′
n(θs) = ỹs para

s = 1, . . . , n− 1, donde f es una función periódica de peŕıodo 2π y {ỹs}n−1
s=1 (n− 1) núme-

ros arbitrarios dados. Entonces, Iω(Hn) coincide con la fórmula de cuadratura de n puntos
con máximo grado de precisión trigonométrico para ω, tomando como nodos los ceros de
T

(γ)
k (θ).

Demostración.- La existencia y unicidad del interpolante trigonométrico de tipo Her-
mite Hn ∈ T 0

n−1 queda garantizado por el Teorema 2.3.2. Además, de (2.14) tenemos
que

Hn(θ) =
n∑

j=1

t
(0)
j (θ)f(θj) +

n−1∑

l=1

s
(0)
l (θ)ỹl , (2.89)
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donde t
(0)
j , s

(0)
l ∈ T 0

n−1 para j = 1, . . . , n y l = 1, . . . , n− 1 vienen dados por (2.17)-(2.19).
Por tanto,

Iω (Hn) =
n∑

j=1

Ajf(θj) +
n−1∑

l=1

Blỹl , (2.90)

donde Aj = Iω(t(0)
j ) para j = 1, . . . , n y Bl = Iω(s(0)

l ) para l = 1, . . . , n − 1. Ahora,

teniendo en cuenta que T
(γ)
k (θ) ∈ T γ

k es ortogonal a T γ
k−1, puede deducirse de (2.17) y

para l = 1, . . . , n− 1 que

Bl =
sen

(
θl−θn+1

2

)

2
[(

T
(γ)
k

)′
(θl)

]2 Iω


T

(γ)
k (θ)

T
(γ)
k (θ)

sen
(

θ−θl
2

)
sen

(
θ−θn+1

2

)

 = 0.

Aśı, Iω (Hn) =
∑n

j=1 Ajf(θj) = In(f) y dado que para todo T ∈ T 0
n−1, Hn(θ) = T (θ),

tenemos que
In(T ) = Iω (Hn) = Iω(T ) , ∀ T ∈ T 0

n−1.

2

2.6. Una conexión con la circunferencia unidad

En esta sección daremos una conexión entre los sistemas bi-ortogonales de funciones
trigonométricas introducidos en la tercera sección y los polinomios para-ortogonales in-
troducidos en el caṕıtulo anterior. Comenzamos considerando de nuevo las fórmulas de
Szegő. Sea ω una medida positiva de Borel en T y supongamos que queremos aproximar
integrales del tipo

Iω(f) =
∫

T
f(z)dω(z) =

∫ π

−π
f(eiθ)dω(θ). (2.91)

Supongamos que para ω tenemos una fórmula de cuadratura con n puntos In(f) =∑n
j=1 λjf(θj) con el máximo grado de precisión trigonométrico (recordemos que λj > 0,

θj 6= θk si j 6= k, θj ∈ (−π, π] para todo j = 1, . . . , n y In(T ) = Iω(T ) con T ∈ T 0
n−1).

Tomemos L ∈ Λ−(n−1),n−1 de manera que L(eiθ) = L1(θ) + iL2(θ) siendo L1, L2 ∈ T 0
n−1.

Entonces,

Iω(L) = Iω(L1) + iIω(L2) = In(L1) + iIn(L2) = In(L1 + iL2) = In(L)

=
∑n

j=1 λjL(zj) , zj = eiθj , j = 1, . . . , n

(observemos que zj 6= zk para todo j 6= k), deduciendo aśı una fórmula de cuadratura con
n puntos y dominio de validez Λ−(n−1),n−1. Se trata pues de una fórmula de cuadratura de
Szegő. Como se ha visto, tales fórmulas quedan caracterizadas por el Teorema 1.3.13, que
enfatiza el papel crucial que juegan los polinomios para-ortogonales, los cuales también
quedaron caracterizados en el Teorema 1.3.3.

Veamos a continuación una conexión entre ciertas sucesiones de polinomios para-
ortogonales y sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas con respecto a ω.
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Sea B2(n+γ)(z) un polinomio de grado exacto 2(n + γ) para-ortogonal e invariante con
γ ∈ {0, 1/2} como es usual. De la Proposición 2.2.3 podemos escribir (en virtud de la
invarianza)

B2(n+γ)(e
iθ) = anei(n+γ)θf (γ)

n (θ) , an 6= 0 , (2.92)

siendo f
(γ)
n (θ) ∈ T γ

n real y de grado exacto n, de manera que se cumple lo siguiente:

Teorema 2.6.1 Sea f
(γ)
n ∈ T γ

n dado por (2.92). Entonces, 〈f (γ)
n , T 〉ω = 0 para todo T ∈

T γ
n−1.

Demostración.- Claramente, es suficiente probar que 〈f (γ)
n , zj+γ〉ω = 0 para todo −(n−

1) ≤ j ≤ n− 1 (z = eiθ). De (2.92) y dado que an 6= 0 lo anterior se convierte en

〈e−i(n+2γ)θB2(n+γ)(e
iθ), eijθ〉ω = 0 , −(n− 1) ≤ j ≤ n− 1. (2.93)

Ahora, del Teorema 1.3.3 podemos escribir B2(n+γ)(z) = ρ2(n+γ)(z)+τρ∗2(n+γ)(z) (obsérve-
se que la constante C2(n+γ) 6= 0 es ahora irrelevante) por lo que la expresión de la izquierda
en (2.93) se convierte en

〈e−i(n+2γ)θ
[
ρ2(n+γ)(e

iθ) + τρ∗2(n+γ)(e
iθ)

]
, eijθ〉ω =

〈ρ2(n+γ)(z), zn+2γ+j〉ω + τ〈ρ∗2(n+γ)(z), zn+2γ+j〉ω , −(n− 1) ≤ j ≤ n− 1.

Aśı, de las propiedades de ortogonalidad de ρ2(n+γ)(z) y ρ∗2(n+γ)(z) (1.30) se sigue que
ambos productos interiores se anulan, concluyendo la prueba.

2

De (2.92) y del Teorema 2.4.9 podemos deducir ahora la propiedad fundamental sobre la
localización de los ceros de polinomios para-ortogonales Bn(z) (Teorema 1.3.4). En compa-
ración con lo establecido en [71], nuestra demostración alternativa se basa en propiedades
de sistemas bi-ortogonales, resultando ser una simple consecuencia de los Teoremas 2.4.9
y 2.6.1.

Consideremos ahora γ ∈ {0, 1/2} y una sucesión de polinomios para-ortogonales e
invariantes {B2(n+γ)(z)}∞n=1 tales que para todo n, B2(n+γ)(z) tenga grado exacto 2(n+γ).
Como hemos visto, tenemos

B2(n+γ)(e
iθ) = anei(n+γ)θf (γ)

n (θ) , an 6= 0 , f (γ)
n (θ) ∈ T γ

n .

Entonces, del Teorema 2.6.1, {f (γ)
n (θ)}∞n=0 (f (0)

0 (θ) ≡ f
(0)
0 6= 0) representa un sistema de

funciones trigonométricas ortogonal no trivial, en el sentido de que para todo n, f
(γ)
n (θ)

tiene grado exacto n y 〈f (γ)
n , f

(γ)
m 〉ω = κnδn,m, κn > 0. Ahora bien, podŕıamos preguntarnos

si fuera posible encontrar otro sistema ortogonal {g(γ)
n (θ)}∞n=0 (con g

(0)
0 (θ) ≡ 0) tal que

{f (γ)
n (θ), g(γ)

n (θ)}∞n=0 constituya un sistema bi-ortogonal en T γ . Para fijar ideas, tomemos
para n ≥ 0

B2(n+γ)(z) = B2(n+γ)(z, τn) = ρ2(n+γ)(z) + τnρ∗2(n+γ)(z)
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con {τn}∞n=0 una sucesión de números complejos en T. De hecho, podemos tomar τn = γn

γn
,

γn ∈ C\{0} de manera que para z = eiθ se cumpla que

z−(n+γ)B2(n+γ)(z) =
ρ2(n+γ)(z)+τnρ∗

2(n+γ)
(z)

zn+γ = 1
γn

[
γnρ2(n+γ)(z)+γnρ∗

2(n+γ)
(z)

zn+γ

]

= 1
γn

[
γnz−(n+γ)ρ2(n+γ)(z) + γnz−(n+γ)ρ2(n+γ)

]

= 2
γn
< [

γnz−(n+γ)ρ2(n+γ)(z)
]
.

Por tanto, f
(γ)
n (θ) = Cn<

[
γnz−(n+γ)ρ2(n+γ)(z)

]
= Cnf̃

(γ)
n (θ) (z = eiθ) con Cn 6= 0 y

f̃
(γ)
n ∈ T γ

n . Considérese ahora B2(n+γ)(z,−τn) = ρ2(n+γ)(z) − τnρ∗2(n+γ)(z). Entonces, de
nuevo por el Teorema 2.6.1 tenemos (z = eiθ):

z−(n+γ)B2n(z,−τn) = λ̃ng(0)
n (θ) , λ̃n 6= 0 , g(γ)

n ∈ T γ
n .

Aqúı debemos tener en cuenta el siguiente convenio: n ≥ 1 para γ = 0, o equivalentemente,
si γ = 0 entonces g

(0)
0 ≡ 0. Bajo esta suposición vemos que {g(γ)

n (θ)}∞n=0 es un sistema
ortogonal en T γ

n . Por lo tanto, se cumple que

〈g(γ)
n , g(γ)

m 〉ω = κ̃nδn,m , κ̃n > 0 ; 〈g(γ)
n , f (γ)

m 〉ω = 0 , n 6= m.

Veamos también que 〈f (γ)
n (θ), g(γ)

n (θ)〉ω = 0 para n ≥ 0. Como anteriormente, puede verse
fácilmente que (z = eiθ):

g(γ)
n (θ) = C̃n=

[
γnz−(n+γ)ρ2(n+γ)(z)

]
= C̃ng̃(γ)

n (θ)

con C̃n 6= 0 y g̃
(γ)
n (θ) ∈ T γ

n . Además, 〈f (γ)
n (θ), g(γ)

n (θ)〉ω = 0, śı y sólo śı 〈f̃ (γ)
n (θ), g̃(γ)

n (θ)〉ω =
0. Ahora, tomando z = eiθ,

∫ π
−π

[
γnz−(n+γ)ρ2(n+γ)(z)

]2
dω(θ) =

∫ π
−π

[
f̃

(γ)
n (θ) + ig̃

(γ)
n (θ)

]2
dω(θ)

=
∫ π
−π

[
f̃

(γ)
n (θ)

]2
dω(θ)− ∫ π

−π

[
g̃
(γ)
n (θ)

]2
dω(θ)

+2i
∫ π
−π f̃

(γ)
n (θ)g̃(γ)

n (θ)dω(θ).

Por tanto, asumiendo que γ2
n

∫ π
−π z−2(n+γ)

(
ρ2(n+γ)(z)

)2
dω(θ) (z = eiθ) sea un número

real, deducimos que
∫ π

−π
f̃ (γ)

n (θ)g̃(γ)
n (θ)dω(θ) = 〈f̃ (γ)

n (θ), g̃(γ)
n (θ)〉ω = 0.

Pero

γ2
n

∫ π
−π z−2(n+γ)

(
ρ2(n+γ)(z)

)2
dω(θ) = γ2

n

∫ π
−π ρ2(n+γ)(z) z2(n+γ)+···+δ2(n+γ)

z2(n+γ) dω(θ)

= γ2
n

∫ π
−π ρ2(n+γ)(z) δ2(n+γ)

z2(n+γ) dω(θ)
= γ2

nδ2(n+γ)〈ρ2(n+γ), z
2(n+γ)〉ω.
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Dado que para cualquier entero no negativo k tenemos que

〈ρk(z), zk〉ω = 〈ρk(z), ρk(z)〉ω =‖ ρk(z) ‖2
ω,

entonces el carácter real de
∫ π
−π z−2(n+γ)

(
ρ2(n+γ)(z)

)2
dω(θ) se reduce a γ2

nδ2(n+γ) ∈ R,
ó equivalentemente, γ2

nδ2(n+γ) ∈ R. En términos del parámetro τn = γn

γn
puede leerse que

τnδ2(n+γ) ∈ R. En resumen, partiendo de dos sucesiones de polinomios para-ortogonales
B2(n+γ)(z, τn) y B2(n+γ)(z,−τn) (|τn| = 1) podemos construir un sistema mutuamente

ortogonal {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}∞k=0 en T γ . Por tanto, podŕıamos esperar que tal sistema fuera
bi-ortogonal. A tal cuestión daremos una respuesta negativa. En efecto, asumamos que
(Cn 6= 0)

B2(n+γ)(z, τn) = Cn

[
ρ2(n+γ)(z) + τnρ∗2(n+γ)(z)

]
= Cn

(
1 + τnδ2(n+γ)z

2(n+γ)
)

+ · · ·

B2(n+γ)(z,−τn) = Cn

(
1− τnδ2(n+γ)z

2(n+γ)
)

+ · · · .

Haciendo
f (γ)

n (θ) = a(γ)
n cos(n + γ)θ + b(γ)

n sen(n + γ)θ + · · ·
y

g(γ)
n (θ) = α(γ)

n cos(n + γ)θ + β(γ)
n sen(n + γ)θ + · · · ,

sabemos que a
(γ)
n = 2< [

Cn

(
1 + τnδ2(n+γ)

)]
= 2

(
1 + τnδ2(n+γ)

)< (Cn), dado que estamos
asumiendo que τnδ2(n+γ) es real. De manera similar obtenemos

b(γ)
n = −2

(
1 + τnδ2(n+γ)

)= (Cn) , α(γ)
n = 2

(
1− τnδ2(n+γ)

)< (Cn)

y
β(γ)

n = −2
(
1− τnδ2(n+γ)

)= (Cn) .

Por lo tanto, se sigue claramente que
∣∣∣∣∣

a
(γ)
n b

(γ)
n

α
(γ)
n β

(γ)
n

∣∣∣∣∣ = 0

y el sistema no podrá ser bi-ortogonal.
Sin embargo, de la conexión con la circunferencia unidad podemos deducir los siguientes

resultados.

Teorema 2.6.2 Sea {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}∞k=0 un sistema bi-ortogonal para ω en T γ con el
convenio usual g

(0)
0 ≡ 0 y f

(0)
0 6= 0. Para n ≥ 0, sea B2(n+γ)(z) un polinomio de grado

2(n + γ). Entonces, B2(n+γ) es para-ortogonal y autorrećıproco, śı y sólo śı, existen dos
números reales a y b no ambos nulos tales que

e−i(n+γ)θB2(n+γ)(e
iθ) = af (γ)

n (θ) + bg(γ)
n (θ). (2.94)
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Demostración.- “⇐=” Podemos escribir

f
(γ)
n (θ) = a

(γ)
n cos(n + γ)θ + b

(γ)
n sen(n + γ)θ + H

(γ)
n−1(θ) ,

g
(γ)
n (θ) = α

(γ)
n cos(n + γ)θ + β

(γ)
n sen(n + γ)θ + H̃

(γ)
n−1(θ) ,

con H
(γ)
n−1(θ), H̃

(γ)
n−1(θ) ∈ T γ

n−1 y
∣∣∣a(γ)

n

∣∣∣ +
∣∣∣b(γ)

n

∣∣∣ > 0,
∣∣∣α(γ)

n

∣∣∣ +
∣∣∣β(γ)

n

∣∣∣ > 0. De la Proposición
2.2.3 tomamos

f (γ)
n (θ) =

P2(n+γ)(z)
zn+γ

, g(γ)
n (θ) =

Q2(n+γ)(z)
zn+γ

; z = eiθ ,

con P2(n+γ) y Q2(n+γ) polinomios autorrećıprocos de grado exacto 2(n + γ). Por tanto, la
propiedad de ser autorrećıproco B2(n+γ)(z) queda asegurada. Ahora, de las condiciones de

ortogonalidad que verifican f
(γ)
n (θ) y g

(γ)
n (θ) se sigue para j = 1, . . . , 2(n + γ)− 1 que

〈B2(n+γ)(θ), eijθ〉ω = 〈ei(n+γ)θ
[
af

(γ)
n (θ) + bg

(γ)
n (θ)

]
, eijθ〉ω =

= a〈f (γ)
n (θ), ei(j−n−γ)θ〉ω + b〈g(γ)

n (θ), ei(j−n−γ)θ〉ω = 0 ,

es decir, 〈B2(n+γ)(z), zj〉ω = 0 para todo j = 1, . . . , 2(n + γ)− 1. Obsérvese que

〈B2(n+γ)(z), 1〉ω = a〈f (γ)
n (θ), e−i(n+γ)θ〉ω + b〈g(γ)

n (θ), e−i(n+γ)θ〉ω ,

〈B2(n+γ)(z), z2(n+γ)〉ω = a〈f (γ)
n (θ), ei(n+γ)θ〉ω + b〈g(γ)

n (θ), ei(n+γ)θ〉ω .

(2.95)

Deducimos aśı que

〈f (γ)
n (θ), f (γ)

n (θ)〉ω = 〈f (γ)
n (θ), a(γ)

n cos(n + γ)θ + b
(γ)
n sen(n + γ)θ + H

(γ)
n−1(θ)〉ω

= 1
2i

[
(b(γ)

n + ia
(γ)
n )〈f (γ)

n (θ), ei(n+γ)θ〉ω+

(−b
(γ)
n + ia

(γ)
n )〈f (γ)

n (θ), e−i(n+γ)θ〉ω
]

= κ
(γ)
n > 0 ,

y de manera simiar,

〈g(γ)
n (θ), g(γ)

n (θ)〉ω = 1
2i

[
(β(γ)

n + iα
(γ)
n )〈g(γ)

n (θ), ei(n+γ)θ〉ω+

(−β
(γ)
n + iα

(γ)
n )〈g(γ)

n (θ), e−i(n+γ)θ〉ω
]

= κ̃
(γ)
n > 0 ,

〈f (γ)
n (θ), g(γ)

n (θ)〉ω = 1
2i

[
(β(γ)

n + iα
(γ)
n )〈f (γ)

n (θ), ei(n+γ)θ〉ω+

(−β
(γ)
n + iα

(γ)
n )〈f (γ)

n (θ), e−i(n+γ)θ〉ω
]

= 0 ,

〈g(γ)
n (θ), f (γ)

n (θ)〉ω = 1
2i

[
(b(γ)

n + ia
(γ)
n )〈g(γ)

n (θ), ei(n+γ)θ〉ω+

(−b
(γ)
n + ia

(γ)
n )〈g(γ)

n (θ), e−i(n+γ)θ〉ω
]

= 0 .
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Podemos expresar estas relaciones en forma matricial, según

A

(
〈f (γ)

n (θ), ei(n+γ)θ〉ω
〈f (γ)

n (θ), e−i(n+γ)θ〉ω

)
=

(
0

2iκ
(γ)
n

)

y

A

(
〈g(γ)

n (θ), ei(n+γ)θ〉ω
〈g(γ)

n (θ), e−i(n+γ)θ〉ω

)
=

(
2iκ̃

(γ)
n

0

)
,

donde

A =

(
β

(γ)
n + iα

(γ)
n −β

(γ)
n + iα

(γ)
n

b
(γ)
n + ia

(γ)
n −b

(γ)
n + ia

(γ)
n

)
.

Tenemos que det(A) = 2i[a(γ)
n β

(γ)
n − α

(γ)
n b

(γ)
n ] 6= 0, dado que f

(γ)
n (θ), g(γ)

n (θ) son funciones
trigonométricas linealmente independientes. Las soluciones de esos sistemas vienen dados
por

〈f (γ)
n (θ), ei(n+γ)θ〉ω = 〈f (γ)

n (θ), e−i(n+γ)θ〉ω =
β

(γ)
n − iα

(γ)
n

a
(γ)
n β

(γ)
n − α

(γ)
n b

(γ)
n

κ(γ)
n 6= 0 ,

〈g(γ)
n (θ), ei(n+γ)θ〉ω = 〈g(γ)

n (θ), e−i(n+γ)θ〉ω =
−b

(γ)
n + ia

(γ)
n

a
(γ)
n β

(γ)
n − α

(γ)
n b

(γ)
n

κ̃(γ)
n 6= 0 .

Ahora, de (2.95) se sigue que

〈B2(n+γ)(z), 1〉ω = 1

a
(γ)
n β

(γ)
n −α

(γ)
n b

(γ)
n

[
(aβ

(γ)
n κ

(γ)
n − bβ

(γ)
n κ̃

(γ)
n ) + i(aα

(γ)
n κn − ba

(γ)
n κ̃

(γ)
n )

]

6= 0,

dado que f
(γ)
n (θ), g(γ)

n (θ) son linealmente independientes, y por tanto

〈B2(n+γ)(z), z2(n+γ)〉ω = 〈B2(n+γ)(z), 1〉ω 6= 0.

“=⇒” Queda claro que e−i(n+γ)θB2(n+γ)(eiθ) ∈ T γ
n dado que B2(n+γ)(z) es de grado

exacto 2(n + γ). Por tanto, dado que {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}n
k=0 representa una base para T γ

n se
sigue que

e−i(n+γ)θB2(n+γ)(e
iθ) =

n∑

k=0

a
(γ)
k f

(γ)
k (θ) + b

(γ)
k g

(γ)
k (θ) ,

donde los coeficientes vienen dados para k = 0, . . . , n por

a
(γ)
k =

〈e−i(n+γ)θB2(n+γ)(eiθ), f (γ)
k (θ)〉ω

‖ f
(γ)
k (θ) ‖2

ω

, b
(γ)
k =

〈e−i(n+γ)θB2(n+γ)(eiθ), g(γ)
k (θ)〉ω

‖ g
(γ)
k (θ) ‖2

ω

.

De la Proposición 2.2.3 tomamos para k = 0, . . . , n,

f
(γ)
k (θ) =

P2(k+γ)(z)
zk+γ

, g
(γ)
k (θ) =

Q2(k+γ)(z)
zk+γ

; z = eiθ ,
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con P2(k+γ) y Q2(k+γ) de grado exacto 2(k+γ), y por tanto las condiciones de ortogonalidad
de B2(n+γ)(z) implican para k = 0, . . . , n− 1 que

a
(γ)
k =

1

‖ f
(γ)
k (θ) ‖2

ω

〈B2(n+γ)

zn+γ
,
P2(k+γ)

zk+γ
〉ω =

1

‖ f
(γ)
k (θ) ‖2

ω

〈B2(n+γ), z
n−kP2(k+γ)〉ω = 0,

y de manera similar, b
(γ)
k = 0 para todo k = 0, . . . , n− 1, completando aśı la prueba.

2

Como consecuencia de los Teoremas 2.4.12 y 2.6.2 obtenemos el siguiente

Corolario 2.6.3 Sea Bn(z) un polinomio de grado n, para-ortogonal e invariante. Sea
Bn(z) = Bn(z, τ) = ρn(z) + τρ∗n(z), τ ∈ T. Entonces, existe τ̃ ∈ T tal que los ceros de
Bn(z, τ̃) y Bn(z, τ) se entrelazan.

2

Además, teniendo en cuenta que In(f) =
∑n

j=1 λjf(θj) es exacta en T (0)
n−1, śı y sólo śı,

Ĩn(f) =
∑n

j=1 λjf(zj) (zj = eiθj ) es exacta en Λ−(n−1),n−1, del Corolario 2.5.8 y del
Teorema 2.6.2 deducimos el siguiente

Corolario 2.6.4 Sea {ϕn(z)}∞n=0 la sucesión de polinomios ortonormales de Szegő. En-
tonces, Ĩn(f) =

∑n
j=1 λjf(zj) con zj 6= zk si j 6= k y zj ∈ T para todo j = 1, . . . , n es

exacta en Λ−(n−1),n−1, śı y sólo śı, los nodos {zj}n
j=1 son los ceros de ϕn(z) + τϕ∗n(z) con

τ ∈ T y los pesos vienen dados por

λj =
1∑n−1

k=0 |ϕk(zj)|2
. (2.96)

2

Nota 2.6.5 La expresión de los pesos de una fórmula de cuadratura de Szegő de n puntos
dada por (2.96) apareció por primera vez en [62].

En el resto de esta sección asumiremos que la medida positiva de Borel ω es absolu-
tamente continua, lo que nos permite escribir dω(θ) = ω̃(θ)dθ, siendo ω̃(θ) una función
peso que supondremos simétrica, es decir, ω̃(−θ) = ω̃(θ) para todo θ ∈ R. Nuestro interés
será analizar cómo la simetŕıa puede influir en la construcción de una fórmula de cuadra-
tura de n puntos In(f) con el máximo grado de precisión trigonométrico. Sea In(f) dada
por:

In(f) =
n∑

j=1

λjf(θj) , θj ∈ (−π, π] , θj 6= θk , j 6= k. (2.97)

Sabemos que {θj}n
j=1 son los ceros de

T
(γ)
k (θ) = af

(γ)
k (θ) + bg

(γ)
k (θ) , (2.98)

donde n = 2(k + γ), k ≥ 0, γ ∈ {0, 1
2}, {f

(γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}∞0 es un sistema bi-ortogonal
y a y b son números reales no ambos nulos. Ahora, la cuestión es: ¿es posible encontrar
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a y b (|a| + |b| > 0) tales que los ceros de T (γ)
k (θ) en (2.98) sean simétricos en (−π, π]?

Para este propósito tendremos en cuenta que, debido a la simetŕıa de ω̃(θ), los momentos
trigonométricos µk =

∫ π
−π e−ikθω̃(θ)dθ (k = 0,±1,±2, . . .) serán reales, y por tanto los

coeficientes de los polinomios de Szegő también lo serán. Ahora, del Teorema 2.6.2 podemos
escribir

T
(γ)
k (θ) = af

(γ)
k (θ) + bg

(γ)
k (θ) = e−i(k+γ)θB2(k+γ)(e

iθ) , (2.99)

siendo B2(k+γ) un polinomio para-ortogonal y autorrećıproco de grado n = 2(k+γ). Aśı de

(2.99), los ceros de T
(γ)
k (θ) son simétricos en (−π, π], śı y sólo śı, los ceros complejos de

B2(k+γ)(z) aparecen en pares conjugados en T. Haciendo

B2(k+γ)(z) = Ck

[
ρ2(k+γ)(z) + τρ∗2(k+γ)(z)

]
, Ck 6= 0 , τ ∈ T ,

puede fácilmente comprobarse que los ceros de B2(k+γ)(z) aparecen en pares conjugados,
śı y sólo śı, τ = ±1. Supongamos que

f
(γ)
k = a

(γ)
k,k cos kθ + b

(γ)
k,k sen kθ + · · ·

g
(γ)
k = c

(γ)
k,k cos kθ + d

(γ)
k,k sen kθ + · · ·

y tomemos primero τ = 1. Ahora,

B2(k+γ)(z) = ρ2(k+γ)(z) + ρ∗2(k+γ)(z) =
(
1 + δ2(k+γ)

)
z2(k+γ) + · · ·+ (

1 + δ2(k+γ)

)

con ρn(0) = δn el n-ésimo parámetro de Verblunsky, que es un número real. Por compara-
ción de los coeficientes de cos(nθ) y sen(nθ) en ambos lados de la relación (2.99) obtenemos
el siguiente sistema en las incógnitas a y b:

{
aa

(γ)
k,k + bc

(γ)
k,k = 2(1 + δ2(k+γ))

ab
(γ)
k,k + bd

(γ)
k,k = 0

.

Dado que

D
(γ)
k =

∣∣∣∣∣
a

(γ)
k,k c

(γ)
k,k

b
(γ)
k,k d

(γ)
k,k

∣∣∣∣∣ 6= 0

(debido a la independencia lineal), se sigue que

a =
2d

(γ)
k,k(1 + δ2(k+γ))

D
(γ)
k

, b =
−2b

(γ)
k,k(1 + δ2(k+γ))

D
(γ)
k

. (2.100)

De manera similar, para τ = −1, teniendo en cuenta ahora que

B2(k+γ) = i
[
ρ2(k+γ)(z)− ρ∗2(k+γ)(z)

]

es autorrećıproco, tendremos

a =
2c

(γ)
k,k(1− δ2(k+γ))

D
(γ)
k

, b =
−2a

(γ)
k,k(1− δ2(k+γ))

D
(γ)
k

. (2.101)

En resumen, hemos probado el siguiente
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Teorema 2.6.6 Sea {f (γ)
k (θ), g(γ)

k (θ)}∞k=0 un sistema bi-ortogonal para la función peso
simétrica ω̃(θ). Entonces, una función trigonométrica de la forma T

(γ)
k (θ) = af

(γ)
k (θ) +

bg
(γ)
k (θ) tiene todos sus ceros simétricos en (−π, π], śı y sólo śı, los parámetros a y b vienen

dados por (2.100) ó (2.101).

2

Ejemplo 2.6.7 Supongamos n impar, esto es, n = 2k + 1 (y por lo tanto, γ = 1/2). En
este caso B2k+1 = ρ2k+1(z) + ρ∗2k+1(z) tiene un cero en z = −1 y los restantes aparecen

en pares conjugados. Por lo tanto, la correspondiente función trigonométrica T
(1/2)
k (θ) =

af
(1/2)
k (θ)+bg

(1/2)
k (θ) con a y b dados por (2.100) tienen un cero en θ = −π y los restantes

simétricos en (−π, π). Por otro lado, si consideramos B2k+1(z) = ρ2k+1(z) − ρ∗2k+1(z)

entonces vemos que z = 1 es el único cero real y por tanto, los (2k + 1) ceros de T
(1/2)
k (θ)

con a y b dados por (2.101) quedan simétricamente distribuidos en (−π, π), siendo θ = 0
uno de ellos. Conclusiones similares se deducen para n par, es decir, γ = 0.

Ejemplo 2.6.8 Tomemos ω̃(θ) ≡ 1 por lo que δn = 0 para todo n ≥ 1 y f
(0)
n = cos nθ

y g
(0)
n = sennθ. Aśı, de (2.100) tenemos que a = 2 y b = 0 mientras que de (2.101)

tenemos que a = 0 y b = −2. Los nodos simétricamente distribúıdos para una fórmula de
cuadratura con 2n puntos y máximo grado de precisión trigonométrico son precisamente
los ceros de cosnθ ó sen nθ en el intervalo (−π, π], es decir, θj = [2(j−n)+1]π

2n ó θj = (j−n)π
n

para j = 0, . . . , 2n− 1. Además, como ilustración del Corolario 2.6.3 vemos que los ceros
de B2n(z) = ρ2n(z) + ρ∗2n(z) entrelazan a los de B̃2n(z) = ρ2n(z)− ρ∗2n(z).

Finalmente, en relación con los coeficientes λj de las fórmulas de cuadratura, de (2.82) y
del hecho de que bajo esas condiciones

T
(γ)
k (θ) = T

(γ)
k (θ, τ) = e−i(k+γ)θCk

[
ρ2(k+γ)(e

iθ) + τρ∗2(k+γ)(e
iθ)

]
, Ck 6= 0, τ = ±1

es una función par para τ = 1 e impar para τ = −1, deducimos que los coeficientes corres-
pondientes a pares de nodos simétricos coinciden. Como cabŕıa esperar, al trabajar con
funciones peso simétricas, el esfuerzo computacional en construir una fórmula de cuadra-
tura con n puntos y máximo grado de precisión trigonométrico queda reducido pues a la
mitad.

2.7. Ejemplos numéricos

Con el fin de ilustrar numéricamente la efectividad numérica de las fórmulas de cua-
dratura consideradas en este caṕıtulo, nos centraremos en esta sección con la computación
de la integral bi-paramétrica

I(m, α) :=
∫ π

−π

cosmθ

α + sen2 θ
dθ , m ≥ 0 , m ∈ N , α > 0.

Obsérvese que para α = 0 la integral diverge. Por lo tanto, para valores de este parámetro
próximos a cero, el denominador del integrando es también próximo a cero a medida que θ
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tiende a ±π, de modo que esto podŕıa generar un cierto tipo de inestabilidad al considerar
la aproximación de I(m, α) por medio de una fórmula de cuadratura con nodos cercanos
a ±π. Por otro lado, para m suficientemente largo, la integral es altamente oscilante en
(−π, π]. De hecho, haciendo f(θ) = cos mθ

α+sen2 θ
, entonces f(θ) cambia claramente de signo en

los puntos para los cuales f(θ) = 0, es decir, en θk = (2k+1)π
2m , −m ≤ k ≤ m− 1. Notemos

también que, debido a la simetŕıa podemos escribir

I(m,α) = 2
∫ π

0

cosmθ

α + sen2 θ
dθ , m ≥ 0 , m ∈ N , α > 0. (2.102)

Después de estas consideraciones preliminares, proponemos primero computar de manera
aproximada la integral I(m,α) dada por (2.102) por medio de la fórmula de cuadratura
(F.C.) de Gauss-Legendre (G.L.) con n puntos en el intervalo [0, π] y la Regla Trapezoidal
(R.T.) para n = 10, 12, 14, 16. Aqúı n denota tanto el número de nodos en la fórmula de
Gauss-Legendre como el número de subintervalos en [0, π]. Los errores absolutos de las
fórmulas utilizadas aparecen en las dos siguientes tablas:

F.C. n=10 n=12 n=14 n=16
G.L. 2.26414 0.300761 0.00937743 0.000154023
R.T. 0.0224394 0.000660554 0.000194449 5.72404E-7

Tabla 1 (m = 14, α = 1).

F.C. n=10 n=12 n=14 n=16
G.L. 8.93136E-5 7.12412E-7 1.17708E-8 4.65022E-10
R.T. 4.20833E-8 1.30695E-10 4.05799E-12 1.26807E-15

Tabla 2 (m = 8, α = 4).

Debemos tener en cuenta que la Regla Trapezoidal coincide esencialmente con la fórmula
de cuadratura con máximo grado de precisión trigonométrico (fórmula de Szegő) para
ω̃(θ) ≡ 1. Este hecho, junto con el carácter altamente oscilante de (2.102) podŕıa expli-
car el por qué los resultados que provienen de la Regla Trapezoidal son mejores que los
correspondientes de la fórmula de Gauss-Legendre. Sin embargo, cuando α toma valores
próximos a cero, cabe esperar que los resultados de ambas fórmulas de cuadraturas sean
pobres. Esto se muestra en la siguiente tabla (de nuevo, los números representan los errores
absolutos de las fórmulas utilizadas):

F. C. n = 6 n = 7 n = 8 n = 9 n = 10 n = 11 n = 12
G.L. 5,05696 4,06786 5,60122 2,62501 0,516198 0,328062 0,0190433
T. 11,2748 0,866646 1,64061 0,628319 0,239269 0,126295 0,0349069

Tabla 3 (m = 12, α = 0,25).
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Con el fin de solucionar este inconveniente, vamos a tomar el factor 1
α+sen2 θ

como
función peso. Tomamos T (θ) = α + sen2 θ, polinomio trigonométrico positivo y de grado
dos. Aśı pues, del Teorema 2.2.7 (Riesz-Féjer) haciendo γ = 0 podemos escribir

T (θ) =
∣∣∣g

(
eiθ

)∣∣∣
2
, g ∈ Π2.

Dado que T (θ) = α + sen2 θ = α + 1
2(1 − cos 2θ), haciendo β = 2α + 1 > 1 y z = eiθ

tendremos que 2T (θ) = β − 1
2(z2 + z−2), lo cual implica 4T (θ) = −z4+2βz2−1

z2 . Además,
dado que T (θ) > 0, entonces:

4T (θ) = |4T (θ)| = |z4 − 2βz2 + 1|. (2.103)

Además,
z4 − 2βz2 + 1 = (z2 − σ)(z2 − σ−1) , σ = β +

√
β2 − 1. (2.104)

Por otro lado, dado que z = eiθ y σ ∈ R, se cumple

|z2 − σ−1|2 = (z2 − σ−1)(z2 − σ−1) = (z2 − σ−1)(z−2 − σ−1)
= (z2 − σ−1)

(
σ−z2

σz2

)
= − 1

σz2 (z2 − σ)(z2 − σ−1).

De (2.103) y (2.104) se tiene que

0 < |z2 − σ−1|2 = − 1
σz2

4T (θ) =
∣∣∣∣−

1
σz2

4T (θ)
∣∣∣∣ =

4
σ

T (θ),

y por tanto,

T (θ) =
σ

4
|z2 − σ−1|2 =

σ

4
|g(z)|2 , g(z) = z2 − σ−1 ∈ P2 , z = eiθ.

Ahora bien, teniendo en cuenta que consideramos en el caṕıtulo anterior integrales de la
forma

∫ π
−π f(eiθ) dθ

2π|h(eθ)|2 , con h un polinomio mónico con todos sus ceros en D, transfor-

maremos nuestra integral I(m,α) como sigue (z = eiθ):

I(m,α) =
∫ π

−π

cosmθ

α + sen2 θ
dθ =

∫ π

−π
cosmθ

dθ
σ
4 |g(z)|2 =

∫ π

−π

(
4π

σ
(zm + z−m)

)(
dθ

2π|g(z)|2
)

.

Podemos escribir pues

I(m,α) =
∫ π

−π
f(eiθ)ω̃(θ)dθ, (2.105)

donde f(z) = 4π
σ (zm+z−m) y con función peso ω̃(θ) = 1

2π|g(z)|2 , siendo g(z) = z2−σ−1 ∈ P2

y z = eiθ. De los Teoremas 1.3.3 y 1.3.13, junto con la expresión (1.58) tendremos que la
familia de nodos {zj}n

j=1 de la fórmula de cuadratura de Szegő con n puntos son los ceros
del polinomio para-ortogonal

Bn(z, τ) = ϕn(z)+ τϕ∗n(z) = zn−2g(z) + τg∗(z) = zn−2(z2−σ−1) + τ(1−σ−1z2) , τ ∈ T.



2.7. Ejemplos numéricos 89

Por otro lado, la familia de coeficientes {λj}n
j=1 viene expĺıcitamente dada por (1.79):

λ−1
j = |g(zj)|2

[
n− 2 +

(
1−

∣∣∣ 1√
σ

∣∣∣
2
) ∣∣∣zj − 1√

σ

∣∣∣
−2

+
(

1−
∣∣∣− 1√

σ

∣∣∣
2
) ∣∣∣zj + 1√

σ

∣∣∣
−2

]

= |g(zj)|2
[
n− 2 + (1− σ−1)

(∣∣∣zj − 1√
σ

∣∣∣
−2

+
∣∣∣zj + 1√

σ

∣∣∣
−2

)]

= |g(zj)|2
[
n− 2 + 1−σ−1

|g(zj)|2

(∣∣∣zj − 1√
σ

∣∣∣
2
+

∣∣∣zj + 1√
σ

∣∣∣
2
)]

= |g(zj)|2
[
n− 2 + 1−σ−1

|g(zj)|2
([

1− 2√
σ
<(zj) + 1

σ

]
+

[
1 + 2√

σ
<(zj) + 1

σ

])]

= |g(zj)|2
(
n− 2 + 2(1− σ−1)(1 + σ−1) 1

|g(zj)|2
)

= (n− 2)|g(zj)|2 + 2(1− σ−2) , j = 1, . . . , n.

Nótese que si m ≤ n− 1, entonces la fórmula de cuadratura de Szegő con n puntos es
exacta dado que el integrando cumple f ∈ Λ−m,m. De (2.105) aproximaremos entonces la
integral I(m,α) por una fórmula de Szegő de n puntos In(f) =

∑n
j=1 λjf(zj), pudiéndose

también computar exactamente el valor absoluto de los errores cometidos dado que I(m,α)
puede ser calculdada por el Teorema de los Residuos. En efecto, como I =

∫ π
−π

sen mθ
α+sen2 θ

dθ =
0, entonces

I(m,α) =
∫ π
−π

cos mθ
α+sen2 θ

dθ + i
∫ π
−π

sen mθ
α+sen2 θ

dθ =
∫ π
−π

cos mθ+i sen mθ
T (θ) dθ

=
∫ π
−π

zm

σ
4
|g(z)|2 dθ = 1

2π

∫ π
−π

(
8π
σ zm

)
dθ

(z2− 1
σ

)( 1
z2− 1

σ
)

= 1
2π

∫ π
−π (−8π) zm+2

(z2− 1
σ

)(z2−σ)
dθ = 1

2πi

∫
T(−8π) zm+1

(z2− 1
σ

)(z2−σ)
dz

= Res
(
h, 1√

σ

)
+ Res

(
h, −1√

σ

)
,

donde h(z) = (−8π) zm+1

(z2− 1
σ

)(z2−σ)
. Ahora bien,

Res
(

h,
1√
σ

)
= −8π

1
(
√

σ)m+1

2√
σ

(
1
σ − σ

) =
4πσ

(
√

σ)m(σ2 − 1)
,

y

Res
(

h,
−1√

σ

)
= −8π

(−1)m+1

(
√

σ)m+1

−2√
σ

(
1
σ − σ

) = (−1)m+1 −4πσ

(
√

σ)m(σ2 − 1)
,

concluyendo

I(m,α) =
4πσ(1− (−1)m+1)

(
√

σ)m(σ2 − 1)
=

{ 8πσ
(
√

σ)m(σ2−1)
si m es par,

0 si m es impar.
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Caṕıtulo 2. Sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas y fórmulas de

cuadratura para integrandos periódicos

La siguiente tabla muestra los nodos y pesos tomando m = 12, α = 0,25, a =
√

2 y
b = 0 en el Corolario 2.5.8 y diversos valores de n.

n Nodos Pesos

4
±2,552156
±0,589436

0,292705
0,292705

7

−π
±2,347606
±1,305082
±0,352796

0,276393
0,133275
0,093192
0,220747

10

±2,882602
±2,266800

±π
2

±0,874792
±25899053

0,179674
0,083596
0,058869
0,083596
0,179674

n Nodos Pesos

5
−π

±1,970062
±0,476203

0,350373
0,148257
0,261967

8

±2,827435
±2,023074
±1,118517
±0,314157

0,205112
0,087593
0,087593
0,205112

11

−π
±2,640393
±2,044334
±1,412137
±0,790706
±0,238434

0,194330
0,120187
0,062356
0,053898
0,082684
0,169120

n Nodos Pesos

6
±2,737618

±π
2

±0,403974

0,239215
0,106980
0,239215

9

−π
±2,530469
±1,769531
±0,980733
±0,283719

0,228208
0,126533
0,068212
0,084992
0,191570

12

±2,920557
±2,419334
±1,858629
±1,282963
±0,722257
±0,221035

0,1596870
0,0819334
0,0510849
0,0510849
0,0819334
0,1596870

Tabla 4 (m = 12, α = 0,25).

Los errores absolutos para la correspondiente fórmula de Szegő de n puntos se muestra en
la siguiente tabla (compárese con la Tabla 3).

n Error en la fórmula de Szegő
n = 4 3,18008
n = 6 0,009878
n = 8 1,847391E − 15
n = 10 6,949821E − 15

n Error en la fórmula de Szegő
n = 5 2,167530
n = 7 0,007069
n = 9 0,000427
n = 11 0,000052

Tabla 5 (m = 12, α = 0,25).
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El excelente comportamiento de esta fórmula de cuadratura puede explicarse de [62, Teo-
rema 3.3], teniendo en cuenta que

I(m,α) =
∫ π

−π
f(eiθ)ω̃(θ)dθ

donde
f(z) =

4π

σ

(
zm + z−m

)

tiene claramente un único polo en el origen. Sin embargo, podemos ver de la tabla 5 que
los resultados que se obtienen cuando consideramos un número par de nodos son mejores
que los correspondientes al tomar un número impar. Esto podŕıa explicarse por el hecho
de que estamos considerando un integrando simétrico junto a una distribución simétrica
de nodos, y también dado que en el caso impar, el nodo que rompe precisamente esta
simetŕıa coincide con el que tiene mayor peso. Diversos experimentos numéricos realizados
considerando el mismo integrando, diferentes valores de a y b en el Corolario 2.5.8 (y dando
lugar por tanto a una distribución no simétrica de nodos) y un número de nodos tanto
par como impar nos mostraron similares resultados (y similares a su vez a los obtenidos
en la tabla 5 tomando n impar). Además, también comprobamos que si el integrando es
reemplazado por uno no simétrico, entonces los resultados son de nuevo similares a aquellos
obtenidos en la tabla 5 para n impar, e independientes de que el número de nodos sea par
o impar en este caso. De cualquier manera se muestra una clara evidencia de la mejoŕıa
que se produce al comparar los resultados con los de las fórmulas de Gauss-Legendre y la
Regla Trapezoidal en todos los ejemplos numéricos realizados.



Caṕıtulo 3

Familias de polinomios de Laurent
ortogonales en la circunferencia
unidad: “ordenamiento”
equilibrado

3.1. Introducción

Hemos visto en el caṕıtulo segundo cómo deducir las fórmulas de cuadratura en la
circunferencia unidad con máximo grado de precisión alcanzable (fórmulas de Szegő) in-
troducidas en el caṕıtulo primero a partir de fórmulas de cuadratura con máximo grado de
precisión trigonométrico alcanzable. De la relación (2.5) sabemos además que las funciones
trigonométricas consideradas en el caṕıtulo anterior son ciertos polinomios de Laurent. Por
otro lado, y como ya se ha mencionado, al trabajar con cuestiones de aproximación en la
circunferencia unidad (tales como las fórmulas de Szegő, el problema trigonométrico de los
momentos o el problema de interpolación de Carathéodory-Féjer), el ingrediente básico es
considerar polinomios de Laurent. Recordemos una propiedad crucial: si ω es una medida
positiva de Borel en T, el espacio P es denso en Lω

2 (T) (con respecto a la norma Lω
2 ), śı y

sólo śı, ω no verifica la condición de Szegö, esto es,
∫
T lnω′(θ)dθ = −∞. Sin embargo, Λ

es denso en Lω
2 (T) independientemente de esa condición (véase por ejemplo, [18]). Tam-

bién debemos hacer notar que un gran número de casos interesantes, como por ejemplo
la medida de Lebesgue, cumplen tal condición. Resulta pues natural el que se planteen
la construcción de bases ortogonales en el espacio Λ y dando lugar aśı a las familias de
polinomios de Laurent ortogonales.

En tal sentido cabe decir que polinomios de Laurent ortogonales con respecto a una
medida con soporte en R fueron introducidos a principios de los años ochenta en [75] (véase
también [74] y [72] cronológicamente) y también impĺıcitamente en [76], en conexión con
fracciones continuas y la solución del problema fuerte de momentos de Stieltjes. A partir
de estos trabajos se ha producido una extensa bibliograf́ıa que ha dado origen a una Teoŕıa
paralelamente cercana a la Teoŕıa bien conocida sobre Polinomios Ortogonales (véase por
ejemplo, [32], [48], [66], [73] y [88]). Por otro lado, y en relación con las fórmulas de
cuadraturas sobre intervalos del eje real asociadas a los Polinomios Ortogonales (Fórmu-
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las Gaussianas), ha quedado demostrada de manera convincente su potente efectividad
numérica cuando se consideran integrandos f(x) suaves. Sin embargo, la convergencia
puede convertirse extremadamente lenta si la integral posee singularidades próximas al
intervalo de integración. Para solucionar este inconveniente se han considerado también
en las últimos años fórmulas de cuadraturas que integren exactamente funciones racio-
nales con polos prefijados fuera del intervalo de integración (véase [19], [52] ó [67]). Los
polinomios de Laurent no son otra cosa que tales funciones racionales con sus polos en el
origen y en el infinito.

En cuanto a la circunferencia unidad, y tal y como indica W.J. Thron en [100], resulta
de interés encontrar y estudiar sucesiones de polinomios de Laurent que sean ortogonales
en T y que expandan el espacio Λ en un cierto orden (véanse más detalles en [25] y [95]).
Más precisamente, que el espacio de polinomios de Laurent se expanda según

Λ0,0 , Λ0,1 , Λ−1,1 , Λ−1,2 , Λ−2,2 . . . , (3.1)

Λ0,0 , Λ−1,0 , Λ−1,1 , Λ−2,1 , Λ−2,2 . . . , (3.2)

es decir, un crecimiento paralelo de potencias tanto positivas como negativas de la variable
z. El trabajo de este autor se centró en la obtención de una ley de recurrencia a tres
términos, que más tarde comentaremos, en conexión con ciertas familias de fracciones
continuas.

En esta segunda parte de la Memoria, el presente caṕıtulo y el posterior, nos centra-
remos en el estudio de familias de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia
unidad, necesarias para la obtención de bases ortogonales para subespacios de Lω

2 (T) y
con el fin de construir fórmulas de cuadratura sobre la circunferencia unidad con máximo
grado de precisión (es decir, exactas en subespacios de Laurent lo más grandes posibles).
Por un lado, en este tercer caṕıtulo analizaremos propiedades de tales familias al conside-
rar los órdenes (3.1) y (3.2) propuestos por W.J. Thron, y a los que nos referiremos como
ordenamientos equilibrados. Tales familias han sido también recientemente estudiadas por
el grupo M.J. Cantero, L. Moral y L. Velázquez (véase [25], [26], [27] y [28]) y esto ha
significado un importante impulso del análisis espectral de ciertos problemas en la circun-
ferencia unidad. Por otro lado en el último caṕıtulo estudiaremos familias de polinomios
de Laurent ortogonales en T cuando consideremos un ordenamiento general arbitrario del
espacio Λ y recuperaremos el trabajo de los tres autores anteriores al analizar el análogo
en la circunferencia unidad del problema de autovalores en el eje real (matrices de Jacobi)
considerado en el caṕıtulo primero, y que ha dado lugar recientemente a la denominada
teoŕıa CMV (véase [93]). Comentamos también que tanto en la situación del eje real como
en la circunferencia unidad, la Teoŕıa de Polinomios de Laurent Ortogonales ha sido ex-
tendida en [18] en un contexto más amplio que ha dado lugar a la Teoŕıa de Funciones
Racionales Ortogonales.

La estructura del caṕıtulo es como sigue: en la segunda sección introduciremos el
concepto de familia de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad con
respecto a una medida y a un ordenamiento equilibrado, estableciendo la notación a seguir,
algunos resultados preliminares, leyes de recurrencia y conexiones tanto con los polinomios
de Szegő como con los sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas introducidos en
el caṕıtulo anterior. Al igual que ocurŕıa en el caṕıtulo primero, existen ciertas analoǵıas y
diferencias cuando la medida positiva de Borel tiene su soporte en un intervalo del semieje
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real positivo, de ah́ı que dediquemos la siguiente sección a nombrar los recientes resultados
que han obtenido diversos autores en esta situación. Estos resultados nos van a permitir
hacer una comparación en la siguiente sección con lo que sucede en la circunferencia
unidad, en la que caracterizaremos las fórmulas de cuadratura en la circunferencia unidad
exactas en subespacios de Laurent lo más grandes posibles, y donde recuperaremos las
fórmulas de Szegő introducidas en el caṕıtulo primero. En cuanto a la computación de
éstas veremos además una conexión entre polinomios de Laurent ortogonales y el algoritmo
split Levinson también introducido en el caṕıtulo inicial. La quinta sección está dedicada
a la demostración de dos resultados bien conocidos en el caso polinómico: una fórmula
de Christoffel-Darboux y un teorema de Favard para familias de polinomios de Laurent
ortogonales en la circunferencia unidad respecto a una sucesión generadora equilibrada.
Finalmente, en la sexta y última sección consideraremos ejmplos numéricos de las fórmulas
de cuadratura introducidas en las secciones tres y cuatro, llevándolas a la práctica en la
estimación de un cierto tipo particular de integrales definidas en el intervalo [−1, 1].

3.2. Polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia
unidad

Con el fin de generar una familia de subespacios encajados de Laurent similar a la
familia {Pn}∞n=0 en el caso polinómico ordinario, y procediendo de manera general, consi-
deremos la familia encajada de subespacios {Ln}∞n=0 verificando

L0 = span{1} , dim (Ln) = n + 1 , Ln ⊂ Ln+1 , n ≥ 0 (3.3)

construida como sigue: sea {p(n)}∞n=0 una sucesión no decreciente de enteros no negativos
cumpliendo p(0) = 0, 0 ≤ p(n) ≤ n y s(n) = p(n)−p(n−1) ∈ {0, 1} para n ≥ 1. En lo que
sigue, una sucesión {p(n)}∞n=0 verificando tales condiciones diremos que es una sucesión
generadora. Definamos entonces

Ln := Λ−p(n),q(n) = span
{
zj : −p(n) ≤ j ≤ q(n)

}
, q(n) := n− p(n). (3.4)

Observemos que {q(n)}∞n=0 es también una sucesión generadora y que garantizamos Λ =⋃∞
n=0 Ln, śı y sólo śı, limn→∞p(n) = limn→∞q(n) = ∞. Además,

Ln+1 =
{ Ln ⊕ span{zq(n+1)} si s(n + 1) = 0
Ln ⊕ span{z−p(n+1)} si s(n + 1) = 1

. (3.5)

En cualquier caso diremos que {p(n)}∞n=0 ha inducido un orden en Λ.
Al igual que en el caṕıtulo anterior, sea ω una medida positiva de Borel en T. Dado

que esencialmente estamos trabajando con un espacio vectorial con un producto interior
definido 〈·, ·〉ω, podemos hacer uso del proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt en Ln

a partir de un sistema de funciones linealmente independientes en Ln, como por ejemplo el
sistema {z−p(n), . . . , zq(n)}, obteniendo una base ortogonal {ψ0(z), . . . , ψn(z)}. Repitiendo
el proceso para todo n ≥ 1 obtendremos una familia de polinomios de Laurent {ψn(z)}∞n=0

esencialmente única (salvo constantes) verificando

ψn(z) ∈ Ln\Ln−1 , n ≥ 1 , ψ0(z) ≡ c 6= 0 ,

〈ψn(z), ψm(z)〉ω = knδn,m , kn > 0 (es decir, ψn(z) ⊥ Ln−1) ,
(3.6)
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siendo δn,m la función delta de Kronecker (1.2). El polinomio de Laurent ψn(z) ∈ Ln\Ln−1

diremos que tiene L-grado n y la familia {ψn(z)}∞n=0 diremos que representa una sucesión
de polinomios de Laurent ortogonales con respecto a la medida ω y a la sucesión generadora
{p(n)}∞n=0.

Como hemos comentado en la introducción, los órdenes u ordenamientos (3.1) y (3.2)
que consideraremos en este caṕıtulo, que son los mayoritariamente tratados en la lite-
ratura, se corresponden con las sucesiones generadoras p(n) = E

[
n
2

]
y p(n) = E

[
n+1

2

]
respectivamente, donde como es usual, E[x] denota la parte entera de x. Observamos por
un lado que p(n) = E

[
n
2

]
implica s(n) = 1−(−1)n−1

2 = (0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .) para todo n ≥ 1
y que si p(n) = E

[
n+1

2

]
entonces s(n) = 1−(−1)n

2 = (1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .) para todo n ≥ 1,
mientras que por otro lado, cuando tomamos p(n) = 0 (y por tanto q(n) = n) para todo
n ≥ 0 entonces Ln = Λ0,n = Pn y por tanto, el n-ésimo polinomio de Laurent ortogonal
coincidirá en este caso con el n-ésimo polinomio de Szegő.

En lo que resta de caṕıtulo denotaremos por {φn(z)}∞n=0 a la correspondiente familia
de polinomios mónicos de Laurent ortogonales con respecto a la medida ω y a la suce-
sión generadora p(n) = E

[
n+1

2

]
(y por tanto, q(n) = E

[
n
2

]
). Para entender el concepto

de polinomio de Laurent mónico definimos de la siguiente forma el coeficiente director:
coeficiente del monomio z−(n+1) en φ2n+1(z) y coeficiente del monomio zn en φ2n(z). Cla-
ramente, el coeficiente director de cada polinomio de Laurent de una familia será no nulo
para cada n ≥ 0, el cual asumiremos positivo. Denotaremos también por {χn(z)}∞n=0 a la
correspondiente familia ortonormal, es decir, cuando se cumple κn = 1 para todo n ≥ 1
en (3.6). A las familias análogas mónicas y ortonormales con respecto al orden inducido
por p(n) = E

[
n
2

]
(y por tanto, q(n) = E

[
n+1

2

]
) las denotaremos respectivamente por

{φ̃n(z)}∞n=0 y {χ̃n(z)}∞n=0.
Comenzamos con dos resultados que, como veremos en la próxima sección, difieren

radicalmente de lo que ocurre con los polinomios de Laurent ortogonales en el eje real. El
primero establece una relación entre la familia de polinomios mónicos de Laurent ortogo-
nales en T con respecto a la medida ω y al ordenamiento equilibrado p(n) = E

[
n+1

2

]
y la

correspondiente familia de polinomios (mónicos) de Szegő, siendo la demostración inme-
diata a partir de las condiciones de ortogonalidad que satisfacen tales familias (véase [95,
Proposición 4.4.2]). El segundo establece una conexión entre las familias de polinomios
mónicos de Laurent ortogonales en T con respecto a la medida ω y a los ordenamien-
tos equilibrados. Ambos resultados serán generalizados en el siguiente caṕıtulo cuando se
considere un ordenamiento arbitrario p(n) (Lemas 4.2.1 y 4.2.2).

Lema 3.2.1 Sea {φn(z)}∞n=0 una familia de polinomios mónicos de Laurent tal que φn(z) =
Nn(z)

zp(n) con Nn(z) ∈ Pn para todo n ≥ 0 y p(n) = E
[

n+1
2

]
. Entonces, {φn(z)}∞n=0 es la fa-

milia de polinomios mónicos de Laurent ortogonales en T con respecto a la medida ω, śı y
sólo śı, la familia {ρn(z)}∞n=0 dada por

ρ2n(z) = N2n(z) , ρ2n+1(z) = N∗
2n+1(z) , n = 0, 1, 2, . . . (3.7)

es la correspondiente familia de polinomios (mónicos) de Szegő.

2
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Lema 3.2.2 Las familias {φn(z)}∞n=0 y {φ̃n(z)}∞n=0 de polinomios de Laurent ortogonales
en T con respecto a la medida ω y a los ordenamientos equilibrados vienen relacionadas
por φn(z) = φ̃n∗(z) para todo n ≥ 0.

Demostración.- Escribiendo p(n) = E
[

n+1
2

]
y p̃(n) = E

[
n
2

]
(y por tanto, q(n) = E

[
n
2

]
y q̃(n) = E

[
n+1

2

]
) para todo n ≥ 0, se comprueba fácilmente que haciendo Ln∗ = {f ∈

Λ : f∗ ∈ Ln}, entonces L̃n = Λ−p̃(n),q̃(n) = Ln∗.

2

Como consecuencia de los Lemas 3.2.1 y 3.2.2 y de (1.31) se sigue que

‖ φn(z) ‖ω=‖ φ̃n(z) ‖ω=‖ ρn(z) ‖ω=‖ ρ∗n(z) ‖ω . (3.8)

Además, como consecuencia del Lema 3.2.1 y del Teorema 1.3.1 establecemos el siguiente
resultado fundamental:

Corolario 3.2.3 Los ceros de φ2n(z) y φ2n−1(z) se encuentran en D y en E respectiva-
mente, para todo n ≥ 1.

2

De (3.7) y (3.8) también establecemos la siguiente relación entre los polinomios ortonor-
males χn(z) y ϕn(z):

χ2k(z) =
φ2k(z)

‖ φ2k(z) ‖ω
=

ρ2k(z)
‖ ρ2k(z) ‖ω

1
zk

=
ϕ2k(z)

zk
, (3.9)

χ2k+1(z) =
φ2k+1(z)

‖ φ2k+1(z) ‖ω
=

ρ∗2k+1(z)
‖ ρ∗2k+1(z) ‖ω

1
zk+1

=
ϕ∗2k+1(z)

zk+1
. (3.10)

Esto nos permite reemplazar en el Lema 3.2.2 las familias {φn(z)}∞n=0 y {φ̃n(z)}∞n=0 por
{χn(z)}∞n=0 y {χ̃n(z)}∞n=0 respectivamente.

Nos centramos a continuación en estudiar leyes de recurrencia a tres términos para las
familias de polinomios de Laurent consideradas, comenzando con la sucesión {φn(z)}∞n=0.
Tal ley recurrente se dedujo inicialmente en el contexto de ciertas fracciones continuas en
[100]. La demostración alternativa que presentamos a continuación se basa en la conexión
con la familia de polinomios de Szegő establecida en el Lema 3.2.1 y de las leyes de
recurrencia (1.40) que éstos satisfacen.

Teorema 3.2.4 (Ley de recurrencia a tres términos) Sea {δn}∞n=0 la sucesión de coe-
ficientes de Verblunsky para la medida ω, {ηn}∞n=1 la sucesión de números reales dada por
(1.32) y {φn(z)}∞n=0 la familia de polinomios mónicos de Laurent ortogonales con respecto
a la medida ω y al ordenamiento equilibrado p(n) = E

[
n+1

2

]
. Entonces,

φn(z) =
(
An + An−1z

(−1)n
)

φn−1(z) + η2
n−1z

(−1)n
φn−2(z) , n ≥ 2 (3.11)

donde

φ0(z) ≡ 1 , φ1(z) = δ1 +
1
z

, An =
{

δn si n es par

δn si n es impar.
(3.12)
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Demostración.- De las leyes de recurrencia (1.40) que satisfacen los polinomios de Szegő
y las condiciones iniciales (1.42) deducimos las condiciones iniciales φ0(z) = ρ0(z) ≡ 1,
φ1(z) = 1

zρ∗1(z) = 1
z

(
1 + δ1z

)
= δ1 + 1

z (dado que ρ1(z) = ρ1(0) + z = δ1 + z) y las
relaciones

φ2n(z) = 1
zn ρ2n(z) = 1

zn

[
zρ2n−1(z) + δ2nρ∗2n−1(z)

]
= 1

zn−1 ρ2n−1(z) + δ2n
1
zn ρ∗2n−1(z)

= 1
zn−1

[
zρ2n−2(z) + δ2n−1ρ

∗
2n−2(z)

]
+ δ2n

1
zn ρ∗2n−1(z)

= 1
zn−2 ρ2n−2(z) + δ2n−1

1
zn−1 ρ∗2n−2(z) + δ2n

1
zn ρ∗2n−1(z)

= 1
zn−2 ρ2n−2(z) + δ2n−1

1
zn−1

[
ρ∗2n−1(z)− δ2n−1zρ2n−2(z)

]
+ δ2n

1
zn ρ∗2n−1(z)

= 1
zn−2 ρ2n−2(z) + δ2n−1

1
zn−1 ρ∗2n−1(z)− δ2n−1δ2n−1

1
zn−2 ρ2n−2(z) + δ2n

1
zn ρ∗2n−1(z)

= (δ2n + δ2n−1z) 1
zn ρ∗2n−1(z) +

(
1− |δ2n−1|2

)
1

zn−2 ρ2n−2(z)
= (δ2n + δ2n−1z) φ2n−1(z) +

(
1− |δ2n−1|2

)
zφ2n−2(z)

(3.13)
y

φ2n+1(z) = 1
zn+1 ρ∗2n+1(z) = 1

zn+1

[
δ2n+1zρ2n(z) + ρ∗2n(z)

)
= δ2n+1

1
zn ρ2n(z) + 1

zn+1 ρ∗2n(z)
= δ2n+1

1
zn ρ2n(z) + 1

zn+1

(
δ2nzρ2n−1(z) + ρ∗2n−1(z)

)
= δ2n+1

1
zn ρ2n(z) + δ2n

1
zn ρ2n−1(z) + 1

zn+1 ρ∗2n−1(z)
= δ2n+1

1
zn ρ2n(z) + δ2n

1
zn+1

(
ρ2n(z)− δ2nρ∗2n−1(z)

)
+ 1

zn+1 ρ∗2n−1(z)
= δ2n+1

1
zn ρ2n(z) + δ2n

1
zn+1 ρ2n(z)− δ2nδ2n

1
zn+1 ρ∗2n−1(z) + 1

zn+1 ρ∗2n−1(z)
=

(
δ2n+1 + δ2n

z

)
1
zn ρ2n(z) +

(
1− |δ2n|2

)
1

zn+1 ρ∗2n−1(z)

=
(
δ2n+1 + δ2n

z

)
φ2n(z) +

(
1− |δ2n|2

)
1
zφ2n−1(z).

(3.14)
Aśı pues, deducimos (3.11) de las expresiones (3.13) y (3.14).

2

El siguiente resultado prueba que esta ley de recurrencia a tres términos es realmente
equivalente a la ley de recurrencia para los polinomios mónicos de Szegő.

Teorema 3.2.5 Las leyes de recurrencia (1.40) y (3.11)-(3.12) son equivalentes.

Demostración.- Falta comprobar que de las relaciones (3.11)-(3.12) deducimos (1.40).
En efecto, del Lema 3.2.2, de la relación (3.11) y tomando la operación sub-estrella se
siguen para k ≥ 1 las siguientes relaciones:

ρ2k(z) = (δ2k + δ2k−1z) ρ∗2k−1(z) + η2
2k−1z

2ρ2k−2(z)
= δ2kρ

∗
2k−1(z) + z

[
δ2k−1ρ

∗
2k−1(z) + η2

2k−1zρ2k−2(z)
]

ρ∗2k−1(z) =
(
δ2k−1z + δ2k−2

)
ρ2k−2(z) + η2

2k−2ρ
∗
2k−3(z)

= δ2k−1zρ2k−2(z) +
[
δ2k−2ρ2k−2(z) + η2

2k−2ρ
∗
2k−3(z)

]

ρ∗2k(z) =
(
δ2kz + δ2k−1

)
ρ2k−1(z) + η2

2k−1ρ
∗
2k−2(z)

= δ2kzρ2k−1(z) +
[
δ2k−1ρ2k−1(z) + η2

2k−1ρ
∗
2k−2(z)

]

ρ2k−1(z) = (δ2k−1 + δ2k−2z) ρ∗2k−2(z) + η2
2k−2z

2ρ2k−3(z)
= δ2k−1ρ

∗
2k−2(z) + z

[
δ2k−2ρ

∗
2k−2(z) + η2

2k−2zρ2k−3(z)
]
.

(3.15)
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Clearamente, la prueba quedará completa si de (3.15) deducimos

ρ2k−1(z) = δ2k−1ρ
∗
2k−1(z) + η2

2k−1zρ2k−2(z)

ρ∗2k−2(z) = δ2k−2ρ2k−2(z) + η2
2k−2ρ

∗
2k−3(z)

ρ∗2k−1(z) = δ2k−1ρ2k−1(z) + η2
2k−1ρ

∗
2k−2(z)

ρ2k−2(z) = δ2k−2ρ
∗
2k−2(z) + η2

2k−2zρ2k−3(z).

(3.16)

Será suficiente comprobar que se cumple la primera de las relaciones de (3.16) dado que
las pruebas para las relaciones restantes se deducen de manera similar. Hagamos

R2k−1(z) = δ2k−1ρ
∗
2k−1(z) + η2

2k−1zρ2k−2(z) ∈ P2k−1.

Entonces, R2k−1(z) =
∑2k−1

j=0 αjρj(z). Por comparación en esta última expresión de los
coeficientes del monomio z2k−1 se sigue que α2k−1 = 1. Dado que

αj = 〈R2k−1(z), ρj(z)〉ω = δ2k−1〈ρ∗2k−1(z), ρj(z)〉ω + η2
2k−1〈zρ2k−2(z), ρj(z)〉ω

se sigue de las condiciones de ortogonalidad para los polinomios de Szegő que αj = 0 para
todo j = 1, . . . , 2k− 2. Por tanto, R2k−1(z) = ρ2k−1(z) + α0. Finalmente, comparando los
coeficientes del monomio z0 = 1 se sigue que α0 = 0.

2

Obsérvese ahora que si los momentos trigonométricos µk =
∫ π
−π e−ikθdω(θ) son reales,

entonces de (1.45) también lo serán los coeficientes de Verblunsky y la ley de recurrencia
(3.11) resulta

φn(z) =
(
δn + δn−1z

(−1)n
)

φn−1(z) + η2
n−1z

(−1)n
φn−2(z) , n ≥ 2. (3.17)

Teniendo en cuenta ahora que de (1.31) y (1.38) se cumple la relación ‖ ρn(z) ‖2
ω=

∆n
∆n−1

= η2
n

∆n−1

∆n−2
y haciendo uso de (3.8), deducimos fácilmente de (3.11) la siguiente ley

de recurrencia para la correspondiente familia ortonormal.

Teorema 3.2.6 (Ley de recurrencia a tres términos) La familia de polinomios de
Laurent ortonormales {χn(z)}∞n=0 satisface la ley de recurrencia a tres términos

ηnχn(z) =
(
An + An−1z

(−1)n
)

χn−1(z) + ηn−1z
(−1)n

χn−2(z) , n ≥ 2 (3.18)

con

χi(z) =
φi(z)

‖ φi(z) ‖ω
i = 0, 1 (3.19)

y donde ηn y An vienen dados por (1.32) y (3.12) respectivamente.

2
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Hacemos notar ahora que en la sección quinta de este caṕıtulo necesitaremos expresar para
k ≥ 1 la relación (3.18) como

η2kϕ2k(z) = (δ2k + δ2k−1z)ϕ2k−1(z) + η2k−1zϕ2k−2(z)

y

η2k+1ϕ2k+1(z) = (δ2k+1 + δ2k
1
z
)ϕ2k(z) + η2k

1
z
ϕ2k−1(z)

o equivalentemente,

η2k+1χ2k(z) = −δ2k+1χ2k+1(z) +
1
z

(η2k+2χ2k+2(z)− δ2k+2χ2k+1(z)) (3.20)

y
η2kχ2k−1(z) = −δ2kχ2k(z) + z

(
η2k+1χ2k+1(z)− δ2k+1χ2k(z)

)
. (3.21)

Como consecuencia del Lema 3.2.2, tomando operación sub-estrella en ambos lados de
las igualdades (3.11)-(3.12) y (3.18)-(3.19) deducimos los dos siguientes resultados.

Teorema 3.2.7 (Ley de recurrencia a tres términos) La familia de polinomios móni-
cos de Laurent ortogonales {φ̃k(z)}∞k=0 verifican

φ̃n(z) =
(
An + An−1z

(−1)n+1
)

φ̃n−1(z) + η2
n−1z

(−1)n+1
φ̃n−2(z) , n ≥ 2 (3.22)

con
φ̃0(z) ≡ 1 , φ̃1(z) = δ1 + z (3.23)

y donde ηn y An vienen dados por (1.32) y (3.12) respectivamente.

¤

Teorema 3.2.8 (Ley de recurrencia a tres términos) La familia de polinomios de
Laurent ortonormales {χ̃k(z)}∞k=0 verifican

ηnχ̃n(z) =
(
An + An−1z

(−1)n+1
)

χ̃n−1(z) + ηn−1z
(−1)n+1

χ̃n−2(z) , n ≥ 2 (3.24)

con

χ̃i(z) =
φ̃i(z)

‖ φ̃i(z) ‖ω

i = 0, 1 (3.25)

y donde ηn y An vienen dados por (1.32) y (3.12) respectivamente.

¤

Como ya hemos comentado, W.J. Thron consideró en [100] las familias {φk(z)}∞k=0 y
{φ̃k(z)}∞k=0 por separado y probó las relaciones (3.11)-(3.12) y (3.22)-(3.23) considerando
dos ciertas fracciones continuas. Vemos pues de lo anterior cómo tomando la operación
sub-estrella en ambos lados de la ley de recurrencia de una de tales familias, dado que
esta operación es una involución, deducimos automáticamente la ley de recurrencia a tres
términos para la otra familia.

Una vez estudiadas las leyes de recurrencia a tres términos anteriores, enunciamos la
siguiente ley de recurrencia probada en [25] y que jugará un papel crucial en el próximo
caṕıtulo cuando consideremos la representación matricial del operador multiplicación en
Λ.
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Proposición 3.2.9 La familia {χ̃n(z)}∞n=0 de polinomios de Laurent ortonormales con
respecto a la medida ω y la sucesión generadora equilibrada p(n) = E

[
n
2

]
satisface la ley

de recurrencia

zχ̃0(z) = −δ1χ̃0(z) + η1χ̃1(z) ,

z

(
χ̃2n−1(z)
χ̃2n(z)

)
=

( −η2n−1δ2n −δ2n−1δ2n

η2n−1η2n δ2n−1η2n

)(
χ̃2n−2(z)
χ̃2n−1(z)

)
+

( −η2nδ2n+1 η2nη2n+1

−δ2nδ2n+1 δ2nη2n+1

)(
χ̃2n(z)

χ̃2n+1(z)

)
, n ≥ 1

(3.26)

2

Nuestro siguiente propósito es establecer que esta nueva ley de recurrencia es realmente
equivalente a las ya consideradas. Una vez hemos probado que la ley de recurrencia para
los polinomios de Szegő (1.40) es equivalente a las dos dadas por (3.11)-(3.12) y (3.22)-
(3.23), estableceremos ahora la equivalencia con las dadas en la Proposición 3.2.9. Esto
será realizado probando sólo el caso p(n) = E

[
n
2

]
, dado que la prueba para el caso p(n) =

E
[

n+1
2

]
se establece directamente del Lema 3.2.2 tomando conjugación sub-estrella.

Teorema 3.2.10 Las leyes de recurrencia dadas por (3.18)-(3.19) ó (3.24)-(3.25) y la
dada en la Proposición 3.2.9 son equivalentes.

Demostración.- Dado que la ley de recurrencia (3.24)-(3.25) es equivalente a (1.40) y
las recurrencias dadas en la Proposición 3.2.9 fueron obtenidas de ésta, faltaŕıa probar
que (3.26) implica (3.24)-(3.25). Del Lema 3.2.1, y dado que estamos tomando la sucesión
generadora p(n) = E

[
n
2

]
, se sigue que (3.26) es equivalente a las relaciones

z2ϕ2n−1(z) = η2nη2n+1ϕ2n+1(z)− η2nδ2n+1ϕ
∗
2n(z)

−δ2n−1δ2nzϕ2n−1(z)− η2n−1δ2nzϕ∗2n−2(z)
(3.27)

zϕ∗2n(z) = δ2nη2n+1ϕ2n+1(z)− δ2nδ2n+1ϕ
∗
2n(z)

+δ2n−1η2nzϕ2n−1(z) + η2n−1η2nzϕ∗2n−2(z).
(3.28)

De nuevo, del Lema 3.2.1 tenemos que probar de (3.27) y (3.28) que se cumple

η2nϕ∗2n(z) =
(
δ2nz + δ2n−1

)
ϕ2n−1(z) + η2n−1ϕ

∗
2n−2(z) (3.29)

y
η2n+1ϕ2n+1(z) = (δ2n+1 + δ2nz) ϕ∗2n(z) + η2nz2ϕ2n−1(z). (3.30)

Por un lado, dado que η2n 6= 0 se sigue de (3.27) que

η2nz2ϕ2n−1(z) =
(
1− |δ2n|2

)
η2n+1ϕ2n+1(z)− (

1− |δ2n|2
)
δ2n+1ϕ

∗
2n(z)

−η2nδ2nδ2n−1zϕ2n−1(z)− η2nη2n−1δ2nzϕ∗2n−2(z)
= η2n+1ϕ2n+1(z)− δ2n+1ϕ

∗
2n(z)− δ2n[δ2nη2n+1ϕ2n+1(z)

−δ2nδ2n+1ϕ
∗
2n(z) + η2nδ2n−1zϕ2n−1(z) + η2nη2n−1zϕ∗2n−2(z)]
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y ahora de (3.28) deducimos la relación (3.30). Por otro lado, de (3.28) y dado que η2n 6= 0
se sigue que

η2nzϕ∗2n(z) = δ2nη2nη2n+1ϕ2n+1(z)− δ2nδ2n+1η2nϕ∗2n(z) + δ2n−1η
2
2nzϕ2n−1(z)

+η2
2nη2n−1zϕ∗2n−2(z)

= δ2nη2n [η2n+1ϕ2n+1 − δ2n+1ϕ
∗
2n(z)] + z×[

δ2n−1ϕ2n−1 − δ2n−1|δ2n|2ϕ2n−1 + η2n−1ϕ
∗
2n−2(z)− η2n−1|δ2n|2ϕ∗2n−2(z)

]
.

Ahora, de (3.30),

η2nϕ∗2n(z) = δ2nη2n [η2nzϕ2n−1(z) + δ2nϕ∗2n(z)] + δ2n−1ϕ2n−1 − δ2n−1|δ2n|2ϕ2n−1

+η2n−1ϕ
∗
2n−2(z)− η2n−1|δ2n|2ϕ∗2n−2(z)

la cual es equivalente a

η2
2n

[
η2nϕ∗2n(z)− δ2nzϕ2n−1(z)− δ2n−1ϕ2n−1(z)− η2n−1ϕ

∗
2n−2(z)

]
= 0.

De este modo se prueba (3.29) dado que de nuevo η2n 6= 0.

2

Para concluir esta sección vamos a establecer una conexión entre familias de polinomios
de Laurent ortonormales y los sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas intro-
ducidos en el caṕıtulo anterior. Como hemos visto, los polinomios trigonométricos (caso
γ = 0) dan lugar a sistemas de polinomios de Laurent con respecto al orden inducido por
la sucesión generadora p(n) = n

2 siendo n un número par, es decir,

Λ0,0 , Λ−1,1 , Λ−2,2 , Λ−3,3 , Λ−4,4 , . . . .

Empecemos con el siguiente resultado, cuya demostración es inmediata del Lema 3.2.1 y
del Teorema 2.4.5:

Teorema 3.2.11 Sea {χ̃n(z)}∞n=0 la familia de polinomios de Laurent ortonormales con
respecto a la medida ω y el orden inducido por la sucesión generadora p(n) = E

[
n
2

]
.

Fijemos γ ∈ {0, 1/2} y consideremos la sucesión de números complejos {ωn}∞n=1 ⊂ T
tal que ω2

nδ2(n−γ) ∈ R para todo n ≥ 1, siendo {δn}∞n=1 la sucesión de coeficientes de
Verblunsky asociada a la medida ω. Sea

ωne−iγθχ̃2n−1(eiθ) = f
(γ)
n−2γ(θ) + ig

(γ)
n−2γ(θ) , n ≥ 1 , (3.31)

siendo f
(γ)
n−2γ(θ) y g

(γ)
n−2γ(θ) reales. Entonces, tomando f

(0)
0 (θ) ≡ c 6= 0 y g

(0)
0 (θ) ≡ 0 se

sigue que el sistema {f (γ)
n (θ), g(γ)

n (θ)}∞n=0 representa un sistema bi-ortogonal de funciones
trigonométricas reales para la medida ω.

2

Vemos por tanto cómo la subsucesión impar de polinomios de Laurent ortonormales con
respecto a la medida ω y a la sucesión generadora p(n) = E

[
n
2

]
dan lugar a sistemas bi-

ortogonales de funciones trigonométricas. Conjugando la relación (3.31), y recordando que
del Lema 3.2.2 se tiene χ2n−1(z) = χ̃(2n−1)∗(z) siendo {χ2n−1}∞n=0 la subsucesión impar de
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polinomios de Laurent ortonormales asociada a la sucesión generadora p(n) = E
[

n+1
2

]
,

obtendremos
ωneiγθχ2n−1(eiθ) = f

(γ)
n−2γ(θ)− ig

(γ)
n−2γ(θ) , n ≥ 1.

Procediendo pues como en el Teorema 3.2.11 deducimos el mismo sistema bi-ortogonal
de funciones trigonométricas suponiendo en este caso que ωn

2δ2(n−γ) sea un número real.
Resultados similares a los anteriores podemos deducirlos a partir de la subsucesión de
polinomios pares de Laurent ortonormales con respecto a la medida ω. Tomando

ωneiγθχ2n(eiθ) = f (γ)
n (θ) + ig(γ)

n (θ) , n ≥ 0,

con f
(γ)
n (θ) y g

(γ)
n (θ) reales y donde χ2n(z) es el (2n)-ésimo polinomio de Laurent ortonor-

mal con respecto a ω y a la sucesión generadora p(n) = E
[

n+1
2

]
, obtenemos un sistema

bi-ortogonal de funciones trigonométricas suponiendo que ω2
nδ2(n+γ) sea real. Conjugando

finalmente tal identidad obtendremos

ωne−iγθχ̃2n(eiθ) = f (γ)
n (θ)− ig(γ)

n (θ) , n ≥ 0,

es decir, el mismo sistema bi-ortogonal de funciones trigonométricas partiendo de la subsu-
cesión par de polinomios de Laurent ortonormales con respecto a la medida ω y la sucesión
generadora p(n) = E

[
n
2

]
, y donde debemos imponer en este caso que ωn

2δ2(n+γ) sea real.

3.3. El semieje real positivo: L-cuadratura Gaussiana

Como ya hemos comentado en la introducción de este caṕıtulo, nuestro propósito es
construir fórmulas de cuadratura en la circunferencia unidad que integren exactamente
polinomios de Laurent con L-grado lo más grande posible. La motivación de esta sección es
la contrapartida de lo que ocurre cuando la medida positiva de Borel tiene su soporte en un
intervalo del semieje real positivo. Esta situación se ha considerado en los últimos años por
diferentes autores y en esta sección simplemente mencionaremos aquellos resultados más
relevantes que nos permitirán hacer una comparación con los correspondientes análogos
en la próxima sección.

Previamente establezcamos que no existe una conexión entre las familias {χn(z)}∞n=0

y {χ̃n(z)}∞n=0 como ocurre en la circunferencia unidad en el Lema 3.2.2 (véase [30], [48]
y [88]), siendo ahora {χn(z)}∞n=0 y {χ̃n(z)}∞n=0 las familias de polinomios de Laurent
ortonormales con respecto a los “órdenes” p(n) = E

[
n+1

2

]
y p(n) = E

[
n
2

]
respectivamente

y una medida σ con soporte el semieje real positivo R+. En efecto, sea

χn(x) =
Bn(x)
xp(n)

, n ≥ 0 , Bn(x) ∈ Pn,

entonces, Bn(x) satisface:
∫

R+

xjBn(x)
dσ(x)

xp(n)+p(n−1)
= 0 , j = 0, 1, . . . , n− 1,

esto es, Bn(x) coincide salvo factor multimplicativo con el n-ésimo polinomio ortonormal
con respecto a la medida variante dσn(x) = dσ(x)

xp(n)+p(n−1) . Vemos pues que del Lema 3.2.1,
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la situación en la circunferencia unidad es mucho más simplificada. Para otras elecciones
de la sucesión generadora p(n) en el eje real véase [17] y [97].

Comencemos asumiendo que σ es una medida positiva de Borel con soporte en el
intervalo (a, b) donde 0 < a < b ≤ ∞. Estamos interesados en la estimación de la integral

Iσ(f) =
∫ b

a
f(x)dσ(x) (3.32)

por medio de una fórmula de cuadratura con n nodos

In(f) =
n∑

j=1

Ajf(xj). (3.33)

A tal efecto, debemos determinar los nodos (que supondremos distintos y localizados en
(a, b)) y los pesos imponiendo que, fijada una sucesión generadora p(n),

Iσ(R) = In(R) (3.34)

para todo polinomio de Laurent R con L-grado lo mayor posible, es decir, R ∈ LN donde
N = N(n) lo más grande posible. Con este fin, procedemos de manera similar al caso
polinómico ordinario. Aśı, dado que Ln−1 es un espacio de Chebyshev de dimensión n en
cualquier subintervalo de (a, b) de la forma anterior, dados n nodos distintos x1, x2, . . . , xn

en (a, b) podemos determinar los pesos A1, . . . , An de manera que

Iσ(R) = In(R) =
n∑

j=1

Ajf(xj) , ∀R ∈ Ln−1. (3.35)

Además, también se cumple que si Ln−1(f, ·) representa el único polinomio de Laurent en
Ln−1 que interpola a la función f en los nodos {xj}n

j=1, entonces

In(f) = Iσ(Ln−1(f, ·)). (3.36)

Por esta razón, denominaremos In(f) dada por (3.35) como fórmula de tipo interpolatorio.
Con el fin de incrementar el L-grado de exactitud tenemos el siguiente resultado, análo-

go al Corolario 1.2.7, al Teorema 1.3.13 y al Corolario 2.5.6. La demostración de éste es
similar al caso polinómico ordinario (véase por ejemplo [79] con r = n − 1) y también
similar a la del Teorema 3.4.1 que probaremos en la próxima sección.

Teorema 3.3.1 Sea In(f) =
∑n

j=1 Ajf(xj) una fórmula de cuadratura de n puntos tal
que xi 6= 0 para todo i = 1, . . . , n. Entonces, In(f) = Iσ(f) para todo f ∈ Ln+r con r ≥ 0,
śı y sólo śı,

1. In(f) es de tipo interpolatorio,

2. Rn(x) = Qn(x)

xp(n) =
Qn

j=1(x−xj)

xp(n) ∈ Ln es ortogonal a Lr, es decir

〈Rn(x), h(x)〉σ = 0 , ∀h(x) ∈ Lr. (3.37)

2
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Debemos tener en cuenta que como estamos trabajando con funciones reales no es
necesario la conjugación compleja en el producto interior. En relación al entero r tendremos
que 0 ≤ r ≤ n−1, dado que es fácil comprobar que no existe una fórmula de cuadratura de
n puntos que sea exacta en LN con N ≥ 2n. Por tanto, estamos interesados en construir
una fórmula de cuadratura de la forma (3.33) que sea exacta en Ln+r con 0 ≤ r ≤ n− 1.
De (3.37) se cumple que

Rn(z) =
n∑

j=r+1

αjχj(z), (3.38)

siendo {χn(z)}∞n=0 la correspondiente familia de polinomios de Laurent ortonormales con
respecto a la medida σ en (a, b). Ahora nos surge la siguiente cuestión: ¿es posible encontrar
los parámetros αj en (3.38) de manera que Rn(z) tenga exactamente n nodos distintos
en (a, b)?. Podemos dar una respuesta positiva cuando se requiere el máximo dominio de
exactitud, es decir, r = n− 1. De hecho, se cumple (véase [32], [73] ó [75])

Teorema 3.3.2 Sea χn(x) el n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal con respecto a la
medida σ en (a, b). Entonces,

1. χn(x) tiene exactamente n ceros distintos en (a, b).

2. Los ceros de χn(x) y χn+1(x) se entrelazan.

3. Sean x1, . . . , xn los ceros de χn(x). Entonces existen pesos positivos A1, . . . , An tales
que

In(f) =
n∑

j=1

Ajf(xj) = Iσ(f) =
∫ b

a
f(x)dσ(x) , ∀f ∈ L2n−1 (3.39)

2

Nota 3.3.3 Las fórmulas de cuadratura dadas por (3.39) fueron introducidas inicialmente
en [75] (véase también [76]). A partir de este art́ıculo surgió una nueva área de investiga-
ción en Matemáticas dando lugar al problema fuerte de momentos y temas relacionados
(fracciones continuas, aproximantes de Padé en dos puntos, . . .) y donde aparecen los
polinomios de Laurent ortogonales. Nos referiremos a tales cuadraturas como fórmulas
L-Gaussianas, y han sido consideradas por diferentes autores en los últimos años (véase
[16], [17] ó [32]). Con respecto a otros enfoques alternativos véase [84] y [96], aśı como
[15], [65] y [96] para experimentos numéricos relacionados.

En lo que resta de sección resumiremos los aspectos más relevantes relacionados con
las fórmulas L-Gaussianas en conexión con polinomios de Laurent ortogonales, haciendo
un especial énfasis en el paralelismo con las clásicas fórmulas Gaussianas y polinomios
ortogonales ordinarios. Empezamos con la ley de recurrencia a tres términos (véase [96]):

Teorema 3.3.4 Sea el ordenamiento equilibrado inducido por p(n) = E
[

n+1
2

]
(y por

tanto q(n) = E
[

n
2

]
) y {Rn(z)}∞n=0 una sucesión de polinomios de Laurent ortogonales

normalizados como sigue: Rn(z) = Bn(z)

zp(n) donde Bn(z) es un polinomio mónico de grado
n. Entonces,

Rn+1(z) = (z − βn+1)zd(n)Rn(z)− αn+1Rn−1(z) , n ≥ 0 (3.40)
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con R−1(z) ≡ 0, R0(z) ≡ 1,

d(n) =
{ −1 si n es par

0 si n es impar

y
α1 = µ0 , β1 =

µ0

µ−1
, αn+1 =

ρn

ρn−1
, βn+1 = −αn+1

σn−1

σn
, n ≥ 1.

Aqúı,

µk =
∫ b

a
xkdσ(x) , ρn = 〈Rn, tp(n)〉σ , σn = 〈Rn, t−(q(n)+1)〉σ.

Además, ambos αn y βn son positivos para n ≥ 1.

2

En [32] se demuestra un teorema de tipo Favard para la sucesión {Rn(z)}∞n=0. En
relación con los pesos A1, . . . , An en la fórmula L-Gaussiana con n nodos se obtienen
resultados similares al caso polinómico. Dado que χn ∈ Ln = Λ−p(n),q(n) y tiene n ceros
distintos en (0,∞), podemos escribir χn(x) = vnx−p(n) + · · · + unxq(n) (con unvn 6= 0).
También tomaremos las condiciones de normalización un > 0 para todo n ≥ 0. Necesitamos
previamente la siguiente fórmula de Christoffel-Darboux (véase [88]):

Teorema 3.3.5 (Christoffel-Darboux) Sea {χn(x)}∞n=0 la familia de polinomios de
Laurent ortonormales con respecto a la medida σ en (a, b) y al ordenamiento equilibra-
do p(n) = E

[
n+1

2

]
. Entonces, haciendo χn(x) = vnx−p(n) + · · · + unxq(n) con unvn 6= 0

para n ≥ 0 y λ(n) = (−1)n, se cumple:

n∑

i=0

χi(x)χi(y) =
λ(n)vn

un+1


(xy)1/2

(
x
y

)λ(n)
χn+1(x)χn(y)− ( y

x

)λ(n)
χn(x)χn+1(y)

x− y




(3.41)

2

Tomando ahora lj ∈ Ln−1 tal que lj(xk) = δj,k, siendo δj,k, como es usual, la función
delta de Kronecker (1.2) y {xi}n

i=1 los ceros del n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal
χn(x). Claramente, l2j ∈ L2n−1, y por tanto Aj = Iσ

(
l2j

)
> 0 para todo j = 1, . . . , n. Por

otro lado, de (3.41) con x = xj y haciendo y tender a xj , podemos probar el siguiente
resultado (véase [21] para los detalles) análogo a las expresiones (1.19), (1.68) y (2.83):

Teorema 3.3.6 Sea χn(x) el n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal con respecto a la
medida σ. Entonces, los pesos {Aj}n

j=1 vienen dados por

Aj =
1∑n−1

i=0 χ2
i (xj)

, j = 1, . . . , n (3.42)

2

Como conclusión podemos decir que la fórmula de cuadratura con n nodos L-Gaussiana
(3.33) queda completamente caracterizada en términos de los polinomios de Laurent or-
tonormales {χk(z)}n

k=0 que podemos computar recursivamente de la relación (3.40).
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En esta sección consideraremos una medida positiva de Borel ω en T, y dado que
trabajaremos ahora con funciones evaluadas complejas, requeriremos, a diferencia de la
sección anterior, conjugación compleja en el producto interior (1.27) inducido por ω. Como
hemos ya mencionado, nuestro interés es la estimación de la integral

Iω(f) =
∫

T
f(z)dω(z) =

∫ π

−π
f

(
eiθ

)
dω(θ) (3.43)

por una fórmula de cuadratura de n puntos con nodos en T de la forma

In(f) =
n∑

j=1

λjf(zj) , zj 6= zk (j 6= k) , zj ∈ T , ∀j = 1, . . . , n. (3.44)

Fijada una sucesión generadora p(n) y partiendo de n nodos distintos z1, . . . , zn en T,
y dado que Ln−1 es un espacio de Chebyshev de dimensión n en T, podemos determinar
pesos λ1, . . . , λn de manera que

Iω(f) = In(f) , ∀f ∈ Ln−1. (3.45)

Aqúı también se cumple que In(f) caracterizada por (3.45) pueda representarse como

In(f) = Iω (Rn−1(f, ·)) (3.46)

siendo Rn−1(f, ·) el polinomio de Laurent en Ln−1 que interpola a f en los nodos {zj}n
j=1.

Sin embargo, la primera diferencia con respecto a lo que ocurre cuando la medida tiene su
soporte en el semieje real positivo aparece cuando requerimos seleccionar apropiados nodos
{zj}n

j=1 con el fin de incrementar la dimensión del subespacio de polinomios de Laurent
donde la fórmula de cuadratura es exacta. Debido al producto interior (1.27) necesitamos
considerar los siguientes subespacios para r ≥ 0:

Lr∗ = {f ∈ Λ , f∗ ∈ Lr} = Λ−q(r),p(r).

Bajo tales condiciones aparece de manera inmediata la ortogonalidad, como establece el
siguiente resultado (compárese con el Teorema 3.3.1).

Teorema 3.4.1 Sea In(f) =
∑n

j=1 λjf(zj) una fórmula de cuadratura con n nodos tal
que zj 6= 0 para todo j = 1, . . . , n. Entonces, In(f) es exacta en LnLr∗, con r ≥ 0, śı y
sólo śı,

1. In(f) es exacta en Ln−1.

2. Rn es ortogonal a Lr, es decir

〈Rn(z), g(z)〉ω = 0 , ∀g ∈ Lr, (3.47)

donde Rn(z) = Qn(z)

zp(n) =
Qn

j=1(z−zj)

zp(n) ∈ Ln.
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Demostración.- “=⇒” 1.- Trivial. 2.- Recordemos que LnLr∗ = Λ−(p(n)+q(r)),(q(n)+p(r))

y Lr = Λ−p(r),q(r). Entonces, 〈Rn(z), g(z)〉ω = 0 para todo g(z) ∈ Lr es equivalente a
〈Rn(z), zj〉ω = 0 para todo −p(r) ≤ j ≤ q(r). Ahora bien,

〈Rn(z), zj〉ω =
∫ π

−π
Rn(z)z−jdω(θ) =

∫ π

−π

Qn(z)
zp(n)+j

dω(θ).

Para j = q(r), y dado que Qn(z) tiene grado exacto n, vemos que

Qn(z)

zp(n)+q(r) ∈ Λ−(p(n)+q(r)),(n−p(n)−q(r)) = Λ−(p(n)+q(r)),(q(n)−q(r))

⊂ Λ−(p(n)+q(r)),(q(n)+q(r)) = LnLr∗.

Por otro lado, para j = −p(r) tenemos

Qn(z)

zp(n)−p(r) ∈ Λ−(p(n)−p(r)),(n−p(n)−p(r)) = Λ−(p(n)−p(r)),(q(n)+p(r))

⊂ Λ−(p(n)+q(r)),(q(n)+p(r)) = LnLr∗.

Aśı pues, para −p(r) ≤ j ≤ q(r) se tiene que Rn(z)z−j ∈ LnLr∗, lo que nos permite
escribir

〈Rn(z), zj〉ω = Iω

(
Rn(z)z−j

)
= In

(
Rn(z)z−j

)
= 0,

dado que Rn(zj) = 0.
“⇐=” Sean z1, . . . , zn los ceros de Rn(z) ∈ Ln de manera que se cumpla (3.47). En-

tonces, podemos determinar una fórmula de cuadratura In(f) =
∑n

j=1 λjf(zj) basada
en estos nodos que sea exacta en Ln−1. Haciendo L(j)(z) ∈ Ln−1 tal que L(j)(zk) = δjk

(función delta de Kronecker), entonces λj = Iσ(L(j)) para todo j = 1, . . . , n. Tomemos
L(z) ∈ LnLr∗ y definamos A(z) = L(z) − ∑n

j=1 L(zj)L(j)(z). Entonces, A ∈ LnLr∗ y
A(zj) = 0 para todo j = 1, . . . , n, lo que nos permite escribir

A(z) =
Qn(z)S(z)
zp(n)+q(r)

, S(z) ∈ Pr.

Obsérvese que A(z) = Rn(z)H(z) con H(z) = S(z)

zq(r) . Por tanto, haciendo T (z) = H∗(z) ∈
Lr tenemos que

Iω(A(z)) = Iω(Rn(z)T∗(z)) = 〈Rn(z), T (z)〉ω = 0,

lo cual implica

Iω(L(z)) = Iω

(
A(z) +

∑n
j=1 L(zj)L(j)(z)

)

Iω(A(z)) + Iω

(∑n
j=1 L(zj)L(j)(z)

)
=

∑n
j=1 Iω(L(j)(z))L(zj) = In(L).

2

Nota 3.4.2 En el Teorema 3.4.1, debemos tomar r verificando 0 ≤ r ≤ n− 1. En efecto,
asumamos que r ≥ n, es decir, r = n+k con k ≥ 0. Entonces, LnLr∗ = Λ−(n+q(k)),(n+p(k))

dado que para p(n) = E
[

n+1
2

]
y q(n) = E

[
n
2

]
se cumple que p(r + s) = p(r) + p(s) y

q(r + s) = q(r) + q(s). Aśı, si Qn(z) =
∏n

j=1(z − zj), entonces

|Qn(z)|2 = Qn(z)Qn(z) ∈ Λ−n,n ⊂ LnLr∗ (z = eiθ),

lo cual implica la contradicción 0 <
∫ π
−π |Qn(z)|2dω(θ) y In

(|Qn(z)|2) = 0.
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Veamos a continuación lo que ocurre con el máximo dominio de exactitud posible, es
decir, cuando r = n− 1. A diferencia de lo que ocurŕıa en la sección anterior, tenemos el
siguiente resultado negativo.

Teorema 3.4.3 No existe una fórmula de cuadratura con n nodos en T que sea exacta
en LnL(n−1)∗.

Demostración.- Supongamos que existe tal fórmula:

In(f) =
n∑

j=1

λjf(zj) = Iσ(f) ,

donde |zi| = 1 para i = 1, . . . , n. Definamos Rn(z) = z−p(n)
∏n

i=1(z − zi) ∈ Ln. Entonces,
del Teorema 3.4.1, Rn ⊥ Ln−1. Tenemos pues que si {ψk(z)}k≥0 es una sucesión de poli-
nomios de Laurent ortogonal, entonces Rn(z) = λnψn(z) con λn 6= 0, y aparece por tanto
una contradicción dado que los nodos {zi}n

i=1 son los ceros de ψn(z), que no pueden estar
localizados en T por el Corolario 3.2.3.

2

El siguiente paso será considerar el caso r = n − 2. Más precisamente: ¿será posible
construir una fórmula de cuadratura con nodos distintos {zi}n

i=1 sobre T que sea exacta
en LnL(n−2)∗? Del Teorema 3.4.1, si Rn(z) = z−p(n)

∏n
i=1(z− zi), entonces Rn(z) ⊥ Ln−2.

Por tanto,
Rn(z) = αψn(z) + βψn−1(z) , α, β ∈ C (3.48)

siendo {ψk(z)}∞k=0 una sucesión de polinomios de Laurent ortogonales. Aśı, de (3.48) po-
demos reformular la pregunta anterior como sigue: ¿será posible encontrar α y β en (3.48)
de manera que Rn(z) tenga sus ceros sobre T?

Teorema 3.4.4 Podemos elegir convenientemente dos parámetros α y β en (3.48) de
manera que Rn(z) = αψn(z) + βψn−1(z) tenga exactamente n ceros distintos en T.

Demostración.- Haciendo Rn(z) = Nn(z)

zp(n) , siendo Nn(z) un polinomio de grado máximo
n dependiente de α y β, entonces tales parámetros debemos elegirlos de manera que Nn(z)
satisfaga lo siguiente:

1. Nn(z) tiene grado exacto n.

2. N∗
n(z) = λnNn(z) con λn 6= 0.

3. 〈Nn(z), zk〉ω = 0, 1 ≤ k ≤ n− 1, 〈Nn(z), 1〉ω 6= 0, 〈Nn(z), zn〉ω 6= 0.

La demostración se sigue ahora del Teorema 1.3.4.

2

Vemos pues cómo surgen los polinomios para-ortogonales partiendo de familias de polino-
mios de Laurent ortogonales. Como consecuencia de los Teoremas 3.4.1 y 3.4.4 se cumple
ahora lo siguiente:
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Teorema 3.4.5 Sean {zi}n
i=1 los n ceros distintos de Rn(z) = αψn(z) + βψn−1(z) dado

por el Teorema 3.4.4. Entonces, existen números positivos {λi}n
i=1 tales que

In(f) =
n∑

j=1

λjf(zj) = Iσ(f) , ∀f ∈ LnL(n−2)∗.

Demostración.- Sólamente falta probar que los pesos {λi}n
i=1 son positivos. Para 1 ≤

j ≤ n sea Lj(z) ∈ L(n−1) tal que Lj(zk) = δj,k (función delta de Kronecker) con 1 ≤ j, k ≤
n. Entonces, para z ∈ T , |Lj(z)|2 ∈ L(n−1)L(n−1)∗ = LnL(n−2)∗ , como puede fácilmente
comprobarse. Se concluye pues la demostración dado que

0 < Iω

(|Lj |2
)

=
n∑

k=1

λk|Lj(zk)|2 = λj , j = 1, . . . .n.

2

De los Teoremas 3.4.1 y 3.4.5 vemos que las fórmulas de cuadratura con nodos en T que
son exactas en LnL(n−2)∗ quedan esencialmente caracterizadas por polinomios de Laurent
de la forma

Rn(z) = αφn(z) + βφn−1(z) =
Nn(z)
zp(n)

(3.49)

y cuyo numerador podemos escribir del Lema 3.2.1 y del Teorema 1.3.3 como

Nn(z) = λn [ρn(z) + τnρ∗n(z)] , λn 6= 0 , |τn| = 1. (3.50)

Por analoǵıa con la situación polinómica ordinaria denominaremos a éstos polinomios de
Laurent para-ortogonales. Además, como tenemos en este caso que

LnL(n−2)∗ = Λ−(n−1),(n−1) ,

vemos que recuperamos de este modo las fórmulas de Szegő partiendo del contexto de los
polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad.

El siguiente resultado es una expresión alternativa para el cómputo de los pesos {λi}n
i=1

de las fórmulas de Szegő en términos de polinomios de Laurent ortonormales, (compárese
con el Teorema 3.3.6). La demostración es una consecuencia directa del Teorema 1.3.14 y
del Lema 3.2.1.

Teorema 3.4.6 Sea {χk(z)}∞k=0 la sucesión de polinomios de Laurent ortonormales en T
e In(f) =

∑n
j=1 λjf(zj) = Iω(f) para todo f ∈ LnL(n−2)∗. Entonces,

λj =
1∑n−1

k=0 |χk(zj)|2
, j = 1, . . . , n. (3.51)

2

Nota 3.4.7 Observamos que al igual que en el caso polinómico ordinario, y en contra
de lo que sucede cuando la medida tiene su soporte en el semieje real positivo, los nodos
{zj}n

j=1 en la fórmula de cuadratura no son los ceros de χn(z).
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Ejemplo 3.4.8 Consideremos la medida de Lebesgue dω(θ) ≡ dθ, de modo que los coefi-
cientes de Verblunsky vienen dados por δn = 0 para todo n ≥ 1. De la ley de recurrencia
establecida en el Teorema 3.2.4 deducimos pues que

φn(z) = z(−1)n
φn−2(z) , φ0(z) ≡ 1 , φ1(z) ≡ 1

z
.

Entonces, para todo n ≥ 0 tendremos que φ2n(z) = zn y φ2n+1(z) = 1
zn+1 , y dado que

〈φk(z), φk(z)〉ω =‖ φk(z) ‖2
ω=

∫ π

−π
dθ = 2π , k ≥ 0 ,

la sucesión ortonormal {χn(z)}∞n=0 vendrá dada por

χ2n(z) =
zn

√
2π

, χ2n+1(z) =
1√

2πzn+1
, n ≥ 0. (3.52)

Aśı, de (3.49) distinguimos los dos siguientes casos:

1. Si n es par:

Rn(z) = αφn(z) + βφn−1(z) =
αzn + β

zn/2
= 0 ⇐⇒ αzn + β = 0 , α 6= 0 ,

∣∣∣∣
β

α

∣∣∣∣ = 1.

2. Si n es impar:

Rn(z) = αφn(z) + βφn−1(z) =
βzn + α

zn+1
= 0 ⇐⇒ βzn + α = 0 , β 6= 0 ,

∣∣∣∣
α

β

∣∣∣∣ = 1.

Tal y como se hab́ıa establecido anteriormente, los nodos {zj}n
j=1 de cualquier fórmula de

Szegő con n nodos para la medida de Lebesgue son las ráıces de zn + τ = 0, con |τ | = 1 y
de (3.51), los pesos {λj}n

j=1 vendrán dados por:

λj =
1∑n−1

k=0 |χk(zj)|2
=

1
∑n−1

k=0

∣∣∣ zj√
2π

∣∣∣
2 =

2π

n
, j = 1, . . . , n

(compárese con el procedimiento de la expresión (1.77)).
Para finalizar esta sección particularizamos τn = ±1 en la relación (3.50) y nos con-

centramos, como hicimos en el caṕıtulo primero, en la computación de la fórmula de Szegő
con n nodos con respecto a la medida ω en T. Nuestro propósito ahora será establecer, en
este nuevo contexto, una conexión con el algoritmo split Levinson.

Con tal propósito recordemos brevemente, por un lado, que el algoritmo de Levinson
introducido en [83] computa, a partir de la familia de momentos trigonométricos respecto
a la medida ω, la familia de polinomios (mónicos) de Szegő, basándose en la ley de recu-
rrencia (1.40) que éstos satisfacen. Tales polinomios son lo que esencialmente necesitamos
computar para construir la deseada fórmula de cuadratura, y salvo para algunas medidas
particulares, no son en general conocidos expĺıcitamente. Por otro lado, recordemos que
si la familia de momentos trigonométricos es real, algo que es muy común y que consi-
deraremos en lo que resta de sección, se probó en [44] que el algoritmo de Levinson era
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redundante en el sentido de que emplea más operaciones de las necesarias. Con el fin de
solucionar este inconveniente se estableció el algoritmo split Levinson en sus dos versio-
nes, simétrica y antisimétrica, reduciendo aproximadamente el número de operaciones a
la mitad y en el que se computan ciertos polinomios que probamos en el Teorema 1.4.6
que eran para-ortogonales.

A continuación veremos cómo los polinomios computados por el algoritmo split Levin-
son aparecen en el contexto de la construcción de la n-ésima fórmula de cuadratura de
Szegő. Dado que estamos considerando momentos trigonométricos reales, parece natural
que consideremos polinomios (cuyos ceros nos proporcionen los nodos requeridos) que ten-
gan coeficientes reales. En otras palabras, los parámetros α y β en (3.49)-(3.50) debemos
elegirlos de manera que

Rn(z) = αφn(z) + βφn−1(z) =
Nn(z)
zp(n)

=
λn [ρn(z) + τnρ∗n(z)]

zp(n)

donde λn 6= 0, τn ∈ R y |τn| = 1.
Hagamos primero τn = 1, por lo que de (1.40) se sigue (obsérvese que de (1.45), δn ∈ R)

Nn(z) = λn(1 + δn)
[
ρ∗n−1(z) + zρn−1(z)

]
.

Tomando pues λn = 1
1+δn

tendremos

Nn(z) = ρ∗n−1(z) + zρn−1(z) = pn(z).

Del primer caṕıtulo vemos que el polinomio pn(z) es el primer polinomio predictor singular,
computado en la versión “simétrica” del algoritmo, y en el que interpretamos que en (1.40)
forzamos a que δn tome el valor 1. Recordemos el procedimiento en este caso: haciendo
pn(z) =

∑n
j=0 pn,jz

j probamos que la familia {pn(z)} satisface la ley de recurrencia a tres
términos

pn+1(z)− (1 + z)pn(z) + αnzpn−1(z) = 0 , n ≥ 1 (3.53)

con las condiciones iniciales p0(z) ≡ 2, p1(z) = 1 + z y donde αn = τn
τn−1

con τn =∑n
i=0 µipn,i para n ≥ 1 y τ0 = µ0.
En un segundo caso, haciendo τn = −1 resulta de nuevo de (1.40) que

Nn(z) = λn(δn − 1)
[
ρ∗n−1(z)− zρn−1(z)

]
,

y tomando λn = 1
δn−1 podemos escribir para n ≥ 1,

Nn(z) = ρ∗n−1(z)− zρn−1(z) = p̃n(z).

El polinomio, p̃n(z) es en este caso el segundo polinomio predictor singular, computado en
la versión “antisimétrica” del algoritmo, y en el que interpretamos que en (1.40) forzamos
a que δn tome ahora el valor -1. Recordamos también el procedimiento en este caso:
definiendo p̃0(z) ≡ 1, la familia {p̃n(z)}∞n=1 viene dada por p̃1(z) = 1 − z, p̃2(z) = 1 − z2

y para n ≥ 2 se cumple la ley de recurrencia a tres términos

p̃n+1(z)− (1 + z)p̃n(z) + α̃nzp̃n−1(z) = 0 (3.54)

donde α̃n = τ̃n
τ̃n−1

con τ̃n =
∑n

i=0 µip̃n,i y p̃n(z) =
∑n

j=0 p̃n,jz
j .



3.4. La circunferencia unidad: fórmulas de Szegő 113

Ejemplo 3.4.9 Para ilustrar las relaciones (3.53) y (3.54), consideremos la medida de
Lebesgue dω(θ) = dθ. Los momentos trigonométricos vienen dados por

µk =
∫ π

−π
e−ikθdθ = 0 , k ≥ 1 , µ0 = 2π.

De (3.53) puede probarse fácilmente que pk(0) = pk,0 = 1 para k ≥ 1 lo que implica
τk = µ0 para k ≥ 0 y por tanto αk = 1 para k ≥ 1. Entonces, (3.53) se convierte en

pn+1(z)− (1 + z)pn(z) + zpn−1(z) = 0 , n ≥ 1 (3.55)

con p0(z) ≡ 2 y p1(z) ≡ 1. Dado que (3.55) es una ecuación en diferencias finitas de
segundo orden con coeficientes constantes, escribimos

pn(z) = C1 + C2z
n , C1, C2 ∈ R.

De las condiciones iniciales deducimos que C1 = C2 = 1 por lo que obtenemos una expre-
sión expĺıcita para el polinomio pn(z):

pn(z) = zn + 1 , n ≥ 0.

Análogamente para la familia {p̃n(z)} tenemos que

p̃n+1(z)− (1 + z)p̃n(z) + zp̃n−1(z) = 0 , n ≥ 2 (3.56)

con p̃1(z) = 1− z y p̃2(z) = 1− z2. Aśı, para n ≥ 2 tenemos

p̃n(z) = 1− zn

la cual también se cumple claramente cuando n = 1.

Comentemos que al trabajar con una medida arbitraria ω no podemos resolver en ge-
neral las ecuaciones (3.55) ó (3.56) y necesitamos computar recursivamente los polinomios
{pn(z)}∞n=0 ó {p̃n(z)}∞n=0 (para los detalles en cuanto a la estabilidad del método, véase
[44]).

Para concluir esta sección y completar aśı nuestro propósito, reescribiremos las familias
{pn(z)}∞n=0 y {p̃n(z)}∞n=0 en términos de los polinomios de Laurent ortogonales mónicos
φn(z) y φn−1(z).

Teorema 3.4.10 Sea ω una medida positiva de Borel en T con momentos trigonométricos
reales y {φk(z)}∞k=0 la sucesión de polinomios de Laurent mónicos ortogonales con respecto
a la medida ω y al ordenamiento equilibrado p(n) = E

[
n+1

2

]
. Sean pn(z) y p̃n(z) el primer

y segundo polinomio predictor singular de grado n respectivamente. Entonces,

1. pn(z) = zE[n+1
2 ] [φn(z) + (1− δn)φn−1(z)]

2. p̃n(z) = zE[n+1
2 ](−1)n+1 [φn(z)− (1 + δn)φn−1(z)]
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Demostración.- Recordemos que φ2n(z) = 1
zn ρ2n(z) y φ2n+1(z) = 1

zn+1 ρ∗2n+1(z). Ahora,
para α y β números complejos, consideremos

Rn(z) = αφn(z) + βφn−1(z).

Para n = 2m se sigue que

R2m(z) =
αρ2m(z) + βρ∗2m−1(z)

zm

mientras que para n = 2m + 1,

R2m+1(z) =
αρ∗2m+1(z) + βzρ2m(z)

zm+1
.

Haciendo ahora uso de (1.40) tenemos

R2m(z) =
αzρ2m−1(z) + (αδ2m + β)ρ∗2m−1(z)

zm
.

Por tanto, tomando α = 1 y β = 1− δ2m, se sigue que

R2m(z) =
p2m(z)

zm

o equivalentemente,

p2m(z) = zmR2m(z) = zm [αφ2m(z) + βφ2m−1(z)]

= zm [φ2m(z) + (1− δ2m)φ2m−1(z)] , m ≥ 1.
(3.57)

De manera similar, para n = 2m + 1 tomando α = 1 y β = 1− δ2m+1 podemos escribir

p2m+1(z) = zm+1 [φ2m+1(z) + (1− δ2m+1)φ2m(z)] . (3.58)

Aśı, de (3.57) y (3.58) se concluye la demostración de la primera expresión. La prueba de
la segunda se deduce de manera similar.

2

3.5. Fórmula de Christoffel-Darboux y teorema de Favard

En la primera parte de esta sección daremos una expresión simple de la función núcleo
reproductor en Ln (n ≥ 0), similar a la fórmula de Christoffel-Darboux para el caso
polinómico ordinario (Teorema 1.3.9, véase también [57]), es decir, cuando p(n) = 0 para
todo n ≥ 0. De (1.7) tenemos en este caso que la función núcleo reproductor en Ln viene
dada por

Pn(z, ξ) =
n∑

k=0

χk(z)χk(ξ) , (3.59)

la cual toma su nombre dado que cumple la propiedad

L(z) = 〈L(ξ),Pn(ξ, z)〉ω ∀ L(z) ∈ Ln. (3.60)
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Teorema 3.5.1 (Christoffel-Darboux) Si {χk(z)}∞k=0 denota la familia de polinomios
de Laurent ortonormales respecto a la medida ω y al ordenamiento equilibrado inducido
por la sucesión generadora p(n) = E

[
n+1

2

]
, y z, ξ ∈ C\{0}, entonces

Pn(z, ξ) = ηn+1(−zξ)d(n)×
(
ηn+1χn(ξ) + An+1χn+1(ξ)

)
χn(z) +

(
An+1 χn(ξ)− ηn+1χn+1(ξ)

)
χn+1(z)

1− zξ
(3.61)

donde

d(n) =
(−1)n + 1

2
, An =

{
δn si n es par

δn si n es impar
, (3.62)

siendo {δn}∞n=0 la familia de coeficientes de Verblunsky asociados a la medida ω y {ηn}∞n=1

dados por (1.32).

Demostración.- Recordemos que Ln = span
{
zj : −p(n) ≤ j ≤ q(n)

}
= Λ−p(n),q(n),

siendo p(n) = E
[

n+1
2

]
, q(n) = n−p(n) = E

[
n
2

]
y la propiedad fundamental reproductora

〈R(z),Pn(z, ξ)〉ω =
∫
TR(z)Pn(z, ξ)dω(z) =

∫
TR(z)

∑n
k=0 χk(z)χk(ξ)dω(z) =

=
∫
TR(z)Pn(ξ, z)dω(z) = R(ξ) , ∀R ∈ Ln.

(3.63)
Distinguimos dos situaciones:

Caso n = 2k. Primero observamos que

Ln = Λ−k,k , Ln−1 = Λ−k,k−1 , Ln+1 = Λ−(k+1),k.

Si tomamos M(t) ∈ Ln−1 entonces (ξ − t)M(t) ∈ Λ−k,k = L2k = Ln. Haciendo
R(t) = (ξ − t)M(t) ∈ Ln entonces

∫
TR(z)Pn(ζ, z)dω(z) = R(ζ) y cuando ζ = ξ

obtenemos
∫
TR(z)Pn(ξ, z)dω(z) = R(ξ) = 0. Por tanto,

∫

T
M(z)(ξ − z)Pn(ξ, z)dω(z) = 0 ⇒

∫

T
M(z)(ξ − z)Pn(z, ξ)dω(z) = 0 ⇒

∫

T
M(z)(ξ − z)Pn(z, ξ)dω(z) = 0

y dado que z ∈ T, z = 1
z y podemos escribir

∫

T
M(z)

(
ξ − 1

z

)
Pn(z, ξ)dω(z) = 0.

Esta última expresión implica que
(
ξ − 1

z

)Pn(z, ξ) es ortogonal a Ln−1, es decir,

〈M(z),
(

ξ − 1
z

)
Pn(z, ξ)〉ω = 0 , ∀M ∈ Ln−1. (3.64)
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Ahora bien, ξPn(z, ξ) ∈ Λ−k,k = Ln ⊂ Ln+1 y 1
zPn(z, ξ) ∈ Λ−(k+1),k−1 ⊂ Ln+1, por

lo que
(
ξ − 1

z

)Pn(z, ξ) ∈ Ln+1 y

(
ξ − 1

z

)
Pn(z, ξ) =

n+1∑

k=0

ak(ξ)χk(z).

De (3.64) se cumple ak(ξ) ≡ 0 para todo 0 ≤ k ≤ n− 1, por lo que
(

ξ − 1
z

)
Pn(z, ξ) = an(ξ)χn(z) + an+1(ξ)χn+1(z) ⇒

zξ − 1
z

n∑

k=0

χk(z)χk(ξ) = an(ξ)χn(z) + an+1(ξ)χn+1(z) ,

o equivalentemente, (haciendo an+1(ξ) = bn(ξ)),

Pn(z, ξ)(1− zξ) = (1− zξ)
n∑

k=0

χk(z)χk(ξ) = −z (an(ξ)χn(z) + bn(ξ)χn+1(z)) .

(3.65)
En este caso se cumple que

χn−1(z) =
ϕ∗n−1(z)

zk = κ2k−1δ2k−1z2k−1+···+κ2k−1

zk ∈ Λ−k,k−1,

χn(z) = ϕn(z)
zk = κ2kz2k+···+κ2kδ2k

zk ∈ Λ−k,k,

χn+1(z) =
ϕ∗n+1(z)

zk+1 = κ2k+1δ2k+1z2k+1+···+κ2k+1

zk+1 ∈ Λ−(k+1),k.

(3.66)

Si comparamos los coeficientes de los monomios zk+1 y z−k en ambos lados de (3.65)
obtenemos las relaciones

κnξχn(ξ) = κnan(ξ) + κn+1δn+1bn(ξ),

κn−1χn−1(ξ) + κnδnχn(ξ) = −κn+1bn(ξ),

respectivamente. Estas expresiones implican de (1.38):

bn(ξ) = −ηn+1

(
ηnχn−1(ξ) + δnχn(ξ)

)
, (3.67)

an(ξ) = ξχn(ξ)− δn+1

ηn+1
bn(ξ). (3.68)

Ahora, de (3.21) y (3.67) deducimos una expresión para b2k(ξ) en términos de χ2k(ξ)
y χ2k+1(ξ):

b2k(ξ) = η2k+1ξ̄
(
δ2k+1χ2k(ξ)− η2k+1χ2k+1(ξ)

)
(3.69)

De (3.68) se cumple pues que

a2k(ξ) = η2k+1ξ̄
(
δ2k+1χ2k+1(ξ) + η2k+1χ2k(ξ)

)
. (3.70)
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Si combinamos (3.65),(3.69), y (3.70) deducimos entonces la fórmula de Christoffel-
Darboux para el caso par, obteniendo

Pn(z, ξ)(1− zξ̄) = ηn+1(−zξ)×
[(

ηn+1χn(ξ) + δn+1 · χn+1(ξ)
)

χn(z) +
(
δn+1χn(ξ)− ηn+1χn+1(ξ)

)
χn+1(z)

]
.

(3.71)

Caso n = 2k + 1: Procediendo de manera análoga al caso par podemos escribir

Pn(z, ξ)(1− zξ) = (1− zξ)
n∑

k=0

χk(z)χk(ξ) = ξ (an(ξ)χn(z) + bn(ξ)χn+1(z)) (3.72)

donde
an(ξ) = ηn+1

1
ξ

(
ηn+1χn(ξ) + δn+1χn+1(ξ)

)
(3.73)

y

bn(ξ) = ηn+1
1
ξ

(
δn+1 · χn(ξ)− ηn+1χn+1(ξ)

)
. (3.74)

Aśı, de (3.72), (3.73) y (3.74) deducimos también la fórmula para el caso impar,
obteniendo,

Pn(z, ξ)(1−zξ̄) =

ηn+1

[(
ηn+1χn(ξ) + δn+1χn+1(ξ)

)
χn(z) +

(
δn+1 · χn(ξ)− ηn+1χn+1(ξ)

)
χn+1(z)

]
.

(3.75)
La prueba queda completa expresando ambas relaciones (3.71) y (3.75) según (3.61)-
(3.62).

2

Para ilustrar la fórmula anterior consideraremos medidas positivas de Borel absoluta-
mente continuas particulares, escribiendo dω(θ) = ω̃(θ)dθ siendo ω̃(θ) ≥ 0 una función
peso en [−π, π].

Ejemplo 3.5.2 (medida de Lebesgue) Consideremos la función peso normalizada ω̃(θ)
≡ 1

2π . Como ya sabemos del Ejemplo 3.4.8, δ0 = 1 y δk = 0 para todo k ≥ 1, resultando
δn+1 = 0 y ηn+1 = 1 para todo n ≥ 0. Por tanto,

Pn(z, ξ) =
n∑

k=0

χk(z)χk(ξ) = (−zξ)d(n) χn(ξ)χn(z)− χn+1(ξ)χn+1(z)
1− zξ

. (3.76)

Para esta función peso particular también podemos escribir de (3.52)

χn(z) = z(−1)np(n) , n ≥ 0

y por tanto, obtenemos de (3.59) ó de (3.76) la siguiente expresión para la función núcleo
reproductor:

Pn(z, ξ) =
(zξ̄)d(n)−p(n+1) − (zξ̄)d(n)+q(n+1)

1− zξ̄
, n ≥ 0,
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o lo que es lo mismo,

P2k(z, ξ) =
1− (zξ̄)2k+1

(1− zξ̄)(zξ̄)k
, P2k+1(z, ξ) =

1− (zξ̄)2k+2

(1− zξ̄)(zξ̄)k+1
, k ≥ 0.

Ejemplo 3.5.3 (Modificación racional de la medida de Lebesgue) Consideremos la
función peso normalizada

ω̃(θ) =
1

2π |h(eiθ)|2

donde h(z) es un polinomio de grado s sin ceros en T (si s = 0 entonces h(z) ≡ 1 y
recuperamos la función peso asociada a la medida de Lebesgue del Ejemplo 3.5.2). Sabemos
de (1.58) que el correspondiente n-ésimo polinomio ortonormal de Szegő viene dado por
ϕn(z) = zn−sh(z) para todo n ≥ s (recordemos que para obtener la familia completa de
polinomios ortonormales se computaŕıan éstos para n < s recursivamente de la relación
(1.41)). Dado que se cumple en este caso que ηn+1 = 1 y An+1 = 0 para todo n ≥ s, la
función núcleo reproductor vendrá dada también por (3.76) para n ≥ s. De (3.9) y (3.10)
se cumple χ2k(z) = zk−sh(z) para 2k ≥ s y χ2k+1(z) = z−(k+1)h∗(z) para 2k + 1 ≥ s.
Distinguimos pues:

Si n = 2k ≥ s:

(1− zξ̄)P2k(z, ξ) = (−zξ̄)
[
(zξ̄)k−sh(z)h(ξ)− (zξ̄)−(k+1)h∗(z)h∗(ξ)

]

= (zξ̄)−kh∗(z)h∗(ξ)− (zξ̄)k+1−sh(z)h(ξ).

(3.77)

Si n = 2k + 1 ≥ s:

(1− zξ̄)P2k+1(z, ξ) = (zξ̄)−(k+1)h∗(z)h∗(ξ)− (zξ̄)k+1−sh(z)h(ξ). (3.78)

De (3.77) y (3.78) escribimos finalmente

Pn(z, ξ) =
(zξ̄)−p(n)h∗(z)h∗(ξ)− (zξ̄)p(n+1)−sh(z)h(ξ)

1− zξ̄
, n ≥ s. (3.79)

Cuando tomamos s = 1 y haciendo h(z) = z−r√
1−r2

con 0 < r < 1 aparece la función peso
asociada con el núcleo de Poisson dada por (1.59). La familia de polinomios ortonormales
de Szegő vienen dados por (1.60), por lo que de (3.9) y (3.10) resulta

χ2k(z) =
zn−k − rzn−k−1

√
1− r2

(k ≥ 1) , χ2k+1(z) =
z−(k+1) − rz−k

√
1− r2

(k ≥ 0).

Aśı, de (3.76) (ó de (3.79)) se cumple P0(z, ξ) ≡ 1 y

Pn(z, ξ) =
(zξ̄)p(n)L(r)− (zξ̄)−p(n)L∗(r)

(1− r2)(1− zξ̄)
, n ≥ 1

siendo L(r) = −r2 + r(z + ξ̄)− (zξ̄) (z y ξ parámetros).
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Establecemos a continuación un resultado rećıproco del Teorema 3.5.1

Teorema 3.5.4 Sea {χk(z)}∞k=0 la familia de polinomios de Laurent inducida por el or-
denamiento p(n) = E

[
n+1

2

]
, es decir, para n ≥ 1, χn ∈ Ln\Ln−1 con Ln = span{zj :

−p(n) ≤ j ≤ q(n)}, q(n) = n − p(n) y verificando las relaciones (3.59) y (3.61) donde,
para todo n ≥ 1, {δn}∞n=0 es una sucesión compleja tal que |δn| < 1, {d(n)}∞n=0 y {An}∞n=0

las sucesiones numéricas dadas en (3.62) y {ηn}∞n=1 la sucesión real dada por (1.32).
Entonces, la familia {χk(z)}∞k=0 satisface la ley de recurrencia a tres términos (3.18).

Demostración.- De la relación χn+1(z)χn+1(ξ) = Pn+1(z, ξ)−Pn(z, ξ) se sigue que

(1− zξ̄)χn+1(z)χn+1(ξ) = ηn+2(−zξ)d(n+1)
[(

ηn+2χn+1(ξ) + An+2χn+2(ξ)
)

χn+1(z)

+
(
An+2 χn+1(ξ)− ηn+2χn+2(ξ)

)
χn+2(z)

]

−ηn+1(−zξ̄)d(n)
[(

ηn+1χn(ξ) + An+1χn+1(ξ)
)

χn(z)

+
(
An+1 χn(ξ)− ηn+1χn+1(ξ)

)
χn+1(z)

]
,

esto es,

(1− zξ̄)χn+1(z)χn+1(ξ) = ηn+2(−zξ̄)d(n+1)
(
An+2 χn+1(ξ)− ηn+2χn+2(ξ)

)
χn+2(z)

+
[
ηn+2(−zξ)d(n+1)

(
ηn+2χn+1(ξ) + An+2χn+2(ξ)

)

− ηn+1(−zξ̄)d(n)
(
An+1 χn(ξ)− ηn+1χn+1(ξ)

)]
χn+1(z)

−ηn+1(−zξ̄)d(n)
(
ηn+1χn(ξ) + An+1χn+1(ξ)

)
χn(z).

(3.80)
Asumamos primero que n es impar, digamos n = 2k + 1. Si comparamos los coeficientes
del monomio z−k en ambos lados de la ecuación (3.80) y de (3.62) se cumple que

κ2kδ2kχ2k(ξ) = −η2k+1κ2k+1ξ̄
(
δ2k+1χ2k(ξ)− η2k+1χ2k+1(ξ)

)
− η2kκ2kδ2k×(

δ2k χ2k−1(ξ)− η2kχ2k(ξ)
)
− η2kκ2k−1

(
η2kχχ2k−1(ξ) + δ2kχ2k(ξ)

)
.

Cambiando la variable ξ por z, dividiendo en ambos lados por κ2k+1 6= 0 y de (1.38) se
deduce que

η2k+1δ2kχ2k(z) = −η2k+1δ2k+1zχ2k(z) + η2
2k+1zχ2k+1(z)− η2k+1η2k|δ2k|2χ2k−1(z)

+η2
2kη2k+1δ2kχ2k(z)− η3

2kη2k+1χ2k−1(z)− η2
2kη2k+1δ2kχ2k(z).

De la definición (1.32) y dividiendo por η2k+1 6= 0 se cumple ahora que

−δ2k+1zχ2k(z) + η2k+1zχ2k+1(z)− η2kχ2k−1(z)− δ2kχ2k(z) = 0

y finalmente, conjugando esta expresión deducimos (3.21). Tratando de manera similar el
caso n = 2k se obtiene

δ2k+2 χ2k+1(z)− η2k+2χ2k+2(z) + η2k+1zχ2k(z) + δ2k+1 zχ2k+1(z) = 0.

Aśı, conjugando de nuevo esta última expresión se obtiene (3.20).

2
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En la segunda parte de esta sección probamos un teorema de Favard para la sucesión
de polinomios de Laurent mónicos {φn(z)}∞n=0 usando una técnica similar a la introducida
por Chihara en [31]. Para una demostración del resultado en el caso polinómico ordinario
véase por ejemplo [71] y también [50], donde se aplican unos enfoques alternativos más
simples (véanse también los trabajos [2] y [57]). Veremos además en el próximo caṕıtulo
una demostración generalizada de este resultado al considerar una sucesión generadora
p(n) fija pero arbitraria (Teorema 4.2.7).

Comenzamos recordando brevemente el concepto de ortogonalidad con respecto a un
funcional lineal Hermitiano. Sea {µn}∞n=−∞ una sucesión compleja verificando µn = µ−n

para todo n ≥ 0 (Hermitiana) y denotemos por µ el funcional lineal definido en Λ por

µ




q∑

j=p

αjz
j


 :=

q∑

j=p

αjµ−j , αj ∈ C −∞ < p ≤ q < +∞.

En términos de µ definimos el funcional bilineal 〈·, ·〉µ en Λ× Λ por

〈L,M〉µ := µ
(
L(z)M(1/z)

)
, L, M ∈ Λ. (3.81)

Diremos que el funcional µ es cuasi-definido (véase por ejemplo [71]), śı y sólo śı, las sub-
matrices principales de la matriz de momentos de Toeplitz infinita asociada a la sucesión
{µn}∞−∞ son no singulares y definido positivo si los determinantes de tales matrices son
positivos. El carácter cuasi definido es una condición necesaria y suficiente para la existen-
cia de una familia de polinomios de Laurent ortogonales con respecto al funcional lineal
(3.81) en el sentido de que existe una sucesión {Rn(z)}∞n=0 de polinomios de Laurent que
verifica Rn(z) ∈ Ln\Ln−1 para todo n ≥ 1 y 〈Rn(z), Rm(z)〉µ = κnδn,m con κn 6= 0. Por
otro lado, si el funcional lineal µ es definido positivo, entonces el funcional lineal asociado
(3.81) es un producto interior en Λ×Λ y se cumple 〈Rn(z), Rm(z)〉µ = κnδn,m con κn > 0
para todo n ≥ 0. Cuando κn = 1 para todo n ≥ 0 diremos que la familia {Rn(z)}∞n=0 es
“ortonormal”.

Teorema 3.5.5 (Favard) Sea {φn(z)}∞n=0 una sucesión de polinomios de Laurent defi-
nida por la ley de recurrencia

φ2n(z) = (δ2n + δ2n−1z) φ2n−1(z) + λ2n−1zφ2n−2(z) , n ≥ 1 (3.82)

φ2n+1(z) =
(

δ2n+1 +
δ2n

z

)
φ2n(z) +

λ2n

z
φ2n−1(z) , n ≥ 1 (3.83)

con las condiciones iniciales

φ0(z) ≡ 1 , φ1(z) = δ1 +
1
z

(3.84)

donde {δn}∞n=0 es una sucesión de números complejos (|δn| 6= 1 para todo n ≥ 1) y λn =
1 − |δn|2. Entonces, fijado µ0 ∈ R\{0}, existe un único funcional lineal cuasi definido µ
tal que µ(1) = µ0 y donde {φn(z)}∞n=0 es la sucesión de polinomios de Laurent mónicos
ortogonales con respecto a µ y el orden inducido en Λ por la sucesión generadora p(n) =
E

[
n+1

2

]
(q(n) = n− p(n) = E

[
n
2

]
). Además, si tomamos µ0 > 0, entonces µ es definido

positivo, śı y sólo śı, |δn| < 1 para todo n ≥ 1.
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Demostración.- Comenzamos construyendo una sucesión {µn}∞n=−∞ de números com-
plejos verificando µm = µ−m para todo m ≥ 0 de manera que el funcional lineal µ(n)

definido en Λ−p(n),q(n) para n ≥ 1 por

µ(n)




q(n)∑

k=−p(n)

ckz
k


 :=

q(n)∑

k=−p(n)

ckµ−k , ck ∈ C , ∀ k = −p(n), . . . , q(n) (3.85)

cumpla
µ(n) (φk(z)) = 0 , ∀ k = 1, 2, . . . , n. (3.86)

Tomemos µ0 ∈ R\{0} fijo y procedamos por inducción. Dado que µ0 = µ0, µ(0) definido
por (3.85) satisface trivialmente (3.86). Es también fácil comprobar de (3.82) y de (3.84)
que haciendo µ1 = −δ1µ0 y µ−1 = µ1 se cumple (3.86) para n = 1. Supongamos ahora
que para algún n > 1 hemos determinado

µ−p(n), . . . , µ0, . . . , µp(n) , si n es par

ó
µ1−p(n), . . . , µ0, . . . , µp(n) , si n es impar

de manera que µ(n) definido en Λ−p(n),q(n) verifique (3.86). Aśı,

Si n es par:

1
zp(n+1)

=
(

1
zp(n+1)

− φn+1(z)
)

+ φn+1(z) = φn+1(z) +
n∑

k=0

a
(n)
k φk(z)

con a
(n)
k determinado únicamente para k = 0, 1, . . . , n. Tomando µp(n+1) = a

(n)
0 µ0

entonces

µ(n+1) (φn+1(z)) = µ(n+1)

(
1

zp(n+1)
−

n∑

k=0

a
(n)
k φk(z)

)
= µp(n+1) − a

(n)
0 µ0 = 0.

Similarmente, si n es impar:

zp(n) =
(
zp(n) − φn+1(z)

)
+ φn+1(z) = φn+1(z) +

n∑

k=0

b
(n)
k φk(z)

con b
(n)
k únicamente determinado para k = 0, 1, . . . , n. Tomando ahora µ−p(n) =

b
(n)
0 µ0 entonces

µ(n+1) (φn+1(z)) = µ(n+1)

(
zp(n) −

n∑

k=0

b
(n)
k φk(z)

)
= µ−p(n) − b

(n)
0 µ0 = 0.
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En ambas situaciones, dado que µ(n+1) es una extensión de µ(n) tenemos para k =
1, 2, . . . , n también que µ(n+1) (φk(z)) = 0. El funcional lineal µ definido por

µ

(
q∑

m=p

cmzm

)
:=

q∑
m=p

cmµ−m , cm ∈ C , −∞ < p ≤ q < +∞ (3.87)

es pues una extensión de µ(n) para todo n ≥ 0 de manera que µ (φk(z)) = 0 para todo
k ≥ 1. Si definimos el funcional 〈·, ·〉µ por

〈X(z), Y (z)〉µ := µ

(
X(z) · Y

(
1
z

))
∀ X, Y ∈ Λ , (3.88)

entonces faltaŕıa comprobar para n ≥ 1 las condiciones de ortogonalidad,

〈φ2n(z), zm〉µ = 0 , −n ≤ m ≤ n− 1 , (3.89)

〈φ2n(z), zn〉µ 6= 0 , (3.90)

〈φ2n+1(z), zm〉µ = 0 , −n ≤ m ≤ n , (3.91)

〈φ2n+1(z),
1

zn+1
〉µ 6= 0. (3.92)

La condición µk = µ−k para todo k ≥ 0 (equivalente a probar que se cumple a
(k)
0 = b

(k+1)
0 )

se cumple dado que µk = µ
(

1
zk

)
= 〈 1

zk , 1〉µ = 〈1, zk〉µ = µ−k. Las relaciones (3.89) y
(3.91) son válidas cuando m = 0 dado que 〈φk(z), 1〉µ = µ (φk(z)) = 0 para k ≥ 1 y
〈φ0(z), 1〉µ = 〈1, 1〉µ = µ(1) = µ0 ∈ R\{0}. Para comprobar (3.89) y (3.91) separamos en
dos casos:

Caso 1:
〈φ2n(z), zq〉µ = 0 q = 0, 1, . . . , n− 1

〈φ2n+1(z), zq〉µ = 0 q = 0, 1, . . . , n

Caso 2:
〈φ2n(z), 1

zq 〉µ = 0 q = 0, 1, . . . , n

〈φ2n+1(z), 1
zq 〉µ = 0 q = 0, 1, . . . , n

Probaremos sólo el primer caso dado que la prueba para el segundo es similar. En efecto,
para r ≥ 0 definimos las siguientes propiedades

〈φ2n+1(z), zq〉µ = 0 , 0 ≤ q ≤ r , n = r, r + 1, r + 2, . . . (Ir)

〈φ2n(z), zq〉µ = 0 , 0 ≤ q ≤ r − 1 , n = r, r + 1, r + 2, . . . (Jr)

y probaremos por inducción que ambas son válidas para todo r. Cuando r = 0, (I0) es
válida y (J0) es vaćıa, por lo que ambas se cumplen. Asumamos que (Ir) y (Jr) son válidas
para algún r > 0. Para (Jr+1) también debemos comprobar que

〈φ2n(z), zq〉µ = 0 , 0 ≤ q ≤ r , n = r + 1, r + 2, . . .
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esto es,
〈φ2n(z), zr〉µ = 0 , n = r + 1, r + 2, . . . .

De (3.82) deducimos

〈φ2n(z), zr〉µ = δ2n〈φ2n−1(z), zr〉µ + δ2n−1〈φ2n−1(z), zr−1〉µ + λ2n−1〈φ2n−2(z), zr−1〉µ = 0

dado que 〈φ2n−1(z), zr〉µ = 〈φ2n−1(z), zr−1〉µ = 0 de (Ir) y 〈φ2n−2(z), zr−1〉µ = 0 de (Jr).
Para (Ir+1) debemos comprobar que

〈φ2n+1(z), zq〉µ = 0 , 0 ≤ q ≤ r + 1 , n = r + 1, r + 2, . . .

esto es,
〈φ2n+1(z), zr+1〉µ = 0 , n = r + 1, r + 2, . . . .

De (3.83) tenemos que

φ2n+1(z) =
1

λ2n+2

[
zφ2n+3(z)− (

zδ2n+3 + δ2n+2

)
φ2n+2(z)

]
.

Aśı,

〈φ2n+1(z), zr+1〉µ

= 1
λ2n+2

[〈φ2n+3(z), zr〉µ − δ2n+3〈φ2n+2(z), zr〉µ − δ2n+2〈φ2n+2(z), zr+1〉µ
]

= −δ2n+2

λ2n+2
〈φ2n+2(z), zr+1〉µ

dado que 〈φ2n+3(z), zr〉µ = 0 de (Ir) y 〈φ2n+2(z), zr〉µ = 0 de (Jr+1). Entonces, de (3.82),

〈φ2n+1(z), zr+1〉µ

= −δ2n+2

λ2n+2

[
δ2n+2〈φ2n+1(z), zr+1〉µ + δ2n+1〈φ2n+1(z), zr〉µ + λ2n+1〈φ2n(z), zr〉µ

]

= −|δ2n+2|2
λ2n+2

〈φ2n+1(z), zr+1〉µ
dado que 〈φ2n+1(z), zr〉µ = 0 de (Ir) y 〈φ2n(z), zr〉µ = 0 de (Jr+1). Concluimos pues que

〈φ2n+1(z), zr+1〉µ =
−|δ2n+2|2

λ2n+2
〈φ2n+1(z), zr+1〉µ

y dado que −|δ2n+2|2
λ2n+2

= −|δ2n+2|2
1−|δ2n+2|2 6= 1 debe verificarse 〈φ2n+1(z), zr+1〉µ = 0. Una vez que

(3.89) y (3.91) han sido probadas resta comprobar las relaciones de ortogonalidad (3.90)
y (3.92). De hecho, de (3.82) deducimos

〈φ2n(z), zn〉µ = δ2n〈φ2n−1(z), zn〉µ + λ2n−1〈φ2n−2(z), zn−1〉µ (3.93)

dado que 〈φ2n−1(z), zn−1〉µ = 0. De (3.83) también tenemos

φ2n−1(z) =
1

λ2n

[
zφ2n+1(z)− (

zδ2n+1 + δ2n

)
φ2n(z)

]
,
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por lo que

〈φ2n−1(z), zn〉µ = 1
λ2n

[〈φ2n+1(z), zn−1〉µ − δ2n+1〈φ2n(z), zn−1〉µ − δ2n〈φ2n(z), zn〉µ
]

= − δ2n
λ2n
〈φ2n(z), zn〉µ

dado que 〈φ2n+1(z), zn−1〉µ = 〈φ2n(z), zn−1〉µ = 0. Ahora, de (3.93)

〈φ2n(z), zn〉µ = −|δ2n|2
λ2n

〈φ2n(z), zn〉µ + λ2n−1〈φ2n−2(z), zn−1〉µ

lo cual implica
(

1 +
|δ2n|2
λ2n

)
〈φ2n(z), zn〉µ = λ2n−1〈φ2n−2(z), zn−1〉µ

y aśı
〈φ2n(z), zn〉µ = λ2nλ2n−1〈φ2n−2(z), zn−1〉µ.

Continuando de esta manera obtenemos

〈φ2n(z), zn〉µ =

(
2n∏

k=1

λk

)
µ0 =

2n∏

k=1

(
1− |δk|2

)
µ0 6= 0

cumpliéndose (3.90). Podemos proceder de manera similar para comprobar

〈φ2n+1(z),
1

zn+1
〉µ =

(
2n+1∏

k=1

λk

)
µ0 =

2n+1∏

k=1

(
1− |δk|2

)
µ0 6= 0.

Resumiendo, podemos escribir

〈φn(z), φn(z)〉µ =
n∏

k=1

(
1− |δk|2

)
µ0 6= 0 , n = 0, 1, 2, . . . (3.94)

y dado que {φk(z)}∞k=0 es una base de Λ, vemos que µ es cuasi definido. Para la demostra-
ción de la unicidad, asumamos que existe otro funcional lineal µ̃ tal que {φn(z)}∞n=0 dado
por (3.82) y (3.83) representa la sucesión mónica de polinomios de Laurent ortogonales
con respecto a este funcional y que µ̃(1) = µ0. Debemos verificar que µ = µ̃, es decir,
µ(R) = µ̃(R) para todo R ∈ Λ. Ahora bien, dado que {φn(z)}∞n=0 es una base de Λ, y
debido a la ortogonalidad, para k ≥ 1 tenemos

µ (φk(z)) = 〈φk(z), 1〉µ = 0 = 〈φk(z), 1〉µ̃ = µ̃ (φk(z)) .

Por otro lado, µ(1) = µ0 = µ̃(1) y se sigue la unicidad. Finalmente, el carácter definido
positivo se sigue directamente de (3.94).

2

Nota 3.5.6 Del Lema 3.2.1 junto a (3.8) y (1.39) vemos claramente que el funcional µ
es positvo definido, śı y sólo śı, ∆n > 0 para todo n ≥ 0.
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De la combinación de los Teoremas 3.5.4 y 3.5.5 deducimos ahora el siguiente

Corolario 3.5.7 Denotemos por {χk(z)}∞k=0 a la familia de polinomios de Laurent con
respecto al ordenamiento equilibrado p(n) = E

[
n+1

2

]
, verificando las relaciones (3.59) y

(3.61) donde, para todo n ≥ 0, {δn}∞n=0 es una sucesión de numeros complejos tal que
|δn| < 1 para todo n ≥ 1, siendo {d(n)}∞n=0 y {An}∞n=0 las sucesiones dadas por (3.62)
y {ηn}∞n=1 la sucesión real dada por (1.32). Entonces, existe una única medida positiva µ
tal que {χn(z)}∞n=0 es la correspondiente sucesión de polinomios de Laurent ortonormales
con respecto a µ.

2

Nota 3.5.8 Debemos observar finalmente que si procedemos como en el Teorema 3.5.5,
de las leyes de recurrencia (3.22) y (3.23) también podemos deducir un teorema de Favard
para la familia de polinomios de Laurent ortogonales mónicos {φ̃n(z)}∞n=0 con el que apa-
recerá un nuevo funcional lineal cuasi-definido µ̃. Asumiendo que µ(1) = µ̃(1) = µ0 6= 0 y
dado que se cumple

µ̃ (φn(z)) = µ̃
(
φ̃n∗(z)

)
= µ̃

(
1 · φ̃n (1/z̄)

)
= 〈1, φ̃n(z)〉µ̃ = 0 = µ (φn(z)) , n = 1, 2, 3, . . . ,

se sigue que µ̃ = µ. Recordemos que ambas familias {φn(z)}∞n=0 y {φ̃n(z)}∞n=0 son bases
de Λ.

Comentamos finalmente que los dos temas analizados en esta sección han sido consi-
derados previamente en el contexto de la funciones racionales ortogonales con polos en E
(véanse los caṕıtulos 3 y 8 de [18]).

3.6. Ejemplos numéricos

Con el fin de poner en práctica numéricamente los resultados analizados en este caṕıtu-
lo, supongamos que deseamos evaluar integrales de la forma:

∫ 1

−1

f(x)
(x + λ)r

σ̃(x) dx , r = 1, 2, 3, . . . (3.95)

donde f(x) es una función cont́ınua en [−1, 1], σ̃(x) ≥ 0 una función peso en este intervalo
y λ ∈ R tal que |λ| > 1. A tal fin proponemos dos métodos:

Método 1 Consideremos a y b dos números cualesquiera reales positivos tales que

b

a
=
|λ|+ 1
|λ| − 1

y efectuemos el cambio de variable x = h(t) = |λ|
λ

(
2t−b−a

b−a

)
. Entonces:

∫ 1

−1

f(x)
(x + λ)r

σ̃(x) dx =
(

b− a

2

)r ( |λ|
λ

)r ∫ b

a
g(t)

µ(t)
tr

dt (3.96)

donde g(t) = f(h(t)) y µ(t) = σ̃(h(t)). La integral del lado derecho de la fórmula (3.96)
podemos aproximarla ahora por una fórmula de cuadratura de Gauss-Laurent.
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Método 2 Sea z = eiθ , x = 1
2(z + z−1) = cosθ y definamos la función peso simétrica

ω̃(θ) en [−π, π] por

ω̃(θ) =
2r|α|rσ̃(cosθ)|sinθ|

|z − α|r , (3.97)

siendo la ráız de la ecuación z2 + 2λz + 1 = 0 con |α| < 1, es decir,

α =
{ −λ +

√
λ2 − 1 if λ > 0,

−λ−√λ2 − 1 if λ < 0.

Entonces, ∫ 1

−1

f(x)
(x + λ)r

σ̃(x)dx =
∫ π

−π
g(eiθ)ω̃(θ) dθ (3.98)

con

g(eiθ) =
1
2
f

(
eiθ + e−iθ

2

)
.

La integral del lado derecho de la fórmula (3.98) podemos aproximarla, en este caso, por
una fórmula de Szegő con n nodos.

Para los experimentos numéricos elegimos dos funciones peso particulares:
Caso 1: σ̃(x) = 1√

1−x2
, función peso de Chebyshev de primera especie (x ∈ (−1, 1)).

La función peso µ(t) = σ̃(h(t)) es la función peso fuerte de Chebyshev de primera especie
en (a, b) dada por

µ(t) =
1√

b− t
√

t− a
, 0 < a < b < +∞.

Para esta situación particular se conocen expresiones expĺıcitas tanto para los correspon-
dientes nodos como para los pesos (véase [96]):

xn+1−m = (β + ανm) +
√

(β + ανm)2 − β2 , xm =
β2

xn+1−m

donde m = 1, 2, . . . , p(n) = E
[

n+1
2

]
,

α =
(
√

b−√a)2

4
, β =

√
ab , νm = 1 + cos

(
2m− 1

n
π

)

y

Ak =
2π

n

xk

xk + β
, k = 1, 2, . . . , n , n ≥ 1.

Por otro lado, la función peso ω̃(θ) en [−π, π] definida en (3.97) es una modificación
racional de la medida de Lebesgue, digamos

ω̃(θ) =
2r|α|r
|z − α|r , z = eiθ.

Escogiendo los valores particulares λ = 1,1, 1,01, r = 1, 2, la función suave f(x) = ex y
n = 10 (número de nodos) fijo, estimaremos las siguientes cuatro integrales cuyos valores
exactos podemos computar con software MATHEMATICA:

I1 =
∫ 1

−1

ex

√
1− x2|x + 1,1|dx = 4,398898203 . . .
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I2 =
∫ 1

−1

ex

√
1− x2|x + 1,01|dx = 10,26398779 . . .

I3 =
∫ 1

−1

ex

√
1− x2|x + 1,1|2 dx = 15,06117492 . . .

I4 =
∫ 1

−1

ex

√
1− x2|x + 1,01|2 dx = 414,4873459 . . .

Para la función peso de Chebyshev de primera especie σ̃(x), los nodos y pesos de la fórmula
de cuadratura Gaussiana tienen expresiones expĺıcitas (véase [79, págs. 114-115]). Debido
a la presencia de una singularidad próxima al intervalo de integración, esperamos obtener
pobres resultados al aplicar tal fórmula, quedando de manifiesto en las siguientes tablas:

r = 1 Estimación Valor exacto

λ = 1,01 9,36117219... 10,2639877...

λ = 1,1 4,39825773... 4,39889820...

r = 2 Estimación Valor exacto

λ = 1,01 247,983129... 414,487345...

λ = 1,1 15,0292310... 15,0611749...

Tabla 1 Tabla 2

Con el fin de mejorar la lenta convergencia en este caso computamos los dos métodos
mencionados anteriormente:

Resultados para el Método 1
Eligiendo a = 1 implica b = 21 cuando λ = 1,1 y b = 201 cuando λ = 1,01.
Los nodos y pesos obtenidos son:

λ = 1,1 n = 10

Nodos Pesos

1,015968076
1,153792215
1,490163636
2,180737182
3,529658620
5,949583872
9,629771149
14,09241206
18,20085084
20,66994082

0,1140210017
0,1263777081
0,1541804078
0,2025926653
0,2733833654
0,3549351653
0,4257258654
0,4741381229
0,5019408226
0,5142975291

λ = 1,01 n = 10

Nodos Pesos

196,7288912
164,9922240
113,4050389
60,84072229
24,34950355
8,254788423
3,303708313
1,772408016
1,218239230
1,021710633

0,5860819973
0,5786005592
0,5584974065
0,5095745959
0,3971049908
0,2312135400
0,1187439348
0,0698211241
0,0497179710
0,0422365330

Tabla 3 Tabla 4

Las aproximaciones de las cuatro integrales anteriores son por tanto:

r = 1 Estimación Valor exacto

λ = 1,01 10,26398781.. 10,26398779..

λ = 1,1 4,398898202.. 4,398898203..

r = 2 Estimación Valor exacto

λ = 1,01 414,487344.. 414,4873459..

λ = 1,1 15,06117499.. 15,06117492..

Tabla 5 Tabla 6
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Resultados para el Método 2
Expresiones de los momentos trigonométricos para r = 1, 2 son

µk =
∫ π

−π
e−ikθσ̃(θ)dθ =





4π|α|
1−α2 αk si r = 1

8παk+2

(1−α2)3
(k(1− α2) + 1 + α2) si r = 2

Usando el algoritmo split Levinson computado en lenguaje FORTRAN con doble precisión
obtenemos los nodos y pesos:

r = 1, λ = 1,1 n = 10

Nodos Pesos

0,5231956081± 0,8522126235i
−0,9718655888± 0,2355361486i
−0,6941445801± 0,7198356076i

0,9425118124± 0,3341728347i
−0,1205684668± 0,992705014i

0,4170158485
3,8990461817
1,5283999088
0,3334871136
0,6775681574

Tabla 7

r = 1, λ = 1,01 n = 10

Nodos Pesos

0,5077320439± 0,8615150443i
−0,1556028488± 0,9878196968i

0,9406267445± 0,3394426719i
−0,7396737275± 0,672965658i
−0,9871949772± 0,1595182654i

0,4552583228
0,8023120227
0,3550340683
2,4403459272
18,1061357088

Tabla 8

r = 2, λ = 1,1 n = 10

Nodos Pesos

−0,7826063935± 0,6225168535i
−0,2523182279± 0,9676443106i

0,9315406380± 0,3636372365i
0,4439464841± 0,8960533016i

−0,9823049310± 0,1872886076i

5,7286222677
0,9628770791
0,1801413420
0,3067180364
28,7314933198

Tabla 9
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r = 2, λ = 1,01 n = 10

Nodos Pesos

0,9264937183± 0,376310231i
−0,8669062623± 0,4984711951i

0,4037996706± 0,9148474332i
−0,3361546099± 0,9418068158i
−0,9954580194± 0,0952015315i

0,2056746266
30,7425691490
0,3833193864
1,6432603190

1080,4916890184

Tabla 10

Las aproximaciones de las cuatro integrales anteriores son

r = 1 Estimación Valor exacto

λ = 1,01 10,26398785.. 10,26398779..

λ = 1,1 4,398898196.. 4,398898203..

r = 2 Estimación Valor exacto

λ = 1,01 414,4873471.. 414,4873459..

λ = 1,1 15,06117499.. 15,06117492..

Tabla 11 Tabla 12

De las tablas 5-6 y 11-12 observamos que ambos métodos nos proporcionan resultados
numéricos similares, mejorando claramente en ambos casos los resultados obtenidos por
las fórmulas Gaussianas.

Caso 2: σ̃(x) =
√

1− x2, función peso de Chebyshev de segunda especie (x ∈ [−1, 1]).
La función peso µ(t) = σ̃(h(t)) es la función peso fuerte de Chebyshev de segunda especie
en [a, b] dada por

µ(t) =
√

b− t
√

t− a.

Eligiendo los valores particulares λ = 1,1, 1,01, r = 1, la función suave f(x) = ex y
de nuevo n = 10 (número de nodos) fijo, estimaremos las siguientes dos integrales cuyos
valores exactos computamos con software MATHEMATICA:

I1 =
∫ 1

−1

ex
√

1− x2

|x + 1,1| dx = 1,67594127475 . . . , I2 =
∫ 1

−1

ex
√

1− x2

|x + 1,01| dx = 2,03543204817 . . .

Los nodos y pesos de la fórmula de cuadratura Gaussiana para la función peso de
Chebyshev de segunda especie σ̃(x) tienen también expresiones expĺıcitas (véase [79, pág.
115]). Como en el caso 1, debido a la presencia de una singularidad próxima al intervalo de
integración, esperamos obtener pobres resultados usando tal fórmula, como se demuestra
en la siguiente tabla:

r = 1 Estimación Valor exacto

λ = 1,01 2,421155521 . . . 2,03543204817 . . .

λ = 1,1 1,608794159 . . . 1,67594127475 . . .

Tabla 13
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De nuevo, para mejorar la lenta convergencia en esta situación computamos los dos
métodos mencionados:

Resultados para el Método 1
De la relación

∫ 1

−1

f(x)
√

1− x2

|x + λ|r dx =
∫ 1

−1

g(x)√
1− x2|x + λ|r dx

con
g(x) = f(x)(1− x2),

podemos usar las fórmulas expĺıcitas para los nodos y pesos mencionadas en el caso 1. La
aproximación de las dos integrales anteriores son:

r = 1 Estimación Valor exacto

λ = 1,01 2,035432052 . . . 2,03543204817 . . .

λ = 1,1 1,675941276 . . . 1,67594127475 . . .

Tabla 14

Resultados para el Método 2
Las expresiones de los momentos trigonométricos vienen dadas por

µk =





2π|α| si k = 0
πα|α| si k = 1

−π|α|αk−2(1− α2) si k ≥ 2

cuando r = 1, y

µk =

{ −4π
1−α2 si k = 0

−2π αk

1−α2

(
2α + k − 1− α2(k + 3)

)
si k ≥ 1

cuando r = 2.
Computando de nuevo el algoritmo split Levinson en lenguaje FORTRAN con doble

precisión obtenemos los nodos y pesos que mostramos en las siguientes tablas:

r = 1, λ = 1,1 n = 10

Nodos Pesos

0,8473567133 +±0,5310241053i
−0,9095350917 +±0,4156271369i
−0,5968012792 +±0,8023890784i

0,4377179772 +±0,8991123247i
−0,0996095352 +±0,9950266029

0,0809799064
0,4250829076
0,6749529041
0,2923674821
0,5427101048

Tabla 15
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r = 1, λ = 1,01 n = 10

Nodos Pesos

0,8432691294 +±0,5374915584i
−0,9380253965 +±0,3465665239i
−0,6342873464 +±0,7730973821i

0,4228259917 +±0,906210892i
−0,1278951430 +±0,9917876952i

0,0884264387
0,8084274344
0,8785194976
0,3244615048
0,6277760750

Tabla 16

Mostramos finalmente, la estimación de las dos integrales anteriores:

r = 1 Estimación Valor exacto

λ = 1,01 2,03543204774 . . . 2,03543204817 . . .

λ = 1,1 1,67594127382 . . . 1,67594127475 . . .

Tabla 17

De nuevo, los resultados numéricos obtenidos por ambos métodos son muy similares.



Caṕıtulo 4

Familias de polinomios de Laurent
ortogonales en la circunferencia
unidad: “ordenamiento” general

4.1. Introducción

En este último caṕıtulo consideraremos familias de polinomios de Laurent ortogona-
les en la circunferencia unidad con respecto a una medida positiva de Borel ω y a una
sucesión generadora fija pero arbitraria p(n). Tales familias son necesarias para la obten-
ción de bases ortogonales de ciertos subespacios de Lω

2 (T), de modo que nuestro interés
se centrará fundamentalmente en establecer, en este nuevo contexto, que lo “natural” y
“óptimo” a la hora de escoger una sucesión generadora p(n) es que ésta sea alguna de las
dos equilibradas, constatándose tal hecho tanto en la construcción de fórmulas de cuadra-
tura en la circunferencia unidad con máximo L-grado de precisión como en el análisis de
la estructura de la matriz de representación del operador multiplicación en Λ.

En el caṕıtulo primero se demostró que el problema de calular los nodos y pesos de
una fórmula de cuadratura sobre intervalos finitos del eje real es equivalente al problema
de calcular los autovalores y la primera componente de los autovectores normalizados de
las matrices tridiagonales de Jacobi (que aparecen originalmente en [68]) asociadas a la
medida en cuestión (véase también [60]). Han sido varios autores los que han trabajado en
el problema análogo en la circunferencia unidad, destacando cronológicamente entre otros:
[63], [4], [5], [23] y [105]. Sin embargo, fue el grupo formado por M.J. Cantero, L. Moral y
L. Velázquez en [25] el que, con la idea básica de ortonormalizar 1, z, z−1, z2, z−2, . . . (es
decir, a partir de la sucesión generadora p(n) = E

[
n
2

]
considerada en el caṕıtulo anterior)

dedujeron una expresión matricial pentadiagonal para el operador multiplicación en Λ,
cuyos elementos se expresan en términos de los coeficientes de Verblunsky y la cual puede
ser factorizada como producto de dos matrices tridiagonales. Esto permitirá resolver el
problema de encontrar los nodos y pesos de las fórmulas de Szegő via problema de auto-
valores y autovectores de matrices penta-diagonales, frente a las matrices de Hessenberg
(véase por ejemplo [4], [46] y [47]), por lo que hablamos pues, del análogo a la matriz de
Jacobi en la circunferencia unidad. Tal representación originó lo que B. Simon ha deno-
minado teoŕıa CMV (véase [93] y [95]), la cual ha tenido un gran impacto en los últimos

133
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cinco años.
El caṕıtulo se organiza como sigue: en la segunda sección recordamos el concepto de

familia de polinomio de Laurent ortogonal con repecto a una medida en la circunferencia
unidad y a una sucesión generadora, estableciendo ahora en este contexto general tanto
una conexión con la familia de polinomios de Szegő con respecto a dicha medida como una
ley de recurrencia a tres términos y un teorema de Favard que generaliza el mismo para
el caso polinómico ordinario y para los ordenamientos equilibrados (Teorema 3.5.5) que
ya hemos comentado a lo largo de esta Memoria. En la tercera sección consideraremos el
operador multiplicación en Λ, analizando la estructura de la matriz de representáción de
éste en función del ordenamiento elegido y probando que esta estructura es la más estrecha
cuando el ordenamiento es uno de los dos equilibrados, recuperando de esta manera la
teoŕıa CMV. Como ejemplo particular eligiremos un ordenamiento para el que tal matriz
de representación es heptadiagonal. En la cuarta sección estudiaremos, por un lado, las
fórmulas de cuadratura en la circunferencia unidad con máximo grado de precisión, es
decir exactas en subespacios de Laurent lo más grande posible. De nuevo, probaremos
que el carácter óptimo se alcanza cuando la sucesión generadora elegida coincide con
alguna de las dos equilibradas. Por otro lado, analizaremos en este contexto el problema
de autovalores comentado, dando una demostración alternativa y mucho más simple del
procedimiento para calcular los nodos y pesos de las fórmulas de Szegő con un enfoque
matricial. Para finalizar el caṕıtulo llevaremos a la práctica los resultados de la sección
previa considerando la función peso particular de Rogers-Szegő.

4.2. Polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia
unidad. Leyes de recurrencia

Consideremos la familia de subespacios {Ln}∞n=0 verificando (3.3) siendo {p(n)}∞n=0

una sucesión no decreciente de enteros no negativos cumpliendo p(0) = 0, 0 ≤ p(n) ≤ n y
s(n) = p(n) − p(n − 1) ∈ {0, 1} para n ≥ 1 (p(n) es lo que hemos definido una sucesión
generadora). En algunos casos será conveniente definir p(−1) = 0, por lo que s(0) =
0. Definimos pues Ln según (3.4), teniéndose que {q(n)}∞n=0 es también una sucesión
generadora, que Λ =

⋃∞
n=0 Ln, śı y sólo śı, limn→∞p(n) = limn→∞q(n) = ∞ y además se

cumple (3.5). De este modo decimos que {p(n)}∞n=0 ha inducido un orden en Λ, que en el
caṕıtulo anterior prefijábamos: p(n) = E

[
n
2

]
y p(n) = E

[
n+1

2

]
induciendo respectivamente

los órdenes (3.1) y (3.2).
Consideremos ahora una medida positiva de Borel ω con soporte en T y supondremos

sin pérdida de generalidad que está normalizada por la condición
∫ π
−π dω(θ) = 1 (es de-

cir, una medida de probabilidad), la cual induce el producto interior (1.27). Siguiendo la
construcción del caṕıtulo anterior, si aplicamos el proceso de ortogonalización de Gram-
Schmidt para todo n ≥ 1 en el espacio Ln obtenemos la familia {ψn(z)}∞n=0 (esencialmente
única salvo factor multiplicativo) de polinomios de Laurent ortogonales con respecto a la
medida ω y a la sucesión generadora {p(n)}∞n=0, la cual verifica (3.6). El polinomio de
Laurent ψn(z) ∈ Ln\Ln−1 diremos que tiene L-grado n. Para seguir con la misma nomen-
clatura, denotaremos por {φn(z)}∞n=0 y por {χn(z)}∞n=0 a las correspondientes familias de
polinomios de Laurent mónicos ortogonales y ortonormales respectivamente con respecto
a la medida ω y a la sucesión generadora {p(n)}∞n=0. En cuanto a la familia ortogonal
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mónica entendemos el concepto de coeficiente director como el coeficiente del monomio
zq(n) ó z−p(n) cuando s(n) = 0 ó s(n) = 1 respectivamente mientras que en cuanto a la
correspondiente familia ortonormal, entendemos que κn = 1 para todo n ≥ 1 en (3.6),
la cual queda únicamente determinada si imponemos que tales cantidades sean positivas.
Adoptaremos también la notación {φ̃n(z)}∞n=0 y {χ̃n(z)}∞n=0 para las correspondientes fa-
milias de polinomios de Laurent mónicos ortogonales y ortonormales respectivamente con
respecto a la medida ω y a la sucesión generadora {q(n)}∞n=0. Recordemos también que
cuando p(n) = 0 y por tanto q(n) = n para todo n ≥ 0 tendremos que Ln = Pn y la fa-
milia de polinomios de Laurent coincidirá con la familia de polinomios de Szegő, es decir,
φn(z) = ρn(z) y χn(z) = ϕn(z) para todo n ≥ 0.

Los próximos dos resultados son una generalización de los Lemas 3.2.1 y 3.2.2 del
caṕıtulo anterior. El primero establece una relación directa entre las familias de polinomios
de Laurent ortogonales con respecto a las sucesiones generadoras {p(n)}∞n=0 y {q(n)}∞n=0,
mientras que el segundo establece una relación también directa entre la familia de polino-
mios de Laurent ortogonales y la familia de polinomios ordinarios de Szegő. Este último
resultado explica cómo construir familias de polinomios de Laurent ortogonales en la cir-
cunferencia unidad, y como ya comentamos, establece un resultado totalmente diferente
a lo que ocurre cuando la medida tiene su soporte en el eje real. Las demostraciones de
ambos resultados para ordenamientos equilibrados aparecen en las Proposiciones 2.1 y 2.2
de [25].

Lema 4.2.1 Sea {ζn(z)}∞n=0 una familia de polinomios de Laurent ortogonales con respec-
to a la medida ω y a la sucesión generadora {q(n)}∞n=0. Entonces, ζn(z) = ψn∗(z) para todo
n ≥ 0, siendo {ψn(z)}n≥0 la familia de polinomios de Laurent ortogonales con respecto a
la medida ω y la sucesión generadora {p(n)}∞n=0.

Demostración.- Se comprueba fácilmente que haciendo L̃n = Λ−q(n),p(n), entonces

L̃n = Ln∗ =
{
L∗ : L ∈ Ln = Λ−p(n),q(n)

}
.

2

Lema 4.2.2 Las familias {φn(z)}∞n=0 y {χn(z)}∞n=0 son las sucesiones de polinomios de
Laurent mónicos ortogonales y ortonormales respectivamente en la circunferencia unidad
para la medida ω y el orden inducido por la sucesión generadora {p(n)}∞n=0, śı y sólo śı,

φn(z) =

{
ρn(z)

zp(n) si s(n) = 0
ρ∗n(z)

zp(n) si s(n) = 1
, χn(z) =

{
ϕn(z)

zp(n) si s(n) = 0
ϕ∗n(z)

zp(n) si s(n) = 1
, (4.1)

siendo {ρn(z)}∞n=0 y {ϕn(z)}∞n=0 las familias de polinomios ordinarios mónicos y ortonor-
males de Szegő respectivamente para la medida ω.

Demostración.- Probando el caso mónico se sigue directamente el caso ortonormal de
las relaciones (3.9) y (3.10).

“ ⇒ ” Dado que

φn(z) ⊥ Ln−1 = Λ−p(n−1),q(n−1) = span
{
zj : −p(n− 1) ≤ j ≤ q(n− 1)

}
,
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podemos escribir 〈φn(z), zj〉ω = 0 para −p(n− 1) ≤ j ≤ q(n− 1), lo cual implica
∫ π

−π
φn(z)z−jdω(θ) = 0 , z = eiθ , −p(n− 1) ≤ j ≤ q(n− 1).

Asumamos primero que s(n) = 0. Entonces, dado que φn(z) = Bn(z)

zp(n) es mónico, esto
significa que Bn(z) es un polinomio mónico de grado exacto n verificando

∫ π

−π
Bn(z)z−(p(n)+j)dω(θ) = 0 , z = eiθ , −p(n− 1) ≤ j ≤ q(n− 1)

o equivalentemente, 〈Bn(z), zj+s(n)〉ω = 〈Bn(z), zj〉ω = 0 para 0 ≤ j ≤ n − 1. Por tanto,
Bn(z) = ρn(z). El caso s(n) = 1 se prueba de manera similar.

“ ⇐ ” La demostración es trivial de las condiciones de ortogonalidad para ρn(z) y
ρ∗n(z) cuando s(n) = 0 y s(n) = 1 respectivamente.

2

Del Lema 4.2.2 vemos que los ceros de φn(z) para n ≥ 1 no pueden caer en T, y no
pueden ser usados por tanto como nodos en una fórmula de cuadratura. Para solucionar
este inconveniente introduciremos en la sección cuarta los polinomios de Laurent “cuasi
ortogonales”. El siguiente resultado es una ley de recurrencia a tres términos para la familia
{φn(z)}∞n=0 que involucra multiplicación por z y por z−1, generalizando los Teoremas 3.2.4
y 3.2.7. Definimos para este resultado p(−1) = 0 y por tanto s(0) = 0.

Teorema 4.2.3 La familia de polinomios mónicos de Laurent {φn(z)}∞n=0 con respecto a
la medida ω y a la sucesión generadora {p(n)}∞n=0 satisface para n ≥ 2 la ley de recurrencia
a tres términos

φn(z) =
(
AnBn + Cnz1−2s(n)

)
φn−1(z)+

(−1)1+s(n−2)−s(n−1)DnEnη2
n−1z

1−s(n)−s(n−2)φn−2(z)
(4.2)

con condiciones iniciales

φ0(z) ≡ 1 , φ1(z) = K1 + z1−2s(1) (4.3)

donde

K1 =
{

δ1 si s(1) = 0
δ1 si s(1) = 1

y para n ≥ 2,

An =





1 si s(n) 6= s(n− 1)
δ
2s(n)−1
n−1 si s(n) = s(n− 1) , s(n− 2) = 0(
δn−1

)1−2s(n)
si s(n) = s(n− 1) , s(n− 2) = 1

, (4.4)

Bn =
{

δn si s(n) = 0
δn si s(n) = 1

, (4.5)

Cn =





1 si s(n) = s(n− 1)
δ
s(n−1)−s(n)
n−1 si s(n) 6= s(n− 1) , s(n− 2) = 0(
δn−1

)s(n)−s(n−1)
si s(n) 6= s(n− 1) , s(n− 2) = 1

, (4.6)
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Dn =





δn si s(n− 1) = s(n) = 0
δn si s(n− 1) = s(n) = 1
1 si s(n− 1) 6= s(n)

, (4.7)

En =





1/δn−1 si s(n− 2) = s(n− 1) = 0
1/δn−1 si s(n− 2) = s(n− 1) = 1
1 si s(n− 2) 6= s(n− 1)

. (4.8)

Como es usual, {δn}∞n=0 denota la familia de coeficientes de Verblunsky asociada a la
medida ω y {ηn}∞n=1 la sucesión real dada por (1.32). En los casos s(n− 2) = s(n− 1) la
ley de recurrencia a tres términos existe, śı y sólo śı, δn−1 6= 0.

Demostración.- Las condiciones iniciales (4.3) se siguen del Lema 3.2.1 y (1.40). Consi-
deremos, para n ≥ 2, los ocho casos (s(n), s(n− 1), s(n− 2)) = (i, j, k) con i, j, k ∈ {0, 1}.
Ya hemos establecido la demostración para los casos equilibrados (0, 1, 0) y (1, 0, 1). Pro-
cediendo de la misma manera (haciendo uso del Lema 4.2.1 y de la ley de recurrencia para
los polinomios de Szegő (1.40)) obtenemos:

1. Caso (0, 0, 0):

φn(z) =
(

δn

δn−1
+ z

)
φn−1(z)− δn

δn−1
η2

n−1zφn−2(z). (4.9)

2. Caso (0, 0, 1):

φn(z) =
(
δnδn−1 + z

)
φn−1(z) + δnη2

n−1φn−2(z). (4.10)

3. Caso (0, 1, 1):

φn(z) =
(

δn +
z

δn−1

)
φn−1(z)− 1

δn−1

η2
n−1φn−2(z). (4.11)

4. Caso (1, 0, 0):

φn(z) =
(

δn +
1

δn−1z

)
φn−1(z)− 1

δn−1
η2

n−1φn−2(z). (4.12)

5. Caso (1, 1, 0):

φn(z) =
(

δnδn−1 +
1
z

)
φn−1(z) + δnη2

n−1φn−2(z). (4.13)

6. Caso (1, 1, 1):

φn(z) =
(

δn

δn−1

+
1
z

)
φn−1(z)− δn

δn−1z
η2

n−1φn−2(z). (4.14)

Junto con las dos restantes expresiones ya demostradas para los casos equilibrados escri-
bimos finalmente todas estas leyes de recurrencia a tres términos en la forma cerrada (4.2)
junto a (4.3)-(4.8).

2
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Nota 4.2.4 Si consideramos la familia de polinomios de Laurent ortonormales {χn(z)}∞n=0,
la relación (4.2) se convierte en

ηnχn(z) =
(
AnBn + Cnz1−2s(n)

)
χn−1(z)+

(−1)1+s(n−2)−s(n−1)DnEnηn−1z
1−s(n)−s(n−2)χn−2(z)

(4.15)

con las condiciones iniciales χi(z) = φi(z)
‖φi(z)‖ω

para i = 0, 1.

Nota 4.2.5 Observemos que como consecuencia de la restricción δn−1 6= 0 cuando s(n−
2) = s(n−1) en el Teorema 4.2.3 se deduce que, en general, no existe una ley de recurrencia
a tres términos para polinomios de Szegő. En el caso de disponer de una sucesión de
coeficientes de Verblunsky que verifique δn 6= 0 para todo n ≥ 1 podremos computar tal
familia del Teorema 4.2.3 a través de la ley de recurrencia a tres términos

ρn(z) =
1

δn−1

[
(δn + δn−1z) ρn−1(z)− δnη2

n−1zρn−2(z)
]

, n ≥ 2

con las condiciones iniciales

ρ0(z) ≡ 1 , ρ1(z) = δ1 + z.

El siguiente resultado completa la equivalencia entre leyes de recurrencia, probando
que (4.2)-(4.8) implica la ley de Szegő (1.40). La prueba en los casos equilibrados quedó es-
tablecida en el Teorema 3.2.5, y la prueba cuando se considera un ordenamiento general
arbitrario puede realizarse con argumentos similares partiendo en este caso de la correspon-
diente ley de recurrencia (4.9)-(4.14). En el siguiente resultado consideramos una sucesión
generadora fija pero arbitraria y probamos un resultado similar, pero esta vez sin hacer
uso de condiciones de ortogonalidad, por lo que no podemos aplicar el Lema 4.2.2 en este
caso.

Teorema 4.2.6 Sea {p(n)}n≥0 una sucesión generadora y definamos p(−1) = 0. Conside-
remos {s(n)}n≥0 definida por s(n) = p(n)−p(n−1) y una sucesión arbitraria de números
complejos {δn}∞n=0 donde δ0 = 1 y |δn| 6= 1 para todo n ≥ 1. Supongamos que δn−1 6= 0 si
s(n− 2) = s(n− 1). Sea {φn(z)}n≥0 la sucesión de polinomios de Laurent definida por la
ley recurrente (4.2) junto a (4.4)-(4.8) y las condiciones iniciales (4.3). Entonces,

1. Para todo n ≥ 0, φn(z) es un polinomio mónico de Laurent con φn(z) ∈ Ln\Ln−1.

2. Escribamos φn(z) = Nn(z)

zp(n) con Nn(z) ∈ Pn y hagamos F0(z) ≡ N0(z) ≡ 1 y

Fn(z) =
{

Nn(z) si s(n) = 0
N∗

n(z) si s(n) = 1
, n ≥ 1. (4.16)

Entonces, {Fn(z)}∞n=1 satisface la ley de recurrencia

Fn(z) = zFn−1(z) + δnF ∗
n−1(z)

F ∗
n(z) = δnzFn−1(z) + F ∗

n−1(z)
, n ≥ 1 . (4.17)
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Demostración.- (1) Procediendo por inducción se prueba para todo n ≥ 1 que φn(z) ∈
Ln\Ln−1 y que los coeficientes de los monomios zq(n) y z−p(n) son iguales a 1 cuando s(n) =
0 y s(n) = 1 respectivamente, que el coeficiente del monomio z−p(n) es igual a δn cuando
s(n) = 0 y que el coeficiente del monomio zq(n) es igual a δn cuando s(n) = 1. La afirmación
se verifica para n = 1 de las condiciones iniciales (4.3) y la demostración se alcanza por
inducción de (4.2) dividiendo por separado en los ocho casos (s(n), s(n− 1), s(n− 2)) =
(i, j, k), con i, j, k ∈ {0, 1}.

(2) Procedemos también por inducción. De (4.3) claramente se sigue que N0(z) ≡ 1 y

N1(z) =
{

δ1 + z si s(1) = 0
δ1z + 1 si s(1) = 1

,

implicando que F1(z) = zF0(z) + δ1F
∗
0 (z). Supongamos (hipótesis de inducción) que

Fn−1(z) = zFn−2(z) + δn−1F
∗
n−2(z)

F ∗
n−1(z) = δn−1zFn−2(z) + F ∗

n−2(z)
. (4.18)

De (4.2) obtenemos para n ≥ 2 que

Nn(z)

zp(n) =
(
AnBn + Cnz1−2s(n)

) Nn−1(z)

zp(n)−s(n) +
(−1)1+s(n−2)−s(n−1)DnEnη2

n−1z
1−s(n)−s(n−2) Nn−2(z)

zp(n)−[s(n)+s(n−1)]

lo cual implica la siguiente relación de recurrencia para la familia de polinomios ordinarios
{Nn(z)}n≥2:

Nn(z) =
(
AnBnzs(n) + Cnz1−s(n)

)
Nn−1(z)+

(−1)1+s(n−2)−s(n−1)DnEnη2
n−1z

1+s(n−1)−s(n−2)Nn−2(z).
(4.19)

Consideremos ahora los cuatro casos (s(n), s(n− 1), s(n− 2)) = (0, j, k), con j, k ∈ {0, 1}.
De (4.18) y de la relación (4.19) se deduce:

Caso (0, 0, 0):

Nn(z) =
(

δn
δn−1

+ z
)

Nn−1(z)− δn
δn−1

η2
n−1zNn−2(z)

= zNn−1(z) + δn
δn−1

[
Nn−1(z)− η2

n−1zNn−2(z)
]

= zNn−1(z) + δn
δn−1

[
zNn−2(z) + δn−1N

∗
n−2(z)− η2

n−1zNn−2(z)
]

= zNn−1(z) + δn
δn−1

[|δn−1|2zNn−2(z) + δn−1N
∗
n−2(z)

]

= zNn−1(z) + δn

[
δn−1zNn−2(z) + N∗

n−2(z)
]

= zNn−1(z) + δnN∗
n−1(z).

Caso (0, 0, 1):

Nn(z) =
(
δn−1δn + z

)
Nn−1(z) + δnη2

n−1Nn−2(z)
= zNn−1(z) + δn

[
δn−1Nn−1(z) + η2

n−1Nn−2(z)
]

= zNn−1(z) + δn

[
δn−1zN∗

n−2(z) + |δn−1|2Nn−2(z) + η2
n−1Nn−2(z)

]
= zNn−1(z) + δn

[
δn−1zN∗

n−2(z) + Nn−2(z)
]

= zNn−1(z) + δnN∗
n−1(z).
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Caso (0, 1, 0):

Nn(z) = (δn + δn−1z)Nn−1(z) + η2
n−1z

2Nn−2(z)
= δnNn−1(z) + z

[
δn−1Nn−1(z) + η2

n−1zNn−2(z)
]

= δnNn−1(z) + z
[|δn−1|2zNn−2(z) + δn−1N

∗
n−2(z) + η2

n−1zNn−2(z)
]

= δnNn−1(z) + z
[
zNn−2(z) + δn−1N

∗
n−2(z)

]
= δnNn−1(z) + zN∗

n−1(z).

Caso (0, 1, 1):

Nn(z) =
(
δn + z

δn−1

)
Nn−1(z)− 1

δn−1
η2

n−1zNn−2(z)

= δnNn−1(z) + z 1
δn−1

[
Nn−1(z)− η2

n−1Nn−2(z)
]

= δnNn−1(z) + z 1
δn−1

[
δn−1zN∗

n−2(z) + Nn−2(z)− η2
n−1Nn−2

]

= δnNn−1(z) + z 1
δn−1

[
δn−1zN∗

n−2(z) + |δn−1|2Nn−2(z)
]

= δnNn−1(z) + z
[
zN∗

n−2(z) + δn−1Nn−2(z)
]

= δnNn−1(z) + zN∗
n−1(z).

Finalmente, la prueba para los cuatro casos restantes se obtiene de las cuatro pruebas
anteriores tomando en ambos lados de las igualdades la operación super-estrella.

2

Para finalizar esta sección consideramos un teorema de Favard para la sucesión móni-
ca de polinomios de Laurent {φn(z)}∞n=0 respecto a una sucesión generadora arbitraria
{p(n)}∞n=0

1. La demostración que presentamos, que es bastante simple (compárese con la
del Teorema 3.5.5 para los casos equilibrados), está basada en las anteriores leyes de recu-
rrencia y en el Teorema 4.2.6. De nuevo debemos tener presente los conceptos de familias
de polinomios de Laurent ortogonales con respecto a un funcional lineal cuasi definido y
definido positivo, establecido también en el caṕıtulo anterior.

Teorema 4.2.7 (Favard) Sea {p(n)}n≥0 una sucesión generadora, definamos p(−1) = 0
y la sucesión {s(n)}n≥0 por s(n) = p(n) − p(n − 1) ∈ {0, 1}. Consideremos una sucesión
arbitraria de números complejos {δn}n≥0 con δ0 = 1, |δn| 6= 1 para todo n ≥ 1 y definamos
{λn}n≥1 por λn = 1 − |δn|2. Supongamos también la restricción δn−1 6= 0 en los casos
s(n − 2) = s(n − 1). Sea {φn(z)}n≥0 la sucesión de polinomios de Laurent definida para
n ≥ 2 por la ley de recurrencia

φn(z) =
(
AnBn + Cnz1−2s(n)

)
φn−1(z)

+(−1)1+s(n−2)−s(n−1)DnEnλn−1z
1−s(n)−s(n−2)φn−2(z)

(4.20)

con las condiciones iniciales (4.3) y donde An, Bn, Cn, Dn y En son constantes complejas
dadas por (4.4)-(4.8). Entonces, fijado µ0 ∈ R\{0} existe un único funcional lineal cuasi
definido µ tal que µ(1) = µ0 y {φn(z)}∞n=0 es la sucesión de polinomios mónicos de Laurent
con respecto a µ y el orden inducido en Λ por la sucesión generadora {p(n)}n≥0. Además,
si tomamos µ0 > 0 entonces µ es definido positivo, śı y sólo śı, |δn| < 1 para todo n ≥ 1.

1Recordemos las referencias ya comentadas en el caṕıtulo 3: [2],[50] y [71].
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Demostración.- Del Teorema 4.2.6 vemos que para n ≥ 1, φn(z) ∈ Ln\Ln−1 de manera
que podemos escribir φn(z) = Nn(z)

zp(n) con Nn(z) ∈ Pn. Si definimos ahora la sucesión de
polinomios ordinarios {ρn(z)}n≥0 por

ρn(z) =
{

Nn(z) si s(n) = 0
N∗

n(z) si s(n) = 1
,

entonces, las relaciones (4.17)-(4.16) se convierten en (1.40). Aśı, haciendo uso del Teorema
de Favard en el caso polinómico ordinario vemos que la familia {ρn(z)}n≥0 representa la
familia de polinomios mónicos ortogonales (polinomios de Szegő) con respecto a un único
funcional lineal cuasi definido µ con µ(1) = µ0 y definido positivo, śı y sólo śı, µ0 > 0 y
|δn| < 1 para todo n ≥ 1. Finalmente, la prueba se sigue del Lema 4.2.2 que claramente se
cumple cuando la medida µ es reemplazada por un funcional lineal cuasi definido (positivo)
o definido positivo.

2

4.3. El operador multiplicación en Λ

De las leyes de recurrencia equivalentes probadas en el caṕıtulo anterior cabe obser-
var que las dadas por (3.11)-(3.12) y (3.22)-(3.23) involucran multiplicación por z y z−1

conjuntamente mientras que la dada en la Proposición 3.2.9 involucra sólo multiplicación
por z. Es esta última ley recurrente la que va a jugar un papel fundamental en la presente
sección. Comencemos considerando el operador multiplicación definido en Λ:

M : Λ −→ Λ
L(z) → zL(z)

.

Como hemos visto, si consideramos la sucesión de polinomios de Laurent ortonormales
con respecto a la medida ω y la sucesión generadora p(n) = 0 para todo n ≥ 0, entonces el
n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal coincide con el n-ésimo polinomio ortonormal
de Szegő, para todo n ≥ 0. Dado que el operador M deja invariante al espacio P, tomando
{ϕn(z)}∞n=0 como base de P se obtiene la siguiente representación matricial de la restricción
de M a P (véase por ejemplo [58], [63] ó [95]):

H(δ) =




h0,0 h0,1 0 0 0 · · ·
h1,0 h1,1 h1,2 0 0 · · ·
h2,0 h2,1 h2,2 h2,3 0 · · ·

...
...

...
...

...
. . .


 . (4.21)

Los elementos de esta matriz, con estructura de Hessenberg, vienen dados por

hi,j =




−δjδi+1

∏i
k=j+1 ηk if j = 0, 1, . . . , i− 1 ,

−δiδi+1 if j = i ,
ηi+1 if j = i + 1 .

(4.22)

Si consideramos ahora la sucesión generadora p(n) = E
[

n
2

]
se sigue de la ley de recurrencia

dada en la Proposición 3.2.9 la siguiente matriz penta-diagonal (representación CMV,
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véase [95]) para el operador multiplicación M (véase [25]), la cual puede expresarse como
producto de dos matrices tri-diagonales:

C(δ) =




−δ1 η1 0 0 0 0 0 · · ·
−η1δ2 −δ1δ2 −η2δ3 η2η3 0 0 0 · · ·
η1η2 δ1η2 −δ2δ3 δ2η3 0 0 0 · · ·

0 0 −η3δ4 −δ3δ4 −η4δ5 η4η5 0 · · ·
0 0 η3η4 δ3η4 −δ4δ5 δ4η5 0 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

. . .




=




1 0 0 0 0 0 · · ·
0 −δ2 η2 0 0 0 · · ·
0 η2 δ2 0 0 0 · · ·
0 0 0 −δ4 η4 0 · · ·
0 0 0 η4 δ4 0 · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .







−δ1 η1 0 0 0 0 · · ·
η1 δ1 0 0 0 0 · · ·
0 0 −δ3 η3 0 0 · · ·
0 0 η3 δ3 0 0 · · ·
0 0 0 0 −δ5 η5 · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .




.

(4.23)
Además, es fácil comprobar que la matriz de representación cuando se escoge la sucesión
generadora p(n) = E

[
n+1

2

]
es precisamente C(δ)T .

El propósito de esta sección es analizar la estructura de la matriz de representación
para el operador multiplicación M cuando se considera una sucesión generadora fija pero
arbitraria. Comenzamos con el siguiente resultado, que es una generalización de la Pro-
posición 2.4 en [25] donde se prefijaron las familias de polinomios de Laurent ortogonales
asociadas a los ordenamientos equilibrados.

Teorema 4.3.1 Sea {χn(z)}∞n=0 la familia de polinomios de Laurent ortonormales respec-
to a la medida ω y la sucesión generadora {p(n)}∞n=0, y supongamos que ĺımn→∞ q(n) = ∞.
Entonces, para cada n ≥ 0 existe k = k(n) ≥ 1 y t = t(n) ≥ 1 tal que zχn(z) ∈
span{χn−t(z), · · · , χn+k(z)}, es decir

zχn(z) =
n+k∑

s=n−t

an,sχs(z) , an,s = 〈zχn(z), χs(z)〉ω.

Además, k = k(n) y t = t(n) se definen como sigue:

1. k = 1 si s(n + 1) = 0 y en otro caso k ≥ 2 se define verificando s(n + 1) = · · · =
s(n + k − 1) = 1, s(n + k) = 0.

2. t = 1 si s(n − 1) = 1 y en otro caso t ≥ 2 se define verificando s(n − 1) = · · · =
s(n + 1− t) = 0, s(n− t) = 1.

Demostración.- Por un lado, dado que χn(z) ∈ Ln entonces

zχn(z) ∈ zLn = span{ 1
zp(n)−1

, · · · , zq(n)+1} ⊂ Ln+k

con k = k(n) ≥ 1. Obsérvese que la condición ĺımn→∞ q(n) = ∞ garantiza la existencia
de k. Por otro lado, dado que χn(z) ⊥ Ln−1 entonces

zχn(z) ⊥ zLn−1 = span{ 1
zp(n−1)−1

, · · · , zq(n−1)+1} ⊃ Ln−1−t
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con t = t(n) ≥ 1. Como zχn(z) ⊂ Ln+k y zχn(z) ⊥ Ln−1−t se concluye la prueba.

2

A partir del Teorema 4.3.1 podemos analizar ahora la matriz de representación del
operador M con respecto a una sucesión generadora arbitraria de manera que posea el
número mı́nimo de diagonales principales. Como hemos visto, los ordenamientos equili-
brados dan lugar a matrices penta-diagonales, y podŕıamos preguntarnos si existen otras
posibles sucesiones generadoras que den lugar a matrices de representación con un núme-
ro de diagonales menor o igual que cinco. Al respecto comenzamos remarcando que una
representación pentadiagonal se obtiene cuando ocurre alguno de los tres casos siguientes:

1. k(n) = 1, t(n) ≤ 3 para todo n,
2. k(n) ≤ 2, t(n) ≤ 2 para todo n,
3. k(n) ≤ 3, t(n) = 1 para todo n.

(4.24)

Tenemos por tanto las siguientes consideraciones:

1. Lema 4.3.2 No se obtiene una representación penta-diagonal si {s(n)}n≥1 contiene
tres o más ceros o unos consecutivos.

Demostración.- Del Teorema 4.3.1 se sigue que un bloque (s(n), s(n + 1), s(n +
2), s(n + 3), s(n + 4)) = (1, 0, 0, 0, 1) implica (k(n), k(n + 1), k(n + 2)) = (1, 1, 1)
con k(n + 3) ≥ 2 y (t(n + 1), t(n + 2), t(n + 3), t(n + 4)) = (1, 2, 3, 4) mientras
que un bloque (s(n), s(n + 1), s(n + 2), s(n + 3), s(n + 4)) = (0, 1, 1, 1, 0) implica
(k(n), k(n + 1), k(n + 2), k(n + 3)) = (4, 3, 2, 1) y t(n + 1) ≥ 2 con (t(n + 2), t(n +
3), t(n + 4)) = (1, 1, 1). La prueba se sigue dado que la condición (4.24) falla en
ambas situaciones. De aqúı, la prueba cuando {s(n)}n≥1 contiene más de tres ceros
o unos consecutivos es trivial.

2

Como consecuencia del Lema 4.3.2, el número de ceros o unos consecutivos en la
sucesión {s(n)}n≥1 es como máximo dos.

2. Si el número de ceros o unos consecutivos es precisamente uno para todo n entonces
la situación se corresponde con las sucesiones generadoras:

p(n) = E
[n

2

]
, p(n) = E

[
n + 1

2

]

y como ya hemos comentado, se obtiene la representación matricial penta-diagonal
C(δ) y C(δ)T respectivamente.

Concentrémonos a continuación en lo que ocurre si aparecen dos ceros o unos conse-
cutivos en la sucesión {s(n)}n≥1. De hecho, un bloque de la forma

(s(n), s(n + 1), s(n + 2), s(n + 3)) = (1, 0, 0, 1)

implica t(n + 2) = 2, k(n + 2) ≥ 2, t(n + 3) = 3, k(n + 3) ≥ 1 y por lo tanto no se obtiene
una representación penta-diagonal dado que no se cumple la condición (4.24). Supongamos
ahora un bloque de la forma

(s(n), s(n + 1), s(n + 2), s(n + 3)) = (0, 1, 1, 0).
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Si s(n − 1) = 0 entonces t(n + 1) = 3 y k(n + 1) = 2 mientras que si s(n − 1) = 1
entonces t(n) = 1, k(n) = 3 y t(n + 1) = k(n + 1) = 2, implicando en ambos casos que
la situación (4.24) no se cumple. Observemos que este argumento es válido para todo
n ≥ 2, pero realmente se cumple para n ≥ 0. De hecho, si consideramos las sucesiones
generadoras p(n) = E

[
n+1

2

]
para todo n ≥ 2 con p(0) = p(1) = 0 ó p(n) = E

[
n
2

]
para

todo n ≥ 2 con p(0) = 0 y p(1) = 1 entonces es fácil comprobar que se obtiene una matriz
de representación no penta-diagonal. Resumiendo establecemos el siguiente

Teorema 4.3.3 La matriz de representación del operador multiplicación M es penta-
diagonal, śı y sólo śı, p(n) = E

[
n
2

]
ó p(n) = E

[
n+1

2

]
. Además, esta representación es la

más estrecha en el sentido de que cualquier otra representación matricial para otro orde-
namiento inducido por otra sucesión generadora da lugar a una representación matricial
l-diagonal con l ≥ 6.

2

Nota 4.3.4 Nuestra deducción del Teorema 4.3.3 usa meramente condiciones de ortogo-
nalidad. Este resultado ha sido recientemente probado en [28] usando técnicas de Teoŕıa
de Operadores.

Ejemplo 4.3.5 Supongamos que el espacio Λ se expande según la base ordenada

{1, z, z−1, z2, z−2, z−3, z3, z4, z−4, z−5, z5, z6, z−6, z−7, . . .}.

Aqúı {s(n)}n≥1 = {0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, . . .}, ĺımn→∞ p(n) = ĺımn→∞ q(n) = ∞ y
se observa que

zχ0(z) ∈ span{χ0(z), χ1(z)} , zχ1(z) ∈ span{χ0(z), χ1(z), χ2(z), χ3(z)}.

De la sucesión {s(n)}n≥1 y del Teorema 4.3.1 construimos las sucesiones {t(n)}n≥2 =
{2, 1, 2, 1, 1, 2, 3, 1, . . .} y {k(n)}n≥2 = {1, 3, 2, 1, 1, 3, 2, 1, . . .}. Tales sucesiones nos in-
dican el número de elementos no nulos en cada fila y en cada columna de la matriz.
Ahora, podemos obtener los coeficientes de la matriz en términos de los polinomios or-
tonormales de Szegő haciendo uso de la fórmula dada en el Teorema 4.3.1 y del Lema
4.2.2, deduciendo expresiones de la forma 〈zlf(z), g(z)〉ω donde l ≥ 0 y f(z), g(z) ∈
{ϕn(z)}n≥0∪{ϕ∗n(z)}n≥0. Algunas de estas cantidades se pueden calcular expĺıcitamente en
términos de la familia de coeficientes de Verblunsky (véase [95, Caṕıtulo 1]). Las cantida-
des restantes podemos obtenerlas de estas fórmulas y de las relaciones 〈ztϕ∗m(z), ϕn(z)〉ω =
〈zt+m−nϕ∗n(z), ϕm(z)〉ω y 〈ztϕ∗m(z), ϕn(z)〉ω = 〈zt+m−nϕ∗n(z), ϕm(z)〉ω las cuales se cum-
plen para todo t ∈ Z, n,m ≥ 0, y dado que ϕ∗n(z) = znϕn(z) cuando z ∈ T. El resultado
es la siguiente matriz de representación con estructura hepta-diagonal:
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


−δ1 η1 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
−η1δ2 −δ1δ2 −η2δ3 η2η3 0 0 0 0 0 0 · · ·
η1η2 δ1η2 −δ2δ3 δ2η3 0 0 0 0 0 0 · · ·

0 0 −η3δ4 −δ3δ4 −η4δ5 −η4η5δ6 η4η5η6 0 0 0 · · ·
0 0 η3η4 δ3η4 −δ4δ5 −δ4η5δ6 δ4η5η6 0 0 0 · · ·
0 0 0 0 η5 −δ5δ6 δ5η6 0 0 0 · · ·
0 0 0 0 0 −η6δ7 −δ6δ7 η7 0 0 · · ·
0 0 0 0 0 −η6η7δ8 −δ6η7δ8 −δ7δ8 −η8δ9 −η8η9δ10 · · ·
0 0 0 0 0 η6η7η8 δ6η7η8 δ7η8 −δ8δ9 −δ8η9δ10 · · ·
0 0 0 0 0 0 0 0 η9 −δ9δ10 · · ·
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −η10δ11 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .




.

Concluimos finalmente esta sección considerando brevemente el operador de multipli-
cación inverso N definido en Λ, a saber:

N : Λ −→ Λ
L(z) → 1

zL(z)
.

Nuestro primer resultado es un análogo al Teorema 4.3.1 cuya demostración omitimos.

Teorema 4.3.6 Sea {χn(z)}∞n=0 la familia de polinomios de Laurent ortonormales con
respecto a la medida ω y la sucesión generadora {p(n)}∞n=0, y supongamos que ĺımn→∞ p(n) =
∞. Entonces, para cada n ≥ 0 existe k̃ = k̃(n) ≥ 1 y t̃ = t̃(n) ≥ 1 tal que 1

zχn(z) ∈
span{χn−t̃(z), · · · , χn+k̃(z)}, es decir

1
z
χn(z) =

n+k̃∑

s=n−t̃

ãn,sχs(z) , ãn,s = as,n , (4.25)

con as,n dada en el Teorema 4.3.1. Además, definimos k̃ = k̃(n) y t̃ = t̃(n) como sigue:

1. k̃ = 1 si s(n + 1) = 1 y en otro caso k̃ ≥ 2 se define verificando s(n + 1) = · · · =
s(n + k̃ − 1) = 0, s(n + k̃) = 1.

2. t̃ = 1 si s(n − 1) = 0 y en otro caso t̃ ≥ 2 se define verificando s(n − 1) = · · · =
s(n + 1− t̃) = 1, s(n− t̃) = 0.

2

Finalmente, indicar que procediendo como antes, deducimos un resultado similar al Teo-
rema 4.3.3 para el operador inverso N . Además, de (4.25) se sigue que la matriz de re-
presentación del operador N coincide con la traspuesta conjugada del operador M . Por
tanto, cuando se trabaja con la sucesión generadora equilibrada p(n) = E

[
n
2

]
se tiene

C(δ)∗ = C(δ)T
.
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4.4. Fórmulas de cuadratura en la circunferencia unidad

Hemos visto en el caṕıtulo primero como construir fórmulas de cuadratura (fórmulas
de Szegő) con el fin de calcular integrales sobre la circunferencia unidad con exactitud en
Λ−(n−1),n−1. El propósito de esta sección es recuperar de nuevo las fórmulas de Szegő y
los polinomios para-ortogonales pero partiendo del contexto más natural de los polinomios
de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad y respecto a un ordenamiento general.
Como ya hemos visto y debido al hecho de que Ln−1 es un sistema de Chebyshev en T de
dimensión n (dado que 0 6∈ T), para n nodos distintos z1, . . . , zn en T podemos determinar
uńıvocamente los parámetros λ1, . . . , λn de manera que:

In(f) =
n∑

j=1

λjf(zj) = Iω(f) , ∀f ∈ Ln−1.

Ahora, una vez fijado en Λ el orden inducido por la sucesión generadora {p(n)}∞n=0 aparecen
dos cuestiones: ¿será posible escoger el conjunto de nodos {zj}n

j=1 ⊂ T de manera que el
dominio de validez Ln−1 para In(f) pueda agrandarse? y ¿cómo agrandar Ln−1? Con
respecto a esto, inspirado en el caso polinómico ordinario (recordemos que la fórmula
Gaussiana con n nodos es exacta en P2n−1 = PnPn−1), trabajaremos con subespacios de
Λ de la forma LnLr∗ = Λ−[p(n)+q(r)],[q(n)+p(r)] para r ≥ 0, con dimensión n + r + 1 (Ln−1

es un dominio de validez tal que Ln−1 ⊂ LnLr∗). La cuestión ahora es: ¿cuánto de grande
podemos escoger r = r(n)? Por lo que hemos visto en el caṕıtulo primero, no puede existir
una fórmula de cuadratura (1.64) que sea exacta en LnLn∗ = Λ−n,n. Como consecuencia
vemos que 0 ≤ r ≤ n − 1 y nos planteamos ahora si es posible construir una fórmula de
cuadratura In(f) con n nodos en T que sea exacta en LnL(n−1)∗. Al respecto debemos
primero recordar que si tomamos los órdenes particulares inducidos por p(n) = E

[
n+1

2

]
ó p(n) = E

[
n
2

]
, vemos del caṕıtulo anterior (Teorema 3.4.3) que no puede existir una

fórmula de cuadratura con nodos en T que sea exacta en LnL(n−1)∗ = Λ−n,n−1 ó en
LnL(n−1)∗ = Λ−(n−1),n respectivamente. Cuando trabajamos con una sucesión generadora
general, necesitamos primero la siguiente condición necesaria para los nodos {zj}n

j=1:

Teorema 4.4.1 Sea In(f) una fórmula de cuadratura con n nodos como (1.64) exacta en

LnLr∗ con 0 ≤ r ≤ n− 1, y tomemos φn(z) = Qn(z)

zp(n) =
Qn

j=1(z−zj)

zp(n) ∈ Ln. Entonces,

〈φn(z), R(z)〉ω =
∫ π

−π
φn(z)R(z)dω(θ) = 0 , ∀R(z) ∈ Lr , z = eiθ.

Demostración.- Recordemos que Lr = Λ−p(r),q(r) y LnLr∗ = Λ−[p(n)+q(r)],[q(n)+p(r)].
Luego, es suficiente comprobar que 〈φn(z), zj〉ω = 0 para todo −p(r) ≤ j ≤ q(r). Dado
que Qn posee grado n, vemos que

φn(z)z−j ∈ Λ−[p(n)+j],[n−p(n)−j] = Λ−[p(n)+j],[q(n)−j] ⊂ Λ−[p(n)+q(r)],[q(n)+p(r)] = LnLr∗

cuando −p(r) ≤ j ≤ q(r). Además, 〈φn(z), zj〉ω = Iω

(
φn(z)z−j

)
= In

(
φn(z)z−j

)
= 0,

dado que φn(zj) = 0 para todo j = 1, . . . , n.

2
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Como consecuencia tenemos el siguiente resultado negativo que generaliza al Teorema
3.4.3:

Corolario 4.4.2 No puede existir una fórmula de cuadratura de n puntos como (1.64)
con nodos en T que sea exacta en LnL(n−1)∗ para cualquier sucesión generadora {p(n)}∞n=0.

Demostración.- Asumamos que (1.64), con nodos en T, es exacta en LnL(n−1)∗. Enton-
ces, φn(z) (tal y como se ha definido en el Teorema 4.4.1) coincide, salvo factor multipli-
cativo, con el n-ésimo polinomio de Laurent mónico ortogonal en la circunferencia unidad
con respecto a la medida ω(θ) y la sucesión generadora {p(n)}∞n=0. Por lo tanto, se sigue
como consecuencia del Lema 4.2.2 que los ceros de φn(z) se encuentran en D (si s(n) = 0)
ó en E (si s(n) = 1), lo cual implica una contradicción.

2

También podemos establecer el siguiente resultado en dirección opuesta:

Teorema 4.4.3 Sea φn(z) ∈ Ln tal que φn(z) ⊥ Lr con 0 ≤ r ≤ n − 1 y asumamos que
φn(z) tiene n ceros distintos z1, . . . , zn sobre T. Entonces, existen coeficientes λ1, . . . , λn

tales que

In(f) =
n∑

j=1

λjf(zj)

cumple In(f) = Iω(f) para todo f ∈ LnLr∗.

Demostración.- Sea L(j) perteneciente al espacio Ln−1 y que satisfaga las condiciones
L(j)(zk) = δj,k (función delta de Kronecker) para todo j = 1, . . . , n. Entonces tenemos
que:

Iω(L(k)) = In(L(k)) =
n∑

j=1

λjL
(k)(zj) = λk ,

es decir, λk = Iω(L(k)) para todo k. Ahora bien, sea L ∈ LnLr∗ y definamos R(z) =
L(z) − ∑n

j=1 L(zj)L(j)(z). Entonces, R ∈ LnLr∗ y R(zj) = 0 para todo j por lo que

debemos escribir por tanto R(z) = φn(z)T∗(z), donde T (z) = S(z)

zq(r) , S ∈ Πr. Se sigue que

Iω(L) = Iω(R) + Iω




n∑

j=1

L(zj)L(j)(z)


 = 〈φn(z), T (z)〉ω +

n∑

j=1

λjL(zj) = In(L),

dado que claramente, T ∈ Lr y por lo tanto 〈φn(z), T (z)〉ω = 0.

2

Nuestro siguiente paso será considerar el caso r = n − 2 e investigar si es posible
construir una fórmula de cuadratura con n nodos sobre T que sea exacta en LnL(n−2)∗. Para
este propósito, hagamos λ(n) = p(n)−p(n−2) para todo n ≥ 2 (q(n)−q(n−2) = 2−λ(n)),
por lo que:

LnL(n−2)∗ = Λ−[p(n)+q(n−2)],q(n)+p(n−2) = Λ−[n−2+λ(n)],n−λ(n).
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Aśı, si existe una fórmula de cuadratura con n nodos como (1.64) que sea exacta en

LnL(n−2)∗, con Rn(z) = Qn(z)

zp(n) =
Qn

j=1(z−zj)

zp(n) ∈ Ln, del Teorema 4.4.1 tenemos que

〈Rn(z), h(z)〉ω = 0 , ∀h(z) ∈ Ln−2.

Esto significa que Rn(z) ⊥ Ln−2 y tendremos pues que

Rn(z) = αnφn(z) + βnφn−1(z) , αn, βn ∈ C , αn 6= 0. (4.26)

Dado que λ(n) ∈ {0, 1, 2} para todo n ≥ 2, analizamos por separado los tres siguientes
casos:

Caso 1. λ(n) = 2. Esto significa p(n) > p(n−1) > p(n−2) y del Lema 4.2.2 tendremos
que φn(z) = ρ∗n(z)

zp(n) y φn−1(z) =
ρ∗n−1(z)

zp(n−1) . Por tanto, dado que p(n) = p(n− 1) + 1, de (4.26)
obtenemos que

Rn(z) =
αnρ∗n(z) + zβnρ∗n−1(z)

zp(n)
.

Ahora el dominio de validez para In(f) es Λ−n,n−2 y los nodos de la fórmula de cua-
dratura deberán ser los ceros de Qn(z) = αnρ∗n(z) + zβnρ∗n−1(z), con αn y βn elegidos
convenientemente.

Caso 2. λ(n) = 1. El dominio de validez para In(f) es ahora Λ−(n−1),n−1 y del mismo
argumento se sigue que

Rn(z) =





αnρ∗n(z)+zβnρn−1(z)

zp(n) si p(n) > p(n− 1) = p(n− 2)

αnρn(z)+βnρ∗n−1(z)

zp(n) si p(n) = p(n− 1) > p(n− 2)
.

Caso 3. λ(n) = 0. Esto significa que p(n) = p(n−1) = p(n−2) y el dominio de validez
para In(f) es Λ−(n−2),n. En este caso se sigue que

Rn(z) =
αnρn(z) + βnρn−1(z)

zp(n)
.

Resumimos estos resultados en la siguiente

Proposición 4.4.4 Asumamos que existe una fórmula de cuadratura con n nodos In(f) =∑n
j=1 λjf(zj) que sea exacta en LnL(n−2)∗ = Λ−[p(n)+q(n−2)],p(n−2)+q(n). Denotemos por

Qn(z) su polinomio nodal, es decir, Qn(z) =
∏n

j=1(z−zj), y hagamos λ(n) = p(n)−p(n−
2) ∈ {0, 1, 2}. Entonces, existe αn 6= 0 y βn tal que

1. Si λ(n) = 2, entonces LnL(n−2)∗ = Λ−n,n−2 y

Qn(z) = αnρ∗n(z) + zβnρ∗n−1(z). (4.27)

2. Si λ(n) = 1, entonces LnL(n−2)∗ = Λ−(n−1),n−1 y

Qn(z) = αnρ∗n(z) + zβnρn−1(z) , si p(n) > p(n− 1) = p(n− 2), (4.28)

Qn(z) = αnρn(z) + βnρ∗n−1(z) , si p(n) = p(n− 1) > p(n− 2). (4.29)
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3. Si λ(n) = 0, entonces LnL(n−2)∗ = Λ−(n−2),n y

Qn(z) = αnρn(z) + βnρn−1(z). (4.30)

2

Como requerimos que los nodos estén localizados sobre T, Qn(z) debe tener grado exacto
n y ser invariante. Nuestro propósito ahora es comprobar cuándo un polinomio Qn(z) con
tales condiciones tiene exactamente n nodos distintos en T. Concentrémonos primero en
el caso λ(n) = 1, recordando ahora que LnL(n−2)∗ = Λ−(n−1),n−1.

Si p(n) > p(n − 1), de (4.28) y dado que ρn(z) es mónico, se sigue por comparación
de los monomios zn y z0 = 1 que βn + δnαn = 1 y αn = (−1)nz1 · · · zn respectivamente,
implicando αn ∈ T para todo n ≥ 0. Por tanto, 1− δnαn 6= 0 y

Qn(z) = αnρ∗n(z) +
(
1− δnαn

)
zρn−1(z) , αn ∈ T. (4.31)

Obsérvese que la propiedad deg(Qn(z)) = n queda garantizada. Verifiquemos las propie-
dades de ortogonalidad para Qn(z). De (1.30) y (4.31) se sigue que 〈Qn(z), zk〉ω = 0 para
todo 1 ≤ k ≤ n− 1, mientras que

〈Qn(z), zn〉ω =
(
1− δnαn

) 〈ρn−1(z), zn−1〉ω 6= 0.

Además, tenemos

〈Qn(z), 1〉ω = αn〈ρ∗n(z), 1〉ω +
(
1− δnαn

) 〈zρn−1(z), 1〉ω
y de las relaciones de recurrencia (1.40) para ρn(z) se cumple

〈Qn(z), 1〉ω = (αn − δn) 〈ρ∗n−1(z), 1〉ω 6= 0,

dado que |αn| = 1 y |δn| < 1. Además, Qn(z) también satisface la propiedad de invarianza
deseada. En efecto, de la ley de recurrencia (1.40) se sigue que

Qn(z) = αnρ∗n(z) + 1−αnδn
η2

n
[ρn(z)− δnρ∗n(z)] =

(
αn − δn(1−αnδn)

η2
n

)
ρ∗n(z) + 1−αnδn

η2
n

ρn(z)

= αn−δn
η2

n
ρ∗n(z) + 1−αnδn

η2
n

ρn(z) ,

y por lo tanto,

Q∗
n(z) =

1− αnδn

η2
n

ρ∗n(z) +
αn − δn

η2
n

ρn(z) = knQn(z) , kn =
1
αn

=
(−1)n

z1 · · · zn
∈ T.

Comprobamos ahora el caso p(n) = p(n − 1). Tenemos, de la fórmula (4.29), que
Qn(z) = αnρn(z) + βnρ∗n−1(z). Dado que Qn(z) y ρn(z) son ambos mónicos, de nuevo por
comparación de los monomios zn y z0 = 1 se sigue que αn = 1 y αnδn+βn = (−1)nz1 · · · zn

respectivamente. Esto implica que deg(Qn(z)) = n, |δn + βn| = 1 y por lo tanto βn 6= 0.
Ahora, de (1.43) se cumple

Qn(z) = ρn(z) +
βn

η2
n

(
ρ∗n(z)− δnρn(z)

)
=

1− δn (δn + βn)
η2

n

ρn(z) +
βn

η2
n

ρ∗n(z). (4.32)
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Dado que |δn + βn| = 1 y βn 6= 0 se sigue que 〈Qn(z), zk〉ω = 0 para todo 1 ≤ k ≤ n− 1 y
que

〈Qn(z), 1〉ω =
βn

η2
n

〈ρ∗n(z), 1〉ω 6= 0 ,

〈Qn(z), zn〉ω =
1− δn (δn + βn)

η2
n

〈ρn(z), zn〉ω 6= 0,

es decir, Qn(z) es para-ortogonal. Finalmente, la propiedad de invarianza se sigue de (4.32).
En efecto,

Q∗
n(z) =

βn

η2
n

ρn(z) +
1− δn

(
δn + βn

)

η2
n

ρ∗n(z) = knQn(z) , kn = δn + βn =
(−1)n

z1 · · · zn
∈ T.

Paralelamente al caso polinómico ordinario, dada la familia de polinomios mónicos de
Laurent ortogonales {φn(z)}∞n=0 con respecto a la medida ω y a la sucesión generadora
{p(n)}∞n=0, un polinomio de Laurent de la forma

Rn(z) = αφn(z) + βφn−1(z) , α, β ∈ C

se denominará “polinomio de Laurent cuasi-ortogonal”. Aśı, como consecuencia directa
del Teorema 1.3.4 estamos en condiciones de establecer el siguiente

Teorema 4.4.5 (ceros de polinomios de Laurent cuasi-ortogonales) Consideremos
la familia {φn(z)}∞n=0 de polinomios mónicos de Laurent ortogonales con respecto a la me-
dida ω y a la sucesión generadora {p(n)}∞n=0. Supongamos que λ(n) = p(n)− p(n− 2) = 1
y denotemos por {δn}∞n=0 la sucesión de coeficientes de Verblunsky asociada a la medida
ω. Sea

Rn(z) = cn [φn(z) + τnφn−1(z)] (4.33)

con cn 6= 0 y

τn =
{

αn − δn si s(n) = 1
αn − δn si s(n) = 0

, αn ∈ T. (4.34)

Entonces, Rn(z) tiene exactamente n ceros distintos en T.

2

Nota 4.4.6 Ahora, de (1.38) y el Lema 4.2.2 se sigue que si {χn(z)}∞n=0 representa la
familia de polinomios de Laurent ortonormales con respecto a la medida ω y la sucesión
generadora {p(n)}∞n=0, entonces la relación (4.33) se convierte en:

Rn(z) = cn [ηnχn(z) + τnχn−1(z)] (4.35)

donde cn 6= 0, τn dado por (4.34) y ηn por (1.32). Necesitaremos esta última relación en
el Teorema 4.4.12.

A continuación establecemos la conexión entre para-ortogonalidad y cuasi-ortogonalidad:
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Teorema 4.4.7 Sea {φn(z)}∞n=0 la sucesión de polinomios mónicos de Laurent ortogona-
les con respecto a la medida ω y al orden inducido por la sucesión generadora {p(n)}∞n=0.
Denotemos por {δn}∞n=0 la sucesión de coeficientes de Verblunsky asociados a ω y conside-
remos Rn(z) dado por (4.33)-(4.34). Entonces, Rn(z) = Qn(z)

zp(n) con Qn(z) para-ortogonal
e invariante, śı y sólo śı, λ(n) = p(n)− p(n− 2) = 1.

Demostración.- “ ⇒ ” Las condiciones de para-ortogonalidad de Qn(z)

〈Qn(z), zj〉ω = 0 , j = 1, . . . , n− 1 , 〈Qn(z), 1〉ω 6= 0 , 〈Qn(z), zn〉ω 6= 0

implican

Rn(z) ⊥ span
{

zk : −p(n) + 1 ≤ k ≤ q(n)− 1
}

y
〈Rn(z), z−p(n)〉ω 6= 0 , 〈Rn(z), zq(n)〉ω 6= 0.

Entonces, queda claro que si λ(n) = 0 ó λ(n) = 2, Rn(z) no es ortogonal a Ln−2, lo cual
es una contradicción. Tenemos por tanto que λ(n) = 1.

“ ⇐ ” Observemos antes de nada que

〈Qn(z), zj〉ω = 〈Rn(z), zj−p(n)〉ω = cn

[
〈φn(z), zj−p(n)〉ω + τn〈φn−1(z), zj−p(n)〉ω

]
.

Entonces, dado que λ(n) = 1 se sigue que 〈Qn(z), zj〉ω = 0 para todo j = p(n) − p(n −
2), . . . , p(n) + q(n− 2), es decir, para todo j = 1, . . . , n− 1. Ahora,

〈Qn(z), 1〉ω = cn

[
〈φn(z), z−p(n)〉ω + τn〈φn−1(z), z−p(n)〉ω

]
.

Si s(n) = 0 entonces p(n) = p(n−1) = p(n−2)+1 y 〈Qn(z), 1〉ω = cnτn〈φn−1(z), z−p(n)〉ω 6=
0. Sin embargo, si s(n) = 1 entonces

〈Qn(z), 1〉ω = cn

[
〈φn(z), z−p(n)〉ω + τn〈φn−1(z), z−p(n)〉ω

]
,

y de acuerdo con el Lema 4.2.2 esto implica que

〈Qn(z), 1〉ω = cn [〈ρ∗n(z), 1〉ω + τn〈zρn−1(z), 1〉ω] .

Aplicando la ley de recurrencia (1.40) a este último término obtenemos

〈Qn(z), 1〉ω = cn

{〈ρ∗n(z), 1〉ω + τn

[〈ρn−1(z), 1〉ω − δn〈ρ∗n−1(z), 1〉ω
]}

= cn

[〈ρ∗n(z), 1〉ω − τnδn〈ρ∗n−1(z), 1〉ω
]
.

Teniendo en cuenta que τn = αn− δn y 〈ρ∗n(z), 1〉ω = ∆n
∆n−1

y ∆n∆n−2

∆2
n−1

= 1− |δn|2, tenemos
además que

〈Qn(z), 1〉ω = cn
∆n−1

∆n−2

[
∆n∆n−2

∆2
n−1

− τnδn

]

= cn
∆n−1

∆n−2

[
1− |δn|2 − αnδn + |δn|2

]
= cn

∆n−1

∆n−2
[1− αnδn] ,
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que es no nulo dado que |αn| = 1 y |δn| < 1. Por lo tanto, se sigue también en este caso
que 〈Qn(z), 1〉ω 6= 0. Un argumento similar implica 〈Qn(z), zn〉ω 6= 0, demostrando aśı las
condiciones de para-ortogonalidad. Ahora, dado que

Qn(z) =
{

cn

[
ρn(z) + τnρ∗n−1(z)

]
si s(n) = 0

cn [ρ∗n(z) + τnzρn−1(z)] si s(n) = 1

se demuestra de (1.43) fácilmente la propiedad de k-invariaza con k = cn
cn

αn ∈ T si s(n) = 0
y k = cn

cn
αn ∈ T si s(n) = 1.

2

Como consecuencia del Teorema 4.4.3 tenemos el siguiente

Corolario 4.4.8 Bajo las mismas condiciones que en el Teorema 4.4.5, sean z1, . . . , zn

los ceros de Rn(z). Entonces, existen números positivos λ1, . . . , λn tales que

In(f) =
n∑

j=1

λjf(zj) = Iω(f) , ∀f ∈ LnL(n−2)∗. (4.36)

2

Finalmente consideremos los dos casos restantes correspondientes a λ(n) = 2 y λ(n) =
0:

Teorema 4.4.9 Bajo las suposiciones del Teorema 4.4.5 cuando λ(n) = 2 ó λ(n) = 0,
los ceros del polinomio Qn(z), dados por (4.27) ó (4.30) no pueden estar localizados en T.

Demostración.- De (4.27) expresamos Qn(z) como

Qn(z) = αρ∗n(z) + βzρ∗n−1(z) , |α|+ |β| > 0. (4.37)

Asumamos que todos los ceros de Qn(z) se encuentran en T. Entonces, existe kn ∈ T tal
que

Q∗
n(z) = knQn(z) = αρn(z) + βρn−1(z). (4.38)

De (4.37), 〈Qn(z), zk〉ω = 0 para 2 ≤ k ≤ n y de (4.38), 〈Qn(z), zk〉ω = 0 para 0 ≤ k ≤
n− 2. Por lo tanto, se sigue que 〈Qn(z), zk〉ω = 0 para 0 ≤ k ≤ n, es decir, Qn(z) ≡ 0, lo
cual es una contradicción. Se deduce un resultado similar para Qn(z) dado por (4.30).

2

De la Proposición 4.4.4 y el Teorema 4.4.9 tenemos el siguiente:

Corolario 4.4.10 No puede existir una fórmula de cuadratura con n nodos sobre T que
sea exacta en Λ−(n−2),n ó Λ−n,n−2.

2

Hemos visto que obtenemos el “máximo dominio de validez” LnLr∗ para la fórmula de
cuadratura In(f) cuando r = n− 2 y el orden es el inducido por una sucesión generadora
{p(n)}∞n=0 tal que λ(n) = p(n) − p(n − 2) = 1 para todo n ≥ 2. El siguiente resultado
caracteriza tales ordenamientos del espacio Λ:
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Proposición 4.4.11 Las soluciones de la ecuación en diferencias finitas λ(n) = p(n) −
p(n− 2) = 1 para n ≥ 2 vienen dadas por

p(n) =





E
[

n
2

]
si p(0) = p(1) = 0

E
[

n+1
2

]
si p(0) = 0, p(1) = 1

.

Demostración.- La solución general viene dada por p(n) = p1(n) + p2(n), siendo p1(n)
la solución general de la ecuación en diferencias homogénea λ(n) = 0 y p2(n) una solución
particular de la ecuación en diferencias λ(n) = 1. Dado que {1, (−1)n} es un sistema
fundamental, se sigue que p1(n) = A+B(−1)n, siendo A y B constantes complejas. Como
solución particular podemos tomar p2(n) = n

2 . Aśı pues, p(n) = A + B(−1)n + n
2 . Ahora,

en cuanto a las condiciones iniciales tenemos que

1. p(0) = p(1) = 0 implica A = −1
4 , B = 1

4 y por lo tanto

p(n) = −1
4

+
(−1)n

4
+

n

2
=
−1 + (−1)n + 2n

4
= E

[n

2

]
.

2. p(0) = 0, p(1) = 1 implica A = 1
4 , B = −1

4 y por lo tanto

p(n) =
1
4
− (−1)n

4
+

n

2
=

1− (−1)n + 2n

4
= E

[
n + 1

2

]
.

2

Vemos de esta manera que recuperamos los órdenes naturales equilibrados introducidos
por W.J. Thron en [100], siendo éstos los únicos que producen fórmulas de cuadraturas
con nodos sobre T con el “máximo dominio de validez”.

Nuestro siguiente paso será dar una expresión expĺıcita para los pesos {λj}n
j=1 de la

fórmula de cuadratura (4.36) en términos de {χn(z)}∞n=0. Al respecto, dado que In(f) =∑n
j=1 λjf(zj) es exacta en Ln−1 = Λ−p(n−1),q(n−1) se cumple que λj = Iω(lj(z)) con lj(z) ∈

Ln−1 tal que lj(zk) = δj,k (función delta de Kronecker). Ahora bien, puede comprobarse
fácilmente que

lj(z) =
(zj

z

)p(n−1) Qn(z)
(z − zj)Q

′
n(zj)

, j = 1, . . . , n

siendo Qn(z) el polinomio nodal, es decir Qn(z) =
∏n

j=1(z − zj). Por lo tanto,

λj =
z

p(n−1)
j

Q ′
n(zj)

∫ π

−π

Qn(z)
(z − zj)zp(n−1)

dω(θ) , j = 1, . . . , n. (4.39)

Observemos ahora que de (4.39) y dado que Rn(z) = Qn(z)

zp(n) se sigue que

λj =
z

p(n−1)
j

Q ′
n(zj)

∫ π

−π

Qn(z)
(z − zj)zp(n−1)

dω(θ) =
1

z
s(n)
j R ′

n(zj)

∫ π

−π

zs(n)Rn(z)
(z − zj)

dω(θ) , j = 1, . . . , n.

(4.40)
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Podemos enunciar ahora el siguiente resultado general donde deducimos expresiones para
los pesos análogas a las dadas por (1.19), (1.68), (2.83), (3.42) y (3.51). En cuanto a la
demostración del resultado, basta con hacer uso de la fórmula de Christoffel-Darboux para
la sucesión {χn(z)}∞n=0 establecida en el Teorema 3.5.1 para el caso equilibrado junto con
las relaciones (4.40) y (4.1).

Teorema 4.4.12 Sea {χp
n(z)}∞n=0 la familia de polinomios de Laurent ortonormales con

respecto a la medida ω y al orden inducido por una sucesión generadora arbitraria {p(n)}∞n=0.
Entonces, los pesos {λj}n

j=1 para la fórmula de cuadratura (4.36) vienen dados por

λj =
1∑n−1

k=0

∣∣χp
k(zj)

∣∣2 , j = 1, . . . , n (4.41)

donde los nodos {zj}n
j=1 son los ceros de Rn(z) dado por (4.35).

2

Dada la arbitrariedad de la sucesión p(n), supongamos ahora que tomamos p(n) = 0
para todo n ≥ 0. Entonces, de la conocida fórmula de Christoffel-Darboux para el caso
polinómico ordinario establecida en el Teorema 1.3.9 se sigue del Teorema 4.4.12 que

1
λj

= ĺım
z→zj

χ∗n(z)χ∗n(zj)− χn(z)χn(zj)
1− zzj

=
(χ∗n)′ (zj)χ∗n(zj)− χ′n(zj)χn(zj)

−zj
.

Teniendo en cuenta que χ∗n(z) = znχn (1/z) = znχn (1/z), obtenemos después de algunos
cálculos elementales que:

λj = zj

χ′n(zj)χn(zj)−(χ∗n)′(zj)χ∗n(zj)
= zj

χ′n(zj)χn(zj)−nzj |χn(zj)|2+zj
2χn(zj)χ′n(zj)

= 1

2<[zjχ′n(zj)χn(zj)]−n|χn(zj)|2
.

(4.42)

De manera similar para un orden arbitrario {p(n)}∞n=0 es fácil comprobar del Lema 4.2.2
y de (4.42) que si s(n) = 0 entonces

λj =
1

2<
[
zjχ′n(zj)χn(zj)

]
+ (2p(n)− n) |χn(zj)|2

,

mientras que si s(n) = 1 entonces

λj =
−1

2<
[
zjχ′n(zj)χn(zj)

]
+ (n− 2q(n)) |χn(zj)|2

,

probando aśı el siguiente

Teorema 4.4.13 Sea {χp
n(z)}∞n=0 la sucesión de polinomios de Laurent ortonormales con

respecto a la medida ω y el orden inducido por la sucesión generadora {p(n)}∞n=0. Entonces,
los pesos {λj}n

j=1 para la fórmula de cuadratura (4.36) vienen dados por

λj =
(−1)s(n)

2<
[
zj (χp

n)
′
(zj)χ

p
n(zj)

]
+ (p(n)− q(n)) |χp

n(zj)|2
, (4.43)

con los nodos {zj}n
j=1 como en el Teorema 4.4.12.

2



4.4. Fórmulas de cuadratura en la circunferencia unidad 155

Para finalizar esta sección, dado que ya hemos introducido y caracterizado las fórmulas
de cuadratura en T con máximo dominio de validez, parece lógico que consideremos la
computación efectiva de éstas. Al respecto, debemos hacer notar que la mayoŕıa de los
experimentos numéricos llevados a cabo con fórmulas de cuadratura de Szegő involucran a
medidas cuyos polinomios de Szegő son conocidos expĺıcitamente, o han sido computados
mediante el algoritmo de Levinson (véase por ejemplo [40] y [62]). En estos casos, los ceros
de (4.33) pueden computarse aplicando cualquier método estándar para localizar ceros
de polinomios disponible en la literatura (véase [61] para un procedimiento espećıfico al
considerar modificaciones racionales de la medida de Lebesgue). Por lo tanto, en lo que
resta de sección revisaremos una estrategia para computar efectivamente los nodos {zj}n

j=1

y pesos {λj}n
j=1 para una fórmula de cuadratura de Szegő con n nodos:

In(f) =
n∑

j=1

λjf(zj) , |zj | = 1 , j = 1, . . . , n.

De (1.48) podemos escribir el polinomio nodal Pn(z) =
∏n

j=1 (z − zj) salvo constante
multiplicativa como

Pn(z) = Pn(z, u) = zρn−1(z) + uρ∗n−1(z) , |u| = 1.

Ahora bien, puede comprobarse fácilmente que {zϕ0(z), . . . , zϕn−2(z),−uϕ∗n−1(z)} es una
base ortonormal de Pn−1 la cual debe relacionarse con {ϕ0(z), . . . , ϕn−1(z)} mediante
una matriz unitaria Un. Haciendo para n ≥ 0, en = 〈ρn(z), ρn(z)〉ω (recordemos que
en =

∏n
k=1 η2

k para n ≥ 1 y que ϕn(z) = ρn(z)√
en

), es directo comprobar que Un es la
siguiente matriz de Hessenberg irreducible:

Un =




d1,1 d1,2 0 · · · 0
d2,1 d2,2 d2,3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

dn,1 dn,2 dn,3 · · · dn,n


 (4.44)

donde

di,j =





−δj−1u
√

en−1

ej−1
si i = n,

−δj−1δi

√
ei−1

ej−1
si i ≤ n− 1 , j ≤ i,

ηi si i ≤ n− 1 , j = i + 1.

(4.45)

Podemos escribir por tanto,



zϕ0(z)
...

zϕn−2(z)
−uϕ∗n−1(z)


 = Un




ϕ0(z)
...

ϕn−2(z)
ϕn−1(z)


 .

Obsérvese que si introducimos la notación Hn(δ0, . . . , δn) para indicar la principal sub-
matriz de H(δ) (dada por (4.21)) de orden n con valores de entrada {δk}n

k=0, entonces
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Un = Hn(δ0, . . . , δn−1, u), esto es, la principal submatriz de H(δ) de orden n donde el
coeficiente de Verblunsky δn se reemplaza por u ∈ T. Ahora,




zϕ0(z)
...

zϕn−2(z)
−uϕ∗n−1(z)


 =




zϕ0(z)
...

zϕn−2(z)
zϕn−1(z)− zϕn−1(z)− uϕ∗n−1(z)


 = z




ϕ0(z)
...

ϕn−2(z)
ϕn−1(z)


−




0
...
0

Pn(z,u)√
en−1




.

Aśı, tenemos la identidad
zVn(z) = UnVn(z) + bn(z) (4.46)

donde

Vn(z) = (ϕ0(z), ϕ1(z), · · · , ϕn−1(z))T ; bn(z) =
(

0, · · · , 0,
Pn(z, u)√

en−1

)T

y |u| = 1. De (4.46) vemos que cualquier cero ξ de Pn(z, u) es un autovalor de Un, y
viceversa, con autovector asociado Vn(ξ). Aśı, sea zj un cero de Pn(z, u) para j = 1, . . . , n
y consideremos el correspondiente autovector normalizado de Un:

Wn(zj) =
Vn(zj)[∑n−1

k=0 |ϕk(zj)|2
]1/2

.

Ahora, teniendo en cuenta que para todo z ∈ T, |ϕk(z)|2 = |χk(z)|2, de (4.41) se sigue que

Wn(zj) = λ
1/2
j Vn(zj). (4.47)

Si escribimos Wn(zj) = (q0,j , . . . , qn−1,j)
T e igualamos las primeras componentes de ambos

lados de (4.47), obtenemos q0,j = λ
1/2
j ϕ0(zj). Pero, dado que estamos considerando una

medida de probabilidad (
∫
T dω(θ) = 1) entonces ϕ0(z) ≡ 1 y por lo tanto

λj = q2
0,j , j = 1, . . . , n.

En resumen, hemos probado el siguiente

Teorema 4.4.14 Sea In(f) =
∑n

j=1 λjf(zj) una fórmula de cuadratura de Szegő con n
nodos. Entonces:

1. Existe u ∈ T tal que los nodos {zj}n
j=1 son los autovalores de Un = Hn(δ0, . . . , δn−1, u)

dada por (4.44)-(4.45).

2. Los pesos {λj}n
j=1 vienen dados por las primeras componentes de los correspondientes

autovectores normalizados.

2
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Concluimos mostrando un enfoque alternativo para la computación de la fórmula de
Szegő (4.36) usando truncaciones de la matriz penta-diagonal C(δ). En el siguiente resulta-
do usaremos la matriz Cn(δ1, . . . , δn−1, u), esto es, la n-ésima submatriz principal de C(δ)
de orden n donde reemplazamos el coeficiente de Verblunsky δn por u ∈ T. La primera
parte del resultado se dedujo recientemente en [27] usando técnicas basadas en Teoŕıa de
Operadores mientras que nuestra demostración alternativa se basa en las leyes de recu-
rrencia que satisface la familia de polinomios de Laurent ortonormales. Sin pérdida de
generalidad, podemos fijar el orden inducido por la sucesión generadora p(n) = E

[
n
2

]
(recordemos que la matriz de representación asociada al ordenamiento inducido por la
sucesión generadora p(n) = E

[
n+1

2

]
es C(δ)T ).

Teorema 4.4.15 Sea In(f) =
∑n

j=1 λjf(zj) una fórmula de cuadratura de Szegő con n
nodos. Entonces:

1. Existe u ∈ T tal que los nodos {zj}n
j=1 son los autovalores de Cn(δ1, . . . , δn−1, u).

2. Los pesos {λj}n
j=1 vienen dados por las primeras componentes de los correspondientes

autovectores normalizados.

Demostración.- Como hemos visto, los nodos son los ceros de Rn(z) dados por (4.33)-
(4.34). Haciendo Xn(z) = (χ̃0(z), . . . , χ̃n−1(z))T se sigue de (3.26) que

zXn(z) = Cn(δ1, . . . , δn−1, u)Xn(z) + Tn(z) ,

siendo

Tn(z) =
{

(0, . . . , 0, A(z))T si n = 2k
(0, . . . , 0, B(z), C(z))T si n = 2k + 1

donde
A(z) = η2k−1(u− δ2k)χ̃2k−2(z) + δ2k−1(u− δ2k)χ̃2k−1(z)−

η2kδ2k+1χ̃2k(z) + η2kη2k+1χ̃2k+1(z),

B(z) = η2k(u− δ2k+1)χ̃2k(z) + η2kη2k+1χ̃2k+1(z),

C(z) = δ2k(u− δ2k+1)χ̃2k(z) + δ2kη2k+1χ̃2k+1(z).

Ahora, por un lado, en el caso impar (n = 2k + 1) se sigue de (4.33)-(4.34) que

Tn(z) =
(
0, . . . , 0, ηn−1Rn(z), δn−1Rn(z)

)T

implicando que Tn(z) ≡ (0, . . . , 0)T , śı y sólo śı, Rn(z) = 0. Por otro lado, de (3.24)-(3.25)
y dado que u ∈ T se sigue en el caso par (n = 2k) que

A(z) = (u− δ2k)
[
zη2kχ̃2k(z)− (

δ2kz + δ2k−1

)
χ̃2k−1(z)

]
+δ2k−1(u− δ2k)χ̃2k−1(z)− η2kδ2k+1χ̃2k(z)+
η2k [(δ2k+1 + δ2kz) χ̃2k(z) + η2kzχ̃2k−1(z)]

= uzRn(z)

y por lo tanto, se sigue de nuevo que Tn(z) ≡ (0, . . . , 0)T , śı y sólo śı, Rn(z) = 0. La prueba
para la segunda parte se sigue de los mismos argumentos que que en el Teorema 4.4.14.

2
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4.5. Ejemplos numéricos. La función peso de Rogers-Szegő

Con el fin de ilustrar numéricamente los resultados obtenidos en la sección previa
mostramos la computación de los nodos y pesos de las fórmulas de Szegő considerando la
medida absolutamente continua definida en el intervalo [−π, π] por dω(θ) = ω̃(θ)dθ con

ω̃(θ) =
1√

2π log
(

1
q

)
∞∑

j=−∞
exp


− (θ − 2πj)2

2 log
(

1
q

)

 , q ∈ (0, 1) . (4.48)

Los correspondientes polinomios ortogonales mónicos son los denominados q-polinomios
de Rogers-Szegő y a lo largo de esta sección fijaremos el orden inducido por la sucesión
generadora p(n) = E

[
n+1

2

]
. Una expresión expĺıcita para tal familia de polinomios viene

dada en [95, Caṕıtulo 1] y por lo tanto, del Lema 4.2.2 deducimos una expresión expĺıcita
para la familia de polinomios mónicos de Laurent:

φn(z) =





∑k
j=−k(−1)j+k

[
2k

j + k

]

q

q
k−j
2 zj si n = 2k

∑k
j=−(k+1)(−1)j+k+1

[
2k + 1
k − j

]

q

q
j+k+1

2 zj si n = 2k + 1
(4.49)

donde como es usual, los coeficientes q-binomiales
[

n
j

]

q

se definen por

(n)q = (1− q)(1− q2) · · · (1− qn) , (0)q ≡ 1[
n
j

]

q

= (n)q

(j)q(n−j)q
= (1−qn)···(1−qn−j+1)

(1−q)···(1−qj)
.

(4.50)

Ahora, escribiendo φ2k(z) =
∑k

j=−k ajz
j y φ2k+1(z) =

∑k
j=−(k+1) bjz

j podemos computar
recursivamente los coeficientes {aj}k

j=−k y {bj}k
j=−(k+1) según

ak = 1 , aj = −aj+1
√

q
1− qk+j+1

1− qk−j
, −k ≤ j ≤ k − 1,

b−(k+1) = 1 , bj+1 = −bj
√

q
1− qk−j

1− qk+j+2
, −(k + 1) ≤ j ≤ k − 1.

Las dos siguientes tablas muestran los ceros de φ10(z) y φ11(z) tomando q = 0,1, 0,25,
0,5, 0,75 y 0,9. Computamos los valores usando el método de Jenkins-Traub (véase [70])
para buscar ráıces de polinomios, apropiado en este caso dado que los polinomios tienen
coeficientes reales, y son similares a los obtenidos en [95, Caṕıtulo 8] donde se considera
la distribución de ceros de los polinomios de Rogers-Szegö.

q = 0,1 q = 0,25 q = 0,5

−0,263951 ± 0,174154i
−0,125825 ± 0,290117i
0,0511275 ± 0,312067i
0,210458 ± 0,236024i
0,303873 ± 0,0875295i

−0,409021 ± 0,287579i
−0,180061 ± 0,466453i

0,098943 ± 0,490113i
0,341839 ± 0,364892i
0,481633 ± 0,134275i

−0,527476 ± 0,470924i
−0,17216 ± 0,685829i
0,206793 ± 0,676193i
0,514293 ± 0,485287i
0,684966 ± 0,17556i
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q = 0,75 q = 0,9

−0,393726 ± 0,771349i
0,0489867 ± 0,864639i
0,428192 ± 0,752763i
0,703385 ± 0,505222i
0,847676 ± 0,17733i

0,124834 ± 0,940434i
0,462595 ± 0,828255i
0,702756 ± 0,637286i
0,860419 ± 0,399599i
0,938886 ± 0,135991i

Tabla 1 (ceros de φ10(z))

q = 0,1 q = 0,25 q = 0,5

−2,72231 ± 1,60904i
−1,53463 ± 2,76494i
0,0582758 ± 3,16174i

1,62247 ± 2,71433i
2,75188 ± 1,55793i
3,16228

−1,69549 ± 1,0608i
−0,905586 ± 1,78323i

0,108083 ± 1,99708i
1,07198 ± 1,68845i
1,75435 ± 0,960348i
2,00000

−1,11671 ± 0,867729i
−0,492373 ± 1,32573i

0,213177 ± 1,39805i
0,838469 ± 1,13885i
1,26386 ± 0,634561i
1,41421

q = 0,75 q = 0,9

−0,616013 ± 0,976658i
−0,0673631 ± 1,15273i

0,428796 ± 1,07213i
0,819912 ± 0,813067i
1,06918 ± 0,436101i
1,1547

0,0506551 ± 1,05287i
0,42438 ± 0,96489i

0,701775 ± 0,786526i
0,897689 ± 0,552509i
1,01499 ± 0,28444i

1,054409

Tabla 2 (ceros de φ11(z))

Mostremos gráficamente estos ceros para hacernos una idea de su localización. Como es
usual, las circunferencias representan la circunferencia unidad.

q = 0,1 q = 0,25 q = 0,5
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Figura 1 (ceros de φ10(z))
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Figura 2 (ceros de φ11(z))

De las figuras 1 y 2 observamos que los ceros de φ10(z) están localizados en la circun-
ferencia

{
z : |z| = q1/2

}
mientras que los de φ11(z) están localizados en la circunferencia{

z : |z| = q−1/2
}
, de acuerdo con el Lema 4.2.2 y el Teorema de Mazel-Geronimo-Hayes

(véase [86]).
A continuación computamos también los nodos y pesos de la fórmula de cuadratura

(4.36) también para n = 10 y q = 0,1, 0,25, 0,5, 0,75 y 0,9. Los nodos son los ceros de
R10(z, u) dados por (4.33) (tomamos u = 1). La correspondiente sucesión de coeficientes
de Verblunsky viene dada por δn = (−1)nq

n
2 para todo n ≥ 1 (véase [95]). En cuanto a

los pesos, podemos hacer uso de (4.43) teniendo en cuenta que

χn(z) =
φn(z)√

(1− q) · · · (1− qn)

con φn(z) dado expĺıcitamente por (4.49). Mostramos los resultados en las tablas 3 a 7.
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Nodos Pesos
−0,940400± 0,34007i
−0,531157± 0,847273i
0,0668824± 0,997761i
0,624424± 0,781086i
0,955949± 0,293533i

0,0459602
0,0669775
0,100057
0,133157
0,153848

Nodos Pesos
−0,922051± 0,387069i
−0,473103± 0,881007i

0,119954± 0,992779i
0,650270± 0,759703i
0,959239± 0,282596i

0,0195773
0,0466391
0,0947585
0,150362
0,188665

Tabla 3 (q = 0,1 , n = 10) Tabla 4 (q = 0,25 , n = 10)

Nodos Pesos
−0,842988± 0,537932i
−0,333209± 0,942853i

0,234605± 0,972091i
0,703537± 0,710659i
0,965879± 0,258994i

0,00312009
0,0207928
0,0737936
0,163017
0,239274

Nodos Pesos
−0,517559± 0,855648i
0,0096185± 0,999954i
0,467501± 0,883993i
0,801825± 0,597559i
0,977622± 0,210369i

0,000196919
0,00541542
0,0439839
0,158275
0,292128

Tabla 5 (q = 0,5 , n = 10) Tabla 6 (q = 0,75 , n = 10)

Nodos Pesos
0,112467± 0,993655i
0,475746± 0,879582i
0,734593± 0,678508i
0,904709± 0,426031i
0,989421± 0,145076i

0,0000221869
0,000173911
0,0276214
0,146351
0,324221

Tabla 7 (q = 0,9 , n = 10)

Nota 4.5.1 De las tablas anteriores vemos que los pesos correspondientes a pares de nodos
complejos conjugados son iguales. Esto se sigue directamente de (4.41) dado que en este
caso, los coeficientes del n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal son reales.

Con el fin de establecer la efectividad de los Teoremas 4.4.14 y 4.4.15 computamos
también para n = 10, q = 0,1, 0,25, 0,5, 0,75, 0,9 y u = 1 los autovalores y la primera
componente de los autovectores normalizados de C10(δ1, . . . , δ9, 1) y H10(δ0, . . . , δ9, 1), ob-
teniendo aśı los nodos y pesos de la fórmula de cuadratura (4.36). Los cálculos fueron
efectuados usando un método estandar de búsqueda de autovalores y los resultados obte-
nidos exactamente los mismo obtenidos anteriormente. En las siguientes tablas mostramos
también los resultados de los cálculos para n = 11.
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Nodos Pesos
−1

−0,814432± 0,580259i
−0,355944± 0,934507i

0,199254± 0,979948i
0,68359± 0,729866i

0,963208± 0,268755i

0,03873768
0,04723999
0,06942034
0,09817396
0,12485883
0,14093668

Nodos Pesos
−1

−0,778821± 0,627246i
−0,301023± 0,953617i

0,243118± 0,969997i
0,70384± 0,710359i

0,965731± 0,259545i

0,01403402
0,00025263
0,05384075
0,09739723
0,14346753
0,17367845

Tabla 8 (q = 0,1 , n = 11) Tabla 9 (q = 0,25 , n = 11)

Nodos Pesos
−1

−0,681725± 0,731608i
−0,178603± 0,983921i

0,335240± 0,942133i
0,745084± 0,666970i
0,970795± 0,239909i

0,00105402
0,00606822
0,02834884
0,08185750
0,16052782
0,22291291

Nodos Pesos
−1

−0,400355± 0,91636i
0,0972837± 0,995257i

0,517853± 0,85547i
0,821232± 0,570595i
0,979848± 0,199745i

0,00000331
0,00047627
0,00836960
0,05348059
0,16811708
0,29160532

Tabla 10 (q = 0,5 , n = 11) Tabla 11 (q = 0,75 , n = 11)

Nodos Pesos
−1

0,149722± 0,988728i
0,498881± 0,866671i
0,746631± 0,665238i
0,909098± 0,416581i
0,989911± 0,141688i

0,00000000058
0,00005234
0,00328985
0,04447931
0,21730036
0,46353159

Tabla 12 (q = 0,9 , n = 11)

Debemos remarcar aqúı que cuando requerimos computaciones para valores grandes
de n necesitamos considerar métodos especiales de búsqueda de autovalores debido a la
propagación de errores. Además, en [25] se puntualiza lo siguiente:

1. El coste computacional usando técnicas para matrices banda se reduce en compara-
ción con técnicas para matrices de Hessenberg.

2. En la matriz C(δ) los coeficientes de Verblunsky aparecen sólo en un número finito
de elementos y por tanto, cualquier perturbación de un número finito de coeficientes
de Verblunsky induce una perturbación finito-dimensional, algo que no ocurre con
la matriz de Hessenberg.

A lo largo de esta última sección efectuamos los cálculos empleando software MATHE-
MATICA. Como hemos comentado, nuestro propósito principal es meramente ilustrativo
y por esta razón hemos elegido un número de nodos pequeño.



Apéndice A

Problemas abiertos

En este Apéndice incluimos algunas cuestiones que han surgido a lo largo de este
trabajo y que podŕıan ser abordadas en el futuro como continuación de esta Memoria.

A.1. Generalización del algoritmo split Levinson

Hemos visto en el caṕıtulo primero que el algoritmo de Levinson puede ser interpre-
tado como una implementación numérica de la ley de recurrencia de Szegő, mientras que
el algoritmo split Levinson computa directamente, con aproximadamente la mitad del
número de operaciones y salvo factores multiplicativos, los polinomios para-ortogonales
Bn(z,±1) cuyos ceros son los nodos de las fórmulas de Szegő de n puntos con respecto a la
función peso simétrica ω(θ) en (−π, π]. Se conocen dos veriones de este algoritmo: la ver-
sión simétrica, ó {1} − invariante, que computa el polinomio Bn(z, 1) y la antisimétrica,
ó {−1} − invariante, que computa el polinomio Bn(z,−1). Dado que disponemos de una
familia uniparamétrica de fórmulas de Szegő para ω(θ), cuyos nodos vienen determinados
por los ceros de Bn(z, τ), siendo τ un número en general complejo de módulo la unidad,
planteamos pues generalizar este algoritmo en función del parámetro τ ∈ T no necesaria-
mente real. Este enfoque nos permitiŕıa computar al completo las fórmulas de Szegő con
respecto a la función peso ω(θ).

A.2. Fórmulas de cuadratura con máximo grado de preci-
sión exactas en subespacios de T 1/2

Hemos visto en el Corolario 2.5.6 del caṕıtulo segundo que una fórmula de cuadratura
In(f) =

∑n
j=1 λjf(θj) con nodos distintos en (−π, π] alcanza el máximo grado de precisión

trigonométrico, es decir, es exacta en T 0
n−1, śı y sólo śı, la fórmula de cuadratura es exacta

en un subespacio de T 0
n−1 de dimensión n y los nodos son los ceros de T γ

k (θ) = af
(γ)
k (θ) +

bg
(γ)
k (θ) ∈ T γ

k para ciertos números reales a y b, siendo {f (γ)
j (θ), g(γ)

j (θ)}∞j=0 un sistema

bi-ortogonal para ω con f
(0)
0 6= 0, g

(0)
0 ≡ 0 y tomando γ = 0 si n es par ó γ = 1/2 si n

es impar. Aśı pues, junto con el Teorema 2.5.7 quedan completamente caracterizadas las
fórmulas de cuadratura para integrandos periódicos en (−π, π] que integren exactamente
a polinomios trigonométricos de grado lo más grande posible.
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Nuestra modificación técnica con respecto al art́ıculo de G. Szegő [99] al considerar
espacios de funciones trigonométricas de la forma (2.1) permite solucionar el problema
cuando el número de nodos n es impar considerando γ = 1/2 en este caso. Sin embargo, no
sabemos si esta modificación técnica permite también resolver el problema de caracterizar
las fórmulas de cuadratura con mayor grado de precisión y que sean exactas en subespacios
de T 1/2. Planteamos pues un análogo al Corolario 2.5.6 y al Teorema 2.5.7 donde ahora
In(T ) = Iω(T ) para todo T ∈ T 1/2

m donde m es un número natural a determinar y que sea
lo más grande posible.

A.3. Computación eficiente de las fórmulas de Szegő con un
enfoque matricial

En el caṕıtulo primero analizamos el problema de computar los nodos y los pesos de
las fórmulas Gaussianas mediante un problema de cálculo de autovalores y autovectores
de la matriz tri-diagonal de Jacobi asociada a la medida cuyo soporte es un intervalo del
eje real. En el caṕıtulo cuarto se analizó el problema análogo en la circunferencia unidad
donde las matrices que aparecen ahora pueden tener o bien estructura de Hessenberg ó bien
estructura penta-diagonal. Ciertamente, cuando se requiere una cierta precisión prefijada
necesitamos usar un número elevado de nodos y esto nos motiva proponer el diseñar
algoritmos eficientes para la computación numérica de autovalores y autovectores de las
matrices particulares de Hessenberg o penta-diagonales que aparecen. Dado que también
se ha probado que la matriz penta-diagonal puede a su vez factorizarse como producto
de dos matrices tri-diagonales, planteamos también el analizar para estas matrices tri-
diagonales particulares que aparecen en la factorización, algoritmos numéricos eficientes
para el cálculo de autovalores y autovectores de matrices producto, tal y como se estudia
por ejemplo, en [104].

A.4. Fórmulas de cuadratura en la circunferencia unidad
con nodos prefijados

En el caṕıtulo primero revisamos las fórmulas de cuadraturas sobre el eje real con uno
o dos nodos prefijados y máximo grado de precisión algebraico, esto es, las denominadas
fórmulas de Gauss-Radau y de Gauss-Lobatto respectivamente, que junto a las Gaussianas
denominamos fórmulas tipo-Gauss. Como bien hemos visto, las fórmulas de Szegő son las
análogas a las Gaussianas para la integración de funciones periódicas, dado que integran
exactamente a polinomios trigonométricos con el máximo grado alcanzable. Una gran
diferencia entre estos dos tipos de fórmulas es que las Gaussianas son únicas mientras
que las de Szegő constituyen una familia uniparamétrica de fórmulas. Dado que queda
un parámetro libre, éste podŕıa usarse para dejar prefijado un nodo, surgiendo aśı las
llamadas fórmulas de Szegő-Radau (véase [38] y [69]). Por otro lado, en [69] se analizan
las fórmulas de cuadratura de Szegő-Lobatto, análogas a las de Gauss-Lobatto y en las
que por tanto se dejan prefijados dos nodos en la circunferencia unidad. Se prueba que
en general este tipo de fórmulas no son únicas y también se establecen propiedades y se
discuten métodos numéricos para su computación. Planteamos pues una generalización a
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este problema caracterizando las fórmulas de cuadratura con n nodos en la circunferencia
unidad, con m nodos prefijados y que tengan el máximo grado de precisión alcanzable,
aśı como un análisis de su computación efectiva.



Apéndice B

Trabajos contenidos

Esta Memoria contiene trabajos que ya han sido publicados o aceptados en diferentes
revistas, y que citamos a continuación:

En el Caṕıtulo 1:

[1] R. Cruz-Barroso and P. González-Vera.- On reproducing kernels and para-
orthogonal polynomials on the unit circle, Revista de la Academia Canaria de Cien-
cias, XV No. 1-2 (2003), 79-91.

[2] R. Cruz-Barroso and P. González-Vera.- On the computation of Gauss-type
and Szegő quadrature formulas by the Levinson and the split Levinson algorithm,
Communications in the Analytic Theory of Continued Fractions, Vol. X (2002), 30-
47.

En el Caṕıtulo 2:

[3] R. Cruz-Barroso, L. Daruis, P. González-Vera and O. Nj̊astad.- Quadra-
ture rules for periodic integrands. Bi-orthogonality and para-orthogonality. Annales
Mathematicae et Informaticae 32 (2005), 5-44.

Disponible en http://www.ektf.hu/tanszek/matematika/ami/.

[4] R. Cruz-Barroso, P. González-Vera and O. Nj̊astad.- On bi-orthogonal
systems of trigonometric functions and quadrature formulas for periodic integrands.
Aceptado en Numerical Algorithms (2007).

En el Caṕıtulo 3:

[5] R. Cruz-Barroso and P. González-Vera.- Orthogonal Laurent Polynomials
ans Quadratures on the Unit Circle and the Real Half-Line, Electronic Transactions
on Numerical Analysis, Vol. 19 (2005), 113-134.

Disponible en http://www.etna.mcs.kent.edu/.

[6] R. Cruz-Barroso and P. González-Vera.- A Christoffel-Darboux formula
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and a Favard´s theorem for sequences of orthogonal Laurent polynomials on the unit
circle, Journal of Computational and Applied Mathematics 179 (2005), 157-173.

En el Caṕıtulo 4:

[7] R. Cruz-Barroso, L. Daruis, P. González-Vera and O. Nj̊astad.- Sequen-
ces of orthogonal Laurent polynomials, bi-orthogonality and quadrature formulas on
the unit circle, Journal of Computational and Applied Mathematics 200 (2007), 424-
440.

[8] M.J. Cantero, R. Cruz-Barroso and P. González-Vera.- A matrix approach
to the computation of quadrature formulas on the unit circle. Aceptado en Applied
Numerical Mathematics (2007). arXiv:math/0606388.

Aśı mismo, como trabajos relacionados citamos también:

[9] R. Cruz-Barroso, F. Perdomo-Ṕıo and P. González-Vera.- On the compu-
tation of the coefficients in a Fourier series expansion, In: B.H.V. Topping et al. ed.,
Innovation in Engineering Computational Technology, Saxe-Coburg Publications,
Stirling, Scotland (2006), 347-470.

[10] R. Cruz-Barroso, F. Perdomo-Ṕıo and P. González-Vera.- Quadrature
formulas associated with Rogers-Szegő polynomials (en preparación).
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[61] P. González-Vera, H. Mart́ınez and J.J. Trujillo.- An application of Szegő
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