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Prodlogo

La Teoria sobre Polinomios Ortogonales con respecto a una medida soportada en com-
pactos del eje real, y que en Espana se ha convertido en las iltimas décadas en un campo
de investigacién importante, encuentra en los aproximantes de Padé a la trasformada de
Cauchy de la medida en cuestion, o mas generalmente, en el calculo aproximado de integra-
les respecto a esta medida, una de sus mas directas aplicaciones. En efecto, es bien sabido
que las llamadas féormulas de cuadratura con el maximo grado de precisién algebraico o
formulas de cuadratura Gaussianas basan su construccién y computacion en los ceros de la
correspondiente familia de polinomios ortogonales. La importancia y aplicabilidad de tales
férmulas, basadas en “integrar exactamente” polinomios con el mayor grado posible han
motivado la construccién de féormulas alternativas para aquellas situaciones en las que el
uso de polinomios no parece el mas adecuado y como pudiera suceder cuando se integra en
presencia de singularidades préximas al intervalo de integracién. Surgen asi las llamadas
formulas de cuadratura racionales “tipo-Gauss” donde el papel de los polinomios (funcio-
nes racionales con todos sus polos en el infinito) es reemplazado por el de otras funciones
racionales con polos dados. Aqui surge la Teoria de las Funciones Racionales Ortogonales
o alternativamente la de los Polinomios Ortogonales con respecto a una medida variante,
poniéndose de manifiesto la estrecha relacion entre los términos “cuadratura” y “ortogo-
nalidad”. Sin duda alguna, en este contexto, la eleccién de los polos prefijados depende
en buena medida de las singularidades del problema que estemos tratando. No obstante,
existe una situaciéon muy genérica y que al propio tiempo parece que sea el primer paso que
debe darse cuando pasamos de los polinomios a otras funciones con polos prefijados méas
generales. Nos estamos refiriendo al caso de los polos exclusivamente fijados en el infinito y
en otro punto finito del plano complejo, que por comodidad y sencillez, se toma el origen.
Aparecen asi los polinomios de Laurent como la herramienta apropiada en el calculo apro-
ximado de integrales con singularidades en el origen y en el infinito. De modo andlogo a
los polinomios ortogonales y como caso particular de las funciones racionales ortogonales,
surge la Teoria de los Polinomios de Laurent Ortogonales con respecto a medidas sopor-
tadas principalmente en el semieje real positivo. Su conexién con el llamado “problema
fuerte” de los momentos de Stieltjes y con los aproximantes de Padé en dos puntos ha
conferido a este tema una gran imporancia investigadora, habiéndose llevado a cabo una
notoria aportacion por parte del grupo de “Teoria de Aproximacién” del Departamento de
Analisis Matematico de la Universidad de La Laguna, donde al mismo tiempo, se ha venido
investigando sobre la computacién de integrales de funciones periddicas. Es precisamente
en este punto donde arranca nuestra Tesis Doctoral, con un doble objetivo. A saber, por
un lado unificar la Teoria de los Sistemas Bi-ortogonales de Polinomios Trigonométricos
introducidos por Szegd en 1963 como herramienta fundamental en la construccion de las
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X Proélogo

llamadas “férmulas de cuadratura con el méximo grado de precisién trigonométrico” y por
otra parte, poner de manifiesto que las sucesiones de polinomios de Laurent ortogonales
sobre la circunferencia unidad representan la herramienta fundamental en el estudio y
disenio de las férmulas anteriores, también conocidas como férmulas de Szeg6 cuando pa-
samos a la circunferencia unidad por ser los polinomios ortogonales respecto a una medida
soportada en la circunferencia unidad, o polinomios de Szegd, el elemento clave tanto en
la construccién de los sistemas bi-ortogonales (eje real) como en la de los polinomios de
Laurent ortogonales (circunferencia unidad).

En base a estas consideraciones, la Memoria ha quedado dividida en cuatro capitulos
incluyendo al final un apéndice donde se recogen algunos problemas que han quedado
abiertos durante el desarrollo de ésta. Asi, en el capitulo primero establecemos resultados
preliminares necesarios sobre ortogonalidad y férmulas de cuadratura. Tras una breve in-
troduccion analizamos en la segunda seccién, y con el fin de establecer tanto analogias como
diferencias con lo que ocurre en la circunferencia unidad, los aspectos ya conocidos y maés
relevantes del caso real. Fundamentalmente enunciamos algunas propiedades de los ceros
de polinomios ortogonales, la ley de recurrencia a tres términos, férmula de Christoffel-
Darboux y teorema de Favard, asi como la construccion de las férmulas tipo-Gauss, anali-
zando expresiones explicitas para los pesos y mostrando un procedimiento alternativo para
computar tales férmulas mediante el calculo de los autovalores y autovectores de ciertas
matrices tridiagonales conocidas como matrices de Jacobi. En la tercera seccién fijamos
una medida positiva de Borel con soporte en la circunferencia unidad y estudiamos, por un
lado, algunas propiedades bésicas de los polinomios de Szeg6 y para-ortogonales, leyes de
recurrencia, la funcion nicleo reproductor y la férmula de Christoffel-Darboux, y por otro
lado, la construccién y caracterizacion de las férmulas de Szegd. Para finalizar el capitulo
consideramos en la cuarta seccién la computacién de las féormulas de Szegd junto a una
conexion con las féormulas tipo-Gauss para el intervalo [—1,1]. Dos algoritmos son anali-
zados: el de Levinson, introducido en el contexto del procesamiento de senales digitales y
que computa polinomios de Szegd basandose esencialmente en su ley de recurrencia, y el
de split Levinson en sus versiones simétrica y antisimétrica, que computa directamente en
el caso de una medida positiva de Borel cuyos momentos trigonométricos sean reales, poli-
nomios para-ortogonales con pardmetros reales +1. El coste computacional de este nuevo
procedimiento se reduce aproximadamente a la mitad en comparacion con el algoritmo
clésico de Levinson y efectuamos diversos ejemplos numéricos considerando las funciones
peso particulares de Legendre y de Chebyshev de primera y segunda especie. Tras analizar
estos resultados concluimos con algunas propiedades sobre lo que ocurre al tratar con una
funcién peso en la circunferencia unidad con ciertas condiciones de simetria.

Tal y como se comenta en el primer capitulo, W. B. Jones, O. Njastad y W. J. Th-
ron introdujeron y caracterizaron en el ano 1989 las formulas de Szegd. Por otro lado,
G. Szegé en el ano 1963 introdujo los denominados sistemas bi-ortogonales de polinomios
trigonométricos y construyé formulas de cuadratura para integrandos periédicos con maxi-
mo grado de precisién trigonométrico alcanzable, con el inconveniente de que éstas sélo
podian contener un nimero par de nodos. Siguiendo esta linea proponemos en el segundo
capitulo recuperar las férmulas de Szeg6 realizando las modificaciones técnicas adecuadas
a las introducidas por G. Szeg6é de manera que podamos elegir un niimero arbitrario de
nodos. En la segunda seccién presentamos el espacio de funciones trigonométricas con el
que vamos a trabajar durante todo el capitulo, que dependen de un pardmetro v € {0,1/2}
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y de manera que cuando v = 0 recuperamos las funciones polinémicas trigonométricas.
Un resultado crucial es la relacién existente entre este tipo de funciones trigonométricas y
ciertos polinomios de Laurent generalizados dependientes también del mismo pardmetro
~. Como aplicacion establecemos un resultado sobre los ceros de este tipo de funciones
y una generalizacién del conocido teorema de Riesz-Féjer. Dado que nuestro propoésito
es construir féormulas de cuadratura basadas en este espacio de funciones trigonométri-
cas, analizamos en la tercera seccion el problema de interpolacién de tipo Lagrange y de
tipo Hermite. A partir de este momento consideramos una medida positiva de Borel en
(—m, 7] y definimos el concepto de sistema bi-ortogonal de funciones trigonométricas, que
depende también del pardmetro v € {0,1/2} y que generaliza al introducido por G. Szegé.
El resultado méds notable es la conexion existente entre este sistema y la familia de los
correspondientes polinomios de Szegd, lo que nos permitird justificar que, al igual que en el
enfoque introducido por W. B. Jones, O. Njastad y W. J. Thron, lo que esencialmente ne-
cesitamos para construir este tipo de formulas de cuadratura es la familia de polinomios de
Szegd. En relacidén con estos sistemas bi-ortogonales probamos algunas propiedades sobre
ceros, una formula de Christoffel-Darboux para la correspondiente funcién reproductora
y una ley de recurrencia. En la quinta seccién abordamos la construccién de férmulas de
cuadratura con maximo grado de precisién trigonométrico alcanzable, valido ahora tanto si
el nimero de nodos es par como impar, caracterizando tales férmulas y dando expresiones
explicitas para la computacion de los pesos. En la sexta seccién establecemos una conexién
entre sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas y polinomios para-ortogonales,
es decir, una conexion con la circunferencia unidad, para finalizar en la séptima seccién con
la computacién aproximada de un cierto tipo de integrales definidas en el intervalo [—, 7]
y con los que ilustrar la efectividad numérica de las férmulas de cuadratura consideradas
en el capitulo.

En la segunda parte de esta Memoria, los capitulos tercero y cuarto, nos centramos en
el estudio de familias de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad,
necesarias para la obtencion de bases del espacio de funciones definidas en la circunferen-
cia unidad de cuadrado integrable con respecto a una medida de Borel positiva, y con el
fin de construir férmulas de cuadratura en la circunferencia unidad que sean exactas en
subespacios de Laurent de dimensién lo més grande posible. Por analogia al papel que
juega en el caso polinémico la familia de subespacios de polinomios con un cierto grado,
sera necesario en esta situacién inducir un ordenamiento de subespacios de polinomios de
Laurent. Los ordenamientos que parecen mas “naturales”, conocidos como los equilibrados,
se corresponden con un crecimiento paralelo de potencias tanto positivas como negativas
de la varizble z, y son a los que dedicamos nuestro estudio en el tercer capitulo. Tras una
breve introduccion, definimos en la segunda seccién el concepto de familia de polinomios
de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad con respecto a una medida y a un orde-
namiento. Una relacion directa entre estas familias de polinomios de Laurent y la familia
de polinomios de Szeg6 permite establecer leyes de recurrencia para tales familias y una
conexion entre polinomios de Laurent ortogonales y los sistemas bi-ortogonales de funcio-
nes trigonométricas definidas en el capitulo anterior. Al igual que en el caso polindémico
ordinario, como nuestro fin es el de construir férmulas de cuadratura, dedicamos la si-
guiente seccién a enumerar los aspectos mas relevantes y ya conocidos cuando la medida
positiva de Borel tiene su soporte en el semieje real positivo. Las analogias y diferencias
con la circunferencia unidad quedan de manifiesto en la seccién cuarta, en la que se re-
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cuperan las férmulas de Szegl. Estas quedan caracterizadas en términos de polinomios
de Laurent ortogonales, y en cuanto a la computacién se establece una conexién con el
algoritmo split Levisnson introducido en el primer capitulo. En la siguiente seccién se en-
cuentra una féormula de Christoffel-Darboux y se demuestra un teorema de Favard para
familias de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad y con respecto
a un ordenamiento equilibrado. Finalizamos el capitulo con la sexta seccién dedicada a
poner en practica algunos ejemplos numéricos ilustrativos para evaluar un cierto tipo de
integrales definidas en el intervalo [—1,1].

En el cuarto y dltimo capitulo consideramos familias de polinomios de Laurent ortogo-
nales en la circunferencia unidad con respecto a un ordenamiento arbitrario, generalizando
pues tanto el caso polinémico ordinario como los casos equilibrados. Tras una breve in-
troduccion, dedicamos la segunda seccién a un analogo de la segunda seccién del capitulo
previo: establecer una relacién entre estas familias de polinomios de Laurent y la familia
de polinomios de Szeg6, lo cual nos permite generalizar tanto las leyes de recurrencia a
tres términos como establecer un teorema general de Favard. En la tecera seccién ana-
lizamos el operador multiplicacién en el espacio de polinomios de Laurent, recuperando
cuando trabajamos en el caso polinémico ordinario la matriz de representacién de Hessen-
berg asi como cuando trabajamos con una situacion equilibrada la reciente representacién
penta-diagonal establecida por el grupo M.J. Cantero, L. Moral y L. Velazquez y que
ha dado origen a la teorfa CMV. En nuestro enfoque se toma un ordenamiento fijo pero
arbitrario y se prueba a partir de las condiciones de ortogonalidad el resultado ontenido
por el citado grupo usando técnicas de Teoria de Operadores: la matriz penta-diagonal es
la representacion del operador multiplicacién en el espacio de polinomios de Laurent més
estrecha. En la seccién cuarta consideramos la construcciéon de férmulas de cuadratura
en la circunferencia unidad en este contexto general, demostrando que los ordenamientos
equilibrados que parecen més naturales son los 6ptimos a la hora de construir tales férmu-
las, exactas en subespacios de Laurent lo mas grandes posibles. Tras caracterizar en estos
términos las formulas de Szegd establecemos el problema analogo de célculo de autovalores
y autovectores de matrices tri-diagonales de Jacobi en el eje real, ahora en la circunferencia
unidad, a partir de las matrices de Hessenberg o penta-diagonales. Las demostraciones que
presentamos, basadas en condiciones de ortogonalidad, son alternativas a las establecidas
también recientemente por el grupo CMV empleando técnicas de Teoria de Operadores.
Para finalizar, consideramos en la quinta seccién algunos ejemplos numéricos con los que
ilustramos los resultados deducidos en el capitulo y donde consideramos la funcién peso
definida en el intervalo (—m, 7| que da lugar a los denominados g-polinomios ortogonales
de Rogers-Szegd.

Esta Memoria contiene dos apéndices. En el primero, como ya hemos comentado, se
plantean algunos problemas abiertos relacionados que podriamos abordar en el futuro y
en el segundo citamos los trabajos contenidos que ya han sido publicados o aceptados en
diferentes revistas.



Sélo se llega a lo general partiendo de lo particular.
H. Poincaré
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T :={z € C :|z| = 1}, circunferencia unidad

D :={z € C :|z| < 1}, interior de la circunferencia unidad

E :={z € C :|z| > 1}, exterior de la circunferencia unidad

P := C|[z], espacio vectorial complejo de polinomios en la variable z con coeficientes

complejos.

P, :=span{l, z,..., 2"}, subepacio vectorial de polinomios con grado menor o igual
que n

P := {0}, subespacio trivial

A := Clz, 27!, espacio vectorial complejo de polinomios de Laurent en la variable z

Apyn  :=span{z™ 2"t . 2"} (m < n;m,n € Z), subespacio vectorial de A

7. := span {cos(k 4+ 7)0,sen(k + v)0},_, (v € {0,1/2}), espacio de funciones trigono-
métricas

T = UnGN,];L’Y

A3 :=span {z~ (") .. 2"} (v € {0,1/2}), extensién del espacio de polinomios de
Laurent

AY := UpenAj = C[2177, 2771

(A%)H :={L € A}, : L Hermitiano}.

Ly, = A—p(n),q(n) = span{z] : _p(n) <Jj< q(n)}
fx(z) = f(1/Z), conjugacién sub-estrella de la funcién f

*(z) = 2"Qn«(z), polinomio reciproco del polinomio @y, € P,,\P,_1
o medida positiva de Borel en [—1, 1]

w medida positiva de Borel en T
o) funcién peso en [—1,1]
w funcién peso en T
(-,-)¢  producto interior inducido por o
(-,)»  producto interior inducido por w
pn(z)  n-ésimo polinomio ortogonal ménico con respecto a o en [—1,1].
P,(xz) n-ésimo polinomio ortonormal con respecto a o en [—1,1].

= ap2" + -+ Pp(0)
pn(z)  m-ésimo polinomio de Szegd (ortogonal ménico) con respecto a w en T
sn(z)  m-ésimo polinomio de Szegd asociado o de segunda especie
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on(2) n-ésimo polinomio ortonormal con respecto a w en T
= Kp2" 4+ pn(0)

B, (z,7) n-ésimo polinomio para-ortogonal con respecto a w en T y pardmetro 7 € T

An(z,7) n-ésimo polinomio para-ortogonal asociado o de segunda especie

p(n) sucesion generadora

q(n) :=n — p(n) para todo n > 0, sucesién generadora

s(n) :=p(n) —p(n —1) € {0,1} para todon > 1

A(n) :=p(n) — p(n —2) € {0,1,2} para todo n > 2

On(2) n-ésimo polinomio de Laurent moénico ortogonal en T con respecto a la medida
w y al ordenamiento inducido por p(n) = E [”TH] si el contexto es equilibrado
y respecto al ordenamiento inducido por p(n) si el contexto es general.

ggn(z) n-ésimo polinomio de Laurent moénico ortogonal en T con respecto a la medida
w y al ordenamiento inducido por p(n) = E [%]

Xn(2) n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal en T con respecto a la medida w y al
ordenamiento inducido por p(n) = E ["TH] si el contexto es equilibrado y res-
pecto al ordenamiento inducido por p(n) si el contexto es general.

Xn(2) n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal en T con respecto a la medida w y al
ordenamiento inducido por p(n) = E [%]

U (2) n-ésimo polinomio de Laurent ortogonal en T (no necesariamente ménico u or-
tonormal) con respecto la medida w y a un ordenamiento inducido por p(n)

Om,n funcion delta de Kronecker

E[] funcién parte entera

On := pn(0), n-ésimo coeficiente de Verblunsky

Min =1- |5n’2

L(f) = [y f(a)do(x)

I,(f) = ffﬂ f(eie)dw(G)

I,(f) =Y p_q Apf(zg), n-ésima féormula de cuadratura Gaussiana para I, (f)

{fg\f) ’ 97(7«7)}”20

{AQ), By Fn>0

=Y r_q Mo f(2k), n-ésima férmula de cuadratura de Szegé para I, (f)
sistema bi-ortogonal de funciones trigonométricas con respecto a w

(v €{0,1/2})

sistema bi-ortonormal de funciones trigonométricas con respecto a w
(v € {0,1/2})

n-ésimo nucleo reproductor en [—1,1] con base ortonormal {P,(z)}n>0
n-ésimo nucleo reproductor en T con base ortonormal {p,(2)}n>0
n-ésimo nicleo reproductor en T con base ortonormal {x,(2)}n>0
n-ésimo nucleo reproductor en [—m, 7| con base bi-ortonormal {Ag’), Bﬁﬂ)}nzo
= fil 2"do(z), n-ésimo momento respecto a o

= ffﬂ e~ dw(H), n-ésimo momento trigonométrico respecto a w
determinante de Toeplitz de orden n

matriz de Jacobi de orden n

matriz de Hessenberg de orden n

matriz CMV de orden n




Capitulo 1

Algunos resultados preliminares
sobre polinomios ortogonales y
férmulas de cuadratura

1.1. Introduccién

Consideremos en general una medida p positiva de Borel' en el plano complejo, el
espacio de Hilbert L% de las funciones medibles ¢(z) para las cuales [ |¢(2)[2du(z) < oo
y el producto interior inducido

/<b )dp(z) ¢, € L.

Supongamos que {¢x(2)}32, es un sistema linealmente independiente de funciones en
LY. Frecuentemente es conveniente transformar este sistema en otro {¢(2)}3°, también
linealmente independiente de manera que ¢, (2) sea una combinacién lineal de las n + 1
funciones ¢g(z), ..., on(z) y ademas,

(Ons Pm)p = /Wn(z)ﬁpm(z)du(z) =0 , n#m.

Este nuevo sistema de funciones diremos que es ortogonal con respecto a . Si ademas

| on ||,%=/son<z>|2du<z> —1, n>o0,

diremos que el sistema es ortonormal. Una expresién cerrada para tales funciones ortogo-
nales se obtiene en términos de las funciones originales {¢(2)}7°, v la matriz de Gram

(P0(2), p0(2))p (D1(2);P0(2)) ~++ (Dn(2), P0(2))

a . (90(2), 01(2))p (91(2),1(2))p - (9n(2), 91(2))s

(B0(2) bn(2N (D1 Iu(n - (Du(): Iul(2),

!Entenderemos en toda la Memoria que una medida positiva de Borel es estrictamente positiva salvo

que sea nula en un conjunto de medida nula.
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que es Hermitiana y definida positiva dado que (¢(2), ¢1(2))u = (¢1(2), ox(2)), y como

n

(040, ey an)Gn (ai(]a cee 7057n)T = Z akCTl<¢l(Z)7 ¢k(z)>,u 3

k=0 =0

escribiendo 1y, (2) = > ;_, @k ¢k (2) obtendremos que

(a0, -+ )G (@0, )" = (Yu(2), Un(2)) =l () I},

que es siempre no-negativo y que se anula tnicamente cuando v, (z) es cero en casi todo
punto. Como consecuencia se tiene que

Ay i=det(Gy) >0 , n=0,1,... ; A_;:=1,

y es facil comprobar (véase por ejemplo [101, pdg. 6]) que las funciones ortonormales
vienen explicitamente dadas para n > 0 por

(00(2),00(2))  (#1(2),00(2))u (Dn(2), 00(2))u
) (Po(2), 91(2))p (D1(2), 01(2)) (Pn(2), 1(2))p

Pn(2) = —re=—— : : :
VERAI | (D bn (M (12 (e (Bu(2), Ir (2D}

bo(2) $1(2) E bn(2)

(1.1)
Nuestro primer interés en esta Memoria sera el considerar como sistema de funciones
linealmente independiente los monomios 1, z, 22, 23, ..., obteniendo por tanto a partir de
esta base un sistema de polinomios ortogonales con respecto a la medida p. Ademaés,
el sistema de polinomios ortonormales es inico si imponemos que el coeficiente director
sea positivo. Denotando por P := C|[z] el espacio vectorial complejo de polinomios en la
variable z con coeficientes complejos, por P, = span{l, z,..., 2"} el subespacio vectorial
complejo de polinomios con grado menor o igual que n y por d,,, la funcién delta de
Kronecker definida segiin

5m’n:{0 sim#n ’ (1.2)

1 sim=mn
tendremos por tanto un sistema de polinomios {yy(2)}72, verificando
1. on(2) = kpz™ + -+ con Kk, > 0 para todo n > 0,

2.

/«pn(z)gom(z)du(z) =0mn , m,n>0.

Se sigue ademas de (1.1) que k,, = ,/AA”: para todo n > 0 y si denotamos por p,(z) el

n-ésimo polinomio ortogonal ménico, es decir, p,(z) := “’Z—Ef), entonces || pn(2) ||,= é

Unas de las cantidades més relevantes cuando trabajamos con polinomios son sus ce-
ros. Fl Teorema Fundamental de Algebra establece que un polinomio de grado exacto n
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tiene exactamente n ceros, contando multiplicidades, pero cuando trabajamos con polino-
mios ortogonales podemos decir ain mucho més sobre la localizacién de éstos. En efecto,
consideremos el soporte de la medida pu, definido por

supp(p) :=={z€ C: u(B;e) >0 , Ve>0}

donde B, . es el disco abierto con centro z y radio e (puede comprobarse facilmente que
se trata de un conjunto cerrado). Un conjunto A C C se dice que es convexo si dados dos
puntos x,y € A, entonces la linea que los une es un subconjunto de A. Denotemos por
Co(A) al hoyo convexo de A, es decir, al menor conjunto convexo que lo contiene:

Co(d)= [) G

ACGcC
G convexo

Entonces se tiene el siguiente resultado (véase [36, pags. 65-66]):

Teorema 1.1.1 (Féjer) Si p,(z) es el n-ésimo polinomio ortogonal con respecto a
entonces sus ceros se encuentran en Co (supp(p)). Ademds, si Co(supp(p)) no es un
segmento, entonces los ceros de @n(z) estan en su interior.

|

Con esta breve introduccion general consideraremos en esta Memoria una medida po-
sitiva de Borel w en [—m, 7|, la cual induce una medida que denotaremos también por w
en la circunferencia unidad T := {z € C: |z] = 1} segun

™
[1@aoz) = [ o).
T -7
Denotaremos por D:={z € C: |z| <1} y E:= {2 € C: |z > 1} el interior y exterior de
la circunferencia unidad respectivamente.

La organizacion de este primer capitulo es la siguiente: como muchos de los resultados
que vamos a estudiar tienen ciertas analogias y a la vez diferencias con lo que sucede cuando
trabajamos con una medida cuyo soporte es un intervalo de la recta real queda justificado
que dediquemos la segunda seccion a analizar los aspectos mas relevantes de esta situacion.
En la tercera seccién fijaremos una medida positiva de Borel en la circunferencia unidad
y estudiaremos los aspectos mas relevantes en lo referido a ortogonalidad y construccién
de férmulas de cuadratura, cuya computacion es el tema a abordar en la cuarta y dltima
seccién. Mas concretamente, consideraremos los algoritmos de Levinson y split Levinson
que computan polinomios de Szeg6 y para-ortogonales respectivamente y de una conexién
entre la circunferencia unidad y el intervalo [—1,1] analizaremos también con detalle la
computacion de férmulas tipo-Gauss en tal intervalo.

1.2. El eje real

Sin pérdida de generalidad consideremos una medida positiva de Borel o definida en
[~1,1] y supongamos que los monomios x* son integrables con respecto a o en [-1,1] para
todo k > 0. Consideremos también el producto interior inducido

1
(F,G)y = /_IF(x)G(x)dcr(:v) CFGelS(-1.1). (1.3)
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Nuestro objetivo sera el calculo aproximado de integrales mediante férmulas de cua-
dratura, y como veremos, van a jugar un papel crucial en la construccion de tales férmulas
tanto la interpolacién como la ortogonalidad. Si aplicamos el proceso de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt en los subespacios P, (n > 0) a los monomios 1, z, 2% 23, ... con respecto al
producto interior (1.3) obtendremos el correspondiente sistema de polinomios ortogonales,
unico salvo factor multiplicativo, que puede ser particularmente elegido de manera que el
sistema sea ortonormal con coeficientes directores todos positivos o que constituya una fa-
milia de polinomios ménicos. En lo que sigue denotaremos por { P, ()} o v {pn(2)}22, a
tales familias respectivamente, por ¢, al n-ésimo momento dado por ¢, = f_ll 2"do(z) € R
para todo n > 0 y por T, al determinante

CO PR Cn
Tpo=|: . + |>0,n>0; T;:=1 (1.4)
Cn e C2n
(en cuanto a la positividad de T,,, véase por ejemplo [31, pags. 13-16]).
Los siguientes resultados clasicos establecen propiedades cruciales en la Teoria de Poli-

nomios Ortogonales sobre intervalos finitos del eje real. Las demostraciones pueden verse,
por ejemplo, en [31, pags. 18-28], [42, pags. 28-31] 6 [79, pags. 18-23].

Teorema 1.2.1 (Ceros) Para todo n > 1, los n ceros de p,(x) son reales, distintos y
contenidos en el intervalo abierto (a,b).

a

Teorema 1.2.2 (Ley de recurrencia) La familia {p,(z)};2 puede ser computada re-
cursivamente segun la ley a tres términos

pn+l(35) = (-T - an)pn(x) - /Bnpnfl(x) , M= 0 ; p,l(l‘) =0 , po(ﬂj) =1
(1.5)

(zpn () ,pn ()0 e (Pn(2),pn ()0 _ Th2Tn i
<pn(z)’pn(m)>0 3 ﬂn = <pn—1($),pn—1($)>o — T22 >0 ) /80 = f—l dO'(.T)

n—1

Q1=

Del Teorema 1.2.2 se sigue el siguiente

Teorema 1.2.3 (Christoffel-Darboux) FEscribiendo P,(x) = apx™ + -+ con a, > 0
para todo n > 0 se sigue la identidad

ZPk(x)Pk(y) _ aail Pn-i—l(x)Pn(y{z : §n<m)Pn+1(y) , T,yE R T # y. (1.6)
k=0 "

O

El Teorema 1.2.3 puede probarse de manera alternativa. Supongamos, que tenemos
en general un espacio de Hilbert H de funciones complejas definidas en X con producto
interior (-,-). Diremos que S, (z) = §(z,w) es un nicleo reproductor si

1. Su(z) € H para todo w € X,
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2. < f,8y >= f(w) paratodow € Xy f € H.

Es bien sabido (véase por ejemplo [18] y las referencias ahi citadas) que si el espacio
de Hilbert es separable y {¢r(z)}rer es una base ortonormal, entonces el unico nicleo
reproductor viene dado por

S(zw) =Y dr(2)dr(w). (1.7)

kel

Cuando tomamos H = IP,, y el producto interior inducido por o, se sigue de (1.7) que

S(x7t) :Sn(xvt) :Zpk($)Pk(t) (18)
k=0
satisface
1
(f(x), Su(z, 1) = / @S, (e do() = () . VER L YfEP,. (19

Sea ¢(x) un polinomio con grado méximo n — 1. Entonces, de (1.9) y para cualquier y € R
podemos escribir f_ll(:c —)q(x)Sp(z,t)do(x) = (t — y)q(t). Haciendo t = y se sigue que

1
/_1(1: —y)q(x)Sp(z,y)do(x) =0 , Vg P,_. (1.10)

Por otro lado, (x — y)S,(z,
(1.10) tenemos que 7;(y) =

(= y)Su(x,y) = Y (¥) Pu(®) + Ynr1(y) Pry1(2). (1.11)

Igualando finalmente los coeficientes de los monomios 2" y 2! en ambos lados de la
expresién (1.11) se concluye finalmente (1.6).
Haciendo tender ahora y a = en (1.6) se sigue la formula confluente

y) € Py y de ahi que (z — y)Sp(2,y) = 32070 7;(y) Pj(x). De
0 para todo j =0,1,...,n — 1, y por tanto se cumple que

/ /

Sn(w, ) = ZPkZ(x) = P (@) Pp(2) — Py(2) P ()| (1.12)
k=0 Ont1

que permite demostrar (véase por ejemplo [31, pag. 28]) la siguiente propiedad:

Teorema 1.2.4 (Entrelazamiento de ceros) Si {z;,}" ; denota el conjunto de ceros
de pp(x), entonces Tint1 < Tin < Tixipt+1, parai=1,....,nyn > 1.

|

A lo largo de esta Memoria consideraremos ejemplos numeéricos particulares corres-
pondientes a medidas de Borel absolutamente continuas, lo que nos permite escribir
do(z) = 6(x)dz siendo 6(z) > 0 casi por todo en [—1,1] (funcién peso). Entre las fa-
milias de polinomios ortogonales mas estudiadas cabe citar las de Jacobi, que surgen de
la familia bi-paramétrica de funciones peso

Gx)=01—-2)*1+2)" , a,0> 1. (1.13)
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Como casos particulares «, 5 € {:l:%} se obtienen las familias de polinomios ortogonales
de Chebyshev de primera a cuarta especie, con funciones peso respectivas:

51(5”):\/11_79;2 , Go(z)=V1—22 | &3@):\/2 : 64(x)=\/ﬁ-

(1.14)
También como caso particular & = § = 0 recuperamos la medida de Lebesgue do(x) = dx
en [—1,1].
Volviendo a nuestro objetivo, supongamos ahora que queremos estimar la integral

1
L(f) = / fa)do(z) (1.15)

por medio de una férmula de cuadratura, es decir, una combinacién lineal de valores del
integrando

I(f) =) Ajf(x) (1.16)
j=1

donde el conjunto {z;}7_; y {Akr}p_, con z = xpn y Ar = Ak, son los nodos y coe-
ficientes o pesos respectivamente. Nuestro problema serd elegir convenientemente estos
2n parametros de I,(f) de manera que se minimize en algin sentido el error R,(f) =
I(f) — In(f). Si partimos de un conjunto de nodos {z}}_, prefijado y si la funcién f es
continua en [—1, 1], por el teorema de aprozimacion de Weierstrass para funciones conti-
nuas parece natural pensar que si reemplazamos en (1.15) el integrando f por el polinomio
L,(f;x) que interpola a dicha funcién en {z;}};_; (es decir, L, (f;xx) = f(xx) para todo
k = 1,...,n), entonces (1.16) nos debe proporcionar una estimacién de (1.15) de facil
computacion. A L, (f;x) se le conoce como polinomio interpolador de Lagrange, que viene
dado explicitamente por

() a

Lo(fiz) =Y (@) f(zr) €Puy ; li(z) = ey mn(x) = [ [ (& — o)
= T aa

(a mp(z) se le conoce como el polinomio nodal). Puede probarse (véase [79, pag. 80]) que
tales formulas denominadas de tipo interpolatorio poseen grado de precision igual an — 1,
es decir, que I,(P) = I,(P) para todo P € IP,,_;, permitiendo deducir adem4s la siguiente
expresion integral para los pesos

= l—ﬂn(x) o(x = n
Ak_/_1<$_xk)ﬂ;l(xk)d() L k=1,....n, (1.18)

sin més que observar que I, (Ix(2)) = In(lx(z)) = 371 Ajli(25) = Ag.

Dado que no hemos impuesto condicién alguna al conjunto de nodos, nuestro siguiente
paso serd demostrar que la ortogonalidad permite incrementar el grado de precision de
tales férmulas haciendo una adecuada eleccién de éstos. En cualquier caso, éste siempre
serd inferior a 2n dado que es ficilmente comprobable que 72(z) € Pg, nuncé podré ser
integrado exactamente. En efecto, se tienen los siguientes resultados (véase por ejemplo,

[42, pags. 109-112)):
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Proposicién 1.2.5 Sea I,,(f) una férmula de cuadratura para I,(f) con grado de pre-
cision n + k siendo 0 < k < n — 1. Entonces, el polinomio nodal m,(z) satisface las
condiciones de ortogonalidad f_ll vy (z)do(x) =0 para todo j = 0,1,..., k.

g

Teorema 1.2.6 Sea I,(f) una formula de cuadratura para I,(f). Entonces, I,(f) tiene
grado de precision n+k, con 0 < k <n—1, siy sdlo st,

1. I,(f) es de tipo interpolatorio,

2. El polinomio nodal mp(x) satisface las codiciones fil I, (z)do(z) = 0 para todo
j=0,1,... .k

|

Como consecuencia de este ultimo resultado tomando k = n — 1 surge el siguiente (véase
también [51]):

Corolario 1.2.7 Una féormula de cuadratura I,(f) para 1,(f) tiene grado de precision
2n — 1 (el mdzimo alcanzable), si y sélo si,

1. I,(f) es de tipo interpolatorio,

2. El polinomio nodal m,(x) coincide, salvo factor multiplicativo, con el n-ésimo poli-
nomio ortogonal con respecto a o en [—1,1].

Finalmente, para los pesos, que segun el Corolario 1.2.7 y (1.18) vienen dados por

- ! P, (x) . n
Ak—/_1 (x—mk)P;l(xk)dU(x) , k=1,...,

se deduce, a partir de la férmula de Christofel-Darboux (1.6) y de la férmula confluente
(1.12) el siguiente (véase [79, pags. 103-104])

Teorema 1.2.8 Sea I,,(f) la férmula de cuadratura para I1,(f) de mazimo grado de pre-
cision alcanzable. Entonces, los pesos Ay vienen dados para k =1,...,n por
1 1

Ay = - >0, 1.19
F Sn—1(xp, ) Sp(ag, xk) (1.19)

siendo Sy, (x,t) la funcion nicleo reproductor dada por (1.8), o equivalentemente por

(79} —0n+1
Ay = ; = ; >0, 1.20
an—1 P (xk) Po1(2)  an Py (xk) Prya () (1:20)

o o denota la familia de polinomios ortonormales respecto a o en [—1,1]
n

donde {P,(x)
= apz"+--- ya, > 0 para todon > 0. O

con P, (x)
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En una férmula de cuadratura interesa que los errores que pudieran aparecer al evaluar
la funcién f en los nodos permanezcan acotados. Esto motiva la definicién de estabilidad
de una férmula de cuadratura, en el sentido de que exista una constante M > 0 que
cumpla » 7 |A;| < M,y del Teorema 1.2.8 se deduce que la férmula de cuadratura de
maximo grado de precisién alcanzable es estable, dado que el que ésta integre exactamente
a constantes y el que los pesos sean positivos implica que

n n 1
Z‘Aj‘:ZAj:/ da(x):co.
1 j=1 -1

j=

Las férmulas de cuadratura caracterizadas por el Corolario 1.2.7 y el Teorema 1.2.8 (las
de méximo grado de precisiéon) se denominan férmulas Gaussianas o formulas de Gauss-
Christoffel y han sido ampliamente estudiadas en estos tltimos anos: véanse los trabajos
de Gautschi [51], [53] y [64] asi como [15], [55], [60], [65], [81], [89] y [90]). Para los casos
particulares de las funciones peso de Jacobi, tipo-Chebyshev y Lebesgue, véanse también
las expresiones explicitas para los nodos y pesos dadas en [79, Capitulo 7].

Consideremos ahora férmulas de cuadratura con nodos preasignados, es decir, reglas
del tipo

/ o) ~ S af(u) + 3 bef(a) (1.21)
-1 I=1 k=1

donde los nodos y; estdn fijos y las m + 2n constantes a;,br v zx (K = 1,...,ny l =
1,...,m) deben ser determinadas para que la regla tenga el maximo grado de precisién
(en este caso, m + 2n — 1). Definiendo los polinomios 7(z) = (z — y1)(x — y2) - - (£ — Ym)
y s(x) = (x —x1)(x —x2) - - (x — ) se tiene el siguiente resultado que caracteriza a tales
férmulas (véase [42, pags. 101-102]).

Teorema 1.2.9 La formula de cuadratura (1.21) tiene grado de precision m+2n—1, si'y
sélo s,

1. Es exacta en el espacio de polinomios de grado menor o igual que m +mn — 1,

2. fil r(x)s(z)p(z)do(x) = 0 para todo p(x) polinomio de grado menor o igual que
n—1.

Los casos mas utilizados en la literatura se corresponden con:
1. m=1,y = —16y; = 1: integracion de Gauss-Radau,
2. m=2,y1 = —1 e ys = 1: integracion Gauss-Lobatto.

A tales férmulas junto con las Gaussianas nos referiremos como férmulas de tipo-Gauss.
Ademsds, de acuerdo con el Teorema 1.2.9, tales férmulas existen en el sentido que los
nodos son todos distintos, dado que son los ceros de polinomios ortogonales respecto
a las medidas positivas (z + 1)do(z), (1 — x)do(z) 6 (1 — 22)do(z), siendo ademds los
pesos positivos. Con todo hemos de resenar que el término integracion de Gauss-Radau
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0 integracion de Gauss-Lobatto se aplicé inicialmente al caso de la medida de Lebesgue en
[42, pags. 102-105].

Una vez caracterizadas las féormulas de cuadratura Gaussianas nos centramos en el
problema de la inestabilidad numérica que se plantea a la hora de computarlas. El proce-
dimiento descrito requiere el calculo previo de los ceros de unos determinados polinomios,
lo que puede llevar a la apariciéon de errores de redondeo cuando el niimero es elevado.
Tenemos por tanto la necesidad de encontrar métodos eficientes que nos permitan compu-
tar tales férmulas. El procedimiento usual, que describimos a continuacién, consiste en
re-escribir el problema como un problema de célculo de autovalores de ciertas matrices
tri-diagonales. En efecto, de la ley de recurrencia para la familia de polinomios ortogonales
moénicos (1.5), se deduce la ley para la correspondiente familia ortonormal

Per1(2)/Brerr = (2 — a) Pe(x) — /BePe_1(z)

0 equivalentemente,

2Py(x) = Pry1(2)/ Brs1 + o Pr(x) + / BrPe—1(

Si procedemos para k =0,1,2,...,n — 1 tendremos que

x) + mPn(x)en = zlg(az) ,

donde
ap VB O 0 0
VB a1 VB 0 0
0 VB ar VP e 0
Jn = : : . _ , , (1.22)
0 0 0 /871—2 Qp—2 ﬂn—l
0 0 0 0 ﬁn—l Qp—1
y

P(z) = (Py(z), P (z), - , Pa_a(z), Pa_i(z))T €R™ | €, =(0,0,...,0,1)T € R™.

La matriz J, de dimension n, tridiagonal y simétrica es conocida como Matriz de Jacobi, y
aparece originalmente en [68] en el contexto de formas cuadréticas y fracciones continuas.
Cuando z = z; para j = 1,...,n se tiene que J,,P(z;) = z;P(z;), siendo ademas

P(x;) = (Po(xj), Pu(wj), - Paa(5), Pao1(z))" #0 |

. T 1/2

pues en particular, Py(z;) = Iﬁ;(ollj =0y /2 Esto demuestra que los nodos de la n-ésima
formula Gaussiana son los autovalores de J,,. Ademas, los pesos se expresan en términos
de las primeras componentes de los vectores propios normalizados asociados a cada valor

propio. Si para j = 1,...,n, v; = (Vj1,...,Vjn )T € R"™ es tal autovector (cumpliendo
I vy ll2= \/032'1 +---+ v2- = 1) entonces vj’l

del Teorema 1.2.8 se sigue que ﬁov

Py
HP( i)ll2 (xj) FHP(%)H y por tanto

=A,.
Hp(z i3 d ]
Vemos pues que una alternatlva para computar las formulas Gaussianas es la de con-
vertir el problema en otro de cdlculo de autovalores y autovectores. Se suele aconsejar
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para ello el algoritmo QR de Francis (véase [6, pags. 612-613] y las referencias ahi citadas)
basado en la desomposicién QR de toda matriz real, siendo ) una matriz ortogonal y R
una matriz triangular (superior o inferior).

Para finalizar esta seccién dedicada a los aspectos mas relevantes del eje real, veremos
un resultado reciproco a la ley de recurrencia a tres términos (1.5), conocido como el
teorema de Favard. Para ello, consideremos previamente lo siguiente: sea {c,}72, una
sucesion de nimeros reales o complejos y F : P — C definido por

Fla"l=¢, n>0,

.7:[0417T1($) + Oég’/TQ(.CL‘)] = Oélf[ﬂl<l‘)] + Oézf[ﬁg(l‘)] , Yai,a9 € C, VY, m € P.

A F se le denomina funcional de momentos determinado por {cy}72, y diremos que es
definido positivo si F[n(x)] > 0 para todo w(x) € P, m(x) > 0 no idénticamente nulo. Por
otro lado, diremos que el funcional es cuasi definido si T,, dado por (1.4) verifica T;, # 0
para todo n > 0. Entonces, puede probarse el siguiente (véase [31, pags. 20-21])

Teorema 1.2.10 Sea F el funcional de momentos asociado a la sucesion {cn}22 . En-
tonces, si F es cuasi definido existe una sucesion de polinomios { P}, cumpliendo

1. el grado de P, es exactamente n,
2. para todo k =0,1,...,n —1 se tiene que f[a;kPn] = 0.
Ademds, F serd definido positivo, si y sdlo si, T,, > 0 para todo n > 0.

a

La sucesién { P, }22, obtenida en el teorema previo constituye una sucesién de polinomios
ortogonales con respecto al funcional F (o equivalentemente, a la sucesion {c;}32 ). Con
esto estamos ya en condiciones de enunciar el resultado mencionado y cuya demostracion
puede verse en [31, pags. 21-22]:

Teorema 1.2.11 (Favard) Sean {c,}32, y{\}52, dos sucesiones arbitrarias de nime-
ros complejos, y { Py}, la familia de polinomios que se computa de la ley de recurrencia

P.(z) = (x — ¢p) Poo1(z) = ApPp—2(x) , n>1
P_1(z)=0 Py(x)=1
Entonces, existe un unico funcional F tal que F[1] =X y
F[Pn(z)Pp(x)]=0 , m#n , myn=>0.
Ademds,
1. F es cuasi definido, st y solo si, A, # 0 para todo n > 1,

2. F es definido positivo, sty sélo s, Ap, > 0 y ¢y, € R para todo n > 1.
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1.3. La circunferencia unidad

Supongamos que deseamos aproximar la integral I(f) = ["_f(#)df, donde f(0) es
una funcién periédica de periodo 27. En comparacion con lo hecho en la seccién anterior,
parece natural ahora estimar I(f) reemplazando f(6) por un polinomio trigonométrico (y
no algebraico) de un cierto grado m, es decir, una funcién de la forma

m
Tn(0) = ao + Z [ax cos k6 + by sen k)] ,
k=1
siendo ag, ap y by constantes para k = 1,...,m (recordemos que toda funcién continua y

periddica de periodo 27 se puede aproximar uniformemente por polinomios trigonométri-
cos, véase [41]). En [79, pags. 73-74] se consider6 por primera vez aproximar I(f) por una
férmula de cuadratura del tipo I,,(f) = Z’;:l A;f(0;) con el mayor grado de precisién
trigonométrico, siendo éste n — 1 (al igual que en el caso real se comprueba en este caso
que existe un polinomio trigonométrico de grado exacto n que no es integrado exacta-
mente). Dicha férmula queda caracterizada tomando nodos equiespaciados 0y = a + kh
para k = 0,...,n — 1 siendo a un nimero arbitrario, h = 2% y pesos constantes A; = h
para todo j = 1,...,n. Ademas, debemos observar que realmente tenemos una familia
uniparamétrica de férmulas de cuadratura, dado que éstas dependen del parametro a y
se comprueba ademds que cuando tomamos a = —7 entonces I, (f) coincide precisamente
con la Regla Trapezoidal.
Como aplicacion, supongamos que deseamos computar integrales de la forma

_ [ f(9)
I(a,b)(f) = /7T COSh(b) — COS(9 — a)Cw , —-t<a<m,be R\{O} s (1.23)

donde f es una funcién real 27 periddica. Este tipo de integrales aparecen con frecuencia
en la solucién de problemas en la circunferencia unidad con valores en la frontera (véase
por ejemplo, [29], [91] y [106]). Debido al caracter periédico del integrando, podriamos
intentar estimar (1.23) por medio de la férmula de cuadratura comentada, la cual integra
exactamente a polinomios trigonométricos de grado n — 1 (el méximo posible), y que
coincide con la Regla Trapezoidal aplicada a I,(f). Esto implica la siguiente estimacién
de (1.23):

27 f(Ok)
I ~I,(f) = — , 1.24
(@) () (7) n ’; cosh(b) — cos(0y — a) (1:24)
con O, = —m+ (k — 1)%’7, k =1,...,n. Ahora bien, para b suficientemente lejos de cero,

esta regla proporciona estimaciones satisfactorias. Sin embargo, si b es préximo a cero,
las estimaciones son extremadamente pobres. Como alternativa en [29] se introduce una
modificaciéon apropiada de la Regla Trapezoidal.
La integral I (a,b)( f) es un caso particular de la integral definida ahora sobre la circun-
ferencia unidad .
LD = [ et = [ o) (1.25)
—T
(con un ligero abuso en la notacién escribiremos dw(z) = dw(f)), siendo w una medida
positiva de Borel en [—7, 7] que para I, ) (f) coincide con dw(60) = W y cuyas
técnicas de aproximaciéon més usuales seran revisadas a lo largo de la seccién.
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Siguiendo con la analogia del caso real, supondremos que las funciones e~*? son in-
tegrables en [—m, 7] con respecto a w para todo k € Z, lo que nos permite definir por un
lado el k-ésimo momento trigonométrico como el nimero complejo py = fﬂ e~k 0dw ()

—T
y por otro lado para n > —1 el n-ésimo determinante de Toeplitz

Ko H1 H2 Hn
H-1 Ho H1 Tt M-l

A, =] b—2  p-1 Bo 0 Hn—2 | | n>0; A_q:=1. (1.26)
H—n HM—n+1 Hh—nt+2 - HO

También diremos que una sucesién de nitmeros complejos {p,}5° _ es Hermitiana si
Un = fi—p, para todo n > 0.

El ingrediente basico cuando trabajamos con cuestiones de aproximacién en la circun-
ferencia unidad es el espacio vectorial complejo de polinomios de Laurent en la variable z:
A := C[z, 271, es decir, A := span{z* : k € Z} y consideremos A, ,, := span{z™, ..., 2"},
subespacio vectorial de A donde m,n € Z siendo m < n. Obsérvese ademds que Ay, =P,
para todo n > 0. Si bien hemos comentado ya la densidad del espacio de polinomios IP sobre
el espacio C[a, b] de funciones continuas sobre un intervalo finito [a, b] respecto a la norma
uniforme, el resultado deja de ser valido en general cuando reemplazamos tal intervalo por
la circunferencia unidad. Sin embargo, cualquier funcién continua en T puede aproximarse
uniformemente en T por polinomios de Laurent (véase [41, pags. 304-305] 6 [103, pdg. 39]).
Por tanto, en la estimacién de (1.25) parecera razonable reemplazar ahora f(z) por un
apropiado polinomio de Laurent. Para méas detalles sobre problemas de aproximacion en
la circunferencia unidad véase [78].

Szegé estudié en [98, Capitulo 11] los polinomios ortogonales en T con respecto al
producto interior inducido

(9o = [ FgEMano) , g€ L5(T) (127

Aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los monomios 1, z, 22, 22, . ..
obtenemos una base {py(z)}°2, formada por polinomios (ménicos) verificando

1. pp(2)=2"+---+ 0, € P,\P,_1 para todo n > 0,
2. pn(z) es ortogonal a span{l, z,...,2" "1} con respecto al producto interior (1.27).

A tal familia de polinomios ménicos ortogonales en T con respecto a (1.27) se le conoce
como la familia de polinomios de Szegd, y a la sucesién de términos independientes {0, }22
la familia de coeficientes de Verblunsky?. Dado un polinomio p(z) = anz" + -+ + ag €
P,\P,,—1, definimos el polinomio reciproco segin p*(z) := z"p(1/z), es decir, p*(z) =
agz" + -+ + a, € P, (se observa claramente que el grado no tiene por qué ser ahora
exactamente n). Estas definiciones van a jugar un papel crucial a lo largo de toda la
Memoria.

2 Aunque existen al menos otras cuatro terminologias, coeficientes de Schur, Schur-Szegé, de refrexién
o de Geronimus (véase [95]), nos referiremos en esta Memoria a tales cantidades como coeficientes de
Verblunsky.
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De (1.1) se deducen las siguientes expresiones determinantales para los polinomios de
Szegl y sus reciprocos en términos de los momentos trigonométricos:

Ho -1 - H—n
1 H1 ot Hen+l
po(z) =1, pulz) = 5 Cr | a1 (ay)
n—1
Hn—1 Hpn—2 - H—1
1 2 o prg
Yy
Ho H1 Tt Mn—1 Hn
1 H—1 2] o Mn—2 Hn—1
r(z) =1, pa(z) = 3 : S : ., n>1,  (1.29)
n—1
H—n+1 H—n+2 - Ho 241
P znfl L. P 1

con A, dado por (1.26). De la construccién de estos polinomios y de (1.28)-(1.29) se
deducen las siguientes condiciones de ortogonalidad:

< pn(2),2° >o=<pi(2),2t >o=0,s=0,1,....,.n—1 , t=1,2,...,n,
(1.30)

< pn(2), 2" >u=< p5(2),1 >u= 2= > 0.

En cuanto a la correspondiente familia ortonormal, que denotaremos por {¢;,(2)}5, se

sigue de la introduccion de este capitulo que ¢, (2) = kppn(2) con Ky, = AA”: paran > 0
y de ahi junto a la definicién de p}(z) que
. A
I on(2) o=l P7(2) llo= (| 3 (1.31)
n—1

El siguiente resultado sobre la localizacién de los ceros de los polinomios de Szeg6 es
una consecuencia del Teorema 1.1.1 y fundamental en lo que sigue (véase [1, pag. 184]
6 98, pags. 292-293)):

Teorema 1.3.1 (Ceros de polinomios de Szeg8) Los ceros de p,(z) se encuentran
en D para todo n > 1.

|

Como consecuencia se deduce por un lado que los ceros de pj(z) se encuentran en E
para todo n > 1, y por otro lado la siguiente propiedad fundamental que cumplen los
coeficientes de Verblunsky: |0,| < 1 para todo n > 1 (ndtese que 09 = 1 y si w es
una medida de probabilidad, entonces también py = 1). Definimos a continuacién una
sucesion de numeros comprendidos en el intervalo (0, 1], que denotaremos por {n,}>°; y
que apareceran con suma frecuencia:

M i=V1— |02 , n>1. (1.32)



Capitulo 1. Algunos resultados preliminares sobre polinomios ortogonales y
14 férmulas de cuadratura

También serd conveniente conocer un caso de simetria para la cual los polinomios de
Szegd tengan coeficientes reales. En efecto, dado que

i :/ e~ "0 duw () :/ cos kOdw(6) —i/ senkOdw(0) , ke€Z,

—T —Tr

si suponemos que w es absolutamente continua y podemos escribir dw(6) = @w(0)df con &(0)
funcién peso tal que () = &(—0), tendremos entonces que py = 2 [ coskfo(0)dd € R y
por tanto, de (1.28) se sigue que py(z) tendré coeficientes reales. En este caso se establece
en [98, pags. 294-295] la siguiente relacién: sea () una funcién peso en [—1, 1] y sea ©(6)
la funcién peso en [—, 7] dada por

@(0) = (cos @) [sind| , (1.33)

o lo que es lo mismo, @(0)df = &(x)|dx| con x = cos @, entonces las respectivas familias
de polinomios ortonormales vienen relacionadas por

pale) = b [ () + e (2)

= m (27" pan-1(2) + 2" pon—1 (1)]

—1 , . .
donde x = Z+§ , 6 equivalentemente, z = cos @ con z = €%,

Al trabajar en la circunferencia unidad considerando la base ortonormal de polinomios
{pn(2)}52, se sigue de (1.7) que la funcién nicleo reproductor viene ahora dada por

Kn(2,6) = er(2)er€) , z,6€C, (1.34)
k=0
la cual satisface la siguiente propiedad reproductora:

(p(2), Kn(2,8))w = /Tp(z)lCn(z,g)w(H)dH =p&) ,z=€% | YpeP, ,VeecC. (1.35)

De (1.35) se deducen las relaciones (véase [101, pag. 27])

Kn(2,0) = 0r(2)or(0) = fni(2) (1.36)
k=0
y n
Kn(0,0) = lor(0)]* = k2. (1.37)
k=0

Rn—1

Por un lado, de (1.37) se comprueba la relacién ( = 12, y dado que estamos

considerando k,, > 0 para todo n > 0, se concluye junto a (1.31) que

Rn—1 . H pn(z) Hw . vAnEn—Q

o 1@ o Ay

T = n>1, (1.38)
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lo cual implica
Apq
lon(2) lE=mx— »n>1. (1.39)
n—2

Por otro lado, como consecuencia de (1.36) se puede probar la siguiente ley de recurren-
cia para polinomios de Szegd y los correspondientes ortonormales, la cual fue demostrada
por primera vez por Szegd en [98, pags. 293-294] (véase también [56]), y que podria in-
terpretarse como una ley de recurrencia a tres términos si consideramos los polinomios
de Szegb y sus reciprocos ordenados de la forma po(z), p§(2), p1(2), pi(2), p2(2), P5(2), . ..
(andlogamente con la sucesién ortonormal):

Teorema 1.3.2 (Ley de recurrencia) Las familias {pn(2)}72g v {¢on(2)}rey de poli-
nomios monicos y ortonormales de Szegd respectivamente con respecto a la medida w en
T satisfacen las leyes de recurrencia

( Zggz; > N < 57; 51n ) < Zgjg; ) ,yn=>1 (1.40)

( 5:8 ) B nln < 57; 51n > < 2:8 >  n>1 (1.41)

con condiciones iniciales

L (1.42)

Vo

siendo {0,}0% la familia de coeficientes de Verblunsky para la medida w, {n,}22, la
sucesion definida en (1.52) y po == " _dw(6).

po(2) = po(2) =1, po(2) = @o(2)

|

Las relaciones (1.40) y (1.41) (forward) pueden de manera equivalente ser reemplazadas
por las siguientes (backward):

( zﬂ%n_ll(gé) > - 771% ( —15? _fn ) ( ZZE;; ) ,n>1 (1.43)

( Zé‘lnll((g) ) N 771n ( —157 _fn ) ( gzgz; ) ,n>1 (1.44)

respectivamente. Ademas, la relacién (1.40) establece cémo computar el n-ésimo pardametro
de Verblunsky a partir del polinomio p,—1(z) y de la familia de momentos trigonométricos
{u_r}7_y- En efecto, si p,—1(z) = S.32g 712", entonces se deduce

5 — (2pa(2) Do _ TR LRI S WD W S TR
n — —_- - .

* — — (1.45)
<pn—1(z)> 1>w Z:(l) rn717k<zk7 1>w Zzzé T'n—1—-kM—k

Al igual que en el caso real, también podemos establecer un resultado de tipo Favard,
reciproco al Teorema 1.3.2 (véanse los detalles en [71] y también [2] y [50]). Sin embar-
go, omitiremos su enunciado dado que en el capitulo 4 estableceremos una demostracién
alternativa de una generalizacién de este resultado (Teorema 4.2.7).
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Los polinomios de Szegd de seqgunda especie, que denotaremos por {¢,(2)}22, se definen

en términos de los polinomios de Szegd segin

n(2) = { L ztiz (en(&) = n(2)) doff) SZ: nzl ,
— o si n=20

comprobandose (véase [71]) que satisfacen la misma ley de recurrencia que la familia de

polinomios de Szegd {pn(2)}22, pero con la condicién inicial ¢p(z) = —po.

A continuacion estableceremos dos conceptos que seran también de vital importancia.
Por un lado, decimos que un polinomio p(z) es k-invariante (invariante) con k € C\{0}
si p*(z) = kp(z). En el siguiente capitulo tendrén especial importancia los polinomios
l-invariantes, conocidos como autorreciprocos (véase [99]); no obstante, se verda que poli-
nomios invariantes son “esencialmente” autorreciprocos. Por otro lado, Jones et. al. dieron
en [71] la siguiente definicién: un polinomio B, (z) € P,\P,,_; se dice que es para-ortogonal
con respecto a la medida w en [—m, 7] si cumple las condiciones de ortogonalidad:

(Bp(2),2")0 =0 ,1<k<n—1 ; (Bu(2),1)s #0 , (Bn(2), 2" #0. (1.46)

Por propia definicién es facil verificar que tanto p,(z) como p}(z) ni son invariantes ni son
para-ortogonales. Los dos siguientes resultados (véase [71]) caracterizan a tales funciones
y nos indican la localizacién de sus ceros.

Teorema 1.3.3 Si{pn(2)}22, representa la sucesion de polinomios monicos de Szegd con
respecto a la medida w, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

1. By(z) es un polinomio de grado exacto n > 1, para-ortogonal e invariante.

2.
B, (z) =Cylpn(2) +1pr(2)] , Cn#0 , 7€T. (1.47)

B,(z) = Cy, [2pn—1(2) + Tp5_1(2)] Cn#0 ,7eT. (1.48)

Ademds, la equivalencia entre (1.47) y (1.48) viene dada por las siguientes relaciones:

Cp = Crn(1+78,) y%:%.

|

Teorema 1.3.4 (ceros de polinomios para-ortogonales) Todo polinomio de grado e-
xacto n > 1, para-ortogonal e invariante, tiene sus n ceros distintos y localizados en T.

a

Mas propiedades relacionadas sobre los ceros de polinomios para-ortogonales en relacién
con la alternancia, separacién, distribucién y distancia entre ceros consecutivos han sido
estudiadas en [59]. Comentamos también que si ¢y, (2) = k2" + -+ con K, > 0 para todo
n > 0y consideramos By, (z,7) = C [pn(2) + 79} (2)] con C-7 € C\{0} (no necesariamente
T €T)y kn+ 7en(0) # 0 (para garantizar grado exacto n), entonces By, (z,7) cumple las
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condiciones de para-ortogonalidad (1.46), y serd k-invariante, si y s6lo si, 7 € T (y en tal
caso, k = % eT).

Antes de establecer el papel fundamental que va a jugar la familia de polinomios
{Bn(2)}2,, consideremos de nuevo la funcién reproductora (1.34). Si tomamos p,(z) =
(z —&)qn-1(z) € II,, con g,—1(z) € II,,—1, y £ un nimero complejo arbitrario, entonces de
(1.35) se tiene que

//c (2, )P () /ic (2 m) (1 = €) s () dus() |
¥ por tanto, [ Kn(€,7)(1 — €)dn_1(n)dw(n) = pa(€) = 0, o que significa que

/TICn(f,z)(z —&)n-1(2)dw(0) =0 , z= et , Vgn_1 €1,_1.

Ahora, dado que z € T se sigue que [ K(z,€) ( —¢
qn—1 € Il,,—1, esto es,

) Zzqn—1(2)dw(f) = 0 para todo

/TICn(z,f)(l — 28)2qn—1(2)dw(0) = 0.

De esta tltima relacién se sigue que K,(z,&)(1 — 2€) L span{z,---,2"}. Observamos
ademas que K, (z,£)(1 — z€) es un polinomio de grado exacto n —|— 1 en la variable z. Si
suponemos por un lado que (Kn(z,g)(l—zg), 1)y # 0, es decir [ Kn(z,€)(1—28)dw(f) =0
entonces K, (2,€)(1 — 2€) L span{l,z,---,2"}, por lo que debe existir una constante
G = Cn1(€) # 0 tal que Kz, £)(1 — 28) = Crr () s1(2). De aaqui se concluye una
contradiccién, dado que esta relacién implica que ¢,,11 (1/€) = 0 para cualquier £ € C\{0}.
Por otro lado, si suponemos que (K, (z,£)(1— 2£), 2" 1), = 0 entonces K, (2, &) (1 — 2€) L
span{z,---,2" 2"} y de nuevo existe Cpy1 = Cry1(€) # 0 tal que K, (z,8)(1 — 2£) =
Cn11(&)¢}11(2), concluyendo una contradiccién similar. Hemos probado pues el siguiente
resultado:

Proposicién 1.3.5 Sean > 0y K, (z,€) la funcion nicleo reproductor definida en (1.34).
Entonces, para todo & € C\{0} se tiene que K,,(z,£)(1—2€) es un polinomio de grado exacto
n + 1 para-ortogonal con respecto a w.

Veamos lo que ocurre cuando ¢ € T:

Proposicién 1.3.6 Para todo ¢ € T yn > 0, sea Bpy1(2) = Kn(2,€)(1 — 2€) donde
Kn(z,€) es la funcion nicleo reproductor definida en (1.34). Entonces, By 11(z) es —&"+1-
mvariante.

Demostracion.- Veamos primero que K (z, &) = £"K,(z,€). En efecto, si £ € T entonces
ICi(2,6) = 2"Ky, (1/Z,€) €11, y podremos escribir

Kr(z,6) = Zak §)pr(z
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donde
://C,’;(z,f)gok(z)dww) ) Z:ew ) k':O,l,...,TL.
T

Tenemos por tanto que

ar(€) :/Tz"ICn(l/z,f)- //c )2"or(2)dw(8) , z=e?.

Siz € Ty para k > 0 se sigue que z"pg(z) € II, y por tanto, de (1.35) entonces
ai(&) = £"pr(§). Asi pues,

Ki(z,¢) = Zf"sok = "Kn(2,8).

Ahora bien, dado que 1/£ = £ entonces
Byiy(2) = 2" Buia(1/2) = 2" (1 - 1€) K (1/2,€) = (2 = €)2"Kn(1/2,6)

= (2=9K(2 )

y tendremos finalmente que

f(2) = s”/cnu,@‘“gz@ = e (2, 6)(1 - 2E) = € By (2).

Del Teorema 1.3.4 y las Proposiciones 1.3.5 y 1.3.6 se deduce el siguiente

Corolario 1.3.7 Para todo £ € T, sea Bpy1(2) = Kn(2,€)(1 — 2€) con Ky(2,€) dado por
(1.84). Entonces, Byy1(2) tiene exactamente n + 1 ceros distintos en T, siendo § uno de
ellos.

a

De este Corolario vemos que el nicleo reproductor K, (z, &) tiene n ceros distintos en T
para todo £ € T, por lo que cabria esperar que K, (z,£) fuera también un polinomio para-
ortogonal e invariante con respecto a una cierta medida @. Una respuesta positiva viene
dada por la siguiente

Proposicién 1.3.8 Para cualquier £ € T, la funcidn reproductora K, (z, &) es ™ -invariante
y para-ortogonal con respecto a la medida positiva de Borel

dp(0) = [€ — e Pduw(6).

Demostracion.- La propiedad £"-invariante se sigue de la demostracion de la Proposi-
cién 1.3.6. En cuanto a la para-ortogonalidad, tomando z = €% se sigue que

<’Cn(2’§)7 Zk>u = f'ﬂ‘ _k |£ - Z‘ dw ) = f'ﬂ‘ ’Cn('z)g)z_k }1 - 52’2 dw(e)
= Jp Buri(2)z (1~ E2)dw(0) = fy Buga ()2 6D (2 — )duw(0)

= [y Buri(2)2 dw(8) — € [ Bura(2)=~ D dw(6).
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Dado que By+1(z) es para-ortogonal con respecto a la medida w, deducimos finalmente
que
(Kn(2,6),2",=0 , 1<k<n-1,

<’Cn(27§)’ 1>M =< Bn—l—l(z)v 1 >w7é 0 )

(Kn(2,8), 2"y = =€ < Bnyi1(2), 2" >,# 0.
O

Basandonos en estos resultados previos estableceremos a continuacién una demostra-
cién alternativa de la férmula de Christoffel-Darboux para el nicleo reproductor (1.34)
(véase [98, pags. 293-294] 6 [56]), tratdndose realmente de un problema propuesto en [101,
pag. 35]:

Teorema 1.3.9 (Christoffel-Darboux) Si {¢,(2)}>2, representa la familia de polino-
mios ortonormales respecto a la medida w en T, entonces

n

Kn(2,6) =Y or(2)en(€)

k=0

_ (2P ® = o1 ()i ©)

— (1.49)

Demostracion.- De (1.47) y la Proposicién 1.3.5 se sigue que existen Cp,11(§) #Z 0y
Tn+1(€) # 0 tales que

Bpy1(z) = Kn(z,6)(1 - ZE) = Cn11(§) [‘Pn-l-l(z) + Tn+1<£)¢;+1(z)] . (1.50)

Si comparamos en esta tltima relacién los coeficientes de los monomios 2"*! obtenemos
la relacién

~#n€n(€) = Cunr(§) [Fusr + Pur1 Q701 (6)] (151)

mientras que evaluando también en (1.50) para z = 0,

Kn(0,8) = Cnt1(8) [pn+1(0) + Kns17nr1(E)] - (1.52)

De la relacién (1.36) tenemos que K,,(0,€) = knpi(§), por lo que de (1.51)-(1.52) deduci-
mos el siguiente sistema de dos ecuaciones con las dos incognitas Cp11(§) y Tn+1(€):

Enp(§) = Cny1(§) [Pn+1(0) + Fng1Tnt1(§)] (1.53)
—n€pn(®) = Cor1(©) [Fnss + PunOmir(©)] |
De (1.49)-(1.50) quedaria completa la demostracién si probamos que Cp41(§) = —pp+1(§)
Y Tnt1(§) = — <%> son las soluciones del sistema (1.53), es decir, si se cumple

(3 P 3 [%H(O) _— @i%)] e P (@ — P e (0)

(1.54)
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y

_/ing()pn(g) = _(Pn—l—l(g) Rn41 — (Pn—i-l(o) (SOTH—I(O> = (Pn-i-l(o) '90:;-',-1(5) - "@n-&-l@n—f—l(f)-
Pn+1(§)
(1.55)

Concluimos finalmente el resultado dado que, al ser ky, k1 > 0 es facil comprobar de

(1.36) que las expresiones (1.54)-(1.55) son equivalentes a la ley de recurrencia (1.41).

Haciendo tender ahora £ a z se obtiene la formula confluente

Kn-1(z,2) = |25 — len(2)”

1—|[z? ’

la cual permite dar una demostracién alternativa de que los ceros de ¢, (z) caen en D.

Como aplicacién de esta identidad consideremos los siguientes ejemplos particulares
correspondientes a medidas absolutamente continuas, donde dw(f) = @(0)d# siendo &(6)
una funcién peso positiva.

1. Medida de Lebesgue. Es bien sabido (véase [98, pdg. 290] 6 [101, pag 32]) que
los polinomios ortonormales de Szegd normalizados con respecto a la funcién peso

@(0) = 5 vienen dados por

pn(2) =2" , n>0. (1.56)
De (1.49) se deduce la siguiente expresién para la funcién reproductora:

_ 27 n+1 n o
€)= T = Y (Y.
=0

2. Modificacién racional de la medida de Lebesgue. Consideremos la funcién
peso
1

5O) = ——— . (1.57)
2m |h(e®)[?

siendo h(z) un polinomio de grado m sin raices en T (si m = 0, entonces h(z) =1y

recuperamos la medida de Lebesgue). Los polinomios ortonormales de Szegd (véase

[98, pags. 289-290]) vienen dados por
on(2) =2"""h(z), n>m. (1.58)

En este caso, para obtener la familia completa de polinomios ortonormales se compu-
tarfan éstos recursivamente para n < m segin (1.41). Dado que ¢} (z) = h*(2) se
cumple entonces que

W (E) — (B h()R(E)
1—2£
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Z=T

Cuando tomamos m = 1 y haciendo h(z) = i3 con 0 < r <1 aparece la medida

asociada con el nicleo de Poisson, es decir

(1-r*)

w(6) = 27 (1 = 2rcos +r?) '

re(0,1). (1.59)

La familia de polinomios ortonormales vendran dados por

n n—1
onl2) = Vi—r2

y de (1.49) que la funcién nicleo reproductor sea

nz1 (po(z)=1), (1.60)

g LmrA e = =) () ) - )
S (1= )= 20 T

siendo p(r) = 1 —r(z + &) + r2(2€).

3. Funciones peso de tipo Chebyshev. Por la funciéon peso de tipo Jacobi en la
circunferencia unidad entendemos la familia bi-paramétrica de funciones peso que
resulta de la transformacién (1.33) considerando &(z) dada por (1.13). En otras
palabras,

D(0) = (1 — cos0)* V21 + cos)* /% | a,3>—-1 ,0e(—ma].  (161)
En [98] se calcularon explicitamente los correspondientes coeficientes de Verblunsky:

o=
n+a+B+2

a+p/+1

dop = ———————
n 2n+a+ 4 +1

eR , 52n+1 = e R. (1.62)

Cuando o, 8 € {:t%} obtenemos las correspondientes funciones peso de tipo Chebys-
hev (de primera a cuarta especie respectivamente), que consideraremos normalizadas

(de probabilidad):

- sin20 5 1 — cos0 5
, @a(0) = , w3(0) = o ©4(0)

1+ cost
- 27

w1(0) = (1.63)

1
o
(obsérvese que w1 () coincide con la medida de Lebesgue en la circunferencia unidad).
Para obtener expresiones del niicleo reproductor para esta familia de funciones peso
a partir de (1.49) podemos aplicar los resultados de [40], donde se han deducido
expresiones explicitas para las correspondientes familias de polinomios ortonormales.
De este modo obtenemos las siguientes relaciones, donde sélo mostramos de manera
detallada los cdlculos para la funcién peso w4(6).

Funcién peso w4(0):
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Kn(2:6) = Gres mz~

< [(She (~1m 42 = )27 ) (Spd (-1 (42 - )E)

~ (S 1P+ 1) (S50 + e )

n s st
(n+2)(n-§3)(1—zg) [(Zs’j:l()(_l) +t<n +2-s)n+2-1)2% )

— (Z (s + 1)+ 1)2T )]

n s sl
= o e Deimo(—D T (42— s)(n 42— ) — (s + 1)(E+ 1)] 2°€
n s P
- (n+2)(n+3 si (1) [n2+”(4—5—t)+3(1—3—t)]2 £.

Funcidén peso w3(0):

n+1
t

(n+2)2(n+3)(1_1zg) Z [n2+n(4—s—t)+3(1—s—t)}zsg'
s,t=0

Funcién peso @y (6):

2SR (4 1)2% npar
on(2) = .
n4f1 % Zjio (j+1)2% nimpar
o 4(2k+3) 1
]C2k(27 5) = R1)2(2h45) 1t X

SR o (K2 k(2 =5 — ) + (st + 1)(1 — 2€) — (s +t)(1 + 28)] 22€".

s72t
Kor_1(z,&) = mfg Z];,t:O [k* — k(s +t—2) —2(s +t)] 2%¢.
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Para finalizar este primer capitulo abordamos la construccién de férmulas de cuadra-
tura sobre la circunferencia unidad, tema principal de esta Memoria, y con el que comen-
zamos de manera introductoria esta seccion. Asi pues, consideremos como estimador de
(1.25) la siguiente combinacién lineal de valores del integrando (férmula de cuadratura en
la circunferencia unidad):

In(f) ::Z/\jf(zj') ; zj;ézk ,J £k ZjG’]T , Vi=1,....n, (1.64)
j=1

siendo f una funcién continua en T. Como ya mencionamos anteriormente, el hecho de
que cualquier funcién continua en T se pueda aproximar uniformemente por polinomios
de Laurent nos plantea buscar nodos {z;}7_; en T y pesos {);}7_; de manera que I,(f)
sea exacta en subespacios de A de la forma A_,, , con p = p(n), ¢ = ¢(n) y con suma p+q
lo més grande posible (obsérvese que dim (A_p, 4) = p+ ¢ + 1). Para nuestros propésitos,
intentaremos primero buscar exactitud en subespacios de la forma A_,,, con el fin de
buscar pesos positivos en (1.64) dado que en este caso la estabilidad y convergencia de
la sucesién {I,(f)}>2, quedaria garantizada. Debemos notar también que una férmula
de cuadratura de la forma (1.64) y con pesos reales, que sea exacta en A_,, es también
exacta en A_, ,, donde r = max{p, ¢}. Por otro lado, puede probarse de manera inmediata
que no puede existir una férmula de cuadratura I,,(f) del tipo (1.64) que sea exacta en
A_, n: basta considerar la funcién @, (2)Qn«(2) € A_y, , siendo @y, (2) el polinomio nodal,
es decir, Qn(z) := H?zl(z — zj). Nuestro siguiente paso serd considerar p = n — 1, y
obsérvese que de existir tal formula de cuadratura exacta en A_(,_1),_1, ésta tendria

pesos \; positivos: basta tomar [;(z) = gf(;))
J

nodal y considerar }lj(ei9)|2 €A_(n—1)n—1-

Un hecho fundamental debemos tener en cuenta: si bien hemos visto en la secciéon an-
terior que para construir féormulas de cuadratura en [—1, 1] con maximo grado de precisién
alcanzable, los n nodos deben ser elegidos como los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal
con respecto a la medida o, al trabajar en la circunferencia unidad la situacién cambia ra-
dicalmente, dado que como ya hemos visto, los ceros del polinomio p,(z) se encuentran en
D, y por tanto no pueden ser elegidos como nodos de I,,(f). Va a ser ahora donde jueguen
un papel fundamental los polinomios para-ortogonales e invariantes definidos anteriormen-
te. A continuacién probamos las siguientes condiciones necesarias para el polinomio nodal
Qn(z) (véase una demostracién alternativa en [20]).

para j = 1,...,n, siendo @Qy(2) el polinomio

Teorema 1.3.10 Para n > 1, sea I,(f) = >, A\jf(2j) con z; € T para todo j =
L,...,n, evacta en A_(,_1),—1. Entonces, el polinomio nodal Qn(z) = H?Zl(z — zj) es

para-ortogonal y k-invariante, con k = g;llz e€T.

Demostracion.- La exactitud en el espacio A_(,,_1),—; nos lleva al siguiente sistema

no lineal de 2n incégnitas z1,...,2n, A1,..., A\n ¥ 2n — 1 ecuaciones:
n T )
)\jzf = / eMdw@) =p_y , —(n—1)<k<n-1. (1.65)
=1 -
Sea Qn(z) = Z?:o cjz) con ¢, = 1. Procediendo algebraicamente como en [42, pégs.

109-112] en relacién con las férmulas de cuadratura Gaussianas deducimos, tomando las
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primeras (n + 1) ecuaciones en (1.65), es decir, —(n — 1) < k < 1, que

Colbn—1 = Co)\lzl_(n_l) + -+ Co)\nzg(n_l)
Clpn—2 = Cl>\121_(n_2) D e
Ch—1M0 = Cn—1A1 + -+ cp1 Ay
Cn i1 = cpA21 + e Anin.
Entonces, por un lado,
—(n—1
Coptn—1 + Clftn—2 + -+ Cp—1flo +Cufi—1 = M (0021 (v=D) +--tcpo1+ CnZ1) 4+

+)\n (COZ;(nil) + -+ t+ ann)

= Alz?ilQn(zl) +ot Anzr?_lQn(Zn)
mientras que por otro lado,

Copn—1 + Cipn—2+ -+ FCp—1fo + Cpp—1

= ffﬂ [coe_i(”_l)e +oeem =20 440+ cnew] dw(0)

= flr (Z?:O Cjzj> Fdw(@) =(Qn(2),2" Hy =0 (2= ew).

Tratando las (n + 1) ecuaciones en (1.65) desde k = —(n — 2) hasta k = 2, obtenemos
Cofn—2 + Clln—3 + -+ + cpii_o = 0, lo cual implica (Q,(z),2" %), = 0. Procediendo de
manera similar, tomando de manera consecutiva en (1.65) las ecuaciones correspondientes
a—(n—3)<k<3,...,—1<k<(n—1) obtenemos (Q,(2), '), =0paral <j<n-—1.
Ademds, si (Qn(2),1), = 0, entonces claramente se sigue que Qy(z) = pn(2) y los nodos
{#j}}—1 caerfan en D, mientras que (Qn(z),2") = 0 implica que @Qn(2) = Ynpy(2) con

Yn # 0y los nodos caerfan en E. Finalmente, dado que z; € T para todo j = 1,...,n,
obtenemos
. 1 1 ~/11 —1)"
Qr(z) =2"Q <> = 2" H ( - zj> =z" H ( — ) = = H(z—zj) = kQn(2).
z -\ 2 s\ 2 Zj 21 Zn LC
J=1 7j=1 7=1
O

Del Teorema 1.3.10 se deduce el siguiente sistema de (n — 1) ecuaciones con incognitas
€oy-vsCp (cp =1)

Cofbn—1 t+Clfbn—2 + -+ Cp_1fbo = —HU—1

Copbn—2 + Clppn—3+ - -+ Cp_1fht—1 = —p_2
" " " , (1.66)

CoM1 + Clito + ++ + Cn1fl—(n—2) = —H—(n-1)-
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Dado que
HUn—2 - Ho
MHn—3 - -1 (n=1)(n-2)
. =(-1)" 2 Ap2#0,
po o fe—(n-1)
se sigue que el sistema (1.66) debe ser resuelto para las constantes c1, . .., c,—1 en términos

del parametro cg. De este modo vemos, tal y como era de esperar por el Teorema 1.3.3, que
Qn(z) no queda univocamente determinado y depende esencialmente de un parametro.

Las condiciones de para-ortogonalidad e invarianza del Teorema 1.3.10 son también
condiciones suficientes. En efecto, W.B. Jones, O. Njastad y W.J. Thron probaron en [71]
el siguiente

Teorema 1.3.11 Sea Q,(2) un polinomio de grado exacto n, para-ortogonal con respecto

a w e invariante. Sean z1,. .., z, sus ceros (distintos y en T, de acuerdo con el Teorema
1.3.4). Entonces, existen numeros reales positivos A1, ..., A, tales que
n
In(f) =) Xif(z) = L(f) , Vf €A uonypor. (1.67)
j=1
O

Ademis, diremos que la féormula (1.67) es la que tiene el mdzimo dominio de validez en el
sentido de que también se prueba (véase [71]) el siguiente:

Teorema 1.3.12 No eziste una férmula de cuadratura I,(f) de la forma (1.64) para
1,(f) que sea exacta en Ay 1 6 en A1),

|

Tenemos pues que A_(,_1),—; es el dominio de validez maximal (véase al respecto [92]).
El siguiente resultado de caracterizacién fue probado también en [71] y se trata del andlogo
en la circunferencia unidad del Corolario 1.2.7.

Teorema 1.3.13 Para todo n > 1, la formula de cuadratura I,,(f) dada por (1.64) tiene
mdzimo dominio de validez, si y sélo st,

1. I,(f) = 1,(f) para todo f € A,, siendo p y q enteros no negativos arbitrarios
cumpliendo p+q =n — 1.

2. S Qn(z) = [1'_1(z — zj) (polinomio nodal) entonces Qn(z) es para-ortogonal y k-
mnvariante.

a

La férmula de cuadratura I,,(f) dada por (1.67) aparece inicialmente en [63] y tam-
bién implicitamente en [64, Capitulo 4]. Sin embargo, fue en el trabajo de W.B. Jones, O.
Njastad y W.J. Thron [71] donde aparece un tratamiento unificado de este tipo de cua-
draturas que denominaron formulas de Szegd y que representan el andlogo a las férmulas
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Gaussianas para intervalos del eje real. Estas han sido estudiadas en los dltimos afios por
diferentes autores: véanse [9], [13], [14], [20], [34], [35], [37], [38], [40], [62], [69], [77], [91] ¥
[102], asi como [7] en donde se analiza un procedimiento general vélido tanto para medidas
con soporte en subconjuntos del eje real como en la circunferencia unidad. Sin embargo,
debemos hacer notar dos grandes diferencias en la construcciéon de ambas:

Eje real:

1. Los nodos {z; };7’:1 son los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal con respecto a o.
2. Tenemos una unica férmula de cuadratura, exacta en Py,_1, cuya dimension es 2n.
Circunferencia unidad:

1. Los nodos {z; };-‘:1 son los ceros del n-ésimo polinomio para-ortogonal con respecto
a w, que depende de un parametro 7 € T.

2. Disponemos de una familia uni-paramétrica de férmulas de cuadratura, exactas en
A_(n—1)n—1, cuya dimensién es 2n — 1.

Para que tales formulas queden completamente caracterizadas debemos proceder al compu-
to de sus pesos; por ahora sélo sabemos que éstos son positivos. El siguiente resultado
probado en [62] establece un andlogo del Teorema 1.2.8 para intervalos del eje real.

Teorema 1.3.14 Sea {¢y(2)}02 la familia de polinomios ortonormales en'T con respecto
a la medida w en [—m, 7] e I,(f) la formula de cuadratura de n puntos (1.67) con mdzximo
dominio de validez. Entonces, los coeficientes vienen dados por

1 1
Kn-1(zj:2) 720 lor(z)])?

A = L i=1,...,n. (1.68)

O

Como acabamos de indicar, obsérvese que a pesar de que las férmulas (1.19) y (1.68)
tienen la misma naturaleza, en la primera {z;}}_; son los ceros del n-ésimo polinomio
ortogonal p(x) con respecto a o en [—1,1] mientras que en la segunda {z;}}_; son los
ceros del n-ésimo polinomio para-ortogonal By, (z,T) con respecto a w en [—m, 7| y 7 € T.

Una expresion alternativa para el cémputo de los pesos puede establecerse mediante la
familia de polinomios para-ortogonales asociados o de sequnda especie (véase [71] 6 [77]),
definidos por

Ap(z,7) = 6u(2) — 165 (2). (1.69)

Los polinomios A, (z,7) y Bn(z,7) se relacionan mediante la siguiente férmula que em-
plearemos en la siguiente seccién:

T t k
Ap(2,7) :/ i—ft (;Bn@,f)—Bn(z,T)) do(t), Yk=1,...,n—1,  (1.70)

y se prueba en [62] la siguiente expresién alternativa para el cémputo de los pesos:

1 An 9 .
(ZJT;, i=1,...,n. (1.71)

J 2Zj B;(Zj, T
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Una tercera expresion, integral en este caso, se establece en términos de los polinomios
fundamentales, definidos para 1 < j <ny 7 € T por

Bu(z,m)  (—z)-(—z1)(E—2) - (2 — z)
(2 — 2j)Bp(zj, 1) (25 —21) (25 — zj—1)(zj — zj41) -~ (25 — 2n)

En efecto, tales funciones satisfacen L;(zi) = 0, para todo 1 < j,k < n 'y se cumple

Li(z,7):= (1.72)

Aj = / Li(z,7)dw(8) , j=1,....,n ,7€T. (1.73)
Tomando ahora § = z; € T en (1.49) y de (1.68) resulta
1 - Pn(2)en(25) — en(2)en(z)
= Kp(zi,2i) = 1 o )
N Kn-1(zj, %) Jim 1=z

Este limite produce una indeterminacion que resolvemos mediante la regla de L’Hopital,
obteniendo

1 (en) (z)en(z) — on(zi)en(z)

Ao —Zj
es decir,
Aj = &5 (1.74)
v (2i)en(2) = (0h) (2)5(25)
(compdrese con la féormula (1.20) para el eje real). Por otro lado, de la definicién de la
operacién super-x y de (1.74) también se cumple que

_ n—1
A = — — - R . (175)
= on(#)en(2) = smeen(2) (03) (25)  @nlzi)en(z)) — en(z) (07) (25)

Hemos probado por tanto de (1.74) y (1.75) el siguiente resultado:

Teorema 1.3.15 Sea ¢, (2) el n-ésimo polinomio ortonormal en T, z; el j-ésimo cero del
n-ésimo polinomio para-ortogonal y \; el j-ésimo coeficiente de la formula de Szegd de n
puntos (1.67) con respecto a w. Entonces,

Z n—1
Y= . - o i=1,...,n. )
T ) me) || e e | (1.76)
(en) (27)  @n(z5) (n) (27) @h(z5)

|

Como aplicacién de la férmula (1.76) concluimos esta seccién considerando las funciones
peso particulares analizadas anteriormente.

1. Medida de Lebesgue.
Z Z 1 1 1

j —n ——n_n—1 —n—1_n—1 |2(n—1 ’ )
Z; 1 nz;" z; nzj"" z; nlz;2v=1)  n

resultado independiente de j (compérese con [62] 6 [79, pags. 73-74]).
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2. Modificacién racional de la medida de Lebesgue.

De (1.58) escribimos
Pn(2) = 2"h(z) = 2" ’”H p—ap), n=m,

con |ag| # 1 paratodok =1,...,s yri+...+7rs =m. Dadoquegon() h*(z)
deducimos (¢3) (=) = (h*(2)) y wn() = (n — m)z""Lh(z) + 27"k (2). Por
tanto, de (1.76) se sigue para j = 1,...,n que
n—1
Aj = J - )
B (z) [0 = m)zp =" ) + 2T (2)] - 2T ) () (2)

Ahora bien, dado que h*(2;) = 27"h(2;), entonces

P

\j = S : ) 1.78
T (= m)2 ()P + 2h(z) (2) — 2 h(z) (B (%) ()

Por otro lado, como h(z) = [[;_;(z — ;)" podemos escribir # = > k=1 Zﬁ&

Ademés, h*( ) = [1i—;(1 — agz)™, y se sigue de manera similar que (h*)( ()Z) =

Zkl

(1.78) deducimos finalmente que

2l

)\j: n—1 2 n y Ok Tk
(= m)2 ()P + 2 b (i 525 ) + 23 1) P (S 1222 )
1

|A(z;)]” [ —m+ 2 (Zk | 5 + 2 %=1 1%2%)}

1
- Cj=1,...,n. (1.79)

h(z)? [ = m o+ Ty D)

|2j —aul

Debemos hacer notar que la férmula (1.79) fue anteriormente obtenida en [62] para
el caso particular rp = 1 para todo k£ =1,...,s = m, mostrando sdélo los detalles en
los célculos para m = 2. La situacién general fue considerada en [39] haciendo uso
del Teorema de los Residuos y tras un elevado nimero de operaciones. Obsérvese
que en el caso particular m = 0 (medida de Lebesgue) recuperamos la férmula (1.77)
mientras que para el nicleo de Poisson (1.59) (tomando m = s = 1) se cumple de
(1.79) que

1 .
Aj: X i , jzl,...,n

1—72 r(1—mn) (1—{—,2]2-)—}—27]-(11—7“2)

(compdrese con los resultados deducidos en [102]).
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3. Funciones peso de tipo Chebyshev.
Funcién peso w4(0):
N = s
Pao(—1)*(s +1)z;° Yo"+ 11— 8)z°
S (=D = s) (s + 1)z S0 (=1 (s + 1)(s + 2)28

y de ahi que

v e (n+1)(n+2)z;!
T 2 T (D) L (s ) (1) (t2) — (D) L (e L—s) (1) (n—1)] 75 2

o P P (n+1)(n+2)
225 Ty 1o (1S4 [(s+1) (t4+2)— (nt1—s) (n—t)]z}

— P P (n+1)(n+2) i=1
2, (DD n(srt- D) 2(stet e e 0 T

.,n.

Para las otras dos funciones peso, los cédlculos son similares y s6lo mostramos el
resultado final:

Funcién peso ws3(0):

(n+1)(n+2)

g o
Ly St ) 2 —n(s+t—1) —2(s +t+ 1)) 2 ’

1,...,n.

Funcién peso @y (6):
Fijado j = 1,...,n, si n = 2k entonces
B (k+1)(k+2)
23 St 1) [h2 A R(s+t— 1)+ 2(s +t 4+ 1)) 2T

Aj

mientras que paran =2k — 1,
k%(2k + 3)

42k + 1) SF L+ 1) [(s 4 1)@t 4+ 1)zt + (s — k)| 2207

Aj =

(compadrese también con los resultados dados en [40], donde sélo se consideran casos
particulares del parametro 7 en (1.47)).

1.4. Computaciéon de las formulas tipo-Gauss y de Szego:
algoritmos de Levinson y split Levinson

Aparte de los ejemplos vistos en la seccién anterior, cabe decir que se conocen pocas
medidas que den lugar a expresiones explicitas para los polinomios de Szegé. En general,
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la informacién necesaria para computarlos es la sucesiéon de momentos trigonométricos
{ttn }nez: partiendo de la condicién inicial (1.42) que determina siempre que dp = 1 compu-
tamos d; de la relacién (1.45) y de ahi p1(2) y pj(z) de (1.40). Procediendo de manera
recursiva se computa de (1.45) y (1.40) la familia completa {p,(2)}52 .

Este procedimiento es conocido como el algoritmo de Levinson (véase [83]), introduci-
do por Norman Levinson en el anio 1946 (véanse también los trabajos [3], [11], [12], [22],
[33] y [45]). Este algoritmo surgié en un contexto diferente como técnica fundamental para
resolver algunos problemas relacionados con el procesamiento de senales digitales. Se trata
de un procedimiento numérico que permite el cdlculo de la solucién de sistemas de ecua-
ciones lineales con estructura de Toeplitz computando el vector solucién de tal sistema de
manera recursiva considerando subsistemas de Toeplitz de dimensién creciente. Asi pues,
por ejemplo, en [43] se considera el problema lineal de prediccién por minimos cuadrados
de un proceso estocéstico estacionario, probando que si {z(t) :t=...,-2,-1,0,1,2,...}
es un proceso estocastico estacionario de tiempo discreto con media cero y covarianzas p
para todo k, entonces el problema de encontrar un predictor &,(t) de la variable aleatoria
x(t) de la forma &,(t) = —ap12(t — 1) — ap2x(t —2) — - -+ — ap px(t — n), de manera que
el error de prediccién e, (t) = x(t) — &, (t) sea minimo implica las ecuaciones

ki = Qg—1,4 + Oplp—1h—i , ©=1,2,...,k, (1.80)

or = op—1(1 — |6x]?), (1.81)
con ai—1,0 = 1, §; un apropiado niimero complejo definido por

k—1

O)p—10f = — Z,U/kfiakfl,i ; (1.82)
i=0

y o el valor minimo de la varianza del error de prediccién (independente de t). El al-
goritmo de Levinson resulta de aplicar recursivamente las ecuaciones (1.80)-(1.82) para
k = 1,2,...,n con los datos iniciales agg = 1 y 09 = po. Si definimos el polinomio
ag(z) = 1+ak,12+ak72z2+- . '+ak,k_1zk_1—|—ak,kzk y su reciproco by (z) = aj(z) = ZFag(1/2)
se comprueba de (1.80) la relacién

bi(2) = 2bg_1(2) + Spbi_1(2). (1.83)

Por tanto, del teorema de Favard se concluye que debe existir una medida p tal que los
polinomios ménicos {by(z)}}_, son los de Szegé ortogonales en T con respecto a p. Una
comparacién entre (1.80) y (1.83) implica que el algoritmo de Levinson es de hecho una
implementacién numérica de la ley de recurrencia de Szegd. En la literatura de la Teoria
de Senales, al polinomio ay(z) se le denomina polinomio predictor progresivo y a bg(z)
polinomio predictor regresivo.

Nuestro objetivo en esta ultima seccién es el de computar las formulas de tipo-Gauss
y de Szegb. Una vez hemos computado el polinomio p,_1(z) obtenemos de (1.48) el n-
ésimo polinomio para-ortogonal By, (z,T) cuyos ceros van a ser los nodos de la n-ésima
férmula de cuadratura I,(f) y donde 7 € T. Inicialmente, un procedimiento apropiado para
calcular los ceros de éste cuando sus coeficientes son reales (por ejemplo, si los momentos
trigonométricos son reales y 7 = £1) es el método de Jenkins-Traub (véase [70]). En
cuanto a la computacion de la familia de pesos tenemos de la seccidon anterior varias
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k__4k

propuestas: (1.68), (1.71), (1.73) 6 (1.76). De (1.70), tomando k = 1, de la relacién ==
Pl t2h =2 otk 2, 1tk =1y eseribiendo By (z,7) = bg+biz 4+ b2y Ap(z,7) =
ap + ajz + -+ + apz" , podemos escribir los coeficientes de A, (z,7) en términos de los
coeficientes de By, (z,7) y de la familia de momentos trigonométricos, obteniendo

ap = pobo
ar = pi(bo—b2) — pabs — -+ — pp—2bp—1 — pn—1by
az = —poby —2p1b3 — 2p0by — -+ — 2y _2by
a3 = —pobz — 2u1bg — 2p2bs — -+ — 2pp 30y (1.84)
an-1 = —pobp—1 — 211y
L an = —poby.

Ejemplo 1.4.1 FEs bien sabido que los polinomios de Szegd para la funcion peso de Chebys-
hev de primera especie (1.63) vienen dados por pn(z) = 2" para todo n > 0 (relacion
(1.56)), por lo que p}(2) = 1 y By(z,7) = 2" + 7. Tomando los valores particulares
T=1y7=—1 tendremos que los nodos de la n-ésima férmula de cuadratura L,(f) son
las raices de —1 y 1 respectivamente. Como en este caso particular también se tiene que
o = 2w y pr = 0 para todo k > 1, de las relaciones dadas por (1.84) tendremos que
Ap(z,7) = 2n(—=2" 4+ 7) y por tanto aplicando (1.71) se comprueba que los pesos vienen
dados por \, = 27" para todo n > 1, independentes de k y T (compdrese con (1.77)).

En [37] se muestran los ceros de polinomios para-ortogonales para otras funciones peso
particulares.

Tomemos ahora una funcién peso @(#) positiva y simétrica definida en [—m, 7], esto
es, w(—0) = @(0) para todo § € [—m, 7| y @(f) > 0 en tal intervalo. Recordemos que en
este caso los momentos trigonométricos son reales y también de ahi los coeficientes de
los polinomios de Szeg6. En lo que sigue consideremos también los valores particulares
7 = %1, por lo que los polinomios para-ortogonales B, (z,+1) tendran coeficientes reales.
En cuanto a sus ceros (nodos de las férmulas de Szegd), que sabemos que son simples y
localizados en la circunferencia unidad (Teorema 1.3.4), podremos decir:

1. Si 7 =1, dado que p,(1) = p}(1) # 0, 2 = 1 no podra ser un cero. Si n es par, los
ceros de By, (z,1) apareceran en pares conjugados en T y si n es impar, z = —1 ser4 el
unico cero real y los (n — 1) restantes también apareceran en pares conjugados en T.

2. Si 7 = —1, por definicién, z = 1 sera siempre un cero, concluyendo que si n es par,
z = —1 serd también un cero mientras que si n es impar, z = 1 sera el unico cero
real. En ambos casos, los restantes ceros aparecerdn en pares conjugados.

Si denotamos por 5\j el coeficiente de I,,(f) correspondiente al nodo Zj, siendo z; un cero
de B, (z,+1), entonces de (1.71) se sigue que
A = _ 1 An(F D) 1 An(z D) A
2zj B, (7, £1) 2%} B (zj, +1)
Como sabemos que A\; > 0 debe cumplirse pues 5\j = j\j = )\j, lo que establece el siguiente
resultado (véase [13]) que demuestra que en estos casos de simetria, la computacién de las
formulas de Szeg6 se reduce a la mitad.
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Teorema 1.4.2 Sea &(0) una funcion peso simétrica en [—m, 7| e I(f) = > A; f(z)) la
formula de Szegé de n puntos, tomando como nodos los ceros del polinomio para-ortogonal
B’I’L(Z’ 7—) *

1. St 7 =+1, entonces:

a) sin es par: I(f) = X073 N[ (2) + f(5)]-
b) sin es impar: I(f) = Bf(—1) + S V2 N [f(2) + £(5))-

2. 85t =—1, entonces:

a) sin es par: In(f) = Af(1) + Bf (=1) + L2 N [f(z) + £(5)].
b) sin es impar: In(f) = Af(1) + S5 2 A (25) + F(5)]-
Ademds, todos los coeficientes A,B y A, son positivos.

|

Interesémonos ahora por las férmulas de cuadratura de tipo Gauss en [—1, 1] conside-
radas en la seccién segunda. Partiendo de una funcién peso &(x) en el intervalo [—1, 1], de-
finamos la funcién peso simétrica &(6) en [—, 7] segtin (1.33). Entonces, haciendo z = ¢
y @ = (2 + 271) = cosb obtenemos

/ F(2)é(z)dx = i f(eo(0)do ,  f(e) = %F <69+26_0>

Con esta relaciéon enunciamos a continuacién tres resultados demostrados en [13] que
conectan las formulas de cuadratura de tipo-Gauss con las de Szeg0, y que seran necesarios
en lo que resta de seccion.

Teorema 1.4.3 Sea I, ( ) = Zk L ApF(xr) la formula de cuadratura Gaussiana de n

puntos para Iz( f F(2)6(z)dx. Sea xp = cosby y definamos {z}i%, y { M}
sequn
Zkzewk , A= Ag 1
Zn—l—k:e_wk 7 )\n+k:Ak } J=14...

Entonces, Iny(f) = 23221 Nif(z) = Z] 1 Nl f(z5)+ f(Z)] coincide con la formula de cua-
dratura de Szegd de 2n puntos para I5(f) = [*_ f(e'®)@(0)d, donde &(0) = &(cosh)|senb),

0 € (—m,m| y tomando como nodos los ceros de Bay(z,1). Reciprocamente, sea Ion(f) =
2321 A f(z) la formula de cuadratura de Szegd de 2n puntos para Ig(f) con () =

&(cosf)|send|, y cuyos nodos son los ceros de Ban(z,1). Sea zp4j = Z; y zj = €% con
Jj = 1,...,n. Entonces, tomando x; = cosf; para j = 1,...,n se tiene que la formula
I,(F) = E;L 1A F(mj) coincide con la férmula de cuadratura Gaussiana de n puntos para
I;(F ):f F(x)o(x)dz.
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Teorema 1.4.4 Sea AF(1) + BF(—1) + >}, ApF(z) la formula de cuadratura de
Gauss-Lobatto de n puntos para Iz(F), siendo 6(x) una funcién peso en [—1,1]. Sea
x = cosby, 2z, = €% y Ny = Ay, para k = 1,...,n. Entonces, 2Af(1) + 2Bf(—1) +
S ove1 Melf(zr) + f(Zr)] representa la férmula de cuadratura de Szegd de (2n + 2) pun-
tos para I;(f) con @(f) = G(cosl)|send|, § € (—m, 7] y cuyos nodos son los ceros de
Bonia(z,—1). Reciprocamente, sea Innio(f) = St \of(21) la férmula de cuadratura
de Szegd de (2n + 2) puntos para Iy (f), tomando como nodos los ceros de Bopia(z,—1).
Sean zony1 = 1, zopso = —1 Y zuyp = 7k, k= 1,...,n con z, = €%, 0, ¢ {—m,0}.
Tomando A = Aopy1 y B = Aapto, entonces

A B .
2F(1)+2F(—1)+;)\kF(xk), xp=cosb, k=1,....n

coincide con la formula de cuadratura de Gauss-Lobatto de n puntos para I5(F).

g

Teorema 1.4.5 Sea $AF(+1)+> ) | ApF(xx) la férmula de cuadratura de Gauss-Radau
de n puntos para I5(F), siendo &(x) una funcion peso en [—1,1]. Sea xy = cosby, z, = €%
y M = Ay para k = 1,...,n. Entonces, Af(£1) + 3771 Nj[f(z;) + f(%)] representa la
formula de cuadratura de Szegd de (2n + 1) puntos para I5(f) con @(0) = &(cosh)|send)|,
0 € (—m, 7] y cuyos nodos son los ceros de Bay.1(2,£1). Reciprocamente, sea Ion 1 (f) =

i’:{l Mef (zk) la formula de cuadratura de Szegd de (2n+2) puntos para I5(f), tomando
como nodos los ceros de Bapy1(z,—1) (Banyi1(z,+1)). Sean zony1 = 1 (2on41 = —1) y
Znpk =Zp para k =1,...,n con z, = €% y 0, & {—m,0}. Tomando A = X,y 1, entonces

A n
2F(:|:1)+;)\kF(xk), xp=cost, k=1,...,n

coincide con la formula de cuadratura de Gauss-Radau de n puntos para I5(F).

|

Volviendo con el algoritmo de Levinson, tomemos el polinomio ag(z) computado y
bi(z) = aj(z) su reciproco. Considérense ahora los polinomios py(2) = ap—1(2) + zaj_,(2)
y Dr(2) = ag—1(2) — zaj_,(z), que en la literatura de la Teorfa de Sefiales se denominan
primer y sequndo polinomio predictor singular respectivamente. Por definicién, pg(z) y
Pr(z) son {1}-invariante (autorreciproco) y {—1}-invariante respectivamente. Adem4s, se
cumple el siguiente

Teorema 1.4.6 Los polinomios pr(z) y pr(z) son ambos para-ortogonales.

_ Demostracion.- Directa de la caracterizacién (1.48) haciendo Cr =7 =1 para pp(2) y
Cr =7 = —1 para pg(z).
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Observamos que de la equivalencia entre (1.47) y (1.48) dada en el Teorema 1.3.3 se
deducen las expresiones alternativas

1 *
pr(z) = 1—1—7761};(0) [ak(z) + R

5 -1 N ar(0)4+1

Pr(2) = ————= |ai(2) — fi(i)ak(z) .
1+ 7a;(0) ap(0)+1

Haciendo ahora uso del Teorema 1.3.4 tendremos el siguiente

Corolario 1.4.7 Ambos polinomios px(z) y pr(2) tienen exactamente k ceros distintos en
T.

O

El algoritmo split Levinson (Levinson partido), introducido en [44] se basa en la compu-
tacién directa de los polinomios pg(z) y px(z) (versiones simétrica 6 {1}-invariante y
antisimétrica 6 {—1}-invariante respectivamente)® a partir de los momentos trigonométri-
cos. El procedimiento se resume en el siguiente esquema recursivo donde empleamos la
notacién

k k
pr(2) = peiz’ , Pe(z) = Pri?'.
i=0 i=0
~» Versién {1}-invariante:
po(z) =2, p(z)=1+z, 70=po,
Tk = Zi‘c:O HiPki 5 k >1 ’

)

ap =", k>1

k—1 '

pr+1(2) — (1 + 2)pk(2) + owzpr—1(2) = 0.

~» Versi6én {—1}-invariante:
]30(2)51, ]31(25):1—2, To = [o ,

~ k -
Tk = Zizo WiPkyi >, k=>1,

dk:~7—k s ]6'21,

Tk—1

Prt1(2) — (1 + 2)pk(2) + awzpr—1(2) = 0.

Observamos que la tnica diferencia entre ambos procedimientos radica en las condiciones
iniciales. La mejoria de este nuevo algoritmo es que a partir de los primeros n momentos

3Existen otras dos versiones donde p(2) es {7x }-invariante con v, = (=1)* 6 yx = (=1)FT! (véase [44]

y las referencias ahi citadas para los detalles).



1.4. Computacién de las férmulas tipo-Gauss y de Szeg6: algoritmos de Levinson y
split Levinson 35

trigonométricos pg, . . . , tn—1 podemos computar, con aproximadamente la mitad de niime-
ro de operaciones que el clasico algoritmo de Levinson, los polinomios para-ortogonales
B, (z,£1) salvo factor multiplicativo, que son realmente los que nos interesan a la hora
de computar las féormulas de Szegb. En cuanto a la computaciéon de las férmulas tipo-
Gauss, de las conexiones dadas en los Teoremas 1.4.3, 1.4.4 y 1.4.5, y a partir de {,uk}z;(l)
distinguimos las siguientes situaciones:

1. Cuadratura Gaussiana: Tomando n = 2s computamos B, (z,1) con la versién
{1}-invariante del algoritmo split Levinson. Si denotamos por {z;, 7% };_; los ceros de
este polinomio, entonces

{rj=Re(z):j=1,...,s}

representa el conjunto de nodos de la correspondiente férmula Gaussiana de s puntos
para o(z) en [—1,1].

2. Cuadratura Gauss-Radau (z = —1 preasignado): Tomando n = 2s+ 1 compu-
tamos B, (z,1) con la versién {1}-invariante del algoritmo split Levinson. Si deno-
tamos por {—1} U {2, 7};_; los ceros de este polinomio, entonces

{ro=—-1, 2;=Re(z;):j=1,...,s}
representa el conjunto de nodos de la correspondiente féormula para o(z) en [—1,1].

3. Cuadratura Gauss-Radau (z = 1 preasignado): Tomando n = 2s + 1 compu-
tamos By (z,—1) con la versién {—1}-invariante del algoritmo split Levinson. Si
denotamos por {1} U {2;,7%}]_; los ceros de este polinomio, entonces

{zj; = Re(z;) , o1 =1:j=1,...,s}
representa el conjunto de nodos de la correspondiente féormula para o(z) en [—1,1].

4. Cuadratura Gauss-Lobatto (x = £1 preasignados): Tomando n = 2s compu-
tamos B, (z,—1) con la versién {—1}-invariante del algoritmo split Levinson. Si
denotamos por {£1} U {2, }:_] los ceros de este polinomio, entonces

{rj=Re(z):j=1,...,s =1,z = -1, 2541 =1}
representa el conjunto de nodos de la correspondiente férmula para o(z) en [—1,1].

En todas las situaciones, los pesos pueden calcularse con cualquiera de los procedimientos
ya comentados. Como aplicacion numérica de las férmulas de cuadratura de Szegd y tipo-
Gauss computamos el algoritmo split Levinson en lenguaje FORTRAN para las funciones
peso particulares de Legendre y Chebyshev de primera y segunda especie. Los resultados
obtenidos son los siguientes:



36

Capitulo 1.

Algunos resultados preliminares sobre polinomios ortogonales y

férmulas de cuadratura

Tabla 1: Szeg6 - Chebyshev de primera, segunda especie y Legendre respectivamente.

Nodos

Pesos

£0,7071067812

0,7071067812¢

1,5707963268

£0,8660254038
0,0000000000

0,5000000000¢
1,00000000001

1,0471975512
1,0471975512

£0,3826834324
£0,9238795325

0,9238795325¢
0,38268343241

0,7853981634
0,7853981634

£0,9510565163
£0,5877852523
0,0000000000

0,3090169944+
0,80901699441
1,00000000001

0,6283185307
0,6283185307
0,6283185307

n=20

£0,9876883406
£0,8910065242
£0,4539904997
£0,7071067812
£0,1564344650

HOH HH HH H R

0,15643446501¢
0,4539904997¢
0,8910065242¢
0,7071067812¢
0,98768834061¢

0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654

£0,5000000000

0,78539816341

1,56707963268

£0,7071067812
0,0000000000

0,7071067812¢
1,00000000001

0,3926990817
0,7853981634

£0,8090169944
£0,3090169944

0,5877852523¢
0,9510565163¢

0,2170787134
0,5683194500

£0,8660254038
£0,5000000000
0,0000000000

0,5000000000¢
0,8660254038:¢
1,0000000000z

0,1308996939
0,3926990817
0,5235987756

n=20

10,6548607339
+£0,9594929736
+0,4154150130
+0,1423148383
+0,8412535328

HH B H R H H H B

0,75574957444
0,2817325568¢
0,90963199541
0,9898214419¢
0,5406408175¢

0,1631221775
0,0226689425
0,2363135602
0,2798149423
0,0834785409

£0,5773502692

0,8164965809¢

1,0000000000

£0,7745966692
0,0000000000

0,63245553201¢
1,0000000000z

0,5555555556
0,8888888889

+0,8611363116
£0,3399810436

0,5083741269¢
0,9404322889¢

0,3478548451
0,6521451549

n=10

£0,5384693101
£0,9061798459
0,0000000000

0,8426451223i
0,4228925240i
1,0000000000i

0,4786286705
0,2369268851
0,5688888889

n=20

£0,9739065285
£0,8650633667
£0,6794095683
£0,1488743390
£0,4333953941

HH HH HH H HH R

0,2269494959¢
0,5016626073¢
0,73375925114
0,98885612261
0,2692667193¢

0,0666713443
0,1494513492
0,2190863625
0,2955242247
0,2692667193
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Nodos

Pesos

Nodos

Pesos

n=10

£0,3826834324
£0,9238795325

0,7853981634
0,7853981634

£+1,0000000000
=4,5000000000

1,0471975512
1,0471975512

£0,5877852523
0,0000000000
£0,9510565163

0,6283185307
0,6283185307
0,6283185307

£1,0000000000
0,0000000000
£0,7071067812

0,7853981634
0,7853981634
0,7853981634

£0,7071067812
£0,9659258263
£0,2588190451

0,5235987756
0,5235987756
0,5235987756

£1,0000000000
£0,8090169944
+0,3090169944

0,6283185307
0,6283185307
0,6283185307

£0,9807852804
+0,8314696123
£0,5555702330
£0,1950903220

0,3926990817
0,3926990817
0,3926990817
0,3926990817

£1,0000000000
+0,6234898019
+0,9009688679
40,2225209340

0,4487989505
0,4487989505
0,4487989505
0,4487989505

£0,9876883406
£0,8910065242
£0,7071067812
£0,4539904997
£0,1564344650

0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654
0,3141592654

£1,0000000000
+0,7660444431
+0,9396926208
+0,1736481777
+0,5000000000

0,3490658504
0,3490658504
0,3490658504
0,3490658504
0,3490658504

Tabla 2: Gauss y Gauss-Lobatto - Chebyshev de primera especie respectivamente.

Nodos

Pesos

Nodos

Pesos

n=10

£0,8090169944
£0,3090169944

0,2170787134
0,5683194500

+1,0000000000
+,4082482905

0,1570796327
0,7068583471

£0,8660254038
£0,5000000000
0,0000000000

0,1308996939
0,3926990817
0,5235987756

£1,0000000000
+0,6123724357
0,0000000000

0,0785398163
0,4188790205
0,6544984695

£0,6234898019
£0,9009688679
£0,2225209340

0,2743330561
0,0844886909
0,4265764164

£1,0000000000
£0,7274123897
+0,2662164819

0,0448798951
0,2615075568
0,5014506591

£0,7660444431
£0,9396926208
£0,5000000000
£0,1736481777

0,1442256008
0,0408329477
0,2617993878
0,3385402271

=£1,0000000000
+0,5643994810
£0,8447506035
+0,1981873233

0,0186999563
0,2738393748
0,1187009291
0,3835078814

10,9594929736
+0,8412535328
+0,6548607339
+0,4154150130
+0,1423148383

0,0226689425
0,0834785409
0,1631221775
0,2363135602
0,2798149423

£1,0000000000
+0,9000684637
£0,7142615701
+0,4585752933
£0,1580146786

0,0095199777
0,0628248683
0,1570580875
0,2512667667
0,3094884621

Tabla 3: Gauss y Gauss-Lobatto - Chebyshev de segunda especie respectivamente.
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Nodos Pesos Nodos Pesos

—1,0000000000 1,2566370614 1,0000000000 1,2566370614

n=3 0,809016994 1,2566370614 —0,809016994 1,2566370614
—0,309016994 1,2566370614 0,309016994 1,2566370614
—1,0000000000 0,8975979010 1,0000000000 0,8975979010

N 0,9009688679 0,8975979010 —,9009688679 0,8975979010
—0,6234898019 0,8975979010 +0,6234898019 0,8975979010
0,2225209340 0,8975979010 —0,2225209340 0,8975979010
—1,0000000000 0,6981317008 1,0000000000 0,6981317008
0,5000000000 0,6981317008 —0,5000000000 0,6981317008

n=>5 —0,7660444431 0,6981317008 0,7660444431 0,6981317008
0,9396926208 0,6981317008 —0,9396926208 0,6981317008
—0,1736481777 0,6981317008 0,1736481777 0,6981317008
—1,0000000000 0,5711986643 1,0000000000 0,5711986643
0,6548607331 0,5711986643 —0,6548607331 0,5711986643

n—6 —0,4154150130 0,5711986643 0,4154150130 0,5711986643
0,9594929736 0,5711986643 —0,9594929736 0,5711986643
0,1423148383 0,5711986643 —0,1423148383 0,5711986643
—0,8412535328 0,5711986643 0,8412535328 0,5711986643
0,5000000000 0,4188790205 —0,5000000000 0,4188790205
—0,9135454576 0,4188790205 0,9135454576 0,4188790205
—0,3090169944 0,4188790205 0,3090169944 0,4188790205

N8 0,9781476007 0,4188790205 —0,9781476007 0,4188790205
0,1045284633 0,4188790205 —0,1045284633 0,4188790205
—1,0000000000 0,4188790205 1,0000000000 0,4188790205
—0,6691306064 0,4188790205 0,6691306064 0,4188790205
0,8090169944 0,4188790205 —0,8090169944 0,4188790205
0,6772815716 0,3306939635 —0,6772815716 0,3306939635
—1,0000000000 0,3306939635 1,0000000000 0,3306939635
—0,5469481581 0,3306939635 0,5469481581 0,3306939635
0,8794737512 0,3306939635 —0,8794737512 0,3306939635

n—10 0,4016954247 0,3306939635 —0,4016954247 0,3306939635

—0,7891405094
—0,2454854871
0,9863613034
0,0825793455
—0,9458172417

0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635

0,7891405094
0,2454854871
—0,9863613034
—0,0825793455
0,9458172417

0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635
0,3306939635

Tabla 4: Gauss-Radau(-1) y Gauss-Radau(+41) - Chebyshev de primera especie

respectivamente.
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Nodos

Pesos

Nodos

Pesos

n=10

—1,0000000000
0,6076252185
—0,2742918852

0,2243994753
0,5808719931
0,8777245960

1,0000000000
—0,6076252185
0,2742918852

0,2243994753
0,5808719931
0,8777245960

—1,0000000000
0,7601573405
—0,5379862044
0,1528288639

0,1047197551
0,2989098938
0,5229149549
0,6966116005

1,0000000000
—0,7601573405
0,5379862044
—0,1528288639

0,1047197551
0,2989098938
0,5229149549
0,6966116005

—1,0000000000
0,8385964119
0,6827529986
0,4056256275

—0,1614690409

0,0571198664
0,1710432225
0,3209532315
0,4828765509
0,5673633887

1,0000000000
—0,8385964119
—0,6827529986
—0,4056256275

0,1614690409

0,0571198664
0,1710432225
0,3209532315
0,4828765509
0,5673633887

—1,0000000000
0,1100274225
0,8840882653

—0,7695413220

—0,3708136309
0,5629059318

0,0345229962
0,4825915882
0,1062186206
0,2072833088
0,4247512827
0,3326900283

1,0000000000
—0,1100274225
—0,8840882653

0,7695413220

0,3708136309
—0,5629059318

0,0345229962
0,4825915882
0,1062186206
0,2072833088
0,4247512827
0,3326900283

—1,0000000000
0,7371931739
—0,8631857652
—0,6138099722
0,9320024629
0,4418817729
—0,2825626625
0,0859506602

0,0152999640
0,1694136259
0,0989968050
0,2344900766
0,0487292859
0,2988638929
0,3433878878
0,3692147707

1,0000000000
—0,7371931739
0,8631857652
0,6138099722
—0,9320024629
—0,4418817729
0,2825626625
—0,0859506602

0,0152999640
0,1694136259
0,0989968050
0,2344900766
0,0487292859
0,2988638929
0,3433878878
0,3692147707

—1,0000000000
0,6217762960
—0,5068337774
0,9553706328
0,8254480244
—0,2280875011
0,3624524217
0,0705181610
—0,9096861124
—0,7409581449

0,0081599809
0,1840415098
0,2243901302
0,0261709074
0,0955729264
0,2853039785
0,2607600249
0,2989755311
0,0542004225
0,1373009054

1,0000000000
—0,6217762960
0,5068337774
—0,9553706328
—0,8254480244
0,2280875011
—0,3624524217
—0,0705181610
0,9096861124
0,7409581449

0,0081599809
0,1840415098
0,2243901302
0,0261709074
0,0955729264
0,2853039785
0,2607600249
0,2989755311
0,0542004225
0,1373009054

Tabla 5: Gauss-Radau(-1) y Gauss-Radau(+1) - Chebyshev de segunda especie

respectivamente.
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Nodos Pesos Nodos Pesos

—1,0000000000 0,4444444444 1,0000000000 0,4444444444

n=3 0,6898979486 0,7528061254 —0,6898979486 0,7528061254
—0,2898979486 0,7528061254 0,2898979486 0,7528061254
—1,0000000000 0,2500000000 1,0000000000 0,2500000000

N 0,8228240810 0,4409244224 —0,8228240810 0,4409244224
0,1810662711 0,7763869377 —0,1810662711 0,7763869377
—0,5753189235 0,6576886400 0,5753189235 0,6576886400
—1,0000000000 0,1600000000 1,0000000000 0,1600000000
0,8857916078 0,2874271216 —0,8857916078 0,2874271216

n=>5 0,4463139727 0,5627120303 —0,4463139727 0,5627120303
—0,1671808647 0,6236530460 0,1671808647 0,6236530460
—0,7204802713 0,4462078022 0,7204802713 0,4462078022
—1,0000000000 0, 1111111111 1,0000000000 0,1111111111
0,9203802859 0,2015883853 —0,9203802859 0,2015883853

=6 0,6039731643 0,4169013343 —0,6039731643 0,4169013343
0,1240503795 0,5209267832 —0,1240503795 0,5209267832
—0,3909285467 0,4853871885 0,3909285467 0,4853871885
—0,8029298284 0,3196407532 0,8029298284 0,3196407532
—1,0000000000 0,0625000000 1,0000000000 0,0625000000
0,9550412271 0,1145088147 —0,9550412271 0,1145088147
0,7706418937 0,2496479013 —0,7706418937 0,2496479013

N8 0,4684203544 0,3470147956 —0,4684203544 0,3470147956
0,0943072527 0,3915721675 —0,0943072527 0,3915721675
—0,2947505658 0,3765175454 0,2947505658 0,3765175454
—0,6395186465 0,3041306206 0,6395186465 0,3041306206
—0,8874748789 0,1853581548 0,8874748789 0,1853581548
—1,0000000000 0,0400000000 1,0000000000 0,0400000000
0,9711751807 0,0736170055 —0,9711751807 0,0736170055
0,8512252206 0,1643760127 —0,8512252206 0,1643760127
0,6477666877 0,2391934317 —0,6477666877 0,2391934317

n=10 0,3806648401 0,2906101648 —0,3806648401 0,2906101648

0,0760591978
—0,2362344694
—0,5256460304
—0,7638420424
—0,9274843742

0,3135824572
0,3058592877
0,2681948378
0,2042701319
0,1202966706

—0,0760591978
0,2362344694
0,5256460304
0,7638420424
0,0274843742

0,3135824572
0,3058592877
0,2681948378
0,2042701319
0,1202966706

Tabla 6: Gauss-Radau(-1) y Gauss-Radau(+1) - Legendre respectivamente.
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Nodos Pesos Nodos Pesos

ned +0,8611363116 0,3478548451 41,0000000000 0,3333333333
40,3399810436 0,6521451549 +0,4472135955 0,8333333333
40,9061798459 0,2369268851 41,0000000000 0,2000000000

n=>5 40,5384693101 0,4786286705 +0,6546536707 0,5444444444
0,0000000000 0,5688888889 0,0000000000 0,7111111111
40,9324695142 0,1713244924 +1,0000000000 0,1333333333

n=>6 40,6612093865 0,3607615730 +0,7650553239 0,3784749563
+0,2386191861 0,4679169346 +0,2852315165 0,5548583770
40,9602898565 0,1012285363 +1,0000000000 0,0714285714

_— +0,7966664774 0,2223810345 +0,8717401485 0,2107042271
40,5255324099 0,3137066459 +0,5917001814 0,3411226925
40,1834346425 0,3626837834 40,2092992179 0,4124587947
40,9739065285 0,0666713443 +1,0000000000 0,0444444444
40,8650633667 0,1494513492 40,9195339082 0,1333059909

n=10 +0,6794095683 0,2190863625 +0,7387738651 0,2248893421

£0,4333953941
+0,1488743390

0,2692667193
0,2955242247

+0,4779249498
+0,1652789577

0,2920426837
0,3275397612

Tabla 7: Gauss y Gauss-Lobatto - Legendre respectivamente.

De los resultados numéricos mostrados en la Tabla 2 y correspondientes a la funcion
peso de Chebyshev de primera especie, se observa, como cabe deducir del Ejemplo 1.4.1 y
del Teorema 1.4.3, que los pesos de la férmula Gaussiana son todos iguales. En cuanto a
las Tablas 4 a 6 se aprecia que los nodos de las férmulas de cuadratura de Gauss-Radau
con nodo x = —1 prefijado coinciden con los obtenidos al prefijar el nodo x = +1 con signo
opuesto, conservandose incluso los pesos. La explicacion de este hecho se sigue del Teorema
1.2.9: como 71 (z) = 6(z)(x + 1) y n2(z) = 6(z)(z — 1) son las funciones peso cuyos ceros
de polinomios ortogonales nos proporcionan los nodos de las formulas de Gauss-Radau
prefijando los nodos z = —1 y = = 1 respectivamente, si p(z) es un polinomio ortogonal
en [—1, 1] con respecto a n;(x) y aprovechando la simetria de la funcién &(z), se deduce
tras el cambio de variable x = —t,

0 = f11p< Y (x )dw—fﬂp( ) (a ><x+1 dﬂf—ffl (—t)5(—
=—flp —t)a(t)(t + 1)dt = —flp t)dt ,

concluyendo que p(—z) es un polinomio ortogonal a 72(x) en [—1,1]. La igualdad de los
pesos se sigue de la expresién (1.19). Nétese también que los pesos de las férmulas de
Gauss-Lobatto y Gauss-Radau para la funciéon peso de Chebyshev de primera especie son
también siempre constantes, como cabe deducir del Ejemplo 1.4.1 y de los Teoremas 1.4.4
y 1.4.5.

Dos hecho deben ser resaltados de la tabla 1: la aparicion de nodos de la forma
{2,2,—z,—Zz} y la igualdad de los pesos correspondientes a tales nodos. Motivados por
este fenémeno, analizaremos a continuacién que en ciertos casos de simetria de la funcién
peso, esto va a ser siempre cierto. Comenzamos con el siguiente:

£)(—t + 1)(—dt) =
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Teorema 1.4.8 Sea &(0) una funcion peso en [—m, 7] y asumamos &(0) = h(e?) con
h(e®) = h(—e®) para todo 6 € [—m,7]. Entonces, el n-ésimo polinomio para-ortogonal
B, (z, 1) dado por (1.47) con || =1 para todo n > 0 satisface:

1. BQn(_Zan) = BQTL(ZJTH) , N Z 0;

2. Bgn+1(—Z,Tn) = —BQTH_l(Z, —Tn> , n Z 0.

Demostracidn.- Sea {pn(2)}2 la familia de polinomios de Szegé respecto a @ (). De
las condiciones de ortogonalidad tenemos que

/ pn(2)Z*0(0)dd =0 , z=¢Y [ k=0,1,...,n—1,

o equivalentemente,
—i/ pn(2)z"FVR(2)dz=0 , k=0,1,...,n— 1.
T
Dado que h(—z) = h(z) se sigue que

pn(—z)z_(k+1)h(z)dz =0, k=0,1,...,n—1.

Por tanto, p,(—z) = A\ppn(z) con A, # 0, y dado que el polinomio es mdnico se sigue para
n >0 que pp(—z) = (—1)"pnp(z). Por otro lado,

pn(=2) = (—1)"Z”ﬂn<i> = Z”pn@ = pn(2)-

Distinguimos pues los siguientes casos:

1. Sin=2m,
Bn(z,mn) = pam(2) + Tnpam(z)
Bn(=2,m) = pam(—2) + Tups,(=2) = p2m(2) + Tps,,(2) = Bam(2, 7).

2. Sin=2m+1,

B2m+1(—2, Tn) = p2m+1(_z) + Tnpgm—‘,-a(—z) = _p2m+1(2) + Tnp§m+1(2) =
= —lp2m+1(2) = Tup3ny1(2)] = =Bomy1(z, =)

Esto concluye la prueba.

|

Corolario 1.4.9 Sea &(x) una funcidn peso simétrica definida en el intervalo [—1,1],
esto es, o(—x) = d(x). Sea @(0) = 6(cosh)|senb| , 6 € [—m, |. Entonces, los polinomios
para-ortogonales By, (z,1,) con respecto a &(0) satisfacen

1. Bon(—2,7) = Bop(z,7) , n >0,
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2. Bony1(—2,7n) = —Bopt1(z,—m,) , n>0.

Demostracion.- Es suficiente comprobar que @(0) = h(e?) satisface h(—e'?) = h(e').

En efecto,

w(0)

et 4 o0 i0 1 o—if\ 2 :
= (cosh)|senb| = o* \/1 ¢ + ¢ > = h(e®).

Luego, claramente se cumple que h(—e?®) = h(e?) con 0 € [—, ], dado que 6(—z) =
7 (cosl) = (cosh) = &(x).

Ahora veamos para 7, € T qué ocurre con los ceros de B, (z,7), que como sabemos
son distintos y se encuentran en T. A partir de aqui asumiremos que @(#) = h(e) =

h(—e?) = h(e'9t™)) = 5(0 + 7).

1. Paran =
entonces

2m, los ceros de Boy,(z, 7,) aparecen en T en pares opuestos: si z es un cero,
—z también lo serd. Por tanto, los ceros de Bay,(z, 7,) podemos ordenarlos

como {21, 22, -+ Zm, —21, —22, - - - , —Zm - Ol tomamos los casos particulares 7, = +1
para todo n, dado que By, (z, £1) tienen coeficientes reales, sus ceros apareceran en
T en pares conjugados.

s Caso 7 =1:

a)

Consideremos un primer caso tomando m = 2k (esto es, n=4k). En es-
ta situacion, los ceros de Bap,(z,+1) = Byx(z,+1) podemos ordenarlos
COMO {21, .y Zhy Z1y v oy 2y — 21y -y —Zky —Z1,- - -, —2k - NOtemos también
que B4k(:|:i, 1) = 2p4k(ii).

Consideremos un segundo caso tomando ahora m = 2k + 1. Es ficil com-
probar que +i son ceros de By (z,1) = Boy(2,1) = Bagi2(2,1). De hecho,
por definicién tenemos Bay, (+i, +1) = pam(£i) + p3,,(Ei). Sea

pam(z Z a] am =1).
Entonces,
pam (1) =Y aj (i) =" a;(~1)!
j=0 §=0

y por tanto,

P (£7) Zan —j = Zoaj(—l)"” = (—l)mzoaj(—l)j-
J= J=

Asi,

m

Bgm(ﬂ:’b 1) - p2m<:|:l) =+ p2m :|:Z Z ]CL] (_l)m) ’
7=0
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y cuando m = 2k + 1 se cumple Bygyo(+i,1) = parro(Fi) — parr2(£i) = 0.
Concluimos finalmente que los ceros de Bypi2(z,1) podemos ordenarlos
COMO {0, 21,5+ vy Zhy Zly e vy Zhy — 2y e vy —2ky — 21y -y — 2k}
» CasoT=—1:
Sabemos que %1 son ceros de B, (z, —1). Ahora,

Bop (i, —1) = i(—l)"aj (1+ (1)),

Distinguimos pues dos situaciones:

a) Consideremos un primer caso tomando m = 2k. Ahora se cumple que
Bop(£i,—1) = 0y los ceros de By (z, —1) podemos ordenarlos, para k > 2,
como: {:l:i, F1, 21, Bl 1y 2y ey By — 2Ly e vy —Zh—1s 2Ly .-« *Zk—l}-

Ademsds, para el caso particular kK = 1 tenemos el siguiente
Corolario 1.4.10 Sea @(0) una funcion peso tal que &(0) = &(0+ ) para
todo m € [—m,w|. Entonces, el polinomio para-ortogonal de grado cuatro

Ba(z,=1) = M [pa(z) = pa(2)] , (A #0)

viene dado por By(z,—1) = 2* — 1.
O

b) Consideremos un segundo caso tomando m = 2k+1. Dado que Bygo(£i, —1) #
0, sus ceros los ordenamos como

{1, 21, oy 2y Zhy o e oy 2y — 21y e ey —Zhy — 21y« -y —Zk }-

2. Paran = 2m+1 tenemos que Boy,1(2,7) = pam+1(2) +7p5,,,1(2). Ahora podemos
escribir

m
p2m+1(z):zZaj22j, (am=1,a;€eR 0<j<m—1),
j=0

por lo que

m

0

Pam1(2) = Z 52"
5=0

y de ahi que Bay41(%i,7) = [(—=1)™7 £ 4] (F¢) p2m+1(Ei). Como poy,t1(£i) # 0 se
sigue que
Bomi1(i,7) =0 & 7= (=1)""i,
B2m+1(*i,7') =0 & 7= (*1)mi.
Cuando m = 2k tenemos que Byji1(i,—i) = 0y Byxy1(—i,7) = 0 mientras que
cuando m = 2k + 1 se obtiene Byy3(i,4) = 0y Bygys(—i, —i) = 0.

Finalmente nos restringimos a los casos particulares 7 = +1.

» Caso 7 = 1. Sabemos que By,+1(—1,1) = 0, por lo que los ceros podemos

ordenarlos como {—1,21,...,2m, 21, -, 2Zm}-
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s Caso 7 = —1. Del Corolario 1.4.9 aplicado al caso previo concluimos que los
ceros de Bop,+1(z, —1) son precisamente los opuestos de Bap+1(2, 1), es decir,

{+1,—21, -, —2Zm, —Z1,- -+, —Zm}-

Resumimos finalmente esta clasificacién en la siguiente tabla:

Caso T=1 T=-1
n = 2m, ZlyeeesRhy Ry ks o, 1, 21,00 21, 21y oy Zh—1,
m = 2k — 21y ey —Rky =21y, —Zk —Z1yeey —Rk—1y, —R1y.+.y —2k—1
n = 2m, 0,21, 2Ry 21y -y 2Ky +1,21,. .0, 2k, 21y - - -5 Zks
m=2k+1 — ey =2k —Z1y ey —2k ey =2k — 21y ey — 2k
n=2m+1 1,21,y Zmy 21y - - oy Zm +1,—21,.. ., —2Zm, —Z1y---, —Zm

Tabla 8: Distribucién de ceros de polinomios para-ortogonales B, (z,41) con respecto a
la funcién peso periédica ©(6) = ©(0 + ).

Para concluir el capitulo demostramos a partir de la férmula (1.71), y tal y como apre-
ciamos en los ejemplos numéricos, que los pesos correspondientes a los nodos {z, z, —z, —z}

son iguales. En efecto, si denotamos por Aj, Aj, A\j, \; a los pesos correspondientes a los

nodos zj, Zj, —zj, —Z; respectivamente, comprobamos que \; = S\j = :\j = 5\j:
1.
« 1 A,(z;,£1 1 Ay(z;,£1 —
j:—fitl(ijj ) :—Tiitl(zw ) :)\jI/\jER.
2Zj Bn(zjvil) 2Zj Bn(Zj,:tl)

2. Si n es par, el polinomio A,(z,+1) sélo contiene potencias pares mientras que el
polinomio B;L(z, +1) sélo potencias impares, por lo que

s L Az E) 1 A ED) 1 A

T 2(_2j) B;(—Zj,:tl) B _2zj _B;m(zjvil) a 2Zj B;@(Zj,:tl) -

Si n es impar, en este caso el polinomio A,(z,+1) sélo contiene potencias impares
mientras que el polinomio B;(z, +1) s6lo potencias pares, y de ahi que

5= 1 Ap(—zj, 1) 1 —Ap(z;,£1) LAn(zj,jzl) Y
7 2(-2) By(~z,£1) =2z Bz, £l) 2z Bp(z, 1) 7
En ambos casos se cumple :\j = Aj.
3. Combinando las pruebas 1. y 2. obtenemos
}5\ _ 1 An(—éj,ﬂ:l) . 1 An(—Zj,:El) B 1 An(Zj,:tl) 0\
T 2(-%) By(-%,£1) =2z B,(~#%,£1) 2z By(z,41) 7

Con esto quedan finalmente justificados los resultados mostrados en la tabla 1.



Capitulo 2

Sistemas bi-ortogonales de
funciones trigonomeétricas y
formulas de cuadratura para
integrandos periodicos

2.1. Introduccion

Como ya hemos comentado en el capitulo anterior, en el ano 1989 W.B. Jones, O.
Njastad y W. Thron introdujeron y caracterizaron en [71] las férmulas de Szegé que die-
ron origen a una nueva area activa de investigacion. Por otro lado, G. Szegé publicd en
1963, y a los 68 anos de edad, el articulo [99], de tan sélo 18 paginas pero con un contenido
extremadamente denso y en el que analiz6 las formulas de cuadratura para integrandos
2m-periddicos con méximo grado de precisién trigonométrico alcanzable. Un inconvenien-
te que plantearon tales féormulas de cuadratura era el hecho de que sélo podian tener
un nimero par de nodos. Szeg6 introdujo para la construccién de éstas los denominados
sistemas bi-ortogonales de polinomios trigonométricos. El proposito de este capitulo es
presentar ambos trabajos en un lenguaje unificado, estableciendo un procedimiento para
construir férmulas de cuadratura con maximo grado de precision trigonométrico alcan-
zable y un numero arbitrario de nodos, tanto par como impar. Con este nuevo enfoque
general veremos que lo esencialmente necesario en la construccién de estas férmulas es
la correspondiente familia de polinomios de Szegd, tal y como ocurre en [71], dado que
se establecera una relacién directa entre éstas y ciertos sistemas bi-ortogonales de fun-
ciones trigonométricas. Una conexién inicial entre los conceptos de bi-ortogonalidad y
para-ortogonalidad fue establecida en [24].

Aunque el desarrollo del capitulo se basa en los dos citados articulos, existen otros
tantos en la literatura que tratan sistemas de polinomios bi-ortogonales e incluso sistemas
de polinomios de Laurent. Algunos estédn relacionados con nuestro enfoque (véase por
ejemplo [85] 6 [87]) mientras que otros no (véase [10] y los dos recientes trabajos [8] y
[80]).

La organizacién del capitulo es la siguiente: en la seccién segunda definiremos la nota-
cién y el espacio de funciones trigonométricas con el que vamos a trabajar en todo el

47
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capitulo, obteniendo algunos resultados preliminares. Como es bien sabido, la interpola-
cién juega un papel crucial en la construccién de féormulas de cuadratura, y dado que ese es
nuestro interés, dedicaremos la siguiente seccién al problema de interpolacién en el espacio
de funciones trigonométricas. Es a partir de la seccién cuarta cuando consideraremos una
medida positiva de Borel w en [—7, 7]. Por un lado, definiremos el concepto de sistemas
bi-ortogonales de funciones trigonométricas, analizando sus propiedades y estableciendo
una relacién con la familia de polinomios de Szegé respecto a la medida w. Por otro lado,
aprovecharemos esta relacién y la ley de recurrencia que satisfacen los polinomios de Szeg6
para construir leyes de recurrencia para tales sistemas bi-ortogonales. La quinta seccion
abordard el tema central del capitulo: la construcciéon de férmulas de cuadratura para
integrandos periédicos, exactas en espacios de polinomios trigonométricos lo mas grandes
posibles, y con un nimero natural arbitrario de nodos. En la sexta seccién estableceremos
una conexién con la circunferencia unidad, o méas concretamente, entre los sistemas bi-
ortogonales de funciones trigonométricas y los polinomios para-ortogonales. Concluimos
el capitulo con una ultima seccién en la que se ilustra numéricamente las férmulas de
cuadraturas introducidas en la seccion quinta.

2.2. Espacios de funciones trigonométricas

Comenzamos recordando por un lado el siguiente concepto ya comentado en el capitulo
anterior e introducido en [71]: un polinomio P(z) de grado exacto n es k-invariante con
k € C\{0} si P*(z) = kP(z), siendo P*(z) := z"P(1/Z) el polinomio reciproco. Por otro
lado, en [99] se dice que un polinomio P(z) es autorreciproco si es {1}-invariante, es decir,
si P(z) = P*(z). El siguiente resultado, cuya demostracién es inmediata, establece algunas
consecuentas directas de estas definiciones.

Lema 2.2.1 Sea P(z) un polinomio invariante. Entonces,
1. z=0 no es un cero de P(z),
2. Los ceros de P(z) aparecen en pares de la forma (a,1/a),

3. Si P(z) es de grado impar (par), entonces el nimero de ceros de P(z) en'T (contando
multiplicidades) es también impar (par).

O

Tal y como prueba el siguiente resultado, los polinomios invariantes son “esencialmente”
autorreciprocos.

Lema 2.2.2 Si P(z) es un polinomio k-invariante, entonces existe una constante \ =

A(k) € C\{0} tal que Q(z) = AP(z) es autorreciproco.

Demostracion.- Sea P(z) = Y7 ycjz) = co[[h—i(z = z1). Como |P(0)|] = |co| =
|en| [Tj=1 2, y teniendo en cuenta que [];_; |zx| = 1 se sigue que |co| = [cn|. Consecuen-
temente, ¢, = kcg con |k| = 1. Sea k = ", w € R, y definamos Q(z) = AP(2), A # 0.

Entonces, Q*(z) = MkP(z) = %k:Q(z), esto es, Q(z) es %k—invariante. Haciendo ahora
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A = Re", se tiene %k‘ = ¢ “=27)_ Por tanto, tomando v € R de manera que vy = g +mm,
con m € 7Z, se tiene %k‘ = 1y por tanto Q(z) serd autorreciproco. O
Durante este capitulo trabajaremos con el espacio de funciones trigonométricas

7, = span{cos(k +v)0,sen(k +v)0},_, , v < {0,1/2}, (2.1)

cuya dimensién es 2(n + ) + 1 y definimos 77 := J, ey 7. Una funcién T,,(0) € 7.}
tendra pues la forma

T,(0) = > [agcos(k+ )0+ by sen(k + )6 (2.2)
k=0

y escribiremos T}, € ’Z}:’((C) cuando aj y b son nimeros complejos 6 T}, € ’Z;?(R) cuando
éstos son reales. Si no se indica de manera explicita, por T, € 7,) entenderemos una
funcién trigonométrica real de la forma (2.2).

Obsérvese que cuando v = 0 recuperamos los polinomios trigonométricos usuales de
grado n, es decir, funciones de la forma

T7§0>(0) =ag+ Z [a cos kO + b sen k6] ; ag,ar, b, €C, k=1,... ,n. (2.3)
k=1

Decimos que T,,(0) dado por (2.2) es de grado exacto n si |ay| + |by| > 0. La siguiente
propiedad de simetria se satisface:

TO(0) = ()T (6 + 27) (2.4)
es decir, funciones de la forma (2.2) son 27-periédicas y 4m-periédicas paray =0y vy = 1/2
respectivamente y ademaés, TT(ll/Q) (0) = —qul/Q)(G + 27). Por tanto, en todo el capitulo nos

restringiremos a intervalos de longitud 27, digamos la banda —7 < 0 < 7.
A continuacién extendemos también el espacio de polinomios de Laurent ya introdu-
cidos en el primer capitulo. Para n > 0 definimos el subespacio vectorial

A) := span {27(7”7), e z”+7} ,

esto es, A = A_,,,, mientras que AY? = span {z_(”+1/2), co 22 2 ,z"+1/2}, y

por tanto dim (A7) = dim (7)) = 2(n + ) + 1. Denotaremos también AV := [J72 A} =

C[z'77,2771]. Recordando que una doble sucesién {s}3°.__ de niimeros complejos se dice

“Hermitiana” si pu_j = Mg, diremos que una funcién L € A}, es Hermitiana si la sucesién

de sus coeficientes lo es, permitiéndonos definir (A}) := {L € A}, : L Hermitiano}.
Estas definiciones nos permiten demostrar la siguiente

Proposicién 2.2.3 Para todo T,(0) € 7,/ (C) de grado exacto n, T, (0) = %ﬂﬁz) con
z =€ y Pyy4)(2) un polinomio ordinario de grado exacto 2(n + ). Ademds, T,,(0) es

real, siy s6lo si, Py(ni~) €s autorreciproco.
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Demostracion.- Consideremos T, (0) = > p_ ax cos (k + ) 0+bysen (k + ) 0 € T,) (C).
Entonces, de la férmula de Euler se obtiene

Ta(0) = ko % lexp (i(k + 7)) 6 + exp (—i(k + 7)) 0]
+55 [exp (i(k + 7)) 6 — exp (—i(k + 7)) 6]
= Sh o 5% exp (i(k + 7)) 0 + %L exp (—i(k + 7)) 6.

Ademads, si T,,(0) es real, entonces {ag, bi}?_, son reales y tomando ¢, = %~k para
) ) k> Yk k=0 y k 2 p

k=0,...,ny z=¢e" se deduce que

n %y n
Tn<9) = chzk’-i-’y +@Z_(k+7) = - Qn(z)z;’_ Q"*(Z) ) Qn<z) = chzk ePy, cn #0.
k=0 k=0

Pa(ntqy)(2) i0
— iy - conz=¢evy

Asi, podemos escribir T,,(0) =
P2(n+w)(z) = 2" [ZQWQn(Z) + Qn*(z)} € PQ(n+’y)\P2(n+7)—1’

que es autorreciproco.

Como consecuencia tenemos el siguiente

Teorema 2.2.4 Para todo T, € T,)(C) existe L, € A;, tal que T,,(0) = Ly, (). Ademds,
T, es real, sty solo si, Ly € (A%)H, Y COMO COMSECUENCIA

TV (R) = {T(e) L T(0) = L(e?) L e (AZ)H} . (2.5)
Od

Veamos ahora que la relacién entre funciones trigonométricas de 7,) y polinomios ordina-
rios autorreciprocos nos permite deducir cierta informacién sobre los ceros de elementos
de 7,).

Teorema 2.2.5 Sean = 2(k+y) con k un entero no negativo y v € {0,1/2}. Sea T'(0) =
[1}-, sen (9;9j> donde {0;}_, C (—m, | son constantes dadas. Entonces, T(0) € T,].

Demostracion.- Dado que sen (G_Ta) sen (#) representa un polinomio trigonométrico

de grado uno para « y [ constantes arbitrarias, se prueba facilmente por induccién que

. . 0—02,_ 0—02, . . . P
la funcién T'(0) = H§:1 sen (%) sen (sz) representa un polinomio trigonométrico

de grado k, probando asi el caso v = 0. Esto nos permite hacer la demostracion para el

caso v = 1/2, en la que debemos probar que T'(0) = H?f{l sen (%) € ’2;61/2. En efecto,
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escribiendo o511 = a se sigue que T'(0) = S(0) X sen (G_TO‘) con S() € T? y por tanto,

TO) = (ao + Z§:1 a;cos jO + b; senj@) [sen (g) cos (§) — cos (g) sen (2)]
= ag [sen () cos (5) — cos (5) sen (5)]

teos§ {0, % [sen (4 — j6) +sen (4+ j0)]

—|—ﬁ [cos (f — j6) — cos (Q —I—jﬁ)]}

—sen {Z? L [cos (70 — &) + cos (§ + j0)]

+% [sen (j6 = §) +sen (§ + j6)] } € 7%,

O

En el Teorema 2.2.5 probamos que una funcién que consista en el producto de 2(k + )

factores de la forma sen ( o a) pertenece al espacio ’T’V con k un numero natural y v €
{0,1/2}. Veamos un resultado reciproco.

Teorema 2.2.6 Una funcion T,(0) € T, de grado ezacto n tiene exactamente 2(n + )
ceros contdndolos como es usual con sus multiplicidades y restringiéndonos a la banda
— < 6 < m. Ademds, los ceros no reales aparecen en pares conjugados.

Demostracion.- Recordemos previamente que, para el caso v = 1/2, aunque T,,(0) es
una funcién 4m-periédica, nos podemos restringir a intervalos de longitud 27 dado que de
(2.4), si « es un cero de T, (0) en (0, 7] entonces o — 27 serd también un cero de T,,(0)
en (—2m, —7] y de manera similar, si o es un cero de 7,,(0) en (—m,0] entonces a + 27
serd también un cero de T),(0) en (m,27]. De la proposicién 2.2.3 podemos escribir

. P. n .
Tn(e) = Ln(ele) = 2(2,;:,:/(2) , 2= ew , Ln c (Ax)H

donde Py 4+)(2) € Po(niry) \Po(niy)—1 s autorreciproco. Asi,

Py (2) = K H (z—2) , K#0,2#0,j=1-2v,...,2n.
J=1-2y

Ademas, podemos escribir

Ponip(2) =K H (z — 2;) H ~1/Z)) , K#0, (2.6)

J=1-2v k=1

donde z; = e%i € T con 0;j € Rparaj=1—2v,...,2m, y los pares (Ek, 1/2) representan
los ceros que no estdn en T (tomamos Z; = €™* con wy, € C\R para todo k =1,...,n —
m y de ahi que 1/Z; = €'“*). Ahora bien, puede probarse ficilmente que el — eiv =

27 sen (0 “’) i(75%) y por tanto,

P2(n+v)(ei0) = KHJ 1-25 ( — et ) L= (ew — ei""k% (eze = eiﬁ)
—9;

Mo
= K(-1)"t7i22(n+y) H ml 9, S€n (97263') e 7 x
i

_ _ 7 9+wk+wk
[1;—1" sen (0 2“”“) sen (9%) e .
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Entonces, si sigue que

. : sl 0—0,\" [(f—w 0 —wi
P2(n+’y)(ele) = Al H sen ( 5 j) H sen < 5 k) sen < 5 k)
k=1

J=1-2v

con A, # 0, y como consecuencia

T.(0) = La(e®) = 2

ei(n+v)0

(2.7)

= A\ H?Zl_% sen (#) [ =" sen (9_;”“) sen (9_2W>
donde A\, #0, 6; € R para todo j =1—27,...,my w, € C\R tal que R(wy) = ¢y, + 2tm,
Y € (—mym,t€Zyk=1,...,n—m.

|

Para finalizar esta seccion introductoria establecemos a raiz del resultado previo el
siguiente conocido teorema (véase [49] 6 [99]) presentando una demostracién alternativa
y una generalizacién del mismo para v € {O, %}

Teorema 2.2.7 (Riesz-Féjer) Una funcidn trigonométrica real T, (0) € 7, presenta
exactamente 27y cambios de signo en (—m, 7], si y sdlo si, puede ser escrito de la forma

2y
I 2 _ b
10) = (522 ) R 2=

donde g(z) es un polinomio algebraico de grado n y zg = €'* con o € (—m, 71| tinicamente
determinado.

Demostracion.- Veamos primero la demostraciéon para el caso v = 0: asumimos que
T,,(0) es un polinomio trigonométrico de grado n y de la Proposicién 2.2.3 escribimos
T,,(0) = e=™9 Py, (") con Py,(2) un polinomio algebraico de grado 2n. Si T,,(6) > 0 para
todo € € R, entonces los posibles ceros reales de T,,(0) deben tener multiplicidad par.
Ademss, si § = « es un cero real de T}, () entonces z = €'* es un cero de Py, (z) en T. Por
tanto, de (2.6) podemos escribir

Pop(z) = /\npim(Z)qn—m(Z)q:l_m(Z) ;s A #0,

donde pp,(2) € P, con 0 < m < ny ¢gn_m(2) € Pp_p,. Dado que T,,(0) > 0 para todo
0 € R,

La(6) = 1T0)] = |25 = Dl [P2()] [gn-m ()] [ga—m(e?)]

= ] P2 ()] |gnom(e?)|* = |g(e®)]?
donde g(Z) = ‘)‘n|pm(Z)anm(Z) € Py.

Reciprocamente, si g(z) un polinomio algebraico de grado n, entonces haciendo z = €’
se sigue que

0

2 = g2 = gl2)an() = L) _ Lnle)

19(2)

Y
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donde Py, (z) = g(2)g*(z) es claramente un polinomio {1}-invariante de grado 2n, por lo
que |g(z)]* = Ln(z) € AH y del Teorema 2.2.4, |g(z)|* representa un polinomio trigo-
nométrico de grado n que es claramente no negativo para todo 8 € R.

Finalmente, de esta demostracion para el caso v = 0, del Teorema 2.2.6 que nos
garantiza que cualquier elemento de 7;11 /% tiene al menos un cero real de multiplicidad
impar en —7 < 6 < 7 (implicando que tales funciones siempre cambian de signo en tal

. . s 2 6—06o _ z—20 _ 10 __ ibgy
intervalo), teniendo en cuenta la relacién sen ( 5 ) = %% donde z =¢e" y zg=¢e"0 y

haciendo uso de (2.7) se concluye el resultado.

a

Como aplicacién directa de este resultado para el caso v = 0, y de acuerdo con [82], en
la estimacién de la integral I, )(f) dada por (1.23) nos encontramos con un integrando
fraccionario cuyo denominador es un polinomio trigonométrico positivo de grado uno. Del
Teorema 2.2.7 podemos escribir pues

cosh(b) — cos( —a) =\ ’h(ew) , A>0 ,h(z)=z—a, |al <1.

‘2
De este modo, I,y (f) podré ser re-escrita como I(,4)(f) = [7 f(0)dw(0) con dw(f) =

W, una modificacién racional de la medida de Lebesgue.

2.3. Interpolacion por funciones trigonométricas

Como es bien sabido, las férmulas de cuadratura representan una de las aplicaciones
mas inmediatas de la interpolacién. Dado que estamos interesados en férmulas de cuadratu-
ra basadas en elementos de 7,/ , estableceremos en esta seccién resultados de interpolacién
a partir de la relacién (2.5). Comenzamos con el siguiente

Teorema 2.3.1 (Lagrange) Dadosn nodos distintos {0;}}_; C (—m, ] y tomando p(n) =
E[3] (donde E[] denota, como es usual, la funcion parte entera), entonces existe un tinico

T;(n_l) € ’Z;Zn_l) (R) tal que:
sz(n_l)(ej) =Y , j = 1, ey (28)
) n ) , B 0 sin es impar ,
siendo {y]}j:1 un conjunto de niumeros reales y v = { % sin es par . Ademds,
T];’(n_l) queda caracterizado por
(0 = 310}y, (2.9)
j=1
donde
W, (0 - 0—0
[(0) = — ( )9—9- IZ;Zn—l)(R) » Wa(0) :Hsen( 2 k> =L
2W,,(6;) sen ( 3 ]> k=1

(2.10)
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Demostracion.- Para la primera parte, por conveniencia, en vez de n consideremos
2(n+7) + 1 nodos y sea Tj, (8) = >_}_ a cos (k + ) 0 + by sen (k + ) 6. Veamos primero
que las constantes {ay,br}}_, quedan tinicamente determinadas de las condiciones (2.8).
En efecto, T} (f) = Ly, (e?) con L, € (A;YL)H verificando (2.8) es equivalente a

Lo(z)=vy; , zj=¢€% | j=1,....2(n+7)+1 (2.11)

Haciendo ahora Ly (z) = Parin ) gonde Py(r14)(2) € Py, (2.11) implica

2nt+y

Potnay(z) =75 » Gj=2"Ty; , j=1,...,2(n+7) + 1. (2.12)

Dado que z; # zk, Pyniqy)(2) queda tnicamente determinado por (2.12) y por tanto
T, (0) posee las deseadas condiciones de interpolacién. Faltarfa comprobar que Ty, () tiene
coeficientes reales, lo cual haremos verificando que Py,,1)(2) es autorreciproco, es decir,

viendo que P2*(n +,y)(z) satisface también las condiciones de interpolacién (2.12). Como
yj € R,
" 2nt+N BT = 7oy _ 2(ny) ndy,
P2(n+'y)(zj) - Zj(n W)PQ (n+7) (1/21) =z 2t )PQ(n+7)(Zj) = Zj(n W)Z?ﬂyj

= z;.H_Aij ,]—1,...,2(n—l—7)—|—1.

Por tanto, en virtud de la unicidad del polinomio P,41(2) se sigue que Py, (z) =
Py, 1+1(z), completando asi la primera parte de la demostracion.

Para la segunda parte tenemos, por un lado, del Teorema 2.2.5 que la funciéon nodal
W, (0) dada en (2.10) pertenece al espacio ’Z;En) cony=0sinespar 6y =1/2sines
impar, mientras que por otro lado, se comprueba ficilmente que () = 0, para todo
J.k =1,...,n, siendo J; la funcién delta de Kronecker (1.2) y concluyendo asi que la
solucién del problema viene dada por (2.9).

O

Fl siguiente resultado sera requerido cuando tratemos la construccién de ciertas formu-
las de cuadratura que integren exactamente funciones trigonométricas del mayor grado
posible.

Teorema 2.3.2 (Hermite) Sea {0;}" J ! un conjunto de (n+1) nodos distintos en (—m, 7]
Entonces, existe un unico H, € T, (R) vemﬁcando

HY0)=vy;j,j=1,...,n+1; (H) ) =0k , k=1,...,n+2, (2.13)

donde {yj}”'Irl U {yk}k . es un conjunto de (2(n +~) + 1) ndmero reales y v € {0,1/2}.
Ademds, H% queda caracterizado como sigue: definiendo

n+1
0—0
n+1 I]:Sen< k>

entonces

H(0) = > [157(0)y; + 17 (03] (2.14)
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donde para 1 < j<n+1,

2
1/2 1 Wi+1(0
s2(0) = eﬁ_LV+y]ezW, (2.15)
2sen( QJ) n+1( ;)
2
(1/2) R W, 1(‘9;1 H
t'7(0) = | X
J 2,y (6) sen (2.16)
0-0,\  2W,,,(0) 0-0; 1/2
cos( 5 ) W) S€Il< 5 )}67;1 ,
mientras que para 1 < j < n,
2 0;—0nt1
1 W1 (6 sen (==
s$9(0) = — [ e )] (9_9 ) e 7Y, (2.17)
2 sen ( 5 J) Wi i1(65) sen ( 2”“)
2
(0) | W o (0-0, _1{0—0n 0,—0, 0—0
ti(0) = V",ill((@g))} sen2( > senl( 2+1>{%SGH(J 2“)005( 2]>
" 0

+ |2sen <79fg"“) (1 - WW/’/”“EZ?D + cos (9j2”+1>] sen (029j)} €710
n+1\"J7

2
€T, sily(0) =0, (2.19)

t(o) (0) = [ Whn1(05) i

’ 0—0,41
2W, 11 (Ony1)sen —5=

Demostracion.- Sea H,) (0) = Ly (e?) € (A?L)H Procediendo como en el Teorema previo,
HJ(z) = 132?%:3(2) donde z = € y Py(r44)(2) € Py(nqy). Luego, nuestro problema de
interpolacién trigonométrica de tipo Hermite (2.13) se reduce a encontrar Py, 1.)(2) €

PQ(TL+7) tal que

Pynyy)(25) = 2 y; ., j=1,...,n+1

. N 2.20
[(n+Y)yr —igx] , k=1,...,n+27y. ( )

Ahora, dado que z; # % para j # [, es bien sabido que el problema de interpolacién
(2.20) tiene solucién tnica Py(,14y(2) v Hn () = L, () = e*"("*'Y)an(nﬂ)(ew) serd la
solucién unica de (2.13). Para concluir la primera parte de la demostracién faltaria probar
que H,(0) tiene coeficientes reales, y al igual que en el Teorema 2.3.1, se comprueba

después de algunos cdlculos elementales y teniendo en cuenta que (P) (z) = (P')(2), que
Py(n4+)(2) es autorreciproco.

Para la segunda parte de la demostracién se sigue por un lado del Teorema 2.2.5 que
35-7),75?) €eT/)R)paral < j<n+2yy t,(ioll € T2(R), dados todos por las relaciones
(2.15)-(2.19), mientras que por otro lado se comprueba tras célculos elementales que

(1/2) 12\’

L 97" =9, r s t; 91» =0

J(1/2)( o ( ](1/2)) /( | bsgrsndld (221)
20y =0 . (sM7) 0 =4
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Yy

90, = 5, 1<jr<n+l,

) (0)=0 1<j<n+l, 1<

s90,)=0 1<r<n+l,1<

siendo 01, la funcién delta de Kronecker (1.2).

|

Para concluir esta seccién consideraremos un problema de interpolacién usando un
ntimero par 2n de nodos en subespacios de 7,0, digamos 7, © span{sennf} 6 7.0 ©
span{cosnf}, 6 usando un niumero impar 2n+ 1 de nodos en subespacios de ’]}Ll / 2, digamos
Tnl/Q@span{sen(n—i—%)H} 6 %1/298pan{cos(n+%)0}. Al respecto cabe recordar que un siste-
ma de funciones continuas { fo, ..., fi,} en un intervalo [a, b] representa un sistema de Haar
en [a, b, sy sblo si, para cualquier k, 1 < k <m, {fo,..., fr} es un sistema de Chebyshev
en [a,b]. Claramente, fijado v € {0, 3}, 7/ dado por (2.1) no puede ser un sistema de Haar
en (—m, 7| (compruébese simplemente que {1,cosf} 6 {cos (g) ,sen (g)} no son sistemas
de Chebyshev). Por tanto, no podemos asumir inicialmente que dados 2(n + ) nodos
{0; } n+7 n (—m, 7 exista 1), € T,) © span{cos (n + )0} 6 en 7, © span{sen (n + ) 6}
tal que T} (0 ) =y; para todo j =1,...,2(n+7).

Teorema 2.3.3 Sean v € {0, 3}, {0, }2(n+v C (—m,m| tales que 0; # 6y para j # k y
{ ]}2( ) piimeros reales arbitrarios. Consideremos el siguiente problema de interpola-
cion: Hallar T, € ’j;? tal que

T7O) =y; » j=1,...,2(n+7), (2.22)

siendo T,) un subespacio de T, de dimension 2(n + ~). Entonces, (2.22) tiene solucion
tnica tanto en T, = T,) © span{sen (n + ) 0} como en T, = T} © span{cos (n + ) 6}.

Ademds, definiendo oy, := ngf?;k 0; para todo k = 1,...,2(n +7), Ay = Zj(:nf”) 0;

y Wn(0) = HJQ.(Z"IJF’Y) sen (@) € 7,), entonces una expresion explicita para la solucion

unica viene dada por
2(n

+7)
> 500 (2.29)

donde para j =1,...,2(n+7),

200 — 1 3 O+a; -1 (0=9; y ]
5;(0) = 2, 6;) son () sen ( 5 ) sen ( 3 ) Wn(0) € T,) © span{sen (n + ) 0}
(2.24)

= . 1 O+a; —1 (60-0; ~
5;(0) := 27 (6;) o) cos ( 5 J) sen ( 5 J) Whn(0) € 7)) & span{cos (n + ) 6} .
(2.25)
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Demostracién.- Intentemos encontrar primero T}, (6) € 7, © span{sen (n + ~) 0} veri-
ficando (2.22). Podemos escribir

n—1
T7(0) :Zajcos(j+’y)0+bjsen(j—i—’y)@—i—ancos(n—i—’y)ﬁ:Ln(eie)
j=0

donde aj,b; € R para j =0,....,n—1,a, #0y L, € (A%)H De la demostracién de la
Proposicion 2.2.3 podemos escribir

n

L,(z) = Z e 4+ g )

k=0
donde ¢ = a’“_;bk para k=0,...,n—1y c, = 4 € R. De ahi,
n+2vy
Ly(z)=2""7 Z d2*
k=—n

donde d_ = ¢ parak =1—2v,...,n,d, = ¢_oy paral =1,...,n+ 2y y dy = aop si
v = 0. Ahora, haciendo como es usual z; = €% para todo j = 1,...,2(n +7), (2; # 2 si
Jj # k), (2.22) se convierte en

T2(05) = La(e) = La(z) =95 , j=1,....2(n+7)

dando lugar al siguiente sistema lineal

n+2vy n—1+42y
Zj_7 Z dsz = 2:j_’y Z de;c + dn+27 (Zj_n + Z;H_Q’Y) =Y. (2.26)
k=—n k=—(n—1)

Ahora, el sistema (2.26) tiene una solucién unica, si y sélo si, D,, # 0, donde

Zl—(”—1+’7) Zl—("—2+’7) . Z’IY o Z;L*lJr'Y (Zl—(”“"“/) + Z?JF’Y)
Dy, = : : : : :
—(n—14+v) _—(n—2+y) ¥ n—1+y —(n+7) nty
Pofnty)  Patnty) T Pnbn) T Pa(n) (ZQ(nJrv) + Zz<n+w>>
Introduciendo el determinante de Vandermonde asociado a 21, ..., 23(n4), €s decir,
1 2 o Z%(nJr'y)fl
1 2 o zg(n-i-v)—l
VZ(n+'y) = Vv2(n+'y) (2’1, cee 722(n+'y)) = - . . #0,
2(n+v)—1
1 “2nty) T ZQ(n—i—'y)

y definiendo £ := H?SIJW) zj = e puede facilmente comprobarse que

D, = 5_({’1_1—’_7) [1 - (_1)278 ‘/2(77,4-7)' (227)
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Por otro lado, si consideramos nuestro problema de interpolacién en 7] ©span{cos (n + 7) 6},
el determinante D,, asociado del correspondiente sistema, verifica

Dy =& TN 1 4 (=1)78] Vagniny- (2.28)

Si A, # k7w para cualquier nimero entero k, entonces claramente £ # +1, y dado que
Vaintry) # 0, de (2.27)-(2.28) deducimos que ambos determinantes D,, y D,, no se anulan,
lo que implica que el problema de interpolacién (2.22) tiene solucién tinica tanto en 7, ©
span{sen(n +)0} como en 7, & span{cos(n +)6}. Si asumimos que )\, = k7 para algin
ntimero entero k, concluimos de (2.27)-(2.28) que

_ 0 (k par,y=0) y (kimpar,y=1/2)
Dy = { #0 (kpar,y=1/2) y (kimpar,y=0), (2.29)
- 0 (kpar,y=1/2) y (kimpar,y=0)
Dy, = { #0 (kpar,v=0) y (kimpar,y =1/2). (2.30)

Por ejemplo, si D,, # 0y v = 0, habremos encontrado un tnico L, € A, Ly(2) =
Z?:_n ¢jz) tal que c_,, = ¢, y verificando L, (z;) = y; para todo j = 1,...,2n. Por tanto,
T2(0) = Ln(e?) € T,, © span{sennf} y T°(0;) = y; para todo j = 1,...,2n. Para concluir
la demostracién de la primera parte se procede como en el Teorema 2.3.1 para verificar
que las correspondientes funciones trigonométricas son reales.

Para la segunda parte de la demostracién queda claro que (2.23) es la tinica solucién del
problema si vemos que §,(6) € 7,/ ©span{sen (n + ) 0} y §;(0) € 7, ©span{cos (n + v) 0},
expresiones dadas por (2.24) y (2.25) respectivamente, y 5;(0) = 0, 1, siendo d; j, la funcién
delta de Kronecker (1.2) para j = 1,...,2(n + 7). Supongamos que D,, # 0, es decir, de
(2.29) que A, # k7 para todo k nimero entero 6 A, = [2(k — ) + 1] 7 para algin ntimero
entero k. Fijemos j € {1,...,2(n+7)} y definamos a; := Zi(:"i,j;] 0; = A\, —6;. Podemos
escribir §;(0) = e~ "], (¢") donde () € Py(n4+) tal que Li(zk) = z70;k donde, como
es usual, z; = e parak =1,...,2(n+7). Dado que §; € 7, ©span{sennf}, el coeficiente

divector de [j(z) debe coincidir con ;(0), y tenemos que [;(2) = ¢;(z — w;) Hz(:nf?;](z -

2j) = 220 £ [5(0). Pero 1(0) = ¢j = cjw; [0, 25, por lo que

J=L.j#k
1 2(”4‘7) 7P2(n+-y) 0. io
w, =— ———————— —= 7:6 j:l,j#kae_ j'
J 1—[2(n+y) . . . J
j=1,j#k*1  j=1j#k

Por tanto, de (2.7) se sigue que

N 2nt) Y
§j(9)—éjsen<6+2aj> H sen(e 20]>

=L,k

donde ¢; debe determinarse de manera que 5;(6;) = 1. Como

5(6) = & sen (9 * aj> - :V(n0<_?j>
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tendremos que
0 ; n 0, ; /
1= limg_,gjéj sen ( * Oé]) W, (9) = Qéj sen < J + Oé]> Wn (0])
2 sen (‘9—291) 2

Observamos en este caso que %(0]' +a;) = %)\n # kr para todo nimero entero k, por lo

que sen <6j Jgaj ) =sen (&) # 0y queda asf deducida la férmula (2.24). El procedimiento

para obtener la férmula (2.25) es andlogo.

|

2.4. Sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas

En lo que resta de capitulo consideraremos una medida positiva de Borel w en [—m, 7]
y (-, )w €l producto interior inducido (1.27). Nuestro propdsito en esta seccién serd gene-
ralizar los resultados obtenidos en [99] en relacién con propiedades de bases ortogonales
para el espacio de polinomios trigonométricos con respecto al producto interior (1.27) en
7Y, extendido ahora a 77 con v € {0,1/2}.

Comenzamos considerando la base de 7, dada por {1,cosf,senf, ..., cosnf,sennd}

y la base de ’];11/2 dada por {cos g,seng, ...,CO8 (n + %) 0, sen (n + %) 9}. Ambas bases
son claramente ortogonales cuando dw(f) = df, la medida de Lebesgue en [—7, 7], y nos
interesa ahora extender esta propiedad para una medida w arbitraria. Esto puede ser
realizado ortogonalizando las funciones elementales de las bases correspondientes en orden
lineal de acuerdo con el proceso de ortogonalizaciéon de Gram Schmidt. Generamos pues
un conjunto {féo), fl(o) (9), ggo)(H), cee fT(LO) (9), gff)(e)} de elementos de 7 (siendo féo) una
constante no nula) 6 un conjunto {félﬂ) (9), 961/2) @,..., f£1/2)(9), 921/2)(9)} de elementos
de T1/2 verificando:

1(0)(6?) € span{1l, cos 6} , g§0) (0) € span{1,cosf,senf} , ..., (2.31)
T(LO)(O) € 70 o span{sennf} gﬁf)) 9) € T? , '
51/2)(9) € span{cos g} , 981/2)(9) € span{cos %,Sen g} y e
7(11/2)(9) ceT?o span {sen (n + %) 0} g7(11/2)(9) e T,)/? ,
(2.32)
y también para j,k=0,1,...,n (g(()o) =0):
(70), 17O = 050, K >0
0700, 60w = Rybjse , KD >0 ; jk#0 si y=0 (2.33)
(70,97 (0))w = 0.

Si repetimos el proceso para todo n € N, entonces {féV)(Q),g,(J)(Q)}zio con féo) 20y

g(()o) = 0 representa una base ortogonal para 77 con respecto a w. Escribiendo

f’g'y)(e) = Z?:O [al(;’]) cos(j + )0 + b,(gj) sen(j + 7)0}
(2.34)

gl(cv)(e) = Z?zo [cg’]) cos(j + )0 + d,(cﬂfj) sen(j + 7)9}
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entonces se sigue que b;:,z =0, a?,l #0y \c?,i] + ]d;g,i\ > 0. Ademés, debido a la indepen-

dencia lineal se sigue claramente que dg?% # 0 para todo n > 1. De acuerdo con Szeg6 en
[99], estamos ahora en condiciones de establecer la siguiente:

Definicion 2.4.1 Dos funciones trigonométricas de la forma

f(0) =acos(n+ )0+ bsen(n + )0 + - --

g(8) = ccos(n + )0 + dsen(n +~v)0 + - -

se dice que son linealmente independientes, si y solo si,

a b
cd‘#o.

Definicién 2.4.2 Con respecto a la medida w en [r, 7], un sistema {f,gw (9),9,(3)(9)},;“;0
con féo) <0y g((]o) = 0 de funciones trigonométricas reales verificando (2.84) para todo
k > 1, se denominard sistema bi-ortogonal con respecto a w si se cumple lo siguiente:

1. Para todon > 1, fy(,f/) @)y ggﬂ)(Q) son linealmente independientes.

2. El sistema es ortogonal con respecto al producto interior inducido por w, es decir, se
cumple (2.33).

Ademds, el sistema serd bi-ortonormal si )féo)‘ =1y

1F0) o =1 6700) lo=1 ; kil=(1—-2y),(1—27)+1,....

Con tales definiciones establecemos el siguiente resultado (véase la demostracién en [99]
para el caso v = 0 y se procede de manera similar para el caso v = 1/2):

Proposicién 2.4.3 Consideremos el sistema {f,gw)(é?),g,gw(ﬁ)}zozo de funciones trigonomé-

tricas con féo) #0, g(()o) =0 y de la forma (2.34). Entonces, {f,gv) (0),9,(:) (0)}32, es una
base para T7 si

7 ()
A & bk,k
g |70 k2
Ek Ckk

a

En relacién con la unicidad de sistemas bi-ortogonales para w tenemos el siguiente resul-
tado cuya demostracién es una aplicacién directa de un resultado ya conocido de Analisis
Matricial (véase también [99]).

Proposicién 2.4.4 Sean {f,gw)(é’), g,(J)(Q)}zO:O Yy {féV)(H), g,(j)(e)}gozo dos sistemas bi-orto-

normales respecto a w con féo) . ~(§0) # 0 (ambas constantes) y g(()o) = géo) = 0. Entonces,
para todo n > 1 se cumple que

~7§b’7) /] T(L’Y) 9
( ;(LV)((e; ) = M, ( ;(Lv)((ei ) ) (2.35)

siendo M, una matriz ortogonal de orden 2 x 2.
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Demostracion.- Dado que ﬁ(ﬁ) 0) e Ty {f,gV)(H) ™) ( )}i_, es una base para 7/,
tenemos que f,(ﬂ)( 0) = >7-o [ajfh)(ﬁ) +ﬂjg](7)(9)}. Pero ( ,SV)(G),T(Q)M = 0 para to-
do T € 7, ;, implicando fn ( ) = af,g,ﬁ/)(G) + ﬁg,(;/)( #). De manera similar, g('Y)(G) =

a j}g )(9) + bg,(L )(9), y ambas relaciones podemos expresarlas en forma matricial como

() ()
n' (0) _ n (0) _(a B
<g§><0>)_M"<gW<e>> ’ M”‘(a b) ’

donde
_ OO0 (B ©) g (0))..
IO |9 0) 12
_ @O O, @ (0), 987 (0)).
e e 1g @2

Cambiando los papeles de ambos sistemas, se sigue que

T(L’Y) 0 5 NT(L’Y) 0 N B
(5 )-me(F) e

Finalmente, cuando trabajamos con sistemas bi-ortonormales, es decir, si

1 £76) o=l 9 (6) llo=Il £7(8) lo=1l 35 (8) llo= 1,
se observa que M = M, = M, es decir, la matriz M, es ortogonal.
|

A continuacién veremos cémo la familia de polinomios ortonormales de Szegé {¢n(2)}5°,
con respecto a w nos permite construir sistemas de funciones trigonométricas bi-ortogonales
para w. Nuestro primer paso serd partir de la subsucesién de polinomios de grado impar.

Teorema 2.4.5 Sea {w,}72 , una sucesion de nimeros complejos en'T tal que w%dg(nﬂ_v)
es un nimero real para todon > 0, siendo {9, }72 la sucesion de coeficientes de Verblunsky

asociada a w. Sea f(o)( 0)=c+#0, géo) =0y

wne N0 (€)= £ o (0) +igl)s 5 (0), n>0, ve{0,1/2}  (2.36)

con 7(11)1_27(9) Y 97(17-21 2, (0) reales y pany1(2) el polinomio de Szegé ortonormal de gra-

do 2n + 1. Entonces, el sistema {f,g) (9),9,(:)(9)},3‘;0 representa un sistema de funciones
trigonométricas bi-ortogonal en T7.

Demostracion.- Sea wy, = ay, + i, paran > 0y @oni1(2) = Kapr1227 L + 4 lopt1

(K2n+1 > 0y lopnt+1 = Kant+102n+1)- El andlisis de la independencia lineal de f 1 27((9) y

97(11)1 27(9) la estudiamos por separado en dos partes en funcién de -, comenzando por el

caso v = 1/2. La relacién (2.36) se convierte pues en

wne” 8 g1 (e) = £(6) + gl @) n > 0.
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Haciendo laj+1 = ppn, + iqn y e_i("J“%)e(pgnH(ew) = ﬂ(Llﬂ)(G) + i§7(11/2)(0) tendremos que

FU0) = (e +pycos (3 ) 0 ausen (n+ 3 ) 04 € T2

_ 1 1
352(0) = gy cos (n + 2) 0 + (K2n+1 — Pp) sen (n + 2) 0+ €T,/
Dado que
2
K2n+1 + Pn an 2 2 Mon+1
=K — I =—"——>0,
o i —pa | e T el = O

vemos que fr(Ll/ 2)(9) y gff/ 2)(9) son linealmente independentes. Entonces,
om0 D01 () = (o +8,) [ 112 (6) + 112 (6)] = £42(6) + igl12(0)
donde,
F2(0) = 0 f20) ~ 5ug2(6) L oD (0) = 5D (0) + gt 6).
Ahora, dado que f,ﬁl/ 2) 0) y gff/ 2) (0) son linealmente independientes y

Qp _ﬁn

ﬁn (67% B ‘Wn|2 =1 ’

se deduce claramente que fle/ 2)(0) y gﬁll/ 2)(0) son también linealmente independientes
para todo n > 0. La demostracién para el caso 7 = 0 es més directa. La relacién (2.36) se
convierte ahora en

i@)

wne ™ ogn () = 119, (0) + g%, (0) ,

y se deduce directamente que

FO4(8) = ot [an cos(n+ 1)8 — B sen(n +1)8] + - € T,

n

97(321(9) = Kan+1 [Bacos(n+ 1)0 + apsen(n + 1)0] +--- € T2, .
Dado que
an —f
I{gn—‘rl 62 Oénn = K%n+1|wn|2 = ’{%n—i—l >0

se concluye que fT(Li)l(G) y 97(1(121 (#) son también linealmente independientes para todo n > 0.

A continuacién tomemos z = € y escribamos

FO6) = - [wnpan(2) + T (2)]

2zn+7
600) =~ [wnpzns1(2) — Drghnia(2)] -
" 9ty LEmTEn n2n+l

De las condiciones de ortogonalidad (1.30) se cumple que

<f7(17) (0), f7(7/LY) (0))w = knbnm (97(7)(9),97(77)(9)% = l;nén,m s kn Fin #0
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(F00),6(0)) =0 , n#m.
()

Sin embargo, no podemos asegurar en general que (f,g )(0) gn'’(0)), = 0 para que se
cumpla (2.33). Para todo n > 0 tenemos, por un lado, que

x £i60)72 - 2
Ly = 7 w2280 ] dw(6) = |7, [1(6) + 10 (0)] do(6)

2 2
= [T (A00) dw(0) — [T, (67(0)) dw(8) + 20 [, 15 (0)9) (6)du().
(2.37)
Por otro lado, de (1.30) y haciendo z = ¢ para v = 1/2 se sigue que

" n+1(2 " nt1(2
I, :wZ/ @2n+1(z)%dw(9) :wfl/ l2n+1%dw(9) = w1 (2.38)

—Tr

mientras que de (1.30), (1.41) y haciendo v = 0, entonces
Lo = & [T ot (2) 2205 Edw(0) = Wlkant [T, 2pani (2)dw(6) =

= R2n+1W, <Z(¢02n+1( ) 1>w = Roan+4+1W, <n2n+2902n+2( )_52n+2()0§n+1(z)71>w

_ 2 2 Aony
= —Oontakon 1wy (@3n41(2); Do = —O2n42K5, 11wy, Agn "

(2.39)
Por comparacién entre (2.37) y (2.38)-(2.39) se sigue que la restante condicién de ortogo-
nalidad se verifica, si y sélo si, w%ég(nﬂ_v) es real.

g

Nota 2.4.6 Aqui debemos hacer notar que podemos obtener un sistema bi-ortogonal par-
tiendo de cualquier familia de polinomios de Szegd { P,(2) }n>0 cuyos coeficientes directores
sean reales para todo n > 0.

En general, el sistema anterior no es bi-ortonormal. Para obtener un sistema bi-
ortonormal procedemos como sigue. Primero, de (2.37) y (2.38) deducimos

| £S10,(0) 12 = 11 9510 (0) 2= (=)' w241 - (2.40)

Por otro lado, de (2.36) también tenemos

1o (0) 12 + 1 9S00y (6) 2= 1. (2.41)

Ahora, sin pérdida de generalidad podemos escoger w, € T tal que w72152(n+1_7) > 0. Por
tanto, de (2.40) y (2.41) obtenemos

100 (0) 12 =

3 [1+ (=172 dan1-m)] 2.42
1) o @) 12 = S[1— (-1 (2.42)

) Samr1— ] -
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Tenemos pues que el sistema {AQ) (0), BS)(Q)}ZO:O dado por B(()O) =0, A[()O) = \/% y
. ~1/2
AN 0 (0) = V2[4 (=12 Sy ]2 £, (0) (2.43)

37(121 27(9) = V2 [1 - (_1)1727 ‘52(n+1—’\/)|]71/2 97(7-21—27(9) )

para n > 0 constituye un sistema bi-ortonormal para 77 con respecto a la medida w.
Observamos también que

—i(n 7 — 1/2
V2uwne 000, 1 (e?) = [14 (=1)27 |S2p041-)|] / 1145(21—%(9)
i [1= (=)' [Sy(ua1 ] BIY1 s, (0):
Por lo tanto, cuando v = 0 tenemos que para todo n > 0:
V2uwne g 1 () = [1— |dansal] 2 AL (0) + i [1+ |2 2] 2 B, (9)  (2.45)

(compadrese con el Teorema 2 en [99]) y cuando v = 1/2 se obtiene
V2une 03 g1 (€)= [+ 0o [[V2 A/ (60) + i 1= [Bania]]'/2 B/D(0). (2.46)

En el siguiente resultado establecemos un segundo paso en la costruccién de sistemas
bi-ortogonales, partiendo de la subsucesién de polinomios ortonormales de Szegd de grado
par. Omitimos la demostracién para el caso v = 1/2 dado que el procedimiento es andlogo
a la del Teorema 2.4.5. La demostracién para el caso v = 0 puede verse en [99].

Teorema 2.4.7 Sea {w,}7°, una sucesion de nimeros complejos en T tal que w,,2152(n+,y)
es un numero real para todon > 0, siendo {6, }72 la sucesion de coeficientes de Verblunsky
asociada a la medida w. Sea

e O o (69 = JOO) +ig(0) L n 20, v e {012} (247)
Entonces, {f,gw)(é’), g,(J)(H)}zo:O representa un sistema bi-ortogonal en TV con respecto a w.

|

De nuevo el sistema anterior no es, en general, bi-ortonormal. Asumiendo que w%52(n+7) >
0 se cumple ahora que

IO 12 = 19 O) 12 = (=120 by, (2.48)
LEDO) 112+ 11 g @) 12 = 1.

Por tanto, tenemos

+ (_1)2(1_7)|52(n+'y)|] , (2‘49)

1@ 12 = L0
L= (~1)20 D)8 1]

1a(0) |2 =

Asi, tomando B(O) 0, A( ) = f y para n > 1,

AD©O) = VZ[1+ (=120 650,12 £00)

1/ (2.50)
BOO) = VZ[1— (=120 |5y [] 7 6$(0)
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entonces {AS)(Q), B,(j) (0)}72, representa un sistema bi-ortonormal para 77 con respecto
a la medida w. Ademads, se cumple que

1/2
V2une 0o () = [14 (=1)20 gy, [/ A5 (6)

2.51
i [1 = (~1207 Sy [] 7 BE). 20

Asi, para v = 0 deducimos (compdrese con la férmula (3.5) en [99]):
V2wne ™o, () = [1 4 [820]]/* AD(0) + i [1 — 624]]"* B (0) (2.52)

y para y = 1/2,
V2wne {73)000, () = [1 = |6an11[]Y/2 AL/ (0) 44 [1 + |62011[]/2 BY/D(B).  (2.53)

Ejemplo 2.4.8 Consideremos la medida de Lebesque dw = df. Sabemos que py(z) = 2"
y por tanto 6, = 0 para todo n > 1. Entonces, la sucesion {wy}7, en el Teorema 2.4.5
podemos tomarla como wy, = 1 para todo n > 0. Por tanto, del Teorema 2.4.5 y de la Nota
2.4.6 tenemos

e = 0 (0) + gy o, (0)

implicando para n > 0 que

f@lfww) =cos(n+1—-7)0 , 97(121 9,(0) = sen(n +1—7)0. (2.54)

n
Ast, para v = 0 tememos ff(lo)(H) = cosnb y 97(10)(9) = sennf para n > 1 mientras que
para v = L resulta fqgl/Q)(H) =cos(n+3)0 y g(1/2)(0) = sen(n+3)6 para n > 0.
Ademds, tomando a y b nimeros reales no ambos nulos, puede comprobarse facilmente que
aféo)(H) + bg,(lo) (0) para n > 1 tiene 2n ceros distintos mientras que af,sl/Q)(H) + bgn (1/2) (0)
paran > 0 tiene 2n+ 1 ceros reales distintos ambos en cualquier intervalo de longitud 2.

A continuacién nos centramos en analizar propiedades de los ceros de sistemas bi-
ortogonales, comenzando con una generalizacién para una medida w arbitraria de la pro-
piedad verificada en el Ejemplo 2.4.8 para la medida de Lebesgue.

Teorema 2.4.9 Sea {f,g”)(e),g,i”)(e)}ggo con fo #0y g(o) = 0 un sistema bi-ortogonal
paraw y a y b nimeros reales no ambos nulos. Entonces, la funcion trigonométrica T,,(0) =

af,gﬁ/) (0) +bg$)(9) tiene 2(n+y) ceros reales y distintos en cualquier intervalo de longitud
27 con vy € {0,1/2}.

Demostracion.- Para fijar ideas nos restringimos al intervalo [—7, 7]. Del Teorema 2.2.6
sabemos que T,,(0) tiene 2(n + ~y) ceros en la banda —m < R(f) < 7. Ademsés, los ceros
no reales aparecen en pares conjugados. Sea p = 2(k + «y) el nimero de ceros de T,,(#) en
(—m, 7] con multiplicidad impar (0 < k < n). Asumamos que k < n y definamos

Ur(0) = <0 e%ﬂ) Hsen <9 02”) sen <9_227_1> €1,
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siendo {6; } k+7 ) los ceros de T,,(0) en (—m, 7] con multiplicidad impar. Entonces, podemos
escribir

T(0) = afnt2y(0) + bgn+24(0) = Ur(0)Vi—x(0)

donde V,,_(0) € T , y con signo constante en (—m, ). Dado que k < n, en virtud de la
ortogonalidad se sigue por un lado que

s

= /”anwk(e)dw(e):a F2(O)U(0)dw(0) + b / In(0)U(6)dw(0) = 0,

—Tr —T

mientras que por otro lado I = |7 (Ur(0))* Vyu_1(0)dw(6) # 0, dado que w es una medida
positiva de Borel en (—m, 7]. De esta contradiccién se sigue que k = n.

|

Consideremos ahora un sistema bi-ortonormal para w, {A,(:) 9), B,(J) (0)}72, con A(()O) #

Oy Béo) = 0. De (1.7) definimos la funcién niicleo reproductor para 7, como

Ra(a,0) = f: [AW) (@) A (0) + ng(a)Bgv)(e)} a0 ER. (2.55)

v
v=0

De la Proposicién 2.4.4 es obvio que cada término A (oz)A,(,W) (0) +BY (a)B,EV) (0) serd in-

variante si multiplicamos el vector (A,(,V)(Q), By (9)) por una matriz ortogonal arbitraria

M3 de orden 2 x 2 con elementos reales constantes. La funcién nicleo (2.55) posee la
propiedad reproductora

iﬂ /_ " R, 0)1(0)dw(6) = t(a) , Vi € T (2.56)

Ademas, puede ser expresado tanto en términos de la funcién nicleo reproductor (1.34)
como en términos de la familia de polinomios ortonormales en la circunferencia unidad
con respecto a w:

Proposicién 2.4.10 Sea {pn(2)}22 la familia de polinomios ortonormales en la circun-
ferencia unidad y {A&”(e), BY )( 0)}n>0 un sistema bi-ortonormal con A ;é 0y B(0 =0,
ambos con respecto a w. Sean Ky(a,z) y Rn(a,8) las funciones nucleo reproductor en Py,

y T,) dadas por (1.34) y (2.55) respectivamente. Tomemos a = €'® y z = €. Entonces,

1.
Ru(e, 0) = (a2)" 7 Kopni)(a, 2). (2.57)
2.
S | (@z)" 2t 1 z
Ror(0,6) (az) Pa(n—14+)(@)Py( )(2) (258
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Demostracion.- Para la primera parte comprobamos que la expresién de la derecha
de (2.57) posee la propiedad reproductora. Escogiendo t(f) = z¥ = ¢ para v € {—n —
Y, ...,n+ v}, entonces

o /7o (@2)" Ko gy (0, 2)E(0)dw(0) = 5 [T " Ko iq)(a, 2)2" TV duw(6)
= an‘wa”_”_v =a’ = t(a) , &= eie.

Para la segunda parte usamos la relacién (2.57) y la identidad de Christoffel-Darboux
(1.6). Asf pues,

Rn—l(a7 9) = (az)n_l—i—’yK:Q(n—l-i-“/) ((17 Z)

(et 2 ) Vi) O sl 4) o) O
(CLZ) l1—az

@) g ) @Pay ) D@D T @, 1))

(a2)2 —(az)?

> @y ) (O

S[(az)l/ﬂ

|

Ahora estamos en condiciones de establecer una identidad de Christoffel-Darboux para
la funcién ntcleo reproductor en 7,/ .

Teorema 2.4.11 (Christoffel-Darboux) Sea {A,(;’) (9), Bl(j)(é?)}zo:o un sistema bi-orto-

normal para la medida w con A(()O) £0 vy B(()O) =0, {0n}22, la sucesion de coeficientes de
Verblunsky asociados a w y {n,}52; la sucesion de nimeros reales (1.32). Entonces, la
funcién nicleo reproductor en T, dada por (2.55) satisface para todo n > 1,

Ro1(a,0) = %{7,2(%7) cot (552) [A,Q’(a)Bg”(e)—A,&”(Q)BQ)(@)] -

(1= 03004y N AT (@) AT (0) + (14 b3 1) ) B () B (0)| }
(2.59)

Demostracion.- Sea a = €' y z = €. Teniendo en cuenta la relacién (2.45) y dado
0—«a 0—«a
2

que (@z)'/? = cos (%52) +isen (%52), se sigue de (2.58) para v = 0 que

S [(@e) 2 ez (2] = L, cos (%52) [AP0) B (0) - A () B (6)]

2N

(1= 1020 AL (@) A (0) + (1 + 1820 B () B (0) }
implicando que
Kn1(a,0) = 1L, cot (552) [AS”(@)BSP)(H) —A,@(@)BS”(@)}
— (1= 020 AP (@) AP(6) + (1 + 820 B () B 0)| }
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De manera similar cuando v = 1/2, de las relaciones (2.53) y (2.58) se sigue que
& | (7)1/2%2n(a) (@2n(2) \ | _
> |:(aZ) an_% (zn_% ):|
3 {nons1 cos (252) [4872(0)BP (@) — AL (@) B2 (9)] + sen (%52) x

(1= 201D AL (@) AL (0) + (1 + 021 ) B D (@) BLD(0)]

y por tanto

Knor(e0) = & {masr oot (%52) [AL2(0)BYD (0) - A2 (0) B ()]
— 0= B2 DAL (@) AL (0) + (1 + 0241} B (@) B (0)]
|
Haciendo tender a a 6 en la férmula (2.59) deducimos la férmula confluente
Roca(6.6) = auisy |70 (B) 0) - (47) 0)500)
(2.60)

_ 2 2
_ |:1 |52§n+7)‘ <A£;Y)(0)) 4 1+|525n+'v)| (Bé’Y)(g)> :|

que nos permite probar el siguiente

Teorema 2.4.12 Bajo las mismas condiciones que en el Teorema 2.4.9, los ceros de
af,(ﬂ)(ﬁ) + bgﬁy)(ﬁ) Yy —bf,(ﬂ)( 0) + agﬁl )(9) se entrelazan para todo n > 1.

Demostracion.- Como estamos considerando propiedades de ceros, podemos asumir

()

sin pérdida de generalidad que el sistema { f,sy)(ﬁ), gn’’ (8) }n>0 es bi-ortonormal. Dado que
Na(n+v) > 0 para todo n > 0y v € {0,1/2}, que por definicién R,,—1(0,6) > 0y que

1 st 2 1+ [y 2
M (g) — (D! (7) 2401 ()

M6 L (100)) + —E (60) >0,
se deduce de (2.60) la relacién

100 (67) @)~ (1) 060 = —— [Re10.0)+ M 0)] > 0.

2(n-+)

probando asi que los ceros de fy)( 0)y gg’) (0) se entrelazan. Finalmente, considerando

C(0) = af(0) +bg{P(0) , DIY(0) = —bf(0) + ag(0) , lal + (o] > 0
completamos la prueba, dado que
ce) (o) @~ (c) @6 -
@+ (470 (47) © - (1) @) >0,
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Nota 2.4.13 Los Teoremas 2.4.9 y 2.4.12 fueron probados por Szegd en [99] para el caso
v = 0 haciendo uso de la propiedad fundamental de que los ceros de cualquier polinomio
de Szegé pn(z) se hallan en D, mientras que las demostraciones alternativas presentadas
involucran propiedades de bi-ortogonalidad. Como consecuencia inmediata, tenemos que
para cualquier sistema bi-ortogonal {f,(ﬂ)(ﬁ),gg)(e)}nzo se verifica en cualquier intervalo
de longitud 27 y para n > 1 lo siguiente:

1. Ambas funciones trigonométricas ffﬂ)(é?) y gg/) (0) tienen 2(n + ) ceros distintos.

2. Los ceros de f,(ﬂ) 0) y g,(ﬂ)(ﬁ) se entrelazan.

Para finalizar esta seccién estudiamos la ley de recurrencia que satisface un sistema
bi-ortogonal para w. De la Proposicion 2.4.4 podemos restringirnos, sin pérdida de genera-
lidad, a los sistemas bi-ortogonales dados por el Teorema 2.4.5. Sin embargo, para nuestros
propositos y de la Nota 2.4.6, haremos uso de la sucesién {p,(z) }n>0 de polinomios ménicos
de Szegé. Partiendo de (1.43) reemplazando n por 2n + 1 se tiene que

1

2pan(2) = 55— [P2n+1(z) - 52n+1/7§n+1(2)} (2.61)
Bn+1
y de (1.40) reemplazando n por 2n,
ZpP2n = 22P2n—1(z) + 52n2p§n_1(2’). (262)
Tomemos
wy =€ 5, = |5n\em" , apn, B €R. (2.63)

La férmula que define f nr1-2,(0) ¥ 97(1121—27(0) es

wne_i(”+7)epzn+1(€w) = fr(11)172v(9) + iggﬁk%(@). (2.64)
Por tanto,

wapant1(e?) = 0 [f”ﬂ 2(0) + iggl—%(m] ’
y asi,

Db (€)= 0 [0 o (0) — igTh o (0)] - (2.65)

Ahora, de las férmulas (2.61), (2.64) y (2.65) encontramos que

e pon(ei®) = 1 {7 i(nty)0 [f(v) N0 +igt) 27(9)} _

Man+1

San1wp el (P10 {fn+1 2, (0) — 297(1721 27(9)}}

y por tanto

ne 0y () = oy — @R ia ) JT L (6)

(2.66)
i [wnr + @20 1e 020 g0, (0)}
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Tenemos que |wy| = 1y w2doni1 = |dans1| (obsérvese que la suposicion w2de, i1 € R
implica w282, 11 = %|d2,+1| y no hay pérdida de generalidad en tomar aqui signo positivo).
Luego,

wne—i(n+7)66i0p2n(ei0) — Kl_s_l{[l o |52 Jr1|6 (1-27) ]fn+1 27( )

i [+ |02 o),y (0)
De las férmulas (2.62), (2.64) y (2.65) deducimos que
e?pu(e?) = ¥ {me“”—l*”@ £75,(0) +ig5(0)
oo w1 (10, (0) — g7, (0)]| )
y por tanto,

e 060y (e%) = { [ + Spuw2ei 20 10, (6)
+1 [wnwn_lew — wnwn_légnei(l_h)@] 9(7)27(0)} .

n—

(2.67)

Igualando (2.66) y (2.67) se sigue que
1 |52n+1|ei<1—27>9] P 0y (0) + i [1+ [Bania [6107209) g0, ()

= U%nﬂ {[wnwn e’ Y donwnwn 1€ (1= 27)9] f(’y_)g,y(e) (268)

+i [wp@n=1€ — Gapwnwp_1e 1720 ]g,(f_)%(ﬁ)} ,

y nuestro propdsito ahora es encontrar expresiones reales para f 1 27(9) y 97(7421 2ﬂ/(9)

en términos de fflz»y(‘g) y gfl_)Q,y(@). Asi, de (2.63), definiendo (,(0) = 0 + ap, — ap—1 y
&n(0) = (1 —27)0 + o + ap—1 + Bon, y tomando

an+1(0) = 1 — [02p41] cos(1 — 27)0 (2.69)

bn41(6) = —|d2n41|sen(1 — 2v)0 (2.70)
cnt1(0) = 1+ [d2n41| cos(L — 27)0 (2.71)
A(8) = c08 Cu(8) + |Gan] cos n(6) (2.72)
B (0) = —sen G, (0) — [02n| sen &, (0) (2.73)
Cn(0) = sen G (0) + [02n] sen £u (6) (2.74)
Dy (0) = cos Gu(0) — |02n| cos §n(6) (2.75)
se sigue por igualacion de las partes real e imaginaria de (2.68) que

an+1f 721)1—%(9) * bn+197(11)1—2w(9) = Mons1 (An 7(17)27 + Bn%@%)

bn+1f7(11)1_27(9) + Cn+1g7(321_27(9> = Mpt1 (C f vt D”g’fz—)2’7> :
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El determinante de este sistema es

an+1 bn+1

Tpi1 = = 0
n+1 bust ot 2n+1 #0,

y resolviendo con respecto a fry1-2(0) ¥ gnt1—24(6) encontramos la relacién matricial

( fn+1—2’y(9) ) — < Cn+1 _bn+1 ) < An Bn > ( fn—2'y(9) ) (276)
gn+l—2’y(9) _bn+l Gn+1 C, D, gn_m(@)

donde los coeficientes an+1,bn+1,6n+1,4n,Bn,Cr vy Dy, vienen dados por (2.69)-(2.75). Fi-
nalmente, de (2.76) se obtiene para v =1/2

FY20) = (14 |8ansal) x
{[COS(9 + ay, — ap—1) + |92n| cos(an + an—1 + B2n)] f(l/Z)(Q)
— [sen(0 + o — an-1) — [dan| sen(an + a1 + Bn)] gD ()}

gP0) = (1 |6onsa]) %
{[sen(H + ap — Qp—1) + |02n| sen(ay, + an—1 + Bon)] f(l/f) @)

n

+ [COS(H + oy — Oén71) - |52n| Sen(an +anp—1+ ﬁzn)] 9,(11/%)(9)} >

mientras que para v = 0,

fn

{(+1( |252n+1| cos ) [cos(0 + a, — an—1) + |02n] cos(0 + a + an—1 + B2n)]
—|02nt1|sen b [sen(0 + oy, — ap—1) + |d2n| sen(f + o + ap—1 + Bon )]} fT(LO)(e)
+{= (1 + |02n+1] cos 8) [sen(0 + a, — 1) — |d2n| sen(0 + ay + ap—1 + Pon)]
—|02n+1] sen 0 {cos(0 + a,, — ap—1) — |62, cos(0 + oy + p—1 + ﬂzn)}}g(o)( 9),
97(1(?-1(9) =

{(1 = |0241| cos 0) [sen(8 + vy — ap—1) + |02n| sen(6 + ap + n—1 + Fon)]
—|02n+1] sen 0 [cos(0 + au — ap—1) + |02n] cos(0 + au + an—1 + B2n)]} f’r(LO)(e)
+{(1 — |02n+1] cos 8) [cos(8 + an, — an—1) — |d2n] cOS(0 + ap + an—1 + B2n)]
+[02n+1|sen 0 {sen(0 + o, — ap—1) — |02 | sen(d + ap + a1 + Pon) }} 97(10) 0).

Ejemplo 2.4.14 Consideremos dw(0) = df en [—m,nw]. Entonces, de (2.54) y haciendo

wp = 1 para todo n > 1 conclutimos que las leyes de recurrencia anteriores se convierten
en las conocidas formulas trigonométricas

cos(n + 1)8 = cosf cosnf — senfsennf ,

sen(n + 1)0 = sen f cosnf + cosfsennf ,

cos( —i—%) —cosecos(n—%)9—senﬁsen(n—%)9,
( —I—%) —SGH@COS(’I’L—*)Q—FCOS@SGD(TL—%)0.



Capitulo 2. Sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas y férmulas de
72 cuadratura para integrandos peridédicos

2.5. Foérmulas de cuadratura para integrandos periédicos

El principal propdsito tanto de esta secciéon como de este segundo capitulo es el calculo
aproximado de integrales de la forma:

L= [ 50 (2.77)

siendo w una medida positiva de Borel en [—7, 7] y f € LY[—m, 7] una funcién periddica
de periodo 27. I,(f) va a ser aproximada por una férmula de cuadratura con n puntos:

L(f)=> Nf(0;) ;5 0;# 6k, §#k , 0€(—ma] ,j=1,...n (2.78)
j=1

Los nodos {0;}"_; y pesos {A;}7_; deben determinarse de manera que I,,(f) sea exacta en
un cierto subespacio de 77 con dimensién lo mayor posible, esto es, debe cumplirse que
1,(T7) = I,,(T7) para todo T7 € m(n e 77 con m(n,v) tan grande como sea posible.
Debemos tener en cuenta las siguientes consideraciones preliminares:

Lema 2.5.1 No puede existir una férmula de cuadratura de n puntos I,(f) como (2.78)
que sea ezacta en T, es decir, m(n,y) < n.

Demostracion.- Asumamos que I,(f) dada por (2.78) existe verificando I,(77) =
I,(T7) para todo T € 7,). Sea TP(f) = | sen? <9_9j) € 7. y T°(9) > 0. Enton-

2
ces, I,(T) > 0y I,(T2) = 0, dado que T2(¢;) = 0 para todo j = 1,...,n. Ademds,
haciendo Tp\/ 2(9) = sen (HT“) T9(0) € T,1/% se obtiene una contradiccién similar para el
caso v = 1/2 dado que Iw(Tﬁ/z) >0y In(Tém) =0.

Haciendo uso de los Teoremas 2.3.1 y 2.3.3 en la seccién 2 probamos el siguiente:

Lema 2.5.2 Dados n nodos distintos {0;}_y C (—m, 7] yvy € {0,1/2}, entonces existe un

cierto subespacio T, de T, con dimension n de manera que un conjunto de pesos {)\j};‘:l
quedan unicamente determinados verificando

I(T7) =Y NT(0;) = L,(T7) , VTV €1,).
j=1

Demostracion.- Se cumple tomando A; = I,(l;(f)) con [;(#) dado por (2.10) en los
casos n par con y = 1/2 y n impar con v =06 A\; = 1,(5;(6)) con 5;(6) dado por (2.24)
6 (2.25) en los casos n par con v = 0y n impar con vy = 1/2.

|

Lema 2.5.3 Si existe una formula de cuadratura de n puntos In(f) = 3_7_1 Ajf(0;) que
sea exacta en T |, entonces \j > 0 para todo j =1,...,n.
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Demostracion.- Tomemos t?(ﬁ) = [Tre1 sy sen? (%) €T paray=0y tjl-/2(c9) =
sen (£57) t9(0) € ’];zlﬁ Entonces, ¢](#) > 0y por lo tanto 0 < I,(t]) = In(t]) = A;t;(0;).
Dado que t;-y (0;) > 0 se concluye la demostracién.

|

Dado que estamos interesados en la construccién de formulas de cuadraturas que inte-
gren exactamente polinomios trigonométricos hasta el mayor grado posible, investigaremos

el siguiente problema: “Dado n > 1, encontrar 601, ...,6, con 0; # 0, si j # k en (—7,7]
y numeros reales Aq, ..., \, tales que
n
L(f) =D Nf0;) = 1.(f) . YfeT) " (2.79)
j=1

Como dim (’];?_1) = 2n — 1, la relaci6én (2.79) nos lleva a un sistema no lineal con 2n — 1
ecuaciones y 2n incégnitas: 01,...,0,; A1, ..., A\n. En vez de atacar directamente el siste-
ma que surge de (2.79), procederemos como en el caso polinémico ordinario, analizando
propiedades de los elementos de 7] cuyos ceros son los nodos de I,,(f). En este instan-
te aparece una gran diferencia con respecto a [99]: nuestra modificacién técnica sobre el
articulo de Szegd manejando espacios de la forma 7,) nos permitira considerar un nimero
arbitrario de nodos mientras que en el citado articulo sélo era posible tomar un niimero
par de nodos. Comencemos pues con la siguiente condicién necesaria:

Teorema 2.5.4 Sean un nimero natural tal que n = 2(k+-y) con k un entero no negativo,
v e {0,1/2} e I,(f) = >_0_ A\jf(0;) una férmula de cuadratura tal que I,(T) = I,,(T)

para todo T € T2 ;. Sea Ty(0) = H?ffﬂ) sen (%) y {fjh) (0),9](’7) (0)}32¢ un sistema
bi-ortogonal para w con féo) #0y g[()o) = 0. Entonces, existen niumeros reales ay y by no

ambos nulos tales que Ty (6) = akf,iv)(Q) + bkg,(;’) 0).

Demostracion.- Dado que estamos tomando n = 2(k++) con k > 0, del Teorema 2.2.5
se sigue que Ty(0) € ’Z}: Ademds, puede comprobarse que T (6) L ’];:_1. De hecho, si
5(6) € T,] |, entonces Ty (0)S(0) € 7,2, y asf

(T1(0), S(0)) = Lo(Tr(0)S(0)) = In(Ti(0)S(0)) = > AjTu(0;)S(6;) = 0. (2.80)
j=1

Ahora, de la Proposicién 2.4.3, como {f,SW)(G),gZ(,V) (0)}r_, es una base para 7,', podemos
escribir

v=0
donde ) )
T(0), £ (0))., T3(0), 9.” (0))w
o BOLOL @O, o
| £27(0) 112 192" (0) |12
Finalmente, de (2.80), as = bs = 0 para s =0,1,...,k — 1 y se concluye la demostracién.

|
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Reciprocamente, podemos probar el siguiente

Teorema 2.5.5 Sea n un nimero natural tal que n = 2(k ++), con k >0 y v € {0, 3}.

Sea {f;y)(ﬁ),gj(j)(ﬁ)}]?’io un sistema bi-ortogonal para w con féo) #0y g((]o) =0, y sean

a y b nidmeros reales no ambos nulos. Consideremos T} (0) = af,iv) (0) + bg,(J)(H) €Ty
sean {9 } _, sus ceros. Entonces, existen nimeros positivos A1, ..., A, tales que

=N NT(0;) =1,(T) , VT €T,

Demostracion.- Escribimos n = 2(k + ) para k > 0, v € {0,1/2} y empezamos
considerando el subespacio de polinomios trigonométricos

[TV si o y=0
An ._{ 70 s q—1j2 (2.81)

donde ’];0 denota un subespacio de polinomios trigonométricos que coincide, bien con
T ospan{cos kf} o bien con 7, ©span{sen k0 }, de manera que dim (A,,) = n y claramente
A, C T,?_l. Entonces, del Lema 2.5.2 al tomar v = 0, existen pesos Ay, ..., Ay, Unicamente
determinados tales que

H =Y Nf0;)=1.(f) , ¥ fE€A.
=1

Nuestro propdsito es comprobar que I, es también exacta en 7,0 ;. Asi, tomemos T°(0) €
TV v Ly, € A, tal que Ly, (6;) = TY(0;) para todo j = 1,...,n. Entonces, (T0 —Ly) (0) €
T2,y (T° - Ly) (9;) = 0paratodo j = 1,...,n. Por tanto, T°(0)—L,(0) = T} (9)V,]_,(6),
con V] (0) € 7T,' ,. Ahora, dado que T}/(9) € 7, y por definicién, T}/ () L T ' |, se sigue
que

L(T%) = / " La(0)dw(6) + / "I OWV(0)dw(8) = L(Ln).

—T —T

I,(T% = Z)\L Z)\ TO8,) = I,(T°).

Finalmente, el caracter positivo de los pesos {\;}" iy se deduce del Lema 2.5.3.

Ademas,

|

Podemos establecer una representacion integral explicita para los pesos. En efecto, si

hacemos
T, (9)

- — , g=1,...
2(Tk7) (6;) sen (9 201>

encontramos que 1;(0x) = d;x v (1;(0))* € T2_,. Asi,

1;(0) =

L (0007 = 1 (00)°) = 3 M (000 =
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lo cual implica que

2

s T’Y(Q) .
N = _k _ dw(@) , j=1,...,n. (2.82)
! /—71' 2 (Tg) (6;) sen (6_26’>

El Teorema 2.5.4 y la demostracién del Teorema 2.5.5 podemos resumirlas en el siguiente
resultado de caracterizacién

Corolario 2.5.6 Sea I,(f) = Y7, \; f(0;) tal que 0; # 0y sij # k y {0;}}_; C (—m,7].
Supongamos que n = 2(k + ) con k > 0 y v € {0,1/2}. Entonces, I,,(T) = I,(T) para
todo T € 7;10_1, sty solo st,

1. I,(f) es exacta en un cierto subespacio Ay de T | con dimension n,

2. Existen numeros reales a y b no ambos nulos tales que {Hj}?zl son los ceros de
T (0) = af,gw(ﬁ)—i—bg,gw (9) € 7., siendo {f}V)(Q),g](-’y) (0)}52 un sistema bi-ortogonal
para w con féo) #0, g(()o) =0.

Ademas, cuando se cumplen tales condiciones, los pesos {)‘j}jzl son positivos.
O

De acuerdo con la férmula de cuadratura introducida por Szeg6 en [99], diremos que la
formula de cuadratura caracterizada en el Corolario 2.5.6 es la “férmula de cuadratura con
el méximo grado de precisién trigonométrico”. El siguiente resultado establece una repre-
sentacion explicita para los pesos {); }?:1 en términos de sistemas bi-ortonormales andloga
a las expresiones (1.19) y (1.68) para las férmulas Gaussianas y de Szeg respectivamente.

Teorema 2.5.7 Sea n un nimero natural, n = 2(k +7) con k > 0 y v € {0,3}.

Sean {A;W)(Q),B](V)(G) 720 un sistema bi-ortonormal para w con Aéo) # 0, Béo) =0e

I,(f) = Z?Zl X f(8;) una formula de cuadratura de n puntos y mdximo grado de preci-

ston trigonométrico alcanzable. Entonces, para j =1,...,n,
)‘j = 2 2 . 2 2 ’
b | (49) 0+ (59) 0] + (10) (a0)" 0+ (1440) (50) 01

(2.83)

siendo {0x}32 la sucesion de coeficientes de Verblunsky asociados a w y {0;}]_ los ceros
de T (0) = a A (6) + bB(6) con |a] + [b] > 0.

Demostracion.- Sea T,EW)(H) = ngefﬂ) sen (@) = aA?)(Q) + bB](CV)(H) e 7', con
|a]+1b| > 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a # 0, por lo que A,(:) (05) =
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=2 Bi(6;). De la identidad de Christoffel-Darboux (2.59) se deduce que
0;—0
Ra-1(0,05) = Smiets (257) [A0) B (6) - AD(6,) B3 0)]
1—|69¢p, 1402
_ [ ‘ 25 +7>‘A$17)(9)A9)(9j) + | 2§ +7)‘BT(L”/)(0)B7(L7)(9],)}
_ 1 B(’Y)(@_) ta (%20 7 (g
= 2a"R2(n+ry) P \V5)CLG | 3 k (0)
1= |69 1+65(n
_ [ ‘ 2§ +v>‘A$L’Y)(0)A£L7)(9]) + ‘ 25 +“/)‘B£L’Y)(9)BT(LV)(9):|

y por tanto:

Ro1(6,65) + [l (0) a7 (0) + “2l B (0) B 6))]

(2.84)
— 0—0;
= 2711772(n+’y)B£L’Y) (65)ctg (TJ) T]E’Y) (0).
Haciendo tender 6 a 6; obtenemos
1-|6 n 2 146 n 2
Ra1(65,60) + ol (a0(e) + il (B0 (0)))
(2.85)
= Lo BY 0) (1) (6)
y de las condiciones de ortogonalidad se deduce de (2.84) que
1 4 o—0.\ T.0)
1= Ga o B0 [ oos (152) i oo, (2.86)

0—0,
sen (%52)

La combinacién de las expresiones (2.85) y (2.86) implican

{Zlﬁ;(l) {(A(J))Q (0;) + (BW)Q (Hj)] + (%) (AI(J)Y (0;) + (%) (BIEV))Q (Qj)]

-1

= {2 (Té7)>l (9]-)] - J7_cos (6_293) %dw(ﬁ).

(2.87)
Por otro lado, podemos expresar los pesos para j = 1,...,n por \; = fjﬂ 5;(0)dw(8),
donde 5;(6) vienen dados por (2.24) 6 (2.25). Partiendo de (2.24) se sigue que

' -1 _ ()
5;(0) = [2 (T,EW)) (6;) sen (72")] sen <9+%) se%%f—zz,i ,i=1,...,n,
2
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, O+, 90,
cont, =y 1 0;ya; =1,—0;paraj = 1,...,n. Entonces, sen 1% ) = sen I4In) =
j=1YY & para j AR g 2 2 2

sen (9 29 ) cos 3 + cos (9 20 ) sen 2 y podemos escribir para j =1,...,n,
/ -1
A\oo= [2 (Té'r)) (6;) sen (7'2")} X

Y (v)
{cos o T,gv) (0)dw(6) +sen 7 [T _cos (07677) %dw(@)} (2.88)

sen

— [2 (le))/ (Gj)} - ffﬂ cos (@) %dw(@).

Claramente, si partimos de (2.25) obtenemos la misma representacién, y comparando
(2.87) y (2.88) se concluye la prueba.

Del Corolario 2.5.6 y del Teorema 2.5.7 obtenemos inmediatamente el siguiente

Corolario 2.5.8 Sea {Ag-y)(ﬂ), Bj(-w(@) 720 un sistema bi-ortonormal para w, k un entero

no negativo, v € {0,1/2} y sean = Q(k—l—'y) Entonces, I,(f) = Y_7_; Aj f(0;) con 0; # 0,
sij#lLy {Qj}’;:l (—m, 7| es evacta en T,0 |, si y solo si, los nodos son los ceros de
Tlgv) = aA,(:) —|—bB,(€ )( 0) con |a|+[b| > 0y los coeficientes {\;}7_; vienen dados por (2.83).

|

Finalmente, establecemos el siguiente resultado que involucra el problema de interpo-
lacién de tipo Hermite establecido en el Teorema 2.3.2 y que podria ser usado para dar
una estimacién del error para I,(f).

Teorema 2.5.9 Supongamos que k es un entero no negativo y tomemos n = 2(k + =)
con v € {0,1/2}. Sean 0i,...,6, los ceros de T('Y)( 0) = af,iw( 0) + bg(V)(G), siendo
{f(v)( 0),9 (7) (0)}52¢ un sistema bi-ortogonal para w con a y b mimeros reales ambos no
nulos. SeaH € 70 | tal que H,(0,) = f(0,) para r = 1,. nyH(Q) = ¥s para
s=1,.. —1, donde f es una funcién periddica de periodo 27r y {s}"Z1 (n—1) nime-
r0S arbitmmos dados. Entonces, 1,(H,) coincide con la formula de cuadmtum de n puntos

con maximo grado de precision trigonométrico para w, tomando como nodos los ceros de
()
T, (0).

Demostracion.- La existencia y unicidad del interpolante trigonométrico de tipo Her-
mite H, € 7;1071 queda garantizado por el Teorema 2.3.2. Ademads, de (2.14) tenemos
que

0)=">"t"(0)1(8;) + Z $0)i (2.89)
j=1
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donde t§0), sl(o) €T  paraj=1,...,nyl=1,...,n— 1 vienen dados por (2.17)-(2.19).
Por tanto,

ZA (0 +ZBlyl , (2.90)

donde A; = Iw(tg-o)) para 7 = 1,...,ny B, = Iw(sl(o)) para l = 1,...,n — 1. Ahora,

teniendo en cuenta que TISY)(H) € T, es ortogonal a 7, ,, puede deducirse de (2.17) y
paral=1,...,n—1 que

sen ”*1 ()
B ( ) T(7 () 7, (9) —0.

ot

Asf, 1, (Hyp) = 3771 Ajf(0;) = In(f) y dado que para todo T' € 70 ., H,(0) = T(9),

tenemos que

L(T)=1,(H,) =I1,(T) , vTeT?,

2.6. Una conexion con la circunferencia unidad

En esta secciéon daremos una conexién entre los sistemas bi-ortogonales de funciones
trigonométricas introducidos en la tercera seccién y los polinomios para-ortogonales in-
troducidos en el capitulo anterior. Comenzamos considerando de nuevo las férmulas de
Szegl. Sea w una medida positiva de Borel en T y supongamos que queremos aproximar
integrales del tipo

/f )dw(z f( ) dw(9). (2.91)

Supongamos que para w tenemos una férmula de cuadratura con n puntos I,(f) =
Z?Zl Ajf(0;) con el maximo grado de precisién trigonométrico (recordemos que A; > 0,
0; # 0y sij#k, 0; € (—m,nm paratodoj=1,....,ny I,(T) = I,(T) con T € TO 1)-
Tomemos L € A_,_1),—1 de manera que L(e") = L1(0) + iL(0) siendo Ly, Ly € T2 ;.
Entonces,

I(L) = I,(L1)+ilu(Ls) = In(Ly) + iln(Ls) = In(L1 + iLs) = I,(L)

= ZJ ANL(zj) o zj=€Y% L j=1,....n

(observemos que z; # 2, para todo j # k), deduciendo asf una férmula de cuadratura con
n puntos y dominio de validez A_(;,_1),—1. Se trata pues de una férmula de cuadratura de
Szegd. Como se ha visto, tales férmulas quedan caracterizadas por el Teorema 1.3.13, que
enfatiza el papel crucial que juegan los polinomios para-ortogonales, los cuales también
quedaron caracterizados en el Teorema 1.3.3.

Veamos a continuaciéon una conexién entre ciertas sucesiones de polinomios para-
ortogonales y sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas con respecto a w.
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Sea By(p4+)(2) un polinomio de grado exacto 2(n + ) para-ortogonal e invariante con
v € {0,1/2} como es usual. De la Proposicién 2.2.3 podemos escribir (en virtud de la
invarianza)

BQ("Jr’Y) (€i9> = anei(nJr’y)Gf?g'y) (9> ) n 7é 0 ’ (2'92)
siendo fr(ﬂ)(9) € 7,) real y de grado exacto n, de manera que se cumple lo siguiente:

Teorema 2.6.1 Sea f7(ﬂ) € 7, dado por (2.92). Entonces, <f,§ﬂ),T>w = 0 para todo T €
7,

Demostracién.- Claramente, es suficiente probar que <f,(ﬂ), 2J*7),, = 0 para todo —(n—

1)<j<n—1(z=¢€"?). De (2.92) y dado que a, # 0 lo anterior se convierte en
(e 2 By oy (€)% =0, —(n=1) <j<n-1. (2.93)

Ahora, del Teorema 1.3.3 podemos escribir By, 4+)(2) = pa(nty)(2) TP (1) (2) (obsérve-
se que la constante Cy(,,4.y # 0 es ahora irrelevante) por lo que la expresién de la izquierda
en (2.93) se convierte en

<e—i(n+2’v)0 p2(n+’y)(ei9) + Tp;(n+'y) (eiB) 7eij9>w _

</02(n+'y)(z)7 Zn+27+j>w + T(/);(ner)(z)a Zn+27+j>w ,—(n=1)<j<n-1

Asi, de las propiedades de ortogonalidad de pa(,44)(2) ¥ pz(n ) (z) (1.30) se sigue que
ambos productos interiores se anulan, concluyendo la prueba.

|

De (2.92) y del Teorema 2.4.9 podemos deducir ahora la propiedad fundamental sobre la
localizacién de los ceros de polinomios para-ortogonales By, (z) (Teorema 1.3.4). En compa-
racion con lo establecido en [71], nuestra demostracién alternativa se basa en propiedades
de sistemas bi-ortogonales, resultando ser una simple consecuencia de los Teoremas 2.4.9
y 2.6.1.

Consideremos ahora v € {0,1/2} y una sucesién de polinomios para-ortogonales e
invariantes { Ba(n4+)(2) }nZ; tales que para todo n, By(,1+)(2) tenga grado exacto 2(n+1).
Como hemos visto, tenemos

BQ(n—i—'y) (eiG) = anei(n—‘r’wa?gw (9) y an 7& 0 ) f?SW) (0) € '];L’Y.

Entonces, del Teorema 2.6.1, { fy(ﬁ)(ﬁ) o0 ( féo) 0) = féo) # 0) representa un sistema de
funciones trigonométricas ortogonal no trivial, en el sentido de que para todo n, ffﬂ) (9)
tiene grado exacto n y ( ffﬂ), f7(r7 ))w = KnOn,m, kn > 0. Ahora bien, podriamos preguntarnos
si fuera posible encontrar otro sistema ortogonal {gﬁﬂ)(ﬁ) o0 (con g(()o)(ﬁ) = 0) tal que
{ fy(ﬂ) 9), g,(ﬂ) (0)}5°, constituya un sistema bi-ortogonal en 77. Para fijar ideas, tomemos
paran >0

By(n+)(2) = Ba(nin) (2, Tn) = p2(nsy)(2) + TnPS(n+7)(2)
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con {7,}5° , una sucesién de nimeros complejos en T. De hecho, podemos tomar 7, = :YTn’

i6

Yn € C\{0} de manera que para z = €' se cumpla que

2~ () B,

(Z) - P2(n+w)(z)+7'np;<n+ﬂ/>(z) _ 1 Wnp2(n+7)(z)+77np;(n+7)(z)
(n+7) - 2T ~ T 2t

= »yin |:7nz_(n+7)p2(n+'y) () + 'Ynzi(n+7)p2(n+7)i|

= 7%% [fynz_(n+7)p2(n+'y) (z)} .

Por tanto, fr(z’Y)(g) = CpR [7nzi(n+7)p2(n+’y)(z)] = Cnfr(z’Y)(g) (Z = ei@) con Cp, # 0y
fvm € 7, Considérese ahora By, 1) (2, =Tn) = pa(ny)(2) — Tnp’é(an)(z). Entonces, de
nuevo por el Teorema 2.6.1 tenemos (z = e'):

2 By (2, =) = Mgl (0) , M £0 , g0 e T

Aqui debemos tener en cuenta el siguiente convenio: n > 1 para v = 0, o equivalentemente,
(0)

si v = 0 entonces g; ' = 0. Bajo esta suposicién vemos que {gﬁy)(ﬁ)}flo:o es un sistema
ortogonal en 7). Por lo tanto, se cumple que

<g7(17)7g'£);,{)>w - Rnén,m 9 ’%n > 0 7 <g£L7)7f7(r7)>W = 0 ? n ;é m.

Veamos también que (fp o) (9), g,(?) (0))w = 0 para n > 0. Como anteriormente, puede verse

facilmente que (z = eze)
gg)(a) - én% [rynz_(n+7)p2(n+’y) (Z)} = éngq({y) (0)

conC, #0y g(v)(ﬁ) € 7,). Ademds, {fn o) (0),957) (0))w =0, sy sélo st (fm(ﬁ) §(7)(0)> =

0. Ahora, tomando z = €%,

I e gy ()] dw(0) = [T {fﬁw)(G)Jrigr(?)(G)rdw(e)

2
7 w(0) = J7, [370)] dw(6)
+2i [ )35 (6)dw(6)
Por tanto, asumiendo que ~2 [ 2=2(+7) (p2(n+7)(z))2dw(9) (z = €%) sea un ntmero

real, deducimos que
} fn 1(0)35) (0)dw(6) = (£7(6), 35 () = 0.

Pero

T y72n 2 7 200 oy
7721 f_ﬂz 2(n+7) (pg(n+,y)(2)) dw(&) = 7721 f_ﬂ p2(n+’y)( )6 22(n+’y)2( ) dow (9)
= o ST P2ty (2) iizm dw(6)
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Dado que para cualquier entero no negativo k tenemos que

(pr(2), 2%)w = (ou(2), pr(2))w =1 P(2) 112,

entonces el cardcter real de f:r z~2(n+) (pQ(nJﬂ) (z))zdw(H) se reduce a 7252(,#7) € R,

0 equivalentemente, 7%52(714_,” € R. En términos del pardmetro 7, = 2% puede leerse que

- Tn
Tn02(nt+y) € R. En resumen, partiendo de dos sucesiones de polinomios para-ortogonales
Baniy)(2,Tn) ¥ Bamry) (2, —Tn) (I7a| = 1) podemos construir un sistema mutuamente

ortogonal { f,gV)(H), g,E;Y)(Q)}ZO:O en 77. Por tanto, podriamos esperar que tal sistema fuera
bi-ortogonal. A tal cuestién daremos una respuesta negativa. En efecto, asumamos que

(Cn #0)
By(ngy) (2, 0) = Cy, [pQ(nJr,y) (z) + Tnpz(an) (z)} =C, (1 + Tn52(n+,y)z2(”+”’)) + .-

By(niy)(2: =) = O (1 = Ta(ny) 2" H7) 4 - -

Haciendo
F90) = a8 cos(n + )0 + b sen(n + )0 + - - -

g(0) = o) cos(n +7)0 + B sen(n+~)0 + - -+,

sabemos que agﬁ) = 2R [C’n (1 + Tnég(n+7))] =2 (1 + Tn52(n+7)) R (Cy), dado que estamos
asumiendo que 7,,09(,,4+) es real. De manera similar obtenemos

B = —2 (14 Tudainiy) S (C) 5 o) =2(1 = 7050 1)) R(Cr)

B = =2 (1 = Tda(nis)) S (Ch) -

Por lo tanto, se sigue claramente que

a%’Y) ng) 0
o g

y el sistema no podra ser bi-ortogonal.
Sin embargo, de la conexién con la circunferencia unidad podemos deducir los siguientes
resultados.

Teorema 2.6.2 Sea {f,gW)(Q),g,(j)(Q)}zO:O un sistema bi-ortogonal para w en TV con el
convenio usual g(()o) =0y féo) # 0. Para n > 0, sea Byny+)(2) un polinomio de grado
2(n + 7). Entonces, Bs(ny~) €s para-ortogonal y autorreciproco, si y solo si, existen dos
numeros reales a y b no ambos nulos tales que

e_"(”JW)eBz(nﬂ)(ew) = af,(ﬂ) 0) + bg(V) (). (2.94)

n
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Demostracion.- “<—=" Podemos escribir

f7g7)(9) = ag) cos(n + )0 + b% ) sen(n +v)0+ H zY )1(9)
gr(ﬂ)(é?) = o cos(n + )0 + 571 sen(n + )0 + ,s )1(9) ,

con Hr(f_)l(ﬁ),ﬁ,(y_)l(ﬂ) €T |y ‘ag)’ + ’bg)’ > 0, ‘ag)‘ + ‘,6,(17)‘ > 0. De la Proposicién
2.2.3 tomamos

) = M ™ (g) = M . i0

Zn+’y » 9n Zn+'y y & =6€ )

con Py(y44) ¥ Q2(n4~) Polinomios autorreciprocos de grado exacto 2(n + 7). Por tanto, la

propiedad de ser autorreciproco By(,4.)(2) queda asegurada. Ahora, de las condiciones de

ortogonalidad que verifican f7S7)( 0)y g,(ﬂ)(ﬁ) se sigue para j =1,...,2(n+ ) — 1 que

(Bonary (0),€90), = (ei00 | 17 (0) + bg$(0)] , €i4%),, =

— a<f7(l’Y) (9)’ ei(j—n—7)0>w + b<g§7)(9), 6i(j—n—’y)9>w =0 ’
es decir, (By(n1+)(2),27)w = 0 para todo j = 1,...,2(n+ ) — 1. Obsérvese que
(B (2), D = a{f37(0), e 40%), + b(g(0), =29,

(2.95)
(Ba(niry)(2), 2 Ant)y, <f(7 (6), el ey 4 b<g7(17) (6), im0y

Deducimos asi que

GO F7 O = (f1(0). 057 cosn + 1+ b sen(n + )0 + H, 24 (6).
_ [( () _|_za£ﬂ))< 7&"/)(9) ci(n+7)0 Vot

2%
(=05 +ial) (£(8), e~ im0y,

y de manera simiar,

(G097 O = 3 |37 + o) gl (0), )t
(_@(LW) + ia$17))<g,(ﬂ) (0), efi(n+'y)9>w]

- >0,
(0,00 O = 5 (37 +ial) (77 (0), €0t
(=B + i) (f7(0), im0, |
= 0,
@O, 7O = 5 |00 +iald)(g7(0), )t

(—bﬁﬂ) + ia@)(gg)(@), e—z’(n—l—w)@)w}
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Podemos expresar estas relaciones en forma matricial, segtiin

) ( T(L’Y)(Q)’ei(n+'y)6>w _ 0
<f727)(9)’ 6—i(n+7)9>w 27;1’@9)

) <g§7)(9), ei(n—&-'y)e)w _ 2“6(7)
<g7(l’7) 0), e—z‘(n+7)0>w 0 )

donde
A B +ial) —8 +ial)
b( )_Ha('v) b('v) + m(v) :
Tenemos que det(A) = 2i[ay, )ﬂ Mp ] # 0, dado que f ( ) 7(17)(9) son funciones

trigonométricas linealmente 1ndepend1entes. Las soluciones de esos sistemas vienen dados
por

) i(n+)0 ™) ( 0 6(7) _ ’Y) ( )
2 (n+y — —i(n+ _ n (679 v
(far(0), € Yo = (f(0), e=i41)0), = poFON W KD #0,
() ()
() i(n+7)0y  _ (9 im0 —by +iay =)
(gn)(0), € Jw = (gn’’(0), € ) Jo = ﬂ(’y 'Y)b( Ry #0

Ahora, de (2.95) se sigue que

<B2(n+'y) (2)7 1>w W (aﬁé’Y)H%’Y) _ bﬁﬁﬂ) ('Y)) 4 7,((1047(?)%” bag’)f%f{”)]

a'(n’Y)Bn -
£ 0,
dado que f,(ﬂ) (9), gﬁy) (0) son linealmente independientes, y por tanto

<B2(n+7)('z)7z2(n+7)> <BQ(n+7( ) > 7é0

“—" Queda claro que e~ “"7)? BQ( (") € T,) dado que By, (2) es de grado

+)\€
exacto 2(n + ). Por tanto, dado que {fk (0) (7 (0)}7_, representa una base para 7, se
sigue que
e z(n+v)932 Z v)f ™M p (W)gliv) o),
k=

donde los coeficientes vienen dados para k = 0,...,n por
<€7i(n+7)oB2(n+7) (eie)v f]E’Y) (9)>w b(-y) . <eii(n+7)932(n+v) (ei9)7 gl(:’) (0)>w

CLS): » O =

I £70) 112 O
De la Proposicion 2.2.3 tomamos para k = 0,...,n,
Po(h4)(2) Qa(k 1) (2) it

Mp) — Mgy — WE)
fr (9)_,2’“7“ » g (9)_2’“7“ =60,
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con Py 4+) ¥ Qo(k4~) de grado exacto 2(k+7), y por tanto las condiciones de ortogonalidad

de By(n4~)(z) implican para k =0,...,n — 1 que
1 Batniy) Po(itvy) 1 n—
a](g) < szm:Y ’ szﬂl’Y Jo = (Ba(n+r), 2 kP?(k-i-’Y))w =0,

RO o) 2

y de manera similar, b,(g) = 0 para todo k£ =0,...,n — 1, completando asi la prueba.

Como consecuencia de los Teoremas 2.4.12 y 2.6.2 obtenemos el siguiente

Corolario 2.6.3 Sea B,(z) un polinomio de grado n, para-ortogonal e invariante. Sea
B, (z) = Bp(z,7) = pn(2) + 1pi(2), 7 € T. Entonces, existe T € T tal que los ceros de
B, (z,7) y Bn(z,7T) se entrelazan.

a

édemés, teniendo en cuenta que In(f) = > 7_; A;jf(0;) es exacta en ’Z;l(g)l, st y solo si,
I,(f) = 2?21 Nif(z) (25 = €Y%) es exacta en A_(n—1)n—1, del Corolario 2.5.8 y del

Teorema 2.6.2 deducimos el siguiente

Corolario 2.6.4 Sea {p,(2)}22, la sucesion de polinomios ortonormales de Szegd. En-
tonces, I,(f) = Z?:1 Nif(zj) con zj # z sij # k yzj €T para todo j =1,...,n es
ezacta en A_(,_1)n—1, 87y s6lo si, los nodos {z;}]_; son los ceros de pn(z) + T} (2) con
T €T y los pesos vienen dados por

1

A=
T ()l

(2.96)

|

Nota 2.6.5 La expresion de los pesos de una formula de cuadratura de Szegd de n puntos
dada por (2.96) aparecio por primera vez en [62].

En el resto de esta seccion asumiremos que la medida positiva de Borel w es absolu-
tamente continua, lo que nos permite escribir dw(0) = ©(0)df, siendo w(f) una funcién
peso que supondremos simétrica, es decir, w(—0) = ©(f) para todo 6 € R. Nuestro interés
serd analizar cémo la simetria puede influir en la construcciéon de una férmula de cuadra-
tura de n puntos I,,(f) con el méximo grado de precisién trigonométrico. Sea I,(f) dada
por:

L(f)=)_Nf) . b€ (-mm] , 6;#6 , j#F (2.97)
j=1
Sabemos que {0;}7_; son los ceros de
T(’Y) 0) = () 0 b () 0 2.98
g (0) = af, " (0) +bg, " (0) (2.98)

donde n = 2(k +7), k > 0, v € {0, 3}, {f,gy)(ﬁ),g,(g)(ﬁ)}go es un sistema bi-ortogonal
vy a y b son nimeros reales no ambos nulos. Ahora, la cuestién es: jes posible encontrar
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ayb (la|+1b] > 0) tales que los ceros de 7;(7)(0) en (2.98) sean simétricos en (—m,7|?
Para este propdsito tendremos en cuenta que, debido a la simetria de ©(6), los momentos
trigonométricos up = ffﬂ ek 05(0)df (k = 0,£1,+2,...) serdn reales, y por tanto los
coeficientes de los polinomios de Szegd también lo seran. Ahora, del Teorema 2.6.2 podemos

escribir

T(0) = af(0) + bgl () = e F+ By () (2.99)
siendo By(j.++) un polinomio para-ortogonal y autorreciproco de grado n = 2(k+). Asi de

(2.99), los ceros de T, ,57)(9) son simétricos en (—m, 7], si y s6lo si, los ceros complejos de
Ba(ky+) (z) aparecen en pares conjugados en T. Haciendo

Byt (2) = Cy |:p2(k+7)(2) + sz(k+7) ()|, Co #0, T€T,

puede facilmente comprobarse que los ceros de By(j4+)(2) aparecen en pares conjugados,
si y sélo si, 7 = +1. Supongamos que

f,EV) = a,(:; cos k6 + b,(glz senkf + - - -

g,(:) = c,(:% cos k6 + d,(:; senkf + - - -

y tomemos primero 7 = 1. Ahora,

Bo(y)(2) = Pafin) (2) + D3 (2) = (L4 Gagy) 2277 4o 4 (1 G4 1)

con pp(0) = J,, el n-ésimo pardametro de Verblunsky, que es un nimero real. Por compara-
cién de los coeficientes de cos(nf) y sen(nf) en ambos lados de la relacién (2.99) obtenemos
el siguiente sistema en las incégnitas a y b:

aa,i?,i + bc,(;’,z = 2(1 + 0o (k1))
ab!) +bd) = 0

) )

Dado que
(v
M _ | %k Crk
D=1 & ‘7“’
ke Chk

(debido a la independencia lineal), se sigue que

. 2dl(c’,y)(1 + 62(k:+’y)) _ —2[)[(311(1 + 52(k+’y)) (2 100)
D,(J) ’ Dl(:)
De manera similar, para 7 = —1, teniendo en cuenta ahora que
Bz(kﬂ) =1 P2(k+7)(z) - PZ(kﬂ)(Z)
es autorreciproco, tendremos
() ()
o= 2ck’k(1 - 52(k+7)) b— —2ak7k(1 - 52(k+7)) (2.101)
D,SY) ’ Dl(:)

En resumen, hemos probado el siguiente
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Teorema 2.6.6 Sea {fy)(ﬁ),g,(g)(ﬁ)}zo:o un sistema bi-ortogonal para la funcidn peso

simétrica ©(0). Entonces, una funcion trigonométrica de la forma T,SY)(G) =a ,57) 0) +
(™)

bg,” (0) tiene todos sus ceros simétricos en (—m, |, siy sélo si, los pardmetros a y b vienen
dados por (2.100) ¢ (2.101).

|

Ejemplo 2.6.7 Supongamos n impar, esto es, n =2k + 1 (y por lo tanto, v = 1/2). En
este caso Bopy1 = pary1(2) + p5y41(2) tiene un cero en z = —1 y los restantes aparecen
en pares conjugados. Por lo tanto, la correspondiente funcion trigonométrica T,El/z) 0) =
afél/Z)(9)+bg,(€l/2) (0) con a yb dados por (2.100) tienen un cero en § = —7 y los restantes
simétricos en (—m,m). Por otro lado, si consideramos Bapy1(2) = pary1(2) — pyyq(2)
entonces vemos que z =1 es el unico cero real y por tanto, los (2k + 1) ceros de T,gl/Q)(G)
con a y b dados por (2.101) quedan simétricamente distribuidos en (—m,7), siendo 6 = 0
uno de ellos. Conclusiones similares se deducen para n par, es decir, v = 0.

Ejemplo 2.6.8 Tomemos @(0) = 1 por lo que 6, = 0 para todo n > 1y f,so) = cosnb
Yy 97(10) = sennf. Asi, de (2.100) tenemos que a = 2 y b = 0 mientras que de (2.101)
tenemos que a =0 y b = —2. Los nodos simétricamente distribuidos para una formula de
cuadratura con 2n puntos y mdximo grado de precision trigonométrico son precisamente

los ceros de cosnf ¢ sennb en el intervalo (—m, |, es decir, 0; = W 60; = @
para j =0,...,2n — 1. Ademds, como ilustracion del Corolario 2.6.3 vemos que los ceros

de Ban(2) = pan(2) + p5,,(2) entrelazan a los de Bgn(z) = pan(z) — p5,,(2).

Finalmente, en relacién con los coeficientes A; de las férmulas de cuadratura, de (2.82) y
del hecho de que bajo esas condiciones

T(0) = T(0,7) = e 9Cy [ pagrea) (€7) + 7o ()] Cro 0,7 = £1

es una funcién par para 7 = 1 e impar para 7 = —1, deducimos que los coeficientes corres-
pondientes a pares de nodos simétricos coinciden. Como cabria esperar, al trabajar con
funciones peso simétricas, el esfuerzo computacional en construir una férmula de cuadra-
tura con n puntos y maximo grado de precisién trigonométrico queda reducido pues a la
mitad.

2.7. Ejemplos numéricos

Con el fin de ilustrar numéricamente la efectividad numérica de las férmulas de cua-
dratura consideradas en este capitulo, nos centraremos en esta seccién con la computacion
de la integral bi-paramétrica

4 0
I(m,a):—/ 70087712 dd, m>0, meN, a>0.
_r a+sen?f

Obsérvese que para « = 0 la integral diverge. Por lo tanto, para valores de este parametro
préximos a cero, el denominador del integrando es también proximo a cero a medida que 6



2.7. Ejemplos numéricos 87

tiende a +7, de modo que esto podria generar un cierto tipo de inestabilidad al considerar
la aproximacién de I(m, «) por medio de una férmula de cuadratura con nodos cercanos
a +m. Por otro lado, para m suficientemente largo, la integral es altamente oscilante en

(—m, 7]. De hecho, haciendo f(6) = a‘f:gﬁ 5, entonces f(6) cambia claramente de signo en
los puntos para los cuales f(6) = 0, es decir, en 0 = %, —m < k <m — 1. Notemos

también que, debido a la simetria podemos escribir

m 0
I(m,a):2/ B4, m>0, meN, a>0. (2.102)
o o -+sen<0

Después de estas consideraciones preliminares, proponemos primero computar de manera
aproximada la integral I(m,«) dada por (2.102) por medio de la férmula de cuadratura
(F.C.) de Gauss-Legendre (G.L.) con n puntos en el intervalo [0, 7] y la Regla Trapezoidal
(R.T.) para n = 10,12,14,16. Aqui n denota tanto el nimero de nodos en la férmula de
Gauss-Legendre como el nimero de subintervalos en [0, 7]. Los errores absolutos de las
férmulas utilizadas aparecen en las dos siguientes tablas:

F.C. n=10 n=12 n=14 n=16
G.L. 2.26414 0.300761 0.00937743 | 0.000154023
R.T. | 0.0224394 | 0.000660554 | 0.000194449 | 5.72404E-7

Tabla 1 (m =14, a =1).

F.C. n=10 n=12 n=14 n=16
G.L. | 8.93136E-5 | 7.12412E-7 | 1.17708E-8 | 4.65022E-10
R.T. | 4.20833E-8 | 1.30695E-10 | 4.05799E-12 | 1.26807E-15

Tabla 2 (m =8, a =4).

Debemos tener en cuenta que la Regla Trapezoidal coincide esencialmente con la féormula
de cuadratura con maximo grado de precisién trigonométrico (férmula de Szegd) para
@(0) = 1. Este hecho, junto con el caracter altamente oscilante de (2.102) podria expli-
car el por qué los resultados que provienen de la Regla Trapezoidal son mejores que los
correspondientes de la féormula de Gauss-Legendre. Sin embargo, cuando « toma valores
proximos a cero, cabe esperar que los resultados de ambas férmulas de cuadraturas sean
pobres. Esto se muestra en la siguiente tabla (de nuevo, los niimeros representan los errores
absolutos de las férmulas utilizadas):

F.C.| n=6 n="17 n ==~y n=9 n =10 n=11 n =12
G.L. | 5,05696 | 4,06786 | 5,60122 | 2,62501 | 0,516198 | 0,328062 | 0,0190433
T. |11,2748 | 0,866646 | 1,64061 | 0,628319 | 0,239269 | 0,126295 | 0,0349069

Tabla 3 (m =12, a = 0,25).
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Con el fin de solucionar este inconveniente, vamos a tomar el factor ﬁ como

a—+-se
funcién peso. Tomamos T'(f) = a + sen? §, polinomio trigonométrico positivo y de grado

dos. Asi pues, del Teorema 2.2.7 (Riesz-Féjer) haciendo v = 0 podemos escribir

10 <o ()

7961_[2-

Dado que T(0) = a+sen’d = a + 3(1 — cos26), haciendo 3 =2a+1 > 1y z = e
tendremos que 27(0) = 3 — (2% + 272), lo cual implica 47(6) = % Ademss,
dado que T'(6) > 0, entonces:

AT(0) = [AT(0)] = |2* — 2822 + 1| (2.103)
Ademas,
A28 4 1= -0)P -0, o=+ -1 (2.104)
Por otro lado, dado que z = € y ¢ € R, se cumple
22071 = (20 )@ o) = (2 o) 07
= (-0 (%F) = = -0)z2 -0

1 1 4
0<|z2—0 2= ——4AT(0) = |——A4T(0)| = =T(0),
|27 =07 —24T(0) 2 4T(0)| = ~T(0)
y por tanto,
T(0) = 2|2 =0 P = Zlg(), g(x) =22 =o' ePp, z=e.

Ahora bien, teniendo en cuenta que consideramos en el capitulo anterior integrales de la
forma ffﬂ I (eze)%, con h un polinomio ménico con todos sus ceros en D, transfor-

maremos nuestra integral I(m,a) como sigue (z = e¥):

T cosmb g df T (4Axw do
]’ — — [ — _ m —m o .
(m, ) /7r 7a+sen29d9 /Trcosmﬁtﬂg(z)|2 /,r<a (zm+z )) <27r|g(z)]2>

Podemos escribir pues

I(m, o) = ’ f(e9w(6)ds, (2.105)

donde f(z) = 4 (2™+2"™) y con funcién peso & (0) 1 iz stendo g(z) =22—0"t e Py

' = 2m|g(z
y z = €. De los Teoremas 1.3.3 y 1.3.13, junto con la expresién (1.58) tendremos que la
familia de nodos {z; };?:1 de la férmula de cuadratura de Szegé con n puntos son los ceros
del polinomio para-ortogonal

B (z,7) = pn(z) + 795 (2) = z”_2g(z) +79%(2) = z”_2(z2 — 0_1) +7(1— 0_1z2) , TeT.
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Por otro lado, la familia de coeficientes {);}7_; viene explicitamente dada por (1.79):
I 2 -2 2 —2

D — N2 |n — _ | L 1 S P I
it ol [n=2+ (1= |5 Y - 5+ (1= ) o+

)

[ —2
=lg(z)I? no2 (1—071 (\Zﬂ - %\ + ‘Zj + 7z
bl
1

= lo()P [n -2+ e ([1 = ZRG) + 2] + [14 ZR(z) + 2])]

-1

[ 2
_ N2 o l1—0o o1 . 1
= l9(z)[" |n =2+ (e (‘ZJ 5| s+

= lg(e)? (n— 2+ 200 071+ 0 k)

=(n-2)gz)?+20-072%), j=1,...,n.

Notese que si m < n — 1, entonces la féormula de cuadratura de Szegd con n puntos es
exacta dado que el integrando cumple f € A_, .. De (2.105) aproximaremos entonces la
integral I(m, «) por una férmula de Szegé de n puntos I,(f) = Z?:l A f(z;), pudiéndose
también computar exactamente el valor absoluto de los errores cometidos dado que I(m, «)
puede ser calculdada por el Teorema de los Residuos. En efecto, como I = ffﬂ aiﬁge’gf 7d0 =

0, entonces

I(m,a) :fir cos m@ d9+2‘f7r senm@ de:fir cosm+isenmd g9

T a+sen? —m a+sen2 6 w T(0)
_ (T z™m _ 1 ™ (8 m do
= /2 %|g(z)|2d0 =5 /5 (F2™) @E-D(L-D

s Zm+2 2m 1
= gz J7, (=8) D a¥ = 7= fqp(—SW)de

= Res <h, %) + Res <h, %) ;

Zm+l

donde h(z) = (—8W)m. Ahora bien,
1 T Ao
Res (1 75) = (1) T Vo
y
-1 ((:/(1;)):::11 a1 —4ro
Res (1 77 ) = =50 0y = OO oy
concluyendo

I(m,a) = =

 dmo(1 — (—1)m+1) Wﬁrﬁ si m es par,
(Vo) (o — 1)

0 si m es impar.
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La siguiente tabla muestra los nodos y pesos tomando m = 12, @ = 0,25, a = V2 y
b =0 en el Corolario 2.5.8 y diversos valores de n.

n Nodos Pesos n Nodos Pesos
+2,552156 0,292705 -7 0,350373
4 40,589436 0,292705 5 | +1,970062 0,148257
+0,476203 0,261967
-7 0,276393 +2,827435 0,205112
+2,347606 0,133275 +2,023074 0,087593
7 +1,305082 0,093192 8 | =£1,118517 0,087593
+0,352796 0,220747 +0,314157 0,205112
+2,882602 0,179674 -7 0,194330
+2,266800 0,083596 +2,640393 0,120187
10 +3 0,058869 1 +2,044334 0,062356
+0,874792 0,083596 +1,412137 0,053898
+25899053 0,179674 40,790706 0,082684
+0,238434 0,169120
n Nodos Pesos
+2,737618 0,239215
6 +5 0,106980
40,403974 0,239215
—T 0,228208
+2,530469 0,126533
9 | +£1,769531 0,068212
40,980733 0,084992
40,283719 0,191570
+2,920557 0,1596870
+2,419334 0,0819334
12 +1,858629 0,0510849
+1,282963 0,0510849
+0,722257 0,0819334
40,221035 0,1596870

Tabla 4 (m =12, a = 0,25).

Los errores absolutos para la correspondiente férmula de Szegd de n puntos se muestra en
la siguiente tabla (compérese con la Tabla 3).

n Error en la férmula de Szego n Error en la formula de Szegd
n= 3,18008 n=>5 2,167530
n= 0,009878 n="17 0,007069
n= 1,847391F — 15 n=9 0,000427
n =10 6,949821F — 15 n =11 0,000052

Tabla 5 (m = 12, a = 0,25).
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El excelente comportamiento de esta féormula de cuadratura puede explicarse de [62, Teo-
rema 3.3|, teniendo en cuenta que

I(m, o) = ! f(e®)o(0)db

—T

donde 4
f(z) = - (" +27™)

o
tiene claramente un tnico polo en el origen. Sin embargo, podemos ver de la tabla 5 que
los resultados que se obtienen cuando consideramos un ntmero par de nodos son mejores
que los correspondientes al tomar un nimero impar. Esto podria explicarse por el hecho
de que estamos considerando un integrando simétrico junto a una distribucién simétrica
de nodos, y también dado que en el caso impar, el nodo que rompe precisamente esta
simetria coincide con el que tiene mayor peso. Diversos experimentos numéricos realizados
considerando el mismo integrando, diferentes valores de a y b en el Corolario 2.5.8 (y dando
lugar por tanto a una distribucién no simétrica de nodos) y un nimero de nodos tanto
par como impar nos mostraron similares resultados (y similares a su vez a los obtenidos
en la tabla 5 tomando n impar). Ademés, también comprobamos que si el integrando es
reemplazado por uno no simétrico, entonces los resultados son de nuevo similares a aquellos
obtenidos en la tabla 5 para n impar, e independientes de que el ntimero de nodos sea par
o impar en este caso. De cualquier manera se muestra una clara evidencia de la mejoria
que se produce al comparar los resultados con los de las férmulas de Gauss-Legendre y la
Regla Trapezoidal en todos los ejemplos numéricos realizados.



Capitulo 3

Familias de polinomios de Laurent
ortogonales en la circunferencia
unidad: “ordenamiento”
equilibrado

3.1. Introduccion

Hemos visto en el capitulo segundo cémo deducir las férmulas de cuadratura en la
circunferencia unidad con méximo grado de precisién alcanzable (férmulas de Szegd) in-
troducidas en el capitulo primero a partir de formulas de cuadratura con méximo grado de
precisién trigonométrico alcanzable. De la relacién (2.5) sabemos ademads que las funciones
trigonométricas consideradas en el capitulo anterior son ciertos polinomios de Laurent. Por
otro lado, y como ya se ha mencionado, al trabajar con cuestiones de aproximacion en la
circunferencia unidad (tales como las férmulas de Szegd, el problema trigonométrico de los
momentos o el problema de interpolacién de Carathéodory-Féjer), el ingrediente bésico es
considerar polinomios de Laurent. Recordemos una propiedad crucial: si w es una medida
positiva de Borel en T, el espacio P es denso en L§(T) (con respecto a la norma L§), si y
solo si, w no verifica la condicién de Szego, esto es, fT Inw'(#)df = —oo. Sin embargo, A
es denso en L§(T) independientemente de esa condicién (véase por ejemplo, [18]). Tam-
bién debemos hacer notar que un gran nimero de casos interesantes, como por ejemplo
la medida de Lebesgue, cumplen tal condicién. Resulta pues natural el que se planteen
la construccién de bases ortogonales en el espacio A y dando lugar asi a las familias de
polinomios de Laurent ortogonales.

En tal sentido cabe decir que polinomios de Laurent ortogonales con respecto a una
medida con soporte en R fueron introducidos a principios de los anos ochenta en [75] (véase
también [74] y [72] cronolégicamente) y también implicitamente en [76], en conexién con
fracciones continuas y la solucién del problema fuerte de momentos de Stieltjes. A partir
de estos trabajos se ha producido una extensa bibliografia que ha dado origen a una Teoria
paralelamente cercana a la Teoria bien conocida sobre Polinomios Ortogonales (véase por
ejemplo, [32], [48], [66], [73] y [88]). Por otro lado, y en relacién con las férmulas de
cuadraturas sobre intervalos del eje real asociadas a los Polinomios Ortogonales (Férmu-
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las Gaussianas), ha quedado demostrada de manera convincente su potente efectividad
numérica cuando se consideran integrandos f(z) suaves. Sin embargo, la convergencia
puede convertirse extremadamente lenta si la integral posee singularidades préximas al
intervalo de integracién. Para solucionar este inconveniente se han considerado también
en las dltimos anos formulas de cuadraturas que integren exactamente funciones racio-
nales con polos prefijados fuera del intervalo de integracién (véase [19], [52] 6 [67]). Los
polinomios de Laurent no son otra cosa que tales funciones racionales con sus polos en el
origen y en el infinito.

En cuanto a la circunferencia unidad, y tal y como indica W.J. Thron en [100], resulta
de interés encontrar y estudiar sucesiones de polinomios de Laurent que sean ortogonales
en T y que expandan el espacio A en un cierto orden (véanse més detalles en [25] y [95]).
Mads precisamente, que el espacio de polinomios de Laurent se expanda segin

ANoo , Nop s Ain, Acip, Aoo oo, (3.1)

A070 R A—l,O R A—l,l R A_271 s A_Q’Q e (32)

es decir, un crecimiento paralelo de potencias tanto positivas como negativas de la variable
z. El trabajo de este autor se centré en la obtencion de una ley de recurrencia a tres
términos, que mas tarde comentaremos, en conexién con ciertas familias de fracciones
continuas.

En esta segunda parte de la Memoria, el presente capitulo y el posterior, nos centra-
remos en el estudio de familias de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia
unidad, necesarias para la obtencién de bases ortogonales para subespacios de L% (T) y
con el fin de construir férmulas de cuadratura sobre la circunferencia unidad con maximo
grado de precisién (es decir, exactas en subespacios de Laurent lo méas grandes posibles).
Por un lado, en este tercer capitulo analizaremos propiedades de tales familias al conside-
rar los 6rdenes (3.1) y (3.2) propuestos por W.J. Thron, y a los que nos referiremos como
ordenamientos equilibrados. Tales familias han sido también recientemente estudiadas por
el grupo M.J. Cantero, L. Moral y L. Veldzquez (véase [25], [26], [27] vy [28]) y esto ha
significado un importante impulso del analisis espectral de ciertos problemas en la circun-
ferencia unidad. Por otro lado en el dltimo capitulo estudiaremos familias de polinomios
de Laurent ortogonales en T cuando consideremos un ordenamiento general arbitrario del
espacio A y recuperaremos el trabajo de los tres autores anteriores al analizar el andlogo
en la circunferencia unidad del problema de autovalores en el eje real (matrices de Jacobi)
considerado en el capitulo primero, y que ha dado lugar recientemente a la denominada
teorfa CMV (véase [93]). Comentamos también que tanto en la situacién del eje real como
en la circunferencia unidad, la Teoria de Polinomios de Laurent Ortogonales ha sido ex-
tendida en [18] en un contexto mas amplio que ha dado lugar a la Teorfa de Funciones
Racionales Ortogonales.

La estructura del capitulo es como sigue: en la segunda seccién introduciremos el
concepto de familia de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad con
respecto a una medida y a un ordenamiento equilibrado, estableciendo la notacién a seguir,
algunos resultados preliminares, leyes de recurrencia y conexiones tanto con los polinomios
de Szegb como con los sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas introducidos en
el capitulo anterior. Al igual que ocurria en el capitulo primero, existen ciertas analogias y
diferencias cuando la medida positiva de Borel tiene su soporte en un intervalo del semieje
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real positivo, de ahi que dediquemos la siguiente seccién a nombrar los recientes resultados
que han obtenido diversos autores en esta situacion. Estos resultados nos van a permitir
hacer una comparacién en la siguiente secciéon con lo que sucede en la circunferencia
unidad, en la que caracterizaremos las formulas de cuadratura en la circunferencia unidad
exactas en subespacios de Laurent lo mas grandes posibles, y donde recuperaremos las
férmulas de Szeg6 introducidas en el capitulo primero. En cuanto a la computacién de
éstas veremos ademads una conexién entre polinomios de Laurent ortogonales y el algoritmo
split Levinson también introducido en el capitulo inicial. La quinta seccién esta dedicada
a la demostracion de dos resultados bien conocidos en el caso polinémico: una féormula
de Christoffel-Darboux y un teorema de Favard para familias de polinomios de Laurent
ortogonales en la circunferencia unidad respecto a una sucesion generadora equilibrada.
Finalmente, en la sexta y ultima seccion consideraremos ejmplos numéricos de las formulas
de cuadratura introducidas en las secciones tres y cuatro, llevandolas a la practica en la
estimacién de un cierto tipo particular de integrales definidas en el intervalo [—1, 1].

3.2. Polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia
unidad

Con el fin de generar una familia de subespacios encajados de Laurent similar a la
familia {P,,}°°, en el caso polinémico ordinario, y procediendo de manera general, consi-
deremos la familia encajada de subespacios {L£,,}72, verificando

Lo=span{l} , dim(L,)=n+1 , £, CLpt1 ,n>0 (3.3)

construida como sigue: sea {p(n)}5>, una sucesién no decreciente de enteros no negativos
cumpliendo p(0) = 0,0 < p(n) <ny s(n) =p(n)—pn—1) € {0,1} paran > 1. En lo que
sigue, una sucesién {p(n)}o2, verificando tales condiciones diremos que es una sucesion
generadora. Definamos entonces

Ly = A_pn)qn) = span {zj : —p(n) <j<q(n)} , q(n):=n—p(n). (3.4)

Observemos que {g(n)}7°, es también una sucesion generadora y que garantizamos A =
UnZo L, siy sélo si, limy—.eop(n) = limp—osoq(n) = co. Ademas,

{ L, ®span{zd™tD} s s(n4+1)=0
['nJrl =

L, ®span{z Pt} 5 s(n+1)=1 (3:5)

En cualquier caso diremos que {p(n)}°°, ha inducido un orden en A.

Al igual que en el capitulo anterior, sea w una medida positiva de Borel en T. Dado
que esencialmente estamos trabajando con un espacio vectorial con un producto interior
definido (-, -),,, podemos hacer uso del proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt en £,,
a partir de un sistema de funciones linealmente independientes en L,,, como por ejemplo el
sistema {2z P ... 29} obteniendo una base ortogonal {1g(2),...,%n(2)}. Repitiendo
el proceso para todo n > 1 obtendremos una familia de polinomios de Laurent {,,(2)}22,
esencialmente tnica (salvo constantes) verificando

UYn(2) € L\Lp—1 ,n>1 , Yo(2)=c#0,
(3.6)
(Vn(2), ¥m(2))w = knbnm » kn >0 (es decir, Pp(2) L Lnp—1),
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siendo 8y, , la funcién delta de Kronecker (1.2). El polinomio de Laurent ¢,,(2) € £,\Ln—1
diremos que tiene L-grado n y la familia {1, (2)}52, diremos que representa una sucesidn
de polinomios de Laurent ortogonales con respecto a la medida w vy a la sucesion generadora
{p(n)}nzo-

Como hemos comentado en la introduccidn, los drdenes u ordenamientos (3.1) y (3.2)
que consideraremos en este capitulo, que son los mayoritariamente tratados en la lite-
ratura, se corresponden con las sucesiones generadoras p(n) = E [%] y p(n) = FE [”—H]

2
respectivamente, donde como es usual, F[z]| denota la parte entera de z. Observamos por

un lado que p(n) = E [%] implica s(n) = ﬁ =(0,1,0,1,0,1,...) para todon > 1
y quesi p(n) = E [”T‘H] entonces s(n) = ﬂ = (1,0,1,0,1,0,...) para todo n > 1,
mientras que por otro lado, cuando tomamos p(n) = 0 (y por tanto ¢(n) = n) para todo
n > 0 entonces L, = Ao, = P, y por tanto, el n-ésimo polinomio de Laurent ortogonal
coincidira en este caso con el n-ésimo polinomio de Szego.

En lo que resta de capitulo denotaremos por {¢,(2)}5°, a la correspondiente familia
de polinomios moénicos de Laurent ortogonales con respecto a la medida w y a la suce-
sién generadora p(n) = E [21] (y por tanto, g(n) = E [%]). Para entender el concepto
de polinomio de Laurent mdnico definimos de la siguiente forma el coeficiente director:
coeficiente del monomio z~("+1) en Pan+1(2) y coeficiente del monomio 2" en ¢9,(z). Cla-
ramente, el coeficiente director de cada polinomio de Laurent de una familia serd no nulo
para cada n > 0, el cual asumiremos positivo. Denotaremos también por {x,(z)}7>, a la
correspondiente familia ortonormal, es decir, cuando se cumple k, = 1 para todo n > 1
en (3.6). A las familias andlogas ménicas y ortonormales con respecto al orden inducido
por p(n) = E [%] (y por tanto, g(n) = E [%"1]) las denotaremos respectivamente por
{on(2) 1020 v {Xn(2)}n0-

Comenzamos con dos resultados que, como veremos en la proxima seccién, difieren
radicalmente de lo que ocurre con los polinomios de Laurent ortogonales en el eje real. El
primero establece una relacion entre la familia de polinomios moénicos de Laurent ortogo-
nales en T con respecto a la medida w y al ordenamiento equilibrado p(n) = E ["TH] y la
correspondiente familia de polinomios (ménicos) de Szegd, siendo la demostracién inme-
diata a partir de las condiciones de ortogonalidad que satisfacen tales familias (véase [95,
Proposicién 4.4.2]). El segundo establece una conexién entre las familias de polinomios
monicos de Laurent ortogonales en T con respecto a la medida w y a los ordenamien-
tos equilibrados. Ambos resultados serdn generalizados en el siguiente capitulo cuando se

considere un ordenamiento arbitrario p(n) (Lemas 4.2.1 y 4.2.2).

Lema 3.2.1 Sea {¢n(2)}72 una familia de polinomios mdnicos de Laurent tal que ¢p(z) =
Nulz) om, Nn(2) € Py para todo n > 0 y p(n) = E [25]. Entonces, {¢n(2)}5%, es la fa-

zp(n)
milia de polinomios monicos de Laurent ortogonales en T con respecto a la medida w, st y

sélo st, la familia {pn(2)}52, dada por

P2n(2) = NQTL(Z) ’ p2n+1(2) = Nékn—l—l(z) ;, n=0,1,2,... (37)

es la correspondiente familia de polinomios (mdnicos) de Szegd.
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Lema 3.2.2 Las familias {¢n(2)}52o ¥ {(Z;n(z) o o de polinomios de Laurent ortogonales
en T con respecto a la medida w y a los ordenamientos equilibrados vienen relacionadas
Por On(2) = éns(2) para todo n > 0.

Demostracion.- Escribiendo p(n) = E [”‘H] y B(n) = E [2] (y por tanto, ¢(n) = E [2
y ¢(n) =FE ["H]) para todo n > 0, se comprueba facilmente que haciendo L'n* {f €
A f. € L,}, entonces L, = A_pn),4n) = Lo

Como consecuencia de los Lemas 3.2.1 y 3.2.2 y de (1.31) se sigue que

1 6n(2) o=l én(2) llo=l pa(2) o=l P (2) llw - (3.8)

Ademas, como consecuencia del Lema 3.2.1 y del Teorema 1.3.1 establecemos el siguiente
resultado fundamental:

Corolario 3.2.3 Los ceros de ¢an(2) y dpan—1(2) se encuentran en D y en E respectiva-
mente, para todon > 1.

|

De (3.7) y (3.8) también establecemos la siguiente relacién entre los polinomios ortonor-
males Xn(2) y ¢n(2):

_ o ow(z)  _ pak(z) 1 em(2)
) = T " Trm) o 2% (3.9)
bort1(2) Py (2) 1 9q(2)
Xok+1(2) = TonnG b T @ LT~ e (3.10)

Esto nos permite reemplazar en el Lema 3.2.2 las familias {¢n(2)}°%, v {6n(2)}5%, por
{xn(2) 122 v {Xn(2) }02 respectivamente.

Nos centramos a continuacién en estudiar leyes de recurrencia a tres términos para las
familias de polinomios de Laurent consideradas, comenzando con la sucesién {¢y,(2)}22,,.
Tal ley recurrente se dedujo inicialmente en el contexto de ciertas fracciones continuas en
[100]. La demostracién alternativa que presentamos a continuacién se basa en la conexién
con la familia de polinomios de Szegd establecida en el Lema 3.2.1 y de las leyes de
recurrencia (1.40) que éstos satisfacen.

Teorema 3.2.4 (Ley de recurrencia a tres términos) Sea {6, }°2 la sucesion de coe-
ficientes de Verblunsky para la medida w, {n,}>2 la sucesion de nimeros reales dada por
(1.82) y {on(2)}5> la familia de polinomios ménicos de Laurent ortogonales con respecto
a la medida w y al ordenamiento equilibrado p(n) = E [”TH] FEntonces,

Pn(z) = (A + A, )¢n 1(2) 4220 6 0(2) , n>2 (3.11)

donde
1)

n St N espar
dn Simesimpar.

WE=1, @)=+l A= (312)
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Demostracidn.- De las leyes de recurrencia (1.40) que satisfacen los polinomios de Szegé
y las condiciones iniciales (1.42) deducimos las condiciones iniciales ¢o(2) = po(z) = 1,
$1(z) = Lpi(z) = 1 (14612) = & + L (dado que pi1(2) = p1(0) + 2 = &1 + 2) y las
relaciones

bon(2) = Zpon(2) = & [2p20-1(2) + Sonpb,_1(2)]
= rp2n-1(2) + O2nzm P31 (2)

Zn%l [2pan—2(2) + O2n—105,_o(2)] + 52n%,0§n—1(z)
Zn%f)Zn—Q(z) + 6271—1277,%1p§’n72(2) + 52nz%p§n71(2)
Zn%pgn,Q(Z) + don— 12" T [:02n 1( ) d2n—12p2n— 2( )] +52nznp§n—1('z)
= anngn 2( )+(52n 1zn 1p2n 1( ) (- 15271 1zn 2 P2n— 2( )"‘52713%/);7#1(2)
= ((52n+(52n 12) an2n 1( ) (1_ |62” 1| ) Zn—2P2n— 2( )

= (Oon + 62n-12) Pon—1(2) + (1 — |02n-1|?) 2¢h2n—2(z)

(3.13)

¢2n+1(z) = Zn+1 p2n+1( ) Zn+1 2n+1zp2n( )—|—p§n(2))
== 52n+1 Zn pQR(Z) ZnJrl p2n( )
= 62n+1 Zn p2n(z) Zn+1 (52nzp2n 1( ) + P;n_1(z))
= 52n+1 np2n(z) + O2n7w z pan—1(2) + Zn1+1 Pon—1(2)
(
n (3

- 62714-1 Zn P2n Z) + 527‘LG+1 (:0277«( ) 62Lp;n—l(z>) + Zﬂ%pzn—l(’z)
= O t13m ~mP2n(?) + O2n ZneT Zn+1 pan(z) — 52n52nzn%p§n—1(z) + Zn%/)én—l(z)

= (d2nt1 + 2” S p2n(2) + (1 = [62n?) S P31 (2)
= (b2n41 + 52” ban(2) + (1 = [62n]%) Ldon-1(2).
(3.14)
Asi pues, deducimos (3.11) de las expresiones (3.13) y (3.14).
|

El siguiente resultado prueba que esta ley de recurrencia a tres términos es realmente
equivalente a la ley de recurrencia para los polinomios ménicos de Szego.

Teorema 3.2.5 Las leyes de recurrencia (1.40) y (3.11)-(3.12) son equivalentes.

Demostracion.- Falta comprobar que de las relaciones (3.11)-(3.12) deducimos (1.40).
En efecto, del Lema 3.2.2, de la relacién (3.11) y tomando la operacién sub-estrella se
siguen para k > 1 las siguientes relaciones:

por(2) = (O2k + Gop—12) phy,_(2) + Moy, 2% p2r—2(2)
= OonpPop_1(2) + 2 [Oan-195y_ 1 (2) + 031 2p20—2(2)]

Por_1(2) = (52k—1z + 52k—2) p2r—2(2) + n%kfzpikfg(»z}
= Ook—12p2k—2(2) + [Ook—2p2k—2(2) + N3y_oPb_5(2)]

B (3.15)
pap(2) = @kz + 021—1) par—1(2) + 101 Pop_o(2)
= Oozpok—1(2) + [02k—1p26-1(2) + 0341 P5_o(2)]

pak-1(2) = (San—1 + dor—22) phy,_o(2) + My _92”pak—3(2)
= Ook1P%y_o(2) + 2 [k —2pby,_o(2) + 134 _o2zp2r-3(2)] -
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Clearamente, la prueba quedard completa si de (3.15) deducimos
po—1(2) = dar—19%y_1(2) + 15y, 2p28-2(2)

Phjeo(2) = Oop—2p2k—2(2) + M3 _oPsr_5(2)
(3.16)

Ps_1(2) = dan—1p2k—1(2) + 131 Pap_o(2)

poi-2(2) = Oo—2p5y,_o(2) + 1y _s2p26-3(2).

Sera suficiente comprobar que se cumple la primera de las relaciones de (3.16) dado que
las pruebas para las relaciones restantes se deducen de manera similar. Hagamos

Rop—1(2) = ok—105p_1(2) + Mop_12p2n—2(2) € Pop_1.

Entonces, Ro,_1(z) = Z?igl a;p;(z). Por comparacién en esta tltima expresién de los

2k—1

coeficientes del monomio z se sigue que a1 = 1. Dado que

aj = (Rok-1(2), pj(2))w = b2k-1(p3_1(2), pj(2))w + n%k—1<zp2k72(z)apj(z)>w

se sigue de las condiciones de ortogonalidad para los polinomios de Szeg6 que «; = 0 para
todo j =1,...,2k — 2. Por tanto, Ror_1(2) = p2r_1(2) + ap. Finalmente, comparando los
coeficientes del monomio 2° = 1 se sigue que o = 0.

|

e " dw(6) son reales,
entonces de (1.45) también lo serén los coeficientes de Verblunsky y la ley de recurrencia
(3.11) resulta

, . . , . ™
Obsérvese ahora que si los momentos trigonométricos py = [

bn(2) = (5n + 5n_1z<*1>") bn1(2) + 1212V b a(z) , m>2. (3.17)

Teniendo en cuenta ahora que de (1.31) y (1.38) se cumple la relacion || pn(2) ||2=

AAnil =2 22:; y haciendo uso de (3.8), deducimos facilmente de (3.11) la siguiente ley

de recurrencia para la correspondiente familia ortonormal.

Teorema 3.2.6 (Ley de recurrencia a tres términos) La familia de polinomios de
Laurent ortonormales {xn(2)}°2, satisface la ley de recurrencia a tres términos

TnXn(2) = (An - An_1z(‘1)”) Xn—1(2) + 12" xn2(2) , n>2 (3.18)
con
xi(z) = m i=0,1 (3.19)

y donde 0, y Ay, vienen dados por (1.32) y (3.12) respectivamente.
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Hacemos notar ahora que en la seccién quinta de este capitulo necesitaremos expresar para
k > 1 la relacién (3.18) como

Nokp2r(z) = (02 + O2k—12)P2—1(2) + N2k—12P2k—2(2)

P — | 1
Nokt192k+1(2) = (O2p41 + 52k;)802k(z) + 772k;S02k—1(Z)

o equivalentemente,

1
Nok+1X2k(2) = —O2k41X2k+1(2) + 2 (M2k+2X2k+2(2) — O2krax2k+1(2)) (3.20)

NokX2k—1(2) = =02 x2k(2) + 2 (N2kt1X2k41(2) — G2kt1X26(2)) - (3.21)

Como consecuencia del Lema 3.2.2, tomando operacién sub-estrella en ambos lados de
las igualdades (3.11)-(3.12) y (3.18)-(3.19) deducimos los dos siguientes resultados.

Teorema 3.2.7 (Ley de recurrencia a tres términos) La familia de polinomios maoni-
cos de Laurent ortogonales {¢y(2)}32, verifican

In(2) = (AT+ An_le)"“) Gn1(2) 422V G a(z) , n>2  (3.22)

con ) )
o) =1, ¢i1(2)=0d1+2 (3.23)

y donde ny, y Ay, vienen dados por (1.32) y (3.12) respectivamente.
[l

Teorema 3.2.8 (Ley de recurrencia a tres términos) La familia de polinomios de
Laurent ortonormales {X1(2)}32, verifican

n+1 _

M Xn(2) = (Tn+ An_lz(‘l)m) Xne1(2) + 120" na(z) , n>2 (3.24)

con

N TR
=, T (3:29)

y donde ny, y A, vienen dados por (1.32) y (3.12) respectivamente.
[l

Como ya hemos comentado, W.J. Thron consideré en [100] las familias {¢x(2)}52, ¥
{1(2)}32, por separado y probé las relaciones (3.11)-(3.12) y (3.22)-(3.23) considerando
dos ciertas fracciones continuas. Vemos pues de lo anterior cémo tomando la operacién
sub-estrella en ambos lados de la ley de recurrencia de una de tales familias, dado que
esta operacién es una involucién, deducimos automéaticamente la ley de recurrencia a tres
términos para la otra familia.

Una vez estudiadas las leyes de recurrencia a tres términos anteriores, enunciamos la
siguiente ley de recurrencia probada en [25] y que jugard un papel crucial en el préximo
capitulo cuando consideremos la representaciéon matricial del operador multiplicacién en

A.
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Proposicién 3.2.9 La familia {Xn(2)}5>, de polinomios de Laurent ortonormales con

respecto a la medida w y la sucesion generadora equilibrada p(n) = E [%] satisface la ley

de recurrencia

zxo(z) = —6ixo(2) +mxi(z)
; ( X2n—1(2) ) _ ( —N2n—102n,  —02,—102n ) ( X2n—2(2) ) n
X2n(2) Mon—1M2n  02p—1M2n X2n—1(2) (3.26)

< ~M2n02n+1  M2n2n+1 > < X2n(2) ) n>1

—02n02n+1  O2nMant1 X2n+1(2)

|

Nuestro siguiente propésito es establecer que esta nueva ley de recurrencia es realmente
equivalente a las ya consideradas. Una vez hemos probado que la ley de recurrencia para
los polinomios de Szegé (1.40) es equivalente a las dos dadas por (3.11)-(3.12) y (3.22)-
(3.23), estableceremos ahora la equivalencia con las dadas en la Proposicién 3.2.9. Esto
serd realizado probando sélo el caso p(n) = FE [%], dado que la prueba para el caso p(n) =
E [”TH] se establece directamente del Lema 3.2.2 tomando conjugacién sub-estrella.

Teorema 3.2.10 Las leyes de recurrencia dadas por (3.18)-(3.19) ¢ (3.24)-(3.25) y la
dada en la Proposicion 3.2.9 son equivalentes.

Demostracion.- Dado que la ley de recurrencia (3.24)-(3.25) es equivalente a (1.40) y
las recurrencias dadas en la Proposicién 3.2.9 fueron obtenidas de ésta, faltaria probar
que (3.26) implica (3.24)-(3.25). Del Lema 3.2.1, y dado que estamos tomando la sucesién
generadora p(n) = E [%], se sigue que (3.26) es equivalente a las relaciones

Zoon-1(2) = MonN2nt192m11(2) = N2nd2n 1195, (2) (3.27)
—02n-1020202n-1(2) — N2n—102n2¢05,_o(2)

205,(2) = OanMnt192n41(2) — O2n02n 4195, (2) (3.28)
+020 1120 2902n—1(2) + No2n—1M2n 295, _o(2).

De nuevo, del Lema 3.2.1 tenemos que probar de (3.27) y (3.28) que se cumple

M2nPon(2) = (0202 + 2n—1) P2n—1(2) + N2n—103,_2(2) (3.29)

Non192n+1(2) = (S2n41 + 2n2) O3 (2) + N2nz>Pon—1(2). (3.30)

Por un lado, dado que 72, # 0 se sigue de (3.27) que

Nonz?0an—1(2) = (1= 1[020]?) mant102041(2) — (1 = [02n]?) S2n+195,(2)
—12n02n02n-12¢2n-1(2) — N2nM2n—102n205,_5(2)
= Nant192n+1(2) — S2n+103,(2) — 02n[d2nn2nt1020+1(2)

_E62n+1¢;n(z) + 772n62n—12902n—1(z) + 7’2n772n—12§0§n_2(2)]
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y ahora de (3.28) deducimos la relacién (3.30). Por otro lado, de (3.28) y dado que 72, # 0
se sigue que

Mon2P5,(2) = OonTon2n+192n11(2) = O2nb2n11M20P5, (2) + O2n—175, 20201 (2)
ﬂ%ann—1Z¢§n—2(z)
= O2n"2n [M2nt19P2n+1 — O2n4105,(2)] + 2X
02n—192n—1 — 02n—1]02n|*P2n—1 + M2n—10%,_2(2) — M2n—1|02n P35, _2(2)] -

Ahora, de (3.30),

Non@sn(2) = Oonnan [M2n2@an—1(2) + 020035, (2)] + d2n—102n—1 — G2n—1|020|*P2n—1
+12n—1 QOSn—Z(Z) — M2n—1 ‘52n‘2¢3n—2(2)

la cual es equivalente a

n%n [W%‘P%(»’«’) - EZSO%’L—I(Z) — 0on—19P2n—1(2) — ?72n—180§n—2(z)] =0.
De este modo se prueba (3.29) dado que de nuevo 7, # 0.

a

Para concluir esta seccién vamos a establecer una conexién entre familias de polinomios
de Laurent ortonormales y los sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas intro-
ducidos en el capitulo anterior. Como hemos visto, los polinomios trigonométricos (caso
~v = 0) dan lugar a sistemas de polinomios de Laurent con respecto al orden inducido por

la sucesién generadora p(n) = 4 siendo n un nimero par, es decir,

Aoo, A1, Ao, A3z, Ayy, ....

Empecemos con el siguiente resultado, cuya demostracion es inmediata del Lema 3.2.1 y
del Teorema 2.4.5:

Teorema 3.2.11 Sea {Xn(2)}°2 la familia de polinomios de Laurent ortonormales con
n

respecto a la medida w y el orden inducido por la sucesion generadora p(n) = E [5]
Fijemos v € {0,1/2} y consideremos la sucesion de nimeros complejos {wn,}5>,; C T
tal que %%52(7177) € R para todo n > 1, siendo {6,}5° la sucesion de coeficientes de
Verblunsky asociada a la medida w. Sea

wne %9, _1(e) = f(z)%(@) + iggyf)w(@) , n>1, (3.31)
siendo fT(LZ)Z,Y(H) Y gh) (0) reales. Entonces, tomando f(go)(ﬁ) =c#0y g(()o)(ﬁ) =0 se

n—2y
sigue que el sistema {ffﬂ) (6),g,(y) (0)}o°, representa un sistema bi-ortogonal de funciones

trigonométricas reales para la medida w.
O

Vemos por tanto como la subsucesion impar de polinomios de Laurent ortonormales con
respecto a la medida w y a la sucesién generadora p(n) = E [%} dan lugar a sistemas bi-
ortogonales de funciones trigonométricas. Conjugando la relacién (3.31), y recordando que
del Lema 3.2.2 se tiene x2,-1(2) = X(2n—1)«(2) siendo {x2n—1}72¢ la subsucesién impar de



3.3. El semieje real positivo: L-cuadratura Gaussiana 103

polinomios de Laurent ortonormales asociada a la sucesién generadora p(n) = F [—],
obtendremos

G xon-1() = £ (0) —ig ), (8) , n> 1.

Procediendo pues como en el Teorema 3.2.11 deducimos el mismo sistema bi-ortogonal
de funciones trigonométricas suponiendo en este caso que @Qég(n_w sea un numero real.
Resultados similares a los anteriores podemos deducirlos a partir de la subsucesion de
polinomios pares de Laurent ortonormales con respecto a la medida w. Tomando

wne%an () = F(0) +ig (), n >0,
con £ @)y ggY) (0) reales y donde x2,(2) es el (2n)-ésimo polinomio de Laurent ortonor-
mal con respecto a w y a la sucesiéon generadora p(n) = FE ["TH], obtenemos un sistema
bi-ortogonal de funciones trigonométricas suponiendo que w,2152(n+7) sea real. Conjugando
finalmente tal identidad obtendremos

wre " Xan(e”) = £(0) —igl)(0) , n >0,
es decir, el mismo sistema bi-ortogonal de funciones trigonométricas partiendo de la subsu-

cesion par de polinomios de Laurent ortonormales con respecto a la medida w y la sucesion
generadora p(n) = E [%], y donde debemos imponer en este caso que @252(7”7) sea real.

3.3. El semieje real positivo: L-cuadratura Gaussiana

Como ya hemos comentado en la introduccién de este capitulo, nuestro propdsito es
construir férmulas de cuadratura en la circunferencia unidad que integren exactamente
polinomios de Laurent con L-grado lo més grande posible. La motivacion de esta seccion es
la contrapartida de lo que ocurre cuando la medida positiva de Borel tiene su soporte en un
intervalo del semieje real positivo. Esta situacion se ha considerado en los 1ltimos anos por
diferentes autores y en esta secciéon simplemente mencionaremos aquellos resultados mas
relevantes que nos permitiran hacer una comparacién con los correspondientes andlogos
en la préxima seccion.

Previamente establezcamos que no existe una conexién entre las familias {x,(2)}5%
y {Xn(2)}52, como ocurre en la circunferencia unidad en el Lema 3.2.2 (véase [30], [48]
y [88]), siendo ahora {xn(2)}72, v {Xn(2)}5%, las familias de polinomios de Laurent
ortonormales con respecto a los “érdenes” p(n) = F ["T‘H] yp(n)=FE [@] respectivamente

2
y una medida o con soporte el semieje real positivo RT. En efecto, sea

B ()
q;p(")

Xn(z) = ,n>0, By(x) € Py,

entonces, By, () satisface:

, do(x) .
J [ S A— = —
/Rer Bn(l‘)xp(n)er(nfl) 0,j=01,....,n—1,

esto es, B, (z) coincide salvo factor multimplicativo con el n-ésimo polinomio ortonormal

con respecto a la medida variante do,(z) = Mrgii%. Vemos pues que del Lema 3.2.1,
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la situacion en la circunferencia unidad es mucho mas simplificada. Para otras elecciones
de la sucesién generadora p(n) en el eje real véase [17] y [97].

Comencemos asumiendo que ¢ es una medida positiva de Borel con soporte en el
intervalo (a,b) donde 0 < a < b < oo. Estamos interesados en la estimacién de la integral

b
@m=/f@wm (3.32)

por medio de una férmula de cuadratura con n nodos

n

L(f) = Ajf (). (3.33)

Jj=1

A tal efecto, debemos determinar los nodos (que supondremos distintos y localizados en
(a,b)) y los pesos imponiendo que, fijada una sucesién generadora p(n),

I,(R) = I,(R) (3.34)

para todo polinomio de Laurent R con L-grado lo mayor posible, es decir, R € Ly donde
N = N(n) lo mas grande posible. Con este fin, procedemos de manera similar al caso
polinémico ordinario. Asi, dado que £,_1 es un espacio de Chebyshev de dimensién n en

cualquier subintervalo de (a, b) de la forma anterior, dados n nodos distintos z1, xa, ..., zy
en (a,b) podemos determinar los pesos Ay, ..., A, de manera que
n
I;(R)=I,(R) =Y Ajf(z;) , YRE Ly 1. (3.35)
j=1

Ademads, también se cumple que si L,,—1(f,) representa el inico polinomio de Laurent en
Ly—1 que interpola a la funcién f en los nodos {z; }’]7:1, entonces

In(f) = Io(Ln-1(f,"))- (3.36)

Por esta razén, denominaremos I,,( f) dada por (3.35) como férmula de tipo interpolatorio.

Con el fin de incrementar el L-grado de exactitud tenemos el siguiente resultado, analo-
go al Corolario 1.2.7, al Teorema 1.3.13 y al Corolario 2.5.6. La demostracién de éste es
similar al caso polinémico ordinario (véase por ejemplo [79] con r = n — 1) y también
similar a la del Teorema 3.4.1 que probaremos en la préxima seccion.

Teorema 3.3.1 Sea I,,(f) = >_7_; Ajf(x;) una formula de cuadratura de n puntos tal
que x; # 0 para todo i = 1,...,n. Entonces, I,(f) = I,(f) para todo f € L4, conr >0,
sty solo st,

1. I,(f) es de tipo interpolatorio,

Q. .
2. Ry(z) = Qn@) _ _j=1(r=2)) € L, es ortogonal a L,, es decir

xp(n) xl’(n)

(Ro(z),h(z))s = 0, Vh(z) € L, (3.37)
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Debemos tener en cuenta que como estamos trabajando con funciones reales no es
necesario la conjugacién compleja en el producto interior. En relacién al entero r tendremos
que 0 < r < n—1, dado que es facil comprobar que no existe una férmula de cuadratura de
n puntos que sea exacta en Ly con N > 2n. Por tanto, estamos interesados en construir
una férmula de cuadratura de la forma (3.33) que sea exacta en L,4, con 0 <7 <n —1.
De (3.37) se cumple que

Ru(2) = > ajx;(2), (3.38)
j=r+1

siendo {xn(2)}22, la correspondiente familia de polinomios de Laurent ortonormales con
respecto a la medida o en (a, b). Ahora nos surge la siguiente cuestién: jes posible encontrar
los pardmetros a; en (3.38) de manera que R,(z) tenga exactamente n nodos distintos
en (a,b)?. Podemos dar una respuesta positiva cuando se requiere el maximo dominio de
exactitud, es decir, 7 = n — 1. De hecho, se cumple (véase [32], [73] 6 [75])

Teorema 3.3.2 Sea x,(x) el n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal con respecto a la
medida o en (a,b). Entonces,

1. xn(z) tiene exactamente n ceros distintos en (a,b).

2. Los ceros de xn(T) y xn+1(x) se entrelazan.

3. Sean x1,...,x, los ceros de xn(x). Entonces existen pesos positivos Ay, . .., A, tales
que
n b
(P = Y At (w) = 1Af) = [ f@hdo(e) .V € Lan (3.39)
j=1 a
O

Nota 3.3.3 Las formulas de cuadratura dadas por (3.39) fueron introducidas inicialmente
en [75] (véase también [76]). A partir de este articulo surgio una nueva drea de investiga-
cion en Matemdticas dando lugar al problema fuerte de momentos y temas relacionados
(fracciones continuas, aprorimantes de Padé en dos puntos, ...) y donde aparecen los
polinomios de Laurent ortogonales. Nos referiremos a tales cuadraturas como formulas
L-Gaussianas, y han sido consideradas por diferentes autores en los iltimos anos (véase
[16], [17] 6 [32]). Con respecto a otros enfoques alternativos véase [84] y [96], asi como
[15], [65] y [96] para experimentos numéricos relacionados.

En lo que resta de seccién resumiremos los aspectos mas relevantes relacionados con
las formulas L-Gaussianas en conexion con polinomios de Laurent ortogonales, haciendo
un especial énfasis en el paralelismo con las clasicas formulas Gaussianas y polinomios
ortogonales ordinarios. Empezamos con la ley de recurrencia a tres términos (véase [96]):

Teorema 3.3.4 Sea el ordenamiento equilibrado inducido por p(n) = E ["T‘H] (y por
tanto q(n) = E[%]) y {Rn(2)}52, una sucesién de polinomios de Laurent ortogonales
Bn(2)

normalizados como sigue: Ry(z) =
n. Entonces,

oy donde By(z) es un polinomio mdnico de grado

Rui1(2) = (2 = Bpg1) 2" MRy (2) — gy 1 Ru1(2) , n>0 (3.40)
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con R_1(2) =0, Ro(z) =1,

d(n) = —1 sinespar
| 0 sinesimpar

Ko Pn On—1
ar=po, f=-—, Quy1= v Bnt1l = —Qpi , n>1
H—1 n—1 On

Aqud,
b
= [ aFdo(a) o o= (Rt )y | 0= (Rt 6D,
a
Ademds, ambos o, y Bn son positivos paran > 1.

|

En [32] se demuestra un teorema de tipo Favard para la sucesién {R,(z)}22,. En
relacién con los pesos Ai,...,A, en la férmula L-Gaussiana con n nodos se obtienen

resultados similares al caso polinémico. Dado que x, € £, = A y tiene n ceros

—p(n),q(n)
distintos en (0, 00), podemos escribir X, (z) = vz P + - 4+ 1,29 (con u,v, # 0).
También tomaremos las condiciones de normalizacion u,, > 0 para todo n > 0. Necesitamos

previamente la siguiente férmula de Christoffel-Darboux (véase [88]):

Teorema 3.3.5 (Christoffel-Darboux) Sea {x,(2)}°%, la familia de polinomios de
Laurent ortonormales con respecto a la medida o en (a,b) y al ordenamiento equilibra-
do p(n) = E [”T‘H] Entonces, haciendo x,(x) = vz P 4,29 con upv, # 0
paran >0 y A(n) = (=1)", se cumple:

T An) A(n
n A(n)vn 1/2<§> X1 (@) () = (9™ X @) X1 (1)
D xi@aly) = == | (xy)
i—0 Un+1 r—=y
(3.41)
O
Tomando ahora l; € £,y tal que lj(xy) = 6, siendo 6;x, como es usual, la funcién

delta de Kronecker (1.2) y {x;}?"_; los ceros del n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal
Xn(z). Claramente, ljz- € Lop—1, y por tanto A; = I, (l?) > 0 para todo j =1,...,n. Por

otro lado, de (3.41) con x = x; y haciendo y tender a z;, podemos probar el siguiente
resultado (véase [21] para los detalles) andlogo a las expresiones (1.19), (1.68) y (2.83):

Teorema 3.3.6 Sea x,(x) el n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal con respecto a la
medida o. Entonces, los pesos {Aj}?zl vienen dados por
A ! =1 (3.42)
i <=1 o, <> J=L...n .
>ico Xi(zj)
Od

Como conclusién podemos decir que la formula de cuadratura con n nodos L-Gaussiana
(3.33) queda completamente caracterizada en términos de los polinomios de Laurent or-
tonormales {x(2)};_, que podemos computar recursivamente de la relacién (3.40).
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3.4. La circunferencia unidad: formulas de Szego

En esta seccién consideraremos una medida positiva de Borel w en T, y dado que
trabajaremos ahora con funciones evaluadas complejas, requeriremos, a diferencia de la
seccion anterior, conjugacién compleja en el producto interior (1.27) inducido por w. Como
hemos ya mencionado, nuestro interés es la estimacién de la integral

L(f) = /T fedo() = [ 7 () duo(o) (3.43)

por una férmula de cuadratura de n puntos con nodos en T de la forma

n

L(f)=> Nflz), z#z (#k, z%eT, Vi=1..n (3.44)
j=1

Fijada una sucesién generadora p(n) y partiendo de n nodos distintos z1, ..., z, en T,

y dado que L,,_1 es un espacio de Chebyshev de dimensién n en T, podemos determinar
pesos A1, ..., A, de manera que

L(f) =LI(f) » VfE€Lp. (3.45)

Aqui también se cumple que I, (f) caracterizada por (3.45) pueda representarse como

siendo R,,—1(f,-) el polinomio de Laurent en £,_1 que interpola a f en los nodos {z; }?:1.
Sin embargo, la primera diferencia con respecto a lo que ocurre cuando la medida tiene su
soporte en el semieje real positivo aparece cuando requerimos seleccionar apropiados nodos
{z; 7—1 con el fin de incrementar la dimension del subespacio de polinomios de Laurent
donde la férmula de cuadratura es exacta. Debido al producto interior (1.27) necesitamos
considerar los siguientes subespacios para r > 0:

Ly = {f €A, fi€ ET} = A*Q(T):p(r)'

Bajo tales condiciones aparece de manera inmediata la ortogonalidad, como establece el
siguiente resultado (compérese con el Teorema 3.3.1).

Teorema 3.4.1 Sea I,,(f) = Z?:l A f(z5) una férmula de cuadratura con n nodos tal
que z; # 0 para todo j = 1,...,n. Entonces, I,(f) es exacta en L,Lyy, con T >0, siy
solo si,

1. L,(f) es exacta en Ly_1.

2. R, es ortogonal a L., es decir

<Rn(z)ag(2)>w =0, Vg €Ly, (347)

Qn (z—z4)
donde Ry(z) = L) — =025 ¢ p

Zp(n) - zp(")
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Demostracion.- “=" 1.- Trivial. 2.- Recordemos que L, L., = A—(p(n)+q(r)),(q(n)+p(r))

y Ly = A_p)q0r)- Entonces, (R,(2),9(2))w = 0 para todo g(z) € L, es equivalente a
(R,(2),27), = 0 para todo —p(r) < j < q(r). Ahora bien,

(Rn(2),27),, = Rn(2)z77dw(6 Qn

—T

Para j = q(r), y dado que @, (2) tiene grado exacto n, vemos que
Qn(z _
zp(n)iq)(r) € A (p(n)+q(r),(n—p(n)—a(r)) = A= (p(n)+9(r)).(a(n)—q(r))
C A (pm)+a(r) (a(m)+a(r)) = Ll

Por otro lado, para j = —p(r) tenemos

Qn(2)
FIOETEEES A (p(n)—p(r)),(n—p(n)=p(r)) = A=(p(n)—p(r)).(a(n)+p(r))

p(r
C A (pn)+a(r) (an)+pr) = LnLrs.

Asi pues, para —p(r) < j < q(r) se tiene que R,(z)z~7 € L,L,, lo que nos permite
escribir

(Rn(2),2%), = I, (Rn(z)z_j) =1, (Rn(z)z_j) =0,
dado que R, (zj) =0.

“<=” Sean z1,...,2, los ceros de R, (z) € L,, de manera que se cumpla (3.47). En-
tonces, podemos determinar una férmula de cuadratura I,(f) = >°7_; Ajf(z;) basada
en estos nodos que sea exacta en L,_1. Haciendo LU)(2) € £, tal que LU (z;,) = djx
(funcién delta de Kronecker), entonces \; = I,(LY) para todo j = 1,...,n. Tomemos
L(z) € LyLy y definamos A(2) = L(z) — >0, L(z;)LY)(2). Entonces, A € L,Lr y
A(zj) =0 para todo j = 1,...,n, lo que nos permite escribir

A(z) = BSE) gy p

2P(n)+q(r) ’

Obsérvese que A(z) = Rp(2)H(z) con H(z) = i((i)). Por tanto, haciendo T'(z) = H.(z) €
L, tenemos que

lo cual implica

L(L(:) = L (AG) + ) L(z)L9(2))
Lo(A) + Ly (X)) L(z)LO(2)) = Sy L(LD(2))L(z) = In(L).

O

Nota 3.4.2 En el Teorema 3.4.1, debemos tomar r verificando 0 < r < n —1. En efecto,
asumamos que r > n, es decir, 1 =n+k con k > 0. Entonces, LnLrx = A_(nyq(k)),(n+p(k)

)
dado que para p(n) = E [”T‘H] y q(n) = E [%] se cumple que p(r + s) = p(r) + p(s) y
q(r+s) = q(r) +q(s). Asi, si Qn(z) = [}, (2 — 2j), entonces

Qu(2)* = Qu(2)Qn(2) € Ay C LoLrs (2= €"),
lo cual implica la contradiccion 0 < [™_|Qn(2)[*dw(8) y I, (|Qn(2)[*) = 0.
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Veamos a continuacién lo que ocurre con el maximo dominio de exactitud posible, es
decir, cuando » = n — 1. A diferencia de lo que ocurria en la seccién anterior, tenemos el
siguiente resultado negativo.

Teorema 3.4.3 No existe una formula de cuadratura con n nodos en T que sea exacta

en LnLn_1)x-

Demostracion.- Supongamos que existe tal férmula:
n
L(f) = Y _Nif(z) = I(f),
j=1

donde |z;| = 1 para i = 1,...,n. Definamos R, (z) = 2 P[], (z — 2) € L,. Entonces,
del Teorema 3.4.1, R,, L L£,,_1. Tenemos pues que si {¢;(2)}r>0 es una sucesién de poli-
nomios de Laurent ortogonal, entonces R, (z) = A\, (z) con A, # 0, y aparece por tanto
una contradiccién dado que los nodos {z;}" | son los ceros de 9, (z), que no pueden estar
localizados en T por el Corolario 3.2.3.

|

El siguiente paso serd considerar el caso r = n — 2. Més precisamente: ;serd posible
construir una férmula de cuadratura con nodos distintos {z;}}; sobre T que sea exacta
en L, L(,_2).? Del Teorema 3.4.1, si R,,(2) = z—p(n) [T, (z — ), entonces Ry (z) L Ly—2.
Por tanto,

Rn(2) = an(2) + Bpp-1(z) , o,B€C (3.48)

siendo {11 (%)}, una sucesién de polinomios de Laurent ortogonales. Asf, de (3.48) po-
demos reformular la pregunta anterior como sigue: jserd posible encontrar oy 3 en (3.48)
de manera que R, (z) tenga sus ceros sobre T?

Teorema 3.4.4 Podemos elegir convenientemente dos pardmetros o y 3 en (3.48) de
manera que Ry, (z) = an(2) + Bon—1(2) tenga ezactamente n ceros distintos en T.

Demostracion.- Haciendo R, (z) = ]Z;(Ef)), siendo NV, (z) un polinomio de grado maximo

n dependiente de v y /3, entonces tales pardmetros debemos elegirlos de manera que N, (2)
satisfaga lo siguiente:

1. N, (z) tiene grado exacto n.
2. N}(z) = A\yNyp(2) con A, # 0.
3. (Np(2),2") =0, 1 <k <n—1, (Ny(2), 1) #0, (Nn(2),2™), # 0.
La demostracién se sigue ahora del Teorema 1.3.4.
|

Vemos pues como surgen los polinomios para-ortogonales partiendo de familias de polino-
mios de Laurent ortogonales. Como consecuencia de los Teoremas 3.4.1 y 3.4.4 se cumple
ahora lo siguiente:
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Teorema 3.4.5 Sean {z;}I' | los n ceros distintos de R,(z) = ayn(z) + BYn—1(z) dado
por el Teorema 3.4.4. Entonces, existen nimeros positivos {\;}1_, tales que

= Nf(z) =I.(f) . Yf € LaLin 2
j=1

Demostracion.- S6lamente falta probar que los pesos {A;}!' ; son positivos. Para 1 <
j <nsea Lj(z) € L,_1) tal que L;(z;) = d; (funcién delta de Kronecker) con 1 < j,k <
n. Entonces, para z € T, |L;(2)|? € Lin—1)Lm-1)x = LnL(n—2)-, como puede ficilmente
comprobarse. Se concluye pues la demostracion dado que

0< L, (IL;]%) Z)\kyL )P =X, j=1,....n.

|

De los Teoremas 3.4.1 y 3.4.5 vemos que las formulas de cuadratura con nodos en T que
son exactas en L, L(,_2), quedan esencialmente caracterizadas por polinomios de Laurent
de la forma

N, (z
Rn(2) = adn(z) + Bon-1(z) = Zp((n)) (3.49)
y cuyo numerador podemos escribir del Lema 3.2.1 y del Teorema 1.3.3 como
Nu(2) = M [pn(2) + Tapp(2)] 5 A #0 || =1 (3.50)

Por analogia con la situacién polindémica ordinaria denominaremos a éstos polinomios de
Laurent para-ortogonales. Ademds, como tenemos en este caso que

LnLn-2)r = A_(n-1),(n-1)

vemos que recuperamos de este modo las formulas de Szegd partiendo del contexto de los
polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad.

El siguiente resultado es una expresién alternativa para el cémputo de los pesos {\; }1*
de las férmulas de Szegd en términos de polinomios de Laurent ortonormales, (compdrese
con el Teorema 3.3.6). La demostracién es una consecuencia directa del Teorema 1.3.14 y
del Lema 3.2.1.

Teorema 3.4.6 Sea {x1(2)}32, la sucesion de polinomios de Laurent ortonormales en T
e In(f) = 2201 Nif(25) = Lu(f) para todo f € Ly L, 2).. Entonces,

1
Nj=————— ' j=1,...,n (3.51)
>0 Ixe(z)1?

O
Nota 3.4.7 Observamos que al igual que en el caso polindmico ordinario, y en contra

de lo que sucede cuando la medida tiene su soporte en el semieje real positivo, los nodos
{2;}7-1 en la férmula de cuadratura no son los ceros de Xn(2).
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Ejemplo 3.4.8 Consideremos la medida de Lebesgue dw(0) = df, de modo que los coefi-
cientes de Verblunsky vienen dados por 6, = 0 para todo n > 1. De la ley de recurrencia
establecida en el Teorema 3.2.4 deducimos pues que

on(z) =200 2(2) L do(2) =1, ¢n(z) = %

Entonces, para todo n > 0 tendremos que ¢a,(z) = 2" y pant1(z) = Zn%, y dado que

(@r2). el =l n2) 2= [ “d=2m . k>0,

—T

la sucesidn ortonormal {xn (%)}, vendrd dada por

()= ()= —— >0 (35)
z) = ) z)=—, n>0. .
X2n N X2n+1 N
Asi, de (3.49) distinguimos los dos siguientes casos:

1. Sin es par:

az +
Rn(2) = agn(z) + Bon-1(2) = Zn/Qﬁ 0= az"+0=0, a#0, g‘ —1.
2. Sin es impar:
B+ a

Rn(z):a¢n(z)+ﬁ¢nfl(z)—WZO@QZTL‘F@:O, B#0,

6‘21'

Tal y como se habia establecido anteriormente, los nodos {Zj}?zl de cualquier formula de
Szegd con n nodos para la medida de Lebesgue son las raices de 2™ +1 =0, con |T| =1y
de (3.51), los pesos {A;}7_, vendrdn dados por:

1 1 Z
j = — = =—, J=1...,n
S0 Ik (2) n-1| 2

k=0 | /or

(compérese con el procedimiento de la expresién (1.77)).

Para finalizar esta seccién particularizamos 7,, = £1 en la relacién (3.50) y nos con-
centramos, como hicimos en el capitulo primero, en la computacién de la férmula de Szegd
con n nodos con respecto a la medida w en T. Nuestro propésito ahora sera establecer, en
este nuevo contexto, una conexién con el algoritmo split Levinson.

Con tal propédsito recordemos brevemente, por un lado, que el algoritmo de Levinson
introducido en [83] computa, a partir de la familia de momentos trigonométricos respecto
a la medida w, la familia de polinomios (ménicos) de Szegd, basidndose en la ley de recu-
rrencia (1.40) que éstos satisfacen. Tales polinomios son lo que esencialmente necesitamos
computar para construir la deseada férmula de cuadratura, y salvo para algunas medidas
particulares, no son en general conocidos explicitamente. Por otro lado, recordemos que
si la familia de momentos trigonométricos es real, algo que es muy comuin y que consi-
deraremos en lo que resta de seccién, se probé en [44] que el algoritmo de Levinson era
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redundante en el sentido de que emplea mas operaciones de las necesarias. Con el fin de
solucionar este inconveniente se establecié el algoritmo split Levinson en sus dos versio-
nes, simétrica y antisimétrica, reduciendo aproximadamente el niimero de operaciones a
la mitad y en el que se computan ciertos polinomios que probamos en el Teorema 1.4.6
que eran para-ortogonales.

A continuacion veremos cémo los polinomios computados por el algoritmo split Levin-
son aparecen en el contexto de la construccién de la n-ésima férmula de cuadratura de
Szegb. Dado que estamos considerando momentos trigonométricos reales, parece natural
que consideremos polinomios (cuyos ceros nos proporcionen los nodos requeridos) que ten-
gan coeficientes reales. En otras palabras, los pardmetros « y (3 en (3.49)-(3.50) debemos
elegirlos de manera que

Ro(2) = a(2) + Bons () = 2nl2) _ Anlpn2) ¥ 7upi(2)

2p(n) 2p(n)

donde A, #0, 7, € Ry |1 | = 1.
Hagamos primero 7, = 1, por lo que de (1.40) se sigue (obsérvese que de (1.45), 6,, € R)

Nn(2) = Aa(1+6n) [p51(2) + zpn-1(2)] -

Tomando pues A, = ﬁ tendremos
n

Ni(2) = pp-1(2) + 2pn-1(2) = pn(2)-

Del primer capitulo vemos que el polinomio p,,(z) es el primer polinomio predictor singular,
computado en la versién “simétrica” del algoritmo, y en el que interpretamos que en (1.40)
forzamos a que 9, tome el valor 1. Recordemos el procedimiento en este caso: haciendo
pa(2) =227, Pn,;2’ probamos que la familia {p,(2)} satisface la ley de recurrencia a tres
términos

Pnt1(2) — (L4 2)pn(2) + anzpp—1(2) =0 , n>1 (3.53)
con las condiciones iniciales py(z) = 2, p1(2) = 1 + z y donde «,, = TZ’_ll con 1, =
>ieo MiPng para n > 1y 1o = pio.

En un segundo caso, haciendo 7, = —1 resulta de nuevo de (1.40) que

Np(z) = M(0n — 1) [P:—l(z) - an—l(z)} )

y tomando A\, = &L%l podemos escribir para n > 1,

Ni(2) = pp-1(2) = 2pn-1(2) = Pn(2)-

El polinomio, p,,(2) es en este caso el seqgundo polinomio predictor singular, computado en
la versién “antisimétrica” del algoritmo, y en el que interpretamos que en (1.40) forzamos
a que 0, tome ahora el valor -1. Recordamos también el procedimiento en este caso:
definiendo po(z) = 1, la familia {p,(2)}3; viene dada por p1(2) =1 — 2, pa(z) = 1 — 22
y para n > 2 se cumple la ley de recurrencia a tres términos

Pry1(2) = (L+ 2)pn(2) + @nzpn-1(2) = 0 (3.54)

donde @, = £~ con 7o = i fini ¥ Pn(2) = 2 Pnj? -

n
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Ejemplo 3.4.9 Para ilustrar las relaciones (3.53) y (3.54), consideremos la medida de
Lebesgue dw(0) = df. Los momentos trigonométricos vienen dados por

s

Nk:/ eMae =0, k>1, po=2m
—T

De (3.53) puede probarse facilmente que px(0) = pro = 1 para k > 1 lo que implica

T = po para k > 0 y por tanto o, = 1 para k > 1. Entonces, (3.53) se convierte en

Pn+1(2) — (L4 2)pn(2) + 2pp—1(2) =0, n>1 (3.55)

con po(z) = 2 y p1(2) = 1. Dado que (3.55) es una ecuacion en diferencias finitas de
sequndo orden con coeficientes constantes, escribimos

pn(2) =C1+ Coz" , C1,C € R.

De las condiciones iniciales deducimos que C1 = Cy = 1 por lo que obtenemos una expre-
sion explicita para el polinomio p,(z):

pn(2) =2"+1, n>0.
Andlogamente para la familia {p,(z)} tenemos que
Prnt1(2) — (L4 2)pn(2) + 2Pp-1(2) =0, n>2 (3.56)

con p1(z) =1 — 2z y pa(2) = 1 — 22, Asi, para n > 2 tenemos

Pn(z)=1-2"
la cual también se cumple claramente cuando n = 1.

Comentemos que al trabajar con una medida arbitraria w no podemos resolver en ge-
neral las ecuaciones (3.55) 6 (3.56) y necesitamos computar recursivamente los polinomios
{Pn(2)}520 6 {Pn(2)}52, (para los detalles en cuanto a la estabilidad del método, véase
44]).

Para concluir esta seccion y completar asi nuestro propésito, reescribiremos las familias
{Pn(2)}520 v {Pn(2)}52, en términos de los polinomios de Laurent ortogonales ménicos

¢n(z) y ¢n—1(2)-

Teorema 3.4.10 Sea w una medida positiva de Borel en T con momentos trigonométricos
reales y {¢r(2)}32, la sucesion de polinomios de Laurent monicos ortogonales con respecto
a la medida w y al ordenamiento equilibrado p(n) = E ["T‘H] Sean pp(z) y pn(z) el primer
y sequndo polinomio predictor singular de grado n respectivamente. Entonces,

1. pa(z) = 2205 (90 (2) + (1 = 6)bn1(2)]

n+1

2. palz) = 25N (=) [(8,(2) = (14 6.)bnr (2)]
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Demostracion.- Recordemos que ¢on(2) = 2 pan(2) ¥ dant1(2) = it phps (2). Ahora,
para « y 0 numeros complejos, consideremos

R, (2) = apn(2) + Bon—1(2).
Para n = 2m se sigue que

apam(2) + B, _1(2)

Zm

Rop(2) =
mientras que para n = 2m + 1,

Psmy1(2) + Bzpam(z)
zm—l—l

Rom+1(2) =

Haciendo ahora uso de (1.40) tenemos

Ry (2) — ©2Pam1(2) + (@ & D)1 (2)

Zm

Por tanto, tomando o =1y 8 =1 — 09, se sigue que

R2m(z) = pQLnWSz)
o equivalentemente,
pam(2) = 2" Rom(2) = 2™ [adam(2) + Boam-1(2)]

(3.57)
= 2™ [¢2m(z) + (1 - 52m)¢2m—1(2)] , m=L1

De manera similar, para n = 2m + 1 tomando a =1y 8 =1 — d9,41 podemos escribir

Pam+1(2) = 2" [domy1(2) + (1 = Gama1)am(2)] - (3.58)

Asi, de (3.57) y (3.58) se concluye la demostracién de la primera expresién. La prueba de
la segunda se deduce de manera similar.

a

3.5. Foérmula de Christoffel-Darboux y teorema de Favard

En la primera parte de esta seccién daremos una expresion simple de la funcién ntcleo
reproductor en £, (n > 0), similar a la férmula de Christoffel-Darboux para el caso
polinémico ordinario (Teorema 1.3.9, véase también [57]), es decir, cuando p(n) = 0 para
todo n > 0. De (1.7) tenemos en este caso que la funcién nicleo reproductor en £,, viene
dada por

Pu(2,6) = Y xu(2)xu(€) (3.59)
k=0
la cual toma su nombre dado que cumple la propiedad

L(2) = (L(€), Pu(€.2))0 ¥ L(2) € L. (3.60)
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Teorema 3.5.1 (Christoffel-Darboux) Si {xx(2)}32, denota la familia de polinomios
de Laurent ortonormales respecto a la medida w y al ordenamiento equilibrado inducido
por la sucesién generadora p(n) = E [%EL], y 2,& € C\{0}, entonces

Pu(2,€) = Ny (—26) 1™ x

(05160 + A 1X01©) ) Xa(2) + (At Xa(©) = M1 X1 (©) ) X1 ()
1—2€

(3.61)

donde

-1)"+1 j
) = AL e (5.62)
n par

siendo {0, }72 o la familia de coeficientes de Verblunsky asociados a la medida w y {n, }52
dados por (1.32).

n=1

Demostracion.- Recordemos que L, = span {zj :—p(n) <j<qn } = A_pm)q(n)>
siendo p(n) = E [”?“], g(n)=n—p(n)=FE [%] y la propiedad fundamental reproductora

(R(2),Pa(%,))0 = [pR(2)Pul(2,)dw(z) = [ R(2) Xi o xi(2)xk(E)dw(z) =
= JpR(2)Pu(§,2)dw(z) = R() , VR €E Ln.

(3.63)
Distinguimos dos situaciones:

s Caso n = 2k. Primero observamos que
Ln=A gk, Ln-1=MA g1, Lot1=A_(ky1)k
Si tomamos M (t) € L, entonces (§ —t)M(t) € A = Lo = Ly. Haciendo

R(t) = (£ —t)M(t) € L, entonces [; R(2)Pn({,2)dw(z) = R(¢) y cuando ¢ = ¢
obtenemos [ R(z)Pn(§, z)dw(z) = R(§) = 0. Por tanto,

/M E—2)Pp(& 2)dw(z) =0 = TM — 2)Pn(2,8)dw(z) =0 =

/T M(2)(E = 2)Pa(z E)dw(z) = 0

y dado que z € T, z = % y podemos escribir

/TM(Z) (,g _ i) Polz, €)dw(2) = 0.

Esta tltima expresién implica que (E — %) Pn(z,&) es ortogonal a L,,_1, es decir,

(M(2), (f— 1) Pz ))e =0, VM € Lo, (3.64)
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Ahora bienv gpn(zaé) € A—k,k = En C £n+1 y %Pn(zag) € A—(k+1)7k:—1 - £n+1> por
lo que (f - %) Pn(zaf) € £n+1 y

(- )P0 =S oo

k=0

De (3.64) se cumple ay(§) = 0 para todo 0 < k < n — 1, por lo que

(6= 2) P = 0n(©al2) + i (Ouna(a) =

2 S e ENRE) = an(€)xa(2) + ans1 (X (2) |
k=0

z

o equivalentemente, (haciendo a,+1(§) = b, (£)),

n

Pu(z ) (1= 2€) = (1= 26) Y xw(2)xw(6) = =2 (an(€)xn(2) + ba(&)xn+1(2)) -

k=0
(3.65)
En este caso se cumple que
wy_q(z 100k 122F kg
Xn—l(z) — Zli( ) _ k2k—102k 12Zk R2k—1 c Afk,kfly
2k
Xn(z) = P = s e Ay, (3.66)

— (P*+1(Z) _ H2k+1m22k+1+“'+:‘42k+1
Xn+1(2') = Zk+1 = =S S A—(k+1),k-

Si comparamos los coeficientes de los monomios 25! y 27* en ambos lados de (3.65)
obtenemos las relaciones

Kn&Xn(§) = Knan(§) + ’in+1mbn(f)v

Hn—an—l(é) + ’in(san(f) = _K'n-l-lbn(é.)u

respectivamente. Estas expresiones implican de (1.38):

bu(©) = =1 (X 1) + 8xa©) ) (3.67)
0 (€) = Exn(® — 21,0 (0). (3.68)
Mn+1

Ahora, de (3.21) y (3.67) deducimos una expresion para boy(€) en términos de o (€)
Y X2k+1(8):

bor(€) = nars1€ (52k+1X2k(§) - 772k+1X2k+1(§)> (3.69)

De (3.68) se cumple pues que

agk(§) = N2ks1€ (52k+1X2k+1(5) + 772k+1X2k(§)> : (3.70)
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Si combinamos (3.65),(3.69), y (3.70) deducimos entonces la férmula de Christoffel-
Darboux para el caso par, obteniendo

Pr(2,)(1 = 28) = npi1(—28) x

[ (1030 + 81 - 1) X(2) + (804100 = M1 X011 ) Xt (2)]
(3.71)

= Caso n = 2k 4 1: Procediendo de manera anéloga al caso par podemos escribir

Pu(z ) (1 = 2€) = (1= 26) Y xw(2)xk(6) = € (an()xn(2) + bu(E)xn41(2) (3.72)
k=0

donde 1
@n(€) = 12 (i XnlE) + i X 16) (3.73)
y
1 -
(€)= sz (Furt Xn®) = i1 @) (3.74)
Asi, de (3.72), (3.73) y (3.74) deducimos también la férmula para el caso impar,
obteniendo,

Pn(z7 5)(1_25) -

ot | (10 (€) + 01 X01(0) 30 (2) + (Bt - X = X1 (©)) nsa ()

(3.75)

La prueba queda completa expresando ambas relaciones (3.71) y (3.75) segtn (3.61)-
(3.62).

g

Para ilustrar la férmula anterior consideraremos medidas positivas de Borel absoluta-
mente continuas particulares, escribiendo dw(f) = @(#)df siendo @w(#) > 0 una funcién
peso en [—, 7).

Ejemplo 3.5.2 (medida de Lebesgue) Consideremos la funcion peso normalizada &(6)
= L. Como ya sabemos del Ejemplo 3.4.8, 6o = 1 y 6, = 0 para todo k > 1, resultando

:?.

On+1 =0 y nuy1 = 1 para todo n > 0. Por tanto,

n

Pu(2,6) = 3 xa (2@ = (—ytm Xn@xn(e) “xnirOxnin(2) -5 7

o 1—2£

Para esta funcion peso particular también podemos escribir de (3.52)
Xn(2) = 2000 >0

y por tanto, obtenemos de (3.59) ¢ de (3.76) la siguiente expresion para la funcién nicleo

reproductor:
(z€)dn)—p(nt1) _ (5¢)d(n)+a(n+1)

1—2€ ’

Pn(Z,f) = n Z 07
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o lo que es lo mismo,
1— (Z§)2k+l 1— (z§)2k+2 .
(1-26)(5)F (1-28) (k1 7~ —

Ejemplo 3.5.3 (Modificacién racional de la medida de Lebesgue) Consideremos la
funcion peso normalizada

Par(z,§) = Port1(2,€) =

o
2 |(e?)|”

donde h(z) es un polinomio de grado s sin ceros en T (si s = 0 entonces h(z) = 1 y
recuperamos la funcién peso asociada a la medida de Lebesgue del Ejemplo 3.5.2). Sabemos
de (1.58) que el correspondiente n-ésimo polinomio ortonormal de Szegd viene dado por
on(2) = 2" %h(z) para todo n > s (recordemos que para obtener la familia completa de
polinomios ortonormales se computarian éstos para n < s recursivamente de la relacion
(1.41)). Dado que se cumple en este caso que N1 = 1 y Apy1 = 0 para todo n > s, la
funcion nicleo reproductor vendra dada también por (3.76) paran > s. De (3.9) y (3.10)
se cumple xop(2) = 2¥75h(2) para 2k > s y xorg1(2) = 2~ VR (2) para 2k + 1 > s.
Distinguimos pues:

w(0) =

s Sin=2k>s:

(1= 28)Por(2,6) = (=28) [ *h(2)h(E) - (x6)++Dh*(2)h* ()|

(3.77)
= (28" (2)h*(€) — ()" h(2)h(E).
» Sin=2k+12>s:
(1= 28)Parsa (2,6) = (26)” IR () () = ()1 h(2)h(E).  (3.78)
De (3.77) y (3.78) escribimos finalmente
Pz ) = GO i_i? DT EME) (3.79)

Cuando tomamos s = 1 y haciendo h(z) = \/% con 0 < r <1 aparece la funcion peso

asociada con el nicleo de Poisson dada por (1.59). La familia de polinomios ortonormales
de Szegd vienen dados por (1.60), por lo que de (3.9) y (3.10) resulta

n—k _ ,..,n—k—1 —(k+1) _ ..~k
xaw(z) = = \/% (k>=1) ,  xow+i(2) = %
Ast, de (3.76) (6 de (3.79)) se cumple Py(2,£) =1y
()P L(r) — (26) P L*(r)
(1-r?)(1 - 2€) ’

siendo L(r) = =12 +r(z + &) — (2€) (z y & pardmetros).

(k> 0).

n>1

Pn(za 5) =
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Establecemos a continuacion un resultado reciproco del Teorema 3.5.1

Teorema 3.5.4 Sea {x1(2)}32, la familia de polinomios de Laurent inducida por el or-
denamiento p(n) = E [”+1], es decir, paran > 1, Xn € L,\Ln_1 con L, = span{z :
—p(n) < j < gq(n)}, g(n) = n—p(n) y verificando las relaciones (3.59) y (3.61) donde,
para todo n > 1, {6,}5°, es una sucesion compleja tal que |0, < 1, {d(n)}o2, y {An}o,
las sucesiones numéricas dadas en (3.62) y {nn}°2, la sucesion real dada por (1.32).
Entonces, la familia {xi(2)}3>, satisface la ley de recurrencia a tres términos (3.18).

Demostracion.- De la relacién Xpi1(2)Xnt1(€) = Pai1(2,€) — Pu(z,€) se sigue que

(1= 2)xXnt1(2)xnt1(§) = Muga(—2E)* Y Kﬁn+2xn+1 +An+2M) Xn+1(2)
+ (An+2 Xnt+1(§) — 77n+2Xn+2(‘5>> Xn+2(z)}
i1 (=281 | (X (€) + Ans1 X1 (6)) xn(2)
+ <m xXn(6) — Un+1M) Xn+1(2)} ;

esto es,

(1= 28Xt (Dnr1©) = Mro(—2)UHD (A Xur1(€) = M2 xnr2(©) ) Xosa(2)
+ [Un+2( 26) 4t (77n+2m+14n+2m>
= (=207 (At Xal€) = 10 1(0)) | Xt (2)
— 11 (—2€) 4 (nn+1xn(€) + An+1m> Xan(2).

(3.80)
Asumamos primero que n es impar, digamos n = 2k + 1. Si comparamos los coeficientes
del monomio z~* en ambos lados de la ecuacién (3.80) y de (3.62) se cumple que

Kop0okX2k(€) = —Mokt1h2kt1€ (52k+1><2k(§) - 772k+1X2k+1(§)) — Mok kokdak X
(@ X2k—1(§) — 772kX2k(§)> — Nokkok—1 (772kXX2k—1(€) + 52kX2k(§)) :

Cambiando la variable ¢ por z, dividiendo en ambos lados por ko1 # 0y de (1.38) se
deduce que

Mok+102kX2k(2) = —M2kg102kr12X2k(2) + M3y 12X2k+1(2) — Morg1n2k |02k P x2k—1(2)
1053, M2k-+102k X 2k (Z) — M2kt 1X2k—1(2) — Mg 2kt 102k X2k (2).-

De la definicién (1.32) y dividiendo por 7911 # 0 se cumple ahora que

—ok12x2k(2) + M2k12X2k+1(2) — M2rX2k—1(2) — SarX2k(2) =0

y finalmente, conjugando esta expresion deducimos (3.21). Tratando de manera similar el
caso n = 2k se obtiene

dok+2 X2kt1(2) — MaryoXxok+2(2) + Marr12X2k(2) + d2k41 2X2k+1(2) = 0.

Asi, conjugando de nuevo esta tltima expresién se obtiene (3.20).
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En la segunda parte de esta secciéon probamos un teorema de Favard para la sucesion
de polinomios de Laurent ménicos {¢n(z)}72 , usando una técnica similar a la introducida
por Chihara en [31]. Para una demostracién del resultado en el caso polinémico ordinario
véase por ejemplo [71] y también [50], donde se aplican unos enfoques alternativos mads
simples (véanse también los trabajos [2] y [57]). Veremos ademds en el préximo capitulo
una demostracién generalizada de este resultado al considerar una sucesién generadora
p(n) fija pero arbitraria (Teorema 4.2.7).

Comenzamos recordando brevemente el concepto de ortogonalidad con respecto a un
funcional lineal Hermitiano. Sea {u,}5>_ . una sucesién compleja verificando p, = =,
para todo n > 0 (Hermitiana) y denotemos por p el funcional lineal definido en A por

q q
7 Zajzj ::Zaj,u_j , aj€C  —o0o<p<g<+oo.
Jj=p Jj=p

En términos de 1 definimos el funcional bilineal (-,-),, en A x A por
(L, M), = p (L(z)Mu/z)) , L,Me€A. (3.81)

Diremos que el funcional u es cuasi-definido (véase por ejemplo [71]), si y sélo si, las sub-
matrices principales de la matriz de momentos de Toeplitz infinita asociada a la sucesién
{n} son no singulares y definido positivo si los determinantes de tales matrices son
positivos. El caracter cuasi definido es una condicidn necesaria y suficiente para la existen-
cia de una familia de polinomios de Laurent ortogonales con respecto al funcional lineal
(3.81) en el sentido de que existe una sucesion { R, (z)}52, de polinomios de Laurent que
verifica Ry, (2) € L,\Lp—1 para todon > 1y (Ry(2), Rin(2))y = Kndpm con ky # 0. Por
otro lado, si el funcional lineal i es definido positivo, entonces el funcional lineal asociado
(3.81) es un producto interior en A x A y se cumple (R, (2), R (2))y = £ndpm con £, > 0
para todo n > 0. Cuando &, = 1 para todo n > 0 diremos que la familia {R,(2)}>2, es
“ortonormal”.

Teorema 3.5.5 (Favard) Sea {¢,(2)}22, una sucesion de polinomios de Laurent defi-
nida por la ley de recurrencia

Gon(2) = (02n + d2n—12) Pan—1(2) + Aop—12¢2n—2(2) , n>1 (3.82)
br1(2) = (B 4 22 ) 60, + 2oma(a) w1 (589

con las condiciones iniciales
— 1
do(z) =1 , ¢1(2) =61+ . (3.84)

donde {6,}°°, es una sucesion de nimeros complejos (|6,] # 1 para todon > 1) y A\, =
1 — |8,4]%. Entonces, fijado o € R\{0}, existe un tnico funcional lineal cuasi definido
tal que pu(l) = po y donde {pn(2)}2, es la sucesion de polinomios de Laurent mdnicos
ortogonales con respecto a p y el orden inducido en A por la sucesion generadora p(n) =
E[™] (g(n) =n—p(n) = E [2]). Ademds, si tomamos po > 0, entonces p es definido
positivo, sty solo si, |0, < 1 para todon > 1.
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Demostracion.- Comenzamos construyendo una sucesion {p, }o> . de nimeros com-
plejos verificando i, = Fm, para todo m > 0 de manera que el funcional lineal (™

definido en A_ () ¢(n) Para n > 1 por
q(n) q(n)
s Z | = Z ckpi—g , ck€C ,Vk=—pn),...,q(n) (3.85)
k=—p(n) k=—p(n)
cumpla
1M (dp(2)) =0, VEk=1,2,... n. (3.86)

Tomemos gy € R\{0} fijo y procedamos por induccién. Dado que pp = 7ig, #(?) definido
por (3.85) satisface trivialmente (3.86). Es también facil comprobar de (3.82) y de (3.84)
que haciendo 1 = —d10 y —1 = fip se cumple (3.86) para n = 1. Supongamos ahora
que para algin n > 1 hemos determinado

H—p(n)s s K0y -5 Hp(n) > st n es par

H1op(n)s- s HOs -« -5 Mp(n) » ST esimpar
de manera que (™ definido en A_p(n)q(n) verifique (3.86). Asi,

= Sin es par:

1 1 .
D (zp(nJrl) - ¢”+1(2)> +ont1(2) = Pnpa(2) + kZO ay éu(2)

con a,(cn) determinado unicamente para k = 0,1,...,n. Tomando p41) = a(()n) Lo

entonces

1 ~ (n n
P (G4 (2)) = Y <zp<n+1> -2 af )‘b’f(z)) = 1) — a6 o = 0.
k=0
» Similarmente, si n es impar:

20 = () 611(2)) + Bnra(2) = b1 (2) + D W on(2)
k=0

(n)

con by’ unicamente determinado para k = 0,1,...,n. Tomando ahora p_pu) =
b[()n) Lo entonces

M(n+1) (¢n+1 (Z)) — M(n+1) <ZP(TL) _ Z b](:)gf)k(z)> = fi_p(n) — b[()n)MO =0.
k=0
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En ambas situaciones, dado que ,u("ﬂ) es una extensiéon de u(”) tenemos para k =

1,2,...,n también que p("+1) (¢r(2)) = 0. El funcional lineal p definido por

q q
,u(Z cmzm> ::Zcmu,m , cm€C |, —co<p<g<+too (3.87)
m=p

m=p

es pues una extensién de u(™ para todo n > 0 de manera que p (¢y(2)) = 0 para todo
k > 1. Si definimos el funcional (-, -), por

<X@yy@»wzﬂ<xuyy<i)> VX,Y €A, (3.88)

entonces faltaria comprobar para n > 1 las condiciones de ortogonalidad,

(P2n(2),2™)p = 0, —n<m<n-—1, (3.89)
(P2n(2),2" ) #0, (3.90)
<¢2n+1(z)’ Zm>u =0 , —n<m<n, (391)
(G2061(2), Sorhu #0. (39

La condicién pp = fi—g para todo k > 0 (equivalente a probar que se cumple a(()k) = b(()k+1))

se cumple dado que pp = ,u(zik) = (ﬁ,l)u = (1,2%), = [ic. Las relaciones (3.89) y
(3.91) son validas cuando m = 0 dado que (¢y(2),1), = p(dr(z)) = 0 para k > 1y
(po(2),1),, = (1,1), = pu(1) = po € R\{0}. Para comprobar (3.89) y (3.91) separamos en

dos casos:

s Caso 1:
<¢2n(z)72q>,u = 0 q=0,1,....,n—1
(p2n+1(2), 2% = 0 ¢g=0,1,...,n
= Caso 2: )
(p2n(2); zq)u = O q=0,1,...,n

<¢2n+1(z),ziq)# = 0 ¢g=0,1,....,n

Probaremos sélo el primer caso dado que la prueba para el segundo es similar. En efecto,
para r > 0 definimos las siguientes propiedades

(pong1(2),2M), =0 , 0<qg<r , n=rr+lr+2,... (1)

(pan(2), 29y, =0 , 0<q<r—-1, n=rr+lr+2... (Jy)

y probaremos por induccién que ambas son vélidas para todo r. Cuando r = 0, (Ip) es
vélida y (Jp) es vacia, por lo que ambas se cumplen. Asumamos que (I) y (J,.) son vélidas
para algin r > 0. Para (J,+1) también debemos comprobar que

(P2n(2),29)y =0, 0<qg<r , n=r+Lr+2,...
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esto es,
(P2n(2),2")y = 0 , m=r+1Lr+2,....

De (3.82) deducimos
<¢2n(2)7 zr>u - (52n<¢2n—1('z)7 Zr>u + 62n—1<¢2n—1(2)7 Zril>u + A2n—1<¢2n—2(2)7 ZT?l)u =0

dado que <¢2n71(2)azr>ﬂ = <¢2n71(z)7z7a—1>u =0de (IT) y <¢2n72('z)7zr—1>ﬂ =0de (JT)
Para (I,41) debemos comprobar que

<¢2n+1(z)7zq>u =0 ) OSqST—}—l ’ n:T+1,T+2,...

esto es,
<¢2n+1(z),zT+1>u =0, n=r+1r+2,....

De (3.83) tenemos que

= o [2¢2n+3(2) — (202013 + d2n+2) P2nt2(2)] -

Pan+1(2)
Asi,
<¢2n+1 (Z)v ZT+1>M

- Wlw [(P2nt3(2), 2" ) — Oonta(dans2(2), 20y — Sonta(donsa(2), 2" )]

—%am
= )\2271:22 <¢2”+2(Z)7 ZT+1>M

dado que (p2,43(2),2"), =0de (1) y (p2n42(2),2")y = 0 de (Jr41). Entonces, de (3.82),

(b2n41(2), 2 )

= %’fﬁ [ban2(boni1(2), 2"+ Gonga{dant1(2), 270 + Aony1(don(2), 27),]

—|82n 2
= el gy 11(2), 2,

dado que (¢2,+1(2),2"), = 0de (1) ¥ (p2n(2),2")u = 0 de (Jr41). Concluimos pues que

—|62n42/?
<¢2n+1 (Z)v ZT+1>M = )\n’<¢2n+1 (Z)a ZT+1>M
2n+2
y dado que _KS;:EP = 1‘_'?;;;122‘?2 # 1 debe verificarse (¢2,41(2), 2" 1), = 0. Una vez que

(3.89) y (3.91) han sido probadas resta comprobar las relaciones de ortogonalidad (3.90)
y (3.92). De hecho, de (3.82) deducimos

(P2n(2), 2"V = an(P2n—1(2), 2" ) + Azn—1(d2n—2(2), 2" ), (3.93)

dado que (¢2,—1(2),2" 1), = 0. De (3.83) también tenemos

P2n-1(2) = )\1 [2¢2n+1(2) — (202n41 + b2n) d2n(2)],
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por lo que
(Pan—1(2),2")y = ﬁ [<¢2n+1(2)7 Zn_1>u — O2n41(P2n(2), Zn_l)u - E(Qﬁ?n(z)a Zn)u]
= 9 (fon(2), 2"
dado que {Gan41(2), 2" 1), = (d2n(2),2" 1), = 0. Ahora, de (3.93)

. |52n|2
A2n

(P2n(2), 2" (P2n(2),2") + Aon—1(don—2(2), 2" )y

lo cual implica

Son |2 )
(1 + |)\22 | > <¢2n(2)7zn>u = )\2n—1<¢2n—2(2>, prg 1);1,
y asi
(P2n(2),2")u = AanAan—1(don—2(2), 2" ).
Continuando de esta manera obtenemos

(P2n(2),2") = (HM) Mo—H(l—\5k!2) po # 0

cumpliéndose (3.90). Podemos proceder de manera similar para comprobar

2n+1 2n+1
($2n41(2), ) (H Ak> po= ] (1—10k*) po # 0.

k=1

Resumiendo, podemos escribir
n

y dado que {¢(2)}72, es una base de A, vemos que y es cuasi definido. Para la demostra-
cién de la unicidad, asumamos que existe otro funcional lineal /i tal que {¢n(2)}72, dado
por (3.82) y (3.83) representa la sucesién ménica de polinomios de Laurent ortogonales
con respecto a este funcional y que fi(1) = pp. Debemos verificar que u = fi, es decir,
u(R) = fi(R) para todo R € A. Ahora bien, dado que {¢,(2)}72, es una base de A, y
debido a la ortogonalidad, para k > 1 tenemos

1 (Pk(2)) = (Dr(2), 1) = 0= (Pr(2), ) = fi (Pr(2)) -

Por otro lado, p(1) = po = (1) y se sigue la unicidad. Finalmente, el cardcter definido
positivo se sigue directamente de (3.94).

|

Nota 3.5.6 Del Lema 3.2.1 junto a (3.8) y (1.39) vemos claramente que el funcional p
es positvo definido, sty sdlo st, A, > 0 para todo n > 0.
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De la combinacién de los Teoremas 3.5.4 y 3.5.5 deducimos ahora el siguiente

Corolario 3.5.7 Denotemos por {xi(2)}32, a la familia de polinomios de Laurent con
respecto al ordenamiento equilibrado p(n) = E ["T‘H], verificando las relaciones (3.59) y
(3.61) donde, para todo n > 0, {0,}5°, es una sucesion de numeros complejos tal que
|0n] < 1 para todo n > 1, siendo {d(n)};>y v {An}02, las sucesiones dadas por (3.62)
y {12 la sucesion real dada por (1.32). Entonces, existe una tnica medida positiva p
tal que {xn(2)}22, es la correspondiente sucesion de polinomios de Laurent ortonormales
con respecto a L.

|

Nota 3.5.8 Debemos observar finalmente que si procedemos como en el Teorema 3.5.5,
de las leyes de recurrencia (3.22) y (3.23) también podemos deducir un teorema de Favard
para la familia de polinomios de Laurent ortogonales monicos {én(z)};’lozo con el que apa-
recerd un nuevo funcional lineal cuasi-definido fi. Asumiendo que p(1) = (1) = po #0 y
dado que se cumple

7 (0n(2) = i ($n(2)) = i (160 (1/2)) = (Ln(2))g = 0= 1 (#0(2)) , n=1,23,....,

se sigue que fi = p. Recordemos que ambas familias {dn(2)}5%y y {dn(2)}52, son bases

de A.

Comentamos finalmente que los dos temas analizados en esta secciéon han sido consi-
derados previamente en el contexto de la funciones racionales ortogonales con polos en E
(véanse los capitulos 3 y 8 de [18]).

3.6. Ejemplos numéricos

Con el fin de poner en practica numéricamente los resultados analizados en este capitu-
lo, supongamos que deseamos evaluar integrales de la formas:

1
flx)
————G(x)dxr , T=1,2,3,... 3.95
| e (3.95)
donde f(x) es una funcién continua en [—1,1], 5(z) > 0 una funcién peso en este intervalo
y A € R tal que |\| > 1. A tal fin proponemos dos métodos:

Método 1 Consideremos a y b dos niimeros cualesquiera reales positivos tales que

y efectuemos el cambio de variable x = h(t) = 5 (%). Entonces:

/11 MW = (b P a>r ('i') / b9<t>”t(f i (3.96)

donde g(t) = f(h(t)) y pu(t) = a(h(t)). La integral del lado derecho de la férmula (3.96)
podemos aproximarla ahora por una férmula de cuadratura de Gauss-Laurent.
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Método 2 Sea z = e |, x = %(z + 271) = cosf) y definamos la funcién peso simétrica
@(0) en [—m, 71| por

5(6) = 2"|a|" 6 (cosh)|sind)|
|z —alr

siendo la rafz de la ecuacién z? 4+ 2Xz + 1 =0 con |a| < 1, es decir,

AEVAZ T Gf A0,
A—VAZ1 if A<o.

; (3.97)

Entonces,

—Tr

Vi) [T
/ o) = | ateate)as (3.98)

oy 1 ei0+e—i9
g(e") = §f <2> .

La integral del lado derecho de la férmula (3.98) podemos aproximarla, en este caso, por
una férmula de Szeg6 con n nodos.

Para los experimentos numeéricos elegimos dos funciones peso particulares:
Caso 1: 5(z) = ———, funcién peso de Chebyshev de primera especie (z € (—1,1)).

Nl
La funcién peso u(t) = a(h(t)) es la funcién peso fuerte de Chebyshev de primera especie

en (a,b) dada por

1
b—tyt—a
Para esta situacion particular se conocen expresiones explicitas tanto para los correspon-
dientes nodos como para los pesos (véase [96]):

u(t) = 0<a<b<+o0.

2
ot = (B+ ) + VBT am)? — B | am= 1
Tn41—m

donde m = ]_,2,,]?(11) =F [TLTH]’

a_(\fb;\fa)Q . B=Vab , Vm—1+cos<2mn_17r>

_2m my

T n xp+ 87
Por otro lado, la funcién peso @(#) en [—m, 7] definida en (3.97) es una modificacién
racional de la medida de Lebesgue, digamos

I |” )
|Oé| . z= 629.

k=1,2,....,n , n>1.

w(l) = ———

() |z — al

Escogiendo los valores particulares A = 1,1,1,01, r = 1,2, la funcién suave f(x) =e* y

n = 10 (ndmero de nodos) fijo, estimaremos las siguientes cuatro integrales cuyos valores
exactos podemos computar con software MATHEMATICA.:

1 T
e
I = dx = 4,398898203 . . .
! /_1 VI—22z + 1,1
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T

1
I :/ c d
—1 V1 — 2%z + 1,01

z = 10,26398779 . ..

x

1
[3:/ © d
1 V1 — 22|z + 1,1)2

z = 15,06117492.. . .

€$

1
I = /
—1 V1 —a2?|z+ 1,01/
Para la funcién peso de Chebyshev de primera especie &(x), los nodos y pesos de la férmula
de cuadratura Gaussiana tienen expresiones explicitas (véase [79, pags. 114-115]). Debido

a la presencia de una singularidad préxima al intervalo de integracién, esperamos obtener
pobres resultados al aplicar tal férmula, quedando de manifiesto en las siguientes tablas:

dr = 414,4873459 . ..

r=1 Estimaciéon | Valor exacto r=2 Estimaciéon | Valor exacto

A=1,01|9,36117219... | 10,2639877... A =1,011 247,983129... | 414,487345...

A=1,1 | 4,39825773... | 4,39889820... A=1,1 | 15,0292310... | 15,0611749...
Tabla 1 Tabla 2

Con el fin de mejorar la lenta convergencia en este caso computamos los dos métodos

mencionados anteriormente:

Resultados para el Método 1

Eligiendo a = 1 implica b = 21 cuando A = 1,1 y b = 201 cuando A = 1,01.

Los nodos y pesos obtenidos son:

A=11

)

n =10

A =1,01

n =10

Nodos

Pesos

Nodos

Pesos

1,015968076
1,153792215
1,490163636
2,180737182
3,529658620
5,949583872
9,629771149

0,1140210017
0,1263777081
0,1541804078
0,2025926653
0,2733833654
0,3549351653
0,4257258654

196,7288912
164,9922240
113,4050389
60,84072229
24,34950355
8,254788423
3,303708313

0,5860819973
0,5786005592
0,5584974065
0,5095745959
0,3971049908
0,2312135400
0,1187439348

14,09241206 0,4741381229 1,772408016 0,0698211241

18,20085084 0,5019408226 1,218239230 0,0497179710

20,66994082 0,5142975291 1,021710633 0,0422365330
Tabla 3 Tabla 4

Las aproximaciones de las cuatro integrales anteriores son por tanto:

r=1 Estimacion Valor exacto r=2 Estimacion Valor exacto
A=1,01 1 10,26398781.. | 10,26398779.. A=1,01 | 414,487344.. | 414,4873459..
A=1,1 | 4,398898202.. | 4,398898203.. A=1,1 | 15,06117499.. | 15,06117492..

Tabla 5

Tabla 6



Capitulo 3. Familias de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia
128 unidad: “ordenamiento” equilibrado

Resultados para el Método 2
Expresiones de los momentos trigonométricos para r = 1,2 son

r=1

i :/ e 5(0)do =

k42

e (k(l—a?) +1+a?) si r=2

Usando el algoritmo split Levinson computado en lenguaje FORTRAN con doble precisién
obtenemos los nodos y pesos:

r=1,A=1,1 n =10
Nodos Pesos
0,5231956081 =+ 0,85221262357 0,4170158485

—0,9718655888 + 0,23553614867
—0,6941445801 + 0,71983560767
0,9425118124 £ 0,33417283474
—0,1205684668 £+ 0,9927050141

3,8990461817
1,5283999088
0,3334871136
0,6775681574

Tabla 7
r=1,A=1,01 n =10
Nodos Pesos
0,5077320439 + 0,86151504434 0,4552583228

—0,1556028488 + 0,9878196968¢
0,9406267445 £ 0,33944267197
—0,7396737275 £ 0,6729656581

—0,9871949772 £+ 0,15951826541

0,8023120227
0,3550340683
2,4403459272
18,1061357088

Tabla 8

r=2A=11

n =10

Nodos

Pesos

—0,7826063935 %+ 0,6225168535¢
—0,2523182279 £+ 0,9676443106¢
0,9315406380 £ 0,36363723657
0,4439464841 £ 0,8960533016%
—0,9823049310 £ 0,1872886076¢

5,7286222677
0,9628770791
0,1801413420
0,3067180364
28,7314933198

Tabla 9
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r=2,x=1,01 n =10
Nodos Pesos
0,9264937183 4+ 0,376310231: 0,2056746266
—0,8669062623 4 0,49847119514 30,7425691490
0,4037996706 4 0,9148474332i 0,3833193864
—0,3361546099 4 0,9418068158: 1,6432603190
—0,9954580194 4+ 0,09520153154 1080,4916890184

Tabla 10

Las aproximaciones de las cuatro integrales anteriores son

r=1 Estimacién | Valor exacto r=2 Estimacion Valor exacto

A=1,011 10,26398785.. | 10,26398779.. A=1,01 | 414,4873471.. | 414,4873459..

A=1,1 | 4,398898196.. | 4,398898203.. A=1,1 | 15,06117499.. | 15,06117492..
Tabla 11 Tabla 12

De las tablas 5-6 y 11-12 observamos que ambos métodos nos proporcionan resultados
numéricos similares, mejorando claramente en ambos casos los resultados obtenidos por
las férmulas Gaussianas.

Caso 2: (x) = V1 — 22, funcién peso de Chebyshev de segunda especie (z € [—1,1]).
La funcién peso p(t) = 6(h(t)) es la funcién peso fuerte de Chebyshev de segunda especie
en [a,b] dada por

w(t) = Vb —tvt —a.

Eligiendo los valores particulares A = 1,1,1,01, » = 1, la funcién suave f(z) = e y
de nuevo n = 10 (ntmero de nodos) fijo, estimaremos las siguientes dos integrales cuyos
valores exactos computamos con software MATHEMATICA:

; /1 er/1 — 12 /1 eTy/1 — 22
1:

EVC T dp =1,67594127475... , L= | " dy = 203543204817 ..
1+ 1 27 ) e+ 00

Los nodos y pesos de la férmula de cuadratura Gaussiana para la funciéon peso de
Chebyshev de segunda especie 6(x) tienen también expresiones explicitas (véase [79, pag.
115]). Como en el caso 1, debido a la presencia de una singularidad préxima al intervalo de
integracién, esperamos obtener pobres resultados usando tal formula, como se demuestra
en la siguiente tabla:

r=1 Estimacion Valor exacto
A=1,01 2,421155521 . .. 2,03543204817. ..
A=1,1 1,608794159. .. 1,67594127475. ..

Tabla 13
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De nuevo, para mejorar la lenta convergencia en esta situacién computamos los dos
métodos mencionados:

Resultados para el Método 1

De la relacién

/ fyvi-a2 = ! 9@
R A V1I=2? e+ A"
g(z) = f(2)(1 —a?),

podemos usar las férmulas explicitas para los nodos y pesos mencionadas en el caso 1. La
aproximacion de las dos integrales anteriores son:

r=1 Estimacion Valor exacto
A=1,01 2,035432052. .. 2,03543204817. ..
A=1,1 1,675941276 .. .. 1,67594127475. ..
Tabla 14

Resultados para el Método 2
Las expresiones de los momentos trigonométricos vienen dadas por

27| si k=0
pr = ma|al si k=1
—7lala*2(1 —a?) si k>2

cuandor =1,y

B 17407:2 si k=0
M —2r s Qo+ k—1—a2(k+3)) si k>1

cuando r = 2.
Computando de nuevo el algoritmo split Levinson en lenguaje FORTRAN con doble
precision obtenemos los nodos y pesos que mostramos en las siguientes tablas:

r=1,\=1,1 n =10

Nodos Pesos

0,8473567133 + £0,5310241053¢ 0,0809799064
—0,9095350917 + +0,4156271369: 0,4250829076
—0,5968012792 + £0,8023890784% 0,6749529041

0,4377179772 + £0,8991123247¢ 0,2923674821

—0,0996095352 + +0,9950266029 0,5427101048

Tabla 15
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r=1,XA=1,01 n =10

Nodos Pesos

0,8432691294 + +0,53749155841 0,0884264387
—0,9380253965 + +0,34656652397 0,8084274344
—0,6342873464 + +0,7730973821% 0,8785194976

0,4228259917 + £0,9062108921 0,3244615048
—0,1278951430 + £0,9917876952¢ 0,6277760750

Tabla 16

Mostramos finalmente, la estimacién de las dos integrales anteriores:

r=1 Estimacion Valor exacto
A=1,01 2,03543204774 . .. 2,03543204817. ..
A=1,1 1,67594127382. .. 1,67594127475 . . .
Tabla 17

De nuevo, los resultados numéricos obtenidos por ambos métodos son muy similares.



Capitulo 4

Familias de polinomios de Laurent
ortogonales en la circunferencia
unidad: “ordenamiento” general

4.1. Introduccion

En este dltimo capitulo consideraremos familias de polinomios de Laurent ortogona-
les en la circunferencia unidad con respecto a una medida positiva de Borel w y a una
sucesion generadora fija pero arbitraria p(n). Tales familias son necesarias para la obten-
cién de bases ortogonales de ciertos subespacios de L§(T), de modo que nuestro interés
se centrarda fundamentalmente en establecer, en este nuevo contexto, que lo “natural” y
“6ptimo” a la hora de escoger una sucesién generadora p(n) es que ésta sea alguna de las
dos equilibradas, constatandose tal hecho tanto en la construcciéon de férmulas de cuadra-
tura en la circunferencia unidad con maximo L-grado de precisién como en el andlisis de
la estructura de la matriz de representacion del operador multiplicacion en A.

En el capitulo primero se demostré que el problema de calular los nodos y pesos de
una férmula de cuadratura sobre intervalos finitos del eje real es equivalente al problema
de calcular los autovalores y la primera componente de los autovectores normalizados de
las matrices tridiagonales de Jacobi (que aparecen originalmente en [68]) asociadas a la
medida en cuestién (véase también [60]). Han sido varios autores los que han trabajado en
el problema andlogo en la circunferencia unidad, destacando cronolégicamente entre otros:
[63], [4], [5], [23] ¥ [105]. Sin embargo, fue el grupo formado por M.J. Cantero, L. Moral y
L. Veldzquez en [25] el que, con la idea bésica de ortonormalizar 1,z, 271, 22,272 ... (es
decir, a partir de la sucesién generadora p(n) = E [%] considerada en el capitulo anterior)
dedujeron una expresiéon matricial pentadiagonal para el operador multiplicacién en A,
cuyos elementos se expresan en términos de los coeficientes de Verblunsky y la cual puede
ser factorizada como producto de dos matrices tridiagonales. Esto permitira resolver el
problema de encontrar los nodos y pesos de las formulas de Szeg6 via problema de auto-
valores y autovectores de matrices penta-diagonales, frente a las matrices de Hessenberg
(véase por ejemplo [4], [46] y [47]), por lo que hablamos pues, del andlogo a la matriz de
Jacobi en la circunferencia unidad. Tal representacién originé lo que B. Simon ha deno-
minado teorfa CMV (véase [93] y [95]), la cual ha tenido un gran impacto en los dltimos
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cinco anos.

El capitulo se organiza como sigue: en la segunda seccién recordamos el concepto de
familia de polinomio de Laurent ortogonal con repecto a una medida en la circunferencia
unidad y a una sucesion generadora, estableciendo ahora en este contexto general tanto
una conexién con la familia de polinomios de Szeg6 con respecto a dicha medida como una
ley de recurrencia a tres términos y un teorema de Favard que generaliza el mismo para
el caso polinémico ordinario y para los ordenamientos equilibrados (Teorema 3.5.5) que
ya hemos comentado a lo largo de esta Memoria. En la tercera seccién consideraremos el
operador multiplicacién en A, analizando la estructura de la matriz de representacién de
éste en funcion del ordenamiento elegido y probando que esta estructura es la més estrecha
cuando el ordenamiento es uno de los dos equilibrados, recuperando de esta manera la
teoria CMV. Como ejemplo particular eligiremos un ordenamiento para el que tal matriz
de representacién es heptadiagonal. En la cuarta seccién estudiaremos, por un lado, las
férmulas de cuadratura en la circunferencia unidad con maximo grado de precision, es
decir exactas en subespacios de Laurent lo mas grande posible. De nuevo, probaremos
que el caracter 6ptimo se alcanza cuando la sucesién generadora elegida coincide con
alguna de las dos equilibradas. Por otro lado, analizaremos en este contexto el problema
de autovalores comentado, dando una demostracién alternativa y mucho mas simple del
procedimiento para calcular los nodos y pesos de las formulas de Szegé con un enfoque
matricial. Para finalizar el capitulo llevaremos a la practica los resultados de la seccion
previa considerando la funcién peso particular de Rogers-Szego.

4.2. Polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia
unidad. Leyes de recurrencia

Consideremos la familia de subespacios {£,,}>°, verificando (3.3) siendo {p(n)}°,
una sucesién no decreciente de enteros no negativos cumpliendo p(0) = 0,0 < p(n) <ny
s(n) = p(n) —p(n—1) € {0,1} paran > 1 (p(n) es lo que hemos definido una sucesién
generadora). En algunos casos sera conveniente definir p(—1) = 0, por lo que s(0) =
0. Definimos pues L, segin (3.4), teniéndose que {q(n)} >, es también una sucesién
generadora, que A = | J77 o Ly, si y sélo si, limy,—oop(n) = lim,—ocq(n) = co y ademds se
cumple (3.5). De este modo decimos que {p(n)}>2, ha inducido un orden en A, que en el
capitulo anterior prefijibamos: p(n) = E [%] yp(n)=FE [”%rl] induciendo respectivamente
los 6rdenes (3.1) y (3.2).

Consideremos ahora una medida positiva de Borel w con soporte en T y supondremos
sin pérdida de generalidad que estd normalizada por la condicién ffﬁ dw(0) =1 (es de-
cir, una medida de probabilidad), la cual induce el producto interior (1.27). Siguiendo la
construccion del capitulo anterior, si aplicamos el proceso de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt para todo n > 1 en el espacio £,, obtenemos la familia {¢,(2)}°2 (esencialmente
unica salvo factor multiplicativo) de polinomios de Laurent ortogonales con respecto a la
medida w y a la sucesién generadora {p(n)}5>, la cual verifica (3.6). El polinomio de
Laurent ¢, (z) € £,\L,—1 diremos que tiene L-grado n. Para seguir con la misma nomen-
clatura, denotaremos por {¢,(2)}>2, v por {xn(2)}°2, a las correspondientes familias de
polinomios de Laurent ménicos ortogonales y ortonormales respectivamente con respecto
a la medida w y a la sucesién generadora {p(n)}>,. En cuanto a la familia ortogonal



4.2. Polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad. Leyes de
recurrencia 135

moénica entendemos el concepto de coeficiente director como el coeficiente del monomio
24§ 2P cuando s(n) = 0 6 s(n) = 1 respectivamente mientras que en cuanto a la
correspondiente familia ortonormal, entendemos que x, = 1 para todo n > 1 en (3.6),
la cual queda tnicamente determinada si imponemos que tales cantidades sean positivas.
Adoptaremos también la notacion {¢n,(2)}5%, v {Xn(2)}5%, para las correspondientes fa-
milias de polinomios de Laurent moénicos ortogonales y ortonormales respectivamente con
respecto a la medida w y a la sucesién generadora {g(n)}°2,. Recordemos también que
cuando p(n) = 0 y por tanto g(n) = n para todo n > 0 tendremos que L, = P, y la fa-
milia de polinomios de Laurent coincidira con la familia de polinomios de Szeg6, es decir,
¢n(2) = pn(2) ¥y Xn(2) = ¢n(z) para todo n > 0.

Los préoximos dos resultados son una generalizacién de los Lemas 3.2.1 y 3.2.2 del
capitulo anterior. El primero establece una relacion directa entre las familias de polinomios
de Laurent ortogonales con respecto a las sucesiones generadoras {p(n)}°2, v {q(n)}>2,.
mientras que el segundo establece una relaciéon también directa entre la familia de polino-
mios de Laurent ortogonales y la familia de polinomios ordinarios de Szegd. Este ultimo
resultado explica como construir familias de polinomios de Laurent ortogonales en la cir-
cunferencia unidad, y como ya comentamos, establece un resultado totalmente diferente
a lo que ocurre cuando la medida tiene su soporte en el eje real. Las demostraciones de
ambos resultados para ordenamientos equilibrados aparecen en las Proposiciones 2.1 y 2.2
de [25].

Lema 4.2.1 Sea {(,(2)}22, una familia de polinomios de Laurent ortogonales con respec-
to a la medida w y a la sucesion generadora {q(n)}>2 . Entonces, (n(z) = n«(2) para todo
n > 0, siendo {Yn(z)}n>0 la familia de polinomios de Laurent ortogonales con respecto a

la medida w y la sucesion generadora {p(n)}>2,.

Demostracion.- Se comprueba facilmente que haciendo L, = A_y , entonces

n),p(n)
Zn = ﬁn* = {L* . L € En = A—p(n),q(n)} ’

|

Lema 4.2.2 Las familias {¢n(2)}22y v {xn(2)}22, son las sucesiones de polinomios de
Laurent ménicos ortogonales y ortonormales respectivamente en la circunferencia unidad
para la medida w y el orden inducido por la sucesion generadora {p(n)}22,, siy solo s,

pn(2) - _ enl(2) - _
— Zp(n) 51 S(n) - 0 — Zp(n) 5t S(n) N 0 4 1
#n(2) { ZZ((f)) si s(n)=1 R ii}((f)) si s(n)=1" -y

siendo {pn(2)}52 o v {en(2)}22, las familias de polinomios ordinarios mdnicos y ortonor-
males de Szegd respectivamente para la medida w.

Demostracion.- Probando el caso ménico se sigue directamente el caso ortonormal de
las relaciones (3.9) y (3.10).
“ =" Dado que

n(2) L Ln1=A_pn_1),4n-1) = span {zj :—pn—1)<j<gq(n-— 1)} ,
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podemos escribir (¢, (2),27), = 0 para —p(n — 1) < j < q(n — 1), lo cual implica
(an(z)zijdw(a) =0 y &= ei@ ) _p(n - 1) SJ < Q(n - 1)

Asumamos primero que s(n) = 0. Entonces, dado que ¢,(z) = ]jg((f)) es monico, esto

significa que By,(z) es un polinomio ménico de grado exacto n verificando

™
/‘BM@z@wme@:o ,z=€?  —pn—1)<j<qn—1)
—T
o equivalentemente, (B, (z), 2/ ™), = (B,(2),27), = 0 para 0 < j < n — 1. Por tanto,
B, (z) = pn(2). El caso s(n) = 1 se prueba de manera similar.

“ <7 La demostracién es trivial de las condiciones de ortogonalidad para p,(z) y
pi(z) cuando s(n) = 0y s(n) = 1 respectivamente.

a

Del Lema 4.2.2 vemos que los ceros de ¢, (z) para n > 1 no pueden caer en T, y no
pueden ser usados por tanto como nodos en una férmula de cuadratura. Para solucionar
este inconveniente introduciremos en la seccién cuarta los polinomios de Laurent “cuasi
ortogonales”. El siguiente resultado es una ley de recurrencia a tres términos para la familia
{n(2)}52, que involucra multiplicacién por z y por 21, generalizando los Teoremas 3.2.4
y 3.2.7. Definimos para este resultado p(—1) = 0 y por tanto s(0) = 0.

Teorema 4.2.3 La familia de polinomios ménicos de Laurent {¢n(2)}72 con respecto a
la medida w y a la sucesion generadora {p(n)}o, satisface paran > 2 la ley de recurrencia
a tres términos

¢n(z) = (Aan + anl—Qs(n)) ¢n—1(z)+

(_1)1+s(n—2)—s(n—1)DnEn,,7721_lzl—s(n)—s(n—2) ¢n72(z) (42)
con condiciones iniciales
o(z) =1, ¢1(2) = K1+ 21720 (4.3)
donde W
6 s os(1)=0
Kl_{él si s(l)=1
Yy para n > 2,
1 si s(n) # s(n—1)
A, = (5,25_(?)_1 si s(n)=s(n—-1) ,s(n—2)=0 , (4.4)
(5n_1)1_25(n) i s(n)=s(n—-1) ,sn—-2)=1
[ o si os(n)=0
Bn_{én si s(n)=1" (45)
1 si s(n)=s(n—1)
C, = 62(111_1)_8@) si s(n)#sn—1) ,s(n—2)=0 , (4.6)
(5n_1)5(n)_s(n_l) si s(n)#sn—1) , s(n—2) =
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0y si s(n—1)=s(n)=0
D,=¢ 6, si s(n—1)=s(n)=1 (4.7)
1 si s(n—1)#s(n)
1/0n—1 si s(n—2)=s(n—1)=
E,=4¢ 1/0p—1 si s(n—2)=s(n—1)=1 . (4.8)
1 si s(n—2)#s(n—1)

Como es usual, {6,152, denota la familia de coeficientes de Verblunsky asociada a la
medida w y {nn}52 la sucesion real dada por (1.32). En los casos s(n —2) = s(n —1) la
ley de recurrencia a tres términos existe, si y solo si, 6p,—1 # 0.

Demostracion.- Las condiciones iniciales (4.3) se siguen del Lema 3.2.1 y (1.40). Consi-
deremos, para n > 2, los ocho casos (s(n), s(n — 1),s(n —2)) = (i,5,k) con 4, j, k € {0,1}.
Ya hemos establecido la demostracién para los casos equilibrados (0,1,0) y (1,0,1). Pro-
cediendo de la misma manera (haciendo uso del Lema 4.2.1 y de la ley de recurrencia para
los polinomios de Szeg6 (1.40)) obtenemos:

1. Caso (0,0,0):

On On
00 = (o 4 2) Gua(e) = 3 130na(2) (49)

2. Caso (0,0,1):
O (2) = (Ondn—1 + 2) Gn1(2) + Ont2_ 1 In—2(2). (4.10)

3. Caso (0,1,1):

ou(2) = (824 5= ) Gua(2) = ot 160 (@)
n—1 n—1
4. Caso (1,0,0):
. 1 1
bn(z) = <5n + W) bn_1(z) — Enz,l(ﬁn_g(z). (4.12)
5. Caso (1,1,0):
n(2) = (Badu1 4 1) 60a2) + B 16, (4.13)
6. Caso (1,1,1):
51 5,
00 = (52 + 1) bua(s) = 2t 102l (414

Junto con las dos restantes expresiones ya demostradas para los casos equilibrados escri-

bimos finalmente todas estas leyes de recurrencia a tres términos en la forma cerrada (4.2)
junto a (4.3)-(4.8).

|
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Nota 4.2.4 Si consideramos la familia de polinomios de Laurent ortonormales {xn(2)}22,,
la relacion (4.2) se convierte en

Mxn(z) = (AnBn + Crz!=200) 0y (2)+ (4.15)
(_1>1+s(n72)75(n71)DnEnnn_lzlfs(n)fs(nf%Xn_Z(Z)
con las condiciones iniciales x;(z) = de:i((zz))\\w para i =0, 1.

Nota 4.2.5 Observemos que como consecuencia de la restriccion 0,—1 # 0 cuando s(n —
2) = s(n—1) en el Teorema 4.2.3 se deduce que, en general, no existe una ley de recurrencia
a tres términos para polinomios de Szegé. En el caso de disponer de una sucesion de
coeficientes de Verblunsky que verifique 6, # 0 para todo n > 1 podremos computar tal
familia del Teorema 4.2.8 a través de la ley de recurrencia a tres términos

pn(2) = P [(571 + 6n-12) pn—1(2) — 5n7772L—1an—2(Z)} , n=2

con las condiciones iniciales
po(z2) =1, pi(z) =01+ 2.

El siguiente resultado completa la equivalencia entre leyes de recurrencia, probando
que (4.2)-(4.8) implica la ley de Szeg6 (1.40). La prueba en los casos equilibrados quedé es-
tablecida en el Teorema 3.2.5, y la prueba cuando se considera un ordenamiento general
arbitrario puede realizarse con argumentos similares partiendo en este caso de la correspon-
diente ley de recurrencia (4.9)-(4.14). En el siguiente resultado consideramos una sucesién
generadora fija pero arbitraria y probamos un resultado similar, pero esta vez sin hacer
uso de condiciones de ortogonalidad, por lo que no podemos aplicar el Lema 4.2.2 en este
€aso.

Teorema 4.2.6 Sea {p(n)}n>0 una sucesion generadora y definamos p(—1) = 0. Conside-
remos {s(n)}n>0 definida por s(n) = p(n) —p(n—1) y una sucesion arbitraria de nimeros
complejos {6, }02 donde 6o =1 y |6,| # 1 para todo n > 1. Supongamos que 6p—1 # 0 si
s(n—2) =s(n—1). Sea {pn(2) }n>0 la sucesion de polinomios de Laurent definida por la
ley recurrente (4.2) junto a (4.4)-(4.8) y las condiciones iniciales (4.3). Entonces,

1. Para todo n >0, ¢n(z) es un polinomio mdnico de Laurent con ¢n(z) € Lo\Ln—1.

2. Escribamos ¢p(z) = Nal2) cop Ny, (z) € P, y hagamos Fy(z) = No(z) =1y

Zp(’ﬂ)

Fn(z):{ %:8 " ZEZC? a1 (4.16)

Entonces, {Fy(z)}02, satisface la ley de recurrencia

Fu(2) = 20 1(2) + 0,F, ()

= - |
Fi(2) = 0zFua(2) + Fr 4 (2) "2 (4.17)
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Demostracion.- (1) Procediendo por induccién se prueba para todo n > 1 que ¢, (z) €
L, \L,_1y que los coeficientes de los monomios 29(™) y 2=P(") son iguales a 1 cuando s(n) =
0 y s(n) = 1 respectivamente, que el coeficiente del monomio 2P es igual a 8, cuando
s(n) = 0y que el coeficiente del monomio 29(™ es igual a &, cuando s(n) = 1. La afirmacién
se verifica para n = 1 de las condiciones iniciales (4.3) y la demostracién se alcanza por
induccién de (4.2) dividiendo por separado en los ocho casos (s(n),s(n —1),s(n —2)) =
(i,4,k), con i, 5,k € {0,1}.

(2) Procedemos también por induccién. De (4.3) claramente se sigue que Ny(z) =1y

_f itz sios(1)
Nl(z)_{(5112+1 si s(1)

0
1

Y

implicando que F(z) = 2Fy(z) + 61F;(2). Supongamos (hipétesis de induccién) que

Fn_l(z) = an_Q(Z) + 5n—1F:Z_2(Z)
Fr_(2) = 0p12Fp2(2) + Fi_5(2)

(4.18)

De (4.2) obtenemos para n > 2 que

JZ;L((f)) = (ApBn + Cp2'~2) Z%Y—%%JF
) s(n— a(m)—s(n— Ny
(_1)1+s(n 2)—s(n I)DnEnnr%flzl s(n)—s(n—2) Zp(n)—[s(n?ii)(n—l)]

lo cual implica la siguiente relacién de recurrencia para la familia de polinomios ordinarios

{Nn(2) }n>2:

No(2) = (AnBpz*™ + Cpzt=5MW) N,y (2)+

(_1)1+S(n72)fs(n71)DnEnngl_121+s(n71)fs(n72)Nn_2 (Z) (419)

Consideremos ahora los cuatro casos (s(n),s(n — 1),s(n —2)) = (0,7,k), con j, k € {0,1}.
De (4.18) y de la relacién (4.19) se deduce:

» Caso (0,0,0):

z) — 55?17772%12]\7%2(2)

Ny-1(2) = np 1 2Nn—2(2)]

ZNp—2(2) 4+ 01 N;i_o(2) — mi_ 1 2Nn—2(2)]
001122 Nn—2(2) + 61N} _5(2)]

12Ny —2(2) + Nji_5(2)]

_1(2)-

Np(z) = on_ 4

SN—
5
1
=

[SEN

S |

>
>
S
[S
——

[un

=2

++ + + +
S O o

L3 {l
Sl

|

= Caso (0,0,1):

Np(z) = (K‘Sn + Z) Np—1(2) + 5n7772z—1Nn—2(Z)

2Np-1(2) + 0 [0n—1Np—1(2) + 1051 Np—2(2)]

zNn-1(2) On—12Ny3_5(2) + |0n-1*Nn—2(2) + U?L—an72(z)]
= zNp_1(2) On—12N}:_o(2) + Np—o(2)]

= zNp_1(2) + 0N, _1(2).

+ 0n
+ 0n
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» Caso (0,1,0):

Nu(2) = (64 6n—12) Np—1(2) + n2_122N,_2(2)
= 0pNp-1(2)+ 2 [5n,1Nn,1(z) +77721 12Ny — a( ]
= 0nNn—1(2) + 2 [|0n—1?2Nn—2(2) + 0n—1 N} _5(2) + n2_12Nn—2(2)]
= 0pNp-1(2)+ 2 [an,g(z) + 61N _5(2 )]
= 0nNp—1(2) + 2N} _1(2).

» Caso (0,1,1):

Na(z) = (00t 572=) Nuo1(2) = 5212 Na(2)
= 6, Np_1(2) +z§n1_1 [Ny—1(2) = n2_1 Np—a(2)]
= 6, Np—1(2) +Z§n171 [577, 12N} _5(2) + Np—2(2) —77721_1]\7”,2]
= 0pNp—1(2) +Z<5n1_1 [0n—12N}_5(2) + |6p—1*Nn—2(2)]
= 6uNn1(2) + 2 [2NF_o(2) + 61 Npa(2)]
= 0nNp—1(2) +ZN271(2)-

Finalmente, la prueba para los cuatro casos restantes se obtiene de las cuatro pruebas
anteriores tomando en ambos lados de las igualdades la operacion super-estrella.

a

Para finalizar esta seccién consideramos un teorema de Favard para la sucesiéon moéni-
ca de polinomios de Laurent {¢,(z)}°°, respecto a una sucesion generadora arbitraria
{p(n)}5°yt. La demostracién que presentamos, que es bastante simple (compérese con la
del Teorema 3.5.5 para los casos equilibrados), estd basada en las anteriores leyes de recu-
rrencia y en el Teorema 4.2.6. De nuevo debemos tener presente los conceptos de familias
de polinomios de Laurent ortogonales con respecto a un funcional lineal cuasi definido y
definido positivo, establecido también en el capitulo anterior.

Teorema 4.2.7 (Favard) Sea {p(n)}n>0 una sucesion generadora, definamos p(—1) =0
y la sucesion {s(n)}n>0 por s(n) = p(n) —p(n — 1) € {0,1}. Consideremos una sucesion
arbitraria de nimeros complejos {0 }n>0 con dg =1, |6,| # 1 para todo n > 1 y definamos
{Dn}n>1 por Ay = 1 — |8,]%. Supongamos también la restriccion 6,—1 # 0 en los casos
s(n—2) = s(n—1). Sea {pn(2)}n>0 la sucesion de polinomios de Laurent definida para
n > 2 por la ley de recurrencia

¢n(z) = (Aan + anleS(n)) ¢n—1(z)

—|-(_1)1+5(”—2)—5(n—1)DnEn)\n_lzl—s(n)—s(n—2)¢n_2(Z) (4‘20)

con las condiciones iniciales (4.3) y donde A,,, By, Cpn, Dy, y E,, son constantes complejas
dadas por (4.4)-(4.8). Entonces, fijado pp € R\{0} eziste un tnico funcional lineal cuasi
definido p tal que p(1) = po y {dn(2)}02, es la sucesion de polinomios monicos de Laurent
con respecto a v y el orden inducido en A por la sucesion generadora {p(n)}n,>0. Ademds,
st tomamos po > 0 entonces p es definido positivo, si y sdlo st, |6, < 1 para todo n > 1.

'Recordemos las referencias ya comentadas en el capitulo 3: [2],[50] y [71].
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Demostracidon.- Del Teorema 4.2.6 vemos que paran > 1, ¢, (2) € L,\L,—1 de manera

que podemos escribir ¢, (z) = ]:;((nz))

polinomios ordinarios {pn(z)}n>0 por

con Np(z) € P,. Si definimos ahora la sucesién de

[ Nu(2) si s(n)
pn(z){ Ni(z) si s(n)

0
1

)

entonces, las relaciones (4.17)-(4.16) se convierten en (1.40). Asi, haciendo uso del Teorema
de Favard en el caso polinémico ordinario vemos que la familia {p,(2)}n>0 representa la
familia de polinomios ménicos ortogonales (polinomios de Szegd) con respecto a un inico
funcional lineal cuasi definido p con u(1) = po y definido positivo, si y sélo si, ug > 0y
|0n| < 1 para todo n > 1. Finalmente, la prueba se sigue del Lema 4.2.2 que claramente se
cumple cuando la medida p es reemplazada por un funcional lineal cuasi definido (positivo)
o definido positivo.

4.3. El operador multiplicacion en A

De las leyes de recurrencia equivalentes probadas en el capitulo anterior cabe obser-
var que las dadas por (3.11)-(3.12) y (3.22)-(3.23) involucran multiplicacién por z y 2~}
conjuntamente mientras que la dada en la Proposicién 3.2.9 involucra sélo multiplicacién
por z. Es esta ultima ley recurrente la que va a jugar un papel fundamental en la presente
seccion. Comencemos considerando el operador multiplicacién definido en A:

M: A — A
L(z) — zL(z2) "~

Como hemos visto, si consideramos la sucesiéon de polinomios de Laurent ortonormales
con respecto a la medida w y la sucesién generadora p(n) = 0 para todo n > 0, entonces el
n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal coincide con el n-ésimo polinomio ortonormal
de Szego, para todo n > 0. Dado que el operador M deja invariante al espacio P, tomando
{pn(2)}22, como base de P se obtiene la siguiente representacién matricial de la restriccién
de M a IP (véase por ejemplo [58], [63] 6 [95]):

h070 h()’l 0 0 0
hio hii hiz 0 0
0

H(o) = hao ha1 haa has (4.21)
Los elementos de esta matriz, con estructura de Hessenberg, vienen dados por
—830it1 [Ty e if 5=0,1,...,i—1,
hij=1q —0idit1 if j=1, (4.22)

Ni+1 if j=i+1.

Si consideramos ahora la sucesién generadora p(n) = E [%] se sigue de la ley de recurrencia

dada en la Proposicién 3.2.9 la siguiente matriz penta-diagonal (representacion CMV,
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véase [95]) para el operador multiplicaciéon M (véase [25]), la cual puede expresarse como
producto de dos matrices tri-diagonales:

*51 m 0 0 0 0 0
—mdy —016y —md3 1213 0 0 0
mmn2 51772 —5253 5273 0 0 0
) = 0 0  —md —56 —mds s O
0 0 M3Na  O3ma  —0405 dams O
1 0 0 0 0 0 -6 m O 0 0 O
0 =0, 72 0 0 0 m 6 0 0 0 0
0 m & 0 0 0 0 0 —d3 m3 0 0
= 0 0 0 —64 m4 O 0 0 mn3 63 0 0
0 0 0 mny 04 O 0O 0 0 0 =6 mns
(4.23)
Ademss, es facil comprobar que la matriz de representacién cuando se escoge la sucesién

generadora p(n) = E [%EL] es precisamente C(5)7.

El propésito de esta seccién es analizar la estructura de la matriz de representacién
para el operador multiplicacién M cuando se considera una sucesién generadora fija pero
arbitraria. Comenzamos con el siguiente resultado, que es una generalizacién de la Pro-
posicién 2.4 en [25] donde se prefijaron las familias de polinomios de Laurent ortogonales
asociadas a los ordenamientos equilibrados.

Teorema 4.3.1 Sea {xn(2)}22 la familia de polinomios de Laurent ortonormales respec-
to a la medida w y la sucesion generadora {p(n)}>2, y supongamos que lim,,_,~ g(n) = oo.
Entonces, para cada n > 0 existe k = k(n) > 1 yt = t(n) > 1 tal que zxn(2) €
span{ant(z)’ T an-i—k(z)}} es decir

n+k

ZXn(Z) = Z an,sXs(Z) , Qns = <ZXTL(Z)7XS(Z)>UJ'

s=n—t
Ademds, k = k(n) y t =t(n) se definen como sigue:
1. k=1sis(n+1) =0y en otro caso k > 2 se define verificando s(n +1) = --- =
sin+k—-1)=1, s(n+k)=0.
2.t=1sis(n—1) =1y en otro caso t > 2 se define verificando s(n —1) = --- =
s(n+1—-t)=0,s(n—t)=1.

Demostracion.- Por un lado, dado que x,(z) € L,, entonces

1
zxn(2) € 2L, = span{W, e ,zq(")+1} C Lok

con k = k(n) > 1. Obsérvese que la condicién lim,_. ¢(n) = oo garantiza la existencia
de k. Por otro lado, dado que x,(z) L £,_1 entonces

1
an(z) 1L zLh_1= span{m7 . ’Z(I(nfl)Jrl} S Lo 1
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con t =t(n) > 1. Como zxn(2) C Lotk ¥ 2Xn(z) L L,—1-+ se concluye la prueba.
O

A partir del Teorema 4.3.1 podemos analizar ahora la matriz de representacion del
operador M con respecto a una sucesion generadora arbitraria de manera que posea el
nimero minimo de diagonales principales. Como hemos visto, los ordenamientos equili-
brados dan lugar a matrices penta-diagonales, y podriamos preguntarnos si existen otras
posibles sucesiones generadoras que den lugar a matrices de representaciéon con un niime-
ro de diagonales menor o igual que cinco. Al respecto comenzamos remarcando que una
representacion pentadiagonal se obtiene cuando ocurre alguno de los tres casos siguientes:

1. k(n) =1, t(n) <3 para todo n,
2. k(n) <2, t(n) <2 paratodo n, (4.24)
3. k(n) <3, t(n) =1 para todo n.

Tenemos por tanto las siguientes consideraciones:

1. Lema 4.3.2 No se obtiene una representacion penta-diagonal si {s(n)}n>1 contiene
tres 0 mds ceros o unos consecutivos.

Demostracion.- Del Teorema 4.3.1 se sigue que un bloque (s(n),s(n + 1),s(n +

2),s(n + 3),s(n+4)) = (1,0,0,0,1) implica (k(n),k(n + 1),k(n +2)) = (1,1,1)
con k(n+3) > 2y (t(n+ 1),t(n + 2),t(n + 3),t(n +4)) = (1,2,3,4) mientras
que un bloque (s(n),s(n + 1),s(n + 2),s(n + 3),s(n +4)) = (0,1,1,1,0) implica
(k(n),k(n+1),k(n+2),k(n+3)) = (4,3,2,1) y t(n + 1) > 2 con (t(n + 2),t(n +
3),t(n +4)) = (1,1,1). La prueba se sigue dado que la condicién (4.24) falla en
ambas situaciones. De aqui, la prueba cuando {s(n)},>1 contiene més de tres ceros
0 unos consecutivos es trivial.

|

Como consecuencia del Lema 4.3.2, el niimero de ceros o unos consecutivos en la
sucesion {s(n)},>1 es como méaximo dos.

2. Si el nimero de ceros o unos consecutivos es precisamente uno para todo n entonces
la situacion se corresponde con las sucesiones generadoras:

s =53] . =8|

y como ya hemos comentado, se obtiene la representacién matricial penta-diagonal
C(d) y C(6)T respectivamente.

Concentrémonos a continuacién en lo que ocurre si aparecen dos ceros o unos conse-
cutivos en la sucesién {s(n)},>1. De hecho, un bloque de la forma

(s(n),s(n+1),s(n+2),s(n+3)) =(1,0,0,1)

implica t(n+2) =2, k(n+2) > 2, t(n+3) =3, k(n+3) > 1 y por lo tanto no se obtiene
una representacion penta-diagonal dado que no se cumple la condicién (4.24). Supongamos
ahora un bloque de la forma

(s(n),s(n+1),s(n+2),s(n+3)) =(0,1,1,0).
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Si s(n — 1) = 0 entonces t(n + 1) = 3 y k(n + 1) = 2 mientras que si s(n — 1) = 1
entonces t(n) =1, k(n) =3 y t(n+ 1) = k(n+ 1) = 2, implicando en ambos casos que
la situacién (4.24) no se cumple. Observemos que este argumento es valido para todo
n > 2, pero realmente se cumple para n > 0. De hecho, si consideramos las sucesiones
generadoras p(n) = E [%!] para todo n > 2 con p(0) = p(1) = 0 6 p(n) = E [2] para
todo n > 2 con p(0) = 0y p(1) = 1 entonces es facil comprobar que se obtiene una matriz
de representacién no penta-diagonal. Resumiendo establecemos el siguiente

Teorema 4.3.3 La matriz de representacion del operador multiplicacion M es penta-
. , ‘ , o n] < o n41 . :
diagonal, si y sdlo si, p(n) = E [5] 6pn)=FE [?] Ademas, esta representacion es la
mds estrecha en el sentido de que cualquier otra representacion matricial para otro orde-
namiento inducido por otra sucesion generadora da lugar a una representacion matricial

[-diagonal con 1l > 6.

Nota 4.3.4 Nuestra deduccion del Teorema 4.3.3 usa meramente condiciones de ortogo-
nalidad. Este resultado ha sido recientemente probado en [28] usando técnicas de Teoria
de Operadores.

Ejemplo 4.3.5 Supongamos que el espacio A se expande segin la base ordenada
{1,z,zfl,z2,z*2,z 20,25,z T,z TR0, 2,2 L%

Aqui {s(n)}n>1 = {0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,...}, limy, oo p(n) = limy oo g(n) = 00 y
se observa que

zx0(2) € span{xo(2), x1(2)} , zx1(2) € span{xo(2), x1(2), x2(2), x3(2)}-

De la sucesion {s(n)}n>1 y del Teorema 4.3.1 construimos las sucesiones {t(n)}n>2 =
{2,1,2,1,1,2,3,1,...} y {k(n)}n>2 = {1,3,2,1,1,3,2,1,...}. Tales sucesiones nos in-
dican el nimero de elementos no nulos en cada fila y en cada columna de la matriz.
Ahora, podemos obtener los coeficientes de la matriz en términos de los polinomios or-
tonormales de Szegd haciendo uso de la formula dada en el Teorema 4.3.1 y del Lema
4.2.2, deduciendo expresiones de la forma (2'f(2),9(2)). donde | > 0 y f(2),9(z) €
{on(2) }n>0U{¥} (2) }n>0. Algunas de estas cantidades se pueden calcular explicitamente en
términos de la familia de coeficientes de Verblunsky (véase [95, Capitulo 1]). Las cantida-
des restantes podemos obtenerlas de estas formulas y de las relaciones (1%, (2), on(2))0 =
(NG (), (2 § (2 (), pn(2)hs = (G0 (2), o(2)) las cuales se cum-
plen para todo t € Z, n,m > 0, y dado que ¢} (z) = 2"p,(z) cuando z € T. El resultado
es la siguiente matriz de representacion con estructura hepta-diagonal:
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—d1 m 0 0 0 0 0 0 0 0
—mdy  —0102 —m2d3  mam3 0 0 0 0 0 0
mnz  01m2 —d203  dam3 0 0 0 0 0 0
0 0 —m3ds —030s —mubs —mamsde  NansTe 0 0 0
0 0 n3na O3na —0ad5  —0amsde  OaTsMe 0 0 0
0 0 0 0 5 *(55 56 557]6 0 0 0
0 0 0 0 0 *77657 *%57 nr 0 0
0 0 0 0 0 —men7ds —denrds  —070s  —mgde  —Msnedio
0 0 0 0 0 neN7ls  Oenrns  O7ns  —0sdy  —0sn9d1o
0 0 0 0 0 0 0 0 M9 —59(510
0 0 0 0 0 0 0 0 0 *771051 1

Concluimos finalmente esta seccién considerando brevemente el operador de multipli-
cacion inverso N definido en A, a saber:

N: A — A
L(z) — 1L(2)~

Nuestro primer resultado es un analogo al Teorema 4.3.1 cuya demostraciéon omitimos.

Teorema 4.3.6 Sea {xn(2)}5>, la familia de polinomios de Laurent ortonormales con
respecto a la medidaw y la sucesion generadora {p(n)};2, y supongamos que lim, 0o p(n) =
co. Entonces, para cada n > 0 eziste k = k(n) > 1yt = t(n) > 1 tal que Ixn(2) €

span{X,,_i(2), s X, ;(2)}, es decir

n+k

Z anp sXs >

dn,s = @ ) (425)

7Xn

con agp dada en el Teorema 4.53.1. Ademds, definimos k = k(n) yt=1t(n) como sigue:

1. k=1si s(n+1) =1y en otro caso k > 2 se define verificando s(n+1)=---=
s(n+k—1)=0, s(n+k)=1.

) = 0 y en otro caso t > 2 se define verificando s(n —1) = --- =
1, s(n—1t)=0.

2.t=1 sis(n—
s(n+1—1t) =

g

Finalmente, indicar que procediendo como antes, deducimos un resultado similar al Teo-
rema 4.3.3 para el operador inverso N. Ademds, de (4.25) se sigue que la matriz de re-
presentacién del operador N coincide con la traspuesta conjugada del operador M. Por

tanto, cuando se trabaja con la sucesién generadora equilibrada p(n) = E [%] se tiene

co)* =2y .
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4.4. Foérmulas de cuadratura en la circunferencia unidad

Hemos visto en el capitulo primero como construir férmulas de cuadratura (férmulas
de Szegd) con el fin de calcular integrales sobre la circunferencia unidad con exactitud en
A_(n—1);n—1- El propésito de esta seccién es recuperar de nuevo las férmulas de Szegd y
los polinomios para-ortogonales pero partiendo del contexto més natural de los polinomios
de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad y respecto a un ordenamiento general.
Como ya hemos visto y debido al hecho de que £,,_1 es un sistema de Chebyshev en T de
dimensién n (dado que 0 ¢ T), para n nodos distintos z1, ..., z, en T podemos determinar
univocamente los pardmetros Aq, ..., A\, de manera que:

In(f) =Y _Nf(z) =L.(f) . Vf € Ln1.
j=1

Ahora, una vez fijado en A el orden inducido por la sucesién generadora {p(n)}>° , aparecen
dos cuestiones: jserd posible escoger el conjunto de nodos {z; }?:1 C T de manera que el
dominio de validez L, para I,(f) pueda agrandarse? y ;cémo agrandar L, 1?7 Con
respecto a esto, inspirado en el caso polindmico ordinario (recordemos que la férmula
Gaussiana con n nodos es exacta en Py, = P,P,,_1), trabajaremos con subespacios de
A de la forma L, Ly = A_jp(n)4q(r)],[a(n)+p(r)] PaTA T > 0, con dimensién n + 7 + 1 (L£5,—1
es un dominio de validez tal que £,,—1 C L, L,). La cuestién ahora es: jcudnto de grande
podemos escoger r = r(n)? Por lo que hemos visto en el capitulo primero, no puede existir
una férmula de cuadratura (1.64) que sea exacta en L,Ly. = A, ,,. Como consecuencia
vemos que 0 < r < n — 1y nos planteamos ahora si es posible construir una férmula de
cuadratura I,(f) con n nodos en T que sea exacta en L£,L(,_1).. Al respecto debemos
primero recordar que si tomamos los érdenes particulares inducidos por p(n) = E [”TH]
6 pn) =F [%], vemos del capitulo anterior (Teorema 3.4.3) que no puede existir una
férmula de cuadratura con nodos en T que sea exacta en Enﬁ(nq)* = A_,n-1 6en
LnLn-1)« = A_(n_1),n respectivamente. Cuando trabajamos con una sucesion generadora
general, necesitamos primero la siguiente condicién necesaria para los nodos {z; }?:1:

Teorema 4.4.1 Sea I,(f) una formula de cuadratura ¢gn n nodos como (1.64) exacta en

LoLre con0<r <n—1,y tomemos d(2) = G = ~=5

€ L,. Entonces,

(pn(2),R(2))w = _ﬂ dn(2)R(2)dw(0) =0 , YR(2) € L, , z=¢".

Demostracion.- Recordemos que ,Cr = A'—p(r),q(r) y [fn['r* == A—[p(n)—l—q(r)],[q(n)—l—p(r)}'
Luego, es suficiente comprobar que (¢, (z),27), = 0 para todo —p(r) < j < ¢(r). Dado
que @, posee grado n, vemos que

Dn(2)27 € A_pp(n) i) n—p(m) 3] = A-pm)+la(m) 3] © A=p(m)+a(r]latn)+o(r)] = LnLrs

cuando —p(r) < j < q(r). Ademds, (¢n(2),2)0 = Lo (¢n(2)277) = In (n(2)277) = 0,
dado que ¢, (z;) =0 para todo j =1,...,n.
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Como consecuencia tenemos el siguiente resultado negativo que generaliza al Teorema
3.4.3:

Corolario 4.4.2 No puede existir una férmula de cuadratura de n puntos como (1.64)
con nodos en T que sea exacta en Ly, L(,_1)« para cualquier sucesion generadora {p(n)};2 .

Demostracion.- Asumamos que (1.64), con nodos en T, es exacta en LnL(n—1)«- Enton-
ces, ¢n(2) (tal y como se ha definido en el Teorema 4.4.1) coincide, salvo factor multipli-
cativo, con el n-ésimo polinomio de Laurent moénico ortogonal en la circunferencia unidad
con respecto a la medida w(f) y la sucesién generadora {p(n)}° . Por lo tanto, se sigue
como consecuencia del Lema 4.2.2 que los ceros de ¢,,(z) se encuentran en D (si s(n) = 0)
6 en E (si s(n) =1), lo cual implica una contradiccién.

También podemos establecer el siguiente resultado en direccién opuesta:

Teorema 4.4.3 Sea ¢, (z) € Ly, tal que ¢p(2) L Ly con 0 <1 <n—1y asumamos que
odn(z) tiene n ceros distintos z1, ...z, sobre T. Entonces, existen coeficientes A1, ..., A,
tales que

I(f) =D Nf(z)
j=1

cumple L,(f) = L,(f) para todo f € L, L.

Demostracion.- Sea LU) perteneciente al espacio L,_1 y que satisfaga las condiciones
LU)(z,) = ;1 (funcién delta de Kronecker) para todo j = 1,...,n. Entonces tenemos
que:

Lo(E) = L(L™) = 3 AL () = A
j=1

es decir, A\, = I,(L®) para todo k. Ahora bien, sea L € L£,L, y definamos R(z) =
L(z) = >0, L(z;)LY)(2). Entonces, R € L,Lr v R(z;) = 0 para todo j por lo que

debemos escribir por tanto R(z) = ¢y, (2)Tx(z), donde T(z) = i((f%,

S € II,.. Se sigue que

Lo(L) = Io(R) + Lo | D L(z)LY(2) | = (0n(2), T(2))w + Y AiL(25) = In(L),
j=1 J=1

dado que claramente, T' € £, y por lo tanto (¢n(2),T(z))w = 0.

|

Nuestro siguiente paso sera considerar el caso r = n — 2 e investigar si es posible
construir una férmula de cuadratura con n nodos sobre T que sea exacta en L, L, _9),. Para
este propdsito, hagamos A(n) = p(n) —p(n—2) para todon > 2 (¢(n)—q(n—2) = 2—X\(n)),
por lo que:

LnLn-2ys = A_p(n)+q(n—2),q(m)+p(n—2) = M—fn—24x(n)];n—A(n)-
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Asi, si existe una férmula de cygdratura con n nodos como (1.64) que sea exacta en
Ly Ln—2)s, con Ry (2) = Qn(z) _ _j=1l72) € L, del Teorema 4.4.1 tenemos que

zp(n) zp(n)

(Rn(2),h(2))w =0 , Vh(z) € Ly_2.
Esto significa que R,,(z) L £,,—2 y tendremos pues que

Rn(z) = and’n(z) + ﬁn@bn—l(z) s anyﬁn eC , QO 7& 0. (4.26)

Dado que A(n) € {0,1,2} para todo n > 2, analizamos por separado los tres siguientes
casos:
Caso 1. \(n) = 2. Esto significa p(n) > p(n—1) > p(n—2) y del Lema 4.2.2 tendremos

que ¢p(2) = Pnlz) o On-1(2) = Pna®) po, tanto, dado que p(n) = p(n — 1)+ 1, de (4.26)

2p(n) 2p(n—1) °
obtenemos que

anpy(2) + 2Bnpf_1 (2)
zp(n) '

R,(2) =

Ahora el dominio de validez para I,(f) es A_, ,—2 y los nodos de la férmula de cua-
dratura deberan ser los ceros de Qn(2) = anp}(2) + 20np_1(2), con a, y B, elegidos
convenientemente.

Caso 2. A\(n) = 1. El dominio de validez para I,,(f) es ahora A_(,_1,_1 y del mismo
argumento se sigue que

ph@HBupn=12) i p(n) > p(n — 1) = p(n — 2)
Ru(z) =
anpPnl2 + n :L_ z y
pn )Zp(ﬁn)p 1) p(n) =p(n—1) > p(n —2)

Caso 3. A\(n) = 0. Esto significa que p(n) = p(n—1) = p(n—2) y el dominio de validez
para In(f) es A_(,_2),- En este caso se sigue que

Unpn(2) + Brpn-1(2)
Zp(n) ’

R,(2) =

Resumimos estos resultados en la siguiente

Proposicién 4.4.4 Asumamos que eziste una formula de cuadratura conn nodos L,(f) =
2?21 Ajf(zj) que sea exacta en LnL_9) = A_jp(n)1q(n—2)],p(n—2)+q(n)- Denotemos por
Qn(2) su polinomio nodal, es decir, Qn(2) = [[;_,(z — 2;), y hagamos \(n) = p(n) —p(n—
2) € {0,1,2}. Entonces, existe a,, # 0 y By, tal que

1. SiA(n) =2, entonces LnLm_o2y« =Apnn-2y
@n(2) = anpp(2) + 20npy-1(2). (4.27)
2. SiMn) =1, entonces LnL(n—2)x = A_(n_1)n-1 Y
@n(2) = anpp(2) + 2Bnpn-1(2) , sip(n) >p(n —1) = p(n —2), (4.28)

Qn(2) = anpn(z) + Bnpp-1(2) » sip(n) =p(n —1) > p(n —2). (4.29)
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3. 8i Mn) =0, entonces LnLin_2)x = A_(n_2)n ¥
Qn(2) = anpn(z) + Brpn—1(2). (4.30)
O

Como requerimos que los nodos estén localizados sobre T, Q,,(z) debe tener grado exacto
n y ser invariante. Nuestro propésito ahora es comprobar cudndo un polinomio @, (z) con
tales condiciones tiene exactamente n nodos distintos en T. Concentrémonos primero en
el caso A(n) = 1, recordando ahora que L, L, 2y = A_(—1) pn—1-

Si p(n) > p(n — 1), de (4.28) y dado que py(z) es monico, se sigue por comparacién
de los monomios 2" y z° = 1 que B, + dpan = 1y ay = (—1)"21 - - - 2, respectivamente,
implicando «,, € T para todo n > 0. Por tanto, 1 — §,a,, # 0y

Qn(2) = anpi(2) + (1 = dpan) 2pn-1(2) , o €T. (4.31)

Obsérvese que la propiedad deg(Q,,(z)) = n queda garantizada. Verifiquemos las propie-
dades de ortogonalidad para Q,(z). De (1.30) y (4.31) se sigue que (Q,(2), z¥),, = 0 para
todo 1 < k < n — 1, mientras que

(Qn(2), 2" = (1 = 8nan) {pn-1(2),2" 1) # 0.

Ademas, tenemos

<Qn(z)7 1>w = an<p2(2)7 1>w + (1 - aan) <an—1(z)7 1>w

y de las relaciones de recurrencia (1.40) para p,(z) se cumple

(Qn(2), )w = (an — 6n) (pr—1(2), Dw # 0,

dado que |ay,| =1y |6,] < 1. Ademds, @, (z) también satisface la propiedad de invarianza
deseada. En efecto, de la ley de recurrencia (1.40) se sigue que

Qu(z) = anp(2) + =55 [0, (2) = 0upis(2)] = (o — 2Uguid) (2 4 L=tgfap ()

= Qngtupn(2) + 0 p(2)
y por lo tanto,
1—ay0, T — O 1 (—=1)"

Qhe) = g h(E) T n(2) = ka@n(2) k= o= ST e T

Comprobamos ahora el caso p(n) = p(n — 1). Tenemos, de la férmula (4.29), que
Qn(2) = anpn(z) + Bnpi_1(2). Dado que Qn(z) y pn(2) son ambos ménicos, de nuevo por
comparacion de los monomios 2" y z° = 1 se sigue que a, = 1y a0+ 8y = (=1)"21 -+ - 2,
respectivamente. Esto implica que deg(Qn(z)) = n, |0, + Bn| = 1 y por lo tanto 3, # 0.
Ahora, de (1.43) se cumple

Qe = pnle) + 22 (1)~ Bapn(2)) =T ) D). )
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Dado que |8, + By = 1y Bn # 0 se sigue que (Qy,(2),2"), =0 paratodo 1 <k<n-—1y
que

(@n(2): 1) = f;%p:;(z), 1o £0,
<Qn(z)a Zn)w = 1= 5n g](in + ﬂn) <pn(z)a Zn>w ?é 07

es decir, @, (z) es para-ortogonal. Finalmente, la propiedad de invarianza se sigue de (4.32).
En efecto,

1 =08, (60 + Bn) e
n " o

Paralelamente al caso polinémico ordinario, dada la familia de polinomios monicos de
Laurent ortogonales {¢,(2)}°2 con respecto a la medida w y a la sucesiéon generadora

{p(n)}5>, un polinomio de Laurent de la forma

Rn(z) = a¢n(z) + B¢n—1(2) ) 047/3 eC

se denominard “polinomio de Laurent cuasi-ortogonal”. Asi, como consecuencia directa
del Teorema 1.3.4 estamos en condiciones de establecer el siguiente

Teorema 4.4.5 (ceros de polinomios de Laurent cuasi-ortogonales) Consideremos
la familia {¢p,(2)}22, de polinomios mdnicos de Laurent ortogonales con respecto a la me-
dida w y a la sucesion generadora {p(n)}>2,. Supongamos que A(n) = p(n) —p(n—2) =1
y denotemos por {0522 la sucesion de coeficientes de Verblunsky asociada a la medida
w. Sea

R (2) = ¢ [dn(2) + Tndn-1(2)] (4.33)

con ¢, 0y

= { an = On i z(”) , an€eT. (4.34)

ap — 6, si s(n)

Entonces, R, (z) tiene exactamente n ceros distintos en T.

1
0

|

Nota 4.4.6 Ahora, de (1.38) y el Lema 4.2.2 se sigue que si {xn(2)}5>, representa la
familia de polinomios de Laurent ortonormales con respecto a la medida w y la sucesion
generadora {p(n)}22,, entonces la relacion (4.33) se convierte en:

Rn(z) = Cp [TIan(Z) + Tan—l(Z)] (435)

donde ¢, # 0, 1, dado por (4.34) y nn por (1.82). Necesitaremos esta ultima relacion en
el Teorema 4.4.12.

A continuacion establecemos la conexién entre para-ortogonalidad y cuasi-ortogonalidad:
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Teorema 4.4.7 Sea {¢,(2)}22, la sucesion de polinomios mdnicos de Laurent ortogona-
les con respecto a la medida w y al orden inducido por la sucesion generadora {p(n)}5.
Denotemos por {6,152 la sucesion de coeficientes de Verblunsky asociados a w y conside-
remos Ry, (z) dado por (4.33)-(4.54). Entonces, Ry (z) = Q&(f)) con Qn(z) para-ortogonal
e invariante, si y solo si, A(n) = p(n) —p(n —2) = 1.

Demostracion.- “ = 7 Las condiciones de para-ortogonalidad de Q,(z)

<Qn(z)>zj>w =0,7=1....,n—-1, (Qn('z)a 1>w 7& 0, <Qn(z)azn>w 7’é 0

implican

R, (z) L span {zk c—pn)+1<k<gq(n)— 1}

(Ru(2), 277"y # 0, (Ra(2),24M), #0.

Entonces, queda claro que si A(n) =0 6 A(n) = 2, R,(z) no es ortogonal a L,_2, lo cual
es una contradiccién. Tenemos por tanto que A(n) = 1.
“ <7 QObservemos antes de nada que

(Qn(2), ) = (Ba(2), 270 = 0 [(90(2), 7)o + TalBn1 (), 25770, |

Entonces, dado que A\(n) = 1 se sigue que (Q,(z),2’), = 0 para todo j = p(n) — p(n —
2),...,p(n) + q(n —2), es decir, para todo j = 1,...,n — 1. Ahora,

(Qu(2): o = en [{9n(2) 277y + Tulbn1(2), 277N,

Si s(n) = 0 entonces p(n) = p(n—1) = p(n—2)+1y (Qn(2), e = cnTn(dn_1(2),27PM),, #
0. Sin embargo, si s(n) = 1 entonces

(@n(2); 1o = n [{9n(2), 277}y + Taldn-1(2), 77
y de acuerdo con el Lema 4.2.2 esto implica que

(@n(2), 1w = cn [{pn(2), Dw + T (2pn-1(2), )] -

Aplicando la ley de recurrencia (1.40) a este ultimo término obtenemos

(Qu(2), Do = cn {(Ph(2): Dw + 7 [{Pn-1(2), D)w = 0 lpfi_1(2), L] }
= cn [(05(2), Do — Tadn (P 1 (2), 1)) -

An AnAn—Z

ALY AT 1 —6,|%, tenemos

Teniendo en cuenta que 7, = &y, — 6, v (05 (2), 1)y, =

ademas que

AnA,_
|5 ]

n—

(Qn(2), )0 = ezt
2L 1 — (6, ]2 — @0y + |02] = en 3222 [1— @],

= Cp
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que es no nulo dado que |ay| =1y |d,| < 1. Por lo tanto, se sigue también en este caso
que (@Qn(2),1), # 0. Un argumento similar implica (Q,(2), ™), # 0, demostrando asi las
condiciones de para-ortogonalidad. Ahora, dado que

2) — Cn [Pn(z) + TPy _ (z)} si s(n)=0
Onlz) = { e P 5) + T (9] si s(n) =1

se demuestra de (1.43) facilmente la propiedad de k-invariaza con k = %(Tn € Tsis(n)=0
yk:%anETsis(n)zl.

O
Como consecuencia del Teorema 4.4.3 tenemos el siguiente
Corolario 4.4.8 Bajo las mismas condiciones que en el Teorema 4.4.5, sean z1,...,2n
los ceros de Ry(z). Entonces, existen numeros positivos A, ..., \, tales que
n
L(f) =D Nf(z) = L(f) + Vf € LaLpn o). (4.36)
j=1
O

Finalmente consideremos los dos casos restantes correspondientes a A(n) =2y A(n) =
0:

Teorema 4.4.9 Bajo las suposiciones del Teorema 4.4.5 cuando A(n) = 2 ¢ A(n) = 0,
los ceros del polinomio Qn(z), dados por (4.27) 6 (4.30) no pueden estar localizados en T.

Demostracion.- De (4.27) expresamos @, (z) como

@Qn(2) = ap,(2) + Bzp,_1(2)  |el+]8]>0. (4.37)

Asumamos que todos los ceros de Q,,(z) se encuentran en T. Entonces, existe k, € T tal
que

Qn(2) = knQn(2) = @pn(2) + Bpn-1(2). (4.38)
De (4.37), (Qn(2),2"), = 0 para 2 < k < n y de (4.38), (Qn(2),2"), = 0 para 0 < k <
n — 2. Por lo tanto, se sigue que (Q,(2),2*), = 0 para 0 < k < n, es decir, Q,(z) =0, lo
cual es una contradiccién. Se deduce un resultado similar para @, (z) dado por (4.30).

De la Proposicién 4.4.4 y el Teorema 4.4.9 tenemos el siguiente:

Corolario 4.4.10 No puede existir una féormula de cuadratura con n nodos sobre T que
sea exacta en A_(p,_2y, 6 App2.

|

Hemos visto que obtenemos el “méximo dominio de validez” L£,L,. para la férmula de
cuadratura I,,(f) cuando r = n — 2 y el orden es el inducido por una sucesién generadora
{p(n)}52, tal que A(n) = p(n) — p(n —2) = 1 para todo n > 2. El siguiente resultado
caracteriza tales ordenamientos del espacio A:
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Proposicién 4.4.11 Las soluciones de la ecuacion en diferencias finitas A(n) = p(n) —
p(n —2) =1 para n > 2 vienen dadas por

E[3] i p(0)=p(1)=0
p(n) =
E[™1] si p(0)=0, p(1) =1

Demostracion.- La solucién general viene dada por p(n) = pi(n) + pa2(n), siendo p1(n)
la solucién general de la ecuacién en diferencias homogénea A(n) = 0 y p2(n) una solucién
particular de la ecuacién en diferencias A(n) = 1. Dado que {1,(—1)"} es un sistema
fundamental, se sigue que p;(n) = A+ B(—1)", siendo A y B constantes complejas. Como
solucién particular podemos tomar pa(n) = 5. Asi pues, p(n) = A+ B(—1)" + 5. Ahora,
en cuanto a las condiciones iniciales tenemos que

1. p(0) =p(1) = 0 implica A = —i, B = % y por lo tanto

1 E_—l—i—(—l)”—i—Qn_E[ﬁ]
4 4 2 4 - ’

2. p(0) =0, p(1) =1 implica A = %, B = —% y por lo tanto

(—1)" g: 1—(—14)”—1—272:E[n—|—1}

|

Vemos de esta manera que recuperamos los érdenes naturales equilibrados introducidos
por W.J. Thron en [100], siendo éstos los unicos que producen férmulas de cuadraturas
con nodos sobre T con el “maximo dominio de validez”.

Nuestro siguiente paso serd dar una expresién explicita para los pesos {)\j}?zl de la
férmula de cuadratura (4.36) en términos de {x,(2)}72. Al respecto, dado que I,(f) =
> -1 Ajf(z)) esexactaen L1 = A_p(n 1) g(n—1) Se cumple que \; = I,,(Ij(z)) con l;(2) €
L1 tal que [;(z1) = ;1 (funcién delta de Kronecker). Ahora bien, puede comprobarse
facilmente que

Y= () g
z (z = 2;)Qn(2))

J
siendo Qn(2) el polinomio nodal, es decir Qn(z) = [[j_,(z — ;). Por lo tanto,

,n

ZU0 0 Que)
N = -2 n dw(®), j=1,...,n. 4.39
J Qn(z]) /7r (Z_Zj)zp(n—l) w(), j n ( )
Observemos ahora que de (4.39) y dado que R, (z) = 2;(”2)) se sigue que
ZP(”—l) ™ T s(n)
Qn(zj) -7 (Z - Zj)Zp(ni ) Zj(n)R/L(Zj) -7 (Z - Zj)



Capitulo 4. Familias de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia
154 unidad: “ordenamiento” general

Podemos enunciar ahora el siguiente resultado general donde deducimos expresiones para
los pesos andlogas a las dadas por (1.19), (1.68), (2.83), (3.42) y (3.51). En cuanto a la
demostracién del resultado, basta con hacer uso de la férmula de Christoffel-Darboux para
la sucesion {xn(2)}22, establecida en el Teorema 3.5.1 para el caso equilibrado junto con
las relaciones (4.40) y (4.1).

Teorema 4.4.12 Sea {xh(2)}°°, la familia de polinomios de Laurent ortonormales con
respecto a la medida w y al orden inducido por una sucesion generadora arbitraria {p(n)}o2,.
Entonces, los pesos {)‘j}?:l para la formula de cuadratura (4.36) vienen dados por

1
N=————  j=1,....n (4.41)
n—1 2 ’ )
ko [Xk(29)]
donde los modos {z;}}_; son los ceros de Ry, (2) dado por (4.35).
|

Dada la arbitrariedad de la sucesién p(n), supongamos ahora que tomamos p(n) = 0
para todo n > 0. Entonces, de la conocida férmula de Christoffel-Darboux para el caso
polinémico ordinario establecida en el Teorema 1.3.9 se sigue del Teorema 4.4.12 que

1 GENE) — () _ 06 ()X — X))

Aj Z—Zj 1— ZzZj5 —Zj

Teniendo en cuenta que x}(2) = 2"xn (1/2) = 2"X» (1/%), obtenemos después de algunos
célculos elementales que:
A = Zj _

— J
X (2)xn (25)— () (25 (25) X (25)xn(25) —1Z5 xn (25) I +252 xn (25) X (25)

(4.42)

1
2R (25X (25)xn (2)] —nlxn (2))*”
De manera similar para un orden arbitrario {p(n)}52, es facil comprobar del Lema 4.2.2
y de (4.42) que si s(n) = 0 entonces

1
2R (20 (2) X (z5)] + (2p(n) = ) [xa(2)*

mientras que si s(n) = 1 entonces

A =

—1

A = :
"R [ (e)xn(2)| + (0 - 20(0)) [xn(e) P

probando asi el siguiente

Teorema 4.4.13 Sea {x}(2)}2, la sucesion de polinomios de Laurent ortonormales con
respecto a la medida w y el orden inducido por la sucesion generadora {p(n)}>2 . Entonces,
los pesos {\;}]_, para la férmula de cuadratura (4.36) vienen dados por

A = (_1)s(n)
T (5 08) (eXE()| + () — a(m) ()

con los nodos {z;}7_, como en el Teorema 4.4.12.

(4.43)
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Para finalizar esta seccién, dado que ya hemos introducido y caracterizado las férmulas
de cuadratura en T con méaximo dominio de validez, parece légico que consideremos la
computacion efectiva de éstas. Al respecto, debemos hacer notar que la mayoria de los
experimentos numéricos llevados a cabo con férmulas de cuadratura de Szegd involucran a
medidas cuyos polinomios de Szegd son conocidos explicitamente, o han sido computados
mediante el algoritmo de Levinson (véase por ejemplo [40] y [62]). En estos casos, los ceros
de (4.33) pueden computarse aplicando cualquier método estdndar para localizar ceros
de polinomios disponible en la literatura (véase [61] para un procedimiento especifico al
considerar modificaciones racionales de la medida de Lebesgue). Por lo tanto, en lo que
resta de seccién revisaremos una estrategia para computar efectivamente los nodos {z; }?:1
y pesos {A;}7_; para una férmula de cuadratura de Szegé con n nodos:

In(f)zz)\jf(zj) s lzl=1, j=1,...,n.
=1

De (1.48) podemos escribir el polinomio nodal P,(z) = []j_, (z — 2;) salvo constante
multiplicativa como

Pu(2) = Pa(2,0) = 2puc1(2) +upy_y (2) , Jul = 1.

Ahora bien, puede comprobarse facilmente que {zpg(z), ..., 2on—2(2), —up}_;(2)} es una
base ortonormal de P,_; la cual debe relacionarse con {¢o(z),...,pn—1(2)} mediante
una matriz unitaria U,. Haciendo para n > 0, e, = (pn(2), pn(2))w (recordemos que

en = [y 77,% para n > 1y que @n(z) = p\’/‘g), es directo comprobar que U, es la

siguiente matriz de Hessenberg irreducible:

dig dip 0 -+ 0
dag doo doz -+ 0
Un = . . . . (4.44)
dn,l dn,2 dn,3 dn,n
donde
< €n—1 .
—0j—-1U €1 St 1 =n,
dij = — j_15¢ :;:1 st 1 <n—1,75<41, (4.45)
;i st 1<n—1,5=1+1
Podemos escribir por tanto,
24p0(2) ®o(2)
. — Un .
2pn—2(2) n—2(2)
—upy, 1 (2) Pn—1(2)
Obsérvese que si introducimos la notaciéon H,(do,...,d,) para indicar la principal sub-

matriz de H(J) (dada por (4.21)) de orden n con valores de entrada {d;}}_,, entonces
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U, = Hn(d0,---,0n-1,u), esto es, la principal submatriz de H(d) de orden n donde el
coeficiente de Verblunsky ¢, se reemplaza por u € T. Ahora,

2¢0(2) zo(2) wo(2) 0

: _ : -, : _ '
2on—2(2) 2pn—2(2) Yn—2(2) b gu)
—ugn_1(2) 2pn-1(2) = 2n-1(2) — upy_1(2) pn-1(2) Ve

Asi, tenemos la identidad
2V (2) = Up Vi (2) + bn(2) (4.46)

donde

Pu(z, u)>T
vV En—1
y |u| = 1. De (4.46) vemos que cualquier cero { de P,(z,u) es un autovalor de Uy, y

viceversa, con autovector asociado V;,(§). Asi, sea z; un cero de P,(z,u) paraj =1,...,n
y consideremos el correspondiente autovector normalizado de U,:

Va(2) = (00(2)s01(2)s -+ 2 0na()T 3 bule) = (o 0,

Vi(25)
Sh o len(z) P

Wi (z5) =

12"

Ahora, teniendo en cuenta que para todo z € T, |pr(2)]* = |xr(2)|?, de (4.41) se sigue que

Y2 (2). (4.47)

Si escribimos Wy, (25) = (qo,j, - - - ,qn,l,j)T e igualamos las primeras componentes de ambos
lados de (4.47), obtenemos qo ; = )\jl/ 2g00(zj). Pero, dado que estamos considerando una
medida de probabilidad ([ dw(#) = 1) entonces po(z) =1y por lo tanto

Aj :qg,j , 7=1,...,n.
En resumen, hemos probado el siguiente

Teorema 4.4.14 Sea I,(f) = Y7, \;f(zj) una féormula de cuadratura de Szegé con n
nodos. Entonces:

1. Ezisteu € T tal que los nodos {z;}7_; son los autovalores de Uy, = Hy, (0o, - - -, On—1, 1)

dada por (4.44)-(4.45)-

2. Los pesos {\; };-‘:1 vienen dados por las primeras componentes de los correspondientes
autovectores normalizados.
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Concluimos mostrando un enfoque alternativo para la computacién de la férmula de
Szegd (4.36) usando truncaciones de la matriz penta-diagonal C(§). En el siguiente resulta-
do usaremos la matriz Cy, (01, ...,0,—1,u), esto es, la n-ésima submatriz principal de C(9)
de orden n donde reemplazamos el coeficiente de Verblunsky d, por v € T. La primera
parte del resultado se dedujo recientemente en [27] usando técnicas basadas en Teorfa de
Operadores mientras que nuestra demostracién alternativa se basa en las leyes de recu-
rrencia que satisface la familia de polinomios de Laurent ortonormales. Sin pérdida de
generalidad, podemos fijar el orden inducido por la sucesién generadora p(n) = FE [%]
(recordemos que la matriz de representacién asociada al ordenamiento inducido por la
sucesién generadora p(n) = E [%5L] es C(6)T).

Teorema 4.4.15 Sea I,(f) = > 1_; A\jf(2;) una formula de cuadratura de Szegd con n
nodos. Entonces:

1. Eziste u € T tal que los nodos {z;}]_; son los autovalores de Cp(d1,...,0n—1,u).

" . . .
2. Los pesos {\; }j:1 vienen dados por las primeras componentes de los correspondientes
autovectores normalizados.

Demostracion.- Como hemos visto, los nodos son los ceros de R, (z) dados por (4.33)-
(4.34). Haciendo X,,(2) = (X0(2), - .., Xn_1(2))" se sigue de (3.26) que

2Xn(2) =Cn(01,. .., 0n—1,u) Xn(2) + Tn(z) ,

siendo
B ( 0, A(2))T si n =2k
Tl2) = { 0,....0,B(),C(=)T si n—2k+1

donde
A(z) = nogp—1(u — dor)Xok—2(2) + dak—1(u — d2r)Xok—1(2)—
N2k02k+1X2k (%) + N2kN2k+1X2k+1 (%),

B(2) = nar(u — dok+1)X2k(2) + M2km2k+1X2k+1(2),
C(2) = dak(u — dak41)Xak(2) + darmakr1Xok+1(2)-
Ahora, por un lado, en el caso impar (n = 2k + 1) se sigue de (4.33)-(4.34) que

To(2) = (0,...,0,m0_1Rn(2), 00 1Rn(2))"

implicando que T,,(z) = (0,...,0)T, sf y s6lo si, R,(z) = 0. Por otro lado, de (3.24)-(3.25)
y dado que u € T se sigue en el caso par (n = 2k) que

A(z) = (u—bop) [2manXar(2) — (02r2 + d2p—1) Xok—1(2)]
+02k—1(w — dor) Xok—1(2) — N2rd2k+1X2k(2)+
Mok (G241 + 212) Xok(2) + M2rzXok—1(2)]
= uzR,(2)

y por lo tanto, se sigue de nuevo que Ty, (z) = (0,...,0)T, si y s6lo si, R,(z) = 0. La prueba
para la segunda parte se sigue de los mismos argumentos que que en el Teorema 4.4.14.

|
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4.5. Ejemplos numéricos. La funcion peso de Rogers-Szeg6

Con el fin de ilustrar numéricamente los resultados obtenidos en la seccién previa
mostramos la computacién de los nodos y pesos de las formulas de Szeg6 considerando la
medida absolutamente continua definida en el intervalo [—, 7] por dw(0) = @(0)d# con

; — (0 — 27j)°
o) = ———— Z exp | ———=—1] , ¢€(0,1) . (4.48)

27 log <q) J=—00 2103 ( )

Los correspondientes polinomios ortogonales ménicos son los denominados g-polinomios
de Rogers-Szegd y a lo largo de esta seccion fijaremos el orden inducido por la sucesion
generadora p(n) = F [”H] Una expresién explicita para tal familia de polinomios viene
dada en [95, Capitulo 1] y por lo tanto, del Lema 4.2.2 deducimos una expresién explicita
para la familia de polinomios ménicos de Laurent:
. 2 o .
Sy (=1t [ jfk ] ¢ si n=2k

On(z) = d (4.49)

k » 2k +1 Jtktl
2y (DT [ b ] g 2 2 si n=2k+1
q

donde como es usual, los coeficientes g-binomiales [ ) } se definen por
q

n)g = (1=—q)1=¢»)---(1—=¢") , (0)g=1
n _ (Mg _ (1=g")(1—gnTith) (4.50)
il, @a(n—7)g I—g-1-¢0) -

Ahora, escribiendo ¢or(2) = Z;?:_k a2l y ¢op+1(z) = Z;?:_(kﬂ) bjz’ podemos computar
recursivamente los coeficientes {aj}f:_k y {bj};?:_(k +1) segin

1_qk+j+1 .
ap =1, aj:—ajﬂ\/&ﬁ , —k<j<k-1,

1—q .
b*(kJrl):l ’ ]+1 b[ k’-i—j-i—? ,_(k+1)S]Sk—1

Las dos siguientes tablas muestran los ceros de ¢19(z) y ¢11(z) tomando ¢ = 0,1, 0,25,
0,5,0,75 y 0,9. Computamos los valores usando el método de Jenkins-Traub (véase [70])
para buscar raices de polinomios, apropiado en este caso dado que los polinomios tienen
coeficientes reales, y son similares a los obtenidos en [95, Capitulo 8] donde se considera
la distribucién de ceros de los polinomios de Rogers-Szego.

qg=0,1 qg=0,25 =105
—0,263951 £+ 0,174154: —0,409021 + 0,287579: —0,527476 + 0,470924;
—0,125825 £ 0,290117: —0,180061 £ 0,466453: —0,17216 4+ 0,685829:
0,05611275 4+ 0,312067¢ 0,098943 + 0,490113: 0,206793 + 0,676193:
0,210458 + 0,236024: 0,341839 + 0,364892: 0,514293 + 0,485287:
0,303873 + 0,0875295i 0481633 + 0,134275i 0,684966 + 0,17556i
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q=0,75 q=20,9

—0,393726 £+ 0,771349: 0,124834 £+ 0,940434:

0,0489867 £+ 0,864639: 0,462595 + 0,828255¢

0,428192 + 0,752763i 0,702756 + 0,637286¢

0,703385 + 0,505222 0,860419 + 0,399599:

0,847676 + 0,17733:¢ 0,938886 + 0,135991:

Tabla 1 (ceros de ¢10(z))
q=0,1 q=0,25 q=0,5

272231 + 1,60904 1,69549 + 1,0608 “1,11671 + 0,867729i
—1,563463 £ 2,76494s —0,905586 + 1,78323: —0,492373 + 1,32573¢
0,0582758 + 3,16174¢ 0,108083 + 1,99708i 0,213177 + 1,39805¢
1,62247 + 2,71433i 1,07198 £ 1,68845i 0,838469 + 1,13885¢
2,75188 =+ 1,55793i 1,75435 £ 0,960348: 1,26386 =+ 0,634561¢

3,16228 2,00000 1,41421

q=0,75 q=20,9

—0,616013 =+ 0,976658¢ 0,0506551 + 1,05287:

—0,0673631 + 1,15273i 0,42438 + 0,96489:

0,428796 + 1,07213¢ 0,701775 4+ 0,786526%

0,819912 + 0,813067: 0,897689 4+ 0,552509:

1,06918 4+ 0,436101: 1,01499 4+ 0,28444

1,1547 1,054409

Tabla 2 (ceros de ¢11(2))

Mostremos graficamente estos ceros para hacernos una idea de su localizaciéon. Como es
usual, las circunferencias representan la circunferencia unidad.

q=0.25

Figura 1l (ceros de ¢19(2))
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q=0,1 q=0,25

-
N

]/

Figura 2 (ceros de ¢11(2))

De las figuras 1 y 2 observamos que los ceros de ¢19(z) estan localizados en la circun-
ferencia {z: |z| = q"/ 1 mientras que los de ¢11(z) estdn localizados en la circunferencia
{z: Dzl =gV 2}, de acuerdo con el Lema 4.2.2 y el Teorema de Mazel-Geronimo-Hayes
(véase [86]).

A continuacién computamos también los nodos y pesos de la férmula de cuadratura
(4.36) también para n = 10 y ¢ = 0,1,0,25,0,5,0,75 y 0,9. Los nodos son los ceros de
Rip(z,u) dados por (4.33) (tomamos u = 1). La correspondiente sucesién de coeficientes
de Verblunsky viene dada por 8, = (—1)"q2 para todo n > 1 (véase [95]). En cuanto a
los pesos, podemos hacer uso de (4.43) teniendo en cuenta que

Pn(2)
V=g (1-¢")

con ¢n(2) dado explicitamente por (4.49). Mostramos los resultados en las tablas 3 a 7.

Xn(2) =
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Nodos Pesos Nodos Pesos
—0,940400 =+ 0,340071% 0,0459602 —0,922051 4 0,387069: 0,0195773
—0,531157 £ 0,8472734 0,0669775 —0,473103 £ 0,8810074 0,0466391
0,0668824 + 0,9977611 0,100057 0,119954 £ 0,992779¢ 0,0947585
0,624424 + 0,7810861 0,133157 0,650270 £ 0,7597034 0,150362
0,955949 + 0,293533: 0,153848 0,959239 =+ 0,2825961 0,188665
Tabla 3 (¢ =0,1 ,n = 10) Tabla 4 (¢ = 0,25 ,n = 10)

Nodos Pesos Nodos Pesos
—0,842988 £ 0,5379321 0,00312009 —0,517559 £ 0,8556484 0,000196919
—0,333209 4 0,942853: 0,0207928 0,0096185 + 0,9999541 0,00541542

0,234605 £ 0,9720914 0,0737936 0,467501 £ 0,8839931 0,0439839
0,703537 £ 0,710659¢ 0,163017 0,801825 £ 0,597559¢ 0,158275
0,965879 =+ 0,2589941 0,239274 0,977622 £ 0,2103691 0,292128
Tabla 5 (¢ =0,5,n =10) Tabla 6 (¢ = 0,75 ,n = 10)
Nodos Pesos

0,112467 £ 0,993655¢ 0,0000221869
0,475746 £ 0,879582¢ 0,000173911

0,734593 £ 0,678508¢ 0,0276214
0,904709 £ 0,426031¢ 0,146351
0,989421 £ 0,145076¢ 0,324221

Tabla 7 (¢ =10,9 ,n = 10)

Nota 4.5.1 De las tablas anteriores vemos que los pesos correspondientes a pares de nodos
complejos conjugados son iguales. Esto se sigue directamente de (4.41) dado que en este
caso, los coeficientes del n-ésimo polinomio de Laurent ortonormal son reales.

Con el fin de establecer la efectividad de los Teoremas 4.4.14 y 4.4.15 computamos
también para n = 10, ¢ = 0,1,0,25,0,5,0,75,0,9 y u = 1 los autovalores y la primera
componente de los autovectores normalizados de C19(d1, . .. ,d9,1) v Hio(do,- - ., 09, 1), ob-
teniendo asi los nodos y pesos de la férmula de cuadratura (4.36). Los célculos fueron
efectuados usando un método estandar de busqueda de autovalores y los resultados obte-
nidos exactamente los mismo obtenidos anteriormente. En las siguientes tablas mostramos
también los resultados de los calculos para n = 11.
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Nodos Pesos Nodos Pesos
-1 0,03873768 -1 0,01403402
—0,814432 4+ 0,580259¢ 0,04723999 —0,778821 4+ 0,6272461¢ 0,00025263
—0,355944 4+ 0,934507: 0,06942034 —0,301023 4+ 0,953617: 0,05384075
0,199254 + 0,9799483 0,09817396 0,243118 £ 0,9699977 0,09739723
0,68359 4+ 0,7298661 0,12485883 0,70384 4+ 0,710359: 0,14346753
0,963208 + 0,2687557% 0,14093668 0,965731 £ 0,2595457 0,17367845

Tabla 8 (¢ =0,1 ,n=11) Tabla 9 (¢ =0,25 ,n =11)

Nodos Pesos Nodos Pesos
-1 0,00105402 -1 0,00000331
—0,681725 4 0,731608: 0,00606822 —0,400355 4 0,916361 0,00047627
—0,178603 £ 0,9839211 0,02834884 0,0972837 4+ 0,9952574 0,00836960
0,335240 £ 0,9421331 0,08185750 0,517853 £ 0,855474 0,05348059
0,745084 £ 0,66697017 0,16052782 0,821232 £ 0,5705951¢ 0,16811708
0,970795 £ 0,239909: 0,22291291 0,979848 £+ 0,1997451¢ 0,29160532

Tabla 10 (¢ = 0,5 ,n = 11) Tabla 11 (¢ = 0,75 ,n = 11)

Nodos Pesos
-1 0,00000000058
0,149722 + 0,988728: 0,00005234
0,498881 £ 0,8666714 0,00328985
0,746631 £+ 0,665238: 0,04447931
0,909098 + 0,4165814% 0,21730036
0,989911 £ 0,141688: 0,46353159

Tabla 12 (¢ =0,9 ,n = 11)

Debemos remarcar aqui que cuando requerimos computaciones para valores grandes
de n necesitamos considerar métodos especiales de busqueda de autovalores debido a la
propagacién de errores. Ademds, en [25] se puntualiza lo siguiente:

1. El coste computacional usando técnicas para matrices banda se reduce en compara-
cién con técnicas para matrices de Hessenberg.

2. En la matriz C(6) los coeficientes de Verblunsky aparecen sélo en un nimero finito
de elementos y por tanto, cualquier perturbacién de un nimero finito de coeficientes
de Verblunsky induce una perturbacion finito-dimensional, algo que no ocurre con
la matriz de Hessenberg.

A lo largo de esta ultima seccién efectuamos los cédlculos empleando software MATHE-
MATICA. Como hemos comentado, nuestro propésito principal es meramente ilustrativo
y por esta razén hemos elegido un niimero de nodos pequeno.



Apéndice A
Problemas abiertos

En este Apéndice incluimos algunas cuestiones que han surgido a lo largo de este
trabajo y que podrian ser abordadas en el futuro como continuacién de esta Memoria.

A.1. Generalizacién del algoritmo split Levinson

Hemos visto en el capitulo primero que el algoritmo de Levinson puede ser interpre-
tado como una implementacion numérica de la ley de recurrencia de Szegd, mientras que
el algoritmo split Levinson computa directamente, con aproximadamente la mitad del
numero de operaciones y salvo factores multiplicativos, los polinomios para-ortogonales
By, (z,=£1) cuyos ceros son los nodos de las férmulas de Szegé de n puntos con respecto a la
funcién peso simétrica w(f) en (—m, 7|. Se conocen dos veriones de este algoritmo: la ver-
sién simétrica, 6 {1} — invariante, que computa el polinomio By, (z,1) y la antisimétrica,
6 {—1} — invariante, que computa el polinomio B, (z,—1). Dado que disponemos de una
familia uniparamétrica de férmulas de Szegé para w(#), cuyos nodos vienen determinados
por los ceros de By, (z,7), siendo 7 un nimero en general complejo de médulo la unidad,
planteamos pues generalizar este algoritmo en funcion del parametro 7 € T no necesaria-
mente real. Este enfoque nos permitiria computar al completo las férmulas de Szegd con
respecto a la funcién peso w(6).

A.2. Formulas de cuadratura con maximo grado de preci-
sién exactas en subespacios de 71/2

Hemos visto en el Corolario 2.5.6 del capitulo segundo que una férmula de cuadratura
In(f) = >27-1 Aj f(0;) con nodos distintos en (—m, 7] alcanza el maximo grado de precisién
trigonométrico, es decir, es exacta en 7,?_, s{ y sélo sf, la férmula de cuadratura es exacta

en un subespacio de 7Z,? ; de dimensién n y los nodos son los ceros de T (0) =a f,g'Y)(H) +

bg,(g)(H) € T, para ciertos nimeros reales a y b, siendo { f;V)(Q), J(»V)(Q) 72o un sistema

bi-ortogonal para w con féo) # 0, g(()o) =0y tomandoy=0sinesparéy=1/2sin
es impar. Asi pues, junto con el Teorema 2.5.7 quedan completamente caracterizadas las
férmulas de cuadratura para integrandos periddicos en (—m, | que integren exactamente
a polinomios trigonométricos de grado lo més grande posible.
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Nuestra modificacién técnica con respecto al articulo de G. Szeg6 [99] al considerar
espacios de funciones trigonométricas de la forma (2.1) permite solucionar el problema
cuando el nimero de nodos n es impar considerando v = 1/2 en este caso. Sin embargo, no
sabemos si esta modificacién técnica permite también resolver el problema de caracterizar
las formulas de cuadratura con mayor grado de precisién y que sean exactas en subespacios
de 7%/2. Planteamos pues un analogo al Corolario 2.5.6 y al Teorema 2.5.7 donde ahora
I,(T) = I,(T) para todo T € T/ donde m es un niimero natural a determinar y que sea
lo méas grande posible.

A.3. Computacion eficiente de las férmulas de Szeg6 con un
enfoque matricial

En el capitulo primero analizamos el problema de computar los nodos y los pesos de
las férmulas Gaussianas mediante un problema de cédlculo de autovalores y autovectores
de la matriz tri-diagonal de Jacobi asociada a la medida cuyo soporte es un intervalo del
eje real. En el capitulo cuarto se analiz6 el problema andlogo en la circunferencia unidad
donde las matrices que aparecen ahora pueden tener o bien estructura de Hessenberg 6 bien
estructura penta-diagonal. Ciertamente, cuando se requiere una cierta precisién prefijada
necesitamos usar un numero elevado de nodos y esto nos motiva proponer el disenar
algoritmos eficientes para la computacion numérica de autovalores y autovectores de las
matrices particulares de Hessenberg o penta-diagonales que aparecen. Dado que también
se ha probado que la matriz penta-diagonal puede a su vez factorizarse como producto
de dos matrices tri-diagonales, planteamos también el analizar para estas matrices tri-
diagonales particulares que aparecen en la factorizacion, algoritmos numéricos eficientes
para el célculo de autovalores y autovectores de matrices producto, tal y como se estudia
por ejemplo, en [104].

A.4. Formulas de cuadratura en la circunferencia unidad
con nodos prefijados

En el capitulo primero revisamos las férmulas de cuadraturas sobre el eje real con uno
o dos nodos prefijados y méximo grado de precisién algebraico, esto es, las denominadas
férmulas de Gauss-Radau y de Gauss-Lobatto respectivamente, que junto a las Gaussianas
denominamos férmulas tipo-Gauss. Como bien hemos visto, las férmulas de Szeg6 son las
analogas a las Gaussianas para la integraciéon de funciones periddicas, dado que integran
exactamente a polinomios trigonométricos con el maximo grado alcanzable. Una gran
diferencia entre estos dos tipos de férmulas es que las Gaussianas son Unicas mientras
que las de Szegd constituyen una familia uniparamétrica de férmulas. Dado que queda
un pardametro libre, éste podria usarse para dejar prefijado un nodo, surgiendo asi las
llamadas formulas de Szegd-Radau (véase [38] y [69]). Por otro lado, en [69] se analizan
las formulas de cuadratura de Szeg6-Lobatto, andlogas a las de Gauss-Lobatto y en las
que por tanto se dejan prefijados dos nodos en la circunferencia unidad. Se prueba que
en general este tipo de férmulas no son unicas y también se establecen propiedades y se
discuten métodos numéricos para su computacién. Planteamos pues una generalizacién a
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este problema caracterizando las formulas de cuadratura con n nodos en la circunferencia
unidad, con m nodos prefijados y que tengan el méximo grado de precisién alcanzable,
asi como un analisis de su computacién efectiva.



Apéndice B
Trabajos contenidos

Esta Memoria contiene trabajos que ya han sido publicados o aceptados en diferentes
revistas, y que citamos a continuacién:

= Fn el Capitulo 1:

[1] R. Cruz-Barroso and P. Gonzalez-Vera.- On reproducing kernels and para-
orthogonal polynomials on the unit circle, Revista de la Academia Canaria de Cien-
cias, XV No. 1-2 (2003), 79-91.

[2] R. Cruz-Barroso and P. Gonzalez-Vera.- On the computation of Gauss-type
and Szegd quadrature formulas by the Levinson and the split Levinson algorithm,
Communications in the Analytic Theory of Continued Fractions, Vol. X (2002), 30-
47.

= Fn el Capitulo 2:

[3] R. Cruz-Barroso, L. Daruis, P. Gonzdlez-Vera and O. Njastad.- Quadra-
ture rules for periodic integrands. Bi-orthogonality and para-orthogonality. Annales
Mathematicae et Informaticae 32 (2005), 5-44.

Disponible en http://www.ektf.hu/tanszek /matematika/ami/.

[4] R. Cruz-Barroso, P. Gonzalez-Vera and O. Njastad.- On bi-orthogonal
systems of trigonometric functions and quadrature formulas for periodic integrands.
Aceptado en Numerical Algorithms (2007).

= En el Capitulo 3:

[5] R. Cruz-Barroso and P. Gonzalez-Vera.- Orthogonal Laurent Polynomials
ans Quadratures on the Unit Circle and the Real Half-Line, Electronic Transactions
on Numerical Analysis, Vol. 19 (2005), 113-134.

Disponible en http://www.etna.mcs.kent.edu/.

[6] R. Cruz-Barroso and P. Gonzalez-Vera.- A Christoffel-Darboux formula
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and a Favard s theorem for sequences of orthogonal Laurent polynomials on the unit
circle, Journal of Computational and Applied Mathematics 179 (2005), 157-173.

= En el Capitulo 4:

[7] R. Cruz-Barroso, L. Daruis, P. Gonzédlez-Vera and O. Njastad.- Sequen-
ces of orthogonal Laurent polynomials, bi-orthogonality and quadrature formulas on
the unit circle, Journal of Computational and Applied Mathematics 200 (2007), 424-
440.

[8] M.J. Cantero, R. Cruz-Barroso and P. Gonzalez-Vera.- A matriz approach
to the computation of quadrature formulas on the unit circle. Aceptado en Applied
Numerical Mathematics (2007). arXiv:math/0606388.

Asi mismo, como trabajos relacionados citamos también:

= [9] R. Cruz-Barroso, F. Perdomo-Pio and P. Gonzéalez-Vera.- On the compu-
tation of the coefficients in a Fourier series expansion, In: B.H.V. Topping et al. ed.,
Innovation in Engineering Computational Technology, Saxe-Coburg Publications,
Stirling, Scotland (2006), 347-470.

» [10] R. Cruz-Barroso, F. Perdomo-Pio and P. Gonzailez-Vera.- Quadrature
formulas associated with Rogers-Szegd polynomials (en preparacion).



Bibliografia

[1]

N.I. Akhiezer.- The classical moment problem and some related questions in analy-
sis, Hafner, New York, 1965.

R. Alvarez-Nodarse and F. Marcellan.- On the “Favard’s theorem” and its ex-
tensions, J. Comp. Appl. Math. 127 (2001), 231-254.

G.S. Ammar and W.B. Gragg.- Superfast solution of real positive definite Toeplitz
systems, STAM J. Matrix Anal, Appl., Vol. 9 (1988).

G.S. Ammar, W.B. Gragg and L. Reichel.- On the eigenproblem for orthogonal
matrices, Proc. 25th Conference on Decision and Control (Athens, 1986), 1963-1966.

G.S. Ammar, W.B. Gragg and L. Reichel.- Constructing a unitary Hessenberg
matriz from spectral data, Num. Lin. Alg., Digital Signal Processing and Parallel
Algorithms (Leuven 1988), NATO Adv. Sci. Inst. Ser. F. Comput. Systems Sci. 70,
385-395.

K.E. Atkinson.- An Introduction to numerical analysis, John Wiley and Sons, 1989.

E. Berriochoa and A. Cachafeiro.- Nodal systems with mazximal domain of exact-
ness for Gaussian quadrature formulas, J. Comp. Appl. Math. (2007) En prensa.

M. Bertola and M. Gekhtman.- Biorthogonal Laurent polynomials, Téplitz deter-
minants, minimal Toda orbits and isomonodromic tau functions.
www.mathstat.concordia.ca/faculty/bertola/Research_files.html.

R. Bressan, S.F. Menegasso and A.Sri Ranga.- Szegd Polynomials: Quadrature

Rules on the Unit Circle and on [—1,1], Rocky Mt. J. Math. Vol. 33, No. 2 (2003),
567-584.

C. Brezinski.- Biorthogonality and its applications to numerical analysis, Vol. 156
of Lecture Notes in Pure and Appl. Math. Marcel Dekker Inc., 1992.

A. Bultheel.- Algorithms to compute the reflection coefficients of digital filters, In:
L. Collatz, G.Meinardus, H. Werner editors, Numer. Meth. Approx. Theory, Vol. 7,
Birkh&user, Basel (1984), 33-50.

A. Bultheel.- On the ill conditionating of locating transmission zeros in least squares
ARMA filtering, J. Comp. Appl. Math. 11 (1984), 103-118.

169



170

Bibliografia

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

A. Bultheel, L. Daruis and P. Gonzalez-Vera.- A connection between quadrature
formulas on the unit circle and the interval [—1,1], Appl. Numer. Math. 132 (2001),
1-14.

A. Bultheel, L. Daruis and P. Gonzalez-Vera.- Positive interpolatory quadrature
formulas and para-orthogonal polynomials, J. Comp. Appl. Math. 179 (2005), 97-119.

A. Bultheel, C. Diaz-Mendoza, P. Gonzalez-Vera and R. Orive.- On the
convergence of certain Gauss-type quadrature formulas for unbounded intervals, Math.
Comp. 69 (2000), 721-747.

A. Bultheel, C. Diaz-Mendoza, P. Gonzalez-Vera and R. Orive.- Orthogonal
Laurent polynomials and quadrature formulas for unbounded intervals: I. Gauss-type
formulas, Rocky Mt. J. Math. Vol. 33, No. 2 (2003), 585-608.

A. Bultheel, C. Diaz-Mendoza, P. Gonzalez-Vera and R. Orive.- Quadrature
on the half-line and two point Padé approximants to Stieljes functions: II. Conver-
gence, J. Comp. Appl. Math. 77 (1997), 53-76.

A. Bultheel, P. Gonzalez-Vera, E. Hendriksen, and O. Njastad.- Orthogonal
rational functions, Cambridge Monographs on Applied and Computational Mathe-
matics, Vol. 5, Cambridge University Press, 1999.

A. Bultheel, P. Gonzalez-Vera, E. Hendriksen and O. Njastad.- Orthogonal
rational functions and quadrature on the real half-line, J. Complexity Vol. 19, No. 3
(2002), 212-230.

A. Bultheel, P. Gonzalez-Vera, E. Hendriksen and O. Njastad.- Orthogona-
lity and quadrature on the unit circle, In: C. Brezinski, L. Gori, and A. Ronveaux
editors, Orthogonal Polynomials and their Applications, Vol. 9 of IMACS Annals on
Computing and Applied Mathematics, Basel, J.C. Baltzer AG (1991), 205-210.

A. Bultheel, P. Gonzdlez-Vera and R. Orive.- Quadrature on the half-line and
two point Padé approximants to Stieljes functions: I. Algebraic aspects, J. Comp.
Appl. Math. 65 (1996), 57-72.

A. Bultheel and M. Van Barel.- Linear prediction: mathematics and engineering,
Bulletin of the Belgian Mathematical Society 1 (1994), 1-58.

A. Bunse-Gerstner and L. Elsner.- Schur parameters pencils for the solution of
the unitary eigenproblem, Lin. Alg. Appl. 154/156 (1991), 741-778.

M. Camacho and P. Gonzalez-Vera.- A note on para-orthogonality and biortho-
gonality, Det Kongelige Norske Videnskabers Selskabs Skrifter 3 (1992), 1-16.

M. Cantero, L. Moral and L. Veldazquez.- Five-diagonal matrices and zeros of
orthogonal polynomials on the unit circle, Linear Algebra Appl. 362 (2003), 29-56.

M. Cantero, L. Moral and L. Velazquez.- Measures and para-orthogonal poly-
nomials on the unit circle, East J. Approx., Vol. 8 (2002), 447-464.



Bibliografia 171

[27]

28]

[29]

[40]

[41]

M.J. Cantero, L. Moral and L. Velazquez.- Measures on the unit circle and
unitary truncations of unitary operators, J. Approx. Theory 139 (2006), 430-468.

M.J. Cantero, L. Moral and L. Velazquez.- Minimal representations of unitary
operators and orthogonal polynomials on the unit circle. Linear Algebra Appl. 408
(2005), 40-65.

M. M. Chawla and T. R. Ramakrishnan.- Numerical evaluation of integrals of
periodic functions with Cauchy and Poisson type kernels, Numer. Math. 22 (1974),
317-323.

M.O. Cheney 111, M.J. Witsot and S.C. Cooper.- A Comparison of Two Defi-
nitions for Orthogonal Laurent Polynomials, Communications in the Analytic Theory
of Continued Fractions, Vol. VIII (Sp. 2000), 28-56.

T.S. Chihara.- An Introduction to Orthogonal Polynomials, Mathematics and Its
Applications Series. Gordon and Breach, New York, 1978.

L. Cochran and S.C. Cooper.- Orthogonal Laurent polynomials on the real line,
Continued Fractions and Orthogonal Functions. In: S.C. Cooper and W.J. Thron
editors, Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics Series 154 , Marcel Dekker,
New York (1994), 47-100.

G. Cybenko.- The numerical stability of the Levinson-Durbin Algorithm for Toeplitz
systems of equations, SIAM J. Sci. Stat. Comp., Vol. 1 No. 3 (1980).

L. Daruis.- Sobre polinomios de Szegd y formulas de cuadratura en la circunferencia
unidad, Doctoral Dissertation, Universidad de La Laguna, 2001.

L. Daruis and P. Gonzalez-Vera.- Interpolatory quadrature formulas on the unit
circle for Chebyshev weight functions, Numer. Math. 90 (2002), 641-664.

L. Daruis and P. Gonzalez-Vera.- Ortogonalidad y cuadratura sobre la circunfe-
rencia unidad, XVIII Escuela Venezolana de Matemadticas (2005).

L. Daruis and P. Gonzalez-Vera.- Szegd polynomials and quadrature formulas on
the unit circle, Appl. Numer. Math. 36 (2000), 79-112.

L. Daruis and P. Gonzalez-Vera.-Szegd quadrature formulas on the unit circle,
Appl. Numer. Math. 36 (2000), 79-112.

L. Daruis and P. Gonzalez-Vera, M. Jiménez-Paiz.- Quadrature formulas as-
sociated with rational modifications of the Chebyshev weight function. Comp. Math.
Appl. 51 (2006), 419-430.

Math. 140 No. 1-2 (2002), 159-183.

L. Daruis and P. Gonzalez-Vera and O. Njastad.- Szegd quadrature formulas for
certain Jacobi-type weight functions, Math. Comp., Vol. 71, No. 238 (2001), 683-701.

P.J. Davis.- Interpolation and Approximation. Dover Publications, New York, 1975.



172

Bibliografia

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[51]

[52]

P.J. Davis and P. Rabinowitz.- Methods of Numerical Integration, Academic
Press, New York, 1984.

P. Delsarte and Y. Genin.- On the role of Orthogonal Polynomials on the Unit
Circle in digital signal processing applications, Orthogonal polynomials (Columbus,
OH, 1989), NATO adv. Sci. Inst. Ser. C Math. Phys. Sci., 294, Kluwer Acad. Punl.,
Dordrecht (1990), 115-133.

P. Delsarte and Y. Genin.- The Split Levinson Algorithm, IEEE Trans. Acoust.
Speech Signal Proc. ASSP-34 (1986), 470-478.

P. Delsarte and Y. Genin.- The Tridiagonal approach to Szegé Orthogonal Poly-
nomials, Toeplitz Linear Systems and related Interpolation problems, SIAM J. Math.
An., Vol. 19 (1988).

S. Delvaux and M. Van Barel.- A Hessenberg reduction algorithm for rank struc-
tured matrices, SIAM J. Matrix Anal. Appl. (2007) En prensa.

S. Delvaux and M. Van Barel.- Eigenvalue computation for unitary rank struc-
tured matrices, J. Comp. Appl. Math. (2007) En prensa.

C. Diaz-Mendoza, P. Gonzalez-Vera and M. Jiménez-Paiz.- Strong Stieltjes
distributions and orthogonal Laurent polynomials with applications to quadratures and
Padé approzimation, Math. Comp., Vol. 74, No. 252 (2005), 1843-1870.

L. Féjer.- Uber trigonometrische Polynome, J. fiir die reine und angewandte Mathe-
matik, Vol. 146 (1915), 53-82.

T. Erdelyi, P. Nevai, J. Zhang and J. Geronimo.- A simple proof of the “Fa-
vard’s theorem” on the unit circle, Atti Sem. Mat. Fis. Univ. Moderna 39 (1991),
551-556.

W. Gautschi.- A survey of Gauss-Christoffel quadrature formulae, In: E.B. Chris-
toffel; The Influence of his Work in Mathematics and the Physical Sciences, P. L.
Eatzer and F. Fehér editors, Birkh&user, Basel (1981), 72-147.

W. Gautschi.- Gauss-type quadrature rules for rational functions, In: H. Brass, G.
Hammerlin editors., Numerical Integration IV, International Series of Numer. Math.,
Vol. 112, Birkh&user, Basel (1993), 111-130.

W. Gautschi.- On generating orthogonal polynomials, STAM J. Sci. Stat. Comp. 3
(1982), 289-317.

W. Gautschi.- On the construction of Gaussian quadrature rules from modified mo-
ments, Math. Comp. 24 (1970), 245-260.

W. Gautschi.- Orthogonal polynomials and quadrature, Elect. Trans. Numer. Anal.
Vol. 9 (1999), 65-76.

Ya. L. Geronimus.- Orthogonal Polynomials: Estimates, Asymptotic Formulas, and
Series of Polynomials Orthogonal on the Unit Circle and on an Interval, Consultants
Bureau, New York, 1961.



Bibliografia 173

[57]

[58]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

Ya. L. Geronimus.- Polynomials orthogonal on a circle and their applications,
Amer. Math. Soc. Transl. Series 1, Vol. 3, Amer. Math. Soc. Providence R.I. (1962),
1-78.

E. Godoy and F. Marcellan.- Orthogonal polynomials on the unit circle: distribu-
tion of zeros, J. Comp. Appl. Math. 37 (1991), 195-208.

L. Golinskii.- Quadrature formulas and zeros of para-orthogonal polynomials on the
unit circle, Acta Mathematica Hungarica, Vol. 96, No. 3 (2002), 169-186.

G.H. Golub and J.H. Welsch.- Calculation of Gauss Quadrature Rules, Math.
Comp. 23 (1969), 221-230.

P. Gonzilez-Vera, H. Martinez and J.J. Trujillo.- An application of Szegd
quadratures to the computation of the Fourier Transform, Subbmitted (2005).

P. Gonzalez-Vera, J.C. Santos-Leén and O. Njastad.- Some results about nu-
merical quadrature on the unit circle, Adv. Comp. Math. 5 (1996), 297-328.

W. B. Gragg.- Positive definite Toeplitz matrices, the Arnoldi process for isometric
operators and Gaussian quadrature on the unit circle, J. Comp. Appl. Math. 46 (1993),
183-198. This is a slightly revised version of a paper by the same author and published
in Russian in: E. S. Nicholaev editor, Numerical Methods in Linear Algebra, Moscow
University Press, Moscow (1982), 16-32.

U. Grenander, G. Szeg6.- Toeplitz forms and their applications, Chelsea, New
York (1984).

P.E. Gustafson and B.A. Hagler.- Gaussian quadrature rules and numerical
examples for strong extensions of mass distribution functions, J. Comp. Appl. Math.
105, 1-2 (1999), 317-326.

E. Hendriksen and C. Nijhuis.- Laurent-Jacobi matrices and the strong Hambur-
guer moment problem, Acta Applicandae Mathematicae 61 (2000), 119-132.

J. Illan-Gonzdlez and G. Lépez-Lagomasino.- Quadrature formulas for unboun-
ded intervals, Rev. Cienc. Mat 3 (1982), 29-47.

C. G. J. Jacobi.- Uber die Reduction der quadratischen Formen auf die kleinste
Anzahl Glieder, Crelle Journal fiir die reine angew. Math. 39 (1848), 290-292.

C. Jagels, L. Reichel.- Szegd-Lobatto quadrature rules, J. Comp. Appl. Math. 200
(2007), 116-126.

M. A. Jenkins and J.F. Traub.- A three-stage variable-shift iteration for polynomial
zeros and its relation to generalized Rayleigh iteration, Numer. Math. 14 (1970), 252-
263.

W.B. Jones, O. Njastad and W.J. Thron.- Moment theory, orthogonal poly-
nomials, quadrature, and continued fractions associated with the unit circle, Bull.
London Math. Soc. 21 (1989), 113-152.



174

Bibliografia

[72]

[73]

[74]

[75]

[85]

[36]

W.B. Jones, O. Njastad and W.J. Thron.- Orthogonal Laurent polynomials and
the strong Hamburger moment problem, J. Math. Anal. Appl. 98 (1984), 528-554.

W.B. Jones, O. Njastad and W.J. Thron.- Two-point Padé expansions for a
family of analytic functions, J. Comp. Appl. Math. 9 (1983), 105-123.

W.B. Jones and W.J. Thron.- Survey of continued fractions methods of solving
moment problems and related topics, Analytic Theory of Continued Fractions, Lecture
Notes in Mathematics. Springer-Verlag, New York, Vol. 932 (1982), 4-37.

W.B. Jones and W.J. Thron.- Orthogonal Laurent polynomials and Gaussian
quadrature, In: Quantum Mechanics in Mathematics, Chemistry and Physics. K.E.
Gustafson and W.P. Reinhardt editors, Plenum, New York (1981), 449-455.

W.B. Jones, W.J. Thron and H. Waadeland.- A Strong Stieltjes Moment Pro-
blem, Trans. AMS 261 (1980), 503-528.

W. Jones and H. Waadeland.- Bounds for remainder terms in Szegd quadrature
on the Unit Circle, Approx. Comp. In: R.V.M. Zahar editor. International Series of
Numerical Mathematics, Vol. 119, Birkh&user, Basel (1994), 325-346.

S. V. Khruschev.- Schur’s algorithm, orthogonal polynomials, and convergence of
Wall’s continued fractions in L*(T), J. Approx. Theory, 108 No. 2 (2001), 161-248.

V.1. Krylov.- Approzimate Calculation of Integrals, The MacMillan Company, New
York, 1962.

A. B. J. Kuijlaars and K. T-R. McLaughlin.- A Riemann-Hilbert problem for
biorthogonal polynomials, 2003.

arXiv:math.CV/0310204.

D.P. Laurie.- Computation of Gauss-type quadrature formulas, J. Comp. Appl.
Math. 127 (2001), 201-217.

F.G. Lether.- Subtracting out complex singularities in numerical integration, Math.
Comp. Vol. 31 No. 137 (1977), 223-229.

N. Levinson.- The Wiener RMS (root mean square) error criterion in filter design
and prediction, J. Math. Phys., Vol. 25 (1947), 261-278.

G. Lopez-Lagomasino and A. Martinez-Finkelshtein.- Rate of convergence of
two-point Padé approximants and logarithmic asymptotics of Laurent-type orthogonal
polynomials, Constr. Approx. 11 (1995), 255-286.

H. C. Madhekar and N. K. Thakare.- Biorthogonal polynomials suggested by the
Jacobi polynomials, Pacific J. Math. 100 (2) (1982), 417-424.

D.S. Mazel, J.S. Geronimo and M.H. Hayes.- On the geometric sequences of
reflection coefficients, IEEE Trans. Acoust. Speech Signal Process 38 (1990), 1810-
1812.



Bibliografia 175

[87] S. D. Morgera.- On bi-orthogonality of Hermitian and skew-Hermitian
Szegd/Levinson polynomials, IEEE Trans. Acoust. Speech Signal Process 37 (3)
(1989), 436-439.

[88] O. Njastad and W.J. Thron.- The theory of sequences of orthogonal L-polynomials,
In: H. Waadeland and H. Wallin editors, Padé Approximants and Continued Frac-
tions, Det Kongelige Norske Videnskabers Selskabs Skrifter (1983), 54-91.

[89] F. Peherstorfer.- On the remainder of Gaussian quadrature formulas for Bernstein-
Szegd weight functions, Math. Comp., Vol. 60, 201 (1993), 317-325.

[90] J.C. Santos-Leén.- Formulas de cuadratura lineales. Extensiones y aplicaciones,
Doctoral Dissertation, Universidad de La Laguna, 1995.

[91] J.C. Santos-Leén.- Computation of integrals over the unit circle with nearby poles,
Appl. Numer. Math. 36 No. 2-3 (2001), 179-195.

[92] J.C. Santos-Leén and O. Njastad.- Domain of validity of Szegé quadrature for-
mulas, J. Comp. Appl. Math. 202 (2) (2007), 440-449.

[93] B. Simon.- CMV matrices: five years after, to appear in the Proceedings of the W.
D. Evans 65th Birthday Conference.

[94] B. Simon.- OPUC on one foot, Bull. Amer. Math. Soc. 42 (2005), 431-460.

[95] B. Simon.- Orthogonal Polynomials on the Unit Circle, Part 1: Classical Theory,
Amer. Math. Soc. Coll. Publ., Vol. 54.1, Amer. Math. Soc. Providence, R.I. 2005.

[96] A. Sri Ranga.- Another quadrature rule of highest algebraic degree of precision,
Numer. Math. 68 (1991), 283-294.

[97] A. Sri Ranga.- J-Fractions and strong moment problems, In: W.J. Thron editor,
Analytic Theory of Continued Fractions, II, Procedings Pitlochry and Aviemore 1985.
Lecture Notes in Mathematics Springer-Verlag 1199 (1986), 269-284.

[98] G. Szeglb.- Orthogonal polynomials, Amer. Math. Soc. Coll. Publ., Vol. 23, Amer.
Math. Soc. Providence, R.I. 1975.

[99] G. Szegb.- On bi-orthogonal systems of trigonometric polynomials. Magyar. Tud.
Akad. Kutaté Int. Kozl. 8 (1963), 255-273.

[100] W.J. Thron.- L-polynomials orthogonal on the unit circle, In: A. Cuyt editor, Non-
linear Methods and Rational Approximation. Reidel Publishing Company, Dordrecht
(1988), 271-278.

[101] W. Van Assche.- Analytic aspects of Orthogonal Polynomials, Katholieke Univer-
siteit Leuven, 1993.

[102] H. Waadeland.- A Szegd quadrature formula for the Poisson integral, J. Comp.
Appl. Math. In: C. Brezinski and U. Kulish editors, Elsevier Science Publishers B. V.
(North-Holland), IMACS, (1992), 479-486.



176 Bibliografia

[103] J. L. Walsh.- Interpolation and approzimation by rational fuctions in the complex
domain, Amer. Math. Soc. Coll. Publ., Vol. 20, Amer. Math. Soc. Providence, R.I.
1969.

[104] D. Watkins.- Product eigenvalue problems, STAM Review, Vol. 47 (2005), pp. 3-40.

[105] D. Watkins.- Some perspectives on the eigenvalue problem, SIAM Review, Vol. 35
No. 3 (1993), 430-471.

[106] K. Yue-Kuen and T. Kin-Kiu.- Modified quadrature formula for integrand with
nearby poles, Appl. Math. Letters, Vol. 6 No. 3 (1993), 63-65.



	Portada
	Índice general
	Agradecimientos
	Prólogo
	Índice de símbolos más frecuentes
	Capítulo 1
	1. Algunos resultados preliminares sobre polinomios ortogonales y fórmulas de cuadratura
	1.1. Introducción
	1.2. El eje real
	1.3. La circunferencia unidad
	1.4. Computación de las fórmulas tipo-Gauss y de Szegö: algoritmos de Levinson y split Levinson


	Capítulo 2
	2. Sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas y fórmulas de cuadratura para integrandos periódicos
	2.1. Introducción
	2.2. Espacios de funciones trigonométricas
	2.3. Interpolación por funciones trigonométricas
	2.4. Sistemas bi-ortogonales de funciones trigonométricas
	2.5. Fórmulas de cuadratura para integrandos periódicos
	2.6. Una conexión con la circunferencia unidad
	2.7. Ejemplos numéricos


	Capítulo 3
	3. Familias de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad: «ordenamiento» equilibrado
	3.1. Introducción
	3.2. Polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad
	3.3. El semieje real positivo: L-cuadratura Gaussiana
	3.4. La circunferencia unidad: fórmulas de Szegö
	3.5. Fórmula de Christoffel-Darboux y teorema de Favard
	3.6. Ejemplos numéricos


	Capítulo 4
	4. Familias de polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad: «ordenamiento» general
	4.1. Introducción
	4.2. Polinomios de Laurent ortogonales en la circunferencia unidad. Leyes de recurrencia
	4.3. El operador multiplicación en A
	4.4. Fórmulas de cuadratura en la circunferencia unidad
	4.5. Ejemplos numéricos. La función peso de Rogers-Szegö


	Apéndice A
	A. Problemas abiertos
	A.1. Generalización del algoritmo split Levinson
	A.2. Fórmulas de cuadratura con máximo grado de precisión exactas en subespacios de T 1/2
	A.3. Computación eficiente de las fórmulas de Szegö con un enfoque matricial
	A.4. Fórmulas de cuadratura en la circunferencia unidad con nodos prefijados


	Apéndice B
	B. Trabajos contenidos

	Bibliografía



