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Introduccion

Distintas investigaciones en el campo de la Educacion Matematica han revelado un
conjunto de dificultades con las que los estudiantes se han encontrado en el proceso de
aprendizaje de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO). Se pueden citar, entre
otras: dificultades para interpretar correctamente la definicion formal del concepto de
solucion y presentar ejemplos (Raychadhuri, 2008; Villar-Lifian & Llinares-Ciscar,
1996), dificultades al analizar el comportamiento de las funciones solucion cuando estas
vienen expresadas de forma implicita (Artigue, 1992), errores al considerar que las
soluciones de equilibrio son todas las expresiones que anulen la derivada, sean 0 no
solucion de la EDO, o problemas al relacionarlas (en el caso de las ecuaciones
diferenciales auténomas) con valores numéricos y no con funciones (Guerrero,
Camacho & Mejia, 2010; Rasmussen, 2001; Zandieh & McDonald, 1999). También
existe relacion entre la basqueda de algoritmos y el fracaso de los estudiantes a la hora
de realizar tareas en las que se requiere el uso de diferentes sistemas de representacion
(Artigue, 1992; Guerra-Caceres, 2003; Habre, 2000; Rasmussen & Kwon, 2007) o el
uso de conceptos de otras areas de las matematicas como el algebra lineal (Rasmussen
& Blumenfeld, 2007; Rasmussen & Keynes, 2003; Trigueros, 2004).

¢Donde puede estar el origen de dichas dificultades? ¢es uUnico o puede ser la
conjuncién de diferentes elementos? ¢qué se puede hacer al respecto?

El concepto de EDO esta estrechamente relacionado con el concepto de derivada de una
funcion, hasta el punto de poder considerarse como uno de los usos que conforman la
red de significados asociados al concepto de derivada. Por otra parte, el concepto de
derivada de una funcién ha sido uno de los principales temas de investigacion en la
linea del Pensamiento Matematico Avanzado (Artigue, 2001) y existe una amplia
variedad de trabajos relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de este concepto, asi
como las dificultades que surgen en su tratamiento. Resulta natural, entonces, pensar
que parte de las dificultades de aprendizaje relacionadas con las EDO puedan estar
relacionadas con la concepcion y conocimientos que poseen los estudiantes sobre la
derivada.

La investigacion que se presenta en esta memoria esta dividada en dos fases. El objetivo
de la primera fase es analizar los conocimientos que los estudiantes universitarios
muestran al responder preguntas y resolver problemas relacionados con las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias, después de haber recibido una ensefianza del concepto que
comienza con la definicion formal del mismo, continda con la clasificacion y posterior
resolucion de las ecuaciones con el método algebraico correspondiente y finaliza con un
apartado dedicado a las aplicaciones. Los resultados de esa primera fase revelan que,
efectivamente, se produce una discontinuidad en el aprendizaje de las matematicas en
este tipo de cursos, entre otras cosas, parece que este enfoque no favorece el
establecimiento de relaciones entre el concepto de derivada y el de EDO (Camacho-
Machin, Perdomo-Diaz & Santos-Trigo, 2010).

El anélisis realizado permite concluir que es importante establecer conexiones entre los

conceptos matematicos, los procedimientos, la resolucion de problemas o los procesos
de reflexion y abstraccién para que el aprendizaje se produzca de forma eficiente, en el
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sentido de que resulten de €l conocimientos Utiles para continuar con el proceso de
construccion de los conocimientos matematicos (Kilpatrick, Swafford & Findell, 2009).

Ademas, si nos preguntamos qué modelo de ensefianza puede favorecer que se
establezcan estas conexiones entre los factores que intervienen en el aprendizaje, la
Resolucidn de Problemas puede resultar un enfoque de ensefianza que promueva que los
estudiantes consideren las matematicas como una disciplina activa, contribuya a que se
establezcan relaciones entre distintos elementos matematicos, favorezca que el
estudiante desarrolle habilidades fundamentales para las matematicas, como examinar,
representar, transformar, resolver y aplicar y se ejercite en el uso de procesos asociados
al Pensamiento Matematico Avanzado como abstraer, analizar, categorizar, conjeturar,
generalizar o sintetizar (National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2009).
Una ensefianza basada en la Resolucion de Problemas contribuird a desarrollar la
competencia matematica de los estudiantes, ayudando a establecer relaciones entre los
componentes descritos por Kilpatrick et al. (2009) para desarrollar lo que denomina
Mathematical Proficiency®. Esos elementos comprenden la comprensién conceptual,
fluidez en los procedimientos, la competencia estratégica, el razonamiento adaptativo y
la predisposicién productiva.

La segunda fase de esta investigacion tiene como objetivo el disefio y el desarrollo en el
aula de un Mddulo de Ensefianza dirigido a estudiantes de primer curso de la
licenciatura en Quimica, en el que se introducen las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias en un ambiente de Resolucién de Problemas, asi como el andlisis de los
aspectos del pensamiento matematico y los procesos relacionados con la comprension
conceptual que los estudiantes muestran durante la implementacion del Mddulo de
Ensefianza.

Esta memoria esta estructurada en seis capitulos y dos anexos. El primero de los anexos
(anexo A) se encuentra al final de este documento y esta formado por tres de los
instrumentos utilizados para recoger la informacion: dos cuestionarios (C-EDO y C-D)
y el Mddulo de Ensefianza. Se estimd conveniente afiadir estos anexos al documento
escrito debido a las continuas referencias que se hace a ellos a lo largo del texto. En el
CD adjunto se encuentra, ademas de una copia de esta memoria, el anexo B, que incluye
la documentacion escrita por los estudiantes, las trascripciones de las grabaciones de las
entrevistas y de las sesiones de clase dedicadas a la implementacion del Médulo de
Ensefianza y algunas tablas disefiadas para mostrar la informacion de manera sintetizada.

A continuacion se describiran capitulo a capitulo los contenidos de la Memoria.

En el capitulo 1 se delimita el Problema de Investigacion y se sitGa dentro del marco de
la investigacion en Educacion Matemaética, estableciéndose las caracteristicas del
estudio realizado y los objetivos que se persiguen. Ademas, se enuncian las preguntas
de investigacion y se describe el proceso seguido para responderlas. Este capitulo
finaliza con la revision de los trabajos de investigacion publicados en los Gltimos afios,
relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de las Ecuaciones Diferenciales. Se
presentan, en primer lugar, aquellos resultados que muestran las dificultades que se han
encontrado, relacionadas con distintos aspectos de las Ecuaciones Diferenciales: las

! Mathematical Proficiency es el término que utiliza el National Research Council (NRC) para referirse a
lo que en esta Memoria se denomina Competencia Matematica.
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soluciones de equilibrio, el uso del campo de direcciones, la resolucion de sistemas de
ecuaciones diferenciales, entre otros. Para finalizar, en un apartado especifico, se
describe el proyecto 10-DE (Inquiry-Oriented Differential Equations) cuya propuesta de
ensefianza se basa en el hecho de que las actividades que se propongan a los estudiantes
deben resultarles reales, en el sentido de la Educacién Matematica Realista?, y debe
crearse un ambiente de aprendizaje en el que los estudiantes puedan reinventar ideas y
métodos matematicos importantes a la vez que resuelven problemas y explican su
razonamiento (Rasmussen & Ruan, 2008). Las investigaciones realizadas en el marco
de este proyecto han producido numerosos y variados trabajos en los ultimos afios, que
seran descritos en la seccion 1.4.2.

ElI Marco Conceptual, formado por los elementos tedricos que sustentan esta
investigacion, se describe en el capitulo 2 de esta memoria. En él se exponen y detallan
los componentes que intervienen en el desarrollo del aprendizaje de las matematicas, los
fundamentos que conducen a tomar determinadas decisiones en lo relativo al disefio del
material utilizado en el experimento de ensefianza y aquellos que sirven de guia para el
analisis de los datos recabados a partir de dicha experiencia. Se toman los cinco
componentes del aprendizaje descritos por Kilpatrick et al. (2009), en conjuncion con
los conocimientos, heuristicas, estrategias de control y creencias, propuestos por
Schoenfeld (1992), y la teoria de las representaciones (Hiebert & Carpenter, 1992;
Duval 1993) como referente para el disefio del Mddulo de Ensefianza y el analisis del
conocimiento de los estudiantes. Las trayectorias de aprendizaje (Simon & Tzur, 2004)
constituyen también un elemento importante para el analisis de las competencias de los
estudiantes. Como escenario para el desarrollo del Médulo de Ensefianza se eligio la
Resolucion de Problemas, enfoque que promueve que los estudiantes consideren las
matematicas como una disciplina activa, ofrece oportunidades para establecer relaciones
entre distintos elementos matematicos y contribuye a que el estudiante desarrolle
habilidades y procesos del pensamiento matematico (NCTM, 2009). La tecnologia se
considera un elemento de apoyo al desarrollo del aprendizaje de las matemaéticas,
permitiendo a los estudiantes acceder a distintos recursos, lo que puede contribuir al uso
de estrategias de resolucion y facilitar que el alumno explore sus ideas y pruebe sus
conjeturas (Santos, 2007). En esta investigacion se seleccioné la calculadora simbolica
Voyage™?200 como herramienta tecnoldgica. Por ultimo, es necesario incorporar al
Marco Conceptual un elemento que refleje la naturaleza de las matematicas como
actividad social, considerandose en este caso las interacciones que se producen entre
%\aﬂda estudiante y sus comparieros, los profesores, el Mddulo de Ensefianza y la VVoyage
200.

En el capitulo 3 se describe la Metodologia de la investigacion, que responde a los
estandares propios de una investigacion cualitativa. Se presentan los elementos
particulares de cada una de las dos fases en que se divide esta investigacion:
participantes, escenario en el que se ha desarrollado la investigacion e instrumentos de
recopilacién de datos utilizados, proceso seguido para analizar los datos obtenidos y los
criterios de validez que avalan los resultados mostrados en cada una de las fases de la
investigacion. En la seccion 3.3.3 de este capitulo se describe en detalle el Mddulo de
Ensefianza disefiado para introducir el concepto de EDO, compuesto por tres problemas
denominados Desintegracion del uranio, Contaminacion de mercurio y Dinamica de
poblaciones.

2 Traduccién de “Realistic Mathematics Education” que se utilizara en esta memoria.
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Los dos capitulos siguientes estan dedicados al analisis de los datos obtenidos durante la
investigacion. En el capitulo 4 se presenta el analisis correspondiente a la primera fase
de la investigacion que mostrara como un grupo de estudiantes de las licenciaturas en
Fisica y Matematicas utiliza sus conocimientos matematicos para resolver problemas
que involucran conceptos y significados fundamentales relacionados con las EDO y
permitird identificar algunos elementos que influyen en la aparicién de dificultades
durante la resolucion de dichas actividades.

El capitulo 5 esta dedicado al analisis de la informacion obtenida en la segunda fase de
la investigacién, que ha sido dividido en tres partes principales. En primer lugar se
analizan e interpretan las respuestas de los estudiantes que participaron en esta fase de la
investigacion (alumnos de un primer curso de la licenciatura en Quimica) a un
cuestionario cuyas preguntas giran en torno a diferentes significados que se pueden
asociar al concepto de derivada de una funcion. Este andlisis se toma como punto de
partida para interpretar la forma en que estos alumnos resuelven los problemas del
Médulo de Ensefianza. De este Ultimo aspecto se realizaron dos analisis: uno global, en
el que se describe el desarrollo de cada uno de los tres problemas del Modulo de
Ensefianza, por parte de todos los estudiantes que participaron en esta fase (seis parejas
y un trio); y un analisis local, en el que se detallan y analizan las rutas o trayectorias de
aprendizaje seguidas por cuatro parejas, seleccionadas atendiendo a diferentes criterios.
En este ultimo analisis, se incorporan algunas aportaciones proporcionadas por una serie
de entrevistas, basadas en la resolucion de un problema adicional (Investigaciones
policiales) realizadas a seis de los estudiantes.

En el capitulo 6 se presentan las conclusiones obtenidas a partir del analisis, organizadas
en torno a las preguntas de investigacion. EI Marco Conceptual, descrito en el capitulo 2,
y el analisis de los datos presentado en los capitulos 4 y 5, permiten realizar la
interpretacion de dichos datos. Se incluyen en este capitulo las aportaciones que esta
investigacion hace al campo de la Educacion Matematica, en particular a la ensefianza y
el aprendizaje de las EDO, y las limitaciones de la misma, asi como las perspectivas que
se plantean para investigaciones futuras.

Finaliza la memoria con el listado de las referencias utilizadas en su redaccion.

Introduccion 4



1. Problema de Investigacion

En este capitulo se establece el Problema de Investigacion y se sitta dentro del marco
de la investigacion en Educacion Matematica, en general, y en el contexto de las
investigaciones existentes en relacién con la ensefianza y el aprendizaje de las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, en particular, estableciéndose las delimitaciones
de la investigacion realizada. Ademas se formulan las preguntas de investigacion y se
describen las rutas seguidas para darles respuesta. En la Gltima seccion se revisan
diferentes trabajos de investigacién relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de
las EDO, en particular el proyecto 10-DE (Inquiry-Oriented Differential Equations).

1.1 Investigacién en Educacion Matematica en el nivel
universitario.

Las investigaciones en el campo de la Educacion Matemaética han ido evolucionando y
especializdndose cada vez mas, debido, en parte, a que la manera en que se conciben
hoy dia las matematicas, y por tanto su aprendizaje, no es la misma que hace unos afios.
Esta disciplina ha pasado de ser considerada un sistema de definiciones, reglas y
procedimientos, a ser definida como ciencia de los patrones, incluyendo distintos tipos
de razonamiento como la modelacion o la abstraccion y el reconocimiento de que el
conocimiento matematico se construye dentro de una comunidad que promueva y valore
la participacion y colaboracion entre sus miembros (Schoenfeld, 1992). De esta forma,
las matematicas se han ido convirtiendo en una actividad social y de colaboracion. En
este sentido, Bishop (2000) sefiala que

Son muchas las variables que se combinan y que hacen que la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas sea algo mucho méas complejo. La complejidad a la que nos
enfrentamos en el momento actual representa un reto mucho mayor que el que vivieron los
educadores en el pasado. (p.7)

La complejidad de la ensefianza y el aprendizaje indicada esta relacionada, por ejemplo,
con los aspectos politicos y econémicos que giran en torno al establecimiento del
curriculo y la manera de transferirlo al aula, la diversidad del alumnado, en cuanto a
formacion pero también en cuanto a aspiraciones y expectativas, y la necesidad de
adaptar la educacion a los nuevos contextos educativos, donde se incluye también el uso
de la tecnologia, aspecto que esta en continuo desarrollo. Las investigaciones en el
campo de la Educacion Matematica tratan de analizar estas variables e identificar
nuevos aspectos que intervengan en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.
Para ello se realizan trabajos centrados en diferentes aspectos tales como el curriculo de
matematicas, el estudiante y los procesos de aprendizaje, el profesorado y la ensefianza
o las componentes sociales y culturales que influyen en la educacion.

La amplitud y complejidad de los temas relacionados con la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas hace imprescindible el tratamiento de fendmenos claramente
delimitados dentro de la problematica general. Una primera cota natural es la distincion
entre niveles educativos, distinguiéndose entre primaria, secundaria o universitaria, sin
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olvidar la importancia de la transicién entre ellos. La investigacion que se presenta en
esta memoria corresponde al campo de la Educacion Matematica en el nivel
universitario, si bien se presentan algunas observaciones que podrian ser consideradas
para los ultimos cursos de la ensefianza secundaria.

El interés por los aspectos relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de conceptos
matematicos en el nivel universitario ha ido creciendo en los ultimos afios, con
importantes aportaciones al campo de la Educacion Matematica, identificando y
analizando las dificultades que los alumnos encuentran y los puntos débiles del sistema
educativo, y proponiendo diferentes vias para superar estos problemas (Harel, Selden &
Selden, 2006).

Una manera de clasificar las diferentes lineas de investigacion existentes en el campo de
la Educacion Matematica consiste en hacerlo de acuerdo a la tematica especifica tratada,
por ejemplo el uso de tecnologia, la poblacién con la que se realiza la investigacion
(estudiantes de distintos niveles educativos, profesorado...), la construccién de marcos
tedricos, el andlisis de los elementos de visualizacion, etc. EI Pensamiento Matematico
Avanzado® (PMA) es una linea de investigacion, formalmente constituida a finales de
los afios 80 en el seno del International Group for the Psychology of Mathematics
Education (PME) y cuyo esfuerzo va dirigido hacia el desarrollo de investigaciones
acerca de los procesos cognitivos y las formas de pensamiento que ocurren
principalmente en los niveles universitarios. Gran parte de estas investigaciones hacen
referencia a conceptos matematicos y procesos cognitivos de componente matematica
como abstraer, definir, demostrar, formalizar, entre otros (Azcarate & Camacho, 2003).
La relevancia de esta linea de investigacion queda de manifiesto por el lugar que ocupa
en congresos como el CERME o el PME?, en los que existe un grupo de trabajo con esta
denominacion.

Inicialmente, los objetivos de esta linea de investigacion eran identificar los procesos
cognitivos que subyacen en el aprendizaje de las matematicas en los niveles avanzados,
investigar las relaciones de esos procesos con los que intervienen en los niveles
elementales y comprender las dificultades de los estudiantes relacionadas con
contenidos matematicos avanzados (Artigue et al., 2007).

La evolucidn, por una parte, de los marcos tedricos utilizados en la investigacion en
Educacion Matematica en los niveles universitarios y, por otra parte, de las dimensiones
institucional, social, cultura y tecnoldgica del contexto en que se desarrolla la ensefianza
y el aprendizaje, ha promovido la diversificacion de los tdpicos investigados en la linea
del PMA. Estas investigaciones muestran ciertas limitaciones en las concepciones de los
estudiantes: discrepancias entre las definiciones formales que citan y los criterios que
utilizan para comprobar que determinados ejemplos se ajustan a esas definiciones
(Raychadhuri, 2007; 2008; Villar-Lifian & Llinares-Ciscar, 1996), dificultades con las
representaciones graficas y su conexion con el trabajo analitico (Artigue, 1992;
Gonzalez-Martin & Camacho, 2004) o la incapacidad de los estudiantes para utilizar sus
recursos matematicos, de forma eficiente, en la resolucion de tareas que no fueran
rutinarias para ellos (Habre, 2000). Los topicos mas estudiados en Espafia han sido los
conceptos de limite, funcién, derivada e integral. Algunos ejemplos de estas

® Traduccion de “Advanced Mathematical Thinking”.
*“Congress of the European Society for Research in Mathematics Education” y “Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education” respectivamente.
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investigaciones son las Tesis Doctorales de Blazquez (2000), Badillo (2004), Depool
(2004), Sanchez-Matamoros (2004), Gonzalez-Martin (2005), Pecharroman (2009) y
Boigues (2010). Otras investigaciones enmarcadas en esta linea son: las desarrolladas en
los trabajos de Moreno (2000) y Moreno y Azcéarate (2003), que realizan un estudio de
casos acerca de las concepciones y creencias de seis profesores universitarios sobre la
ensefianza de las ecuaciones diferenciales, o el andlisis de libros de texto relacionados
con los conceptos y procesos del PMA (Sierra, 2007; Sierra, Gonzélez & Lopez, 2003).

Otra perspectiva de investigacion en el campo de la Educacién Matematica que esta
surgiendo recientemente son las aplicaciones de la neurociencia, cuya investigacion ha
permitido localizar algunas partes del cerebro que participan en la resolucion de
diferentes actividades matematicas y han generado una imagen dinamica de la actividad
cerebral (Artigue et al., 2007). De momento, estas investigaciones no han tratado los
procesos de aprendizaje propios del PMA, que son los que se consideran en esta
investigacion.

Los cambios no se han producido Unicamente en los topicos investigados dentro de esta
linea de investigacion, también han surgido diferentes interpretaciones del significado
de la expresion ‘“Pensamiento Matematico Avanzado”. La discusion comienza al
plantearse a qué hace referencia el término “avanzado”, si al pensamiento, a las
matematicas 0 a ambos (Selden & Selden, 2005). De esta forma han surgido dos
perspectivas, una centrada en las matematicas, identificada en inglés con las siglas A-
MT y otra enfocada hacia el pensamiento matematico, denotada AM-T (Zazkis &
Applebaum, 2007). Esta es una cuestion que se retoma cada cierto tiempo y que ain no
esta resuelta, pero que ha dado lugar a la publicacion de diversos trabajos sobre el tema.
En particular, la revista Mathematical Thinking and Learning dedicé un monografico,
en el afio 2005, a esta discusion. En este monogréfico, Harel y Sowder (2005) se
plantean qué significa que el pensamiento matematico sea avanzado (reescribiendo el
término Pensamiento Matematico Avanzado como Pensamiento-Matematico Avanzado®,
P-MA) y estableciendo que

El pensamiento matematico es avanzado si su desarrollo involucra al menos una de las
tres condiciones para que un obstaculo sea epistemolégico. El nivel de adquisicion de una
forma de pensamiento por parte de un individuo queda determinado por la manera en que
el individuo ha superado dichos obstaculos. (Harel & Sowder, 2005, pp. 34-35)

El grupo de trabajo de PMA del CERME 6° incluye dentro de esta perspectiva, centrada
en el pensamiento matematico, aquellas investigaciones cuyos protagonistas son los
estudiantes que muestran una mayor capacidad intelectual para las matematicas (Leikin,
Cazes, Mamona-Dawns & Vanderlind, 2010).

En el marco del PMA surgieron una serie de constructos teoricos, que han ido
evolucionando a medida que lo ha hecho la propia linea de investigacion, y cuyo fin es
tratar de describir y explicar determinadas situaciones que se producen por el vacio
existente entre las matematicas formales y los procesos cognitivos por los que pasa un
individuo en el proceso de aprendizaje. Los primeros conceptos que surgieron fueron:

® En inglés: Advanced Mathematical-Thinking (AM-T).
® Celebrado en Francia a principios de 2009.
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“concept image”7 y “concept definition”, para distinguir entre la imagen de un concepto
que tiene un individuo y su definicion formal; obstaculo epistemoldgico, introducido
para analizar los errores de los estudiantes, y la dualidad entre proceso y objeto.

Tall y Vinner (1981) utilizan el término “concept image” para

Describir la estructura cognitiva completa asociada con el concepto, incluye todas las
imagenes mentales y las propiedades y procesos asociados. Se construye a lo largo de los
afios a través de experiencias de todo tipo, variando a medida que el individuo encuentra
nuevos estimulos y madura. (p. 152)

El “concept image” que haya construido un individuo puede no ser coherente y
generalmente no concuerda con la definicion de dicho concepto. Algunas
investigaciones realizadas en torno al concepto de funcion muestran ejemplos de este
hecho, reflejando que muchos estudiantes definen correctamente el concepto de funcion
pero los argumentos utilizados para indicar si determinadas representaciones tabulares,
gréaficas, simbolicas o discursivas corresponden con funciones no se corresponden con
la definicion dada (Artigue, Batanero & Kent, 2007). Por ejemplo, algunos estudiantes
reconocen una funcién constante como funcion si se le presentaba una representacion
gréfica, pero no lo consideraban como funcion si venia expresada por una expresion
algebraica sin una variable explicita. Villar-Lifian y Llinares-Ciscar (1996) muestran
algo similar en relacion con las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias; los estudiantes
definian el concepto y luego no eran coherentes con la definicion dada cuando se les
pedia identificar si una serie de expresiones eran o no Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias®.

La nocidn de obstaculo epistemoldgico, establecida por Bachelard (1938) e importada
por Brousseau (1998) a la Didactica de la Matematica, se utiliza para hacer referencia a
determinados errores que cometian los estudiantes, generalmente los mas resistentes,
que no eran fruto de un error de conocimiento sino del uso incorrecto de un
conocimiento que habia sido de utilidad en determinadas situaciones. (Artigue et al.,
2007). Brousseau enumera tres condiciones para que cierta parte del conocimiento
pueda ser considerada como un obstaculo epistemoldgico: que se pueda localizar en la
historia de las matematicas; que no sea fruto de una falta de comprensién o un
conocimiento erréneo sino provocado por un conocimiento que es valido en un contexto
particular que genera respuestas incorrectas en otros contextos; que sea resistente
(citado en Harel & Sowder, 2005).

Desde otra perspectiva se considera que una de las razones por las que resulta complejo
el desarrollo de conceptos matematicos avanzados es porque dichos conceptos pueden
jugar, de manera simultanea, el papel de procesos y de objetos, segun el contexto en que
aparezcan y el nivel de conceptualizacion del estudiante (Azcarate & Camacho, 2003).
Es lo que se denomina la dualidad proceso-objeto. La evolucion en la manera en que se
trata esta dualidad de la mayoria de los conceptos asociados al PMA ha dado lugar a
diferentes teorias 0 marcos tedricos que se describen brevemente a continuacion.

" Azcérate (1992) traduce el término “concept image” como “esquema conceptual”. En esta memoria se
mantendra el uso del término en inglés.
8 Este trabajo es analizado en detalle en la seccion 1.4.1, Dificultades en el aprendizaje de las EDO.
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1.1.1 La dualidad proceso-objeto

Sfard (1991) considera que un individuo puede construir dos tipos de concepciones de
un mismo concepto matematico: operacionales y estructurales. La primera de ellas se
refiere a la consideracion del concepto como proceso y la segunda, cuando se le concibe
como un objeto. Distingue tres etapas en el proceso de formacion de estas concepciones
(interiorizacion, condensacion y cosificacion). La interiorizacion y condensacion serian
procesos graduales que culminarian en la cosificacion del concepto. La nueva entidad
cosificada seria el objeto, que empieza a adquirir significado propio.

Concepcion Concepcion
Operacional Estructural
Proceso Concepto

Interiorizacion  g—»  Condensacion g Cosificacion

Proceso de formacion

Esquema 1.1.1: Proceso de comprension de Sfard

Un marco tedrico desarrollado de acuerdo a la distincion entre proceso y objeto es la
teoria APOS® (siglas correspondientes al esquema “action-process-object-squema™),
introducida por Dubinsky y basada en la teoria de Piaget. Esta teoria trata de modelizar
las construcciones mentales utilizadas en el PMA considerando que

... comprender un concepto matematico comienza con la manipulacion de objetos fisicos
0 mentales previamente construidos para formar acciones; las acciones son luego
interiorizadas para formar procesos que son después encapsulados para formar objetos.
Los objetos pueden ser desencapsulados de nuevo a los procesos a partir de los cuéles
fueron formados. Finalmente, las acciones, procesos y objetos pueden ser organizados en
esquemas (Asiala et al., 1996, p. 8).

La teoria APOS ha ido evolucionando a medida que lo ha hecho el propio campo de
investigacion. En este crecimiento ha jugado un papel fundamental la creacion del
grupo RUMEC™, entre cuyos objetivos se encuentra realizar un anlisis teérico de los
conceptos matematicos que denominan descomposicion genética del concepto. Este
analisis se basa en la comprension de los investigadores del concepto tratado y las
experiencias que han tenido, tanto cuando lo aprendieron como cuando lo han ensefiado;
investigaciones previas sobre el concepto y observaciones del proceso de aprendizaje
del concepto que muestran los estudiantes (Asiala et al., 1996).

% En espafiol, en ocasiones, se utilizan las siglas APOE para referirse a esta teorfa.
19 Research in Undergraduate Mathematics Education Community.
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Obijetos fisicos o

construcciones Acciones Procesos Objetos
mentales

Qoo Ao Ao~

Manipulacion Interiorizacion Encapsulacion

[ Esquemas ]

Esquema 1.1.2: Conceptualizacion segun la teoria APOS

Algunas dificultades encontradas a la hora de explicar las investigaciones realizadas
bajo esta teoria, en particular en lo que concierne a la construccién de esquemas,
motivaron una reconsideracion de este término, distinguiéndose en la actualidad tres
niveles en el desarrollo del esquema de un concepto: Intra, Inter y Trans (Artigue et al.,
2007).

= En el nivel de desarrollo Intra el estudiante se centra en acciones, procesos y objetos
individuales, de forma aislada con respecto a otros aspectos cognitivos de naturaleza
similar.

= El nivel Inter se caracteriza por la construccion de relaciones y transformaciones
entre esos aspectos cognitivos.

= En el nivel Trans el individuo construye una estructura subyacente que permite
comprender las conexiones establecidas en el nivel Inter y da cierta coherencia al
esquema de manera que el individuo puede decidir cuando y cémo resulta util el
esquema.

Por ejemplo, Trigueros (2004) establece que el desarrollo del esquema para el concepto
de solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales involucra la consideracion de una
funcién como solucién, la curva solucion, el proceso de encontrar la solucion y su
relacion con conceptos de algebra lineal. Describe ademas los tres niveles de desarrollo
de dicho esquema de la siguiente forma:

= En el nivel Intra-solucion se sitdan los estudiantes que resuelven correctamente un
sistema pero no interpretan correctamente el significado de las soluciones lineales
obtenidas salvo para escribir la expresion analitica de la solucion general. Tampoco
establecen relacion entre el sistema y su solucion con su representacion gréafica.

= En el nivel Inter-solucion, los estudiantes dan significado a las soluciones lineales
obtenidas pero tienen dificultades para relacionar su concepcién de la solucion del
sistema con las propiedades de la base de un espacio vectorial. Ademas no les resulta
trivial identificar cuando una representacion particular se corresponde con un sistema
de ecuaciones.

= En el nivel Trans-solucién los estudiantes pueden resolver, interpretar y describir
graficamente diferentes sistemas de ecuaciones, relacionan las soluciones lineales de
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un sistema con propiedades de dicho sistema y del espacio vectorial asociado. Los
estudiantes muestran que el esquema es coherente por su habilidad para elegir el
método méas apropiado para resolver un sistema particular y para determinar cuando
y por qué las soluciones de un sistema forman una base de un espacio vectorial.

Con este enfoque también se han elaborado y probado disefios de ensefianza, ligados al
aprendizaje cooperativo (Artigue et al., 2007). El proceso de disefio de las secuencias de
ensefianza basadas en esta teoria comienza con la descomposicion genética del concepto
a ensefiar, reflejando qué significa comprender ese concepto y cémo puede un
estudiante construir o desarrollar esa comprension. Con ese analisis se propone una
descripcién de las construcciones mentales especificas que un estudiante deberia
realizar para desarrollar su comprensién del concepto.

En el proceso de ensefianza se hace pasar a los estudiantes por situaciones donde tengan
que afrontar sus lagunas conceptuales y tratar de darles sentido involucrandose en
actividades como resolver problemas o responder preguntas, de forma individual o en
grupo. Uno de los enfoques pedagogicos que se utiliza es el “Ciclo de Ensefianza ACE”,
con el que se distinguen tres etapas en el desarrollo de las clases, cada una de una
semana de duracion. Durante la semana, algunas de las clases se realizan en una sala de
ordenadores y el trabajo se completa fuera de clases. Los estudiantes trabajan en grupo
en todas las sesiones. Los tres componentes del ciclo son: actividades, discusiones de
clase y ejercicios.

Las actividades se desarrollan en las salas de ordenadores y consisten en tareas de
programacion disefiadas para promover construcciones mentales especificas, con base
en el andlisis tedrico del concepto realizado previamente. El objetivo de estas
actividades es que los estudiantes desarrollen una experiencia con el concepto
matematico que se va a tratar en las clases posteriores.

En las discusiones de clase los estudiantes trabajan en equipo para responder, con lapiz
y papel, a cuestiones basadas en las actividades que previamente se han realizado en la
sala de ordenadores. El profesor guia las discusiones que se producen en los grupos con
el objetivo de que los estudiantes reflexionen sobre el trabajo que realizaron con el
ordenador y los relacionen con los célculos que han hecho en clase. En algunas
ocasiones el profesor interviene, introduciendo definiciones o explicaciones para
integrar o aclarar los aspectos que se han discutido.

El ciclo se completa con una serie de ejercicios que se asignan a los estudiantes como
trabajo de casa. El objetivo de estos ejercicios es reforzar las ideas que los alumnos han
construido, que utilicen las matematicas que han aprendido o incluso comenzar a pensar
en situaciones que se abordaran mas adelante.

Como ejemplos de investigaciones relacionadas con la teoria APOS y con la ensefianza
y el aprendizaje de las EDO se pueden mencionar los trabajos de Donovan (2004) y
Trigueros (2004). Donovan (2004) utiliza la nocién de “esquema” en una investigacion
en la que clasifica a los estudiantes en dos grupos: aquellos que muestran una
“comprension relacional”, sabiendo lo que hacen en cada momento y por qué, y
aquellos con una “comprension instrumental”, que utilizan reglas sin razonar, cuando
resuelven actividades relacionadas con las EDO de primer orden. Trigueros (2004)
utiliza la teoria APOS para describir el desarrollo, por parte de un grupo de estudiantes
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de Econdmicas, de los esquemas de representacion paramétrica de funciones y de
solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales.

En el tratamiento de esta dualidad proceso-objeto surge la definicion del término
“procepto”! para referirse a aquellas estructuras matematicas que pueden considerarse
COmo un proceso y como un objeto (Gray & Tall, 1994).

Un procepto elemental es la unién de tres componentes: un proceso que produce un
objeto matematico, y un simbolo que se utiliza para representar tanto al proceso como al
objeto. Un procepto consiste en una coleccion de proceptos elementales correspondientes
al mismo objeto™. (p. 6)

La vision de Tall sobre el desarrollo del conocimiento matematico ha ido evolucionando
de forma independiente a las teorias de Sfard o Dubinsky, en lo que al desarrollo del
conocimiento matematico se refiere. Tall (2004) distingue tres vias por las que se
produce este desarrollo que son distintas pero estan interrelacionadas y que se
corresponden con tres “mundos matematicos”. Cada individuo transita por estos tres
mundos de una manera diferente.

El primer camino se basa en la percepcién del mundo que tenga el individuo,
refiriéndose a lo que el individuo piensa sobre las cosas que percibe y siente, tanto en el
mundo fisico como en su propio mundo mental de significados. A través de la reflexion
y el uso de un lenguaje cada vez mas sofisticado, el individuo puede centrarse en
aspectos de su experiencia sensorial que le permita imaginarse nociones gue no existan
en el mundo exterior, tal como una linea perfectamente recta. Para Tall este seria el
“conceptual-embodied world”, que se podria interpretar como “mundo de los conceptos
personificados”.

El segundo mundo es el de los simbolos que se utilizan en aritmética, algebra o calculo
para manipular y calcular. EI paso por este mundo comienza con las acciones (como
contar) que son encapsuladas como conceptos, utilizando simbolos que permitan pasar,
sin esfuerzo, de los procesos para hacer matematicas a los conceptos para pensar en
matematicas. A este mundo lo denomina “proceptual-symbolic world”, que se puede
interpretar como “el mundo de los proceptos”.

El tercer mundo se basa en las propiedades, expresadas en términos de definiciones
formales que se utilizan como axiomas para especificar estructuras matematicas como
“grupo”, “espacio vectorial”, etc. Este seria el “formal-axiomatic world” o el “mundo
formal”. En este mundo se activa la experiencia previa del individuo, trabajando con
objetos que no resultan familiares sino con axiomas que se formulan cuidadosamente
para definir estructuras matematicas en términos de propiedades especificas. Dentro del
sistema de axiomas se pueden definir nuevos conceptos y deducir sus propiedades para

asi construir una teoria coherente y légica.

Tall (2007) relaciona los dos primeros mundos con las matematicas elementales y el
tercero, el “mundo formal” con el PMA. Uno de los puntos de interés en esta teoria es
como se produce la transicion hacia ese “mundo formal”, que resulta tan complicada

1 Traduccién de la expresion “procept” que proviene de proceso (process) y objeto (object).
2 por ejemplo, el procepto “6” incluye el proceso de contar 6 y una coleccion de otras representaciones
como 3+3, 2-3, 8-2, etc (Gray & Tall, 2004, p. 6)
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para muchos estudiantes. Artigue et al. (2007) sefialan que muchos estudiantes podrian
conseguir acceder a ese mundo de las matematicas formales trabajando previamente en
los otros dos mundos definidos por Tall, el de la percepcion y el de los proceptos.

Hasta el momento se ha mostrado la evolucion del PMA fruto de los cambios que se
han producido en la Educacion Matemaética a nivel interno, en lo referente a los marcos
tedricos de investigacion y los aspectos cognitivos del aprendizaje. Pero la investigacion
en Educacion Matematica también se ha visto influida por la evolucion de aspectos
externos como los cambios pedagogicos y curriculares, el aumento en las diferencias
entre los niveles de secundaria y universidad, el desarrollo de la tecnologia, etc.
(Artigue et al., 2007). Fruto de dicha evolucién han surgido una serie de investigaciones
en las que el disefio de secuencias de ensefianza tiene un papel relevante. A modo de
ejemplo, presentamos dos de esas perspectivas.

1.1.2 La Teoria de las Situaciones Didéacticas

Esta teoria se origina en los afios 70, de la mano de Brousseau, y ha continuado
evolucionando y desarrollandose a medida que lo ha hecho la Educacion Matematica
(Brousseau, 1998). Es el eje sobre el que se sostiene la mayoria de las investigaciones
francesas en este campo. Esta teoria sitGa el papel de la institucion en un lugar central
en el proceso de aprendizaje, considerando que la institucion debe permitir que los
estudiantes construyan un conocimiento que pueda funcionar y existir de manera
independiente a ella. En resumen, la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD), estudia
la complejidad inherente a cualquier situacion que involucre la interaccion estudiante-
profesor-contenido (Sriraman & English, 2010).

En general, la TSD se ocupa de las relaciones que se establecen entre un individuo que
estd aprendiendo matematicas y el medio que le rodea, compuesto por otros estudiantes,
los conceptos que se quieren aprender y el repertorio conceptual de que disponga el
estudiante.

Ademas, las investigaciones realizadas en el marco de la TSD constan de una parte cuyo
objetivo es el disefio de problemas o ejercicios que se adapten al conocimiento y a los
estudiantes, es decir, la creacion de situaciones didacticas que contribuyan a que los
estudiantes desarrollen el aprendizaje de las matematicas generando sus propias ideas.
Segun los fundamentos de esta teoria, el medio en que se desarrolle dichas situaciones
didacticas debe presentar tres caracteristicas fundamentales: ser factor de
contradicciones, dificultades y desequilibrios, promoviendo la adaptacion para el
estudiante; permitir la autonomia del estudiante, a la par que se le hace sentirse
responsable de su aprendizaje y conducir no sélo al saber de conocimientos
matematicos sino al propio saber matematico (Brousseau, 1998).

La Ingenieria Didactica es una metodologia de investigacion apoyada por la Teoria de
las Situaciones Didacticas, considerando que en el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas influyen las interacciones entre el saber matematico, el sistema educativo y
los estudiantes (Artigue, 1992).

Asi, en el disefio de ingenierias didacticas se consideran tres aspectos fundamentales:
las caracteristicas del saber que se pretende poner en funcionamiento (dimension

Problema de Investigacion 13



epistemoldgica), las caracteristicas cognitivas de los estudiantes a los que va dirigida la
ensefianza (dimension cognitiva) y las caracteristicas del funcionamiento del sistema de
ensefianza (dimension didactica).

La metodologia de investigacion utilizada en la Ingenieria Didactica tiene dos
caracteristicas principales: su esquema experimental se basa en las realizaciones
didacticas que se producen en el aula, es decir, en la concepcidn, realizacion,
observacion y analisis de las secuencias de ensefianza y se registran los estudios de
casos, realizando una validacién basada en la confrontacion entre un analisis a priori y
un analisis a posteriori.

A partir de la Ingenieria Didactica se disefian las situaciones didacticas utilizando los
resultados de la investigacion. Los estudiantes deben buscar las soluciones a una serie
de problemas seleccionados por el profesor con el objetivo de enfrentar a los alumnos a
una situacion matematica determinada. Previamente al disefio del curso se realiza un
analisis de los objetivos epistemoldgicos del proyecto y un estudio minucioso de las
limitaciones.

Artigue (1987) disefid una Ingenieria Didactica que utilizd durante tres afios para
ensefar las EDO de primer orden a estudiantes de primer curso de universidad. Durante
cada afio participaron de estas clases alrededor de cien alumnos, que recibieron en torno
a 35 horas de formacion. En estas clases se simultaneaban las clases tradicionales con
sesiones de ejercicios que debian resolverse utilizando tecnologia. En un primer
momento los estudiantes completaron correctamente los ejercicios en los que se
consideraban dos sistemas de representacion de manera simultdnea como, por ejemplo,
una en la que se pedia a los estudiantes que relacionaran siete ecuaciones diferenciales
diferentes con las correspondientes graficas de las curvas solucion. Artigue relaciona el
éxito que tuvieron los estudiantes en la realizacion de estas actividades con el hecho de
que utilizaron distintos criterios para determinar y comprobar sus respuestas, entre los
que se incluia el relacionar el signo del segundo miembro de la ecuacion (en el caso de
ecuaciones de la forma y'= f(x,y)) con las propiedades de monotonia de las funciones

solucion, los ceros de la funcién f con funciones soluciones horizontales, el valor
numérico de f en un punto y la pendiente de la funcion solucion en dicho punto.

Sin embargo, los resultados obtenidos en esta investigacion reflejan una viabilidad
parcial, mostrando ciertas dificultades con las demostraciones de tipo cualitativo
debidas, en gran parte, por la limitacion que mostraron los estudiantes en el desarrollo
de capacidades relacionadas con el tratamiento del marco gréfico. Esto dio lugar a un
nuevo estudio en el que se analizan las dificultades de tipo cognitivo que surgen en el
tratamiento de las funciones desde un punto de vista algebraico y grafico (Artigue,
1992).

1.1.3 La Educacién Matematica Realista

Un tercer enfoque que integra la investigacion con el disefio curricular es la Educacion
Matemética Realista'®. Esta teorfa surge en los afios 70, en Holanda, de la mano de
Freudenthal y algunos investigadores del IOWO (Instituto para el Desarrollo de la
Educacién Matematica). Tiene dos caracteristicas principales: el uso de contextos

13 Traduccién de “Realistic Mathematics Education” (RME).

Problema de Investigacion 14



realistas en la ensefianza de las matematicas, con el objeto de destacar la conexion de
esta disciplina con la realidad, hacerlas cercanas a los estudiantes y relevantes para la
sociedad, y el uso didactico de modelos (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003;
http://www.fi.uu.nl/en/rme/). En este enfoque los problemas preceden a la matematica
abstracta, los estudiantes aprenden matematicas examinando situaciones presentadas en
un contexto experimentalmente real para ellos y recurren a su conocimiento matematico
para resolverlas.

Los contextos realistas se refieren no sélo a problemas formulados en un contexto
relacionado con la vida real, sino a cualquier tipo de actividad que tenga sentido para el
estudiante, es decir, que resulte real para él. En este sentido, incluso las matematicas
formales pueden conformar un contexto realista, si los estudiantes a los que van
dirigidas las actividades estan acostumbrados a trabajar en este contexto y las
actividades planteadas en el mismo tienen sentido para ellos. Freudenthal define la
realidad como “aquello que el sentido comlin considera real” (citado por Gravemeijer,
2004, p. 2), pero afiade que lo que puede resultar de sentido comin para cualquier
persona es diferente a lo que resulta real para un matematico.

Otro aspecto caracteristico de la Educacion Matematica Realista es el disefio de
secuencias de ensefianza que supongan un desafio para los estudiantes y que promuevan
que los estudiantes organicen los conocimientos claves en un nivel para poder producir
nuevos conocimientos en un nivel superior (Rasmussen et al., 2006). De esta forma, las
matematicas no deben presentarse como un sistema cerrado al que los estudiantes
acceden de forma pasiva, sino como una actividad o un proceso al que el estudiante
debe enfrentarse, con la asistencia del profesor s6lo como guia de dicho proceso.
Treffers define este proceso como “proceso de matematizacion”, distinguiendo entre
“matematizacion horizontal” y “matematizacion vertical” (citado en Drijvers, 2003, p.
14). La matematizacidn horizontal se produce al intentar esquematizar un problema con
un enfoque empirico en términos estrictamente matematicos; mientras que la
matematizacion vertical se refiere a los procesos matematicos, la solucion del problema,
la generalizacion de la solucion y la formalizacion.

Relaciones en el
marco matematico

m. vertical

_

. horizontal Modelo matematico

Contexto real

Imagen 1.1.3: Procesos de matematizacion horizontal y vertical (Drijvers, 2003, p.54)

El proceso de desarrollo de una secuencia de ensefianza basada en esta teoria comienza
determinando una serie de Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje [THA] (Simon,
1995), junto con una serie de actividades de ensefianza. Las actividades propuestas
deben contemplar estos dos procesos de matematizacién, profundizando en uno u otro
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segun la concepcién que el disefiador tenga de las matematicas y su relacién con el
mundo real, asi como de lo que quiera transmitir a sus estudiantes.

Después de implementar la secuencia en el aula se realiza un anélisis retrospectivo que
permite revisar y refinar la trayectoria de aprendizaje que se habia supuesto inicialmente.
Gravemeijer (2004) describe tres heuristicas para disefiar la instruccion: el principio de
reinvencion guiada, segun el cuél el modelo de ensefianza guia a los estudiantes en la
construccion propia de algunos conceptos 0 procesos matematicos, la fenomenologia
didéactica, considerando los problemas practicos como posibles puntos para iniciar el
proceso de reinvencion, y la construccion de modelos emergentes, refiriéndose con ello
al proceso segun el cual algo que surge como un modelo-de actividad matematica
informal, conforme pasa el tiempo, se puede convertir en un modelo-para
razonamientos matematicos mas formales. La transformacion de un modelo-de a un
modelo-para es un proceso por el que los estudiantes pasan realizando actividades de
distinto tipo (situacional, referencial, general y formal).

El proyecto 10-DE™ tiene su base en los fundamentos de la Educacién Matematica
Realista. Entre sus objetivos se encuentra que los estudiantes reinventen algunas de las
ideas y métodos matematicos utiles para el analisis de las EDO, buscar tareas
desafiantes, que reflejen situaciones que resulten reales para los alumnos y que les
sirvan de punto de partida para indagar, y en los que exista un balance entre los
tratamientos analitico, numérico y grafico del concepto (Rasmussen & Kwon, 2007).

En esta seccion se ha visto que la Ingenieria Didactica y las metodologias utilizadas en
la teoria APOS y la Educacién Matematica Realista presentan un aspecto comin en sus
procesos de disefio de secuencias de ensefianza: su caracter ciclico. Se implementa la
secuencia en el aula, se recogen los datos, se analizan, y ese andlisis permite revisar
tanto el propio disefio del modelo de ensefianza como la teoria en la que se basa.

El grupo de investigaciones mencionadas ofrece distintas perspectivas acerca de la
ensefianza y el aprendizaje de las matemaéticas, en particular de aquellos conceptos y
procesos relacionados con el PMA, que puede ser considerado caracteristico de los
niveles universitarios.

La mayoria de estas investigaciones, ademdas, hace uso de la tecnologia como
herramienta para el desarrollo de las actividades de ensefianza propuestas. La tecnologia
juega un papel fundamental en el desarrollo de conceptos asociados al PMA (Camacho,
Depool & Santos-Trigo, 2010; Drijvers, 2003; Gonzalez-Martin, 2005) facilitando a los
estudiantes el transito de lo discreto a lo continuo, de lo finito al infinito, de lo
determinado a lo indeterminado e incluso entre distintos significados de un mismo
concepto (Ferrara, Pratt & Robutti, 2006).

1.2 Delimitacion del Problema de Investigacion.

¥10-DE son las siglas, en inglés, del proyecto Inquiry-Oriented Differential Equations, liderado por
Chris Rasmussen. El volumen de investigaciones que existen, en el marco de este proyecto, y su relacion
con la investigacion que se presenta en esta memoria, hacen que se dedique la Ultima seccidn de este
capitulo, en exclusiva, a describir este proyecto y algunas de las investigaciones més relevantes de sus
miembros (seccion 1.4.2).
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Las matematicas, ademas de ser una disciplina con sus propias reglas de funcionamiento,
es una ciencia que influye en el desarrollo de muchas otras disciplinas que necesitan de
su uso para resolver problemas. Esto, unido al hecho de que la mayor parte de la
docencia de matematicas en los niveles universitarios no va dirigida hacia futuros
matematicos sino hacia profesionales que necesitaran utilizarlas como herramientas
(Selden & Selden, 2001), hace que resulten de interés las investigaciones sobre la forma
en que los estudiantes universitarios desarrollan y utilizan los conceptos matematicos
estudiados para resolver problemas y qué tipo de estrategias y razonamientos emplean
en el proceso de resolucion.

La gran amplitud del conjunto de contenidos matematicos utilizados en la resolucién de
problemas de otras disciplinas cientificas hace necesaria una acotacion del trabajo. Los
conceptos de funcion, limite, derivada e integral han sido ampliamente estudiados por la
comunidad de investigacion y se han formulado nuevas propuestas de instruccion para
introducir estos conceptos en el aula que incluyen el uso de tecnologia y/o el tratamiento
de diferentes sistemas de representacion con el fin de robustecer el conjunto de
significados asociados a cada uno de los conceptos.

La ensefianza y el aprendizaje de las EDO también ha sido objeto de estudio en los
ultimos afios. Una revision de estas investigaciones, que se presenta en detalle en la
ultima seccién de este capitulo (seccion 1.4), permite identificar una serie de
dificultades que surgen a los estudiantes a la hora de resolver actividades relacionadas
con las EDO: establecer una definicion formal y presentar ejemplos (Villar-Lifian &
Llinares-Ciscar, 1996), utilizar las definiciones en un nuevo contexto de conocimiento
(Guerrero, Mejia & Camacho, 2010) o analizar el comportamiento de las funciones
solucion cuando estas vienen expresadas de forma implicita (Artigue, 1992); también se
detectan errores relacionados con las soluciones de equilibrio como considerar que es el
conjunto formado por todas las expresiones que anulen la derivada, sean o no solucién
de la EDO, o relacionarlas, en el caso de las ecuaciones diferenciales autonomas, con
valores numéricos y no con funciones (Guerrero-Ortiz, 2008; Rasmussen, 2001,
Zandieh & McDonald, 1999). También se relaciona la busqueda de algoritmos con el
fracaso de los estudiantes a la hora de realizar tareas en las que se requiere el uso de
diferentes sistemas de representacion (Artigue, 1992; Guerra-Caceres, 2003; Habre,
2000) o de conceptos de otras areas de las matematicas como el algebra lineal
(Trigueros, 2004).

Algunas investigaciones han planteado modelos alternativos de ensefianza de las
ecuaciones diferenciales. Artigue (1992) propone una Ingenieria Didactica que plantea
un analisis cognitivo, epistemoldgico y didactico como base para la construccion de una
secuencia de ensefianza. En el caso de la Educacion Matemaética Realista se propone el
uso de actividades “reales” para el estudiante, de manera que tengan sentido para él, y
estableciendo ciertas normas de interaccion en el aula que promuevan el desarrollo de
argumentos y justificaciones matematicas véalidas (Rasmussen & Blumenfeld, 2007;
Rasmussen & Keynes, 2003; Rasmussen & King, 2000).

Retomando la idea de Artigue (2001) de que muchas de las dificultades con las que se
encuentra el estudiante pueden asociarse a las discontinuidades que se presentan en el
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proceso de ensefianza, surge la siguiente cuestion: ¢qué ocurre con la relacién evidente
entre los conceptos de derivada y de ecuacion diferencial? En la mayoria de los
curriculum estos conceptos aparecen incluso en distintas materias, intercalando el
calculo en varias variables. ;Qué sucede con esta discontinuidad en el aprendizaje?
¢Influird en la comprension del concepto de EDO? ;Cdémo podemos evitarla? ¢Seria
conveniente pensar en una reestructuracion del curriculo? Estos interrogantes han
llevado a la formulacion del problema en el que se centra esta investigacion.

La introduccion de las EDO en las licenciaturas del ambito cientifico viene
caracterizada por una fuerte componente centrada en la realizacion de determinados
procesos algebraicos que conducen a la ensefianza de diferentes métodos de resolucion
que llevan a la expresion algebraica de una familia de funciones. En lineas generales, se
define el concepto y se pasa a la clasificacion de las ecuaciones, introduciendo los
métodos algebraicos de resolucion especificos para cada tipo de ecuacion. Esta es la
base comUn para todos los estudios de tipo cientifico-tecnoldgico, pero existe diferencia
en la profundidad con la que se trabaja, siendo una ensefianza mas formal en estudios
como la Licenciatura en Matematicas, donde se enuncian y demuestran teoremas como
el de existencia y unicidad de soluciones, y mas algoritmica en el resto de los estudios
de carécter cientifico, en la mayoria de los cuales la asignatura en la que se imparte este
contenido contempla otros aspectos como el calculo en varias variables o el analisis
complejo.

A continuacion se muestran los programas oficiales de las materias en las que se
introducen las EDO en Ingenieria Técnica Industrial y en las licenciaturas de
Mateméticas, Fisica y Quimica™ (iméagenes 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3, y 1.2.4 respectivamente).
En el caso de la licenciatura en Matematicas, todos los contenidos de la asignatura estan
relacionados con las ecuaciones diferenciales. En el caso de la asignatura de la
licenciatura en Fisica, los contenidos relacionados con las EDO suponen algo mas de la
mitad del programa y en el caso de Quimica y la Ingenieria Técnica, los contenidos
relacionados con las EDO son bastante inferiores a los que se contemplan en
Matematicas y Fisica. Los cuatro programas tienen en comdn la integracién de EDO de
primer orden y de segundo orden, lineales, con coeficientes constantes.

> Todos los programas mostrados son los correspondientes al curso 2008-2009.
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En Ingenieria Técnica Industrial, se introducen las EDO en una asignatura anual de
primer curso, compartiendo lugar con otros conceptos de célculo, pero también de
algebra y geometria.

Cedigo Trulaclon: Ingenieria Tecniza Industrial j2sp. Mecanica)
Momiare de la Aslgnatura

o FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA

in Curso: Primero

I Tipo de asignatura: Troncal

I Cuafrimestre: Primero y Segundo

4 horas tecrico-practicas semanales en el primer cuatrimestre y 2 horas tecrico-practicas en &
EE';JL.II'I{II} ."-‘-::Iemas 30 hur.aﬁ de pr au:.tc.as con el ordenador.

1 .ﬁ.dqmsumn [ Ia herramlema matematica basica que & alumne nE,esrlara a lo largo de sus esiudios
creando en €l habitos que desarrollen su capacidad de razonamisnto y espirdu oritico

2 Se procurara partir de un nivel minime de conocimientos adquirides en la ensenanza secundaria. Con
gjercicios de repasc y frabaje es posible seguir el cursc

3. Dos examenes parciales y un examen final (con dos conwocatonas) para Teoria y Problemas, o que
signficars &l 50% de la calificacion final; y un examen de Practicas, que representa un 20% de Iz misma.
Ademas, a lo largo de cada cuatimestre s= podra realizar una prueba de control de algunos temas relevantes.
La fecha vy el termario de dicha prueba se anunciaran con suficiente antelacion. A los alumnos que supsren
dicha prusba se les anadira hasta un punte adicicnal en la nota del parcial cormespondiente. De cada Tema se
depositaran hojas de problemas en copisterias, a disposicion de los alumnos. También se pusden chiener en la
pagina web del Departaments

mit-Uanamat ut eeidiszas

PROGRAMA TEQRICO

Tema 1. Mameros reales. Conjuntos numericos. Operaciones basicas. Desigualdades e
imecuaciones. Valor absoluto. Funciones y sus graficas.

Tema 2. NOmeros complejos. Representacian grafica. Forma bingmica v polar. Operaciones.
Tema 3. Sucesiones y series. Sucesiones de nimeros reales. Limite de una sucesion. Series.
Criterios de convergencia.

Tema 4. Algebra matricial. Vectores. Independencia lineal. Mairices y determinantzs. Sistemas de
ecuacionss lineales.

Tema 5. Diagonalizacion de matrices. Autovalores y autovectores. Diagonalizacion. Matniz de
paso. Potencias de una matriz.

Tema & Geometria del plano y del espacio. Geometria del plano. Conicas. Geometria de
ESpacio.

Tema 7. Caleulo diferencial de funciones de una variable. Funciones slemeniales. Limites.
Confinuidad. Ceros de funciones. Conceplo de derivada. Reglas de derivacion.

Tema 8. Aplicaciones del calculo diferencial. Tecrema del walor medic. Regla de I'Hdpital.
Farmula de Taylor. Maximos y minimos. Problemas de optimizacion. Representacion grafica de
funciones.

Tema 9. Calcule integral de funciones de una wvariable. Integral indefinida. Metodos de
imtegracién. Integral definida. Propiedades. Teorsma Fundamental del Caloule, Regla de SBarrow.
Regla de Simpson y regla trapezeidal. Aplicaciones geométricas v fisicas de la integral.

Tema 10. Introduccion a las ecuaciones diferenciales ordinarias. Ecuaciones de primer orden:
ecuaciones de variables separadas, lineales y exactas. Ecuacionss lineales de segundo orden con
coeficientas constantzs. Sistemas de scuaciones diferenciales. Aplicaciones.

o

Temar

Practica 1. Elementos basicos de Maple.

Practica 2. Mimerocs complejos. Polinomios. Resolucion de ecuaciones.

Practica 3. Sucesiones y series.

Practica 4. Algsbra matricial.

Practica 5. Funcionas de una variable.

Practica 6. Calculo diferencial de funciones de una variable.

Practica 7. Calculo integral de funciones de una variable.

Practica 8, Ecuaciones diferencisles ordinarias.

w 1. R. Larson, R. Hostetler & B. Edwards, “Calculo” (8a. edicion). Ed. McGraw-Hill (2008).
' 2. D. C. Lay, “Algebra lineal y sus aplicacionas”. Ed. Addison Wesley (1880).

& 3. W. E. Boyce, R. C. Di Prima, "Ecuaciones diferenciales ordinanas y problemas con
i wvalores en la frontera”™. Ed. Limusa- Noriega (1288).

- 4. Dennis Zill, " Caleule diferencial e integral”. Ed. |beroamericana.

Imagen 1.2.1: Programa de la asignatura Fundamentos Matematicos de la Ingenieria
(Ingenieria Técnica Industrial)
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En la licenciatura en Matematicas existe una asignatura dedicada en exclusiva a
contenidos relacionados con las Ecuaciones Diferenciales (Andlisis Matematico V).
Esta asignatura se imparte en el quinto semestre y su programa es el siguiente:

Objetivos generales  La teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias es una parte de la ma-
temdtica en la que se conocen con mucho detalle los resultades fundamen-
tales que la gobiernan. Son éstos ficiles de comprender —tanto es asi que
se explican en cursos resumidos a otros cientificos e ingenieros— y confor-
man una unidad conocida como "teoria de la existencia, unicidad y pro-
longacién”. El dominio de esta materia junto con los complementos de la
integracién elemental y la teoria de las ecuaciones lineales, son las metas
principales de la asignatura.

Destrezas a adquirir  Resolucién de los modelos elementales de ecuaciones. Conocimiento de los
resultados generales que habilitan la existencia de soluciones. Dominio de las
ecuaciones lineales, Conocimiento de los principales rasgos de las ecuaciones
auténomas y de sus aplicaciones en modelizacién.

Presentacién La asignatura es un curso de introduccidn a las ecuaciones diferenciales,
materia que constituye un capitulo fundamental de la matematica. Histéri-
camente, la mecdnica y otras ramas de la fisica se confunden también con
la teorfa de ecuaciones diferenciales. Confluyen en la disciplina el analisis,

la topologia, la geometria y el algebra.
Contenidos 1. Integracién elemental de ecuaciones.

2. Teoremas de punto fijo. Lema de Ascoli-Arzeld.
3. Teoremas de existencia. Unicidad. Prolongacidn de soluciones.
4. Dependencia continua y diferenciable de las soluciones con respecto a
condiciones iniciales y pardmetros.
5. Ecuaciones lineales. Exponencial de una matriz.
6. Ecuaciones auténomas. Orbitas. Sistemas planos: estudio de las solucio-
nes de equilibric. Ciclos limite: teorema de Poincaré-Bendixon,
Metodologia Exposiciones tedricas. Resolucién en clases practicas, de los gjercicios pro-
puestos oportunamente. El alumno dispondrd de material tedrico-prictico
elaborado por el profesor, que estard disponible 2n-lineguando comience el
CUFs0.
Forma de evaluacién  Examen Final
Bibliografia bdsica M. de Guzman. Fuaciones Diferenciales, Estabilidad y Control”. Ed. Al-
hambra. Madrid, 1975.
C. Ferndandez Pérez. Fuaciones Diferenciales [". Ed. Pirdmide, Madrid,
1992,
C. Fernandez Pérez, J. Vdzquez Herndndez, J. M. Vegas. Fcuaciones Dife-
renciales y en Diferencias". Paraninfo, Madrid, 2003.
W. Boyce, R. Diprima. .Euaciones diferenciales y problemas de valores en
la frontera”. Ed. Limusa-Wiley, Mexico, 1967.
F. Simmons. .Fuaciones diferenciales ordinarias, con aplicacionss y notas
histarias". Mc Graw Hill, México, 1993,
A, Kiseliov, M. Krasnov, G. Makarenko. " Problemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias”. Ed. Mir, Mosci, 1973.
Otra bibliografia E. Coddington, N. Levinson. Ordinary Differential Equations. Mc Graw Hill,
Mew York, 1955.
P. Hartman. Ordinary Differential Equations. J. Wiley, New York, 1964,
Prerrequisitos  Célculo diferencial e integral para funciones de una v varias variables. Alge-
bra lineal.

Imagen 1.2.2: Programa de la asignatura Andlisis Matematico V (Licenciatura en
Matematicas)
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En la licenciatura en Fisica, las EDO se introducen por primera vez en una asignatura
denominada Métodos Matematicos IV, correspondiente al cuarto semestre. En esta
materia se incluyen otros contenidos matematicos relacionados con las funciones de
variables complejas y las transformadas integrales.

1.Propdsito
2 Requisitos

3. Evaluacian

1. Desarrollo de las bases de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con aplicaciones.
2. Rudimentos de variable compleja con aplicaciones al calculo integral.
3. Introduccién de algunos temas analiticos de interés para la Fisica.

1.- Es aconsejable conocer bien los temas de Metodos Matematicos | y |l, ademas del calculo
integral elemental.

1.- Examen cuatrimestral. Pueden incluirse en el curso algln-os ejercicio-s que cuente-n en la
evaluacion final

Temario

0.- INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES. Ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden.

1.- ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES:
APLICACIONES. Ecuaciones lineales de segundo orden: introduccién. Soluciones
fundamentales de las ecuaciones homogeneas. Independencia lineal. El problema de las
ecuaciones no homogéneas: El método de los coeficientes indeterminados y el de variacion
de parametros. Vibraciones mecéanicas: Vibraciones libres y vibraciones forzadas.

2.- ECUACIONES DIFERENCIALES CON COEFICIENTES VARIABLES. FUNCIONES
ESPECIALES. Introduccion: repaso de series de potencias. Soluciones en la vecindad de un
punto ordinario. Puntos singulares regulares. Ecuaciones de Euler. Seluciones en serie en
la vecindad de un punto singular reqular. Funciones especiales: Polinomios y funciones de
Legendre. Polinomios y funciones de Hermite. Polinomios y funciones de Laguerre.
Funciones de Bessel. Funcion hipergeometrica.

3.- FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA. Nameros complejos: conceptos basicos.
Funciones analiticas: limite, continuidad, derivacién y ecuaciones de Cauchy - Riemann.
Funciones elementales. Integracion compleja: teorema de Cauchy., formula integral de
Cauchy. Desarrollos en serie: series de Taylor. Singularidades. Desarrollos de Laurent.
Ceros polos y residuos de funciones de variable compleja. Tecrema de los residuos:
aplicaciones al calculo integral.

4.. INTRODUCCION A ALGUNOS TEMAS. Transformadas integrales: aplicaciones.
Ecuaciones en derivadas parciales: ecuaciones del calor, de ondas y del potencial. Caculo
numérico: resolucién de ecuaciones algebraicas, integracion numeérica y resolucion de
ecuaciones diferenciales.

Bibliagrafia

. Ayres, F. "Ecuacicnes diferenciales”, Ed.: McGraw-Hill, Serie Schaum.

. Boyce-DiPrima, “Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera”, Ed.: Limusa
Wiley.

. ChEr{:hiII Ry otros, “Variables complejas y sus aplicaciones”, Ed.: MeGraw-Hill.

. fingel—Saff, “‘Fundamentos de ecuaciones diferenciales”, Ed.: AW |beroamericana.

. Zill, "Ecuaciones diferenciales con aplicaciones” , Ed.: AW |beroamericana.

. Makarenko, “Problemas de ecuaciones diferenciales”, Ed.: Mir.

. Scheid, “Analisis numeérice”, Ed.: McGraw-Hill, Serie Schaum.

- A David Wunsch, *Wariable compleja con aplicaciones”, Ed.: AW |Iberoamericana.

. Glyn James, “ Matematicas avanzadas para ingenieria” Ed.: Prentice- Hall

Imagen 1.2.3: Programa de la asignatura Métodos IV (Licenciatura en Fisica)
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En la licenciatura en Quimica, las EDO se introducen en una asignatura del segundo
semestre, denominada Matematicas Il. Al igual que ocurre en la licenciatura en Fisica,
en esta materia se estudian otros contenidos (regiones del plano y el espacio, funciones

y derivabilidad en dimensiones dos y tres, etc).

Objetivos.-
General : Formar al alumno de la Licenciatura en Quimica en aspectos basicos de Calculo
Diferencial con funciones de varias variables, de Ecuaciones Diferenciales y de Métodos
Numéricos.
Metodologia.-
Los temas se desarrollan en forma resumida, dada la limitacion de tiempo y la orientacion
instrumental de la asignatura. Por tanto, se omiten las demostraciones formales de los teoremas,
ensefiando sélo su uso correcto.
En todos los casos se explica el significado de teoremas y propiedades mediante ejemplos,
apoyandose en consideraciones gréficas siempre que sea posible.

Programa

1) ALGUNOS METODOS NUMERICOS: Métodos basicos de interpolacién, de resolucién de
ecuaciones y de integracion.

2) ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS: Ecuaciones principales de primer orden y
de primer grado. Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes constantes. Algu-
nas aplicaciones.

3) REGIONES DEL PLANO Y DEL ESPACIO: Regiones del plano definidas por inecuaciones
de primer y segundo grado. Planos y cuadricas en forma candnica (o resultantes de
traslaciones). Regiones del espacio definidas por inecuaciones de primer y segundo grado.
4) FUNCIONES DE DOS Y TRES VARIABLES. LIMITES ¥ CONTINUIDAD: Funciones reales de
dos y tres variables reales (calculos de dominios). Graficas y curvas de nivel de funciones
de dos variables. Superficies de nivel de funciones de tres variables. ldeas sobre limites en
un punto {limite ordinario, limites direccionales, limites sobre curvas). Cambios de variables
y uso de infinitésimos equivalentes para calcular limites. Continuidad en un punto y en un
conjunto. Continuidad de funciones elementales y definidas a trozos (casos sencillos).

5) DERIVABILIDAD Y DIFERENCIABILIDAD: Derivadas parciales de primer orden y de
ordenes superiores (dos y tres variables). Funciones de clase n. lgualdad de ciertas
derivadas parciales mixtas. Funcion diferenciable en un punto y en un conjunto (expresion
de la diferencial). Todas las funciones de clase 1 son diferenciables. Calculo aproximado
de valores de una funcion en un entorne de un punto donde sea diferenciable. Relaciones
entre continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad. Diferenciabilidad de funciones
elementales y definidas a trozos (casos sencillos).

6) GRADIENTES Y DERIVADAS DIRECCIONALES: Derivadas direccionales en un punto (dos
y tres variables). Vector gradiente y su relacion con las derivadas direccionales. Valores
maximo y minimo de las derivadas direccionales en un punto donde la funcion sea
diferenciable. Relacién de vectores gradientes y curvas o superficies de nivel. Recta
tangente a una curva de ecuacion F(x,y)=0 o plano tangente a una superficie de ecuacion
F(x.y,z}=0 en cualquier punto donde F sea diferenciable.

f) REGLA DE LA CADENA. DERIVACION IMPLICITA. FUNCIONES VECTORIALES:
Derivacion de funciones reales compuestas (diagramas de arbol). Cambios de variables
independientes en ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Funciones reales de
dos y tres variables definidas implicitamente (calculo de derivadas parciales primeras y
segundas). Funciones vectoriales de una y varias variables (continuidad; derivabilidad;
matrices jacobianas y determinantes jacobianos; diferenciabilidad; funciones compuestas y
regla de la cadena).

8) FORMULA DE TAYLOR Y EXTREMOS DE FUNCIONES DE DOS Y TRES VARIABLES:
Féarmula de Tayler de orden n, en un punto, para una funcién de dos o tres variables, con
resto en forma infinitesimal. Célculo aproximado en un entorno del punto, con estimacion
de una cota del error cometido. Extremos relativos de funciones de dos y tres variables
(hessianos). Extremos relativos condicionados (con una sola condicion).

Bibliografia

Ayres, (1997) Calculo diferencial e integral. McGraw Hill.

Ayres, (1987) Teoria y problemas de ecuaciones diferenciales. McGraw Hill

Bradley, G. L. (1998) Calculo de varias variables. Prentice Hall.

Chapra, S. C. Canale, R. P. (1998) Métodos numéricos para ingenieros para ingenieros : con
aplicaciones en computadoras personales. McGraw Hill

Demidovich, B (1981) Problemas y ejercicios de Analisis Matematico. MIR. Mosca.

Larson, R. E.; Hostetler, R. P. (1988) Calculo y Geometria Analitica, Viols. 1 y 2. McGraw Hill.
Marsden, J. E.; Tromba, A. J. (1998) Calculo vectorial. Addison-Wesley Iberoamericana.

Pita Ruiz C. (1995) Calculo vectorial. Prentice Hall.

Salas, S. ; Hille, E. (1992) Calculus con Geometria Analitica. Reverté. Madrid

Scraton, R. E. (1987) Métodos numéricos basicos. McGraw Hill.

Simmeons, F. (1993) Ecuaciones diferenciales con aplicaciones y notas historicas. McGraw
Hill.

Stein, S. H. (1987) Calculo con Geometria Analitica.. McGraw Hill.

Steiner, E. (2001) The Chemistry maths book. Oxford Science Publications.

Swokowski, E. W. (1988) Calcwlo con Geometria Analitica. Wadsworth Internacional
Iberoamerica.

Thomas, G. B.; Finney, R. L. (1996) Calculo de Varias variables. Prentice Hall.

Zill, D. G. (1987) Calculo con Geometria Analitica. Grupo Editorial Iberoamérica. México.

Zill, D. G. (1987) Ecuaciones diferenciales con aplicaciones. Grupo Editorial Iberoamérica.
Méxicao.

Serie SCHAUM (1995) Calculo Superior . McGraw Hill.

Imagen 1.2.4: Programa de la asignatura Matematicas Il (Licenciatura en Quimicas)

Problema de Investigacion

22




En el desarrollo del aprendizaje no solo influyen los contenidos que se traten en el aula,
el enfoque de la ensefianza puede limitar la comprension de los estudiantes y el uso que
estos hagan de los conceptos matematicos. Un ejemplo de ello se puede encontrar en el
estudio de casos realizado por Rasmussen y Kwon (2007) en el que los estudiantes
aprendieron métodos analiticos, graficos y numéricos para resolver cuestiones
relacionadas con las ecuaciones diferenciales pero estudiaron cada uno de estos métodos
de forma aislada. Como consecuencia los estudiantes no establecieron las conexiones
apropiadas entre las distintas representaciones ni relacionaron las propiedades
matematicas asociadas con cada uno de ellas.

En este contexto surgen las siguientes cuestiones, ¢qué ocurre cuando los estudiantes
que recibieron una formacién basada en los programas presentados anteriormente,
resuelven problemas relacionados con las EDO pero cuyo enunciado no coincide de
forma exacta con los problemas que suelen mostrarse en clase?, ¢los estudiantes
identifican las herramientas y conceptos que han aprendido y que les pueden ayudar a
resolver los problemas en contextos diferentes a los presentados en el aula?, ;qué tipos
de dificultades se encuentran al resolver estas actividades? En general los estudiantes
parecen sentirse comodos Unicamente cuando las situaciones que se les plantean son de
clasificacion y posterior resolucion de ecuaciones. Pero, ¢entienden los estudiantes qué
es una EDO? ;saben qué significa que una determinada funcién sea solucion de una
EDO? o ¢que significa resolver un problema de valores iniciales?

Estas y otras preguntas relacionadas con ellas permiten delimitar el Problema de
Investigacion como un problema centrado en dos aspectos basicos. De una parte se trata
un problema de aprendizaje, en términos de quée es lo que saben los estudiantes que
reciben por primera vez un curso de EDO centrado en el tratamiento analitico del
concepto. En segundo lugar se trata un problema de ensefianza que pretende determinar
si, modificando la forma habitual de ensefianza, los estudiantes son capaces de
comprender el concepto de EDO de una manera que atienda a una variedad de
interpretaciones mas completa y flexible del concepto. Para ello se desarrollara una
experiencia de aula con estudiantes de un primer curso de la licenciatura en Quimica,
siguiendo un Modulo de Ensefianza elaborado por el equipo investigador, el cual estara
basado en un enfoque de Resolucién de Problemas y en el uso de una herramienta
tecnoldgica, en este caso la calculadora Voyage ™?200.

Surgen entonces dos preguntas generales que se trataran de responder en el desarrollo
de este trabajo de investigacion:

= ;Como puede contribuir al aprendizaje del concepto de Ecuacién Diferencial
Ordinaria una ensefianza desarrollada en un escenario de Resolucion de Problemas?

= ;Como influyen en el comportamiento de los estudiantes los conocimientos previos,
las interacciones y el uso de herramientas tecnoldgicas?

Con el fin de atender estos dos aspectos, la investigacion se ha realizado distinguiendo
dos fases. En la primera fase se analizan los conocimientos que emplea un grupo de
estudiantes cuando resuelven actividades relacionadas con las EDO, después de haber
recibido una ensefianza basada en el uso de métodos algebraicos, y detectar los
elementos que influyen en la aparicion de dificultades en su resolucién.
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La segunda fase consiste en el disefio y la experimentacién de un Mddulo de Ensefianza
cuyo objetivo es introducir el concepto de EDO, en un primer curso de la Licenciatura
en Quimica, como parte de la red de significados asociados al concepto de derivada y
promover el uso de distintos tipos de razonamiento frente a la utilizaciéon de algoritmos
para resolver problemas matematicos.

El conjunto de conceptos y resultados matematicos relacionados con las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias es muy amplio. En esta investigacion se consideran sélo un
pequefio subconjunto que contempla: la definicién del concepto de EDO, orden de una
EDO, solucién general y particular de una EDO, la clasificacion de las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias, el problema de valores iniciales y el campo de direcciones
asociado a una ecuacion diferencial ordinaria (este Gltimo s6lo contemplado en la
primera fase de esta investigacion).

1.3 Preguntas de investigacion

Con el fin de atender a los problemas de aprendizaje y ensefianza sefialados
anteriormente, las dos preguntas generales se particularizan en cuatro preguntas de
investigacién, que son las siguientes:

Primera pregunta de investigacion (21):
¢Cdémo utilizan los estudiantes los conceptos matematicos que han estudiado para
resolver problemas en los que intervienen conceptos y significados relacionados con
las EDO?

Segunda pregunta de investigacion (#2):
¢Como disefar y desarrollar en el aula una ruta de ensefianza y aprendizaje basada
en la Resolucién de Problemas que promueva la construccion del concepto de EDO
de forma integrada con el concepto de derivada?

Tercera pregunta de investigacion (#3):
¢Qué procesos cognitivos, heuristicas y estrategias de control se desarrollaran
haciendo uso de un modelo de ensefianza para las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias basado en la Resolucion de Problemas?

Cuarta pregunta de investigacion (®4):
¢Qué influencia han tenido las interacciones estudiante-estudiante, estudiante-
profesor y estudiante-CAS™ tanto en el aprendizaje de las EDO como en la propia
investigacion?

Con la pregunta @1, correspondiente a la primera fase de este estudio, se pretende

indagar sobre las formas de razonamiento que muestran los estudiantes que han recibido
una formacion del concepto de EDO centrada en la clasificacion y resolucion de las

18 Siglas correspondientes a “Computer Algebra System”.
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mismas empleando los métodos algebraicos correspondientes. Duval (1993) sefiala la
necesidad de utilizar diferentes sistemas de representacion asociados a un mismo
concepto matematico y considerar la importancia de la transformacion y coordinacién
entre distintas representaciones. Por otra parte, una de las dificultades que muestran los
estudiantes en el aprendizaje de las matematicas es a la hora de utilizar sus
conocimientos matematicos para resolver problemas (Schoenfeld, 1985).

Con el objetivo de aproximarnos a responder a la primera pregunta de investigacién se
realizara el andlisis de las respuestas de una serie de estudiantes de las licenciaturas en
Fisica y Matematicas a un cuestionario formado por once preguntas en las que se
consideran aspectos relacionados con las EDO como solucion general y particular o
campo de direcciones, en contextos puramente matematicos o situados en un contexto
no matematico. Esta informacion se completara con el anélisis de las respuestas de tres
de esos estudiantes a una entrevista semi-estructurada disefiada para indagar en las
concepciones de estos alumnos. Los aspectos centrales que se observan en las
respuestas de los estudiantes al cuestionario son los conocimientos matematicos que
muestran para responder a las distintas cuestiones, qué sistemas de representacion
utilizan, como y si priorizan el uso de uno frente a otro y la posible influencia que tiene
el contexto en que se formule la pregunta en el tipo de respuesta dada por los alumnos.

Las otras tres preguntas se relacionan con el ambiente en que se desarrolle el
aprendizaje puesto que es importante la concepcion de los estudiantes sobre qué son las
matematicas y qué significa aprenderlas. De los numerosos elementos que intervienen
en el proceso de ensefianza y aprendizaje, algunos se han revelado como aspectos que
promueven el desarrollo cognitivo de los estudiantes como la interaccion (Rasmussen &
Marrongelle, 2006) y el uso de tecnologia (Sacristan et al, 2010). La seleccion y/o
construccion de las actividades juega un papel fundamental en la percepcién que
desarrollen los estudiantes sobre la disciplina matematica.

Para responder a la pregunta 2, correspondiente a la segunda fase de la investigacion,
se tendran en cuenta los diferentes elementos que conforman el Marco Conceptual
(capitulo 2), asi como los resultados de las investigaciones relacionadas con los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las EDO, descritas en los antecedentes (seccion
1.4).

Tal y como sefialan Kilpatrick et al. (2009), una comprension profunda de las
matematicas requiere que se conecten distintas piezas del conocimiento, ademas de que
dicha conexion es fundamental para poder seleccionar y utilizar los conocimientos
necesarios en la resolucion de problemas. En el desarrollo de la comprension de los
estudiantes, ademéas de los aspectos conceptuales y la fluidez en el uso de
procedimientos, influyen la habilidad para formular, representar y resolver problemas,
asi como la capacidad para reflexionar, explicar y abstraer.

Los procesos matematicos utilizados por los estudiantes, asi como los heuristicos y las
estrategias que empleen para comprobar su propio proceso de resolucion daran una
vision del grado de desarrollo de estas habilidades y capacidades (Schoenfeld, 1992). La
utilizacién de actividades con caracteristicas diferentes, en cuanto a contexto de
enunciado y utilizacion de diferentes significados del concepto de derivada, puede
contribuir al desarrollo de estrategias heuristicas y metacognitivas, desterrando la
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tendencia a la bldsqueda de patrones de resolucion como Unica via para resolver
problemas.

La pregunta @3 se abordara a partir del andlisis del desarrollo del Mddulo de Ensefianza
disefiado para la introduccion del concepto de EDO, por parte de los estudiantes con los
que se implementé (alumnos de primer curso de la licenciatura en Quimica). La
respuesta vendra dada en términos de la comprension conceptual mostrada por los
alumnos, la fluidez en el uso de los procedimientos matematicos que hayan necesitado
emplear para resolver los problemas propuestos, su habilidad para reflexionar,
representar y resolver problemas, su capacidad para realizar procesos del PMA como
abstraer, generalizar o formalizar, el uso de heuristicos y de estrategias de control del
propio proceso de resolucion.

Con respecto a la pregunta @4 de investigacion, la relacion que se establezca entre cada

estudiante y el resto de los elementos que intervienen en el proceso de ensefianza y
aprendizaje influye en la concepcion que el alumno se forme de la propia disciplinay en
el desarrollo de su propio aprendizaje. En los modelos de ensefianza donde el profesor
tiene el rol de emisor de conocimientos y el estudiantes juega un papel de receptor,
muchas veces pasivo, el andlisis del proceso de aprendizaje es muy limitado e incluso
puede encubrir lagunas conceptuales bajo respuestas correctas (Rasmussen &
Whitehead, 2003). La interaccion con otros estudiantes y con el profesor permite
obtener informacion mas detallada sobre el proceso de aprendizaje.

La grabacion, en video y/o audio, de las intervenciones de los estudiantes durante todas
las sesiones dedicadas a la resolucién de los problemas planteados en el Modulo de
Ensefianza para la introduccion de las EDO, permite analizar el tipo de interaccion que
se ha producido entre los estudiantes, con los profesores y con la Voyage ™200 y la
manera en gue esta ha podido influir en el aprendizaje de los estudiantes.

Dando respuesta a las cuatro preguntas de investigacion se estaran considerando todos
los aspectos involucrados en el Problema de Investigacion que se esta tratando y que se
presenta de forma esquematizada en la siguiente tabla:

Obijetivo:

Analizar los conocimientos que emplea un grupo de estudiantes
cuando resuelven actividades relacionadas con las EDO, después de
haber recibido una ensefianza basada en el uso de métodos
algebraicos, y detectar los elementos que influyen en la aparicién de
dificultades en su resolucion.

7

investigacion

Pregunta de investigacion:
®1: ;Como utilizan los estudiantes los conceptos matematicos que
han estudiado para resolver problemas en los que intervienen
conceptos y significados relacionados con las EDO?

Primera fase de la investigacion

Primera fase de la
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Obijetivo:

Disefiar y desarrollar en el aula un Mddulo de Ensefianza para
introducir el concepto de EDO en un ambiente de Resolucion de
Problemas y analizar los aspectos del pensamiento matematico y los
procesos relacionados con la disciplina que los estudiantes muestran
durante el desarrollo del Modulo de Ensefianza.

Preguntas de investigacion:
®2: ;Como disefiar y desarrollar en el aula una ruta de ensefianza y
aprendizaje basada en la Resolucién de Problemas que promueva la
construccion del concepto de EDO de forma integrada con el
concepto de derivada?
@3: ;Qué procesos cognitivos, heuristicas y estrategias de control se
desarrollaran haciendo uso de un modelo de ensefianza para las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias basado en la Resolucion de
Problemas?
®}: ;Qué influencia han tenido las interacciones estudiante-
estudiante, estudiante-profesor y estudiante-CAS tanto en el
aprendizaje de las EDO como en la propia investigacion?

Segunda fase de la investigacion

Segunda fase de la investigacion

1.4 Investigaciones sobre la ensefanza vy el
aprendizaje de las EDO.

La evolucion en la manera de caracterizar las matematicas y su aprendizaje han
resultado esenciales en el desarrollo de investigaciones en el campo de la Educacion
Matematica. La conceptualizacién de la disciplina incluye tanto aspectos generales de
los procesos de ensefianza y aprendizaje de esta disciplina como temas particulares
relacionados con conceptos matematicos concretos. Entre los temas de estudio se
destacan aquellos relacionados con los elementos que influyen en el desarrollo del
pensamiento matematico de los estudiantes (Schoenfeld, 1992) y aquellos que hay que
promover durante el proceso de ensefianza con el fin de que el aprendizaje sea exitoso
(Kilpatrick et al., 2009), o con la creacién de entornos de aprendizaje que introduzcan
variantes en el proceso, como el uso de tecnologia, la interaccion entre los estudiantes o
el tipo de actividades que los estudiantes deben realizar, entre otros (por ejemplo
Gravemeijer, 1994; Rasmussen & Marrongelle, 2006; Sacristan et al, 2010; Santos,
2007). Otro tipo de investigaciones se encargan de analizar la influencia que estos
aspectos generales tienen en el aprendizaje de conceptos matematicos particulares,
documentando qué ocurre cuando se introduce el uso de los mismos en el aula, o
también, detectando dificultades relacionadas con el aprendizaje de conceptos
matematicos (por ejemplo Camacho, Depool & Santos-Trigo, 2009; Drijvers, 2003;
Rasmussen & Kwon, 2007; Reyes-Rodriguez, 2009).

En esta seccion se exponen algunos de los resultados méas relevantes de dichas
investigaciones, seleccionando aquellos que estan directamente relacionados con los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones diferenciales y, por tanto, con el
Problema de Investigacion que se esta tratando. Se reflejan las dificultades que distintos
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investigadores han encontrado en el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales por
parte de los estudiantes, las caracteristicas principales de las propuestas de ensefianza
que se han formulado recientemente relacionadas con este concepto y la influencia que
han tenido determinados aspectos de tipo cognitivo y social en el desarrollo del
aprendizaje de los alumnos.

De esta manera, en un primer apartado, se revisan una serie de investigaciones que
presentan las dificultades que encuentran los alumnos cuando estudian distintos
aspectos de las ecuaciones diferenciales tales como: las soluciones de equilibrio, el uso
del campo de direcciones, la resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales, entre
otros. En la segunda seccién se describe el proyecto I0-DE (Inquiry-Oriented
Differential Equations), cuya propuesta de ensefianza del concepto se basa en el hecho
de que las actividades de ensefianza deben resultar reales a los estudiantes, en el sentido
de la Educacion Matemaética Realista, y servir de punto de partida para que los alumnos
comiencen a indagar en las respuestas. Desde esta perspectiva, los estudiantes también
tienen que reinventar algunas ideas y métodos matematicos y debe existir un balance en
el tratamiento de diferentes sistemas de representacién en las actividades que se
propongan (Rasmussen & Kwon, 2007).

El catalogo de dificultades que distintos investigadores han detectado en el tratamiento
que hacen los estudiantes de las ecuaciones diferenciales servira para establecer los
antecedentes de la primera fase de esta investigacion, en la que se reflejan y analizan los
conocimientos que determinados estudiantes universitarios muestran en sus respuestas a
una serie de cuestiones relacionadas con las EDO y al resolver problemas que
involucran el uso de este concepto.

Los elementos necesarios para el disefio del Modulo de Ensefianza con el que se
introducira el concepto de EDO en un primer curso de la licenciatura en Quimica vienen
aportados por el analisis de las caracteristicas de las propuestas de ensefianza del
concepto de EDO y de otros conceptos relacionados con él y la influencia que los
aspectos introducidos en dichas propuestas tienen en el proceso de aprendizaje, unido
con el andlisis realizado en la primera fase de la investigacion. El analisis posterior de
los conceptos, procesos, heuristicas y habilidades matematicas que los estudiantes
muestran durante el desarrollo del Médulo de Ensefianza contribuye al desarrollo de la
investigacion en el campo de la Educacion Matematica, mostrando las aportaciones de
otra perspectiva para la introduccion de conceptos matematicos en los niveles
universitarios.

1.4.1 Dificultades en el aprendizaje de las EDO

Partiendo del analisis de distintos libros de texto utilizados en la ensefianza de las
ecuaciones diferenciales, Hernandez (1995) sefiala algunos obstaculos cognitivos®’
relacionados con el propio concepto, con las soluciones de una ecuacion diferencial y
con los métodos de resolucion. Una de las dificultades mencionadas por Hernandez
hace referencia al hecho de que, en la definicion de ecuacién diferencial, se utiliza la

7 Hernandez utiliza este término en el sentido que lo conciben Bachelard, Brousseau y Cornu (Hernandez,
1995, p. 90).
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expresion % como operador derivada de la funcion y(x) mientras que en varios de los
métodos de resolucion, como al separar variables o resolver EDO exactas, la misma
expresion se considera como un cociente de diferenciales. En cuanto a la solucion de
una EDO, el autor refleja la inconsistencia que existe al identificar este concepto con
una funcién y posteriormente emplear expresiones que no son funciones como ejemplos
de soluciones de ecuaciones diferenciales, como el caso en que dichas soluciones vienen
expresadas en la forma x=g(y), siendo x e y las variables independiente y

dependiente, respectivamente. Por ultimo, Herndndez (1995) menciona el gran cambio
que sufren los métodos de resolucién al pasar de las EDO de primer orden, donde lo
fundamental es calcular integrales, a las ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden con coeficientes constantes, que se resuelven calculando las raices de un
polinomio. Los procesos seguidos en la resolucion de unas y otras también son
diferentes: en el caso de las EDO de primer orden se aplica un método que conduce a la
expresion de la solucion y en el caso de las de segundo orden lineales se propone la
funcién exponencial como solucion de la EDO vy, a partir de ella, se construye la
solucién general de la ecuacion.

Algunos de estos obstaculos que Hernandez (1995) analiza y que encuentra en los libros
de texto, son detectados como dificultades que presentan los estudiantes cuando se les
plantean cuestiones en las que tienen que utilizar sus conocimientos acerca de las
ecuaciones diferenciales. Villar-Lifian y Llinares-Ciscar (1996) analizan los errores que
cometen los estudiantes de un segundo curso de la Licenciatura en Quimica cuando se
les plantean cuestiones de definir, ejemplificar y modelizar, relacionadas con las
ecuaciones diferenciales. El objetivo de este trabajo consistia en establecer el modo en
que los estudiantes son capaces de definir el concepto de ecuacién diferencial y la
proximidad entre esta definicion y la definicion formal. En esta investigacion
participaron un total de 100 alumnos que previamente habian cursado la materia
dedicada al estudio de las ecuaciones diferenciales, de un trimestre de duracion. Los
resultados de esta investigacion muestran que aungue soélo la décima parte de los
estudiantes definio de forma precisa el concepto de ecuacion diferencial, sefialando
como ejemplos diferentes EDO de variables separadas o lineales, casi la mitad de los
alumnos propuso ejemplos correctos de ecuaciones diferenciales. Esto lleva a los
autores a concluir que “el hecho de no definir una nocidén no es obstaculo para su
identificacion en un determinado contexto” y que “la imagen del concepto [de ecuacidn
diferencial que tienen los alumnos] esta muy ligada a expresiones formales, casos
particulares y ejemplos concretos” (Villar-Lifian & Llinares-Ciscar, 1996, p. 99). A la
hora de presentar ejemplos de ecuaciones diferenciales, la cuarta parte de los alumnos
que participaron en esta investigacion tiene dificultades con la notacion matematica,

%y

) OX . i
mostrando expresiones como —+—=0 , 0 no identifican correctamente las
Xy 'y

ecuaciones que ellos mismos proponen como ejemplos y solo tres de los 100 alumnos
sefiala algin ejemplo relacionado con las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales
como la ecuacién de onda o la relacion entre la posicion y la velocidad de un cuerpo. En
el cuestionario utilizado en esa investigacion también se pide a los estudiantes que
respondan si un problema determinado puede ser resuelto empleando ecuaciones
diferenciales; el argumento de trece de los estudiantes se basa en la comparacién del
problema planteado con aquellos trabajados en el aula, otros trece alumnos optan por
resolver la actividad para justificar que pueden utilizarse las EDO y cuatro estudiantes
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interpretan de forma errénea la parte del enunciado que indica que la bola de naftalina
se evapora “a un indice proporcional a su superficie”’. Los resultados de esta
investigacion son un ejemplo de la dependencia que tienen los estudiantes de los
conocimientos y de las formas en gque estos son transmitidos por el profesor.

Rasmussen (2001) hace referencia a las dificultades que entrafia el concepto de solucion
de una ecuacién diferencial. Estas dificultades las asocia con el hecho de que es un
espacio formado por funciones y no por valores numéricos. Esta conclusion la extrae de
un estudio sobre la concepcion que tienen los estudiantes acerca de las soluciones de
equilibrio de una EDO, las aproximaciones numéricas y la estabilidad. Los resultados se
presentan con base en las entrevistas realizadas a seis estudiantes de ciencia e ingenieria
que habian recibido un curso de ecuaciones diferenciales en el que se utilizaban los
sistemas de representacion algebraico, grafico y numérico.

Rasmussen (2001) habla del “dilema de la funcion como solucion” (p. 64), refiriéndose
a que el hecho de que las soluciones de una EDO sean funciones y no valores numeéricos,
influye en la forma en que los estudiantes interpretan las soluciones de las ecuaciones
diferenciales, en general, y las soluciones de equilibrio, en particular. Una de las
cuestiones que el autor plantea a los estudiantes es la siguiente:

Supongamos que una poblacion estd modelada por la ecuacién Z—T: f(N) donde

f(N)= —4N[1—%j(1—%} . La gréfica de f(N) se muestra debajo.

(@) ¢Cuadles son las soluciones de equilibrio?
(b) ¢Cuales de las soluciones de equilibrio son estables? ;e inestables?
(c) Para los siguientes valores de la poblacion inicial N(0), ¢cuél es el limite de la
poblacién?
(i) N(O)=2, (ii) N(0)=3, (iii) N(0)=4, (iv) N(O)=7

Los seis alumnos que Rasmussen (2001) entrevista contestan correctamente a los dos
primeros apartados de la actividad; identifican N=0, 3 y 6 como soluciones de equilibrio,
observando los puntos de corte de la funcion f(N) con el eje horizontal o igualando el

segundo miembro de la EDO a cero, y estudian la estabilidad de las mismas usando un
esquema como el que se muestra en la imagen 1.4.1. Pero los estudiantes no interpretan
el esquema como una representacion grafica de las funciones solucion de la EDO, como
demuestra el hecho de que cuatro de los alumnos lo interpretaran “s6lo como un test de
estabilidad” (Rasmussen, 2001, p. 66); al responder en el primer apartado que las
soluciones de equilibrio son 0, 3 'y 6, no estan pensando en funciones constantes, sino en
valores en los que hay que representar una linea horizontal en el esquema para estudiar
la estabilidad. Rasmussen atribuye esta interpretacion de los estudiantes al hecho de que
no dispongan de una expresion algebraica para las funciones solucion, y menciona la
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necesidad de que los alumnos sean conscientes de que el resultado de su actividad
matematica son funciones y no nimeros. Otra lectura que el autor saca de las respuestas
de estos estudiantes a esta pregunta es que se caracterizan por una manipulacion grafica
mecanica, consecuencia de una forma de actuar y pensar en matematicas consistente
con sus experiencias en el aula.

Egquilibrium solutions are N =10, 3,6

.

N =10, & are asymptotically
slable

M =3 is unsiable

tested values:
M=-1,1,4,7

i

T

Imagen 1.4.1: Esquema para analizar la estabilidad de las soluciones de una EDO

Por otra parte, la mitad de los estudiantes que participaron en esta investigacion,
generalizaron de forma incorrecta el razonamiento empleado para obtener las soluciones
de equilibrio, considerando que sb6lo debe verificarse que la derivada se anule y
olvidando que, ademas, deben ser soluciones de la EDO. Por ejemplo, indicaban que la

solucién de equilibrio de la ecuacién d—i’z y—t tiene por expresion y =t . Segun
Rasmussen en este tipo de respuestas pueden estar influyendo dos cosas: el concepto
que tengan los estudiantes de qué es la solucion de una ecuacion diferencial y si
consideran que las constantes pueden ser consideradas funciones.

Zandieh y McDonald (1999) identificaron esta misma dificultad en una investigacion en
la que realizaron entrevistas paralelas a dos grupos de estudiantes, con 13 y 10 alumnos.
Los autores apuntan como posible causa de estos errores conceptuales al hecho de que
en muchas de las actividades que realizan los estudiantes no es necesario pensar en la
variable y, considerando ecuaciones de la forma y'= f (x,y), como una solucién o una

funcion, por ejemplo al aplicar los métodos algebraicos de resolucion de EDO, donde se
limitan a considerar las variables x e y como simbolos que deben manipular conforme

a unas reglas.

Guerrero, Camacho y Mejia (2010) también observaron que los estudiantes
consideraban las funciones constantes s6lo como nameros y no como funciones. Estos
autores realizan una investigacion con 14 estudiantes del segundo semestre de
Ingenieria en Sistemas Computacionales que participaron voluntariamente en el
desarrollo de cinco sesiones adicionales al curso de Ecuaciones Diferenciales que
estaban recibiendo, en el que no se trataba el uso del registro grafico como medio de
solucion de EDO. En las dos primeras sesiones, los estudiantes respondieron a dos
cuestionarios diferentes: el primero sobre la derivada, la recta tangente a una curva, la
relacion entre ambos y los conceptos de EDO y solucion de la misma. El segundo
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cuestionario presentaba a los estudiantes una adaptacion de la actividad utilizada por
Rasmussen (2001), con la que pretendian observar qué datos extraen los estudiantes
cuando solo disponen de informacién grafica para resolver una actividad. Las otras tres
sesiones se dedicaron a la resolucién, por parte de los estudiantes, de dos tareas,
utilizando un applet elaborado a partir de la plataforma Descartes que permitia
modificar los parametros de las EDO y mover las graficas para posicionarlas en
diferentes condiciones iniciales. Las dos tareas estaban relacionadas con la descripcion
del comportamiento de las soluciones de una EDO que modela la variacién de una
poblacion de peces, en un lago, a lo largo del tiempo. Los resultados de esta
investigacidn muestran que los estudiantes recuerdan las definiciones de algunos
conceptos de célculo pero les resulta imposible aplicarlas en un nuevo contexto de
conocimiento, en este caso, el bosquejo de campos de direcciones y la interpretacion de
soluciones. Estos estudiantes también mostraron muchas dificultades para coordinar los
registros grafico y algebraico: no lograron articular el registro algebraico para describir
aspectos que habian observado en la representacion grafica, les resulta dificil obtener
informacidn acerca de las soluciones de una EDO cuando no disponen de una expresion
algebraica de la misma y consideran las funciones constantes s6lo como nimeros y no
como funciones.

Raychaudhuri realiza una investigacion, cuyos resultados muestra en dos articulos
(Raychaudhuri, 2007; 2008), con seis estudiantes de un curso de introduccion a las
ecuaciones diferenciales donde la mayoria de los alumnos eran de ciencias o ingenieria.
En este curso, la primera técnica utilizada para obtener las soluciones de una ecuacion
diferencial fue la analitica, utilizando los algoritmos para encontrar las formulas
explicitas de las soluciones, seguida de un analisis cualitativo del comportamiento de las
soluciones. Ademas se introdujeron dos teoremas de existencia y unicidad de soluciones,
uno para las ecuaciones lineales y otro para las no lineales (teoremas 1 y 2
respectivamente).

Teorema 1. Si las funciones p(t) y g(t) son continuas en un intervalo abierto
| :a <t < g que contiene al punto t =t,, entonces existe una unica funcion y = ¢(t)
que satisface la ecuacion diferencial y'+p(t)y = g(t), para cada t e I, y que también
satisface la condicion inicial y(t,) =y,, donde y, es un valor inicial arbitrario.

Teorema de existencia y unicidad de soluciones para EDO lineales

. . of . .
Teorema 2. Si las funciones f vy v son continuas en el rectangulo a<t<b,
y

c<y<d que contiene al punto (t,,y,) . Entonces, en algin intervalo
t,—h<t<t,+h contenido en a<t<b existe una Unica solucion y =g(t) del

dy _
problema de valores iniciales { dt fty) .
y(to) = Yo

Teorema de existencia y unicidad de soluciones para EDO no lineales
Estos teoremas fueron explicados y utilizados para resolver problemas, pero no fueron

demostrados. Los seis estudiantes participaron de forma voluntaria en una serie de
entrevistas en las que disponian del enunciado de los teoremas. Los tdpicos trabajados
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en dichas entrevistas fueron las ecuaciones diferenciales y sus soluciones y los teoremas
de existencia y unicidad. Cada estudiante particip6 en cinco entrevistas que se hicieron a
lo largo del semestre, excepto uno de ellos que sélo asistié a las dos primeras.

En estos trabajos el autor analiza como interpretan los estudiantes el teorema de
existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales lineales, como y cuando lo utilizan y
cémo se modifica esa interpretacién cuando los alumnos emplean el teorema de
existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales no lineales (Raychadhuri, 2007). En
lo referente a las soluciones de las ecuaciones diferenciales, Raychadhuri (2008) analiza
las construcciones de los estudiantes de este concepto, como entidad y como objeto y el
papel que juegan los procesos matematicos empleados y el contexto de trabajo en dichas
construcciones.

Para analizar como construyen los estudiantes el concepto de solucion de una EDO de
primer orden, Raychadhuri (2008) considera cuatro facetas a las que pueden asociarse
determinadas definiciones matematicas: contexto, entidad, proceso y objeto. En el caso
particular de las soluciones de una EDO, la definicion muestra una entidad matematica
(una funcion) en un contexto (el de las EDO) y que se convierte en objeto (solucion) por
medio de una serie de procesos (comprobar que satisface la EDO o resolver la ecuacion).
El autor distingue entre “proceso de definicion” (comprobar que la funcion satisface la
ecuacion) y “proceso de generacion” (resolver la EDO). Raychadhuri (2008) analiza
como son las construcciones que los estudiantes hacen de la solucion como entidad y
como objeto y el papel que desempefian, en esa construccion, el contexto y los procesos
que transforman la entidad en un objeto. Para realizar este analisis compara las
iméagenes que los estudiantes muestran del concepto de solucion de una ecuacion
algebraica con las imagenes sobre el concepto de solucion de una ecuacién diferencial.
Lo primero que observa es que mientras que las ecuaciones algebraicas las asociaban
con una relacion entre variables, consideran una ecuacion diferencial, inicialmente,
como “algo que tiene y'” (p. 166) y no como una relacion entre la funcion desconocida,

una o mas de sus derivadas y la variable independiente. Este significado asociado al
concepto de ecuacion diferencial influye necesariamente en la entidad que los alumnos
den al concepto de solucién de una EDO, que se corresponde con el de una funcion que,
en algunos casos puede ser un nimero y que puede ser representada graficamente. El
concepto de solucion de una EDO como objeto, es visto por algunos estudiantes de los
que participan en esta investigacién como la funcién a partir de la que se origina la
ecuacion, mediante el proceso de derivacion. De esta forma, la solucion de una EDO no
se considera como algo que satisface la ecuacion, como ocurria en el caso de las
ecuaciones algebraicas. Los estudiantes también identifican la solucion de una EDO
como el resultado de un proceso de integracion, como muestra el hecho de que para
comprobar si una expresion es solucion de una EDO, resuelvan la ecuacion y comparen
la expresion obtenida con la dada.

Raychaudhuri (2007) construye un marco que le permite analizar el uso que hacen los
estudiantes de los teoremas, en concreto, los teoremas de existencia y unicidad de
soluciones de ecuaciones diferenciales. En dicho marco distinguen entre cuatro partes
del teorema: conceptos, condiciones, conclusiones y conexiones. Por ejemplo, en el
teorema 1, los conceptos involucrados serian la continuidad, funcion y ecuacion
diferencial; las condiciones serian la continuidad en 1, que t, sea un valor de 1 o que

Y, sea un valor arbitrario; la conclusion seria que existe solucion del problema de
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valores iniciales y que es Unica. Raychadhuri afiade como elemento importante para la
comprension del teorema el que se establezcan conexiones entre esos tres componentes
del enunciado. Los resultados muestran que la mayoria de los alumnos entrevistados
consideran que sélo puede existir una solucion unica del problema de valores iniciales si
los coeficientes son continuos. Los razonamientos que llevan a los alumnos a considerar
este hecho son: una interpretacion errénea del conector si-entonces, la creencia de que
no se puede obtener una funcidn solucion continua a partir de coeficientes discontinuos
y de que las funciones discontinuas no son integrables en ningln intervalo. En este caso,
la conexion que los estudiantes establecen entre los diferentes conceptos que forman
parte del enunciado del teorema es la que determina las conclusiones a las que llegan
con las condiciones que tienen. En lo referente al uso del teorema de existencia y
unicidad de soluciones para una ecuacion diferencial no lineal (teorema 2), el analisis de
las respuestas de los seis alumnos que participan en la investigacion muestra que los

. ) . : ) of .
estudiantes sélo consideran importante que las funciones f y rv sean continuas,
y

considerandolo ademé&s un proceso matematico que deben realizar, pero ignoran la
restriccion que surge en el intervalo de definicién de la solucion del problema de valores
iniciales.

Rasmussen y Ruan (2008) proponen el uso de un enunciado alternativo para el teorema
2, de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales, en el que las

condiciones de continuidad de las funciones f y Z—f se sustituyen por la condicién de
y

Lipschitz, | f(t,y)—f(t,z)[<L|y—z| para todo t € (a,b), y todo vy, z € (c,d), siendo
L una constante. La investigacion realizada por estos autores se enmarca dentro del
proyecto 10-DE (Inquiry-Oriented Differential Equations), al que, por su relevancia en
el campo de la investigacion sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de las EDO,
se dedica la siguiente seccion. La presentacion de los resultados del estudio realizado
por Rasmussen y Ruan se posponen, por tanto, a la seccion 2.3 de este mismo capitulo.

La tecnologia se presenta como un medio para superar algunas de las dificultades que se
han mencionado hasta el momento, como el hecho de que los estudiantes consideren
que una determinada ecuacién no tiene solucion por no disponer de una expresion
algebraica de la misma (Rasmussen, 2001), y como una herramienta para el analisis
critico de los métodos algebraicos de resolucién de las EDO. Por ejemplo, Tall y West
(1986) manifiestan algunos de los aspectos positivos que lleva consigo el uso de
software para el estudio de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, entre los que se
encuentra que los estudiantes pueden visualizar la representacién gréafica de familias de
funciones solucion de EDO como y'=y? —x, y'=sen(xy) e y'=e”, cuya solucion
algebraica no puede expresarse en términos de funciones elementales. Los alumnos, a
menudo, confunden el hecho de que no pueda expresarse la solucion en estos términos
con la no existencia de soluciones. La visualizacion de las representaciones graficas
recalca la existencia de las soluciones de este tipo de EDO y promueve el analisis de las
soluciones, facilitando un estudio cualitativo de las mismas.

La tecnologia, ademas, permite tratar aspectos tedricos de las ecuaciones diferenciales,

mostrando, por ejemplo, bajo qué circunstancias una afirmacion es valida o no. Tall
(1986) presenta algunos ejemplos de ideas erroneas que el uso de software ayuda a
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desterrar como que los métodos algebraicos de resolucion de EDO proporcionan la
expresion mas general de las soluciones. En numerosas ocasiones el propio método
hace que se descarten soluciones al dividir por expresiones que pueden anularse. Por

ejemplo, al resolver la ecuacion yy'sec(2x) =1—y? separando las variables se omiten
las soluciones y =+1, que no se pueden obtener a partir de la expresion “general” de la

solucion, —In |1—y? |=sen(2x) +C .

La representacion grafica del campo de direcciones asociado a una EDO y de soluciones
particulares de la misma también hace que se cuestione la validez de determinadas
expresiones algebraicas obtenidas como solucion general de la ecuacion, al utilizar
algunos de los métodos estandares de resolucion. Tall (1986) muestra el ejemplo de la
ecuacion xy'= 3y, cuya solucién general, obtenida mediante el método de separacion de

variables, queda expresada de la forma y = kx®, siendo k una constante arbitraria. Al
representar graficamente la solucion particular correspondiente a la condicion inicial
y(1) =4, obtiene la imagen mostrada a continuacion (Imagen 1.4.2), que no se
corresponde con la funcion y=4x>, que seria la que obtendriamos empleando el
sistema de representacion algebraico.
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Imagen 1.4.2: Representacion grafica de la solucion de xy'=3y que pasa por (1,4)

En los trabajos de Tall (1986) y Tall y West (1986) el poder del software radica en
facilitar la representacion grafica de campos de direcciones asociados a las EDO y de
soluciones particulares de las mismas, haciendo factible la consideracion del uso del
sistema de representacion grafico que sin el uso de tecnologia se convierte en una tarea
muy engorrosa a la que hay que dedicar mucho tiempo. Pero estos trabajos muestran
varias posibilidades y motivos por los que deberia utilizarse el sistema de
representacion grafico, a la par que el algebraico, y una de las mas poderosas es el
cuestionarse las expresiones obtenidas empleando los métodos tradicionales de
resolucion de EDO.

La propia naturaleza de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, muchas de las cuales
no se pueden clasificar dentro de los tipos establecidos o, aun pudiendo ser clasificadas
y resueltas, no proporcionan una expresion algebraica de la solucion facil de analizar,
motivo el desarrollo de propuestas en las que se estudian las EDO con un enfoque
cualitativo, empleando argumentos geométricos. Brodetsky (1919; 1920a,b,c) formula
una de esas propuestas, en un momento en el que no se disponia de herramientas
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tecnoldgicas que representaran el campo de direcciones ni resolvieran las ecuaciones. Se
trataba de realizar un estudio analitico de propiedades geométricas de las soluciones de

2
: ' 2 2 ' y 2 2 dy 2 Ty
ecuaciones como y'=x“+y°, y'=x+e’, (@ —x )d— —x° =0, cuya solucion,
X

. : . 1 ,
empleando métodos algebraicos, es sumamente complicada, o y'=—, cuya resolucion
X

algebraica conduce a numerosos estudiantes a cometer el error de considerar sélo las
soluciones correspondientes a un valor positivo de la variable independiente. EI método
de Brodetsky consistia en establecer regiones donde las funciones solucién verificaran
propiedades de monotonia o concavidad, es decir, donde las derivadas primera y
segunda de la funcion solucion cumplieran ciertas condiciones de signo.

Este método fue utilizado por Herndndez (1995) para introducir el estudio de las
ecuaciones diferenciales con un enfoque grafico. Hernandez se apoya en el uso de
software para introducir las ecuaciones diferenciales bajo un enfoque numérico, seguido
del gréfico y exponiendo en ultimo lugar el algebraico y la coordinacion entre los tres
sistemas®®. Este autor lleva a cabo la investigacién con dos grupos de alumnos de
caracteristicas diferentes: 12 graduados en ingenieria eléctrica que cursaban una
maestria en esta especialidad y 20 profesores que cursaban una maestria en Educacion
Matematica y computo educativo. La evaluacion de su propuesta de ensefianza la divide
en dos partes; en primer lugar los estudiantes deben responder, empleando Unicamente
lapiz y papel, a un total de seis cuestionarios que contemplan el uso de los marcos
gréafico y algebraico tanto de forma individual como conjunta, planteando cuestiones en
las que los estudiantes deben relacionar diferentes expresiones y/o representaciones
gréficas de familias de funciones con expresiones algebraicas de EDO y/o distintos
campos de direcciones. En segundo lugar se plantea a cada uno de los grupos de
estudiantes un problema de un circuito eléctrico que deben resolver, en primer lugar,
analizandolo con el marco que cada estudiante elija para, posteriormente seguir un
patron de respuestas que les obliga a considerar los tres marcos y establecer relaciones
entre ellos. Los resultados mostrados por los estudiantes en la primera parte de la
evaluacion son analogos para los dos grupos: muestran habilidad para trabajar dentro de
cada uno de los marcos por separado y mayores dificultades para establecer relaciones
entre los marcos grafico y algebraico. En la segunda parte de la actividad, el grupo de
profesores obtiene peores resultados que el de graduados en ingenieria. El autor atribuye
esta diferencia a la pericia que muestran los ultimos en el uso del software en
comparacion con el grupo de profesores y a que el enunciado de la actividad propuesta
resultaba también mas cercano para ellos.

Los resultados mostrados por Habre (2000) indican que los estudiantes que reciben una
instruccion de las EDO con énfasis en el aspecto geométrico no necesariamente utilizan
este registro para resolver ecuaciones. El autor analiza las respuestas de 9 de los 26
alumnos que asistian a un curso de calculo cuyo programa estad dividido en partes
iguales en el estudio de calculo de varias variables y las ecuaciones diferenciales. Los
nueve alumnos participaron en una entrevista en las que se les preguntd ““;qué viene a tu
mente cuando se te pide resolver una EDO?” (Habre, 2000, p. 461) para pedirles a

18 Aunque durante la instruccién utiliza distintos software para el trabajo en cada uno de los tres marcos,
finalmente opta por el uso de Derive como programa que integra los tres campos de trabajo: numeérico,
grafico y algebraico.
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continuacion que resolvieran las ecuaciones y'=2y—y? e y'+ky =—t. La respuesta de

los nueve estudiantes a la pregunta anterior fue que pensaban en comprobar si la EDO
era separable, lineal o0 exacta y, consecuentes con esa afirmacion, clasificaron las
ecuaciones planteadas e intentaron resolverlas con el método algebraico correspondiente.
Observé que la idea de resolver una ecuacion diferencial permanecia siendo
esencialmente algebraica para los estudiantes y que ninguno de ellos consiguio
transferir informacién entre los aspectos visuales y graficos de una EDO. A pesar de
participar en un curso en el que se ponia énfasis en el tratamiento grafico de las EDO, la
primera opcion de los estudiantes era resolver las ecuaciones.

Guerra-Céaceres (2003) realiza un estudio de casos con cuatro estudiantes que han
recibido una formacion del mismo tipo que en el trabajo de Habre (2000), encontrando
que los estudiantes tienden a resolver las actividades mediante la busqueda de un
algoritmo que les permita obtener la expresion algebraica de la solucion. En el
cuestionario utilizado en su investigacion pide a los estudiantes bosquejar la grafica de
una solucion particular de cuatro ecuaciones diferenciales de la forma y'= f(X,y)

donde la funcion f(x,y) se presenta en algunos casos con una expresion algebraica y

en otros con una representacion grafica. En dos de las actividades los estudiantes,
ademas, debian calcular el limite de dicha solucion particular en el infinito. En todos los
casos los estudiantes intentaron resolver las ecuaciones con el método de separacion de
variables y representar la solucion particular a partir de la expresién algebraica obtenida,
pero ninguno de ellos consiguio resolver correctamente las preguntas del cuestionario,
presentando dificultades de tipo conceptual y simbdlico relacionadas con el significado
del método de separacion de variables. A partir de las entrevistas realizadas a los
estudiantes, el autor concluye que

el esquema del concepto de EDO de cada estudiante se limita a un objeto algebraico en el
que se relaciona una funcion, la variable independiente y algunas derivadas, asi como una
nocion de resolver una ecuacion que se restringe a una concepcion de accion y de proceso
en el registro algebraico™ (Guerra-Caceres, 2003, p. 4).

Ademas de que los estudiantes tienden a identificar las estrategias mostradas para el
desarrollo de un analisis cualitativo con algoritmos, convirtiendo asi las heuristicas en
rutinas compartimentalizadas.

Este trabajo concluye sefialando que, el uso de los métodos de resolucién por parte de
los estudiantes que estudian bajo esta perspectiva se limita a una manipulacién
algebraica que no se traduce de forma esponténea en una habilidad para el desarrollo de
actividades de conversion entre diferentes representaciones, provocando asi la
limitacion de la comprension de los conceptos y procesos matematicos empleados.

Rasmussen y Whitehead (2003) realizan una revision de trabajos sobre la ensefianza y el
aprendizaje de las EDO cuyo resultado es la presentacion de algunas estrategias,
dificultades y formas de comprender de los estudiantes en relacién con la coordinacion
de las representaciones algebraica, grafica y numerica, la creacion e interpretacion de
varias representaciones, incluyendo diagramas de fase y de bifurcacion y el hacer

9 LEINNY

Los términos “esquema”, objeto”, “accidn” y “proceso” empleados por este autor responden a que su
estudio estd enmarcado dentro de la teoria APOS que describe las construcciones mentales de los
estudiantes en términos de acciones, procesos, objetos y esquemas.
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predicciones justificadas sobre el comportamiento de las funciones soluciones en el
infinito.

La nocién de “esquema” también es utilizada por Donovan (2004) en un estudio de seis
estudiantes en los que observa que el grupo de alumnos se divide en aquellos con una
“comprension relacional”, es decir, que saben lo que hacen y por qué, y los que
presentan una “comprension instrumental”, utilizando reglas sin razonar, de las
ecuaciones diferenciales de primer orden. Los estudiantes que participaron en esta
investigacion fueron seleccionados de entre un grupo de alumnos que cursaban una
asignatura de introduccién a las ecuaciones diferenciales, para lo que se utilizd un
cuestionario que se les pasé durante la primera semana de clase. A los seis alumnos
seleccionados se les entrevistd en tres momentos a lo largo del curso, en relacién con
una serie de tareas de tres tipos diferentes. En la primera entrevista se pedia a los
estudiantes que dijeran lo que quisieran acerca de una serie de imagenes en las que
aparecian distintas EDO y campos de direcciones, en la segunda debian agrupar otras
imagenes con los criterios que cada estudiante eligiera. En estas Gltimas imagenes se
incluian, ademas de distintas ecuaciones diferenciales y campos de direcciones,
expresiones algebraicas y representaciones graficas de una serie de funciones. La tercera
tarea consistia en resolver un problema no rutinario. En este articulo, Donovan (2004)
presenta el ejemplo de dos estudiantes, uno de ellos con una comprension conceptual y
otro cuya comprension es de tipo instrumental, observando que la gran diferencia entre
ellos es que el estudiante que ha desarrollado una comprension conceptual de las
ecuaciones diferenciales establece relaciones entre distintos tipos de representaciones y
conecta diferentes conceptos matematicos.

Como se ha podido observar, son numerosas las dificultades con las que se encuentran
los estudiantes a la hora de resolver actividades relacionadas con las EDO. Sin embargo,
no existe el mismo volumen de investigaciones que propongan nuevas formas de
introducir el concepto en los primeros cursos universitarios (con excepcion de la
Ingenieria Didactica desarrollada por Artigue, a finales de los 90, y el proyecto 10-DE,
que sera descrito en detalle en la siguiente seccién). ¢(Por qué ocurre esto? La
investigacion realizada por Moreno & Azcarate (2003) sobre las concepciones y
creencias de seis profesores universitarios, expertos en matematicas, que impartian
docencia a estudiantes de quimica, biologia y veterinaria, acerca de la ensefianza de las
EDO, puede ayudar a explicar por qué persiste la ensefianza tradicional en los primeros
cursos universitarios. Algunas de las creencias que mostraron los profesores en esta
investigacion fueron: que los estudiantes aprenden ecuaciones diferenciales por
imitacién, memorizacion y esquemas de resolucion vistos en clase y son incapaces de
pensar, razonar y crear por ellos mismos; las definiciones son algo mecénico que tiene
que aprenderse, sin pretender entender; seria mas interesante interpretar un modelo
matematicamente que invertir tanto tiempo en resolver diferentes tipos de EDO
utilizando algoritmos mecanicos pero resulta mucho mas facil aprender a resolver
ecuaciones que reconocer un modelo por lo que los profesores optan por el primer
enfoque; la utilizacién de ordenadores de forma sistematica obligaria a modificar el
modelo de ensefianza de las EDO, dando mas importancia a los métodos graficos y
numéricos. Este listado de creencias del propio profesorado encargado de plantear los
modelos de ensefianza para el aprendizaje de las EDO parece mostrar que, aunque la
modelizacion es un tema interesante, su ensefianza resulta complicada, resultando mas
comodo centrarse en la parte del curriculo dedicada al uso de procedimientos
matematicos.

Problema de Investigacion 38



Afortunadamente para la investigacidon en Educacion Matematica y para la ensefianza en
general, no todos los profesores opinan de la misma forma que los que intervinieron en
la investigacion anterior, como se vera en la siguiente seccion.

1.4.2 El proyecto 10-DE.

En el apartado anterior se mostré que, aunque el estudio de las ecuaciones diferenciales
con un enfoque gréfico o cualitativo produce resultados satisfactorios en el sentido de
que los estudiantes responden correctamente a preguntas en las que se integran distintas
representaciones, esas respuestas correctas pueden estar basadas en ideas erroneas o
lagunas conceptuales. Rasmussen (2001) presenta el ejemplo de una serie de estudiantes
que responden correctamente cuando se les pide obtener las soluciones de equilibrio de
una EDO pero que, en una entrevista, muestran que asocian este concepto con el calculo
de los valores en los que la derivada se anula, argumento valido Unicamente en el caso
de las ecuaciones autonomas.

El proyecto 10-DE (Inquiry-Oriented Differential Equations) surge con el objetivo de
introducir en el proceso de ensefianza un elemento que permita analizar cbmo piensan o
razonan los estudiantes, permitiendo contemplar no sélo su desarrollo cognitivo sino
también aspectos relacionados con la clase de matematicas. Este proyecto abarca tanto
las actividades del profesor como las de los estudiantes, que aprenden matematicas
participando en discusiones, planteando y entendiendo conjeturas, explicando y
justificando sus ideas y resolviendo problemas novedosos®.

El equipo de investigacion que participa en este proyecto es numeroso (algunos de sus
miembros estan identificados en Rasmussen & Kwon, 2007, p. 190). Trabajan en torno
a tres objetivos relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales, enfocadas desde el punto de vista de los sistemas dindmicos. Esos
objetivos son:
= Que los estudiantes reinventen muchas de las ideas y métodos matematicos
fundamentales para analizar las soluciones de las ecuaciones diferenciales.
= Buscan tareas desafiantes, que reflejen situaciones reales, que sirvan de punto de
partida para que los estudiantes comiencen a indagar.
= Debe existir un balance entre el tratamiento de los enfoques analitico, numérico
y grafico. Estos enfoques deben surgir de forma mas o menos simultanea en las
realizaciones de los estudiantes.

Este Gltimo objetivo viene motivado por los resultados mostrados por Rasmussen y
Whitehead (2003) que sefialan que los enfoques graficos y cualitativos no se convierten
de forma automatica en comprension conceptual, pudiendo quedarse en actividades de
manipulacion mecéanica analogas a las que se realizan cuando se utilizan los métodos
algebraicos de resolucién de EDO. Los autores proponen que se fomente que los
estudiantes expliquen y defiendan sus razonamientos y conclusiones en términos
matematicos, para evitar que se limiten a aprender una serie de procedimientos

20 Rasmussen y Kwon (2007) describen las caracteristicas generales de este proyecto: investigadores
participantes, teorias que lo sustentan, objetivos y ejemplos de investigaciones realizadas en el marco del
mismo.
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(algebraicos, graficos...) sin ninguna conexion con otros aspectos del problema. Esta es
una de las caracteristicas que los investigadores pertenecientes a este proyecto han
introducido en la dinamica de aula.

Este enfoque influye en el tipo de demostraciones presentadas por los estudiantes.
Rasmussen y Whitehead presentan un caso en el que los estudiantes deben justificar que
dos soluciones de una EDO de crecimiento logistico, con diferentes condiciones
iniciales, nunca se cortan. Sin haber estudiado el teorema de unicidad, los estudiantes
explican que las gréficas de las soluciones de las ecuaciones autbnomas son traslaciones
a lo largo del eje de abcisas, por lo que nunca habrd un valor de la variable
independiente en el que las funciones se corten.

Otro ejemplo: se pregunta a los estudiantes “;es posible que la grafica de una solucién
de una ecuacidn diferencial autonoma oscile?”. El argumento que tipicamente utilizan
los estudiantes para justificar que no es posible es que, en caso de que hubiera una
funcién solucién que oscilara, habria un mismo valor de y con una pendiente positiva y

otra negativa, lo que no puede ocurrir en una ecuacién auténoma.

Este tipo de respuestas se dieron porque en clase se prestaba especial atencién a las
normas relacionadas con la explicacion y la justificacion.

Para desarrollar los tres objetivos descritos anteriormente, dentro del proyecto 10-DE se
realizan investigaciones dirigidas hacia tres areas relacionadas entre si:
= Adaptacion de un enfoque de disefio innovador de la ensefianza en los niveles
universitarios.
= Estudio sistematico del pensamiento de los estudiantes mientras construyen sus
ideas e identificacion del conocimiento que necesitan tener los profesores para
respaldar que los estudiantes reinventen.
= Prestar atencion a la produccién social de significado y a las identificaciones de
los estudiantes.

El proyecto IO-DE tiene su base en los fundamentos de la Educacion Matematica
Realista (RME), teoria basada en la idea de Freudenthal de que las matematicas deben
estar conectadas a la realidad, y una metodologia de investigacion en la que se conjugan
el desarrollo de la propia investigacion y el andlisis de los resultados, creando un
proceso ciclico centrado en los procesos de ensefianza y aprendizaje, prestando una
atencion especial a los procesos mentales de los estudiantes. Esta metodologia recibe el

nombre de “developmental research” (Gravemeijer, 1994) o “design research” (Drijvers,
2003).

Desde el punto de vista de la RME, los estudiantes aprenden matematicas por un
proceso de matematizacidn de situaciones reales y de su propia actividad matematica.
Freudenthal define la matematizacion como el proceso por el cuél se organizan los
aspectos clave de la materia en un nivel para producir nueva comprension en un nivel
superior (citado en Rasmussen & Kwon, 2007, p.191). Las situaciones reales incluyen
tanto problemas enunciados en un contexto no matematico como matematico, siempre
que este resulte cercano para el estudiante. EI proceso de matematizacion se caracteriza
por la realizacion de una serie de actividades que persiguen generalizar, verificar,
precisar y simplificar (Rasmussen & King, 2000).
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El proyecto 10-DE considera las ecuaciones diferenciales como un mecanismo que
describe cdmo evoluciona y cambia una funcion en el tiempo. Alguno de los objetivos
que se persiguen son la interpretacion y caracterizaciéon del comportamiento y la
estructura de las funciones soluciones de una ecuacion diferencial, incluyendo su
comportamiento asintético, el nimero y la naturaleza de las soluciones de equilibrio y el
efecto que produce la variacion de parametros en el conjunto de soluciones. La
estructura de una secuencia de ensefianza de este proyecto incluye que los estudiantes
construyan y usen graficas relacionadas con las ecuaciones diferenciales autdbnomas,
diagramas de fase unidimensionales para analizar el comportamiento de las soluciones,
reinventen el diagrama de bifurcacion de una EDO y se trabajen los sistemas de
ecuaciones diferenciales como método apropiado para el estudio de las ecuaciones
diferenciales de orden superior (Rasmussen, Kwon, Allen, Marrongelle & Burtch, 2006).

Las sesiones de clase comienzan con la introduccion, por parte del profesor, de un
problema sobre el que los estudiantes trabajan, a continuacién, en grupo. No se
presentan ejemplos de problemas similares al planteado, lo que contribuye a que los
alumnos se vean inmersos en un ambiente de resolucién de problemas. Los estudiantes
trabajaban en grupo entre 20 y 30 minutos, mientras el profesor se va acercando a los
diferentes grupos para escuchar las interpretaciones y enfoques de los estudiantes e
intervenir, si es necesario, para promover que los estudiantes expliquen su forma de
pensar y contribuir a que progresen en el desarrollo de la tarea. El objetivo del trabajo
en grupo es ofrecer una oportunidad para el aprendizaje, mas que producir un resultado
final. Después del trabajo en grupo se discuten, entre toda la clase, los enfoques,
interpretaciones y razonamientos de los diferentes grupos. En esta parte, los alumnos
explican a sus compafieros y al profesor sus razonamientos, escuchan y tratan de dar
sentido a las explicaciones de los otros, expresando su acuerdo o rechazo a las mismas.

Se presentan a continuacion las secuencias utilizadas para introducir diferentes aspectos
relacionados con las ecuaciones diferenciales.

Ecuaciones de velocidad de cambio

Una de las primeras decisiones a tomar cuando se disefia una secuencia de actividades
con el propdsito de ensefiar un concepto matematico es cual sera el punto de partida del
proceso, es decir, queé se va a suponer que los estudiantes saben acerca del concepto que
se va a introducir y de qué manera van a introducirse las novedades. Rasmussen y King
(2000), basandose en el principio de la reinvencion guiada, consideran como punto de
partida el considerar las ecuaciones diferenciales como ecuaciones de velocidad de
cambio instantdnea. Esta eleccion fue hecha con base en un analisis del desarrollo
histérico de las ecuaciones diferenciales y de las estrategias de resolucién e
interpretaciones informales que mostraron los estudiantes en distintas investigaciones.

Fijado el significado con el que se pretendia introducir el concepto de EDO, en un curso
de un semestre en el que participaban 12 estudiantes, Rasmussen y King disefiaron un
conjunto de actividades y de programas para ser utilizados en la calculadora T1-92. Esas
actividades, siguiendo el principio de la RME, se situaron en contextos variados como
la biologia o la epidemiologia y se presentaron en tres fases:

» Primera fase: el profesor describe una situacion en la que una enfermedad no

mortal, que inmuniza y contagiosa se extiende en una comunidad cerrada, con
una poblacion fija (por ejemplo, la varicela en un colegio). Se pide a los
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estudiantes que representen graficamente la relacién entre la poblacién
susceptible de ser infectada, los enfermos y los que se han recuperado, con
respecto al tiempo.

= Segunda fase: comienza con una discusion entre el profesor y los estudiantes
sobre como obtener un sistema de ecuaciones diferenciales que represente la
situacion planteada. Después de plantear el sistema de ecuaciones diferenciales,
el profesor presenta una actividad adaptada de un libro de texto y relacionada
con la situacién que se acaba de discutir.

Esta discusion resulto ser demasiado larga y poco productiva para los estudiantes, en el
sentido de que parecian no entender el significado de las ecuaciones diferenciales
obtenidas (Rasmussen & King, 2000, p. 165) por lo que se optd por presentar una
situacion mas sencilla. El enunciado del nuevo problema era el siguiente:

Una forma de modelar el crecimiento de la poblacion de peces en un estanque es con la
o . dP - : -
ecuacion diferencial T k-P(t), midiendo el tiempo en meses. Usa esta ecuacion

diferencial, con un parametro de crecimiento k =1, para aproximar el nUmero de peces
que habré en el estanque para los proximos meses si inicialmente hay

(a) 200 peces (b) 400 peces (c) O peces.

Muestra los resultados en forma de tabla y con graficas.

Los estudiantes debian tratar de resolver este problema sin haber conocido previamente
un algoritmo para este tipo de problemas. El objetivo era que los estudiantes
consideraran la solucién como una funcién continua y usaran el valor de P'(t) como un

promedio de la velocidad de cambio en el intervalo (t,t + At).

Para la mayoria de los estudiantes no resulté trivial resolver este problema, lo que los
autores consideran positivo ya que esta circunstancia hizo que se creara un ambiente de
resolucion de problemas y que se produjeran interacciones productivas de los
estudiantes, entre ellos y con el profesor.

Algunos estudiantes optaron directamente por buscar una expresion “cerrada” de la
funcion solucién, intentando resolver la ecuacion o utilizando el ensafio y error como
heuristica. Ninguno de los alumnos que inicid este camino lo concluy6 con éxito.

En su trabajo, Rasmussen y King (2000) muestran el ejemplo de un alumno que desde
el comienzo distingue entre la velocidad de cambio y el cambio que se produce. Este
estudiante trabaja con otros dos comparfieros que, inicialmente, no parecen tener clara
esta distincion. Rasmussen y King muestran cémo, a raiz de la interaccion de estos dos
alumnos con su compafiero, el profesor y un programa disefiado especificamente para el
estudio de las EDO%, los estudiantes comenzaron a razonar en funcién de la velocidad,
creando ademas una versién informal del método de Euler para aproximar soluciones de
ecuaciones diferenciales.

2! Este programa recibe el nombre de “Interactive Differential Equations” (IDE).
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Las actividades realizadas por estos alumnos durante el desarrollo de este problema son
presentados como ejemplos de actividades de ‘“matematizacion horizontal” por
Rasmussen, Zandieh, King y Teppo (2005) en un trabajo que propone un punto de vista
del PMA desde una perspectiva practica, considerando en su lugar la forma en que se
avanza en la actividad matematica (“advancing mathematical activity”). En este trabajo,
la matematizacion horizontal se refiere a “la formulacion de problemas de forma que
pueda realizarse un analisis matematico” (p. 54).

= Tercera fase: se pedia a los estudiantes que explicaran, usando palabras y
simbolos, cémo aproximar el nimero de peces que habra en el futuro en un

estanque segun la ecuacion diferencial (;—T =P(t).

Esta etapa no result6 facil a los estudiantes puesto que requeria que reflexionaran sobre
su actividad previa antes de generalizar y comunicar su razonamiento.

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
La forma tradicional en que se ensefia la resolucion de un sistema lineal homogéneo de
ecuaciones con coeficientes constantes de la forma x'= Ax, siendo A= (aij) una matriz

de constantes, es comparandola con la ecuacion escalar x'=ax, cuyas soluciones son de
la forma x(t)=Ce*, con C un nimero real. Si suponemos que Xx=e™v es una

solucion del sistema x'= Ax, con v un vector constante de R", tendremos que:
%( ty)=Aety o lefv=Ae'v o Av=Av

ya que €™ =0, de donde se obtiene que Aes un autovalor de la matriz A y v es un

autovector. Por tanto, para cada autovalor real ,, se tendra una solucion x)(t) =e™ Vi,

donde v ; es el autovector asociado a cada autovalor A ;-

En el proyecto 10-DE, que utiliza la heuristica de la reinvencion guiada, los estudiantes
inventan su propio método para localizar filas de vectores propios y las soluciones
correspondientes del sistema de dos EDO de primer orden, lineales, con coeficientes
constantes (Rasmussen & Blumenfeld, 2007; Rasmussen & Keynes, 2003).

Para conseguir este objetivo se plantea a los estudiantes una serie de actividades
divididas en cuatro fases: prediccion, exploracion, matematizacion y generalizacion.
Estas actividades giran en torno a una situacién que resulta cercana a los estudiantes, es
decir, que pueden imaginar con facilidad, la oscilacion de una masa sujeta a un resorte.

vel

A

L] -
I

x=0 x=0 x=()

Figura 2.3.1: Oscilaciones mecanicas
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» Fase de prediccién: se pide a los estudiantes que hagan una representacion
gréfica o describan el movimiento de la masa en el plano velocidad-posicion,
para distintos valores de los pardmetros como la rigidez del resorte, el peso del
objeto atado al final del resorte y la friccion a lo largo de la superficie por la que
se desliza el objeto.

Las respuestas mas usuales incluyen curvas cerradas circulares si no hay friccion,
curvas que giran en espiral en torno al origen, o variaciones incorrectas de estas donde
la velocidad siempre es positiva. Muy pocos estudiantes mencionan el caso sobre-
amortiguado donde la masa no oscilaria hacia delante y hacia atras de la posicion de
equilibrio. Los autores atribuyen el hecho de que los estudiantes no consideren este caso
a gue no es un prototipo de situacién que se imaginen en una oscilacion.

» Fase de exploracion: en esta fase los estudiantes deben analizar el campo de
vectores asociado a un problema concreto de resorte-masa con un coeficiente de
friccion variable (la masa vale 1y la constante del resorte vale 2). Esta situacion

dx
o e Y
se corresponde con el siguiente sistema de ecuaciones , donde x

ﬂ:—Zx—by

dt
representa la posicion de la masa con respecto al punto de equilibrio, y indica la

velocidad de lamasay b es el coeficiente de friccion®.
Los estudiantes utilizaron el software Graphing Calculator para representar el campo de
vectores asociado a este sistema, que permite, entre otras cosas, modificar el valor de la
constante de friccion a la vez que se observa el efecto de ese cambio en la
representacion del campo de vectores.

@ N ) i
. | IRV SRR

2t \ ! ' i

La naturaleza abierta de la tarea invita a los estudiantes a experimentar con el programa
y discutir sus observaciones con sus compaferos. Estas actividades promueven que los
estudiantes establezcan relaciones entre el campo de vectores, la interpretacion fisica del
sistema, otras representaciones graficas como las que enfrentan las variables x e y con

el tiempo, y la naturaleza variable de la solucién de equilibrio.

En esta fase los estudiantes observaron que, para valores grandes de b, el campo de
vectores no producia espirales sino que los vectores parecian ir en linea recta. Las
representaciones algebraicas permiten analizar y comprobar las conjeturas que se
realizan de las pendientes de estos vectores.

22 La forma en que los estudiantes acceden a este sistema de ecuaciones no se especifica en Rasmussen &
Keynes (2003).

Problema de Investigacion 44




» Fase de matematizacion: en esta etapa de la instruccion se utiliza la formulacion
algebraica de la situacion como una herramienta para que los estudiantes
expresen sus observaciones empiricas y comprueben sus conjeturas.

Se les propuso la siguiente actividad:

Marissa toma 3 como valor del parametro de friccion y observa que las gréficas de las
soluciones en el plano posicidn-velocidad parece que llegan a ser absorbidas hacia el
origen via una linea recta. Ella cree que todos los vectores a lo largo de esa linea se
dirigen directamente hacia el origen con una pendiente determinada. ¢ Estas de acuerdo
con la conjetura de Marissa? Encuentra una forma algebraica de comprobar o refutar
esta conjetura. Si crees que la conjetura es cierta, (a) ¢cual es la pendiente exacta? (b)
¢Cuél es el movimiento fisico correspondiente de la masa? (c) ¢cudles son las
correspondientes ecuaciones de x(t) e y(t) ?

La mayoria de los estudiantes, para calcular la pendiente de los vectores que formaban
una linea recta, utilizaron sus conocimientos acerca de la expresion algebraica de las
rectas que pasan por el origen, y =mx, y que la pendiente de los vectores es el cociente

entre las dos razones de cambio, m = dy/dt . De esta forma:
dx/dt
m=Y
X y —-2x-3y mx —2X-3mx
m_dy/dt_—2x—3y X y X mx
dx/dt y
m:ﬂ:m2+3m+2:0:>m=—l;m:—2

m
Este resultado sorprendio a los estudiantes que esperaban obtener una Unica linea recta.
En la representacion grafica pudieron detectar la otra recta una vez que supieron de su
existencia, gracias al sistema de representacion algebraico.

A continuacion se pidié a los estudiantes que pensaran en las expresiones de x(t) e
y(t) para diferentes condiciones iniciales que cayeran sobre una de las rectas, y=—X 0
y =—2x. Los alumnos sustituyeron estas expresiones en las ecuaciones diferenciales,
obteniendo, para el caso en que la condicion inicial estuviera en la recta y =—x, que:

dt N x(t)=-C,e

ﬂ =—y y(t)=-C,e"

dt
Y, suponiendo que la condicion inicial estuviera en el punto (2,-2), se tendria que
X(t) =—2e™" e y(t) =2e™". Para el caso en que la condicion inicial fuera (-2,4), situada
sobre la recta y = —2x, obtuvieron que x(t) =—2e™* e y(t) =4e™.

Los estudiantes observaron inmediatamente que su método funcionaba para cualquier
condicidn inicial que se encontrara sobre las rectas y =—x 0 y = —2X.
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El reto, a continuacion, era establecer la expresion para x(t) e y(t), cuando las

condiciones iniciales no se encontraban en ninguna de estas rectas, es decir, obtener la
solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales.

» Fase de generalizacién: en esta fase se les plante6 un enunciado en el que la
condicion inicial no se encontraba sobre ninguna de las dos rectas anteriores, en
el punto (-4,6) y se les pidi6 representar como quedaria la solucién en el plano
fase.

La mayoria pensé que la representacion grafica de esta solucion se iria acercando cada
vez mas a la recta de ecuacion y =—-2x, porque la condicion inicial se encontraba mas

cercana a ella.

A continuacion se les pidio obtener la expresion de x(t) e y(t) para la condicién inicial
(-4,6).

Los estudiantes utilizaron el hecho de que esta condicién inicial es la suma de las
coordenadas de las condiciones iniciales utilizadas en la fase anterior, situadas sobre las
rectas y =—x e y =-2x, para conjeturar que las expresiones de x(t) e y(t) también

serian la suma de las expresiones obtenidas en los casos anteriores, es decir,
x(t)=—2e" —2e™ e y(t) =2e™" +4e*, comprobando después que estas expresiones
eran solucion del sistema planteado. Al representar graficamente estas funciones,
observaron que la curva se acercaba a la recta de ecuacion y =—x, en lugar de a la que

ellos habian previsto.

Finalmente se pidi6 a los estudiantes que resolvieran una serie de sistemas de
ecuaciones diferenciales sin relacionarlos con una situacion fisica. Segun los autores el
uso de este método contribuy6 a minimizar la aparicion del error de concepcion en el
que los estudiantes consideran que los exponentes de las expresiones de x(t) e y(t)

coinciden siempre con las pendientes de las lineas rectas.
Al finalizar esta parte se introdujo a los estudiantes en el uso de la terminologia
convencional de autovectores y autovalores.

Rasmussen y Blumenfeld (2007) utilizan este método para tratar los sistemas de
ecuaciones diferenciales en un curso de ocho semanas en el que se trabaja este aspecto
durante cinco sesiones de 50 minutos cada una. El curso iba dirigido a un grupo de 37
estudiantes de matematicas y ciencias, de los que se entrevistaron 25. Estos autores
analizan el proceso que los estudiantes siguen durante el desarrollo de las actividades
descritas anteriormente con el objetivo de mostrar un ejemplo de como las expresiones
analiticas pueden servir de sustento a la transicion del “modelo-de” al “modelo-para”,
haciendo referencia a la heuristica de los modelos emergentes utilizada por la Educacion
Matematica Realista. Los detalles de esta investigacion no se incluyen en esta memoria
puesto que se alejan del Problema de Investigacion considerado.

El teorema de existencia y unicidad de soluciones
El teorema de existencia y unicidad de soluciones de un problema de valores iniciales

= f(t, )
de la forma {y t.y) se presenta de dos formas diferentes. En un caso, las

Y(to) =Y

condiciones vienen establecidas en funcion de la continuidad de las funciones f y Z—
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(teorema 1) y en el otro caso se expresan en términos de la condicion de Lipschitz
(teorema 2).

. ) of . .
Teorema 1. Si las funciones f vy v son continuas en el rectangulo a<t<b,
y

c<y<d que contiene al punto (t,,y,) . Entonces, en algun intervalo
t,—h<t<t,+h contenido en a<t<b existe una Unica solucion y=¢(t) del

dy _
problema de valores iniciales { dt fty) .
y(to) = Yo

Teorema 2. Si f(t,y) es continua para a<t<b, c<y<d, y existe una constante L
tal que | f(t,y)—f(t,2)[<KL|y-2z]| paratodo t € (a,b), y todo vy, z e (c,d), entonces

dy
— = f(t

el problema de valores iniciales < dt ( ,y)’ donde t, € (a,b) e y, € (c,d) tiene a
y(to) =Y

lo sumo una solucidn para todo t € (a,b) tal que y(t) € (c,d).

En la seccion anterior se describid la investigacion de Raychadhuri (2007) en la que se
muestra que los estudiantes tienen dificultades con el uso del teorema de existencia y

unicidad redactado en términos de f y Z—f (Teorema 1). Rasmussen y Ruan (2008)

proponen el uso del teorema enunciado a partir de la condicion de Lipschitz, con base
en la conjetura de que las condiciones de continuidad de las funciones no son
consideradas por los estudiantes como informacion relevante, lo que puede ser la causa
de las dificultades mostradas por los alumnos al utilizar el teorema 1. Rasmussen y
Ruan (2008) tratan de que la condicidon de Lipschitz sea una descripcion formal de la
manipulacion que los estudiantes hacen de los vectores y la explicacion correspondiente
de por qué las gréficas de las soluciones se intersecan o no, utilizando la expresion

‘%f(t,y) <Lenlugarde| f(t,y)—f(t,2)KL|y-2z].

Entre las hipotesis de trabajo, de acuerdo con el enfoque de todas las investigaciones
pertenecientes al proyecto 10-DE, esta la consideracion de que el rechazo y/o fracaso de
los estudiantes en el uso de los teoremas como herramientas para la resolucién de
problemas no responde Unicamente a aspectos cognitivos sino también sociales. En su
trabajo, Rasmussen y Ruan muestran cuatro factores interrelacionados que consideran
que pueden ayudar a comprender por qué los estudiantes mostraron progresos en el uso
del teorema de unicidad como herramienta para presentar argumentos y resolver
problemas.

La investigacion de Rasmussen y Ruan fue realizada con un grupo de estudiantes de un
curso introductorio de ecuaciones diferenciales con una duracion de 15 semanas. Los
estudiantes realizaron actividades de los cuatro tipos considerados en el caso de los
sistemas de ecuaciones diferenciales: prediccion, exploracion, matematizacion vy
generalizacion.
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El andlisis mostrado se centra en tres estudiantes (Joe, Bill y Adam). En una entrevista
realizada previamente al inicio de las clases sobre ecuaciones diferenciales, se pidi6 a
los estudiantes que resolvieran el siguiente problema, con el objetivo de analizar los
razonamientos intuitivos e informales que utilizaban los estudiantes, en relacion con la
unicidad de soluciones.

Un cientifico obtuvo la ecuacion de velocidad de cambio dL/dt =-0.1(L —70) para

hacer predicciones sobre la temperatura que tendra en un futuro un liquido que esté
caliente (siendo L la temperatura del liquido). Sup6n que un recipiente que contiene
este liquido caliente tiene una temperatura inicial de 100°F y otro recipiente contiene
este liquido con una temperatura inicial de 120°F. De acuerdo con la ecuacion de
velocidad de cambio, ¢habrd& un momento en que los dos recipientes tengan
exactamente la misma temperatura? (p. 153)

Las explicaciones dadas por Joe, durante la entrevista, mostraron por un lado que
Ilegaba a dos tipos de conclusiones, una basada en lo que esperaba que ocurriera en el
mundo real (argumento con base en lo empirico) y otra basada en su interpretacion de la
ecuacion (argumento con base en lo matematico). Por otro lado, este alumno parecia
estar considerando la velocidad de cambio como una cantidad constante y no como
dependiente del valor de L.

Durante las sesiones de clase, Rasmussen y Ruan identificaron dos factores sociales y
dos factores cognitivos que podian haber influido en que tanto Joe como sus dos
comparfieros mostraran progresos en el uso del teorema de unicidad.

Como factor social, los autores consideran aquellos relacionados con el “proceso de
interaccion entre los estudiantes, el profesor y las matemadticas” y como factor cognitivo,
“las concepciones particulares que los estudiantes muestran” (p. 156).

A medida que fue avanzando el curso, los estudiantes mostraron cierta evolucion en el
tipo de justificaciones que utilizaban, desde aquellas basadas en lo empirico hacia
relaciones basadas en aspectos matematicos. La negociacion de las justificaciones
aceptables es uno de los factores sociales que puede contribuir al uso del teorema de
unicidad de una forma eficiente. Estas normas fueron construidas a partir de la
interaccion entre los estudiantes y el profesor. El otro factor social que puede propiciar
el progreso en el uso del teorema de unicidad como herramienta para resolver
problemas en la familiarizacion con la terminologia y el significado matematico. En este
sentido, los autores consideran que el hecho de que los estudiantes pensaran en la

o
Z i,
& (ty)

contribuyé a la formalizacion del teorema. Este factor es considerado por los autores
como social porque la expresion matematica formal fue introducida por el profesor de la
materia.

velocidad de cambio de la velocidad de cambio en términos del criterio <L

Entre los aspectos cognitivos, Rasmussen y Ruan sefialan la importancia de identificar
las teorias intuitivas o informales que utilizan los estudiantes, con el fin de proponer
actividades que refinen sus ideas o las reorganicen. Otro factor cognitivo a considerar es
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la reorganizacion de una idea matematica central, que en el caso de su investigacion
particular fue la velocidad de cambio.

Para concluir esta seccion dedicada en exclusiva a presentar las investigaciones
realizadas en el marco del proyecto 10-DE se presentan los resultados de dos estudios
cuantitativos que analizan la comprensién de los estudiantes de un curso tradicional en
comparacion con estudiantes que participaron de las clases disefiadas con base en este
proyecto (Kwon, Rasmussen & Allen, 2005; Rasmussen, Kwon et al., 2006).

En Rasmussen, Kwon et al., (2006) se muestran los principales resultados de un estudio
que compara las creencias, habilidades y comprension de los estudiantes que han
participado de las clases disefiadas con el proyecto IO-DE con estudiantes que han
recibido una formacion de las ecuaciones diferenciales con un enfoque tradicional. La
investigacion se realizd con estudiantes de tres universidades diferentes, en cada una de
las cuales se seleccionaron dos grupos de estudiantes, uno con formacién tradicional (al
que los autores denotan TRAD-DE) y otro con formacion segun el proyecto 10-DE (a
los que identifican con las siglas del proyecto).

Para analizar el aprendizaje de los estudiantes de habilidades y conceptos importantes,
los investigadores utilizaron dos instrumentos: un cuestionario donde se evaluaban
aspectos de tipo mas rutinario (métodos analiticos de resolucion, un problema numérico
relacionado con el método de Euler, un problema de representacion del plano fase y un
problema de modelacién) y otro cuestionario para evaluar la comprension relacional de
los alumnos (dos problemas centrados en el significado y la relacion entre las soluciones
exactas y aproximadas, dos problemas centrados en aspectos de modelacion y cuatro
sobre el comportamiento de las soluciones y/o el espacio de soluciones). El primer
instrumento formaba parte del test de evaluacion final de la materia, por lo que lo
realizaron todos los alumnos; el segundo cuestionario fue voluntario.

Los resultados de la investigacion muestran que los alumnos de los dos grupos (TRAD-
DE e 10-DE) presentan habilidades similares para resolver las cuestiones relacionadas
con aspectos de tipo mas rutinario. Sélo en una de las ocho preguntas de este
cuestionario hubo diferencia entre los dos grupos. Los estudiantes del grupo 10-DE
obtuvieron mejor resultado con el uso del método de Euler. Los investigadores lo
atribuyen al hecho de que estos alumnos reinventaron este método, no se les explicd
como algo ya construido.

En el segundo cuestionario los resultados fueron més favorables al grupo 10-DE frente
al grupo TRAD-DE. Desafortunadamente el articulo descrito (Rasmussen, Kwon et al.,
2006) no ofrece informacion sobre las caracteristicas de las respuestas de los estudiantes.

El trabajo realizado por Kwon et al., (2005) analiza la retencién de conocimientos y
habilidades matematicas de los estudiantes de dos de los grupos participantes en la
investigacion anterior (Rasmussen, Kwon et al., 2006), uno de ensefianza tradicional
(TRAD-DE) y otro que habia participado en el proyecto IO-DE. Para ello se analizaron
las respuestas de los alumnos a dos test durante el afio siguiente al que recibieron el
curso de ecuaciones diferenciales. El primero de los test se dividio en dos partes, una de
ellas a mitad del curso y otra al final y form6 parte de la evaluacion del curso. El
segundo test fue una reestructuracion del anterior y s6lo lo respondieron los estudiantes
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que se presentaron de forma voluntaria (20 alumnos del grupo TRAD-DE y 15 del
grupo 10-DE). Las preguntas de los test incluian items que podian contestarse aplicando
procedimientos analiticos, actividades de modelacion y de analisis grafico o cualitativo.

Los resultados de esta investigacion muestran que no hay diferencias significativas en lo
que a retencién de conocimientos se refiere, cuando se analizan las respuestas de los
estudiantes de los dos grupos a preguntas centradas en los procedimientos (resolver una
ecuacion separando variables, resolver un sistema de ecuaciones diferenciales, un
problema de limites y comprobar que una funcion es solucion de una ecuacion
diferencial). En las actividades del segundo test, si se encontraron diferencias a favor
del grupo 10-DE en las cuestiones relacionadas con la modelacién de situaciones, pero
no se encontré mucha diferencia entre los dos grupos de estudiantes en sus respuestas a
las preguntas relacionadas con el andlisis de representaciones graficas o el estudio
cualitativo de funciones.
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2. Marco Conceptual

En este capitulo se presentan los elementos tedricos que sustentan esta investigacion:
los componentes que intervienen en el aprendizaje de las matematicas que se
consideran, los fundamentos que conducen a tomar determinadas decisiones en lo
relativo al disefio del material utilizado en el experimento de ensefianza y aquellos que
sirven de guia para el analisis de los datos recabados a partir de dicha experiencia.

2.1 Introduccion

Lester (2010) publico, en el reciente libro Theories of Mathematics Education, un
capitulo titulado On the Theoretical, Conceptual, and Philosophical Foundations for
Research in Mathematics Education. En él sefiala, entre otras cosas, que para promover
el desarrollo de los conceptos matematicos es necesario comprender los procesos de
aprendizaje y reflexionar sobre los distintos factores que intervienen en el mismo. El
uso de un marco de referencia en la investigacion proporciona una estructura para el
disefio, la concepcion y la visualizacion del estudio, ademas de establecer las bases que
permiten identificar la informacién relevante y justificar las evidencias que se muestren,
los cuales conducen a la presentacién de las conclusiones y finalmente a una
comprension mas profunda del fenémeno que se estéd investigando. En este caso, y en
virtud del Problema de Investigacion que se aborda, el marco de referencia estara
formado por aquellos elementos que permitan analizar el conocimiento matematico
mostrado por los estudiantes al resolver actividades relacionadas con las EDO vy disefiar
un Modulo de Ensefianza para la introduccion de este concepto en los primeros cursos
universitarios que promueva el desarrollo de procesos cognitivos asociados al PMA
como razonar, abstraer, generalizar, entre otros.

Eisenhart (1991) distingue tres tipos de marcos de investigacion, con sus propias
caracteristicas y jugando cada uno su papel: Tedrico, Practico y Conceptual. Lester
(2010) profundiza en la caracterizacion de los diferentes marcos y, en relacion con los
Marcos Tedricos sefiala que las investigaciones realizadas empleando un Marco Tedrico
dependen de una teoria formal, las preguntas de investigacion se reformulan en términos
de dicha teoria, los resultados de la investigacion se utilizan para confirmarla,
extenderla o modificarla y los investigadores deben seguir la agenda de investigacion
marcada por dicha teoria, aceptando los convenios de argumentacion y experimentacion
asociados a ella. Son numerosos y muy variados los Marcos Tedricos que existen en el
campo de la investigacion en Educacion Matematica y, en muchos casos, no resulta
sencillo establecer relaciones entre ellos, con lo que se siguen desarrollando de forma
independiente dentro del contexto en que se crearon. Los intentos por encontrar
relaciones entre las diferentes teorias que ayuden al desarrollo de un marco mas general
no han resultado muy satisfactorios en ese aspecto, aungue si resultan enriquecedores
por la vision que presentan de diversas teorias (Artigue et al., 2009; Santos-Trigo &
Barrera-Mora, 2007).

El Marco Practico se fundamenta en el conocimiento practico de los expertos y los
resultados de investigaciones previas, pero sus resultados no se pueden generalizar
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facilmente. Finalmente, un Marco Conceptual es “un argumento que incluye diferentes
puntos de vista y culmina en una serie de razones para adoptar algunos puntos... y no
otros” (Eisenhart, 1991, p. 210).

Un Marco Conceptual puede estar basado en diferentes teorias y una nocion
fundamental para este tipo de marcos es la de justificacion; resulta fundamental explicar
por qué se hacen las cosas y por qué son razonables las explicaciones e interpretaciones.
El bricolaje, o como denomina Gravemeijer (1998) “bricolaje guiado por la teoria” (p.
279), es un proceso relacionado con la nocion de Marco Conceptual de Eisenhart (1991).
Este término hace referencia al proceso segun el cual un investigador toma ideas de
diferentes fuentes y las ajusta para construir, por ejemplo, un marco de referencia para
su investigacién o un conjunto de actividades para el aprendizaje de un concepto
matematico.

El marco de referencia utilizado en esta investigacién es un Marco Conceptual
constituido por aspectos de diferentes teorias y fuentes, que se explican e integran a lo
largo de este capitulo.

Las investigaciones en el campo de la Educacion Matematica abarcan diversas
perspectivas. La investigacién que se presenta en esta memoria va enfocada hacia el
desarrollo de la practica docente, presentando una vision general de las dificultades que
hasta el momento se ha detectado que tienen los estudiantes en la realizacion de
actividades relacionadas con las ecuaciones diferenciales, las propuestas de instruccion
que se han formulado y el andlisis de un modelo de ensefianza disefiado para introducir
el concepto de ecuacion diferencial en el primer curso de la Licenciatura en Quimicas,
en un escenario de Resolucion de Problemas. Por tanto, el proceso de bricolaje que
permite construir el Marco Conceptual de esta investigacion debe considerar teorias
relacionadas con los elementos que intervienen en el aprendizaje de las matematicas y
aquellos que permitan describir la comprension de los estudiantes.

A lo largo de este capitulo se establece qué concepcion de las matematicas como
disciplina se esta considerando, describiendo los elementos que intervienen en su
aprendizaje (Kilpatrick et al., 2009) y aquellos que permiten describir la comprension de
los estudiantes (Duval, 1993; Schoenfeld, 1992). A continuacion se describen los
ingredientes seleccionados para disefiar el Modulo de Ensefianza para la introduccion de
las EDO en el primer curso de la licenciatura en Quimica: Resolucién de Problemas,
Interacciones y Tecnologia.

2.2 La competencia matematica

En los ultimos cuarenta afios ha variado sustancialmente la concepcion de qué es la
mateméatica y qué significa saber matematicas. Inicialmente, esta ciencia era
considerada como un sistema de definiciones, reglas, principios y procedimientos que se
debian ensefiar y saber matematicas consistia en demostrar que se conocian tales
elementos (Gravemeijer, 1994). Més adelante se pasoO a considerarla como “ciencia de
los patrones” lo que refleja el National Research Council con las siguientes palabras:

Las matematicas revelan patrones ocultos que nos ayudan a comprender el mundo que
nos rodea. [...] es una disciplina variada que maneja datos, mediciones y observaciones
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gue provienen de la ciencia; se ocupa de la inferencia, deduccién y demostracion; y
trabaja con modelos matematicos de fendmenos naturales, de comportamiento humano
y del sistema social. [...]El proceso de “hacer” matematicas es mas que simplemente
calcular o deducir; involucra la observacion de patrones, la comprobacion de
conjeturas y la estimacion de resultados (citado en Schoenfeld, 1992, p. 343).

Se afiade que las matematicas ofrecen algo mas que teoremas y teorias, mostrando
diferentes tipos de razonamiento que incluyen la modelacion, la abstraccion,
optimizacion, el analisis 16gico, la inferencia a partir de datos y el uso de simbolos.

Los cambios maés recientes consideran las matematicas como una actividad social que se
produce en un ambiente de colaboracion entre distintas personas (Schoenfeld, 1992).
Distintos trabajos realizados bajo esta perspectiva muestran que el conocimiento de un
campo no se restringe al dominio de los conceptos propios del mismo, sino que también
contempla la comprension de las estrategias y los aspectos de tipo metacognitivo.
Flavell define la metacognicién como el conocimiento que una persona posee de sus
propios procesos cognitivos o de cualquier cosa relacionada con ellos (citado en
Schoenfeld, 1992, p. 347). Este término engloba tres categorias para su exploracion: el
conocimiento declarado de los individuos sobre sus propios procesos cognitivos, los
procedimientos de auto-regulacién, incluyendo el seguimiento y la toma de decisiones,
y las creencias e influencias y sus efectos en el rendimiento.

En la actualidad se pone énfasis en lo que se denomina el “poder de las matematicas”
que involucra el razonamiento, la resolucion de problemas, la conexion de ideas
matematicas y la comunicacion del conocimiento (Kilpatrick et al., 2009). Los estudios
se realizan en ambientes que promueven las interacciones sociales y donde los
estudiantes viven la disciplina de una forma comparable a como la ven los expertos.
Muchas investigaciones integran la investigacion con el disefio de la instruccién, como
ocurre en este trabajo.

Entre los objetivos de esta investigacion se encuentra el analisis de parte del
conocimiento matematico que tienen los estudiantes y el disefio de un Mddulo de
Ensefianza para la introduccion del concepto de Ecuacion Diferencial Ordinaria en un
primer curso de la Licenciatura en Quimicas, aspectos que dependen fuertemente del
concepto de las matematicas que se considere y de que significa entenderlas puesto que
de ello dependera el tipo de actividades que se propongan para el analisis y la ensefianza,
asi como la dinamica de aula que se utilice en el proceso de ensefianza.

La vision de las matematicas en esta investigacion se aparta de aquella que la considera
como un mero conjunto de definiciones y procedimientos relacionados con cantidades,
magnitudes y formulas que el alumno debe demostrar que conoce. Aprender a pensar
matematicamente significa desarrollar un punto de vista matematico, valorando los
procesos como la abstraccion y la generalizacion, y cierta competencia en el uso de las
herramientas propias de esta disciplina. Esta perspectiva lleva consigo la consideracion
de determinadas caracteristicas del proceso de ensefianza en el que debe contemplarse la
busqueda de soluciones, la exploracion de patrones y la formulacion de conjeturas y no
solo la memorizacion de procedimientos y formulas y el hacer ejercicios (Schoenfeld,
1992).
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Kilpatrick et al. (2009, p. 116) proponen cinco elementos para caracterizar los aspectos
gue los estudiantes deben desarrollar como parte del aprendizaje de las matematicas y
que serian los aspectos cognitivos que la ensefianza deberia promover?:

= Comprension conceptual: comprension de los conceptos matematicos, las
operaciones y las relaciones.

= Fluidez con los procedimientos: habilidad en la ejecucion de procedimientos
de forma flexible, precisa, eficiente y correcta.

= Competencia estratégica: habilidad para formular, representar y resolver
problemas matematicos.

= Razonamiento adaptativo: capacidad para pensar de forma Idgica, reflexionar,
explicar y justificar.

» Predisposicion productiva: inclinacion habitual para ver las matematicas
como practicas, Utiles y valiosas, acompafiado de confianza en la propia
eficacia y diligencia.

Para que estos elementos resulten Gtiles, deben permanecer interrelacionados (imagen
2.2.1), de manera que se establezcan conexiones entre ellos. Estas conexiones, tanto
entre los conceptos matematicos como entre el resto de los elementos del aprendizaje,
resultan fundamentales para el desarrollo del conocimiento (Artigue et al., 2007).

Conceptual
Understanding

Strategic ' Productive

Competence Disposition
Adaptive
Reasoning

Procedural
" Fluency

0B

Imagen 2.2.1: Elementos del aprendizaje (Kilpatrick et al., 2009, p. 117)

En el desarrollo de estos cinco componentes del aprendizaje juegan un papel central las
representaciones mentales de los estudiantes, los razonamientos empleados y la forma
en que dan sentido a las actividades realizadas. La manera en que los estudiantes
representan y conectan las piezas de su conocimiento es un factor clave para que puedan

2 Kilpatrick et al. (2009) utilizan el término “mathematical proficiency” para referirse a estos cinco
componentes del aprendizaje que engloban habilidad, competencia, conocimiento y facilidad para las
matematicas. El nombre original de cada uno de los elementos es: “conceptual understanding”,
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“procedural fluency”, “strategic competence”, “adaptive reasoning” y “productive disposition” (p. 116).

Marco Conceptual 54



entenderlo mas profundamente y puedan usarlo en la Resolucion de Problemas
(Kilpatrick et al., 2009).

Asumiendo que el conocimiento es algo representado internamente y de forma
estructurada en cada individuo, una forma util de describir la comprension de un sujeto
es mediante el analisis del modo en que estan estructuradas estas representaciones. La
comprension conceptual se refiere a “la comprension integrada y funcional de las ideas
matematicas, en lugar de considerar hechos y métodos aislados™ (Kilpatrick et al., 2009,
p. 118). Los estudiantes con comprension conceptual entienden por qué una idea
matematica es importante y el tipo de contexto en el que resulta Gtil; su conocimiento
forma un todo coherente que les permite aprender nuevas ideas conectando aquellas que
ya tienen. Esta comprension favorece la retencion y el que puedan ser reconstruidos los
conocimientos que hayan sido olvidados.

Kilpatrick et al. (2009) consideran que un indicador de comprension conceptual es el
poder representar situaciones matematicas de diferentes formas y saber como se pueden
utilizar las diferentes representaciones con distintos objetivos. Las representaciones
internas no son accesibles de forma directa, sin embargo, se pueden expresar y analizar
a partir de las representaciones externas que producen. De la misma forma en que las
representaciones externas con las que interactia un estudiante afectan a la manera en
que el estudiante representa esa relaciéon internamente, la forma en que un estudiante
genera o se relaciona con una representacion externa revela informacion sobre como ha
representado esa informacion internamente (Hiebert & Carpenter, 1992). En el caso
concreto de los conceptos matematicos, sélo se puede acceder a ellos a través de sus
representaciones semidticas (Duval, 1993), por lo que dichas representaciones juegan un
papel muy importante en la comprension de los estudiantes, pudiéndose explicar el
desarrollo de las competencias matematicas en téerminos del uso de las mismas.

El grado de comprension conceptual de un estudiante esta relacionado con la riqueza y
el alcance de las conexiones que establezca entre diferentes representaciones de una
misma situacion (Kilpatrick et al., 2009). Esto concuerda con la teoria de las
representaciones, segun la cual el proceso de aprendizaje se produce realizando
operaciones dentro de cada uno de los registros, haciendo conversiones entre los
diferentes registros y discriminandolos en cada situacion abordada. Por tanto, la
evidencia de que el aprendizaje ha sido efectivo puede mostrarse a partir de las
respuestas de los estudiantes a tareas donde se presente un mismo concepto matematico
a través de diferentes sistemas de representacion y se conecten diferentes registros
(Barrera-Mora & Santos-Trigo, 2002; Santos-Trigo & Barrera-Mora, 2007).

El segundo elemento del aprendizaje que Kilpatrick et al. (2009) proponen considerar,
la fluidez con los procedimientos, se refiere a “conocer los procedimientos, saber
cuando y cémo utilizarlos de manera apropiada, tener habilidad para ejecutarlos de
manera flexible, precisa y eficiente” (p. 121). Los estudiantes con poca fluidez en el uso
de procedimientos dificilmente pueden profundizar en su comprension de ideas
matematicas o en la resolucion de problemas puesto que necesitan dedicar mucho
tiempo y atencion a la ejecucion de los procedimientos. Ademas, no se trata de aprender
simplemente a ejecutar los procedimientos, sino comprenderlos, de lo contrario se
necesitara mas practica para no olvidar los pasos a seguir y el procedimiento serd un
elemento del aprendizaje aislado del resto. Esta practica puede conducir a los
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estudiantes a pensar que problemas ligeramente diferentes requieren procedimientos de
resolucion distintos.

El tercero de los elementos, la competencia estratégica, se refiere a “la habilidad para

formular problemas matematicos, representarlos y resolverlos” (Kilpatrick et al., 2009,
p. 124).

En numerosas situaciones de la vida cotidiana, se plantea la necesidad de resolver un
problema relacionado con las matematicas, por tanto los estudiantes deben aprender a
formularlos de manera que puedan ser resueltos utilizando los fundamentos de esta
disciplina pero también necesitan conocer diferentes estrategias de resolucion y saber
cuando utilizarlas. La representacion, en términos matematicos, de una situacion
requiere la construccion de una imagen mental de los elementos fundamentales del
problema. Ser competente en el uso de estrategias conlleva construir un modelo mental
de las variables y las relaciones que se describen en el problema. Para ello es necesario,
en primer lugar, comprender la situacion, para posteriormente generar una
representacion matematica del problema que refleje los elementos relevantes y descarte
los que no lo son. Kilpatrick et al. (2009) consideran que un estudiante con competencia
estratégica es aquel que, ademéas de enfocar los problemas no rutinarios* desde
diferentes puntos de vista, es capaz de seleccionar, entre distintos métodos, el mas
apropiado para la resolucion.

Kilpatrick et al. (2009) utilizan el término razonamiento adaptativo para referirse a “la
capacidad de pensar de manera légica en las relaciones entre los conceptos y las
situaciones” (p. 129). Debe ser un razonamiento correcto y valido, fruto de la
consideracién de distintas alternativas y debe incluir los conocimientos sobre como
justificar las conclusiones. El razonamiento adaptativo o flexible incluye los
razonamientos deductivos y también las explicaciones y justificaciones informales y los
razonamientos basados en patrones y analogias. Segun estos autores, los estudiantes
desarrollan la habilidad de razonar cuando se dan tres condiciones: tienen una base
conceptual suficiente, la actividad se comprende y es motivadora, y el contexto es
familiar y confortable. Por otra parte, indican que una manifestacion de razonamiento
flexible es la habilidad para justificar el propio trabajo, lo que relaciona este elemento
con la metacognicion de Schoenfeld (1992).

El ultimo de los elementos que caracterizan el aprendizaje de las matematicas, segun
Kilpatrick et al. (2009) es la predisposicion productiva, que se refiere a “la tendencia a
ver el sentido de las matematicas, percibirlas como Utiles y valiosas, creer que el
esfuerzo continuo por aprender matematicas vale la pena y verse a uno mismo como un
estudiante efectivo y hacedor de matematicas” (p. 131). El desarrollo de los otros cuatro
elementos redunda en que se tenga una predisposicion productiva hacia la materia.

Estos cinco componentes del aprendizaje de las matematicas son elementos que hay que
considerar para la elaboracién de propuestas de ensefianza pero también sirven como
referente para analizar el conocimiento matematico y la competencia matematica de los
estudiantes. Constituyen, por tanto, parte fundamental en las dos fases de esta
investigacion.

? Kilpatrick et al. (2009) consideran que los problemas no rutinarios son aquellos para los que el
estudiante no conoce un método directo de resolucién; requieren de un pensamiento productivo que
permita inventar una forma de comprender y resolver el problema.
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La idea central de que los cinco elementos descritos anteriormente deben estar
interconectados refleja el hecho de que una comprensién profunda requiere que el
estudiante conecte distintas piezas de conocimiento y que esa conexion es un factor
importante a la hora de utilizar lo que saben, de forma productiva, en la Resolucion de
Problemas (Artigue et al., 2007).

Los conceptos de derivada de una funcion y de Ecuacién Diferencial Ordinaria estan
relacionados de una forma muy estrecha, pudiendo incluso considerarse que una
ecuacion diferencial es uno de los usos o significados que se pueden asociar al concepto
de derivada. Esta es una de las cosas que se asumen en esta investigacion y que
constituyen la base sobre las que se disefian los materiales o instrumentos que se
utilizaran en cada una de las dos fases de la investigacion.

La estrecha relacion entre el concepto de derivada de una funcion y el de Ecuacién
Diferencial Ordinaria, hace que se deba tener en cuenta las diferentes interpretaciones
del concepto de derivada que pueden utilizar los estudiantes cuando se enfrentan a
actividades relacionadas con las EDO. Al respecto, Thurston (1994) sefiala que cada
individuo tiene una forma particular de entender los conceptos y las ideas matematicas y
que, en el caso particular del concepto de derivada de una funcién, hay distintos
significados que se le pueden asignar como, por ejemplo:

(1) Infinitesimal: la relacion entre el cambio infinitesimal en el valor de una funcién y el
cambio infinitesimal en la funcion.

(2) Simbélico: la derivada de x" es nx"™, la derivada de Sin X es COS X , etc
(38) Logica: f'(x)=d siy solo si paratodo & hay un & tal que cuando 0 <| AX|< &,

| (x+Ax) - f(X) dles.
AX

(4) Geométrico: la derivada es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion,
si la gréfica tiene tangente.

(5) Velocidad: la velocidad instantanea de f(t), cuando t es el tiempo.

(6) Aproximacidn: la derivada de una funcién es la mejor aproximacion lineal a la
funcion, cerca de un punto.

(7) Microscopico: la derivada de una funcion es el limite de lo que se observa mirando
cada vez con un microscopio mas potente.

(Thurston, 1994, p. 3)

Relacionado con esos significados de la derivada, el concepto de EDO puede ser
estudiado utilizando los sistemas de representacion algebraico, grafico, numérico o
contextual por lo que, para analizar como de robusto es este concepto en el
conocimiento de los estudiantes, conviene observar qué sistemas de representacion
emplean en las tareas relacionadas con este concepto y de que forma. Las nociones de
solucion de una EDO y de campo de direcciones asociado al mismo son algunos de los
significados que estan intimamente relacionados con el concepto de EDO. La naturaleza
gréfica del campo de direcciones y el enfoque tradicionalmente algebraico desde el que
se ensefian las EDO justifican la necesidad de analizar la consistencia y estabilidad de
las construcciones que emplean los estudiantes para establecer relaciones entre
diferentes sistemas de representacion.
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Por otra parte, la comprension del concepto de solucion de una EDO se va desarrollando
a medida que su definicion se conjuga con otros elementos, por lo que es necesario que
el alumno construya también una red de relaciones y significados asociados a este
concepto (Camacho, Perdomo & Santos-Trigo, 2009). Algunos de los procesos
asociados al concepto de solucion de una EDO se muestran en el siguiente esquema
(esquema 2.2.2). Finalmente, el concepto de campo de direcciones asociado a una EDO
engloba dos procedimientos que podemos considerar diferentes desde el punto de vista
cognitivo, su interpretacién y su representacion.

[ Ecuacidn Diferencial Ordinaria ]

v '

[ Campo de Direcciones ] [ Solucioén ]

\ 4 A 4

Definicién del concepto.
Estrategias para comprobar que una expresion
= Interpretacion es solucion.

= Distinguir entre solucién particular y general.
Identificar propiedades de las soluciones.

= Representacion

Esquema 2.2.2: Conceptos y procesos asociados con el estudio de las EDO

La descripcion del aprendizaje de las matematicas en funcion de cinco componentes y el
analisis que se acaba de mostrar acerca de las relaciones de significado que se producen
en torno al concepto de EDO permiten seleccionar los aspectos que se analizaran en la
primera fase de la investigacion con el objetivo de dar respuesta a la pregunta ®1 de
investigacién. Se describird como utilizan los alumnos los conceptos matematicos que
han estudiado para resolver problemas en los que intervienen conceptos y significados
relacionados con las EDO en funcién de los conocimientos matematicos y sistemas de
representacion que utilicen para responder y la manera en que resuelven problemas
contextualizados.

El objetivo de la segunda fase de la investigacién parte del disefio de un Mddulo de
Ensefianza para la introduccion de las EDO en el primer curso de la licenciatura en
Quimica. Nuevamente se presentan los cinco elementos descritos por Kilpatrick et al.
(2009) como fundamentales para la investigacion. La percepcion que un estudiante
tenga acerca de un determinado dominio de conocimiento dependera del ambiente en
que se relacione con la materia, lo que permite considerar que existe una estrecha
relacion entre el modelo de ensefianza que se emplee en el aula y los futuros usos de las
matematicas que los estudiantes hagan en su trayectoria tanto académica como
profesional. Los estudiantes desarrollan su sentido de las matematicas, y su forma de
usarlas, a partir de su experiencia con esta disciplina, por lo que, si se desea que los
alumnos lleguen a utilizar y entender las matematicas de una forma mas significativa,
las clases de matematicas deben reflejar las matematicas como una actividad con
sentido para aquellas personas a las que van dirigidas (Schoenfeld, 1992).
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¢Qué tipo de actividades matematicas tienen sentido para los estudiantes de las
disciplinas cientifico-tecnologicas, diferentes de las propias matematicas? En estas
disciplinas, las matematicas son una herramienta que les permite resolver problemas
propios de su quehacer cientifico. Por esta razon se apuesta por un modelo de ensefianza
basado en la Resolucion de Problemas para introducir el concepto de Ecuacion
Diferencial Ordinaria. Esto no significa que no sea importante el desarrollo de
actividades relacionadas con las definiciones de los conceptos mateméticos o con
demostraciones, al contrario, es indiscutible el rigor y la formalidad matematicas que se
encuentran en las definiciones y las demostraciones, asi como que los procesos de
razonamiento que se emplean juegan un papel fundamental en el desarrollo cognitivo de
los estudiantes, pero también se debe tomar en cuenta la realidad del aula, en la que el
tiempo es limitado, lo que conduce a tener que hacer elecciones de tipo didactico, como
es la seleccion de determinado tipo de actividades en detrimento de otras.

2.3 La Resolucion de Problemas

Las personas abstraen y codifican sus experiencias y de esas codificaciones depende la
manera en que se enfrenten e interpreten nuevas situaciones relacionadas con las que
previamente han abstraido y codificado (Schoenfeld, 1992). Por esta razon resulta
apropiado que los estudiantes de las carreras cientifico-tecnoldgicas, en particular los de
Quimicas, trabajen las matematicas en un ambiente de Resolucion de Problemas donde
se potencie el desarrollo del trabajo auténomo y colaborativo y se diluya la percepcién
del profesor como elemento que presenta la materia de forma cerrada.

Esto conduce directamente a pensar en un modelo de ensefianza basado en la
Resolucion de Problemas, pero ¢qué significa resolver problemas?, mas adin, ;qué es un
problema? Estas dos preguntas han sido el tema central de numerosas investigaciones
de los ultimos 20 afios.

Los términos “problema” y “Resolucion de Problemas” toman diferentes significados
en la literatura. Como ejemplo de esto se pueden considerar dos definiciones de la
palabra “problema” dadas por Webster en 1979:

(a) En matematicas, algo que hay que hacer o que requiera hacer algo.
(b) Una pregunta... desconcertante o dificil.
(citado en Schoenfeld, 1992, p. 337)

Segun la primera definicidn, los ejercicios rutinarios en los que los estudiantes practican
una técnica matematica particular, como las reglas de derivacién, los métodos de
integracién o de resolucion de ecuaciones diferenciales de diferentes tipos, serian
considerados como problemas.

Santos (2007) relaciona la definicion de “problema” con la dificultad que la actividad
entrafie para la persona que trata de resolverla, argumentando que algunas actividades
pueden ser simples ejercicios rutinarios para algunas personas y problemas muy
complicados para otras. De esta forma, el término “problema” no seria una propiedad
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inherente a la actividad matematica sino que dependeria de la interaccién entre esta 'y la
persona que intenta resolverla, sin restringirse a una dificultad de tipo operacional.

Stanic y Kilpatrick identifican tres formas de entender la resolucion de problemas: como
un contexto, como una habilidad y como un arte (citados en Schoenfeld, 1992, p. 338).
En la primera interpretacion los problemas se utilizan para motivar los tdpicos a estudiar,
de forma recreativa, como una forma de desarrollar nuevas estrategias y para practicar
dichas estrategias. Los autores que consideran la Resolucién de Problemas como una
habilidad, la entienden como una parte del curriculo que hay que aprender de forma
independiente al resto y evaluable también de forma independiente, considerando que
dicha habilidad forma parte del conjunto de herramientas de las que debe disponer el
estudiante. Desde la tercera perspectiva, que es la que se adopta en este estudio, la
Resolucion de Problemas se considera como el eje de las matematicas.

La forma en que los profesores e investigadores enfocan la propuesta de utilizar la
Resolucién de Problemas para promover el aprendizaje no es comun para toda la
comunidad educativa. Unos optan por la ensefianza especifica de métodos heuristicos,
mientras que otros consideran que hay que seguir y reforzar los cuatro pasos propuestos
por Polya: entendimiento, disefio, implementacion y vision retrospectiva (Santos, 2007).

A la hora de plantearse el disefio de una secuencia de ensefianza, resulta fundamental
identificar determinados elementos que ayuden a los estudiantes a desarrollar
habilidades, procesos y actitudes favorables para el quehacer matematico. Schoenfeld
(1992) identifica cinco aspectos de la cognicion que hay que tener en cuenta tanto en el
disefio de una propuesta metodologica como en el analisis del conocimiento de los
estudiantes: el conocimiento base, las estrategias de resolucion de problemas, el
seguimiento y el control, las creencias e influencias y las practicas educativas. Los
cuatro primeros aspectos estan incluidos en los elementos que Kilpatrick et al. (2009)
utilizan para caracterizar el aprendizaje de las matematicas; el Gltimo, las practicas
educativas, son el vehiculo que permite actuar sobre dichos elementos.

La forma en que los alumnos acceden a un concepto matematico depende de las
herramientas matematicas que tengan disponibles y de la red de significados asociados a
conceptos relacionados con aquel que se quiere introducir, es decir, con su comprension
conceptual. De esta forma, la ensefianza debe contemplar la creacién o ampliacion de
dichas redes, asi como su fortalecimiento. Por otro lado, para analizar el
comportamiento de una persona ante una situacion en la que tenga que utilizar las
matematicas, ya sea para interpretar cierta informacion o para resolver un problema,
debemos conocer, en primer lugar, de qué herramientas matematicas dispone la persona
para enfrentarse a dicha situacién. Cuanto mas robusto sea un concepto matematico en
la cognicion del estudiante, mas completo sera el catdlogo de recursos de que este
disponga para resolver problemas. Ahora bien, cuanto mas complejo sea el concepto
matematico, mas elementos deben conjugarse para proporcionarle firmeza, ya que
cualquier debilidad en dichos elementos hard zozobrar los cimientos del concepto que
pretendemos construir y aquellos que posteriormente requieran del uso del mismo. El
analisis del conocimiento con el que parte un estudiante para el desarrollo de nuevos
conceptos matematicos engloba la comprension conceptual y la fluidez en el uso de
procedimientos matematicos.
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Una vez establecido el tipo de informacion de que dispone el estudiante para resolver
actividades en las que se conjugan diversos elementos matematicos, conviene establecer
como el alumno accede a dicha informacion y la utiliza. Este analisis engloba aspectos
relacionados con la toma de decisiones durante la resolucion de las actividades. Por
ejemplo, en el caso de que el estudiante no utilice una determinada estrategia, conviene
determinar si no la conoce, con lo que estariamos ante una escasez de herramientas, o la
pasa por alto, lo que puede indicar dificultades de tipo metacognitivo, una falta de
conexidn entre sus conocimientos o que las conexiones establecidas no sean correctas.
Se debe tener en cuenta que el conocimiento base del estudiante que intenta resolver
problemas no necesariamente tiene que estar compuesto por conocimientos correctos, el
estudiante utiliza los conocimientos que tenga, sean correctos o no (Schoenfeld, 1992).
La busqueda de estrategias para resolver problemas pasa obligatoriamente por el
analisis de diferentes propuestas y con ello surge, de manera natural, la relacion entre la
competencia estratégica y el razonamiento adaptativo.

Las investigaciones acerca de las heuristicas o estrategias de resolucion de problemas
comenzaron con el trabajo de Polya (1945) en el que se considera como heuristicas la
busqueda de analogias, de elementos auxiliares, la descomposicion y recombinacion, la
induccion o el trabajar en sentido inverso, de atrds hacia adelante. A finales de los afios
60 y durante los 70 hubo varios intentos de llevar estas heuristicas al salon de clases,
pero los resultados no fueron muy satisfactorios como reflejan numerosos trabajos
citados por Schoenfeld (1992, pp. 352-353). Algunos autores encontraron que los
estudiantes no transferian las estrategias aprendidas a dominios diferentes de aquellos
en los que fueron ensefiados y otros consideran que los resultados positivos obtenidos
eran pequefios comparado con el esfuerzo que debia hacerse para implementar las
heuristicas en el aula. Una de las criticas que se hizo al listado de las heuristicas
presentadas por Polya es que estaban presentadas de forma que se las podia identificar
cuando ya se habian utilizado pero sin aportar elementos que permitieran que las
personas que no estuvieran familiarizadas con dichas estrategias las implementaran.
Mas adelante Heller y Hungate (1985) recomendaron cinco acciones para ensefiar a
utilizar las estrategias de Resolucion de Problemas: hacer explicitos los procesos tacitos,
lograr que los estudiantes hablen sobre los procesos, facilitar la practica guiada,
asegurarse de que los procedimientos sean bien aprendidos y enfatizar tanto la
comprension cualitativa como los procedimientos especificos.

Referente al dominio metacognitivo podemos distinguir aspectos relacionados con los
procesos de auto-regulacion y control y las creencias, asi como su influencia en el
aprendizaje de las matematicas. Los términos “auto-regulacion” y “control” surgieron
en la investigacion en Educacion Matematica como respuesta a lo preocupante que era
la situacion con respecto a la forma en que los estudiantes conceptualizaban la
resolucion de problemas, promoviendo acciones donde se diera importancia no solo a lo
que se sabia, en lo referente a conceptos, sino al hecho de utilizar los conocimientos y
como y cuando se utilizaban (Lesh, 1985). El proceso de auto-regulacion consiste en
evaluar, de forma consciente, hasta qué punto las acciones que realizamos son correctas,
con el objetivo de establecer cambios en la estrategia o el enfoque elegido, cuando sean
necesarios. Desarrollar habilidades relacionadas con la auto-regulacion no es féacil y, en
ocasiones, conlleva el cambio de habitos de comportamiento.

En cuanto a las creencias y la influencia que estas tienen en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, ya se ha hecho referencia a que el aprendizaje que
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desarrollen los estudiantes depende, en gran medida, del tipo de ensefianza recibida y
gue ésta, a su vez, depende de qué concepto tenga el profesor acerca de qué es la
matematica y que significa aprender matematicas, aspecto que se ha tratado en detalle
en la seccion anterior. Pero, no sélo las creencias del profesor influyen en este proceso,
también las del alumno puesto que de ellas depende la forma en que se enfrente a las
actividades propuestas. Algunas de las creencias que han mostrado los estudiantes
incluyen que los problemas de matematicas tienen una Unica solucion correcta, a la que
se puede llegar por un Gnico camino, el que el profesor indica en clase, y que no debe
costar mucho tiempo encontrar (Schoenfeld, 1992). Esto arrastra una consecuencia
negativa, que los estudiantes abandonan aquellas actividades para las que no han
encontrado una solucion satisfactoria en poco tiempo o que ni siquiera han conseguido
plantear, e incluso descartan casi directamente aquellas actividades que no responden a
un patrén conocido, que no relacionan con ninguna actividad realizada con anterioridad
(Camacho-Machin, Perdomo-Diaz & Santos-Trigo, 2010).

Ha quedado reflejado en esta seccion que una ensefianza basada en la Resolucion de
Problemas promueve que los estudiantes consideren las matematicas como una
disciplina activa, a cuyos conocimientos pueden acceder e incluso construir, perspectiva
esta que contribuye a eliminar aspectos negativos, fruto de una ensefianza que presenta
las matematicas como contenidos cerrados y los problemas como un conjunto de
estrategias que deben aprenderse, como la categorizacion de las actividades segun la
similitud que tengan con las presentadas por el profesor en el aula y el abandono del
proceso de resolucién sin haber dedicado un tiempo critico a reflexionar sobre el mismo
0 a probar diferentes estrategias de resolucién. Ademas ofrece oportunidades para
establecer conexiones razonadas entre distintos elementos matematicos ya que, en
muchas situaciones, los problemas requieren de la combinacion de diferentes
herramientas matematicas, dando a los estudiantes la oportunidad de combinar ideas
matematicas de una manera diferente (NCTM, 2009).

Por otra parte, el uso de esta perspectiva promueve que el estudiante desarrolle
habilidades como examinar, representar, transformar, resolver y aplicar y se entrene en
el uso de procesos asociados al pensamiento matematico avanzado como abstraer,
analizar, categorizar, conjeturar, generalizar o sintetizar, ademas de ser uno de los
vehiculos a través del cual los estudiantes pueden desarrollar el razonamiento
matematico y dar sentido a las ideas matematicas (NCTM, 2009).

A la hora de disefar los problemas que se utilizaran en el Modulo de Ensefianza hay que
tener en cuenta algunos aspectos: ¢qué tipo de problemas se debe plantear a los
estudiantes de primer curso de la Licenciatura en Quimicas? ;como debe hacerse?
Barrera-Mora y Santos-Trigo (2002) definen tres tipos de escenarios que se pueden
utilizar a la hora de escoger o disefiar las actividades que se propongan y que hacen
surgir situaciones que favorecen el desarrollo de habilidades y los procesos
mencionados propios del quehacer matematico. La clasificacion de las actividades en
uno u otro escenario se hace atendiendo al contexto en que se enuncian: matematico,
hipotético y real.

Una situacion corresponde a un contexto matematico si involucra Unicamente aspectos
relacionados con esta disciplina. El analisis y la discusién en actividades de este tipo se
realizan en el ambito puramente matematico. En las actividades formuladas en un
contexto del mundo real se identifican las variables de una situacion real que se pueden
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examinar con recursos matematicos, se estudia la relacion entre dichas variables y se
plantea un modelo matematico que represente la situacién. En el contexto hipotético, la
situacion se construye a partir de una serie de suposiciones acerca del comportamiento
de las variables, que no se basan en datos o informacién real.

Camacho-Machin et al. (2010) comprueban que los estudiantes no extrapolan sus
conocimientos matematicos a la Resolucion de Problemas enunciados en otro contexto,
de forma natural e inmediata lo que conduce a que se descarte el uso de problemas
enunciados en un contexto puramente matematico durante la instruccion con los
estudiantes de Quimicas. Por otra parte, llevar a cabo una Metodologia utilizando
problemas “reales” supondria una inversion temporal enorme a la que no se puede hacer
frente (Moreno, 2000). Por estas razones se ha optado por el uso de actividades
enmarcadas en un contexto “hipotético”, en las que se incluyen cuestiones puramente
matematicas pero que intentan conectar los conceptos abstractos con posibles
situaciones reales, considerando asi, que las actividades enunciadas en un contexto
hipotético crean un puente entre los problemas “matematicos” y los “reales”. El
contexto utilizado para enmarcar las actividades estd directamente relacionado con
conceptos de quimica y/o fisica, con el objetivo de hacer que estos sean cercanos para
los estudiantes a los que van dirigidas.

Esta eleccion del contexto en que se presentaran las actividades estad acorde con los
fundamentos de la Educacion Matematica Realista, teoria con dos caracteristicas
principales: el uso de contextos realistas en la ensefianza de las matematicas, con el
objeto de destacar la conexion de las matematicas con la realidad, hacerlas cercanas a
los estudiantes y relevantes para la sociedad y el uso didactico de modelos (Van den
Heuvel-Panhuizen, 2003; http://www.fi.uu.nl/en/rme/). Los contextos realistas se
refieren no sélo a problemas formulados en un contexto relacionado con la vida real,
sino a cualquier tipo de actividad que tenga sentido para el estudiante, es decir, que
resulte real para él. En este sentido, incluso las matematicas formales pueden conformar
un contexto realista, si los estudiantes a los que van dirigidas las actividades estan
acostumbrados a trabajar en este contexto y las actividades planteadas en el mismo
tienen sentido para ellos. Freudenthal (citado por Gravemeijer, 2004, p. 2) define la
realidad como “aquello que el sentido comin considera real”, pero afiade que lo que
puede resultar de sentido comun para cualquier persona es diferente a lo que resulta real
para un matematico.

Otro principio en el que se basa la Educacion Matematica Realista, y que se considera
en este trabajo, es que las matematicas no deben presentarse como un sistema cerrado al
que los estudiantes acceden de forma pasiva, sino como una actividad o un proceso al
que el estudiante debe enfrentarse, con la asistencia del profesor s6lo como guia de
dicho proceso, lo que concuerda con la concepcidn de las matematicas y lo que significa
aprender matematicas mostrada al inicio de este capitulo.

2.4 La tecnologia en el aprendizaje de las matematicas.

El desarrollo de la tecnologia ha influido en los procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas por las oportunidades que ofrece tanto a las personas encargadas del
planteamiento del modelo de ensefianza (profesores y/o educadores matematicos) como
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a los estudiantes, permitiéndoles acceder a una gran variedad de recursos y estrategias
que les ayuden a explorar sus ideas matematicas y probar sus conjeturas (Santos, 2007).

El NCTM (2000) registra diferentes posibilidades que ofrece el uso de tecnologia en el
aula y lo reconoce como uno de los principios que deben considerarse a la hora de
formular propuestas curriculares:

Las calculadoras y los ordenadores son herramientas esenciales para ensefiar, aprender y
hacer matematicas. Proporcionan imagenes visuales de ideas matematicas, facilitan la
organizacién y el andlisis de datos y realizan calculos con eficacia y exactitud [...]
Cuando disponen de estas herramientas tecnologicas, los alumnos pueden centrar su
atencion en tomar decisiones, reflexionar, razonar y resolver problemas.

(NCTM, 2000, p. 26)

La eleccion de la herramienta que se utilice en el aula influye tanto en el disefio del
Madulo de Ensefianza como en la forma en que los estudiantes desarrollen su propia
ruta de aprendizaje y se promueva el pensamiento matematico. La tecnologia puede
actuar como mediador, permitir multiples representaciones del fendmeno matematico
estudiado y mejorar la construccion y evolucion de las trayectorias de aprendizaje de los
estudiantes (Sacristén et al., 2010).

De acuerdo con Hershkowitz et al. (2002), para seleccionar una herramienta tecnoldgica
adecuada hay que tener en cuenta los siguientes aspectos:

(a) Generalidad; que se pueda utilizar en diferentes areas de contenido, su
disponibilidad y su estatus cultural.

(b) Potencia para sostener la matematizacion; la herramienta debe tener capacidad
de amplificacién, reorganizaciébn y para expresar una ‘“nueva realidad
matematica”.

(c) Poder de comunicacién (o de mediacion semidtica); el poder de la herramienta
para soportar el desarrollo del lenguaje matematico y relacionar su simbologia
con el sistema semidtico mas comun utilizado en matematicas.

A estas consideraciones hay que afiadir el disefio de la herramienta y sobre todo la
forma en que presenta la informacién que, en algunas ocasiones, dificulta la distincidn
entre informacion relacionada con las matematicas o no, lo que puede provocar que los
estudiantes se distraigan atendiendo a mensajes que no tienen que ver con las
matematicas ni con los conceptos que estan trabajando, sino con aspectos técnicos de la
herramienta (Sacristan et al., 2010).

Las caracteristicas técnicas de la herramienta utilizada influyen en determinados
aspectos de la experiencia de aprendizaje que se desarrolle con ella, lo que debe tenerse
también en cuenta a la hora de decantarse por una herramienta concreta. Por ejemplo,
influye en el uso de los sistemas de representacion. La herramienta tecnoldgica que se
utilice en el aula debe permitir el uso de diferentes sistemas de representacion y facilitar
la transferencia de informacion entre distintas representaciones, aspecto fundamental en
el tratamiento de conceptos matematicos cuya naturaleza se caracteriza por su
abstraccion y la falta de un representante Gnico para cada concepto (Duval, 1993). La
variedad de aplicaciones implementadas en la calculadora VVoyage 200 permite utilizar y
explorar diferentes sistemas de representacién (numérico, algebraico, gréfico, etc) y
tiene la capacidad de presentar, de forma simultanea, dos de dichas aplicaciones, lo que
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facilita el establecimiento de relaciones entre diferentes representaciones, promoviendo
asi que se produzcan la conversion y transferencia entre registros que, sefiala Duval, son
procesos basicos para una comprension de los conceptos matematicos.

El estudio de las matematicas involucra tanto aspectos abstractos como procesos
formales, el uso de la tecnologia ayuda, en esta investigacion, al desarrollo de esos
procesos formales muchas veces convertidos en algoritmos que los estudiantes
memorizan y olvidan con facilidad, para dar mas presencia a procesos del PMA como la
abstraccion y la generalizacion.

Numerosos estudios han mostrado que el uso de herramientas tecnoldgicas puede
ayudar en la conceptualizaciéon de problemas u objetos matematicos (Sacristan et al.,
2010) pero el simple hecho de utilizar tecnologia en el aula no garantiza que los
estudiantes la utilicen de una forma beneficiosa para el aprendizaje, en particular en la
Resolucion de Problemas. El tipo de actividad en la que se utilice la tecnologia, la forma
en que esté disefiada y el uso que los estudiantes hagan de ella son algunos de los
factores que influyen en los resultados obtenidos empleando la herramienta, en lo que a
comprension se refiere.

La forma en que esté disefiada la actividad a utilizar provoca que la herramienta
tecnoldgica se utilice de una forma u otra, lo que se traduce en que el uso de tecnologia
influya en la estructura de las rutas de aprendizaje de los estudiantes. Cuando se
implementa el uso de cualquier herramienta tecnol6gica en el aula, los estudiantes
necesariamente deben pasar por un proceso de adaptacion y transformacién de lo que
seria un simple artefacto a una herramienta productiva para la Resolucion de Problemas,
evitando la limitacién de su uso a la realizacién de procedimientos que podriamos hacer
con lapiz y papel (Santos, 2007).

Existe una relacion muy estrecha entre los conocimientos que posee un estudiante y la
herramienta tecnoldgica que emplea durante el proceso de aprendizaje. La tecnologia
utilizada influye en los enfoques y razonamientos de los estudiantes y, por tanto, en la
comprension que esto involucra, pero, ademas, el propio conocimiento del estudiante es
el que guia el uso de la tecnologia y establece la forma en que esta se utiliza (Drijvers et
al., 2010). Esto lleva a considerar la interaccion entre el alumno y la herramienta
tecnolégica empleada en esta investigacion, la calculadora simbélica Voyage 200%,
como uno de los elementos a tener en cuenta en el analisis de la trayectoria de
aprendizaje de los estudiantes que participaron en ella.

En este sentido, la Teoria de la Instrumentacion establece una distincion, en términos de
significado, entre artefacto e instrumento. Un artefacto se define como el objeto que se
utiliza como herramienta (no necesariamente fisico), mientras que un instrumento
incluye, ademas del artefacto, las técnicas y los esquemas mentales que el usuario
desarrolle y aplique mientras utiliza el artefacto. Drijvers et al., (2010, p. 108) proponen
la siguiente expresién para describir un instrumento y su relacién con el artefacto:

Instrumento = Artefacto + Esquema + Técnicas

% La consideramos como un CAS en términos de lo expuesto por Guin, Ruthven & Trouche (2005).
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El proceso por el que un artefacto se convierte en un instrumento es lo que se denomina
génesis instrumental. En este proceso se establece una relacion bilateral entre el
artefacto y el usuario: el conocimiento matematico del usuario afecta al uso que se haga
de la herramienta (instrumentalizacion) y el potencial y las restricciones de la
herramienta influyen en el desarrollo cognitivo del usuario y las estrategias de
resolucion de problemas que emplee (instrumentacion).

Aunque el foco de la investigacion que se presenta en esta memoria no esta centrado en
el andlisis del uso de la tecnologia en el desarrollo del Mddulo de Ensefianza desde el
punto de vista de la Teoria de la Instrumentacion, conviene sefialar que el uso
instrumental de la herramienta aparece guiado por los elementos que configuran tal
aproximacion.

2.5 Las interacciones en el aprendizaje de las
matematicas.

En esta investigacién hay cuatro factores principales que pueden influir en el desarrollo
cognitivo de los estudiantes, asi como en su destreza a la hora de emplear heuristicas y
estrategias de control de su propio proceso de solucion: su compafiero de trabajo (otro
estudiante), los profesores®, las actividades y la calculadora VVoyage''200. A la hora de
realizar el analisis del aprendizaje, el foco de atencion serd cada estudiante, haciendo
explicitos los elementos que han influido en algin momento concreto en el desarrollo
del mismo.

La seccidn anterior estuvo dedicada a una de las interacciones que se producen en el
proceso de aprendizaje de las matematicas, la de los estudiantes con la tecnologia. Pero
este no es el Unico tipo de interaccion que se produce puesto que el entorno de
aprendizaje contempla otros aspectos como las actividades que se utilicen para
promover el desarrollo cognitivo de los estudiantes y el rol que desempefien tanto el
profesor de la materia como el propio estudiante, con respecto a sus comparieros.

El conjunto de interacciones que se producen en esta investigacion se puede presentar
de forma esquematizada como las aristas de un tetraedro cuyos vértices son los
diferentes elementos que entran en juego en el desarrollo del Médulo de Ensefianza: los
estudiantes, los profesores, la tecnologia y el conocimiento matematico (esquema 2.5.1).

Student

Technology

Teacher

Mathematical Knowledge

Esquema 2.5.1: Tetraedro didactico (Olive & Makar, 2010, p. 133)

%6 Considerando a los miembros del equipo de investigacion que participaron en la implementacion del
Maédulo de Ensefianza como profesores, en lo que se refiere a su interaccion con los estudiantes.
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En los afios 80 las interacciones sociales y la enculturacion surgen como asuntos
centrales de la investigacion en Educacion Matematica y evolucionan los marcos de
trabajo como el de aprendizaje cognitivo que se encarga del aprendizaje individual en
un contexto social.

En el aspecto social, en esta investigacion se parte de las siguientes premisas: que cada
individuo es co-autor de su desarrollo personal y que su potencial cognitivo aumenta
cuando colabora con otros individuos en actividades disefiadas para desarrollar el
conocimiento (Cobo & Fortuny, 2000). En particular, en el campo de la Educacién
Matematica, un estudiante puede construir su propio conocimiento matematico y esta
creacion contribuye al desarrollo de un aprendizaje significativo, haciendo que el
alumno adquiera habilidades como examinar, representar, transformar, aplicar y
comunicar (Santos, 2007).

La forma en que se produce la interaccion entre el profesor y los estudiantes puede
afectar de manera profunda a las actitudes de los alumnos, pero también a los
contenidos que aprenden y cémo es su comprension (Nickerson & Bowers, 2008). Si la
interaccion entre el profesor y los estudiantes es unidireccional, siendo el profesor el
emisor y el estudiante un pasivo receptor, puede aparecer en los alumnos la idea de que
solo aquellos que sean muy brillantes pueden hacer matematicas o entenderlas
realmente, limitandose el resto a aceptar lo que el profesor les indica, con la esperanza
de llegar a entenderlo en algin momento (Rasmussen, 2001).

Por otra parte, Yackel, Rasmussen y King (2000) recalcan la utilidad de que se
promueva el uso de cierto tipo de normas sociales en el proceso de aprendizaje. Los
autores definen las normas sociales como aquellos aspectos de la interaccion social que
se producen en el aula y que se convierten en una norma. Seguin esta definicion, en
todos los modelos de ensefianza se establecen normas sociales, pero no en todos los
casos las normas sociales coinciden. A partir de una comparacion entre dos grupos con
diferentes normas de tipo social, Yackel et al. (2000) muestran la conveniencia de
promover normas como que los estudiantes expliquen sus razonamientos de forma
autonoma, sin necesidad de que se les pida explicitamente, que ofrezcan explicaciones
alternativas y traten de dar sentido a los razonamientos y explicaciones de sus
comparfieros. De esta manera, el tipo de interaccion que se produzca en el aula puede
contribuir al desarrollo del razonamiento flexible de los alumnos.

Para promover el desarrollo del razonamiento flexible en los estudiantes se puede tratar
de establecer una serie de normas de clase segun las cuales los estudiantes tengan que
justificar sus afirmaciones matematicas y explicarselas a otros. Los estudiantes
necesitan justificar y explicar ideas para clarificar su razonamiento, perfeccionar su
habilidad y promover su comprension conceptual (Kilpatrick et al., 2009).

Estos aspectos pueden considerarse a la hora de implementar el Modulo de Ensefianza
en el aula, optando por el trabajo en parejas o pequefios grupos, en un ambiente en el
gue se modifique el papel del profesor como responsable, casi exclusivo, del
aprendizaje de los alumnos, y se dé esta responsabilidad a los estudiantes a través de las
actividades de ensefianza.
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Cobo y Fortuny (2000) identifican cuatro modelos de interaccion entre una pareja de
estudiantes (alternativa, guiada, relanzada y cooperativa) que influyeron de manera
significativa en el desarrollo individual de habilidades cognitivas y heuristicas durante
el proceso de resolucién de problemas. Estos autores observaron que cuando los
estudiantes trabajaban en parejas en la resolucion de problemas, se generaban una serie
de oportunidades de aprendizaje relacionadas con la mejora en el proceso de
argumentacion, las habilidades heuristicas, las formas de enfocar un problema y las
formas de generar nuevas ideas dentro del proceso de resolucion de problemas.

Cobo & Fortuny (2000) sostienen que cuando los estudiantes colaboran en la resolucion
de un problema se generan una serie de cambios en el aprendizaje, se amplia la
posibilidad de que los estudiantes utilicen el proceso de argumentacion, de que
muestren mas habilidades heuristicas para enfocar el problema y de que se generen
nuevas ideas relacionadas con el proceso de resolucion del problema.

En ocasiones, las cuestiones planteadas por uno de los miembros del grupo obligan a
sus compafieros a ofrecer detalles explicitos de su conocimiento. En este sentido, la
interaccion resulta una herramienta Gtil para el analisis de la comprension de los
estudiantes pero también acta como promotor de aspectos cognitivos ya que el
estudiante que responde se ve obligado a revisar y estructurar su conocimiento para
transmitirlo a su compariero y la persona que cuestiona una respuesta 0 un argumento
refleja sus propios conocimientos y tiene la oportunidad de modificar aquellas ideas que
habia concebido de forma errénea o que simplemente no conocia.

2.6 Trayectorias de aprendizaje

Uno de los problemas principales de los que se ocupa la investigacion en el campo de la
Educacion Matematica, junto con la comprension de los procesos de aprendizaje, es
cémo hacer que los estudiantes construyan nuevos conceptos matematicos. La
herramienta mas poderosa de las que se dispone para conseguir este objetivo son las
tareas o actividades que se propongan como parte de la instruccién. Al disefio o la
seleccidn de las actividades que se emplearan en el proceso de ensefianza hay que afadir,
ademas, la necesidad de determinar qué papel desempefian dichas actividades en el
proceso de aprendizaje. En este sentido, Simon y Tzur (2004) proponen un marco de
trabajo en el que se reflexione sobre las relaciones que existen entre las actividades
propuestas y los efectos que se espera que dichas actividades tengan en el proceso de
aprendizaje®’, lo que resulta fundamental en investigaciones como esta, en las que el
disefio de actividades es uno de los objetivos. De esta forma se cubre la ultima de las
interacciones consideradas en el tetraedro didactico (esquema 2.5.1), la del estudiante
con el conocimiento matematico.

Este proceso de reflexion resulta util en la construccion de Trayectorias Hipotéticas de
Aprendizaje (THA) o para reflexionar acerca de los procesos hipotéticos de aprendizaje
y el disefio o la seleccion de las tareas matematicas que se utilizaran en la ensefianza de
conceptos matematicos.

%" Esta propuesta esta relacionada con la “abstraccion reflexiva” de Piaget (Simon & Tzur, 2004, p. 94)
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Una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje constituye un elemento til para el disefio de
un modelo de ensefianza, reflejando el camino que se prevé que siga el proceso de
aprendizaje. Esta formada por tres componentes: el objetivo del aprendizaje, las
actividades y el proceso hipotético de aprendizaje, es decir, una prediccion de como
evolucionara la comprension de los estudiantes en el contexto de las actividades
propuestas (Simon, 1995)%. En otras palabras, la generacion de una THA es el proceso
que el profesor, o el investigador, sigue para establecer el plan a seguir en cuanto al
desarrollo de las actividades de ensefianza, no queriendo esto decir que con una
trayectoria hipotética de aprendizaje se persiga un objetivo Unico o que solo exista esa
trayectoria, sino que es importante que las actividades estén enfocadas hacia el
desarrollo de un objetivo concreto y que el proceso de aprendizaje establecido es
hipotético, en el sentido de que sblo la realizacién por parte de los estudiantes de las
actividades propuestas indicara la manera real en que se produce el aprendizaje en el
contexto creado. En este sentido la trayectoria de aprendizaje no es Unica, sino que es la
seleccionada por el profesor o investigador como la que mejor se adapta a los objetivos
de aprendizaje que pretende alcanzar (Clements & Sarama, 2004).

Para el desarrollo y la formulacién de las THA se debe poner especial énfasis en
proponer actividades en las que el estudiante tenga la oportunidad de expresar,
representar, utilizar, comprobar y revisar o ajustar sus propias formas de pensamiento
(Sacristan et al., 2010). Las propuestas de esas actividades dependen de los
conocimientos del profesor o investigador, sobre diferentes aspectos: las matematicas,
sus actividades y representaciones, la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas y el
conocimiento de los estudiantes de contenidos particulares (Simon, 1995). En base a
es0s conocimientos se construye la THA que se implementara en el aula.

Las THA deben considerar los distintos aspectos involucrados en el proceso de
aprendizaje: la concepcion que se tenga de las matematicas como disciplina, el tipo de
actividades que consideramos que promueve el aprendizaje de esta materia y el
ambiente de aprendizaje en que se desarrollara. En esta investigacion se ha optado por
el uso de tecnologia en el aula y por establecer un ambiente en el que el papel del
profesor sea el de guia del proceso de aprendizaje y que sean las actividades y los
propios estudiantes los protagonistas en la construccion del conocimiento.

Una vez que se implementa en el aula la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje
disefiada, el aprendizaje de los estudiantes puede seguir diferentes caminos o
trayectorias, dependiendo de sus propias experiencias, el conocimiento matematico
previo, las herramientas que se utilicen y el ambiente en que se produzca el aprendizaje.
A la manera en que un individuo desarrolla una THA se le denomina trayectoria
efectiva de aprendizaje o, simplemente, trayectoria de aprendizaje. Es fundamental que
se analicen los tipos de conocimiento, los recursos y las formas de razonar que los
estudiantes han mostrado a lo largo de la Trayectoria de Aprendizaje propuesta con el
fin de seleccionar o disefiar nuevas tareas que desarrollen el pensamiento matematico de
los estudiantes (Sacristan et al., 2010).

En resumen, el concepto de THA engloba las siguientes ideas:

%8 Sacritan et al. (2010) utilizan el concepto de trayectoria de aprendizaje para “estructurar, organizar y
discutir las précticas y el conocimiento matematico que se deriva del uso de herramientas digitales”.
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d)

La generacion de una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje se basa en la
comprension del conocimiento actual de los estudiantes involucrados.
Una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje es un vehiculo para planificar el
aprendizaje de conceptos matematicos particulares.
Las actividades matematicas proporcionan herramientas para promover el
aprendizaje de conceptos matematicos particulares y, por tanto, son una parte clave
del proceso de ensefianza.
Debido a la naturaleza hipotética e inherentemente incierta de este proceso, el
profesor regularmente se ve involucrado en la modificacion de cada aspecto de la
trayectoria hipotética de aprendizaje.

(Simon & Tzur, 2004, p. 93)

El analisis de las trayectorias de aprendizaje de los estudiantes, mostradas mientras
resuelven los problemas del Modulo de Ensefianza, resultaran esenciales en nuestro
trabajo para determinar su competencia matematica en términos de la comprension
conceptual de los alumnos, la fluidez en los procedimientos, la competencia estratégica,
el razonamiento flexible y la predisposicion productiva.

A modo de resumen, en el siguiente esquema (esquema 2.6.1) se incorporan los
elementos que configuran el Marco Conceptual y se incluyen algunas de las relaciones

que lo caracterizan.

Elementos que contribuyen al desarrollo
de un aprendizaje efectivo:

= Comprension conceptual

Fluidez en el uso de procedimientos
Competencia estratégica
Razonamiento flexible
Predisposicién productiva

Disefio: Resolucién de Problemas

= Actividades de aprendizaje reales
para el estudiante.

= Uso de tecnologia.

= Interaccion entre los estudiantes.

Analisis: Trayectoria de Aprendizaje

= Comprension conceptual, heuristicas
y estrategias de control.

= Uso de tecnologia.

= Interaccion entre los estudiantes.

Esquema 2.6.1: Elementos del Marco Conceptual
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3. Metodologia

Una vez definido el Problema de Investigacion y las bases tedricas que sustentan este
estudio, es el momento de establecer los términos en que se ha desarrollado el trabajo,
es decir la Metodologia que se emple6 en la investigacion. En este capitulo se describen
las caracteristicas generales de una investigacion de tipo cualitativo, para continuar
concretando la Metodologia empleada en cada una de las dos fases de esta
investigacion. Finaliza el capitulo con un esquema de los aspectos principales de cada
una de las fases: objetivos, participantes, instrumentos y escenario de recogida de
datos.

3.1 Disefio general de la investigacion.

Las caracteristicas y la naturaleza del Problema de Investigacion lo sitan como un
paradigma de caracter cualitativo en el campo de la Educacion Matematica, enfoque que
permite observar, analizar y describir fendmenos y los procesos que lo originan o
modifican (Reyes-Rodriguez, 2009). Este paradigma de investigacion proporciona los
fundamentos apropiados cuando se busca comprender el comportamiento de los sujetos
implicados en un proceso, en este caso de aprendizaje, intentando captar el proceso en
su totalidad y las interacciones entre los sujetos o de los sujetos con el medio que les
rodea (Alvarez-Méndez, 1986).

Existen distintos métodos de investigacion en los trabajos de tipo cualitativo. Para
seleccionar el que va a ser utilizado se toma como referencia el objeto de estudio,
tratandolo en su complejidad y dentro de su contexto. La validez de la investigacion se
evalla con referencia al objeto analizado y los hallazgos se fundamentan con base en el
material empirico recabado (Flick, 2004).

Los datos cualitativos son una fuente de descripciones y explicaciones de procesos que
se producen en contextos locales identificables. Dichas descripciones y explicaciones
deben estar fundamentadas a través de un proceso de analisis bien documentado que
permita preservar el orden cronoldgico en que sucedieron las cosas, ver de forma
precisa qué sucesos condujeron a qué consecuencias y derivar de ello explicaciones
provechosas (Miles & Huberman, 1994).

El anélisis de datos en este tipo de estudios se realiza en tres etapas principales:
reduccién de los datos, presentacion de los datos y formulacién-verificacion de las
conclusiones (Miles & Huberman, 1994). Estas etapas estan interrelacionadas,
constituyendo un proceso continuo e iterativo.

La reduccion de datos se refiere al proceso de seleccionar, enfocar, simplificar, abstraer
y transformar los datos que aparecen en la informacion recabada (notas de campo,
transcripciones, materiales escritos por los estudiantes, etc.). Esta accion comienza a
hacerse incluso antes de empezar el proceso de analisis propiamente dicho, continda
mientras se estan recopilando los datos y no finaliza hasta que el informe final esta
elaborado. Es un proceso que comienza en el mismo momento en que el investigador
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selecciona el marco conceptual que utilizara, las preguntas de investigacion que guiaran
su trabajo y la forma en que recopilara los datos y sigue produciéndose al redactar
resimenes de lo que ocurre en la investigacién o al codificar la informacion que se ha
recopilado.

En la primera fase de esta investigacion este proceso se realiza mediante la clasificacion
de las preguntas planteadas a los estudiantes en diferentes tipos, dependiendo de los
conceptos y procesos matematicos involucrados, y la construccion de una serie de tablas
que mostraran, de forma simplificada y de féacil acceso, los procedimientos seguidos por
los estudiantes en su resolucion. En la segunda fase de la investigacion, se reducen los
datos a la consideracion de aspectos de tipo cognitivo (los conceptos matematicos que
emergen y las estrategias heuristicas y metacognitivas que utilizan los estudiantes) que
son presentados también en una serie de tablas, la descripcién de momentos relevantes
en la interaccion entre los estudiantes y con los profesores presentes en el aula, asi como
del uso que hacen de la calculadora Voyage™?200 y la forma en que interpretan la
informacidn que dicha herramienta les proporciona.

La presentacion de los datos consiste en organizar la informacion de una forma
accesible y compacta, de manera que la persona que quiera analizarla pueda ver qué esta
ocurriendo, planteando incluso sus propias conclusiones, o continuar hacia el siguiente
paso del andlisis. Algunos de los elementos que Miles y Huberman (1994) presentan
como Utiles para el desarrollo de esta etapa son las matrices, graficas, mapas y redes.
Cabe sefialar que esta etapa y la anterior no son disjuntas puesto que al decidir los
elementos que se muestran en la representacion seleccionada para el despliegue de los
datos también se estd haciendo una reduccion de los mismos. En la primera fase de la
investigacion se opta, ademas de presentar en una tabla los procedimientos empleados
por los estudiantes para resolver las cuestiones planteadas (anexo B.1.22), por agrupar
la informacion conforme a los aspectos analizados (el uso de conocimientos
matematicos previos, el uso de los sistemas de representacion y los problemas
enunciados en un contexto real). En la segunda fase de la investigacion se opta,
nuevamente, por la construccion de tablas; en una de ellas se describen las respuestas de
los estudiantes a un cuestionario sobre el concepto de derivada (anexo B.2.8) y en las
otras se identifican los momentos en que dichos estudiantes utilizan sus conocimientos
matematicos o muestran su habilidad para representar y resolver problemas y su
capacidad para reflexionar, explicar y abstraer (seccion 5.4, dedicada al analisis del
desarrollo del Mdédulo de Ensefianza por parte de cuatro de las parejas de estudiantes
participantes). En esta memoria se incluyen ademas las copias del material escrito por
los estudiantes en cada una de las dos fases de la investigacion y las trascripciones de
las grabaciones de cada una de las sesiones de clase dedicadas a la implementacion del
Modulo de Ensefianza y de las entrevistas realizadas en las dos fases de investigacion
(anexos B, en el CD).

La etapa dedicada a la formulacion de las conclusiones no se considera Unicamente
como el resultado del proceso anterior. Desde el comienzo del estudio, el investigador
observa regularidades, patrones o explicaciones que deben ser verificadas a lo largo del
analisis. Esta verificacion puede realizarse simplemente volviendo a revisar la
informacion cuando se esté redactando las conclusiones finales, para comprobar que no
hay inconsistencia en los hechos mostrados, o puede constituir un proceso mas
elaborado, tomando como producto final las conclusiones establecidas por consenso
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entre diferentes investigadores que hayan revisado la informacion. En las dos fases de
esta investigacion se utilizan ambos procesos de verificacion.

Una vez realizado el analisis y establecidas las conclusiones, hay que validar el
procedimiento y los resultados de la investigacion. Los criterios mas utilizados en los
estudios de tipo cualitativo son los de fiabilidad y validez. Los métodos empleados en
este tipo de investigacion son especificos del problema sujeto a estudio y el contexto en
que este se desarrolle, algo que hay que tener en cuenta al evaluar el proceso de
investigacion y los resultados reportados. Por esta razon la fiabilidad no debe entenderse
como la obtencion de los mismos datos y resultados después de repetir el experimento.
La fiabilidad del estudio puede verse favorecida aumentando la calidad en el registro y
la documentacién de los datos y presentando las notas tomadas con cierta
estandarizacion (Flick, 2004). También se puede optar por explicar la génesis de los
datos de forma que se pueda distinguir claramente entre las declaraciones de los sujetos
que estan siendo analizados y las interpretaciones del investigador y haciendo explicitos
los procedimientos seguidos durante la investigacion para permitir la comparacion del
analisis realizado con el que puedan realizar otros investigadores.

Este cuidado en la presentacién de los procesos seguidos a lo largo de la investigacion
es un elemento a considerar también para evaluar la validez del trabajo, permitiendo la
réplica por parte de otros investigadores (fiabilidad externa). También se toman en
cuenta otras cuestiones como la objetividad, credibilidad, que las conclusiones sean
transferibles a otros contextos o generalizables o que el estudio resulte Util, por ejemplo,
para otras investigaciones (Miles & Huberman, 1994).

Tal y como se ha indicado con anterioridad, esta investigacion se ha desarrollado en dos
fases principales, cada una con sus propias caracteristicas en cuanto a los participantes,
los instrumentos, las técnicas de recogida de datos y los métodos empleados para el
analisis de los mismos.

Primera fase:

Analisis y documentacion de los conocimientos que los estudiantes universitarios
muestran al responder preguntas y resolver problemas relacionados con las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, después de haber recibido una introduccion del
concepto centrada en la clasificacion y posterior resoluciéon de la ecuacion con el
método algebraico correspondiente.

Segunda fase:

Disefio e implementacion de un Modulo de Ensefianza dirigido a los alumnos de la
asignatura Matematicas |1, del primer curso de la licenciatura en Quimica, en el que
se introducen las EDO en un ambiente de Resoluciéon de Problemas. Aqui interesa
analizar los aspectos del pensamiento matematico y los procesos relacionados con la
comprension conceptual que los estudiantes muestran a lo largo del desarrollo de los
problemas que constituyen el Médulo de Ensefianza.

En las dos fases de esta investigacion se presenta la informacidén necesaria para la
aplicacion del criterio de fiabilidad externa, detallando las caracteristicas de cada uno de
los estudios en lo referente a participantes, escenario e instrumentos de recogida de
datos y proceso de analisis de la informacion y elaboracién de conclusiones. Ademas,
como criterio de validez de los resultados mostrados en la primera fase de la
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investigacion se especifican los trabajos que se han presentado al respecto a la
comunidad investigadora, que avalan la utilidad de los resultados para el campo de la
investigacion en Educacion Matematica.

En las tablas 3.1.1 y 3.1.2 se resume el desarrollo temporal de esta investigacion, desde
sus origenes en el &mbito de la Fase de Investigacion del Programa de Doctorado, hasta
la elaboracion de esta Memoria.

Primera fase de investigacion

Fase de Investigacion
del Programa de
Doctorado.

(septiembre 2004 -
octubre 2005)

Eleccion de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
como tema de investigacion.

Revision de literatura sobre dificultades en el
aprendizaje de las EDO.

Revision de literatura sobre marcos teoricos utilizados
para caracterizar la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas en el nivel universitario.

Definicién del Problema de Investigacion para la
primera fase.

Configuracion de un Marco Conceptual basado,
principalmente, en los trabajos de Duval sobre el uso de
sistemas de representacion.

Disefio de un cuestionario de Ecuaciones Diferenciales
(C-ED).

Aplicacion del cuestionario a los estudiantes de las
licenciaturas en Matematicas y Fisica.

Analisis de las respuestas de los estudiantes al
cuestionario.

Disefio del protocolo de entrevistas de la primera fase de
la investigacion.

Seleccion de los estudiantes a entrevistar y aplicacion de
las entrevistas en junio de 2005.

Redaccion de la memoria de la Fase de Investigacion del
Programa de Doctorado, defendida en el Departamento
de Andlisis Matematico de la Universidad de La Laguna
en julio de 2005.

Redaccion de la memoria para la obtencion del DEA,
defendido en el Departamento de Andlisis Matematico
de la Universidad de La Laguna en octubre de 2005.

(noviembre 2005 -
julio 2006)

Anédlisis preliminar de las entrevistas.

Revision del Marco Conceptual.
Redaccion del Proyecto de Tesis, presentado en la
Universidad de La Laguna en julio de 2006.

(septiembre 2007 -
diciembre 2007)

Revision del analisis de las entrevistas y
reestructuracion del andlisis de datos agrupando la
informacion obtenida utilizando los dos instrumentos(el
cuestionario y la entrevista).

Tabla 3.1.1: Cronologia de la primera fase de la investigacion
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Segunda fase de investigacion

Revision de la literatura relacionada con la ensefianza y

el aprendizaje de las EDO, el uso de tecnologia y el

papel de las interacciones en el proceso de aprendizaje.

(septiembre 2006 - Revision del Marco Conceptual y del planteamiento
mayo 2009) metodoldgico de la investigacion.

Disefio de los instrumentos: manual de uso de la

Voyage "™?200, cuestionario C-D, Médulo de Ensefianza,

problema 4: Investigaciones policiales.

Aplicacién del cuestionario de la derivada,

implementacion del Modulo de Ensefianza y aplicacién

(junio 2009) del problema 4.

Disefio del protocolo de entrevistas.

Aplicacién de las entrevistas.

Andlisis de los datos recopilados durante la segunda fase

(ejrl::r(())zz%ol%) de la investigacion.

Actualizacion de la revision de la literatura.
(enero 2010 - , _ _
octubre 2010) Redaccion de la memoria de Tesis.

Tabla 3.1.2: Cronologia de la segunda fase de la investigacion

3.2 Primera fase de la investigacion.

A lo largo de esta seccion se presentan los elementos que configuran la primera fase de
la investigacion que incluye: una descripcion de los participantes, el escenario y los
instrumentos utilizados en la recoleccidn de los datos, el proceso seguido para realizar el
analisis y los criterios que validan los resultados de esta primera fase de la investigacion.
El andlisis y la interpretacién de los datos se presentan en el capitulo 4.

3.2.1 Participantes

En esta fase participaron veintiun estudiantes de las licenciaturas de Matematicas y
Fisica que estaban cursando la materia en la que se trabaja el concepto de Ecuacion
Diferencial Ordinaria. En el caso de los estudios de Matematicas, esta es una asignatura
de tercer curso, impartida en el quinto semestre y dedicada en exclusiva a las EDO
(tabla 1.2.2), mientras que en Fisica se trata de una materia impartida durante el
segundo semestre que aborda otros conceptos de calculo como el estudio de la
continuidad y derivabilidad de funciones de varias variables o el anélisis complejo
(tabla 1.2.3). En el momento en que se desarrolld la investigacion, los estudiantes de
ambas licenciaturas habian recibido la formacion relativa al estudio de las EDO de
primer y segundo orden. Los profesores que impartian estas materias eran
completamente ajenos a esta investigacion.

La observacion de los apuntes utilizados por los profesores y de las hojas de problemas
que se proponia a los estudiantes de cada una de las asignaturas permitié observar que la
ensefianza de las ecuaciones diferenciales en ambos grupos tenia en comun su fuerte
componente algebraica. EI procedimiento seguido era clasificar las ecuaciones y aplicar
el método de resolucion especifico para el tipo de EDO identificado. El tratamiento
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gréafico del concepto es escaso en el caso de Matematicas, limitandose a la presentacion
del campo de direcciones asociado a una EDO como un procedimiento mas, y nulo en el
caso de Fisica. Para paliar esta diferencia a la hora de responder a las preguntas y
resolver los problemas que requerian del uso del campo de direcciones, se entregé a los
estudiantes de Fisica un documento con una breve explicacion acerca de este concepto.

Otra diferencia entre estas especialidades se encuentra en la profundidad con que se
tratan estos conceptos en cada una de las licenciaturas. Por ejemplo, en la licenciatura
de Matematicas se consideran aspectos que no se contemplan en los estudios de Fisica
como la prolongacién de soluciones y los teoremas de existencia y unicidad de las
mismas, ademas de demostrarse rigurosamente las principales propiedades de las
soluciones de los diferentes tipos de ecuaciones.

Las diferencias que existen entre los estudiantes de Fisica y Matematicas, en cuanto a la
formacion recibida, no se tradujeron en diferencias significativas en sus respectivas
respuestas a las cuestiones planteadas (Camacho & Perdomo, 2005a, 2005b). Esto
motivd que se optara por realizar un andlisis conjunto de las respuestas de los veintiln
alumnos, sin distinguir entre la especialidad que estaban cursando (Camacho, Perdomo
& Santos-Trigo, 2007; 2009).

3.2.2 Escenario e instrumentos para la recopilacion de datos

El objetivo de esta fase de la investigacion se centra en analizar el conocimiento y las
formas de interpretacion, que muestran los participantes, del concepto de EDO y de
otras nociones relacionadas, como son su solucién y el campo de direcciones asociado a
la ecuacion, ademas de observar si el contexto en que se presentan las actividades
influye en la manera de utilizar el concepto de ecuacion diferencial. No se influye en el
proceso de ensefianza.

Se utilizaron dos instrumentos para recabar informacion: un cuestionario sobre
ecuaciones diferenciales (C-ED) y una entrevista. En el anexo A.1l figura la relacién
completa de las preguntas utilizadas en esta primera fase de la investigacion, asi como
la descripcion de los objetivos que se perseguian al plantear cada una de ellas y el
momento en el que fueron formuladas (cuestionario, entrevista 0 ambos).

El cuestionario C-ED consta de once preguntas en las que intervienen los conceptos de
solucion general y particular de una EDO, el campo de direcciones asociado a una EDO
y la aplicacion de estos conceptos en la resolucién de problemas (anexo A.1, preguntas
P1-P11).

Los problemas fueron propuestos y discutidos en profundidad por el equipo
investigador, al objeto de relacionarlos con las componentes que determinan la
comprension y que han sido expuestas en el Marco Conceptual (capitulo 2). Las tareas
propuestas son de tres tipos:

1) Problemas extraidos de libros de texto (por ejemplo, P3 'y P4)

i) Problemas utilizados en investigaciones anteriores (por ejemplo, P6)

i) Tareas disefiadas ad-hoc para que los estudiantes utilizaran ideas y conceptos
estudiados con anterioridad y que permitieran dar sentido a la resolucion
(por ejemplo P1, P7 o P10).
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Los estudiantes respondieron a este cuestionario durante una hora de clase, de forma
individual, sin intervencion del profesor de la materia o de los investigadores y
empleando Unicamente lapiz y papel. EI momento elegido para que los alumnos
respondieran al cuestionario estuvo marcado por los contenidos desarrollados en el aula.
Se les presento, sin previo aviso, cuando ya habian cursado, aproximadamente, la mitad
de la asignatura, que abarca contenidos como las ecuaciones en variables separadas,
homogéneas, lineales, de Bernouilli, de Ricatti y exactas.

Las entrevistas se disefiaron de acuerdo a un primer analisis de las respuestas de los
estudiantes al cuestionario. La estructura general es la de una entrevista basada en
tareas®® (Goldin, 2000) que consisti6 en contestar a seis preguntas que ya se habian
formulado en el cuestionario (Pla, P3, P6, P7, P8, P9) y a otras cuatro, propuestas con
el objetivo de indagar con mayor profundidad en el conocimiento de los estudiantes
(P12, P13, P14, P15). Estas entrevistas son semi-estructuradas ya que estan disefiadas
con un tronco comun, que debian resolver todos los estudiantes entrevistados, pero se
considera la posibilidad de realizar preguntas adicionales que permitan concretar las
acciones de los alumnos y profundizar en su razonamiento. Esas cuestiones adicionales
pueden ser del tipo “;qué has hecho?” o “;por qué lo haces?”, pero también preguntas
con contenido matematico (por ejemplo calcular una integral definida o indefinida).

Las entrevistas se realizaron dos meses después de que los estudiantes terminaran el
curso y cada una de ellas durd entre una hora y una hora y media. Para realizar la
entrevista se selecciond a tres de los estudiantes que participaron en la investigacion
(Jordan, Stella y Wanda), con base en los criterios que se describen en el siguiente
apartado, dedicado al proceso de analisis de la informacion. Estas entrevistas fueron
grabadas en video, material éste que se utilizd para el andlisis, junto con sus
trascripciones y los documentos escritos en los que los estudiantes respondian a las
diferentes preguntas. En anexo A.1 se encuentra el conjunto de preguntas utilizadas en
el cuestionario C-ED vy en la entrevista; en el anexo B.1 (en el CD) se adjuntan los
documentos escritos que muestran las respuestas de los 21 estudiantes al cuestionario,
las trascripciones de las entrevistas de Jordan, Stella y Wanda y las tablas utilizadas
para mostrar los datos de manera mas sintetizada.

La elecciéon de las preguntas que se utilizaron tanto en el cuestionario como en la
entrevista se hizo teniendo en cuenta las dificultades y los errores que la bibliografia
analizada mostraba como presentes en la ensefianza y el aprendizaje de las EDO
(Artigue, 1992; Brodetsky, 1919; Habre, 2000; Hernandez, 1995; Moreno & Laborde,
2003; Rasmussen, 2001; Zandieh & McDonald, 1999) y los sistemas de representacion
necesarios para resolverlas. El tratamiento numérico de las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias es un aspecto que corresponde a una materia posterior a la que estaban
cursando los estudiantes que participaron en esta investigacion, por lo que no se ha
tenido en cuenta, restringiéndose el mismo a los registros algebraico y gréafico y
contemplando acciones de reconocimiento, tratamiento y conversion de los sistemas
(Duval, 1993).

Atendiendo a que el objetivo principal de esta fase de la investigacién es el anélisis de
los recursos mostrados por los estudiantes al enfrentarse a problemas donde aparece el

% Traduccién de la expresion “task-based interviews”.
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concepto de EDO, se han elegido ecuaciones diferenciales cuya resolucion pueda
hacerse empleando algoritmos propios de este concepto pero también con argumentos
relacionados con el concepto de derivada de una funcion y las propiedades que
relacionan a esta con la propia funcién. Todas las EDO que aparecen en el cuestionario,
excepto una, se pueden resolver separando las variables y en todos estos casos, menos
en uno, las integrales que hay que resolver para encontrar la expresion algebraica de las
soluciones de la ecuacion son inmediatas. S6lo se plantea una EDO cuya resolucion,
separando variables, conduce a la integral de una funcién racional (P8). En este
problema se proporciona, ademas, el campo de direcciones asociado a la ecuacién, lo
que ayudara a determinar qué sistema de representacion eligen los estudiantes para
resolverla. En el caso en que los estudiantes se inclinen por la resolucién de la ecuacion
y no consigan resolver la integral se podra observar si intentan resolverla a través del
sistema de representacion grafico y cédmo lo hacen. Es una forma de provocar la
necesidad del uso de este registro en la resolucion de los problemas (Habre, 2000).

3.2.3 Proceso de analisis de los datos

Para facilitar el analisis de los datos se clasificaron las preguntas utilizadas en esta fase
de la investigacion (tanto en el cuestionario como en la entrevista) en cuatro tipos
diferentes cuyas caracteristicas se reflejan a continuacion.

Tipo 1: Requieren del conocimiento del concepto de solucion de una EDO. Consisten
en comprobar si una expresion algebraica es solucién particular o general de
una EDO o utilizar el hecho de que lo sea y en analizar algunas propiedades
generales de las soluciones de una EDO en funcion de los términos de la
misma (P3, P4, P5y P11).

Tipo 2: Su resolucion se puede abordar haciendo uso de conocimientos matematicos
estudiados con anterioridad o empleando métodos algebraicos sencillos (P1,
P2y P12). Conllevan la representacion grafica de funciones elementales, pero
no se ven involucrados ni la construccion o interpretacién del campo de
direcciones ni la interpretacion de datos desde y hacia un contexto matematico.

Tipo 3: Cuestiones para cuya completa resolucion es necesaria la representacion y/o
interpretacion del campo de direcciones asociado a una EDO (P6, P8, P10,
P14y P15).

Tipo 4: Preguntas en las que es necesario interpretar informacion proporcionada en
términos algebraicos o graficos, en un contexto o viceversa (P7, P9 y P13).

El andlisis de la informacion obtenida a lo largo de esta primera fase de la investigacion
se divide en dos partes. En primer lugar se examinaron las respuestas que los alumnos
participantes suministraron a los once problemas del cuestionario. En este analisis se
detectaron ciertas regularidades en los procedimientos empleados para resolver las
actividades, haciéndose un vaciado de esta informacion en una serie de tablas (anexo
B.1.22) que sirvieron para seleccionar y reducir la informacion, cubriendo asi la
primera etapa del analisis de datos caracteristica de los estudios de tipo cualitativo
(Miles & Huberman, 1994). Un ejemplo de las tablas confeccionadas se presenta a
continuacién (tabla 3.2.1); en ella se refleja la forma en que los estudiantes respondieron
a las preguntas de tipo 2 en las que debian resolver una serie de ecuaciones diferenciales,
la mayoria de las cuales no requieren del conocimiento de métodos algebraicos
especificos de resolucion, pudiendo utilizar unicamente el significado del concepto de
derivada para obtener las funciones que solicita el ejercicio.
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Posteriormente, para analizar con mayor profundidad las respuestas de los alumnos, se
seleccionaron tres estudiantes para participar en la entrevista semi-estructurada. Durante
la entrevista los estudiantes tuvieron la oportunidad de extender sus razonamientos,
justificaciones y aclaraciones. La eleccion de estos estudiantes, cuyos seudénimos son
Jordan, Stella y Wanda, se hizo teniendo en cuenta tres aspectos principales: uso del
concepto de derivada y sus diferentes significados, el conocimiento de métodos
algebraicos especificos de resolucion de EDO vy las realizaciones relacionadas con el
campo de direcciones asociado a una ecuacién diferencial.

Criterios de seleccion:

Entrevista:
Material escrito
Video-grabaciones
3 estudiantes

Uso del concepto de
i EDO.

- Conocimiento de
métodos algebraicos.
Uso del campo de

. direcciones.

Cuestionario:
Material escrito
21 estudiantes

l

Construccidn de
tablas para
simplificar la
informacion
(anexo B.1.22)

Esquema del proceso de analisis

La presentacion de los datos se realizé por una parte, utilizando diversas tablas con la
informacidn obtenida de las respuestas de los estudiantes al cuestionario y, por otra
parte, agrupando la informacion de acuerdo a la pregunta de investigacion
correspondiente: en una primera parte se analiza la forma en que los estudiantes utilizan
sus conocimientos previos, relacionados con las actividades, para abordar las diferentes
preguntas; seguidamente se describe el tipo de representacion que utilizan para
finalmente exponer las particularidades en el modo en que los alumnos resuelven
aquellos problemas cuyo enunciado refleja un contexto real. Esta organizacion de la
informacion se hace explicita en el siguiente capitulo de esta memoria, donde se
presenta el analisis de los datos de la primera fase de la investigacion (capitulo 4).

Estudiantes
Stella, Betty, Laure,
Helen, Jason, Eddy,
Franklin
Rosy, Gaby

Actividades de Tipo 2

7 alumnos no utilizan algoritmos de
resolucion de EDO.

14 estudiantes emplean sus
conocimientos acerca de la
derivada de una funcion para
resolver casos sencillos.

2 alumnos conocen métodos de
resolucién de EDO, pero no saben
cuando usarlos.

Wanda, Carena,

5 estudiantes utilizan los algoritmos .
Melvin, Jeremy,

de resolucion de forma apropiada.

Berenice

7 alumnos resuelven todas las
EDO empleando algoritmos.

2 estudiantes no seleccionan
correctamente el método a utilizar.

Mary, Sam

5 alumnos distinguen entre los
métodos Utiles en cada situacion.

Jordan, Roger,
Angie, Edna, Silvana

Tabla 3.2.1: Estrategias de resolucion de problemas mostradas por los estudiantes al
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La formulacion de conclusiones se realizo a partir de la informacion resumida en las
tablas de procedimientos empleados por los estudiantes y aquellas manifestaciones de
los alumnos entrevistados que contribuian a contextualizar y profundizar en sus formas
de enfrentarse a la resolucién de problemas, verificandolas en el momento de escribir el
informe final, regresando a los datos y confrontando la informacion entre los miembros
del equipo de investigacion.

3.2.4 Criterios de validez

Para evaluar los procedimientos y resultados mostrados en esta primera fase de la
investigacion se utilizan dos de los criterios mencionados en la seccion anterior:
fiabilidad y validez, describiendo en detalle el proceso seguido en la investigacion,
incluyendo toda la informacién necesaria para que pueda realizarse el analisis por otras
personas y presentando los resultados en distintas reuniones y congresos, asi como
redactando articulos para su publicacion en revistas de interés para la comunidad de
investigadores en Educacion Matematica.

La descripcion detallada del proceso seguido en el analisis y la inclusion de las
respuestas de los estudiantes al cuestionario C-ED y de las transcripciones de las
entrevistas en los anexos de esta memoria (anexos B.1) hacen que se pueda someter este
estudio a un proceso que compruebe la fiabilidad externa del mismo. Por otra parte
también se valora la importancia del trabajo para la comunidad de investigadores en este
area con la presentacion de los resultados en diferentes reuniones y congresos y la
publicacion de distintos articulos (Camacho & Perdomo, 2005a, 2005b; Camacho,
Perdomo & Santos-Trigo, 2007; 2009; Camacho-Machin et al, 2010). Estos elementos
determinan la validez de los resultados mostrados en esta primera fase de la
investigacion.

3.3 Segunda fase de la investigacion

En la primera fase de esta investigacion se detectaron ciertas dificultades en el
aprendizaje del concepto de Ecuacion Diferencial Ordinaria relacionadas con la falta de
relacion con el concepto de derivada y el escaso desarrollo, por parte de los estudiantes,
de procesos cognitivos y estrategias que resulten efectivas en la resolucion de problemas.
Esto hizo que se planteara la necesidad de una reflexion sobre la manera de introducir el
concepto de EDO en los primeros cursos universitarios. Esta reflexion se traduce en el
disefio de un Mdédulo de Ensefianza que se implementa con estudiantes de un primer
curso de la licenciatura en Quimica.

Esta seccion esta dedicada a la descripcion de los principales elementos de esta fase de
la investigacion: los participantes, el escenario en que se desarroll6 la investigacion, los
instrumentos, el proceso seguido para el analisis de los datos, en cuanto a conocimientos,
capacidades y habilidades que muestran los estudiantes en la resolucién de los
problemas propuestos y los criterios que se emplearon para la evaluacion de esta
segunda fase de la investigacion. La descripcion detallada de los tres problemas que
constituyen el Mddulo de Ensefianza se presenta en la seccién 3.3.3.
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3.3.1 Participantes

Esta fase de la investigacion se dirigio a los estudiantes de la asignatura “Matemadticas
11’ correspondiente al 1% curso de la licenciatura en Quimica. El grupo estaba formado
por 15 alumnos que asistian regularmente a clase y que, para el desarrollo de los tres
problemas que conforman el Mddulo de Ensefianza, se agruparon en seis parejas y un
trio, conforme a sus propios criterios de seleccién de compafieros. En la tabla 3.3.1 se
presenta la distribucion de los estudiantes, empleando seuddnimos para referirnos a
ellos.

Triol | Pareja2 | Pareja3 | Pareja4 Pareja5 | Pareja6 | Pareja7
Aﬁgglr?o Manuel Milagros | Nicanor Virginia Alexis Nieves
Juan Gabriel Silvia Mar Carmen | Zoraida Naomi

Tabla 3.3.1: Esquema de las parejas y trios de participantes

Todos los estudiantes que participaron en esta experiencia habian cursado la materia
“Matemadticas 1" cuyo curriculo lo forman, principalmente, los contenidos relativos al
calculo diferencial e integral de funciones de una variable y habian cubierto
practicamente todos los contenidos de la asignatura “Matemdticas 11", funciones de
varias variables, diferenciacion parcial y extremos de funciones de dos y tres variables
(tabla 1.2.4). Las altimas sesiones de clase correspondian al estudio de las ecuaciones
diferenciales. Uno de los principales motivos para la eleccion de este grupo de
estudiantes fue que el profesor de la materia era uno de los miembros del equipo de
investigacion, lo que facilitd el acceso a los alumnos y que, ante la propuesta de
participar en la investigacion, los estudiantes accedieron a colaborar.

Ninguno de los estudiantes del grupo conocia la herramienta tecnologica elegida para la
realizacion de las actividades, la calculadora VVoyage 200, aunque si tenian experiencia
con el uso de tecnologia digital y conocimiento de determinados programas de calculo
simbdlico que habian tenido ocasion de utilizar en otras asignaturas. Esta circunstancia
hacia indispensable que se dedicara una sesion de clase a la presentacion de la
Voyage 200 a los alumnos y la introduccion a su uso.

En el desarrollo de la parte experimental de esta fase participaron tres investigadores,
encargados de asistir a los estudiantes cuando estos lo requerian, guiandoles en el
trabajo que estaban realizando, y tomando nota de aquellas circunstancias que se
consideraban relevantes para la investigacion, en particular, los aspectos que pudieran
estar asociados con una modificacion, a corto plazo, de las tareas propuestas.

3.3.2 Escenario e instrumentos para la recopilacion de datos

En esta seccion se explica de forma general el desarrollo de esta fase de la investigacion:
el proceso de disefio del Mddulo de Ensefianza utilizado para la introduccién del
concepto de EDO, su estructura, las caracteristicas generales de su implementacion en el
aula y los instrumentos utilizados para obtener los datos necesarios para responder a las
preguntas de investigacion.

La segunda fase de la investigacion comenzé con el disefio del Modulo de Ensefianza.
Para ello habia que reflexionar sobre distintos aspectos: como se introducirian los
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conceptos matematicos, con que nivel de formalidad, qué tipo de actividades se
propondria a los estudiantes, cuales serian los papeles del profesor y de los estudiantes
con respecto al proceso de aprendizaje, como seria la dindmica de aula a seguir, etc.

Una de las primeras decisiones tomadas fue que el Mddulo de Ensefianza deberia
contribuir a robustecer la red de significados que los estudiantes asocian al concepto de
derivada, introduciendo las EDO a través de su relaciéon con dicho concepto, como un
significado mas de esa red conceptual. Esta opcion esta respaldada por los resultados
obtenidos en la primera fase de la investigacion (capitulo 4) donde se observd que
algunas de las dificultades mostradas por los estudiantes que participaron en esa fase de
la investigacion podrian haberse evitado utilizando el concepto de derivada y los
diferentes significados asociados a este concepto, en lugar de limitarse a pensar en
métodos algebraicos de resolucion de EDO (Camacho-Machin et al., 2010). De esta
manera se trata de eliminar una de las discontinuidades que se producen en el
aprendizaje de las matematicas (Artigue, 2001), tratando de hacer méas natural la
transicion entre conceptos matematicos tan cercanos como el de derivada de una
funcién y Ecuacion Diferencial Ordinaria. Desde este punto de vista, la alternativa
pedagdgica que se plantea consiste en no partir de definiciones formales sino construir
los conceptos matematicos de manera que resulten familiares para los estudiantes, para
lo que conviene relacionarlos con conceptos conocidos por ellos, y sirvan para sentar las
bases para un desarrollo matematico posterior (Raychadhuri, 2008). Por esta razon, los
problemas disefiados para constituir el Mddulo de Ensefianza giran en torno al concepto
de derivada.

Una vez elegido el punto de partida del proceso de ensefianza, habia que decidir qué
tipo de actividades se plantearia a los estudiantes. Apoyados en los planteamientos de
Gravemeijer (1994), se considerd que las actividades de ensefianza deben ser reales para
los estudiantes, en el sentido de que deben estar situadas en contextos que sean
familiares a los alumnos, sean matematicos o no matematicos. En este sentido, se
consider6 que una buena opcion seria que los problemas a resolver durante las sesiones
de clase describieran una situacion relacionada con la linea profesional elegida por los
alumnos, la Quimica.

Existen muchos problemas relacionados con la Quimica que se resuelven o analizan
utilizando las ecuaciones diferenciales. En este caso se eligieron los siguientes modelos,
uno para cada problema: desintegracion de elementos quimicos, problema de mezclas y
dinamica de poblaciones. Problemas de este tipo aparecen en la mayoria de los libros de
texto y son utilizados con mucha frecuencia para presentar a los alumnos ejemplos de
situaciones que pueden analizarse utilizando las EDO. En esta investigacion se utilizan
como vehiculo para introducir el concepto.

Los tres problemas utilizados en el Mddulo de Ensefianza llevan por titulo
Desintegracién del uranio, Contaminacion de mercurio y Dinamica de poblaciones,
haciendo alusiéon al modelo que se presenta. Se describen en la seccién 3.3.3 de este
capitulo.

Por otra parte, la resolucion de un problema pasa por diferentes etapas entre las que se
encuentran el andlisis y la comprension de la situacion planteada y la resolucion del
problema particular. Ademéas debe promoverse en los estudiantes de los niveles
universitarios, como es el caso que ocupa a esta investigacion, el desarrollo de procesos
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propios del pensamiento matematico avanzado como la abstraccion y la generalizacion
y motivar que los estudiantes controlen su propio proceso de solucion. Todos estos
elementos permiten distinguir cinco etapas en la resolucion de problemas: anélisis de la
situacion, comprension de la situacion, solucion del problema particular, planteamiento
y solucién del caso general y analisis retrospectivo del proceso de solucién (Santos,
2007).

La primera fase de investigacién mostrd que los estudiantes no consideran estas etapas
de resolucion de forma auténoma sino que, en la mayoria de los casos, la heuristica
utilizada es la busqueda de un algoritmo de resolucion o de una situacion analoga que se
haya resuelto previamente. Por esta razon dos de los tres problemas disefiados para
formar el Médulo de Ensefianza hacen explicitas estas cinco etapas de resolucion.

Barrera-Mora y Santos-Trigo (2002) describen cada una de estas etapas para un
problema especifico que plantea una situacion de suministro de medicamento. La
primera etapa (andlisis de la situacion) tiene como objetivo que los estudiantes
identifiquen los datos y la informacién importante que se presenta en la situacion
planteada. En la segunda etapa (comprension de la situacion) los estudiantes comienzan
a analizar la situacién en términos matematicos, en algunos casos, utilizando diferentes
representaciones de los datos como graficas, tablas, etc. La siguiente etapa consiste en
resolver la situacion particular planteada, para a continuacion considerar situaciones
mas generales, plantearlas y resolverlas (etapa denominada planteamiento y solucion del
caso general). La dltima etapa consiste en plantear actividades con las que los
estudiantes deban realizar un analisis del proceso de resolucidn que han seguido. En esta
investigacion se optd por solicitar a los alumnos que presentaran un informe en el que
reflejaran determinados aspectos de la resolucion del problema.

Ademas de los tres problemas que conforman el Modulo de Ensefianza, en esta fase de
la investigacion se disefiaron y utilizaron otros materiales. La relacion de instrumentos
es la siguiente:

= Un manual de uso de la calculadora VVoyage ™?200 (anexo B.2.9).

= Un cuestionario en el que se reflejan diferentes significados del concepto de derivada
(C-D) (anexo A.2.D).

= Tres problemas que forman el Modulo de Ensefianza, compuestos por un conjunto de
preguntas o pequefias actividades (anexos A.2.U, A2.My A.2.P).

= La tarea denominada Investigaciones policiales.

= Un protocolo para las entrevistas.

= Copia de la documentacion escrita por cada estudiante al responder al C-D*.

= Copia de la documentacion escrita por cada grupo de estudiantes durante el
desarrollo del Médulo de Ensefianza.

= Producciones en la calculadora simbélica Voyage™?200 de cada uno de los grupos de
estudiantes, durante el desarrollo del Mddulo de Ensefianza.

= Grabacion (en video y/o audio) del didlogo de cada grupo de estudiantes durante
cada una de las sesiones en que se desarrollé el Modulo de Ensefianza.

= Trascripcién de las grabaciones anteriores, correspondientes a cuatro de las parejas
de estudiantes.

% E| material recopilado en esta fase de la investigacion se presenta en el CD (anexo 2) separado segun el
grupo de estudiantes al que corresponde.
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= Copia de la documentacion escrita por cada estudiante al responder al problema
Investigaciones Policiales.
= Trascripcion de las entrevistas de seis estudiantes.

El trabajo con los estudiantes se llevo a cabo en un total de trece sesiones de clase, de
una hora cada una, al final del segundo semestre del curso. Una vez finalizadas estas
sesiones, se selecciond a una serie de estudiantes para participar en una entrevista. Los
criterios seguidos para esta eleccion fueron sus respuestas a las preguntas del
cuestionario de la derivada y su trabajo en pareja durante el desarrollo del Mddulo de
Ensefianza, aspectos estos que se concretaran en el apartado en que se describe el
proceso que se siguid para el analisis.

De las trece sesiones de clase utilizadas, la primera se dedicé a la presentacion de la
Voyage 200 y la segunda y la Gltima se emplearon para que los estudiantes respondieran
de forma individual al cuestionario de la derivada y al problema 4, Investigaciones
policiales. Por tanto, al Mddulo de Ensefianza propiamente dicho se dedicaron 10
sesiones de una hora cada una (Tabla 3.3.2). En estas diez sesiones los estudiantes
debian resolver los tres problemas del Modulo de Ensefianza, que se describen en
detalglf en la seccion 3.3.3, especificando los objetivos perseguidos con cada uno de
ellos™.

1 sesion Introduccién a la Voyage 200
1 sesion Cuestionario de la derivada Individual
1 sesion Problema 1: Desintegracion del uranio

m‘ggg’ngg 5 sesiones | Problema 2: Contaminacion de mercurio | En grupo
4 sesiones | Problema 3: Dindmica de poblaciones
1 sesién Problema 4: Investigaciones policiales Individual
Entrevista Individual

Tabla 3.3.2: Temporalizacion

Las actividades del Modulo de Ensefianza se realizaron en grupos de dos o tres
estudiantes (tabla 3.3.1), en un ambiente de interaccidn social (Schoenfeld, 1992). Cada
sesion comenzaba con un breve resumen, por parte del profesor, de las actividades
realizadas durante la sesion anterior. A continuacion se entregaba a los estudiantes la
documentacion necesaria para el desarrollo de la actividad y una calculadora. Estos
comenzaban a trabajar en grupo, siendo el papel de los profesores presentes en el aula el
de asesor, ante situaciones de duda, y provocador de discusiones y situaciones de
reflexion. El profesor encargado de la materia realizaba otras intervenciones, dirigidas a
todo el grupo de estudiantes, cuyo objetivo era el de formalizar los conceptos
matematicos que iban surgiendo®?. La siguiente imagen muestra cémo estaba distribuida
el aula (imagen 3.3.3).

31 Empleando la terminologia propia del “design-research”, cada uno de los problemas que conforman el
modulo de ensefianza podria considerarse un “micro-ciclo” de ensefianza que, unidos con el cuestionario
de la derivada y el problema 4, conformarian un ciclo completo de ensefianza.

%2 Se puede encontrar més informacion de estas intervenciones en las tablas 3.3.6, 3.3.7 y 3.3.8.
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Imagen 3.3.3: Distribucion del aula

A continuacion se describe, de forma general, como se desarrollaron las distintas
sesiones.

Primera sesion: Introduccién a la Voyage™'200

El objetivo de la actividad realizada durante la primera sesion era que los alumnos
conocieran la herramienta tecnoldgica con la que iban a trabajar y que ninguno de ellos
habia utilizado con anterioridad. En esta sesion se entrego a cada grupo una calculadora
y un manual de uso de la misma, construido especificamente para este trabajo (anexo
B.2.9). Este documento es una adaptacion del manual oficial, creado por Texas
Instruments, en el que se han reflejado los aspectos basicos de la Voyage™200 y los
usos principales que se le van a dar durante las sesiones de clase (realizacion de
operaciones, representacion grafica, teclas especificas,...). En el manual se incluye una
seccion dedicada exclusivamente a la resolucion de ecuaciones diferenciales con el
objetivo de que los alumnos puedan acceder con facilidad a la informacion que
necesiten durante el desarrollo de las actividades. Durante esta sesion el profesor
explicd el uso de la calculadora a los estudiantes mientras ellos iban realizando las
actividades que se indicaban en el manual. Todas las acciones que el profesor realizd
con la Voyage 200 se proyectaron a través del adaptador de video TI-Presenter™
(Imagen 3.3.4), lo que permitié que los estudiantes vieran lo que el profesor estaba
haciendo en la calculadora en cada momento.
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Imagen 3.3.4: Voyage 200 y TI-Presenter

Segunda sesidn: Cuestionario de la derivada

En la segunda sesion se pidié a los estudiantes que respondieran a un cuestionario
centrado en el concepto de derivada (anexo A.2.D), en el que se incluian preguntas
relacionadas con distintos significados asociados a dicho concepto (Thurston, 1994).
Los alumnos debian contestar al cuestionario de forma individual y usando Unicamente
lapiz y papel. El objetivo era establecer parte de la red de significados que los
estudiantes asociaban al concepto de derivada, considerando éste como punto de partida
para la construccién del concepto de EDO (Camacho-Machin et al., 2010) y analizar
cémo lo utilizaban en la resolucion de problemas.

El cuestionario de la derivada consta de once preguntas, que incluyen problemas cuyo
enunciado se presenta en un contexto puramente matematico (preguntas 1, 4, 5,6y 9) 6
relacionado con otras disciplinas cientificas (preguntas 7, 8, 10 y 11), lo que permite
analizar si los estudiantes extrapolan sus conocimientos matematicos a otras ciencias.
Las preguntas 2 y 3 son generales y abiertas y permitiran observar la coherencia entre
los significados que los estudiantes asocian al concepto de derivada y la definicion y
aplicaciones que dan de dicho concepto.

En el disefio del cuestionario se tomaron en cuenta diferentes usos del concepto de
derivada, ademas del contexto en que se enunciaban las preguntas. El estudio de la
primera fase de investigacion reveld que una de las dificultades que tenian los
estudiantes a la hora de resolver actividades relacionadas con las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias era la consideracion simultanea de diferentes usos de la
derivada (como regla algebraica, como pendiente de la recta tangente a la funcion en un
punto, etc.®), lo que indicaba que la red de significados asociada a este concepto era
insuficiente para afrontar la creacion de un nuevo concepto matematico intimamente
relacionado con él, las EDO.

Los resultados de esa investigacion hicieron que se considerara este aspecto como
fundamental en el disefio de un Modulo de Ensefianza para la introduccion del concepto
de EDO. EI disefio de dicho modulo de aprendizaje parte de la hip6tesis de que los
estudiantes que participan en esta experiencia poseen ciertos conocimientos acerca del
concepto de derivada, fruto de la instruccion matematica que han recibido con
anterioridad a este curso, y que conformaran la base sobre la que construyan el concepto
matematico que se pretende introducir, las EDO. El objetivo del cuestionario de la

%3 En Thurston (1994) y Tall (2007) aparece un listado de diferentes usos que se pueden hacer del
concepto de derivada.
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derivada es establecer el punto de partida real de la trayectoria de aprendizaje de estos
estudiantes.

Tal y como se indic en el Marco Conceptual (seccion 2.2) Thurston (1994) hace
explicitos una serie de significados diferentes que se pueden asociar al concepto de
derivada de una funcidn. Estos significados no pretenden ser Unicos, sino que son
planteados como ejemplo de las diferentes formas en que se puede interpretar un
concepto matematico. En la configuracién del cuestionario C-D se han considerado
cuatro de esos usos, que presentamos a continuacion, junto con la definicion dada por
Thurston. Todos estos significados del concepto de derivada estan estrechamente
ligados entre si, formando parte de la red de significados asociado al concepto.

(a) Simbolico: la derivada de x" es nx"™, la derivada de sen(x) es cos(x), la
derivadade fog es flog-g', etc.

(b) Geométrico: la derivada es la pendiente de una recta tangente a la gréafica de
la funcion, si la grafica tiene una tangente.

(c) Infinitesimal: (el limite de) el cociente entre el cambio infinitesimal de los
valores de una funcion y el cambio infinitesimal en la variable independiente.

(d) Razén: la velocidad instantanea de f(t), cuando t es el tiempo.

Algunos ejemplos de las preguntas del cuestionario con el significado de la derivada
asociado a cada una de ellas son las siguientes:

P1. Deriva las siguientes funciones:
x2-3

a f(X)=(x*+3x)e 2

In(2t —5)
2t-5
Significado simbdlico

b. 9(®) =

P4. Dada la funcion f(x)=3x, ¢existe una funcion cuadratica
g(x) que sea tangente a f en el punto x=1? En caso

afirmativo, representa graficamente cual es la situacion en
dicho punto.

Significado geométrico

P9. ¢Qué relacion tiene el siguiente limite con la derivada de la

ex+h_ex

funcion exponencial en un punto? |im n
h—0

Significado infinitesimal
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P10. La funcién que representa la posicion de un vehiculo
conforme pasa el tiempo es f(t) =t?, calcula la velocidad a la
que va en el instante t = 1.5. ¢ Esa velocidad es constante?

Significado de razon

A la hora de analizar las respuestas de los estudiantes a las preguntas de este
cuestionario se observd que surgian otros significados del concepto de derivada de una
funcién diferentes a los que se habian previsto. Algunos de ellos podrian englobarse
dentro de los usos mostrados por Thurston (1994) pero la manera en que los alumnos
los consideraban hicieron que se interpretaran como significados diferentes.

De la tercera a la duodécima sesion: Médulo de Ensefianza

En las siguientes diez sesiones los estudiantes trabajaron en parejas o trios en la
resolucion de los tres problemas que conforman el Mddulo de Ensefianza para la
introduccién de las EDO. En estos problemas, los estudiantes se enfrentan a una
situacion hipotética (Barrera-Mora & Santos-Trigo, 2002) enunciada en un contexto
cercano al area de los estudios que estaban cursando, licenciatura en Quimica. Tal y
como se menciond anteriormente, la dindmica que se siguid fue la siguiente: se entrego
a cada grupo la documentacion relativa al problema que se iba a resolver (anexos A.2.U,
A.2.My A.2.P), asi como una calculadora Voyage 200, y estos comenzaban a trabajar,
interactuando entre ellos y utilizando a los profesores presentes en el aula, Unica y
exclusivamente para aclarar dudas. El profesor encargado de la materia realizd
determinadas intervenciones, dirigidas a todo el grupo, en el transcurso de estas
sesiones. Algunas de esas intervenciones tenian como objetivo la formalizacion de los
conceptos matematicos que iban surgiendo a lo largo de los problemas y otras a marcar
el tiempo de desarrollo de las actividades, con el fin de homogeneizar la situacién de los
diferentes grupos y que todos pudieran ir avanzando con un ritmo similar. En la seccion
3.3.3, dedicada a la descripcion de estos problemas, se incluye una serie de tablas en la
que figuran las intervenciones hechas por los profesores y la naturaleza de las mismas
(Tablas 3.3.6, 3.3.7y 3.3.8).

Decimotercera sesion: Problema 4, Investigaciones Policiales.

En la Gltima sesion se entregd a los estudiantes el enunciado de un cuarto problema,
“Investigaciones policiales”, que debian resolver de forma individual, utilizando lapiz y
papel y la VVoyage™200, si lo estimaban conveniente. La resolucién de este problema
por parte de los estudiantes se tomé como base para personalizar el protocolo de
entrevista de los alumnos que participaron en la misma.

El problema 4 presenta una situacion que los estudiantes deben abordar de forma
autonoma ya que, ademas de tener que resolverla individualmente, no se les
proporcionan preguntas que les guien en la resolucion, tal y como se hacia en los tres
problemas anteriores.

El objetivo con el que se plantea esta actividad es conocer como abordan la resolucion
de problemas cada uno de los estudiantes, de forma individual, ya que, durante todo el
experimento de ensefianza la informacion que se ha obtenido es de un trabajo colectivo.
Las respuestas de los estudiantes a esta actividad permitirdn disponer de informacion
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que refleje las estrategias de resolucion de problemas que utiliza cada alumno después
de haber recibido una ensefianza centrada en la resolucion de problemas, ademas de
indagar en el uso que hacen de los diferentes conceptos matematicos que se han
introducido a lo largo de la instruccion.

Investigaciones policiales
A la atencidn del Colegio Oficial de Quimicos de Canarias.

Nos han llegado referencias sobre sus trabajos relacionados con el estudio de
situaciones de variacion y nos interesaria que colaborara con nosotros en el disefio de
un modelo que nos permita esclarecer determinados hechos delictivos.

En estos momentos estamos analizando un caso que paso a relatarle. En la medianoche
del sdbado pasado se hallé a un sujeto muerto en la habitacion de un hotel. Nuestros
cientificos procedieron a tomar datos entre los que cabe destacar que la temperatura
corporal del cadaver era de 26.7°C y que la temperatura de la habitacion se mantuvo
constante en 15.5°C. Dos horas después la temperatura del sujeto era de 23.9°C.

Nos interesaria saber la hora a la que se produjo la defuncién. Ademas nos gustaria
disponer de un modelo general que nos permita conocer como evoluciona la
temperatura de un cuerpo a lo largo del tiempo, dependiendo de la temperatura del
medio que lo rodea, suponiendo que ésta pueda mantenerse constante.

Ayuda: Para resolver este problema necesitas conocer la “Ley de enfriamiento de
Newton” que afirma que: La rapidez con que cambia la temperatura de un cuerpo es
directamente proporcional a la diferencia entre la temperatura del medio que la rodea
y la temperatura del cuerpo.

Enunciado del problema 4: Investigaciones policiales

Todas las sesiones de clase y las entrevistas fueron grabadas, en video y/o audio.
También se grabaron las operaciones que los estudiantes hicieron con la Voyage "™200
a la largo de toda la experiencia y se fotocopiaron, diariamente, los documentos escritos
por cada alumno.

La siguiente tabla muestra un esquema-resumen del escenario en que se desarrollaron
las diferentes sesiones de clase y el material que se obtuvo de cada una de ellas (Tabla
3.3.5). En el anexo B.2 se adjunta una copia de la documentacién escrita por cada
estudiante o su grupo y de las trascripciones de las grabaciones de cuatro de las parejas
participantes en la investigacion, aquellas de las que se realiza un analisis detallado de
su proceso de resolucion. El material esta distribuido segun los grupos de estudiantes
formados para trabajar durante el desarrollo del Médulo de Ensefianza.
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Escenario Materiales

Individual Documentacion escrita de cada

Cuestionario de la derivada L. .
Lapiz y papel | estudiante.

Documentacion escrita por cada
Problema 1: Desintegracion del uranio En grupo grupo.

Problema 2: Contaminacién de mercurio | Lapiz y papel | Operaciones con la Voyage™?200.
Problema 3: Dindmica de poblaciones | Voyage' 200 | Grabaciones en video y/o audio
del trabajo en grupo.

Documentacion escrita por cada
estudiante en la sesion previa a la
entrevista.

Operaciones con la VVoyage ™200

Individual ., . .
Laniz v paoel en la sesién previa a la entrevista.
Problema 4: Investigaciones policiales P yﬁw P Documentacion escrita por cada
Voyage 200 . .
) estudiante durante la entrevista.
Entrevista

Operaciones con la VVoyage™200
durante la entrevista.
Grabaciones de la entrevista de
cada alumno.

Tabla 3.3.5: Esquema del escenario y los materiales recopilados en la fase 2

3.3.3 Descripcion del Médulo de Ensefanza.

En esta Gltima seccion de este capitulo describiremos en detalle los tres problemas que
conforman el Mddulo de Ensefianza: Desintegracion del uranio, Contaminacion de
mercurio y Dindmica de poblaciones.

Los resultados de la primera fase de la investigacion (capitulo 4) muestran que la
discontinuidad que se produce en el proceso de ensefianza de las matematicas, en el
caso particular del paso del concepto de derivada al de ecuacién diferencial, provoca
que algunos estudiantes consideren estos conceptos como entes independientes y tengan
dificultades a la hora de establecer relaciones entre los mismos que les permitan realizar
con éxito actividades propias de la disciplina matematica como la resolucion de
problemas (Camacho-Machin, Perdomo-Diaz & Santos-Trigo, 2010).

Con el objetivo de evitar esta discontinuidad e introducir el concepto de Ecuacion
Diferencial Ordinaria partiendo de su relacion con el concepto de derivada, los
problemas propuestos en el Modulo de Ensefianza incluyen una serie de cuestiones
relacionadas con distintos significados asociados al concepto de derivada de una
funcién. De esta forma se pretende provocar que los alumnos consideren el concepto de
EDO como un nuevo significado del concepto de derivada de una funcién, y lo incluyan
en la red de significados del mismo.

Problema 1: Desintegracion del uranio

Esta actividad se desarroll6 durante la tercera sesion de clase y en ella se presenta una
situacion basada en el fendbmeno de la descomposicion de los elementos quimicos
(anexo A.2.U). La situacion planteada varia a medida que los estudiantes van
respondiendo, con el fin de estimular que se establezcan relaciones entre distintas
situaciones reales y diferentes expresiones matematicas, relacionadas siempre con el
concepto de derivada. La actividad finaliza con una parte centrada en el contexto
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matematico, no relacionada de forma explicita con la situacion planteada inicialmente,
utilizada para introducir los conceptos de Ecuacion Diferencial Ordinaria, orden y
solucién de la misma.

Las preguntas que se plantean a lo largo de este problema se formularon en funcién de
unos objetivos que se presentan a continuacion, junto con algunas de las cuestiones que
sirven de ejemplo:

e Expresar situaciones en términos matematicos (proceso de representacion)

Supongamos, de momento, que dicho nimero de &tomos no varia. ¢ Como expresarias
esta situacion en terminos matematicos?

¢ Se te ocurre alguna otra posibilidad?

Ayuda: Puede expresarse en términos de la funcion o en términos de su derivada.

e Reflexionar sobre la situacion real particular y sus posibles expresiones
matematicas.

JPuede ser que u’(t) sea igual a t? Justifica tu respuesta.

Ayuda: Recuerda el significado de la variable t en la situacion planteada.
¢ Puede ocurrir que u’(t) sea igual a -t?

¢ Puede ocurrir que u’(t) sea igual a -t2?

Indica al menos otras dos posibilidades para la expresion de u’(1).

¢ Relacionar diferentes enunciados con distintas expresiones algebraicas (proceso
de interpretacion).

¢ Qué diferencia habria entre el enunciado del problema cuando u’(t)=-1y u’(t) =-2?
Ayuda: Piensa en cual de los casos el uranio disminuye mas rapidamente.
¢ Qué diferencia habria entre el enunciado del problema cuando u’(t)=-1y u’(t) =-1?

e Introducir los conceptos de Ecuacion Diferencial Ordinaria, orden de una EDO y
solucion de una EDO.

Completa la siguiente tabla escribiendo una funcion cuya derivada satisfaga lo
indicado en cada fila:

U’(t) u(t) u’(t) u(t)
-1 -t
-2 -?
-t
-3 ~

Este primer problema del Médulo de Ensefianza se centra, principalmente, en cuestiones
sobre como expresar matematicamente distintas situaciones que pueden darse en el
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mundo real y acerca de los significados que tendrian, en ese mundo real, diferentes
expresiones matematicas. Se contempla este proceso en ambos sentidos, lo que se ha
denominado “representacion” e “interpretacion”. Con el fin de que estas acciones
Ileguen a simultanearse, en el sentido de promover que los estudiantes no las vean como
entes disjuntos, se plantean una serie de preguntas acerca de la posibilidad de que una
misma situacion real pudiera estar representada por diferentes expresiones matematicas
(¢ Puede ocurrir que u’(t) sea igual a -t?, ;Puede ocurrir que u’(t) sea igual a -tz?).

Durante la sesion de clase que se dedicé a resolver esta actividad se considerd necesaria
la intervencion del profesor hacia todo el grupo, en un momento en que se detecté que
un gran numero de estudiantes se estaban dedicando fundamentalmente a la bisqueda
de una expresién algebraica para la funciéon que indica el nimero de atomos de uranio
que hay en un cuerpo a medida que pasa el tiempo, sabiendo Unicamente que dicha
cantidad disminuye. La intervencién del profesor se centrd en explicar a los estudiantes
que, en ese momento, no disponian de informacion suficiente para obtener dicha
expresion. Esta actuacion del profesor no estaba programada, siendo fruto de la
observacion, realizada por el profesor y las investigadoras que se encontraban en el aula,
del desarrollo de la actividad por parte de los estudiantes.

Al término de esta sesion se produjo la primera intervencion programada del profesor
hacia todo el grupo cuyo objetivo era introducir el concepto de EDO a través de la
actividad que los estudiantes acababan de realizar, tomando sus respuestas a las tablas
finales como ejemplos de soluciones de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Los alumnos trabajan en parejas.

Intervencion no programada del profesor aclarando
los objetivos de la actividad

Los alumnos trabajan en parejas.

Intervencion programada del profesor: explicacion
del concepto de EDO.

Tabla 3.3.6: Desarrollo del Problema 1, “Desintegracion del uranio”

Una sesion

El problema 1 del Mddulo de Ensefianza concluye con la introduccion, por parte del
profesor, de los conceptos Ecuacién Diferencial Ordinaria, solucién de una EDO y
orden de una EDO, formalizando asi el concepto matematico que se pretende introducir
con este Mddulo de Ensefianza. Los resultados de la dltima parte del problema 1 se
presentaron como ejemplos, estableciendo la relacion entre el concepto de EDO vy el de
derivada. En el problema 2, Contaminacion de mercurio, se presenta una situacion cuyo
tratamiento requiere del uso de estos y otros conceptos matematicos, contribuyendo asi
al establecimiento de redes de significado entre diferentes conceptos matematicos y su
uso en la resolucion de problemas.

Problema 2: Contaminacion de mercurio

Este problema (anexo A.2.M) se desarrolla durante las cinco sesiones siguientes y su
caracteristica principal es que en él se hacen explicitas determinadas etapas que
favorecen el desarrollo de procesos relacionados con la resolucion de problemas
(Barrera-Mora & Santos-Trigo, 2002):
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= Comprension de la situacion

= Analisis de la situacion

= Solucidn de casos particulares

» Planteamiento y solucion de casos generales

= Analisis retrospectivo del proceso de solucion.

El objetivo principal de esta actividad es que los estudiantes reconozcan estas etapas de
resolucion e identifiquen las caracteristicas generales de cada una de ellas, a la vez que
desarrollan su habilidad para formular, representar y resolver problemas matematicos y
su capacidad para reflexionar, explicar y abstraer, lo que Kilpatrick et al. (2009)
denominan competencia estratégica y razonamiento con capacidad de adaptacion.

La distincion entre estas etapas, haciéndolas explicitas a los estudiantes, responde a
algunas de las dificultades mostradas por los alumnos durante la resolucion del
problema 1 del Mdédulo de Ensefianza (Desintegracién del uranio). Este tipo de
acciones confieren un caracter ciclico al proceso de construccion de los materiales
utilizados en el proceso de ensefianza, puesto que continuamente se revisan los
problemas previstos, en funcién de lo que se haya observado en el aula durante el
desarrollo del problema anterior. Algo similar sucede con el “Design Research”,
metodologia de investigacion en la que el proceso de ensefianza de un determinado
concepto estd en continua revision, basandose en los resultados obtenidos en la
implementacion de un modelo concreto (Drijvers, 2003). En el caso de esta
investigacion, la revision se ha realizado durante la implementacion del modulo y no
solo al final, como ocurre en el “Design Research”.

En el aspecto conceptual, se establece la clasificacion de las EDO de primer orden, se
presenta el método algebraico de resolucion de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de
variables separadas y se definen las condiciones iniciales y el problema de Cauchy.

En este problema se propone a los estudiantes una actividad inicial que consiste en la
elaboracion de un informe en el que expliquen cual es la situaciéon a la que se estan
enfrentando, qué datos consideran relevantes y como creen que pueden resolver el
problema. Con esta actividad inicial se pretende que los estudiantes dediquen un tiempo
a reflexionar sobre la situacion que se les plantea y observar qué tipo de cosas proponen
para resolverlo, técnicas matematicas u otro tipo de estrategias relacionadas con su
formacion como quimicos. En definitiva, el objetivo de esta actividad inicial es
conseguir una primera vision de cdmo han entendido la situacion los estudiantes y como
la reflejan en el papel.

Las dos primeras etapas de la actividad tienen como finalidad que los estudiantes
comprendan la situacion y la analicen desde un punto de vista matematico. Para ello se
incluyen preguntas que obligan a los estudiantes a reflexionar sobre el enunciado
planteado (por ejemplo “¢Cuanto mercurio se ha introducido en el estanque un minuto
después?”, “¢Y dos minutos después?”, “¢Y tres minutos y medio después? ) y que les
guian hacia la escritura de la EDO que modela la situacion (por ejemplo, “Indica la
cantidad de mercurio que se introduce en el estanque por minuto”; “Indica la cantidad
de mercurio que sale del estanque, por minuto”).
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La tercera y cuarta etapas consisten en la resolucion de casos particulares y generales,
respectivamente y la quinta en la elaboracion de un nuevo informe en el que se refleje
un analisis retrospectivo del proceso de solucion desarrollado.

En la tercera etapa se incluyen cuestiones cuyo objetivo es que los estudiantes
reflexionen sobre los conceptos matematicos definidos (por ejemplo, “¢,Qué elementos
aparecen en la ecuacion que hacen afirmar que se trata de una EDO y que ese es su
orden? ) para pasar a resolver el problema particular haciendo uso de la VVoyage 200
como herramienta para analizar la situacion desde un punto de vista algebraico,
resolviendo la ecuacion, y grafico, representando la funcion solucion. Esta fase
concluye con el planteamiento de pequefias tareas con las que se persigue que los
estudiantes reflexionen acerca del proceso seguido para resolver el caso particular (por
ejemplo, “Si la concentracion maxima de mercurio que permite el Ministerio de
Sanidad y Consumo es de 0’04 gramos por litro, ¢en qué instante de tiempo se debera
cerrar la entrada y la salida de solucién al estanque? ”).

La etapa 4, planteamiento y solucion de casos generales, esta dividida en cuatro
apartados analogos, en los que se van considerando y generalizando todos los elementos
que influyen en la situacion planteada: la cantidad de mercurio que se introduce en el
estanque, la velocidad a la que entra y sale la disolucidn, el volumen del depdsito y la
cantidad inicial de mercurio que hay en el estanque. Cada uno de estos apartados
finaliza con una serie de cuestiones cuyo objetivo es el analisis del modelo parcialmente
generalizado que se acaba de obtener. Se termina esta etapa con una actividad cuyo
objetivo es establecer si los estudiantes interrelacionan los dos contextos y han
contestado a las cuestiones anteriores de forma razonada, para ello se utilizan dos
depdsitos con caracteristicas diferentes y se hacen preguntas acerca del tiempo que
tardan en alcanzar una concentracion determinada.

Supongamos que tenemos dos depositos, el primero con un volumen de 60.000 litros en
el que introduce una solucion con 0°2 gramos de mercurio por litro, y el segundo con
un volumen de 45.000 litros en el que se introduce una solucion con 0°6 gramos de
mercurio por litro.

Si en cada deposito tenemos una cantidad inicial de 250 gramos de mercurio y las
soluciones entran y salen de ambos depositos a una velocidad de 3 litros por minuto,

- ¢En cudl de los depositos se alcanza antes una concentracion de mercurio de
0’1gr/1?

- ¢En qué instante de tiempo se alcanza?

En cada uno de los cuatro apartados de la etapa 4 de esta actividad se incluye una
cuestion en la que los estudiantes deben representar graficamente distintas funciones
correspondientes a diferentes situaciones analogas a la presentada inicialmente y se
formula una serie de preguntas acerca de dichas representaciones. El objetivo de esta
parte de la actividad es introducir el sistema de representacion grafico como elemento
de resolucion de este tipo de problemas. La Gltima actividad de esta etapa nos permitira
establecer qué sistema de representacion utilizan los estudiantes al resolver actividades
analogas a las que se han resuelto empleando tanto el sistema grafico como el
algebraico.
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Utilizaremos el analisis retrospectivo de este episodio como elemento indicativo de lo
razonado de los procedimientos empleados por los estudiantes. Nos servira para
determinar si realmente han comprendido los razonamientos que se han empleado y han
conectado de forma correcta los dos contextos de trabajo: el de la situacion real
planteada y el matematico.

Esta es la primera tarea de nuestro Modulo de Ensefianza en la que los estudiantes
trabajan con la calculadora Voyage 200, que puede ser empleada para resolver
ecuaciones diferenciales, representar funciones graficamente, calcular limites, etc.

El profesor introduce conceptos matematicos.
S
D . .
ko Los alumnos trabajan en parejas
—
Los alumnos trabajan en parejas
El profesor presenta la EDO que modela la situacion,
estableciendo asi el final de la Etapa 2, y establece la
S clasificacion de las EDO de primer orden.
a§ Los alumnos trabajan en parejas
& El profesor clasifica la EDO que modela la situacion y
explica el método algebraico de resolucion de ecuaciones de
variables separadas, asi como el uso de la VVoyage 200 para
resolver ecuaciones diferenciales.
Puesta en comun de las respuestas a las dos primeras etapas
de la actividad™.
El profesor clasifica y resuelve la EDO que modela la
S situacion (con el método algebraico y con la VVoyage 200)
3 Los alumnos trabajan en parejas
& El profesor explica los conceptos “solucion general”y
“condiciones iniciales”.
Los alumnos trabajan en parejas
Los alumnos trabajan en parejas
S Intervencion del profesor para aclarar la relacion existente
3 entre la concentracion de mercurio y la cantidad de dicha
= sustancia en el depdsito.
Los alumnos trabajan en parejas
Intervencion del profesor: puesta en comun de las respuestas
S a la etapa 3 e introduccion a la etapa 4.
3 Los alumnos trabajan en parejas.
g Intervencion del profesor: puesta en comun de las respuestas
a la primera tabla de la etapa 4.

Tabla 3.3.7: Desarrollo del Problema 2, “Contaminacion de mercurio”

Durante las cinco sesiones en las que los estudiantes trabajan en este problema se
producen varias intervenciones del profesor hacia todo el grupo, algunas para explicar
conceptos matematicos y otras relacionadas con aspectos concretos del problema con el

% Esta intervencion se produce al detectar que muchos estudiantes no habfan seguido el ritmo de
resolucidn esperado y, como consecuencia, no habian comprendido algunos de los resultados presentados
por el profesor ante todo el grupo.
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objetivo principal de marcar el ritmo de resolucion del mismo por parte de los
estudiantes. Estas ultimas intervenciones coinciden con el inicio de alguna sesion, el fin
de alguna etapa o alguna pregunta que el equipo de investigacion haya detectado que
supone cierta dificultad para muchas de las parejas de estudiantes. No estaban
establecidas a priori, venian marcadas por la actuacion de los alumnos en la resolucién
de la actividad. En la tabla anterior (tabla 3.3.7) reflejamos los momentos en los que se
produjeron dichas intervenciones.

Problema 3: Dindmica de poblaciones

En lineas generales, este problema tiene la misma estructura que el anterior, partiendo
de un enunciado formulado en un contexto hipotético relacionado con la formacion de
los estudiantes con los que estamos trabajando y estableciendo cinco etapas de
resolucion. Las diferencias entre los problemas 2 y 3 son, sobre todo, de tipo cognitivo,
aungue también se ha optado por simplificar las preguntas que se presentan en cada una
de las etapas de resolucién con el fin de observar si los estudiantes formulan preguntas
adicionales por su cuenta.

El problema “Dindmica de poblaciones” tiene dos caracteristicas principales, por un
lado la importancia que se da al sistema de representacion grafico y por otro, la
interpretacion del concepto de Ecuacion Diferencial Ordinaria que se utiliza. Mientras
que en el problema anterior se resolvia la EDO y se analizaba la solucién particular de
la misma que modelaba la situacion, el problema 3 se centra en el estudio de una
ecuacion que depende de un pardmetro y, ademas, en un principio, no se dispone de
condiciones iniciales que permitan obtener una solucion particular. Esto hace que el
estudio de las soluciones de la EDO sea mas complicado, incluso desde el punto de
vista grafico puesto que las soluciones dependerdn del valor de dos constantes con lo
que no se pueden representar graficamente empleando la calculadora Voyage 200. La
opciodn que gqueda es, por tanto, utilizar la ecuacién diferencial para obtener informacién
acerca de la monotonia de la funcidon que nos interesa, surgiendo asi una nueva
interpretacion del concepto, relacionada directamente con el significado geométrico de
la derivada. De esta manera estamos considerando uno de los factores que Rasmussen &
Ruan (2008) consideran que contribuye al progreso de los razonamientos de los
estudiantes, los cambios en la interpretacion de los conceptos matematicos.

Otra diferencia entre este problema del Mddulo de Ensefianza y el anterior es que no se
plantea, explicitamente, una actividad inicial en la que los estudiantes deban realizar un
informe sobre cudl es la situacion planteada, qué datos tienes y cdmo creen que pueden
resolverla. Se ha optado por no incluirla con el objetivo de observar si los estudiantes
realizan esta actividad aunque no esté contemplada de forma explicita.

El control y la verificacion de las respuestas y de los procesos seguidos son aspectos
fundamentales de la resolucion de problemas (Schoenfeld, 1992) que los estudiantes
generalmente no muestran de forma autonoma, como pudo observarse en el analisis del
desarrollo por parte de los estudiantes del problema 2 del moédulo. Por esta razén se
incluyen en el problema 3, Dindmica de poblaciones, algunas cuestiones especificas
acerca de este proceso fundamental para la resolucion de problemas y, por tanto, para el
desarrollo del aprendizaje de las matematicas.
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A raiz de que las preguntas de la etapa 1, comprension de la situacion, del problema
anterior no parecian cumplir con su objetivo, se formularon las preguntas de este
problema en términos del significado de determinados conceptos involucrados en la
situacion planteada, como la tasa de natalidad y mortalidad. Una de las dificultades que
se encontraron los estudiantes al realizar la etapa 2 del problema “Contaminacion de
mercurio” fue que no reflexionaron lo suficiente acerca del significado de “proporcion”
de un elemento en una disolucién y la relacion entre esta y la cantidad de dicho
elemento. Por esta razon se consider6 fundamental hacer explicitas determinadas
preguntas acerca del significado de los conceptos involucrados en la situacién planteada
(por ejemplo, “;Qué significa que la tasa de nacimiento es de 410 peces por cada mil?”,
“;Qué significa que la tasa de mortalidad es de 220 peces por cada mil?”).

La resolucién de la etapa 3 de este episodio concluye con una serie de actividades cuyo
objetivo es que los estudiantes formulen conjeturas y las comprueben.

- Analiza para qué valores de P la poblacion
(a) Aumenta
(b) Disminuye

(c) Se mantiene constante

- ¢Qué sucede con la poblacion a lo largo del tiempo?

Consideremos el caso particular b=0"001.

19
Pt)=—-—
- Representa graficamente la funcion 100b con los siguientes parametros de la
aplicacion “Window ™.
vlp Zrozovm ]
S
wscl=1.
umin=-10

Jmax=300.
cl=.5

FAIN FAD EXACT FINC

- Representa graficamente la funcion que indica el nimero de doradas que hay en el
recinto en cualquier instante de tiempo, si en dicho recinto, al inicio, habia 100 peces.

- Representa graficamente la funcién que indica el nimero de doradas que hay en el
recinto en cualquier instante de tiempo, si en dicho recinto, al inicio, habia 280 peces.

Con la imagen que has obtenido, comprueba si se cumplen las respuestas que has dado en las
dos cuestiones anteriores.

Estos dos procesos matematicos, de formulacién y comprobacion de conjeturas, son
también los componentes principales de la etapa de planteamiento y resolucién del caso
general, en este problema (etapa 4). En esta etapa los estudiantes formulan conjeturas
acerca del comportamiento de la poblacion de peces, dependiendo del signo de la tasa
de crecimiento, que pueden comprobar mediante la representacion grafica de algunos
ejemplos proporcionados en el enunciado del problema.
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- Supongamos que & es un valor negativo. Calcula el valor al que se aproxima
la cantidad de peces a medida que pasa el tiempo.
Representemos grdficamente un ejemplo de esta situacion.
- Representa graficamente la funcién que indica el nimero de peces que hay en
un recinto en cualquier instante de tiempo, si en dicho recinto, al inicio, habia
280 peces, la tasa de crecimiento de dicha especie es -0°19 y el término de
competencia es (0°001.

Al igual que en el problema anterior, se plantea una etapa de analisis retrospectivo del
proceso de solucidn cuya redaccion, por parte de los estudiantes, permitira observar qué
procesos Y resultados han considerado mas relevantes en el desarrollo del problema.

Las intervenciones del profesor hacia todo el grupo, durante las sesiones dedicadas al
desarrollo del problema 3, estan relacionadas unicamente con el propio problema. No se
introduce ningln concepto matematico nuevo, aunque surge la necesidad de aclarar a
los estudiantes como utilizar una Ecuacion Diferencial Ordinaria para analizar la
monotonia de una funcién. En la siguiente tabla se muestra un esquema del desarrollo
de las cuatro sesiones dedicadas a la resolucién, por parte de los estudiantes, de este
problema.

Los alumnos trabajan en parejas
S El profesor resuelve la EDO para el caso
3 en que el término de competicion, b, es
il cero, con el método algebraico.
Los alumnos trabajan en parejas
Los alumnos trabajan en parejas
S El profesor resuelve la EDO para el caso
'z en que el término de competicion, b, es
oz distinto cero, con el método algebraico y
N con la calculadora VVoyage 200.
Los alumnos trabajan en parejas
Intervencion del profesor para situar a los
alumnos en el mismo punto. Se resumen
= los resultados de la etapa 3 hasta las
‘D representaciones graficas para el caso
[<B] -7
e b=0.001 y la comprobacion de las
© conjeturas previas.
Los alumnos trabajan en parejas
S Los alumnos trabajan en parejas
@ El profesor explica la “ecuacion logistica”
g y “funcidn logistica”. Comprobacion de
que una funcion es solucién de una EDO.

Tabla 3.3.8: Problema 3, Dindmica de poblaciones.
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3.3.4 Proceso de analisis de los datos
En la segunda fase de la investigacion el objetivo es responder a tres preguntas (72, P 3

y P4; seccion 1.3), la primera de las cuales ya ha sido parcialmente contestada al

comienzo de esta seccion, al indicar bajo qué condiciones se disefid el Mdodulo de
Ensefianza para la introduccion del concepto de EDO en el primer curso de la
Licenciatura en Quimica.

Este apartado comienza concretando qué aspectos del aprendizaje se analizaron para
responder a estas preguntas de investigacion, lo que se corresponde con la fase de
seleccion y reduccién de la informacion presente en las investigaciones de tipo
cualitativo, pasando después a explicarse el proceso seguido para realizar el analisis de
la gran cantidad de informacion recabada y establecer la conclusiones.

Atendiendo a las preguntas y al marco de investigacion descritos en el primer y segundo
capitulo de esta memoria, respectivamente, en el andlisis de los datos se consideraron
aspectos cognitivos, que engloban los conocimientos matematicos que los estudiantes
muestran y aquellos a los que acceden por la interaccion con su compafiero o con los
profesores, asi como las estrategias tanto heuristicas como metacognitivas que utilizan,
ya sea por propia iniciativa o inducidos por otros elementos. De esta forma se esta
considerando el conjunto de conocimientos, habilidades y competencias que el
Kilpatrick et al. (2009) presenta como fundamentales para el desarrollo del aprendizaje
de las matematicas, relacionados a su vez con la idea de Schoenfeld (1985; 1992) de que
en el aprendizaje toman parte los recursos de los estudiantes, en lo referente a
conocimiento y heuristicas, pero también las estrategias de control del propio proceso
de resolucidén y las creencias acerca de la disciplina matematica.

Puesto que el Modulo de Ensefianza se implementd en un ambiente de interaccion entre
los estudiantes, también se observaron aquellos aspectos de tipo social que influyeron
en su desarrollo. Los aspectos de tipo social hacen referencia a las interacciones que se
producen en el aula (Rasmussen & Ruan, 2008), que en este caso son entre los
estudiantes y entre cada estudiante y los profesores presentes en el aula y los materiales
utilizados en la instruccion. Rasmussen y Ruan (2008) identifican dos factores sociales
que intervienen, en particular, en el uso de los teoremas como herramientas para
resolver problemas: la negociacién de justificaciones aceptables y la familiarizacion con
la terminologia y los significados matematicos. Otros aspectos de tipo social que
influyen en la forma en que se desarrolla el aprendizaje es el rol que cada estudiante
juegue en su propio proceso de aprendizaje, es decir, la conducta y actitud que tenga
hacia su compariero, los profesores y la materia.

Por Gltimo se considerd el uso que hacen los estudiantes de la calculadora VVoyage 200 y
de las respuestas que esta les proporciona. Se observé de qué forma la Voyage 200
contribuye a que los estudiantes utilicen distintos recursos y estrategias para explorar
sus ideas, probar sus conjeturas y verificar los resultados obtenidos (Santos, 2007).

Una vez identificados los elementos que se observaron en esta segunda fase de la
investigacion, conviene explicar el proceso seguido para realizar el andlisis de los datos.
Durante el desarrollo del Mddulo de Ensefianza, los estudiantes trabajaron en parejas o
grupos de tres, pero también hay dos sesiones de clase en las que la resolucion de las
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tareas propuestas se hizo de forma individual, al inicio y al final de las sesiones
dedicadas al estudio de las EDO. Estas tareas individuales son esenciales para la
descripcién del proceso de aprendizaje de cada estudiante ya que establecen los
conocimientos con los que el alumno parte para la construccion de los nuevos saberes,
de los que depende directamente el desarrollo del Mddulo de Ensefianza que muestre
(Schoenfeld, 1992).

En primer lugar se analizaron las respuestas de los estudiantes al cuestionario de la
derivada, con el fin de establecer el catdlogo de conocimientos y recursos para la
resolucion de problemas de que dispone cada uno de los miembros de los grupos que se
han formado para el desarrollo del Modulo de Ensefianza. Las componentes de tipo
social y tecnoldgico no aparecen en este analisis puesto que esta actividad fue
desarrollada de forma individual y en un ambiente de uso exclusivo de l&piz y papel. Se
consideraron, por tanto, los aspectos de tipo cognitivo, los conceptos matematicos que
emergen, centrdndose en los diferentes usos del concepto de derivada que emplean los
estudiantes para responder al cuestionario y el tipo de relaciones, si las hubiera, que
establecen entre distintos significados de un mismo concepto matematico.

Seguidamente se analizan los aspectos cognitivos observados durante el desarrollo del
Modulo de Ensefianza (comprension conceptual, fluidez en el uso de procedimientos
matematicos y heuristicas empleadas). En esta etapa, la unidad de andlisis son los siete
grupos de estudiantes que se formaron para trabajar en los problemas del Modulo de
Ensefianza (las seis parejas y el trio). A esta parte del analisis se le ha denominado
“analisis global” puesto que considera los aspectos mostrados por los estudiantes de una
manera generalizada, sin mostrar detalles, de cada uno de los tres problemas del Modulo
(Desintegracion del uranio, Contaminacion de mercurio, Dindmica de poblaciones).

Ante la necesidad de detallar el anlisis global con el objetivo de poder dar respuestas lo
mas precisas posible a las preguntas de investigacion, se realizd un anélisis de los
aspectos cognitivos, sociales y tecnologicos que surgieron durante las diez sesiones de
clase en las que los estudiantes trabajaron en los problemas del Médulo de Ensefianza.
De forma esquematizada, el proceso de analisis puede ser representado de la siguiente
forma:

/ o \ / Méddulo de ensefianza: analisis global \
Cuestionario de la
derivada Aspectos analizados:
cognitivos
Aspectos Nem— Unidad de anélisis:
analizados: cada una de las seis parejas de estudiantes y el
red de significados trio
asociados a la k /
derivada de una @
funcién ) N e
Maodulo de ensefianza: analisis local \
Unidad de Aspect lizados:
analisis: > spectos analizados:

cada uno de los 15 cognitivos, sociales y tecnoldgicos
estudiantes Unidad de anélisis:
K / cuatro parejas de estudiantes

/

Esquema 3.3.9: Esquema del proceso de analisis
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Para realizar este analisis, denominado ‘““analisis local”, se seleccionaron cuatro de las
parejas de estudiantes (Milagros y Silvia; Nicanor y Mar; Virginia y Carmen; Alexis y
Zoraida). Estas cuatro parejas se consideraron como las mas significativas puesto que el
material de que se dispone para el analisis es mas completo que en el caso de los otros
grupos (algunos de los estudiantes no asistieron con frecuencia a clase, algunas parejas
no discutian sobre el problema por lo que se dispone de poco material grabado de ellas;
todos los estudiantes entrevistados, excepto uno, forman parte de alguna de estas
parejas). Por otra parte, el andlisis global refleja que las otras dos parejas (Gabriel y
Ginés; Nieves y Naomi) y el trio (Sonia, Alberto y Juan) no muestran ninguna
caracteristica que no haya sido observada en las parejas seleccionadas, no aportando
elementos novedosos a la descripcién del proceso.

El anélisis de los datos de cada pareja se presenta por separado, distinguiendo entre los
procesos mostrados en cada uno de los cinco instrumentos de analisis (cuestionario de la
derivada, los tres problemas del Médulo de Ensefianza y el problema 4, Investigaciones
policiales, utilizado para la entrevista) y finalizando con una tabla en la que figuran los
elementos del aprendizaje de las matematicas mostrados por cada uno de los miembros
de la pareja o por los dos (Tabla 3.3.10). Esos elementos incluyen: comprension
conceptual, fluidez en el uso de procedimientos matemaéticos, heuristicas empleadas
durante la resolucién de los problemas y estrategias de control mostradas para verificar
las respuestas dadas y el proceso de resolucién empleado. Las tablas utilizadas son
como las que se muestran a continuacion, en la fila central se muestran los elementos
que los dos miembros de la pareja han mostrado.

Comprension Fluidez en los L Estrategias de
L Heuristicas
conceptual procedimientos control

Alumno A
Aspectos

comunes

Alumno B

Tabla 3.3.10: Esquema que muestra los elementos matematicos utilizados por cada

pareja

El protocolo para las entrevistas se construyo a partir de un primer analisis del material
de cada uno de los estudiantes lo que le confiere un caracter individual, si bien estan
basadas en una componente que coincide para todos los alumnos, las preguntas del
cuestionario de la derivada y la actividad “Investigaciones policiales”. Este protocolo
contempla diferentes aspectos. En una primera parte se observa el proceso de resolucién
del problema 4, en busca de evidencias del aprendizaje mostrado durante el desarrollo
de los tres problemas del Mddulo de Ensefianza. Para ello se entrega a cada alumno, al
comienzo de la entrevista, el documento escrito que ellos mismos habian elaborado
durante la ultima sesion del Mddulo de Ensefianza, asi como otro documento en el que
figuraban las acciones que habian realizado con la calculadora Voyage 200 para
resolver la actividad propuesta. Después de un tiempo para que leyeran los documentos
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entregados, se les pedia que explicaran y analizaran en voz alta lo que ellos mismos
habfan hecho™.

El resultado de todo el proceso anterior es que los estudiantes, con ayuda o no del
investigador que realizo la entrevista, detectaban los errores que habian cometido, si es
que habia alguno, e intentaban corregirlos; terminaban la actividad, si no lo habian
hecho y mostraban en voz alta sus razonamientos, lo que permite conocer el proceso
seguido por los estudiantes para resolver el problema.

Al finalizar el desarrollo de la actividad principal de esta entrevista, se formula a los
estudiantes una serie de preguntas, relacionadas con las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias. Las preguntas que se formulan a los estudiantes son del tipo: ¢cémo
explicarias a alguien lo que es una EDO y para qué sirve?, ;qué es un problema de
valores iniciales?, ¢qué problema de valores iniciales has resuelto en este problema?,
¢qué describen las soluciones general y particular de una EDO?, ;cdmo podemos
saber si una situacién puede ser modelada a través de una EDO?...

La formulacién de conclusiones se fue realizando por etapas, a partir de la informacion
resumida en las tablas anteriores, para finalizar estableciendo el progreso de cada uno de
los estudiantes a lo largo del modulo de instruccion. Estas conclusiones se fueron
verificando en el momento de escribir el informe final, regresando a los datos y
confrontando la informacion con otros miembros del equipo de investigacion.

3.3.5. Criterios de validez
Al igual que en la primera fase de la investigacién, utilizamos los criterios de fiabilidad
y validez para evaluar los procedimientos y resultados mostrados en esta segunda fase.

Se describe de forma detallada el proceso seguido en el disefio, la implementacion, la
recopilacién de datos y el analisis de los mismos y se incluyen en los anexos de esta
memoria las transcripciones tanto de las conversaciones mantenidas entre los miembros
de un grupo y con los profesores en cada una de las sesiones de clase, como de las
entrevistas (anexo B.2), lo que hace posible que se pueda someter este estudio a un
proceso que compruebe la fiabilidad externa del mismo.

Para finalizar este capitulo y tratar de esquematizar la informacién recogida en el mismo
se presentan los esquemas 3.3.11 y 3.3.12 que incluyen los objetivos, participantes,
instrumentos y escenarios en que se han utilizado dichos instrumentos correspondientes
a cada una de las dos fases de esta investigacion.

% En algunos casos no se les entregé documentacion sino que se les pidié directamente que resolvieran la
actividad en voz alta. Esto se hizo con los estudiantes que, en el documento escrito, no habian presentado
casi nada.
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Primera fase de la investigacion

Objetivo

Analizar y documentar los conocimientos que emplea un grupo de
estudiantes cuando resuelven actividades relacionadas con las EDO,
después de haber recibido una formacion basada en el uso de métodos
algebraicos, y detectar los elementos que influyen en la aparicion de
dificultades en su resolucion.

Participantes

21 estudiantes de las licenciaturas en Fisica y Matematicas.

Caracteristicas: habian recibido formacién relativa a la clasificacion y
posterior resolucién (empleando métodos algebraicos) de EDO de primer y
segundo orden.

Instrumento Cuestionario con 11 preguntas
Escenario Los estudiantes rgsponden al c_ues_tipnario en una sesion de clase en la que
los alumnos trabajan de forma individual, con lapiz y papel.
Instrumento Entre_vista a 3 de los estudiantes. Se utilizan seis preguntas del cuestionario
anterior y se incluyen otras cuatro.
. Las entrevistas se realizan de forma individual a cada uno de los tres
Escenario

estudiantes entrevistados.

Esquema 3.3.11: Elementos de la primera fase de investigacion

Segunda fase de la investigacion

Objetivo

Disefio e implementacién de un Mddulo de Ensefianza para introducir el
concepto de EDO en un ambiente de Resolucion de Problemas y analizar
los aspectos del pensamiento matematico y los procesos relacionados con la
disciplina que los estudiantes muestran durante el desarrollo del Médulo de
Ensefianza.

Participantes

15 estudiantes (seis parejas y un trio).

Caracteristicas: habian cursado la asighatura correspondiente al céalculo
diferencial e integral de las funciones de una variable y la parte de la
materia correspondiente a las funciones de varias variables, diferenciacién
parcial y extremos de funciones de dos y tres variables.

Instrumento Cuestionario de la derivada
Escenario Los estudiantes rgsponden al c_ues:ti_onario en una sesion de clase en la que
los alumnos trabajan de forma individual, con lapiz y papel.
Maédulo de ensefianza formado por tres problemas: Desintegracion del
uranio, Contaminacion de mercurio y Dindmica de poblaciones.
Instrumento . _ . MR v o
Se dispone de: material escrito, imagenes de la Voyage 200 y trascripcion
de las grabaciones de cada sesion.
Se entregd a cada grupo la documentacidn relativa al problema que se iba a
Escenario resol\_/er,_asi como una calculadora \_/_oyage 200, y estos comenzaban a
trabajar, interactuando entre ellos y utilizando a los profesores presentes en
el aula, Unica y exclusivamente para aclarar dudas.
Instrumento Problema 4: Investigaciones policiales - Trascripciones
En primer lugar los estudiantes tratan de resolver este problema de forma
Escenario individual, utilizando lapiz y papel y la calculadora Voyage ™200. Sus

respuestas son utilizadas para disefiar y realizar la entrevista posterior a seis
de los quince alumnos.

Esquema 3.3.12: Elementos de la segunda fase de investigacion
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4. Analisis e interpretacion de datos:
Primera fase de la investigacion.

En el capitulo anterior se expuso la Metodologia y se presentaron los instrumentos y el
procedimiento seguido para analizar los datos de cada una de las dos fases en que se
divide esta investigacion. En este capitulo se describen en detalle los instrumentos
utilizados en la primera fase de la investigacion y se analizan los datos recopilados en
la misma.

El objetivo de la primera fase de la investigacion, tal y como se sefiala en el capitulo 1,
consistia en analizar los conocimientos que emplea un grupo de estudiantes cuando
resuelven actividades relacionadas con las EDO, después de haber recibido una
ensefianza basada en el uso de métodos algebraicos, y detectar los elementos que
influyen en la aparicion de dificultades en su resolucion. Se trataba, en definitiva de
detectar los elementos que influyen en la aparicion de dificultades durante la resolucion
de dichas actividades y observar si los sistemas de representacion que utilizan y el
contexto en que se presentan influye en la manera de utilizar el concepto de EDO.

En un modelo de ensefianza en el que las EDO se introducen a través de su definicion
formal y de los métodos de clasificacion y posterior resolucion analitica, la pregunta de
investigacién que nos habiamos planteado se enunciaba en los siguientes términos:
¢Como utilizan los estudiantes los conceptos matematicos que han estudiado para
resolver problemas en los que intervienen conceptos y significados relacionados con las
EDO?

Los datos que se analizan para contestar a esta primera pregunta de investigacion
provienen de dos instrumentos diferentes: el cuestionario C-ED y la entrevista semi-
estructurada (anexo A.1).

Los estudiantes entrevistados (Jordan, Stella y Wanda) fueron seleccionados atendiendo
a varios aspectos: el uso que hacian del concepto de derivada y sus diferentes
significados, su fluidez en el uso de los métodos algebraicos especificos de resolucién
de EDO vy, finalmente, la clase de respuestas relacionada con el campo de direcciones
asociado a una ecuacion diferencial.

La presentacion de los resultados de esta primera fase de la investigacion se hace
distinguiendo tres aspectos: la forma en que los estudiantes utilizan sus conocimientos
previos para abordar las diferentes preguntas; el tipo de representacion que utilizan y las
particularidades en el modo en que los alumnos resuelven aquellos problemas cuyo
enunciado presenta una situacion hipotética, basada en un contexto real (Barrera-Mora
& Santos-Trigo, 2002).

Kilpatrick et al. (2009) destacaron que el aprendizaje de conceptos matematicos
requiere que los estudiantes desarrollen estrategias y habilidades para resolver
problemas en distintos contextos, reflexionando, seleccionando y discriminando, de su
catdlogo de recursos, las herramientas necesarias en cada momento y, dado que el

Analisis e interpretacion de datos: Primera fase de la investigacion. 105



objetivo de esta primera fase se plantea en torno al andlisis del uso que hacen los
estudiantes de Matematicas y Fisica de los conceptos matematicos que han estudiado y
los sistemas de representacion algebraico y grafico para responder a varias cuestiones
que involucren conceptos y significados relacionados con las EDO, describiremos aqui
la red de representaciones y significados asociados con el concepto de EDO vy se tratara
de establecer las relaciones entre ellos (Hiebert & Carpenter, 1992).

La seleccion de los estudiantes

El analisis de las respuestas de todos los estudiantes al cuestionario C-ED permitid
observar ciertos patrones de comportamiento que condujeron a la organizacion de sus
respuestas, atendiendo a varios aspectos: los procedimientos empleados por los
estudiantes para comprobar si una funcion es solucién de una EDO y para obtener la
expresion de la solucién general, las heuristicas que utilizaron para resolver
determinadas actividades, los procesos matematicos mostrados en las actividades
relacionadas con el campo de direcciones asociado a una EDO y con enunciados
basados en un contexto real (anexo B.1.22).

Como resultado de este primer andlisis de la informacién se seleccionaron los tres
estudiantes que participaron en las entrevistas. Un elemento clave para su seleccion
resulté ser el uso que hacian del concepto de EDO y de campo de direcciones asociado
al mismo y su conocimiento de los métodos algebraicos de resolucion de ecuaciones
diferenciales. A continuacion se muestran algunas de sus respuestas que permiten
observar las diferencias entre sus conocimientos y dificultades a la hora de responder a
diferentes preguntas del cuestionario.

= Stella, en el momento que realiza el cuestionario, no conoce ningin método especifico
de resolucion de EDO vy utiliza los significados algebraico y geométrico de la derivada
para resolver algunas actividades, asi como el significado de la integracion como
operacion inversa de la derivacion. En cuanto al campo de direcciones, Stella lo
interpreta pero no lo representa (Imagen 4.1).

Imagen 4.1: Resolucion de Stella a P6 y P8, en el cuestionario.

= Jordan utiliza el método de separacion de variables para resolver todas las ecuaciones
del cuestionario, aunque presenta dificultades con la integracion de funciones
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elementales que le hacen resolver de forma incorrecta muchas de las actividades
(Imagen 4.2). No muestra ningun indicio de relacionar las ecuaciones diferenciales con
el concepto de derivada. En cuanto al campo de direcciones, ni lo representa ni lo
interpreta, no realiza ninguna de las actividades relacionadas con el campo de
direcciones.

£y

¥

Imagen 4.2: Respuestas de Jordan a Play P2b, en el cuestionario

= Wanda conoce varios algoritmos de resolucion para las EDO de primer orden y utiliza
diferentes significados del concepto de derivada para resolver algunas ecuaciones
diferenciales del cuestionario. Ademas representa e interpreta correctamente el campo
de direcciones asociado a una EDO. Sin embargo ha mostrado algunas dificultades
durante sus respuestas al cuestionario como, por ejemplo, al interpretar una funcion
implicita como posible solucidn de una ecuacion diferencial (Imagen 4.3).

Imagen 4.3: Parte de la respuesta de Wanda a P3b, en el cuestionario

A continuacion se describe el analisis de la primera fase en los términos indicados. A lo
largo del analisis se hara referencia a la clasificacion de las preguntas del cuestionario
presentada en la seccion 3.2.3 (Tipos 1, 2, 3y 4) y se utilizaran las entrevistas para
profundizar sobre algunos de los aspectos analizados.

4.1 El uso de conocimientos matematicos previos

La estrecha relacion que existe entre el concepto de derivada de una funcion y el de
Ecuacion Diferencial Ordinaria hace que se preste atencion a las diferentes
interpretaciones del concepto de derivada que los estudiantes muestran y utilizan para
responder a diferentes cuestiones relacionadas con las EDO. Por otra parte, comprender
el concepto de solucion de una EDO demanda establecer una red de significados y
procesos asociados al concepto, algunos de estos ultimos relacionados con el concepto
de solucién de una EDO que ya se han expuesto en el esquema 2.2.2 y en el que se
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explicitan también dos procesos relacionados con el campo de direcciones: su
representacion y su interpretacion.

Uno de los elementos que configuran el Marco Conceptual es lo que se interpreta como
aprendizaje de los conceptos matematicos, y que ha sido estructurado en cinco
componentes. Para observar las componentes relacionadas con la fluidez en el uso de
procedimientos matematicos y la comprension de los conceptos de derivada y de EDO,
asi como las relaciones que se establecen entre dichos significados, se analizan las
respuestas de los estudiantes a las preguntas de Tipo 2 (preguntas P1, P2 y P12), dado
que ofrecen informacién sobre la interpretacién que hacen del concepto de Ecuacién
Diferencial Ordinaria y si relacionan este concepto con alguno de los significados
asociados a la derivada de una funcion (Thurston, 1994). Estas cuestiones permiten
observar si los estudiantes usan los conocimientos matematicos adquiridos con
anterioridad al estudio de las EDO para resolver Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
simples y también analizar los métodos que emplean cuando resuelven casos mas
complicados. Todas las ecuaciones que se presentan en estas actividades son de
variables separables, con ellas se analiza si los estudiantes emplean el algoritmo
estandar de resolucion de este tipo de EDO para obtener la solucion y si lo hacen
correctamente.

Las respuestas de los estudiantes a las cuestiones clasificadas dentro del Tipo 1
(preguntas P3, P4, P5, P11) giran en torno al concepto de solucién de una EDO, desde
el significado del propio concepto, hasta las diferentes formas en que se puede
comprobar que una expresion algebraica es solucién de una EDO, pasando por la
identificacion de determinadas propiedades de las mismas. Los conceptos matematicos
involucrados en estas actividades son funcion explicita e implicita, derivada, ecuacién
diferencial y solucion de la misma.

El concepto de solucion de una EDO es sefialado por algunos autores como fuente de
dificultades durante el proceso de ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales (por ejemplo Hernandez, 1995; Rasmussen, 2001; Raychaudhuri 2008;
Zandieh & McDonald, 1999). El esquema mental de los estudiantes acerca del concepto
de solucién de una ecuacién se ve modificado, desterrandose la idea de que este espacio
estd formado Unicamente por valores numericos, para incluir en el mismo el conjunto de
las funciones derivables. A esto hay que afadir que, el hecho de que las soluciones de
una EDO sean funciones hace que los obstaculos que se producen en el aprendizaje de
este concepto se transfieran al &mbito de las soluciones de una EDO (Rasmussen, 2001,
Zandieh & McDonald, 1999). Raychadhuri (2008) considera que la dificultad con el
concepto de solucién de una EDO no se restringe al hecho de que éstas sean funciones y
no valores numéricos. Este autor sefiala que los estudiantes pueden construir el “objeto”
solucion de una EDO empleando dos procesos que denomina “de definiciéon” y “de
generacion”. El proceso de definicion consiste en comprobar que una funcion es
solucion de una EDO realizando las sustituciones necesarias en la ecuacion y
verificando que se cumple la igualdad. El proceso de generacién seria comprobar que
una funcioén es solucion de una EDO resolviendo la ecuacion y verificando que la
expresion obtenida coincide con la funcién candidata a solucién. Raychadhuri (2008)
sostiene que, algunas de las dificultades que los estudiantes tienen con el concepto de
solucion de una ecuacién diferencial son fruto de las dificultades que tienen para llevar
a cabo uno de los dos, o ambos, procesos que conducen a la construccion del “objeto”
solucion.
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Atendiendo a las respuestas mostradas en las actividades P1 y P2 (de tipo 2), los
alumnos pueden ser clasificados en dos grandes grupos. Por un lado se encuentran
aquellos que emplean conocimientos anteriores al estudio de las ecuaciones
diferenciales para resolver alguna de las actividades y por otro lado estan los que
resuelven todas las ecuaciones con algin método especifico empleado en la resolucion
de EDO (Tabla 4.1.1).

Actividades de Tipo 2 Estudiantes
Stella, Betty,

7 alumnos no utilizan algoritmos de | Laure, Helen,

resolucion de EDO. Jason, Eddy,
14 estudiantes emplean sus Franklin
conocimientos acerca de la 2 alumnos conocen métodos de Rosy, Gaby
derivada de una funcion para resolucion de EDO, pero no saben
resolver casos sencillos. cuando usarlos.

Wanda, Carena,
Melvin, Jeremy,
Berenice

2 estudiantes no seleccionan Mary, Sam
correctamente el método a utilizar.

5 estudiantes utilizan los algoritmos
de resolucion de forma apropiada.

7 alumnos resuelven todas las
EDO empleando algoritmos. 5 alumnos distinguen entre los
métodos Utiles en cada situacion.

Jordan, Roger,
Angie, Edna,
Silvana

Tabla 4.1.1: Estrategias de resolucion de los estudiantes en las actividades de Tipo 2

El primer grupo de estudiantes (14 alumnos) parece interpretar el concepto de Ecuacion
Diferencial Ordinaria como una ampliacién del concepto de derivada de una funcion, es
decir, utilizan su interpretacion de los conceptos de derivada de una funcion y ecuacién
para establecer el conjunto de las soluciones de una EDO, mientras que el segundo
grupo de estudiantes (7 alumnos) podria estar concibiendo el concepto de EDO como un
ente matematico independiente, con sus propias reglas de tratamiento y resolucion.

Stella, que pertenece al primer grupo, utiliza las reglas algebraicas de la derivada para
resolver las actividades P1 y P2, hecho confirmado en la entrevista, dado que en el
cuestionario no utiliza ningin método especifico para resolver las EDO vy sélo indica
una solucion particular para cada ecuacion, excepto para y'(t) = y. En la entrevista se
pudo comprobar que tiene dificultades para darse cuenta de que existen infinitas
funciones cuya derivada coincide; manifiesta que no sabe representar mas que una
solucion de la ecuacion %:O y sOlo por la insistencia del investigador consigue

expresar la solucién general de la ecuacion y'(t) =k .

Stella (S): Pues entonces, si la derivada vale una constante cualquiera, puedo suponer
que la funcion es ... de grado uno, por ejemplo. [Escribe y(t) = kt]

[.-]

Investigador: ¢Sabrias dibujar alguna solucién méas?

S: ¢Con lo que me costé esta? ¢Otra? Uhm, que la derivada sea una constante...
También seria y(t) =kt+ p [...] Esto también es constante [sefiala la p], pues la

derivada seria esa [sefiala la ecuacion diferencial].
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Wanda muestra evidencias de conocer algunos algoritmos de resolucién de EDO y
utiliza diferentes interpretaciones del concepto de derivada para resolver algunas
ecuaciones diferenciales en el cuestionario. Esta alumna utiliza la relacion entre el
significado geométrico de la derivada y las ecuaciones diferenciales planteadas en estas
actividades durante la entrevista. Su primera accion es resolver Pla empleando las
reglas de derivacion (uso simbdlico de la derivada, segun Thurston, 1994) y P12
separando las variables. Al pedirle que compare las tres ecuaciones presentes en Play
P12 es cuando exterioriza su vision de la derivada de una funcion como pendiente de la
recta tangente a la funcion en un punto.

Wanda: [...] aqui lo que te estan pidiendo [P1a] es una funcién y(X) de manera

que su pendiente fuera constante durante todo el intervalo, fuera siempre 0. En
estas [P12] lo que te estan pidiendo es una... jaqui tengo un fallo [P12a],
porque depende de la k! Realmente lo que me sale son curvas de manera que
su pendiente, es decir, la recta tangente a la curva en cada punto, pues sea k.
Si la k fuera positiva me saldria las rectas hacia arriba, ahora, si la k fuera
negativa seria unas rectas hacia abajo, igual que me salieron aqui [P12b] [...]
Y, en el caso de que la k fuera 0, me daria lo mismo que aqui [P1a].

Se observa ademés, cdmo una vision mas completa del concepto de derivada ha
contribuido a enriquecer la solucién a la ecuacién y'(t) =k que Wanda present6 en un

primer momento, donde sélo consideraba los valores positivos de la constante K .

Jordan, que pertenece al segundo grupo de alumnos, utiliza el método de separacién de
variables para resolver todas las ecuaciones del cuestionario pero tiene dificultades con
la integracion de funciones elementales, lo que le hacer resolver muchas actividades de
forma incorrecta (Imagen 4.2). Este alumno no muestra evidencias de relacionar el
concepto de Ecuacion Diferencial Ordinaria con el de derivada.

De los procedimientos mostrados por los estudiantes para resolver las actividades P3 'y
P4 (de tipo 1) se puede inferir que hay alumnos para los que el significado de solucion
de una EDO se ve restringido al resultado del proceso de resolucion de la misma
(empleando lo que Raychadhuri, 2008, denomina “proceso de generacion” del objeto
solucion). Este es el caso de nueve alumnos que optaron por resolver la ecuacion para
comprobar si una funcion era solucion de la misma (Anexo B.1.22, Tabla 2). Otros
estudiantes conciben el concepto de solucion de una ecuacion diferencial como el
conjunto de funciones que sustituidas en la ecuacion, junto con sus derivadas, la
convierten en una identidad (construccion del objeto solucion empleando el “proceso de
definicion”, segin Raychadhuri, 2008). Entre estos alumnos se encuentra Jordan, que
opta por la derivacion para comprobar que una funcion es solucion en P3a, sin embargo
no contesta al apartado b.

En la entrevista se puede comprobar que la dificultad con que se encuentra para realizar
estas actividades estd relacionada con el proceso de derivacion. Jordan reconoce la
expresion implicita de la funcion dada en P3b, pero no deriva correctamente en ninguno
de los dos apartados de esta actividad. En el primer apartado reconoce que no sabe
como derivar la funcién y muestra dudas en la aplicacion de la regla de la cadena para
derivar la funcion implicita, derivacion que también hace de forma incorrecta.
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Investigador (1): ¢Qué problema encuentras?

Jordan (J): La derivacion de la funcion.

I ¢No se te ocurre como hacerla?

J: Yo creo que es por esto de los logaritmos, pero...

[..]
Jordan (J): [...] Bueno, si derivamos aqui [la expresion implicita] respecto de x, si esto
lo tengo bien, .
= z A
" : / S —t = &
Ax AX
[...] tendremos esto
Ay

15 . i r N S 8T =0
Ao 74 2 o ) = A y )
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O X
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y [...] sustituyendo aqui [...] tendremos x* =0. Yo creo que es falso.

[..]
I: Hiciste un comentario, dijiste “si esto lo tengo bien”. ;Dudas de que lo tengas bien?
J:  No, este paso, el de la regla de la cadena. Yo creo que lo tengo bien.

Jordan sdlo se plantea resolver la ecuacion diferencial cuando el investigador incide en
ello durante la entrevista. Esto muestra que este alumno reconoce los dos procesos que
le permiten comprobar si una funcion es solucion de una EDO. Sin embargo refleja falta
de reflexién y autonomia en la consideracion de distintas formas de abordar el problema,
elementos estos fundamentales para el desarrollo del aprendizaje de las matemaéticas
(Kilpatrick et al., 2009).

. ¢ Y necesitas calcular la derivada de esa funcion obligatoriamente para responder?
A lo mejor no es tan dificil, pero [...] tienes que hacerla.

¢Se te ocurre otra manera de abordar el problema o no la hay?

Calcular las soluciones de esta ecuacion [la EDO]

¢ Te serviria?

Si obtenemos todas las soluciones, [...] podemos saber si esta esta.

Stella, en el momento que realiza el cuestionario, s6lo considera la derivacion como
procedimiento para comprobar que una funcién es solucién de una EDO, pero, al igual
que Jordan, tampoco deriva la funcion dada de forma implicita, lo que nos hace suponer
que este concepto puede constituir un obstaculo para el desarrollo de esta actividad. En
la entrevista, Stella contesta a estas actividades resolviendo las ecuaciones. Para ella,
como para otros doce estudiantes, el concepto de solucién de una ecuacion diferencial
tiene varios significados. No obstante, se ha podido observar que la expresion implicita
de una funcion carece de significado para Stella, por la respuesta que da, en la entrevista,
cuando se le pide que resuelva P3b derivando la funcion.

Stella: Es que el apartado b es raro... Entonces f(x), ;qué es?, f(x) puede ser cualquier
cosa, cualquier funcién en x, pero claro, como te dicen que cumplen esto

[—x®+3y—y®=C] Si cumple esto [- X% +3y—y® =C], ¢significa que f(x) es
igual a esto?

En Wanda también se observa que la funcion implicita puede constituir un obstaculo en
el desarrollo de la tarea P3b. En este caso no seria por una ausencia de significado de la
expresion, sino por una concepcion erronea. Wanda considera que la expresion implicita
de una funcion es de la forma F(x,y), y asi lo refleja al derivar mientras esta
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contestando al cuestionario (Imagen 4.3), siendo lo correcto la derivacion de la
expresion F(x,y) =C con respecto de x. Esta alumna, al no saber qué hacer con la
expresion obtenida al derivar, opta por resolver la ecuacion, clasificandola como exacta.
La respuesta es incorrecta puesto que comete un error al aplicar el algoritmo de
resolucion de este tipo de ecuaciones (Imagen 4.1.2).

/ / / . o 21D / |
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Imagen 4.1.2: Wanda aplica incorrectamente el algoritmo para las EDO exactas

En el momento en que se llevo a cabo la entrevista, Wanda considera la derivacion de la
funcién como primera opcion para resolver la actividad, pero lo descarta nuevamente al
encontrarse con la expresion implicita de la funcion. Posteriormente clasifica la EDO
como exacta, apoyandose en como recuerda que era la expresion de las soluciones de
estas ecuaciones, pero no recuerda como comprobar si dicha ecuacién es exacta y cOmo
calcular la expresion de la funcion potencial. Este es un ejemplo de la carencia de
significado de los algoritmos en las realizaciones mostradas por los estudiantes.

Wanda: ¢Como saber si algo es solucion de algo? Pues deberiamos sustituir la y de aqui
[sefiala la expresion implicita] en esta [sefiala la ecuacion] y ver si verifica la
ecuacién diferencial. Lo que pasa es que despejar de aqui no es sencillo porque tiene

y3 y la y [...] Cuando ves una cosilla de este estilo [la EDO] y ves una respuesta de

este estilo [la funcién implicita]... Me suena a las ecuaciones, creo que se llamaban
exactas, no estoy segura, y las soluciones te van a quedar una funcién potencial igual
a una constante. No recuerdo bien por qué, ni cémo [...]

Roger, Wanda y Angie parecen tener una comprension mas robusta del concepto de
solucién de una EDO, en comparacion con el resto de sus compafieros, lo que se traduce
en un enriquecimiento de las estrategias heuristicas empleadas para resolver las
actividades de Tipo 1. Roger utiliza la relacion que existe entre el nimero de constantes
de integracion que aparecen en la expresion algebraica de la solucion general de una
EDO con el orden de la misma para resolver P4 y Wanda y Angie presentan
contraejemplos para demostrar la falsedad de la afirmacion hecha en P5 (Imagen 4.1.3).

Analisis e interpretacion de datos: Primera fase de la investigacion. 112



Roger

Angie
Wanda
Imagen 4.1.3: Procedimiento empleado por Roger en P4 y Wanda y Angie en P5

La interpretacion geométrica de la derivada, como pendiente de la recta tangente a la
funcién en un punto, es la base sobre la que se construye el concepto de campo de
direcciones. En el andlisis de las respuestas de los estudiantes a las cuestiones anteriores,
hemos podido observar que muy pocos alumnos relacionan el concepto de EDO con
este significado de la derivada, lo que se traduce en un aumento de fracasos en la
resolucion de las actividades de Tipo 3. Aproximadamente la mitad de los alumnos no
responde a los problemas cuyo enunciado comienza con la interpretacion o construccion
de un campo de direcciones, P8 y P10 respectivamente, ain cuando han estudiado los
elementos necesarios para abordarlas empleando tanto el sistema de representacion
grafico como el algebraico (anexo B.1.22, Tabla 5).

En el momento en que los alumnos contestaron al cuestionario, doce de ellos no
mostraban signos de un minimo conocimiento de los procesos de representacion e
interpretacion de un campo de direcciones. Uno de estos estudiantes, Jordan, mostro,
durante la entrevista, que era capaz de interpretar este concepto, no asi de representarlo.
Este cambio se debe posiblemente a que el alumno respondié al cuestionario durante el
curso, mientras que la entrevista se realizd después de haberlo terminado y por lo tanto
habia desarrollado ciertos recursos.

Dependiendo de la Ecuacion Diferencial Ordinaria considerada, se puede extraer
diversa informacion de su expresion, como la expresion algebraica de la funcién
solucion o su monotonia. Varios alumnos, entre ellos Jordan, otorgan al concepto de
ecuacion diferencial un unico rol, el de algo que hay que resolver. Eso es lo que hace
este alumno en todas las actividades de tipo 3 que se le plantean en la entrevista,
intentar resolver la ecuacion. En ningin momento hace referencia a la monotonia de la
funcién, lo que podria ser la causa de que no consiguiera representar ningin campo de
direcciones correctamente. Solo intenta representar el de la actividad P15 y lo hace a
partir de la solucién del problema que ya habia representado previamente después de
resolver la EDO.

Stella, al responder a P6 en el cuestionario, utiliza la ecuacion diferencial tanto para
obtener la expresion algebraica de la funcion solucién como para analizar la monotonia
de la misma (Imagen 4.1.4), pero no representa el campo de direcciones. En la
entrevista se limita a resolver la ecuacién, lo que nos lleva a pensar que en el
cuestionario estaba intentando aplicar un algoritmo que no consiguid recordar del todo.
Este algoritmo adquiere significado para ella en la entrevista, haciendo aflorar el
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significado geométrico de la derivada y representando el campo de direcciones
correctamente.

Investigador (I): Esto que te acabo de dar es lo que tu hiciste. Aparecen una serie de
calculos ahi donde dice campo de direcciones. ;Sabrias decirme qué hiciste ahi?

Stella (S): Aqui analizo
la derivada, si es
positiva o negativa [...]

y aqui empiezo a
calcular la derivada [...]
Calculo cuénto vale el
parametro t segun los
valores de la derivada.

I: Y, ¢como utilizarias esos célculos para dibujar el campo de direcciones?

S: Seria como que, en t=1, la derivada se supone que es la recta tangente a la curva
en ese punto, entonces, en t=1, la curva tiene pendiente 1, algo asi, en t=1 tiene
pendiente 1, pues seria asi [...] En t=1/2 tiene pendiente 2, mas inclinada todavia
y en t=1/2 [...] Que, la verdad, yo sabia que esto era la pendiente de la curva o
no sé qué, pero no sabia qué era [...] Y aqui igual con pendiente contraria.

\ \

Imagen 4.1.4: Uso del campo de direcciones

En cuanto a la informacion que se puede obtener de un campo de direcciones asociado a
una ecuacion, hemos observado que la que mas dificultades produce a los estudiantes es
la representacion de soluciones de la ecuacion diferencial que verifiquen una cierta
condicion. En el cuestionario, ni Jordan ni Stella consiguieron extraer ningdn tipo de
informacion del campo de direcciones de la actividad P8, sin embargo, en la entrevista
consiguieron responder a las preguntas de este problema relacionadas con la monotonia
de la funcion y su comportamiento en el infinito, haciendo uso Unicamente del campo
de direcciones. Stella no logré representar las soluciones particulares solicitadas en la
actividad, parece confundir la ecuacion diferencial con sus soluciones.
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Stella (S):  ¢qué significa que P(0) vale 0? Que se anula cuando la ecuacién
vale cero, si pero...

Investigador (I): ¢Que significa que P(-2)=12?

S: que cuando ta sustituyes en la ecuacion, en la t pones -2, te da doce.

I:  ¢Qué te da doce?

S:  La ecuacidn, el resultado de... No sé... Esto es como si tuviéramos, por
ejemplo un polinomio, entonces cuando en vez de X pones -2, si es, por
ejemplo, x cuadrado mas uno, pues si pones eso te da un valor. Pues igual
pero con P, se supone.

I: ¢Sabrias dibujar esa solucién?

S: No

Como se ha sefialado al inicio de este analisis, la tercera parte de los estudiantes que
participaron en esta investigacion resuelven todas las ecuaciones diferenciales
planteadas utilizando algoritmos. La mayoria de ellos clasifican estas ecuaciones como
de variables separables, pero también aparecen respuestas en las que se utilizan métodos
de resolucién propios de otros tipos de EDO (Imagen 4.1.5).

Eileen
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ﬂ_‘,. ‘ i ] \ciu. = O€
Jeremy
Imagen 4.1.5: Algoritmos usados para resolver P1b y P2a

La entrevista ha permitido constatar que, en algunos casos, los métodos algebraicos de
resolucion de EDO carecen de significado para los estudiantes. Wanda, durante el
cuestionario, utiliza correctamente tanto sus conocimientos acerca de la derivada de una
funcién como del meétodo de separacion de variables para resolver las ecuaciones
presentes en las actividades de Tipo 2. Durante la entrevista muestra los mismos
recursos, empleando las reglas algebraicas de derivacion para resolver la ecuacion
d : . ,
d—y:O, y separando las variables para poder resolver las ecuaciones y'(t)=k e
X

y'(X) =—1, como ya hemos sefialado anteriormente. Sin embargo muestra dudas acerca
de la validez matematica de las operaciones que realiza.

Analisis e interpretacion de datos: Primera fase de la investigacion. 115



Wanda (W): [...] Separo otra vez la variable. Esto la verdad es que no estaria muy
correcto pero... integro por separado...

Investigador (1): Acabas de decir que algo no es correcto

W: Si, que formalmente, a la hora de escribirlo, no me parece correcto esto [sefiala la
expresion dy =—dx ] [...] Recuerdo vagamente que habia que buscar unas

determinadas funciones que verificaran unas condiciones y el profesor algunas
veces decia “bueno, asi se resolveria de una manera un poco burda, sabes, asi,
rapida”. Es como una manera rapida de hacerla. [...]

I: ¢Y por qué crees que separar las diferenciales no tiene sentido matematicamente
hablando?

W: Yo veo esto [sefiala dy/dx] y sé que es una derivada, [...] 0 sea, una variacién de la
funcién y con respecto a la variable x. Sin embargo, el diferencial de y y el

diferencial de X descolgados por separado no... no le veo sentido separados...

La tendencia por el uso de algoritmos conduce a Wanda a utilizar procesos que para ella
carecen de sentido mateméatico como primera opcion para resolver estas actividades,
relegando a un segundo plano los conocimientos que posee acerca de la derivada y su
relacion con las ecuaciones diferenciales.

En las respuestas de los estudiantes a este tipo de preguntas también se puede observar
que no es suficiente conocer algoritmos para la resolucion de ecuaciones diferenciales,
también se requiere de ciertos recursos y estrategias para determinar cuando emplearlos.
Cuatro estudiantes, si bien han mostrado conocer varios algoritmos para la resolucion,
no han desarrollado la habilidad para seleccionar el mas apropiado en cada caso, al
resolver algunas ecuaciones separando las variables pero no resolver correctamente P2b
(Imagen 4.1.6). Para Schoenfeld (1985) esto es debido a una deficiencia en el uso de las
estrategias metacognitivas que tienen los estudiantes que les impide elegir la estrategia
adecuada para la resolucion de la actividad.

Rosy Mary
Imagen 4.1.6: Respuestas de Rosy y Mary a P2b

Los resultados de este andlisis indican que, en general, los estudiantes no hacen uso de
la relacion existente entre los conceptos de derivada y de Ecuacion Diferencial
Ordinaria para comprender, reflexionar y resolver cuestiones que involucran ideas
bésicas de ecuaciones diferenciales ordinarias. La tendencia de los estudiantes es reducir
el estudio de las EDO a la basqueda de un algoritmo que resuelva tipos particulares de
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ecuaciones, lo que limita sus posibilidades para abordar los problemas. Esto concuerda
con resultados obtenidos en otras investigaciones, algunas de las cuales incluso trataban
de fomentar el uso de distintos sistemas de representacion para el estudio de las EDO
(Guerra-Céaceres, 2003; Habre, 2000; Rasmussen & Whitehead, 2003).

También hay evidencias de que los estudiantes tienen dificultades para identificar
diferentes significados asociados con el concepto de solucidn de una EDO. Por ejemplo,
cometen errores al identificar las soluciones generales de una ecuacion. Se observo,
ademas, que para comprobar si una funcién era soluciéon de una EDO, los alumnos
optaban por resolver la ecuacion y comprobar la expresion obtenida con la funcion dada
0 derivaban la expresion de la funcion candidata a solucién y sustituian en la ecuacion,
pero no las dos opciones. De hecho, algunos estudiantes no recordaban como aplicar la
regla de la cadena para derivar una funcién implicita y, como consecuencia, no pudieron
comprobar si una determinada funcion dada de forma implicita era o no solucién de una
EDO.

4.2 El uso de los sistemas de representacion

Para Hiebert y Carpenter (1992), las representaciones externas que los estudiantes
realicen en el trabajo con los conceptos matematicos y la resolucion de problemas
juegan un papel central en la identificacion y exploracién de las relaciones matematicas
que estos establecen en el transcurso de las actividades, puesto que revelan informacion
sobre la manera en que la informacidn esta representada internamente. Para analizar los
tipos de representacion que los estudiantes utilizan en sus respuestas al cuestionario, nos
centramos en tres actividades cognitivas que Duval (1993) considera fundamentales en
el aprendizaje de conceptos matematicos: los tipos de representacion utilizados, el
tratamiento o las operaciones realizadas dentro de cada representacion, y el transito, la
conversion y las conexiones que el estudiante utiliza entre diferentes representaciones.

En relacion con el concepto de Ecuacion Diferencial Ordinaria, se constata que puede
ser utilizado y examinado empleando distintos sistemas de representacién (numérico,
algebraico y gréfico, principalmente). Las nociones de solucion de una EDO y campo
de direcciones asociado a la ecuacion son algunos de los significados asociados al
concepto de EDO, de manera que la naturaleza grafica del campo de direcciones y el
enfoque tradicionalmente algebraico desde el que se ensefian las EDO, justifica la
necesidad de analizar la consistencia y la estabilidad de las construcciones que realizan
los estudiantes dentro de cada sistema de representacion y en el momento de establecer
relaciones entre ellos.

En esta misma fase de la investigacion, se pudo comprobar que los estudiantes, en
general, reconocen la expresion algebraica de una ecuacion diferencial y realizan las
transformaciones necesarias, dentro de este registro, para obtener la expresion
algebraica de la solucion. Algunas de las dificultades que se han encontrado los
estudiantes en el tratamiento del sistema de representacion algebraico, como ya hemos
mencionado, se refieren a la inadecuada eleccion del método de resolucion de la
ecuacion o a un proceso de integracion incorrecto (Imagen 4.2.1).
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Imagen 4.2.1: Errores en la integracion de funciones

Por otra parte, la expresion algebraica de la solucion de una EDO como una funcion
explicita es reconocida como representacion dentro del sistema algebraico por todos los
estudiantes excepto por uno, que no contesta a ninguna de las actividades englobadas
dentro del tipo 1. No ocurre lo mismo con la representacion de la solucién como una
funcion implicita, reconocida s6lo por cuatro de los veintiun estudiantes que contestaron
al cuestionario (Imagen 4.2.2).

Imagen 4.2.2: Carina reconoce y transforma la funcién implicita

En cuanto al uso del sistema de representacion grafico, en las actividades de Tipo 2 los
estudiantes se enfrentan a la representacion de funciones elementales como las lineales,
exponenciales, trigonométricas e hiperbdlicas. Se observa que algunos estudiantes no
muestran rigor a la hora de realizar las representaciones graficas mencionadas,
mostrando bosquejos de las funciones sin ningun detalle (Imagen 4.2.3).

Imagen 4.2.3: Algunas representaciones graficas de los alumnos

Otros estudiantes comenten errores a la hora de representar las funciones, hasta en el
caso de las méas elementales, como ocurre con Stella que representa de forma incorrecta
la funcion sinx . Esta alumna también presenta un ejemplo de dificultad en la
conversion del registro algebraico al grafico, cometiendo errores al representar
graficamente las funciones y =ax+b (Imagen 4.2.4).
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Imagen 4.2.4: Errores en el tratamiento del registro grafico y la conversion entre
registros (Stella)

Otro dato que podria estar indicando una falta de coordinacion entre registros es el

. d - . )
hecho de que Betty, para resolver la ecuacion d—y =cos x se limite a analizar el signo de
X

la derivada, sin establecer alguna conexion con la gréafica correspondiente (Imagen
4.2.5).
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Imagen 4.2.5: Betty no coordina los sistemas de representacion grafico y algebraico

La pregunta P6 del cuestionario, que también fue incluida en la entrevista con el
objetivo de crear contradicciones en aquellos alumnos que resolvieran de forma
incorrecta la integral de la funcion logaritmica, Jordan muestra un ejemplo de la
importancia que tiene la actividad de conversién entre diferentes registros de
representacion. Jordan resuelve la EDO de esta actividad separando las variables pero, a
la hora de integrar la funcion logaritmica, comete el error de no considerar el valor
absoluto del argumento, con lo que esta solucidn estaria definida Unicamente para
valores positivos de la variable independiente, en este caso t. El alumno manifiesta a
continuacién que no sabe representar el campo de direcciones asociado a esta ecuacion.
Aunque representa una funcion correspondiente a t =—1, no la admite como solucién
de la EDO.
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I: Antes me dijiste que para t =—1, el logaritmo no esta definido, con lo que no se
podia dibujar la solucién. Y ahora, con el campo de direcciones, la has dibujado, ¢qué
significa eso para ti?

J:[...] Si tuviera solucidn la ecuacion diferencial, seria asi [sefiala el dibujo] pero
después si el problema es que la solucion, digamos, no estuviera definida, pues no la
podriamos dibujar.

I:  Entonces, eso que dibujaste para t =—1, ¢es soluciéon o no es solucion de la
ecuacion diferencial?

J: Yo creo que no

I ¢Porqué?

J: Porque no verifica esa solucion [y =Int +C]

Otro ejemplo de la falta de coordinacion entre registros, y los errores que esto conlleva,
lo muestra Jordan, en su resolucion de la actividad P8, durante la entrevista. Este
alumno representa graficamente las soluciones que cumplen que P(0)=0 y P(-2) =12,
siguiendo el trazo del campo de direcciones (Imagen 4.2.6). Esto le conduce al error de
considerar que la funcion que en el instante inicial vale 0, es creciente, cuando la
ecuacion diferencial nos dice que se trata de una solucion de equilibrio.

Imagen 4.2.6: Jordan interpreta el campo de direcciones

No obstante, Jordan también es un ejemplo de como el uso de diferentes sistemas de
representacion contribuye al desarrollo de estrategias heuristicas de resoluciéon de
problemas. Este alumno intentd resolver la actividad P8, en la que se presenta
simultadneamente una EDO y su campo de direcciones asociado, resolviendo la ecuacion.
Dicha resolucién conduce a la integracion de una funcion racional, cuyo algoritmo no
recuerda, lo que le hace replantearse la situacion, esta vez enfrentandose al campo de
direcciones representado. Se observa que el uso del sistema de representacion grafico le
permite resolver la actividad correctamente, algo que no hubiera conseguido solamente
con el registro algebraico, en el que debia recordar al menos dos algoritmos, el de
resolucion de la EDO y el de integracion de funciones racionales.

Jordan (J): ¢para qué valores positivos de P las soluciones son crecientes? Aqui arriba
[para P>10] son decrecientes y aqui debajo [para 0<P<10] crecientes.
J: ¢Cual es el limite de P cuando t tiende a infinito? Las dos tenderian a 10.

En esta parte del andlisis se han mostrado evidencias de que los estudiantes no utilizan
representaciones graficas para explorar significados y relaciones matematicas y tienen
dificultades para establecer relaciones entre distintos tipos de representaciones. Como
muestran otras investigaciones (Camacho, Depool & Santos-Trigo, 2009; Gonzalez-
Martin & Camacho, 2004), el uso de representaciones graficas produce cierto rechazo
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entre los estudiantes, especialmente cuando estd relacionado con un concepto
relativamente nuevo para ellos, como es el caso del campo de direcciones asociado a
una EDO. En esta investigacion, en particular, se ha observado que los estudiantes
tienen dificultades para relacionar la monotonia de una funcién con su derivada y el
comportamiento gréfico.

4.3 Los problemas contextualizados.

Las actividades de Tipo 4 utilizadas en el cuestionario C-ED se caracterizan porque
tratan sobre la relacion de conceptos matematicos con la resolucion de problemas
enunciados en un contexto no matematico. En dos de las actividades clasificadas dentro
de este tipo los estudiantes necesitan interpretar cierta informacion dada algebraica o
graficamente como relativa a una poblacion determinada (P7 y P9). La otra pregunta
(P13), formulada Unicamente a los estudiantes entrevistados, persigue establecer el tipo
de problemas que los alumnos consideran que pueden ser resueltos empleando el
concepto de Ecuacion Diferencial Ordinaria.

Estas actividades producen cierta modificacion en la forma en que los estudiantes
utilizan los conceptos matematicos y parece que adquieren otro significado para los
alumnos cuando se les presentan bajo un contexto real. En algunos casos sélo influye en
la manera en que se presenta la informacion o se resuelven las ecuaciones, pero en otros
produce que se resuelvan estas actividades de forma incorrecta. En la siguiente imagen
podemos comparar cOmo una estudiante (Edna) resuelve las ecuaciones diferenciales en
distintos tipos de actividades (Imagen 4.3.1). Mientras que las ecuaciones de las
actividades P1b (Tipo 2) y P6 (Tipo 3) las resuelve planteando problemas de valores
iniciales o de Cauchy y empleando formulas especificas de resolucion, en el problema
enunciado con un contexto de poblacion, P7 (Tipo 4), no utiliza este enfoque e incluso
resuelve la EDO de forma incorrecta al no considerar la constante de integracion.

nmp

Imagen 4.3.1: Resolucién de Edna a las EDO en P1b, P6y P7
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Situaciones analogas podemos encontrar al analizar de forma general las respuestas de
los cuestionarios de otros estudiantes como Melvin, Wanda y Angie. El caso de Mary es
especialmente significativo ya que emplea el método de variables separadas para
resolver algunas ecuaciones del cuestionario pero, sin embargo, no resuelve la EDO que
aparece en la actividad P7, limitdndose a relacionar los datos del enunciado con el
concepto de diferencial. El contexto de la pregunta ha influido en el tratamiento que esta
alumna ha hecho (Imagen 4.3.2). Mary no responde a P9. Esta pregunta se basa en la
resolucion de la actividad P8 (Tipo 3) lo que puede haber influido en el hecho de que
Mary no contestara puesto que, para resolver P8 optd por el método algebraico que le
condujo a una expresion que no le permite responder rapidamente a ninguna de las dos
actividades, ni a P8 ni a P9, ya que para ello debia estudiar la monotonia de la funcién
solucion de la EDO (Imagen 4.3.2). La eleccién del sistema de representacion influye
claramente en la resolucién de la actividad P8 y eso se traduce en las respuestas a la
actividad P9.

+

Imagen 4.3.2: Respuesta de Mary a P7 y P8

Algo analogo podriamos decir de Laure que, aunque no utiliz6 en ningin momento la
separacion de variables para resolver ecuaciones diferenciales, obtuvo soluciones
particulares de las ecuaciones considerando la integracion como operacion inversa de la
derivacion. La actividad P7, sin embargo, la resuelve empleando una regla de tres
(Imagen 4.3.3). El razonamiento proporcional esta tan arraigado en la cognicion de los
estudiantes que son incapaces, en ocasiones, de distinguir en qué tipo de problemas
resulta Gtil, mostrando asi un desarrollo insuficiente de la competencia estratégica,
elemento fundamental para la resolucion de problemas (Kilpatrick et al., 2009).

La diferencia entre Mary y Laure es que la ultima considera resuelta la actividad P7 y la
escasez de estrategias metacognitivas que la lleven a comprobar la solucién que ha
obtenido hace que no se plantee otra posible resolucion. Para ella el problema esta
resuelto y bien resuelto. En el caso de Mary, no llega a resolverlo, lo que refleja que no
sabe como relacionarlo con la ecuacion diferencial que le da el enunciado.
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Imagen 4.3.3: Respuesta errénea de Laure a P7

La tercera parte de los estudiantes que participaron en esta fase de la investigacién no
respondieron a las actividades del cuestionario cuyo enunciado presentaba un contexto
real (Tipo 4), ni siquiera lo plantearon, ain cuando se les proporcionaba la EDO que
modelaba la situacion. Todos estos estudiantes, ademas, habian resuelto la actividad P1
en la que aparecen ecuaciones analogas a la de P7, lo que nos hace suponer que la razén
por la que no resuelven esta actividad es el contexto en que se presenta y no la ecuacion
diferencial que deben resolver. Stella es una de las estudiantes que no contestd a
ninguna de las actividades de Tipo 4 durante el cuestionario. En la entrevista pudimos
observar que esta alumna tiene dificultades para relacionar informacion dada en
términos matematicos con la expresada en otros contextos, lo que constituye la base de
las actividades que estamos considerando. Stella, durante la entrevista, manifiesta
explicitamente que no sabe cdémo interpretar la informacion de tipo matematico en
términos de un contexto relacionado con la poblacion.

Stella: [...] Entiendo el problema, pero no sé como escribirlo.

Investigador: ¢Queé estas pensando?

Stella: En como traducir esto matematicamente [sefiala las condiciones dadas en el
enunciado del problema]. Es que se supone que la ecuacion diferencial define el
crecimiento de la poblacion. Uhmmm... a ver, yo entiendo como que... a ver como te
digo... como cuando estadbamos en el colegio, si tuviéramos el tiempo inicial y tenemos
en principio X poblaciones, entonces, si le sumamos 3 afios al tiempo, pues se supone
que la poblacion es 2x y, si le sumamos 5 afos al tiempo, pues se supone que sera igual
a 40.000 habitantes, pero vamos, ahora como lo relaciono yo con la ecuacion
diferencial...

Investigador: ¢ No sabes como utilizar la ecuacion diferencial?

Stella: Me parece como que la ecuacion dice lo que crece pero...

Investigador: ¢Qué necesitas saber para aplicar todo lo que dijiste de pasados tres afios
y cinco afios?, ¢qué necesitarias para utilizar esas condiciones que te da el problema?
Stella: No se.

Investigador: La dejamos un poquito y despues la retomamaos.

Inicialmente la dificultad la tiene con el uso de la ecuacién diferencial en la actividad P7,
obstaculo este que queda salvado cuando se le presentan simultineamente las
actividades P1, P7 y P10 en las que las ecuaciones utilizadas son del mismo tipo. En
este momento Stella resuelve la ecuacion diferencial que modela la situacion en la
actividad P7, pero no establece la relacion entre la solucién obtenida y los datos de la
actividad.
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Investigador: ¢ Te parece que los tres son practicamente el mismo problema? [P1, P7 y P10]
Stella: Si

Investigador: ¢ Sabrias resolver ahora la pregunta tres? [P7]

Stella: La pregunta tres... Pues va a ser que no.

Investigador: ¢Por qué?

Stella: [...] Porque es que sigo sin saber relacionarlo. Yo puedo resolver la ecuacion diferencial
y pondria que P(t) =kt, ;0 kt+C?, pues ya no sé. Pero bueno, que en cualquier caso, yo

me pregunto, si la poblacién se doblara en tres afios, ¢eso qué quiere decir?, ;se supone que eso
se rige por esta ecuacién?, ;se supone gue si yo pongo t igual 3, esto es 2 por 3?, ;0 Se supone
que es k por 2 por 3? O sea, se supone que P(3) es igual a 6k y después, en el otro caso, P(5)
igual a 5..., ¢se supone que pongo aqui 5k igual a 400007, y después ¢qué hago?, ;saco k?, pero
k ¢qué es? Es que no sé.

Investigador: ¢Para ti qué significa esa expresion que escribiste ahi, P(t) =kt?

Stella: Pues significaria... Bueno, pues, significaria que si pongo... un tiempo concreto... jAy!,
ja ver como te lo digo!, que seria jno sé!

Stella se encuentra una dificultad analoga al intentar contestar a la actividad P9 en la
que debe relacionar la informacion que ella misma ha obtenido, interpretando el campo
de direcciones, acerca de la monotonia de las soluciones de la ecuacion

Ocll—lzzo.lPaO—P) y su comportamiento en el infinito. Al término de la discusion

encontramos que Stella no interpreta el significado de la variable dependiente, P, fuera
del contexto matematico.

Stella: Pues, segln el campo de direcciones, de cero hasta diez las soluciones son crecientes. Y
decrecientes, pues, se supone que de diez para arriba y de cero para abajo.

Y, ¢cual es el limite cuando t tiende a infinito? Uhm... t tiende a infinito [...] Cuando t tiende a
mas infinito, entonces se va por aqui [sefiala el eje de abcisas positivo] Pues digo yo que seré el
diez este... Hay que pensar mucho... Pues yo digo que diez porque fue lo que primero me vino
a la cabeza.

Investigador: ¢De ddnde sacaste ese diez?

Stella: De aqui, de esta asintota [cuando P vale diez], de donde vienen las dos direcciones.
Aqui las dos vienen a esta.

[..]

Investigador: Y eso, en el contexto de una poblacién, ¢qué significaria?

Stella: Es que no sé, porque, ¢se supone que esto modeliza el crecimiento de una poblacién?
[...] Pues, no sé.

Investigador: ¢Ninguno de los apartados, ni el crecimiento ni el limite?

Stella: Es que no sé como se puede... es que no lo entiendo.

Investigador: ;Qué no entiendes?

Stella: Que aqui crezca, que aqui decrezca. No sé decir como seria el comportamiento de la
poblacién. De cero a diez crece, crece qué. Y de mas de diez, decrece y, de menos de cero
¢también decrece?, menos de cero, qué significa.

Investigador: ¢Qué es menos de cero? [...] (Qué representa el eje horizontal en ese campo de
direcciones?

Stella: El tiempo, ¢no?

Investigador: ¢ Y el vertical?

Stella: La P, la ecuacién P.

Investigador: ¢ Qué ecuacion?

Stella: El valor de P. Yo te estoy diciendo, como el eje X y el eje Y, cuando la x es un valor, la
y es otro valor, segiin como venga en funcién de x.
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Stella no razona acerca del tipo de problemas que se pueden resolver empleando el
concepto de EDO, ni siquiera los relaciona con los problemas planteados en el
cuestionario. Considera que este aspecto es algo que debe memorizar a partir de los
ejemplos mostrados por el profesor en el aula.

¢En qué problemas aplicados crees que puedes utilizar una EDO para modelizarlo? Sefala
algunos ejemplos.

Stella: pues yo sabia, pero yo para la memoria soy fatal. Yo sé que nos lo cuentan en clase,
pero como nunca vemos aplicaciones de las cosas sino simplemente vemos cémo se
resuelven... Yo siempre me pregunto para qué sirven. Las ecuaciones diferenciales sé que
sirven para cosas Y el profesor nos dijo para qué servian pero yo, sinceramente, no me acuerdo.

El resto de los estudiantes resuelve la ecuacion diferencial de la actividad P7, pero
algunos tienen dificultades para interpretar los datos que proporciona el enunciado en un
lenguaje matematico (Anexo B.1.22, Tabla 4). Wanda es una de las estudiantes que mas
preguntas del cuestionario resuelve de forma correcta, una de las que no resuelve bien
es P7, y en sus comentarios se refleja claramente que la dificultad que tiene es al
trasladar la informacion que proporciona el enunciado del problema al lenguaje
matematico. Esta alumna identifica los datos del problema y resuelve correctamente la
EDO, pero no encuentra la manera de utilizar los datos de forma conjunta con la
solucion obtenida (Imagen 4.3.4).
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Imagen 4.3.4: Resolucion de Wanda a P7, en el cuestionario.
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En la entrevista esta alumna manifiesta que los problemas con enunciados de este tipo le
resultan muy complicados, mostrando cierto rechazo a los mismos. Finalmente, en la
entrevista, lo resuelve de forma correcta. La actividad P9 no parece provocarle este tipo
de reaccién lo que puede deberse a que estd basada en un problema anterior cuyo
enunciado se restringe al contexto matematico, terreno en el que Wanda ha mostrado su
competencia. Para Wanda resulta mas dificultoso el transito de un contexto no
matematico a un contexto matematico que al revés, la interpretacién de elementos
matematicos en un contexto no matematico. La diferencia entre esta alumna y Stella
radica en que, esta Ultima, no consigue establecer ninguna relacién entre el contexto
matematico y cualquier otro contexto.

Wanda: iEstos no son lo mio! Me cuesta un montén plantearlos. En la mayoria de las
asignaturas necesito un montén de practica para poder asimilar los problemas, es decir, para
ver un problema y decir jah, este es de esto! No soy una persona de idea feliz. A lo mejor no
con la teoria que me ensefian en clase. A lo mejor hasta sabiendo poco soy mas capaz de
resolver problemas que sabiendo mucho, porque sabiendo mucho le buscas las cuatro patas al
gatoy ...

[La estudiante resuelve la actividad correctamente]

Investigador: ¢ Cual crees que era el problema que tenias con ese ejercicio al principio?

Wanda: A lo mejor es que no supe aprovechar el dato este. Y ves, lo que te estaba diciendo
antes, a lo mejor sin saber mucho del asunto, pues resulta que eres capaz de verlo. Y a lo mejor
ni siquiera utilizando ecuaciones diferenciales sino, por tus propios medios, sacar la solucion,
no teniendo conocimientos de ello.

De los diez estudiantes que interpretan de forma correcta, en términos matematicos, la
informacion dada en la actividad P7, solo uno resuelve correctamente la actividad P9,
que tiene la dificultad afadida de que, previamente, hay que interpretar el campo de
direcciones asociado a una EDO o estudiar la monotonia de la funcion solucion de dicha
ecuacion. Hasta el momento hemos constatado que hay alumnos para los que los
conceptos matematicos conforman un espacio cerrado e independiente, en el que no se
establecen relaciones con otros contextos. Este es el caso de Stella. Por otra parte, hay
alumnos, como Wanda, que, aunque reconocen la existencia de las relaciones entre
diferentes contextos, tienen dificultades para transformar informacién al contexto
matematico, llegando incluso a sentir cierto rechazo hacia aquellas actividades en las
que se consideren estos aspectos. Nos encontramos finalmente con aquellos estudiantes
que no tienen dificultades para realizar transformaciones entre informacion presentada
en diversos contextos, siempre que no existan otros elementos, dentro de la actividad a
resolver, que les impidan hacerlo. Este es el caso de Jordan, que resolvié de forma
correcta la actividad P7 pero que, en el cuestionario, ni siquiera abordo P9. La causa de
esto es la dependencia de esta actividad con el problema P8, centrado en el anélisis de
un campo de direcciones. En el cuestionario de Jordan se puede observar que no realiza
ninguna de las actividades que involucran este concepto y, en la entrevista,
comprobamos que es un concepto que no domina, como ya hemos sefialado
anteriormente. No obstante, en la entrevista se anima a interpretar el campo de
direcciones que se le presenta en P8 al no conseguir resolver la EDO de forma
algebraica. Acto seguido responde a las preguntas formuladas en P9.
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Jordan: Si la poblacion estuviese en un principio en 0 individuos seguiria creciendo hasta que
llegara a un méaximo de 10, bueno, se va acercando todos los afios a 10, pero no llegaria. Y, si
ya estuviese por encima de 10, pues lo que haria, iria bajando hasta acercarse

De Jordan podemos decir que enfoca las actividades de tipo 4 desde un punto de vista
puramente matematico, aunque presenta los resultados en términos del contexto en que
se enuncia la actividad. Un reflejo de esto lo podemos ver en el fragmento de entrevista
trascrito anteriormente en el que, en la actividad P9, indica que aumenta el nimero de
individuos en una poblacion en la que inicialmente no habia ningin sujeto. Esta
respuesta es la traduccion directa de la representacion grafica que el estudiante muestra

para las soluciones de la ecuacion c(;—i) =0.1P(10—P) con dato inicial P(0) =0, fruto

de la falta de coordinacion entre los sistemas de representacion gréfico y algebraico
(Imagen 4.3.5). En este caso, el evaluar su respuesta a la actividad P9 le podia haber
llevado a corregir su error en P8, sin embargo, la falta de estrategias metacognitivas
hace que se mantenga la respuesta matematica erronea y que ese error se extienda al
contexto de la poblacidn.

Imagen 4.3.5: Parte de la resolucion de Jordan a la actividad P8

En la resolucion de este tipo de actividades, de los cinco elementos que se han
considerado en el Marco Conceptual que conforman el aprendizaje de las matematicas,
el que mayor presencia tiene, ademas de la comprension conceptual, es la competencia
estratégica. La tercera parte de los estudiantes que participaron en esta investigacion no
han desarrollado esta competencia, o que se deduce del hecho de que, habiendo
mostrado conocer algunos procesos para resolver EDO, no los utilizan para abordar
estas actividades, sin mostrar siquiera indicios de haber reflexionado al respecto.

Por otra parte, se ha observado que el contexto en que se plantea la pregunta ha influido
en la forma en que los estudiantes resuelven estas actividades, pues hay alumnos que,
claramente, utilizan procesos matematicos diferentes para resolver EDO analogas que se
han presentado en distintos contextos. La parte en la que mas estudiantes mostraron
dificultad fue en los procesos de representacion de informacion dada en un contexto no
matematico a los sistemas algebraico y grafico.
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4.4 A modo de conclusiéon

Los resultados de esta investigacidbn muestran que con una ensefianza de las EDO
basada en la clasificacion y resolucion algebraica de las mismas, los estudiantes puede
que consigan disponer de los recursos conceptuales necesarios para resolver los
problemas planteados (derivacion, integracion, representacion grafica de funciones,
propiedades de las funciones y sus derivadas, algoritmos de resolucion de ecuaciones
diferenciales,...) pero no acceden a ellos ni los utilizan de manera eficiente. Se ha
comprobado, ademas, que la ensefianza de algoritmos supone un aprendizaje que no
perdura en el tiempo si este no se refuerza con los razonamientos que producen dicho
algoritmo.

Esto hace pensar en la necesidad de que se establezcan condiciones de aprendizaje en
las que se ayude a los estudiantes a reflexionar y razonar acerca de los diferentes
significados que estdn asociados a un concepto matematico particular, las relaciones
entre ellos y como surgen nuevos conceptos a partir de él. En este sentido, es importante
que los estudiantes tomen conciencia de los recursos que poseen y de que estos pueden
ser utilizados en diferentes tipos de situaciones o problemas.

En este sentido, el simple hecho de introducir el concepto a través de distintos sistemas
de representacion no garantiza tampoco el éxito en el aprendizaje, como muestran
Rasmussen y Kwon (2007, p. 191) que sefialan que, en un estudio de casos de una clase
de ecuaciones diferenciales, “los estudiantes estaban aprendiendo métodos analiticos,
graficos y numéricos de forma compartimentalizada” y, como consecuencia, no
establecian conexiones entre los significados y las propiedades matematicas asociadas
con cada uno de los enfoques.

Kilpatrick et al. (2009) caracterizan los elementos del aprendizaje que hay que activar y
desarrollar en los estudiantes: comprension conceptual, fluidez con los procedimientos,
competencia estratégica, razonamiento adaptativo y predisposicion productiva. El reto
es, entonces, determinar cudl es el ambiente en que debe producirse el aprendizaje para
conseguir que los alumnos adquieran estas habilidades y capacidades, ademas de
conocimientos matematicos, lo que constituye el principal objetivo de la segunda fase
de la investigacion.
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5. Analisis e interpretacion de datos:
Segunda fase de la investigacion.

En este capitulo se analizan los datos recopilados durante la segunda fase de la
investigacion, utilizando los instrumentos descritos en las secciones 3.3.2 'y 3.3.3, de la
Metodologia de Investigacion. En primer lugar se analizan las respuestas de los
estudiantes que participaron en esta fase a un cuestionario centrado en el concepto de
derivada (seccion 5.2). A continuacion se realiza un analisis global del desarrollo, en el
aula, del Médulo de Ensefianza (seccion 5.3). El capitulo finaliza con la descripcion de
las trayectorias de aprendizaje de cuatro de las parejas (seccion 5.4), con el objetivo de
profundizar en el analisis global.

5.1 Introduccion

La segunda fase de la investigacién tenia como objetivo disefiar y desarrollar en el aula
un Moddulo de Ensefianza para introducir el concepto de EDO en un ambiente de
Resolucion de Problemas y analizar los aspectos del pensamiento matematico y los
procesos relacionados con la disciplina que los estudiantes muestran durante el
desarrollo del Modulo de Ensefianza. Esto es, ademéas del disefio del Modulo de
Ensefianza para la introduccién del concepto de EDO en un primer curso de la
licenciatura en Quimica, se trata de observar en qué medida las actividades propuestas
en dicho Mddulo promueven el desarrollo de las habilidades y capacidades cognitivas
de los estudiantes, tal y como se describe en el Marco Conceptual de la investigacion
(seccion 2.2): la comprensién conceptual, la fluidez en el uso de procedimientos
matematicos, las formas de razonamiento, el uso de heuristicas y las estrategias de
control de su propio proceso de resolucion. También se observa el papel que ha
desempefiado la interaccion de los estudiantes, entre ellos y con la calculadora
Voyage 200, en el proceso de aprendizaje y en el desarrollo del Médulo de Ensefianza.

El anélisis e interpretacion que se hara, viene dirigido por la intencion de dar respuesta a
las preguntas 2, @3y ®4 de investigacion. Los instrumentos utilizados, tal y como se
describen en las secciones 3.3.2 y 3.3.3, fueron: las respuestas de cada uno de los
estudiantes al cuestionario C-D, los documentos escritos por cada grupo durante la
resolucion de los tres problemas del Modulo de Ensefianza, las trascripciones de las
intervenciones de los estudiantes durante las 10 sesiones dedicadas al Mddulo de
Ensefianza y el documento escrito y las trascripciones de las entrevistas a seis de los
alumnos® (tabla 3.3.5).

Se pueden distinguir tres etapas diferentes en el procedimiento seguido para analizar la
informacidn obtenida a partir de todos los instrumentos mencionados anteriormente

% Todo este material se encuentra en el CD adjunto (anexo B.2). Aunque no se incluyen en los anexos,
también se recopilaron iméagenes de las acciones de los estudiantes en la Voyage 200.
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(esquema 3.3.9). En el siguiente esquema (5.1.1) se muestran los pseuddnimos de los
alumnos participantes.

D

uestionario Odulo de erivada y
de la derivada Ensefianza: Modulo de
analisis global Ensefianza:
Sonia analisis local
Alberto Sonia
Juan Alberto
Manuel Juan Milagros
G'_rlles Silvia
N.“ agros [ Manuel I
Silvia . -
. Ginés Nicanor
Nicanor Mar
Mar -
Virginia Milagros __
Carmen Silvia Virginia
Zoraida Nicanor
Nieves Mar Alexis
\ Naomi / Zoraida
Virginia
Carmen . /
Alexis
Zoraida
Nieves
Naomi

—

Esquema 5.1.1: Tres etapas del anélisis de la segunda fase de la investigacion

En primer lugar se analizaron las respuestas del grupo de estudiantes al cuestionario de
la derivada. A partir de este analisis se establecieron una serie de perfiles o tipologias de
comportamiento. Posteriormente se analizo el trabajo de los estudiantes durante el
desarrollo en el aula de los problemas que conforman el Mdédulo de Ensefianza. En esta
parte del andlisis se describen los conceptos matematicos y los procesos cognitivos
asociados al Pensamiento Matematico Avanzado (representar, conceptualizar, abstraer,
formalizar, analizar, categorizar, conjeturar, generalizar, sintetizar, etc.) que los
estudiantes (agrupados en seis parejas y un grupo de tres) muestran en la resolucion de
cada uno de los tres problemas que conforman el Modulo. Se contemplan asi varios de
los elementos relacionados con la comprension que han quedado establecidos en el
Marco Conceptual de la Investigacion. Se ha denominado a este analisis, analisis global.

En tercer lugar se presenta un analisis mas detallado del proceso de resolucion de los
problemas del Mddulo por parte de cuatro de las parejas participantes: Milagros y Silvia,
Nicanor y Mar, Virginia y Carmen y Alexis y Zoraida. Estas parejas fueron
seleccionadas teniendo en cuenta:

= El perfil de actuacion mostrado por cada uno de los miembros de las mismas en el
cuestionario de la derivada.
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= El desarrollo del Mddulo de Ensefianza
= La informacion que cada una de las parejas ha aportado.

Este analisis, denominado andlisis local, sirve para mostrar ejemplos de diferentes
aspectos cognitivos y procedimentales de las respuestas de los estudiantes, asi como las
habilidades y capacidades mostradas en su desarrollo. Tal y como sefiala Schoenfeld
(1992), despues de hacer una revision de numerosas investigaciones, estos tres
componentes ofrecen una descripcién del conocimiento de los estudiantes

...hay un acuerdo general sobre la importancia de cinco aspectos de la cognicion:
el conocimiento base, las estrategias de resolucion de problemas, el monitoreo y
control, las creencias y afectos y la préactica. (p. 348)

5.2 El concepto de Derivada

En el aprendizaje del concepto de EDO, el concepto de derivada de una funcion se
puede considerar como parte de la red de significados asociados al propio concepto
(Camacho-Machin et al., 2010) y por tanto la concepcion que los estudiantes tengan de
la derivada influira en el desarrollo posterior del Mddulo de Ensefianza, en el que se
introduce el concepto de EDO a partir de su relacion con este concepto.

Se ha indicado con anterioridad que una de las bases sobre la que se construye el
Maodulo de Ensefianza es la consideracion de que los conceptos matematicos que forman
parte de la mente de un individuo no deben constituirse como entes aislados sino como
una red de significados interrelacionados. De los componentes de esa red depende el
significado que el individuo de al concepto y el uso que haga del mismo en la
resolucion de problemas.

En el cuestionario utilizado (anexo A.2.D) para analizar el concepto de derivada se
tuvieron en mente los distintos significados asociados al concepto de derivada de una
funcién (Tall, 2007; Thurston, 1994). El analisis de las respuestas de los estudiantes que
participaron en la investigacion a las preguntas de este cuestionario permitira establecer
parte del catdlogo de recursos de que dispone cada uno de ellos, previamente al
desarrollo del Mddulo de Ensefianza, incluyendo qué significados asocian al concepto,
qué relaciones establecen entre esos significados y de qué manera los utilizan para
resolver problemas.

Con el fin de facilitar el seguimiento de este andlisis y la comprobacion de la
informacién proporcionada se incluye, en el anexo B.2 (en el CD), una copia de las
respuestas de los alumnos al cuestionario de la derivada y una tabla en la que se
describen dichas respuestas y se hace un breve resumen de los significados de la
derivada a los que hicieron referencia en alguin momento.

El proceso de analisis de las respuestas de los estudiantes a las preguntas de este
cuestionario se realiza al objeto de detectar los diferentes significados que asocian al
concepto de derivada. Este andlisis concluye con la descripcion de cuatro perfiles de
actuacion general (o tipologias) de los estudiantes que, unido con el andlisis global, que
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se presenta en la seccion 5.3, permite seleccionar a las cuatro parejas de alumnos cuya
trayectoria de aprendizaje se presenta en la seccion 5.4 de este capitulo.

En la primera pregunta de este cuestionario se pide a los alumnos derivar dos funciones,

x2-3

f(x)=(-x*+3x)e 2 vy g(t):M
2t-5
reglas de derivacion (del producto, de un cociente, regla de la cadena,...). Una vez
aplicadas dichas reglas, el estudiante tiene la autonomia de decidir si simplifica o no la
expresion obtenida. Para realizar correctamente este tipo de actividades Unicamente se
requiere considerar la derivada como una serie de procedimientos o, como sefiala
Thurston (1994), como un simbolo.

, para lo que tienen que emplear distintas

El anélisis de las respuestas de los alumnos (anexo B.2.8) refleja que cinco estudiantes
(Alberto, Manuel, Ginés, Mar y Zoraida) cometen algun error al aplicar alguna de las
reglas de derivacion. En el caso de Alberto, no deriva correctamente el cociente de
funciones; Manuel, Ginés y Mar se equivocan en la derivacién de la funcién
exponencial, no aplicando la regla de la cadena; y Zoraida comete algunos errores al
derivar funciones polindmicas y al aplicar la regla de la cadena (Imagen 5.2.1).

;
W i - L
(2t -5 )%
Error en la derivacion de un cociente (Alberto)

T A =& TIAJE ‘)(z—g

3‘ Q‘) = (— ENTCEES g)g L; 4 (_ ¥5+5¥> ﬁ_'xzézﬁ 6—2—

.}F 164) = Q%E [— BT 4 (—X}—Z‘i) (-3 +3><>]

Error al aplicar la regla de la cadena (Mar)

T A= & TOXjE 2
x4-2 e

Vixl= Can v a)e = x Cxizx)e = 2=

A =
S -6 )2 0n (Q4-3
%ku): 26-5 (e -6)& )

(R £= 5>
Error al derivar polinomios y al aplicar la regla de la cadena (Zoraida)

Imagen 5.2.1: Errores en el proceso de derivacion

Los otros 10 alumnos aplican correctamente las reglas de derivacion que se requieren en

esta primera pregunta del cuestionario, aunque dos de ellos (Sonia y Juan) derivan la
2

. -3 . . .
expresion aplicando la regla para un cociente, cuando su célculo puede

realizarse considerandola como el producto de una constante por un polinomio.
Se detectaron otros siete significados diferentes que los alumnos asociaban al concepto

de derivada, ademas del simbolico, que ha sido expuesto en primer lugar. Esos
significados son los siguientes:
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e Definicion formal: siete estudiantes asocian la derivada con su definicion formal,
f(X+Ax)— f(x)
AX '

e Pendiente: once alumnos relacionan la derivada de una funcion con la pendiente
de una recta. Lo correcto es que esa recta sea tangente a la curva en el punto en
que se calcula la derivada.

e Monotonia: diez alumnos relacionan la descripcion de la monotonia de una
funcién con su derivada. Este significado esta estrechamente relacionado con el
anterior, aunque ninguno de los estudiantes muestra signos de establecer esta
conexion.

e Puntos criticos: normalmente este aspecto se contempla junto con el estudio de
la monotonia de una funcién. Sin embargo, Alexis, en su respuesta al
cuestionario, no muestra indicios de relacionar la derivada con el estudio de la
monotonia de una funcién pero si establece la relacion con los méaximos y
minimos.

e Aumento-Disminucién: s6lo un estudiante, Manuel, utiliza la derivada para
indicar aumento. Aungue este significado también esta intimamente ligado a los
dos anteriores, las respuestas de los alumnos reflejan que no establecen relacion
entre enunciados que contemplen este aspecto de tres formas diferentes: calcular
la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto (pregunta 5), describir
la derivada de una funcion dada en forma grafica (pregunta 6) e indicar que una
cantidad aumenta a velocidad constante (pregunta 11).

e Variacion: seis alumnos manifiestan que la derivada indica la variacién de una
funcién o de una cantidad, con respecto a una variable, o con respecto al tiempo.

e Velocidad: este significado también esta intimamente relacionado con el anterior,
pero, al igual que ocurria con la pendiente de la recta tangente a la curva y la
monotonia de la funcion, no todos los estudiantes llegan a establecer la relacion,
como se verd mas adelante. Ocho de los 15 alumnos reconocen que la derivada
puede utilizarse para indicar velocidad.

como el limite del cociente incremental, f'(x) = IimO
AX—>

Hay que tener en cuenta que el hecho de que se reconozca un uso determinado de la
derivada de una funcién no necesariamente implica que se utilice correctamente; un
estudiante puede reconocer el uso de la derivada como un elemento para describir la
monotonia de una funcién, pero no hacerlo correctamente, por ejemplo, porque no
recuerde el criterio de la primera derivada que se utiliza para ello y no lo relaciona con
la pendiente de la recta tangente a la funcion en un punto.

Como ya se ha visto anteriormente, los 15 estudiantes que respondieron a este
cuestionario reconocen el uso de la derivada como procedimiento algebraico, a lo que
Thurston (1994) se refiere como considerar la derivada como un simbolo. Agruparemos
a los estudiantes haciendo uso de los otros siete significados de la derivada que se han
observado en sus respuestas (tabla 5.2.2). En un primer grupo se sittan los alumnos que
no reconocen otro uso de la derivada que no sea la aplicacion de las reglas de derivacion
0 que sblo reconozcan un significado diferente al simbdlico. En el segundo grupo se
ubica a aquellos que identifican dos o tres de los significados de la derivada sefialados
anteriormente, ademas del simbolico, y finalmente, un tercer grupo lo forman aquellos
que reconocen mas de tres usos diferentes del concepto de derivada, ademas del
simbolico. A continuacion del nombre de cada estudiante, entre paréntesis, se enumeran
los significados que cada uno de ellos han evocado en algin momento.
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Significados
asociados a la

derivada Estudiantes
(ademas del
simbdlico)
Ninguno Sonia
gr;{)uomlnos) Uno Nieves (moqotonia)
Silvia (pendiente)
Juan (pendiente, velocidad)
Dos Carmen (definicion formal, monotonia)
Grupo 2 Virginia (defir_licién formal, monot(_)nl'g)
(7 alumnos) Alberto (pendiente, monotonia, variaciéon)

Ginés (definicion formal, pendiente, velocidad)

Tres Zoraida (pendiente, monotonia, velocidad)
Naomi (pendiente, monotonia, velocidad)
Cuatro Mar (definicién formal, pendiente, monotonia,

velocidad)
Manuel (pendiente, monotonia, variacion,
aumento-disminucion, velocidad)
Grupo 3 Milagros (definicion formal, pendiente,
(5 alumnos) monotonia, variacion, velocidad)
Nicanor (definicion formal, pendiente,
monotonia, variacion, velocidad)
Alexis (definicion formal, pendiente, puntos
criticos, variacion, velocidad)
Tabla 5.2.2: Clasificacién de los alumnos segun los significados asociados a la
derivada

Cinco

En la tabla 5.2.2 se puede observar que, a pesar de haber recibido formacion relativa al
concepto de derivada, incluso en varias variables, el conjunto de significados asociados
a dicho concepto no es homogéneo para todos los estudiantes, encontrdndonos con
casos muy dispares como los del grupo 1 en comparacion con los del grupo 3, aunque el
mayor nimero de estudiantes se concentra en el segundo grupo, con el reconocimiento
de dos o tres significados de la derivada, ademéas de como procedimiento algebraico. No
obstante, no hay que olvidar que el hecho de reconocer determinado uso de la derivada
no significa que dicho significado se utilice en la resolucion de problemas y, en caso de
hacerlo, que sea de forma correcta.

El significado de pendiente de la recta tangente a la funcién en un punto es el que ha
mostrado un numero mayor de estudiantes (once alumnos), seguido del que considera la
derivada para describir la monotonia de una funcion (diez estudiantes). Aunque estos
dos significados de la derivada estdn intimamente relacionados, varios estudiantes
muestran indicios de no establecer conexién alguna entre ellos. Por ejemplo, Carmen
(grupo 2) describe la derivada de la funcion presentada en la pregunta 6 basandose en la
monotonia de su representacion grafica, utilizando de forma correcta el criterio de la
primera derivada (Imagen 5.2.3); sin embargo no responde a la pregunta 5, donde debe
calcular la pendiente de la recta tangente a una funcién.
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Imagen 5.2. 3 Respuesta de Carmen a la pregunta 6

Con Zoraida (grupo 3) ocurre al contrario: calcula correctamente la pendiente de la recta
tangente a una funcion (pregunta 5) pero su respuesta a la pregunta 6, “La derivada en el
minimo sera decreciente a su izquierda y creciente a su derecha” (anexo B.2.4.DZ, en el
CD adjunto), parece reflejar que confunde la funcién con su derivada.

Sonia (grupo 1) es la Unica de los 15 estudiantes cuyas respuestas no reflejan la
asociacion del concepto de derivada con otra cosa que no sea la aplicacion de las reglas
de derivacion. Incluso cuando se le pide explicar el significado del concepto (pregunta 2)
e indicar un problema donde se pueda utilizar (pregunta 3), las respuestas de esta
alumna estan relacionadas con el calculo de las derivadas sucesivas de la funcion,
empleando las reglas de derivacion. Esta alumna manifiesta que “la derivada es una
funcion obtenida mediante una serie de procesos” que se emplea, por ejemplo, “en los
problemas [relacionados] con el desarrollo de Taylor” (anexo B.2.7.DS, en el CD
adjunto).

El resto de las alumnas que se encuentran en el grupo 1, aunque reconocen otro uso del
concepto de derivada, no lo utilizan correctamente en todos los casos posibles. Nieves
indica que la derivada puede utilizarse en “problemas de crecimiento y decrecimiento”
pero no responde correctamente a la pregunta 6, lo que indica que quizés no recuerde el
criterio de la primera derivada para describir la monotonia de una funcion; mientras que
Silvia utiliza correctamente todas las reglas de derivacién necesarias para resolver la
pregunta 1, mostrando asi su fluidez a la hora de utilizar los procesos de derivacion, y
resuelve correctamente la pregunta 5, utilizando la relacién entre la derivada y la
pendiente de la recta tangente a la funcién en un punto. Sin embargo no emplea este uso
de la derivada para responder a las preguntas 4 y 6 (Imagen 5.2.4).
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Imagen 5.2.4: Respuestas de Silvia a las preguntas 1,5y 6

En el grupo 2 podemos mencionar otros ejemplos significativos. Ginés reconoce la
definicion formal de la derivada y asocia el concepto de derivada con una recta tangente
y con la velocidad, sin embargo no utiliza de forma correcta ninguno de estos
significados. Este alumno manifiesta que la derivada es “la recta tangente a la funcion”
(anexo B.2.6.DG). En la pregunta 9, relaciona el limite del cociente incremental con la
definicion de la derivada aunque no de forma clara como refleja el hecho de que
necesite calcular dicho limite (Imagen 5.2.5). La respuesta de Ginés a esta pregunta ha
permitido observar que este alumno, ademas de mostrar poca fluidez en el
procedimiento de derivacién, también tiene dificultades en el calculo de limites.

9. ¢Qué relacién tiene el siguiente limite con la derivada de la funcién exponencial en un
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Imagen 5.2.5: Respuesta de Ginés a la pregunta 9

Virginia calcula la funcion derivada para responder a la pregunta 5 del cuestionario,
relacionada con el significado de la derivada de una funcién como pendiente de la recta
tangente a la funcién en un punto, pero no sabe qué hacer a continuacion; lo mismo le
ocurre al tratar de responder a la pregunta 10 (la derivada como velocidad instantanea).
En la pregunta 6 muestra que sabe de la existencia de un criterio de la derivada para
describir la monotonia de una funcién, pero parece no recordarlo de forma correcta ni lo
deduce a partir del significado geométrico de la derivada (Imagen 5.2.6).
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Pregunta 6
Imagen 5.2.6: Respuesta de Virginia a las preguntas 5, 6 y 10.

En el Gltimo grupo de estudiantes, donde se ha situado a aquellos alumnos que
relacionan el concepto de derivada con mas de tres significados (ademas del simbdlico)
nos encontramos con casos como el de Alexis, que utiliza los distintos significados de la
derivada que reconoce en preguntas concretas del cuestionario y no en todas las que
podria usarlo. Por ejemplo, la relacion entre la derivada y la velocidad la utiliza
correctamente para responder a la pregunta 10, pero no para indicar que la cantidad de
peces aumenta a velocidad constante (pregunta 11); calcula la pendiente de la recta que
aparece en la pregunta 5 utilizando que es tangente a la curva en el punto de
coordenadas (3,0) y calculando la derivada en el punto de tangencia, pero no emplea
este significado para responder a las preguntas 4 y 6 (anexo B.2.4.DA y anexo B.2.8).

Finalmente, hay otro grupo de estudiantes que relaciona algunos de los significados
asociados a la derivada para resolver problemas. Nicanor responde a la pregunta 4
buscando una funcién cuadratica g(x) que cumpla ciertas condiciones que la hacen ser
tangente a la funcién f(x) =3x en el punto (1,3) (Imagen 5.2.7). Es de suponer que
dicha funcion la ha obtenido por tanteo puesto que no presenta evidencia del uso de
ningun otro proceso.

4. Dada la funcién f(x)=3x, jexiste una funcién cuadrética g(x) que sea tangente a [ en
el punto x=1? En caso afirmativo, representa graficamente cual es la situacion en dicho
punto.
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Imagen 5.2.7: Respuesta de Nicanor a la pregunta 4
Otra caracteristica de este grupo de alumnos es que fueron, junto con Zoraida (grupo 2)

y con la excepcién de Alexis, los Unicos que plantearon y resolvieron de forma casi
correcta la pregunta 11 en la que debian indicar que la cantidad de peces, p(t), que
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habia en un estanque aumentaba a velocidad constante. Esta informacién debian
presentarla de dos maneras: con la funcion y con su derivada. Manuel, Milagros,
Nicanor y Mar indican que la derivada tiene que ser constante, aunque solo Manuel
especifica que debe tener signo positivo, y proponen una expresion para la funcion p(t).
Manuel, Milagros y Mar proponen una expresion particular; Nicanor presenta una
opcion mas general (Imagen 5.2.8). En esta pregunta, sin haber recibido formacién al
respecto, estos cuatro estudiantes han resuelto una Ecuacién Diferencial Ordinaria, el
caso mas sencillo que se puede plantear, y'(x) =k, donde k es una constante.
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Manuel

Imagen 5.2.8: Respuestas a la pregunta 11

Esta actividad puede compararse con el problema P7 propuesto en la primera fase de la
investigacion (anexo A.1). Los estudiantes que participaron en esa fase de la
investigacion ya habian recibido formacién acerca de las EDO de primer y segundo
orden, sin embargo, un tercio de los 21 alumnos ni siquiera planted la situacién
presentada en el enunciado de P7 en términos matematicos, aun cuando se les
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proporcionaba la expresion de la EDO. El hecho de que cuatro de los 15 estudiantes que
participaron en la segunda fase de la investigacion propusieran una posible expresion
matematica para la derivada de una funcién y la propia funcién en el problema 11 del
cuestionario de la derivada avala la hipotesis de que este tipo de problemas pueden ser
abordados desde los diferentes significados del concepto de derivada, sin requerir del
concepto de EDO de manera formal.

A partir del andlisis realizado se pueden establecer cuatro perfiles o tipologia de
comportamiento que describen el conocimiento que han mostrado estos estudiantes del
concepto de derivada y que se utilizara como referente en el seguimiento de las rutas de
aprendizaje de las cuatro parejas seleccionadas para realizar el analisis local.

Se tiene, por tanto, un primer perfil, en el que se sitlan seis estudiantes (Sonia, Nieves,
Silvia, Juan, Virginia, Carmen) que se caracterizan por reconocer, a lo sumo, dos
significados asociados al concepto de derivada de una funcién y utilizar las reglas de
derivacion con fluidez. En el perfil 2 se sitdan dos alumnos (Naomi y Alexis) que
relacionan el concepto de derivada con tres 0 mas significados y muestran fluidez al
utilizar las reglas de derivacion. Esta Gltima caracteristica es la que distingue a los
estudiantes del perfil 2 con los de perfil 3, que cometen algunos errores al utilizar las
reglas de derivacion. En el perfil 3 también se sitian dos estudiantes (Alberto y Ginés).
Finalmente, en el perfil 4 se sitlan cinco estudiantes ( Milagros, Nicanor, Zoraida,
Manuel y Mar) que reconocen tres 0 mas significados asociados a la derivada y los
utilizan para plantear y resolver Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de manera
informal (cuando aun no se habia introducido el concepto). La tabla 5.2.9 resume la
caracterizacion descrita.

Perfil Estudiantes Caracteristicas
. Reconocen, a lo sumo, dos significados
Sonia Juan . . .
. ... |asociados a la derivada, diferentes del
1 Nieves Virginia | .
L simbolico.
Silvia Carmen - L .
Utilizan las reglas de derivacion con fluidez.
. Reconocen tres 0 mas significados asociados a
Naomi . - L
2 . la derivada, diferentes del simbdlico.
Alexis o A .
Utilizan las reglas de derivacién con fluidez.
Reconocen tres 0 mas significados asociados a
Alberto . ; L
. la derivada, diferentes del simbdlico.
3 Gines L
Cometen errores al utilizar las reglas de
derivacion.
Reconocen tres 0 mas significados asociados a
Milagros la derivada, diferentes del simbdlico.
Nicanor Plantean y resuelven una EDO, de manera
4 Zoraida informal, utilizando el concepto de derivada.
Manuel Milagros y Nicanor utilizan las reglas de
Mar derivacion con fluidez; Zoraida, Manuel y Mar

cometen algunos errores.
Tabla 5.2.9: Perfiles de los estudiantes atendiendo a las respuestas al cuestionario C-D
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5.3 Analisis global del desarrollo del Modulo de
Ensenanza

Una vez resuelto el cuestionario de la derivada, los estudiantes se agruparon formando
seis parejas y un trio para trabajar de forma conjunta en la resolucion de los problemas
que conforman el Modulo de Ensefianza.

El Modulo de Ensefianza estd formado por tres problemas (Desintegracion del uranio,
Contaminacion de mercurio y Dinamica de poblaciones), cada uno de ellos compuesto
por una serie de preguntas y/o actividades relacionadas con una situacion hipotética,
enunciada en un contexto real, en el sentido que lo entiende la Educacion Matematica
Realista (Gravemeijer, 2004). La descripcién detallada de estos problemas y de la forma
en que se implement6 el Modulo de Ensefianza en el aula se presentaron en la seccion
3.3 del capitulo dedicado a la Metodologia de la investigacion.

El proceso de desarrollo en el aula para las diez sesiones de clase dedicadas a la
implementacién del Modulo de Ensefianza fue similar: se entregaba a los alumnos la
documentacidn relativa al problema que se estuviera considerando y estos trabajaban en
parejas o trios en su resolucion. Los profesores presentes en el aula aclaraban dudas que
fueran surgiendo a los estudiantes. Cada uno de los grupos disponia de una calculadora
Voyage 200, que podian utilizar si lo consideraban necesario. En todas las sesiones
hubo al menos una intervencién del profesor hacia todo el grupo, cuya naturaleza se
resume en las tablas 3.3.6, 3.3.7 y 3.3.8.

Durante las 10 sesiones dedicadas a la implementacion del Mddulo de Ensefianza, se
grabaron en video y en audio las intervenciones en el grupo (parejas y trio) de los
alumnos (véase la distribucién en el aula, imagen 3.3.3). La informacion que se analiza
en esta seccion proviene de estas grabaciones, de la documentacion escrita aportada por
cada grupo, y de las imagenes captadas del uso que cada grupo hizo de la Voyage
™200%". Para el analisis local, que se desarrollara en la seccién 5.4, se transcribieron las
grabaciones de las intervenciones de los estudiantes durante el desarrollo del Mddulo de
Ensefianza y se utilizd, ademas, el material recopilado en las entrevistas (documentacion
escrita, uso de la calculadora y trascripcion de la entrevista).

Los aspectos del desarrollo del Modulo de Ensefianza observados para realizar este
andlisis se basan en los elementos considerados en el Marco Conceptual como
fundamentales para el aprendizaje de las matematicas, relacionados a su vez con el
catdlogo de recursos, heuristicas, estrategias metacognitivas y creencias acerca de las
matematicas establecido por Schoenfeld (1992). Esos aspectos incluyen las relaciones
que los estudiantes establecen entre distintos conceptos matematicos, la fluidez que
muestran utilizando procedimientos matematicos, las heuristicas que emplean para
resolver el problema y su capacidad para reflexionar, explicar o abstraer.

El andlisis de las heuristicas y de los procesos de reflexion, abstraccion y de la forma en
que explican sus razonamientos requiere de la observacion y estudio detallado de las
grabaciones (en audio y/o video) de las sesiones de clase, por lo que en este primer
analisis de la informacion se describiran los aspectos mas generales observados, dejando

¥ Todo el material escrito que se utilizd para el analisis de datos se encuentra en el anexo B.2 (en el CD).
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para la siguiente seccion (seccion 5.4) el andlisis detallado de estos aspectos en relacion
con cada una de las parejas seleccionadas (analisis local).

5.3.1 Problema 1: Desintegracion del uranio

Como inicio del Médulo de Ensefianza, los estudiantes debian resolver un problema
relacionado con el fendbmeno de la descomposicion de elementos quimicos (anexo
A.2.U). Este problema comienza con una serie de preguntas en las que los estudiantes
deben establecer relaciones entre distintas situaciones y diferentes expresiones
matematicas, relacionadas principalmente con el concepto de derivada. Las respuestas a
estas preguntas conllevan el uso de los procesos de representacion, en lenguaje
matematico, de informacion dada en un contexto no matematico e interpretacion de los
resultados obtenidos en el contexto matematico en términos de la situacion real
planteada. Finaliza con una parte centrada en el contexto matematico, no relacionada de
forma explicita con la situacién planteada inicialmente, cuyo objetivo es que los
estudiantes utilicen sus conocimientos de derivadas e integrales para obtener
expresiones de funciones cuya derivada sea una funcion dada y utilizarla como ejemplo
para introducir los conceptos de Ecuacion Diferencial Ordinaria y solucion de la misma.

El cuestionario de la derivada (C-D, anexo A.2.D) presentaba algunas preguntas con
estas mismas caracteristicas: por ejemplo, las preguntas 7, 8, 10 y 11 estan relacionadas
con los procesos de representacion e interpretacion de informacién entre el contexto
matematico y el de la situacion hipotética planteada. En las respuestas de los estudiantes
a la pregunta 11 de este cuestionario, ademas, se pudo observar que cinco alumnos
(tabla 5.2.9) presentaban una solucion particular de una ecuacion de la forma y'=k,

con k una constante cualquiera e y(t) una funcion del tiempo, cuando el concepto de
EDO aun no habia sido introducido por el profesor.

En el desarrollo de este problema del Modulo de Ensefianza influyd el hecho de ser la
primera tarea que se proponia a los estudiantes con caracteristicas diferentes a las que
estaban acostumbrados a trabajar en las clases de matematicas. Inicialmente, el disefio
del problema provoca inseguridad en algunos alumnos. Este es el caso, por ejemplo, de
Milagros y Silvia que recurren en dos ocasiones a los profesores presentes en el aula
para confirmar su respuesta a la primera pregunta del problema (,como indicarias que la
cantidad de atomos de uranio 238 que hay en un material depende del tiempo que haya
pasado?) (Trascripcion B.2.1.TU, intervenciones [1,7]). La sesion dedicada a la
realizacion de esta tarea por parte de los estudiantes se puede describir como un proceso
de asimilacion de la nueva forma de entender las matematicas, modificando la creencia
de que los problemas matematicos deben resolverse en poco tiempo y con expresiones
de las soluciones que s6lo pueden ser valores numéricos o expresiones algebraicas
cerradas (Schoenfeld, 1992).

El disefio de este problema permite que pueda resolverse sin emplear la calculadora
Voyage 200, de hecho, ninguno de los grupos de estudiantes la utilizé.

Los aspectos de tipo conceptual que surgieron durante el desarrollo de este problema
fueron el uso de los conceptos de funcion y derivada para indicar dependencia del
tiempo, la relacion entre tipos de dependencia y distintas funciones, el uso de la
derivada para expresar aumento o disminucién de cierta cantidad y velocidad de cambio,
la existencia de infinitas funciones cuya derivada coincide y las relaciones entre ellas.

Analisis e interpretacion de datos: Segunda fase de la investigacion. 141



= Cuatro parejas utilizaron el concepto de derivada para indicar dependencia del
tiempo: Ginés y Manuel; Nicanor y Mar; Carmen y Virginia; Alexis y Zoraida.
= Cinco grupos utilizaron el concepto de funcién para indicar dependencia del
tiempo: Sonia, Alberto y Juan; Milagros y Silvia; Nicanor y Mar; Carmen y
Virginia; Nieves y Naomi.
= Relaciones entre tipos de dependencia y distintas funciones:
- Una cantidad que no varia, relacionada con una funcion constante: Sonia,
Alberto y Juan; Alexis y Zoraida; Nieves y Naomi.
- Una cantidad que disminuye, relacionada con una funcién de la forma
f(t)=f, — f(t"): Sonia, Alberto y Juan; Milagros y Silvia; Nicanor y Mar.
- Una cantidad que disminuye, relacionada con una funcién de la forma
f(t)+ f'(t) =k, siendo k una constante: Alexis y Zoraida.

» Cinco parejas utilizaron el concepto de derivada para expresar aumento 0
disminucion de una cantidad: Ginés y Manuel; Milagros y Silvia; Nicanor y Mar;
Carmen y Virginia; Nieves y Naomi. De todos estos estudiantes, sdlo Manuel
habia hecho uso de la derivada en este sentido para responder a las preguntas del
cuestionario de la derivada (ver seccion 5.2).

= Seis grupos usaron el significado de la derivada como velocidad de cambio: Sonia,
Alberto y Juan; Ginés y Manuel; Milagros y Silvia; Nicanor y Mar; Carmen y
Virginia; Alexis y Zoraida. La mayoria de estos alumnos habian asociado el
significado de velocidad con el concepto de derivada en sus respuestas al
cuestionario de la derivada (Juan, Ginés, Manuel, Milagros, Nicanor, Mar, Alexis
y Zoraida).

= Cinco parejas mostraron reconocer la existencia de infinitas funciones cuyas
derivadas coinciden y relacionarlas mediante una constante: Milagros y Silvia;
Nicanor y Mar; Carmen y Virginia; Alexis y Zoraida; Nieves y Naomi.

Los procedimientos matematicos que los alumnos deben usar con fluidez en el
desarrollo de este problema son la derivacion y la integracion. Sonia, alumna que forma
el trio junto con Juan y Alberto, no termina de completar las tablas que se presentan al
final del problema, en las que los estudiantes deben indicar algunos ejemplos de
funciones cuya derivada coincida con una dada. Esto nos hace suponer que Sonia tiene
dificultades con los procesos de derivacion e integracion. La inexistencia de grabacion
(por la ausencia en el aula del resto del grupo) no nos permite comprobar si es asi. Las
parejas formadas por Ginés y Manuel, Nieves y Naomi, al igual que Milagros®,
muestran dudas con respecto a la propiedad de la derivacion que indica que
(f +C)=f', siendo f una funcion derivable y C una constante cualquiera. El resto

de las parejas (Nicanor y Mar; Virginia y Carmen; Alexis y Zoraida) utilizan estos
procedimientos con fluidez.

En este problema también tienen una presencia significativa los procesos de
representacion e interpretacion de informacion dada en un contexto no matematico al
lenguaje matemético y viceversa®. En el proceso de representacion se observd que
distintos grupos asociaban la disminucion de cierta cantidad con una resta (Sonia,
Alberto y Juan; Milagros y Silvia; Nicanor y Mar; Alexis y Zoraida). Con la aparicién
del concepto de derivada, surge otra expresion matematica para indicar disminucion,

%8 Esta parte del problema la resuelve Milagros sola puesto que su compafiera, Silvia, se ausenta del aula.

% Relacionados con los procesos de “matematizacion horizontal y vertical” de Treffers (citado en
Drijvers, 2003, p. 14).
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mas precisa que la anterior, en el sentido de que no hay que considerar los posibles
cambios de signo del término que aparezca restando.

Las preguntas que han ofrecido mayor dificultad para los estudiantes son aquellas que
se han denominado de interrelacion porque su respuesta requiere conectar diferentes
significados en el contexto matematico con distintas situaciones. Por ejemplo, la
pregunta ¢puede ser que u'(t) sea igual a t? requiere que los estudiantes reflexionen
acerca del significado que tiene, en el contexto matematico, esa relacién de igualdad y
transferir el significado de esa relacién de igualdad al contexto de la situacién planteada.
La pareja formada por Nieves y Naomi no responde a estas cuestiones; Alexis y Zoraida
y Sonia (que ha resuelto esta parte del problema 1 sola por la ausencia de sus
comparfieros) utilizan razonamientos incorrectos para responder a estas preguntas. Por
ejemplo, en el caso de Sonia, la alumna muestra un error de comprensién del significado
de la expresion u(t) en términos de la dependencia e independencia de las variables.

Esta alumna explica que u'(t) no puede ser igual a —t porque u'(t) depende de t y no

de —t. Responde a las otras preguntas relacionadas con este proceso en términos
similares (Imagen 5.3.1).

¢ Puede ser que u’(t) sea igual a t? Justifica tu respuesta.
Ayuda: Recuerda el significado de la variable t en la situacion planteada. "‘ d
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Imagen 5.3.1: Interpretacion de Sonia de la expresion u(t)

El resto de las parejas respondieron correctamente empleando la relacion entre el signo
de la derivada y la monotonia de una funcién, en términos del aumento o la disminucién
de cierta cantidad.

Carmen y Virginia necesitan responder previamente a la pregunta ;que diferencia
habria entre el enunciado del problema cuando u'(t) =-1y u'(t) =-27?, lo que refleja

que la consideracion de casos particulares les ha ayudado en la busqueda de respuestas a
cuestiones generales, aunque los estudiantes no han utilizado esta heuristica de forma
autonoma, sino inducidos por la propia actividad. Nicanor y Carmen consiguen
responder a estas preguntas después de haber contestado a otra cuestion, “en este
contexto, ;qué significa que u’(t) sea positiva?”’

Esto confirma la necesidad que tienen determinados estudiantes de considerar
explicitamente unas fases iniciales de analisis y comprension de la situacién planteada,
en la que se contemplen algunos casos particulares, como paso previo al establecimiento
de relaciones mas generales. La observacion directa de esta circunstancia en el aula
reafirmd la eleccion hecha en el disefio del segundo problema del Médulo de Ensefianza,
Contaminacion de mercurio, introduciendo de forma explicita cuatro etapas de
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resolucion: andlisis y comprension de la situacion, resolucion del caso particular y
analisis retrospectivo del proceso de solucidn (Santos, 2007). La etapa de planteamiento
y solucidn de casos generales se plantea con el objeto de desarrollar habilidades en los
estudiantes relacionadas con los procesos del Pensamiento Matematico Avanzado como
la abstraccion y la generalizacion (Artigue et al., 2007).

En cuanto a las heuristicas, algunos de los estudiantes compararon distintas preguntas
del problema con cuestiones anteriores, buscando asi la manera de adaptar la respuesta a
nuevas situaciones; o con preguntas posteriores, intentando encontrar una referencia de
la respuesta que se esperaba que dieran. También se detectaron algunos casos en los que
los alumnos recurren a los conocimientos adquiridos en otras asignaturas, en este caso
de fisica, buscando una forma de expresar la funcion que indica el niUmero de atomos de
uranio que hay en un material en cualquier instante de tiempo. Por ejemplo, al tener que
expresar que el niUmero de atomos de uranio que hay en un material disminuye con el
tiempo, algunos de los estudiantes sienten la necesidad de buscar una expresion
algebraica para la funcién que indica el nimero de atomos de uranio. Para ello recurren
a distintos tipos de razonamientos. Por ejemplo, Milagros y Silvia suponen que pueden
adaptar la ecuacion que relaciona la velocidad y la posicion de un cuerpo, X = X, +V,t,

a la situacion planteada, llegando a la conclusién de que el nimero de atomos que hay
en el material puede quedar representado por la funcion u(t)=u,—u'(t)t (ver

Trascripcion B.2.1.TU, intervenciones [31,58]). Alexis y Zoraida también establecen
una analogia entre la situacion planteada y otras situaciones tratadas en otras materias.

Por ultimo, en referencia al primer problema del Mddulo de Ensefianza, se han
observado diferentes tipos de interaccion entre estudiantes. En algunos casos dicha
interaccion ha jugado el papel de herramienta de comprobacion y regulacion del proceso
de resolucion, a través de las preguntas y observaciones que los estudiantes formulaban
entre ellos (por ejemplo en la pareja formada por Milagros y Silvia). En otros casos, los
estudiantes aceptan las respuestas dadas por su compafiero 0 compafiera, sin
cuestionarlas, aunque esta no haya venido acompariada de un argumento que la sustente.
Este es el caso, por ejemplo, de Alexis y Zoraida, pareja en la que Alexis juega el papel
central, sobre todo al comienzo del problema (ver Transcripcion B.2.4.TU, intervencién
[14,26]).

Para continuar con el andlisis del desarrollo, por parte de los estudiantes de Quimica, del
Maodulo de Ensefianza interesan, sobre todo, dos aspectos: los diferentes usos que cada
pareja ha hecho del concepto de derivada durante el desarrollo de este primer problema
del Modulo y la fluidez que han mostrado al utilizar procedimientos matematicos. En
conjunto se han detectado cuatro formas diferentes de utilizar la derivada de una
funcion:

= para indicar que dicha funcion depende del tiempo

para referirse al aumento y/o disminucion de cierta cantidad

como velocidad de cambio

como expresion asociada a infinitas funciones que tienen en comudn dicha
derivada.

De la comparacién entre este analisis y el realizado en la seccion anterior se puede
extraer que la red de significados asociados a la derivada que muestra la pareja formada
por Virginia y Carmen se ha ampliado. En el cuestionario C-D, estas alumnas utilizaron
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Unicamente la definicién formal del concepto de derivada y su uso para describir la
monotonia de una funcion (anexo B.2.8). En el transcurso del primer problema del
Médulo de Ensefianza, Virginia y Carmen han afiadido cuatro usos diferentes al
conjunto de significados asociados a la derivada, enriqueciendo asi el catalogo de
recursos disponibles para la resolucién de problemas (Schoenfeld, 1992).

El trio formado por Sonia, Alberto y Juan y tres parejas (Manuel y Ginés; Nicanor y
Mar; Alexis y Zoraida) no muestran diferencias significativas con respecto a lo
observado en el cuestionario de la derivada.

Naomi, que en el cuestionario de la derivada mostro relacionar el concepto de derivada
con el de velocidad, no aporta ese conocimiento al desarrollo del primer problema del
Méddulo, lo que corrobora el hecho de que asociar dos ideas no garantiza que dicha

relacion se utilice de forma correcta en la resolucion de problemas.

Aspectos
Conceptuales

Uso de procesos y
procedimientos
matematicos

Heuristicas

Utilizar el concepto de funcion
para indicar dependencia del

tiempo.
Relaciones entre tipos de
dependencia y distintas
funciones:

= Una cantidad que no varia
con una funcion constante.
= Una cantidad que disminuye,
con una funcién de la forma
f)="1,-f1).
= Una cantidad que disminuye,
con una funcién de la forma
f(t)+ f'(t) =k, siendo k
una constante.
Utilizar el concepto de derivada
para indicar dependencia del
tiempo.
Utilizar el concepto de derivada
para expresar aumento 0
disminucidn de una cantidad.
Usar el significado de la
derivada como velocidad de
cambio.
Reconocer la existencia de
infinitas funciones cuyas
derivadas coinciden y
relacionarlas mediante una
constante.

Una estudiante no muestra
fluidez en el uso de los
procedimientos de
derivacion e integracion.

Algunos estudiantes
muestran dudas al aplicar la
propiedad (f +C)=f",
siendo f una funcion

derivabley C una
constante cualquiera.

La mayoria de los alumnos
muestran fluidez en el uso
de los procedimientos de
derivacion e integracion.

Proceso de abstraccion.
Proceso de generalizacion.

Comparacion de una pregunta
con cuestiones anteriores.

Comparacion de una pregunta
con cuestiones posteriores.

Recurrir a conocimientos
adquiridos en otras materias.

Tabla 5.3.2: Esquema de los aspectos observados en el desarrollo del problema 1

Por ultimo, el analisis del progreso de Milagros y Silvia necesita concretarse puesto que
son dos alumnas que, en el cuestionario de la derivada, mostraron caracteristicas muy
diferentes en cuanto a la variedad de significados que asociaban al concepto. En el
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primer problema del Modulo de Ensefianza esta pareja utilizo la derivada de tres formas
diferentes. Conviene analizar el papel que cada una de ellas, por separado, ha jugado en
el uso de dichos significados. Por esta razén, la pareja formada por Milagros y Silvia es
una de las seleccionadas para realizar el analisis local, en el que se describen las
trayectorias de aprendizaje de cuatro parejas (seccion 5.4).

La tabla 5.3.2 muestra un esquema de los aspectos conceptuales que los estudiantes
mostraron durante el desarrollo del primer problema del Modulo de Ensefianza, las
heuristicas que consideraron y la fluidez que mostraron en el uso de procedimientos
matematicos.

5.3.2 Problema 2: Contaminacion de mercurio

En este problema, la situacién que se plantea trata de un depdsito que inicialmente solo
contiene agua y en el que se introduce una disolucion de mercurio a cierta velocidad.
Esta disolucién se mezcla con el agua del deposito, del que sale un compuesto con cierta
cantidad de mercurio. La velocidad de entrada y salida de las disoluciones son iguales.
La variacion de la cantidad de mercurio dentro del depdsito puede representarse,
entonces, mediante una Ecuacion Diferencial Ordinaria de variables separables. El
disefio del problema guia a los estudiantes hacia la obtencion de esta EDO, se les pide
que la clasifiquen y la resuelvan y se les formula distintas preguntas y plantean
pequefias actividades en las que tienen que utilizar tanto la expresion de la ecuacion
diferencial, como de su solucion y otros conceptos matematicos (anexo A.2.M).

Una de las caracteristicas que distingue a este problema del anterior es su estructura. En
el desarrollo del problema 1, Desintegracion del uranio, se observé que algunos
estudiantes requerian del estudio de casos particulares como paso previo para responder
a determinadas cuestiones. Por otra parte, estos alumnos no se planteaban el uso de esta
heuristica de forma autonoma sino que fue una accion inducida por el propio problema.
En el problema 2 del Médulo de Ensefianza se hacen explicitas cinco etapas que
favorecen el desarrollo de procesos relacionados con la resolucion de problemas:
comprension 'y analisis de la situacion planteada, solucién del caso particular,
planteamiento y solucion de casos generales y analisis retrospectivo del proceso de
solucion (Barrera-Mora & Santos-Trigo, 2002). Se propone, ademas, una actividad
inicial en la que los estudiantes deben identificar en el enunciado la informacion que
consideren relevante y proponer alguna manera de abordar el problema.

La presentacion de los resultados del analisis del trabajo de los 15 estudiantes de

Quimica en el problema 2 se divide en distintas partes:

= En primer lugar se describen los aspectos mas relevantes observados durante la
redaccion del informe correspondiente a la actividad inicial.

= A continuacién se presenta la informacion relativa a las dos primeras etapas de
resolucion, comprension y analisis de la situacion, que concluye con la
representacion de la situaciéon en términos matematicos, utilizando una EDO para
indicar la variacion de mercurio que se produce en el deposito.

= Se sigue con el andlisis del proceso de resolucion seguido por los estudiantes en el
caso particular planteado, etapa 3, y en el desarrollo de la etapa 4, en la que se
plantea y resuelve el caso general.
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= Se concluye analizando como reflejan los estudiantes dicho proceso de resolucion y,
en general, las relaciones matematicas, en la redaccion del informe final,
correspondiente a la etapa de andlisis retrospectivo del proceso de solucion.

Actividad inicial

La actividad inicial propuesta en este problema consiste en la elaboracién, por parte de
los estudiantes, de un informe en el que se explique la situacién planteada, qué datos
consideran relevantes y como creen que pueden resolver el problema. El objetivo es
conseguir una primera vision de como han entendido la situacion los estudiantes, como
seleccionan la informacién que les interesa y como la reflejan en el papel, obteniendo
asi informacion sobre lo que Kilpatrick et al. (2009) denominan ‘competencia
estratégica”.

A pesar de ser una actividad que se propone de forma explicita en el enunciado del
problema, hay una pareja que no realiza este informe (Manuel y Ginés. Nieves y Naomi
redactan un informe con muy poca coherencia (Imagen 5.3.3). Ademas, esta pareja, al
igual que el trio formado por Sonia, Alberto y Juan, no identifica correctamente toda la
informacidn relevante para la resolucion del problema. Nieves y Naomi manifiestan que
“el dato principal que hay que tener en cuenta es el volumen del estanque, la
concentracion inicial y el volumen que sale por minuto” (anexo B.2.5.M, en el CD).
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Imagen 5.3.3: Actividad inicial redactada por Nieves y Naomi

Otras parejas, como Milagros y Silvia, Virginia y Carmen o Alexis y Zoraida presentan
los datos del problema en forma de listado (Imagen 5.3.4). La redaccidon del informe por
parte de estas parejas refleja diferencias. Alexis y Zoraida se limitan a re-escribir el
enunciado, sin aportar elementos diferentes, mientras que Milagros y Silvia van mas
alla en su redaccién mostrando que, ademas de leer el enunciado, estan reflexionando
acerca de la situacion que se estd produciendo, manifestando por ejemplo que el
volumen que hay dentro del deposito se mantiene constante, dato que no viene indicado
de forma explicita en el enunciado del problema (anexos B.2.4.M y B.2.1.M,
respectivamente).
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Imagen 5.3.4: Presentacion de los datos por parte de dos parejas

Un ultimo aspecto observado en las distintas redacciones de esta actividad inicial
presentadas por los estudiantes es que algunos grupos identificaban el problema a
resolver con un problema quimico, disminuir la concentracion de mercurio en el
estanque, y no con un problema matematico. Esto ocurre con el trio formado por Sonia,
Alberto y Juan y las parejas Milagros y Silvia, Virginia y Carmen y Alexis y Zoraida
(Imagen 5.3.5). No obstante, esta Ultima pareja hace alusion al uso del contexto
matematico como propuesta para resolver el problema, empleando las “rectas de
calibrado”, aunque estas no son aplicables en esta situacion®. Sélo otra pareja hace
alusion a que se trata de resolver un problema matematico. Nicanor y Mar indican que:

“habria que definir una funcion que de cuenta de la cantidad de mercurio en el
agua en cada momento [...] otra que indique la cantidad que sale [...] Hallar la
variacion de estas dos ecuaciones para obtener otra que nos de la concentracion
de mercurio por litro en cada momento.” (anexo B.2.2.M)
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Imagen 5.3.5: Sonia, Alberto y Juan piensan en un problema quimico

Comprension y analisis de la situacion

Una vez redactado el informe propuesto como actividad inicial, los estudiantes pasan a
responder a una serie de cuestiones sobre la situacion que se les plantea y la manera de
expresar cierta informacion en lenguaje matematico. Estas dos primeras etapas del
problema, comprension y analisis de la situacién, tienen como finalidad que los
estudiantes traten la situacion planteada desde un punto de vista matematico. Para ello
se incluyen cuestiones como ¢cuanto mercurio se ha introducido en el estanque un

“0 Este aspecto sera analizado en detalle en la seccién 5.4, en la que se presentan las rutas de aprendizaje
de cuatro parejas, entre ellas la formada por Alexis y Zoraida.
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minuto después?, ¢y dos minutos después?, ¢y tres minutos y medio después? y se les
guia en el camino para obtener la expresién algebraica de la ecuacion diferencial que
representa la variacion de la cantidad de mercurio que se produce en el depdsito con
actividades como indicar la cantidad de mercurio que se introduce y que sale del
estanque por minuto. La mayoria de las preguntas que se plantean en estas dos etapas
estan relacionadas con el proceso de representacion de informacion en el lenguaje
matematico, proceso que se observo en la primera fase de esta investigacion, que no
resultaba trivial para los estudiantes y que resulta fundamental en la resolucién de
problemas. El proceso de representacion también fue considerado en el problema 1 del
Maodulo de Ensefianza, Desintegracion del uranio.

De todas las preguntas que se plantean a lo largo de estas dos etapas de resolucion del
problema, hay tres que resultan fundamentales en la observacion del proceso mediante
el cual los estudiantes representan informacion dada en un contexto real, empleando la
notacién matematica. Definida la funcion p(t) para indicar la cantidad de mercurio que

hay en el estanque en cualquier instante de tiempo t, se pide a los alumnos que indiquen
la cantidad de mercurio que se introduce y que sale del estanque por minuto y expresar
la variacion de la cantidad de dicho elemento que se produce en el estanque.

La cantidad de mercurio que se introduce en el estanque en cualquier instante de tiempo
se obtiene de forma casi directa del enunciado del problema en el que se indica la
velocidad a la que se introduce la disolucién y la proporcién de mercurio en esta.
Algunas parejas dudaron para responder a esta cuestion, pero todos terminaron por
contestar de forma correcta. La estrategia mas empleada por los estudiantes para
responder o para comprobar que la respuesta era correcta fue el uso de las unidades de
medida como referencia.

La expresion de la cantidad de mercurio que sale del estanque por minuto depende de la
proporcién de este elemento que haya en la mezcla que se produce dentro del depdsito,
lo que a su vez depende de la funcién p(t). Esta cuestion no resultd facil para los

estudiantes. Los que consiguieron expresar de forma correcta la cantidad de mercurio
que sale del depdsito se apoyaron en las unidades de medida para obtener la respuesta
(Manuel y Ginés; Milagros y Silvia; Nicanor y Mar; Virginia y Carmen; Nieves y
Naomi). Los otros dos grupos no consiguieron establecer la expresion matematica
correcta para la cantidad de mercurio que sale del estanque por minuto. Sonia, Alberto y
Juan sostienen que la cantidad de mercurio que entra en el depdsito es exactamente
igual a la cantidad que sale, cuando lo que coincide son las velocidades de entrada y
salida de las disoluciones correspondientes. Alexis y Zoraida sustituyen la funcién p(t)

p(t)

en la expresion de la concentracién de mercurio dentro del deposito, 10000

, por el

valor 0’3, correspondiente a la cantidad de mercurio que se introduce en el estanque por
minuto.

En el momento de expresar la variacion de la cantidad de mercurio que se produce
dentro del depdsito se observa que cuatro grupos, aunque relacionan el significado de
derivada con el de variacién de una cierta cantidad, no utilizan dicha relacion para
indicar la variacion de la cantidad de mercurio que se produce en el estanque. Estos
grupos (Sonia, Alberto y Juan; Nicanor y Mar; Alexis y Zoraida; Nieves y Naomi) no
obtienen la expresion de la EDO que modela la situacion, siendo esta aportada por el

Analisis e interpretacion de datos: Segunda fase de la investigacion. 149



profesor para que continuaran con el desarrollo del problema. Las parejas formadas por
Manuel y Ginés y Virginia y Carmen obtuvieron la expresion correcta de la ecuacién
diferencial estableciendo la relacion entre el concepto de derivada y la variacion de la
cantidad de mercurio y de esta con la diferencia entre el mercurio que entra y el que sale
del estanque. Milagros y Silvia, aunque relacionaron la variacion con el concepto de

PO, 4g_ 3P)
10000 10000
al mercurio que hay dentro del deposito y no a la variacién de dicha cantidad.

derivada, con p'(t), lo igualaron a la expresién , correspondiente

En el analisis de las respuestas de los estudiantes de Quimica al cuestionario de la
derivada (seccién 5.2) se observé que en todos los grupos excepto en dos, al menos uno
de sus miembros reconocia la relacion entre la derivada y la variacion de una funcion.
En esos grupos resulta natural que dicha relacion se mantenga durante el desarrollo del
Modulo de Ensefianza, en particular, durante la resolucion del problema 2, puesto que
forma parte del catadlogo de recursos de que dispone el grupo para resolver problemas.
Las dos parejas que, en el cuestionario de la derivada, no mostraron establecer esta
relacion fueron Virginia y Carmen y Nieves y Naomi. Estas cuatro estudiantes vieron
ampliada la red de significados asociados al concepto de derivada con el trabajo en el
problema 2 del Mddulo, puesto que ambas relacionaron la variacion de la cantidad de
mercurio que hay en el estanque con p'(t). En el caso de Virginia y Carmen, ademas,

obtuvieron la expresion correcta de la EDO que modela la situacion.

Para concluir con éxito estas primeras etapas de la resolucion del problema, obteniendo
la expresion de la EDO que modela la situacion es necesario realizar correctamente el
proceso de representacion, en términos matematicos, de la cantidad de mercurio que
entra en el estanque por unidad de tiempo, la cantidad que sale y la variacién de dicha
cantidad que se produce dentro del depdsito, ademas de relacionar estas tres expresiones
considerando que la variacion de la cantidad de mercurio dentro del depésito se
corresponde con la diferencia entre las cantidades de dicha sustancia que entran y salen
del mismo. De estos procesos, los mas dificultosos para los estudiantes han sido la
representacion, en términos matematicos, de la cantidad de mercurio que sale del
estanque y el establecer la relacién entre p'(t), como representacion de la variacion de

la cantidad de mercurio en el estanque, y la diferencia entre las cantidades que entran y
salen del depdsito. En el siguiente esquema (esquema 5.3.6) se muestra esta situacion,
indicando con lineas discontinuas los procesos que mas dificultad han entrafiado.
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Representacion de Representacion de
la cantidad de la cantidad de
mercurio que entra mercurio que sale
en el deposito del depdsito

Variacion de la cantidad de mercurio = Cantidad que entra - Cantidad que sale

Representacion de la variacion de
la cantidad de mercurio que hay
en el depésito

Esquema 5.3.6: Procesos de representacion necesarios para obtener la EDO que
modela la situacion del problema 2

Con el fin de homogeneizar el momento, dentro de la resolucién del problema, en que
se encontraban los diferentes grupos de estudiantes, se concluyd la etapa 2, analisis de la
situacion, con la presentacién, por parte del profesor, de la EDO que modela la
situaciéon ** . De esta forma todos los estudiantes disponian de la ecuacion
p'(t) =03-0'0003p(t) para continuar con el desarrollo del problema. A continuacion,

el profesor presentd a los estudiantes la clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de primer orden, avanzando asi en la formalizacion del concepto.

Solucion de casos particulares
La tercera etapa del problema 2 del Mddulo de Ensefianza (Contaminacion de mercurio)
comienza con una serie de cuestiones planteadas con el objetivo de que los estudiantes
reflexionen sobre los conceptos matematicos introducidos formalmente por el profesor
hasta ese momento (EDO, orden y clasificacion de las EDO de primer orden). Para ello
se plantean preguntas como ¢qué elementos aparecen en la ecuacion que hacen afirmar
que se trata de una EDO y que ese es su orden? A continuacién se resuelve el problema
particular planteado, haciendo uso de la calculadora Voyage™?200 como herramienta
para analizar la situacién desde un punto de vista algebraico, resolviendo la ecuacién, y
gréfico, representando la funcion solucion. Esta etapa concluye con el planteamiento de
pequefias tareas con las que se persigue que los estudiantes reflexionen acerca del
proceso seguido para resolver el caso particular. Un ejemplo de este tipo de actividad es:
Si la concentracion méxima de mercurio que permite el Ministerio de Sanidad y
Consumo es de 0°04 gramos por litro, jen qué instante de tiempo Se debera
cerrar la entrada y la salida de solucién al estanque?

El andlisis del desarrollo de esta etapa por parte de los estudiantes permite observar
como han asimilado los conceptos introducidos por el profesor (Ecuacion Diferencial

*LEl resumen de las intervenciones del profesor hacia todo el grupo, en el desarrollo del problema 2, se
encuentra en la tabla 3.3.7.
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Ordinaria de primer orden y su clasificacion) y qué elementos consideran que
identifican los objetos con los que estan trabajando, mostrando asi aspectos de la
comprension conceptual de los alumnos. La inclusion de pequefias actividades dentro de
esta etapa permite observar como se enfrentan los estudiantes a la resolucion de
problemas y ver si los procesos y razonamientos empleados en el resto del problema
han sido fruto de la reflexion o no. Con el analisis del desarrollo de los estudiantes de
esta etapa de resolucién del problema 2, se dispondra de indicios acerca de lo que
Kilpatrick et al. (2009) denominan la competencia estratégica, asi como de los
razonamientos empleados por los estudiantes y de la fluidez con que utilizan
procedimientos matematicos.

Todos los estudiantes identifican la expresion p'(t) = 03—0'0003p(t) como una EDO
de primer orden. Algunos la clasifican como una ecuacion de variables separables y
otros como lineal (Imagen 5.3.7).

Analiza de cudl de estos tipos es la EDO que modela nuestra situacion.
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Imagen 5.3.7: Razonamiento de Manuel y Ginés para clasificar la EDO

A continuacion los estudiantes resuelven la EDO y el problema de valores iniciales
correspondiente a la condicion inicial p(0) =0 (inicialmente no hay mercurio dentro

del deposito). Contintian representando graficamente la funcion solucion particular
( p(t) =—1000e°%°°* +1000 ) y respondiendo a una serie de preguntas sobre el
comportamiento de dicha funcién y su interpretacion en el contexto de la situacion
hipoteética planteada.
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Representacion grafica de la funcion p(t) = -1000-e°°°* +1000

Tres de los grupos no reconocen la presencia de una asintota horizontal en la
representacion grafica de la funcién solucion y responden que la cantidad de mercurio
sigue aumentando de forma indefinida (Sonia, Alberto y Juan; Manuel y Ginés; Alexis
y Zoraida). Estos grupos, ademas de la pareja formada por Nieves y Naomi, calculan el
limite de la funcién p(t), cuando t — oo, con la calculadora VVoyage™?200. Las parejas
formadas por Nicanor y Mar y Virginia y Carmen también utilizan la tecnologia para el
calculo del limite, pero comprueban el resultado obtenido volviéndolo a calcular con
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lapiz y papel. Milagros y Silvia no han requerido la ayuda de la tecnologia para calcular
este limite, confiando y demostrando su fluidez en el célculo del limite de funciones.

La mayor dificultad que han tenido los estudiantes en el desarrollo de esta parte del
problema se ha presentado a la hora de distinguir entre la cantidad de mercurio que hay
dentro del estanque en un cualquier instante de tiempo, p(t), y la concentracion de

dicho elemento que hay en la disolucion, PO
10000

. S6lo dos parejas (Milagros y Silvia;

Nicanor y Mar) reflexionan lo suficiente acerca de la situacion planteada y el
significado de la expresion p(t). El resto de las parejas y el trio confunden los dos
significados, obligando a que el profesor realice una intervencion dirigida a todo el
grupo con el fin de aclarar este aspecto (tabla 3.3.7).

En la actividad final de esta etapa, propuesta con el fin de analizar si los estudiantes
interpretan correctamente el significado de las expresiones matematicas utilizadas a lo
largo del proceso de solucién del caso particular, se observé lo siguiente*?. Manuel y
Ginés, habian calculado previamente el niUmero de dias que se tarda en alcanzar una
concentracion de 0.05gr/l de mercurio dentro del depdsito, utilizando la expresion
algebraica de la funcion p(t) (Imagen 5.3.8). Este célculo lo utilizan a continuacion, de
forma incorrecta, para calcular el tiempo que se tardaria en alcanzar una concentracién
de 0.04gr/l de mercurio, empleando una regla de tres. Finalmente, vuelven a la opcién
de utilizar la expresion de p(t), pero no sustituyen el valor correcto de la funcion. Este

proceso de resolucion indica que esta pareja no establece relaciones entre los elementos
matematicos utilizados y la situacion hipotética planteada, ademas de manifestar que
necesitan desarrollar su capacidad de reflexion acerca del uso de conceptos matematicos.

Aunque Sonia, Alberto y Juan inicialmente optaron por utilizar una regla de tres para
resolver esta actividad, el resultado obtenido les hizo darse cuenta de que la solucion
propuesta no era correcta, optando entonces por considerar la expresion de p(t). Esto

refleja la importancia que tiene, en el proceso de solucion de problemas, el control del
propio proceso de resolucion, tal y como manifiesta Schoenfeld (1992). El resto de las
parejas (Milagros y Silvia; Nicanor y Mar; Virginia y Carmen; Alexis y Zoraida; Nieves
y Naomi) utilizan de forma correcta el significado de la funcién p(t) en el contexto de
la situacién hipotética planteada y responden correctamente a esta Gltima actividad de la
etapa de solucion del caso particular.
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El enunciado de dicha actividad es: Si la concentracién maxima de mercurio que permite el Ministerio
de Sanidad y Consumo es de 0°04 gramos por litro, jen qué instante de tiempo se debera cerrar la
entrada y la salida de solucién al estanque?
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Imagen 5.3.8: Proceso de resolucion de Manuel y Ginés

Planteamiento y solucion de casos generales

La situacion que se plantea en el enunciado del problema 2, Contaminacion de mercurio,
depende de cuatro parametros: la cantidad de mercurio que se introduce en el estanque,
la velocidad a la que entra y sale la disolucion, el volumen del depésito y la cantidad
inicial de mercurio que hay en el estanque. En la cuarta etapa de resolucion del
problema, correspondiente al planteamiento y solucion de casos generales, se modifica
cada uno de estos parametros hasta llegar a un planteamiento general de la situacion. La
etapa se divide en cuatro apartados, cada uno de ellos dedicado a uno de los parametros
que se quiere generalizar y que finalizan con una serie de cuestiones cuyo objetivo es el
estudio del modelo parcialmente generalizado que se acaba de obtener. En cada uno de
estos apartados se incluye una cuestion en la que los estudiantes deben representar
graficamente distintas funciones correspondientes a diferentes situaciones y se formula
una serie de preguntas acerca de dichas representaciones. El objetivo de esta parte de la
actividad es introducir el sistema de representacion grafico como recurso en la
resolucion de problemas. Se termina esta etapa con una actividad cuyo objetivo es
establecer si los estudiantes interrelacionan los dos contextos y han contestado a las
cuestiones anteriores de forma razonada, utilizando para ello dos depdsitos con
caracteristicas diferentes y preguntandoles acerca del tiempo que tardan en alcanzar una
concentracion determinada.

El anéalisis de la etapa de generalizacidon del problema permitira observar el tipo de
reflexiones y razonamientos que los alumnos emplean para desarrollar este proceso
caracteristico del Pensamiento Matematico Avanzado (Azcarate & Camacho, 2003). La
forma en que los estudiantes se aproximen a la generalizacion de la situacion da
muestras de su habilidad en la resolucion de problemas, su capacidad para abstraer y su
fluidez en el uso de procedimientos matematicos, abarcando asi varios de los elementos
considerados en el Marco Conceptual de esta investigacion.

Algunas parejas no establecen relacién entre la constante de integracidn que aparece en
la expresion de la solucion general de la EDO y la condicion inicial. Asi se refleja, por
ejemplo con la pareja formada por Manuel y Ginés. En el Gltimo apartado de la etapa 4
del problema, relativa al planteamiento y solucion de casos generales, el parametro que
se generaliza es la cantidad de mercurio que hay inicialmente en el depésito. Esta pareja
de estudiantes considera que este parametro modifica la EDO, concretamente el término
que indica la cantidad de mercurio que entra y, posteriormente, resuelven la ecuacién
(Imagen 5.3.9). Este error puede ser la composicion de dos elementos, por un lado la
falta de reflexion sobre la situacion planteada puesto que esta pareja habia identificado
el primer téermino de la EDO como la cantidad de mercurio que se introduce en el
depdsito, y por otro lado, la falta de relacion entre la constante de integracion y el dato
inicial. Manuel y Ginés, ademas, para calcular el valor de la constante de integracion en
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el caso en que el depdsito tenga inicialmente P, gramos de mercurio en su interior,
utilizan la condicion p(0)=0, lo que puede avalar la falta de reflexion sobre el

enunciado. Otros grupos que tuvieron dificultades para establecer la relacion entre el
calculo de la constante de integracion y la condicion inicial fueron el trio, Sonia,
Alberto y Juan y la pareja formada por Virginia y Carmen.

e introducir la solucién

Y siel depdsito tuviera 500 gramos de mercurio?
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,c%‘é.— v\\_’SCLfM) _i—uf(‘f}

Imagen 5.3.9: Proceso de generalizacion de Manuel y Ginés

Al comenzar esta etapa de generalizacion del problema, los estudiantes deben tener en
cuenta los significados de cada uno de los términos de la EDO en relacién con la
situacion hipotética planteada. Seis de los grupos pasaron por este proceso de reflexién
antes de plantear ecuaciones mas generales, pero Alexis y Zoraida emplearon un
argumento de linealidad para generalizar las ecuaciones (Imagen 5.3.10). La
intervencion de uno de los profesores presentes en el aula les hizo reflexionar sobre el
proceso que habian seguido para plantear cada una de las EDO.
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Imagen 5.3.10: Proceso de generalizacién de Alexis y Zoraida

Para completar la primera tabla incluida en esta etapa, la mayoria de los grupos optaron
por resolver una o dos filas y buscar el patron que les permitia expresar las ecuaciones y
funciones que les faltaban. De estos grupos, dos parejas (Nicanor y Mar; Virginia y
Carmen) comprobaron cada una de las expresiones que proponian como solucion,
resolviendo cada EDO con la calculadora. S6lo dos parejas (Alexis y Zoraida; Nieves y
Naomi) resolvieron cada uno de los casos por separado, sin buscar un patron, lo que
denota escasez de recursos para la resolucion de problemas, en lo que a heuristicas se
refiere.
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La etapa 4 de este problema finaliza con una actividad en la que los estudiantes deben
comparar dos situaciones analogas. El proceso que los estudiantes sigan para resolver
esta actividad reflejara, en parte, si han comprendido el significado de los conceptos
matematicos que han surgido y la relacidn de estos con la situacion particular planteada.
El enunciado de la actividad es el siguiente:

Supongamos que tenemos dos depositos, el primero con un volumen de 60.000 litros en el que
introduce una solucion con 0’2 gramos de mercurio por litro, y el segundo con un volumen de
45.000 litros en el que se introduce una solucion con 0’6 gramos de mercurio por litro.

Si en cada deposito tenemos una cantidad inicial de 250 gramos de mercurio y las soluciones
entran y salen de ambos depdsitos a una velocidad de 3 litros por minuto,

- ¢En cudl de los depositos se alcanza antes una concentracion de mercurio de 0°1gr/1?
- ¢(En qué instante de tiempo se alcanza?

El primer dato significativo es que tres de los grupos (Sonia, Alberto y Juan; Alexis y
Zoraida; Nieves y Naomi) no resuelven esta actividad durante la sesion de clases y
tampoco en casa, habiéndoles dado la oportunidad de hacerlo. Esto refleja la manera en
que se involucran en la materia, factor que influye claramente en el desarrollo del
aprendizaje de la disciplina.

Manuel y Ginés cometen un error al sustituir los datos, vuelven a confundir la
concentracion de mercurio con la cantidad de dicho elemento, p(t), que hay en el

estanque en cualquier instante de tiempo. A este error hay que afiadirle el hecho de que
no obtuvieron la expresion correcta de la funcion que modela la situacion general al no
relacionar la constante de integracion con el dato inicial (Imagen 5.3.9). Milagros y
Silvia cometen un error de sintaxis en el contexto matematico, que las lleva a realizar
operaciones incorrectas. El error consiste en la ausencia del uso de paréntesis (Imagen
5.3.11). Las parejas formadas por Nicanor y Mar y Virginia y Carmen muestran
suficiente habilidad en el proceso de generalizacién, capacidad de reflexionar y
habilidad para resolver problemas, estableciendo relaciones entre distintos conceptos
matematicos y entre estos y diferentes situaciones hipotéticas.
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Imagen 5.3.11: Errores de procedilmiento de Milagros y Silvia

Analisis retrospectivo del proceso de solucién

El informe entregado por los estudiantes con el analisis retrospectivo de este problema,
ultima etapa, puede utilizarse como un elemento mas que refleja si los estudiantes han
resuelto el problema de forma razonada o simplemente se han dejado guiar a ciegas por
las preguntas que se planteaban y los comentarios de los profesores. Su analisis servira
para determinar la forma en que han comprendido los razonamientos que se han
empleado y han conectado los dos contextos de trabajo: el de la situacion hipotética
planteada y el matematico.

El informe redactado por Sonia, Alberto y Juan refleja que no han identificado los
factores que intervienen en la situacion y que influyen en la EDO y su solucion,
obviando el dato correspondiente a la velocidad a la que sale la mezcla del deposito.
Este dato es el que hace que se obtenga una EDO de variables separadas ya que, en el
caso en que la velocidad de entrada y salida de la disolucidn no coincide, se obtiene una
ecuacion diferencial lineal. Este grupo no distingue entre la ecuacion diferencial y su
solucién (esto mismo le ocurre a Virginia y Carmen®®) y no relaciona la constante de
integracion con el dato inicial. Ademas relaciona p(t) con la concentracion de mercurio

que hay dentro del estanque y no con la cantidad de dicho material, como es el caso
(Imagen 5.3.12).

Naomi, Nieves y Manuel entregaron un informe individual. Manuel y Nieves solo
reflejan la parte correspondiente al caso particular. Manuel identifica los datos
relevantes que intervienen en la situacion, elementos que no explicita Nieves. La pareja
de Nieves, Naomi, menciona los parametros que influyen en el caso general, excepto la
cantidad inicial de mercurio que haya en el depdsito cuando comience a introducirse el
liquido. Finalmente, las parejas formadas por Milagros y Silvia y Nicanor y Mar
entregan unos informes muy completos, reflejando tanto el caso particular como el
general, indicando los factores que intervienen en la situacion hipotética y modifican la
formulacion matematica de la misma. Existe una diferencia en cuanto a la redaccion de
los informes de estas parejas, relativa al papel de la EDO en el proceso de resolucion.
Milagros y Silvia indican que para resolver la situacion, “analizan la variacion de la
cantidad de mercurio con el tiempo ”, obteniendo una EDO. Nicanor manifiesta que “la
cantidad de mercurio presente en el estanque era la variacion entre la cantidad de
mercurio que se introducia en el estanque y la que salia de é1”, mientras Mar sefiala que

* En la siguiente seccion se detalla el proceso de resolucion de cuatro de las parejas, en particular de
Virginia y Carmen (seccion 5.4.3).
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“para hallar la concentracién de mercurio en el depésito hay que determinar qué
cantidad de mercurio sale y entra del depdsito en cada tiempo, y hallar su variacion”.
Desde el punto de vista del significado que cada una de estas parejas ha dado a la EDO,
Milagros y Silvia consideran la ecuacion diferencial como una forma de expresar
informacion de la que disponen, mientras que Nicanor y Mar parecen verlo como algo
que hay que calcular.
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Imagen 5.3.12: Parte del analisis retrospectivo de Sonia, Alberto y Juan

Son varias las parejas que durante el desarrollo de esta actividad optan por utilizar su
propia calculadora, una calculadora cientifica, para realizar operaciones de calculo
numérico, adin cuando estas pueden realizarse con la Voyage'“'200. Esta circunstancia
hace pensar que no todos los estudiantes se sienten comodos con el uso de la
herramienta seleccionada, encontrandose todavia en un periodo de adaptacion del
trabajo con la calculadora Voyage™?200. La mayoria de las parejas utiliza la
Voyage™?200 para resolver las EDO que surgen a lo largo del problema. Sélo dos
grupos, el trio formado por Sonia, Alberto y Juan y la pareja formada por Manuel y
Ginés intentan resolver alguna de las ecuaciones empleando lapiz y papel y el método
de separacion de variables.

Aunque hubo varias intervenciones, por parte del profesor, dirigidas a homogeneizar y,
en caso necesario, agilizar el desarrollo de las actividades por parte de los estudiantes,
no todos los alumnos consiguieron seguir el ritmo. Este es el caso de la pareja formada
por Alexis y Zoraida, que no terminaron de resolver el problema, ain cuando se les
propuso que lo acabaran en casa. Esta pareja solo realizo las actividades propuestas
dentro de este problema correspondiente a las tres primeras etapas y a la primera parte
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de la etapa 4, solucion de casos generales. No se dispone por tanto de informacion de
esta pareja relacionada con el analisis retrospectivo del proceso de solucion. En la
siguiente seccidn, donde se presenta un analisis mas concreto de la ruta de aprendizaje
de cuatro parejas seleccionadas, se podran observar algunas caracteristicas de la pareja
formada por Alexis y Zoraida que pueden haber influido en el hecho de que no
finalizaran el problema 2 del Modulo de Ensefianza.

Un aspecto general que se observo en el desarrollo de este problema por parte de los
estudiantes es que la mayoria no verificaba sus respuestas. El proceso de verificacion
que los matematicos profesionales realizan de forma auténoma (Carlson, Bloom &
Glick, 2008) no se produce en los estudiantes. Este aspecto se toma en consideracion a
la hora de disefiar la presentacion definitiva del problema 3 del Mdédulo de Ensefianza,
Dinamica de poblaciones, incluyendo una serie de cuestiones que promovieran que los
alumnos comprobaran las respuestas obtenidas. De esta forma se influye, ademas, en el
desarrollo de estrategias metacognitivas o de control, relevantes en el proceso de
resolucion de problemas, tal y como se refleja en el Marco Conceptual de esta
investigacion.

La siguiente tabla muestra el resumen de los aspectos observados en el desarrollo del
problema 2 del Mddulo de Ensefianza, incluyendo los elementos conceptuales, los
procesos y procedimientos matematicos y las heuristicas mostrados por los estudiantes
durante el proceso de resolucion del problema.

Aspectos Uso de procesos y

Conceptuales

procedimientos
matematicos

Heuristicas

Considerar que el problema
planteado es de caracter
guimico y no matematico.
Establecer relaciones entre
diferentes representaciones
matematicas de una misma
situacion hipotética.

Uso de la funcion derivada para
indicar variacion de cierta
cantidad.

Reconocimiento de la presencia
de una asintota horizontal en la
representacion grafica de una
funcion.

Clasificacion de una EDO.

Resolucién de una EDO.
Calculo de limites.

Proceso de generalizacion.

Proceso de abstraccion.

Proceso de representacion.

Proceso de interpretacion.

Consideracion de las
unidades de medida como
referente para realizar
operaciones.

Busqueda de patrones.

Tabla 5.3.13: Esquema de los aspectos observados en el desarrollo del problema 2

5.3.3 Problema 3: Dindmica de poblaciones
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El problema 3 del Mdédulo de ensefianza (Dinamica de poblaciones) presenta la misma
estructura general que el anterior, en lo que se refiere a la inclusion de cinco etapas de
resolucidn, ahora bien, se distingue del anterior en que no se incluye la actividad inicial,
se hace hincapié en el desarrollo del proceso de verificacion de respuestas y se introduce
un nuevo significado asociado al concepto de EDO, relacionado con el significado
geométrico de la derivada (Thurston, 1994) y su uso para estudiar la monotonia de
funciones.

En el problema 2, Contaminacion de mercurio, los estudiantes necesitaban resolver la
EDO para continuar con el problema. Incluso en la etapa 4, planteamiento y solucion de
casos generales, una vez obtenida la ecuacion, se resolvia el problema de valores
iniciales correspondiente y se trabajaba con la funcion solucion de dicho problema. En
el problema 3, Dinamica de poblaciones, la expresion algebraica de la funcion que se
obtiene al resolver la EDO que modela la situacion no arroja informacion suficiente
para responder a las preguntas que se formulan. Se requiere el anélisis de la propia EDO,
utilizando la derivada como elemento que describe el aumento o la disminucion de
cierta cantidad, relacionado con lo que Thurston (1994) denomina significado
geométrico de la derivada. Este uso del concepto ya se tuvo en cuenta en el disefio del
cuestionario de la derivada y en el problema 1 de dicho Modulo, Desintegracion del
uranio. En el cuestionario de la derivada, Gnicamente Manuel utilizé el concepto de
derivada para indicar que cierta cantidad aumentaba (anexo B.2.8), mientras que en el
problema 1, cinco parejas establecieron esta relacion (Ginés y Manuel; Milagros y
Silvia; Nicanor y Mar; Carmen y Virginia; Nieves y Naomi).

El andlisis del desarrollo de este problema se hard de manera analoga al anterior,
distinguiendo entre las fases de resolucion del mismo.

Comprension y analisis de la situacion

Una de las partes que resulté méas dificil para los estudiantes en el transcurso del
problema 2, fue la obtencion de la EDO que modelaba la situacion particular
(p': 0.3-0.0003 p). De hecho, cuatro de los grupos de estudiantes fueron incapaces de
determinarla (Sonia, Alberto y Juan; Nicanor y Mar; Alexis y Zoraida; Nieves y Naomi).
En este problema, los estudiantes deben representar en términos matematicos tres
situaciones de variacion relacionadas con una poblacion de peces. En primer lugar se
consideran unicamente las tasas de nacimiento y mortalidad de la especie, conduciendo
a la expresion de la EDO P'=0.19P . A continuacion se introduce un término de
competicion, b, que da lugar a la ecuacién P'=0.19P —bP?. Finalmente, en la etapa de
planteamiento y solucion de casos generales, etapa 4, se considera una tasa de

crecimiento a, con lo que la EDO objeto de estudio se convierte en P'=aP —bP?.

De estas tres ecuaciones diferenciales, las dos primeras fueron las que resultaron mas
dificiles de obtener por parte de los estudiantes de Quimica. La primera de ellas,
P'=0.19P, se obtiene después de analizar una tabla (tabla 5.3.14) en la que se
consideraban distintos casos particulares y se expresan las tasas de nacimiento y
mortalidad de la especie de forma general, indicando P(t) el niUmero de peces de dicha

especie.

Peces que nacen en Peces que mueren Variacion en el

NUmero de peces i, ~ ,
un afio en un afio numero de peces, en
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un afio

1000

2000

3000

P(t)

Tabla5.3.14

Todos los estudiantes completaron correctamente los apartados correspondientes a los
casos particulares pero algunos tuvieron dificultades con el proceso de generalizacion,
necesario para completar la ultima fila de la tabla, y que les lleva de forma directa a la
expresion de la EDO que modela esta primera situacion. Este es el caso de Nieves y
Naomi cuyas dificultades provienen del proceso que han seguido para completar las tres
primeras filas, que podria considerarse como un proceso de tipo aditivo ya que consiste
en sumar la cantidad correspondiente a la primera fila tantas veces como se requiera.
Por ejemplo, para calcular el nimero de peces que nacen en un afio, cuando la poblacion
es de 3000 peces, el proceso seguido por estas alumnas sigue el siguiente esquema:

N° de peces: 1000 + 1000 + 1000 = 3000

SN RS

410 + 410 + 410 =1230

Peces que nacen
en un afno:

El mismo proceso siguen para calcular el nimero de peces que mueren en un afio, pero
no para calcular la variacion del nimero de peces, operacion que realizan restando las
dos columnas anteriores. Este proceso no es generalizable de forma directa para P(t)

peces puesto que requiere del paso de un proceso aditivo a un proceso multiplicativo.
Esta situacion refleja la importancia que tiene la eleccidn del proceso de resolucién en
los casos particulares para que este pueda ser generalizado. La heuristica que subyace en
este proceso es la busqueda de patrones y lo que se ha observado con este ejemplo es
que las caracteristicas del patrén identificado influyen en que este resulte Gtil para
conseguir el objetivo deseado y pueda ser generalizado (Santos-Trigo & Rivera-
Figueroa, 2010). Tres grupos (Sonia, Alberto y Juan; Manuel y Ginés; Virginia y
Carmen) utilizan un proceso de tipo multiplicativo para calcular las tasas de nacimiento
y mortalidad para casos particulares pero, en el caso general, se equivocan al establecer
el factor que acompafia a la expresion P(t) . Proponen 410P(t) y 220P(t) como

expresiones de la cantidad de peces que nacen y mueren respectivamente. Otra
caracteristica que tienen en comun estos tres grupos es que no comprueban si la
expresion propuesta es valida, lo que denota escasez de estrategias metacognitivas,
elemento importante del proceso de resolucion de problemas (Schoenfeld, 1992).
Nicanor y Mar tampoco comprueban las expresiones que proponen para estas dos
cantidades, aunque en su caso el proceso de representacion fue correcto. Las otras dos
parejas restantes (Milagros y Silvia; Alexis y Zoraida) indican las expresiones generales
correctas y comprueban que los casos particulares analizados con anterioridad
responden al patrén presentado bajo su expresion algebraica.
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Los profesores participantes en la implementacion del Modulo de Ensefianza
interactuaron con los grupos que habian tenido dificultades para completar la tabla
correctamente, y por tanto, para expresar la EDO que modela la situacion, dirigiendo
sus razonamientos desde un punto de vista de la formulacion de conjeturas y su
verificacién empleando los casos particulares conocidos. El resultado fue que los 7
grupos consiguieron establecer correctamente la EDO que modela la situacion particular
inicial, P'=0.19P, aungue uno de ellos, el formado por Sonia, Alberto y Juan no utiliza
la notacion matematica correctamente (Imagen 5.3.15) mostrando que podrian tener

dificultades con el significado de la expresion % :

Imagen 5.3.15: Expresion incorrecta de una EDO utilizada por Sonia, Alberto y
Juan

Solucion de casos particulares
Una vez obtenida la EDO que modela la situacion particular, esta se resuelve y se

analiza la expresion obtenida, P(t) = C-e*™ en funcion de la constante de integracion,

C. En el problema anterior, se observé que algunos estudiantes no relacionaban el
calculo de la constante de integracion con los valores iniciales de la funcién solucién
(Sonia, Alberto y Juan; Manuel y Ginés; Virginia y Carmen). Por este motivo se
incluyeron en este problema dos preguntas relacionadas con este aspecto: “Con los
datos que tienes, ¢puedes calcular la constante de integracién?, ¢;qué necesitarias
conocer para calcularla?” En esta ocasion todos los grupos detectaron la necesidad de
disponer de informacién sobre la poblacion de peces en un instante de tiempo
determinado para poder calcular el valor de C.

A las preguntas anteriores le sigue una cuestion cuyo objetivo es observar el tipo de
razonamiento que los estudiantes emplean para analizar la monotonia de una funcion.
Con la pregunta: “El numero de peces, ;jaumenta, disminuye o se mantiene constante? ”
los estudiantes mostraran si utilizan la EDO, P'=0.19P , o la funcién obtenida como
solucion de la misma, P(t) =Ce®'*"  para presentar sus argumentos. Cinco de los
grupos responden en términos de las propiedades de la funcién exponencial, aunque
solo uno de ellos (Nicanor y Mar) reflexiona acerca de la influencia del signo de la
constante C para que el razonamiento sea correcto. Los otros cuatro (Sonia, Alberto y
Juan; Manuel y Ginés; Milagros y Silvia; Virginia y Carmen) responden que la funcién
P(t) = Ce®™ crece de forma exponencial, sin referirse de forma explicita al signo de la
constante de integracion (Imagen 5.3.16). En esta cuestion es importante la discusion
acerca del signo de C vy su relacién con la monotonia de la funcion P(t) puesto que en
el caso en que la constante sea positiva la funcion es creciente y en caso de que sea
negativa, la funcion P(t) es decreciente. Tal y como mostr0 Rasmussen en su
investigacion, detras de algunas respuestas correctas se pueden esconder errores de
comprension o lagunas conceptuales (Rasmussen, 2001). En este caso podria ocurrir
que los alumnos que no reflexionaron acerca del signo de C consideren que todas las
funciones exponenciales son crecientes.
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- El nimero de peces, jaumenta, disminuye o se mantiene constante? Explica tu
respuesta.

St e 5 Geuieko “\QC‘*%‘J

P

\
Imagen 5.3.16: Manuel y Ginés

Sélo una pareja, Nieves y Naomi, hace uso de la relacion entre el signo de la derivada
de una funcién y la monotonia de la misma (significado geométrico de Thurston, 1994)
para analizar el comportamiento de la poblacion de peces (Imagen 5.3.17).

- El ndmero de peces, jaumenta, disminuye o se mantiene constante? Explica tu

respuesta,
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Imagen 5.3.17: Nieves y Naomi

Entre las respuestas de los estudiantes a esta cuestion hay una cuyo razonamiento difiere
de las demas. Alexis y Zoraida responden que el nimero de peces aumenta porque “es
mayor la tasa de natalidad que la de mortalidad”. Esta pareja no hace referencia ni a la
EDO que modela la situacion ni a la expresion de la funcion solucién. Su respuesta se
restringe al uso de la informacién proporcionada en el contexto de la situacion
(Rasmussen & Ruan, 2008). Detrds de esta respuesta, a priori correcta, puede
encontrarse un error de concepcion en el que se considera que todas las funciones
exponenciales son crecientes. Aungue, en principio, la interaccion entre los estudiantes
debe funcionar para detectar estos posibles errores de concepcion que se esconden bajo
una respuesta correcta, el hecho de que los dos estudiantes acepten la respuesta
propuesta impide profundizar en la concepcion de los estudiantes acerca de las
propiedades de la funcion exponencial.

La parte final de la etapa 3 de este problema resultd dificil para la mayoria de los
estudiantes que requirieron de la ayuda de los profesores en numerosas ocasiones. En
esta parte del problema se pedia a los alumnos que, teniendo la EDO que modela la
situacion hipotética planteada, en el caso que incluye el término de competicion,

P'=0.19P —bP?, analizaran para qué valores de P la poblacion aumenta, disminuye y
se mantiene constante, ademas de estudiar qué sucede con la poblacion a lo largo del
tiempo. Nieves y Naomi se apoyan continuamente en los profesores para responder a
estas y otras cuestiones de esta actividad. En el caso particular del estudio de la
monotonia de P, haciendo uso de la EDO, los profesores las guian de diferentes formas
para gque establezcan la relacion correcta entre los valores de P y el aumento o la
disminucion de peces, pero las alumnas no reflexionan sobre lo que les dicen los
profesores, limitandose a copiar lo que les explican. Este es un comportamiento que
Nieves y Naomi repiten en varios momentos de las cuatro sesiones de clase dedicadas a
resolver el problema 3, Dinamica de poblaciones. La falta de reflexion de las alumnas
se refleja en que casi no existe didlogo entre ellas, salvo cuando ha intervenido
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previamente un profesor. La iniciativa, la confianza en los propios conocimientos y el
espiritu critico son elementos que influyen en el desarrollo del aprendizaje.

So6lo una de las parejas de estudiantes (Nicanor y Mar) utiliza la EDO para estudiar los
valores de P para los que la poblacion aumenta, disminuye o se mantiene constante y
resuelven la inecuacion correspondiente de forma correcta. El resto de los grupos (Sonia,
Alberto y Juan; Manuel y Ginés; Milagros y Silvia; Virginia y Carmen; Alexis y
Zoraida) indican la relacion entre el signo de la derivada y la monotonia de la funcion
P (Imagen 5.3.18) y para estudiar el signo de la expresion 0.19P —bP?, emplean la
heuristica del tanteo con diferentes valores de P o usan argumentos incorrectos como

que x> > x para cualquier valor de x.
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Imagen 5.3.18: Virginia y Carmen

Del escaso éxito de estas heuristicas surge un proceso que la bibliografia sefiala como
elemento de dificultad en el estudio de las EDO (Rasmussen, 2001; Guerrero, 2008).
Manuel propone representar graficamente el segundo miembro de la EDO, la funcion
0.19P —bP?, que identifica como una parabola, y estudiar esta representacion grafica
(Imagen 5.3.19). En este proceso, Manuel se encuentra con algunas dificultades que
supera por medio de la interaccion con una de las profesoras. Todas las dificultades
mostradas por este alumno tienen como base la idea fija de que las variables que esta
representando son x y f(x). Una vez que observa que en realidad esta representando

una funcioén, P, frente a su derivada, P', responde a la cuestion planteada sin dificultad.

PaoaP— ¥ =

Imagen 5.3.19: Proceso de Manuel
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El resto de los grupos son guiados por los profesores hacia el estudio del signo de P’
mediante la resolucion de las inecuaciones correspondientes. EI grupo formado por
Sonia, Alberto y Juan comete un error al resolver las inecuaciones relacionada con la
siguiente propiedad:
a<b
A r=>Aa>Ab

A<0

Imagen 5.3.20: Procedimiento de resolucion de una inecuacion de Sonia, Alberto y
Juan

Con el estudio del signo de P' se obtiene que la poblacién de peces aumenta, disminuye
0 se mantiene constante dependiendo de la cantidad inicial de peces de que se disponga,

obteniéndose que la poblacion de peces aumenta para P, <O'T19, disminuye para

P, > % y se mantiene constante cuando P, =0 0 P, = % Calculando el limite de

la funcion P(t), cuando t — co, se concluye que la poblacion de peces, a medida que

. 019
pasa el tiempo, se acerca al valor el

La siguiente actividad requiere que se representen graficamente tres funciones, cada una
de las cuales se corresponde con una de las situaciones analizadas anteriormente. De
esta forma se induce a los estudiantes a pasar por un proceso de verificacion de los
resultados obtenidos, empleando ademas la representacion grafica como un elemento
que permite observar la situacion planteada desde otro enfoque. Solo tres parejas
(Milagros y Silvia; Nicanor y Mar; Virginia y Carmen) realizaron estas representaciones
gréficas. Nicanor y Mar, ademas, reflexionaron sobre la relacion entre la informacion
obtenida al analizar el signo de P' resolviendo las inecuaciones y en la representacion
gréfica. Las otras dos parejas (Milagros y Silvia; Virginia y Carmen) se limitan a
representar las graficas correspondientes a las situaciones particulares planteadas, sin
discutir acerca de su relacion con el estudio analitico anterior. El procedimiento seguido
por las tres parejas para representar las funciones es el mismo y utilizan la calculadora
Voyage 200 para realizar todos los calculos (Imagen 5.3.21).
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Representan graficamente las funciones.

Imagen 5.3.21: Proceso para representar graficamente tres situaciones

A continuacion se discute con todo el grupo sobre la influencia del término de
competicion en el comportamiento de la situacion, con preguntas acerca de qué ocurriria
con la poblacion de peces si dicho término aumenta o disminuye. En esa discusién
intervienen Alberto, Gines, Mar y Nieves. Con las respuestas de cada uno de ellos se
concluye lo siguiente:

- Si el término de competicion, b, aumenta, el limite de la poblacion disminuye.
Cuando este limite se aproxime al valor cero, el comportamiento de todas las
poblaciones de peces, independiente del valor inicial, sera de decrecimiento.

- Si el término de competicidn disminuye, el limite de la poblacion aumenta. En
este caso se mantienen las tres situaciones reflejadas anteriormente: las
poblaciones que inicialmente tengan una poblacion superior al valor limite iran
disminuyendo; aquellas que al inicio tengan un namero de peces inferior al valor
limite aumentaran y las que al comienzo tengan tantos peces como indique el
valor limite, se mantendran constantes.

Las respuestas escritas posteriormente por los estudiantes reflejan que el grupo formado
por Sonia, Alberto y Juan no comprendi6 algunos de los razonamientos mostrados por
sus comparieros, como muestra que alguna de sus respuestas sean erréneas (Imagen
5.3.22). Otras dos parejas (Manuel y Ginés; Alexis y Zoraida) ni siquiera responden a
dichas preguntas, poniendo de manifiesto que no han reflexionado acerca de las mismas,
conductas que influyen en el desarrollo que estas parejas muestran durante el resto del
problema.
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- Siel término de competicién disminuye. ;Qué ocurre con el valor del limite de

la poblacién?

- ¢ Y con la poblacién?

( aCe .

Imagen 5.3.22: Sonia, Alberto y Juan no comprendieron los razonamientos de sus
comparieros

Planteamiento y solucidn de casos generales

En esta etapa del problema se dedica una especial atencién a la formulacion de
conjeturas y al proceso de verificacion de las mismas. La escritura de la EDO que
modela la situacion general, para una tasa de crecimiento a y un término de
competencia b y el anlisis de la situacion para diferentes valores de a permite detectar
aspectos de los procesos de representacion utilizados por los estudiantes como la
necesidad de hacer explicita la condicion de valor negativo de una cantidad haciendo
uso del signo “-*“. Este es el caso del grupo formado por Sonia, Alberto y Juan que
proponen la EDO P'=—aP —bP? para representar la variacion de una poblacion de
peces con una tasa de crecimiento negativa. Esta pareja, ademas, ha tenido dificultades a
lo largo del desarrollo de este problema con la expresion de la derivada de una funcion.
En la imagen 5.3.23 se puede observar que no distinguen entre la funcion P(t) y su

derivada, utilizando esta ultima para calcular el valor al que se aproxima la cantidad de
peces a medida que pasa el tiempo.

- Supongamos que « es ua valor negativo. Calcula el valor al que se aproxima la

santidad dAa nesse i mads S s g
cantidad de peces a medida que pasa el tiempo.
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Imagen 5.3.23: Procesos de representacion de Sonia, Alberto y Juan y errores en la
asignacion de significado

Milagros y Silvia, en esta etapa del problema, han cometido un error en la expresion de
la EDO que modela la situacion fruto de una interpretacion incorrecta del significado de
la tasa de crecimiento, a (Imagen 5.3.24).

dP . _a o(é - bp?
ol Pcl-T=1

Imagen 5.3.24: Propuesta de EDO formulada por Milagros y Silvia
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El resto de las parejas utilizan la EDO P'=aP —bP? para modelar la situacion general,
independientemente del signo de la tasa de crecimiento, a. El siguiente paso es la
formulacién de conjeturas acerca de lo que ocurrird con la poblacion de peces a medida
que pase el tiempo en funcién del signo de dicha constante, a. En el caso en que a<0
todos los grupos coinciden en que nacen menos peces de los que mueren y, por tanto, la
poblacion ira disminuyendo hasta alcanzar el valor cero. En el caso en que a=0,
cuatro grupos (Sonia, Alberto y Juan; Milagros y Silvia; Alexis y Zoraida; Nieves y
Naomi) responden que la poblacion se mantendrd constante, sin tener en cuenta el
término de competicion (Imagen 5.3.25). Dos parejas (Manuel y Ginés; Nicanor y Mar)
responden que la poblacion disminuira hasta alcanzar el valor cero, tomando en cuenta
el término de competicion. Y una Gltima pareja, Virginia y Carmen, también contestan
que la poblacién desaparecerd, pero basando su argumento en aspectos empiricos. Estas
alumnas manifiestan que si la tasa de crecimiento es cero, significa que no nacen mas
peces y, como los peces que hay se iran muriendo, entonces la poblacién terminara por
desaparecer. No se refieren en ningin momento al término de competicion introducido
en la situacion. Nuevamente estamos ante el uso de razonamientos basados en la
experiencia de los estudiantes en detrimento del uso del modelo matemético empleado
(Rasmussen & Ruan, 2008).

- {Qué significa que la tasa de crecimiento sea cerp?
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- (Qué ocurrird en ese caso, con la poblacitn de peces, a medida que pase el
tiempo? ; R

Muikete de peas.

Imagen 5.3.25: Milagros y Silvia

Nuevamente los estudiantes obvian las actividades propuestas para verificar sus
conjeturas acerca de lo que ocurre con la poblacion para distintos valores de la tasa de
crecimiento. Tres grupos (Sonia, Alberto y Juan; Manuel y Ginés; Nieves y Naomi) no
representan ninguna de las funciones solicitadas; dos parejas (Milagros y Silvig;
Virginia y Carmen) sélo representan uno de los casos y no lo utilizan para comprobar su
conjetura. SOlo dos parejas  (Nicanor y Mar; Alexis y Zoraida) representan
correctamente las tres funciones propuestas correspondientes a ejemplos particulares de
cada uno de los casos estudiados: a>0, a=0y a<0. El proceso seguido por Alexis
y Zoraida muestra falta de fluidez en los procesos de generalizacion y abstraccion
puesto que, pudiendo realizar todos los céalculos resolviendo una unica vez la EDO,
optan por repetir el mismo proceso de resolucion tres veces. En ningn momento se
plantean si algunos de los célculos realizados previamente pueden servirles para otras
situaciones.

Analisis retrospectivo

En la ultima etapa, los estudiantes deben redactar un informe que refleje por qué se ha
utilizado el concepto de EDO en la resolucién de este problema, plantear el caso mas
general del mismo e ilustrar las distintas situaciones que se pueden plantear mediante el

Analisis e interpretacion de datos: Segunda fase de la investigacion. 168




uso de gréficas. En este informe se analizara la interpretacion del problema que hacen
los estudiantes en términos matematicos. Dos de las parejas de estudiantes no realizan
este informe (Manuel y Ginés; Alexis y Zoraida). La redaccion del informe de las otras
parejas refleja la forma en que han trabajado durante las cuatro sesiones de clase
dedicadas a la resolucion del problema 3 del Mddulo de Ensefianza. Los grupos que no
completaron las actividades del problema y no reflexionaron sobre los razonamientos
que surgian en la interaccion con los profesores o con el resto del grupo (Sonia, Alberto
y Juan; Virginia y Carmen; Nieves y Naomi) presentaron un informe que ponia de
manifiesto su falta de comprension de la situacion y su interpretacion matematica.
Virginia y Carmen, por ejemplo, no muestran en el informe la discusion acerca de lo
que ocurre con la poblacion a medida que pasa el tiempo segun los valores de la tasa de
crecimiento y el término de competicién (anexo B.2.3.M). Algunos ejemplos que
muestran este comportamiento se pueden ver en las representaciones graficas que
Nieves y Naomi proponen en su informe o en algunos parrafos del informe de Sonia,
Alberto y Juan (Imagen 5.3.26).
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Nieves y Naomir

- Elvalor limite para la poblacidn es cuando el nimero total de peces comienza a
P . ; .y 2
decrecer. Los numeros por encima de la asintota de la funcién. O cuando P = 3

Sonia, Alberto y Juan

Imagen 5.3.26: Parte de los informes de la etapa 5

El informe presentado por Nicanor y Mar refleja que no se han restringido a responder a
las diferentes cuestiones planteadas desde un punto de vista matematico sino que las han
relacionado con la situacién hipotética planteada en el enunciado. Asi sefialan cual
puede ser la causa de que esté disminuyendo el numero de peces, en términos de la
cantidad inicial de peces introducida (Imagen 5.3.27).
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Imagen 5.3.27: Nicanor y Mar

Milagros y Silvia, en su informe, siguen considerando que la variacion del nimero de
peces depende Unicamente de las tasas de natalidad y mortalidad, no del término de

competencia (imagen 5.3.28).

Hemos de sefialar que en la EDO estén involucrados, los siguientes factores: la variacion en el
numero de peces, en un afio ( dato que a su vez depende de la tasa de natalidad y mortalidad que se
nos ha proporcionado) y del término de competitividad (bp?, que hace referencias a la competicién
de los peces por obtener los recursos vitales). El hecho de que esté disminuyendo la cantidad de
peces puede tener su origen en la escasez de recursos vitales tales como el espacio, los alimentos,
etc.

En general, para cualquier situacion andloga donde unicamente se indiquen las tasas de natalidad

y mortalidad, hemos establecido la siguiente EDO:

p'(t=a. p(t) - bp? (1),

siendo a la variacion de peces ( que a su vez depende de las tasas de natalidad y mortalidad).

Imagen 5.3.28: Parte del informe de Milagros y Silvia

Esta pareja considera la ecuacion diferencial como un célculo mas y no como una
manera de expresar la variacion de la cantidad de peces, es decir, como una forma de
interpretar la informacion dada en términos matematicos. El hecho de verlo como un
calculo puede hacer que este tipo de problemas se conviertan en un proceso algoritmico

para los estudiantes (Imagen 5.3.29).

Atendiendo al problema planteado por el cliente ha sido necesario la elaboracion de una EDO, que
nos ha permitido modelar la situacion, La realizacion de la EDO nos ha ayudado a estudiar la
cantidad de peces v su variacion a lo largo del tiempo. Los datos facilitados por el cliente tenian
relacién con la variacion de peces en el recinto. En cambio, se nos pedia una funcién a partir de la
cual se pudiera saber el mimero de peces en un instante de tiempo cualquiers, es por ellos por lo que
hemos necesitado utilizar una EDO que nos permitiese relacionar la variacién de peces con la

informacion requerida.

Imagen 5.3.29
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Milagros y Silvia, en el informe, solo consideran el caso en que a0y ese es el que
representan graficamente con tres graficas disjuntas segun el rango en que se encuentre
el valor inicial de la poblacion de peces (ver anexo B.2.1.M).

Aspectos Uso de procesos y
Conceptuales procedimientos Heuristicas
matematicos
Establecer relaciones entre Calculo de limites. Busqueda de patrones.
diferentes representaciones
matematicas de una misma Proceso de generalizacion. | Ensayo y error.
situacion hipotética. Proceso de argumentacion.
Uso del concepto de derivada Proceso de abstraccion. Asociar términos
para indicar monotonia de cierta | Proceso de representacion. | linguisticos con
cantidad. Proceso de interpretacion. representaciones
Interpretacion del significado de matematicas.

,df
la expresion a Basarse en lo empirico.
Relacion entre la constante de
integracion y un problema de
valores iniciales.

Funcién exponencial:
representacion gréfica y
propiedades.

Uso de las inecuaciones para
analizar el signo de una
expresion algebraica.

Considerar que x° > X, para
todo X.

Identificacion de las variables
en el sistema de representacion
gréfico.

Representacion gréfica de las
funciones cuadréticas.

Uso de la derivada como
funcion de una funcién®.
Representacion grafica donde
una funcion es la variable
independiente.

Interpretaciones del concepto de
limite.
Significado de tasa.

Tabla 5.3.30: Esquema de los aspectos observados en el desarrollo del problema 3

d
* En las EDO no auténomas de la forma, d—)t/ = f(y,t), la derivada es una funcion que depende de dos

d
variables, una de ellas una funcion. En el caso de ecuaciones de la forma d—)t/ = f(y), al representar

graficamente la funcién derivada frente a Yy , la variable dependiente (en este caso Y ) se estd

convirtiendo en la dependiente. Esto provoca dificultades como han mostrado Rasmussen (2001) y
Guerrero et al. (2010).
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Con este andlisis global del desarrollo del Mddulo de Ensefianza por parte de todos los
estudiantes que participaron en esta fase de la investigacion, se puede observar que la
forma en que se han disefiado los problemas del Médulo han contribuido a que los
estudiantes utilicen diferentes significados asociados a un mismo concepto matematico
(funcidn, derivada o limite) y establezcan relaciones entre ellos mismos y con otros
conceptos. También ha promovido la identificacion, por parte de los alumnos, de
conceptos matematicos representados de forma grafica y el uso de propiedades
numéricas. En resumen, para el desarrollo de los problemas del Mddulo de Ensefianza,
los alumnos han tenido la necesidad de recurrir al conjunto de sus conocimientos
matematicos, analizar cobmo utilizarlos y reflexionar sobre la conveniencia de hacerlo.
Por otra parte, el propio disefio de los problemas también hizo que los alumnos
utilizaran  procesos relacionados con el PMA (abstraccién, generalizacion,
representacion o interpretacion). El estudio de las heuristicas empleadas por los alumnos
requiere de un andlisis mas detallado del proceso de resolucién puesto que, cuando se
presenta la resolucion de un problema, normalmente, s6lo se muestran los
razonamientos que se consideran que son validos. El andlisis exclusivo de la
documentacién escrita por los estudiantes hace que se pierda una informacién muy
valiosa, sobre los diferentes planteamientos realizados para responder a determinada
cuestion. Por esta razdn se considera necesario realizar el analisis local, de las
trayectorias de aprendizaje de cuatro de las parejas de estudiantes.

5.4. Analisis local del desarrollo del Modulo de
Ensefanza

La seccion anterior correspondia a un andlisis global del desarrollo de los tres
problemas que constituyen el Mddulo de Ensefianza. En esta seccion se describen las
rutas o trayectorias de aprendizaje especificas de cuatro de las parejas de estudiantes
(Milagros y Silvia; Nicol&s y Mar; Virginiay Carmen; Alexis y Zoraida).

El andlisis de las respuestas de los estudiantes al cuestionario C-D (seccion 5.2) permite
situar a estos ocho alumnos segun las tipologias de comportamiento descritas en la tabla
5.2.9. En dicha tabla se observa que Virginia y Carmen se encuentran agrupadas dentro
del perfil 1, cuya caracteristica mas destacada es que los estudiantes incluidos en esa
categoria mostraron relacionar el concepto de derivada de una funcién, a lo sumo, con
dos significados diferentes. En el otro extremo se sitGan Nicanor y Mar, ambos
agrupados en el perfil 4, donde se encuentran los estudiantes que muestran conocer tres
0 mas significados asociados a la derivada, ademas del simbolico y llegan a plantear una
EDO para resolver la ultima actividad del cuestionario C-D, cuando aun no habia sido
introducido el concepto. Las otras dos parejas estan formadas por estudiantes con
tipologias de actuacion diferentes: Milagros y Silvia se corresponden con los perfiles 4
y 1 respectivamente; mientras que Alexis y Zoraida se sittan en los perfiles 2 y 4,
respectivamente. Milagros y Silvia se diferencian en que la primera asocia el concepto
de derivada de una funcion con cinco significados diferentes y llega a utilizar este
concepto para plantear una EDO y resolverla cuando ain no se ha introducido el
concepto, mientras que Silvia sélo lo relaciona con la pendiente de la recta tangente a la
funcién en un punto (tabla 5.2.2). Las diferencias entre Alexis y Zoraida radican en que
Zoraida muestra menos fluidez en el uso de las reglas de derivacion pero, por otra parte,
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hace uso del concepto de derivada para resolver una actividad planteando una EDO e
indicando sus soluciones. Tanto Alexis como Zoraida utilizan tres 0 mas significados
del concepto de derivada para responder al cuestionario C-D.

Otro de los aspectos que se consideraron para seleccionar a estas cuatro parejas fue la
riqueza y diversidad de la informacion que proporcionaron, mostrada en parte en el
analisis global (seccion 5.3).

La descripcion de las rutas de aprendizaje de cada una de estas parejas comienza con
una breve referencia a los recursos con los que cada uno de los miembros de la pareja
parte para el desarrollo del Modulo de Ensefianza. Para ello se utilizaron sus respuestas
al cuestionario de la derivada (anexos B.2.1.D, B.2.2.D, B.2.3.D, B.2.4.Dy B.2.8, enel
CD), primer instrumento a analizar. A continuacién se describe coémo han desarrollado
cada una de estas parejas los tres problemas que forman el Mddulo de Ensefianza. La
descripcién de las rutas de aprendizaje de los estudiantes mostradas en los problemas 2
y 3 (Contaminacién de mercurio y Dindmica de poblaciones, respectivamente) se
presentard dividida segun las etapas de resolucion que se estén describiendo, al igual
gue se hizo en el analisis global.

Los instrumentos utilizados para realizar este analisis se describieron en las secciones
3.3.2 y 3.3.3 de la Metodologia de la investigacion, incluyendo el objetivo con que se
habia disefiado cada uno de ellos. En el caso particular del problema 4 (Investigaciones
policiales), una vez realizado el analisis global del desarrollo del Mddulo, se considerd
la necesidad de darle un uso diferente al que inicialmente se habia propuesto, con el
objetivo de que su analisis aportara nuevos elementos para responder a las preguntas de
investigacion. En ese sentido, se utilizé la resolucién de los estudiantes a este problema
y las entrevistas realizadas con base en dicha resolucion, para profundizar en algunos de
los aspectos observados en el analisis de las trayectorias de aprendizaje de cada una de
las cuatro parejas.

En el analisis del proceso de resolucion de los problemas mostrado por cada pareja se
reflejan los aspectos relacionados con el desarrollo de la competencia matematica, tal y
como ha sido definida en el Marco Conceptual. Al finalizar el analisis de los tres
problemas del Modulo de Ensefianza, para cada pareja, se presenta una tabla en la que
se resumen los aspectos conceptuales que han utilizado, la fluidez que muestran en el
uso de los procedimientos matematicos que han necesitado utilizar, las heuristicas
empleadas para responder a diferentes cuestiones y las muestras que han dado de
control del propio proceso de resolucion. A medida que se van describiendo los
elementos sefialados, se irdn presentando, ademas, las caracteristicas generales de la
interaccion que se produce entre los estudiantes y con la Voyage™200.

5.4.1 Milagros y Silvia

En cuanto a la red de significados asociados al concepto de derivada, Milagros y Silvia
relacionan el concepto con la pendiente de la recta tangente en un punto (asociado con
lo que Thurston, 1994, denomina significado geométrico de la derivada). Silvia no
muestra reconocer ningun otro uso de la derivada, mientras que Milagros afiade otros
cuatro significados a su red conceptual: definicion formal, monotonia, variacion y
velocidad).
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Aunque Silvia reconoce la relacion entre la derivada de una funcion en un punto y la
pendiente de la recta tangente a dicha funcion en ese mismo punto, como refleja el
hecho de que haya resuelto correctamente la pregunta 5 del cuestionario de la derivada
(Imagen 5.4.1.1), no tiene la habilidad suficiente para utilizar ese significado en
preguntas como la 4 o la 6. Una posible lectura de esta circunstancia es que Silvia esté
asociando este significado de la derivada a un tipo concreto de actividades, lo que
muestra cierta debilidad en la comprension conceptual del significado geométrico del
concepto. De hecho, la respuesta de Silvia a la pregunta 6 contrasta con el significado
que esta alumna indica de la derivada en la pregunta 2: “la derivada es la tangente a la
trayectoria, en un punto, de la funcion”.

p () = x2=-HX? 4% 48
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Pregunta 5
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f 7 £
& e

Pregunta 6

Imagen 5.4.1.1: Respuestas de Silvia a las preguntas 5y 6

La situacion de Milagros es diferente, aunque asocia cinco significados diferentes al
concepto de derivada de una funcion (definicion formal, pendiente, monotonia,
variacion y velocidad), no todos los utiliza de forma correcta. Por ejemplo, comete un
error al responder a la pregunta 9 del cuestionario, relacionando el limite del cociente
incremental con el valor numérico de la derivada en un punto y no con la funcion
derivada. Sus respuestas a las preguntas 7 y 8 reflejan que tiene dificultades con el uso
de la definicion formal del concepto de derivada (Imagen 5.4.1.2).
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Pregunta 9

Imagen 5.4.1.2: Respuestas de Milagros a las preguntas 7,8 y 9 respectivamente

Milagros, al igual que ocurrié con Silvia, reconoce la derivada de una funcion en un
punto como la pendiente de la recta tangente a la funcion en dicho punto, puesto que
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responde correctamente a la pregunta 5, pero no utiliza correctamente este significado
en su respuesta a la pregunta 4, en la que debe encontrar la expresion de una funcion
cuadréatica que sea tangente a la funcién f(x) =3x en el punto x =1. Las dificultades

que parece tener Milagros estan relacionadas con la expresion algebraica general de una
funcion cuadréatica (utiliza el caso particular g(x)=x*+k ), y el significado de
tangencia, tanto algebraico como grafico (Imagen 5.4.1.3).
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Imagen 5.4.1.3: Milagros no utiliza correctamente el significado geométrico de la
derivada

Por otra parte, aunque esta alumna describe correctamente la derivada de la funcion
representada graficamente en la pregunta 6, empleando el criterio de la primera derivada
para describir la monotonia de funciones, no muestra ningun indicio de estar
relacionado este criterio con la pendiente de las rectas tangentes a la funcion en distintos
puntos. Por ultimo, Milagros si utiliza correctamente la relacion entre la derivada de una
funcién y la velocidad de cambio para responder a la pregunta 11, proponiendo las
expresiones p(t) =kt y p'(t)=k para referirse a una cantidad de peces, p(t), que

aumenta a velocidad constante, aunque no explicita que dicha constante sea positiva.
Con esta respuesta, Milagros ya ha iniciado el camino hacia la construccion del
concepto de Ecuacion Diferencial Ordinaria.

Las caracteristicas de esta pareja, en lo que a sus respuestas al cuestionario de la
derivada se refiere, se presentan de manera esquematizada en la siguiente tabla (tabla
5.4.1.4), en la que se refleja la disparidad entre ellas en cuanto a los aspectos de tipo
conceptual.

Conceptos:
significados asociados a la Procedimientos
derivada
Simplifica expresiones
Silvia algebraicas sacando factor
comun.
Pendiente® Utilizan las reglas de derivacion
Aspectos comunes :
con fluidez.
Definicion formal (con errores) Simplifica fracciones
. Monotonia algebraicas.
Milagros .
Variacion
Velocidad

Tabla 5.4.1.4: Caracteristicas de Silvia y Milagros segun el cuestionario de la derivada

> No muestran habilidad para usarlo en la resolucién de problemas.
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Problema 1: Desintegracion del uranio

En el andlisis global (seccion 5.3) se adelantaron algunas de las caracteristicas del
comportamiento de Milagros y Silvia frente a la resolucion de los tres problemas del
Médulo, en particular del problema 1, Desintegracion del uranio. En dicha seccion se
establecieron los diferentes aspectos de tipo conceptual que surgieron durante la
resolucion de esta actividad y la fluidez que los estudiantes mostraban en el uso de los
procedimientos matematicos (principalmente la derivacién y la integracion).

La parte del problema en la que se debia hacer uso de estos procedimientos la realizd
Milagros de manera individual, debido a que Silvia tuvo que ausentarse del aula.
Milagros mostrd fluidez en el uso de los procedimientos de derivacion e integracion,
aunque dudd en la aplicacion de la propiedad (f +C)'= f', donde C es una constante

cualquiera.

Algunos de los aspectos conceptuales que surgieron durante el desarrollo de este
problema fueron: el uso del concepto de funcion para indicar dependencia del tiempo, la
relacion entre la derivada y fendmenos de aumento o disminucion de una cantidad o de
velocidad de cambio, la existencia de infinitas funciones con una misma derivada y la
relacion que existe entre ellas, asi como utilizar una expresion algebraica de una funcion
en la que aparezca una resta para indicar que una cantidad disminuye.

Este problema comienza pidiendo a los estudiantes que expresen en términos
matematicos dos situaciones: que la cantidad de atomos de uranio que hay en un
material depende del tiempo que haya pasado y que no varie. Milagros y Silvia, aunque
dudan de que su respuesta sea correcta, utilizan el concepto de funcién para indicar la
primera situacion (Trascripcion B.2.1.TU, intervenciones [1,7]). En este caso buscan la
confirmacion de su respuesta por parte de los profesores presentes en el aula.
Representar en lenguaje matematico que el nimero de a&tomos no varia es un proceso
que les supone mayor dificultad. Las reflexiones que hacen para responder a esta
pregunta permiten observar que la dificultad esta en la forma de utilizar la terminologia
matematica y no en un aspecto conceptual. Milagros y Silvia relacionan la situacion con
una funcién constante que no consiguen expresar en términos matematicos, tal y como
muestra el tramo de discusion que se incluye a continuacion.

(18) S: El namero de atomos no varia, no varia con el tiempo. jEs una
constante!

[Silvia vuelve a repetir el argumento anterior]

(19) M: ¢ Qué pongo u igual a constante?

(20) S: No pongas igual a nada sino simplemente escribe que u es una
constante.

Trascripcion B.2.1.TU, intervenciones [18,20]

En el tiempo que esta pareja dedica a responder a esta pregunta del problema, en una
ocasion observan las preguntas posteriores (Silvia) y en otra ocasion comparan con la
pregunta anterior (Milagros). El primer proceso se puede considerar como una
heuristica de resolucion, puesto que Silvia busca un indicio de qué se espera que
responda. EI hecho de que Milagros compare su respuesta con una pregunta anterior es
una forma de comprobar si su respuesta es correcta 0 no, una estrategia metacognitiva
(Schoenfeld, 1992).
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En la trascripcion de las intervenciones que hacen las dos alumnas mientras tratan de
expresar en términos matematicos que la cantidad de &tomos de uranio no varia
(Trascripcion B.2.1.TU, intervenciones [8,20]), se puede observar que Milagros
distingue entre las expresiones f(t) y f, considerando que en el Gltimo caso se trata de
una constante, lo que puede esconder algun error de concepcién o de interpretacion de
la expresion algebraica de una funcion constante. Esto vuelve a reflejarse en la respuesta
escrita que presenta a la siguiente pregunta donde se le pide que exprese de otra forma
el hecho de que la funcion no dependa del tiempo (Imagen 5.4.1.5).

WE =0 o Ww=K, Siexda K W' nSneo
real CalgueErq |

Imagen 5.4.1.5: Dos formas de representar que una funcion no depende del tiempo

Para introducir el uso del concepto de derivada para expresar situaciones de variacion,
se pide a los estudiantes que expresen de dos formas diferentes que la cantidad de
uranio no varia, en términos de la funcion y de su derivada. Esta pregunta esta
intimamente relacionada con la pregunta 11 del cuestionario de la derivada (anexo
A.2.D) en la que también se pedia expresar una situacion hipotética en términos
matematicos, empleando una funcion y su derivada. En este caso, es Silvia quién
propone el uso del concepto de derivada para expresar que la cantidad de uranio no
varia, aunque necesita apoyarse nuevamente en uno de los profesores presentes en el
aula (Trascripciéon B.2.1.TU, intervenciones [21,24]). En la busqueda de la respuesta a
esta pregunta surge un comportamiento de Silvia que requiere ser analizado,
correspondiente a la trascripcion que se muestra a continuacion.

(27) | S: Pero ;qué seria, u(t)? [...] De todas maneras seria 238, ;no?
Dice uranio 238.

[Silvia asocia el nimero 238, que indica un tipo de uranio, con el
valor que estan buscando.]

(28) | M: ¢u=238? No, porque el 238 es dentro del uranio y aqui te dice
que un mineral contiene atomos, no te dice cuantos.

(29) | S: Pero el uranio es 238.

(30) | M: Pero no hay 238 atomos de uranio en el mineral.

Trascripcion B.2.1.TU, intervenciones [27,30]

En esta parte de la trascripcion de la discusion, en la que estan tratando de representar
en lenguaje matematico que la cantidad de uranio que hay en un cuerpo permanece
constante, Silvia relaciona un valor numérico que aparece en el enunciado del problema
(238) con el valor de la funcion. Este proceso, segun el cual un individuo, para resolver
un problema matematico, se centra en los valores numéricos que aparecen en su
enunciado y realiza operaciones con los mismos de forma poco reflexiva, es
considerado por Kilpatrick et al. (2009) como signo de no haber desarrollado
suficientemente la competencia estratégica. La intervencion de Milagros sirve, en este
caso, de herramienta de control de la respuesta, explicando a su comparfiera el
significado del valor numérico que aparece en el enunciado.
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Los intentos que hacen para indicar que la cantidad de uranio 238 que hay en un
material en cualquier instante de tiempo disminuye, estan relacionados con
conocimientos que han adquirido en otras materias, probablemente dedicadas a la fisica,
pero también con el hecho de que establecen relaciones que en algunas situaciones
pueden ser validas pero que en esta no lo son (Trascripcion B.2.1.TU, intervenciones
[31,67]). Milagros y Silvia asocian la disminucion de una cantidad con el uso de una
expresion algebraica que contemple una resta, como refleja la siguiente afirmacion de
Silvia “va disminuyendo, eso es un menos” (Trascripcion B.2.1.TU, intervencion {40}).
En el transcurso de la busqueda de dicha expresion algebraica surgen argumentos
empiricos, como la imposibilidad de que una expresion de la forma u(t) —t sea valida

porque “‘se le esta restando el tiempo a la cantidad de uranio”. Este tipo de argumentos
ha sido detectado por otros investigadores en el trabajo con problemas enunciados en un
contexto real, desde el punto de vista de la Educacién Matematica Realista (Rasmussen
& Ruan, 2008).

Milagros y Silvia concluyen finalmente esta primera parte de la actividad, en la que
prevalece el proceso de representacion de cierta informacion en el lenguaje matematico,
respondiendo correctamente a todas las cuestiones. Milagros muestra que establece una
relacion correcta entre el signo de la derivada de una funcién y el significado de
aumento o disminucién de cierta cantidad, representada por dicha funcion. Silvia, por su
parte, s6lo ha mostrado relacionar la derivada con situaciones en las que no exista
variacion.

(63) P: ¢Eso no lo puedes hacer en general? EI niUmero de atomos va
disminuyendo, ;qué valores puede tomar u’(t) en esos casos?

[El profesor las guia en la consideracidn de casos particulares.]

(64) S: Negativos, ¢dices t? [Refiriendose a Milagros]

[Milagros habia leido la siguiente pregunta y habia comentado que la
derivada de u tomaba valores negativos.]

(65) S: Entonces ponemos que la derivada es negativa y ya esta.
[Milagros escribe u'(t) < 0]

(66) S: ¢Asi y ya esta? [Silvia no se siente segura con la notacion
matematica]

(67) M: Si

Trascripcion B.2.1.TU, intervenciones [63,67]

Una ultima cuestién que conviene mencionar de esta parte del problema es que hay una
pregunta que motiva que las estudiantes consigan expresar de forma general que una
cantidad esta disminuyendo y esa pregunta tiene que ver con el planteamiento de casos
particulares como heuristica de resolucion. Milagros y Silvia no habian conseguido
expresar, en términos matematicos, que la cantidad de uranio 238 de un cuerpo
disminuia, hasta que Milagros leyé la siguiente cuestion: “¢Qué valores puede tomar
u'(t) ?”. Estas alumnas no han utilizado esta estrategia de forma autébnoma, sino que su
uso ha sido inducido por la actividad, y ha resultado fundamental para el desarrollo de la
misma. Otras heuristicas que han surgido a lo largo del desarrollo de esta actividad es la
comparacion de la pregunta que se plantea en un momento determinado con otras
cuestiones anteriores o posteriores.
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Las siguientes preguntas de esta actividad las realiza Milagros de manera individual, ya
que su comparfiera se ausenta del aula. Esto nos resta una componente de interaccion,
pero nos permite observar qué ha entendido Milagros de la primera parte de la actividad
y cdmo la continta. Milagros establece correctamente qué expresiones puede tener la
funcién u'(t) y cudles no, teniendo en cuenta cual es la situacion particular que se esta
considerando. Las preguntas en las que se les daba directamente las posibles opciones
las contesté mas rapidamente que aquella en la que la respuesta era abierta (Indica otras
dos posibilidades para la expresion de u'(t) ), que incluso deja sin resolver, en un
primer instante, siguiendo con las otras preguntas de la actividad. En todas las preguntas
de esta parte de la actividad, Milagros utiliza argumentos relacionados con el contexto
en que se ha enunciado el problema (Imagen 5.4.1.6).

(Puede ser que u’(t) sea igual a t? Justifica tu respuesta.
Ayuda: Recuerda el significado de la variable t en la situacion planteada.
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Imagen 5.4.1.6° Argumentos reIacmnados con el contexto de la situacion planteada

En otra de sus respuestas (imagen 5.4.1.7), Milagros relaciona la derivada con la
velocidad de cambio, en el sentido indicado por Thurston (1994).

¢Qué diferencia habria entre el enunciado del problema cuando u’(t)=-1 y u’(t) =t?

QA eva Gee & Wb =-t @\ Coleey
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Imagen 5.4.1.7: Milagros relaciona la derivada con la velocidad de cambio

Finalmente se ha podido constatar que Milagros no ha asimilado propiedades de la
funcion derivada tan elementales como que (f +C)'=f', siendo C una constante

cualquiera, lo que muestra al dudar para indicar un segundo ejemplo de funcion cuya

derivada sea —t, —t* 0 —%, aunque finalmente lo hace de forma correcta (Imagen

5.4.1.8).
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Imagen 5.4.1.8:7M7ila'gros utiliza el procedimientoi]e integracion

Aungue no se dispone de informacion acerca de como se desenvuelve Silvia en el uso
de procedimientos matematicos durante el desarrollo de este primer problema del
Médulo de Ensefianza, esta alumna, en los otros dos problemas del Modulo y en el
problema 4, Investigaciones policiales, mostrd fluidez en el uso de procedimientos
como el calculo de limites de funciones y la resolucién de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias empleando el método de separacion de variables. Silvia, pudiendo utilizar la
calculadora Voyage "™?200, opté por utilizar lapiz y papel para realizar estos calculos o
hacerlos de forma directa, sin necesidad de escribir (Imagen 5.4.1.9).
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Resolucion de la EDO

S: Si el tiempo es infinito, esto seria cero ;no? [...] Seria e elevado a menos infinito [...]
Que es igual que poner uno partido por e elevado a infinito; e elevado a infinito es
infinito. Algo partido por infinito, es cero. Entonces te quedaria que el tiempo... la
temperatura del cuerpo es igual a la temperatura del medio.

Célculo del limite de la funcion T (t) =15.5+11.2e %*****! "en el infinito

Imagen 5.4.1.9: Fluidez en los procedimientos matematicos por parte de Silvia

Al inicio del desarrollo de este primer problema del Mddulo de Ensefianza, Milagros y
Silvia se mostraron muy inseguras en sus respuestas, algo que se vio reflejado en el
hecho de que hayan requerido de la ayuda de alguno de los miembros del equipo de
investigacién en numerosas ocasiones durante la resolucion de las primeras preguntas
del problema, con el objetivo de comprobar si sus respuestas eran validas. (Trascripcion
B.2.1.TU, intervenciones [1,7] v [21,27]). En Silvia se ha detectado, ademas, cierta
inseguridad ante el uso de expresiones algebraicas para indicar diferentes situaciones
(Trascripcion B.2.1.TU, intervenciones [65,66]).
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(65) | S: Entonces ponemos que la derivada es negativa y ya esta.
[Milagros escribe u'(t) < 0]

(66) |S: ¢Asiy ya esta? [Silvia no se siente segura con la notacion
matematica]
M: Si

Trascripcion B.2.1.TU, intervenciones [65,66]

Otra caracteristica que hay que mencionar de esta pareja es que muestran ser reflexivas,
no responden a las preguntas de forma impulsiva sino que reflexionan acerca de su
validez. En este sentido se puede decir que la estrategia mas utilizada por esta pareja
para comprobar si sus respuestas eran correctas consistié en preguntar a los diferentes
miembros del equipo de investigacion.

Por altimo, el enunciado de la mayoria de las preguntas de esta actividad persigue que
los estudiantes establezcan relaciones entre diferentes expresiones algebraicas y
distintas situaciones hipotéticas de un contexto quimico. El hecho de que estas alumnas
contesten correctamente a estas preguntas nos dice que realizan conversiones entre los
contextos.

Problema 2: Contaminacion de mercurio

Milagros y Silvia comienzan la resolucion de este problema dividiéndose el trabajo, con
lo que casi no interactuan, solo cuando a alguna de ellas les surge alguna duda, en cuyo
caso recurren a alguno de los tres profesores presentes en el aula.

Actividad inicial

Estas alumnas, redactan un informe inicial en el que identifican la informacién del
enunciado relevante para su resolucion, mostrando que no se limitan a re-escribir el
texto sino que reflexionan acerca de la situacion. Esta reflexion se puede observar en
frases como “manteniéndose, por tanto, el volumen constante” (Imagen 5.4.1.10). Silvia
considera que “todo lo que esté en nimeros ahi [el enunciado del problema] es
relevante” (Trascripcion B.2.1.TM, intervencion {14}), razonamiento que en el
problema anterior la llevo a considerar que la cantidad de uranio que habia en el cuerpo
era 238 (valor numérico que aparecia en el enunciado y que hacia referencia a un tipo de
uranio). Segun Kilpatrick et al. (2009) este tipo de argumentos puede ser indicativo de
falta de desarrollo de la competencia estratégica.
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Imagen 5.4.1.10: Parte del informe inicial redactado por Milagros y Silvia
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Comprension y andlisis de la situacion

En el momento de plantear una forma de abordar el problema, Milagros y Silvia
consideran que estan ante una situacion que debe ser resuelta desde el punto de vista
quimico, como “dejar de meter mercurio en el agua que entra” (Trascripcion B.2.1.TM,
intervenciones [29,40]). Aspectos como este, donde los estudiantes utilizan
razonamientos empiricos en lugar de matematicos, fueron mostrados por Rasmussen &
Ruan (2008) en el transcurso de una investigacion acerca del uso del teorema de
existencia y unicidad de soluciones como herramienta para la resolucién de problemas.

El inicio, por parte de estas estudiantes, de la etapa 2 del problema, en la que prevalece
el proceso de representacion de la situacion hipotética en términos matematicos, permite
observar que Silvia tiene dificultades con la comprension del concepto de funcién. En el
desarrollo del problema anterior, esta pareja mostrd dudas sobre el uso de las funciones

constantes. En este problema, utilizan la expresion % para indicar la cantidad de
mercurio que hay dentro del estanque en cualquier instante de tiempo, lo que no es
correcto, puesto que en el enunciado del problema se ha indicado que es la funcion p(t)

la que representa dicha cantidad. Este error permite detectar que Silvia no considera la
expresion % como una funcién porque indica la cantidad de mercurio y una cantidad,
segun esta alumna, es un valor numérico, no una funcion (Trascripcion B.2.1.TM,
intervenciones [48,54]). La conjuncién de un argumento empirico, como que la cantidad
de algo viene expresada por un nimero, con un error conceptual, mostrado también por
esta pareja en el episodio anterior y que consiste en no considerar las constantes como
casos particulares de funciones, ha desembocado en un nuevo error, considerar que la

p()

expresion 10000 no es una funcion, a pesar de reconocer que p(t) siloes.

Mientras que en el problema anterior fue Milagros quién llevd la iniciativa ante el
proceso de representacion de la situacion hipotética en términos matematicos, en este
problema, Silvia es quién explica a su compafiera como expresar la cantidad de
mercurio que sale del depoésito, por minuto, en funcion de la proporcion de dicho
material que hay en el interior (Trascripcion B.2.1.TM, intervenciones [70,78]). Como
heuristica, Silvia consider6 las unidades de medida como referente de las operaciones
que necesitaba realizar.

p()

S: Hay que poner esto m gr/l, multiplicar por no sé qué, para que se vayan [se refiere a

los litros]. [...] Esta es la cantidad que sale por litro, hay que quitarlo [sefialando a la magnitud
litros] y poner litros por... ;sabes?

M: La cantidad son los gramos por minuto.

S: Pues poner, un litro son tantos.

[...]

M: Tres litros por minuto salen del estanque, ya que dijimos que entran 31/m.

S: (Y qué? 3 Vm pero en esos 3l/m ... es que ti no lo sabes tia, tienes que utilizar esto

plLE) f - - . .
[-=--Z]. A ver... “Indica la cantidad de mercurio que sale del estanque por minuto™... si la

10000
cantidad en un momento dado es esta p(t)
10000

} tienes que tener en cuenta esto y la cantidad de
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agua que sale. No puedes multiplicar y ya esta...

M: ;Qué?...

S: Salen tres litros por minuto... Pero aqui te estd preguntando la cantidad de mercurio, no la
cantidad de agua que sale.

M: Ah, vale. Sale esa cantidad de mercurio... en cada litro... y salen tres litros por minuto.
Seria esa cantidad por los litros que salen, la cantidad que sale.

Trascripcion B.2.1.TM, intervenciones [70,78]

La Gltima parte importante de la etapa 2 de este problema consiste en utilizar el proceso
de representacidn para expresar como varia la cantidad de mercurio dentro del deposito.
Milagros y Silvia relacionan la variacion con el concepto de derivada, con p'(t), la

dificultad y donde cometen el error es al interpretar esta variacion como la diferencia
entre la cantidad de mercurio que entra en el depdsito y la que sale. En lugar de esto
consideraron que la variacion es esa diferencia méas la cantidad de mercurio que, en ese
momento haya en el deposito (Trascripcion B.2.1.TM, intervenciones [117,118]).

¢ ‘
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Instantes después de que Milagros y Silvia escribieran esa expresion matemaética, el
profesor escribe la Ecuacion Diferencial Ordinaria que modela esta situacion de
variacion [p'(t) :0.3—0.0003p(t)]. A pesar de que no coincide con lo que ellas han
obtenido, aceptan la expresion presentada por el profesor sin cuestionarla ni analizar las
razones por las que su propuesta no era valida. Este es un ejemplo del efecto que el
llamado “conocimiento institucional” ejerce sobre el proceso de resolucion de
problemas de los estudiantes. EI no reflexionar sobre su error, podria hacer que
volvieran a cometerlo.

Solucion de casos particulares

Milagros y Silvia comienzan la etapa 3 de este problema utilizando la expresion de la
ecuacion dada por el profesor, p'(t) =03—-00003p(t). En las primeras cuestiones de
esta etapa, los estudiantes deben identificar si dicha ecuacion se corresponde con una
EDO vy clasificarla. Milagros y Silvia se apoyan en los apuntes que han tomado de la
explicacion del profesor para indicar qué elementos de la ecuacion
p'(t) =03-00003p(t) les han llevado a afirmar que se trata de una EDO de primer
orden, aunqgue en la siguiente trascripcion de su discusion podemos ver que Silvia no ha
comprendido del todo este concepto.

¢ Qué elementos aparecen en la ecuacion que hacen afirmar que se trata de una EDO y
que ese es su orden?

S: [dirigiéndose a M] Saca la teoria que lo voy a escribir aqui.

M: Pon es una ecuacion diferencial...

S: ¢Qué elementos aparecen?

M: Los elementos que intervienen son la variable independiente, la funcién y sus
derivadas

S:[Escribe] La variable independiente de la funcidn y sus derivadas
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Trascripcion B.2.1.TM, intervenciones [139,143]

El argumento empleado para la clasificacion de la EDO se basa en la apariencia de la
misma, no hace alusion al significado del proceso en si, sino que compara la forma de la
ecuacion obtenida con las expresiones generales mostradas por el profesor al establecer
la clasificacion de las EDO de primer orden (Imagen 5.4.1.11).

¢Qué caracteristicas de la misma te han hecho afirmar ésto? [Refiriéndose a la
clasificacion hecha por cada pareja]
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Imagen 5.4.1.11: Proceso de clasificacién de una EDO utilizédo pc;r Milagros y Silvia

La ecuacidn diferencial es resuelta por el profesor, utilizando la actividad como ejemplo
que ilustra el uso del método algebraico de resolucion de las ecuaciones de variables
separables. Ademas se muestra a los alumnos como utilizar la calculadora VVoyage™200
para resolver ecuaciones diferenciales. Milagros y Silvia copian la resolucién propuesta
por el profesor y practican el uso de la calculadora. De esta forma, los estudiantes han
obtenido la expresion algebraica de la solucion general de la EDO.

En la entrevista, Silvia muestra que no ha comprendido o no ha reflexionado sobre la
definicion del concepto de EDO, formalizada por el profesor antes de comenzar el
desarrollo del problema 2 del Médulo de Ensefianza. Cuando se le pregunta cual es la
EDO que modela la situacion planteada en el problema 4 (Investigaciones policiales),
Silvia sefiala la expresion de la solucion general y no la de la ecuacién
[T=T,+112-27]. Indagando un poco mas en su respuesta (Trascripcion
B.2.1.TES, intervenciones [52,57]w [84,85]) se observo que considera que las EDO
son expresiones que permiten expresar dependencia del tiempo, confundiéndola con
expresiones de funciones, y la expresion algebraica de una EDO la interpreta como el
resultado del procedimiento de derivacion. Esta forma de interpretar una EDO también
la encuentra Raychadhuri (2008) en algunos de los estudiantes con los que realiza la
investigacion.

I: ¢ Qué es para ti esta expresion? T'(t) = (T, — T} - K

S: Oh, eso es la derivada, variacion de... Ialtemperatura con respecto del tiempo. [...]

I: ¢(Qué te indicaque T = T, + 11.2 - e~ es una ecuacion diferencial?

S: Es... no se... porque lo hemos dado... no sé [...] es la forma en la que lo hemos dado...

Trascripcion B.2.1.TES, intervenciones [52,57] U [84,85]
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A continuacion se les pide que calculen el valor de la constante que aparece en la
expresion de la solucion general, sin haber introducido el concepto de condicion inicial
0 problema de valores iniciales. Aunque estos son conceptos definidos formalmente en
el contexto matematico, los estudiantes pueden encontrarse utilizandolos sin conocer su
definicién formal, por la estrecha relacion que guardan con conceptos matematicos
basicos. En el caso de los problemas de valores iniciales, se trata de utilizar el concepto
de valor numérico de una funcién para determinar un parametro de la expresion de la
funcién, dando lugar asi a una solucién particular de la EDO, fruto de la condicién
impuesta. Milagros y Silvia han utilizado esta relacion entre el valor numérico de una
funcién y determinadas condiciones de la situacion particular planteada para establecer
la funcion, solucion particular de la EDO, que modela la situacion (Imagen 5.4.1.12).

Sabemos que la cantidad exacta de mercurio que hay en el depdsito en el instante inicial
(£ =10) es 0 gramos porque, en ese momento, no ha entrado nada de solucién.

Escribe esta informacion haciendo uso de la expresion de la funcién que hemos
obtenido anteriormente y calcula el valor de la constante C.
N =]
(Pm = P PEO , Eu eae cons —% O O, = oo =bEC‘.=~1Cﬂ:}|
-

Escribe la expresién de la fancién que modela la cantidad de mercurio que hay en cada
mstante dentro del depésito y que sera parte de la informacién que envies a tu cliente.
-S4

[L=r—3
P= -less,. & - loos .

Imagen 5.4.1.12: Milagros y Silvia usan el concepto de valor numérico de una funcion
para obtener una solucion particular de la EDO

Aunque Silvia utiliza el mismo procedimiento para calcular el valor de la constante de
integracién en la funcion que modela la situacién correspondiente al problema 4,
utilizado en la entrevista, no muestra la misma habilidad para utilizarlo en el célculo de
la constante de proporcionalidad de la que depende dicha expresion de la funcién. Silvia
muestra muchas dudas sobre como utilizar el hecho de que exista otro dato relacionado
con la temperatura del cuerpo en un instante, ademas de la condicién inicial, para
obtener el valor de la constante de proporcionalidad, siendo necesaria la ayuda del
profesor para poder seguir con el desarrollo de la entrevista (Trascripcién B.2.1.TES,
intervenciones [30,37]).

Después de obtener la expresion de la solucion particular de la EDO en el problema 2
del Mdédulo de Ensefianza, Contaminacion de mercurio, los estudiantes son guiados
para representar graficamente dicha funcion, obtenida como solucion del problema de
valores iniciales, p(t)=-1000e°°* +1000 , utilizando la Voyage™?200. Las

siguientes cuestiones del problema se plantean para que los estudiantes analicen dicha
representacion grafica.
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Representacion grafica de la funcion p(t) = —1000-e %°°°* +1000
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Inicialmente, Milagros y Silvia no reconocen la presencia de una asintota horizontal en
la grafica, considerando que la funcién es estrictamente creciente (Trascripcion
B.2.1.TM, intervenciones [207,217]). Preguntan a Nicanor (estudiante de la pareja
analizada en la seccion 5.4.2) y calculan el limite de la funcién en el infinito, utilizando
lapiz y papel. Milagros muestra mas fluidez en el célculo de limites que su comparfiera
(Imagen 5.4.1.13).
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Imagen 5.4.1.13: Procedimiento de calculo del limite de Milagros y Silvia

Milagros y Silvia no tienen dificultad para utilizar la calculadora, pero tampoco la
utilizan de forma indiscriminada, para realizar todos los célculos, como hacen Alexis y
Zoraida (seccion 5.4.4). Por ejemplo, el limite de la funcion p(t) en el infinito lo

calcularon utilizando lapiz y papel, como ya hemos mostrado anteriormente. Tampoco
hacen uso de la Voyage 200 como herramienta de tipo metacognitivo, que les sirva para
la comprobacién de los resultados obtenidos y la regulacion del proceso de solucién.
Esta pareja confia ciegamente en los resultados mostrados por la herramienta, sin
cuestionarlos, mostrando asi su escasez de estrategias de auto regulacion del proceso de
resolucion.

Un aspecto a destacar acerca de la relacion entre esta pareja de estudiantes y la
herramienta tecnologica empleada en esta investigacion es que Milagros y Silvia
interpretan de forma parcial la informacion grafica que la VVoyage 200 les proporciona
acerca de la cantidad de mercurio que hay en el estanque en cualquier instante de
tiempo, en el sentido de que se quedan exactamente con la parte que representa la
calculadora, sin pensar que dicha representacion abarca un dominio mas amplio, como
refleja la frase de Milagros “es que yo no veo mads para alld” (Trascripcion B.2.1.TM,
intervenciones [207,217]).

La etapa 3 finaliza con una serie de cuestiones que tienen como objetivo determinar el
grado de interrelacién entre el contexto de la situacién real planteada y el modelo
matematico. Milagros no tiene ninguna dificultad para establecer la relacion entre los
enunciados de estas preguntas y las transformaciones y calculos que necesita hacer en el
contexto matematico. A Silvia le cuesta un poco mas, lo que provoca que pida a
Milagros explicaciones acerca de las operaciones que esta haciendo (Trascripcion
B.2.1.TM, intervenciones [312,326]). En este caso, la interaccion entre las estudiantes
promueve que Milagros tenga que justificar sus argumentos y permite observar su
capacidad para explicar sus razonamientos.

Planteamiento y solucién de casos generales

En la etapa 4 de este problema se generaliza la situacion hipotética planteada, haciendo
variar cuatro de los parametros que influyen en ella: la cantidad de mercurio que se
introduce en el depésito, la velocidad a la que entra y sale la disoluciéon, el volumen del
depdsito y la cantidad inicial de mercurio que hay en el depdsito (anexo A.2.M). Cada
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uno de estos parametros es estudiado en un apartado diferente de esta etapa del
problema.

Milagros y Silvia reflexionan acerca de la relacion que existe entre cada uno de los
términos de la EDO planteada en el problema particular (etapa 2) y los elementos que
intervienen en la situacion planteada. En el primer apartado de la etapa 4 de este
problema se consideran distintos valores para la cantidad de mercurio que se introduce
en el deposito (0°2gr/l, 0°3gr/l, 0°4gr/l) para finalmente plantear la situacion en que se
introduce una cantidad m gr/l de mercurio. Milagros y Silvia identifican qué elementos
de la ecuacién diferencial dependen de la cantidad de mercurio que haya en la
disolucion que se introduce en el estanque, mostrando su capacidad de reflexion y
explicando su razonamiento (Imagen 5.4.1.14 y Trascripcion B.2.1.TM, intervenciones
[336,342]).
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Imagen 5.4.1.14: Capacidad de reflexion y explicacion de Milagros y Silvia

En esta etapa del problema, Milagros y Silvia se reparten las tareas. Mientras Milagros
va resolviendo las EDO de la tabla 1 con la calculadora, Silvia va escribiendo las
respuestas en el documento escrito. Esto permite observar cierta falta de rigor, por parte
de Silvia, a la hora de escribir la EDO que modela la situacién, como podemos ver en la
imagen anterior (Imagen 5.4.1.14).

Esta pareja utiliza la calculadora VVoyage 200 para resolver las ecuaciones diferenciales,
mientras que resuelven el problema de valores iniciales con lapiz y papel (Imagen
5.4.1.15). Resuelven los dos primeros casos, correspondientes a la introduccion de
0°2gr/l 'y 0°3gr/l de mercurio en el estanque. Posteriormente Milagros utiliza los
resultados obtenidos como patron para establecer las soluciones de los casos siguientes,
que comprueban con la calculadora ante la insistencia de Silvia. Una vez mas, la
interaccion entre los estudiantes ha funcionado como elemento de regulacion del
proceso de solucion. Silvia muestra haber comprendido el proceso de generalizacion
seguido por su compafiera completando ella la tltima fila de la tabla.
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Imagen 5.4.1.15: Resolucién de EDO con la Voyage™200

Sin embargo, puede estar ocurriendo que Silvia Unicamente haya comprendido la parte
del proceso de generalizacion relacionada con el procedimiento matematico, sin
comprender su significado en relacion con la situacion hipotética planteada. La razén de
que surgiera esta duda se debe al hecho de que Silvia, en la entrevista, indica que no
sabe qué se le esta pidiendo cuando se le habla de proponer una EDO que modele una
situacion mas general que la indicada en el enunciado del problema 4, Investigaciones
policiales (Trascripcion B.2.1.TES, intervenciones [219,234]. No obstante, la respuesta
mostrada en la entrevista también podria ser fruto de una falta de reflexion o de interés
por la actividad planteada. Esta circunstancia conduce a recalcar la necesidad de utilizar
actividades de evaluacion del aprendizaje de los estudiantes en distintos momentos del
proceso de ensefianza ya que sélo asi se podra determinar qué procesos son propios de
cada alumno y cuales han sido utilizados sin comprension. Esta informacion es
importante no solo para el profesor, o el investigador, sino también para los propios
estudiantes, como parte de la evaluacion del propio proceso de resoluciéon y del
aprendizaje, desarrollando asi la componente metacognitiva de los recursos del alumno.

Regresando al problema 2 del Mddulo de Ensefianza, para establecer la cantidad
méaxima de mercurio que se puede alcanzar en el deposito, dependiendo de la cantidad
de mercurio que se introduzca con la disolucién, Milagros y Silvia formulan conjeturas
(“Pues va a ser siempre 1000, 2000, 3000, 4000...”, trascripcion B.2.1.TM,
intervencion {395}) que no comprueban.

Cantidad | ) o | -
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que se EDO que modela Ia v v : Funcién que modela la situacién real Cantidad méxima de
introduce situacion Solucifn de la EDO p(0)=0 mercurio que puede
en el haber en el depésito
deposito
(grl)
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Imagen 5.4.i.16: Tabla 1 cumplimentada por Milégros y Silvia
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Milagros y Silvia no necesitan resolver todas y cada una de las EDO que surgen en la
etapa 4 de este problema para indicar cual es la funcién que modela la situacién
particular correspondiente o la cantidad maxima de mercurio que se puede alcanzar en
el depdsito, dependiendo de los pardmetros que se modifiquen. Esta pareja ha mostrado
cierta capacidad de abstraccién y generalizacion, estableciendo conexiones entre
distintas situaciones hipotéticas y su representacién en el lenguaje matematico.

Silvia confunde la EDO con la funcion que modela la situacién, aspecto que mostrd
también en la entrevista, como se mencioné anteriormente. Durante el desarrollo del
problema 2, es Milagros quien aclara a su compariera cual es la expresion de la EDO y
cual la de la solucién, aunque no justifica su respuesta (Trascripcion B.2.1.TM,
intervenciones [428,432]).

- ¢Y la cantidad maxima de mercurio que se puede alcanzar en el deposito?

M: Esa no es la funcidén que modela la situacién [Silvia esté escribiendo la EDO]

S: Pues yo juraria que aqui [tabla pagina anterior] pone: EDO que modela la situacion
M: [Sefiala 42 columna]

S: Pero... para t=0

M: Pero esto... si no diria la EDO y dice la funcién

Trascripcion B.2.1.TM, intervenciones [428,432]

Al final del segundo apartado de la etapa 4, en la que se consideran situaciones en las
que varia la velocidad a la que entra y sale la disolucion del estanque, Silvia propone la
EDO p'=vm-0.000vp para modelar la situacion en la que la disolucion entra y sale

del deposito a una velocidad de v I/min con una cantidad de m gr/l de mercurio. El
término vm indica la cantidad de mercurio que entra por minuto, pero ;qué representa
la expresién 0.000v ? Podria ser que Silvia estuviera utilizando el valor de v como
imagen de un valor numérico y no como el significado de la velocidad, pero lo que si
parece claro es que Silvia no esta considerando la expresion 0.000vp como el producto

de la cantidad de mercurio que hay dentro del deposito en un instante de tiempo
determinado por la velocidad a la que sale la disolucién del estanque, que es la
interpretacion de este término en la situacion hipotética planteada.

El procedimiento seguido por estas alumnas para desarrollar todos los apartados de la
etapa 4 es similar y los resuelven correctamente. S6lo en el Ultimo apartado cometen un

error al escribir la expresion de la solucién particular de la EDO %:v-m—v P,

correspondiente a diferentes condiciones iniciales. Una vez obtenido, de forma correcta,
el valor de la constante de integracion correspondiente a cada una de las condiciones
iniciales, Milagros y Silvia sustituyen el valor obtenido en la expresion de la funcion
solucion sin utilizar paréntesis (Imagen 5.4.1.17). Este error podria ser fruto de falta de
comprension sobre el uso de los paréntesis o de no haber reflexionado sobre la jerarquia
de operaciones o sobre la expresién obtenida.
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Imagen 5.4.1.17: Error de Milagros y Silvia en la expresion de la solucion particular

Este error en la expresion de la funcion solucion particular les conduce a una expresion
incorrecta de la cantidad maxima de mercurio que se puede alcanzar en el depoésito,
dependiendo de la cantidad inicial de dicho elemento que haya dentro del mismo. En los
tres apartados anteriores se puede observar que la cantidad méaxima de mercurio que
puede alcanzarse dentro del deposito depende del volumen del depdsito (V) y de la
cantidad de mercurio que tenga la disolucion que se estad introduciendo (m). En este
apartado, Milagros y Silvia obtienen que dicha cantidad, obtenida calculando el limite
de la funcidn solucion cuando el tiempo tiende a infinito, depende ademas de P,, que

hace referencia a la cantidad inicial de mercurio que haya en el depdsito (Imagen
5.4.1.18). Esto refleja que esta pareja puede no haber comprobado que los resultados
obtenidos en los distintos apartados de la etapa 4 concordaban, mostrandose
nuevamente necesario el uso de estrategias de control de los resultados obtenidos y los
procedimientos y procesos d